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Introduction

Cette these est consacrée a ’étude du premier groupe de la cohomologie de Hoch-
schild Hl(A, A), en tant qu’algébre de Lie, pour des algebres A de dimension finie
sur un corps k. Cela nous permet aussi d’examiner la composante de 1'identité
du groupe algébrique des automorphismes extérieurs Out(A)°® en caractéristique
zéro. Nous étudions des algebres monomiales, des algebres de groupe et des ex-
tensions triviales.

Pour une algebre monomiale A, nous montrons que le quotient de Lie semi-simple
de Hl(A, A) par son radical est un produit d’algebres de Lie pgl(n, k). Des critéres
combinatoires pour la résolubilité, la (semi-)simplicité, la commutativité et la
nilpotence de Hl(A, A) et Out(A)°® sont donnés. Pour une extension triviale T'A
d’une algebre A dont le radical est nul, nous démontrons que le quotient de
Lie semi-simple de Hl(TA,TA) par son radical est un produit d’algebres de Lie
pgl(n, k) et so(2m, k).

Hochschild a défini en 1946 dans [Hoc| la cohomologie de Hochschild H*(A, X)
d’une k-algebre associative A sur un corps k a coeflicients dans un A-bimodule

X, comme espaces vectoriels d’extensions
H"(A, X) = Ext}. (A, X),

ou A€ est ’algebre enveloppante, A€ := A ®; A°P. Il existe une résolution projec-
tive standard de A en tant que A-bimodule qui donne le complexe de cochaines
usuel de Hochschild C*(A, X)) calculant la cohomologie de Hochschild H*(A, X).
Le groupe de cohomologie de Hochschild en degré un a une interprétation tres
concrete de structures algébriques classiques en termes de dérivations. Le premier
groupe de cohomologie de Hochschild H*(A, X)) est le quotient des dérivations mo-
dulo les dérivations intérieures. Une dérivation f : A — X est une application
linéaire vérifiant f(Ap) = Af(p) + f(A)y, pour tout A et p dans A. Elle est
intérieure s’il existe un élément = € X tel que f(\) = Az — z\, pour tout A € A.
La cohomologie de Hochschild H*(A, A) d’une algebre A, a coefficients dans le

A-bimodule A, éclaire sur la dimension homologique globale de A (voir [Hal) et
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elle est liée a la théorie des déformations de l'algebre A via sa valeur en degré
deux et des obstructions convenables (voir [Ge2]).

En 1963, la structure d’algebre de Gerstenhaber a été introduite sur la cohomo-
logie de Hochschild par Gerstenhaber (voir [Gel]). En 1995, Gerstenhaber et Vo-
ronov [GV1] ont montré en vue d'une conjecture de Deligne [De] que le complexe
de cochaines usuel de Hochschild C*(A, A) a une structure naturelle d’algébre de
Gerstenhaber & homotopie pres. Dans [Sch] Schwede a donné une interprétation
du crochet de Lie gradué sur la cohomologie de Hochschild en termes de suites
exactes de bimodules.

En particulier le premier groupe de la cohomologie de Hochschild H*(A, A) est une
algebre de Lie. Bien entendu il est connu depuis longtemps que le commutateur
muni Hl(A, A) d’une structure d’algebre de Lie.

Dans le cas des algebres de dimension finie en caractéristique zéro, cette algebre
de Lie peut étre considerée comme I’algebre de Lie du groupe algébrique des auto-
morphismes extérieurs Out(A) = Aut(A)/Inn(A) de 'algebre A. Notons que, si A
est une algébre basique, alors le groupe Out(A) est isomorphe au groupe de Picard
Picy(A) (voir [Po]). Le groupe algébrique Out(A) a été étudié par Guil-Asensio et
Saorin dans [GAS1]. Huisgen-Zimmermann et Saorin ont prouvé dans [HZS] que
la composante de 'identité Out(A)° du groupe des automorphismes extérieurs
est invariante sous équivalence dérivée. Par ailleurs, Keller a montré dans [Ke]
que la cohomologie de Hochschild est préservée sous équivalence dérivée comme
une (super-)algebre de Lie graduée. Par conséquent, 'algébre de Lie H'(A, A) est
invariante sous équivalence dérivée.

Dans cette these, nous étudions la structure d’algebre de Lie du premier groupe
de la cohomologie de Hochschild H*(A, A) pour des algebres A de dimension finie
sur un corps k.

Dans le premier chapitre, cette algebre de Lie est introduite de deux manieres
différentes, a savoir comme le premier groupe de la cohomologie de Hochschild
et comme l'algebre de Lie du groupe algébrique des automorphismes extérieurs
Out(A). Nous définissons la cohomologie de Hochschild H*(A, A) et nous donnons
en particulier des résolutions projectives permettant de la calculer. Les structures
algébriques sur la cohomologie de Hochschild H*(A, A) sont rappelées. Ensuite
nous introduisons le groupe algébrique des automorphismes extérieurs de A et
nous présentons les travaux de Pollack [Po| et de Guil-Asensio et Saorin [GAS1]
sur ce sujet.

Le deuxieme chapitre constitue la partie principale de cette these. Il est dédié a
I’étude de ’algébre de Lie Hl(A, A) d’une k-algébre monomiale A de dimension
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finie. Cette étude se fait en termes combinatoires du carquois de A, sans restric-
tion sur la caractéristique du corps k et en ne travaillant qu’avec des méthodes
algébriques.

Apres avoir donné quelques définitions et avoir fixé les notations, nous utilisons,
dans la deuxieme section, la résolution projective minimale d’une algebre mo-
nomiale A (en tant que A-bimodule), due & Bardzell [Bal, afin d’obtenir une
description combinatoire de 1'algebre de Lie Hl(A, A) en termes de chemins pa-
ralléles (voir corollaire 2.2.1.9 et théoréme 2.2.2.1).

Ensuite, nous examinons, dans la troisieme section, le lien entre cette description
de I'algebre de Lie H'(A, A) et les travaux de Guil-Asensio et Saorin [GAS2] sur
le groupe algébrique des automorphismes extérieurs d’algebres monomiales.

Ce qui est crucial pour ’étude de l'algebre de Lie Hl(A, A) est le fait que la
longueur des chemins du carquois de A induit une graduation sur H'(A,A) =
®;>—1L;. On y consacre la quatrieme section. Apres avoir étudié la sous-algebre
de Lie L_; de H'(A,A), nous donnons une base de la sous-algebre de Lie L
de Hl(A, A). Nous calculons son radical, ainsi que le radical de Hl(A, A) (voir
théoreme 2.4.3.6). Nous montrons que le quotient de Lie semi-simple de H' (A, A)
par son radical est un produit d’algébres de Lie pgl(n, k) (voir corollaire 2.4.3.7).
Remarquons que cet isomorphisme est explicite.

Dans la cinquiéme section, nous donnons des critéres combinatoires pour quelques
propriétés de I'algebre de Lie H'(A, A), ainsi que de la composante de I'identité
du groupe algébrique des automorphismes extérieurs en caractéristique zéro. Ceci
est fait pour la résolubilité, la semi-simplicité (voir théoréme 2.5.2.1 et corollaire
2.5.2.4), la (presque) simplicité, la réductivité, la commutativité et la nilpotence.
Ce deuxieme chapitre se termine par une section sur 1’algebre de Lie graduée
H*(A, A) d’une algébre monomiale A. Nous calculons le radical de H*(A, A) et le
quotient de H*(A, A) par son radical dans le cas ol le carquois de A n’a pas de
cycle orienté.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions I’algebre de Lie Hl(kG, kG) de quelques
algebres de groupes kG pour un corps de caractéristique p > 0.

Une Morita équivalence donnée par Gabriel [Ga] pour cark = p > 0 entre les
algebres de groupes kG, ou le groupe fini G admet un seul p-sous-groupe de
Sylow cyclique, et certaines algébres monomiales nous permet d’appliquer des
résultats du chapitre précédent. On montre ainsi que 1'algebre de Lie Hl(kG, kG)
est semi-simple si et seulement si cark = p # 2 et le groupe G est le produit
direct d’un groupe K d’ordre g premier a p et du groupe cyclique Z /pZ. Dans ce
cas H'(kG, kG) est un produit d’algebres de Lie de Witt (voir théoreme 3.1.0.3).

Le cas des groupes finis abéliens est étudié dans la deuxieme section de ce cha-



10

pitre. Cibils et Solotar [CSo] ont montré que, dans ce cas, la cohomologie de
Hochschild H*(kG, kG) est isomorphe, en tant qu’algébre, & H*(G, k) ®; kG, ou
H*(G, k) désigne la cohomologie de groupes. Nous utilisons leur isomorphisme
pour munir Hl(G, k) ®r kG d’une structure d’algébre de Lie. Ainsi on montre que
H'(kG, kG) est un produit d’algebres de Lie H'(kS, kS), o S désigne le p-sous-
groupe de Sylow du groupe fini abélien G (voir théoréme 3.2.0.2). L’algebre de
Lie Hl(kG, kG) est semi-simple si et seulement si le p-sous-groupe de Sylow S de
G est élémentaire et S # 7Z/2Z si car k = 2. Dans ce dernier cas, H'(kG, kG) est
un produit d’algebres de Lie de Jacobson et Witt (voir corollaire 3.2.0.4).

Le quatrieme chapitre est voué a I’étude de 'algebre de Lie Hl(TA,TA) de l'ex-
tension triviale T'A d’une algebre A.

Ce chapitre de la these doit beaucoup a Manuel Saorin qui m’a initiée a ce sujet
pendant mon excellent séjour a Murcia et que je remercie ici.

Grace a un isomorphisme explicite nous transférons la structure d’algebre de Lie
de HY(T'A,TA) au k-espace vectoriel Z(A) ® H'(A, A) @ Hi(A, A)* @ Alt4(DA)
(voir théoremes 4.1.0.3 et 4.1.0.6). Ensuite, 'algebre de Lie Hl(TA,TA) est
étudiée dans le cas ou A est une k-algebre de radical carré zéro et k un corps
dont la caractéristique est différente de 2. Nous utilisons des résultats obtenus
pour les algebres monomiales dans le chapitre 2. D’abord, nous donnons une base
de Z(A) fan) Hl(A, A) fas) Hl(A,A)* s AltA(DA) (Voir théoréme 4.2.2.2) dans la-
quelle nous exprimons ensuite le crochet de Lie de H'(T'A, T A). Ce dernier point
nous permet de calculer le radical de 1'algebre de Lie H'(T'A,T'A) et de montrer
que le quotient semi-simple de 1'algébre de Lie H'(T'A, T A) par son radical est
un produit d’algebres de Lie pgl(n, k) et so(2m, k) (voir théoréme 4.2.3.3). En
particulier, I’algebre de Lie Hl(TA,TA) n’est jamais semi-simple. Ce travail se
termine avec des critéres combinatoires sur la résolubilité et sur la commutati-
vité de ’algebre de Lie Hl(TA,TA) et de la composante de I'identité du groupe

algébrique des automorphismes extérieurs Out(7'A)°.

Une partie des résultats de cette thése est annoncée dans une note aux Comptes
rendus de ’Académie des Sciences [St2] et figurent dans la prépublication [St3]
(soumise) jointe en annexe a cette theése.

Une introduction en anglais suit.



Introduction (English)

This thesis is devoted to the study of the first Hochschild cohomology group
Hl(A, A), as a Lie algebra, for algebras A of finite dimension over a field k. This
allows us also to examine the identity component of the algebraic group of ou-
ter automorphisms Out(A)° in characteristic zero. We study monomial algebras,
group algebras and trivial extensions.

For a monomial algebra A, we show that the semisimple Lie quotient of H* (A, A)
by its radical is a product of Lie algebras pgl(n, k). Combinatoric criteria for
the solvability, the (semi-)simplicity, the commutativity and the nilpotency of
Hl(A, A) and Out(A)° are given. For a trivial extension T'A of a radical square
zero algebra A, we prove that the semisimple Lie quotient of Hl(TA, TA) by its
radical is a product of Lie algebras pgl(n, k) and so(2m, k).

Hochschild [Hoc] defined in 1946 the Hochschild cohomology H*(A, X) of an as-
sociative k-algebra A over a field k, with coefficients in a A-bimodule X, as vector
spaces of extensions

H"(A, X) := Ext}. (A, X),

where A° is the enveloping algebra, A° := A ®; A°P. There exists a standard pro-
jective resolution of A as a A-bimodule which yields the usual cochain complex
defined by Hochschild C*(A, X') computing the Hochschild cohomology H*(A, X).
The Hochschild cohomology group of degree one has a very concrete interpreta-
tion of classical algebraic structures in terms of derivations. The first Hochschild
cohomology group H' (A, X) is the quotient of the derivations by the inner deriva-
tions. A derivation f: A — X is a linear map satisfying f(Au) = Af(p) + f(A)u
for all A and g in A. It is inner if there exists an element z € X such that
f(A) =Xz —zXforall A € A.

The Hochschild cohomology H*(A,A) of an algebra A with coefficients in the
A-bimodule A gives an insight into the homological global dimension of A (see
[Ha]) and it is closely related to the deformation theory of the algebra A via its
value in degree two and suitable obstructions (see [Ge2]).

In 1963 the structure of a Gerstenhaber algebra was introduced on the Hochschild

11
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cohomology by Gerstenhaber (see [Gel]). In 1995 Gerstenhaber and Voronov
[GV1] proved that the usual cochain complex of Hochschild C*(A, A) has a natural
structure of a homotopy Gerstenhaber algebra ; this is related to a conjecture by
Deligne [De]. In [Sch] Schwede gave an interpretation of the graded Lie bracket
on the Hochschild cohomology in terms of exact sequences of bimodules.

In particular the first Hochschild cohomology group H'(A, A) is a Lie algebra. Of
course it has been known for a long time that the commutator equips Hl(A, A)
with a Lie algebra structure. In the case of finite dimensional algebras in charac-
teristic zero this Lie algebra can be considered as the Lie algebra of the algebraic
group of outer automorphisms Out(A) = Aut(A)/Inn(A) of the algebra A. Note
that if A is a basic algebra then the group Out(A) is isomorphic to the Picard
group Pici(A) (see [Po]). The algebraic group Out(A) has been studied by Guil-
Asensio and Saorin in [GAS1]. Huisgen-Zimmermann and Saorin have proved in
[HZS] that the identity component Out(A)° of the group of outer automorphisms
is invariant under derived equivalence. Moreover Keller showed in [Ke| that Hoch-
schild cohomology is preserved under derived equivalence as a graded Lie algebra.
Thus the Lie algebra H*(A, A) is invariant under derived equivalence.

In this thesis, we study the first Hochschild cohomology group Hl(A, A), as a Lie

algebra, for finite dimensional algebras A over a field k.

In the first chapter this Lie algebra is introduced in two different ways, namely
as the first Hochschild cohomology group and as the Lie algebra of the algebraic
group of outer automorphisms Out(A). We define the Hochschild cohomology
H*(A,A) and we give in particular projective resolutions allowing to compute it.
The algebraic structures on the Hochschild cohomology H*(A, A) are recalled. We
then introduce the algebraic group of outer automorphisms of A and we present

results on this algebraic group given by Pollack [Po] and Guil-Asensio and Saorin

[GAS1].

The second chapter forms the main part of this thesis. It is devoted to the Lie
algebra H'(A, A) of a finite dimensional monomial k-algebra A. We study this Lie
algebra in terms of the combinatorics of the quiver of A, without any restriction
on the characteristic of the field k&, using only algebraic methods.

First we give some definitions and we fix the notations. In the second section we
use the minimal projective resolution of a monomial algebra A (as a A-bimodule),
due to Bardzell [Ba], in order to get a handy combinatoric description of the Lie
algebra Hl(A, A) in terms of parallel paths (see corollary 2.2.1.9 and theorem
2.2.2.1).
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The purpose of the third section is to link our description of the Lie algebra
H'(A,A) to Guil-Asensio and Saorin’s work [GAS2] on the algebraic group of
outer automorphisms of monomial algebras.

The fact that the length of the paths of the quiver of A introduce a grading on
H'(A,A) = ®;5_1L; is crucial for the examination of the Lie algebra H'(A, A).
We dedicate the fourth section to it. First the Lie subalgebra L_; of H' (A, A)
is studied. Then, we give a basis of the Lie subalgebra L, of H' (A,A) and we
compute its radical, as well as the radical of H'(A, A) (see theorem 2.4.3.6). It
is shown that the semisimple Lie quotient of Hl(A, A) by its radical is a product
of Lie algebras pgl(n,k) (see corollary 2.4.3.7). Note that the isomorphism is
explicit.

In the fifth section we give combinatoric criteria for some properties of the Lie
algebra Hl(A, A), as well as of the identity component of the algebraic group of
outer automorphisms in characteristic zero. This is done for the solvability, the
semisimplicity, (see theorem 2.5.2.1 and corollary 2.5.2.4), the (almost) simplicity,
the reductivity, the commutativity and the nilpotency.

This second chapter ends with a section on the graded Lie algebra H*(A,A) of
a monomial algebra A. We compute the radical of H*(A, A) and the quotient of
H*(A, A) by its radical in the case where the quiver of A does not have oriented
cycles.

In the third chapter we study the Lie algebra H'(kG, kG) of some group algebras
kG for a field of characteristic p > 0. A Morita equivalence given by Gabriel [Ga)
for chark = p > 0 between the group algebras kG, where the finite group G ad-
mits a single cyclic Sylow p-subgroup, and certain monomial algebras allows us to
apply results of the preceding chapter. We show that the Lie algebra Hl(kG, kG)
is semisimple if and only if char k = p # 2 and the group G is the direct product
of a group K of order g prime to p and of the cyclic group Z/pZ. In this case
Hl(kG, kG) is a product of Witt Lie algebras (see theorem 3.1.0.3).

The case of finite abelian groups is treated in the second section of this chapter.
Cibils and Solotar [CSo] showed that, in this case, the Hochschild cohomology
H*(kG, kG) is isomorphic, as an algebra, to H*(G, k) ®; kG, where H*(G, k)
denotes the group cohomology. We use their isomorphism to equip H* (G, k)®rkG
with a Lie algebra structure. Thus we show that Hl(kG, kG) is a product of Lie
algebras Hl(kS, kS), where S denotes the Sylow p-subgroup of the finite abelian
group G (see theorem 3.2.0.2). The Lie algebra H'(kG, kG) is semisimple if and
only if the Sylow p-subgroup S of G is elementary and, if chark = 2, S # Z/2Z.
In this last case H'(kG, kG) is a product of Jacobson and Witt Lie algebras (see
corollary 3.2.0.4).
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In the fourth chapter we study the Lie algebra Hl(T A,TA) of the trivial extension
T A of an algebra A.

This chapter of the thesis owes much to Manuel Saorin who introduced me to
this subject during my excellent stay in Murcia and whom I thank here.
Thanks to an explicit linear isomorphism we transfer the Lie algebra structure of
H'(TA,TA) to the k-vector space Z(A) ® H'(A, A) @ Hi(A, A)* @ Alt4(DA)
(see theorems 4.1.0.3 and 4.1.0.6). Next, the Lie algebra Hl(TA, TA) is stu-
died in the case where A is a radical square zero k-algebra and k is a field
whose characteristic is different from 2. We use results obtained for monomial
algebras in chapter 2. First, we give a basis of the sum of k-vector spaces
Z(A)@oH' (A, A) o H (A, A)* ® Alt4(DA) (see theorem 4.2.2.2) in which we then
express the Lie bracket of Hl(TA,TA). This allows us to compute the radical
of the Lie algebra Hl(T A,TA) and to show that the semisimple quotient of the
Lie algebra H'(T'A, T A) by its radical is a product of Lie algebras pgl(n, k) and
50(2m, k) (see theorem 4.2.3.3). In particular the Lie algebra H' (T4, T A) is never
semisimple. This thesis ends with combinatoric criteria on the solvability and the
commutativity of the Lie algebra Hl(TA,TA) and of the identity component of
the algebraic group of outer automorphisms Out(7"'A)°.

Some of the results of this thesis are announced in a note to the Comptes rendus
de ’Académie des Sciences [St2] and are contained the preprint [St3] (submitted)
which is enclosed in the appendix of this thesis.



Chapitre 1

L’algebre de Lie HY(A, A) vue

sous deux angles différents

Ce travail est dédié a 1’étude de 'algebre de Lie H'(A, A) associée a une algebre
A de dimension finie. Dans ce chapitre, nous allons présenter cette algebre de Lie
de deux manieres différentes, a savoir, d'une part, comme le premier groupe de
la cohomologie de Hochschild et, d’autre part, comme ’algébre de Lie du groupe
algébrique des automorphismes extérieurs de A. Nous présentons aussi le cadre

théorique plus large dans lequel ces structures s’inscrivent.

1.1 La cohomologie de Hochschild

1.1.1 Définition et quelques résolutions projectives

Soient A une k-algebre associative de dimension finie sur un corps k£ et X un
A-bimodule. Notons que, si A := A ®; A°P est l'algebre enveloppante, alors un
A-bimodule X peut étre considéré comme un A°-module & gauche par l’action
(A®k 1) -z = Azp pour \,u € A et z € X. La cohomologie de Hochschild
H*(A, X)) de A & coefficients dans X est définie comme étant le k-espace vectoriel
Ext}.(A, X). Elle peut donc se calculer a partir d'une résolution projective de A
en tant que A-bimodule. La résolution standard Pgoa, est

n—1

S A% S AT S ARLA S A0,

ou £(z1 @ z2) = T122 €t

n—1

8(z1 @k @k ) = D (—1) 21 ®p -+ @k Tiig1 ®p -+ Dk Ty

1=1

pour z1,...,x, € A.

15
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Lemme 1.1.1.1
Sotent A une sous-algebre de A et M un A-bimodule. Alors les k-espaces vectoriels
Hompe (A ®4 M ®4 A, X) et Homy: (M, X) sont isomorphes.

Démonstration:

Le A-bimodule X est un A-bimodule par restriction. On vérifie aisément que
le morphisme linéaire Homu:(A ®4 M ®4 A, X) — Homauc(M, X) qui envoie
un morphisme de A-bimodules f : A ®4 M ®4 A — X sur le morphisme de
A-bimodules M — X donné par m — f(1y®4m®a4 1) et le morphisme linéaire
Hom ¢ (M, X) — Hompe(A ®4 M ®4 A, X) qui associe a g : M — X 1’élément
AR4M@4A— X, A®4mQa p+— Ag(m)u sont inverses 'un de l'autre.

g.e.d. 1.1.1.1

En appliquant le foncteur Hompe(_, X') & Pyocn sans le terme A de droite et en
identifiant pour tout n € N Homp (A ®; A® ®; A, X) et Hom;(A®:, X), grace
au lemme précédent, on obtient le complexe de cochaines Choen (A, X) défini par
Hochschild dans [Hoc] en 1946 :

0— X -2 Homy (A, X) — - -+ — Hom, (A®F, X) ny Homk(A®Z+l,X) =,
ou (dyz)(z1) = 212 — zz1, pour tout z € X et z; € A et

(dnf)($1 Rk * - Ok l‘n+1) = mlf(ﬂﬂz Qp - - Qp Ccn+1) +

n

Z(—l)if(fvl ®% - Ok TiTit1 O+ * Ok Tnt1)

1=1

+ (—1)n+1f(l']_ ®k e ®k xn)xn+13

pour tout f € Hom,(A®%, X), n € N, et z1,...,2,41 € A. On note par C*(A, X)
le k-espace vectoriel Hom, (A®%, X) pour n € Net par C*(A, X) := [T,y C"(A, X)
I’espace de cochaines de Hochschild a coefficients dans X.

Sil’algebre A contient une sous-algebre séparable E, alors la résolution projective

suivante P, permet de réduire la taille du complexe utilisé pour calculer la

cohomologie de Hochschild (voir [GS2]) :
s A®E S APET L AR A S A0,

ol e(z1 ®g T2) = 122 €t

n—1

5($1 RF - QR l‘n) = Z(—l)iﬂﬂh RF - QO ;%iy1 OF - - QF Ty,
=1
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pour zi,...,z, € A. En appliquant le foncteur Hompe(_, X') & P,q et en identi-
fiant Homy(A ®g A®E ®p A, X) avec Homg.(A®®, X), pour tout n € N, grace
au lemme 1.1.1.1, on obtient le complexe de cochaines C,q(A, X) :

0 X7 % Hompg. (A, X) = --- — Hompg(A®E, X) i HomEe(A®%+1,X) —

avec X¥ := {z € X | ex = ze Ve € E} ol les morphismes d,,, n € N, sont obtenus
comme les restrictions des morphismes correspondants dans Cgoen (A, X ). En effet,
on peut projeter A® sur A®# de sorte que I'on a une injection de Hom(A®Z, A)
dans Homy(A®:, A) et, par ailleurs, on a Homp: (A®2, A) < Hom,(A®®, A). Ainsi
Cra1(A, X) forme un sous-complexe de Croen(A, X).

Désignons par r le radical de Jacobson de A. Si A/r est séparable, alors le
théoréeme de Wedderburn-Malcev (voir [Pi] 11.6) affirme qu'’il existe une sous-
algebre E de A telle que A = E @ r en tant que k-espace vectoriel. La k-algebre
A admet par exemple toujours une telle décomposition si le corps k est parfait.
Dans ce cas, on a une résolution projective P,.q de A en tant que A-bimodule qui
est encore plus petite que la précédente (voir [C3] et[GS2]) :

o ARETPEREA D A®Er®E @A = - > A®ET®pA > A®EA S A — 0,

ol les morphismes ¢ et é sont définis comme les restrictions des morphismes cor-
respondants de P,.;. Grace au lemme 1.1.1.1, on obtient le complexe de cochaines
Crea(r, X) suivant qui calcule la cohomologie de Hochschild :

n+41

0— XEX Homge(r, X) — -+ — Hompg. (r®&, X) dn Homg:(r®s | X) — -+,

ou les morphismes d,, n € N, sont obtenus comme les restrictions des mor-
phismes correspondants de Cyq (A, X ). Remarquons que Ceq(r, X ) peut étre consi-

deré comme un sous-complexe du complexe Cgoan (A, X).

1.1.2 Structures algébriques sur la cohomologie de Hoch-

schild

En 1963, Gerstenhaber a introduit dans [Gel] la structure d’algébre de Gersten-
haber sur la cohomologie de Hochschild de A (a coefficients dans A, i.e. X = A).
Récemment de nouvelles structures algébriques, comme par exemple la structure
d’algebre de Gerstenhaber a homotopie pres, ont été découvertes sur 1’espace de
cochaines C*(A, A) par Getzler et Jones dans [GJ] et par Gerstenhaber et Voronov
dans [GV1].
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Soient f € C*(A,A), et g € C™(A,A), n,m € N, des cochaines. Si n > 1 on
définit, pour tout i € {1,...,n}, un élément f5;9 € C"*™ (A, A) tel qu'on a
pour tout x1,...,Zpqm1 € A :

[3:i9(z1 ®r -+ @k Typpm—1) :=
flz1 @k @ zic1 @k 9(2; Qk -+ Ok Titm—1) Ok ** * Ok Tipm—1)-

Pour m = 0, une cochaine ¢° € CO(A, A) peut étre regardée comme un élément
dans ’algebre A. Ensuite, on définit le produit de composition o :

n

fog := Z(—l)(i_l)(m_l)faig.

=1

Posons fog := 0 pour n = 0. Avec ces définitions, on définit le crochet

[f’ g] = f6g — (_1)(”—1)(171,—1)96]‘..

On a[f,g] = —(—1)("_1)(’”_1)[g,f] et, pour h € CI(A, A),

(=)@ DEDIS, g, A + (=1) VD [g, ], £+ (—1)D D], £], 9] = 0.

Remarque 1.1.2.1

Ces relations impliquent que le crochet (de degré —1) défini ci-dessus munit l'es-
pace de cochaines de Hochschild d’une structure d’algebre de Lie graduée. En
particulier les 1-cochaines C'(A,A) = Deri(A,A) forment une algébre de Lie
ordinaire pour le crochet

[f,9]=fog—gof.
Le cup produit

FfUg(z1, s Zotm) = f(Z1, -, Z0) 9Tt 1y -« - s Trgm ),

définit la structure d’une algébre associative, différentielle graduée sur C*(A, A).

La différentielle joue le role d’une dérivation :

d(fUg)=df Ug+ (-1)"f Udg.

Définition 1.1.2.2

Une algebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel gradué muni d’un produst
z -y, définissant la structure d’algébre graduée commutative, et d’un crochet [z, y]
de degré —1, définissant la structure d’algebre de Lie graduée, tel que le crochet
avec un élément est une dérivation du produit :

[2,y- 2] = [z, 9] - 2 + (=1)\ 4=V degvy [ 2],
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Remarquons que le complexe de cochaines de Hochschild C*(A, A) est muni d’une
structure d’algebre de Lie graduée et d’une structure d’algebre associative, mais
C*(A, A) n’est pas une algébre de Gerstenhaber.

Proposition 1.1.2.3
Le cup produit (de degré 0) et le crochet (de degré —1)

[f,q] := f5g — (=1)nDim=Lg5 ¢

définissent une structure d’algebre de Gerstenhaber sur la cohomologie de Hoch-
schild H*(A, A) d’une algébre associative A.

Une preuve de cette proposition se trouve dans [GV1], corollaire 4.

Corollaire 1.1.2.4

Le premier groupe de la cohomologie de Hochschild Hl(A, A) qui est le quotient
des dérivations modulo les dérivations intérieures est une algebre de Lie usuelle
dont le crochet est induit par le crochet de Lie sur Homg(A, A)

[f,gl=feg—gof,
ou f,g € Homy (A, A). Les 1-cochaines, i.e. les dérivations
Deri(A,A) := CY(A,A) = {f € Homy (A, A) | F(Au) = Mf(u)+ F(N)u VA, u € A},

forment une sous-algebre de Lie de Homy (A, A) et les 1-cocycles, i.e. les dérivations

intérieures
Ady (A A) :=Imdy = {f € Hom(A,A) | 3z € A tel que f(A) = Az—zA VA € A},

forment un idéal de Lie de Derj (A, A).

Bien entendu le fait que Hl(A, A) est une algebre de Lie est connu depuis long-
temps, cette structure est d’ailleurs une des sources des considérations précédentes.
C’est cette structure d’algebre de Lie que nous allons étudier dans la suite pour

quelques classes d’algebres.

Remarque 1.1.2.5

Si A contient une sous-algébre séparable E, alors, grace a la résolution projective
Pra de Gerstenhaber et Schack, les espaces vectoriels Dery(A,A)/ Adg(A,A) et
Derge(A,A)/ Adge(A, A) sont isomorphes. Puisqu’on peut considérer de maniére
canonique Cr(A,A) comme un sous-compleze du compleze Cuomn(A,A), il en

résulte que

Derge(A,A) = {f € Homp: (A, A) | f(Au) = Mf(p) + F(N)p VA, u € A}
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avec le crochet canonique est une sous-algébre de Lie de Dery(A,A) et que
Adp.(A,A) = {f € Homg.(A,A) | 3z € A" tel que f(A) = Az —zA VA € A}

est une sous-algébre de Lie de Adi(A,A). Il est donc manifeste que le quo-
tient d’algébres de Lie Derge(A,A)/ Adge(A,A) est isomorphe a l'algébre de Lie
Derg (A, A)/ Adg(A,A).

Examinons d’abord la relation de I'algébre de Lie H' (A, A) avec le groupe algébrique
des automorphismes extérieurs.

1.2 Le groupe algébrique des automorphismes

extérieurs Out(A)

Dans cette section on suppose le corps k de caractristique zéro.

1.2.1 Définition et algebre de Lie de Out(A)

On désigne par Aut(A) le groupe des automorphismes d’une k-algébre A. C’est
un sous-groupe fermé du groupe algébrique GL(A) (voir [Hul], 10.7) et donc un
groupe algébrique. Comme le morphisme d’algebres

¥9: A — Endi(A), a +— my: A — A

T — ax

est injectif, l'algébre A peut étre identifiée avec son image dans Endj(A). Les
éléments inversibles A* ~ {a € ¥(A) | deta # 0} forment un sous-groupe fermé
et connexe de GL(A). Le groupe des automorphismes intérieurs Inn(A) est 'image

du morphisme de groupes algébriques

p: A* — Aut(A), a — 4,2 A = A
r — azal

de sorte que les automorphismes intérieurs Inn(A) forment un sous-groupe fermé
et connexe de Aut(A). Il est clair que Inn(A) est distingué dans Aut(A). Le groupe
algébrique des automorphismes extérieurs Out(A) est défini comme le quotient
Aut(A)/ Inn(A). Notons que si A est une algébre basique, par exemple un quotient
d’une algebre de chemins, alors le groupe Out(A) est isomorphe au groupe de
Picard Pici(A), i.e. au groupe de (types d’isomorphismes d’) auto-équivalences
de Morita de la catégorie des A-modules a gauche (voir [Po], p.1860).

On notera par £(G) l'algébre de Lie du groupe algébrique G.
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Théoreme 1.2.1.1

Sotent k un corps de caractéristique zéro et A une k-algébre de dimension finie.
Les dérivations Derg(A, A) forment ’algébre de Lie du groupe algébrique des au-
tomorphismes Aut(A) et les dérivations intérieures Adi(A,A) forment l’algébre
de Lie du groupe algébrique des automorphismes intérieurs Inn(A). L’algébre de
Lie Hl(A, A) peut étre considerée comme ’algébre de Lie du groupe algébrique

Out(A).

Démonstration:
Dans [Hul] 13.2, il est montré que Dery(A, A) est 1'algebre de Lie de Aut(A). La
dérivation du morphisme de groupes algébriques ¢ ci-dessus est :

de: A — Der(AA), a — ad(a): A = A

T = ar — Ia.

Puisqu’on a supposé cark = 0, ’algébre de Lie de 'image d'un morphisme de
groupes algébriques est I'image de la dérivation de ce morphisme. On a donc
£(Inn(A)) = £(Imyp) = Imdyp = Adg(A,A). La construction du quotient de
groupes algébriques Aut(A)/Inn(A) implique que P'algébre de Lie de Out(A) =
Aut(A)/Inn(A) est £(Aut(A))/L(Inn(A)) = Der(A,A)/Ad(A,A) = H'(A,A)
(voir [Hul], 11.5 et 12).

g.e.d. 1.2.1.1

1.2.2 La composante de 'identité de Out(A)

La composante de 'identité du groupe algébrique Out(A) est notée Out(A)°.
Comme la projection m : Aut(A) — Out(A) est un morphisme de groupes
algébriques, le fait que le groupe algébrique connexe Inn(A) contienne id, en-
traine que Out(A)® = G,/Inn(A), ou G, désigne la composante de l'identité
de Aut(A). Un groupe algébrique et sa composante de I'identité ayant la méme
algebre de Lie, le corollaire suivant est évident.

Corollaire 1.2.2.1
Soient k un corps de caractéristique zéro et A une k-algeébre de dimension fi-

nie. L’algebre de Lie Hl(A, A) est lalgébre de Lie du groupe algébrique conneze
Out(A)°.

Comme il y a une correspondance biunivoque préservant l'inclusion entre I’ens-
emble des sous-groupes fermés et connexes de Out(A)° et leurs algebres de Lie
considerées comme des sous-algebres de Lie de Hl(A, A), nous sommes parti-

culirement intéressés par 1'étude de Out(A)°.
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Le groupe algébrique des automorphismes d’une algebre quelconque de dimension
finie a été étudié par Pollack dans [Po]. Guil-Asensio et Saorin ont travaillé sur
le groupe algébrique des automorphismes extérieurs d’une algebre quelconque
de dimension finie (voir [GAS1]). Ils traitent le cas des algébres monomiales de
dimension finie dans [GAS2]. Nous reprenons leurs notations en présentant leur
travaux.

Puisqu’on a supposé le corps k de caractéristique zéro, il est parfait et la k-algebre
A admet donc une décomposition de Wedderburn-Malcev, i.e.

A=Edr,

ou r désigne le radical de Jacobson de A et E est une sous-algebre semi-simple
de A. Fixons une telle sous-algébre E. Comme le groupe algébrique Aut(A) opére
sur la variété A = F @& r et que la sous-algebre E est fermée dans A,

Hy := Tranaua)(E, E) = {0 € Aut(A) | o(E) C E}
est un sous-groupe fermé de Aut(A). L’ensemble
Hy :={o € Aut(A) | o(e)=e Ve€ E}

est un sous-groupe fermé de H A, car il peut étre consideré comme le noyau du
morphisme de groupes algébriques Hy — Aut(E), 0 — o |g. Notons que l'en-
semble {a € A | 3z € r tel que a = 1 + z} est un sous-groupe fermé, unipotent
et connexe de A* de sorte que son image par le morphisme ¢

Inn*(A) := {i, € Inn(A) | Iz € 7 tel que a =1+ z}

est un sous-groupe fermé, unipotent et connexe de Inn(A). Sachant que I'image
par un automorphisme de A du radical » de A est 7, il est clair que Inn*(A) est
distingué dans Aut(A). L’ensemble

E .= ©(E*) = {ta € Inn(A) | a € E*}
est un sous-groupe fermé et connexe de Aut(A). Notons
Up :={o € Aut(A) | o(z) =2 mod r* Vz € r}.
Puisque U, peut éte considéré comme le noyau du morphisme de groupes algébriques

en: Aut(A) — GL(r/r?)
o — r/r? — r/r?
z modr* — o(z) mod 7r?

I'ensemble U, forme un sous-groupe fermé de Aut(A). Evidemment le groupe

algébrique Inn*(A) est contenu dans Uj.
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Remarque 1.2.2.2
Le groupe algébrique Hy NUy est unipotent, de sorte que HyNUy et Hy NInn*(A)
sont des groupes algébriques connezxes.

La proposition suivante a été démontrée par Guil-Asensio et Saorin pour les
algebres basiques (voir [GAS2|, proposition 1.1), mais elle reste valable dans un

cadre plus général :

Proposition 1.2.2.3
Sotent k un corps de caractéristique zéro et A une k-algébre de dimension finie.
Les groupes algébriques HR et Hy N G sont identiques.

Démonstration:
Puisque E est une algebre semi-simple, grace au théoreme de Skolem-Noether
(voir par exemple [Lor], §29 6. Satz 20), le groupe des automorphismes Out(E)
est un groupe de permutations et, par suite, est fini. La suite exacte courte de
groupes
0 - Hy — Hy — Out(E)~S,
o+ ol|lg mod InnFE

montre donc que le groupe Hy est d’indice fini dans H,. Par conséquent, on a
H C Hy (voir [Hul], 7.3) et donc

H = H, C H\N Gy C Hy NGy C Gh.

Pour tout o € Aut(A), A = 0(E) @ r est aussi une décomposition de A. D’apres
le théoreme de Wedderburn-Malcev (voir par exemple [Pi], 11.6), il existe un
élément ¢, € Inn*(A) tel que o(E) = 1,(E). Par conséquent, on a ¢,-100 € f[A et
donc Aut(A) = Inn*(A)Hy. Puisque €s est un morphisme de groupes algébriques
satisfaisant e, (Inn*(A)) = 0, on en déduit

EA(HX) = EA(FIX) = EA(FIA)O = EA(Aut(A))O = eA(Aut(A)°) = EA(GA),

et donc

GA(HX) = EA(IA{A N GA)

Ceci montre que chaque élément de Hy N Gy est le produit d'un élément de Hj
et d’un élément de H ANGANUy. Puisque H A NU, est connexe et qu’il contient
I'identité, alors _ﬁIA NUx C ﬁj’\ = Hj et donc ]-_AIA N Ga NUp C HR. 1l en résulte
HyNGy C H3, ce qui implique Hpy N Gp = Hy.

g.e.d. 1.2.2.3
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Corollaire 1.2.2.4

Sotent k un corps de caractéristique zéro et A une k-algébre de dimension finie. La
composante de l’identité des automorphismes extérieurs Out(A)° est isomorphe,
en tant que groupe algébrique, au quotient Hy /Hp N Inn(A).

Démonstration:
Pollack a montré (voir [Po], p.1849) les égalités G, = Inn*(A)(Hx N Gy) et
HynN Gy = E(HA N Gy). On a donc Gy = Inn*(A)E(HA N Gy). Le fait que

Inn*(A)E est contenu dans Inn(A) montre que le morphisme de groupes algébriques

HyNnGy — Gp/Inn(A) = Out(A)°

o > o mod Inn(A)

est surjectif. Son noyau est Hy N Gy N Inn(A) = Hy N Inn(A), car on a
Inn(A) C Gj. Il en découle que les groupes algébriques Hy N Gy/H, N Inn(A)
et Out(A)° sont isomorphes. Comme la proposition précédente assure qu'on a
Hpy NGy = Hf, la démonstration est terminée.

g.e.d. 1.2.2.4

La proposition suivante montre que la description Hj/H, N Inn(A) du groupe
algébrique Out(A)° obtenue dans le corollaire précédent correspond a la descrip-
tion Derge (A, A)/ AdEe(A, A) de 'algebre de Lie Hl(A, A) due a la résolution P,
de Gerstenhaber et Schack (voir remarque 1.1.2.5).

Proposition 1.2.2.5

Soient k un corps de caractéristique zéro et A une k-algebre de dimension fi-
nie. L’algébre de Lie du groupe algébrique Hj est l’algébre de Lie Derge(A,A) et
Adge(A,A) est lalgébre de Lie du groupe algébrique Hp N Inn(A).

Démonstration:

Soit {ei,...,e,} une base de la k-algébre £ qui est de dimension finie. Pour tout
naturel ¢ € {1,...,n}, nous définissons G; := {0 € GL(A) | o(e;) = e} et
Gi :={o € gl(A) | o(e;) = 0}. Ainsi nous obtenons Hy = Aut(A) N nie{l,...,n} G;.
Puisque la caractéristique de k est nulle, le paragraphe 13.2 de [Hul] montre que

L(Hy) = L(Aut(A)) N Nigqa,..ny £(Gi)
= Derr(A,A)N miE{l,...,n} G
= {o €Derp(A,A) | o(e;)=0Vie{l,...,n}}
= Derg(A,A)
et
L(HyNInn(A)) = L(Hy) N L(Inn(A))
— Derg (A, A) N Adg(A,A) = Adg.(A, A)

g.e.d. 1.2.2.5



Chapitre 2

L’algebre de Lie H1(A, A) d’une

algebre monomiale A

Dans ce chapitre, nous allons étudier la structure d’algebre de Lie sur le premier
groupe de la cohomologie de Hochschild H'(A, A) d’une k-algebre monomiale A de
dimension finie ou k£ désigne un corps de caractéristique quelconque. Commencons
par définir ces algebres et par fixer quelques notations que nous garderons pour

le reste du chapitre.

2.1 Définition d’une algebre monomiale et quel-

ques notations

Soit k& un corps de caractéristique quelconque et soit () un carquois fini, 7.e. un
graphe orienté fini. La longueur d’un chemin orienté de ) est le nombre des fleches
dont le chemin est constitué. Pour tout n € N, nous notons par @), ’ensemble
des chemins orientés de longueur n de (). Notons qu’ainsi, )y est ’ensemble des
sommets de @ et @, est Uensemble des fleches de Q. On désigne par s(v) le

sommet initial d’un chemin orienté vy de @ et par ¢(7) son sommet terminal.

Définition 2.1.0.1

(1) L’algébre de chemins kQ est le k-espace vectoriel ayant pour base tous les
chemins orientés de @), ou la multiplication de deuxr chemins B € @Q; et
a € @, est donnée par la concaténation fa € Q;y; sit(a) = s(B) et 0

sinon.

(i1) Une k-algébre A est dite monomiale si elle est isomorphe a un quotient
d’une algébre de chemins kQ/I, ou l’idéal bilatére I de kQ est engendré
par un ensemble de chemins de longueur supérieure ou €gale a 2.

25
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Exemples 2.1.0.2

(1) Les algébres héréditaires kQ et les algébres tronquées kQ/{Q,), n > 2, sont
des algebres monomaales.

(i1) Soit Q le carquois suivant :

—_— b
a2 —_
E—

Si la caractéristique du corps k est différente de 2, I’algébre kQ/{bay — bas)
est une algebre monomiale, malgré sa présentation, car elle est isomorphe
a lalgébre kQ/(bas). En effet, l'isomorphisme d’algébres

P kQ/(bay —bas) — kQ/(bas)

ecQy — e
a = a1+ as
as = a1 — Q2

b — b

est bien défint grace a la relation
1/}(ba1) = ’lﬁ(b)’l/)(al) = ba1 + bag = ba1 = ba1 — ba2 = ¢(b)'¢(a2) = Ip(bag)

Soient A ~ kQ/I une k-algébre monomiale de dimension finie et Z un ensemble de
chemins de longueur > 2 qui engendre 1'idéal I. Nous allons supposer ’ensemble
Z minimal, 7.e. aucun sous-chemin propre d’'un chemin de Z n’est dans Z. Les
éléments de Z sont appelés relations minimales. Soit B 1’ensemble des chemins
de @) ne contenant aucun élément de Z comme sous-chemin. Il est clair que les
classes modulo I = (Z) des éléments de B forment une base de A. Pour tout
entier naturel n, nous notons par B,, le sous-ensemble @), N B de B formé par les
chemins de longueur n.

On désigne par E ~ k@), la sous-algebre séparable de A engendrée par les classes
modulo I des sommets de (). Ainsi nous avons une décomposition de Wedderburn-
Malcev A = E @ r ou r désigne le radical de Jacobson de l’algebre monomiale

A.

2.2 Larésolution projective minimale d’une alge-

bre monomiale A

Afin de calculer le premier groupe de la cohomologie de Hochschild Hl(A, A) =
Ext}.(A,A) de l'algebre monomiale A de dimension finie, nous allons utiliser la

résolution projective minimale du A-bimodule A donnée par Bardzell dans [Ba].
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2.2.1 Description

Pour décrire la résolution du A-bimodule A, Bardzell utilise la notion de
m-~chaines introduite dans [GHZ] et utilisée aussi dans [AG]. Les m-chaines sont
essentiellement des chemins minimaux contenant m — 1 chevauchements de rela-
tions minimales. Définissons récursivement l’ensemble I',,,,1 de m-chaines associé
a l'algebre monomiale A = kQ/(Z) de dimension finie :

Définition 2.2.1.1

I'o = Qo
I'n = &
FQ = Z

Pour m > 2 un chemin a de ) est appelé une m-préchaine si o = 763 est un
produit de chemins 7, 6 et 3 de @ tel que

- B €Ty est une (m — 2)-chaine,

~- 6B €T, est une (m — 1)-chaine,

-T€B—-Q et

— 76 € (Z) contient une relation minimale.

Une m-préchaine est dite une m-chalne si aucun sous-chemin propre initial n’est
une m-préchaine. Dans ce cas 6T contient un sous-chemin terminal a droite qui
est une relation minimale.

Remarque 2.2.1.2
Soit a € I'y41, m > 1, une m-chaine. Alors a peut étre factorisée de facon

unique d’une part en

a = Lag, oo LeB—-Qy et arel,,
et d’autre part en

a=arR, o ReB—Qy et apel,,.

Si Uentier m est pair, alors les seules (m — 1)-chaines contenues dans la
m-chaine a sont ap et oy (voir [Ba], lemmes 3.1 et 3.3).

La résolution projective minimale Pp;, de A en tant que A-bimodule est la sui-

vante :

3 A®p k1 O A 2% A@p kT, @ A — -
S AR kT @A XS A@g A T A =0,
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ol les morphismes de A-bimodules sont définis par (A ®g 1) = Au,

bom(A®Ea®pu) = AL ®par®gpu—AQpar ®g Ry et
bomi1(A@p ' ®pp) = Y, M®pb sy

BETm
a'=6pv

pour tout A\, u € A, a € I's,,, et &' € T'gppys.

Remarque 2.2.1.3
Notre description de P, est équivalente a celle de Bardzell, car si X désigne un

ensemble de chemins et si kX est le E-bimodule correspondant, alors l’application

@76)(At(’7) ®k8(’7)A - ARQrkX ®gA
A(Y) Qk s(Y)p — A®rv Qg W,

ouy € X et \,u € A, est clairement un isomorphisme de A-bimodules. Notons
que les A-bimodules A @g A et A\Qr E Qg A ~ ARg k') ®g A sont isomorphes.

En appliquant le foncteur Hompe(-, A) & Ppy, sans le terme A de droite et en
utilisant le lemme 1.1.1.1, on obtient le complexe de cochaines C.;, :

0 — Hompge (kL A) R Hompg. (kT'1,A) — - --

- — Hompe (KT, A) 22 Hompe (KT psr, A) — ---
dont les différentielles sont données par

( ;mf)(a) = Lf(O‘R) - f(aL)R et
(Gsmi19)(@) = D 09(B),

B€lam41

o'=6pv
pour tout f € Hompge(kTsm,A), @ € Tomy1, g € Hompge(klap41,A) et
a' € Iomqr).-
Comme 1l est utile d’interpréter HI(A, A) en termes de chemins paralléles, nous

introduisons maintenant la notion suivante :

Définition 2.2.1.4

Deuz chemins ¢ et v du carquois Q sont dits paralléles si s(¢) = s(v) et t(e) =
t(y). Si X etY sont des ensembles de chemins de Q, ’ensemble X//Y de chemins
paralléles est formé par les paires (¢,7y) € X XY telles que ¢ ety sont des chemins

paralléles.

Par exemple Q(//Q, est 'ensemble des cycles orientés de @ de longueur n.
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Lemme 2.2.1.5

Sotent X etY des ensembles de chemins de () et soient kX et kY les E-bimodules
correspondants. Alors les k-espaces vectoriels k(X//Y) et Homge(kX,kY) sont
1somorphes.

Démonstration:

Définissons un morphisme linéaire k(X//Y) — Hompg(kX,kY) en envoyant
(e,7) € X//Y sur lapplication élémentaire qui associe y a € et 0 a tout autre
chemin de X différent de €. Si f : kX — kY est un morphisme de E-bimodules,
nous avons pour chaque chemin ¢ € X, f(e) = f(t(e)es(e)) = t(e)f(e)s(e) et
donc f(e) = Z(e,v)eX//Y AeyY, O A, € k. Ceci nous permet de définir un
morphisme linéaire Hompg(kX,kY) — k(X//Y) qui associe a f : kX — kY
I’élément Z(m)e X))y Ae(€,7)- Il est clair que les deux morphismes sont inverses
I'un de 'autre.

g.e.d. 2.2.1.5

En utilisant les notations suivantes, nous allons réécrire les morphismes cobords
du cocomplexe Cp;, :

Notations 2.2.1.6

(i) Soient € € T'yq1 une m-chaine et (a,v) € I',,//B. Nous notons par £(*7)
la somme de tous les chemins non nuls, i.e. chemins dans B, obtenus en
remplagant une occurrence de la (m—1)-chaine o dans la m-chaine € par le
chemin 7. Si la m-chaine € ne contient pas la (m — 1)-chaine o, ou encore
st chaque remplacement de o dans € par v n’est pas un chemin dans B,
nous posons gle) = 0, Supposons que gla) = Z?=1 €, ou €; € B, et soit
N € ['yyy1 une m-chaine paralléle a €. Par abus de langage, nous notons par
(n, @) la somme Y7 (n,e;) dans k(Tpny1//B) (avec la convention que
(n,el M) =0 siel*M =0),

(i) L’application xp : [],en @n — {0,1} désigne lapplication indicatrice qui
associe 1 a chaque cheminy € B et0 ay & B.

(111) Si X est un ensemble de chemins dans Q et si e est un sommet de Q, alors
[’ensemble Xe est formé par les chemins de X ayant e comme sommet

tnittal. De la méme maniére eX désigne [’ensemble de tous les chemins de
X ayant e comme sommet terminal.

Remarque 2.2.1.7
Si(a,v) € Q1//(B—Qy), alors tous les facteurs non nuls de @) sont distincts.

En effectuant les identifications suggérées par le lemme 2.2.1.5, nous obtenons :
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Proposition 2.2.1.8
Le complexe de cochaines Cp;y, peut étre interprété comme étant le complexe

0 — k(To//B) % k(T1//B) = -+ = k(T'//B) 2 k(T s/ /B) =

dont les applications sont données par :

Yom:  k(Tom//B) — k(Lami1//B)
B,y) — X xs(L)(eLy)— > xB(YR)(a,vR)

a€lamymya a€lpmy1
a=Lp a=pfR

et
VYomt1: k(Toms1//B) — k(To@mer)//B)
B,y) — Y (a,al)

a€l2(m 1)
Pour tout entier n € N, on a H*(A,A) ~ Ker ¢,/ Im,,_;.

Ceci se vérifie aisément.

Corollaire 2.2.1.9

Le début du compleze de cochaines Cpiy peut étre caractérisé de la facon suivante :

0 — k(Qo//B) 2% k(Q1//B) 2 k(Z]/B),

ot les applications sont données par :

bo: k(Qo//B) — k(Q://B)

(e,7) — aezQ:eXB(WY)(a’m)_a;; xs(va)(a,va),

b k(Qi//B) — k(Z]/B)
(,7) +— eZ(p ).

et

En particulier, nous avons H'(A, A) ~ Ker 1/ Im 1.

2.2.2 Le crochet de Lie

Il convient de souligner que la structure naturelle d’algebre de Lie sur Hl(A, A)
provient de la résolution standard, il s’agit du commutateur des dérivations
modulo les intérieures. Lorsque la résolution de I’algebre A est différente, les
1-cocycles ne sont plus les dérivations et le crochet doit étre identifié. Le théoréeme

suivant transfere la structure d’algebre de Lie de Hl(A, A) au k-espace vectoriel

Ker ¢/ Im 1y :
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Théoréme 2.2.2.1 Le crochet défini par

[(a,7), (b,€)] = (b,e'*7) — (a,91"9),

pour tout (a,v),(b,e) € Qi1//B, induit une structure d’algébre de Lie sur
Ker v/ Imy telle que H'(A, A) = Dery(A,A)/ Ad(A, A) et Kertp;/Imapy sont

des algebres de Lie isomorphes.

Démonstration:

Puisque Puoch €t Pmin sont des résolutions projectives du A-bimodule A, il existe,
en vertu du théoréme de comparaison (voir par exemple [We], 2.2.6), des mor-
phismes de chailnes w : Phoech = Puin €t ¢ : Pmin — PHoen relevant Iapplication
identique de A. Choisissons ces morphismes de A-bimodules tels que

S : A®s A — A®rA
eQre — eQyge,
G AR kQ1®eA — ARLAQ:A
t(a) ®g a ®p s(a) — t(a)®a®y s(a),
wo AR, A — AR®gA
IA®kln = D ieq, f®r [,
wy : AR A®RLA — ARrkQ1®gA
Nk ap...a1 1y — D> 1 Gn...0441 OF a4 QF Qg1 - - - a1,
ou e € Qo, &, ay,...,a1 € Q1 et a,...a; € B. Remarquons qu’on n’a donné que

les images des éléments de base des A-bimodules libres. Puisqu’un morphisme de
chaines entre deux résolutions projectives est unique a une homotopie pres, w et ¢
sont uniques a une homotopie pres. De plus, wog est homotope aidp_, et sow est
homotope a idp,_, . Par conséquent, les morphismes de cochaines Homj«(w, A)
et Homy« (s, A) sont tels que Hompe (s, A) o Homye (w, A) est homotope & idc,,.

et Hompe (w, A) o Hompe (s, A) est homotope a idgom, . ( A)- s induisent donc

PHocha
des isomorphismes linéaires inverses en cohomologie. Tenant compte des identifi-

cations faites ci-dessus nous obtenons que

Wy : k(Q1//B) — Homg(A,A)
(a,v) — A — A et
e gl
I Homy(A,A) — k(Q://B)
frA = A €01 2o(an)e@y//B Man (@)
€ = 2763A5,77

induisent des isomorphismes linéaires inverses entre Hl(A, A) = Kerd;/Imd, et
Hl(A, A) = Ker 9/ Im . Ceci nous permet de transférer la structure d’algebre
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de Lie de Kerd;/Imd, a Ker ¢,/ Im1,. Définissons sur k(Q1//B) le crochet

[(a,7), (b,¢)] == S([@i(a,7), @1(b,€)]) = (b,e!*™) — (a,4*9),

pour tout (a,7v),(b,e) € Q1//B. On vérifie sans peine qu’il s’agit d'un crochet
de Lie, ce qui n’est pas automatique, car 37 et Wy ne sont pas des isomorphismes.
Puisque W : Coen — Crnin €t S : Cinin — CHocn sOnt des morphismes de complexes, le
fait que Ker d; = Dery (A, A) est une sous-algebre de Lie de Homy(A, A), entraine
que Ker 91 est une sous-algebre de Lie de k£(Q1//B). De méme, on déduit du fait
que Im ¢y = Ady(A, A) est un idéal de Lie de Ker dy, que Im 1 est un idéal de Lie
de Ker ;. Par construction I’algébre de Lie quotient H'(A, A) = Ker ),/ Im
est isomorphe a I'algebre de Lie H'(A, A) = Ker d; / Im d,.

g.e.d. 2.2.2.1

Il est remarquable que la résolution projective minimale P.;, et la résolution
Pral considérée par Gerstenhaber et Schack fournissent des espaces 1-cobords et
1-cocycles isomorphes comme le montrent la proposition et le corollaire suivants.
Ce fait m’a été signalé par Saorin et ne se généralise pas en degré supérieur, voir
la remarque 2.2.2.4.

Proposition 2.2.2.2
Les algébres de Lie Ker )y, munie du crochet décrit dans le théoréme précédent,
et Derge(A, A), munie du crochet canonique, sont isomorphes.

Démonstration:
Soit 0 : A — A un élément de Derge (A, A) = Dery(A, A) N Hompg: (A, A). Puisque
o est un morphisme de F-bimodules, I'image d’une fleche a est une combinaison

linéaire de chemins de B paralléles a a. Supposons que
O'(a) = Z A(aﬂ/)ﬁy’
(ay)€Q1//B

pour a € (1 avec A(q4) € k. Le fait que o soit une dérivation bien définie implique
que nous avons, pour chaque chemin p = p; ... pap; dans Z de longueur [ :

l
0=0(p)=0o(pi-..p1) = sz e Dis10(Di)Pic1 - .- p1 = Z Atayp*?.
=1 (a7)€Q1//B

Donc, nous avons dans k(Z//B) I'équation 0 =}, Z(a )€01//B Aany) (P, p47)),
ce qui est équivalent a dire que Z(a 1)€Q1//B May)(@,y) est un élément dans

Ker 1);. Ceci nous permet de définir I'application linéaire

€ : Derge(A,A) — Ker 91, o Z AMa) (@, 7).
(ay)€Q1//B
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D’autre part, nous pouvons associer a chaque élément = = Z(aﬁ)te//B Ma) (@, )
de Ker ¢; un morphisme de E-bimodules o, : A — A en posant o,(e) := 0 pour
tout sommet e € Qy et 0.(c) := X, )e0,//B Mem)Y POUr toute fleche ¢ € Q1.
Pour que o, devienne une dérivation, nous étendons o, a des chemins e = b,,, ... b;
de longueur m > 2 par la formule :

02() = Oalbm - b1) = D b bjp1on(b)bjcr b= Y Ay
i=1 (a7)€Q1//B

Grace a 0 = Yi(z) = >z Z(G,V)EQl//B )\(aﬁ)(p,p(“”)), nous avons, pour tout
p € Z, la relation 0 = Z(a 1)€Q1//B )\(aﬂ)p(aav) = 0,(p), qui montre que o, est

bien définie. Ceci nous permet de définir 'application linéaire
¢ : Keryy — Derge(A,A), T O,

Il est clair que £ et  sont inverses 1'un de l'autre, ce qui prouve que Derge (A, A)
et Ker1); sont des k-espaces vectoriels isomorphes. Afin de vérifier que ( est un
morphisme d’algebres de Lie, fixons des éléments z = Z(a,’y)EQd/B AMay)(@,y) et
Y = D (be)cQi//B Mve) (b, €) dans Ker ¢1. Pour toute fleche ¢ € @1, nous avons

[02,04)(c) = (0s00y—0y00)(c)
= Z fi(ee)0a(€) — Z AemTy(7)
(C,E)EQl//B ((‘17)€Q1//B
= S teoMamf T = DY Aty
(Cag)a(a17)EQl//B (C,’Y),(b,E)EQl//B

= o.(ec),

ou z = Z(aq),(b,s)te//B Mam)Bio.e) (b, 5(“’7)) — (a, 'y(b’e))). Le théoreme 2.2.2.1
montre que z est égal a [z,y] € Kert;. Par conséquent, ¢ est un morphisme
d’algebres de Lie et Derge(A, A) et Kert); sont des algébres de Lie isomorphes.

g.e.d. 2.2.2.2

Corollaire 2.2.2.3

L’idéal de Lie Im 1y de Kert); et l'idéal de Lie Adge(A,A) de Derge(A,A) sont
1somorphes en tant qu’algébres de Lie.

Démonstration:

Soit y = ZveB Ay € A tel que ad(y) soit un morphisme de E-bimodules. Alors

nous avons, pour tout sommet e € (),

0 = eye —eye = e ad(y)(e) e = ad(y)(e) = ye — ey = Z Ay (8s(y).e — Ot(y).e)Y-
v€EB
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Cela montre que tout chemin vy € B satisfaisant A, # 0 est un cycle et par suite
Yy = E(e 1)€Qo//B A,7y. Pour toute fleche a € ()1, nous avons

ad(y)(a) =ya—ay = Z Ayya — Z Ayay = Z Ay (ya — ay).

(e,Y)€Qo//B (e,7)€Qu//B (e,Y)€Qu//B
On en déduit que I'image de ad(y) € Adge(A, A) par ¢ est

Ead) = >, M (ara)= D (wman) =~ > Agule).

(e,7)€Qo//B  a€eqy 2€Q ¢ (e,7)€EQo//B
ya€DB ayeB

On obtient ainsi que I'image de 1’algébre de Lie Adg:(A,A) par l'isomorphisme
d’algebres de Lie & est Im ).

g.e.d. 2.2.2.3

Remarque 2.2.2.4

En général, la résolution projective minimale Ppin et la résolution Pre considérée
par Gerstenhaber et Schack n’ont pas les mémes n-cobords et n-cocycles. Par
exemple, dans le cas des algébres héréditaires, i.e. Z = (), nous obtenons, pour
n = 2, Kervs = 0, parce que nous avons k(Z//B) = 0. Par ailleurs la multi-
plication m € Hompg.(A ®g A, A) est un 2-cobord non nul qui est bien entendu

un 2-cocycle du compleze Cra(A, A) fourni par la résolution de Gerstenhaber et

Schack.

2.3 Le groupe algébrique des automorphismes

extérieurs d’une algebre monomiale A

Dans cette section on suppose le corps k de caractéristique zéro.

2.3.1 Quelques définitions et description de Out(A)°

Définissons pour ’algébre monomiale A = kQ/(Z) de dimension finie le sous-
groupe fermé suivant de Hy :

Va:={o € Hy|o(a) = Z Aapb Va € @1}
(a,b)€Q1//Q1

Selon le lemme 22 de [GAS1], ce groupe algébrique est isomorphe a l'image e (Hjy)
de Hp par le morphisme €5. Sa composante de l'identité Vy est donc égale a
ea(HR) = ea(Gy) (voir la démonstration de la proposition 1.2.2.3). Selon la pro-
position 1.1 de [GAS2], on a

HX = (HAQUA) X VX
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Lemme 2.3.1.1
Le groupe algébrique Hp N Inn(A) est le produit direct des groupes algébriques
HyNInn"(A) et £ -

~

HyNInn(A) = (HyNInn*(A)) x E.

Démonstration:
— Soit y € A* tel que ¢, € HyNInn(A). En vertu de la décomposition A = E@r,
il existe des éléments b € E* et x € r tels que y = b+ z et on a donc

by = thys = Li4ap1 © L Ce qui prouve que Hy N Inn(A) = (Hp N Inn*(A))E.

— Soient b = ZEEQO Ae € E* avec A, € k* et & € r tels que ¢, = 11 + x. Alors
pour toute fleche a € Q1, on a (3,0, Ae€)a(Docq, Ao '€) = (1+z)a(l+2)7,
ce qui est équivalent a At(a)a)\s_(}l)(l + z) = (1 + z)a. Autrement dit, on obtient
(At(a)As_(}z) — 1)a+)\t(a)As_((11)aa: —za =0, pour tout @ € Q1. Comme a € r—7r? et
ar,za € r% on a )\t(a)A;(i) — 1 =0 et par suite A\yq) = As(a), pour tout a € (.
Notons par Q!,...,Q* les composantes connexes du carquois Q. On désigne
par Al := kQ',..., A* := kQ?* les algébres connexes correspondantes. Alors il
existe des ' € k tels que b = 35 o Aee = D7 X' Decqy € = S A
L’élément b est ainsi dans le centre de A. On a donc ¢, = idy, ce qui montre
(Hy N Inn*(A)) N E = {id}.

— Soient b € E* et = € r et définissons y := b~*(1+z)~'b(1+z). Par conséquent,
on a b—by+bx —xzby = 0. Les faits 0 # b € E* et bz — zby € r impliquent que
U O Lite = L4z O Ly, le point qui restait a démontrer pour que Hy N Inn(A) =
(Hp N Inn*(A)) x E.

g.ed. 23.1.1

Grace a ce lemme, le groupe algébrique Out(A)° peut étre décrit de la maniére

suivante :

Proposition 2.3.1.2

Soient k un corps de caractéristique zéro et A une k-algébre monomiale de di-
mension finie. Alors la composante de l’identité Out(A)° du groupe algébrique des
automorphismes extérieurs est le produit semi-direct

HyNUp Vy

~ .

t(A) = ————————
Out(A) Hj N Inn*(A) X E

Remarquons que E est isomorphe, en tant que groupe, au groupe des caractéres
acycliques Ch(Q, k) qui apparait chez Guil-Asensio et Saorin (voir [GAS2], défi-
nition 7).

Le principal travail de I'étude du groupe algébrique Out(A)° pour une algebre
monomiale A de dimension finie consiste en 1'’étude du groupe algébrique Vy.
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Avant de donner la description de V) due a Guil-Asensio et Saorin, rappelons
quelques-unes de leurs définitions (voir [GAS2], 2.3, et [GAS1], 25) :

Définition 2.3.1.3

Soit (a,b) une paire de fléches paralléles du carquois Q. L’idéal (Z) de l’algébre
kQ est dit (a,b)-saturé, si, pour tout chemin p de Z, on ap®® = 0. Ceci est noté
par a <(zy b. On dit que l’idéal (Z) est complétement saturé s’il est (a,b)-saturé
pour tout (a,b) € Q1//Q1.

Remarques 2.3.1.4

(i) Pour toute classe de fléches paralléles @, la relation <(zy sur @ est une

préordre, i.e. réflexive et transitive.

11) Pour p € Z et (a,b) € on a p\>* = 0 si et seulement si chaque

(1) Pour p € Z et (a,b) € Q1//Q1, p* =0 si et seul t si chaq
terme de la somme est zéro (voir 2.2.1.7), i.e. chaque remplacement d’une
occurrence de b dans p par a est un chemin dans (Z).

(117) L’idéal (Z) est complétement saturé si et seulement s’il est fermé sous

l’opération de remplacement d’une fleche par une fleche paralléle.

Il est clair que la relation de parallélisme est une relation d’équivalence sur ().
Notons par @;// son ensemble de classes d’équivalence. Une classe de fleches
paralleles est dite non-triviale si elle contient au moins deux fleches. On vérifie
aisément qu’on a sur chaque classe de fleches paralleles a@ = {ay,...,a,} € Q1//
la relation d’équivalence suivante :

o oy

7 = a, S(Z) ay et a; S(Z) Q.

On note par @/ ~ son ensemble de classes d’équivalence. Pour R, S € @/ =, on
note R <(zy S s'il existe des fleches a € R et b € S telles que a <z b, ce qui est
équivalent a dire que a <z b, pour toute fleche a € R et b € S. Notons que la
relation <(zy sur @/ ~ est la relation d’ordre associée a la relation de préordre
<(z)-

Un des résultats principaux de article [GAS2] de Guil-Asensio et Saorin est la
description suivante du groupe algébrique V ~ €5 (H,)° = €(Gy) donnée dans le
théoreme 2.20 :

Théoréeme 2.3.1.5
Soient k un corps de caractéristique zéro et A = kQ/(Z) une k-algébre monomiale
de dimension finie. Pour toute classe de fléeches paralléles &, notons les classes
d’équivalence S, ...,S, € a/ ~ de maniére a ce que i < j s1.5; <(zy Sj, pour
i,je{l,...,7}. Ona
Vi~ [ G=
aeQ1//
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avec, pour toute classe de fleches paralléles @,

GL(nl, ]13) Alg(k) e Al’r(k)
Ga = 0
: Agr-1yr(k)
0 o0 GL(n,k)

ou on a pour touti,j € {1,...,7} :
-n; = |Sz| et
- Aij(k) = My, xn, (k) 51 S; <(z) S; et 0 sinon.

2.3.2 Lerapport entre les descriptions de Out(A)° et H'(A, A)

Comme il existe une correspondance biunivoque préservant l'inclusion entre I’ens-
emble des sous-groupes fermés et connexes de Out(A)° (resp. Hy) et leurs algébres
de Lie considérées comme des sous-algebres de Lie de H'(A, A) = Ker ),/ Im v
(resp. Ker;), nous sommes particulierement intéressés par l'identification des

sous-algebres de Lie de H'(A,A) = Ker;/Im1), (resp. Ker;) correspondant
HynU, Vy
aux groupes algébriques m et Ef\ (resp. Hy NUp, Hy N Inn*(A), V§

et F'). Nous avons le dictionnaire suivant :

Proposition 2.3.2.1
Sotent k un corps de caractéristique zéro et A une k-algebre monomaiale de di-
mension finie.
(1) L’algebre de Lie du sous-groupe fermé conneze distingué HyNUy de Hy est
'idéal de Lie k(Q1//B — (Qo U Q1)) N Ker de l’algébre de Lie Ker ;.

(i1) L’algébre de Lie du sous-groupe fermé connexe Vi de Hj est la sous-algébre
de Lie k(Q1//Q1) N Ker)y de l'algébre de Lie Ker ;.

(111) L’algébre de Lie du sous-groupe fermé connexe distingué Hy N Inn*(A) de
Hp NInn(A) est l'idéal de Lie de Im 1y qui est engendré par les éléments
2 a€qre(® 0Y) = Yaeeq, (a,70) 0t (6,7) € Qo//(B — Qo).

(v) L’algébre de Lie du sous-groupe fermé conneze & de HyNInn(A) est la sous-
algebre de Lie de Imi, qui est engendrée par les éléments
ZaEQle(a’ a) - EaEeQ1<a’ a) ot e € QO-

Démonstration:
La dérivation du morphisme de groupes algébriques
en: Aut(A) — GL(r/rz) ~ GL(kQ1)
o — r/r? — r/r?
z modr* — o(z) modr?
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est donnée par

dep: Derp(A,A) — gl(r/r?) ~ gl(kQ1)
o —> r/r? — r/r?
z modr? — o(z) modr’

Rappelons qu’on a montré dans la proposition 2.2.2.2 que

£ Derg: (A, A) — Ker,
c: A - A — Z(aﬁ)te//B Aam(a,7)
a€Qr = 2 Aayle7)
(a’V)EQl//‘B

est un isomorphisme d’algebres de Lie.
(1) : Puisque Uy est le noyau de €, on obtient

L(HyNUyp) = L(Hy) N Kerdey = {o € Derge(A,A) | o(a) € r* Va € @1},

car la caractéristique du corps k est égale a zéro. L'égalité £(L(Ha NU,)) =
=k(Q1//B — (Qo U Q1)) N Ker ¢, achéve la preuve.

(1t) : Comme la caractéristique de k est nulle et que Vj ~ Ime, |g,, on a

LVa) = L(Vy)
= Ilndé?A |£(HA)
= {o€Derp(AA)|o(a)= > Aaplab) Va€ Qu}.
(a,b)€Q1//Q1
Vu qu’on a égalité {(L(VY)) = k(Q1//Q1) N Ker 9y, la preuve est terminée.
(11t) : On a
L(HyNInn*(A)) = {ad(l+z) € Adg-(A,A) |z €7}
= {ad(z) € Adg:(A,A) | z € r}.

Soit z un élément du radical 7 tel que ad(z) est un morphisme de E-bimodules.
La preuve du corollaire 2.2.2.3 montre que x est une combinaison linéaire de
cycles orientés de longueur > 1 et par conséquent = = Z(e 1)€Qo/ | B=Qo A,y avec
Ay € k. Puisque {(ad(z)) = 2(6’7)600//3_00 Av(zzieegé(a, ya) — Zaai(élg(a,afy)),
la preuve est achevée.

(tv) : 11 est évident que l'algébre de Lie E est engendrée par les dérivations
intérieures ad(e) ot e € Q. Le fait {(ad(e)) = > ,c0,.(a,a) = D uc0,(a,a)
fournit le résultat.

g.e.d. 2.3.2.1

Un corollaire sera énoncé au paragraphe suivant, apres avoir introduit certaines

notations.
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2.4 Une graduation sur algébre de Lie H'(A,A)

Nous soulignons que dans cette section k désigne un corps quelconque de ca-
ractéristique arbitraire, contrairement a la section précédente.

Puisque la cohomologie de Hochschild est additive sur les produits d’algebres et
que sa structure d’algebre de Lie graduée est compatible avec cette décomposition
additive, on suppose dorénavant que le carquois ) est connexe. Pour I'étude
de Palgebre de Lie H'(A,A) d'une algebre monomiale A = kQ/(Z) nous allons
utiliser la description que nous avons obtenue dans le théoreme 2.2.2.1. Pour tout
élément = € Ker 11, nous noterons aussi sa classe dans H'(A, A) = Ker v,/ Im v

par z.

2.4.1 La graduation

Si (a,v) € Q1//Bn et (b,e) € Q1//Bm, alors le théoréme 2.2.2.1 montre que
[(a,7), (b,€)] = (b,el@)) — (a,7®4)) est un élément de k(Q1//Bnim—1). Ainsi la

longueur des chemins de B induit une graduation sur I’algebre de Lie

k(Q1//B) = ®ienk(Q1//B),

en considérant que les éléments de k(Q,//B;) ont pour degré i — 1, pour tout
i € N. Il est clair que la sous-algébre de Lie Ker; de k(Q1//B) préserve cette
graduation et que Im ), est un idéal de Lie gradué. Par conséquent 1’algebre de
Lie H'(A,A) = Kerv;/Im 1y a aussi une graduation. Si on définit

L_y:=k(Q1//Qo) NKery,
Ly = k(Ql//Ql) N Ker¢1/< Z (a,a) — Z (a,a) | e € Q0>,

a€Qie a€eQ
Li:=k(Q1//Bis1) NKer /(> (a,7a) — > _ (a,a7) | (e,7) € Qu//Q:),
a€Qre aceQq
ya€B ayEB

pour tout ¢ > 1, ¢« € N, on obtient
Hl(Aa A) = @®i>-1L;

et
[L,;, L]-] C LH_]-,

pour tout 7,57 > —1 ou L_5 = 0.
On déduit de la proposition 2.3.2.1 :
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Corollaire 2.4.1.1

Sotent k un corps de caractéristique zéro et A une k-algebre monomaiale de dimen-
HyNnUyp
Hj N Inn*(A)
du groupe algébrique conneze Out(A)° est lidéal de Lie ®;51L; de H'(A,A) et

ston finte. L’algebre de Lie du sous-groupe fermé conneze distingué

l’algébre de Lie du sous-groupe fermé connexe é\ de Out(A)° est la sous-algébre

de Lie Ly de H'(A,A).

Etudions la sous-algebre de Lie L_; de H! (A A).

2.4.2 La sous-algébre de Lie L_; de H'(A, A)

Lemme 2.4.2.1
La sous-algebre de Lie L_y est égale a zéro si et seulement s’il existe, pour chaque
boucle (a,e) € Q1//Qo, un chemin p dans Z tel que pl@®) £ 0,

Démonstration:

Ceci est clair, car nous avons ¥;(a,e) = Zpez(p,p(“’e)) pour chaque boucle

(a,e) € Q1//Qo.
g.e.d. 2.4.2.1

Proposition 2.4.2.2
Chacune des conditions suivantes implique L_; =0 :

(1) Le carquois @ n’a pas de boucle.

(i1) Pour chaque boucle (a,e) € Q1//Qy de Q, la caractéristique du corps k ne
divise pas l’entier m > 2 pour lequel a™ € Z et a™ ! € B.

(111) La caractéristique du corps k est égale a zéro.

(tv) L’algébre A est une algébre de carquots tronquée kQ/{(Qm) pour un carquois
Q différent de la boucle et pour m > 2.

(v) Le carquois Q est le carquois de la boucle et A = kQ/(Q.,) est une algébre

de carquois tronquée telle que la caractéristique du corps k ne divise pas
m > 2.

Démonstration:

(1) : Ceci est clair a cause du lemme précédent.

(1) : Soit (a,e) € @Q1//Qo une boucle de Q. Puisque A est de dimension finie, il
existe un naturel m > 2 tel que p := a™ € Z et a™~! € B. Si la caractéristique de
k ne divise pas m, alors p(*¢) = ma™! est différent de 0 et donc ma™ ! ¢ (Z).

(1ii) : Ceci est clair, car (%) implique (7).
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(iv) : En utilisant (7), on peut supposer que la caractéristique de k divise m.
Soit (a,e) € Q1//Qo une boucle de Q. Par hypothése, le carquois connexe @
n’est pas lui-méme une boucle. C’est la raison pour laquelle il existe une fleche
b € Q; différente de a telle que ba™ ! ou a™ b € Z = Q,,. Le fait que cark
divise m entraine que la caractéristique du corps k ne divise pas m — 1 et donc
0 # (m — 1)ba™2 & (2) = (Qu) ou 0 # (m — 1)a"2b & (Z) = (@),
(v) : Ceci est clair, car (v) implique (7).

g.e.d. 2.4.2.2
Avant d’étudier I’algebre de Lie Hl(A, A) = ®i>—1L; pour le cas ou L_; est égale
a zéro, nous considérons le cas exceptionnel suivant :

Proposition 2.4.2.3

Soit @ la boucle ayant un sommet e et une fléche a. Soit Z = {a™} tel que la
caractéristique p du corps k divise lentier m > 2 et soit A = kQ/(Z) la k-algebre
monomiale associée a 4. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’algebre de Lie H' (A, A) est simple.
(ii) L’algébre de Lie H'(A, A) est semi-simple.
(111) L’entier m > 2 est égal a la caractéristique p du corps k et p > 2.
(tv) L’algébre de Lie Hl(A, A) est isomorphe a l’algébre de Lie de Witt W(1,1) :=
Der(k[X]/(X?), k[X]/(X?)) et p > 2.

Remarque 2.4.2.4
1l est évident que [’algébre considérée dans cette proposition est en fait isomorphe

a k[X]/(X™), lalgebre des polynémes en une variable tronquée.

Démonstration:

(1) = (ii) : Ceci est trivial.

(1t) = (i) : L’hypothese car k = p implique que 'on a [L_1,L,_1] =0, car on a
Li—1 = k(a,a"), pour tout 0 < i < m — 1, et [(a,e),(a,a?)] = p(a,a?"') — 0 = 0.
Par conséquent, L, ; ® - @ L,,—o est un idéal de Lie résoluble de ’algebre de
Lie H'(A,A) = @;’:_21 L;. Puisque H'(A,A) est semi-simple, on déduit m = p.
On a p > 2, car il n’existe pas d’algebre de Lie semi-simple de dimension 2.

(11i) = (i) : Puisque A est isomorphe & lalgébre commutative k[X]/(X™),
l'algebre de Lie H'(A,A) est isomorphe & l’algtbre de Lie des dérivations
Der (k[X]/(X™), K[X]/(X™).

() = (i) : Si cark > 2, alors l'algebre de Lie de Witt W(1,1) est une des
algebres de Lie simples non classiques.

g.e.d. 2.4.2.3

La proposition 2.4.2.2 montre que le cas ou L_; est différent de zéro est assez

exceptionnel. On supposera dorénavant L_; = 0.
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2.4.3 La sous-algébre de Lie L, de H'(A, A)

Il est clair que L est une sous-algebre de Lie de Hl(A, A) dont le crochet est
donné par

[(a,c), (b,d)] = b4,a(b,c) — bpc(a,d),
pour tout (a,c), (b,d) € Ly. Comme on a supposé L_; = 0, alors @, L; est un
idéal de Lie résoluble de Hl(A, A), en raison du fait que P’algébre de Lie H (A A)
est de dimension finie. Il s’en suit que ’on a

Rad H'(A, A) = Rad Ly & P L
i>1
et
H'(A,A)/ RadH'(A,A) = Lo/ Rad Ly,

ou Rad Hl(A, A) (resp. Rad L) désigne le radical de Hl(A, A) (resp. Lg). Par
conséquent, ’étude de ’algebre de Lie Hl(A, A) peut étre souvent réduite al’étude
de I'algebre de Lie Ly. Pour un élément Z(G,b)EQl//Ql Map)(a,b) € Kery, nous
notons aussi sa classe dans Lo par Y, yca.//0, Mab)(@;0).

Remarquons que la notion de saturation introduite dans 2.3.1.3 peut étre refor-
mulée en termes de la structure d’algebre de Lie L :

Remarque 2.4.3.1

Soit (a,b) une paire de fléches paralléles. L’idéal (Z) est (a,b)-saturé si et seule-
ment si (b,a) est un élément de l’algébre de Lie Ly. Par suite, les fleches paralléles
a etb sont équivalentes si et seulement st (a,b) € Ly et (b,a) € L. L'idéal (Z) est
complétement saturé si et seulement si toutes les fleches paralléles d’une classe
de fleches paralléles sont équivalentes.

Les algebres héréditaires, i.e. Z = (), et les algebres tronquées, i.e. Z = Q,,,
m > 2, sont des exemples d’algebres monomiales dont I'idéal (Z) est complétement
saturé. Locateli a étudié la cohomologie de Hochschild des algebres tronquées dans

[Loc] et Cibils a traité le cas des algeébres dont le carré du radical est nul (voir
[C2]). Décrivons une base de l'algébre de Lie L :

Proposition 2.4.3.2
Une base B de L est donnée par la réunion des ensembles suivants :
(1) toutes les paires (a,b) € Ly telles que les fleches paralléles a et b sont
différentes,
(i1) pour chaque classe de fléches paralleles @ = {ay,...,a,} € Q1//, tous les
éléments (a;, ;) € Ly aveci < n
(117) |@Q1/]/] — |Qo| + 1 €éléments linéairement indépendants (c,c) € Ly différents
de ceuz de (ii).
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Démonstration:
Un élément >, ;0. //0, Map)(a;b) € k(Q1//Q1), avec Ay € k, est contenu
dans Ker 1, si et seulement si

0= Z A(a,b)/l/)l(a" b) = Z )‘(a,b) Z(p)p(a’b))'

(a,b)€Q1//Q1 (a,)EQ1//Q1 PEZ
a#b

Premiérement, on rappelle que, pour une paire de fleches distinctes (a,b), les
termes non nuls de la somme définissant (p, p(“’b)) sont tous distincts (voir 2.2.1.7)
et qu'ils forment un sous-ensemble de Z//B. Deuxiémement, on vérifie le fait sui-
vant : si a # b et si (p,p'*?) = (g,¢®?), alors p = g et, si pl@®) £ 0, alors (a,b) =
(¢c,d). En effet, soit p = p,, ... pap1 un chemin de Z de longueur [ et considérons
le facteur p,, ... pit1bpi—1...p1 € B de p*® obtenu en remplacant la fleche p; = a
par b # a. Si (p,p(“’b)) = (p,p(c’d)) # 0 alors il existe j € {1,...,n} tel que
Pn .- Dj+1CPj—1 o Dig1bpici . p1 = Pn---Pj+1de—1 ...Pi41aP;—1 ... p1. Puisque
a # b,onai=j ainsi que a = d et ¢ = b. Cela montre que si a # b alors
les éléments non nuls (p, p'®*)) de k(Z//B) sont linéairement indépendants. C’est
la raison pour laquelle on peut choisir une base de k(Q1//Q1) N Kervy; dans
®Q1//Q1 : on considere tous les éléments (a,a) € Q1//Q1 et tous les éléments
(a,b) € Q1//Q1, a # b, tels que I'idéal (Z) soit (b, a)-saturé. On a, pour chaque
sommet e € Qo dans Ly = k(Q1//Q1) N Ker ¢1/k(Q1//Q1) N Im 1y, la relation
Zatee(a, a) — ZaEte(a, a) = 0. Puisque |Qo| — 1 de ces |Q]| relations sont
linéairement indépendantes, on a dim k(Q1//Q1) NIm 1y = |Q1] — |Qo| + 1. On

obtient donc une base de Ly si on impose les conditions (ii) et (zii).
g.e.d. 2.4.3.2

Dans la suite, B désigne une base de L, comme décrite dans la proposition
précédente.

Remarque et Exemple 2.4.3.3

Pour les k-espaces vectoriels L;, ou ¢ > 1, on ne peut toujours choisir une
base parmi les classes modulo I des éléments de Q1//B;+1. En effet, considérons
I’exemple suivant : soient k& un corps de caractéristique différente de 2 et @) le

carquois

Prenons comme ensemble de relations minimales

Z = {ca,ed, bz}.
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Soit A = kQ/(Z) la k-algébre monomiale associée a @ et Z. Du fait que B, = ()
pour i > 4 et que Q,//B3 = 0, découle

L, =0, pour ¢ > 2.

Puisque b% est un élément de Z et que la caractéristique du corps k ne divise pas

2, nous obtenons, en vertu de la proposition 2.4.2.2,
L_,=0.
Il suit de la proposition précédente que
Lo = k(b,b).

Pour un élément z = A,(a,ba)+A.(c, cb)+Ai(d, bd)+ X (e, eb) de k(Q1//Ba), avec
Aas Aey Ady Ae € k, on a y(z) = Ay(ca, cba) + N (ca, cba) + Ay(ed, ebd) 4+ A.(ed, ebd).
Ceci montre que z est contenu dans le noyau Keri); si et seulement si on a
Ao = —Acet A, = =\, Il s’en suit que les éléments (¢, ¢b)—(a, ba) et (e, eb)—(d, bd)
constituent une base de k(Q1//B2) N Ker . Le fait que k(Q1//B2) N Imy =
k((c,cb) + (e, eb) — (a,ba) — (d, bd)) entraine

Ly = k((a,ba) — (¢, cb)),

et on ne peut donc choisir une base de Ly parmi les éléments de Q;//Bs. La
relation

[(b,0), (a,ba) — (¢, cb)] = (a,ba) — (c, cb)

montre que H'(A,A) = k(b,b) ® k((a,ba) — (c,cb)) est l'algtbre de Lie non
abélienne de dimension 2.

Définition et Remarque 2.4.3.4

Soit Q le sous-carquois de Q obtenu en prenant un représentant pour chaque
classe de fléches paralléles de Q. Si le carquois Q a un cycle (non-orienté ou
orienté), alors on a |Q1//| — |Qo| +1 > 0 et, par conséquent, il existe au moins
une classe de fleches paralleles @ = {ay,...,a,}, n > 1, telle que B contient tous

les éléments (o, a;) € Ly , 1 <1i < n.

Pour chaque classe de fleches paralléles @ € @)1//, on note par LT I'idéal de Lie de
Ly engendré par les éléments (a,b) € B tels que a,b € @. Evidemment 1'algébre
de Lie L est le produit de ces algebres de Lie :

L= ][] Zf
a€cQ1//

Pour I’étude du radical de cette algebre de Lie, nous avons besoin du lemme

suivant :
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Lemme 2.4.3.5
Soit J # 0 un idéal de Lie de L engendré par des éléments (o;, ;) € LT tels
que (aj,a;) € L§. Alors dimg[J, J] < dimy J.

Démonstration:

Remarquons d’abord que [J, J] est engendré par les éléments (a;, ;) de B ap-
partenant & J tels qu'il existe des éléments (o, ;) et (a;, ;) dans J satisfai-
sant nécessairement «; # oy # o; # 4. Soit (a;,a;) un élément quelconque
de B appartenant a J. Si (o, ;) € [J,J], il n'y a rien & démontrer. Supposons
donc (a4, a;) € [J,J]. Cela arrive si et seulement s'il existe une fleche oy € @,
a; # oq # aj, telle que (o, ;) € J et (ay, ;) € J. Si(ou,q) & [J,J], alors on
a terminé. Sinon on recommence. Supposons alors qu'on ait (a;, o) € [J,J]. 1l
existe donc une fleche o € @ — {ay, a;} telle que (a,-,ak) €Jet (ak,al) e J.Si
(oq,05) € J, alors (o, ) & J et donc oy, # ;. Si (e, 04) € [J,J], alors on a
terminé. Sinon on recommence. Puisque @ est un ensemble fini, cette procédure

s’arréte apres un nombre fini de pas.

g.e.d. 2.4.3.5

Théoréme 2.4.3.6

Le radical de l’algébre de Lie Ly est engendre, en tant que k-espace vectoriel, par

la réunion des ensembles suivants :

— pour chaque classe d’équivalence S € @/ ~ d’une classe de fléches paralléles @,
Uélément Y . s(a,a),

— toutes les paires (a,b) € Ly telles que les fleches paralléles a et b sont différentes
et (b,a) & Ly.

Si la caractéristique du corps k est égale a 2, on ajoute :

— pour toute classe d’équivalence S = {a,b} € @/ =~ d’une classe de fléches
paralléles @, les éléments (a,b), (b,a) et (a,a) de Ly.

Démonstration:

Soit I le k-espace vectoriel engendré par les éléments décrits ci-dessus. Si on
définit Iz := I N LT, on obtient I = Hate // I5z. Pour prouver que le k-espace
vectoriel [ et le radical de Lj sont égaux, il suffit donc de montrer qu’on a, pour
toute classe de fleches paralleles @ de (), les assertions suivantes :

(i) Iz est un idéal de Lie de L,
(ii) I est résoluble
(iii) L§/Iz est une algebre de Lie semi-simple ou zéro.

Soit @ = {a1,...,a,} une classe de fleches paralléles de Q.

(i) : Soit (ag, o) un élément de L§.
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— Pour toute classe d’équivalence S € @/ ~ de @, on a :

(o, 1) siap € Seta; &5,
[Z(ai,ai), (o, q)] = ¢ —(o, ) siap € Setog €S,

;€S 0 sinon.

Siap, € Set ay & Sousiap € Seta €58, alors le fait que (o, ;) € LY
implique (a;, a) & L§ et donc (og, ap) € Iz
— Soit (e, ;) € LT tel que (aj, ;) ¢ L§. On a

(i, @), (o, )] = 6 g(au, @) — O j(eu, au).

Si j = k, alors du fait que (aj, ) € LT et (o), ;) & L découle (ay, ;) & L,
car [(oq, o), (o), )] = (e, ;). Par suite on a (a;,0;) € Iz. Sii =1, il s’en
suit de la méme maniére que (ay, ;) € I°.

— Soient cark = 2 et S = {a;,, o, } € @/ ~. On a les relations suivantes :

[(O‘il’ Qi ), (ail’ Qiy )] = _(O‘ila aiz) € I,
[(O‘il’ Qyy )’ (aiz’ Qi )] = (aiza O‘i1) €Iz et
[(aila aiz)’ (aiz’ 4y )] = (aiza aiz) - (aila ail) = Z (aiﬂ ai) € Iz

O(Z'ES

On vient ainsi de démontrer que Iz est un idéal de Lie de L§.

(ii) : L’idéal de Lie IV := [Iz, Iz] est engendré par les éléments (o, ;) € L tels
que (o, ;) € LT. Sicark = 2, il est aussi engendré par les éléments Do, (0 i),
(o, i,) et (ou,, ), pour toute S = {a;,a;,,} € @/ ~. Les générateurs de
I'idéal de Lie Ig) = [[L—l),fg)] se trouvent parmi les éléments (o4, ;) € L§
tels que (aj,a;) ¢ L§. Si cark = 2, ils se trouvent aussi parmi les éléments
Zai c s(a, a;), pour toute S € @/ ~ contenant exactement deux fleches paralléles.
Par conséquent, Ig’ )= IL—Q), Ig)] ne contient que des éléments (a;, ;) € LT tels
que (o4, @) ¢ L§. Du fait que dimy, Iz < 00, on déduit successivement, en utilisant
le lemme précédent, qu’il existe un entier [ € N tel que Ié” = [Ig_l), Ig_l)] =0.
Ceci est équivalent & dire que I7 est un idéal résoluble de L§.

(iii) : Les relations dans L{/Iz impliquent qu’on obtient une base de L§/Iz en
prenant tous les éléments (o, o), ot a; # a; avec a;, a; € S, et | S| — 1 éléments
(i, @;), ol ; € S pour chaque S € @/ =, avec |S| > 2 dans le cas ol cark = 2.
Pour chaque S € @/ =, on note par SL?/IE I'idéal de Lie engendré par les
éléments (v, o) € L{ tels que oy, ; € S. On a donc

Li/z= [] Ly/Ia
S€a/~
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Soit S = {ai,...,q;,, } une classe d’équivalence dans @/ ~, avec m > 2 si
cark # 2 et m # 2 si cark = 2. Les éléments (o, 0;,), 1p # i, €t (04,05 ),
ip # im, forment une base de SLS;/IE et on a la relation Zaipes(aip,a,-p) = 0.
Comme le crochet sur 5 Ly /L est donné par [(0u,, i, ), (Qig, 0q)] = 83y iy (0,5 0,)—
51‘,,,1‘1(041'“ aiq), on déduit que

SLo/Iz — pal(m, k) := gl(m, k)/k1

(ai,, i) + ey mod kl,

est un isomorphisme d’algebres de Lie. On note par e,, la matrice m x m ayant
1 dans la position (p,q) et 0 ailleurs. Puisque pgl(m, k) est une algebre de
Lie semi-simple si m > 2 quand cark # 2 et si m > 2 quand cark = 2,
on conclut que SL?/ Iz est une algebre de Lie semi-simple. Il en résulte que

L5/ Iz = [Isea~ SL¢ /L est une algebre de Lie semi-simple.
g.e.d. 2.4.3.6

La démonstration du théoreme précédent implique le corollaire suivant :

Corollaire 2.4.3.7

L’algébre de Lie semi-simple H' (A,A)/Rad Hl(A, A) = Ly/Rad Ly est le produit
d’algébres de Lie ayant un facteur pgl(|S|, k) := gl(|S|, k)/k1 pour chaque classe
d’équivalence S € @/ ~ d’une classe de fleches paralléles @ telle que |S| > 2 si
cark #2 et |S| > 2 sicark = 2.

2.5 Criteres combinatoires pour quelques pro-
priétés de ’algebre de Lie H'(A,A)

2.5.1 La résolubilité

Une algebre de Lie est dite résoluble si elle est égale a son radical. Le critere de
résolubilité suivant est donc une conséquence immédiate du théoreme précédent.
On rappelle que le cas L_; # 0 est considéré comme étant exceptionnel, voir la
proposition 2.4.2.2.

Corollaire 2.5.1.1
Soient @ un carquois conneze et A = kQ/(Z) une k-algébre monomiale de di-
mension finie telle que L_y = k(Qo//Q1) N Kerty, = 0. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) L’algebre de Lie Hl(A, A) est résoluble.
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(i1) Chaque classe d’équivalence S d’une classe de fléches paralléles @ € Q1//
de () contient une et une seule fleche si la caractéristique du corps k est
différente de 2. Dans le cas cark = 2, on a |S| < 2 pour toute S € &/ ~

avec @ € Q1//.

En caractéristique zéro, 1’algebre de Lie d’un groupe algébrique connexe est ré-
soluble si et seulement si le groupe algébrique connexe est résoluble (en tant que
groupe). Ainsi, lorsque k est de caractéristique zéro, on déduit, en utilisant la
proposition 2.4.2.2, le résultat suivant qui a aussi été prouvé par Guil-Asensio et
Saorin (voir [GAS2], corollaire 2.22) dans le cas ot le corps k est algébriquement
clos :

Corollaire 2.5.1.2

Soient k un corps de caractéristique zéro, Q un carquois conneze et A = kQ/{Z)
une k-algébre monomuale de dimension finie. Alors, la composante de [’identité
du groupe algébrique des automorphismes extérieurs Out(A)° est résoluble si et
seulement si, pour tout couple (a,b) de fleches paralléles de Q avec a # b, les
fleches a et b ne sont pas équivalentes.

Exemples 2.5.1.3

(1) Si le carquois @ ne contient pas de classe de fleches paralléles non triviale,
alors 1’algebre de Lie Hl(A,A) est résoluble et, en caractéristique zéro, le
groupe algébrique Out(A)° est résoluble. Pour une algébre tronquée, i.e.
A = kQ/{(Qm), m > 2, cette condition est nécessaire si la caractéristique
du corps k est différente de 2.

(i) Soit @ le carquois

b1
b

a C

b3
—

et prenons comme ensemble de relations minimales
Z = {bia, cbsa,bsa}.
Soit A = kQ/(Z) 'algébre monomiale associée a @ et Z. On a
HY(A,A) = Lo = k(b1,b1) @ k(by, b2) @ k(bo, by) @ k(ba, b3).

Autrement dit, sur la classe de fleches paralleles b = {by, by, b3}, on a les
relations by <(zy by et b3 <(z) by, mais by L(z) b1 et by £(zy bs. Il en résulte
que b/ ~= {{b1}, {b2}, {b3}}, ce qui montre que H*(A, A) est résoluble et,
qu’en caractéristique zéro, Out(A)° est résoluble.
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2.5.2 La (semi-)simplicité

Rappelons qu’une algebre de Lie est dite semi-simple si elle n’est pas triviale et
si son radical est égal a zéro. Elle est dite simple si elle n’a pas d’autres idéaux
qu’elle-méme et 0. On rappelle également la définition 2.4.3.4 : le carquois @ est
le sous-carquois de () obtenu en prenant un représentant pour chaque classe de
fleches paralleles de Q).

Théoreme 2.5.2.1

Soient @ un carquois conneze et A = kQ/(Z) une k-algébre monomiale de di-
mension finie telle que L_1 = k(Qo//Q1) N Kerty = 0. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) L’algébre de Lie H(A, A) est semi-simple.
(i) L'alg , p

(i) Le carquois Q est un arbre, le carquois Q a au moins une classe de fléches
paralléles non triviale et l'idéal (Z) est complétement saturé. Si la ca-
ractéristique du corps k est égale a 2, alors Q) n’a pas de classe de fleches
paralléles contenant exactement deux fleches.

(ii) L’algébre de Lie H'(A, A) est isomorphe au produit non trivial d’algébres de
Lie
IT »eilal, k),

acQ1//

ol [@| # 2 si la caractéristique de k est égale a 2.

Démonstration:

Soit B une base de Ly, comme décrite dans la proposition 2.4.3.2.

(i) = () : Si le carquois @ contenait un cycle (orienté ou non orienté), il existerait
une classe @ € Q;// de fleches paralléles telle que (o, a) € B pour toute a € @
(voir 2.4.3.4) et k(> cx(, @)) serait donc un idéal abélien non trivial de Ly,
car [Y, caz(a,a),(a,b)] = (a,b) — (a,b) = 0 pour tout a,b € @. Ceci contredit
le fait que 0 = Rad H'(A,A) = Rad Ly ® @, L:- Pour que H'(A,A) = Ly soit
différent de zéro, il est nécessaire que Q contienne au moins une classe de flaches
paralléles non triviale. Supposons que (Z) ne soit pas complétement saturé. Selon
la remarque 2.4.3.1, il existe deux fleches paralleles qui ne sont pas équivalentes.
Cela veut dire qu’il existe une classe de fleches paralleles @ € @Q1// telle que
@/ & contient au moins deux éléments, disons R et S. Les propriétés de la base
B montrent que ) .(a,a) # 0 ou Y .c(a,a) # 0, ce qui contredit le fait
que Rad Ly, C Rad Hl(A,A) = 0. La derniere affirmation est une conséquence
immédiate du théoreme 2.4.3.6.

(i) = (1ii) : Soient Q et Z vérifiant les conditions de (1i). Du fait que Q est
un arbre, on déduit @, L; = 0 et donc H'(A,A) = L,. Puisque I'idéal (Z) est
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complétement saturé on a

Ly =k(Q1//Q)/( Y (a,a) = Y (a,a) | e € Q).
a€Qie a€eQ
Ceci ajouté au fait que () n’a pas de classe d’équivalence contenant deux fleches
dans le cas ou car k = 2, montre que son radical est engendré par les éléments
du type Y cz(a, ), @ € Q1//, (voir théoreme 2.4.3.6). Comme ces éléments
sont égaux a zéro, on obtient Rad Hl(A, A) = 0. Le corollaire 2.4.3.7 fournit le
résultat.

(11i) = (i) : Clair au vu de la remarque suivante.
g.e.d. 2.5.2.1

Remarque 2.5.2.2

L’algébre de Lie pgl(n, k) := gl(n, k)/k1, n > 2, est isomorphe a ’algébre de Lie
simple classique sl(n,k) des matrices n X n a trace nulle si la caractéristique du
corps k ne divise pas n. Si car k divise n et n # 2, alors pgl(n, k) est une algébre
semi-stmple sans étre un produit direct d’algebres de Lie simples.

Corollaire 2.5.2.3

Soient @ un carquois connexe et A = kQ/(Z) une k-algébre monomiale de di-
mension finie telle que L_y = k(Qo//Q1) N Kerty = 0. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) L’algébre de Lie H'(A, A) est simple.
(ii) Le carquois Q est un arbre, le carquois Q a evactement une classe de fléches

paralléles @ = {ay,...,a,} telle que n > 2 et la caractéristique du corps k
ne divise pas n. L’idéal (Z) est complétement saturé.

(177) Il existe un entier n > 2 tel que la caractéristique du corps k ne divise pas
n et Hl(A, A) est isomorphe a l’algébre de Lie sl(n, k).

Puisque le premier groupe de la cohomologie de Hochschild est 1’algebre de Lie

du groupe algébrique des automorphismes extérieurs en caractéristique zéro (voir

théoréeme 1.2.1.1), on obtient le corollaire suivant (voir [GAS2], corollaire 4.9,

pour un résultat partiel sur les algébres héréditaires) :

Corollaire 2.5.2.4
Soient k un corps de caractéristique zéro, Q un carquois conneze et A = kQ/{Z)
une k-algebre monomiale de dimension finie. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) Le groupe algébrique Out(A)° est semi-simple.

(ii) Le carquois Q est un arbre, le carquois Q a au moins une classe de fléches
paralléles non triviale et lidéal (Z) est complétement saturé.
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(111) Le groupe algébriqgue Out(A)° est isomorphe au produit non trivial de groupes
algébriques [0, ,, PGL([al, k).

Démonstration:

En caractéristique zéro, un groupe algébrique connexe est semi-simple si et seule-
ment si son algébre de Lie est semi-simple (voir [Hul], 13.5).

(1) < (i) : Cette équivalence est une conséquence immédiate du théoréme précédent
et du théoreme 1.2.1.1.

(1t) = (i) : Soient @ et Z vérifiant les conditions données. Selon 2.3.1.2, on

. o HyNUy
sailt que Out(A) = m

chemin dans B’ := B—Q,UQ; de longueur > 2 paralléle a une fleche. Du fait que,

Vi . — .
X EA Puisque @) est un arbre, il n’y a pas de

pour chaque élément 0 € HyNU,, on ao(a) = a+2(a’7)EQ1//B, A(ay)7, pour tout
a € @1, on déduit que Hy N Uy = {idp}. Comme 'idéal (Z) est complétement
saturé par hypothese, deux fleches paralléles quelconques sont équivalentes. Par
conséquent, le théoréme principal 2.20 de I’article [GAS2] (voir 2.3.1.5) implique
Vi =~ zequyy GL(|al, k). Puisque le carquois @ est supposé étre un arbre, on
a B = Ch(Q,k) = Hate// k*I iz, grace a 'exemple 8 dans [GAS1]. On obtient
donc :

o HyNUy Vi Vi
Ay = —A0P M M
Out(A) Hjy NInn*(A) 8 E E

[laeq, /s GL(al k) _ I GL([al, k)
/ k*]|a| - k*]|a|

1

acQ:/
= ][] PGL(al, k).
a€Q1//
(1) = (1) : La semi-simplicité de I'algebre de Lie L(Out(A)°) = [Izcq,/, pol([@l, &)

implique la semi-simplicité du groupe algébrique connexe Out(A)°.

a€Q1//

g.e.d. 2.5.2.4

Un groupe algébrique est dit presque simple s’il est non commutatif et s’il n’a
pas de sous-groupes propres fermés connexes et distingués. Il n’est pas forcément
simple en tant que groupe, i.e. il peut avoir un sous-groupe distingué propre.
Le fait est, qu’en caractéristique zéro, 1’algebre de Lie d’'un groupe algébrique
connexe est simple si et seulement si le groupe algébrique connexe est presque

simple (voir [Hul], 14.2). Cela entraine le résultat suivant :

Corollaire 2.5.2.5

Soient k un corps de caractéristique zéro, QQ un carquois conneze et A = kQ/{Z)
une k-algebre monomiale de dimension finie. Les assertions suivantes sont
équivalentes :



52 2.5. Critéres combinatoires pour 'algébre de Lie H' (A A)

(1) Le groupe algébrique Out(A)° est presque simple.

(i3) Le carquois Q est un arbre, le carquois Q a eractement une classe de fléches
paralléles @ = {oa,...,a,} telle que n > 2. L’idéal (Z) est complétement
saturé.

(111) Il existe un entier n > 2 tel que le groupe algébrique Out(A)°® est isomorphe
au groupe algébriqgue PGL(n, k).

Exemple 2.5.2.6
Soit @ le carquois

by
e —— dl
a b2 c <~
dz
b3 -
e

et prenons comme ensemble de relations minimales
Z = {bla, bga, bga}.
Soit A = kQ/{Z) 'algébre monomiale associée & Q et Z. Le carquois Q

b d

Ql
al

est un arbre, Q a deux classes de fleches paralléles non triviales, & savoir b =
{b1,b2,b3} et d = {dy,dy}, et I'idéal (Z) est completement saturé. Le théoreme
2.5.2.1 montre alors que ’algebre de Lie Hl(A, A) est semi-simple si et seulement

si la caractérsitique du corps k est différente de 2. Dans ce cas on a
HY(A, A) = pgl(3, k) x pgl(2, k).

Si la caractéristique du corps k est égale a zéro, le groupe algébrique Out(A)° est
semi-simple et on a

Out(A)° = PGL(3, k) x PGL(2, k).

2.5.3 La réductivité, la commutativité et la nilpotence

Le centre Z(A) d’une algebre de Lie A est défini comme étant
Z(A):={a€ A|[a,b]=0 Vbe A}.

Afin d’obtenir des critéres pour la commutativité et la réductivité de l'algebre de
Lie Hl(A, A), il est nécessaire d’étudier son centre. C’est pourquoi nous introdui-
sons les définitions suivantes :
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Définition 2.5.3.1

Pour chaque classe de fléches paralléles & de @), un ensemble C C & est dit
conneze, si, pour chaque couple de fleches (a1, a,) de C, il existe des fléches
az,...,a._1 € C telles qu'on a a; <(zy aip1 ou a1 <(zy a;, pour tout entier
i € {l,...,r —1}. Un ensemble connexe C C & est dit une composante conneze
de @ sl est mazimal pour la connexité, i.e. si, pour toute fleche f € a — C, il
n'eriste pas de fleche o € C telle que o <(zy B ou B >(zy a. Evidemment les
composantes connexes d’une classe de fleches paralléles a forment une partition
de @.

Avec cette définition, nous pouvons énoncer le résultat suivant sur le centre de

Lo (resp. HY(A,A)) :

Lemme 2.5.3.2
Soient @ un carquois conneze et A = kQ/(Z) une k-algébre monomiale de di-

mension finie.

(i) Le centre Z (Ly) de l’algébre de Lie Ly est engendré par les éléments
Y wccla,a), ot C désigne une composante connexe d’une classe de fléches
paralléles de Q).

(11) Sile corps k est de caractéristique zéro ou si le carquois Q n’a pas de cycle
orienté, alors le centre Z. (H' (A, A)) de l’algébre de Lie H'(A, A) est contenu
dans le centre Z (L) de Ly.

Démonstration:

(1) : Pour chaque élément (a,b) € Q1//Q1, a # b, on a [(a,b), (a,a)] = (a,b), de
sorte que Z (L) est contenu dans la sous-algebre de Lie abélienne de L, engendrée
par les éléments (a,a), a € Q1. Pour chaque combinaison linéaire Zate Aa(a,a),
Aa € kyona [Y o Aa(a,a),(bc)] = (=X + A.)(b, ), pour tout (b,c) € Lo.
Par conséquent, ZaEQ1 Aa(a, a) est contenu dans Z (L) si et seulement si on a
Ay = A pour toutes les fleches b, ¢ telles que ¢ <(zy b. Ceci montre que Z (L) est
engendré par les éléments ZaEC(a’ a).

(i1) : Dans les deux cas, on a L_; = 0 en vertu de la proposition 2.4.2.2.
Si la caractéristique du corps k est égale a zéro, alors, pour chaque élément

0# Z(a,’)’)EQl//BH-l May)(@;Y) € Liy Moy €K, 1> 1, 0na:

Y AMam(@), D Bb) == > Aap(a,y) #0

(a7)€EQ1//Biy1 beEQ1 (ayy)€EQ1//Bit1

Ceci montre I'inclusion Z (H'(A, A)) C Z (Ly). Supposons maintenant que le car-
quois ) n’ait pas de cycle orienté. Alors chaque chemin v € B de longueur > 2
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parallele & une fleche a ne peut contenir a et donc [(a,7),(a,a)] = (a,7). Te-
nant compte du fait que H'(A, A) = Ly ® @,5, k(Q1//Bit1) N Ker 1, on obtient
Z (H'(A,A)) C Z (L)

g.e.d. 2.5.3.2

Une algebre de Lie est dite réductive si son radical et son centre coincident.

Proposition 2.5.3.3
Soient @ un carquois connexe et A = kQ/(Z) une k-algébre monomiale de di-
mension finte. St le carquois ) n’a pas de cycle orienté ou si le corps k est de

caractéristique zéro, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) L’algebre de Lie Hl(A, A) est réductive.

(1t) L’idéal de Lie @121 L; est égal a 0 et la relation <(zy est symétrique sur
chaque classe de fleches paralléles. Si la caractéristique de k est égale a 2,
alors aucune classe d’équivalence S € &/ = ne contient ezactement deuz

fleches d’une classe de fleches paralléles a.

Démonstration:

(i) = (i) : Soit Rad H'(A,A) = Z (H'(A,A)). Si Q n’a pas de cycle orienté ou
si cark = 0, alors L_; = 0 selon la proposition 2.4.2.2 et donc Rad Hl(A,A) =
Rad Ly & 69121 L;. Le lemme précédent montre que le centre de Hl(A,A) est
inclus dans Lo et donc Rad H'(A,A) C L. Ceci implique @D,>1 Li = 0 et par
conséquent Hl(A, A) = Ly. En vertu du théoréme 2.4.3.6 et du lemme précédent,
I'hypothese Rad Ly = Rad H'(A, A) = Z (H'(A, A)) = Z (L) implique qu'il n’y a
pas d’élément (a,b) € Lo tel que (b,a) € Ly, i.e. la relation <7y est symétrique.
En outre, il n’existe pas de classe d’équivalence S € @/ ~, @ € @)1//, contenant
exactement deux éléments si cark = 2.

(ii) = (i) : Les hypotheéses impliquent L_; = 0. Du fait que ,,; L; = 0, on
déduit Hl(A, A) = L. Le théoréme 2.4.3.6 et le lemme précécent montrent que

Rad H'(A,A) = Rad Ly = Z (Lo) = Z (H'(A, A)).
g.e.d. 2.5.3.3

Le radical unipotent d’un groupe algébrique G est le sous-groupe distingué du
radical R(G) constitué de tous les éléments unipotents de R(G). On le note par
R.(G). 1l peut étre caractérisé comme étant le plus grand sous-groupe normal
connexe et unipotent de G. Un groupe algébrique G est dit réductif si G # e est
connexe et si le radical unipotent de G est trivial.

En caractéristique zéro, un groupe algébrique connexe étant réductif si et seule-
ment si son algebre de Lie est réductive, on déduit immédiatement, en utilisant

la proposition 1.2.1.1 et le corollaire 2.4.1.1, le corollaire suivant :



Chapitre 2. L’algébre de Lie H'(A, A) d’une algébre monomiale A 55

Corollaire 2.5.3.4

Soient k un corps de caractéristique zéro, Q un carquois conneze et A = kQ/{(Z)
une algébre monomiale de dimension finte. Alors la composante de [identité
du groupe algébrique des automorphismes extérieurs Out(A)° est réductive si et

seulement si la relation <(zy est symétrique sur chaque classe de fleches paralleles

. HyNnUp
d tsi ——————— =0.
€Qets Hj N Inn*(A)

Définissons une suite d’idéaux d’une algébre de Lie L en posant C°L := L(= L"),
C'L := [L,L)(= LW), C*L := [L,C'L], ..., C"L := [L,C"L]. Une algebre de
Lie L est dite nilpotente s’il existe un entier m tel que C™L = 0. L’entier m
tel que C™L = 0 et C™ 1L # 0 est appelé le nilindice de L. Une algébre de
Lie L est dite filiforme si elle est nilpotente de nilindice maximal m, c’est-a-dire
dimC*L = m — k, pour 1 < k < m. Le fait que L™ C C"L, pour tout n € N,
implique que les algebres nilpotentes sont résolubles.

Proposition 2.5.3.5
Soient Q un carquots conneze et A = kQ/(Z) une k-algébre monomiale de dimen-
ston finte. S1 Q) n’a pas de cycle orienté ou si cark = 0, les assertions suivantes

sont équivalentes :
(1) L’algébre de Lie Hl(A, A) est abélienne.
(1t) L’algébre de Lie Hl(A, A) est filiforme.
(i4) L’algébre de Lie H'(A,A) est nilpotente.
() L’idéal de Lie @121 L; est nul et il n’existe pas de fléches paralléles a # b
satisfaisant a <(zy b.
(v) L’algebre de Lie H'(A, A) est engendrée par les éléments (a,a) de Ly.

(vi) La dimension de l’algébre de Lie H'(A,A) est égale a la caractéristique
d’Euler |@Q1]| — |Qo| + 1.

Démonstration:

(1) = (ii) et (it) = (iii) sont évidents.

(i) = (iv) : S'il y avait deux fleches paralleles a # b telles que a <(zy b, on
aurait (b, a) € Lo et [(a,a), (b,a)] = (b,a), et donc (b,a) € C" H'(A, A) pour tout
n € N, ce qui contredirait I’hypothese. Si () n’a pas de cycle orienté, alors il existe
pour chaque élément 0 # Z (67)€Q1// Bisa Mayy(@,7) € Li, 1 > 1, une fleche b € Q4

telle que [>,)equ//pi4y Mam (@), (0,0)] = Xopyequ/ i Mom(B:7) # 0

et [Z(by)te//Bm Ay) (6,7), (6,0)] = Z (b¥)EQ1//Bis1 A(b,y)(b, v) # 0. On a donc
0 # Z(b,’Y)EQl//Bq—{-I A (b,7) € C*H'(A, A), pour tout n € N. Puisque 'algebre

de Lie H* (A, A) est supposée nilpotente, il s’en suit que ®z>1 L; = 0. Dans le cas
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car k = 0, on a pour chaque élément Z(a 1)EQr//B Mam)(@,y) € Liy i > 1,

i1

[ Aam(@n), D00 =—i > Aumpla) #0

(a,¥)€Q1//Bit1 beQ1 (a,)€Q1//Bit1

et donc Z(“,’Y)EQI//BH»l Aayy(a,v) € C'H'Y(A, A), ce qui implique D> Li = 0.
(tv) = (v) : Par hypotheése, Hl(A, A) = Ly et l'algebre de Lie L ne contient pas
d’élément (a,b) avec a # b.

(v) = (vi): On déduit de la condition donnée que dim Ker; = |@Q;|. Comme la
dimension de Im g = (3_,c(),(@, @) =D acen,(a,a) | € € Qo) est égale a |Qo| —1,
nous obtenons dim Hl(A, A) = dimKer¢; — dim Im ¢y = |Q1] — |Qo] + 1.

(vi) = (i) : De dimImvy = |Qq| — 1 et dimH'(A,A) = |Q:] — |Qo] + 1, il
résulte que dimKert; = |Q1| et par conséquent Ker); est engendré par les
éléments (a,a) € Q1//Q1. Comme le crochet de I’algebre de Lie k(Q1//B) est tel
que [(a,a),(b,b)] = 0, pour toute fleche a,b € @1, l'algebre de Lie Hl(A,A) est
abélienne.

g.e.d. 2.5.3.5

Le corollaire suivant est clair en vertu de la proposition 1.2.1.1, car, en ca-
ractéristique zéro, un groupe algébrique connexe est abélien (resp. nilpotent) si
et seulement si son algebre de Lie est abélienne (resp. nilpotente) (voir [Hul],
13.4 et 10.5). Ce corollaire généralise le critéere de Guil-Asensio et Saorin sur la
commutativité du groupe algébrique V(= e(Ga)) (voir [GAS2], corollaire 2.23).

Corollaire 2.5.3.6
Soient k un corps de caractéristique zéro et A = kQ/(Z) une k-algébre monomiale

de dimension finie. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Le groupe algébriqgue Out(A)° est abélien.
(i1) Le groupe algébrique Out(A)° est nilpotent.

(111) Pour chaque chemin y € B paralléle a une fléche a # v, il existe un chemin
p de Z tel que p'®7) £ 0.

L’exemple suivant montre que les critéres de réductivité, de commutativité et de
nilpotence obtenus dans les propositions 2.5.3.3 et 2.5.3.5 ne se généralisent pas

lorsque le carquois () a un cycle orienté et que car k # 0.
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Exemple 2.5.3.7
Soit k£ un corps de caractéristique 3 et soit ) le carquois suivant ayant une boucle
et donc un cycle orienté :

Prenons comme ensemble de relations minimales
_ 3 15
Z ={ca,cd, ed,eba,cb’a, b’}

Soit A = kQ/(Z) 1’algébre monomiale associée a k, @ et Z. Calculons, pour tout
1 € N, le k-espace vectoriel L; 1 = k(Ql//Bl) N Ker 'gbl/k(Ql//B,-) N Im 1y afin
de pouvoir étudier I'algébre de Lie H'(A, A = Kerv;/Imy = @®i>—1L;. Le fait

que B; = () pour 7 > 7 entraine
L; =0, pour ¢ > 6.

Puisque b2 est un élément de Z et que car k = 3 ne divise pas 2, nous obtenons,
en vertu de la proposition 2.4.2.2,

L, =0.
L’élément (b,b) constitue une base de L, grace a la proposition 2.4.3.2, d'ou
Lo = k(b,b).
Il est clair que, pour 1 < < 5,0n a
k(Q1//Bit1) N Impy = k((c, cb*) + (e, eb’) — (a,b'a) — (d,b'd)).

Un élément quelconque z = A, (a,ba) + Ay(b, b%) + A(c, cb) + Aa(d, bd) + (e, eb)
de k(Q1//B2) avec Ag, Ay, Aey Mgy Ay € k est contenu dans le noyau de 1); si et
seulement si

0 = Pi(x) = Nilca,cba) + Ao(cb®a, cb*a) + Au(eba, eb®a) +
+ 3\p(cba, cb*a) + M\y(eba, eb®a) +
+ Ac(ca, cba) + Ao(cb®a, cb*a) +
+ Ai(cd, cbd) + Ay(ed, ebd) +
+ Ae(eba, ebza) + Ae(eg, ebg).
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En tenant compte du fait car £ = 3, cela revient a resoudre le systeme d’équations :

Aat+tAe = 0
AatN+A = 0
AetAg = 0
Ad+2r = 0

Ainsi on voit que I'élément (a,ba) + (d,bd) — (c, cb) — (e, eb) engendre le k-espace
vectoriel k(Q1//B2) N Ker; et donc

Ll == 0
De la méme maniere, on déduit
L2 = 0,
Ly = k(b,b),
Ly = 0
Ly = 0

Par conséquent, nous obtenons
HY(A,A) = Ker v/ Im g = k(b,b) @ k(b, b*).
Puisque la caractéristique du corps k est égale a 3, on a la relation
[(b,b), (b,b%)] = 3(b,b*) = 0.

Alors Hl(A, A) est 'algebre de Lie abélienne de dimension 2. Il s’agit d'une algebre
de Lie abélienne et donc réductive sans que l'idéal @;>;L; soit égal a zéro. Cela
montre que les criteres 2.5.3.3 et 2.5.3.5 ne se généralisent pas au cas ou () est un
carquois avec cycle orienté lorsque k est un corps de caractéristique non nulle.

2.6 L’algebre de Lie graduée H*(A, A) d’une algebre
monomiale A

Dans la proposition 1.1.2.3, on a vu que la cohomologie de Hochschild H*(A, A)
d’une algébre associative A est munie d’une structure d’algebre de Gerstenha-
ber. En particulier, H*(A,A) est une algébre de Lie graduée. L’idéal de Lie
résoluble maximal de H*(A, A) est appelé le radical de H*(A,A) et on le note
par Rad H*(A, A). Afin de le calculer, nous avons besoin du lemme suivant (voir

[C5] pour le résultat correspondant en homologie) :



Chapitre 2. L’algébre de Lie H'(A, A) d’une algébre monomiale A 59

Lemme 2.6.0.1

Soient k un corps, Q un carquois conneze sans cycles orientés et A = kQ/I une
algébre de dimension finie. Alors la cohomologie de Hochschild H*(A,A) est de
dimension finie en tant que k-espace vectoriel.

Démonstration:

Du fait que le carquois ) est sans cycles orientés, on déduit qu’il existe un entier
mo € N tel que le E-bimodule r®% soit nul, pour tout m > mg. En effet, le
E-bimodule r®% est engendré par les partitions des chemins de @) de longueur
> m en m chemins de longueur > 1. Par conséquent, le complexe de cochaines
Crea(r, A) de la section 1.1.1 montre que la cohomologie de Hochschild H*(A, A)
est de dimension finie.

g.e.d. 2.6.0.1

Dans certains cas, la condition que le carquois () n’ait pas de cycles orientés,
est méme équivalente a ce que la cohomologie de Hochschild soit de dimension
finie. Locateli a montré dans [Loc|, pour les algebres tronquées sur un corps de
caractéristique zéro, que la cohomologie de Hochschild est de dimension finie si
et seulement si le carquois () n’a pas de cycle orienté. Cibils a montré la méme
équivalence dans [C2] pour les algebres de radical carré zéro ou la caractéristique
du corps est quelconque.

Calculons le radical de ’algébre de Lie graduée H*(A, A) :

Proposition 2.6.0.2
Soient k un corps, Q un carquois conneze sans cycles orientés et A = kQ/(Z)
une algébre monomiale de dimension finie. Alors on a
Rad H*(A, A) = H(A,A) & Rad H'(A, A) @ @) H'(A, A).
i>2
Démonstration:
Pour analyser la structure d’algebre de Lie graduée sur la cohomologie de Hoch-
schild H*(A, A), nous allons utiliser le complexe de cochaines Crea(r, A) qui a été
introduit dans la section 1.1.1. On y a constaté que Creq(7, A) peut étre considéré
comme un sous-complexe du complexe de cochaines Cpoen(A, A). C’est la raison
pour laquelle on a la structure d’algebre de Lie graduée suivante sur I'espace de
cochaines @,y Homge (r®&, A) :
[f,9] =D (-1 D a9 = 3 (—1) DU s, f,
i=1 j=1

avec pour tout 7 € {1,...,n} :
faig(ml R QOF mn-}-'m,—l) =
f(z1®p Qpzi—1 ®p 7(9(2; ®F - ®F Titm—1)) OF Titm OF *** OF Tntm—1),
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ou m : A — r désigne la projection canonique de A sur son radical r et
f € Homg(r®s A), g € Hompg(r®E,A) et 21 Qg -+ ®p Tpnym_1 € r®5 "
Puisque 7 est un morphisme de E-bimodules, f5,9 et ¢g5;f sont des éléments
de Hompg(r® """ A) pour tout i € {1,...,n} et j € {1,...,m} et donc on
alf,g] € HonlEe(r‘X’%er_l,A). Par hypothese, le carquois connexe () n’a pas de

cycle orienté et, par conséquent, on a
HY(A, A) = kly,

(voir [CSa], proposition 2). Du fait que 15 € A¥ = Hompg.(r®%, A) n’est pas un
élément du radical r, on déduit que

[fa ]-A] =0,
pour tout f € Hompg.(r®2, A), n € N. Il en résulte que
[H"(A,A),H°(A,A)] =0,

pour tout n € N. Par conséquent, HO(A, A) est un idéal abélien de I’algebre de Lie
graduée H*(A, A). D’apres le lemme précédent, H*(A, A) est de dimension finie.
De plus, Rad H'(A, A) est I'idéal résoluble maximal de I’algébre de Lie H'(A, A),
donc H(A, A)@Rad H' (A, A) &P, 5, H"(A, A) est un idéal résoluble de H*(A, A).
Puisque le quotient H*(A, A)/(H(A, A) @ Rad H' (A, A) & P, 5, H"(A, A)) est iso-
morphe a 'algebre de Lie Hl(A,A) / Rad Hl(A, A) qui est nulle ou semi-simple,
on en déduit que H(A,A) ® Rad H' (A, A) @ @,5, H'(A, A) est égal au radical de
Palgebre de Lie graduée H*(A, A). -

g.e.d. 2.6.0.2

La proposition précédente et le corollaire 2.4.3.7 impliquent :

Corollaire 2.6.0.3

Soient k un corps, @ un carquois conneze sans cycle orienté et A = kQ/(Z) une
algébre monomaale de dimension finie.

Le quotient d’algébre de Lie graduée H*(A,A)/Rad H*(A,A) est isomorphe a
l’algébre de Lie Hl(A, A)/ Rad Hl(A, A) qui est nulle ou semi-simple. On a

H*(A,A)/RadH*(A,A) = ] IT  vet(Sl,&).

a€Q1// Sea/~,|S|>2 et
|S|#2 si car k=2



Chapitre 3

L’algebre de Lie H!(kG, kG)
d’algebres de groupes

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la structure d’algebre de Lie du premier groupe
de la cohomologie de Hochschild Hl(kG, kG) en tant qu’algebre de Lie, o k est un
corps, G est un groupe fini et kG désigne ’algebre de groupe correspondante. Si
la caractéristique du corps k ne divise pas ’ordre du groupe G, alors le théoreme
de Maschke (voir par exemple [Pi], 3.6) affirme que l'algébre de groupe kG est
semi-simple. De plus, I’algébre de groupe kG est séparable (voir par exemple [As],
XTI 2.2) et, par conséquent, le premier groupe de la cohomologie de Hochschild
Hl(kG, kG) est égal a zéro, ainsi d’ailleurs que tous les suivants. On supposera
donc dans la suite que G est un groupe fini et que k£ est un corps dont la ca-

ractéristique p > 0 divise 'ordre du groupe G.

3.1 Les groupes dont le p-sous-groupe de Sylow

est cyclique et unique

Dans cette section on suppose le corps k algébriquement clos.

Higman a démontré, en 1954 dans [Hi|, que le nombre de classes d’isomorphisme
de kG-modules indécomposables est fini si et seulement si les p-sous-groupes
de Sylow de G sont cycliques. En 1969, Kupisch [Ku] et Janusz [Ja] ont donné
une description précise des kG-modules indécomposables pour de tels groupes.
Comme la description générale est assez ardue, Gabriel a explicité, en 1974 dans
[Ga] (voir aussi [GR], p.75), le cas particulier ou G contient seulement un p-sous-
groupe de Sylow cyclique. Il fait ceci en associant un carquois () au groupe G de

telle facon qu’un quotient de I'algebre de chemins de ) est Morita équivalent a

61
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I’algebre de groupe kG. Nous allons utiliser cette Morita équivalence de Gabriel
pour étudier l'algebre de Lie Hl(kG, kG) pour un tel groupe G.

Soit G un groupe fini d’ordre n = p®q avec ¢ premier a p qui contient seulement
un p-sous-groupe de Sylow S cyclique, nécessairement normal dans G. Alors S
est un sous-groupe normal de Hall de G et le théoréme de Schur-Zassenhaus (voir
par exemple [Sco], 9.3.6) affirme qu’il existe un complément K de S dans G, i.e.
un sous-groupe de G tel que SN K = {1} et SK = G.

Ceci a lieu, par exemple, lorsque G est le groupe des 2 X 2-matrices triangulaires

g Z ) a coefficients dans Z/pZ (a # 0 # d). Dans ce cas, S est

supérieures (

_ : 1 b : . a 0
constitué des matrices 01 et les matrices diagonales 0 d forment un

complément de S.
Soit ¢ un générateur de S. Puisque S est normal dans GG, I'opération de K sur .S
par conjugaison est donnée par une formule du type

ozt = oX@),

avec z € K et x(z) € (Z/p“Z)*. Le groupe G est le produit semi-direct de S par
K. Pour tout kK-module N, nous notons , /V le k-espace vectoriel sous-jacent a

N équipé d’une nouvelle opération * de K telle qu’on a
zxm:= x(z)z - m,

pour tout x € K et m € N. Si le kK-module N appartient a la classe d’iso-
morphisme e, on désigne par xe la classe d’isomorphisme du £K-module , N. On
obtient ainsi une opération de 7Z sur ’ensemble £ des classes d’isomorphisme de
kK-modules simples :

ZxE—E, (ne)r—x"e.

Ce qui nous permet d’étudier l'algebre de Lie Hl(kG, kG) est l'association d’un
carquois ) au groupe GG de la maniére suivante : I’ensemble )y des sommets de
Q est 'ensemble £ des classes d’isomorphisme de kK-modules simples et, pour
tout sommet e, on prend une fleche e — xe. Puisque les orbites de Z dans &
sont cycliques, le carquois () est une réunion disjointe de couronnes, ¢.e. de cycles
orientés.

Remarque 3.1.0.1

Le nombre de sommets du carquois Q) est égal au nombre de classes de conjugaison
du groupe K. En effet, le corps k étant algébriguement clos et la caractéristique
p du corps k ne divisant pas l’ordre q du groupe K, le nombre de classes d’iso-
morphisme de kK -modules simples est égal au nombre de classes de conjugaison
du groupe K (voir par ezemple [Lor], §33 SATZ 2).
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Exemples 3.1.0.2

(i) Regardons le cas oli le groupe G est abélien. Autrement dit, G est le produit
direct de S et de K et le sous-groupe K de (G est abélien. Par conséquent,
le carquois () a ¢ sommets et ¥ = 1. Le carquois () est donc constitué de g
boucles :
S
(ii) Soit G le groupe diédral Dy« = Z/p*Z x Z/27Z. Alors on a K = {1;,7}
et x(7) = —1. Comme K est abélien, la remarque précédente montre qu’il
existe, a isomorphisme pres, deux kK-modules simples, a savoir St = k&
avec l'action 7+ A = X et ST = k avec l'action 7+ A = — A, pour tout A € k.
Du fait que v * A = x(7)yA = —yA = —X découle 'égalité , ST = S, ce
qui montre que () est la couronne de longueur 2 :
P

St S™

N

Gabriel a démontré dans [Gal] que la catégorie des kG-modules est équivalente a
la catégorie des kQ/(Q,«)-modules, ou (Q,.) désigne I'idéal bilatére engendré par
I’ensemble (). des chemins de longueur p* lorsque le corps k est algébriquement
clos. En d’autres termes, les k-algébres kG et kQ/(Q,) sont Morita équivalentes.
Remarquons qu’en général ces algebres ne sont pas isomorphes. Une condition
nécessaire et suffisante pour I'existence d’un isomorphisme d’algebres entre kG
et kQ/(Qpe) est que le groupe K est abélien (voir par exemple [St1]). Puisque
la cohomologie de Hochschild H*(A, A) est Morita invariante en tant qu’algebre
de Lie graduée (voir [GS1] p.143), on déduit que les algebres de Lie H' (kG, kG) et
H'(kQ/(Qpe),kQ/(Q,a)) sont isomorphes. De plus, lalgtbre de Lie
H' (kQ/(Qpa), kQ/{(Qpa)) est un produit d’algebres de Lie H' (kC//(Cpa ), kC/(Cpa)),
ou C est une couronne de (), car le carquois () est une réunion disjointe de cou-
ronnes et la cohomologie de Hochschild est additive sur un produit d’algebres.
On a donc un isomorphisme d’algebres de Lie

H'(kG, kG) ~ 11 H' (kC/(Cypa), kC/(Cpa)).
C couronne de Q
Théoréme 3.1.0.3
Sotent k un corps algébriquement clos et G un groupe fini tels que la caractéristique
p > 0 de k divise l'ordre de G. Soit n = p®q l'ordre de G avec q premier a p.
Supposons que le groupe G contient un seul p-sous-groupe de Sylow cyclique. Les

assertions suitvantes sont équivalentes :
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(i) L’algebre de Lie H'(kG, kG) est semi-simple.

(i1) Le groupe G est le produit direct d’un groupe K d’ordre q et du groupe
cyclique 7 |pZ d’ordre p. La caractéristique p du corps k est différente de 2.

(i) L’algébre de Lie H'(kG,kG) est un produit d’algébres de Lie de Witt
W(1,1) := Der(k[X]/(X?),k[X]/(X?)) et la caractéristiqgue p du corps k
est différente de 2.

Démonstration:

Soit @) le carquois associé au groupe G comme décrit ci-dessus.

(1) = (it) : 1l est clair, en vertu de la remarque qui précéde ce théoréme, que
l'algebre de Lie H'(kG, kG) est semi-simple si et seulement si 1’algebre de Lie
H'(kC/{(Cpa), kC/{Cpa)) est semi-simple, pour toute couronne C du carquois Q.
La proposition 2.4.2.2 et le théoreme 2.5.2.1 entrainent alors que le carquois @
ne peut contenir aucune couronne de longueur supérieure ou égale a 2, i.e. ()
est une réunion disjointe de boucles. Par conséquent, on a x(z) = 1 pour tout
x € (G, ce qui implique que G est le produit direct du p-sous-groupe de Sylow
S et de son complément K. Le corollaire 2.4.2.3 montre que pour toute boucle
C du carquois @, l'algebre de Lie H(kC/(Cpa),kC/(Cpa)) est semi-simple si et
seulement si p® = p > 2. Il en résulte que la caractéristique p du corps k est
différente de 2 et que le p-sous-groupe de Sylow S de G est le groupe cyclique
Z [ pZ d’ordre p.

(1t) = (i1) : Soit G = Z/pZ x K et donc x = 1. Cela entraine que le carquois
() est une réunion disjointes de boucles. Pour toute boucle C' du carquois @ la
proposition 2.4.2.3 implique que H'(kC/{C,),kC/{C,)) est isomorphe & I'algebre
de Lie de Witt W (1,1) := Der(k[X]/(X?), k[X]/(X?)).

(111) = (i) : Cette implication est immédiate, car I'algebre de Lie de Witt est une
des algebres de Lie simples non classiques dans le cas ou la caractéristique p > 0

du corps k est différente de 2.
g.e.d. 3.1.0.3

Corollaire 3.1.0.4

Sotent k un corps algébriquement clos et G un groupe fini tels que la caractéristique
p > 0 de k divise l'ordre de G. Soit n = p®q lordre de G avec q premier a p.
Supposons que le groupe G contient un seul p-sous-groupe de Sylow cyclique. Les

assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’algébre de Lie H'(kG, kG) est simple.

(i1) Le groupe G est cyclique d’ordre p et la caractéristique p du corps k est
différente de 2.
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(i3) L’algébre de Lie H'(kG,kG) est isomorphe & l'algébre de Lie de Witt
W(1,1) := Der(k[X]/(X?),k[X]/(XP?)) et la caractéristique p du corps k
est différente de 2.

Démonstration:
Soit @) le carquois associé au groupe G comme décrit ci-dessus.
(i) = (i) : Soit H'(kG, kG) une algeébre de Lie simple et donc semi-simple. Le
théoreme précédent montre que G est le produit direct d’'un groupe K d’ordre
q et du groupe cyclique Z/pZ d’ordre p, q et p étant premiers entre eux. Par
conséquent, on a x = 1 et donc le carquois ) est une réunion disjointe de boucles.
Du fait que Hl(kG, kG) =1] Hl(kC/<Cp>, kC/(C,)) est une algebre de Lie simple,
il s’en suit que le carquois ) n’est qu’une boucle. Comme la boucle () ne possede
qu’un sommet, on obtient, en vertu de la remarque 3.1.0.1, que le groupe K n’a
qu’une classe de conjugaison et que K est donc le groupe trivial {1x}.
(i1) = (i11) : Comme le carquois @ associé au groupe cyclique Z /pZ est la boucle,
alors la proposition 2.4.2.3 montre que Hl(kG, k@) est isomorphe a l'algébre de
Lie de Witt.
(i11) = (i) : Ceci est clair.

g.e.d. 3.1.04

3.2 Les groupes abéliens

Le but de cette section est d’étudier 1'algebre de Lie H'(kG, kG) dans le cas ou
le groupe fini GG est abélien et le corps k n’est pas nécessairement algébriquement
clos, contrairement a la section précédente. Pour faire cela, nous utiliserons la co-
homologie usuelle des groupes. Rappelons que la cohomologie de groupes
H*(G, k) := Extjq(k, k) du groupe G a coefficients triviaux est ’homologie du
complexe de cochaines

0 = k —2 Homy(kG, k) — - -+ — Homy(kG", k) —= Hom,(kG™+' k),
ou les différentielles sont données par by = 0 et

(bnf)(gla HE ;gn+1) =

f(927 R 7gn+1) + Z(_l)zf(gla e 919041, - - - Jgn+1) + (_1)n+1f(91’ R Jg’n)J
=1
pour tout f € Homy(kG™, k), (g1, 9nt+1) € G"t et n > 1.
Choissisons, pour toute classe de conjugaison du groupe fini GG, un représentant et

notons I’ensemble de ces représentants par (G). Pour tout z € G, le sous-groupe
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Cg(z) := {g € G | gzg™! = z} de G est le centralisateur de = dans G. 1l est
bien connu que les k-espaces vectoriels H'(kG, kG) et @,¢(q) H'(Cg(z), k) sont
isomorphes :

kG, kG) ~ @D H'(Cg(x

z€(G)

(voir par exemple [Be|, 2.11.2, ou [We], 9.7.5).
Considérons le cas commutatif. Soit G un groupe fini abélien. Alors chaque classe
de conjugaison de G ne contient qu'un élément de sorte que (G) = G, de plus,
on a, pour tout élément z € G, Cg(z) = G. Par conséquent, le k-espace vec-
toriel @,¢(q) Hl(Cg(m),k) = Bsec Hl(G,k) est isomorphe au k-espace vectoriel
H'(G, k) ®; kG. Cibils et Solotar [CSo] ont prouvé, en 1997, que l'isomorphisme
donné pour tout n € N par

9011, : Hn(kG’ ]{jG) — Hn(G, k) ®k ]{ZG
f: ]{IG” — kG — Z fac ®k z,
(gl,... ,gn) — Z )\(91 ----- gn) p, z€G
th
ot f*: G" = k est défini par f*(g1,...,9n) = /\f;gll"é;g;), est un isomorphisme

d’anneaux gradués entre H*(kG, kG) et H*(G, k) ®, kG. Remarquons qu’en 1996
Holm [Hol] a étudié également la structure d’algébre induite par le cup produit
sur la cohomologie de Hochschild H*(kG, kG). Nous explicitons ¢' et son inverse

afin de pouvoir transférer la structure d’algebre de Lie de H'(kG, kG) au k-espace
vectoriel H'(G, k) ®;, kG. On a

o1 : H' (kG kG) — HYG, k) ®y kG
f: kG — kG — > PR
g = S Mh €G
hea

et
o7t HYG,k) @ kG — H'(kG, kG)
a®Qrzr — kG — kG
g — ag)gz.
Proposition 3.2.0.1
Soient G un groupe fini abélien et k un corps. L’algébre de Lie Hl(kG,kG) est
isomorphe a H'(G, k) ®;, kG muni du crochet de Lie

[a @ z,8 ® y] = (a(y)B8 — B(z)) @ zy,

ol a @y x et B ®yy sont des éléments dans H' (G, k) @y kG avec z,y € G.
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Démonstration:

Soient a, 3 € H'(G, k) et z,y € G. Sachant que H*(G, k) est le k-espace vectoriel
des morphismes de groupes de G dans le groupe (k,+), on vérifie sans peine
que 1 ([¢7 (o @k 2), o1 (B ®1 y)]) est égal & (a(y)f — B(z)a) @ zy. Puisque ¢
et o7 sont des isomorphismes inverses, ce crochet muni Hl(G,k) ®i kG d’une
structure de Lie de sorte que H'(G, k) ®; kG et H'(kG, kG) sont des algebres de

Lie isomorphes.
g.e.d. 3.2.0.1

Utilisons cette proposition pour étudier ’algebre de Lie Hl(kG, kG) pour un
groupe fini abélien G :

Théoréme 3.2.0.2
Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et G un groupe fini

abélien d’ordre n = p®q avec q premier a p. Soit S le p-sous-groupe de Sylow de G.

Alors algébre de Lie H' (kG, kG) est un produit de q algébres de Lie H'(kS, kS) :
H'(kG, kG) ~ H'(kS, kS)".

Démonstration:

Du théoréme de structure des groupes finis abéliens, on déduit que G est le
produit direct du p-sous-groupe de Sylow .S et d’un sous-groupe abélien K d’ordre
q. Puisque la caractéristique du corps k ne divise pas l'ordre ¢ du groupe K,
I’algebre de groupe kK est semi-simple, grace au théoreme de Maschke. Le fait
que le corps k est algébriquement clos implique, en vertu du théoreme de structure
de Wedderburn (voir par exemple [Pi], 3.5), que 'algébre de groupe kK est un
produit de corps :

kK ~kXx---k =Kk

Il en résulte que l'algebre de groupe kK possede g idempotents orthogonaux
primitifs ey, ..., e, formant une k-base de kK. On a donc

HY(G, k) @ kG ~ @1_, HY(G, k) ®y, kSe;

en tant que k-espaces vectoriels. Pour tout morphisme de groupes a € Hl(G, k),
on a a(z) = 0 pour z € K, car la caractéristique de k ne divise pas lordre
q du groupe K. Par conséquent, les k-espaces vectoriels H'(G, k) et H'(S, k)

sont isomorphes. Soient e; = > Agg et e; = Zhe x Mph deux idempotents

geEK
orthogonaux primitifs de kK et soient o, o' € S et o, 3 € H'(G, k). Calculons le

crochet suivant a l’aide de la proposition précédente :

0@ 0e B8] = Sy nex Matn(a(o'h)B — Bog)) @x oo'gh
S e Mtn(a(0')8 — B(0)a) @k ao'gh

(a(c")B — B(o)a) @ o0'ese,

b6;;(a(d)p — B(o)a) ® oo'e;.
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Ceci montre que les H'(G, k) ®; kSe; ~ H'(S,k) ®; kS sont des idéaux de Lie
orthogonaux de Hl(G,k) ® kG. On déduit de la proposition précédente que
l'algebre de Lie H'(kG, kG) est le produit de ¢ algebres de Lie H'(kS, kS).

g.e.d. 3.2.0.2
Remarque 3.2.0.3
Sachant que les kG-bimodules kG et kS ®;, kK sont isomorphes, la formule de

Kiinneth (voir par ezemple [We| 3.6.3) implique qu’on a un isomorphisme linéaire

entre H'(kG, kG) et H'(kS,kS)? :

N

H'(kG,kG) ~ H°(kS,kS)® H'(kK,kK) ®
@ H'(kS, kS) @, H*(kK, kK)
H'(kS, kS) @1 kK

= HY(kS,kS)".

En comparant la résolution Pyocn(kG) du kG-bimodule kG avec le produit tenso-
riel Paoen(kS) @k Proan(kK), on peut expliciter cet isomorphisme. Si on lutilise
pour transférer la structure d’algébre de Lie de H'(kG, kG) au k-espace vectoriel
H'(kS,kS), on retrouve le résultat du théoréme précédent.

Le résultat suivant est a comparer avec le théoreme 3.1.0.3. Dans ce qui suit
nous supposons le groupe G abélien, mais le p-sous-groupe de Sylow n’est pas
nécessairement cyclique.

Corollaire 3.2.0.4

Soient k un corps algébriqguement clos de caractéristiqgue p > 0 et G un groupe
fint abélien d’ordre n = p*q avec q premier a p. Soit S le p-sous-groupe de Sylow
de G. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) L’algébre de Lie H*(kG, kG) est semi-simple.
(i) L’alg : D

(i1) Le p-sous-groupe de Sylow S de G est élémentaire, i.e. S est un produit
direct de groupes cycliques d’ordre p. Si la caractéristique de k est égale a
2, alors S n’est pas le groupe cyclique 7./27.

ii1) L’algébre de Lie HY(kG, kG) est le produit non trivial de ¢ algébres de Lie
(i1i) L’alg , p q alg
de Jacobson et Witt W(a,1) := Der(k[X1,...,X.]/(XY,..., X2)) :

HY(kG, kG) ~ W (a,1)%.

St la caractéristique de k est égale a 2, alors S n’est pas le groupe cyclique

7./27.
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Démonstration:

(i) & (ii) : Le théoreme précédent implique que I'algebre de Lie H'(kG, kG) est
semi-simple si et seulement si ’algebre de Lie Hl(kS, kS) est semi-simple. Du fait
que S~ Z/[p™ X --- X ZL[p* avec a3 + - - - + a5 = a, il découle que les k-algebres
kS et k[X1,...,X,]/(XP", ..., X?"), et donc les algébres de Lie H'(kS, kS) et
Derj,(k[X1,..., X,]/(XP™ ..., X?™)), sont isomorphes. Le radical de cette algtbre
de Lie est engendré par les dérivations X]l-aile Dk[ X, .. ,Xs]/(Xfa:L oo, XPP) >
k[Xl,...,Xs]/(Xfal,...,Xfas) oui,j€{l,...,s} etl>pdanslecasous#1
ou cark # 2. Si cark = 2, alors Rad Dery(k[X]/(X?")) = Dery(k[X]/(X"")).
On en déduit que I'algebre de Lie H'(kS, kS) est semi-simple si et seulement si
a; =...=a,=1et s # 1sicark = 2, ce qui est équivalent a dire que S est
élémentaire et différent de Z/pZ si car k = 2.

(ii) = (iii) : Ceci est di au fait que l'algébre de groupe kS =~ k(Z/pZ)* est
isomorphe a l'algeébre k[ X1, ..., X,]/(X?,..., XP).

(iii) = (i) : Ceci est clair, car les algébres de Witt et Jacobson W (a,1) sont des
algebres de Lie simples non classiques si a # 1 dans le cas ou la caractéristique
du corps k est égale a 2 (voir par exemple [Mal).

g.e.d. 3.2.0.4

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de ce qui précede :

Corollaire 3.2.0.5

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristigue p > 0 et G un groupe
fini abélien d’ordre n = p*q avec q premier a p. Soit S le p-sous-groupe de Sylow
de GG. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’algébre de Lie H'(kG, kG) est simple.
(1t) Le groupe G est un produit direct de groupes cycliques d’ordre p. St la ca-
ractéristique de k est égale d 2, alors G n'est pas le groupe cyclique 7 [27.
(i4) L’algébre de Lie H'(kG,kG) est isomorphe a lalgébre de Lie de Jacobson
et Witt W(a,1) := Der(k[X,..., X,]/(XY,...,XP)). Si la caractéristique
de k est égale a2, alors G n'est pas le groupe cyclique 7 [27..
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Chapitre 4

L’algebre de Lie HY(TA, TA) de

I’extension triviale d’une algebre

Dans ce chapitre, nous décrivons le crochet de I’algebre de Lie Hl(TA,TA) de
I’extension triviale T'A d’une algebre A et nous étudions ensuite 1’algebre de Lie
Hl(TA, TA) dans le cas ou A est une algebre dont le carré du radical est nul.

4.1 Deéfinition et crochet de Lie

Soient k un corps et A une k-algebre de dimension finie. Notons par DA le
A-bimodule Homy (A, k) ou les actions de A sur D A sont données par af : A — k,
z+ f(za)et fa: A — k, z— f(az), pour tout a € A et tout f € Homy(A, k).
Le symbole % sera réservé pour noter le dual d’un espace vectoriel tandis que la

notation D) est utilisée pour le dual d’un espace vectoriel muni d’une structure
de bimodule.

Définition 4.1.0.1
L’extension triviale T'A de l’algebre A est l’algebre scindée TA = A® DA, i.e. le
k-espace vectoriel TA = A@® DA muni de la structure d’algébre donnée par

(a+ f)(b+g) = ab+ ag + fb,

ouabe Aet f,ge DA.

Le groupe des automorphismes extérieurs d’une extension triviale Out(7T'A) a été
examiné par Saorin dans [Sa]. Il décrit la relation entre les groupes algébriques
des automorphismes extérieurs Out(A) et Out(T A).

71
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Dans [CMRS], Cibils, Marcos, Redondo et Solotar ont étudié la cohomologie
de Hochschild H*(A,A) pour des algebres scindées A = A @ M, en particulier
pour des extensions triviales T'A. Ceci se fait a ’aide d’'un double complexe
dont la cohomologie totale est la cohomologie de Hochschild H*(A, A). Notons
par Alt4(DA) 'ensemble des formes bilinéaires anti-symétriques § sur DA telles
que S(fa,g) = B(f,ag). Dans le théoreme 5.5 de [CMRS], il est montré que
HY(TA,TA) et Z(A) @ H' (A, A) @ H (A, A)* @ Alto(DA) sont des k-espaces vec-
toriels isomorphes :

HY(TA,TA) ~ Z(A) @ H' (A, A) @ H (A, A)* @ Alt4(DA).

Pour montrer cela, les auteurs utilisent la suite exacte longue associée a la suite
exacte courte de T'A-bimodules 0 - DA — TA — TA/DA = A — 0. Par
conséquent, ils ne donnent pas d’isomorphisme explicite entre ces deux espaces
vectoriels qui nous permettrait de transférer la structure d’algebre de Lie de

HY (TA,TA) a Z(A) ® H' (A, A) @ Hy(A, A)* @ Alt4(DA).

Remarques 4.1.0.2

(1) L’algebre de Lie HI(TA,TA) n’est jamais nulle, car le centre Z(A) de A
contient toujours [’élément neutre 14.

(1t) Grace a l'adjonction, on obtient
Alt4(DA) = {¢ € Homa- (DA, A) | fe(g) + ¢(f)g=0Vf,g€ DA}
Puisque l’algebre A est de dimension finie, on a, d’une part
H'(A,DA) = Hy(4, A),
et, d’autre part, pour le centre Z(A) de 'algébre A, on a

Z(A) = Hom (A, A) = Homy. (DA, DA).

(11t) Tout morphisme ¢ € Homy(T'A,TA) peut étre écrit sous forme d’une ma-

trice ( paa Ppaa > , avec pa 4 € Homy (A, A), papa € Homi(A, DA),
PADA $YDADA

¢paa € Homy (DA, A) et ppapa € Homy(DA,DA).

() A toute application k-linéaire ¢ : A — A, on peut associer l’application

duale D(p) : DA — DA, f+ foop.

Tenant compte de ces remarques, on énonce le théoréme suivant :
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Théoréme 4.1.0.3
L’application k-linéaire

U Dery(TA,TA) — Z(A) @ Dery(A, A) @ Derp(A,DA) & Alt4(DA)

( PAA PDAA

) — (SDDA,DA + D(SDA,A)) + waa+ papa+ Ypaa
PADA $YDADA

est un isomorphisme bien défini. L’image des dérivations intérieures Ady(T A, T A)
par lisomorphisme W est la somme de Ady(A, A) et Adr(A,DA), d’ou

Ady(TA, TA) ~ Ady(A, A) @ Ad(A, DA).

Démonstration:

PYAA  PDAA

Soit ¢ = ( ) une application k-linéaire de T'A dans T'A. Pour

$PADA $PDADA
que ¢ soit une dérivation, i.e. ¢ € Kerd,, il faut et il suffit que

0 = (a+ f)(pa,a(b)+ vapa(b)+ ©paalg) +¢panalg)) —

—@aa(ab) — papa(ab) — ¢paa(ag+ fb) — ¢papalag + fb) +
+ (pa,a(a) + apa(a)+ opaa(f)+ epapalf))(b+g),

pour tout a,b € A et tout f,g € DA. Grace a I'égalité TA = A @ DA, ceci
équivaut a

0 = apaa(b)+appaa(g) —paalab) —vpaalag) — paalfo)+ (1)
+pa.a(a)b+ ©paa(f)b,
pour tout a,b € A et tout f,g € DA, et
0 = foaa(d)+apapa(d)+ fepaalg)+ appanalg) — (2)

— @apalab) —vpapalag) — opapa(fb)+
+ paa(a)g+ @apa(a)b+ opaa(f)g+ epanpalf)b,

pour tout a,b € A et tout f,g € DA.
Supposons que la condition (1) est satisfaite. Si on prend a = 14, on obtient

0 = waa(la)b+ ¢paa(f)b— ¢paa(fd),

pour tout b € A et tout f € DA. Pour b = 14, ceci implique @4 4(14) = 0 et
donc ¢pa s € Homye (DA, A). En utilisant ce fait on déduit de (1) que pa 4 est
une dérivation. Il est clair que pps s € Homye(DA, A) et pa4 € Derp(A,A)
constituent des conditions suffisantes pour que (1) soit vraie.
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Supposons maintenant que les conditions (1) et (2) sont satisfaites. En prenant
f =0=g, on déduit de (2) que @4 p4 est une dérivation et on a donc

0 = foaald)+ fopaalg) +avpanalg) — papalag) — (3)
— ¢papa(fb)+ ¢aala)g+ ¢paa(f)g+ ¢papa(f)b,

pour tout a,b € A et tout f,g € DA. Puisque ¢4 4 est une dérivation, il résulte,

pour a = 14 = b, que fopaal(g) + vpaa(f)g = 0, pour tout f,g € DA. Du
fait ¢pa 4 € Homgye(DA, A) découle donc wpaa € Alt4(DA). Grace a ce fait,
d’apres (3), pour a = 14, on a

0 = foaa(d)—vpanpa(fb)+vpapa(f)o, (4)
pour tout b € A et tout f € DA. En prenant b = 14, on obtient

0 = @aala)g—vpapalag)+appana(g), (5)

pour tout a € A et tout g € DA. Or @4 4 est une dérivation, on vérifie sans peine

que

foaad) = D(paa)(f)b— D(paa)(fb), (6)
pour tout b € Aet f € DA, et par suite

paa(a)g = aD(paa)(9) — D(paa)(ag), (7)

pour tout a € A et tout g € DA. Les conditions (4) et (5) sont donc équivalentes
aceque pg 4+ D(paa) € Homy (DA, DA) =Z(A).

Siona@aa+ D(paa) € Z(A), paa € Derg(A,A), papa € Derp(A,DA) et
wpaa € Alt4(DA), alors, en vertu des égalités (6) et (7), les conditions (1) et
(2) sont satisfaites, ou, autrement dit, ¢ est une dérivation. Cela est la raison
pour laquelle I'inverse de ¥, qui envoie un élément z + 44 + Yapa + Ypaa de
7(A) @ Dery(A, A) ® Dery(A, DA) @ Alt4(DA) sur ( pa.4 #DA.A )

YA DA (Z - D(SDA,A))
dans Dery(T' A, T A), est bien défini.
Toute dérivation intérieure ady(a + f) : TA — TA avec a € A et f € DA
ad(a) 0
ady(f) —D(adi(a))
adi(a) € Adi(A, A) et ad(f) € Adr(A, DA). 11 est manifeste que son image par
U est égale a ady(a) + ady(f) avec a € A et f € DA.

s’écrit sous la forme ( ) avec des dérivations intérieures

g.e.d. 4.1.0.3

On en déduit immédiatement ce qui suit :
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Corollaire 4.1.0.4
Lisomorphisme W du théoréme précédent induit un isomorphisme linéaire en
cohomologie :

U:HY(TATA) = Z(A) @ H' (A, A) @ H'(A,DA) ® Alt4(DA).

Nous utilisons cet isomorphisme pour transférer la structure d’algebre de Lie de
HY(TA,TA) au k-espace vectoriel Z(A) @ H'(A, A) @ H'(A,DA) @ Alt4(DA).
Rappelons d’abord quelques définitions :

Définitions 4.1.0.5

(t) Une algébre de Lie d’extension & est une algébre de Lie avec une sous-
algébre de Lie £ et un idéal de Lie bilatere M telle que & = £ H M.

(it) Une algébre de Lie symétrique S est une algébre de Lie avec un automor-
phisme 0 de & tel que 6% = idg.
Théoreme 4.1.0.6

(i) L’algébre de Lie H'(A, A) munie du crochet de Lie habituel est une sous-
algebre de Lie de H'(T A, TA). Les facteurs Z(A), H'(A, DA) et Alt4(DA)
forment des sous-algébres de Lie abéliennes de H' (T A, TA).

(11) L’algebre de Lie HI(A, A) opére sur le centre Z(A) de A selon le crochet de
Gerstenhaber. On a

[2, pa.a] = —paalz),
pour tout z € Z(A) et tout p4 4 € H' (A, A). L’algébre de Lie d’extension

L:=H'Y(A,A) @ Z(A),
est une sous-algébre de Lie de H'(T A, T A).

(111) L’algébre de Lie L opére sur Hl(A, DA). On a

[2,0404] = 2papa,
[0aa,papa] = —D(paa)opans— Papaopaa,
pour tout z € Z(A), paa € H'(A,A) et papas € H'(A,DA).
(v) L’algébre de Lie L opére sur Alt4(DA). On a
[z,¢pa4] = —zppaa,

[0a,4,9D4,4] = ©aa0°papa+ ¢paacD(paa),

pour tout z € Z(A), pans € Hl(A, A) et ppaa € Alt4(DA).



76 4.1. Définition et crochet de Lie

(v) Le k-espace vectoriel
P :=H'(A,DA) @ Alta(DA)
est invariant sous l'action de L et satisfait [P, P] C L. On a

[SOA,DAa SDDA,A] = QPADAC PDAA — PDAAC PADA — D(SODA,A © SOA,DA)a

pour tout w4 pa € H' (A, DA) et tout ppaa € Alt4(DA).
(vi) L’algebre de Lie H'(TA,TA) = L ® P est une algébre de Lie symétrique.

Démonstration:

Le transfert de la structure d’algébre de Lie H'(T'A, T A) au k-espace vectoriel
Z(A) @ Hl(A, Ao Hl(A, DA) @ Alt4(DA), alaide de Iisomorphisme W, fournit
le crochet de Lie décrit dans ce théoréme. La seule relation non évidente est la
relation [z, 4 4] = —@a 4(2). Soient alors z € Z(A) et w44 € H'(A, A). Tenant
compte du fait que I’élément 2 du centre Z(A) de A s’identifie avec le morphisme

de A-bimodules z: DA — DA, f — zf, on a

(2,044l = U([¥H(2), 0" (paa)]) = D(paa) 0z — 20 D(pa.a)-

Puisque ¢4 4 est une dérivation, on obtient, pour tout f € DA et tout a € A,

(D(paa)oz—20D(paa))(f)(a) = (2fopan—=2(fopaa))a)
f(pa,a(a)z) — f(pa,alaz))
= —f(apaa(2))
= (—paa(2))(f)(a),

ce qui montre que 2,94 4] = D(paa)oz—20D(paa)=—paa(z).
Des relations [£, L] C £, [£,P] C P et [P,P] C £ découle que

6: HYTATA)=LOP — LP=H(TATA)
l+p — [—p

est un automorphisme de Lie de Hl(T A, TA) tel que #* = id. 1l est clair que £
est 'ensemble des z € Hl(TA, TA) tels que 6(z) = z et que P est 'ensemble des
Yy E Hl(TA, TA) tels que 0(y) = —v, si k n’est pas de caractéristique 2.

g.e.d. 4.1.0.6
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4.2 L’extension triviale d’une algebre dont le

carré du radical est nul

A l’aide de la section précédente et en utilisant des résultats sur les algebres mono-
miales obtenus dans le chapitre 2, nous effectuons I’étude de 1'algebre H'(T'A, T A)
pour des algebres dont le carré du radical est nul. En particulier, nous élargissons
un résultat de Saorin montrant, en caractéristique zéro, que l'algebre de Lie
H'(T A, TA) est le produit des algebres de Lie k et H'(A, A), sous I’hypothese que
le carquois de A n’a pas de cycles orientés de longueur < 2. De plus, on montre
que le quotient de ’algebre de Lie Hl(TA,TA) par son radical est un produit
d’algebres de Lie pgl(n, k) et so(2m, k).

Commencons par définir les algebres dont le carré du radical est nul et par fixer

des notations que nous garderons pour le reste de cette section.

4.2.1 Définitions et notations

Soit k£ un corps de caractéristique quelconque.

Définition 4.2.1.1
Une k-algebre dont le carré du radical est nul est une k-algebre de dimension finie

telle que le carré du radical de Jacobson est nul.

La cohomologie de Hochschild étant Morita invariante en tant qu’algebre de Gers-
tenhaber (voir [GS1], p.143), nous considérons ’algebre basique correspondante.
Si k est un corps algébriquement clos, alors 1'algebre basique correspondante est
le quotient d’une algebre de chemins par 1'idéal engendré par tous les chemins de
longueur > 2.

Soient @ un carquois fini connexe et A = kQ/(Q2) le quotient de l'algébre de
chemins par I'idéal engendré par tous les chemins de longueur > 2. Il s’agit donc
d’une algebre monomiale dont les relations minimales sont tous les chemins de
longueur 2. On désigne par £ ~ k@ la sous-algebre séparable de A engendrée
par les sommets de ). L’ensemble B = @)y U (); constitue une base de A et la
base duale B* = Qj U Q] de DA est formée par les applications 6, : A — k,
ce€Bw—6,.,ouy€EB.

Remarque 4.2.1.2
La structure de A-bimodule sur DA est donnée par

,766 _ 51] S% E =17, ot 56’7 _ 577 S% =71,
0 sinon, 0 sinon,

ouy € B et b6, € B*. En particulier, on a 6, = s(7v)b,t(7), pour tout v € B.
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Définition et Notation 4.2.1.3

(1) Deuzr chemins ¢ ety du carquois Q sont dits anti-paralléles si s(e) = t(7)
et t(e) = s(7), i.e. ey et ye sont des cycles orientés. St X et Y sont des
ensembles de chemins de (), l’'ensemble X oY des chemins anti-paralleles
est formé par les paires (e,7) € X X Y telles que ¢ et v sont des chemins

anti-paralléles.

(1t) Si X est un ensemble de chemins de Q et si C* est un sous-ensemble de la
base duale B* de DA, alors on note par X o C* (resp. C* o X ) l’ensemble
des éléments (z,0,) € X X C* (resp. (8,,z) € C* x X ) tels que les chemins
x et~y sont anti-paralléles.

Par exemple, )1 o )1 est I’ensemble des cycles orientés de @} de longueur 2.

Définition 4.2.1.4
Le circuit d’un cycle orienté v = a,G,_1...a1 de longueur n est l’ensemble des
cycles orientés obtenus a partir de v, par permutation cyclique :

{anan_1...a1,01an ... a2, ... ,Gp_1...010n}.

On désigne par [y] le circuit défini par . L’ensemble des circuits de longueur n

de @) est noté par C,,.

4.2.2 Base et crochet de Lie de H'(TA,TA)

A T'aide du lemme suivant, nous allons décrire une base du k-espace vectoriel

HY(TA,TA)=7(A) @ H'(A,DA) @ H'(A,A) @ Alt4(DA).

Lemme 4.2.2.1

Sotent X un ensemble de chemins de @) et kX le E-bimodule correspondant.
Alors, les k-espaces vectoriels k(X o B*) (resp. k(B* o X)) et Hompg.(kX, DA)
(resp. Hompe (DA, kX)) sont isomorphes.

Démonstration:

On définit un morphisme k(X o B*) — Hompge(kX, DA) (resp. k(B* o X) —
Hompg: (DA, kX)) en envoyant (¢,4,) € X o B* (resp. (6:,7) € B* o X) sur
'application élémentaire qui associe §, a € (resp. v a &) et 0 a tout autre élément
de X (resp. B*). Tenant compte du fait qu’on a 6, = s(v)d,t(y), pour tout
v € B, on démontre de facon analogue a la preuve du lemme 2.2.1.5 qu’il s’agit
d’un isomorphisme.

g.e.d. 4.2.2.1

Le théoreme suivant généralise des résultats obtenus indépendamment par Saorin
dans des notes manuscrites.
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Théoreme 4.2.2.2
Soit k un corps dont la caractéristique est différente de 2. Soitent () un carquois
fini conneze et A = kQ/(Q2) la k-algébre dont le carré du radical est nul associée.

(i) Lélément neutre 14 = 3 . e et les boucles a € Qy de Q forment une
base du centre Z(A) de A.

(1t) Une base de Hl(A, A) est donnée par la réunion des ensembles suivants :
(a) tous les éléments (a,b) € Q1//Q1 tels que a # b,

(b) pour chaque classe de fleches parallélesa = {ay,...,a,} € Q1//, tous
les éléments (ai, a;) € Q1//Q1 tels que i < n,

(c) |@1/]/] — |Qo| + 1 éléments linéairement indépendants (c,c) € Q1//Q1
différents de ceuz dans (b).

(111) La réunion des ensembles suivants constitue une base de Hl(A, DA) :

(a) pour chaque boucle (e,a) € Qo//Q1, l’élément (a,d.) € Q10 Qf,
(b) pour chaque circuit [ab] € Ca, a # b, de Q de longueur 2, un élément
(CL, 51)) - (ba 6d) €Q10 QI
(iv) L’ensemble qui contient pour chaque circuit [ab] € Ca, a # b, de Q de
longueur 2 un élément (64,b) — (8, a) de Q0 Q1 est une base de Alt4(DA).
La réunion de ces bases de Z(A), H'(A, A), H'(A, DA) et Alt,(DA) forme une
base de H'(T A, TA).

Démonstration:

Vu que l'algebre A est une algebre monomiale de dimension finie, nous pouvons
appliquer des résultats du chapitre 2.

(1) : 1l est clair que ’élément 14 et les boucles a € @, sont contenus dans le
centre de A et que ces 1+ |Qy//Q1| éléments sont linéairement indépendants.
Sachant que H’(A, A) = Z(A), on déduit du corollaire 2.2.1.9 que dim; Z(A) =
dimy, HO(A, A) = dimy, Ker ¢y = |Qo//Q1| + 1, ce qui termine la preuve.

(i3) : En utilisant les notations de la section 2.4.2, on obtient H'(A, A) = L_;® L.
Puisque la caractéristique du corps k est différente de 2 par hypothese, la pro-
position 2.4.2.2 montre que L_; = 0. Le fait que I'idéal (Q2) de 'algébre A est

complétement saturé entraine, en raison de la remarque 2.4.3.1, que

H'(4,4) = Lo = k(Q1//Q1)/( Y_ (a,a) = Y (a,a) | e € Qu).

a€Qie a€e1

La proposition 2.4.3.2 achéve la preuve.
(i4) : Calculons H'(A, DA) a l'aide de la résolution projective minimale Py,
de A (en tant que A-bimodule) décrite dans la section 2.2.1. En appliquant le
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foncteur Homyge (-, DA) & Ppin, on obtient le complexe Cpin(A4, DA) calculant la
cohomologie de Hochschild H*(A, DA). En utilisant les lemmes 1.1.1.1 et 4.2.2.1,
le début de ce complexe peut étre interprété comme étant

0 = k(Qq o B*) 2% k(Q1 0 B*) -2 k(Q2 0 BY),
avec ¢y = 0 et

¢ : k(Q10 BY)
(aa 56) S Ql o QS

((l, 51)) S Ql o QI

— k(Q20B%)
— 0
{ (ab, bt(ay) + (ba, bs(a)) sia#b,

a’ 5ta) sia=h.

Ceci montre que 1'on a

H' (A, DA)=Kergp= @@  k(a,6)® P k((a,8) — (b,64)).

(a,e)€Q1//Qo [ableCy
a#b

() : Si @ est le carquois trivial ayant un sommet e et aucune fleche, alors
Homac(DA, A) est engendré par 1’élément (é.,e). Du fait que S.e + ed. = 26,
découle Alt4(DA) = 0, car cark # 2. Soit alors ) un carquois connexe non
trivial. Ceci entraine qu’il existe, pour tout sommet e € ), une fleche a € @,
telle que 6. = ad, ou 6, = §,a. Ce dernier point et le fait que Homy (DA, A) C
Hompg: (DA, A) ~ k(B* o B) montrent que I’on a
Homa (DA, A) = P  k(d,0)® €  k((d.e)+ (b,c)).
(a,b)€Q10Q1 (€,0)€Q0//Q1

Soit ¢ = D~ (4 5e0100: AMab) (0 0) + Do (e eqe) /01 Bel(0er€) + (8, ) un élément
quelconque de Hom 4. (DA, A) et cherchons les conditions pour que ¢ soit dans

Alt 4(DA). Pour tout 67,6, € Qf et 64 € QF, on a sp(6,) + ¢(67)6, = 0 et
Si (fad) S QO//Qla

sinon.

2076
650(8a) + ©(05)da = { Oud d

Pour que ¢ soit un élément dans Alt4(DA), il faut donc que ¢ soit de la forme
Z(a B)EQ10Q: Aap) (84, b), car cark # 2. Tenant compte de ceci, on obtient, pour
tout 44,6, € Q7,

8ap(6,) + ¢(84)8, = { (Aar) + Aed))osta si (d,r) € Qo @,

0 sinon.
Vu que la caractéristique du corps k est différente de 2, cela montre que

Alta(DA) = @) k{(64,8) — (61, a)).

[adleCa
a#b

g.e.d. 4.2.2.2
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Calculons la dimension du k-espace vectoriel H'(T'A, T'A) (voir aussi les corol-
laires 2 et 3 dans [Sa]) :

Corollaire 4.2.2.3
La dimension du k-espace vectoriel H'(T A, TA) est donnée par

dim, HY(TA,TA) =2+ |Qo//Q1] + |Q1// Q1] + |Q1 0 Q1] — |Qol.

Démonstration:
En vertu du théoréme précédent, on a :
dim, HY(TA,TA) = dim;Z(A)+ dim, H'(4, A) +
+ dimy, H' (A, DA) + dimy, Alt4(DA)
= (141Q0//@u]) + (1Q1//@1] = Qo] + 1) +

100/ + 511 0 @al — 1@/ /@) +

+ 51010 Gl ~ 1Qu//@i])
= 2+Qo//Q1] +1Q1//Q1] +1Q1 0 Q1] — |Qol-
g.e.d. 4.2.2.3

Tenant compte des identifications effectuées (voir aussi la proposition 2.2.2.2),
on déduit du théoreme 4.1.0.6 les expressions suivantes pour le crochet entre les

éléments de base de H'(T'A, T A) :

Corollaire 4.2.2.4

Soient k un corps dont la caractéristique est différente de 2 et () un carquois
fini conneze. Soient A = kQ/{Q2) la k-algébre dont le carré du radical est nul
associée a @ et T'A ’extension triviale de l’algébre A.

Dans l'algébre de Lie H' (T A, TA) = Z(A)@H' (A, A)OH' (A, DA)DAlt A(DA), les
seuls crochets eventuellement non nuls entre les éléments de base de H'(T A, T A)
sont les suivants :

[a’ (c> d)] = _5a,cd

La, (Cv 5f)] = (ca 5f)

1a,(c,04) — (d,6.)] = (c,0q) — (d,6.)

a, (C’ 5d) - (d’ 50)] = 5a,d(a’ 5t(a)) - 5a,C(d’ 58(4))

45 (6, d) — (8a, ¢)] = —(6c,d) + (44, ¢)

a,b), (¢, d)] = b4a(c,b) — bcpla,d)

a, )’ (C’ 5]‘)] = _56,6(‘1’ 5]‘)

¢,84) — (d,4c)] = be((d,0a) = (a,8a)) + Sp.a((a, ) — (c,a))
)] 8a,c((8;d) = (6a,6)) + ba.a((8e; b) — (8, c))

—

’) ) 5a1dC — 5a’cd
b) — (b,84), (6c,d) — (84,¢)] = —bpela,d) + bpa(a,c)+ 6q.c(b,d) — 84.4(b, c)
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ot 1a,a,b € Z(A); (a,b),(c,d) € H'Y(A,A); (a,8) — (b,84), (¢,64) — (d,3.),
(a,6.),(c,6;) € H' (A, DA) et (64,b) — (8, ), (8c,d) — (64, ¢) € Alt4(DA).

Ceci se vérifie sans peine.

4.2.3 Etude de l’algébre de Lie H'(TA, T A)

Nous généralisons un résultat di & Saorin (voir corollaire 4 dans [Sa]) :

Proposition 4.2.3.1

Soient k un corps dont la caractéristique est différente de 2 et () un carquois
fini conneze. Soient A = kQ/(Q2) la k-algébre dont le carré du radical est nul
associée a @) et T'A l'extension triviale de A.

L’algébre de Lie Hl(TA,TA) est le produit des algebres de Lie k et Hl(A, A),

H'(TA, TA) ~ k x H'(A, A),

st et seulement si le carquois () n’a pas de cycles orientés de longueur < 2.

Démonstration:

D’apres le théoréme 4.2.2.2, les k-espaces vectoriels H'(A, DA) et Alt4(DA) sont
nuls si et seulement si on a Qy//Q1 =0 et Q1 0Q1 =0, i.e. @ n’a pas de cycles
orientés de longueur < 2. Le centre Z(A) de A contient toujours kl, et on a
Z(A) = kly si et seulement si Qy//Q1 = (. Le corollaire 4.2.2.4 montre que
14, Hl(A,A)] = 0, ce qui termine la preuve.

g.e.d. 4.2.3.1

Notation 4.2.3.2
On note par 2Q, l’ensemble de toutes les fleches de Q) contenues dans un cycle
orienté de () de longueur < 2.

Rappelons que le carquois Q est défini comme étant le carquois Q modulo 1'équiva-
lence de parallélisme. Les fleches du carquois Q sont donc constituées par les
classes de fleches paralleles de Q.

Théoreme 4.2.3.3

Sotent k un corps dont la caractéristique est différente de 2 et ) un carquois

fini conneze. Soient A = kQ/{Q2) la k-algébre dont le carré du radical est nul

associée a @) et T'A l'extension triviale de A.

L’algebre de Lie semi-simple Hl(TA, TA)/Rad Hl(TA, TA) est le produit d’algébres

de Lie ayant :

— un facteur pgl(|a| + |B|, k), pour chaque circuit [@f] € Cy de Q de longueur 2
constitué de deuz classes de fleches paralléles différentes @ et 3,
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— un facteur $0(2|7|,k), pour chaque classe de boucles paralléles non triviale

¥ E Q] et
— un facteur pgl(|g|, k), pour chaque classe de fleches paralléles € € Q1// non
triviale contenue dans aucun cycle orienté de Q de longueur < 2.

Démonstration:
Avant de calculer le quotient H'(7T'A,T'A)/ Rad H'(T'A, T A), nous donnons un
systeme de générateurs du radical Rad Hl(TA, T A) en tant que k-espace vectoriel.
Soit I le k-espace vectoriel engendré par la réunion des éléments suivants :
— ’élément
24 ) (b,b) € Z(A) @ H'(A, A),
b€2Q,

— pour chaque boucle (e,a) € Qo//Q1, les éléments
a€Z(A) et (a,6)€H (A DA)
et, si, de plus, la classe de fleches paralléles de la boucle a est triviale, I’élément
(a,a) € H'(4, A),

— pour chaque circuit [@f] € Cy de Q de longueur 2 constitué de deux classes de
fleches paralleles différentes @ et 8 € Q;//, 1’élément

> (e,a) = > (B,8) € H(A, A),
a€a ﬁEE

— pour chaque classe de fleches paralleles € € @);// contenue dans aucun cycle

orienté de @ de longueur < 2, I’élément
Y (e,e) € HY(A, A).
€€E

Calculons, a 'aide du corollaire 4.2.2.4, les crochets de Lie entre ces éléments et
les éléments de base de H'(T'A,TA) décrits dans le théoreme 4.2.2.2. Les seuls
crochets pas nécessairement nuls sont les suivants :

2+ ZbeZQl(b’ b),(c,6f)] = (e 0f)

[a, (c,d)] = —0,4.d

[a, (C’ 5d) - (da 56)] = 5a,d(a’ 6?5(‘1)) - 6a,C(d’ 53(11))
[(a,6c),14] = —(a,6.)

[(a, 56)’ (C’ d)] = 5a,d(cﬁ 66)

[(a,6c),(0c,d) — (6a,¢)] = baac— bacd

[(a’ a’)’ (C’ f)] = _511,6(@’ 5f)>



84 4.2. L’extension triviale d’une algébre dont le carré du radical est nul

ot (e,a) € Qo//Q1; (a,a),(c,d) € H'Y(A,A); (8:,d) — (64,¢) € Alta(DA) et
(a,6.), (¢,8¢), (¢,84) — (d,6.) € H'(A, DA). Ces relations montrent que I est un
idéal de Lie et que

1V =11 = @ ka & @ k(c,d5).

(e,0)€Q0//Q1 (fic)€EQou//Q1

Du fait I® := [I®, IM] = 0, on déduit que I est un idéal de Lie résoluble de

HY(TA,TA).

Nous prouverons que Hl(TA,TA) /I est une algebre de Lie semi-simple ou zéro,

montrant ainsi que I est le radical de I'algébre de Lie H'(T'A, T'A). Les relations

dans le quotient Hl(TA, TA)/I, comme par exemple 14 = —% Ebele(b’ b), im-

pliquent que la réunion des ensembles suivants engendre H'(T'A, T A)/I en tant

que k-espace vectoriel :

— pour chaque circuit [@f] € Cy de Q de longueur 2 constitué de deux classes
de fleches paralleles différentes @ = {ay,...,a,} et B = {B1,...,Bm} € @Q1//,

I'ensemble A,z des éléments

(aiaai’)a(ﬁjaﬁj’) S Hl(Aa A)a
(ai’dﬂj) - (B]"(Sai) € Hl(A’ DA)’
(5011"51') - (5[31’ ai) € AltA(DA)’

oul<gpi<netl<yj <m.
— pour chaque classe de fleches paralléles € = {¢1,...,¢,} € Q1// contenue dans
aucun cycle orienté de @ de longueur < 2, ’ensemble Az des éléments

(¢iye5) € Hl(A, A),

oul<z,j<r.
— pour chaque classe de boucles paralléles non triviale 7 = {v1,...,7}, 'en-

semble Dx des éléments

(W’u’)’]) S Hl(A)A))
(%ir &y,) = (11, 6,) € H'(A, DA),
(5“/1'"71') - (57ja7i) € AltA(DA)’

oul<zs,j <l
Soient @ = {a1,...,a,} et B = {B1,...,Bm} deux classes de fleches paralléles
différentes et anti-paralléles. Soit € = {e1,...,&,} € Q1// une classe de fleches
paralléles non triviale contenue dans aucun cycle orienté de @) de longueur < 2
et soit ¥ = {71, ..., } une classe de boucles paralléles non triviale. On a :

[Azos A2 = [Az, D3] = [D, Ageg] = 0

aoﬂ)
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et
[Aze5 Azosl € Az [Az, Az] C Az et [Dy, Dy] C Ds.

Par conséquent, A5, Az et Dy engendrent des idéaux de Lie orthogonaux dans
I’algebre de Lie Hl(TA, TA)/I qu’on note par 7, Uz et D5. Le quotient de Lie

aoIB’

HY(TA,TA)/I est donc le produit d’algebres de Lie suivant :

1
H(TA,TA)/I= ] %zx JI 2x ] 9
(@B)€q1oQ; Z€Q1// z]>1 (eM)EQ0/ /T
a£p g¢[cleCe F>1

Les applications suivantes sont des isomorphismes d’algebres de Lie :

Va5 Azos — Pol(n+m k) := gl(n+m,k)/kl
(aj,00) — e;y mod1
—(Bj;Bj1) = enyjrmt; mod 1
(@i, 05;,) = (Bj> 6a;) ¥ €ingy; mod1
(8a;> B;) + (0p;, @) +— enqji mod 1,
Ip. A= — pgl(r, k) := gl(r, k) /k1
(eiye;) — e€; modl,
Ups Ds — so(2l,k)
(%, ”Yj) > €5 — €21—j+121—i+1
(Vir6y,) = (V55 04,) ¥ €i21-j41 — €j21-it1
(87:,75) — (04;,%) F—  eariz1j — €arja1-

Comme la caractéristique du corps k est différente de 2, les algebres de Lie
pgl(n+m, k), pgl(r, k) et so(4,k) ~ sl(2,k) x sl(2, k) sont semi-simples, l’algebre
de Lie 50(6, k) ~ s[(4, k) est simple et ’algebre de Lie orthogonale s0(2, k) est une
des algebres de Lie simples classiques pour [ > 3. Ceci acheve la démonstration.

g.e.d. 4.2.3.3

Remarque 4.2.3.4

La démonstration du théoreme précédent implique que l’algébre de Lie Hl(TA, TA)
n’est jamais semi-simple, car, dans tous les cas, le radical de Hl(TA, T A) contient
I’élément 2+ Zbele(b’ b) € Z(A)®H' (A, A) qui n'est pas nul, puisque car k # 2.

Corollaire 4.2.3.5
Sotent k un corps dont la caractéristique est différente de 2 et () un carquois fini
conneze. Soient A = kQ/(Q2) la k-algébre dont le carré du radical est nul associée

a Q) et TA l'extension triviale de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) Le radical de 'algébre de Lie H' (T A, TA) est minimal, i.e. il est de dimen-

sion un.
(ii) Le carquois Q est un arbre.
(111) L’algébre de Lie Hl(A, A) est semi-simple ou nulle.
(iv) L’algébre de Lie Hl(TA,TA)/Rad Hl(TA,TA) est isomorphe au produit
d’algébres de Lie
[T »si(al k) ~H'(4, A).
acQ1//
Démonstration:
(1) < (i) : En vertu de la démonstration du théoréme 4.2.3.3, le radical de
Hl(TA,TA) est minimal si et seulement si le carquois ) n’a pas de cycles
orientés de longueur < 2 et si, pour chaque classe de fleches paralléles € € Q1//,
I'élément ) -
Rad Hl(TA,TA) est minimal si et seulement si le carquois Q est un arbre.
(1t) & (1) et (i) < (i) : Vu que l'idéal (Q2) de P’algebre kQ est complétement

saturé, ces équivalences découlent du théoreme 2.5.2.1.

(,€) de H'(A, A) est nul. La remarque 2.4.3.4 implique donc que

g.e.d. 4.2.3.5

Déduisons du théoreme 4.2.3.3 un critere combinatoire pour la résolubilité de
l'algebre de Lie H'(T'A,TA) et donc de la composante de I'identité du groupe

algébrique des automorphismes extérieurs Out(7'A)° :

Corollaire 4.2.3.6

Sotent k un corps dont la caractéristique est différente de 2 et () un carquois
fini conneze. Soient A = kQ/{Q2) la k-algébre dont le carré du radical est nul
associée a @) et T'A l'extension triviale de A.

L’algébre de Lie Hl(TA,TA) est résoluble si et seulement si toute classe de
fleches paralléles de @ est triviale et pour toute paire de fleches anti-paralléles
(a,b) € Q1 0Q1, on a a = b. En caractéristique zéro, ceci est équivalent d
dire que la composante de lidentité des automorphismes extérieurs Out(T A)°
est résoluble.

Démonstration:
Ceci est clair grace a la proposition 1.2.1.1, car en caractéristique zéro 1'algebre
de Lie d’un groupe algébrique connexe est résoluble si et seulement si le groupe

algébrique connexe est résoluble.
g.e.d. 4.2.3.6

Finalement, nous donnons un critére combinatoire pour la commutativité de
I’algebre de Lie Hl(TA,TA).
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Proposition 4.2.3.7

Sotent k un corps dont la caractéristique est différente de 2 et () un carquois fint
conneze. Sotent A = kQ/(Q2) la k-algébre dont le carré du radical est nul associée
a Q) et TA lextension triviale de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’algébre de Lie H'(T A, TA) est abélienne.
(1t) Le carquois Q n’a pas de cycle orienté de longueur < 2 et toutes les classes
de fleches paralleles de @) sont triviales.
(i4) La dimension de espace vectoriel H'(T A, T A) est égale a 2 + |Q1| — |Qol.

Démonstration:

(i) = (i) : Dans l'algébre de Lie H'(T'A,TA), on a :

[1-4’ (C’ f)] = (C’ 5f)
[14,(c,6a) — (d,6.)] (¢;8a) — (d, ),
[(a,0),(a,a)] = (a,b) — bay(a,a),

pour tout élément (c, 8¢), (¢, 84) — (d,6.) € H'(A, DA) et (a,b), (a,a) € H'(A, A).
Puisque l'algebre de Lie Hl(TA, TA) est abélienne, les deux premiéres relations

impliquent que le carquois ¢) n’a pas de cycle orienté de longueur < 2. La troisieme
relation montre que () n’a pas de classe de fleches paralléles non triviale.
(11) = (i) : De la proposition 4.2.3.1 découle que l'algebre de Lie Hl(TA,TA)
est isomorphe a ’algébre de Lie k£ X Hl(A, A). Comme le carquois () n’a pas de
classe de fleches paralleles non triviale, 1'algebre de Lie Hl(A, A) est abélienne
(voir lemme 2.5.3.2).
(ii) < (i) : Le corollaire 4.2.2.3 montre que dim; H'(T'A,TA) = 2+ |Q1] — |Qo|
si et seulement si, |Qo//Q1] = |Q10 Q1| =0 et |Q1//Q:1] = |@Q1]-

g.e.d. 4.2.3.7

Le corollaire suivant est clair en vertu de la proposition 1.2.1.1, car en caracté-
ristique zéro un groupe algébrique connexe est abélien si et seulement si son
algébre de Lie est abélienne (voir [Hul], 13.4 et 10.5).

Corollaire 4.2.3.8

Sotent k un corps de caractéristique zéro et () un carquots fini connexe. Soient
A = kQ/(Q2), la k-algébre dont le carré du radical est nul associée a Q et TA
l’extension triviale de A.

La composante de l'identité du groupe algébrique des automorphismes extérieurs
Out(T'A)° est abélienne si et seulement st le carquois Q n’a pas de cycles orientés

de longueur < 2 et si toutes les classes de fleches paralléles de Q) sont triviales.
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