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Introduction

Hoc opus, hic labor est. !
Sutor, ne supra crepidam. >

L’objet de cette these est le développement, 1'étude théorique et numérique
de nouvelles méthodes - intrinsequement non-linéaires - pour la représentation
multiéchelle des images en vue d’applications telles que la compression ou
I'estimation. Afin de motiver une telle étude et d’expliquer ses résultats, il
convient tout d’abord de nous situer dans le contexte général du traitement
d’image et de son évolution récente.

Il faut remarquer tout d’abord I'irruption croissante de la recherche mathé-
matique dans cette discipline, autrefois essentiellement associée aux travaux
des ingénieurs électroniciens. La raison principale de cette évolution est la
révolution digitale, I'outil informatique offrant toute sa souplesse et rapidité
d’exécution pour effectuer des opérations mathématiques sophistiquées sur les
fonctions représentant les images, ce qui était inenvisageable dans un contexte
purement analogique. Les applications technologiques faisant intervenir I'image
sous une forme numérisée sont aujourd’hui multiples et omniprésentes : mul-
timédia, télévision haute définition, photographie numérique, imagerie médicale
et satellitaire, etc.

Les opérations mathématiques effectuées sur les images ont bien entendu
des objectifs précis. Citons ainsi deux problémes importants qui motivent en
partie ce travail de these.

Tci les questions, devant nous le travail !
2Soldat, ne te crois pas plus fort que tu es!



1. Comprimer : On cherche a réduire au maximum la taille mémoire occupée
par une image lors de son stockage ou en vue de sa transmission, tout en
conservant au mieux sa qualité visuelle.

2. Estimer : A partir de 'observation d’une I'image perturbée par un bruit
parasite, on cherche a restaurer au mieux l'image source. Il s’agit de
I'exemple le plus simple d'un probléme inverse : plus généralement, I'image
perturbée peut avoir été auparavant transformée par 1’action d’'un opérateur
(convolution, tomographie).

La derniere décennie du siecle passé est marquée par une évolution tres
nette des méthodes mathématiques utilisées pour résoudre ces problemes que
I'on peut résumer ainsi : les opérations linéaires qui traitent I'image de fagon
uniforme ont fait place a des opérations non-linéaires plus performantes et qui
traitent 'image de facon adaptative. Le besoin d’adaptativité en traitement
d’image est évident d'un point de vue intuitif : lorsque 1'on regard I'image
représentée sur la figure 1, on constate que I'intensité lumineuse varie de fagon
réguliere (avec des fluctuations liées aux textures) dans les zones homogenes
correspondant aux différents objets, et présente des courbes de discontinuité as-
sociées aux contours délimitant ces objets. Une bonne méthode devra intégrer
ce caractere globalement inhomogene de I'image par un traitement adapté des
contours et des zones homogenes. Afin d’aller au dela de cette simple intui-
tion, il est aussi nécessaire de donner un sens mathématique précis a cette
inhomogénéité spatiale. L’évolution des méthodes peut ainsi étre mise en pa-
rallele avec une évolution de la modélisation des images tant du point de vue
déterministe qu’aléatoire : dans le premier cadre on a ainsi cherché des espaces
fonctionnels exprimant au mieux I'idée d'une régularité par morceaux plutot
qu’uniforme, et dans le second on s’est dirigé vers des modeles non-gaussiens.

1. Représenter pour mieux traiter

Une telle évolution a été largement stimulée par 'introduction de nouvelles
représentation mathématiques pour les images. L’'importance de la notion de
représentation en traitement d’image avait été dégagée en particulier par Marr
dans ses travaux sur la vision artificielle. Dans [53], on peut lire :

A representation is a formal system for making explicit certain entities or types
of information, together with a specification of how the system does this... For
example, the Arabic, Roman and binary numerical systems are all formal sys-
tems for representing numbers. The Arabic representation consists in a string
of symbols drawn from the set 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 and the rule for
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Fi1c. 1 — Image digitale 512 x 512 pixels

constructing the description of a particular integer n is that one decomposes n
into a sum of multiple of powers of 10... the alphabet allows the construction of
a written representation of words... A representation, therefore is not a foreign
idea at all, we all use representations all the time. However, the notion that one
can capture some aspects of reality by making a description of it using a symbol
and that to do so can be useful seems to me a fascinating and powerful idea...
This issue is important, because how information is presented can greatly affect
how easy it is to do different things with it. This is evident even from our num-
ber example : it is easy to add, to substract and even to multiply if the Arabic
or binary representation are used, but it is not at all easy to do these things -
especially multiplication - with Roman numerals. This is a key reason why the
Roman culture failed to develop mathematics in the way the Arabic culture had.

Lorsque I'on applique ces remarques a des objets plus complexes que les
nombres, a savoir les fonctions I(x,y) qui représentent l'intensité lumineuse
des images au points (z,y) de I'écran, on est au coeur de la démarche de [’ana-
lyse harmonique : de nombreux probléemes théoriques ou appliqués portant
sur les fonctions peuvent se résoudre plus facilement lorsqu’on les exprime a
I’aide d'une représentation bien choisie. Les mathématiques disposent aujour-
d’hui d’une multitude de techniques visant a effectuer [’analyse, la synthése
et la représentation de fonctions quelconques a l'aide de fonctions de base
élémentaires. Ces techniques d’analyse harmonique au sens large sont par-
fois implémentables par des algorithmes performants, ce qui leur confere un

11



intérét supplémentaire pour les applications numériques. L’exemple le plus fon-
damental est certainement celui de la transformée de Fourier et des séries de
Fourier, pour lequel on dispose de surcroit de ’algorithme FFT de complexité
O(NlogN).

Une idée particulierement fructueuse en traitement numérique de I'image
est que I'information visuelle est hiérarchisée a travers les échelles. Ainsi, en
partant d’'une image digitale, on peut considérer ses approximations obtenues
en moyennant successivement l'intensité lumineuse sur des carrés de 2 x 2
pixels puis 4 x 4, 8 x 8, etc. De telles approximations sont hiérarchisées au
sens ou l'on peut déduire I'image approchée a une certaine résolution a par-
tir de la résolution précédente, deux fois plus fine. Certaines informations,
telles que les variations lentes d’intensité lumineuse dans les zones homogenes
de I'image, sont bien décrites par la composante basse résolution, alors que
les contours et les textures nécessitent une résolution plus fine. Des lors, il
devient intéressant de représenter I'image sous la forme d’'une décomposition
multiéchelle, constituée de son approximation a une résolution grossiere et des
détails aux échelles intermédiaires permettant de la reconstruire a la résolution
du pixel initial. De telles décompositions ont d’abord été introduites par les
ingénieurs a 'aide de bancs de filtres et d’algorithmes pyramidaux. Les bases
d’ondelettes, introduites au milieu des années 1980 dans les travaux de Meyer,
Daubechies et Mallat, ont apporté un cadre fonctionnel particulierement fécond
pour le développement de ces nouvelles méthodes de représentation et I’analyse
de leurs applications au traitement numérique de I'image.

L’impact des ondelettes sur le traitement de I'image, dont le lecteur trou-
vera un exposé particulierement détaillé dans [52], peut se comprendre de fagon
simple et intuitive. La figure 2 visualise ainsi la décomposition de I'image de
la figure 1 dans la base de Haar, avec son approximation basse résolution et
les détails représentés par leur valeur absolue. Cette visualisation illustre clai-
rement en quel sens les représentations multiéchelles sont appropriées pour un
traitement adaptatif de I'image : la plupart des coefficients d’ondelettes aux
échelles fines sont proches de zéro, et I'énergie de la décomposition se concentre
sur un petit nombre de coefficients associés aux contours et aux textures. Le
traitement adaptatif utilisant les ondelettes se basera donc sur un simple exa-
men de la taille des coefficients. En ce qui concerne I'estimation, ce sont les
algorithmes de seuillage introduits par Donoho, Johnstone, Kerkyacharian et
Picard [38]. Du point de vue de la compression, ce sont les algorithmes de
type EZW (Embedded Zerotree Wavelet) de Shapiro [59] et SPHT (Set Par-
titioning Hierarchical Tree) de Said et Pearlman [57] ainsi que 'algorithme
EBCOT de Taubman [60], dans lesquels on le nombre de bits affecté a un

12



Fi1G. 2 - Décomposition en ondelettes

coefficient dépendra essentiellement de sa taille. Ces algorithmes constituent a
I'heure actuelle I'état de I'art en ce qui concerne ces applications (on peut citer
en particulier le nouveau standard de compression JPEG 2000 qui s’appuie sur
I'algorithme EBCOT). Le cadre mathématique offert par les bases d’ondelettes
permet d’aller plus loin dans I'analyse de leur performance.

Le point de départ d'une telle analyse est un critere mathématique qui per-
met de mesurer les propriétés de concentration observées sur les coefficients
d’ondelettes des images naturelles. Ce critere repose sur la notion fondamen-
tale d’approximation non-linéaire : on approche une fonction a partir de sa
décomposition en ondelettes f = > dyi, en retenant uniquement les N plus
grandes contributions ||d)i,||x ol X est une norme dans laquelle on souhaite
mesurer Perreur d’approximation. Le choix le plus fréquent est X = L2, ce
qui correspond alors simplement a retenir les N plus grands coefficients d.
En notant fy la fonction d’approximation ainsi obtenue, on mesurera alors la
concentration par la vitesse de décroissance de l'erreur || f — fnl/x, i.e. le plus
grand réel s > 0 tel que

If = Fnllx 5 N7°

Toujours dans le cas ot X = L2, il est facile de vérifier qu'une telle propriété
peut s’exprimer de facon équivalente par I’appartenance de la suite des coeffi-
cients (d,) a l'espace faible wf?, i.e.

#{Atq. [da| =0} S0P,

ou p et s sont liés par la relation 1/p = 1/2 4 s. Ceci signifie aussi que la suite
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(dn)n>0 Obtenue par réarrangement décroissant des |d,| vérifie I'estimation

d, < n=.

Les propriétés de I'approximation non-linéaire par ondelettes ont été élucidée
par les travaux de DeVore [34] et de ses collaborateurs, qui ont permis d’iden-
tifier les propriétés de régularité minimales requises sur la fonction f pour
obtenir une vitesse de convergence s > (0 prescrite. D’autre part, plusieurs tra-
vaux ont montré que cette vitesse se traduit directement dans les performances
des algorithmes de compression et d’estimation ([42],[18],[21] [36],[22]) évoqués
ci-dessus.

Il restait donc a comprendre, au travers de la modélisation des images et de
leur propriétés de régularité, quelle vitesse d’approximation pouvait étre as-
sociée aux images naturelles. Le modele le plus communément utilisé pour
décrire la régularité des images est I'espace BV des fonctions a wvariation
bornée, i.e. les fonctions dont le gradient est une mesure finie. Une telle pro-
priété impose l'existence d’un gradient en dehors de courbes de discontinuités,
ce qui correspond a l'intuition que I'image est réguliere en dehors de contours
de longueur totale finie qui délimitent les différents objets. Ce modele est bien
entendu critiquable, en particulier en ce qui concerne la prise en compte des
textures. Il est néanmoins a l'origine de nombreuses idées fécondes en traite-
ment d’image, telles que les algorithmes de débruitage par minimisation intro-
duits par Osher et Rudin [56] qui utilisent la variation totale de I'image comme
terme de pénalisation, et qui peuvent étre mis en parallele avec les algorithmes
de seuillage [23].

En ce qui concerne la vitesse de convergence des approximations non-
linéaires par ondelettes des images modélisées par les fonctions de l'espace
BV, un théoreéme obtenu dans (23| et [19] apporte une réponse précise a ce
probleme : les coefficients d’ondelettes d’une fonction de deux variables I(x,y)
a variation bornée sont dans l'espace wl. Autrement dit, la vitesse s pour
les fonctions de BV est supérieure ou égale a 1/2. Ce résultat est optimal en
deux sens différents. Il existe d’une part des fonctions de BV pour lesquelles
la vitesse est exactement s = 1/2. On peut d’autre part montrer que pour
n’importe quelle base, il existe une fonction de BV pour laquelle la vitesse
d’approximation non-linéaire dans cette base sera inférieure ou égale a 1/2.
Tout ceci est résumé par Meyer lorsqu’il écrit :

In a world where images would be the BV functions and the eye would
measure the error in L?, wavelets are the best tool.

14



2. Vers des représentations anisotropes

Si le résultat que nous venons de citer justifie dans une certaine mesure
les succes des méthodes non-linéaires basées sur les ondelettes pour la com-
pression et l'estimation, il en cerne par ailleurs les limites. On peut observer
ces limites dans le cas particulierement simple ou I(x,y) est la fonction indi-
catrice Xq d'un ensemble de contour 02 régulier. Les coefficients d’ondelettes
a la résolution 277 sont alors tous nuls sauf lorsque le support de I'ondelette
intercepte la fronticre, i.e. pour O(2’) d’entre eux pour lesquels on aura au
mieux Pestimation |dy] < 277. Ceci nous montre que la propriété wet est déja
saturée sur ce type de fonction, et qu'on ne peut espérer mieux que la vitesse
s=1/2.

Un tel comportement doit étre relié au caractere intrinsequement isotrope
du raffinement produit par 'approximation non-linéaire en ondelettes. La fi-
gure 3 illustre schématiquement cet aspect : si I'on veut résoudre le contour
O avec une précision h on est amené & introduire O(h™!) paramétres. No-
tons qu’en dimension supérieure d > 2, le méme exemple nous conduirait a
introduite O(h!~¢) paramétres, ce qui aboutirait & une vitesse d’approxima-
tion s = ﬁ qui se détériore lorsque d augmente : c’est le phénomene du
curse of dimensionality (la “plaie” des hautes dimensions) auquel le raffine-
ment adaptatif isotrope ne parvient pas a remédier. Il nous indique que les
contours sont un obstacle fondamental a l'efficacité des méthodes ondelettes
en image. Lorsque le contour est régulier (par exemple de classe C? par mor-
ceaux), il est facile d’observer qu'un raffinement anisotrope, par exemple basé
sur des triangulations, permet d’améliorer la précision : on peut approcher
le contour avec une précision h? & 1'aide de O(h™') points de discrétisation.
Si Iy est approximation constante par morceaux sur N = O(h™!) triangles
construits a partir de cette discrétisation, ainsi que l'illustre la figure 4, on a
par conséquent

11— Iyl SN,

i.e. la vitesse de convergence s = 1. Dans cette amélioration, on a utilisé
de fagon capitale la régularité géométrique du contour 9€2. Notons que cette
régularité n’est absolument pas prise en compte dans le modele BV qui indique
simplement que les contours ont une longueur totale finie.

Ces remarques élémentaires motivent le développement et 1’étude de mé-
thodes de représentations anisotropes pour les images, visant a exploiter au
mieux la régularité géométrique des contours. Ce programme de recherche
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Fic. 3 Raffinement isotrope

Fi1G. 4 — Raffinement anisotrope

s’est particulierement intensifié depuis 5 ans, avec une remarquable diversité
dans les approches envisagées. Nous pouvons en citer trois dans lesquelles des
progres notables ont été accomplis.

1. Triangulations anisotropes : la construction décrite ci-dessus pour le cas
d’une fonction indicatrice est évidemment inexploitable dans le cas d'une
image plus générale donnée par ses valeurs sur une grille de pixels et dont
les contours ne sont pas clairement définis. La difficulté fondamentale est
donc ici d’aboutir a une triangulation optimale par un algorithme simple.
Les algorithmes de déraffinement itératifs (thinning) proposés dans [41]
sont initialisés a partir d'une triangulation fine et uniforme, et procedent
par élimination sélective de sommets et re-triangulation. Ces algorithmes
donnent de bonnes triangulations en pratique, bien qu’aucun résultat
théorique n’existe concernant I'optimalité de la triangulation obtenue.
D’autre part, on peut s’attendre a des problemes techniques lors de leur
application aux images, liés au fait que les triangles ne coincident pas
avec des ensemble de pixels.

2. Ridgelets et curvelets : il s’agit de nouveaux outils d’analyse harmo-
nique introduits dans les travaux de Candes et Donoho, qui offrent une
sélectivité angulaire supplémentaire par comparaison aux ondelettes. Les
ridgelets [11] ont ainsi la forme de fonctions d’une variable ¥(z,y) =
¥ (x) auxquelles on applique des translations, dilatations et rotations. Un
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choix judicieux de v et de ces changements de variable permet d’obtenir
une base orthonormée. Les curvelets [12] consistent a localiser I'applica-
tion des ridgelets par des troncatures en espace et en fréquence. Cette
construction permet d’obtenir la vitesse s = 1 par un simple algorithme
de seuillage similaire a I’approximation non-linéaire en ondelettes, lorsque
la fonction f est de classe C? en dehors de courbes de discontinuité de
classe C? par morceaux. Le succes de ces méthodes sur des images réelles
reste cependant a confirmer.

3. Bandelettes : introduites dans les travaux de Mallat et Le Pennec [51], ces
techniques consistent a adapter la base d’ondelette de fagon a ce qu’elle
soit en quelque sorte insensible a présence des contours en ce qui concerne
la taille des coefficients. Cela sous-entend bien entendu que ces contours
ont été détectés et eux-mémes représentés avec une certaine précision
comme des courbes régulieres unidimensionnelles. Une telle approche est
particulierement attractive pour les applications ou les contours ont une
utilité propre (par exemple le codage du mouvement), et permet d’obtenir
des résultats d’approximation d’ordre arbitrairement élevé en fonction de
la régularité des contours et des zones homogenes. Elle semble apporter
des améliorations sur les images réelles par rapport aux ondelettes.

3. Les représentations multiéchelles non-linéaires

Dans chacune des approches décrites ci-dessus, la recherche de ’anisotropie
a conduit a abandonner la structure hiérarchique arborescente particulierement
simple des bases d’ondelettes et des algorithmes qui leur sont associés. Un as-
pect spécifique des méthodes que nous allons développer et étudier dans cette
these est la conservation de cette structure. Nos algorithmes auront essentiel-
lement la méme forme que les décompositions en ondelettes classiques, mais
la prise en compte de la régularité géométrique sera effectuée par une modi-
fication importante : le calcul des coefficients d’ondelettes intégrera lui-méme
des opérations non-linéaires, et ne pourra plus vraiment s’interpreter comme
un changement de base.

Ce calcul non-linéaire utilisera en particulier des techniques introduites
dans le contexte de la simulation numériques des ondes de choc par les cher-
cheurs de UCLA en particulier Harten, Engquist et Osher. Dans ce contexte,
une préoccupation majeure est le développement de méthodes numériques
d’ordre élevé qui prennent en compte la présence des chocs et évitent la création
d’oscillations de type phénomene de Gibbs. De tels schémas sont basés sur
des opérateurs d’interpolation des données numériques (valeurs ponctuelles ou
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moyennes locales) qui integrent la présence potentielle de singularités par des
mécanismes de détection : ce sont les méthodes ENO (essentially non oscilla-
tory) [48], qui consistent a reconstruire localement des polynémes d’ordre élevé
en prenant soin d’éviter les singularités par une sélection adaptative du stencil
d’interpolation. On peut ainsi approcher la fonction a partir de ses données
numériques en évitant les oscillations au voisinage des chocs. Il est possible de
pousser plus loin la précision d’une telle reconstruction en cherchant a détecter
I’emplacement précis de la singularité a partir des données numériques : ce sont
les méthodes ENO-SR, (subcell resolution) [47], qui peuvent étre utilisées dans
le suivi des chocs. Toutes ces techniques de reconstruction sont non-linéaires.

Une idée fondamentale proposée par Harten [46] est d’'intégrer ces tech-
niques dans les représentations multiéchelles des fonctions. Dans le cadre qu’il
propose, les coefficients d’ondelettes sont identifiés a I'erreur de prédiction
d’une échelle a la suivante lorsque 1’on utilise une technique de reconstruc-
tion prescrite. Ces reconstructions peuvent étre non-linéaires, auquel cas la
transformation ne s’apparente plus a un changement de base. Un point de vue
similaire sera ultérieurement développé dans [9] et [10] en utilisant le cadre du
filtrage et du lifting scheme.

L’objectif est ici d’améliorer significativement la concentration des coeffi-
cients par rapport aux décompositions en ondelettes classiques, par la prise
en compte des contours dans le processus non-linéaire de prédiction. Si ceux-
ci sont bien prédits d'une échelle a 'autre, les coefficients d’ondelettes seront
négligeables méme au voisinage des contours. Ce programme alléchant souleve
néanmoins plusieurs difficultés :

1. Les méthodes de capture de singularité ENO-SR proposées par Harten
ont essentiellement été développées dans le cadre unidimennsionel, et
appliquées en plusieurs dimensions par produit tensoriel, i.e. direction
par direction. Si une telle approche permet d’éviter les oscillations, elle
est insuffisante pour traiter avec précision les contours qui ne sont pas
purement horizontaux ou verticaux. Il est donc crucial de développer
des représentations multiéchelles utilisant des techniques de prédiction
de contours intrinséquement multidimensionnelles.

2. D’un point de vue théorique, il est important de comprendre ce que 1'on
a gagné par rapport aux ondelettes classiques. En particulier, pouvons
nous espérer une amélioration de la concentration des coefficients, pour
des fonctions régulieres par morceaux avec des courbes de discontinuités
régulieres, et une conservation des méme propriétés de concentration
pour les espaces fonctionnels classiques, en particulier les espaces de Be-
sov et BV ?
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3. Il est finalement important de s’interroger sur la stabilité de ces dé-
compositions puisque nous seront amené a y effectuer des opérations
telles que le seuillage ou la quantification dans les applications pratiques
en compression et en débruitage. Ce probleme est loin d’étre aussi simple
que dans le cas des représentations linéaires pour lesquelles la stabilité
est liée aux équivalences entre les normes des fonctions dans les espaces
fonctionnels classiques et les normes discretes de leurs coefficients d’on-
delettes.

Nous abordons dans cette these chacune de ces difficultés, et nous y appor-
tons des éléments de réponse, ainsi que des tests numériques visant a évaluer
concretement les performances des méthodes proposées.

4. Plan et résultats de la these

Dans le chapitre 1, nous présentons les outils mathématiques qui sont a la
base de notre travail. Nous rappelons tout d’abord le cadre des analyses mul-
tirésolutions et bases d’ondelettes biorthogonales, ainsi que quelques résultats
tels que la caractérisation des espaces fonctionnels et de 'erreur de 1'approxi-
mation non-linéaire. Nous abordons ensuite le cadre discret introduit par Har-
ten qui permet I'introduction des représentations multiéchelles non-linéaires,
et nous présentons quelques exemples classiques importants (basés sur les tech-
niques ENO et ENO-SR) dans le cas de données unidimensionnelles.

Dans le chapitre 2, apres avoir rappelé 1'utilisation du produit tensoriel et
mis en évidence ses limites, nous proposons de nouvelles méthodes de prédiction
intrinsequement multidimensionnelles et plus efficaces dans la prise en compte
des contours, que nous appellerons ENO-EA (edge-adapted). Voici d’ores et
déja une illustration de ces méthodes par un exemple simple : sur la figure 5
nous présentons une image géométrique (deux polynomes de degré 3 séparés
par un contour de discontinuité circulaire) et ses moyennes locales a une
résolution 16 fois plus grossiere. La figure 6 compare 'approximation obte-
nue a partir de ces moyennes en utilisant une prédiction linéaire classique et la
prédiction introduite dans ce chapitre. Dans le premier cas, on constate qu’il
est nécessaire d’ajouter des coefficients d’ondelettes numériquement significa-
tifs aux résolutions plus fines afin d’améliorer la précision pres du contour.
Dans le second cas, ces coefficients seront négligeables puisque la précision est
déja excellente. Notre approche est fondée sur deux ingrédients fondamentaux :
un mécanisme de détection opérant sur les données déja reconstruites et un
mécanisme de prédiction de contour. Elle peut étre vue comme une passerelle
entre les techniques de détection de contours et les techniques ENO-SR intro-
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duites en 1D. Nous prouvons 'exactitude du procédé de reconstruction pour
des contours rectilignes, ce qui nous amene a formuler quelques conjectures sur
les propriétés de concentration des coefficients pour des fonctions de classe C?
en dehors de courbes de discontinuité de classe C? par morceaux. Nous effec-
tuons finalement une premiere étude empirique de la stablité L? du procédé
de reconstruction lorsque l'on effectue une perturbation des coefficients, telle
que le seuillage, I'étude théorique générale étant 1'objet du chapitre 4. Une
approche possible permettant le controle de I'erreur en présence de telles per-
turbations a été proposée par Harten en 1D, et nous la généralisons ici au
cadre des décompositions non-tensorielles. Cette approche consiste a modifier
I’algorithme de décomposition pour qu’il integre au fur et a mesure du cal-
cul les perturbations effectuées sur les coefficients. Nous sommes finalement
amenés a I’abandonner car elle présente plusieurs inconvénients dans 1’optique
du codage, et n’améliore pas significativement le compromis entre 'erreur et
le nombre de coefficients mis en mémoire.

Fic. 5 (a) image géométrique (b) basse résolution

Les problemes théoriques généraux liés aux représentations multiéchelles
non-linéaires sont I'objet des chapitres 3 et 4. Dans le chapitre 3, on s’intéresse
a la caractérisation de la régularité des fonctions par les propriétés numériques
des coefficients dans ces nouvelles représentations. L’aspect non-linéaire rend
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Fic. 6 — (a) prédiction linéaire (b) prédiction non-linéaire

ici 'analyse plus délicate que dans le cas des décompositions en ondelettes clas-
siques. En 'absence de fonctions de base clairement définies, on est amené a
étudier le processus de subdivision dyadique correspondant a I'itération depuis
les basses échelles de I'opérateur de prédiction non-linéaire. Cette étude, basée
sur une notion de rayon spectral joint nous permet d’établir des résultats de ca-
ractérisation des espaces fonctionnels similaires a ceux qui sont établis pour les
bases d’ondelettes. Ces résultats s’appliquent en particulier aux représentations
basées sur les techniques ENO et ENO-SR.

Le chapitre 4 est consacré a l'étude de la stabilité des représentations
multiéchelles non-linéaires. Nous abordons directement le probleme du controle
de I'erreur dans diverses normes, lorsque 1'on effectue la reconstruction apres
une perturbation des coefficients, ce qui nécessite I'hypothese d’une dépendance
continue de la prédiction non-linéaire en fonction des données. Les résultats
obtenus ne sont que partiellement satisfaisants, puisque cette hypothese ne
s’applique pas aux opérateurs de prédiction non-linéaire du chapitre 2. Ils
constituent néanmoins une premiere étape vers une compréhension plus pro-
fonde de ces nouvelles représentations.

Nous présentons finalement dans le chapitre 5 des applications des repré-
sentations multiéchelles non-linéaires au débruitage suivant l'algorithme de
seuillage invariant par translation (cycle spinning) de Coifman et Donoho [27],
et a la compression suivant les algorithmes EZW et EBCOT. Dans ces ap-
plications, les améliorations par rapport aux méthodes d’ondelettes classiques
sont spectaculaires sur des images purement géométriques et notables dans
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le cas d’images peu texturées. Comme on peut s’y attendre, nos méthodes
n’apportent pas d’améliorations substantielles pour des images fortement tex-
turées, puisqu’elle reposent essentiellement sur un modele sous-jacent de fonc-
tions régulieres par morceaux.
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Notations

Espaces

C™(€2), m entier : espaces des fonctions m fois contintiment différentiables.
C*(€2) (s > 0 non entier) : espaces de Holder.

LP(Q2) : espaces de Lebesgue.

W*P(Q) : espaces de Sobolev (H*(Q) := W*2(Q)).

B, () : espaces de Besov,

P,, : espace des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Opérateurs

Pf_l : opérateur de de restriction ou projection.

Pj_l : opérateur de prolongement ou prédiction.

A : opérateur de différence finies pour les suites (Au), := w41 — Uy,.

Ay, = opérateur de différence finies pour les fonctions Ay f := f(-+ h) — f(-).
A" et A} : opérateurs de différence finies d’ordre n.

Equivalences

Pour deux grandeurs positives A et B dépendant d’un ensemble de parameétres,
relation A < B exprime qu’il existe une constante C, indépendante des pa-
rametres, telle que A < CB. De méme A ~ B signifie que A < B et B < A.

Autres notations

#FE : cardinal de I’ensemble fini E.

©x, Pas Ua, A € I'j : notations compactes pour les fonctions d’échelles et coef-
ficients d’approximation a ’échelle |A| = j.

Un, Uy, dy, A € V, : notations compactes pour les ondelettes et coefficients
d’ondelettes a I'échelle |\ = j.
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ANALYSES MULTIRESOLUTIONS NON-LINEAIRES
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Chapitre 1

Analyses multirésolutions
non-linéaires

Fervet opus I

Introduction

Le but de ce chapitre est de rappeler d’'une part quelques résultats sur
la théorie des ondelettes biorthogonales, et de présenter d’autre part le cadre
général introduit par Harten dans [46] qui permet le développement des repré-
sentations multiéchelles non-linéaires en donnant quelques exemples simples
de ces représentations dans le cas unidimensionnel. Ce cadre peut étre vu
comme une généralisation des algorithmes de décomposition dans les bases
d’ondelettes biorthogonales, le point de vue adopté par Harten étant d’emblée
celui du traitement des données discrétisées.

Nous rappelons tout d’abord le cadre désormais classique des ondelettes
biorthogonales introduit dans [20] : construction, algorithmes et propriétés de
caractérisation des espaces fonctionnels. Nous renvoyons le lecteur a [30] et
[16] pour une présentation plus détaillée de ces outils.

Nous présentons ensuite le cadre discret général proposé par Harten, qui
s’appuie essentiellement sur des opérateurs de transfert (restriction et prédiction)
entre les niveaux de résolution successifs. Les coefficients d’ondelettes sont ici
interprétés comie les coordonnées de l'erreur de prédiction entre deux ni-
veaux successifs. Afin de présenter des exemples plus précis, nous considérons
deux cas importants dans lesquels les données discretes sont respectivement

1Le travail bouillonne!
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interprétées comme les valeurs ponctuelles et les moyennes locales d’une fonc-
tion. Dans ces cadres précisés, I'opérateur de restriction est simplement défini,
et il est naturel de construire l'opérateur de prédiction par l'intermédiaire
d’une reconstruction approchée de la fonction au niveau continu a partir des
données numériques. Une telle reconstruction doit exploiter au mieux I'infor-
mation a-priori disponible sur le type de signal que 1'on souhaite décomposer
et concentrer sur le plus petit nombre de coefficient possible. C’est ici une idée
fondamentale que nous appliquerons plus particulierement dans le chapitre
suivant : les représentations multiéchelles a la Harten s’appuient de maniere
sous-jacente sur un modéle des signaux auxquels on souhaite les appliquer.

Ce point de vue nous permet de présenter plusieurs exemples, dans le
cas monodimensionnel. On examine tout d’abord les reconstructions linéaires,
basées sur des techniques d’interpolation polynoémiale, et on retrouve dans
ce cas les algorithmes associés aux décompositions en ondelettes biorthogo-
nales. Ces techniques sont efficaces lorsque le modele sous-jacent est une fonc-
tion réguliere que I'on peut approcher avec précision par interpolation po-
lynémiale. La prise en compte de singularités isolées dans le modele conduit
a les abandonner au profit de techniques d’interpolation non-linéaires de type
ENO (essentially non oscillatory) et ENO-SR (subcell resolution) que nous
présentons en détail. Nous illustrons l'intérét des représentations non-linéaires
par un exemple numérique élémentaire.

1.1 Analyses multirésolutions et ondelettes

1.1.1 Construction des AMR et des ondelettes

La construction des bases d’ondelettes biorthogonales de L?(IR) s’appuie
sur la notion d’analyse multirésolution, i.e. une suite emboitée d’espaces d’ap-
proximation

V; C Vi C--- C LX(R), (1.1)

I'entier j étant associé a la résolution 277 au sens ou V; est engendré par une
base de Riesz du type

in(t) = 2%p(2t — k), k€ ZZ. (1.2)

La propriété de base de Riesz signifie que 1’on a une équivalence entre la norme
L* d’une fonction de Vj et la norme ¢* de ses coordonnées

1> crpsnllza ~ Y leaf? (1.3)

keZ kEZ
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et il est facile de vérifier que les constantes d’équivalence sont alors indépendantes
de j. La fonction ¢ est appelée fonction d’échelle. Une propriété fondamentale
vérifiée par cette fonction est [’équation d’échelle

p(x) =Y hap(2z —n), (1.4)

qui exprime a elle seule I'emboitement des espaces d’approximation. On exige
en outre la propriété de densité

UjezV; = L*(R). (1.5)

Un exemple classique est celui ou V; est constitué des fonctions constantes par
morceaux sur les intervalles ;) := [277k,277(k + 1)[, k € Z. Dans ce cas la
fonction d’échelle est donnée par

Y= X[o,l], (1-6)

et la base (¢jx)rez est orthonormée. Un autre exemple classique est celui des
fonctions affines par morceaux sur les intervalles I;; et continues sur R. La
fonction d’échelle est alors donnée par

¢ = max{0, 1 — |z|}. (1.7)

Ces deux exemples sont généralisés par les fonctions splines de degré N, i.e.
les fonctions polynomiales de degré N par morceaux sur les intervalles [;; et
ON=1 sur IR, qui sont engendrées par la fonction

Y= (*)N+1X[0,1]- (1.8)

Les fonctions constantes et affine par morceaux correspondent respectivement
aux cas N = 0 et N = 1. Notons que la suite h,, associée a la fonction d’échelle
définie ci-dessus est a support fini : elle est donnée par

(N +1)!
nl(N+1—n)

h, =27 T pour n = 0,---,N+1, 0 sinon. (1.9)

Ceci correspond au fait que la fonction ¢ est a support compact. Une telle
propriété est cruciale pour le calcul numérique.

Un préalable a la construction des bases d’ondelettes est la mise au point
d'un opérateur de projection sur les espaces V; ayant de bonnes propriétés
numérique. Dans le cas des splines de degré N > 1, le projecteur orthogonal

27



n’est pas satisfaisant car il n’est pas local. On est ainsi amené & introduire une
fonction d’échelle duale ¢ qui vérifie elle aussi une équation du type

px) = hap(22 —n), (1.10)

ainsi que les relations de dualité
(p,o(-—k))y=1 s k=0, 0 sinon. (1.11)

Ces relations donnent par changement de variable (¢;, ;1) = 06(k—1), ce qui
permet de définir un projecteur sur V; de la forme

P = (v, 5k)Pjk- (1.12)

kEZ

Les ondelettes biorthogonales sont alors définies a partir des fonctions d’échelle
par les relations

Y(x) = Zgngo(Q:r —n) et Y(x) = Gnp(2z —n), (1.13)

nEZ neZ

avec g, = (—1)"ﬁl,n et gn = (=1)"h1 . On peut alors montrer que ces
fonctions vérifient elles aussi les relations de dualité (¥, ;) = d(k — 1), et
que le projecteur @); qui leur est associé coincide avec la différence entre Pjy4
et Pj, i.e.

Qj’U = Pj+11} - Pjv = Z(U./ &j,k)"ﬁj,k- (114)

kEZ

On montre aussi les relations d’orthogonalité (¢ 5, @;1) = (©jx, 1/~)j,z> = 0 qui
entrainent les relations de biorthogonalité

(Wigs Una) = 0(5 —n)5(k —1). (1.15)

On peut ainsi exprimer la projection de v sur V; comme une décomposition
biorthogonale

PJU = P()’U + Zj:_ol QjU
~ J—1 7
= Zke%<v7 Po.k)Po.k + Zj:o Zke%<va Vi) Vjes

ce qui conduit, en faisant tendre J vers +o0o, a la décomposition biorthogonale
d’une fonction quelconque v € L*(IR) suivant

v=") (v, @or)por + D (k). (1.16)

kez 720 k€Z
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Notons que dans le cas o les translatés de ¢ sont orthogonaux, on peut prendre
@ =  ce qui aboutit a 1/; = 1, i.e. une décomposition dans une base ortho-
normale. Dans le cas des fonctions constantes par morceaux, on obtient ainsi
le systeme de Haar.

Le probleme central dans cette construction est la mise au point de la paire
(¢, @). Une idée féconde consiste a définir directement ces fonctions comme des
solutions des équations d’échelle (1.4) et (1.10), et de mettre au point les coeffi-
cients h,, et h, de telle facon que ces solutions satisfassent les propriétés de dua-
lité requises, ainsi que d’autre propriétés utiles dans les applications : support
compact, régularité, ordre d’approximation élevé des espaces V;. Dans cette
approche, les fonctions d’échelles et les ondelettes peuvent parfois ne pas avoir
d’expression mathématique explicite, ce qui n’est pas réellement génant dans la
plupart des applications numériques : les algorithmes de décomposition ne font
en effet appel a ces fonctions qu'au travers des coefficients (hy,, gn, R, Jn) qui
sont en revanche donnés explicitement. Nous rappelons a présent la structure
de ces algorithmes.

1.1.2 La transformée en ondelette rapide

Dans la pratique du calcul numérique, une fonction ne peut étre stockée
et manipulée que sous une forme discrétisée faisant intervenir un nombre fini
de données, et il est donc irréaliste d’envisager le calcul de tous ses coeffi-
cients dans les bases biorthogonales décrites ci-dessus. Dans certaines applica-
tions, telles que le traitement numérique du signal, les données disponibles se
présentent directement a 'utilisateur sous une telle forme discrétisée, i.e. une
suite v/ = (v{)rez, ou J représente le niveau de la discrétisation a 1'échelle
277, Dans d’autres applications, oit 'on cherche & décomposer une fonction
ayant une expression mathématique explicite, il est alors naturel de définir v,
comme le produit scalaire d'une telle fonction avec ¢ que I'on doit alors cal-
culer explicitement ou approximativement. Le point de départ de I’algorithme
de décomposition en ondelettes biorthogonales sera dans les deux cas la suite
v? = (v])pez ou de maniere équivalente la fonction de V; représentée dans la
base des fonctions d’échelle suivant v =", v k.

On souhaite alors calculer la représentation multiéchelle de v dans la base
d’ondelette restreinte a V7, i.e.

J—1
V= Z VYpok + Z Zdiwj’k, (1.17)

kEZ j=0 k€Z
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ou l'on a noté . _ 5
v] = (v, @jx) et dl = (v, k). (1.18)

On utilise pour cela les relations suivantes qui se déduisent aisément de I'équation
d’échelle duale et de la définition de 1),

; 1 ~ . . 1 .
J J+1 ] ~ J+1
v = —= Z Pp—opvl™ et dy = — Z Gn—2k V). (1.19)
\/5 neZ \/5 neZ
Ces relations permettent de calculer de proche en proche les suites (v7,d”)
pour j =J —1,J —2,---,0 a partir de v/. On obtient ainsi la décomposition
multiéchelle
Mo = (°,d°, - d’h). (1.20)
J

Pour reconstruire ¢, on utilise la relation suivante qui se déduit de 1’équation
d’échelle primale et de la définition de ),

. 1 . 1 .
v = — Y Wiy o+ —= > & gian. 1.21
k ﬁznkz \/52 nJk—2 ( )

neZ ne#

Il est intéressant d’interpréter ces algorithmes en termes de filtrage. Les for-
mules (1.19) peuvent en effet s'interpreter comme des convolutions de la suite
Vi1 avec les suites h_,/v/2 et §_,/v/2 suivies d’'une décimation consistant i
ne retenir que les échantillons d’indice pairs. De méme les deux termes dans la
formule (1.21) peuvent s’interpreter les convolutions respectives des suites v’
et d/ avec les suites h,/v/2 et g, /v/2, apres avoir au préalable effectué un sur-
échantillonage consistant a insérer des zéros aux emplacements des échantillons
impairs qui ont été décimés lors de la décomposition. Un tel dispositif est bien
connu en traitement du signal sous le nom de filtrage en sous-bande, les suites
v/ et d/ correspondant représentant respectivement les bandes obtenues par
filtrage passe-bas et passe-haut de v+,

Les suites (hy, s, Gns gn) jouent ainsi le role de filtres numériques, et il
est en particulier utile que ces suites aient un support fini de taille raison-
nable afin de pouvoir appliquer ces filtres en un faible nombre d’opérations.
En pratique, les données discrétisées ont elles aussi un support fini - on part
typiquement d’une suite v/ = (v{) k—0,.. 27—1 - et il est donc légitime de se poser
la question de 'adaptation des formules de filtrage au voisinage des extrémités
du signal. La solution la plus simple consiste a étendre le signal discret par
périodisation pour le calcul des coefficients au voisinage des bords. Une telle
solution présente l'inconvénient de créer une discontinuité artificielle dans le
signal périodisé méme si le signal d’origine est régulier. On peut envisager des
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extensions plus régulieres (par exemple par symétrisation) ou la construction
d’analyses multirésolutions et d’ondelettes spécifiquement adaptées a l'inter-
valle (voir [16]). Nous verrons que le cadre discret proposé par Harten permet
d’aboutir a des solutions simples et naturelles pour traiter les problemes de
bords.

1.1.3 Le cas multidimensionnel

La généralisation la plus simple des ondelettes aux fonctions a plusieurs
variables est basée sur le produit tensoriel : en partant des fonctions d’échelles
et ondelettes biorthogonales (¢, ¢, 1, 1@) a une variable, on construit la fonction
d’échelle a d variables

¢(z) = @(x1) - - - p(za), (1.22)
pour z = (z1,---,1q) € RY. Les espaces V; sont alors engendrés par les
fonctions . _

Gjr(w) = Qd]/gﬁb(?]fl? — k)= @i (1) 0jn,(2a), (1.23)
pour k = (ky, -+, kg) € 7Z%. En définissant de la méme facon les fonctions
duales ¢, on obtient le projecteur

Pivi= > (v,6;1)¢ix (1.24)

kezd

Afin de caractériser les fluctuations Qv = (Pj4; — P;)v, on introduit 247!
fonctions

V(@) =¥ (1) -+ ™ (wa), (1.25)
pour € = (e1,---,eq4) € £ = {0, l}d —(0,---,0) avec la notation 1% = ¢ et
!t = 7). En définissant de facon similaire les fonctions )¢, on vérifie alors que

Qu=>_> (v,5)U5 (1.26)
e€E kegd

Par les mémes considérations que dans le cas monodimensionnel, on peut
ainsi aboutir a la décomposition biorthogonale d’une fonction quelconque v €
L2(IRY) suivant

v = Z (v, q;O,k)(bO,k + Z Z Z (v, 1;;-19 Sk (1.27)
kezd J20 e€FE egd

L’intérét d’une telle approche réside en particulier dans sa simplicité al-
gorithmique. Comme dans le cas monodimensionnel, le point de départ de
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Ialgorithme est la fonction discrétisée & la résolution 277, i.e. un tableau mul-
tidimensionnel de données v’/ = (v}).cpga, que l'on assimile & la fonction de
V; représentée dans la base naturelle suivant v = ), v;c] @k Le calcul de sa
représentation multiéchelle

J—-1
v= > gkt D> > dS,. (1.28)

kezd j=0 e€E pcgd

s'effectue de facon hiérarchique en remarquant que l'on obtient les 2¢ ta-
bleaux v/~ et &/~ & partir de v/ en appliquant successivement 'opération
de décomposition monodimensionnelle (1.19) suivant les lignes puis suivant les
colonnes. En itérant cette procédure J fois, comme dans l'algorithme mono-
dimensionnel, on a ainsi acces a la représentation multiéchelle complete, et
I'on peut de méme reconstruire v” en inversant ces opérations. La figure (2.4)
illustre cet algorithme dans le cas d'une image bidimensionnelle.

_|_

Fi1G. 1.1 — Approche séparable

Notations : Afin d’alléger les notations, nous utiliserons parfois la notation
A ~ (j,k,e) pour concaténer les indices d’échelle, de position et le type de
I'ondelette. On notera I'; et V; les ensemble d’indices correspondant respecti-
vement aux fonctions d’échelles et aux ondelettes. Afin de garder une trace de
I'échelle de I'indice A on utilisera la notation |A\| = j. Avec ces notations on a

ainsi
Pjv = Z UAPN = Z VAP, (1.29)
AET A=

et

Qv = dar= ) dy, (1.30)

AEV; IN=j

avec vy 1= (v, @) et dy := (v,1,). La décomposition multiéchelle de v s’écrit

ainsi
V= Z (BN + Z Z d)\l/b\, (131)

IAI=0 720 [Al=j
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ou de maniere plus compacte

vV = Zd,\w)\, (132)

AEV

avec la notation V := U;>,V; et la convention d’inclure au niveau j = 0 les
fonctions d’échelles ¢, dans 'ensemble (1)) xev,-

En notant v/ := (vy)x=; et @ := (dy)jn=; les suites des coefficients d’ap-
proximation et de détails, 'algorithme de transformée en ondelette met en cor-
respondance les données v” & la résolution 277 et la représentation multiéchelle

Mu” = (% d°, - dh). (1.33)

Dans le cas de données définies sur un domaine borné - tel qu'un intervalle en
1D ou une image en 2D - les ensembles d’indices sont finis et on a typiquement
#(A;) ~ #(V;) ~ 279 On note que la complexité de I'algorithme est alors
dominée par 'étape J — J — 1, et est en O(N) avec N = #(I';).

1.1.4 Caractérisation des espaces fonctionnels

Dans le cas d’ondelettes orthonormales, on a l'identité de Parseval

lollZ2 = [1PovlZ2 + > 1Qsvllze = ) ldal*. (1.34)

7=>0 AEV

Dans le cas d’ondelettes biorthogonales, cette identité est remplacée par la
propriété de base de Riesz

lol|Z2 ~ D ldal” (1.35)

AEV

Une telle propriété est un cas particulier de la caractérisation des espaces
fonctionnels par les coefficients d’ondelettes. Un résultat plus général concerne
les espaces de Sobolev H® pour lesquels on a

lollZe ~ [1PovlFe + Y 2% (1Qjvllr2 ~ Y 2% Mdy . (1.36)

Jj=0 AEV

Le facteur de pondération 22 peut se comprendre intuitivement par analogie
avec I'expression de la norme H?® utilisant la transformée de Fourier

lvlFe = /(1 + W) ](w)[*dw. (1.37)
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L’équivalence de normes (1.36) nécessite cependant des hypotheses minimales
de régularité sur les fonctions d’échelle : elle est vérifiée pour s €] — 7, r[ ol
r:=sup{s; ¢ € H*} et 7 := sup{s ; ¢ € H*}. Il existe des résultats plus
généraux dans le cas de la régularité mesurée dans les espaces LP. Il faut ici
introduire les espaces de Besov B; . On commence par définir le module de
régularité d’ordre n dans LP d’'une fonction v par

Wy (v, t) e = sup ||Ajv|| e, (1.38)
|h|<t

ou Ajv = Z;ZO(—l)"’m< )v( + hm) est l'opérateur de différence finie
d’ordre n. Pour p,q > 0 et 5> 0 I'espace B, , contient les fonctions f € LP
telles que

(2%wn(f,27)s) e tn. (1.39)

j=0
Ici n est un entier strictement plus grand que s. La norme canonique de cet
espace est donnée par

171153, 2= 111w + 1 (200(F27)s0) _ e (1.40)

On peut montrer que B;  coincide avec 'espace W*? pour s non entier (pour
tout s dans le cas p = 2), et avec 'espace de Holder C* pour p = co et s non
entier. La caractérisation des espaces de Besov est alors donnée par

lollsg, ~ [Bovlles + 11(291Qu0llsr) _ les
~ [0+ ]| (2929023 ) oo
Jj=0
La présence du facteur supplémentaire 27(/2-1/P)j correspond au fait que les

ondelettes ne sont pas normalisées dans L? mais dans L?. Dans le cas p = g,
on obtient I'expression plus simple

(202N G )l (1.41)

[vlls;, ~ |
Comme dans le cas des espaces de Sobolev, ces équivalences nécessitent des
propriétés de régularité minimales sur les fonctions d’échelle.

Nous renvoyons au chapitre III de [16] pour le mécanisme général per-
mettant de prouver ces équivalences, et qui fait essentiellement intervenir des
estimations de type Jackson et Bernstein, ainsi que des techniques de théorie
de I'interpolation. Les équivalences de normes du type (1.41) sont importantes
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du point de vue de l'approximation non-linéaire et des applications qui en
résultent car elles permettent d’identifier les fonctions v que 'on peut appro-
cher a une vitesse prescrite par leur somme partielle vy ne retenant que les
N plus grands coefficients. On voit ainsi que si s et p sont liés par la relation
1/p = 1/2+ s/d, les fonctions de B; , sont exactement celles dont les coeffi-
cients appartiennent a /”, ce qui entraine leur appartenance a wf?. D’apres les
remarques de l'introduction, ceci s’exprime aussi par le fait que ||[v — vy||zz
décroit comme N5/,

En ce qui concerne l'espace BV, on ne peut espérer de caractérisation
exacte car celui-ci n’admet pas de base inconditionnelle. On a cependant le
résultat suivant déja mentionné dans l'introduction : dans le cas d = 2, les
coefficients d’ondelettes d'une fonction v € BV sont dans wf! (c’est presque
une caractérisation au sens ot une fonction dont les coefficients sont sommables
appartient a BV, voir [23] et [19]).

1.2 Les analyses multirésolutions non-linéaires

1.2.1 Le cadre multirésolution de Harten

L’approche proposée par Harten pour le développement des représentations
multiéchelles consiste a adopter d’emblée le point de vue discret : on dis-
pose d’'une suite d’ensembles de discrétisation (I'j),—... s associés aux échelles
(277)=0.... .7, et de données v’ = (v))rer, discrétisées a I'échelle la plus fine.

Comme nous allons le voir dans des exemples plus spécifiques, les en-
sembles I'; sont typiquement associés a des maillages emboités d'un domaine
2 c RY, mais une telle structure n’est pas strictement nécessaire. On sup-
pose en revanche l'existence d’opérateurs permettant des transitions entre les
discrétisations successives.

1. L’opérateur de restriction ou projection ij_l envoie les données v/ discré-
tisées sur I'; vers une discrétisation plus grossiere v/=! de ces données
sur I';_;. On a ainsi v/ = ij_lvj . Cet opérateur est toujours supposé
linéaire.

2. L’opérateur de prédiction ou prolongement Pj ~! envoie les données 171
discrétisées sur I';j_; vers une suite ¢/ = ij 1971 qui représente une
“approximation” des données v7. Cet opérateur peut étre linéaire ou
non-linéaire.

On suppose en outre une propriété de consistance entre ces opérateurs : la
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restriction de 9/ & I';_; coincide avec les données v/ 71 autrement dit
N
PP =T (1.42)

Une telle propriété implique en particulier que 'opérateur de restriction est
surjectif et que I'opérateur de prédiction est injectif.

Si l'on consideére a présent I'erreur de prédiction e/ = v/ — 97, on remarque
que celle-ci n’est pas une donnée arbitraire sur I'; : d’apres I'hypothese de
consistance, elle vérifie

ij_lej = ij_lfuj — ij_lﬁj =7t — 7l =, (1.43)
et est donc contenue dans le noyau Ker(Pjﬁl) de l'opérateur de restriction.
Si I'on introduit une base (¥y)iev,_, de ce noyau, I'erreur de prédiction peut
alors étre représentée sous une forme non-redondante par le vecteur d?~! =
(dx)rev,_, des coordonnées de e/ dans cette base. Remarquons ici que 1'on a

#(Vjm1) = #(;) = #(T-)- (1.44)

On voit ainsi que la donnée de v/ est équivalente & celle de (v/~, d’~'), et que
I'on peut facilement passer de I'une a I'autre a ’aide des opérateurs Pj 1ot

ij—r Par itération, a partir des données initiales v” on obtient la représentation
multiéchelle
Mol = (0 d°, - d7h). (1.45)

qui doit étre comprise comme une généralisation des algorithmes de trans-
formée en ondelettes décrits dans la section précédente. Notons que dans le
cas ou les opérateurs de prédiction sont non-linéaires, la transformation M
I’est aussi et ne peut plus s’interpreter comme un changement de base.

Nous allons donner deux exemples importants de cadres plus spécifiques
permettant de donner un sens plus précis aux opérateurs de restriction et
prédiction.

Le cadre des valeurs ponctuelles : les ensembles I'; sont des points du
domaine 2 vérifiant la propriété d’emboitement I';_; C I'; et les coefficients
(Vy)yer, sont interprétés comme la discrétisation d'une fonction par ses va-
leurs au points de T';, i.e. v, = v(7y). Dans ce cas, I'opérateur de restriction
ijfl consiste simplement & ne retenir dans v/ que les valeurs sur la sous-grille

I';_;. L'opérateur de prolongement ij ~! correspond & une reconstruction ap-
prochée des valeurs v(A) ~ v(A) pour A € I'; \ [';_1, par interpolation des
valeurs v, v € I';_;. L’hypothese de consistance signifie que 1'on conserve les
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valeurs disponibles sur la grille grossiere, i.e. 9(A) := v(A) pour A € T'j_;.
L’élimination de la redondance consistera simplement a définir d, comme 1’'er-
reur de prédiction aux points A € V;_; :==I'; \ I';_1.

Le cadre des valeurs moyennes : les ensembles I'; sont les éléments de parti-

tions emboités, et les coefficients (v, ),er, sont interprétés comme la discrétisation

d’une fonction par ses valeurs moyennes sur ces éléments, i.e. v, = vol(y)™* [ v(t)dt.
' v

Dans ce cas 'opérateur de restriction Pf_l calcule v, en moyennant les coeffi-
cients v, pour les éléments p € I'; contenus dans ~y. L’opérateur de prolonge-
ment P]] -t correspond a une “interpolation des valeurs moyennes” de I';_; vers
I';. Par I'hypothese de consistance, l'erreur de prédiction e’ est de moyenne
nulle sur chaque élément de I';_;. L’élimination de la redondance consistera a
enlever un ¢lément de I'; dans chaque élément de I';_; pour obtenir un sous-
ensemble V,;_; C T';. Ce sous-ensemble est alors suffisant pour caractériser e’
et on définit donc @~ comme la restriction de e/ & V,_;.

Dans les deux cas, le choix de 'opérateur de prolongement n’est pas unique

et dépend de la procédure d’interpolation utilisée. Le choix de cette procédure

est crucial pour les applications pratiques, puisque les détails seront d’autant

plus petits que la prédiction sera précise. Nous présentons dans les sections sui-

vantes des exemples spécifiques dans le cas de données monodimensionnelles.

Ces exemples vont nous guider de facon naturelle depuis les représentations

linéaires qui s’apparentent aux ondelettes biorthogonales vers les représentations
non-linéaires.

1.2.2 Représentations linéaires

Dans toute la fin de ce chapitre nous considérerons la discrétisation de
fonctions v définies sur l'intervalle [0, 1]. Ces discrétisations seront dyadiques,
i.e. basées sur les points 277k, 7 >0, k = 0,---, 27 et les intervalles

Lig =27k, 279 (k + 1)), (1.46)

délimités par ces points. Nous allons nous intéresser aux représentations basées
sur les valeurs ponctuelles et valeurs moyennes, décrites précédemment. Dans
chaque cas, nous présentons tout d’abord une classe importante d’opérateurs
de prédiction linéaires que nous modifions par la suite pour obtenir des repré-
sentations non-linéaires.
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Représentations linéaires en valeurs ponctuelles : dans cette confi-
guration, nous interprétons le vecteur v/ = (vj)p—.. 25 comme les valeurs
ponctuelles d’une fonction continue v sur la grille IV := (277k);—g ... 24, l.e.
Ui := v(277k). Dans ce cas, l'opération de restriction consiste simplement a
décimer les données en ne conservant que les échantillons pairs, i.e.

vi Tt =, (1.47)

En ce qui concerne la prédiction, on cherche ici a interpoler les données viil =
v(2'7/k) afin d’approcher v aux points intermédiaires 277 (2k+-1) par les valeurs
prédites 03, ;. Les détails seront alors donnés par

- . . . .
d?f :e%k-i—l :U%k-i-l_vék-i-l? k=0,---,2 -1 (1'48)

Le choix le plus simple pour la prédiction est la demi-somme

j Lo

Ce choix correspond a approcher v par une fonction affine sur I'intervalle I;_q
et a utiliser cette approximation pour prédire la fonction au centre de cet in-
tervalle. Afin d’étre plus précis dans la prédiction lorsque la fonction v possede
une certaine régularité, on peut chercher a remplacer cette fonction affine par
un polynome de degré plus élevé.

Pour M > 0 fixé, on peut ainsi définir le polynome py € Poyy4 1 vérifiant la
propriété d’interpolation de Lagrange pour les 2M voisins les plus proches de
277 (2k + 1) sur la grille T';_4, i.e.

P2 (k+n))=vl,, n=—M,--- M+1. (1.50)

n’

Ce polynome est uniquement déterminé. On définit alors la prédiction par
00 = Pe(277(2k + 1)). (1.51)

Dans le cas M = 0, ce choix redonne I'exemple précédent. Dans le cas M =1,
illustré par la figure 1.2, on obtient la formule d’interpolation a quatre points

9 j—1

N . 1 . .
Uék-‘,—l = 1_6(vk + Uéﬁ) - _(Ui—i + Ui-é)a (1.52)

16
qui est exacte pour les polynomes cubiques.

Le schéma général d’interpolation Lagangienne a 2M points est en fait bien
connu depuis les travaux de Dubuc et Deslaurier [33] qui ont étudié son com-
portement lorsqu’on l'itére en raffinant la résolution. Il est associé a un cas
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Fi1c. 1.2 Prédiction par interpolation cubique a quatre points

particulier d’analyse multirésolution biorthogonale ou la fonction ¢ s’identifie
a la distribution de Dirac a l'origine (voir par exemple le chapitre II de [16]).
L’algorithme de décomposition multiéchelle est donc ici exactement une trans-
formée en ondelette, a un changement de normalisation pres : les ondelettes
et fonctions d’échelle duales @y et ¥, sont ici normalisées dans L' au sens
des masses de Dirac (puisque les coefficients d’approximation Ui sont exacte-
ment donnés par les valeurs aux points 277k), ce qui signifie que les fonctions
d’échelle et ondelettes primales ) et ¥, sont normalisées dans L.

Pour M > 1, on note que la définition du polynéme p; pose un probleme
pres des bords : pour 0 < k < M et pour 2271 — M < k < 271 — 1 on
ne dispose pas de toutes les valeurs vili nécessaires dans (1.50). Pour trai-
ter ces problemes de bords, similaires a ceux que nous avons évoqué pour la
transformée en ondelette rapide, on peut choisir de périodiser les données. Une
solution plus naturelle et bien meilleure du point de vue de la précision consiste
a décentrer la prédiction au voisinage des bords en prenant systématiquement
P = pa pour k < M et py, = paj—1_p pour k > 2971 — M. Dans le cas M =1,
on aboutit ainsi a la regle de prédiction modifiée suivant

16% +16U1 161)2 —l—16v3 , (1.53)

au voisinage de 0 et une regle symétrique au voisinage de 1.

~J
Ul—

Représentations linéaires en valeurs moyennes : dans ce contexte, nous
interprétons le vecteur v/ = (v])x—o,.. 27_1 comme les valeurs moyennes d'une
fonction localement intégrable v sur la partition I'V := (1, )k—0.... 251, i-€.

J._ 9j
vy =2 / v(t)dt. (1.54)
Tjk
Dans ce cas, 'opération de restriction consiste simplement a moyenner les
échantillons suivant

Jj—1

1, . ;
v = 5(7}%1@ + Vgpy1)- (1.55)
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L’opérateur de prédiction engendre des approximations @i a partir des moyennes
exactes Ui_l. L’hypothese de consistance (1.42) signifie que I'on a

N T
v = §(U§k + 0ps1)s (1.56)

et par conséquent Perreur de prédiction e, := v] — 07, oscille au sens ol
J J _
el + ey = 0. (1.57)

Les détails seront alors donnés par

di_l = ey, = ng - ﬁgka k=0,---,2771— 1, (1.58)

Le choix le plus simple pour la prédiction consiste a définir simplement

O = Oy =L (1.59)
et la représentation multiéchelle obtenue n’est alors rien d’autre que la dé-
composition dans la base de Haar. Ce choix revient a approcher v par une
fonction constante sur l'intervalle I;_; ; et a utiliser cette approximation pour
prédire les moyennes sur les demi-intervalles ;o5 et [;o,41. Afin d’étre plus
précis dans la prédiction lorsque la fonction v possede une certaine régularité,
on peut comme dans le cas des valeurs ponctuelles utiliser un polynome de
degré plus élevé. Pour M > 0 fixé, on définit ainsi le polynome p; € Pops qui
interpole les moyennes sur les 2M + 1 intervalles entourant [, au sens ou

[ ot e 000
I,

j—1,k+n

Ce polynome est uniquement déterminé. On définit alors la prédiction par

S, /I pe()dt et o1, =2 / pe()dt. (1.61)
i,2k

J I o641
Dans le cas M = 0, ce choix redonne 'exemple précédent. Dans le cas M =1,
illustré par la figure (1.3) on obtient les formules & trois moyennes

. . 1 . . . . 1 . .
. 1 1 1 . 1 1 1
U%k = Ué + é(“i—l - U£+1) et U%k-‘,—l = Ui + g(”iﬂ - “i—1) (1.62)

qui sont exactes pour les moyennes de polynomes quadratiques.

Comme dans le cas des valeurs ponctuelles, on retrouve ici la transformée en
ondelette rapide associée a un cas particulier d’analyse multirésolution biortho-
gonale, pour lequel la fonction ¢ est donnée par Xjo ) : ce sont les ondelettes
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Fi1c. 1.3 Prédiction par interpolation quadratique des moyennes

splines biorthogonales introduites dans [20]. Les fonctions d’échelle et onde-
lettes primales sont ici aussi normalisées dans L. De méme, le traitement des
effets de bords peut s’effectuer de facon naturelle en décentrant la prédiction
lorsque cela est nécessaire.

Remarque 1.1. Les exemples que nous venons de présenter pour les valeurs
ponctuelles et les valeurs moyennes sont en fait intimement liés. En définissant
les opérateurs de différence finie et de primitive discréte agissant sur les suites
susvant

k
Avy, = Vg1 — v, et Ty, = Zvl, (1.63)
1=0

on peut vérifier que si ij_l et f’jj_l désignent respectivement la prédiction des
valeurs ponctuelles et moyennes par les polynomes de degré 2M + 1 et 2M, on
a les relations

PImt = AP/T et PITT=TIP/TIA. (1.64)

J

On peut aussi vérifier que les polynomes py. el Py construits a partir de valeurs
ponctuelles v7 et des valeurs moyennes v/ = (v, —v;) sont liés par py, = p},

(voir [46]).

1.2.3 Représentations non-linéaires de type ENO

Dans les exemples précédents, l'introduction de polynomes de degré plus
élevé que 0 ou 1 vise a augmenter la précision de la prédiction dans les régions
ou la fonction v est réguliere, au prix d'une perte d’'une caractere local de cette
prédiction : le polynome py dépend des valeurs de la fonction v sur ['intervalle
d’influence ou stencil

Si g =2k — M),2" 7 (k+ M + 1)]. (1.65)
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Si v est de classe C™ sur cet intervalle 'erreur d’interpolation polynomiale sera
majorée sur ;i par

pr(x) — (@) S 27 sup [fU(@)], @€ L, (1.66)

tESj_lyk
des lors que 2M + 1 > m — 1 dans le cas des valeurs ponctuelles ou 2M >
m — 1 dans le cas des valeurs moyennes. On obtient ainsi dans les deux cas

I'estimation . '
i) 27 sup ()], (1.67)
tESj,I’k
qui correspond a la caractérisation des espaces de Holder par les coefficients
d’ondelettes (I'application directe de (1.41) donne 'estimation modifiée

] 5 o

du fait de la normalisation L? plutot que L> pour les ondelettes).

Dans le cas ou la fonction v présente une singularité isolée, par exemple
une discontinuité, une méthode de prédiction d’ordre élevé est pénalisante au
sens suivant : si le point de discontinuité x4 est contenu dans l'intervalle I;_4 x,
k = k(j,zq), la prédiction se détériore non seulement dans cet intervalle mais
aussi dans les intervalles voisins [;_1;, | = k — M,--- ,k + M puisque 4 est
alors contenu dans les stencils S;_1,;. Pour ces indices, on ne peut espérer que
I'estimation

] S 1l (1.68)

Nous illustrons ce phénomene sur la figure (1.4) dans le cas M = 1. Outre
cette perte de précision sur plus d'un intervalle, un autre effet indésirable des
méthodes d’ordre élevé en présence de singularités est le phénomene de Gibbs :
la reconstruction de la fonction v basée uniquement sur sa discrétisation a une
échelle jy présente des oscillations dont 'amplitude persiste au voisinage de la
discontinuité lorsque j, augmente.

De telles oscillations sont particulierement néfastes dans certaines applica-
tions numériques, telles que la simulation d’équations aux dérivées partielles du
type systeme de lois de conservation. C’est dans ce contexte que les méthodes
d’interpolation ENO (essentially non oscillatory) ont été initialement proposées
par Harten et ses collaborateurs [48].

L’idée est ici d’améliorer la précision au voisinage de la singularité et
d’éviter le phénomene de Gibbs, par 'utilisation de stencils de prédiction
décentrés. Si la singularité x4 est située dans 'intervalle I;_; ;, un décentrage
idéal utiliserait respectivement les polynomes pp_n;—1 €t pryar+1 pour la pré-
diction dans les intervalles I;,_y; pour | = k — M,---  k—1etl = k +
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L1 111 | L 1
X

Fi1G. 1.4 — Intervalles ou la prédiction linéaire est mauvaise

1,--- .,k + M. I’utilisation de ces polynomes permettraient en effet de res-
taurer la précision en 27™ dans ces intervalles si la fonction est de classe
C™ de part et d’autre de x4, puisque les stencils Sj_1 x—pr—1 €t S 1 p4+r+1 DE
contiennent pas ce point. En pratique, la position de x4 est inconnue et on ne
dispose que des données v7~1. Il faut donc partir ces données pour sélectionner
au mieux le décentrage utilisé : c’est le processus de sélection de stencil.

Dans ce processus, nous associons au stencil S;_;; une fonction de coit
C(Sj-1,x) calculée a partir des données v/ ™" contenues dans ce stencil, i.e.
(Vi > Ui are) dans le cas des valeurs ponctuelles et (v]_y, -+, vl 1)
dans le cas des valeurs moyennes. Cette fonction de cotit mesure typiquement
le degré d’oscillation du polyndome p; reconstruit a partir de ces données. Un
choix possible initialement proposé par Harten est donné par

C(Sj_1k) := / [Pl (t)]dt. (1.69)
I 1k

Nous reviendrons sur ce choix dans la remarque 1.3. L’idée est alors de choisir
un stencil approprié a la reconstruction sur I'intervalle I;_; ; en minimisant
C(Sj_1y) sur l=4k — M,---  k+ M. Nous noterons le stencil sélectionné par

Si k=S 11, (1.70)

ou [, est I'indice de minimisation. Notons que S;_1 contient toujours I;_q .
Nous notons de méme

Dk = Diy» (1.71)
le polynome correspondant, qui est donc le moins oscillant dans l'ensemble
{Pr=nrs- - s Pr+ar} au sens de la fonction de cout utilisée. On définira alors la

regle de prédiction ENO en remplacant p, par py, i.e.
g1 = Pe(277(2k + 1), (1.72)

dans le cas des valeurs ponctuelles, et

o), =2 /I pr(t)dt et o, =2 / pr(t)dt, (1.73)
j,2k

J I okt1
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dans le cas des valeurs moyennes. L’effet du processus de sélection est que les
stencils 5']-_171 sélectionnés tendent a éviter 'intervalle /;; contenant la singu-
larité, a I'exception du stencil gj—l,k qui contient nécessairement cet intervalle.
La prédiction ne se détériore ainsi que sur I ;, ainsi que I'illustre la figure (1.5).

Remarque 1.2. En cas de multiplicité du minimum de C(S;_1,), on donnera
systématiquement la priorité au stencil le plus centré : cela signifie que ly, sera
Uindice de minimisation si et seulement si C(S;, ) < C(S;) pour |l —k| < |l — k|
et C(S;,) < C(S)) pour |l — k| < |l — k| < M. Ceci détermine unique-
ment Uy sauf dans le cas ou C(S),) = C(Sak—y,,). Dans un tel cas, on choisira
systématiquement ['un des deux stencils, par exemple celui de gauche.

L1 1 1 11 | L 1
X

Fic. 1.5 — Intervalles ou la prédiction ENO est mauvaise

[’exemple le plus simple est le cas M = 1. On est alors amené a comparer le
stencil centré, décentré gauche et décentré droit. Pour les valeurs ponctuelles,
on obtient la regle de prédiction modifiée

. 15 . .
. -1 -1 -1 -1
U%k—i—l = 1_6% 1_6Ui+1 - 1_6vi+2 + 1_6Ui+3a (1.74)

avec la sélection du stencil décentré a droite, et la regle symétrique

N 5 4 15 .., b5 4 1 .4
kg1 = 1_6Ui+1 + 1_61}% - 1_6%—1 + 1_6%_2’ (1.75)
avec la sélection du stencil décentré a gauche. Pour les valeurs moyennes, on

obtient les regles modifiées

. 11, 1 ., - . 5 ., 1.4 1.,

by, = g”i - §Ui+1 + gU]+2 et Dyyq = g”i + é”iﬂ - g“iwa (1.76)
avec la sélection du stencil décentré a droite, et les regles symétriques

. 5 .4 1 ... 1 ., . 1., 1., 1.,

by, = g“i + 5”#1 - g”id et gy = gvi - 5”#1 + g“ifza (L.77)

avec la sélection du stencil décentré a gauche.
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Remarque 1.3. On peut exprimer directement la fonction de coidt a partir
des données v/, Avec le choiz (1.69), on obtient une combinaison linéaire
des carrés des différences finies d’ordre 2

A% =) =20l ol (1.78)
ou | parcours l'ensemble des indices tels que (I —1,1,1+ 1) est disponible dans
le stencil S;_1y, i.e.l =k —DM,---  k+ M —1 pour les valeurs ponctuelles et
l=k—M,- -, k+M-—2 pour les valeurs moyennes. L utilisation des différences
finies d’ordre 2 permet de détecter les singularités du ler ordre (sauts de la
fonction) ainsi que du deuzieme ordre (sauts de la dérivée). Nous sommes
avant tout intéressés par la premiére situation puisque c’est en quelque sorte
la version monodimensionnelle de la notion de contour. Il est alors suffisant
d’utiser une fonction de cout basée sur les différences finies d’ordre 1. Dans
les exemples numériques, nous utilisons la fonction de coit

C(Sjrp) = Y |1Av 7Y, (1.79)
l

ot la somme porte aussi sur les données disponibles dans le stencil. Notons
que dans le cas M = 1 pour les valeurs moyennes, cette somme se réduit a
deux différences finies.

La présence du processus de sélection de stencil rend clairement non-linéaires
les opérateurs de prédiction de type ENO que nous venons de décrire, et il en
est par conséquent de méme pour l'opération de décomposition multiéchelle
M qui lui est associée. L’intérét principal de telles décompositions en ce qui
nous concerne est 'amélioration des propriétés de concentrations des détails
numériquement significatifs. Il faut bien noter que la représentation multiéchelle
Muv? = (v°,d° - | v7) permet de reconstruire exactement v’ sans qu’il soit
nécessaire de garder en mémoire les stencils sélectionnés pour la prédiction
et le calcul des détails. Cette information est en effet intégralement contenue
dans les valeurs de la représentation multiéchelle : & partir de v° on retrouve
les stencils utilisés pour calculer 4! et la donnée de d* permet alors de re-
construire v!, qui permet de retrouver les stencils utilisés pour calculer 92,
etc. Cette information est en revanche menacée lorsque I'on effectue des per-
turbations sur la représentation telles que le seuillage ou la quantification.
De telles perturbations peuvent en effet modifier la sélection du stencil, et il
faut alors s’interroger sur l'effet produit sur la reconstruction obtenue : c’est
le probleme de la stabilité qui sera 1'objet du chapitre IV. Notons d’ores et
déja que le processus de sélection du stencil intégré dans les techniques ENO
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est intrinsequement instable puisqu’il y aura toujours des valeurs de données
numeériques autour desquelles une petite perturbation produit un basculement
du stencil sélectionné. Une variante visant a restaurer la stabilité est la tech-
nique WENO (weighted essentially non oscillatory) dans laquelle le polynome
P utilisé dans la reconstruction est donné par une combinaison linéaire convexe

M
= kb (180
n=—M

\ e /7 * J\/[ 7 -\
ol les poids oy, > 0 vérifient >~ , o, = 1, et dépendent de maniere
continue des données v7. I.'idée est ici de remplacer la sélection ENO par une

transition plus douce entre les différent stencils. Dans [14], les poids proposés
ﬁk ,n

sont de la forme oy, := ST

avec

On
B = m et Yen 1= 22 A / ka+n( x)|*dz. (1.81)

Les 0,, sont des constantes positives fixées et le parametre € est introduit afin
d’éviter I'annulation du dénominateur. Les facteurs v, ,, mesurent I'oscillation
des polynomes pg., de fagon similaire a la fonction de cotut dans la technique
ENO : si le stencil Sj_1 4, contient une singularité, le facteur vz, sera grand
et le poids ay,, se rapprochera de 0. On pénalise de cette maniere I'utilisation
de tels stencils dans la reconstruction. Dans le cas M = 1 pour les valeurs
ponctuelles,; la prédiction WENO prend la forme

~] a1, -1 Sag, _1+ago Sag, _1+2ak0y, j—1
Ugk1 *= 15 Uk 2~ g vi_ 1+(1+' ra— 1 (1.82)
+(1+ 1+2ak0) j—1 5ak1+ak0 +ak1 j—1 :
E+1 16 k+2 k+3

Les poids associés aux trois stencils sont définis dans [49] et [14].

1.2.4 Représentations non-linéaires de type ENO-SR

Nous avons vu que 'approche ENO permet d’améliorer la prédiction sur
les intervalles voisins de la singularité, et par conséquent de réduire la taille
des détails correspondant. En revanche, il est clair que cette prédiction restera
médiocre sur l'intervalle I;_; ; qui contient le point de singularité x4 puisque
la fonction v n’est pas réguliere sur cet intervalle.

On peut chercher a aller plus loin pour améliorer la prédiction a l'intérieur
meme de l'intervalle /;_; ; par une méthode de résolution intra-maille notée
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ENO-SR (Subcell Resolution) introduite dans [47]. Pour cela on procede en
deux étapes.

Etape 1 : détection. On cherche & identifier & partir des données v/~ les in-
tervalles I;_; j susceptibles de contenir une singularité. Le mécanisme proposé
par Harten consiste a examiner les stencils gj—l,k sélectionnés par la prédiction
ENO et a partir de I'observation que ces stencils tendent a éviter les singula-
rités. L'intervalle I; 4 j sera donc considéré comme contenant potentiellement
une singularité si et seulement si

Si—1k-1=Sj—1k-m-1 e Sj1 41 = i1 k0415 (1.83)

i.e. les stencils sélectionnés pour les deux intervalles voisins évitent [;_; j, ainsi
que I'illustre la figure (1.6). Il est intéressant de noter que cette détection de sin-
gularité ne fait intervenir aucun seuil numérique contrairement aux détections
de contours par examen de la taille du gradient.

-, rr

- | —

F1G. 1.6 — Detection d’un intervalle pouvant contenir une singularité

Etape 2 : reconstruction. Sur les intervalles /;_;j qui ne vérifient pas la
condition (1.83), on applique simplement la reconstruction ENO décrite dans
la section précédente, i.e. basée sur le polynome pi. Sur les intervalles ;_;
considérés comme singuliers, on va chercher a approcher 'emplacement x, de
la singularité a partir des données disponibles, et on remplacera p, par une
fonction qui vaut pr_; et pp1 de part et d’autre de 'emplacement estimé y,
de la singularité. On obtient ainsi une fonction de reconstruction g, qui est
polynomiale par morceaux et on définira alors la prédiction en remplagant py
par ¢ dans les formules (1.72) ou (1.73).

La deuxieme étape nécessite une hypothése a-priori sur le type de singula-
rité que I'on souhaite traiter. Un premier exemple est celui ou la fonction v est
supposée globalement continue et C' de part et d’autre de z,. La singularité
se présente donc comme un saut dans la dérivée premiere au point x4, et sa
détection exige 'utilisation des différences finies d’ordre 2 dans la fonction de
cout. On estimera dans ce cas x4 en cherchant le point d’intersection des po-
lynémes py_1 et prs1 (aussi bien dans le cadre des valeurs ponctuelles que des
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valeurs moyennes). Notons que ce point d’'intersection peut ne pas exister dans
I;_1 ou au contraire ne pas étre unique. Un tel cas sera catalogué comme
une fausse alerte, i.e. on abandonnera la reconstruction de g, et on appliquera
simplement la procédure ENO sur [;_; .

Un deuxieme exemple est celui ou x4 est un point de discontinuité de la
fonction v elle-méme. Comme nous 'avons déja expliqué, cette situation nous
intéresse plus que la précédente puisque qu’il s’agit de la version monodimen-
sionnelle des contours. Une premiere remarque importante est que le cadre
des valeurs ponctuelles est inadapté pour traiter cette situation. Supposons en
effet que la fonction v vaut 0 sur | — oo, 24| et 1 sur |z4, +00[ avec 24 €]0, 1] et
que l'on dispose de ses valeurs ponctuelles aux points entiers, i.e. v = 0 pour
k <0etvi=1pourk > 0.1l est clair que ces valeurs sont indépendantes
de x4 et par conséquent leur examen ne peut en aucun cas nous éclairer sur
la position du point de discontinuité. En revanche, la position de x4 influence
les valeurs moyennes sur les intervalles I, puisque celles-ci sont données par
v =0sik<0,v)=1sik>0etv] =1-z4 Dans ce cas particulierement
simple, x4 est donc exactement identifié par I'examen des valeurs moyennes.
Une premiere procédure de reconstruction ENO-SR, dans le cadre des valeurs
moyennes est exactement fondée sur ce principe : sur I'intervalle 7;_; j on cher-
chera a reconstruire une fonction ¢, constante de part et d’autre d'un point de
discontinuité, i.e.

qx = (J,X],oqyd] + bX]yd,+oo[- (184)

Afin d’identifier les parametres a, b et y4, on exige la consistance de ¢, avec les

b (=1 =1 1 . e /1 N 2 e B |
données (v;_7,v; ", v;,;). On obtient de maniere immédiate a = v, _7, b = v,
et y4 solution de I'équation affine

a(ya — 2V k) +0(21 I (k + 1) — ya) = 24 0], (1.85)

La solution de cette équation sera située a I'intérieur de I;_;; si et seulement
si v est dans l'intervalle [min{a, b}, max{a, b}]. Dans le cas contraire, on aban-
donnera la reconstruction de ¢; et on appliquera simplement la procédure ENO
sur Ij—l,k-

Fia. 1.7 — Reconstruction ENO-SR

48



Dans cette premiere méthode, illustrée par la figure (1.7) on approche la
fonction v par une fonction constante par morceaux sur les intervalles suscep-
tibles de contenir la singularité. On peut chercher a aller plus loin en appro-
chant v par une fonction polynémiale par morceaux de degré 2M, en utilisant
les données (U‘,ijw_l, e ,vi:r}w +1)- On obtient alors pour y; une équation d’un
degré supérieur. Cette approche revient en fait a appliquer la procédure ENO-
SR utilisant les valeurs ponctuelles - que nous avons décrit précédemment -
sur les données obtenues en appliquant 'opérateur de primitive discrete I1 aux
données a I’échelle j—1, suivie de 'application de I'opérateur de différence finie
A aléchelle j : on applique ici la premiere formule dans (1.64) dans un cadre
non-linéaire comme une définition de la prédiction sur les valeurs moyennes.

Remarque 1.4. Une idée fondamentale qui se dégage des représentations
multiéchelles que nous venons de décrire est que celles-ci integrent un modéle
sous-jacent de la fonction que l'on cherche a décrire avec précision par la
prédiction, et d’un modeéle simplifié paramétrique pour lequel la prédiction sera
exacte. Dans le cas de la prédiction linéaire, le modéle sous-jacent est ce-
lui des fonctions uniformément réqulicres et la procédure est exacte pour le
modele polynomial. La procédure ENO-SR intégre dans le modéle sous-jacent
les fonctions réquliéres par morceauxr qui présentent des singularités isolées.
Le modéle simplifié polynomial est alors défectueux et il est remplacé par un
modele simplifié polynomial par morceaux, au prixz d'une procédure plus com-
plexe et non-linéaire (un point de vue similaire est développé dans [63] par
d’autres méthodes qui illustrent la possibilité de reconstruire de maniére exacte
une fonction polynomiale par morceaux d partir d’un échantillonage uniforme).
Cette idée, que nous résumons sur le tableau ci-dessous, sera poussée plus loin
dans le chapitre suivant dans lequel nous chercherons a intégrer la géométrie
des contours bidimensionnels dans nos modeles.

Prédiction Modele sous-jacent Modele simplifié
Linéaire régularité uniforme polynome
ENO-SR | régularité par morceaux | polynome par morceaux

Remarque 1.5. Nous avons insité sur le fait que les représentations ENO
et ENO-SR sont non-linéaires et ne s’apparentent plus a des changement de
base : de fagcon générale M(uy + up) # Muy + Muy et M7 dy + dy) #
M=td; + M~td,. Remarquons cependant que l'on a les propriétés

M) = AMu et M~ (\d) = AM1d, (1.86)
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En effet, les procédés de sélection de stencil et de détection de singularité in-
tervenant dans les opérateurs de prédiction utilisés dans M et M~ s’appuient
uniquement sur des comparaisons entre les différences finies des stencils ad-
jacents. Une multiplication globale de w ou d par un scalaire ne change pas
le résultat de ces comparaisons. On a bien entendu en particulier MO = 0 et
M0 = 0. Il en sera de méme pour les représentations adaptées aux contours
que nous introduisons dans le chapitre suivant.

1.2.5 Exemple numérique

Pour terminer ce chapitre nous présentons un exemple numérique simple
qui illustre I'efficacité des représentations non-linéaires de type ENO et ENO-
SR dans le cas d’une fonction réguliere par morceaux. Il s’agit de la fonction

s {

5 —sin(z), si

VOIA

%’ (1.87)
3

qui est représenté sur la figure (1.8) et que nous avons discrétisé au niveau de
résolution J = 10.

()

L L L L L
0 200 400 600 800 1000

FiG. 1.8 — Fonction réguliere par morceaux

Nous considérons ici les représentations multiéchelles Mv!? basées sur les
prédictions linéaires, ENO et ENO-SR, dans le cas des valeurs moyennes avec
M =1, i.e. basées sur la reconstruction de polynomes quadratiques. Afin de
comparer ces représentations du point de vue de la concentration des coeffi-
cients, nous représentons I'ensemble des indices (7, k) tels que |dy,| est supérieur
au seuil ¢ = 1072, Ces indices sont visualisés par les points (277k, j) sur les
figures (1.9) et (1.10), qui correspondent respectivement aux représentations
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Fig. 1.9 — Détails |d{€| > ¢ prédiction linéaire périodisée et adaptée
aux bords

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 0.6 0.8

FiG. 1.10 - Détails |d]| > ¢ prédiction non-linéaire ENO et ENO-SR
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1)

basées sur la prédiction linéaire périodisée, linéaire avec décentrage adapté aux
bords, ENO et ENO-SR.

On constate dans le premier cas que les coefficients d’ondelettes numé-
riquement significatifs aux échelles les plus fines j = 4, -- -, 10, se concentrent
au voisinage de la singularité x; = 2/3 ainsi que des bords 0 et 1 qui sont
aussi percus comme une discontinuité. Ces effets de bords sont éliminés par la
prédiction décentrée. L'utilisation des techniques ENO a pour effet de réduire
le nombre de coefficients significatifs au voisinage de x4 puisqu’elles permettent
une prédiction d’ordre élevé dans tous les intervalles qui ne contiennent pas la
singularité. Les résultats les plus spectaculaires sont obtenus avec la méthode
ENO-SR pour laquelle il n’y a plus de coefficients significatifs aux échelles fines
J >4, ce qui signifie que la prédiction au voisinage de la singularité est efficace
aux échelles grossieres.

Afin de mieux illustrer cette efficacité, nous présentons sur les figures (1.11)
et (1.12) les reconstructions obtenues lorsqu’on met a zéro tous les détails aux
échelles j > 4, i.e. en utilisant uniquement les moyennes v3. La méthode ENO
permet de réduire le phénomene de Gibbs observé pour la méthode linéaire
mais n’améliore pas réellement la précision. Seule la méthode ENO-SR permet
une reconstruction précise.

06 4 06

f(x)

04 | g 04

L L L L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
x x

3

Fi1c. 1.11 Reconstructions a partir des moyennes v°, avec prédiction

linéaire périodisée et adaptée aux bords
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Fi1G. 1.12 - Reconstructions a partir des

non-linéaire ENO et ENO-SR
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REPRESENTATIONS MULTIECHELLES
ADAPTEES AUX CONTOURS
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Chapitre 2

Représentations multiéchelles
adaptées aux contours

Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est la mise au point de représentations
multiéchelles bidimensionnelles non-linéaires qui prennent en compte la géométrie
des contours présents dans une image. L’exemple numérique présenté a la fin
du chapitre précédent nous a montré que dans le cas monodimensionnel, les
méthodes de prédiction ENO et ENO-SR permettaient de mieux reconstruire
une fonction présentant une discontinuité isolée a partir de ses moyennes aux
basses échelles, et d’aboutir ainsi a des représentations plus creuses que celles
obtenues par les décompositions dans des bases d’ondelettes classiques. Nous
chercherons donc ici a généraliser ces techniques de maniere adéquate au cadre
bidimensionnel.

La comparaison pratique des différentes méthodes proposées sera effectuée
sur quatre images tests 512 x 512, en examinant tout d’abord la reconstruction
de ces images obtenue a partir des basses échelles (sans ajouter les détails) qui
permet de comprendre la qualité de 'opérateur de prédiction. On comparera
finalement les reconstruction obtenue par un processus de seuillage en conser-
vant une proportion prescrite des coefficients. Ces tests seront prolongés dans
le chapitre 5 par des algorithmes de compression qui integrent des opérations
de quantification.

Les images synthétiques “ellipse” et “graphe” représentées sur la figure
2.1, sont obtenues en échantillonant sur la grille des pixels les graphes de
polynomes séparés par des contours donnés par des morceaux de courbes
algébriques. La simplicité géométrique de ces images permettra de mettre clai-
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rement en évidence le comportement des différentes méthodes vis a vis des
contours réguliers. Les images réelles représentées sur la figure 2.2 présentent

= \\

Fic. 2.1 - Images régulieres par morceaux “ellipse” et “graphe”

une géométrie plus complexe. [’image “peppers” contient néanmoins essentiel-
lement des régions régulieres séparées par des contours réguliers par morceaux,
par contraste avec I'image “phare” qui contient des régions oscillantes corres-
pondant a des objets texturés.

Dans un premier temps nous présentons les résultats numériques obtenus en
généralisant les techniques monodimensionnelles ENO et ENO-SR introduites
dans le chapitre précédent, au moyen d’une approche séparable, qui consiste
essentiellement a effectuer les opérations 1D alternativement suivant les lignes
et les colonnes. Les tests numériques nous permettent de cerner les limitations
inhérentes a cette approche qui ne permet pas de traiter correctement les
contours, ‘a ’exception de ceux qui sont purement verticaux et horizontaux.

Nous proposons ensuite une nouvelle approche intrinsequement bidimen-
sionnelle et mieux adaptée au traitement des contours d’orientation arbitraire.
Le principe est semblable a la méthode ENO-SR en valeurs moyennes mono-
dimensionnelle : on utilise un processus de détection pour identifier les carrés
susceptibles de contenir un contour que I’on cherche ensuite a approcher a par-
tir des données numériques disponibles. La principale difficulté technique est
qu’il ne s’agit plus de reconstruire un simple point de discontinuité mais une
portion de courbe. Nous approcherons localement cette courbe par une droite
{pz+qy = 1} afin d’avoir & nouveau un nombre fini de parametres a identifier.
Une fois ces parametres identifiés, la reconstruction dans un tel carré sera obte-
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Fic. 2.2 - Images “peppers” et “phare”

nue par une fonction polynomiale de part et d’autre de cette droite. En suivant
les termes de la remarque 1.4, le modele sous-jacent associé a cette procédure
de prédiction est typiquement celui d’une fonction réguliere par morceaux de
part et d’autre de courbes régulieres. Le modele simplifié pour lequel nous
prouverons l'exactitude de la prédiction est celui d’une fonction constante par
morceaux

v = aXpatqy<rt + OX (patqy>r} (2.1)

de part et d’autre d'une droite d’orientation arbitraire. Les tests numériques
mettront en évidence la supériorité des représentations ENO-EA (Edge Adap-
ted) obtenues par cette nouvelle approche dans le cas des images synthétiques
et des images réelles peu texturées, par rapport aux décompositions en onde-
lettes classiques, tant du point de vue de la reconstruction a partir des basses
échelles que du seuillage.

Une question naturelle est la suivante : ces nouvelles représentations sont
elles mathématiquement plus creuses que les représentations en ondelettes clas-
siques pour les fonction réguliere par morceaux de part et d’autre de courbes
régulieres 7 On peut formuler cette question en terme des espaces de suite w/™
auxquels appartiennent les coefficients de telles fonctions f, ou du taux d’ap-
proximation || f — fn|lL2 < N7 obtenu lorsque 'on conserve les N plus grand
coefficients. On notera que ces formulations ne sont plus équivalentes car notre
représentation ne peux plus s’identifier a une décomposition dans une base
de Riesz et la stabilité des opérations de seuillage n’a rien d’évident. Nous
n’avons jusqu'a présent pas obtenu de résultat rigoureux allant dans cette di-
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rection (nous verrons en revanche dans le chapitre 3 que les représentations
multiéchelles non-linéaires sont aussi creuses que les décompositions en onde-
lettes classiques pour les fonctions des espaces fonctionnels standards). Nous
présentons néanmoins des arguments heuristiques qui nous permettent de conjec-
turer la valeur 7 = 2/3 et la vitesse s = 1 (rappelons quel'ona7 =1let s = 1/2
dans le cas des ondelettes classiques), et nous illustrerons cette conjecture par
un exemple numérique.

Nous évoquons finalement le probleme de la stabilité de la décomposition
(influence d'une perturbation des coefficients sur la reconstruction) qui sera
étudié en détail dans le chapitre 4, et son traitement possible par un algorithme
de controle d’erreur qui integre les perturbations au fur et a mesure du calcul
des coefficients. Cet algorithme sera finalement abandonné dans les applica-
tions au codage d’image en raison de son inadéquation au codage progressif, et
du bon comportement de 1’algorithme de départ (décomposition-perturbation-
reconstruction) observé en pratique.

2.1 L’approche séparable

Nous avons décrit le principe algorithmique de cette approche dans la figure
2.4. Dans le cas des représentations linéaires dans des bases d’ondelettes, elle
correspond a l'emploi de d'une base de type produit tensoriel. Dans le cas
des représentations non-linéaires, bien que celle-ci ne s’apparentent plus a des
décompositions dans des bases, il est toujours possible d’appliquer 1’algorithme
séparable a partir des transformées monodimensionnelles. Il est intéressant de
noter qu'une conséquence de l'aspect non-linéaire est que les traitements des
lignes et des colonnes ne commutent pas : un traitement commencant par les
lignes et un traitement commencant par les colonnes aboutiront par conséquent,
a des représentations multiéchelles différentes.

La principale vertu de 'approche séparable est sa simplicité algorithmique.
Dans le cas des représentations linéaires dans des bases d’ondelettes, il existe
quelques exemples d’ondelettes non-séparables utilisés en traitement d’image
(notamment les algorithmes utilisant un principe de décimation en quinconce),
mais cette généralisation ne semble pas apporter d’amélioration notable pour
des applications telles que la compression et le débruitage. De ce fait, la quasi-
totalité des algorithmes en ondelettes actuellement utilisés dans ces applica-
tions sont séparables.

Dans le cas des représentations non-linéaire, la situation est sensiblement
différente. Les techniques ENO et ENO-SR visent * améliorer la prédiction a
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partir des basses échelles au voisinage des contours, et nous avons pu consta-
ter lefficacité de 'approche ENO-SR dans le cas mondimensionnel pour une
discontinuité isolée. La généralisation de cette idée par une approche séparable
aura essentiellement pour effet de prédire avec succes les contours verticaux ou
horizontaux qui correspondent au produit tensoriel d'une discontinuité isolée
dans une direction avec une fonction réguliere dans ’autre. Une approche non-
séparable sera donc essentielle pour obtenir une méthode non-linéaire adaptée
a tous les contours.

Pour I’heure, nous allons présenter des tests numériques qui vont nous per-
mettre d’effectuer une premiere comparaison entre plusieurs représentations
multiéchelles linéaires et non-linéaires des images, toutes fondées sur l'ap-
proche séparable. On considére d'une part la décomposition linéaire en onde-
lettes biorthogonales, utilisant la paire de filtres (9,7) (la plus communément
utilisée en compression d’image, en particulier dans le standard JPEG 2000)
avec symmétrisation aux bords, et a laquelle nous référerons dans toute la
suite par I'acronyme BW. On considere d’autre part les représentations non-
linéaires obtenues par I'algorithme séparable en utilisant dans chaque direction
les opérateurs de prédiction ENO et ENO-SR en valeur moyennes basés sur
la reconstruction de polynémes quadratiques (i.e. M = 1 suivant les notations
du chapitre 1) dont nous avons pu constater U'efficacité en dimension 1 dans
I'exemple numérique de § 1.2.5.

Le test numérique consiste ici simplement a reconstruire 'image au niveau
le plus fin J = 9 a partir de son approximation au niveau J = 5, i.e. des
données a une résolution 16 fois plus grossiere, sans rajouter de détails. Ce
test permet ainsi d’évaluer 'efficacité de la prédiction.

Dans le cas des images géométriques “ellipse” et “graphe”, les figures (2.1),
(2.4), (2.5) et (2.6) présentent ainsi les données a la résolution J = 5 et les
résultats des différentes reconstruction. Pour les ondelettes biorthogonales, les
parties régulieres sont bien reconstruites (grace aux bonnes propriétés d’ap-
proximation des fonctions d’échelle associées a la paire (9, 7)), mais les contours
sont flous puisqu’ils correspondent précisément a des détails haute résolution
qui ont été ici mis a zéro. L’utilisation de la prédiction ENO n’améliore que
légerement cette situation en diminuant la largeur de la zone de flou autour
des contours grace au processus de sélection des stencils. Nous constatons
en revanche que la prédiction ENO-SR restitue des bords nets, mais que les
contours reconstruits approchent mal les vrais contours lorsque ceux-ci ne sont
pas horizontaux ou verticaux. Ceci est particulierement visible sur les contours
obliques de I'image “graphe”, dont la reconstruction présente des aspérités.
L’approche séparable pour les méthodes ENO et ENO-SR ne permettra donc
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pas d’aboutir des représentations plus creuses que les décompositions en on-
delettes classiques, puisque les coefficients de détails resteront numériquement
significatifs dans les échelles fines au voisinage des contours d’orientation ar-
bitraire, et la résolution de ces contours nécessitera la prise en compte de ces
coefficients.

FiG. 2.3 — Données basse résolution et reconstruction en utilisant BW

F1G. 2.4 — Reconstruction en utilisant la prédiction ENO et ENO-SR
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Fi1G. 2.5 — Données basse résolution et reconstruction en utilisant BW

W

Fi1G. 2.6 — Reconstruction en utilisant la prédiction ENO et ENO-SR

Cette situation est confirmée dans le cas des images réelles “peppers” et
“phares” comme l'illustre les figures (2.7), (2.8) (2.9) et (2.10) : seuls les
contours verticaux et horizontaux sont restitués avec exactitude par la méthode
ENO-SR. Par ailleurs, on constate sur ces deux images l'apparition d’arte-
facts visuels dans la reconstruction des zones homogenes par les approches
ENO et ENO-SR. Ceci est lié au fait que ces zones ne sont pas totalement
régulieres contrairement aux images géométriques, du fait de la présence d’os-
cillations liés aux textures, au bruit, ou a des variations de 'angle d’attaque de
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la réflection lumineuse sur 'objet. Les algorithmes de sélection de stencil pour
la procédure ENO et de détection de singularité pour la procédure ENO-SR
peuvent alors percevoir ces oscillations comme des contours et déclencher le
mécanisme de reconstruction adapté qui tend a reconstruire des bords nets
mais totalement artificiels. Ces fausses alarmes sont un défaut inhérent aux
méthodes non-linéaires que nous avons étudié jusqu’ici.

1 t

F1G. 2.7 Données basse résolution et reconstruction en utilisant BW

Fi1G. 2.8 — Reconstruction en utilisant la prédiction ENO et ENO-SR
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Fi1G. 2.9 — Données basse résolution et reconstruction en utilisant BW

FiG. 2.10 - Reconstruction en utilisant la prédiction ENO et ENO-SR
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Ces premieres observations nous permettent de préciser nos objectifs. Nous
chercherons a mettre au point des opérateurs de prédiction non-linéaires ayant
les deux propriétés suivantes :

1. Reconstruction précise des contours de direction arbitraires a partir des
basses échelles. Ceci nous conduit inévitablement a abandonner 'ap-
proche séparable.

2. Bon comportement dans les zones homogenes ou texturées. Ceci signifie
que nous chercherons a éviter les fausses alarmes afin d’utiliser dans ces
zones une prédiction similaire a celle des décompositions en ondelettes
classiques.

Ce programme sera résolu dans la section qui suit.

2.2 La prédiction adaptée aux contours

Notre objectif est a présent de construire un opérateur de prédiction non-
linéaire et non-séparable adapté aux contours. Nous travaillerons dans le cadre
des discrétisations par valeurs moyennes : a I’échelle j on considere la grille
des carrés

Cjp = [ks277, (ky + 1)277] x [k, 277, (ky + 1)277] = L, X Ljg,, (2.2)

pour k = (ky, k,) € {0,---,27 — 1}? et la discrétisation de I'image v(z,y) par
les valeurs
vl = 22j/ v(z,y)dxdy, (2.3)
Cjk
ou I'échelle la plus fine J correspond au niveau de discrétisation du pixel (J =9
pour les images 512 x 512 que nous considérons). Ce choix fixe 'opérateur de
projection P/ ; comme l'opérateur de moyenne bidimensionnel : si v/=" =

P! v’ on a

J=1 _  J—1
v, =

o J J J J
kaky) " 4(7}21%,21@ + Uy oky+1 T Vakot 1,2k, T U2kz+1,2ky+1)- (2.4)

Notre probleme est a présent la recherche de 'opérateur de prédiction ij -1
Comme dans le cas monodimensionnel, cet opérateur sera défini par l'in-
termédiaire d'une fonction polynomiale ou polynomiale par morceaux recons-
truites & partir des données disponibles v/, et on exigera la consistance
avec la projection au sens ou Pf_lpjjf1 = I. Sous cette hypothese, I'erreur
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de prédiction e/ = v/ — ¥7 vérifiera la propriété d’oscillation dans chaque carré
Cj—l,k7 . . . .
j j j j _
Cokp 2y T €2k 2ky+1 T €2pt1,2k, T E2p 41,2841 = O (2.5)

et pourra donc étre projeté sur trois composantes indépendantes et orthogo-
nales :

j—1 _ 11, j i i

dk,al = 4[62_1%,2@ + Coky 2ky+1 — C2hig+1,2ky e2_kw+1,2ky+1]7
j—=1 _ 17,7 _ J o

dk,bl = 4[62kz,2ky Coky 2y +1 + €okp+1,2k, 62k2+1,2ky+1]7
j—1 _ 17,J L L j

dk,c = 4[621@,,21@, €k 2ky+1 — C2hpt1,2ky + €2k1+1,2ky+1]'

Notons que ceci peut s’écrire
&t = Bel (2.6)
ou B est une matrice rectangulaire et que 1'on a alors
e/ =4aBT@ . (2.7)

Dans le cas trivial ou la prédiction est donnée par 0/ = vi_l siCjn C Cizy s
on retrouve ainsi la décomposition dans le systeme de Haar bidimensionnel
utilisant I'algorithme séparable. Afin d’obtenir une prédiction précise dans les
régions régulieres, nous utiliserons a nouveau des polynomes quadratiques en
chaque variable, i.e. du type

p= Z CaZ Y. (2.8)

0<az,0y<2

Les coefficients ¢, de tels polynomes sont uniquement déterminés par leur 9
valeurs moyennes sur un stencil carré de taille 3 x 3. En définissant p; comme
le polyndéme associé aux stencil

Siap = (ke — 10277, (ky +2)2'77] x [(ky, — 1)2'77, (K, +2)2'7],  (2.9)

centré autour de Cjj, (c’est a dire tel que 22(j — 1) fcj—l,k+l PE = vi;ll pour

[ € {~1,0,1}?), on définit tout d’abord la prédiction linéaire 9/ = PJ~'pi=1
en écrivant
o = 22j/ pe(z,y)dzdy, si Cj, C Cj_qp. (2.10)
Cjm
On obtient dans ce cas la décomposition dans une base d’ondelette biorthogo-
nales tensorielles, qui se calcule a nouveau en appliquant I'algorithme séparable
avec la prédiction quadratique centrée en 1D.
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Nous allons a présent suivre le méme démarche que dans le cas monodi-
mensionnel : nous proposons tout d’abord une méthode de sélection de stencil,
qui nous conduit a une technique de prédiction ENO non-séparable, puis une
technique de détection de singularité et de reconstruction adaptée aux contours
qui généralise de fagon non-séparable 'approche ENO-SR.

2.2.1 Prédiction ENO non-séparable

Notre mécanisme de sélection de stencil va s’apparenter la technique intro-
duite dans le cas monodimensionnel : pour chaque carré C;_; ;, on va choisir
un stencil gj,l,k entre les 9 stencils S; 1 x4 pour [ € {—1,0,1}% en minimi-
sant une fonction de cott bidimensionnelle. Cette fonction de cotit n’est rien
d’autre que la somme des fonctions de cotut monodimensionnelles sur les trois
lignes et sur les trois colonnes, c¢’est a dire

1
C2P(Sj—1m) = D im0, [|Um+(1 i m+((1)z |+|Um+(?z) Uin+( 1z)|

+| jm+(l,l) m+(l,0 | + |Um+ (1,0) ,Uin_+(l 71)H-

Comme dans le cas monodimensionnel on privilégiera le stencil centré autour
de Cj_1 en cas de multiplicité du minimum, puis les 4 stencils centré dans
une direction et décentrés dans l'autre, puis les 4 stencils décentrés dans les
deux directions. La figure 2.11 illustre ces trois type de stencils. En cas de
multiplicité du minimum pour deux stencils du méme type, on fera un choix
arbitraire comme dans le cas monodimensionnel.

FiG. 2.11 - Les trois type de stencils par ordre de priorité

Nous pouvons a présent deﬁmr un polynome quadratique en chaque va-
riable p;_1 & partir des valeurs v] ~ l € S] Lk, et la prédiction 97 = P] Lyi—t
dans le carré Cj_;, est alors donnee par

o = 22j/ pr(z,y)dzdy, si Cj,, C Cj_q. (2.11)
C

Jm
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Comme dans le cas monodimensionnel, une telle sélection a pour but d’améliorer
la prédiction au voisinage d’un contour, puisque les stencils sélectionnés ten-
dront naturellement a éviter ce contour. Nous illustrons ce comportement dans
le cas d’un contour droit sur la figure 2.12 : les carrés sombres correspondent
aux régions ou le stencil de reconstruction intercepte le contours et ou la
prédiction est ainsi détériorée. La sélection de stencil par la méthode ENO
que nous venons de décrire aura pour effet de limiter ces carrés a ceux qui
interceptent le contour. Nous donnerons par la suite un résultat précis confir-
mant cette intuition dans le théoreme 2.1.

Remarque 2.1. Comme dans le cas monodimensionnel, nous décentrons de
fagon systématique le stencil pour les carrés adjacent auz bords de l'image afin
d’éviter la périodisation, mais une sélection reste possible dans la direction
tangentielle au bord, sauf pour les carrés situés aux quatres coins de [image.

F1G. 2.12 - Influence d’un contour sur la prédiction (a) centrée et (b)
ENO

Il est clair que la prédiction ij ~! West pas un opérateur séparable et differe
donc de la prédiction obtenue en alternant la méthode ENO dans chaque direc-
tion. Nous comparons sur les figures 2.13 et 2.14 les reconstructions obtenues
a partir de I'échelle j = 5 sans ajouter de détails par la méthode ENO que
nous venons d’'introduire et la méthode ENO séparable. On ne constate pas
d’amélioration significatives dans la résolution du contours. D’autre part le
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mauvais comportement dans les zones homogenes lié a la présence de texture
dans I'image réelle est toujours présent.

W

F1G. 2.13 — Reconstruction en utilisant la prédiction ENO séparable
et non-séparable

Afin de résoudre ces problemes, nous allons a présent développer une méthode
de prédiction adaptée aux contours qui généralise de maniere efficace la méthode
ENO-SR au cas bidimensionnel.

2.2.2 Le mécanisme de détection

Nous allons proposer un premier mécanisme de détection fondé sur le
mécanisme monodimensionnel. Le carré Cj_;; sera considéré comme verti-
calement singulier (VS) si il est signalé par le mécanisme de détection mono-
dimensionnel appliqué aux données (1}‘(7,; Tl))l:()’...’ijl,l, i.e. lorsque l'on gele la
variable horizontale k.. Ceci signifie que les stencils monodimensionnels Sj_u
sélectionnés a partir de ces données en utilisant la fonction de cout (1.79)
vérifient

Sj-1ky—1 = Sj_1k,—2 €0 Sj_1 k41 = Sio1k,+2- (2.12)
De meéme, ce carré sera considéré comme horizontalement singulier (HS) si il
est signalé par le mécanisme de détection monodimensionnel appliquées aux
/7 ._1 .
données (vgl oy J1=0,- 2i-1-1, comme nous lillustrons sur la figure 2.15.

Intuitivement, les contours presque verticaux (resp. horizontaux) seront
)
uniquement détectés par le mécanisme horizontal (resp. vertical) et les contours
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Fi1G. 2.14 Reconstruction en utilisant la prédiction ENO séparable
et non-séparable

- -

F1G. 2.15 — Carré singulier dans la direction horizontale
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obliques seront détectés par les deux mécanismes. La figure représente 1’em-
placement des carrés singuliers détectés par ce mécanisme a 1’échelle J —1 =8
pour les images “graphe” et “peppers”. Si dans le cas de I'image synthétique
ces carrés correspondent bien aux contours, nous constatons en revanche qu'’ils
sont largement largement répandus dans les régions homogenes dans le cas
de l'image réelle, en raison de la sensibilité du mécanisme de sélection et de
détection a la texture de I'image. Ce phénomene, que nous avions déja iden-
tifié dans le cas des méthodes ENO et ENO-SR séparables, est particulierement
génant puisqu’il conduit a des artéfacts par la reconstruction de contours ar-
tificiels dans les zones homogenes texturées. Nous allons donc chercher a faire
la distinction entre les carrés singuliers associés aux contours et aux textures
par un mécanisme de sélection supplémentaire.

N — =

\
Fig. 2.16 — Carrés singuliers a ’échelle J — 1 = 8 pour “graphe” et
“peppers”

Ce mécanisme de sélection se fonde sur le modele simplifié des fonctions
que l'on cherche a reconstruire exactement, a savoir les fonctions constantes
par morceaux

U = aX {patqy<ry + DX fpatqy>r (2.13)

de part et d’autre d'une droite D = {px + qy = r} d’orientation arbitraire.
L’idée est ici d’éliminer les carrés singuliers ayant des configurations patholo-
giques qui ne peuvent correspondre localement a ce modele. Pour chaque carré
singulier C;_; 5 on examine ainsi la configuration carrés singuliers contenu
dans le stencil S;_1; centré autour de C;_; . Dans 'hypothese (qui sera jus-
tifié dans la théoreme 2.1) ou les carrés singuliers correspondent a ceux dont
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I'intérieur est traversé par le contour D, nous obtenons 48 configurations ad-
missibles entre les 2% configurations possibles. Ces configurations admissibles
sont entierement représentées par les 8 cas de la figure 2.17, en omettant les
configurations équivalentes par symmétrie et rotations telles que l'illustre la
figure 2.18.

i, . = § i §
£ " g o~ =,

Fiac. 2.17 — Configurations admissibles pour un contour rectiligne

i, . -

Fi1G. 2.18 — Configurations admissibles equivalentes par rotation et
symmeétrie

Nous pouvons d’autre part dégager de chaque configuration admissible une
tendance dominante entre la direction horizontale et verticale pour le contour
D. On voit ainsi que sur les configurations représentées sur la figure 2.17, les
six premieres d’entre elles correspondent au cas de figure ou D fait un angle
strictement inférieur a 7/4 avec la direction verticale, ce qui correspond donc
a une tendance verticale. La septieme configuration - 3 carrés singuliers sur
la diagonale - correspond a un angle exactement égal a /4 (et est de ce fait
non-générique). La dernieére configuration correspond a un angle strictement
compris entre 7/6 et 7/3. Ces deux dernieres configurations possedent ainsi les
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deux tendances. Par rotation et symmétries, on obtient ainsi 42 configurations
qui permettent d’identifier la tendance dominante entre la direction horizon-
tale et verticale, et 6 qui possedent les deux tendances. Dans le cadre de notre
modele simplifié, les carrés singuliers dans une configuration admissible a ten-
dance verticale (resp. horizontale) auront tendance a étre de type HS (resp.
VS).

Notre mécanisme de sélection consistera par conséquent a considérer que
le carré singulier Cj_; est admissible si et seulement si les carrés singuliers
contenus dans le stencil S;_;; forment une configuration admissible et sont
tous du type HS (resp. VS) pour une configuration a tendance verticale (resp.
horizontale). Dans le cas d'une configuration qui possede les deux tendances,
on exigera que tous les carrés singuliers aient tous au moins un type (HS ou
VS) commun. Dans le cas contraire, le carré singulier C;_;; sera catalogué
comme une fausse alarme. Sur de tels carrés, la prédiction sera effectuée de la
méme maniere que sur les carrés non singuliers, c¢’est a dire par la reconstruc-
tion d'un polynéme. Sur les carrés singuliers admissibles, la prédiction sera
effectuée par la reconstruction d’une fonction polynomiale de part et d’autre
d’un contour rectiligne D qui visera & approcher le contour D du modéle sim-
plifié. La figure 2.19 illustre l'efficacité de ce procédé de sélection : sur I'image
“peppers” l'essentiel des fausses alarmes liées a la texture ont été éliminées.

_ — _ \Efﬂ/?\?ﬁﬁ ~
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Fig. 2.19 — Carrés singuliers admissibles a 1’échelle J — 1 = 8 pour
“graphe” et “peppers”

Notre procédé peut étre congu comme une forme de détection de contours
basée sur des criteres essentiellement topologiques, et de ce fait invariante a des
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opérations telle que 'augmentation du contraste dans I'image, contrairement
a des procédés basés sur le seuillage de la réponse a I'application de filtres
de type gradient (Sobel ou Prewitt). Muni de ce procédé de détection, nous
pouvons a présent définir une technique de prédiction adaptée aux contours.

2.2.3 La technique de prédiction ENO-EA

La prédiction adaptée aux contours ENO-EA (Edge-Adapted) va traiter de
fagon distincte les carrés singuliers admissibles et les autres carrés. Dans le cas
ou U1 n'est pas un carré singulier admissible, il parait raisonnable de définir
la prédiction dans C;_;  par la technique ENO non-séparable. Cependant nous
avons déja observé que la technique ENO pouvait engendrer des artefacts dans
les zones homogenes. Afin d’éviter de tels artéfacts, nous choisirons d’imposer
le stencil centré S;_; ; dés lors que C;_ j est suffisamment éloigné des contours
détectés au sens ou Sj_; ne contient aucun carré singulier admissible. Dans
ce cas, on utilise simplement

o = 22j/ pe(z,y)dady, si Cj, C Ciqp, (2.14)
C

7,

ol py, est le polynome reconstruit a partir des valeurs sur S;_; ;. Dans le cas ou
Sj_1,, contient un carré singulier admissible, on appliquera la technique ENO
non-séparable afin d’éviter 'influence du contour, i.e.

QA}% = 22'7/ ﬁk(a:,y)da:dy, si Cj,n C Ojfl,k’a (215)
O

J.m

ou pg est reconstruit a partir des valeurs sur gj_l,k.

I1 nous reste a décrire le processus de reconstruction dans le cas ot Cj_1
est un carré singulier admissible. Une premiere étape consistera a estimer la
droite D par une droite D. On reconstruira ensuite une fonction polynomiale
par morceaux de part et d’autre de D en utilisant deux stencils voisins de
(5 qui se situent de part et d’autre de D. Nous supposons ici sans perte de
généralité que nous sommes dans le cas ot les carrés singuliers du stencil S”jy,c
sont de type HS et dans une configuration de tendance verticale. Le cas de
carrés VS dans une configuration de tendance horizontale sera traité de fagon
symmétrique, et le cas ot les deux situations sont rencontrées simultanément
est traité en se ramenant a I'une des deux situations, par exemple la premiere.

Pour la construction de D, nous considérons les 3 rangées horizontales
du stencil Sj_1, cest & dire Ry, = (Cj_1,(1,.1,))la=ke—1ke,ke+1 POUr les valeurs
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ly, = k, — 1,ky, k, + 1. Au vu des configurations possibles, chacune de ces
rangées contient un carré HS isolé ou deux carrés HS adjacents. Nous allons a
nouveau utiliser le modele simplifié

v= aX{PCC‘H]yST} + bX{p:c+qy>r} (216)

en faisant I'hypothese (qui sera justifié dans le théoreme 2.1) que le segment
de D contenu dans S;_1 ne traverse que les carrés singuliers. Si nous exami-
nons la ligne entiere (Cj_1 1, 1,))i,=0,-27-1-1, Dous constatons que dans certaines
configurations, la droite D est susceptible d’intercepter des carrés extérieurs
au stencil, adjacent aux carrés singuliers. En ajoutant ces carrés extérieurs, on
obtient sur chaque rangée des régions singuliéres susceptible de contenir un
segment de D. Nous représentons ces régions sur la figure 2.20 pour chaque
configuration. Nous remarquons que les régions singulieres sont constituées de

Fia. 2.20 - Régions singulieres pour chaque configuration

un, deux ou trois carrés adjacents comme l'illustre la figure 2.21. Dans chaque
cas, nous allons chercher a identifier le point M milieu du segment de la droite
D{pz + qy = r} qui intercepte la rangée.

Fic. 2.21 - Région singuliere

Plagons nous tout d’abord dans le cas ou la région singuliere se réduit a un
seul carré isolé Cj_y ,,,)- En supposant que la valeur a se situe sur la gauche,
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on obtient de manieére évidente

et b=/ " (2.17)

a=v"
(1 lz+1 ly)

+—1Lly)
En notant (a7, yar) les coordonnées de M, on a clairement y,r = 277 (1, +1/2)
et pour x,; I'équation

-1 Ty — 217‘7133 217‘7(&5 =+ 1) — Tpm

Yl ly) = 517 a+ 21 b, (2.18)

soit -
i
(Lo + Dvjp 15y — (o + Dy (zz+11y)

I B
(la—1,ly) (lz+1vly)

Dans le cas ou la région singuliere est composée de deux carrés adjacents,
Ci 1,341y €6 Cj-1,31,41,,), ON aura alors

= 217 (2.19)

-1 -1
a= ’U(l 1y, € b= (lz+2 )" (2.20)

et pour x,; I'équation

-1 xyr — 289, 2V (1, 4 2) — oy
Uglm—l,ly) = o1 ¢ + 51 b, (2.21)
soit
(I +2)v] — (lp +2)v]
_ 217 (lfl — (lm+2 ly) (222)
J J

Yi,—11) ~ Yiat2,y)
Finalement, dans le cas ou la région singuliere est composée de trois carrés
adjacents, Oj—l,(lm,ly)v Cj—l,(lm-f—l,ly) et Oj—l,(lm+2,ly) on obtiendra de la méme
facon '
B 1_j<lw +3)v; it (I, + 3)v MQ W
Ty — 2 ] 1 -1 (223)
Vip—10,) ~ Yla+3,1y)
De la méme maniere que pour la procédure ENO-SR, dans le cas monodimen-
sionnel, lorsque le point M obtenu ne se situe pas a l'intérieur de la région sin-
guliere, nous considérons qu’il s’agit d'une “fausse alarme” et le carré C;_  est
alors traité par la technique ENO non-séparable. En appliquant cette procédure
sur les trois rangées, nous obtenons ainsi trois points : M sur la rangée centrale
et M, et M_ sur les rangées supérieures et inférieures. Ces trois points sont
alignés sur la droite D dans le cas du modele simplifié, mais ils n’ont aucune
raison de 1'étre pour des données générales. On construira la droite D en im-
posant que celle-ci passe par le point M et en déterminant sa pente par un
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critere des moindres carré sur la distance des points (M, M ) a D, c¢’est a
dire en trouvant la droite unique qui réalise

min _{[dist(M,, D)]* + [dist(M_, D)]*}. (2.24)

D t.q. MeD

Nous illustrons cette procédure sur la figure 2.22.

Fic. 2.22 — Reconstruction de la droite D

La deuxieme étape consiste a construire deux polynomes pi et p; de part et
d’autre de la droite D en utilisant les données dans des régions non—smguheres
En notant Dt et D~ les demi-plans séparés par D, on remarque qu’au vu des
configurations présentées sur la figure 2.17 nous pouvons toujours choisir deux
stencils Sf_lyk C Dt et Sj_—l, p C D~ de taille 3x 3 qui ont une intersection non-
vide avec S;_1 et se situent de part et d’autre du groupe des carrés singuliers.
Ce choix n’étant pas unique, on imposera de surcroit que l'intersection de ces
stencils avec Sj_ 1 soit la plus longue possible dans la direction de la tendance
(ici verticale). Les stencils S+ Lk €6 S5, sont alors uniquement déterminés
pour chaque configuration comme le montre la figure 2.23.

Les valeurs de v/~ sur ces deux stencils nous permettent de définir deux
polynomes p; et p; quadratiques en chaque variable. La reconstruction ENO-
EA dans le carré C;_1 est dans un premier temps donnée par

@ = Pi Xp+ + Pr X (2.25)

. S 7 . Z 1: . Aq —1 i—
ce qui suggere de définir la prédiction v/ = P]? v/t sur Cj_1 . par

o = 22j/ q(z,y)dzdy, si Cj, C Cj_1y. (2.26)
c

Jmn
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F1G. 2.23 — Stencils utilisés pour la reconstruction d’un carré singulier
admissible

On remarque cependant que ce choix n’est plus nécessairement consistant avec
—1 . 7 .

la moyenne v~ ". Afin de corriger ce défaut, on projette le vecteur des quatre

i—1

moyennes obtenues sur I'espace affine des vecteurs dont la moyenne vaut v;

ce qui revient tout simplement a définir la prédiction par

@fl = 22j/ qe(z,y)dxdy + C, si Cj, C Cjqy, (2.27)
C.

7,n

ou la constante C'= C'(j — 1, k) est donnée par

| ,
C=v"—- 1 Z 223/0 qx(z, y)dzdy. (2.28)
jm

CinCCj—1,k

La prédiction ENO-EA est ainsi compléetement définie. Nous verrons dans un
instant qu’elle traite les contours de facon largement plus satisfaisante que
tous les algorithmes que nous avons présenté jusqu’ici, et permet ainsi d’ob-
tenir des représentations multiéchelles qui présentent des avantages sur les
décompositions en ondelettes pour des applications telles que la compression.

2.2.4 Propriété d’exactitude de la prédiction ENO-EA

Nous allons établir un résultat qui valide les propriétés d’exactitude sur des
modeles simplifiés que nous avons cherché a réaliser lors de la mise au point

de la prédiction ENO-EA :
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Théoreme 2.1. La prédiction ENO-FEA est exacte pour les polynomes quadra-
tiques ainsi que pour les fonctions constantes par morceaus de part et d’autre
d’un contour rectiligne : st v est un polynome quadratique en chaque variable
ou st v est du type v = aX porqy<r}y + OX{prtqy>ry, On a alors ¥ = v/, Dans
le deuxieme cas, les carrés singuliers admissibles sont exactement ceux dont
Uintérieur est traversé par la droite D = {px + qy = 1}.

Démonstration : L’exactitude pour les polyndémes quadratiques en chaque
variable est immédiate car les polynomes py, pr, p;y et p, obtenus par la
procédure centrée, ENO et ENO-EA, coincident tous avec v si celle ci est
elle-méme un polynome de ce type.

Dans le cas ou v est constante par morceaux de part et d’autre de D =
{pz+qy = 1}, supposons sans perte de généralité que D fasse un angle inférieur
a /4 avec la verticale. Considérons tout d’abord un carré C;_;  situé dans
demi-plan DT & droite de D. Nous remarquons tout d’abord que pour un tel
carré, il existe toujours un voisin dans la direction horizontale (resp. verticale),
dont le stencil monodimensionnel centré dans la direction horizontale (resp.
verticale) est situé dans D' et a donc une fonction de cout nulle. Ceci nous
indique qu'un tel carré ne peut étre horizontalement ou verticalement singulier,
et sera donc traité par une reconstruction polynomiale centrée ou ENO. Il est
est évidemment, de méme pour les carrés situés dans D~.

A Tinverse, nous allons montrer que les carrés C;_;; dont l'intérieur est
traversé par D sont toujours des carrés singuliers admissibles sur lesquels on va
appliquer la reconstruction ENO-EA. On remarque tout d’abord que puisque D
fait un angle inférieur a /4 avec la verticale, elle ne peut traverser plus de deux
carrés sur une ligne horizontale (Cj_y ,))i=0,... 27-1-1. Si nous considérons une
ligne horizontale de valeurs (v{l’_kz)) 10, 2i-1_1, celle-ci sera donc de la forme

ce-a,a,a,a,c,b,0,0,---

dans le cas ou D traverse 'intérieur d'un seul carré sur cette rangée, ou de la
forme

"'aaavaaavcadabababa'”

dans le cas ou D traverse les intérieurs de deux carrés. En supposant sans
perte de généralité que a < b, on aura a < ¢ < b dans le premier cas et
a < ¢ < d < bdans le second. I’examen de la fonction de cout (1.79) nous
montre facilement que les carrés traversés (i.e. correspondant aux valeurs c et
d) seront détectés comme HS. On remarque finalement que ces carrés sont par
définition configurés de maniere admissible suivant une tendance verticale.
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Examinons a présent la reconstruction dans les différents carrés. Dans le
cas d'un carré C;_y ; dont I'intérieur n’est pas traversé par D, il faut distinguer
deux cas :

1. Silestencil Sj_; j ne contient pas de carré singulier, on utilise la procédure
centrée. Dans ce cas, la fonction v est constante sur S;_; j et par conséquent
la reconstruction est exacte.

2. Si le stencil Sj_;; contient un carré singulier, on utilise la procédure
ENO. Dans ce cas, la droite D traverse l'intérieur du stencil S;_;; et
on aura par conséquent C?P(S;_; ;) > 0. Le mécanisme de sélection de
stencil bidimensionnel choisira donc un stencil décentré S'j_l,k sur lequel
la fonction v est constante puisque I'on aura alors C*P(S;_1 ;) = 0.

Dans le cas d'un carré C;_;; dont l'intérieur est pas traversé par D, on uti-
lise la procédure ENO-EA. Dans ce cas, les points M, M, et M_ sont par
construction placés sur la droite D si bien que D = D. Les polyndmes p; et
p;, sont construits sur des stencils contenus dans D et D~ et sont donc sim-
plement les fonctions constantes respectivement égales a b et a. Par conséquent
la reconstruction est exacte. [

La figure 2.24 illustre la distinction entre les trois types de reconstruction
utilisés - centrée, ENO et ENO-EA - suivant les carrés considérés dans la
preuve de la proposition 2.1. Nous illustrons numériquement la validité de
cette proposition sur la figure 2.25 qui illustre la reconstruction depuis 1'échelle
J = 5 d'une image géométrique constante par morceaux de part et d’autre
de contours rectiligne par l'itération de la prédiction ENO-EA sans ajouter
de détails. On constate qu'en dehors de la jonction des branches rectilignes,
I'image est parfaitement reconstruite.

Remarque 2.2. La procédure ENO-EA a été mise au point précisément dans
lobjectif d’étre localement exacte pour le modéle simplifié des fonctions constantes
de part et d’autre d’un contour droit. Il faut bien comprendre qu’il existe une
infinité de variantes de cette procédure qui possédent la méme propriété d’exac-
titude. Par exemple, le choiz de la droite D aurait pu étre firé en la faisant pas-
ser par les points M, et M, plutot que par un critére des moindres carrés. Il
aurait aussi été envisageable d’identifier de maniére conjointe les paramétres a,
b et D par une procédure d’optimisation utilisant les données disponibles. Ce-
pendant, le choix d’une telle procédure n’est pas innocent lorsque ['on souhaite
en outre que la prédiction soit précise lorsque l'on sort du modéle simplifié et
que l'on considére des fonctions plus générales obéissant au modéle sous-jacent
des fonctions régulieres par morceauz de part et d’autre d’un contour régulier.
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F1G. 2.24 — Procédures utilisées pour le modele simplifié : centré (1),
ENO (2), ENO-EA (3)

Fia. 2.25 — Image originale, données basse résolution et reconstruc-
tion
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De ce point de vue, la procédure que nous avons décrite est celle qui semble la
meilleure, d’apres l'ensemble des tests numériques que nous avons effectué.

2.2.5 Performances pratiques de la prédiction ENO-EA

Examinons a présent le comportement de la prédiction ENO-EA sur les
quatre images tests, a nouveau en effectuant la reconstruction a partir du ni-
veau j = 5 sans rajouter de détails. On fait ici directement la comparaison
avec la prédiction BW correspondant aux ondelettes biorthogonales associées
a la paire de filtres (9,7). Les figures 2.26 et 2.27 nous montre l'excellent com-
portement de la prédiction sur les contours géométriques. Comme on pouvait
I'anticiper, la prédiction se déteriore dans I'image “graphe” au voisinage des
joinctions en T qui ne sont pas pris en compte dans le modele simplifié. C’est
donc uniquement dans ces emplacements que nous auront besoin de rajouter
des coefficients de détails aux échelles fines.

Fi1a. 2.26 — Images “ellipse” : reconstruction avec BW et ENO-EA

Dans le cas des images réelles présentées sur les figures 2.28 et 2.29, on
constate que la prédiction ENO-EA permet de reconstruire des contours nets,
lorsque ceux-ci sont suffisament simples pour étre détectés a partir des données
aux basses échelles. Par comparaison avec les méthodes séparables, on a aussi
diminué les artéfacts de reconstruction des zones homogenes liés a la textures
grace a la sélection des configurations admissibles pour les carrés singuliers,
et l'utilisation systématique de la procédure centrée lorsque 1'on se trouve
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Fic. 2.27 — Images “graphe” : reconstruction avec BW et ENO-EA

loin de ces carrés. Les améliorations sont néammoins plus sensible sur I'image
“peppers” qui contient moins de texture que I'image “phare”.

Fic. 2.28 - Images “peppers” : reconstruction avec BW et ENO-EA

Apres ces résultats encourageants, nous allons comparer les représentations
non-linéaires basées sur la prédiction ENO-EA avec les décompositions en on-
delettes classiques, du point de vue de la concentration des coefficients et des
performances des algorithmes de seuillage.
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Fi1c. 2.29 — Images “phare” : reconstruction avec BW et ENO-EA

2.3 Concentration des coefficients et seuillage

A partir de la prédiction ENO-EA, nous pouvons construire une représentation
multiéchelle
’UJ — MUJ — (UO’dO’ . ’del)

ot les détails & chaque échelle donnés par les trois tableaux &/ = (di, di, d?)
définis au début de § 2.2. Ces représentations sont donc organisées de la méme

facon que les décompositions en ondelettes classiques.

Remarque 2.3. La complexité des algorithmes de décomposition et recons-
truction qui relient v’ et Mv? pour les représentations ENO-EA est du méme
ordre que pour les bases d’ondelettes classiques, i.e. en O(N) ou N = 2%/ est
la taille de l'image. Cependant il faut s’attendre a ce que la constante devant
N soit largement plus grande dans le cas ENO-FEA puisqu’elle intégre les tests
de singularité, l'examen des configurations et les procédures de reconstructions
adaptées auxr contours. En pratique, nous observons un rapport entre la com-
plexité des deux algorithmes compris entre 10 et 40 suivant l'image utilisée.

2.3.1 Performances pratiques du seuillage ENO-EA

Nous allons tout d’abord comparer sur les quatres images tests les perfor-
mances des algorithmes de seuillages dans les représentations BW et ENO-EA.
Dans le cadre du seuillage, il est important de spécifier la normalisation utilisée
sur les coefficients. Dans le cas des décompositions dans les bases d’ondelettes,
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comme nous l'avons expliqué dans l'introduction de cette these, cela signifie
essentiellement que l'on seuille en conservant les plus grandes contributions
|dxtha||x ot X est la norme dans laquelle on va mesurer l'erreur. Dans le cas
qui nous interesse on prendra X = L? ce qui signifie que I'on garde les plus
grands coefficients |d,| lorsque les ondelettes sont normalisées dans L?. Afin
d’effectuer un seuillage analogue dans le cas des représentations ENO-EA, on
remarque que l'erreur de prédiction e/ sur le carré Cj_ i, vue comme une
fonction constante par morceaux sur ce carré, a une norme L? qui est donnée
par

l€ e,y =277 D leP=27200 % (2.29)

CinCCi_1,k e=a,b,c

Par conséquent on seuillera en conservant les plus grand détails renormalisés
2-M|dy| ont j = |A| est le niveau d’échelle de l'indice A. Dans le cas de la
prédiction centrée, cela correspond tout simplement au fait que les ondelettes
biorthogonales associées sont ici normalisées dans L* et qu’il faut effectuer
cette renormalisation afin de seuiller les contributions L?.

Nous pouvons ainsi d’ores et déja comparer les performances pratiques
des algorithmes de seuillage pour les représentations BW et ENO-EA. Pour
chaque image, nous sélectionnons le seuil de fagn a conserver la méme propor-
tion prescrite des coefficients pour les deux représentations. Nous avons choisi
pour chaque image une proportion de coefficients en dessous de laquelle les
dégradations de la reconstruction pour la représentation ENO-EA deviennent
nettement perceptible par 1'oeil humain. Nous indiquons aussi 'erreur entre
I'image v7 et sa reconstruction 97 aprés seuillage. mesurée par le PSNR, (Peak
Signal to Noise Ratio) qui est défini par

PSNR = 101 (—2562 ) (2.30)
0 , .
S0\ MSE)”
ou MSFE est 'erreur quadratique moyenne
MSE =27% v/ —o7|2. (2.31)

La présence du facteur 2562 correspond ici au fait que l'intensité lumineuse
des images est normalisée entre 0 et 255, et il disparait si on renormalise ces
images entre 0 et 1 (notons que les opérations de décomposition-seuillage-
reconstruction dans les représentations non-linéaires commutent avec une telle
renormalisation).

Dans le cas des images géométriques, les figures 2.30 et 2.31 nous montre
que pour une méme proportion de coefficients, le seuillage dans la représentation
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BW engendre des dégradations visibles (oscillations et perte de localisation)
sur les contours qui sont évitées avec ENO-EA, et que ceci se reflette aussi sur
le PSNR.

Fia. 2.30 - Seuillage conservant 3/1000 des coefficients avec BW
(PSNR=43.50) et ENO-EA (PSNR=56.45)

Dans le cas d'une image réelle peu texturée telle que “peppers”, la figure
2.32 fait de nouveau apparaitre une supériorité qualitative du seuillage dans
la représentation ENO-EA en ce qui concerne le rendu des contours, mais ceci
ne se traduit plus sur le PSNR qui est méme légerement meilleur pour BW.
Ceci n’est pas contradictoire puisque le PSNR n’est pas toujours en parfaite
adéquation avec la perception visuelle. Enfin, dans le cas d’une image réelle
plus texturée telle que “phare”, la figure 2.32 montre que le seuillage dans
la représentation ENO-EA n’apporte pas d’amélioration tant du point de vue
visuel que du PSNR.

Ces tests seront prolongés dans le chapitre 5 par des algorithmes de codage
qui confirmeront cette tendance : les représentations ENO-EA apportent des
améliorations par rapports aux ondelettes classiques dans le cas des images
géométriques et peu texturées.

2.3.2 Concentration des coefficients : une conjecture

Lefficacité des représentations multiéchelles pour des applications telles
que la compression et le débruitage provient de leur capacité a concentrer
I'information contenue dans les images sur un petit nombre de coefficients
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Fia. 2.31 - Seuillage conservant 1/100 des coefficients avec BW
(PSNR=32.52) et ENO-EA (PSNR=38.19)

Fia. 2.32 - Seuillage conservant 3/100 des coefficients avec BW
(PSNR=31.20) et ENO-EA (PSNR=30.80)

86



Fia. 2.33 - Seuillage conservant 5/100 des coefficients avec BW
(PSNR=30.47) et ENO-EA (PSNR=28.03)

numériquement significatifs. D’un point de vue mathématique, il est naturel
de mesurer la concentration d'une famille de coefficients (d)) en examinant
le nombre de coefficients dont le module dépasse un seuil 7 et en évaluant la
vitesse de croissance de ce nombre lorsque ce seuil tend vers 0 : on cherche
ainsi a déterminer le plus petit p > 0 tel que I'on ait une estimation du type
A A >} <Cn7?. (2.32)
Une telle propriété signifie par définition que la famille (d,) appartient &
I'espace faible wf?. On peut clairement 'exprimer de fagn équivalente en
considérant le réarrangement décroissant (d,,)n>o de la famille (|dy|) qui doit
alors vérifier la propriété
d, < Cn~/P. (2.33)

La famille (d,) sera donc d’autant plus “concentrée” que p est proche de 0.
Lorsque les dy sont les coordonnées d'une fonction v dans une base de Riesz,
ces propriétés de concentrations sont directement liées aux performances des
algorithmes de seuillage : si vy est la reconstruction de v obtenue en conservant
ses N plus grands coefficients, on peut écrire

lo = onllze ~ Y [dal]?, (2.34)
n>N
et on vérifie aisément que si p < 2 la propriété (2.33) est équivalente a

> lda)* < CN7*, (2.35)

n>N
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avec s = 1/p—1/2. Ainsi, la vitesse d’approximation non-linéaire est d’autant
plus grande que les coefficients sont concentrés. Comme nous 1’avons indiqué
dans l'introduction de cette these, la présence des contours dans une image
limite les propriétés de concentrations des décompositions en ondelettes clas-
siques : on aura au mieux p = 1 et s = 1/2 méme dans le cas d'une image
géométrique, i.e. une fonction réguliere par morceaux de part et d’autre de
courbes de discontinuité régulieres. Une question naturelle est alors de savoir
si ces limitations peuvent étre dépassées par les représentations ENO-EA.

Une premiere remarque est que dans le cas de représentations non-linéaires,
la propriété (2.34) n’a plus rien d’évident. En particulier, le seuillage pourra se
traduire par des modifications du processus de reconstruction, et on ne peut
plus raisonner comme si chaque coefficient seuillé contribuait de maniere ad-
ditive a I'erreur quadratique. Par conséquent, on ne peut a-priori plus affirmer
que la propriété (dy) € wl? est équivalente a ||[v — vyl|2 < CN*. Cette re-
marque souleve le probleme de la stabilité des représentations non-linéaires.
Nous évoquons ce probleme dans la section suivante et nous I’étudions plus en
détail dans le chapitre 4.

Pour I'heure, posons nous la question des propriétés de concentration au
sens des espaces w/? pour les représentations ENO-EA des images géométriques.
On considere ici les coefficients dy obtenus aprés renormalisation dans L? par
le facteur 27, suivant les remarques de la section précédente. D’apres la for-
mule (2.29), ces coefficients sont essentiellement équivalents aux normes L? des
erreurs de prédictions ||el | £2(0;_, )+ Considérons a présent une fonction v de
classe W2 par morceaux de part et d’autre d’une union de courbes de discon-
tinuités (T';);=1.. as qui sont aussi de classe C?. On suppose plus précisément
que

sup sup  |D%(z)| < C. (2.36)

a1 +az<2z€[0,1]2—U;T;
Si I'on se place a 'échelle 277, nous pouvons faire la distinction entre 3 types
de carrés C7F comme l'illustre la figure 2.34, sur lesquels on peut s”attendre a
des comportements différents des coefficients dans la représentation ENO-EA :

1. Les carrés qui se situent dans les régions régulieres, i.e. qui n’interceptent

pas les contours I';. Sur un carré de ce type, la prédiction ENO-EA aura
tendance a utiliser un polynome p calculé a partir d’un stencil situé dans
la méme région. L’ordre de grandeur de I'erreur de prédiction attendue
est donc O(27%) en utilisant la régularité W2> de v en dehors des
contours et le fait que la prédiction est exacte pour les fonctions affines.
En intégrant sur C}; cette estimation élevée au carré, on obtient par
conséquent |dy| < |l L2(c,;) ~ O(27%) pour les coefficients dy associés

88



a ce carré. Notons que si la fonction était encore plus réguliere en dehors
des contours, on pourait obtenir jusqu'a O(27%) puisque la prédiction
est aussi exacte pour les polynémes quadratiques.

2. Les carrés qui interceptent un seul contour I';. Sur un carré de ce type,
la prédiction ENO-EA aura tendance a utiliser la reconstruction adaptée
aux contours, i.e. une fonction polynomiale par morceaux g := p; X p+ +
P Xp— de part et d’autre du contour D estimé & partir des données
disponibles. Ce contour est exact dans le cas ou I'; est rectiligne et v
est constante de part et d’autre de I'; au voisinage de (5. Si le contour
est une courbe de classe C2, on peut au mieux esperer que la droite D
I'approche avec une distance de Haussdorff de 'ordre de C27% ou C
est essentiellement la courbure de I';. L'ordre de grandeur de I'erreur de
prédiction attendue est donc O(1) dans la région comprise entre T'; et D
dont Daire est d’ordre O(27%), et d’ordre O(27%) sur le reste du carré.
En intégrant cette estimation élevée au carré, on obtient par conséquent
Al < Nletllzzie,p ~ O27572).

3. Les carrés qui interceptent une jonction entre différents contours I';. Sur
un carré de ce type, la prédiction ENO-EA est a-priori impuissante a
approcher la fonction avec précision, puisque cette situation n’est pas
bien approchée par le modele sous-jacent. L’ordre de grandeur de I'erreur
de prédiction attendue est donc O(1), ce qui nous donne par conséquent
da] < el ey ~ O@79).

Le nombre de carrés de type 1, 2 et 3 étant respectivement de I'ordre de
O(2%7), O(27) et O(1), on s’attend donc & ce que le nombre de coefficients N,
tels que |dy| > n soit controlé par

N, =N, + N+ N}
< O y-sis,, 2% + dosiesy 20+ D 0ioy 1
S 077—2/3‘

Ces remarques nous amenent a formuler la conjecture suivante :

Pour une fonction v de classe W par morceauz de part et d’autre d’une
union de courbes de discontinuités (I';)i=1,... pr qui sont aussi de classe C2, les
coefficients (dy) de la représentation ENO-EA appartiennent a ['espace wl?/3.

A ce jour, nous n’avons pas pu aboutir a une preuve satisfaisante de la

validité de cette conjecture. La principale difficulté est de prouver 'estimation
en O(2%/2) pour les carrés de type 2 car il faut pour cela démontrer d’une part
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Fi1G. 2.34 — Les trois types de carrés

que le mécanisme de détection identifie le passage du contour par ce carré et
d’autre part que la droite D obtenue par le procédé de reconstruction fournit
effectivement une bonne approximation locale du contour I';.

Nous allons pour finir présenter un exemple numérique qui s’accorde avec
cette conjecture. Pour cela, nous considerons I'image géométrique “graphe”
et ses représentations multiéchelles BW et ENO-EA. Afin d’examiner les pro-
priétés de concentration des coefficients (dy), on considere la suite (d,,),>0 0b-
tenue par réarrangement décroissant des modules |d,|. Remarquons que la pro-
priété (dy) € wlP peut s’exprimer par la décroissance de cette suite réarrangée
suivant, I'estimation

d, < Cn~YP, (2.37)

La figure 2.35 nous permet de comparer la décroissance de la suite (d,),>0
pour les deux représentations. Dans ce cas, n va jusqu’a 2'® = 262144 qui est
la taille de I'image, et on peut distinguer 3 régimes de décroissance :

1. Pour n < 2%, les deux représentations se comportent essentiellement
de la méme maniere. Un examen plus détaillé des coefficients retenus
montre qu’il s’agit principalement des échelles les plus basses 7 < 4, ce
qui permet d’expliquer la similarité des deux comportements : sur ces
gammes d’ échelles, les valeurs moyennes ne permettent pas de détecter
les contours, car la fonction n’est pas suffisament proche localement du
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modese simplifié. Par conséquent la prédiction ENO-EA n’apporte pas de
précision supplémentaire par comparaison a la prédiction linéaire associée
aux bases d’ondelettes.

2. Pour 28 < n < 213, on constate une nette différence des vitesses de
décroissance en faveur de la représentation ENO-EA. Dans ce régime,
les détails considérés sont essentiellement concentrés aux voisinage des
contours pour les échelles 4 < 57 < 9, i.e. les carrés de type 2 et 3.
Dans cette gamme d’échelle, la prédiction ENO-EA effectue un travail de
reconstruction adaptée qui permet d’obtenir des détails d’ordre O(2737/2)
pour les carrés de type 2, alors que ceux-ci sont d’ordre O(277) dans la
représentation BW.

3. Pour 21 < n < 218 les suites décroissent plus rapidement et stagnent
finalement au méme niveau. Dans ce régime les contours ont été résolus
et il s’agit essentiellement des coefficients dans les régions régulieres pour
les échelles 4 < j < 9, i.e. les cubes de type 1. Pour ces coefficients, les
deux représentations donnent une estimation en O(27%) (car la fonction
v est ici de classe C* en dehors des contours et la prédiction est exacte
pour les polynoémes quadratiques).

Coefficients multiechelles ranges par ordre decroissant image graphe
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F1G. 2.35 — Les suites (d,),~o pour BW et ENO-EA

Il faut bien noter que le dernier régime serait inexistant si I'on examinait
la représentation complete de I’ image géométrique sans la limitation au ni-
veau maximal J = 9 associé au pixel : on pourrait alors faire tendre n vers
+00o et la tendance dominante serait donnée par les coefficients associés aux
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contours, ¢’est a dire le second régime qui se prolongerait alors indéfiniment.
Afin de confronter notre conjecture a I'expérience numérique, il est donc lo-
gique de concentrer notre attention sur ce “régime principal” pour les images
géométriques. La figure 2.36 illustre le fait que les pentes obtenues sont de
l'ordre de —1 pour BW et —3/2 pour ENO-EA (une régression donne plus
précisément les valeurs —1.1627 et —1.4925) ce qui correspond bien a la dis-
tiction annoncée entre wl et wl?3. 11 est intéressant de noter que ce second
régime correspond une région pertinente du point de vue de la compression
bas-débit.

Coefficients multiechelles ranges par ordre decroissant image graphe - regim principal
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F1G. 2.36 — Les suites (d,),~o dans le régime principal

En conclusion, la prédiction ENO-EA semble déboucher sur des représentations
mathématiquement plus creuses que les représentations BW pour les images
géométriques, puisque les coefficients les plus importants se concentrent es-
sentiellement autour de points isolés qui correspondent aux jonctions entre les
contours, plutot que sur I’ensemble de ces contours. Nous illustrons cette pro-
priété sur la figure 2.37 qui visualise les coefficients au dessus du seuil n = 0.019
pour I'image “graphe”.

2.3.3 Stabilité et controle d’erreur

Comme nous 'avons déja remarqué, les propriétés de concentration des
représentations multiéchelles non-linéaires ne peuvent plus étre reliés de maniere
simple a la décroissance de 'erreur ey = ||v — vy || L2 obtenue en conservant les
N plus grands coefficients car on ne peut plus affirmer avec certitude que cette
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F1a. 2.37 — Coefficients |d,| > 0.019 avec BW et ENO-EA

erreur est équivalente au résidu py = [}, .y |dn|?]"/2. Le probléme soulevé
ici est celui de la stabilité de la transformation M~!, qui dans le cas d'une
représentation linéaire se résoud lorsque la base d’ondelette sous-jacente est
une base de Riesz.

Nous pouvons tout d’abord apréhender empiriquement ces propriétés de
stabilité en examinant le comportement du rapport ey/py en fonction de N
pour différentes images. Les figures 2.38 et 2.39 nous montre que dans le cas
des image “graphe” et “peppers”, ce rapport reste essentiellement constant
avec la représentation ENO-EA, et que la constante est proche de celle qu'on
obtient avec la représentation BW.

De facon plus systématique, il est nécessaire de se poser la question de
leffet causé par une perturbation d — d des coefficients de d = Mo’ sur la
reconstruction o/ = M~'d : peut-on controler ||v/ —37||, par ||d—d||, pour deux
normes prescrites || - ||, et || - || ? Une difficulté spécifique aux représentations
non-linéaires que nous avons décrit est que la perturbation peut avoir pour
effet de modifier la procédure de prédiction elle méme puisque celle-ci dépend
des données : on peut étre ainsi amené a utiliser des stencils différents de ceux
qui ont été initialement sélectionnés lors du calcul de la représentation non-
perturbée, ou a considérer a tort un carré comme singulier ou non-singulier.
En pratique, cette perturbation peut typiquement correspondre a un seuillage
des coefficients avec un seuil 7 = (1o, - -+ ,1y-1) qui dépend du niveau d’échelle
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Erreur versus residu pour 'image graphe
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F1G. 2.38 — Rapport ¢y/py pour 'image “graphe” avec BW et ENO-
EA

Erreur versus residu pour 'image peppers
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F1c. 2.39 Rapport ey/py pour I’image “peppers” avec BW et ENO-
EA

94



considéré, c’est a dire

0 sinon,

dv)\ _ { d)\ Si |d)\| > Al

Elle peut aussi correspondre a une quantification a la précision 7, c’est a dire

d
dx = 21| [W\i\l]

ou -] représente la partie entiere.

Nous apporterons des réponses générales aux questions de stabilité dans
le chapitre 4, mais indiquons d’ores et déja qu'une solution possible consiste
a apporter une modification dans 'algorithme de calcul de la représentation
multiéchelle. L’idée est ici d’intégrer directement les perturbations dans le
calcul de la représentation afin de controler 'erreur de reconstruction : on
calcule tout d’abord de maniere itérative v/ — v/=! — ... — 19 et on effectue
une premieére perturbation sur v” qui nous donne #°, puis pour j =1,---,J,

1. On définit I'erreur de prédiction modifiée e/ = v7 — PJJ 15971 et les détails

d’~1 = Bel ou B correspond a la projection sur les trois composantes
indépendantes telle qu’on 1'a définie dans (2.6).

2. On applique une perturbation & d’~! qui nous donne d~* et on définit
erreur perturbée &/ = 4BTd7~'. On pose alors o/ = ij_lﬁj_l + &,
Dans un tel algorithme, le processus de seuillage ou de quandification est
entremdlé au calcul de la représentation perturbée d = (#°,d°,---,d’ 1),
contrairement a 1’approche standard qui counsiste a calculer d’abord exacte-
ment d = Muv’ puis le processus de seuillage ou de quandification pour obtenir
d. Notons que la donnée de d permet alors de reconstruire I'approximation o7

en itérant la relation

¥ =PI 4B A (2.38)

Cet algorithme a ét’e proposé dans le cadre unidimensionnel par Harten dans
[46], mais il est aussi présent sous des formes légerement différente dans des
travaux antérieurs sur le codage en sous-bande des images. Une variante dans
le cadre de représentations non-linéaires basées sur le lifting scheme est aussi
proposée dans [9] et [10].

L’intérét principal de 'algorithme sous la version que nous proposons ci-
dessus (qui s’inspire d’une version proposée dans [4] pour les représentations
séparables) est qu’il permet de controler I'erreur de reconstruction ||v? — 97|
A partir des perturbations |[v° — || et ||’ — d7||, avec de plus une estimation
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exacte dans le cas de lerreur (2. Afin d’énoncer ces propriétés de controle
d’erreur, on normalise ici a titre exceptionel les normes 7 pour les vecteurs de
détails et d’approximation avec une dépendance du niveau d’échelle j suivant

115 =272 ) " JdalP et [[W7[ff =272 ) |ua”. (2.39)
[A[=j Ivl=j

Ces normes intégrent la notion de discrétisation & la résolution 277 et corres-
pondent ainsi a I'approximation des normes L? par des sommes de Riemann.
On prend la norme sup indépendante de 7 dans le cas p = oo. Notons ici que
nous sommes revenus a la définition initiale des coefficients &/~ = Be’/ qui
correspond dans le cas de représentations linéaires a une normalisation des on-
delettes dans L*°. On a alors le résultat suivant pour les normes # avec p = 1,
2 et co qui sont les plus utilisées en pratique.

Théoreme 2.2. En appliquant [’algorithme de controle d’erreur sur l'image
v’, Uerreur v/ — 07 aprés reconstruction vérifie

o/ = e < 0 = 0 + 3T — @,
- - J-1 . ~.
! =72 = o — )2 + Sl — 1 (2.40)

o/ —o"fla <0 =0 + 30550 & — e,

’ . 7 M . y y _1 ~q_
Démonstration : On remarque que I'erreur de prédiction e/ = v/ — Pj it

n’appartient pas de facon générale au noyau de ij_l et peut se décomposer
suivant deux parties orthogonales

¢/ =4B"Be! + (I —4B" B)é, (2.41)

La premiere partie est la projection orthogonale de e/ sur le noyau de ijq et
vaut ' .
ABTBe! = 4BTd 1. (2.42)

La deuxiéme partie est la projection de ¢/ sur I'image de (Pf_l)T et vaut

(I —4B"B)e! = (P_))" Pl_je! = (P__))" (v/7' — &7 7). (2.43)

J
On peut donc écrire
vl =31 =l — P/ —ABTdI T = e — 4BTdi
= (PL)T(/ ™t = 997Y) + ABT (&I~ — &Y.

Sur chaque carré Cj_q ,, cette décomposition est de la forme
V= = (o =G ) B G I () A L), (244)

a
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Ceci nous donne immédiatement les estimations
I = e < 09— e B B e, (245)
et -
o7 = &l < it = 5+ a7 = T, (2.46)

Pour la norme ¢?, l'orthogonalité entre elles des 4 tableaux 2 x 2 ci-dessus
permet d’obtenir

lo? = 572 = [[o/" = 974 + [l — . (2.47)

En cumulant ces estimations, on obtient le résultat annoncé. O

Remarque 2.4. [l est possible d’obtenir des estimations du méme type pour
toutes les normes P par des techniques directes ou en utilisant des arguments
dinterpolation.

Un corollaire immédiat concerne 'estimation d’erreur lorsque la perturba-
tion maximale sur chaque détail dépend uniquement du niveau d’échelle, ¢’est
a dire

|dy — di| < . (2.48)
pour un 1 = (1o, - ,ns—1) donné. On a alors
[0 =% <mo et || — || < (2.49)

pour toutes les normes ¢? normalisées suivant (2.39). Les estimations (2.40)
entrainent par conséquent

[0 — || <m0+ 3570y,

~ -1
lv” =07l <[5+ 22 =0 v, (2.50)
v =l <m0+ 3255 5

Au vu de ces estimations, une stratégie possible pour controler I'erreur par
une une tolérance € prescrite est de choisir les n; de fagon a ce que la quantité
qui majore la norme qui nous intéresse dans (2.50) soit inférieure a . A titre
d’exemple, considérons la norme ¢2, et le seuillage dépendant du niveau suivant

n; = 2710 (2.51)

qui correspond & la renormalisation des coefficients suivant d, — 2-*d, qui
est, préconisée lorsqu’on cherche & approcher I'image dans L? avec le plus petit
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nombre possible de coeflicients. On a dans ce cas d’apres (2.50) estimation
|[v7 — 7|2 < 27m9 ce qui suggere de prendre ny = 277,

Une telle stratégie est trop pessimiste car il est possible que ||d/ — d/||
soit largement surestimé par 7; : dans le cas des normes ¢* ou (' 'égalité
|d? — d’|| = n; correspond & la situation ot |dy — dy| = 7; pour tous les X &
I'échelle |A| = j. Une stratégie plus raisonnable consiste donc a fixer 7y aussi
large que possible de maniére & ce que I'estimation [[v°—2°||% —i—Z;-]:_Ol | —d’||%,
reste inférieure a ¢.

A premiere vue, le théoreme 2.2 semble apporter une réponse satisfaisante
au probleme de la stabilité puisque I'estimation ¢? est exactement celle que
I'on aurait en perturbant les coefficients d, dans une base d’ondelettes ortho-
normale. Ce point de vue est cependant trompeur car les coefficients d, que
I'on perturbe n’ont plus la méme signification que dans la décomposition sans
controle d’erreur d = Mv’ : dans I'algorithme du controle d’erreur, ces coeffi-
cients représentent I'erreur de prédiction modifiée e/ = v/ — ij 1591 qui est
a-priori plus mauvaise que l'erreur de prédiction v/ — ij ~Lpi=1 telle que nous
I’avions définie au départ. Dans le cas des algorithmes de seuillage, ceci aura en
général pour conséquence d’augmenter le nombre de coefficients au dessus du
seuil, par rapport & la décomposition sans controle d’erreur d = Mv”’. Par com-
paraison avec I’algorithme standard de décomposition-seuillage-reconstruction,
l'algorithme de controle d’erreur permet donc de maintenir ||v/ — ¢7|| en des-
sous d'une tolérance prescrite mais le prix a payer est un nombre plus élevé
de coefficients au dessus du seuil. Afin de comparer objectivement les deux
algorithmes, nous allons tout simplement étudier la dépendance de l'erreur
de reconstruction ey qu’ils produisent en fonction du nombre de coefficients
N retenus. Les figures 2.40 et 2.41 nous révelent que dans le cas des images
“oraphe” et “peppers” avec la représentation ENO-EA, les deux algorithmes
ont essentiellement le méme comportement. Ces résultats numériques sont par
ailleurs confirmé du point de vue perceptuel.

En conclusion, on peut affirmer que I'algorithme de controle d’erreur n’ap-
porte pas d’amélioration numériquement visible sur I'algorithme de seuillage
direct dans la représentation ENO-EA qui possede de bonnes propriétés de
stabilité empirique. Dans 'optique des applications a la compression d’image,
nous sommes finalement amené a rejeter I’algorithme de controle d’erreur pour
une raison plus fondamentale : la dépendance des détails (d,) en fonction des
perturbations effectuées aux échelles plus grossieres rend a-priori impossible
la mise au point de stratégies de codage progressif qui consistent a envoyer
des trains de bits successifs permettant de préciser la valeur des coefficients et
d’améliorer la reconstruction jusqu’a la précision désirée.
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L'erreur L2 pour 'image geom
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Fi1G. 2.40 Erreur ey en fonction de N pour l'image “graphe” avec
les algorithme de seuillage direct et de contrdole d’erreur

L'erreur L2 pour I'image peppers
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F1G. 2.41 — Erreur ¢y en fonction de N pour l'image “peppers” avec
les algorithme de seuillage direct et de contrdle d’erreur
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REGULARITE ET REPRESENTATIONS
MULTIECHELLES NON-LINEAIRES
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Chapitre 3

Régularité et représentations
multiéchelles non-linéaires

3.1 Introduction

Les représentations multiéchelles non-linéaires que nous avons introduit
dans les chapitres I et 11 ont pour but d’améliorer les propriétés de concentra-
tion des coefficients pour des fonctions régulieres par morceaux, par rapport
aux décompositions en ondelettes classiques. Il est d’autre part important de
vérifier que ces nouvelles représentations possedent au moins d’aussi bonnes
propriétés de concentration que les décompositions en ondelettes pour des fonc-
tions décrites par les espaces fonctionnels classiques (Holder, Sobolev, Besov,
BV). Notons par exemple que ceci semble ne pas étre vrai dans le cas des rid-
gelets et curvelets, pour lesquelles la concentration est améliorée par rapport
aux ondelettes pour des classes de fonctions régulieres par morceaux, mais qui
se comportent moins bien pour une fonction générale de 'espace BV.

Dans ce chapitre nous allons donc chercher a comprendre dans quelle me-
sure les représentations multiéchelles non-linéaires permettent la caractérisation
des espaces fonctionnels au méme titre que les bases d’ondelettes. Nous recher-
chons plus précisément des résultats du type

lollss, ~ 0%l + 2P |1 ) 20, (3.1)

Le poids 2679PJ qui differe du poid 2(+4/2-4/P)j indiqué dans (1.41), cor-
respond a la normalisation L* des ondelettes sous-jacentes aux constructions
basées sur les valeurs ponctuelles ou valeurs moyennes. De facon générale, nous

101



considérons ici des discrétisations définies par

o = / 0(2)293(20 — k), k€ 73 (3.2)

ou la fonction ¢ est une fonction d’échelle duale a support compact vérifiant
une équation du type

B(z)= > h.p(2w—n), (3.3)

In;|<P

avec n = (ny,- -+ ,na), 2., hn = 2% et normalisée suivant [ ¢ = 1. Les cas des
valeurs ponctuelles et moyennes correspondent respectivement a ¢ = X[ 14 et
® = Jp, mais on peut aussi citer I'exemple des représentations non-linéaires
utilisant des moyennes pondérées par la fonction chapeau ¢ = max{0, 1 — |z|}
qui a été étudié et utilisé dans [8]. L’équation d’échelle duale (3.3) permet
d’obtenir I'opérateur de restriction qui s’écrit alors

vl t =271 Z ﬁn”émn- (3.4)

|n;|<P

Nous supposerons que les opérateurs de prédiction ont une forme générale
donnée par la définition suivante

Définition 3.1. Un opérateur de prédiction quasi-linéaire, local et borné est
défini par
ﬁi = (Pj]_lvj_l)k = Z akJ(/U]_l)’Ul]_l (35)
lezA

ot les coefficients ay, vérifient pour toute suite w
ag(w) =0 si |k; — 20| > M, (3.6)

pour un certain M fixé et

|ax (w)| < C, (3.7)
ou C' est une constante indépendante des données w.

On vérifie aisément que les prédictions de type ENO, WENO, ENO-SR et
ENO-EA entre dans le cadre de cette définition. Notons ici que les coefficients
ai,; dépendent de la suite w mais pas de I'échelle j : on applique le méme
mécanisme de prédiction d’une échelle a la suivante. On remarque que les
propriétés (3.6) et (3.7) entrainent I'existence d’une constante C' indépendante

de 7 telle que o .
1P} 0 ler < Ol |ev (3.8)
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pour toute suite v/~! et pour tout p € [1,00], i.e. les opérateurs ij_l sont
uniformément bornés dans /7.

Dans le cadre des décompositions en ondelettes, le mécanisme permettant
d’aboutir aux équivalence de normes du type (3.1) est bien établi (voir chapitre
III de [16]). Le théoreme direct

10°ller + 125D o) jollen S 11F L - (3.9)

fait appel a un résultat d’approximation élémentaire du type inégalité de Jack-
son

inf [|[v— gl <27 |vlwms, (3.10)
geV;

J

ou inégalité de Whitney

inf lv—gllr < wm(v,277),, (3.11)
g€V

pour un entier m > s, dont la validité exige que les polynomes de degré m — 1
soient contenus dans les espaces V;. Le théoreme inverse

lollsg, S 100l + 1227 ||| )j20 ]l (3.12)

p,q nY

fait appel a une inégalité de type Bernstein
|lvllwre < 2™ ||v]|e si v € V], (3.13)

pour un r > s, dont la validité exige que les espace V; aient une régularité
suffisante pour donner un sens au membre de gauche, i.e. V; C WP,

La difficulté principale a laquelle nous sommes confrontés lorsque nous sou-
haitons généraliser ces résultats aux représentations multiéchelles non-linéaires
est que la définition des espaces V; n'a plus de sens dans ce cadre puisque la
reconstruction de la fonction a partir de sa discrétisation n’est pas linéaire et
ne peut pas s’exprimer comme une combinaison de fonction d’echelles ¢; 5, bien
définies. Nous allons néammoins dégager les outils permettant d’aboutir a ces
résultats dans ce cadre plus général. Le théoreme direct (3.9) sera obtenu en
utilisant les propriétés d’exactitude polynomiale de I'opérateur de prédiction
qui gardent un sens dans le cadre non-linéaire. En ce qui concerne le théoreme
inverse (3.12), il nous faut en particulier comprendre la régularité des fonc-
tions obtenues a partir de données discrétisées a une échelle j par I'application
itérative des opérateurs P]] 1> Pjigl , etc. Un tel processus de raffinement itératif
est bien connu en modélisation géométrique sous le nom d’algorithme de sub-
diviston. L’étude de la convergence de ces algorithmes et de la régularité de
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la fonction limite (si elle existe), ont fait I'objet de recherches actives mais
tous les travaux existant se situent dans le cadre ou I'algorithme est linéaire.
Nous sommes ici amenés a analyser le comportement d’algorithmes de subdi-
vision non-linéaires et nous introduisons les outils nécessaires pour généraliser
les résultats établis dans le cas linéaire. Ces résultats permettent en outre
d’établir le théoreme inverse (3.12). Nous donnons sytématiquement des appli-
cations de ces résultats dans le cas des représentations multiéchelles utilisant
les prédictions ENO, WENO, ENO-SR et ENO-EA.

Par souci de simplicité, nous énoncerons nos résultats que dans le cas mono-
dimensionnel. La généralisation au cas bidimensionnel est tout a fait similaire,
et lorsque cela n’est pas le cas nous le signalerons. De méme, nous ne prenons
pas en compte ici les aspects liés aux bords du signal et nous considérons que
la fonction v est définie sur tout RR.

3.2 Théorémes directs

3.2.1 Exactitude polynomiale et différence finies

La définition suivante va jouer le role de la propriété P,, € V;.

’ L) ] z s 7 . —1 A
Définition 3.2. L’opérateur de prédiction PJJ est exact pour les polynomes
de degré m si et seulement si pour tout v € P,,, on a

o =, (3.14)

ou de maniére équivalente /=1 = d’=1 = 0.

LI . . . . —1
Une telle propriété peut aussi s’exprimer directement sur 'action de P]]
sur les suites polynomiales, en remarquant que si v € PP,,,, on a

vl = /v(t)QdJ’@(th — k)dt = 9(27k), (3.15)

avec v € P, et v — v € P,,_1. Réciproquement toute suite polynomiale vi =
p(277k) avec p € P, est la suite des moyennes locales d'un polynéme p € P,
avec p — p € P, 1. Il s’en suit que pour toute suite polynomiale vi, = p(277k)
avec p € P,,, on a ¥/ = ij_lPJ{IUj = v/ et /7! = @71 = 0. Nous pouvons
aussi remarquer que si vi_l = p(k) avec p € P,,, on aura

o = (P ) = / P(2)293(2x — k)dz = p(k/2) + q(k), (3.16)
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ol ¢ est un polynome tel que deg(q) < deg(p). Du point de vue discret, on
voit donc que l'opérateur de prédiction ne laisse pas invariant les suites po-
lynomiales mais les transforme en suites polynomiales du méme degré en la
variable k/2 avec les mémes termes de plus haut degré. Pour cette raison, on
dira aussi que 'opérateur de prédiction reproduit les polynomes jusqu’au degré
m.

Nous allons montrer que si I'opérateur de prédiction est exact pour les
polynomes de degré m — 1, on peut alors controler I'erreur de prédiction e/ par
la suite A™v7 des différences finie d’ordre m.

Proposition 3.1. Si l'opérateur de prédiction reproduit les polynomes jusqu’a
l'ordre m — 1, alors on a

le7ller S IA™ 0 |- (3.17)

ot la constante ne dépend que de P, M et C dans (3.4), (3.6) et (3.7).

Démonstration : On a par définition,

el =vl —ol =] - Z ag (v (3.18)

|k—21|<M

En combinant avec (3.4), on peut donc écrire 'erreur de prédiction sous la

forme . _ .
o= > i), (3.19)

|[k—n|<M+P

bk,n(w) = 6(71 — k‘) — Z Z ak,l(w)ﬁn,gl. (320)

|k—21|<M |n—21|<P

avec

Pour chaque k € 7Z, on définit le vecteur
bp(w) = (ben(W))ner,, Erx:={n; |n—k| <M+ P}. (3.21)

Par hypothese, 'opérateur de prédiction est exact pour les polynomes de degré
m — 1, donc € = 0 si v] = p(k) avec p € P,,_;. Ceci montre que by(w) est
orthogonal aux vecteurs (19);eg, pour ¢ = 0,...,m — 1, et peut s'écrire dans
une base du complément orthogonal de l'espace engendré par ces vecteurs.

Un choix possible pour une telle base est donnée par les vecteurs e,, n =
k—M—P,---  k+ M+ P —m définis par e,(l) = ey(l —n) et

eo(l) == (7) (=)™t si 1=0,---m,
eo(l) =0, si 1¢{0,---,m},
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En notant ¢ ,(w) les coordonnées de by (w) dans cette base, on obtient ainsi

el = Z b (v 0l = Z Cra(VTHA™ L (3.22)

|k—n|<M+P n=k—M—P,. k+M—P-m

On remarque enfin que d’apres (3.7) les coefficients by ,(w) et ¢ n(w) sont
bornés indépendemment de k, n et w, ce qui permet d’obtenir (3.17) a partir
de (3.22). N

3.2.2 Théoremes directs pour les espaces de Besov

Afin d’aboutir au théoreme direct (3.9), on souhaite tout d’abord remplacer
le?]|» par || &7t dans Pestimation du lemme 3.1. Dans le cadre des valeurs
ponctuelles, on a de maniere évidente

le7ler = Nl | ev, (3.23)
puisque e}, = di" et e}, = 0. De méme, dans le cadre des valeurs moyennes,
puisque d?c_l = €y, = —€y4p, Ol &

le7ller = 271" | o (3.24)

Dans un cadre plus général donné par (3.2), ’équivalence
1€l ~ "l (3.25)

dépend de la définition des détails qui est liée au choix d’une base du noyau
de T'opérateur de restriction (3.4). Avant de proposer une base qui permet de
prouver cette équivalence, nous allons des a présent établir un théoreme direct
pour les espaces de Besov.

Théoreme 3.1. Si lopérateur de prédiction reproduit les polynomes jusqu’a
Uordre m — 1, et si l’équivalence (3.25) est vérifiée, on a alors pour tout 0 <
s <m,

[°lleo + 122 | [l jz0llen S Ilollmg, (3.26)

en supposant que ¢ € LV sip < 0o ou que ¢ une mesure de Radon & support
compact st p = 0.

Démonstration : En combinant (3.17) et (3.25), on peut écrire
[0ler + 12PN d [ ) j20llea S 0 llew + 1272 A" || ) 20 lea- (3.27)
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En utilisant I'inégalité de Holder entre L? et L*" et le fait que (@ est & support
compact, on obtient alors

[0l = 11((v, & = B))iezller S N(0llzrsuppee—mmrezlle < lvllze, (3.28)

et de méme

1Al = [|A™ ({0, 273(27 - =F)))kemller
= [|((AG v, 2G(2 - —k)) kel ev
< 2| (A5 v osupp (o) kel e
S 2785 vl < win(v,277) 1o
Par conséquent, nous avons établi (3.26). O

Revenons a présent sur le choix d'une base du noyau de PJ 1| permettant
d’établir (3.25). Un candidat naturel pour une telle base est obtenu en prenant
tous les translatés pairs (Torg)rez de la suite a support compact g définie par

Gm = (—1)"A™. (3.29)

Notons que les bases utilisées dans les cadres des valeurs ponctuelles et des
valeurs moyennes correspondent a cette définition. On vérifie aisément que
Torg est dans le noyau de Pj]_l, mais ceci ne suffit pas en général pour conclure
que le sous-espace E de /P engendré par cette famille est le noyau tout entier
et qu’il s’agit d’une base stable de cet espace au sens ou 'on a I'équivalence
(3.25) : on peut seulement affirmer, en utilisant le fait que la suite g est a
support compact, que pour e = ), dpTorg € E on a

leller < lldller- (3.30)

Afin d’aller plus loin, on peut faire appel a la théorie des bancs de filtres
associés aux ondelettes biorthogonales [20], qui nous fournit un cadre naturel
dans lequel cette famille constitue une base stable : on introduit le polynome

de Laurent 3
=3 hy2", (3.31)

neZ

et on suppose que H (z) et H (—z) n'ont pas de zéros commun mis a part
éventuellement z = 0. Le théoreme de Bezout assure alors I'existence d'une
suite finie duale h,, dont le polynéme de Laurent associé H(z) vérifie

H(2)H(z) + H(—2)H(—2) = 2. (3.32)
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Sous de telles conditions, si 'on définit la suite duale § par
Gm = (—=1)"R™, (3.33)
les translatés (morg)kez constituent un systéme dual au sens ol

<7—2kga T2l§> = 5k,z- (3-34)

Nous pouvons a présent affirmer, en utilisant le fait que la suite g est a support
fini, que pour e = ), dy7org € E on a

|d[er = [|({€; T2k ) )kez|| e < lle]| er- (3.35)

Il ne reste plus qu’a montrer que E est bien le noyau de ij_l. Pour cela, on
remarque que (3.32) entraine l'identité

Z(ea Tokg) Tokg + Z(e, Torh)Torh = e, (3.36)

kEZ keZ

pour toute suite e € /P, Si ij_le = 0, le deuxieme terme est nul et e est donc
bien un élément de E. En conclusion. nous avons établi le résultat suivant.

Proposition 3.2. L’équivalence (~3.25) est assurée avec le choir de base ci-
dessus si la suite hy, est telle que H(z) et H(—z) n'ont pas de zéros commun.

Notons que cette condition est vérifiée dans le cas ou la fonction d’analyse
est une fonction de type B-spline, i.e. ¢(x) = () Xjo.1], puisque I'on a dans
ce cas H(z) =2V V(1 + 2)V.

3.2.3 Le cas multidimensionnel et ’espace BV

Les résultats que nous venons d’établir se généralisent aisément au cas
multidimensionnel. En particulier, on obtient par le méme type d’arguments
une généralisation de la proposition 3.1, dans laquelle (3.17) est remplacée par

Il < D7 1A o (3.37)
|a)l=m
avec les notations usuelles |a] == a; + -+ + g et
A= AT AST (A, = UiJrei — v, (3.38)
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ou ¢; est le vecteur unitaire dans la i-éme direction. Cette estimation est fondée
sur une généralisation de (3.22) de la forme

ei — Z Z Ca,k,n(vjil)Aavz' (339)

|k—n|<M+P |a|=m

On peut alors en déduire le théoreme direct suivant.

Théoréeme 3.2. Sil'opérateur de prédiction reproduit les polynomes x5* - - - x5*
pour |a| < m — 1, et si "équivalence (3.25) est vérifiée, on a alors pour tout
0<s<m,

[l + |22 0) 20l S o]

Bs,: (3.40)
en supposant que ¢ € L sip < oo ou que ¢ est une mesure de Radon
support compact si p = 00.

Le choix d'une base du noyau de P]j_1 permettant d’assurer I'équivalence
(3.25) est particulierement simple dans le cas ou la fonction @ est de la forme

p(x) = P(a1) - B(za)- (3.41)

Dans ce cas, on fera appel a la théorie des bancs de filtres associées aux onde-
lettes biorthogonales séparables qui nous conduit a introduire la base tensorielle
constituée par les suites

Tokg" = Tor, 97 Tk, g4 (3.42)

pour k = (ky,--- ,kg) € Z% et ¢ = (g1, ,e4) € {0,1}% — (0,---,0) avec
la notation ¢ = h et g* = g ot h et g sont les suites monodimensionnelles
associées a la fonction ¢ dans la section précédente. La base duale est de méme
constituée par les suites

~E .__ ~E ~E
TokG™ = Tok, G+ Tokg g, (3.43)
avec g° = h et gt = §. On note en particulier que pour les représentations
bidimensionnelles en valeurs moyennes que nous avons étudié dans le chapitre

précédent, les relations (2.6) et (2.7) correspondent précisément a de tels choix
pour les bases primales et duales avec

1 . -
h0:h1=90=—91:§ et ho=h1=g9o=—g1 =1, (3.44)
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Dans le cadre bidimensionnel, il est intéressant de se pencher sur le cas de
I'espace BV des fonctions a variation bornées, qui est souvent utilisé comme un
modele simplifié pour les images. Rappelons que pour les ondelettes classiques a
support compact et normalisées dans L?(IR?), le résultat suivant a été démontré
dans [23] et [19].

Théoreme 3.3. Siv € BV, alors les coefficients d’ondelettes (dy) de v sont
dans wl*. Plus précisément, il existe une constante C' telle que

#{N 5 |dal > n} < Clf sy, (3.45)
pour tout v € BV et n > 0.

Dans le cas des représentations multiéchelles non-linéaires, nous renorma-
lisons la suite des détails dans L? suivant d = (277d) ez et nous cherchons a
étendre (3.45) a la suite d = (dy). Il faut ici invoquer une version légerement
plus forte du théoreme 3.3 qui est démontrée dans [19] et qui affirme que 1'on
a une estimation similaire pour toute suite de coefficients

ch=(v.hjy), jEUL ke (3.46)
olt hj = 27h(27 - —k) et h est une fonction quelconque de L? & support
compact et telle que [ h(z)dz = 0. On a alors

#{(G, k) 5 lehl > n} < C|flsvn™", (3.47)

Cette estimation entraine immédiatement (3.45) en prenant pour h les onde-
lettes qui générent la base duale (¢). Dans le cas des représentations multiéchelles
non-linéaires, remarquons tout d’abord que I'estimation (3.45) peut se rame-
ner a une estimation similaire sur les erreurs de prédiction locale mesurées en
norme L2, i.e.

#0, k) 5 2] > n} < Clflpvn (3.48)
des lors que I'on dispose des bases (3.42) et (3.43) qui permettent de controler
localement les détails par les erreur de prédiction locales. De méme, 'esti-
mation (3.48) peut se ramener a une estimation similaire sur les différences
finies

#{(G. k) 5 27| Avl| >} + #{(, k) 5 27| Avl] > n} < CIf v, (3.49)

olt Ayvy = vy, ) — Vg et Dgvy 1= v, ) — vp, dés lors que Popérateur de
prédiction reproduit les constantes, puisque d’apres (3.39) on a

el = Z C1pm (VAW + o pn (VYT Agul. (3.50)

|n—k|<M+P

110



Il ne reste plus qu’a remarquer que
279Nl = (v, fir) et 279 Al = (v, gix), (3.51)

avec f = @(-+(1,0)) —p et g:=@(-+(0,1)) — @, ce qui permet d’appliquer
le résultat 3.47 avec h = f et h = g afin de conclure. En résumé, nous avons
le résultat suivant pour l'espace BV (IR?).

Théoreme 3.4. Si l'opérateur de prédiction reproduit les constantes, et si
les bases (3.42) et (3.43) sont bien définies, la suite d = (277d?)jeg = (dy)
appartient a wl* pour toute fonction de BV (IR?) et vérifie l'estimation (3.45)

Remarque 3.1. A partir de l'injection BV C Bll,oo et du théoreme 3.2, on
peut aussi établir plus simplement [’estimation

[l + 1277l e )szolle=e S vllBv, (3.52)

qui signifie que d = (277d7) ;>0 appartient a ().

3.2.4 Application a ENO, WENO, ENO-SR et ENO-EA

Les résultats que nous venons d’établir peuvent s’appliquer de facon di-
recte aux représentations ENO, WENO, ENO-SR et ENO-EA que nous avons
introduit dans les deux premiers chapitres. On remarque tout d’abord que les
opérateurs de prédiction associés a ces représentations vérifient toutes les pro-
priétés de la définition 3.1. La propriété de localité (3.6) découle directement
du fait que la prédiction repose sur des opérations d’interpolation locale (la
taille M du stencil de prédiction étant liée au degré des polynomes utilisés), et
la propriété de borne (3.7) découle du fait que ces opérations d’'interpolation
sont bornées en fonction des données (au sens ou les polynomes utilisés pour
la prédiction dans un intervalle ou un carré sont bornés dans cette région, a
une constante multiplicative pres, par le supremum des données utilisées pour
construire ces polynomes).

Pour chacune de ces représentations, I'opérateur de prédiction reproduit
les polynomes de degré m ou m est le degré des polynomes utilisés dans la
reconstruction (nous avons fixé m = 2 dans la construction ENO-EA intro-
duite dans le chapitre précedent). Nous pouvons par conséquent appliquer le
théoreme 3.2 a ces représentations, mais il faut au préalable distinguer comme
un cas particulier le cadre des discrétisations en valeurs ponctuelles : la fonc-
tion ¢ utilisée est alors une masse de Dirac, et le théoreme 3.2 ne s’applique
que pour p = oo. On obtient ainsi pour les représentations ENO, WENO,
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ENO-SR en dimension d obtenues par produit tensoriel des représentations en
valeurs ponctuelles monodimensionnelles, I'estimation

[0°lese + 1271 lese ) j20llen S N10ll s, (3.53)
pour 0 < s < m + 1, et en particulier

sup 9(s=d/p)|A| |d/\| 5 ||U|
A

Cs (354)

pour l'espace de Holder C* = B? Pour les discrétisations en valeurs moyennes,

00,00°"
la fonction ¢ = Xjoqj¢ étant intégrable, on peut appliquer le théoréme 3.2 pour
tout p > 1. On obtient ainsi pour les représentations ENO, WENO, ENO-SR
en dimension d obtenues par produit tensoriel des représentations en valeurs
moyennes monodimensionnelles, ainsi que pour les représentations ENO non-

séparable et ENO-EA, 'estimation
[Vl + 1125~ P& 0) j20llea S 1033, (3.55)

pour 0 < s < m+1 (avec d = 2 et m = 2 dans le cas ENO-EA). On a de
meéme 'estimation (3.45) pour I'espace BV.

3.3 Théoremes inverses

3.3.1 L’algorithme de subdivision

En vue d'une généralisation du théoreme inverse (3.12) aux représentations
non-linéaires, il est nécessaire de se pencher sur le processus de reconstruction
d’une fonction v & partir de ses coefficients v} et di. Dans le cas des ondelettes
classiques, cette reconstruction s’exprime simplement en écrivant

o= o+ > B (3.56)

kEZ 7>0 k€Z

et il est alors possible d’analyser la convergence de cette série et la régularité de
la fonction limite v en fonction des propriétés de décroissance des coefficients.
Une telle analyse fait naturellement intervenir la régularité des fonctions ¢ et
1 : Iinégalité (3.12) pour I'espace B, , n’a aucune chance d’étre vérifiée si ces
fonctions n’appartiennent pas au moins a cet espace. C’est aussi la régularité
de ¢ qui intervient dans la preuve de 'inégalité de Bernstein (3.13)

Dans le cas des représentations non-linéaires, les fonctions ¢ et 1 et les
espaces V; n'ont plus de sens, mais il est néammoins possible d’envisager le
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processus de reconstruction de la fonctions v a partir de ses coefficients au
travers de 'application itérative de la relation

o =PI el =PI 4 Ed (3.57)

oll F est 'opérateur qui associe e/ & d/~!. Puisque v/ représente un échantillonage
de la fonction v & 1'échelle 277, I'examen du comportement de v/ dans la limite
7 — +o0o doit permettre d’apréhender les propriétés de régularité de v.

Afin de mieux comprendre une telle analyse, nous allons dans un premier
temps nous pencher sur un probleme légerement plus simple, a savoir le com-
portement de l'itération de (3.57) lorsque les détails d’ sont tous nuls, i.e.

v =PI (3.58)

L’itération (3.58) consiste a partir de données v° discrétisées a I'échelle la
plus grossiere, et a raffiner progressivement ces données par l'application de
I'opérateur de prédiction sans ajotut d’information supplémentaire. Un tel pro-
cessus de raffinement itératif est bien connu en modélisation géométrique sous
le nom d’algorithme ou schéma de subdivision. Les exemples les plus classiques
de courbes et surfaces obtenues comme limites de tels algorithmes sont les
splines et les courbes et surfaces de Bezier. Nous adopterons dans la suite de
ce chapitre (ainsi que dans le chapitre suivant) la notation utilisée dans la
littérature concernant ces algorithmes, en écrivant (3.58) sous la forme

v =S == SO, (3.59)

L’opérateur de subdivision S représente a chaque échelle I'opérateur de prédiction
Pf_l. Notons que cette notation simplifiée est justifiée car dans tous les exemples
qui nous intéressent (BW, ENO, WENO, ENO-SR, ENO-EA) l'opération de
prédiction est indépendante de I’échelle considérée.

La maniere la plus naturelle d’envisager la convergence d'un schéma de
subdivision vers une fonction limite est donnée par la définition suivante.

Définition 3.3. Un schéma de subdivision est uniformément convergent si,
pour chaque donnée intiale v° € £, il existe une fonction continue v € C(IR)
telle que
Tlim sup v — f(277k)| =0, (3.60)
I+ ke,
et v est non triviale, au moins pour une donnée initiale v°.

Afin d’étudier la convergence des schémas de subdivision en un sens plus
faible et vers des fonctions non-nécessairement continues, on associe aux données
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v/ une fonction v; obtenue par interpolation affine des valeurs vi associées aux
points 277k, i.e.
vj(z) == Zvigp(?x — k), (3.61)
keZ

ou p(z) := max{l — |z],0} est la fonction chapeau. Il est évident, que la
convergence uniforme du schéma de subdivision est équivalente a

lim ||’Uj - ’UHLoo = 0. (362)

Jj—+o0

Ceci nous conduit de facon naturelle a la définition suivante

Définition 3.4. Un schéma de subdivision est LP-convergent si, pour chaque
donnée intiale v° € (7, il existe une fonction continue v € LP(IR) telle que

lim [Jv; — v||z = 0, (3.63)

oo

et v est non triviale, au moins pour une donnée initiale v°.

De fagon générale, on utilisera parfois la notation
v =S5, (3.64)

pour désigner la limite du schéma pour la donnée initiale v°.

Nous renvoyons a [13] et [39] pour des études générales, ainsi qu’a [31], [32]
et [45] pour des résultats plus spécialisés, sur la convergence des schémas de
subdivision et de la régularité de la fonction limite lorsqu’elle existe. Le point
commun a ces travaux est qu’ils se situent dans le cadre ou I'opérateur S est
linéaire.

Nous sommes ici amenés a analyser des schémas de subdivision ot 'opérateur
S est non-linéaire. Au vu de la forme particuliere de 'opérateur de prédiction
donnée par la définition 3.1, les opérateurs de subdivision qui nous intéressent
ici ont la forme indiquée par la définition suivante.

Définition 3.5. Une regle de subdivision quasi-linéaire est une fonction qui
associe a chaque w € {>°(74) un opérateur linéaire S(w) défini par

(S(w)u)y == Z ax(w)uy, (3.65)

ou les coefficients ag(w) sont nuls si |k — 2l| > M et uniforméments bornés
par une constante C, avec M et C' indépendants des données w. On définit le
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schéma de subdivision associé a S par l’action recursive de ['opérateur quasi-
linéaire

Su = S(u)u (3.66)

sur une donnée initiale 1°, suivant la relation
ij — Syjfl = S(Ujfl)vjfl R S(Ujfl) .. 'S(’U0>UO = Sjvo_ (367)

On remarque que les opérateurs (S(w))yer~ obtenus pour une regle S
donnée sont bornés dans 2 pour tout p > 1, et que ||S(w)||¢ est indépendant
de w.

Pour les schémas linéaires de subdivision, les coefficients a;; ne dépendent
pas des données w, ce qui signifie que S est un opérateur fixé. Pour les schémas
linéaires et uniformes, ¢’est a dire tels que S vérifie la relation d’invariance par
translation

StTu = ToSu, (3.68)

ces coefficients ont la forme ay; = ax_o. Dans ce cas, I'étude de la convergence
et de la régularité de la fonction limite peut se ramener a considérer la fonction
limite ¢ obtenue & partir des données initiale de Dirac v = dq 1, puisque pour
des données v° plus générales la fonction limite v sera alors donnée par

v=Y vlp(-—k). (3.69)

kEZ

La fonction ¢ vérifie alors I’équation d’échelle
!

et permet ainsi de définir des espaces emboités V;. Réciproquement, il est bien
connu que les fonctions d’échelles solutions de (3.70) peuvent étre obtenues
comme limites de schémas de subdivision avec données initiales de Dirac.
Dans le cas des schémas non-linéaires qui nous intéressent, il est bien en-
tendu possible d’examiner de telles fonctions limites associées aux données
de Dirac. A titre indicatif nous les présentons sur les figures 3.1 et 3.2 pour
I'interpolation cubique des valeurs ponctuelles et la prédiction quadratique des
valeurs moyennes avec les techniques BW (stencil centré), ENO et ENO-SR (on
reconnaitra dans les cas linéaire BW la fonction d’échelle de Deslaurier-Dubuc
et une fonction d’échelle duale de la fonction créneau). Nous constatons ainsi
que l'itération des prédictions ENO et ENO-SR converge vers des fonctions
bornées et parfois régulieres pour ces données particulieres. Cependant, ceci
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ne nous permet pas d’apréhender clairement la convergence et les propriétés
des fonctions limites pour des données plus générales puisque (3.69) n’est plus
valide. Nous allons introduire les outils et les résultats nécessaires a une telle
étude dans la section suivante.

T T T
Fonction limite BW Fonction limite ENO

L L L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2

" Fonction limite WENO Fonction limite ENO+SR

-0.5 L L L L -05

L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2

FiG. 3.1 - Fonctions limites avec données des Dirac en utilisant I’in-
terpolation cubique des valeurs ponctuelles (a) BW (b) ENO (c)
WENO (d) ENO-SR

3.3.2 Régularité de la fonction limite

[’étude de la convergence des schémas de subdivision non-linéaires et de la
régularité des fonctions limites va se faire en examinant le comportement des
différences finies A™v’ lorsque j tend vers +oo. Intuitivement, ces différences
doivent tendre rapidement vers 0 si le schéma converge une fonction limite
réguliere. Nous allons voir dans cette section que l'on a une réciproque a
cette intuition, au sens ofi la vitesse de convergence vers 0 de A™v? lorsque j
tend vers 4+o00 permet de déduire la régularité de la fonction limite v. L’étude
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15 T T — 15 T T T
Fonction duale BW Fonction limite ENO
1 4 1t
05 g 05 |
0 0
05 . . . . 05 . . . .
-1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2
15 T T T " T 15 T T T
Fonction limite WENO Fonction limite ENO+SR
1 4 1k
05 g 05 |
0 0
05 L L 05
-1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2

FiG. 3.2 — Fonctions limites avec données des Dirac en utilisant la
prédiction quadratique des valeurs moyennes (a) BW (b) ENO (c)
WENO (d) ENO-SR
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de cette convergence est rendue possible par un résultat important que nous
démontrons ci-dessous et qui affirme que 'on peut définir des schémas de sub-
division agissant directement sur les différences finies d’ordre 1,2,---,m ou
m — 1 est le degré de reproduction polynomiale de 'opérateur de subdivision.
Par analogie avec les notions de reproduction polynomiale pour les opérateurs
de prédiction, nous dirons que la régle de subdivision quasi-linéaire S reproduit
les polynomes de degré m si pour tout w € (*°(ZZ) et tout p € 11, on peut
écrire

(S(w)u)r = p(k/2) + q(k), (3.71)

ou la suite u est définie par up = p(k) et deg(q) < deg(p). Notons ici que
I'on exige cette propriété quelquesoit la donnée w, et non pas uniquement
pour w = u comme le sous-entendait la définition 3.2. On vérifie aisément
que cette condition plus restrictive est aussi vérifiée dans tous les cas qui
nous intéressent (ENO, WENO, ENO-SR, ENO-EA) avec m égal au degré des
polynomes utilisés dans la recontruction.

Proposition 3.3. Soit S une regle de subdivision quasi-linéaire, qui reproduit
les polynomes jusqu’au degré m — 1. Il existe alors une régle de subdivision
quasi-lin€aire S, telle que

A" S(w)u == Sy, (w)AMu, (3.72)

pour tous u, w € £°°.

Démonstration : En utilisant (3.65), on obtient

m

(AmS(w)u)k:Z(—l)‘I(q) S G (3.73)

q=0 lt.q. |k+q=21|<M

On peut donc écrire (A™S(w)u)y sous la forme d’une combinaison linéaire des
U,

(A"Sw)u)p = > bry(w)w, (3.74)

m
ot b(w) = 7 o(=1)7(

q
nuls si 2l — k < —M ou si 2l — k > M + n. On note aussi que ces termes sont

uniformément bornés indépendemment de w. Pour chaque k fixé, nous avons
donc un vecteur de dimension finie

)akﬂ,l(w). On note que les termes by, (w) sont

bk(w) = (bk,l(w))leEk’ Ek = {l ) —M < 2l — k < M + m} (375)
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D’autre part, puisque la regle de subdivision reproduit les polynomes jus-
qu’au degré m — 1, on a

Z ar (W)l =py(k), ¢=0,---,n—1, (3.76)

|k—21|<M

avec p, € II,. En appliquant 1'opérateur des différences finies d’ordre m dans
cette identité et on en déduit que

Zbk,l(w)lq: 07 q= 07 y = 1. (377)
l

On procede ensuite de la méme maniere que dans la preuve de la proposi-
tion (3.1), en remarquant que pour tout k, le vecteur bg(w) est orthogonal
aux vecteurs (1?);eg,, pour ¢ = 0,...,m — 1, et peut s’écrire dans une base
du complément orthogonal de l'espace engendré par ces vecteurs. Un choix
possible pour une telle base est donnée par les vecteurs e,, pour n tel que
{n, -+ ,n+m} € Ejy définis par e,(l) = ey(l —n) et

m

eo(l) i= (l)(—1)m—l, s 1=0,---m
eo(l):==0, si 1¢{0,--- ,m},

?

En notant ¢ ,(w) les coordonnées de by (w) dans cette base, on obtient ainsi

(A"S(w)u)y = 3 epa(w) A", (3.78)

l

qui définit bien une regle de subdivision quasi-linéraire S,,. On note ici que les
¢k, sont par construction uniforméments bornés et nuls si 20 — k < —M ou si
2(l+m) — k > M + m donc en particulier si |2k — | > M . Ceci nous montre
que les stencils utilisé dans I'application de S,, sont plus petits que ceux qui
sont utilisés dans I'application de S. ([

Remarque 3.2. Une conséquence immédiate de la proposition ci-dessus est
que pour toutn =1,--- ,m — 1, il existe aussi des regles de subdivision quasi-
linéaires S,, telle que

A"S(w)u == S, (w)A"u, (3.79)

pour tous u,w € (. En effet si la regle de subdivision reproduit les polynomes
Jusqu’au degré m — 1, elle reproduit a-fortiori les polynomes jusqu’a un degré
inférieur.
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Les schémas de subdivision associés aux différences finies vont nous per-
mettre d’analyser la vitesse de convergence vers 0 de ces différences dans une
norme discrete prescrite quand j tend vers +oo. Par exemple, on a clairement

[[Sim(w) e = sup > lera(w)] (3.80)

ou les ¢x; sont les coefficients associés a I'opérateur S,,. Par conséquent, en
notant

p = sup sup Z lex (w)], (3.81)
wel>® k ]
il est clair que 'on aura
IA™ 0o < p7 | A™ 00| e, (3.82)

et une convergence vers 0 si p < 1. On peut de méme calculer la norme

ISl = sup 3 leraw)l (359)

et les normes ¢? par interpolation de (3.83) et (3.81) ou par des techniques plus
fines, et avoir ainsi acceés au comportement de [[A™v7||» quand j — +oo. En
pratique, ce comportement est souvent sur-estimé par cette approche qui ne
tient pas compte de compensations possibles lors des applications successives
de S,,,. Afin d’obtenir des estimations plus fines, il est naturel d’introduire pour
les regles de subdivision quasi-linéaires une notion analogue a celle du rayon
spectral pour un opérateur.

Définition 3.6. Le rayon spectral conjoint dans 0P d’une régle de subdivision
quasi-linéaire S est défini par

pp(9) := lim sup sup 1S w1y SO (3.84)

J—=oo (w0, wimh)e (0> (Z))
Notons bien que dans cette définition, le sup est pris sur tous les (w?, - -+, w/™!)
dans (¢>°(72)) sans que P'on ait w/ = Sw’~!. Autrement dit, p,(S) est I'infi-
mum des p > 0 tels que pour tout 57 > 0 on ait I'estimation

1S’ ™) - S )uller < Cpluller (3.85)

ott la constante C' est indépendante de u € 7, et de (w°,---,wi™t) € (£*).
Notons que dans le cas des schémas linéaires de subdivision, p,(S) représente
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exactement le rayon spectral de S dans 7. Il est facile de vérifier que 'on a
aussi

pp(S) = inf sup 1S (=) -+ S ()[4 (3.86)
20 (0, wi—t)e (eo= ()
et
. i 1/9
pp(S) = lim sup 1S =1) - (). (3.87)
IO (w0, wI ) (0o () )
Nous allons montrer que I'examen des rayons spectraux conjoints p,(S1), - - -, pp(Sm)

associés aux différences finies permet de déduire des informations sur la conver-
gence du schéma S et la régularité des fonctions limites. Auparavant, nous
allons donner une relation entre ces rayon spectraux conjoints.

Proposition 3.4. Pour toutn=0,---,m—1, on a
1
Pp(Sn+1) = §Pp(sn)- (3.88)

avec la convention So = S.

Démonstration : Nous allons démontrer cette relation dans le cas n = 0,
le résultat général se déduisant aisément par récurrence. Pour p > p,(5;), il
existe une constante positive C' > 0 telle que pour tout 7 > 0 et u € /P on ait

11007 - 1) Aull < Cpl | Aulr (3.89)
indépendement des w' € £>°. On pose alors
w = S - S(w)u, (3.90)
et en combinant (3.78) et (3.89) on en déduit
AW || p < Cp’ || Aul|go. (3.91)

Afin d’évaluer la norme ¢ de v/, nous la décomposons par blocs de 27 indices
suivant .

[0/ {[er = [1(11(u7 e pin,2i e 1yl v ) rez | v (3.92)
En utilisant la propriété ay;(w) = 0 pour |k — 2[| > M, on montre aisément
par récurrence sur j que les valeurs u) pour I € [27k, 2/(k + 1)[ ne dépendent
que des valeurs u,, pour n tel que |n—k| < M. Par conséquent, en introduisant
pour chaque k fix¢ la suite restreinte @" définie par @* = u, si |n — k| < M et
@ = 0 sinon, et en notant

= S(w'™h) - S(wO)ak, (3.93)
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on en déduit que u/ = @™ pour I € [27k,2/(k + 1)[ et que @ = 0 pour
|l — 27k| > 27T1M. Par conséquent, nous obtenons pour [ € [27k,2/(k + 1)]
I'estimation
i 1k Y
Wil =17 < > A, (3.94)
ll—29k| <292M

d’ott 'on tire

1 iepinzigsnlle S 2NAT" | (3.95)

En utilisant (3.89), on en déduit
(@ epraiwinille S 20) 18T | < (20)7[1@" e (3.96)

Finalement, en utilisant le fait que les supports des @* ne se recouvrent que
pour les indices proches d’au plus 2M, on obtient

ulles ~ (12" o) ezl (3.97)
et par conséquent
[ [l < (20)7 || - (3.98)

Ceci nous montre que p,(S) < 2p. En faisant tendre p vers p,(51), on obtient
le résultat annoncé. OJ

Remarque 3.3. La convergence LP du schéma de subdivision implique
p,(S) > 217, (3.99)

En effet, si vi = STvy et si v; est Uinterpolation affine par morceaur de v’
définie par (3.61), on a
[0l o ~ 27707 || v (3.100)

Par conséquent p,(S) < 2P entrainerait la convergence de v; vers 0 quel-
quesoit la donnée initiale v°. En utilisant la proposition 3.4 ci-dessus, on en
déduit

pp(S,) > 21/Pm, (3.101)

pourn =1,--- . m.

Nous sommes maintenant préts a établir des résultats concernant la conver-
gence des schémas de subdivision quasi-linéaires ainsi que la régularité de la
fonction limite. Notre premier résultat ne fait appel qu'aux différences finies
d’ordre 1 et le degré de régularité obtenu est toujours inférieur a 1.
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Théoreme 3.5. Soit S une regle de subdivision quasi-linéaire qui reproduit
les constantes. Si p,(S1) < 27, alors le schéma de subdivision associé est LP-
convergent. De plus, pour tout v° € P la fonction limite v appartient a B; .,

_log(pp(S1)) 4+ 1

; , et on a l'estimation
og 2 p’

pour tout s <

[ollsg, < llvoller- (3.102)
Démonstration : Soit p tel que po(S1) < p < 2Y/P. Par définition du rayon
spectral conjoint, il existe une constante C' tel que

1AV || < Cp'|| AV°| v, (3.103)
pour toute donnée initiale v° € (7 et tout j > 0. Si v; est l'interpolation
affine par morceaux de v’/ définie par (3.61), on remarque que sur U'intervalle

Ly :=[27k,27(k+ 1) on a

J J
1 j41 Ur Uk

1 . .
ay —Uﬂ, |U2k+1_vi+1|: |U2k+1_T|}, (3.104)

|0j(2) = vy (2)] < sup{lvy
et par conséquent

j J
Vi + Uiy

2 )kezz”gp). (3.105)

—q 1 / 1
|vj1=vjll e < 27777 ()| (v =] kel er+ || (Vi —

On peut écrire

v -l = Z Cravi (3.106)
LEF},
et
vl +U
véz—il b kH Z dkﬂ)l , (3.107)
leFy,
ol Fk = {l ) |k? — l| S M}, CkJ = ang(Uj) — 5(k — l) et dk,l = CLQkJ’_l’l(/Uj) —
6(k—1)+0( —

5 ki) Puisque la regle de subdivision reproduit les constantes, les vec-
teurs (cx)ier, et (di)ier, sont orthogonaux au vecteur constant. En utilisant
le méme raisonnement que dans la preuve de la Proposition 3.3, on en déduit

j+1 J+1 e o)
que les vecteurs vy, = — vk et vy — 5

des différences finies Avlj pourl=Fk—M,--- , k+ M — 1 avec des coefficients
bornés indépendemment de j et des données initiales v°. On en déduit

sont des combinaisons linéaires

logs = villir S 27971007 o S (27P0) | A . (3.108)

~
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Puisque 27/7p < 1, ceci nous montre que la suite v; converge dans L vers
une limite v = S>=v°. D’autre part, nous avons 1’estimation

[vlle < [Jvollzs + ijo ||vj+1 — Uj”LP |
< 10+ T 32 20
S 1%len

Pour |h| <1 et en prenant j tel que 27971 < |h| < 277, on peut écrire

o =v(-+h)ler <200 —vjllee + [Jv; —v;(- + 2)| e
S P27 A + 27 ||0] | o
S P27 Al + 2797 AT g
S P27 A
S P27
< AP ler,
avec s = —iggg—}—%. Ceci nous montre que v € By pour tout s < —

avec l'estimation (3.102) Comme B  C Bj

Pq’
log(pp(S1) | 1 ,ines Testi i
#21 + 5, ainsi que I'estimation (3.102). O

log(pp(S1)) | 1
glﬁ%zl +5

si t > s, on obtient aussi

v € B, , pour tout s < —

Nous présentons finalement la généralisation du résultat que nous venons
d’établir a un degré de régularité s > 1.

Théoreme 3.6. Soit S une regle de subdivision quasi-linéaire qui reproduit
les polynomes jusqu’au degré m — 1. Si pour un entier n € {1,--- ,m} on a
pp(Sn) < 2YP7n+L " glors le schéma de subdivision associé est LP-convergent.
De plus, pour tout v° € (P la fonction limite v appartient a B, , pour tout

5 < —% + % avec l'estimation (3.102).

Démonstration : en utilisant la Proposition 3.4, on déduit de I’hypothese
pp(Sy) < 2YP=7H que p, (S,) < 24P~ pour g =n—1,- -+ ,0 et en particulier
Poc(S1) < 27, Par le Théoreme 3.5 on obtient ainsi la convergence L” du
schéma. Afin de prouver la régularité de v, on procéde par récurrence sur n.
Pour n = 1, on retrouve le théoréme 3.5. Pour n = 2, on considére v = S><Y
et on suppose que p,(Sz) < 247 — 1. On introduit la suite des différences finies
renormalisées

wl =2 Av! =28 (vV ) - S (00) A, (3.109)

ainsi que
Aw? = PN 7 = 29851771 -+ - S(10) A%, (3.110)
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Si p est tel que 2p,(S9) < p < 217, alors
AW o < P AP |eo (3.111)

Si w; est I'interpolation “constante par morceaux” de w’ définie par

Wy =Y wih(2' - k), (3.112)
keZ
avec h = X[, on obtient par la meéme méthode que dans la preuve du

théoreme 3.5 la convergence de w; dans LP vers une fonction w € B;’q pour
tout £ tel que

p < —108r(5)) L1 _loglpp(%)) + 1 (3.113)

log 2 P log 2 P

On peut d’autre part facilement vérifier que w; = %Uj, ol v; est I'interpolation

affine par morceaux de v/ définie par (3.61). On a donc

/wj(m)f(m)d:v = —/Uj(l')f/(l')dl’, (3.114)

pour toute fonction test f € D(IR). Par passage a la limite de w; et v; dans
L?; on en déduit

/ w(@) f(x)dz = — / o(2) f'()de, (3.115)

pour toute fonction test f € D(IR), i.e. v est faiblement différentiable dans L?

avec v/ = w. On en déduit que v € BLE' pour tout ¢ vérifiant (3.113), c’est a

dire v € B, , pour tout s < loe(pp(52)) | %. On peut facilement vérifier que 1'on

aurait obtenu la méme fonction limite w si I'on avait défini w; par interpolation
affine de w’ suivant (3.61). Ceci nous permet d’itérer cet argument pour n > 2
et d’obtenir ainsi le résultat général annoncé. ([

Remarque 3.4. Tous les résultats que nous avons présentés dans cette sec-
tion se généralisent au cadre multidimensionnel, en introduisant de la méme
maniére les régles de subdivision S,, telles que S, (w)A™u = A™S(w)u associées
aux différences finies d’ordre n

A" = (A%U)|a|=n- (3.116)

Les conditions dans le théoréme 3.6 doivent étre modifiées suivant p,(S,) <
24/l ot g < —% + 2 o0 d est la dimension. Les généralisations des

résultats sont alors formulées et prouvées de maniére identique.
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3.3.3 Théoremes inverses pour les espaces de Besov

Nous allons a présent considérer I'itération du processus de reconstruction
lorsque 1'on ajoute des détails non-nuls, c’est a dire

v =S Wt el =S T+ Bdl (3.117)

On suppose ici que 'on dispose d'une base stable pour l'espace Ker(ij_l)
permettant d’établir I’équivalence

le”llee = (|1 B |ew ~ || s (3.118)

On considere a nouveau les fonctions v; obtenues par interpolation affine des
suites v/ suivant (3.61). Dans le cas on (v°,d% d*,---) est la représentation
multiéchelle d'une fonction v € LP basée sur la discrétisation (3.2), on sait que
I'on a
vi= > vip(2 - —k) =2 (0,62 k)2 - —k) = Qu  (3.119)
keZ kEZ

ot ¢ = max{1—|z|, 0} est la fonction chapeau et @ est la fonction de discrétisation

(que I'on suppose ici dans L¥ afin que le produit scalaire ait un sens). L’opérateur
(), défini par

Qif =2 ([, @2 - —k)p(2 - —k), (3.120)
keZ
est un quasi-interpolant qui reproduit les constantes (d’apres [¢ = 1 et

Yo p(- — k) = 1), et des arguments classiques de théorie de 'approximation
montrent alors que

llIgl ||U — QjUHLp =0. (3121)
J—=+oo

Par conséquent la fonction v est bien la limite du processus de reconstruction
(3.117). Afin d’obtenir le théoréme inverse exprimé par (3.12), nous allons
donc chercher a estimer la régularité de cette fonction limite en fonction des
propriétés de taille des coefficients d”.

Nous allons établir un résultat intermédiaire qui sera utilisé dans la preuve
du résultat principal.
Lemme 3.1. Si la regle de subdivision S reproduit les constantes, on a alors
[’estimation

i1 = villze < 27977[[| A7 ||ew + (||| r] (3.122)

Si p > p,(S1), on a d’autre part

7j—1
1Al S 210 ller + > 071 e (3.123)
=0
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Démonstration : nous avons déja établi I'estimation (3.122) dans la preuve
du théoreme 3.5 dans le cas d’ = 0. Lorsque les détails ne sont pas nuls, on
peut écrire

Vi1 = QAJj + €5, (3124)
ou ¥;41 et e;y; représentent les fonctions obtenues par interpolation affine de
T = S(v/)v? et de €/. On a ainsi

11 = vl < 0540 = vjllze + llesaallze S 27921 AV p + (|7 |uo], (3.125)
ce qui entraine (3.122) grace a (3.118). Afin de prouver (3.123), on écrit

Avl = A(S(/ )it 4 ed)
= S (vITHAvITL + Aed
= S1(v7 1) Sy(v) AW 2 4 S0 )AL+ A
e Sl(vj‘l) 2 S (00) Av® + 2{21 Sy(vi1) - .Sl(vl)Ael.

Puisque p < p,(S1), il existe une constante C' telle que

1S1(w’) -+ Si(w")||ew < Cp7 (3.126)
pour tout j et tout (w',---,w’) € (£>)7. On obtient ainsi 'estimation
. . j .
1Al S PO |+ P A |, (3.127)
=1
qui entraine immédiatement (3.123). 0.

Notons que la combinaison des estimations (3.122) et (3.123) entraine en
particulier

J
i1 = vjllee S 27970 [0l + D 07l o). (3.128)
1=0
Nous abordons finalement le résultat principal de cette section qui nous donne
le théoreme inverse dans le cas s < 1.

Théoreme 3.7. Soit S une regle de subdivision quasi-linéaire qui reproduit
les constantes. Si p,(Sy) < 2YP7+1 et si (10, d°,dY, -+ -) sont tels que

[0ler + 2P |l 6n) 20l < 00, (3.129)

log(pp(S1)) 41

pour un s > 0 tel que s < — log 2 1 alors la fonction v appartient a B, ,

et on a de plus

B S 00w + ([P d | ) j50 | ea (3.130)

p,q N

o]
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Démonstration : nous évaluons tout d’abord la norme LP de v en utilisant
(3.128). En choisissant p tel que p,(S1) < p < 2'/? on obtient

[ollze < lvollze 4+ 22550 l0j41 — vjllze ,
SOl + 22550 277207 [0l ew + iy 27|l
S ||UO||€P [ijo@_l/pp)j] + leo ||dl||€pp_l [ijl@_l/pp)j}
SNl + D150 ||| 2717
S 1ller + 15PN d o) 0l

la derniere ligne utilisant I'inégalité de Holder

D lld' w27 < YR ) js0llea (27 gm0l S TSP o) 0o
>0

Il nous reste a évaluer la semi-norme

Bs = |[(27%w1 (v,277) 1v) j50] ea- (3.131)

|/U p,q
Pour chaque j > 0, on évalue wy(v,277)» en écrivant
w1 (U, 2_j)Lp S wl(v — Uy, 2_j)Lp -+ wl(vj, 2_j)Lp. (3132)

En choisissant p tel que p,(S1) < p < 27, le premier terme est estimé suivant

wl(v — vy, Q_j)Lp 5 ||U - Uj”LP < Zan ”Un-i-l - Un”LP
< Xy 7 0 e + S o)
S 279 |00l 4+ 2700 3 T N e 4 30 27V |

Le deuxieme terme est évalué suivant

wi (v, 2 e S 277V || 1w
< 279 A ||
< 279 7|00 g + 27972 5T |

L'estimation de la semi-norme [v|ps se ramene ainsi a celle de [[(27°a;);>0llea,
1(27°b) 20llen €t [1(27°¢) jollea, avee aj := 279207 00|, by = 27972 570 p || v
et ¢j = 3., 277||d']|w. Le point important ici est que I'on a

25271y (S)) < 1, (3.133)
et par conséquent, on peut choisir p > pp(Sl) tel que

o =252y < 1. (3.134)
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Ceci entraine immédiatement
127a;)50llee = [[0°lew (@) j20llea S N10°]]eo- (3.135)
Pour estimer ||(27%b;);s0ll¢a, on écrit

12b)szoller = 112722737 520, 7' ]l0)520 s
= I(e 3Zi_g @~ 2072 || 2) >0l

On utilise alors I'inégalité de Hardy suivante : si 0 < a < 1 on a
_ J
1@ a7 a)z0llen < M) 20lles. (3.136)
1=0
Appliquée & z; = 26721 d!|| 5, cette inégalité nous donne par conséquent
1(2°0)550ll0 < NP7 |lw) 0]l (3.137)

Pour estimer ||(275¢;)>0|lea, on écrit

127 ¢)z0llen = 1129 Fys; 2712674 | 9) 0]
(27 32,5 2726701 d| o) o a-

On utilise alors I'inégalité de Hardy suivante : si # > 1 on a

187~ 87" jz0llen S @) 520lea- (3.138)

1>j
Appliquée & z; = 267/ d!|», cette inégalité nous donne par conséquent
1(27¢) 20/l < NV |lw) 0]l (3.139)

En combinant (3.135), (3.137) et (3.139), on obtient par conséquent

olss, < 0%l + 12% P91 |60) 50l ea (3.140)
et le théoreme est ainsi démontré. O

La généralisation de ce théoreme a des degrés de régularité s > 1 est sim-
plement basée sur la technique de récurrence que nous avons déja utilisé dans
la preuve du théoreme 3.6 pour 'analyse de la régularité de la fonction limite
de T'algorithme de subdivision. Pour cette raison, nous ne donnons qu’une
esquisse de sa preuve ci-dessous.
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Théoreme 3.8. Soit S une regle de subdivision quasi-linéaire qui reproduit
les polynomes jusqu’aw degré m — 1. Si pour un entier n € {1,--- ,m} on a
pp(Sn) < 24P HL les résultats du théoreme 3.7 s'étendent alors a s > 0 tel

log(pp(Sn)) + l
p

que s < —=55

Démonstration : d’apres la proposition 3.4, on a p,(S;) < 217, ce qui nous
permet de retrouver I'estimation de ||v||» par [|v°]e + || (2672 ||d7|| ) js0]|ca-
On procede alors de la méme maniere que dans la preuve du théoreme 3.6, en
partant du cas n = 1 qui est démontré dans le théoreme 3.7 : pour n = 2, on
introduit la suite des différences finies renormalisées

wl = VAT = 28 (v + 27ed, (3.141)

et son interpolation “constante par morceaux” de w’ définie par

Wy =Y wih(2 - —k). (3.142)

keZ

On montre alors que w; converge dans L” vers une fonction w qui appartient

a B} , pour tout t tel que t < —% -1+ %, avec
wlgy, S [0lle + [P & lw) 0] o, (3.143)

On montre finalement que w est la dérivée faible de v, ce qui entraine le résultat
recherché pour n = 2. On peut facilement vérifier que 'on aurait obtenu la
méme fonction limite w si 'on avait défini w; par interpolation affine de w?
suivant (3.61). Ceci nous permet d’itérer cet argument pour n > 2 et d’obtenir
ainsi le résultat général annoncé. O

Remarque 3.5. Tous les résultats que nous avons présentés dans cette section
se généralisent au cadre multidimensionnel, avec les régles de subdivision S,
pour les différences finies d’ordre n définies dans la remarque 3.4.

3.3.4 Application a ENO, WENO et ENO-SR

Nous terminons ce chapitre en appliquant les résultats établis dans les
théoremes 3.5, 3.6, 3.7 et 3.8 aux représentations non-linéaires basées sur les
opérateurs de prédiction ENO, WENO et ENO-SR. dans le cadre des valeurs
ponctuelles et des valeurs moyennes.

Observons au préalable que la régularité des fonctions limites obtenues par
itération du schéma de subdivision utilisant a chaque échelle une procédure
d’interpolation ENO est intrinsequement limitée. Considérons par exemple le
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cas des valeurs ponctuelles : si les données vY sont telles que la sélection du
stencil évite a chaque échelle un point de la grille grossiere, alors la fonction
limite n’aura aucune chance d’étre différentiable en ce point. Cette situation se
produit par exemple avec I'interpolation ENO & 2M + 2 points décrite dans la
section § 1.2.3, si 'on prend v) = |k|, qui aboutit & la fonction limite v(¢) = |{|
car le stencil sélectionné évite systématiquement I'origine. De la méme maniere,
dans le cadre des valeurs moyennes, la fonction limite de la subdivision associée
a la prédiction ENO peut étre discontinue. Par conséquent nous appliquerons
essentiellement les théoremes 3.5 et 3.7 qui correspondent a une régularité peu
élevée et s’appuient sur l'analyse du rayon spectral conjoint de la regle de
subdivision S7 qui agit sur les différences finies d’ordre 1 suivant

(Sl AU k — Zbkl AU; (3144)

Notre premier exemple est la prédiction ENO des valeurs ponctuelles par
sélection d'un stencil de quatre points, qui aboutit a I'une des trois formules
(1.52), (1.74) ou (1.75). Dans ce cas particulier, ces formules nous permettent
aisément de déduire les regles suivantes pour les différences finies du premier
ordre :

[+l 1 j 1 j 1 j
Av%k—i—l = Avk 1 + Avk + Avk+17
avec la sélection du stencil centré,
[+l
Avhy, = Avk—Q Avk 1t Avkv
avec la sélection du stencil décentré a gauche et
1 A, G LA 1 j
Ay = 1A — 3 Avy + 35 A0 (3.147)
~J _ J J J :
Avyyy = A + ;Av, — 5AV,

avec la sélection du stencil décentré a droite. Ces regles nous indiquent 1’en-
semble des valeurs que peuvent prendre les coefficients by ;(w).

Une remarque immédiate est que dans chaque cas, la somme des valeurs
absolues des coefficients est au plus égale a 1 ce qui nous fournit une premiere
estimation pour la regle de subdivision S; associée aux différences d’ordre 1

11 1

sup ||.S o = sup sup b +-+—==1 3.148
sup [151w)lle Zm SATRRET (3.148)
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Cette estimation ne peut nous suffir pour appliquer les résultats des théoremes
3.5 et 3.7 avec p = 0o, puisque ceux-ci exigent la condition p(57) < 1. Afin de

prouver que celle-ci est vérifiée, il est nécessaire de considérer deux itérations
de Sl.

Lemme 3.2. Pour la regle de subdivision associée a la prédiction ENO a 4
points, on a

sup  ||S1(wh) Sy (w?)][e= < 1 (3.149)

w0 wlefee
et par conséquent ps(S1) < 1.

Démonstration : Pour deux suites fixées w®, w! € (*°(ZZ), on a

(Si@)si@) =3 (S e (Si@Des  (3150)

k.l
k' EX

et par conséquent, la norme ||S;(w')S;(w?)||e~ peut étre estimée par

supy 01 (51 (') Sy (00l < supe 53 S0 1S (0| (51 () s
— sy Ypres,, ([ ()] Xy biea(w?)]),

ol gj,k est le stencil sélectionné pour k a partir de la donnée w®.

Puisque S'j,k contient trois intervalles consecutifs, il contient une paire de la
forme (2m, 2m+1). En utilisant les relations (3.145), (3.146), (3.147), on déduit
que P'une au moins des égalités >, [bay (W) = 5/8 et >, |bams1,(w?)] = 5/8
est vérifiée. Tl existe donc ko € S; tel que

> [brg,i(w”)] = 5/8. (3.151)

l

Comme ko € S, nous avons |by,,(u)| > &. On en déduit

Py <|bk,k'(w1) 2 |bk',z(w0)|> = 510k ko (W) + Dy br i (W) 32 [brr 1 (w°)]
< %Ibk,kg( wh)| + Zk’;éko i (w1))|
< L+ (2 = Dby (')
<l-g5 =1 <L
ce qui prouve le résultat annoncé. O

Une estimation plus précise de la norme ||S;(w!)S; (w®)]|~ peut étre obte-
nue en faisant avec 'aide de I'ordinateur un calcul explicite prenant en compte
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toutes les combinaisons possibles des stencils utilisés. On obtient alors 'esti-
mation suivante

9
p(S1) < sup Sy (wh)Sy(?)[i = ToV2 (3.152)

wO wleloe

Nous pouvons par conséquent appliquer les théoremes 3.5 et 3.7 pour obtenir
le résultat suivant.
Théoreme 3.9. Pour la prédiction ENO a quatre points, les fonctions li-

log( % V2) ~

mites du schéma de subdivision sont de classe C* pour tout s < — Ton

0.6601499. Pour ces valeurs de s > 0 on a
[ollcs < 10°ess + 1027 (||| g2 ) o0l eoe - (3.153)

pour v et d tels que d = Mv.

Notre deuxieme exemple est I'interpolation de type WENO pour les valeurs
ponctuelles, définie dans la section § 1.2.3 par la formule (1.82), qui correspond
a une combinaison convexe des formules (1.52), (1.74) et (1.75), avec des poids
qui dépendent régulierement des données. On en déduit aisément les regles

~7+1 —Qp ] 4ak _1tog ] 1lag 1+8ay o+5a. ]
Ay, 1= =g Avy_, + =Bgg—8 A, + b= Ay (3.154)
+—4ak,1—ak,0A J + ak,lA J :
16 Vk+1 T 16 SVk+2
et
~j+l Q-1 J —dog,—1—0k0 A, J 1lag,—1+8ag,0+5ag 1 J
Al = =3 Aj}kﬂ +- 16 A,kal + 16 Ay
QL1+ k,0 J 9k J
+—5 Av — T Av,,
(3.155)

dans lesquelles les ay; sont les poids de la formule (1.82). En utilisant les
relations (3.154) et (3.155) on obtient

)
Z Dok 1 (w)] < a1 + g(ak,o + ag,—1) < 1, (3.156)
I

et

)
Z |bog+10(w)| < a1 + g(ak,o +ag1) <1, (3.157)
.

soit ||S1(w)l|ie < 1, puisque > ag, =1 et ag, > 0. Comme dans le cas de
la prédiction ENO, il est nécessaire de considérer deux itérations de S; afin de
prouver que po(S1) < 1.
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Lemme 3.3. Pour la régle de subdivision associée a la prédiction WENQO, on
a

sup  [|S1(w") Sy (w?) || < 1 (3.158)

w0, wlefee
el par conséquent ps(S1) < 1.

Démonstration : Pour deux suites fixées w®, w' € £°°(Z4), nous avons
151 (w") Sy (w®)[ g < SHPZ <|bk % |Z |bgr 1 (w > (3.159)

Pour k fixé, nous pouvons déduire des relations (3.154) ou (3.155) qu’il existe
toujours un m tel que

. 1
ing |bg 2m (W) |, Ok, 2m1 (wh)[} > 32 (3.160)
On remarque d’autre part I'inégalité
5 13 13
Z |bam,i(w |+Z |bami10(w”)] = Zak,0+§(ak,1+ak,_1) <35 < 2. (3.161)

l

Par conséquent, nous pouvons écrire

1S3 (w)S1(wO)lese < 3 somamar [Prsr (W] + D00 oy 1Drge (W) 22 [brr 1 (wP)]
= 2 O (W] = 3o ot [k (W1 = 32 [bwr g (wO)])

<1- 3% Zk’:Qm,2m+1(1 - Zl |bk’,l(w0)|)

1— L( - E)

8
253
256 <L

|| A

d’ou le résultat recherché. O

Par un calcul explicite effectué a l'aide de 'ordinateur, il est possible d’ob-
tenir une évaluation plus précise de ||Si(w')Sy(w?)]|e~, qui est la méme que
pour la prédiction ENO :

pulS) < sp 1S ()10 12 = V3 (3.162)

wl wdeloe

Nous pouvons par conséquent appliquer les théoremes 3.5 et 3.7 pour obtenir
le résultat suivant.
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Théoreme 3.10. Pour la prédiction WENQO, les fonctions limites du schéma

9
de subdivision sont de classe C* pour tout s < —% ~ 0.6601499. Pour
ces valeurs de s > 0 on a
[vllos S M1v°llese + 127 [[ o) 50l e - (3.163)

pour v et d tels que d = Mw.

Nous considérons a présent la technique d’interpolation ENO-SR dans le
cadre des valeurs ponctuelles. Nous avons décrit cette technique dans la section
§ 1.2.4 du chapitre 1. Rappelons que celle-ci comporte une étape préalable de
détection des intervalles susceptibles de contenir une singularité de la fonction.
Sur les intervalles réguliers, nous appliquons simplement l'interpolation ENO
a 4 points qui correspond aux regles (3.145), (3.147) et (3.146) pour le calcul
des différences. En revanche, sur les intervalles [;_; j singuliers, on utilise les
polynomes pyp_1 et pry1, basés sur les valeurs des stencils decentrés a gauche et
a droite, de part et d’autre de la singularité estimée par le point d’intersection
yq de ces deux polynomes. Afin de simplifier I’analyse, nous considérons dans
ce cas une reconstruction plus simple dans laquelle les polynomes py_1 et pri1
sont de degré 1, et sont respectivement donné par l'interpolation affines des
valeurs (vij,vi_l) et (v{cﬁvilé) Dans ce cas, le point y4 est unique, et la
reconstruction ENO-SR n’est utilisée que dans le cas ou ce point se situe a
I'intérieur de I; ;. Nous présentons cette technique dans la figure 3.3.

|
k-1 kK y k+1 k+2
Fia. 3.3 — Reconstruction ENO-SR

La regle obtenue lorsque 'on utilise I'interpolation ENO-SR sur [;_; ; est
donc donnée par

N 3 1 .
U%k—f—l = av; 1 51}‘,1_1, (3.164)



si 21 (k4+1/2) <y < 2M(k+1), et

~1q 3 —1 1 i—1
/U%k-i—l = 2vk+1 21}%4_2, (3.165)

si 2177k < yg <2V (k +1/2). Les regles de subdivision pour différences finies
sont alors données par

1 1
Avl = AvfC Let Av) = Avj ! — EAvi 5 (3.166)
si 27 (k+1/2) <y <27 (k+1), et

Avl, = Avl Tt — —A Vi Tet AvaH Avfﬁll (3.167)
si 28k < yg <2V (k4 1/2).

Nous constatons que dans chaque cas, la somme des valeurs absolues des
coefficients pour I'une des deux regles est supérieure a 1. Une analyse plus fine
nous montre qu’on a néammoins une propriété de contraction pour toutes les
différences. Considérons par exemple Avl, dans le cas 217k < yg < 2177 (k +
1/2). En posant a = 29"y, — k277) et b = 277 1((k + 1/2)27 — y4), nous
pouvons écrire

|ng+1 Prt1(Ya) + Pr1(Ya) — U%k|
Vg 41 — Prr1(Ya)| + [Pr1(Ya) — vi] (3.168)
alAvy~ 1| + b|Avk+1

|A’Uék| = |U%k+1 - v;k|

| IVANI

i — — i J N R
et nous avons clairement |a| 4 [b] = a 4+ b = 1/2. Puisque Av), , = 5Av; 7,
nous obtenons ainsi

1
max{|Avhy|, [Avy, [} < 5 5 max{|Av] 7 |, [AviT [} (3.169)

Par symmétrie, (3.169) est aussi vérifiée si 217 (k+1/2) <y < 217 (k+1). Ces
remarques nous permettent d’estimer le rayon spectral conjoint de Sy, grace
au résultat suivant.

Lemme 3.4. Pour la régle de subdivision associée a la prédiction ENO-SR,
on a

sup |1 (wh) Sy (w?)]e= < 1 (3.170)

wl wlelee

et donc poo(S1) < 1
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Démonstration : comme pour ENO et WENO, nous partons de I'inégalité
1S1(20") 81 (w°) e < supz (150 (w0 |Z b a(w?)]). (3.171)

Dans le cas ou k correspond a une différence finie située dans un intervalle ot
on a utilisé la prédiction ENO-SR, les remarques ci-dessus nous ont montré
que > |brp(wh)] < 1/2. On a alors

S (1B () D beea(w?)]) < wa ) <1/2 (3.172)

I
Dans le cas ou k correspond a une différence finie située dans un intervalle ou
on a utilisé la prédiction ENO, on procede essentiellement de la méme fagn
que dans la preuve du lemme 3.2, en remarquant que gj,k contient une paire
de la forme (2m,2m + 1). Dans le cas ol on a utilisé la prédiction ENO sur
I'intervalle correspondant a cette paire, nous avons vu que I'une au moins des
6galités >, |boy (W) = 5/8 et >, |bams1,(w?)] = 5/8 est vérifiée. Le cas olt
I'on a utilisé la prédiction ENO-SR est encore plus favorable puisqu’on a alors
S b2 (w°)] < 1/2 et 3, bt (w®)| < 1/2. Ceci nous permet de conclure
de la méme maniere que dans la preuve du lemme 3.2 que nous avons

S (1) 3 Iowaw)]) < 10 < 1. (3.173)

k/

ce qui prouve le résultat annoncé. O

Une estimation plus précise de la norme ||S1(w')St(w)]|e peut étre ob-
tenue en effectuant a I'aide de l'ordinateur un calcul explicite qui prend en
compte toutes les combinaisons possibles de prédiction utilisés. On obtient
alors 'estimation suivante

9

p(S1) < sup ||Sy(w) S (") = 75 V2. (3.174)
wO wleloe 6

Nous pouvons par conséquent appliquer les théoremes 3.5 et 3.7 pour obtenir

le résultat suivant.

Théoréme 3.11. Pour la prédiction ENO-SR, les fonctions limites du schéma

9
de subdivision sont de classe C* pour tout s < —1Ogl(;g6;/§) ~ (0.6601499. Pour
ces valeurs de s > 0 on a
[vlles S N10%leme + 1127 [le=) 0l (3.175)

pour v et d tels que d = Mw.
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Nous considérons maintenant des opérateurs de prédiction dans le cadre
des valeurs moyennes. Comme nous l'avons déja remarqué, nous ne pouvons
pas esperer dans ce cas de résultat de régularité holderienne, et par conséquent
nous examinerons ici le rayon spectral p;(S;) qui correspond a I'analyse de la
régularité dans les espaces By . Dans le cas de la prédiction ENO basée sur la
reconstruction d’une polyndéme quadratique a partir de trois valeurs moyennes
donnée par les regles (1.62), (1.76) et (1.77), on obtient les regles suivantes
pour le calcul des différences :

1, .., 1

Avh, = —Av] T ——Av]T et Avj, | =

-1, .. 3, .1 1, .
1 1 Aviﬁ—i—ZAvi l—gAvi_} (3.176)

8

avec le stencil centré,
A} A“SA“ Av) Aﬂl A]15Aj_1
Vor = Up41 T B0 ot AUy = S AV~ k+1+§ v, (3.177)

avec le stencil décentré a droite, et

bt

. 1 .
< Av] 7T+ <Al 7L (3.178)

3 .
szk Av” 1—1— Avi é et Av%kﬂ = 5 _

i—1
1 1 Av] ™ —

1
4
avec le stencil décentré a gauche. Afin de prouver que la condition po,(51) < 2
est vérifiée, il est nécessaire de considérer deux itérations de S;. Nous partons
donc de I'estimation

I$1w")$1 (") le < sup 37 ([bes ()| 3 s w)]). (3.179)

k’GS] k

On peut estimer le membre de droite en effectuant a 'aide de 'ordinateur
un calcul explicite qui prend en compte toutes les combinaisons différentes de
stencils et qui aboutit a I’estimation

sup Sy (w) S (w?)||e < 18—3 <4 (3.180)

w0, wl el

Par des calculs explicites similaires, on aboutit a la méme estimation pour la
prédiction WENO qui correspond a une combinaison convexe des trois regles
(1.62), (1.76) et (1.77), ainsi que pour la prédiction ENO-SR dans laquelle
on utilise la reconstruction constante par morceaux (1.84) pour les intervalles
singuliers. Nous pouvons par conséquent appliquer les théoremes 3.5 et 3.7
pour obtenir le résultat suivant.
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Théoreme 3.12. Pour les prédictions ENO, WENO et ENO-SR en valeurs
moyennes définies ci-dessus, les fonctions limites du schéma de subdivision
g (13
sont de classe By, pour toul s < —12g1(()g82) + 1 =~ 0.6989. Pour ces valeurs de

s>0ona

[vllss, S 10°e + 15 dl0) 50l (3.181)
pour v et d tels que d = Mw.
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STABILITE DES REPRESENTATIONS
MULTIECHELLES NON-LINEAIRES
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Chapitre 4

Stabilité des représentations
multiéchelles non-linéaires

4.1 Introduction

Dans les applications telles que la compression et le débruitage, nous sommes
amenés a perturber les coefficients de la représentation multiéchelle du signal
par des opérations de seuillage ou de quantification. Il est important de savoir
évaluer l'effet de telles perturbations lorsque I'on reconstruit le signal. Plus
précisément, si d = Mw est la décomposition multiéchelle d'une fonction v,
et si d est la version perturbée et & = M~1d la reconstruction associée, on
cherche a comprendre si I'on peut écrire

lo=3lla < Ild—dls (4.1)

pour || - || et || - ||» deux normes prescrites. C’est le probleme de la stabilité de
la reconstruction que nous avons déja évoqué dans le chapitre II, dans le cas
particulier du controle de la norme L2.

Les résultats du chapitre précédent nous ont montré que dans le cadre
plus général des espaces de Besov, on peut établir pour les représentations
multiéchelles non-linéaires des résultats du type

Bz.0 S 10l + 12C7VP)|d |60 oo (4.2)

p,qg N

v
Il est donc légitime de rechercher un résultat de stabilité du type

lv =l < I0° =2l + 25N — &]|s)j20]lea, (4.3)

p,q Y
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mais celui-ci ne peut pas se déduire directement de (4.2) pour les représentations
non-linéaires. En fait, il est facile de constater que les représentations non-
linéaires basées sur la prédiction ENO sont instables, en raison du mécanisme
de sélection du stencil qui basé sur une comparaison des fonctions de cout : il
est possible de produire des données telles qu'une perturbation arbitrairement
faible de ces données modifie cette sélection et entraine ainsi une perturbation
importante de la reconstruction.

Le but de ce chapitre est de fournir un cadre général permettant d’établir
des résultats de stabilité pour les représentations non-linéaires. A partir d’une
paire de données (v°,7°) et (d’,d?);>0, nous considérons les processus de re-
construction

v/ = ST T el = ST T 4+ BdP T (4.4)

et
=S T 4 & =S + Bd Y, (4.5)

et nous cherchons a controler I'erreur v — o entre les fonctions limites a partir
des perturbations v* — #° et &/ — d/. Comme dans le chapitre précédent, nous
limitons notre étude au cadre monodimensionnel. Notre analyse s’articulera a
nouveau autour de la convergence du schéma de subdivision S qui s’exprime
par une borne sur le rayon spectral conjoint p,(S1). Nous serons en outre
amené a formuler I hypothese que les coefficients ay ;(w) associés a I'opérateur
de prédiction quasi-linéaire dans la définition 3.1 ont une dépendance lipschit-
zienne par rapport aux données locales, au sens suivant

ar (W) — apg (@) < C sup  |wy, — Wy, (4.6)
1—m|<Q

avec ( un entier fixé. Une telle hypothese exclut d’emblée la prédiction ENO,
mais nous verrons qu’elle est vérifiée pour la prédiction WENQO définie par
(1.82). En utilisant le fait que ax(w) = 0 pour |k — 2{| > M, on voit que (4.9)
entraine la dépendance lipschitzienne de la regle de subdivision par rapport
aux données suivant

15(w) = S(w)]|ee < Cllw — wl|ee, (4.7)

ainsi que

[S(w) = S@)[ler < Cllw — Dl < Cllw = wller, (4.8)

Ces propriétés vont jouer un role essentiel en vue d’établir des résultats de
stabilité dans les espaces L et les espaces de Besov B .
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Annoncons d’ores et déja une limitation sévere que nous n’avons pas réussi
a contourner dans ces résultats : nous sommes amenés a supposer p,(S;) < 1
(au lieu de p,(S;) < 247 qui est la condition naturelle au vu des résultats
du chapire précédent) et ||d[|» < p’ pour un r € [0, 1], ce qui signifie que la
fonction v appartient & W*? avec s > 1/p. C'est une limitation sévere dans le
cas p < oo. Elle signifie en particulier que I'on considere uniquement des per-
turbations sur des fonctions v continues, alors que I'intérét des représentations
non-linéaires en valeurs moyennes est précisément de mieux traiter les fonc-
tions présentant des discontinuités. En particulier nos résultats ne s’appliquent
pas aux représentations ENO-EA du chapitre 2 qui engendrent des approxima-
tion discontinues. Nous pourrons cependant les appliquer aux représentations
WENO que nous avons introduit dans la section § 1.2.3.

4.2 Stabilité et différences finies

Dans cette section, nous établissons quelques résultats faisant intervenir les
différences finies et qui nous servirons a établir les résultats de stabilité dans
les deux sections suivantes. Une premiere remarque est la propriété (4.9) de
dépendance lipschitzienne des a,; par rapport aux données locales est “trans-
mise” aux coefficients c;; de la regle S associée aux différences finies lorsque
celle-ci est bien définie (c’est a dire lorsque la régle S reproduit les constantes) :
au vu de leur construction dans la preuve de la proposition 3.3, ces coefficients
vérifient aussi

k(W) — crp(@)| £ C sup  |wp, — Wy, (4.9)
[l—=m|<Q

et on a par conséquent
[S1(w) = Si(@)[er < Cllw =@l < Cllw — |- (4.10)

Il en est bien entendu de méme pour les regles S, lorsque celles-ci sont bien
définies.
Rappelons par ailleurs I'existence d'un opérateur de restriction de la forme

. 1 -
Wil = 5 . (4.11)

[n|<P

avec Zln\ <p h, = 2. Cet opérateur va nous permettre d’établir un lemme qui
jouera un role dans I'analyse de la stabilité.
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Lemme 4.1. ] existe une constante D > 0, telle que
lvjllze < llv-allze + D277/7)| A7 ||, (4.12)

ot vj et vy désignent les interpolations affines par morceaux de données v’
et vV~ telles que v/~ = P! 0.

Démonstration : Il suffit de montrer que 'on a
lj = viallee < 27977 A7 oo (4.13)

Nous avons vu dans la preuve du théoreme 3.5 que

-1, -1
—j j i—1 j /A O
lv; = v alle S 2777 (I(vg — ol Dkemller + | (vhys — kezller)-
4 o 3 (4.14)
Puisque v] = 1 D jnl<P hn3y,, avec Y h, = 2, on peut écrire
— v}, = Z c”UZk—i-n’ (4.15)
[n|<P
et i i
vy, ‘H)k:q -
9 Ugpsr = Z dn”2k+n: (4.16)
[n|<P+2

avec y ¢, = »_d, = 0. Par le méme raisonnement que dans la preuve de la
proposition 3.3, nous en déduisons

- _U2k Z CnAUQk—i—n’ (4.17)
In|<P
et - -
= -
(A e VA . ~ ;
= Y dAg, (4.18)
[n|<P+2
ce qui entraine (4.13). O

Remarque 4.1. Puisque ['opérateur de restriction est linéaire, on obtient de
la méme maniére

lv; — Bl e < [Jvj—1 — D]l ze + D277 AT — AW ||4n, (4.19)

avec v/ = Pl 07 et 0971 = P! o7
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Remarque 4.2. L’existence d’un opérateur de restriction de la forme

- 1 -
= > vl (4.20)

[n|<P

avec ZInISP hn = 2, se transmet sur les différences finies : en utilisant la
relation (4.20) on obtient

(Avi ™), = % Z|n|§P }:ln<vék+2+n - ng—i—n) ’
3 Djnj<P hn (A7) g1 414 f(AU])an)
= 3 pni<pi1(n + A1) (A0 )ap g,

et par conséquent

(A = > kL (Ao, (4.21)
|n|<P+1
avee hl = L(hy + hny1), et par conséquent D in<pil hl = 2. On a plus
généralement pour m > 1,
(A= Y (A g, (4.22)
[n|<P+m

avec h™ := R4 b et D inl<P+m h™ = 2™, Cette remarque nous sera utile
par la suite.

Le lemme suivant nous apporte une estimation sur la perturbation des
différences finies ||Av? — Ad’ || induite par les perturbations aux échelles plus
grossieres.

Lemme 4.2. On suppose que S reproduit les constantes. Soit p > p,(S1) et
r < p. Si l'une des données est telle que

|l S 77 (4.23)

on a alors
7—1 Jj—1
1AV — A& < 0> | =l + Y P = e, (4.24)
1=0 1=0

Démonstration : puisque p > p,(S1), il existe L > 0 telle que

11 (w?) - - - Sy (w") |l < p", (4.25)
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pour tout L-uplet de suites (w',--- ,w’).
On suppose maintenant que j > L. En itérant L fois les relations (4.4) et
(4.5), on obtient 'estimation

L
|AY — A || < X7 4> VI, (4.26)

=1
ol
X7 = ISy (07 7Y - S (0 T AT — Sy (50T - S (TR AT T |, (4.27)
et
Y= 1Sy (07 ) - Sy (T Y AF T = S (07 - S (8T AT . (4.28)
Nous pouvons estimer le terme X7 suivant X7 < X7 + X7 avec
X = ||S (0" 1) - Sy (v E) (AT TE — AGTTE) ||, (4.29)
et
X = IS1 (") - S () = Sy (0N - Sy ()| | AV T . (4.30)
Pour X7, nous avons d’apreés (4.25)
X7 < pH|AvTE — AT, (4.31)

En utilisant la propriété de stabilité (4.10) et le fait que ||S(w)| e est uni-
formément borné, nous pouvons écrire

~

[S1 () - S (0T E) =Sy (@) - SU(TE) || < Z o7 — 77| p. (4.32)
I=1
Par conséquent nous obtenons 'estimation

L
X7 < p AV E — ATTE | o 4 Ol AV | (Z it — w’—ln@). (4.33)

=1
Rappelons a présent I'estimation
j—1
1A leo S PIIAC [l + D o7 | A o, (4.34)
1=0
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déja démontrée dans la preuve du lemme 3.1. En utilisant I'hypothese (4.23),
on obtient

18l < P+ (/)Y £ 0 (13

1=0
En combinant ceci avec (4.33) nous obtenons 'estimation

L
X7 < || A — AV || + CpE (Z [ fﬂ'*lllep). (4.36)
=1

Par la méme méthode, nous obtenons pour chacun des termes Y7 Iesti-
mation

, !
vt < AdT = AP + 8GN (3010 F - 5K e). (437)
k=1
En appliquant 'hypothese (4.23) on en déduit
Y < |ADT = Ad | + i (Z [P k||ep> (4.38)

Pour simplifier la présentation nous introduisons les notations ald = o7 =07 || »,
B = || AV — A ||p et 47 == | Ad" = Ad’||v. En injectant les estimations (4.36)
t (4.38) dans (4.26), nous obtenons

B < pthEt C(PJ;L ZIL:I al !+ ZlL=1('ijl + ZZ=1 Oﬂ;k))
= B oL ol (1 S oV o) + O T (97
<P O T (L 2 T ) + Oy
<SPPI T L YT,
quitte a modifier la constante C' dans la derniere inégalité. En itérant cette
inégalité, nous obtenons

5j g pQLﬂj‘_ﬂl + O( Zl 1 OZJ - -+ Zizl ’yj_l + pizl[’;l fyj—L—l)
< pkLﬂ’_kL + C( Zl:l ol Zmzo(me Zl:l ’Y]_mL_l)).

En prenant k = [j/L], nous pouvons par conséquent écrire

j—1 j—1
B 5P (max )+ 07y o'+ o (4.39)
=0 =0



Pour n=10,---,L — 1, la propriété (4.8) de stabilité de 'opérateur de subdi-
vision S nous permet d’obtenir directement

n—1 n—1
B" = A" = ATl < 200" ="l D 0 =l + D [ld' — e (4.40)
1=0 1=0

En combinant avec I'estimation précédente, nous obtenons par conséquent
Jj—1 Jj—1
: : . -
BT (a1
1=0 1=0

c’est a dire le résultat annoncé dans le cas 7 > L. Dans le cas j < L, ce méme
résultat est une conséquence de (4.40). O

4.3 Stabilité dans les espaces L”

La propriété de stabilité que nous allons prouver pour le controle de ’erreur
de reconstruction dans les espaces L? est de la forme

lv =l S 10" = Pllee + > 277 ||d" — ||, (4.42)
>0

Cette forme est sous-optimale dans le cas 1 < p < 0o, au sens ou il existe une
meilleure estimation dans le cas des représentations linéaires correspondant
aux décompositions dans des bases d’ondelettes : par exemple, dans le cas
p = 2, la propriété de base de Riesz entraine

lo—8llZ: < o =2l + Y 2727d' — d'lI. (4.43)

>0

Nous n’avons pas réussi a prouver la validité de (4.43) pour les représentations
non-linéaires. Ce défaut sera corrigé dans le cas des espaces de Besov B;
étudiés dans la section suivante, et pour lesquels I'estimation obtenue sera
identique a celle des représentations linéaires.

Afin de prouver I'estimation (4.42), nous serons amenés a faire ’hypothese
pp(S1) < 1 et ||dw <17 avec r < 1 pour 'une des données. Dans le cas
p = 00, ceci signifie que la fonction v € L™ est aussi dans C¢, ou € > 0 peut
étre arbitrairement petit. Dans le cas p < 00, ceci entraine une limitation plus
sévere 1 v € LP est aussi dans WP pour un s > 1/p (et s > d/p dans le cas
multidimensionnel), ce qui exclut d’emblée les fonctions discontinues.
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Théoréeme 4.1. On suppose que S reproduit les constantes et que p,(S;) < 1.
Si||d || < 17 avecr <1, on a

v —dllze < I = ler + > 277" = d' - (4.44)
>0

Démonstration : il nous suffit de prouver que 'on a

J
1oy = Billoe S llvo = Boller + Y 277 d' = &', (4.45)
1=1
avec une constante indépendante de j. Qn introduit les notations suivantes :
ol = |lv; — Uj||e, B = 279/P|| AT — AW || et 47 i= 279/P||dT — A || o
Soit p tel que p,(S1) < p < 1 et r < p. En appliquant le lemme 4.2, on
obtient

Y S 27|t — e + X P12 d! — dlw
<P N 27— e + 305 P2~ d e
SP YIS0+ X5 0
D’autre part, d’apres la remarque 4.1, nous avons

o <ot + DB, (4.46)

Si 'on considere les suites croissantes &’ et 37 définies par a° = o, 5 = °
et

A~ — /-1 33
R R A
nous avons clairement o/ < a’ et
j-1
F<Cifadt + 0> P (4.48)

=0

En combinant cette inégalité avec la premiere égalité de (4.47), on obtient

j—1
& < (1+CDjphad " + 0> P, (4.49)
1=0
et par itération
' j J J -1
o <[[a+cpip)a’+c ( [T (t+cDre) (S p’“vl’l”“))- (4.50)
=1 =1 k=Il+1 k=0
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Puisque p < 1, le produit [[;2, (1 + CDlp') est convergent et uniformément
borné. On en déduit

i 0 J -1 k. l-1-k
ol S att Zzlzﬁz:k:op v
0 J— I
So+ Zzzo Y

et par conséquent

J J
~ i ~ _1
lv; = Billr <67 < a®+> 4 =llvo — Tollze + Y277 |ld — |, (4.51)
=1 =1

ce qui démontre le résultat annoncé. O

4.4 Stabilité dans les espaces de Besov

Nous abordons a présent les propriétés de stabilité pour le controle de
l'erreur de reconstruction dans les espaces By . Comme dans le chapitre 3,
nous considérons d’abord le cas 0 < s < 1.

Théoréme 4.2. On suppose que S reproduit les constantes et que py(S1) < 1.
Si (v0,d° d*,--) et (0°,d°, dY, -+ ) sont tels que

00 = 2|0 + [|(2C7YPY || — dP|gw) 5000 < 00, (4.52)

et
10w + (127291 d]| ) jollen < o0, (4.53)

log(pp(S1))

pour un s > 0 tel que s < — 108 2

appartient a B, , et on a de plus

+% et s > %, alors la fonction v — v

B0 S 0" = e + 1P — &) 200 (4.54)

p,.q "~

lv — 2]

Démonstration : puisque [|d||p < 267177 avec s > 5+ lous pouvons tout
d’abord appliquer le théoreme 4.1 qui nous donne

o=l S 0 =P+ Tyno 277d — &
< o0 = 3l + |25V & — @ 15) 0l (27 50 o
Sl =l + Q]| — )0 e

Il nous reste a évaluer la semi-norme
[wlsg, = (2" wi(w, 277) o) jz0lles. (4.55)
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pour w := v — 0. Pour chaque j > 0, on évalue w;(w,277)r» en écrivant
w1 (’LU, 2_j)Lp S w1 (w - Wwj, 2_j)Lp -+ wl(wj, 2_j)Lp, (456)

ol nous avons utilisé la notation w; = v; — v;.

Le premier terme, nous utilisons successivement les lemmes 3.1 et 4.2, et
le théoreme 4.1, qui nous donnent pour p tel que p,(S1) < p < 1,

wi(w — wj, 27 s > nzj lwnsr — wn e i

> sy 27 P|AV — AT + (| = d ] )
i 27" 3R 08 = Ml + g F N = dF ]
Doz 27t 00 = 0l + 350+ (= k)p")l|d — d|les]
>z 27 Pl |00 = 00l + 305 P F (| — dFles].

AR UAR VR AR A

n>j

En réarrangeant les sommes, nous obtenons

J
wi (w—w;, 27 p < 2_j/pjp7||vo—170||gp+2_j/pij_l||dl—dl||gp+z 272 || d || g

1=0 I>j
Le deuxieme terme de (4.56) est évalué suivant

wl(vj _ﬁ].)Q-j)Lp 5 2_jI|U§- —’l~)§-||Lp
S 2797 Av — Avjle
<270 3 ! = 0l + 270 12?;3 P = de
S 27950 00 = e + 279 355 (P 4 (= D)l — 'l
S 2P0 = 0w + 27 00 p ! — e

On a ainsi ramené l'estimation de |w|ps =& celle de [[(27°a;)jz0llea, [|(27°D;) 20l ea
et [[(27%¢;)j50lea, OU les suites sont définies par a; := j279/Ppl(|v" — T°|,
b =273 (A = d|w et ;= 30, 27P||d! — d'||. En utilisant les
techniques d’inégalité de Hardy déja utilisées dans la preuve du théoreme 3.7
nous obtenons facilement les estimations suivantes :

1(2%a;) j50llee S M0° —0°er, (4.57)
1(2726;) j50llea < IRETVPY )| — ]| 0) 0]l ea (4.58)

et
1(2¢))z0llee S QTP = &) j30lla- (4.59)
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En combinant (4.57), (4.58) et (4.59), on obtient par conséquent

v —8lps, < 00—l + |2C7P A — d|4w) 0]l 6o, (4.60)
et le théoreme est ainsi démontré. O

Le théoreme suivant concerne la stabilité pour la norme B, avec s > 1.
Sa démonstration utilise la méme recurrence que celle utilisée dans la preuve
du théoreme 3.8, et par conséquent nous présentons sa preuve sous une forme
condensée.

Théoreme 4.3. On suppose que S reproduit les polynomes jusqu’au degré
m — 1 et que pour un entier n € {1,--- ,m} on a p,(S,) < 2P="+L < 1. Si
(W, d° dt,---) et (2°,d°, dY, -+ ) sont tels que

[v° = Dl + 1257 — &) j20]len < 00, (4.61)

et o
[°llen + 12 P |[d0) j0llen < 00, (4.62)
pour un s tel que s < —% +}D et s > 1—1), alors la fonction v—10v appartient

a By, et on a de plus

lv—2l55, S 10° =8l + 12C7P || — & ||ev) 0l ea- (4.63)

p,q ~Y

Démonstration : en utilisant p,(S51) < 1, on obtient I'estimation
lo = llze S 0° = Dl + 2P| — &) 20

On procede alors de la méme maniere que dans la preuve du théoreme 3.8 :
pour n = 2 en introduisant la suite des différences finies renormalisées

w! — @7 =2 (Av — AvY), (4.64)

et son interpolation w; — ;. On montre alors (en utilisant en particulier la
remarque 4.2) que w; — W; converge dans L? vers une fonction w — o € Bf, ‘

pour tout ¢ tel que t < —% -1+ }D, avec
lw =gy, < N[00 =Pl + 1TV PINE — d|ew) 20l (4.65)

On montre ensuite que w — w est la dérivée faible de v — ¥, ce qui entraine le
résultat recherché pour n = 2. En itérant cet argument on obtient le résultat
général annoncé. 0
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4.5 Application aux représentations WENO

Nous allons appliquer les résultats de ce chapitre aux représentations non-
linéaires basées sur la prédiction WENO. Rappelons que cette prédiction est
donnée par la formule (1.82), qui correspond a une combinaison convexe des
formules d’interpolation (1.52), (1.74) et (1.75), avec des poids définis dans
(1.81) qui dépendent régulierement des données.

Nous avons déja étudié a la fin du chapitre précedent le rayon spectral
conjoint p..(S1) de la regle Sy associé a la prédiction WENO. Afin d’appli-
quer les résultats de stabilité, il nous reste donc a vérifier la propriété (4.9)
de dépendance lipschitziennne des coefficients de la regle S par rapport aux
données.

Proposition 4.1. La propriété (4.9) est vérifiée par la prédiction WENO avec
les poids définis par (1.81).

Démonstration : Soient w,w € (= (ZZ). A partir de (1.82), nous obtenons

aml(w) = ak,gl(ﬁ)) = (5(]{? - l), (466)
et
211 (w) = arz (@) S Y ara(w) — ara(@)], (4.67)
In|<1

avec les oy, définis par (1.81). Nous sommes ainsi amenés a évaluer |ay,(w) —
1.

a,(0)| pour n = —1,0,1. D’apres leur définition, les poids oy, sont de la
forme
Tn
o, = Fo(B.-1, Bro. , Fo(r_1,20,71) i = —— . 4.68
I (Bi,—1: Bro: Bi1) (w1, w0, 21) T 1+ To+ 11 ( )
Les coefficients 3 ,,, sont eux-méme de la forme
B = o). o) 1= —om (169
m — Um m)s m\T) ‘= ) .
b Mo ); (e 4+ x)?
pour m = —1,0, 1. Enfin, d’apres (1.81) les coeflicients 7;,, sont des formes
quadratiques des données locales du type
Vi (W) = Qum (Wi—14m — Witms Witm — Wit14m)s (4.70)
avec
Qu (1, 72) = a;,@] + by + 20,7172 (4.71)
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ou la matrice < o lf::) est définie positive. Afin de prouver (4.9), il nous faut

donc vérifier que I'application
Hn = FnO (GmO Qm)|m|§1, (472)

obtenue par composition successive de ces applications est lipschitzienne en
fonction des données (ca n'est évidemment pas le cas si I'on regarde chaque
application individuellement). Pour cela, il nous suffit de majorer pour n,p =
—1,0,1 et j = 1,2 le produit II des quantités

0G0
57%(101—14-;) — Wiy Witp = Wit14p), (4.73)
J
et
0H,
O (Gmo Qm(wl—l-i—m = Witm, Wi4m — wl+1+m))|m|§1 (4'74)
P
indépendemment des données w. En multipliant les estimations,
0G,0Q 0Q
|— = | p|| e+ Q7" = | || e+ Q7' Gpo @, (4.75)
61']'
et
0H, _ op—n)— 1
oz, (x—1 + 2o + 1) |z_1 + zo + 21|

nous obtenons la borne

0 — G
II < 2|%| |8 T Qp| IEImIS]iOGQ’I:OQm

< 252 |e + Q!

Nous concluons en utilisant le fait que pour toute application linéaire L et
pour toute forme quadratique définie positive @, on a |L(z)| < e+ Q(z). O

Nous pouvons a présent combiner la propriété (4.9) avec Pevaluation du
rayon spectral conjoint po.(S1) que nous avons effectuée dans la derniere section
du chapitre précédent, afin d’appliquer les théoreme de stabilité 4.1 et 4.2. Nous
obtenons ainsi le résultat suivant.

Théoreme 4.4. Les représentations ponctuelles basées sur la prédiction WENO,
définie par (1.82) avec les poids (1.81), vérifient les propriétés de stabilité

v =dllzee S 07 = @l + D Nld' — . (4.77)

>0
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et ~
v —3lles < |J0° = 3°)g + sup 2°||d" — d'|| ¢ (4.78)
1>0

avec s < —% ~ 0.6601499.
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Chapitre 5

Applications

Le but de ce chapitre est de tester les représentations multiéchelles non-
linéaires sur deux applications : la compression et le débruitage des images
fixes. Nous souhaitons en particulier comparer les représentations basées sur
la prédiction adaptée aux contours ENO-EA et les décompositions en onde-
lettes biorthogonales BW. Puisque ces représentations ont exactement la méme
organisation multiéchelle, une telle comparaison peut s’effectuer en appliquant
les mémes algorithmes de quantification (pour la compression) ou de seuillage
(pour le débruitage) aux deux types de représentations.

Comme nous 'avons déja expliqué dans 'introduction de cette these, les
performances des méthodes ondelettes dans ces deux applications sont directe-
ment liées au degré de concentration des coefficients de I'image ou de maniere
équivalente, a la qualité des approximations obtenues lorsque I'on garde les
n plus grands coefficients. Nous avons observé dans le chapitre 2 que pour
ce dernier point de vue, I'utilisation des représentations ENO-EA apporte,
par comparaison aux représentations BW, des améliorations significatives en
norme L? pour les images géométriques ainsi que des améliorations visuelles
pour les images réelles peu texturées. Nous pouvons par conséquent antici-
per des améliorations similaires a l'issue des algorithmes de compression et de
débruitage, mais il convient d’étre prudent puisque les processus de quantifi-
cation et de seuillage se heurtent en théorie a I'instabilité de la représentation.
Ce probleme n’a pas été résolu par les résultats du chapitre 4, puisque ceux-ci
ne s’appliquent pas aux représentations ENO-EA.

Nous présentons tout d’abord les résultats numériques obtenus pour la
compression d’images fixes. Apres avoir rappelé quelques principes généraux
du codage par transformée, nous entrons dans le vif du sujet en appliquant
aux représentations BW et ENO-EA deux algorithmes de codage qui consti-
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tuent 1'état de l'art actuel en matiere de compression des représentations
multiéchelle : 1'algorithme EZW de Shapiro [59] et 'algorithme EBCOT de
Taubman [60]. Les résultats obtenus confirment les résultats numériques du
chapitre 2 : les représentations ENO-EA apportent des améliorations pour les
images géométriques et les images réelles peu texturées. Les codeurs EZW et
EBCOT ont été congus pour exploiter au mieux les corrélations subsistant
dans les représentations en ondelettes (corrélations inter-échelles pour EZW
et intra-échelles pour EBCOT). Dans les représentations ENO-EA, les coeffi-
cients numériquement importants ne se concentrent plus a priori au voisinage
des contours et on peut ainsi s’attendre a des lois de corrélation différentes qui
suggerent d’utiliser autres stratégies de codage que EZW et EBCOT. Nous
proposons ici une stratégie de codage des représentations ENO-EA obtenue
par une modification de l'algorithme EBCOT. Cette stratégie apporte des
améliorations supplémentaires en norme L? dans le cas des images géométriques.

Nous présentons finalement quelques résultats de débruitage utilisant ’al-
gorithme de seuillage introduit par Donoho, Johnstone, Kerkyacharian et Pi-
card [38]. Les améliorations les plus spectaculaires obtenues par 1'utilisation des
représentations non-linéaires sont observées dans le cadre monodimensionnel
avec les représentations ENO-SR. On est ici amené a modifier les algorithmes
de seuillages, concus pour les représentations linéaires dans des bases, afin
d’améliorer les performances du débruitage basé sur les représentations ENO-
SR. Dans le cas des images, les améliorations apportées par les représentations
ENO-EA sont observées sur les images géométriques, mais aussi sur les images
réelles lorsque le niveau du bruit est élevé.

5.1 Compression

5.1.1 Le codage par transformée

De fagon générale, on peut distinguer deux catégories de méthodes pour
la compression du signal : la compression sans perte d’information et la com-
pression avec perte d’information. Dans le premier cas on exige l'identité entre
I'information originale et 'information décompressée, ce qui limite pour les
images le taux de compression a un facteur compris entre 2 et 3. Nos méthodes
se situent dans le cadre de la compression avec perte, pour laquelle ce facteur
peut étre dépassé avec une dégradation de I'information imperceptible pour
I'oeil humain.

Les expériences numériques que nous avons présenté dans le chapitre 2
ont essentiellement consister a comparer I'effet du seuillage des coefficients sur
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la reconstruction de 'image pour différentes représentations. Les algorithmes
de compression que nous allons utiliser dans ce chapitre peuvent étre concus
comme un raffinement de cette idée qui incorpore le codage des coefficients
préservés et de leur adresse sur un nombre fini de bits. Ces algorithmes s’ins-
crivent ainsi dans le cadre des schémas de codage par transformée dont nous
résumons la forme générale sur la figure 5.1. Avant de présenter plus en détail
les algorithmes que nous avons choisi pour effectuer nos tests numériques, fai-
sons quelques remarques d’ordre général sur les trois étapes consituant ces
schémas : transformation, quantification et codage.

S T C Q u C

Fi1Gc. 5.1 — Schéma de codage par transformée

L’étape de transformation T" consiste a modifier la représentation de I'in-
formation afin de faciliter la compression. Pour atteindre ce but, on choisit
des transformées qui ont la propriété de concentrer 'information sur un petit
nombre de coefficients. Cette étape est inversible, et T~! sera donc appliqué
comme derniere étape de la chaine de décodage. Parmi les transformations
les plus fréquemment utilisées, citons la transformée de Fourier discrete et
ses dérivées - transformée en cosinus discrete, en cosinus locaux [28] ou par
blocs [58] - et les décompositions en sous-bandes qui incluent les transformés
en ondelettes ou en paquets d’ondelettes [29]. Remarquons que chacune de
ces transformations est linéaire, par contraste avec les représentations étudiées
dans cette these.

L’étape de quantification () consiste a approcher les coefficients par des
valeurs appartenant a un dictionnaire fini, de fagon a pouvoir les coder. Cette
étape est associée a une perte d’information et n’est donc pas inversible. Il
existe deux types de quantification : la quantification scalaire et la quantifi-
cation vectorielle. Dans le premier cas, la transformation () agit séparément
sur chaque coefficients de la représentation, alors qu’elle les traite par blocs
dans le deuxieme cas. La quantification vectorielle permet de réduire I'erreur
de quantification au prix d'un algorithme plus complexe et plus difficile a op-
timiser. Il convient aussi de distinguer entre la quantification uniforme, dans
laquelle les intervalles associée a une valeur quantifiée sont tous de méme taille,
et non-uniforme, dans laquelle cette taille peut varier.

L’étape de codage C' va permettre de générer le flot binaire a partir duquel
le décodeur sera capable de reconstruire I'image. En particulier, elle est inver-
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sible et permet donc de reconstruire la représentation quantifiée. L’hypothese
sous-jacente a la plupart des méthodes de codage est I'hétérogénéité de la dis-
tribution de probabilité des différents coefficients a coder. Cette hétérogénéité
permet de coder chaque symbole avec un nombre de bits adéquat et dépendant
de sa probabilité d’apparition dans le signal (les symboles les plus fréquents
sont codés avec le moins de bits). Elle est mesurée par entropie

H = —Zpi log(p;) (5.1)

ou p; est la probabilité d’apparition du symbole s;, qui indique le cotit minimal
du codage en nombre de bits moyen par coefficient quantifié. Les algorithmes
de codage entropique, tels que le code de Huffmann permettent d’approcher
cette borne. Lorsqu’on se situe dans le cadre d’un modele ou les coefficients
sont indépendants et uniformément distribués avec une loi de probabilité p,
on peut optimiser de maniere conjointe les stratégies de quantification et de
codage en effectuant une quantification scalaire uniforme suivie d’un codage
entropique. Le compromis entre le nombre moyen de bits N et 'erreur qua-
dratique moyenne D par coefficient est donné par

N = _% log(12D) + H(p) (5.2)

H(p) = — / p(t) log(p(t)) . (5.3)

est 'entropie différentielle de la loi p, ce qui suggere que la transformée T
doit étre choisie afin de minimiser I’entropie différentielle de la représentation.
Cependant cette analyse ne prend pas en compte la persistance de dépendances
contextuelles entre les coefficients qui peut étre exploitée dans des codeurs
plus sophistiqués. Dans le cas des décompositions en ondelettes classiques, ces
dépendances sont typiquement liées I'nfluence des contours sur les coefficients :
les coefficients numériquement significatifs ont tendances a s’organiser suivant
des courbes a une échelle donnée, et suivant des arbres si on les examine a
travers les différentes échelles. Par ailleurs, il est souhaitable que le codeur soit
progressif : on souhaite obtenir a la sortie du codeur un flot binaire emboité,
pour lequel 'augmentation de l'exactitude croit avec le nombre de bits qui
sont ajoutés au flot. Cette idée est semblable a la représentation d’un nombre :
chaque décimale ajoutée augmente la précision du nombre. Ces aspects sont
pris en compte dans les codeurs EZW et EBCOT que nous avons utilisés dans
nos test numériques.
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5.1.2 Les codeurs EZW et EBCOT

Les premiers codeurs utilisant les décompositions en ondelettes ont été pro-
posés au début des années 1990. Une premiere approche visant a exploiter les
dépendances entre les coefficients a consisté a utiliser la quantification vecto-
rielle [6]. 11 existe a 'heure actuelle un grand nombre de méthodes de codage
spécifiquement adaptées a la structure et aux propriétés des représentations
multiéchelles (voir [62]). Parmi les plus récentes et les plus efficaces, nous distin-
guons les codeurs EZW et EBCOT. L’algorithme de codage EZW (Embedded
image coding using Zerotrees of Wavelet coefficients) a été introduit dans [59]
et est basé sur la structure naturelle en arbre de la décomposition multiéchelle
et sur la dépendance inter-échelles des coefficients. Une variante est le codeur
SPHT (Set Partitioning Hierarchical Tree) introduit dans [57]. L’algorithme de
codage EBCOT (Embedded Block Coding with Optimized Truncation), a été
introduit récemment dans [60]. Il prend en compte la dépendance intra-échelles
contextuelle des coefficients multiéchelles. Ce codeur vient d’étre intégré dans
le standard JPEG 2000. Nous rappelons brievement ci-dessous les principes de
ces algorithmes de codage et nous renvoyons le lecteur a [59] et [60] pour une
présentation détaillée.

Description de l’algorithme de codage EZW

Cet algorithme permet d’exploiter les corrélations inter-échelles qui subsistent
dans les décompositions en ondelettes. Pour ce faire, on utilise I'informa-
tion dont on dispose sur la taille des coefficients, pour distinguer les coeffi-
cients significatifs des non-significatifs. On en déduit une carte de significativité
constituée, pour chaque pixel de I'image transformée, de l'indication binaire
déterminant s’il est significatif ou non significatif. Cette carte va étre codée en
utilisant la structure hiérarchique en arbre de la décomposition multiéchelles.

L’algorithme EZW est un algorithme itératif a deux étapes. La premiere
étape, appelée dominante, alterne avec la deuxieme, appelée subordonnée. Une
autre caractéristique de cet algorithme est qu’il est basé sur le raffinement
successif de plans de bits.

Pour I'étape dominante, on choisit un seuil 7" au dela duquel un coeffi-
cient est déclaré significatif (ce seuil est la moitié du seuil utilisé pendant
I'étape dominante précédente). Pendant cette étape, chaque coefficient de la
décomposition multiéchelle est comparé a la valeur du seuil 7'. Si son amplitude
est plus grande que T, alors ce coefficient est appelé significatif, autrement il
sera considéré non-significatif et il sera quantifié a zéro. Si un coefficient est
significatif pour la premiere fois (i.e. il a été non-significatif dans les étapes
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dominantes précédentes), il sera quantifié a —37/2 ou 37/2, en fonction de
son signe. Si un coefficient a été déja trouvé comme significatif aux étapes
dominantes précédentes, il sera mis dans une liste, appelée liste subordonnée,
et sa quantification sera raffinée pendant 1’étape subordonnée suivante. Du-
rant I'étape dominante, on construit la liste des coefficients significatifs en
associant a chaque coefficient de I'arbre de la décomposition en ondelettes un
symbole, en accord avec sa significativité. Plus précisément, parmi les coeffi-
cients significatifs, on va distinguer les coefficients qui sont déja significatifs et
les coefficients qui deviennent significatifs pendant I'étape dominante en cours.
Parmi les coefficients qui ne sont pas significatifs, on distingue ceux qui sont
des zéros isolés (i.e. un noeud qui a un de ses descendants significatif), ceux
qui sont des racines nulles (i.e. tous les descendants sont non-significatifs), et
ceux qui sont une partie d’'un arbre dont la racine est nulle. Afin de coder les
changements dans la liste de coefficients significatifs, on parcourt I'arbre de
la décomposition de facon qu’un noeud soit toujours visité avant ses descen-
dants (ordre postfixé). Pour chaque coefficient, on code 0 si le noeud est une
racine nulle, on code 1 si le noeud est un zéro isolé, on code 2 si le noeud
est un nouveau coefficient significatif et positif, on code 3 si le noeud est un
nouveau coefficient significatif et négatif, rien a coder autrement. Cette liste
de symboles est codée ensuite en utilisant un codage arithmétique.

Pendant 1'étape subordonnée, on raffine les représentations quantifiées des
coefficients figurant dans la liste des coefficients significatifs. Plus précisément,
si I'intervalle de quantification est de la forme [2nT, (2n + 2)T[ (i.e. le coef-
ficient est quantifié a la valeur (2n + 1)7'), on vérifie si le détail dans 'arbre
de décomposition est plus grand ou plus petit que (2n + 1)7T', et on code cette
information (qui demande un seul bit). L'intervalle de quantification devient
alors [2nT, (2n 4+ 1)T[ ou [(2n + 1)T, (2n + 2)T[. A nouveau, la suite de bits
est codée par un codage arithmétique. Le seuil 1" est divisé par deux pour la
prochaine étape dominante. Le seuil initial choisi pour la premiere étape domi-
nante doit étre plus petit que S, qui est 'amplitude maximale des coefficients
de la décomposition, et plus grand que S/2. L’algorithme peut s’arréter des
qu'un certain critere est satisfait : le nombre de bits codés ou I'erreur entre les
décompositions originale et quantifiée.

Description de ’algorithme de codage EBCOT

Cet algorithme possede deux caractéristiques principales : la premiere est le
découpage de chaque sous-bande en blocs, et la seconde est d’utiliser pour
chaque bloc un algorithme de codage adaptatif contextuel. Chaque sous-bande
d est divisée en plusieurs blocs B/ qui ne se recouvrent pas, tels que d/ = U; BY.
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Sur chacun des blocs on utilise des criteres de minimisation du rapport débit-
distorsion pour trouver le pas de quantification optimal. Si d} représente le
coefficient multiéchelle non-quantifié a la position k := (ki, k) et a 1'échelle j,
alors sa quantification est définie de la fagon suivante :

vl = [BH, (5.4)

ol 9; est un parametre dépendant de la sous-bande d’. Dans la suite, chaque
bloc de coefficients B] est codé indépendamment des autres blocs, induisant
comme résultat un flot binaire emboité P;.

Il nous reste a décrire le codage d'un bloc BZJ Le codage utilisé pour les
coefficients de chaque bloc B! est basé sur le raffinement successif des plans.
On note p le nombre maximal de plans nécessaires pour le codage de tous
les éléments du bloc B et v, = (v” ) 1a représentation binaire du
coefficient ;. Alors le flot binaire pour le bloc B} est obtenu a partir du
plan de raffinement le plus significatif vers le moins significatif, en trois étapes
distinctes agissant sur le bloc B/. Si v/*~' =1 on considere que le coefficient
Vi est significatif dans le plan de raffinement p.

En fonction de la significativité d’un coefficient pour une étape donnée,
on distingue plusieurs primitives de codage : le codage des coefficients qui ne
sont pas encore significatifs, le codage des coefficients qui deviennent signi-
ficatifs, le codage du signe de ces coefficients et enfin le codage du raffine-
ment, de précision pour les coefficients qui étaient déja significatifs au cours
des étapes précédentes. Dans le calcul de toutes ces primitives de codage, on
exploite les configurations de voisinage des coefficients significatifs. Chaque
primitive de codage fournit des suites de symboles différentes, correspondant a
ces configuration. Si 'analyse de ces configurations est un point important de
la méthode, elle présente I'inconvénient d’alourdir la complexité calculatoire de
I’algorithme. En revanche, le traitement indépendant des blocs permet d'une
part, une adaptativité dans certaines régions d’intérét de I'image, et d’autre
part peut faciliter I'implementation parallele de 'algorithme. Comme nous
l'avons déja remarqué, le codeur a trois étapes distinctes sur un bloc, chacune
ayant comme résultat un flot binaire PZ s avee k= 1,2, 3. Le flot PZ , contient
les symboles correspondant aux coefficients qui ne sont pas significatifs dans
le plan de raffinement courant, mais ayant un voisin direct significatif. Le flot
PZJ2 contient les symboles correspondant aux coefficients qui sont significatifs

dans le plan de raffinement courant. Le flot PZJ3 contient les symboles corres-
pondant aux coefficients qui ne sont pas encore significatifs dans les premieres
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deux étapes. Le flot binaire Pij correspondant au bloc Bg est donc donné par
P/ U P, U P,

Apres le codage de tous les blocs, on forme le flot binaire final en juxtapo-
sant dans un ordre prédéfini les flots correspondants de chaque bloc. Comme
dans le cas de 'EZW, 'algorithme peut étre arrété des qu'un certain critere
est satisfait (le débit ou Perreur). Bien que cet algorithme n’exploite pas les
redondances entre les différentes sous-bandes mais uniquement les corrélations
interne a chaque bloc, il fournit de treés bonnes performances et a ainsi été
sélectionné pour le standard de compression JPEG2000.

Un codeur EBCOT adapté aux représentations ENO-EA

Les codeurs EZW et EBCOT tirent parti des dépendances statistiques des co-
efficients d’ondelettes numériquement significatifs associés aux contours. Dans
le cas des représentations non-linéaire ENO-EA, nous avons constaté que les
approximations de contours géométriques sont précises méme si 'on n’utilise
que I'information provenant des échelles grossieres, et que les détails associés
a ces contours sont plus petits que dans les décompositions en ondelettes.

Il est par conséquent légitime de reconsidérer les procédures de codage
EZW et EBCOT pour de telles représentations qui n’auront pas les mémes
dépendances statistiques que les décompositions en ondelettes classiques. L’ana-
lyse de ces nouvelles dépendances afin d’optimiser le codeur est une tache
délicate qui est I'une de nos perspective a moyen terme. Pour I’heure, nous
proposons une modification du codeur EBCOT, adaptée aux propriétés des
représentations ENO-EA vis a vis des contours géométriques. Ce codeur que
nous noterons EBCOT-EA utilise les mémes principes généraux : la structure
hiérarchique de la décomposition et I'analyse des configurations pour des coef-
ficients voisins situés dans la méme sous-bande de résolution. La modification
se situe dans la notion de significativité des coefficients dj, € B}, qui se traduit
dans sa quantification, a présent définie de la facon suivante :

0, si dans le calcul du dj, ou de son ascendance
o nous avons utilisé une reconstruction géométrique; (5.5)
& .
[‘5—2“‘} , sinon,

olt §; est un parametre dépendant de la sous-bande d/ qui est optimisé de
la méme maniere que dans le codage EBCOT. On integre ainsi le fait que
I'utilisation de la prédiction ENO-EA permet de reconstruire de maniere tres
précise les contours géométriques sans ajouter de détails aux échelles plus fine.
Nous constaterons que le codage EBCOT-EA est particulierement efficace dans
le cas des images géométriques.
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5.1.3 Résultats numériques

Pour nos tests numériques, nous utiliserons a nouveau les images “ellipse”,
“oraphe”, “peppers” et “phare” qui sont présentés sur les figures 5.2-5.3. Ces
images sont de taille 512 x 512 et codées sur 8 bits par pixels, soit au total
M = 22! bits. Si N est le nombre de bits utilisé pour coder 'image, le taux de
compression sera indiqué par le débit moyen en bits par pixels

N
—18

d=2 N—SM. (5.6)
Dans toutes les légendes des résultats présentés dans ce chapitre, nous utilisons
deux acronymes, BW et EA. L’acronyme BW, correspond a la décomposition
en ondelettes biorthogonales séparable associée a la la paire de filtres (9, 7) avec
symétrisation aux bords, qui est le plus souvent utilisée dans les algorithmes
de compression par ondelettes. L’acronyme EA correspond a la représentation
multiéchelle non-linéaire associée a la prédiction ENO-EA.

Le critere mathématique classiquement utilisé pour mesurer 'erreur entre
I'image v”7 et sa reconstruction 97 est le PSNR (Peak Signal to Noise Ratio ou
le rapport signal bruit), qui est donné par

PSNR =101 ( 256° ) (5.7)
= 0810 MSE) .
ou MSFE désigne I'erreur quadratique moyenne
MSE = 272||v) — 97 ||,2 (5.8)

c’est a dire la norme L? discretisée de Perreur. Ce critére autorise des com-
paraisons tres générales, néanmoins on peut se poser des questions légitimes
sur la validité d’un tel outil de mesure de qualité. En effet, le PSNR ne cor-
respond pas nécessairement a la perception des erreurs par le systeme visuel
humain. Il est basé exclusivement sur le carré des écarts entre les valeurs de
pixels et ne tient donc pas compte des changements du signe de 'erreur ob-
servée. D'un point de vue de la théorie de I'information, le PSNR ne fournit
pas une indication absolue sur la perte d’information. Ainsi, un écart constant
entre les pixels de v/ et 97 peut correspondre & un PSNR tres bas alors que
I'information perdue est tres faible (elle est résumée dans un seul coefficient,
I'écart lui méme), tandis qu'une image 97 constituée de 'ajout aux pixels de
I'image v d'un bruit gaussien de faible variance aura un bon PSNR, alors que
I'information perdue est tres importante : pour pouvoir reconstituer I'image de
départ, il faut connaitre 1’écart introduit pour chaque pixel. Le PSNR donne
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TAB. 5.1 — Estimation de ’entropie

Méthode | ellipse | graphe | peppers | phare
BW 1.26 2.76 3.42 3.91
EA 0.50 1.30 3.40 5.11

néammoins un bon ordre de grandeur de de la qualité dans beaucoup de cas
pratiques. On présentera donc des résultats comparatifs entre les différentes
méthodes sur la base des PSNR, tout en gardant a I'esprit 'importance du
facteur visuel.

= \\

FiGc. 5.2 — Images géométriques “ellipse” et “graphe”

Une premiere comparaison entre ces deux représentations est obtenue en
calculant I'entropie empirique des distributions des coefficients de I'image trans-
formée pour chacune des représentations multiéchelles BW et EA. Les valeurs
obtenues sont présentées dans le tableau 5.1. Ces résultats sur 'estimation
de T'entropie nous conduisent a une premiere observation : dans le cas des
images géométriques, on obtient une réduction de l'entropie en utilisant la
représentation EA, ce qui laisse présumer une réduction du nombre moyen
de bits utilisés par un algorithme de codage entropique pour une distrosion
donnée. Pour I'image peu texturée, 'entropie en utilisant les représentations
non-linéaires reste du méme ordre que pour les représentations BW. Par contre,
pour les images texturées, I'entropie croit et par conséquent les performances
de la compression en utilisant les méthodes EA sont a-priori réduites. La portée

166



Fic. 5.3 — Images “peppers” et “phare”

de cette observation est cependant limitée, d’une part par I'absence de rela-
tion claire entre I'erreur quadratique moyenne sur chaque coefficients et 'erreur
L? globale dans le cas des représentations non-linéaire, et d’autre part par le
fait que la mesure de 'entropie ne prend pas en compte les dépendances ex-
ploitées dans les codeurs EZW et EBCOT. Dans toute la suite, nous allons
donc nous concentrer sur la comparaison des résultats numériques obtenus par
ces codeurs pour les deux types de représentations ainsi que par le codeur
EBCOT-EA dans le cas de la représentation EA.

Nos premiers résultats concernent les images géométriques “ellipse” et “gra-
phes”. Les figures 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8 et 5.9 présentent les résultats obtenus
en fixant le débit moyen de 0.08 bpp. Trois observations se dégagent de ce ces
résultats :

1. Pour les deux codeurs EZW et EBCOT la supériorité des représentations
EA apparait en terme de PSNR, mais aussi visuellement puisque celles-
ci évitent les effets oscillants autour des contours qui subsistent avec les
représentations BW pour ce taux de compression.

2. On note de fagon générale une légere supériorité du codeur EBCOT sur
le codeur EZW, pour les deux représentations.

3. Le codage EBCOT-EA appliqué aux représentations EA donne des résultats

encore meilleurs en terme de PSNR. Pour ces images ayant une structure
géométrique tres simple c’est la meilleure stratégie.

Les résultats numériques pour la compression des images réelles “peppers”
et “phare”, sont présentés sur les figures 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14 et 5.15
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Fig. 5.4 — Résultats de compression en utilisant P’algorithme EZW
avec les représentations BW (PSNR 38.73) et EA (PSNR 46.48)

FiG. 5.5 — Résultats de compression en utilisant ’algorithme EBCOT
avec les représentations BW (PSNR 56.41) et EA (PSNR 58.12)
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FiG. 5.6 - Résultats de compression en utilisant ’algorithme EBCOT-
EA avec la représentation EA (PSNR 62.03)

W

Fig. 5.7 — Résultats de compression en utilisant P’algorithme EZW
avec les représentations BW (PSNR 32.55) et EA (PSNR 35.24)
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FiG. 5.8 - Résultats de compression en utilisant ’algorithme EBCOT
avec les représentations BW (PSNR 34.93) et EA (PSNR 39.51)

F1G. 5.9 - Résultats de compression en utilisant ’algorithme EBCOT-
EA avec la représentation EA (PSNR 40.11)
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pour un débit moyen fixé a 0.25 bpp. Dans le cas de I'image “peppers” le choix
de la représentation EA ne conduit pas a une amélioration du PSNR. Elle
contribue cependant a une légere amélioration visuelle en terme d’élimination
des oscillations aux voisinage des contours, en particulier dans le cas de I'al-
gorithme EZW. Dans le cas de I'image “phare” qui comporte plus de texture,
la représentation EA conduit a des résultats moins bons que la représentation
BW aussi bien en termes de PSNR que visuels. Notons finalement que le codage
EBCOT-EA est mal adapté aux images réelles.

1

Fia. 5.10 — Résultats de compression en utilisant 1’algorithme EZW
avec les représentations BW (PSNR 24.17) et EA (PSNR 23.97)

La présence de texture dans les images n’est pas l'unique obstacle aux
bonnes performances des représentations ENO-EA. Le modele sous-jacent uti-
lisé localement dans la reconstruction géométrique - une fonction réguliere
par morceaux de part et d’autre de courbes régulieres - est aussi une vision
simplifiée des contours des images réeles qui sont rarement des discontinuités
nettes, les processus d’aquisition optique et numérique pouvant induire des
phénomenes de flou.

A ce titre, il est intéressant d’examiner de plus pres la reconstruction des
contours dans les résultats numériques que nous avons présentés. Dans le cas du
détail de I'image “peppers” présenté sur la figure 5.16, la zone de flou s’étale
environ sur 6 pixels. La figure 5.17 illustre le détail des image reconstruits
apres compression par le codeur EBCOT, et nous montre que la méthode EA
a tendance a reconstruire un contour “trop net”. Dans le cas du détail de
I'image “phare” présenté sur la figure 5.18, le contour est plus net, et nous
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FiG. 5.11 - Résultats de compression en utilisant ’algorithme EBCOT
avec les représentations BW (PSNR 27.19) EA (PSNR 26.21)

&

Fig. 5.12 - Résultats de compression en utilisant D’algorithme
EBCOT-EA avec la représentation EA (PSNR 24.41)
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Fiag. 5.13 — Résultats de compression en utilisant 1’algorithme EZW
avec les représentations BW (PSNR 26.09) et EA (PSNR 25.33)

FiG. 5.14 - Résultats de compression en utilisant I’algorithme EBCOT
avec les représentations BW (PSNR 26.84) et EA (PSNR 24.18)
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F1G. 5.15 - Résultat de compression en utilisant I’algorithme EBCOT-
EA avec la représentation EA (PSNR 23.43)

constatons alors la supériorité de la représentation EA sur la figure 5.19. 11 est
intéressant de noter que la reconstruction d’un contour trop net n’est dans ce
cas pas percue par le systeme visuel comme un défaut mais plutot comme une
amélioration de la qualité de I'image méme si elle est associée a une erreur en
norme L2

La prédiction ENO-EA a donc un effet “déconvoluant”. Nous illustrons cet
effet sur les figures 5.20 et 5.21 pour un exemple plus simple : nous présentons
un contour de I'image “ellipse” rendu flou par convolution avec un noyau de
moyennisation sur une fenétre de taille 7 x 7, et la reconstruction de ce contour
flou lorsque 'on utilise uniquement 1'opération de subdivision en partant de
I’échelle 7 = 6 sans ajouter les détails. On constate que les contours recons-
truits sont nets, ce qui est en quelquesorte un comportement opposé a celui
de I'algorithme de subdivision associé a la prédiction BW qui aura tendance a
reconstruire un contour flou a partir des données basses échelle d'un contour
net.

Pour terminer, nous présentons les courbes d’évolution du PSNR en fonc-
tion du débit pour chaque image et chaque méthodes. Pour les images géomé-
triques “ellipse” et “graphe”, les figures 5.22, 5.23, 5.24, 5.25, 5.26 et 5.27
montrent que la supériorité des représentations EA, en particulier avec le co-
deur EBCOT-EA, est observée pour tous les débits.

Dans le cas des images “peppers” et “phare”, les figures 5.28, 5.29, 5.30,
5.31, 5.32 et 5.33 confirment que les représentations EA sont moins efficaces
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Fi1c. 5.16 Contour de I’'image “peppers”

Fi1c. 5.17 — Compression du contour avec EA et BW
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Fic. 5.18 Contour de ’image “phare”

Fi1Gc. 5.19 — Compression du contour EA et BW
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Fi1G. 5.20 — Contour flou et reconstruction a partir de I’échelle J =6

ry

FiG. 5.21 - Agrandissement contour et reconstruction EA a partir de
I’échelle J =6
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FiG. 5.22 - Image “ellipse” : courbe PSNR
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Fia. 5.23 — Image “ellipse”
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: courbe PSNR en utilisant

EBCOT avec les représentations BW et EA
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FiGc. 5.24 — Image “ellipse” : courbe PSNR en utilisant

EBCOT-EA avec la représentation EA
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Fia. 5.25 - Image “graphe” : courbe PSNR en utilisant EZW avec les

représentations BW et EA
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FiGc. 5.26 — Image “graphe” : courbe PSNR en utilisant
EBCOT avec les représentations BW et EA
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Fic. 5.27 — Image “graphe”
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: courbe PSNR en utilisant
EBCOT-EA avec la représentation EA
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du point de vue du PSNR, et que le codeur EBCOT-EA est mal adapté a cette
situation.

PSNR peppers

60 T T T
BW+EZW

EA+EZW ---o---

55 -

50

PSNR (dB)

Debit (bpp)

Fi1c. 5.28 Image “peppers” : courbe PSNR en utilisant ’algorithme
EZW avec les représentations BW et EA

PSNR phare
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Fiac. 5.33 — Image “phare” : courbe PSNR en utilisant P’algorithme
EBCOT-EA avec la représentation EA

5.1.4 Conclusion

Les résultats de cette section sont cohérent avec les expériences de seuillage
menées dans le chapitre 2 : les représentations non-linéaires adaptées aux
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Fi1G. 5.29 — Image “peppers” : courbe PSNR en utilisant ’algorithme
EBCOT avec les représentations BW et EA
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Fi1c. 5.30 — Image “peppers” : courbe PSNR en utilisant EBCOT-EA
avec la représentation EA
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Fic. 5.31 — Image “phare” : courbe PSNR en utilisant EZW avec les

représentations BW et EA

60

55

50

IS
o

PSNR (dB)
N
o

35

30

25

PSNR phare

20

15

BW+EBCOT ——
EA+EBCOT —-o-—-

0.1 1
Debit (bpp)

Fiac. 5.32 - Image “phare” : courbe PSNR en utilisant
EBCOT avec les représentations BW et EA
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contours apportent des améliorations substantielles pour les images géométrique
tant du point de vue visuel que de celui du PSNR, et quelques améliorations
visuelles pour les images peu texturées. Une perspective naturelle qui se dégage
de I'ensemble de ces expériences numériques est le développement de codeurs
hybrides dans lesquels, apres une étape de dissociation, la composante géomé-
trique de 'image est codée par la représentation ENO-EA et la texture par
un algorithme mieux adapté. Nous pouvons espérer que le gain important de
la compression sur les parties géométriques va contre-balancer les pertes de la
compression sur les parties texturées.

5.2 Débruitage

5.2.1 Les algorithmes de seuillage

Depuis les années 1990, les décompositions en ondelettes ont trouvé des
applications tres pertinentes dans le domaine de I'estimation statistique. Dans
le cadre le plus simple d’'un modele 1D de bruit blanc, on observe

dy(t) = f(t)dt + odW (t). (5.9)

La procédure de seuillage en ondelette introduite par Donoho, Johnstone, Ker-
kyacharian et Picard [38] consiste a calculer les coefficients estimés

Yx = /@Ady(t), (5.10)

et a définir I'estimateur de f suivant

fi= Z Z Yaa. (5.11)

A< (o) lya|>t(o)

Dans le cas de signaux discrets on fait disparaitre la limitation |A| < J(o) et
on a ainsi une procédure de seuillage. Une variante est le seuillage doux (soft
thresholding) qui consiste & prendre

9 = sgu(ya) (lyal = (o)) (5.12)
La valeur préconisée pour le seuil ¢(0) dépend du niveau du bruit suivant
t(o) := kollog(o)]2. (5.13)
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Les procédures de seuillages présentent I'avantage de ne pas necessiter d’hy-
pothese a-priori sur la régularité du signal a débruiter : on peut montrer qu’elles
fournissent des vitesses de convergence optimale pour E(||f — f|%,) lorsque
o — 0 pour des classes de fonctions tres variées modélisant le signal.

De facon intruitive, le seuillage s’apparente a une procédure de lissage adap-
tatif dans laquelle on élargit la fenetre de lissage dans les régions homogenes
pour enlever plus de bruit, et on diminue cette fenétre au voisinage des disconti-
nuités pour ne pas perdre leur localisation. En pratique, des effets d’oscillations
peuvent subsister au voisinage des singularités du signal, et des améliorations
substantielles peuvent étre obtenues par la méthode du débruitage invariant
par translation (ou cycle spinning) introduite par Coifman et Donoho [27].
L’idée de cet algorithme est tres naturelle : on applique un seuillage classique
sur des versions translatées du signal bruité, et on prend la moyenne sur tous
les résultats obtenus. Plus précisément, si 7, est 'opérateur de translation
périodique 1,x(n) = z((n+ k)modN), ou N est la dimension du signal discret,
on se donne un ensemble de pas de translation K = {0,---, M} et on définit
I'estimateur

fo= U™ miSemiy (5.14)

keK

ol S, représente I'opération de débruitage par seuillage des coefficients d’on-
delettes que nous avons décrit précedemment. Cette stratégie se généralise de
maniere immédiate en 2D, et constitue a I'’heure actuelle 'une des méthode les
plus performante pour le débruitage des images.

Nous allons comparer les représentation linéaires et non-linéaire au travers
des performances de I'algorithme de débruitage invariant par translation. Notre
critére sera & nouveau la norme L2, exprimée par le PSNR. En pratique, il est
important de noter que le niveau de seuil préconisé par la théorie de [38] peut
conduire a des résultats sous-optimaux pour des signaux et images données (ce
seuil est souvent trop élevé), et que le seuil optimal (i.e. qui minimise erreur
L?) peut varier suivant le type d’ondelette qu’on utilise. Afin de comparer les
possibilités des deux types de représentations, nous avons déliberément pris le
parti de choisir a chaque fois le seuil optimal (fourni par un “oracle”) pour
chaque représentation et chaque signal donné. On compare ainsi les méthodes
au mieux de leurs possibilités.

5.2.2 Deébruitage des signaux unidimensionnels

Nous considérons tout d’abord le cas des signaux monodimensionnels. Nous
allons comparer le seuillage invariant dans une représentation BW et ENO-SR
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en valeurs moyennes sur les quatres signaux tests présentés sur les figures
5.34 et 5.35. Sans étre exhaustif, le choix des ces signaux n’est pas arbitraire,
chaque signal représentant la forme idéalisée des signaux réels que nous pou-
vons rencontrer dans des problemes concrets. Le premier signal “sinestep” et
le deuxieme signal “blocks” peuvent représenter 1’évolution de la valeur d’un
pixel au cours du temps dans une trame vidéo ou le long de la ligne d’une
image, le troisieme signal “bumps” et le quatrieme signal “doppler” peuvent
représenter I'information aquise par divers appareils de mesures physiques.
Notons que le cadre des valeurs ponctuelles serait inadapté ici car 'opération
de sous-échantillonage (qui correspond a tester les données bruitées contre des
distribution de Dirac) n’effectue aucune moyenne et ne permet pas de réduire
la variance du bruit. Dans tous nos tests la dimension des signaux considérés
est N = 2048 = 2! T'échelle la plus grossiere utilisée dans la transformée
multiéchelle est jo = 5 et le nombre des translations utilisées est M = 16.

L L L L R L L L L
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

F1G. 5.34 — Signaux originaux “sinestep” et “blocks”

Nous considérons tout d’abord un bruit gaussien de variance o2 = 0.1, les
signaux étant normalisés entre 0 et 1. Les versions bruitées sont représentées
sur les figures 5.36 et 5.37 avec le PSNR correspondant. Les figures 5.38, 5.39,
5.40 et 5.41 illustrent les résultats du débruitage obtenus par la technique
de seuillage invariant par translation dans les représentations BW et ENO-SR.
Pour ce niveau de bruit faible, les différences sont imperceptibles, avec quelques
différences dans le PSNR en faveur des représentations ENO-SR pour les si-
gnaux “sinestep” et “blocks” et BW pour les signaux “bumps” et “doppler”.

Nous considérons ensuite un bruit gaussien de variance 0% = 2. Les ver-
sions bruitées sont représentées sur les figures 5.42 et 5.43. Les figures 5.44,
5.45, 5.46 et 5.47 illustrent les résultats du débruitage obtenus par la tech-
nique de seuillage invariant par translation dans les représentations BW et
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F1a. 5.35 — Signaux originaux “bumps” et “doppler
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F1Ga. 5.36 — Signaux bruités “sinestep” (PSNR=30.71) et “blocks”
(PSNR=36.15), niveau du bruit ¢* = 0.1
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Fi1c. 5.37 — Signaux bruités “bumps”

(PSNR=34.07), niveau du bruit ¢* = 0.1
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Fi1Gc. 5.38 — Signaux débruités en utilisant le seuillage invariant par
translation dans une représentation BW “sinestep” (PSNR=41.78)
et “blocks” (PSNR=38.21)
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Fic. 5.39 — Signaux débruités en utilisant le seuillage invariant par
translation dans une représentation BW “bumps” (PSNR=33.68) et
“doppler” (PSNR=35.96)
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Fi1Gc. 5.40 — Signaux débruités en utilisant le seuillage invariant par
translation dans une représentation SR “sinestep” (PSNR=44.38)
et “blocks” (PSNR=43.00)
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FiGg. 5.41 — Signaux débruités en utilisant le seuillage invariant par
translation dans une représentation SR “bumps” (PSNR=32.72) et
“doppler” (PSNR=34.48)
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ENO-SR. Pour ce niveau de bruit plus élevés, on constate une supériorité
plus nette de la représentation ENO-SR pour signaux “sinestep” et “blocks”,
et des performances du méme ordre pour les signaux “bumps” et “doppler”.
Cette situation n’est pas vraiment surprenante, puisque les signaux “sinestep”
et “blocks” correspondent parfaitement au modele sous-jacent de fonctions
réguliere par morceaux avec des discontinuités isolées de type saut, ce qui en-
traine des propriétés de concentration des coefficients plus accentuées pour les
représentations ENO-SR.

sinestep+bruit (niveau=2) —— “”T"!‘E'F‘ (niveau=2) ——

f‘“u i

20 L L -15 L

Fig. 5.42 — Signaux bruités “sinestep” (PSNR=4.92) et “blocks”
(PSNR=10.12) niveau du bruit ¢* = 2
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FiG. 5.43 — Signaux bruités “bumps” (PSNR=5.54) et “doppler”
(PSNR=8.05) niveau du bruit ¢% = 2

Les figures 5.48 et 5.49 confirment cette tendance lorsque 1'on suit 1’évolution

du PSNR en fonction de la variance du bruit : les améliorations sont visibles
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Fi1Gc. 5.44 — Signaux débruités en utilisant le seuillage invariant par

translation dans une représentation BW “sinestep” (PSNR=18.55)
et “blocks” (PSNR=15.64)
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Fiag. 5.45 — Signaux débruités en utilisant le seuillage invariant par
translation dans une représentation BW “bumps” (PSNR=10.60) et
“doppler” (PSNR=15.35)
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Fi1Gc. 5.46 — Signaux débruités en utilisant le seuillage invariant par
translation dans une représentation SR “sinestep” (PSNR=20.45)
et “blocks” (PSNR=15.95)
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FiGg. 5.47 — Signaux débruités en utilisant le seuillage invariant par
translation dans une représentation SR “bumps” (PSNR=11.60) et
“doppler” (PSNR=14.96)
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Fia. 5.49 - PSNR versus variance
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“bumps” et “doppler”

On peut chercher a aller plus loin afin d’utiliser au mieux les propriétés de
la prédiction ENO-SR. Cette prédiction est concue de maniere a étre précise
aux basses échelles pour des fonctions réguliere par morceaux, les détails aux
échelles fines n’apportant plus d’information fondamentale pour la reconstruc-
tion. Cette propriété a été illustrée a la fin du chapitre 1 dans le cas d'un
signal non bruité sur les figures 1.10 et 1.12. Elle suggere de facon natu-
relle une stratégie de seuillage modifiée ol nous allons mettre a zéro toute
la descendance multiéchelle d’un coefficient lorsque celui-ci a été obtenu par
la prédiction ENO-SR (c’est a dire lorque l'intervalle associé a ce coefficient
a été classé comme singulier par le processus de détection). C'est en quelque
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sorte I'analogue de I'algorithme EBCOT-EA que nous avons introduit dans le
cadre de la compression.

La figure 5.51 illustre 'efficacité de cette approche pour un signal régulier
par morceau tel que “sinestep” avec un bruit élevé de variance o? = 2. La
figure 5.51 illustre le fait que les détails conservés sont en nombre tres faible
ce qui permet de réduire tres fortement 'effet du bruit, tout en assurant une
excellente reconstruction du signal grace a la procédure ENO-SR. La figure
5.52 confirme cette tendance lorsque I'on examine I’évolution du PSNR en
fonction de la variance du bruit.

T T
sssss tep+bruit (niveau=2) ——

L L L L 15 L L L L
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

Fiag. 5.50 — “Sinestep” : signal bruité et signal débruité en utilisant
une stratégie adaptative de seuillage (PSNR=45.87)
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Fi1G. 5.51 — Détails utilisés dans la reconstruction

5.2.3 Débruitage des images
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Fi1c. 5.52 - PSNR versus variance “sinestep”
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Nous terminons ce chapitre par quelques tests numériques sur le débruitage
des images. Nous effectuerons sur les quatre images tests “ellipse”, “graphe”,
“peppers” et “phare”, une comparaison des méthodes suivantes :

1. Débruitage invariant par translation dans une représentation BW.
2. Débruitage invariant par translation dans une représentation EA.

Une troisieme méthode possible consisterait a appliquer un débruitage inva-
riant par translation dans une représentation EA, avec seuillage modifié suivant
la stratégie présentée a la fin de la section précédente : mettre a zéro les coef-
ficients déscendants d’'un carré singulier ou on a utilisé la prédiction EA. Nous
ne présentons pas les résultats de cette méthode car les tests numériques ont
révelé qu’elle n’apportait aucune amélioration sur les méthodes précédentes,
tant pour les images géométriques que pour les images réelles.

Les figures 5.53, 5.54, 5.55, 5.56, 5.57, 5.58, 5.59 et 5.60, illustrent les
résultats numériques obtenus dans le cas d’un bruit blanc gaussien de variance
0? = 0.01 (les images étant normalisées entre 0 et 1). Pour ce niveau de bruit
peu élevé, les différences entre les méthodes sont imperceptible, avec quelques
différences dans le PSNR en faveur des représentations EA pour les images
synthétiques et BW pour les images réelles.

Fi1a. 5.53 - Image originale et la version bruitée (niveau du bruit
o2 =0.01)
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Fiac. 5.54 — Résultats de débruitage en utilisant le seuillage invariant
par translation avec une représentation BW (PSNR 32.6) et EA
(PSNR 32.9)

Fi1a. 5.55 — Image originale et la version bruitée (niveau du bruit
o? =0.01)
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Fia. 5.56 — Résultats de débruitage en utilisant le seuillage invariant
par translation avec une représentation BW (PSNR 30.4) et EA
(PSNR 30.9)

Fia. 5.57 — Image originale et la version bruitée (niveau du bruit
o? =0.01)
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Fig. 5.58 — Résultats numériques de débruitage en utilisant le
seuillage invariant par translation avec une représentation BW
(PSNR 29.8) et EA (PSNR 28.8)

Fia. 5.59 — Image originale et sa version bruitée (niveau du bruit
o? =0.01)
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Fia. 5.60 — Résultats de débruitage en utilisant le seuillage invariant
par translation avec une représentation BW (PSNR 28.1) et EA
(PSNR 27.4)

Fi1g. 5.61 Agrandissement autour d’un contour débruité avec BW
et EA
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FiG. 5.62 — Agrandissement autour d’un contour débruité avec BW
et EA

F1a. 5.63 — Image originale et la version bruitée (niveau du bruit
o2 =0.1)

Les figures 5.63, 5.64, 5.65, 5.66, 5.67, 5.68, 5.69 et 5.70, illustrent les
résultats numériques obtenus dans le cas d’un bruit blanc gaussien de variance
dix fois plus élevée 02 = 0.1. Dans ce cas, la représentation EA apporte en
outre des améliorations visuelles dans le cas des images géométriques, et une
légere amélioration en PSNR sur I'image “peppers”. Pour examiner de plus
pres le comportement des deux méthodes, nous présentons sur les figures 5.61
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FiG. 5.64 — Résultats de débruitage en utilisant le seuillage invariant
par translation avec une représentation BW (PSNR 24.91) et EA
(PSNR 26.16)

Fi1c. 5.65 — Image originale et la version bruitée (niveau du bruit
o2 =0.1)
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FiG. 5.66 — Résultats de débruitage en utilisant le seuillage invariant
par translation avec une représentation BW (PSNR 22.76) et EA
(PSNR 24.51)

Fi1c. 5.67 — Image originale et la version bruitée (niveau du bruit
o2 =0.1)
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Fig. 5.68 — Résultats numériques de débruitage en utilisant le
seuillage invariant par translation avec une représentation BW
(PSNR 22.35) et EA (PSNR 22.71)

Fi1a. 5.69 — Image originale et sa version bruitée (niveau du bruit
2
o*=0.1)
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Fiag. 5.70 — Résultats de débruitage en utilisant le seuillage invariant
par translation avec une représentation BW (PSNR 24.49) et EA
(PSNR 24.18)

Fic. 5.71 - Image originale et la version bruitée (niveau du bruit
2
o?=1)
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Fiag. 5.72 — Résultats de débruitage en utilisant le seuillage invariant
par translation avec une représentation BW (PSNR 21.13) et EA
(PSNR 23.40)

Fi1c. 5.73 — Image originale et la version bruitée (niveau du bruit
2
o?=1)
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FiGg. 5.74 — Résultats de débruitage en utilisant le seuillage invariant
par translation avec une représentation BW (PSNR 18.76) et EA
(PSNR 21.10)

e

Fia. 5.75 — Image originale et la version bruitée (niveau du bruit
2
o?=1)
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Fig. 5.76 — Reésultats numériques de débruitage en utilisant le
seuillage invariant par translation avec une représentation BW
(PSNR 19.50) et EA (PSNR 20.18)

Fi1a. 5.77 — Image originale et sa version bruitée (niveau du bruit
2
o*=1)
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Fic. 5.78 — Résultats de débruitage en utilisant le seuillage invariant
par translation avec une représentation BW (PSNR 14.91) et EA
(PSNR 17.80)

et 5.62 des agrandissements de regions situées au voisinage d'un contour pour
les images “peppers” et “phare”. Tout comme dans le cadre de la compression
d’image nous constatons que la méthode basée sur la représentation EA tend
a restituer des contours nets.

Les figures 5.71, 5.72, 5.73, 5.74, 5.75, 5.76, 5.77 et 5.78, illustrent enfin les
résultats numériques pour un bruit blanc gaussien de variance 02 = 1. Dans ce
cas, on constate que la représentation EA apporte des améliorations en PSNR
et, visuelles pour toutes les images.

5.2.4 Conclusion

Au vu de ces expériences numériques, on peut affirmer que les repré-
sentations non-linéaires apportent des améliorations significatives au débruitage
dans deux situations : débruitage des fonctions réguliere par morceaux dans le
cas monodimensionnel en utilisant une procédure de seuillage modifiée dans la
représentation ENO-SR, et débruitage des images lorsque le niveau de bruit est
élevé ce qui conduit la méthode basée sur la représentation BW a lisser forte-
ment les contours. Par ailleurs les effets du bruit sur les processus non-linéaires
de selection de stencil, de détection de singularité et de reconstruction de fonc-
tions constantes par morceaux sont particulierement difficile & apréhender.

209



210



Chapitre 6

Conclusions et perspectives

Pour clore ce mémoire, nous pouvons formuler quelques axes de recherche
qui se dégagent de facon naturelle de nos travaux :

1. D’un point de vue théorique, il serait intéressant de creuser la question
de la stabilité et en particulier d’éliminer la contrainte s > 1/p sur la
régularité de la donnée que 'on perturbe. D’autre part nos résultats de
stabilité ne s’appliquent ici qu’aux représentations WENO. Il serait donc
souhaitable de développer des méthodes de reconstruction de fonctions
discontinues du type ENO-SR et ENO-EA possédant en outre de bonnes
propriétés de stabilité.

2. Du point de vue des applications aux images, nous avons constaté a
plusieurs reprises 'insuffisance du modele simplifié des fonctions polyno-
miales par morceaux sur lequel se fonde la prédiction ENO-EA. Une pers-
pective ambitieuse serait d’utiliser dans la prédiction des modeles plus
sophistiqués intégrant par exemple un degré de netteté des contours et
une composante de texture. La difficulté principale d’une telle approche
est que l'on augmente alors significativement le nombre de parametres
présent dans de tels modeles ce qui rend leur identification plus difficile
et plus sensible au bruit. Une perspective plus modeste mais qui peut
donner d’excellent résultats pratique est le développement de codeurs
hybrides fondés sur une séparation préalable d’une partie géométrique
sur laquelle on applique le codage ENO-EA et d'une partie texturée que
I'on traite de maniere différente.

3. Il serait enfin intéressant d’explorer d’autres applications des représentati-
ons non-linéaires de type ENO-SR et ENO-EA. Un exemple, envisagé en
collaboration avec des chercheurs de 'ENST, est le codage video. Dans
cette application, les discontinuités se situent aussi bien dans l’espace
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(contour) que dans le temps (rupture de plan), et on cherche a utili-
ser les représentations non-linéaires pour ces deux aspects. Dans une
toute autre direction, il serait légitime d’examiner les applications de
la reconstruction ENO-EA en simulation numérique des phénomenes de
propagation de fronts, domaine dans lequel les méthodes ENO avaient
initialement été introduite dans le cadre monodimensionnel.
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