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Introduction

La statique et la dynamique d’interfaces élastiques en milieu aléatoire interviennent dans
la physique d’une grande variété de systemes : croissance des domaines magnétiques, per-
colation dirigée, mouillage d’une surface rugueuse par un liquide, propagation de fracture
dans les solides.

Le point commun de ces systeémes est ’existence d’une énergie élastique, qui tente d’ali-
gner tous les degrés de liberté de la variété qui décrit I'interface. Le désordre, induit par
exemple par des impuretés, s’oppose & un tel équilibre et déforme la variété afin de minimiser
I’énergie totale. Au cours des derniéres années, de nombreux travaux ont mis en évidence que
la réponse de l'interface a une force extérieure a un comportement critique, caractérisé par
des exposants non triviaux, pres du seuil de dépiégeage ol la vitesse de la variété s’annule.
L’objectif de cette these est d’étudier les propriétés universelles de cette transition.

La détermination des exposants critiques au seuil du dépiégeage est un probleme tres
débattu dans la littérature. Toutefois, jusqu’a présent, une description exhaustive de cette
transition n’a pas été réalisée : les modeles analytiques [1, 2, 3, 4] et les données expérimentales
[5, 6] ne sont pas en accord, d’autre part les simulations numériques [7] ont contribué &

préciser le cadre théorique, mais sans arriver a des résultats concluants.

Avec mon travail de thése, j’ai contribué & une meilleure compréhension de ce probleme,
en le clarifiant sur plusieurs points.

Dans le chapitre 1, je me propose de placer en perspective la physique des interfaces
élastiques en milieu aléatoire, en décrivant les aspects fondamentaux, les approches théoriques
courantes et les expériences réalisées. Dans la suite, je démontre (chapitres 2 et 3) que ’étude
numérique de la dynamique d’une interface ne peut étre conduite avec des techniques stan-
dards, puisqu’elles violent des propriétés essentielles de ces systemes. Nous avons développé
deux nouveaux algorithmes, qui permettent de repérer exactement, pour chaque échantillon,
I'interface bloquée au seuil de dépiégeage (interface critique). D’une part, dans le chapitre

2, je discute, pour des lignes élastiques définies sur réseau, les problémes reliés a la méthode

9



10

Monte-Carlo et je montre comment elle peut étre généralisée pour obtenir la solution exacte.
D’autre part, dans le chapitre 3, j’étudie de maniére analogue la discrétisation directe des
équations du mouvement d’une variété élastique en milieu désordonné. Prises ensemble,
ces méthodes nous permettent de caractériser plusieurs structures d’intérét expérimental et
théorique, en fonction de la dimension de I'espace et de la portée des interactions élastiques.

La détermination des interfaces critiques nous donne acces & ’exposant de rugosité ¢ au
dépiégeage. Dans le chapitre 4 je montre les résultats obtenus pour un modele d’interface
avec une énergie élastique & courte portée, en m’intéressant en particulier au roéle crucial
des corrections anharmoniques. Toutefois, dans les expériences de mouillage sur un substrat
rugueux et de fracture planaire Pinterface est caractérisée par une énergie élastique avec
interactions & longue portée. L’étude d’une ligne élastique & longue portée (chapitre 5) nous
a permis de réaliser une confrontation détaillée entre les expériences et le modele théorique
proposé.

Finalement, on s’intéresse (chapitre 6) & la distribution de la probabilité d’observer une
interface critique caractérisée par une certaine rugosité. L’analyse numérique de plusieurs
types d’interfaces critiques nous a permis de mettre en évidence I'existence d’une fonction
universelle, reliée & cette distribution par une transformation d’échelle.

Le point de départ de cette thése a été ’analyse du mouvement d’une ligne élastique en
présence d’une impureté (annexe A). Ce simple probléme montre inconsistance de algo-
rithme de Monte-Carlo local, pourtant tres utilisé jusqu’alors. Il est possible pour ce cas de

trouver des solutions analytiques exactes qui feront ’objet d’une publication & venir.

En téte de chaque chapitre le lecteur trouvera un résumé plus détaillé. L’essentiel de mon
travail de these est publié dans les articles [I-IV] reproduits et annotés a partir de la page

111.



Chapitre 1

Interfaces élastiques en milieu

aléatoire

De nombreux travaux théoriques et expérimentaux ont été consacrés a I’étude d’inter-
faces en milieu désordonné [8, 7]. Ces objets sont définis comme des variétés élastiques, de
dimension d, qui se déplacent dans un espace de dimension d + N. Plusieurs systemes phy-
siques se rameénent & ce modele, par exemple des domaines magnétiques [9] ou des vortex
dans les supraconducteurs de type II [10], ou encore des ondes de densité de charge [11]. En
hydrodynamique, le mouvement d’une ligne de contact du ménisque d’un fluide [6] appar-
tient & cette méme catégorie. Le point commun de ces systemes est ’existence d’une énergie
élastique, qui tente d’aligner tous les degrés de liberté et de lisser la variété. Les impuretés
s’opposent a un tel équilibre et contraignent la variété a se déformer dans le but de minimi-
ser I’énergie totale. Le paysage énergétique d’un tel systeme, tres compliqué, comporte de
nombreux états métastables; la simplicité et la richesse de ce modele offrent un excellent
terrain pour les méthodes avancées de la physique statistique. Dans ce chapitre j’introduis
les aspects fondamentaux pour la description de ces systémes (section 1.1). Ensuite, je décris
des réalisations expérimentales (section 1.2) et je donne un premier apercu des approches

théoriques courantes (section 1.3).

1.1 Elasticité et désordre

Dans la figure 1.1, je montre une ligne élastique dans un espace & 2 dimensions, en
présence de désordre. La direction z, dite de ‘croissance’, représente la dimension intérieure

de la variété, la direction transverse, h, va dans le sens du mouvement. L’énergie élastique

11



12 Chapitre 1. Interfaces élastiques en milieu aléatoire

h(x,1)

F1G. 1.1 — Ligne élastique en milieu aléatoire. Les impuretés déforment la ligne méme a
température 7' = 0. La dynamique de la ligne en réponse a une force de dérive f est étudiée

dans cette these.
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Fi1a. 1.2 — Caractéristique vitesse—force. En absence de désordre, la vitesse v est propor-
tionnelle & la force de dérive f (v o< f). A T = 0, & cause des impuretés, (trait continu) il
existe un seuil f., & partir duquel la vitesse devient non-nulle. La dynamique preés du seuil
est interprétée comme un phénomene critique (dépiégeage). A température 7' > 0 (trait
pointillé), le mouvement d’ensemble de la ligne se poursuit par excitation thermique méme

pour f < f. (‘creep’).

tente de rendre la ligne lisse, mais les impuretés s’y opposent.

Ce modele tres simple possede des propriétés d’équilibre non triviales, en raison de la
compétition entre ’élasticité et le désordre : la détermination de I’état fondamental, de
la rugosité a 1’équilibre et des fluctuations de 1’énergie libre & température finie sont des
problemes tres débattus dans la littérature. D’autre part, la richesse de ce modele se mani-
feste, de fagon encore plus surprenante, en étudiant la dynamique de la ligne en réponse a

une force de dérive f, constante et uniforme.

La figure 1.2 montre la vitesse moyenne v de la ligne en fonction de la force f appliquée.
En absence de désordre, la vitesse de cette ligne (en régime visqueux) est proportionnelle
a la force de dérive (v o< f). A température zéro, en présence d’impuretés, nous pouvons
distinguer trois régions dans la caractéristique vitesse—force :

— Pour f < f,, la ligne se déplace par rapport & la configuration initiale, mais elle finit

par se piéger sur des impuretés (v = 0).

— Pour f > f., la ligne se déplace treés rapidement et le désordre ne joue plus aucun
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role ; asymptotiquement pour f — oo, la dynamique de la ligne se ramene au cas sans
désordre (v ~ f).
— Le seuil f. détermine la transition entre une phase piégée et une phase en mouvement.

Ce point de transition est dénommé seuil de dépiégeage (v ~ (f — f.)? pour f — fF).

Le but de cette these est 1’étude des propriétés de la ligne au dépiégeage.

1.1.1 Seuil de dépiégeage

Expérimentalement, on observe que le mouvement de la ligne, juste au dessus du seuil
fe, est tres irrégulier : des morceaux de la ligne se dépiégent pour se repiéger plus loin. Le
mouvement est donc caractérisé par une succession de sauts rapides, les ‘avalanches’. La
taille /5y de ces avalanches diverge en se rapprochant de f.. Pour cette raison, le dépiégeage
a été interprété comme un phénomene critique dont la vitesse est le parametre d’ordre :
v=0pour f < f. et v >0 pour f > f.. Laforce f joue le role de parametre de contréle, de
maniere analogue a la température dans les transitions magnétiques. Comme les phénomenes
critiques usuels, le dépiégeage est caractérisé par des exposants universels qui ne dépendent
pas de la nature exacte du systéme, mais uniquement de parametres tels que la dimensionalité
de l'interface ou la portée des interactions élastiques. Par exemple, la longueur de corrélation

des avalanches l,, diverge pour f — f.f, avec un exposant v :

lav~ (f = fo)™". (1.1)

Les domaines corrélés d’extension interne [, ont des déplacements longitudinaux w, donnés
par ’exposant de rugosité ( :

w ~ (lay)S. (1.2)

Dans le chapitre 4 je présente une définition plus rigoureuse de cet exposant. Une échelle
de temps 7 est donnée par la condition d’égalité entre le mouvement régulier du centre de

masse et les excursions du systeme, v7 ~ w; elle diverge selon ’exposant dynamique z,
7~ (la)"- (1.3)
Enfin, la figure 1.2 nous permet de définir I'exposant de vitesse § au dépiégeage comme :
v (f= 1) (1.4)

Des relations d’échelle relient v, (, z, 0 et permettent de réduire le probleme & deux exposants

indépendants ( et 6.



1.1. Elasticité et désordre 15

Une avalanche de longueur [,, est donc caractérisée par une extension transversale w
et par un temps de vie 7. Comme une avalanche s’arréte lorsqu’elle est rattrapée par le
mouvement régulier du centre de masse, on a v = w/7. D’autre part, d’aprés les définitions

(1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) on a w ~ v=¢"/% et 7 ~ v=**/% ; on peut donc écrire :

5~

(L.5)

On peut inférer une deuxiéme relation d’échelle en envisageant le bilan des forces sur un
domaine corrélé de diametre l,,. La portion d’interface décrochée lorsque la force élastique

w/12, compense 'exces de force d’entrainement f — f.; on en déduit ! :

1

V:m.

(1.6)

Le dépiégeage est donc completement caractérisé par les exposants ¢ et 6. Dans cette these je
me concentre sur ’exposant critique de la rugosité et sur la force critique f.. Nos méthodes
numériques permettent de calculer avec grande précision ces quantités pour plusieurs struc-

tures élastiques d’intérét tres général.

1.1.2 Effets de température finie

La figure 1.2 permet aussi de discuter aussi le cas de T > 0. L’effet de la température
est d’arrondir le ”cusp” autour de f.. On peut donc observer un mouvement d’ensemble de
la ligne, méme si la force extérieure appliquée est inférieure & f.. Dans ce régime, appelé
‘creep’, le systéme explore son paysage d’énergie complexe et obéit & une loi vitesse-force
hautement non-linéaire. Le groupe de renormalisation permet d’arriver & des prévisions
théoriques & basse, [12] ainsi qu’a haute température [13]. Toutefois, ce régime est actuelle-

ment impénétrable aux simulations numériques a cause de la dynamique tres lente.

1.1.3 Généralisations

Pour simplifier, la discussion a été menée par rapport au cas d’une ligne dans un espace
bidimensionnel, mais, en général, toutes les considérations restent valables pour une variété
décrite par une fonction univaluée h(x), ol x est un point de 'espace d-dimensionnel de
la variété et h repere la direction de mouvement perpendiculaire & 'interface. Ce modele
exclut la possibilité de formation de surplombs (voir Fig. 1.3). Dans les chapitres suivants je

soulignerai 'importance de cette approximation.

P’équation (1.6) est vraie en présence d’un terme élastique harmonique. Des équations plus compliquées,

comme ’équation (1.15), ne respectent pas forcement cette relation.
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h

F1G. 1.3 — Morphologies possibles de l'interface. Le trait pointillé montre une interface
univaluée étudiée dans cette theése. Le trait continu montre un exemple d’interface avec

surplombs et ilots. Cette éventualité n’est pas prise en compte dans la suite.
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Fi1G. 1.4 — Domaines magnétiques d’aimantation opposée séparés par une paroi de Bloch

d’épaisseur §. Le champ magnétique H déplace la paroi vers la droite.

1.2 Reéalisations expérimentales

Pour illustrer le cadre théorique présenté dans la section 1.1, je discute deux expériences

ou la compétition entre désordre et élasticité joue un roéle central.

1.2.1 Paroi magnétique

On considere une paroi de Bloch, interface qui sépare deux domaines ferromagnétiques
d’orientations différentes. L’expérience de Lemerle et al. [9] utilise une couche de cobalt
ultra-mince d’épaisseur 0.5 nm, insérée entre deux couches de platine. Ce systéme constitue
un exemple de spins d’Ising bidimensionnels, qui s’alignent suivant les deux orientations
perpendiculaires au plan du film (Fig. 1.4). La présence de cristallites (de taille ~ 10 nm) ou
de rugosités a la surface du cobalt, produit un faible désordre magnétique. Le renversement
de Paimantation sous champ magnétique, initié & partir d’un centre de nucléation, s’effectue
par le déplacement d’une paroi de Bloch qui délimite deux domaines magnétiques d’aiman-
tation opposée. Pour une couche de cobalt ultra-mince, le déplacement de cette paroi loin
du centre de nucléation peut s’assimiler au mouvement d’une interface quasi plane dans un
milieu bidimensionnel faiblement désordonné. La forme de la paroi est visualisée par mi-

croscopie magnéto-optique (Fig. 1.5). L’interaction ferromagnétique joue le réle d’une force
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Fic. 1.5 — Image magnéto-optique de deux domaines magnétiques d’aimantations opposée

[14].

élastique, défavorisant les distorsions de la ligne. Comme montré en figure 1.4, I’application
du champ H, assimilable & la force de dérive f, déplace la paroi vers la droite. Ce systéme a
permis de mettre en évidence le régime de creep pour le mouvement d’une paroi magnétique.
Pour H < H., ou H,. est le champ critique, la loi vitesse-force prévu théoriquement a été
vérifiée. Jusqu’a présent, ce systéme n’a pas encore été utilisé pour caractériser le dépiégeage.
Sa nature élastique dépend des interactions ferromagnétique & courte portée.

Dans le chapitre 5 je discuterai deux expériences ou les interactions élastiques sont de
longue portée : 1a ligne de contact du ménisque d’un fluide et les fronts de fracture planaires.

Dans ces cas il a été possible de mesurer I’exposant de rugosité au dépiégeage.

1.2.2 Percolation dirigée

Une expérience suggestive dérive de ’observation de la tache créée par une goutte d’encre
sur un morceau de papier. Le front séparant la région mouillée de la région seche est rugueux
[5], en raison d’inhomogénéités a petite échelle, tout comme une interface entre deux fluides
avancant dans un milieu poreux désordonné [15].

Les mesures de ’exposant de rugosité obtenues sur des taches d’encre sur papier semblent
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donner ¢ = 0.63 &+ 0.04 [5]. Cette expérience a été interprétée dans le cadre du modele de

percolation dirigée (voir le chapitre 4 pour une discussion plus détaillée).

1.3 Approche théorique

Avant d’analyser la dynamique d’une interface, j’établis la forme des équations du mou-
vement. Il serait inutile de considérer des équations proprement microscopiques prenant en
compte tous les détails du systeme. Il suffit de se tenir aux seuls termes ‘pertinents’ qui
déterminent les propriétés & grande échelle et dans la limite de grand temps.

Depuis les années 1980 les équations du mouvement d’interfaces élastiques en milieu non
désordonné ont été étudiées a température finie. Dans ces systemes effet de la température
se traduit dans ’équation du mouvement par un bruit stochastique dépendant du temps
(équation de Langevin). Dans la section 1.3.1 je résume brievement les points cruciaux de
cette approche. Pour simplifier, j’y considere le cas d’une interface unidimensionnelle soumise
a une force de dérive f, avec interactions élastiques & courte portée. Ces considérations sont
généralisées au cas d’une variété d-dimensionnelle dans le chapitre 4 ainsi qu’au cas d’une

ligne avec interactions élastiques & longue portée dans le chapitre 5.

1.3.1 Equation de Langevin sans désordre

La ligne est supposée caractérisée par sa hauteur h(z) univaluée, c’est-a-dire qu'’il n’y a

pas de surplombs. L’équation de mouvement a la forme :
O¢h(z,t) = f + 6(z,t) + G(z, h,1); (1.7)

ou G(z, h,t) est une fonctionnelle générique dépendant de la position de l'interface. Dans
Péquation 1.7 6(z,t) est le bruit stochastique gaussien de moyenne zéro dont le second

moment est proportionnel a la température 7' :
<O(z,t)0(z',t') >=2T6(x — z')o(t — t'). (1.8)

Dans ’équation (1.7), le terme inertiel ?,272 est négligé puisqu’il disparait dans la limite de
grands temps. L’absence de ce terme correspond & une approximation visqueuse ou quasi-
statique. Dans un premier temps j’analyse la relation entre G(z, h,t) et I’énergie élastique

FE¢ a courte portée, écrite comme un développement en gradients :

_ 1 L ai oh 2 a2 Oh 4
Eél—z/o dx l? (6_$) +E(%) +... (19)
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Dans Papproximation de dynamique de relaxation d;h(z,t) = —g—]f: on obtient

G(h7 T, t) =

i 2 2 2
_8Eel _ 0°h 0%h <8h> (1.10)

oh — lox2 T 792 \ O
Les propriétés universelles sont contenues dans le comportement & grands temps (¢ — 00)

et & grandes distances (z — o0) de h(z,t). Dans cette limite n’interviennent que les dérivées
d’ordre bas. Comme exemple je montre que le terme ‘327’2’ (

rapport au terme %. Si on opére une transformation d’échelle sur la ligne le long de la

oh

2 .
81)" est non pertinent® par

direction  d’un facteur b : x — ' = bz, il faudra imposer le long de h : h = h' = bSh, ot

¢ est exposant de rugosité. Le résultat de cette transformation est :

oh N0
Ox? dx'? Ox?
) 2 271 N 2 2 2
Oh (OhN" - O (OWNT_ sy O%h (O (1.11)
0zr? \ Oz dz'? \ Ox' 9z> \ Ox
Dans la limite de grandes distances, b — oo, (limite hydrodynamique) le terme % (%)2

tombe & zéro beaucoup plus rapidement que le laplacien pour tous ( < 1. Le méme argu-
ment permet de montrer que le terme inertiel % est également non pertinent. A la suite
de ces considérations ’équation de mouvement, pour une ligne élastique soumise au bruit
thermique, est :

Oph(xz,t) = f +0(x,t) + a; V>h(z, t). (1.12)

Cette équation, dite de Edwards-Wilkinson, est la plus simple pour décrire les fluctua-
tions d’une ligne & 1’équilibre. Le terme proportionnel au laplacien traduit ’effet des forces
élastiques, dans ’approximation harmonique. Il est possible de résoudre exactement [16] ce
modele et de calculer les exposants qui le caractérisent : en particulier celui de rugosité est
¢ =2—d. Pour d = 2 l’exposant vaut ¢ = 0 et la rugosité est déterminée par des corrections
logarithmiques; cette dimension est dite critique supérieure d,.. Pour d > dy. l'interface
apparait plate aux grandes échelles parce que les irrégularités produites par leffet de la
température sont supprimées par la tension élastique.

Plusieurs modeles de croissance stochastique [17, 18] ne respectent toutefois pas les lois
d’échelle de I’équation (1.12). La présence d’un autre terme pertinent n’a pas été détectée
a partir d’une développement hamiltonien de la fonction G(z, h,t). Kardar, Parisi et Zhang
[19] ont montré qu'un terme non-lindaire (%)2 est engendré si on considere les effets

cinématiques dans la dynamique de la ligne. Dans le cas le plus général il faut considérer,

comme montré dans la figure 1.6, que le déplacement est perpendiculaire & la courbure locale

2 J'utilise ici des arguments de ‘limite hydrodynamique’, qui s’appliquent directement aux équations du

mouvement. L’analyse dimensionnelle de I’hamiltonien du systéme donne le méme résultat [12].
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h(x) |

F1G. 1.6 — L’origine du terme non-linéaire de 1’équation KPZ. La direction de croissance du

domaine est perpendiculaire & ’interface.

de la ligne, ce qui produit une croissance dh le long de I’axe h, donnée par le théoréme de
Pythagore :
8h = [(v6t)? + (V6tVh)?] /2 = wét[1 + (Vh)?]H2. (1.13)

Pour |Vh| < 1, le développement en puissances du gradient, donne :
Oth = v +v/2(Vh)?. (1.14)

Dans cette dérivation le terme non-linéaire est donc proportionnel a la vitesse de la ligne.

En ajoutant ce terme & ’équation (1.12) on obtient I’équation KPZ :
Oih(z,t) = f +6(z,t) + a1 V?h(z,t) + A(Vh)>. (1.15)

Cette équation a été bien caractérisée a une dimension : des calcules analytique exactes
trouvent, par exemple, un exposant de rugosité ¢ = 1/2 [19]. Pour les dimensions supérieures,
cette équation non-linéaire a été 1’objet de nombreux travaux numériques et analytiques.
Jusqu’ici, par exemple, il n’est pas clair quelle est la dimension critique supérieure de cette

équation [20].

1.3.2 Equation avec désordre — Dépiégeage

La présence de désordre dans le systéme décrit jusqu’ici se traduit par un terme 7(z, h)

indépendant du temps. On suppose que 1 est de moyenne nulle et possede des corrélations
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e

Fic. 1.7 — Piégeage d’une portion d’interface de taille /. Les impuretés s’opposent au mou-

vement de la ligne, agissant contre la force de dérive f et les force élastiques.

de la forme :

77(1'7 h)n(l"': hl) = 6d($ - xl)A(h - hl)a (116)

ol la barre représente la moyenne sur les configurations de désordre. La fonction A décrit les
corrélations spatiales du désordre qu’on suppose de courte portée avec un distance typique
rf.

Comme discuté dans la section 1.1.1 la présence de désordre améne P'apparition du
seuil de dépiégeage f.. Contrairement au cas sans désordre, la dynamique de la ligne est
& température nulle (8(x,h) = 0) et pour v — 0. La dérivation de I’équation du mouve-
ment dans cette limite c’est révélée non triviale. Naivement, la dérivation cinématique du
terme KPZ que j’ai présentée dans la section 1.3.1 est inefficace dans cette limite v — 0T ;
pour ce motif, les premiers travaux [1] ont exclu les termes non-linéaires de ’équation de

mouvement au dépiégeage. L’équation étudiée est donc :
Oth(z,t) = f +n(z,h) + VZh(z,t). (1.17)

L’étude numérique de I’équation 1.17 et des ses généralisations est un point crucial de cette
these. Toutefois on peut deés & présent, grace a de simples arguments d’échelle, on peut
estimer certaines grandeurs caractéristiques de ce probleme. Imaginons un domaine de taille

I qui bloque le mouvement de linterface (voir Fig. 1.7). Pour cette portion on peut récrire
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I’équation du mouvement en fonction de sa longueur d’échelle comme :
a1 /21720 + 14 — [A(0)]H2142 = 0. (1.18)

Le premier terme provient du Laplacien, le deuxieme de la force de dérive et le dernier
représente la contribution du bruit did aux impuretés. Ce terme est de signe négatif puisqu’il
s’oppose au mouvement de l'interface. En premiére approximation, on suppose que 'interface

est piégée si les effets élastiques sont plus faibles que le désordre :
rray /21972 ~ [A(0)]/219/2, (1.19)

Pour d > 4 le terme élastique domine sur le désordre, la dimension critique supérieure

du modele est donc dy. = 4. Pour d < 4 on obtient une longueur caractéristique, dite de

Larkin : )
r2a?\ ¢
a1
c= . 1.2
l (A(O)) (1.20)

Le terme élastique reste dominant seulement pour une longueur ! < [., tandis que pour

I > . le désordre joue un role crucial. Ces arguments nous permettent d’estimer la force
critique de l'interface. Si I’'on pouvait décrire le systeme & 1’aide d’un point se déplagant sur
une ligne avec des impuretés, le point piégé au fond d’un puits ne sortirait de celui-ci qu’a
condition que la force appliquée excede la pente maximale du puits. Cette image simpliste
vaut aussi pour un systéme étendu, & condition de considérer que ce dernier est constitué de
domaines de Larkin. On obtient alors une estimation de la force critique f. en remarquant
que statistiquement, il suffit de dépiéger un domaine de Larkin pour dépiéger tout le systeme,
puisque les domaines de Larkin voient des réalisations différentes du désordre. La condition
de mise en mouvement s’obtient en comparant la somme des forces due aux impuretés,

(l/lc)d V/A(0)I2 3 la force d’entrainement [?f. 11 en résulte :

Tfal
12

fer~ (1.21)

1.4 Conclusions

Le travail de cette these se développe & partir des notions introduites dans ce chapitre
pour le dépiégeage. Dans les chapitres 2 et 3, je montre que ’étude numérique des équations
de mouvement est impossible aussi bien dans une approche sur réseau (Monte-Carlo local)
que pour une discrétisation directe. Dans le premier cas (Monte-Carlo local) les approxi-
mations utilisées aménent & des résultats erronés, dans le second cas (simulation directe),

le manque de rigueur dans la discrétisation des équations du mouvement ameéne & de fortes
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instabilités, qui rendent les résultats imprécis et pas fiables, dans d’autres encore (automates
cellulaires), enfin, la bonne convergence numérique est cependant accompagnée par un lien
ambigu avec les équations du mouvement.

Nos méthodes numériques utilisent les propriétés analytiques des modeles théoriques
[21, 22] et dépassent les limites des techniques utilisées auparavant. Au dépiégeage, nos
algorithmes ont permis de calculer, avec grande précision, la force critique f. et 'interface
bloquée & f. (interface critique).

L’étude des propriétés statistiques de ces objets est 'objectif des chapitres 4, 5, 6, en
particulier on présente les problémes concernant la rugosité des interfaces critiques. La ri-
gueur de 'approche utilisée et la précision des résultats obtenus ont permis de répondre &
des questions ouvertes, ainsi que de garder un lien solide avec les modéles théoriques étudiés.
Entre autres, la discussion de la section 1.3.2 sur la dérivation des équations de mouvement

y révélera toute sa subtilité.



Chapitre 2

Dynamique d’une ligne élastique

sur réseau

Les propriétés d’équilibre d’un polymere dirigé en milieu aléatoire, c’est-a-dire d’une ligne
élastique définie sur un réseau en présence de désordre, ont été ’'objet d’un grand nombre
d’études numériques approfondies. Dans ce chapitre je traite le probleme de la définition
d’une dynamique sur réseau, capable d’inclure la compétition entre désordre et élasticité et
cohérente avec une description continue. Je présente tout d’abord le modele a I’équilibre
thermodynamique et les résultats connus (section 2.1), ensuite je montre que I’approxima-
tion habituelle de dynamique locale n’est pas satisfaisante pour ce probléme (section 2.2).
Ce point est assez naturel pour un polymere avec contrainte métrique, mais les conclu-
sions restent valables dans un cadre plus général traité dans ’annexe A. Pour résoudre les
problémes de ’approximation locale nous avons proposé d’introduire une nouvelle classe de
dynamiques non-locales respectant le bilan détaillé, c’est-a-dire la nature hamiltonienne de la
dynamique, mais imposant moins de contraintes sur les mouvements possibles (section 2.3).
Je démontre que toutes ces dynamiques se caractérisent par des propriétés identiques au
dépiégeage (section 2.4). Notre nouvel algorithme [21] permet de calculer la force critique et
de déterminer 'unique polymere arrété a la force critique.

Ce travail a été ’objet de la publication B.1.

2.1 L’équilibre : le polymere dirigé

La figure 2.1 montre le modele étudié. La ligne élastique h = {h;}i=o,....1. est définie sur

un réseau carré. A chaque site du réseau est associé un potentiel aléatoire V (i, h). L’énergie

25
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[ e—

0 M-1 0

h

F1G. 2.1 — Ligne élastique h = {h;}i=o,...,r sur réseau carré avec un potentiel aléatoire sur
chaque site V (i, h). On impose des conditions périodiques aux bords dans la direction de
croissance du polymere (i =i + L) ainsi que dans la direction transverse (h; = h; + M). La

fleche en haut de la figure indique la direction de la force de dérive f.

de la ligne est donnée par :

L
E(h) = Y V(i,hi) + Ba(lhita — hil), (2.1)

i=1
ol Fg représente 1’énergie élastique des liens. Dans ce modeéle nous avons introduit une
contrainte métrique

|Piy1 —hs| <1 (2.2)
et ’énergie élastique associée a chaque lien est

B — ¢ si |hip1—hy =1 (2.3)
0 si |hiz1 —hi| =0
ou ¢ est réel et positif. Dans Iannexe A je montrerai que les principaux résultats de ce
chapitre restent valables dans le cas bien moins intuitif ou Fg est une fonction convexe
des h; avec i = 1,2,...,L. Dans la suite on considére des conditions périodiques sur la
ligne (hg = hr) et sur le potentiel (V(i,h; + M) =V (i + L,h;) = V (i, h;)). Ces conditions
définissent un échantillon effectif de taille (L, M).

Le modele de la figure 2.1 est un exemple de polymere dirigé dans un milieu bidimen-

sionnel (d = 1, N = 1). La statique et les propriétés a ’équilibre de ce systéme ont été
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bien caractérisées par des travaux analytiques et numériques. Le principaux résultats sont
les suivants :

— la fonction de partition de tous les polymeres dirigés qui partent du point (0,0) et
finissent au point (L, h(L)) satisfait & une équation différentielle reliée & ’équation
KPZ par substitution de variables. Cette relation permet de lier les exposants critiques
KPZ avec les propriétés a grande échelle des polymeres. Les résultats exacts trouvés
pour I’équation KPZ dans le cas unidimensionnel donnent acces aussi aux propriétés

a ’équilibre du polymeére. Par exemple on connait exactement ’exposant de rugosité
a Véquilibre (¢q = 2/3 [23].

— la méthode de la matrice densité permet d’évaluer tous les chemins possibles de
I’échantillon et donc d’accéder a la fonction de partition exacte du systeme [24, 25].

— il est également connu qu’a basse température, la thermodynamique est dominée par
le polymeére d’énergie minimal. Ce polymere peut étre détecté avec des méthodes d’op-
timisation [23].

Comme déja observé dans le chapitre précédent, la facon d’étudier la dynamique de ces
systemes est d’introduire une force de dérive constante f, agissant sur chaque point de la

ligne. L’énergie associée & chaque configuration devient :
L
E(h) =Y _[V(i,hi) = fhi + Ea(|hiy1 — ha])]. (2.4)
i=1

Dans la section 2.3 et la section 2.4 je présenterai le résultat de nos travaux sur la dynamique

a température nulle d’un polymere sous ’action de cette force extérieure.

2.2 Dynamique de Monte-Carlo locale

L’introduction d’une force extérieure nous conduit & considérer la dynamique du systeme.
En général, on s’attend a ce que le mouvement du polymere, pour des petites forces et des
faibles températures, soit tres lent. A partir de cette observation beaucoup d’auteurs ont
motivé 'introduction, pour décrire la dynamique, de 'approximation locale otli, & chaque
intervalle de temps At = 1, seul un point du polymeére peut se déplacer, tout en respectant
la contrainte métrique. La figure 2.2 décrit la dynamique locale. A T = 0, le mouvement
proposé est accepté si I'énergie donnée par 1’équation (2.4) décroit, autrement il est refusé.
Dans la littérature on trouve de nombreuses applications de la dynamique locale pour des
températures finies [26, 27, 28, 29]. L’approche Monte-Carlo permet de prendre en compte
Leffet de la température grace A la condition du bilan détaillé, qui détermine P(h — h)

la probabilité de passer de la configuration k & la configuration A [30]. Dans le cas de la



28 Chapitre 2. Dynamique d’une ligne élastique sur réseau

f ———)
0
L-1
lo
0
0 ho M-1 0

F1a. 2.2 — Un mouvement de Monte-Carlo local respectant la contrainte métrique est indiqué.
A température zéro le mouvement est accepté si la nouvelle configuration proposée a une
énergie inférieure 4 celle de la configuration précédente. A T' > 0 ce mouvement se généralise

en utilisant (2.5). Le cercle marque un site avec une impureté qui accroche la ligne.

dynamique Monte-Carlo locale de la figure 2.2, il faut généraliser la probabilité d’accepter

le mouvement choisi :

P(h — h) = min(1, 2) (2.5)
Th

ou 7wy, ~ exp(—BE(h)) est le poids de Boltzmann de la configuration h & température
T =1/8.

Le probleme de cette approche est qu’elle ne traite pas du tout la compétition com-
plexe entre désordre et élasticité, qui domine la physique de ces systémes, notamment au
dépiégeage. Pour apprécier ce point fondamental, imaginons le cas particulier de la figure
2.2, ol une unique impureté est placée sur le site (ig, ho). Le polymere pourra dépasser le
point (49, ho) seulement si f > 2¢— V (ig, ho) et ceci pour toutes tailles de L et de M. Cette
condition est indépendante de la taille du polymere et je peux conclure qu’une unique im-
pureté peut arréter une ligne infinie (L — 00), poussée avec une densité de force f finie. Si
maintenant nous considérons une distribution de désordre V (i, z) non bornée, comme dans
le cas d’une distribution gaussienne, la force critique f. a la limite thermodynamique est
infinie. Pour échapper & ce probléme certains auteurs ont utilisé une distribution bornée

(IV] < Vmax), obtenue, par exemple, en tronquant la distribution gaussienne. Dans ce cas,
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[ e—

0 M-1 0

h

F1G. 2.3 — Automate cellulaire (algorithme de Sneppen) pour la dynamique d’un polymere.
Le point le moins piégé par le désordre (indiqué avec une petite fleche) avance d’abord, puis

d’autres points bougent afin de respecter la contrainte métrique.

la valeur de la force critique (f. = 2Vmax) est indépendante de 1’élasticité c. A partir de
ces considérations nous avons déduit qu’un polymere qui se déplace selon une dynamique
Monte-Carlo locale possede la méme force critique qu’un point dans un milieu aléatoire
[31, 32] et que, comme pour ce qui avait été déja observé pour le modele de Ising en champ
aléatoire [27], au dessus du seuil, la dynamique de la ligne est similaire & la dynamique d’une
ligne en absence de désordre. Nous en concluons que ’approximation de dynamique locale
— dans le cadre du Monte-Carlo sur réseau — est inadéquate pour décrire le dépiégeage.

Cette conclusion est le point de départ de cette these.

2.2.1 Automates cellulaires

Un premier essai pour trouver une nouvelle méthode est I’algorithme de Sneppen [33]
montré figure 2.3. La prescription principale est de déplacer toujours le point le moins piégé
par le désordre. Ce mouvement entraine le mouvement de points voisins afin de respecter la
contrainte métrique. Cette régle permet de bouger plusieurs points a chaque At. 1l est donc
clair que la dynamique de Sneppen ne découle pas d’un hamiltonien, puisque le mouvement
global permet d’augmenter 1’énergie; en plus, la regle utilisée est telle que la ligne n’est

plus poussée par une force de dérive f. Toutefois 'auteur suppose que le systeéme, apres
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un temps initial de saturation, s’auto-organise dans un régime critique. Dans ce régime on
trouve que la rugosité du polymere est caractérisée par un exposant ( = 0.63. Cette valeur
a été mesurée dans des expériences de taches d’encre sur papier [5] et semble coincider avec
Pexposant de rugosité de dépiégeage de la percolation dirigée [5, 34, 7].

La méthode de Sneppen est un exemple d’automate cellulaire, c’est-a-dire d’un ensemble
de régles définissant le mouvement de la ligne sur réseau. Comme montré dans cet exemple,
la dynamique obtenue n’est pas physique, parce qu’elle ne dérive pas directement d’un
hamiltonien, ou de ’équation de mouvement. En général, la méthode utilisée pour déterminer
le comportement critique d’une équation de mouvement a ’aide d’automates cellulaires, est
de définir une dynamique sur réseau avec des propriétés similaires et avec les mémes symétries
que la dynamique physique. L’hypothese que les deux systémes sont caractérisés par les
mémes exposants critiques doit étre justifiée par une dérivation rigoureuse des équations
qui gouvernent la dynamique de I’automate cellulaire dans la limite continue. Un lien solide
entre modeles continus et automates n’a été établi que pour les systémes de croissance de
domaines sans désordre [35]. Dans la littérature il n’y a pas eu d’études analogues pour
les variétés élastiques en milieu aléatoire! ; nonobstant ceci les automates cellulaires sont la
méthode la plus utilisée pour déterminer les exposants au dépiégeage.

La section 2.3 est consacrée & la méthode, alternative aux automates cellulaires, que nous
avons développée : le but de cette méthode est d’éviter les problémes de ’approximation
locale sans utiliser des régles qui n’ont pas une origine physique. Pour compléter la discussion,
dans I’annexe A, on traite le cas d’une ligne définie sur réseau avec une forme générale
d’énergie élastique (en particulier on abandonne la contrainte métrique) : le résultat principal
est de montrer que dans le cas le plus général 'approximation locale est inadaptée a la

description du dépiégeage.

2.3 Dynamiques non-locales

Dans la figure 2.4 on a indiqué trois exemples de dynamique non-locale. Dans le but
de garantir que la dynamique soit Monte-Carlo ( c’est-a-dire dérivée d’une approche ha-
miltonienne) il faut respecter le bilan détaillé, qui détermine les mouvements possibles et
la probabilité de les accepter. A température zéro, une telle prescription consiste & propo-
ser chaque mouvement avec la méme probabilité que son mouvement inverse et a accepter

seulement les mouvements qui abaissent ’énergie [30]. La généralisation & température finie

1Une exception est représentée par la solution exacte de Vannimenus et Derrida [36] , d’un automate

dans la limite champ moyen.
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F1G. 2.4 — Exemples de dynamique Monte-Carlo non-locale. Modele a : tous les points h!
(1 = 1, L) bougent & chaque temps ¢t de 0,+1. Modele b : & chaque temps ¢ on choisit une
direction aléatoire u; = 1 et on déplace tous les points de 0, u;. Modeéle ¢ : comme dans b,

mais on ne déplace qu’un seul front.

est, a la différence des automates cellulaires, naturellement introduite par un algorithme de
Metropolis. Dans I’exemple montré sur la figure 2.4a le mouvement proposé ht — ht + §*

avec 8' = {0¢}i—o,....1 est

+1 p
8 = 0 avecprob. 1—2p Vi (Modele a).
Dans ce modele, comme dans les exemples suivants, il n’y a aucune limitation au nombre de
points qui participent & chaque mouvement. Cette caractéristique est essentielle pour éviter
les problemes des algorithmes locaux.
Un autre algorithme de dynamique Monte-Carlo est indiqué figure 2.4b. A chaque temps

t et avec la méme probabilité, on choisit la direction de mouvement en avant (u‘ = 1) ou en

arriere (u* = —1). Le mouvement suivant est donc proposé :
I p
6 = avec prob. Vi (Modele b).
0 1-p

Dans les deux cas, le nombre de propositions possibles est exponentiel : la simulation directe
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des modeles (a) et (b) est tres limitée par la taille du systéme. Pour montrer que la situation
est moins désespérée il est utile de définir un front en avant de taille £ comme un ensemble
de points contigus ¢,7 4+ 1...¢ + k — 1, qui peuvent avancer sans violer la contrainte métrique.
De maniere analogue on peut définir un front en arriére. Si un front baisse 1’énergie du
polymere on dira qu’il est instable. Les mouvements de figures 2.4a et 2.4b consistent en
deux fronts. Pour accepter de tels mouvements il faudra qu’au moins un des deux fronts soit
instable. Nous pouvons donc en déduire la propriété suivante :

Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité d’une configuration est la stabilité
de tous les fronts.

Le nombre des fronts possibles respectant la contrainte métrique n’est plus exponentiel,
mais au plus 2 2L(L — 1) + 2. Cette condition, valable pour les modeles a et b, reste valable
pour toutes les dynamiques Monte-Carlo non-locales. Il est possible, par exemple, de définir
une dynamique oll, & chaque pas, un unique front bouge (voir Fig. 2.4c); cette dynamique
peut étre simulée plus aisément que les modeles a et b.

On rappelle que la force critique f. d’un échantillon est la plus grande force de dérive
qui n’arrive pas a décrocher la corde. En utilisant la condition nécessaire et suffisante pour
la stabilité, nous avons essayé de définir la force critique f. d’un échantillon de taille L x M
a désordre fixé d’une facon mathématiquement plus précise. Il faudra ensuite montrer que
cette nouvelle définition est en accord avec la définition usuelle. Pour un polymere arbitraire
h*, j’appelle force de dépiégeage fq(h*) la plus petite force f non négative déstabilisant un
front en avant. On définira la force critique de I’échantillon comme :

fe = max fa(h®) (2.6)
ou {h®} est I’ensemble de tous les polymeres qu’on peut dessiner sur I’échantillon. Puisque la
condition nécessaire et suffisante est indépendante de la dynamique choisie, la force critique
donnée par I’équation (2.6) ne dépend que de I’échantillon utilisé.

Grace a ’équation (2.6) nous avons calculé la force critique de différents échantillons par
énumération directe. L’idée a la base est d’engendrer tous les polymeres de ’échantillon,
de calculer la force de dépiégeage de chaque polymere et d’en déterminer ensuite la valeur
maximale.

Dans le but de ’énumération, il est utile de repérer chaque configuration avec un vecteur

de L composantes I's(i) défini comme Is(i) = h(i) — h(i — 1). La contrainte métrique assure

2Cette propriété est évidente pour le modéle b. La dynamique a peut proposer des fronts “mixtes” avec
une partie des points qui reculent et une partie qui avancent. L’énergie associée a ce front est toutefois plus
grande que la somme des fronts en avant et en arriére qui le composent. Pour vérifier la stabilité d’une

configuration il est donc inutile de considérer ces fronts “mixtes”.
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que Is(i) = 0,%1 et la condition périodique h(1) = h(L) impose que le nombre des compo-
santes négatives soit égal au nombre de composantes positives. Le nombre de polymeres &

considérer pour un échantillon de taille L x M est donné par :

onm (@-k)

Niot = M l;) kKWL — k) k(L — 2k)!

2.7)

N

Ce nombre croit donc tres vite avec la taille de ’échantillon et nous sommes limités a
Pétude des systemes petits (L < 12). Pour énumérer tous les vecteurs nous avons utilisé
une simple modification de ’énumération de Gray [37]. Une facon d’augmenter la taille est
d’implémenter les modeles de la figure 2.4 : apres un temps de saturation, on s’attend a ce
que, pour toute force f < f., la ligne soit piégée par le désordre; si, par contre, la force de
dérive f est supérieure a f. le polymere ne sera jamais arrété et la vitesse moyenne de la
ligne sera non nulle. Si la définition (2.6) est correcte, le seuil critique est indépendant de
la dynamique tandis que le temps de saturation n’est pas forcément universel. Nous avons
testé cette approche sur les petits échantillons accessibles & ’énumération exacte. Nous
avons observé que le polymere, & cause des conditions périodiques, traverse plusieurs fois
I’échantillon avant de s’arréter. Le nombre de tours dépend sensiblement de la dynamique et
augmente fortement avec la taille de systeme. Méme si le polymere a toujours été bloqué par
des forces f < f. ’énorme nombre de tours avant l’arrét et le fait que ce nombre augmente
avec la taille de I’échantillon rendent 1égitimes plusieurs doutes et questions :
— la définition utilisée (2.6) est-elle appropriée 7
En particulier, elle considere seulement les fronts en avant.
— peut il y avoir des problemes de multiergodicité ?
Le grand nombre de tours avant l’arrét laisse envisager —au moins pour certaines
dynamiques— la possibilité d’une force critique qui dépend de I’histoire et de la confi-
guration initiale. On peut par exemple imaginer que la configuration critique détectée
par énumération directe est inaccessible & certaines parties de ’espace des phases. Si
cette conjecture est vraie la force critique n’est pas unique et la valeur calculée avec
I’équation 2.6 est celle de la plus petite force critique de I’échantillon.
— méme si on arrive & démontrer 'universalité et la justesse de la définition (2.6), cette
approche est en réalité impraticable ou restreinte & des systémes trop petits
On montrera dans la prochaine section que cette définition est appropriée pour toutes les
dynamiques et on introduira une méthode capable de détecter la force critique pendant que

le polymere traverse le systéme une seule fois.
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procedure Variant Monte-Carlo

input igi,, h = (h(1),...,h(L)) (configuration initiale)

h(i) « h(i) i=1,...,L
for ijong = 1,...,L do

for ipin =1,...,L do
(
tmax = %min T tlong — 1
h(l) — h(l) + tdir ¢ = tmin, - - - » bmax

< calculer lenergie E(h), E(h)
if (E(h) < E(h)) h+ h goto 1

{ else h« h

1 output h = (h(1),...,h(L)) (configuration finale)

Algorithme 2.1: Algorithme VMC. Cet algorithme permet de résoudre les problémes de
I’algorithme local et de détecter la force critique de ’échantillon. ig;, représente la direction
de mouvement choisie. A la différence de ce que j’ai proposé dans cette procédure, d’apres
la définition de VMC donnée au début de la section, il faudrait choisir le front instable de
longueur minimale sans spécifier la direction de mouvement, mais le théoréme 1 assure que

cette distinction est insignifiante.

2.4 Variant Monte-Carlo

Pour démontrer les propriétés des dynamiques non-locales au dépiégeage, nous avons
trouvé un nouvel algorithme décrit dans la procédure 2.1. A chaque pas on déplace un unique
front de longueur minimale parmi les fronts en avant et en arriére instables. Le bilan détaillé
est violé parce qu’on propose un petit nombre de mouvements parmi tous ceux possibles.
Donc I’algorithme n’est pas une dynamique Monte-Carlo, mais il faut observer que tous les
mouvements acceptés par cette procédure seraient aussi acceptés par toutes les dynamiques
Monte-Carlo non-locales; pour cette raison nous avons appelé cette nouvelle dynamique
Variant Monte-Carlo (VMC). L’étude du VMC nous a permis de répondre aux questions
de la section 2.3 et de construire sur des bases solides la généralisation aux mouvements
non-locaux. En particulier, cette nouvelle approche est caractérisée par deux propriétés,
ou théoremes, qui assurent la pertinence de la définition (2.6) pour toutes les dynamiques
Monte-Carlo et montrent que le VMC est une méthode tres efficace pour calculer la force

critique de chaque échantillon.
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Fic. 2.5 — Tllustration du théoréme I. a) Le polymere bouge de la configuration bloquée
“en avant”, a (en noir) & la configuration 8 (en gris). b) Exemple de mouvement qui ne
respecte pas le théoreéme : le polymere passe de 8 & la configuration « (en gris). Dans le cas
plus général, v franchit la barriére représentée par a. c) Pour connecter a & + il faut deux
mouvements : le mouvement en avant est impossible par hypothése, le mouvement en arriere

est aussi impossible parce que la dynamique est VMC.

2.4.1 Séparation des mouvements d’avancée des mouvements de

recul

Pour démonter les théorémes on considere une ligne élastique sur réseau avec une énergie
donnée par ’équation (2.4). En accord avec la définition de VMC, les configurations visitées
sont connectées par des fronts instables de longueur minimale. Le théoreme 1 est illustré

dans la figure 2.5.

Theoréme 1 Si le polymére se trouve dans une configuration o ot il ne peut avancer
(fa(h*) > f) alors méme s’il recule vers une configuration 3, le polymére restera toujours
bloqué en avant. En particulier la barriére représentée par la configuration o est infranchis-

sable.

La démonstration du théoreme se fait par ’absurde.
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Imaginons qu'’il existe une configuration « qui ne respecte pas le théoréme (voir Fig. 2.5b),
il faut imposer que :
I) EMm)-EM°) <0 2.8)
II) h}l >h$ pour quelques 4. ‘
D’autre part, par hypothése, le front qui relie la configuration « & la configuration £ doit

étre instable (voir Fig. 2.5a) :
E(P) - E(h*) <0 (2.9)

La condition (2.8II) assure que, dans le cas d’un polymére avec contrainte métrique *, a
differe de « par deux fronts (voir Fig. 2.5¢) : le front “en avant” qui est stable parce que a
ne peut pas avancer; le front “en arriere” qui est aussi stable parce qu’il est plus petit que
le front qui connecte la configuration a avec la configuration 8 (hypothese de la dynamique

VMC). On peut donc conclure que :
E(h") — E(h*) > 0. (2.10)

Cette équation est en contradiction avec la somme des équations (2.81) et (2.9) et démontre
le théoreme. De la méme fagon on peut montrer que si tous les fronts en arriére de h® sont
stables, alors le polymere ne reculera jamais dans la suite de la dynamique. Cette propriété
simplifie beaucoup la simulation et permet de séparer la classe de mouvements en avant de la
classe de mouvements en arriére : en pratique on part d’une configuration initiale quelconque
et on commence a reculer jusqu’a ce qu’on soit arrété; & ce point, le polymere ne pourra
qu’avancer. Plusieurs automates cellulaires [40, 33] imposent, comme régle supplémentaire
pour définir la dynamique, que la ligne ne peut qu’avancer; le théoreme démontre que cette
regle découle naturellement d’une approche hamiltonienne rigoureuse.

Le théoréme 1 nous permet de comprendre que la définition de force critique donnée par
I’équation (2.6) est appropriée : puisque nous avons défini f;(h*) seulement par rapport au
front en avant, on aurait pu imaginer qu’un polymere qui ne peut plus avancer a f. pourrait
reculer et éviter dans la suite de I’évolution en avant la configuration bloquée. Cette situation
est possible pour les dynamiques de la figure 2.4, mais interdite par le VMC : si, & un certain
moment, le polymeére ne peut plus avancer, aprés un certain nombre de pas en arriére, il
s’arrétera et il rejoindra une configuration stable, si la force extérieure est égale a la force

critique f., on appellera cette configuration h° critique.

3Pour simplicité on traite ici le cas d’un polymeére avec contrainte métrique, dans le cas plus général la
convexité de ’énergie élastique prouve, de maniére tout & fait analogue au théoréme suivant, la validité de

I’énoncé.
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2.4.2 Unicité de la force critique

La deuxiéme propriété est valable si ’énergie élastique est une fonction convexe des

hauteurs des points constituant le polymere.

Theoréme 2 Le polymére se trouve dans une configuration 8 (voir Fig. 2.6a); s’il existe
une configuration o qui est stable et telle que hf < hVi, alors la dynamique VMC & partir

de la configuration B ne dépassera jamais la configuration o.

La démonstration théoreme se fait par I’absurde.
Imaginons qu’il existe une configuration v (voir Fig. 2.6b) telle que :
I) EMm)-EMm)<0 2.11)
II) h] >h¢ pour quelques .
Toutefois, sous la dynamique VMC, le front connectant § avec v est un front instable de
longueur minimal, donc le front reliant 8 & la configuration +' (voir Fig. 2.6¢) doit étre
stable. D’autre part aussi le front reliant « & 4" (voir Fig. 2.6d) est stable en raison de la
stabilité de c. Ces conditions se résument de la facon suivante :
I) E(m;) —EM) >0 (2.12)
IT) EMhW")—EMh* >0

Si ’on soustrait & 1’équation (2.111) les équations (2.12), en utilisant 1’équation (2.4) pour
’énergie, on obtient :
Ea(|hp, — 1)) = Ba(lhp,)) + Ba(|hp, + 1)) — Ea(/hf,[) > 0; (2.13)
ou, pour faciliter I’écriture dans la (2.13), on a posé h’fnﬂ =hg., =0
La condition hf, < h2, impose :
h, < h% —1< h&
me " (2.14)
hS, < hB +1<h2.

On rappelle qu’une fonction f(z) est convexe sur un intervalle [z,y] si V1,22 € [z,y] :
[z + (L —t)ze) <tf(m1) + (L -1)f(z2) 0<E< 1 (2.15)

Si on choisit £; = h2, et x5 = h%, les équations (2.14) assurent ’existence d’un ¢ compris

dans l'intervalle [0, 1] tel que :
he, —1=thS + (1 —t)he
RS, +1=the + (1 —t)h5,.
En utilisant cette relation pour imposer la condition de convexité (2.15) de I’énergie élastique

au premier membre de l'inégalité (2.13) on arrive & une contradiction qui démontre le

théoreéme.
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F1G. 2.6 — Nlustration du théoréme 2. a) Le polymere se trouve dans la configuration 8 (en
noir). La configuration a (en gris) est bloquée. b) Exemple de mouvement qui ne respecte
pas le théoréme : le polymere passe de 8 & la configuration « (en gris) qui franchit la barriere
de a. ¢) Le mouvement de 8 & v’ (en gris) est interdit si le mouvement b) est accepté parce
que la dynamique est VMC. d) Le mouvement de « & " (en gris) est interdit par ’hypothese
de stabilité de a.
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2.4.3 Lien de VMC avec les dynamiques Monte-Carlo non-locales

Le théoreme 2 prouve que la force critique est indépendante de 1’histoire et de la configu-
ration initiale et montre que le VMC est une méthode optimale pour détecter la configuration
critique. En pratique, chaque fois que le polymere est bloqué dans une configuration h?, on
augmente la force extérieure en imposant f = fy(h'). Aprés un tour & travers le systéme
nous obtenons la force critique de I’échantillon. Le mouvement considéré avec ’algorithme
VMC a toujours une probabilité d’étre proposé par toutes les dynamiques non-locales; si
la force de dérive est plus petite que la force critique on pourra faire un certain nombre de
tours le long du systeme et, éventuellement dépasser la configuration critique, mais dans
la limite des longs temps, on finira toujours par choisir des mouvements VMC qui relient
chaque configuration a une configuration stable. On peut donc affirmer que ces théorémes
assurent l'indépendance de la force critique par rapport au choix de la dynamique. Ce point
est trés important parce qu’il montre que toute la classe des dynamiques ‘hamiltoniennes’
est caractérisée par la méme force et interface critique.

Dans le chapitre 3 on montrera les liens profonds # entre ces théorémes et les propriétés
analytiques de I’équation du mouvement dans le continu. En particulier, le théoreme 1 trouve
une correspondance avec le théoreme 4, en assurant la séparation entre le mouvement en
avant et le mouvement en arriére ; de maniere analogue le théoréme 2 est lié avec le théoreme

3, qui garantit I’unicité de la force critique d’une ligne continue.

2.4.4 Force critique

Avant d’analyser systématiquement toutes les données, nous comparons les résultats
pour la force critique calculée avec I’algorithme Monte-Carlo local et le VMC. On s’intéresse
a la valeur de f. & la limite thermodynamique, avec L, M — oo et L/M = const.. Il est
utile de définir la distribution de probabilité intégrée Pr ar(f) comme la probabilité qu'un
échantillon de taille (L, M) posseéde une force critique f. < f. La figure 2.7 montre les
distributions intégrées des forces critiques pour des tailles variant entre L = M = 16 et
L = M = 512, calculées avec 'algorithme local. On peut observer qu’en augmentant la
taille des échantillons la distribution Pr r(f) devient de plus en plus large et se déplace
vers l’infini. Nous concluons que, comme on s’y attendait, la force critique devient infinie,
a la limite thermodynamique. Cette divergence non physique est due au choix d’une forme

gaussienne, et donc non bornée, pour le désordre. En figure 2.8 on montre ’évolution des

4Nous avons démontré les théorémes avant de nous rendre compte de 1’existence des théorémes de Midd-

leton.
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F1G. 2.7 — Distribution de probabilité intégrée Pr, a(f) calculée avec I’algorithme local pour
différentes tailles (L = M = 64, ...,512). La distribution du désordre est normale gaussienne,
la constante élastique est ¢/2 = 1. En augmentant la taille du systéme, la distribution se
déplace vers des forces plus importantes. La force critique n’est sensible qu’aux impuretés
rares et profondes dont la probabilité augmente avec la taille du systéme. Ce comportement
extrémal est la pathologie principale de I’algorithme local. 1l est remarquable qu’on retrouve

le méme probléme aussi en absence de contrainte métrique (voir annexe A).
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F1G. 2.8 — Distribution de probabilité intégrée Pr, ar(f) calculée avec 'algorithme VMC pour
différentes tailles (L = M = 16, ...,256). A la différence de ’algorithme local, la distribution
devient plus étroite en augmentant la taille du systeme, preuve du fait que la force critique,
4 la limite thermodynamique, reste finie. Les intersections, fr,2r,, entre les courbes Pz r(f)
et Ppor(f) sont indépendantes de M ce qui nous permet d’extrapoler la valeur f°. Dans

l'inset on montre fy, o1, en fonction de 1/L. La valeur extrapolée est f&° = 0.91 £ 0.01.
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distributions Pr, r.(f) en fonction de la taille, calculées avec le VMC. Cette fois, lorsque la
taille augmente, la distribution devient de plus en plus étroite et piquée sur une valeur finie.

Pour extrapoler la limite thermodynamique il est utile d’observer que :

Praom(f) = PE y(f); (2.17)

cette relation, en général valide pour M > L/2, est assurée par la contrainte métrique,
qui garantit que I’extension latérale maximale du polymeére est au plus L/2. En absence de
contrainte, si ’extension latérale du polymeére croit comme LS, avec ¢ > 1. alors I’Ansatz
de I'éq.(2.17) doit étre modifié. Nous sommes intéressés par les points d’intersection fr, o
entre la distribution de probabilité intégrée pour un systéme de taille (L, M) et un systéme
de taille (2L,2M) :

Prv(fror) = Poram(fr2n)- (2.18)

En effet I'intersection fr, 27, ne dépend pas de M en vertu de I’équation (2.17). Dans 'inset
de la figure 2.8 on donne fr, 21 en fonction de 1/L pour toutes les tailles calculées. Il est
évident qu’en extrapolant fr oz & la limite thermodynamique, on obtient une valeur finie de

la force critique f3°. Nous trouvons le résultat :
fror = f° =091+£0.01, (2.19)

pour ¢/2 = 1. La valeur numérique de f$° est déterminée par la valeur de ¢, par la contrainte
métrique et par le choix du désordre, mais grace & I’équation (2.17) elle est indépendante

du rapport L/M.

2.5 Conclusion

Apres avoir constaté I'impraticabilité du Monte-Carlo local, nous avons montré que la
généralisation & des mouvements non-locaux permet de prendre en compte la compétition
compliquée entre élasticité et désordre, fondamentale pour ces systémes. Nos théorémes,
valables pour une énergie élastique convexe quelconque, nous permettent de montrer que
tous les membres de la nouvelle classe de mouvements non-locaux sont caractérisés par les
mémes propriétés au dépiégeage, c’est a dire par la méme force critique et interface critique.
L’algorithme VMC est crucial pour calculer la force critique de fagon rigoureuse sur des
systemes plus grands, de plusieurs ordres de grandeur, que ceux accessibles & I’énumération
directe.

Les conclusions de notre étude sont fondamentales aussi pour des développements éventuels

aT > 0. Comme j’ai déja remarqué dans le chapitre 1 il est impossible d’étudier la dynamique
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de ‘creep’ avec la discrétisation de I’équation de Langevin. Le Monte-Carlo est naturellement
généralisables & température finie, plusieurs algorithmes [38, 39] permettent de décrire avec
une performance exceptionnelle la dynamique lente des systémes désordonnés. Toutefois
aussi dans ce cas, 'approximation locale se révele completement inadéquate. La solution du
probleme a T = 0 représente le premier pas important vers I’étude de la dynamique de la
ligne dans tout le digramme de figure 1.2.

La limitation de l’algorithme VMC est la suivante : pour des variétés en dimension
d > 1 ainsi que pour une élasticité a longue portée, les théoremes restent valables, mais le
nombre de fronts est exponentiel. Il devient donc impossible de déterminer le front instable
de taille minimale. En utilisant des idées tres proches des théorémes valables pour le VMC,
nous avons développé des méthodes pour les systemes définis sur le continu qui permettent
d’étudier le dépiégeage de structures élastiques plus compliquées. Ces méthodes sont 'objet

du chapitre 3.
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Chapitre 3

Résolution numérique du

modele continu

Dans le chapitre 2 il a été montré que seules des dynamiques Monte-Carlo généralisées,
qui proposent des mouvements non-locaux, peuvent assurer une bonne limite continue. Nous
avons aussi démontré deux théoremes, qui garantissent que toute la classe des dynamiques
Monte-Carlo généralisées est caractérisée par les mémes propriétés au seuil de dépiégeage, en
particulier que sur chaque échantillon on détecte toujours la méme force critique et la méme
interface critique. Ces théorémes ont un lien profond avec les théorémes de Middleton [22],
valables pour les équations de mouvement dans le systéme continu et qui assurent I'unicité
de la force critique et la mono-ergodicité du mouvement. Le lien entre les théorémes sur
réseau et les propriétés de la dynamique définie dans un milieu continu sont une preuve de
Iefficacité de la méthode développée dans le chapitre 2, puisqu’il montre la cohérence entre
une description sur réseau et la vraie physique dans un milieu continu.

En général, pour étudier numériquement les équations du mouvement on utilise deux
méthodes : la premieére, comme on a déja discuté, décrit la dynamique d’un modele sur
réseau, la deuxiéme est donnée par la discrétisation directe des équations. Dans ce chapitre
on s’occupe de cette deuxieme possibilité, en montrant les limites de validité des théorémes
de Middleton pour ces modeles. En analogie avec le cas sur réseau, ces théorémes assurent
les propriétés physiques du systéme et garantir leur validité pendant la simulation est donc
d’une importance cruciale. Cette étude nous a permis de trouver un nouvel algorithme
pour le modele de discrétisation directe qui, pour la premiere fois, respecte les théorémes
de Middleton. De maniere analogue que pour le VMC, cette approche ne simule pas la

dynamique de la ligne, mais c¢’est une méthode pour détecter la force critique et l'interface

45
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critique de chaque échantillon. Le nouvel algorithme est efficace, non seulement pour une
ligne élastique a courte portée, mais aussi pour une variété en dimension d, qui se déplace
dans un espace de dimension d + 1 et, encore plus en général, pour des modeles d’élasticité
a longue portée.

Dans ce chapitre, j’'introduis d’abord le modele de discrétisation directe et les résultats
connus (section 3.1) ; ensuite je montre les théoréemes de Middleton dans le cas continu ainsi
que dans le cas discrétisé, en soulignant les limites de validité (section 3.2). Je présente,
enfin, le nouvel algorithme (section 3.3, section 3.4), qui évite la discrétisation du temps en

utilisant la structure analytique du probléme.

3.1 Discrétisation des équations de mouvement

Les développements théoriques qui concernent le dépiégeage partent de I’hypothese que
les termes de I’équation de mouvement de la hauteur, h(z), de la ligne dérivent d’un hamil-
tonien. Cette hypothese est justifiée par le fait que la vitesse de la ligne, pres du dépiégeage,
est presque nulle, ce qui exclut que les termes qui constituent 1’équation de mouvement aient

une origine cinématique '. L’équation de mouvement est :

Oh(x)  OE[{h,x}]
1) __OFlh)] (3.1)

ou E[{h,z}] est I’énergie associée & la configuration {h(z)} visitée par la ligne. En général
on peut écrire cette équation sous la forme :

Oh (z)
ot

= fa(z) + [ +n(h(z)) , (3-2)

ou f est la force de dérive, n (h(z)) est la force due au désordre et le rappel élastique agissant

sur le point x a la forme :
_ O0Eg[{h, z}]
Oh(z)

Une forme assez générale pour 1’énergie élastique d’une ligne est donnée par :

fa(z) = (3.3)

Bsliho)) = [ do [ aa'F (o =) H (1h(@) - h@). (3.9
ou F est une distribution en sens mathématique qui tient compte de la portée des interactions
élastiques : le cas & courte portée se traduit dans un développement de gradients, pour le cas

a longue portée F (|z — 2'|) = m La fonction H dépend de la différence des hauteurs

1Comme déja souligné dans le chapitre 1 cette remarque, initialement due & Narayan et Fisher [1], a été
utilisée pour justifier ’absence du terme KPZ [19] dans I’équation de mouvement pour I’étude du dépiégeage.

Je reviendrai sur ce point dans la suite.
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Fic. 3.1 — Modele de ligne avec discrétisation de la variable x. La ligne est repérée par
les points h = {hy,hs,...,hy}. La variable h; est continue. Cette caractéristique permet
d’utiliser un algorithme local pour simuler la dynamique. Des conditions périodiques sont
appliquées dans la direction de croissance ainsi que le long de h. Le mouvement proposé

dans ’équation (3.6) est aussi indiqué.

des points de 'interface. La propriété essentielle de ’énergie élastique de I’équation (3.4) est
la convexité par rapport & h(z) pour tous z :

2
9 Palih, z}] gi[z{(’;’)x}] > 0. (3.5)
Cette propriété est physiquement correcte parce qu’elle garantit que le rappel élastique
augmente avec la séparation entre deux points; de toute facon dans la suite la propriété de
P’équation (3.5) est supposée valide.

La méthode numérique la plus intuitive pour intégrer ’équation (3.2) est donnée par une
discrétisation directe du temps ainsi que de 'espace. En effet, on doit imposer pour la variable
z—1i=1,2,...,L et il faut introduire, pour ’évolution temporelle, un intervalle de temps
fini At tel que t = tg,t1 = to+ At,t2 = t1 + At,.... Comme on peut le remarquer (Fig. 3.1),
la différence principale entre cette discrétisation et les approches sur réseau du chapitre 2 est
que le long de la direction du mouvement, h, le modele est continu. La possibilité de bouger
chaque point de la ligne d’une quantité arbitraire permet, au contraire du Monte-Carlo,
d’avoir une dynamique locale. La position de la ligne élastique & ’instant ¢ est repérée par

ht = {hi{,ht,...,ht }, ot ht sont des variables réelles périodiques telles que h; + M et h;
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sont identifiées. Les conditions périodiques aux bords sont aussi appliquées dans la direction
de croissance : hr4; = h;. Ces conditions, imposées aussi & ’équation (3.2), définissent un
échantillon effectif de taille L x M. Grace & l'introduction d’un intervalle de temps At fini

on peut controler I’évolution temporelle de la ligne. Si ’on suppose que, a I'instant ¢, la ligne

est repérée par ht = {h%, kb, ..., At } I’évolution sera garantie par :
OE[ht
RIFAL = bt 4 At [%} . (3.6)
K3

Dans cette équation on impose que, pendant l'intervalle de temps At, la vitesse du point h;
reste égal a celle évaluée a l'instant ¢. La méthode converge si, pour des intervalles de temps
suffisamment petits, le résultat de la simulation ne dépend pas de l'intervalle At choisi.
Pour implémenter cette dynamique on peut choisir de bouger, pendant At, tous les points
de la ligne, ou de bouger un point sélectionné aléatoirement, pendant U'intervalle At/L :
au contraire du modele sur réseau, les deux prescriptions donnent le méme résultat, ce qui
prouve la nature locale de cette approche.

La premieére étude numérique [41] du dépiégeage est fondée sur cette méthode : mal-
heureusement les résultats sont décevants parce que la vitesse de la ligne élastique tombe &
zéro pres du seuil, qui est donc difficile & déterminer. Une version plus sophistiquée de cette
approche a été proposée par Jensen [42] : les résultats sont plus précis, mais la méthode
n’a été appliquée que pour le cas d’une ligne élastique & courte portée. En général ces tech-
niques sont considérées imprécises et peu efficaces parce qu’elles dépendent de la vitesse de
la ligne qui, dans la région & explorer, est trés basse. Pour cette raison beaucoup d’auteurs
ont préféré utiliser les automates cellulaires et les modeles sur réseau. Je montre dans la
section 3.2 que la principale limitation de cette approche est la discrétisation temporelle qui
viole les théoremes de Middleton, valable pour le systéme continu. Notre nouvel algorithme
de simulation continu élimine la discrétisation temporelle et ses problemes. Cette méthode
est beaucoup plus précise que les automates cellulaires et, a la différence du VMC, s’applique

a un grand nombres de structures élastiques.

3.2 Théorémes de Middleton

Les théoremes de Middleton décrivent les propriétés dynamiques d’une variété élastique
de dimension d, qui se déplace dans un milieu aléatoire de dimension d + 1. Ces propriétés
sont valables pour un modele continu de type équation (3.2), mais elles restent en général
valables si on discrétise la variable z : (zx — i = 1,2,...,L). Dans la suite, je présente une

discussion détaillée de ce sujet, dans le cas continu ainsi que dans le cas discret, en soulignant
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f
—A
{

A\

FiG. 3.2 — Regle de non-croisement. Les deux lignes se touchent en 4 : la force agissant sur
le point 7 due au désordre est la méme pour les deux lignes tandis que la force élastique

empéche la ligne ‘noire’ de dépasser la ligne ‘blanche’, qui la précede.

les limites de validité.

Les théoremes de Middleton sont trois théorémes indépendants, dont deux sont tres
importants pour caractériser le seuil de dépiégeage. La démonstration de ces deux théoremes
est ici présentée dans une formulation plus générale par rapport & celle originale, en mettant
en évidence la validité de ces propriétés. D’abord, je démontre le premier, dit aussi, ‘regle

de non-croisement’ :

Theoréme 3 Si deuz lignes h et ﬁ, avec une dynamique donnée par l’équation (3.2), ne se

croisent pas & un instant t, par ezemple h(z) < h(x) Vz, alors elles ne se croiseront jamais.

Si 'on imagine, par I’absurde, qu’a un instant ¢ > ¢, il existe un point x' tel que
h(z') = h(z'), la vitesse du point h(z') est inférieure & celle du point (') parce que la force
de dérive et du désordre des deux lignes sur z' sont les mémes, mais le rappel élastique sur
h(z") est inférieur & celui de h(z') & cause de la convexité de énergie élastique. La figure 3.2
montre que le théoréme reste valide si ’on discrétise la variable z (x — ¢ =1,2,..., L) dans
Péquation (3.2). Puisque, dans le modele continu, les deux lignes h et h sont tangentes au
point d’intersection, un terme non-linéaire de type KPZ (\ (%)2), ajouté a ’équation (3.2),

ne compromet pas la validité du théoréme. Dans le modele discret (Fig. 3.2), pour évaluer
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ce nouveau terme, on peut choisir la prescription proposée par Leschhorn [43] :

on\’> >
A =— — )\/4 (hi+1 — hz',l) H (37)
ox
ou celle proposée par Galluccio et Zhang [44]
on\>
A (@) — A/2 [(hi+1 — hi)? + (hi — hz>1)2] : (3.8)

Toutefois aucune discrétisation ne peut garantir qu’au point de contact des deux lignes,
le terme KPZ donne la méme contribution. Le théoréme perd donc sa validité. D’autre
part aussi pour les modeles de croissance de domaines sans désordre, ou le terme KPZ
joue un rdle crucial, il a été montré [45] que les simulations [46, 47, 48], ou l’on utilise la
discrétisation (3.7) ou (3.8), ne convergent pas vers une solution stable. De la méme facon,
la violation de la regle de non-croisement prouve que, pour les interfaces en milieu aléatoire,
la discrétisation du terme non-linéaire de ’équation KPZ est incompatible avec la “vraie”
description continue.

Par analogie avec le théoreme 2 de la section 2.4.2 on peut démontrer que, sur chaque
échantillon, la force critique f. est unique et ne dépend pas de la configuration initiale.
En effet s’il existe, & force de dérive fixée, une configuration & vitesse nulle, la regle de
non-croisement, qu’on vient d’établir, assure que cette configuration est une barriére infran-
chissable pour toutes les configurations placées derriere elle. Puisque sur ’échantillon on a
imposé des conditions périodiques, on peut en général dire que ’existence d’une seule confi-
guration & vitesse nulle suffit pour arréter la ligne élastique avant qu’elle puisse faire un tour
le long du systeme.

J’analyse la possibilité d’introduire un intervalle de temps fini At et d’adopter ’approche
de I’équation (3.6). Pendant I'intervalle At = ¢;11 —t; on ne peut pas controler le mouvement
de la ligne parce que la vitesse de ses points reste fixée a la valeur calculée a l'instant ¢;; la
regle de non-croisement ne peut pas étre garantie et, en particulier, on peut imaginer que la
ligne puisse aussi dépasser une configuration & vitesse nulle. Ce probléme rend tres difficile la
détermination de la force critique et il est la cause de I'instabilité de 'intégration directe des
équations de mouvement de ces systemes. Dans la section 3.3 je montrerai comment éviter
cette instabilité en renongant 4 la description de la dynamique en faveur de la détermination
de la force critique et des configurations critiques.

Je présente maintenant la deuxiéme propriété :

Theoréme 4 Considérons une ligne h(x), la vitesse a%(tz) = v (h(z)) des points qui consti-

tuent la ligne est donnée par l’équation (3.2). Si, & un instant t, la vitesse de tous les points

est positive (v(h(z)) >0 Vz), alors elle restera positive pour t > t.
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Comme pour la regle de non-croisement, la démonstration est faite par ’absurde. On

suppose qu’il existe un instant ¢* > ¢, qui est le premier instant pour lequel un point z a

. . . . .., Bh(a’
vitesse zéro (%(f) = 0). La vitesse de tous les autres points est positive ( (gf ) > 0). En

dérivant par rapport a t I’équation (3.2) on obtient :

/d ,62Ee1 {h aj}] 3h( ) + 377(h: ZU) Oh (.CL') (39)

8t2 Oh(z")Oh(z) Ot Oh(zx) Ot
Pour t = t* le terme di au désordre est zéro. A cause de la forme considérée pour 1’énergie

élastique (voir ’équation (3.4) ), on peut écrire :

O?Eql{h,x}]  9*Egl[{h,z}]

Oh(@)oh@) _  Oh(z) (3.10)

On en déduit que, pour ¢ = t*, on peut écrire ’équation (3.9) dans la fagon suivante :
823t2 » / de ’62E6‘}112{h)m}] aha(t z) o (3.11)
La convexité de la fonction Ea[{h,z}] par rapport & tous h(x) (voir I’équation (3.5)) impose
que 823’;(3) e > 0. Par conséquent 8%%”) < 0 pour quelques t' < t*. Le théoréme est

donc démontré. Le théoréme implique que une configuration a vitesse positive, pour f < fe,
s’arréte apres un temps infini, mais pas forcément & une distance infinie.

De maniere analogue on peut montrer I'inverse : si, a un instant ¢, la vitesse de tous les
points est négative (v (h(z)) < 0 V), alors elle restera toujours négative. La discrétisation
de la variable x ne pose pas de probleme sauf, comme pour le non-croisement, si on ajoute
le terme KPZ. Par contre ’approche de ’équation (3.6) est clairement inadéquate aussi sur
ce point parce que dans la démonstration il est crucial que I’évolution soit continue dans le
temps.

Le théoreme 4 complete ’analogie avec les propriétés démontrées pour les systémes sur
réseau. La troisieme partie du théoréeme concerne la dynamique de la ligne pour des forces de
dérive supérieures a la force critique. La démonstration donnée par Middleton est incompléte,

mais Baesens et Mackay [22] ont complété la preuve du théoréme.

Theoréme 5 La solution asymptotique (dans la limite des temps longs) de l’équation (3.2)

est unique, & une translation temporelle et périodique prés.

La validité du théoreme est assurée par les conditions périodiques aux bords et par la
convexité du potentiel élastique. Comme pour les propriétés déja montrées le théoreme
reste valide si on discrétise la variable = : (x — ¢ = 1,2,..., L), sauf dans le cas du terme
KPZ, tandis que l'introduction d’un intervalle At fini est interdite. La conséquence princi-

pale de ce théoreéme est que, apres un certain temps de saturation, les configurations visitées
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par la ligne sont toujours les mémes, indépendamment de la configuration initiale. Je ne
démontrerai pas cette derniere partie, qui est beaucoup plus compliquée, parce qu’elle ne

sera pas utilisée dans la suite pour nos développements numériques.

Toutes ces considérations sont généralisables au cas d’une variété de dimension d qui
bouge en dimension d + 1, c’est-a-dire au cas ot il y a une unique direction de mouvement
possible. La regle de non-croisement assure 1’unicité de la force critique et donc le fait que la
transition de dépiégeage de ces systemes est du second ordre. Si, par contre, on a plusieurs
directions de mouvement, par exemple, une ligne de vortex dans un supraconducteur de type
IT, on doit s’attendre & des effets d’hystérésis dans la courbe f versus v et, en général, & une

dynamique plus compliquée.

3.3 Algorithme pour détecter les interfaces critiques

Les résultats principaux de la section précédente peuvent étre ainsi résumés :

— le théoreme 3 garantit que la transition de dépiégeage est une transition de deuxieme
ordre et que la force critique est unique pour chaque échantillon;

— les théoremes 3, 4 et 5 restent valables pour les modeles dérivables d’un hamiltonien,
ou l'on discrétise la variable z (Fig. 3.1). L’étude numérique du dépiégeage peut donc
étre appliquée & ces modeles qui décrivent une physique cohérente avec celle du modele
continu. En revanche, une telle approche ne peut pas étre utilisée en présence d’un
terme non-linéaire KPZ. En effet, si on discrétise ce terme, les théoremes de Middleton
perdent leur validité.

— la discrétisation temporelle est interdite : les propriétés démontrées ne sont pas com-
patibles avec une discrétisation temporelle parce que, pendant l'intervalle At, on perd
le controle sur ’évolution de la vitesse, controle qui est & la base des théoremes. Ce
probleme engendre les instabilités que on retrouve dans I'intégration numérique directe
des équations du mouvement et qui fait le succes des automates cellulaires.

Le point de cette section est de partir du modele de la figure 3.2, ol on discrétise la variable
z, et d’utiliser les théorémes 3 et 4 qu’on vient de démontrer pour détecter la force critique

et la ligne critique, c’est-a-dire la ligne qui, a la force critique, a une vitesse nulle.

Notre méthode se base sur le fait qu’une fois trouvée une ligne hli=it, dont tous les
points ont une vitesse positive nous pouvons étre siirs, grace aux propriétés qu’on vient de
démontrer, que les configurations visitées par la ligne pendant son évolution ne se croisent

jamais. En effet, les lignes h?, pour ¢ > ti,;¢, forment une famille des courbes sans intersection
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F1G. 3.3 — Algorithme. Le point 4 de la ligne (cercles noirs) se déplace de h; & h} en un seul
pas. Entre h; et h}, la vitesse du point ¢ de la ligne reste positive et devient zéro & h}. La
configuration bloquée & vitesse nulle est dessinée (cercles blancs) : la ligne s’en approche,

mais ne peut pas la dépasser.

avec des vitesses ponctuelles non-négatives, qui satisfont les conditions suivantes :

i) Rhi> h;%' Vi  pour t>t > tinit

ii) ht— ht our t >t > tinig, t—t'
)Rk POt ' (3.12)
iii) wv(ht) >0 Vi pour t > tini
w) Zhi=v(hl) voir éq.(3.2)
La vitesse v(h!) est donnée, comme d’habitude, par v(ht) = —OE[h']/OhL, ou E[h'] est

I’énergie de la configuration ht. Dans ce contexte, nous avons déduit les observations sui-
vantes : si notre seul but est d’obtenir la ligne critique, plutét de simuler la vraie évolution
temporelle, alors il est suffisant de générer une famille de courbes sans intersection, controlables
avec un parametre continu ¢, qui satisfasse i), i4), et i4i), sans imposer v). Dans ce cas, ¢
n’est pas le temps physique, mais tout simplement un parametre continu, qui repere chaque
élément de la famille; la continuité de t sert & assurer les théorémes 3 et 4 et donc les
conditions 7), i1), et 7).

Pour avoir le droit de nous priver de ’évolution temporelle physique (condition iv)),
nous devons garantir qu’aucun membre de la famille de courbes ne peut croiser une ligne

a vitesse nulle A”1°%* (par définition v(h?1°%%) = 0), si Alisit ne la croise pas. Supposons par
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I’absurde le contraire : si h*" était le premier membre qui touche la ligne bloquée en un point
i (voir Fig. 3.2), la force due au désordre serait la méme pour APk et hﬁ*, mais le rappel
élastique impose v(h: ) < v(hP1°%). Cette conclusion viole la condition iii). En revanche, il
est clair que cette famille s’approche de la ligne & vitesse zéro, avec une précision de plus en
plus élevée, parce que la procédure continue tant qu’il y ait au moins un point ¢ a vitesse
positive.

Contrairement 3 la discrétisation temporelle, la construction de ces familles de courbes
sans intersection est une approche rigoureuse, puisqu’elle respecte les théoremes 3, 4, 5 et,
comme montré par la précision des résultats obtenus, beaucoup plus puissante. Dans la
pratique nous adoptons le point de vue local, oli, pendant 1’évolution seulement un point
peut bouger. De cette facon on peut contrdler la déformation de la ligne par continuité.
La figure 3.3 illustre ’algorithme utilisé : la coordonnée i est avancée du point h; & vitesse
positive (v(h;) > 0) jusqu’au point h} & vitesse nulle (v(h;) = 0). Dans la section 3.4 je
montre en détail comment il est possible de détecter le premier zéro de la fonction vitesse.
Les théoremes de Middleton nous assurent que la nouvelle configuration n’intersecte pas une
ligne a vitesse nulle. Si, avec cette procédure, on arrive a faire un tour le long du systeéme la
force de dérive f est supérieure & la force critique de I’échantillon. Si, par contre, la vitesse
de tous les points tombe & zéro, cela signifie que la ligne s’approche d’une configuration a
vitesse nulle et donc que la force de dérive est inférieure a la force critique. Une méthode de
dichotomie nous a permis de détecter la force critique et la ligne critique. Le seul parametre
dans cet algorithme est la vitesse minimale au dessous de laquelle on considere que la ligne
est bloquée. Cette vitesse sert & terminer notre itération. Nous avons changé ce parametre
de quatre ordres de grandeur et nous avons toujours retrouvé la méme force critique et la

méme ligne critique, ce qui montre la stabilité de nos résultats.

3.4 Recherche du premier zéro de la fonction vitesse

Le point clé de l'algorithme qu’on vient de présenter est d’avancer chaque point ¢ de
la ligne de la position initiale h;, & vitesse positive, jusqu’a h}, ou la vitesse est zéro.
Numériquement, on dit que la vitesse v(h}) est zéro si 0 < v(h}) < Umin, OU la vitesse mi-
nimale vy, est le seul parametre de la simulation. Pour toutes les positions intermédiaires
(h; < h < h}) la vitesse du point ¢ reste positive, d’autre part la vitesse des autres points
ne peut qu'augmenter a cause de la convexité de ’énergie élastique. Cela assure qu’au cours
de la simulation, les vitesses ponctuelles restent toujours positives. La situation est encore

compliquée du fait que la configuration initiale peut avoir des points & vitesse négative. Pour
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s’affranchir de cette difficulté, I’algorithme sépare les mouvements en avant des mouvements
en arriére, comme suggéré par le théoreme 4. D’abord on ne déplace que les points & vitesse
négative jusqu’a ce que tous les points aient une vitesse non négative, & ce moment on com-
mence 3 avancer la ligne et chercher la force critique, le théoréme 4 nous assure que pendant
toute la recherche la vitesse reste positive. Pour faciliter la discussion, dans la suite, je ne
considere que des points a vitesse positive.

Chercher le premier zéro d’une fonction continue quelconque est, en général, un probleme
tres difficile et la solution numérique peut ne pas converger. Dans le cas de la fonction vitesse,
le choix du désordre qu’on a adopté et la convexité de ’énergie élastique nous ont permis
de trouver une méthode, qui aboutit toujours a un résultat sir et précis. Pour la suite il est

utile de mettre en évidence les deux contributions & la vitesse :
v(hi) = va(hi) + vaes(hi) , (3.13)

ot vaes(h;) = f + n(h;) tient compte de la contribution du désordre et de la force de dérive
f et va(h;) = fa correspond & la force élastique.

Pour comprendre la méthode que nous avons trouvée il faut d’abord introduire le désordre.
La force n(z, h) due au désordre est obtenue en dérivant le potentiel aléatoire V (z, h), qui

traduit 'effet des impuretés. La discrétisation du potentiel est faite sur la variable x, mais, le

8V (i,hs)

long de h, V (i, h;) doit étre défini dans le continu et doit aussi garantir que 5(h;) := B

soit une fonction continue. Pour satisfaire & ces contraintes nous avons utilisé la procédure de
la figure 3.4. On sélectionne M nombres distribués aléatoirement, ces nombres représentent
la valeur du potentiel désordonné sur les points (i, h; = 1,2,..., M). Pour trouver la valeur
du désordre dans le continu, on interpole les M points avec une fonction de spline périodique
(de période M). Le désordre ainsi défini a une longueur de corrélation unitaire. La force due
au désordre sur un point (¢, h;) est donc donnée par une des M paraboles, a coefficients
connus, qu’on obtient en dérivant la fonction de spline.

Je traite maintenant la contribution & la vitesse due & la force élastique (ve(h;)). En
général, I’énergie élastique dépend de la distance entre la hauteur du point 7 et celle des
ses voisins : les premiers voisins dans le cas & courte portée, tous les voisins dans le cas a
longue portée. L’algorithme utilisé gele la position des autres points, ainsi le terme élastique
de la vitesse est une fonction de la seule position h;. En particulier, la convexité de ’énergie
élastique impose que la fonction wvg(h;) soit décroissante. Cette propriété et la forme du
désordre choisie garantissent la possibilité d’évaluer numériquement le premier zéro. Pour des
formes simples de ’énergie élastique il est possible de développer des solutions numériques

treés rapides. Je traite d’abord ces cas et ensuite j’introduis la méthode la plus générale.
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o | spline interpolation

random numbers .

V(i,h)

FiG. 3.4 — Exemple de potentiel aléatoire agissant sur le point ¢ de la ligne. Des conditions
périodiques aux bords sont imposées (M = 32). Les cercles noirs sont des nombres aléatoires
gaussiens, centrés sur zéro et avec variance unitaire, assignés aux points équidistants h; =
1,2,..., M. Ces nombres sont interpolés par une fonction de ‘spline’ périodique, qui assure

la continuité et la dérivabilité du potentiel aléatoire V (i, h;).
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v(hy)

V(1) +

F1G. 3.5 — On consideére le point ¢ de la ligne ; sa position initiale h; est dans l'intervalle [0, 1].
La vitesse du point est donnée par une parabole dont on connait les coefficients. Le point
h; ou la vitesse s’annule se trouve au dela de lintervalle [0, 1] de définition de la parabole.

La position finale du point est donc 1.

Sans perdre de généralité on suppose que le point 4 se trouve dans une position initiale h;
telle que 0 < h; < 1. La prescription utilisée pour définir le désordre assure que ’expression
analytique de la vitesse reste inchangée dans l'intervalle [0, 1]. La nouvelle position du point
i est donnée par le premier zéro h} de la fonction vitesse qui suit le point h;. Lorsque ce
zéro se trouve au dela de la hauteur 1, alors la nouvelle position est simplement donnée par
1 (voir 3.5).

— Cas harmonique & courte portée :

1 (¥ a [0k 2 a1 L 2
Eg =+ > \ 3. — L = E i+1 — Ny .
! L/o d;v2 <6x> Ea 2 ,-Zl(hH hi) (3.14)
OFE;
valh;] == ahejl = ay (hit1 + hi—1 — 2h;) . (3.15)

Comme la force élastique est une fonction linéaire de la position h; et la contribution
a la vitesse due au désordre est une fonction quadratique de h;, dans Pintervalle [0, 1]

on peut écrire la vitesse du point 4 sous la forme :
v(h;) = ah? + Bh; + 7. (3.16)

Les coefficients «,8,y dépendent du calcul de la force élastique, de la force de dérive
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f et du désordre. Dans ce cas simple les zéros de la fonction vitesse peuvent étre
déterminés analytiquement, en résolvant une équation du second degré.
— Cas harmonique & longue portée :

L-1

valhil = 3 (w’ (i1/L) — 72 ) sin®(miy /L)) % , (3.17)

=1
ou ¢ = dl'(z)/dzx et T'(z) est la fonction Gamma. Cette forme particuliére est due 4 la
somme sur toutes les images périodiques de I’échantillon de taille L x L. La dérivation
du terme élastique & longue portée est plus compliquée et elle est discutée dans le
chapitre 5. Pour ’instant on s’intéresse juste a I’expression qu’on doit simuler. Ce qui
est important & souligner est que, aussi dans le cas & longue portée, la force élastique
est une fonction linéaire de h;. Ceci nous permet d’adopter la méme approche utilisée
pour le cas & courte portée.

— Cas anharmonique :

1 [t a4y fOR\*
Eq = E/o dmé (6—$) — valhi] = a» [(hi+1 — hi)® + (hic1 — hi)®

(3.18)
Dans ce cas on peut toujours se reconduire au probleme de la recherche du zéro d’une
fonction cubique de h;. Puisque ’on peut détecter les zéros d’une fonction cubique
analytiquement [49], ce probleme peut étre résolu comme le probléme d’un potentiel
harmonique.

Il est aussi intéressant de montrer que la seule hypothése de monotonie de la force
élastique permet de résoudre le probleme. On considére un point ¢ qui se trouve & la hau-
teur h; avec vitesse positive. Pour simplicité, on suppose que la contribution & la vitesse
due au désordre, vqes(h;), est monotone dans intervalle [0, 1]. Si vqes(h;) est une fonction
décroissante de h;, la vitesse totale du point ¢, v(h;), sera aussi une fonction décroissante,
caractérisée, au plus, par un zéro qui peut étre repéré par dichotomie (voire Fig. 3.6). En
revanche, si vqgs(h;) est une fonction croissante la vitesse totale devient, en général, une
fonction non-monotone et peut avoir plusieurs zéros (Fig. 3.7). Trouver les zéros de cette
fonction est équivalent & trouver le point d’intersection, h', entre vqes(h;) et —ve (h;). Les
deux fonctions sont croissantes et la recherche du point h' est réalisée grace & la construc-
tion de la figure 3.8. Cette méthode nécessite la connaissance de l’'inverse ’Ué_ll de la force
élastique. Puisque, en général, 'inverse d’une fonction peut étre compliqué & évaluer, on a
choisi d’implémenter une variation de cette méthode, ot ’on utilise I'inverse de vqes(h;), qui

est connu, en ajoutant cependant un algorithme de dichotomie.
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v(hy)

v(1) +

FiG. 3.6 — On considere le point ¢ de la ligne; sa position initiale h; est comprise dans
lintervalle [0, 1]. Puisque la contribution due au désordre est une fonction décroissante, la
vitesse du point 7 est aussi une fonction décroissante. Dans I’exemple v(h;) > 0 et v(1) < 0,
ces conditions assurent l’existence d’un et un seul h’, ol la vitesse s’annule. Ce point est la

position finale du point 7 et un algorithme de dichotomie peut le détecter facilement.
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VO -~

Fi1G. 3.7 — Dans ce cas, on peut remarquer que la fonction vitesse n’est pas monotone et
que la recherche du point h', ot la vitesse s’annule, peut se révéler difficile. Pour dépasser
cette difficulté on a considéré séparément les composantes de la vitesse due au désordre et

au rappel élastique

FiG. 3.8 — Composantes vggs(h;) (trait pointillé) et —wvg (h;) (trait continu) de la fonction
vitesse de la figure 3.7. La condition équivalente pour la recherche du zéro, h', devient

vaes(h') = —ve(h'). La construction montrée permet de rejoindre le point h' trés rapidement.



Chapitre 4

Dépiégeage d’une variété

élastique

Les méthodes numériques que j’ai présentées dans le chapitre 2 et le chapitre 3 per-
mettent de calculer, avec grande précision, la force critique f. et la variété critique, définie
comme la configuration qui, pour f = f., a vitesse nulle. Comme on I’a déja indiqué dans le
chapitre 1, le dépiégeage a été interprété comme un phénomene critique caractérisé par des
exposants universels. La détermination des configurations bloquées a f. nous donne acces a
I’exposant de rugosité (. Dans ce chapitre je montre les résultats obtenus pour un modele
d’interface avec une énergie élastique a courte portée. Ce sujet a été beaucoup débattu dans
la littérature : pour la premiere fois nous montrons que un modele hamiltonien peut repro-
duire la riche variété de comportements observés au dépiégeage. Dans la section 4.1 je définis
de maniere rigoureuse ’exposant de rugosité, ensuite je discute les résultats déja connus dans
la littérature (section 4.2). Je présente enfin notre étude pour le cas 1-d (section 4.3) ainsi
que pour une variété élastique de dimension d = 2,...,4 en soulignant le réle crucial des

corrections anharmoniques (section 4.5).

4.1 Exposant de rugosité

Je discute maintenant la définition de ’exposant de rugosité. Par simplicité je me res-
treins, dans la suite, au cas unidimensionnel, mais les conclusions auxquelles on aboutit sont
parfaitement généralisables & des dimensions plus élevées.

Dans la littérature il y a plusieurs possibilités pour calculer et méme définir {, mais, en

général, on peut distinguer deux fagons principales.

61
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0 L=256

0 L=512

FiG. 4.1 — Polymere dirigé avec contrainte métrique. Exemple de deux configurations cri-
tiques calculée grace au VMC. Le trait foncé indique 1’écart moyen défini avec 1’équation
(4.1) évalué pour les deux configuration. Aprés avoir moyenné cette quantité sur plusieurs

échantillons on extrapole un exposant de rugosité ¢ ~ 0.63.

La premiere, que nous adoptons, donne { a partir de I’écart quadratique moyen de la hauteur
de la ligne critique h¢ (voir aussi Fig. 4.1) défini comme :

W2.(L) :=< (h°— < h¢ >)% >, (4.1)
ol < h® >= % >~; b ; en moyennant enfin sur plusieurs réalisations du désordre on obtient :
W2(L) = Wie*(L). (4.2)

L’exposant de rugosité est défini & partir de cette quantité :
W2(L) ~ L*,; (4.3)

nous avons utilisé cette définition (valable asymptotiquement pour L — co) pour extrapoler
Iexposant ( & partir des interfaces critiques calculées avec nos simulations.
La deuxiéme fagon de procéder proposée dans la littérature est, & mon avis, plus ambigué.

Elle utilise la fonction de corrélation de la hauteur :

9r(z) := ((hy, — hi%)?), (4.4)
ol L est la taille du systéme; dans ce cas on peut calculer un exposant de rugosité f :

gr(z) = A(L)z>; (4.5)
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dans les simulations numériques, ou on utilise des conditions périodiques (h(1) = h(L)), il
faut effectuer la substitution z — z(L — z)/L pour tenir compte des effets de la géométrie
imposée [42]. Le lien entre ¢ et ¢ n’est pas démontré rigoureusement, mais les résultats
numériques semblent montrer que ¢ = ¢ et la plupart des auteurs considérent les définitions
(4.3) et (4.5) comme équivalentes. Toutefois, en utilisant (4.5), il est impossible de mesurer
un exposant 5 plus grand que 1 parce que la fonction de corrélation est bornée par z2gy, (1)
[50]. Pour démontrer ceci il suffit de remarquer que :

z—1lz—1

9u(@) = D> (DigyiBig ) (4.6)

i=0 j=0

avec A; = hyy1 — h; et considérer 'inégalité :
+ g

(Ao iBiot)] < ([Ai]?) == gr.(1). (4.7)

Cet argument montre que, en cas de grandes fluctuations de la ligne (¢ > 1), la fonction de
corrélation de la hauteur entre deux points & distance finie, g1, (1), diverge avec la taille L
du systéme et donc que ¢ n’arrive pas 4 décrire la rugosité dans ce régime.

La loi d’échelle plus générale pour la fonction de corrélation a été proposée par Jensen [42] :
gr(z) ~ L2902 (4.8)

L’analyse des donnés numériques suggere que si ¢ < 1 les deux exposants ( et 5 coincident,

mais si ¢ > 1 alors ¢ sature & la valeur de 1 [41, 50].

Le calcul analytique de ’exposant de rugosité se fonde sur I'expression :
S(k) =< h(k)h(=k) >~ k=20 (4.9)

ou h(k) est la transformé de Fourier de la hauteur et S(k) est le facteur de structure ; 'expres-
sion (4.9) est directement tirée de la définition (4.3) via la relation W*(L) := 1/L Y, S(k).
La définition que nous avons utilisée est donc plus indiquée pour une comparaison avec les

résultats analytiques.

Dans le chapitre 6 j’introduirai une autre méthode pour caractériser les propriétés univer-
selles des variétés critiques. En effet, comme suggéré par les travaux de Récz et collaborateurs
[51, 52] sur I’étude de I’état stationnaire de systémes sans désordre, il est possible de trouver
une transformation d’échelle qui rend Ientiere distribution P(W}3?) de 1’écart quadratique

moyen universelle.
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4.2 Résultats théoriques précédents

Comme déja discuté dans le chapitre 1, ’équation utilisée (dite Edwards-Wilkinson gelée
1) pour modéliser le dépiégeage d’une variété de dimension d avec interactions élastiques &

courte portée est :

Osh(x,t) = f + n(x, h) + V2h(x, t); (4.10)

ol x est un point de la variété dans lespace de dimension d, h(x,t) est la variable qui
repére la position des points de la variété le long de la direction de mouvement et f est
la force de dérive. Cette équation est la plus simple qu’on puisse écrire, si ’on veut rendre
compte de leffet du désordre i et de I’élasticité (représentée par le laplacien) ici en ap-
proximation harmonique. Le modele étudié suppose que la fonction h(x,t) soit univaluée en
excluant donc la présence de surplombs. Narayan et Fisher [1, 53] et Nattermann et colla-
borateurs [2] ont, en méme temps et séparément, caractérisé le dépiégeage d’une interface
qui obéit & I’équation (4.10), grace & des techniques de groupe de renormalisation. Ces tech-
niques permettent de calculer les exposants critiques comme un développement perturbatif
en puissance de € = dyc —d, ol dy est la dimension critique supérieure que, pour ce modele,
on suppose égale a 4. En particulier les auteurs ont trouvé la correction & une boucle qui,
pour 'exposant de rugosité, est ¢ = 5. Ce résultat coincide avec la valeur de I'exposant
d’une variété élastique a ’équilibre, c’est-a-dire en absence de force de dérive f. Narayan et
Fisher ont ensuite fait ’hypothése que le résultat & une boucle, pour la rugosité, était exact
3 tous les ordres. En second lieu ils ont exclu que des termes non linéaires, comme (Vh)?2
qui caractérise I’équation KPZ [19], pouvaient modifier le comportement critique de l'inter-
face. Cette derniére conjecture provient d’une analogie avec les modeles stochastiques, ou
Iéquation KPZ joue un réle crucial. On a souligné précédemment (voir aussi Fig. 1.6) que le
terme non linéaire est proportionnel & la vitesse de l'interface et il est pertinent pour décrire
la physique & grande échelle de ces systemes. Puisque la vitesse de la variété au dépiégeage
est nulle, la dynamique de l'interface doit dériver d’un hamiltonien, mais, d’autre part, les
termes hamiltoniens d’ordre supérieur & celui de I’équation (4.10), sont non pertinents par
analyse dimensionnelle.

Des simulations numériques sur ces systémes ont été conduites, en général, & ’aide des
automates cellulaires. Les exposants critiques, pour ces modeles statistiques, semblent se
séparer en deux classes distinctes : d’un c6té les automates, définis par Leschhorn [2, 55, 40],

qui donnent des exposants critiques proches des prédictions analytiques, de ’autre coté les

lle nom gelée est justifié du fait que le terme de bruit aléatoire n’a pas une origine stochastique, mais

traduit D’effet des impuretés indépendantes du temps.
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TAB. 4.1 — Evaluation de ¢ dans la littérature : les calculs analytiques étudient I’équation

(4.10) tandis que les automates cellulaires semblent se séparer dans deux classes bien dis-

tinctes.
d analytique automate [55] | automate [54]
une boucle | deux boucles
1 1 1.44 1.25 £ 0.02 0.63
2 2/3 0.86 0.75 £ 0.02 0.48 + 0.03
3 1/3 0.38 ~ 0.35 ~ (.38

automates [54, 33, 34] qui donnent des exposant tres différents. Par exemple, pour un systéme
unidimensionnel, ’exposant de rugosité est { = 0.63 et il est confirmé par des expériences de
percolation dirigée [5, 56] tandis que le calcul analytique prédit 1. I faut remarquer que les
données obtenues avec les automates cellulaires permettent une estimation approximative
des exposants parce que, surtout pour des interfaces & dimension élevée, la valeur mesurée
dépend des regles choisies pour définir 'automate [54].

Comme déja discuté dans les chapitres 2 et 3, il n’y a pas un lien solide entre les modeéles
discrets des automates cellulaires et une théorie dans le continu. Pour caractériser ces dy-
namiques il est utile d’en étudier les propriétés de symétrie. Particulierement intéressante
est linvariance par rotation. On peut, par exemple, changer orientation d’une ligne avec

la transformation suivante :

h(z,t) — h(z,t)+mz (4.11)

ol m est un parametre dont la variation mesure ’orientation imposée. La généralisation a
une variété de dimension quelconque est immédiate. On vérifie facilement que cette trans-
formation ne change pas ’équation (4.10), mais des termes, comme KPZ, proportionnels
a (8—;‘)2 ne respectent pas cette symétrie. Pour étudier V'effet de cette transformation sur
les modeles discrets, qui donnent les exposants “anormaux”, il est suffisant de changer les

conditions périodiques aux bords :

hL)=h1) — h(L)=hQ)+mL. (4.12)

On a mis en évidence [57] que, en s’approchant au seuil de dépiégeage, la vitesse et la valeur
de la force critique dépendent fortement de m. Cela est en contradiction avec la symétrie de
léquation (4.10). Puisque le seul terme dépendant de l'orientation et pertinent par analyse

dimensionnelle est le terme KPZ, la classe d’automates qui donne ¢ = 0.63 est appelée KPZ
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gelée.

Toutefois 'origine de ce terme ne peut pas, comme souligné par Fisher, étre cinématique,

mais elle doit dériver d’une approche hamiltonienne. Kardar et collaborateurs [8, 58] ont
montré que 'anisotropie de la force, due au désordre, est un mécanisme possible pour générer
le terme cherché; mais aucun des automates cellulaires ne présente cette anisotropie.
Nous avons montré que si on tient compte des corrections anharmoniques a I’énergie élastique
on retrouve des résultats tres proches de ceux de la classe KPZ gelée. Les équations que
nous avons introduites ne sont pas les plus pertinentes par analyse dimensionnelle, mais elles
sont microscopiquement correctes, permettant d’estimer de maniére rigoureuse les exposants
critiques et elles sont compatibles avec le scénario KPZ. Récemment Le Doussal et Wiese [59]
ont montré, avec des arguments de groupe de renormalisation, que en absence de symétrie
de I’équation (4.11), le terme KPZ est naturellement engendré au dépiégeage.

De toute facon, pour le moment aucun calcul analytique n’arrive a évaluer la valeur des
exposants de ’équation KPZ gelée, et comme on ’a souligné dans le chapitre 3, il faut se
méfier des simulations directes de cette équation. Dans la section 4.3 et la section 4.5 je
présente nos résultats qui approfondissent le débat sur ces questions.

Chauve, Le Doussal et Wiese [4] ont réfuté la conjecture de Fisher, concernant 'exacti-
tude de 'exposant de rugosité trouvé grace au calcul a une boucle. En effet, la correction
au second ordre qu’ils ont calculée, est non nulle et elle se rapproche des résultats des
automates de Leschhorn. On montrera qu’un calcul numérique tres précis pour des inter-
faces qui obéissent directement & I’équation (4.10) confirme ce point de vue. Les résultats

précédemment obtenus sont résumés dans la table 4.1

4.3 FEtude d’une ligne élastique a courte portée

Dans nos publications [62, 63] nous avons calculé ’exposant de rugosité ¢ d’une ligne
critique au seuil du dépiégeage, pour plusieurs formes fonctionnelles de I’énergie élastique.
Les méthodes utilisées sont le Variant Monte-Carlo (VMC) et les algorithmes exposés dans
le chapitre 3. Les résultats obtenus sont cohérents et indépendants de la méthode utilisée.
Initialement nous avons étudié le cas harmonique unidimensionnel ; I’énergie élastique est
égale a :

Ea =) A} (4.13)

ou A; = h;y1 — h; est Iélongation locale; h; est entier, pour le modele sur réseau (VMC),
un nombre réel si on utilise la discrétisation décrite dans le chapitre 3. Le résultat obtenu

est montré en Fig. 4.2. Les données sont parfaitement ajustées avec une droite de pente 2.6,
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F1G. 4.2 — W? versus la taille L d’une ligne élastique. Carrés : modele harmonique Eg(A) =
A?/2; M ~ L'®. Cercles : énergie élastique anharmonique Eg(A) = A*/4; M = L. I'inset
montre la valeur estimée de { pour toutes les données avec L > Ly, en fonction de L,
(pour le modele anharmonique). L’absence d’effets de taille finie nous fait conclure que
Ca2 = 1.26 £ 0.01, (A« = 0.635 £ 0.005. Ici, comme dans la suite, le nombre d’échantillons
utilisés pour estimer W2 varie entre 10® et 10%. Pour cette raison I'erreur (toujours indiquée)

sur chaque point est souvent plus petite que la taille du symbole utilisé.
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I’exposant de rugosité est ( = 1.26. Comme déja vu une ligne avec { > 1 n’est pas physique
parce que, & la limite thermodynamique, la ligne se casse et sa structure est décrite par une
constante dépendant de la taille du systéme. L’extension locale A diverge avec L — oo. Ce
résultat a été initialement obtenu par Coppersmith [60] et confirmé par d’autres simulations
sur réseau, en utilisant des automates cellulaires [40], ainsi qu’avec une discrétisation directe
de I’équation du mouvement [42]. La précision de notre résultat est aussi due & notre soin
dans la définition de la limite thermodynamique : en effet, la ligne au dépiégeage a une ex-
tension latérale moyenne ~ L¢, les échantillons utilisés doivent donc avoir une extension d’au
moins M ~ L¢ > LS, c’est-a-dire ' > (. Pour les données présentées on a choisi M ~ L5,
L’exposant mesuré est en accord avec la prédiction de [4] et montre un écart évident avec
le calcul & une boucle (¢ = 1). Le modele harmonique suppose que les déformations de la
ligne soient petites ?; la rugosité non physique mesurée a amené plusieurs auteurs [60, 42]
a conclure qu’une ligne élastique développe nécessairement des surplombs, qui dépassent le
modele d’une fonction A(z) univaluée. Dans notre approche nous avons étudié la possibilité
que la ligne élastique soit décrite avec une fonction A(x) univaluée. Initialement nous avons
considéré le modele de polymere dirigé, introduit dans le chapitre 2 et caractérisé par la
contrainte métrique (de ’équation (2.3)). Par construction la contrainte force ’exposant
de rugosité a étre inférieur & 1. Les données (Fig. 4.3) mettent en évidence un fait trés
intéressant : 'exposant calculé, a ’aide du VMC, est ( ~ 0.63. Cet exposant coincide avec
celui obtenu dans les expériences de percolation dirigée et avec les automates cellulaires,
déja définis comme KPZ gelée. Pour la premiere fois un algorithme, dérivable directement
d’un hamiltonien, permet d’obtenir ce résultat. Il est intéressant de souligner que tous les
automates cellulaires de type KPZ gelée sont caractérisés par une contrainte métrique simi-
laire & celle que nous avons utilisée. On conclut que la divergence de A est en contradiction
avec "approximation harmonique qui est dominante seulement & petites déformations. Pour
étudier cette hypothese nous avons écrit I’énergie élastique comme une série en puissance de
A

Ex

(D) =a1A” + a At 4. (4.14)

L’Ansatz utilisé impose que tous les coefficients a; soient positifs ; de cette fagon nous analy-
sons une énergie élastique plus rigide que celle harmonique (dans le cas opposé la contribution
des surplombs est cruciale). En calculant numériquement ’exposant critique pour plusieurs
situations nous avons observé que :

— en incluant un terme A* on obtient une ligne physiquement bien définie, caractérisée

2 Aussi les arguments de limite hydrodynamique conduits sur I’équation (4.10) montrent que le terme

harmonique est le plus pertinent seulement pour ¢ < 1
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F1G. 4.3 — W2(L) versus la taille L d’un polymere défini sur réseau. La ligne critique a été
déterminée avec le VMC. Carrés : modele avec contrainte métrique donnée par (2.2) (|A| <1
et ¢ = 0). L’exposant calculé est { ~ 0.63. Plusieurs modeles avec termes quartiques sont
considérés. Pour des tailles assez grandes les données sont toujours compatibles avec les

lignes d’interpolations correspondantes a ( = 0.63.
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F1G. 4.4 — Schéma du modele utilisé pour simuler une variété d = 2 poussée par une force
de dérive f. L’espace 3-dimensionnel dans lequel la variété se déplace est périodique dans

les directions 41, . ..,%4 ainsi que dans la direction de mouvement h.

3 par ¢ = 0.635 + 0.005 (Fig. 4.2) ;
— les puissances A® et d’ordre supérieure n’influencent pas la valeur de ¢ (Fig. 4.3).

Si le terme A* est inclus dans I’équation de mouvement on obtient :

9
ot

h(z,t) = f +n(z, h) + 24, V?h + 12a2V2h(%)2. (4.15)

Cette équation n’est pas pertinente par analyse dimensionnelle, mais elle est microscopique-
ment exacte et elle décrit bien la physique au dépiégeage. Le terme non linéaire introduit
n’est pas invariant & la transformation de I’équation (4.11) et il est donc compatible avec
le scénario KPZ. II est physiquement compréhensible que ’addition du terme A* rende la

ligne plus lisse.

4.4 Modélisation d’une surface

Les algorithmes présentés dans le chapitre 3 sont généralisables aux variétés de dimen-

sion d qui se déplacent dans un espace de dimension d + 1. La méthode est basée sur une

31a relation W2 ~ L2¢ est valable seulement dans la limite de grandes L. La dépendance du fit des valeurs
les plus petites de L est testée dans l’inset de figure 4.2. L’inset prouve que pour Lmin > 16 les effets de

taille finie sont négligeables.
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description hamiltonienne de la dynamique et elle arrive & calculer, avec grande précision,
Iexposant de rugosité ( pour les modeles d = 1 et d = 2, mais aussi pour les variétés de di-
mension d = 3 et d = 4. Quoique ces derniers cas ne représentent pas une situation physique
ils sont importants pour la comparaison avec les calculs analytiques.

Le modele d’interface utilisé dans les simulations est montré Fig. 4.4. La variété est
repérée par les points (i, h;) ol 1 = 41,49, ...,4q sont des variables discrétes avec pas unitaire
et h;; est une variable réelle périodique telle que h;; + M = h; ;. De maniere analogue
nous avons introduit des conditions périodiques dans les directions transversales : hiir,; =
hij+1r = hi ;. Ces prescriptions décrivent une variété de taille L¢ qui se déplace dans un
espace L? x M. Dans les simulations nous avons choisi M = L.

L’énergie associée a 'interface est :

d
E = Z V(i; hq) — fhi + % ZZEé]('hi - hi+6j)|) (4]_6)

j=1 +4;

ou f est la force de dérive appliquée & chaque point de la variété, V (i, h;) est le potentiel
aléatoire qui traduit ’effet des impuretés et I’énergie élastique Fg est une fonction convexe
de la distance entre le point i et ses 2d premiers voisins. Pour simuler le désordre nous avons
utilisé la méme procédure que pour le cas 1-d; la longueur de corrélation du désordre est
égale au pas du réseau.

Comme pour la ligne élastique on suppose que les effets cinématiques sont négligeables, que
la dynamique est quasi-statique et décrite par I’équation :

0 OFE .
ahl(t) = _6hi = f + ’I'](l, hl) + fél. (417)

ol, n(i, hi) = —0V (i, hi)/Ohs et fa est la force élastique obtenue par dérivation de I’énergie
élastique de 1’équation (4.16).

L’étude directe de cette équation, au dépiégeage, par des méthodes numériques tradi-
tionnelles (Runge Kutta) est, comme j’ai montré dans le chapitre 3, trés instable déja pour
une ligne [42, 41]. La situation ne peut qu’empirer dans le cas bidimensionnel, en effet, dans
la littérature, I’étude du dépiégeage d’une surface est réalisée seulement avec des modeles
sur réseau. En dehors des automates cellulaires déja cités, une autre possibilité est donnée
par le modele d’Ising en champ aléatoire. Les algorithmes utilisés [26, 27, 28] imposent une
dynamique locale ol, & chaque pas, seulement un spin peut bouger, tout en respectant le
bilan détaillé. En fonction des parametres choisis, ce modele entraine différents régimes. Si
Iinterface qui sépare les domaines avec spins opposés est univaluée on retrouve les mémes
difficultés rencontrées avec le Monte-Carlo local sur les polymeres : la dynamique perd la

compétition entre désordre et élasticité et le probleme se réduit a 1’étude d’un seul spin
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F1G. 4.5 — W? versus la taille du systeéme (M = L) pour une variété élastique 2-d. Les
données du modele harmonique (carrés) donnent un exposant trés précis. Cercles : données
correspondant & ’énergie élastique de I’équation (4.18a) avec a = 4, 8,16. Triangles : données

correspondant & 1’énergie élastique de 1’équation (4.18b) avec a = 1.

en champ aléatoire [27, 21]. En revanche le régime avec surplombs est caractérisé par une
valeur de la force critique non triviale et des exposants critiques qui semblent cohérents avec
la description de ’équation (4.10). Toutefois, dans ce dernier régime, la définition méme de
la rugosité est problématique, car la morphologie de 'interface est trés complexe et la valeur

de 'exposant ¢ est donc inaccessible par mesure directe [28].

Pour surmonter cette limite nous avons généralisé ’algorithme illustré dans le chapitre 3,
cet algorithme permet de repérer I'interface critique de I’équation (4.17). Nous avons analysé
divers cas d’énergie élastique & courte portée et mis en évidence le role des corrections non-

harmoniques.

4.5 Rugosité d’une variété au dépiégeage

D’abord je discute le cas d’une surface bidimensionnelle. De maniére analogue au cas
unidimensionnel on commence & considérer les interactions élastiques dans ’approximation

harmonique (éq.(4.10)). La figure 4.5 montre W?(L) en fonction de tailles variables entre
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FIG. 4.6 — Elongation moyenne locale (|A|) d’une variété élastique 2-d. L’énergie élastique est
Eq(A) = %A”Y avec v = 2 pour le cas harmonique (carrés) et v = 4 pour le cas anharmonique

(triangles). Pour v = 1.8 (pas montré), (|A]|) — oo parce que ¢ > 1

L =8 et L = 512. L’exposant de rugosité obtenu par nos données est ( = 0.753 £ 0.002.
Une étude analogue a celle de ’inset de figure 4.2 montre que les effets de taille finie sont
négligeables. Notre estimation est la plus précise dans la littérature et confirme le résultat
trouvé par Leschhorn [2].

A la différence du cas 1-d, ou ’exposant ( > 1 montre clairement 'instabilité du modele
harmonique, les surfaces critiques sont caractérisées par un exposant ( < 1 et une analyse
dimensionnelle suggere que les corrections anharmoniques ne changent pas le comportement
critique de linterface. Toutefois, la figure 4.6 montre ’élongation locale moyenne W en
fonction de la taille L. La valeur de W a un comportement ambigu, puisque il n’y a pas
saturation pour les grandes tailles; d’un autre co6té, le fit parfait de I’exposant critique (
rend difficile d’expliquer ’anomalie des élongations locales comme un simple effet de taille
finie.

Remarquons que, dans le cas bidimensionnel également, (|A|) ne sature pas en fonction de

la taille, ce qui met en doute la robustesse du résultat harmonique.
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F1G. 4.7 — W2 versus la taille du systéme (M = L) pour une variété élastique 2-d. L’énergie
élastique est Fg (A) = %A“’ avec v = 1.8 (cercles), v = 2 pour le cas harmonique (carrés) et

v = 4 (triangles).

Pour tester cette hypothese nous avons considéré deux modeles élastiques :

Eg

L/, a \ Oz &
1 [t an\* 1 [on\*
Eé] z/o dx l(a) + a (%) ] b) (418)

Pour a — oo on retrouve la limite harmonique, sinon des corrections anharmoniques sont

prises en compte. Pour résoudre numériquement les modeles de I’équation (4.18) nous avons
utilisé la discrétisation de ’énergie proposée dans la section précédente, la force élastique
agissant sur le point (4, h;) est obtenue par dérivation : feg = —aihiEé]. La figure 4.5 montre
les résultats pour différentes valeurs de a. A la différence du cas harmonique les effets de
taille finie sont importants, surtout pour a grand. Quoiqu’a petites tailles le comportement
harmonique semble bien décrire I’allure de W?2(L), en réalité pour des grands échantillons
les corrections non-harmoniques s’imposent et amenent & la brisure de la surface, dans le
cas de ’énergie de I’équation (4.18a), & un changement de I’exposant de rugosité dans le cas

de ’équation (4.18b). Pour mieux caractériser l’effet des corrections non-harmoniques, nous

avons étudié une énergie élastique de la forme :

b [t oh\"
Eé] = z/(; dx (a) H (419)
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pour v = 2 (modeéle A?) on retrouve la limite harmonique, les autres valeurs de - analysées
représentent le cas d’une force élastique plus faible (y = 1.8, modele Al-®) et plus forte
(7 = 4, modele A*) que celle du cas harmonique. Les résultats obtenus (Fig. 4.7) illustrent
le scénario suivant :

— si la force élastique est plus faible que celle du cas harmonique ’écart moyen de la
surface critique croit plus rapidement que L (c’est-a-dire ( > 1). Notre modele d’une
surface univaluée, h(x,t), qui se déplace dans une seule direction perd donc sa validité.
Cette conclusion était prévisible pour le modele de 1’équation (4.18a) %, mais elle est
assez surprenante pour ’énergie proposée dans le modele A8 |

— si la force élastique est plus rigide que celle de I’approximation harmonique on trouve
que I’dlongation locale (|A[) est indépendante de la taille du systeme (Fig. 4.6) et que
Pexposant de rugosité devient plus petit (¢ = 0.45+0.01). Cette valeur est compatible
avec les valeurs trouvées dans les automates cellulaires (¢ = 0.48 £ 0.03) et confirmée
par des expériences de mouillage en milieu poreux (¢ ~ 0.5 [56]) et d’érosion de surfaces
métalliques (¢ ~ 0.53 [61]). Notre analyse permet de détecter I’origine microscopique
de la différence au dépiégeage entre les simulations de Leschhorn, qui trouvent ¢ ~ 0.75,
et les automates de Buldyrev et al., qui mesurent ( ~ 0.5. Cette différence consiste
dans le fait que les automates de Buldyrev et al. introduisent une contrainte métrique
qui empéche les fortes élongations locales. Dans ce sens le modele A* est simplement
un représentant des systemes avec une énergie élastique plus rigide que celle du cas
harmonique.

Nous avons aussi étudié les interfaces 3-d et 4-d, oli nous arrivons & caractériser le
dépiégeage pour des échantillons de taille L? x M = 64% x 64 et L* x M = 32* x 32.
Pour le modele harmonique d’une variété 3-d, nous avons obtenu (a2 = 0.355 &+ 0.01 encore
en bon accord avec les résultats numériques de Leschhorn [40], tandis que notre résultat
(a1 = 0.25 4 0.02 pour le modele A* est en contradiction avec I'automate de Buldyrev
[54] qui proposait un exposant ¢ ~ 0.38 plus grand que celui du cas harmonique. Nous
avons testé tres attentivement que notre estimation pour ¢ est indépendante du parametre
b (éq. (4.19)).

Enfin, notre algorithme peut étre étendu a la dimension 4. Nous avons calculé les variétés
critiques d’échantillons de taille L = 8,16,32 (L = M). Méme si nous avons seulement trois
points, nous trouvons pour le modele A2 un fit incohérent avec une forme fonctionnelle
W?2(L) ~ L* pour des tailles L ot il était déja bien défini dans le cas tridimensionnel. A la

dimension critique supérieure, on s’attend & un comportement logarithmique pour W?2(L).

4Ce cas est discuté dans I’annexe A.
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F1G. 4.8 — W2 versus la taille du systéme (M = L) pour une variété élastique 3-d. L’énergie
élastique est Eg(A) = %A"’ avec v = 2 pour le cas harmonique (carrés) et v = 4 (triangles).
L’inset montre (a2 et (as versus d. Les lignes représentent les résultats & une boucle et &

deux boucles pour le modele harmonique.

L’explication la plus naturelle de nos données est donc que la dimension critique supérieure
du modele harmonique est dy. = 4.

Pour le modele A%, nous n’avons non plus trouvé un bon fit pour ¢, mais les déviations
de la forme W?2(L) ~ L?¢ sont moins évidents que pour le modele A2. Il n’est pas clair si
I'exposant de rugosité du modele A* peut étre plus élevé que celui du modele A2,

Les valeurs trouvées pour ’exposant ¢ sont résumées dans la table 4.2.

4.6 Conclusion

Les résultats des nos simulations [62, 63] sur le modeéle harmonique confirment le scénario
proposé par Chauve et al. [4] : la vraie valeur de ’exposant ¢ se trouve toujours comprise
entre le calcul & une boucle, précédemment cru exact, et celui & deux boucles. Notre esti-
mation des exposants de rugosité est cohérente avec les résultats proposés par Leschhorn
[55], mais le lien solide entre notre modele et celui utilisé pour les prédictions analytiques
leve le doute sur le fait que les corrections trouvées a la valeur & une boucle pouvaient étre

dues & des effets non controlés. La précision obtenue montre la puissance de notre méthode,
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TAB. 4.2 — Résultats des exposants de rugosité ( pour des variétés de dimensionsd =1,...,3
qui se déplacent dans un espace de dimension d+ 1. Deux modeles élastiques sont considérés :
le cas avec un pur terme harmonique (modele A?) et un potentiel anharmonique (modeéle

A*) plus rigide que le cas harmonique.

d | analytique Caz (a4

1 1-1.44 1.26 = 0.01 | 0.635 &+ 0.005
2| 0.67-0.86 | 0.753 £ 0.002 | 0.45 £+ 0.01
3| 0.33-0.38 | 0.355 £ 0.005 | 0.25 £ 0.01

capable de dépasser les difficultés rencontrées avec les techniques standard.

Notre résultat principal prouve que le modele harmonique est cependant instable pour
toute correction anharmonique. En particulier, des potentiels élastiques plus faibles que
celui du cas harmonique ameénent & la rupture de la variété. Le cas opposé, avec un potentiel
élastique plus rigide, s’est révélé tres intéressant, les exposants obtenus sont compatibles avec
ceux des expériences de percolation dirigée. Pour la premiere fois un modéle hamiltonien
arrive 3 justifier ces valeurs. Comme déja souligné dans les chapitres 2 et 3, la méthode
développée converge rapidement vers la solution exacte du probleme. Pour cette raison les
exposants calculés sont stables et indépendants du choix des parametres (constant élastique,
corrélation du désordre...) méme a des dimensions plus élevées. Notre résultat est parfois
sensiblement différent de celui obtenu par les automates cellulaires qui, en effet, donnaient
des résultats tres fluctuants selon les regles choisies. Nous avons aussi réalisé que la regle
responsable du changement de classe d’universalité dans les automates est ’application d’une
contrainte métrique. Le modele que nous avons étudié n’est pas invariant par rotation & cause
de la non-linéarité des termes anharmoniques et il est donc compatible avec le scénario KPZ

gelé.
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Chapitre 5

Dépiégeage en présence

d’élasticité a longue portée

Les variétés traitées jusqu’a présent sont caractérisées par une énergie élastique & courte
portée. Nous avons calculé les exposants de rugosité pour le modele harmonique et nous avons
montré que ce modele est instable pour toute correction anharmonique ; notamment nous
avons caractérisé les exposants de rugosité pour des énergies élastiques plus rigides que dans
le cas harmonique. Dans ce chapitre, je m’intéresse & des systemes dont 1’énergie élastique
n’est plus & courte portée, en particulier j’étudie comment le comportement universel au
dépiégeage change pour ces systémes. Il a été montré par Joanny et de Gennes [64] et,
séparément par Y. Pomeau et J. Vannimenus [65], qu’une ligne de contact a une élasticité
a longue portée; de maniére analogue, Gao et Rice [66] ont montré qu’un front de fracture
est caractérisé par la méme forme de l’énergie élastique. Pour cette raison on s’attend a ce
que ces systemes, bien que tres différents, soient caractérisés par les mémes propriétés au
dépiégeage.

Ce chapitre est consacré a I’étude des propriétés au dépiégeage des lignes d’élasticité a
longue portée. Dans la premiere partie, je me focalise sur les résultats connus sur la ligne
de contact : je présente la dérivation de Joanny et de Gennes pour I’énergie élastique et
je décris les expériences conduites pour déterminer ’exposant de rugosité au dépiégeage.
L’exposant trouvé est compatible avec celui mesuré dans des expériences analogues sur les
fronts de fracture. Dans la deuxiéme partie, je discute la situation théorique, en présentant les
résultats déja connus et nos nouveaux calculs. La cohérence des résultats expérimentaux met
en évidence que le dépiégeage dans ces systemes est caractérisé par des exposants universels.

Toutefois, les résultats de nos simulations établissent définitivement que le modele théorique

79
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Gaz

F1G. 5.1 — Situation de mouillage partiel, contact & trois phases. L’équilibre, les trois tensions
interfaciales vsg, Yig €t 51 vérifient la relation de Young-Dupré (5.1). 6 est ’angle de contact

du liquide avec le solide.

habituellement étudié n’arrive pas & décrire la physique du probleéme. Enfin, je discute les

corrections possibles au modele considéré.

5.1 Dérivation de I’énergie d’une ligne de contact

Si I’on dépose un liquide sur une surface solide, deux scénarios sont possibles : soit le
liquide s’étale et forme un film qui recouvre completement la surface solide, et dans ce cas
on parle de mouillage total; soit le liquide forme des gouttes (mouillage partiel) caractérisées
par un angle de contact . Cette derniere possibilité est celle dont on va s’occuper. On définit
une ligne de contact comme le lieu oll une interface séparant les deux fluides (dans ce cas
liquide et gaz) rencontre un substrat solide. L’angle 8, comme montré Fig. 5.1, est déterminé
par la condition que la composante parallele au substrat solide de la résultante des forces
agissant sur la ligne de contact soit nulle. On obtient ainsi la relation de Young-Dupré [64]

entre les tensions solide-gaz 7sg, liquide-gaz i et solide-liquide g :

Vg €08(6) = Ysg — Y1- (5.1)

Une telle description est valide dans le cas d’une surface parfaitement lisse et homogene.
Par contre, la présence de désordre sur la surface solide améne une distorsion de la ligne

de contact (voir Fig. 5.2). La force de rappel élastique qui s’oppose & la déformation a été
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évaluée pour la premiere fois par Joanny et de Gennes [64]. Dans la suite je reprends leur
calcul, parce qu’il est important pour comprendre les approximations faites, notamment
dans le développement de I’énergie associée & la déformation de la ligne de contact.

Soit (x,y) le plan de la surface solide et z(x,y) l'interface liquide-gaz. La ligne de contact
au repos correspond a 'axe des z, et la ligne déformée est décrite par une certaine courbe

y = h(z), qui est située sur la surface du solide, et donc :

(5.2)

Si on suppose des petites déformations (|dh/dz| < 1) on pourra développer le calcul & l’ordre
le plus bas. L’interface liquide-gaz doit minimiser I’énergie de distorsion, en respectant la

condition de Laplace :

8%z 0%z
Pz + % =0; (5.3)
on cherche pour z(z,y) une solution de la forme :
. . dk ,
z(z,y) = —sin(@)y — sin(§) %,B(k) exp[ikz + |k|y] - (5.4)

Le premier terme représente la solution pour la ligne non déformée. Pour calculer explici-
tement 'expression de 8(k) dans 1’équation (5.4), il faut imposer les conditions aux bords
(5.2) :

z(z,h(z)) =0. (5.5)

En introduisant les composantes de Fourier de la déformation h(z) :
A(k) = / e~ **h(z)dz (5.6)

on peut exprimer le résultat perturbativement :

50 =) + [ Sk - o) + O(K) (57)

Le premier terme dans (5.7) correspond a la linéarisation utilisée dans la dérivation originale
de Joanny et de Gennes, la correction du second terme [67] est ici, dans un premier temps,
négligée.

L’énergie associée & la déformation h(z) est donnée par la variation de I’énergie capillaire :

" +o0 h(z)
Ueap = 1 / do / [(V2)? — sin®(8)] dy; (5.8)
apres l'intégration des variables spatiales on trouve :
“+oo
_ Mg g2 hey 2 2
Uy = Besin?®) [ HIAGIPG (5.9)
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Ligne de
A" contact

F1G. 5.2 — Définitions des principales grandeurs utilisées pour décrire la position de la ligne

de contact d’un ménisque liquide d’angle 6.

La dépendance inhabituelle en |k| (dans le cas & courte porté on aurait k?) provient plus
précisément du fait qu’une perturbation, de vecteur d’onde k le long de la ligne, s’étend
le long de la surface du ménisque, sur un distance |k|~!. Ce résultat peut s’écrire sous la

forme :

Mg . 2  (A(z') — h())®
Ucap = == sin“(0 / deds' —————. 5.10
P 27 ( ) a<|z—z'|<L (.’l? - wl)Q ( )

Pour éviter les singularités il faut introduire un cut off pour z — z', qui est cohérent avec
la linéarisation faite qui suppose kh < 1. La force élastique agissant sur la ligne au point
h(z) est :

fell(w) = _%(:E)Ucap = _% sin%Q)/dw'%. (511)

Si ’on tient compte de la correction (5.7), on trouve le développement au second ordre de
la force élastique [68] :

™ ™

fae) = -2 sin?(O){[0:h(@))” + s

1 1
(z — 2')2(z — z")2 + (2" — 2')%(z — 2 )2 + (2" — 2')%(z — 22

[7(z) = h(z")][h(z) — h(z")]x

b
(5.12)

Gao et Rice [66] ont montré, par des arguments analogues, que ’énergie associée aux

déformations d’un front interfacial de fracture entre deux solides améne & la méme ex-
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transparente verre

vers la platine de translation

liquide

F1G. 5.3 — Schéma de la cellule de travail. Inset : photo du substrat désordonné, les points

blancs sont les défauts de chrome [69)].

pression de force élastique. Dans la suite je considére une ligne avec interactions élastiques
a longue portée, données par ’équation (5.11). En particulier, je m’intéresse & déterminer
I’exposant de rugosité ( au dépiégeage. Je présente d’abord les résultats expérimentaux pour
une ligne de contact et la discussion théorique; ensuite je me focalise sur les résultats de

notre simulation.

5.2 Exposant de rugosité au dépiégeage

5.2.1 Situation expérimentale

La Fig. 5.3 schématise la cellule de travail utilisée par Moulinet et collaborateurs [69]
pour ’étude de la dynamique d’un fluide visqueux sur un substrat désordonné. Le substrat
désordonné est constitué d’une plaque de verre, sur laquelle des impuretés de chrome sont
placées aléatoirement. La technique utilisée pour déposer ces défauts de chrome (photo-
lithographie) permet d’obtenir un désordre controlé, avec une longueur de corrélation de
¢ = 10 p m. La plaque de verre est partiellement immergée dans un bain liquide avec un
angle de 10° par rapport 3 I’horizontale. Pour empécher la déposition de poussiere, la plaque
et le bain sont placés dans une boite, qui diminue aussi I’évaporation du liquide. En tirant la

plaque hors du liquide & vitesse constante grace a une platine de translation on impose une
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F1a. 5.4 — Image d’une ligne de contact sur un substrat désordonné [69].

vitesse moyenne v 3 la ligne de contact par rapport au substrat désordonné. Les valeurs de v
utilisées varient entre 0.2 um/s et 20 pm/s, dans ce régime, caractérisé par des avalanches,
la dynamique est fortement non-linéaire, ce qui assure que le systéme se trouve toujours au
seuil du dépiégeage. Aprés un temps de transition on prend des photos des configurations
typiques visitées par la ligne de contact (voir Fig. 5.4), la rugosité de ces configurations
permet d’extrapoler I’exposant de ¢ au dépiégeage. Les expériences ont été répétées avec des
liquides de viscosité différente : de I’eau ou un mélange d’eau et de glycérol 1. Le résultat
indique clairement que l’exposant de rugosité ne dépend ni de la viscosité ni de la vitesse v
imposée et que sa valeur mesurée est ( = 0.51 £ 0.03. Cette valeur est comparable a celle
obtenue, dans une expérience analogue, avec ’hélium-4 liquide sur un substrat désordonné
de césium [6].

Comme je I’ai déja fait remarquer, un systeme physique équivalent & la ligne de contact est
représenté par le front de fracture interfacial entre deux solides. Une étude expérimentale de
cette situation a été conduite sur des blocs de plexiglas transparent [70]. Le front de frac-
ture se propage & une vitesse moyenne constante v, qui varie entre 0.1 um/s et 50 ym/s. Les
images du front en mouvement permettent de mesurer la rugosité de la ligne caractérisée par
un exposant ¢ = 0.55+0.05, indépendant de la vitesse v. La cohérence de ces résultats semble

donc indiquer l'existence de quantités universelles au dépiégeage. En particulier, 'exposant

1Pour des détails supplémentaire voir [69]
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de rugosité associé a un systeme physique avec élasticité a longue portée est ¢ ~ 0.5.

5.2.2 Situation théorique

Le point de départ des développements théoriques est 1’équation de mouvement de la

ligne dans ’approximation quasi-statique :
t) — h(zy,1t)

0. . s,
G0 = £+t~ [ o B

Cette équation est analogue & 1’équation (4.10), utilisée pour étudier une ligne avec le terme

(5.13)

élastique & courte portée remplacé par ’équation (5.11). Comme pour le cas & courte portée,
le comportement critique de cette équation, pour des force de dérive f pres du seuil f., a
été étudié avec des techniques de groupe de renormalisation fonctionnelle. La dimension
critique supérieure de ce modele est d,. = 2 et il est possible d’évaluer ’exposant { comme
un développement en puissance de € = dy. —d, ou d est la dimension de l'interface, pour une
ligne d = 1. Le calcul & une boucle [3] a donné un exposant de rugosité ¢(!) égal & 1/3 qui,
avec les mémes arguments que dans la Réf. [1], a été initialement cru exact. Les simulations
fondées sur des automates cellulaires [71] (¢ = 0.34£0.02) et sur des modeles & longue portée
avec dynamique extrémale [72, 73] (¢ = 0.35 £ 0.02) ont trouvé un bon accord avec cette
conjecture (cependant voir [75]). Toutefois, Chauve et al. [4] ont récemment montré que les
termes d’ordre plus élevé du développement en puissance de € donnent une contribution
non nulle & 'exposant de rugosité (. Pour le modele étudié avec I’équation (5.13), ils ont
trouvé la correction & Pordre suivant pour I'exposant de rugosité : (2 = 0.47. La grande
différence entre le calcul & deux boucles et le calcul précédent laisse penser que le résultat
des expériences peut étre justifié & l'intérieur du modele de 1’équation (5.13), en effet les
auteurs de la Réf. [4] estiment que la vraie valeur de ’exposant est ¢ = 0.5 £ 0.1, qui inclut

les valeurs données par l’expérience.

Notre travail a par motivation d’éclaircir cette discussion. Nous avons utilisé la méthode
développée dans le chapitre 3 pour déterminer avec grande précision ’exposant de rugosité
pour une ligne dont ’équation de mouvement est donnée par (5.13). La valeur trouvée
(¢ = 0.388 £0.002) confirme que le résultat au premier ordre n’est pas exact, mais, en méme

temps, elle est incompatible avec les expériences.

5.2.3 Modéle et simulation

Je présente le modele utilisé pour discrétiser ’équation (5.13). En suivant la discussion

du chapitre 3, il faut discrétiser la variable z : z — z;,4 = 1,...,L; et écrire hl a la
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place de h(z;,t). La ligne & I'instant ¢ est donc repérée par h = {h¢ h%,... AL}, ol les ht
sont des variables réelles et continues. Pour simuler des échantillons de taille L x M nous
avons imposé des conditions aux bords périodiques le long de la direction de croissance ¢ :
hp+i = h;, ainsi que le long de la direction de mouvement h : h; + M = h;. On a imposé a
I’équation du mouvement les mémes conditions périodiques, le point le plus délicat reste de
déterminer le terme & longue portée fg. Pour évaluer le facteur ﬁ sur un tore discret
(z = i, x1 — i1), nous avons sommé, comme il a été fait dans les simulations précédentes
[72, 73], sur toutes les images périodiques (k = ...,—1,0,1,2...). Pour k positif on doit,

par exemple, écrire :

1 = 1 _ ¢ (i —il/L)
Goar ? SGaEE B 610

ou ¢ = dI'(z)/dz et T'(x) est la fonction Gamma. Apres quelques lignes de calcul on arrive

& Pexpression compléte de la force élastique [74] :

L—1 t t

falhid = Y (20 (i = /) = =il — /D) . (519)

i1=1
Nous avons aussi fait des simulations sans la resommation sur toutes les images : ’exposant
¢ n’est pas sensible & cette prescription. L’équation ainsi obtenue respecte le théoreme de
Middleton et, comme déja discuté dans le chapitre 3, la forme linéaire en h; de la force
élastique nous permet de détecter la ligne critique avec un algorithme tres rapide et précis.
Les résultats de notre simulation sont montrés Fig. 5.5. Nos données ont des effets de taille
finie négligeables et avec une méthode du meilleur ajustement sur les données comprises
entre L = Ly, = 16 et L = 2048, on peut trouver I’exposant ( = 0.388 £0.002. Dans l'inset
de la figure, on montre que, pour échantillons de taille supérieure & L,in = 8, la mesure de (
ne dépend pas de Lnin, la barre inférieure du domaine sur lequel est appliqué ’ajustement.
Nous pensons que pour tous les modeles élastiques ot ( < 1, il est correct d’étudier la limite
thermodynamique, en gardant ’échantillon carré (L — oo, L = M). Ce choix a été fait dans
la plupart des simulations précédentes [41, 40]. En particulier, on s’attend & ce que, & la limite
thermodynamique, ’exposant reste inchangé aussi pour des échantillons rectangulaires oli
M ~ LS pour ¢' > (, parce que la ligne critique a une corrélation transversale de l’ordre de
LS. Nous avons en effet retrouvé ce résultat.
Par exemple, on montre (Fig. 5.5) les données pour M = L'/2. Pour ces systemes, la force
critique et I'extension de la ligne critique sont plus petites, mais I’exposant de rugosité reste
inchangé, en augmentant le crédit qu’on accorde & la valeur et & la précision de 'exposant
critique que nous avons mesuré. Des valeurs trop petites de M ne peuvent étre étudiées sur

des systemes finis, parce que la ligne peut s’enrouler plusieurs fois autour de ’échantillon
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Fic. 5.5 — Ecart quadratique moyen de la hauteur de la ligne critique W?2(L) en fonction
de sa longueur L. Le rappel élastique est donné par ’équation (5.15). Ligne en trait continu
(en haut) : échantillons carrés M = L avec taille entre L = 8 et L = 2048. Le ligne qui
interpole les points est caractérisée par un exposant de rugosité ¢ = 0.388 £ 0.002. Inset :
exposant de rugosité ¢ obtenu pour des systeme de taille L > Lp,in vs. Lpin. Ligne en trait
pointillé (en bas) : échantillons rectangulaires M = L'/2. L’exposant qu’on peut extrapoler

reste inchangé.

périodique, en introduisant des effets de taille finie difficiles a analyser. Pour cette raison,

nous n’avons pas étudié des échantillons rectangulaires avec (' trés proche, ou égal a (.

5.2.4 Conclusion et discussion

Notre calcul montre définitivement que ’équation (5.13) ne peut pas décrire les résultats
expérimentaux. Encore une fois la rigueur utilisée permet de déterminer sans ambiguité la
rugosité du modele. De maniere analogue au cas avec des interactions & courte portée, la
conjecture selon laquelle le résultat & une boucle est exact s’est révélée infondée. La valeur
numérique de I’exposant ( est comprise entre le résultat a une boucle et celui & deux boucles.

Reste a discuter des possibles causes de changement du comportement critique.
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Schwartz et Fisher [76] ont proposé que la violation de ’hypothése quasi-statique est un
mécanisme pertinent du changement de la physique & grande échelle, pres du dépiégeage.
L’hypothese quasi-statique part du fait que la vitesse moyenne de la ligne est beaucoup plus
petite que la vitesse des ondes capillaires & la surface du liquide, c’est & dire la vitesse de
propagation d’une déformation dans le ménisque. Toutefois, preés du seuil, le mouvement de
la ligne de contact est, comme on I’a déja remarqué, caractérisé par une succession de sauts
rapides, dits avalanches. La vitesse pendant ces sauts est supérieure & la vitesse moyenne de
la ligne. Pour I’hélium-4 la vitesse capillaire et la vitesse des avalanches sont du méme ordre
de grandeur, ce qui peut amener 3 des effets de retard dans la force de rappel élastique, et
changer la nature & longue portée des interactions. Dans les nouvelles expériences sur eau
et eau plus glycérol [69], la vitesse capillaire est supérieure & toutes les vitesse en jeu, des
effets de retard ne peuvent donc pas étre invoqués. De plus, ’étude précise du déroulement
des avalanches montre que l'inertie du systeme ne peut pas jouer de role a des échelles
supérieures ou égales 4 la longueur de corrélation du désordre.

Puisque ’exposant mesuré ne change pas, le désaccord entre 1’équation (5.13) et les
expériences ne peut pas étre expliqué en terme de violation de I’hypothese quasi-statique.
Les corrections anharmoniques & la force de rappel élastique pourraient aussi jouer un role
déterminant, comme nous avons montré pour les systémes & courte portée [62, 63]. Raphaél et
Golestanian [67] ont montré analytiquement que la correction anharmonique, déterminée par
Péquation (5.12), introduit des termes non-linéaire (de type KPZ non-locale) qui changent
le comportement critique de I’équation de mouvement d’une ligne de contact, dans la limite
de grande vitesse. Malheureusement, cette correction n’est pas numériquement exploitable &

cause de sa nature non-convexe (voir Chapitre 3), qui engendre des instabilités non physiques.



Chapitre 6

Universalité de la distribution

de th au dépiégeage

Les méthodes numériques que nous avons développées permettent de calculer, avec
grande précision, la force critique f. et de repérer U'interface critique h° pour chaque échantillon.
Comme montré dans le chapitre 4, la détermination de h° permet de mesurer ’exposant de
rugosité ¢ au dépiégeage.

Une autre possibilité de caractériser la rugosité d’une interface, de facon & mettre en
évidence les propriétés universelles, a été introduite par Racz et al. [51, 52]. Dans leurs tra-
vaux ils s’intéressent 4 la distribution de probabilité P(W2.) de repérer une interface critique
caractérisée par un écart quadratique moyen W2. (défini par 1'équation (4.2)). En particulier,
ils ont montré, pour différents modeles de croissance, en régime critique et sans désordre,
l'existence d’une fonction universelle, reliée & la distribution P(W2.) par une transformation
d’échelle.

Nous avons appliqué l'idée de Racz et al. , en analysant numériquement plusieurs in-
terfaces critiques. Nous avons trouvé que la fonction introduite garde les caractéristiques
universelles aussi au dépiégeage. Dans la section 6.1 je discute les résultats connus pour les
modeles non désordonnés. Dans la section 6.2 je reprends cette analyse pour les interfaces

critiques au dépiégeage.

6.1 Dynamique stationnaire pour les modeles non désordonnés

Comme je ’ai déja brievement indiqué dans le chapitre 1, les variétés élastiques sans

désordre sont rugueuses par effet de la température. Les équations du mouvement qui ca-

89
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ractérisent ces modeles ont été introduites dans la section 1.3.1. La solution asymptotique
(stationnaire) de ces équations a des caractéristiques critiques : il est, par exemple, possible
de définir un exposant de rugosité ¢ de maniére analogue & ’équation (4.3).

Récz et al. ont observé que non seulement les exposants critiques, mais aussi les fluctua-
tions d’échantillon & échantillon de 1’écart quadratique moyen de la hauteur W,f contiennent
des informations universelles. En particulier, ils ont montré que, pour des tailles assez
grandes, W7 dépend d’une seule échelle de longueur et, donc, que P(W}?) peut s’écrire

comme

PovE) = 70 (1) 61)

ot W2, défini dans I’équation (4.2), est la valeur moyenne de la distribution de proba-
bilité P(W?). Conséquemment & sa définition, ®(z) est normalisée, [;° ®(z)dz = 1, et
fooo z®(z)dz = 1. Cette fonction d’échelle est indépendante de la taille du systéme, et elle est
une propriété universelle du processus de croissance, c’est a dire, comme ’exposant (, elle ca-
ractérise une classe entiere de modeles. Ce point peut étre mieux compris en remarquant que,
en absence de corrélation & longue portée dans des quantités comme h(z) — (h), les portions
distantes de 'interface pourraient étre considérées comme des réalisations indépendantes de
systemes plus petits, par conséquent les fluctuations de la hauteur devraient étre des quan-
tités auto-moyennantes. La fonction ®(x) est donc reliée au caractere critique des interfaces.
L’existence des fonctions d’échelle universelles est d’autre part typique des phénomenes cri-
tiques : dans les modeles ferromagnétiques, par exemple, il a précédemment été montré que
la distribution de 'aimantation, & la température critique, suit en fonction de la taille une
loi d’échelle avec une fonction d’échelle universelle [78].

Numériquement il a été possible de vérifier [77] que des modeles statistiques différents,
mais présumés appartenir a la méme classe d’universalité, sont caractérisés par la méme fonc-
tion ®(z). L’existence d’une fonction d’échelle a aussi été mise en évidence analytiquement
dans le cas d’équations du mouvement linéaires comme pour le modele Edwards-Wilkinson
[51, 52]. Le point de départ de ce calcul consiste & écrire la probabilité qu’une configuration

critique h¢ est caractérisée par une certaine rugosité W2. :
POWE) o [ DIHBOVE. — W) exp(~BEL{h, 2} (6:2)

ou D[h] correspond & la somme sur toutes les configurations possibles pesées avec le facteur
de Boltzmann exp(—BE[{h,z}]). Dans le cas harmonique I’énergie de chaque configuration

est donnée par :

E[{h,z}] = % diz (Vh)?. (6.3)
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F1G. 6.1 — Trait continu : fonction universelle ®(x) pour une marche aléatoire en dimension
d = 1. Cette fonction caractérise la distribution des écarts moyens pour ’état stationnaire
des modeles unidimensionnels KPZ et Edwards-Wilkinson. Trait pointillé : prédictions de

Péquation (6.7) pour ®(z) en fonction de L, pour le modele Edwards Wilkinson en d = 2.

Pour mettre en évidence les propriétés d’échelle de cette fonction il faut passer par la fonction

génératrice des moments :
G\ = / P(z)e=> (6.4)
0

Dans le cas unidimensionnel, on trouve que G ne dépend que de AW? ce qui impose la forme
(6.1) & la distribution P(W2.). On peut aussi calculer la fonction ®(z) [51] :

2

O(z) = % Z(—l)"*lnz exp (—%n%) ; (6.5)
1

la figure 6.1 montre le résultat ainsi obtenu. Dans le cas 1-d, la ligne critique du modele EW
correspond & un marche aléatoire. On peut montrer [7, 51] que la méme représentation (et
donc la méme fonction d’échelle) tient pour le modele KPZ.

Particulierement intéressante est la discussion de 1’équation Edwards-Wilkinson bidi-
mensionnelle. En effet, pour cette équation, la dimension critique supérieure est 2. Plus
précisément, pour d > 2, ’exposant de rugosité est indépendant de d, donc ¢ = 0 avec seule-
ment des correction logarithmiques. Dans ce cas [77], I’étude de la fonction G(X) montre que

des divergences ultraviolettes affectent W2, pour calculer ®(z) il faut introduire un cut-off
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qui permet d’éviter ces divergences!. Le résultat, schématisé figure 6.1, peut se résumer dans
les points suivants :
— & la limite thermodynamique (L — oo) la fonction ®(x) devient une fonction delta de
Dirac :

lim ®(z) = d(z — 1); (6.6)

L—oco
— pour un systéme grand, mais fini, la fonction ®(x) dépend de L, tendant vers une
gaussienne centrée autour de la valeur 1 :

B(z) ~ \/;_Mexp {_%} (6.7)

ot az ~ (In L)~? et le maximum de la distribution, ® ., croit avec la taille du systéme

comme P, ~InL.

Les résultats obtenus pour la dimension critique supérieure du modele Edwards-Wilkinson
ont été le point de départ d’une controverse sur le probleme, de la dimension critique
supérieure, dyc, du modele KPZ. Une étude numérique [20] conduite pour des interfaces
dans D’état stationnaire, de dimension d = 1,...,5 semble montrer que la fonction ®(x)
change en fonction de d. Cela assure que, contrairement a des argumentations précédentes,
dye > 4. Les auteurs, en observant 1’évolution dimensionnelle de la fonction ®(z), proposent,

par extrapolation, que dy. est infinie.

6.2 Rugosité au dépiégeage

Nous avons repris I’analyse présentée dans la section 6.1 pour les modeles élastiques objet
de notre investigation. D’abord je présente 1’étude faite sur le modele & longue portée, intro-
duit dans le chapitre 5 et qui reproduit le comportement d’une ligne de contact. L’équation
générale de mouvement peut s’écrire, dans l’espace de Fourier, comme :

2 hlart) = S + (e B) — lalita, O + (g, (69

|2 le rappel élastique a longue portée, 1(q, h) le désordre

ol f est la force de dérive, |q||h(g, t)
gelé introduit par les impuretés et 0(g, t) représente le bruit stochastique di & la température.
L’analyse de Récz a été conduite pour 7(q, ﬁ) = 0. En analogie avec les calculs sur I’équation
de Edwards-Wilkinson on peut montrer que, en I’absence de désordre, la dimension critique
supérieure pour ce modele est dy. = 1 et que la fonction ®(z), & la limite thermodyna-

mique est une delta de Dirac. Pour étudier le dépiégeage, les effets de la température sont

22
W=l joue le role de variable d’échelle.

1On s’attend0 [79] & une fonction universelle différente, olt
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FI1G. 6.2 — Evaluation numérique de ®(z) au dépiégeage pour une ligne élastique avec inter-
actions & longue portée. Les échantillons ont une taille variable (L = 256,512,1024; M =

L ou M = LY?). Les données se regroupent sur la méme distribution.

négligeables (6(g,t) = 0), tandis que 'influence du désordre, n(q, h), est cruciale. L’équation &

étudier devient plus complexe ; pour cette raison nous avons conduit une analyse numérique.

La figure 6.2 montre les résultats de cette analyse pour les lignes critiques calculées
avec nos algorithmes numériques. L’exposant de rugosité trouvé est ¢ = 0.388 + 0.002. I
est remarquable que la transformation d’échelle introduite reste valide aussi dans le cas
d’un systéme désordonné; la fonction ®(z) a été calculée pour des lignes de longueur L
différentes et sur des échantillons avec une extension latérale M variable. Le résultat obtenu
est indépendant de L et de M pour des systeémes assez grands : les effets de taille finie
sont négligeables. On observe, de maniére analogue au cas des modeles stochastiques, que
la rugosité typique de la ligne est inférieure 3 la valeur moyenne W2. En contrepartie, il y a

une probabilité non négligeable d’observer des interfaces beaucoup plus rugueuses.

Un objet ultérieur de recherche a concerné les modeles élastiques & courte portée, dans le
cas d’une approximation harmonique ainsi qu’en analysant ’effet des termes anharmoniques.
En particulier, pour d = 1 nous avons trouvé que ’exposant de rugosité du modele A? est
¢ = 1.26 £ 0.01 : comme déja vu dans le chapitre 4, la ligne critique se “casse” & la limite

thermodynamique et les corrections anharmoniques deviennent déterminantes. En effet, pour

les systemes ou les forces de rappel élastiques sont plus fortes que le terme harmonique,
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F1c. 6.3 — Fonction ®(x) pour les lignes élastiques & courte portée. Trait continu : cas
harmonique. Trait pointillé : cas anharmonique. Les lignes critiques pour le modele du
polymere dirigé avec contrainte métrique ont été obtenues avec le VMC. Pour les autres

modeles on a utilisé la discrétisation et l’algorithme développés dans le chapitre 3.

I’exposant de rugosité devient ¢ = 0.63. La figure 6.3 montre les résultats obtenus pour
des lignes élastiques pour le modele A% ou avec des corrections anharmoniques. Pour le
modele A? on trouve encore que la distribution de probabilité de W7 est trés asymétrique.
Cette distribution est clairement distinguable de celle obtenue pour les modeéles caractérisés
par un exposant de rugosité égal & 0.63. Il est remarquable que la fonction ®(z) du cas
anharmonique a été obtenue & la fois par simulation du modele du polymere dirigé en milieu
aléatoire avec la contrainte métrique de I’équation (2.2) et le modele d’une ligne élastique
, avec une énergie proportionnelle & Fg ~ + fOL dx (%)4. Le résultat obtenu est que la
fonction ®(z) ne dépend pas du modele choisi. La seule approximation réside dans le fait

que les systéme analysés numériquement sont finis, mais comme on peut voir dans la figure,

les effets de taille finie sont négligeables.

Nous avons généralisé cette méthode pour des variétés critiques de dimensions d = 2, 3.
La figure 6.4 montre les différentes ®(x) que nous avons obtenues pour le modele A2 et le
modele A%. On peut avant tout remarquer que les deux modeles donnent des fonctions dont
la différence ne peut pas étre justifiée par des effets de taille finie. L’asymétrie observée pour

d = 1 decroit quand la dimension de l'interface augmente : pour d = 3 on trouve pour les
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F1G. 6.4 — Trait continu : modele A? pour d =2 (M =L =32)etd =3 (M = L = 16).
Trait pointillé : modele A* pour d =2 (M = L =32) et d =3 (M = L = 16). Les symboles
donnent la distribution ®(z) pour des échantillons de taille (M = L = 64) dans le cas 2-d
et (M = L = 32) dans le cas 3-d.

deux modele que la valeur maximale de la distribution est presque centrée autour de z = 1.

Dans le cas d = 4 nous sommes limités aux petits échantillons (L=8,16), les distributions
apparaissent dépendantes de la taille du systeme. 1l est difficile de dire si ce comportement
est dii & des effets de taille finie ou, par analogie avec le cas Edwards-Wilkinson, il signale

que l'interface devient lisse et donc dy. = 4.

En conclusion nous avons montré que, de maniére analogue aux modeles stochastiques en
absence de désordre, la fonction ®(z) arrive & capturer les caractéristiques universelles de la
rugosité des variétés critiques en milieu aléatoire. Cette propriété confirme 'interprétation

du dépiégeage comme phénomene critique.
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Universalité de la distribution de W;,? au dépiégeage




Annexe A

Décrochage d’une seule

impureté

Dans le deuxiéme chapitre nous avons démontré qu’il est impossible de simuler la dy-
namique d’un polymere dirigé en milieu aléatoire avec un algorithme local. En particulier,
on a montré qu’on peut bloquer un polymere de longueur infinie avec une unique impureté,
méme pour une force finie de dérive. Ce résultat est non-physique. En fait pour le principe

fondamental de la dynamique dans un systeme & 1’équilibre on a :

D Feu =0, (A.1)

ol les forces extérieures sont la force de dérive f agissant sur chaque point, et la force de

piégeage Finp. L’équation (A.1) devient :
Lf - -Fimp = 07 (AZ)

ce qui est absurde & la limite thermodynamique (L — o0). Il faut conclure que algorithme
local ne tient pas compte de la compétition entre 1’élasticité et le désordre.

La solution proposée considere des dynamiques non-locales compatibles avec les équations
du mouvement définissant I’évolution temporelle des modeles continus. Toutefois, ces modeles
ont une dynamique parfaitement locale et la discrétisation directe des équations de mouve-
ment est simulée avec un algorithme local. On peut faire valoir que I’exigence d’utiliser des
algorithmes non-locaux est due a la contrainte métrique plutét qu’au passage sur réseau.
La contrainte métrique a été introduite pour assurer une bonne limite continue. Ainsi pour
permettre au pas du réseau a de tendre vers zéro il faut garantir que la variation des hau-

teurs sur des distances de ’ordre de a soit petite. Dans cet appendice, on montrera que cette
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objection n’est pas valable :
L’algorithme de dynamique locale sur réseau est incompatible avec la description (locale)
dans le continu pour toute énergie élastique plus forte qu’harmonique.

En abandonnant la contrainte métrique, on suppose que ’énergie élastique FEg est une
fonction convexe de la hauteur h; des points du polymere, ce qui implique que la force
élastique est une fonction décroissante de la hauteur h;. Une deuxiéme hypothese est que
I’interaction élastique est & courte portée, c’est-a-dire, pour les modeles discrets, que Fg ne

dépend que de la distance entre premiers voisins.

A.1 Modeéles continus

Considérons initialement des modeles continus pour une ligne de longueur L. Il s’agit de
résoudre une équation du mouvement du type :

Oh _ 0Eg
ot  Oh

+f (A.3)

ou f est la force de dérive et Eg représente 1’énergie élastique de la ligne :

1 (" lar (0h\?  ap (OR\"
Eél_f/o d.’ll'[; (&) +E<%) + ... (A4)

le premier terme du développement correspond & ’approximation harmonique. Pour étudier
Peffet d’une seule impureté on suppose que la corde soit piégée a 1’origine (0, 0) ; les conditions
périodiques h(0) = h(L) imposent que la ligne est bloquée aussi au point (L, h(L) = 0).

Etudier la solution a I’équilibre % = 0 nous permettra de calculer la force de décrochage de
la corde et sa dépendance en fonction de la forme de ’élasticité et de la taille L du systeme.
Dans la suite, on va analyser trois exemples de forces élastiques, qui décrivent les scénarios

possibles :

1. cas harmonique :

1 (Y a (R _ OEq _ 9h
Eé]— E/(; d.'L’E (%) — fé] = — oh —alw, (A5)

2. énergie proportionnelle a la surface :

A ~3/2
1t on\? 82h on\ >
Eg = E/O dxy/1+ (g) — fé] = w [1 + (a) ] ; (AG)

3. énergie anharmonique :

1 (% as (8R! ?h (0h\?
Eé] = Z/(; diE‘E (&) — fé] = azw (@) . (A7)
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F1G. A.1 - Ici on représente les solutions & I’équilibre pour le cas harmonique (trait continu)

et anharmonique (pointillé) d’une ligne de taille L=20. Chaque point est tiré avec une force

de dérive f = 1 et la constante élastique utilisée est a; = 1, as = 0 pour le premier cas et

a1 =0, as =1 pour le deuxieme. Méme si les deux solutions sont différentes, ’existence de

la solution d’équilibre assure que la force exercée par la ligne sur 'impureté est fL.
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A.1.1 Modele harmonique

Dans le cas d’une approximation harmonique pour l’énergie élastique, depuis les équations

(A.3), (A.5) et en imposant la condition d’équilibre, on trouve :

2
al%ﬁ-fzo

(A.8)
h(0)=h(L)=0
La solution de ’équation (A.8), qui est montrée Fig. A.1, est donnée par :
h(z) = I [z (L — )] . (A.9)
2 ay

L’existence d’une configuration & 1’équilibre nous permet d’utiliser le principe fondamental

de la dynamique (A.1) pour calculer la force de décrochage exercée sur le piege :

Il est donc impossible, & la limite thermodynamique, de bloquer la ligne avec une seule

impureté.

A.1.2 Energie proportionnelle a la surface

L’énergie (A.6) correspond au cas physique d’une énergie proportionnelle & la longueur
de la ligne. Toutefois, il faut se rappeler que I’équation de mouvement (A.3) exclut que les
points de la ligne aient une composante de la vitesse le long de 'axe z. Cette hypothese
permet d’éviter apparition de surplombs, qui rendent difficile le traitement théorique du
probleme. En partant de nouveau de I’équation (A.3), cette fois avec une énergie élastique

proportionnelle & la surface (A.6), la condition d’équilibre est déterminée par :

AL ha
h(0) = h(L) =0.

Pour résoudre cette équation il suffit d’opérer, dans ’ordre, les substitutions H = 0h/0x et

H = sinh(y), pour arriver & ’expression :

% = argsinh [arg tanh [(x — const.) f]] . (A.11)

Il n’est pas nécessaire de résoudre cette équation parce qu’il suffit d’observer qu’elle n’est
pas définie pour (x — const.) f > 1. Pour une ligne de taille L il faudra donc respecter la
condition L f < 1. Cette contrainte est due au fait que la force élastique est bornée et
donc que la ligne est sensée se déchirer si la tension est trop importante. Il faut observer

que le probleme d’une impureté trés profonde n’est pas en accord avec les développements
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analytiques, qui supposent un désordre faible avec piégeage collectif. Toutefois le mécanisme
montré est valable aussi dans le cas du faible désordre et borné entre —V et V. Si la force de
dérive est inférieure & 2V, on peut toujours montrer que la ligne se déchire méme dans un
systeme ou les impuretés se concentrent dans une seule région, plus ou moins étendue, mais
de taille finie. Ces régions deviennent de plus en plus rares si f — 2V mais vont apparaitre
dans des systeémes suffisamment larges. Le théoréeme de Middleton assure que ces régions
rares sont des barrieres infranchissables parce que la vitesse de la ligne s’annule localement.
Le seuil du dépiégeage sera donc déterminé par ces configurations “rares” (f° = 2V) et
perdra son caractére critique. Il faut ensuite souligner que ce raisonnement est généralisable
a une variété de dimension arbitraire.

Cette conclusion est strictement liée & I’approximation de notre modele qui est, sur ce
point, injustifiée : quand la ligne se déchire les surplombs deviennent déterminants et ils
peuvent entourer ces régions rares et donc changer complétement la physique au dépiégeage.
Toutefois, avec les surplombs, le probléme devient trop difficile pour étre traité avec les

méthodes qu’on a développées et il dépasse les buts de cette these.

A.1.3 Correction anharmonique

On analyse enfin la premiere correction & la solution harmonique (A.7), cette correction
nous rapproche du cas de la contrainte métrique, tout en restant dans les modeles continus.

La condition d’équilibre est donnée par :

a3k () +f=0,

h(0) =h(L)=0.
Avec la substitution H = % on obtient la solution, montrée Fig A.1 :
3 3f 1/3 4/3 4/3
h@) = 3 (2—a> [(L) —(L-22)"?] . (A.12)

De maniere analogue au cas harmonique 'existence d’un état a 1’équilibre garantit I’impos-

sibilité de bloquer une ligne tres longue avec une seule impureté.

A.2 Modeles discrets

Dans les modeles discrets nous considérons une énergie de la forme de ’éq.(2.1). La force
élastique agissant sur le point (7, h;) est donnée par

_O0Eq
Oh;’

Ja = (A.13)
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la convexité de 1’énergie élastique assure que la force fg est une fonction décroissante de
Pélongation A; = h; — hjx1. Si fe sature & une valeur finie (lima_oofa = —FpB) on se
retrouve dans une situation analogue au cas de I’énergie de surface : l'interface se déchire
dans un modele discret comme dans le modele continu, le seuil de dépiégeage est déterminé
par les pieges locaux les plus profonds et il perd son caractere critique. La nature élastique
de linterface devient completement marginale et la physique du systeme se réduit a celle
décrite par la dynamique d’un point en milieu aléatoire [31, 32].

Si la force élastique ne sature pas, étudier le comportement de ’'interface en présence
d’une seule impureté est utile pour mettre en évidence les différences entre la solution conti-
nue et I’algorithme local. Le Monte-Carlo local peut proposer le mouvement d’un seul point,
cette proposition est acceptée si I’énergie de 'interface diminue. Pour décrocher la ligne de

I'impureté il faudra donc pouvoir accepter le mouvement montré Fig. A.2 :
(0, ho = 0) — (0, ho = 1) (A14)

Par analogie avec le modele continu, le premier pas est de partir de la configuration d’équilibre
calculée dans la section précédente et de vérifier §’il est possible, avec le mouvement (A.14),
de libérer assez d’énergie élastique pour se décrocher de l'impureté profonde. Ensuite, il
faudra étudier les conditions permettant d’atteindre cette configuration d’équilibre, & partir
d’une configuration quelconque.

Pour évaluer la variation d’énergie élastique du mouvement (A.14) on doit calculer
Pélongation Ag = hg — hy, c’est-a-dire la position h;. A I’aide de ’équation (A.9) on trouve,
pour le cas harmonique, que :

f

b= g (L=1). (A.15)

De maniére analogue, pour le cas anharmonique, il faudra utiliser la solution (A.12) :

3 (3f 13 4 4/3
= — —_— L/3_ L_2 /
fu 8 (2a2) [ (L=2)

(EL)IN_Lus, (A.16)

2a2

oll on a mis en évidence le terme dominant du développement en L. La variation d’énergie
élastique est donnée par :

AE¢g = Eg(h1) — Ea(h1 — 1). (A.17)

Depuis les équations (A.5) et (A.7) on trouve :

— cas harmonique :
IL  [+a
ABy = -1~ ;
é1 2 + 2 )

(A.18)
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047

F1G. A.2 — Le dessin du bas montre le mouvement qui peut décrocher la ligne de I'impureté
placée a lorigine. On a démontré que si la ligne est a 1’équilibre cette proposition peut libérer
une énergie élastique proportionnelle & fL. Le dessin du haut montre le mouvement local le
moins couteux en énergie qui permet d’aboutir & ’élongation h;. Le prix énergétique pour
atteindre cette élongation est payé par la force de dérive qui doit donc étre suffisamment
élevée. On a calculé la valeur du seuil, fr, au dessus de laquelle on aboutit & la configuration
d’équilibre. Cette valeur n’a pas de signification physique, mais elle est déterminée par la

contrainte locale imposée a la dynamique.
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— cas anharmonique :

4
1 3f 4/3 o3 3f[ 1/3
AEyg = _1_a2 <_2) L — _2 —1

[2
|
VS
(JL]
S"x
s
N——
=
S~
w
| p—— |
—
|
7N
—
|
[N
~
o
‘5"\
Sl
~
AN
S~
w
N——
| I

= Iz (A.19)

Le gain d’énergie élastique est proportionnel a la taille du systeme. On peut conclure que
I’élongation atteinte par la configuration d’équilibre permet, & une ligne assez longue, de se
décrocher méme dans 'approximation de ’algorithme local. Comme dans le cas continu, le
résultat final ne dépend pas de la forme de la solution d’équilibre, mais plutét de ’existence
de I’état d’équilibre.

Le scénario qu’on vient de montrer dépend du fait que la configuration de départ était
a 1’équilibre. Pour atteindre cet état avec l’algorithme local le probleme principal est de
pouvoir accepter des mouvements qui puissent augmenter 1’élongation des liens constituant
le polymere. A D’équilibre, ’élongation la plus importante est hy, la variation d’énergie

élastique correspondant au mouvement de Fig. A.2 est :
AEg = Eé](h]_) + 2Eé](|h]_ — 2|) — 2Eé1(|h]_ — ].|) (A20)

L’hypothese de convexité de FEyg assure que AFEyg est positif : ce mouvement est accepté si
la force de dérive vérifie f > AFEg. Pour le cas harmonique on trouve :

1 1
fr=gaih® + Sar (- 2)" —ar (h —1)* =ar; (A-21)

fr est la force de seuil, c’est-a-dire pour des forces de dérive au dessus du seuil ’algorithme
Monte-Carlo local peut atteindre la solution d’équilibre, ce qui signifie qu’on peut concen-
trer suffisamment d’énergie élastique pour décrocher, a la limite thermodynamique, la ligne
piégée par I'impureté. Pour ces valeurs de la force de dérive, la description continue et la
dynamique locale sur réseau sont parfaitement compatibles.

Comme montré en Fig. A.3, au dessous du seuil la solution d’équilibre est interdite : I'im-
possibilité de réaliser des élongations suffisantes pour libérer la ligne est non-physique parce
qu’elle n’est due qu’aux contraintes imposées par la dynamique locale.

La situation empire dans le cas anharmonique :

1 1 1
—asht + —ay (b —2)* - 52 (hy —1)*

fr 12 12

Ta 3 2/3
= ah} - 2a2h + ?2 ~ <§f\/a_2) 3, (A.22)
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F1G. A.3 — Algorithmes de Monte-Carlo vs. solution analytique dans le continu du probleme
de 'impureté unique. On compare la solution continue de ’éq.(A.11) pour f =as = 1 avec
le Monte-Carlo local (pointillé) et le VMC (trait continu) définis sur un réseau avec pas
unitaire. La force de dérive est insuffisante pour permettre a I’algorithme local d’atteindre
Péquilibre (en utilisant 1’éq. A.22 on estime fr ~ 4.1), mais le VMC converge vers la solution

continue.
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cette relation est implicite en f, on peut I’écrire sous une forme explicite & ’ordre dominant
en L :

f Z fT ~ ZG,QLz . (A23)

Le seuil fp diverge avec la taille L de la ligne ; & la limite thermodynamique L — oo la force
de dérive f pouvant décrocher la ligne piégée par une impureté profonde est infinie.

En conclusion, la dynamique locale est, en général, incompatible avec la description
continue dans le cas harmonique comme dans le cas anharmonique ; la situation est beaucoup
plus importante dans le cas anharmonique parce que la force de seuil fr diverge avec la taille
du systeme.

Pour étudier le probleme du dépiégeage avec du désordre gaussien, par exemple, il faut
éviter I’algorithme local parce que la présence d’'impuretés trés profondes conduit a une force
critique divergente et non-physique. Apres la discussion faite pour ’énergie proportionnelle &
la surface il est aussi clair que la pathologie persiste méme pour une distribution de désordre

bornée.
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Monte Carlo dynamics of driven elastic strings in disordered media

Alberto Rossd and Werner Krauth
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We show that the common local Monte Carlo rules used to simulate the motion of driven elastic strings in
disordered media cannot capture the interplay between elasticity and disorder which lies at the heart of these
systems. We therefore discuss a class of generalized Monte Carlo algorithms where an arbitrary number of line
elements may move at the same time. We prove that all these dynamical rules have the same value of the
critical force and possess phase spaces made up of a single ergodic component. A variant Monte Carlo
algorithm allows us to compute the critical force of a sample in a single pass through the system. We establish
dynamical scaling properties and obtain precise values for the critical force, which is finite even for an
unbounded distribution of the disorder. Extensions to higher dimensions are outlined.

DOI: 10.1103/PhysRevB.65.012202 PACS nuniger74.60.Ge, 02.70.Tt, 05.60.Cd

In the last few years, the study of elastic manifolds inThis condition defines an effective sample of sizeM).
random media has received much attention. While Eg. (2) is important for the following, the periodic
These systems appear in a wide range of physical syssoundary condition for the string and the specific choice of
tems, ranging from vortices in type-Il superconductais  lattice are inessential details.
charge density waveésto interfaces in disordered magnéts, The energy of an elastic string in the presence of an
and to the problem of directed polymer groitfihe re-  external driving forcef is given by
sponse of elastic manifolds to an external driving fofde
highly nontrivial: at temperatur&=0, the manifold is com- )
pletely “pinned” at small forces, while it moves with non- E(Xt):,z1 V(i %) = X+ Eq (1% 1= X)) (©)]
zero velocity at forces larger than a certain critical fofge a
At finite, but small, T, a so-called “creep motion” takes The last term in Eq(3) is the elastic energg,, . The algo-
place forf<f., while the motion atf>f is described by rithm presented in this paper remains valid as long as
viscous flow. Many details of this dynamical problem, bothE(|x;,,—x;|) is convex and with a general random poten-
at T=0 and at finite temperatures, have yet to be understoogial.
fully.>® In Fig. 1, a local Monte Carlo move is indicated. In the
This paper is concerned with an analysis of the dynamicaloca| Monte Carlo algorithm, the proposed configuration

Monte Carlo metholias applied to lattice models of driven giffers from the present configuratiod only on a random
elastic manifolds in random media. We argue that the com-

mon local Monte Carlo rulés*! are often incompatible with positioni. One chooses; =x;*1 with equal probability. At
the Langevin dynamic¥~**which defines time evolution in Z€ro temperature, the move is acceptelf {=x) if the en-
continuum models. We instead propose generalized Montg'9Y, Ed.(3), decreases and if the metric constraint, B,

Carlo algorithms where an arbitrary number of elements mays satisfied. Otherwise, it is rejectes!'( 1=x").

move at the same time. For this class of algorithms, we can

establish the uniqueness of the critical force and single con- { —

nectedness of phase space. Furthermore, we devise a method 0
which simplifies enormously the calculation of the critical L-1
force.

Our model is sketched in Fig. 1. We consider a one-
dimensional manifold, an elastic string!={x}i—o ..., 1
moving at time¢=0,1,2 . .. on aspatial square lattice with
a random potentiaV/(i,x) with x=0,1, . ... Wealso intro-
duce a metric constraint

L

0
X, —x=1 2 0 X M-1

L it FIG. 1. Elastic string¢'={x{};o,... | on a spatial square lattice
aS.WeII as periodic boundary qondltlonxo(=x|_) on the it disorder potentiaV(i,x). Periodic boundary conditions in
string. The random potential satisfies andx are assumed for the lattice and the disorder, respectively. The

direction of the driving forcd is indicated, as well as a proposed
local Monte Carlo move. The local dynamics leads to a trivial criti-
V(i,x+M)=V(i+L,x)=V(ix). (2)  cal force in the limit of large systems.

0163-1829/2001/63)/0122024)/$20.00 65012202-1 ©2001 The American Physical Society
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This rule has been used in past simulations, in spite
of its very serious shortcomings. Consider, for example, the
site in Fig. 1 marked with a circle,i{,xo). The stringx* ) )
shown in Fig. 1 can only move away fromiy(xo) if
f>V(ig,Xot1)—V(ip,Xp) +C. Even an infinitely long
string (L—) is thus stopped by a single deep Mfig,Xg)

and the motion does not differ qualitatively from the one of a )

point in a disordered potenti&!:*® For an unbounded distri-

bution of V, the critical force is infinite. Notice thatis a ﬁ ﬁ ﬁ
force density. The local Monte Carlo algorithm generates the

inconsistent feature that in order to liberate a long flux line
from a single deep pin we have to apply an infinite drivingthis paper. Modek: all positionsx (i=1, ... ,L) may change at
force on any single point on the line. The scenario which W&he same time by a value 1. Mociel b: aé in a’, but the motion is
just discussed for the metric constraint remains unchangeginer in forward or in backward direction. Modelas inb, but the
for any elastic potential stronger than the harmonic[@g.,  motion is restricted to single “fronts.”
Eo=C1(Xi+1— %)%+ Ca(Xi1—%)*]. Only for an at most

harmonic elastic potential may the local Monte Carlo algo-ize the rule to finite temperatures via the Metropolis algo-
rithm overcome a single deep pin. In that case, we find ontithm. The same can usually not be done for cellular
the lattice a critical force for the local Monte Carlo algorithm gytomata methods$:14:17

which differs from the one obtained with our more general A possible second rulgmodel b”) chooses at each time

algorithm. t with equal probability either to move forwarg{=1) or
Some authors have countered the mentioned difficultiepackwards f'= —1). The following move is then proposed:

by using a bounded distributiofly| <V In this case, the

FIG. 2. Nonlocal Monte Carlo moves which are considered in

t

critical force of the local Monte Carlo algorithm will be trivi- o p

ally f.=2Vax and, as already pointed out for the random with prob. )

Ising modeP the dynamics of the string will be similar to the 6= P Vi (modelb). (5
motion of the nondisordered system. 0 1-p

We conclude that the description of a driven elastic string
by means of a local Monte Carlo algorithm or its varidhts The simulation of dynamical models with such global
eliminates the very feature which makes the problem intermoves may appear hopeless because of the difficulty to de-
esting in the first place: namely, the competition betweenect the few energetically favorable choices among the expo-
elasticity and disorder. This competition is preserved in thenential number of possibilities in E@4) or in Eq. (5).
continuum Langevin dynamics:® To show that the situation is much less desperate, let us

Within the Monte Carlo method, we are thus naturallyfirst define a “forward front” of lengthk as a contiguous
lead to consider generalizations of the model. The onlyset of pointsi,i+1,...,i+k—1, which may advance
option is to abandon the local moves in favor of rules whichtogether without violating the metric constraints, Ed)
allow extended moves. The study of extended moves if§=6,,...=8,_1=1 with &_;#1, &, #1). A
dynamical Monte Carlo is the subject of this paper. Let us‘backward front” is defined analogously. We call “unstable”
note from the beginning that in the continuum Langevin dy-a front which lowers the energy, E¢3). The moves pro-
namics the energy is local, but that tiyeadient of the energy  posed in Figs. @) and 2b) each consist ofwo fronts. At
VE=—dx"dt is anL-component vector which will corre- |east one of these must be unstable if the move is to be
spond to an extended move in our Monte Carlo approachacceptedthis is immediately apparent for modeland fol-
The above argument shows that, on a lattice for the cas@gws for modela from an elementary consideratjoffo de-
considered, we cannot consistently decompose gradient mgsrmine whether a configuratiod is unstable, we only need

tion into a succession of single-component moves. to consider the at mostiZL — 1)+ 2 fronts ofx! rather than
Let us define “model” dynamics by a proposed move the exponential number of moves in Hg) or Eq. (5).
X' —=x'+ 8" with 8'={5}};—o,... | such that Besides modeh and modeb dynamics, it is also possible
to set up single-front dynamical rules which respect detailed
+1 p balance. These ruldsas sketched in Fig. &)] can be simu-

lated with less effort than model or modelb. Even in the

t__ i _ B
g={ 0 withprob. 1-2p Vi (modela). (4 |ater cases, though, we have developed methods which real-

-1 p ize Egs.(4) and(5) while never attempting a move forbidden
by Eg. (1).
At zero temperature, the proposed move is accepted, Our main point in the present paper is that a great deal of

=x'+ ¢!, if the resulting configuration both satisfies the met-information is available without actually simulating the dy-
ric constraint, Eq(1), and decreases the string energy, Eq.namic rules. We will show that; is the same for all models
(3). Note that under moded dynamics a move is proposed and that the critical string can be obtained easily.

with the same probability as its inverse. This serves to en- We define, for an arbitrary string®, the “depinning
force detailed balance, which allows us to naturally generalforce” f4(x“) as the smallest non-negatif/a Eq. (3) which

012202-2
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destabilizes one forward front. Furthermore, we define the
critical force of a given sampléf sizeLxXM) as

fe=maxfy(x%), (6)
{x}

where{x“} is the set of all possible strings. Notice that the
definiton of f. or fy4(x“) is model independent. We show in
the following thatf in Eq. (6) is an appropriate definition
for all cases as, for a driving forde<f, the system will be
pinned in the long-time limit—oo.

To prove the above, we introduce a variant Monte Carlo
(VMC) algorithm which, as a by-product, will allow us to
actually compute . with great ease. FIG. 3. Main figure: probability?, | (f) to have a critical force

At each time step=0,1, . . ., the VMCalgorithm simply  f.<f vs f for samples of sizel(,L) vsL for L=16,32...,512.
moves a single front afinimal lengthk among the unstable The elastic constant i¥2=1, and a Gaussian normal distribution is
forward and backward fronts. The VMC method violates de-used for the disorder potential. For all larlyg the curvesP| y(f)
tailed balance and is not a valid Monte Carlo algorithm as itand P, ou(f) intersect at the same forch, . which, in the inset,
stands. However, each move possible within the VMC algois plotted vs 1L. The extrapolated value df 5 in the limit 1L
rithm is also allowed with all the other models considered. —0 is the critical forcef of a macroscopic sample.

We have proved the following theorem: if, under VMC
dynamics at driving forcd, a stringx® is pinned in the & configurationx'. In one pass through the system, we will
forward direction, it can at most recede towards a configurahave obtained the critical force. The computationf pfand
tion x# (xf=x2Vi), which is itself pinned in the forward ©f the critical string is thus extremely simple. -
direction. Eventually, we will reach a string” which is Furthermore, the VMC algorithm gives an explicit
pinned in the both forward and backward directions. Thisconstruction—for any of the methods—which dynamically
string x” is pinned for all models; if it is pinned ., we  CONNects an arbitrary |n|t|a|_ state with a critical string. Thls_
call it a “critical elastic string”x¢. The theorem can be easily Proves that all the models in Fig. 2 possess a single ergodic
proved for a general elastic energy, which is local and conSomponent. i ) )
vex, by taking into account that the VMC algorithm only V& now present our numerical calculations which show
moves fronts of minimal size. that f. is finite for a sample of sizel(M) in the limit

The theorem allows us to understand that @yis indeed ~ L,M— with L/M=const. In all our calculations, we have
an appropriate definition for all models: As we deﬁneduseda_Gauss_lan normal dlstnbu_tlon for_the random _pot_entlal.
f4(x%) only with respect tdorward motion, one might have For fln!te sizes I[,M), we defme_ 'the integrated dlstrlb_u-
imagined that a string which cannot advancefatcould tion functionP_ y(f) a§_the probability that a sample of size
move backwards and then be avoided during the subsequetl::M) possesses a critical forég<f. Because of the metric
forward evolution. Our theorem tells us that such loopholeonstraint, Eq(1), we know that the lateral extension of the
do not exist: Under VMC dynamics, an elastic string whichString, max;x—x, will be at mostL/2. This can be used to
can no longer move forward, will move backwards and thershow that forM>L/2
stop.
Conversely, we can show that a string which can no PLaw(f)=PZ y(f). (7)
longer move backwards under the VMC dynamics will ex- ) . . . . .
clusively move forward and then stop. This observation sim- Ve Will be interested in the intersection poifit, be-
plifies the numerical computations of the VMC algorithm. twee;n the integrated probablmy distribution for the system

Now, we show how to actually determifigandx®. There ~ °f Size (,M) and the one of size (22M):
is no guarantee that a generic dynamic riglech as moded P u(fLa)=P (fLa) ®)
or modelb) will actually stop atx®, when driven at forces LML LML)
f<f;. We performed simulations in small systems, whiere |n fact, the single intersectiof 5 will not depend orM for
and x. could be obtained by exact enumeration, and ob{argeM, by virtue of Eq.(7). In our opinion, this observation
served that the string could pass the periodic sample maryplies that the natural scaling for our system in the thermo-
times without getting pinned. We initially even suspecteddynamic limit isM ~L” with y=1, i.e., that we should com-
thatx® could be dynamically inaccessible from part of phasepare the system of size. (M) with another one, double in
space. size both inL and inM.

In this context, we were able to prove a second theorem: We have checked numerically that corrections to the scal-
Starting at an initial configuratioxo with xit°$xf, the VMC ing relation, Eq.(7), are already negligible fo~M (for
algorithm at driving forcef<f. can never pasz® (cf. Ref. ~ L>4) and that intersection poinfs , indeed do not depend
18 for a related “no-passing” theorem for continuum Lange-on M>L. In Fig. 3 we show data forP_ (f) for L
vin motion). =16,32 ...,512. The inset of the figure gives tlig, as a

In practice, we simply update the driving force by the function of 1L for all sizes. It is evident that, , extrapo-
present depinning forcé= f4(x') each time we get stuck at lates to a finite value, the critical force of the model in the
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thermodynamic limit,f;. We find f| 5 —f;=0.91=0.01 dia on a solid footing. We have shown that only extended-
for ¢/2=1. The numerical value of? is due in part to the move schemes can capture the subtle interplay between elas-
value ofc and to the imposed constraint. We stress again thaicity and disorder, which is totally absent from the
fZ is independent of the aspect ratiéM. customary local algorithms. Our theorems allowed us to
The study of the statistical properties of the critical stringCompute features universal to all members of this class:
X goes beyond the scope of this paPewe simply point namely, the critical force, as well as properties of the critical
out here that the sizk of the minimal unstable front is dis- String. The variant Monte Carlo algorithm is crucial in that it
tributed approximately ap(k)~exp(—Kiky,) (for large k). allows us to compute the critical force with full rigor even

Here ki, depends on the elasticity parametebut remains for samples Which_ are several orders of magnitude larger
finite as L—c, although the VMC algorithm authorizes than those accessible to exact enumeration methods. In the

fronts of all sizes. continuum, the Langevin dynamics also satisfies a “no-
Finally, we discuss possible extensions of the work prePassing” conditiort® which has so far not allowed the rigor-

sented here. We already indicated that our metric constraif@U$ computation of critical elastic strings, as the numerical

was introduced mainly for convenience as our theorems angliscretizations have to be controlled. Our dynamical Monte

the VMC algorithm remain valid i€, is a general convex Carlo approach can be thought of as a rigorous cellular au-

function. In the absence of the constraint, the lateral extent?™aton model which is consistent with the continuum mod-

sion of the string may however scalelabwith y>1. If so els. Furthermore, it implements the basic concept of detailed
our scaling assumption, E7), would have to be modifiéd. balance and is therefore much easier to generalize to finite
We have also extend’ed m’ost of our results to higher;emperatures than previous continuum and lattice formula-
dimensional manifolds and embedding spaces. There, tHPnS:
only critical issue seems to be the complexity of the VMC
algorithm, as the _numberlof possible fronts can be much ACKNOWLEDGMENTS
larger than in the linear string.
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Within a recently developed framework of dynamical Monte Carlo algorithms, we compute the rough-
ness exponent ¢ of driven elastic strings at the depinning threshold in 1 + 1 dimensions for different
functional forms of the (short-range) elastic energy. A purely harmonic elastic energy leads to an un-
physical value for {. We include supplementary terms in the elastic energy of at least quartic order in the
local extension. We then find a roughness exponent of ¢ = 0.63, which coincides with the one obtained
for different cellular automaton models of directed percolation depinning. We discuss the implications
of our analysis for higher-dimensional elastic manifolds in disordered media.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.87.187002

The competition between elasticity and disorder is a
central theme of current research in statistical physics.
The pinning of flux lines in a type-II superconductor [1],
the motion of a charge density wave [2], an interface in
magnets, and several realizations of surface growth [3] are
all governed by these two antagonistic mechanisms, one
trying to smooth the surface, the other striving to distort it.
These two mechanisms are already at work in the simplest
such system, a one-dimensional elastic string in a two-
dimensional medium, which today is far from being
solved. In this paper, we report progress in our under-
standing of the zero-temperature motion of this system
at the depinning threshold, defined by the critical driving
force f.. Above f., the elastic string flows with finite
velocity, while it is pinned for forces f = f.. We consider
the problem on the lattice, but keep full contact with the
continuum description.

Previously [4], we showed that the dynamical Monte
Carlo method can be reconciled with the continuum equa-
tion of motion approach if extended, nonlocal, moves are
allowed for. In fact, earlier Monte Carlo work [5,6] had
been hindered by pathologies of the commonly used local
move set which leads to an infinite critical force for un-
bound disorder. Many workers in the field [7-9] had cir-
cumvented these problems by rather considering cellular
automaton models. These models are very useful. How-
ever, it is normally impossible to identify the differential
equation which results in the continuum limit. In con-
trast, the Monte Carlo dynamics is derived from an energy
function, and it satisfies detailed balance. We developed
a method which finds with great ease the critical string,
i.e., the string which is pinned at the critical force f.. In
[4], we showed that the critical force and the critical string
are completely independent of all the details of the (non-
local) Monte Carlo algorithm. Both from a conceptual and
a practical point of view, the situation is thus much better
controlled. In this paper, we are concerned with the sta-
tistical properties of critical strings for different functional
forms of the (short-range) elastic energy.

Specifically, we consider an elastic string h' =

187002-1 0031-9007/01/87(18)/ 187002(4)$15.00

PACS numbers: 74.60.Ge, 02.70.Tt, 05.60.Cd

periodic boundary conditions in both directions. For
concreteness, we take our random potential V (i, j) at each
site to be made up of uncorrelated Gaussian variables with
unit variance. The energy of a string i’ in the presence of
an external driving force f is given by

L
E(h') = Y {V(i.h) = fh! + Eq(AD}. (1)
i=1

Here, the (short-range) elastic energy E¢ is a function of
the local extension A% = hl,, — h}. Periodic continua-
tion is implied, such that, for large driving forces f, the
string h" keeps winding around the finite lattice. The vari-
ant Monte Carlo method presented in [4] allows one to
compute the critical string 4¢ for an arbitrary local convex
elasticity.

The string’s roughness exponent ¢, in the thermody-
namic limit, is defined by

(h§ — h$)* ~ const X |i — j|*. )

Following [10], we obtain { by computing as a function of
system size L the mean square elongation,

WA(L) = ((he — (h))?). ®3)

In Eq. (3), (h¢) = L3, h{, while the overbar stands for
an average over the disorder.

As a first step, we show in Fig. 1 the mean square elon-
gation W2(L) as a function of L for a harmonic elastic en-
ergy Eq(A) = A for system sizes (L X M) up to (1024?).
The data are very well fitted by a straight line of slope 2.34,
which indicates that the roughness exponent is ' = 1.17.
It is now well understood that a line with > 1 cannot
represent a physical string [11]. In fact, the thermody-
namic limit breaks down in this case, and the structure of
the elastic string is described by a size-dependent constant
in Bq. 2) |h{ — h§[> ~ A2(L)|i — j|?, with a diverging
mean square extension A2(L) in the limit L — oo [12].

© 2001 The American Physical Society 187002-1
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FIG. 1. Mean square elongation W2(L) as a function of system
size L for a quadratic elastic energy E¢(A) = A? (upper curve)
and for the model with metric constraint |[A| = 1 and a = 0
[cf. Eq. (5)]. The interpolating lines correspond to roughness
exponents of ¢ = 1.17 and 0.63, respectively.

The same behavior has been observed in the continuum
limit (i — x) of the lattice model Eq. (1), where a har-
monic elastic energy yields a term ~V? in the correspond-
ing time evolution equation (quenched Edwards-Wilkinson
equation):

%h(x,t) = f + n(x,h) + 2a;V?h. )

Here, the random force 7(x,h) is the negative deriva-
tive of the random potential V in Eq. (1). Equation (4)
has been much studied by analytical methods [13—-15] as
well as by direct numerical simulation [10,11,16,17], and
the existence of a roughness exponent in excess of one is
now well accepted. From the numerical work, we expect
a value of ¢ = 1.15 [10], while Chauve et al. [15] ob-
tained { = 1.2 = 0.2 from a two-loop functional renor-
malization group calculation. Our numerical data in Fig. 1
thus establish perfect agreement of the lattice with the con-
tinuum framework.

The unphysical roughness of the elastic string described
by the quenched Edwards-Wilkinson equation has led
many authors [10,11] to conclude that a one-dimensional
string necessarily develops overhangs and islands, which
go beyond a description by a single-valued function
h(x,t). Others [3,18] have attempted to introduce and to
justify nonlinear terms in the time evolution equation (4)
(cf. below).

In this paper, we study elastic strings which can be de-
scribed by a function i(x, ). We pursue an approach based
on the analysis of the energy Eq. (1): We argue that a

187002-2

diverging extension A is contradictory with the replace-
ment of E(A) by the A? term, dominant only at small
|Al. Correspondingly, the quenched Edwards-Wilkinson
equation stems from a small gradient expansion [3], and is
incompatible with this situation. We find that { changes
and (i) becomes physical; (ii) becomes universal if terms
beyond lowest order in A are kept. A single higher-order
contribution to the elastic energy is found to be impor-
tant. It generates a nonlinear piece in the corresponding
continuum equation of motion, whose origin has not been
identified before.

We first consider an energy function, where the har-
monic potential is cut off by a metric constraint:

o Al >1
EqA)=1a |Al=1. )
0 A=0

By construction, the constraint in Eq. (5) forces the rough-
ness exponent to be { = 1. Our data in the lower part of
Fig. 1 evidence, however, a much more interesting fact,
namely, an exponent { = 0.63.

This exponent coincides with the one obtained in many
numerical simulations of directed percolation depinning,
as obtained with a variety of cellular automata models.
Very interestingly, both the cellular automaton (model
B) of Sneppen [7] and the rule proposed by Tang and
Leschhorn [8] explicitly provide for a local constraint
which limits the value of |A|, as we can do in Eq. (5).
Notice that a whole family of Monte Carlo rules corre-
spond to each energy function E.; and that the critical
strings coincide for all its members.

As mentioned in the beginning, we strive to keep full
contact between the Monte Carlo dynamics on the lattice
and the continuum description. This can be achieved more
easily if we consider smooth (but nonharmonic) functions
Ec1(A) of which Eq. (5) should be a limiting case. To do
so, we note that the elastic energy must be a symmetric
function of the local extension A. We make the ansatz to
write it as a power series in A%:

Eel(A) = a1A2 + a2A4 + ..., (6)

where we assume all coefficients a; to be positive. In this
way we assure convexity of the function Ej(A), which is
a necessary prerequisite for our numerical algorithm. By
direct computation of the roughness exponent in a vari-
ety of cases, we have found the same exponent ¢ = 0.63
whenever a term of at least quartic order in A was present.
Consider, in Fig. 2, our data for different choices of the
coefficient a; and a; in Eq. (6). As can be seen in the
figure, the roughness exponent is in all cases { = 0.63, a
value which is not changed by powers A® and higher. This
value of { is physically acceptable, as it yields a finite elas-
tic energy per link of the critical string. We conclude that
the elastic energy E.j(A) contains only relevant terms of
order A? and A*. This allows us to directly consider the
continuum limit.
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FIG. 2. Mean square elongation W?(L) as a function of system
size L for elastic energies incorporating different quartic terms.
The interpolating lines correspond to roughness exponents { =
0.63, as for the metrically constrained curve in Fig. 1.

In this limit, the quenched Edwards-Wilkinson equation
is modified by the negative gradient of the quartic term,

- 2

ih(x,t) = f + n(x,h) + 2a,V?h + 12a2V2h<%) )

Jat ax
(M

Our two observations are as follows: (i) Including a
term A“ yields a physically satisfactory roughness expo-
nent / < I; (ii) powers A°® and higher do not influence the
value of {. These can now be interpreted in the light of the
standard hydrodynamic scaling argument (cf. [3]). This
argument supposes the string to be self-affine, so that a
scale transformation x — bx corresponds to a transforma-
tion # — b¢h. In the hydrodynamic limit (b — ), higher
derivatives [corresponding to higher-order terms in the
elastic energy Eq. (6)] are negligible compared to lower
ones if the roughness exponent satisfies ¢ < 1. Notice
that the hydrodynamic scaling argument is self-consistent:
The roughness exponent has to satisfy { < 1 even after
dropping higher-order terms. The naive application of
the argument would lead us to neglect also the last term
in Eq. (7). This would bring us back to the quenched
Edwards-Wilkinson equation, which describes a string
which is not self-affine.

The discrepancy between the values of the roughness
exponents ¢ = 1.17 and { = 0.63 has usually been inter-
preted as due to the presence of two distinct universality
classes for interface growth in disordered environments [3],
one belonging to the quenched Edwards-Wilkinson equa-
tion [Eq. (4)] [11,13—16], the other represented by the cel-
lular automata models [7—-9] as well as by experiments on
directed percolation depinning [9]. We would argue that
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¢ = 1.17 is a specific result, valid for the harmonic poten-
tial only, and strongly dependent on the behavior E(A)
for |A]| — oe.

Numerical work by Amaral ef al. [19] had detected the
presence of a nonlinear relevant term in cellular automata
that was initially believed to be caused by the )\(%)2 term
in the quenched Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) equation [20]:

d ) ah\?

— h(x,t) = f + n(x,h) + vV°h + A/2<—> . (8

at 0x
However, in the KPZ equation this term is of kinematic
origin and vanishes at the depinning threshold [13,21,22],
where the critical string is a purely static object. It was
later proposed [18,21] that anisotropies in the disorder dis-
tribution might be responsible for such a nonlinear term.

In our system, an anisotropy is clearly absent. Rather,
we have shown here that a roughness exponent { = 0.63
is naturally generated either by a higher-order term in the
elastic energy [cf. Eq. (6)] or, equivalently, by a metric
constraint as in Eq. (5). Such a constraint is also present
in cellular automata models. Without it, we generate an
unphysical elastic string with ¢ = 1.17. The nonlinear
term we introduced into Eq. (7) is the most relevant one
which can be generated at the microscopic level within the
static description of an energy function Eq. (1). Note that
such a description is sufficient below the depinning thresh-
old, where viscous or inertial effects are naturally absent.
We suspect that the nonlinear term may generate other,
more relevant, terms upon coarse graining (for related
work, cf. [23]). This point will certainly have to be stud-
ied analytically, and goes beyond the scope of this paper.

The quenched Edwards-Wilkinson equation has also
been studied for the driven motion of d-dimensional in-
terfaces in a d + 1 dimensional target space. The d = 4
dimensional exact, stable, solution has been used as
a starting point for perturbative renormalization group
calculations in dimension d = 4 — € [13—15]. The fact
that, in d = 1, the roughness exponent { > 1 seems to
indicate that, by continuity, our nonlinear term will be
present even in higher dimensions. There are indications
of at least logarithmic divergencies even in d = 2 [10].
Clearly, much effort will still be needed in order to
completely understand this system.

In conclusion, we have studied in this paper the effect of
the elastic energy on the statistical properties of a string at
the depinning threshold. For a harmonic energy E,; ~ A2,
we find a roughness exponent ¢ familiar from numerical
and analytical work on the quenched Edwards-Wilkinson
equation. This exponent indicates that the string is un-
physical, as the mean square extension of the string A2
diverges in the thermodynamic limit. We then studied dif-
ferent elastic energies, either by cutting off the harmonic
function with a metric constraint on |A| or by using a more
general (differentiable) ansatz for E¢(A). In both cases
we regularized the string and obtained a physically sound
roughness exponent { = 0.63. The lowest order addition
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to the elastic energy, of quartic order in A, generates a
nonlinear piece in the corresponding continuum time evo-
lution equation.

Although we do not know at present how this new non-
linear term (which preserves the symmetry &7 — —h) will
behave under coarse graining, we can be quite sure that
it is correct on a microscopic level and gives a consistent
thermodynamic description of a driven elastic string at the
depinning threshold. It will generate a roughness exponent
of { == 0.63 in the continuum.

Finally, we note that the Monte Carlo methods intro-
duced in [4] have allowed one to obtain the critical string
even for large systems, and for general convex energy func-
tions. This yields the completely transparent transition be-
tween the two situations with £ = 1.17 and { = 0.63, of
which only the latter is universal and has physical rele-
vance [24].

During the course of this work we have benefited from
very valuable input by P. Le Doussal. We also thank
A. A. Middleton, L. Santen, and J. Vannimenus for helpful
discussions.
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In this paper, we compute to high precision the roughness expdgneha long-range elastic string, at the
depinning threshold, in a random medium. Our numerical method exploits the analytic structure of the problem
(“no-passing” theoreny, but avoids direct simulation of the evolution equations. The roughness exponent has
recently been studied by simulations, functional renormalization-group calculations, and by expefiraents
ture of solids, liquid meniscus ifHe). Our result =0.388+0.002 is significantly larger than what was stated
in previous simulations, which were consistent with a one-loop renormalization-group calculation. Further-
more, the data are incompatible with the experimental results for crack propagation in solids arftHfor a
contact line on a rough substrate. This implies that the experiments cannot be described by pure harmonic
long-range elasticity in the quasistatic limit.

DOI: 10.1103/PhysRevE.65.025101 PACS nunid)er64.60—i, 74.60.Ge, 83.60.Uv

The statics and dynamics of elastic manifolds in randoniThe last term in this equation accounts for long-range restor-
media govern the physics of a variety of systems, rangingng forces. Let us note that measurements of local velocities
from vortices in type-Il superconductos] and charge den- for a liquid “He contact line[4] have cast doubts on the

sity waves[2] to interfaces in disordered magn¢8j, con-  validity of the quasistatic hypothesis for the present experi-
tact lines of liquid menisci on a rough substrg#d, and to  ments.

the propagation of cracks in solids]. The critical behavior of Eq(1), at the driving forcef

In most cases, the resto!'ing elastic forces acting on a poirgquaﬂ tof.., was studied by means of renormalization-group
on the manifold are local, i.e., depend only on the deformatRG) techniques. The one-loop calculatiofs2] gave a

tion in its neighborhoqd. The corresponding short-range_'roughness exponert?) equal to 1/3, which at a time was
string has been the object of many theoretical and experipajieved to be exadtl2,13. Early simulations based on ex-

mental studies. In the depinning limit, two different scenariostremal long-range modeliL4,15 ({=0.35+0.02) and on
are possible: numerical simulations and analytical calculagg iar automatd 16] (¢=0 34+ 0 02) .found.good agree-

tions [6-8| have established that a string with an eIaStICment with this conjecture. However, experiments, both in

restoring force breaks at the depinning threshold, while Pertrack propagatiofil7] and for a liquid“He contact line on a
colation experiments and numerical studies on directed polyr-

mers in random medi§9,10] agree that in those systems ough substratp] have measured, neé, a systematically

. ; ) larger exponent {=0.56+0.03). Chauveet al. 8] recentl
with stronger than harmonic restoring forces the roughnesghgwed t?]at hig?](er—order terrr)ls contribute to[ t]he RG r)e/:sult
exponent is{=0.63. ’

. At two-loop order, they found an exponetf®)=0.47. The

. It. has a_Iso been showis, 11] that fo_r a _contact_ line of a large difference of the two-loop calculation with the lowest-
I{qmd Meniscus or for crack prapagation in a solid, the ?lé.ls'order result let it seem conceivable that the experimental
tic force is long range, r_ather than Ioc_al. Nonlocal elasncqy\/aIue could be explained by the model equatith In fact,

can be expected to modify the dynamic and static propertleﬁ1e authors of Ref(8] estimated the exponent to lie-0.5

of these systems and to change the critical exponents. In th|§0 1. which did in;:lude the experimental results ’
paper, we compute one of thesc_s exp_onents, the ro_ughne§s|h ‘this paper we present a very precise methbd to deter-
exponent{ of a long-range elastic string at the depinning mine the roughness exponentfat We show that the expo-
thresholdf ...

The theoretical approaches are up to now based on thr?aent { has the value 0.3880.002. { is thus bigger than
assumption that the motion of the line at the threshold iWhat was suggested by earlier simulatiofs., however,

guasistatic. This means that velocity-dependent terms in th L
equation of motion of the deformation fielqx,t) are taken mental situation.

t(;q be irrelevant and that it can be derived ’from an ener The direct numerical simulation of the dynamics, espe-
function which incorporates potential energy due to the dri(\‘:]/}éially of long-range systems, in the depinning region, is ex-
. po p ) 9y tremely tedious because the velocity of the manifold van-
ing force f and the disorder potentiah(x,h), as well as

elastic energy. According to this hypothesis, the equation o,
motion of the deformation field at zero temperature is

18)) but is, at the same time, incompatible with the experi-

ishes at the threshold, which is thus difficult to approach
19,20. Many authors, therefore, preferred to treat the prob-
lem within the framework of cellular automaton models.

9 h(x,t)—h(xy ,t) 'I_'hese approach(_es can be very useful, _but are hardly identi-
—h(x,t)=f+ n(x,h)— kf dxliz. (1) fiable with a continuum equatiofconcerning the long-range
at (X—xq) case; cf. Refs[16,21]).

However, there is an additional analytical structure in this

problem, as first noticed by Middletof23] for the con-

*Email address: rosso@Ips.ens.fr tinuum models. For short-range lattice modgl®,22], we
TEmail address: krauth@Ips.ens.fr; http://www.lps.erisKrauth used this additional information to compute the critical string
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FIG. 1. Example of a random potential on th site with FIG. 2. (8) No-passing theoremh”™ (filled circles and h®c
periodic boundary conditionsM=32). The circles are Gaussian (open circles If h™" approache$i®* in a pointi, the disorder
random numbers with zero mean and unit variance, assigned tinrces become equal, but the elastic teimepresented by arrows
evenly spaced points;=1,2 ...,M. These numbers are then in- preventsh! from exceedingh®°* for t>t*. (b) Algorithm. The
terpolated by a periodic cubic spline, in order to yield a continuouspoint i of the string(filled circles is moved fromh; to h{ in one
random potentiaV/(i,h;). step. Betweeth; andh/, the string’s velocity in remains positive

and is zero ah/ . A blocked configuration is draw(open circles
(the blocked string at.) in an extremely efficient way, but our string may approach this configuration, but cannot pass it.
without actually simulating the time evolution of the system.
On the lattice, the long-range model does not seem to be (j) hi=h'" Vi for t>t'>t;,
open to such an approach, but the continuum model is, as we
will show in this paper.

To proceed, we discretize the variable(x—X;,i (i) hi=hi for t>t'>tpy, t-t’,
=1,...,L) in Eqg. (1) and writeh} instead ofh(x;,t). The 3
complete string at timet is thus given by h' (i) v(h)=0 Vi for t>t;,
={h!,h}, ... hi}, where theh! are real periodic variables

for which h;+M and h; are identified. Periodic boundary Fl
conditions are also applied In  h, ;=h;. The equation of (iv) Ehf:v(hit) from Eg. (1).
motion (1) is adapted to accommodate the periodic boundary

conditions. We have computed the long-range foi®eby

) 6o o
summing over periodic images, as others have done before® Vvelocity v(hj) is given, as usual, byv(hj)=

us[14,15, obtaining — 9E[h']/oh! whereE[h'] is the energy of the configuration
h'. In this context, we have made the following observation:
L1 t it if our only aim is to obtain the critical string, rather than to
ferh,]= E (20 (i1 /L) — m2sir?(mi /L)]hi_ i simulate the true time behavior, it is sufficient to generate
I b=t 1 Tr T L2 continuous noncrossing families satisfyifig, (i), and (iii),

2 without imposing(iv). In this caset would not be the physi-
cal time, but simply an ordering index; only then are the

where y=dI'(x)/dx andT'(x) is the gamma function. Dif- three conditiongi), (ii), and i) independent.
ferent calculations, without the sum of images, gave an iden- T0 assure that we can drop the condition), we have to
tical result forZ. A random potentiaM(i,h;) acts on each guarantee that no member of such a family will ever cross a
site of the string. Our choice of the random potential isblocked stringh®* [by definitionv (hP'°*)=0], if htint did
shown in Fig. 1. It allows to obtain a differentiable potential not. Let us suppose the contraryhff were the first member
with 7(i,h;)=—4dV(i,h;))/dh;. which touches the blocked line in one poinftas shown in

The “no-passing” rule[23] establishes the following: if Fig (4], the random force fon®** andh!™ would become
IWP stringsh andh do not cross at a given time(say, hi1 equal, but the elastic term would give(hit*)<v(hblock)_
<h! Vi), they will not cross at any later time. Another im- This would be a violation of conditiofiii ). Conversely, it is
portant property of Middleton's theorem states that if, at aneasy to see that such a family can always be continued up to
initial time t;,;, the velocitiesv} are non-negative for all,  a blocked line, because it suffices to find a single powith
they will remain so for all later times>t;,; . It follows from  positive velocity to continue the construction.
this property that, once we have found a forward moving In previous workg19], the critical line was computed by
stringh'int, we can be sure that snapshots of the string at latedirect simulation of Eq(1). Notice that the discretization of

times will never cross. In fact, the string$ for t> t;; will time can pose difficult problems; during the interval tiche
form a noncrossing family with non-negative velocities, the motion does not respect Middleton’s theorem and, there-
which satisfies the following conditions: fore, is not guaranteed to halt in front of a blocked string.
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The construction of continuous noncrossing families of ! T
strings presents a much more powerful, completely rigorous 10 395 l
approach. As indicated in Fig. 2, we consider in practice - L
families in which at a given instant only a single coordinate 285 i I
i moves. Coordinatéis then advancefrom h; to h{) until /
its velocity vanishe§(v (h/)=0]. This is of course not done - 1 Lmin 1000
by simulation, but in a single step, by computing the zeros of o 4
v (h;). To simplify our numerical work, we have represented = 1t
the continuous random potential as a splif@e piecewise
third-order polynomial irh), as further explained in Figl).

This allows us to solve for the closest zero of the velocity
function from a quadratic equation. The only parameter in
this procedure is the minimal velocity below which ttotal

string is assumed blocked, and which serves to terminate our 0.1 .

iteration. We have varied this nonessential parameter by four 1 10 100 1000
orders of magnitude, and shown that the critical forces and L

exponents are extremely well stabilized.

An initial forward-moving stringh'nt is very easy to ob- FIG. 3. Mean-square elongatioh®(L) as a function of system
tain. We have remarked that our iterative algorithm, which iSSizeL for the long-range elastic force given by Ed). Upper(full)
completely rigorous, converges extremely quickly to aline: linear scalingM =L for system sizes between=8 and L
blocked string if such an object exists. A bisection method=2048. The interpolating line corresponds to a roughness exponent
then allows us to obtain the critical driving forég, and the  {=0.388£0.002. Inset: roughness exponetitsbtained for system
critical string. We stress again that, by construction, asizesL=L,, vs Ly,. Lower (broken line: sublinear scalingv
blocked string is never passed. =L yields identical values for the roughness exponent.

We have run this algorithm on a large number of samples

with L=M. Sample sizes varied from\;B 1oL =2048.We  oxponent is unchanged, lending further credit to our value of
compute the mean-square elongatidfi(L) of a critical  the roughness exponent, and to the tight error bar. Too small
string h® as values ofM cannot reasonably be studied on a finite system,
TR because the critical line may then wind around the periodic

201 V- — /(hC— /hC\ )2

WAHL):=((h*=(h%)%) ) box, introducing spurious effects, which are difficult to in-

In Eq. (4), (h®)=1/LZ;hC, while the overbar stands for clude mtto ?gnlge-3|lze anaflysus. |t|IS for th!z re?solntthat we
an average over the disorder. Our data extrapolate very WemaYe no SI udied va ”ﬁs g ‘;—‘f}’ Cgiﬁ* ori er? ical id. .
and a mean-square analysis including the data fiom N conclusion, we have obtained the roughness exponen
=L,;;=16 up toL=2048 yields¢=0.388+0.002. In the for long-range elastic strings by a numerical procedure which

inset of the figure, we show that this mean-square analysf€SPects the analytic structure in the problémo-passing

does not systematically depend bgy,, the smallest sample theorer and a”°.WS to obtain very high precision. Our ap-
size included in our fit, for sizes larger than,,=8 (as can proach can certainly be extended to other problems, and we

be seen in Fig. 3, the=8 data are too low would in particular be interested in simulation methods
We believe that the linear scaling.(M)— (aL,aM)  Which allowed to study, e.g., the KPZ equati] directly
[22] is the correct way to approach the thermodynamic limit" the continuum. This IS most important, as it has‘ k_)een
in this system, for which'< 1. This has also been assumed shown that the effect of discretizations can be very difficult
in all previous work on this and related systefi$,19,20Q. to (%(:1ntrlol[25].d_ﬁ f th It with th . tal
We have explicitly checked that the result for the roughness € 'arge aiiierence ot the result wi € expermenta
exponent does not depend on the rdtioM, as is evident valllue shovlvs hthat thebtheorzt;ca:jl model of thesle processes
. - . will certainly have to be modified in an essential way. One
[22]. More importantly, one should expect identical reSUItSpossibility is that velocity-dependent terms have to be taken

even for scaling$ ~L* for {'>{, as the critical line only 14 gecount. This appears reasonable, as large local veloci-
correlates sites on a scdlé. This is indeed what we find. ties have been observed in the experiments.

As an example, we show in Fig. 3 data for a scalvig
=L'2 For these systems, the critical force is smaller and the The authors would like to thank P. Le Doussal, S. Mouli-
extension of the critical line is smaller, but the roughnesset, and E. Rolley for very helpful discussions.
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Depinning of elastic manifolds

Alberto Rosso, Alexander K. Hartmann*, Werner Krauth®
CNRS-Laboratoire de Physique Statistique
Ecole Normale Supérieure,
24, rue Lhomond, 75231 Paris Cedez 05, France

We compute roughness exponents of elastic d-dimensional manifolds in (d + 1)-dimensional em-
bedding spaces at the depinning transition for d = 1,...,4. Our numerical method is rigorously
based on a Hamiltonian formulation; it allows to determine the critical manifold in finite samples
for an arbitrary convex elastic energy. For a harmonic elastic energy (A%-model), we find values
of the roughness exponent between the one-loop and the two-loop functional renormalization group
result, in good agreement with earlier cellular automata simulations. We find that the A*~model is
unstable with respect both to slight stiffening and to weakening of the elastic potential. Anharmonic
corrections to the elastic energy allow us to obtain the critical exponents of the quenched KPZ class.

Elastic manifolds in random media are an important
issue of current research in statistical physics."»? In the
zero-temperature motion of these manifolds, subject to
a driving force f, the “depinning threshold” f. plays a
central role: For forces f > f., the elastic manifold moves
with finite velocity, while it is pinned for f < f.. Among
the subjects studied at and around f. are the “creep”
motion for f < f. at finite temperature, the scaling of
the velocity for small forces f 2 fe, and the statistical
properties of the pinned critical manifold at f., especially
its roughness exponent (.

If one neglects velocity-dependent terms in the equa-
tions of motion of the manifold, which one assumes to be
a single-valued function h(x,t) (no overhangs), its dy-
namics is governed by a functional E({h,x}) incorpo-
rating potential energy due to the driving force f, the
disorder 7(x, h), as well as its internal elastic energy FEej,

g ~ b = ()

Oh(x,t) =

Note that x is a d—dimensional vector, in an embedding
space of dimension d + 1. Dimensional analysis suggests
that the harmonic approximation for Eg provides the
only relevant term for the interplay between disorder and
elasticity. This yields the quenched Edwards-Wilkinson
(EW) equation

dih(x,t) = f +n(x,h) + aV?h(x). )

The model described by eq. (2) has been an important
testing ground for the concepts and techniques originally
developed in the field of critical phenomena. Functional
renormalization group techniques®?* were used to pertur-
batively compute critical exponents of the quenched EW
equation, which were believed to describe generic driven
manifolds at the depinning threshold.

According to the framework provided by the functional
renormalization group, the manifold is flat (¢ = 0) for

*present address: Institut fiir Theoretische Physik, Universitit
Gottingen, Bunsenstr. 9, 37073 Gottingen, Germany

L

h

FIG. 1: Schematic description of a d = 2-dimensional mani-
fold, driven by a force density f. The (d + 1)-dimensional
embedding space is periodic in the manifold’s dimensions
1,-..,%d, but also in the variable h.

d > dy. = 4. Below this upper critical dimension, the
roughness exponent is expressed in an e-expansion in € =
4—d. The first order (one-loop) term®* of the expansion
gives ( = €/3. Initially, this result was believed exact*
for all d = 1,2, 3. However, Chauve et al.’ have obtained
the two-loop corrections, and found them to be non-zero.

In this work, we compute the roughness exponent of
critical manifolds in finite (d + 1)-dimensional samples
for d = 1,...,4. Our approach is rigorously based on
a Hamiltonian formulation, as we study directly the dy-
namics of eq. (1) for a general convex elastic energy Ee;:
A powerful numerical algorithm allows to solve this prob-
lem for a slightly modified version of eq. (1), with a
discretized vector x (x — i) and a continuous variable
h. The short-range elastic energy depends on the next-
neighbor distances A; 5 between lattice point i and its 2d
neighbors i + 4, as shown in Fig. 1:

N =

d
ZZEel(lhi — hiys;))- (3)
i=1 +a,

We introduce periodic boundary conditions for x and
h (cf Fig. 1).% Continuous, periodic random potentials
are constructed from M normally distributed random
variables.”® In such a system, the sample-dependent crit-
ical force f. is well defined: pinned configuration with
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v; = 0 Vi do (do not) exist for driving forces smaller
(larger) than f.. Our algorithm® allows to decide quickly
whether pinned configurations exist at a given driving
force, and then zooms in on the critical force and the
critical manifold.

For the first time, we are thus able to unambiguously
compute the object of most direct theoretical interest in
this problem, namely the critical manifold, in dimensions
d=2,3,4. We compute’ the roughness exponent ¢ from
the disorder-averaged mean square deviations of the crit-
ical manifolds h°:

W2(L) = (" = (h)2) ~ L% for L — 0. (4)

As the width of the manifold is of order ~ LS, we scale
the lateral extension of the sample at least as M ~ LS.

Especially in higher dimensions, direct simulations of
eq. (2) are not viable, because they violate a crucial no-
passing theorem,'® which we respect.

Because of the expected universality and the difficulties
of direct simulation, attempts to compute the critical ex-
ponents of the quenched EW equation considered discrete
systems with non-hamiltonian dynamic rules. These cel-
lular automata models'"'? are not clearly connected with
an equation of motion in the continuum limit!? and have
often given only rough estimates for (.

Nevertheless, simulations using cellular automata illus-
trated that critical elastic manifolds in random media are
not generally described by the quenched EW equation,
but may fall into two broad classes: The automata3'*
summarized in Ref. 15, yield critical exponents which
are close to those obtained by analytical work on eq. (2);
on the other hand the automata!!'> summarized in Ref.
16 give very different values for the exponents, incompat-
ible with the results obtained by renormalization group
results, but closer to experiment.!?1718 There has been
much confusion about the actual values of these expo-
nents for d > 1. It is not clear whether the upper critical
dimension of this class is also d,. = 4.

In our controlled Hamiltonian approach, we recover
this very rich behavior as a dependence of the roughness
exponent ¢ on the functional form of the elastic energy:
We investigate elastic energies of the form Eq o [A|7,
and refer to them as A”"-models. The A2-model stud-
ies directly the eq. (2). Models with v # 2 differ in
their critical behavior from the harmonic model. A spe-
cial role is played by the A%~model, which represents the
first non-harmonic corrections of a general elastic energy
Eo ~aA%/2 +bAY /12 + ...

We first discuss this important issue for an elastic
string (d = 1) in a 2-dimensional medium, which has
been abundantly studied in the past. As shown in Fig. 2,
we find for the A?2-model a value of the roughness ex-
ponent (a2 = 1.26 &+ 0.01, which compares well with the
two-loop calculation of Chauve et al., while clearly ex-
cluding the one-loop result CZ“;lO“p = 1. A value in ex-
cess of one for the (1 + 1)-dimensional roughness has
been found in direct numerical integrations of the equa-
tions of motion,'? in Monte Carlo simulations,®?° and in

100000

10000 g
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WA(L)
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10 100

FIG. 2: Mean square extension W? vs system size for the
(1 + 1)-dimensional elastic string. Upper curve: harmonic
elastic energy Eei(A) = A%/2; M ~ L'®. Lower curve: elas-
tic energy Eei(A) = A*/4; M = L . The inset shows the esti-
mated value of ¢ for all the data with L > Lmnin as a function
of Lmin (A%-model). The absence of systematic trends leads
us to conclude that (52 = 1.26 £ 0.01, (a4 = 0.635 = 0.005.

the cellular automata of Ref. 15.

Figure 2 also shows our results for the A*-model. We
find?! (a4 = 0.635=+0.005. This exponent coincides with
the value found in Ref. 16. In lattice models, we already
showed that the roughness exponent does not change for
the A%-model and even in the presence of a metric con-
straint (bounded |A[). In this sense, the A'-model is
only one representative of systems with a stronger than
harmonic elastic energy. The values obtained from Fig. 2
are much more precise than the earlier ones.

In this problem, the study of rotational invariance of
the equations of motion has occupied a crucial role. In
fact, eq. (2), and therefore the equation of motion of our
A2-model, is invariant under a tilt of the manifold

h(x,t) = h(x,t) + Zmi x;. (5)

Tt was observed?? that the automata of Ref. 16 present
strong dependence of the velocity and of the value of f,
on the parameters m;. In our A%-model, rotational in-
variance is manifestly broken as an elastic energy bA*/12
generates a piece

b V2h(Vh)? (6)

in the equation of motion. From dimensional analysis,!-?3

among the orientation-dependent differential operators,
the KPZ term ~ (Vh)? is more relevant than the term
eq. (6). The non-linear KPZ term appears in domain-
growth models without disorder, where it is coupled
to the velocity.?* Adding it to eq. (2) constitutes the
quenched KPZ equation. Its critical exponents have
not been computed within the functional renormalization
group, and it is not even clear how this term is generated
in the absence of a finite velocity, at depinning.*
Kardar et al.'*?> have suggested the force anisotropy
due to the disorder as a possible generating mecha-
nism, but none of the automata models present such an
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FIG. 3: Mean square extension W? vs system size for the
(2 + 1)-dimensional elastic manifold for energies Fe(A) =
%AA’ for v = 1.8 (upper, circles), v = 2 (middle, squares) and
7 = 4 anharmonic energy (lower, triangles); M = L. The
inset shows the mean local elongation (|A|) for v = 2 and
v =4. For v = 1.8, (|A|) clearly diverges (not shown). Error
bars are smaller than the symbol sizes.

anisotropy. However, in their construction rules, a met-
ric constraint is hidden. This implements a strong elastic
potential, and naturally generates terms like eq. (6). In
our opinion, the main unresolved theoretical issue is to
understand how this term reduces to the KPZ term under
coarse-graining.

As discussed in Ref. 9, there is an easy way to un-
derstand why the (1 + 1)-dimensional A?-model is un-
stable to higher-order corrections: A roughness { > 1
implies? that the mean local elongation (|A|) grows with
the system size at least as LS~1, and thus diverges in the
thermodynamic limit L, M — oco. Higher-order terms
in the elastic energy are thus trivially relevant in one
dimension.?

In 2 + 1 dimensions, we have studied samples up to
size L> x M = 512? x 512. For the A%2-model (shown
in Fig. 3), we find excellent scaling for a roughness
(a2 = 0.753 £ 0.002, which again falls between the re-
sults of the one-loop and two-loop renormalization group
calculations. Our result improves by an order of magni-
tude the precision of the previous estimate.!> Note that
our algorithmn allows us to know, without invoking uni-
versality arguments, that the exponent (a2 ~ 0.753 is
that of the two-dimensional quenched EW model.

In Fig. 3, we also show our results for the A*-model.
We find a different value for ¢, namely (,+ = 0.45 £
0.01. This last value is significantly smaller than ¢ ~ 0.48
found in Ref. 16 using a cellular automaton.

The two-dimensional A2-model is not only unstable
with respect to stronger elastic potentials, but also to
any weaker ones. We have studied the A7-model, for v
slightly below 2: Already for v = 1.8 (¢f Fig. 3), we find
that the roughness exponent changes drastically, as we
obtain clear indications that {a1.s > 1. This implies that
the surface breaks.

We also studied elastic energies ~ v/1+ A? in the

10 100

FIG. 4: Mean square extension W? vs system size (M =
L) for the (3 + 1)-dimensional elastic manifold for energies
Ea(A) = ﬁAA’ for v = 2 (harmonic energy, upper curve)
and v = 4 (lower curve). The inset shows (a2 and (a4 vs
d. The lines are the one loop and two loop results for the
A? model.

(2+1)-dimensional problem. In one dimension, this func-
tional form corresponds to the length of the string, and
the A2-model is often understood as the first term from
an expansion of the length in powers of A. The square
root is softer than its first expansion coefficient; we again
find values of ( ;7xz in excess of one for large system
sizes.

As in 1+ 1 dimensions, we also find for the (2 4+ 1)-
dimensional A?-model indications of a (much slower) di-
vergence of the mean local extension, as shown in Fig. 3.
For the A?-model, it seems to diverge logarithmically,
whereas for the A%-model it saturates already for very
small systems. Again it appears that only the A*~model
has a proper thermodynamic limit for the critical mani-
fold.

We also performed extensive computations in 3 + 1
and in 4 + 1 dimensions, where we have reached sample
sizes of L® x M = 64% x 64 and L* x M = 32% x 32,
respectively. For the harmonic model in 341 dimensions,
we obtain (a2 = 0.355 & 0.01 again in good agreement
with the numerical results of Ref. 14, while our result
(a2 = 0.25 4 0.02 for the A*—model is in contradiction
to Ref. 16 which suggested an exponent { ~ 0.38 larger
than for the harmonic case. We checked very carefully
that our estimate for ¢ is independent of the parameters
a and b.

At last, our algorithm is able to investigate 4 + 1
dimensions.?® We have computed manifolds of sizes L =
8,16,32(L = M). Even though we have only three
points, we find for the A2-model an inconsistent fit to
a functional form W?2(L) ~ L* for sizes L where it was
already good in 3 + 1 dimensions. At the upper crit-
ical dimension, one would expect logarithmic behavior
for W2(L). The most natural explanation of our findings
in 4+ 1 dimensions is that the A2-model’s upper critical
dimension is d, = 4. This will still have to be confirmed
for larger sample sizes.
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d analytic Caz (X
one-loop |two-loop

1 1 1.44 1.26 &+ 0.01 |0.635 & 0.005

2] 2/3 0.86 [0.753 & 0.002| 0.45 £ 0.01

3| 1/3 0.38 [0.355 £ 0.01 | 0.25 £ 0.02

TABLE I: Roughness exponents as a function of dimension d
for the (d+ 1)-dimensional driven manifold problem, both for
the A?~model (harmonic elastic energy) and the A*-model.

For the A*-model, we also do not find a good fit for ¢,
but the deviations from the functional form W?(L) ~ L*¢
are less striking than for the A2-model. It is unclear to
us whether the roughness exponent of the A*~model can
be higher than for the A2~model.

In conclusion, we have directly computed roughness
exponents for d-dimensional manifolds in a (d + 1)—
dimensional embedding space for d = 1,...,4. Some of
our findings nicely fit into the existing theoretical frame-
work. For example, the upper critical dimension d,,. = 4,
conjectured on the basis of dimensional power counting,
is consistent with our data for the A2-model.

In the harmonic case, agreement with the two-loop cal-
culation is fair, and the exactness of the one-loop result
can be excluded (cf inset of Fig. 4). Our numerical work

4

relies on no additional hypothesis, as we compute well-
defined critical manifolds in finite systems. Even for the
harmonic case, though, we would like to understand the
divergence of the local scale, for which we find evidence
even in d = 2: slightly sub-harmonic potentials lead to a
break-up of the critical surface.

For the first time we have presented a Hamiltonian
model which reproduces the results of the quenched KPZ
class. The connection between our A7-model and the
equations of motion in the continuum limit is transpar-
ent. The analysis of the A-model gives a very precise
estimate for the value of ¢ as a function of dimension d.
It would be very interesting to understand how the lo-
cal differential operators, as V2h(Vh)?2, which correspond
to elastic Hamiltonians, renormalize into more relevant
terms, as the KPZ term.
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Résumé

Les travaux présentés s’inscrivent dans le cadre de ’étude des interfaces élastiques en
milieu aléatoire. Leur dynamique sous 'action d’une force extérieure présente des effets
fortement non-linéaires. Dans cette these je discute le comportement de l'interface dans la
limite ot la vitesse s’annule (dépiégeage).

Dans la premiere partie de la these je présente les nouveaux algorithmes que nous avons
développés pour étudier la dynamique au seuil de dépiégeage. Je montre que les approches
utilisées sont rigoureuses et déterminent la solution exacte du probleme.

Les nouvelles méthodes numériques permettent de repérer exactement les interfaces
bloquées au seuil de dépiégeage. La rugosité de ces objets possede des propriétés univer-
selles que je caractérise, dans la deuxieme partie de la theése, pour plusieurs structures
d’intérét expérimental et théorique, en fonction de la dimension de ’espace et de la portée

des interactions élastiques.

Abstract

The subject of this work is the study of elastic manifolds in random media. When driven
by an external force, these systems exhibit highly non-linear effects. Here I discuss the
behavior of the interfaces in the limit of vanishing velocity (depinning).

In the first part of this thesis I present the new algorithms which we have developed in
order to study the dynamics in the depinning regime. I show that the approaches we have
used are rigorous and succeed in determining the exact solution of the problem.

The new numerical methods allow to detect exactly the blocked interface at the de-
pinning threshold. The roughness of these objects reveals some universal properties, which
I characterize in the second part of this thesis, for many structures of experimental and
theoretical interest, as a function of both the space dimension and the elastic interaction

range.

Mot clés

Systémes désordonnés
variétés élastiques
dépiégeage

rugosité



