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 gVRT�������	>RT
 � ��Q�������Ó�
����� �&� 
Ó��&Q�����
 � ^ !��0� X ��
!b
�¢!�� 10−9 ���Q����X!��4l ¦
Ð�RT�X�:Q���QjR��
	����&g����X��g�Ó�
�I�HGb	�����
�����������:�����w£fRT������
��!��&� X RT��Íf��� ϕ ¦

Ç �¢
��	���
`RT������� i ( g����X��g�Ó�
�:!��Ò�SR&Q`Y>RDC��X�Ò	>RT
����Ò£]��Q������
 −→r i
��������!����X������`RT����������£m��Q������
�

!��&������� ^ ����gVRT���������X� l −→R i = −→r i −−→r i−1
	�����!����X�����:���&£m��Q������
:�������?¸ ��¸ ������� −→RN =

∑N
i=1
−→
R i

¦
¾(R�!b��� �`RT�XQ��0g��4Z]�����X�0�������?¸ ��¸ �������
	 √〈−→R 2

N 〉 	�!�X ����	�����Z�g�Ó�
�¢!�X ���X!b��Q��F!��0	�����Z�g���
 ���`RT������ N
��� �:!X�����X����	>RT


〈−→R 2

N 〉 = Nl2
1 + cos θ

1− cos θ =
Nl2

tanh
(

l
2lp

) ^ h ¦ h4l

��� � X ���´!����X�����:�SRF������Íf�X����
�!��&	���
���� ����XQ�� lp !b� 	�����Z[g�Ó�
��Q���g¢g��

cos θ ≡ exp(−l/lp)
^ h ¦ kml

[
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j

q

qR
i

R
i-1

R
i+1

(a)

j

E

e1

e2

p2p/3 4p/3

(b)

© � Á��(h ¦ k � � 
��A*+�&w�'��^�	�	9/'z�����A
�'OU�	��� ϕ ��� θ W � J��G
��f�^#<�6� ���n��a �&'��&�}U�	�8��� 569/'�k-9/�V0m
$�	�	9/'jM

¾(��
�\]�X� θ = 0 	 lp ��� �V��� �X�X�������}���´	�����Z�g�Ó�
����� �}��� ���T������X����
 ��Íf��!�� ¦ W¬����
 θ = π/2 	��SR
������Íf�X����
�!���	���
� ��� ����XQ��I��� �w����������	�����	�����Z[g�Ó�
����� ��RT����
��Q���g¢	���Ó����g����[� E>�HGb������� ¦ Ð�RT�X�:����QjR��
�������
 g���!b�SRT��
`��	X����	�����Z[g�Ó�
����� �:!b�������g¢� ¸ E>�HGb������� ¦

Ç ��
���X��
 gVRT�����`RT��� l ��� N 	[���¶��� �w	��f�� ��������!��&�`�C
`RTg����X��
 �0���X��Q`Y>RDC��X� E>�HGb������� ¦�� � !����X�����
�SR¢������Íf�X����
C!�� )&��Y��dQ���g¢g�� lK = C∞l = l/ tanh

(
l

2lp

) �������´
��!����X������� X ���X!���Q��-!���	�����Z�g��a¸

 ��� RT� �����}Q���g¢g�� N ′ = N l

lK

¦ ¾®��	�����Z�g�Ó�
���������RT����
�����X��gVRT
Q`YX�CRT���jRT�����
� V�RT�X�� �������X��!��:	>R��
!���������Íf�X����
 �RG�����	 lK

〈−→R 2

N 〉 = N ′l2K
^ h ¦ cml

Ð�RT�X������QjR������ θ ��� ��	���� ���
	��SR�������Íf�X����
w!��')&��Y��q��� � lK ' 2lp ¦bÂ ��� ��C	�
��	�
 ������&!���Q���g¢	���
 ��a¸
g������:RT���jRT�����
����� �ÒQjRT
`R�Q����
 ���� ��\]�X��!�X ����� Zb� �Ó�g��C!������Ò�������������
`R�Q�� �����X�:������ �0Q�����
 ��C	���
 ����FU
�������������
`R�Q�� �����X�-�����
�¢g����X��g�Ó�
���-�����������g¢��������0RT� G�	����X��	�
��Q`YX����£]����� ���X� ¦ P ��������¢	��SR�Q�� �
���X�q��Q`YX�������q� ��	���
 ������
���´�SR´	���
 �����!X�}Q����0�������
`R�Q�� �����X�
	;�����0����������0
��	���� ��� ��£]���F�X����V£]���������
	����X�����:�SRFQ`Y>RDC��X�I� �����w���X��gVRT
Q`YX�-RT��Y>R�� RT
! ¦

W;RT
��SRF��������	����®�X���X��� � ��
`R¢!���Q����X� ��!���
��
�!����:	�����Z[g�Ó�
���:���� RT����g������ E>�HGb����������Q����X� � ��� �X���
!�� N g����X��g�Ó�
���
	>!����`RT�������I!����X������	>RT
:�SRF������Íf�X����
�!��*)&��Y��´�X�������!���
���>Rj£fRT��� a ¦� ���X��Rj£]���X�F£�� \��OX ���X�q!����X����� ����� �>RT� ��
������� !����SRd�`RT��������!�X ��� 	�����Z[g�Ó�
����� �F�SR�!b��� �`RT�XQ��
QjRT
 
��g���Zm�����X��������� �F�������
	 √〈−→R 2

N 〉
¦ ¾(���:�HGb	���
 �����XQ����:�����������\��X�&�SRF!b���=�X� �����´!��&�SRF����g¢��Ó�
��	

	���
 g���� ������
	*��� 
��£�RT�XQ`YX��	X�SR0g���� �X
��!���
`RjZ]���´!��&Íf��
`RT� �����d!�X ���X��Q`Y>RDC��X� ¦ �6�®����:!����X���®	>RT


R2
g ≡ 1

2N2

∑

i,j

〈(−→r i −−→r j)
2〉
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R2
g ' 1

6
Na2 (N À 1)

^ h ¦ h l

T����X� � 	b�SR¢!b��� �`RT�XQ���g��4Z]�����X���������?¸ ��¸ ������� ^ h ¦ h4lw���w����
`RjZ]��� !X�&Íf��
`RT� ����� ^ h ¦ h lÒ�X��!b���¶Ó�
������\��X�
!�X ��� Y R�Q������
F����g���
 ��\]�X� ¦ W;RT
F�SRd� �������	²�X���X�0�����FQ���� Y ���X!b
���X�¢���0�X���X�F��Q�
 ��
���X� R ∼= aN1/2

	�����
:���X��Q`Y>RDC��X� V�RT�X�� �������X� ¦

� ��� � E0o �a70)O+-708��&+-)

T 	�
��������
	��X���X�}	�
�����������X��\��X����\��X���Vg���!�Ó�������� YX����
 ��\��X����!���Q�
 ��£fRT���}���dQ���g¢	���
 ���g����[�
!�X ���X��Q`Y>RDC��X��������\��X� ¦ Ñ²������!�X RT����
!�	;�X���X�F�X���X�F�������
�������X��RT� g���!�Ó����q����	����X�¢� ��g¢	�����U¬���
g���!�Ó����C!����SRIQ`Y>RDC��X����!��jRT����	bRT�X�`� ��RT	�	��������&Q`Y>RDC��X� V�RT�X���������X� ^ ��� ¨ 
� w�X�������>�jl ¦ ¾®����QjRT
`R�Q���a¸

 ��� � ��\��X���¬!���Q���g���!�Ó������X�����
��� 
����£m���������0
�jRT�������\��X��	�����
;���-	�����Z[g�Ó�
�Ò!XRT�X�²�X�0�����£fRT���¬� 
Ó��
	>RT
 � ��Q���������
����
	����FÍm���X��
`RT� 	����Ò�����£fRT�������������
`RT������RCQ`Y*RDC��>��g���!b���>�w\��>RT�����`RT� ��£]��g�������Q��ÒQ���g¢	���
?¸
���g������ ¦T¥ RT���(���[��� �²��g¢	���
 �`RT��� �:�SRFY �����²Q����XQ���	�� �X��������gV���������²Y���� ���
 ��\��X��g������ ¦ � ���X�²	�
�����������X�
���X� �����������QjR��¬!�X ���X��Q`Y>RDC��X��!XRT�X�¬���-�����F�����£fRT��� ¦�Ç � �X��	��X���X�;Q����X� ��!���
���X�;\��X����\��X���¬� ��� �>RT� �����X�
��� �SRFQ`Y>RDC��X�I��� �:Q������ 
`RT������ ¦

�����	�
� ��������������������
�

¾(��g���!�Ó����w���Ò	����X��� ��g¢	����w��� ��Q��������X!�X ���X�wQ`Y>RDC��X�w�`RT�X�;�������
`R�Q�� �����X�����F�����;g����X��g�Ó�
�����X�Ò��
��£]��������� ��	>R�� ¦ ¾®�CQ���g¢	���
 ���g������:!��CQ���� ��CQ`Y>RDC��X�gY RT��� ��g��&��� �ÒRT����
������ RT����g�������RT���jRT�����
� ¦ � �
!����X�����:�SR Y ���XQ�� �����d!���!b��� � 
 ������� �����d!����w£]��Q������
�:�������?¸ ��¸ ������� −→RN

	>RT
 G(−→R ;N) ¦ � �®��X RTÍf���:!b�
	�����!���R�����Q���� �-�SRFQ���� �XÍf��
`RT� �����´!��&��RFQ`Y>RDC��X� {−→RN} 	bQ#X ��� �?¸ ��¸6!b��
����������&\��X�C���C£]��Q������
w
�����SRT���
����h (�� gVRT���������´���:��� N ( ������ −→R ¦ ¾(RF�����(!��&	�
���*RT����� ����-Q���
 
��� 	����X!XRT����-��� �

P (
−→
R ;N) =

G(
−→
R ;N)

Z

^ h ¦ I l

��� Z = ∫ G(−→R,N)d−→R ��� �:�SRWY ���XQ�� �����´!���	>RT
 � ��� �����d!��&�SR¢Q`Y>RDC��X� ¦
T����X� � 	 P (−→R ;N) 
`�a	X
�����������SRÄ	�
���>RT�����������\]�OX ���X��gVRT
Q`YX��RT���jRT�����
��!�� N 	>R�� RT���q���

£]��Q������
��������?¸ ��¸ ������� −→R ¦ � �¢	���������£�RT���X��
 P (−→R ;N) !XRT�X���SRC����g¢���� N →∞ 	mRj£]��QÒ���Ò� YX����
Ó�g��
!�������g¢�����Q������ 
`RT��� �  f !	¶h�[ I �

P (
−→
R ;N) =

(
3

2πa2N

)3/2

exp

(
−3
2

−→
R

2

a2N

)
^ h ¦ [ml

J
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� ���X�C
`�agVRT
`\]�X���X��\��X� P (−→R ;N) �X�F!���	����X!�\]�X�F!��0�SR}������Íf�X����
 R ¦ ¾®����!���� G�	�
��g¢����
�&g��T¸
g���������`������U

〈−→R 〉 = 0 et 〈−→R 2〉 = Na2
^ h ¦  fl

��� 〈−→Rn〉 =
∫
P (
−→
R,N)

−→
R

n
d
−→
R

¦

� 0R,�,%0 �_*a0M�@!S�'���%$A���
Ç �}	>R��`�`RT�������SR�����g¢����CQ������ �����X��	��SR ��� 
`R�x?��Q������
��}!���Q�
 �����	>RT
�����	�����Z�g�Ó�
�C��� �����X��Q�����
 ���

−→r (n) ��� n ��� � � X ���X!b��Q���Q���
 £[� ����Íf�X������������Í !����SR Q�����
 ��� ¦ ¾(R 	�
���>RT����������Ä!���!b��� � 
 ������� �����
P (
−→
R ;N) ��� ��RT����
�:���X��g���� ��
��!���� �����X��
 � [bh �

P{−→r (n)}δ−→r (n) = D{−→r (n)} exp
[
− 3

2a2

∫ N

0

(
d−→r
dn

)2

dn

]
^ h ¦ J l

��� ����� �TQ`YX��g¢���X� � −→r (n) ������}!����X�����}	>RT
 −→r (0) = −→r 0
��� −→r (N) = −→r N

¦ ¾²R Y ���XQ�� ����� !��
	>RT
 � ��� ����� Z ��� ��!������X����	>RT
����>�d�������Íf
`RT����� ��
�����X��������Q`YX��g¢���X� −→r (n) Rj£]��Q´��� 	�����!���!��
¨ ����� � gVRT���

Z(N) =

∫ ∞

0
d−→r 0

∫ ∞

0
d−→r N

∫
D{−→r (n)} exp

[
−H{

−→r (n)}
kBT

] ^ h ¦ iml

���
H(−→r (n)) = 3kBT

2a2

∫ N

0

(
d−→r
dn

)2

dn
^ h ¦ hjeml

¾(� � RTg¢��������������q� �=��Q�� �jY H ��� ��Q���������!�X ����� Z[��Ó�g��:Q����X�� ��� �X��!�X ���X�����
 ����!��:
������
 ��	fgVRT�`�a
��R�¸
�����`����	>RT
C������gVRT���������X�&!��I�`RT������� a 	*!��-Q����X� �`RT����0!��-
`RT��!�����
 k = 3

2
kBT
a2

¦ W;RT
�RT�>RT����Íf����	=�����`RT���
\��X�&�SR¢Q`Y>RDC��X��!�� N gVRT���������X�����
`RF����
���`���
 �:!���Q����X� �`RT����I!��&
`RT��!�����
 K = k

N = 3kBT
2Na2

¦
¾8X ���X��
 Íf���0������
�F!�X ����	�����Z[g�Ó�
�0!������&�SRV!b����`RT�XQ��0����� 
�-�����&!���� Gd�HGb� 
��g¢������&��� � �RGb��� � R

����:!����XQ���Í]RT���
�

F (R) = F (0) +
3

2
kBT

R2

Na2

= F (0) +
3

2
kBT

R2

R2
G

^ h ¦ hfh4l

����� X �����>����0���-
`RjZ]�����>RT� ��
�������>V�RT�X�� ����� RG = N1/2a
¦®Â ��� ��F���X��
 Íf���F������
�¢��� �C	���
��g������

����� 
��	X��\��X�I���:�%X ����� ����������Í]RT����g�������	>RT
:�SR Y ��
 g-����� F (R) = −kBT lnG(−→R ;N) ¦

i
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���O�40 �%$&�'�@�"*`��$�� �",%$&�'�
� �Ò��� �F��� �����q!�X ����� 
��!b����
�����X�q!b��� � 
 ������� ����� 
��!b������q!����SR�Q`Y>RDC��X�q	�����Z�g�Ó�
� G(−→R′,

−→
R ;N) 	

����������X�V���Ä�������Q�� �������>RT���-�����IQ���� �XÍf��
`RT� �����X�-����������-\]�X� −→r 0 =
−→
R′ ��� −→r N =

−→
R

¦ T��X� 
��g������
!b���
	 G ��� �:�SR�!b��� � 
 ������� ������!���	�
���>RT����������I��������I\��X���SR�Q`Y>RDC��X�-RT�������´����������� −→R′ ����� X RT��� 
�-���
−→
R

¦>Â X ��� �:!����XQ�RT�X�`� � 	b!XRT�X�w�����SRT��Íf�>RTÍm�I!��&g���QjRT����\��X��\��>RT��� ��\��X��	b���&	�
��	>RTÍ]RT�����
�\]���®!���Q�
 ���
������� 
`R�x ��Q������
���C!�X ���X�I	>RT
 � ��Q������0���	�
��	>RTÍm�jRT���&!�X ���d	�������� −→R′ �¢���d	�������� −→R ���´��� �����g¢	X� �
N

¦¬Â ��� ���RT�>RT����Íf���}����I��g¢	���
 �`RT�����	¬QjRT
0�a�����V	���
 g����F!�X R�!XRT	����
F� ��g¢	�����g������-�����-
��� �����`RT��0!��
g���QjRT����\��X��\��>RT��� ��\��X�����:!b� g�����£]�ag����[� ¨ 
� w��������RT� G�Q`Y>RDC��X���:	�����Z[g�Ó�
��� ¦

P ������	�����Z[g�Ó�
�&��� �Ò�����g¢��� �I����	�������[� ���a� *-N���*-� $;*2�4� 	 V (−→r ) 	bRT����
�Ò��� � RTg¢�������������� ^ h ¦ hjeml
��&
����Q�
 ���

H(−→r (n)) =
∫ N

0

[
3kBT

2a2

(
d−→r
dn

)2

+ V (−→r (n))
]
dn

^ h ¦ hjkml

Ç � 	>RT
 � ��Q���������

	>���&	�
��	>RTÍ]RT�����
 G(−→R′,
−→
R ;N) ��������� �F� X ��\��>RT� �����d!���!b���=�X� �����´� ����£fRT���� �  f ��

[
∂

∂N
− a2

6
∇2−→
R
+ V (

−→
R )

]
G(
−→
R′,
−→
R ;N) = δ(N)δ(

−→
R −−→R′)

^ h ¦ hjcml

T����X� � 	 G(−→R′,
−→
R ;N) ��� ���SRUY ���XQ�� ������!�� VC
�����q!���� X ��\]�>RT� ������!��C!b�����X������qRj£]��Q����X� �TQ����X� �`RT����

!���!b�����X������ � D = a2/6
¦ ¾(RF	>RT
 � ��Q������ ¨ 
`� w���������X�I��� �w������� �SRT����g������ � −→R′ RT� ���g¢	X� N = 0

¦
Â �C
��� �X� � RT�:��� �w��£[��!���g¢g�������!��´RT� Y RT���:\��X�C���&	�
��Q����� �X�:��� � ¥ RT
 $]�4£�������	�Q#X ��� �?¸ ��¸6!b��
��\��X�

G(
−→
R′,
−→
R ;N) R0�SRF	�
��	�
 ������I!���Q�����£m������� �����d� ����£fRT�����U

G(
−→
R′,
−→
R′′;N +M) =

∫
G(
−→
R′,
−→
R ;N)G(

−→
R,
−→
R′′;M)d

−→
R

^ h ¦ h h l

�����	��� ������������ ��� �
�
�
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�f0R,
χ > 0

¾®��
�\��X� χ ��� �;	��f� ��� �jY 	������;���[���
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�SR�Q`Y*RDC��>��	�!������X���q	>RT
¢� X ��\ ¦ ^ h ¦ kfeml 	�����¢Q���g¢	�
 ���������� 
� aN3/5 ��� aN1/2 ¦�Â �q
��� �����`RT�¢	������
_�� 
� 
��� 
����£]� Ím����g���� 
 ��\��X��g������q��� ���
 g����}!��´Q���
 
���SRT� �����X���	>RT� �SRT����� ¦ P ����� Q����X���!�Ó�
� ���X�
	���
 � ����� !��´Q`Y>RDC��X� ^

gB
g����X��g�Ó�
��� l��� �V�`RTg������V	���� �����	�!�X RT	�
Ó�� ^ h ¦ kfkml�Q��������a¸6Q��&R�RT����
�V���

Q���g¢	���
 ���g������&��!��jRT� ¦ ¾²R�£�RT������
�gVRDGb� gVRT���0!�� gB ���� g1/2B = a3/v
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�%X ��Q�
 ����RT����
� ϕf (x→∞) ' xmf Rj£m��Q mf = 2/3
¦ ���w� X ��������Í]RT� ��������� �

L ' aN
(
af

kBT

)2/3 ^ h ¦ k J l
Â ��� ��¢
���SRT� ������	������I_�� 
�F
���������
 	�
������V!��F�SR Y R�º������ ����£fRT���� ¦ ¾(R�Q`Y>RDC��X�VR�!���	���¢���X�¢Q���� Y ��
?¸
gVRT� �����´� Z[	���\]�X��	XQ����X� � ��� �X���I!�X ���´��g¢	�������g�������!����������X��!����`RT������� Λ ^ ¹²��Íf��
`��h ¦ cml&U
• �C	���� ����w��Q`YX������� ^

r < Λ l 	T�SR&Q`Y>RDC��X�w�OX ��� ��	>R���	���
 � ��
 ������	f�SRgY ��
Q�� f �OX ���`RT����\��OX ���X� Y RT�������
	���
 ���
 �>RT� �����´	�����
�� X ����� 
��	����I!���Q���� �XÍf��
`RT� ���������w�����X��g-��
�I!��&g����X��g�Ó�
���C����w
�������
�

h I



�W/"0R6 $;����*L(�� )+*-,.! /40213�"*-,768��9 :4<>=-��*-,?*5�@,��'9A�4�%$&�'�

�SRF�`RT��������!b� ������� 	>RT

Λ ∼= ag3/5

^ h ¦ kfiml

• �0Íf
`RT�X!��I��Q`Y>�a����� ^
r > Λ l 	b�����w�������X������[��RT����Íf�X����!XRT�X�:�SRF!b��
��Q�� �����d!���� X ��������Í]RT� ����� ¦

¾®�-Q�� �������X��
 Ím��� ��\��X�-!�X ��
 ��Íf���X�0����� 
��	���\]�X�0!�� ��Q�������� ��
��g������C�������Í]RT�;RT�´� 
`Rj£fRT���²!����SR Y ��
Q��
f ����
��!���� X ��� ��
��g������C!����SRFQ`Y>RDC��X� �0� X ��\�����������
��g���QjRT����\��X��	>������

F (L) = F (RF ) +

∫ L

RF

f(x)dx ' kBT
N

g

^ h ¦ cfeml

Â ���SR:Q���
 
��� 	����X!-!����XQ �Ò���-!���Q���g¢	����!OX �X�X�����X��
 Íf��� kBT 	>RT
®������� ¦TÂ ��� ��T��X�`RT� � ��\]���]Q����X� �����
��RT� � 
 �����X��
 kBT � ������� ������F
��� 
����£m��!XRT�X������������������� ��� �>RT������>���������F�X��g-��
��!��¢Q���� �XÍf�b¸

`RT� �����X�FR�Q�Q����� ���������-	�����
I�SR Q`Y*RDC��>�}��� �I
��� � 
������� ¦²Ç �§� �=���
	®�X���X�-	�����£m���X�0Q����X� ��!���
��
0\��X��	 �
� X �������
 ������
�!�X ������������	>������g����X��g�Ó�
���&�X� �T����[������ � 	>R���� X R�Q�� ������!��I�SR?Y ��
Q��-�HGb���
 ������
� ¦ P �����
����g����X��g�Ó�
�0� ��� �X� �F�SR Y 
����� ��Ó�
�I!b�´�������d	���
!´�����!���Íf
����!�����������
 ��-!�X ��
 �������`RT� ������QjRT
����²��� �
�T��������Ím��0!��Ò���!b��
 ��Ím��
�£m��
�¬� X �HGb� 
��g¢������RGb��� ¦
� �F!���Íf
�Ò!�����������
 ���	>RT
;�������¢����;!����XQÒQ������ 
`RT����� ¦

ff

L

blob ( monomères)g

©�� Á��=h ¦ c ��� 'o,\9/� gO01�&���n��9_#<0o�"�nlu#<'��3�	��
_5��	�	9/' f �6�A��^���"���v�&'h#t'����6�&�V�	�A��� JL�	9KJ<�A���3�;
������	� Λ M

Ð�RT�X������	��SRT��	���
 	����X!b��Q����SR���
�����SRUY ��
Q���	��������������X���OX �������
`RTÍf���`������Ò	>R��������SR�	�
�Tx ��Q�� ������!��
�SR¢Q`Y>RDC��X��!����������X����� �w��!��jRT��� ¦ T����X� �

R⊥ '
(
N

g

)1/2

Λ ' N1/2a

(
kBT

af

)1/6 ^ h ¦ cbh4l

¾®���FEX�XQ�� �>RT� �����X���SRT���
`RT������������:!X���XQ�
��!b�������� ¦

�W/"0213�4*`!S��� � �"^-*
P ��	�	��f����X�w\��OX ���X�&Q`Y>RDC��X�����q�����������£fRT���Ò������wQ���� �X�X����!XRT�X�Ò���q� �����&!��C�`RT������� D ¦ � �X�������

��� ��� X ���X��
 Íf���C!���Q���� �X�X��g������ ��¾®����!���� GV��Q`YX���������Ò!��:������Íf�X����
Ò���`RT��� RF
��� D 	]���}	����������XQ���
�

h�[



( � \ � �f9A�4,D$&*5�"�D,?!�/"0213�4*5,

���X� Y �����:��Q�
 ��
��� X ���X��
 Íf���IQ���g¢g��

Fconf (D) ' kBT ϕc

(
RF

D

) ^ h ¦ cfkml

��� ϕc(x)
����I���X�?Y ���XQ�� �����§�`RT�X�-!b��g����X� ����� ¦ Ð�RT�X�I�SR�����g¢�������� x = 1 	®�SR Q`Y>RDC��X�V�OX ��� �I	����X�

Q���� �X�X������� ϕc(x = 1) ' 1
¦ Ð&��	����X������
�`\]�X� D → a 	]� X ���X��
 Íf���&�����	�
��	���
 � �������X��������RT���X��g-��
�

!���g����X��g�Ó�
��� N ¦bÂ ����!���� GV����g¢������Ò���������������£]��
 ���>������	>RT
����X�������=!���	������`�`RT�XQ�� ϕc(x) ' xm
Rj£]��Q m = 5/3 U

F (D) ' kBTN
( a
D

)5/3
' kBT

N

g

^ h ¦ cfcml

¾(���X��g-��
��!���g����X��g�Ó�
��� g ��� � �RGb��	>RT
 D ' ag3/5 ¦ � ��
��� 
����£m��!����XQ����X��£����������Ím����g���� 
 ��\]�X�
���q���
 g����Ò!��C�������X�Ò!����`RT������� D 	�
��	�
�����������&¹¬��Íf��
�Fh ¦ hX¦ ¾®�CQ���� �X�X��g�������RI����g�_�g��&� �=���w\]�X�
�SR Y ��
`Q���!���� 
`R�Q�� �����d!���W����XQ��X�	 �FQ���Q��®	�
Ó���\��X�&�SR0�`RT�������I!b��	�����Z[g�Ó�
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��Q�����£[
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 ¦ ¾®�V�`�a�X� � Φ∗ ��� �0RT����
�-Q���g¢	>RT
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`RT� ����� ��� X �������
 ������

!�X ���X��	���������

Φ∗ ∼= a3N

R3
F

' N−4/5 ^ h ¦ c h l

�����	�
� � � ��� � � � ����� ��� �	� �����������
�
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:!���� Y 
`R�Q�� �����X�w£]������g¢��\]�X��� Φ > Φ∗ 	[�����w�������
`R�Q�� �����X���a�[� 
�&g����X��g�Ó�
����!���!b���¶��
��������
Q`Y>RDC��X����!���£[�������X�����¢�X��g-��
���X�`��� ¦ � � QjRT��Q����:���g-���SRT����� ��Q��������:!���¹¬����
 Z�	����X
F����QjR��¢!�X ���X�
Q`Y>RDC��X�&������\��X����� �Ò	��f�� ������� ^ � YX����
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a3
Φ
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Φ
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N �����X��!���	����X!b
�}\]�X��!�� Φ ¦ ¾®��QjRT����g����[�
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Π ' kBT

a3
Φ9/4 ^ h ¦ c#[ml

¾®���C��\[� ¦ ^ h ¦ c I l:��� ^ h ¦ c#[ml:�����&����-!���g������ 
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 ��� � ��\��X�F!��I�SR}�������� ����� ¦�Ç �����0����C���`Y RT�����SR�������Íf�X����
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�
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¦�Ç ��������X ��Q�
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Φ
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�����X!���	����X!XRT����-!�� N 	�Q���\]���(Q����X!b����� � mξ = 3/4
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� �´
��� 
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!����������X� ^ �������X�-!���Q����XQ������ 
`RT� ����� �����������X�IÐ�R����X!>l�!��¢�`RT������� ξ � cm �� ¦ Tv� X �������
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 g¢��\]�X��	��SR0Q`Y>RDC��X�
����C!����XQF�����g¢���`� �V���X�FQ������ 
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 Íf����£]������g¢��\��X�4lÒQ���g¢g��
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�6�&0o�=F-����^#$�6��M

T�� GÄ��Q`YX���������F���	���
 ������
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N
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`R�Q�� ����� £]������g¢��\]�>� Φ ��� �q	X
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`RT� ����� ������}���������������}��� 	������}g������ 
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 ����� ^ ���XQ�
���
	
	�������� ��
���	����Q ¦ l ¦�� 

	b� 
Ó��ÒÍm���X��
`RT����g����[�
	������w	>RT
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�	>RT��� ����
wQ���� ������X� �`RT����������0U]�SR Y ��
Q���!���
��	������ ����� Â ��������g-���������X�������SR
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?¸
Ím���C����� �X� 	����X� ������!XRT�X�����d������Q�� 
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:���������!���� ��
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F
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=

v

2a6

∫ ∞

0
Φ2(z)dz + σ

∫ ∞

0
dz0g(z0)

∫ z0

0

3

2a2
e(z, z0)dz + σ

∫ ∞

0
g(z0) ln[g(z0)]dz0^ k ¦ hjcml
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e(z, z0)
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dz0
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dz0
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�f��`��	>RT
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����:!����XQ
ξ(r) ' r

f1/2
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T � X �������
 ������
V!�X ��� ��������	;�������Ífg�������!��qQ`Y>RDC��X����� �FÍm��� E>� ¦ ¾®���X��g-��
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����&!����XQ �RG��0	>RT
&�SR}
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Φ(r) ' ag(r)
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r
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Â ���Ò�������X�Ò��X ��g¢	����������:!XRT�X���SR-!�� 
`��Q�� ������
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Q����X!b�������
HDC ' af1/5N3/5 ^ k ¦ h J l
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wg¢������g¢���`RT�������!�� ^ k ¦ kfimlw��������

δF{Φ}
δΦ(z)

= 0
^ k ¦ cfeml

cfk



K � K � � �",��'�D6"�%$&�'� � *`68�'9;:4<>=-��*-,
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`R�!b��������QjRT
 
�0�������
!b���
�������`RT�����!���Q����XQ������ 
`RT� ���f�X� ¦[¥ RT����!XRT�X��Q���QjR��
	]���MY RT�X!b
`RT����Q������>RDC�� 
��	�
`��Q����`��g����������:	�������[� ���a�

cfc



�W/"0R6 $;����* K � )+*-,.68�'9;:4<L=5�D*5,?0M�ONP$A����*-��Q30R!-*-,

!��d� ��
ZY R�Q���	 Us
	�RT�X\]�X���C����[�}�����g¢���}�����}g����X��g�Ó�
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��Íf
`RTg¢g��}�����£]���������>R�Q�Q����� �������V���IQ#X ��� ��	�����
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dz

∣∣∣∣
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 	�� ����� ¦ �6�²��X RT���������I	�����
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6

dψ

dz

∣∣∣∣
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 � ��
 �����F���
ψ(z) = ψb
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�
^ ������£m��
���� l 	>!�X RT	�
Ó�� ^ k ¦ c I l 	X� �(!���Q�
��C���Ím����g���� 
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 g�����!���
��� 
����£m��
�!��+Y R�º����¢RT���`�T¸6Q����>� ��� �`RT����Ò����	�
� �X�XRT����T¸6� ��g¢���SRT��
� ¦fÇ �����
	���
 g����
	>��� 	>RT
 � ��Q���������

	>!���QjRT
`R�Q����
 �����
�� X R�!����
 	�� �����´��
 
��£]��
� ������� �0	>RT
 � ��
�!�X ��� Y ���X!b��� J h � ¦

Ð�RT�X�����X�I	�
��g¢��Ó�
�-	>RT
 � ����	>�X���X�C!���Q�
 ��£m���X��� X RT	�	�
��Q`YX� T V�·/Q���g¢g��0���`RT�������X�IÍm�a�>�a
 RT� � ¸
� RT� ������!b��g���!�Ó����?T����HGXRT�X!���
?¸6!��.V&�����X����RT� G�Q����XQ`YX����R�!��`��
 ������� ¦ Ð�RT�X�&���X�F���Q����X!��F	>RT
 � ����	
�X���X�-���`RT�����������X�I���¢�������LY ��
 g���������� 
��������	�
��g¢����
�I	�
 ���XQ���	����0!��¢�SRq	�Y�Zb� ��\��X�¢!X���I	�����Z�g�Ó�
���
����� X RT	�	�
��Q`YX�.T V&· !XRT�X��� X RT	�	�
��Gb��gVRT� �����Ä!b��Q`Y>RTg¢	�g��4Z]��� ¦²Â � Y RT���`RT���
	=�X���X��!���g������ 
���>�
\��OX ���¬�%X RTÍf� �&!�X ���X�-� YX����
 ���0£�RT
 �SRT� �������>�a����� ¦ W������
	*�X���X�Cg������ 
���X�&\��X�-Q���� ��-� YX����
 ���F��X ������X!�RT� ¸
�`��g������ÒRT�qQjR���!�X ��� Y ���X!b��!X��	�����Z[g�Ó�
���Ò����!�X ���������q�����£fRT��� ¦ � ���X��!b���Q�������X���SR�£fRT����!b����C!����
Y�Z[	���� YXÓ����������Q���g¢	>RT
���X�ÒRT� G�� YX����
 ������RT����T¸6Q���YX��
���[���� ^ �X���������	>RT
��SR�� ������ P Â ¹;Ñ 	�����
 P ���jY
Â ���X���� �������¹¬������!dÑÒYX����
 Z�l 	*!���Q�
 ������C!XRT�X�����IQ`Y>RT	���� 
�-	�
��Q���!X�a�[�C������� ������������C!XRT�X��� X ��� �X!��-!����
Q`Y>RDC��X����Íf
� �=����������!�����Q`Y>RDC��X���ÒR�!����
 ������� ¦[Ç � �X��	��X���X��Q���g¢	>RT
���X�Ò��Í]RT����g������ÒQ���� ��CRT	X	�
��Q`YX�
�¢Q���������!b�����!���� ��!���gF¸ Â RTY��b¸6!�� V&�����X��� � h#h � 	b��� �����������!XRT�X�:����QjR��:!�X ��� �����´�����£fRT��� ¦
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Ð�RT�X�:Q���� ���	>RT
 � ����	��X���X�w	�
�����������X�:� X RT	�	�
��Q`YX�I�����������:!�X ��Q`YX��������!b�X�
� T���������Z�	_VC������������
���&·�RT	�Y>R����;\����²	���
 g�����!��0!���Qa
� 
`�-�����&Q����XQ`YX���&!��-	�����Z�g�Ó�
����RT� G´�������
ZY R�Q����C	����X
C���������C�����
Q����X!b��� �����X��!��������£�RT��� � i�� ¦

� �
� �
� � �
� ��� � � � � ��� ���

¾(��� Q����XQ`YX���´!���	�����Z[g�Ó�
���dR�!����
 ������� 	�
�������������´!XRT�X� ����Q`Y>RT	���� 
��k �`����� Y ��
 g������´!��
Íf
`RT�X!����;�����XQ����������;\]�X���X���
	�� 
Ó��¬	�����Zb!b��� 	���
����;���F�`RT������� ¦mÂ ��g¢g����SR�Q����XQ`YX�Ò����¬���g¢� ¸6!b�����X����	������
�����XQ������Ò��:
��Q�����£[
����� ¦ ¾8X ��!����C!X�gT���������Z�	 VC�����������������·CRT	�Y>R�������� ��!�X ��� ���������
����X��!����Q�
 ��	�� �����
R�!XRT	�����I��
 ��Íf���X��������g������&RT� QjR���!���� ��� � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � ¦*Â ��� ���!����Q�
 ��	�� �����´
��	��f���� ��
:!���� G
� ��g¢	������>QjRT� �����X�����`������ ����������� ^ ¹¬��Íf��
�Ic ¦ h4l&U

h ¦ �����%X R ��
`RT�XQ`Y�����!����Ò�����XQ������:����� 
`RT���`RT����Q`Y>R�\]�X�&�����XQ�����!�� 2n g����X��g�Ó�
����Q���g¢g���!���� G
��	X����X!��T¸ �����XQ������ ��!�� n g����X��g�Ó�
���0Q`Y>R�Q����X��	²\]�����`��
������� 
`RT��������-Q���g¢g��}!����IQ`Y>RDC��X���
���X!���	����X!XRT������C!�� n g����X��g�Ó�
��� �

k ¦ ���������:�����w	X����X!��T¸ �����XQ������C������:��� ��
������!����SRFg�_�g���gVRT����Ó�
� ¦
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¾²R ��
�f���Ä	�����Zb!b��� 	���
�� RT���X��fY ��
 g����§��� ��!����XQÄ� 
 RT� �`��� �`�������L����g���!�Ó���� !�X T����HGXRT�X!���
?¸
!�� V&�����X���-	�����
-�����-��
�f�����Ig����X��!b���	���
���� ¦¬Ç �Ä	>RT
 � ��Q���������

	¬�SR �`RT�������}!����-�������X�0!��VQ����XQ����b¸
� 
`RT� ������RT��Ífg�������F����
�\��OX ������X ��������Íf�X�F!��-�SR}���
ZY R�Q���	=QjRT
C���-�X��g-��
�¢!��0Q`Y>RDC��X���&	>RT
&��������F!��
� ��
ZY R�Q���!b��g¢�����X� ¦

W�RT
dRT�>RT����Íf���ÄRj£]��Q������ ����� �����´��� ���������� 	�����
 �SR !����Q�
 ��	�� �����L!�������
�f�`�����g����X��!b��� 	���
����	
Q���g¢g��¢�SR�!����X� �����!��FÍf
� �®RTÍm��	 σ 	¶����� X ��	>RT��������
I!��¢�SRqQ����XQ`YX� H 	¶Q�������
�f��`���&	�����Zb!b��� 	���
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�`�����:QjRT
`R�Q����
 ���������	>RT
�!���� G Y ���XQ�� �����X� ^ ¹¬��Íf��
�Ic ¦ kml&U
• S(n) ��� �®�����X��g-��
��!���	X����X!��T¸ �����XQ������;RjZ�RT���®	����X�(!�� n g����X��g�Ó�
���²	>RT
®���������!���� ��
ZY R�Q�� ¦

Â X ����w�a��\��X����\]�X�&���
 ��C���X� � ��� � ��� � � � � ���� � � � � � �� � � ¦ Ð�RT�X�Ò�SR-��������	[�X���X�wRT	�	���������
���X�
�SR Y ���XQ�� ����� S 	b��� ��	�
� �X� ��!��&�SR¢Q����XQ`YX� ¦>Ç ��������X ��Q�
 ���

S(n) = S0

∫ N

n
P (u)du

^ c ¦ h4l
��� P ��� �w�SRF!b��� � 
 ������� �����d� �`RT� ��� ���\��X��!����w�`RT����������!����w	X����X!��T¸ �����XQ���������� ���������!��&g����X�T¸
g�Ó�
������� S0 = S(0) ��� �w�����X��g-��
������`RT�(!��&	>����X!��T¸ �����XQ������ ^ 	>RT
:���������!���� ��
ZY R�Q��4l ¦

• z(n) ����Ò� X ���X!b��Q��IQ���
 £[� ����Íf�X�����&������ÍV!�X ���X��	X����X!��T¸ �����XQ���� ¦ Ð X RT	�
Ó��:� X Y�Z[	���� YXÓ���Ik!	�Q���� ��
Y ���XQ�� �����´����w������\]�X������!���Q�
 ���:���������:�����:	X����X!��T¸ �����XQ������ ¦

z(n)

S(n)

©�� Á��>c ¦ k � ST�I,2��9/w��\����J�9_#$5&�	��� S(n) �����T�`
����&'@�&�^��� ���xU�����.
�U��Q�	9K5!
��	�6W:l+��a 
��^�	�^�V#$��� z(n) M

� ���X��Q����X� � 
 ��������X��RT����
�:���X�����X��
 Íf����������
�I� �¶��Q�� ��£]���F� X RT��!���!���Q����:!���� G Y ���XQ�� �����X� ¦

�	�
����� � ��� ��� �
� ���
	 � � ��� ��� ��� � � ��� � � � �	� ��� � � � � �

¾8X ���X��
 Íf���-������
������`RT���-��� ���SR����g¢g��I!�X ���X�-���X��
 Íf���I������
��	>��Q�
 ����I	�����
������:��
�f�`����:	�����Zb!b���?¸
	���
�`���
	�����!�X ���X������� 
��	����-R�����Q������
�0�SR¢!b��� � 
 ������� �����d��� �`RT��������!����w	X�`���X!��T¸ �����XQ������ ¦

� �"*-� �'$&*`�+c � �4* �"���_,�,%* 68��9 :O��$&,�68*-��,�*
¾8X ���X��
 Íf����������
��!�X ���X�¢��
�f���F	�����Z[!b���	���
��¢�����!������
 g¢���X���V	>RT
IRT�>RT����Íf���VRj£]��QF��������
�f��`���

g����X��!b���	���
���� ¦ Ñ²�����¬!�X RT����
!�	4�SRFY 
`R�Q�� �����-£]������g¢��\]�X��g��4Zm�����>�����-g����X��g�Ó�
���¬!XRT�X�²�SR:Q����XQ`YX��	
Φ(z) ���!���!b��������� ��Q�
 ��£�RT�����SR§Q����X���
 £fRT� ����� ����QjRT����!b� �X��g-�X
��!���g����X��g�Ó�
��� Φ(z)dz =
a3S[n(z)]dn ����!����XQ

Φ(z) = a3
S[n(z)]

ż

^ c ¦ kml
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��� ż(n) = dz
dn

¦¶Â ��� ��F��\��>RT� ����������C� X RT�>RT����Íf�X�¢!�� ^ k ¦ kml�������!������ ���*RT��� σ → S(n) ��� H/N →
ż(n)

¦¬Ç � 	>RT
 � ��Q���������

	��SR�!b��� �`RT�XQ��qg��4Z]�����X��	 D(z) 	;����� 
��!���� GÄ	X����X!��T¸ �����XQ������V� ��� �X����� �d�SR
!b��� �`RT�XQ�� z !����SRF���
ZY R�Q������ �

D(z) ' S[n(z)]−1/2 ^ c ¦ cml
� �}!X� �>������!������������X������QjRT� G}!��:�`RT��������	 ξ(z) 	]\����X£fRT
 ����Rj£]��Q:�SR�!b����`RT�XQ������SR�� ��
ZY R�Q�� z ¦[Â ��g¢g��
!XRT�X�:����QjR���!����w��
�f��`���
	b�����:Q`Y>RDC��X����!����������X������������ ��
������	���
 	����X!b��Q����SRT��
��g������ �F��R¢� ��
ZY R�Q��

ż ∼= ξ

g

^ c ¦ h l
��� g ��� �����-�X��g-��
�0!��-g����X��g�Ó�
���&!XRT�>�����d������� ¦ ¾²R��`RT�������0!����C�������X�
	 ξ(z) �����!����XQ0!����X�����
	>RT
 � i!	 J �

ξ(z) ' D(z) solvant bon ou Θ
^ c ¦ I l

ξ(z) ' D2(z)

a
fondu

^ c ¦ [ml
T����X� � 	²���Ä��� �������`RT���0�SR 
���SRT� ����� ξ ' agν

^
ν = 3/5 ���Ä����� �����£fRT���0��� ν = 1/2 ����Y ���X!b� �a�

�����£fRT��� Θ lÒ���w��������\]�>RT� �����X� ^ c ¦ I l � ^ c ¦ [ml 	X� X ��\�����������
������QjRT�(!����w	X�`���X!��T¸ �����XQ�������!XRT�X�:�SR¢Q����XQ`YX�
� ��\ ¦ ^ c ¦ h l �²�%X ��Q�
 ��� � i ��U

ż(n) ∼= a[a2S(n)]α
^ c ¦  fl

����� X �HG[	��f� RT��� α !���	����X!�!��-�SRV\��>RT������0!b�������£fRT���C���&��� �����X!b��\��X�0!XRT�X�C���0Ñ¬RT�����jRT��c ¦ h ¦ ¾+X �HG�¸
����X� �����q!����SR-Q����XQ`YX�C���!���!b�����Ò!����XQC���}�������Íf
`RT��� ^ c ¦  fl�� ��
�����������������£�RT������
��	��f�� ����������!�� n 	
������

H{S} ∼= a

∫ N

0
[a2S(n)]αdn

^ c ¦ J l
¾®�:�X��g-��
��!��wg����X��g�Ó�
���ÒRT	�	>RT
 ����>RT���wRT� G�Q`Y>RDC��X����R�!����
 �������
	]����R�!����
 �>RT�XQ���	���X �HGb	�
 ��g������
Y ���XQ�� �����´!�� S ���w	>RT
:��������I!���� ��
ZY R�Q���Q���g¢g��

Γ '
∫ N

0
S(n)dn

^ c ¦ iml
Ð&��g�_�g���	T���¢RT� � 
 �����>RT���;���X�����X��
 Íf��� kBT 	>RT
²��������	�� X ���X��
 Íf���Ò!����SR���
�f����	�����Zb!b��� 	���
�����X ��Q�
 ���
	>RT
:���������!���� ��
ZY R�Q��

FB{S} ∼=
kBT

a2

∫ N

0
[a2S(n)]βdn

^ c ¦ hjeml
���¢� X �HG[	��f�`RT�[� β ��� �;
��	���
 ��:!XRT�X�����ÒÑ¬RT�����jRT�}c ¦ hw����!���	����X!�!�����Q����X!b��� �����X��!��w�����£�RT��� ¦ ¾8X ���X��
?¸
Íf��� ^ c ¦ hjemlw��� �:��� Y RT���w�SR¢���g¢g��I!�X ���X�����
 g��I!���£m������g��I�HGbQ����´����!�X ��� ���
 g��I!���
`RT	�	����(���SR�� ¸
� ��\��X� ¦ T{� X ��\�����������
��	������V!���� G Q������ 
 ������� �����>�����Q���g¢	����X�`�����}���V����� � ���V!��´Q����X� ��!���
��
V� X ���
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 g������ J e � ¦ ¾+X �a�>�a
Íf���´!���£]������g���� G�Q���� ��X ����� ��������!����XQ���� �������Íf
`RT�����SRd	�
`���`� �����
�f�g���� ��\]�X��!������X����	>RT
w� X ��\]�>RT� ����� ^ h ¦ c#[ml ¦XÇ ����� �������`RT���w�����:��\]�>RT� �����X� ^ c ¦ kml 	 ^ c ¦  fl���� ^ h ¦ c#[mlÒ���

�����g-���F� ��
C���-
��� �����`RT� ^ c ¦ hjeml ¦ � ������X�&\��X�-!XRT�X�����0QjR��C!�X ���������£fRT���&RT� YX��
 g¢��\��X��	������C��\��>R�¸
� �����X� ^ c ¦ J lÒ��� ^ c ¦ hjemlÒ������:������RT�>RT����Íf�X����!����:��\��>RT� �����X� ^ k ¦ h lÒ��� ^ k ¦ [mlw��Q�
 ������:	�����
:�����w��
�f��`���
g����X��!b���	���
���� ¦

� Z�	���!��������£fRT��� ����� Θ Y ���X!b� Q`Y>RTg¢	´g��4Zm���
α h ��c h ��k h h ��c
β hfh � [ k c I ��c

� °²Ï �Xc ¦ h � �X
��	��#<�&�A�@�&�v�}�,\9���
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� �������_6�$;*`0R,�,%� !5$;^5* �>9;0b68��9 :O��$&,�68*-��,%$;��^ � *-, �8���4!-9&*5,
¾(R�Q������X��Q�� ��£[����¢!�����!b���=��
���[����&	X����X!��T¸ �����XQ������I��� �C	�
 ���`�0����Q���g¢	���¢!XRT�X�&�������
 g��¢���b¸

� 
��	���\��X� ¦®Ç ��� �=���
	¶�SRq!b��� � 
 ������� �����Ä!�����	X����X!��T¸ �����XQ������ S �OX �����	>R�� �RGb����	®Q���g¢g��¢	�����
��X�X�
��
�f�`��0	�����Zb!b��� 	���
��¢!�������� X �HG[	���
 ��g������ RT�����
0RT��
`RT����	�
�jRT�SRT������g����[�IQ`YX����� ���SRq!b��� � 
 ������� ���������
�`RT��������!�����Q`Y>RDC��X��� ¦ ¾®��� Zb� �Ó�g��:���`RT��� ��� X ��\�����������
�:� YX��
 g���!bZ[�>RTg¢��\��X��	]�SR�!b��� � 
 ������� �����������`RT�������
!����������XQ������C��X R�x¡�X���IR �X��!���g¢������g¢���`��
�� X ���X��
 Íf���0!b�d� Zb� �Ó�g�� ¦ W¬����
����X�-!b��� � 
 ������� ������gVR�Q�
�T¸
�`Q���	���\]�X� S !X�����X����	¶�SRqQ������ 
 ������� �����Ä�����
��	���\]�X��	 −TS 	¶!�X �������X���g-�����¢	�����Zb!b��� 	���
�����X ��Q�
 ���
	
!XRT�X�:�SRF����g¢�����Q������ �����X�I���:	>RT
w��������I!���� �X
ZY R�Q��¢U

−TS{S} = kBTS0

∫ N

0
P (n) lnP (n)dn

=
kBT

a2

∫ N

0
[−a2S′(n)] ln

[
−S

′(n)
S0

]
dn

^ c ¦ hfh4l

��� S′(n) = dS
dn

¦
T����X�� 	>���´
`R��`���g-���SRT������������\��>RT� �����X� ^ c ¦ hjeml���� ^ c ¦ hfh4l 	*� X ���X��
 Íf���-������
�-!����SRVQ����XQ`YX�-�%X ��Q�
 ���

	>RT
:���������!���� ��
ZY R�Q��

F{S} ∼= kBT

a2

∫ N

0

{
[a2S(n)]β + [−a2S′(n)] ln

[
−S

′(n)
S0

]}
dn

^ c ¦ hjkml
� ���X�w��� ����������X�:� X ���X��
 Íf����������
� ^ c ¦ hjkmlÒ	�����
�!������
 g¢���X��
��SR¢� � 
 �XQ�� ��
�I!�X ���X��Q����XQ`YX�IR�!��`��
 ����� ¦

h-I
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� �
� ��� ��� � � � � � � � ��� ����� ��� � � ����� � � � ��	 ���

¾²R�� � 
 �XQ�� ��
�´!����SR�Q����XQ`YX�´!���	�����Z[g�Ó�
���}R�!����
 �����V�������� �X!b�����´!XRT�X��������Q����X!b��� �����X��!��
Q�����	��SRTÍm� Y ��
 �w�`�������q�SR0���
 g¢���X������Íf���I!���Ð&�fV&�����X��� � h#h � 	�Q#X ��� �?¸ ��¸6!b��
��\��X�&�SR-
��Íf����� 	�
��Gb��gVRT���
��� ��
��!b������ �I���X�CQ����XQ`YX�&!���g����X��g�Ó�
����U d ∼= a

¦ ¾(R-���
ZY R�Q��C��� �Ò!����XQC� RT� ��
���C����g����X��g�Ó�
���
��� S0 ∼= a−2 ¦ ¾®�CQjR�� d > a R�����C��� �X!b����	>RT
FVC������������ � J h �=!XRT�X������QjR���!�X ��� Y ���X!�������!�X ���}�����
�����£fRT��� ¦

¾²RVg¢������g¢���`RT� ������!��-� X ���X��
 Íf���0������
� ^ c ¦ hjkml 	 δF
δS = 0 	�Q����X!b����� �V� X ��\]�>RT� ������!�X ��\�����������
�F!����

	��������� ��������Q`Y���g¢��\]�>���-U
(a2S(n))β−1 +

S′′(n)
S′(n)

∼= 0
^ c ¦ hjcml

¾(R¢�������� �����´��g¢g���!b�SRT��I����X� Y ��
 g���!��&�����(!���	�������`RT�XQ�� ^ QHY ¦ T�	�	����X!���Q��fT�l���� ��RT����
�

Seq(n) ∼=
1

a2n1/(β−1)

^ c ¦ h h l
Ð X RT	�
Ó��:� X ��\ ¦ ^ c ¦  fl 	��X���X��!���!b��������X��!b��
��Q����g�������� X �HGb����X� �����

zeq(n) ∼= an1−α/(β−1) ^ c ¦ h I l
Â ���XQ��a�[� 
���X�V�X���X��� ��
¢����QjR���!�X ��� �`��� £fRT���VRT� YX��
 g¢��\��X� ^

α = 1/3 	 β = 11/6 l0����!�X ���
Y ���X!b� ^

α = 1 	 β = 3 lCU

Seq(n) ∼=
1

a2n6/5
zeq(n) ∼= an3/5 (bon solvant)

^ c ¦ h�[ml

Seq(n) ∼=
1

a2n1/2
zeq(n) ∼= an1/2 (fondu)

^ c ¦ h4 fl

¾+X ��\]�>RT� ����� ^ c ¦ h�[ml¬	�����
�� X �HG[����X� �����V����QjRT���:������SR&
���SRT� �����}!��:¹¬����
 Z0	�����
����X�:Q`Y>RDC��X�:���������� ¦
¾®���Ò	X����X!��T¸ �����XQ������w�X�C�`�����Ò!����XQ&\]�X�CgVRT
 Íf���>RT����g���������� ��
�����w	>RT
��SRI	X
������XQ��&!����wRT��� 
��� ¦bÇ �
��� �������`RT���I�SR�
���SRT� �����Ä!��VQ����X���
 £�RT� �����§!�����g����X��g�Ó�
��� ^ c ¦ kml 	®�X���X�I!���!b��������>���SR !���	����X!XRT�XQ��
!����SRWY 
`R�Q�� ����� £]������g¢��\]�X�IRj£]��Q&�SR¢Q ���� z U

Φ(z) ∼=
(a
z

)4/3 ^ c ¦ h J l
\�������� �;	�
��Q������g����������Ò	�
� �X�>RT����T¸6� ��g¢���SRT��
�:� 
����£]��	>RT
�!�� V&�����X��� ^ QHY ¦ Q`Y>RT	���� 
�:kml 	fQjRT
`R�Q����
 ���?¸
� ��\��X�w!�X ���X�:Q����XQ`YX��!��:Q`Y>RDC��X����R�!����
 ������� �C	>RT
 �� 
�!�X ���X�:�������� �����V���������V�����£fRT��� ¦ T����X� � 	fQ���� ��
RT	�	�
��Q`YX�Ò�`��g¢� ¸ 	�YX���X��g����X�����fÍf��\]�>�Ò	���
 g�����!���
��� 
����£m��
;�����;QjRT
`R�Q����
 ��� � ��\]�>����!�X ���X��Q����XQ`YX�wR�![¸
���
 ����� ¦¶Ç ��	>RT
 � ��Q���������

	®����
��� 
����£m�F� X ��	>RT��������
�!��F�SR�Q����XQ`YX��	 H ' aN3/5 	=����� X R�!����
 �>RT�XQ���	
Γ ' a−2 ¦ Ñ²���X��Q����¬
��� �����`RT������`RT��� Y ���X!����;���
;!����¬��������!�X ��Q`YX��������	������;������;£�RT�SRT�������;	�����
 N À 1

¦

h [
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RF

x ~(z) z

z

F(z)

RF ~ N
3/5

0

1

0

z
4/3

1

n

a
-2

S(n)

N0
0

n
6/5

1

©�� Á��*c ¦ c � Z2�	�/#$5��V#<���+�Da #<'�� 569_#$5����G
_�_�69/��J��6� �&'bJ�9/'��69/�^��
�'2�&M

Ç � �X��	����X��� �;	��f�� �������w!���
��������
����Ò�X��g-��
�Òg��4Z]���¢!��Òg����X��g�Ó�
����RT	�	>RT
 ����>RT��� �����X�Ò�����XQ����
!�� n g����X��g�Ó�
���w	>RT
Ò��������&!��&� ��
ZY R�Q���	 f(n) 	[����� ���=��� �������`��	>RT
w!��UV&�����X���Ò!XRT�X�Ò�SR0·��HY ¦ � h [�� 	 �
S(n) U

f(n) ' −nS ′(n)
^ c ¦ hjiml

� � 
��� 
����£]��������� f(n) ' a−2n−6/5 ¦
¾8X ��� �X!���!����wQ����XQ`YX����R�!����
 �������:��� Y ���>!b� �-� X RT��!���!��&Q���� ���RT	�	�
��Q`YX����� �Ò	����X�:RT	�	�
��	�
 ����� ¦

Ç �§� �=���
	(���������-�����FRT��� 
���0!����Q�
 ��	�� �����X�F!����-Q����XQ`YX���¢R�!����
 �������F��?Y ����� ��� X RT��!���!��V�SR Y 
`R�Qa¸
� ����� £m������g¢��\��X� Φ(z) ¦ � 

	�!XRT�>����� Y ���X!b� ���XQ���g¢	�
���� ��������	 Φ = 1 	�����RT�XQ����X�d��� �X!�� �OX ����
	��f�`� ��������Rj£]��Q�Q����:���X� ��� ¦ VC������������dR0g������ 
��\��X��Q���� ��IRT	�	�
��Q`YX��	�YX���X��g����X���S��Íf��\��X�I���`RT���:� 
Ó��
�������
���`�`RT����I	�����
�� X ��� �X!��-!���� X R�!����
 	�� ��������
 
��£m��
��������I!�X ���`Y ���X!b�d!��I	���� Z[g�Ó�
��� � J h�	 J e � ¦ ¾(�
	�
�����Q��������HG[	���
 ��g������`RT�(��� �����&� ����£fRT��� ��hjem ���U������wQ`Y>RDC��X���w�`�����wR�!����
 ������� �I	>RT
 � ��
:!�X ��� Y ���X!b�
!���	�����Z[g�Ó�
���
	�	���������� Y ���X!b����� ��
 ���XQ��&Rj£m��Q����}�����������£fRT���
	[R �X��!����X��Í]RT
!���
Ò\]�X��������Q`Y>RDC��X���
R�!��`��
 �������&� ��
��SRV� ��
ZY R�Q�� ¦*Ç � �X� 	*�SRV���
ZY R�Q��-�������g¢g���
 Ím���F!XRT�X�����d�����������£fRT���C���C�SRVQ����XQ`YX�
Ím��� E>� ¦

T(£fRT���F��g¢g���
� ������	������¢QjRT
`R�Q����
 ��� � ��\��X����!��q�SR�Q����XQ`YX�����Ó�Q`YX��§������¢!������X�����¢	>RT
¢� X ��\]�>R�¸
� ����� ^ c ¦ h4 fl 	�Q�� \����:	���
 g����
	 ��� X RT��!��´!����V��\]�>RT� �����X� ^ c ¦ J l¢��� ^ c ¦ iml 	�!�� !���!b����
� � X �HGb����X� ������	
H ∼= aN1/2 ���w� X R�!��`��
 �>RT�XQ���	 Γ ' a−2N1/2 ¦

T�	�
Ó��C��g¢g���
� ������	�� X R�!����
 �>RT�XQ��0
��� �`�I��!������ ��\��X��	*gVRT���C� X ��	>RT����`����
&!��-�SRVQ����XQ`YX�F��� �C!�����a¸
g¢���X���I�������X�`��
`RT���:���&
��������`RT� ^ c ¦ h4 flÒ!XRT�X�:� X ��\ ¦ ^ c ¦ J lwRj£]��Q α = 1/3 ¦�� �´����� �������CRT����
�

H ' aN5/6 ^ c ¦ kfeml

W;����
�!���� 
Ó���������Íf�X����Q`Y>RDC��X���
	fQ���� ��w��	>RT��������
�!���£���������Q����X� ��!���
`RT����� ¦ ¾(���;£fRT
 �SRT� �����X��!���� X ��	>RT���?¸
�`����
&!��0�SR}Q����XQ`YX�¢���������������£fRT���&��������0g���� ��
�����&	>RT
 T���£�
`RjZ � � � � � ��h I 	;hjc�� 	�g���� ��
����\]���

h  
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Q���� �X
 g�������� X ��\ ¦ ^ c ¦ kfeml ¦ � ��!���!b������!�������\��>RT� �����X� ^ c ¦ kml 	 ^ c ¦  fl;��� ^ c ¦ h4 fl;�SRgY 
`R�Q�� ������£m������g¢��\��X��	
Φ(z) ' n(z)−1/3 ∼ z−2/5 ¦mÂ ��	�
� �X�XR�����ÒQ���� �X
 g��w�HGb	���
 ��g������`RT����g����[��	>RT
�¾(��Ím��
 � � � ��� ��hjem �� ¦

Ð&� ¥ ��!�����
�f�����7T���������Z � I#I �:�����¢g������ 
� \]�X�q� X RT
 Íf��g�������Ím����g���� 
 ��\��X� !���Ð&� V&�����X���
	���
 g���� �`RT���0�SR´!������
 g¢���>RT� ����� !��V�SR Y 
`R�Q�� �����Ä£]��� �Xg¢��\��X�}!XRT�X�-���X�}Q����XQ`YX��R�!����
 ���������������
�����£fRT��� ^ Q`Y>RT	���� 
��kml¬	�������_�� 
�wÍm���X��
`RT�����`��RT�VQjR���!�X ���X��Q����XQ`YX�����?Y ���X!b� ¦ Ð�RT�X��Q���QjR��
	mQ���g¢g��
Φ = 1 	�� X ����� ���m�OX ����¶	����X�®�SR Y 
`R�Q�� ������£]������g¢��\]�X��	�gVRT���®����	�
� �X�]!��������XQ������
	 S ¦ T����X� � 	�� X ��\�����£�RT�������
!�� ξ(z) ∼ z ��� � g(n) ∼ n ��� g(n) ��� �����w�X��g-��
��!��wg����X��g�Ó�
����!XRT�X�����:�������}!��:W����XQ��X��������� �

������� � S 	>RT
 ż ' ξ/g ' gν−1 ∼ S(n)α ¦ W¬����
����?Y ���X!b��	 α = 1 ��� ν = 1/2 �����X���X��
�����g-�����X�
�����������
 ^ c ¦ h4 fl ¦�Â ��� ���
�HY ��
 g-���SRT� �������SRT���`��:	�
����`����� ��
�\]�X��� X RT	�	�
��Q`YX� TgV&· ��� ��	X� �>��Ím���X��
`RT���
!XRT�X�w���&QjR��w!��C	�����Z[g�Ó�
����RT� G}�������
ZY R�Q����
	�QjRT
:��� ���&	���
 g����:���X�&!������
 g¢���>RT� �����d!��C�SRF� � 
 �XQ�� ��
�
g�_�g�������
�`\]�X�����&	�
� �X�²!���Q����XQ������ 
`RT� ��������� �:	��SRT� ¦

Ç � �X��	f�X������X��\��X�wQ���� ���RT	�	�
��Q`YX�:	���
 g�������Í]RT����g�������!X�w!���Q�
 ��
�w������Q����XQ`YX����!��Ò	�����Z[g�Ó�
���
Íf
� �¶��� � i 	> �(����RF�����������X!b�X�-RT�´QjR��:!����:� �[���
ZY R�Q�����Q�����£]�HGb��� ��hjk�� ¦

� ��� � E-@�#w,=8)O9�ow,=8oÒ'*8#�7-70)�11)

¾(������XQ�Q�Ó���!��I� X RT	�	�
��Q`YX�F���g¢� ¸ 	�YX���X��g����X�����fÍf��\��X� TgV&·/�X���X�C\]�X��� � �������X���[�C� ��
C����´�������
Rj£]��QF������	�
��g¢����
�I	�
 ���XQ���	����I!��¢�SR�	�Y�Zb� ��\��X�¢!�����	�����Z[g�Ó�
���
	®�����X���`RTg¢g����[�-� ��
������IRT	�	�
��Gb� ¸
gVRT� �����X��\��OX ����������g¢	�����\��X� ¦�Â ����\]�X��� � �����X��������¢!�X RT���`RT����	����X�F��g¢	���
 �`RT������V\��X���X���X��RT�������X�
RT	�	�����\��X��
-Q����I��\]�>RT� �����X� �q� X ��� �X!��V!��¢�SR�����X� ������!��V� ��
ZY R�Q�� ^ Q`Y>RT	���� 
� h l�Rj£]��Q�!�����
��� �����`RT��
\����Ò�`��!b��� � ����Íf�X������!X���¢QjRT��Q�������!���� Z[	���Q`Y>RTg¢	 g��4Z]��� ¦ Ð�RT�X�¢Q���� ��q	>RT
 � ����	;�X���X�¢!���!b��������X�
� X ���X��
 Íf���-������
�-� �=��Q�� ��£]� ^ c ¦ hjkml�!�����	�
��g¢����
��	�
 ���XQ���	����&�����X���X��g������ 
���X�&RT���X� �¬\]�X�IQ���� ��0RT	b¸
	�
��Q`YX��!��Ò� Z[	�� Y ���XQ�� �������X��������������������!�X ��Q`YX����������������X�w� YX����
 ���w£fRT
 �SRT� �������X�������:	�����
�������Q����XQ`YX���
!���	�����Z�g�Ó�
��� ¦

� ���	�
� � ��� � ��� ������� � � 
 	 � � � �
���

Â ���X� ��!���
���X�:��� ���X���g-������!�� NC
Q`Y>RDC��X���:	�����Z[g�Ó�
���:��� Q������`R�Q��CRj£m��Q&���X�����
ZY R�Q����������!���	

!�X RT��
� Σ ¦ � ���X�}���	�	��f����X��\��X� �SR�Q����XQ`YX��!��´	�����Z[g�Ó�
��������V�����jY ��
 g���!XRT�X�}�����}!b��
��Q�� �����X�
	>RT
`RT����Ó������ ���SRI���
ZY R�Q�� ¦ ¾²R Y ���XQ�� ������!���	>RT
 � ��� �����q!b���Z[� �Ó�g���	 Z �����RT����
�ÒQjRT
`R�Q����
 �������	>RT
������
Q`YX��g¢���X� zi(n) 	�����
 1 ≤ i ≤ NC

U

Z =
NC∏

i

∫ ∞

0
dzi(0)

∫ ∞

0
dzi(N)

∫
D{zi} exp

[
− H
kBT

] ^ c ¦ kbh4l

h-J
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¾(� � RTg¢�������������� H ��� ���SRI���g¢g���!�X ���X�CQ������ 
 ������� ���������SR�� � ��\��X������!������������
`R�Q�� �����X�w!���£m������g��
�HG�Q���� g���!�������������:	>RT
:����	��������� ����� V (z(n)− z(n′)) = v δ(zi(n)− zj(n′)) U

H = 3

2

kBT

a2

∫ N

0

(
dzi
dn

)2

dn+
vkBT

2Σ

∫ N

0

∫ N

0
δ
(
zi(n)− zj(n′)

)
dndn′

^ c ¦ kfkml
¾²R Y 
`R�Q�� ����� £]������g¢��\��X�
�0� X RT��� ��� �X!�� z ��X ��Q�
 ���

φ(z) =
1

Σ

NC∑

i=1

∫ N

0
δ(z − zi(n))dn

^ c ¦ kfcml

¾(���IQ`Y>RDC��X���FR�!����
 �������-�����I	����X� ������
�Ig����X��g�Ó�
���0���ÄQ������`R�Q��0Rj£]��Q¢�SR � ��
ZY R�Q�� ¦�� ���X�I!���Q���gF¸
	��f�`���X��!����XQ��SR�Q`Y>RDC��X� ��� �����XQ������V����\��X���X���
	�Q�� \]���w�X���X�VQ����>!b��������
����Q�
 ��
����� � RTg¢������T¸
������� ^ c ¦ kfkml ¦�� ���X�&!���Q�����	����X�������C�������Íf
`RT����������	>RT
 � ��Q����SRT
 ���`RT���������Cg����X��g�Ó�
����\]�X�;������&������
��� Q������`R�Q��V!b��
��Q��}Rj£]��Qq�SR�	>RT
��� 	��������� ��� �X���VRT� ���g¢g����V!��q�SR������XQ���� ����\��X�q�X���X�¢�X������X�
ni,α

¦bÂ �C!���Q�����	>RTÍm����� ���Q`YX��gVRT� ���`�C� ��
���R-¹¬��Íf��
�&c ¦ hX¦!� ���X�Ò� ��	�	��f����X����g¢	�����Q������g������:\��X�������
�����XQ��������������� Z[g���� 
 ��\]�X���	�Y�Z[	���� YXÓ���:\����>!���Q���������!��w� X ����£�RT
 �SRT�XQ���	>RT
�� 
`RT�X� �SRT� �����}!XRT�X��������!b� ¸

��Q�� �����X��	>RT
`RT����Ó������ ���SR����
ZY R�Q�� ¦ T����X� � 	fgVRT� YX��gVRT� ��\��X��g������
	[Q�����g����X��g�Ó�
�����������QjRT
`R�Q����
 ������
	>RT
:�SR¢Q����X!b��� �����d!�� ��£��������`�&����������

dzi
dn

∣∣∣∣
ni,α

= 0 ∀{i, α}
^ c ¦ k h l

¾(R�Q`Y*RDC��>� i ��� ��RT����
��!���Q�����	����C��� Ni
	���
 � �����X�	�!��:�`RT������� mi,α = ni,α−ni,α−1

��� 1 ≤ α ≤
Ni

Rj£]��Q ∑
αmi,α = N

¦ ¾®���C\��X���X���C�`�����&RT����
�C�����a��!����X��������Q���g¢g��-������	���
 � �����X��!��-Q`Y>RDC��X���
RT���SRT����!b�´g����X��g�Ó�
�-� Gb� 
_�g��-RT� 	�
��g¢����
�g����X��g�Ó�
�I���dQ������`R�Q��CRj£]��Q��SR¢� ��
ZY R�Q���	��`RT�X!b����\]�X�
�����V�����XQ��������`�����}Q�����	���������� !���� G 	X����X!��T¸ �����>Qa�����q!��´g�_�g��´�`RT������� ¦ÒÂ ���}!���� G ���bx ����}������
Q��SRT��
��g������ ��!������ ��\��X��� !�X ��� 	�������� !���£[�X�d	���
��g������ gVRT� YX��gVRT� ��\��X� U���������	>RT
 ������ � !����SR
���
ZY R�Q��V	�����
0���
 g¢���X��
¢!XRT�X�-�SRd�������� ����� Rj£]��Q}���X�V£[��������V��������� ¦�Â ��� ��}	�
��Q���!b��
��	¬�����x ����
�
	��f�`� ���������a�¢�X��� ��\�����£]��\]�X��	;�SRT�����q��RaY ���XQ�� ����� !��q	>RT
 � ��� ����� Z ���XQ`Y>RT��Ím����	�	�����
 £�� \]�X�q� X ���
R�x ������ ��Q�� 	�
��Q����� �X�V�SR�Q������ 
`RT�������	 C 	�\�����R��`� ��
� \��X�������}� Gb� 
��g¢������}������
���}!�����	X����X!��T¸
�����XQ������������X���;!����SRCg�_�g��Ò�����XQ����w����������SRCg�_�g��:RT��� ��� �X!�� z ¦ ¾®���;	X����X!��T¸ �����XQ������	mRT�¢�X��g-��
�
!�� Ni

	�����
w�SR0Q`Y>RDC��X� i 	b�`�����wQjRT
`R�Q����
 ��������:	>RT
w������
w�`RT��������	 mi,α
�����X��g-��
��!��&g����X��g�Ó�
�������

	>RT
:������
�Q`YX��g¢����	 zi,α(n) ¦�� � 
����Q�
 ����RT����
�:��� � RTg¢�������������� ^ c ¦ kfkmlwQ���g¢g��

H =
3

2

kBT

a2

NC∑

i=1

Ni∑

α=1

∫ mi,α

0

(
dzi,α
dn

)2

dn

+
vkBT

2Σ

NC∑

i,j=1

Ni∑

α,β=1

∫ mi,α

0

∫ mj,β

0
δ
(
zi,α(n)− zj,β(n′)

)
dndn′

^ c ¦ k I l

h i



�W/"0R6 $;����* \ � ] /4^5�_� $&*`�"*a9&0bQ �'�"!#�%$&�'�"�"*59A9&*`*5� 9;��$&,?�+cd^5!�/"*59A9&*

| |z
"

0 n

0 Nm1 m1+m2
!! !

0
N

m1

m2
m5

m6

m4

m3

n

z

0

(a)

| |z1

"

m10
n

| |z2

"

m20
n !! !

m1

m2

0 0 0

m6

0

m3
!! !

(b)

©�� Á��Òc ¦ h � * 
�'@���`
?���6�65&�V�^�V#<�����X#��G
�0o���^��9/'��	�&' ��� M������6WQ5��X
_c�#$�e5��X
���'����&' 569/'2�;
_5��s
�<�65m�`

,.
���9/�	W � 
��6Wj5!
���
_5����&�V�"���6�x,.
��n�	� 5����&0o��'

z(n)

�L�65

1 ≤ n ≤ N
�����Tk-9/�V01�&���	�&01�&'2�n�6c�#<�^��
��	�&'2���3l

��a �&'@���&01JL�	�Q�����j,��6��#$��9�FVJ�9_#$5&�	����W � J��6W@9KJO���&'2#s�&'%569_#/,.
�'2�.�	���QJ�9_#$5&�	���x�&'%����#L�s019/��56�!
$#L�1�VU$
$#L�
����5!
���
_5����&�V�"����,.
��n�	�&�35����&0o��'@� {zi(n), 1 ≤ n ≤ mi}

M

¾®��QjRT��Qa�X�®�HGXR�Q��:!��&�SRWY ���XQ�� �����´!��&	>RT
 � ��� �����dR�����Q�������Rj£]��Q&��� � RTg¢�������������� ^ c ¦ k I l���� �w��Q��(RT�X�� �
��g¢	��f�� �������I���w�X���X��Rj£]���X�w
��Q�����
��RT� 	�
 ���XQ���	���£�RT
 �SRT� �������X��� ¦

� ���	��� � � �
� � � � � � � � ��� � � � ����� �

Ð�RT�X�V��� 	�
��g¢����
}���g¢	X�
	��X���X�}RT	�	�
��Gb��g����X�}�SR�!b��� � 
 ������� ����� !�� 	�
���>RT�����������R�����Q������ �
�SR�Q���� �XÍf��
`RT� ����� !���Q�
 ����´	>RT
}���´Q`YX��g¢��� {z} 	 P = 1

Z exp[−H/kBT ]
	�	>RT
V���X�d!b��� � 
 ������� �����

!��-	�
���>RT����������¢!�X ���� RT�¬	����X�&� ��g¢	�����	 PE
	�\]���¬	���
 g����&����� 
`RT�����g�������RT�*RT� Z[� ��\��X�0!��0�SR}Q����XQ`YX�

R�!����
 ����� ¦ � � Q����X�� 
 �����´RT����
�q���X�����X��
 Íf����������
��RT	�	�
��Q`YX����	 FE
	ÒRj£]��Q��SR§!b��� � 
 ������� ����� PE

� ����£fRT���

FE{PE} = 〈H〉PE + kBT 〈lnPE〉PE
^ c ¦ k#[ml

Â ��� ������X��
 Íf������� �����X�aY ���XQ�� �������X��������!�� PE
\]��� 	 ��� X ��\�����������
��	�g¢������g¢���`� FE

¦ ¾®�d	�
 ���XQ���	��
£fRT
 �SRT� �������X��� � cfc!	 [bh ��R��� ��
�q\��X��� X ���X��
 Íf����������
���HG�R�Q����	 F 	���� �FgVR�x?��
`����	>RT
F� X ���X��
 Íf����������
�
RT	�	�
��Q`YX���VU

F ≤ FE{PE}
^ c ¦ km fl

I e
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¾²R&	�
���>RT�X� ������C!�X ����`RT� 	 PE
	m��� ��Y>RT����� �X��������g����[�����X�FY ��
 g��FY ���XQ�� �������>�a�����C!�X ���VQ���
 �`RT���}�X��g-��
�

!��w	>RT
`RTg�Ó�� 
����� � � � � � �(���X!������
 g¢���X��� ¦ �6�X��X RTÍf����!��Ò� 
����£]��
����wg�������������
¶x ����!��w	>RT
`RTg�Ó�� 
����	�����

!���Q�
 ��
�w�SR&Q����XQ`YX�:!��Ò��������wgVRT����Ó�
�:\]�X� ^ �bl²� X ����	�������� Y RT��
�w!�����QjRT��Q�������Rj£m��Q FE

�a� ^ �jl;Q�����	>R�¸

`RTg�Ó�� 
���Ò!���Q�
 ��£]����������	����X� �>!�Ó�����g������Ò����� Z[��Ó�g�� ¦ � ������� �������:RT����
`���SR�£�RT������
Ò!�����	>RT
 RTg�Óa�
���
Q`YX��������
	¶	�����
-�����\]�X����� PE

RT	�	X
��G[��g��V����g¢����� G P 	�����
-Q���� Z[	���!��?Y ��
 g��?Y ���XQ�� �������X��������	¬���
g¢������g¢��� RT��� FE

¦ ¾8X ���X���g-������!����UY ���XQ�� �����X�0� ��
I����\]�X�����X���>�UY RT������X�I�SR�g¢������g¢���`RT� ����� ��� �0RT
?¸
����� 
`RT��
� ¦�Â �VQ`YX���jG��X��	������0!����XQ}_�� 
�V\��>RT��� ���>��	(���V�������Q�
 ���Ó�
�}���`RT���-�SR�£fRT������
-!��V� X �a�>�a
Íf���
������
� RT� g¢������g-��g ¦ � �Ò��X RTÍf���F� ��!���� X ���XQ�����£m������������gVR�x ����
¢!���� X RT	�	�
��Q`YX�q£fRT
 �SRT� �������X��������	>RT

��	�	��f���� ����� RT� G�g���� YX��!����F!��V	���
 � ��
 �>RT� ����� ¦ ¾(Rd���������x¡�X�� ���>QjRT� �����Ä	��f�`� �������}!��}Q��}Q`YX���jG���� �
RT����
�:�SR¢Q���g¢	>RT
`RT�������Rj£]��Q&�����w
��������`RT����HG[	���
 ��g������`RT� G ¦

� ��� 
��Q`YX���jGq	�����
 PE
��� ��U

PE

(
{(mi,α, {zi,α})α=1,Ni}i=1,NC

)
=

NC∏

i=1

Ni∏

α=1

P (mi,α, {zi,α})
^ c ¦ k J l

��� P ��� �:�SRF!b��� � 
� �X��� �����´!X�&	�
���>RT����������-!�X ���X��	X����X!��T¸ �����XQ����-���
∫ N

0
P (mi,α, {zi,α})dmi,α = 1

^ c ¦ kfiml

� �²�%X RTÍf���&!�X ���X�FRT	�	�
��G[��gVRT� ������!��I� Z[	��-Q`Y>RTg¢	�g��4Zm����	�����
�������	X����X!��T¸ �����XQ������
	�������
�C!b���� 
 � ¸
����� �����X�-!���	�
���>RT����������}���`RT���I!X��Q���
 
`�a������� ¦ Ð&�¢	����X�
	®�X���X�I� ��	�	��f����X�-\]�X� 9&* ! /4*2<>$A� {zi,α}*5,��.$;� *5���%$��O�"* 68�'�"�?���'�4��*-,.9&*-,?6 ,�*5�"� � � �8�'�"!-9&*-, *S�7*-,��.�"�M��^ {z} ¦ T����X� �=�SRF!b��� � 
 ������� �����
!���	�
���>RT����������I�`�&
����Q�
 ���

PE = P (m, {z})B ^ c ¦ cfeml

��� B =
∑NC

i=1Ni
��� �-�����X��g-��
�}����`RT��!��V	X����X!��T¸ �����XQ������F	�
����������� ��� X �������
ZY R�Q�� ¦ ¾®�V	��������

���`������ �����I!XRT�X��� X ��\��>RT� ����� ^ c ¦ cfemlq��� � \��X� PE
��� �����X� Y ���XQ�� ����� ������\]�>�ag����[�´!���� £�RT
 �SRT�������

�����£�RT������IU
• �SR0�`RT�������I!����w	X����X!��T¸ �����XQ������ m �
• ������
�Q`YX��g¢����	 z(n) 	X� ��	�	��f�������g�_�g���	�����
����������:�����w	X����X!��T¸ �����XQ������ ¦

¾(��g�������������
&Q`YX���jG´!�� PE
��� ����������������´g¢������g¢���`RT��� FE

	>RT
�
`RT	�	���
 �&RT�d	>RT
`RTg�Ó�� 
�-���X!������
?¸
g¢���X� z(n) ¦ W;RT
�RT����������
�
	��X���>�&Q����X� �`RT����X��\��OX Rj£]��Q0Q���� ��¢RT	�	�
��G[��gVRT� ������	¶�SR}Q������ 
`RT������ C ��� �
RT�����gVRT� ��\��X��g����[�0£]��
 ���>����	(	������\��X�V!���� G�	X����X!��T¸ �����XQ������0���`� �X���-!����SR g�_�g��V�����XQ����}�����-�SR
g�_�g����`RT������� m ���w���
 g¢���X�����C!����XQ
�0�SRFg�_�g��IRT��� ��� �X!�� z(m) ¦

I h
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Â RT��Q��������X��gVRT��������>RT����� X ���X��
 Íf���-RT	�	�
��Q`YX��� FE
¦ T²£m��Q ^ c ¦ cfeml 	X�X���X�w�
����£m���X�

〈Hex〉PE =
1

2

vΣ

a6
kBT

∫
dz 〈φ(z)〉2

^ c ¦ cbh4l

���
Φ(z) ≡ 〈φ(z)〉 = a3S0

∫ N

0
dmP (m)

∫ m

0
δ(z − z(n))dn ^ c ¦ cfkml

��� �w�SR Y 
`R�Q�� ����� £m������g¢��\��X��g��4Z]�����X�
�0� X RT��� ��� �X!�� z ¦ ¾²RFQ����[� 
 ������� �����d���SR�� � ��\��X��!���£��������

〈Hel〉PE =
3

2

kBT

a2
ΣS0

∫ N

0
dmP (m)

∫ m

0
ż2(n)dn

^ c ¦ cfcml

� ���X��Rj£]���X���X���� B = ΣS0
��� ż = dz

dn

¦ T����X� � 	=�SR�\��>RT��� ���� S0 ��� �&�SR �T!����X�����¢� �X
ZY R�Q���\��X�¢!��
Íf
� �®RTÍm��q!����:	X����X!��T¸ �����XQ������ ¦ Ð&�&g�_�g���	X�SRFQ������ 
� �X��� �����d����� 
��	���\��X�I!��&� X ��\ ¦ ^ c ¦ k#[mlw��X ��Q�
 ���

kBT 〈lnPE〉PE = kBTΣS0

∫ N

0
dmP (m) lnP (m)

^ c ¦ c h l
Ç �}
`R��`���g-���SRT������������\��>RT� �����X� ^ c ¦ cbh4l 	 ^ c ¦ cfcml���� ^ c ¦ c h l��������}� �[���Íf
`RT����	>RT
�	*RT
 � �����
	���������� �������

FE({S}, {ż})
kBTΣ

=

∫ N

0

{
3

2a2
ż2(n)S(n) +

v

2

S2(n)

ż(n)
− S′(n) ln

(
−S

′(n)
S0

)}
dn

^ c ¦ c I l

��� � X ���dR0�X����
S(n) = S0

∫ N

n
P (m)dm

^ c ¦ c#[ml
Ð&�F	����X�
	=�SR Y 
`R�Q�� ������£m������g¢��\��X� ^ c ¦ cfkml&��0
����Q�
 ���
	²Rj£m��Q¢Q������X���`RT� �����X�
	 Φ(z) ∼= a3S(n(z))/ż

¦
T����X� � 	f���>��X RTÍf�����������}!�X ���X��RT	�	�
��Q`YX��!��:Q`Y>RTg¢	Vg��4Z]���V���V���w���
 g���!�X �������
`R�Q�� ����� ��!���� G¢Q���
 	X�
RF�����
��g¢	��SR�Q���	>RT
:����Q`Y>RTg¢	dRT����T¸6Q���YX��
���[� vΦ(z) ¦

W;����
������������
¢�SR�g�������������
�´RT	�	�
��G[��gVRT� ������	��X���X�Fg¢������g¢���`���X�¢	>RT
¢
`RT	�	���
 � � z ^ ��� 	����X�
�>RT� ��
��������g������	X��Q�� 	 ż lCU δFE

δż = 0
¦�� �´����� �������CRT����
�w�SRF
���SRT� �����d����� 
� ż ��� S �����£�RT�����U

ż =

(
va2

6

)1/3

S1/3(n)
^ c ¦ cm fl

������������� 
��!b����� RT��� ^ c ¦ cm flÒ!XRT�X� ^ c ¦ c I lÒ��� � 
����£]�

F∗
E({S})
Σ

=
kBT

a2

∫ N

0

{
k[a2S(n)]5/3 − S′(n) ln

(
−S

′(n)
S0

)}
dn

^ c ¦ c J l

��� k = 3.61/3

4

(
v
a3

)2/3 ¦

I k
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� ���X��
`�a�`��g-�����X�-!����XQ}� ��
�� X ���X��
 Íf���V������
� ^ c ¦ hjkml�!���� X RT	�	�
��Q`YX� TgV&·v!XRT�X�����VQjR��I!�X ���X�
RT	�	�
��Q`YX�IQ`Y>RTg¢	´g��4Z]��� ^

β = 5/3 lÒRj£]��Q&���´Q���� �VQ�������������g���
 ��\��X��	 k 	�!���� X ��
!b
��!���h ¦

¾+X �������
_���!���Q��a����!���
 ��£�RT� ����� Y ��
 g��������I!��&� X ���X��
 Íf����������
� ^ c ¦ hjkmlÒ��&
��� ��g������´\��>RT� 
�&	��������`�IU
• Ñ²�����}!�X RT����
!�	�������� 	���
 g����}!���
��������
V� X RT	�	�
��Q`YX�aTgV&·{RT�RG 	�
��g¢����
�V	�
 ���XQ���	�����!����SR

	XY�Z[� ��\��X�0� �`RT� ��� � ��\��X�0!����&	�����Z�g�Ó�
���
	=
��	�
�����������&	>RT
&��� � RTg¢�������������� ^ c ¦ kfkml ¦=Ç �����Fg����
��������g¢��Ó�
�:���w	>R���`RTÍm�:!b�V� �`RT� ����!�X RT	�	X
��Q`YX�����g¢� ¸ 	�YX���X��g����>������Íf�S\]�X����Q��������>!��w� YX����
 ���
£fRT
 �SRT� �������X������� ¦

• Ç �X� �������	>��������	���
 g�����!�X ��!������ ���>��
�	�
��Q������g�������������RT	�	�
��Gb��gVRT� �����X� Y RT������ ¦�Ç ���������`������RT�
�>��g-��
�w!��w!���� G�U ^ h4l²������	X����X!��T¸ �����XQ��������������� ��	�	��f����������X!���	����X!XRT������ � ^ kml²���wQ`YX��g¢���
z(n) ��� �-� ��	�	��f�����!������ ��\��X�V	�����
I���������-�����I	X����X!��T¸ �����XQ������ ¦¬Ç ��	>RT
� ��Qa�X� ����

	²�>���X�I�X�
���	�	��f����X�;	>R���\]�X�������;	X����X!X�T¸ �����XQ����������������� ��
����� ^ ����!����XQÒ�X���X���X�ÒQ`YX����� ����`���X�;	>R��;���
\��X����Q����X\��X�&Q`YX��g¢��� Q��SR��� ��\��X�4l 	[� X ��Q�
 ��� ��
��!�� ^ c ¦ c I l�!���Q������SRT���w������\��X��g������:!b�q	�
 ���XQ���	��
£fRT
 �SRT� �������X���¬Rj£]��Q&�����:Y�Z�	���� YXÓ����� ^ h4lÒ��� ^ kml ¦

• � ���>�wx¡�X� � ���>���>� Y ��
 g��������ag����[�-�������
 g��V!�X ����� 
��	����}\�����Rj£fRT���-�a�`�¢����� 
��!b�����
	¬!XRT�X��� X RT	b¸
	X
��Q`YX�¢!�X T���������Z�	4VC�����`��� ��������·�RT	�Y>R���� 	®Q���g¢g��¢���`RT����������RT��!���Q���g¢	���VQ���g-�����>RT�����
�
!X���(!b���¶��
��������(Q���� �XÍf��
`RT� �����X�²!>RT�X�¶� X ���X���g-������!����¶� RT� �������(!����(!b���=��
�����`���(	X����X!��T¸ �����XQ������ ¦
� ���X��	�����£m���X��x¡�X� � ���>��
��`���´��
 ��Íf���X�-!�� Y R�º����´	����X����gVRTÍm��� ��hje ��UX�SR¢	�
������XQ��-!���� X �������
?¸
Y R�Q��V��
 ����V�SR´� Z[g���� 
 ���}!��V�SR´�������� ����� ¦ ¾®���-g����X��g�Ó�
���F���§Q������`R�Q��¢Rj£]��Q}Q���� ��}���
ZY R�Q��
!X�a£[�������X�����&!X���XQ � � � � ����� ����� � � ¦ ¾®�-���
 g��0!�X ����� 
��	����-�OX ����&RT��� 
�-\��X�I� X ����� 
��	����0!��-g��a¸
�SRT��Ím�I!����wg����X��g�Ó�
����!b���Q���
 �>RT�X������	>RT
 g¢�(������RT��� 
��� ¦

• � ���>��	���
 g���� ����X�I���X��Q���g¢	>RT
`RT������LY ��
 g��������VRj£]��QF�����IRT��� 
`���I� YX����
 �����I!����IQ����>Q`YX���I!��
	�����Z[g�Ó�
����RT� Gq�������
ZY R�Q���� ¦

�	��� ��� � � � � � � � � � ��� � ��� � � � � �� � ���

Ð�RT�X������QjR��´!�X ��� Y ���X!b� !���	���� Z[g�Ó�
���
	w�����´Q`Y>RDC��X���´������aV�RT�X�� �������X���´������� � RTg¢������T¸
������� ^ c ¦ kfkmlw�X�-Q���g¢	���
 ��-	����X�C\]�X�I���I	�
��g¢���a
C���
 g��0!�X ���SR�� � ��Q������	*�������������
`R�Q�� �����X�&!��I£m������g��
�HG�Q����q���`RT�[�w��Q�
`RT�������� �I����X����������w��Q`YX��������� ¦bÇ �q
��£fRT�XQ`YX��	b!XRT�X�Ò���CQjR��Ò!�X ��� Y ���X!b�q� �>Q���g¢	X
���?¸
���������	>�SRVQ������ 
`RT������ φ(z) = 1 	>	�����
C������ z 	*��� ������� 
��!b������F���
	*���d��� ������� RT���C� X ��\��>RT� ����� ^ c ¦ kfcml 	
����������&
����Q�
 ����Q���g¢g��

a3

Σ

B∑

α=1

∫ mα

0
δ(z − zα(n))dn = 1

^ c ¦ cfiml

I c
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� �ÄR�£[��RT��Q`Y>RT	���� 
�´h¢\��X�F����
�\��X�F������Q`Y>RDC��X���I����[�WV�RT�X�� �������X���	=������I���Ífg������I!���Q`Y>RDC��X�
��� ��!���Q���
 
�����-!�����RT��� 
����	>RT
 � �����C!����SR�Q`Y>RDC��X� ¦ T����X� � 	X����Q`YX���jG´!�� PE

���
��!b����� �F� X Y�Z[	���� YXÓ���
^ kml 	¶� X Y[Z�	���� YXÓ��� ^ h4lC���`RT���-RT�����gVRT� ��\��X��g������I£]��
 ���>��� ¦ ¾(R�	�
���>RT����������V!��¢!b��� � 
 ������� �����Ä!�X ���X�
�����XQ�����	�������RT����
����X ��!������ ���>��
 �F�SRWY ���XQ�� �����´!��WVC
������	 G 	�Q���g¢g��

P (m) ∝ G(0, z(m);m) ^ c ¦ h eml

��� z(m) �%X �HG[	�
 ��g��I!�� Y R�º����dRT����T¸6Q���YX��
���[��-��� Y ���XQ�� �����d!�� P (m) � � �}�SR¢Q������ 
`RT������ ^ c ¦ cfiml�U
ż(n) = S0

∫ N
n P (m)dm ������ ż(n) = a3S(n)

¦
V&
 ��Q�� �´Q���� ���
���SRT� ������	¬� X ���X��
 Íf��� ^ c ¦ c I l-��X ��Q�
 ���F!XRT�X�0����QjR��F!�X ����Y ���X!b� !b��
��Q����g����������

Y ���XQ�� �����´!�� S
FE{S}
kBTΣ

=

∫ N

0

{
3

2a2
(a2S(n))3 − S′(n) ln

(
−S

′(n)
S0

)}
dn

^ c ¦ h h4l

� ���X�:
��� 
����£]���X���������´� X ���X��
 Íf��� ^ c ¦ hjkml:Rj£]��Q�� X � Gb	��f�`RT��� β = 3 ¦ ¾(R¢g¢������g¢���`RT� �����d	>RT
�
`RT	�	���
 �
� S

^ Rj£m��Q S0 = a−2 l�Q����X!b�������0���´Q`YX��g¢��� V�RT�X�� ����� z(n) ∼= an1/2
¦

� �b��� �¬�������
����`RT����!����X�����
�\]�X����R�£�RT������
�!���� X � Gb����X� �����F����QjRT���w!����¬	X����X!��T¸ �����XQ������ ���SRC� ��
?¸
Y R�Q����¬��� � ż(1) = a 	�\����[��� �²�������F!b���¶��
�������!����SR:£fRT������
 ��
���������
��	 0 � ��\ ¦ ^ c ¦ k h l � ¦fÂ ��� ���!�� �¶��
���XQ��
��� �;����������£���!���g¢g�������������� ��� X Y�Z[	���� YXÓ��� ^ kml 	�gVRT�������F	�������Q���g¢	�
���X!b
�:Q��Ò
��� �����`RT��!��Ò�SR Y R�º����
� ����£fRT����}U>� X �������Íf
`RT� ������!b�d���
 g��0!�X ���SR�� � ��Q�����¢Rj£m��Q-���I	�
� �X� ��� X ��\]����������
��	 a2Seq(n) ' n−1/2 	
Q����X!b����� �F� X ���X��
 Íf���I������
�I!����SR¢Q����XQ`YX��	 kBT/a2(1−N−1/2) 	>�������RT�´	�
��g¢����
C��
!b
� kBT/a2 ¦T����X� � 	 �&� X ��\�����������
��	]���X�����X��
 Íf��� kBT ��� ��R�����Q���������Q`Y>R�\��X��	X����X!��T¸ �����XQ���� ¦�Â ��� ������X��
 Íf������� �
!�X ��
 ��Íf���X�C���SR��� ��\]�X��	[Q#X ��� �?¸ ��¸6!b��
�C����� 
��	���\��X��	[����Q���
 
��� 	����X! ���SR�	���
 ��C!���Q���� �XÍf��
`RT� �����X�:R����T¸
Q������ �C�SR�	�
������XQ���!��w�SR�� ��
ZY R�Q���	 Y ��
ºjRT�����SR&�����XQ���� � Y RT��
��!���g¢� ¸ �`����
���h I e � ¦ Ð X ���X�:Q`Y*RDC��>��!XRT�X�
��� Y ���X!b��	*\]���¬RF���X�I���X��
 Íf���-!���� X ��
!b
�-!�� kBT 	X�X���X�����g¢g�����	>R������ �¢���X�IQ`Y>RDC��X�0R�!����
 �����
�0�SR�\��X����������� ��R�����Q����������X�����X��
 Íf��� kBT 	�����
�Q`Y>R�\��X�������XQ���� Y ��
 g���� ¦

� ������X����� �X� \]�X���SRÄ£fRT������
�!�� ż(1) ��� ���X������	wQ���\]�X�&� ��Íf�����>��\]�X�������q�����XQ�������
��� ������
Q������X��Q������� ¦�Ç ��� �=���
	]� �X������	X�`���X!��T¸ �����XQ����������`RT��������!���Q������X��Q����������� z = 0 	m�SR�!���
 ��£]����!�� z ���
Q��w	����������X�:���
`RT����	>R���!����X�����:��� |ż(0)| =∞ ¦ Ð�RT�X��Q��:QjR��
	f!�X RT	�
Ó���¹�
`����! �  f �� 	f���w	�����!���R�����Q����
� Q���� ��}Q���� �XÍf��
 RT� ����� ��� �I�[����	������\��X� exp[−3/(2a2) ∫ N

0 ż2(n)dn] = 0
¦ ¾(���I	X����X!��T¸ �����>Qa�����

!�X ���X��g�_�g��IQ`Y>RDC��X���������!����XQ����X!���	����X!XRT������	X���������� 
��� �`RT����Q������X��Q������� ¦
�������
	�������
	�����������������
���������! "�#���$�

S(0) = a−2
����%'&(��)*�,+����,)*���+-�
�����

ż(n) ∼= a

1+(kn)1/2

��.
k ∼ 1 / +��)�0 ��&�&��
��1-��%2�3 ������4���

ż ∼= an−1/2
&(��+��

nÀ 1 5
I�h



\ � K � ] /4^5�_� $;* �R0R��$&0 �%$&�'� �4*29A9;*

�	��� ��� � � ��� � ���
��� � � � � � � � � � � � � ��� 	 � � � � � �������

� ��� 
�}���X��!����Q�
 ��	�� ����� 	����X�0	�
��Q������!��}�SRd� � 
 �XQ�� ��
�q!����0Q����XQ`YX����R�!����
 �������
	²� X RT	�	�
��Q`YX�
£fRT
 �SRT� �������X��������	���
 g����F�aÍ]RT����g������F���X�VÍm���X��
`RT�����`RT� ����� 
���SRT� ��£]��g������¢RT������}!��V� X ���X��
 Íf��� ^ c ¦ c I l
	�����
;!����;Q����X!b��� �����X�;!X�������£fRT���²	����X�¬
�jRT����� ����;\]�X�����������£fRT��� ��R�QjR�!���g¢��\]�X��0Q`Y>RTg¢	0g��4Z]��� ^ ���b¸
���
`R�Q�� �����X�:!���£m������g��&�HGbQ����q��� Φ2 l ¦[Ç � �X!b�����X�:Q���g¢g������Ò������� 
���������
 g����Ò!���� X ��\��>RT� ����� ^ c ¦ c I l
�`�&g���!b���>����������
�\]�4X ���´Q����X���!�Ó�
������QjR��:!�X ���X��Q����XQ`YX�-R�!����
 �����I�a� �����´�����£fRT��� ¦

Â ��g¢g����HGb	�����\]�X��!XRT�X�Ò�SR0	>RT
 � ����c ¦ h�	[���&���
 g���!��C£]������g����HGbQ���� !XRT�X�Ò� X ��\��>RT� ����� ^ c ¦ c I l��`�
� 
`RT�X� Y ��
 g������ ��� �������`RT�����SR0�����(!���Ð&��� Â �������`�jRT� G ^ h ¦ c#[mlÒ	�����
:�SR0	�
���`� ����� �f�g���� ��\]�X��	 Π 	X���

〈Hex〉PE ∼=
∫

couche
Π(z)dz ∼= kBT

a2

∫ N

0

(
a2S(n)

)9/4
(
ż(n)

a

)−5/4

dn
^ c ¦ h kml

¾8X ���X��
 Íf�������SR�� � ��\��X�F!��F�SR�Q����XQ`YX� ^ c ¦ cfcml&��X ��Q�
 ���
	=	>RT
&��������¢!��¢� ��
ZY R�Q���	¶Q���g¢g��F�SR��`��g¢g��
!���� X ���X��
 Íf���I���SR�� � ��\��X��!���Q`Y>R�\��X��	X����X!��T¸ �����XQ����

〈Hel〉PE ∼=
∫ N

0
−S′(m)E(m)dm

^ c ¦ h cml

��� E(m) ∼= 3
2
kBT
a2

∫m
0 ż2(n)dn ������ X ���X��
 Íf���´���SR�� ���\��X�´!�X ���X�´!���g¢� ¸ �����XQ����dQ����X�� ��� �X���´!�� n

g����X��g�Ó�
���V!XRT�>�F� X RT	�	�
��Gb��gVRT� ����� !��qQ`Y>RTg¢	 g��4Zm��� ¦ W¬���X
¢��� ����� �����£�RT���
	������������
����Q�
 ���
E(m) ∼= kBT

a2

∫m
0

(
dz/ξ
dm/g

)2
dm
g

¦*Ç ��� �¶���
	 �VQ`Y>R�\��X�I��������!��I�`RT������� ξ Q���������>RT��� g g����X��g�Ó�
���
	
����;RT� � 
 �����X�������X�����X��
 Íf���Ò���SR�� � ��\��X� kBT ¦ T����X� � 	TQ`Y>R�\]�X��g����X��g�Ó�
�:R:���X��Q����X� �`RT����Ò!���
������
 �
��Í]RT��� � kBT g

ξ2
∼= kBT

a2
Φ1/4 ¦�Ç � �������Íf
`RT����� X ��\��>RT� ����� ^ c ¦ h cml0	*RT
¢	>RT
 � �����V������� ��� �������`RT�����SR


���SRT� ����� ^ c ¦ kml 	��X���>�:��������X���X�

〈Hel〉PE ∼=
kBT

a2

∫ N

0

(
a2S(n)

)5/4
(
ż(n)

a

)7/4

dn
^ c ¦ h#h l

Ç � 
`R�����g-���SRT���d�����´��\��>RT� �����X� ^ c ¦ h kml���� ^ c ¦ h#h l��X���X� 
��� 
`����£m���X�´� X ���X��
 Íf���Ä!b� g���!�Ó����
T����HGXRT�X!���
?¸6!��fV&�����X���wÍm���X��
`RT������IRT� G���
�f�����Ò	�����Zb!b��� 	���
���� ¦ ¾(R0g¢������g¢���`RT� �����d!��&Q���� ������X��
?¸
Íf����	>RT
:
`RT	�	���
 ��� ż RT������� �����0� X ��\��>RT� ����� ^ c ¦  flwRj£m��Q α = 1/3 ¦ � ������X�:\��X��	�!�X RT	�
`Ó�� ^ c ¦ cm fl 	 α
RF�SR0g�_�g���£�RT������
�!XRT�X�:� X RT	�	�
��G[��gVRT� ���f�d!b�´Q`Y>RTg¢	 g��4Z]��� ¦

Â ���X� ��!���
���X�:��� �X�q� X ����� 
��	�����!��C�����XQ������:!XRT�X��� X ��\ ¦ ^ c ¦ c I l ¦ Ð�RT�X�Ò���CQjR��w!�X ���q�����������£fRT���
	
�����VQ���
 
���SRT� �����X�}����� 
��g����>��g�Óa
`����������¢��g¢	���
 �`RT������ ¦ W;RT
VQ����X���\��X�����
	�� X Y�Z�	���� YXÓ��� ^ h4lF\]���
�X��Íf����Ím�I������Q���
 
���SRT� �����X������� 
��	X����X!X�T¸ �����XQ��������OX ���� � � � � ��� ��	>R��:£]��
 ���>��� ¦ ¾(R¢� 
`RT�X�ZY ��
gVRT� �����
!�� kBT 〈lnPE〉PE ��� kBTΣS0

∫ N
0 dmP (m) lnP (m) �OX ��� ��!����XQ�	>R���x?�X� � ���>��� ¦*Â ��	����X!XRT���
	>�SR

I#I
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���X��
 gVRT�����`RT� ����� !����0�����`�a
 R�Qa������>��!���£]������g��q�HG�Q���� ���¢!���� X ���SR�� � ��Q������!����F�����XQ������ ^ �����¢!���� G
���`RT	�����	�
��Q���!���������alV	���
 g����q!��d	�
���X!b
����� Q���g¢	���d���dÍm��� E>��g������ !����}	X����X!��T¸ �����XQ������ ���
!����XQ������-Q���
 
���SRT� �����X�0����� 
��g����X��g�Ó�
���0���
I!����-��Q`Y>�a�������0!���������Íf�X����
-��� Y ��
 ������
��� �q�SR��`RT�������
!����;	X����X!��T¸ �����XQ������ ¦�� ���X��RT� ����X!����X��!����XQÒ\��X��	�����
;�����;Íf
`RT�X!����������XQ������
	fQ����X� � ��� �X������!�X �������
!���	����X� ������
���������X��!���Q����XQ������ 
`RT� ����� 	��������������
`R�Q�� �����X�w!��:£]������g����HGbQ������������������Q�
`RT������������������
	X����X!��T¸ �����XQ������C	�������������_�� 
��Q����X���!���
������Q���g¢g��-���`RT����!���Q���
 
��������� ¦ T����X� � 	��X���X��Q����X���
 £m���X�
� X �HGb	�
���� �����

kBT 〈lnPE〉PE ' kBTΣ
∫ N

0
−S′(n) ln

(
−S

′(n)
S0

)
dn

^ c ¦ h-I l
!XRT�X�I����QjR��-!�X ���������Ä�����£fRT��� ¦�� ������X�I\��X��Q���� ��V�HGb	�
���� �����Ä� ��	�	��f�`�¢���X���������
ZY R�Q��V�`RT� ��
���
^
S0 ∼= a−2 l ¦

Ç � �X��	�!XRT�X��Q���� ��CRT	�	�
��Q`YX��	��X���X���X��Q����X���!���
���X��	>R�������� �������XQ�������!��:�������X� ��	�Q#X ��� �?¸ ��¸6!b��
�
������
��	�������g��������!�����Q`Y>RDC��X�����&� X RT��� ��� �X!�� z 	m���
�!�����!b��� �`RT�XQ�����Q���g¢	�
 ������������ 
�:�SR&�`RT��������!b���������
����QjRT� 	 ξ 	²���0�SR´!b����`RT�XQ�� � �SRd� ��
ZY R�Q�� z ¦ Ð&RT�>�-���}QjR��F!�X ���X��Q����XQ`YX��R�!����
 ����� �´	>RT
 � ��
F!�X ���X�
�������� �����´!b�����X����	XQ����:�����XQ��������`�����w	������X��g-��
`�a�>����
	XQjRT
 ξ(z) ∼ z !XRT�X�:�������&�SR¢Q����XQ`YX� ¦ � ���X�
£]��
 
���X�I!XRT�X������Q`Y>RT	���� 
�V�����£�RT���I\��OX ��������£�R�!��¢g�_�g���	�����
I���X��Q����XQ`YX�}R�!����
 �������q	>RT
 � ��

!�X ���X���`������� �����´���g¢� ¸6!b�����X����	>QjRT
:���&������� ���a�SR��� ��\]�X��q����QjRT�(��� �:��Í]RT����g�������	�
��	���
 � �������>��� � z ¦

T����X� � 	b� X ���X��
 Íf����������
�I!��&�SR¢Q����XQ`YX����X ��Q�
 ���:	�����
:��� �����´�����£fRT���

FE({S}, {ż})
kBTΣ

=

∫ N

0

{
1

a2
(a2S(n))5/4

(
ż(n)

a

)7/4

+
1

a2
(a2S(n))9/4

(
ż(n)

a

)−5/4

−S′(n) ln

(
−S

′(n)
S0

)}
dn

^ c ¦ h [ml

�������-!���
 ������
C���
 g��0� �������&Q���g¢	���0!��-�SRVQ������X��Q�� ��£[����0!X���C�����XQ������&�����X��Íf����Ím�0�����CQ���
 
���SRT� �����X�
����� 
��	X�`���X!��T¸ �����XQ������ ¦

� � � � #A� D0ow,=o:8`<>#:7Ho�9�)�% 1)�< o:+�'*,�)�< '*E0@�#w,=8)�<

¾²RC� YX����
 ���:!��Ò�SRgY ���XQ�� �������X�����������¢��������!�X ��Q`YX����������� �;���� �����`���w!XRT�X���SR&!����Q�
 ��	�� �����V!��w!b��£]��
����
� ��� �>RT� �����X�&RT���SRT���C!�������
�f��`����!���	�����Z[g�Ó�
��� �¢� X R�!����
 	�� ������
��£]��
� ������� ¦ � �²��� ��!X���XQ��>RT� ��
���;!��
Q���g¢	>RT
��
;Q���� ���� YX����
 ����£�RT
��RT������X�X��� ���wRj£m��Q������(� YX����
 �����¬!���Q`Y>RTg¢	FRT����T¸6Q���YX��
�����;!���Q�
 ������;!XRT�X�
���0Q`Y>RT	���� 
�¢kV	�����
&�����\��X���������C�X���X�&Q������>RT�������>�C�����&�������� �����X���HG�R�Q�����
	=!XRT�X�C� X RT	�	�
��G[��gVRT� �����
!���Q`Y>RTg¢	 g��4Z]����	X���:!XRT�X�:�SRF����g¢����IR�� Z[g¢	����� ��\��X� N →∞ ¦
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� � � � � � �
�

¾(R � YX����
 ���}Q��SR��� ��\��X��	�����
I�����I��
�f��`���I!��V	���� Z[g�Ó�
���
	²!b�X��� ¥ �����X��
?¸ � ��� ����b¸ Â RT����	(	������
��Í]RT����g������0_�� 
��Q����X� ��!���
���VQ���g¢g������`RT���I���X�VRT	�	�
��Q`YX��£�RT
 �SRT� �������X������� ¦²Ç ��� �¶���
	®!XRT�X��Q���� ��
RT	�	�
��Q`YX�¢!���� G�RT	�	�
��Gb��gVRT� �����X��� �XQ�Q����� ��£]���C������ Y RT������ ¦ ¾²RV	�
��g¢��Ó�
�¢Q����X� ��� �� �V�X��Íf����Ím��
&�����
Q���
 
���SRT� �����X�¢����� 
�Vg����X��g�Ó�
��� ¦ �6����X RTÍf���0!��V� X RT	�	�
��Gb��gVRT� ����� !��VQ`Y>RTg¢	§g��4Z]��� ¦ ¾(R´���Q����X!��
Q����X���� �� ��RT	�	�
��Gb��g���
�� X � �[���Íf
`RT���¢!��0Q`YX��g¢���������X�-Í]RT
!XRT����\]�X�-���FQ`YX��g¢����Q��SR��� ��\��X� ¦¶Â ��� ��
!���gVRT
Q`YX����� ����!������ ��\��X��� Q��������VQ����X� ����`RT��� � ��� ��� � � ����� � � � � ����� � ��� � � ��� � � � � ������ � � � � � ��� � � �
� ���:	�����
&�SR}	��f� ��� ������!����&���������!��FQ`Y>RDC��X���
	 g(z0) 	�Q���g¢g��F� X ������g������ 
�¢¾¶������� ��� ���� ��hje J � ¦
Ç ��Q`YX����� ���`�`RT����!b���¶��
�������� Y ���XQ�� �����X� g(z0) 	=!��0g������X������g������X�&
���� 
 ��Q�� ��£m���
	¶����RT������� ���-RT� G
!b���¶��
��������ÒRT	�	�
��Q`YX���CU-T����HG�RT�X!���
?¸6!�� V������X���
	]W����XQ��X� � ��hjk J ����� ¥ �����X��
?¸ � � �����b¸ Â RT���� ¦[Ç �}
�a¸
£fRT�XQ`YX��	j�������
 g�������� 
��	���\��X��	 ∫ g(z0) ln g(z0)dz0 	jR��`���Q���� � g(z0) �OX RT	�	>RT
`RDC��²	>R��®!XRT�X�(� X ���X��
 Íf���
	�
��	��f�`���0	>RT
&¾®�;��� � ��� ���� ¦ � ���>�&Rj£]���X�C	�
���������F!XRT�X�&���0Q`Y>RT	���� 
��kV� X RT	�	�
��Q`YX�¢!�� � ��� � ���
P Q`Y���Q�$d\����²g������ 
�F\��X�I� X ���������� �������HG�R�Q���F!��I� X ���X��
 Íf���¢!�� ¥ �����X��
?¸ � ��� ����b¸ Â RT���� � ��\ ¦ ^ k ¦ hjcml �
Y RT����RT	�	>RT
`RDC�� 
�-Q��&���
 g�� ¦

Â ��� ��:����� 
��	�����	 ∫ g(z0) ln g(z0)dz0 	�������� �C�SR�!b��� � 
 ������� �����}!������HG[� 
��g¢������������� 
Ó���� ��g¢���SRT��
�
��Q��������´!����X��� 
�dRT	�	�
��Q`YX��	 ∫ −S′(n) ln(−S′(n)/S0)dn

� ��\ ¦ ^ c ¦ c I l � ¦ ¾(� Q`YX���jG !����VQ`YX��g¢���X�
{z(n)} !b���=Ó�
��Q���	����X!XRT���0UX!XRT�X�:����QjR���!����SRF� YX����
 ���IQ��SR�����\��X��!����:��
�f�����
	�������Q`YX��g¢���X���`�����
Q`YX���������������w\]�X�������Ò	�����Z�g�Ó�
���:�������Íf
� �¶��� �-���X�&�HG[� 
��g¢���� � ��\ ¦ ^ k ¦ h h l �®���Ò�X�gY ��
 g������Ò	>R��w!��
�����XQ������I����
�������
 �*RT����£]��
�&�SR�� ��
ZY R�Q�� ^ ������I!b��g������X�wx?�X�\]�OX ���SRq� ��
ZY R�Q��4l ¦(Â �¢Q`YX���jG�����g¢����
Íf
`RT�X!���g�������������Q`YX��g¢���X����� �����������!XRT�X������QjRT��Q����*!X�w�SR Y ���XQ�� �����}!��:	>RT
 � ��� ����������	���
 g�����!����XQ:�SR
!������
 g¢���>RT� ���f��RT�>RT��Z[� ��\]�X�0!������ 
`R�x ��Q������
��� ¦ Ð�RT�X���X��� 
�FRT	�	�
��Q`YX��	�����
��£�RT�XQ`YX��	*�����CQ`YX��g¢���X�
�X��	>RT
 �������	>R��FY ��
Q���g�������!��&�SR¢� �X
ZY R�Q������:�����w	�����Z[g�Ó�
���FY ��
 g�������!����:�����XQ�������	�����Z[!b���	��a
`����
��� �`RT��� ��� ¦ ¾®�dQ`YX���jG Q����X� ��� �� �����	�	��f���
�\��X�´������Q`YX��g¢���X�q�`�����}��!������ ��\]�X����	�����
����������}�����
	X�`���X!��T¸ �����XQ������ ¦

T����X��®!����XQ�	X�X���
�IRT	X	�
��Q`YX��£fRT
 �SRT� �������X�������I	�����
�������Q����XQ`YX���CR�!��`��
 ������������FY ��
 g���������g������
� 
Ó���	�
��Q`YX�´!����SR�� YX����
 ���´Q��SR��� ��\��X�q	�����
V�����¢��
�f��`����!���	�����Z�g�Ó�
���	�g�_�g��´� �w�����}RT	�	�
��G[� ¸
gVRT� �����X�WY RT������-�`�����I� 
Ó��0!b���¶��
�������� ¦¬Ç �Ä	>RT
 � ��Q���������

	¬���V���
 g�������� 
��	���\��X����� �-Q���g¢g-��� RT� G
!���� G�RT	�	�
��Q`YX���I���&�SR�!������
 g¢���>RT� �����Ä!��0�SR�� � 
 �XQ�� ��
�¢!��0�SRqQ����XQ`YX�¢��WY RT���&Íf
 ��Q�� ��!���� G�g¢� ¸
����g¢��� RT� �����X��U=�SR�g¢������g¢��� RT� ������	>RT
�
`RT	�	���
 � � ż(n) ^ 
��� 	���Q�� ��£]��g��a�[� e(z, z0) !XRT�X���SR�� YX����
 ���

��� � � ��� ���*�
��� )*+�&�&"��)*��� ��� � �
	��#����
	 / +�� g(z0)
��) � / +��������� / +�� �	� ��� �� �����������
����� �$0 	 �
���
��%2� � � +�����
 �#�
%2� 5� ������������+���� ��+'%���%2� &-�
����(�-� ��������� � �*��� �
����� / +�� ���#��)  0 ��&�&��
� ����� ����������� +�)�� %'����) &���)�� �� %���%2� ����) �*�
�� �+-�
�������

g(z0) ∼= −z0/NdΦ(z0)/dz0
������
) / +���������� +�) �*�
��+�� � g(z0) ∼= Φ(z0)/N 5
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Q��SR��� ��\��X�4lIQ����X!b����� �´� X ��\]����������
� � �� ����� � ��� !��}�SRdQ����XQ`YX��	;��\��>RT� ����� ^ c ¦ cm fl ^ 
��� 	���Q�� ��£]��g������
��\��>RT� ����� ^ k ¦ J l l 	��`RT�X!b���q\��X�´�SR�g¢������g¢���`RT� ����� 	>RT
�
`RT	�	���
 ��� P (n) ^ 
��� 	���Q�� ��£]��g������ g(z0) l
Q����X!b����� �q� X ��\������ ����
`�VQ`Y���g¢��\��X�V!����SR�Q����XQ`YX� ¦;Â ���I!���� G���\��>RT� �����X�-����������X!����	����X�`RT������� ���SR
!������
 g¢���>RT� ������Q���g¢	���Ó���I!����SRF�� 
 �XQ�� ��
��!����SRFQ����XQ`YX��	>���w�>���`RTg¢g����������� �HGb����X� ����� ¦

Â ��g¢	>RT
���X��������
��� �����`RT���!���Q�����!���� G�� YX����
 ������!XRT�X������QjR���!�����
�f��`����!��:	�����Z[g�Ó�
��� ¦ W¬����

Q�� Y RT��
��	��X���X��Q���g¢	>RT
���X���SR0£fRT������
�!��&� X ���X��
 Íf����������
�
�F� X ��\]����������
� ¦

� ���X�V�X���X�}����g¢� �`���X� ���SR����� �>RT� ����� !�X ��� ��
��g���������� �X���C��� ��� X RT	�	�
��Gb��gVRT� ����� !��dQ`Y>RTg¢	
g��4Z]��� ¦ ¾®�0���
 g��F����� 
��	���\��X�¢��� ��RT����
�&�X��Íf����Ím�jRT����� ¦ Ð�RT�X�&���0QjR�!b
�F!��0�X��� 
�¢RT	�	�
��Q`YX��	¶�X���X�

��� 
����£]���X��������
��� �����`RT��I� �`RT�X!XRT
!��I!�������
�f������!��F	�����Z[g�Ó�
���I������g¢	��f� RT���I\��X�F������	X����X!��T¸
�����XQ��������`�����wg����X��!b��� 	���
����

P (m) = δ(m−N) et S0 = σ
^ c ¦ h  fl

� ���X��
�����g-�����X�qRT����
�}� ��
V� X RT	�	�
��Q`YX�d!�X T����HGXRT�X!���
?¸6!�� V&�����X���V	�����
V�����V��
�f�����Vg����X��!b���?¸
	���
���� ¦ ¾(R¢Q���g¢	>RT
`RT������d!��&� X ���X��
 Íf����������
��	 FAdG

	��FQ�������������������X�-Rj£m��Q��SR0� YX����
 ���IQ��SR��� ��\]�>����	
Fcl

	�Q����X!b��������� hfhji 	®hje J �
Fcl = 0.892FAdG

^ c ¦ h-J l

T����X� �=���Cg¢������g-��g�!�� FE
��� �Ò	����X�Ò�>R��:!XRT�X�Ò���&QjR��w!��&�SR-� YX����
 ����Q��SR��`� ��\]�X�&���
	���������q����Q�
 ���Ó�
�

!���� X RT	�	�
��Q`YX��£fRT
 �SRT� �������X��������	:Q���� ���RT	�	�
��Q`YX����� �q!����>Q�g�������������
� ¦�Â ��Q���R§�����������Íf�X��g������
!b���Q�����-	>RT
 ¥ �����X��
 � � � ��� ��hfhji 	²hjkbh � ¦*Ç ��� �¶���
	>��g¢	��f���
C�SRVQ����X!b��� ����� ^ c ¦ h  fl:
��£[������� �VQ`YX����� ��

g(z0) = δ(z0 − h) !XRT�X�C�SRV� YX����
 ���FQ��SR��� ��\��X� ¦ T����X� � 	*�SR�	X
���>RT����������F!��0!b��� � 
 ������� �������4X �����	>R��
!������
 g¢���X����	*RT
wg¢������g¢��� RT� �����d���w� X ���X��
 Íf���-R��`���Q�����������:!����XQ�	����X�:Íf
`RT�X!�� ¦

Ç ��
��£fRT�XQ`YX��	��X��� 
�¢RT	�	�
��Q`YX��	=�������Q���g¢g��0� X RT	�	�
��Q`YX�¢!�X T����HGXRT�X!���
?¸6!��.V&�����X���
	�	���
 g����
!��C� 
`RT�����
Ò��������
�f�`����Ò���������������£fRT���
	[Q����[� 
`RT��
��g������ �I�SRI� YX����
 ����Q��SR��� ��\��X�C\����=Q����X!b�����:RT����
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`RDC��;!XRT�X�²� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦  fl®����(���-���X!b��Q���!���	�����Z[g���
 ���`RT� �����FQjRT
`R�Q����
 ���� ��\]�X�
!b� 	�����Z�g�Ó�
�IQ����X� ��!���
� ¦>Ç � 	�
���>RT��� ∆ ∼= 1 	��X���X�w�
����£m���X� N∗ ∼ 50 ¦

¥ RT� YX��gVRT� ��\��X��g������
	��SR Y ���XQ�� �����¢!����X������	>RT
;� X ��\ ¦ ^ hX¦  fl¬R�!bg����;���0gVRDGb��g-��gt	�����
 Nmax
∼=

e2N∗ ¦fÇ �����wQ�
��C����������!�X RT����
!¢	�����
�!��������X!b��Q�������� Y ��
 ������
� � Nmax
	T	��������������w!���Q�
��C������������g������

x?�X�\]�4X ���`Rd£fRT������
VR�� Z�g¢	��`��� ��\]�X��	 γ∞ ¦ � � 	������¢����Q���g¢	�
���X!b
� �d	>RT
 � ��
V!����SR�Q���g¢	���� ��� �����
����� 
�Vk�� �¶�����U®!�X ���X�¢	>RT
 �
	®� X RT� �
`R�Q�� �����Ä!�������������I!���Q`Y>RDC��X����£]��
���SR�� ��
ZY R�Q���	¶!�X RT��� 
��	>RT
 �
� X ����� 
��	�����!����������XQ������ ¦>Â ��� ���Q���g¢	���� ��� �����´��� �wRT
 ����� 
���&	*RT
Ò����	*RT
`RTg�Ó�� 
� N∗ ¦!� ���X�Ò� 
����£m���X�
\��X��� X � �=���Ò!�������������Ò!���Q`Y>RDC��X���Ò!���g¢���X�C	�����
 N < N∗ 	�QjRT
�����
�`\]�X� N RT��Ífg��������	[�SR Y 
`R�Q�� �����
!����Fg����X��g�Ó�
�������� �X����RT� G§�HG[� 
`�ag¢�������!b��g¢�����X� ���F� X ���X��
 Íf����!b� � Zb� �Ó�g���RT��Ífg��������	�Q��q\����
�HGb	�����\]�X��� X RT��Ífg������`RT� ���f�d!�� γ 	�����
 N < N∗ ¦ Ñ¬RT�X!b����\��X�&	�����
 N > N∗ 	b� X ����� 
��	����-R���`��Q������
���SR�	�����Zb!b��� 	���
� �������� �`RT��������!����}�����XQ������q!X��g¢� �>� ¦ W����X� N ����}Íf
`RT�X!�	�	����X�����d�X��g-��
��!��
Q���� �XÍf��
`RT� �����X�IR�Q�Q����`� ���������&Q����>!b�����`RT��� ���SR}!b��� � 
 ������� ������gVR�Q�
�f�Q���	���\]�X� S ��� ����g¢	���
 �`RT���
	=Q��
\����¶gVRDG[��g¢���`��� X �a�[� 
��	���� ¦ T�� �>� � 	 γ !b��g¢�����>�IRj£]��Q N 	�����
 N > N∗ ¦

� ��RT� ����X!�\]�X�F���0	>RT
`RTg�Ó�� 
� N∗ �`��� ��Íf
`RT�X!�	�����
��SR�	�����	>RT
 ��!�����	�����Z�g�Ó�
�����X� �X�����&�X���
g���!b���>����Q`Y���g¢��\��X��g������ �&������
���HGb� 
��g¢������ ¦ ¾(R�!b���=��
���XQ�� γmax−γ∞ ∼ 1

eN∗1/2
����� 
�:�SR&£�RT������


gVRDGb��gVRT���w���;�SR�£fRT������
�R�� Z�g¢	����� ��\��X�w��� ��RT����
�;�X��Íf����Ím�jRT����� ¦ Ð X ���F	���������!���£[�X��	�Y�Zb� ��\]�>��	��X���X�
	�����£]���X��!����XQ����	>RT
��
�Q���� ���Q�����
 ���I��� !���� G�
��Íf�����>�IU
• 	�����
 N < N∗ �SR0����X� �����d!���� ��
ZY R�Q�������w���X� Y ���XQ�� �����dQ�
������`RT�����!�� N �
• 	�����
 N > N∗ 	 γ ���� �0	���� 	�
Ó���Q����X� �`RT����������Í]RT� �F�`R0£fRT������
�R�� Z[g¢	����� ��\]�X� γ∞ ¦
� �>RT�����`RT� ��£]��g������
	b� X ��\]�>RT� ����� ^ hX¦  fl���� ��!����XQ����������qR�Q�Q���
!qRj£]��Q��SR Y ��
 g-����� ^ hX¦ h4l 	bRj£m��Q����

�HGb	��f�`RT��� � � � ���� ��� 	 ν(N) 	X\����®��� ��� ��	���
 ������
���h ��k¢����\����(RT�XÍfg��a�[��-Rj£]��Q N ¦XÇ � 	>RT
 � ��Q���������

	
���-
��� �����`RT� ^ hX¦  fl�	���
 g�����!��0Q���g¢	�
���X!b
�¢\��X�-� X �������X���
 £]�-�����HGb	��f�`RT���&� �¶��Q�� �jY�!��¢k ��cV	�����

�����w	���� ���� N ����!��¢h�	�����
:�����wÍf
`RT�X!�� N ¦

¾²R-����X� ������!��&� ��
ZY R�Q�� ^ hX¦  fl�!���Q�
��C��w�����X�jRT��
��g�������Rj£m��QC�SR-���g¢	���
`RT� ��
��!b������\�����!�� T ¦ W��SR�¸
º����X���X���X��!XRT�X���SR�����g¢���� N →∞ ¦ ¾®�����
 g�� −C kBT

a2
R�!���� GV��
 ��Íf���X����U]!�X ���X��	>RT
 ���SR�	����>RT������
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���SR��� ��\]�X��	 kBT
a2

	mR�����Q�������RT� GFg����X��g�Ó�
����� ��� �X��� �&�SR�� ��
ZY R�Q��:!�������������Q���� �XÍf��
`RT� �����X��	��f�� ���������
�`������	����X��
���� 
����������
	�!�X RT��� 
��	>RT
 ��� X ����� 
��	����&R�����Q�������RT� G�Q���� �XÍf��
`RT����f�X��!����������XQ������ ¦�Ç ���HY ¸
Y ���
	����w���Q����X!F���
 g��:!�� ^ hX¦ h l;RT�>RT����`�Ò��RC����X�������!��w� ��
ZY R�Q��Ò	>RT
�
`RT	�	���
 � �C���X�w� ��� �>RT� ����� �>Q�� ��£]�
��� �SRF!b��� �
 ������� �����´!��������XQ���������� � �RG�����	���� � �¶���:����� 
��	���\��X��\����(RT��Ífg���������������´��£���!���g¢g������
Rj£]��Q T ¦ ¾®��QjRT��Q����®g������ 
�I\]�X��Q������Q����X! � �¶������� �:!���g¢���>RT��� ¦

����� � )�7-<*8#:7 .-)O<>+-,���o�%²)O.0)�< <*#:1+I'*8#:70< <>)�� 8¡J].081+0@�)�<

Ð�RT�X��Q���� ���	>RT
 � ����	��X���X��Ím���X��
`RT��������X����� QjRT��Qa�X�:	�
��Q���!�������RT� QjR���!�X ���X� �`������� ����� ���g¢� ¸
!b�����X��� ¦�� ���X�0!������
 g¢���X���X�F������0!�X RT����
!§�SR´� � 
 �XQ�� ��
��!��V�SRdQ����XQ`YX�qR�!����
 ���������Ä��!������ ���*RT���
������:	>RT
 � ��Q�������Ó�
��g�������� X R�Q�� �����d!��&�SR¢�������� �����´\����®Q���g¢	�
 ��g����SR¢Q����XQ`YX� ¦

�������
� � � � � � � � � � ��� ��� ��� � � ��� � � � � ����� � � � � � � � � � ��� � � ����� �����

� ���X�q� ��	�	��f����X�q\��X�´�SR�	�
��g¢��Ó�
��Q����XQ`YX����� ��� RT� ��
������� g����X��g�Ó�
���
	Ò������ S0 = a−2 	
Q#X ����?¸ ��¸6!b��
�¢\��OX ������X RTÍf����!�X ��� � � � � � � � ��� ��� ������������SR����
 g¢���X������Íf����!��¢Ð&�7V&�����X��� � h#h � ¦®Â ��� ��
Y�Z[	���� YXÓ�����`��
`R�!b���Q������������
�¬!����SR�Q���g¢	>RT
`RT�������Rj£]��Q������¬
��� �����`RT��;�HGb	���
 ��g������`RT� G ¦�Ç � �X�F�X���X�
���	�	��f����X�Ò\]�X�������ÒQ`Y>RDC��X����������
���Ò����������Q`Y>RDC��X���:R�!����
 ���������X�C��X �������
 	����XÓ�� 
�����w	>R��Ò����\��OX ���������
�`�����:!����XQ��������´���	>RT
����� ¦

� �"*-� �'$&*a9A$ �"��* *S�.68�M��*2���%$&*59 �%/"*-� <L���":4�40M<�$����"*
¾8X ���X��
 Íf���d������
� ^ c ¦ h [ml�!������
 g¢���X����!XRT�X�V���dQjR��}!�X ���X�dQ����XQ`YX��R�!����
 �����d��� ����� �����£fRT���

!������F_�� 
�}g���!b���>����R �X� !��V�������
FQ���g¢	���q!��V�SR´	�
���� ����� �f� g���� ��\]�>�}�HG���
Q����}	>RT
0�SR´�������� �����
����!b��
���`��
 £m����
�!��&g����X��g�Ó�
����\��OX ��������Q����X� � ��� �X� ¦ � ���X� Y RT���`���X�:!����XQ�� X ��� �X!���!XRT�X�:� X ���X���g-�����
Íf
`RT�X![¸6QjRT�X���X��\]�X�I������>RT
� ¦

Ð&�0	����X�	=Q���g¢g��¢	�����
����¢QjR���!���� Y ���X!b�X��!��F	�����Z�g�Ó�
���	=������X Rj£]Ó�
�¢\]�X�F�SR�����X� ���T¸ R�Q�� ��£�����
!����V���������!��´Q`Y>RDC��X���Ix ���X� ��� 
 ����� ��g¢	���
 �`RT���q!XRT�X�}�SR�����X� ����� !��´� ��
ZY R�Q��´!�� �SR��������� ����� ¦
Â ��	����X!XRT���	Ò!XRT�X�}���´
`�aÍf��g���!�� �T���
ZY R�Q��`RT��� Y RT�������� ^

n ¿ N
∆

l 	�!����X���&	�
��Q���!���g¢g������
	w�������
�OX �������
 £[������� 	>R���!XRT�X���SR§� � 
 �XQ�� ��
��!����SR§Q����XQ`YX� ¦ W;RT
 ����XQ���!���� ��g¢	�����Q������	w���������£fRT������� �
Q����X���!���
�&Q���g¢g���RT� YX��
 g¢��\��X��	b���C£m������g��&�HG�Q�������� � v ∼= a3

¦ ¾®�&QjR��ÒÍm���X��
`RT�®!����Ò�����X�w�����£�RT����
^
0 < v < a3 l���������QjR���	*RT
 � ��Q���������
w!b�������£�RT��� Θ ^

v = 0 l 	��������Q����X���!���
����!XRT�X��� X RT	X	��a�>!b��Q�� ¨&¦
Ç ����� �������`RT���:� X ��\]�>RT� ����� ^ c ¦ h [ml 	�� X ���X��
 Íf����������
� F{S, ż} !��&�SRFQ����XQ`YX��R�!��`��
 ��������X ��Q�
 ���
	b	>RT
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���������!���� ��
ZY R�Q��

F{S, ż} ∼= kBT

a2

∫ N

0

[
(
a2S(n)

)9/4
(
ż(n)

a

)−5/4

+
(
a2S(n)

)5/4
(
ż(n)

a

)7/4

+ (−a2S′(n)) ln(−a2S′(n))− 2∆
N
a2S(n)

]
dn

^ hX¦ J l
Â ��g¢g����SRC�������� �����¢��� �����g¢� ¸6!b�����X����	f�������Ò�HGb��
Q������X��	�
���������F�f� g���� ��\��X��	 Πb

	�� ��
¬�SRCQ����XQ`YX�
R�!����
 ����� ¦ Ð&��	����X�	¬���q� Zb� �Ó�g���	������¢��Q`Y>RT��Ím��
V!����¢Q`Y>RDC��X����!���	�����Z[g�Ó�
���VRj£m��Q��SR��������� ����� ¦
T����X� � 	��X���X�Ò� 
`Rj£�RT���������X�:!XRT�X��� X ���X���g-�����&Íf
`RT�X![¸6QjRT�X������\��X�&���`���>RT
��	[�SRI	�
���`� �����q���Ò����	��������� �����
Q`Y���g¢��\��X�����`RT��� �RGb���Ò	>RT
w������
�w£fRT������
�:!XRT�X�Ò�SRF�������� ������	�
��� 	���Q�� ��£m��g��������X�������� Πb

��� µb
¦ ¾®�

Íf
`RT�X!�	��������� �����¶��X ��Q�
 ���w!����XQ�	�	>RT
Ò��������C!��C���
ZY R�Q�� Ω = F +ΠbH −µbΓ
��� H ��� ��� X ��	>RT���`�����


!��q�SR�Q����XQ`YX� ��� Γ ���q�X��g-��
��!��qg����X��g�Ó�
���}R�!��`��
 �����¢	>RT
F���X� �`��!��q���
ZY R�Q�� ¦ ¾®�q	��������� �����
� YX��
 g���!bZ[�>RTg¢��\]�X�0RT	�	�
��	�
 ���I��X ��Q�
 ���

Ω{S, ż} = F{S, ż}+Πb

∫ N

0
ż(n)dn− µb

∫ N

0
S(n)dn

^ hX¦ iml
¾+X ���X��
 Íf����������
��!�X ���X���������� �����/Q����X� � ��� �X���Ä!���g����X��g�Ó�
���d�X���/Q������X��Q�����d��X ��Q�
 ��� F =

∫
fvoldV =

∫
vol(−Πos + µΦ)dV ��� Πos

	 µ ��� Φ �������
��� 	���Q�� ��£m��g������q�SR�	�
��������� �f� g��T¸
� ��\��X��	*���0	��������� ������Q`Y���g¢��\]�X�¢���C�SR.Y 
`R�Q�� ������£]������g¢��\��X� ¦ Ð X RT	�
Ó��&�����C�������&!�X ��Q`YX��������RT	�	�����\��X�����
RT� G´�������� �����X�C���g¢� ¸6!b�����X����� � h  �� 	X�SR¢	�
���`� �����d�f� g���� ��\��X�-��� � Πb = Φ

2
b
∂(fvol/Φb)

∂Φb
∼= kBT

a3
Φ
9/4
b

Q��
\����®Q����X!b������� fvol ∼= 4

5
kBT
a3
Φ
9/4
b

���

µb
∼= 9

5

kBT

a3
Φ
5/4
b

^ hX¦ hjeml

	 �����"!#�%�4��*`�"*a9&0b!S���4! /"* �L9 cd^ �O� $&9A$ � �D*
¾²Rwg¢������g¢���`RT� �����F!b�I	��������� ����� Ω 	>RT
²
`RT	�	���
 �;RT� GIQ`Y>RTg¢	X� S ��� ż Q����X!������ �:!���� G���\��>RT� �����X�

!���¾(RTÍf
`RT��Ím�-R���`��Q�������� ^ ������Q���� �VQ��������������g���
 ��\]�X����!��&� X ��
!b
�I!���� X ������������������g¢��� l

(
a2S(n)

)9/4
(
ż(n)

a

)−9/4

−
(
a2S(n)

)5/4
(
ż(n)

a

)3/4

= Φ
9/4
b

^ hX¦ hfh4l
(
a2S(n)

)5/4
(
ż(n)

a

)−5/4

+
(
a2S(n)

)1/4
(
ż(n)

a

)7/4

+
S′′(n)
S′(n)

= Φ
5/4
b +

2∆

N

^ hX¦ hjkml

¾(������\��>RT� �����X� ^ hX¦ hfh4l:��� ^ hX¦ hjkml:���������X���������
 	�
���`RT� ������	�Y�Zb� ��\]�X�I� ��g¢	�����	>�Q`YX��gVRT� ������-� ��

�SR�¹¬��Íf��
� hX¦ Ib¦ ¾(R�	�
��g¢��Ó�
���HGb	�
 ��g��F� X ��\]����������
�¢g���QjRT����\]�X��!��F�SR�Q����XQ`YX� ¦ T$� X ��\������ ����
`��	¶���X�
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� 
`RT�XQ`Y>��!�X ��	>RT��������
 δz ��� �������g¢���� ��� 
������Q������ 
`RT��������q�X��
 gVRT������U������SRbY ��
Q���!��´
`RT	�	����
���SR��� ��\]�X�0!����C	X����X!��T¸ �����XQ�������!��0Q����X� �`RT����0!��-
����`��
 � k ∼ Φ1/4 ���d	>RT
 RT� ��Ó�����	 ���F�SR�	X
���� �����
�f�g���� ��\]�X���HG���
Q�����	>RT
(�SR��������� ������	 �����SRw	�
���������0�f� g���� ��\��X���HGb��
Q�����	>RT
²�SR:� 
`RT�XQ`YX���������a¸ g�_�g��
\���������X! �C�SR�!b���SRT���
 ¦ ¾8X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ hjkml¬� 
`R�!b������� X ��Í]RT������:!�����	��������� ��������Q`Y���g¢��\��X����Ím���X��
`RT��������
!����SRF� 
`RT�XQ`YX��!�X ��	>RT���`�����
 δz ����!��&�SR¢�������� ����� ¦

dz

kSz

F
b

9/4

F
9/4
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�wQ��w� Z[��Ó�g�������Q����X� ��!���
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�����&�������� �����X� S(n) ��� ż(n) ������&!������������&!��-	�������`RT�XQ�� ¦ � ���X�C!b���� ����Íf�X���X��RT���X��¬!���� Gd
��Íf�����X�
!XRT�X�:�SR¢Q����XQ`YX�IR�!����
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ZY R�Q���	��SR}Q����XQ`YX�F�X����£]����� �´	>R��C�SR��������� ���������&�����C���
 g������ �������V�SR}	�
������XQ��
!����SR¢�������� �����´������:�X��Íf����Ím�jRT������� ¦ ¾®������\��>RT� �����X� ^ hX¦ hfh4lÒ��� ^ hX¦ hjkmlÒ������g¢	������>������!����XQ����

(a2S(n))9/4
(
ż(n)

a

)−9/4

= (a2S(n))5/4
(
ż(n)

a

)3/4 ^ hX¦ hjcml

(a2S(n))5/4
(
ż(n)

a

)−5/4

+ (a2S(n))1/4
(
ż(n)

a

)7/4

+
S′′(n)
S′(n)

= 0
^ hX¦ h h l

!��������������������� �����X��������:�����w��������!��&	������� RT�XQ��
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1
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^ hX¦ h I l
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zeq(n) ∼= an3/5
^ hX¦ h�[ml

� ���X�¶
��� 
����£]���X�®�SRÒ� � 
 �>Qa���
��!�X ���X��Q����XQ`YX��R�!����
 ����� �Ò	>RT
 � ��
(!�X ���X���������� �����-!b�����X����	4��\ ¦ ^ c ¦ h�[ml ¦
¾®��
�`\]�OX ������X ��������Íf�X�-!����SR�� ��
ZY R�Q���	X� X RT	�	�
��Gb��gVRT� ������Q����X� ��� �`RT��� �¢�X��Íf����Ím��
��SR�Q������ 
 ������� ������!��
�SR��������� �������OX ��� ��	����X��£fRT�SRT����� ¦¬Â ��Q���RT	�	>RT
`RDC��-����
`�\]�X� Seq(nc)

9/4żeq(nc)
−9/4 ∼ Φ

9/4
b
	¶Q���\����

!����X���������V���X!b��Q���g����X��g���
 ��\��X��QjRT
`R�Q����
 ��� � ��\��X� nc
∼= Φ−5/4

b

¦ ¾(R�������Íf�X����
ÒQ���

��� 	����X!XRT����C��� �
RT����
� an3/5c

∼= aΦ
−3/4
b

∼= ξb
	²�SRd������Íf�X����
�!���Q���
 
���SRT� ����� !����0�������
`R�Q�� �����X��!��}£]������g��q�HG�Q�� �

!XRT�X�:�SRF�`��� �X� ����� ¦
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¢!����¢!b��� �`RT�XQ����F	����X�FÍf
`RT�X!�����\]�X� ξb 	¬�`�����0	�����
 nc ≤ n ≤ N 	²�X���X��RT� �����Íf�X���X�¢���


��Íf��g���	�����
¢����\��X���w���q���
 g������SR�� � ��\��X��!��q� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ hfh4lF!���£[�������¢�X��Íf����Ím�jRT�����´!���£�RT�����SR
	�
���������-�f�g���� ��\]�X��!����SR:�������� ����� ¦�Â ��� ���!���
 ����Ó�
����X ��\]����������
��RT����
�¬Rj£]��Q��SRw	�
���� �����-�f�g���� ��\]�X�
!XRT�X�:�SRFQ����XQ`YX� ¦ ¾®������\��>RT� �����X� ^ hX¦ hfh4lÒ��� ^ hX¦ hjkmlÒ����� g¢	X� ���>���[������Q����X!b������������

a3
S(n)

ż(n)
∼= Φb

^ hX¦ h4 fl
(a2S(n))2

Φ
7/4
b

+
S′′(n)
S′(n)

∼= 2∆

N

^ hX¦ h J l

�
� � � ��� � 	 ∆ ��� �C!��I� X ��
!b
�0!��I� X ���������	=� �(�X������\��X�I���Ig���g-��
�0!��0!b
������0!��I� X ��\]�>RT� ����� ^ hX¦ h J l

��� ��!��¢� X ��
!b
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 ������
����
 g��������!����XQ¢�X��Íf����Ím�jRT�����V!XRT�X���SRq!������
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� � 
 �XQ�� ��
�I!��&�SR¢Q����XQ`YX� ¦ ¾®������������ �����X��!b�´� Z[��Ó�g���!�X ��\��>RT� �����X� ^ hX¦ h4 flÒ��� ^ hX¦ h J lÒ������

Seq(n) ∼=
Φ
7/8
b

a2n1/2
^ hX¦ hjiml

zeq(n) ∼= a
n1/2

Φ
1/8
b

^ hX¦ kfeml

� ������X��\]�X� Φ = Φb
¦ T��SRaY ����� Seq(n)

��� zeq(n) !���	����X!������}!�� Φb
Q���\����:��� �¢���q
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� X �HGb����X� �����F!�X ���X�ÒQ`Y>RDC��X��	�����Z�g�Ó�
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`RT����� �����XQ���
�Ò\��X�
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 Íf���>RT����g������C��� ��
����� � cm �� ¦

T����X� � 	*���0	�
� �X��!��0�����XQ��������V� X ��\�����������
�F�%X ��Q�
 ���
	=!>RT�X�C���0
��Íf��g��F!��F� ��
ZY R�Q��`RT���gY RT������� ^ ¹¬� ¸
Íf��
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Seq(n) ∼
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a2n6/5

pour n < nc ∼ Φ−5/4
b

Φ
7/8
b

a2n1/2
pour nc < n < N
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~
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_5��	�	9/'i�<9/�^#<0o�	cO#$� �&'�k-9/'�5��	�	9/'����Q�`
���"�/�;
�'�56�3l+�`
s�/#<�Vkp
_56�
z
M
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 �������

H =

∫ N

0
żeq(n)dn ∼= aΦ

−1/8
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¾+X ��	>RT��������
 H ��� �V!����XQ �SR��`RT�������´�>RT� ��
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Γ =

∫ N

0
S(n)dn ∼= a−2(1 + Φ
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����hfh4 �� ¦ ¾8X ��\]�>RT� ����� ^ hX¦ kfcml¢� ��ÍfÍmÓ�
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��&
��Q�����£[
������	>R�� ¦

¾²RF����X�?¸6Q����XQ`YX���HGb���
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�������� �����q�����SR Y ��
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f(n)
���

f(n) ��� �&�SR Y ��
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dz/ξb
dn/g
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� Λ(n) ∼ a2Φ
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b /żeq ∼ z

¦ T����X� ��	�����
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��� 
����£]���X�&RT���X� �
���}	�
� �X�Ò!��V�����XQ������ Seq(n) ∼= 1/a2n6/5 	(� X ��\��>RT� ����� !���� � 
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w!����SR

Q����XQ`Y>����� ��RT����
��!���� X ��
!b
��!���� X �HGb����X� ����� V�RT�X�`� �������X��!�X ���X��Q`Y>RDC��X��	�����Z[g�Ó�
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`RT�����`RT� ����� RT�§QjR��-!�X ���§�����§�����£�RT�[�-��� �FRT����
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��� �����`RT��I���������!������ ��\��X���
��Q���� G !�� ¥ RT
\��X���V���V¤m�mRT���[Z ��hfh4 ������}Ð&R����X! ���}¤]RT������� $ � c J � ¦�Â ��g¢g���	�!XRT�X�}Q�� QjR��
	��SR
!���	����X!XRT�XQ���!����SR-Q����XQ������ 
`RT� ����� !���
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Rj£]��Q N 	��X���X�&� 
����£]���X��\��X� Γ RT��Ífg�������VRj£]��Q N ¦ T���� 
��g�������!b���
	=� X RT��Ífg������`RT� �����Ä!�� Γ(N)
����:
��������� ��Q��������-!����SR¢�`RT�������Ig��4Zm�����X�-!�����	X����X!��T¸ �����XQ�������Rj£]��Q N ¦ � ���X��Q����X� �`RT�`���X����Q��¬\]�X�
�SRF!���	����X!XRT�XQ��I��� N !���\]�>RT��� ������:QjRT
`R�Q����
 ��� � ��\��X����!��&�SR0Q����XQ`YX��	 H ��� Γ 	b�OX R0	>R��w!b��������w�SR
g�_�g��w��
 ��Íf���X�Ò!XRT�X��Q����;!���� GFRT	�	�
��Q`YX��� ¦ T�����
�;\��OX �������Ò��� �¬������� ��� X RT	�	>RT
 ��� ������!�X ���X�Ò!����� ���XQ�� �����
����� 
�F\]�X���X���&���C�����XQ������&Q`YX� � P ��g����X�4£d���&¤m�mRT����Z�	=�������0��� �C����YX��
�������	=!XRT�X�C�X��� 
�FRT	�	�
��Q`YX��	
���SRÄ� � 
 �XQ�� ��
��!��d�SRÄQ����XQ`YX�aY ��
 g�����!��d�����XQ������q!������q�SR��`RT�������dg��4Z]�����X����� �}���X�aY ���XQ�� �����
Q�
�����`�`RT�����!�� N ¦

��������� � � ��� � � � ��� � � ����� � �

Ð�RT�X�����CQjR��Ò!�X ���X�C�������� ���������g¢� ¸6!b�����X���&!���	�����Z[g�Ó�
���
	 �I�SR-!b���=��
���XQ��&!b�qQjR�� Y ���X!b��	[!���� G
Q����X�� ��� �>RT����w�`������	�
����������U������Òg����X��g�Ó�
���:���Ò���C�����£fRT��� ¦ ¾(R0Q����X� � ��� ��� ����� ���qg����X��g�Ó�
���:!��
� X �������
ZY R�Q��I��� ����� Ím���X��
`RT�²!b���¶��
������I!���Q���������!����SR¢�`������� ����� ¦ ¾+X ��� �������`RT� ������!b� Íf
`RT�X!�	�������[� ���a�
�����RT����
�:�X��Q����`�`RT��
� ¦ ¾(RF����X������d� ��	���
 �>Q����������I��� �:!������X����	>RT


γ = Ω{Seq, zeq} − Ωsolution

^ hX¦ k h l
J c
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W;RT
�Q����X� � 
 �XQ�� ������	 Ωsolution = 0
	�����
:����g����SRT��Ím�������>RT��
�������£fRT������g����X��g�Ó�
��� ¦XÇ � 
��£�RT�>Q`YX��	

!XRT�X�I����QjR��I!�X ���X�V�������� �����Ä!���	�����Z�g�Ó�
���	®��� Y RT�����������
-Q���g¢	���V!����SR�� � 
 �XQ�� ��
���������
 �X�}!����
gVR�Q�
��g�������Q����S��� ¦ T����X�� 	 Ωsolution

���
��!b����� �w� X ����� 
��	����Ò���SR�� � ��\��X��	�����
¬���X��� 
`RT�XQ`Y>��!����������� �����
!�X ��	>RT��������
 H ¦ ÐC� Y R�º���� ���g-���SRT������RT� QjR��V!b� Y ���X!b� !���	�����Z[g�Ó�
���
	��X���X�V��������X���X�}!����XQ
Ωsolution

∼= kBT
Γ
N
∼= kBT

Φ
7/8
b

a2N1/2

¦ Ð�RT�X�;Q��Ò\����b� �����
	��>���X�¬� 
`Rj£fRT���������X��!XRT�X�;����QjR�� Φb À N−4/7 	
����!�X RT	�
Ó���� X ��\ ¦ ^ hX¦ kfcmlÒ�>���X��RT	�	X
��G[��g����X� Γ ∼= a−2Φ

7/8
b N1/2 ¦ � �´	��������X�����
C\]�OX ���´	�
`RT� ��\��X�

����!���gVRT���X� N−4/5 ¿ Φb ¿ N−4/7 ��� �0� 
Ó��0
��� � 
������� ¦ ¾®��	��������� ����� Ω{Seq, zeq} ���QjRT��Q������
�������X���
`RT���&�����&�������� �����X�C	�����
&�����&����X�?¸6Q����XQ`YX���&�������
 �X�F���&�HG[���
 �X�F!XRT�X�C�����&��\]�>RT������>� ^ hX¦ iml
��� ^ hX¦ k h l ¦ ¾®��
��!��FQ��FQjRT��Q���� 	��X���X�&
��gVRT
\]�X���>��\��X�0!XRT�X�&� X �������
 £�RT����� nc ≤ n ≤ N 	*� X ���X��
 Íf���
£]������g¢��\]�X� Fvol

����ÒQ���g¢	����X�`���&	>RT
 (µbΦb −Πb)H
	b� �=��������\��OX ���=�X�&
��� ��C	����X�w\��X�C�����Ò���
 g����

���SR�� � ��\��X���:��������� 
��	���\��X��� ¦ ¾(��Q�RT��Q����¬RT������� �����

γ(Φb, N) ∼= γ0 − γ1 +
kBT

a2

[
−αΦ5/4

b + β
Φ
7/8
b

N1/2
ln

(
N

Φ
7/12
b N∗

)
+ δΦ

3/2
b

]
^ hX¦ k I l

��� α 	 β ��� δ ������¬!����²Q���� �VQ���������¬�[��g���
 ��\]�X���¬	��f� ��� �jY �²!���� X ��
!b
��!���� X �������� ¦ ¾®��Q���� �VQ�������� β ����
���Òg�_�g��:\��X�ÒQ��������*RT	�	>RT
`RT����`RT�[��!XRT�X��� X ��\]�>RT� ����� ^ hX¦  fl 	f�����¢!b��QjRT��Q����>!��Ò�SRC����X� �����V!��w� ��
ZY R�Q��
!����fY ���X!b�X�0!��V	�����Z�g�Ó�
��� ¦ ¾®�}� ��Íf�X�}!b�§Q���� �VQ�������� δ �OX ����I	>R��fY R�Qa�������´!������
 g¢���X��
�Rj£m��QV�����
�������C!�X ��Q`YX��������	�QjRT
����²
��� ������-!��I�SRV���g¢g��-!��-!b���¶��
����������
 g����C!��Ig�_�g��0��
!b
�-!��IÍf
`RT�X!�����
 ¦
Â ��	����X!XRT���
	;�SR´� YX����
 ����!���Q`Y>RTg¢	 g��4Z]��� !XRT�X�0� X RT	�	�
��Gb��gVRT� ����� !b� Y ���X!XRTg������`RT�:!���g¢���>RT���
Q����X!b�������F���d!���£m������	�	���g������C!X� γ ��� 	������� RT�XQ�����!�� Φb

!��������������
 g��IQ���
 
��� 	����X!XRT���
	 Φ3/2
b
	

R��X�}� ��Íf�X��	��f� ��� �jY ¦�� ���X��� ��	�	��f����X��!����XQ�\��X� δ ��� ��	��f� ��� �jY ¦ ¾8X ���X!b��Q��&!��:	�����Z[g���
 ���`RT� ����� N∗ ∼=
e
8
3
∆ ��� ����!������ ��\��X� �-Q���������� 
����£]��!XRT�X������QjR��Ò!�X ��� Y ���X!b�q!���	�����Z�g�Ó�
��� ¦ �6����� ��QjRT
`R�Q����
 ���� ��\]�X�

!b� 	�����Z�g�Ó�
�IQ����X� ��!���
� ¦
Ñ;RT���¢\��X���SR`Y 
`R�Q�� ����� £m������g¢��\��X����� g����X��g�Ó�
�����OX ��� �¢	>R��F� 
��	 Íf
`RT�X!���	 Φb ¿ 1 	¬�X���X�

	�����£]���X���X���X�ÒQ�������������
w!��������
 g����w!���g¢���>RT����w!���� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ k I l������X���X�wRT	�	�
��Gb��g����X�Ò�SR
Y ��
 g-����� ^ hX¦ k I lÒ� ����£fRT���

γ(Φb, N) ∼= γext − α
kBT

a2
Φ
5/4
b + β

kBT

a2
Φ
7/8
b

N1/2
ln

(
N

Φ
7/12
b N∗

)
^ hX¦ k#[ml

��� γext ∼= γ0−γ1 ��� ���SR�£�RT������
�!�� γ �HGb� 
`RT	�����������!b������� ��������� �X����� ^
Φb → 0 l ¦ Ð&��� GVQjR�������g¢������

������:�������
����`RT���� ¦
Ð�RT�X�:�SR0����g¢����I!���Q`Y>RDC��X������� �X�������
	 N →∞ 	b�X���X�:� 
����£]���X�IU

γ(Φb, N →∞) ∼= γext − α
kBT

a2
Φ
5/4
b

^ hX¦ km fl
J�h
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Â ��� ����HG[	�
������������� �¶	�
��Q����`��g������(���;
��� �����`RT�(!���� X RT	�	�
��Q`YX��!���� Z[	�� � ��!���gF¸ Â RTY��b¸6!�� V������X��� � h#h � ¦
� �b	�������_�� 
�Ò
��� 
����£m�w!��Ò�SR�gVRT����Ó�
�:� ����£fRT���� ¦ ¾(��
�\��X��������Q`Y>RDC��X����!���	�����Z[g�Ó�
���������;���>���`RT�������
��� �X������	¶�SRqQ����XQ`YX����� ��!����X�����¢������\��X��g�������	>RT
��SRq����X�?¸6Q����XQ`YX�¢�������
 �X��	(RT��� 
��g������I!b�������¢!��T¸
gVRT���X�VRT����T¸6� ��g¢���SRT��
� ¦¬Â ��� ���RT��Ífg������`RT� �����Ä!��0�SR Y 
 R�Qa�������£m������g¢��\��X� �}����Q�� �����������X��
 Íf����	
\��>RT��� ���>����	>RT
 � X ��\]�>RT� ����� !X�>VC�����X� dγ = −Γdµ ¦�Â ��g¢g�� Φ(z) ∼= (a/z)4/3 !XRT�X� ����!��T¸
gVRT���X��RT����T¸6� ��g¢���SRT��
��	�� X R�!����
 �>RT�XQ�� Γ ∼= 1/a2 ��� �wRT�q	�
��g¢����
:��
!b
�C���X!���	����X!XRT�����!�� Φb

¦ � 

	
µ ∼= kBTΦ

5/4 !XRT�X�C�SR��������� ������	=!����XQF�����������Íf
`RT����!b��
��Q����g������
	¶��������� �������&�SR�Q������ 
 ������� �����
���SR�����X� �����Ä!��V���
ZY R�Q�� ∆γ ' −kBTΦ5/4

b /a2
¦�� ���X��	�����£]���X�-Q���g¢	�
���X!b
��!��?Y R�º����Ä���g¢	����

	�����
\��X���>��������Íf�X�w��� ���X��Í]RT� �jY�Uf����
�\]�X� Φb
RT��Ífg������`��	m���w	��������� �����*Q`Y���g¢��\]�X�:!XRT�X���SR&�������� �����

RT��Ífg�������¢���&�SR}!b���¶��
���XQ��¢!��-	��������� ������Q`Y���g¢��\��X�0�X��Q�����`RT��
�0	�����
�RTg����X��
�����g����X��g�Ó�
�¢!��
�SR��������� ����� �F� X �������
ZY R�Q��-!b��g¢�����X� ¦ ¾(R Y ��
 gVRT� �����d!���� X �������
ZY R�Q��-R¢!����XQ����´Q�� ����	����X�FY RT� �X���I���
���X��
 Íf��� ¦ ¾®�I!���
 ������
����
 g��-!���� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ k#[mlw����:�������
 g��-Q���
 
��Q�� �jY�	�����
 N �X��� ¦ � �®
��� �X� �`�
!����SRFQ���g¢	���� ��� ����������� 
��� X � �=����!����w���������!���Q`Y>RDC��X�������:� X ����� 
��	��������������0�SRF	�����Z[!b���	���
� ��������
�`RT�������I!����w�����XQ������ ¦ � �®��� �w� X RT�>RT����Íf�X�-!b�����
 g�� ln(N/N∗)/N1/2 !XRT�>�w� X ��\ ¦ ^ hX¦  flÒ!����FY ���X!b�>� ¦

�6�w��� � ���X�����
�\]�>�������F���
 g�������� Φ5/4
b

��� Φ3/2
b

!XRT�X� ^ hX¦ k I lF�����¢��Í]RT����g������}�a�`��� 
����£]���
	>RT
 ¨ ���XQ`Y>RT�X!�����Ð�R����X! � k#[ ��������� �������`RT�����SR.Y ��
 g-�����¢!��7VC�����X� ¦ Ð�RT�X��Q��0� 
`Rj£fRT��� 	¶����� 
����£]�
��Í]RT����g������I�����&£�RT
��RT������>��!�� γ(Φb, N)

!XRT�X�&���F
��Íf��g��¢!�� ���X� ¦®Ç ��
��£fRT�XQ`YX��	¶!XRT�X�������&
��Íf��g����
�`��g¢� ¸6!b�����X�I����Q����XQ������ 
�-!����SR¢·��HY ¦ � k#[�� 	������`�a
g���Q�����	��SRT�[� Φb

��� N !���� X ��\]�>RT� ����� ^ hX¦ k I lÒ�OX R
	>R��������!������
 g¢���X� ¦

Ç �}�HG[� 
`RT	����SRT����� X ��\]�>RT� ����� ^ hX¦ k I l�!XRT�X�����w
��Íf��g���Q����XQ������ 
� ^
Φb → 1 l 	f�X���X��
��� 
����£]���X���SR

Y ��
 g-����� ^ hX¦  fl�\]�X�C�X���X�:Rj£[�����X�Ò� 
����£]���C	�����
w�SR-����X�������!���� ��
ZY R�Q��&!���� Y ���X!b�X�w!��C	�����Z[g�Ó�
��� ¦
Ç � �X��	b�X������X�:\��X��	b!XRT�X�Ò� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ k#[ml 	��X���X�:Rj£]���X�Ò�X��Íf����Ím�&�������
 g���� ��	�	�����g������`RT��
�

!��q� X ��
!b
� !�� −kBT
a2

2∆
N
	�Q���\]���:� ��ÍfÍmÓ�
��\��X���SR�£�RT������
��HGb� 
`RT	�������� γext 	���������!���	����X!b
� !��

N
¦®Â �0���
 g��F	�
�4£���������!b� h (��´���
 g��F!b��g���g-��
��!��F!b
������¢!��0� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ kfcml�gVRT���&������� �

�X��Íf����Ím�jRT�����-!���£�RT�[�w������RT��� 
���:���
 g�����!���� X ��\ ¦ ^ hX¦ k#[ml ¦

����� � #Q� DFow,�o�8<>#:7 o�9:)�%v1)�< ,=@�<>+-1 '*oÒ'*< )#"�D}@;,�8�� )�7C'*o:+�"

¨ ���a� ��������X!b��	;�X��� 
� RT	�	�
��Q`YX� ��� �¢!���� Z�	����������¢!�X ��Q`YX������� ���¢���������X�q�`�}	�
��	��f��q	>R��¢!��
!������
 g¢���X��
ÒRT��� 
�:Q`YX�f��:\��X�w!�����!���	����X!XRT�XQ����8Y ��
 g����������
	mQjRT
��X���X���X�Ò	�����£]���X��!������X��
�!��w�`�a�>�
RT� GÄQ���� �VQ���������F����g���
 ��\]�X���¢\]�X�V�X���X�0�����`�a�>���X� ¦ �6���OX ���§
��� ��V	>R��-g������X�F\��OX ������� �-������`RT���
!���Q���� Y 
�������
:�X�f�w
��������`RT��:!b��
��Q����g������CRT� Gq!X�����X�����:�HGb	���
 ��g������`RT����� ¦ ¾(R¢Q���� Y 
�����`RT� �����d!����

J#I
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� YX����
 ������!�X ��Q`YX�������0Rj£m��Q��������HG[	���
 �����XQ�����	��f������:	����X� ������
�:	�
������Ó�g����-U

• Â ��g¢g����X���X�²� X R4£m���X�²	�
��Q������!XRT�X�(����Q`Y>RT	���� 
�Ch�	j�����\��X������� ���!����SR:Q`Y>RDC��X��	�����Z[g���
 ��\]�X�ÒR
���X� E>�HGb������������ �X����� ¦�� ���X��!���£]���X����!������ ���>��
����Òg����X��g�Ó�
��� YX����
 ��\]�X� ^ ������Íf�X����
 a 	�gVR��`��
g�������Q����SRT��
� Mn0

l�Rj£]��Q����qg����X��g�Ó�
��� �¶��Q�� �jY¬!��C�`RT������� C∞l
���w!���gVR���`� C∞m

	[��� l ���
m �������
��� 	���Q�� ��£]��g��������SR¢�`RT�������I�����SRFgVR��`���g�������Q����SRT��
�0!b�´g����X��g�Ó�
�-Q`Y���g¢��\]�X� ¦ ¾®���
£fRT������
�:!�� C∞

	�����
:�����w!b���¶��
������wg����X��g�Ó�
������� �X!b��������C� 
����£]�����:!XRT�X�w�SR0����� ���
`RT� ��
� ¦
Ç ���������`�����w
��	���
 �������!XRT�X�:����Ñ¬RT�����jRT� hX¦ h ¦

• ¾®���&��Q`Y>RT��� ���������X�&�X�0�������xRTgVRT���&� �
 ��Qa�`�ag����[�&g����X��!b��� 	���
���� ¦ � �����`�����CQjRT
`R�Q����
 ���`���&	>RT

��� ���X!b��Q���!���	�����Zb!b��� 	���
� ���� I !����X���®	>RT


I =
〈Mw〉
〈Mn〉

avec 〈Mw〉 =
∑

i(niMi)Mi∑
i(niMi)

et 〈Mn〉 =
∑

i niMi∑
i ni

^ hX¦ k J l

i !���� ��Íf�>RT���}� X ���X!���Q��d!����}Q`Y>RDC��X���}!���gVR��`���g����SRT��
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Q�����£]����� �������X��������g�������Q���g¢g��0g����X��!b��� 	���
������ � 1 < I < 1.2

¦*¥ RT����g�_�g��WY RT��������	*���¬��� �
	��f����������\��X���SRI	�����Zb!b��� 	���
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β 0.85± 0.04 0.10± 0.03 7.9± 0.02
N∗ 27± 3 48± 5 4± 1
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1/2
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∗
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M
1/2
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 �`RT����� ��
&Q����C� 
�����&	�����Z�g�Ó�
���&	�����
&	����X� ������
�&
`RT������X� ¦ Ñ²������!�X RT����
!�	¶Q��F������
!����¢	�����Z�g�Ó�
�����X� �X�����¢���¢��g¢	���
 �`RT��������X!b�X� � 
 ����������g������ ¦�Ç �X��������	;�����¢� �>!b��Q����V!���	�����Zb!b��� 	���
?¸
�����}������-
���SRT� ��£]��g������ Y RT��������� ^ !��V� X ��
!b
�q!��dh ¦ I l ¦¬Ç � �X��	¬�����HGb��� ��}!��}�X��g-��
���X����F!������X�����
�HGb	���
 ��g������`RT������� ��
:����W�Ð ¥ P 	X��� Y ���X!b��	X���´�������� �����´��� �F!b���¶��
��������:���g¢	���
`RT� ��
��� ¦

¾(R�¹¬��Íf��
� hX¦ J g������ 
��\��X�w� X R�Q�Q���
!}\��>RT��� ���`RT� �jY®!��:�SR�� YX����
 ����Rj£]��Qw������!������X�������HGb	���
 ��g����b¸
�`RT��������� ��
��gVRT
\]�>RT����� ¦ ¾8X ��\]�>RT� ����� ^ hX¦ kfiml;��X R�x?�X� ��Ò	>RT
ZY RT�����g�������Rj£]��Qw!���� GF	>RT
`RTg�Ó�� 
����������
���	
β ��� N∗ 	>\]���¬��������������
!b
���C!��IÍf
`RT�X!�����
�RT� ����X!b�X� ^

β ∼ 1 	 N∗ ∼ 30 − 50 	>QHY ¦ Ñ¬RT�����jRT� hX¦ h4l ¦
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 ��� � ��\��X�I!���Q`Y>R�\]�X��� Z[	���!���	�����Z[g�Ó�
� ¦

� ������X��\��X������QjR���!b�¢W�Ñw¹ Ç ����¬���F	����F�����Íf��������
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Ó��(�������-!b�0�����£�RT���¬RT� YX��
 g¢��\��X�
\��X���X���X�CRj£m���>��Q����X� ��!���
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n

¦]Â ��	����X!XRT���
�X���X�CQ���g¢	>RT
���X��Rj£m��Q-!�����g���� ��
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 ��\��X�}RT�RG�!������>�����0�HG[	���
 ��g������`RT�����F����������X!b��\��X�����-!XRT�X�I���
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R�x?�X� ���g�������£[��� �§£�����!�����	��������� �HGb	���
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 ���Ò!���Q`Y>RTg¢	Fg��4Zm����	T\����[!XRT�X�¬Q���QjR��¬��� �;RT	�	�����\��>RT�����ÒQjRT
²�����²£fRT
 �SRT� �����X�;!���Q����XQ����b¸

� 
`RT� �����X�:�%X ������X!������:� ��
Ò���X����	>RT��������
 λ+ ξb À a 	[��� ����������&	>RT
 P ��g����X�4£ ��h h c �¶	������ P ��g����X�4£
����¤m�mRT����Z ��h h#h �XRCQ����X!b������RT� G-	�
� �X����!��ÒQ����XQ������ 
`RT� �����V!�X ���X�w�������� �����¢���g¢� ¸6!b�����X���Ò	�
Ó���!�X ���X�
� ��
ZY R�Q����������!���	XgVRT�����SRF����X� �����d!��I� ��
ZY R�Q����OX RF	>R��������QjRT��Q�������� ¦ Ð�RT�X�:� X ��� �X!��-!�X ���X�I�������� �����
���g¢� ¸6!b�����X����	�
Ó���!�X ���X�:	>RT
���>
��	������ ��£m� ��h h c � 	 P ��g����X�4£�RT
 Íf��g��������\��X�w�SR�Q���
 
��Q�� �����qRT��	�
� �X�
!���Q����XQ������ 
`RT� ���f�q!��:� X ��
!b
�C!�� N−1 �����R�����Q�������RT�.Y RT����\��OX ���Vg����X��g�Ó�
�����
 g¢���>RT� ^ � l�R����X�
	����X�¬Íf
`RT�X!���	�
���>RT����������w!������� 
����£m��
;	�
Ó��;!����SR�	>RT
���b\��OX ���0g����X��g�Ó�
� ^ ��l ¦T¥ RT���¬� X ��� EX�X���XQ��
!���Q������ �=��������� 
��	���\��X�:�OX R�	>R��������QjRT��Q���������	�����
��SR�����X� �����}!���� ��
ZY R�Q�� ¦ Ð�RT�X���X��� 
��RT	�	�
��Q`YX�

i h



e � � � � $&,�!-�",�,%$&�'� *S�.!S�'<>6"0R��0M$&,��'�P0 ��*-!a9&*-,76 �D^5!S^-� *5� ��*-,7�%/"^-�_� $&*-,

15

16

17

18

19

20

21

22

23

100 1000 10
4

10
5

PDMS

Mn

g
(m

N
/m

)

Mn

Mn

-1

-2/3

©�� Á�� hX¦ hjk�� ��9/08,.
���
��"��9/' ��� �`
m�	9/�n�	���69/�V�	c�#$� � �OM
	!�A,\9_#<� ν = 1
� 569_#<��J��8'�9/�����V�u���

ν = 2/3
� 569_#<��J��QU�V�"���V�G
�<�65n�	���G��9/'�':����� �V�t,\�&�V��01�&'2�;
��	����M

Q����:� �=���:!����Ò��������w!��&Q`Y>RDC��X���:Q����X!b����� �-���q���
 g���!�X ��
!b
�&��� Y ��
 ������
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 Íf���&\����>��g¢	��f�`�CRT�q� Z��Ó�g��C�`R����g¢	���
`RT� ��
� T ���Ò����}	��������� �����¶Q`Y���g¢��\��X�

ifi
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µ
¦ ¾(RFÍf
`RT�X!�� Y ���XQ�� �����d!��&	>RT
 � ��� ����� ^ 	>RT
������4l�!b�´� Z[�Ó�g�����X ��Q�
 ����RT����
�:	�����
 N À 1 � cbh �

Ξ = 1 +
N1/2

2
eµ/kBT+∆ ^ hX¦ cbh4l

���
µ = kBT lnφt

∼= kBT ln
2

N

^ hX¦ cfkml

© � Á�� hX¦ h h � EG�_��9/�;,T�	�	9/'��Da #<'���U$
��o����J�9_#��p�3��� 5��X
���'������1�/#t� #<'���#@J<�/�	��
$�&M

¾(� Y R�Q������
 N1/2/2 !XRT�X��� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ cbh4l���� ����� Y R�Q������
Ò!���!���Ím���X��
���Q����XQ���	�\]����\��>RT��� ���>�
���C�X��g-��
`��!��&� ������:R�Q�Q��������������w!��&gVRT����Ó�
�&���X!b���`Q���
 �*RT������	>RT
Ò�����Ò��������:!��&Q`Y*RDC��>� ¦ ÐC� Y RT���:!��
�SR}Q������X��Q�� ��£[����¢!����&Q`Y>RDC��X���
	=Q���� ��F!���Ím���X��
���Q����XQ������ �C���X!���	����X!XRT�����!��-� X RT��
�F!��-�SR�� ��
ZY R�Q���	
Q������ 
`RT��
��g������&RT�´QjR���!�X ���´Í]R � R�!����
 �������
w���´� ���X� � 
 RT�:�`������!X��!���� ��
ZY R�Q�� Σ 	����dQ���� �`��!���Ím�a¸
�X��
���Q����XQ��C��X ��Q�
 ��� Σ/Λ2

T
��� ΛT ≡

(
2π~2
mkBT

)1/2 ��� ���SR�������Íf�X����
�!�X ���X!���� YX��
 g¢��\��X� ^
m ���`RT�����SR

gVR����0!�X ����g����X��g�Ó�
�¢��� ~ �SR}Q����X��`RT����0!��0W��SRT�XQ�$´
��!b������4l ¦ � �¬��� ��RT����
�&����X�?¸6��������X!b��\��X�
�X���X���X� Y R�Q����
 ������X�ÒRT���X� ��\��X��������� ������ÒRT�}�X��g-��
�C!�� A = 2 Γ

N

¦�Ç �q� �=���
	]�X���X���X��Q����X���!���
���X�
\��X�-���-g���!�Ó����F���������&Q`Y>RDC��X����R�!����
 �������&
��� ������fV�RT�X�� �������X��� ¦ ¾(R�� ��
ZY R�Q��-�X�-	�������!����XQ0	>R��
R�!����
 ����
0	����X�-!�� A g����>��g�Óa
`��� ^ �l��`RT�X�-\��X�������-Q`Y*RDC��>���¢R�!����
 �������0����������0��� ��
����� � h i � ¦ ¾(R
Íf
`RT�X!�� Y ���XQ�� ������!X�C	>RT
 � ��� ����� !b��� Zb� �Ó�g��C����`RT�¶�%X ��Q�
 ����RT����
� Ξtot = Ξ

A 	b���Ò���CÍf
`RT�X!q	��������� �����

Ω = −2 Γ
N
kBT ln Ξ = −

2kBT

a2N1/2
ln

(
1 +

e∆

N1/2

) ^ hX¦ cfcml
� ���X��	�����£]���X�w��Í]RT����g�������!���!b����
��!��C� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ cbh4l����C�X��g-���Cg��4Z]����!�X �HGb� 
��g¢�������R�!����
?¸
�������:	>RT
:���������!������
ZY R�Q��

Γt(∆) = 2
Γ

N
kBT

∂ ln Ξ

∂µ
=

2

a2N1/2

e∆

N1/2

1 + e∆

N1/2

^ hX¦ c h l

¹¬���>RT����g������
	X�X���X�����´!���!b��������X�:�SRF����X� �����´!������
ZY R�Q���U

γ = γ0 +Ω = γ0 −
2kBT

a2N1/2
ln

(
1 +

e∆

N1/2

) ^ hX¦ c I l

hjefe
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��� γ0 ��� �&�SR}����X����������	���
 �>Q������ ����!b������\�����!��¢�`RT�X�&���������!��FQ`Y>RDC��X��� ¦ ·CRT	�	��������X��\��X�0� X ��\]�>R�¸
� ����� ^ hX¦ c I lÒ�OX ��� �:£�RT�SRT������\��X�&	�����
 N À 1

¦
�6�®��� �w�����`�a
`���`�`RT����!���
��gVRT
\]�X��
�\]�>�&� X �HG[	�
��������� ^ hX¦ c I lÒ	�������_�� 
��
��� 
����£]���I!b��
��Q����g������

��� ��� �������`RT�����SRWY ��
 g-������!��fV&�����X� ��hjcbh ��U

dγ = −Γtdµ
′ ^ hX¦ c#[ml

��� µ′ ��� �¶����	��������� �����[Q`Y���g¢��\]�X��!����(�HG[� 
`�ag¢������¬R�!����
 ������� ¦
� ������X�(\]�X� dµ′ = kBTd∆
¦ ¾®��	��������

Q�
 �XQ��SRT�Ò!XRT�X�-Q��VQjRT��Q�������� �I� X ���`RT�0!���
�HY ��
���XQ�� ¦ � ��� 
�}���`RT�-!���
�HY ��
���XQ��}��� �-Q����X� � ��� �X�}!�X ���X�
���
ZY R�Q������ RT�XQ����X�q�HG[�
��g¢� �`�}�OX ��� �0	�
��������� ¦�Â ��� ���� ��� �>RT� ����� ����-
�jRT��������}	�����
 ∆ → −∞ ¦
Ð�RT�X��Q���QjR�������
��� 
����£]��� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ c I lÒ���´Q�RT��Q����SRT���0U

γ = γ0 −
∫ ∆

−∞
Γt(∆

′)d∆′ ^ hX¦ cm fl

TÒ� �`RT
`!����X�¢�X���X�F��� ���X� �`RT����� ��
¢����
��� �����`RT� ^ hX¦ c I l0\]�X�w��� �¢!�������QjRT� ¦ Ñ²������!�X RT����
!�	��X���X�

��gVRT
\��X���X��\��X��Q���
��� �����`RT������:���dR�Q�Q���
!dRj£]��Q�Q��������®�
����£m��	>RT
�!��WV&�����X��� � h i � 	�gVRT���:���(��� �
!b���¶��
�����F!b�Ä
��� �����`RT�FRT�>RT��Z[� ��\]�X�}� 
����£]�V	>RT
0¤]RT������
 � � � � � � � J i � ¦;Â ��� ���!b���=��
���XQ������ �0!b�X���
������
���� �������`RT� �����}!��Ò�SR Y ��
 g-����� γ =∑i γiΓi

^ ��\��>RT� ����� ^ hjeml;!XRT�X���SRC
�HY ��
���XQ�� � J i�� l ¦m¥ RT���
	fQ���� ��
Y ��
 g-��������� �w���XQ���
 
��Q����	>� X ��\]�>RT� �����dQ���
 
��Q���I���`RT���:�SR Y ��
 g-�����I!��fVC�����X� ^ hX¦ cm fl ¦

¾8X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ c I lqg��a
� �`�����X��RT������� ����� 	>RT
 � ��Q�������Ó�
� ¦ � �X����\]�X���`����������� ��Íf�X��!�� ∆ 	Ò�SR
����X�������!��&� ��
ZY R�Q��&��� �wRT�>RT���`�����	 γ(∆)− γ0 < 0 ¦bÇ ��� �¶���
	[�SR0!b���=��
���XQ���!��C����X�������!��&� ��
ZY R�Q��
�������Í]RT���FRT��Íf
`RT�X!d	��������� �����¬	>RT
C��������0!��-� ��
ZY R�Q��-�����X��� ��� X ���X��
 Íf���-����`RT���0!�����g����X��g�Ó�
���
R�!��`��
 ������\]���®��� �

E(∆) = −A∂ ln Ξ
∂β

+ µΓt(∆) = −kBT∆Γt(∆)
^ hX¦ c J l

¾+X ���X��
 Íf��� E(∆) Q`Y*RT��Ím���������´!���� ��Íf�X�IRj£m��Q ∆ 	�gVRT���:	>R�� Ω ¦
Ð�RT�X�w����QjR��w	>RT
 � ��Q���������
 ∆ = 0 	b�SRF����X� �����´!���� ��
ZY R�Q������ �:!b��g¢�����X���VU

γ(∆ = 0)− γ0 = −
2kBT

a2N1/2
ln

(
1 +

1

N1/2

)
' −kBT

a2
2

N

^ hX¦ cfiml

Ç � � �=���
	�����
�\��X� ∆ = 0 	�!�X RT	�
Ó�� ^ hX¦ c J lF��� R�������� E(0) = 0 	;gVRT�������w
��� ����SR�!b���=��
���XQ��
!�X ����� 
��	X����	��X��Í]RT� ��£]��	]����� 
`�:�SR�� ��� �>RT� ���������V������g����X��g�Ó�
��� ^ � l��������!XRT�X�����:����\]����!�������Q������������
Q����¬g����X��g�Ó�
�����������R�!����
 �����ÒU Ω = −TS−µΓt

¦fÂ ���²g����X��g�Ó�
���;
���������;���fY RT���¬!����`Q���
 �>RT������� ¦
¾8X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ c I l���� ��� 
Ó���Ím���X��
`RT���&�����X���X��	�����£]���X���HGb� 
`RT	�������
w!���� G}� ��� �>RT� �����X������g¢������&U

hjebh
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h ¦ ¾®��
�\��X� ∆ ��� ��	��f� ��� �jYw�a��Íf
`RT�X! ^
∆ À 1/2 lnN l 	=�X���X���X��Íf��� Ím�����X�}h¢!XRT�X��� X RT
 Íf��g������

!b������Í]RT
 ��� YXg���	>�X���X����������X���X��RT����
�

γ ∼= γ0 −
2∆kBT

a2N1/2

^ hX¦ h eml

¾8X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ h eml:!X��Q�
 ���C�SR�� ��� �>RT� ���������d����X��������g����X��g�Ó�
��� ^ � lw�`������QjRT	�� ��
����	>RT
��SR
� ��
ZY R�Q�� ¦ ¾(�F���Q����X!����
 g��F!b��g���g-��
�¢!��F!b
������F!��F��\ ¦ ^ hX¦ h emlC��� �&� ��g¢	�����g����������0Í]RT���
����� Y>RT��	���\]�X������
�`\]�X�����������:�����:�HGb� 
��g¢������������� �0�SR¢� ��
ZY R�Q���U −2∆kBT (Γ/N) ¦

k ¦ ¾®��
�\��X� ∆ ��� �w�X��Í]RT� �jY 	��X���X��!���£m������	�	����X�����&���
 g�������Í]RT
 ��� Y�g¢��\]�X�-���w�X���X�:� 
����£]���X�

γ ∼= γ0 −
2kBTe

∆

a2N

^ hX¦ h h4l

¾8X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ h h4lq!���Q�
 ��� �SR � ��� �>RT� ����� ��� ������g����X��g�Ó�
��� ^ � l��`������
��	����X������	>RT
 �SR
� ��
ZY R�Q�� ¦ ¾(R�����X� ������!��-� ��
ZY R�Q��-��� �CRT����
��\��>R�� ��g������C��Í]RT��� ��Q��������-!b�X�I������\��X��g������&RT� G
g����X��g�Ó�
��� ^ ��l�QjRT
 e∆/N ¿ 1

¦

Ð&�UY R�º�����Q�
 �XQ��SRT����	*�SR�����X�������!��-� ��
ZY R�Q��-!������X���-	>RT
�� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ c I l 	���� �����X�UY ���XQ�� �����
Q�
������`RT�[���!�� N 	�\]�X����\]�X���`�����¢������ Íf�>��!�� ∆ ¦�Â ��Q������ ��!�� RT� Y RT����\��X�q�X���X��Q����X���!���
���X�
� X R�!����
 	�� ������!��0!���� G ��Í]R � �d��� N !������
 g¢���X�F�SR}Q����XQ������ 
`RT� ����������g����X��g�Ó�
���IR�!����
 ������� ��

�SRq� ��
ZY R�Q���	 Γt

	¶!������X���F	>RT
���\ ¦ ^ hX¦ c h l ¦ � 
�����
�\��X� N RT��Ífg��������	 Γt
!b��g¢�����X� ¦²Â ���SRqQ�
���F���X�

�T!���	������ ����� � ��� g����X��g�Ó�
��� ^ � l ���SR�� ��
ZY R�Q���	�\����:����¢� YX��
 g���!bZ[�>RTg¢��\��X��g�������!X� Y Rj£]��
`RT����� ¦
T����X� � 	��X���X��Q����XQ����X���X� \]�>��!�����Q����X� ��!���
`RT� �����X�´� ��
q� X ���`RT��!OX R�!X���
 	�� ����� !������HGb� 
��g¢��������X�
	���
 g���� �������	>R��:!�X �HGb	�����\]�X��
:�SR¢!���Q�
������`RT�XQ��I!�� γ(N) 	X���X���
 £m�����HGb	���
 ��g������`RT����g����[� ¦

����� ��� � ��� ��� � � � ����� � � ��� � � � ��� ����� 	 � � �������

� $&,�!-�",�,%$&��� �O�"0M9&$;��0 �%$���*
Ð�RT�X�w����QjRT��Q����(!��&�SR0����X� �����´!���� ��
ZY R�Q���!�X ��� Y ���X!b� !��&	�����Z[g�Ó�
���:!������:�����w��������:�����:����

Y ���XQ�� �������>RT��������
	¬�X���X�0!���£]���X�
	¬!XRT�X�0���}QjR�!b
��!��}�SR´� YX����
 ���}£fRT
 �SRT� �������X��������	�R�x?�������
0� X ���X��
 Íf���
������
�´!�� �SR�Q����XQ`YX� Y ��
 g����´!�� �����XQ������}!�� 	�����Z�g�Ó�
��� ^ Q`Y>RT	���� 
��cml ���SR�����X� ����� !��´� ��
ZY R�Q��
R�����Q�������RT� QjRT
`R�Q��Ó�
��� 	���Q����>\��X��!�����g����X��g�Ó�
�������
 g¢���>RT� G ¦ÒÇ � Q���
 
 ��Ím�jRT�������d�`�a
g���!����
���������!���Q`Y>RDC��X����!���� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦  fl�	>RT
:� X ��\]�>RT� ����� ^ hX¦ c I l 	X�X���X�:��������X���X�

γ ∼= γ∞ + ζ
kBT

a2

ln
[
N/τ

(
1 + e∆

N1/2

)]

N1/2

^ hX¦ h kml

hjefk
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��� τ ��� ζ ∼= 2
3β

�������!����:Q���� �VQ����������!���� X ��
!b
��!���� X �������� ¦
Ð�RT�X�w����QjR��w����g¢�������� ∆ ��� �w	���� ���������X��Í]RT� �jY 	��X���X�:� 
����£m���>��RT����
�

γ ∼= γ∞ + β
kBT

a2
ln (N/τ ′)

N1/2
− 2kBTe

∆

a2N

^ hX¦ h cml
��� τ ′ = τ2/3

¦ ¾®��
�\��X� N ��� �wÍf
 RT�X!�	X����� 
����� ��Ó�g������
 g��I!���� X ��\ ¦ ^ hX¦ h cmlw��� �:�X��Íf����Ím��RT�X����	>�X���X�
RT	�	�
�%G[��g����X�CRT����
�:� X ��\��>RT� ����� ^ hX¦ h cml�	>RT


γ ∼= γ∞ + β
kBT

a2
ln (N/τ ′)

N1/2

^ hX¦ h#h l
Ç �dQ���g¢	>RT
`RT���C��������\��>RT� �����X� ^ hX¦  fl:��� ^ hX¦ h#h l 	X�X���>�:
��gVRT
\��X���X�C\��X��� X ��\�����������
�I� YX��
 g���!bZ��>R�¸
g¢��\��X�C!�������������w!��CQ`Y>RDC��X���wRTÍf���wQ���g¢g��&� � N∗ RT� �����Íf�>RT���w���X��£fRT������
wR�� Z[g¢	����� ��\]�X� N∗ ∼= τ ′

!���� X ��
!b
��!��&� X ���������	X����
�\��X�&�����:�HG[� 
`�ag¢�������������w
��	����X������� ¦ � �¶��� ��RT����
��x¡�X�� ���>��!���!b���Q������

����Q���g¢	���
 ���g�������\��>RT�����`RT� �jY�!�� γ(N) !b��
��Q����g��������0	>RT
 � ��
�!���� X �HG[	�
��������� Y ��
 g�����������\ ¦ ^ hX¦  fl
���´Q����X� ��!���
`RT����������!b���=��
��������:£fRT������
�:	�
 ������w	>RT
 N∗ ¦

¾®����£�RT
 �SRT� �����X� γ(N) !X� �>��������	>RT
�� X ��\]�>RT� ����� ^ hX¦  flw�`�����:gVRT� YX��gVRT� ��\��X��g����[��
��	�
������[������
	>RT
:�SRWY ���XQ�� ����� f(x) = ln(x/N∗)

x1/2
¦ ¾²RWY ���XQ�� ����� f RT��Ífg�������wx?�X�\]�OX �F�����gVRDGb��g-��g f(xmax) =

2/(eN∗1/2) 	�����
 xmax = e2N∗ 	�����
�!���Q�
��C�� 
�I���X� �����������RT� ������X!b
�I�`R0£�RT������
�R�� Z[g¢	����� ��\]�X��	
f(x→∞) = 0 ¦ ¾8X RT������
�I!��&�SRFQ�����
 ��� γ(N) !���	����X! !����XQ Y ��
 ���g�������!��&�SRF£�RT������
�!�� N ∗ ^ QHY ¦
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��� 	���Q�� ��£]��g������ ^

A l�U�����ÍmÓ�
��g�������RT� � ��
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 �C������ �?Y RT���C!b���`���g-���SRT�������
	�QjRT
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��� ż(n) 	>�`RT�X!b���C\��X�I�SRVQ����XQ��a�[� 
`RT� ���������d�����X��g¢��Q�
�f�Q���	���\��X���&�������I	��������� �����;������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X�
�%X ��Q�
 ��£m������Q���g¢g��¢!���� Y ���XQ�� �����X��!���	����X!XRT���I!�� z ¦ ¾(R�
���������� ������!b��	�
������Ó�g���!XRT�X�&� X ��� 	>R�Q��
!���� z Q����X!b�����
��!����&QjRT��Q������ Y R�� � ��!b����� Gd£m����
�0���X�HGb� 
 ��QjRT������� ¦�� ���X�&Q���g-�����X���X��!����XQ0	����X� ������
�
RT	�	�
��Q`YX��� ¦

Â �&Q`Y>RT	���� 
������w!b��£�����&����\��>RT� 
�C	>RT
 � ����� ¦ Ñ²�����:!�X RT����
!q�X���>�Ò����� 
��!b��������X�w�SR0!����`Q�
 ��	�� �����
�����������I!�X ��Q`YX��������!������������� �����X�I!��F	�����Z]������Q�� 
����Z�����-������������\]�>RT� �����X�I!��¢W¬������`���b¸ ¨ ����� � gVRT�X�b¸
Ç !! ÒRT
!�� ¦ W������
	®�X���X�IÍm���X��
`RT��������X�I�SR Y ���XQ�� �������X�������}�����������-!�X ��Q`YX��������RT�ÄQjR��I!����-Q����>Q`YX���-!��
	�����Z]������Q�� 
����Z[���� ¦ � ���X�-����� 
��!b��������X�¢RT���X� �����X�V�X����£]�������qRT	�	�
��Q`YX�}	�����
F!���Q�
 ��
�}�����0Q����XQ`YX���
!���	�����Zm������Q�� 
����Z[���� ¦ ¾(R0c ( 	>RT
 � ����	���
 ��&� ��
��SRI�� 
 �XQ�� ��
�C!����SR-Q����XQ`YX�&R�!��`��
 ������	[��� �X!b�����&R4£m��Q
Q����:� 
�����:���X� �����:� YX����
 ��\��X��� ¦>Ç � �X��	��X���X��!b���Q�������X�:� X ����£]��
� �����´!���Q`Y>RT
 Ím� ¦

Ð�RT�X�:Q���\����®� �����
	��X���X��Q`YX����� �������X�:	>RT
�Q�����£m����������´���X�I� ��
ZY R�Q���Q`Y>RT
 Ím�����X��Í]RT� ��£m��g������C���
!�����g����X��g�Ó�
���CQ`Y>RT
 Ím���
	>g����X�4£�RT��������	X	���
 �`RT�������X�IQ`Y>RT
 Ím� +e ¦ ¾(R�!b��� � 
 ������� ������!�����Q`Y>RT
 Ím���
����������ÍV!����SRFQ`Y>RDC��X�I��� �:� ��	�	��f���� �RG�������Q����������?¸6Q��(������:
��Íf������Ó�
��g������C��� 	>R�Q������ ¦

�*��� � )�< .08��}@;,=)�7�'*)�< '*E0@�#w,=8)�<

Ð�RT�X��Q���� ���	>RT
 � ����	��X���X�¢	�
���`��������X����
 ��Ó�£]��g��a�[��������	�
��	�
 ��������V!X����	�����Zm������Q�� 
����Z[����}���
�`������� �����X�F!b�����X���q���¢���g¢� ¸6!b�����X��� ¦ Ð&��� G RT	�	�
��Q`YX���F	�����£]�����¢_�� 
��!b���� ����Íf�X������U¬!�� V&�����X��� � �
� ��� � I�h ��	������I·:�������X������� � � � ��� � [fc ��������Ím���X��
`RT������V� X RT	�	�
��Q`YX�}�����������I!�X ��Q`YX������� ^ Q`Y>RT	���� 
�dh4l
RT��QjR��C!����C	�����Z]������Q�� 
����Z[���� ¦=Ç �����0	���
 g�����!��0!���Q�
 ��
�F!��WY R�º�����Q������ �����X�F�����&�������� �����X�&!b�����X�����
�������g¢� ¸6!b�����X����� ¦�� ���X�C	�
`���`��������X�����X� ������0�SR}� YX����
 ���F!��FW¬���������b¸ ¨ ����� � gVRT����������X!b�X��RT��QjR��
!����w�`������� �����X�w�`�ag¢� ¸6!b�����X������!��C	�����Z]������Q�� 
����Z����� ¦ � �=��X RTÍf���:!�X ���X��RT	�	�
��Q`YX����� Q`Y>RTg¢	�g��4Zm��� ���
\����¬�X��Íf����Ím�F!����XQ-�����&Q���
 
���SRT� �����X������� 
�-g����X��g�Ó�
�������&����� 
�-�����X��Q`Y>RT
 Ím���
	*gVRT�����a�����0	���
 g����

hfh I



�W/"0R6 $;����* B � � �",��'�D6"�%$&�'� � *`68�'9;:�^59&*-!#�����'9;:���*5,

Q���	����X!XRT����!�X ��!������ ���>��
C!�� Y R�º����dRT�>RT��Z�� ��\��X��� X � �¶���:!����:�������
`R�Q�� �����X��������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X��� ¦

� ���	�
� � � � � � � ��� � � � � � � ��� � � ��� �
�
�

¾(���FQ`Y>RT
 Ím���¢���� �X�����0
��Íf������Ó�
��g������V� ��
0�SR�Q`Y>RDC��X�q��}
��	����X�������¢!b� Y RT���¢!��}�SRd
��	������ �����
Â ��������g-���������X��	wQ���\����C!��HY ��
 g����SR�	����������\����C��� �������� 
��	���	�����
q��� 	�����Z[g�Ó�
���X����� 
� ¦ ¾(R
!b��� �`RT�XQ���gVRDG[��gVRT��������� 
�:������Q`Y>RT
 Ím������� ������������>�:����
�\��X�:�SR�Q`Y>RDC��X����� ����� ��
����	]�SR�Q����X�X��Qa�� £[����
����g¢���`RT���:� X �HG[����X� ����� ¦ ¾(RF� �`RT� ��� � ��\��X�&!��&�SR0Q`Y>RDC��X����� �w!����XQ&Íf�����>RT����g������:�����X�jRT��
� ¦ T�� G}	���� ������
��Q`YX���������
	w�SR Q`Y>RDC��X���OX ��� � 	>R�� !��HY ��
 g������`RT���´\]�>��� X �������
`R�Q�� �����/������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X������� 
��!���� G
���Ífg��������!���Q`Y>RDC��X������� �:��� Y ��
 ������
� �F� X ���X��
 Íf����� YX��
 g¢��\��X��	 kBT ¦ ¾®��	�����Z]������Q�� 
����Z���-��� ��!����XQ

��	�
����������	>RT
-���X�}Q`Y>RDC��X��!��}�������X�0������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X���F!��V�`RT������� ξe � I�h �ÒQ���g¢g��}���Vg����[� 
�}�SR
¹¬��Íf��
� Ib¦ k ¦ ¾(RV������Íf�>�a�X
 ξe ��� �C
���������¢RT���X��g-��
�F!��0g����X��g�Ó�
���
	 ge Q�����������X��!XRT�X�&���-��������	
	>RT


(fge)
2`B

ξe
∼= 1

^ Ib¦ h4l

L N~

x
e

F
e

+

+

+

+

+

+

©�� Á�� Ib¦ k�� � '�,\9/� g)�&�	�65��	��9/� g.���8�"��9/�	�u���/�I���-,2�6�&�6�&'2���u569/0o01�m#<'��u5��X
���'��8����'��!
������u���mJL�	9KJ<�o���
�;
������	�

ξe
W.569/'2���&'X
�'2�x5��X
_5�#<'@�

ge
019/'�9/01�&������M

Ð�RT�X�����-QjR���!�X ���������£fRT��� Θ 	X�SR�� �`RT� ���� ��\]�X�0RT� G ��Q`YX������������� Y ��
 ������
��� � ξe ���� V�RT�X�� �������X��	
������ ξe ∼= ag

1/2
e

	�Q���\]���®Q����X!b�X� ���

ge ∼=
1

(f2`B)2/3
^ Ib¦ kml

ξe ∼=
a

(f2`B)1/3
^ Ib¦ cml

¾8X �HGb����X� �����d!b��	�����Z[g�Ó�
�������RT����
�

L ∼= N

ge
ξe ∼= aN(f2`B)

1/3 ^ Ib¦ h l

hfh�[



B � K ��)+*-,.��$ � ^-��*5����*5,?��/"^-�'��$&*5,

���:�SR Y 
`R�Q�� ����� £]������g¢��\��X������Q�RT��� �0� X �������
 ������
C!�X ��� �������´������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X��	>��� �

Φe
∼= ge
ξ3e
∼=
(
f2`B

)1/3 ^ Ib¦ I l

Ð�RT�X������QjR���!�X �����`����£�RT���ÒRT� YX��
 g¢��\��X� ^
ξe ∼= ag

3/5
e

l 	m��������\]�>RT� �����X� ^ Ib¦ kml6¸ ^ Ib¦ I l���:g���!b���>�����
���

ge ∼=
1

(f2`B)5/7
^ Ib¦ [ml

ξe ∼=
a

(f2`B)3/7
^ Ib¦  fl

L ∼= aN(f2`B)
2/7 ^ Ib¦ J l

Φe
∼=

(
f2`B

)4/7 ^ Ib¦ iml
¾®��
�\��X�¢�SR Y 
`R�Q�� ������£m������g¢��\��X��!��¢�SR��������� ������	 Φb

	¶!���£[�������I� ��	���
 ������
���q�SR Y 
`R�Q�� ������£m�T¸
����g¢��\��X�0!��I
��Q�����£[
��g������
	 Φ∗

b
∼= N/L3 ∼= g3e/(ξ

3
eN

2) 	>�������������
`R�Q�� �����X��������Q�� 
�f� � RT� ��\]�X����������
��Q�
`RT���������	�����
�!�����!b��� �`RT�XQ������ ��	���
 ������
�����}�SR}�`RT�������F!��0�SR}gVRT��� ����	 ξb 	=!b� �X����� Y ��
 g��0	>RT
&�����
Q`Y>RDC��X����!XRT�X���SR��������� ����� � I�h 	-[fc � ¦ ¾(RI�������� ��������� ��RT����
��Q����X� � ��� �>���C!�X ���}��g¢	�������g������wQ���g¢	>R�Q��
!��:�������X�����g¢� ¸6!b�����X��� ^ �`RT������� ξb 	f�X��g-��
��!X�wg����X��g�Ó�
��� gb ��� Y 
`R�Q�� �����V£m������g¢��\��X� Φb

∼= gb/ξ
3
b
l ¦

¾(��
�\]�X� Φb = Φ∗
b
	>�SRV������Íf�X����
 ξb ��� �&��Í]RT��� ��� X �HGb����X� ������!�X ����	�����Z]�a����Q�� 
����Z[��0���`������	 L ¦*Ç �����

�%X ��Q�
 ���:!����XQI����X�w�SRWY ��
 g��
ξb ' ξe

N

ge

(
Φ∗

b

Φb

)m ^ Ib¦ hjeml
Â ��g¢g�� ξb !�������_�� 
�����X!���	����X!XRT���C!�� N 	���� � 
����£]� m = 1/2 ���

ξb ∼= a

(
age
ξe

)1/2

Φ
−1/2
b

^ Ib¦ hfh4l
¾(��	�����Z[g�Ó�
� Y ��
 g������>��Q`Y>RDC��X� V�RT�X�� �������X�Ò!����������X�����g¢� ¸6!b�����X���;	�����
;��������Q`YX����������� ��	���
 ������
���
� ξb �������X� Q`Y>RDC��X�´��� ��
��� !����������X�V������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X���V	�����
������V��Q`YX���������V��� Y ��
 ������
����� ξb ^ QHY ¦
¹¬��Íf��
� Ib¦ cml ¦ Ð&RT�X�:����QjR���!�X ���´�����£fRT��� Θ 	b�X���X��Rj£]���X�

gb ∼=
1

Φ
1/2
b (f2`B)1/2

^ Ib¦ hjkml

ξb ∼=
a

Φ
1/2
b (f2`B)1/6

^ Ib¦ hjcml

�`RT�X!b����\��X�&	�����
:�X� �����£fRT����RT� YX��
 g¢��\��X��	

gb ∼=
1

Φ
1/2
b (f2`B)3/7

^ Ib¦ h h l

hfh4 



�W/"0R6 $;����* B � � �",��'�D6"�%$&�'� � *`68�'9;:�^59&*-!#�����'9;:���*5,

ξb ∼=
a

Φ
1/2
b (f2`B)1/7

^ Ib¦ h I l

¾(R0�`RT�������&!�X ���X��Q`Y>RDC��X����� �wRT����
� Lsd
∼=
(

N
gb

)1/2
ξb

¦ ¾®��
�\��X�C�SRfY 
`R�Q�� ������£]������g¢��\]�X��!��C�SR-�`�����b¸
� �����¢��� ��� ��	���
 ������
� � Φe

	������;�������X��������Qa�
�f� �`RT� ��\]�X����!b��� 	>RT
 RT���`����������;�SR�Q`Y>RDC��X�w��� � ¨ 
� w���������X�
�0����X����:��������Q`YX����������� ��	���
 ������
����� ξb ¦

x
b

(a) (b)

x
b

x
e

+

+

+

+

+

+

+

+
-

-

-

-

-

©�� Á�� Ib¦ c � [\
�����
�,�,\9/�/� 
$#i5!
L���Da #<'��u��9/�^#��	�	9/'~���&0o�=F-����^#$�6�1��� ,\9/� g�01�V�6�&�s'���#��	����� � 
��6Wx#<'��
��9/�^#��	�	9/'����&0o�=F-����^#$�6�s�@��5��X
���'����+5��X
��}U��6��� � J��Q,\9��&���6���o#<'��G�	9/'OU)#$��#<�s5!
���
_5����&�V�"�/�	�	cO#$�8�/#/,�,2�	��F
01�&'2�;
������6W

ξe
M

¾²R \��>RT������V!b�§�����£�RT���I�X�}Q`Y>RT��Ím�}!����XQ��SR´� � 
 �XQ�� ��
�}\]�OX RT� G�	���� ������0��Q`YX��������� ^ �HG[	��f�`RT����
!�� `Bf2 l ¦ � ���X��Q����X���!���
���X��	>RT
��SR���������������\��X��g������C���IQjR���!�X �����`��� £fRT��� Θ 	X������	�
 ���XQ���	>RT� G

��� �����`RT������
���[�wÍm���X��
`RT��������CRT� G�QjR��:!�X ���´�`����£�RT����RT� YX��
 g¢��\]�X�I!XRT�X�:�SR0	>RT
 � ��� Ib¦ Ib¦

� ���	��� ���� � � ��� ����� ��� ��� � � � � �

¾(��
�\��OX ���X���������� �����F���g¢� ¸6!b�����X����!���	�����Zm������Q�� 
����Z[����;��� �¬���-Q������ R�Qa��Rj£]��Q��X�X��� ��
ZY R�Q���Q`Y>RT
?¸
Ím����	b�����wQ����XQ������ 
`RT� �����>�����qg����X��g�Ó�
�������:����Q������ 
�a¸ �����X�:�X�&�`�����Ò	����X�Ò�����jY ��
 g�����U[���&�X��g-��
�
!���g����X��g�Ó�
���}RT��Ífg��������	�
Ó���!����SR�� �X
ZY R�Q���	¬�`RT�X!b����\��X���SR�Q����XQ������ 
`RT� ����� !����¢Q������ 
�a¸ �����X�
!b��g¢�����X��	������C�����X�C�>�aÍ]RT�� Y �&���`RT���&
��	����X��`���&	>RT
C�SR}� ��
ZY R�Q�� ¦ Ð�RT�X�C� X RT	�	�
��G[��gVRT� ������!��0Q`Y>RTg¢	
g��4Z]����	*���F� Zb� �Ó�g��0��� ��RT����
�&!���Q�
 ���&	*RT
&\��>RT� 
�0Q`Y>RTg¢	X���QjRT�SRT��
���FU���R.Y 
 R�Qa�������£]������g¢��\��X�F���
g����X��g�Ó�
���
	 Φ 	f����� Y 
`R�Q�� �����X��£m������g¢��\��X����!����������X��	��f� ��� �jY �������X��Í]RT� �jY �	m� ��	�	��f�����g����X�4£�RT��������	
ρ± �a�����w	��������� �����*������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X�:����`RT� V \����X��X ��Q�
 �����`RT�X��!b��g����X� �����X� Ψ = e

kBT V
¦ ¾®����g����X�T¸

g�Ó�
���C�������!���Q�
 ����CQ���g¢g��-!����������X��g¢��Q�
�f�`Q���	���\]�X���C	���
 �`RT�������X�-Q`Y>RT
 Ím� fe !����[�����d�X��Íf��� Ím�
� X ����� 
��	����&!���� 
`RT�X� �SRT� ������	 −kB(Φ/N) ln(Φ/N) 	�!XRT�X���SR�����g¢����C!�����������Íf�X����Q`Y>RDC��X��� ^

N À 1 l ¦
¾8X RT	�	�
��Gb��gVRT� �����q!X�:Q`Y>RTg¢	}g��4Z]���}Q����X� ��� �� ��!���Q�
 ��
��� X ��� EX�X���XQ��C!��:��R����
ZY R�Q���Q`Y>RT
 Ím��������!����
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�������
`R�Q�� �����X������� 
�-Q`Y>RDC��X��� ^ ������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X���&���C!��I£m������g��-�HG�Q����*l � � �����´	��������� �����;�HGb���
 ������

\����;!������
 g¢���X� Φ(z) ¦ T����X� � 	*�X���X�&�X��Íf����Ím�����X�
�V�SR.Y �����C����� EX�XQ�� �>RT� �����X��!�� Φ ���&Q�����������!�� ρ± ¦
¾(�C	��������:!���!���	>RT
 �:��� �w!����XQ&� X ���X��
 Íf��� ^ k ¦ kfiml 	b£fRT�SRT������!XRT�X�Ò� X RT	�	�
��Gb��gVRT� �����´!b� Y ���X!XRTg������`RT�
!���g¢���>RT���	¶Rj£]��Q-!XRT�X�C���0QjR��&!�X ���������£fRT��� Θ 	 U(z)/kBT = 1

3Φ(z)
3 + fΨ(z)

¦ ¾8X ���X��
 Íf���F������
�
����`RT���I!b� �Z[� �Ó�g����%X ��Q�
 ����RT����
�
	b	>RT
:���������!X��� ��
ZY R�Q���	

F = −kBT
a2

1

2
σΨ(0) +

kBT

a3

∫ ∞

0

{
Ψ(z)ρ+(z)−Ψ(z)ρ−(z)

}
dz

+
kBT

a3

∫ ∞

0

{
ρ+(z)[ln ρ+(z)− 1] + ρ−(z)[ln ρ−(z)− 1]

}
dz

+
kBT

a3

∫ ∞

0




1

3
Φ3(z) +

a2

6

[
d
√
Φ(z)

dz

]2
+ fΦ(z)Ψ(z)



 dz

^ Ib¦ h�[ml

¾(�V	�
��g¢����
F���
 g������ �-� X ���X��
 Íf����	�
��	�
��!��}�SR´� �X
ZY R�Q���	(����!���� Gb��Ó�g������
 g��}� X ���X��
 Íf���q������Q�� 
�T¸
��`RT� ��\]�X��!X���´Q�RT������>� ���´!����´RT�������X��g¢��Q�
�f�`Q���	���\]�X���
	:����� 
����� ��Ó�g������
 g������ ��� X ����� 
��	�����!��
� 
`RT�X��SRT� ����� !�� Q����������>�¢g����X�4£fRT��������V������� !���
 ������
����
 g��´Q���
 
��� 	����X! ��� X ���X��
 Íf��� ������
� !����
	�����Z[g�Ó�
��� ¦

¾®��	��������� �����²������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X�I��� �w
�������IRT� G�Q`Y>RT
 Ím���:	>RT
:� X ��\��>RT� �����d!���W¬�����`�����U

d2Ψ

dz2
(z) = −4π`B

a2
[
fΦ(z) + ρ+(z)− ρ−(z)

] ^ Ib¦ h4 fl
¾²R�g¢������g¢���`RT� �����q!��:� X ���X��
 Íf��� ^ Ib¦ h�[ml�	>RT
�
`RT	�	���
 � � ρ± Q����X!b�����ÒRT� G�!���� G���\��>RT� �����X��!�� ¨ ����� � ¸
gVRT���ÄU

ln ρ±(z)±Ψ(z) = ln ρ±0
^ Ib¦ h J l

��� ρ±0 �������!���� G¢Q����X� � RT������ ��!������
 g¢���X��
 ¦�Ç � �X��	m�SRCg¢������g¢��� RT� �����V	>RT
�
`RT	�	���
 ��� Φ Q����X!b�������
� X ��\��>RT� �����d!�X Ç !! ÒRT
!��
	>\����®��� �w����	����X!XRT����!��&� X ��\��>RT� �����d!�� ¨ ����� � gVRT���´	�����
:�����:g����X��g�Ó�
���

Φ(z)2 + fΨ(z)− a2

6
√
Φ(z)

d2
√
Φ(z)

dz2
= µ

^ Ib¦ hjiml
Â ��� �����\]�>RT� ��������� ���SR&Ím���X��
`RT����� RT� ������!��:� X ��\ ¦ ^ k ¦ cfkml�!b�}Q`Y>RT	���� 
�Ck�RT� G¢	�����Z[g�Ó�
����Q`Y>RT
 Ím��� ¦ ¾(�
	��������� �����²Q`Y���g¢��\]�>� µ ^ ���������������!�� kBT l���� �w�SR0£fRT���a�X
w	�
��	�
��!��&� X ��\��>RT� �����´!�� P Q`Y�
���!b����Ím��

R��`���Q������ ¦

¾®���q��\��>RT� �����X� ^ Ib¦ h J l}��� ^ Ib¦ hjiml�� 
`R�!�����������q� X ��Í]RT� �����!�����	��������� ��������Q`Y���g¢��\]�X���q	�����
������
Q������ 
�a¸ �����X���a�d�����dg����X��g�Ó�
��� ¦ P RT�X�d	���
 ��Ä!���Ím���X��
`RT��������
	��X���X��Q`YX����� ����`���X� Ψ(∞) = 0

¦
¾+X ������Qa�
���X����� 
 RT������ !b� � Z[��Ó�g��}	���
 g����VRT����
��!��q!������
 g¢���X��
������¢Q����X� �`RT������
	���£�RT���X������!XRT�X�
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�SR��������� �����§U µ = Φ2
b
	 ρ+0 = ns

��� ρ−0 = ns + fΦb
¦ � ���X��� ��	�	��f����X��\��X���SR�Q����XQ������ 
`RT� ���������

Q������ 
�a¸ �����X�C!����SR�� ��
ZY R�Q������ �:�X��Íf����Ím�jRT����� ¦*Ç �d� �¶���
	X�������I��� �:	�
��	���
 � �������X������� � Σ/V ��� Σ ��� �
� X RT��
�C!����SRI� ��
ZY R�Q������ V ����£]������g���!����SRI�������� �����q�a�Ò!b��� 	>RT
`RDC��Ò!����XQ�!XRT�X����RI� ��g¢���� Σ/V → 0

¦
¾(��� Z[��Ó�g���!���W¬�����`����b¸ ¨ ����� � gVRT���b¸ Ç !! wRT
!��C��X ��Q�
 ����!����XQ

d2Ψ

dz2
(z) = −4π`B

a2

[
fΦ(z) + nse

−Ψ(z) − (ns + fΦb) e
Ψ(z)

] ^ Ib¦ kfeml
ρ+(z) = nse

−Ψ(z) ^ Ib¦ kbh4l
ρ−(z) = (ns + fΦb)e

Ψ(z) ^ Ib¦ kfkml
a2

6
√
Φ(z)

d2
√
Φ(z)

dz2
= Φ(z)2 − Φ2

b + fΨ(z)
^ Ib¦ kfcml

Ç ���������¢
 ��Íf�X����

	¶� X RT	�	�
��Q`YX�V!��¢Q`Y>RTg¢	�g��4Z]�����OX ��� ��� � 
 ��Q����g������I£�RT�SRT������\]�X�F	�����
I!����
Q����XQ������ 
`RT� �����>�V� ��	���
 ������
����� Φe

^ 
��Íf��g���Q����XQ������ 
�4l ¦ Ð�RT�X�F���q
��Íf��g�� ���g¢� ¸6!b�����X��	������ EX�XQa¸
� �>RT� �����X�}!�� Q����XQ������ 
`RT� ����� �������� 
Ó�����g¢	���
 �`RT������
	���������	��������� �����CRT����T¸6Q���YX��
���[�}�OX ��� ��	>R��
YX��g���ÍmÓ��X��	�����
:!����w!b��� �`RT�XQ����:� ��	���
 ������
��� � ξe ¦bÇ � � �=���
	�!XRT�X�wQ��&QjR��
	[�SRWY 
`R�Q�� ������£]������g¢��\]�X�
g��4Z]�����X�I!XRT�X���SR¢�`������� ������	 Φb

	��OX ����:	����X���SR Y 
`R�Q�� �����´£]������g¢��\��X������QjRT����	 Φe
¦ ¾®�����
 g��I��� Φ3

\�����
��	�
���������}�����-�������
`R�Q�� �����X� � � 
�����0Q���
 	X�0!XRT�X�-� X ��\ ¦ ^ Ib¦ h�[mlI��� �0RT����
�-���XQ���
 
��Q�� ¦ �6����X RTÍf���
� ��!�X ���X�q����g¢���`RT� ����� ��g¢	���
 �`RT����´!b� � Z��Ó�g���W¬������`���b¸ ¨ ����� � gVRT�X�b¸ Ç !! ÒR�
!��V	�����
¢� X ��� �X!�� !����
�������� �����X�����g¢� ¸6!b�����X������!���	�����Zm������Q�� 
����Z[���� ¦ÒÇ � � X RT�X����XQ���!���� YX����
 ����R�!XRT	������	����&����}�X��X���
!�X �HGb� 
`RT	�������
�� X RT	�	�
��Q`YX�I!���Q`Y>RTg¢	 g��4Z]���´!XRT�X�w����
��Íf��g��I���g¢� ¸6!b�����X� ¦

Ð&��Q���� ��I�HGb� 
`RT	����SRT� �����d
��� ����������X�IQ������ 
`R�!b��Q�� ������!XRT�X���SR¢� ��Íf�����>QjRT� ������!b� 	�������[� ���a�¬Q`Y�� ¸
g¢��\��X� µ ¦]Â ��g¢g��w���X��X RTÍf����!b��	��������� �����>Q`Y���g¢��\��X�:!�����g����X��g�Ó�
����!XRT�X���SR&�������� �����V����\��OX ���X��� �
!����XQ��`���X� ������� ���SR�Q����>Q����[� 
`RT� ����������QjRT����	]�X���X�����g¢g���������������!�X ��Q�
 ��
� µ ∼= 1/ge ∼= Φ2

e
�`���������

Q����X���
 £fRT���®� X ���� ��gVRT� �����-!����®�������
`R�Q�� �����X� ��� 
�����(Q���
 	X�	j������ Φ3(z) !XRT�X�®� X ��\]�>RT� ����� ^ Ib¦ kfcml ¦4¥ RT���
Q���� ��¢RT	�	�
��Gb��gVRT� ������Q����X!��������}���X�0��g¢	>R����0	������\��X��	�!XRT�X��Q��FQjR��
	 Ψ(z) = 0 ��� Φ(z) = Φb

�OX ��� �I	����X�I�������� �����Ä!��¢� X ��\��>RT� �����Ä!�X Ç !! ÒRT
!�� ¦²Ç �Ä� �=���
	®��R !������
 g¢���>RT� ����� !�� Ψ(∞) !���	����X!
!���� X ��Q`YX�������IQ`YX����� ��� ¦XÇ � 
�jRT�������	*RT� G���Q`YX������������� Y �a
������
`����� ξb 	b����	��������� �����²������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X�I��� �
�X��� �����:	�
Ó��V!b� gVR�Q�
�T¸ ����� ���V!���Qa
`��C��V£]��
�Ve�� ��
����X� !b��� �`RT�XQ��´�aÍ]RT��� ���SR��`RT�������´!b� ��������	
ξb

¦ ¾²RVQ����X!b��� ����������g¢���� Ψ(∞) = 0 ��� �
	����d
��£fRT�XQ`YX��	*£fRT�SRT�����-	�����
&!����C��Q`YX����������!��-!b����`RT�XQ����
� ��	���
 ������
����� ξe ¦ Ð&RT�X��Q���\����®� �����
	��X���X��Q����X���
 £m���X� µ ∼= Φ2

b
!XRT�X�w� X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ kfcml ¦

Ç � 	�
 ���XQ���	���	�!���� G Q����X!b��� �����X�qRT� G ����g¢��������������R�����Q������������ X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ kfeml � ����Rj£]��Q
� � � �����������
�����

Ψ(∞) = 0
&"� �
%2� � +���� / +�� %2��� � ������1-� � ���) ������) ����� �
��) ρ±0 5
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Φ(∞) = Φb
	b���X��� 
����� ��Ó�g���!�������_�� 
�IR��`���Q������
�0� X ��\]�>RT� ����� ^ Ib¦ kfcml ¦>Ç ����������X ��Q�
 ��£]�����

dΨ

dz
(0) =

4π`B
a

σ
^ Ib¦ k h l

dΨ

dz
(∞) = 0

^ Ib¦ k I l
d lnΦ

dz
(0) =

1

d

^ Ib¦ k#[ml

��� d ��� �FYX��g���ÍmÓ��X� �����X��!b��� �`RT�XQ�� ¦ ¾®���V��\��>RT� �����X� ^ Ib¦ k h l0��� ^ Ib¦ k I l0��g¢	��f�����������Q`Y>RTg¢	 �
�SR�� ��
ZY R�Q��´���V� X ������Q�� 
���X���X� 
`RT�����`��!��´�SR�������������� 	��`RT�X!b����\]�X�´� X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ k#[ml 	���!������ ��\��X� �
� X ��\ ¦ ^ k ¦ cbh4l 	;� 
`R�!b�����������F�������
`R�Q�� �����X����Q�����
 �� !b��� �`RT�XQ�������� 
�q�����¢g����X��g�Ó�
���V���¢�SR����
ZY R�Q��
�`������!�� ¦®Â ��� ��FQ����X!b��� ��������� �C��� �������`���0	>RT
�¤m�mRT����Z � ifk���gVRT���&�������0	�������_�� 
�0
`�ag¢	��SR�Q����¢	>RT
&���X�
Q����X!b��� �����d���
 Φ(0) 	b��� ��������IRT����
��Q���g¢g���	>RT
`RTg�Ó�� 
�-R�x¡�X��`RT����� � k h � ¦

¨ ��
 � $�YX�4£ 	%T��X!�����gVRT�0�a� � 
��RT�>!-�����¬RT���X� ����� �X!b��������g���
 ��\]�X��g������;����QjR��²!�X ���X��� ��
ZY R�Q����X���
R�!��`��
 �>RT��������V
��g¢	��SR�ºjRT������������\��>RT� �����X� ^ Ib¦ k h l���� ^ Ib¦ k#[ml�	>RT
 Ψ(0) = Ψs

��� Φ(0) = 0 � k h 	�k I 	
hjk h � ¦ � ���:����������������´�����:	�
� �X����!�X R�!����
 	�� �������������´������!���!b������!����:��������!�X ��Q`YX������� ¦ T����X� � 	X!XRT�X�
���:
��Íf��g���!��FY RT�������FY ��
Q��:��������\]�X��	]���:gVRDGb��g-��g2!��:�SR Y 
`R�Q�� �����}£]������g¢��\]�X�����Vg����X��g�Ó�
����£fRT
 ���
Q���g¢g�� |Ψs|2 ���:�SR0������Íf�X����
�QjRT
`R�Q����
 ��� � ��\��X�I!����SRFQ����XQ`YX�I��� �w	�
��	���
 � �������X������� � (f |Ψs|)−1 ¦

¾®��
�\��X�q�����¢£�RT
 �SRT� �����X��!b� 	��������� ������������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X� ������ Y RT���������¢!���£fRT���F� X ���X��
 Íf����� YX��
?¸
g¢��\��X��	 Ψ ¿ 1 	���� |Φ − Φb| ¿ Φb

	�������� �¢	��f��������� !��q�����X�jRT
 ���`��
���� �Z[� �Ó�g�� ^ Ib¦ kfeml � ^ Ib¦ kfcml
RT�������
¢!X� Ψ = 0 ��� Φ = Φb

¦�Â ��� ���RT	�	�
��Gb��gVRT� ������	�!b�����!��qÐC���[Zm�a¸ � � Q�$m��� 	�Rd����}��� ����������
	>RT
 Â Y��T�����������
����:¤m�mRT����Z � c h �®���w	���
 g����:!�X �����������
�!����Ò
��������`RT��:RT�>RT��Z[� ��\��X��� ¦�Ç ����� �������`RT���w���
	>RT
`RTg�Ó�� 
�-!�X ��
!b
��!����:	�����Z�g�Ó�
����!����X���®	>RT
 ϕ = √Φ 	������ Zb� �Ó�g�����&� 
`RT�X� Y ��
 g������

d2Ψ

dz2
(z) = −8π`B

a2
f
√
Φbδϕ(z) +

(
κ2 +

4π`B
a2

fΦb

)
Ψ(z)

^ Ib¦ km fl
ρ+(z) = ns [1−Ψ(z)]

^ Ib¦ k J l
ρ−(z) = (ns + fΦb) [1 + Ψ(z)]

^ Ib¦ kfiml
a2

6
√
Φb

d2δϕ

dz2
(z) = 4Φ

3/2
b δϕ(z) + fΨ(z)

^ Ib¦ cfeml

��� Ψ¿ 1 	 ϕ = √Φb+δϕ
Rj£]��Q δϕ¿ 1 ��� κ2 = 8π`Bns/a

2 ��� �²����	>RT
`RTg�Ó�� 
�w!���Ð&����Z]� ¸ � � Q�$]���
� RT�X�:!b��g����X� ����� ¦
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Ð�RT�X�¢Q���� ���	>RT
 � ����	;�X���X�0Ím���X��
`RT�����`���X�F�SR`Y ���XQ�� �������X����������� �������F!�X ��Q`YX��������!���Q�
 �����!XRT�X�F���
Q`Y>RT	���� 
� c RT�tQjR���!�����	�����Z]�a����Q�� 
����Z[���� ¦�Â ��� ��§Ím���X��
`RT�����`RT� ����� �OX ��� ��	��f�� �������§\]�X�Ä����
�\��X�
�SR Q����XQ`YX�§!���	�����Z]������Q�� 
`��� Z[�����R�!����
 �����Ä��� � Y ��
 g�����!��������XQ���������� ��
����� ¦�Ç �������X��Q�����£[�������
!����XQ´	>R��V	�����
}� X R�!����
 	�� ����� !����}�������� �����X��!b�����X������� ��
V���X�´���
ZY R�Q�� � Y RT�������´!����X�����´� ��
ZY R�¸
Q���\��X�¢!���Q`Y>RT
 Ím��	 σ 	=	�����
I�����\]�X����������������	���� Z]������Q�� 
����Z[����-�������Q���g¢	�
 ��g����-���
����X����	>RT��������

δ = (4π`Bfσ)

−1/3 � kfc�� ¦;Â ��
��� �����`RT�0��X ����� �������0���§��\]����������
`RT���0�SR Y ��
Q��V���SR�� � ��\��X��	 N/δ3 	(\����
����X! �0
��	����X��`��
w�����Òg����X��g�Ó�
����!��&�SR0���
ZY R�Q������w�SRWY ��
Q���������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X��	 4π`BσfN \]���®��� �
!b��
 ��Ím���&£]��
�Ò�SR0� ��
ZY R�Q�� ¦ � � Q���g¢	�
���X! !����XQ&������� \]�X��	[�`RT���:\��X� Φ(0) = Φ0

����Ò	���� ���
	b�SRfY ���XQa¸
� �������X�����������q�������Ò!�X ��Q`YX��������	�\����=!���Q�
 ���Ò�����w� ��� �>RT� �����X�w���q�����������XQ������w�`�����Ò��� ��
�����w��� �I�SR-����g¢����
!��C� X ��� ��
��g������
	��OX ��� �Ò	>R��:R�!XRT	����� ¦�Ç �q
��£fRT�XQ`YX��	b	����X� ������
�w��� �X!����:����Q`Y>RTg¢	qg��4Z]��� ��h I i 	bifc �
� ��ÍfÍmÓ�
������\��X�d!��dÍf
`RT�X!����q�����XQ��������� Y ��
 g�����������
�`\]�X�d�SRLY ��
Q��d��������\]�>����� �}� 
Ó�� Y RT�����������
�SR Q����XQ`YX��R�!����
 ������
���SRT� ��£]��g������0!����X�`� ¦ ÐC�?Y R�º�����	����X�I\��>RT��� ���`RT� ��£]��	(���X�}RT	�	�
��Q`YX�}�����������
!�X ��Q`YX�������WY RT����-	>RT
CÐ&����
 Z[������	�Ð&��� Y $m�4£b� $[�²���C·:�X�����X� ������ � [ h 	�[ I �¬���X!b��\]�X�0\��X�I�SRVQ����XQ`YX�FR�![¸
���
 ��������X ������X!����:!���£���������RT����T¸6���g¢� �SRT��
������
�\��X�C�SR0!����X������� ��
ZY R�Q���\��X�&!���Q`Y>RT
 Ím���
	 σ 	��HGbQ�Ó�!��
f
¦ Ð&RT�X�:�SRF�������&�X���X��� ��	�	��f����X��!����XQ�\��X� σ ≥ f ¦

¾(��
�\��X���SR��������� ��������� �����g¢� ¸6!b�����X����	*���I� Z[��Ó�g���Í]RTÍf�X�-!���� X ����� 
��	����0!��IQ���� �XÍf��
`RT� ���������
RT��Ífg������`RT���������X��g-��
�Ò!���Q`Y>RDC��X�������¢Q������`R�Q���Rj£]��Q��SR�� ��
ZY R�Q�������������0	���
 g���� �`RT����RT� G0Q`Y>RDC��X���
!���Í]RT
!���
�������
 Y ��
 g��>V�RT�X���������X� ¦ ¾(R�Y ��
gVRT� ����� !���Íf
`RT�X!����������XQ������´��� ��!����XQ Y Rj£]��
 ������ ¦
� ���X��!b��� � ����Íf�>���X�I!X�a�RG�QjR��VU¶������I!�X RT����
!�	®�X���>��Ím���X��
`RT��������X�I�SR Y �T�>Qa������X�X��� ���}!��¢� X ���X��
 Íf���
������
� ^ c ¦ c I lIRT�ÄQjR��-��� Φ(z) > Φe

��	>RT
 � ��
0!���� X ���X��
 Íf�������ÄQ`Y>RTg¢	Äg��4Z]��� ^ Ib¦ h�[ml ¦ W������I	>RT

RT�>RT����Íf���}Rj£m��QF������Q����XQ`YX���I!��¢	�����Z�g�Ó�
�����X����� 
���
	¶�X���X�I��Q�
 ��£m���X�IQ���� �� Y ���XQ�� �������X�������V!XRT�X�����
QjR��:��� �SR¢Q����XQ������ 
`RT� �����dg��4Zm�����X�I��� � Φb

^ � ��	X	��f�������� Y ��
 ������
� � Φe
l ¦

� ���	�
� � � � � � � ��� � � � ��� � ���
Φ > Φe �

W�RT
�
`RT	�	���
 � �&� X ���X��
 Íf��� ^ Ib¦ h�[ml;£fRT�SRT���������VQ`Y>RTg¢	Vg��4Z]����	f�X���X����Q�
 ��£]���X��� X ���X��
 Íf����������
��!����
	�����Z]������Q�� 
����Z����� ��� X RT��!��C!���� Y ���XQ�� �����X� ż ��� S ¦ P R�Q`Y>RT�[�Ò\��X� Φ(z) ��� ��
������� � S(n) ��� ż(n) 	>RT

� X ��\��>RT� ����� ^ c ¦ kml 	>���´R�U

hjkfk
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F

kBT
∼= −σΨ(0)

2a2
+
1

a3

∫ ∞

0

{
Ψ(z)ρ+(z)−Ψ(z)ρ−(z)

}
dz

^ Ib¦ cbh4l

+
1

a3

∫ ∞

0

{
ρ+(z)[ln ρ+(z)− 1] + ρ−(z)[ln ρ−(z)− 1]

}
dz

+

∫ N

0

{
a6

3

S3(n)

ż2(n)
+ S(n)

(
ż(n)

a

)2

− S′(n) ln

(
−S

′(n)
S0

)
+ fS(n)Ψ(z(n))

}
dn

¾²R¢��������&g���!b���>QjRT� �����d	>RT
:
`RT	�	���
 ���0� X ���X��
 Íf��� ^ Ib¦ h�[mlÒQ����XQ���
 �X��� X ���X��
 Íf����������
��!����:	�����Z�g�Ó�
���
�������w���
 g��:!�X Ç !! wRT
!���R&����w
��g¢	��SR�Q��:	>RT
��SR�Q������ 
 ������� ���������SR�� � ��\��X�:!����������XQ������������SR�Q������ 
 � ¸
����� �����0���[� 
��	���\]�X��R��`���Q������ �w�SRw	�����Zb!b��� 	���
� ��������I�`RT��������!����(�����XQ������ ¦ ¾®���¬��\]�>RT� �����X�¬!���W¬������`���
���
 Ψ ����!�� ¨ ����� � gVRT����	�����
 ρ± 
��� ���������!������ ��\��X��� ¦ ¾²R�g¢������g¢���`RT� ������!���� X ���X��
 Íf��� ^ Ib¦ cbh4l�	>RT


`RT	�	���
 �CRT� G�Q`Y>RTg¢	X� S(n) ��� ż(n) Q����X!b�������

(
a3S

ż

)2

+

(
ż

a

)2

+
S′′

S′ + fΨ = µ
^ Ib¦ cfkml

2
d

dn

[
aSż − 1

3

(
a3S

ż

)3
]
− fa3SdΨ

dz
= 0

^ Ib¦ cfcml

¾+X ��\]�>RT� ����� ^ Ib¦ cfkml 	>\����¶� 
`R�!b������� X ��\�����������
�IQ`Y���g¢��\]�X�I!����SRFQ����XQ`YX��	>��� �:� X ��\�����£fRT��������!���� X ��\]�>R�¸
� ����� ^ c ¦ hjcml �I�SR�\��X�������&��X R�x ����������C	��������� �����®������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X��!�����g����X��g�Ó�
���:Q`Y>RT
 Ím���	 fΨ ¦XÂ ���
��\��>RT� �����X�0��X RT	�	�����\]�X�����-	�����
 Φ(z) > Φe

���-���¢	����`�a�[� ������Q`Y���g¢��\��X� µ ��� �-!���� X ��
!b
�}!�� g−1
e

¦
¾+X ��\]�>RT� ������!��C� � 
�XQ�� ��
� ^ Ib¦ cfcml�Q���g¢	�
���X!q��Í]RT����g������Ò�SRUY ��
Q���������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X�&\����=RTÍf���w� ��
������
g����X��g�Ó�
���:Q`Y>RT
 Ím���
	 efS−→E 	���� −→E ��� �����CQ`Y>RTg¢	q������Q�� 
 ��\��X��	[�X��
 gVRT� �I�SR-� ��
ZY R�Q�� ¦ T����X� � 	�� 
�����
Y ��
Q�����RTÍf���`�������� ��
;���X�Ò� 
`RT�XQ`YX�:!��Ò�SRCQ����XQ`YX�:!�X ��	>RT����`�a�X
 δz U��SR Y ��
Q��w���SR�� � ��\]�X�w!b��
 ��Ím���w£]��
�;�SR
���
ZY R�Q���	��SR:	�
���������0�f� g���� ��\��X��\����[��X Z���	�	��f������¬�SRFY ��
Q���������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X� ¦ Ð X RT	�
Ó��¬����� Y>����
`Óag��
!�� V�RT�X��	������ ��Íf�X�¢!���Q���� ���!���
 ����Ó�
���X�¢!���	����X!�\]�X�¢!���Q���������!��F�SR�Q`Y>RT
 Ím�¢����`RT���VQ�����������X�
!XRT�X�&�SRV	>RT
 � ���F!��0�SR}Q����XQ`YX�F���� �X���0����Rj£�RT����!b��	���������Q����X� ��!���
� ^ � ��
ZY R�Q��0�������!��0	����X�Cg����X�T¸
g�Ó�
����R�!����
�����al ¦ T����X� � 	m	�
Ó���!��:�SR�� ��
ZY R�Q���	 −→E �����!b��
 ��Ím�:£]��
���SR�� ��
ZY R�Q���	f�SR�Q`Y>RT
 Ím�:	���
 �����	>RT

�SRd� ��
ZY R�Q��}�������!��V�OX ���`RT�[�0	>R��0���XQ���
��Q���g¢	���Ó����g����[�¢Q���g¢	����X�����	;���-�SR Y ��
Q���������Q�� 
�f� �`RT� ��\]�X�
�%X ��	�	��f���RT�RG��������
`R�Q�� �����X�C!��&£]������g����HG�Qa��� ¦

¾8X ���X��
 Íf��� ^ Ib¦ cbh4lC	���
 g����I��Í]RT����g������-!��¢!���Q�
 ��
����������
�f������!��F	�����Z[g�Ó�
����g����X��!b��� 	���
����
������g¢	��f�`RT��� S′(n) = σδ(n −N) ��� σ ��� ���SR}!����X� ����0!��-Íf
� �¶RTÍm�F!����CQ`Y>RDC��X��� ¦ ¾®�0QjR��C!�X ���X�
��
�f�`��C!X��	�����Z]������Q�� 
����Z[����wÍf
� �¶���w� ��
����X��� ��
ZY R�Q����X����� 
����� �Ò� 
`RT�����Rj£m��Q&Q��gY ��
 gVRT����� g���!XRT�X�
� X RT	�	����X!b��Q�� Â 	�!>RT�X�¢�SR�����g¢���� ��� ������Q������ 
�a¸ �����X�}��X ������X!������V������� !���
 
 ��Ó�
���SR���
�f��� ¦ � ���X�

hjkfc
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��� �X!b�����X��RT����
�¬����
��Íf��g��Ò!b���;!����SR���
�f����!���W����XQ��X� ��hjk J ��\]���bRT	�	>RT
`RDC��;����
�`\]�X�������¬Q`Y>RDC��X����������
Y RT��������g�������Q`Y>RT
 Ím����� ^

f ¿ 1 l ¦�Ç �F	>RT
 � ��Q���������

	��X���X�;
��� 
����£]���X�;����	�
� �X��!X��Q����XQ������ 
`RT� �����V���;��R
� 
`R�x ��Q������
�&!����ÒQ`Y>RDC��X���Ò� 
����£]��	�
��Q���!���g������:	>RT
 ¨ ��
 ����4£}�����*Y��������>R � kfk �®Rj£]��Q���� Y ��
 gVRT����� g��
R�!XRT	����!��d�SRÄ� YX����
 ����Q��SR��� ��\��X�d	�����
q�������X
�f�����
	�!XRT�X�q� X RT	�	�
��Gb��gVRT� ����� !OX ��Í]RT����� ��
��g������ ¦
Â ��
��� �����`RT�V£fRT����!�� !����XQ�� X �HGb	�
���� ����� ^ Ib¦ cbh4l¢Q���g¢g��´���`RT���V�SR�Ím���X��
`RT�����`RT� ����� !���� X RT	�	�
��Q`YX�
£fRT
 �SRT� �������X�������V	�����
-����QjR��-!�����	�����Z]������Q�� 
����Z[���� ¦;Â ���Ig�_�g����0RT�������
�-�����-!���
 ��£]���SR �������� �����
�HGXR�Q����!b��	�
� �X�²!���Q����XQ������ 
`RT� ��������� 
���SRDG�RT�����SRFQ������ 
`RT������-!�X ��Í]RT�(��� ��
��g�������� kfk 	¶h�[m �� ¦

Ð�RT�X���SR�	>RT
 � ����� ����£�RT�[���	m�X���X��Ím���X��
`RT��������X���SR Y ���XQ�� �������X�������C���V��������!�X ��Q`YX�������CRT�}QjR���!�X ���X�
Q����XQ`YX�-R�!����
 ������!���	�����Zm������Q�� 
����Z[�����!XRT�X�:���&
��Íf��g��I���g¢� ¸6!b�����X� ¦

� ���	��� � � � � � � � ��� �	� ��������� �
Φ = Φb �

Ð�RT�X�wQ���� ��&	>RT
 � ����	b�X���X�Ò� ��
���X�Ò	*RT
 � ���&!b� Y RT���w\]�>��	b!>RT�X�Ò���C
��Íf��g������g¢� ¸6!b�����X��	b�����wQ`Y>RDC��X���
	�����Z]������Q�� 
����Z�����-������WV�RT�X�� �������X���-RT� G���Q`YX��������� z > ξb

¦ Ð&�F	����X�
	 �qQ�������Q`YX���������������&�������
`R�Qa¸
� �����X�-������Qa�
�f� �`RT� ��\]�X���0������I��Q�
`RT���`�����	(�������V� Zb� �Ó�g��¢����-RT����
��� X RT�>RT����Íf�X�}!�X ���X�V�`������� �����Ä!��
	�����Z[g�Ó�
���C�X����� 
���
	*	�����
 £[��\]�X�-�������������X�&����������C
���X��
 gVRT��������&��������>RT����Q���g¢	X��0!��-�SR�	�Y�Z�¸
� ��\��X��RT� G�	���� ������F��Q`YX��������� ¦¬Ç � \��X����\]�X�����
 ���	²�X���X�-���XQ����X���X�F�����F!���Íf
���F!��V��������
 ���R�����Q������
RT� G�Q������
�a¸ �����>�F���-�����-�������
`R�Q�� �����X�F������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X���F!XRT�X�0�����I�������X�F!��V�`RT������� ξb ¦ ¾(RdQ����XQ`YX�
��� ��!����XQF£[��� �>RT��������¢Q���g¢g��¢����� Z[��Ó�g��F!����X��¢!��F�������X��!��F�`RT��������	 ξ(z) ∼ (ξe/Φ(z))1/2 Rj£]��Q
ξ(z) ' ξe g(z)ge

¦
¾(���C�������
`R�Q�� �����X��!��-£m������g��F�HGbQ�������X ��Q�
 ��£m����� ∫ Πm(z)dz

	���� Πm
��� ���SR}Q����[� 
 ������� ������!����

g����X��g�Ó�
�����F�SR0	�
���� �����´�f� g���� ��\��X�

Πm(z) ∼=
kBT

ξ(z)3
∼= kBT

Φ3/2(z)

(aξe)3/2
^ Ib¦ c h l

Ç � ��� �������`RT�[�:� X ��\]�>RT� ����� ^ c ¦ kml 	X��� g������ 
�I� ��g¢	�����g�������\]�X�
∫ H

0
Πm(z)dz ∼= kBT

∫ N

0

(a2S(n))3/2

ξ
3/2
e ż1/2(n)

dn
^ Ib¦ c I l

��� H = z(N) ����w� X ��	>RT��������
�!����SR¢Q����XQ`YX�IR�!����
 ����� ¦
¾+X ���SR�� � ��Q�����I!����w	>����X!��T¸ �����XQ���������X ��Q�
 ���
	 �F� X ��Q`Y>�a�����I���	���
 ������
�
� ξ U

Fel = kBT

∫ N

0
−S′(n)

[∫ n

0

(
dz/ξ

dm/g

)2 dm

g

]
dn ∼= kBT

a

∫ N

0
ξ1/2e S3/2(n)ż3/2(n)dn

^ Ib¦ c#[ml

RT	�
Ó��:�������Íf
`RT� �����´	>RT
:	>RT
 � ����� ¦

hjk h
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Ç � �X��	�� X ����� 
`��	�����R�����Q������ �}�SRV	�����Zb!b��� 	���
� ����F�����`RT�������F!����C�����XQ�����������C��!������ ��\]�X��RT��QjR��
!����:	�����Z�g�Ó�
�����X����� 
��� � ��\]�*RT� ����� ^ c ¦ c h l � ¦

T����X�� 	*����
`R�����g-���SRT���&�����&��\��>RT� �����X� ^ Ib¦ c I l 	 ^ Ib¦ c#[ml���� ^ c ¦ c h l�� X ���X��
 Íf���F������
�F� �¶��Q�� ��£]�0!����
	�����Z]������Q�� 
����Z[������%X ��Q�
 ���
	�	>RT
w�X�������!������
ZY R�Q���	

F ∼= kBT

∫ N

0

{
(a2S(n))3/2

ξ
3/2
e ż1/2(n)

+
1

a
ξ1/2e S3/2(n)ż3/2(n)− S′(n) ln

(
−S

′(n)
S0

)}
dn

^ Ib¦ cm fl

¾(R}g¢������g¢��� RT� ������!��0� X ���X��
 Íf���F������
� ^ Ib¦ cm fl�	>RT
&
`RT	�	���
 �-RT� G�Q`Y>RTg¢	X� S ��� ż Q����X!b�����IRT�RG
!���� G ��\]�>RT� �����X�

3

2

(
a

ξe

)3/2(a3S
ż

)1/2

+
3

2a
ξ1/2e S1/2ż3/2 +

S′′

S′ = µb

^ Ib¦ c J l

1

2

(
a

ξe

)3/2(a3S
ż

)3/2

− 3

2a
ξ1/2e S3/2ż1/2 = Πb

^ Ib¦ cfiml

Â ������\]�>RT� �����X���`����� Y ��
 g���� ����g������ ��!������ ��\]�X��� �§Q������������
����£m������!XRT�X������QjR��q!���	�����Z�g�Ó�
���
�X����� 
���	¬�SRd���������g���!b���>QjRT� ����� ���`RT����\]�X�}�SR�� � 
 �XQ�� ��
���d	���� ������¢��Q`YX���������¢����� 
��!b������!����0�������
!�X ��Q`YX�������I!b���¶��
�������� ¦

Ð�RT�X�Ò� X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ c J l 	 µb
��� �w���&	��������� �����(Q`Y���g¢��\��X��!����Òg����X��g�Ó�
����!XRT�X�w�SRF�������� �����´���

�%X ��Q�
 ���
µb
∼= 1

gb
∼=
a3/2Φ

1/2
b

ξ
3/2
e

^ Ib¦ h eml

�`RT�X!b��� \��X�d�SRÄ	�
���`� ����� �f� g���� ��\��X��!����qg����X��g�Ó�
���´!����SR§�������� ����� � ��\]�>RT� ����� ^ Ib¦ cfiml ��£fRT
 ���
Q���g¢g�� Πb ∼ 1/ξ3b

¦

�*��� � '*,�+0%®'�+I,=)B.-)O1o %¬#:+-%¶E-)Bo:.-<*#w,�M}@�)

� ���X�®��� ����������X�(gVRT��������>RT���¬Q����(!b���¶��
��������(� YX����
 �����(	�����
²!���Q�
 ��
��� X R�!����
 	�� �����0!�X ���X��Q����XQ`YX�
!��F	�����Zm������Q�� 
����Z[��������
&���X�F� ��
ZY R�Q��FQ`Y>RT
 Ím��� �}	>RT
� ��
�!OX �X�X�F�`������� ���������g¢� ¸6!b�����X��� ¦�� ���X��!b���?¸
� ����Íf�X���X�}� 
�����V
��Íf�����X�V	�
 ���XQ���	>RT������!XRT�X�V�SR�Q����XQ`YX�dR�!����
 ������	�\�����������V
��	�
��������������� ��
��SR
¹¬��Íf��
� Ib¦ h U>�SR�
��Íf������!��-Q���g¢	����X� RT� ����� ^ h4l 	�� ��� �X���I������C	�
Ó��C!��-�SRV� ��
ZY R�Q��-�������!���	*�SR�
��Íf�����
�������
 g���!b�SRT��
`� ^ kml 	����¢�SR�
��Íf����� �HGb���
 �X� ^ cml0��� Q������`R�Q��}Rj£]��Q��SR��������� ����� !���Q`Y>RDC��X���¢������
��� ¦
� ���X�w�����:!X��Q�
 ��£]���X��!�� Y R�º����´!����`RT��������� ¦

hjk I
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H

F

Fb

Fe

z

Y

Y1

Y0

H
0 z

H

f Fb

0 z

r

bulkL3L2
L1

(a)

(b)

(c)

©�� Á�� Ib¦ h � 43�-,2�����6�&'2�;
$�	�	9/'m�������	��9/�"�Y���VU�	9/'@�I���P569/08,\�&'@��
$�	�	9/'�W��'2���&�V01�6��`
������x�/�j�V�:���&�V'�� � ����#<�"�
�	���oJL�	9KJ<�3��9/'2�Q�����&�V��'����}�LM � 
��Gk]��
_5��	�	9/'{�L9/�^#<0o�	c�#$�s�V'?019/'�9/01�&������W � J��Gk]��
_5��	�	9/'{�L9/�^#<0o�	c�#$�s�&'
569/'2�	����F]�	9/'@��W � 5V�I,\9_���&'2�	�	�&���&�	�65��	��9��/�;
$�	�	c�#$��M

� �����
� � � � � � � ��� ��� � � � � � � � � � � � � �
Ñ²
Ó��w	�
Ó���!��&�SR¢� ��
ZY R�Q���	b�����wg����X��g�Ó�
���CR�!��`��
 ��������Qa
 RT����������SRFQ`Y>RT
 Ím�I!b� � ���X�� 
`RT� ¦ � ���X�

!����X������`���X�0�SR 
��Íf����� !���Q���g¢	����X�`RT� ����� ^ h4lIQ���g¢g��q���`RT���0�SR´
��Íf����� 	�����
0�SR�\��X�������}�����0	�����Z�¸
������Q�� 
����Z[����wQ���g¢	����X������:�HGXR�Q����g������w�SR-Q`Y>RT
 Ím�&���
ZY R�Q���\��X� ¦ T����X� � 	��SR0\]�>RT���� �`�&!���g����X��g�Ó�
���
R�!����
 �����:	>RT
:���������!���� ��
ZY R�Q�����X ��Q�
 ����!XRT�X��Q���� ���
��Íf�����

Γ1 ∼=
σ

a2f

^ Ib¦ h h4l
��������Q`Y>RTg¢	�������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X�C��� ���X��Í]RT� �jY�U dΨ

dz ≥ 0
¦ T �SR Y 
����� ��Ó�
��!��:�SR�
��Íf����� ^ h4l 	]���*�%X RT���������-U

dΨ
dz = 0

¦�� ���X�&	����X£m���X�I!����XQ¢� �X	�	��f���
�\��X�F������Q������ 
�a¸ �����X�
	®Q`Y>RT
Ím�����X��Í]RT� ��£]��g������
	®�X�¢�`�����

hjk#[



B �je � 	���� �4!#�%�"��* � *a9&0b!S�'�"! /4*`0R� ,��'� �8^5*

	>R��:	�
������������� ρ− ∼= 0 ����	�
��g¢��Ó�
�-RT	�	X
��G[��gVRT� ����� ¦
� �§� 
����£m�qR���`� � �>RT� ��
��������g������¢���X�}£�RT������
FQ�
 ��� ��\��X��!�� σ ��������q\]�OX ���X�����������Q����XQ`YX�q!��

�������X� !����`RT������� ξe 
��Q�����£[
����������X� � 
`RT������Q���g¢	����X���Q���g¢	���Ó����g����[� �SR§Q`Y>RT
 Ím��� ��
ZY R�Q���\��X�
^ ¹¬��Íf��
� Ib¦ I l ¦XÂ Y>R�\��X�C��������	 ξe Q����[� ���a�[�Ò���X�&Q`Y>RT
 Ím� fge ���wQ�����£�
�C���X�&� ��
ZY R�Q�� ξ2e ¦ � ��R-!����XQ

σc ∼=
a2fge
ξ2e

∼= f
^ Ib¦ h kml

¾+X ���X��
 Íf���I������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X�I!�X ��� ������� �������
`RTÍf����`RT���CRj£]��Q&�SR¢� ��
ZY R�Q������ ��RT����
�

Wel ' kBT
f`Bgeσξ

2
e

ξe
' kBT

σ

f

^ Ib¦ h cml
���:��� �:!��&� X ��
!b
��!��&Íf
`RT�X!�����
�!��&� X ���X��
 Íf����� YX��
 g¢��\]�X��	�����
 σ ∼= σc

¦XÂ ��Q��(� ��ÍfÍmÓ�
��\��X�&���C�������
������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X� �4X �����	>R���!��HY ��
 g���	>RT
�� X RT� � 
`R�Q�� ����� ������Q�� 
�f� � RT� ��\]�X�´!����SR�� ��
ZY R�Q���	�����
V!����
!����X�������F� ��
ZY R�Q���\��X���F!��}� X ��
!b
�q!�� σc ¦ � �§	������¢!����XQq!b��� � ����Íf�X��
�!���� GÄ
��Íf� g���� U²���}
��Íf��g��
!�X R�!��`��
 	�� �����´g���!���
����	 σ ≈ σc 	X���:Q��������²!�X R�!����
 	�� ����� Y ��
�� σ À σc

¦

(a) (b)

x
e

x( )z
L1

+

++

+

+

+L1 @ x
e

+

+ +

©�� Á�� Ib¦ I � 4 �;,��������&'2�;
$�	�	9/'?ls��a 
��	���8����JL�	9KJ<� ���Q�`
s���VU�	9/' � 	!�8���Q�`
m569_#$5��:�3
_�_��9/��J��6�A�	9/�&��c�#$�
� 
��

σ ≈ σc
��� � J��

σ À σc
M

Ñ(
`RT������X�V������}!�X RT����
! ��� QjR�� σ ≈ σc
¦ ¾²R�
��Íf����� ^ h4l¢����}RT����
�}Q����X� � ��� �X���´!�X ���X�d��������

Q����XQ`YX�I!����������X�:������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X������������ ��	>RT����`�a�X
:����

Λ1
∼= ξe

^ Ib¦ h#h l
Ð&�Òg�_�g���	��X���X��	�����£]���X����� � ��g���
����Ò�X��g-��
�w!��Òg����X��g�Ó�
����	>RT
�	X����X!��T¸ �����XQ�������	>RT
 � ��Q���	>RT��� �
Q���� ���
��Íf�����F!���Q���g¢	����X�`RT� ����� ¦mÂ Y>R�\��X���������0������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X��Q����X�� ��� �X������!��������¬!�X ���X��	X����X!��T¸
�����XQ����I���w�>���X�w� 
����£]���X�

n1 ∼= ge
^ Ib¦ h-I l

hjkm 



�W/"0R6 $;����* B � � �",��'�D6"�%$&�'� � *`68�'9;:�^59&*-!#�����'9;:���*5,

¾(R¢!����X� ���������QjRT���I!���Íf
� �¶RTÍm�
�F�SRWY 
����� ��Ó�
��!����SR0
��Íf����� ^ h4lÒ��� �:��Í]RT���
�

S(n1) ∼=
1

ξ2e

^ Ib¦ h [ml
¾(��
�\��X� σ À σc

	��SRÄQ����XQ������ 
`RT� ����� ��� g����X��g�Ó�
���´R�!����
 ����� RT��Ífg�������������SRLY 
`R�Q�� �����
£]������g¢��\]�X� �I�SR-� ��
ZY R�Q���	 Φ0

	�!���£[�������Ò� ��	���
 ������
 � Φe
¦�Â ��g¢g������w���� 
`RT�X� Y ��
 g��&RT����
���SRI
��Íf�����

^ h4l � � �X������������:�����w	>RT
`RTg�Ó�� 
����\����¶��� EX�X������� ��
w�SR¢� � 
 �XQ�� ��
��!���Q���� ���
��Íf����� �
� ���X��!���£]������	�	����X�q��Q��C���X��RT	�	�
��Q`YX��\]���&Q����X!b����� RT� G 
��� �����`RT��q� 
����£m����	>RT
qÐ&����
 Z[����� � �
� � � � [ I ��!XRT�X�����:QjR���!��:� X R�!����
 	�� ����� ��	>RT
 � ��
�!�X ���X���������� �����}!b�����X����	�\����>��������� ��������:� X ��\ ¦ ^ Ib¦ h�[ml ¦
Ð X RT	�
Ó����SRC	>RT
 � ���w	�
��Q���!��������	]�X���X��	�����£]���X��Q����X� ��!���
��
�� X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ cbh4l ¦�Â ��g¢g��:!XRT�X��Q���� ��

��Íf������	��SRbY ��
Q��d������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X����� ��!b��
 ��Ím���d£m��
�}�SR�� ��
ZY R�Q���	��������d�X�´	������q_a�
�dQ���g¢	����X�����	
!�X RT	�
Ó���� X ��\]�>RT� ����� ^ Ib¦ cfcml 	�\��X� 	>RT
}�SR�	�
��������� �f� g���� ��\]�X��	�� X ���SR�� � ��Q������!����}	X����X!��T¸ �����XQ������
���`RT�����X��Íf����Ím�jRT����� ¦ ¾8X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ cfcmlw��X �����Ó�Íf
�0RT����
�����´��� �������`RT�����SRF
���SRT� ����� ^ c ¦ kmlw����Q����X!b�X� �
�0�SRF
���SRT� �����d����� 
���SR Y 
`R�Q�� ����� £]������g¢��\��X������g����X��g�Ó�
������� Ψ U

Φ(z) =
√
µ∗ − fΨ(z)

^ Ib¦ h  fl
��� µ∗ ��� �I���X�}Q����X� �`RT�����\]�>���X���X�0R�!bg���� ����X�0	�
��	���
 � �������X��������� g−1

e

¦ ¾+X ��\]�>RT� ����� !��}W¬�����?¸
���� ^ Ib¦ h4 flÒ��X �����Ó�Íf
�IQ���g¢g��

(
dΨ

dz

)2

(z) =

(
4π`B
a

σ

)2

− 16π`B
3a2

f
[
(µ∗ − fΨ0)

3/2 − (µ∗ − fΨ(z))3/2
] ^ Ib¦ h-J l

��� � X ����R0��� �������`���SR¢Q����X!b��� ������!�������
! ^ Ib¦ k h lw���:�X���� Ψ(0) = Ψ0
¦XÇ � �����`�aÍf
 RT�������X���X����£]�������

Y �����
	b�SRWY 
`R�Q�� ����� £]������g¢��\]�X������:!������X����!�� Y R�º�������g¢	�����Q������	>RT

∫ 1

Φ2(z)

Φ20

dx

4
√
u2 − 1 + x3/2

=
z

D

^ Ib¦ h iml

���
u2 =

3π`Bσ
2

Φ3
0

et D =
Φ2
0

πf`Bσ
u

^ Ib¦ I eml
Â ��g¢g�� Λ1

�����!����X���*	>RT
 dΨ
dz (Λ1) = 0

	m� X ��\ ¦ ^ Ib¦ h-J l�	���
 g�����!��:
����Q�
 ��
� u2 = 1− [Φ(Λ1)/Φ0]
3 ¦

T����X� � 	 � ���d� X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ h iml 	(�SR�������Íf�X����
 Λ1
�%X �HG[	�
 ��g��V���LY ���XQ�� �����§!b��
`RT	�	���
 � Φ(Λ1)/Φ0

¦
Ð�RT�X�w�SRF����g¢���� Φ(Λ1)¿ Φ0

	 Λ1
���:�SR Y 
`R�Q�� ����� £]������g¢��\��X����X ��Q�
 ��£m������RT��h (�����
!b
� ^

u2 = 1 l

Λ1 ' D ' 1

f

(
9σ

π`B

)1/3

' ξe
(
σ

σc

)1/3 ^ Ib¦ I h4l

Φ(z) ∼= (3π`Bσ
2)1/3

(
1− z

Λ1

)2 ^ Ib¦ I kml

hjk J



B �je � 	���� �4!#�%�"��* � *a9&0b!S�'�"! /4*`0R� ,��'� �8^5*

T����X� � 	;Q���g¢g�� σ/σc À 1 	 Λ1(σ) > ξe
���¢�SRd
��Íf����� ^ h4l0��q!b���SRT��q����
�\��X� σ RT��Ífg����[�� ^ QHY ¦

¹¬��Íf��
� Ib¦ I l ¦ � ������X��\��X�:� X ���������� ������!��:�SRI� � 
 �XQ�� ��
����� X ��
!b
��� ����£fRT������� Φ(Λ1)/Φ0
�X��Q���������

!���	�
���X!b
�I��� Q���g¢	����� X ���SR�� � ��Q�����I!XRT�X� ^ Ib¦ cfcml ¦
¾(R0� � 
 �XQ�� ��
��!��C�SRI
��Íf����� ^ h4l���X ����� �������w���q���X���
`RT���w� X ��\ ¦ ^ Ib¦ h  fl�!XRT�X��� X ��\��>RT� ����� !��&� � 
 �XQa¸

� ��
� ^ Ib¦ cfkmlw\]���(��X RT	�	�
��G[��g��I���

(
ż

a

)2

+
S′′

S′ ' µ− µ
∗ ∼ 1

ge

^ Ib¦ I cml

Ç � ����>RT����Q���g¢	���I!�� ^ Ib¦ I kml 	X�SR¢�������� �����´!���Q��a������\]�>RT� �����d��� �

z(n) ∼= ξe
ge
n

^ Ib¦ I�h l

S(n) ∼= (`Bfσ)
2/3

[
1−

(
f

σ

)1/3 n

ge

]2 ^ Ib¦ I#I l

T����X� � 	b� X �HGb����X� �����´!����:Q`Y>RDC��X������� �:Q����X��`RT�����	�
Ó��:!����SRF� ��
ZY R�Q�� ¦>Â ��� ����������� ����� �OX ����w£�RT�SRT�����
\��X�-	�����
 S′′/S′ ¿ g−1

e
	������� z ¿ Λ1 − ξe

¦=Ç ��� �¶�a�	*� X RT	�	�
��Gb��gVRT� ������Q����X� ��� �`RT�����}�X��Íf����Ím��

� X ���SR�� ���Q������!����-�����XQ������0Q����X!b����� RT��� � ^ Ib¦ h  fl��OX ����I	����X��x?�X� � ���>��������
�`\]�X� Φ(z) ∼= Φe

	®£fRT������

	�����
I�SR�\��X���������SR�Q����[� 
 ������� �����§���SR�� � ��\��X�V�����SR Q������ 
 ������� �����§�f� g���� ��\��X�V������I!b��g�_�g��V��
!b
�
!���Íf
`RT�X!�����
 ¦ � 

	��`RT����\]�>� Φe ¿ Φ0

	�Q#X ��� �?¸ ��¸6!b��
� σ À σc
	����dR Λ1 À ξe

���:!����>Q���� z ' Λ1
	

Φ(z) ∼= Φe
¦

Ð�RT�X�Ò�����Ò!���� GqQjR��Ò�HGb� 
_�g����
	 σ ' σc ��� σ À σc
	[�SRUY 
`R�Q�� ������£m������g¢��\��X�&��� � Φe

���q����
!b��
��!��
�SR�
��Íf����� ^ h4l 	�Q���\����[� ��ÍfÍmÓ�
��\��X� z = Λ1

��� �²���X����\�����	��������� ��������� ¦�� ���X�²�X��	�����£]���X�¬	>R��¬���XQ���
�
!������
 g¢���X��

	b�a�}
��£�RT�XQ`YX��	]���>�SR�£fRT������

	m�X�>����� ��Íf�X��!�� Ψ(Λ1)

	]QjRT
�� X ��
 ��Íf���X��!�����	����������������wR�����
�RG�����	�����
 z →∞ ¦ ¾(R-
��Íf����� ^ h4l���������
�����C!����SR0Q����XQ`YX�&���g-���������w!����XQ&!���Q�����	������:!b��	��������
!���£��X��������Q�� 
�f� �`RT���\��X�&�����SR � ���X�C!��CQ���g¢	����X�`RT� �����q�OX ��� ��	>R��ÒR �=��Q������	>RT
��SRI�������� ����������
�\��X�
Φb < Φe

¦ � �q���X���
 £fRT�����
w� ��� �X�C!X�a

 ��Óa
`�C�SR-
��Íf����� ^ h4l��X��	������w!����XQC	>R��w!b���=��
���XQ�����
w�����Ò!���� G
���� �>RT� �����X�C�HG[� 
Ó�g���� σ ≈ σc

��� σ À σc
¦>Ç �d	>RT
 � ��Q���������

	�������QjRT
`R�Q����
 ��� � ��\��X���C!��I�SR¢
��Íf����� ^ h4l

�`�����w���X!���	����X!XRT������C!�� Φb
¦

Â X ��� �C	�����
\��X��� 	��X���X�&
��� 
����£m���X�&	�����
 σ À σc
	�!XRT�X�&���0QjR��&!�X ���X�F�������� ���������g¢� ¸6!b�����X����	

������g�_�g�����
��� �����`RT���\��X�wÐC����
 Z[����� � � � ��� � [ I � 	�� 
����£]����	�����
�� X R�!����
 	�� �����}!��w�������� �����X��!b�����X�����
	
g�_�g��¢� �¬�X���X�&�OX ��� Y RT������X�&	>R��C���0g�_�g��0�X�`RTÍm�FQ���g¢g��F�X���X�C���0£m��
 
���X��!XRT�X�&�SR}!����`Q�
 ��	�� �����
!����SR�
��Íf����� �������
 g���!b�SRT��
� ¦ ¾(R§Q����XQ`YX����� �q!��HY ��
 g�����Q���g¢g������dg������ 
���SR§¹²��Íf��
`� Ib¦ I ���
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!�X RT	�
Ó�� � [ I � 	b�SR¢� � 
 �XQ�� ��
�I!���Q���� ���
��Íf�����d��� ��RT����T¸6���g¢���SRT� 
`� ¦ ¾®���:�`RT��������!����:�������X��� �����w�SRF�����

ξ(z) ' ξe(
(σ/f)1/3 − z/ξe

)2
^ Ib¦ I [ml

� ������X��\]�X�´���´
��� �����`RT� ^ Ib¦ I#I lV��´
����Q�
 ���q!�X RT	�
Ó�� ^ Ib¦ I [mlVQ���g¢g�� S(n) ∼= ξ−2(z(n)) ���������
�����XQ������ Y ��
 g������:!����wQ`Y>RDC��X���:!��C�������X�:!��C�`RT������� ξ(z) ¦XÂ ���Ò�������X�Ò
`�������������:!��C� X ��\�����������
��!��C�SR
	�
���������´�f� g���� ��\��X��!����wg����X��g�Ó�
���C�a��!����SRWY ��
Q���������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X� ¦

Ç � �X��	�	�����
C����� σ �������
 g���!b�SRT��
���
	®RT�XQ��������
 g��0�OX ��� �C�X��Íf����Ím�jRT�����¢!XRT�X�C� X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ cfcml
���w���>�&
���������� ������RT�>RT��Z�� ��\��X���OX ��� �:	>R��w	��f�� ������� ¦ �6�¶�OX �HGb��� ��&	>R��	��0�X��� 
��Q������>RT����`RT�XQ���	>!�X �HG[¸
	�
���������d��� ��������!�X ��Q`YX��������	����X
 Λ1

¦ � ���X�:	�����£]���X��Q���	����X!XRT�[��	�
��� ��g���
�\��X���SRF
��Íf����� ^ h4lÒ��
!��HY ��
 g���	�
��Íf
���� ��£]��g�����������
�\]�X� σ RT��Ífg�������I����\]�>� Φ(Λ1) ' Φe

¦
� �=��� ��	��f���������C!��C
��g��������
 � Ψ0

���q�������Íf
`RT���w� X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ kfemlCU Ψ0 = Ψ1− 4π`BσΛ1+

4π`Bf
∫ Λ1
0

∫ z
0 Φ(u)dudz

¦ Ð&RT�X�:����QjR���!��&� X R�!��`��
 	�� �����´g���!���
��� ^
σ ∼= σc

l 	b�X���>�w� 
����£]���X�IU

Ψ0
∼= Ψ1 − 2π`B

fge
ξe

^ Ib¦ I  fl
¾(RI!b���¶��
���XQ���!X�:	��������� ����� |Ψ0−Ψ1| ��� �
	]!XRT�X��Q���QjR��
	]��Í]RT���&RT�V	��������� �����=������Q�� 
�f� � RT� ��\]�X�CQ�
���
	>RT
:��� �������´������Q�� 
�f� �`RT� ��\]�X� ¦ Ð&RT�X�:����QjR��:!���� X R�!����
 	�� ����� Y ��
 �� ^

σ À σc
l 	��X���X�:��������X���X�-U

Ψ0 −Ψ1 ' −2π`B
fge
ξe

(
σ

σc

)4/3 ^ Ib¦ I#J l
T����X� � 	�� X RT��Ífg������`RT� �S���´!b�q	��������� �����®!XRT�X�Ò�SR � ���X�&!��&Q���g¢	����X�`RT� �����´��� �Ò�������q	����X�Ò��g¢	���
 �`RT����
!XRT�X��Q���QjR��	�Q���g¢g��-RT� ����X!b� ¦ ¾²RF£�RT������
�!�� Ψ1

��� �:!������
 g¢���X�-!XRT�X�w�SRF
��Íf�����´�����£�RT���� ¦

� ������� � � � � � � �
��� � � � � � ��� � � � � � �
Ð�RT�X�¬Q���� ���
��Íf������	�� X ��� EX�X���XQ���������Q�� 
�f� �`RT� ��\��X��!b��
��Q����!����SR�� ��
ZY R�Q���!����	>RT
`RDC�� ¦ ¾(R�� � 
 �XQ�� ��
�

!��I�SRVQ����XQ`YX�0!XRT�X���SR�
��Íf����� ^ kml:�����!����XQ0� ��g¢���SRT��
� �VQ��������-!�X ���X�0Q����XQ`YX�0!��I	�����Z]������Q�� 
����Z�����
R�!����
 ���������
;���X�w���
ZY R�Q��Ò�X����� 
��	 �>Q�� ��£m��	f	��SR�Q���� � z = Λ1

¦ Ð�RT�X��Q��wQjR��
	��SRgY 
`R�Q�� ������£]������g¢��\]�X�
����g����X��g�Ó�
���I£fRT
 ���¢!�� Φe

��� z = Λ1
�q� R}£fRT������
�!XRT�X���SRq�������� ������	 Φb

¦ ¾(R��������� ���������`RT���
Íf�����>RT����g��������X����� 
��	*�>���X�CQ`YX��
Q`YX���X��!����XQ-�SRV
��	����X��0!b��� Zb� �Ó�g�� ���SRV	���
 � ��
 �>RT� ������!����X�����
	>RT
 Φ(Λ1) = Φe

¦
� �X�����I��������������X����£]�jRT� G�	�Y>�a�>��g�Óa�>���I	�Y�Zb� ��\��X����!���g¢���>RT����
	®	������\]�X�F� X RT� � 
 R�Qa� �����§!��F�SR

� ��
ZY R�Q��ÒQ`Y>RT
 Ím���:��� �;�X��Íf����Ím�jRT��������¾²R Y ��
Q��Ò���SR��� ��\]�X�w�HGb��
Q����Ò	>RT
������;g����X��g�Ó�
����!���g¢���X��	m!XRT�X�
Q���� ��I
��Íf������	*�������������
`R�Q�� �����X� �Vc�Q���
 	X� ¦>Ç � ���0��X ��\]����������
�FRj£m��Q��SR�	�
���� �������f� g���� ��\��X�I�HG���
Q����
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	>RT
�������Q������ 
�a¸ �����X�Ò£m��
��� X �HG[���
 ������
w!����SRIQ����XQ`YX� ¦ Ð X RT	�
Ó���� X ��\]�>RT������ ^ Ib¦ kfkml 	��SR�Q����XQ������ 
 RT� �����
��� Q������ 
�a¸ �����X� ��� z = Λ1

���� ρ− = fΦb expΨ1
^ !XRT�X���SRÄ����g¢���� ns → 0 lV��� � X ��� �X����

Ψ1 = Ψ(Λ1)
¦ � 

	�Q���g¢g�� ����� Zb� �Ó�g������ �¢Íf�����>RT����g������}�X����� 
�´����\��X� Φ(Λ1) = Φe > Φb

	
�SR§Q����X���
 £fRT� ����� !��d�SR§Q`Y>RT
 Ím����g¢	��f���\]�X� ρ−(Λ1) > fΦ(Λ1) ∼= fΦb

¦ T����X� � 	����d	�������[� ���a�
������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X��£fRT
 ����!�� Ψ1 > 0

	����� ��g��&	*RT
w�SR¢� �������	 � 0 ¦
Ð�RT�X�¶����QjR��(��� Φe−Φb < Φb

	������ Z[��Ó�g��;W;���������b¸ ¨ ����� � gVRT���b¸ Ç !  ÒRT
!X�(�����X�jRT
 �����	j��\[� ¦ ^ Ib¦ km fl �
^ Ib¦ cfeml;��� ��x?�X� � ���>� ¦�� ���>��Q`YX��
Q`YX���X��!����XQÒ�SR�������Íf�X����
�!��Ò
���SRDGXRT� �����V!b�F	�
� �X�>!��ÒQ����XQ������ 
 RT� �����
����RT�X�Q����XQ��F!��0���� ^

κ2 = 0 l ¦ ¾®���&Q����X!b��� �����X��!��0����
!�RT	�	�
��	�
 ��������������C	�����
&�SRV
��Íf����� ^ kmlIU
Φ(Λ1) = Φe

	 Φ(∞) = Φb
�a� dΨ/dz(Λ1) = 0

¦ Ð&�C	����X�
	b�X���X��Rj£]���X�w!��¡x �-��g¢	��f��&� X ������Q�� 
���X����¸
� 
`RT������ ^

dΨ/dz(∞) = 0 l:�����SRVQ����X� �`RT����0!b�´	��������� ����� ^
Ψ(∞) = 0 l ¦ ¾(RV�������� ������!b��� Zb� �Ó�g��

�����RT����
�

ϕ(z) =
√
Φb +

(√
Φe −

√
Φb

) [
(1−R) e−(z−Λ1)/`− +Re−(z−Λ1)/`+

] ^ Ib¦ I iml
Ψ(z) = 8π`Bf

√
Φb

(√
Φe −

√
Φb

) ^ Ib¦ [feml

×
[

1−R
4π`BfΦb − a2λ−

e−(z−Λ1)/`− +
R

4π`BfΦb − a2λ+
e−(z−Λ1)/`+

]

ρ−(z) = fΦb [1 + Ψ(z)]
^ Ib¦ [bh4l

���

`−2
± = λ± =

2Φb

a2
(π`Bf + 6Φb) [1±

√
∆]

^ Ib¦ [fkml

∆ = 1− 12π`Bf(2Φ
2
b + f)

Φb(π`Bf + 6Φb)2
^ Ib¦ [fcml

R−1 = 1−
√
λ+
λ−

(4π`BfΦb − a2λ−)
(4π`BfΦb − a2λ+)

^ Ib¦ [ h l

¾(����Q�����
 ������
��	�
��������`RT��� δϕ(z) ��� Ψ(z) 	�����
 f = 0.1 	 Φb = 0.36
��� lB = 1 ������;
��	�
���`����������

���
��SR ¹²��Íf��
� Ib¦ [ ¦ � ������X�-\]�X�¢������������Íf�X����
�-QjRT
`R�Q����
 ���� ��\]�X���0!��¢
���SRDG�RT� ����� `±
�����I����V���b¸

������X���&	>RT
 Â Y��T�����������
����&¤]�mRT����Z � c h ������
�������£�RT���&���0�Z[� �Ó�g��0W¬�����`����b¸ ¨ ����� � gVRT���b¸ Ç !! wRT
!��
�����X�jRT
 ���`�:!XRT�X��� X ��� 	>R�Q��:!��:¹>����
 ����
 ¦�Â ��� ��:!���gVRT
Q`YX���������\]����£fRT�������� ��� ��	�	��f���
�\]�X�w�SR&���
ZY R�Q��
�`������!��C���X!b�����w���X�C	���
 � ��
 �>RT� �����d�HG[���
 ������
��!�X RTg¢	������ �X!�� √Φe −

√
Φb

\]���¶��X ��� ���g¢	���	��-� X ��
!b
�
!��C�SR-
��	����X��C�����X�jRT��
��	�� ��
Ò���X�&!b��� �`RT�XQ��&��Í]RT�����I�SR-������Íf�X����
:QjRT
`R�Q����
 ��� � ��\��X��!���� EX�XQ�� �>RT� �����X�
!XRT�X�}�SR��������� ����� ¦ Ð�RT�X�V�SR�·��HY ¦ � c h � 	�� X ��� �X!��d!��´� X RT	X	>RT
 ��� ����� !�X �f�Q������SRT� �����X�qRTg���
� �����q!�� �SR
Y 
`R�Q�� �����§£m������g¢��\��X� ^

`±
��gVRTÍf���>RT��
��� l0R ��Í]RT����g������¢�����Q����X� ��!���
��� ¦ W;RT
F����XQ���!���� ��g¢	�����Q������	
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`B = 1
W
f = 0.1

���
Φb = 0.36

M

¾²R��SRT
 Ím����
 Λ2
!��w�SR�
��Íf����� ^ kml;�%X ��!������ ���>��Rj£]��Qw�SR�	����X��Íf
`RT�X!��:������Íf�X����
�!��:
���SRDGXRT� ������	 `− 	

������
Λ2
∼= `−

^ Ib¦ [ I l
� �*��� ���������
���`�`RT���Ò!���Q���g¢	>RT
��
Ò������������Íf�X����
�wQjRT
`R�Q����
 ��� � ��\]�X��� `± Rj£]��Q ξb ¦ W¬����
ÒQ�� Y RT��
��	�������� �
�X��Q�����`RT��
��!X��� ��g¢	������>��
�� X �HG[	�
���`� ����� ^ Ib¦ [fkml ¦

P ��	�	��f����X�¬!����XQ�\]�X���SR�Q������ 
 ������� �����F!����²�������
`R�Q�� �����X� �w� 
�����²Q���
 	X�¬������(�X��Íf����Ím�jRT�����Ò!���£�RT���
�SR0	�
���� ����� �HG���
Q����&	>RT
w�����:Q������ 
�a¸ �����X� ¦ � ���X��Íf����Ím��!����XQ�!XRT�X�w�����w��\��>RT� �����X� ^ Ib¦ km flÒ��� ^ Ib¦ cfeml
�����;�`�a
g�������� Φ2

b
!���£�RT����Q���� G¢!�����Q������ 
�a¸ �����X����� `BfΦb

¦ � �����	��SR�Q��w!����XQ�	m� ��
;���w!b�SRTÍf
`RTg¢g��
!���� �`RT����������C���`RT�����*	>RT
 Â Y��T�����������
w����¤]�mRT����Z�	[!XRT�X���SR�
��Íf�����qQjRT
`R�Q����
 �������	>RT
Ò!������������� �����X�Ò!��
	�����Z]������Q�� 
����Z�����-YX��g���ÍmÓ��X��� ^ 
��Íf����� h�!����SR�¹¬��Íf��
�´h��Ä·��HY ¦ � c h � l ¦ ¾+X R�Q�� �����§!����IQ������ 
�a¸ �����X�
��\�����£�RT���-RT����
�
�qQ�
����
����X�¢�������
`R�Q�� �������q!���� G�Q���
 	>������� 
�¢������g����X��g�Ó�
���0Rj£m��QF����£m������g��
�HG�Q������ �=��Q�� �jY veff ∼ f/Φb

¦ � ��R}RT����
� ∆ ' 1 ¦ ¾(RV������Íf�X����
&!��I
���SRDGXRT� ����� `− ��-� ��g¢	������>�FRT�
h (�� ��
!b
� ^

6Φb ¿ π`Bf
��� 2Φ2

b ¿ f lÒ����U

`− ≈
a√
12f

^ Ib¦ [#[ml

Ð�RT�X� Q���� �������g¢�����	:��� R `− ≤ ξb
	�����
 Φb ≤ (f/`B)

1/3 	Ò���X����Í]RT�������
`RT������>RT����������
�\��X�
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Φb < Φe
¦ ¾®���X��g-��
�I!���g����X��g�Ó�
���CR�!����
 ������!XRT�X��Q���� ���
��Íf����� 	>RT
:���������!���� ��
ZY R�Q������ �

Γ2 =
1

a3

∫ Λ1+Λ2

Λ1

Φ(z)dz ∼= (0.17Φb + 0.43Φe + 0.40
√
ΦbΦe)

`−
a3

^ Ib¦ [m fl

¾+X ��\]�>RT� ����� ^ Ib¦ [feml}	���
 g�����!�X �����������
����X����� � ��gVRT� ����� !����SR�£fRT������
qgVRDG[��gVRT����!b� 	�������[� ���a�
������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X�VU

Ψ1
∼= 8π`Bf

√
Φb

(√
Φe −

√
Φb

)[ 1−R
4π`BfΦb − a2λ−

+
R

4π`BfΦb − a2λ+

] ^ Ib¦ [ J l
¾(R Y ���XQ�� �������X�������}�����������I!�X ��Q`YX���������X�¢	���
 g����I	>R��I!���!���Q�
 ��
�}Q���

��Qa�`�ag����[�-�SRq
��Íf���������b¸

���
 g���!b�SRT��
� ¦;Â ��	����X!XRT���
	²!XRT�X���SRq����g¢����������SRq	�Y�Z[���\]�X�¢��� �I!���g¢���X����	>RT
������IQ������ 
�a¸ �����X�-���
� X ���SR�� ���Q�����I!�����Q`Y>RDC��X���
	������ Zb� �Ó�g�� ^ Ib¦ cfkml � ^ Ib¦ cfcml:���� ��g¢	������>������U

(
ż

a

)2

+
S′′

S′ + fΨ = µ
^ Ib¦ [fiml

2a
d(Sż)

dn
− fa3SdΨ

dz
= 0

^ Ib¦  �eml
� 
��SR�	�
���� ������!����CQ������ 
�a¸ �����X�&��� ��
��������� � Ψ(z) 	>RT
 ^ Ib¦ kfkml 	������� Ψ(z) = ln[ρ−(z)/fΦb]

¦>Ç �
���	�	��f�`RT���C\]�X���SR�Q����XQ������ 
`RT� ���f�����´g����X��g�Ó�
���&Q`Y>RT
 Ím���C� ������Q��������-!�����Q������ 
�a¸ �����X�
	 fΦ(z) ∼
ρ−(z) 	]� X ��\��>RT� �����q!���� � 
 �XQ�� ��
`� ^ Ib¦  �eml���X �����Ó�Íf
�C��� ż2 ' a2f ¦ T����X� � 	m� X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ [fiml�!���£��������
S′′/S′ + f ' 0 	=������ S(n(z)) ∼ exp[−fn(z)] ∼ exp(−√fz) �����X���X�&
��� 
����£]���X��������� `− '
1/
√
f
¦ �

� � ��� ��� � ��� � 	�����£]��
 ���>��\��X�&���&	��������� �����(Q`Y���g¢��\��X��	 µ 	b��� �w������� �X��Íf����Ím�jRT����� ^
Φ2

b ¿ f l ¦
¾(R !����X� ����V!���Íf
� �¶RTÍm������QjRT���V£�RT
 ���V!�� S(n1) ∼= 1

ξ2e

� S(n2) ∼= 1
ξ2b

¦ � �X����� � ��gVRT� �����Ä� 
Ó��
Íf
�f�`� ��Ó�
�Ò!�� n2 �%X ����� ������������� ��	�	��f�`RT����\��X��	�!XRT�X�;����
��Íf��g��Ò�������
 g���!b�SRT��
��	f�����;	X����X!��T¸ �����XQ������
Y ��
 g�������!�����Q`Y>RDC��X���:�����X�jRT��
����!����������X��!����`RT������� ξe U

n2 ∼= n1 + ge
Λ2

ξe
∼ gb

^ Ib¦  [h4l

�	������� � � � � � � � 
 � � � ����� � �
Ð�RT�X�wQ���� ���
��Íf����� ^

z > Λ1 +Λ2
l 	b���&	��������� �����²������Q�� 
�f� �`RT� ��\]�>����� �w�����(RT� Gq��Q`YX����������� ��	��a¸


 ������
��� � ξb ¦ ¾(R Y 
`R�Q�� �����}£]������g¢��\]�X�����}g����X��g�Ó�
���Ò����Q�������������Q������ 
�a¸ �����X�Ò���������Í]RT����� ��������
�
£fRT������
��
��� 	���Q�� ��£]���I!XRT�X���SR��������� ������	(������ Φb

��� fΦb
¦ W;����
 �`RT���
	²� ��
����X�VQ���
 �`RT���X�V!b��� �`RT�XQ���	

Λ3
	������&�����XQ�����������\��X���X����RT	�	>RT
 � �������X�����-RT� G�Q`Y>RDC��X��������Q������`R�Q���!b��
��Q���Rj£]��Q0���F� ���X� � 
`RT�����

�SR Q����XQ`YX��R����X�V� � 
�XQ�� ��
�V!b���¶��
������}!��VQ��������V!����SR �������� ����� ^ ¹¬��Íf��
� Ib¦ h l ¦ ¾®���I�������
`R�Q�� �����X�
������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X���Ò���`RT������Q�
`RT���������	�����
�!�����!b��� �`RT�XQ������ ��	���
 ������
��� ���SR��`RT��������!����SR�gVRT��������	��X���X�
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!���Q�
 ��£]���X��Q���� ��F
��Íf������	>RT
�RT�>RT����Íf����Rj£]��Q0�����&Q����XQ`YX����!��0	�����Z[g�Ó�
���&�>�a�X� 
��� ^ Q`Y>RT	���� 
� h l����
� X RT	�	�
��Q`YX�VR�!���\��>RT��F����&Q��������¢!���£]������	X	�����!XRT�X�&�SR}	>RT
 � ��� Ib¦ c ¦ k ¦(Â ��g¢g��¢!XRT�X�&���FQ`Y>RT	���� 
� h 	
�X���X��� ��	�	��f����X��\]�X�������:Q`Y>RDC��X���:������
���:�X��	����XÓ�� 
������	>R���!XRT�X�w�SR¢Q����XQ`YX� ¦

N
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n
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n
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x
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©�� Á�� Ib¦  �� EA���^#<��� ���n�`
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�U��Q�	9K5!
��	�8�$
�'@�n�`
�569_#$5����3
_�_��9/��J��6��M

T � X ��\]����������
��	��SR�	�
���� ����� �f�g���� ��\]�X���HG���
Q����d	>RT
}�SRÄ�������� ������	 Πb
	 ��� X �HG[� 
��g¢�����!��d�SR

Q����XQ`YX� ^
z = H lÒ����:Q���g¢	����X����I	>RT
:�SRF	�
���������´�f� g���� ��\��X��!XRT�X����R�Q����XQ`YX� ¦ � ���X�:�X��Íf����Ím�����X�

!����XQ��SR¢Q������ 
 ������� �����d���SR��� ��\]�X��!XRT�X�:� X ��\]�>RT� ����� ^ Ib¦ cfiml 	>Q���\����®Q����X!b�������
S

ż
∼= Φb

^ Ib¦  �kml
����!����XQ Φ(z) ∼= Φb

¦ ¾8X ��\]�*RT� �����d!�X ��\]����������
�IQ`Y���g¢��\��X� ^ Ib¦ c J lÒ�`��� ��g¢	������>�IRT����
�����

ξ
1/2
e

Φ
3/2
b

S2 +
S′′

S′
∼= 0

^ Ib¦  �cml

\����(R�!bg����:���X���������������d���������(!���	�������`RT�XQ���!XRT�X�:�SR0����g¢���� N →∞ ^ ¹¬��Íf��
� Ib¦  fl

S(n) ∼=
Φ
3/4
b

a2(ξe/a)1/4n1/2
^ Ib¦   h l

� ������X�;\��X���>���X�¬
��� 
����£]���X� S(n2 ' gb) ∼= 1/ξ2b
¦ ¾(R�
���`������� �����¢!����;��\��>RT� �����X� ^ Ib¦  �kml¬��� ^ Ib¦   h l

	�����
 z 	[Rj£]��Q��SRIQ����X!b��� �����q!�������
! z(n2) ∼= Λ1+Λ2
	�Q����X!b����� �I!�����	�����Z]������Q�� 
����Z[����wR�!����
 �����

\����®� ����£]�����w���X��gVRT
Q`YX�-RT��Y>R�� RT
! �FÍf
`RT�X!��I��Q`Y>�a�����VU

z(n) ∼= Λ1 + Λ2 + a
n1/2

(ξe/a)1/4Φ
1/4
b

^ Ib¦   I l

¾(RF�`RT��������!X�&�SRF
��Íf����� ^ cmlÒ��� �:!������
 g¢���X���I	>RT
 H = z(N) 	����

Λ3
∼= a

N1/2

(ξe/a)1/4Φ
1/4
b

^ Ib¦   [ml
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¾(�&�>��g-��
��!���g����X��g�Ó�
���CR�!����
 ������!XRT�X��Q���� ���
��Íf�����´����

Γ3 ∼=
∫ N

n2

S(n)dn ∼=
Φ
3/4
b N1/2

a2(ξe/a)1/4
^ Ib¦  f fl
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¾(R-� � 
 �XQ�� ��
�&!����SR-Q����XQ`YX��R�!����
 �����C����������X�&���	>RT
��� X ��� EX�X���XQ���!����SR-Q`Y>RT
 Ím�&!b��� �X�X� � 
`RT�
	
σ 	;\����Ò�������
 £���������������\��X��g������V!XRT�X�F������QjRT
`R�Q����
 ��� � ��\��X���V!����SR�
��Íf����� !���Q���g¢	����X�`RT� ������	����
� X ��� EX�X���XQ��:!����SRC�������� �����¢\�����RTÍf���;������\��X��g�������� ��
¬�SR � ���>�Ò�HG[���
 �X� ^ cml ¦ ¾(R�
��Íf����� ^ kml¬RT	�	>RT
`RDC��
���´\]�X����\��X�����
 ���Q���g¢g������X� � ���X� ���`RTg¢	���� � ¦ � ���X�:!���Q�
 ��£m���X�:��
 ��Ó�£]��g��a�[�:� X ��� EX�X���XQ��I!�� Φb

��� σ � ��
¢������QjRT
`R�Q����
 ��� � ��\]�X���}!��q�SR�Q����XQ`YX��	�������!b���Q�������X��!��q�SR�	��f�`� �������������!�X ����£]��
� ����� !��
Q`Y>RT
 Ím��	�����
:�����:Q����XQ`YX��� Y ��
 g�������!���� 
Ó��w������Ím�:	�����Z[g�Ó�
����Q`Y>RT
 Ím��� ¦

�	��� �
� � � � ��� � � �����
σ

� �
Φb

¾®��
�\��X�}�SR Y 
`R�Q�� ����� £]������g¢��\]�X�q���§g����X��g�Ó�
���VRT��Ífg�������q!XRT�>�0�SRd�������� ����� ^ Rj£]��Q Φ∗
b <

Φb < Φe
l 	T�SRC
��Íf�����V�HG[���
 �X� ^ cml¬�%X R�Q�Q�
��C���RT� GF!���	����X��!��Ò�SRC
��Íf�����¢�������
 g���!b�SRT��
� ^ ¹¬��Íf��
� Ib¦ J l ¦

¾²RI
`RT�������	�Y�Zb� ��\]�X�C��� ���SR-� ����£fRT����-U��SRI	�
���� �����q�f� g���� ��\��X�C!�����Q����[� 
�a¸ �����X�
	5Y ��
Q��C!���g¢���>RT����
!XRT�X� �SR§
��Íf����� ^ kml 	:��� ��	����X����g¢	���
 �`RT�������� z = Λ1

\��OX ��� z = Λ2
¦ � �X��RT��Ífg������`RT� �����

!��´�SR�	�
��������� �f� g���� ��\��X�d!����}Q������ 
�a¸ �����X�q�HGb��
Q����´	>RT
}�SR��`������� ����� R �=��Q���´�SR��� 
 �XQ�� ��
�d!��
�SRq
��Íf����� ^ kml�	������ ���I\��X�¢Q���������!��F�SR�
��Íf������!���Q���g¢	����X�`RT� ������	 ��	�
�����Ím�����	>RT
����X�F	�
`���`� �����
�f�g���� ��\]�X����g¢	���
 �`RT���� ¦T¨ �����-��������X!b��	4����
�\]�X� Φb

RT� ��������²�SRw£�RT������
 Φe
	��SRw
��Íf�����-�������
 g���!b�SRT��
�

!b���	>RT
`RDC��¢���F�X��� 
��RT	�	�
��Q`YX�q�OX ��� �F	����X�F£�RT�SRT����� ¦�Â ��
��Íf��g�� ^
Φb > Φe

l�	������
	����§
��£fRT�XQ`YX��	
_�� 
�V�a��X!b����	¶	�
���>RT������g����[�-����g���
 ��\]�X��g������
	²������� �������`RT���I�SR�� YX����
 ���V!���W¬������`���b¸ ¨ ����� � gVRT�X�b¸
Ç !! ÒRT
!�� ¦

¾®��
�\��X�V�SR´!����X� ����}���
ZY R�Q���\��X�}!��}Q`Y>RT
 Ím���
	 σ 	²RT��Ífg��������� 	>RT
 � ��
0!��V�SR £fRT������
 σc 	(�X���X�
Rj£]���X��£[� \��X��!���	����X�´��� 	����X�´!���g����X��g�Ó�
���d��������X��Q�����`RT��
���´!XRT�X���SR 
��Íf����� ^ h4l}	�����

Q���g¢	����X�`��
��SRCQ`Y>RT
Ím�Ò�X��Í]RT� ��£]�w!���� ���X� � 
`RT������!����XQ Γ1 RT��Ífg������� ¦ ÐC�Òg�_�g���	f�SRC£�RT������
�!�� |Ψ0|
����¬�������0	����X�;Íf
`RT�X!��Ò���;�SR�� � 
 �XQ�� ��
�Ò!����SR�Q����XQ`YX�Ò�����R �=��Q������	�Q���g¢g��Ò����g������ 
���SRC¹¬��Íf��
� Ib¦ Jb¦
¾²R�Q����XQ`YX����X ������X! ^

Λ1
��� n1 RT��Ífg�������4l ¦bÂ ��	����X!XRT���
	�	�����
�!��:� 
Ó���������Íf�X����Q`Y>RDC��X���
	 N À n2

	
� X ��� EX�X���XQ��-!�� σ � ��
w�SRF
��Íf�����´�HGb���
 �X� ^ cml�
��� ��&�X��Íf����Ím�jRT����� ¦

·���gVRT
\��X���X�&\]�X�-�X��� 
�F!����Q�
 ��	�� ������!����C
��Íf�����X�&!��0Q���g¢	����X�`RT� ���������C�������
 g���!b�SRT��
����
���?¸
�`��g-������gVRT�����OX ����:	>R��:��!������ ��\��X� �¢Q���������	�
��	��f�����	>RT
�Ð&����
 Z[����� � ��� � � � [ I �(	�����
�������Q����XQ`YX���
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��� � J��

σ
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R�!����
 ������� �´	>RT
 � ��
¢!�X ���X�q�`������� ����� !�� ���X��� ¦ � ���X�FQ����X���
 £]���X�¢��������� ����������g������¢���}	�
� �X�Ò	>RT
`R�¸
��������\��X�0!�� Φ 	X
Ó��C!b��� ���X�� 
`RT�C!XRT�X�����0QjR��C!��I� X R�!����
 	�� ����� Y ��
 ���	mx?�X�\��OX ��Q��-\��OX ����RT� �����Íf�X�
�SR}£fRT������
 Φe

^ �����X��Íf����Ím��
�� X ���SR�� � ��Q�����¢�OX ��� �&	����X�Òx¡�X� � ���>�4l ¦ W������
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�f� �`RT� ��\��X�
R �X�q!�X �����������
w����	�
� �X�¶!���
���SRDG�RT� ������!�� Φ ���q!��������X�Ò!�� Φe

¦�Ç ��
`�a£fRT�XQ`YX��	b!XRT�X���SRI·��HY ¦ � [ I � 	
�SR´
��Íf����� ��� Φ < Φe

��� �0!���Q�
 ����q���Ä���
 g����F!��}�������X�F������Q�� 
�f��`RT� ��\]�X��� ¦ W����X�WY ��
 g���������g������
	
�X���X�¢� ��
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 �X������	 Φb

	¬	����X
�!������
 g¢���X��
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	�
� �X�¶!XRT�X�ÒQ���� ���
��Íf����� ¦XÂ ��g¢g���	b!XRT�X�����CQjR��Ò!�X ���X�&�������� �����q!�� ���X����	 Φ ����X!}£]��
�Òe!	[Q��CQjRT��Q����
�����X�jRT
 ����I��� �:��g¢	��f�� ������� ¦�Â ��� ��I!b���¶��
���XQ��I��� ����������� ����������	������\��X���SRF
���SRDGXRT� �����d!�� Φ Q����X!������
RT� G�£�RT
 �SRT� �����X�I!b��	�
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 � ��Q���������

	¶���X�
!����Q�
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����%N�C%�d=��%�d/����%&6 �)4 ��0�%r(-�����^2?(���2u��4�6Z��0�%,!Z�������C���)4[��()*+�=���^4��P������%,��9C0?�)48d �0/�%,4�9&% b ��0�%r2�������9
�)48d=��%&67��%,4$��������%	��0$���1%�'�#?()��9,�)��%,()!N#?��%&��%,4$���)4V��0?�����C9.��()�t4Dd_6?%&��9,���)#?������4��
� ��4��/%�'��)�"!E���]��0�% �t4���%,���G��9&%����;��$:%,! �G%.�����?��% �)4r��0?���;����9&9&%&���H������0�%1�	������6@g � ��������4n*+�$6?%,('s/��0�%
#?(-��4����Ud:%&��*+%,����!5���<�E*_����d=�)4���(\9.����%$�K���	��0�%  (�%�'���4�6?%,�1gi6?%32F%,4?4�%&�3��9.��()�)48dV*+�$6?%,( � � �F!���%,(�6?�
%&����%,4$������()()!_��0�% �C��*+% ��%&���?()���	@f2?������0N%�'���%,4�������4N��4�6 �K��%&% %,4�%,��d=!�I\���\��0�% #?����4?4�%&%,���)48d h � c 6?%&�1g
9,���)#?������4�2$! h %,*+%,4�� ��, R h�. #A0?��9C04#;��� �K�?����0�%,�O6?% �/%,(���#�%&6�)4�6?%,#�%,4�6?%,4$��()!<2$!	�(#H�Md=�����?#��&, R=o b T=q . �
/��)#H% �:%,� b ��0�%n*+��4���*+%,�r9&��4�9&%,4$���C��������4 #?������(�% �K���?4�6[�)4[��0�% h � c ��0�%&����! ���+#����C��2���()��9U��4�6
�=��4?����0�%&� ���1��0�%3%,4�68���'��0�%32?������0�� a 0?�������167��!a%,��%,4$�#�K����*M��0�%<����%,#8#?������(�%<���'��0�%3�C9.��()�)48dE6?%&�1g
9,���)#?������45#A0?��9C0X�)*>#��=��%&�+�5��0�����#X6?%,4����)� ! d=�C��67��%,4$�_���^��0�%N%&6Cd:%�� �l%r*>��d=0$�_����d=��%r��0����>��0?���
d=�C��67��%,4$�E2���(-��4�9&%&�_��0�%8%,(-��������9V��%&���������)48d �G����9&%V%�'?%,����%&6u��4[��0�%8������%,��9C0�%&6u9C0����)4 ��4�6[��0����_�)�
%,4����?��%&� ��0�% d=(���2���(d%,W$�?�)()�)2?���)�?* ����9C0����t4��	��6H�?� �)� 0���� 2�%&%,45��0��)#A4U��0���� ��0?��� ��� 4���� ��0�%<*+�=���
���C��2?(�%3��������9,���?��%<���)4�9&%	��0�% h � c ��0�%&����!r!���%,(�6?�1�^(��)#H%,��*>�)4?�)*�?* �K��%&%	%,4�%,��d=! �

a 0?�)48d:�Ud:%,�7#H�����C%>�t4l��0�%_9.����%+�����N9&��4�9.�	�/%4d:%,��*+%,����! � a #H�V�C9.��()�)48d86?%&��9,���)#?������4��9.��4k2�%
�G���?4�65�)45()�)��%,�C��������%ns���4�% b ��6���#?��%&6 �f����* ��0�%�*+�$6?%,('2$!��	������6v��4�6 � ��������48,)Q h b Q.o b R7Q b R�� . b
��0�%<����0�%,� b d=���:%,482$! h % �$��9�$9, R=q . b ���A2����C%&6V��4U��4  (�%�'���4�6?%,�1gi6?%42F%,4?4�%&�12?������0V����%.����%&68(��$9.��(t()!
���+��9&9&���?4$� �K���1�^9B!�()�)4�67����9.��(_d:%&��*+%,����! � a 0�%	%&����%,4$���-��( �G%.�����?��%	���O��0�% bi�)4��:%,���C%Bc:�F������6@g � ��������4
��#?#?���:��9C0n���H��0����H��0�%�2?(���2n���"!.% ���;�����)()(��C� $/%,4n���H#?����#�����������4���(a������0�%�67�����C��4�9,% �K����* ��0�%F9&%,4$��%,�
����9,�?� �=�����?��%Fse2�%&9.������%H��0�%H�)4$��%,���G��9&%H���d9&��4�9.�	�/% b ��0�%\2?(���2>���"!.%H6?%&9,��%.����%&�Y���;#H% d:� �f�?����0�%,�Y��#;�.!
�K����*M��0�%7#;��()(H@ c ��d=�?��%$
�� R:I�� a 0�%<%&����%,4$���-��(���%&���?()��� ���'��0?����*+�$6?%,(d����%��� �G��()(��)#��@ a 0?�����Dd=0����?�
��0?��� ��������9,(�% b �K��%&%	%,4�%,��d=��%&� F ����%	�)4n��4?�)�������d��0�%,��*_��(p%,4�%,��d=! kBT I�s

Q �=q
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• ��0�%	��0?��9�$$4�%&�C�����O��0�%F2?������0n��� LDC ' R[1− (1− aNσ1/3

R )3/5]

• ��0�% �f��%&%3%,4�%,��d=!r#�%,�19C0����)4V��� FDC ' −Nσ5/6 ln[1−aNσ1/3/R]

aNσ1/3/R

• ��0�% �:��()�?*+% �K�C��9,������48#?������(�%3��� φ(r) ' σ2/3

(1−r/R)4/3
#A0�%,��% r ������0�%	�C��67�-��(O67�����C��4�9&%3���+��0�%

��#?0�%,����9.��(����?���D��9&%+@K�C%&% c ��d=�?��% 
�� R:I
 *+��48d>��0�%&��%�#?�C%,6?�)9,������4�� b ��0�%F(-�����A��4�%F���;9&%,���C���)4?()!r��0�%F*+�=���A���?��#?�������)48d � � �H#?��%&67��9,���A��0����

��0�% �/��(t��*+%��K�C��9,������4N�)4�9,��%.����%&� #A0�%,4%#;% *+� �/%���! �K����* ��0�%����?���G��9&% b ��4�6E4����C��2?()! b ���H��0�%�%&6Cd:%
���a��0�%�2?������0 b #H% ��4�6 φ(L) ' σ2/3

(1−aNσ1/3/R)4/5
� a 0$��� �G����9&%&��%�'?%,����%&6_��4_��0�%�(-������2?(���25@K�=��*+������9

d=�C��67��%,4$� ��4�6N%,(-��������9 �G����9&%JIH����% �:%,��!_�)*>#������C��4$�	��� �/%,4$������()()! b ��0�% �/��()�?*+% �K�C��9,������4n67���/%,��d:%&�����
��0�%^9&%,4$��%,� �G��� R ' aNσ1/3 � /�%,4�9&% b % �/%B4P���\��0�%�(��$9.��('���C��2?�)()�)�"!U�)4�����6?%���0�%�2?������0P�����f�?(���()(�%&6 b
�����)4n��0�%39&��4��/%�'n9.����% b #H%	*>��d=0$�1%�'7#�%&9,����0�������0?���A#�������(�%36?�$%&��4����fd=���:%	��0�%F2�%&���1��4�� #H%,�	�
 *+��48dX��0�%P��%&���?()���n!$��%,(�6?%&6 2$! ��0�% h % ����9�$ *+�$6?%,( b ��4�%P���N#���������9,�?(-����()! ���?��#?�������)48d sA���

9&��4����C��4$�5d=�C���f���)48d36?%,4����)�"! b ��0�%H2?������0^0�%,��d=0$�'���d#?��%&67��9,��%&6>���	6?%&9,��%.����%;������0�%H�)4$��%,���D��9&%;���'9,�?� �/%&6
*+����%���������48d=()! � ��%,�Y���)*>#?(�%�����d=�?*+%,4$���Y�)4�67��9.����%���0����Y��4>��0�%A9&��4$���C����! b ��0�%;2?������0>0�%,��d=0$�Y��0����?(�6
�)4�9,��%.���C%�� h �?#?#��=��%��K���>�U*+��*+%,4$�^��0����^��0�%E0�%,��d=0$�+6?�$%&��4����>9C0���48d:%%#A0�%,4 ��0�%N9,�?� �������?��%r���
9C0���48d:%&6 � � �?� ���)48d3��0�%A�)4$��%,���G��9&%A*+����%���������48d=()!���0�%,4+��%&67��9&%&�Y��0�%�� �:%,�C��()( �/��(t��*+%A���S��0�%;2?������0��
a #H�;gD2��$67!�)4$��%,�C��9,������4��Y����%\��0�%,4�*+����%\�)*>#������C��4$� b #A0?��9C0^��%,4�6?�O��� � #;%B()(���0�%\2?������0�� a 0�%\0�%,��d=0$�
#A�)()(]��0�%,��%��G����%3���C��2?�)()�"!.%<���1�>����*+%$#A0����Md=��%.����%,� �=��()��%��

 ��0?�)��6k��#?#?���:��9C0 9&��4�����6?%,���3��0�%>67����#?(�%,�9,�?� �������?��%_%�!S%&9,�<��4v��0�%+%,*�?(�������4k���C��2?�)()�"!J��������4
2$!V67�)2?(��$9�$V9&��#���()!�*+%,���4, R=R . � a 0�%,!V������67!n��0�%<��*_��()(O9&������%&9,������4��F67��%3���E9,�?� �������?��%���+��0�% �����
9.���C%r�)4 ��0�%��K�C��*+%$#H��� $Z��� ��0�%  (�%�'���4�6?%,�1gi6?% 2F%,4?4�%&�>*+�$6?%,( b #A0?��9C0X��� ����()��6 �G��� �:%,��!�#H%.� $
9,�?� �=�����?��%&�	�
a �V6?%&��9,���)2�%+����9C0k9&��4�9.�	�/%>2?������0�%&�3�?4�6?%,�<(-����d:%+9,�?� �=�����?��%&� b ��4�%>*�����	��0�%,��%��G����% $:%&%,#l�)4

*>�)4�6 ��0����>��0�%N9,�?� �/%&6Z2?������0 ���>����*+% $��)4�6 ���F�59&��*>#?��%&����%&6 2?������0�� � �?� ���)48dP��0�%N�t4���%,���G��9&%
�)4�6?%&%&6 ��*+���?4$���r���l�)4�9,��%.�����)48d ��0�%82?������0 9&��4�9&%,4$���C�������=4 s���0�%U9&������%&��#���4�67�)48dX9&��*>#?��%&��������4
6?�$%&�F4����3������d=�t4�����%^�)4l��4P�)4$��%,�C��9,������4k���F��0�%^2?������0v%&6Cd:% b 0��)#H% �/%,� b 2��?�F�C����0�%,�F�)4v�C��*+%�$��)4�6
����(-����%,�C��(\�)4$��%,�C��9,������4��V@G��4�6k��0�%+2�������0k#?������(�%E��� �/%,��!v67��!a%,��%,4$� �f����* ��0��������1�89&��*>#?��%&����%&6
#?(-��4����\2?������0 b ��� #H%��)4�67��9.����%��)4  #?#�%,4�67��'  I�� � 4>��0?���\9&��4$��%�'�� b ��4�%���%&���?()�\��2?�C���)4�%&6+2$!�� ��2?�)4
��4�6  (�%�'���4�6?%,�A��4n9&��*>#?��%&���C%,6N#���()!�*+%,�;2?������0�%&�H���;*+�=���;�)*>#������C��4$� , T7Q . s$��0�%,!r��0��)#H%&6r��0���� b
#A0�%,4u��0�%V(-�.!/%,�+��0?��9�$�4�%&���+��� �G����9&%&6X���l2�%V��*_��()(�%,�_��0���4u��0����E���3� �f��%&%n2?������0 @ #A0?��9C0u0�%,��%
9&������%&��#���4�6?�;�����%�d=�)*+%&�1T���4�6��$I b ��0�%�*_���)4n9&��4$�����)2?�?������4n������0�%��K��%&%�%,4�%,��d=!E���d�9&��*>#?��%&����%&6
2?������0[�)4Gd:�$�$6 ����(��:%,4$�_���+��0�%8�=��*+������9U9&��4$�����)2?�?������4�� a 0�%8%,(-��������98������%,��9C0?�)48dZ%,4�%,��d=![���	��0�%
9C0����)4��F���F9&��*>#����C�������/%,()!5��*_��()(�%,� b % �/%,45��0����8d=0v��0�%,!5����%������)()(d��������48d=()!U������%,��9C0�%&6[@G����(�%.�����F�)4
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��%�d=�)*+%FT:I��  �\�3��%&���?()� b �)4_��0�%1()�)*>�)�H���]��������48d9&��*>#?��%&�C������4��F@f��%�d=�)*+%&�;T��4�6&� b R¿ aNσ1/3 I b
��0�%V�=��*+������9n#?��%&�����?��%n���>��0�%N*+�=����()! 9&��4$�����)2?�?���)48d ��%,��* ��4�6 ���>��0�%,��%��G����%n�?4?���G����* � �:%,�>��0�%
#A0���(�%�2?������0 �/��()�?*+%�� � 4_����0�%,� #H����6?� b ��0�%�*+��4���*+%,�H9&��4�9&%,4$���C��������4r���Y�?4?���G����* � �/%,�Y��0�%1%,4$���)��%
2?������0 ��4�6u��0�%82?������0 ��������9,���?��%8���_(��$9.��()()![��0����r����k��%,*>� gi67�)()�?��%5����()�?������4 ���3%&W$����(�� �:%,�C��()(
9&��4�9&%,4$���C��������4 �
a 0�%r���"!.%r��� ��0�%N��%,*>� gi67�)()�?��%N2?(���2��^��� ξ ' aφ−3/4 @ #A0�%,��% φ = 3aNσ/R ������0�% �/��()�?*+%

�K�C��9,������4�IA��4�6n��0�% �f��%&%3%,4�%,��d=!N���d��0�% #A0���(�%	2?������0V���A��0�%,��%��G����%+s

F sph
3−4 '

R3

ξ3
' (N σ)9/4R3/4 @�
�� h I

a 0?���	%�'�#?��%&��������4 �K������0�%^%,4�%,��d=!8��� �=��()��6�#H%,()(d�)4�����6?%���%�d=�)*+%>TE���F�)45��%�d=�)*+%$� b � � � � b #A0�%,4P��0�%
2?������0V������������48d=()!n9&��*>#?��%&����%&6k@ R¿ Lflat

I��
� �?�U���)* ���N��� d=���/%l�Z9&������%&9,�86?%&��9,���)#?������4 ������0�%v9C0����)4 ��������9,���?��%l��4�6 �f��%&%v%,4�%,��d=! �)4

��%�d=�)*+%&� R+��4�68T�� a 0�%	#?��%&��%,4�� #H��� $r��������d/��4?�"!.%&6U��� �G��()(��)#��	�
�k%;#?��%&��%,4$�Y�)4 h %&9,������4ER3� h � c ��#?#?���:��9C0&�G���Y����9C0+9&��4�9.�	�/%A2?������0�%&�
����()��6 �G������4�%.���1gD��0�%,�C�

����(��/%,4$����4�6V��48��()��%,��4��������:%39&��4��/��()�?������4V*+%,��0��$6N���A���?��()�)4�%&6n�)4  #?#�%,4�67��'  � a 0�%F#?�?��#��=�C%	���
h %&9,������4uTU������� d=���/%N�5��9.��()�)48dv#?��9,���?��%n��� 9&��4�9.�	�/%N2?������0�%&�^2$!k��%���4?�)48d h � c ��%&���?()���^�C� $$�)48d
�)4$�����9&9&���?4$�\9&������%,(-��������4��\2�%,�(#H%&%,4E*+��4���*+%,���	�  67����9,����������4E���S(-����%,�C��( ����9,������������4��H��� d=�C���f��%&6
9C0����)4��	����d=���/%,4P�)4  #?#�%,4�67��' 6 b #A0�%,��%^�)�F���	��0��)#A4v��0����F��0�%,!56?�r4����<��()��%,�	����d=4?����9.��4$��()!U��0�%
9C0����)4 �K��%&%+%,4�%,��d=!l��4�6l��0$���<6?�n4����%,4�6���48d:%,���0�% h � c ��#?#?���:��9C0 � � 4  #?#�%,4�67��' � b #H%:d=���/%
��0�%	��%&���?()���1��2?�C���)4�%&6V�)4n��0�%39,!�()�)4�67����9.��(_d:%&��*+%,����!N��0?�����8d=0U�>��9.��()�)48dE��#?#?���:��9C0��

� ����� ���/�O���������?� � � �
	 ��� �� ��� � � � �����S������������

� 4v��%�d=�)*+%&�Rn��4�6kT b ��0�%^#���()!�*+%,�<9C0����)4������%+��������48d=()!P������%,��9C0�%&6 ��4�6P�)�3���	��0$���	#��=�����)2?(�%
���V����%+��0�%_�C%,(���gi9&��4���������%,4�� ��%,(�6l*+%,��0��$6 , R h b R=o b T=q . � �l%+4�����% r ��0�%+�g��67�-��(\67�����g��4�9&%+���V��0�%
��#?0�%,����9.��(p���?���D��9&%+@K6?%���4�%&6V2$! r = 0 I��

a 0�%���)* ���Y��0?������%&9,������4U���1���E6?%,��%,��*>�)4�%��0�% �f��%&%%,4�%,��d=! F 2$!n����(����)48d&�G���1��0�%<*+��4���*+%,�
�/��()�?*+%#�f�C��9,������4 φ(r) ��4�6&�K������0�%167���������)2?�?���)��4 g(r) ����9C0����)4Cgi%,4�6E*+��4���*+%,���H�C%B(��Jgi9&��4���������%,4$��()! �
� 4n��0�%	9,(-���C����9.��(]()�)*>�)�1���d��������48d+������%,��9C0?�)48d , R=o . b ��0�% �K��%&%	%,4�%,��d=!n���O��0�%3��!7����%,*L���

F =

∫ R

0
g(r0)

∫ r0

0

[
3

2a2
e(r, r0) + v

φ(r)

e(r, r0)

]
drdr0 −

1

2

∫ R

0

4π(R− r)2v
a3

φ2(r)dr @�
�� o:I

Q �=R
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#A0�%,��% g(r0)dr0 ���^��0�%r4��?*2�%,�+����9C0����)4[%,4�6?�>�)4 ��0�%n��#?0�%,����9.��(���0�%,()(���� �C��67�)��� R − r0
��4�6

#A��67��0 dr0 ��4�6 e(r, r0) =
∣∣ dr
dn

∣∣ ���>��0�%V(��$9.��(1%�'7��%,4�������4u���3�v9C0����)4 #A0��=��% �K��%&%V%,4�6X���E��� r0
@f��0�% �������-��2?(�% n 6?%,4�����%&�_��0�%V9,�?����%,4$�+*+��4���*+%,�gI�� a 0�% �������+��%,��* 9&������%&��#���4�6?�_���k�P���?* ���
���)48d=(�%(gi9C0����)4 �K��%&%�%,4�%,��d=��%&�\�)4_��0�%�#�����%,4$���-��( kBTvφ(r) b ��0�%1��%&9&��4�6+��%,��* 9&������%&9,���\��0�% �G��9,����0����
*+��4���*+%,�1gD*+�=4���*_%,� �t4���%,�C��9,������4��10��	�:%	2�%&%,486?���?2?(�%(gi9&���?4$��%.6 � a 0�%	4�����*_��()�"!J�������=4U9&��4�67�)������4��

∫ r0

0

dr

e(r, r0)
= N @�
��)Q.q:I

∫ R

0
4π(R− r)2φ(r)dr = 4πR2aNσ @�
��)Q=QJI

� '+��0�%14$�?*2�%,�;���]*+��4���*+%,���H�)4E��4�% 9C0����)4n��4�6_�)4E��0�% #A0���(�% ��!7����%,* � a 0�%1*+%.��4���%,(�6E9&��4�9&%,4Cg
���C��������48����6?%,��%,��*>�)4�%&682$! δF/δφ = 0 b #A0?��9C0V!���%,(�6?�

φ(r) =
a3

4π(R− r)2
∫ R

r

g(r0)

e(r, r0)
dr0

@�
��)Q.R:I

�l%F#�%,���K����*M��0?����9.��(�9,�?(-��������4V2�!_�(#;�>����%,#�� , R=o . s ������� #H%	���?#?#��=��%F��0�������0�%F2?������0n0�%,��d=0$� b
xR b ��� � '7%&6 b ��4�6�#H%*>�)4?�)*>�"!.%^��0�% �f�C%,%�%,4�%,��d=! d=���/%,452$! �YW �d@�
�� o:I #A�)��05��%&��#�%,9,�F���r9C0���48d:%&�
�)4 ��0�% ��%,(�6 φ �

a 0��)�N!$��%,(�6?�n� �D��*>�)()!u���<#�������(�%&� φmin
� a 0�%,4 #H%P6?%,��%,��*>�)4�%5��0?���r��4 $$4��)#A4

#����C��*+%,��%,� x @ #A�)��0 0 ≤ x ≤ 1 Id2$!^*>�)4?�)*>�"!J��������4N��� F [φmin, x]
#A0?��9C0_!���%,(�6?�Y��0�%�2?������0_0�%,��d=0$� b

x∗ b ���1%&W$�?�)()�)2?���)�?* �

a 0�%Yb"%&W$����( gD���)*+%Bc�#�����#�%,���"!<9.��4�2�%H��#?#?()��%&6 �G���p��0�%\�C%B(��Jgi9&��4���������%,4$� ��%,(�6^����#;���O6?��4�%\#?��% �$��������()!
�)48��0�%9.����%<�����^*+%,()�4, R h�. ���'��0�% �K��()(��)#A�)48dE�(#H�E�������?*>#?������4��10���(�6 s � �F��0�%,��%3���14��_6?%.��6 !.��4�%
9&��4$�C���)4?�)48d84��n9C0����)4l%,4�6���� b #A0?��9C0k9&��4l2�%*#A���)����%,4 ��� g(r0) 6= 0 �G��� 0 < r0/R < x � ��4�6 ���
��0�%E9C0����)4 %,4�6?�^����%+4����<�?4�6?%,���%,4�������4 s e(r0, r0) = 0 �

c ����* ��0�%_%&W$����( gD���)*+%r����d=�?*+%,4$� b #H%
$�4��)# ��0������0�%_*+��4���*+%,��9&��4�9&%,4$���C�����)�=4Z#?������(�%_���<#����C��2���()��9N��4�6�#H% $�4��)# ��0�%&�K����* ������0�%
(��$9.��(p%�'���%,4�������48���d��0�%39C0����)4ks

φmin(r) = Φ

[
A−B

( r
R

)2]
Θ(r − xR) @�
��)Q.T:I

B =
π2R3

8σN3a3v
=
10

9

(
R

R∗

)3 @�
��)Q(�$I

� 5���� 
 ��� � � ��� � � ��� �
�'��) ��� �-������������� 
 ��� � ���'� 1 �*�
��%2���
����) ��) � �
+������� 
 �#�2��&�&���-��� 
 � ����)V7 � � %2� � ��� ���
�
���������	� �  -�
+�) ����) 5 F ��������������� ��) &-�
��)*��� � 
 ��� � ����� ��� 1 
�����%2� �*�	��
 � A� 5

Q �=T
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#A0�%,��%

R∗ =

(
80

9π2

)1/3

a(vσ)1/3N @�
��)Q �:I

e(r, r0) =
π

2N

√
r20 − r2 @�
��)Q 
:I

#A0�%,��% Θ �����V����%,# �f�?4�9,������4 b Φ = 3aNσ/R b B ���<��2?�C���)4�%&6 �f����* ��0�%E%&W/����( gD���)*+%r���&d=�?*+%,4$�
@ �YW ��@�
��)Q.q:I�IA��4�6 A ���A��%,(-����%&6V��� x 2$!v@ �YW ��@�
��)Q=QJI�I

(3− 3x+ x2)xA = 1 +
10

9

(
R

R∗

)3

x3
(
1− 3

2
x+

3

5
x2
)

@�
��)Q  I

a 0�%E*>�)4?�)*>�"!J�������=4u���1��0�%��K��%&%r%,4�%,��d=! #�%,�>9C0����)4 F̃ (x) = F [φmin, x]/f
#A�)��0 ��%&��#�%&9,�^���

9C0���48d:%&�;�)4 x ��4�6?%,�H��0�% ��0?��%&%F9&��4�67�)������4�� � � 0 ≤ x ≤ 1 b ��� φ(x−) ≥ 0 ��4�6 ��� φ(0) = ΦA ≤ 1
���\�)()(t�������C����%&6E�)4 c ��d=�?��%�
�� � � a 0?��� d=���/%&�\������%1�����367�������)4�9,������4r2�%,�(#H%&%,4r�(#H�9.����%&�H6?%,#�%,4�67�)48d>��4
#A0�%,��0�%,� R ���A��*_��()(�%,�����;(-����d:%,�A��0���4 R∗ b #A0�%,��% R∗ @K��%&% �YW �]@�
��)Q �:I�I\���;��0�%F9,���)����9.��(]�C��67�)��� �G���
#A0?��9C0V��0�%3��#?0�%B�C%F����%,4$���t�C%B()! ��()(�%&6n�?#V2$!r��0�%	2?������0ks

• �K��� R > R∗ @f��%�d=�)*+%NR:I b ��0�%E*>�t4��t*��?* �K��%&%_%,4�%,��d=! F̃ �$9&9,�?��� �G��� x∗ 6?%���4�%&6 0����<��0�%
�?4?��W$��%3����()�?������48���d��0�%3%&W/����������4

x3
(
4

9
x2 − 5

3
x+

20

9

)
=

(
R∗

R

)3 @�
��)Q h I

����9C0V���;9&��4�67�)������4 � �������f�?(���()(�%&6v@�������% ��0����;��0?���;9&��4�67�)������4n���;%&W$�?������(�%,4$�;�����0�%F��*+�$����0
�=��4?����0?�)48dn������0�%#���()!�*+%,�	9&��4�9&%,4$���C��������4 ������0�%�%&6Cd:%^������0�%�2?������05, T=R . I�� � ����%,*_���)4��3�
9&%,4$���C��(\��%�d=����4Z���A�C��67�)��� R(1 − x∗) �)4k��0�%E9&%,4$��%,�������0�%_��#?0�%,��% #A0?��9C0Z9&��4$�C���)4��#?�?��%
����(��/%,4$� �

• �K��� R ≤ R∗ @f��%�d=�)*+%<T:I���0�%F*>�)4?�)*�?* ��� F̃ �$9&9,�?��� �K��� x = 1 b ��0�%,��%F���;4��^%,*>#?�"!E��%�d=����4
��4�6n��0�%39&��4�9&%,4$���C��������4P������0�%	9&%,4$��%,� ���O��0�%3��#?0�%B�C%F��� ��4��t�C%��

6H! �=����!��)48d R �K����* ∞ ��� aN1/2, ��0�%�(t�)*>�)�3��� ����()��67�)�"!5������0�% h � c ��#?#?���:��9C0 b ��0�%��G��()(��)#A�)48d
��9&%,4��������_%B*+%,��d:%&� �

Q ���
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��,D�\��� 0#%� �����+�\�&,%�&�1�.6Z!5�&�U'2#��	
�, F̃ (x) �����\0#8���+�\3�
 � �&���&,$0 -��	)E�@���U��� R/R∗

����� N = 1000 [ σ = 0.03 X R∗/a = 300.07) � ������� 98��0�02��� 02�O02�/! R = 2R∗ X�������
��, 2 ` �

R = R∗ � R = 0.8R∗ X�������
��, 3 `	<	� #%� 3@�;��#%�+3�!_�	��05���50#%� '?�.��-;� '+���������"!5��,%3���02���	,e�.,�!$#�68��
'(�	)
�&
E0����@0
��, X�
^�@0#%�&�H�@0
'(�	)�)76�[ '+��,%3�
E0
��,���?[ φ(x−) ≥ 0 
B���+V8�.
E-��	)�&,$0M02� x ≤ x∗ `	<

��������� ��������� �
R > R∗ �

� 4��%�d=�)*+%;R b ��0�%�2?������00�%,��d=0$� x∗ ��� d=���:%,42$! ��W ��@�
��)Q h Ip��4�6��0�%�*+��4���*+%,� �:��()�?*+% �f�C��9,������4
@ ��W ��@�
��)Q.T:I�IA���)*>#?()����%&���)4$�����+@ c ��d=�?��% 
����:I

φ(r) = ΦB

[
x∗2 −

( r
R

)2] @�
��)Q.o:I

�.8 ��&-�
��������&������� ���4�����������
������ "!'��)2���#��
 +� ������� 
 ���!��� � �	� �����+��4��
3&��#���#%2� �
� �
) ;
σ,R) 5 8 � �
� 
������

2
��� ���

�����������
�����# "! ��) �
�%$ �
���*�
���
L ≤ (2

√
2/π
√
3)v1/2N

$ ������� ��) ���#���� 
 ��� � � � �	�!���������
R
��

σ ≤ σ1 = (

√
6/5π)v1/2.8 � �
� 
������

3
� ��


σ ≤ σ1
� � ��� �����������
�����& "! ��) 
 +��������� 
 ��� � ����� 
�����
 ���������

R1 ≤ R ≤ R∗
$ ��� �
�

R1 =

(4
√
5/3π)v1/2N [cos( 1

3
arctan

√
(σ2

σ
)2 − 1) −

√
3 sin( 1

3
arctan

√
(σ2

σ
)2 − 1)]

�����
σ2 = (8

√
5/27π)v1/2 5 �����

σ > σ1
� � ��� &��#���� (������ )*���+��
����� 
 ��� � ��� %2������%2� � �����+�%2� 
 ����� �
�����,��) ���#� ���#����!�����'��� ����) �
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� 1����� � � ��� )*+-� 
 ��� � 5�' �($ � ��� � � ����) �
� %'������) � %'�#��
������� �%)"� � � �����4��������� �
��) � � � �	�!)*%'���$����� 
�� ��
 �����+�� ) � 
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�-)*������� � ��� %2����� ������'�*�
���#�
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�YW$����������4��<@ 
��tQ.R:IA��4�6l@�
��)Q.o:I\!���%,(�6N��0�%	9C0����)4V%,4�6n67���������)2?�?������4 #A���)����%,4V�)4n�?4?�)�������O9C0����)4��A#�%,�
�?4?�)��(�%,48d=��0 g(t) = g(r0)a

2/(4πRσ) s

g(t) = Bx∗2t
[
3(2− 3x∗ + 2x∗2)

√
1− t2 − 8x∗2(1− t2)3/2

+ 6x∗ arg tanh
√
1− t2 − 9x∗t2 arg tanh

√
1− t2

] @�
�� R=q:I

#A0�%,��% t = r0/(x
∗R) �

a 0�%_67���������t2��?������4Z����9C0����)4Z%,4�6?�9.��4Z��(����V2�%_%�'7#?��%&����%&6l�)4k��%,��*+�����1�
4$�?*2�%,������9C0����)4_%,4�6?�d#�%,�'�?4?�)� �/��()�?*+%	s ρ(t) = g(t)

3(1−tx∗)2
@f�)4>�?4?�)���Y����9C0����)4��'#�%,�'�?4?�)� �/��()�?*+% b

Φ/N I �K��� 0 < t < 1 �
 �"!�#?��9.��(?#?����2���2?�)()�)�"!^6?%,4����)�"! �K��� �K��%&%;9C0����)4+%,4�6?�d���'��0��)#A4>�)4 c ��d=�?��%#
���
��
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���� � � ��,%'+�&,$0�/�@0
��, !$����Q8)�Z���\0#%�R9;������#=<MX��?`�� �	�1�8�4�"!$#%�&���]X R = 2 R∗ [ ������
������	` �
0#%� !$����Q8)�M
B� !_�	�/�C98��)�
'��	,%3 0#%��'+��,%'+�&,$0�/�@0
�?,O-��	,8
B�&#%���M�@05�+�����fQ8,8
E02��3�
B�?0"�	,%'+� x∗ ������� 0#%�
���.���E��'+����� 0#%�f�"!$#%�&���:XB���+��� VD<=X � <	� � `�`	<LX"9	`fFU0 R = R∗ [ 0#%��'+��,%'+�&,$0�/�@0
�?, -+�	,8
B��#%���A!$���+'&
B���&)76
�@0f0#%��'+�&,$02�&�U���*0#%� �"!$#%�&���	< X'�`�SP�H�	)�)=��!$#%�&��� X R = 0.8 R∗ [T������
�����
+` � 0���.,%'(�@02�+3N!_�	�/�C98��)�
'
!$����Q8)� � 
E0# � Q8,8
E02�U'+��,%'+�&,$0�/�@0
�?,]�@0f0#%�U'+�&,$02�&����� 0#%� �"!$#%�&��� XB���+��� V8< X � <���1`�`	<

c ����* ��0�%&��% b #;%���%.��67�)()!+6?%,�����/%���0�%#�f��%&%1%,4�%,��d=!+#�%,�\9C0����)4 F̃2 = F̃ (x∗) d=���:%,4E2$!��YW ��@�
�� o:I�s

F̃2 =
9

10

(
π2

4

)1/3

N(vσ)2/3 ψ

(
R∗

R

)
@�
�� R7QJI

Q � 
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�, �&,%3e38�&,D�&
E0�6 3�
B��0��
"9C�80
��, ρ -;�?< r0/R �����>0
� �

3�
�� �&���&,$05�/��3�
�
[ R = 1.27R∗ X�������
���� �	`��	,%3 R = 0.75R∗ X�������
�����
+` X N = 1000 [ f = 600 `	<

#A0�%,��%

ψ(y) =
10. 41/3

3

1

(3− 3x∗ + x∗2)

[
1

4

(
9

10

)1/3 y

x∗
+
1

3

(
25

6

)1/3 x∗2

y2
(1− 3

2
x∗ +

3

5
x∗2)

− 1

189

(
25

6

)1/3 x∗5

y5
(28− 63x∗ + 201

4
x∗2 − 17x∗3 + 12

5
x∗4)

]
@�
�� R=R:I

� 4>��0�%�%,4$���)��%���%�d=�t*+% R b %&W/����������45@�
��)Q h Id��0��)#��'��0����Y��0�%A4�����*_��()�"!.%&6_2?������0+0�%,��d=0$� x∗ �)4�9,��%.����%&�
#A0�%,4k��0�%+9,�?� �=�����?��% R∗/R �)4�9,��%.����%&� b �?4$���)(Y�)�3��%.��9C0�%&� x∗ = 1 �K��� R = R∗ @ c ��d=�?��% 
��  I�� � 4
����0�%,�&#H����6?� b ��0�%12?������0E0�%,��d=0$�\�)4�9,��%.����%&�+#�0�%,4E��0�%1�)4$��%,���G��9&% ���\9,�?� �:%&6_*+����%���������48d=()! b ����(���48d
���+��0�%,��%n���+����*+% �f��%&%V����(��/%,4$�>�)4[��0�%n9&%,4$�C%B� � � 4X��0�%V�C��*+% #;�.! b �)�_9.��4[2�%V��0��)#A4[��0����+��0�%
4�����*_��()�"!.%&6 �f��%&%�%,4�%,��d=! ψ @ �YW �S@�
�� R=R:I�IY�)4�9,��%.����%&�H*+��4�������4?��9.��(�()!r���;9&��4����C��4$�*d=�C���K���)48d^6?%,4����)�"!
#A0�%,48��0�%	9,�?� �=�����?��%3�)4�9,��%.����%&�@ c ��d=�?��% 
�� h I��
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��)Q h I �K���Y��0�%A2?������0_0�%,��d=0$� b 2?�?�
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2�%&9&��*+%&��@ c ��d=�?��%�
����:I
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φ(R) = Φ
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R
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]
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a 0�%39C0����)48%,4�6V67���������)2?�?������48���<@ t = r/R I

g(t) = vt
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1− 9
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B

)√
1− t2 − 8B(1− t2)3/2 @�
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(
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B

)
arg tanh

√
1− t2 − 9Bt2 arg tanh

√
1− t2

]
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��0�%F%,4�6@gD*+��4���*+%,�����p��0�%�9C0����)4N���4#A0?��9C0N�)�H#�%,���C���)4��;���_��4��)#A4�� � �H���_�$4��)#A4n9,(-��������9.��()()!_�)4r�(#H�
�/%,��������4��	� a 0�%>*+%.��4Cg���%,(�6 �/%,��������4k����9C0 ���3��0����<%�'�#��=�C%&6v�)4v��0�%>#?��% �$�������<�C%&9,������4l#?��� ����6?%&��
����*+%$#A0����<%,������4�%,�����<%�'�#���%&��������4 �G���F��0�%^2?������0 �f��%&%>%,4�%,��d=! b #A0?��9C0 �=������%&�	()�b�/% φ2 � a 0?��� ����#
�����)4$�����)4�����9����r��0�%�*+%.��4Cg���%,(�6l��#�#?��� '��)*_��������4 ��4�65����#?��%&��%,4��3��(����r�)45��0�% c (�����!5��#?#?���:��9C0�� 
9&������%&9,�F%�'�#?�C%,�C������4 �G���1��0�% �K��%&%<%,4�%,��d=!89.��4U2�%��2?�C���)4�%&6U�����)48dr��9.��()�)48dN9&��4�9&%B#����4, T 
 . ��4�6 �=�	g
����%&�	()�b�/% φ9/4 � � �:#;��� �������	����%&6P2$!56?%32F%,4?4�%&�	�)4k�N��9.��()�)48d h � c ��#?#?���:��9C0 �K���	��0�%^#?����2?(�%,*
���Y#���()!�*+%,�F��6?������#?������4 , T  . � �U�t()4�%,� b � �)����%,4v��4�6 � ����%&�F��#?#?()��%&6U�)� �)45����6?%,������#H���A�V���?� ��0�%
9&��4��G����*_��������4[����� ����� b � #H��()(�%,4 #���()!�*+%,�^2?������0Z�)4 d:�$�/6 �C��(��:%,4$� , T=R . � a 0�%r��%&���?()���)48dP2?������0
9&��4�9&%,4$���C��������4Z#?������(�%_��2?�C���)4�%&6 ���K��%,�3*>�)4?�)*>�"!J��������4 ���<��()��d=0$��()!v67��!S%,��%,4$� �K����* ��0����<��2?�C���)4�%&6
��0?�����8d=0l��0�%^*+%.��4Cg���%,(�6 h � c 9.��(�9,�?(-��������4�� a 0?���	���F�)4l9&��4$���C����� #A�)��0v��0�%>������d=�)4���(  (�%�'���4�6?%,�1g
6?%:2F%,4?4�%&��*+�$6?%,( �K������0�%12?������03#A0�%,��%12�����0E��0�%1*+%.��4Cg���%,(�6N��4�6_��0�%1��9.��()�)48d �G����*+�\���]��0�% �K��%&%
%,4�%,��d=!E!$��%,(�6r��0�% �:%,��!E�C��*+%�2?������0n9&��4��G����*_��������4 b #A0��=��%F9&��4�9&%,4$���C��������4V#?������(�%F���H�?4?���G����* � � 4
��0�% h � c ��#?#?���:��9C0 b ��0�%;4���4CgD��4?���K����*>�)�"!+������0�%�9&��4�9&%,4$���C��������4E���'��0�%�������d=�)4 �G���'��0�%���()��d=0$��67��!a%(g
��%,4�9&%;2�%,�(#H%&%,4>*+%.��4Cg���%,(�6+��4�6^�C9.��(t�)48d�� � � 4���0?���'��%&9,������4 b #;%\#?��%&�C%,4$�d��0�%&��%;��9.��()�)48dF���$��(�� �G���O��0�%
�=�����������;��%�d=�)*+%&�����p��0�%F��#?0�%,����9.��(]9&��4�9.�	�/%F2?������0�� c ���A������%,��9C0�%&6n9C0����)4��<@f��%�d=�)*+%&�1R^��4�6nT:I b #;%
���)*>#?()!E9.��(�9,�?(-����%F��0�%F�C9.��()�t4Dd$�f��%&%F%,4�%,��d=!&�K����* ��0�%�2?������0n9&��4��K����*_��������486?%,��%,��*>�)4�%&6 �K����* ��0�%
*+%.��4Cg���%,(�6 h � c ��#?#?���:��9C0r%�'7#��=��%&6+�)4+��0�%�#?��% ���������\��%&9,������4��  ()��0����8d=0_�)�����Y4����H���Y����d:���������H���
��0�%�9.��(�9,�?(-��������4r���S��%��G%,��%,4�9&% , T=R . b �)����0����?(�6+2�%1�	�����_9,��%,4$�H��#?#?��� '7�)*_��������4N���Y(�%.�����Y�)4+��%�d=�)*+% T
#A0�%,��%���0�%^9&��4�9&%,4$���C��������4v#?������(�%����F%&���C%,4$���-��()()!V�?4�� �G����* b ���1#H% � ����� *+%,4�������4�%&6 � � 4v��4$!89.���C% b
��0�% ����()��%^���H��0�%��f��%&%^%,4�%,��d=!P��2?�C���)4�%&6P�)4P��0?���:#A�.!8�)4P��%�d=�)*+%&�<RN��4�6lT3#A�)()(d2�%��)*>#?��� �/%&6l���
9&��*>#�����%&6V���>��0�%	*+%.��4Cg���%,(�6 �=��(t��%	��2?�C���)4�%&6V�)4V��0�%	#?��% �$�������1��%&9,������4��

�k%1��(����36?%&��9,���)2�%�*+����% �f�?()()!^9C0����)4&����9,������������4��;�������?4�6+��0�%,�)�H�	�/%,�C�;d:%�9&��4��G����*_��������4Hd=���/%B4
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2$!r��0�% h � c ����%.����*+%,4$�	� � ��4���4�%&689C0����)4��<@f��%�d=�)*+% �$IH9.��4?4�����2�%F����%.����%&6n2$!r��0�% h � c ��0�%&����!Ps
#H%36?%&��9,���)2�%3��0�%	9C0����)4U9&��4��K����*_��������4�����4�6V9.��(�9,�?(-����%3��0�%3��9.��()�)48d �K��%&%	%,4�%,��d=! �

���������������	�#��
 ���� � ��������� �	��
 ����������� ������� �

a 0�%3��9.��()�)48d �K����*M���d��0�%��K��%&%	%,4�%,��d=!�d=���:%,4V�)4V��%��K%,��%,4�9&%�, T=R . ���3s

F̃ sc ' 1

2

∫ R

0

4π(R− r)2
a3

φ9/4(r)dr +
3

2a2

∫ R

0
dr0 g(r0)

∫ r0

0
e(r, r0)φ

1/4(r)dr @�
�� T=T:I

#A0�%,��%F��0�% �G��9,����� φ9/4 �)4r��0�%F�=��*+������9F��%,��*L9&��*+%&� �f����* ��0�% kBT #�%,�;2?(���2
 4��C��� ! b #A0?�)(�%F��0�%

φ1/4 �D��9,�����Y�)4>��0�%�%,(���������9;��%,��* ������d=�)4�����%&���)4>��0�%�9&������%&9,������4_���F��0�%;�?4?#�%,�����?��2�%&6E9&��4��K����*_��������4
������0�%;9C0����)4��	#A0?��9C0+����%;� #H��()(�%,4^2�%,(��)#X��0�%H(�%B4Dd=��0>��9.��(�% ξ(r) = aφ−3/4 � a 0�%A���?��0������'�)4$��%,��#?��%(g
��%&6r��0�%�%,(-��������9���%,��*L���A�<#�%,�����?��2���������48���p%.��9C0r2?(���2n���p���"!.% ξ s$�)�;9&������%&��#���4�6?�;��� kT (∆ξ/ξ)2
#�%,��2?(���2 b #A0�%,��% ∆ξ ��� ��0�%^�	�/%,�C�;d:%2?(���2P%,(���48d/��������4�� 6H�?� ��0?������%,��* 9.��452�%<�)4$��%,��#?��%,��%&6P�)4P�
*+����%+�)4$���?�)�����/% #;�.! b �����)48d5�N*+����%>#?��%&9,����%_6?%&��9,���)#?������4Z���;��0�%>(��$9.��(\9C0����)4 9&��4��K����*_��������4��  �
*+%,4$������4�%&6 2?����%���!v2$!P��0�%r���?��0������ b �����*_��()(�(�%,48d=��0Z��9.��(�%&� b 9C0����)4��^����%+()�b�/%>�)4 �n�C%,*>� gi67�)()�?��%
�C��()�?������4Z@K� #H��()(�%,482�%,(��)# ξ ��4�6 2	���������-��4U��2�� �/% ξ I b #�0?�)()%<��0�%,!n����%<������%,��9C0�%&65����(-����d:%3(�%,48d=��0
�C9.��(�%&�	�
� 48����0�%,� #H���C6?� b ��0�%	���$���1*+%.��4U�CW/������%367�����C��4�9&%32�%,�(#H%&%,4U�(#H�>*+��4���*>%,��� n ��4�6 n′ ��(���48d

��0�%39C0����)4Z@K��%&% c ��d=�?��% 
�� o:IH��� d=���/%,4n2�!5s
√
(r − r′)2 ∝ (n− n′)3/5 (

√
(r − r′)2 < ξ = aφ−3/4)

∝ (n− n′)1/2 (ξ <

√
(r − r′)2 < Λ)

∝ n− n′ (

√
(r − r′)2 > Λ) @�
�� T��$I

#A0�%,��%E��0�%_�)4$��%,��*+%&67�-����%E(�%,48d=��0 ��9.��(�% Λ b #A0�%,��%_��0?������C��4����)������4 �$9&9,�?��� b ���9.��()(�%&6k��0�%E%,(-�������)9
2?(���2 @K�C%&%F��%��G%,��%,4�9&%&� , T h b T=o . IFs

Λ(r, r0) ' a2
∣∣∣∣
dr

dn

∣∣∣∣
−1

φ−1/4 @�
�� T �:I

 �;��0?���A(�%,48d=��08��9.��(�% b ��0�%F#���()!$*+%,�19C0����)4n���;4����1��4n��6?%.��(a�C��4�6?��* #;��(b�n��4$!E*+����%>s��)4�����%.��6 b �)�
0����Y4��<9C0�����9&%�2?�?�Y���	*+� �/% �G��� #;����6_���\% �:%,��!>����%,#U@K%�'�#���4�%,4$��QJI���/�%B4�9,% b ��0�%�9C0����)4_���Y*_���)4?()!+�
()�)4�%.���\�������)48d���S��0�%&��%�%,(-��������9A2?(���2��\������%,��9C0�%&6E��(���48d3��0�%A�C��67�-��(�67�)��%&9,������4 � ��0�%��)*>#������C��4$��#����)4$�
2�%,�)48d��0����\��0�%&��%�2?(���2��H����% 6?%���4�%&6r��(���48d��4�% 67�)��%&9,������4N��4�6_��0������)4_��0�%1����0�%,���(#H�67�)��%&9,������4�� b
2?(���2��1���'67��!S%,��%,4$� 9C0����)4��1� �:%,��(-��#��
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� 4N��0�%	%,(-��������9F��%,��*M���d%&W$����������4k@�
�� o:I b ��0�%	6?%�d=��%&%3���d������%,��9C0?�)48d e(r, r0) *�����A2�%F��%,#?(-��9&%&6
2$!r��4n%�!a%&9,�����/%F6?%�d=��%&%	���O������%,��9C0?�)48d eeff(r, r0) = a2/Λ(r, r0)

b #A0?��9C0n!���%,(�6?�;��0�% �G��9,����� φ1/4 �)4
%&W$����������4 @�
�� T=T:I��

������%A��0����Y��0�%1�=��*+������9A2?(���2E���"!.% ξ(r) 6?%,#�%,4�6?�\��4?()!^��4+��0�%�#��=���)������4 r b #�0�%,��%.���Y��0�%����"!.%A���
��4N%,(-��������9 2?(���2 Λ(r, r0) ��4n�3#���������9,�?(-���A9C0����)4n��(��C�6?%,#�%,4�6?�;��4r��0�%1(��$9.��(S6�%(d=�C%,%F���������C%B�C9C0?�)48d
���d��0����19C0����)4 b �	� 
�� b ��4n��0�%F#��=���t���)��4 r0 ���d�)��� �K��%&%	%,4�6 �
� 4�#?���)4�9,�)#?(�% b ��0�%;9C0����)4>9&��4��G����*_��������4��'��0����?(�6�2�%H��2?�C���)4�%&6^��0?�����8d=0>*>�)4?�)*>�"!J��������4+����%&W/���	g

������4 @�
�� T=T:I b ���^�)4 ��%��G%,��%,4�9&% , T=R . �	/�%,��% b 0��)#H% �:%,� b #H%N���)*>#?()! ����%E��0�% �:��()�?*+% �f�C��9,������4 φ(r)
@K%&W$����������4X@�
��)Q.o:I1���>@�
�� R  I�I b ��0�% �f��%&%%,4�6567���������)2?�?������4 g(t) @K%&W$����������4X@�
�� R=q:I1���^@ 
�� R=o:I�I b ��4�6
��0�%	6?%�d=��%&%3���d������%,��9C0?�)48d_6�%B��� �/%&6n��0?�����8d=0V��0�%F*+%.��4Cg���%,(�6V*+%,��0��$6V6?% �:%,(���#�%&6n�)4n��0�%F#?��% �$�������
��%&9,������4 @ ��W � 
��)Q 
:I��
a 0�%&�K��%&%E%,4�%,��d=!k������0�%E2?������0Z�)4 ��%�d=�)*+%&�>RU��4�6 T89.��4Z2�%E9&��*>#?�?��%&6Z4$�?*+%,����9.��()()! �K����*

%&W$����������4 @�
�� T=T:IA��(���48d_��0�%	()�t4�%,� #H%	0��	�/%F�)4�67��9.����%&6 �
/�%,��% b �G���1���)*>#?()��9,�)�"! b #H% �K�$9,���1��48��0�%3(t�)*>�)�'#A0�%,��% R¿ R∗ @ #H%,()(��)4V��%�d=�)*+%T:I�� a 0�% �f��%&%3%,4�6
67���������)2?�?������4 d=���/%,4V2$!r%&W$����������4 @�
�� R=o:I���� !.%,���+����6?%,���)4 R/R∗ ��0�%,4V2�%&9,��*+%&�s

g(t) ' 6 t
{
arg tanh

√
1− t2 −

√
1− t2

} @�
�� T 
:I

� 4��0�%H�C��*+%&#;�.! b ���O��0?���d����6?%,� b φ(r) ���d9&��4����C��4$�	#A0�%,��% φ(r) = Φ = 3aNσ/R � � �)��0���0�%&��%\�(#H�
��#?#?��� '7�)*_��������4�� b ��0�%;�����C��(��K��%&%A%,4�%,��d=!���'%&W$����(?���F��0�%����C���d�(#H�F��%,��*+�Y��� �YW �?@�
�� T7QJIO*�?()���)#?()��%&6
2$! φ1/4 s

F̃ ' 3

2

aN2vσ

R
φ1/4 +

3π2

80

R2

Na2
φ1/4

'
(
3

2

)1/4(9π2
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)5/12
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R
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+
1

6
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R
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)7/4
]
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#A0�%,��%���0�%�6?��*>�)4���4��d9&��4$�����)2?�?������4����O�=��*+������9�@ �������p��%,��*EI�� a 0�%\�C%&9&��4�6<��%,��* ������0�%\%,(-��������9���%,��*
@K9&��*>#?�?��%&6 ��2�� �/% �G��� R/R∗ → 0 I�� a 0�%>4�%�'7�	4���4�!.%,���89&��4$�����)2?�?������4�� �f����* ��0�%+�=��*+������9_��4�6
��0�%3%,(-��������9	��%,��*+���)4V��0�% R/R∗ @K��� B IH%�'7#���4�������4U����%3��*_��()(�%,��2$!n���D��9,���������'����6?%,� (R/R∗)3 �
c �)4���()()! b �)45����6?%,� ���4d:%,�����)*>#?()!n��0�%<��9.��()�)48dr6?%,#�%,4�6?%,4�9&%����Y��%&��#�%&9,�����:%,()!V��0�%<�=��*+������9���4�6

%,(-��������9 %,4�%,��d=!>�)4_��%�d=�)*+%&�;R<��4�6ET_@ #A�)��0?�)4r�?4a�$4��)#A4E4$�?*+%,����9.��(S9&�$% �_9,��%,4$���;���]����6?%,�\�?4?�)�"!?I b �)�
���A#��=�C���)2?(�%	��� �/%&%,#8��4?()!r��0�%3��9.��()�)48d_6?%,#�%,4�6?%,4�9&%���d2?(���2��<s ξ ' aΦ−3/4 ��4�6 Λ ' NΦ−1/4/R
��4�6X���l��������d=4X��0�%V%,4�%,��d=! kBT #�%,�+2?(���2�� a 0$��� b �)4[��%�d=�)*+%8R b #H%n��%&9&� �/%,�>��0�% �/%,��!Z���)*>#?(�%
%&�����)*_����%>������0�%�2���(-��4�9&%+��9C0?��% �:%&652$!8��0�%^������%,��9C0�%&6P9C0����)4�����������#?��%&��%,4$��%&6P2$!  (�%�'?��4�6�%B��, � .
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��4�6v6?%�2F%,4?4�%&��, ��Q . � a 0�%>9&��*>#?��%&����%&6P2?������0P�)4P��%�d=�)*+%_TE���F��0�%,4k��4���(��.d:�����	���V� �����	2?������0
�)4n#?��%&��%,4�9&%	���'����%,*>� gi67�)()�?��%3����()�?���)��48���p*+��4���*+%,� �/��()�?*+%��f�C��9,������4 Φb = Φ

@K��%&% c ��d=�?��% 
�� T:I��
a 0�%H#����C��*+%,��%,� R ���O��%,(-����%&6����F� ���)��������(7%�'7��%,��4���(?�=��*+������9H#?��%&�����?��% Π ∼ Φ9/4

b
#A0?��9C0>9&��*>#?��%&���

��0�%�d=�C���K��%&6n(-�.!:%,� , T h b ��Q . �

��� ������� ��� � � ��� ���	� ��� 
 �G����� ���
	

a 0�% 4������?�C��(S���"!.%����p��4 N gD*+��4���*+%,�A9C0����)4r�)4n�<��%,*>� gi67�)()�?��%F����()�?������4n�����/��()�?*+%��f�C��9,������4 φ
���;��4��)#A48���>2�% R(φ) ' aN1/2φ−1/8 = ξ(N/g)1/2 #A0�%,��% ξ = ag3/5 = aφ−3/4 ������0�%3�=��*+������9
2?(���2 ���"!.%86?%���4�%&6 %&����(t��%,�E�)4u��0?���E��%&9,������4�� � 4u��%�d=�)*+%&�rRk��4�6 T b #A0�%,4 ��0�%8��#?0�%,��%V�C��67�)���_���
6?%&9,��%.���C%&6 b ��0�%F9C0����)4��;��%,*_���)4n������%,��9C0�%&6V���H(���48d>���H��0�%,�t�A%,4�6@gD�C�;gi%B4�6n%�'���%,4����)��4N���H(-����d:%,�;��0���4
��0�%1%,(-��������9�2?(���2E���"!.% Λ � a 0?���Y2���%.������6?� #A4�#A0�%,4_��0�%A�C��67�)���\���S��0�%���#?0�%,��%���%.��9C0�%&����0�%�4������?�C��(
���"!.%	���d��0�%	9C0����)4 b � ��
�� b R = R(φ) ���<s

R ∼= aσ−1/7N3/7 @�
�� T h I

c ������*_��()(�%,�\��#?0�%,��%A�g��67�)�p@ #A0��)9C0r9&������%&��#���4�6?�����3��%�d=�)*+%#� b �C%&% c � d=����%�
�� �$I b ��0�%fd=�C���K��%&6+9C0����t4��
����%F9&��4���4�%&6 � �5����% #?��%&9,����%,()!5@K��%&% c ��d=�?��% 
�� o:I b ��0�%�9C0����)4�������%�� #H��()(�%,4V���;��*_��()(�(�%,48d=��0n��9.��(�%&� b
23���������-��4����p(�%B4Dd=��0���9.��(�%&��2�%,�(#H%&%,4 ξ ��4�6 R b ��4�69&��4���4�%&6r@ !.%,��� %�'7#���4�%,4$�gI �G����(-����d:%,�p4$�?*2�%,���
����*+��4���*+%,����� � a 0�%\���C��4����)������4^2�%,�(#H%&%,4^��0�% 2	���������-��4>��4�6��0�%H9&��4���4�%&6^���C������������9&�d9&������%&��#���4�6?�
��� G = φ1/4R2/a2 *+��4���*+%,��� �  �A�C9.��(�%&�A(-����d:%,����0���4 G *+��4���*+%,��� b 2�%&9.������%3���O��0�%3��#?0�%,����9.��(
2����?4�6�����! b ��0�%59C0����t4 0����r4�� 9C0�����9&%52?�?�N��� ���C�.!u�t4 ��0�%P�C��*+%5��%�d=����4 ������#���9&%5�)4�����%.��6 ���
#�%,���G����*>�)48dl�8�C��4�6?��* #A��(b�us=d=(���2���()()! b �)�����^�U�������)48dP��� N/G � �/%,��(-��#?#?�)48dP2?(���2��^��� ���"!.% R �

 ���)48dZ��0�%P�C��*+%v����d=�?*+%,4$�8���N%.����()��%,�N�)4 ��0?���N��%&9,������4 b #;%59&��4�9,()��6?%P��0����N��0�%P9&��*>#?��%&��������4
9&��4$�����)2?��������48���>��0�%3� �:%,�C��()(�%,4�%,��d=!n9.��4V2�%	%&�����)*_����%&6U���3s

F̃4el '
N

G
' N3/4σ−1/4(R/a)−7/4 @�
�� T=o:I

a 0?��� b 0��)#H% �/%,� b �)�1��4?()!V�>9&������%&9,������4U���>��0�% �f��%&%3%,4�%,��d=! b #A0��=��%	*_���)4U9&��4$�����)2?�?������4U���1�=��*+������9
��4�6n��� d=���/%,4V2$!r%&W$����������4 @�
�� h I��

����,����#���#���8>?��$=,M��]����>?���1�%#�&�5�&,(�?���8���1�'�����"��9��%&/(���&/(%&�c��!=5�E,����� ����5'K�2��%#���8�������2�A) $=,����:, �1���S�/������1��
-K���&,.-K����� $^��M".�-K�����

ξ
)K���".���8�(T����A"3!<��%S�C/(>_-K�E%I��!+>?������>;�E%&�I�1�%&����%S�&,���

G
H�� �U�&,��d�A����]��!G�&,(�#�����8-�/(���

�1�5'K�2��% �����1�8���2�A)(�&,��S��L$'(%&�������1�����=!O��%
ξ ' aφ−1

��M"
G ' (R/a)2

"$� )`��%I���8>?�%$=,���=!O%&��>m�&,��S���@�&/M��&���8�U�9�&/M"$���A"
,���%&�8H
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 �(�	, �+VC���	���]3�
B��0"�	,%'+�O98�?0 � �+�&, 0 � �^����,%�����&�&�R���+��� 0#%�R�/�	���^'2#��	
�, X��/��3�
��	)
'+���\!5��,%�&,$0J`+[%�;�M�U�1�.,%'?0
��,]��� 0#%�f,$�.��98�&�����_����,%�����&�&� 98�?0 � �+�&, 0#%�&� X�)�+�@�	��
E0#8�:
' ��'(�	)����`	<
X��?`��",W������
���� 
�[ �����4�K��
E-;�&,G��-.�&�/�?�8�Z38�������+����� ��0���?02'2#8
�,C� |dr/dn| �	,%3 -;��)E�.���:�J�/��'?0
��, φ
XE0#8
�,H)�
�,%��`+[$0#%��0#8
'��N)�
�,%� 
B� 0#%�*��'(�	)�
�,C��!$
'?0��.���	<�FU0 )��,C� 3�
B��0"�	, '����+[$0#%�M38��!5�&,%38�&,%'+� 
B� )�
�,%�(�	��[
� #8
'2# �����%�+'?0I�N0#%���I��'?0�0#��@0 0#%�>'2#��	
�, 
B����0���?02'2#%�+3 X����!5��,%�&,$0 �(`	<�F�0 ���H�	)�)�&� 3�
B��0"�	,%'+���+[ 0#%�
'2#��	
�, 0"���C����0#%�Z'+��,8�������H�@0
��, 
E0 � ���.)3^#���-.�N
�,�� ���&�:

	�3�
�)E�802� ����)E�80
��, ���\-.��)E�.���N�J�/��'?0
��,
φ � 
E0 
B��� � ��)�)�&, �@0*�&�H�	)�)L)�&,C�T0#^�+'(�	)�&��X����!5��,%�&,$0 
���+`\�	,%3K
E0 
B���M�P���&��
��	, �@0 )�&,C�T0# ��'(�	)���
)��	�1�8�&�40#��	, ξ = aφ−3/4 X����!5��,%�&,$0���� �	`	<*X"9	`���, ������
�������[A0#%�:'2#��	
�,D�\�	���:'+���\!$�����&���+3 � 0#%�
S ��� ��!8!%���;��'2#�38�P���U,%��0 ��!8!$)76O�	,%3O0#%� ��'(�	)�
�,C�]��!8!$���;��'2#^6C
�&)3��40# �U����)�)� � 
�,C�Z!$
'?0��.���	< � ���
�\��
E-.�&, -.��)E�.���f�J�/��'?0
��, φ [$�	)�) '2#��	
�,D� 98�&#���-.���	)�
��8�	< � #%�16e�	��� � � ��)�)�&, �@05���H�	)�) )�&,C�T0#e��'(�	)���
X����!5��,%�&,$0 
���+`f�	,%3��f�@���&��
��	,��@0=)�&,C�T0#Z��'(�	)��� ) �	���8����0#��	, ξ = aφ−3/4 X����!5��,%�&,$0 ��� �U)�
��8� 
�,
�����&�:

	�3�
�)E�802� ����)E�80
��,C`	<�F G 	J����,%�����&�*�?0�/�	,%3>�"!_�	,D� �.-.�&�M0# �f�&,$0
����*
�,$02�&��
���M��� 0I#%� ��!$#%�&���M���
��
��.� R �	, 3K0#$��� )��	�1�8�&� �?0�/�	,%3�� 38��,%��0 ���%01��, 3 �	,�6H�1�.��0#%�&� � 0#%�16R�	����'+��,8Q8,%�+3 X����!5��,%�&,$0��(`	<

�����! � � 
���  �#" � 	 �%$'& �

� 4k��0?������������9,(�% b #H%+0��	�:%4d=���/%,4k2�����0 ��4 h � c ��4�6Z�V��9.��()�)48d5������67!v������0�%_��������9,���?��%r��4�6
��0�%P���C���$9,�-����%&6 �K��%&%5%,4�%,��d=! ���<#���()!$*+%,�N2?������0�%&�r�)4 9&��4�9.�	�:% d:%&��*+%,������%&�	�  ���)*>#?(�%5��9.��()�)48d
6?%&��9,���)#?������4r9.��4+2�%�6?%,�����/%&6 �f����* h � c 9.��(�9,�?(-��������4��	� a 0�%1%&����%,4$���-��( �K%.�����?��%&�H����%A��0�% �G��()(��)#A�)48dEs
�G���4#H%.��� 9,�?� �������?��%&�8@ R > R∗ ' 1.3Lflat

b #A0�%,��% Lflat
�)����0�%E��0?��9���4�%&���^���F�8#?(-��4����^2?������0
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#A�)��0V��0�%3�C��*+%�d=�C���f���)48d_6?%,4����)�"!�I b �)4�#;����67()!N9,�?� �/%&6n2?������0�%&� ����%3��*+%,��%�d:%,4�%,�C��()�"!J�������=4U��� �����
2?������0�%&��s/��0�%1*+��4���*+%,�A9&��4�9&%,4$���C��������4V6?%&9,��%.����%&�A���+#H% *+� �/% ��! �f����* ��0�%����?���G��9&%��  ��#�%&9,����9
�C9.��()�)48dU6?%&��9,���)#?������4 #A0?��9C0�#H���?(�6Z��9&9&���?4$� �G���3��0�%4d:%&��*+%,����!k��4�6 �G���3��0?���<��(��)#A()!v6?%&9,��%.�����)48d
9&��4�9&%,4$���C�������=4 #H���?(�68!$��%,(�6V4�����0?�)48dN%,()�C%32?�?� 9&��4����C��4$� 2?(���2������1�)48��0�%  (�%�'?��4�6?%,�1gi6?%*2	%,4?4�%&�
6?%&�C9,���)#?������4 ���������32�������0�%&�	� a 0?���3��%,(-�������:%,()!P#��$���<�C9.��()�)48d86?%&��9,���)#?������4 9.��4l2�%>��%,(-����%&6l���n��0�%
�D��9,����0����1��0�%39C0����)4U%,4�6867���������)2?�?������45��#?��%.��6?� � �:%,����0�%3%,4$���)��%3(-�.!/%,�	� /��)#H% �/%,� b #H%<����d=��%3��0����
�_��%,(��Jgi���)*>�)(-��� #?������(�%���Y�)4��/%,����%&6��	������6@g � ��������4P�"!$#�%<���14���� ��0�%9&������%&9,�F��9.��()�)48dr6?%&��9,���)#?������4��
�
�:%,4n���O��0�% �������-��������48���O��0�%	��0?��9��$4�%&��� #A�)��0 R 6?�$%&�A4���� ��(t(��)# ���^2?���)48d+���+������*M9&��4�9,()��������4 b
��0?���<��#?#?���:��9C0k6?�$%&�	4����	(�%.��6P���N��0�%^(��)#H%&��� �f��%&%>%,4�%,��d=!5���)4�9&%�4����3��4?()!5�)�	� �/%,��%&�����)*_����%&�3��0�%
��9,������( �K��%&%%,4�%,��d=!82?�?�	��(��C�_�)��!���%,(�6?�	��45�t4�9B�C%&�����)48dN*+��4���*+%,�	9&��4�9&%,4$���C��������49#A0?��9C0v67���/%,��d:%&�
�)4 ��0�%E9&%,4$��%,���G��� R ' Lflat

�  �(-����d:%E9,�?� �=�����?��%&�N@[�/%&%,#?�)48d5��0�% d=�C���f���)48dP6?%,4����)�"!k9&��4����C��4$�gI b
��0�%5*+��4���*+%,�n9&��4�9&%,4$���C��������4 2�%&9&��*+%,�n#?���.d=��%&�������/%,()![�?4?���G����* b (�%.��67�)48dX��� ��0�%5��������9,���?��%P���
�U��W/��%&%$!.%&6Z��%,*>� gi67�)()�?��%N����()�?������4 #A0�%,��%E*+��4���*+%,�1gD*+��4���*+%&�^�)4$��%,�C��9,������4��^#?��%&6?��*>�)4�����%n� �:%,�
9C0����)4P������%,��9C0?�)48dN%,4�%,��d=! � a 0?����6?%&�C9,���)#?������45����9,��4���������%,4$�'#A�)��05��0�% �D��9,� ��0���� *+�=����9C0����)4P%,4�6?�
����%N(��/9.����%&6u���^��0�%N9&%,4$��%,�+���1��0�%N��#?0�%,��% b � ������()�b�/%E�)4[�59&��*>#?��%&���C%&6Z2?������0 #A0�%,��%r��0�%,! ����%
(��$9.����%&6r������0�%�%&6Cd:%1���a��0�%�2?������0�� c �)4���()()! b #H% ��(�����d=���/%�%,(�%,*+%,4$���\���39&��*>#?�?��%14$�?*+%,����9.��()()!+��0�%
�K��%&%3%,4�%,��d=!n�C�����)48d_�)4$���E��9&9&���?4$��9&������%,(-��������4�� 2�%,�(#H%&%,4U*+��4���*+%,��� b 2$!N�����)48d_��0�% h � c ��%&���?()���
�G��� ��0�% �/��()�?*+% �K�C��9,������4v��4�6U��0�%�9C0����)4v%,4�6567���������)2?�?������4�� �k%<0���#�%���0�������0�%�67�-�;d=�C��* ������0�%
67��!a%,��%,4$�F�C%(d=�)*+%&�<��9&9&����67�)48dn���r��0�% �=��()��%&�F��� R ��4�65��0�%>d=�C���f���t4Ddn6?%,4����)�"! σ #A�)()(d2�%^9C0�%&9��:%&6
%�'7#�%,���)*+%,4$�C��()()!n�)4n*>��9,���$%,*�?(�������4��4, �/R . �
 �'�C�$��4_��� R ' Lflat

b ��0�%�67������!�*>*+%,����!�2�%,�(#H%&%,4_9&��4��/%�'+��4�6>9&��4�9.�	�/%�9.����%&� b #A0?��9C0_������d=�)4�����%&�
�)4 ��0�%567��!a%,��%,4�9&%5�����	�=���)(-��2?(�%5��#���9&% �G���E��0�%U2?������0 b 2�%&9&��*+%&�N�)*>#������C��4$�V��4�6 #?(-�.!7�N�k4���4
4�%�d=()��d=�)2?(�%�����(�%<�)48��0�%���C��2?�)()�)�"!8���'*>��9&%,()(�%&�	��4�68#���()!$*+%,�F6?%&9&���C����%&6U*+%,*2?�C��4�%&�	� a 0?���F��������9,(�%
2?���)48d:�<��0�%+%&�C��%,4$���-��(�%,(�%,*+%,4$��� �G���3��0�%+6?%,��%,��*>�)4���������4 ���;*+%,*2?�C��4�%E��#���4$�C��4�%&�����9,�?� �=�����?��% b
*+%.��4v��4�6 23���������-��48����d=��67�)�"!V*+�$67�?()�O%&��#�%&9B�-��()()! �G��� 6?%&9&���C����%&6 �:%&����9,(�%,�����'0?��d=059,�?� �=�����?��%&�F���
��0�%,��*+�$67!�4���*>��9r%&W/���t()�)2?���)�?* @ #A0�%,��%+��0�%+�C��67�)����)����A����6?%,�����	Q.q=q�� ,)Q.R . I�� a 0?���<��0�%&����%,����9.��(
#H���A� ��0����?(�6 ��(��C�k�)()()�?*>�)4�����%P��0�%U���C����%U���<��0�%P��6?�C����#?������4 ���<#���()!$*+%,���n��4 �����8d=0 ���?���G��9&%&�
9&��4����������)48d_���O2?�?*>#�� ��4�6n0���()(��)#�� ���O0?��d=089,�?� �=�����?��%&� ,)Q 
 . �
/��)#H% �/%,� b ��0�%rW/��%,��������4Z���1*+%,*2?�C��4�%�����9,������������4��*#A�)��0X�8��0������4#;�	�:%,(�%,48d=��0 λ < Lflat

�����)()(
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∼= vΛNBΦB

	"� � 	
,.����	"�+� � 	 � � � � 5 � h+
	]�����#� � 	0���

µpol
N
∼= 1

G
+
µint

N
∼=
(
h

N

)5/2

+

(
Nσ2

h

)1/2 K � % 1 �bM
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Π ∼= −σµel
h

+
σµosm
h
∼= −

(
h

N

)3/2

σ +

(
N

h

)3/2

σ2
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	 6 � <2� � !�	;!�	�7 � ��7
�O!�	 � ��� � 	"�+���#��� � ���'!
���
�
� 	]���Hi � 5/	S% 8 �V�#� � � � 	 � �����"�#� � 	�!Xa7 � ��7 T ξ‖ T 	0��� V+*��0	],���� � �-! � ���#��� � 	�	"�+����	 � ����a��
	0� T ��� � �

ξ‖ ∼= σ−1/2 K � % 1 � M

� 	0�87 � ��7
�8��	 � ���Z:�#���+� � �_����;4 � � 	P!�	T54��� � ."��	n!�	"�
��	S%:Qw	0�87 � ��7
���#���+� � ���
��� � ����0��!�	 � ����a��
	0�
`6��
��� � 	"���
	0�;!�	Q7 � ��7
�

Λ
��,�,�������	"�����+��64, � 
� � 	"���� � ����a��
	0�6��! � � � 	"�+��	0� T ��� � � ξ‖ ∼= (g/G)1/2Λ T

� 	QhG � � ���
!X � ��7 � 	"� 6
1/g ∼= µint

��� � � N/g 7 � ��7
��,���� � ����a��
	S%T8 �-�#� � � � 	Q!�	 � 	0��7 � ��7
��!
���
� � �
! � ��	 � � � ���T,.	"��,.	"�
! ���  � � � ��	Q	0����� � �����

ξ⊥ ∼=
g

N
h ∼= h3/2

N3/2σ

K � % 1 r M

� � 	9� 	"�+��	"�
!X T � 	0�67 � ��7
�Q��7 � ���Vib�Q���#��	��/	0*���� � h+
	0� T �����+�6�� � h+
	"5/	"�+����_���� � � ,.�����,.	"�+j
5/	"������	 �"ZG	"�+��
	 � � 	"5/	"�+��!�	;��	"�������Zb	"� � � � ���+��� � 7��� � ���P�S��5/��� � h+
	56 � <2� � !�	6!�	 � < D _ �
�#��� �-F T kBT,����37 � ��7 T 	"� � � ���=< ���+��,����3!�	]Z �"� � �#��7 � 	���	"�
�&%

��� � � 
	��� � � �����;� ��� � � 
	� � ��� � � � � � ���
���BV
� T � ������h+
	 � < 	0* � ���� � ��� � �����"�#� � 	(!�	0� � ����a��
	0�a!�	"Z � 	"�+� � �B4 �"� � 	9
��	 6 � � ! � ���#��� � 	n	"�+����	

� ����a��
	0� T �
��
�a	"�+�������
�a!
���
� � � ���Hi � ��� � T �21 � 	0� � ����a��
	0� �"� � ���0	0�a�����+� � ��� � �0	0� � 	0����
	0�a!�	0�
�������	0�[%TQw	 � �/����� � Zb	 � ������h+
	

R‖ ≤ σ−1/2 T �#� � ��!><2��,��O.0�QK � % 1	� MO,.����

h ≥ N3σ2
K � % 1 � M

8 	0� � ����a��
	0�P�����+�n� � �����T�� � h+
	"5/	"�+� � ���
��� � ����0	0�n!�	i7 � ��7
� � � ����� � hG
	0� T !�	i�#� � � � 	 Λ !��������0	
,����QK � % 1 WbM9% 6 ��� � ���+� � �+ � ��� T � 	;,.����	"�+� � 	 � � � � 5 � h+
	6�N< � � � � � T !
���
� � 	]���Hi � 5/	 T

µpol
N
∼= 1

G
+
1

N
∼=
(
h

N

)5/2

+
1

N

K � %2W ` M

);	]5/C"5/	 T � � � ���+���#� � �+��	�	0*�	9� � �0	����� � �-����;4L� � 	6�N< � � � � �

Π ∼= −σµel

h
+
σµosm

h
∼= −

(
h

N

)3/2

σ +
σ

h

K � %2W u M
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	 � 	0�$,.����	"�+� � 	 � � � � � 5 � hG
	0��!�	0�$���Hi � ���
� u 	"� � �#���+� �HiG��B*
,.����

h ∼= N3/5 T � � �#� � � � 	T���������	 � � 	n!>< ��
	 � ����a��
	 � ��� � �0	 T � 	Th+ � V+*X	 � � 4 �����+� � ."��	 u���� % 8<	0�
���Hi � 5/	0�6,.	"�Zb	"�+��C"����	-! � Z � � �0�]	"� !�	"B* iS�����,.	0� T ��	 � ���ih+
	 � � � ���+���#� � �+��	 T Π T 	0*�	"� � �0	V,���� � 	0�
� �����
	 � ��	"��������� � 	0�3����;4L� � 	0�3	0�������",� � � � ZG	/K ���Hi � ���
� uW# � M T ��P�������#� � � � Zb	8K ���Hi � ���
� �-	"� � M9%
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8 	0�4��7 � 	"���/� � i � !�	0�8�����+�4���,�,.�S���0� � 5-5/	"�ki �0�8!
���
�/��
	'�#� � �� � ���c!�	a,.� � R 5/."��	0�&% Qw��5-5/	
� 	0�/��� � ��	0�/,.	"�Zb	"�+�/	0*X, � ����	"� � � 7���	"5/	"�+� � �(����;4 � � 	q!�	 iS��	03<�?ib	 T � 	0� � ����a��
	0�4�����+�-	"�s5/	0�����	
!><2��!
��,���	"� � 	"�� � ���B4L����54��� � ���/	"� � 	"��v!�	"�
� � ���w!�	giS��	03 �?ib	 � � � � � 	��-V
�V!�	w5 � � � 5 � �#	"� � 	"�� �"�
	"�ki � 	S%
);	3, � 
� T �
��
�$���,�,.�S�#���
�$hG
	 � 	3�
��5Q7���	�!�	 � �����
	 � ��	"����w,.	"���ZS��� � 	"�$	"���
��
�����#�&ZS� � � � ���
�w!
���
�
� < 	"�
��	"5Q7 � 	 iS�#���
! � ���
��� � h+
	S% _ � ��� � T 6 � < �0h+ � � � 7��#	����
	"��5/�+! R ����5 � h+
	 T � 	0�>,.� � R 5/."��	0�_iS��	03 �0�
,����O��
	;��	" � 	;	0*:�����"5 � ���]���� � 	0�O!�	"B*���7 � 	"��� � ������� � ��
	"�+��������0��	"��ZG� � ��!�	 � ������	 � ��	"��#� T � 	�h+ �
V+*�	 � �;Z�� � 	"��$!X/,.����	"�+� � 	 � � � � 5 � h+
	 T µtot T !�	0� � �����
	 � ��	"����&% ?���
�\���,�,.�S�����
�\,���� � �]�� � ��	3h+
	
� < 	"�+������, � 	a!�	����#���
� � ��� � ���r	0���>���Hi � � ib	&��7 � 	'!�	"Z����+�

µosm
	"�
µel

%@Qw	"����	�� R ,.����� .0��	q	0���>Z �"� � V �0	
,.���� � 	0�3���O.0� � ���ViS
	0� � ����a��
	0�>K

N À 1
M"%

_ ,.����	"�:� � 	 � � � � 5 � h+
	 T µtot H �0h.%XK � % u M K T � ���
���#���+� T � < 	"�
��	"5Q7 � 	�!�	0� � ���BV5iS��#��� � ���
��� �0� 	0��� � 7 � 	0�
! � � � � �\�� � �
	"5 � �4!
���
� � 	O! � �?iS�#��5-5/	QK

σ T h M T ��	",����0��	"�+����x � iS���	 � % � % ���-,������ ���  � � 	"� T ���-! �0V
� � �
�"� �
h4�������	"���� � ���#� � ���"� � ��� � h+
	0� T � ������	0��,.���
!
���+����B*�������#	9
���3���",����#���+� � 	0��! � 3 �"��	"�+�������Hi � 5/	0�
,.���� � 	 � �
	"5 � �_^

h1 ∼=
(

N

µ− 1

)3/5 K � %2W 1 M

h2 ∼= N3/5

(
2

µ

)3/5 K � %2WSWbM

h3 ∼= N3/5

(µ− 1)1/10
K � %2W � M

h4 ∼= N3/5
(µ
2

)2/5 K � %2W �bM

h5 ∼= N3/5(µ− 1)2/5 K � %2W � M

�21T�
��
���&ZG���
�3�
����� T µ = µtot − µancre T h+ � 	0��� �HiG� � 	"5/	"�+�����	 � ���
���#���+��	 � ���#� � ���"� � ��� � hG
	>!X
,.� � R 5/."��	S%

��	"54����hG
�����vh+
	 � 	0�v���Hi � 5/	0� u 	"� � �����+�p,*����� ���  � � 	"���[% ���-	03 	"� T !><2��,��O.0� � 	0� �0h+���� � ���
�3K � % � M
	"��K � % W ` M T h 	0��� � �
! �",.	"�
!
���+�O!�	

σ
!
���
� � 	0�w!�	"B*/���Hi � ���
�&% _ � �
� � T � 	0���������	"����O� �0� 	0��� � 7 � 	0�O��B*

,.� � R 5/."��	0� � �����
	 � ��	"����������+�
h1 ≤ h ≤ h5

% ���a���&� � � ��� T !
���
� � 	0�O���Hi � ���
� T � 	;��	"��5/	6	"�+������, � h+
	
6 1 ! � 5/	"�
� � ���
� T lnσ T h+
	Q�
��
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�����Hi � � i �-!
���
�

µtot
T � 5-,.�S��	>��
	 � �HiR."��	V! �",.	"�
!
��� � 	/!�	

u r�r
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!X � ��!���� � 68���Hi � � ib	"� � 	0� �&���
	0�]	0*X��	"���
	0� T �21 � 	0��,.� � R 5/."��	0�

�#���+�3!
���
� � 	;���Hi � 5/	�! � � ��S%
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	 � � ���
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	 T � ��5-5/	;��	",����0��	"�+���0	]���� � �Gx � iS���	 � % r %B8<	0��!�	"B*
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	w�����+�p,����p,����#� � � . � 	0� T � � 7 � 	"�Vh+
	 � ��! � ���#��� � 	 � 	0�v���",����#���+� T h(x) Z���� � 	O�&ZG	 �
� �O,.�S� � � � ���

x
% 8 	0� � �����
	 � ��	"���� �#	v,.�S� � � � �����
	"�+�p!���� � �-V
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h(x) > h5
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	"�ki � 	���� � 	0���#� � ��	%6��� � �����
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h(x) < h1
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	Q! �n�� � ���BV
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	 � ���0	�ZG���+�w! �",.	"�
!X��	;!�	 � �
4L����5/	�,������ ���  � � ."��	>!�	0����7 � 	"���[% ���n	03 	"� T � 	0���������	"����

h1
	"�
h5

�#���+� � ���#� � ���"� � ��� � h+
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8 �-! � ���#��� � 	6� �",����#���+� � 	0�3!�	"B*a��7���	"��� T h T Z���� � 	6!�	
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� � ���q�S��5/��� � h+
	 T Fosm(d) 	"� � � � ���+��� � 7��� � ��� � � ����� � h+
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	"�d!�	"B* ,������ � 	0�&% 6 ��
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R

%�\�� � �������#����	�h+
	 � � 4L��� � 	q��ViS5/	"�+��	a�&ZG	 � R T 6 d � ���
���#���+�&%���� 	03 	"� T
!><2��,��O.0� � < �0h.%;K � %2W � M T F (R, d) 	0������
	 4 ��� � � � ���m� �/�
	(!�	

R
	"��,.	"��a!���� � �N< � � � � ��	(����
� � �

4L����5/	Q^
F (R, d) = RF1(d)+F2(d)

%9)<2��,��O.0�;K � %2W � M T � ������h+
	
R

��ViS5/	"�+��	 T � <2� � ��	�!�	 � �6����;4 � � 	
� �����
	 � ���0	 T Σ = πr25

T ��ViS5/	"�+��	 � � ���&� � ��	"5/	"�:�6�&ZG	 � R % 8<	Q�
��5Q7���	V!�	 � �����
	 � ��	"����6��ViS5/	"�+��	
�HiG� � 	"5/	"�+� T � 	ah+ �3� ���
!X � � 6(��c� �0� ��� � ���#	"5/	"�+�4!�	

F
% 8 <2����� � R ��	'!�	0� � �����7.	0�/5/���+����	 T ,����

� � � � 	"���� T hG
	],.����
d > h3

T ���n�
F2(d)¿ RF1(d)

	"� T !
���
� � 	"� � �+��	"��ZS� � � 	 T �������	0� � 	0� � �����7.	0�

F (d)/R
�#	Q���,.	"��,.�S��	"�+�-K � 4�%�x � iS���	 � % u WbM9% _ � �
� � T � �4! � ���#��� � 	V!>< �0hG � � � 7���	

d∗ T � � ����0	>	"�+����	
h3	"�

h4
T �
	]ZS��� � 	]h+
	;���O.0� 4L� � 7 � 	"5/	"�+���&ZG	 � R %

� � � �B� � �N� ��� ��� � ��� � � ���
8<	0�Ex � iS���	0�QK � % u&1 M�	"�QK � % u WbMO5/���+����	"�+��hG
	

h3 < d∗ < h4
% 8 �/! � ���#��� � 	�!>< �0hG � � � 7���	

d∗
	0���

!���� � ! �0V
� � 	],����

0 = 2π

∫ h4

d∗
(R+ d∗ − h)

[(
Nσ4(h)

h

)9/4

−
(
h

N

)3/4

σ
5/4
4 (h)

]
dh

+ 2π

∫ h5

h4

(R+ d∗ − h)
[(

N

h

)3/2

σ25(h)−
(
h

N

)3/2

σ5(h)

]
dh
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σ4(h)

	"�
σ5(h)

�#���+�>! �0V
� � 	0� � 5-, � ���"� ��	"5/	"�:�V,���� � 	0� �0h+���� � ���
�aK � % 1S` M�	9�aK � % 1 �bM9%M8@< �0h+��yj
� � ���oK � % �G` MV	0���4 ������	"5/	"�+�4�
���wj � � ���&� � �#	T	"�-,.����4! �0!X � ��	a��
	'	0*:,���	0��� � ���c����� � R � � h+
	T��,�,����?j
� ���0	�!�	

d∗(N,µ,R) T �
��
�V���,�,.�S�����
�>h+
	8!
���
� � 	4���Hi � 5/	 � H �0hG���� � ���mK � % 1S` M K T G/g >> 1 T
� < 	0���+j 6yjk! � ��	 h+
	 � < �"�
	"�ki � 	 � � ����� � hG
	 !>< ��
	 � ����a��
	 	"���P���Hi � � ib	&��7 � 	 !�	"ZS���+� � < �"�
	"�ki � 	 �S��5/�?j
� � h+
	S% Qw	"����	]� R ,.����� .0�#	]	0���$iS���S��� � ."��	 T �
���#��5-5/	"�+�3,��'."��!�	 � � 4 �����+� � ."��	 � � � T � < 	0���+j 6yjk! � ��	],.����

h ∼= h4 = N3/5(µ/2)2/5
	"���
��
� � �>! � � � ���	"�����
��� 2V�?%���� ���'����� %<\��'��7�� � 	"�+�3!
���
� � 	"����	6��,�,����N* � j

54��� � ���

σ4(h) '
µ4/5h

N9/5

[
1− 2

6/5

5

(
h

h4

)2
]

K � % �
u M

8@< �0h+���� � ��� K � % �G` M � ���
!X � ��� � ����� T ��B* iS�#���
!��3�#� R ���
�3!�	 � �����7����	
R T 6

d∗ = A(µ)h4

[
1 +B(µ)

h4
R
+ o

(
h4
R

)] K � % �G1 M

�21
A(µ)

	"�
B(µ)

! �",.	"�
!�	"�+� 4 � � 7 � 	"5/	"�+�>!�	
µ

	"�Q�����+�>! �0V
� � �>!�	/54��� � ."��	 � 5-, � ���"� ��	8,���� � 	0�
�0h+���� � ���
���� � ZS���+��	0�6^

0 =
7.21/5

15
A3 −A+ 1− 7.2

1/5

15

− 1

24/5

{[(
h5
h4

)3

− 1
]
− 4

[(
h5
h4

)1/2

− 1
]
− 2

11

[(
h5
h4

)11/2

− 1
]}

K � % � WbM

B = − (1−A2)

2(A− 7.21/5

5 A3)

[
1− 7

5.24/5
(1 +A2)

]
+

1

(A− 7.21/5

5 A3)

×
{

3

4.24/5

[(
h5
h4

)4

− 1
]
− 2

6/5

3

[(
h5
h4

)1/2

− 1
]
− 2

1/5

13

[(
h5
h4

)11/2

− 1
]}

K � % ��� M

?��������
��h+
	
h5/h4 = 2(1 − µ−1)

!���� � T !
���
� � � � � 5 � ��	 µ À 1 T h5 ∼= 2h4
	"�q���l�������Zb	

A∞ = 0.504
	"�
B∞ = 0.085

%
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��!�	

d∗
�&ZG	 � µ 	"�

R T � � � �  � �0	0���#���
�6�� � ��
	4��,wj
,����N* � 54��� � ���<%2?���
� � ���
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�vhG
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µ
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	0�

A(µ)
	"�
B(µ) T 54� � � � 	"��wZS� � 	"��w�=< 	0��� T 	"����	"Z���� � �
	 T ,���� � ������	 � ��	 T � ���O	0*:���OC"5/	95/	"�:�
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� � 7 � 	6��B*q��,�,
���N* � 54��� � ���
� 4 � � ��	0��	"�3��B* � �+	 � �"� 	"�+���3�+�5 �"� � hG
	0��!�	0� � � � ��!>< � � �
	 � � 	 � ��5-5/	
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�w�
	��#���+�OhG=< � �
! ��� ��� � ZG	0�6K � 	0�wZS� � 	"���� � ����
	0�
!�	 � �bx � iS���	 � % u � �����+�

A(µ = 40) = 0.78
	"�
B(µ = 40) = 0.035
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1 +B∞
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��-�,S6�,21 5@?�-7<):�,21+1=?BFED6�,2186�?B3 1>G�,[CR-73 1Z1W'�F 5=,+<=, CD,@5)E�3 .7,ZAO,ZFE µ2/5 ,)E 1/R % N = 100 (�P

� 
 � � � � � � � ��� ��� � � � � � � � 
�

_ ,������ � �$!�	 � �%4 ��� � 	 T F (d) T ���8! �"��	"��5 � �
	 � 	3,.����	"�+� � 	 � !>< � �+��	"�#� � � � ��� T W (d) T 	"�+����	 � 	0�$!�	"B*
��7���	"��� T � ��5-5/	/^

W (d) =

∫ h5

d
F (l)dl

K � % � � M

)<2��,��O.0� � <2� � � ���	�!�	
F (d)

��	",����0�#	"�+���0	 x � iS���	 � % u&1 T � 	 �  � j �"� 	0��� � �V����5-5/	6!�	6!�	"B*q��	"��5/	0��^

• ��a,������ � 	]���",� � � � Zb	],.���� � 	0��,.	"� � ��	0�3! � ���#��� � 	0� T d T � � �0	�6 � �>,���	0��� � ���'�S��5/��� � hG
	6!
���
� � �
� �� � ��	6h+ � ��	",.��
����	 � 	0�3��7���	"�����

• ��Q��	"��5/	w�������#� � � � 4�,.���� � 	0� DyiS�#���
!�	0�GF�! � ���#��� � 	0� T d KL�&ZG	 � d ≤ h5
M � � � 6 � � 4 ��� � 	 � � ����� � h+
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QO��5-5/	>,.���� � 	0�����O.0��,.	"� � ��	0�]! � ���N��� � 	"� T 0 < d < h3
T W (d)

	0�������O.0�����",� � � � 4 T �
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���
��
�
� �+���"��	0���#���
��6 � �����Hi � ���

h3 ≤ d ≤ h5
%>)]���
� � 	"� � �+��	"��Z�� � � 	 T � 	V,.����	"�+� � 	 � !>< � �+��	"�#� � � � ��� �N< � � � � �

4L����5/	 � � 	"5/	"�+�

W (d) = Θ(h4 − d)
∫ h4

d
dl

∫ h4

l
2π(R+ l − h)

[(
Nσ4(h)

h

)9/4

−
(
h

N

)3/4

σ
5/4
4 (h)

]
dh

+ Θ(h4 − d)
∫ h4

d
dl

∫ h5

h4

2π(R+ l − h)
[(

N

h

)3/2

σ25(h)−
(
h

N

)3/2

σ5(h)

]
dh

+

∫ h5

max(h4,d)
dl

∫ h5

l
2π(R+ l − h)

[(
N

h

)3/2

σ25(h)−
(
h

N

)3/2

σ5(h)

]
dh

K � % ��� M
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Θ(x)

	0������
	]54��� � �
	�!�	���	&�&Z � � � !�	IH
Θ(x) = 1
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x > 0

	"� ` ,.����
x < 0 K %

Qw�
	"� � �
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� � � � � � !>< � � �
	 � � 	]�� � Z � 	�,����
W (d)
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!��O�#� R ���
�O!�	 � �����7����	
R

% 6 ��
�

h3 < d < h5
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h
	"�
d
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N3/5µ2/5

	"� � 	0�3!�	"�
� � ���0��!�	-iS��	03 �?ib	 T σ T ,����
(µ/N)6/5 T ���'�������Zb	

W (d) ' R µ13/5

N3/5
f

(
µ,

d

N3/5µ2/5

) K � % � r M

�21
f(µ, x)

	0������
	%4 ��� � � � ���T�N���
��! � 5/	"�
� � ���T��	",����0��	"�+���0	����� � �_x � iS���	 � % u �X%�\��'��7
�#	9��Zb	]h+
	

f
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!l���O.0� 4L� � 7 � 	"5/	"�+�a!�	

µ
	"�q!�	

R T !�	 � �_5/C"5/	P54��� � ."��	 hG
	 � 	0� � �+	 � �"� 	"�+���
A
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B
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!
� � 	"�+�-���O.0� 4 � � 7 � 	"5/	"�+�-!�	

µ
!
���
� � < �0h+���� � ���mK � % �G1 M9% \�� ��� � � � � �-!���� � � 	8,.����	"�+� � 	 �

!>< � �+��	"�#� � � � ���P, � 
��� � 5-, � 	"5/	"�+� � ��5-5/	

W (d) ' R µ13/5

N3/5
f

(
d

N3/5µ2/5

) K � % � � M

\�� ��7
��	"��ZG	4hG
	
W

	0���6,.�S� � � � 4QK � �+��	"�#� � � � ��� ���",� � � � ZG	[M;,.����
d < 0.6h4

T ,� � � � � !�	"Z � 	"�+�
���HiG��� � 4�K � �+��	"�#� � � � ��� �������#� � � � Zb	[M9%�8<	-5 � � � 5Q�5 	0����������	 � �+�6,.����
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,� � � W (d) � ����a�� �@
��hG=< 6

� <2�����+ � 	"�3,.����
d = h5

%

                                        

                                        

                                        

                                        

                                        

                                        

0 20 40 60 80 100
0

5

10

15

20

25

 

 

��
��

) �M
$
6

µ �M
$
6

� � ! " � % u ��# �DFL,Z< MN3�, G�� '�GNIL021Z3�?BF � G ,ZF��;?BFL5)E�3�?BF/G�, µ P �R,2181 \ AO:�?B6�,2181=?BFEQ6�,21 <=021)-76 E;'�E 1 F-7AO0 	
<43 ��-�,21>,)ED6�' 5=?�- <):�, � 6�' 6�?B3 µ13/5 % N = 100 � R = 100 (�P

8@< �"�
	"�ki � 	�!><2��!X���0� � ��� T G T !�	0�$!�	"B*/��7 �@	"���$	0����! �0V
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G = −W (d∗) ∼ Rµ13/5N−3/5 K � %�� ` M

U+�� � ��x � iS���	 � % u � �����+�q��	",����0��	"�+���0	0� � 	0��ZS��� � ��� � ���
�'!�	
G(µ)

% � � � 	(5/���+����	ihG
	 � � � � � 	"�

µ13/5
�N<2� �@
����	-7 � 	"� �&Zb	 � � 	0�����0�� � �#�������+�5 �"� � hG
	0� T � 	/hG � ,
�����Zb	4hG
	 � � 4 ��� � � � ���

f(µ, cte)
�
	V! �",.	"�
!ihG
	>���O.0� 4 � � 7 � 	"5/	"�+�6!�	

µ
% 6 � 
�6��� � < � � �����#	V!�	 � �8���Hi � ���

h4 < d < h5
T 5/� � �
� � �

4L��� � � � ���
f(µ, d

N3/5µ2/5
)

	0���3�� � Zb	"���#	 � � 	 T � 	;�#��,�,.����� d
N3/5µ2/5

!�	"ZG	"�����+��! �",.	"�
!
���+��!�	
µ

%
8 < �"��
!�	;!�	0�$,.	"� � ��	0���S� �"� � � ��� � ���
�3���������O!�	 � ��,.�S� � � � ���a!>< �0hG � � � 7���	 T d∗ T ,.	"��5/	"��!�	�!��"!� � ��	

� � � � � !>< � � �
	 � � 	�!�	 � � � ���
���#���+��	6!�	]�#� � !�	"�� T k T !�	 � � 4L��� � 	6!�	;�#��,�,.	 � T F = 1
2k(d− d∗)2

k =
d2W

dl2

∣∣∣∣
d∗

∼= kBT

a3
R
( µ
N

)9/5 K � %�� u M
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QO��5-5/	9�:���#	'5/�+! � V�	 � < 	"�
��	"5Q7 � 	n!�	0�8���0�� � �#�����8,���� � �0!�	"�+��� � ������h+
	 � �_����;4L� � 	T, � ���
	P��	
� �����7.	]�&ZG	 � ��
	 � �����7����	

1/R′ S%P � 	0���O���#��	��;� � � ��!=< �"��	"�
!���	 � 	0�w���0�� � �#�����3�� � ���O�21 � 	0�O!�	"B*
��7���	"���������+� � !�	"�+� � hG
	0� T � < 	0���+j 6yjk! � ��	 � ������h+
	

R = R′ % ���'	03J	"� T !����
� � 	 � ��� T � �>! � ���#��� � 	 T h(r) T
h+ � ���",�����	 � 	0�3!�	"B*a��7 �@	"���3� < � � � � �

h(r) = 2R+ d− 2
√
R2 − r2 K � %�� 1 M

8 � 4 ��� � 	-	"�+����	/!�	"B*(��,�� ."��	0� T Fs/s
T ��	-! �0!X � �Q� � �����6!�	 � � 4 ��� � 	-	0*�	"� � �0	-	"�+����	-��
	-��,�� ."��	/	"�

��', � ��� T Fs/p
T ��	 � ��� � 	 � �����Vib	"5/	"�+��!�	;ZS��� � ��7 � 	/^

Fs/s(R, d) =
1

4
Fs/p(2R, d)

K � % �SWbM

Qw��5-5/	P�
��
�a�&Zb���
�8Z: ,���� � �0!�	"5-5/	"�+�iK'x � iS���	 � % u WbM4h+
	
Fs/p(R, d) ∼ RF1(d)

,.���� � 	0�
iS�#���
!��

R T �
��
�3�������ZG���
��!���� �

Fs/s(R, d) '
1

2
Fs/p(R, d)

K � %�� � M

���n	03J	"� T !
���
� � 	 � ����!�	6!�	"B*T��,�� ."��	0� T � <2� � ��	�,���� �@	"���0	Q!�	 � �/����;4L� � 	 � �����
	 � ���0	Q	0��� � �B4 �"� � 	"���	
�� � ���4!>< ��
	T��,�� ."��	T	"�/��c, � ��� K 6

N T µ 	"�8!���� � h5
V+*��0�9MV	"� � 	a�
��5Q7���	P!�	 � ����a��
	0�8h+ �

� �����
	 � ��	"�+� � 	0�4!�	"B*r��7��@	"���4	0���-, � 
�4,.	"� � �&% Q < 	0��� � �(�#� � �����c,.���� � ��hG
	 � � 	 � < � �+��	"�
� � ���T!�	 � �
4L��� � 	 T h+ � ! �",.	"�
! 4 ������	"5/	"�+��!X'�
��5Q7���	6!�	 � ����a��
	0� � �����
	 � ���0	0� T ! � 5 � �+
	S%
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� � ! " � % u��U# �'�<43�'�E�3�?BF 1>G�,S6�' � ?B<=5@, � Fs/s
�L,ZF��;?BFL5)E�3�?BF G�, d G�'�F 1 6�, 5 '�1HG�, � 1;CIL^Z<=,21 % E�<W'�3 E[,ZF

CD?B39FE�39696�0214(U,)E G�� -7FL,$1;CIL^Z<=,U,)E G�� -7F C6�'�F � Fs/p
% E�<W'�3 E�C6�,Z39F ( % R = 55 a � N = 100 � µ = 20 (�P

U+�� � � x � iS���	 � % u�� �#���+�8��	",����0��	"�+���0	0� � 	0�8ZS��� � ��� � ���
�q!�	
Fs/s(d)

	"�
Fs/p(d)

,.����
R =

55 T N = 100
	"�

µ = 20
%-\�� � ���
���#����	 h+=< � � R �c7 � 	"� �� �#��,�,.�����A6c,.	" ,��O.0� � iG� � 6

1 	"�+����	 � 	0�q!�	"B* 4L��� � 	0�&% ���l��	"ZS��� � �
	 T � �_! � ���#��� � 	n!>< �0h+ � � � 7���	 T d∗ 	0������	"�
� � 7 � 	"5/	"�+� � !�	"�wj
� � h+
	 T 5/C"5/	/� � d∗s/s

	"��� � �HiR."��	"5/	"�+� � �B4 �"� � 	"���	 6
d∗s/p

%=)<2��,��O.0� � < �0hG���� � ���lK � % �G1 M T ��� ��7 � 	"�

d∗s/s(R) = d∗s/p(2R) / d∗s/p(R)
%

���BV
� T !><2��,��O.0� � < �0h.%]K � %��SWbM T � 	P,.����	"�+� � 	 � !>< � �+��	"�#� � � � ��� ��	P���#���
�;4L����5/	 T ,.��
� � 	0� iS�#���
!��
�#� R ���
�3!
	 � �����7����	 T 	"�

Ws/s(R, d) '
1

2
Ws/p(d)

K � %�� �bM

?���
�a,.���Zb���
�'!���� � ! �0!X � ��	ih+�� � � �N��� � Zb	"5/	"�+� � < 	03J	"�T!�	 � � � �����7����	i���� � � � ���BV5iS��#��� � ���
!X � R ���O."5/	S%�U+�,�,.�S�����
�Vh+=< �� ��7���	"� _ T ,����V	0*�	"5-, � 	q��,����"� � hG
	 T ��� � � � �����
	 � ��� 6'�� ��7���	"�
� ,����0��	"�+�#���+�a, � 
� � 	"���� 4L� � 	"����	0�a!
	 � �����7����	0�'! � 3 �"��	"�+��	0�_K"x � iS���	 � % u r M"% _ � < �0h+ � � � 7���	 T � �
� � ������ � ���n�21 � < ��7���	"� �m	0��� � �����
	 � ���Q,������#�4L� � 	"����	 � �-, � 
��, � ����	Q	"��� 4L�&ZG��� � ���0	6,������#��,�,.�����%6
� 	 � � 	��21 �d	0��� � ������	 � ��� 6V��T!�	]��	0� D � � � �
�GF T !�	 � �����7����	6, � 
� � 5-,.�����#���+��	S%

1S`Xu
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��-�, G�'�F 1S6�, 5 '�1X%;:�(�P��;6R,21BE[G�?BFL5 � 'N.7?B<43 1=0�P

������� � � � � � � �

)]���
� � 	"����	$,������ � 	 T �
��
�p��	",���	"�
���
� � 	0� ���0�� � �#�����v	0����	"�+� � 	 � � T � ��� � 	"�������+� � 	0� � ���#� � ���"� � ��� � hG
	0�
!�	 � � � �� � �
	/!�	 � �����
	 � ��	"�����,.� � R 5/."��	0��	"�6!�	 � < � �+��	"�#� � � � ��� 	"�+����	/!�	"B*(��7���	"���;� � i � !�	0� � !�	"�wj
� � h+
	0�&%9?���
���
��
� � � 5 � �����
� 66!�	0�$���0�� � �#�����w����
�@4L����5/	�!�	 � � � �w!>< � � �
	 � � 	�	"�$Z�� � ��7 � 	0� � ������h+
	 � 	
, � 
�3,.	"� � �3�#� R ���T!�	 � �����7����	�!�	0��!�	"B*a��7���	"��� T R T 	0����iS�#���
!'!�	"ZS���+� � �V�#� � � � 	 � ���#� � ���"� � ��� � hG
	
!�	0� � �*��a ��	"��,.� � R 5/."��	0�&%

��� � � � � � � � � � � � ����� � � ��� � 
 ��� � �

_ ,.����	"�+� � 	 � � � � 5 � h+
	�!�	0� � ����a��
	0� T µ T � �������#���+� T � � � �� � �
	�� �0� 
,.	���
	����Hi � ���q� � ����0	�	"�+����	
� 	0��!�	"B*T��7��@	"����!�	����� 4L� � 	

Σ = πr25
∼= πRh5 ∼= RN3/5µ2/5

% 8 �/�#� � � � 	654�-* � 54� � 	Q!�	0� � ����a��
	0�
	0���

h5 ∼= N3/5µ2/5
	"� � �6! � ���#��� � 	�!>< �0hG � � � 7���	�	"�+���#	 � 	0��!�	"B*/��7 �@	"���$�N< � � � � � d∗ ∼= N3/5µ2/5(1+

BN3/5µ2/5

R )
�21

B ' 10−2 H �0hG*��� � ��� K � % �G1 M K % Qw	"����	�! � ���#��� � 	�!>< �0hG � � � 7���	q! � 5 � �+
	�!���� � ���O.0�
4 � � 7 � 	"5/	"�+���&ZG	 � R %

8 � � ���+���#� � �+��	 	0*X	"� � �0	n,���� � � � �� � �
	(��
� � 	0�q!�	"B*l��7���	"���q	0��� 4L������	"5/	"�+� � ������5/��iR."�
	b%
U � ���"54��� � h+
	"5/	"�+� T ��� ,.	"��6! � Z � ��	"� � � � �� � �
	/!�	 � �����
	 � ��	"���� 6 � < �0h+ � � � 7���	/	"�i!�	"B*n���Hi � ���
�
! � ��� � � � ��	0�QK'x � iS���	 � % u � M;^

• � 	0� � ����a��
	0� 4 ����54���+� � � � ����������
	Q	0*X���"� � 	"���	�K ,.����
h4 < h < h5

M�	0*X	"� � 	"�+����
	6��	"�
� � ���
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	 � � iS�
	��������#� � � � ZG	8K 	"�a�� � ���0�
kBT/a

M

τ ∼= F (d = h4)

2πr5
' µ2R1/2

N3/2

K � %�� � M

• � 	0� � ����a��
	0��� � ����0	0���� � 	"�+����	:4 ����5/	9�:����
	 D ,������ � � � 	 F-hG � 	0*�	"� � 	O��
	�,���	0��� � ��� T P T ���",� � j
� � Zb	QhG � 	0����! �0V
� � 	 T � 	0����7���	"��� �"�#���+� 6 � < �"h+ � � � 7���	 T ,����

πr25P = 2πr5τ
T ��� � �VK 	"�P
� � ���0�

kBT/a
3 M

P '
( µ
N

)9/5 K � %�� � M

U � � < ��7���	"�$	0��� � ���
��� � �����!>< ��
	35/	"5Q7��#���
	 4 ����5 �"	3,�������
	37 ��� �� � �
	 � � , � ! � hG
	 T � < � ���
��5/��i � j
��� � ����!�	 � � � ���+���#� � �+��	 � ���
!X � �#� � ���������54��� � hG
	"5/	"�:� 6O��
	\��	 � �-*
��� � ����ZG	"���<����"�#��� !�	 � �����7����	
7.	&�� � ���,4, � 
�\,.	"� � ��	S%	Qw	0�����0�� � �#�������N<2��,�, � � h+
	"�+�$!���� � , � ������ 6;!�	0����7��@	"������� � � !�	0�\��	 � ���Zb	"�����
!�	6����;4 � � �#���+���3,.	"��5/	"���#���+� � 	-iS��	03 �?ib	6!
	"� � �����
	 � ��	"����&%

��� � � � � � � � � � � � ����� � � � � ��� � � � � � � ��
�
8<	�,.����	"�+� � 	 � !>< � �+��	"�#� � � � ��� T W (d) T 	"�+����	 � 	"��!�	"B*���7���	"���O	0���O!���������,���� � < �0h+���� � ���_K � % � r M9%

P � 	0���v� � ���"54��� � ���O���� � � x � iS���	 � % 1S` %2P � � <2�?i � �v!>< ��V,
��	"
!��?j ,.����	"�+� � 	 � 6����O.0� � �������	O! � ���#��� � 	S%bUX�
,.�������0	V	0���

h5 ∼= N3/5µ2/5
	"�
W (d > h5) = 0

%TP � 	0����5 � � � 5Q�5t,.���� � �4! � ���#��� � 	>!>< �0hG � � � 7���	

d∗ T 	"� � � D ,����L4 ���
!�	"��4!Xs,� � ���GF 	0��� �HiG� � 	 6 � < �"�
	"�ki � 	'!><2��!X���0� � ���c��� � � G ' Rµ13/5/N3/5 %
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8 �4L��� � 	 � � � � � hG�	 T Fc
T ��� � 	0�#�#� � ��	6,.��������",�����	"� � 	"��!�	"B*'��7��@	"����	0������7
��	"�+
	 � ������h+
	

F (d)
	0���

5 � � � 5Q�5 ^

Fc = Fmin
∼= R

µ11/5

N6/5

K � %�� r M

���Q	03 	"� T � � � < ��, �"�#����	"�����,�, � � h+
	\��
	 4L��� � 	����, �"� � 	"���	 6
Fc

	"��Z�� � 	"��p��7
��� � 
	 T � � ����� � �3! � ���#��� � 	
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	q!�	4,.� � R 5/."��	0�>�
	8,.	"��-� � �����>, � 
�
�0h+ � � � 7���	"�

Fc
,� � ��hG
	 T !><2��,��O.0� � � x � iS���	 � % u&1 T F (d > d1) < Fc

%�8<	0� � �����
	 � ��	"����>	0*�	"� � 	"�+�
��
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	"� � �����"5 �0! � ��7 � 	"5/	0�+�&%
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ż(n)

a

)2

dn
B � D T C

QW���X�0*�*�!�������#)�����X�����<�G����#9'9#)�������X��
���G')�Y� 6&
*�#9��!�� � D ):�F'/
�"/C�"I�F"5
��# .�!��J@A���Y��
���G')�Y� 6&
*�#9��!�� S T
�������(��+������������(')�:*�!��LV�'M63' < ��@A��#9'9#9+�!��

Seq(n) ∼





1
n pour n < nc

∼= Φ−2
b

Φb
n1/2

pour nc < n < N

B � D S C

T8T U



� ��� � �Y���

_ #9����# T '/
0��������#)��� ��������!;41
���� B � D T � C �����

γΘ(Φb, N) ∼= γext +
kBT

a2

{
(−α+ 2η lnΦb)Φ

2
b + β

Φb

N1/2
ln

(
N

Φ
2/3
b N∗

)} B � D � C

�21
η ∼ 1 ���

α T β T N∗ �����<�.')���(���<� �5��#)���<���-� �0V���#)�(��
����')��� 6&
*�#9��!�� � D
�-� � ��'97�
�<� *�!�����@<���L+,��� ����� � �0V���#-*&
!

v < a3
B ��
��� ����@<��#-����#9� T ������� � �0V���#9!������ ')�

*&
! 
"/.���!��=����7 ��'9��"I�-�0*���'9� ����"$"I�
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−5/4
b

Φ
7/8
b ṽ1/8
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