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Résumé

Ce travail concerne les analyses multi-tableaux de données et plus particuliérement la régression.
Présentées sous forme d’un recueil, nous exposons un grand nombre de méthodes peu connues pour
la majorité, pour I’analyse des multi-tableaux. Notre travail se compose de trois parties. La premiére
partie, contenant sept chapitres, expose les méthodes de modélisation linéaire. Elles sont classées par
type d’analyse (conjointe ou régression) et par domaine d’application (cube ou multi-tableaux). Nous
en introduisons plusieurs nouvelles de type PLS, basées sur I’optimisation d’un critére sous contraintes
par étape, pour analyser simultanément un (ACIMO) ou plusieurs (ACIMOG1,2,3) ensembles de ta-
bleaux, pour modéliser un ensemble de tableaux par un autre (ACIMO-PLS, ACIMOG-PLS1,2,3,
REMUB) et appliquons ’ACIMO & l'intrastructure de STATIS pour en améliorer les trajectoires. De
plus, nous proposons une généralisation de la méthode STATIS au cas de deux ensembles de tableaux
(DO-ACT), aussi basée sur 'optimisation d’un critére sous contraintes. Un chapitre est consacré a ce
qui touche la pratique de ces méthodes, dans lequel nous abordons la question du choix de blocs ex-
plicatifs importants dans les modéles de régression multi-tableaux, qui n’a encore jamais été abordée.
Nous proposons plusieurs critéres pour répondre & cela. La seconde partie, moins importante en taille,
concerne la modélisation non-linéaire en régression multi-tableaux. Aprés une revue des méthodes de
régression PLS non-linéaire pour deux tableaux, nous introduisons deux méthodes (SARMUBI1 et 2)
pour la régression non-linéaire des multi-tableaux, basées sur la recherche de transformations splines
des prédicteurs optimales. Enfin, nos méthodes, programmeées en S-Plus®, ayant pour but principal
d’étre appliquées, nous proposons dans la troisiéme partie les résultats de plusieurs applications dans
divers domaines, tels que la chimiométrie, I’analyse sensorielle, I’écologie ...

Mots-clés : régression PLS, mutli-tableaux, cubes, régression multi-blocs, B-splines, régression PLS
non-linéaire, optimisation sous contraintes, méthode STATIS

Abstract

This work deals with mutliblock data analysis and especially with regression. This thesis presents,
like a collection of methods, a large number of methods of multiblock data analysis, bad known for
the majority of them. This thesis contains three parts. The first one, with seven chapters, presents
methods for linear modelling. They are classified by kind of analysis (simultaneous or regression)
and by applicability domain (multi-block or multiway). We propose several new PLS-like one’s, step-
wise constrained optimization based, dedied to the simultaneous analysis of one (OMCIA) or more
sets (GOMCIA1,2,3) of matrices and to model a set of matrices with another one (OMCIA-PLS,
GOMCIA-PLS1,2,3, MUBRE), OMCIA allowing to obtain better trajectories in the STATIS method.
Moreover, we propose a generalization of the STATIS method to two multiblock tables (DO-ACT). A
chapter is dedied to the practice of the multiblock methods, in which propose some criteria to choose
the important predictive blocks in regression multi-block models. In the second part, we deal with
the non-linear modelling. We start to give a review of non-linear PLS methods for two matrices and
then propose two non-linear multiblock regression methods (MUBRAS), searching for the optimal
spline tranformations of the predictors. To end, in the third part, we present several applications of
our methods, programmed in S-Plus® language, on real data from chemometrics, sensory analysis,
ecology .....

Keywords : PLS regression, multiblock, multiway data, multi-block regression, B-splines, nonlinear
PLS regression, constrained optimization, STATIS method
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Notations

-z, .y, ..., des vecteurs colonne.

- X Y, ... des matrices.

— X' tranposé de X.

—si X = [z1...2j], | x J, X[k] est le k™€ bloc ligne de X dont la dimension dépend du
contexte. z;(k) est I’élément de la colonne j et de la ligne k de X.

— si z est de longueur J, z(j) désigne son j™¢ élément et z[k] son k™€ bloc.

— X, Y cubes, multi-tableaux réguliers d’ordre 3. Le terme «cube» est employé par abus
de langage et simplicité. Ces tableaux & trois entrées sont en fait des parallélépipédes
rectangles.

— I x J x K dimension du cube X, variables explicatives.

— 1, J, k les indices courants.

— I x M x N dimension du cube Y, variables réponses.

— 4, m, n les indices courants.

- X;, 1 = 1,...,] matrices J x K dites «tranches horizontales» du cube X, ce sont les
matrices indicées suivant le premier mode.

- Xj,j=1,...,) matrices K x | dites «tranches latérales» du cube X, ce sont les matrices
indicées suivant le second mode.

- Xk, k=1,...,K, les matrices | x J indicées suivant le troisiéme mode, dites «tranches
frontales» du cube X.

— x;ji est 'élément de X & l'intersection de la ligne 7 et de la colonne j de la ki®me tranche
frontale de X.

- Xi = [X1...Xk], matrice | x JK correspondant au cube X déplié¢ le long du premier
mode. X est souvent noté X pour simplifier lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

— X = [X1...X)], matrice J x Kl correspondant au cube X déplié le long du second mode.

— Xk = [X1...X)], matrice K x |J correspondant au cube X déplié le long du troisiéme
mode.

- Xi, k=1,...,K, dans le cas des analyses non-cubiques, est un ensemble de K tableaux
(le plus souvent explicatifs) de taille | x Ji. Si tous les Jj sont égaux, on les notera J. Si
l’on est en présence d'un seul tableau (explicatif) (K = 1), on le notera simplement par
X. X =[X;...XK] est le tableau conjoint des X.

- Y,, n=1,...,N, dans le cas des analyses non-cubiques, est un ensemble de N tableaux
(en général a expliquer) de taille | x M,,. Si tous les M,, sont égaux, on les notera
M. Et si 'on est en présence d’'un seul tableau réponse, on le notera simplement Y.
Y = [Y1 YN] est le tableau conjoint des Y,.

— Diag(A;) est la matrice diagonale par blocs dont le bloc i est la matrice A;. Cette
notation est aussi valable dans le cas d’une suite de vecteurs.

vii



viii Notations

— diag(z) est la matrice diagonale dont la diagonale est composée des éléments du vecteur
T.

— diag(X) est le vecteur composé de la diagonale de la matrice X.

— D est la métrique des poids des individus, en général c’est la métrique uniforme %I d.

- Qi k=1,... K et @Yn =1,...,N sont respectivement les métriques dans les espaces
IR’* et IRM» . En général, ce sont les métriques identité.

- W = X3,Q7 X, opérateur des produits scalaires entre les individus du tableau Xj.
— Wi = Y,&¥,! opérateur des produits scalaires entre les individus du tableau Y,.

- V¥ = X; DX}, la matrice des produits scalaires entre les variables de Xj. Si le tableau
X}, est D-centré, c’est la matrice de variance-covariance, et s’il est D-réduit, c’est la
matrice des corrélations.

— Vi =Y DY, idem pour Y,,.

- Px = X(X'DX)"X'D projecteur D-orthogonal sur I’espace engendré par les colonnes
de X. X peut étre un vecteur.

~ P =1Id- Px .

— A le nombre final de composantes dans les modéles.

— a l'indice courant.

— ® est le plus souvent le produit de Kronecker, quelques fois note aussi le produit tenso-
riel ; cela sera précisé dans le contexte.

— ® produit de Khatri-Rao appelé aussi produit de Kronecker colonne par colonne.
— % produit de Hadamard, produit terme & terme.
— wvar(xz) D-variance du vecteur z. En général, c’est la variance usuelle.
— wvar(X) variance usuelle de la matrice X.
— tr(X) trace de la matrice carrée X.
~ cov(z,y) D-covariance entre les vecteurs z et y.
— r(z,y) = cov(z,y)/+/ war(z)var(y) D-corrélation entre les vecteurs z et y.
— cov(X,Y) matrice des covariances entre les colonnes de X et les colonnes de Y.
— ||z||? = #'z carré de la norme de z.
— ||z||3; = 2’ Mz carré de la norme de z au sens de la métrique M.

| X]|? = tr(X'X) carré de la norme de Frobenius de X. Si X est centrée en colonne,
|1 X% = var(X).

| X3, = tr(X'MX) carré de la norme au sens de M de X.

— In(X) inertie du triplet (X,Q,D) par rapport a lorigine. In(X) = tr(X'DXQ) avec X
centrée en colonne pour D.

covV(X)Y) = tr(XQ.X'DY Q,Y'D) covariance vectorielle entre les deux triplets (X,Q,D)
et (Y,Qy,D).

varV (X) = tr(XQ,X'DXQ,X'D) variance vectorielle du triplet (X,Q,,D).

- RV(X)Y) = covV(X,Y)//varV(X)varV (Y) corrélation vectorielle entre les triplets
(X,Qq,D) et (Y,Qy,D).

~ | X|1% ¢ = tr(XQzX'DXQzX'D) = varV (X) carré de la norme de Hilbert-Schmidt de
(X,Qq.D).

On suppose que tous les tableaux sont D-centrés. Si cette hypothése est omise,
cela sera précisé dans le contexte.




Acronymes

ACIMO
ACIMOG
ACIMOG-PLS
ACIMO-PLS
ACIMO-PLSS
ACG

ACO

ACOM

ACP

ACT

AIB

APG

APLS
ASPLS

BIP

BIPrv
CANDECOMP
CNLPLS

DO
DO-ACT
DOSC
GIFI-PLS
HPLS

INLR

LTD

MBPLS
MPCA
MPLS
MWcovR
MWMBcovC
NIPALS
NIRS
NLPLS
NPLS
0-ACIMOG

Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale
Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale Généralisée
Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale Généralisée - Partial Least Squares
Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale - Partial Least Squares
Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale - PLS Spline
Analyse Canonique Généralisée
Analyse de Concordance
Analyse de CO-Inertie
Analyse en Composante Principale
Analyse Conjointe de Tableaux (STATIS)
Analyse Inter-Batterie de Tucker
Analyse Procruste Généralisée
Approche PLS
Additive Spline Partial Least Squares
Bloc Importance in the Prediction
BIP basé sur le coefficient RV
CANonical DECOMPosition
Continuum Non Linear PLS
Direct Orthogonalization
DOuble Analyse Conjointe de Tableaux
Direct Orthogonal Signal Correction
GIFl-ing in Partial Least Squares
Hierarchical PLS
Implicit Non Linear Regression
Linear Three-way Decomposition
Multi-Block Regression
Multiway Pricipal Component Analysis
Multiway PLS
Multiway covariates Regression model
Multiway Multi-Block covariates Component model
Non linear Iterative PArtial Least Squares algorithm
Near Infra-Red Spectra (spectre proche infra-rouge)
Non Linear Partial Least Squares
Multilinear PLS
Orthogonal signal correction for ACIMOG
suite page suivante...
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Acronymes

0SC
O-PLS
02-PLS
PARAFAC
PARATUCK?2
PLS

PLSS
QPLS
REMUB
SARMUB
SPL-PLS
SPLS
STATIS
TUCKALS
TUCKER1
TUCKER2
TUCKER3
VIP

Orthogonal Signal Correction

Orthogonal Projection to Latent Structure

Alternative Orthogonal Projection to Latent Structure
PARAlell FACtor analysis

modéle entre PARAFAC et TUCKER2

Partial Least Squares (régression)

régression Partial Least Squares Splines

Quadratic Partial Least Squares régression

REgression MUIti-Bloc

Splines Additives en Régression MUIti-Bloc

SPLines in Partial Least Squares

Serial PLS

Structuration des Tableaux & Trois Indices de la Statistique
TUCKER by Alternating Least Squares

modeéle de Tucker avec réduction d’un seul mode
modéle de Tucker avec réduction de deux modes
modele de Tucker avec réduction des trois modes
Variables Importance Selection



Introduction générale

Dans cette thése nous proposons un regard général sur les méthodes d’analyse factorielle
de multi-tableaux, c’est-a-dire sur les méthodes permettant ’analyse simultanée de plusieurs
tableaux de données.

Les méthodes pour ’analyse d’un ensemble de tableaux ou d’un cube de données existent de-
puis plus de 35 ans. Par contre, les méthodes de régression multi-tableaux sont assez récentes.
Elles sont apparues il y a environ 15 ans dans le domaine de la chimiométrie. Devant le nombre
croissant des variables qu’ils peuvent mesurer, les chiométriciens se trouvent confrontés & des
problémes d’interprétation et de sélection de variables. Pour éviter cela, ils ont introduit dans
la littérature des algorithmes permettant de faire de la régression multi-blocs, c’est-a-dire,
leur permettant d’utiliser toutes les variables mais regroupées en blocs. Ces méthodes sont
applicables dans bien des disciplines. En analyse sensorielle, par exemple, on veut prédire une
variable hédonique par des évaluations sensorielles effectuées par des experts. Chaque attribut
sensoriel ou chaque expert peut constituer un tableau.

Il apparait au travers des publications, que les méthodes connues et utilisées sont trés variables
selon les zones géographiques et les disciplines. Dans tous les domaines de recherche la quan-
tité et le type de données mesurées croit de plus en plus vite grace aux outils technologiques
modernes. Avec les performances déja importantes et sans cesse croissantes des ordinateurs,
les praticiens sont en droit de vouloir garder le maximum d’information dans leur données
en utilisant toutes les variables, plutét que de les résumer ou d’en sélectionner, au risque de
perdre de 'information. Il est de nos jours nécessaire de développer et d’utiliser des méthodes
d’analyse de données adaptées a ces situations mettant en jeu de nombreuses variables, et sou-
vent peu d’observations (individus), arrangées en plusieurs tableaux ou sous forme de tableau
a trois entrées («cube» ). Les méthodes d’analyse de plusieurs tableaux montrent ici tout leur
intérét.

Selon les disciplines les pratiques sont différentes. Ainsi, ce sont les psychométriciens qui
ont les premiers développé des méthodes spécifiques & l’analyse d’un «cube» de données.
Ces méthodes sont & différencier des méthodes d’analyse dites «multi-tableaux» ou analyse
conjointe de tableaux, dont font partie les méthodes francaises telles 1’Analyse Factorielle
Multiple (ESCOFIER & PAGESs, 1984, 1986), STATIS (L’HERMIER DES PLANTES, 1976), et
les différentes Analyses Canoniques Généralisées (CARROLL, 1968; HORST, 1961; SABATIER,
1993). Ces méthodes semblent bien connues en France. Comme nous ’avons déja souligné au
début de cette introduction, les chimiométriciens du nord de ’europe développent depuis une
quinzaine d’années des méthodes de régression multi-tableaux, dites aussi multi-blocs, basées
sur la régression Partial Least Squares (PLS) (WoLD, 1966b) bien connue pour son efficacité
lorsque les prédicteurs sont corrélés et/ou le nombre d’observations est faible par rapport
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au nombre de variables explicatives. Cette méthode est trés adaptée & la chimiométrie ou le
nombre de variables mesurées est de plus en plus important, en particulier grace & la technique
peu colteuse qu’est la spectrographie proche infrarouge. Les variables étant de plus en plus
nombreuses les modéles de régression multi-variables deviennent impossible & interpréter et
les chimiométriciens se sont ainsi penchés sur la construction de ces méthodes multi-blocs qui
permettent de ranger les prédicteurs en différents groupes (blocs) qui seront alors interprétés
comme un tout. En analyse sensorielle, oul il se pose, par exemple, la question d’expliquer
des évaluations de produits établies par des consommateurs par des évaluations de ces mémes
produits faites par des experts, ce type de méthodes reste encore méconnu en France. La
régression multi-variables ordinaire est encore beaucoup appliquée mais la régression PLS
commence a susciter de l'intérét. Les méthodes de régression multi-tableaux ne semblent pas
utilisées alors qu’elles pourraient étre bien utiles, comme nous le verrons dans une application.

A travers cette thése, nous voulons faire connaitre les différentes familles de méthodes
(analyse de co-inertie, régression, analyse de multi-tableaux ou analyse pour les «cubesy»
de données) en soulignant leurs avantages et inconvénients et en proposer de nouvelles. Ce
travail devrait permettre aux statisticiens et praticiens de trouver une vue d’ensemble et une
comparaison des méthodes récentes et/ou peu connues et d’autres complétement nouvelles,
ainsi que bon nombre de références sans oublier des applications des méthodes originales &
des données réelles.

Notre travail est orienté vers les méthodes multi-tableaux (ou multi-blocs) et particuliére-

ment vers la régression multi-blocs de type PLS. Cependant, nous avons choisi d’exposer les
principales méthodes cubiques afin de mettre en évidence la différence de raisonnement entre
les deux types d’approches et permettre des comparaisons. Ce mémoire se présente sous la
forme de trois parties. La premiére concerne la modélisation linéaire, c’est-a-dire les méthodes
générant des modéles linéaires en les variables initiales. Le travail effectué sur les méthodes
linéaires a permis d’entamer un travail trés vaste concernant la régression multi-tableaux
non-linéaire grice & l'utilisation de transformations splines, ce qui constitue la seconde par-
tie. Enfin, la derniére partie présente des applications & des données réelles. Les lecteurs non
familiers avec les multi-tableaux pourront commencer par lire la troisiéme partie pour avoir
des exemples de problémes réels.
Les deux premiéres parties sont théoriques. Dans chacune d’elles, nous présentons différentes
méthodes issues de la littérature et en proposons de nouvelles. Toutes ces nouvelles approches
sont basées sur 'optimisation d’un critére sous contraintes, par étape, généralisant celui de la
régression PLS (excepté pour DO-ACT, (§3.3)). Tout au long de cette thése, des références a
la régression PLS sont faites, celle-ci étant la base de notre travail. Nous verrons que trés peu
de méthodes de type PLS présentes dans la littérature sont le résultat de ’optimisation d’un
critére.

Nous avons choisi de présenter notre travail comme un recueil de méthodes. Nous avons
classé celles-ci par domaine d’application. Ainsi, nous distinguons les méthodes d’analyse
«cubique» des méthodes d’analyse multi-blocs, et les approches visant l’analyse conjointe (si-
multanée) de tableaux des approches de régression ayant pour but d’expliquer un «cube»
(ou un ensemble de tableaux) par un «cube» de prédicteurs (ou un ensemble de tableaux
prédicteurs). Gréace a cette classification, un expérimentateur pourra accéder directement au
chapitre décrivant les méthodes adaptées & son probléme.
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Ainsi, le premier chapitre de la premiére partie présente trois méthodes pour ’analyse
d’un cube. Nous avons choisi de présenter les deux plus anciennes (TUCKER3 et PARAFAC)
qui sont & l'origine de toutes les autres et une des plus récentes (PARATUCK?2). Nous ne
donnons aucune application de ces méthodes mais elles sont utiles pour la compréhension
de deux méthodes présentées dans les chapitres suivants. Ce chapitre est particulier dans ce
mémoire, dans la mesure ou aucune méthode nouvelle n’est proposée.

Le second chapitre concerne I'analyse conjointe de tableaux, ou encore ’analyse de la co-
inertie de tableaux. Il s’agit ici de chercher et d’expliquer I’éventuelle information commune
4 un ensemble de tableaux mesurés sur les mémes individus. Les variables peuvent étre en
nombre différent selon les tableaux. Pour ce type de situation, il existe beaucoup d’approches
telles que les analyses Procrustes Généralisées (GOWER, 1975), les Analyses Canoniques Gé-
néralisées (CARROLL, 1968) ou autres ACP particuliéres (Analyse Factorielle Multiple (Es-
COFIER & PAGES, 1984), Analyse en Composantes Principales Généralisée (CASIN, 2001)).
Nous n’avons pas choisi de parler de celles-ci qui sont déja bien répandues dans la littérature
appliquée. Par contre, nous présentons deux méthodes plus récentes (Analyse de CO-inertie
Multiple, ACOM, et Analyse de la COncordance, ACO), surtout connues en écologie fran-
caise au travers du logiciel ADE-4®(THIOULOUSE, CHESSEL, DOLEDEC & OLIVIER, 1997),
pour lesquelles nous donnons une démonstration de la nature des solutions par la méthode
des multiplicateurs de Lagrange. De plus, elles utilisent le méme critére, avec des contraintes
différentes, que I'une des nouvelles méthodes que nous proposons, ’ACIMO, Analyse de Co-
Inertie Multiple Orthogonale. L’ACOM, I’ACO et ’ACIMO sont des méthodes procédant a la
recherche de composantes par étapes. L’ACO et ’ACIMO ont pour but d’étudier la proximité
entre un ensemble de tableaux et un tableau supplémentaire dit de référence, et ont la pre-
miére étape en commun. Les étapes suivantes, obtenues par déflations des tableaux initiaux,
sont différentes. De plus, nous présentons les méthodes STATIS et STATIS dual car nous
proposons d’utiliser ’TACIMO pour améliorer leur étape d’intrastructure.

Le chapitre trois regroupe des méthodes d’analyse de la co-inertie de plusieurs cubes
ou multi-tableaux. Les méthodes étant si peu nombreuses, nous avons mis ensemble le cas
«cubiquey et le cas «multi-tableaux». La méthode cubique MultiWay Multi-Bloc covariates
Component (MWMBcovC), issue de la littérature, est présentée. Celle-ci méne a la construc-
tion d’un modéle de type TUCKER ou PARAFAC par cube et d'un ensemble de super-
composantes. Pour le cas de deux ensembles de tableaux mesurant les mémes variables et non
nécessairement sur les mémes individus, nous décrivons STATICO. Puis, nous proposons deux
nouvelles méthodes pour ’analyse de la co-inertie de deux ensembles de tableaux mesurés sur
les mémes individus. DOuble - Analyse Conjointe de Tableaux (DO-ACT), basée sur l'opti-
misation d’un critére sous contraintes, généralise en quelque sorte la méthode STATIS, encore
connue sous le nom ACT. Elle présente ’avantage de se résoudre par une diagonalisation
de matrice. La seconde méthode que nous proposons porte le nom d’Analyse de Co-Inertie
Multiple Orthogonale Généralisée, ACIMOG. Elle étend, d'une certaine maniére, I’ACIMO
présentée au chapitre deux. Basée sur ’optimisation d’un critére sous contraintes & chaque
étape, elle n’est pas équivalente a une diagonalisation et nécessite un algorithme itératif. Nous
montrons que l'algorithme proposé est convergent. L’ACIMOG présente trois variantes, dif-
férentes a partir de la seconde étape, qui définissent les ACIMOG 1, 2 et 3. La premiére
ACIMOG construit des ensembles de composantes orthogonales pour chaque tableaux. Les
ACIMOG?2 et 3 fournissent un ensemble de super-composantes orthogonales.
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La régression entre cubes est abordée dans le quatriéme chapitre. Nous ne proposons pas
ici de nouvelle méthode. Deux des approches présentées sont basées sur des modéles de type
PARAFAC ou TUCKER (régression sur composantes PARAFAC et MultiWay covariates
Regression, MWcovR). Deux autres méthodes, qui s’avérent étre équivalentes, proposent des
modeles trilinéaires du cube prédicteur (Linear Three-way Decomposition, LTD, et Multilinear
PLS, NPLS). Pour NPLS, nous donnons une démonstration des solutions, non donnée par
son auteur. NPLS présente un inconvénient majeur: les composantes explicatives ne sont pas
orthogonales. La derniére méthode présentée est la premiére méthode de régression cubique
en date, Multiway PLS, MPLS. Elle est en fait équivalente & une régression PLS usuelle, et
n’est donc pas réellement une méthode cubique.

Le cinquiéme chapitre est le plus important en volume. Ce chapitre, important & notre
sens, doit étre lu. Il concerne la régression linéaire multi-tableaux qui est le sujet central de
notre travail. Nous présentons les méthodes existantes, qui sont toutes algorithmiques et en
proposons trois nouvelles issues de ’optimisation sous contraintes d’un critére:

— L’Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale - PLS (ACIMO-PLS) dont le but est
de modéliser un ensemble de N tableaux de réponses par un tableau de prédicteurs.
Il s’avére qu’elle peut étre obtenue & partir d’une régression PLS usuelle entre deux
tableaux.

— L’Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale Généralisée - PLS (ACIMOG-PLS) dont
le but est d’expliquer un ensemble de tableaux réponses par un ensemble de tableaux
explicatifs. Elle posséde trois variantes, désignées par ACIMOG-PLS1, 2, et 3. Chacune
de ces variantes construit des super-composantes orthogonales ou des composantes or-
thogonales par tableau. L’ACIMOG-PLS présente de nombreuses propriétés similaires &
celles de la régression PLS usuelle, qui sont démontrées dans la partie 5.6. Les solutions
s’obtiennent par un algorithme itératif convergent.

— La REgression MUlti-Bloc (REMUB) a le méme but que ’ACIMOG-PLS, mais utilise
un critére différent. Les solutions s’obtiennent grace & un algorithme itératif convergent.
Cet algorithme revient a effectuer successivement une étape ACIMOG-PLS particuliére
et une étape PLS.

Dans ce chapitre, nous présentons ’Approche PLS, APLS, issue de la littérature, qui est
une méthode ancienne mais qui semble étre reconsidérée ces derniéres années. Sont décrites
également les méthodes de S. Wold, la PLS Hiérarchique, HPLS, et la PLS en Série, SPLS.
Nous donnons une expression mathématique des coefficients des modéles de 'HPLS et nous
discutons les algorithmes possibles pour SPLS dans le cas oil il y a plus de deux tableaux
prédicteurs. Ces deux méthodes présentent quelques imprécisions sur lesquelles nous pointons
dans les parties 5.3 et 5.4. La derniére méthode issue de la littérature que nous présentons est
la PLS Multi-Bloc, MBPLS. C’est une méthode trés générale et beaucoup reprise ces derniéres
années. Pour le cas ot il y a N tableaux réponses et K tableaux de prédicteurs, nous montrons
qu’elle est équivalente & une succession de régressions PLS usuelles.

Il est important de noter que les méthodes présentées dans les chapitres 4 et 5 sont princi-
palement issues de deux revues de chimiométrie Journal of Chemometrics et Chemometrics
and Intelligent Laboratory Systems. C’est peut-étre I’'une des raisons pour lesquelles elles sont
peu connues des chercheurs en analyse sensorielle en France ou encore en écologie. De plus,
les méthodes de régression multi-blocs sont généralement simplement basées sur des modifi-
cations de 'algorithme de la régression PLS pour I’adapter au cas de plusieurs tableaux. Ceci
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engendre parfois ’équivalence de la méthode avec une régression PLS usuelle sur les tableaux
conjoints (MPLS et un cas particulier de MBPLS). De plus, il parait trés réguliérement de
nouvelles publications concernant la régression multi-blocs, plus particuliérement concernant
des précisions, des petites modifications, des comparaisons, etc, au sujet de la MBPLS, ces
publications étant dues & une «poignée» de chercheurs.

Le sixiéme et avant dernier chapitre de cette premiére partie est consacré a 1’utilisation et
la pratique des méthodes de régression multi-blocs: le pré-traitement des données, le choix du
nombre de composantes, qui correspond le plus souvent au rang des modéles, et & une question
non abordée dans la littérature qui est la sélection de tableaux prédicteurs «influents» dans
le modele. Nous proposons plusieurs critéres de sélection pour les méthodes ACIMOG-PLSI,
2, 3 et REMUB généralisant le critére VIP de la régression PLS ou utilisant le coefficient de
corrélation vectorielle (RV). Nous rappelons dans ce chapitre ce qui est fait en régression PLS
usuelle.

Pour terminer cette partie, le chapitre sept donne un résumé sous forme de tableaux
des principales caractéristiques des méthodes présentées tout au long de cette partie et la
démonstration de 1’équivalence des méthodes MBPLS, PLS, ACIMO et REMUB lorsqu’il n’y
a qu'un tableau de réponses a expliquer.

Les différents chapitres peuvent étre lus dans n’importe quel ordre sauf peut-étre le sixiéme
chapitre et la premiére partie du septiéme chapitre dont la compréhension sera facilitée par
la lecture du chapitre cinq concernant la régression multi-blocs.

La seconde partie de cette thése est beaucoup moins importante en volume. Elle marque le
début d’un travail sur la régression non-linéaire de type PLS de multi-tableaux. Nous n’avons
pas trouvé de telles méthodes dans la littérature. Avec le développement de l'utilisation de
méthodes multi-blocs, qui risque de se produire dans les années qui viennent, il est évident
que des modéles non-linéaires vont étre nécessaires pour certains. Le nombre de variables ex-
plicatives étant trés important devant le nombre d’observations, (cas général de la régression
multi-bloc), il est nécessaire de développer des modéles de type PLS. Dans cette probléma-
tique, il n’est pas vraiment envisageable d’utiliser les méthodes de modélisation linéaire basées
sur des «expansions» des matrices de prédicteurs.

Ainsi, dans un premier chapitre, nous faisons une revue des méthodes de régression non-linéaire
PLS pour deux tableaux, discutées en fin de chapitre.

Puis dans un second chapitre, nous proposons la méthode multi-tableaux Splines Ad-

ditives en Régression MUIlti-Blocs, SARMUB. Elle est basée sur 'optimisation d'un critére
sous contraintes a chaque étape en cherchant la meilleure transformation spline des prédic-
teurs, dans une base de B-splines. SARMUB est en quelque sorte une version non-linéaire
de TACIMOG-PLS. De plus, nous proposons trois approches basées sur I'utilisation des mé-
thodes linéaires ACIMO-PLS et ACIMOG-PLS.
Les méthodes de modélisation non-linéaires étant trés peu nombreuses dans la littérature,
nous ne leur avons pas consacré un chapitre. Cependant, dans I'introduction du second cha-
pitre, on peut trouver quelques références pour des méthodes d’analyse conjointe de tableaux,
dont deux trés récentes datant d’aott 2002.

Le développement de nouvelles approches en analyse de données n’a d’intérét que si elles
sont mises en oeuvres sur des données réelles. C’est pourquoi, la troisiéme partie de notre
thése regroupe cinq applications de nos méthodes multi-tableaux a des données réelles issues
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de divers horizons.
Toutes les méthodes utilisées ont été programmeées en langage S-Plus® pour la version 6.0
fonctionnant sous un systéme Linux. Certains de ces programmes sont complets et utilisables
par un tiers, d’autres le sont moins. Nous en donnons une liste en introduction de cette partie.
Les premiéres données utilisées relévent de la biométrie et sont issues de la littérature. Il
s’agit d’étudier I’évolution des caractéres morphologiques de fillettes de leur plus jeune age
a l'adolescence. Nous montrons 1'utilité de ’ACIMO pour l'intrastructure de STATIS et de
STATIS dual.
Dans le second chapitre nous présentons une application de ’ACIMO-PLS et I’ACIMO-PLSS
a4 des données environnementales. Ces données nous ont été fournies par M. Simier et D.
Nandris de 'IRD de Montpellier. Il s’agit d’expliquer des variables pathologiques mesurées
sur des caféiers de Nouvelle Calédonie en fonction de variables de milieux.
Dans le troisiéme chapitre, nous utilisons ’ACIMOG-PLS1 pour expliquer ’abondance de
la population de palourdes dans 1’étang de Thau. Ce travail est le fruit d’une participation
au Programme National - Environnement Cotier, Activité de Recherche n°4 (PNEC/ART4)
au sein ’équipe de J.-P. Durbec (COM)*, N. Mazouni (CEPRALMAR), et J.-C. Gaertner
(COM), R. Sabatier (UM1).
Le quatrieme chapitre reléve de la chimiométrie. Il s’agit d’une partie des résultats obtenus
dans le cadre d'une collaboration avec J.-P. Biesse et B. Vidal du centre de recherche du
groupe ALTADIS, Fleury-les-Aubrais. Nous appliquons les ACIMOG-PLS1, 2 et 3 et compa-
rons les résultats avec ceux de la PLS usuelle, la MBPLS et HPLS.
La derniére application est la plus fournie. Il s’agit de données d’analyse sensorielle récoltées
par F. Sune pour sa thése (SUNE, 2001). Elles nous ont été gracieusement fournies par P.
Lacroix, NESTLE France. Nous utilisons ici les méthodes DO-ACT et ACIMOG pour cher-
cher une structure commune entre deux panels de consommateurs. Puis, nous utilisons les
méthodes ACIMOG-PLS2, 3 et REMUB pour expliquer les réponses des consommateurs par
les évaluations sensorielles d’experts.
Certaines applications ont été utilisées pour illustrer la présentation de I’ACIMOG-PLS lors
de congrés. Les références seront données au fil des chapitres.

Pour conclure ce travail, nous ferons une discussion générale et donnons quelques orienta-
tions de recherche.

En annexe, nous rappelons les principales propriétés de la régression PLS usuelle pour
qu’un lecteur non spécialiste puisse comprendre rapidement les références que nous faisons
a PLS tout au long de cette thése. Dans une seconde annexe, nous donnons la définition de
la méthode des multiplicateurs de Lagrange que nous utilisons, puis un bref rappel sur les
fonctions splines de régression qui sont utilisées dans la seconde partie. Enfin, une troisiéme
annexe expose les «problémesy liés aux représentations graphiques en régression PLS et en
analyse multi-tableaux, dus & la perte du schéma de dualité présent en ACP.

* Centre Océanographique de Marseille
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Introduction

Cette premiére partie concerne la modélisation linéaire de multi-tableaux. Le terme «mo-
délisation» fait ici référence a la fois aux méthodes factorielles permettant, par réduction de
dimension, de reconstituer un ou plusieurs ensembles de tableaux de données, et aux méthodes
factorielles de régression permettant d’expliquer un ensemble de tableaux par un autre. Tous
les modéles présentés dans cette partie sont linéaires en les variables initiales.

Nous avons choisi de distinguer le cas ou les tableaux de données sont cubiques de ceux
ou ils ne le sont pas. Un tableau est dit cubique lorsqu’il s’agit d’un tableau & plus de deux
entrées. Par exemple, des mesures d’abondance de J différentes espéces en | lieux pendant K
années. Si 'on est en présence de plusieurs tableaux mesurés sur les mémes individus, alors
on est en présence d’un ou plusieurs multi-tableaux (non cubique).

En france, les termes employés sont «analyse de co-inertie (multiple)» ou encore «analyse
conjointey de tableaux. Dans la littérature anglophone, on distingue le cas de tableaux par-
faitement cubiques, en parlant de « multiway analysis», du cas d’un multi-tableau non cu-
bique, désigné par « multiblock component analysis». Pourquoi «component» 7 Parce que les
méthodes développées dans ces situations sont des méthodes générant des composantes, com-
binaisons linéaires des variables initiales, étape aprés étape. Les approches étant différentes
selon le caractére cubique ou non des données, les méthodes font ’objet d’un chapitre différent
(chapitres 1 et 2). Le chapitre 3 aborde le cas de I’analyse simultanée de plusieurs cubes et
multi-tableaux.

Les chapitres 4 et 5 sont consacrés & la régression cubique ou «multiway regression» et multi-
tableaux ou encore «multiblock regression».

Cette partie est constituée d’une importante revue de méthodes, les plus importantes.
Dans le cas multi-blocs, nous avons trouvé intéressant de récapituler les méthodes existantes
afin de mieux les comparer et essayer de mettre au clair leurs algorithmes qui ne sont pas
toujours trés explicites dans la littérature ou qui varient selon les auteurs. En effet, nous pro-
poserons parfois des démonstrations omises par leur(s) auteur(s).

De plus, notre travail concernant plus particuliérement les méthodes multi-tableaux non cu-
biques, les chapitres 1 et 4 sont essentiellement constitués d’une revue de méthodes existantes,
dans lesquels nous ne proposons pas de méthode nouvelle. Toutefois, nous donnons une dé-
monstration pour l'obtention des solutions de la méthode de régression PLS multilinéaire
(chap. 4.3) non fournie par son auteur.

Le chapitre 3 contient deux méthodes originales DOuble - ACT ', qui est une sorte de gé-
néralisation de la méthodes STATIS au cas de deux multi-tableaux dont on veut mesurer la
proximité éventuelle, et I’Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale Généralisée, dont le but

T Soumis pour publication : Vivien, M. & Sabatier, R. A generalization of STATIS-ACT strategy: DO-ACT
for two multiblocks tables.
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est similaire, mais trés différente par sa mise en oeuvre.
Les chapitres 2 et 5 contiennent quant & eux une présentation des méthodes les plus utilisées
en analyse multi-tableaux pour la régression ou non. Les méthodes du chapitre 2 sont toutes
francaises. Nous y proposons une méthode originale, ’Analyse de Co-Inertie Multiple Ortho-
gonale permettant de chercher la structure commune entre un multi-tableau et un tableau
de référence. Nous avons appliqué cette méthode a Uintrastructuret de STATIS afin d’obte-
nir des trajectoires optimales suivant un critére (2.5). Dans le chapitre 5, les méthodes de
régression multi-tableaux sont essentiellement issues de la chimiométrie du nord de ’europe.
Les méthodes utilisées différent des techniques francaises en ce qu’elles sont principalement
basées sur la modification de ’algorithme de la régression PLS. Nous proposons 1’Analyse
de Co-Inertie Multiple Orthogonale - PLS, I’ ACIMOG-PLS et REgression MUIti-Blocs qui
sont basées sur 'optimisation sous contraintes d’un critére de covariance. L’ACIMO-PLS a
été présentée par communication orale a un congrés (VIVIEN & SABATIER, 2000) et a fait
lobjet d’une publication (VIVIEN & SABATIER, 2001c). L’ACIMOG-PLS a été présentée a
plusieurs congrés (VIVIEN & SABATIER, 2001a,b, 2002) et a été soumise pour publication § .
De plus, nous 'avons appliquée a des données réelles en collaboration avec des organismes de
recherches et industriels tels que 'TFREMER dans le cadre du PNEC, NESTLE France et
ALTADIS. Ces applications sont présentées dans la troisiéme partie aux chapitres 3, 4 et 5.
Parmi ces nouvelles méthodes, nous avons surtout insisté et développé celles concernant la
régression : en effet, cette situation est de plus en plus rencontrée dans la pratique. Pour cela,
le chapitre 6 propose un certain nombre d’éléments nouveaux concernant 1'utilisation des mé-
thodes multi-tableaux et plus particulierement nos méthodes de régression multi-tableaux :
une adaptation de la validation croisée pour le choix du nombre d’étapes & retenir, et des
critéres de sélection des blocs influents dans les modéles.

Enfin, nous conclurons par le chapitre 7, dans lequel nous donnons un résumé des prin-
cipales caractéristiques des méthodes exposées tout au long de cette partie sous forme de
tableaux et comparons certaines méthodes vues au cours de cette partie.

Les chapitres 1 & 5 étant constitués des descriptions théoriques de méthodes, ils peuvent
étre lus dans n’importe quel ordre, bien qu’il y ait parfois des renvois entre eux. Par contre,
la lecture des chapitres 6 et 7 nécessite celle du chapitre 5.

Le lecteur peu familier avec la régression PLS, qui est essentielle dans ce travail, trouvera
en annexe A les définitions et principales propriétés. L’ouvrage de TENENHAUS (1998) est
également une importante référence francaise.

! Soumis pour publication : Vivien, M. & Sabatier, R. OMCIA: a solution to obtain optimal trajectories
in (Dual) STATIS.

§ Vivien, M. & Sabatier, R. Generalized Orthogonal Multiple Co-Inertia Analysis (-PLS): new component
and regression multiblock methods.



Chapitre 1

Analyse d’un cube ou Analyse 3
modes

Dans ce premier chapitre, nous faisons une description des méthodes d’analyse cubique
parmi celles des plus connues. Ce n’est en aucun cas une liste exhaustive. Ces méthodes sont
aussi connues sous les noms «ACP 3-modes» et «analyses multimodes» dans la littérature
francaise et «multiway analysis» dans la littérature anglophone. Elles ont pour but de modé-
liser un cube de données, noté X. Le terme «cubey, rencontré dans la littérature francaise, est
utilisé par abus de langage et simplicité. Ce qui est appelé «cube» est en réalité une matrice
de données a trois indices, c’est-a-dire un tableau a trois entrées (Fig. 1.1). Pour étre tout a
fait exact, il faudrait parler de parallélépipéde rectangle.

Les trois dimensions (directions) du cube sont appelées les «trois modesy du cube. Le premier
mode, la hauteur du cube, indice les lignes (les individus). Il est de dimension |. Le second
mode, la largeur du cube, indice les colonnes (les variables). Il est de dimension J. Enfin, le
troisiéme mode fait référence & la profondeur du cube, il est de dimension K.

Les méthodes cubiques cherchent & modéliser un tableau a trois entrées par un cube de rang
plus petit. En fait, I’idée est la méme que dans les méthodes d’analyse factorielle d'un tableau
telles que I’Analyse en Composantes Principales (ACP). On va chercher des facteurs associés a
chacun des trois modes, dont le produit tensoriel va donner une approximation du cube initial.
Le tableau 1.1 précise les notations utilisées. Les modéles les plus anciens, tels que le modéle
TUCKERS3 (section 1.1), utilisent un cube appelé «matrice noyauy, noté G et de dimension

Fi1G. 1.1 — Représentation d’un tableau o trois entrées

11
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TAB. 1.1 — Les notations utilisées

mode 1 mode 2 mode 3
dimension de X | J K
indices courants de X ) 7 k
nombres de facteurs cherchés P Q R
indices courants D q T
facteurs A= {ai,p}i,p B = {bj,q}j,q C= {Ck,r}k,'r

P x Q x R, qu’il faut déterminer. Les modéles obtenus sont trilinéaires en les facteurs et sont
déterminés grace a la minimisation de la somme des carrés des écarts du modéle, pour la plu-
part. Nous allons présenter les modéles et les algorithmes nécessaires & leur résolution pour
les méthodes TUCKER3, PARAFAC/CANDECOMP et PARATUCK2. Les deux premiers
modéles sont les plus anciens et sont trés répandus. De plus, ils ont engendré un ensemble de
modéles dérivés. Ceux-ci sont souvent vus comme des cas particuliers contraints des modéles
TUCKER3 ou PARAFAC (ORTCP-A, ORTCP-B, ORTCP), d’autres en sont les versions de-
veloppées pour les matrices de similiratiés ou de covariances, c’est-a-dire, plus généralement
pour les matrices symétriques (INDSCAL, PARAFAC2, INDORT, TUCKER?2, three-mode
scaling). On peut trouver une description de ces méthodes dans les ouvrages (LAW, SNYDER,
HATTIE & McDONALDS, 1984; KROONENBERG, 1983) et les relations entre elles dans (KIERS,
1988, 1991). La méthode PARATUCK?2 est une méthode plus récente possédant I'unicité de
PARAFAC et la flexibilité comme les modéles TUCKER2. Dans (KROONENBERG, 1992), on
peut trouver une revue bibliographique concernant I’analyse cubique, compléte jusqu’a cette
date.

KIERS (2000b) propose des conventions de notations a partir de celles qui ont été préala-
blement utilisées dans la littérature. Les notations que nous utilisons correspondent & celles-ci.
La méme année, KIERS (2000a) propose aussi des moyens de représentations graphiques pour
les modéles TUCKERS3 et PARAFAC/CANDECOMP. Plus récemment, HARSHMAN & HONG
(2002) résument les notations et les maniéres d’écrire les modeéles de certaines méthodes cu-
biques, dont TUCKER3 et PARAFAC, a la facon «par tranche» ou «déplié». Nous essaierons
de donner ces écritures dans ce chapitre.

1.1 Le modéle TUCKERS3

Comme son nom l'indique, ce modéle, qui est le plus ancien, a été introduit par (TUCKER,
1963, 1964, 1966). Ici, les trois modes sont traités de la méme fagon. Pour cette raison, ce
modeéle est dit symétrique. Le chiffre 3 dans son nom rappelle que les trois modes sont réduits.

En désignant par z;;; le terme du cube X a l'intersection de la i®me Jigne, de la jime

colonne et de la k*™® tranche frontale, Tucker propose d’établir un modeéle de la forme

P Q R
iz’jk = Z Z Z ai,pbj,qck,rgpqr Vi, j.k

p=1g=1r=1

ol le cube G est défini par g4, avec A, B, C orthonormales en colonnes. Pour en déterminer
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les solutions il propose deux algorithmes (Méthode 1 et Méthode 2, §1.1.1 et §1.1.2). KrOO-
NENBERG & DE LEEUW (1980) présentent une écriture matricielle de ce modeéle et proposent
de minimiser la fonction de perte f (1.1) par un algorithme, TUCKALS3 (§1.1.3), de type
Moindres Carrés Alternés (ALS, Alternating Least Squares) pour déterminer les solutions A,
B, C orthonormées et G.

f(A,B,C.Gp) = ||IX; — Xi||*> = ||X — AGp(B' ® C")|1%, (1.1)

ou ® désigne le produit de Kronecker & droite, i.e. A ® B = {a;;B}; j, Gp est la matrice
de dimension P x QR constituée des R tranches frontales juxtaposées de la matrice noyau G
recherchée et X; = [X; -+ Xk].

1.1.1 Meéthode 1

Cet algorithme est le premier qui a été proposé par TUCKER (1966). Il consiste a deter-
miner les trois matrices A, B, et C indépendamment les unes des autres au moyen de trois
ACP sur les trois tableaux suivants représentant le cube déplié:

e X, = [Xl X|], J x Kl ou X; est la 7®™® tranche horizontale de X, de dimension
Jx K,

o X = [X1 XK], I x JK ott X}, est la k™€ tranche frontale de X, de dimension | x J,
e Xk = [X1 XJ], K x1J ot X; est la jieme tranche latérale de X, de dimension K x I.

étape 1: calcul de A
A est la matrice des P vecteurs propres normés associés aux P valeurs propres non

nulles A4 de XjX[: XiX|A = AA4.

étape 2: calcul de B
B est la matrice des Q vecteurs propres normés associés aux Q valeurs propres non

nulles Ag de XJX’J : XJX’JB = BAp.

étape 3: calcul de C
C est la matrice des R vecteurs propres normés associés aux R valeurs propres non

nulles A¢ de XKX{( : XKX{(C = CAgc.

étape 4: calcul de G
| J K
VD,GsT Gpgr = D i1 2j=1 Duke1 GipDigChr Tijk-

1.1.2 Meéthode 2

Cet algorithme, encore proposé par TUCKER (1966), lie les trois problémes aux valeurs
propres pour le calcul de A, B et C.

étape 1: calcul de A
A est la matrice des P vecteurs propres normés associés aux P valeurs propres non

nulles A4 de X|X|: X|XjA = AA 4.
Remarque : méme étape que ’étape 1 de la Méthode 1.
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étape 2: calcul de B

Soit Z! = A'X; = [A'X; --- A'Xg], de dimension P x JK. Z! définit un
cube Z' de dimension P x J x K dont la k™€ tranche frontale est A’Xj. Soit
Z} = [le Zl%], J x PK, matrice conjointe des tranches horizontales de Z'.

B est la matrice des Q vecteurs propres normés associés aux Q valeurs propres non
! !
nulles A% de Z}Z} : Z}Z} B = BAZ%.

étape 3: calcul de C

Soit Z2 = B'z, = [B'Z} --- B'Z!], de dimension Q x PK. Z? définit un cube Z*
de dimension P x Q x K dont la piéme tranche horizontale est B’ Z;, de dimension
Q x K. Soit 72 = [Z12 Zé] , juxtaposition des tranches latérales, K x QP de Z2.

C est la matrice des R vecteurs propres normés associés aux R valeurs propres non
Z 252 . 5259~ _ Z
nulles AG de ZgZy : ZgZg C = CAG.

étape 4: calcul de G

Soit Z3 = ZQK’C, de dimension PQ x R.

G, P x Q xR, est le cube défini par Z3, i.e. cube dont la ¢®™ tranche latérale est

Z(?IC', de dimension P x R.

-

Cette méthode présente un inconvénient: ’erreur des approximations successives de G, se
transmet d’une étape a ’autre. L’élimination des plus petites valeurs propres a chaque étape
modifie sensiblement G par rapport & la méthode 1. D’un autre coté, cette méthode nécessite
moins de calculs aux étapes 2 et 3.

1.1.3 TUCKALS3

Cet algorithme est celui qui est actuellement utilisé pour obtenir le modéle TUCKERS. 11
a été proposé par KROONENBERG & DE LEEUW (1980). Les parameétres A, B, C et G sont
estimés par les moindres carrés alternés. Les auteurs commencent par montrer que le cube
G solution du probléme de minimisation de f (1.1), peut s’exprimer uniquement suivant les
termes A, B, C et X;: Gp = A'’X)(B' ® C'), ol Gp et X; désignent la juxtaposition des tranches
frontales de G et X. Ils raménent ainsi la minimisation de f & la minimisation d’une nouvelle
fonction g en A, B et C sous les contraintes d’orthonormalité colonne de ces matrices:

g(A,B,C) = ||X; — AA'’X(BB' ® CC")|]%. (1.2)

Puis, ils montrent que I'on peut se ramener au probléme de maximisation de p sous les mémes
contraintes :

p(A4,B,C) = tr(A'%(BB @ CC")XA) (1.3)
= tr (XX) - g(4,B,0).

Cette maximisation définit I’algorithme TUCKALS3. La publication (KROONENBERG & DE
Leeuw, 1980) contient les démonstrations de ’existence et de la nature de la solution et
de la convergence de l’algorithme vers le maximum (global) de p. La premiére version de
TUCKALS3 (KROONENBERG & DE LEEUW, 1980) revient & résoudre trois problémes aux
valeurs propres simultanément et itérativement, en utilisant seulement la premiére étape de
la méthode de Bauer-Rutishauser (BR) (RUTISHAUSER, 1969; SCHWARTZ, RUTISHAUSER &
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STIEFEL, 1968). KROONENBERG, TEN BERGE, BROUWER & KIERS (1989) proposent d’utili-
ser la méthode d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (GR) au lieu de la méthode BR afin de
diminuer le temps de calcul et de convergence de I’algorithme. KIERS, KROONENBERG & TEN
BERGE (1992) améliorent encore la vitesse de ’algorithme en proposant une ré-organisation
des calculs. Enfin, (ANDERSSON & BRO, 1998) proposent plusieurs fagons d’accroitre la rapi-
dité de I’algorithme ainsi que sa précision, en utilisant une étape NIPALS plutét que BR ou
GS, ou en répétant plusieurs fois les mises & jour BR et GS dans une étape.

L’algorithme que nous présentons ici, résume ceux de (KROONENBERG & DE LEEUW, 1980)
et (KROONENBERG et al., 1989).

L’indice a est le compteur d’une itération.

étape 0Oa: initialisation
Utiliser la méthode 1 (§1.1.1) pour initialiser A, B et C. Ces initialisations sont
notées Ay, By et Cjy.

étape Ob
a=a+1

étape 1: calcul de A,
Soit Py = Xy(ByB;, ® C,C})X/, ot X; est de taille J x KI.
1 étape BR: Agy1 = P,A (Al P2A,)~1/2.
ou 1 étape GS: Ag11 = GS(P,A,).

étape 2: calcul de B,
Soit Qq = X1(CoaC, ® A AL)X], ol X est de taille | x JK.
1 étape BR: Byy1 = QuBa(BLQ2B,) /2.
ou 1 étape GS: Byy1 = GS(QoB,).

étape 3: calcul de C,
R, = Xk (A4, ® B,B})Xk, ou Xk est de taille K x IJ.
1 étape BR: Coy1 = R,Co(CLR2C,)~1/2.
ou 1 étape GS: Cyy11 = GS(R,C,).

étape 4: test de la convergence
Si p(Aa+1,Ba+1,C0+1) — P(Aa,Ba,Ca) < € [[Aat1 — Aol < € [[Bat1 — Ball <
|Cat1 — Ca|| < € alors on passe a I’étape suivante.
Sinon, on recommence 3 1’étape 0b.

étape calcul de G
A=A, B=B, C=0C,.

Gp = A’X|(C ® B)

1.1.4 Commentaires

Les matrices A, B, C sont contraintes & étre orthonormales en colonne sans perte de
généralité (KROONENBERG & DE LEEUW, 1980). Cela permet de simplifier I’algorithme de
résolution du probleme.
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Les facteurs ne sont pas emboités: a; n’est a priori pas le méme que 'on ait P = 2 ou
P = 3, par exemple.

Les solutions (les facteurs) ne pas sont uniques, dans le sens ou il est possible de faire des
rotations des facteurs A, B et C sans changer 1'ajustement du modele X; = AGp(B' x C").

La matrice noyau G indique & quel point sont proches les différents facteurs des différents
modes. (Pour plus d’explication sur son interprétation, voir (KROONENBERG, 1984)). Chaque
élément gpqr est associé a un triplet de facteurs (ap, bg, ¢,) et mesure la part relative de la
structure ternaire symbolisée par le triplet dans la reconstitution de X.

Les rotations des facteurs ont pour but de permettre une interprétation plus facile des
résultats. Or, ce qui est le plus difficile & interpréter, c’est la matrice noyau. En général, on
préfére «simplifiers» la matrice noyau (i.e. faire en sorte qu’il y ait un maximum de 1 et de 0
dans la matrice noyau) plutot qu’avoir des composantes orthogonales (KROONENBERG, 1983,
1984).

L’algorithme TUCKALS3 est préférable car il posséde la propriété d’optimalité de mini-
misation de lerreur que n’ont pas les méthodes de TUCKER (1966).

TEN BERGE, DE LEEUwW & KROONENBERG (1987) ont proposé une version de TU-
CKALSS3 ot les contraintes d’orthogonalité des composantes sont supprimées.

Dans le cas d’'une décomposition compléte de X qui correspond au cas ou | = P, J = Q,
K = R, le tableau est entiérement reconstitué. Si le nombre de valeurs propres conservées
est inférieur a la dimension du mode correspondant, ne serait-ce que sur un des trois modes,
alors il y a une erreur d’estimation. Lorsque la décomposition est compléte, les estimations
des valeurs g,q de la matrice noyau sont du type Moindres Carrés.

On alarelation p(4,B,C) = ||Gp||? = tr(GpGp) 4 1'optimum : la norme de Gp est maximisée.

FRANC (1992) a traduit le modéle TUCKERS en écriture tensorielle et inclut sa résolution
dans des problémes d’optimisation tensorielle sous contraintes plus vastes. Ainsi le modéle

TUCKERS3 peut s’écrire

Q R
X=3"3> gura,®b,@c.

p=1g=1r=1

® désigne ici le produit tensoriel. Il propose aussi des modéles avec métriques dans les espaces
R!, IR?, RX et des généralisations a des modeles pour des tableaux & plus de trois entrées. De
telles généralisations ont, en autres, aussi été faites et utilisées par HENRION (1994, 1998).

Le modéle TUCKERS a engendré plusieurs modéles dérivés: «three-mode scaling» est
Papplication du modéle TUCKERSS3 a K matrices de similarités. Le modéle TUCKER2 (Is-
RAELSSON, 1969; KROONENBERG, 1994) est le modéle TUCKERS3 ne réduisant pas un des
modes, par exemple le premier mode. Cela signifie qu’il s’applique & un cube dont les tranches
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frontales sont symétriques. Ces méthodes sont décrites dans (KROONENBERG, 1983). KIERS
(1991) donne une description hiérarchique de ces modeéles. Le modéle TUCKER2 s’écrit
X = H(C ® B)', ou H est la juxtaposition des tranches frontales de la matrice noyau, re-
cherchée, H de dimension | x Q x R. C’est le modéle TUCKERS o1 le premier mode est non
réduit ou bien ou P = | composantes sont choisies. De la méme facon, le modéle TUCKER1
(TUCKER & MESSICK, 1963) est défini par un modéle TUCKERS3 ou les deux modes sont
entiérement reconstitués, par exemple les deux derniers, X = AHp, ou Hp est la juxtaposition
des tranches frontales de la matrice noyau H de dimension P x J x K. Il est équivalent a I’ ACP
du tableau X;.

1.2 Le modéle PARAFAC1/CANDECOMP

PARAFAC est 'abréviation de PARAIllel FACtor analysis. Il a été inspiré par le prin-
cipe des Parallel Proportional Profiles de (CATTELL, 1944) (cas de deux tableaux). Ce mo-
déle a été proposé la méme année par HARSHMAN (1970) et CARROLL & CHANG (1970),
ces derniers 'ayant appelé CANDECOMP, CANonical DECOMPosition. Le modéle PARA-
FAC1/CANDECOMP est en quelques sorte une généralisation le ’ACP.

Le modéle s’écrit :

R
Tij = Zai,rbj,rck,r Vi, g,k
r=1
ou matriciellement :
X, = AD,B',

ol Dy, est la matrice diagonale de la k™€ ligne de C; A, B et C étant les matrices de
R facteurs associés & chacun des modes de X. BRO (1998) propose une troisiéme écriture
utilisant le produit matriciel de Khatri-Rao (RAO & MITRA, 1971):

X, = A(C ® B),
oll ® est produit de Khatri-Rao: si X = [11;1 x|] et Y = [yl yJ] alors
XY =[51Qy1...75Qyy] = [vec(y1z) ... vec(y,z))] -
Les facteurs A, B et C, sont déterminés par la minimisation de:
f(ABC) = |I%—A(Co B (L5)

X) est ici le tableau conjoint, | x JK, des K matrices X de dimension | x J.

La particularité de PARAFAC est qu’il n’y a pas besoin de contraintes pour déterminer les
facteurs. Pour obtenir des bases des sous-espaces de dimension R dans IR!, IR’ et IRX, on
peut procéder & une orthogonalisation des facteurs. L’écriture 1.5 de f permet de déterminer
simplement A. f peut s’écrire de deux autres maniéres, permettant le calcul de B et C':

f(ABC) = |%x-BAoeC)|? (1.6)
=[x —C(B@A)|?

Il est possible de montrer que (C ® B)'(C ® B) = (BB') « (CC') (et des expressions analogues
pour A® C et B® A) ou * dénote le produit de Hadamard, c’est-a-dire le produit terme a
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terme.
Pour déterminer les solutions numériques, un algorithme de type ALS est utilisé:

étape 0: initialisation
Initialiser les matrices B et C.

étape 1: calcul de A
A est la solution de la minimisation aux moindres carrés de fpo(4) =

X — A(C @ B)|?*:
A=X/(C®B)((BB')*(CC')?".

étape 2: calcul de B
B est la solution de la minimisation aux moindres carrés de fac(B) =

X, = B(A® O)'|1?:
B=X;(A0C)((CC") * (AAN)™.

étape 3: calcul de C
C est la solution de la minimisation aux moindres carrés de fap(C) =

Xk — C(B® A)'|]*:
C =xk(B o A) ((AA") x (BB'))*.

étape 4: convergence
Tant que f(A,B,C) n’est pas stable, retourner a l’étape 1.

-
HARSHMAN & LUNDY (1984) proposent d’initialiser 1’algorithme avec des valeurs aléatoires.
Si les mémes solutions sont trouvées suite a plusieurs initialisations différentes, on peut penser
que le minimum est obtenu.

1.2.1 Commentaires

Dans la littérature, ce modéle est désigné de maniére équivalente par PARAFAC ou PA-
RAFACI.
C’est un modéle symétrique: les trois modes sont traités de la méme maniére. Le méme mo-
déle sera obtenu si on permute les dimensions du cube X.
Les facteurs ainsi obtenus ne sont pas orthogonaux. Cela rend I'interprétation plus compliquée.
Il est possible d’orthogonaliser A, B et C aprés convergence de 1’algorithme, par la méthode
de Gram-Schmidt ou de d’utiliser des contraintes d’orthogonalité lors de la minimisation de
f- Pour la contrainte sur A, par exemple, A est actualisé lors de I'étape 1 de ’algorithme
par X(C ®B)' ((C ® B)X'X(C ® B)) /2 (HARSHMAN, 1972a; HARSHMAN & LUNDY, 1994;
BRO, 1997). A est alors orthonormalisé. HARSHMAN & LUNDY (1984) proposent d’othonor-
maliser les facteurs A et B pour les situations ou la méthode PARAFAC1/CANDECOMP
sans contraintes meéne & des solutions «dégénéréesy, avec de fortes corrélations entre les co-
lonnes de A. Si on impose A’A = Idg (resp. B'B = Idg, ou les deux) on obtient les modéles
appelées ORTCP-A (resp. ORTCP-B, ORTCP), (KIiERS, 1991).

Les solutions ne sont pas emboitées. Cependant, elles sont uniques au sens ol une rotation
des axes engendre une perte de I’ajustement et les solutions sont entiérement déterminées sans
contraintes. En vérité, les solutions sont en général uniques. On montre cette unicité & ’aide
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de propriétés sur le rang des tenseurs d’ordre 3 (KRUSKAL, 1977, 1989). Il est montré que si les
trois matrices de composantes A, B et C sont de plein rang colonne (i.e. R) alors les solutions
sont uniques («la décomposition est uniquey). Cette condition est en général vérifiée car on
prend le plus souvent R = 1, 2 ou 3 (HARSHMAN, 1970; KRUSKAL, 1977). Mais, il existe des
conditions plus souples montrant cette unicité (dues au théoréme de Jennrich )(HARSHMAN,
1972b; LEURGANS, ROss & ABEL, 1993; HARSHMAN & LUNDY, 1984).

Dans (KI1ERS & KRIJNEN, 1991) on peut trouver une version de ’algorithme «accéléréy
pour le cas o1l | est beaucoup plus grand que JK, ainsi que pour le cas ot on impose A’A = Idg.
BRro (1997, 1998) propose des techniques de compression et d’extrapolation pour accélérer
I’algorithme lorsque les dimensions des différents modes sont trés grandes.

Pour des explications précises en ce qui concerne l’interprétation, le prétraitement des
données, et des informations générales, on peut consulter (HARSHMAN & LUNDY, 1984, 1994).

FRrRANC (1992) a réécrit le probléme a l'aide du produit tensoriel de vecteurs. Le modéle
est donné par X = 2521 ar @b, ® c.

D’autres méthodes sont dérivées de PARAFAC. Le modéle PARAFAC2 (HARSHMAN,

1972b), est le modele PARAFAC adapté au cas ou les variables ne sont pas mesurées sur les
mémes individus. Le modéle est construit & partir des matrices de variances-covariances des
tranches frontales. KIERS (1993) propose un algorithme basé sur les moindres carrés alternés
pour le résoudre et KIERS, TEN BERGE & BRO (1999) proposent un algorithme modélisant
directement les tranches frontales Xy, évitant ainsi de lourds calculs utilisant les matrices de
variances-covariances. Le modéle s'écrit (BRO, 1998) Yk = (C' ® C")'diag(vec(H))(A ® A)’,
o Yy = XX}, I x|. La matrice H = B'B, R x R, fait partie des inconnues. Au lieu d’estimer
B (composantes PARAFAC du second mode de X, H est estimée.
Si le modéle PARAFAC2 est utilisé sur des matrices carrées non symétriques, il s’agit du
modéle DEDICOM, DEcomposition into DIrectional COMponent, di & (HARSHMAN, 1978;
HARSHMAN, GREEN, WIND & LUNDY, 1982) d’aprés HARSHMAN & LUNDY (1984); KIERS
(1993), ce dernier proposant un algorithme. La méthode INDSCAL, INDividual difference
SCAling, (CARROLL & CHANG, 1970) est l’application de CANDECOMP /PARAFAC ap-
pliqué & un ensemble de K matrices de similarités. TEN BERGE & KIERS (991b) apportent
quelques clarifications sur les résultats énoncés mais non démontrés jusqu’alors, qui étaient
justement 1’équivalence de I'application de CANDECOMP aux matrices de similarités et du
probléme de minimisation de INDSCAL initial. Lorsqu’on contraint les matrices de facteurs
B & étre orthonormales dans INDSCAL, on obtient la méthode INDORT, ORThogonally
constrained INDSCAL (KIERS, 1991).

1.3 Le modéle PARATUCK?2

Ce modéle a été proposé par (HARSHMAN & LUNDY, 1996) comme généralisation du mo-
déle PARAFAC et TUCKER2. En effet, ce modéle garde des propriétés d’unicité du modéle
PARAFAQC, et garde une certaine flexibilité, comme les modéles de TUCKER2. D’ou le nom
PARATUCK2. La réduction se fait sur les deux premiers modes, et pas sur le troisiéme,
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comme dans PARAFAC2 et TUCKER2.
Il a été proposé dans le but d’ajuster des données cubiques pour lesquelles le modéle PARA-
FAC2 n’est pas satisfaisant, car trop peu flexible. Ainsi, une matrice particuliére (ci-dessous
D,’;‘H D,}f ) tient compte des liaisons entre modes d’une maniére plus restrictive que la matrice
noyau des modéles TUCKER2.
Jusqu’a ce que (BRrRO, 1998) le réalise dans sa thése, aucune publications de l'algorithme et
d’applications n’avaient été faites.
Le modéle s’écrit :
X, = ADAHDPB', Vk=1,... K
avec :
A matrice des composantes du premier mode, de taille | x P,
B matrice des composantes du second mode, de taille J x R,
D,‘;‘ matrice diagonale, de taille P x P,
DE matrice diagonale, de taille R X R,
H matrice de taille P x R,
C# matrice dont la k™€ ligne est la diagonale de D,’f, KxP,
CPB matrice dont la k™€ ligne est la diagonale de D,?, K x R.

La matrice H autorise un nombre de composantes différents dans les deux modes, P # R
et la matrice D,?H D,f (P xR) peut étre considérée comme une matrice d’interactions, matrice
noyau. De ces deux points de vue, ce modeéle ressemble au modéle TUCKER2.

HARSHMAN & LUNDY (1996) montrent, que grace a la structure restrictive du «noyau»
de PARATUCKZ2, I'unicité du modéle est conservée, comme dans les modeles PARAFAC. Ils
donnent une preuve expérimentale de 1'unicité pour des modéles avec P # R, mais traitent en
détail le cas ou P =R.

Ils montrent que le modéle sera la plupart du temps unique si les matrices de composantes
A et B du modéle sont de plein rang et que les dimensions du tableau ne sont pas trop petites.

BRO (1998) montre que ce modéle peut s’écrire a ’aide du produit de Khatri-Rao :
Xk = ((CP) @ (C*))' diag(vec(H))(B ® AY,

ol vec(H) est la vectorialisation de H et diag(vec(H)) la matrice diagonale dont la diagonale
est vec(H). ® désigne le produit de Kronecker.

Bro (1998) propose un algorithme aux moindres carrés alternés. La fonction de perte f
suivante est minimisée par rapport aux matrices de paramétres A, | x P, B, J xR, H, P xR
(matrice «d’interactionsy), et D,‘f et DP diagonales de taille respectives P x P et R x R:

K
f(A,BaHaDI?7DI?) = Z ||Xk - ADI?HDI?BIH2
k=1
étape 0: initialisation

A, | x P, matrice des P premiéres composantes principales de I’ACP de X;.
(CA), K x P, matrice des P premiéres composantes principales de ’ACP de Xk, et
CP, K xR, les S premiéres composantes de principales de Xk.
B, J x R, matrice des R composantes principales de X;.
H, P x R, est prise aléatoirement si P # Q sinon H = IdR.
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étape 1: mise a jour de A
A=x(F}) ot Fy = [DAHDEB' ... DAHDEB'.

étape 2: mise a jour de C4
diag(D}}) = (F, © A)tvec(Xy))', ou diag(D;}) est le vecteur contenant la diagonale
de D{! c’est-a-dire la k'™ ligne de C4, et Fy = BDEH'.

étape 3: mise a jour de H

BDE @ ADA
H = Ztvec(X)) ou Z = : .
BDE ® AD{
étape 4: mise a jour de B
ADAHDE
B=[X, ... X|(F}) ouFp= : .
AD{HDE

étape 5: mise a jour de CB _
diag(DP) = (B ® Zy)tvec(Xy))', ou Z, = ADLH et diag(DP) la K™ ligne de
CB.

étape 6: test de la convergence
Si f a convergé, s’arréter, sinon repartir & 1’étape 1.






Chapitre 2

Analyse de la Co-inertie de tableaux

Dans le chapitre précédent nous avons décrit les méthodes de base pour ’analyse d’un
cube. En pratique, il arrive que les données ne soient pas «cubiques». Pour analyser de tels
jeux de données, il faut utiliser des méthodes d’analyse conjointe de tableaux.

Les méthodes sont nombreuses pour cette situation. Les méthodes procustes généralisées (Go-
WER, 1975; QANNARI, COURCOUX, LEJEUNE & MAYSTRE, 1997), dont nous ne parlerons pas
ici, recherchent les meilleures rotations (ou réflexions) permettant de rapprocher les différents
tableaux. Les diverses généralisations de ’analyse canonique (CARROLL, 1968; HORST, 1961),
voir aussi (SABATIER, 1993), sont basées sur des critéres de corrélation dont les limites sont
connues. Citons aussi les différentes ACP généralisées (CASIN, 1996, 2001) ou particuliéres
(ESCOFIER & PAGES, 1984, 1986).

Nous avons choisi de présenter deux méthodes, I’Analyse de la Concordance, (ACO) et ’Ana-
lyse de CO-inertie Multiple (ACOM) qui sont basées sur 'optimisation d'un critére de cova-
riances au carré, rappelant celui de la régression PLS. Sur ce méme type de critére nous avons
développé I"’Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale, ACIMO. L’ACIMO doit son nom &
I’orthogonalité de ses composantes, contrairement 8 ’ACOM et 4 ’ACO. La méthode STA-
TIS (dual) est aussi présente dans ce chapitre car nous avons utilisé ’ACIMO pour améliorer
I’étape de l'intrastructure de STATIS (dual).

2.1 STATIS et STATIS dual

La méthode STATIS, Structuration de Tableaux A Trois Indices de la Statistique, & été
introduite par L’HERMIER DES PLANTES (1976), puis développée par plusieurs auteurs, en
particulier par LAvIT (1988). Elle est aussi connue sous le nom de ACT, Analyse Conjointe
de Tableaux. L’idée essentielle est la recherche d’une structure commune entre K tableaux
{ Xk }r mesurés sur les mémes | individus.

STATIS dual est une méthode analogue & STATIS adaptée au cas ou les K tableaux sont
appariés en colonnes, c’est-a-dire, qu’ils mesurent les mémes J variables. Dans ce cas les
individus ne sont pas forcément les mémes (Fig. 2.1).

Les deux méthodes sont utilisables si les données sont cubiques, mais ne fournissent pas a
priori les mémes résultats.

A chaque tableau X}, est associé une métrique QF dans I’espace des individus, et une métrique
D, dans ’espace des variables. Lorsque la dimension commune aux K tableaux est le nombre

23
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Fi1Gc. 2.1 — Forme des données pour lesquelles STATIS et STATIS dual sont applicables
Lo J P NS ,

STATIS STATIS dual

| d’observations, Dy, = D, | x|, pour tout k. En général D est choisie comme étant la métrique
uniforme.

Lorsque la dimension commune est le nombre J de variables, QF = Idy, J x J.

De plus, les tableaux sont D-centrés (ou Dg-centrés) en général, et tout au long de cette
section.

Les tableaux peuvent étre pondérés par un poids positif ;. Nous notons II la matrice diagonale
de ces poids. STATIS et STATIS dual se déroulent toutes deux selon trois mémes étapes, qui
sont :

L’interstructure: un objet représentatif de chaque tableau Xj est choisi. Puis les relations
entre les différents objets sont étudiées: c’est une comparaison globale de la structure des K
tableaux de données.

Le compromis: c’est la recherche d’un objet résumant les K tableaux. Il devra étre représentatif
des tableaux selon un critére. Il est de méme nature que les objets représentatifs.
L’intrastructure : c’est ’étude des structures internes des tableaux.

2.1.1 Etude de l’interstructure

Cette étape nécessite le choix d’un objet représentatif de chaque tableau et d’un produit
scalaire afin de définir une distance entre eux.

STATIS :
Lorsque tous les tableaux ont le méme nombre | d’individus, les objets utilisés sont les opé-
rateurs W = X inX;c, qui peuvent étre normés si besoin est: c’est la matrice des produits
scalaires entre les individus du tableau k. Il représente un tableau des proximités entre les
individus.
La distance entre deux de ces objets est définie & partir du produit scalaire de Hilbert-Schmidt :

(WEW®) s = tr(WEDWED) ki =1...K
I
IWil5.s = tr(WEDWED) = ZAiQ(W,f ) pour k=1...K
i1

P(WEWE) = [W — Wil s pour kil =1...K,
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ot \{(WgD) deésigne la i®m¢ valeur propre de WZD.

Une image euclidienne des tableaux est alors construite grace a ces distances.

Si C, K x K, est la matrice des produits scalaires entre objets définie plus haut, la diagonali-
sation de CII donne les axes permettant de construire cette image:

CIl = PSP, avec P P = Id,

ou P, K x r, est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres normés {pg}e=1,..., de
C, ou r est le rang de C, et 3, r X r, est la matrice diagonale de ses valeurs propres og.

Si {Mg, k =1,...,K} est le nuage des points-tableaux, les coordonnées des points M}, sur
I’axe a sont les composantes du vecteur /o,p, = \/%Cﬂpa et le cosinus de ’angle entre les
vecteurs O My, et O M, représente I’approximation du produit scalaire normé, (i.e. le coefficient
RV) entre les opérateurs W et W/,

Rappel: Le coefficient RV, corrélation vectorielle entre deux études (X,Q%,D) et (X;,QF,D),
introduit par ROBERT & ESCOUFIER (1976), mesure la proximité entre deux opérateurs au

sens de Hilbert-Schmidt :

Wz‘ WJ)
RV (X}, X)) = k L ) .
(X0 X0) (HW,;EHH.S Wi ls ) s

Si RV (X, X;) = 0, alors toutes les variables de X} ont une covariance nulle avec celles de Xj.
Si RV (Xy,X;) = 1 les études sont équivalentes, dans le sens o I"image euclidienne de 'une
est proportionnelle a celle de 'autre.

Remarque: Si l'on travaille avec {W7/||W7||m.s}k, la matrice de l'interstructure C est la
matrice des coefficients RV.

Un théoréme (voir LAVIT, ESCOUFIER, SABATIER & TRAISSAC, 1994) dit que la matrice C
admet un premier vecteur propre dont toutes les composantes sont de méme signe. Cela si-
gnifie que les points-tableaux ne se distinguent vraiment que sur l'axe 2.

Par la suite, nous désignerons par p; = (ayq, ... ,ak)’ le vecteur propre associé a o dont toutes
les coordonnées sont choisies positives. p; intervient dans la construction du compromis.

STATIS dual:
Lorsque tous les tableaux sont appariés en colonnes, les objets représentatifs sont les opé-
rateurs V;* = X; DX}, matrices de produits scalaires entre les variables, qui permettent de
mesurer la proximité entre les variables d’un méme tableau. Lorsque les tableaux sont centrés
et réduits selon la métrique D, V|’ est la matrice de corrélation entre les variables du tableau
Xi.
Comme dans STATIS, la matrice des produits scalaires S, au sens de Hilbert-Schmidt (défini
précédemment), des objets V¥, normés ou non, va étre diagonalisée pour fournir une image
euclidienne des tableaux:

S = (tr(szVkm,))k,k, . VkK;

( ( Vi i )) /
S=|tr . VEE.
||V]<;$||HS ||Vzll||HS k,k'

L’image euclidienne des K tableaux est appelée plan de l'interstructure. Les X sont identifiés
par les points Ny, ...,Nk, dont les coordonnées sur l’axe a sont données par les composantes

ou
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du vecteur
At = ST /3,

valeur propre de SII et 72‘1 son vecteur propre normé a 'unité associé.
Comme pour py, premier vecteur propre de C, v{% est choisi avec toutes ses coordonnées po-
sitives.

oit A% est la a’eme

Remarque : L’étude de 'interstructure permet de mettre en évidence les ressemblances entre
les tableaux sans pour autant les expliquer.

2.1.2 Le compromis

L’idée des méthodes STATIS et STATIS dual est la suivante : si des ressemblances ont été
mises en évidence lors de 1’étude de l'interstructure, il est légitime de définir un compromis
de la méme nature que les objets représentatifs qui soit un bon «résumé» de I’ensemble des
objets représentatifs au sens d’un critére.

STATIS :
Le compromis W est une somme pondérée des W' (ou des W[ /||W/| g.s) définie de la maniere
suivante :

Définition 2.1 Le compromis W est donné par:

o W = 0‘215:1 Wi avec o = Y, mi||[Wi || .5 /+/01, dans le cas d’objets non normés,
o W= 0‘215:1 W/ ||WEl s avec a =1/\/a1, dans le cas d’objets normés.

On a |W|lg.s = aoi.

« est appelé coefficient normalisateur. Il permet de ramener le compromis W & la méme échelle
que les objets utilisés. Ce compromis présente des propriétés d’optimalité au sens de certains
critéres:

Propriété 2.1 W est un objet de méme nature que les objets Wi (resp. Wi [|Wi||ma.s) et W
est 'objet le plus corrélé, au sens de Hilbert-Schmidt, avec les objets Wi (resp. WE/||WE || n.s),
k=1,... K.

Cela signifie que le compromis est la combinaison linéaire Z,le BiW}* la plus proche de
I’ensemble des opérateurs W7, ce qui se traduit par la maximisation de

K K
(- mu(S- BWEDIWE) a.5)2/ (BT B),
=1

k=1 =

ou 8= (B1,-.-,0k)"- On obtient de cette optimisation 8 = allp;. La preuve de cette propriété
est disponible dans (LAVIT et al., 1994; LAviT, 1988, pp93-96).
W étant de méme nature que les objets W7, il peut étre vu comme la matrice des produits

scalaires entre les individus du tableau Y, = [\/a\ /mar X1 ... |vVay /ﬂ'KCMKXK], I x>, J, ou
si les objets sont normés, Y, = [\/51 frran X1/ TWelas - - - va /—WKQKXK/‘/HW;HH_S_].

Y. est le tableau-compromis.
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Remarque: W est situé sur le premier axe de l'interstructure a la distance ||W || g.s = a4 /01
de lorigine (LAvIT, 1988, pp93-94).

STATIS dual:
Le compromis sera une matrice V de taille J X J représentant la matrice de variance-covariance
(ou de corrélation si les études sont réduites), d'une certaine matrice, notée X, de taille

ZII::I Ik: x J.

Définition 2.2 Pour des objets non normés, V = Z,le Tk

o )
S rean Vi 0l Otk est la coordonnée

k de v§¢ et avec By, = mpog) S mpag, pour k=1,... K,

VBi X1
X, = :
VB Xk

TEOf Vls;t
2ok ok ([VEla.s.

VBLX/TVeTas,
B/ TVeTas.

La somme des coefficients Bj, est égale a 1.

Dans STATIS dual, il est préférable de centrer et réduire les tableaux Xy, et de faire les calculs
sur les objets V¥ non réduits. Ainsi, les objets V}, et le compromis V représentent des matrices
de corrélations, ce qui est plus facile a interpréter.

et

Si les objets VI sont normés, alors V = K
k k=1

X, =

2.1.3 Etude de l’'intrastructure

L’étape de l'intrastructure consiste a représenter les individus (ou variables) compromis
et les individus (ou variables) afin de les comparer. Ceci prend encore plus de sens lorsqu’il y
a une évolution temporelle le long de k.

STATIS :

Dans un premier temps, on fait une représentation des individus du tableau-compromis. Une
image euclidienne des individus est obtenue en faisant I’ACP de Y, avec la métrique diagonale
par blocs des métriques Q7. En notant A la [ieme yaleur propre de WD et ¢ le 1™ vecteur
propre de norme unité, les coordonnées des individus-compromis sur I’axe [ sont données par:

vV /\clcl = WDCl/\/ Acl-

Ensuite, on définit des trajectoires® des individus en utilisant une technique de projection
en supplémentaire les individus des objets W[ (resp. W7 /||W{¥||1.s). Les coordonnées des |
individus du tableau X} sur ’axe [ sont données par:

WiDcy/\/ Aei (resp. WEDcep/\/AallWiE | h.s)-

* Le terme «trajectoires» fait référence au temps, ce qui n’est bien sir pas toujours le cas.
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STATIS dual:

Comme dans STATIS, I'image euclidienne des variables-compromis est obtenue en faisant
I’ACP de X, avec la métrique diagonale par bloc des métriques Dy. En notant )\zfl la [ieme
valeur propre de VQ =V et cfd le I**™m€ vecteur propre de norme unité associé, les coordonnées
des variables-compromis sur 1’axe [ sont données par:

sd .sd __ sd sd
VAd Gl =Vq /\/ el -

Les trajectoires des variables sont obtenues en représentant en supplémentaire les variables
des objets Vi¥ (ou Vi¥/||[Vi¥||n.s.)- Les coordonnées des J variables du tableau Xj sur Iaxe [
sont données par:

szclsd/\/)\gf (resp. kacfd/ )‘zfi“szHH.S)-

Cette représentation des trajectoires n’est pas forcément optimale. Les individus des tableaux
ne sont pas projetés sur les plans des individus compromis, et ne sont pas non plus donnés
par une représentation euclidienne.

Le compromis et les trajectoires décrits ici, sont tels que les a définis LAvIT (1988, pp 117,120).
il est possible d’utiliser des compromis et des trajectoires différents. Notamment, CHESSEL &
HANAFI (1996) n'utilisent pas les mémes définitions, & travers I'utilisation du logiciel ADE-41.
Un bref parcourt des trajectoires «existantes» et les différents objets représentatifs des ta-
bleaux utilisables sont donnés par GLAGON (1981).

2.2 Analyse de CO-inertie Multiple: ACOM

L’Analyse de CO-inertie Multiple (ACOM) a été proposée par CHESSEL & HANAFI (1996)
comme généralisation a K tableaux de ’analyse de co-inertie.
Elle s’applique & K triplets {(X,Q%,D)}, i-e. un ensemble de K tableaux munis de métriques,
éventuellement pondérés par un poids 7 (0 < mp < 1, >, mp = 1) mesurés sur les mémes |
individus et réalise K analyses dans K espaces séparés, IR'.

2.2.1 Définitions et solutions

Définition 2.3 L’ACOM d’ordre 1 (ou de rang 1) d’un ensemble de tableauz (X1,...,XK)
est la recherche de K wvecteurs ay 1, Qf-normés, et d’une variable D-normée de R v, dite
auziliaire, qui mazimisent le critére :

K
C({ar}w) =Y mpcov® (XxQfagv).
k=1

On appelle ACOM d’un ensemble de tableau, d’ordre a, la recherche de K vecteurs ay , et d’un
vecteur v, mazimisant le critére sous les contraintes :

(valvj)p =0, 1 <j<a-—1, et (agalars)or =0,1<j<a-—1,VEk.

T Logiciel gratuit téléchargeable a Padresse http://pbil.univ-1yon1.fr/ADE-4/ADE-4F .html.
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Propriété 2.2 Les solutions d’ordre 1 vérifient:

ak,1 = X} Dv1 /|| X} Dvi gz
Z;;(:l ’/Tk;W;:D’Ul = )\1’01.

v1 est le vecteur propre normé associé a la plus grande valeur propre de la somme des opéra-
teurs d’inertie.

- — — !
Pour chaque tableau, on a: ty1 = XxQfak,1 = Wi Dvi /|| X; Dvilgs -

Démonstration :

La démonstration que nous proposons n'est pas celle des auteurs (CHESSEL &
HANAFI, 1996). Elle nous parait plus directe et plus simple.
La méthode des multiplicateurs de Lagrange, avec le Lagrangien

K K

L({ar}v) =) m (' DXpQFar)? — AMv'Dv — 1) = Y (0t QFax — 1)

k=1 k=1

ou A et {u }x sont les multiplicateurs associés aux contraintes, méne aux équations
normales :

1
VoL =

2 Wk(UIDXkQ:,gak)X;CDXkQ%ak —ADv =0 (2.1)

bl
_

1

ivakﬁ = (' DXQ%ar)QE X Dv — upQiar =0k =1,... K (2.2)
a,Qfar—1 = 0  k=1,...K (2.3)
vDv—1 = 0.

En multipliant & gauche I’équation (2.1) par v’ et les équations (2.2) par aj, on

trouve:
K
A= Z,uk, optimum du critere, (2.5)
k=1
pr = meov’ (v, XpQ%ax) k=1,... K.

En utilisant ces résultats dans les deux premiéres équations, on obtient :

ar = @X;CD’U (2.6)
N
K
Y mWiDv = . (2.7)

k=1

ay, étant de norme uniteé, */”k”X/IcDUHQﬁ = /lk-
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Note: Afin d’alléger les notations, nous n’utiliserons plus de pondérations 7y, dans la suite.

En notant P,fk,a_1 = Idy, — ak,a—lafc,ani le projecteur Q%-orthogonal sur ’espace engendré
par aq—1, les solutions d’ordre a sont déterminées grace a la propriété suivante:

Propriété 2.3 Les solutions d’ordre a, a > 2, sont les solutions de ’ACOM d’ordre 1 des K
triplets {(X*",Q%,D) k1, , avee X\ = X"IPL e XV =Xy, k=1,... K.

Démonstration:

(CHESSEL & HANAFI, 1996, pp 43-45) -

2.2.2 Commentaires

Ici, les auteurs travaillent dans les espaces IR’ . Ce sont les individus de chaque tableau
qui sont projetés & chaque étape sur at a—1- Généralement, on a plutot I’habitude de travailler

dans Pespace IR', afin d’étudier les variables. Avec TACOM, le but est de découper l'inertie
des K nuages d’individus dans IR'. Les cartes des individus sont alors optimales, pas celles
des variables.

L’ACOM fournit, pour chaque triplet, un systéme d’axes de co-inertie Q7-orthonormé

{ak,a}a=1,...,A qui peut étre comparé aux axes d’inertie définis par une ACP sur chacun des
triplets.
De plus, les variables auxiliaires de norme unité {v,}4, qui jouent le réle de compromis, sont
D-orthogonales entre elles, par contre les composantes de chaque tableaux ne le sont pas. Les
cartes des individus de chaque espace sont obtenus en les projetant sur le plan dont les axes
ayq €t ay ¢ forment un reprére orthonormé. Les coordonnées de ces points sont données par les
composantes ty, et ;. K cartes des variables de chaque groupe sont obtenues en projetant
chaque variable dans le repére orthonormé (v,,v¢) de IR'. Les coordonnées des points projetés
sont données par (|| X} Dval|Qz ax,a.l| Xy Dvell gz a,e)-

Cette méthode peut étre vue comme une amélioration de I’Analyse Canonique Généralisée
de Carroll (CARROLL, 1968) dont on peut trouver une description dans (SAPORTA, 1990, page
192), puisqu’ici, les composantes tj o sont aussi explicatives que possible de leur propre groupe
de variables.

Le programme de ’ACOM implémenté dans ADE-4® ¥ utilise une autre facon de calculer
les solutions d’ordre 1, basée sur la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice Y =
D/2 [\/7T_1X1|, ... ,‘\/7T_KXK] QY2 o0 Q = Diag(Q7), matrice diagonale par bloc.

Soient v la variable auxiliaire de ’TACOM de rang 1 recherchée, a; les axes de co-inertie de
I’ACOM de rang 1 recherchés, X le carré de la premiére valeur singuliére, u, (Z,le Jpx 1), et
¢, (I x 1), les premiers vecteurs de norme unité issus de la décomposition en valeurs singuliéres

! http://pbil.univ-lyoni.fr/ADE-4/ADE-4F .html
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de Y, ce qui se traduit mathématiquement par:

YY'ce = X
de =1
Y'Yu = Mu
vu = 1,et
1
c = ﬁYu
u = LY’c.

u est formé de K sous-vecteurs u[k] de longueur Jj.

_ p-1/2 _ Oz Y2 _ulk]
Alorsv=D cet ap = QF IDGIE

En effet, v est norme D-unité: |v|]|p = ¢D~Y2DD'%¢c = ¢ = 1 et comme YY' =
D'/? 212(21 mWEDY2, il vient :

K
AD ¢ = Y " mWEDD e
k=1

K
v = Z meWi Dv.
k=1

v est donc bien le premier vecteur propre de norme unité de Z,I:ZI Wi
De plus, aj, est de Qf-norme unité:

ulk]’ —1/2 —1/2 ulk] ulk]'ulk]
arllgr = o Qr12Qr Qs = 1,
lerllor = fom @R = Tulm?
et comme u = %Y’c,
ulk] = %Qilﬂxwl/%
ulK/|ulk] = QFY2XLDY2/|XLDV?|q;

= QF'’X{Dv/| X} Dvllgs.

Dot QF /2 ”Z%” = X;.Dv/|| X} Dvllgz = ak, qui est bien la solution recherchée.

2.3 Analyse de concordance: CONCORD ou ACO

Tandis que ’ACOM recherche des ressemblances entre K triplets (Xj,Q%,D) al'aide d’une
variable auxiliaire, I’Analyse de la Concordance (LAFOSSE & HANAFI, 1997), CONCORD
notée aussi ACO, suppose que 'on dispose d’un triplet supplémentaire (Y,Q¥Y,D), mesuré sur
les mémes | individus que les K tableaux, et auquel ces derniers vont étre comparés. Y est, en
ce sens, un tableau de référence. Il est possible de pondérer les K études (Xj,Q%,D) comme
cela est fait dans TACOM (§2.2), mais pour plus de lisibilité, nous ne le ferons pas. (Il suffit
de considérer que le poids 7, est compris dans la métrique QF pour chacun des tableaux).
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2.3.1 Définitions et solutions

Cette méthode a été proposée par LAFOSSE & HANAFI (1997) comme généralisation & plus
de deux tableaux de I’Analyse Inter-Batterie Non-Symétrique, AIBNS, (TENENHAUS, 1995).
De ce point de vue, 'analyse de la concordance d’ordre 1 de K tableaux est trés simple &
définir. Rappelons que ’AIBNS des deux triplets (X,Q*%,D) et (Y,QY,D) est la recherche des
axes a et b, respectivement Q¥ et Q¥ normés & I'unité et associés & X et Y. b est obtenu par la
maximisation de 6'QYY'DXQ*X'DY QYb sous la contrainte ||bl|gv = 1 puis a par la formule
de transition a = X' DY Q¥b/|| X' DY Q¥b|| e

Définition 2.4 L’ACO d’ordre 1 est I’Analyse Inter-Batterie Non-Symétrique d’ordre 1 du
couple (X,Y') ou X est le tableau conjoint des K tableaur Xy. Ainsi, by, le premier aze associé
a'Y est le premier vecteur propre normé a 1 de Vy xQYVxy QY et ap 1, normé a 1, qui est l’aze
associé a Xy, est donné par ag1 = Viy Q¥b1 /cov(XQFak,1,Y Q¥b1), ou Vxy = X'DY = Xi, 4,
Viy = X, DY =V, et Q° = Diag(Q3).

LAFOSSE & HANAFI (1997) montrent 1’équivalence de ce probléme avec le suivant, que nous
utiliserons comme définition de I’Analyse de COncordance (ACO):

Définition 2.5 L’ACO d’ordre a est la recherche de (K + 1)-uples :
(YQY64,X1Q%a1,4,. .., XkQkak,q) mazimisant le critére :

P

Cr({ar},b) = cov® (Y Q¥b, X, Qfax)

k=1

sous les contraintes d’orthogonalité, de QF-norme unité pour les {ag }e=1,...q et de QY-norme
unité pour {bg}a -

Nous proposons de montrer par la méthode des multiplicateurs de Lagrange que les solutions
d’ordre 1 de ce probléme sont bien égales & celle de la définition 2.4. Les auteurs ne le font
pas de cette maniére.

En utilisant le Lagrangien :

K K
L({ar}b) = 0 QWriQfar)” — AV'Qb—1) = Y ur(ahQfax — 1)
k=1 k=1

ou A et {uy} sont les multiplicateurs associés aux contraintes, nous déduisons les équations
normales

K
1
§Vb£ = Z (V' Q"VykQiar) Q" VykQiar — AQYb =0 (2.8)

k=1

1

EV%L = (bIQyVYinak)Q"}ngybe — kaiak =0 k= 1, c. ,K (2.9)
Ve¥p — 1=0 2.10)

aQiar — 1=0 k=1,...K. (2.11)
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En multipliant & gauche I’équation (2.8) par b’ et & gauche les équations (2.9) par aj,, nous
obtenons:

pe = cov?(YQYb,XpQ%ay) k=1,...,K

K
A= e (2.12)
k=1

Enfin, en utilisant ces résultats dans les équations (2.9) et (2.8), les relations obtenues sont :

1
ap = \/ﬁVkYbe (213)

K

D VQiViny QU = b, (2.14)

k=1

ay, €tant de norme unité, il vient /i = [|[Vey Q¥0|qz -

L’axe de co-inertie b1 recherché est donc bien le premier vecteur propre de la matrice

215:1 WiQiViy QY associé a la premiére valeur propre A;. Les axes {ay}r sont ensuite
déterminés par les formules de transition (2.13).

Les solutions obtenues sont bien au maximum de la fonction objectif, car les axes b et a; sont
caractérisés par A, égal au critére, qui est choisi maximum.

Nous en déduisons le méme type de relations pour les composantes t;, = X;Q7ag, k =1,... K,
et u = Y QYD associées respectivement aux tableaux Xz, k=1,...,K, et Y:
K
YQ'YD (Z ,/—uktk> = \u (2.15)
k=1
W;CED’U, = \/lffktk- (2.16)

On retrouve bien les résultats de ’AIBNS (déf. 2.4) de (X, Y) car Z,le WD = X Diag(Q7)X'D.

Donc, u est le premier vecteur propre, non normé & l'unité, de YQYY'D Z,le WgD.
De plus:

K
YQYY'D (Z W,fD) u = Au (2.17)

k=1
A (Z mtk) . (2.18)
k=1

Ceci montre que ’ACO d’ordre 1 peut aussi étre considérée comme une Analyse Inter-Batterie
de Tucker (TUCKER, 1958a) d’ordre 1 de (X, Y'), dont les composantes seraient respectivement

(VEL/VAtL, . . /B [V ) et .

Les solutions d’ordre supérieur sont en fait déterminées grace & la propriété suivante:

K K
> WiDYQ'Y'D (Z \/;Tktk)
= k=1

k=1

Propriété 2.4 A l’étape a, (ou ordre a),(a > 2), les azes recherchés sont les solutions d’ordre

1 de l’analyse de concordance des triplets : (Xfa_l),Q’f,D),...,(Xf(a_l),Qﬁ,D), (Y,QY,D) o
-1 —2) 5! 0

X,(ca ) — X,(ca )PaJ,;,a_l et X,(c ) = X} avec PaJ;;,aq = Id), — ak’a_lak’alez.
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Pour la démonstration, se référer & (LAFOSSE & HANAFI, 1997) et (VIVIEN, 1999, annexe C).
La déflation des individus des tableaux X sur les axes aj permet de décomposer de facon
additive l'inertie «commune» de chacun des nuages correspondants. L’orthogonalité des axes
{ak,q}o entre eux, due a la déflation, entraine I’orthogonalité du systéme de axes {b, }q, ce qui
permet un découpage de l'inertie du tableau Y (LAFOSSE & HANAFI, 1997).

Propriété 2.5

e La composante Y QYb; est non corrélée aur composantes XpQfag; ,l=j+1,... A

ee Les corrélations entre la composante Y QYb; et les composantes X;QFagy, [ =1,...,7 —1
sont faibles.

On peut trouver la démonstration de cette propriété dans (LAFOSSE & HANAFI, 1997) et
VIVIEN (1999).

2.3.2 Commentaires et cas particuliers

L’ACO de K + 1 tableaux a pour but un découpage de l'inertie du tableau de référence.
C’est pour cette raison que les déflations sont faites dans IR’*. Ainsi, les axes {ak,a}a (resp.
{ba}4) sont orthonormés pour Qf dans RY* (resp. pour Q¥ dans IRM). Deux axes d’ordres dif-
férents forment un systéme orthonormé (ayq,ax,¢) de R'* (resp. (ba,be) de IRM) dans le lequel
les individus projetés de X}, (resp. Y') ont pour coordonnées les composantes ty o = XpQfak,a
et tyo = XpQrake (resp. uq = YQYb, et up = YQVby). Par contre, les composantes {tq}q
n’étant pas D-orthogonales, on ne peut pas représenter simplement la projection des variables
dans le plan que deux d’entre elles engendrent. Les axes ne sont pas composés, a priori, des
coordonnées des projections des variables dans ce plan, et la représentation des J; points
de coordonnées (a,q,ak,) dans un repére orthonormé est a interpréter avec précaution. De
méme, les corrélations (ou covariances si les tableaux ne sont pas réduits) entre les variables
de X} et les composantes ty , et t;¢ ne sont pas non plus les coordonnées, dans un repére
orthonormé de ce plan, des variables projetées. Les propriétés de dualité de ’ACP ne sont
plus valables dans le cas de K tableaux (voir ’annexe C).

Si on prend pour Y le tableau X, concaténation des K tableaux X}, et comme métrique
(Y, la métrique diagonale par blocs des QF, la premiére composante u; = Y QYb; de ’ACO
est égale & la premiére variable auxiliaire v; de ’ACOM, & la norme prés. Cette analyse est
appelée Analyse de Concordance symétrique, symétrique dans le sens ou cela revient & faire
IPACO de (X,X) (LAFOSSE & HANAFI, 1997). En effet, dans cette situation u; est le premier
vecteur propre non normé de (ZII::I W{ED)?2. Ce qui est aussi le cas de v1 qui est le premier
vecteur propre normé de ), WZD. Ceci implique u; = |[u1||pv1, et 1'égalité des composantes
tr,1 de 'ACO avec les premiéres composantes de ’ACOM.

Si, de plus, on utilise la métrique de Mahalanobis QY = VY_;, (au lieu de la matrice dia-
gonale par blocs des métriques QF), PACOM est exactement obtenue.
En effet, dans cette situation, 'opérateur Wy D = YQYY'D est égal & Py = Pix, ... xq- Or,
PyWED = W{D, car Im(X}) est inclus dans I (Y"). D’o1, le vecteur u est le premier vecteur

propre associé a la plus grande valeur propre A de Z/f:l WgD. u est de D-norme unité dans
IR' 4 cause de la forme de la métrique Q¥: ||ul? = ¥QUY'DYQ¥b = ¥'Q¥b = 1. De plus,
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étant donné la définition de I’ACO pour les étapes suivantes,’ACOM est entiérement définie.

SiQY = VY_;, u1 est la premiére composante normée & 'unité de ’ACP sur Variables
Instrumentales (RAO, 1964) du triplet (X = [X1 XK] Q% = Diag(Q%),D) par rapport
ayY.

En effet, opérateur Wy D est égal & Py. uj est alors le vecteur propre associé & la plus
grande valeur propre A; de Py Z,le WED. Ceci implique que u; appartient a Im(Y’). Donc
u1 est le vecteur propre associé & la plus grande valeur propre Ay de Py 215:1 W7D Py. Enfin,
Z,I:ZI WED est égal a opérateur Wx = XQ*X'D de X. D’ou le résultat.

Si de plus QFf = V,JCI pour tout k, alors W'D = Px, et on retrouve une Analyse Canonique
Généralisée d’ordre 1 maximisant le critére Cy sous les contraintes de norme unité pour les
composantes ty et u (VIVIEN, 1999, Annexe D).

Si Y est une matrice | x Z,le Ik, QF = szl pour tout k et Q¥ = Diag(Qy), alors la
composante uj est la premiére variable auxiliaire de ’ACG de Carroll, et t;; est égal, & la
norme prés, a la premiere variable canonique cg; du tableau k. En effet, u; est le vecteur

propre associé a la plus grande valeur propre A; de (Z,le PXk)Q. La matrice ZZZI Px,
étant D-auto-adjointe, u; est le vecteur propre de norme unité associé a la plus grande valeur
propre v/A; de Z,le Px, : il correspond & la premiére variable auxiliaire de ’ACG de Carroll
(CARROLL, 1968; SAPORTA, 1990, page 192). Quant aux composantes i, elles sont de norme

unité et égales a , tandis que les variables canoniques c 1 ne sont pas de norme unité

Px, u1
[1Pxu1llp
PX u1
k
et sont de la forme AT

Dans le cas ou Y = D! et D = QV, les solutions sont celles de TACOM . En effet, le
(

o ey, . -1
critére & maximiser a 1’étape a devient E,le cov? (b, X ka )Qﬁak) et b, est le vecteur propre

associé & la plus grande valeur propre de A de 215:1 W,f(afl)D, on X(a—1) = XkP{t'k et}

Si, de plus, QF = ijcl pour tout k, on retrouve ’ACG de Carroll d’ordre 1, #; ; étant égal &
la premiére variable canonique c,; & la norme pres.

2.4 Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale: ACIMO

Dans ce paragraphe, nous présentons une nouvelle méthode de recherche d’axes de co-
inertie’ : 1’Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale (ACIMO). Le terme «orthogonale»
est employé ici pour faire référence a I'orthogonalité des composantes obtenues & partir de
I’ACIMO. Cette orthogonalité est importante pour qu’a chaque étape, chaque composante
explique une part différente (des étapes précédentes) de I'inertie du tableau qu’elle «résumes.

2.4.1 La méthode

Son but est de rechercher la structure commune entre les K tableaux Xj, et un tableau Y,
tout en expliquant au mieux les tableaux individuellement.

§ soumis: Vivien, M. & Sabatier, R. OMCIA : a useful method to obtain optimal trajectories in (dual)
STATIS.
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Pour cela, nous maximisons le critére C :

Ci({ar},b) Zcov Y QY0, X Qrax),

sous les contraintes de norme unité pour les axes {ax}r=1,...k et b.
La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet d’en déterminer les solutions d’ordre 1.
Le Lagrangien utilisé est le suivant:

K K
L({ar}b) =D (VQUY'DXyQfar)” — AV'QYb— 1) — > pg(a;Qfax — 1)
k=1 k=1

ol A et {pg}r sont les multiplicateurs associés aux contraintes.
Les équations normales en découlent :

K

1

SVil = > (V' QUY' DX Qfar)QUY' DX Qfar — AQYb =0 (2.19)
k=1
1

sVal = (0'QYY'DXyQfar)Qx Xy DY Qb — p1Qfar, = 0 (2.20)
VR¥b—1 = 0 (2.21)
ahQFar—1 = 0 k=1...K. (2.22)

La multiplication & gauche de I’équation (2.19) par b’ et & gauche des équations (2.20) par
a}, donnent I’expression des multiplicateurs:

pr = cov’(YQYb,XpQ%ay) k=1,...,K

K
A= e (2.23)
k=1

Enfin, en utilisant ces résultats dans 1’équation (2.20) et en reportant dans (2.19), les
expressions des axes sont obtenues:

1
ap, = —XIDYQY 2.24
k N Q (2.24)

K
> Y'DXpQiX; DY QYD = b, (2.25)
k=1

ay, étant de norme unité, \/ux = || X; DY QYb||qs : la covariance entre u = Y Qb et t =
X QFay est positive quelque soit .

L’axe de co-inertie by recherché est le premier vecteur propre associé a la premiére valeur
propre \; de la matrice Y r_, Y/ DX, Q¥ X, DY QY. Les axes {ay1}x sont ensuite déterminés
par les formules de transition (2.24).

Les solutions sont bien au maximum du critére C4, car les axes b et a; sont caractérisés par
A, égal au criteére, qui est choisi maximum.
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On en déduit le méme type de relations pour les composantes #x, et u associées respectivement
aux tableaux Xi, k=1,... K, et Y:

K
WYD (me) = \u (2.26)
k=1
WEDu = /ugt. (2.27)

. N o K
u est donc le premier vecteur propre, non normé a l'unité, de WYD", WZD.
Nous pouvons aussi écrire:

K
WYD (Z W,fD) u = Mu (2.28)

k=1

K K K
Z WEDWYD ( mtk> = A (Z mtk) . (2.29)
k=1 k=1 k=1

Afin, que la variation expliquée de chaque tableau soit différente a chaque étape, nous
avons choisi dans les étapes suivantes de chercher des ensembles de composantes orthogonales
dans IR, {tk,ata €t {Ua}ta-

Les solutions d’ordre a sont définies de la maniére suivante:

Définition 2.6 Les solutions d’ordre a, avec 2 < a < A < min(rg(Xy)), de ’ACIMO sont
les solutions d’ordre 1 de I’ACIMO des triplets : (Xfa_l),Q”f,D), cen (XI((a_l),Qﬁ,D), (Y(e=1D) Qv D)
oi X\*V =pL  x@2)ye)=pl ye2 e x =X, vO =y,

Alors, les K systémes de composantes {tj , = X ,Ea_l)ank,a}a:Lm,A sont D-orthogonaux ainsi
que le systéme {u, = Y(afl)bea}a:L___’A.

Propriété 2.6 Les azes {axq}ta=1,.a, k=1,...,K et {bg}a=1,..a forment des systémes de
vecteurs QF et QY orthonormés de IR* et IRM.

Démonstration :

Notons d’une * les éléments correspondants & 1'étape présente, les autres sont
d’une étape précédente Y.

On a u* = Y*QYb* et t; = X;Qfa}, avec Y* = PI}Y et X; = P%ka on U
(resp. Ty) est la matrice formée par juxtaposition des u, (resp. tx,) des étapes
précédentes. Dot Y*QYb = PI}-YQb = P[qu =0et X;QFar = Pﬁtk =0.

9 Silon se place a l’étape a, on a u* = ug, t; = tga,b* = ba, af = ape, ¥ = yl-1, X; = X}ga—l) ot
Vv, = YY" DX;. Les éléments sans étoiles correspondent, de la méme maniére, & des éléments d’une étape
précédente.
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D’apres les équations (2.8) et (2.9) on a:

K

NHQb = Z\/;T,jb’QyV;kQﬁaz

k=1
K

_ Y JEvanvox;
k=1

= 0

et pour k=1,...,K

K
pra,Qia; = Z\/u,:amm*y@yb*

k=

K

= Z Vi QE X} DY QYD
k=

= 0.

2.4.2 Commentaires et cas particuliers

Les individus «vus par chacun des tableaux» et ceux «vus par Y» peuvent étre représentés
sur un méme graphique. Cette représentation conjointe des individus dans le plan (7,5) est
- tk t u; Uj
obtenue en croisant { (2, 72— et (—H—,m——).
(it Tt o (i st
Des cartes pour les variables peuvent étre obtenues par les corrélations (ou les cova-
riances) entre les variables d’un tableau et deux composantes de ce tableau. Ces corrélations
sont en réalité les coordonnées des variables projetées dans le repére orthonormé de R' dé-

fini par deux composantes. Ainsi, les corrélations T (tg, 1,mk) et r(tg g,xk) sont les coordonnées
lg,2

[Itx, 1||D w2l

) ont pour coordonnées les corrélations r(u1,Y) et r(ug,Y).

de la variable z de X projetée dans le repére ( ). De méme, les variables de

Y projetées dans (

uy U2
llullp> IIUzIID

De plus, les vecteurs ag,q €t ar,e contiennent les coordonnées des variables de

WZHWHD) En effet, P, X} = DX,
Ug —D(Xk Pul, HUg— le) —“_DXlga 1)‘

IIUaIID llual|p lluallD lluallp
Le critére cherche des composantes t; et u qui soient le plus proche possible. Si ces K + 1
composantes sont suffisamment proches, on peut penser que les variables de Y projetées sur
(W’IIUZTID) auront des coordonnées proches de A\zbg, = Aq Z,'::l VP atk,q- Ainsi, en utili-
sant les vecteurs b,, on devrait obtenir une carte des variables dont la configuration (positions

relatives) des points est proche de celle obtenue en utilisant les corrélations entre Y et u,.

IquIID

X}, projetées dans le repére orthonormeé (

Tluallp IID

_Ua %
lluallp lluallD

La variance des composantes de co-inertie #; , peut étre comparée avec la variance des
composantes principales de méme ordre du tableau k. Plus elles sont proches, meilleure est
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I’explication du tableau k par 'axe de co-inertie.

L’ACIMO d’ordre 1 est équivalente & I’Analyse de la Concordance d’ordre 1 (LAFOSSE &
HANAFI, 1997).

Dans le cas ou K = 1, on retrouve I’Analyse Canonique PLS de TENENHAUS (1998).
Les composantes tj , sont des combinaisons linéaires des variables initiales de X}, (pour

tout a et tout k) et les composantes u, sont des combinaisons linéaires des variables initiales
Y. On peut montrer que les composantes tj q, (resp. u,) peuvent s’écrire de la forme t , =

_ _ a1 k1% o1 _
Xk:Qzak,a (’I"CSp. Uq = YQy’)/a), aveC Qkq = Qk,a — Zl:l ||tkl||2D Xk;DXinafk,aa (’resp. Ya =

!
b — Zf;ll YT DY QYb,), pour tout @ = 1,...,A . La démonstration de ce résultat est

(w3,
similaire & la démonstration de la proposition 5.3, p 99.

2.5 Application de ’ACIMO & l’'intrastructure de STATIS

L’intrastructure de STATIS et de STATIS dual n’étant pas optimale, nous proposons de
représenter les trajectoires d’une autre maniére : en utilisant ’ACIMO.
Dans un premier temps, nous expliquerons en détail comment utiliser I’ACIMO avec STATIS
et énoncerons les propriétés relatives.
Ensuite, nous montrerons comment adapter tout ce qui précéde & STATIS dual.

2.5.1 STATIS et ACIMO

Nous proposons de réaliser l'intrastructure de STATIS d’une autre maniére. Rechercher
des axes de co-inertie a l’aide de la méthode ACIMO appliquée aux K tableaux Xj et au

tableau-compromis Y, = \/a [1 /mrar Xql ... |y /ﬁKaKXK]
(ou bien Y, = v |y/miar X1 /v [Wilwsl - |y/Acar X/ TWRT s )

Alors, la représentation simultanée des individus de chacun des tableaux (et des trajectoires)
et des individus-compromis est optimale au sens ou les composantes t; sont les plus proches
de la composante u du tableau-compromis.

La «représentation simultanée» est obtenue par la superposition sur un méme plan des quan-

tités t/||txl|p et u/[ju||p.

Propriété 2.7 Siles tableauz sont pondérés uniformément (m, = w, Vk) et si les coefficients
ai,. ..ok sont tous égaur a une constante a (= 1/\/?}, alors les composantes u, de ’ACIMO

de (X1,...,Xk,Y.), avec Y, = [\/a\ /mrarXi| ... |vVay /ﬂKaKXK], sont les composantes prin-
cipales, mon normées a l'unité, ug = v Aqcy, du tableau-compromis Ye.

Démonstration :

On suppose que oy = 8 Vk.

Montrons tout d’abord que la propriété est vraie a ’étape 1.
Alors, YK_ | W&D = WD/(map).

Comme Aju; = WD Z,le WEDuy, on a mafAiug = (W D)%uy.
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u1 est donc le premier vecteur propre de W D2

Notons ug; et Mg le i°™€ vecteur propre (composante principale de norme v/A;)
et la i®™® valeur propre de WD. On a \u.; = (W D)?u,; Vi.

e est aussi le premier vecteur propre de WD?2. On a donc les relations:

Uec1 = U1
2 _
Acl — WQ,BAI

Remarquons qu’a chaque étape a, a = 1,...,A, mraBgu, = (WO D)2u,.
Montrons la propriété pour 1’étape a.

On suppose que la propriété est vraie jusqu’a I’étape a — 1.

A D'étape a, les calculs se font sur le tableau Y(¢=1) = Plt_lY(“_Q).

Soit U la matrice formée, en colonne, des vecteurs ui,...,uq—1 €t Py le projecteur
D-orthogonal sur l'espace engendré par ces vecteurs, Im(U).

Alors, Yo=Y = P1Y.

Nous allons montrer que u, est le a
On a:

iéme

vecteur propre de W D?2.

wlp = WD-P;WD - WDPy + PyWDPy.

Or, WDU = AU ou A est la matrice diagonale des valeurs propres Ag, 1 =

1,...,a—1, car on suppose la propriété vérifiée jusqu’a I’étape a—1. De plus, U' DU
étant la matrice de variance-covariance des {u1,...,uq—1} = {t¢1,...,Ucq1}, O0
a U'DU = A.

D’ou:

PyWD = WDPy=PyWDPy =UU'D
w1 Dy, W Du, — W DPyu,
W Du, car u, est orthogonal & u;, 1 =1,...,a—1
W UD)y, = (WD)*u, — WDUU'Du,
e

= (WD)>?u,.
On obtient
raf, = (WD)%u,.
Enfin, u, est orthogonal & u;, ¢ = 1,...,a — 1, ce qui implique que u, est bien le

a'®™€ vecteur propre, non normé 3 l'unité, de WD?, et on a les relations :

mafr, = N,
Ug = Ucq-
e . _ 1 .- . soale 4 linertie d
L’inertie du nuage compromis projeté sur les axes d’inertie est égale & ’'inertie du

nuage projeté sur les axes de co-inertie.
-
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Dans le cas d’objets W7 non normés, lorsque le compromis est bien représentatif de tous les
tableaux, les coefficients aj du compromis ne sont pas trop éloignés les uns des autres. Alors
les composantes principales du compromis sont «prochesy des ug.

Si le compromis n’est représentatif que de certains tableaux, on peut se demander s’il est utile
de faire une étude de 'intrastructure de ’ensemble total des tableaux. Il est préférable alors
d’en sélectionner un sous-groupe et d’en recommencer 1’analyse.

Dans le cas d’objets normés W7 /||W[7||#.s, on a une propriété analogue a la propriété 2.7 en
remplagant oy, par ai/||We| u.s-

Commentaires:

Bien sfir, les coordonnées des individus de chacun des tableaux pour la représentation des
trajectoires sont différentes des composantes t; calculées ici.
Rappelons que les trajectoires proposées par LAVIT (1988) sont obtenues par {W¥Dc,/v/Aca =
W]?Duca/)\ca}kzl,...,K (7‘68]). {Wkaca/ V )\caHWI?HH.S = W]?Duca/()‘ca||W]?||H.S)}k:1,...,K) ou
a est le numéro de 'axe.
Ici, les trajectoires sont données par {ty = W7 Duc/\/ltkatk=1,..,k quelque soit I’objet utilisé.
Si l'on considére 1'égalité des coefficients {ay}i (resp. {aw/||Willg.s5}k) du compromis alors
elle sont données par {ty, = W;? Duca/\/ltka}k=1,...,K- Alors, si ug, est égal & A2, les individus
du tableau k auront les mémes positions dans ces trajectoires que pour les trajectoires pro-
posées par Lavit.

Le nombre d’étapes A ne peut dépasser le plus petit des rangs des tableaux, car on ne
peut avoir plus de composantes orthogonales que le plus petit des rangs des tableaux.

2.5.2 STATIS dual et ACIMO

Les tableaux Xy sont de taille I, x J. L’ACIMO travaille sur des tableaux ayant le méme
nombre de lignes. L’idée est donc d’utiliser PACIMO sur les triplets {(X},Dy,Id))}s et
(X!,Diag(Dy),Idy), ou les tableaux X} auront été préalablement pré-traités. Les tableaux
X, pour tout k, et X ne sont ni centrés ni réduits pour les métriques correspondantes.

La procédure est exactement la méme qu’avec STATIS et la propriété 2.7 peut étre adap-
tée:

Propriété 2.8 Si les tableauxr sont pondérés uniformément et si les coefficients ay, k =
1,...,K, sont tous égauz d une constante 3, alors les composantes uq de 'ACIMO de X1, ..., X}
et X! avec les métriques correspondantes, sont les azes principauz, non normées a l'unité, du

tableau-compromis X..

Démonstration :

Il suffit de reprendre la, démonstration de la propriété 2.7 en remplacant les ta-
bleaux X} par leur transposé, Y. par X., D par Idy et Qf par Dj. Alors les
opérateurs W7D et WD deviennent les opérateurs V¥ et V. -

Notons que si ap = 8 pour k =1,...,K , alors nécessairement oy = 1/\/R



42

Analyse de la Co-inertie de tableaux

Les données de croissances de Sempé (SEMPE, PEDRON & ROY-PERNOT, 1979) sont

traitées dans le chapitre 1 de la troisiéme partie pour illustrer tout ce qui a été dit a propos
de STATIS et STATIS dual.



Chapitre 3

Analyse Conjointe de plusieurs cubes
ou multi-tableaux

Les deux chapitres précédents concernaient ’analyse d’un cube et ’analyse de plusieurs
tableaux. Celui-ci concerne ’analyse conjointe de plusieurs cubes ou multi-tableaux. Nous
avons regroupé dans un méme chapitre les techniques cubiques et multi-blocs car elles sont si
peu nombreuses que I'on ne pouvait pas en faire deux chapitres.

Nous présentons deux méthodes récentes apparues depuis 1999, Multiway Multiblock Co-
variates Component models (MWMBcovC) et STATICO, cette derniére étant une méthode
frangaise basée sur la méthode STATIS (§2.1). MWMBcovC concerne ’analyse conjointe de
plusieurs cubes ayant le premier mode en commun (les individus). Aucune application n’a été
trouvée dans la littérature. STATICO permet d’étudier la structure commune & deux multi-
tableaux ayant en commun les variables.

Il n’existe pas vraiment de méthodes de type PLS pour ces situations, & part la PLS Multi-
Bloc (MBPLS) que nous décrivons dans le chapitre 5.2 dans le cas de la régression, situation
ol elle est le plus souvent utilisée en pratique.

Nous proposons ensuite deux nouvelles méthodes basées chacune sur ’optimisation d’un

critére sous contraintes. Nous avons appelé la premiére DOuble - Analyse Conjointe de Ta-
bleaux, DO-ACT, en référence & STATIS qui est aussi connue sous le nom de ACT. Il s’agit
pour DO-ACT de chercher la structure commune entre deux multi-tableaux mesurés sur les
meémes individus. Une application de cette méthode est faite dans la partie III-5.
La seconde méthode, Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale Généralisée, ACIMOG, est
dédiée a la recherche d’une structure commune entre deux multi-tableaux mesurés sur les
mémes individus. Cette méthode généralise en quelque sorte ’TACIMO (§2.4). Contrairement
a DO-ACT, 'ACIMOG est une méthode «component-wise» & la maniére de PLS.

3.1 Multiway Multiblock Covariates Component models : MW MB-
covC

SMILDE, WESTERHUIS & BOQUE (2000) proposent un ensemble de méthodes basées sur la
méthode pour deux tableaux Principal Covariates Regression (DE JONG & KIERS, 1992) pour
différentes situations: analyse d’un cube, analyse conjointe de cubes, régression entre deux
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cubes et régression entre plusieurs cubes. Dans le chapitre 4.5 nous présentons la méthode
concernant la régression entre deux cubes. Ici, nous allons exposer la méthode permettant
I’analyse conjointe de plusieurs cubes. Nous la noterons MWMBcovC, pour MultiWay Multi-
Block Covariates Component.

Ainsi, le but est ici d’analyser un ensemble de L cube X; de dimension | x J; x K;. MWMB-
covC, comme dans les méthodes d’analyse cubique telles que PARAFAC (§1.2) et TUCKERS3
(§1.1), va calculer simultanément P; composantes par cubes et par modes, regroupées dans
T, I xPy), By (J; x Q) et C; (K; x R;). Comme le but est de faire une analyse conjointe des
cubes, MWMBcovC va aussi chercher un ensemble de A super-composantes T résumant les
composantes Tj.

L’utilisateur peut choisir de modéliser chaque cube X, par un modéle de type TUCKER1, TU-
CKER2, TUCKER3 ou PARAFAC au travers d’une matrice Z; qui va s’exprimer en fonction
d’une matrice noyau (dépliée) G; et des composantes B; et C; de fagon a obtenir le modéle
choisi.

MWMBcovC travaille sur les cubes dépliés. Notons X;, la matrice de taille | x J;K;
constituée des tranches frontales de X; juxtaposées. De plus, notons 7' = [T1 TL],

I (X Po).

La méthode MWMBcovC est basée sur la minimisation de f en W; par les moindres carrés

alternés:
L

FWr, - W) =Y | X — XiWiZ[|” + ar|T — TW Z7||°.
=1

Les matrices W et W sont les matrices telles que T} = X;W; et T = TW Z. + Er, Er étant
un terme d’erreur. TW = T est une matrice de super-composantes, combinaison linéaire des
composantes contenues dans Tj. Les coefficients ¢ et ar sont positifs et compris entre 0 et 1.
De plus, il doivent étre choisis tels que ar + Z;‘Zl a; = 1.

Le probléme est donc de minimiser les erreurs d’ajustement des X; et de la matrice des A
super-composantes T, 'optimisation se faisant sur les matrices W; et W qui sont en quelques
sorte des matrices de vecteurs de poids pondérant les variables dans ’expression des compo-
santes T et Tr.

Afin d’établir un algorithme de type moindres carrés alternés, les auteurs montrent que
la minimisation en W revient a minimiser ar|T — TW Z}||2 et que la minimisation en W;

revient & minimiser ||F; — XlWlHl||2 ou F; = [\/OTle le?él Xy Wy (Idzlel P, WZ})[Z’]],
de taille | x (Y3j_, P; + JiK)), et H; = [\/a_zZl’ var(ldg p — WZ’T)[Z]], de dimension
P, x (Y=, Pr + JiK;). D'on I'algorithme ci-aprés.

I1 faut commencer par choisir le type des modéles pour X;:
si l'on désire un modele TUCKERS3, on choisira Z; = G;(C; ® By)', G; étant la juxtaposi-
tion des tranches frontales de la matrice noyau associée au modéle TUCKER3 de X;, G,
P, xQxR. G = ZleXl(Cl ® Bl)
Si 'on désire un modele TUCKER2, on choisira Z] = Gi(Idk, ® By)', G; = T} X;(Idk, ® B)).
G; est de dimension P; x Q/K;.
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Sil'on désire un modéle TUCKERLI, on choisira Z] = Gi(Idk, ®Idy,) = Gi, Gy = T} X;(Idk, ®
Idy,) = T/ X;. G, est de dimension P; x J; x K;.

Sil'on désire un modéle PARAFAC, on choisira Z] = Ip,(C; ® By)', ou Ip, est la juxtaposition
des tranches frontales du cube identité de dimension P; x P; x P;.

L’algorithme est donc:

étape 0: initialisation de T}, B;, C}, T
T : matrice des P; premiers vecteurs singuliers a gauche de Xj.

W, = X;"T,.
Tr: matrice des A premiers vecteurs singuliers a gauche de 7.
W =TTr.

B; et C;: matrice des Q; et R; premiers vecteurs singuliers & gauche du cube X
déplié dans le sens adéquat.

étape 1: calculer G
si TUCKERL: G; = T/ X;
si TUCKER2: G; = T} X;(Idk, ® B;)
si TUCKER3: G; = T/ X;(C; ® By)
si PARAFAC: Gl = Ipl
en déduire Z;.

étape 2: calculer f
calcul de la somme des carrés des écarts actuels:

foia = Spey il Xi = TZ|? + ar||T — TrZk|?

étape 3: pour ! =1,... L, faire
W, = XZ’LFlHl+
T = XiW;

By et Cy mis a jour par une étape TUCKALS (dans le cas de modeéles de TUCKER)
ou par l'actualisation de PARAFAC.

G} mis & jour comme dans l'étape 1.

T=I[T...T{]

Zr = (TAT)

étape 4: actualisation de W
W =T+T(ZL)*t

étape 5: actualisation de Tt
Tr=TW

étape 6: calcul de f
L
f=YallXi = TZ)|” + ar||T — TrZz|
Si f — foiqa < €, on s’arréte. Sinon, on retourne & ’étape 3.

-

Les auteurs disent que chaque étape de ’algorithme fait décroitre f. Pour cette raison,

a 'étape 6, on ne prend pas la valeur absolue de la différence entre f et fyq pour tester la
convergence.
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Si les modéles sont tous des modéles de TUCKER, les matrices T; de composantes peuvent
étre choisies orthonormales sans modifier I’ajustement des modéles, comme dans TUCKERS.
Par contre, si les modéles sont de type PARAFAC, ce n’est plus le cas. Les super-composantes
contenues dans 17 peuvent toujours étre choisies orthogonales.

Les auteurs recommendent de choisir les parameétres P;, Q; et R; en ajustant les modéles
séparément sur chacun des X;. Effectuer des validations-croisées pour les déterminer dans
MWMBcovC serait beaucoup trop long. Les poids o; doivent étre choisis de fagon a donner
de I'importance & certains cubes en fonction de I'information obtenue & partir des modéles sé-
parés. Par contre, le nombre de super-composantes, A, et le coefficient aer doivent étre choisis
par validation-croisée.

Dans la méme publication, SMILDE et al. (2000) exposent le méme type d’algorithme pour

les cas de regression multi-bloc (Multiblock covariates regression models, MBcovR) et de
régression mettant en jeu plusieurs cubes (Multiway multiblock covariates regression models,
MWMBcovR) et en donnent deux exemples d’applications dont les résultats sont comparée a
la Multi-Block Regression (MBPLS) (WANGEN & KowALSKI, 1988), (voir §5.2). SMILDE &
KIERS (1999) ont auparavant développé le cas de la régression entre deux cubes, Multiway
covariates regression models, MWcovR, que nous décrivons dans le chapitre 4.5.
En ce qui concerne I’analyse conjointe, on peut trouver dans (SMILDE et al., 2000) une version
simplifiée de 1’algorithme que nous venons de présenter pour le cas de I'analyse conjointe de
plusieurs matrices, ce qu'ils appellent Multiblock covariates Components models, MBcovC,
et dans (SMILDE & KIERS, 1999), la version pour ’analyse d’un seul cube, qui ressemble
beaucoup 8 PARAFAC (§1.2). Nous avons décrit cette méthode car les techniques d’analyse de
plusieurs multi-tableaux ou cubes sont rares. Mais nous pensons qu’elle est un peu compliquée
et demande beaucoup de suppositions a priori.

3.2 STATIs et Co-inertie: STATICO

La méthode STATICO a été proposée par SIMIER, BLANC, PELLEGRIN & NANDRIS (1999)
comme une méthode combinant la méthode STATIS et I’Analyse de Co-Inertie, ACI. STA-
TICO s’applique & deux ensembles de tableaux de méme longueur { X} }; de dimension Iy x J
et {Yy}x de dimension I x M.

Commencons par rappeler ce qu’est I’Analyse de Co-inertie et la méthode «STATIS sur ta-
bleaux» appelée encore Analyse Triadique Partielle.

3.2.1 Analyse de Co-Inertie et Analyse Triadique Partielle

L’Analyse de Co-Inertie, ACI, a été proposée par CHESSEL & MERCIER (1993). Il s’agit
d’étudier la structure commune 3 deux tableaux X et Y mesurés sur mes mémes | observa-
tions. A ces tableaux sont associées des métriques QF et Q¥ dans les espaces des individus IR’
et IRM, et une métrique D dans Uespace des variables IR'.

L’ACI est ’analyse du triplet (Y'DX,Q%,QY). Ainsi, les axes ¢, et u, de co-inerties sont
obtenus en diagonalisant les matrices symétriques V = le/ 2X'DYQVY'DX le/ 2ot W =
QU2Y'DXQ*X'DY QY'/2, qui ont les mémes valeurs propres.
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L’Analyse Triadique Partielle est en fait une méthode STATIS un peu particuliére. Lorsque
les données X sont cubiques, on peut utiliser la méthode de trois fagons:
o STATIS sur les «W D», en considérant X comme un ensemble de tableaux appariés en lignes,
o STATIS dual, en considérant X comme un ensemble de tableaux appariés en colonnes
o «STATIS sur tableaux» qui est aussi appelée Analyse Triadique Partielle. La différence avec
STATIS et STATIS dual est que ’on utilise directement les tableaux X} sans prendre d’objets
représentatifs. Alors l'interstructure consiste a diagonaliser la matrice C, K x K dont le terme
général Cy,; est donné par tr(X; DX]Q"). Le premier vecteur propre de norme unité « est alors
utilisé pour construire le tableau X, compromis: X, = Z,le apXp. a est tel que X, muni
des métriques Q% et D soit d’inertie maximum. Ici, les coefficients «aj ne sont pas forcément
tous positifs, contrairement & la méthode STATIS. L’Analyse en Composante Principale de
X, donnent des composantes et des axes permettant de faire des représentations des individus
moyens et des variables moyennes, expliquant 'information commune aux K tableaux Xj.
Enfin, l'intrastructure consiste a projeter en supplémentaire les individus (puis les variables)
de chacun des X}, sur les plans principaux du compromis.

3.2.2 STATICO: STATIs et CO-inertie

Comme son nom le laisse entendre, STATICO sert & analyser la co-inertie de multi-
tableaux. Il s’agit d’appliquer 1’Analyse Triadique Partielle aux opérateurs de co-inertie Z; =
Y/DX}, de dimension M x J munis des métriques Q* dans IR’ et Q¥ dans RM,

Lors de l’étape de linterstructure, la matrice C & diagonaliser a pour terme général
tr(Z,Q¥Z,Q%) = tr(X; DY, QVY;DX,Q"). Les vecteurs propres de C, de norme égale & la
racine carrée de la valeur propre associée, donnent une représentation euclidienne des co-
structures des paires (Xp,Yy).

Le premier vecteur propre de norme unité, «, de C permet ’expression du compromis, M x J,
Z. = 215:1 Rl = 215:1 Y DXy. Z est la matrice de co-inertie Y/ Diag(D)X, de deux
tableaux compromis X, et Y, :

,/0[1X1-
1/04KXK_

\/041Y1_
Y. = :

,/OtKYK_

Diag(D) est la matrice diagonale par bloc, ot le k™€ bloc vaut D.

L’analyse du compromis se fait par l'analyse de co-inertie de (Z.,QY,Q%). Les composantes
associées donnent des représentations moyennes des variables des Yy et Xj.

L’intrastructure donne les représentations des variables pour chaque couple (Xj,Y%) c’est-a-
dire les représentations graphiques des lignes et des colonnes de Zg. Pour ce faire, la procédure
utilisée est celle utilisée dans 'intrastructure de la méthode STATIS (chapitre 2.1), & savoir
une technique se rapprochant de la projection de points en supplémentaires.
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3.3 DOuble Analyse Conjointe de Tableaux: DO-ACT

Nous présentons ici une nouvelle méthode que nous avons appelée DOuble Analyse Conjointe

de Tableaux, DO-ACT *. Rappelons que ACT est aussi un nom désignant la méthode STA-
TIS (chap. 2.1). DO-ACT est en quelque sorte un «double STATIS». Elle s’applique & deux
ensembles de tableaux {Xj}x et {Y,}n et permet d’étudier leur proximité au moyen de com-
promis.
Elle se décompose également en trois étapes. La premiére permet de résumer les deux en-
sembles de tableaux a 1’aide de deux compromis, la seconde étape donne une représentation
optimale des individus pour chaque ensemble, et la derniére fournit des représentations glo-
bales de chaque tableau.

3.3.1 La méthode

DO-ACT, comme la méthode STATIS, travaille avec les opérateurs des produits scalaires
entre individus. On note W¥D = X,Q*X; D et Wy D = Y,Q4Y, D les opérateurs associés
respectivement aux tableaux { Xy} et {Yy }n. L’idée est de trouver deux opérateurs compromis
Wx D et Wy D, résumant respectivement les ensembles { Xy} et {Y,}, munis des métriques
{Q%}k, {Qh}n et D des espaces R’*, RM» et R'. Chaque compromis est une combinaison
linéaire des opérateurs correspondants aux tableaux de ’ensemble qu’il résume, en maximisant
leur produit scalaire tr(Wx DWy D).

Ainsi, DO-ACT est définie par:

Définition 3.1 DO-ACT estla recherche des opérateurs compromis WxD = pz,le T W7D
et Wy D = 727'\::1 WP WHED mazimisant le critére Cy(a,B) = tr(WxDWyD) sous les
contraintes ||a|/? = 212(21 a2 =1cet|B|?* = Z:}L':l B2 =1, ot p et T désignent des coeffi-
cients de normalisation et Il = diag(my) et Q = diag(wy,) sont deur matrices diagonales de
poids choisis a priori pour pondérer les opérateurs.

Sans perte de généralité, nous supposerons dorénavant que les coefficients p et 7 sont égaux a 1.
Si tel n’est pas le cas, on remplace dans les expressions Wx D par WxD/||WxD||p.s et Wy D
par Wy D/||Wy D||g.s. Les solutions sont déterminées par la méthode des multiplicateurs de
Lagrange.

Proposition 3.1 Les solutions de la maximisation du critere Cy(a,8) = tr(WxDWy D)
sous les contraintes |a||? = Z,le ol =1et]|pBl*= Zszl B2 =1 sont solutions du probléme
auz valeurs propres :

QC'TI’COB = u’p (3.1)
MCQ*C'Ma = pla (3.2)
g =1 (3.3)
da = 1. (3.4)

Le mazimum du critére Cy est égal & .

* publication soumise: Vivien, M. & Sabatier, R. A generalization of STATIS-ACT strategy : DO-ACT for
two multiblocks tables.
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Démonstration :

En notant C la matrice de dimension K x N définie par les produits scalaires entre
opérateurs, C(k,n) = tr(WEDW,' D), on a:

K N
Cu(enf) = tr(WxDWyD) = Y ) mpopwnButr(Wi DWED)
k=1n=1
= JdIICOB
B'QC .
Le probléme revient donc & maximiser une forme bilinéaire sous contraintes.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet d’en trouver les solutions. Le
Lagrangien £ est

L(,B) = 'O - L (lad” = 1) = Z(I81 - ).

Les équations normales associées sont :

Vo = HNCAB — pa=0, (3.5)
Vsl = QCTa-vf =0, (3.6)
da-1 = 0, (3.7)
AB-1 = 0. (3.8)

En multipliant & gauche (3.5) par o et en utilisant la contrainte (3.7), on obtient
p = /TICQB. De la méme maniére, avec les équations (3.6) et (3.8), v = u =
'TICQS. Ainsi, py et v sont égaux a 'optimum du critére Cy.

L’équation (3.5) donne o = IICQB/u. La contrainte (3.7) implique p = [|[IICQS|| :
U et v sont positifs.

En utilisant l’expression de « ci-dessus dans ’équation (3.6), (3.2) est obtenue.
En procédant de méme avec l’expression de 8 donnée par (3.6) et avec I’équation
(3.5), (3.1) est obtenue.

Ainsi, 42 est la plus grande valeur propre de QC'TI2CS), et u est assurément un

maximum local ou global sur I’espace defini par les contraintes.
-

En pratique, il n’est pas nécessaire de diagonaliser les deux matrices dans (3.1) et (3.2). Il
suffit de diagonaliser une des deux matrices et de calculer ’autre vecteur (a ou ) en utilisant
I’équation (3.5) ou (3.6).

Si les matrices de pondérations II et €2 sont les matrices identité, les matrices & diagonaliser
deviennent C'C et CC'.

Les matrices QC'TI?CQ et TICQ?C'II sont non-négatives car la trace d'un produit d’opéra-
teurs est positive. Ainsi, application du théoréme de Perron-Frobenius entraine la positivité
de tous les éléments des vecteurs a et 3, premiers vecteurs propres de QC'TI2CQ) et ICQ2C'TI.
Ceci engendre que les compromis WxD et Wy D sont semi-définis positifs.

Les équations de la Proposition 3.1 sont similaires & celles produites par 1'Inter-Batterie de
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Tucker. Rappelons que ’Analyse Inter-Batterie de Tucker de deux tableaux X et Y consiste
en la recherche de deux ensembles de composantes {ck = XQ%as}q et {ca = YQYbs}, qui
maximisent cov(cZ,c4) sous les contraintes de normes unité pour les axes a, et by. Les solutions
cZ et ¢f sont les al®™ vecteurs propres des produits d’opérateurs Wx DWy D et Wy DWxD
associés a la méme valeur propre )\Z, Aq étant optimum du critére. Alors que les axes forment
des systémes orthonormés pour les métriques @x et Qy, les systémes de composantes {cZ},

et {c4}o ne sont pas D-orthogonaux.

DO-ACT se décompose en trois étapes, comme la méthode STATIS (LAviIT, 1988), appe-
lées interstructure, compromis et intrastructure.

3.3.2 Interstructure - compromis - intrastructure

Soient «, et B, les a®™ vecteurs propres de IICQ2C'TI et QC'TI2C associés & p2. Alors

le graphique donné par (pgq,pa @) donne une représentation euclidienne des opérateurs
WD sur le plan (a,a’). De méme, (fqfq,/ta’Bar) donne une représentation euclidienne des
opérateurs W7D sur le plan (a,a’).
Ces deux représentations définissent 1'interstructure de DO-ACT. Cela permet d’étudier les
proximités entre les X d’une part et les Y, d’autres part. De plus, si K = N et décrivent un
méme phénoméne (les mémes dates dans le temps par exemple), les deux plans peuvent étre
comparés.

Proposition 3.2 Les deux matrices X, et Y, définies ci-dessous sont les tableaur compromis
dont Wx D et Wy D sont les opérateurs associés :

X, = [ypmaaXi ... /pTkokXk] (3.9)
Y, = [\/Twl,BlYl \/TLUN,BNYN}, (3.10)

ol ai,...,ak et Bi,...,Bn sont les éléments du premier vecteur propre o de IICQ2C'II et du
premier vecteur propre 8 de QC'TI2CQ associés a la plus grande valeur propre p?.

Le démonstration est sans équivoque.

Cette proposition montre que la stratégie de contruction des compromis optimale de DO-ACT
n’est pas ’analyse Inter-batterie de Tucker (TUCKER, 1958b) appliquée aux tableaux conjoints
X =[X;...Xk] et Y = [Y;...Yy]. Par contre, il se peut, par l'utilisation de DO-ACT, que
les coefficients de pondération /pmiay et \/Twyp By soient égaux & 1, sans étre choisis a priori.

Proposition 3.3 Si |[WxD|% ¢ =1 et |WyD|% g =1, les solutions de la proposition 3.1
sont aussi les solutions des deux problémes d’optimisations suivants :

o mazy g (RV(X,,Y,)) et Uoptimum est p,

e ming g (|WxD — Wy D|% ) et Uoptimum est 2(1 — p).

Démonstration :

La preuve est directe car RV (X,,Y,) = tr(Wx DWy D) sous les hypothéses de la
proposition et ||WxD — Wy D|? = 2(1 — tr(Wx DWy D)). -
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Définition 3.2 Les deur intrastructures sont données par les représentations des observa-
tions dans I’Analyse Inter-Batterie de Tucker (TUCKER, 1958b) de X, et Y.

De plus, les comparaisons globales des observations vues par les K+ N tableaux, peuvent étre
réalisées en représentant les observations de tous les tableaux sur les composantes de ’analyse
Inter-Batterie de Tucker.

3.3.3 Cas particuliers

Le premier cas particulier est le cas ou les deux ensembles de tableaux { Xy} et {Yy}n
sont égaux. Alors, on retrouve les solutions de la méthode STATIS.

SiN=1alors WxD = 215:1 mtr(WEWYD)WED : Vopérateur WD est pondéré par la
covariance vectorielle entre X et Y.

Il est intéressant de comprendre la différence entre la méthode STATICO (SIMIER et al.,
1999), en supposant les deux ensembles de tableaux cubiques. La premiére différence est que
I’on ne travaille pas dans le méme espace. DO-ACT travaille dans ’espace des opérateur de
R, avec les opérateurs «W Dy, alors que STATICO (§3.2) travaille avec les tableaux de co-
inertie Y, DX}, qui sont de dimension M x P. Le compromis de DO-ACT cherche I'information
au travers de produits croisée entre les W7D et W,i’ D alors que STATICO le fait au travers
des produits croisés entre Y, DX

3.4 Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale Généralisée:
ACIMOG

3.4.1 Probléme

Afin de généraliser '’ACIMO au cas de deux suites de tableaux, Xi,...,Xk et Y1,...,Yn,
nous avons choisi de maximiser le critére Cs :

K N
02({ak}7{bn}) = z Z CO’U(tk,’U,n),

k=1n=1

ou ty = XpQiay et up = Y, Q% by, avec les contraintes de norme unité sur les axes aj et les
axes by,.

La raison pour laquelle nous avons choisi de maximiser la double somme des covariances et
non la double somme des covariances au carré comme dans ’ACIMO est que le critére choisi
est plus simple & optimiser.

De plus, avec ce critére Cs, nous allons généraliser en quelque sorte I’ACIMO. Cette méthode,
comme toujours, va se résoudre pas & pas: a chaque étape a, nous allons calculer des en-
sembles d’axes {ag}r et {by}n normés pour la métrique correspondante et des ensembles de
composantes {ty = XpQfay}r et {u, = Y, Q4bn bn-

Ainsi, nous allons présenter trois méthodes basées sur I'optimisation de Cy, appelées Analyse
de Co-Inertie Multiple Orthogonale Généralisée, ACIMOG.
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3.4.2 Solutions d’ordre 1

Nous allons décrire pour commencer la premiére étape, qui est commune aux différentes
généralisations.
Les objets issus de 1’étape courante a seront indicés par a, sauf pour cette premiére étape,
afin d’alléger les notations.

Pour résoudre ce probléme, nous utilisons comme précédemment la méthode des multipli-
cateurs de Lagrange.
Le lagrangien associé est :

K N
L{arkr{bntn) = DD cov(XpQiar,YnQYbn)
k=1n=1
K 4 N 4
= ghr(arQfar —1) = 3 oA (b Qibn — 1),
k=1 n=1
ou pg/2, k=1,...,Ket A\,/2, n =1,...,N sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux
contraintes.
Ainsi, nous obtenons les équations normales :
N
Vol = > QFX;DY,Q4b, — mQfar =0,k =1,... K (3.11)
n=1
K
Vi, £ = Y QU DXpQfar — AQby =0,n=1,...,N (3.12)
k=1
a,Qiar—1 = 0,k=1,... K (3.13)
bQ¥%,—-1 = 0,n=1,...,N (3.14)

La nullité des dérivées premiéres de L et les contraintes (3.13) et (3.14) permettent d’obtenir

les expressions de g, k=1,...,K, A\, n =1,...,N et de 'optimum du critére Cs :
N N
KR = Z a;cQ?c:Xl,cDYnQ%bn = CO’U(tk, Z un)a k=1,... K (315)
n=1 n=1
K K
An = Za%Q%X,’CDYnQ%bn = cov(up, Ztk), n=1,...,N (3.16)
k=1 k=1
K N N K
Coopt. = Z ZG;CQ%XIICDYHQ%[)H = Z Ap = Z//'k- (317)
k=1n=1 n=1 k=1

La combinaison des équations (3.11) et (3.13) puis de (3.12) et (3.14), nous donne l’expression
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des axesag, k=1,..., K etdeb,,n=1,...,N :

N
1
ar = — Y XpDYnQYbn, k=1,... K (3.18)
I )
K
1
b = > YiDXyQfag, n=1,...,N . (3.19)
" k=1

Remarque : Les coefficients py et A,, pour tout k et tout n sont non nuls, sinon il n’y aurait
plus de contraintes. Notons de plus, qu’ils peuvent étre choisis positifs, ce que nous faisons,
en raison de la norme unité des axes ay et b,. En effet, uy = || X; D Z:Zl Un|lQs , pour
k=1,... K et \y = [[Y2D Y5 trllgy pour n=1,...,N .

Le coefficient u; mesure d’une certaine maniére la proximité entre le tableau X et ’ensemble
des tableaux Y;,. C’est-a-dire, il mesure la proximité entre la structure du tableau Xj et une
structure commune & tous les Y,,. De méme, le coefficient \,, mesure la proximité entre la
structure du tableau Y,, et une structure commune & tous les Xj.

Ce probléme n’a pas de solutions exactes et n’est pas non plus équivalent & une diagona-
lisation. Pour le résoudre, nous allons proposer un algorithme itératif.
Notons tout d’abord que ces K + N derniéres équations, (3.18) et (3.19), peuvent se résumer
par les expressions matricielles suivantes :

1101 b1
H2a2 by
_ — X'DYDiag(Q¥) | (3.20)
pKaK | [ On
)\1b1 i [ a1 i
)\ng a9
_ = Y'DX Diag(Q?) : (3.21)
AnDN | | ak |
ol X et Y sont les tableaux conjoints [X7 --- Xg]et[Y1 -+ Yy].Diag(QY) et Diag(Q%)

sont respectivement les matrices diagonales par bloc des métriques Qf et Q3.

3.4.3 L’algorithme

L’algorithme que nous proposons pour déterminer les éléments recherchés est le suivant:

étape 0: initialisation

Les tableaux Xz, £ = 1,....,K et Y,, n = 1,...,N sont centrés et réduits

éventuellement selon les métriques D.

Nous posons b, comme étant le premier vecteur singulier & gauche de Y,!DX.

ar, = X, DY Diag(Q%)b avec b' = [0 --- b)].

ar = ax/axllos

i = ¥ Diag(Qh)Y' DX Qf ay.

An = a'Diag(Qf) X' DY, Q4by, avec @' = [a} -+ ag].

Coopt. =} -

iter = 0, indice des itérations.
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étape 1: calcul des axes
iter = iter + 1,

b, =Y, DX Diag(Q%)a.

b = b/ Il

ar, = X} DY Diag(Q%)b.

ak = alc/”alc“Q%-

pr = b Diag(Qn)Y' DXy QF ay.
A = @' Diag(QF) X' DYy Qlb,.
Coopt.new =Y ;. k.

étape 2: test de convergence
si |Coopt.new — Coopt| < ¢, (avec € = 10710 en généralt), ou si le nombre maximal
d’itérations est atteint, on passe a I’étape 3.
Sinon, on pose Coopt. = Coopt.new et on retourne a I’étape 1.

étape 3: calcul des composantes
Up = YnQ%bna
tp = Xsz]gak-

Pour l'initialisation de b, il est aussi possible de prendre le vecteur \/&T]JNm-

Croissance de ’algorithme:

Nous allons montrer que cet algorithme est croissant, ce qui assure qu’il s’arréte lorsqu’un
maximum local ou local strict est atteint. En changeant le point de départ de ’algorithme,
nous avons toujours abouti au méme maximum, ce qui laisse croire que le maximum atteint
est un maximum global sur la surface définie par les contraintes.

La preuve est faite pour a = 1, elle est valable pour les étapes suivantes.

Posons hy(ag) = pr = 22:1 cov(t,un), ON A1, . .. ,Gk—1,0k+1, - - - ,0K,D1, - - . ,ON sont fixés et ag
X,DYN | YaQhbs

XD Xy Yo QRbnllgp

La preuve consiste & montrer que le passage dans la boucle de l'itération (étape 1) modifie

pr de telle maniére que Ahg(ag) = hg(ax) — hi(ag) est non-négatif pour un ay arbitraire:

Ahg(ar) = hglag) — hi(ag)

N
= > upDX4Qf
n=1 ‘

le nouvel a; dans ’algorithme: ay =

x:pyN N
: k Zanl Un Z ! DX, Q%ay
|Xk:D Zn:l u"LHQﬁ n=1

N N N
]‘ ! 2 ! ! T !
= N || XD UnHQw— [[XkD ) unllozarQcXyD )  un
I (P22 10D w1103

N N
= |IXiD) " unllqs (1 — cosgs (ak,X,;DZun)> :

n=1 n=1

Comme cosqs (ag, X}, D ZT'\L':I uyp) est le cosinus entre ay, et X D 22':1 up au sens de QF, il est
plus petit ou égal a 1 . Ce qui implique que hy croit & chaque itération de I’algorithme.

T Nous avons remarqué dans la pratique que 10~% ne suffisait pas pour avoir des objets vraiment stables.
Par précaution nous utilisons 10710,
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T Y,DYK_ |t . : s
En notant hy,(b,) = A, et b, = ,"ZK:#, on peut montrer de la méme maniére que
YD > k=1 tellgy

Ahy(by) est non-négatif.
A chaque fois que a ou b, est mis & jour, le critére croit.

Notons que nous avons choisi de tester la convergence absolue (étape 2 de l’algorithme).
En général, la valeur du critére Cyopt. est grande (trés supérieure a 1) pour les premiéres
valeurs de a, qui sont les étapes qui nous intéressent le plus. Si nous testions la convergence
relative, le critére d’arrét serait |(Caopt.new — Caopt) /Coopt.new| < € et il convergerait moins
vite.

Dans la pratique que nous avons de cet algorithme, nous avons toujours eu convergence en
moins de 30 itérations et ce quelque soit l'initialisation de b,. Cela dit, il serait intéressant de
voir si I’on ne peut pas prendre un autre critére d’arrét qui permettrait une convergence plus
rapide car & partir de la quatriéme itération environ, le critére n’augmente que par centiémes.

3.4.4 Les solutions d’ordre a et propriétés

A partir de maintenant, nous noterons un q, tk.a; bn,a, @k,as Mk,as An,a €6 Co0pt., les éléments
d’ordre a, pour ¢ = 1,...,A. Le but est ici d’expliquer la structure commune aux deux
ensembles de tableaux et reconstituer chaque tableaux en tenant compte de 'information
apportée par les K + N tableaux. Ainsi, nous allons maximiser le critére Co en utilisant les
résidus de projections D-orthogonales particuliéres & la place des tableaux X}, et des tableaux
Y,
On pose X\ = Xg, k=1,....,K et \) =¥, n=1,...,N .

Nous proposons trois ACIMOG se différenciant par les sous-espaces utilisés.

Définition 3.3 L’ACIMOGI1 d’ordre a, a =2,... A est 'TACIMOG d’ordre 1 appliquée aux
triplets {(X\" "V, Q5.D) =1,k et {(",Q8D) ot avee X\ = BE X7,
k=1,...,K et nga_l) = P”t,a—l TSG_2), n=1,....N, ou P;- = Id; — P, et P, est le projec-
teur D-orthogonal sur l’espace engendré par le vecteur v.

Propriété 3.1 Avec PACIMOG1, les systémes de composantes {ty q}tq, pour k = 1,... K

et {ungte, pourn=1,... N, sont D-orthogonauz.

De plus, les systémes d’azes {agq}a sont Qf-orthonormés, pour k =1,... K et les systémes
d’azes {bna}a sont Q%-orthonormés, pourn=1,...,N .

Démonstration:

L’orthogonalité des composantes est due a la définition méme de ’ACIMOG1 :
—1) -2y

th Dty a1 = aly JQEX\" Dtgoor = a ;QEX\™ DPL  t4-1 = 0 pour tout

a > 2. Les composantes sont ainsi deux & deux orthogonales. On suppose de plus
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que tg g1, ---,tg,1 sont orthogonales. Pour [ < a:

1L 1 1L l
thyDtka = tiDPy  Pr .. .Pr XYQfar,
a—1
= D Y P XYQ%ay,
v=Il+1
0, d’aprés ’hypothése d’induction.

La démonstration est analogue en ce qui concerne les composantes y, 4.

En ce qui concerne les axes, nous allons simplement faire les calculs pour les axes
ag, k=1,...,K.La démonstration pour les axes b,, n =1,...,N est identique &
I’échange prés des éléments.

o Lesaxes agq, k=1,..., K, a=1,... A sont Qf-normés par définition.

e Montrons ’orthogonalité des axes {aj 4}, pour un k fixé parmi 1,... K.
D’aprés 'expression (3.18) et la définition de ’TACIMOG d’ordre a, a > 1, (défi-
nition 3.3), quelque soit £ variant de 1 4 a — 1:

1
ik attk 0 (Qfara = aj QEX D Z“n a
2 J_’
= af QFX\Y By, DZ“M

= akerH( - DPtkl)Z“na

a—1 N
1’ -1y L
= k ay, e Qk Ptk ¢ H (Xlg : DPtk,l) Z Un,a
I=f+1 n=1
a—1 N
/ 1)

= 0P, 1] (Xlg : DPth_,l) > tna

[=0+1 n=1
= 0.

D’ou le résultat, car pgq et pg e sont non nuls.

Définition 3.4 L’ACIMOG2 d’ordre a, a = 2,...,A est VACIMOG d’ordre 1 appliquée
auz triplets {(X* 7, QE.D) o, ket {(Vi* D, Q4 D) et avee XV = P X7,
k - ]., e ,K et Ynga_l) - Pqtflyéa_Q); n = ]-7 s ;N ) 0t ta = E}f:l tk,a et Uq = Zyzl un,a-

Définition 3.5 L’ACIMOGS d’ordre a, a =2,...,A est 'ACIMOG d’ordre 1 appliquée auz
triplets {(X,Ea_l),Qi, D)}g—1,.k et {(Yn(a_l),Q%aD)}nzl,...,N avec X,Ea_l) P ( D k=
LK et Y,Ea_ ) — pl (a 2), n=1,...,N,out, = Z,Ic(zl Pk,atk,a €t g = 22:1 An,aln.a-

Uq—1
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Les composantes %, et u, sont appelées «super-composantesy car elles sont des combinaisons
linéaires de toutes les variables de leur ensemble (X ou Y'), et aussi respectivement combinai-
son linéaire des K composantes #, , et des N composantes uy, 4.

Dans ’TACIMOGS3, la super-composante t, d’ordre a pondére les composantes partielles par
Pk,q- Cest-a-dire que la super-composante t, tient surtout compte de I'information apportée
par les tableaux X}, étant les plus «proches» de l’ensemble des tableaux Y,,. C’est la méme
chose pour les super-composantes .

Propriété 3.2 Avec les ACIMOG2 & 3, les systémes de super-composantes {ts}a €t {Ug}a
sont D-orthogonauz.

Avec ces deux définitions, les systémes de composantes partielles {t 4}a, €t {n,q}a ne sont
plus orthogonaux, ni les systémes d’axes associés. Par contre, les systémes de super-composantes
{ta}a €t {uq}q le sont. La démonstration est la méme que pour 'orthogonalité des composantes
dans ’ACIMOG]1. Avec ces méthodes, nous avons «moins d’orthogonalités» ce qui complique
énormément 'interprétation. C’est pourquoi nous privilégions la définition 3.3.

3.4.5 Formules de reconstitution

Les orthogonalités présentes dans chacune des ACIMOG permettent d’écrire des modéles,
formules de reconstitution, simples. Notons &g ok I’espace sur lequel est projeté le tableau
X,(ca_l) lors du passage a I'étape a + 1. C’est-a-dire, pour ’ACIMOG], EDk = trq et pour les
ACIMOG 2 et 3 E(f’k = t, pour tout k. De méme, notons £ 'espace sur lequel est projeté
le tableau Yn(a_l) lors du passage a l'étape a + 1: E§™ = uy,, dans le cas de PACIMOGI, et
EY™ = ug pour les ACIMOG 2 et 3.

Proposition 3.4 Les formules de reconstitution des tableaux sont données par:

A
Xy = > PasXp+ XD, (3.22)
a=1
A -~
= Y X B+ XY, avee PACIMOGH (3.23)
a=1
A A~
— Z X6 + XIEA), avec les ACIMOG2 et 3. (3.24)
a=1
A
Yo = ) PaaYy+ YW, (3.25)
a=1
A ~
= ) Yapu + VN, avec TACIMOG1 (3.26)
a=1

A
= Z YB\%’“ + YTEA), avec les ACIMOG2 et 3, (3.27)
a=1
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avec .
~, a ! /!
Bt = Y orher De) e DXL,
=1
~ a 7 !
By = S epn(ErT DEP e DY,
=1
o :
6f5k — aTak,
a—1 , ,
gok =k =N ePMEPT DEPR)TIEPY DX pal* pour PACIMOGY,
=1
a—1 , ,
= of =Y FHEPF DEFF)TIEPF DX aZ pour les ACIMOGE et 3,
=1
6:1/1’”' — a:‘llhn’
a—1 , ,
0" = al" — Z §M(EP™ DEP™)TLEY™ DY, 0™ pour VACIMOGH,
=1
a—1 , ,
= of =) §"(E DEY™)TIEY™ DY oY pour les ACIMOGZ et 3,
=1
et

aﬁ’k = Qfak,, pour 'ACIMOG1,

a‘gyk' = aﬁl = [a'La ; ..a'K,a] Diag(Qy) pour ’ACIMOG?2,

a;g,k' _ aﬁl — [Ml,aall,a ... ,uK’aa'K,a] Diag(Qy) pour VACIMOGS,
ad = Qan,a pour 'ACIMOGU,

o = o = [b) .4 bk o) Diag(QY) pour PACIMOGS,

o™ = ¥ = [Mabl,.. Aneb o] Diag(QY) pour VACIMOGS.

Démonstration :

L’expression des modéles (3.22) et (3.25), sont dus & l'orthogonalité des systémes
z,k y,n .
a a a- . . .

{€a" }a et {€5"" }a- Montrons (3.22). Nous avons

x0 = x,

x( = X, = Peos X

@ _ 5O (1)
X = XV - Pax|

a a—1 a—1
X9 = XY - PaaxtY.
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En additionnant terme & terme ces équations, nous obtenons X ,ga) = Xp—y ) Pean X ,gl_l).
l

Gréce aux orthogonalités des composantes données par les propriétés (3.1) et (3.2),
cette égalité devient

a
(a) _
XY = Xy — Zpgf,kxk.
=1
La démonstration est identique pour la formule de reconstitution de Y;,.

La démonstration de ’expression des coefficients <<B>> est similaire & celle de la
proposition 5.3 du chapitre 5.6. Les grandes lignes de la démonstration consistent
4 montrer que E3F = X,ga_l)ag’k et E¥" = ,fa_l)ag’" dans 'ACIMOGT! et
Eff’k = X(“L_l)ozflc et EY" = Y(“_l)az dans les ACIMOG?2 et 3. Puis, Eff’k = Xk5ff’k
et EY" = Y,09" dans TACIMOG1 et £5F = X6 et £ = Y64 dans les ACI-
MOG?2 et 3, pour enfin en déduire I'expression des modéles et des ,/8\,“':’“ et B\n’a.
.

Les modéles partiels d’ordre a dans (3.22) et (3.25) sont orthogonaux, puisque les composantes
le sont. Cela signifie que la variance de X et de Y,, se décompose de maniére additive en
fonction de a. Chaque étape explique et apporte quelque chose de nouveau par rapport aux
précédentes.

3.4.6 Commentaires

Dans ’ACIMOGI, T'orthogonalité des composantes {tyq}q, pour tout &, et des compo-
santes {un q}q pour tout n, permet d’étudier les structures internes de chacun des tableaux.
Pour chaque tableau, on peut obtenir des cartes des variables grace aux corrélations (ou cova-
riances) entre les variables du tableau et deux composantes associées. Ces corrélations corres-
pondent aux coordonnées des variables projetées dans le repére orthonormé défini par les deux
composantes. Par exemple, les variables de Y}, projetées dans (un.q/||%n,allDstn,e/||tn.e|| D) ont
pour coordonnées r(Yp,up ) €t 7(Yy,un ). Les axes by q et by ne contiennent pas ces coor-
données. Le schéma de dualité de ’ACP n’est pas valable ici (voir I'annexe C). b1 contient
les coordonnées des variables de Y,Ea_l) projetées sur la super-composante t, = Z,I:ZI thya-
Inversement, ay, contient les coordonnées des variables de X ,Eafl) projetées sur la super-
composante u, = Zszl Un,q- Cela ne donne pas les coordonnées des variables projetées dans
un repére orthonormé du plan engendré par deux super-composantes, celles-ci n’étant pas
orthogonales. Les axes peuvent étre utilisés pour donner une carte des variables dans un plan,
il faut alors interpréter les résultats avec précaution.

Dans 'ACIMOG?2, les coordonnées variables de Y, projetées dans le repére orthonormé
(ta/|ltallDste/||tellp) de R! sont données par les corrélations (ou les covariances) r(t,,Yy) =
bnarna/lltallD €t (e, Yn) = bnedne/|/tel|p- Inversement, les coordonnées variables de Xj
projetées dans le repére orthonormeé (ua/||ual|p,ue/||uel|p) de IR sont données par les corré-
lations (ou les covariances) 7(uq,Xk) = Gk,alik,a/||%allD €t T(we,Xk) = agepire/||wel|p- Siles
super-composantes t, et u, sont suffisamment proches (comme le cherche le critére), ces deux
cartes sont superposables.
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On peut utiliser les super-composantes t, (et ug) pour fournir une carte des individus, comme
en régression PLS, bien que leur coordonnées ne correspondent pas & la projection des indi-
vidus dans un repére orthonormeé. (voir annexe C).

Dans ’ACIMOGS, on peut procéder de méme, a la différence prés que 7(tq,Yn) # bnaAn,a/lltallD
et 7(uq, Xk) # ak,abtk,a/ ||Ual D-

On remarque que les composantes partielles ? 4, pour tout k, sont exprimées en fonction

Zyzl Up,q- Inversement, les composantes partielles u, q, pour tout n, sont exprimées en fonc-
tion de Z,le tq. Cela montre comment ’ACIMOG «croise» 'information.
Ceci est la principale différence que I'on peut noter entre ’ACIMOG et 'HPLS (WoLD, KET-
TANEH & TJESSEM, 1996) d’ordre 1. En effet, bien que la présentation de 'HPLS (§1-5.3) soit
relativement floue, nous avons pu noter grace a l’algorithme que les auteurs proposent (et que
nous avons programmeé), que les composantes partielles, quelles qu’elles soient, sont exprimées
en fonction de la super-composante t7 = 215:1 t. L’information contenue dans les tableaux
Y,, ne semble pas avoir beaucoup d’importance dans le calcul des différents objets.

Si N = 1, PACIMOG]1 ne correspond pas tout a fait & 'TACIMO. Cela dit, les résultats
d’ordre 1, sont relativement proches. Les corrélations entre les composantes issues des mé-
thodes sont trés proches en pratique. Dans ’ACIMOGI, a I’étape 1, A1 est la premiére valeur
propre associé au vecteur propre by de Y'D Z,le X Qi X DY QY / g avec pug = || X3 DY nl|qs.
Alors que le «\» issu de 'ACIMO, que l'on va noter A\*, est la plus valeur propre associé au
vecteur b* de Y'D 21'::1 X Q7 X, DY QY. La matrice & diagonaliser n’est tout & fait la méme
dans les deux méthodes.

SiN=1et K=1, TACIMOG correspond & 1’Analyse Canonique PLS de TENENHAUS
(1995).
Et si en plus X =Y, nous retrouvons I’ACP.

Si K= N et X, = Y%, le critére & maximiser devient var(z;::l tx). Cela ne correspond pas
tout a fait & ’ACP du tableau X = [X 1 - X k] a cause de la contrainte de norme unité
sur les axes aj. Les vecteurs ap ne sont pas solutions d'un probléme aux valeurs propres.

S’il n’y a qu’une seule variable y & prédire (N = 1 et My = 1), lalgorithme n’est plus
itératif et les solutions sont exactes.



Chapitre 4

Régression cubique ou multiway
regression

Aprés I’analyse conjointe de tableaux, nous abordons le cas de la régression entre cubes™.
La régression «cubique» englobe les méthodes ayant pour but ’explication d’une variable seule
(y) ou d’un tableau & deux ou plus entrées par un tableau & plus de deux entrées. Dans ce
chapitre, les méthodes sont détaillées pour des tableaux (explicatif et réponse) a trois entrées.
Ainsi, ce chapitre regroupe 5 méthodes de régression entre cubes. Elles ont toutes été déve-
loppées par les chimiométriciens qui ont été les premiers a essayer de modéliser une variable
réponse par un multi-tableau.

Nous ne proposons ici aucune nouvelle méthode. Les cing méthodes sont décrites briéve-
ment et nous exposons leur algorithme le plus clairement possible.
Dans le paragraphe concernant la PLS Multi-linéaire (NPLS), nous démontrons la validité de
I’algorithme gréace a la méthode des multiplicateurs de Lagrange, car cela n’a pas été fait dans
la littérature. L’algorithme que nous exposons est valable pour la modélisation d’un cube Y
par un cube X et nous P’avons déduit du programme MATLAB® de son auteur.

4.1 Multiway PLS: MPLS

On peut dire que c’est en 1987 que les premiers travaux portant sur la modélisation de
multi-tableaux ont été publiés. WOLD, GELADI, ESBENSEN & OHMAN (1987) proposent dans
leur article une méthode de décomposition d’un tableau d’ordre supérieur & 2, appelée «Multi-
way PCA», en abrégé MPCA, ainsi que ’équivalent pour la modélisation de type PLS d’un
tableau d’ordre élevé par un autre, méthode appelée «Multi-way PLS» ou encore MPLS.
Leurs méthodes sont inspirées des travaux de LOHMOLLER & WOLD (1980) présentés lors d'un
congrés. Ces derniers ont montré qu'un cube pouvait étre décomposé de maniére approchée
suivant un produit tensoriel entre un vecteur et une matrice, et qu'un cube d’ordre 4 pouvait
s’écrire comme le produit tensoriel de deux matrices. Ainsi, ils ont développé des algorithmes
pour ’ACP et la régression PLS, et ont montré que les modéles alors obtenus étaient équivalent
a ceux obtenus en utilisant ’ACP et la PLS usuelle sur les 2 multi-tableaux dépliés («unfold»
dans la littérature anglaise) en matrices.

* Rappel: «cubey» est employé par abus de langage pour désigner un tableau de données a trois entrées
pouvant étre représenté par un parallélépipéde rectangle.
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Un peu plus tard, ESBENSEN & WOLD (1983) ont proposé de résoudre 'ACP et la PLS
de multi-tableaux en appliquant ces méthodes aux cubes dépliés en matrices en utilisant
un algorithme NIPALS standart. C’est a partir de 14 que sont nées la MPCA et 1la MPLS.
Les auteurs ont utilisé les résultats de LOHMOLLER & WOLD (1980) pour construire des
algorithmes NIPALS spécifiques afin de décomposer un multi-tableau d’ordre R (i.e & R
entrées) en produit tensoriel d’un vecteur et d’un multi-tableau d’ordre R—1, appelé «tableau
de loadingy.

Ainsi, les modeéles pour des cubes X et Y d’ordre R sont les suivants:

A
oA
MPCA : X" = ) 4 ®P,
a=1

A
~A
MPLS : X = Y t,®P,
a=1
A A
X = Zua®ga'
a=1

Les vecteurs t, et u, sont les composantes associées au premier mode (de longueur I) et le
cube P, d’ordre R — 1 contient ce qui est appelé les «loadings» en régression PLS usuelle et
le cube 9{1 d’ordre R — 1 contient les poids des variables réponses dans la construction de u,.
Comme dans la régression PLS usuelle, il y a une relation interne entre u, et t: ug = bgta, ba
étant le coefficient de la régression simple de u, sur t,. Le modéle pour Y peut ainsi s’écrire:

A

SA

Y :g bata®ga-
a=1

Fi1G. 4.1 — La MPLS

X Y
| |
L e ISR
: X1 Xk : Y Yn
tl """" Uqg |
R -
a pl,a p;( B qll,a ‘IN,a.

P, = [p1,a---PK,a]
Qa = [q1,a---0n,a)
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Lorsque R = 3, les cubes P, = P, et ga = (Q, sont des matrices de dimensions J X K et
M x N. On remarque facilement ’analogie avec la régression PLS: si les cubes X et Y sont
des matrices, on obtient XA = 22\:1 te @ po = 22\:1 taph, Do €tant le vecteur de «loading»
de la régression PLS, de longueur J, et YA = Zfl\:l bataql,, modele de la régression PLS.

Comme en PLS (et ACP) usuelle, les composantes {¢,}, sont orthogonales entre elles.

Considérons la MPCA d’un cube. Alors P, est une matrice, et si cette matrice est de rang
1, elle pourra s’écrire comme produit tensoriel de deux vecteurs, P, = v, ® r,. Il vient donc
que le modéle correspond au modéle PARAFAC.

Ces méthodes sont équivalentes & utiliser I’ACP et la PLS sur les cubes dépliés en matrices
(X =X et Y =Y)), ce qui est illustré par la figure 4.1. Elles sont donc en fait une réécriture
des modéles obtenus par une ACP ou une PLS particuliére. Elles fournissent des résumés de
toutes les variables (%,), mais pas de résumés des variables par «tranches frontales» des cubes.
Les modeéles obtenus ne sont pas fonction de chaque tableau frontal (X), ni optimisés par
bloc. MPLS n’est donc pas réellement une méthode de modélisation cubique. Notons que ses
auteurs la présente ainsi tout en citant qu’elle est équivalente & la régression PLS usuelle
définie ci-dessus.

L’algorithme

L’algorithme MPLS que nous présentons, dans le cas de deux cubes d’ordre 3, est tiré de
I'article de base de MPLS (WoLD, GELADI, ESBENSEN & OHMAN, 1987).

Habituellement les données sont centrées et réduites en colonne. Nous noterons X et Y
les cubes X et Y dépliés en matrices, c’est-a-dire, X = X, et Y =Y, ¢, la composante associée
a X et u celle associée au cube réponse Y.

étape 0: initialisation de a
a=20

étape 1: initialisation
a=a+1
On pose t, comme étant la colonne de X ayant la plus grande variance.

étape 2
P we = vec(W,) = ul, X/(ulu,), w, est le vecteur des poids, de longueur JK; W, est
de taille J x K.
Normaliser W: W, = W, /||W,|| i.e. wg = wg/||wg||, ou bien normer ¢, a l'unité a
I’étape 4.

étape 3
Ici, il est possible de décomposer W, de la forme «sr’» (produit tensoriel de deux
vecteurs s et ) avec ’algorithme NIPALS.

étape 4
Calculer ¢: t, = Xw, /whw,
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étape 5
Calculer le critére de convergence: d = (tnew — toid) (tnew — tod) /(1" 4 )
new " new

étape 6

Calcul des poids réponses: g, = t,Y/t!ta, g est égal a vec(Q,) et de longueur MN.

étape 7
Tester la convergence avec d: aller a I'étape 9 si d < 10710, sinon a ’étape 8.

étape 8
Calcul de ug: ug = Yqa/q,qa
Retourner & ’étape 2.

étape 9: aprés la convergence
Calcul de P, matrice de loading: vec(P,) = t, X/t,t,
Remarque: on ne décompose pas P, avec l'aide de NIPALS (ACP), car les
composantes t, ne seraient plus orthogonales.
Si on le désire, on peut ici normer P, a 'unité (¢ = || P,|| = ||vec(Pa)l; Po = Pa/ca),
et dans ce cas transformer ¢, et W, pour que les relations entre P,, t, et W, restent
toujours vraies: t, = toc et wg = wec.
Eventuellement, normer @, & 'unité.
Calculer b, = thug /thts. Si g n'est pas normé, b, = 1.

étape ]:1.1;9( :Zci%@%adé%ar,e%lﬁi%sdésigne le produit tensoriel.
EY:X_ta@)Qaba

étape 11: passage a I’étape suivante
Pour calculer la composante suivante, poser X = Ex et Y = Ey- et aller & 1’étape 1.

A Tétape 2, les auteurs proposent de normer soit les vecteurs de poids, soit les composantes.
Si les composantes sont normées a ’'unité, on retombe dans un probléme d’analyse canonique.
De plus, a létape 3, ils proposent d’utiliser 1’algorithme NIPALS pour faire une ACP des
vecteurs de poids afin d’expliquer la composante ¢ plus précisément en fonction des deux
derniers modes du cube.

4.2 Linear Three-way Decomposition: LTD

STAHLE (1989) a été le premier a proposer une méthode spécifique aux cubes fournissant
des modéles trilinéaires. Cette méthode est basée sur la construction d’un algorithme générali-
sant celui de PLS (WOLD, 1966b) et permettant de trouver une décomposition trilinéaire d'un
cube X explicatif qui puisse étre utilisé pour prédire un cube Y. Cet algorithme va calculer
une composante associée au premier mode et un vecteur de poids par mode supplémentaires
pour chaque cube. L’algorithme est détaillé ci-dessous. Nous ne donnons pas plus de détails
sur cette méthode pour plusieurs raisons: nous n’en avons pas plus et il a été montré 1’équi-
valence de cet algorithme avec celui la PLS multilinéaire décrite au paragraphe 4.3 lorsqu’il
n’y a qu’une variable ou matrice a expliquer (DE JONG, 1998).

Pour décrire briévement cette méthode, il est nécessaire de spécifier quelques notations
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supplémentaires. On note ¢ la composante suivant le premier mode (vecteur de taille 1), w’ et
wX les vecteurs de poids correspondant aux deux autres modes pour les prédicteurs. On note
u la composante suivant le premier mode, gM, gN les vecteurs des poids pour les deux autres
modes pour les réponses du cube Y.

L’algorithme

étape 1: initialisation
On pose u égal a la premiére colonne de Y. De plus, on fixe les vecteurs de poids
w?, WX, gM et ¢N égaux respectivement aux vecteurs unitaires 1;, Ig, Iy et 1y.
étape 2: calcul des poids explicatifs
wl(j) = u'X;wX ot X; est la j®M¢ tranche latérale du cube X et w’(j) le jieme
élément du vecteur w?.
normer w? & 'unité
wh(k) = v/ Xpw?
normer wX a 1'unité

Remarque: les vecteurs des poids utilisés & droite dans ces 2 égalités sont les poids venant
de I’étape a précédente (ou de l'étape d’initialisation lorsque a = 1).

étape 3: calcul de ¢
() = WX X0’

étape 4: calcul des poids réponses
M (m) = t'Yy,gN
normer ¢M & Punité
qN (n) = tIYnM
normer gN & l'unité

Remarque: les poids utilisés & droite dans ces égalités sont les poids venant de 1’étape a
précédente (ou de I’étape d’initialisation lorsque a = 1).

étape 5: calcul de u
u(i) = ¢V'YigM
étape 6: test de la convergence
Si deux itérations successives donnent la méme valeur pour tous les vecteurs, la

procédure a convergé.
S’il y a convergence, passer 3 1’étape 7; sinon retourner & ’étape 2.

étape 7
b=1t'u/(t't)
b est le coefficient de la régression de u sur t.
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étape 8: calcul d’une matrice P afin d’obtenir des composantes ¢ orthogonales
calcul de P, de taille J x K, telle que vec(P) = X't/(t't).

d = ||P|| = tr(P'P) = vec(P)'vec(P), normer P
t = td; w = w!/Vd; WK = WK /Vd

Remarque : on peut garder des poids de longueur 1 en ne normant pas P et en ne les trans-
formant pas.

étape 9: calculs des résidus
X;=X;, —t(i)P
Y; =Y - bi(i)gMg"

étape 10: passage a I’étape suivante
Si la derniére composante n’apporte que peu d’information, on arréte la procédure.
Sinon, on calcule les composantes de I’étape en utilisant les résidus calculés & 1’étape
9.

4.3 Multilinear PLS: NPLS

Cette méthode est notée en abrégé NPLS, la lettre N faisant référence au nombre de modes
du cube explicatif. Elle a été proposée par BRO (1996) comme généralisation directe de la
régression PLS usuelle de 2 tableaux.

La NPLS s’applique & des hyper-cubes de tous ordres et le modéle de reconstitution de X est
multi-linéaire. Dans le cas de cubes de données, les modéles sont tri-linéaires.

Elle présente ’avantage d’avoir la principale propriété de PLS, c’est-a-dire de maximiser la
covariance entre les composantes associées aux cubes prédicteurs et réponses.

En comparaison avec des méthodes de type MPLS, c’est-a-dire ou les cubes sont dépliés en
matrices, l'algorithme de NPLS est plus rapide, car il y a moins de paramétres & estimer,
surtout lorsqu’on est en présence de grandes dimensions, (> 100) ce qui est fréquent en
chimiométrie. Toutefois & cause des contraintes plus fortes imposées pour NPLS, on perd un
peu au niveau de ’ajustement.

Comme en LTD, des composantes associées au mode commun des deux cubes et des vecteurs
de poids associés a chacun des autres modes sont recherchés. Les notations sont les mémes
que celles utilisées pour décrire la LTD.

Dans la suite nous nous placons dans le cas ol les cubes sont d’ordre trois, c’est-a-dire des
tableaux & trois entrées.

La PLS Multi-linéaire, comme la PLS, est un probléme de maximisation d’un critére de
covariance:

maz cov(t,u),
wl ,wK M gN

tel que les quatre vecteurs de poids soient de norme unité, et ol les composantes ¢ et u,
appartenant 3 IR, sont de la forme, pour i = 1,...,1: (i) = t; = 25:1 215:1 xijkw;w,’c( et

. M N
(i) =t = Y1 Don—1 Yimndmdn - \
Si on note X; (resp. Y;) la i*™€ matrice de taille J X K du cube X (resp. la i*™® matrice de
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taille M x N du cube Y), alors on peut écrire ces expressions sous forme matricielle :
!
ti = w’ X0k

et

u =g YigN, Vi=1,...,l.

Ce qui peut encore s’écrire t = [X; -+ Xk| (wX®@w!)etu=[¥7 -+ Yy](¢"®¢"), ou
® est I'opérateur du produit de Kronecker.

La résolution de ce probléme se fait grace & un algorithme itératif, détaillé pour le cas d’une
seule variable réponse y ou d'une matrice de variables réponses Y, dans (BRO, 1996, 1998) et
discuté dans (SMILDE, 1997) pour le cas d'un seul y.

Justification de ’utilisation de 1’algorithme

Nous allons ici montrer que les vecteurs de poids calculés dans ’algorithme ci-aprés sont
bien solutions du probléme de maximisation de cov(t,u) sous les contraintes de norme unité
pour les vecteurs de poids w?, wX, ¢gM et ¢N. Cette démonstration nous parait nécessaire car
elle ne figure pas dans les articles de références.

Le critére & maximiser peut étre écrit suivant les expressions:

|
cov(tu) = Z tigM YigN
i=1
|

= Ztin’Yi'qM(car c’est un réel donc égal a son transposé)
i=1

[
!
= E uin Xin
i=1

|
_ K' y1, ] A :
= ww" X;w’ (pour la méme raison)
i=1

Ainsi, en utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange et les notations usuelles :

(0] ' 1 amM ' aN ’
con(tn) — B () 1) — (KWK 1) DM M 1) - (NN ),
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on obtient les équations normales :
[
VL = Zuin X; — akw® =0
i=1
[
VL = Zuin X! — ajw’ =0
i=1
[
Ul = Y tig"Y —amg™ =0
i=1

|
VL = ZtiqM’Y; - aNqN =0
=1

q
Wl =1 = 0
WK —1 = 0
Mg -1 = 0
MM-1 =0

On en déduit par quelques manipulations simples que les multiplicateurs doivent vérifier
ay = ak = ay = aym = a = cov(t,u) et les quatre équations aux valeurs propres suivantes,
pour que les solutions existent :

[ [
2, o
o‘w E ug, Xiy E Uiy X, w

11=1 12=1
I I
2 K ! K
awh = i uilXiIE Uy Xy W
11=1 12=1
I I
2 M 1M
a‘q’ = E tilYilE 1i,Y;,q
11=1 ia=1
I I
2 N ' N
a'qn = E i, Yy, E tiy Yinq
11=1 =1

En remarquant que 22:1 w; X; = Z,, et 22:1 t;Y; = Z; (voir l'algorithme), on retrouve bien
les équations aux valeurs propres cherchées.

S’ils existent, les vecteurs de poids ¢V, g™, wX et w? sont respectivement les vecteurs propres
normés associés a la plus grande valeur propre commune « des matrices Z;Z, ZyZ;, Z} Z,,
ZyZj, car « est aussi le maximum du critére.

L’algorithme pour un cube X et un cube Y

Rappelons les notations:
Le cube de variables explicatives X est de dimension | x J x K, le cube de variables réponses
Y est de dimension | x M x N.



4.3 Multilinear PLS: NPLS

Le nombre total de composantes retenues est noté A et I’indice courant a.

Les vecteurs des poids associés & X sont notés w) et wX et ses composantes #,.

Les vecteurs des poids associés & Y sont notés q(';" et q('l\' et ses composantes u,.

On pose w, = WX @ wl, et ¢, = ¢ ® ¢V, ot ® est le produit Kronecker.

Onnote XO =xX=[X; ... Xc] et YO =Y=[V7 ... W]

Enfin, T, = [t1 ta], U, = [u1 ua], Q. = [ql qa], W, = [wl wa],
bo = (T0T,) T u,, et B, est la matrice triangulaire supérieure de taille a x a formée des
vecteurs by a b,.

étape 0: prétraitement des données
Centrer en colonne les deux cube X et Y, d.e. Y Tijx = D ; Yimn = 0.

étape 1: initialisation

U, est égal & une variable de yle—1),

étape 2: calcul de Z,
Calculer la matrice Z, telle que vec(Z,) = X D'y,

Cestetndire Z, = [X& D, . XE V).
Remarque: on a aussi vec(Z,) = [vec(Xfa_l)) vec(Xl(a_l))] Ug.

étape 3: calcul des poids
wy et wX sont les premiers vecteurs singuliers & droite et & gauche de norme unité
de Z,. C’est-a-dire, ils sont respectivement les premiers vecteurs propres de normes
unité de 2,7, et Z}, Z,.

étape 4: calcul de ¢,
te = X Dy,

-1 . .
Remarque: t, = Z,':Zl waKkX ,Ea )wé: somme pondérée de «composantes partielles».

étape 5: calcul de Z;

vec(Zy) = Yo'ty cest-a-dire Z; = [Yl(a_l)lta Y,\(,a_l)’ta].

Remarque: vec(Z;) = [vec(Yl(“_l)) Uec(Yl(a_l))] ta -

étape 6: calcul des poids associés a4 Y
q2" et q('z\I sont les premiers vecteurs singuliers & droite et & gauche de norme unité
de Z;. C’est-a-dire, ils sont respectivement les premiers vecteurs propres normés de
ZtZ£ et ZéZt

étape 7: calcul de u,
Ug = Y(u_]-)qa

étape 8: convergence de u,
Si, en norme, u, s’est stabilisé ou si le nombre maximal d’itérations est atteint,

continuer.
Sinon, reprendre a I’étape 2.
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étape 9: calcul de B,
bo = (ToT,) ' Thug
bf = [0} 0...0], vecteur de longueur a, pourl =1,...,a — 1.
By =1[b; ... b_y bl

étape 10: calcul des prédictions
Y% = T,B,Q',. Y est de dimension | x MN.
Pour obtenir ia, il suffit de «replier» correctement ye.
X = X0 4 tow) = 30 taw!, = T,W!. X est de dimension | x JK. Tl suffit de
«replier» correctement cette matrice pour obtenir Xa.

étape 11: calcul des résidus
E®a = X — X de taille | x JK,
EY =Y — Y4 de taille | x MN.
Si on veut des composantes supplémentaires, passer a 1’étape 12. Sinon, s’arréter.

étape 12
Poser X(0) = E7¢ ot Y(2) = Evo.
a = a+ 1 et recommencer & partir de ’étape 1.

D’aprés son auteur, cet algorithme est généralisable pour des cubes explicatifs et réponses
d’ordre supérieur. Cependant, ’algorithme correspondant n’est détaillé nulle part.

Nous avons déduit I’algorithme présenté du programme MATLAB® de Bro qui est en
diffusion libre sur internet . Celui-ci fonctionne pour un cube explicatif d’ordre inférieur ou
égal & cinq, et pour un cube réponse d’ordre inférieur ou égal & trois.

La reconstitution XiA de la matrice X;, s = 1,...,l, i®™€ tranche horizontale du cube de
prédicteurs X va alors s’écrire :

A
TA J K
X; = E taiwaw,
a=1

et la modélisation 17,;“ d’une matrice Y,, n =1,...,N, du cube réponse Y va s’écrire:
A
Yo=Y Prudq ®q))+EL.
a=1

Le systéme des composantes {t,}, ne forme pas, a priori, un systéme orthogonal. Ceci,
a notre avis, est le gros inconvénient de cette méthode. En effet, chaque étape a n’explique
pas une part différente de l'information contenue dans X et Y. Contrairement & la régression
PLS, qu’elle «généralise», les modeéles issus de la NPLS ne se décomposent pas en une somme
de modéles partiels orthogonaux qui est une de ses principales propriétés.

T URL: http://www.models.kvl.dk/sources/
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Les systémes des poids {w3}, et {wK}, ne sont pas orthonormés, les poids sont seulement
normés. De méme pour le systéme {w,}q = {wK ® wi}a.

Le modéle YA peut s’écrire de la forme XBA, ou X = [Xl eee XK]. En effet, il est facile
de montrer qu'une composante t, s’écrit (SMILDE, 1997) :

a—1
to=X [H (I - wlw;)] We-
I=1
Ainsi, en notant W la matrice de dimension JK x A, [wl [ f:_ll (I - wlwf)] wA], on a
YA = XWaABAQ\ = Xfa.

Si un nouvel échantillon X, est mesuré, matrice de taille J x K, on peut ainsi prédire la ma-
trice Y}, M x N, correspondante. En effet, X est égale & [vec(X1)| ... |[vecX)]) et ved (Y}) =

ved (X)Ba.

De maniére analogue, il est possible de montrer que:

A a—1
wiw + Z {H (I- wlw{)} wawa] .

a=2 \[=1

XA=X

Dans la cas d’un unique y, DE JONG (1998) donne quelques éléments de calculs et montre

que ’application de la méthode LTD ou NPLS permet d’obtenir les mémes modéles d’ajuste-
ment pour y. Il arrive & montrer que les composantes ¢, issues des deux méthodes engendrent
le méme espace, celles de LTD formant une base. Il montre aussi que les vecteurs de poids w? et
wX issus de ces deux méthodes sont égaux. Sa démonstration est basée sur le fait que leur cal-
cul ne dépend pas de la déflation de X. C’est-a-dire, il montre que y(@=D X (@-1) = ¢(a=1)" x
qui est la seule quantité nécessaire au calcul de w. Il n’est pas nécessaire de déflater X pour
calculer les composantes (car il est possible d’écrire T, = XW,,). On peut donc aussi dire que
le type de déflation appliqué & X importe peu au calcul de w.
Remarquons simplement que De Jong dit au début de sa publication que tous les résultats
qu’il montre dans le cas d'un unique y sont aussi valables pour Y et Y, sans toutefois donner
des éléments de démonstration. Or, sur une application numérique, nous avons constaté dans
le cas de réponses cubiques, que les quantités X'u, et X (a=1)"y, ne sont pas égales, sauf si
I’on arrondit au nombre entier! Nous en déduisons donc que w dépend de la déflation de X.
Cependant, il reste & voir si une autre démonstration ne permettrait pas d’affirmer que NPLS
et LTD fournissent les mémes ajustement des réponses et les mémes w.

4.4 Régression sur les facteurs de PARAFAC

Nous pensons que cette technique doit étre citée bien qu’elle ne présente aucune propriété
particuliére. Sa description est immeédiate.
Proposée par GELADI, XIE, POLISSAR & HOPKE (1998), elle combine une méthode de dé-
composition d’un cube, PARAFAC avec la contrainte d’avoir des facteurs positifs, (Positive
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F1G. 4.2 — Régression sur les paramétres de PARAFAC.

. PARAFAC R
m C
1 1
1
: B,
X R
A
|
Tty M tita ta 1 e R

Matrix Decomposition (PAATERO & TAPPER, 1994; PAATERO, 1997)) et la régression PLS de
deux matrices. Elle s’applique donc & un cube de prédicteurs et une matrice de réponses.
Dans leur papier, ils donnent des exemples ot cette technique a été employée sur des données
de chimie environnementale.

Le principe est le suivant (Fig.4.2): décomposer de fagon trilinéaire les prédicteurs X a l'aide
de CANDECOMP /PARAFAC (chapitre 1.2) sous les contraintes que tous les facteurs (A, B
et C) soient non négatifs, et effectuer une régression PLS du tableau réponse Y sur la matrice
des facteurs du premier mode A.

Rappelons que les R facteurs de la matrice A associée au premier mode sont une combinaison
linéaire des variables de X. Notons A = XW ou A est taille | x R, X = X| est le tableau déplié
le long du troisiéme mode, et W est de taille JK x R et dépend de B et C. La régression PLS
de Y sur A entraine ’écriture du modéle de rang A de la forme:

A~

YA = ApA

XWpA.

Ainsi, le modéle PLS peut s’écrire en fonction des variables initiales.

4.5 Multiway Covariates Regression Models

SMILDE & KIERS (1999) proposent de généraliser aux cas de tableaux & trois entrées la
méthode de régression de DE JONG & KIERS (1992) («Principal Covariates Regression Mo-
dels» ). Nous conserverons, pour simplifier, son nom anglais «Multiway Covariates Regression
Models», noté MWcovR.

Les modéles sont décrits pour le cas de deux cubes d’ordre 3, mais peuvent étre étendus aux
cas de cubes d’ordre supérieur (hyper-cubes), en particulier pour plus de deux cubes d’ordre
3 (SMILDE, WESTERHUIS & BOQUE, 2000).
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Elle difféere des méthodes MPLS, NPLS, et LTD, vues précédemment dans ce chapitre, en
plusieurs points: les A composantes sont calculées en méme temps, au cours d’une seule et
méme étape, contrairement aux méthodes de type PLS qui les calculent une par une, et au-
cune structure n’est imposée aux cubes (pas d’orthogonalité).

Le but premier des modéles MWcovR est d’expliquer un cube Y par un cube X. Mais avec un
choix approprié des parameétres, les modeéles de type TUCKERI1,2,3 et PARAFAC peuvent
étre retrouvés pour X et/ou Y.

Pour déterminer les modéles, un probléme de maximisation est résolu ot les cubes X et Y
sont préalablement dépliés en matrices le long du premier mode X =X, et Y =Y;:

maz (aR% + (1 — @)R%),

oll « est un réel fixé entre 0 et 1, W, KJ x A, la matrice des poids des composantes (A = XW,
I x A) et les coefficients R?X et R%, exprimant le pourcentage de variance expliquée par les
modeéles, s’écrivent de la maniére suivante:

Ry = 1-|X - XWHx[?/|X]|?
Ry = 1-|lY - XWHy|?/|Y?.

Les matrices H 3( et H{, peuvent étre choisies suivant différentes expressions pour retrouver
lécriture des modéles PARAFAC, TUCKERI1, TUCKER2, ou TUCKERS3 (voir KROONEN-
BERG & DE LEEUW, 1980; KROONENBERG, 1983, voir aussi §I-1.1, I-1.2) pour X et Y.

Les modéles de reconstitution des réponses et des prédicteurs s’écrivent alors sous la forme::

X = XWH%+ Ex
Y = XWHy + Ey,

ol Ex et By sont les matrices d’erreurs.

SMILDE & KIERS (1999) montrent que ce probléme de maximisation est équivalent au
probléme de minimisation

min (B[ X — XWHy|* + (1 - B)|Y — XW Hy|*) (4.1)
qui peut également s’écrire sous la forme
min ||Z — XWU'|]?,
w
ot les matrices Z et U sont définies implicitement par (4.1) et 8 = (a||Y]|?)/(a|Y |2 + (1 —
@)||X||?) est compris entre 0 et 1. Cette derniére expression du critére étant la plus pratique,

elle est utilisée pour résoudre le probléme d’optimisation initial, & l'aide d’un algorithme de
type Moindres Carrés Alternés (voir algorithme ci-aprés).

Pour choisir la valeur de « la validation croisée est une méthode appropriée. Cependant,
cela peut prendre énormément de temps. Dans ce cas, les utilisateurs devront choisir une
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valeur de « suivant leur connaissance personnelle des données.

Si @ = 1, on se rameéne & I’étude du cube X par les méthodes de TUCKER ou PARAFAC.
Si l'on choisit & = 0, on se raméne & 1’étude du cube Y par les méthodes de TUCKER ou
PARAFAC avec la contrainte que les composantes A, | X A, appartiennent a ’espace engendré
par les colonnes de X.

Lorsque les prédicteurs et les réponses sont deux matrices X et Y, MWcovR est exactement
la méthode des Principal Covariates Regression Models (DE JONG & KIERS, 1992).

L’algorithme

Cet algorithme est tiré de (SMILDE & KIERS, 1999).
11 s’agit d’un algorithme aux moindres carrés alternés qui va minimiser la fonction de perte

fw) =1z - xwuv'|?

ou Z=[BX 1=pY]etU=[VBHYy +1-pBH}].

Choiz de Px et Py

Selon le type de modeéles (TUCKER ou PARAFAC) que ’on désire pour X et Y, il faut choisir
la maniére dont vont étre calculées les matrices H% et Hy, .

e Pour un modéle de type TUCKER 3 pour X: HYy = Gx(C% ® BY). Gx, A x QR, est la
juxtaposition des tranches frontales de la matrice noyau correspondante de taille A x Q x R.
e Pour un modele de type PARAFAC pour X: Hy = Ia(C% ® BY). Ia, A x AA est la juxta-
position des tranches frontales du cube identité de dimension A x A x A.

e Pour un modéle de type TUCKER2: H = Gx(Id® BYy). Gx, A x QK| est la juxtaposition
des tranches frontales de la matrice noyau correspondante de taille A x Q x K.

e Pour un modéle de type TUCKER1: Hy = Gx. Gx, A x JK, est la juxtaposition des
tranches frontales de la matrice noyau correspondante de taille A x J x K.

Les matrices G x sont les matrices noyaux correspondant a chacun des modeéles et Bx, J X Q,
et Cx, K X R, sont les matrices des facteurs des modes 2 et 3 correspondants & chacun des
modéles (voir chapitre 1.1). Dans le cas de modéles PARAFAC, By et By sont respectivement
de taille J x A et K x A.

Hy s’établit de la méme facon que Hyx en remplacant les indices X par Y afin de définir des
facteurs (By et Cy) et une matrice noyau Gy pour Y.

étape 1: initialisation
Initialiser W, Bx, By, Cx, Cy.

étape 2
Mettre & jour les matrices noyaux Gx et Gy

étape 3
Calculer la valeur de la fonction de perte: foq.

étape 4
Calculer W en minimisant fyq(W): W = XTZU'*. Le symbole ™ désigne linverse
généralisé de Moore-Penrose.

étape 5
Mettre a jour les matrices noyaux Gx et Gy .
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étape 6
Calculer Bx et By avec 'algorithme TUCKALS sur X et sur Y.

étape 7
Calculer Cx et Cy a l'aide de 'algorithme TUCKALS.

étape 8
Calculer la valeur de la fonction de perte: fpew-

étape 9
Comparer foq & frew- 9’1l y a convergence, s’arréter. Sinon, retourner a 1’étape 4.

Cet algorithme correspond au ou cas on veut avoir des modeles de TUCKERS3. Dans ce
cas, rappelons que la mise & jour des matrices noyaux aux étape 2 et 5 (voir chapitre 1.1) se
fait par Gx = (XW)'X(Cx ® Bx) et Gy = (XW)'Y(Cy ® By), comme dans ’algorithme
TUCKALS (§1.1). Ainsi, lorsque W est mis & jour a l’étape 4, les matrices noyaux changent,
d’ol1 leur actualisation & I’étape suivante.

L’initialisation (étape 1) peut se faire de plusieurs fagons. En particulier, en choisissant
les Bx, Cx, By et Cy comme étant les matrices des vecteurs singuliers des tableaux Xj, Xk,
Yu et Yy, comme cela est fait dans les méthodes de modélisation de type TUCKER. Quant &
W, elle peut étre choisie comme la matrice des A premiers vecteurs propres de X|X; : cela cor-
respond & l'initialisation des facteurs associés au premier mode dans les modeéles de TUCKER.

Pour avoir des modeéles de type PARAFAC, les étapes 6 et 7 sont changées en étapes
PARAFAC/CANDECOMP appropriées; et les étapes 2 et 5 sont omises (voir chapitre 1.2).

D’aprés ses auteurs, cet algorithme est décroissant monotone et borné par 0.






Chapitre 5

Régression multi-blocs

Sous les termes de «régression multi-blocsy», nous regroupons les méthodes mettant en jeu
un ensemble de tableaux de données mesurés sur mémes | individus soit du c6té des prédic-
teurs soit du coté des variables réponses, soit des deux cotés. Ainsi, la modélisation d’une
variable y seule par un ensemble de tableaux X} de variables explicatives, reléve de la ré-
gression multi-blocs (ou multi-tableaux). De méme, pour 'explication d’un ensemble de N
tableaux réponses Y;, par un seul tableau de variables explicatives X.

En pratique, en chimiométrie, la question est presque toujours de modéliser, dans le but de
prédire ensuite, une unique variable réponse y par un ensemble de tableaux de variables ex-
plicatives. Les modéles multi-blocs sont utiles dans ce cas pour éviter de sélectionner une par
une les variables explicatives trés nombreuses si on utilisait un modeéle de régression multi-
variables tel que celui de la régression PLS usuelle. L’aspect «groupe» des variables permet
de simplifier 'interprétation du modéle en étudiant les différents groupes et non les différentes
variables et de sélectionner des groupes de variables explicatives importantes (voir chap. 6.3.2)
plutot que de choisir les variables. 11 est bien siir possible que les modéles multi-blocs obtenus
soient un peu moins explicatifs que des modéles de régression multi-variables usuels, mais
Iinterprétation devrait étre plus aisée.

Il y a un autre domaine ol les méthodes de régression multi-blocs peuvent étre utiles: ’ana-
lyse sensorielle. En effet, dans ce domaine, il est d’usage de résumer les tableaux de données
avant de faire des régressions multi-variables pour expliquer, par exemple, des évaluations
sensorielles de produits établies par des consommateurs, par des évaluations sensorielles de
ces mémes produits par des experts (voir I'application III-5). L’évaluation, selon un attribut,
des différents produits donnée par plusieurs consommateurs ou experts constitue a chaque fois
un tableau. Résumer ces tableaux peut conduire & des pertes d’informations. Les méthodes
multi-blocs sont bien adaptées pour éviter cela. Malheureusement, elles sont encore trés mal
connues en France dans ce domaine de recherche qu’est ’analyse sensorielle.

Ce chapitre est le plus important en volume. Nous avons essayé de donner un maximum

de détails sur les méthodes issues de la littérature dont le but est d’expliquer un ou plusieurs
tableaux par un ensembles de tableaux prédicteurs.
Ces méthodes, APLS, MBPLS, HPLS, SPLS sont des méthodes algorithmiques et n’opti-
misent pas initialement de critére. Nous nous sommes attachés a retranscrire pour chaque
méthode ’algorithme présenté dans les publications initiales avec cependant parfois quelques
petites corrections d’erreurs puis a les commenter.

7
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Les différentes sections ne se déroulent pas toutes de la méme maniére. Nous avons essayé
de clarifier en général certains points de ces algorithmes et avons donné leurs propriétés et
Pécriture des modeéles obtenus, sans démonstrations, sauf si elles n’ont pas été données (ou
établies) dans la littérature.

Ce chapitre contient aussi des méthodes originales REMUB, ACIMO-PLS (VIVIEN & SABA-
TIER, 2001c¢), ACIMOG-PLS, les deux derniéres étant les versions dissymétrisées de I’ACIMO
et PACIMOG présentées aux chapitres 2.4 et 3.4. Contrairement aux méthodes issues de la
littérature, ces nouvelles approches sont toutes basées sur I'optimisation d’un critére de cova-
riance a chaque étape. Ces sous-parties sont beaucoup plus denses et structurées et contiennent
les démonstrations de toutes les propriétés et 'écriture détaillée des modéles.

5.1 Approche PLS: APLS

L’approche PLS, & différencier de la régression PLS, a été initialement proposée par WOLD

(1975, 1982, 1985) puis étendue par LOHMOLLER (1989) pour mettre en relation K matrices
X}, mesurées sur les mémes individus. Récemment elle a été reprise en frangais par TENEN-
HAUS (1999).
L’approche PLS est une méthode algorithmique dans laquelle on suppose que chaque tableau
Xy, est 'expression d’une variable latente. LOHMOLLER (1987) en a développé le programme,
LVPLS 1.8, fonctionnant sous DOS. 1l est disponible gratuitement sur le site internet de 1'uni-
versité de Virginie*.

Dans ’approche PLS, les tableaux Xy, | X Ji, sont supposés centrés et réduits. L’objectif

de l'approche PLS est d’estimer les variables latentes &, centrées et réduites, dont chaque
tableau X, est le reflet.
La premiére étape est de définir la nature des relations entre les blocs de variables et leur
variable latente, et entre les variables latentes elles-mémes. Ces relations de causalités sont
alors résumées par un schéma fléché. La figure 5.1 présente un réseau de causalité entre K
matrices explicatives et une matrice Y réponse. Ces relations sont exprimées ainsi :

e si X} est supposée étre une conséquence de &, Xj est un bloc réflectif. Alors, les variables
de X} sont reliées & leur variable latente & par la relation

X = &N + €k, (5.1)

oll A\; est un vecteur de taille Jp X 1 & estimer et ¢; un terme d’erreur d’espérance nulle et
non corrélé avec &g.

e Réciproquement, si le bloc X}, est supposé étre une cause de sa variable latente &, on dira
qu’il est formatif, et il est relié & &; par la relation t

§p = Xpmp + e (5.2)

oll 7 est un vecteur de taille Ji X 1 & estimer et e, un terme d’erreur d’espérance nulle et
non corrélé avec Xy.

* http://kiptron.psyc.virginia.edu/disclaimer.html
T Remarquons que sous cette hypothése &, est ce que nous avons ’habitude de nommer «composante».
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Fi1G. 5.1 — Un réseau de causalité avec K + 1 blocs réflectifs
GO
o[

G

Variable latente endogéne

.

variables latentes exogenes

Les signes des coordonnées des vecteurs mj et A\p peuvent éventuellement étre précisés par
I'utilisateur.

Ensuite, il faut décrire les relations entre les variables latentes. On note pour chaque variable
latente &g

K
& = Z Bree + Ck- (5.3)
=1
(r est une terme d’erreur d’espérance nulle et non corrélée avec les variables latentes expli-
catives, apparaissant & droite de I’équation. Les coefficients B¢ sont & estimer. Ils définissent
la liaison entre les variables latentes. Un coefficient By est posé nul si la variable latente &,
n’explique pas . En particulier, les fg sont nuls.
Cette relation définit donc les variables latentes exogénes (qui en expliquent d’autres) et les
variables latentes endogénes (qui sont expliquées par d’autres variables latentes).
L’utilisateur peut éventuellement préciser le sens des relations en imposant le signe ¢y de la
corrélation entre les variables latentes & et &p:
si 7(€k,€e) > 0 alors on pose cgp = cop = 1, si 7(€k,€e) < 0, cpe = cog = —1, et si Bg = 0 on
pose cir = cgr, = 0.
S’ils ne sont pas imposés, ils seront estimés par ’algorithme & partir des données.

Une fois ces hypothéses relationnelles faites, il s aglt d’estimer les variables latentes Sk.
Pour cela, sont définies les estimations dites externes, £¢ i» et les estimations dites internes, £ e

Les §k sont des combinaisons linéaires des variables:

&8 = Xpwr /|| Xpwk |- (5.4)

Les estimations f,ic sont liées aux estimations £; des variables latentes lies & {x :

&= D emli/ll D endil (5.5)

Lk, #0 Ltk e #0
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Les coefficients ey peuvent étre choisis selon trois schémas: le schéma centroide (proposé par
WoLD (1982)), le schéma factoriel et le schéma structurel (proposés par LOHMOLLER. (1989)).
Ensuite, les deux estimations, interne et externe, sont mises en relation, suivant I’'un des deux
modes dits A et B, afin d’obtenir les équations dites de stationnarités, qui permettent de
calculer é,ﬁ itérativement. Le programme LVPLS 1.8 propose plus de possibilités de relations,
en particulier, des relations non-linéaires. TENENHAUS (1999) propose un troisiéme mode,
mode C, qui consiste a effectuer la regresswn PLS de 5 & sur les { 7 qui lui sont liées.

Enfin, on estime Ay, 7y et By; par /\k, 7y, et ﬂkz, & ’aide de régressions ordinaires. Finalement,
on aboutit aux modéles suivants pour les blocs endogénes (c’est-a-dire réponses) :

Xp= Y (BuXwi)pi

i=1,...,K|¢;x#0

Les détails techniques sont donnés dans ’algorithme, ci-aprés. Des exemples sont traités dans
(TENENHAUS, 1999).

Ce dernier montre comment on peut retrouver la régression PLS, et la premiére composante
de ’ACP, de I’Analyse Canonique, de I’Analyse de Redondance (TENENHAUS, 1995), des
Analyses Canoniques Généralisées de Horst (HORST, 1961) et Carroll (CARROLL, 1968).

L’algorithme

étape 0: schéma de causalité
Définir la nature des matrices Xy (réflectifs ou formatifs) et de leurs variables

latentes & (endogéne ou exogéne).
Définir les liaisons (5.3) entre les variables latentes.

étape 1: choix du calcul de ey
e Les estimations externes: {k = Xypwi /| Xgwg|-

e Les estimations internes: fk = ZZ\Z;ék co 0 ekgfk/H Zae;ék cop 0 ekgfz II.

Avec: | .
e schéma centroide:

ex;i = Ck; ol les cgy non nuls sont fixés par l'utilisateur égaux a 1 ou —1, ou
bien seront estimés par le signe iy de la corrélation entre é,‘z et ég

e schéma facto;ieAl :

exe = Tre = cor(&5,65).

e schéma structurel:

exe = bre si & explique &, ou les bgy sont les coefficients de la régression
multiple de ég sur {A}Z, estimations internes des &, qui expliquent &,

exe = Te Si & est expliquée par .

étape 2: choix de la relation entre ¢ et &
e Mode A:

& = Xip X3 &L /1 Xk X 60|
Condition de stationnarité:

G=XeXp Y. edi/IIXnXp > enil
e|ﬁ¢k,0kl7ﬁ0 @M#k,cu#o
Ainsi, wy = Xp&L /1 Xk XY 2010k, 00,20 €0EE -
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e Mode B:
&r = Xp( X3 X3) T X6 /|| X0 (X7 X k) T XL
Condition de stationnarité:

&= Xp(XGpXe) "X YD endf/IXR (X XR) X Y el
ZV?HC,CM#O ZM:/ékackl?éO

Ainsi, wy, = (XfXk) ™ XRER /N Xk (X5 X0) T X0 D 10k e 20 €R0EE -

étape 3: estimation de &
e Initialiser les é,‘é : AZ(O) =X ,%, premiére colonne de Xj.
e Jusqu’a convergence des é,i, actualiser éz(a), de litération courante, grice a
I’équation de stationnarité choisie & ’étape 2, en utilisant les estimations éz(a_l), de
Iitération précédente, des variables latentes qui lui sont liés.

étape 4: estimation des coefficients \;, 7 et Gy
Les coefficients estimés S\k (resp. 7ry) sont obtenus par la régression de zgy, variable
h de Xj sur fg, (resp. de fg sur Xy).
Les Bki sont donnés par la régression multiple de fg sur les éf qui lui sont liées:

& = Zﬁlﬂkﬁéo Pre&i-

étape 5: si les ¢y sont fixés a priori:
Vérifier que les cpe sont égaux aux r(&5,£7).

étape 6: modéles pour les matrices réponses (endogénes) :
e Régression des X}, endogenes sur & :

Xy, = &pj-
e Expression des modéles:

Xi=> (BreXews)p-
£ cor#0

-

Si on le désire, le programme LVPLS 1.8 propose de calculer des variables latentes d’ordre
supérieur en utilisant les déflations de tous les blocs X}, sur & ou seulement celles des blocs

réponses.

On peut trouver une application récente de ’APLS ainsi que les détails pour 'utilisation

du programme LVPLS 1.8 dans (CHATELIN, VINZI & TENENHAUS, 2002).

L’Approche PLS fait des méthodes connues sous le nom de «path modeling with latent
variablesy. Parmi ces méthodes, il y a une autre maniére de procéder a l'estimation des
variables latentes, en utilisant ’approche du maximum de vraisemblance. Le logiciel LISREL®

(JORESKOG & SORBUM, 1984) fonctionne ainsi.
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5.2 Multi-Block Regression: MBPLS

WANGEN & KOWALSKI (1988) ont introduit un algorithme PLS pour de multiples blocs
basé sur un algorithme tout d’abord présenté par S. Wold, H. Martens et H. Wold, qui porte
le nom de «The SW-Harald-HW multiblock algorithmy» dans (WoLD, 1984). On notera cette
méthode MBPLS.

La MBPLS permet de mettre en relation plusieurs groupes de variables, c’est-a-dire plu-
sieurs matrices. On peut avoir des tableaux seulement prédicteurs, des tableaux seulement
réponses et d’autres qui sont a la fois prédicteurs et réponses. Comme dans ’approche PLS,
on définit des relations entre eux, mais ici, I’algorithme est de type NIPALS. L’algorithme
étant assez lourd, nous détaillerons ici deux situations: le cas ot on posséde un
ensemble de N blocs réponses Y, et plusieurs blocs explicatifs Xi,...,Xk et son
cas particulier lorsque N = 1. Ainsi, ’algorithme que nous donnons est un cas particulier
de l'algorithme général auquel le lecteur devra se référer pour une situation plus complexe
(WANGEN & KOWwALSKI, 1988).

La MBPLS est une méthode «component-wise», des composantes sont calculées étape
aprés étape. Le passage d’une étape a & la suivante, se fait par l'utilisation des déflations
des tableaux X et Y,, sur des composantes. WANGEN & KOWALSKI (1988) ont proposé des
déflations des blocs sur leur propre composante. Dans la littérature, le terme «block score de-
flation» est employé pour désigner ce type de déflations. Dans le cas ot N = 1, WESTERHUIS
& COENEGRACHT (1997) proposent d’utiliser plutét la déflation des tableaux sur la super-
composante associée aux prédicteurs (combinaison linéaire de toutes les variables explicatives)
en montrant qu’ainsi les modéles sont plus explicatifs.

A chaque étape a, deux composantes par bloc et les vecteurs de poids associés sont calculés :
une composante qui «expliqugy €tuetetdfui est «expliquée» (uf et u,,). Ces deux types

de composantes sont présentes pour décrire les caractéres «prédictify et «réponse» de chaque
bloc. De plus, des super-composantes explicatives (combinaison linéaire de tous les prédicteurs
de Y,,) et réponse (combinaison linéaire de toutes les variables expliquées par Xj), tr,, et up,
associées aux matrices T = [t1,... tkuf,... uk] et U = [u1,...,un,tY, ... t}] sont calculées.
Toutes ces composantes sont calculées de maniére itérative, comme dans 1’algorithme NIPALS.

5.2.1 Cas de K tableaux explicatifs et N tableaux réponses

Nous allons ici reprendre 1’algorithme initial pour un ensemble de tableaux prédicteurs Xy
et un ensemble de tableaux réponses Y.

Nous notons t; et uj les composantes «explicatives» et «réponses» de Xj. Et th et up
celles de Y,,. wy, sera le facteur associé & Xj, et tg, ¢, celui associé & Y,et u,. Enfin, nous note-
rons 1, et wry, la super-composante explicative et le super-facteur respectivement associés
a'Y, et uyy et cyy la super-composante réponse et le super-facteur associé a Xj.

Cet algorithme est illustré par la figure 5.2.
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étape 0: initialisation
On fixe u,, et t; égaux a la variable de Y;, et X}, ayant respectivement la plus grande
variance.

étape 1: calcul des composantes «explicatives»
th = u, car Y, est un tableau réponse.

X prédisant tous les Y, une super-matrice U est utilisée pour calculer les super-
composantes.
aNU = [ul, e UNSE ,tm = [u1,. .. uN UL, - -« UN].
cuk = U'ty, cur = cui/llcugll-
uU,k: = UCU,k-

W = X]ICU,U,]C.
wy = wy/||wk |-
tk = kak-

étape 2: calcul des composantes «réponses»

uy =ty (car les X} ne sont pas prédits).

Y étant prédit par plusieurs tableaux, on utilise des super-composantes tr,, et super-

facteurs wr .

Q T = [t1| A |tK|’U,'ﬂ A |uf(] = [t1| A |tK|t1| “ee |tK].

Wrn = Tlun; Wrn = wT,n/HwT,nHa

tT,n == TwT,n.

cn =Y'trn; cn = cnfllenll-

Up = Ypcn(= th).
On teste la convergence de u, et t;: s’il y a convergence, on passe a ’étape 3, sinon on re-
commence a ’étape 1.

étape 3: calcul des «loadings» prédicteurs
P = Xyt / (tite)-

étape 4: calcul des coefficients de régression
Yy, est prédit par T': brp = uptrn/(tr ,trn)-

étape 5: calcul des résidus
Ey = Xy — tgp), = Xy — Py, X,
En =Y —iinc, =Y — Py, Yy, o dy est Vestimation de un : tin = brntrpn. -

Si I’on désire des composantes supplémentaires, on reprend l'algorithme en utilisant les résidus
E, et E, ala place de X et Y.
Comme les composantes uj, sont égales a ¢, et les composanfea iy, il revient exactement
au méme de ne pas les calculer et de remplacer les lignes de 1'algorithme précédées de # par
T = [t1 tK] et U= [u1 uN}. C’est a cette derniére définition de I'algorithme que
nous ferons référence par la suite.

Cet algorithme de semble pas optimiser un critére a chaque étape. Cependant, nous avons
remarqué que cet algorithme est équivalent & effectuer itérativement les K+ N régressions PLS
de U sur Xj et de Y, sur 7', jusqu’a convergence des composantes tj et u,. En effet, il suffit
de montrer que les vecteurs de poids vérifient le probléme aux valeurs propres de la régression
PLS:
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F1G. 5.2 — L’algorithme de la MBPLS pour K matrices explicatives Xy et N tableauz réponses Y,

C’U,l
c’U,K
PLS U wy,1 |UUK
V——»
b t u1 UN
X1 : - Xk Yi . : Yn
Wi & wi ch ch
tra| Q_/‘
T,1 TN PLS
: T
w
7.1 PLS
w’T,N
a la convergence de I’algorithme, ¢y et wy vérifient :
Ut Xpuvpllwr = XpUU' Xguwy, (5.6)
Ut Xpuvklleve = U'XpXpUcyy.
Grace a ces deux équations, tyuy g = ||[U'tg|| = || X uvkl- En effet:
t;c’u,U’k = w;cX]IcUCU,Ic

= w;cX,'CUU'tk/HU'tkH.
L’équation (5.6) et le fait que wy soit de norme unité meéne a:
truvg = wpwil| Xpuvkll
= [ Xyuvkll

De la méme maniére en utilisant I’équation (5.7) et ¢ ,cyx = 1, nous obtenons:

UlU,ktk = C’U,kUkak
= ppUXpXpuu /|| X uo il
= cygcurllUtell = [|U"t]|-

Ceci montre qu’a convergence (t,up)? est valeur propre de X, UU'Xy et U'X,X,U. De
maniére analogue, il est possible de montrer que (ultr,)? = ||T"un|| = ||Yitrn| est valeur
propre de Y, TT'Y,, et T'Y,Y,T associée respectivement & ¢, et wry. Les problémes aux
valeurs prpores & résoudre sont donc ceux de la régression PLS et (thupk)? et (ultr,)? sont
maximum. La figure 5.2 illustre [’algorithme.

Nous n’avons pas vu ce résultat dans la littérature.
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5.2.2 Cas de K tableaux explicatifs et un tableau réponse (N =1)

Lorsque N = 1, il n’y a plus qu’une seule super-composante ¢t = Z,le wr (k)ty. Ainsi,
tous les tableaux réponses Y, sont déflatés sur la méme super-composante tr.
WESTERHUIS & COENEGRACHT (1997) proposent de «déflater» aussi les tableaux Xy sur ¢r
au lieu de les «déflatery sur t;. Ainsi, disent-ils, la reconstitution des tableaux X}, est meilleure
en terme de variance expliquée. L’année suivante, WESTERHUIS, KOURTI & MACGREGOR
(1998) montrent que la MBPLS avec N = 1 ainsi utilisée, fournit des super-composantes &y
et u = uy identiques aux composantes de la régression PLS de Y sur le tableau conjoint
X =[X; --- Xg], puis WESTERHUIS & SMILDE (2001) donnent un nouvel algorithme qui
consiste & effectuer cette régression PLS, puis & en déduire les composantes par tableaux g,
et le vecteur des super-poids wr. A chaque étape a, ils proposent donc de suivre la démarche
suivante :

étape 1: PLS
Effectuer la régression PLS de Y sur X = [X1 XK], qui fournit tp = Xw,
u=7Yec.

étape 2: calcul des composantes par tableaux
wg = wk]/||wk]]| k=1,... K
tk :kak, k= 1,...,K .

étape 3: calcul des super-poids
! !
wr = [t1 tK] u/u'u
wr = wr/||wr|

L’étape suivante est ’étape du calcul des résidus (la déflation). Celle-ci est la méme que l'étape
5 de lalgorithme initial de WANGEN & KOWALSKI (1988) que nous avons exposé page 83, a
la différence prés que Xj, est projeté soit sur 5, comme dans l’algorithme initial, soit sur ir,
auquel cas By = X, — P, Xj.

Notons que dans ’étape 3, la division par u'u est inutile, puisque wr est réduit juste apres.

Cet algorithme montre que lorsque N = 1, la régression MBPLS n’est pas vraiment «multi-
blocs» : les composantes par blocs (t;) ne sont pas ajustées par tableaux. Elles sont simplement
déduites de la super-composante ¢ qui, elle, est optimisée pour le tableau X. Ici, les compo-
santes t; sont uniquement calculées pour donner des éléments d’interprétation supplémentaires
dans la régression PLS usuelle de deux tableaux. La figure 5.3 illustre cet algorithme. WES-
TERHUIS & SMILDE (2001) discutent aussi de la déflation a effectuer sur les tableaux Xj.
La déflation sur la super-composante aboutit & une meilleure reconstitution des X (WEs-
TERHUIS & COENEGRACHT, 1997), en terme de variance expliquée, mais ils soulignent le
probléme d’interprétation des résultats dus & la déflation sur cette super-composante t7: dés
la seconde étape, a = 2, 'information contenue dans tous les tableaux est mélangée.

Pour résoudre cela, ils proposent une nouvelle modification de 1’algorithme ot les X, ne sont
pas «déflatés», et ol les super-composantes ¢, sont orthogonalisées d'une étape a ’autre. Les
composantes par bloc, t; , = Xjwy 4 alors obtenues sont différentes des composantes issues de

'algorithme initial (ot ¢4 = X ,ga_l)wk,a). Par contre, les super-composantes sont les mémes.
Dans le chapitre 7.1 de cette partie nous montrons ce résultat d’une maniére différente de
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celle de ses auteurs.

Cette situation (N = 1) est la plus fréquente en chimiométrie, domaine ou est utilisée et ex-
plorée la MBPLS. De plus, cette méthode semble de plus en plus citée comme la méthode de
référence parmi les méthodes multi-blocs, la PLS hiérarchique (WOLD et al., 1996) n’ayant
pas fait ses preuves (chapitre 5.3). Il nous parait, a la vue, des résultats précédents que dans
ce cas précis, N = 1, elle n’est pas vraiment multi-bloc et que de nouvelles approches doivent
étre étudiées.

Fi1Gc. 5.3 — L’algorithme de la MBPLS pour K matrices explicatives et un tableau réponse Y

tr Xt Xk L —T |
PLS

t tx T
Lorsque I’on explique N tableaux par K tableaux, les composantes #j 1,. .. ,tx A sont ortho-

gonales, les autres ne le sont pas, A désignant le nombre de déflations effectuées, autrement
dit le rang des modéles. Lorsque N = 1, selon la déflation utilisée, ce sont soit les composantes
tk,1,-- - stk,A qui sont orthogonales (WANGEN & KOWALSKI, 1988), soit les super-composantes
tr1,...,t7, (WESTERHUIS & COENEGRACHT, 1997).

5.3 PLS hiérarchique : HPLS

Le nom de «PLS Hiérarchique» (HPLS) regroupe en fait plusieurs méthodes du méme type,
ayant des algorithmes trés proches les uns des autres et fournissant des résultats analogues.
L’histoire de cette méthode peut se trouver dans (WESTERHUIS, KOURTI & MACGREGOR,
1998). Nous détaillons briévement ici la derniére en date, proposée par (WOLD, KETTANEH
& TIESSEM, 1996), qui semble la plus citée.

La régression PLS Hiérarchique (HPLS) est une méthode proposée par WOLD, KETTANEH
& TJIESSEM (1996) comme méthode pour résoudre les problémes d’interprétabilité rencontrés
lorsque ’on veut modéliser une matrice de réponses par une matrice de variables explicatives
possédant 'une et/ou l'autre un grand nombre de variables, c’est-a-dire plus de 100. Cette
situation est fréquemment rencontrée en chimiométrie, avec par exemple des données issues
des spectres proches infrarouges (NIRS).

Daus ces situations, on cherche souvent a réduire et/ou a choisir le nombre de variables. Mais
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si on en supprime, on risque d’aboutir & des modeéles erronés et ne pouvant servir pour faire
de la prédiction. Aussi, 'HPLS consiste & utiliser un algorithme de type NIPALS sur des
ensembles de variables (X et Y;,) préalablement définies au sein de deux principales matrices
X et Y. Cet algorithme calcule simultanément, de maniére itérative, des résumés partiels (¢
et u,) des variables de Xj et Y, et des résumés globaux, c’est-a-dire des résumés de tous
les prédicteurs (t7) et de toutes les réponses (uy). Ces résumés (ou composantes globales ou
encore super-composantes), sont exprimées en fonction des résumés partiels.

L’algorithme est séparé en deux niveaux qui sont appelés le «sous niveauy et le «super-niveau».
Lors du sous-niveau, une composante par matrice (X et Y,,) est calculée ainsi qu’un vecteur
de poids par matrice. Les composantes explicatives constituent alors une matrice T et les
composantes réponses, la matrice U. Alors, le super niveau consiste & faire une régression
PLS de U sur T, qui fournit la super-composante t7, résumé de toutes les variables. C’est
ainsi que WOLD et al. (1996) présentent cet algorithme.

L’algorithme utilisé consiste & imbriquer plusieurs étapes de type NIPALS. En fait, lors d’une
étape a, les composantes partielles et la super-composante t7 sont calculées en méme temps.
C’est-a-dire, qu’il n’y a pas un algorithme itératif qui résout d’abord le sous-niveau pour en-
suite effectuer une PLS, mais un seul et méme algorithme itératif qui fait tout en méme temps
(WoLD et al., 1996).

A Tissue de cette méthode, le résultat est composé de plusieurs matrices de composantes
et de vecteurs de poids (une pour chaque matrice X et V) issues des sous-niveaux et de
super-matrices de composantes et de vecteurs de poids (une pour les réponses et une pour
les prédicteurs) issues du dernier super-niveau. On peut donc étudier les relations entre les
matrices X et Y (représentant toutes variables explicatives et & expliquer) & l’aide des «super-
résultatsy et les groupes de variables en particulier (X et Y;,) avec les résultats du sous-niveau.

Dans cette la version de 'HPLS décrite ici, les super-composantes explicatives sont or-

thonormeées entre elles: & chaque étape, on procéde par déflation des variables sur les super-
composantes précédentes.
La principale différence entre la HPLS présentée ici et les plus anciennes consiste justement en
Pintroduction de cette orthogonalité (WESTERHUIS et al., 1998). Notons que dans la premiére
version de ’HPLS les super-composantes n’étaient pas normées mais les super-poids 1’étaient
(WoLD, HELLBERG, LUNDSTEDT, SJOSTROM & WOLD, 1987).

L’algorithme décrit dans (WESTERHUIS et al., 1998) est celui de SLAMA (1991) lequel avait
alors rajouté l'orthogonalité de super-composantes par rapport a celui de (WOLD et al., 1987).

WoLD et al. (1996) proposent aussi un algorithme similaire pour une ACP multi-blocs
Hiérarchique (HPCA).

L’algorithme

Chacun des K blocs explicatifs X est de taille | x J; et les N blocs réponses Y,, est de
taille | x M,,.
Les composantes partielles et poids associés & X}, sont notés ty et pi. Ceux pour Y, sont notés
U et ¢n. On posera T = [t1]...|tk] et U = [uy]... |un]. La super-composante explicative et
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son vecteur de poids sont notés ¢ et wp. Quant aux super-éléments réponses, ils sont notés
uy et cy.
Nous ajouterons un a en indice & tous ces éléments lorsqu’on voudra spécifier & quelle étape
a ils correspondent.
Les données sont centrées et réduites éventuellement.
étape 0: initialisation
Poser t1 égale a la variable de X ayant la variance maximale, puis normaliser ¢7.
Poser A égal 100 1y, utilisé pour tester la convergence de t7.

étape 1: les sous niveaux
Loid = tr.
Py, = tUp X /UptTs g, = tp Yy [trtr.
ty, = kak/Jk; Up = YnQn/Mn .

étape 2: tester la convergence de tr
Si A’A/thtr < 1078 ou nombre.itérations > 200, aller directement a I'étape 4.

Sinon, continuer.

étape 3: le Super-Niveau
Calcul de ¢y et uy : ¢y = tpU; uy = Ucy /(cper)-
Normalisation uy et transformation de cy pour que uy = Ucy: d = ||luyl|, uy =
uy /d; cy = cy/d?.
wyp = uy T [upuy = uyTs tr = Twr.
«Petite étape» pour s’assurer de l'orthogonalité des super-composantes entre elles:

Sia>1 )
tT = tT — TTTTtT ou TT = [tT1| P |tTa,—1]-

wr = (T'"T) = T"t7, pour que I'on ait toujours t7 = Twr-.

Normalisation de t7: d = ||tr||, t7 = tr/d, wr = wr/d?.

Calcul pour que thuy = 1: d = thuy, uy = uy/d, cy = cy/d*
A=tr —tuq

nombre.itérations = nombre.itérations + 1 et retour a ’étape 1.

étape 4: calcul des résidus
Ef = Xy — trp, = X — Ppp Xi.
E} =Y, —trqd, =Y, — P, Y,.

étape 5: passage a I’étape suivante pour une composante supplémentaire
Si 'on désire une composante supplémentaire, reprendre & partir de 1’étape 0 en

utilisant les résidus, EY et Ey, calculés a I'étape 4 a la place des tableaux Xy, et Y,.

-
La figure 5.4 illustre cet algorithme.

Notons que la «petite étape» assurant 'orthogonalité des super-composantes explicatives
est inutile, puisqu’a chaque étape les tableaux résidus de la projection orthogonale sur la
super-composante précédente sont utilisés.

I Dans Plarticle de base (WoLD et al., 1996), il est noté cy = cyd, ce qui ne nous parait pas correct.
§ Méme remarque: dans Darticle il est écrit wp = wrd.
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F1G. 5.4 — L’algorithme de ’HPLS

tr
. uy
T 1 étape NIPALS U
AN

wr

t1 tk UnN
X1 e X

_r P A

Pi Pk 4 ay

L’algorithme ayant été détaillé, nous pouvons maintenant donner ’expression des modéles

d’ordre A pour les tableaux réponses. L’écriture la plus simple est 177;‘\ = 22‘:1 PtT,aYn(a_l).

On peut aussi écrire Y, = Y2 | P, Yl

Grace a l'orthogonalité des super-composantes, on a pour les erreurs Ej‘_( =Y — ZaA:1 P, Y.
I1 est possible de montrer que chaque composante 7, est combinaison linéaire des variables
initiales (résultat cité mais non exprimé ni démontré par WOLD et al. (1996)). tr, peut
s’écrire de la facon suivante: t7, = XQ, avec Q1 = Diag(py,1)Diag(1/Ji)wr1 et Q, =
Diag(pk,a) Diag(1/Jp)wra — Y12i (X' X) Diag(pk,a) Diag(1/Jp)wr, pour a = 2,... A,
ou Diag(p,q) est la matrice de taille ), J; x K diagonale par bloc, le bloc k étant le vecteur
Pk.a- R N R

Ainsi, le modéle Y,* de rang A peut s’écrire de la forme X7 avec SR = Zﬁ:l Q0. X'Y,. En
considérant ce modéle, on ne peut pas juger de l'influence d’un groupe de prédicteurs sur le
groupe réponse considéré.

Le modéle ﬁf peut aussi s’écrire de deux autres facons, mais plus complexes:

A
vi=> [Z wralk] > wralk Mt Ve
k a K

7

YA=>"X,
k

Cette méthode ne maximise aucun critére et ’algorithme est trés flou: les composantes et
les poids sont normés & 'unité puis dénormés puis renormés ... . Seules les super-composantes
tT sont orthogonales. De plus, celles-ci sont normées, ont une covariance égale & 1 avec les
super-composantes uy de méme ordre et sont orthogonales aux uy d’ordre inférieur. Par
contre, les super-composantes uy ne sont plus normées a la sortie de 'algorithme, cela a
cause de la fin de l'étape 3. Ni les poids pg, ¢n, wr, ni ¢y ne sont normés ni orthogonaux.
L’interprétation parait alors trés compliquée.

De plus, WESTERHUIS et al. (1998) montrent que I’'HPLS semble mieux expliquer les tableaux
X que les tableaux Y,,, alors que sont but est justement de modéliser ces derniers. Nous avons

A
D QK] KX Yn |-
a k!
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aussi constaté ce phénomeéne dans la pratique (voir III-4). Nous pensons que cela peut étre di
au fait que les composantes u,, et les composantes t; sont calculées en fonction de la super-
composante explicative t7. L’information n’est pas croisée. La super-composante ugy n’est pas
utilisée dans le sous-niveau.

5.4 Serial PLS: SPLS

Cette méthode, notée SPLS, due & BERGLUND & WOLD (1999), est aussi une méthode

de type « multi-blocs». Mais celle-ci ne s’applique qu’au cas d’un seul bloc Y de réponses et
plusieurs tableaux (ou blocs) de prédicteurs (formant un cube ou non). Sa grande différence
avec les méthodes précédentes, est que les blocs ne sont pas traités de fagon paralléle, mais en
série, comme le nom de la méthode le laisse entendre. Ceci signifie que les blocs sont utilisés
les uns apreés les autres et pas simultanément comme dans les autres méthodes.
La démarche est la suivante: K régressions PLS sont réalisées successivement en utilisant le
bloc X}, et la partie de Y qui n’est pas expliquée par les blocs précédents. Le modéle finalement
obtenu peut s’écrire de la forme YV = X161 + X9 + ...+ XkBk. Il correspond & la somme
des modéles résultant des différentes régressions PLS.

Un algorithme itératif spécifique a été développé pour obtenir le résultat. Il ne consiste

pas simplement & effectuer des régressions PLS successives. Les résidus sont mis & jour apreés
chaque itération. Si apreés les K régressions PLS il n’y a pas convergence du modéle, alors on
reprend les PLS successives en utilisant les derniers résidus a la place de Y.
Les auteurs précisent que, bien que ces itérations puissent sembler non nécessaires, ils ont
remarqué sur des exemples pratiques que cette procédure aboutissait & de meilleurs modéles
en terme de prédiction. Avec les itérations, le premier modéle PLS est lui aussi calculé & partir
de résidus, comme les autres. Les auteurs explicitent ’algorithme (voir ci-dessous) pour le cas
de blocs prédictifs X; et Xo.

L’algorithme

étape 0: initialisation
=Y
Fixer le nombre de composantes & retenir dans les différentes PLS.

étape 2: premiére PLS
Effectuer la régression PLS d’ordre fixé au préalable de Fy sur X;.
Calculer F1 =Y — Pr, F5, ou T est la matrice des composantes PLS retenues.

étape 3: seconde PLS
Effectuer la régression PLS d’ordre fixé au préalable de Fy sur Xo.

Calculer F» =Y — Pr, F1, ou 15 est la matrice des composantes PLS retenues.

étape 4: test de convergence
Tester la convergence de Fs. S’il n’y a pas convergence, retourner & 1’étape 2.

Le nombre de composantes pour chacun des modéles PLS doit étre déterminé au début.
Pour cela, les auteurs proposent d’utiliser ce qu’ils appellent la « validation croisée totaley. Il
faut générer toutes les combinaisons possibles de composantes pour choisir le meilleur modéle
SPLS.
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Les auteurs expliquent la méthode pour K = 2 comme ceci: cela consiste a expliquer par
I’un des blocs explicatifs la partie des réponses Y qui n’est pas expliquée par 'autre bloc grace
a deux régressions PLS. Ils stipulent aussi que 1'algorithme est « facilement» généralisable au
cas de K blocs explicatifs. Mais nous entrevoyons deux solutions pour K = 3:

— faire successivement la PLS du bloc X avec la partie de Y qui n’a pas été expliquée par
le bloc précédent. Dans ce cas les différents blocs pourraient expliquer la méme chose.
— Ou bien utiliser ’algorithme suivant :
étape 1: initialisation
F;=Y
fixer le nombre de composantes dans chacune des PLS qui vont suivre.

étape 2: premiére PLS
effectuer la régression PLS de F3 sur Xj.

calculer F} =Y — P, Fj

étape 3: seconde PLS
effectuer la régression PLS de F; sur Xo.

calculer Fo =Y — Ppn, F), — Pr, F}

étape 4: troisiéme PLS
effectuer la régression PLS de Fy sur X3

calculer F3 =Y — Pp, Fy

étape 5: test de la convergence
tester la convergence de F3.

S’il n’y a pas convergence, retourner a ’étape 2.
Cet algorithme nous semble correspondre avec l'idée générale de la méthode.

Dans ce type de méthode, c’est le premier bloc de prédicteurs qui expliquera le plus les
réponses. Le choix de l'ordre dans lequel on va effectuer les PLS est donc trés important.
Cette méthode est donc plus appropriée dans les cas ol 'ordre des blocs est évident, ou bien
lorsqu’on est en présence de peu de blocs. Les auteurs disent eux-mémes que la méthode doit
étre trés difficile & appliquer lorsqu’on a au moins trois blocs, ne serait ce pour choisir 1’ordre,
et qu’il faut se limiter a deux blocs explicatifs.

Le choix du nombre de composantes pour chacun des modéles est trés compliqué si l'on
est en présence de plus de deux blocs, surtout s’il y a beaucoup de variables en jeu.

Les auteurs proposent d’utiliser la SPLS pour étudier la partie linéaire et la partie non
linéaire d'un ensemble de données et comparent leur méthode & la régression sur variables
latentes avec non-linéarité implicite (INLR) (voir chapitre II-1.5). De plus, ils proposent de
utiliser pour estimer si des blocs de variables expliquent significativement ou non un groupe
de réponses de la maniére suivante: commencer par effectuer la régression PLS de Y sur X;.
Pour savoir si Xo apporte quelque chose, faire la SPLS avec X; et Xs. Si le modéle obtenu
est n’est pas significativement plus explicatif que celui la régression PLS, X n’apporte rien.
Cela suppose que l’on privilégie X7.
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5.5 Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale PLS : ACIMO-
PLS

L’ACIMO-PLS est une extension de 'ACIMO. Elle differe de ’ACIMO & partir de la

deuxiéme étape, c’est-a-dire & partir des objets d’ordre 2. Grace & elle, on peut modéliser un
ensemble de tableaux Y7,... Yy, (c’est-a-dire un multi-tableau d’ordre 3) par un seul tableau
X.
Attention : Nous avons inversé les notations par rapport & PTACIMO qui étudiait K tableaux
X} et un tableau Y. La raison est que lorsqu’on compare un ensemble de tableau & un tableau
de référence, on a I’habitude de le noter Y. Lorsqu’on se place dans le cadre de la régression,
I'usage est de désigner par «Y» les réponses. D’oll les notations choisies ici.

Nous allons chercher des combinaisons linéaires des variables de chacun des tableaux Y,
les plus proches de combinaisons linéaires des variables de X, ces derniéres expliquant au
mieux X et les Y,,. Il se trouve que l'optimisation par étape du critére proposé, Ci, avec les
déflations appropriées, revient & la résolution de la régression PLS traditionnelle, (WOLD,
1966a; TENENHAUS, GAUCHI & MENARDO, 1995; TENENHAUS, 1998) de Y = [V; -+ Y]
sur X, mais fournit des objets supplémentaires. Pour cette raison, nous avons appelé cette
technique ACIMO-PLS.

Définition 5.1 L’ACIMO-PLS d’ordre a est I’ACIMO d’ordre 1 de {(Yn(afl),Q%,D)}k et
(X(a_l)anaD); ol X(a_l) = Pti__lx(a_Q) et Y'nga_l) = Pti‘_lyéa_m, pour 2 <a < A et
v\ —v, et XO = x.

Ainsi, le systéme de composantes {t, = X (a_l)Q‘”aa}a est D-orthogonal dans IR'.
De plus, nous sommes en présence de propriétés analogues a celles de la régression PLS.

Propriété 5.1

® (aglag)p = baar, a=1,...,A.

o (unalty)p =0, I=1,...,a—1, avec upgq = Yn(a_l)Q%bn,a.
o (bnilbna)gy = (Unylta) p/cov*(taltng) I=1,...,a —1.

Démonstration :

e La démonstration du premier point est identique & la démonstration de la pro-
priété 2.6 de page 37.
e Calculons (unq|t;)p-
-1
(unaltt)p = DY D QUby = DPE . YuQbbna=0 Vi=1,....a—1.

 On 2 (bulbna)gy = B, @hbna = =1, @LY* DX @,
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(a-1)" _ 5 (-1) 1! ) s
Or, Y, =Y, P{tz,...,ta_1}' D’ou

1
)\na

)

@Y Py 3Dt

(bn,l|bn,a)Q}’L {t15.-

1 1
= )\ u;%lDP{tly-“zta—l}Dta
n,a

)

1
= —u'n,lDta car t, est D-orthogonal aux t précédents.
0,0

5.5.1 Lien avec la régression PLS

Nous allons montrer dans ce paragraphe le lien entre ’ACIMO-PLS et la régression PLS
de (Y,Qy = Diag(Q4),D) sur (X,Q%,D).
Quelques notations supplémentaires sont nécessaires.
® b,, de dimension 25:1 M, x 1, le a!®™€ axe de Y issu de la régression PLS. b, est Qy-normé.
o U, = Y(a_l)beu la ai®™e composante PLS de Y.
e b, [n] le ni®™e bloc de longueur M,, de b,.

Propriété 5.2 Les azes de co-inertie a, (resp. les composantes t,) de ’ACIMO-PLS associés
a X sont identiques aux azes d’ordre a (resp. aux composantes d’ordre a) de X issus de la
régression PLS de (Y,Qy = Diag(Q3),D) sur (X,Q%,D).

Démonstration :

En régression PLS, ’axe associé au tableau explicatif est le premier vecteur propre
normé a l'unité de X'DY Q) DX Q7. a1 vérifie aussi cette propriété, donc les axes
et composantes d’ordre 1 associées & X sont identiques en ACIMO-PLS et PLS.
Les composantes d’ordre a sont identiques car seules les composantes de Y sont
utilisées Y.

-

Le critére maximisé (voir annexe A) dans la PLS d’ordre 1 est cov(Y Qyb,XQ%a) sous les
contraintes de norme unité pour les axes a et b ||a||2Qx =1et ||b||2Qy = 1. Les solutions maxi-

misent donc aussi cov? (X Q%a,Y Qyb) sous les mémes contraintes et u1 est égal cov? (X Q%a1,Y Qyby).

Propriété 5.3  by[n]/||ba[n]llgy = bn,a, pour tout b et tout a.

9 Rappel: YOV =Y —Pr_ YV =[Vi—Pr,_,Y1 ... Yw—Pr,_ Y] et XY = X — Pr_ X dans la
PLS de Y sur X. T, désigne ici [t1 ... tq]-
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Démonstration :

Dans les formules qui suivent, écrire Y (resp. Yy,), est équivalent a écrire Y (¢~ 1)
(resp. Yéail)), d’apres les définitions de Y(@=1), Y,Sail) et X(a=1),

Comme b, = \/L_GY'DX(“_I)Qwaa, nous en déduisons que by[n]/||ba[n]|gy =

Y,:DX(“_UQwaa/HYTiDX(“_l)Qwaa||Q%. Or, nous avons montré dans le chapitre
2.4 que \/Ap,q = ||Y7;DX(a_1)Q$aa||Q%. D’ou le résultat annoncé.

Rappels: les notations de I’ACIMO sont inversées par rapport a celles utilisées ici,
entre «Y'» et «X», «b» et «a», k et n, «u» et «A». —-

Cette propriété implique une relation entre u, et les uy, . En effet, on a u, = YDy b, =

St YAV Qhbaln) = S0 [1ba[n] g1 n,as et [1balnlllgy = v/ Ana/v/a:

Remarque : LAFOSSE & HANAFI (1997) montrent que

N

Z cov*(XQ%a,Y;,Q¥%b,) = max cov* (X Q%a,Y Qyb),

ax 2 2 2 2
llallge=llbnllgy =1 *= llallge =lbllg, =1

et une relation entre les solutions qui en découlent: les a sont identiques dans les deux pro-
blémes et b, = bn]/[[b[n]| g -

5.5.2 Modélisation des tableaux {Y,},

La modélisation des tableaux Y,, par X est immédiate en appliquant les résultats de la
régression PLS, car YA = [171/\ 17,\1\]
Nous donnons les propriétés qui suivent a titre de rappel. Les démonstrations sont présentées
dans (DURAND, ROMAN & VIVIEN, 1998) et sont analogues & celle de la proposition 5.3 de
page 99.

Proposition 5.1 Les composantes t, = X~V Q%a, peuvent s’écrire sous la forme t, = X7,
pour tout a = 1,...,A et vy, est donné par:

1 = Qa

a—1 '
Yo = Q%aq— Z %%2 X'DXQ%a, a>2.
2Tl

Proposition 5.2 Pour chacun des tableauz Y,, nous avons le modéle linéaire suivant :
A
R ST R RO e

a=1

vr o= XA
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avec BA = S22 a4 X' DY,

a=1lt[13

5.5.3 Commentaires

Le rang A des modéles ne peut dépasser le rang de X.

L’ACIMO-PLS met en évidence 'optimalité de la régression PLS de Y = [Y1 YN]
sur X.

L’ACIMO-PLS permet de donner des composantes par tableaux. On peut alors repré-
senter sur un méme graphique les | x (N + 1) points dont les coordonnées sont données par
(ta,ua),{(ta,tn,a) }n, ce qui donne une vision globale et partielle (par tableau) de la qualité
des régressions partielles de Y et Y,, sur ¢, & I’étape a. Si le nuage de points est proche d’une
droite, la relation entre les variables de Y et de X est bien linéaire et 'utilisation de la ré-
gression linéaire est justifiée. On peut visualiser cette liaison par tableaux Y. Si la régression
linéaire ne semble pas justifiée, il faut peut-étre, & ce moment 13, envisager d’utiliser, une
extension non linéaire de la PLS, par exemple, la régression PLS Splines ou la régression PLS
avec splines additives (DURAND, 2001; DURAND & SABATIER, 1997, voir les chapitres II-1.7
et I1-1.6).

Les composantes {uy q}, ne forment pas un systéme D-orthogonal de R
Les axes de {bp q}q ne forment pas un systéme Q3 -orthogonal de IRM=

L’orthogonalité des composantes t, entre elles assurent la décomposition de la variance

de chaque tableau. L’orthogonalité des axes a, permet de définir des repéres orthonormés
de R?. Les composantes étant orthogonales, t,/||tallp et t¢/||te||p définissent un repére or-
thonormé de IR' dans lequel on peut projeter les variables explicatives (X) et les variables
réponses (Y,,). Siles variables sont réduites, alors, les coordonnées des projections des variables
dans ce repére sont données par les corrélations entre les variables et les composantes. Si les
variables sont seulement centrées, les coordonnées des points projetés sont données par les
covariances entre les variables et les composantes normées & I'unité. De plus, si 22:1 Un,q €St
trés proche de %, alors la configuration de la carte des variables donnée par la représentation
des points de coordonnées (aq,a¢), devrait étre proche de la configuration des points projetés
sur (ta/||tallp,te/||tel|lp)- La configuration des points dont les coordonnées sont données par
(bp,a,bn ¢) est similaire a la carte des variables réponses projetées dans (to/||tsl|p,te/|/tel|D) &
un coefficient multiplicatif (y/An,q/||te|| D) prés sur chaque axe.
On peut projeter les | individus de IR’ dans le plan défini par (a,,a¢). Mais les coordonnées
de ces projections ne sont pas exactement données par les coordonnées des composantes %, et
tg, excepté pour @ = 1 (voir annexe C). Comme en régression PLS usuelle on peut cependant
utiliser les coordonnées des composantes pour obtenir une carte des individus. Cela montre
quels sont les individus qui «construisenty chacune des composantes a chaque étape.

Comme dans ’ACIMO, il est intéressant de comparer la variance d’une composante de

co-inertie uy, o (resp. t,) avec la variance de la composante d’inertie de méme ordre issue de
’ACP du triplet (Y,,,Q%,D) (resp. du triplet (X,Q%,D)).
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Enfin, il semble naturel de comparer la variance des composantes uy , avec la variance des
composantes associées a Y, de méme ordre issues de la régression PLS de Y,, sur X, ainsi qu’a
la variance des composantes de méme ordre de ’ACPVI de (Y,,,Q%,D) par rapport & X (RAO,
1964). Ces deux derniéres analyses visant a expliquer indépendamment chaque tableau Y,, par
X, les composantes associées ont toutes les raisons d’étre plus explicatives de chaque tableau
que les composantes de ’ACIMO-PLS, si bien stir, X explique un tant soit peu le tableau
Y,,. Les composantes de ’ACIMO-PLS expliquent chacun des tableaux en tenant compte des
autres.

L’ACIMO-PLS a fait l'objet d’un article (VIVIEN & SABATIER, 2001c), dans lequel un
exemple d’application en Analyse Sensorielle est traité. Un second exemple est proposé au
chapitre 2 de la troisiéme partie.

5.6 Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale Généralisée
PLS: ACIMOG-PLS

Dans cette partie, nous présentons I’Analyse de Co-inertie Multiple Orthogonale Généra-
lisée - PLS. Cette partie est plus détaillée que les autres car c’est une méthode originale &
laquelle nous avons porté une grande attention. Le but de TACIMOG-PLS est d’expliquer
I’ensemble des tableaux Y;, par I’ensemble des tableaux X, et éventuellement faire de la pré-
diction. Un certain nombre de méthodes, que nous avons décrites dans ce chapitre n’optimisent
pas de critére, mais sont simplement basées sur des modifications de I’algorithme NIPALS de
la régression PLS. Comme ces méthodes, ’ACIMOG-PLS est une méthode «component-wise».

5.6.1 Dé&finitions et solutions

Le critére que nous utilisons a chaque étape est le critére Co({ax },{bn}) = 21'::1 22:1 cov(tg,un)
utilisé par '’ACIMOG (chapitre 3.4).
Les solutions d’ordre 1 sont les mémes que celles de 'ACIMOG. La différence des modéles
obtenus est due a la déflation utilisée lors du passage d’une étape a 'autre. Rappelons 'ex-
pression de ces solutions.

Propriété 5.4 Les solutions a1 et by 1 d’ordre 1 de "ACIMOG (-PLS) mazimisent le critére
Cy sous contrainte de norme unité sur ay, et b, et sont données par :

N
ag,1 = X;'CDZYnQ%an/Mk,l

n=1

K
bp1 = YéDZXkQ%am/)\n,h
k=1
ot pig1 = cov(t, Som_qun1) = |X4D N, Yotbnillge et Any = cov(un,1, S ; te1) =
1Yo D Y51 XkQfar1llgy-

Rappelons que 27'\:21 An1 = Z,':Zl Pk,1 est égal au maximum du critére. De plus, les solutions
sont obtenues grace a un algorithme itératif croissant et convergent décrit au chapitre 3.4.
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Soit X = Xp, k=1,... K et %O =¥, n=1,....N.
Le passage a ’étape suivante peut se faire de plusieurs fagons, ce qui définira les ACIMOG-PLS
1,2 et 3.

Définition 5.2 L’ACIMOG-PLS1 d’ordre a est ’ACIMOG d’ordre 1 des triplets
(X V.Q8,D) e,k et {V QD e, s 00 X = PE XY pour k =
1,....K, et Y,Ea_l) = Pi_lYn(a_Q), pour n=1,....,N , avec T, 1 = [tl,a,l tK’a,l].

Définition 5.3 L’ACIMOG-PLS?2 d’ordre a est ’ACIMOG d’ordre 1 des triplets
(X D,QED) ki et {(YA" Y Q4D bncr o, 02 X7 = BE XD, pour k =
1,....,K, et Y,Eafl) = PtJa-_lYn(aﬂ), pourn=1,...,N | avec t,—1 = Z,le tha1-

Définition 5.4 L’ACIMOG-PLS3 d’ordre a est ’ACIMOG d’ordre 1 des triplets
(X ,QED) ki et {(VA" ) QD) s, 02 XY = P X[, pour k =
1,....K, et Yéa‘l) = Pti‘_l n(a_Q), pourn=1,....N, avec t, 1 = 21521 Pka—1tka—1-

Nous avons les propriétés suivantes:

Propriété 5.5 Les systémes de composantes {t,}q, sont D-orthogonauz.

Propriété 5.6 Dans 'ACIMOG-PLS1 les espaces {14}q sont D-orthogonauz ainsi que les
K systémes de composantes {tj q}q.

Tout d’abord posons:
&, = t, dans le cas de TACIMOG-PLS2 et ACIMOG-PLS3,
= T, dans le cas de TACIMOG-PLSI1.

Démonstration :

Nous allons montrer ces deux propriétés avec une seule démonstration.
Dans un premier temps, il s’agit de montrer la D-orthogonalité des espaces &,.
Remarquons que &, = [X§a_1) e Xl((a_l)]Diag(Qi)aa, ou:

ag, = [a1,---ak,] avec TACIMOG-PLS2
(141,001 4 - - - 1K 00K o) avec TACIMOG-PLS3
= Dz'ag(a;w).

La preuve se fait par récurrence:

E]DE;y = E{DPZ. X Diag(Qf)az = 0.

On suppose maintenant que les espaces &i,...,E,1 sont D-orthogonaux. Soit
I < a. Montrons que &, est D-orthogonal & & quelque soit I < a.
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Sil=a—1,&,_1DE =E,_ DP: X2 Diag(Qf)a, = 0.
Ainsi, pour/ < a—1

EIDE, = EDPg ... P+ XY Diag(QF)aq
= &DPi_, ... ngX(l_l)Diag(Qﬁ)aa d’apres 'hypothese
= E{DPgX(l_l)Diag(Q‘,g)aa d’aprés 'hypothése
= 0.

Les espaces {&,}, sont D-orthogonaux.
La deuxiéme partie de la propriété 5.6, 'orthogonalité de composantes {tj o }q avec
I"ACIMOG-PLS]1, est immédiate car 7} DT, = 0 pour tout [ < a.

-

Propriété 5.7 u;thl, pour touta >1etl=1,...,a—1, avec 'ACIMOG-PLS 2 et 3.

Démonstration :

La propriété 5.5 implique:
t;Dun,a = t;DYngail)Q%bn,a
= tDP- ... PrY Y QUby,
= 4DPFY Qb
= 0.

5.6.2 Les modéles

L’orthogonalité des espaces sur lesquels on projette les variables successivement va per-
mettre d’écrire des modéles dont la variance peut se décomposer additivement comme nous
le verrons un peu plus loin.

Nous allons maintenant déterminer ’expression des modéles 17,? d’ordre a pour le tableau Y.
La procédure est la méme quelque soit la définition.

On a bien sir pour tout n,
A
YN v - 3" ey,
a=1

ainsi qu’une expression analogue pour X IEA).
Les espaces engendrés par &, et & pour ¢ < a étant orthogonaux (par construction) et comme
yle-1) — Pg;_lY,Sa_m quelque soit @ > 1, on a:

A
Y® =70 =3 " P Y0
a=1
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Ainsi, la reconstitution d’ordre A du tableau Y, s’écrit :
Y, =Y+ BY

ol ?,f = 2'2:1 P, Y et Ez, A= Y, est Perreur du modéle non corrélée avec ?,f\

Chaque modéle partiel Pg, Yn(o) explique une part différente des précédentes de I'information
contenue dans Y.

Ainsi on peut retenir des composantes étape aprés étape, de la méme maniére qu’en régression
PLS. Pour cela, on peut s’intéresser & la variance expliquée par le modéle étape aprés étape:

~ |

var (V) = TN

> > v ppe, P, V0
a a’

Comme pour tout a # a' les espaces engendrés par £y et &, sont D-orthogonaux, nous
obtenons:

A~

var(Y) = Y V' DP, P, Y
a
= > I,V O3,

)

Cette formule nous dit que ’on a une décomposition de la variance totale de Yéo .

Cela fournit une aide pour le choix du nombre A de composantes & retenir.

En procédant de la méme maniére, la variance expliquée par la reconstitution d’ordre A du

tableau X} s’exprime var(Xp) =3, ||PgaX,(CO) 12,

Remarque: Dans PACIMOG-PLS2 ||P, Y,||3, = A2 ./lltall3,- En effet, grace a la propriété
71’ PIREN 2

5.5, Ana = [1%° " Dtallgi= I¥2Dtallgy Or, 1Py, Yal3 = [YDtall3 /Itall}- Dot le xé-

sultat. Cela signifie, que lorsque les tableaux sont D-centrés, la variance de Y,, expliquée par

I'étape a est proportionnelle & /\%,a. A chaque étape, les coefficients A\, , montrent quels sont

les tableaux Y, les mieux et les moins expliqués par 1’étape.

5.6.3 Prédiction

Nous allons montrer que ’ACIMOG-PLS permet aussi de prédire ?,f

Commencons par démontrer la propriété qui suit:

Proposition 5.3 La modélisation ?,’LA d’ordre A du tableau réponse Y,, n =1,...,N , peut
s’écrire de la forme YA = X% ou:

I Rappelons que la variance est ici égale & la norme car les tableaux sont D-centrés.
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i{ = [Xl XK]
A = YA 5.6 DE,)1E DY

(51 = a1
ot { g = 0y —Z?:_ll &(E/DE)'EDX ey, Va>1

(@, = Diag(Qf)Diag(ay,,) pour ! ACIMOG — PLS1
a1,a
= Diag(Q7) : pour 'ACIMOG — PLS2,
avec | | OK,a
H1,a01,a
= Diag(Q7) : pour I' ACIMOG — PLS3.
\ | UK,a0K,a
Démonstration :
Nous avons & = X@ Vg, a=1,... A.

En effet, dans le cas de TACIMOG-PLS2:

ta = Z tk,a
k

= ZXlga_l)Qza’k,a
k

Q1,q
= X Diag(Qf) :
OK,a
dans le cas de ’TACIMOG-PLS1 :
To = [tie - tka
= [XYH) Ty, ... XY f(aK,a]

X(a_l)Dz’ag(Qﬁ)Dz’ag(ak,a),
et dans le cas de TACIMOG-PLS3:

te = Zﬂk,atk,a
k

—1
= ZNk,aX]Ea )Qiak,a
k

= N XV Qbukaana
k

H1,a01,a
XY Diag(Qf)

HK,a0K,a
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Montrons par induction que £, = X d,.
a =1: évident.
a=2:

E = X(l)ag
= P xO0q,
= Xoay— XE(EDE)E Xy
= Xay—Xa1(E]DE) T Xy
= X6,.

a > 2: On suppose que ’expression est vraie jusqu’a a — 1.

£ = X\ Vg,
= P& X0 2q,

= P+&_1...PrXa,
a—1
= (Id- Z Pg)X oy, car les espaces & sont orthogonaux
=1
a—1
= Xaa— Y E(EDE)EXa,
=1
a—1
= Xog— Y X6(EDE) € Xay,
=1
= X,.

L’expression du modéle Y,* en découle aisément :

A
vA = Y P,
a=1
A
= Y Xb.(&DE)IEY,
a=1

= XBM
»

Le modéle ainsi exprimé permet de faire de la prédiction. Si I'on dispose d’un échantillon
supplémentaire z; , de taille Z,le Ji x 1, la valeur des variables réponses s’estime, pour tout
n, par le calcul

gh) = B, (5.8)

ot B2 est la matrice des coefficients déterminée antérieurement.
Cette propriété permet de réaliser la validation croisée, comme critére de prédiction interne
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(voir le chapitre 6).

Comme dans PLS, les coefficients Bﬁ peuvent s’écrire sous forme matricielle. Commencons
par établir de nouvelles notations et démontrer quelques résultats. Soient :

ACIMOG-PLS 2 et 3 ACIMOG-PLS1

pk = X,E“‘”'D”tza'%, Jex1 Pt = x\" V' DT,(T!DT,)*, Jj, x K
ph=[pt .. P, 1 x K U P, = XV DT,(T.DT,)*", Sk, Jk x K
Pa = X(a_l)lDthT%a lec(:l Jkx1| Py =[Py ... PK], Kx 21}::1 Ik
P(’fz[p’f,...,plg]akaa ’Pf:[P’f,...,P’(j],kaKa
Po=[P1--pa), Sohey Jk X @ Po=[P1,...,Pa], Sh_, Jk x Ka

Ty = [t1,---,ta), | X a T, =[T1,...,74], | xKa

W, =[a1,..00], Sk Jkxa | Wo=[a,...,00], 2K, I x Ka

Wi =[81,...,04], Lk Jk X a Wi =[61,...,04], Sh_; Ik x Ka.

Avec ces notations, les modéles de reconstitution des prédicteurs s’écrivent :

ACIMOG-PLS 2 et 3 | ACIMOG-PLS1
Xy = i1 tlpfl Xp = >t TlP{C’
Xo =T,PF Xe =T/PF

Xo = >ty Xo = > i1 TP
X =T,P X =T,P,.

La proposition ci-apres établit des résultats d’orthogonalité et d’autres écritures des objets
tels que les composantes et les tableaux résidus & chaque étape. Elle permettra ensuite de
donner une forme plus simple pour les modéles, & la maniére de la régression PLS.

Proposition 5.4

a) t,=[11= (X — t;p})ey dans VACIMOG-PLS 2 et 3.
To = [/ (X — TiP)) ey dans ’ACIMOG-PLS 1.

b) Xx(a) — XH?ZI(IdZ,'f_IJk — oyp;) dans VACIMOG-PLS 2 et 3.
X = XH?ZI(IdE]f_IJk — qu;) dans 'ACIMOG-PLS 1.

X9 = x,-x [alplf’ + i e (Tl — aup;)ampﬁl], dans ’ACIMOG-PLS
2 et 3.

c) ahps =1 dans VACIMOG-PLS 2 et 3.

alP, = Idk, dans VACIMOG-PLS 1, si T, DT, est inversible.

ameﬁP’g = e}, dans l’ACIMOG—PLSI si To DT, est inversible, ou ey est le vecteur
kzéme

composé de 0 partout sauf en sa coordonnée qui est égale a 1.

d)i>a XWa, =0 dans VACIMOG-PLS 1, 2 et 3.
1>a XYQ%uy, =0 dans PACIMOG-PLS 1.
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e)l>a
[>a
l>a

f)l>a

l>a
[>a

g)l>a
[>a
l>a

alpy =0 dans V'ACIMOG-PLS 2 et 3.

a,P; = 0 dans VACIMOG-PLS 1.

a;,aQ%Pf =0 dans 'ACIMOG-PLS 1.
ayap =0 dans VACIMOG-PLS 3 avec Qf = Id, .
a;Diag(Q‘,g_l)al =0 dans ’ACIMOG-PLS 1 et 3.
d), \Qagy = 0 dans PACIMOG-PLS 1.

t'! DX® =0 dans PACIMOG-PLS 2 et 3.
T'!DX® =0 dans ’ACIMOG-PLS 1.

1 DXV =0 dans VACIMOG-PLS 1.

h) Va 4§, = 72_11(Id2§_1 W apy) e dans ACIMOG-PLS 2 et 3.

Va 0, =102} (1d

SK_ g T oP))a, dans VACIMOG-PLS 1.

Démonstration :

a) ACIMOG-PLS 2 et 3:

te = X Vg, =P X g,

a—1
= [[Ud - P,)Xeq
=1
a—1 ) ¢ ¢
= H(X—tlp;)aa carpl:X(l_l)D l2 =X 12 .
P 111D 1l D

ACIMOG-PLS 1: mémes calculs en remplagant p; par P; et ¢; par T;.

b) Ici encore, nous montrons la propriété pour ’ACIMOG-PLS 2 et 3, les calculs
sont identiques pour ’ACIMOG-PLS 1 en effectuant les remplacements cités ci-
dessus.

Pour a = 1, la propriété est vérifiée. En effet,

XMW = X —Xop'l= X(Idzgzljk — aiph).

On suppose que la propriété est vraie pour ’étape a — 1, et montrons qu’elle est
vérifiée pour 1’étape a:

x@ = x-)_p xl=1) _ xl=1) _4 5
x(a) — xf(a-1) _ X(“*l)aap;

a—1
x@ — x H(Idzi,le — ap)) (I — agp),) d’aprés 'hypothése de récurrence,
=1 B

a
X(a) = XH(Idzgzl W alp;).
=1
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Il reste & montrer la troisiéme assertion.
Elle est vraie pour a=1et a = 2:

Xl(cl) = X - Xoup§
= X — Xap} — (X — Xaup))aoph
= Xp—-X (Otlp]f +Idyx_ = a1p)azph ) :

Supposons que la relation soit vraie jusqu’a ’étape a — 1, et procédons par induc-
tion pour l'établir a 1’étape a:

X]E-a) _ Xlga—l) _taplg’ _ X,ga—l) N X(a—l)aaplg’
a—2 1
= Xp—X [0511711c + Z H(Idzgzl 3 T auPL)O‘HlPﬁ-l] - X(a_l)aapﬁ
=1 u=1
a—1
or X0 = X [] (Hdg_, — oul),
u=1
a—2 1 a—1
= Xp—X [0411711C + Z H(Idzgzl 3 T aup;)aHlpﬁ_l + H(IdZLl T aupL)aaplg
l:l u=1 u=1

a—1 1
= Xp—X [alplf + Z H(Idzzzl e T aup'lu)al—l—lp;c—kl
=1 u=1

¢) ACIMOG-PLS 1:

a,P, = Diag(a}cyaQi)Pa

a1 QF 0 ... 0
N LGN
0 0 . 0
0 N U )

= Ti.DT,(T.DT,)" = Idk si T.DT, est inversible.

Cela implique:
a}, . Q¢PE =t} DT (T,DT,) " = ¢},

ACIMOG-PLS 2:

dipe = [al,... aka) Diag(QF)X @V Dto/|ltal%
K
—1Y
= Y dh XSV Dt/ |tall?
k=1

= |tallp/Itallh = 1.
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ACIMOG-PLS 3:

O‘izpa = [/‘Laa,l,a s NK,G] alK,aDiag(Qzlg)X(ail)lDta/”ta||2D

K
—1)
= Y etk QEX Y Dt/ |ital3
k=1

= |talp/ltalp = 1.

d) Soit [ > a.
ACIMOG-PLS 2 et 3:

XWa, = Pr...Prx* Vg,
Py ... Pty =0.
ACIMOG-PLS 1:

XWa, = PL...PEX"Ya,
= Ppr...PpT,=0.

l
XV Qtare = Ph...Phty, =0,
car ty o € Im(T,).

e) Soit [ > a. ACIMOG-PLS 2 et 3:

apr = a XUV DR Pt/ |llD
to Dt/ |1t H = 0.
Pour ’ACIMOG-PLS1, de maniére analogue, on obtient o/, P; et :

o QkPl =t DT(IDT)" =0,
car ty q est orthogonale & t;; Vk et a <.

f) Soit I > a. ACIMOG-PLS 3 avec Qf = Idy, :
K

! ]
a®l = Z Bk,alk, 10k o0k,
k=1

1
= Z/,Lka(],kaX(a ‘D‘Pt Ptl Zunl
k=1

«

= t,DP-... P} Z Uy, = 0.
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De méme, o, Diag(QF )au = 0 car o, Diag(QE ™ Jou = Yoh_y fikatik 0}, ;QEQE Qfa,.
Remarquons, que dans ’ACIMOG-PLS2 on a o}, Diag(uk,/ Z,':Zl pr)oy = 0 avec

T — Id,,.
Pour PACIMOG-PLS 1:

N
1—1)
ah Qiary = af QEX VDY g/

n=1

N
= t;c,aDPTi e Prﬁ Zun,l/uk,l =0.
n=1

Ceci implique agDiag(Q%_l)al =0 car:

ay ,QTa1, 0 o 0
— 0 G,,2 angl 0 0
o Diag(QF ' o = “ ’
a ( k ) 0 0 0
0 . 0 a'K,aQﬁaK,l

g) Soit [ > a. Pour les ACIMOG-PLS 2 et 3:

t,DXY = ¢ D(PIXD — ¢ ipl . — ... —p)
= —tiDte1pliq — ... — tyDtyp; = 0.

Pareillement, on montre que T/ DX® =0, t;MDX,El) = 0 et méme t;MDX(l) =0
dans 'ACIMOG-PLSI1.

h) Montrons le résultat pour les ACIMOG-PLS 2 et 3. La démonstration se trans-

crit facilement pour ’ACIMOG-PLSI1.
Nous avons vu que X (@) = XH?ﬂ(IdZ;f_le — qqp;). Do,

a—1
t, = X0 bg, =X H(Id — aup)) -
=1
dq est le vecteur tel que t, = X d,. En identifiant, on trouve §, = ?:_ll(I dZ;'f—l W

alp;)aa-
-

Le point ) stipule que I’on peut faire une représentation des individus des tableaux explicatifs
dans les plans engendrés par (q;,0,) avec ’ACIMOG-PLS 3 et (ay ,ak,,) dans PTACIMOG-PLS

Proposition 5.5 Va W = W,(P.W,)~! dans 'ACIMOG-PLS 2 et 3.



5.6 Analyse de Co-Inertie Multiple Orthogonale Généralisée PLS: ACIMOG-PLS 107

Démonstration :

Montrer Wi = W, (P.W,)~! revient 4 montrer W, = W3 (P.W,).

[plor ... pPlag
Wi(PWo) = [0 ... da] | :
[ phon ... phag
[1 plas ... plaa
= [6 ... 6|0 L
0 0 1
0o ... 0 1
d’aprés la Proposition 5.4 c) et e).
= [0 S+dipla .. Gat i) pjo]

Ainsi, nous devons montrer que o, = 8, + Z?:_ll dipjaq. Nous savons que oy = 01
par définition.
Pour tout a > 1:

a—1
5,1 = H(Idzgzl I — ozlpf)oea

=1

= (IdZLle —agpl) ... (IdELIJk — Qg—1P_1) 04
a—2 a—2

= H(IdZ§_1Jk — aupl,) o, — H(Ide_le — Quph,) Qa1 10
u=1 B u=1 B
a—3 a—3

= H(Idzgzl T aupét)aa - H(Idzgzl I = aup,u)aaf2p272aa
u=1 u=1

a—2
B H (Idzﬁzl e aup;)aa—lp;_laa
u=1

En procédant par récurrence, nous obtenons:
1 2

8o = H(IdZLle — aupl) g — H(Idz,'leJk — aypl)ephag — ...

u=1 u=1

a—2
B H (Id2§=1 e aup:;)aa—lpil,laa
u=1

a—11-1

= g, —a1piog — Z H(Idzl':_l I T OtupL)Oélpfaa
1=2 u=1 B
a—1

= Q4 — 51p1104a - Z (5lp;aa
=2

a—1
/
= Oéa—E 01p .-
=1
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D’ou le résultat. La matrice P, W, est bien inversible car elle est triangulaire su-

périeure, avec des 1 sur la diagonale.
-

Ainsi, P!W? = Id, : P! est un inverse généralisé¢ a gauche de W dans les ACIMOG-PLS 2
et 3.

Nous avons maintenant les outils pour établir une nouvelle écriture des modéles ?nA des
ACIMOG-PLS 2 et 3:

A A
YnA = Z F)taYn = Z ‘PtaYn(a_l)
a=1 a=1

A
_ n' __ n’
= E toc, = ToCy
a=1

ot ¢ = Y!Dto/|ltall}, = YoV Dto/|ltal? et C* = [c"...c". Ce sont les équivalents de
p’g et P’(j pour les prédicteurs. Nous obtenons ainsi, ?Tf =X WA(’PAWA)_ICX' =X B\S et
B\,';\ = WA(’PAWA)*ICR'. Ceci montre que les résultats et propriétés de la régression PLS se
généralisent au cas de '’ACIMOG-PLS.

Proposition 5.6 Si A = rg(X) alors ;/6\7'? = (X'DX)*X'DY,, c’est-a-dire, les modéles des
ACIMOG-PLS 2 et 3 sont égaux aur modéles de la régression multi-réponses ordinaire de Y,

sur X.
Dés que rg(T,) = rg(X) alors Eg = (X'DX)* X'DY,, dans ’ACIMOG-PLS1.

Démonstration :

Pour ’TACIMOG-PLS 2 et 3:

Soit A =rg(X). On a Ta = [t1 ta} = XW}. Ta engendre un sous-espace
de I'm(X). Or, les composantes t, forment une base orthogonale de l'espace en-
gendrée par Tp, d’oll cet espace est de dimension A. Ainsi, Ta et X engendrent le
meéme espace et Px = Pr,. Les modéles s’écrivent donc ?ﬁ“ = P, Y, = PxY, =
X(X'DX)* XY, qui est le modeéle de la régression multi-réponses ordinaire de Yy,

sur X.
Pour 'ACIMOG-PLS1 :
Soit u = rg(X) = rg(T,). Comme Ty = [t; -+- t,] = X W}, I'espace engendré

par T, Im(T,) est inclus dans ’espace engendré par X, Im(X). Puisque les deux
espaces ont la méme dimension wu, ils engendrent le méme espace et Px = Pr,.
D’ou le résultat. -

5.6.4 Interprétation des modéles

La propriété 5.3 nous montre que les variables réponses de chaque tableau Y, sont modéli-
sées comme combinaison linéaire de chacune des variables explicatives. Un tel modéle permet
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de juger de 'influence d’une variable explicative dans le modéle. En régle générale, ce n’est pas
cela qui importe lorsqu’on modélise des données d’une telle forme. Nous aimerions connaitre
I'influence d’'un tableau X sur chaque tableau réponse Y;. La section 6.3.2 du chapitre 6
discute de cette question.

5.6.5 Commentaires

Dans ’ACIMOG-PLSI, l'orthogonalité des axes ayq et ag ¢ (£ # a) dans IR’* leur permet
de définir un repére orthonormé de IR’ sur lequel on peut projeter les | individus. Cependant,
les coordonnées des points projetés ne sont pas données par les coordonnées des composantes
tk,a €t tg e (voir annexe C). On utilise toutefois ces composantes pour effectuer une carte des
individus «vusy» par chacun des tableaux explicatifs, comme cela est pratiqué en régression
PLS et dans toutes les méthodes multi-tableaux. L’orthogonalité des composantes #j , et £ ¢
(¢ # a) dans IR! leur permet de définir un repére orthonormé (en les normant & 1’unité) dans
lequel on peut projeter les variables explicatives du tableau Xj. Si les tableaux sont réduits,
les coordonnées des variables projetées dans ce repére sont données par les corrélations entre
les variables de X}, et les composantes x4 et ¢ ¢. Ces cartes des variables permettent d’inter-
préter les composantes de chaque tableau explicatif. Si les données ne sont pas réduites, on
utilise les covariances entre les variables et les composantes normées a 1’unité.

Dans ’TACIMOG-PLS]1, les super-composantes t, = 215:1 iy, sont aussi orthogonales entre
elles dans IR'. ¢, et ¢, permettent de définir un repére orthonormé dans lequel on peut projeter
les variables réponses. Les coordonnées de ces points projetés sont données par les corréla-
tions des variables réponses avec les super-composantes t, et t; (si les tableaux sont réduits,
sinon on utilise les covariances). Ces coordonnées sont proportionnelles aux coordonnées des
vecteurs by o = Y, Dto/||Y,, Dtal|qu-

Les coordonnées du vecteur a4, elles, ne sont pas proportionnelles aux corrélations entre %,
et les variables de Xj. Mais si £, et u, = 22:1 Uy q SONt trés proches, cela devrait étre presque
le cas. S’il n’y a qu’une seule variable réponse y & expliquer, si t, explique bien y, les positions
relatives des points dont les coordonnées sont celles de ay, 4, qui sont proportionnelles & X; Dy,
doivent étre similaires & celles données par les corrélations entre Xy et i,.

Dans 'ACIMOG-PLS3, nous avons vu avec la proposition 5.4 que les vecteurs «, de

]RZLl Tk sont orthogonaux pour la métrique identité lorsque Q3 = Id,, . Rappelons que ces
vecteurs sont tels que t, = X (afl)aa. Cette orthogonalité permet & deux vecteurs o, et ay
de définir un repére orthonormé dans le lequel on peut projeter les individus «globaux» de
Rk=1 7k Les coordonnées sur axe a des points projetés ne sont malheureusement pas égales
aux coordonnées du vecteur t,/||aq| = ta/ Z,le p2 . excepté lorsque a = 1. Les points dont
les coordonnées sont données par (tq,t¢) permettent (& un coefficient pres) de visualiser les
points individus dans IRE’f:I & Cependant, les proximités entre les points sont & interpréter
avec précautions puisqu’ils sont représentés dans un repére orthonormé alors qu’ils ne sont
pas les projections des individus dans un repére orthonormé.
Inversement, 1’orthogonalité des super-composantes t, entre elles permet de définir des re-
péres orthonormés dans IR' dont lesquels on peut projeter les variables. Les coordonnées des
points-variables projetés sont obtenues par les corrélations (ou covariances) des variables avec
les super-composantes.
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Dans ’ACIMOG-PLS2 les problémes subsistent pour faire des cartes des individus. Nous
n’avons pas d’orthogonalité ni dans IR’ ni dans R k=19 Cependant, nous pouvons faire
une carte des individus «globaux» grace aux points de coordonnées (t,,t¢) dans un repére
orthonormé. Mais en faisant attention & l'interprétation de la proximité entre les points car
ces coordonnées sont normalement valables dans un repére non orthogonal.

Les super-composantes t, de ’ACIMOG-PLS3 mettent en valeur dans leur expression, les
composantes partielles ¢, qui sont le plus covariées avec ’ensemble des tableaux réponses.
Tandis que dans ’ACIMOG-PLS2, toutes les composantes 54, K = 1,...,K ont la méme
importance dans le calcul de t,.

Dans PACIMOG-PLS2,3, les super-composantes t, forment une base de ImX. X étant
au plus de rang min(l — 1, ", Jk), A ne peut dépasser cette valeur.
Dans ’ACIMOG-PLSI, le rang de T, est au plus min(l — 1,Ka). De plus, il au plus égal au
rang de X. Aussi, A ne peut dépasser la valeur pour laquelle K(A — 1) < rg(X) < KA.

Si I <K, et que les tableaux sont D-centrés, Im(X) est de dimension | —1 (en supposant
que les individus sont linéairement indépendants). Alors, PACIMOG-PLS1 ne présente pas
grand intérét car ’espace engendré par 71 = [t1,1 ... tK,l] sera stirement de dimension | —1
et dés la deuxiéme étape il sera impossible de trouver un des composantes #; o engendrant un
espace orthogonal & 77.

Lorsque N = 1 et My = 1, c’est-a-dire lorsque les réponses sont composées d’une seule
et unique variable y, la résolution de I’algorithme de ’ACIMOG-PLS n’est ni itératif, ni une
diagonalisation. La solution est directe, et revient a faire K régressions PLS séparées de y sur
les différents X}, & I’étape 1, uniquement. Aux étapes suivantes, ’ACIMOG-PLS1 permet de
trouver 'information contenue dans les X}, qui soit la plus proche de y et qui n’a pas été dé-
tectée par toutes les composantes #j , précédentes. Ainsi, en trés peu d’étapes, nous obtenons
un modéle pour y trés explicatif. Bien sir, a I’étape a, la part de variation de y expliquée
par la composante tj, est au mieux aussi grande que la part de variation expliquée par la
composante de méme ordre associée & X, dans la régression PLS de y sur X;. Remarquons de
plus, que les composantes #j o pour un a fixé peuvent expliquer en partie la méme information.

Toujours lorsque N = 1 et My =1, PACIMOG-PLS3 donne les mémes modéles que MPLS
(WOLD et al., 1987). En effet, la pondération des tj , par px q dans 'expression de ¢, se simpli-
fient car 3, = ﬁXinX,'ch. Alors, t, = 21521 X, Q7 X, Dy et la composante explicative
de méme ordre issue de la MPLS sont proportionnelles et engendrent le méme espace. Ce qui
engendre des modéles identiques.

Dans le cas ou tous les Ji sont égaux a 1, chaque 17”1 dans TACIMOG-PLS1 correspond

au modele de la régression linéaire multi-réponses: P, . Y5 -
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5.6.6 A propos de la déflation et variantes

Comme l'ont souligné WESTERHUIS & SMILDE (2001), les méthodes de régression multi-
tableaux oul la déflation se fait sur les super-composantes engendrent des problémes au niveau
de l'interprétation dans le bloc Xj.

En effet, considérons les deux premiéres étapes. Les tableaux utilisés a ’étape 2 sont X ,El) et

Y,Sl). Cela signifie que

tho = Yot (Xk = Po)Qfar2 = Ypoy (Xk — Spmy Xwaw 1ty DXy /|[t1]|3)Qfar 2 : la com-
posante tj o associée au tableau k dépend des variables de tous les autres tableaux. L’informa-
tion est mélangée. Une solution serait de déflater les tableaux X} sur leur propre composante,
tkq, et les Y, sur la super-composante .

C’est ce que font WANGEN & KOWALSKI (1988) dans leur version de la MBPLS avec N = 1.
Dans ce cas, & chaque X on enléve toute l'information apportée par la composante t; a
I’étape précédente, et & Y;,, que 'on veut expliquer, on n’enléve seulement qu’une partie de
I’information apportée par chacun des Xj puisque ¢ est une combinaison linéaire des t;. On
perd donc de l'information & chaque étape, et WESTERHUIS & COENEGRACHT (1997) ont
montré que ces modéles de la MBPLS étaient moins explicatifs qu’en projetant tous les ta-
bleaux sur la super-composante t,. Rajoutons que les modéles ne sont pas construits par les
mémes composantes, ce qui peut compliquer l'interprétation.

Si ’on n’utilise pas les ACIMOG-PLS2 et 3 mais ’ACIMOG-PLS1, aucun de ces problémes
n’existe. En effet, tous les tableaux sont déflatés sur le méme espace & chaque étape, il n’y a
donc pas de perte d’information, et de plus, les composantes t;, , du bloc X}, sont orthogonales
aux composantes de ce méme bloc obtenues dans les étapes précédentes et & celles des autres
blocs des étapes inférieures. Il n’y a pas de mélange de l'information et on est assuré que
chacune des composantes tj , explique quelque chose de nouveau, qui n’a pas été expliqué
précédemment.

Parlons alors de ’TACIMOG et de ses déflations. Les déflations se réalisent soit par bloc (chaque
tableau déflaté sur sa propre composante) soit sur des super-composantes (les prédicteurs sur
le méme ¢ et les réponses sur le méme u). La premiére méthode ne posséde pas de probléme
de mélange d’information. Par contre, les ACIMOG 2 et 3 ont ce probléme.

Pour la MBPLS, avec N = 1, WESTERHUIS & SMILDE (2001) proposent de ne pas déflater
les prédicteurs, mais d’orthogonaliser les super-composantes ¢ d’une étape a ’autre. Une va-
riante de 'TACIMOG-PLS 2 et 3 est de faire de méme. Notons que cela n’est pas applicable a
I’ACIMOG 2 et 3 car a chaque étape le critére & optimiser serait le méme. Il faudrait optimiser
le critére avec des contraintes d’orthogonalité sur les super-composantes, qui est un probléme
moins simple & résoudre.

Définition 5.5 Une variante de I’ACIMOG-PLS 2 et 8 d’ordre a > 1 est définie par la
mazimisation du critére 215:1 22:1 cov(XkQﬁak,Yn(a_l)Q%bn) sous les contraintes Hak”éi =

1 et ||bn||2% =100 YV = Pti-_lY,Sa_Q), t* étant la super-composante d’ordre a définie
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comme suit :

*
1 = h

* * ) % %112 _ pl
ty = 1o — 11t Diy/||t1]|p = Pyt
th = Pp_ 4 1

199lg—1

avec t, = 215:1 X Qiak,q pour VACIMOG-PLS?2 et
te = S0 covn(XeQPapa, SN, Vi D QUbn o) Xk Q%ay o dans le cas de ’ACIMOG-PLSS.

Les super-composantes ¢}, sont donc définies grace a la méthode d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt.

Les modéles alors obtenus s’écrivent Y, = EaA:1 P Y, + Y7§A), somme de modéles partiels
orthogonaux.

Proposition 5.7 Les super-composantes issues des ACIMOG-PLS 2 et 3 sont égales a celles
issues de leur variante, et les modéles Y, sont les mémes.

Démonstration :

Nous notons 24, @k.q, bna, ke € Ane les objets d’ordre a issus d'une ACIMOG-

PLS 2 ou 3, ¢, a,’;,a, b7 a M]t,a et A;, , les objets d’ordre a issus de leur variante.

Pour la premiére étape, les deux techniques sont identiques t] = %;.
A Tétape a les solutions ay q et by, de la méthode originelle vérifient le systeme
d’équations:

N
Ok,a = X;ga_l) D ZYn(a_l)Q%bn,a/ﬂ'k,a

n=1

N
= XIICDPtJ;,...,ta_1 Z PtJl_,...,ta_1Y”Q:'lrllbn;a/:u’k,a

n=1

N
= XD Z Yn(a_l)Q%bn,a//‘k,a

n=1

K
bna = YO UDY X VQEak 0/ M
k=1

K

_ ! 1 } : 1 x
- YnD‘ZDt1,...,ta_1 ‘F)t1,...,ta_1Xkaa’k,a/>‘n,a
k=1

K
= YD XpQfaka/ Anas
k=1

car les composantes t,—1 sont D-orthogonales aux composantes d’ordre inférieur.
Ceci implique aussi que ppq, = cov(Xkaakya,Zszl Yéa_l)Q%bn,a) et Apg =
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co'u(Yn(a_l), Z,le XQfak,a), qui sont aussi les expression de u%, et A;, ;. Si Yn(a_l)
est le méme dans les deux méthodes, alors pgq = py , €t Ana = Ay 4
Les solutions ay, , et by, , de la variante vérifient le systeme d’équations:

N N
a,’;’a = XD Z Yéa_l)Q%bn,l/cov(Xk Qkk,q, Z YTS“_I)Q%bn,a)

n=1 n=1
bro = (a— 1)IDZXkaakl/cov ZXkaaka)
k=1 k=1

. . —1 R ,
Ainsi, ag,q = ay, et by, = bpg si era ) est le méme dans les deux méthodes.
)

1

Pour a = 2, ng ) — thn = P?%Yn Donc, ago = aZ’Q, b:’z = bpo, Hro =
Pko €t An2 = Ag 5. La super-composante issue de la méthode originelle est o =
Z,le X,El)Qiak,a = Z,'::l Pthngak,g, qui est exactement la valeur de ¢3.

Par induction, on montre que ta = 3, flka = Kj 40 Ana = Anar G q = Gka €0
bn.a = bn,a-

On suppose que ces égalités sont vérifiées jusqu’a ’étape a — 1. Montrons qu’elles
sont exactes a I'étape a. Dans PACIMOG-PLS, Y™V = Py

égal, d’aprés 'hypothése d’induction, & Yn(a_ ) = Pt%, e 1Yn. Ce qui implique les

Y,. Ce qui est

ta—l

égalités sur les axes et les coefficients uy et Aj,.
Ainsi, dans la variante de I’ACIMOG-PLS 2,

¥
to = Pis IZXka“ka
= -Pf{: a IZXinak’a
k=1
K
_ PJ_ X T
- t1y0ta—1 kaa'k,a
k=1

K
= ZXlgail)Qzalk’u

k=1
= t,.

Les super-composantes d’ordre a de ’ACIMOG-PLS2 et de sa variantes sont donc
identiques. Pour TACIMOG-PLS 3, le raisonnement est le méme. 11 suffit d’utiliser

1 K : —
= P;,...,t;_l D k=1 Hi o XkQpay , et le fait que pugq = pij .

Ainsi, les modéles ?HA obtenus sont les mémes que I’on utilise "ACIMOG-PLS ou
sa variante.

—-

Par contre, les composantes par blocs ne sont pas identiques. Dans la variante, elles sont égales
a XpQfay,, alors que dans la méthode originale elles sont égales a X (a I)Qkak o- Ainsi, les
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composantes par bloc de la variante ne dépendent que des variables de leur propre groupe.
L’information n’est plus mélangée d’une étape a l'autre.

Cependant, puisque les modéles des deux approches sont égaux, il ne nous parait pas nécessaire
de procéder ainsi, car les composantes par blocs ne sont orthogonales entre elles dans aucune
des approches. De méme, cela ne permet pas d’obtenir des axes orthogonaux. Cela ne permet
pas non plus de résoudre les problémes liés aux représentations graphiques des individus dé-
crits dans les commentaires (section précédent) et dans ’annexe C. De plus, le pourcentage
de variance expliquée du tableau X} par une étape est égale & var(P Xj)/var(Xy). Cela
signifie qu’il est calculé a partir des super-composantes. Il ne semble donc pas logique d’utili-
ser XyQyak,, pour interpréter ce qu’il se fait dans X plutot que X ,(ca_l)Qﬁak,a, qui sert a la
construction de la super-composante qui «expliquey Xj.

Une telle variante dans PTACIMOG-PLS1 n’est d’aucune utilité car les composantes par blocs
sont déja orthogonales. Une telle variante ne ferait que supprimer cette propriété d’orthogo-
nalité.

5.7 REgression MUIti Blocs: REMUB

Nous proposons ici une autre nouvelle méthode de régression Multi-Bloc. Pour la construire,
nous avons changé de critére. En effet, 'étude de ’ACIMOG-PLS2 et 3 et des méthodes telles
que HPLS (WOLD et al., 1996) nous ont amené & penser qu'ils faudrait trouver les meilleures
super-composantes, combinaisons linéaires des composantes partielles, les composantes par-
tielles étant les meilleurs résumés des tableaux.

5.7.1 La méthode

Définition 5.6 L’étape a de la REgression MUIti-Bloc est définie par la mazimisation du
critere

K N K N
Cs{a} {bntfantfvn)) = Y ar dhQEX V' DY v YV QUb, = coo(Y ant, S vintn)
k=1 _t’/_/ n=1 w k=1 n=1
k
sous les contraintes de normes:
K
doap =1, (5.9)
k=1
N
dovio= 1, (5.10)
n=1
apQiar, = 1, k=1,...K (5.11)
bQ%, = 1, n=1,...,N (5.12)

avec XO = X ; x\*V = x? _p X et VO = vy,

K
Zk:l ak,atk,a k

Yﬂga—l) _ Yn(a—2) _p YTga—Z)'

K
Zk:l ak,atk,a
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Nous n’allons donner que les solutions d’ordre 1, les autres en découleront.
Le lagrangien est :

K N K
L{ah{ba}ow) = 37 arahQEXLD Y vaYaQibn — 3 G (@} Qo — 1)
k=1 k=1

n=1
N

=3 @l 1) = el 1) = Sy 1), o1

n=1

Il méne aux équations normales suivantes:

N
Vol = > vnagQiX;DY,Q4by — urQfar =0 (5.14)
n=1
K
Vi L = > arn@QiYpDXpQfar — AnQYbn =0 (5.15)
k=1
N
Vo £ = Y v QX DY,QYb, — oy, =0 (5.16)
n=1
K
Vi L = ) b, QuYaDXpQfay — v =0 (5.17)
k=1
apQfar—1 = 0 (5.18)
BQ%,—1 = 0 (5.19)
K
vi-1 =0 (5.20)
k=1
N
dopg-1 = 0. (5.21)
n=1

Les points critiques vérifient les relations:

N
1
ar = —apXpD Y vpYnQbn (5.22)
Kk el
1 K
by = EVnYADZakaQiak (5.23)

k=1
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N
o = %tch Z Vpln, (5.24)
n=1
1 K
vp = -—u,D Z aty (5.25)
v k=1
N
pr = ogtD Z Vply, (5.26)
n=1
K
An = vpunD Z gty (5.27)
k=1
K N
B = 1= Z g, Qi X D Z Un Y@ bn- (5.28)
k=1 n=1

Ainsi, les équations (5.24) et (5.25) meénent a I’écriture matricielle:

[tl tK]ID[ul uN]z/ (5.29)

=R~ =

D [tl T tK] . (5.30)

Ces résultats s’obtiennent aisément, aussi nous ne détaillerons pas les calculs ici.

Remarque : L'optimum du critére est égal & f =y = Sh_, ux = Som_; An. Celui-ci est bien
un maximum car nous choisissons 8 comme la plus grande valeur propre de
[t1 tK}ID [u1 uN} [u1 uN}ID [t1 tK} associée a a.

Pour approcher les solutions, un algorithme croissant et convergent (afin de maximiser la
fonction objectif assurément) si possible doit étre mis en place. On peut noter que les vecteurs
a et v sont solutions de la régression PLS de [ul uN] sur [t1 tK] et les vecteurs
ay, et b, sont solutions de la premiére étape de TACIMOG appliquée aux tableaux o X} et
v Y, munis des métriques D, QF et Q3, d’ou l'algorithme qui suit.

5.7.2 L’algorithme

La figure 5.5 illustre cet algorithme.

étape 0: initialisation
Les tableaux X, Y, sont supposés centrés et éventuellement réduits en colonne
pour D.

=
v= (%

X = apXp; Yo =vn¥n
1 1
=7 - 7in)
ap = X]éD Z,,'\llzl Ynbn; ar, = ak/”ak“Qﬁ

S 3
sk



5.7 REgression MUIti Blocs: REMUB

117

F1G. 5.5 — L’algorithme REMUB

t u
T PLS > U
//’— RN
// \\lyl l’ \\\
AN / / .
~ o f 7
[ Y \
XK V1 X Y1 U1 VN X YN
ak b} by
ACIMOG

étape 1: étape 1 de PACIMOG
Xy = apXg; Y = Yy
crith = Y apQEXLD Yon ) YaQhbn
tant que |critl — crit0| > critl e
faire:
bn = Vi D Yok XkQiay
ak = XD Y0 YuQibn
i = llakllQz; ax = ak/pk
ly = Xngak; Up = ynQ%bn
critl = Elle t,D Zszl Up
crit0 = critl

étape 2: actualisation des composantes
te = te/ o
Uy = Up Uy,

étape 3: étape NIPALS
tant que |crit2 — critl] > crit2e

faire:
a:[tl tK]ID[’U,l ’U,N]V
a=oflo]
I/:[’u,l UN]D[tl tK]OA
v=v/lv| ,
crit2 =1/ [u1 uN] D [t1 tK] o

critl = crit2
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étape 4: test de la convergence
Si |eritl — crit] < critle, aller a ’étape 4.
Sinon, crit = critl et retourner & ’étape 1.

étape 5: Passage a l’ordre supérieur
Xk:Xk—PEK ot Xk Yo =Y, — P
k=1 %klEk

K Y,
2 D=1 @kt~
retourner & 1’étape 0

Monotonicité et convergence :

Propriété 5.8 Cet algorithme fait croitre le critére Cg et converger vers un mazimum local.

Démonstration :

L’actualisation de ay et by, fait croitre le critére car ¢’est une étape ACIMOG (chap.
3.4). De plus, l'actualisation de v et « le fait aussi augmenter car c’est une étape

NIPALS. En effet, notons & = %, T = [t1 tK] et U = [u1 uN}.

Au moment de 'actualisation de «, l'accroissement du critére s’écrit :
h(a) — h(a) = &'T'DUv —o'T'DUv
La fonction h est égale au critére lorsque toutes les variables sauf o sont fixées.

1
h(&) — h(Oé) = WVIU,DTT,DUV — OKITIDUV
|IT'DUv|| (1 - cos (a,T'DUV))

> 0.

L’accroissement du critére, a chaque actualisation de « est positif. De plus, |h(a)|
est bornée par ||T"DUv||. Un résultat similaire s’obtient facilement pour I'accrois-
sement du critére lors de la mise a jour de v. L’étape NIPALS est bien croissante
et convergente.

Il reste & montrer que 'algorithme converge. Or, h(«a) est égal a la fonction objectif
Cs({ar},{bn},{ak},{vn}). D’ou, le critére étant positif,

Cs < ||[T'DUv|| (5.31)
. ) /2 ; 2172 ' ; yl/? : yl/2
< | Diag(a, Q% ) Diag(Qx " )X DY Diag(Qy " )Diag(Q7 " bn)v|  (5.32)
. 1/2 . 1/2 . 1/2 i 1/2
< |Diag(Q% " ax) || Diag(Qf ) X' DY Diag(Q} ) ||| Diag(Qy " ba)|[|1v|
(5.33)
d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
< KN||Diag(Q§'"*) X' DY Diag(Q%")|. (5.34)
La fonction objectif est croissante et bornée, donc converge vers un maximum lo-

cal.
-
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5.7.3 Propriétés et modéles

Des propriétés similaires a celles de I’ACIMOG-PLS sont valables pour REMUB. Aussi,
nous les énoncerons simplement sans les démontrer.
A chaque étape, ’algorithme construit les super-composantes t, = Toa, = 21521 O atk,q et
ug = Uy = 22':1 Un,qUn,q- Elles sont optimales car le critére C3 maximisent leur covariances
cov(tq,uq) et les composantes iy, et uy, le sont aussi car Cs est optimisé par blocs, et de
plus elles sont solutions d’'une ACIMOG particuliére & chaque étape a.

Propriété 5.9 Les super-composantes {t,} sont D-orthogonales.

Propriété 5.10 Les coefficients oy o sont positifs et proportionnels auz coefficients py q.
Les coefficients vy, q sont positifs et proportionnels auz coefficients Ay 4.

Démonstration :

Nous allons démontrer le résultat pour oy 1, le résultat se transposant facilement
pour les étapes supérieures et pour vy, 4.

Q. = t;cDu/ﬁa
et
MK = Otkt;cD’u,.
D’Ol:l, Ot% = ,uk/,B.
De plus, p est positif car égal & ||ax X} Dullgz. D'ott e = || X} Dull@z/B qui est

positif car 8 = Z,'::l k-
-

Les modéles s’écrivent de la méme maniére qu'en ACIMOG-PLS, comme somme de modéles
partiels de rang D-orthogonaux et comme combinaison linéaire des variables initiales:

A

Y2 = Y PBY.+E, (5.35)
a=1

= XpA (5.36)

Nous avions remarqué dans ’ACIMOG-PLS2 que la variance expliqué de Y, par I’étape a
était proportionnel a A,. Dans REMUB, nous avons une relation du méme type: || P, Y,||% =
An,aB/Itall7, ou encore || P, Yo |13, = 820y ./ lItallh- Ces relations sont obtenues grace aux équa-
tions (5.19) et (5.23) et & la relation entre vy, 4 et Ay 4.

Ce résultat donne un réle a Ay, : ils permettent de visualiser quels sont les tableaux Y, les
mieux reconstitués par 1’étape a.

Dans la pratique, nous avons remarqué, tout comme en ACIMOG-PLS, que les coefficients
Pka (OU o 4) semblent indiquer quels sont les tableaux X} qui sont les mieux reconstitués
par l’étape a, lorsque celle-ci a un bon pouvoir explicatif, c’est-a-dire lorsque ¢, et u, sont
assez «prochesy.
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F1G. 5.6 — Schéma relationnel: K + 1 tableauz réflectifs, K variables latentes exogénes &, et une
variable latente endogéne &,

1 )

X1 <—@

1

XK @

TAB. 5.1 — Corrélations entre les variables latentes de I’APLS et les composantes de REMUB pour

a=1

ti b2 u & & 3
t7 1 0314 0.433 -1 -0.313 -0.432
to 1 0.769 0.314 -1 -0.763
uq 1 0.430 -0.768 -1
& 1 -0.313 -0.431
&2 1 0.762
& 1

Les super-composantes t, permettent de donner une représentation des individus «compro-
mis». Pour expliquer leurs positions, on utilise cov(ty/||te||p,Xk). Si les données sont ré-
duites, alors il s’agit de corrélations. Cette covariance est liée & la variance expliquée de
Xj par la composante, de la méme maniére qu'en PLS ou ACIMOG-PLS: | P Xk]|2 =
Z;’“ | cov (:ck,ta/”t D), fc désignant la §°™€ variable de Xj.

Les super-composantes ¢, donnent de I'importance aux composantes #j , les plus covariées

cov(ty, a,ua) .. .
avec la super-composante u,: t, = Zk 1 oo ta,ua) k- Cela signifie aussi que les tablleaux
X}, dont la composante ?j , est fortement covariée avec u, seront sans doute mieux expliqués

par la composante 2.

5.7.4 Cas particuliers

Counsidérons le schéma relationnel de la figure 5.6. Une solution pour le résoudre est
d’utiliser 'approche PLS (chapitre 5.1) en suivant ’approche centroide et le mode A. Les
résultats obtenus par I’APLS donnent les mémes résultats que REMUB a ’étape 1. Les étapes
suivantes sont différentes & cause des déflations utilisées. En notant ¢; les composantes issues
de REMUB associées a Xj et u celle associée & Y, £ les estimations externes des variables
latentes associée & X, suivant le schéma centroide et le mode A, et £ celle associée & Y, nous
avons 1 (tk,te) = r(€5,€7) quelques soient k # £ et r(tg,u) = r(&.¢)-

Nous proposons un exemple des résultats obtenus par les 2 approches sur les données de
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Russett que l'on peut trouver dans (TENENHAUS, 1998, pl172). Dans cet exemple, K = 2,
Ji1 =3, Jo =4 et M =6. Le tableau 5.1 contient les corrélations entre les variables latentes et
les composantes issues de REMUB & la premiére étape.






Chapitre 6

Autour de la pratique

Dans ce chapitre, nous nous attachons aux questions qui se posent lors de la manipulation
pratique des méthodes que nous avons proposées en particulier ACIMOG(-PLS), REMUB.
Nous exposons ici beaucoup de méthodes relatives & la régression PLS car nos méthodes en
sont en quelques sortes des généralisations. Le chapitre se décompose en trois parties.

La premiére concerne le prétraitement des données. Nous rappellerons les prétraitements clas-
siques en régression PLS et les méthodes dérivées de la régression PLS utilisées pour prétraiter
des données de spectres infra-rouges en chimiométrie. Nous exposerons aussi ce qui peut étre
fait en régression multi-tableaux.

La seconde partie concerne la validation des modéles. Nous faisons référence au choix du
nombre de composantes A & retenir dans les modéles. Nous rappellerons les critéres classiques
utilisés en régression PLS et exposerons la maniére de les utiliser en régression multi-tableaux
et parlerons rapidement de critéres utilisés en analyse cubique.

Enfin, la troisiéme partie est consacrée a la sélection de variables en régression PLS et, par
extension, & la sélection de blocs en régression PLS multi-tableaux.

6.1 Prétraitement des données

Avant toute analyse, se pose la question du prétraitement des données. Habituellement, les

tableaux sont centrés en colonne par rapport & la moyenne. Ainsi, les produits scalaires sont
interprétés en terme de covariance. Lorsque les données ne sont pas mesurées sur une méme
échelle, il est d’usage de les réduire en colonne, i.e. diviser chaque colonne par son écart-type.
En analyse cubique, les types de centrages et de réductions ne sont pas aussi évidents. Ils
peuvent étre effectués par colonne ou par tranche.
En analyse multi-tableau, le prétraitement se fait en colonne. De plus, si les tableaux ont un
nombre de variables trés différent les uns des autres, il est préconisé de les pondérer pour
limiter une influence disproportionnée de celui ayant le plus grand nombre de variables. On
peut, par exemple, diviser chaque tableau par la racine carrée de son inertie.

En chimiométrie, la spectrographie proche infra-rouge est trés utilisée, car facile & mettre
en oeuvre et de faible colt, pour expliquer des mesures chimiques ou de l’activité biolo-
gique, Y. Chaque échantillon est passé au spectrométre de réflection. Celui-ci illumine chaque
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échantillon par une source de radiations monochromatiques couvrant la région comprise entre
400nm et 2500nm, le plus souvent. Une partie de ces rayons est absorbée par I’échantillon, une
autre partie et transmise & travers lui, et une derniére partie est réfléchie. La lumiére réfléchie
est «mesurée» en unité de réflectance tous les 2nm, en général. Pour chaque échantillon un
spectre de 1050 points (longueurs d’ondes) est obtenu. Ces spectres composent un tableau X
ayant 1050 colonnes qui correspondent & la description des 1050 longueurs d’ondes du spectre
proche infra-rouge (NIRS) compris entre 400 nanométres et 2500 nanomeétres, mesuré tous les
2 nanomeétres. Une ligne de ce tableau représente le sprectre d’une observation. En général le
tableau n’est pas réduit en colonne car cela supprimerait les variations que ’on cherche jus-
tement a identifier, mais uniquement centré. Cependant, ce tableau contient énormément de
bruit qu’il faut supprimer pour espérer avoir des modéles avec un bon pouvoir de prédiction.
11 existe des méthodes, dites de filtrage, dont le but est d’enlever une partie de cette variation
systématique.

Récemment, les chimiométriciens ont commencé & développer des méthodes de filtrage
du NIRS basée sur la régression PLS. Le but de ces méthodes étant de supprimer le bruit,
I'information comprise dans le NIRS qui n’explique par les variables réponses Y. La méthode
0SC, «Orthogonal Signal Correction», (WOLD, ANTTI, LINDGREN & OHMAN, 1998) a été la
premiére & paraitre. Nous détaillons ici son algorithme:

1 Eventuellement centrer et réduire les données.

2 t est la premiére composante principale de X

3t* = P%t, t est orthogonalisée & Y

4t = XX "t*out =TT t* ou T contient les premiéres composantes issues de la régression
PLS de X sur t*.

5 Si ||t** —t||/||t**|| < 107 on continue, sinon on recommence en 3

6 Xpse = X — PX

Les composantes OSC suivantes s’obtiennent en utilisant ’algorithme & partir de la matrice
filtrée X, .

Les auteurs soulignent qu’il y a plusieurs solutions pour la composante OSC lorsque | < J.
SVENSSON, KOURTI & MACGREGOR (2002) le montrent numériquement, en prenant divers
point de départ pour ¢ & la premiére étape. En général, la composante finale ¢ n’est pas ortho-
gonale 4 Y. Et lorsque | — 1 > J, (WESTERHUIS, DE JONG & SMILDE, 2001), ¢ n’appartient
pas non plus & ’espace engendré par X. Ce qui signifie que de I'information qui peut étre
importante pour prédire Y peut étre otée de X.

Dans le méme numéro de revue, SIOBLOM, SVENSSON, JOSEFSON, KULLBERG & WOLD
(1998) annoncent qu’ils appliquent la méthode OSC de (WOLD et al., 1998) mais I’algorithme
qu’ils présentent n’est pas le méme. Une étape supplémentaire a été rajoutée avant 1’étape 4:
3bis w = X't*/|| X't*||, t = Xw. Et les étapes 2 — 3 sont répétées jusqu’a convergence. Ils
utilisent 15 étapes PLS pour I’étape 4, et I’étape 5 est supprimée. Au départ, la composante
t explique la plus grande part de variance possible de X, puis devient orthogonale & Y, pour
a la fin ne plus l'étre.

L’année suivante, ANDERSSON (1999) propose la méthode de filtrage DO, «Direct Ortho-
gonalization». Il dit de cet algorithme qu’il assure que l'information de X qui est corrélée
parfaitement avec Y n’est pas supprimée pendant le prétraitement. Au lieu d’orthogonaliser
une composante & Y comme c’est le cas dans ’OSC, il orthogonalise la matrice X elle-méme.
La (les) composante(s) résultant de cet algorithme ne décrivent pas l'information de X et ne
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sont pas orthogonales aux réponses Y. Cependant, elles servent a filtrer le spectre.

FEARN (2000) définit clairement le probléme cherché en OSC. Il maximise w'X’Xw sous la
contrainte d’orthogonalité w'X'Y = 0 et de norme unité w'w = 1. Cette méthode présente
I’avantage de ne pas étre itérative, et réduit donc le temps de calcul des composantes OSC.
WESTERHUIS et al. (2001) font une revue des algorithmes, agrémentés de commentaires tech-
niques, des méthodes parues avant 2001, avant de proposer & leur tour un algorithme nommé
DOSC, «Direct Orthogonal Signal Correctiony.

La derniére méthode en date est ’O-PLS, «orthogonal projection to latent structure», de
TrRYGG & WoLD (2002), amélioré par la suite en ’O2-PLS (TryGa, 2002). O-PLS peut
étre considérée comme une méthode de filtrage ou comme une méthode d’analyse & part en-
tiére. Elle est basée sur le rajout de plusieurs étapes dans ’algorithme PLS. Le filtrage du
tableau X se fait & l'intérieur d’une étape de la régression PLS. L’avantage est que le calcul
des composantes OSC (& chaque étape PLS) n’est pas itératif comme c’est la cas en OSC.
Les composantes OSC sont orthogonales & Y et expliquent aussi une part de la variation de
X. O-PLS permet aussi une interprétation de la variation de X qui est orthogonale & Y, en
faisant une ACP sur l'information de X que l'on vient de lui enlever. La méthode O2-PLS
permet de chercher 'information de X orthogonale & Y, I'information de Y orthogonale a X,
I'information conjointe et donne des modéles prédictifs dans les deux sens.

SVENSSON et al. (2002) donnent une rapide récapitulation des méthodes de WOLD et al.
(1998), SIOBLOM et al. (1998), FEARN (2000), ANDERSSON (1999) et TRYGG & WoLD (2002),
puis font une comparaison numérique de ces méthodes. Il apparait alors clairement que les
méthodes DO et OSC de SJOBLOM et al. (1998) ne fournissent pas des composantes ortho-
gonales aux réponses. Donc, il se peut que ’on enléve de X de 'information nécessaire a la
prédiction de Y. De plus, il apparait sur I’exemple traité, que la méthode DO procéde & un
filtrage trés «violent». Aprés une composante seulement, plus de 90% de la variance de X lui
a été otée. Les 