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Introduction

L’objet de cette thése est ’étude, en familles, des actions de groupes sur les courbes
algébriques. Le cadre adapté pour cette étude est celui de la théorie des modules.

Plus précisément, ce travail a pour but de définir et d’étudier en détail les champs de
revétements de courbes, tant en caractéristique 0 qu’en caractéristique p > 0. Le parti pris
technique est d’utiliser & plein le vocabulaire des champs algébriques, et de s’intéresser aux
espaces modulaires grossiers seulement ensuite. Une justification pour ce choix (sans doute
la meilleure possible) est que les champs algébriques sont particuliérement bien adaptés
aux problémes modulaires : ils ont été créés pour cela. Ce sont ceux qui reflétent le mieux la
géométrie des objets qu'ils classifient, et ils sont finalement aussi simples (ou compliqués :
selon le point de vue...) & construire que les espaces modulaires grossiers associés. Une de
leurs caractéristiques principales est de garder la trace des automorphismes des objets; or
précisément, c’est souvent parmi les objets qui ont des automorphismes que se passent des
choses intéressantes. D’un point de vue technique, les champs algébriques résolvent souvent
bien les problémes de quotient et ont une description souple en termes de groupoides. Il
semble que dans la derniére décennie, 'intérét de faire de la géométrie directement sur les
champs soit largement reconnu.

La premiére construction véritablement algébrique d’espaces de modules de revétements
de courbes (désignés par le terme générique d’espaces de Hurwitz dans la suite) est due a
Fulton dans sa thése [Ful.

Parmi les motivations pour étudier les espaces de Hurwitz, la premiére historiquement
est celle concrétisée par Fulton (en caractéristique p > g) consistant & déduire la connexité
de 'espace des modules des courbes M, de celle de certains espaces de Hurwitz.

Puis les travaux de Fried [Fr| ont montré qu'ils étaient des objets centraux dans I’étude
du probléme inverse de Galois et dans d’autres questions arithmétiques. En liaison avec
ces questions, Fried a suggéré d’étudier ’arithmétique de tours modulaires d’espaces de
Hurwitz généralisant les tours de courbes modulaires X1 (p™), Xo(p") et X (p").

D’un certain point de vue on peut envisager les espaces de Hurwitz comme extensions
naturelles de l’espace des modules des courbes. Ceci 1égitime 'idée d’étudier leur géométrie
pour elle-méme. Sur les traces des travaux accomplis pour Mg, on peut souhaiter étudier
I'existence de bonnes compactifications pour les espaces de Hurwitz; leur groupe de Pi-
card ; leur nombre de composantes connexes; leur cohomologie; leur anneau de Chow...
Pour les revétements modérés des résultats sont déja accessibles, mais trés peu de choses
sont connues dans le cas sauvage (qui pose par ailleurs des problémes arithmétiques bien
spécifiques, et passionnants).

Enfin les espaces de Hurwitz ont des liens forts avec les espaces de modules de struc-
tures de niveau sur les courbes, et peuvent aider & approfondir leur connaissance, comme
dans les travaux de Oort-Van Geemen, de Jong-Pikaart, Abramovitch-Corti-Vistoli (voir
bibliographie).
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Décrivons maintenant le contenu de la thése.

Chapitre 1

Le langage des champs algébriques est largement utilisé. Dans le chapitre I on rappelle
tout d’abord les définitions de base et les propriétés essentielles nécessaires pour la suite.
Ensuite on compléte la théorie par des résultats sur les opérations de groupes sur les
champs.

Précisément, soit une action d’'un S-schéma en groupes G sur un S-champ algébrique
M. On montre tout d’abord (voir 1.2.2.1) I'existence d'un champ algébrique de points fixes
ME lorsque G est constant fini (le cas d’un groupe général semble plus difficile) :

Théoréme Soit M un S-champ algébrique (resp. de Deligne-Mumford) muni d’une
action d’un groupe fini constant G. Alors il existe un champ de points fives MY
qui est un champ algébrique (resp. un champ de Deligne-Mumford), et le morphisme
ME = M est un morphisme représentable, séparé, et quasi-compact (resp. et non
ramifié).

Ensuite, on montre l'existence d’un champ quotient M /G pour G séparé, plat et de
présentation finie. On note que lorsque G est constant et fini, le quotient d’un espace
modulaire grossier pour M donne un espace modulaire grossier pour le quotient M/G;
si de plus ’action est libre, la description des objets du champ quotient correspond &
I'intuition (voir 1.2.4.1). Dans cette étude des quotients, deux points de vue différents sont
abordés : d’une part la définition du champ [X/G] de Deligne-Mumford par des torseurs,
et d’autre part le point de vue des groupoides. Le résultat principal sur les quotients est
le suivant (voir 1.2.3.4) :

Théoréme Soit M un S-champ algébrigue muni d’une action d’un S-schéma en
groupes G. On suppose que G est séparé, plat et de présentation finie sur S. Alors
M/G est un S-champ algébrique et m : M — M/G est un quotient catégorique
de M ; en fait, © est le G-torseur universel au-dessus de MJG. Si les points géo-
métriques de M ont des stabilisateurs finis et réduits, alors M /G est un champ de
Deligne-Mumford.

En fin de chapitre, on s’intéresse & une situation un peu différente, dans laquelle il n’y a
pas & proprement parler d’action sur le champ M. On suppose que le groupe fini G est, de
maniére canonique, sous-groupe du groupe d’automorphismes de chaque objet du champ.
Il y a alors une construction, présente a quelques endroits dans la littérature, qui fournit un
champ M /G « débarrassé » de ces automorphismes. On donne en détail la construction
et les propriétés de M J/G.



Chapitre 11

Dans le chapitre II, on étudie divers aspects des champs de revétements galoisiens
de courbes : construction sur Z; compactification ; étude de la ramification. On utilise
fortement les résultats techniques du chapitre I.

Etant donnée une courbe relative lisse C sur une base S, et une action fidéle fibre
a fibre d’un groupe fini G, soit 7 : C — C/G le quotient. On étudie tout d’abord les
diviseurs de ramification R C C et de branchement B C C/G, sans faire d’hypothése sur
les caractéristiques des corps résiduels de S. Nous proposons une expression conjecturale
de diviseurs « essentiels » R* et B* qui coincident avec les diviseurs réduits Re¢q et Brsq
si le revétement est modéré. Ceci suggére la bonne expression du morphisme discriminant,
qui & la courbe C avec action, associe la courbe C/G marquée par le diviseur B*.

Ensuite nous rappelons, pour utilisation ultérieure, le procédé de compactification de
I'espace de Hurwitz Hya ® Z[%] des revétements galoisiens modérés par adjonction des
revétements de courbes stables. Nous ajoutons, pour étre complets, la description locale
du discriminant (toujours dans le cas modéré). Ces résultats de J. Bertin sur la compacti-

fication de ’espace de Hurwitz modéré sont extraits de la prépublication [BR].

Nous donnons une application de la théorie de Hurwitz modérée aux structures de ni-
veau (quelconques), utilisant I’analogie entre celles-ci et les revétements étales. La question
a été posée par divers auteurs de trouver une compactification « modulaire » du champ
des structures de niveau de Deligne-Mumford, M,(G). Nous répondons par le théoréme
suivant (voir les notations de 11.4.3.4) :

Théoréme Le Z[ﬁ]—champ Ny(G) :=Hz60/Z(G) est une compactification mo-
dulaire lisse de My(G). Il y a un morphisme propre, birationnel qui est une désin-
gularisation

Ny(G) = My(G)

vers le champ de Deligne-Mumford ﬂg(G), obtenu par mormalisation. Lorsque
Mg (G) est représentable (par exemple lorsque G domine un niveau abélien n > 3),
c’est lespace modulaire grossier de N ¢(G).

Enfin, le chapitre est conclu par une application de ce résultat au champ de Hurwitz
Mg, (non modéré). Aucune bonne compactification de ce champ n’est connue en les ca-
ractéristiques qui divisent |G|. Nous donnons une construction de #, ¢ & I’aide des champs
de structures de niveau. Le théoréme précédent est alors naturellement utilisé pour en
proposer dans le méme temps une compactification (voir notations dans I1.5.3.1) :

Théoréme Choisissons un entier n > 3, premier o l'ordre de G. On obtient un
Z[%]—champ propre qui contient Hy g ® Z[%] comme ouvert dense, en considérant la
somme suivante

N,(n)©
e

(En particulier, ceci inclut les caractéristiques qui divisent 'ordre de G.)




Chapitre 111

On se pose la question dans ce chapitre de décrire, localement, ’action d’un groupe
sur une courbe, en situation de ramification sauvage. Précisément, soit R un anneau de
valuation discréte, K son corps des fractions et k son corps résiduel, de caractéristique
p > 0. Soit un groupe fini G dont l'ordre est multiple de p (par exemple, un p-groupe).
Soit une courbe propre et plate sur R, munie d'une action génériquement fidéle de G. Par
exemple, ce peut étre le modéle stable d’une courbe lisse sur K. On souhaite donner le plus
d’informations possible sur ’action sur la fibre spéciale : par exemple, que se passe-t-il au
voisinage d’un point double? On s’autorise donc & remplacer la courbe par un voisinage
affine d’un point de la fibre spéciale.

On se place dans une situation plus générale, qui ne se limite pas au cas des courbes.
Soit une action d’un groupe fini G sur un R-schéma X de type fini (ou localisé, ou complété
d’un schéma de type fini). On suppose que l’action sur la fibre générique X i est fidéle. On
propose tout d’abord un procédé effectif pour exhiber, lorsque X est affine et G abélien, un
modeéle G dominé par G (c’est-a-dire qu’il existe un morphisme de R-schémas en groupes
finis plats G — G qui est I'identité sur la fibre générique) et qui agit universellement fidéle-
ment sur X (voir théoréme I11.4.1). Pour y parvenir on utilise la technique des éclatements
de Néron, que ’on développe pour les actions de groupes. Le bon fonctionnement du pro-
cessus décrit ci-dessus est conditionné par une meilleure connaissance du comportement
du noyau des actions par ces éclatements.

Notons qu’un résultat semblable est obtenu, de maniére plus élémentaire, lorsque X
est propre sur R. Cependant dans le cas ou X est une courbe stable, on a G = G car
Autp(X) est non ramifié; c’est donc bien localement sur X qu'’il faut regarder. Puis on
applique cette technique au cas des courbes (voir II1.5.1, et II1.1.4 pour la définition du
groupe Hp,) :

Théoréme Soit X = Spec(A), oo A = R[t], un germe de courbe lisse sur R.
Soit ¢ : Yk — Xk un revétement galoisien de groupe G = Z/pZ; Yk est une R-
algébre formellement lisse et ¢ est génériquement étale. Soit Y = Spec(B) obtenu
par normalisation de X dans Yk ; le groupe G agit sur Y. On suppose que la fibre
spéciale de Y est intégre. Les anneauz locaur Ay et By des points génériques des
fibres spéciales de X et'Y sont des anneaux de valuation discréte ; soit § la valuation
de la différente de l’extension correspondante. Alors, on a § = (s—m)(p—1) pour un
m € {0,...,s}, et X estle quotient de Y par H,, agissant universellement fidélement.

Chapitre IV

Le dernier chapitre est I’étude d’un exemple, au carrefour des questions abordées dans
les chapitres précédents. Il s’agit de I’étude des modules d’une famille de courbes, revéte-
ments cycliques de degré N de P!, appelées courbes de Potts. Ce travail a fait I'objet d’une
prépublication de I'Institut Fourier 2001 [Rom)].

Le premier résultat important est le calcul minutieux du groupe des automorphismes
des courbes de Potts (voir IV.2.1.6 et IV.2.2.2). Ce calcul indique la non-représentabilité
du champ algébrique correspondant.

Ensuite nous étudions les espaces modulaires grossiers du champ des courbes de Potts,
dans les différentes situations correspondant au paramétre N. Voici un résumé des résultats
(voir IV.3.1.1,IV.4.1.2) :
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Théoréme

(i) Le Z[(y, %]—champ algébrique des courbes de Potts « modérées » a un espace
modulaire grossier qui est la droite affine privée de l'origine Al ® Z[(,, ﬁ] Son
groupe de Picard modulaire est une extension du groupe de Picard de la base par
(Z)2Z) x (Z]2NZ); sa compactification par les revétements stables a pour espace
modulaire grossier P'. L’espace modulaire grossier a bonne réduction en tout premier
qui ne divise pas 2N.

(ii) Soit k un corps algébriguement clos de caractéristique p > 0. Le k-champ al-
gébrique des courbes de Potts « sauvages » a un espace modulaire grossier qui est
la droite affine privée de lorigine Al ® Z(ﬁ% Plus précisément, ’espace modu-
laire est le 2-quotient (voir chapitre I) du champ des courbes de Potts par le groupe
G=7Z/2Z x Z]pZ.

Xk

Pour finir, indiquons quelques perspectives de travail dans la continuation de ces résul-
tats. Lorsqu’il en est question, R est un anneau de valuation discréte de caractéristiques
mixtes (0,p), K est son corps de fractions, et k son corps résiduel.

G-champs algébriques

L’étude des actions de groupes sur des champs, au chapitre I, laisse des pistes de
réflexion dans plusieurs directions. Le lien entre ’espace modulaire grossier de M& et les
points fixes de I’espace modulaire grossier de M (lorsqu’ils existent) doit étre éclairci. Ceci
étant, la question qui vient tout de suite & l'esprit est celle de la comparaison entre la
géométrie de M, et la géomeétrie G-équivariante de M /G ou de M /G (dans les situations
pertinentes). Il serait intéressant de savoir quels sont les résultats de géométrie des schémas
qui se reconduisent (se généralisent, s’améliorent ?) dans ce cadre.

Géomeétrie des champs de Hurwitz

Le lien établi au chapitre II entre le champ de Hurwitz H, ¢ et les champs de courbes
avec structure de niveau, sous la forme des théorémes 11.4.3.4 et I1.5.3.1 doit conduire & une
description locale des revétements du bord (issus de structures de niveau sur des courbes
stables). En preéalable, il est certainement nécessaire d’étudier plus en détail le bord des
espaces de courbes avec structure de niveau Ay(n). La simplicité du groupe de Galois mis
en jeu, G = (Z/nZ)?9, est un atout pour mettre ceci en application.

Ramification sauvage au voisinage d’un point double

Soit X une courbe semi-stable sur R avec action d’un p-groupe fini. On suppose que sur
la fibre générique, X est lisse et ’action fidéle. Au chapitre III, on n’a obtenu de résultats
qu’au voisinage d’un point lisse de X ; c’est un premier pas vers I’étude de ’anneau local
d’un point double en tant que G-anneau (qui était la question posée dans l'introduction
de IIT), sur laquelle on doit maintenant pouvoir donner des réponses plus précises.

11



Revétements de groupe Z/p?Z

Une question est transversale aux trois derniers chapitres : c’est celle de 1’étude de
revétements de groupe de Galois G = Z/p?Z, sur 'anneau de valuation discréte R de
caractéristiques mixtes (0, p). Dans le chapitre II, ’expression des diviseurs de ramification
et de branchement « essentiels » R* et B* laisse en suspens la question de montrer que B*
est un diviseur relatif entier sur la base. Dans le chapitre III, il est possible d’expliciter la
suite standard (voir I11.3.1.5 et I11.3.2.2) du morphisme (Z/p*Z)r — py2,g- Elle contient
p fois plus de termes que dans le cas de degré p. La question se pose alors de décrire la
forme locale des revétements de groupe G' = Z/p?Z. On pourrait alors appliquer ceci au
chapitre IV, pour I’étude des courbes de Potts de « niveau » N = p?. Comme il est montré
dans le chapitre en question (voir IV.2.2), il n’existe pas de courbe de Potts sur k (en
caractéristique p), lisse, de niveau N = p?. En revanche il est facile de construire de telles
courbes si on demande qu’elles soient simplement stables. Ces courbes doivent apparaitre
comme modeéles stables de courbes de Potts sur le corps des fractions K. Il est tentant
d’essayer de formuler cela en termes d’un « modeéle » sur R pour le champ modulaire des
courbes de Potts de niveau p? sur K. Une question connexe est, partant d’une courbe de
Potts stable sur k, d’étudier ses déformations. Ceci nécessite d’étudier conjointement les
déformations de points doubles et de points de ramification sauvage.
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Notations

Les symboles N, Z, Q, R, C désignent les ensembles de nombres entiers naturels, entiers
relatifs, rationnels, réels, complexes.

Pour désigner le cardinal d’un ensemble fini E, on utilisera selon le contexte 'une des
notations #F, ou |E|, ou card(E).

Les chapitres sont numérotés I, IT, ITI, IV. Une référence comme 1.1.3.13 indique le cha-
pitre I, paragraphe 1, sous-paragraphe 3, numéro 13. Les références internes a un chapitre
n’indiquent pas le numéro du chapitre (par exemple, « définition 2.3.2 »).

Nous utiliserons de temps en temps la notation « ensembliste » pour des morphismes de
schémas, d’espaces ou de champs algébriques, lorsqu’ils sont définis de maniére purement
catégorique. Par exemple la diagonale d’'un S-champ M est A : M — M xg M, A(z) =
(z,z). Aussi, lorsque z est un objet d’une catégorie C, nous noterons parfois z € C pour
z € Ob(C), ¢’il n’y a pas de risque de confusion.
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Chapitre 1

Champs algébriques et actions de
groupes

Dans ce chapitre préliminaire, nous détaillons quelques opérations sur les champs algé-
briques, nécessaires pour la suite (chapitre II) mais peu ou pas expliquées dans la littéra-
ture. Pour cela on ne peut se passer de rappeler les bases de la théorie des champs ; le coté
technique des démonstrations est une raison supplémentaire pour donner des définitions
précises dés le départ. Cependant nous avons essayé d’étre concis, et par ailleurs, avons
rassemblé dans le seul paragraphe 1 la partie de la théorie qui est classique et bien exposée
dans d’autres textes comme [DM], [Ar2], [Vi], [L-MB]. De cette fagon, le lecteur « expert »
peut commencer directement au paragraphe 2.

Nous ne considérons que des espaces algébriques et des champs algébriques quasi-
séparés, conformément & |[L-MB|. Nous supposons connues la théorie de la descente et
la notion de topologie de Grothendieck, sujets sur lesquels nous ne faisons aucun rappel et
nous contentons de renvoyer a [SGA1] et [SGA4]. En particulier, de la notion de site, nous
ne rappelons que le fait qu’il s’agit d’une catégorie munie d’une topologie de Grothendieck.

Dans cette bréve présentation, nous favorisons le role donné aux espaces algébriques,
dans bien des endroits ot les schémas apparaissaient traditionnellement. Dans les problémes
de passage au quotient en Géométrie Algébrique, les espaces algébriques s’avérent en effet
d’un usage plus naturel et plus souple. C’est le point de vue utilisé dans de nombreux
travaux récents ([Kol], [KeMo|, [MB]).

1 Rappel des définitions et propriétés essentielles

1.1 Groupoides

Un groupoide est une catégorie C' dans laquelle les morphismes sont tous des isomor-
phismes. Soit Xy = Ob(C) et X; = Hom(C). Il y a des applications s,b: X; — Xy donnant
la source et le but d’un morphisme, et 7 : X1 — X7 donnant I’inverse d’un morphisme.

Par exemple, une relation d’équivalence R sur un ensemble X (vue comme sous-
ensemble de X x X) détermine un groupoide C tel que Ob(C) = X et Hom(C) = R.
La composition des morphismes est fournie par la transitivité de R, et I'inversion des mor-
phismes, par la symétrie. Un groupoide C « est » une relation d’équivalence si et seulement
sid = (s,b): X1 = Xy x X est un monomorphisme.

Soit Xo = X1 Xp x,,s X1 la classe des applications composables. Lorsque Xp est un
ensemble, ce que nous supposons dans ce paragraphe, il en va de méme de X7 et X5. Outre
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les deux projections, il y a une troisiéme application X — X7 donnée par la composition
des morphismes. On extrait donc de C un diagramme

S
Xo—=X, —>—b> Xo

On vérifie que la donnée de ce diagramme et de l'application 4, satisfaisant certains dia-
grammes commutatifs traduisant les axiomes des catégories (voir [DG]), déterminent C.
Lorsqu’un groupoide est donné par un tel diagramme, on le note plus simplement X; = Xj.

1.2 Espaces algébriques

Soit Sch la catégorie des schémas. Soit S € Sch ; nous l'identifierons systématiquement,
a l'aide du foncteur de Yoneda h(S) = Hom, (., S), au foncteur (ou au champ Sch /S, a
partir de 1.3) qu’il définit.

Un espace sur S, ou S-espace, est un faisceau d’ensembles sur le site Sg¢, i.e. un foncteur
contravariant X : Sch /S — Ens qui vérifie la propriété de faisceau pour les recouvrements
étales de S. Conformément & 1’identification ci-dessus, nous dirons que X « est » un schéma
s’il appartient & 'image essentielle de A. Un morphisme f : X — Y d’espaces sur S est dit
schématique si pour tout 7' € Sch /S et tout morphisme 7' — Y, le produit fibré X xy 7T est
un schéma. Pour un tel morphisme, on sait définir ce que veut dire vérifier la propriété P,
si celle-ci est une propriété des morphismes de schémas, stable par changement de base,
par exemple le fait d’étre étale, quasi-compact, surjectif...

Sch

Définition 1.2.1 Un S-espace algébrique est un S-espace X tel que
(i) le morphisme diagonal X — X Xxg X est schématique quasi-compact,
(ii) il existe un schéma U et un morphisme U — X étale surjectif.

Dans (ii), il faut noter que par (i) tout morphisme d’un schéma vers X est schématique
(voir aussi proposition 1.3.8).

Un S-espace algébrique est un objet « assez proche » d’un schéma. Il posséde par
exemple un sous-espace ouvert dense qui est un schéma. De plus, comme un schéma, un
espace algébrique est un faisceau fpqc, et a fortiori un faisceau fppf.

1.3 Champs algébriques

Définitions

La notion de champ peut étre vue comme une généralisation de la notion de faisceau sur
S¢i- Clest, si 'on veut, un « faisceau en catégories » sur Sg;. Un autre angle de vue revient
& considérer la notion de champ algébrique comme une généralisation de celle de quotient
par une relation d’équivalence : c’est, en effet, un quotient par un groupoide quelconque,
comme il sera rappelé dans 1.4.

Soit M une catégorie et p : M — S un foncteur. Pour tout 7' — S, on définit une
catégorie-fibre M(T) dont les classes d’objets et de morphismes sont p~(T') et p~!(id7).
Les objets de M(T') sont appelés sections de M au-dessus de T'.

Définition 1.3.1 Soit S un schéma. Une catégorie fibrée en groupoides sur S est la donnée
d’une catégorie M et d’un foncteur p = ppg : M — S tels que

(i) pour tout morphisme f : T — U de S-schémas et tout ( € M(U), il existe ¢ : n — (
tel que p(p) = f.
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(ii) pour tous morphismes ¢ : p — ( et ¥ : & — ( tels qu’il y a un triangle commutatif
p(1) o h = p(p) de S-schémas, il existe un unique x : n — &£ tel que Yo x = @ et p(x) = h.

1.3.2 L’axiome (ii) a pour conséquences que les catégories-fibres sont des groupoides, et
également, que 'objet 7 dans (i) est déterminé de maniére unique & unique isomorphisme
pres. On le note parfois n = f*(. Par ailleurs, pour tout morphisme ¢ : n — ( tel que
p(p) = f, il existe — par (ii) — un unique isomorphisme a : 7 — f*( tel que p = cjcoa
oll ¢¢ est « le » changement de base f*( — (. (On sait qu’on peut définir un foncteur
changement de base, et que pour les savants, un tel foncteur est défini & 1-équivalence
de catégories prés, ’équivalence étant définie & 2-isomorphisme unique prés (...). Nous
passerons sous silence ces complications de vocabulaire et parlerons, sans conséquence
ennuyeuse, « du » foncteur changement de base.)

Pour conserver, sur cette structure fibrée p : M — S, les propriétés de faisceau des
espaces algébriques, on est amené & énoncer la définition ci-dessous qui signifie essentiel-
lement que si M est un champ, les objets et morphismes de M(T') peuvent étre définis
localement. Soit le foncteur défini sur Ty, pour tout couple d’objets n,{ € M(T), par
T" — Homp (g X7 T',¢ x7 T"). Ce foncteur est noté Homy(n,() = Isomp(n,¢) (ily a
égalité avec le foncteur Isom car les fibres de M sont des groupoides).

Définition 1.3.3 Un champ sur S est une catégorie fibrée en groupoides p : M — S telle
que

(i) pour tout T'/S et tous objets n,{ € M(T), le foncteur Hom(n, ¢) est un faisceau sur
Tey-

(ii) soit {T; — T'} un recouvrement étale, et 7; € M(T;); toute donnée de descente (f;;)
pour (7;) est effective.

Remarque 1.3.4 Sip: M — S satisfait seulement ’axiome (i) de la définition ci-dessus,
on dit que c’est un préchamp. Par un procédé de faisceautisation on sait lui associer un
champ M ([L-MB, chap. 3|), et pour k un corps algébriquement clos, les catégories-fibres
M(k) et M(k) sont identiques.

Nous noterons Ch /S la catégorie des champs sur un schéma S. Un foncteur contra-
variant Sch /S — Ens définit une catégorie sur S qui est un champ si et seulement si ce
foncteur est un faisceau étale; de plus un champ est isomorphe & un foncteur si et seule-
ment si pour tout T — S, le groupoide M(T') est équivalent & un ensemble, c’est-a-dire
qu’il n’y a pas d’automorphisme non trivial dans M(T).

Définition 1.3.5 Un morphisme de champs est un foncteur f : M — N tel que pyro f =
pm- C’est un isomorphisme si, pour tout 7' € Sch /S, f(T) est une équivalence de ca-
tégories. Une condition nécessaire et suffisante pour étre un isomorphisme est d’étre un
monomorphisme et un épimorphisme, c’est-a-dire un foncteur pleinement fidéle et « lo-
calement essentiellement surjectif » (voir [L-MB, prop. 3.7]). Les champs sur S forment
une 2-catégorie (voir [Hak], chapitre I pour un résumé assez complet sur les 2-catégories).
Cela signifie essentiellement qu’il existe des 2-morphismes entre 1-morphismes. Pour cette
raison la définition de la commutativité des diagrammes est la suivante : un diagramme

M
N
N P

est 2-commutatif si on s’est donné un 2-isomorphisme «: coa ~b.
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Le lemme de Yoneda reste valable pour les champs sous la forme suivante : pour tout
schéma X et tout champ M, on a une équivalence de catégories

Hom,, ,.(X, M) — M(X)

Ch/S
On a donc la situation suivante : (Schémas) C (Faisceaux étales) C (Champs).

Définition 1.3.6 Un morphisme de S-champs f : M — N est dit représentable si pour
tout schéma Y sur S, le produit fibré M x Y est (représentable par) un espace algébrique.

Comme dans 1.2, si f est représentable et P est une propriété de morphismes d’espaces
algébriques stable par changement de base, on sait donner sens & ’assertion « f vérifie P ».
Lorsque f n’est pas représentable, il faut étre un peu plus astucieux mais on peut tout de
méme transposer la plupart des propriétés des morphismes de schémas, cf [DM].

Exemple 1.3.7 Un exemple essentiel est celui du morphisme diagonal A : M — M xgM.
Si X,Y sont deux schémas et X — M, Y — M deux morphismes vers M vus comme des
objets de M(X), M(Y), alors la définition du produit fibré de deux champs montre que
X xm Y n'est autre que le foncteur Isomy, .y (pi€x,p3y) des isomorphismes entre les
deux objets suscités.

Proposition 1.3.8 Le morphisme diagonal A est représentable si et seulement si tout
morphisme d’un schéma vers M est représentable, ou encore, si et seulement si les faisceauz
Isom de 1.3.3(i) sont représentables. O

Définition 1.3.9 Un S-champ M est appelé champ algébrigue, sous-entendu, d’Artin,
(resp. de Deligne-Mumford), si
(i) le morphisme diagonal est représentable, quasicompact et séparé.

(ii) il existe un espace algébrique U et un morphisme U — M lisse et surjectif (resp. étale
surjectif). On dit que U est un atlas pour M.

Donnons enfin trois résultats qui nous seront utiles pour la suite. Les deux premiers
concernent les champs de Deligne-Mumford :

Théoréme 1.3.10 ([L-MB, 8.1]) Un champ algébriqgue M est un champ de Deligne-
Mumford si et seulement si le morphisme diagonal A : M — M x M est non ramifié. [

Lemme 1.3.11 ([AV2, 4.17]) Soit f : M — N un morphisme de champs de Deligne-
Mumford. Pour que f soit représentable, il faut et il suffit que, pour tout point & valeurs dans
un corps algébriquement clos k et £ € M(k), le morphisme de groupes Aut(€) — Aut(f(£))
soit injectif. O

Le troisiéme est une forme du Théoréme Principal de Zariski qui nous sera utile au
chapitre IT :

Théoréme 1.3.12 Soient M et N deuz S-champs algébriques réduits. On suppose N
normal. Soit f : M — N un morphisme représentable, séparé, birationnel, quasi-fini.
Alors c’est une immersion ouverte. Si de plus f est fermé alors c’est un isomorphisme.
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Preuve : Les hypothéses et la conclusion sont locales sur N au sens lisse. De plus par
[L-MB, (A2)] f est schématique, donc on est ramené au cas ou M, N sont des schémas
X,Y. Remplacant Y par une de ses composantes connexes Y; et X par f~1(Y;), on est
ramené au cas ou X et Y sont intégres. Alors c’est [EGA4], cor. (8.12.10). O

Espaces modulaires grossiers

Pour finir il convient de rappeler la définition d’un espace modulaire grossier qui donne
une approximation « par en-dessous » d'un champ algébrique M par un schéma :

Définition 1.3.13 Soit M un champ algébrique, M un espace algébrique et ¢ : M — M
un morphisme. On dit que M est un espace modulaire grossier (ou espace de modules
grossier) pour M si

M(k)

isom

(i) ¢ induit une bijection — M (k) pour tout corps algébriquement clos k.

(ii) g est universel pour les morphismes M — N & valeurs dans un espace algébrique.

Théoréme 1.3.14 ([KeMo|) Un champ de Deligne- Mumford séparé a un espace de mo-
dules grossier qui est un espace algébrique séparé. O

1.3.15 Voici la description locale correspondante. Soit x : Spec(k) — M un point géomé-
trique de M (k est un corps algébriquement clos). Si M est un champ de Deligne-Mumford,
G = Aut(z) = £ xpq z (1.3.7) est un groupe fini constant. Soit O g, 'anneau local strict
de z (i.e. anneau local pour la topologie étale). S’il y a un espace modulaire grossier
M — M, I'anneau local strict de 1'image de z dans M est Oy = (Opr,2)¢. Ceci montre
que méme si M est lisse (comme cela est souvent le cas pour les espaces de modules de
courbes ou de revétements), ce n’est pas nécessairement le cas pour M. En revanche ce
dernier est normal (puisque O, est 'anneau d’invariants d’un anneau normal). Dans le
cas oit M est un schéma ou un espace algébrique (i.e. M est un espace de modules fin),
on a Opr gz = Opqe- Clest une autre facon de voir que la présence d’automorphismes pour
les objets de M est un obstacle a sa représentabilité.

Faisceaux sur les champs algébriques

Lorsqu’il en est question, les faisceaux sur les champs algébriques (resp. de Deligne-
Mumford) sont les faisceaux sur le site lisse-étale (resp. étale) décrit dans [L-MB, ch. 12].
Par exemple, un faisceau inversible . sur un champ algébrique M est la donnée

(1) de faisceaux inversibles .#7; sur tous les ouverts lisse-étales u : U — M (il suffit de se
donner % sur les atlas), et

(ii) d’isomorphismes i*.%, — % (pour tous les morphismes i : U — V entre ouverts)
satisfaisant une condition de commutativité bien connue lorsqu’il y a une composition

U—-V—->W.

Le groupe de Picard de M est ’ensemble des classes d’isomorphisme de faisceaux inversibles
sur M, muni du produit tensoriel.

Les constructions locales préservées par changement de base étale que l'on sait définir
sur les schémas (telles que Spec(&/), P(&), normalisation, description d'un sous-schéma
fermé par un faisceau d’idéaux...) peuvent étre effectuées sur les champs algébriques.
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1.4 Champs algébriques vus comme quotients de groupoides

Faisons enfin quelques remarques éclairées par un regard rétrospectif sur le para-
graphe 1.3. La motivation initiale pour introduire les espaces algébriques, dans les premiers
textes d’Artin et de Knutson était de penser ce nouvel objet comme quotient d’un schéma
par une relation d’équivalence. Mais dés le début c’est la définition 1.2.1, plus maniable,
qui est adoptée. Le point de vue du quotient reste présent dans la littérature [KeMo]. Il
peut étre prolongé aux champs algébriques, comme suit.

Grothendieck a introduit, pour formaliser les problémes de quotients en géométrie algé-
brique, l'utilisation systématique des groupoides (plus exactement, des foncteurs en grou-
poides). Un champ algébrique peut étre vu comme le quotient d’un groupoide X; = X,
ou Xg, X1 sont des espaces algébriques :

1.4.1 Soit une relation d’équivalence étale R = U, dans les notations de 1.1. Cela veut
dire que § est de type fini, et que p1, p2 sont étales. Si U, R sont des schémas, le quotient
de cette relation d’équivalence est un espace algébrique. Mieux, si U et R sont des es-
paces algébriques, le quotient est (encore) un espace algébrique. C’est 1a I'un des résultats
essentiels qui montre l'importance de la notion d’espace algébrique.

1.4.2 Supposons maintenant que R = U est un groupoide lisse (resp. étale), a diagonale
séparée quasi-compacte. Il donne naturellement naissance & une catégorie fibrée en grou-
poides My dont la fibre My(T) a pour objets U(T) et pour morphismes R(T'). Alors,
le champ M associé & My est un champ algébrique (resp. de Deligne-Mumford) [L-MB,
4.3.1]. Il faut y penser comme un quotient de R = U. Réciproquement soit M un champ
algébrique. Soit U un atlas pour M, R=U XmU et T = R Xy, ypor, R=UXxpU X U;
le groupoide correspondant

T—=R—/=U

est appelé présentation pour M. Une telle présentation n’est bien stir pas unique.

2 Actions de groupes sur des champs

Dans la suite du chapitre nous étudions trois opérations relatives aux actions de groupes
sur des champs algébriques. Les deux premiéres : champ de points fixes et champ quotient,
sont la généralisation des opérations correspondantes sur les variétés ou les schémas. 11
convient de noter que, dans le cadre des champs, la théorie du quotient est plus agréable
que dauns le cadre des schémas (ce qui est naturel puisque, d'une certaine fagon, les champs
ont été créés pour répondre & ce probléme...). La troisiéme opération est au contraire propre
aux champs, elle fera 'objet du paragraphe 3.

2.1 Actions de schémas en groupes sur des champs

Nous aurons besoin principalement des notions de champ de points fixes et champ
quotient, voici donc les définitions nécessaires. Un commentaire doit étre fait sur ces dé-
finitions : dans la définition (1) on pourrait demander que les diagrammes commutatifs
traduisant les axiomes usuels soient simplement 2-commutatifs, définissant ainsi une notion
de G-champ faible ; mais cela entrainerait des complications d’écriture assez importantes,
et serait inutile pour l'utilisation que nous aurons & en faire. En effet toutes les actions
que nous manipulerons (au chapitre II principalement) seront en fait des actions au sens
fort donné ci-dessous (de groupes constants finis qui plus est). En revanche, on ne peut
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pas demander que les diagrammes commutatifs définissant les morphismes équivariants de
G-champs soient stricts (c’est-a-dire que les 2-isomorphismes soient les identités), comme
il sera clair dés qu’on aura donné la construction des champs de points fixes, car le mor-
phisme MY — M ne serait plus alors un morphisme équivariant (avec action triviale sur
M), 11 faut donc adopter la définition « faible ».

Dans ce qui suit, les produits indiquent des produits dans S — Ch, c’est-a-dire des
produits fibrés sur S. Pour un rappel des notions nécessaires sur les 2-catégories, nous
renvoyons au chapitre I de [Hak].

Définitions 2.1.1
Soit G un S-schéma en groupes (on pourrait prendre plus généralement un S-espace en
groupes). Soit m : G x G — G la multiplication, et e : S — G la section uniteé.

(1) Une action de G sur un champ M est un morphisme de S-champs p: G x M — M
tel que les diagrammes suivants (associativité et élément neutre) soient commutatifs (i.e.
1-commutatifs) :

GxGx M G xM Gx M- M
idxul lu exidT &
Gx M a M S x M

On dit aussi que M est un G-champ.

(2) Soient M et N des G-champs. Un morphisme G-équivariant ou G-morphisme entre
M et N est un couple (f,a) constitué d’'un morphisme f : M — N tel que le diagramme
usuel suivant soit 2-commutatif (voir 1.3.5) :

Gx ML M

asl

GxN LN

oil le 2-isomorphisme « : v o (id x f) — f o u satisfait une condition de compatibilité
avec 'associativité. Précisément, de a découlent des 2-isomorphismes entre les trois 1-
morphismes G x G x M — N donnés, en écriture « naive », par

)\23(g,h,.’E) = ghf(x) ) )‘13(95 h,.’E) = gf(h.f[)) ) )\12(g,h,$) = f(gh!E)
Par exemple le morphisme @ : A13 — A12, correspondant au diagramme

id xpu

GxGxMEZELagxMEe M
(id,f)l lf
GxN L+ N

est donné par ; = a*idiq x, (le symbole * désigne la composition des 2-morphismes, voir
[Hak]|). De méme on a des 2-isomorphismes g : Ag3 — A12, et ag : A2z — A13. Alors on
impose la condition

Q2 = @1 003

Enfin si @ = id, on parle de G-morphisme strict. O
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Détaillons le cas ot G est un groupe constant fini. Alors une action correspond & un
morphisme de groupes (ordinaires) G — Autg(M). On dit que Paction est fidele si ce
morphisme est injectif. Un morphisme de G-champs est simplement un morphisme de
champs f : M — N avec, pour tout g € G, une 2-commutativité ag : go f — fog. De
plus la condition de compatibilité s’écrit ici

agn = (ag *1dp) o (idg *ap) (I.1)

Définitions 2.1.2
Les notations étant celles de la définition précédente, soit M un G-champ.

(1) Si M est algébrique et si G est un S-schéma en groupes, un atlas (de G-champ) est
un atlas G-équivariant U — M avec action libre sur U (voir 2.1.4).

(2) Soit P un S-champ (resp. un S-champ algébrique) muni de I’action triviale de G, on dit
qu’un morphisme 7 : P — M est un champ de points fizes (resp. un champ algébrique de
points fizes) si pour tout champ (resp. tout champ algébrique) A, muni de I’action triviale
de G, et tout morphisme équivariant f : N — M, il existe un morphisme f : N' = P tel
que f = 7o f, unique & un 2-isomorphisme unique prés.

(3) Soit @ un S-champ (resp. un S-champ algébrique) muni de l'action triviale de G,
on dit qu'un morphisme 7 : M — Q est un quotient catégorique (de champs, resp. de
champs algébriques) si pour tout champ (resp. tout champ algébrique) ', muni de l’action
triviale de G, et tout morphisme équivariant f : M — N, il existe un unique morphisme
f:Q—=>Ntelque f=fonm.

(4) On dit qu'un morphisme 7 : M — Q est un quotient géométrique si

(i) pour tout corps algébriquement clos k M(k) /G(k) — Q(k) est une bijection,

? isom
(ii) 7 est un morphisme universellement submersif, et

(iii) Og = (7« OMm)C. a

Dans la définition 2.1.2(4), il convient de signaler qu’on prend pour définition d’un
morphisme universellement submersif la définition topologique (voir [L-MB|, chapitre 5),
c’est-a-dire que f : X — ) est universellement submersif si

U C |Y| ouvert < f~'(U) C |X| ouvert,

et si ceci reste vrai aprés tout changement de base ) — Y.

Proposition 2.1.3 Soit G un S-schéma en groupes et M un G-champ. Alors l’action
u: Gx M — M est représentable. Si de plus G est lisse (resp. étale), alors p est lisse
(resp. étale).

Preuve : En effet pour tout morphisme f : T'— M, on a un isomorphisme
(GXM)xymsT —GxT

donné par (g, m,t) — (g,t); inverse est (g,t) — (9,9 1 (f(t)),1). O

Proposition 2.1.4 Soit M un champ algébrique (resp. de Deligne-Mumford) et G un
S-schéma en groupes lisse (resp. étale). Alors il existe un atlas de G-champ.

22



Preuve : Soit pu l'action de G sur M, et fo : Uy — M un atlas (de champ). Formons
U = G x Up. Le groupe G agit sur U par multiplication & gauche sur le premier facteur,
et le morphisme f = po (idg X fo) : U — M est un atlas équivariant car, par 2.1.3, p et
fo sont lisses (resp. étales). O

Exemples 2.1.5 Nous anticipons sur les définitions classiques des champs BG (classifiant
du groupe G), Mg, (courbes r-pointées), My(n) (courbes avec structure de niveau n) (voir
chapitre 2) pour donner quelques exemples. Noter que dans tous ces exemples, les actions
sont bien « strictes ».

(1) Aut(G) agit sur BG : un élément § € Aut(G) agit sur les G-fibrés principaux E — T
en tordant l'action ® : G — Auty(E) i.e. §(E,®) = (E,®06).

(2) &, agit sur My, : une permutation ¢ agit sur les courbes r-pointées en permutant
les sections pointées i.e. 0(C,s1,...,8r) = (C,85(1)s- -+ 80(r))-

(3) Aut((Z/nZ)%) agit sur My(n) : soit A = (Z/nZ)?9, un élément o € Aut(A) agit
sur les courbes avec structures de niveau ¢ : C[n] — A en tordant la structure de
niveau i.e. o(C,p) = (C,0 0 ¢).

(4) Tout champ donne lieu & un G-champ avec action triviale. Soit f : S = Mg corres-
pondant & une courbe 2-pointée (C,a,b). Supposons qu’il existe un automorphisme
o : C — C qui échange les sections a et b. Alors ¢ définit un morphisme &g-
équivariant (f,0) : § = Mg ot S est muni de l'action triviale stricte. On constate
que cela n’est pas un morphisme strict.

2.2 Champs de points fixes, cas des groupes finis constants

Théoréme 2.2.1 Soit M un S-champ muni d’une action d’un groupe fini constant G.
Alors,

(i) Il existe un champ de points fizes, noté 7 : ME — M, qui est un sous-champ du produit
fibré donné par le diagramme

M 25 MG M

(A est la diagonale « |G|-uple » et Ag =[] cq 9 est le morphisme produit des automor-
phismes g € G).

(i) Si M est algébrique (resp. de Deligne-Mumford), alors MC l’est également ; c’est un
sous-champ fermé du produit fibré ci-dessus. De plus T est représentable, séparé, quasi-
compact (resp. non ramifié).

(iii) Si M est propre sur S alors MY est aussi propre sur S.

(iv) Si H est un sous-groupe distingué de G, MC et (M™)G/H sont canoniquement iso-
morphes.

(v) Si M a un espace modulaire grossier q : M — M, alors laction de G induit canoni-

quement une action sur M (qui fait de q un morphisme G-équivariant strict), et il y a un
morphisme M% — MY .

Preuve : En toute généralité, pour un G-champ quelconque M, il y a un champ de points
fixes qui est le champ Homg(S, M). Ici il a une description particuliérement simple. On
considere d’abord le produit fibré indiqué M X, ¢ M. Un objet de ce champ est un
couple d’objets (z,y) de M doté d’isomorphismes 1, : z — g(y), ou, plus simplement
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un objet z € M et des isomorphismes 1, : £ — g(z). On considére le champ ME . sous-
catégorie pleine du précédent, constitué des objets (z,1,) tels que pour tous g,k € G on
ait g(¥n) © Yy = Y.

Il est immédiat de montrer la 2-propriété universelle d’'un champ de points fixes. En
effet, soit un G-morphisme f = (f,a) : N — M avec action triviale sur N (et donc,
ag:gof —> f). Alors, compte tenu de la condition (I.1), on définit bien un morphisme
FiN = ME par f(z) = (f(2), (@), et ona f =70 .

Pour (ii) supposons M algébrique ou de Deligne-Mumford. Etant donné un 7T-point
T — M correspondant & un objet z € M(T), le produit fibré M x \,T est le sous-foncteur
de l'espace algébrique II := [] . Isom(z, gz) correspondant aux uplets d’isomorphismes
Yy tels que g(vp) o g = gn. Ces conditions étant fermées, on obtient un sous-espace
algébrique fermé de II. Il en ressort que T est représentable avec les propriétés indiquées,
et que MY est algébrique.

Pour (iii), si M est propre sur S alors A est propre. Comme 7 est composé d'une
immersion fermée et du pullback de A, alors M% est aussi propre sur S.

Pour (iv), on constate que MY et (MH")G/H vérifient la méme propriété universelle.
Enfin pour (v), pour tout ¢ € G, par universalité de M le morphisme ¢ o g se factorise
(de maniére unique) en g o g ce qui « descend » 'action de G sur M. Il est clair que
MCE 5 M — M se factorise par MC. O

Remarques 2.2.2
(i) Noter la ressemblance formelle entre le champ MY et le champ d’inertie ([To, p. 38])

IM:MXMXMM

(ii) Par la 2-propriété universelle, MY — M est un monomorphisme de G-champs algé-
briques.

(iii) Si M est représentable par un espace algébrique (ou par un schéma), alors le champ
de points fixes M© I’est aussi et c’est un objet de points fixes dans la catégorie des espaces
algébriques (ou des schémas). En particulier, M% — M est alors un monomorphisme de
champs algébriques, ce qui n’est pas le cas en général (sans que cela ne soit une contradiction
avec (ii)). Illustrons cela en reprenant ’exemple d’une courbe 2-pointée de 2.1.5(4). Suppo-
sons que (C, a,b) a deux automorphismes, non conjugués dans Aut(C), qui échangent a et
b, disons o1 et o2. On a donc deux morphismes distincts (non 2-isomorphes) S — (Mg 2)2.
Alors les compositions S — (./\/lg,g)62 — Mg 2 sont des morphismes de champs algébriques
égaux, correspondant au morphisme f définissant (C, a, b). En revanche comme morphismes
de Go-champs, ce sont les morphismes distincts (f,01) et (f, 02).

2.3 Champs quotients

Lorsque M = X est un schéma et G un groupe étale, une construction du champ
quotient existe depuis Deligne et Mumford, & savoir le champ [X/G/S]. C’est bien la
un quotient catégorique de champs (nous laissons cette vérification pour 2.3.4). Avec la
définition 2.3.2, la généralisation de cette construction fournira des quotients dans un
cadre plus général. Rappelons la définition de [X/G/S], aussi noté [X/G] :

Exemple 2.3.1 On se donne un S-schéma X et un S-schéma en groupes séparé, plat et
de présentation finie G qui agit sur X. L’idée de départ est que le morphisme canonique
X — [X/G], s'il existe, doit étre un G-torseur. On définit ici un G-torseur (étale) comme
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étant un morphisme de faisceaux £ — T, E étant muni d’une action de G telle que, étale-
localement sur 7, il est isomorphe au G-torseur trivial pry : G xgT — T'; un G-torseur
est automatiquement un espace algébrique. En particulier, pour tout point T' — [X/G],
les deux projections du produit fibré E' := X X[x/qg 1 fournissent un G-torseur E — T'
et un morphisme G-équivariant £ — X. On renverse alors le point de vue en définisssant
[X/G] comme étant le champ dont les objets sont les couples (E — T,E — X) formés
d’un G-torseur et d’'un morphisme G-équivariant de S-schémas. Les morphismes sont les
morphismes de G-torseurs compatibles aux fleches vers M. Il y a un morphisme 7 : X —
[X/G] donné par l'objet de [X/G](X) correspondant au torseur trivial G x X — X et au
morphisme G x X — X donné par l’action. Un cas particulier est [S/G] = BG. O

On peut proposer la méme construction pour le cas général ott M est un champ algé-
brique (d’Artin ou de Deligne-Mumford) quelconque. Précisons cela.

Définition 2.3.2 Soit M un S-champ algébrique muni d’une action d’un S-schéma en
groupes séparé, plat et de présentation finie p : G xg M — M. Le champ M/G est le
champ dont les objets sont les couples formés d’un G-torseur £ — T et d’un morphisme
de G-champs E — M. Les morphismes sont les morphismes de G-torseurs compatibles
aux fleches vers M.

On définit un morphisme 7 : M — M/G qui & un objet z € M(T) vu comme
morphisme z : T' — M, associe le couple constitué par le torseur trivial G X T' — T et le
morphisme G X T' — M, (g,t) — g.x(t). O

Avant d’énoncer le résultat correspondant, faisons un bref rappel sur ’existence d’objets
universels dans les champs modulaires :

Parenthése 2.3.3 Supposons qu'un champ algébrique soit issu d’un probléme modulaire
(classification d’objets d’un certain type), autrement dit, qu'un probléme modulaire soit
représentable dans la catégorie des champs algébriques. Il existe alors un objet universel
au-dessus de M, duquel tout objet du champ M se déduit par produit fibré. Un exemple
sera plus efficace que toute discussion supplémentaire : considérons le champ algébrique
M, des courbes de genre g. Soit U un atlas pour M, R =U xp U et T = R xy R de
sorte qu’on a une présentation comme dans 1.4.2. Au morphisme U — M correspond une
courbe Cy — U; le pullback Cr := Cy Xy R est une courbe sur R (indépendante de la
projection R — U choisie) ; de méme on a Cp := Cy xy T'. Le groupoide

Cr—=Cr—=Cy
définit un champ algébrique Cy4, avec un morphisme Cy — M, : la courbe universelle. [
Rappelons aussi la définition du stabilisateur d’un point f : T — M (c’est la méme que
pour les actions sur des schémas : il suffit que le champ M ait une diagonale représentable).

Soit 9y = (o (idg x f),pre) : G X T — M x T, i.e. en « notation ponctuelle », ¥7(g,t) =
(g-f(t),t). Le stabilisateur de f est le produit fibré défini par le diagramme

GxT 2 mx1 B 7

(c’est « ’ensemble des couples (g,t) tels que g.f(t) = f(t) »). C’est un sous-T-schéma en
groupes de G x T
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Théoréme 2.3.4 Soit M un S-champ algébrigue muni d’une action d’un S-schéma en
groupes G. On suppose que G est séparé, plat et de présentation finie sur S.

(i) Alors M/G est un S-champ algébrique et 7 : M — M/G est un quotient catégorique de
M, surjectif et lisse. En fait, w est le G-torseur universel au-dessus de M /G ; en particulier
c’est un quotient géométrique.

(ii) Siles points géométriques de M ont des stabilisateurs finis et réduits, alors M/G est
un champ de Deligne-Mumford.

Preuve : Puisqu’on a défini les torseurs comme étant des faisceaux, M /G est un champ.
De plus G étant un schéma les G-torseurs sont en fait des espaces algébriques, donc M /G
est méme un champ fppf par [L-MB, 10.4.2].

Montrons que M /G est algébrique. Soient deux objets de (M /G)(T), i.e. deux torseurs
E,E'. Le faisceau des isomorphismes entre F et E' dans M /G est un sous-foncteur fermé
du faisceau des isomorphismes de G-torseurs Isomg(E, E'). Or, étale-localement sur 7' on
aF~FE' ~GxT donc Isom;(E, E') est représentable par un espace algébrique. De plus
il est séparé et quasi-compact par les hypotheses faites sur G, ce qui établit les propriétés
nécessaires pour la diagonale. Pour trouver un atlas il suffit de montrer que 7 est un
morphisme fppf, d’apres le théoréme d’Artin [L-MB, 10.1]. Soit ' — M /G correspondant
aun couple (u: B — T,v: E — M), il y a donc un morphisme a : E = M x g T
(utiliser le fait que, pour un torseur, E X7 E — G x7 E). On construit maintenant un
inverse b pour a. Soit Y un schéma et z € (M X (/g T)(Y), correspondant & des objets
de M(Y),T(Y). Dire qu'’ils coincident dans (M/G)(Y) revient a trivialiser le torseur E
aprés l'extension Y — T'. Donc E X7 Y/Y a alors une section (la section neutre), d’ou un
morphisme Y — E : c’est I'image b(z). On vérifie que a et b sont inverses I'un de l'autre.
En conclusion, M X /g T ~ E, ce qui montre que 7 est le torseur universel, d’ou tout
découle.

Pour vérifier que 7 est un quotient géomeétrique, le point (i) de la définition 2.1.2(4)
est facile; les points (i) et (iii) sont des assertions locales sur (M/G)g et sont donc
conséquences des propriétés similaires pour le quotient d’espaces algébriques.

Pour (ii), il faut de plus montrer que la diagonale est non ramifiée (1.3.10). Soient deux
points géométriques de M /G représentés par z,y : Spec(K) — M/G. On doit montrer
que Isomy(z,y) est non ramifié sur K. Or z,y correspondent & des orbites de points
géomeétriques de X sous G, et Isom (x,y) est non vide si et seulement si et y sont dans
la méme orbite; c’est alors le stabilisateur G, = Gy. Compte tenu de I'hypothése sur les
stabilisateurs, la diagonale est non ramifiée.

Enfin, il reste & montrer la propriété universelle de quotient. Soit f : M — N un
morphisme de G-champs algébriques, avec ' muni de I'action triviale. On va définir un
morphisme f : M/G — N. Soit a € (M/G)(T), c’est-a-dire un couple (u : E — T, v :
E — M). Etale localement sur T', u est le torseur trivial G x T', donc il a une section s,
et I’ensemble de ces sections est d’ailleurs G(T'). On obtient un point @’ € M(T') par la
composition vos; comme v et f sont G-équivariants, 'image f(a') ne dépend pas du choix
de s. Comme enfin N est un champ, cette construction effectuée localement se recolle. Par
ailleurs si on veut avoir f = fomil est clair que seul ce choix de f(a) convient, ce qui
assure 'unicité de f. La définition du foncteur f sur les morphismes est transparente et
omise. O
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Remarques 2.3.5

(1) Par le fait que 7 : M — M/G est un torseur, il y a un morphisme p : M/G — BG.
De plus on retrouve M et 'action de G a ’aide de p, car on a en fait un carré cartésien

M- M/G

b

S —— BG

En résumé c’est la méme chose de se donner le champ M avec action, ou un morphisme
M/G — BG.

(2) Laderniére partie de la démonstration peut étre interprétée de maniére plus instructive.
Pour définir f, étant donné un torseur (u : £ — T,v : E — M), donc en particulier un

objet z € N(E) donné par E 5 M ER N, il s’agit de le descendre en un objet de N (T).
Orona E' = ExpE ~ G xp E (propriété de torseur), on voit donc que la G-équivariance
n’est rien d’autre que ’écriture d’'une donnée de descente pour z relativement & £ — T'. En
résumé, si N est muni de ’action triviale de G, les morphismes G-équivariants f : M — N
fournissent des données de descente effectives pour les objets de N de base des G-torseurs.
(3) Soulignons, par un exemple extréme, le fait que 7 : M — M/G est toujours un
G-torseur. Lorsque M est muni de ’action triviale, le quotient M /G n’est pas M. Par
exemple si M = X est un schéma et G est un groupe constant fini d’ordre n, agissant
trivialement sur X, alors 7 est fini de degré n. Il y a une fleche ¢ : [X/G] - X = X/G
entre le quotient dans la catégorie des champs et le quotient dans la catégorie des schémas,
et ¢ est a la fois I’espace modulaire grossier de [X/G] et une section de 7 (voir prop. 2.3.7).
En fait il est facile de vérifier que

M/G ~ M x BG

(généralisant le fait que [S/G] = BG) et les objets de M /G acquiérent tous G dans leur
groupe d’automorphismes (voir aussi la remarque 3.0.3(5) ci-dessous).

Exemples 2.3.6

(1) Au chapitre suivant seront introduits les champs de courbes et les champs de courbes
avec structure de niveau n (chapitre 2, paragraphe 4). En suivant les méthodes de la
démonstration précédente on retrouve aussitot le résultat classique que le morphisme
Mgy(n) = M, (oubli de la structure de niveau) est le quotient par G = GLyy(Z/nZ).

(2) Le champ quotient Mg ) := Mgy, /&, (cf exemple 2.1.5(2)) est le champ des courbes
avec points marqués (distincts) non numeérotés.

(3) Courbes modulaires Xo(NN) et X1(N) : le champ Xo(N) (resp. X1(N)) paramétre les
couples formés d'une courbe elliptique E et d’un sous-groupe G C E[N] isomorphe a Z/NZ
(resp. et d’un point de N-torsion P). On a donc un morphisme ¥;(N) — Xo(IN), qui & un
couple (E, P) associe (E,< P >) o < P > est le groupe engendré par P dans E[N]. Ce
morphisme est le quotient par le groupe (Z/NZ)*. O

Lorsque M = X est un schéma, on prendra garde que, en général, méme s’il existe un
schéma ou un espace algébrique quotient X/G, celui-ci n’est pas égal a [X/G]. Il y a en
fait égalité si et seulement si ’action est libre.

Pour finir plagons-nous dans le cas ou G est fini et constant. On rappelle 'existence,
démontrée par Deligne, du quotient (comme espace algébrique) d’un espace algébrique par
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Paction d’un groupe fini. Méme dans ce cas, on n’a pas a priori [X/G] = X/G, le second
est seulement ’espace modulaire grossier du premier :

Proposition 2.3.7 Soit G un groupe fini et M un champ algébrique (resp. de Deligne-
Mumford) avec action de G. Soit m: M — M/G le quotient. Si M a un espace modulaire
grossier ¢ : M — M, M/G a un espace modulaire grossier qui est M/G.

Preuve : Par 2.2.1(v), G agit sur M. Le quotient M /G est un espace algébrique : montrons
que c’est un espace modulaire grossier pour M /G. D’abord,

M/G)(k M(k)/G  M(k

M/C)(k)  MWK)/G  ME) o k) /6~ (MG (E)

isom isom isom

Ensuite, soit f : M/G — N un morphisme a valeurs dans un espace algébrique. Utilisant
de nouveau 'universalité de M — M, on trouve qu’il existe un unique a : M — N tel que
aq = fw. Par ailleurs, pour tout g € G, on a agqg = aqg = fng = fm = aq donc ag = a car
g est un épimorphisme. Donc a factorise en M/G — N. O

2.4 Champs quotients, deuxiéme construction

La manipulation des groupoides, trés souple a bien des égards, permet de donner une
autre démonstration de l’existence des champs quotients. Pour la suite (chapitre II), le
cas qui nous intéressera presque exclusivement est le cas d’une action (stricte) libre d’un
groupe constant fini; on a alors une autre description, trés simple, du quotient. Ce cas est
par ailleurs trés instructif pour traiter le cas général, donc nous le traitons séparément.

Quotient par un groupe constant fini agissant librement

Heuristiquement, la structure algébrique d’un champ algébrique est celle d’un groupoide
(alors que sa structure géométrique, donnée par l'atlas, s’apparente a celle d’un schéma, ou
plutdt d’un orbifold). Ainsi, pour s’attaquer au probléme du quotient, on peut commencer
par considérer le probléme du quotient d’un groupoide C par l'action d’'un groupe G, ce
qui est envisageable lorsque G est constant et fini.

Donc, soit G un groupe constant fini, agissant strictement et librement sur un grou-
poide C. Cela veut dire que G agit par isomorphismes de catégories (et pas seulement
par équivalences), et que l’action est libre sur les objets (donc sur les morphismes aussi).
Notons X;, ¢ = 0,1,2 pour les objets, morphismes, et paires de morphismes composables
(notations de 1.1). Une catégorie quotient C/G, si elle existe, a nécessairement pour en-
sembles d’objets et de morphismes X(/G et X;/G. Plus précisément, on doit avoir un
diagramme

s,b
X, X,
.
Xl/G:>>X0/G

Cela définit ’application § = (5,b). Pour z,y € X, d’images Z,9 € Xo/G, on doit alors
poser

o w1yn —_ Ugneg Home(gz, hy)
Home(z,9) = 8! (2.9) = ="

Comme D’action est libre, la loi de composition passe au quotient (ce qui n’a pas de raison
d’étre en général). En effet soit u, b deux morphismes composables de C'/G, c’est-a-dire
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représentés par u : £ — y et v : z — t tels qu’il existe g € G avec z = ¢g(y). Si g
est déterminé de maniére unique, ce qui est notre hypothése, on peut définir v o u par
g1 (v) ou. On a ainsi défini un quotient de C par G dans la catégorie des groupoides.

Si M une catégorie fibrée en groupoides sur S, et que G agit par isomorphismes de
catégories fibrées, ce qui précéde est valable sur chaque fibre C = M(T), et il en résulte
un quotient N dans la catégorie des catégories fibrées en groupoides.

Si de plus M est un champ, N est un préchamp : en effet les foncteurs Isom dans
N sont des unions disjointes indicées par G de faisceaux Isom dans M. Examinons la
question de leffectivité des donnnées de descente. Soit {7; — T'} un recouvrement étale,
soit z; € M(T;)/G et supposons avoir une donnnée de descente i.e. des isomorphismes

Oij + Ti|Ty; * Tj|Ty;

sur T;; = T; X7 Tj, satisfaisant la condition de cocycle 63 = G0, sur Usjk. Relevons Z;
en x; € M(T;), alors il existe g;; € G (unique car l’action est libre) et un isomorphisme
relevant o;;
aij » wi| Tij — 9ij (x| Tij)
Considérons la composition
. o 9i5(ojk)
| T — Yij ($J|Tijk) ——— 4i(gjk (-Tk|T,-jk))
De méme que o;;, ce morphisme est au-dessus de G;; = 7;;0;; ; comme ’action est libre,
on doit donc avoir
gik = 9ij95k et o = gij(ojk)0ij
Il apparait une obstruction & recoller dans H'(T,G). Dans le cas ou H*(T,G) = 0, le
cocycle g;; est nul donc de la forme g, ! gj ; alors la relation précédente fournit

gi(oix) = gj(ojk)gi(0is)

donc en posant o;; = gi(0i;) on obtient une donnée de descente pour {z;} (relativement
a {T; — T}) dans M, elle descend en une donnée effective pour {Z;} dans N. Mais en
général N n’est pas un champ. Aprés passage au champ associé on obtient un quotient
dans la catégorie des champs.

Enfin, lorsque M est un champ algébrique, on montre que le champ quotient ’est aussi,
c’est donc un quotient dans la catégorie des champs algébriques. La démonstration en toute
généralité est donnée dans 2.4.2 ci-dessous ; contentons-nous pour l'instant de résumer ce
que 'on a obtenu dans ce cas particulier :

Proposition 2.4.1 Soit M un S-champ algébrique (resp. de Deligne-Mumford). Soit G
un groupe fini et constant, agissant librement sur M (i.e. librement sur les objets). Alors
le champ quotient M /G est le champ associé au préchamp dont l’ensemble des objets au-
dessus de T/S est Ob(M(T))/G. C’est un champ algébrique (resp. de Deligne-Mumford).
De plus si HY(T,G) = 0 (par exemple lorsque T est le spectre d’un corps ou d’un anneau
de valuation discréte complet), alors (M/G)(T) = M(T)/G. O

Cas général

Revenons au cas général du quotient d’un champ algébrique par un schéma en groupes.
Alors on n’a pas de description aussi précise que ci-dessus, cependant, comme on dispose
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d’un atlas équivariant avec action libre, en s’inspirant de ce qui précéde on obtient un
champ quotient.

Théoréme 2.4.2 Soit M un S-champ algébrique (resp. de Deligne-Mumford), et G un
S-schéma en groupes lisse (resp. étale). Alors il eriste un quotient catégorique M/G de
champs algébriques (resp. de Deligne-Mumford).

Preuve : Choisissons un atlas équivariant U = G xg Uy — M associé & f : Uy — M (voir
proposition 2.1.4). Rappelons que, en notation ensembliste, cet atlas est u = (g,up) —
g-fug). Soit R=U xpUetT=RxyR=U xpmU xp U d’0lt une présentation pour
M comme dans 1.4.2 :

PTjk pr;
T—R—=U

Ici R et T sont munis de ’action diagonale induite de celle sur U. Par ailleurs on a

U/Gﬁ U(),
R/G’: U X M U(),
T/Gﬁ UXpmUXxXp Uy~ (R/G) Xu/G (R/G)

En effet, pour voir par exemple que R/G ~ U x a4 Uy, on considére

R=(GxUy) xm(GxUy) — (GxUpy) xp Uy
(9,u,hyv) = (h7lg,u,0)

et il est immédiat de vérifier que c’est un quotient par G (méme dans la catégorie des
champs) en utilisant la section évidente (vy,u,v) — (7, u,1,v). On procéde de méme pour
T/G. Toutes les fleches du groupoide ci-dessus passent au quotient de maniére évidente :
ce sont les projections sur les facteurs d’indices correspondants (U ou Up). Soit M/G le
champ défini par le groupoide obtenu :

T/G == R/G —=U/G

Par [L-MB, 4.3.1], pour s’assurer que c’est un champ algébrique il ne reste qu’a vérifier

(i) que pry, PT, sont lisses (resp. étales dans le cas Deligne-Mumford). Or compte tenu des
hypotheéses sur G, cela est devenu évident car pry, pry sont des composées de pullbacks des
atlas U — M et Uy — M, d’une part, et de la projection U = G xg Uy — Up, d’autre
part.

(ii) que 6 = (pry,pry) : R/G — (U/G) x5 (U/G) est séparé et quasi-compact. Or cela
découle des mémes propriétés pour la diagonale de M.

Montrons maintenant que M /G vérifie la propriété universelle. Soit AN/ un champ al-
gébrique (muni de Paction triviale de G) et f : M — N un morphisme G-équivariant.
Choisissons un atlas Y — N. Alors un atlas équivariant U = G x g Uy pour M x s {l donne
lieu & un atlas équivariant pour M, avec un carré commutatif d’atlas G-équivariants

U——4u

|

M—N

De U — 4 se déduisent des morphismes R — P et 7" — ¥ (en notations évidentes :
R = U x4, etc). Par ailleurs ces morphismes sont G-équivariants (pour l’action évidente
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sur U, R, T et triviale sur 4, R, ¥) donc on obtient des morphismes de groupoides lisses (ou
étales)
(R=2U)—> (R/IG=2U/G) > (R=4Y)

En passant aux champs associés, on a une factorisation M — M/G — N . Vérifier 'unicité
de cette factorisation revient & montrer que le choix d’un atlas différent ' — N méne
au méme morphisme. Or la canonicité de la factorisation faite ci-dessus montre que les
morphismes (R/G =3 U/G) - R = U) et (R'/G=U'/G) - (R = W) coincident apres
pullbacks e x4l et ® xr U (respectivement), ce qui conclut. O

3 2-quotient d’un champ algébrique dont les objets
contiennent un groupe fixé d’automorphismes

Lorsqu’un champ M paramétrise les objets d’'un probléme de modules, il arrive que
ceux-ci possédent tous (de maniére « canonique ») un groupe fixe G dans leur groupe
d’automorphismes. L’exemple typique est celui du champ classifiant BG, lorsque G est
abélien. C’est le cas aussi pour le foncteur de Picard, car le groupe multiplicatif G, agit sur
tout faisceau inversible. Cette situation est typique également dans I’étude des schémas de
Hurwitz de revétements de groupe (fini) G, car un tel revétement a pour automorphismes
tous les éléments du centre Z(G). Le résultat de cette section (3.0.2) donne le moyen
d’éliminer ces automorphismes excédentaires. On le trouve mentionné dans [AV1, prop.
3.5.1] sous une forme incompléte ; une construction semblable est celle des liens présentée
dans [Gi, chap IV] ou [DéDo]. Comme nous 'utiliserons beaucoup il est préférable d’écrire
tous les détails ; nous le faisons dans le cas d’un groupe fini constant mais la construction
est tout & fait générale.

La situation la plus générale dans laquelle on peut éliminer un groupe fixe G est lorsque
celui-ci est distingué dans les groupes d’automorphismes des objets, comme nous allons le
voir. Il faut formuler trés précisément I’hypothése a faire sur la « canonicité » des inclusions
iz : G = Autg(z). Tout d’abord, il est naturel de supposer que la formation de G commute
au changement de base, c’est-a-dire que pour chaque inclusion 4, et chaque changement
de base f: T — S, on a f*iy =i+, (si on préfere, f*g = gf* pour tout g, ou f* désigne
encore la fleche f*z — z).

Mais, dans une catégorie fibrée en groupoides, par 1.3.2 les morphismes sont les dia-
grammes cartésiens (i.e. composés d’un isomorphisme et d’un changement de base). Il reste
donc & décrire le comportement de G par rapport aux isomorphismes : restons maintenant
dans une catégorie-fibre M(S). Il y a une action a gauche de G sur tous les Hom(z,y)
(via iy). Ce que 'on souhaite est effectuer le quotient par cette action, et la contrainte est
que la loi de composition des morphismes doit également passer au quotient. Dans cette
optique il est clair que ’hypothése a faire est celle de normalité a gauche que voici (nous
calquons la terminologie sur celle des A-B-bimodules de Bourbaki, Algébre) :

Définitions 3.0.1

(i) Soit G un groupe. On dit qu'un ensemble E est un G-bi-ensemble (fidele) s'il est
muni de deux actions (fideles) de G, a gauche et & droite, compatibles entre elles i.e.
(g-€)-¢g' = g.(e.g"). On a donc une application G X E X G — E, (g,e,4g') — g.e.g'.

(ii) Soit E un G-bi-ensemble. On dit que G est normal & gauche dans E si Vg € G,Ve €
E. g€ G, eg=g.e.
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(iii) Dans un champ M dont tous les objets z ont une injection i, : G — Autg(z), on
dit que la formation de G est compatible aur diagrammes cartésiens si elle commute au
changement de base et si G est normal & gauche dans les Homyy(s)(z,y). En particulier,
G est normal dans tous les Autg(x).

En légére différence par rapport a cette définition, pour éviter le probléme posé par
l'unique objet de M au-dessus du schéma vide (dont le groupe d’automorphismes est
toujours trivial), dans I’énoncé final nous définirons les injections i, comme des morphismes
de faisceaux. Sous ’hypothése de normalité ci-dessus il est clair que la composition des
morphismes Hom(z,y) x Hom(y, z) — Hom(z, z) passe au quotient.

Proposition 3.0.2 Soit M un S-champ algébrique, et G un groupe fini. On suppose que
pour tout objet © € M(T) il y a une injection de faisceaur iy : Gp — Autp(x), et la
formation de i, est compatible aux diagrammes cartésiens (définition 3.0.1). Alors,

(1) Il existe un champ algébrique noté M)/G et un morphisme f : M — MJ/G qui en-
voie les éléments de G (en tant qu’automorphismes d’objets de M) sur lidentité, avec la
propriété universelle suivante : tout morphisme M — N qui envoie les éléments de G sur
Videntité, se factorise par MJ/G. La formation de M J|G commute au changement de base
sur S. Les points géométriques de M J|G sont identiques & ceur de M, mais ont pour groupe
d’automorphismes le quotient par G du groupe d’automorphismes du point correspondant
de M.

(2) Si M est un champ de Deligne-Mumford, alors M J|G Uest aussi. De plus, f est alors
une gerbe étale (c’est-a-dire que f et sa diagonale sont des épimorphismes), localement
(sur MJ|G) isomorphe ¢ BG.

(3) Si M a un espace modulaire grossier, alors MG a un espace modulaire grossier qui
est le méme que celui de M.

(4) Si M est séparé (resp. propre) sur S, alors MJ|G également.
Preuve : On définit un préchamp C par Ob(C) = Ob(M) et

Home 1) (z,y) = I'(U, Hom () (2,y)/G)

ol Hom M(U) (z,y)/G est le faisceau quotient associé au préfaisceau quotient correspondant.
Le quotient est pris pour ’action de G & gauche comme indiqué ci-dessus. Nous notons
MJ/G le champ associé.

(1) Etablissons la propriété universelle, et laissons l'algébricité pour (2). Soit F: M — N
un morphisme qui envoie les éléments de G (en tant qu’automorphismes) sur l'identité.
On définit Fy : C — N comme étant I'identité sur les objets. Si z,y € C(U) = M(U),
F induit un morphisme Hom x)(z,y) — Homy (g (F(z), F(y)). Par hypothése, F est
G-invariant pour I’action de G C Auty(z) sur le membre de gauche et ’action triviale sur
celui de droite, donc passe au quotient a travers Hom ) (z,y)/G. Ceci reste vrai aprés
changement de base U’ — U, donc par la propriété universelle du faisceau quotient on
obtient Hom (2, y)/G — Homyr ) (F(2), F(y)), et en passant aux sections globales

on acheve de définir Fy sur les morphismes. Par propriété universelle du champ associé¢, on
obtient finalement un morphisme F : M /G — N tel que F = F o f. Enfin il est clair &
cause de 1.3.4 que pour k£ un corps algébriquement clos, on a

Ob((M/G)(k)) = Ob(M(k))
Hom ey (%, y) = Homppy(z,y)/G
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(2) Pour montrer que M//G est algébrique on se donne une présentation R = U de M
(lisse dans le cas Artin, étale dans le cas Deligne-Mumford). Soit £ € M(U) 'objet corres-
pondant & I’atlas choisi. Alors R = U X pm U ~ Isompx o7 (p7€, p5€) est muni canoniquement
d’une action libre de G C Aut(pi¢). Le quotient est bien défini comme espace algébrique.
Comme les deux applications R — U sont G-invariantes, on obtient apres factorisation
R/G = U, pour lequel on vérifie aisément les axiomes de groupoide compte tenu des
hypothéses. Comme ’action est libre les deux morphismes R/G — U sont encore lisses
(resp. étales), donc le champ M J/G associé & ce groupoide est algébrique et le morphisme
canonique n : U = M /G est un atlas [L-MB, 4.3.1]. Il s’agit bien du méme champ que
celui défini ci-dessus. Enfin, comme M et M /G ont un atlas commun, on a un triangle
commutatif qui montre que f est un épimorphisme étale surjectif :

U
>N
M Y

/G
Le fait que f soit une gerbe est local sur M J/G. 11 suffit donc de montrer que c’est BG
localement sur M J/G. Ceci revient essentiellement & trivialiser le torseur R — R/G : en
fait R — U — M//G est un atlas et on va montrer que M X g R =~ R x BG. On a
des présentations R = U pour M et R/G — U pour M//G de sorte que le produit fibré
M X ppa R a une présentation R x g/ R = U Xy R, c'est-a-dire R x R/G = R, q.e.d.
(3) La propriété universelle montre que si g : M — M est un espace modulaire pour M,
alors il existe r : MJ/G — M avec rf = q. Voyons que r est l’espace modulaire grossier
pour M//G. La condition 1.3.13(i) d’un espace modulaire grossier provient de (1). Soit
a : MJ/G — N un morphisme & valeurs dans un espace algébrique. Comme M est un
espace modulaire grossier pour M, il existe u : M — N tel que af = uq. Comme g = rf
et que f est un épimorphisme, on a a = ur. Ceci prouve 1.3.13(ii).
(4) Pour finir supposons M séparé sur S. Le compos¢ M — M X6 M — M x M
est la diagonale de M, donc représentable et propre par hypothése. Comme la premiére
fleche est un épimorphisme et la seconde représentable et séparée, cette derniére est propre.
Or elle se déduit de la diagonale de M /G par le changement de base f x f, qui est un
épimorphisme. Donc M //G a une diagonale propre, il est séparé.

Pour finir supposons M propre sur S. Compte tenu de [L-MB, 5.4(ii)], le résultat
suivant est vrai car purement topologique : « soit f : 2 — % un morphisme surjectif de
S-champs, si £ est fermé (resp. universellement fermé) sur S, alors % aussi ». Appliquant
cela & M — M//G, on montre que M /G est universellement fermé sur S. Enfin, il est
clair que M /G est de type fini, il est donc propre sur S.

O

Remarques 3.0.3

(1) On n’a pas a proprement parler d’action de G sur M (G n’agit pas sur l’ensemble des
points de M mais sur chacun de ses points individuellement), et M /G n’est donc pas un
quotient, mais plutdt un 2-quotient en liaison avec la structure de 2-catégorie de Ch/S.
C’est pour cette raison qu’a été choisie la notation // en dépit du fait qu’elle entre en conflit
avec d’autres utilisations (quotient G.I.T. par exemple).

(2) Le morphisme f : M — M//G n’est pas représentable. En effet le critére 1.3.11 qui
affirme que, si f est représentable, on doit avoir pour tout point géométrique & € M des
monomorphismes Aut(¢) — Aut(f(£)), est évidemment pris en défaut.
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(3) Supposant M de Deligne-Mumford et de plus séparé, on peut montrer que f : M —
M /G est propre, en utilisant les critéres valuatifs [L-MB, §7] comme dans la démonstration
de (3). Ce morphisme est par ailleurs quasi-fini (mais non fini car pas méme représentable).
(4) Pour I’hypothése 3.0.1, un cas particulier important est celui ol i, : G — Autg(z)
commute 3 tous les morphismes : G est alors central dans les groupes d’automorphismes.
(5) Si G est un groupe fini constant sur S et H est un sous-groupe distingué, alors
BG X p/m) S ~ BH. Si de plus G est abélien, alors BG/H ~ BH. Soit M un champ
algébrique quelconque, et munissons-le de l'action triviale de G (abélien). Alors, cf re-
marque 2.3.5(2), les objets de M/G ont tous G dans leur groupe d’automorphisme. Les

foncteurs
U(M) = M/G (quotient par I'action triviale)

dN) = NJG
établissent une équivalence entre la catégorie des champs algébriques et la catégorie des

champs algébriques dont les objets ont tous G dans leur groupe d’automorphismes, qui
sont des BG-fibrés triviaux.
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Chapitre 11

Champs de revétements de courbes
algébriques

L’objet principal de ce chapitre est I’étude du champ (de Hurwitz) des revétements
galoisiens de courbes algébriques lisses. Plusieurs définitions peuvent étre choisies : la dé-
finition que nous retiendrons est celle du champ H, ¢ classifiant, de maniére imprécise, les
courbes de genre g munies d'une action d’un groupe G (un entier g > 2 et un groupe G
sont fixés une fois pour toutes). On peut si on préfére considérer un champ constitué de
revétements de courbes C' — D, avec les genres g(C) = g et g(D) = h fixés. Historique-
ment, c’est sous cette forme que Hurwitz a étudié ces espaces de modules, et en fait plus
précisément le cas h = 0 des revétements de la droite projective. La définition que nous
donnons ci-dessus se limite aux revétements galoisiens mais cela a des implications pour le
cas non galoisien (voir [BR]).

Les motivations pour étudier le champ de Hurwitz sont nombreuses. En effet ses liens
avec d’autres espaces modulaires classiques (M, = modules des courbes de genre g; mo-
dules des courbes avec structure de niveau ; modules des fibrés principaux ; correspondance
de Hecke...) sont multiples, et il est & la source ou au but de nombreux morphismes natu-
rels. Un des succeés du champ H, ¢ a été son utilisation pour montrer I'irréductibilité de
M, (Fulton [Fu]). Un autre exemple est I'application au probléme de Galois inverse, ol
divers auteurs (Fried, Débes, Volklein) ont utilisé la géométrie de ’espace de Hurwitz pour
réaliser des groupes finis comme groupes de Galois.

Faisons une remarque quant au formalisme utilisé : la technique des champs a montré sa
pertinence et son ubiquité dans les problémes de modules, mais dépasse de plus en plus ce
cadre. Presque tout I’arsenal des outils de géométrie algébrique est maintenant développé
pour les champs algébriques, dont la géométrie est étudiée pour son intérét propre; les
champs ont maintenant des « grands fréres » les m-champs; les gerbes formalisent les
problémes de corps de définition...

Notre fil directeur est le désir de prolonger & Z certaines constructions globales effec-
tuées sur les champs de revétements, mais qui usuellement sont proposées en évitant les
caractéristiques qui divisent l'ordre du groupe de Galois G. Parmi celles-ci : la construc-
tion du champ algébrique qui les classifie, sa compactification, et ’étude du morphisme
appelé discriminant, entre le champ de Hurwitz et un champ de courbes pointées, qui a
une courbe avec G-action associe le lieu critique de l'action (c’est I’analogue du morphisme
LL (Lyashko-Loojienga) de Ekedahl-Lando-Shapiro-Vainshtein [ELSV]).
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Les résultats principaux du chapitre sont les suivants. Le paragraphe 1 est une bréve re-
vue des champs de courbes pointées. Apres les définitions nécessaires, au paragraphe 2 nous
discutons de la définition du morphisme discriminant. Cela nécessite une étude détaillée des
diviseurs de ramification et de branchement, et laisse plusieurs questions ouvertes. Dans le
paragraphe 3 nous exposons la théorie de Hurwitz des revétements modérés d’aprés Bertin
et Ekedahl (voir notamment [BR], [E]). Nous I’appliquons au paragraphe 4 pour proposer
une compactification N 4(G) des espaces de modules de courbes lisses avec structure de
niveau ; notre construction donne un champ lisse qui est une désingularisation du champ
M(G) de Deligne et Mumford. Une vertu essentielle de N j(G) est qu’il a une signification
modulaire claire (voir la remarque de Van Geemen et Oort [vGO, page 287|). En fait, si
M (G) est représentable, c’est espace modulaire grossier de Ny(G). Enfin, dans le para-
graphe 5, nous donnons un procédé de construction du Z-champ de Hurwitz des courbes
lisses qui s’appuie sur les structures de niveau abélien. En corollaire, le travail effectué pour
compactifier le champ des courbes avec structure de niveau donne naturellement, dans le
cadre de ce procédé, un champ propre qui compactifie H4 .

1 Courbes algébriques

Ce paragraphe est entiérement composé des définitions indispensables pour la suite,
concernant les courbes relatives lisses et stables, et les marquages. En ce qui concerne
les champs de courbes pointées, indiquons que nous utiliserons les courbes r-pointées et
r-taguées (en situation de ramification sauvage) pour définir le morphisme discriminant
(voir 2.2).

1.1 Définitions : marquages, tagages
Définitions 1.1.1 [Courbes (et courbes pointées) lisses et stables]

(1) Une courbe algébrigue C sur un corps k est un schéma projectif sur k, géométriquement
connexe, de dimension 1 (et non vide). Un courbe est dite r-pointée si on a choisi r points
distincts lisses ordonnés Py, ..., P, € C, r-marquée si les points ne sont pas ordonnés, et
r-taguée si les r points ne sont ni ordonnés, ni nécessairement distincts. Autrement dit, le
tagage signifie que, si on préfére ne considérer que des points distincts, on affecte chacun
d’une multiplicité. Ainsi, un r-marquage consiste en la donnée d’un diviseur effectif réduit
de degré r sur C, et un r-tagage est la donnée d’un diviseur effectif quelconque de degré
r (ces diviseurs étant inclus dans le lieu lisse de C). Un automorphisme d’une courbe
r-pointée est un automorphisme de C qui fixe les points P;. Un automorphisme d’'une
courbe r-marquée ou r-taguée est un automorphisme de C' qui stabilise le diviseur ), P;,
c’est-a-dire qui permute les F;.

(ii) Une courbe est dite nodale ou semi-stable si elle a pour seules singularités (éventuelles)
des points doubles ordinaires, c’est-a-dire des points £ € C en lesquels ’anneau local
complété est isomorphe & %fﬂ

(iii) Une courbe semi-stable (éventuellement r-pointée ou r-marquée) est dite stable (stable
r-pointée ou stable r-marquée) si le groupe d’automorphismes de C (resp. de (C,>  F;))
est fini. Cela équivaut & dire que toute composante rationnelle de C' a au moins 3 points
exceptionnels, un point exceptionnel étant un point non lisse ou un point marqué.

Remarque 1.1.2 Dans notre terminologie, « nodale » et « semi-stable » sont des termes
équivalents, contrairement & certains auteurs (par exemple [HaMo|).
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Rappelons qu’un diviseur effectif relatif D sur un S-schéma plat X est un diviseur de
Cartier effectif de X, qui est plat sur S, de sorte que pour tout changement de base T' — S,
D xg T est un diviseur de Cartier de X xg7'. Pour alléger nous dirons souvent « diviseur
relatif (sur S) » pour « diviseur effectif relatif ». (Il n’y a qu’un endroit dans le texte ou un
diviseur relatif ne sera pas nécessairement effectif, et cela sera signalé alors : voir dans 2.2.)

Définitions 1.1.3 [Définitions relatives]

Une courbe lisse (resp. stable, semi-stable) de base un schéma S est un morphisme de
schémas v : C — S propre, plat et de présentation finie, dont les fibres géométriques C,
sont des courbes algébriques lisses (resp. stables). L’entier ¢(C) = dimH'(Cy, O¢,), qui
est une fonction localement constante de s € S, est le genre de C. La courbe est dite
r-pointée, r-marquée ou r-taguée si elle est munie, respectivement, de r sections disjointes
P; : S — C, d’un diviseur relatif ® étale fini de degré r sur S, ou d’un diviseur relatif D
fini de degré r sur S, tels que les fibres géométriques (Cs, D) sont des courbes r-pointées,
r-marquées ou r-taguées. En particulier ® est inclus dans le lieu lisse de C.

1.2 Champs de courbes stables et courbes stables pointées

Notre utilisation des champs de courbes stables pointées est orientée vers la définition
du morphisme discriminant (voir introduction). Celui-ci est présenté dans le paragraphe 2.
Un travail préparatoire nécessaire est de décrire les différentes variantes de ces champs de
courbes pointées.

Définition 1.2.1

(i) Le Z-champ M, a pour objets les courbes relatives stables C/S de genre (constant) g,
et un morphisme entre C'/S’ et C/S est un diagramme cartésien

o L.c
| o | (IL.1)

Sl—h>S

(ii) Le Z-champ Mg,,« a pour objets les courbes relatives stables r-pointées. Un morphisme
entre (C'/S',P|,...,P]) et (C/S,P,...,P,) est un diagramme cartésien (IL.1) tel que
foP/=Pohpourl<<i<r.

(iii) Le Z-champ Mg,(r) a pour objets les courbes relatives stables r-marquées. Un mor-
phisme entre (C'/S’,®') et (C/S,D) est un diagramme cartésien (I1.1) tel que D' = f*D.
(iv) Le Z-champ M, ] @ pour objets les courbes relatives lisses r-taguées. Les morphismes
sont les mémes que dans (iii).

Remarque 1.2.2 Il n’est pas évident de définir un champ de courbes stables taguées
ﬂg,[r], car il est difficile de caractériser le fait qu'une courbe stable munie d’un tagage ait
un groupe d’automorphismes fini. Cependant on n’en aurait besoin dans cette thése que si
on voulait définir le discriminant de revétements de courbes stables, sauvagement ramifiés,
ce qui est pour l'instant un probléme hors d’atteinte.

Indiquons néanmoins que 1’on peut, si 'on veut, contourner cette difficulté en utilisant
le champ des courbes semi-stables tout entier, qui est le champ NODy de [MB] (7.1 et 7.1.6).
On définit alors un champ NODg ;] dont les objets sont les courbes semi-stables munies
d’un tagage. On montre, comme dans 1.2.5 ci-dessous, qu’on obtient un champ algébrique
lisse (au sens d’Artin), mais il est non séparé et ce n’est pas un champ de Deligne-Mumford.
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Rappelons les résultats fondamentaux concernant ces champs de courbes :

Théoréme 1.2.3 ([DM], [Kn2]) Soitg > 0 et r > 0 tels que 29 —2+1r > 0. Les champs
Mg et Mgr sont des champs de Deligne- Mumford propres et lisses sur Z, de dimension
3g—3+r. O

Corollaire 1.2.4 Soit g > 0 et v > 0 tels que 2g — 2+ r > 0. Le champ ﬂg,(r) est le
quotient Mg,r/Gr (voir théoréme 234) C’est donc un champ de Deligne- Mumford propre
et lisse sur Z, de dimension 3g — 3 + r.

Preuve : 11 suffit de montrer que M, Mg /G, car le quotient par &, est un torseur

9:(r) —
(théoréme 2.3.4). Le morphisme évident Mg, — M, (r) se factorise en un morphisme qui
est un foncteur pleinement fideéle, u : My, /&, = M g,(r)- 11 suffit de vérifier que u est un
épimorphisme, c’est-a-dire qu’il est « localement essentlellement surjectif ». Or soit (C,D)
une S-courbe stable marquée, aprés une extension étale S’ — S, (C'xgS’,D xgS’) provient

de ﬂg,r/Gr, q.e.d. O

Il est & noter qu’on n’a _plus a pricﬂ de morphisme ﬂg,(rﬂ) — ﬂg,(r), analogue au
morphisme de contraction Mg r+1 — Mgr. Une exception est & noter cependant : si on
considére une variante de Mg (r) OU les points sont regroupés « par paquets », alors on
peut définir la contraction d’un ou plusieurs « paquets ».

Corollaire 1.2.5 Le champ Mg, est un champ algébrique de Deligne-Mumford séparé,
de type fini, lisse de dimension 3g — 3 + r sur Z.

Preuve : Le morphisme d’oubli évident w : My ,; — M, est représentable (et méme,
schématique). En effet, soit f : T — M, correspondant a une courbe X/T" de genre g. Le
produit fibré M ;) X m, T est le foncteur de Hilbert de r points sur X :

Hilb" (X) ~ Sym" (X) = X" /&,

qui est (représentable par) un schéma de dimension relative r, lisse sur 7. O

Remarques 1.2.6

(i) Considérons le champ de courbes lisses pointées My 1, qui est isomorphe & la courbe
universelle au-dessus de M. Alors on peut faire la remarque que Mg ;) = Sym" (M,,1) oit

Mgvl XMg Tt XMg Mgal
s,

Sym"(Mg1) :=

Ceci fonctionne pour tout g > 0 (notons que My est le champ d’Artin B(PGLs) classifiant
de G = PGLy, il a un espace modulaire grossier qui est le point sur Z). Malheureusement
on ne peut pas prétendre donner une réponse au probléme soulevé dans la remarque 1.2.2
en proposant de définir

Mga[r] := Sym" (Mg,1)

car ce dernier champ classifie des courbes avec r sections pointées, mais qui sont stables
1-pointées. (En revanche, bien stir, on a NOD, ,j = Sym"(NOD, 1), voir [MB], 7.1.8.)
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(ii) On peut définir des sous-champs localement fermés M;\,[T] C My ), pour toute parti-
tion A= (A1 = ... = Xs) de r (D_ N\ = 7). Ceux-ci classifient les courbes de genre g avec
un diviseur de type (A1 > ... > A;) donné. Précisément M;‘,[r] est I'image du produit des
diagonales

AA1 X X A/\s : ngl XMg e XMg Mgalj_> Mg7[)‘1] XMg e XMg Mga[)‘s] - Mga[r]

~

~
s facteurs

Question 1.2.7 11 y a un morphisme évident i : My .y = M, . C’est un monomor-
phisme, par conséquent il est représentable. Supposons que g > 2. Alors ¢ est en fait une
immersion ouverte, dense fibre a fibre (au-dessus de Z) et le complémentaire de Mg
dans M, ;] est un fermé de codimension 1, défini (intuitivement) par lincidence d’au
moins deux sections. Par ailleurs le quotient My, — M, () est un torseur sous &, ; il est
donc naturel de se demander si ce torseur s’étend en un torseur au-dessus de M, (.

2 Champs de revétements sur Z

Ce paragraphe se propose de donner un sens indépendamment de la caractéristique des
schémas de base aux définitions des divers objets, morphismes, concepts attachés aux re-
vétements galoisiens. En particulier, on traite le cas des revétements sauvagement ramifiés.
Parfois le cas modéré inspire des réponses aux questions qui se posent, mais dans certaines
limites ; nous verrons notamment au chapitre suivant (III) que les problémes posés par la
ramification sauvage ne peuvent en général étre abordés sans l'introduction de nouveaux
outils. Schématiquement le contenu du paragraphe est le suivant : définitions des champs
de Hurwitz, discussion sur la ramification, étude de la fonctorialité et du morphisme dis-
criminant.

Mises a part les deux définitions suivantes, qui sont en vigueur partout dans le chapitre,
ce paragraphe ne traite que de courbes lisses.

Définition 2.0.1 Une action d’un groupe fini G sur une courbe lisse ou stable C'/S est
un morphisme ® : G — Autg(C). Dans ce chapitre, toutes les actions sont supposées
unwersellement fidéles c’est-a-dire que @ est supposé injectif sur chaque fibre au-dessus
de S, ou encore, aprés tout changement de base S’ — S. Nous noterons (C, ®) ou (C,G),
et appellerons G-courbe, une courbe avec action. O

Rappelons qu'une courbe stable est projective sur la base [DM, th. 1.2 et corollaire],
donc le schéma en groupes Autg(C) existe, et de plus il est fini et non ramifié sur S [DM,
th. 1.11]. Donc dans ce cas un automorphisme non trivial o : C — C est non trivial sur
chaque fibre, donc la condition de fidélité fibre & fibre est automatique.

Nous ne considérerons que des revétements connexes, et ne le rappellerons plus. La
définition générale utilisée sera donc la suivante :

Définition 2.0.2 Soit S un schéma et Y un S-schéma. Un revétement (éventuellement
plat, ou non ramifié) de Y est un morphisme fini, surjectif, & fibres géométriquement
connexes (éventuellement plat ou non ramifié¢) de S-schémas 7: X — Y.

Désormais, dans ce paragraphe les courbes considérées sont lisses.
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2.1 Définitions de H, ¢
Soit g > 2 un entier et G un groupe fini.

Définition 2.1.1 Le Z-champ de Hurwitz H4 e a pour objets les couples formés d'une
courbe relative lisse v : C — S, de genre g, et d'une action (universellement fidéle) ® : G —
Autg(C). Un morphisme entre (C'/S’,®') et (C/S,®) est un diagramme cartésien (I1.1)
ou f est G-équivariant.

C’est sous une autre forme que le lien avec les champs de revétements quelconques (non
nécessairement galoisiens) est le plus simple & établir. Par ailleurs cette définition sera aussi
celle utilisée pour relier les champs de Hurwitz aux champs de courbes avec structure de
niveau.

Définition 2.1.2 Le Z-champ ’H;’G a pour objets les revétements de S-courbes (lisses)
7w : C — D, avec C de genre g, galoisiens de groupe G. Les morphismes sont les diagrammes

c_L.¢c
oo
D' — D (I1.2)
VO
S .8

ou f est G-équivariant et tous les carrés sont cartésiens.

On obtient un isomorphisme de champs Hy g ¢ — H;,G,g en associant, a une courbe
C/S avec action ® : G — Autg(C), le revétement (C — C/G). En effet il est clair que ce
foncteur est pleinement fidéle, par ailleurs il est essentiellement surjectif par définition de

0.6

Bien stir, on peut adjoindre a C la donnée de I'action et du morphisme C' — D, d’ou
une troisiéme définition, équivalente aux précédentes, qui peut étre mieux adaptée dans
des circonstances ol les opérations de quotient par un groupe et de passage a la fibre ne
commutent pas :

Définition 2.1.3 Le Z-champ "H;’,G a pour objets les couples formés d'un revétement

galoisien m : C — D de groupe G, avec C de genre g, et d’'un isomorphisme 1 : G —
Autp(C) spécifié. Les morphismes sont les diagrammes (I1.2) ou f est G-équivariant.

Quelques remarques s’imposent sur les isomorphismes choisis dans la classification. Soit
m: C — D un revétement, correspondant & une action ® : G — Autg(C) avec D ~ C/G.
Un automorphisme f de cet objet est un automorphisme f : C — C qui est G-équivariant.
Donc, Auty, () est inclus dans le centralisateur de G' dans Autg(C). Ce groupe est tout
a fait différent du groupe Autyop,(7) utilisé en général pour la classification topologique des
revétements, i.e. ’ensemble des automorphismes h : C — C' tels que o h = 7. Ainsi

(i) il peut étre plus petit, par exemple si G = Autg(C) on a

Auty, . (7) = Z(G) Autyop(m) =G
ii) il peut étre plus gros, par exemple si C = Pg et m: C — C est le quotient z — z" :
ii) il peut étre plus g lesiC=PLetm:C— Cestl tient n

Auty, o (7) = Gy, Autyoy(n) = G = Z/nZ
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Pour clore ces définitions, indiquons que ’on peut stratifier les champs de Hurwitz
par des invariants liés a la ramification de l'action. Celle-ci est étudiée en détail dans le
sous-paragraphe qui suit ; pour donner la définition suivante il suffit de savoir (voir 2.2.1)
que, pour un revétement de courbes lisses 7 : C — D, le diviseur de ramification R C C
est un diviseur relatif sur la base, dont la formation commute au changement de base. Le
plus simple des invariants évoqués est le degré r = deg(R) :

Définition 2.1.4 Soit 7 > 0 un entier. Le Z-champ Hg4 g, est le sous-champ ouvert et
fermé de H4 ¢ qui a pour objets les couples formés d'une courbe relative lisse v : C' — S, de
genre g, et d’une action (universellement fidéle) ® : G — Autg(C), telle que deg(R) = 7.
Un morphisme entre (C'/S’,®') et (C/S,®) est un diagramme cartésien (II.1) ou f est
G-équivariant.

Noter que r étant fixé, le genre g’ de la courbe quotient C/G est bien déterminé (par
la formule de Riemann-Hurwitz).

2.2 Le morphisme discriminant

Dans ce paragraphe nous étudions les différentes notions qui gravitent autour des di-
viseurs de ramification R et de branchement B. Ceux-ci sont au coeur de la définition du
morphisme discriminant ¢. Dans le cas modéré les diviseurs réduits associés & R et B sont
plats sur la base; la définition la plus simple (d’un point de vue géométrique) pour le
discriminant est

5(7r :C — D) = (D, Brsa)

Dans le cas général la meilleure situation possible est celle ot I'on sait définir des diviseurs
R* et B* dont les expressions coincident avec celles de R,¢q et Breq lorsque la caractéristique
est premiére & l'ordre du groupe G.

Evidemment, la ramification sauvage empéche d’éclaircir complétement la situation.
Différentes formules naturelles (I1.3, I1.4) n’ont de démonstration qu’avec certaines hypo-
théses supplémentaires. Néanmoins de nombreux cas particuliers faisant intervenir la base
S, ou la complexité du groupe G, donnent satisfaction. Il reste quelques questions ouvertes
quant au lien entre ramification et points fixes ; ces questions sont présentées comme telles
dans le texte.

Diviseurs R et B

Soit (v : C — S, G) une G-courbe relative lisse et 7 : C — D = C/G le quotient. Dans
la suite exacte de O¢-modules

* ¢
0 - Q}j/s - QlC/s - Q%}/D — 0

on a l'injectivité a gauche car, apres passage aux fibres au-dessus d’'un point s € S, on a
affaire a des courbes lisses. En conséquence le module Qé /D est plat sur S par [EGA4],

11.3.7. Les faisceaux W*Qb /s et Qlc /s sont localement libres de rang 1, et un générateur local
de Q}) /D est donné par le déterminant f de 'application linéaire ¢ entre ces faisceaux. Donc

il est associé a Q}] /p un diviseur de Cartier effectif R, d’équation locale f. La formation de
R commute au changement de base. De plus, de toute évidence, R est fini sur S. Ainsi le
degré de R est constant, i.e. deg(R) = deg(QIC/S ® (W*Q})/S)_l) = (29, —2) —n(2g9, —2)
(bien sir ce n'est rien d’autre que la formule de Riemann-Hurwitz).
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Définition 2.2.1 Le diviseur R = Dlv(QC/D) est appelé diviseur de ramification du re-
vétement. Le diviseur B = 7, R est appelé diviseur de branchement. Ce sont des diviseurs
de Cartier relatifs sur S (dans C et D respectivement), dont la formation commute au
changement de base.

On rapelle qu’une équation locale pour B est donnée par la norme d’une équation locale
pour R. Il y a des formules de « dévissage » pour ces diviseurs :

Proposition 2.2.2 Soity: C — S une courbe relative lisse, G un groupe fini agissant sur
C, et H <1 G un sous-groupe distingué. On note D =C/H, E = C/G et

¢ D5 E
les quotients. Le quotient total est m = poo. On a alors

Rcyp = o"Rpyp + Rgyp
Ber = (#H)Bp/r + p«Bc/p

Preuve : Soit les morphismes
Q ¢ Ql *Ql P Ql *Ql X Ql
EB/s — 7 Yeysy P iEs =7 ipigs 0 3MEg —* oyg

On a la composition ¢ = x o 6%, donc la premiére formule provient de la multiplicativité
du déterminant. La seconde en découle en appliquant ., compte tenu du fait que o,0* est
la multiplication par deg(o) = #H pour les diviseurs de D. O

On peut relier le diviseur de ramification aux points fixes de 'action de G sur C. Le
diviseur de points fixes C% (voir I111.1.2.2) n’est, en général, ni réduit ni plat sur S. Pour
un revétement modéré, cependant, les deux propriétés sont vraies. Un autre cas agréable
est celui des groupes cycliques (y compris aux « mauvaises » caractéristiques) :

Lemme 2.2.3 Si H C G est cyclique, CH est un diviseur relatif sur S, dont la formation
commute au changement de base.

Preuve : Soit € C* il suffit de montrer que @CH est plat sur @5 sOu s = 'y( ). Comme
C est lisse sur S, quitte & faire une extension étale sur S on peut supposer que (95 s — (’)C z

a une section, donc l’extension de corps résiduels est triviale. Alors, (9(;$ = (95 s[t] par
[SGA1], Exp. III, prop. 1.5. Soit h un générateur de H ; alors h(t) — t divise h’(t) —t pour
tout 4. En effet pour une série formelle quelconque f = Y ft*, on a

FR@) = f(8) =D fu(B(®)F —tF) = () =) D fe(h@)F T +--- 4771,

or hi(t) —t = f(h(t)) — f() pour f = Y_'_ k7. Donc, localement, l'idéal qui définit le
complété de CH est principal engendré par h(t) —t = > is0 a;t'. Si a; € m, pour tout 4,
alors I'action est triviale au voisinage de z sur la fibre au-dessus de s, ce qui est contraire

a I'hypothése. Donc les a; engendrent Ogs, et il s’ensuit que O¢x , est plat sur Og s [Ma,
cor. au th. 22.6]. O

Lorsque la base est ponctuelle, la formule donnant la valuation de la différente d’une

extension de corps locaux ([Se2, IV, prop 4|) en fonction des groupes de ramification
supérieurs, permet d’expliciter le lien entre R et les diviseurs de points fixes :
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Proposition 2.2.4 Soit ¢ l'indicateur d’Euler. Si la base S est le spectre d’un corps algé-
briguement clos, on a

R=> 0= > op#H)C? (IL.3)
e A5

Preuve : Il est clair que le support de R est I’ensemble des points de stabilisateur non
trivial ; c’est donc aussi le support de Y. C¥, la somme portant sur les sous-groupes cy-
cliques de G. Le nombre de générateurs de H cyclique est ¢(#H). Localement en z, la
longueur de CH est la valuation de h(t;) — t, ol ¢, est une uniformisante de I’anneau
de valuation discréte Oc, , (notation « ig(s) » dans [Se2, IV]). Par définition, le diviseur
R ® k(s) est défini dans la fibre C; par I'idéal annulateur de QF, /p» -6 par la différente

Dc/p- En assemblant ces remarques et [Se2, IV, prop 4| on obtient :

[Se2]

lga(ROK(5) = v2(Dyp®k(s)) £ Y g (CI0k(s) =lg, | Y. w@#H)C" @k(s)
G S

ce que ’on voulait. O

La difficulté pour montrer la formule pour une base S générale provient en grande
partie des « caprices » de la base. Il s’agit de comparer deux diviseurs relatifs (i.e. R et
> C9) qui induisent les « mémes familles » de diviseurs, c’est-a-dire qui sont égaux sur
toutes les fibres géométriques.

Proposition 2.2.5 (cas modéré) Si S est un Z[ﬁ]—schéma, légalité (I11.3) est vraie.

Preuve : Soit £ € C un point fermé appartenant & une fibre géométrique Cs. Il suffit
de montrer la formule sur un voisinage formel de z. Ici on sait que le stabilisateur H est
cyclique, engendré par un élément h d’ordre e. Comme ci-dessus, on peut supposer que

@C,w = @S,s |[t]]

et h agit par h(t) = (t, pour une racine primitive e-éme de l'unité . Alors @Dm(w) =
(5573 [u] avec u = t¢. Lorsque g ¢ H le diviseur CY ne passe pas par z, et sinon, c’est-a-dire
lorsque g = h? # 1, son équation est (/¢ — ¢, donc ¢ & une unité prés. Par ailleurs le diviseur
R a pour équation locale du/dt = et®~!. Donc les deux diviseurs ont la méme équation, &
savoir t¢7 1. O

Proposition 2.2.6 Sila base S est intégre, [’égalité (I1.3) est vraie.

Preuve : Il est connu dans ce cas que deux diviseurs relatifs identiques sur les fibres
géométriques, sont égaux. On peut le voir en observant que R et > CY proviennent du
diviseur universel Div"(C/S) = Sym"(C/S) par deux morphismes S — Div"(C/S); or un
tel morphisme est déterminé par I'image du point générique (géométrique). O

Remarque 2.2.7 Les obstructions & établir I’égalité (I1.3) viennent du fait que la base de
la déformation universelle d’un revétement sauvagement ramifié n’est pas lisse en général
(ni méme réduite). A contrario, lorsque la base de la déformation est lisse, on peut s’y
ramener localement. Le cas particulier suivant s’en déduit :
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Proposition 2.2.8 Si G = Z/2Z, l’égalité (I1.3) est vraie quelle que soit la base S.

Preuve : Comme précédemment il suffit de montrer 1’égalité au voisinage formel d'un
point. Soit z € C, s son image dans S, et R = Og . On peut supposer que la caractéristique
résiduelle en s est p = 2. On considére le revétement « local »

Tp SpeC(@C,z) — SPeC(@D,w(w))

Soit f : € — 2 la déformation universelle de la fibre spéciale 7, ® idg. Elle a une base
Ryers qui est formellement lisse sur un anneau de vecteurs de Witt (voir [BM1, th. 4.3.7]),
donc par 2.2.6 I'égalité (I1.3) est vérifice pour f. Le revétement 7, s’en déduit par un
changement de base Ryers — R. Or la formation de R et de ) o CY est compatible au
changement de base, d’ou le résultat. O

Il est probable qu’il existe des exemples qui mettent en défaut 1'égalité (I1.3), méme
pour G = Z/pZ, avec une base S suffisamment singuliére.

Diviseurs essentiels R* et B*

L’identité (I1.3), quand elle est valable, montre qu’apparaissent d’importantes multi-
plicités dans le diviseur de ramification (et donc des multiplicités encore plus grandes dans
B = 71, R). Dans 'optique de définir le morphisme discriminant, ceci pose probléme car clas-
siquement, dans la définition topologique, le discriminant d’un revétement C — D = C/G
est le diviseur des points de branchement (réduit) porté par la base D.

Dans la situation générale ot ’on ne suppose plus que |G| € ng, il semble trés intéres-
sant d’étendre la définition du discriminant de maniére uniforme, indépendamment de la
caractéristique. L’une des motivations pour cela est par exemple 1’espoir de transposer des
résultats accessibles en caractéristique 0 & la caractéristique p. Ainsi la question suivante
se pose :

Question 2.2.9 Chercher ’expression d’'un diviseur R* qui soit un diviseur de Cartier
relatif sur S, de support égal a celui de R, et qui coincide avec le diviseur Ry¢q au-dessus
de louvert d’inversibilité de |G| (i.e. (R*) ® Z[‘la] est réduit).

Incursion dans le cas modéré

Avant de hasarder des réponses, complétons notre connaissance de la situation modérée.
On suppose donc pour Uinstant que |G| € OF. Pour tout sous-groupe cyclique H C G, soit

e(H) =sup{i|H = Hy C --- C H; chaine de sous-groupes cycliques }

Par récurrence sur e, on définit pour tout H # 1 le diviseur des points de stabilisateur égal
aH:
Ap=CHsie=0, Ag=C"- Y Agsiexl.
KQH
cyclique
Proposition 2.2.10 Le diviseur C¢ et les diviseurs Ap sont des diviseurs de Cartier
relatifs, finis et étales sur S.

Preuve : Si S = Spec(k), comme |G| € k*, on sait que le stabilisateur d’un point fixe
est cyclique, et le diviseur de points fixes est réduit en ce point. Revenant & la situation
relative, si G n’est pas cyclique on a C% = (), et sinon, par le lemme 2.2.3 ci-dessus, C%
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est plat; il est étale car sur les fibres il est somme de points réduits. Enfin C% est propre
car C l'est.

La différence D' — D de deux diviseurs relatifs tels que D < D', est encore un diviseur
relatif. Il est facile d’établir les assertions suivantes par récurrence sur e : si e(H) < e,
e(K) < e, alors Ay et Ak sont disjoints lorsque H # K ; et Ay est un diviseur relatif,
fini et étale sur S. O

Le diviseur Ay n’est pas stable sous G ; en revanche, la classe de conjugaison de H,
notée [H], fournit un diviseur Ajg) := > geg Ak qui est stable. De plus les G-orbites
dans Az ont [G : H] éléments. Ce qui précéde montre que :

Proposition 2.2.11 Les diviseurs de Cartier relatifs sur S suivants
* X 1
R'=) Am et B'=) mm(Am) (IL4)
[H] [H]

sont égauz & Rrsq et Brsa (on rappelle qu'ici |G| € OF ). O

Une remarque permet de tester la robustesse des expressions proposées pour R* et B*.
Compte tenu du fait que les diviseurs de points fixes sont réduits, les manipulations sur les
sommes et différences de diviseurs relatifs se résument 8 dénombrer les points & stabilisateur
non trivial. Or si G fini agit sur un ensemble X, le nombre de points a stabilisateur non
trivial, §’il est fini, vaut

M= xInxf+ Y I XMnx®axts -

Hy Hy,Ho Hy,Hy,Hg

(les H; décrivent tous les uplets de sous-groupes cycliques de G). On n’a pas de mal a
montrer ainsi que

R*=Rea=Y (-)"' Y cHan...ncfn (IL5)

n21 I F
En fait, dans le cas de caractéristique premiére a |G| ot 'on s’est place, CHir 0. ..nCHin =
C<Hiy»Hin> gt bien plat, vu la proposition 2.2.10. La raison est que si < H;,...,H;, >
n’est pas cyclique, alors le diviseur de points fixes est vide. La formule (II1.4) est simplement
la formule (II.5) ou la somme ne se fait que sur les H;,,..., H;, tels que < H;,,..., H; >
est cyclique.

Exemples 2.2.12

(i) Si G = Z/6Z avec H = 7./27 et K = 7/37Z, les deux formules donnent R* = CH +
cK - ¢,

(ii) Si G = H x K avec H = K = Z/2Z, alors R* = CH + C¥ pour (11.4) et R* = CH +
CK — C% pour (IL.5). En caractéristique 2 le terme C%, non nul, n’est pas nécessairement
plat.

Retour sur le cas général

Les notations Ag, R*, B* sont conservées comme ci-dessus. Comme cas particulier
de (II.4), lorsque le groupe G est abélien, alors la classe de conjugaison [H]| est égale
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au seul groupe H, donc les formules se lisent R* =), Ag et B* =) 4 G: H} m«Ap. Le
cas des groupes abéliens est agréable aussi car le théoréme de Hasse—Arf nous apprend
que les sauts dans la filtration des groupes de ramification (en notation supérieure) sont
entiers. Nous allons voir qu’on peut alors donner une premiére inflexion dans le sens de la
conjecture suivante :

Conjecture 2.2.13 Si G est un groupe cyclique, les diviseurs Ag sont des diviseurs rela-
tifs sur S, et les expressions (I1.4) ci-dessus pour R* et B* définissent des diviseurs entiers
relatifs sur S.

La platitude de Ay est acquise; c’est son effectivité qui pose question. Il est possible
que cette conjecture soit raisonnable dans le cas des groupes abéliens généraux. Nous
allons montrer qu’elle est vérifiée dans le cas d’'un p-groupe cyclique et lorsque la base est
ponctuelle, i.e. lorsque S = Spec(k).

Proposition 2.2.14 Soit C une courbe lisse sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristiqgue p > 0. Soit une action (fidéle) de G = Z/p™Z sur C. Alors la conjecture 2.2.13 est
uraie.

Preuve : Soit o un générateur de G, et pour 0 < j < n — 1, soient H; =< o’ > les
sous-groupes de G, totalement ordonnés : G = Hy D Hy D --- D Hp—1 D {1}. On a
Apg; = CHi — CHi-1 donc la positivitée de ces diviseurs est ici évidente. Soit z € C, si Hy
est son stabilisateur, on note aussi £ = #(x). Le théoréme de Hasse-Arf dit que la suite des
groupes de ramification supérieure pour l'action de G sur O¢ 4 est (voir [Se2, IV, § 3])

G=G.1DH =Gy=-=Gijy 2 Hi11 =Gjp11 == Giptpi, 2 ---

= =

Pour marquer la dépendance en z nous noterons ig(z), i1(z), etc. Cela signifie, par défini-
tion, que pour tout j > £ = ¥#(x), on a

lg,(CHi) = io(z) + pir(z) + -+ + pTHij_o()

Alors,

=55 (ot )

0KI<T z,6(z)

Par différence, on obtient
=Y ¥ ()
0<U<] 7,6(z)=
De plus, si £(z) = £, I'orbite de z dans C a p® éléments. Donc
man)=r Y Y (id))y
0l y=m(x)

ol y décrit les images des points de stabilisateur Hy. Il en découle que 1’expression de B*
définit bien un diviseur entier, effectif de C. O

Malheureusement il est faux en général qu’un diviseur relatif sur S, qui sur chaque

fibre au-dessus de S est multiple n-uple d'un diviseur relatif de la fibre, est globalement
multiple n-uple d’un diviseur relatif. Cependant une remarque de Serre (remarque 2 suivant
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la proposition 4 dans [Se2, IV, § 1|) laisse entendre qu’une globalisation du théoréme
de Hasse-Arf soit possible, d’oll potentiellement une piste vers la démonstration de la
conjecture ci-dessus.

11 faut tout de méme mentionner le fait que lorsque G = Z/pZ, la réponse a 2.2.9 est
évidente :

Définition 2.2.15 Lorsque G = Z/pZ on pose R* = CY et B* = 7,(CY), appelés divi-
seurs de ramification et de branchement essentiels.

Donnons 'exemple des courbes de Potts, tiré du chapitre IV, avant d’appliquer ce qui
précéde au discriminant.

Exemple 2.2.16 Les courbes de Potts de niveau p sont étudiées au chapitre IV. Soit k£ un
corps algébriquement clos de caractéristique p > 2 et R = W (k)[(] ’extension de l’anneau
des vecteurs de Witt de k par adjonction d’une racine p-éme de 'unité. Soit A = — 1, qui
est une uniformisante de R ; soit enfin le polynome de [OSS], P\(X) = A%((AX +1)P-1) €
R[X]. Une courbe de Potts est une courbe C/R, de genre p — 1, munie d'une action du
groupe G = Z/27 x D), ou D, est le groupe diédral d’ordre 2p; elle est hyperelliptique.
Pour simplifier nous allons supposer que, quitte & grossir un peu R, les points fixes sont
rationnels. On peut alors donner une équation affine (voir IV)

Y2 = (P\(X) — a)(PA(X) — B)

avec a,b € R des racines de chacun des facteurs du second membre. Pour que la fibre
spéciale soit lisse il faut imposer a #Z 8 modulo 1’idéal maximal de R. Pour étre complet
précisons que cette équation affine décrit C en entier, a ’exception de deux sections &
Pinfini A4 (intuitivement, X = oo et Y = +00). Des générateurs de G sont 7 (involution
hyperelliptique) et o, u (générateurs du groupe diédral) définis par

7(X,Y)=(X,-Y)
o(X,Y) = (CX +1,Y)
wX,Y) = (;))g—i%ay)

avec u = Aab + a + b. Le diviseur C7 est le diviseur de degré 2p constitué des sections
R-rationnelles images par ¢ des deux sections Y = 0, X = a,b. Sur la carte affine ci-dessus
son équation est AX + 1. Le diviseur C? est situé en partie & l'infini; son image dans le
quotient C/7 est visiblement de degré 2. Ainsi C? est de degré 4, il comprend les deux
sections & l’infini, et deux sections disjointes supplémentaires. Enfin C* est constitué de
quatre sections qui se rejoignent deux par deux & l'infini sur la fibre spéciale (pour le voir,
regarder 1a encore dans C/7). Le dessin correspondant est présenté sur la page suivante.

CG’
——f
C; c* Atoo Ao
fibre générique / I | | \ ,
fibre spéciale i | AN
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On voit que sur la fibre spéciale C? est non réduit ; par ailleurs C® = C7NC* n’est pas
plat sur R. Malheureusement il n’est pas trés intéressant de tester ici la conjecture 2.2.13
qui est trivialement vraie. La raison est que les seuls sous-groupes cycliques non maximaux
de G sont H =< g > et K =< 7 >, et le sous-groupe cyclique maximal qui les contient,
L =< 0,7 >=< o7 > n’a pas de point fixe. Il semble difficile (en tous cas, laborieux) de
fournir des exemples pour tester 2.2.13, car il faut utiliser des groupes suffisamment gros
pour qu’il y ait des chaines de sous-groupes cycliques et que Ag ne se réduise pas a CH.

Fonctorialité

Aux sous-groupes de G, resp. aux sous-groupes distingués, sont attachés des mor-
phismes naturels de restriction et de corestriction.

(1) Pour H < G, le morphisme de restriction associe & un couple (C,G) le couple (C, H)
(l’action est restreinte a H) :

resgy: Hgg —— Hg,n

Compte tenu du lemme 1.3.11, ce morphisme est représentable.

(2) Pour K < G, le morphisme de corestriction associe a un couple (C,G) le couple
(C/K,G/K) (voir définition 2.1.4 pour Hgr) :

coresg/k Hocr — Hga/x
(C,G) — (C/K,G/K)

ou ¢’ est le genre de la courbe quotient C/K. Ceci définit bien un morphisme de champs
car la formation du quotient commute au changement de base ([BM2], th. 1.1). De plus
on a Autg g (C) = K (par théorie de Galois des courbes lisses); on en déduit qu'un
automorphisme G-équivariant de C' induit l'identité sur C'/K si et seulement si il appartient
a K N Z(G). Donc coresg, i se factorise en un morphisme représentable

coresg i Hoar [ KNZ(G) = Ry a/x

Le discriminant

Le discriminant est un avatar de cores} (K = Q) :
cores] : Hoar | Z(G) = My

La définition compléte du discriminant fait intervenir les diviseurs de ramification et de
branchement. La meilleure possible utilise R* et B* (2.2) ; si l’on ne veut pas étre tributaire
de la validité de la conjecture 2.2.13, on choisit R et B comme définis par 2.2.1. Quelle que
soit la définition choisie, on stratifie alors le champ de Hurwitz par les degrés r = deg(R)
et b = deg(B), et le discriminant est donné par

0: ’Hg’G,T//Z(G) — Mg’,[b}

Dans le cas modéré ou |G| est inversible dans les anneaux locaux des schémas de base, le
discriminant peut méme étre défini sur une strate Hy ¢ (¢ est une donnée de ramification
fixée, voir paragraphe 3).

Dans le cas de G = Z/pZ pour un nombre premier p, on a une définition satisfaisante
de R* = CY et B* = m,(C%), qui sont de degré égaux. En résumé :
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Proposition et définition 2.2.17 Soit ¢ > 2 un entier, et G un groupe fini. Soit r un
entier; le genre ¢' d’une courbe quotient D = C/G, avec C de genre g et la ramification
étant de degré r, est bien déterminé. Soit S un schéma de base.

(i) Si S = Spec(Z), i.e. en toutes caractéristiques, on définit le morphisme discriminant
« total » par

0: Hegr — Mg’,[b]
(C,G,R) — (C/G,B)

(i) Si S = Spec(Z[f@]) ou si G = Z/pZ (plus généralement, si ezistent les diviseurs
essentiels R* et B*), on définit le discriminant « essentiel » par

(5 : Hg,G,'I‘* Em— Mg’,[b*]
(C,G,R") — (C/G,B")

(i) Lorsque G = Z/pZ le discriminant essentiel est fini, surjectif au-dessus des points
géométriques de Mg,’[b*} qut sont de caractéristique premiére a p, et au contraire, a des
fibres vides ou de dimension positive, au-dessus des points géométriques de caractéristique p.

Preuve : Il n’y a que (iii) & démontrer. L’assertion concernant les points de caractéristique
premiére & p est conséquence de la théorie du groupe fondamental modéré de Grothendieck
(|[SGA1]). L’assertion concernant les points de caractéristique p est classique également.
Le fait que ¢ ne soit pas surjectif en certains points provient du fait que le diviseur de
branchement d’un Z/pZ-revétement a en chaque point une multiplicité de la forme m + 1,
ol m est un conducteur de Hasse premier & p : ceci impose des contraintes sur le diviseur
B*, i.e. le discriminant ne peut arriver que dans les strates M;‘,,[b*] avec \; = m; + 1 et
m; > 1, (mj,p) = 1 (voir remarque 1.2.6(ii)). Le fait qu’il y ait des fibres de dimension
positive est expliqué par exemple dans [Harb]. O

3 Compactification des champs de revétements modérés

C’est la partie modérée du champ de Hurwitz, & savoir Hy g ® Z[f@], dont I’étude a pu
étre poussée de maniére satisfaisante. Il est stratifié par les champs Hy ¢ qui classifient
les revétements dont la ramification est fixée, égale & un certain type £. Le probléme de
la compactification est alors résolu de maniére satisfaisante; ce paragraphe, & peu prés
entiérement expositoire, reprend en quelques pages les concepts et résultats principaux de
cette théorie.

3.1 Revétements modérés de courbes stables

Soit k un corps de caractéristique p. Dans le cas modéré (i.e. n = |G| premier a
p), les invariants de ramification sont codés plus simplement par la donnée de Hurwitz,
objet de la définition ci-dessous. Cette donnée est essentielle pour la compréhension de la
compactification des champs de Hurwitz due & Bertin [BR| et Ekedahl, que nous utiliserons
pour proposer une compactification du champ des courbes avec structures de niveau.

Soit maintenant C'/k une G-courbe (lisse ou stable) sur un corps algébriquement clos
k. En un point fixe £ € C, il y a une représentation fidele du stabilisateur G, dans le
cotangent T = m,/m2, i.e. Xz : Gy — GL(T%).
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(i) Six est un point lisse, T ~ k, donc G, est cyclique. Un point de l'orbite de z, y = gz,
a pour stabilisateur Gy = g.G5.g™ ! et pour caractére associé xy,(h) = xz(g hg).

(ii) Siz est un point double, T ~ k2. Alors G, est cyclique ou diédral, selon qu’il contient
ou non des automorphismes qui échangent les deux branches en z.

Pour 'action de G sur une courbe nodale C, il y a donc trois types de points fixes :

(I) les points lisses.
(IT) les points doubles de stabilisateur cyclique.
(III) les points doubles de stabilisateur diédral.

Pour différencier les points de type (II) et (III) lorsque le stabilisateur est d’ordre 2, nous
adoptons une terminologie qui autorise le groupe diédral Iy d’ordre 2, et distingue donc
le groupe cyclique Z /27 de D .

Définition 3.1.1 L’action de G sur C est dite stable en z si, pour tout g € Gy, on a
det(xz(g)) = 1 si g fixe les branches, et det(x,(g)) = —1 si g échange les branches.

Cette définition est motivée par le résultat suivant :

Proposition 3.1.2 (Bertin, Ekedahl) Soit C une G-courbe stable sur un corps algé-
briguement clos k. Alors, (C,G) a une déformation universelle génériquement lisse si et
seulement si laction de G est stable. O

Introduisons le groupe des données de ramification de G. Soit £ I’ensemble des couples
constitués d’un sous-groupe cyclique H < G (éventuellement trivial) et d'un caractére
primitif x de H. Pour (H,x) € & on note [H,x] = [H', '] lorsqu’il existe g € G tel que
H' =gHg et X' =x(g7!-g). On a vu que pour deux points d’une G-courbe lisse C' dans
la méme G-orbite, on a [Gg, xz] = [Gy, Xy]-

Définition 3.1.3 Le groupe des données de ramification de G est le groupe abélien libre
Ram(G) = & Z[H,x].
[H,x]

Définition 3.1.4 Soit (C/S, G) une G-courbe relative lisse. Soit s € S. On appelle donnée
de ramification ou donnée de Hurwitz du revétement la somme & = &(C,G) = Y [Gy, Xz
(localement constante sur S, voir [BR, 3.1.2, 3.1.3|) des classes [Gg, xz] sur les orbites de
points fixes d’une fibre Cs. Noter qu’un terme [H, x] = [G,, xz] peut apparaitre plusieurs
fois. Si la courbe est de plus r-pointée ou r-marquée, la donnée de Hurwitz est la somme
de la donnée précédente Y [H, x] et de r[1,1].

Voici venu le temps de définir le diviseur de ramification dans le cas des courbes stables.
Soit C' une courbe semistable sur un corps algébriquement clos k; soit v : C — C la
normalisation. Soit (y;, z;) les couples de points de C situés au-dessus des points doubles
de C. Rappelons que le faisceau dualisant de C, noté wg /i, est le faisceau (inversible) des
1-formes sur C , réguliéres a 'exception de poles simples en les (y;, 2;), avec résidus opposés :

k[s,t]
st

Resy; (w) + Res,, (w) = 0. Donc en un point double = € C, d’anneau local 0 ~
By ~ O.(ds/s, —dt/t).

,on a

Proposition 3.1.5 Soit v: C — S une courbe relative semi-stable avec action stable du
groupe fini G. Soit m : C — D = C/G le quotient, qui est une courbe nodale. On a une
suite ezacte

O—»ﬁ*wD/S—>wC/S—>.’F—>O
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ot F est un Oc-module plat sur S, de support inclus dans l’ensemble des points fizes de
type (I) et (III).

Preuve : Il suffit de montrer que (dm)* : m™*wp/g = weys est injectif sur toutes les fibres
(alors le conoyau F est plat), et que c’est un isomorphisme en un point de type (IT). Soit
donc s € S, k = k(s), z € Cs et y = y(z) € Ds. On note O, et (’) les anneaux locaux
complétés.

Soit  un point lisse. Alors y est aussi lisse, les faisceaux dualisants sont simplement
les faisceaux de 1-formes réguliéres, et 'injectivité est connue.

Soit z un point double d’isotropie cyclique H = Z/eZ (éventuellement triviale). Alors
I'action étant stable, on peut supposer qu’elle s’exprime, sur les deux branches en z, a
I’'aide d’un caractére primitif x € H tel que

h(s) = x(h)s et h(t) =x"'(h)t

Donc O ~ k[[;‘f]] ol u = 8¢ et v = t°. Alors localement (dm)* envoie (du/u, —dv/v) sur
e(ds/s, —dt/ t) donc c’est un isomorphisme.

Enfin soit z un point double d’isotropie diédrale H = D,. L’action sur (9 est décrite
en plus par une involution qui échange les deux branches s,?. Le point y est alors lisse,
et Oy ~ k[u] avec u = s + t°. Localement (dm)* envoie du sur (es®.ds/s,et®.dt/t) =
e(s® —t°)(ds/s, —dt/t), donc (dm)* est bien injectif (mais ici non surjectif). O

Définition 3.1.6 On appelle diviseur de ramification de 7 le diviseur R = Div(F).

3.2 Le champ des revétements modérés de courbes lisses

Le fait que la ramification soit modérée autorise a considérer une définition du champ
de Hurwitz légérement différente (mais équivalente au-dessus de Z[Ilﬁl]) de celles données
au paragraphe 2 précédent. Celle-ci a ’avantage de préparer un terrain agréable en vue de
la compactification (voir la discussion correspondante dans 3.3). Cette derniére définition
revient & marquer la ramification des revétements :

Définition 3.2.1 Le Z[|G|] -champ H (" a pour objets les triplets (C,2,R)ouy:C— S
est une courbe lisse de genre g, ® est une action de G sur C, et R est le diviseur de
ramification réduit de C — C/G, et que l’on suppose somme de sections disjointes (noter
que dans le cas modéré R est fini étale sur S).

Par le méme argument que dans 1.2.4 il y a un morphisme d’oubli H{'%' — H,,¢ ®Z[‘lﬁ|]

qui est un isomorphisme (il faut simplement faire I’observation que la formation de R
commute au changement de base). Dorénavant, pour simplifier, nous noterons simplement
Hg,c pour H;f‘é”, tant qu’il n’y aura pas de risque de confusion.

Comme annoncé, la donnée de Hurwitz permet de stratifier 4 ¢ ; plus précisément, si C
est une G-courbe sur un corps algébriquement clos de caractéristique p, avec (p, |G|) = 1,

alors il est démontré dans [BR, 3.2.1] que les représentations de Hurwitz HO(C,w$ /k)
(m > 0) de G (et méme, un nombre fini d’entre elles) déterminent la donnée de ramification
de 'action. D’ou :

Définition 3.2.2 Soit { = { Vi, }m>o une famille de Z[‘G|] -G-modules fixée. Le champ
Hg,6,¢ classifie les courbes relatives lisses w : C' — S avec action de G, telles que pour tout
m le faisceau m.wy; / . ait des fibres isomorphes a V;, ® k(s).
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Noter que, ¢ étant fixé, le genre ¢’ = g(C/G) est déterminé par la formule de Riemann-
Hurwitz. Le résultat est :

Théoréme 3.2.3 ([BR]) Le champ M, e est un sous-champ ouvert et fermé de Hgy q,
c’est un champ algébrique de Deligne-Mumford de type fini et lisse sur Z[f@], équidimen-
sionnel de dimension 3g' —3 +r. O

Observons que, si 7 = r; + 79 et £ = ri[1,1] + ZH#[HiaXi]a on obtient un champ
algébrique pour les G-revétements avec une ramification de degré o et r1 points marqués.
En particulier My, = Hg1¢ pour & = r[1,1].

3.3 Compactification du champ des revétements modérés

Différentes méthodes ont permis de produire une compactification pour Hg g ¢. A Iori-
gine, il s’agit essentiellement des deux méthodes « concurrentes » de construction d’espaces
modulaires grossiers. D’un co6té, utilisation de la théorie G.I.T. adaptée par Bertin [BR],
et de l'autre, extension aux champs par Wewers [We| du théoréme de représentation des
foncteurs non-ramifiés (Grothendieck, utilisé déja dans la thése de Fulton [Fu]). Il faut no-
ter qu’une troisiéme méthode, plus puissante mais d’application techniquement cofiteuse,
est également disponible : il s’agit des théorémes d’approximation d’Artin, qui ont évolué
en une machinerie qui, par algébrisation des déformations formelles des objets, fournit la
représentabilité de problémes modulaires par un champ, ou un espace, algébrique.

Pour compactifier, on adapte la définition 3.2.1 ci-dessus en considérant le champ ﬁg,a,g
dont les objets sont les courbes relatives stables C'//S, munies d’une action stable de G, et
marquées par le diviseur de ramification réduit Rysq (défini par 3.1.6) supposé somme de
sections disjointes. On fixe toujours la ramification comme dans 3.2.2.

Le point crucial est que les points de ramification sont marqués et inclus dans le lieu
lisse : cela interdit donc les isotropies diédrales aux points doubles des fibres C; (points de
type (III)), mais pas les isotropies cycliques (type (II)). Ainsi est évité le probléme facheux
des points doubles qui disparaissent au quotient par G. En résumé :

Définition 3.3.1 Soit { = {V}, }m>0 une famille de Z[f@]—G—moduIeS fixée. Le champ

Hg,q,¢ classifie les courbes relatives stables 7 : ' — S avec action stable de G, telles que
le diviseur de ramification R soit somme de sections disjointes incluses dans le lieu lisse de
C, et que pour tout m le faisceau mw?% ait des fibres isomorphes a V,,, ® k(s).

Ce choix a donc pour premiére conséquence le fait classique qu’en ’absence de points
de type (III), le quotient d’une G-courbe stable C est une courbe stable marquée par les
points de ramification (B, {Q;}) (points de type (I)); voir par exemple [BR]. Une seconde
conséquence, exploitée dans le paragraphe suivant, est que la contribution « globale » & la
déformation de (C,G,{F;}) est la méme que la contribution « globale » a la déformation
de (B,{Q;}). Ces deux faits sont primordiaux pour étudier le discriminant.

Le fait d'imposer ’absence de points de type (III) n’altére pas la propreté du champ
ﬁg,c’g. En effet, soit C/k une G-courbe lisse. Par unicité, le modéle stable acquiert une
action de G. S’il y a des isotropies diédrales pour cette action, un processus d’éclatements
(équivariants) permet de les éliminer, obtenant ainsi un théoréme de réduction stable. Le
résultat final est (lire aussi [E], th. 3.2) :
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Théoréme 3.3.2 (|[BR]) Le champ Hy ¢ est un champ algébrique de Deligne-Mumford
propre et lisse sur Z[‘l@], équidimensionnel de dimension 3g' — 3 4+ r. De plus, Hgy ¢ est

dense dans ﬁg,g,é fibre a fibre. d

3.4 Déformations des revétements modérés et discriminant

La lissité du champ de Hurwitz ﬁg,g,g est résultat de ’étude des déformations équiva-
riantes des G-courbes stables. Pour étre complet nous rappelons briévement les principaux
résultats de la théorie. Cette étude locale permet aussi de donner une description fine de
la structure locale du morphisme discriminant, sous la forme du théoréme 3.4.6.

Dans tout ce paragraphe C une courbe stable sur un corps algébriquement clos k, de
genre g, marquée par des points Pi,..., P, (lisses).

Soit W (k) ’anneau des vecteurs de Witt infinis de &, et 2 la catégorie des W (k)-algebres
locales artiniennes de corps résiduel k.

3.4.1 Soit C une courbe stable sur un corps algébriquement clos k, de genre g, marquée par
des points {F;} (lisses). Soit A € 2 ; une déformation de (C,{P;}) & A est un diagramme

C(—Z><g

(D

Spec(k)—"> Spec(A)

avec les conditions suivantes : € est une courbe propre, plate sur A, et le diagramme est
un carré cartésien (donc 7 est une immersion fermée). De plus &?; o can = 10 P; pour tout 4.

On définit le foncteur de déformations de (C, {P;}), de la catégorie 2 dans la catégorie
des ensembles, par

Def¢ (p,;3(A) = { classes d’isomorphisme de déformations de (C,{P;}) a A }

Le résultat suivant est classique :

Proposition 3.4.2 L’espace tangent au foncteur Defc (py sidentifie a

Eaxth, (26, 0c(- Y P))

De plus Ea;t?g (Q&,0c(=3 > P)) = 0. En conséguence, Defc (p;) est proreprésentable par
une W(k:)—algebre formellement lisse de dimension 3g — 3+ 7. O

3.4.3 Supposons maintenant que C' est munie de 'action d'un groupe fini G, le diviseur
> P; étant G-stable. Alors G agit naturellement sur Def¢ 1p,}(A), fonctoriellement en A,
par la régle ¢.(%,1, %;) = (€,109,97 ' 0 &).

On peut s’intéresser aux déformations équivariantes de C, c’est-a-dire les déformations
de (C,G,{P;}) : ce sont des déformations comme ci-dessus, avec un relévement a € de
Paction de C de telle sorte que le diviseur ) &?; soit G-stable. Notons que comme les P;
sont lisses, les sections &; sont elles-mémes contenues dans le lieu lisse de % .Utilisant le
fait que C n’a pas d’automorphisme infinitésimal ([DM]), on observe que

Defo,q,(py = (Defe py)”

pour l'action de G sur Def¢ (p,} vue au-dessus. Ici :
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Proposition 3.4.4 L’espace tangent au foncteur Defc g (p,) s’identifie a

E$tOCG QCaoc ZP (E.’Et@c QC,OC ZP )

Si G est réductif (i.e. son ordre est non nul dans k), alors Defc,(p;) est proreprésentable
par une W (k)-algebre formellement lisse de dimension 3g' — 3 + r, ot ¢’ est le genre de

o/a. 0

3.4.5 Enfin supposons que les points { P;} contiennent les points de ramification de C. Cela
permet d’englober le cas d'un « quotient partiel » de la courbe, c’est-a-dire C — C/H —
(C/H)/(G/H) = C/G pour H<G un sous-groupe distingué. En effet, dans ce cas les points
images P; € C/H des points de ramification de C — C/G, contiennent la ramification de
C/H — C/G, et il est commode de les conserver dans 1’étude par dévissage (la fonctorialité
en G est détaillée dans 2.2). Comme les P; sont lisses cela implique en particulier que

il n’y a pas de point de ramification de type (III) (11.6)

Soient y1,...,yq € D les images des points doubles z1,...,z4 € C, et e; 'ordre du groupe
d’inertie en z;. Sous 'hypothese (I1.6) les y; sont des points doubles de D, et la courbe
quotient D = C/G est stable marquée par les points de branchement Q;, images des P;.
De plus le quotient par G induit un morphisme de foncteurs

Y[ Defc,G,{pi} — DefD’{Qj}
Le théoréme 3.4.6 ci-dessous mesure le défaut de 7 & étre un isomorphisme : la réponse est
entiérement contenue dans les points doubles et leur isotropie e;.

Théoréme 3.4.6 Le morphisme w est donné, pour des choix convenables de paramétres
dans les anneauz de déformation, par

T W(k))[[Tl,. s Tdy - - - ,T391_3+r]] — W(k)[tl,. oty .. ,tggl_g_H»]]

avec ™ (1) = t;* pour 1 < i < d et 7 (1) = t; pour i > d+ 1.

Preuve : La clé de la démonstration est le principe local-global qui montre qu’il suffit de
regarder le comportement de 7 localement sur les bases des déformations universelles, au
voisinage des points doubles.

Considérons les foncteurs Defc g,(p;} et Defp q,3- On a des morphismes de spéciali-
sation en les points doubles :

Defc, g () — H Defg, et Defpgqgy — H Defg,

Le principe local-global [DM, prop. 1.5] dit que ces morphismes sont formellement lisses,
i.e. on a une surjection au niveau des espaces tangents. Les noyaux sont identifiés comme
étant

HG C TC ZP et D TD ZQ]

Le morphisme 7 induit une fléche entre les deux suites exactes que nous venons de décrire :
4 N

0 — Hg(C,Te(= X P)) — EButo, (20, Oc (=L P)) — [T Eaty (2
0 — HYD,Tp(- X Q;)) — Eat, (2,0 (- ¥Q;)) — Ilj Em%yj s, »Oy) — 0

J
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Sous I'hypothése qu'’il n’y a pas de point de ramification de type (III), on montre que

H(l;(caTC(_Z-P’L)) ;) Hl(DaTD(_ZQ])) ;

(voir [BR]) c’est-a-dire que les contributions « globales » aux déformations sont identiques.
Chacun des espaces vectoriels Ewté Qs ,04) et Ewt%5 (Q@y , Oy,) est de dimension 1,

correspondant & un paramétre dans la déformation universelle. Donc, les anneaux versels
de déformation R, R, qui représentent les foncteurs de déformation des points doubles,
sont des anneaux de séries formelles en une variable sur W (k), et le principe local-global
permet d’écrire ([BM1])

~

g'e,gs,{Pi} =(Rp;®- .. éREd)[tl’ co+stN]

Ry = (Ry,®...8Ry)[t1,- .-, tN]

donc il ne reste qu’a regarder le morphisme de quotient R, — Ry, pour z (resp. y) l'un
des z; (I'un des y;).

Les déformations universelles des points doubles, au-dessus de R, R, sont respective-
ment W(g[si’)‘]] et W(ﬁl[[ff’“ 1. Soit o un générateur du stabilisateur G, cyclique d’ordre
e. Quitte & changer les paramétres s,t, 'action de G, sur la déformation universelle est
donnée, pour une certaine racine e-éme de I'unité ¢, par s — (s et ¢t — ¢ ~'t. Le quotient

: W(zl[[fl’f’“]] — W(fﬂs)’\t’)‘}] est g(u) = s%, q(v) = t¢ d’ou g(u) = A°. Donc sur les bases des
déformations on a

mp s WE)p] — W)
wo— A

le résultat en découle. O
On voit donc que le quotient de la déformation universelle (équivariante) n’est pas la

déformation universelle du quotient : la différence vient des points doubles. En fait, en
un point double z d’image y (comme dans la preuve ci-dessus), 'anneau d’invariants de

I’anneau de déformation local en x est MW, qui est strictement inclus entre M%[[fuﬂ]l

W(k)[s,t,A]
et S w—

4 Champs de courbes avec structures de niveau

Dans ce paragraphe nous utilisons I'existence de la compactification ﬂg,G’g (voir 3.3.2)
pour proposer une compactification modulaire du champ des structures de niveau. Pour
le champ propre My(G) proposé par Deligne et Mumford (suffisant pour I’application a
I'irréductibilité de ﬂg), défini par normalisation, les points & l'infini n’ont pas de des-
cription modulaire. Si G domine un niveau abélien n > 3, il est représentable par un
espace algébrique, mais non lisse. A contrario, nous construisons ici un champ propre et
lisse pour compactifier M4(G), dont les points & l'infini ont une interprétation modulaire
comme courbes stables avec structure de niveau (généralisée); on doit accepter de perdre
la représentabilité.

Il y a trois fagons de concevoir une structure de niveau sur une courbe C, équivalentes
au moins lorsque la courbe est lisse : c’est

(i) un revétement étale galoisien de C,
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(ii) un homomorphisme (extérieur) surjectif depuis le groupe fondamental de C' (défini-
tion de Deligne et Mumford),

(iii) dans le cas abélien, un revétement étale (isogénie) de la jacobienne J(C). Pour ce
point de vue voir Serre [Sel, VI, n® 12, cor. a la prop. 11] ou [Mi, prop. 9.1]. Par dualité,
un tel revétement correspond & un sous-groupe fini de J(C).

4.1 Structures de niveau sur les courbes lisses

Pour commencer, nous considérons exclusivement des courbes lisses. Pour une courbe
relative lisse C/S, il existe des sections localement sur Sg;, ce qui permet de définir ef-
fectivement un faisceau (en groupes) étale 71(C/S)F o un ensemble de nombres pre-
miers P est fixé, qui contient les caractéristiques résiduelles de S et |G| est premier a
P. Alors, une structure de niveau sur C est naturellement une section globale du fais-
ceau Hom®(m(C/S)¥,G) des homomorphismes surjectifs de 71 (C/S)F vers le groupe
constant G.

Dans le cas des courbes stables en revanche, cette définition sera inexploitable. Prenons
pour point de départ la définition classique a l’aide de la m-torsion de la jacobienne. La
définition précise de la jacobienne relative est celle de [FGA, Exp. 236], 4 savoir J := Pic, /s
— voir aussi [GIT, Ch. 0, §5 et prop. 6.9]. On pose C[n] := J[n] :

Définition 4.1.1 (provisoire) Une préstructure de niveau n sur C/S est un isomor-
phisme de S-schémas en groupes ¢ : C[n] — (Z/ nZ)Zg .

Proposition 4.1.2 Soit n > 3 un entier et A = (Z/nZ)9. Soit u, C Q l’ensemble des
racines n-iémes de l'unité, et S un schéma sur Z[%,un]. Alors, étale-localement sur S, il
y a une bijection (non canonique) entre ’ensemble des préstructures de niveau n sur C/S
et ’ensemble des classes d’équivalence de revétements étales X — C (on rappelle que X est
conneze, voir 2.0.2), de groupe A, ot X' ~ ¥ si et seulement si il existe un isomorphisme
A-éguivariant ©' — ¥ au-dessus de C.

Preuve : Le Z/nZ-module A est muni d'une base canonique #. Le choix d'une racine
primitive n-iéme de 1'unité détermine un isomorphisme u : A — A entre A et son groupe de
caractéres (dual de Cartier). Par commodité d’écriture, dans cette preuve une préstructure
de niveau sera un isomorphisme ¢ : Ag — C[n]. Nous notons enfin Z = u(%).

Soit ¢ : Ag —» C[n] une préstructure de niveau sur C/S. Il suffit de construire un
revétement ¥ — C localement pour la topologie étale ; dans ce cas, C — S a une section de
sorte qu’un élément de C[n] est une classe d’isomorphisme [L] de faisceau inversible relatif
sur C (rigidifié), de n-torsion. Choisissons, pour tout 8 € 4, un tel faisceau inversible
Lg dans la classe ¢(B). Pour x = > x,8 élément de A, on choisit alors L, = ®; Lgﬁ’
dans la classe ¢(x). On forme le faisceau d’algeébres finies sur O¢, & = D, ¢ ALy, ou la

multiplication est donnée par L, = ®L§B et les isomorphismes canoniques entre produits
tensoriels. Le schéma ¥ = Spec(/) est un revétement (galoisien) étale de C car localement
&/ est produit tensoriel de 2g algébres de la forme O¢lt]/t™ — f ou f est inversible dans
Oc. Enfin on note que des choix différents de faisceaux Lg ménent & une algebre isomorphe
A" —+ o/, d’otl un isomorphisme A-équivariant f : X/ — 2.

Soit w : ¥ — C un revétement galoisien étale de groupe A. Le O¢-module 7, Oy est
muni d’une action de A. Soit 7, Oy = @XE i Ly sa décomposition en facteurs isotypiques.
La multiplication de m, Oy induit un morphisme Ly, ® Lys — Lyi,s, d’oil en itérant
L;‘?" — O¢. Comme ¥ est intégre ce morphisme est injectif, et m est supposé étale, donc
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c’est un isomorphisme. On définit une préstructure de niveau par ¢(x) = [Ly]. Enfin, si
on a deux revétements équivalents f : &' — 3 de C, alors 7, Osy = 7, f, Oy ~ 7, Oy, et
ces algébres sont aussi isomorphes comme A-modules si f est A-équivariant. Il en résulte

que les préstructures de niveau associées sont égales. O

On peut s’inspirer de ce résultat pour inclure dans notre définition le cas des structures
de niveau non abélien. Considérons un groupe fini G ; bien sir, pour que la définition soit
non vide, il faut supposer que G est quotient du groupe fondamental 7, d’une surface de
Riemann de genre g. De plus pour pouvoir utiliser le fondamental lemme de rigidité de
Serre (rappelé ci-dessous), nous supposerons souvent aussi que G domine un niveau abélien
n > 3, i.e. on a des surjections

Ty = G — (Z/nZ)*

Définition 4.1.3 Soit G un groupe fini. Une préstructure de niveau G sur une courbe C/S
de genre g est la donnée d’une classe d’équivalence de revétements étales ¥ — C, de groupe
G, ou X' ~ X si et seulement si il existe un C-isomorphisme G-équivariant ¥’ —+ 3. On
notera souvent ¢ = [ — (] cette classe.

La nécessité de faisceautiser (cf. définition de [DM]) n’est pas contournée. En d’autres
termes, ’ensemble F(T') des préstructures de niveau sur C' xg T, qui est un foncteur
en T' € Sch /S, n’est pas un faisceau étale. En effet soit {I; — T'}icsr un recouvrement
étale, on voit bien que le passage d’'une classe [X; — C;] & X; — C; fait apparaitre des
automorphismes qui empéchent le recollement. Ceci nous conduit & poser :

Définition 4.1.4 Soit G un groupe fini. Le faisceau des structures de niveau G est le
faisceau étale associé au préfaisceau des préstructures de niveau sur C. Une structure de
niveau G sur C/S est une section globale de ce faisceau.

Le champ des courbes avec structure de niveau, au sens de 4.1.4, coincide bien avec
celui défini par [DM] : en effet, pour Deligne et Mumford, un objet est un couple composé
d’une courbe C/S de genre g, et d’une section globale

a € (S, Hom®™ (7, (C/S),G))

Etale localement sur S, « définit un revétement étale m : ¥ — C, galoisien de groupe G,
bien défini & un isomorphisme de revétements équivariant prés : c’est-a-dire un f: ¥ — %
qui est G-équivariant et qui vérifie 7’ = 7w o f. On retrouve bien la définition 4.1.4. Nous
continuerons parfois & noter ¢ = [¥ — (] une (pré)structure de niveau sur la courbe C.
La définition suivante sera désormais la seule utilisée :

Définition 4.1.5 Soit G un groupe fini. Le Z[‘l@]—champ My (G) a pour objets les courbes
lisses munies d’une structure de niveau G : (C/S,¢ = [£ — (]), et un morphisme entre
(C']S',¢") et (C/S,p) est un diagramme cartésien (I1.1) tel que ¢’ = f*p. Lorsque G =
(Z/nZ)?9, on notera My(n) pour My(G).

De maniére équivalente, M,(G) est le champ associé au préchamp dont les objets sont
les couples (C, [X — C]). Rappelons le résultat fondateur :

Théoréme 4.1.6 ([DM]) Soit g > 2 et G un groupe fini. Le champ My(G) est un champ
algébrique de Deligne-Mumford de type fini et lisse sur Z[‘la] Si G domine un niveau

abélien n > 3, My(G) est représentable par un schéma. O
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4.2 Structures de niveau sur les courbes stables

Avant toute chose rappelons le lemme de rigidité de Serre, qui sera indispensable sous
la forme générale de Deligne [D, 3.5.1| valable pour les courbes stables.

Lemme 4.2.1 (Lemme de Serre) Soit C une courbe stable sur un corps algébriqguement
clos k, et n > 3 inversible dans k. Tout automorphisme de C agissant trivialement sur C[n]
est lidentité. O

Dans le but d’exhiber une compactification de Mgy(n) a I’aide de courbes stables, la
définition 4.1.1 est maintenant délicate car sa généralisation devrait faire intervenir une
compactification de Picg/g. De nombreux auteurs ont proposé de telles compactifications,
mais semble-t-il peu adaptées au probléme qui nous occupe. L’approche par la théorie de
Hurwitz, via la définition des structures de niveau comme revétements étales, présente le
mérite supplémentaire de traiter les structures de niveau G général. Soit G un groupe fini,
on commence par poser

g=1Gllg—-1)+1; (IL.7)

c’est, par la formule de Riemann-Hurwitz, le genre d’une courbe 3 revétement étale d'une
courbe C de genre g, le groupe de Galois du revétement étant G. Le champ Hg g g est la
strate de Hg g X Spec(Z[‘la]) correspondant & la donnée de ramification vide & = 0), i.e.
le champ des revétements galoisiens étales modérés de groupe G. Une courbe du bord de
ﬁg,g,@ est une courbe stable avec action « quasi-libre » c’est-a-dire libre en dehors des
points doubles :

Définition 4.2.2 Soit C//S une courbe relative stable, et G un groupe fini. Un revétement
3. — C, galoisien de groupe G, sera dit quasi-étale si I’action de G sur X est libre sur le
lieu lisse de C, et avec des stabilisateurs cycliques (éventuellement triviaux) aux points
doubles. Une préstructure de niveau G sur C est une classe d’équivalence de revétements
quasi-étales ¥ — C, de groupe G, ou ¥/ ~ ¥ si et seulement si il existe un C-isomorphisme
G-équivariant ¥’ ——s 3. Une structure de niveau G sur C est une section globale du
faisceau fppf associé au préfaisceau des préstructures de niveau.

Avant d’introduire le champ classifiant les structures de niveau sur les courbes stables
(au paragraphe suivant), nous traduisons le lemme de Serre qui a des conséquences fortes
sur les automorphismes d’un revétement quasi-étale. Soit 7 : ¥ — C un tel revétement ;
il y a une action effective de G sur . Parmi les automorphismes de 3, notons Autg(X)
Pensemble de ceux qui sont G-équivariants, et Auto(X) ceux qui sont des automorphismes
du revétement, i.e. f tel que wo f = m. On a des inclusions évidentes du centre Z(G) dans
Autg(X) et Aute(X). On peut alors énoncer :

Proposition 4.2.3 Soit C/S une courbe relative stable de genre g, et G un groupe fini
dominant un niveau abélien n > 3. Soit m: X — C un revétement quasi-étale de groupe G
(par exzemple un revétement étale). Alors, Autg(Z) C Aute(X).

Preuve : Soit f : 3 — ¥ un S-automorphisme G-équivariant. Il passe donc au quotient
par G en un automorphisme f de C, avec 7f = fm. Il faut montrer que f = id. D’autre
part, en vertu de la propriété de non-ramification du groupe d’automorphismes Auts(C)
(voir [DM]), il suffit de montrer que f = id sur les fibres géométriques, car alors ce sera
vrai globalement.
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On a un quotient G — (Z/nZ)%, soit H le noyau et ¥/ = X/H qui est un revétement
de C de groupe A = (Z/nZ)?9. En remplagant ¥ par %' on se raméne 4 G = A4, ce que
I’on suppose jusqu’a la fin de la preuve. Alors 'action de f sur m, Oy n’est autre que le
comorphisme de f, & savoir T, f! : 7, Oy, = 7, Oy;. Or, du fait que f est A-équivariant,
7, f* est un isomorphisme de A-O¢-modules, en particulier il respecte la décomposition en
facteurs isotypiques m, Oy = @Xe i Ly, i-e. induit des isomorphismes L = L,. Dans le
cas lisse les L, forment une base de C[n], donc par le lemme de Serre 4.2.1, ceci implique
que f: id. Dans le cas stable, le revétement 7 n’est plus nécessairement plat, et les L,
sont simplement, a priori, des faisceaux sans torsion de rang 1. Il est néanmoins montré
dans [BR] qu’on a encore 7, Ox D C[n], de sorte que f agit encore trivialement sur C[n],
et le résultat reste valide. O

4.3 Compactification modulaire de M (G)

11 est immédiat de voir que les éléments du centre Z(G) sont des automorphismes pour
tous les objets de Hq ¢ (définitions 2.1.1 et 3.2.1); d’apreés la proposition 1.3.0.2 on peut
donc poser

Ny(G) == H5,60/Z(G)
A la base de notre approche est I’observation :
Proposition 4.3.1 On a un isomorphisme Ny(G) — M,4(G) au-dessus de Z[f?']

Preuve : Un morphisme Hg g g — My(G) est défini en associant & un revétement étale
¥ — C le couple (C,[E¥ — C]). Par définition de la classe [], ce morphisme envoie un
automorphisme z € Z(G) de ¥ sur l'identité, donc il se factorise en u : Ng(G) — My(G).
De toute évidence, u est un épimorphisme. Il nous reste a voir qu’il est pleinement fidéle.
Prenons deux objets dans Ny (G) : localement sur la base, ce sont des revétements 7 : 3 —
C et 7' : X' — C'. Nous nous reportons a 1.3.0.2 qui dit que quitte a localiser encore (c’est
indolore puisque les Hom sont des faisceaux), un morphisme entre ces objets est une classe
d’équivalence de diagrammes

S Oxe Y L

| |

Y
C hC

avec z € Z(G). Dans M,4(G), cela veut exactement dire que h*(¢’) = ¢ oi ¢ = [ — (],

¢' =[X' — C']. Donc il y a une correspondance bijective entre Hom(7, 7') et Hom(u(m), u(n")).
O

On est donc mené 4 la définition suivante :

Définition 4.3.2 On définit une compactification naturelle de My(G) = Ny(G) comme
étant le Z[‘lﬁl]—champ algébrique propre et lisse (voir 1.3.0.2)

Ny(G) :=Hgc0/2(G)

Il y a une immersion ouverte Ny(G) — N4(G), topologiquement dense fibre & fibre. [
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Remarque 4.3.3 En général Ny(G) n’est pas représentable, méme lorsque G domine un
niveau abélien n > 3. On a (4.2.3)

Z(G) C Autg(X) C Aute(X)

or de par l'aspect combinatoire des courbes stables, la dégénérescence stable d'une courbe
lisse peut acquérir des automorphismes supplémentaires, qui rendent strictes ces inclusions.
Des exemples de ce fait sont donnés dans [BR|, ou est proposée une étude détaillée de
chacune des deux inclusions ci-dessus.

Rappelons que Deligne et Mumford ont défini une compactification de M4(G) en consi-
dérant le morphisme d’oubli My(G) — M, et en posant M,(G) égal a la normalisation
de M, relativement & M (G). Nous allons comparer cette compactification a N'¢(G). On
note que par Deligne [D, prop. 3.5, si G est un groupe fini dominant un niveau abélien
n =3, ﬂg(G) est représentable par un espace algébrique.

Théoréme 4.3.4 Il y a un morphisme q : N(G) = My(G) qui donne une désingularisa-
tion de Mg(G). Si My(G) est représentable (par ezemple si G domine un niveau abélien
n > 3), alors c’est l’espace modulaire grossier de N 4(G).

Preuve : Considérons le produit fibré sur u et v

; 16 " My (C)
Ny(@)— N y(6) —— M,

Le morphisme de normalisation v : Mg(G) — ﬂg est représentable, fini et surjectif, donc
il en est de méme pour a. Par ailleurs, par la proposition 4.3.1, a a une section ¢ sur
Iouvert dense Ny(G) C N4(G) (la section diagonale). Soit 9 C X I'adhérence réduite de
I'image de 1, alors par le théoréme principal de Zariski 1.1.3.12 la restriction de a & ) est

un isomorphisme (car N¢(G) est lisse donc normal). On pose alors ¢ = bo (ajg) .

Supposons que ﬂg(G) est représentable. Soit W 1’espace modulaire grossier de N 4(G)
(théoréme de Keel-Mori 1.1.3.14). D’une part, W est fini sur M, (il est propre, quasi-fini
car r et v le sont, on applique alors [L-MB, cor. A.2.1]). D’autre part, N'4(G) est lisse donc
W est normal dans My(G) (remarque 1.1.3.15), donc finalement, c’est la normalisation
de M, relativement & My(G), c’est-a-dire My(G). Si on préfere, une nouvelle utilisation
du théoréme principal de Zariski pour la factorisation Ny(G) - W — My(G) donne
également le résultat. O

5 Algébricité et compactification du champ de Hurwitz H, ¢
sur 7

On approfondit dans ce paragraphe une idée de [BM1, §5] permettant d’obtenir une

nouvelle description de Hy . Pour ce faire on utilise les structures de niveau abélien n

étudiées au paragraphe précédent.
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5.1 Algébricité

Les démonstrations « classiques » de ’algébricité du champ de Hurwitz Hy, ¢ sur Z sont
au nombre de deux. La premiére procéde par algébrisation en utilisant les critéres d’Artin;
la théorie des déformations correspondante est exposée dans [BM1|. Dans cette section
nous esquissons la preuve classique utilisant le plongement tricanonique des courbes.

Théoréme 5.1.1 Le champ Hg g est un champ de Deligne-Mumford séparé et de type fini
sur Z.

Preuve : Soit, comme dans [DM], P(n) = (6n—1)(g—1) et Hy le sous-schéma de Hilbbs,
tel que

7w : C'— § une courbe lisse de genre g

Hy(S) = { (7, ) avec { o P(W*w%?s) =5 P96 x S isom. } }

Etant donnée une inclusion G C PGL(5g — 6), G agit sur H, en composant avec l'isomor-
phisme «. Un point de (Hy)® est une courbe, plongée dans P59=6 x S via le plongement
canonique et «, et qui est stable sous G. Donc il y a une action induite de G sur la courbe;
cette action est fidele car le plongement est non dégénéré (C' n’est incluse dans aucun
hyperplan). Réciproquement soit 7 : C — S une courbe lisse avec action de G. Fixons
un isomorphisme « : ]P’(mw%?s) —5 P96 x S. Alors I’action de G induit une action (fi-
dele) sur ]P’(mw%i’s), d’otl par conjugaison une action sur P97 x S correspondant & une
inclusion G C PGL(5¢g — 6).

Soit maintenant X = [[(H,)®, la somme disjointe portant sur les différentes inclusions
G C PGL(5g — 6). On note que H, est connu pour étre lisse, et que cela n’est plus le cas
pour X. Vu ce qui préceéde le morphisme X — H4 ¢ qui consiste & oublier le plongement
projectif, est un épimorphisme ; il factorise par [ X/ PGL(5g — 6)] en un isomorphisme. Par
le théoréme 1.2.3.4(i) ceci montre que Hg4 g est un champ algébrique. Enfin, pour toute G-
courbe C/8, le schéma Autg(C, G) = Autg(C)% est fini et non ramifi¢, donc la diagonale
de Hy ¢ a les mémes propriétés, donc Hy ¢ est un champ de Deligne-Mumford. O

5.2 Algébricité : une nouvelle preuve

Soit g > 2 et n > 3 des entiers, G un groupe fini, et A = (Z /nZ)fg. Soit T I’ensemble des

inclusions i : G < Aut(A) = GLyy(Z/nZ). Lorsque i € I, on note G; le produit semi-direct
A A, G.

5.2.1 Rappelons-nous que GLyy(Z/nZ) agit (& gauche) sur My(n) (cf2.1.5(3)). Si ¢ est un
isomorphisme C[n] — A, 'action est donnée par 0.(C, p) = (C,c0¢). Sila (pré)structure
de niveau est représentée par une classe de revétement [ — C], notons @ : A — Autg(X)
'action correspondante, alors on pose ?® = ® oo~ ; soit % la courbe ¥ munie de I’action
tordue ?®, alors l’action est donnée par o0.(C,[X — C]) = (C,[7E — ().

L’action s’étend donc & N y(n), avec la méme expression. Pour i : G — GLgy(Z/nZ)
fixé, lorsque nous utiliserons Ay(n) muni de l'action restreinte & G via 7, nous le noterons

N;(n)

Dans la suite de 5.2 nous ne traitons plus que de courbes lisses.
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Définition 5.2.2 On note H;’G(n) le champ sur Z[1] classifiant les courbes avec action
de GG, munies d’une structure de niveau n équivariante pour ’action de G : étant donnée
¢ : C[n] — A, I’action sur le membre de gauche est celle induite par I’action de G sur C,
et ’action sur le membre de droite est celle donnée par .

Remarque 5.2.3 Indiquons sans entrer dans le détail, comment les résultats acquis jus-
qu’ici donnent déja ’algébricité de ’H;G(n). En effet on peut relier ’H;,G(n) a un sous-champ
fermé de Hg 4 9. Précisément, ][, H;,G(n) = M4,c(n) est le champ des courbes C avec ac-
tion @ : G — Aut(C) et structure de niveau ¢. Par le lemme de rigidité de Serre, on peut
oublier la donnée de l'action de G si I'on marque une action i sur A : ainsi Hy g(n) est
le champ des triplets (C,p,i) ou C est une courbe qui admet une action (non précisée)
de G et i agit sur A. On peut voir (C, ) comme un revétement étale ¥ — C de groupe
A (proposition 4.1.2), défini & C-isomorphisme A-équivariant preés. Comme la suite exacte
1+ A— G; - G — 1 est scindée, des arguments de théorie de Galois montrent qu’on
peut relever I'action de G & X de sorte que G; = A x; G agisse. On établit ainsi une cor-
respondance entre Hy g(n) et le sous-champ fermé (donc algébrique) de Hjz 4 ¢ constitué
par les courbes ¥ (de genre g), avec action libre de A, qui admettent C:’Z dans leur groupe
d’automorphismes. Notons §) ce sous-champ fermé. I’élimination des « C-automorphismes
A-équivariants » nécessite de faire un 2-quotient par A, donc on obtient finalement un
isomorphisme H4 g(n) ~ 9/ A. O

Proposition 5.2.4 Supposons fizée une action fidélei € 1 de G sur A. Il y a un morphisme

d’oubli qui induit un isomorphisme s : Z,G(n) = Mg(n)G. En particulier le champ
1

g,G(n) est représentable par un Spec(Z[])-schéma.

Preuve : Il y a un morphisme d’oubli (non ramifié et séparé comme on va le voir) w :

;,G(n) — Mgy(n). On observe, ce qui n’est pas nécessaire pour la suite, que par 5.2.3 et
1.3.11, w est représentable, donc on sait d’ores et déja que H_f;,G(”) est un schéma. Une
autre facon de voir la représentabilité est la suivante : soit 7" — My(n) un point représenté
par une courbe C/T avec structure de niveau . Le produit fibré H, g (n) X uq,(n) T est le
foncteur (en T"/T') des actions de G sur la courbe C xpT" telles que @7+ soit équivariante.
Celui-ci est un sous-schéma localement fermé du schéma (Auty(C))™ ou n = |G|. Ceci
montre que w est non ramifié et séparé car Auty(C) est fini et non ramifié sur 7.

Pour voir que w factorise par M’ (n)¢, fixons g € G, il suffit de trouver un isomorphisme
de foncteurs g o w ~ w. Soit z = (C, G, ¢) un objet de H (n), on a donc gop = pog.
De plus, dans M (n) on a I'isomorphisme 7(z) = g : (C, ¢ o g) — (C, ). Clairement, 7
définit un isomorphisme de foncteurs g o w ~ w convenable.

Vérifions que s est un isomorphisme. Tout d’abord, qu'il est essentiellement surjectif.
Soit = € M;(n)G, il correspond & la donnée d’une courbe avec structure de niveau (C, ¢ =
[ — C)), et d'isomorphismes ¢4 : (C,[¥ = C]) = (C, [97'S = C)]) (cest pour simplifier
les notations par la suite que nous mettons 'y plutot que 9%). Remarque : I'isomorphisme
h(ay) : (C,["E = C)) — (C, [h's — C]) est égal & a4 en tant qu’isomorphisme de C.
Alors l'isomorphisme [h~!(ag) o ap] ™! o argp, est un automorphisme de (C, [E — C1), donc
trivial par le lemme de Serre (corollaire 4.2.3). Donc en tant qu’automorphismes de C on a
Qg = 04 0 ay, c'est-a-dire que @ := « définit une action de G' sur C par automorphismes.
En résumé z ~ s(C, @, ¢) donc s est essentiellement surjectif.

Enfin montrons que s est pleinement fideéle. Soit = € ’H;G(n), son image s(z) est

1

le triplet (z,z,{ay}) avec ag = g~ ' : (C,p) —> (C,g o ). On doit montrer que s :
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Hom(z1,z2) — Hom(s(z1), s(z2)) est bijectif. Un morphisme du second membre est une
paire u,v : (C1,¢1) — (Ca, p2) telle que pour tout g € G, on ait la commutativité

u

(C1,¢1) (Ca, o)

| s

(C1,90¢1) #tz) (C2,g 0 ¢2)

Cela signifie que u = v en tant que morphismes sur les courbes sous-jacentes, et que ce
morphisme est G-équivariant. O

Si une courbe avec action (C, G) porte une préstructure de niveau équivariante, l’action
1 € [ de G sur A est déterminée de maniére unique. Par ailleurs deux telles préstructures
de niveau donnent lieu & z = @9 o <pfl : A <~ C[n] = A qui est G-équivariant. Notons
Z!(Q) le centralisateur de G dans le groupe Aut(A) = GLoy(Z/nZ), cela signifie donc que
z € Z!(G). Ainsi :

Théoréme 5.2.5 Il eziste un isomorphisme au-dessus de Spec(Z[%]) :

Mi ’)’LG
t:]_[iszG)) — Hyc

i€l n

Preuve : Comme le morphisme Mgy(n) — M, est un épimorphisme (c’est un quotient,
voir 1.2.3.6) il est clair que le morphisme évident [[;¢; M_f](n)G — Hg, lest. Par ailleurs
d’aprés ce qui a été dit ci-dessus ce morphisme passe au quotient de l’action de Z! (G) par
translation sur les structures de niveau.

Il reste & montrer que ¢ est pleinement fidéle. Soit T' € Sch /S et 1,79 deux objets
de [T;er %. On doit montrer que t : Hom(z1, z2) — Hom(¢(x1),t(z2)) est bijectif. On
peut supposer que T est connexe, et que z; = (Cj, ®;,[p;]) sont deux courbes d'un méme
M;O(n)G/Zﬁf(G). On note Z = Z(G). Dans l'écriture précédente, ®; désigne 'action de
G, et [p;] la classe de structure de niveau équivariante pour la relation : ¢’ ~ ¢ ssi 3z € Z,
¢ = zo . Le fait que t est surjectif vient de ce que, d’aprés la remarque qui précéde
Iénoncé du théoréme, si f : (Cy, 1) — (Cy,P3) est un morphisme G-équivariant, alors
©1 et f*pg sont deux structures de niveau équivariantes sur Cy, donc égales modulo Z.
L’injectivité est claire car t associe simplement & un morphisme, le méme morphisme entre

courbes (C, @) sous-jacentes. O

Remarque 5.2.6 Comme il est bien précisé dans 2.3, bien que Mg(n)G soit un schéma, ce
nest pas le cas de M} (n)%/Z; (G). En revanche, en ce qui concerne les espaces modulaires
M? (n)G

grossiers, on a l'isomorphisme de schémas [ [;¢; Zgii(G) = H, g (voir 1.2.3.7).

Théoréme 5.2.7 Le champ Hg g est un champ de Deligne-Mumford sur Z.

Preuve : Choisissons deux entiers p et ¢ premiers & 2|G|. Ce qui précéde montre que H4 ¢
est un champ de Deligne-Mumford au-dessus de Spec(Z[%]) et au-dessus de Spec(Z[%]). O
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5.3 Compactification

L’existence d'une bonne compactification de My(n) permet de proposer une compac-
tification pour H, ¢, avec la description précédente. Précisément, on a vu que G agit sur

N ;(n) (5.2.1). Soit Staby ¢ le champ des courbes stables avec action fidéle (universelle-
ment) de G. C’est un objet a priori « horrible », qui bien siir n’est pas une compactification
de H4 - Son seul mérite est de permettre de reconduire I’existence d’un morphisme comme
ci-dessus (ce qui montre qu'un objet du compactifié ﬁZ,G est une courbe stable avec ac-
tion) :

Théoréme 5.3.1 Le champ

Hyq = H 7;@)6

9,G — i

est un champ (de Deligne-Mumford) propre sur Z[%], qui contient Hgg ® Z[%] comme
ouvert dense. De plus il y a un morphisme (qui n’est ni mono ni épi) :

_ 1
H, o — Gtabyg ® z[-]
Preuve : Le fait que ﬁZ’G soit un champ propre provient de la méme propriété pour N’ ;(n)
En effet, la propreté est conservée pour le champ de points fixes (1.2.2.1) et pour le quotient
par Z! (G) car c’est un torseur (1.2.3.4). Le fait que le champ de Hurwitz des courbes lisses
soit un ouvert dense se conserve également, d’abord par restriction aux champs de points
fixes, car

Ni

M;(n)G ~ Mzg(n) g )¢

*N () (n)™,
puis par 'opération de quotient qui est une submersion.

Pour exhiber le morphisme annoncé il suffit de reprendre la démonstration de 5.2.4.
Précisément, il faut adapter ’endroit oll on montre que s est essentiellement surjectif; le
seul point qui demande une adaptation est la preuve du fait que « [h™1(ag) o ap] ™t o agp
est trivial » (notations de 5.2.4). En fait, ici cet isomorphisme n’est plus trivial mais le

lemme qui suit montre qu’il est trivial sur la courbe sous-jacente C, ce qui est suffisant. O

Lemme 5.3.2 Soit G un groupe fini dominant un niveau abélien n > 3. Soit C/S une
courbe relative stable de genre g, et [¥. — C] une structure de niveau G sur C. Alors, un
automorphisme de (C, [ — C]) est l'identité sur C.

Preuve : Un automorphisme de (C,[X — C]) est un morphisme h : C — C avec une
classe d’équivalence constituée de diagrammes

N

avec a € A. Dans ce diagramme, f est A-équivariant, donc h = id¢ par la prop. 4.2.3. O

I,

3

Q+—M

_—
h
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Commentaires et questions

11 serait intéressant de savoir si, pour deux premiers p et ¢ bien choisis, on peut recoller
les champs ﬁS,G et ﬁg’g au-dessus de Spec(Z[qu]), pour obtenir une compactification sur
Z. Cela n’est pas évident car on n’a plus, comme pour ’ouvert correspondant aux courbes
lisses, de description de ces champs indépendante des entiers p, g choisis comme structures
de niveau.

Il faut aussi signaler que l'on voit clairement que, au-dessus des caractéristiques qui
divisent ’ordre de G, 'opération qui introduit toutes les singularités dans la construction
précédente est la considération du champ de points fixes. Cette opération se comporte trés
mal lorsque G n’est pas réductif.
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Chapitre 111

Réduction des actions de groupes
au-dessus d’'un anneau de valuation
discréte

De maniére grossiére, en géométrie algébrique, un espace ou un champ de modules
(dans le cas qui nous intéresse : le champ de Hurwitz H4 ) classifie des familles d’objets,
paramétrées par des bases variables S. Le type le plus simple de telles familles est celui
pour lequel S est le spectre d'un corps : les familles sont alors simplement les objets que
I’on veut classifier. Dans le cas du champ de Hurwitz, il s’agit des G-revétements de courbes
algébriques, définis sur un corps k. Parmi les familles un peu moins rudimentaires qui se
présentent ensuite, on peut citer celles qui ont pour base un anneau de nombres duaux k[e] :
elles permettent 1’étude infinitésimale du champ, au voisinage d’un point. Il y a également
les familles de base un anneau de valuation discréte (S est un trait), particuliérement
importantes & plusieurs titres. Ces familles permettent de tester la séparation ou la propreté
du champ, par les critéres valuatifs; d’un point de vue topologique, elles décrivent quelles
sont les spécialisations de ses points. Enfin, si le champ est normal, la connaissance de
ses points & valeurs dans un trait est un pas vers la connaissance du groupe de Picard du
champ (en effet on peut voir un diviseur premier sur un champ normal comme un point
« de codimension 1 », c’est-a-dire dont I’anneau local est de dimension 1 : par normalité
c’est alors un anneau de valuation discréte).

Soit maintenant R un anneau de valuation discréte, K son corps des fractions et k son
corps résiduel. Dans I’optique d’étudier les points Spec(R) — Hg4,G, c’est-a-dire les actions
de groupes sur des courbes lisses (ou éventuellement stables) sur un anneau de valuation
discréte R, nous avons été amenés & poser le probléme de la fagon suivante.

Si Xk est une variété sur K, par exemple une courbe, une variété abélienne..., en ré-
ponse aux problémes de réduction, différents « modéles » X sur R peuvent en général
étre choisis (modéles de Néron, modeéles réguliers des courbes, modeéles stables ou semi-
stables...). Ayant choisi un modéle, lorsqu'un groupe fini G agit sur Xg, on aime naturel-
lement qu’il agisse aussi sur X. La situation qui nous intéresse dans ce chapitre est celle
ou k est de caractéristique p > 0 et p divise 'ordre de G. Alors, toutes sortes d’ennuis
se produisent : peut-étre le plus génant est que le passage au quotient ne commute pas
nécessairement au passage aux fibres (la raison est que les points & isotropie non triviale
ne sont plus isolés). Cela méne & accepter l'idée que c’est un modeéle du couple (Xg,G)
qu’il faut chercher, plutét qu'un modéle de Xg tout seul.
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Lorsque X est le modéle stable sur R de la fibre générique Xk, on sait que, par unicité
de ce modéle, le groupe G agit sur X s’il agit sur Xg. Lorsque la caractéristique du corps
résiduel k divise ’ordre de G, il peut arriver qu’un automorphisme de G agisse trivialement
sur certaines composantes irréductibles de la fibre spéciale : on est donc typiquement dans
la situation pathologique évoquée précédemment. Dan Abramovitch nous a posé la question
suivante : comment décrire l'action au voisinage d'un point double de la fibre spéciale ?
C’est ce qui a motivé le travail de ce chapitre. En particulier, un modéle (X, G) pour
(Xk,@G), ou disons, un modeéle au voisinage d’un point double, pour espérer répondre de
maniére satisfaisante & la question posée, doit éviter le défaut de « ’action qui devient
triviale ».

Voila une description du contenu du chapitre. L’objectif principal est la construction,
une fois choisi un modeéle X, d’un modéle G pour 'action de G. Celui-ci sera un schéma en
groupes fini et plat sur R, avec la vertu que c’est I'unique schéma en groupes, génériquement
isomorphe & G, agissant universellement fidélement sur X. Le paragraphe 1 regroupe les
préliminaires utiles pour la suite. Au paragraphe 2, la construction de G est menée & bien
pour X propre sur R, en prenant une adhérence dans le foncteur des automorphismes de
X/R (théoréme 2.1). Le paragraphe 3 présente la technique des éclatements de Néron,
et approfondit son utilisation pour les actions de schémas en groupes sur des schémas. 11
se termine par une interrogation (3.3.3), dont la validité (le cas échéant) est un passage
nécessaire pour le paragraphe 4.

Le paragraphe 4 est donc de nature « spéculative » ; il se propose de décrire un procédé
permettant d’obtenir un résultat similaire & 2.1 lorsque, au contraire de 2.1, X est affine
(théoreme 4.1). Ce procédé présente l'intérét d’étre effectif, c’est-a-dire qu'’il méne (en
théorie) a une construction du modéle G. Notons que

(i) le travail du paragraphe 5 montre qu’on est fondé a penser que la question 3.3.3 a
une réponse positive lorsque G est un p-groupe cyclique.

(ii) par cette derniére méthode d’éclatements, le résultat n’est obtenu (sous réserve
que 3.3.3 soit vraie) que pour G appartenant & la classe des groupes abéliens (& cause
notamment de l'utilisation du dual de Cartier). Cette restriction n’est pas trop génante
dans l'optique d’étudier les dégénérescences de groupes en groupes infinitésimaux, & cause
du phénoméne connu que ces derniers apparaissent plus volontiers dans les groupes abéliens
(lire [Tal, § 3, p. 145).

Le paragraphe 5, qui est le dernier, revient sur les revétements de courbes : nous appli-
quons la technique des éclatements de Néron décrite dans 4 pour donner une description
compléte des revétements galoisiens de degré p d’un germe de courbe lisse sur R (théo-
réme 5.1). Ceci est naturellement inspiré par les travaux de Raynaud qui traite du point
générique (il convient de citer aussi Green-Matignon, Henrio, Saidi, Wewers...).

Faisons enfin quelques commentaires sur la nature du résultat. En dépit du résultat
concernant le cas ott X est propre (§ 2), ot 'on construit G sans autre hypothése, il semble
que ce groupe G soit un objet purement local (sur X), ou, au moins, dont la signification
disparaisse lorsqu’on veut sortir d’'une composante irréductible de la fibre spéciale Xj. Ceci
est clair dans ’exemple o X est le modéle stable de la K-courbe lisse X : ici G peut
agir trivialement sur certaines composantes de la fibre spéciale, et fidélement sur d’autres
(voir discussion dans 1.3). D’ailleurs, par la propriété de non-ramification de Autg(X)
(voir [DM]), l'action de G sur la fibre spéciale (entiére) est fidéle, i.e. G = G. On voit que
I'information locale, sur les branches ot G agit trivialement, nous échappe : ceci vient du
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fait qu’on est dans le cas ou X est propre, alors qu’il faudrait le recouvrir par des ouverts
affines Uj;, bien choisis, et obtenir des groupes Gi qui agissent « mieux ». Signalons que
le résultat du paragraphe 2 reste néanmoins tout a fait pertinent, dés que le schéma X/R
posséde des automorphismes infinitésimaux (par exemple pour une courbe avec des cusps,
voir aussi 2.5).

1 Préliminaires : actions de schémas en groupes

Soit S un schéma et f : Y — X un morphisme de S-schémas; nous noterons ft ou
parfois f, le comorphisme Ox — f, Oy.

La notion d’image schématique sera utilisée constamment au fil du texte. Si f, Oy est
un Ox-module quasi-cohérent alors f a une image schématique définie comme le sous-
schéma, fermé de X d’idéal .# = ker(f*) : c’est le plus petit sous-schéma fermé de X par
lequel f se factorise. Sa formation ne commute pas en général aux changements de base
S’ — S, mais, si f est quasi-compact et quasi-séparé, c’est le cas lorsque S’ — S est plat
(IBLR], 2.5, prop. 2).

Lorsque I'image schématique de f : Y — X est X, on dit que f est schématiquement
dominant, ou simplement dominant.

1.1 Schémas au-dessus d’un anneau de valuation discréte

Dans la suite nous résumons la donnée d’un anneau de valuation discréte R, d’idéal
maximal mpg, corps résiduel k, corps des fractions K, et uniformisante 7, par le quintuplet
(R,mp, k, K, m). Lorsque X est un schéma sur R, ou A une R-algébre, nous utilisons des
indices g et p pour indiquer les fibres spéciale et générique : Xg = X Xgpecr Spec K,
Xk =X XspecRSpeCk, AK = A®RK, Ak = A®Rk.

Lorsque S est le spectre d’un anneau de valuation discréte comme ci-dessus, et lorsque
f correspond & l'inclusion d’un sous-schéma fermé de la fibre générique de X dans X, alors
on a le cas particulier suivant d’image schématique (voir [EGA4|, prop. 2.8.5 et [Ral],
§2.1):

Proposition 1.1.1 Soit R un anneau de valuation discréte. Soit X un R-schéma et Yi
un sous-schéma fermé de la fibre générigue Xy . Alors il existe un unique sous-schéma
fermé Y de X, plat sur R et tel que Yg =Y Qg K. C’est le plus petit sous-schéma fermé
de X contenant Y. On l'appelle I’adhérence schématique de Yx dans X. O

Si X est affine d’anneau A, et si Y est défini par un idéal Ix C Ak, alors Y est défini
par l'idéal I = Ix N A, image inverse de Ix par 'application canonique A — Ax : donc on
a U'injection A/I — Ak /Ix qui montre que Y est sans torsion, donc plat, sur R.

De I’assertion d’unicité il résulte que la formation de 'adhérence schématique commute
aux produits fibrés de sous- K-schémas de R-schémas. Par conséquent, si X est un R-schéma
en groupes et Yx un sous-groupe fermé de X, alors la multiplication de Yx s’étend a Y,
qui est donc un sous-R-schéma en groupes plat de X.

1.2 Actions de schémas en groupes sur des schémas

Soit § un schéma et X un schéma plat sur S. Soit G un S-schéma en groupes plat, et
G xg X — X une action. Lorsque S = Spec(R) est affine ainsi que G, nous notons
R[G] ou RG l’algebre de Hopf du schéma en groupes.
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Soit T un S-schéma et T un T-schéma. Lorsque g € G(T') et z € X(T'), on note gy
et o7 leurs images dans G(T") et X (T"), respectivement. Dans les définitions qui suivent,
pour ne pas alourdir les notations, on note simplement g(z) au lieu de u(T")(g7, z17), etc.

Définitions 1.2.1 Soit Y un sous-schéma fermé de X. Pour tout schéma 7T'/S, on définit

(i) le transporteur de Y :
Transp(Y)(T) = {g € G(T) | g(Y(T")) C Y(T') pour tout T-schéma T"}
(ii) le centralisateur de Y :
Centg(Y)(T) ={g € G(T) | g(y) =y, pour tout T-schéma T" et tout y € Y (1")}
(iii) le foncteur de points fixes :
Sira(X)(T) ={z € X(T)|g(x) =z, pour tout T-schéma T’ et tout g € G(T")}
(iv) et, si G est un schéma en groupes, le normalisateur de Y :
Normg(Y)(T) = {g € G(T) | g(Y(T")) = Y(T") pour tout T-schéma T"}

Bien sir, on a €ent(Y) C Norm(Y) C Transp(Y) (en tant que foncteurs). Dorénavant
on prend un schéma de base affine et ncethérien S = Spec(R). On rappelle qu'un R-schéma
X est dit localement libre sur R s’il est recouvert par des ouverts affines dont les anneaux
de fonctions sont des modules libres sur R.

Théoréme 1.2.2 ([DG, II, §1, th. 3.6])
SiY et X sont localement libres sur S = Spec(R),

(1) Transpg(Y) est représentable par un sous-groupe fermé de G noté Transps(Y).

(i1) Si X est séparé, Centg(Y) est représentable par un sous-groupe fermé de G noté
CentG(Y).

(iii) Si G est un schéma en groupes, Mormg(Y') est représentable par un sous-groupe fermé
de G noté Normg(Y'). De plus, Centg(Y) est un sous-schéma en groupes fermé distingué
de Normg(Y).

(iv) Si X est séparé et G est localement libre sur S, Firg(X) est représentable par un
sous-schéma fermé de X noté X,

Par définition, la formation de ces schémas commute auz changements de base quelconques
sur S. O

Toujours dans le cas ou la base S = Spec(R) est affine, supposons de plus que G est
fini et plat sur S, d’ordre n. On peut alors préciser la structure du schéma de points fixes
sur un ouvert affine G-stable U = Spec A. Pour cela on suppose de plus que RG est libre
(c’est le cas par exemple si R est local). La section unité de G donne une décomposition
RG = R ® mpg. Prenons e; = 1 et choisissons une base {e; }a<i<n de mpg. Alors I'action
fi: A— RG® A sécrit fila) =1®a+ ;5 e;®m(a), et X est défini sur U par l'idéal
engendré par tous les m;(a), i > 1, a € A.
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1.3 Noyaux

Dans les notations de 1.2, on suppose maintenant que X est localement libre sur le
schéma affine S = Spec(R) (R étant noethérien), et G est un R-schéma en groupes fini,
plat. Soit g : G x X — X une action. Un cas particulier de centralisateur (voir 1.2),
essentiel pour la suite, est le cas du noyau de l'action, ker(u) := Cent(X). La formation
du noyau commute au changement de base. Il n’est pas nécessairement plat sur R; deux
cas particuliers sont intéressants :

(1) Action triviale : ker(u) = G. Cela équivaut & dire que p = pry ou que X¢ = X.
(2) Action fidele : ker(u) = 1. Cela équivaut & dire qu’il existe un ouvert G-stable tel que
po est fidéle : en effet, si pjy est fidéle alors ker(u) = Centg(X) C Centg(U) = 1.

Nous serons précautionneux lorsque nous parlerons de la fidélité d’une action : S étant
de nouveau un schéma affine quelconque, si ker(u) = 1 en tant que S-schéma en groupes,
nous dirons que ’action est universellement fidéle, et réserverons le terme d’action fidéle
au cas d’un corps de base.

Par ailleurs, méme lorsque S = Spec(k), cette notion n’est véritablement sympathique
qu’avec des hypothéses d’intégrité sur X : si X n’est pas irréductible, ’action peut étre
fidéle sur X et simultanément triviale sur des composantes tout entiéres de X. Si X n’est
pas réduit, les pathologies sont différentes. Le groupe G peut agir uniquement sur les fonc-
tions nilpotentes de Ox, de sorte que topologiquement son action est triviale : par exemple
lorsque X = Spec(k[e]/€2), le groupe G = Z /27 agit par ¢ — —e (en caractéristique dif-
férente de 2) et X¢ = Xy¢q = Spec(k). Bien siir, si Grgq est un sous-groupe de G (par
exemple si k est parfait), 'action y induit tout de méme une action peq de Grgq sur le
schéma réduit X,eq (en général G n’agit pas sur Xyeq : si k est de caractéristique >0, faire
agir un groupe infinitésimal sur lui-méme par translations).

Lorsque X est intégre et S = Spec(k) est le spectre d'un corps, une action u est fidele
ssi py est fidéle pour tout ouvert G-stable U # (. En effet, le sens « = » vient du fait
que, si U # 0 et pr @ un noyau non trivial K < G, alors X K est un fermé qui contient
I'ouvert dense U, donc XX = X (on a supposé X réduit), ce qui contredit I’hypothése que
u est fidéle.

1.4 Les groupes #,

Nous rappelons ici la définition bien connue des groupes H,, (c’est la notation de [He];
dans [0SS] il s’agit de A& C ¥MV). Ceux-ci interviennent dans la déformation des suites
d’Artin-Schreier & Kummer [OSS|, et également, comme nous allons le voir, dans la ré-
duction des revétements p-cycliques (ou p"-cycliques d’ordre supérieur). Une raison qui
explique & notre avis leur apparition & cet endroit est le fait que les H,, sont les groupes
successifs de la suite standard d’éclatements entre Z/pZ et p, (cf exemple 3.2.2).

Soit (R, mpg, k, K, 7) un anneau de valuation discréte complet, de corps résiduel k sup-
posé algébriquement clos, et € mpg. La présentation classique introduit le R-schéma en
groupes commutatif G(*) = Spec R[z,1/(pz + 1)] dont la structure est donnée par

comultiplication z —» 2 ® 1 +1® z + puz Q x,

: —
antipode x — TR

colinité = — 0.

Supposons maintenant qu’il existe u € R tel que p = upP . Le polynéme P, =
(’“HL# = (z+ p )P — p P est & coefficients dans R, et il y a un morphisme fini,
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fidélement plat
G — gw?) , x> P,(z)

dont on note H, le noyau. Ainsi H, = Spec M, c’est un schéma en groupes fini et plat

Pu(z)
sur R, d’ordre p.
Lorsque R contient une racine primitive p-éme de 'unité ¢ et A = ( — 1, on note s la
valuation de A et, pour tout n < s, on note simplement H, pour H,». Dans ce contexte,
il y a une meilleure facon de voir H,, :

Proposition 1.4.1 Les schémas en groupes H, sont les schémas en groupes G finis et
plats sur R tels que Gg ~ (Z/pZ) k.

Preuve : Rappelons que par la classification de Oort-Tate [OT, § 2, remark 5], tout schéma
en groupes fini et plat sur R est isomorphe & un groupe G¢ avec p = ac. Le groupe G a

Ble] ot Ja comultiplication est 7 — z@1+ 1@z +c® Dp(z®1,1®1)

zP—azx?
(Dp est un polynoéme explicite). De plus on peut calculer le module de différentielles QL. =

Rlz] ., Rlz]
pzP~1—g — “a

pour algébre de Hopf

utilisant le fait que a = (pzP~! — a)(—1 + Iﬁ:vp_l) (le second facteur est
une unité, d’inverse —¢7oP~! —1). La classification précise que lorsque p = ac = a'c/, on
a G¢ ~ Gg', ssi il existe une unité u € R telle que a = wP~'a’, ¢ = u' P¢. Comme R est
hensélien de corps résiduel algébriquement clos, on sait extraire les racines (p — 1)-émes,
donc G ~ Gf;, ssi a et @’ ont méme valuation. Cette valuation, calculable via Q!, est notée
e(G¢). Par exemple, e(Hy) = (p — 1)(s — n).

Soit G un schéma en groupes fini et plat tel que Gx ~ (Z/pZ)k. Par propreté, tout
point de G & valeurs dans K se prolonge en un R-point. Donc l'isomorphisme de la fibre
générique se prolonge en un morphisme (Z/pZ)r — G, qui est un morphisme de groupes.

Par Oort-Tate, G ~ G¢ ; au morphisme (Z/pZ)r — G correspond un morphisme d’algébres

: % — RP. Comme of = aq, les coordonnées (z1,...,p) de u(a) vérifient z¥ = az;.
Comme ug est un isomorphisme, I'un des z; est non nul, donc a = ¥ ~!. Ainsi e(@) =
(p — 1)v(z;) ; compte tenu de ce qui préceéde, G ~ H,, pour n = s — v(z;). O

Nous donnerons dans le paragraphe 3 une démonstration plus naturelle de cette pro-
position.

1.5 Actions des groupes diagonalisables

Nous aurons besoin d’avoir en téte quelques faits concernant les groupes finis diagona-
lisables, qui interviendront dans la preuve de 4.1. Nous tirons ce dont nous avons besoin de
[DG, 11, §2, 2.5]. Soit R un anneau quelconque, et I' un groupe (ordinaire) fini, commutatif,
noté multiplicativement. Il lui est associé le groupe diagonalisable

D(T') = Spec(RT') ou RT est l'algebre du groupe I'.

Soit m la comultiplication de RT, et ¢ sa coiinité ('idéal d’augmentation mpr = kere a
pour base les v — 1, v # 1). Soit U une R-algébre sur laquelle RT" agit, c’est-a-dire que
X = Spec(U) est un schéma affine avec action de D(I"). On a donc une coaction p: U —
U ® R[T'], donnée par u > >°_ 1 py(u) ®7. L'axiome d’« associativite » v.(y'.z) = (v.7').x
fournit :

(1 ®idpr) (n(w) = Y py(ph(u) @ Y@ = (ide @ m)(u(w) =Y py(u) @ Y@
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c’est-a-dire py o p/, = 0 lorsque v # 7', et py o py = py. L’axiome d’« unité » fournit

u = (ido ® €) (u(u) = Y _ py(u)

yel

ie. Y erpy = idy. Sion pose Uy = p,y(U), le fait que p est un morphisme d’anneaux
donne alors U,,.Uy C U,,. De maniére équivalente, on a une graduation de type I' donnée
par U = @ycrU,, les p, étant les projecteurs correspondants. On observe que Uy = uPm)
est 'anneau d’invariants pour 'action de D(T").

Par ailleurs il est facile de reconnaitre la fidélité de ’action sur la graduation : préci-
sément, l'action est fidéle sur la fibre au-dessus de p € Spec(R) si et seulement si les y
pour lesquels Uy @ k(p) # 0 engendrent I'. (Il faut remarquer qu’un systéme de généra-
teurs {7;} pour I' est la méme chose qu'un systéme de générateurs {y; — 1} pour l'idéal
d’augmentation mpgr.)

Pour l'utilisation qui sera la nétre, nous détaillons seulement le cas particulier ou la
base R = (R,mpg, k, K, ) est un anneau de valuation discréte et ou U est plat sur R, et
séparé pour la topologie m-adique. Cela équivaut & dire que tout sous-R-module non nul de
U est fidélement plat sur R. Donc dans ce cas, Uy #0 & U, ®k#0 & U, ® K #0.

Nous résumons ce qui précéde dans la proposition suivante :

Proposition 1.5.1 ([DG]) Le foncteur U ~» @~ crUy est une équivalence entre la caté-
gorie des R[T']-algébres et la catégorie des algébres T'-graduées.

Supposons que R = (R,mp, k, K, ) est un anneau de valuation discréte, et que U est
plat sur R et séparé pour la topologie m-adique. Alors, de plus, ’action est génériquement

fidéle si et seulement si elle est universellement fidéle si et seulement si les v pour lesquels
U, # 0 engendrent T'. d

Dans le paragraphe 5 ot 'on traite plus spécialement le cas des revétements de groupe
G = Z/pZ, nous utiliserons le raffinement suivant de 1.5.1 :

Proposition 1.5.2 Soit R un anneau de valuation discréte et U une R-algébre plate et
séparée pour la topologie w-adique. Soit une action fidéle de p, r sur X = Spec(U), et U =
®icz/pzUi la décomposition correspondante. Soit T = Uy = UF»R lanneau d’invariants.
Alors U est une T-algébre finie de rang p, et si T est local complet nethérien, les U; sont
des T-modules projectifs, donc libres, de rang 1. O

2 Reéduction des actions de groupes sur un anneau de valua-
tion discréte (cas propre)

Nous prouvons ici ’existence du modéle G , agissant universellement fidélement, dans
le cas ot le schéma X est propre sur R.

Donnons une précision de vocabulaire (voir paragraphe 3) : soit u : G — G’ un mor-
phisme de R-schémas en groupes plats tels que Gx = G’ =: G, on dit que G domine G’
si u ® idg = idg. Lorsque G et G’ agissent tous les deux sur un schéma X, de telle sorte
que 'action de G se déduise de celle de G’ par u, on dit que G domine G’ compatiblement
(aux actions sur X).
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Théoréme 2.1 Soit X un schéma propre et plat sur un anneau de valuation discréte R.
Soit p: G x X — X wune action_d’un groupe fini sur X, fidéle sur la fibre générique
Xi. Alors, G a un unique modéle G, qui agit universellement fidélement sur X, et que G
domine compatiblement auz actions sur X.

Remarques 2.2 (1) Il n’est fait dans le théoréme aucune hypothése de régularité sur X.
(2) Intuitivement, le résultat découle de la considération de l’adhérence schématique de G
dans le « R-schéma en groupes » Autg(X). La difficulté majeure résulte dans l’existence
de Autp(X) : il peut étre énorme, et/ou ne pas avoir de structure algébrique raisonnable.
(3) Comme nous ’avons expliqué dans 1.3, la conclusion du théoréme est plus significative
si on fait I'hypothése que les fibres de X sont intégres.

Preuve : Considérons le foncteur F' des automorphismes de X, qui est un faisceau fpqc.
Pour tout schéma S’/S, on a

F(S’) = Autg (X Xg Sl)

Artin a montré que F' est un espace algébrique localement de présentation finie : c’est un
sous-espace ouvert de Hilbg(X xg X) [Arl, cor. 6.2]. De plus X étant plat sur R, F est
séparé. Or on sait qu’un espace algébrique en groupes séparé, localement de présentation
finie sur un anneau de valuation discréte, est un schéma ([An, chap. IV]). Par hypothése,
on a un morphisme u : G — F (G = Gp est le groupe constant) qui fait de Gx un sous-
foncteur fermé de F. Comme u est quasi-compact et séparé, il a une image schématique,
définie par Iidéal quasi-cohérent égal au noyau .# du morphisme Or — u. Og. Soit G
cette image schématique. L’injection Oz < Og montre que G est fini, et sans torsion,
donc plat, sur R (c’est donc aussi 'adhérence schématique de G ® K dans F). Le fait que
G agit universellement fidélement sur X vient de la définition de F', puisque G en est un
sous-schéma fermé. Enfin, il est clair que si un groupe fini, plat sur R, de fibre spéciale
égale a G, agit universellement fidélement sur X, alors c’est un sous-groupe fermé de F,
c’est donc 'adhérence schématique de G ® K dans F, donc c’est G. O

Complétons la description des propriétés de G (certaines sont des conséquences directes
de l'unicité) :
Proposition 2.3 (i) Si H est un sous-groupe de G, alors H est un sous-schéma en groupes
fermé de G ; c’est aussi l’adhérence schématique de H @ K dans G.
(ii) Si H est distingué dans G, alors H est distingué dans G.
(iii) Soit N « G Uensemble des automorphismes de G qui agissent trivialement sur Xy.
Alors, le groupe N est un p-groupe connexe.

On suppose désormais que G agit de maniére admissible (c’est-a-dire que toute orbite est
incluse dans un ouvert affine de X ), de sorte que le quotient X/G existe.

(iv) X/G et X/G sont isomorphes.

(v) Pour tout sous-groupe distingué H < G, on a EEI = G/H (pour laction induite de
G/H sur X/H).

(vi) Pour le sous-groupe N défini en (iii), on a G/N s G/N donc G a une suite étale-
conneze

1-N—-G—G/N—1

Preuve : (i) et (ii) sont clairs.
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(iii) Le morphisme Ny — Jvk est trivial, car le composé Ny — J\N/';C — Autg(Xg) Vest. Or
N — N est surjectif (plus généralement G' — G est surjectif, car dominant et fermé), on
en déduit que Ny est infinitésimal, donc N est un p-groupe. Montrons la connexité. Quitte
a étendre la base au complété de R, on peut supposer que R est complet. Considérons le
morphisme composé t : N — N — Ng, ot Ny est le quotient de la suite étale-connexe de
N ; t est trivial sur la fibre spéciale. Or ¢ est déterminé par sa fibre spéciale ([SGA1], , Exp
I, cor 6.2) donc il est globalement trivial. Comme ¢ est dominant, Ng = 1. Ainsi N est
connexe.

(iv) Localement, X = Spec(A) et X/G est défini par le spectre de "anneau Ay = {a €
A, pala) =1®a}, ol ug est la coaction correspondante a I’action de G sur X. Or, pg se
factorise par pz en

ASRGRA— RGRA

de sorte que Ay = {a€ A, pzla) =1®a} = Ay d’ott la conclusion.
(v) H H agit évidemment de maniére admissible, et X /H = X/H par (iv). Pour montrer

que G / H = G/H il suffit de montrer que G/H agit universellement fidélement sur X/H,
ce qui est clair puisque G agit universellement fidélement sur X.

(vi) Par (v) ona G/N — G/N puisque G/N agit universellement fidélement sur X/N ~
X/ N. La suite étale-connexe en découle.

O

Remarque 2.4 Une égalité telle que G/N = G /Jv n’est bien sir pas vraie pour tout
sous-groupe distingué N < G.

Exemples 2.5 (i) Si X est une courbe de genre g > 2, stable (ou stable marquée) sur R,
alors G ~ G du fait que Autg(X) est non ramifié¢ [DM].

(ii) Si en revanche X est une courbe de genre g < 1, ou de genre g > 2 mais non stable,
on n’a pas nécessairement G = G. Par exemple soit X = FE la courbe elliptique avec
réduction nodale, E : y?> = z3 4+ z + 7, ou alors, une courbe elliptique avec réduction
lisse supersinguliére. Soit P un point de p-torsion sur Fg, par propreté il s’étend en une
section de £//R donnant lieu a un automorphisme d’ordre p. Comme il n’y a pas de point
de p-torsion sur la fibre spéciale, on ne peut pas avoir G = Z/pZ.

(iii) Un exemple généralisant celui de la courbe elliptique supersinguliére (ii) est celui d’un
schéma abélien A sur R (i.e. une variété abélienne avec bonne réduction au sens de [BLR]).
On suppose que la p-torsion de Ag est rationnelle : G = (Z/pZ)?" C Ak. Alors I’action de
G par translation s’étend en une action sur A, et G est le noyau de l'isogénie p : A — A.
Celui-ci n’est pas étale N(le noyau de l'isogénie n est étale lorsque et seulement lorsque n
est premier & p), donc G # G.

3 Eclatements de Néron

Dans cette section nous retracons rapidement les définitions et propriétés de base des
éclatements de Néron, puis discutons plus en détail les éclatements d’actions de schémas en
groupes sur des schémas (on éclate a la fois dans le groupe qui agit, et dans le schéma). Pour
établir un résultat du type de 2.1, nous devons étudier spécialement le comportement du
noyau d’une action par éclatement. Nous arrivons a la formulation d’un résultat conjectural
(question 3.3.3), crucial pour établir le théoréme 4.1 au paragaphe 4.
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Les références utilisées sont [WaWe| et [BLR]. Nous nous limitons au cas de schémas
affines, qui nous suffit ; la discussion de [BLR] est plus précise. Pour 3.1 nous suivons essen-
tiellement [WaWe|, en accentuant la fonctorialité pour élargir les énoncés au cas d’action
de (schémas en) groupes.

Soit (R, mpg,k, K,7) un anneau de valuation discréte. Dans cette section tous les R-
schémas sont affines et plats. On pourrait aussi bien travailler avec 'hypothése plus forte
que les R-algébres de fonctions sont plates et séparées pour la topologie m-adique (c’est
une hypothése essentielle pour 1.5.1, sous laquelle nous travaillerons dans le paragraphe 4).

Soit Z" un K-schéma. Un schéma X est appelé un modéle de 2 si c’est un R-schéma
(affine comme dans tout le pargraphe) et plat, tel que Xg = 2. (Ici aussi on pourrait
travailler avec des modéles d’algébres plates et séparées pour la topologie m-adique.) Parfois
Z ne sera pas précisé et on dira que X est un modéle de sa fibre générique, ou simplement
un modeéle. Un morphisme X’ — X entre modéles de 2" est appelé morphisme modéle
si c’est l'identité de 2 sur la fibre générique; dans cette situation on dira aussi que X'
domine X.

3.1 Rappel des propriétés principales

Soit X = Spec(A) un modeéle, et Y un sous-schéma fermé de Xy, défini par un idéal
I C A contenant 7.

Proposition et définition 3.1.1 L’éclatement de Néron de Y dans X est le schéma
affine XY d’anneau de fonctions AY = R[n~1I] C Ag. Si X est de type fini sur R de sorte
que I = (m, f1,..., fn) est de type fini, alors AY = A[%, . ’%"] Léclatement XY est un
modéle de X, de type fini si X Uest, et il y a un morphisme modéle canonique XY — X.

Preuve : Comme 1A C J, on a A C AY C Ag. Cela montre que AY n’a pas de R-
torsion, donc il est plat. Le fait que AY soit de type fini si A l'est est clair. De méme,
(AY) ® K = Ak de sorte que XY est un modeéle de X. O

On observe que, si A est plat et séparé pour la topologie m-adique, il en est de méme
de AY. D’autre part, par construction, le morphisme XY — X est dominant.

Proposition 3.1.2 (Propriété Universelle) Le morphisme modéle X¥ — X envoie la
fibre spéciale dans Y, et tout morphisme Z — X avec Z plat sur R, qui envoie la fibre
spéciale dans Y, se factorise de maniére unique par XY .

Preuve : On a I C mAY, donc il s’envoie sur 0 dans AY /rAY | donc la fibre spéciale de XY
est envoyée dans Y. Si u : Z — X envoie la fibre spéciale Z; dans Y, alors par platitude
on a le diagramme (o Z = Spec(B))

A B
N N
Ay Bg

L’hypothése u(Zy) C Y signifie uw(I) C wB. Soit fx € I, par platitude by € B tel que
u(fr) = mby est unique, donc % s’étend de maniére unique & AY par u(fr/7) = by. O
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Proposition 3.1.3 (Fonctorialité en (X,Y)) Supposons avoir un diagramme commu-
tatif de schémas et sous-schéma fermés

x, —r . x,
) )
Y, Y,

(i) Alors, il y a un unique morphisme (X1)¥' — (X2)¥2 rendant commutatif le carré

¢vident, et de plus, si le diagramme ci-dessus est cartésien i.e. Y1 = f~'Ys, alors en
fait (X1)Y* = (X2)¥2 xx, X1. En d’autres termes, l’éclatement commute au changement
de base sur X.

(ii) Lorsque X1 = X9 = X (donc Yy est un sous-schéma fermé de Ys), notons Y la

préimage de Yy par Déclatement X¥2 — X. Alors, on a XYt = (XY2)"1,
(iii) La fibre spéciale de XY estY xx XY.

Preuve : En utilisant la propriété universelle, toutes ces assertions sont immédiates. [

Enfin nous rappelons ’existence d’une suite d’éclatements canonique qui décompose
tout morphisme modeéle X' — X.

Lemme 3.1.4 Un morphisme modele X' — X qui est dominant sur la fibre spéciale, est
un isomorphisme.

Preuve : X; — X}, est dominant ssi Ay — A} est injectif, c’est-a-dire, 7A'N A = 7A. Si
a' € A', vu dans Ay = Ak il s’écrit o' = 5. Alors, a = k' € An7FA" = 7% A. Comme
les anneaux sont sans torsion, on en déduit que a’ € A. O

Proposition 3.1.5 (Suite Standard d’éclatements [WaWe|)
Tout morphisme modéle f : X' — X est (de fagon canonique) composé d’une suite d’écla-
tements, finie st X est de type fini :

X’—)"'—)XQ—)Xl—)X():X

(si la suite n’est pas finie, on entend par la que X' est « limite projective » des X;, c’est-a-
dire que son algébre de fonctions est la réunion des algébres de fonctions A; des X;). Cette
suite est appelée la suite standard de f.

Preuve : Si X; — X est dominant, par le lemme on a X’ = X. Sinon, on note Y son
image, de sorte que X’ — X se factorise par X; = XY. Pour ¢ > 1, tant que X = (Xi)k
n’est pas dominant, on éclate son image dans X; et on obtient ainsi X’ — X, 1. Il suffit
de montrer que ce procédé prend fin aprés un nombre fini d’étapes. Or I'image Y € X est
définie par 1'idéal I = AN7wA’, donc A; = R[x~'I] D 7= AN A'. Par récurrence, on montre
que A, O 7~ "ANA’. En prenant la réunion, A’ = A'NAx = A'n(U,7 "A4) C U, A, C A"
Si A’ est de type fini, on a égalité pour un certain n. O

Remarque 3.1.6 Comme on ’a déja fait observer, si X et X' ont des algébres de fonctions
qui sont plates et séparées pour la topologie m-adique, alors il en va de méme pour chacun
des membres de la suite standard.

Par ailleurs, si on travaille avec des R-algebres (pour X et X') qui ont une propriété de
finitude telle que : « localisée (ou localisée-complétée) en un premier d’une algébre de type
fini », la finitude de la suite standard reste naturellement vraie, par la méme démonstration.
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3.2 Eclatement d’actions

Un modéle peut avoir une structure supplémentaire de R-schéma en groupes. Dans la
suite, un schéma, que ce soit un groupe ou non, sera encore appelé un modele. Lorsque
X', X sont des schémas en groupes, on demande bien siir qu’un morphisme modeéle X' — X
soit un morphisme de groupes : nous montrons dans la proposition suivante que c’est bien
le cas.

Proposition 3.2.1 (Eclatement d’actions)

(i) L’éclatement de Néron commute au produit : si X1, X2 sont des modéles et Y1,Ys des
sous-schémas fermés, alors l’éclaté de Y1 X Yo dans X1 X Xy est le produit des éclatés de
Y; dans X;, 1 =1,2.

(ii) En particulier, si X est un R-schéma en groupes et Y wun sous-schéma en groupes
de Xy, alors XY est un R-schéma en groupes et le morphisme modéle canonique est un
morphisme de groupes.

(iii) St p: G x X — X est une action d’un R-schéma en groupes plat (affine) sur un
R-schéma plat (affine), si Y (resp. H) est un sous-schéma fermé de Xy, (resp. un sous-
schéma en groupes fermé de Gy) tels que Y soit H-stable, alors il y a une unique action
induite v : GH x XY — XY compatible avec p.

GH x XY — . XY
| l
GxX X

Preuve : La commutation au produit est une conséquence directe de la propriété univer-
selle. Donc, si X est un schéma en groupes et Y un sous-schéma en groupes fermé de Xy,
alors par fonctorialité on peut éclater la multiplication

Xxx -1 .x

! |

Y xY Y

pour obtenir une multiplication XY x XY — XY . De maniére similaire, on obtient un
morphisme d’inversion et une unité pour XY .

Enfin, dans le cas d’un schéma avec action, les mémes raisonnements s’appliquent car
le morphisme G x XY — G x X — X envoie la fibre spéciale dans Y. g

Exemple 3.2.2 Décrivons la suite standard pour un morphisme modéle entre G = (Z /pZ)r
et 4 = pp r- On suppose que R contient une racine primitive p-éme de l'unité ¢, et on
pose A = ( — 1. A un changement de générateur prés dans (Z/pZ), il n’'y a qu’un mor-

phisme modéle qui, au niveau des algébres, est donné par f : R[¥] = Zf[fl — R[G] = RP,

P(z) — (P(1),P(¢),...,P(¢P~1)). Pour calculer 1’éclatement posons z = 1 + a, alors
{a,...,aP71} est une base de Mply]- Pour 0 <4 < p—1, soit ¢l = CCZ—_ll =1+(+---+¢T

et e = (¢l ... ¢P~11) € R[G]. On voit que f(a) = Xe, et que e engendre R[G] : en
fait R[G] = Rle] = %. Donc, R[¥4] = R[Ae]; le premier éclatement donne l’algébre
R[%4] = R[%e], et on reconnait 4 = H; (cf 1.4). En poursuivant les éclatements on

découvre la suite :

(Z)pZ)gp=Hs = Hs—1 =+ = H1 = Ho = pp
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Utilisons cette suite pour donner une démonstration plus géométrique de 1.4.1. Soit G un
R-schéma en groupes fini et plat tel que (Z/pZ)k ~ Gk. On a vu que, G étant propre,
cet isomorphisme se prolonge en un morphisme (Z/pZ)r — G. Considérons la composition
vers le modéle minimal (Z/pZ)r = G 4 Kp et sa suite standard qui est celle ci-dessus (a
un automorphisme prés de Z/pZ). Si 'image de la fibre spéciale par ¢ est le groupe trivial
1, alors le premier cran de la suite standard de ¢ est H;. En itérant, tant que 'image de la
fibre spéciale par t; : G — H; est 1, le cran suivant est H;11. Lorsque ce n’est plus le cas,
c’est que t; est dominant sur la fibre spéciale, donc G ~ H,;. O

3.3 Noyau de I’éclatement d’une action

Passons a 1’étude du noyau d’une action éclatée. Un premier lemme va nous éclairer :

Lemme 3.3.1 Soientpy: GxX — X etv: GExXY — XY dans la situation de 3.2.1(iii).
Soient K = ker(u) et L = ker(v) leurs noyauz. Notons u : GH — G et f : XY — X les
éclatements. Alors,

(i) L cuY(K).

(i) L=u Y(K) si Y = X.

Preuve : Les morphismes u et f sont dominants, donc le morphisme ¢ := (u, f) aussi.
On consideére le triangle

LxXY

kY z

(id,pju(Lyx x)

u(L) x X » u(L) x X

qui commute par compatibilité de y et de v. Or t est un épimorphisme dans la catégorie
des schémas séparés ([EGA1], cor. 9.5.6) donc (id, pjy(yxx) = id i-e. ppryxx = Pra-
Donc u(L) agit trivialement, il factorise par le noyau K, d’ou le résultat. L’assertion (ii)
est évidente car si Y = X, alors XY = X et f = id. O

Ce lemme indique qu’il y a deux situations antagonistes :

(1) sionn’éclate que le groupe G (i.e. Y = Xj), alors L = u~!(K) a tendance & augmenter.
Par exemple, si on a initialement une action fidéle i.e. un noyau trivial K = 1, alors
L = ker(u) n’est pas trivial (sauf si u est un isomorphisme).

(2) si on n’éclate que le schéma X (i.e. H = Gy), alors u = id et par le lemme L C
v~ (K) = K. Donc ici le noyau diminue.

Dans l'application que nous avons en vue au paragraphe 4, on dispose d’un morphisme
modele f : X' — X, et un groupe G agit universellement fidélement sur X. Le mor-
phisme f est décomposé canoniquement en sa suite standard d’éclatements. Il s’agit alors
de « suivre » ’action de G lors de ces éclatements, et notamment, de faire en sorte qu’elle
reste universellement fidéle (voir la preuve de 4.1 pour G abélien, au paragraphe suivant).

Partant d’une action universellement fidéle (K = 1), dans le but de conserver cette
propriété, le point (2) ci-dessus ainsi que 3.1.3(ii) montrent qu’on a intérét a éclater des
groupes « gros ». Le sous-schéma fermé Y C Xj a éclater étant imposé (dans la suite
standard on éclate les images successives de la fibre spéciale par f), le plus gros sous-
groupe de G que l'on peut éclater pour obtenir encore une action doit stabiliser Y, i.e.
doit étre inclus dans le transporteur Transpg, (V) (voir 1.2). Or, lorsque G est fini sur R,
celui-ci est bien un sous-groupe de Gy, (et pas seulement un sous-monoide) :
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Lemme 3.3.2 Si G est fini sur R on a H = Transpg, (Y') = Normg, (Y), c’est-a-dire que
H est un sous-groupe (fermé) de Gy.

Preuve : La base k étant un corps algébriquement clos, on sait que le schéma en groupes
G}, est annulé par son ordre n. Donc le morphisme d’inversion est m,_1, ’élévation & la
puissance n — 1. Le résultat est alors clair sur les foncteurs de points de G, X,Y puisque
g(Y) C Y implique g7 }(Y) = g""}(Y) C Y, q.ed. O

La question qui se pose alors est la suivante :

Question 3.3.3 Soit X un R-schéma affine, plat, de type fini (ou localisé, ou complété
d’un schéma de type fini). Soit G un R-schéma en groupes fini et plat, et p: G x X — X
une action universellement fidéle. Soit Y un sous-schéma fermé de la fibre spéciale Xy,
et H = Transpg, (Y) son transporteur. L’action éclatée v : G? x XY — XY est-elle
universellement fidéle 7

L’exemple du paragraphe 5 donne de bonnes raisons de penser que la réponse est posi-
tive lorsque le groupe G est un p-groupe cyclique. Dans ce cas G a un modeéle minimal qui
est un groupe diagonalisable, et la simplicité de ce dernier permet de controler effectivement
I’action. La démonstration du théoréme 5.1 le montre ; par ailleurs il est vraisemblable que
la seule difficulté supplémentaire vienne du fait que les algébres de Hopf des schémas en
groupes mis en jeu (& la place des Hy) ne sont plus monogénes (c’est ce que montre par
exemple le calcul de la suite standard de (Z/p®Z)r — py2 g, comme dans 3.2.2).

Il faut noter qu’une tentative pour démontrer la proposition directement dans les termes
de 3.3.3, c’est-a-dire en revenant aux définitions des éclatements, du transporteur... sur
les anneaux de fonctions, semble ne pas pouvoir aboutir. Par ailleurs un essai par des
méthodes plus formelles (utilisant les propriétés universelles et la fonctorialité) semble
vain également car ’éclatement représente un foncteur défini sur les schémas plats sur R
alors qu’au contraire le noyau a tendance & ne pas étre plat.

Exemple 3.3.4 Donnons un exemple qui montre qu’on doit effectivement éclater le trans-
porteur tout entier. Soit G = pyp, g agissant sur X = AL, = Spec(RJ[t]), et éclatons l'origine
Y = O dans X}, définie par 'idéal (t). Le transporteur, égal au normalisateur, est i, k.
L’action est donnée par

Rt —» 2 g Ry

2P—1

t — 2zt

Si on éclate seulement {1} C pp 1, c’est-a-dire que I'on pose u = %, alors ’action obtenue
est t — (14 mu) ® t qui n’est pas fidele sur la fibre spéciale.

4 Reéduction des actions de groupes sur un anneau de valua-
tion discréte (cas affine)

Nous allons énoncer dans ce paragraphe un résultat similaire au théoréme 2.1, lorsque
X est maintenant supposé affine. La validité du théoréme en question est conditionnée par
celle de 3.3.3.

Le probléme dans le cas affine est qu'on ne peut plus parler d'un schéma (ou méme
d’un espace algébrique) Autr(X). Une idée naturelle pour contourner cet obstacle serait
de plonger X dans un espace affine Ag, de maniére équivariante (G agit alors sur AJI\{
par automorphismes linéaires, par exemple par permutation des coordonnées). L’intérét
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est qu’on peut ensuite plonger Aﬁ dans ]P’% , et considérer la cloture projective X de X
dans ]P’f{ . Il y a maintenant un schéma Autg(X), et I’action de G sur X se propage a X.
Malheureusement, si on fait apparaitre de la sorte un groupe (N}, on ne peut pas montrer
qu’il agit universellement fidélement sur X : une raison & cela est que la fibre spéciale X}
n’est pas dense dans la fibre spéciale (X); de X.

Le principe de la démonstration est donc tout a fait différent. Il utilise les éclatements
de Néron, sous la forme particuliére du paragraphe 3, puisqu’on éclate ici des actions de
groupes sur des schémas, en éclatant en méme temps le schéma et le groupe qui agit. La
méthode que nous proposons pour une approche effective du modéle G, ne fonctionne que
dans le cas des groupes abéliens.

Théoréme 4.1 Soit G un groupe fini abélien d’ordre n et R un anneau de valuation dis-
créte qui contient une racine primitive n-éme de l'unité. Soit X = Spec(A) un schéma
affine, de type fini (ou localisé, ou complété d’un schéma de type fini), avec A plat sur R
et séparé pour la topologie m-adique. Soit y : G X X — X wune action de G sur X, fidéle
sur la fibre générique X . Supposons que la réponse a la question 3.3.3 soit positive pour
G. Alors, G a un unique modéle G (fini et plat sur R), qui agit universellement fidélement
sur X, et que G domine compatiblement.

On rappelle que, lorsque deux groupes G, G’ agissent sur X, on dit que G domine G’
compatiblement si G domine G' (donc on a un morphisme u : G — G') de telle sorte que
laction de G se déduise de celle de G’ par u.

Remarques 4.2

(i) Compte tenu des commentaires faits a la suite de la question 3.3.3, il semble raisonnable
de conjecturer que le résultat du théoréme est donc vrai pour G = Z/p"Z.

(ii) Comme on ’a fait remarquer dans 1.3, le théoréme prend tout son sens si on suppose
les fibres de X au-dessus de R intégres.

(iii) Intuitivement, I’hypothése que « A est plat sur R et séparé pour la topologie =-
adique » est nécessaire pour éviter la situation ot X est en fait un K-schéma. Elle sert de
maniére essentielle lorsqu’on utilise la proposition 1.5.1.

(iv) Si X est un R-schéma en groupes et que G agit par morphismes de groupes, il en
est de méme de G. En effet, les axiomes qui traduisent le fait que G agit par morphismes
de groupes sont des égalités entre des schémas plats sur R, vraies par hypothése sur la
fibre générique; or on rappelle quun tel morphisme est déterminé par sa valeur sur la fibre
générique.

(v) Pour diverses raisons, il est sans espoir de vouloir étendre le résultat par recollement
a un R-schéma quelconque (séparé, de type fini, localement libre sur R). Par exemple,
étant donné un recouvrement affine de X, on ne peut pas assurer que les U; N U; soient
localement libres sur R. Par ailleurs, G ne « varie pas le long de X », ce qui annonce des
incompatibilités sur les intersections U; N U;.

Faisons l'observation (essentielle) que la proposition 2.3 se reconduit ici de la méme
facon. Passons & la démonstration :

Preuve : Par hypothése, Xx est muni d’une action fidéle de G, qui coincide sur Spec(K)
avec son dual de Cartier D(G) (puisqu’il y a dans R une racine primitive p™-éme de
I'unité). Cela correspond par 1.5.1 & une G-graduation Ax = @ge(Axk)q. Posons By =
(Ak)gNAet B = @4caBy : il est clair que c’est un sous-anneau de A, plat et séparé pour la
topologie m-adique, donc muni par construction d’une action universellement fidéle de D(QG)
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(proposition 1.5.1). Le schéma Y = Spec(B) est un modeéle de Xk, et on a un morphisme
modeéle f : X — Y. De plus G domine D(G), compatiblement aux actions sur X et Y.
Soit X = X, - X1+ > X3 = Xp =Y la suite standard de f (proposition 3.1.5).
Elle correspond & éclater les images successives Zy, Z1,... de X dans Y, Xy,... Il est
clair par ailleurs que 'image de Gy dans D(QG)y, stabilise Zy, c’est-a-dire qu’elle est incluse
dans le transporteur, égal au normalisateur par le lemme, NormD(G)k(Zo). En éclatant,
dans D(G), ce normalisateur tout entier, on obtient un R-schéma en groupes G qui agit
universellement fidélement sur X7, compte tenu de I’hypothése que 3.3.3 a une réponse

positive. On itére en éclatant Normg k(Zl)’ etc. Au terme du processus on obtient un

R-schéma en groupes G 1=~én qui agit universellement fidélement sur X = X,.
Prouvons 'unicité de G. Soit G’ un modeéle de G, dominé par G, et agissant sur X
compatiblement. On a une factorisation G — G — D(G) (minimalité du dual de Cartier,
cf [WaWe, cor. 2.4]). Soit G' = G, — --- = G = D(G) la suite standard. L’image de la
fibre spéciale par G} — D(G) est incluse dans Normpg),(Zo), donc I’éclatement donne

G| — G4 (3.1.3(ii)). En itérant on voit que G’ domine G;, pour tout ¢, d’ou finalement un
morphisme u : G = G}, — G. On a alors un diagramme d’actions

G'xX ——X

} |

GxX X

Dans cette situation, le noyau de action de G’ est ker(G' — G) (lemme 3.3.1), donc trivial
en supposant que G’ agit universellement fidélement. Ainsi G’ ~ G. O

5 Exemple : réduction des revétements de degré p

Soit (R, mpg,k, K,7) un anneau de valuation discréte complet, de corps résiduel algé-
briquement clos. Dans ce paragraphe nous appliquons la méthode du précédent & I’étude
de la réduction des revétements de courbes lisses sur R, dans le cas du groupe de Galois
G =7 /pZ. C’est I'aspect local qui est traité : on considére donc un germe de courbe lisse
sur R, c’est-a-dire le spectre de A = R][t], et on étudie la réduction de revétements sur K
de la forme ¢ : Spec(Bk) — Spec(Ak), galoisiens de groupe G. Le cas ou ¢ est un torseur
a été traité par [He|, [GM1]. Ici nous étendons la classification au cas d’une action non
nécessairement libre, comme illustration de la technique des éclatements de Néron.

Dans ce paragraphe, on suppose que R contient une racine primitive p-éme de 'unité
¢, et on pose A = ¢ — 1. On note v, la valuation normalisée de R et s = v;(A). On sait
quil existe une unité vy € R* telle que p = AP~ !, de sorte qu’il existe ¥ € R* tel que
p = yr*?=1)_ Enfin, dans tout le § 5, on note par une barre ~ la réduction modulo 7, i.e.,
pour toute R-algébre B et b€ B, b € By,

Le résultat du paragraphe est le théoréme suivant. Soit X = Spec(A), ou A = RJ[t],
un germe de courbe lisse sur R. Soit ¢ : Yx — Xk un revétement galoisien de groupe
G = Z/pZ; Yk est une R-algébre formellement lisse et ¢ est génériquement étale. Soit
Y = Spec(B) obtenu par normalisation de X dans Yk ; le groupe G agit sur Y. On
suppose que la fibre spéciale de Y est intégre. Les anneaux locaux Ary et B(,) des points
génériques des fibres spéciales de X et Y sont des anneaux de valuation discréte ; soit ¢ la
valuation de la différente de I’extension correspondante.
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Théoréme 5.1 On a §d = (s—m)(p—1) pour un m € {0,...,s}, et X est le quotient de
Y par Hp, agissant universellement fidélement.

Le groupe My, (voir 1.4) est donc le modéle de réduction G du groupe G pour son
action sur Spec(B). La preuve du théoréme donne la structure précise de B comme A-
algeébre (voir lemme 5.3.2); contrairement au cas des torseurs, B n’est pas en général
A-algébre monogéne.

Dans la démonstration du théoréme 4.1, on a vu qu’il existe un anneau intermédiaire
A C C C B, avec action universellement fideéle de D(G) = p, r (prendre garde que
les notations sont différentes de celles de 4.1). De plus, A est 'anneau d’invariants de
C sous D(G) et Cx = Bg. L’action G x Spec(B) — Spec(B) est obtenue a partir de
D(G) x Spec(C) — Spec(C) par une suite finie d’éclatements : c’est la suite standard entre
Spec(B) et Spec(C), et les éclatements successifs des normalisateurs dans Go = D(G),
G... La difficulté majeure pour mener ceci & bien est la connaissance de ’algébre C' et des
éclatés : c’est ce qui occupe 5.1, 5.2 et une partie de 5.3.

5.1 Description de C'

Par la proposition 1.5.2 on a donc une graduation Bx = @g;é (Bk); avec de plus
(Bk); = Ak wj (les indices sont & prendre modulo p). L’algébre C est alors définie par
C = @?;é (Bk); N B. Dans les lignes qui suivent nous allons décrire ces algébres B et

C, pour ensuite suivre le processus d’éclatements qui nous meénera a G= H,n- Les résultats
sont résumés par (II1.1), (II1.2), (II1.3), (I1I1.4).

Choix de w;

Par platitude, Bx = B[1/x]. Donc dans la décomposition ci-dessus, on peut choisir
wj € By avec

wj € B, wj #0 (IT1.1)

Le choix de w; dans le « sous-espace associé a ¢? » est unique a multiplication par une
unité de A preés, et la condition ci-dessus montre qu’il est en fait unique & multiplication
par un élément de A prés.

Puissances de w;

Pour la suite, posons w := wy. On a w/ € Ag w; donc il existe h; € Ak satisfaisant
wl = hjw;. Mais, By, étant inteégre, h; € A et i_zj # 0. En particulier, pour j = p on a
wP=feA etf#O0.

L’hypothése que B n’a pas de diviseur de zéro empéche f d’étre une puissance p-éme.
De plus, f peut étre choisi sans facteur puissance p-éme, car si wP = f'uP, alors w' = w/u
satisfait (w')P = f' € A, donc w' € B car B est intégralement clos, donc on peut remplacer
w par w'. L’anneau A étant factoriel, décomposons f en facteurs irréductibles :

f=q¢"...q, 1<e<p (I11.2)

Observons que, & un automorphisme de Z /pZ prés (i.e. quitte & changer le choix de w), on
peut supposer que e; = 1. Le cas f € A* peut étre inclus dans cette formulation si I'on
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accepte que g1 € A*. Ce qui a été fait pour w peut étre fait pour tous les wj, en particulier
on a (f; choisi sans facteur puissance p-éme) :

wh=f; €A (TIL.3)

Choix de h; ; coefficients h; ; ; présentations

On a (hj)Pf; = (hjwj)P = wP = fI = ¢]* ... ¢}°", et comme f; n’a pas de facteur
puissance p-éme, on voit que, quitte & multiplier par une unité si nécessaire, on peut prendre

By = L%J L]% P ) tf = i qjelmodp qjermodp L lati . t
i =q .- qr . Par conséquen f] =y =0 - . La relation suivante
s’en déduit aussitot :

wiw; = R jWiyj (IT1.4)

. (i+4)e ieq je1 (i+j)er ieg jey

A {)er e i Gbijer |_j2en 281
oﬁhi,j::fLPJ%:L Pl el el e qu ==
pérés a partir des h; ; par hj = hy1h12...hyj_1. Enfin, comme la table de multiplication
de By est entiérement déterminée par les h; j, on obtient la présentation suivante :

€ A. Les h; sont récu-

AK[Xl, e ,Xp_l]
(XiXj = hij Xiyj)ij

BK >~
Pour ce qui est de l'algebre C, on a C; = (Bg); N B = Aw;, et ce qui précéde montre :

W A[X1eXpoi]
Lemme 5.1.1 On a C ~ XX, —his X)) 0

Partant de cette présentation, on peut donner une description plus commode de C, qui

montre en particulier que C' est intégre. Considérons 'injection de & := ;‘K]f dans son

corps de fractions J£ . Soit a 'image de X dans &7, et considérons le morphisme

©o - A[Xl,...,Xp_l] — ,!Z{[(’):—z, &_1] Cx

* hp—1

X,’ = ’0;—:
De toute évidence, o s’annule sur les relations X;X; — h; ;X;,; et donc induit un mor-
phisme ¢ qui est un morphisme surjectif de A-modules libres de rang p, donc ¢ est un

isomorphisme.

5.2 Formes réduites

Lemme 5.2.1 Il existe un entier mazimal v > 0 tel que Ju,v € A, f = uP + 7"v. On a
r = pm avec m < S, et, u,v étant choisis, v n’est pas une puissance p-éme. Une telle forme
réduite pour f n’est pas unique.

Preuve : Noter que, comme cas particulier du lemme, r = 0 ssi f n’est pas une puissance p-
éme. Etablissons d’abord la premiére assertion. Si elle n’est pas vraie, il existe des éléments
Up, Uy tels que f = ul, + 7w, avec r, — oco. Mais A étant complet pour la topologie -
adique, on doit avoir uh, — f = wP, et donc par le principe des tiroirs, une sous-suite des
up, tend vers (®w pour un e. Mais w = lim ( ~u,, € A est une contradiction.
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Soit f = u? + 7" v une telle expression avec r maximal. Nous allons montrer que r < ps.
Pour ce faire, considérons, pour un entier e quelconque pour le moment, 1’élément de By

défini par . = “=*. 1l satisfait I’équation

f=uP +7"v=(u+7%,)P ie.,en développant : 7P + .- 4 prul 0, = 7"v

D’abord on observe que % # 0. En effet, si u = mPuy avec § > 1, alors choisissant e = 3
dans I’équation on aurait 75P |f contredisant '’hypothése que f est choisi sans puissance
p-éme. Supposons maintenant que r > ps et choisissons e = s. On peut diviser les deux
membres par 7P¥, d’ou une équation unitaire donc 85 € B. Aprés réduction modulo 7 on
obtient 6% + 7uP~1, = 0 (se rappeler que p = vws(p_l)). Cette équation est scindée :

0, [0, -a5'7a) =0 (I11.5)

ol o € R est une racine (p — 1)-éme de 'unité, et 7 € R est une racine (p — 1)-éme de —.

Montrons qu’alors on a B = A[f;]. Pour cela il suffit de voir que A[f;] est intégralement
clos; on utilise le critére (R;) + (S2) de Serre. La condition (S2) est automatique car A[6;]
est d’intersection compléte. Pour vérifier (R;) il faut considérer les idéaux premiers p de
A[fs] de hauteur 1. On peut supposer que p est au-dessus de l'idéal (7) de R. D’aprés
I’é6quation (II1.5) ci-dessus les idéaux recherchés sont p = (m, ;) et les p; = (7,05 — o'Tu)
pouri € {0,...,p—2}. On doit montrer que les localisés en ces premiers sont des anneaux de
valuation discréte. Traitons le cas du localisé en p = (7, 0;). Toujours par 1’équation (I11.5)
on a 0, [[;(0s — o'tu) = 7wz (avec z € A[f;], et pas seulement z € B). Or dans A[f;],
I'élément 0, — o’Tu est inversible; il s’ensuit que 65 € (m) donc A[f;], est principal engendré
par 7. Le cas des autres localisés A[f,]y, est similaire. Il s’ensuit que A[fs] = B. Comme
B ® k est supposé intégre, et que A[f;] ® k ne l'est pas, ceci est impossible.

Voyons maintenant que p|r. Par contraposée, la division euclidienne donne r = pm+ryg,
0 <rg <p, m<s. Aprés division par 7P™, I’équation vérifiée par 6, est

O + .o 4 yrsTmPDyp-lg = g0y

Soit 6, = 70" avec § la w-valuation de 6, € Bx. Comme (s — m)(p — 1) > 0, 'équation
réduite modulo 7 est 85, = 0 donc § > 1 (By, est intégre). Alors, dans le membre de gauche,
tous les termes ont une valuation > p; dans le membre de droite, c’est v; = 9 < p,
contradiction.

Enfin, ¥ n’est pas une puissance p-éme, car si on avait v = @ + 78d, alors u? + 7"v =

(u+ 7mC)P — puP~lr™me — - - - — pu(r™c)P~ + 7PFBd ce qui contredirait la maximalité de
r = mp. O
Réciproquement :

Lemme 5.2.2 Si f = uP + 7P™v avec v non puissance p-éme, alors r = pm est le r
mazimal.

Preuve : Imaginons qu’on ait f = uP 4+ 7™y = aP + 7P"b avec m < n < s. Alors u et a
doivent étre égaux modulo 7, d’ott u = a+ 7' avec § € A, § # 0. L’équation satisfaite par
0 est

7P = ymt Pt saP~t ... 4 7P 4 7Py

85



En comparant les w-valuations on voit que nécessairement ¢ = m. En divisant par 7™ on
obtient une équation unitaire dont la réduction modulo 7 est §? + v = 0. Ainsi, U est une
puissance p-éme. O

Une conséquence de ce lemme est que 7 = r(f) est invariant par multiplication par
un élément a?, a € A, @ # 0. En particulier, on a r(f;) = r((h;)?f;) = r(f?). En élevant
f = uP + "™y & la puissance j, on voit que r(f) < r(f7). Donc, r(f) < r(f;), et par
symeétrie on a égalité. En conclusion, pour tout j il existe u;,v; tels que

On verra in fine que m a une signification géométrique en termes de la différente de 1’ex-
tension d’anneaux locaux des points génériques de Spec(Ag) et Spec(By), comme anoncé
dans le théoréme 5.1.

5.3 Le processus d’éclatements

De maniére intuitive, on peut voir dés le départ que Cy n’a qu’un premier minimal (i.e.
Spec(C) est irréductible), car Spec(B) — Spec(C) est ensemblistement surjective. Donc,
le processus consiste & éclater la préimage (dans C) du nilradical de Cj pour rendre Cj
integre. Notons Cy le £-éme éclaté de la suite standard (3.1.5).

G x Spec B ~ Spec B
G1 x Spec Cy - Spec O
G x SpecC' » Spec C

Lemme 5.3.1 Pour 1 </ < m, Cy est engendré comme A-algebre par les éléments 1 o =
wj;luj. Si £ < m les images de ces éléments dans (Cy)y sont nilpotentes; l'algébre réduite

de (Cy)y est Ag.

Preuve : Les 1); ¢ satisfont une équation entiére dérivée de wé-’ = u? + wPMy;

(g0 + -+ +ymlm O Dy = pPm=by, (ILIL.7)

Par conséquent, v, € B car B est intégralement clos. Par définition Cy est engendré par
tous les C/T('e avec ¢ € C Nw'B. Ecrivons ¢ = Yo ciw; € C, avec ¢; € A, alors

c= Z cu; + Z Ciﬂe’lﬁj,g
Ceci montre que ¢ € C N#'B = dcui € AN B = wtA, de sorte que Cp =

Al{%je};_y.,1]- Alors, pour £ < m, par ’équation ci-dessus, ()P = 0, et il est clair
que ((Ce)k)rea = Ag- O
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Lemme 5.3.2 C), = B.

Preuve : Par le critére (R1) + (S2) il suffit de vérifier que (Cy, ) est intégre, car alors le
localisé¢ (Cyn)(r) sera un anneau de valuation discréte, donc Cp, intégralement clos, donc
Cy, = B. A partir de maintenant écrivons simplement 1); pour 1 y,. Des relations (III.4)
pour C on déduit

(7™ i + ui) (7™ + ) = hi g (7" Pitj + uiry) (IIL.8)

Donc u;uj—h; ju;; € ANT™B = 1™ A est de la forme 7" 0; ; pour un 0; ; € A déterminé de
maniére unique. Les relations définissant C,, sont obtenues & partir de (II1.8) en éliminant
la w-torsion, d’oll

T it 4 (uaths + uihi) + 0i = hijthiyg
Ce sont des relations définissant C,,, comme A-algébre, et par conséquent

Ap[Xq,..., Xp 1]

C k >~ —— — — —
(Cm) (@i X + 4 X;) + 8ij — hij Xitj)iy

De Ei,j"Zi-{—j = ﬂi’le + ﬂj’lﬁi + 045, ’_ljﬂj = ul et hj = hyihi2...h1; 1, il découle par
récurrence que

hihi = '~ + 7 (IIL.9)
ou T; 1= Efi_:ll hdal,dui_l_d (partir de hiy1 = ﬁiﬁu et multiplier par ;1).

Aprés réduction modulo 7, ’équation (II1.7) est irréductible. En effet, si m = s, c’est
une équation d’Artin-Schreier, qui si elle avait une racine serait entiérement scindée, donc
toutes les racines se releveraient, et donc 9; € A. Si m < s, I’équation est (%)p = Uj Or U
n’est pas une puissance p-éme. En conséquence, dans tous les cas &7’ = Ag[t)] est intégre.
Soit ' = Frac &' et définissons un morphisme

¢0 : Ak[Xl---prl] - K
X: 1t 1P+7
i b
A cause de (II1.9) il est clair que toutes les relations (@;X; + @;X;) + &;; — hi j Xit; sont
dans le noyau de ¢q, et que le morphisme induit ¢ est un isomorphisme sur son image. [

Soit ¢ la valuation de la différente de I'extension des anneaux locaux A, et B, des
points génériques des fibres spéciales de X = Spec(A) et Y = Spec(B) (voir énoncé du
théoréme 5.1). La différente est I'idéal annulateur du module des différentielles Qg(w) [
Par 5.3.2, on a B = A m|i<jcp—1- En différentiant les équations satisfaites par 4, :
(Pjm)? + -+ + 'yﬂ(s_m)(p_l)u?l%,m = v; on obtient que 'idéal annulateur est (7%) ot
0 =(s—m)(p—1). On peut enfin conclure :

Théoréme (5.1) On a §d = (s—m)(p—1) pour un m € {0,...,s}, et X est le quotient de

Y par H,, (voir 1.4) agissant universellement fidélement.

Preuve : Comme indiqué au début de 5.3, on suit le procédé d’éclatements décrit dans la
preuve de 4.1 en éclatant dans Cy (tant que £ < m) l'idéal Iy = /7 = (7, %14, -, Yp—1,0)-
Par récurrence, on établit la description suivante. On a Gy = H,; I'algébre de Hopf de Hy,
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intermédiaire entre R[u,] = zli[_z]l et R[Z/pZ]) = RP, est engendrée par ZW;} (3.2.2). L’action

de H; sur Cy est donnée par

- Wi — U 1 1 20 —1
Tie(;.0) = Tia( JWZ 9):Fu(wj—uj):ﬁ(y@wj—l@uj):1®¢j,e+—ﬂe Q wj

Comme 2]7;1 est non nul modulo 7 dans R[#,] (c’est un générateur de R[H,] ® k), l’action
est fidéle sur la fibre spéciale. Par ailleurs on voit que (Hg)x ne stabilise pas le sous-schéma
d’idéal I, ® k = /0 (c’est-a-dire, ip(Is) ¢ R[H¢] ® I;) donc clest le sous-groupe trivial
qu’on éclate (voir démonstration du théoréme 4.1). On obtient Gor1 = Hopr.

Lorsque £+ 1 = m, on a G, = H,y,. Par le lemme précédent 5.3.2, on a Cy, = B ce qui
signifie la fin de la suite d’éclatements. O
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Chapitre IV

A moduli space for wild covers in
positive characteristic

ABSTRACT : In this note we study the modular properties of a family of cyclic coverings of P! of
degree N, in characteristic p > 0. This provides an example of an algebraic stack of wildly ramified
covers whose moduli space has good reduction. We compute the automorphism group of these curves,
provided that IV and p are both odd. We construct a coarse moduli space in the tame case (NN prime to
p), describe the cusps of its natural compactification, and calculate the modular Picard group. We also

construct a coarse moduli space in the wild case, over an algebraically closed field k of characteristic p.

We are interested here in algebraic curves called N-state Potts curves (N > 3 is an
integer), that provide interesting examples of families of Galois covers, both in the cases
of tame and wild ramification. They were previously studied by S-S. Roan in [Ro].

In the theory of Galois covers of curves, much is known in the tame case where the
characteristic p > 0 of the base field does not divide the order of the group of automor-
phisms. Precisely, fix a genus g, a finite group G, and invariants of ramification. Then the
Galois covers C — D ~ C/G with g = g(C) and ramification as prescribed form a smooth

algebraic stack over Z[ﬁ] It is also known how to compactify it with stable covers. By

contrast, when p divides |G|, the base of the (uni)versal deformation of a G-cover is very
nasty in general (not even reduced), meaning that the corresponding classifying stack is
far from being smooth. Moreover, there exist smooth G-covers in characteristic 0 that do
not have good (i.e. smooth) reduction to characteristic p, and vice versa there exist smooth
G-covers in char. p that do not lift to char. 0. Thus it is hard in general to establish bridges
between char. 0 and char. p.

We focus here on the problem of giving such a bridge ; essentially this means building
a moduli space over a valuation ring of mixed characteristics (0,p), and studying spe-
cialization and generization. This is possible for the example of p-state Potts curves (the
arguments given in section 4 need very little adaptation to yield this, as we indicate in 4.2).
It is worth observing that general theorems prove the existence of a coarse moduli space

Key words : covers of algebraic curves, Hurwitz moduli space, algebraic stack, wild ramification, reduction
mod p.
AMS Classification : 14D22, 14H10, 14L30.
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(as an algebraic space) for separated algebraic stacks [KeMo|. However, such an object,
come out of the blue, is hard to comprehend. By contrast, here we propose an « explicit »
construction, thanks to which we can provide simple answers to reduction problems. The
construction makes use of the existence of a j-invariant, like in the case of elliptic curves
or Igusa’s classification of curves of genus 2.

The strategy of the article is to give full details in the case of tame Potts curves (i.e.
N prime to p), in order to prepare the ground for the study of all the phenomena that
remain quite obscure in the wild case (i.e. p|N). In particular, further work should treat
two aspects over R (mixed characteristic) : the problem of compactifying (in a modular
way) the space of p-Potts curves, and the reduction problem for curves of level N divisible
by p, e.g. N = p? (see 2.2).

Let us now introduce the main character of the article. Let N > 3 be an odd integer.

Definition 0 An N-state Potts curve (or N-Potts curve) is a (smooth) hyperelliptic curve
of genus N — 1, which is a cyclic covering of P* of degree N.

Actually there is another definition when N is prime to the characteristic, slightly
different at least from a modular point of view. We will rather use this variant in the study
of the tame case, because is fits in the general setting of chapter II. We will indicate this
in the text.

As a first step, in order to study the basic algebraic and arithmetic properties of Potts
curves, we need a precise knowledge of finite subgroups of the projective linear group PGLo
over a field. The classification of finite subgroups of PGLo does not give their description
as subsets but only their group-theoretic structure. Hence we gathered some useful results
in the first section.

In the second section we introduce Potts curves and compute their automorphism
groups. It turns out that only when N = p does there exist Potts curves in the wild
ramification case (2.2).

In the third section, we treat the tame case. For simplicity we assume that all base
schemes contain a primitive N-th root of unity ¢, , and we rule out the prime 2 because of
hyperellipticity. The main result of this section is the computation of the moduli space of
the stack Z?' of N-Potts curves (the exponent « t » stands for « tame »), as a stack over
Spec Z[(,, s%] (theorem 3.1.1) :

Theorem The scheme Al ® Z[(,,, 5] is a coarse moduli space for the algebraic stack Pt.

Also, the modular Picard group of &' and the compactification by stable curves are
described.

At last, in the fourth section, we tackle the wild case. We build the moduli space of
p-Potts curves over an algebraically closed field of characteristic p > 0, and obtain an
even more precise result on the corresponding stack &V (the exponent « w » stands for
« wild ») (see theorem 4.1.2) :

k[

Theorem The scheme Al ® ﬁ is a coarse moduli space for the algebraic stack V.

Moreover, the map from PV to its moduli space is a gerbe, with fibres isomorphic to BG
where G = 727 x 7./]pZ (precisely, PV |G ~ Al ® z(:_[%)

Notations : In the whole text, k is a field of characteristic p # 2. The characteristic
exponent of k is expchar(k) = max{1, char(k)}. As usual, the prime field is F,,, e.g. Fy = Q.
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We denote by (m,n) the ged of two integers m and n. When p > 0 and n is an integer
with n = p”ng and (ng,p) = 1, we denote by p;, = py,, the set of primitive n-th roots of
unity in an algebraic closure of k. In particular, u;, = {1}. Also, |E| stands for the cardinal
of a set E. Let N > 3 be an odd integer, and ¢, € p}, fixed once for all. We assume in
the whole text that (, € k.

1 Preliminaries on Dickson’s theorem

There is no pretence to originality in the contents of this section, but the results are
stated here for our needs because they could not be found in the literature. We give a
classification of conjugacy classes of elements of finite order in PGLg(k), instead of merely
isomorphism classes. Its use is to prepare the ground for the proofs of 2.1.6 and 2.2.2
that give the automorphisms of Potts curves. The reader may without prejudice skip this
section and go straight to § 2, refering to the results below when necessary.

Because of their simplicity, proofs are sometimes elliptical (or even omitted). In this
section, k is algebraically closed. We define an equivalence relation in p* by p' ~ p iff

pl=porp =1/p.

Proposition 1.1 Let A € PGLy(k) be an automorphism of finite order n. Then,

(i) n is either prime to p, or equal to p.

(ii) as an automorphism of Py, A is conjugated to x — pz, for some p € p’, when (n,p) =
1, resp. to x — x + 1, when n = p.

The set )/~ classifies conjugation classes of elements of order n, and more precisely,
ord(A) =n <& there exists p € pj,/~ such that P,(A) := (1+p)? det A—p (tr A)> =0
(this makes sense because P,(A) is homogeneous in the coefficients of A).

Proof : Assume A # id.
with uX # 0, that

hat the last claim

(i) if A has only one eigenvalue A € k, then it is conjugated to

[ i —

[A u
0 A
is to say, conjugated to £ +— z + 1. One readily checks with p = 1
Py (A) =0 is true.

(ii) if A has two distinct eigenvalues Ay, A_, necessarily (n,p) = 1. Then A is conjugated
to [ M 0 } and we have Ay = pA_ for some p € pu;. Thanks to the characteristic

0 A
polynomial we can compute
A+
Ay = ¥ . where 02 = A = (tr A)2 — 4 det A.
Consequently, p = % hence (trA=0,p=—-1)ord = Z% tr A
hence (tr A =0,p = —1) or (tr A)> — 4det A = (&7)?(tr A)?
2

hence (trA=0,p=—1)ordetA = ﬁ(trA)
hence P,(A) =0.

Conversely we can read backwards these calculations ; the square root may force to change
p into 1/p, but this is harmless since P, and P, are proportional. O

Examples : a matrix A € PGLy has order 2 if and only if tr A = 0; A has order 3 if and
only if det A = (tr A)?; A has order 4 if and only if 2det A = (tr A)2.
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Corollary 1.2 Let ¢ = p™. The order of an element A € PGLy(IF;) divides ¢ — 1, ¢ + 1,
or p.

Proof : Take A an element of order n prime to p. By proposition 1.1, there exists p € p;,
algebraic over Iy, of degree at most 2 (hence belonging to Fy2), such that A corresponds
to z — pz. If p € F,;, we have p?~! = 1. Else, the minimal polynomial of p over F, is
P=X24+(2- (ngiz)X + 1. But P can also be written P = X2 — (p + p?) X + p?*! with
the Frobenius Fr(z) = 9, generating Gal(F,2 /F;) = Z/2Z. Hence p?™' = 1 and we are
done. O

Corollary 1.3 There are > — 1 elements of order p in PGLy(F,), and they all belong to
PSLy(Fy). Moreover the set of fized points of any order p element of PGLa(IFy), acting on
PL(k), is PL(F,). O

Actually Dickson gave a comprehensive description of all finite subgroups of SLo(k) (k
algebraically closed), see for example [Su, chap. 3, §6, th. 6.17]. As we are interested in the
subgroups of PGLg(k) = PSLa(k), theorem 6.17 of [Su| takes the following shape :

Theorem 1.4 (Dickson) Let k be an algebraically closed field with expchar(k) = p # 2.
Then any finite subgroup G C PGLa(k) is isomorphic to a subgroup among the following
list :
If (p,G]) =1,

(1) a cyclic group, dihedral group, G4, As or As,
and, if p| |G|,

(2) G =Q x C a semi-direct product of a normal, elementary abelian, p-Sylow Q by a
cyclic group of order prime to p,

(4) PSL?(]FQ)7 q=7p°

(56) PGLy(IF,). O

Thanks to the criterion in proposition 1.1 we can make certain finite subgroups of
PGLy(k) explicit : we are aiming at cyclic groups, dihedral groups, and those isomorphic
to G4, PSLy(F,) and PGLo(Fy). In the sequel we use the concise notation < a(z) > for
the subgroup generated by a homography o € PGLo (k).

Proposition 1.5 The conjugacy classes of cyclic and dihedral subgroups of PGLa(k) are :

(i){Cn=<p:v> (p € py) for (n,p) =1
G =<z+1> forn=p.

3 [ Du=<pz, ;>  (p€p) for (np)=1
(i) -
Dp=<z+1,—z> forn=p.

Proposition 1.6 The subgroups isomorphic to &4 (p # 2,3) are conjugated to

. X
Sy =<z,

1
T 7> =< (1234), (12) > .
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Proof : Let v : G4 — G be an isomorphism with values in a subgroup of PGLa(k);
a = v(1234) and b = v(12) generate G. Up to conjugation, a(z) = ixz. A priori the

involution b can be written b(x) = 725 but using ab = v(134) has order 3 yields r? = st.

te—r?
. . . . . . . +1
Conjugation by ¢ : x +— rz/t leaves a invariant while b maps to the desired z + I15.

To complete the proposition, one checks that these two elements generate a subgroup
isomorphic to &4. O

Proposition 1.7 The subgroups isomorphic to PGLy(F,) are all conjugated to the “stan-
dard” PGLy(Fy) corresponding to the field inclusion Fy — k; the same result holds for
PSLy(IF,).

Proof : In order to get the desired result we shall use (some) relations in PGLy (I, ), which
is generated by three elements 7, s,

r(z)y=xz+1, s(z)=uz, tz)=1/z
where u is (any) generator of the multiplicative group F,. We put m = fﬁ and observe
that v = u™ is a generator of I}, ; in particular v is an integer modulo p. Then we have a
relation 7Vs™ = s™r, it is just the homography = — vz + v. Finally note that n = ord(rt)
is prime to p. Hence, n divides ¢ — 1 or ¢ + 1, and at any rate, for any primitive n-th root
of unity A in Fqu, we have A9%! =1 hence A + AL € .

Now let G' be a subgroup of PGLy(k), and v : PGLy(F;) — G be an isomorphism.
Denote e = v(r), f =v(s), g=v(t)sothat G =<e, f,g >. As< f,g >~<s,t >=D,_1,
by the above result 1.5, with a first conjugation and for suitable u, we can suppose f = s
and g = t. For clarity, we now rewrite the relations we will use :

e =1 (IV.1)
ef™ = fMe (IV.2)
(eg)” =1 (IV.3)

Let us write e(z) = ?fv”i's, then (IV.1) reads bc = —1(a — d)?. Induction using this yields

Elg — k1d) o + kb
R e
kex — ta + 5d

We then write (IV.2) explicitly and obtain @ = d, and ¢ = 0. At this point, e(z) =
z + b/a. But by (IV.3) there exists A € u) C F2 such that (1 + A)2a? = —\b?, and so

B = (%)2 = —(A+ 271 +2) € F,. Finally we apply a conjugation by ¢ : z %w, then
G =< z+b/a,uzx,1/x > is mapped to < z+ 1, uz, ,BLz >, equal to PGLy(IF,;) as announced.

For PSLy([F,), the arguments are similar. O

2 Potts curves and their automorphisms

By an algebraic curve, we mean a scheme of finite type over k, geometrically integral,
projective, of dimension 1, and smooth unless otherwise stated.

This section is devoted to the computation of the automorphisms of Potts curves, firstly
in the case when p [N, secondly when p|N. In the former case (2.1), we adopt a definition
different from definition 0 : it allows us to consider the stack of Potts curves as a classical
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Hurwitz stack (coverings with prescribed ramification invariants). This definition does not
take hyperellipticity for granted; we have to establish it to link the two viewpoints. At
last we study the fields of definition of Potts curves. In the latter case (2.2), we show that
N = p is the only possibility; the computation of the automorphisms turns out to be
simpler.

2.1 Tame case. Hyperellipticity

We propose an alternative definition of Potts curves, based on Hurwitz data, and we
will show that this new definition is equivalent to definition 0 given in the introduction.

Let G be a finite group of order prime to expchar(k). Recall that to an action of G on an
algebraic curve C, is attached a topological invariant called Hurwitz datum or ramification
datum. Let x € C be a fixed point for G. There is a faithful action x, of the stabilizer
G, on the cotangent space m,/m2. If a point y lies in the orbit of z, the pair (Gy, xy) is
conjugated to (G, xz). The Hurwitz datum is the list of all conjugation classes of couples
(Gz, Xz), indexed by the set of orbits of fixed points.

Definition 2.1 An N-Potts curve is a cyclic covering of degree N of P!, that is to say a
couple (C, o) defined over k, where C' is an algebraic curve and o is an automorphism of
C of order N. We assume that G = <o >~ Z/NZ acts with 4 fixed points and that the
Hurwitz datum is

H, = Hy =G and X1=x2=x: o+, (orbits of points a,b)
Hy=H;=Gand x3s=xa=x"': o~ ;' (orbits of points c,d)

An isomorphism between Potts curves ¢ : (C,0) — (C’, ') is an isomorphism of algebraic
curves ¢ : C — C' that commutes with ¢ and ¢’ : po = o’¢.

Remark 2.1.1 Note that, in the definition, the root {,, is fixed, which amounts to marking
the choice of a generator o of G (see also 2.1.4).

By the Riemann-Hurwitz formula, we get the genus g(C) = N — 1. Notice that a
birational equation can be easily drawn from the definition : the field extension k(C)/k(z)
of the function field of P! is a Kummer extension of degree N ; it has a generator t € k(C)
such that tV € k(z), i.e.

N _ P(z)
tY = @) (IV.4)

and P, are polynomials of degree 2 according to the ramification. Multiplying by Q%
and substituting t — tQ we get

tN = P(2) Q@)" ! = (e —a)(z = b)(z — )"z — )" (IV.5)

where o acts by ¢ — (1.

Potts curves, defined as coverings of P! (of genus ¢’ = 0), with r = 4 ramification
points and the given Hurwitz datum ¢, are parameterized by a Hurwitz scheme H4 (§) =
Hy—1,2/nvz(€)- It is known that, over an algebraically closed field of characteristic prime
to N, this scheme is equidimensional of dimension 3¢’ —3+r=0—-3+4 =1 [BRJ.

Finally we want to point out the functorial behaviour of Potts curves with regard
to the group G. When N = LM is a non-prime integer, let H = <oM >~ Z/LZ and
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o/H a generator of G/H ~Z/MZ. Then (C/H,o/H) is an M-Potts curve, and we have a
commutative diagram

(C,o) (C/H,o/H)

A

Pl
Automorphisms

In view of equation (IV.5) we notice that, in Aut(IP!), there is one and only one subgroup
isomorphic to Z/2Z x Z/2Z, generated by involutions that interchange the four points
a, b, c,d, namely

Jasb Jaec _ Jaed
'\ ecod Hoo Y b d TOHo = HOTO = oy ¢

Such subgroups of involutions and their action on “(2-2)-partitions”, as Roan calls the
organized quadruple ({a, b}, {c,d}), are studied in [Ro, 1, Lemma 2]. Before going further,
we need a scheme-theoretic tool which we now introduce.

Description 2.1.2 A general technique allows to describe a tame cyclic covering of curves
(or even, families of curves) in terms of invertible sheaves on the base, see [Hart, IV,2,Ex
2.7.].

Let X — S be an S-curve, and G =< o > be cyclic of order N ; we assume N to be
invertible in the local rings of S. Then the morphism f: X — Y = X/G is finite hence
affine, and we know that this implies X ~ Spec(%/) where & is the sheaf of quasi-coherent
algebras f,Ox. Actually, here we have a simple description of & since, by the assumption
of invertibility of N, there is a decomposition f,Ox = EB;-V;OI % with Z; corresponding to
the “eigenspace” associated to the eigenvalue {fv The local study on the fibers shows that
%; is an invertible sheaf. Finally, as (¢%)V = id, we get Z¥ ~ Oy(—D) where D is the
effective Cartier branch divisor of f, divisor of zeroes of a global section s.

Conversely, with .Z = 2] and s we can endow f,Ox with a product mapping (I,1') €
L x Ln_j to sll' € Oy, and we recover X = Spec(EB;-V:_O1 ).

As a conclusion, we can consider the datum of a cyclic N-tuple covering X — Y = X/G
as being equivalent, up to isomorphism, to that of a triple (Y,.Z,s) where . € Pic(Y)
and s is a global section of .2~V In the sequel we will denote X = X(.%, s), the base Y’
being understood. O

In our situation, the covering m : C'— P! (quotient by o) is described by £ = O(—2)
and s = (X — a)(X — b)(X — )V "1(X — d)V~1. There is an isomorphism ¢ : 7§.¢ ~ &
such that ¢®N(7§s) = s, so that 7o has a lift :

(C,0) =C(r¢ 2, 1¢s) - C(Z,5)=(C,0)

l Ir

P! 70 P!

It is important to point out that the above construction 2.1.2 keeps track of the fact
that a generator of G is marked. Indeed, the invertible sheaf .Z is conditioned to a choice
of a primitive root ¢, , so that an isomorphism X = X’ of coverings of Y maps o to o'
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Consequently, 7 satisfies To7~! = . Also we have that 72 = o7 for some j € Z/NZ,

because it induces the identity on P'. But 2 being prime to N, we may suppose that j = 2k
is even.. Then, (t0~*)2? = 1, and 70 ~* induces the same automorphism of P! as 7 ; therefore
we can assume that 72 = 1.

As for pg, we have p.Z ~ % and pjs = (X —a)V 1(X - b))V X - ¢)(X — d), and
so o lifts to u

3
(C,07") =C(ug L5 ugs) = (C,0)

P! L. p
such that p~lou = o~1. As above, we may change u so as to have y?2 = 1; then y and o
generate a group isomorphic to the dihedral group Dy .

1

Proposition 2.1.3 C is hyperelliptic, and 7 is the hyperelliptic involution.

Proof : A fixed point z of 7 can not be a fixed point of 67, because 7z is a fixed point of
70, but, o’z = x = 7z € {a,b,c,d}, and this is not the case.

Now let a be one of the two fixed points of 75, and 8 € 7 !(a). We have w78 =
tomB = w3, and therefore 35, 78 = 07B. As 72 = 1 we derive 8 = 17078 = oI = 0% . If
27 #Z0 (N), then 78 = a is a branch point and also a fixed point of 7g, this is impossible.
Hence, 2§ =0 (N),s0 7 =0 (N), i.e. 78 = p.

We get 2N fixed points for 7, namely Fix T = 7 }(Fix 7g), organized into two orbits of
G. Apply Riemann-Hurwitz’s formula to the quotient C' — C/7 of degree 2 :

AN —1)—2=2(29c/r —2) +2N = gg/r =0
meaning that C/7 ~ P!, as desired. O

Remark 2.1.4 In view of this result, we change nothing if we also require Potts curves
to be hyperelliptic in definition 2.1. This explains the link between this definition and
definition 0. Actually there is one little difference, emphasized in remark 2.1.1, due to the
fact that in definition 2.1 (and in all the study in the tame case) a choice of a root of unity
is made once for all, and this root of unity corresponds to the inertia at fixed points of the
automorphism of order N. By the way, in |[Ro|, the definition chosen for Potts curves is a
third one :

Definition 2.1.bis (Roan) An N-Potts curve is a hyperelliptic curve of genus N — 1,
with an order NV automorphism having exactly 4 fixed points. O

Exploiting the quotient by 7 we can get another affine equation for a Potts curve C.

As a matter of fact, o induces on C/7 ~ P! an order N automorphism (conjugated to) :

x + (yx. The Weierstrass points Fix(7), composed of two orbits of o, are {¢? a}o<j<n—1
and {¢? b}o<j<n—1 for certain a,b with a™ # bN #£ 0. The corresponding equation is

2 =@V —a) (@ —bV) =2?N + A2V + B (IV.6)

and we can recover (IV.4) with the choice of a rational parameter for the conic y? =

u? + Au + B, e.g. take z = y:}(ﬁ, t= (2\/5)1/1\, (and X = #‘%) :
N _ Z_A
N == (IV.7)
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The automorphisms o, 7, 4 have the following expressions :

on model (IV.7) 1 o(z,8) = (2,(yt) ; 7(zt) = (225L,1) ;anzwgﬁwﬁg
1/N
on model (IV.6) : a(z,9) = ((ya,y) ; 7(m,9) = (3, —y) ; plz,y) = (B, YBuy,

Now let us introduce a modular invariant. Set j = ﬁ # 0 for equation (IV.6); it

isj= % for equation (IV.7). Moreover j has also a nice expression with respect to the

original general form (IV.4)

To see this we apply (on z) a homography sending a to 0o, ¢ to 1 and d to -1. It transforms
the equation into an equation of type (IV.7), and we compute

~ 2(ab+ed) — (a+b)(c +d) o la—da—db-db-o
AT W) RO P TP
whence disc(P) disc(Q)
167 = res(P, Q)

(disc meaning discriminant, and res, resultant). As is expected,

Proposition 2.1.5 Two Potts curves (C,o0) and (C',0') of invariants j and j' are k-
isomorphic iff j = j'.
Proof : Let ¢ be an isomorphism with ¢’ = po. Then it induces a map on the quotients :
¢ : C/t — C'/7', and if we consider equations of type (IV.6) for C' and C’, then G-
equivariance reads ¢, ¢(z) = @({,z). The only possible ¢’s are p(z) = Az, and this forces
A=XVA" B=XNB'and j = j'.

Conversely, if j = j' with C and C’ given by (IV.6), choose X such that A = AN A’ B =
XN B' Then ¢ : (z,y) — (Az, \Vy) is a birational map from C to C’, and clearly o'¢ = go.
It is a morphism since C and C' are smooth. O

We are now well enough acquainted with Potts curves to compute their automorphism
groups, using the results of section 1. On the way, we provide a correction to [Ro, section
2, proposition 5|, where the case of j = —1/4 was forgotten.

We need a few notations. For ¢ a power of p let R C IF;E be the subgroup of z’s

with z2 € IF;, there is then a “square” morphism sitting in a non-split exact sequence

15 {+1} 5 R-5F > 1.

Theorem 2.1.6 Let k be a field with p = expchar(k) # 2, and N > 3 an odd integer, with
(N,p) = 1. Let (C,0) be a Potts N-state curve.

(i) The automorphism group of C is the following.

Ifp#3,5, N=3,j=-1/54:
Aut,‘c(C) =06,
the representation group of G4 where the elements corresponding to transpositions have

order 2 [Su, chap. 3, §2, (2.21)].
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If p > 0, 2N — 1 = q is a power of p, j = —1/4 (including the case N = 3, p = 5,
j=—1/54) :
Autg(C) = PGLy(F,) xpx R
q

(the product is fibered with respect to the determinant and "2).
In all other cases,
j#—1/4: Autz(C) = (Z/2Z) x Dy
jg=-1/4: Auti(C) = (Z/2Z) x Dyy.
(i1) The group of “modular” automorphisms (i.e. those commuting with o) is, for all N,p :
j#-1/4: Autz(C,0) = (Z/2Z) x (Z/NZ)
j=-1/4: Auti(C,0) =(Z/2Z) x (Z/2NZ).

Proof : >From now on we will denote by Or(z) the orbit of a point z under the action
of a group I', and T, its stabilizer. We know that < 7 > has order 2 and is normal in
Autg(C) (because of the uniqueness of the hyperelliptic involution), hence it is central. Set
G = Autg(C)/ <7> so that there is a central extension

1-<7>> Autz(C) -G — 1 (IV.8)

When f € Autg(C), fo denotes its image in G, as in 2.1. Denote by £ = Oy, (a) U O, (b)
the set of the 2N branch points, then by 2.1.2, G can be identified with the subgroup of
Aut(P!) of the homographies stabilizing 3. What we shall do is to determine G thanks to
Dickson’s list, and then find the class of the corresponding extension.

Notice that < 7,0,u >~ (Z/2Z) x Dy C Autz(C) so that Dy C G. Also G acts
transitively on 3., because Dy already does, and consequently

Vse X, 2N =|0q(s)| =|G|/|Gs].

Now we read through the list in Dickson’s theorem to find all possible G’s. Before, we
observe that, according to the results of the previous section, we have simple representatives
for the conjugation classes of finite subgroups of PGLy(k) isomorphic to a given subgroup
among D, , &4, PSLy(F,), PGLy(F,). Clearly, a conjugation does not change C up to
isomorphism, since it is just a change of variable on X in equation (IV.6). That is why
from (2) on, we shall identify G with the representatives given in propositions 1.5, 1.6, 1.7.

(1) The groups that can not appear.

First of all, neither the cyclic groups nor 24 possess dihedral subgroups Dy (since
N > 3), so they are ruled out. Now, let us see that the occurence of G ~ 25 is also
impossible. The only dihedral subgroups in G are D3 and D5, whence N = 3 or 5. Assume
N = 3; then we must have G5 ~ D5 for some s € ¥, because it is a subgroup of 25 with
10 elements. Denote H :=< 09, po >~ D3 ; then one can show that G, N H ~ Z /27, and
then there must be in H a non trivial automorphism with a fixed point in X. This is a
contradiction. When N = 5, just interchange the roles of D3 and D5 (the former stands for
G, the latter for H), and the argument carries on. Also, note that this is true for any p
(cases 1 and 3 of Dickson’s theorem 1.4).

Finally, a group of type @ x C (case 2) can not contain Dy with (N,p) = 1.
(2) The case of G = PSLy(F,) or PGLy(IF,), g = p™.

We proceed in several steps. Let @ be a p-Sylow of the stabilizer G, (@ is also a p-Sylow
for G).
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(a) we show that X coincides with the set of fixed points of order p elements of G.
Indeed, if g € G has order p, then it belongs to some p-Sylow @' conjugated to @ (in, G),
so t~1gt € G, whence g fixes ta. Conversely, take s € ¥, then G, contains a p-Sylow of G,
hence an element of order p.

(b) by corollary 1.3, & = P! (IE‘ ); in particular, 2N |Z| = ¢+ 1. Thus we get the
birational hyperelliptic equation y? = 2 — x with genus 45= = N — 1. Clearly PGLy(F,) C
G since it stabilizes P! (Fy) ; but a priori G could be blgger However, the only subgroups
of PGLy(k) containing PGLy(F,) are isomorphic to PSLo(F,) or PGLQ(]Fq'), but then
¢’ =2N —1 = g and hence G = PGLy(F,). In particular the group PSLy(FF,) is ruled out.

Moreover, for an element A = [ ‘C‘ Z } and 0 € R such that 02 = ad — bc, there is an action
(z,y) — ( Z:Ig ) 9% __). This is the fiber product structure stated in the theorem.
(cz+d) 2

(c) we now give an expression for o. Choose a generator ¢ of IF;(Q such that { = ¢, =
¢%4=Y) € F,2\F,. The minimal polynomial of ¢ is X? — 9X + 1 where ¢ = ( + ("' € F,.
Moreover, ¢ = £97! is a square root of ¢, and § = ¢+ ¢~ € F,. We notice that ) +2 = 62
is a square in [f; whereas ? —4 = (¢ — ¢~ 1H? is not. An automorphism g € G is conjugated
to x + (z if and only if (1 + ¢)?detg = ( (trg)?, i.e. §2det g = (trg)%. Apply this to get

2 2
oy = [ 01 _06 ] up to conjugation, and

z—1 ywqgl
U(I,y) = (02 T ’ 0 ) .

Its fixed points are given by the equation X? — 62X 462 = 0 with discriminant A = 1% —
As this is not a square in Fg, each of the two solutions, sitting outside of F,, gives two
points (z,y). We can then check that the ramification is as in 2.1, yielding a genuine Potts
curve.

(d) at last we diagonalize o so as to compute the invariant. The eigenvalues satisfy the
same equation as the fixed points; the solutions are 1 4+ ¢(*!. The transition matrix is

P:[lJ{C 1+1§_1] and P—laopz[g (1)]

. 1 j 1 -114 1 -1 —J 1 1 j 1 -1 .
We compute P(¢/) = [—( +4)$11+C ] — (+C¢)?+1+ B G (+O$il+< = P(¢’) .

We conclude that P~" maps the two-o-orbit-partition P! (F,) to {¢*}, <<t U {¢% +1} gt

After conjugation by P, the “Potts” equation is

g+1 a+1

Y2=(X2 —1)(X 2 +1)

and the invariant is j = —1/4.
(3) The case of G =S, = < iz, ZH > (for N = 3).

This case can happen only if p # 3, cf theorem 1.4. Fix v/i a 8th root of unity and i
its square. With the notations of proposition 1.6, z — iz is ©(1234) and = — x—i—} is v(12).
Applying a permutation on {1,2, 3,4} if necessary, we identify o and p¢ with »(123) and
v(12), respectively. For s € %, its stabilizer G5 has cardinal 4, hence it is cyclic because
two commuting involutions never have a common fixed point. We can choose s so that G,
is generated by ag(z) = iz.
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Now, we claim that ag can not have a single fixed point lying in X, because, should
that be, then ag would act freely on ¥ — {s}, and hence its order would divide 2N —1 = 5.
Hence, Fix(ap) = {0,000} C X. The G-orbit of {0,00} is {0,000, %1, +i} = X. We can now

give an equation
y* = (2" ~ 1)

with the automorphisms
z—1 2V
a(,y) = (iz,Viy)  ole,y) = (-, 25H)
y

uzy) = (21, 22%) Mzy) = (-5, 224)

The “Potts” equation y? = (23 —(2++/3)3) (#341) is obtained after a conjugation changing
oo into & — jz, j € pi. It allows to compute the invariant j = —1/54 but is less workable
for the determination of the class of the extension (IV.8). It can happen that G D Sy4 only
if G is PSLg(IF;) or PGLy(F,), but we know this implies ¢ = 2N —1 = 5. When p = ¢ = 5,
we have —1/54 = —1/4, and according to what was done before, G = PGLy(F5).

Now let us check, refering to the definition in [Su, chap. 2, §9, def. 9.10], that Autz(C)
is a representation group of &4. Put H = Autz(C) and Z =< 7 >. Assume L is a proper
subgroup of H such that H = ZL, then [H : L] =2, LNZ =1, hence H = Z x L does not
contain any element of order 8, contradicting the existence of a. Furthermore, denote by
M (G) the Schur multiplier, then |Z| = |H' N Z| = 2 = |M(G)| by checking that 7 = [p, A]
is a commutator. Third, obviously, |H| = |G|.|M(G)|. Then the result follows by [Su, chap.
3, §2, (2.21)].

(4) The dihedral case G =Dy =< ez, % >, e € puyy, for N|M.

It is the last possibility. A Dys-orbit

M-1
M-1

1
{a:,e:v,...,e x,;,...,gx }

has cardinal 2 if z = 0 or co, 2M if z is in general position, and M if z is one of +v/ed.
We conclude that, in general, M = N; M = 2N occurs when the points of the orbit are
vertices of a regular 2N-gon, yielding the equation y? = 22 — 1. The invariant is then
j = —1/4, and og has a “root” \/og : x — (,, .

(5) Computation of the centralizer of o.

The letter C stands for a centralizer. The only non-obvious case is G = PGLy(F,), for
which

0 _
Autg(C,0) / <7 >=Cpqp . (00) = P.Cppy o ({ g ) D P~ NPGLy(F,) .

The homographies commuting to z +— (z are z +— uz, for v € k. Requiring that P [ g (1) }

P! € PGLy(F,), we get u?t! = u?N = 1. Hence the above quotient has cardinal less
than 2N. To conclude, observe that

\/0__:[0(91+1) —992]

whose square is 0, has order 2N.
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O

The following picture (figure IV.1) illustrates the situation when j = —1/4, with the
orbits Oy (b) and O, (a) intertwined.

Fia. IV.1 — Exceptional configuration for 7’s fixed points

Before tackling the wild case, we can make a few remarks concerning fields of definition
and moduli. We now fix ks C k, a separable closure sitting inside an algebraic closure of k.
It is natural to ask whether there exist N-Potts curves defined over the prime field F, or
its cyclotomic extension F, (¢, ). Actually, it is reasonable to look for a field of definition
of a Potts curve only among extensions of F,((y). Indeed, if (C,0) is defined over &, then
o is defined over k and, if A is a matrix (with coefficients in k) representing its action on
C/7, we know there exists ¢ € u such that (1+¢)%det A— (tr A)? = 0 (proposition 1.1).
In characteristic 0 with N > 5, this forces (,, € k. Henceforth we will assume that all fields
considered contain (.

Recall [DéEm]| that a field of definition for (C, o) is a field k such that there exists

(Co,00) L (C,0) defined over k. The field of moduli is the field of invariants k = k¢
under G = {p € Aut(k;/F,)|(C,0)? L (C,0)} ; in other words, for p € Aut(k;/F,),
(C,0)P ~(C,0) < p fixes k.
Consider the following curves C; with invariant j and affine model
y? =N+ (L+45)s™ +j(1+4j)  ifj#-1/4
=N -1 ifj=-1/4

Then, using C}, one shows (exactly like in the case of elliptic curves) :

Proposition 2.1.7 Let (C,0) be an N-Potts curve of invariant j, (a priori) defined over
ks. Then B, ((y,J) is both its field of moduli and a minimal field of definition. O

2.2 Wild case

In this subsection, we study N-Potts curves when p|N. Here it is definition 0 that
applies (the ramification data of definition 2.1 do not make sense any more). We must add
to definition 0 the fact that an isomorphism between Potts curves (C,o,7) and (C', o', 7")
is an isomorphism of algebraic curves ¢ : C — C’ such that po = ¢'¢ and 7 = 7'¢. When
(N,p) = 1 the two notions of isomorphism coincide. As a matter of fact it is not so clear
that such curves exist : in the following paragraph we give the conditions that guarantee
that it is the case.
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Let (C,0,7) be an N-Potts curve and I' =< 0,7 >. We observe that ¢ induces an
automorphism of order N on the quotient C'//7 ~ P!. By proposition 1.1, the only possible
case is

N=p,

and the induced automorphism & is z — x + 1 up to conjugation. From a different point of
view, we can notice that the Riemann-Hurwitz formula with higher ramification excludes
a priori a valuation v,(IN) greater or equal to 2. >From now on C is a p-Potts curve. As
in proposition 2.1.3, it is easy to count 2p fixed points for the hyperelliptic involution T,
they form two orbits of o (just lift the 2 fixed points of the involution induced on C/o).
The affine model we have described is

y? = (2P — ) + A(zP —z) + B (A, B € k). (IV.9)

Hence, there exist N-Potts curves when, and only when, N = p.

We now want to define a modular invariant. In the present situation it is plainly seen
that the modular problem is different according to whether we want to classify objets
(C,T) or (C,0,7) (see remark 2.1.1). In the first case, an isomorphism ¢ : (C,T') — (C',T")
is an isomorphism ¢ : C — C' that is equivariant for the actions of I" and I", up to an
automorphism of 7 /pZ x Z,/27.. This amounts to saying that pop~! = ¢'*, for some i € Fy .
So let us define distinct invariants in Al (k), by

, _ 1 . _ 1
J(CaG)—m and ](Caa)_iAg_LlB :

Proposition 2.2.1

(1) two p-Potts “couples” (C,T') and (C',T") are k-isomorphic iff j = j'.

(2) two p-Potts curves (C,o,7) and (C',o',7') are k-isomorphic iff j = j'.

Proof :

(1) Let C and C' be given by an equation (IV.9). An isomorphism ¢ : C — C' with
oo = pap (i € ), gives an automorphism ¢ on the quotients by 7, satisfying g(z +iu) =
@(z) +u'. Thus ¢(z) = rz +t, r = u'/iu € FY, t € k. To a point (z,y), ¢ associates
(rxz +t,£ry), and so

r2y? = ((re 4+t = (ro )" + A((ra + )7 — (rz + 1)) + B’
r2y? = 2P —g4+tP — )2+ Ar (P —z+ P —t)+ B
Al 4 2r(tP — ¢ 2t —t)2 4+ A'r(tP — t) + B’
2 = (l,p_$)2+L({L‘p—l‘)+r( ) +T2T( )+
N——— ~ - g
A B

whence A? — 4B = % and j =i’

Conversely, assume that j =j’. In F, , w is a square iff w' = 1, therefore there exists
r € F such that A" —4B' = r2(A2—4B). Then choose ¢ € k a root of tP —t = = (rA—A'),
we have

Al P _
_ A+ -t L opl
r 4

A 4B
2

(P -t 4+ Alr(?? —t) + B’
2

A A? — =

T T

So, going backwards through the above lines, we see that ¢ : (z,y) — (rz +t,ry) gives a
map between C and (', taking op:z—z+1to o) iz z+T.
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(2) In what precedes it is enough to put u = v’ =i = 1. One sees that 7 = 1, the result
follows.

O

Let (C,0,7) be a curve given by equation (IV.9). Let r, s be the roots of T2+ AT + B,
and « (resp. B) aroot of TP — T — r (resp. TP — T — s), so that (IV.9) reads

p—1 p—1
2= (2P —x —71)(aP —x — ) Hx—oe—l—z H(:c—ﬁ+z').
=0 =0

We have the following automorphisms :

o(z,y) =(z+Ly) ; 7(=,y9)=(z,~y) ; plzy) =(@+p-=y).

Proposition 2.2.2 Let (C,o0,7) be p-Potts curve, then Autp(C) ~ (Z/2Z) x D, and
Autp(C,o,7) ~ (Z/27) X (Z/pZ) .
Proof : It is still true (cf theorem 2.1.6) that

— < 7> is of order 2, normal and central,

- G = Aut;(C)/ <7 > is the subgroup of Aut(P') of homographies stabilizing ¥ =

Oy (@) U Oy (),

- Dp CGand2p=[G:G,], Vel
Let @ be a p-Sylow of G containing oy ; by Dickson’s theorem @ is elementary abelian.
Assume that |Q| > p, then there exists 0 € ) commuting with oy (hence 0(z) = z + u),
with €< o¢ > (hence u € ). Moreover 6 stabilizes ¥ ; as u € F,, 6 exchanges the orbits
Oy (a) and Oy, (B). Therefore

atu=pF+1

(30,7 € Fp) {5+u:a+j

which implies u = % € [, a contradiction. Consequently, () =< og > ; we can now read
through the list in Dickson’s theorem.

If G = PSLy(F,) or PGLy(F,), then |Go| = (p? — 1)/d with d = 1 or 2. This order is
prime to p, hence G, est cyclic, but this contradicts corollary 1.2.

The only remaining possibility is G = Q@ X C =< g9 > X < ¢ >, because Us is
ruled out by the same arguments as in the case (N,p) = 1. The order of ¢ is 2m prime
to p; changing the point « in the orbit if necessary, we can assume that its stabilizer is
Gy =< (p >. As @Q is normal, ¢ 100g0 = 0’0 for some £ € I, from which we deduce that
o(z) = zw + b for some b € k. As ¢? fixes a, we derive (£2 — 1)a =£({+ 1)b. If£+1#0
it implies p(a) = ¢ +b=a;s0f=—1, ¢* =1 and m = 1. O

We see that the remarkable symmetry previously obtained when j = —1/4 can not
occur here for a p-state curve. Indeed, in order to lie between the points of the orbit of «,
the points in the orbit of # must take “semi-integer” values « + /2 that are none other
than integer values a + %, whence j = 0 : the curve must degenerate (cf figure IV.2).

3 Moduli space : tame case

We established in the previous section that whenever k is an algebraically closed field
of characteristic prime to 2N, containing a primitive N-th root of unity, there is a bijection
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Fi1G. IV.2 — Collision of the orbits in the exceptional case for p-Potts curves

between the affine punctured line AL = A! —{0} over k and isomorphism classes of N-Potts
curves. We now show, in 3.1, that the affine punctured line over Z[(,, 5% ] is the (coarse)
moduli space of the stack &' of Potts curves (the exponent « t » stands for « tame »). As
an immediate consequence we have a result of good reduction (3.2). In 3.3, we compute the
modular Picard group of the stack Z?'. At last we determine combinatorially the stable
curves that are involved as stable limits in the process of compactification of the moduli
space of &' in 3.4.

We often view a scheme T as its functor of points, or as the stack Sch/T" of schemes
above T'. We adopt the framework of 2.1 and state :

Definition 3.1 A family of N-Potts curves is a projective, smooth morphism of Z[(,, s -
schemes C — S, together with an S-automorphism ¢ : C — C of order N, such that the
geometric fibers (Cs, 05) are Potts curves in the sense of definition 2.1.

It follows from standard arguments that the category 47°, fibered over Sch/Z[(,,, 3]
(endowed with the étale topology), whose objets are families of N-Potts curves, is a stack.
By [DM] and [We], this stack is algebraic. It is known [We], [BR] that this stack admits a
coarse moduli space, the definition of which we briefly recall :

Definition 3.2 A coarse moduli space for a stack & over a base scheme § is a scheme
P/S together with a S-morphism & — P, such that

(1) for any geometric point Spec(k) of S, the morphism & — P induces a bijection
P (Speck)/~ — P(k)

between isomorphism classes of objects of & over k, and k-rational points of P,
(2) any morphism & — @ with values in a Z[(,, s ]-scheme @ factors through & — P.

3.1 Proof of the main result

We now show :

Theorem 3.1.1 There exists a morphism ® : ' — Al such that
1 1 o1
A« = Spec Z[CN’ ﬁ][]a ;]
is a (coarse) moduli space for N-Potts curves.
Let f: C — S be a family of Potts curves. We are going to build in a canonical way a
classifying morphism j : S — Al, and we can restrict ourselves to do it locally on the base

S (for the fppf or étale topology), canonicity ensuring the possibility to glue. First off, it
is necessary to view f: C' — S as a hyperelliptic curve :
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Proposition 3.1.2 There ezists an involution 7 : C — C such that f : C — S becomes a
family of hyperelliptic curves (in the sense of [KL]).

Proof : Let G =< o >. As C is projective over § with G acting faithfully, the quotient
D = C/G exists and the natural projection = : C — D is finite of degree N. We can add
that its formation commutes with base change (in particular with geometric fibers), see
[KL, th. 4.12], [KaMa)]. Therefore for s : Spec§) — S a geometric point, Dy ~ C/G ~ P!,
that is to say D is a bundle in projective lines over S. By an (implicit) étale surjective
change of base it can be “untwisted” so that D ~ P! x S.

To construct 7 we must handle the ramification of 7. Let W = C% denote the Weiers-
trass subscheme of fixed points of G. It is étale and finite of degree 4 over S, and associated
to a relative Cartier divisor over S. The closed immersion 7 : W — C' induces after base
change by W, a section a of h : P! x W — W.

Repeating this process with W — A where A is the image of a, we assume that we have
four disjoint sections a, b, ¢,d (because of the description of the ramification on the fibers).
Their images are closed subschemes A, B, C, D that are supports of effective Cartier divisors
still denoted A, B,C, D — in terms of sheaves of ideals : 4 ~ Op1 (—A), etc. Localizing,
we now assume W = Spec R affine. As A, B, C, D are images of sections of m the invertible
sheaves .Z4,...,.#p have degree 1, i.e. there exists an open cover {U; = Spec R;}icr —
common to the four sheaves, refining if necessary — and homogeneous polynomials of
degree 1 in R;[X,Y], such that

Fa, = (aé.”X - GY)Y) Oy,
ey, = 00X -bY) 0y,

Define a transformation 79 € End(R?) by

A0 — a1bicady — c1diazby aicidiby + bicidiag — a1bicrds — ar1bidico
(a1b2 + a2b1)02d2 - (Cld2 + ngl)agbg —(a1b102d2 - Cldlagbg)

(indexes i are omitted). Its determinant
0= —(a102 - agcl)(aldg - agdl)(blcg - bQCl)(bldQ - bgdl)

is invertible in R;. Indeed take m a maximal ideal of R;, and €2 an algebraically closed
extension of R;/m. It defines an Q-point w of W ; the corresponding fiber is a curve Cy,
whose branch points in P, are ay, := [a1,p : @20] -, dw = [d1, : 2], whence

dmodm = dy = —(ay — cy)(aw — dy) (b — Cw)(by — dy) # 0

(in dehomogenized coordinates). The 7(9) patch together in an involution 7 of Py — 7
being involutive comes from the vanishing of the trace, cf proposition 1.1. Furthermore 7
satisfies

"Iy =Ip, T Ioc=Ip
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because its local expression mimics the expression in the case of the projective line over a
field.

Description 2.1.2 of the cyclic covering C — C/G ~ P! x W in terms of invertible
sheaves is

Z = Opi1(—2) @ Ow
LN ~ OP%V(—D) where D=A+B+(N-1)C+ (N -1)D.

It is clear that 7 respects the data (.Z, D), hence it lifts to an automorphism 7 of C' with
To = oT. As in the case of a single Potts curve, we can assume 72 = id.

To carry on the construction we had to make an étale surjective extension S’ — S. Let
S" = 8" x5 S'. By unicity of the hyperelliptic involution on C x ¢ §”, the pullbacks of T
via the two projections §” — S’ coincide, hence T descends to S. O

Proof of theorem 3.1.1 : We split the proof into two steps.
1st step : construction of j7 and .

Let f : C — S be a Potts curve over S. By proposition 3.1.2, f is equipped with an
involution 7 € Autg(C). Then E = C/ <7 > is a bundle in projective lines over S, denote
by r : C — FE the natural projection and by ¢ : £ — S the structure morphism. As o
commutes with 7 it induces an S-automorphism of order N on E. The divisor of fixed points
C% has degree 4 over S; similarly T = E° is an étale 2-section of E/S. Up to an étale
base extension, we reduce to the case where this section is a sum of two disjoint sections :
A =AgUA. If weset O(1) = O(Ay) (of degree 1 on the fibers), then F is the projective
space IP(¥) associated to ¥ = ¢.O(1). Tautologically we have O(1)|a, =~ Oa, =~ Os. It is
equivalent to give the section Ag or a surjective morphism with kernel denoted . :

0= M -V —ZL=01)p =050
Besides, the section A, yields a similar sequence
0> Moo =V = Lo —0

Furthermore O(Ay) = ¢* (M 5') ® O(1), or equivalently ¢*(Moo) = O(—As) ®O(1). The
fact that the two sections are disjoint can be expressed by (9(—Aoo)‘ Ao = Op,. Therefore,
restricting to Ay,

0" (M) |n, = O(1)|a,

that is to say Mo =~ £. The inverse isomorphism gives an arrow £ — # — ¥ that
splits the above sequence. As a result, E ~ P(.# @ Og); o acts by multiplication by ¢ 1
on ./, and trivially on Og.

Now let us consider the double cover r : C — E. It is described by the decomposition
r.Oc = O @ % and by a section @ € ['(E,.#?), image of the Weierstrass section. Since
1 has degree N on the fibers, we have £ ! ~ O(N) ® ¢*# (for some £ € Pic(5)).
By restriction to Ag, as 0|, is everywhere nonzero (the fixed loci for the actions of G and
7 are disjoint fiberwise), we get # 2 ~ Og, hence .£~2? ~ Og(2N). Consequently we can
identify 6 with a o-invariant section of

I'(E,0g(2N)) =T(S,¢.05(2N)) = T'(S,Sym*V(¥)) = @ T'(S,.#7) .
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Therefore § € I'(S, Os ®.#4" ®.#?"). Looking locally on the fibers, one sees that the com-
ponent of § on Qg is invertible. We normalize it to 1, and denote by A € I'(S,.#"), B €
[(S,.#*") the other components (with global coordinates X,Z on P(¥), we write :
6 = X2N + AXNZN + BZ?N). Finally note that neither B nor A2 — 4B vanish, hence
M ~ Og and

B

- X

yields a well-defined morphism S — Al. It is clear that the construction is functorial,
providing the morphism ® : 22 — (Al).
2nd step : universal property.

That ®(Speck) : 2%(Speck)/~— Al(k) is bijective (for any geometric point Speck —
SpecZ[(,, 7v]) is a consequence of the first step. The rest of the proof (universal property)
goes as in [MS] : let ¥ : #* — @ be a morphism of stacks to a scheme. We can exhibit a
tautological family (i.e. one whose classifying morphism S — Al is finite surjective) thanks

to the one-parameter family (IV.7). Indeed consider Sy = Spec (Z[{ N> W] [)\, ﬁ]) and
fo: Co — Sp the curve given, as a covering of P! x Sy, by

ZL=0(-2)®0s, and s=Y(Z-AY)(Z2-YH)N1 cT(P! x Sp,.2~ ") (IV.10)
% determines a morphism jo = ®(fy) : So — Al. Let g : Sy — @ be
the morphism ¥(fp); let I' C Al x @Q be the scheme-theoretic image of h = (jo, g). First of
all we observe that, jo being finite and p; separated, h is finite. In particular, h is closed,
hence T' = h(Sp) as sets. Second notice that T is irreducible because it is the image of Sy
irreducible ; hence it is integral. Third p; is closed and bijective. It is closed and surjective
because jg is, and injective because for u, ' € Sy,

Its invariant jg =

Jo(p) = jo(u') = Cop =~ Copr = g(p) = g(u)

The last implication comes from the diagram of naturality of ¥ for Spec k(u) — Sp. Thus
p1 is dominant, bijective and separable (since jg is), hence it is a birational map. At last,
Al being normal, Zariski’s Main Theorem states that p; is an isomorphism. Then the
composition f := po Opl_1 : Al — @ satisfies g = fo 5o, and we obtain a factorization for ¥

,@t—m&{—%Q -

It must be said that Al is not a fine moduli space : in general the mapping ®(S) :
P(S) — AL(S) is not bijective. Indeed, by proposition 2.1.5 it suffices to choose a field k
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containing some A € kY to produce two N-Potts curves non-isomorphic over k, but with
the same invariant. For instance if a,b € k and A € k%,

Cy: Y2=X2N 44XV +0p
Cy: Y2 =X2N 4+ xaXV 4+ )%

show that ®(Spec(k)) is not injective. Actually in general ®(.S) is not surjective either. This
is due to the extra automorphism when j = —1/4 (proposition 2.1.6), causing ramification
of j above -1/4 :

1 A?

U Ty Y )

3.2 Reduction modulo a prime not dividing 2N

According to 2.2, the moduli space P of N-Potts curves can not have good reduction
at a prime factor p of N, if N # p. The case of N = p is left aside until §4. Finally,
the previous paragraph (explicit construction of the classifying morphism for f : C — S)
shows that reduction mod p can be done when (N,p) = 1. We obtain (compare with the
elliptic case [KaMal) :

Theorem 3.2.1 Assume that p € Z is a prime with (N,p) = 1 and p # 2. Then the fiber
of the moduli space P over p is isomorphic to P,}, the moduli space for N-Potts curves in
characteristic p. O

3.3 Modular Picard group

We are going to see that, in spite of the equality of all moduli spaces of tame Potts curves
(for varying N), the Picard groups associated to the stacks are distinct. The exceptional
automorphisms (for j = —1/4, see theorem 2.1.6(ii)) are known to contribute to the Picard
group. In order to take them into account, we will perform the computation over the base
Z[(,n+ 35 )- So in this section and only here, this will be the base scheme.

We refer the reader to the pioneering article [Mu] for modular Picard groups; let us

remind that an invertible sheaf . on ' consists in the following data :

— an invertible sheaf .Z(f) on S, for all families f : C — S,

— an isomorphism Z(F) : Z(f') = ¢g*Z(f) for all morphisms F : f' — f; here the
morphism F is a cartesian square C' ~ C xg S’ and ¢ is the map S’ — S. These
isomorphisms must be compatible to composition in an obvious sense.

The Picard group Pic(£?") is the set of isomorphism classes of invertible sheaves, endowed
with the obvious tensor product.

By looking at the action of automorphisms on invertible sheaves, we are going to define

a morphism

B : Pic(#") — Z/27 x Z./2NZ

(remind that the base is Z[(,,, %], so that we should write 2 ® Z[(,,, ﬁ], but we
don’t for simplicity). In what follows denote by /o the exceptional automorphism when
j = —1/4, so that G = Aut(C, o) is generated by 7, and o or 1/o.

Construction of 3 :

Let £ be an invertible sheaf on £ and f : C — S a family of N-Potts curves. By
the definition applied to F' = 7 the automorphism of f, there exists an (auto-)morphism
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ZL(r) « ZL(f) = Z(f). Such an objet is multiplication by a global section f1 of OF ;
moreover, as T is an involution, (31)? = 1.

Besides, since 7 induces the hyperelliptic involution on the fibers, it is clear that £; (%)
is a continuous function of s. Now take for f a tautological family as in the proof of 3.1.1 :
it has a connected base and contains all isomorphism classes in its fibers. This shows that
B1(ZL) is well-defined as 51(.%;) on any fiber of any family of Potts curves.

Applying the same considerations with o or 1/o instead of 7, we obtain a map

B = (B1,2) : Pic(#") — (Z/27Z) x (Z/2N7Z)

Obviously, if . and . are invertible sheaves on &', then (£ ® #)(1) = L(1) ®@ A (1),
and it is nothing else than multiplication by f1(.Z) f1(#). Hence § is a morphism.

The following should now be quite close to intuition :
Lemma 3.3.1 § is surjective.

Proof : Let (f : C — S, 7,0) be a family of Potts curves :

d C/t
\S/

To show surjectivity of § it is tempting, as in [Mu], to evaluate S on the (pushforward of
the) determinant sheaf we = /\N -1 Qc, with Q¢ the sheaf of differential 1-forms. On the
hyperelliptic curve C : y? = 22V + Az + B, there is a basis of I'(C,Q¢) that has the
virtue of diagonalizing the action of G : this basis is p; = mi_ldf forl1<i<N-1,and

C

o*pi = (i or /o g = (L

TV Qi = —; .
Actually the induced action on w¢ is trivial, but instead we can take advantage of the fact
that the action is not trivial on Q¢ and its eigen-subsheaves. There is indeed a decompo-
sition

f *QC = @fi_ll Z, 7

where .%; = ker(c* — (*id) is an invertible sheaf. The action of o on .%# is (tautologically)
multiplication by (,, and the action of /o is multiplication by (,, . As a result S(.%#) =
(_15 CzN ) .

We have to find another element to generate (Z/2Z) x (Z/2NZ). We know that the
data of a curve C' — S and its involution 7 determine canonically an invertible sheaf .
of degree —N on C/7. The sheaf ¢.(Z~!) on S is locally free of rank N + 1. In the case
S = Spec(k), the quotient map 7 is given on the usual equation (IV.6) by (z,y) — x, and
g (L") is just T(Py, O(N)), the space of homogeneous polynomials in (z,z') of degree
N. Here o acts by multiplication by ¢, on z, and trivially on z’. As above there is a
decomposition of the sheaf into locally free subsheaves

Q*(g_l) = EBz'l\;ogi

where % = ker(o* — ¢'id). If i > 1, %, is an invertible sheaf, and %, is locally free of
rank 2. We obtain at once 8(%4) = (1,(,,); then 3(%#1) and (%) generate the group
(Z.]27.) x (Z.|2NZ). O

The result is then very similar to the one in the elliptic case (see [Mu]), except that
here there is an arithmetic contribution of the base Z[(,,, 53] :
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Proposition 3.3.2 The Picard group of 2° as a stack over Z[(,,, %] sits in an eract
sequence

0 — Pic (Z[Cw, %]) — Pic(P") — (Z/27) x (Z/2NZ) — 0

Proof : Let us follow Mumford [Mu, §6, p. 74, Main Theorem]. We must find the kernel of
the map 3. To this aim, take .Z € Pic(£?") such that 3(.Z) = 0. It is enough to show that
Z(f) comes from the base for any atlas S — ' (corresponding to a curve f : C — §).
Let I := S X gt S that is a smooth scheme (it is the Isom(f, f) of Mumford). In the
sequel, we write Al for Al ® Z[(,,,, sk ]- Consider the compositions ¢; = p;ogoy (i = 1,2) :

Y o o 9 P2
I—»SXMS—>S><MS::S
D1

(tilda " stands for normalization). The morphism ¢ is cyclic 2N-uple and étale. By the
definition of an invertible sheaf, there is an isomorphism

VgL S Gl

At this stage, one uses $(.£) = 0 to show that 1 actually comes from an isomorphism
o : piL = phZ : here everything is as in [Mu]. Then observe that 1 is descent data for
the invertible sheaf .Z(f), with respect to the flat morphism j : S — Al. By descent, we
obtain existence of an invertible sheaf .4 on Al, and an isomorphism ¢ : Z(f) = j*.%.

It remains to show that Pic(Al ® Z[(,, si]) = Pic(Z[(,y, sk]), which is easy. Since all
the rings in question are ncetherian, integral and regular, the Picard groups equal the class
groups of Weil divisors of the corresponding affine schemes. Let X = Spec(Z[(,,, 5%]). We
have Pic(X x Al) ~ Pic(X) (see [Hart], II, prop. 6.6 ; this is a classical result in K-theory
for normal rings). Denote by ¢ a coordinate on A!, and by Z the prime divisor in X x Al
with equation #, so that U = X x Al = (X x Al) — Z. Restriction to U gives a surjective
map Pic(X x Al) — Pic(U), whose kernel is generated by the class of Z ([Hart], II, prop.
6.5). But as Z is principal, its class is zero and the map is bijective. [l

3.4 Compactification by stable curves

It is known by the general theory of tame Hurwitz spaces [BR|, that there exists a
compactification for £'. Actually there is a proper smooth Z[(,, 5k ]-stack Pt with a
coarse moduli space P* which is projective and normal. We now describe the « cusps » of
Pt over an algebraically closed field k of characteristic prime to 2.

Hence in 3.4 all schemes (in particular P*, Pt AL P!) are over k.

Recall the Potts data G = Z/NZ,g = N —1 and £ the ramification written in definition
2.1. In order to determine the stable curves lying on the boundary of the compactification
of the Hurwitz (Potts) scheme, we use on the one hand the discriminant morphism, and on
the other hand we use the combinatorial description of stable curves via their dual graph
T, see [IDM], |BR|. The discriminant is the morphism (with values in the moduli space of
curves of genus 0 with four marked points gathered by pairs), Pt = Hyc(&) — HO,(Q’Q)
that to an isomorphism class [C] associates [C/G] marked by the branch points.
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Proposition 3.4.1 The compactification of P* = Al is Pt = P, and the two cusps are

WDC

2 branches ~ P! intersecting N times 2 branches of genus Y1

Proof : First, Pt is a normal proper curve of genus zero, hence it is P!

In dual graphs, we shall indicate marked points by wavy edges. Hence let (C,G) be
a stable Potts curve. We have I's; = I'¢/G, where ¥ = C/G has genus 0. We recall that
g =>,95+ h'(Ty), so that the irreducible components X; of ¥ are all rational, and
that I'y is a (connected) tree. Taking into account the four marked points and the stability

conditions, 'y, must be one of the two graphs :

Actually, G being cyclic, there is no dihedral stabilizer, therefore a double point in C
maps to a double point in ¥ [BR|. Hence the first graph can not occur.

Let C;, + = 1,2, be irreducible components of C' above ¥;, and intersecting at .
The stabilizer of z is H = G5, and h = [G : H] is its index. Take a € C; a (smooth)
ramification point; the stabilizer of C; is G; = G because by assumption G = G, C (.
Similarly Go = G, thus C has only two irreducible components.

Now let us write the Riemann-Hurwitz formula for the restrictions m¢,, from C; to
Ci/G; ~ %; ~ PL. There is only one orbit of double points, therefore their number is
G| = G/Gyl = h

29 —2=N(=2) +2(N = 1)+ h(N —h) = h(N —h) =2, Vi=1,2.
() (d)

where (r) is the contribution of the ramification points, and (d) the contribution of the
double points. In particular g; = g9, and we also know that g(C) = N —1 = g1 + g2 +
h'(Tc)=g1+g2+h—1.So, h(N —h) =291 = N — h, whence h = N or 1.

Letting the family y? = 22V 4 22" 4t degenerate when ¢t — 1, we get y? = (zV + 1)2.
In this way we see that the first cusp described above is the Potts curve of invariant j = oo
Moreover, it is obvious that there is only one (isomorphism class of) Potts curve with this
combinatorial aspect.

A similar description with equations for the other cusp would be more tricky. However,
since we know that the other cusp can not have the same combinatorics, we necessarily get
the second picture for 5 = 0. O

4 Moduli space : wild case N =p

The computations of 2.2 seem to suggest that Al is the coarse moduli space also for
p-Potts curves in characteristic p > 0. Actually this is only « set-theoretic » as the moduli
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space includes nilpotent elements. We compute this in section 4.1, and indicate briefly
in 4.2 how the result can be extended to the case of the stack p-Potts curves over a ring of
mixed characteristic.

4.1 Moduli space in characteristic p

We will work over a field k of characteristic p > 3, assumed to be algebraically closed.
The reason for this is that we will make use of some results stated in the literature in the
case of algebraically closed fields, but it is likely that everything could actually be done
over [Fp.

The purpose of this section is to provide the construction analogous to 3.1.1.

Definition 4.1.1 Let S be a scheme over k. A p-Potts curve over S is a triple (C, o, 7)
composed of a smooth projective S-curve, and two automorphisms, ¢ : C — C of order p
and 7 : C — C of order 2, such that the geometric fibers are Potts curves in the sense of
definition 0. The stack of p-Potts curves in characteristic p is denoted &V (the exponent
« w » stands for « wild »).

For the definition and other considerations on the operation of 2-quotient denoted « // »,
see 1.3.0.2.

Theorem 4.1.2 Let p > 3 be a prime. If G = Z /27 x Z/pZ, then we have

PG 2 Al g M

2(p—1)/2

In particular, Al ® z(f_[% 18 a coarse moduli space for V.
Before we go into the proof, we want to make some preliminary remarks.

Remark 4.1.3 For a p-Potts curve (C, o, 7) over an algebraically closed field, there are 2
fixed points in C for the action of ¢, and each has conductor m = 1. This follows from the
description made in 2.2.

The proof below consists essentially in doing a quotient « in families », and to this aim
we will use the following lemma.

Lemma 4.1.4 Let A be a k-algebra and w € A be such that wP~* =0, so that { =1+ w
satisfies 1 + ¢ +---+ (P 1 = 0. Let o be the automorphism of the graded ring A[X,Y]
acting by

X—=»(X+Y , YooY

Then the algebra of invariants A[X,Y]? is generated as an A-algebra by Y and the norm
NX) =TI 04X) = [, (X + (L+ ¢+ + ¢ YY), In particular, for all a € A
the norm N(X + aY') is invariant under o, hence N(X + aY) = N(X) + &Y?P for some
E=¢ €A

Proof : Clearly Y plays no role and we can dehomogenize by setting ¥ = 1. The norm
N(X) is monic. If A is a field, then the result is a trivial calculation ; the difficulty comes
from the fact that A can be as « bad » as possible. Let 7 : A[N(X)] — A[X]? be the
inclusion. It is known that, as the action is faithful fibre by fibre, A[X]? is of finite type
over A and its formation commutes with base change A — A’ (this is a special case of
results concerning actions of smooth curves, see for example [BM2], prop. 3.7). Hence, the
cokernel M = coker(7) is a finite A-module, and for every maximal ideal m C A, we have
M ® A/m = 0. By Nakayama’s lemma, it follows that M = 0. O
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The proof of theorem 4.1.2 proceeds in two steps. First we will construct a morphism
from 4V to the coarse moduli space, and then we will check that it factors through the
sought-for isomorphism.

k[z]
zP—1)/2

Here we keep the notations of the proof of 3.1.1. Let (f : C — S,0,7) be a p-Potts
curve over S in characteristic p. Let C — E 4 S be the factorization of f- Then ¢ induces
an automorphism of order p of F, still denoted o.

By the remarks above, the divisor of fixed points C? has degree 4 over S, but is no
longer étale, and similarly the divisor 7' = E?, with degree 2 over S, is not étale but
nevertheless fppf over §. Making the base change 7' — S we can assume that there is a
section to ¢ : E — S. For simplicity we omit to write this base change, and we call A C T
the image of the section. Then the difference A’ = T — A is still an effective relative Cartier
divisor, and T'= A + A’. As is seen on the fibres, A and A’ have the same support (and
the same degree), but they are not necessarily equal (see below).

>From now on we work with the section A : setting ¥ = ¢,O(A), we have E = P(¥)
whose sheaf O(1) is O(A). The section corresponding to A gives a surjective map h: ¥ —
M = O(1)|a whose kernel is known to be NX ® .#, with NX the conormal sheaf of A in
E. But N ~ O(=A)a = O(=1)|a, so that ker(h) ~ Og. Hence we have an extension

1st step : construction of a morphism ® : 2% — Al ®

0505 =7 =M =0(1)a—0 (IV.11)

Let us see now how ¢ acts on this. As an automorphism of E, it pulls back O(1) to an
invertible sheaf of degree 1, i.e. there is an isomorphism u, : 0*O(1) ~ 7*# & O(1) for
some % . Moreover ¢ is the identity on A, so that restricting u, to A shows that J£ is
trivial. Now ¢ is given by a surjective morphism of sheaves

Y = *0(1) £ 0(1)

Taking direct images by g, we obtain an automorphism ¢, : ¥ — #. This ¢, induces an
automorphism of .# and of ker(h) ~ Og, and is well determined up to a global section
of OF. So we can demand that ¥ol0g = 1d, which makes ¢, canonical. Now the action
on .# is given by multiplication by a global section ¢ € I'(S,0F), and as ¢, has order p
we have (P = 1. In the end this means that if we choose locally a section of ¥ — .#, or
equivalently a system of global coordinates X,Y on P(¥), the action is

o (Y) =Y
0o (X) =C¢X +9¢Y (for some ¢ € I'(S, Og))

On the geometric fibres above points of S, o has order p and this requires ¥(s) # 0 for
all s, hence 9 € I'(OF). So, changing X into ' X, we can reduce to 9 = 1. Finally o is

¢

given by the matrix [ 5

1 } which has order p if and only if

1+C4-+¢P"=0
It is equivalent to say that w = ¢ — 1 is nilpotent of order p — 1.

The double cover r is described by the decomposition 7,O¢c = Op @®.Z and by a section
6 € T'(E, £ ?), well determined up to an element of I'(E,0F). Also, £~ 2 ~ Og(2p),
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so we can identify 6 with a o-invariant section of I'(E,Og(2p)) = I'(S,Sym?*(¥)). By
lemma 4.1.4 we get
0 =UN(X)?+ AN(X)YP? + BY?P

for some sections U, A, B belonging to I'(S, Og). Looking on the fibres we see that U is
everywhere nonzero, so, changing # into U~'6, we can reduce to U = 1. For the same
reason A? — 4B is invertible, hence we can define j = HQETB) € I'(S,O0g)*. Note that the
construction exhibits a « root of unity » ( € Og, that is to say, j is actually given by a
morphism

i e [X,1/X] > T(5,05)
under which y — (.

Now we check the independance of j with respect to the choices made. The only places
where we could not normalize in some way are the choice of the section A (rather than
A') and the choice of a coordinate system X,Y . First we change X,Y to other coordinates
X!, V! adpated to (IV.11), i.e.

X! =aX +8Y
Yi=1Y

The condition ¢, (X*) = ¢X* + V! leads to & = fw + v (recall that w = ¢ — 1). So,

Xf = (y+wph)(X + 7fw5Y) (observe that v + wp is invertible because +y is). Using 4.1.4

again, we have
N(XF) = (v + wBP (N (X) + €YP) = 1P (N(X) + £Y7)
because wP = 0. Because of the normalization U = 1 this implies v =1 and

0 = 68 = N(X")2+ AN(XH(YHP 4 BEYH?P
= (N(X)+&YP)2 + A¥(N(X) + £YP)YP + BYY%
= N(X)24 (A" +2)N(X)Y? + (Bt + Ale + £2) Y%

so we derive A = A% + 26, B = B + A% + ¢2, hence (A")? — 4B* = A? — 4B. Hence the
invariant j is unchanged.

Now assume we choose the section A’ instead of A. Its equation is given by the equation
o(X)— X =¢X+Y - X =Y + wX, meaning that A and A’ have the same support.
They are equal if and only if w = 0, for example if the scheme S is reduced. Then we work
with the coordinate system X' = X, Y' =Y +wX, so

po(X')=(X+Y =X"+Y"
oY) =Y +w((X+Y) =Y

The condition that ¢, acts trivially on Y’ leads to consider ¢! = (~ly,, and

(X') = CHX' +Y)

o (X!
g
o (Y) =Y

The norm N’ for ¢! is the same as that for ¢, (direct calculation). Hence N'(X') = N(X)
since X' = X. Furthermore (Y')? = Y? because w? = 0, and one sees that

0=0'=N(X)?+ANX)Y')P+B(Y"N? =NX)?+ANX)Y? +BY?>
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has unchanged coefficients A’ = A, B’ = B. Thus, the only change is that as a morphism

%[X, 1/X] = T'(S, Os), the invariant j maps y to ¢ 1. The consequence is that

j = ja and j' = jar coincide only on k[y + y~!] = k[2]/2P~1)/2 where we set z =
(y + y~')/2 — 1. That is to say, what is well-defined is a morphism to Al ® k[2]/z(P~1)/2.
We completed the construction after base change to 7' = E“ (it was omitted in the
notations). However, the canonicity of the construction yields a descent datum on T' x g T'.
Thus by fppf descent, we obtain a morphism j defined on S, with values in Al.
Finally it is obvious that everything is functorial with respect to the curve C — S,
hence, we defined a morphism ® : 2% — Al ® k]

z(p—1)/2"

2nd step : end of proof of theorem 4.1.2

Let us first recall some notation to be used in the proof of proposition 4.1.5. Let W (k)
be the ring of infinite Witt vectors of k, and consider the extension R = W (k)[¢ + ¢}]
where ( is a primitive p-th root of unity. The minimal polynomial of ¢ + (=t over W (k) is
the polynomial

(p—1)/2 p—1—2

w0=3 (77,7 ) gere
£=0

(see [BM1], 4.2.5 and 4.2.6) which is the ged of two Tchebychev polynomials S and 7.

Note that 1 is monic and 9 = X®~1/2 modulo p (because the Tchebychev polynomial T

is congruent to X? modulo p). As a consequence, R/pR ~ k[z]/z®#~1)/2,

Now, it is known from chapter II that the stack &V is a separated Deligne-Mumford
stack of finite type over k (see I1.5.1.1 as well as I1.5.2).

>From proposition 2.2.2 we know that p-Potts curves (over any base S/k) have the
constant group scheme G = Z/2Zx7/pZ as their automorphism group (use non-ramification
of Autg(C,o,7)). Hence by 1.3.0.2 the morphism @ factors through

kl2]
z(pfl)/Q

T: PG - Al ®

with the stack 2 := %V /G representable by an algebraic space ([L-MB], chapter 8).
Thanks to deformation theory, known from [BM1], we shall show that U is étale :

Proposition 4.1.5 Let (C,o0,7) be a p-Potts curve over k. Then the ring that prorepre-
sents the functor of deformations of C to local, artinian k-