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Chapitre 1

Introduction

1.1 Le probleme direct: modélisation des ecosystemes

marins

1.1.1 Motivations

Le dioxyde de carbone, C'O,, est un des principaux gaz a effet de serre. Les activités
humaines comme les combustions industrielles et agricoles, le transport, le chauffage, ou
encore la déforestation, ont fait fortement augmenter le contenu atmosphérique en C'O,.
Cet accroissement est susceptible de modifier le climat de la planete et 'un des objectifs
de la recherche contemporaine dans le domaine de ’environnement est d’arriver a com-
prendre et anticiper les perturbations du climat induite par 'homme. [.’océan est un puits
majeur du C'O, qui absorberait environ un tiers des émissions anthropiques (Siegenthaler
et al. [99]). Ainsi, comprendre et quantifier les mécanismes océaniques responsables du
piegeage du C'O; sont devenus les principaux objectifs de grands programmes internatio-
naux tels que JGOFS (Joint Global Ocean Flux Study). Dans cette démarche globale,
I’étude de la biologie océanique est une étape importante.

En effet, le phytoplancton, en fixant au cours de la photosynthese le dioxyde de
carbone dissous dans les eaux de surface de l'océan, donne un role prépondérant au

systeme océanique en tant que mécanisme de régulation du cycle du carbone. La matiere
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organique ainsi fabriquée piege le carbone et monte dans le réseau trophique par le jeu
des prédations. Puis par une série de processus de mortalité des especes, de rejet de
détritus organiques, de sédimentation ou encore d’entrainement par la circulation, ces
composés organiques quittent la surface et sont exportés vers les profondeurs de 1’océan.
C’est ce que 'on appelle la pompe biologique (Longhurst et Harrison [76]) dont I'effet est

de maintenir le C'O, atmosphérique a un niveau plus bas que si 'océan était abiotique.

Une autre motivation a la modélisation des écosystemes marins, toute aussi impor-
tante que la compréhension du cycle du carbone, est celle de I'exploitation durable et
du management des ressources marines. La gestion de la péche ou de 'aquaculture des
especes vivantes, végétales ou animales dans tous les milieux aquatiques est enjeu socio-
économique fort. Les scientifiques doivent pouvoir donner a I'industrie halieutique des avis
sur ’état des stocks de poissons et sur les objectifs de conservation, en plus de fournir de
I'information sur les problemes des écosystemes marins. Le controle des ressources ha-
lieutiques doit passer par son étude hydrodynamique, bio-géochimique et biologique. Par
exemple, la connaissance de la quantité de carbone exportée vers les niveaux trophiques
supérieurs permet d’estimer dans une certaine mesure les stocks en poisson (Parson et al.
[90]), et il apparait de facon de plus en plus évidente (Legendre et Michaud [63]) que ces
stocks diminuent. L’utilisation de modeles rendrait ainsi possible I’estimation du stock de
poissons et pourrait s’avérer intéressante pour définir des stratégies de péche permettant

d’atteindre un équilibre entre la production de poissons et leur capture.

La variété et la variabilité, temporelle et spatiale, des écosystemes rencontrés a travers

les océans font de I’étude de la biologie océanique une tache particulierement compliquée.

Cette variabilité apparait clairement sur les cartes de la chlorophylle de surface de
I’'océan mondial déduites de I'imagerie satellite (Fig. 1.1). Certaines régions comme 1’ At-
lantique nord sont particulierement riches en chlorophylle alors que d’autres comme les
grands gyres subtropicaux sont beaucoup plus pauvres. La variabilité spatiale de la biolo-
gie résulte entre autre de la variabilité spatiale de la dynamique. La plupart des éléments
qui interagissent dans les processus biologiques sont completement assujettis a la dy-
namique qui les transporte. Cette derniere est d’échelles tres différenciées puisqu’elle

englobe des processus allant de la diffusion moléculaire jusqu’aux courants a I’échelle des
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(b) hiver (c) printemps

(e) été (f) automne

Fia. 1.1 — Concentration en pigments phytoplanctoniques (mg/m?*). Images compo-
sites réalisées a partir des données CZCS (Coastal Zone Color Scanner) du satel-

lite Nimbus-7 acquises entre novembre 1978 et juin 1986. Base de données Sea WiF$S
(hitp://seawifs.gsfc.nasa.gov).

bassins. Ceci représente une grande difficulté et I’étude des processus biologiques a 'aide
de modeles numériques ne peut s’envisager que dans le cadre d’une physique suffisam-
ment bien représentée. Sous cette contrainte, une solution est de restreindre I’étude a une
zone ou les processus physiques peuvent étre représentés de maniere relativement simple
et dans laquelle on dispose de suffisamment de données pour pouvoir valider le modele.
La station DYFAMED en Méditerranée nord-occidentale offre un cadre séduisant pour
une telle démarche et c’est par cette voie que cette these est abordée. Avant de présenter
dans la suite de ce chapitre introductif quelques caractéristiques de la station DYFA-

MED, nous donnons d’abord dans la section suivante les grandes lignes permettant de
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comprendre comment sont construits les modeles biologiques.

1.1.2 Les modeles biologiques

Un moyen d’étudier les systemes complexes est de les modéliser. Ce type d’approche
est riche d’enseignements car construire un modele exige de synthétiser la somme des
connaissances accessibles a un moment donné sur un syteme et de sélectionner judicieu-
sement les faits importants dans le temps et dans 1’espace pour décrire un phénomene.
Il existe de nombreux modeles biologiques et tous sont destinés a évoluer assez rapi-
dement. De nouvelles expériences ou données vont mettre en évidence certains défauts
et conduire a proposer un nouveau modele. La mise au point d’'un modele biologique
dépend en premier lieu des processus que ’on cherche a représenter et en second lieu
d’un compromis entre sa complexité et les données dont on dispose pour valider les
résultats du modele. Ce travail de these s’est appuyé sur deux modeles développés au La-
boratoire d’Océanographie Dynamique et de Climatologie (LODYC): les modeles NPZD
et NNPZD-DOM (Lévy [66]; Foujols et al. [45]). Les équations qui les composent seront
décrites au chapitre suivant. Dans la suite de cette section, nous présentons quelques
généralités sur ces modeles et sur les processus qu’ils représentent.

Les modeles NPZD et NNPZD-DOM sont des modeles a compartiments. Les com-
partiments ou variables du modele représentent le comportement moyen de différentes
especes biologiques. Dans le cas du modele NPZD | par exemple, ce sont les nutriments,
N, le phytoplancton, P, le zooplancton, Z, et les détritus, D. Les échanges entre ces com-
partiments sont décrits par des fonctions mathématiques simples et empiriques, incluant
des constantes que l'on appelle les parametres du modele. Chaque terme d’échange entre
deux compartiments représente un des processus que le modele cherche a représenter
et integre l'effet résultant de tout un ensemble de mécanismes de nature et d’échelles
temporelle et spatiale variées.

Les processus biologiques fondamentaux a comprendre et estimer pour étudier le cycle

du carbone dans 1'océan sont:

— la production primaire, c’est-a-dire la fabrication de matiere organique ou encore

la croissance du phytoplancton.
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— l'export de cette matiere organique de la surface vers les couches profondes de

I'océan.
— la reminéralisation de la matiere organique

Apres I’éclairement, le principal facteur qui affecte la production primaire est la dis-
ponibilité en sels nutritifs, dont les plus limitants sont généralement les sels nutritifs
azotés. La facon la plus élémentaire de modéliser la production primaire consiste donc
a considérer comme seules variables le phytoplancton, P et les sels nutritifs, N (Taylor
[106]). Un tel modele est par nature incapable de rendre compte de 'export particulaire
de matiere organique. Pour cela il faut introduire au minimum deux nouvelles variables,
le zooplancton, 7, principal prédateur du phytoplancton, et les détritus, D, ensemble
des sous-produits organiques sous forme particulaire constitués de pelotes fécales du zoo-
plancton et d’organismes morts, qui vont en partie sédimenter hors de la couche de surface
et en partie étre reminéralisés sur place. A ce stade nous sommes arrivés a un modele
a quatre variables. Le modele NPZD a été construit sur ce principe. C’est le modele le
plus simple permettant de rendre compte des trois processus biologiques précédemment
cités. Nous en présentons une analyse mathématique au chapitre 3 et le prenons comme

exemple afin d’illustrer la méthode d’intégration numérique utilisée dans la suite.

Ce type de modele peut étre sophistiqué en distinguant, sur des criteres de taille ou
d’espece, plusieurs variables pour le phytoplancton, le zooplancton ou les détritus, en dis-
tinguant les nitrates et ’'ammonium parmis les sels nutritifs, ou encore en introduisant
de nouvelles variables comme la matiere organique dissoute, DOM, ou les bactéries. Ces
sophistications sont introduites dans le but de représenter plus finement certains proces-
sus. De tels développements font 'objet de différents travaux de modélisation numérique
et le modele NNPZD-DOM en est un des fruits. C’est ce dernier, plus complexe que le
modele NPZD, mais présentant les mémes caractéristiques de base, que nous utilisons
dans la partie de ce travail consacrée a 1’assimilation de données et a ’estimation des
parametres du modele. En effet, plus le degré de complexité d’un modele augmente plus
celui-ci est sensé étre réaliste mais plus il devient également difficile a regler. Le nombre
de parametres inconnus, c’est-a-dire les degrés de liberté du modele augmentent mais

les données, permettant de calibrer le modele, restent, elles, les mémes. La confrontation
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avec les données est un point critique dans toutes les études de modélisation.

1.1.3 La station DYFAMED

Le programme DYFAMED (DYnamique des Flux Atmosphériques en MEDiterranée)
fait partie intégrante de JGOFS et est concrétisé par I'existence d’une station océanique
permanente située entre Nice et Calvi couplée a deux stations de prélevement atmosphériques
continentales. La zone centrale de la Mer Ligure ou est installé le site d’observation DY-
FAMED (Fig. 1.2) bénéficie de certains atouts majeurs.

Tout d’abord elle se trouve la plupart du temps, hors de I'influence du courant Liguro-
Provencal circulant le long des cotes (Bethoux et al. [10]) et protégée des transports
latéraux (Marty [82]). On peut donc y négliger les apports advectifs horizontaux et le
systeme peut alors étre décrit par la seule dimension verticale. La modélisation 1D y est
raisonnable et différents travaux y ont été consacrés (Lévy [66], Lévy et al. [67]; Mémery
et al. [85]). Un deuxieme atout, essentiel, du site DYFAMED est qu’il est représentatif de
larges zones et conditions qui dominent ’'océan mondial. On y trouve un échantillonnage
assez complet de la diversité des processus qui interviennent dans le cycle océanique du
carbone a I’échelle globale. Le site est soumis a des forcages météorologiques qui induisent

une forte variabilité saisonniere du régime hydrologique. Cette derniere se répercute au
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niveau de la dynamique de la biologie et des flux exportés. Plusieurs régimes de produc-
tion se succedent dans cette zone. En hiver, la colonne d’eau est mélangée sur quelques
centaines de metres, les éléments nutritifs présents en grandes quantités au fond sont alors
apportés vers la surface, mais la photosynthese est inhibée par le manque de lumiere et
le mélange important. Des la fin de I'hiver, avec la restratification de la colonne d’eau,
et la disponibilité en énergie lumineuse, se produit une période de floraison printaniere
(bloom) importante. Les sels nutritifs, apportés par la convection profonde, sont rapide-
ment consommés et la situation estivale est oligotrophe et caractérisée par la présence
d’un maximum de subsurface en chlorophylle. La biogéochimie du site est contrainte par
la dynamique, a priori verticale. Il constitue donc un excellent compromis entre la sim-
plicité de la dynamique, la représentativité des régimes biologiques et la disponibilité en

données.

1.2 Le probleme inverse

Tout probleme inverse cherche a combiner, si possible de maniere optimale, des obser-
vations que ’on peut avoir sur un phénomene ou un systeme et un modele théorique de ce
systeme. Les objectifs sont variés et comprennent par exemple ’amélioration des modeles,
I’identification de parametres, la reconstruction des forcages du sytemes, la prévision ou
encore la définition de systemes d’observation. De facon générale, les méthodes inverses
ont pour but d’estimer numériquement certaines caractéristiques d’un systeme réel. La
stratégie consiste a ajouter des informations, apportées par les observations, a celles qui
sont inclues dans les équations du modele. Une telle procédure est appelée assimilation
de données. En océanographie physique ainsi qu’en biogéochimie marine on distingue
deux types de problemes inverses. Pour le premier, les caractéristiques du systeme que
I’on cherche a estimer sont les valeurs des variables d’état a une date donnée, alors que

pour le second, on cherche a estimer les parametres du modele.
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1.2.1 Estimation des variables d’état

Ce premier type de probleme inverse a été et est toujours largement étudié en météorologie
et en océanographie physique. Dans ce domaine, les modeles sont basés sur des lois phy-
siques que 1’on peut considérer comme exactes relativement aux lois phénoménologiques
utilisées en biogéochimie. Cependant, en raison du caractere chaotique des écoulements,
a cause des termes non-linéaires, des erreurs d’approximation induites par le choix des
échelles représentées par les modeles et des erreurs dans la paramétrisation de ces échelles,
il est nécessaire de corriger régulierement les prévisions de 1’état de 'océan afin de limiter
la divergence par rapport a son état réel.

Différentes méthodes sont utilisées pour résoudre ce type de probleme. La plupart
d’entre elles ont été initialement développées en météorologie et ont ensuite été appliquées
en océanographie. On les classe généralement en deux groupes, d’un c6té les méthodes
de lissage, et de I'autre les méthodes de filtrage (Bennett [§8]). Une méthode de filtrage
n’utilise que I'information issue d’observations antérieures au temps ¢ et au temps ¢ pour
réactualiser I’état du modele a ce temps t. On peut alors construire des algorithmes
séquentiels, dans lesquels le modele est intégré jusqu’a une date de mesure et mis a jour
a cette date avant d’étre intégré a nouveau. Avec une méthode de lissage, I’estimation de
I’état au temps ¢, peut utiliser le modele et toutes les observations disponibles qu’elles
soient antérieures ou postérieures au temps t.

Parmi les méthodes de lissage et leur application en océanographie, on trouve la
méthode variationnelle (Le Dimet [62], Long et Thacker [74], [75], Luong et al. [77]),
I'interpolation optimale (De Mey [32]) ou encore la méthode des représenteurs (Bennett
[8]). Parmis les méthodes séquentielles on trouve essentiellement le filtre de Kalman [57],
initialement développé pour des dynamiques linéaires, et ses variantes, mieux adaptées au
caractere non-linéaire des modeles océanographiques, comme le filtre de Kalman étendu
(EKF), le filtre de Kalman d’ensemble (EnKF) proposé par Evensen [39], ou encore le
filtre SEEK (Singular Evolutive Extended Kalman filter) proposé par Pham et al. [92].
Toutes ces différentes méthodes présentent de nombreuses similitudes du point de vue

théorique (Wunsch [111]).

Le probleme de I’estimation des variables d’état a également récemment été abordé
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en biogéochimie marine par différentes méthodes. Une des toutes premieres études de ce
type est celle de Armstrong et al. [4] qui utilise une simple méthode de nudging pour
contraindre le modele d’ecosysteme de Fasham et al. [41] avec des données de chlorophylle
de surface CZCS (Coastal Zone Colour Scanner). Différentes méthodes de filtrage ont
également été testées. Avec des modeles d’ecosyteme 1D tout d’abord, les travaux de
Breuillin et al. [12] et de Eknes et Evensen [37] utilisent le filtre EnKF, Magri [80] utilise
le filtre SEEK. Dans le cadre du projet européen DIADEM, ces méthodes ont été testées
sur un modele 3D, le modele MICOM (Bleck et al. [11]) auquel est couplé une extension
du modele biogéochimique de Fasham et al. [41] (Drange [33], [34]). Sur ce sujet on peut
noter les travaux utilisant le filtre SEEK (Carmillet et al. [18]) et ceux utilisant le filtre
EnKF (Natvik [89]).

Le but principal de toutes ces études n’est pas de comprendre en détail, d’un point
de vue biogéochimique, ce qui se passe dans les modeles, ce qui est plutot I'objectif des
modélisateurs biogéochimistes et du deuxieme type de probleme inverse. Leur objectif
est d’utiliser un modele et des observations (principalement les données satellitales de
couleur de l'océan, c’est-a-dire la chlorophylle en surface) pour obtenir des simulations
et des prévisions correctes.

Pour terminer ce paragraphe concernant I'estimation des variables d’état, mention-
nons également les travaux menés par le projet COMORE de 'INRIA Sophia Antipolis.
[’un des objectifs de ce projet est d’appliquer les méthodes de 'automatique a certains
modeles biologiques. Ces études ne concernent pas des modeles aux échelles de I'océan ou
d’une colonne d’eau, mais des modeles 0D. En effet, des données issues de bioréacteurs
en laboratoire sont utilisées. La construction et 'utilisation d’observateurs, outils de ’au-
tomatique, permettent de reconstituer 1’évolution des différentes variables biologiques a

partir de certaines mesures.

1.2.2 Estimation des parametres

Ce travail de these s’intéresse notamment au probleme de ’estimation des parametres
d’un modele d’ecosysteme marin. Si 'on considere du point de vue de la terminologie

que ’estimation des conditions initiales d’'un modele d’océan n’est pas de I'estimation de
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parametres mais rentre dans le cadre du premier probléeme inverse (on parle alors plutot
de controle des conditions initiales), ce type de probleme est relativement peu abordé en
océanographie physique ou 'aspect paramétrisation plus ou moins empirique des modeles
est moins important. On peut tout de méme noter certains travaux dans lesquels les
auteurs cherchent a estimer différents parametres comme la viscosité turbulente (Leredde
et al. [65], Eknes et Evensen [36]), les conditions aux limites (Lellouche et al. [64]) ou
encore le flux de chaleur en surface (Roquet et al. [96]). En biogéochimie de 'océan, les
modeles ne reposent sur aucune loi exacte et les erreurs de prévision peuvent s’expliquer
en grande partie par une mauvaise paramétrisation des processus, ou par un mauvais

choix des valeurs des parametres.

Ainsi la structure méme des modeles biologiques motive I’étude du probleme d’esti-
mation de parametres. Ces derniers sont généralement nombreux et leurs valeurs sont
mal connues. En effet, ils ne représentent souvent rien de mesurable physiquement car
les compartiments des modeles sont des variables hautement intégrées représentant cha-
cune diverses especes. Pour des raisons de simplicité, la plupart des travaux publiés sur
ce sujet se font dans un cadre 0D. Le modele est alors réduit a un systeme d’équations
différentielles ordinaires. La méthode consiste a définir une fonction coit, dépendant
des parametres du modele et mesurant 1’écart entre un jeu de données et les prévisions
du modele. Il s’agit ensuite de minimiser cette fonction cout afin de trouver les valeurs

optimales des parametres. Certains problemes apparaissent.

Tout d’abord, se pose le choix de la méthode de minimisation. En effet les non-
linéarités des modeles biologiques donne un caractere tres non-linéaire au probleme in-
verse d’estimation de parametres (Evensen et al. [40]). Ainsi, la convexité de la fonction
cout ne peut étre garantie et celle-ci peut éventuellement présenter des minima locaux
pouvant interdire a un algorithme de descente classique de converger vers le minimum
global. Pour cette raison certains auteurs ont testé différents algorithmes d’optimisation
globale comme le recuit-simulé ou les algorithme génétiques (Matear [84], Hurtt et Arm-
strong [54], Athias [5]). Néanmoins les coiits de calcul de ces algorithmes semblent pro-
hibitifs pour espérer les implémenter rapidement sur un modele 3D. Ainsi, dans d’autres

travaux sur le sujet sont utilisés des algorithmes de descentes plus classiques d’ordre 0
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ou 1, c’est-a-dire qui nécessitent ou non le calcul du gradient. Une des difficultés, en effet
est le calcul du gradient de la fonction cott. La méthode des directions conjuguées de
Powell (Fasham et Evans [42]) ou encore un schéma itératif de Gauss-Newton (Prunet
et al. [94], [93]) permet de I'éviter. Concernant les études utilisant une méthode de type
gradient, le modele adjoint est généralement utilisé (Fennel et al. [44], Gunson et al. [51],

Lawson et al. [61], [60], Schartau et al. [97], Spitz et al. [101], [100]).

Un deuxieme probleme provient de la capacité intrinseque des modeles a reproduire
des observations réelles. Il se peut qu’aucun jeu de parametres ne permette au modele
de reproduire correctement les données. Un modele peut par exemple souffrir d’une phy-
sique pas suffisamment bien représentée. Contrairement a 1’océanographie physique, la
définition d’un état initial n’est pas en général une motivation tres forte en biogéochimie
marine. Néanmoins, si les conditions initiales sont trop inexactes, les valeurs trouvées des
parametres chercheront a compenser I’erreur introduite par les conditions initiales (Even-
sen [40]). Nous verrons dans notre cas particulier que les conditions hivernales en nitrates
jouent un réle important dans la procédure d’assimilation de données. Un modele peut
également souffrir de paramétrisations incorrectes. Une des conclusions de Fennel et al.
[44] est qu’une analyse de sensibilité doit toujours étre réalisée afin de déceler d’éventuelles
inconsistences entre le modele et les données. Prunet et al. [94] montrent que leur modele
est trop complexe pour permettre une estimation robuste de ses parametres. Gunson et
al [51], montrent que certains parametres peuvent varier géographiquement. En fait, le
probleme d’assimilation de données par estimation de parametres peut étre vu comme
de l'aide a la modélisation dans la mesure ou sa résolution peut permettre de détecter ce

qui doit étre amélioré dans le modele.

Un troisieme probleme est celui des données. Tout d’abord, leur densité spatiale et
temporelle est tres faible relativement aux degrés de libertés des modeles biologiques.
Mais le plus important est que les modeles ont généralement été construits dans le
but de quantifier des flux de matiere, alors que les données les plus simples a obtenir
représentent les concentrations de certains compartiments des modeles. Les mesures de
flux sont difficiles a obtenir. Mesurer la production primaire se fait par des incubations

in-situ et mesurer les flux exportés se fait lors de campagnes de déploiement de trappes
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a sédiments. Obtenir des observations précises des flux est difficile étant données a la
fois les conditions météorologiques et la méticulosité exigée par certaines mesures. Les
erreurs associées aux mesures de flux sont généralement assez importantes (Richardson
[95], Buesseler et al. [15], [16]). Ainsi, d’un point de vue biogéochimique, un objectif ma-
jeur est de pouvoir obtenir a 'aide d’un nombre limité de mesures de concentrations et
de modeles non-linéaires aux parametres mal connus, des estimations correctes des flux.
Pour conclure et compléter ce paragraphe introductif, rappelons que si le probleme
d’estimation de parametres par la méthode de ’adjoint est relativement récent en biogéochimie
marine, il a déja été largement étudié pendant les vingt dernieres années dans d’autres
domaines d’application comme I’hydrologie ou encore les réservoirs de pétrole (voir, par
exemple, Carrera et Neuman [19], [20], [21], Yeh [112], Cushman-Roisin [29]), Seinfeld et
Kravaris [98], Sun et Yeh [102], [103]). La communauté mathématique s’est également
investie dans ces sujets. On notera tout particulierement les travaux de Chavent [22], [23],
[24], [25], qui ont été parmi les premiers a proposer d’utiliser la méthode adjointe pour
résoudre le probleme d’identification de parametres. Dans ces travaux sont également
mis en avant le caractere mal posé du probleme et la necessité d’utiliser des termes de

régularisation.

1.3 Organisation du manuscrit

Apres ce premier chapitre introductif, le manuscrit est organisé de la maniere suivante:

e Au chapitre 2, sont présentés le modele physique d’océan et les deux modeles bio-
logiques NPZD et NNPZD-DOM. Concernant le modele physique, on part des
équations primitives 3D et du modele de turbulence utilisés dans le code OPA,
pour passer au modele 1D. Les équations des modeles biologiques sont ensuite

décrites en détail.

o Le chapitre 3 concerne 1’étude de l'existence, I'unicité et de la positivité d'une
solution des modeles biologiques. Le cas du modele NPZD est traité de maniere
détaillée. Le résultat d’existence-unicité est obtenu par deux méthodes différentes,

une méthode faisant intervenir un probleme approché et un théoreme de point fixe,
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et la méthode des semi-groupes.

o Au chapitre 4, est présenté le schéma de discrétisation semi-implicite utilisé. On

détaille ensuite la preuve de la convergence du schéma dans le cas du modele NPZD.

e Le probleme d’assimilation de données par estimation de parametres est abordé au
chapitre 5. Dans ce dernier on met en place le cadre travail (a savoir la simulation
physique a la station DYFAMED servant de support a la simulation biologique) et
les outils informatiques nécessaires a la résolution numérique du probleme inverse

(a savoir les codes linéaires tangent et adjoint).

e Enfin, au chapitre 6, différentes expériences d’assimilation de données sont menées

et analysées.
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Chapitre 2

Le modele physique d’océan - les
modeles biologiques NPZD et
NNPZD-DOM

2.1 Introduction

Un modele couplé océan-biogéochimie est composé de deux éléments. Le premier est
le modele physique d’océan. Il sert de support au deuxieme, le modele biologique. Il faut
noter, ici, la grande différence de maturité entre le niveau atteint par les modeles phy-
siques et celui des modeles biologiques. La dynamique produite par les modeles physiques
est relativement bien connue et a atteint un degré de réalisme incomparable a celui des
modeles biologiques, beaucoup plus jeunes. Les traceurs passifs, variables des modeles
biologiques, sont transportés par la dynamique physique, mais, en premiere approxima-
tion, ne I'influencent pas.

Nous présentons donc pour commencer le modele d’océan que nous utilisons dans
les expériences numériques de la suite de ce mémoire. S’il n’est que 1D, il n’en est pas
pour autant particulierement simple. La modélisation de la turbulence ainsi que la prise
en compte de conditions aux limites réalistes en surface sont des aspects complexes du

modele dans la pratique et nous détaillons ici I’approche utilisée.
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Nous présentons ensuite deux modeles biologiques développés au LODYC. Le premier
est le plus simple. Il est constitué de quatre variables d’état et nommé NPZD (pour
Nutriments, Phytoplancton, Zooplancton et Détritus). Nous 'utiliserons pour ’analyse
mathématique et numérique des deux chapitres suivants. Le second est plus complexe et
sans doute plus réaliste. Il est constitué de six variables et nommé NNPZD-DOM (pour
NOs, NHy, Phytoplancton, Zooplancton, Détritus et Matiere Organique Dissoute). Il
sera utilisé dans les expériences numériques d’assimilation de données présentées a la fin

de ce travail.

2.2 Le modele physique d’océan

Le modele physique constitue le support sur lequel vont ensuite évoluer les variables
biologiques. Il simule I’évolution en temps et en espace de la vitesse, la température, la
salinité et I’énergie cinétique turbulente. Toute cette étude a été réalisée en dimension
1. L’océan est réduit a une colonne d’eau turbulente dans laquelle ’advection et la dif-
fusion horizontale n’interviennent pas. Le seul processus dynamique pris en compte est
la diffusion verticale. Le coefficient de diffusion (noté Kr) se calcule a partir de I'énergie
cinétique turbulente par le méme schéma de fermeture que celui utilisé dans OPA, le
modele aux équations primitives de 'océan développé au LODYC (Foujols et al. [45]).
Ce coefficient de diffusion est une sortie du modele physique et une entrée du modele

biologique. Il constitue toute la physique représentée dans le modele biologique.

Nous donnons dans la suite les grandes lignes permettant de comprendre d’ou pro-
vient le modele que nous avons utilisé. Dans son ouvrage, Lewandosky [69] , donne une
vision tres mathématique de la modélisation de 'océan par les équations primitives et
effectue, dans une certaine mesure, I’analyse du systeme apres y avoir apporté quelques

simplifications.

On commence, ici, par introduire les équations primitives générales en dimension 3,
apres quoi on aborde la modélisation de la turbulence 3D. On finit par le passage a la

dimension 1.
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2.2.1 Les équations primitives

[.’évolution dynamique et thermodynamique de 'océan concerne les variables sui-

vantes:

- la vitesse U du fluide,

- la température T' et la salinité 9,

- la pression p,

- la densité p, qui est une fonction de 7', S et p.

Les équations décrivant la circulation océanique sont dérivées du systeme d’équations
de Navier-Stokes appliquées a un milieu tournant et dans le cadre de certaines approxi-

mations et hypotheses:
- Approximation de sphéricité de la terre,

- Approximation de la couche mince. La profondeur de 'océan est négligeable devant

le rayon terrestre,

- Hypothese de Boussinesq. Les variations de la masse volumique sont négligées
dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement horizontale, et dans

I’équation de conservation de la masse,

- Hypothese hydrostatique. Seuls la gravité et le gradient vertical de pression sont pris

en compte dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement verticale,

- Hypothese du toit rigide. La surface moyenne de I'océan est supposée fixée (cette

hypothese n’est plus prise en compte dans la version actuelle d’OPA & surface libre).

On considere dans la suite une base orthogonale de I'espace (1, ], k) ou k est normal a la
surface de I'océan. Reprenant les notations de Lewandosky [69] et pour tenir compte de

I’anisotropie du milieu, on note dans la suite:

0* 0* 0?
AC:A—FanGCA:%—I—a—yZ.

On utilise la méme convention pour les autres opérateurs différentiels.

On note également U = v + wk = ui + vj + wk

D
Enfin I'on note, pour ¢ quelconque, Dy _ 8_;/) + (UV.)1.

Dt 0Ot
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Loi de conservation de la masse

Le principe de conservation de la masse s’écrit:

Dp

D1 + pdiv.U = 0.

L’approximation de Boussinesq consiste a considérer:

div,U = 0.

Loi de conservation du sel et de la chaleur

[’approximation de Boussinesq permet de négliger les termes de compressibilité dans

ces équations et elles s’écrivent:

DS

= [, AcA 5
Dy = KsAeS
DT

 — KyALT.
Dt T

Ks et K7 sont les diffusivités saline et thermique .

Equation d’état

La densité p se déduit, par définition, de la mesure de la salinité, de la température
et de la pression. On écrit une équation d’état non linéaire et empirique p = p(T, S, p).

Il est souvent considéré, du fait des faibles variations de la densité, que 'on peut
négliger la dépendance en pression et linéariser autour d’une valeur de reférence pg. En
tenant compte du fait que la densité augmente avec la salinité et diminue lorsque la

température augmente, on écrit:
p=po+ps(S—So) = pr(T —Tp)

ou pgs, pr, So et Ty sont des constantes positives.

Néanmoins cette équation d’état n’est souvent pas tres satisfaisante et dans OPA est
utilisé 1’équation d’état plus complexe de Jacket et McDougall [56] qui est polynomiale
par rapport a S, T et p.
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Equation du mouvement

C’est I’équation de Navier-Stokes pour un fluide Newtonien, considéré comme incom-

pressible, soumis a la force de Coriolis et a la force de gravité:

DU

Py = ~ Ve + AU — pgk —pfk x U

ou f est le facteur de Coriolis et p la viscosité moléculaire de I’eau. Dans cette équation
on considere a nouveau que p est constant et vaut pg. De plus, apres des considérations
sur les ordres de grandeurs des différents termes, la composante verticale se réduit a

I’équation hydrostatique:

op _ _

Bilan des équations primitves

Le systeme des équations primitives pour 'océan s’écrit:

D 1
—V = ——vp + [(VACU — fk XV
Di Po
9p _
div.(U) = 0
or (2.1)
— =K B
Dt T
DS
= Kg/A,
D1 s S
p=p(T,S,p)

ou Ky vaut u/p.
Il nous faut encore modifier ce systeme en modélisant la turbulence sous maille. Il
nous restera alors a y adjoindre des conditions aux limites et le réduire a la dimension 1

pour obtenir notre modele de couche de mélange océanique.
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2.2.2 Turbulence géophysique

Introduction

Les propriétés physico-chimique du milieu marin (vitesse, densité, température, sa-
linité, ...) sont caractérisées par une variabilité, plus ou moins forte suivant les régions,
autour d’un état moyen. Ainsi la valeur d’une variable d’etat ¢ quelconque correspond
a la somme de sa valeur moyenne 1, et de sa fluctuation ¥, ¢ = v, + ?’. Les mouve-
ments d’échelle inférieure a la grille du modele ne peuvent étre explicitement résolus. Afin
de pouvoir les représenter dans les modeles numériques, on les modélise par des termes
supplémentaires communément appelés termes de Reynolds et parametrés comme des
flux diffusifs. Ils doivent étre exprimés en fonction des éléments de plus grandes échelles

pour fermer le systeme d’équations.

Si I'on moyenne le systeme (2.1), les fluctuations des termes linéaires disparaissent
tandis que celles des termes non-linéaires subsistent sous forme de moyenne du produit
des fluctuations. C’est par 'intermédiaire des ces termes que les fluctuations interagissent

avec I’écoulement moyen.

an ) r a(wlvl)m
o + (U Vo)v + div(v': v, + =
1 . 0%,
= ——Vpn + KvAv,, + Ky —— — fk X v,
Po 0z2

. _ _

9. Pmg

. ow,,
div(v,,) + 5 0

z

Tm i /T/ "
oL + (Un V)T + div(v'T'), + O T)m (2.2)

ot 9z

- . 0T,
= K7AT,, + Kt 5,2
z

a5, o A(w'S")
ar + (U, V.)S, + div(v'S"),,, + —
= KsAS,, + K. S
oo > 022
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Modélisation des flux turbulents

Les nouveaux termes qui sont apparus représentent 1’action de flux turbulents. L’hy-
pothese de modélisation consiste a considérer que ces flux sont responsables d’une dif-
fusion analogue a la diffusion moléculaire mais beaucoup plus efficace. Des arguments

physiques font que 'on pose:

IV
(V' V) = =K{, Vv, (0'V'), = —]&’€Y7U—gz
T
(VT = Kb, T, (0/T"),, = _K;Uaa_ (2.3)
k) k) Z
05,
(V'S = =KL, VS, (w'S"),=—-K, ——
) , aZ
ou Ky, Ky, Ky, Kty K, et K, sont les viscosités turbulentes.
Le systeme d’équations primitives devient:
IV
L + (Umvc)vm =
ot 0 av 1
div((Ky + Ki,,)Vvy,) + —(Kv + Ky, ) —=—) — —Vp, — fk x v,
’ 0z Y0z Po
Opm
div(v,) + é“m =0 (2.4)
z
aT,, , . L 0T, g, . 0T,
5 T (UnVe)Tn = div((Kr + A%,h)a—z) + o (Kt + A%,U)W)
Sy , . o+ 108, a ., . o+ 0SSk
at —I_ (UmvC)Sm = dZU(([XS —I_ [Xg,h) 82 ) —I_ a(( s —I_ [Xg,v) az )

Tout le probleme est de calculer ces viscosités turbulentes. Concernant I'océan, 1’habi-
tude est de prendre les viscosités horizontales, K{‘}’h, K%h et th, constantes. Leur valeur
numérique est déduite de I'expérience. On prend également K7, = K§,. En ce qui
concerne les viscosités turbulentes verticales, on introduit une nouvelle variable, 'energie
cinétique turbulente, e. C’est une quantité macroscopique qui va permettre la fermeture

du systeme en donnant acces aux viscosités turbulentes verticales.
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L’équation d’évolution pour ¢ d’OPA

Nous ne détaillons pas ici la détermination de I’équation d’évolution satisfaite par e.
On trouvera, toujours dans l'ouvrage de Lewandosky [69] un exposé clair des difficultés
de ce probleme et dans Madec et al. [79] les détails de 'implémentation dans OPA. Nous
nous contentons dans ce qui suit de donner quelques points permettant de comprendre
le phénomene.

Commencons par définir ’énergie cinétique turbulente par:

1
e = UV + 1w [*)m

On définit ensuite la fréquence de Brunt-Vaisala, N:

N2 = _i@

Po 8,2
N est I'inverse d’'un temps et mesure la fréquence des oscillations verticales, engendrées

par la turbulence, d’une particule fluide autour de sa position d’équilibre. C’est une

fréquence de rappel. De toute évidence ceci n’est valable qu’aux endroits dits stables ou

0 0

@_p < 0. Dans ce cas N2 > 0 et N = +v/N? & un sens. Aux lieux instables ot @_p > 0,
z z

N? <0, on ne peut plus en parler.

On définit enfin la fréquence de Prandlt M et le nombre de Richardson, R;:

ov
M? = || =22
1=l
N2
Hi=1p

M décrit le cisaillement dynamique entre deux couches de fluides. R; est sans dimension
et mesure le rapport entre le cisaillement et la stratification. Si R; < 1, la stratification
n’est pas assez forte pour enrayer le transfert d’energie de 1’écoulement moyen vers la
turbulence, c’est-a-dire 1’ écoulement est turbulent. Par contre lorsque R; > 1, le milieu
stratifié inhibe le développement de la turbulence.

[’équation d’évolution pour e, (2.5), est celle utilisée dans le modele OPA.
% = Ky ,M? — Ky N* + %(K@m%) — cd%j?

L’évolution de e résulte de:

(2.5)

- sa production par cisaillement : —|—]&'€,7UM2
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- sa destruction par stratification : —[(%WNQ
0 de
- sa diffusion verticale: +—(K7}, —
+82( Vi 82)
312
- sa dissipation: —cg—

I

De la connaissance de e on déduit,
ot t
Ky, = Ky, () = cnlnVe

et
Ky, = Kp,(e) = LKtv
T T Pm‘ Vw:
cm = 0.1et ¢g = \/5/2 sont des constantes fixées expérimentalement.
[, et l; sont les longueurs caractéristiques du mélange vertical et de la dissipation.

Une solution simple de modélisation peut étre de prendre ces longueurs constantes. Dans

V2e
N
P.; est le nombre de Prandtl sans dimension. Il est fonction du nombre de Richardson

Rii

OPA, elles sont déterminées par la formule: [, = [; =

P,=1 St R; <0.2
P, =10 St R, >2
transition linéaire
Pour éviter les instabilités numériques dues a des valeurs trop faibles des viscostés
turbulentes lors de la résolution de (2.5), on prend en pratique:
Ké/,v = max(Kv, Cpla.\Ve),

et
1
_[(%/,v) :
rt

Ceci fait, on remplace dans le systeme (2.4), les termes du type (Kv + Ky,,) par Ky,

K}, = maz(Kr,

2.2.3 Passage au 1D

Le passage a un modele 1D s’effectue en supposant une homogénéité horizontale:

0 0
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Suivant cette hypothese, I’équation de continuité s’écrit:

ow,,

0z =0

La vitesse verticale est nulle au fond, et en surface (hypothese du toit rigide). Elle est

donc nulle partout, w,, = 0.

Il nous reste a effectuer une derniere approximation concernant la pression et la den-
sité. Dans les équations, la pression ne sert qu’a calculer la densité, utile dans 1’équation
d’évolution de I’énergie cinétique turbulente. On suppose que dans I’expression de I’équation
d’état pour p, la pression (en décibar) peut étre approchée par la profondeur (en metre),

et I’on supprime I’équation pour la pression.

Finalement, en tenant compte des approximations et des hypotheses formulées, les
variables d’état du modele 1D de couche de mélange océanique sont (en supprimant
I'indice ,,,) : les composantes horizontales de la vitesse u et v, la température 7', la salinité
S, ’énergie cinétique turbulente e et la densité p. Le systeme d’équations d’évolution pour

ces différentes variables s’écrit:

5= g g I

b

o %KT@_‘Z) (2.6)
‘;: = KyM? — KrN? + 93“” ge) - cd%ﬂ

avec,
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Kv = maz(KY,, Cly/e€)

1
K1 = maxz (K2, P—KV)
rt

p=p(T,S,z)
N2 = _i@
Po 62:
Y ILAdTE 27)
A
N2
e

2.2.4 Conditions aux limites
Conditions aux limites pour la vitesse

Au fond de la colonne d’eau (profondeur L), la vitesse est nulle:
V|z:L = 0.

En surface, I'océan est forcé par les phénomenes atmosphériques mécaniques (vent) et
thermodynamiques (chaleur, évaporation, précipitation). Pour les vitesses cela se traduit

par des conditions de Neumann:

0 1
—V)|z=0 =T

[.7
( v aZ Po

ou T est la tension du vent.

Conditions aux limites pour la température

A la surface, on impose:
aoT Q

Kr sy =
(XT62)| 0 PoCy

ou ¢, est la chaleur spécifique de l'eau. () = Q¢ + @), est le flux thermique ne pénétrant
pas dans 'océan. Il est la somme de plusieurs contributions. (Jy contient le chauffage par

le soleil, le rayonnement radiatif, la chaleur sensible (échange de chaleur avec l'air) et
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la chaleur latente (évaporation et précipitations). @, est un terme de rappel aux obser-
vations en température de surface (SST', pour Sea Surface Temperature) qu’il convient
d’ajouter.

Qr = q(T].=0 — SST)

ou q est une constante négative.
Une partie des radiations solaires pénetrent dans les quelques premiers metres de
I'océan. Dans OPA, ce phénomene est modélisé en rajoutant un terme a ’équation de la

chaleur:

o o or 1o
ot~ 0z oz pocy 0z
ou

I =Qu[Re ™% + (1 — R)e /%],

Qs est la part du flux de chaleur qui pénetre 'océan, R, & et & sont des constantes.
Au fond, on suppose qu’il n’y a pas d’échange de chaleur:

aT

=0
az| L

Conditions aux limites pour la salinité

Lorsqu’il y a évaporation en surface, la salinité augmente proportionnellement a S.
En revanche, dans le cas de précipitation elle diminue proportionnellement a 5. De la
méme maniere que pour la température, on doit tenir compte de la salinité observée en

surface (555, pour Sea Surface Salinity). On a donc:

as
(I(Taﬂz:o = ES|Z:0

ot B =Fy+FE (5]:=0 = 555)

. Fy est une donnée climatologique, le flux net d’eau douce
en surface, et F, est une constante.

Au fond, il n’y a pas d’échange de sel:

@
0z

Z:LZO



2.2 Le modele physique d’océan 35

Conditions aux limites pour I’énergie cinétique turbulente

A la surface, e est prescrit par la tension du vent:

¢l-=0 = ¢[l7/po

ou c¢ est une constante expérimentale.

Au fond, on néglige la turbulence. Aussi y impose-t-on a e une valeur constante

positive et petite:

€Z:L:€f

2.2.5 Bilan final des équations du modele physique
On note ug, vo, Th, So et €g les conditions initiales. Elles sont généralement issues d’une

simulation précédente ou d’une montée en puissance (spin-up) du modele numérique. Les

équations qui seront résolues lors des expériences numériques sont les suivantes:

ou 0 ou

ot 82(AV82) + /v
v 0 v
- @z(hv )= fu

or o, or 1 I

Kr 2.
ot az( 0z )t poc, 0z (28)
oS0, 05,
o~ 9: T
Je , 0 Je e?/?
a—[ M —[X N —|—$([\\/a ) CdT

avec,
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NNPZD-DOM

Kv = maz(Ky,, Cl\/e€)
1
K7 = max (K%, P—KV)

ri
p=p(T,S,z)
NZ — 99

poaz
ov
= |2

N2
e
Prt = Prt(Bz)
[ = v2e
N
I = Q,[Re /% + (1— R)e—z/éa]

les conditions aux bords:

1
(I(Vaa—ZNZZO = —T, V|Z:L = 0,

([XXT$)|ZZO - ES|Z:O7 _Z|z:L - 07

el:=o = cll[/po, el:=1 = ¢

et les conditions initiales

Vli=t, = Vo,
Tz, = To, Sli=t, = So,

e|t:t0 = €g.

(2.9)

(2.10)

(2.11)

2.3 Les modeles biologiques NPZD et NNPZD-DOM

Les deux modeles NPZD et NNPZD-DOM sont construits sur le méme principe.

Comme nous I’avons expliqué dans I'introduction, le premier est le modele le plus simple

permettant de représenter les trois processus principaux que sont la production de matiere

organique en surface, 'export de cette matiere en profondeur et sa reminéralisation. La
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grande différence entre les deux modeles réside dans le nombre de compartiments bio-
logiques ou variables utilisées, c’est-a-dire dans le degré de simplification adopté. Dans
chacun de ces modeles les compartiments interagissent les uns avec les autres par I'in-
termédiaire de flux représentant des processus biologiques. Les modeles sont construits
en azote, c’est-a-dire que les variables sont exprimées en mmolN.m™> et les échanges
entre compartiments sont donc quantifiés en termes de flux d’azote.

Chaque modele est constitué de deux sous-modeles. Le premier s’applique de la surface
a une profondeur prédéterminée telle que la base du domaine ainsi défini approche la
profondeur maximale de la couche euphotique. Dans notre cas, cette profondeur est prise
égale a 150 m. Le deuxieme sous-modele ou modele de reminéralisation s’applique dans
tout le reste de la colonne d’eau modélisée.

Notons C le vecteur des 4 (NPZD) ou 6 (NNPZD-DOM) variables d’état C;. C vérifie

un systeme d’équations de réaction-diffusion.

oc; 9, . 9C

o o (Kn(t,2) 5 = fi(t,%,C) >0,z €)o, L]

aC; _ 9C; _ (2.12)
Ci(0,2) = Co(2) z €]0, L]

Le coefficient de diffusion K7 est le méme que celui utilisé pour les traceurs actifs
(T et S). Les termes de réaction f;(¢,z,C) couplent les équations en caractérisant les
échanges entre les différents compartiments biologiques. Ils ne sont pas les mémes dans
la couche de surface (]0,/] avec [ = 150 m) et sous cette couche (]I, L[ avec L = 400 m).
Dans la suite nous détaillons ’expression de ces différents termes, pour chacun des deux

modeles, d’abord dans la couche de surface puis dans le reste de la colonne d’eau.

2.3.1 Les modeles dans la couche de surface
Le modele NPZD

Les différents compartiments obéissent, dans les 150 premiers metres de l'océan, aux

termes de réaction suivants.
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Nutriments(N ou )

filt,z,C) = —p,(1 = y)LiLnP 4 p. Z 4 paD (2.13)

Phytoplancton(P ou C5)

fao(t,2,C) = pp(1 =)L LyP — Gp — m, P (2.14)

Zooplancton(Z ou ()

fg(t, z, C) = apGp +ayGp —m,Z — T4 (215)

Détritus(D ou Cy)

oD
fa(t,2,C) = (1 —a,)Gp —agGp + mpyP + m,7Z — uaD — ”dﬁ (2.16)

Les différents parametres qui apparaissent sont des constantes représentées dans le

tableau (2.1) et une repésentation schématique du modele est donnée figure (2.1).

broutage, G

broutage production

Ga upLiLny P

pelotes fécales exsudation

(1 —ap)Gp + (1 —ag)Ga YupLiLnP
mortalité, m, Z V V

reminéralisation

sédimentation
aD
vd'5:
convection
hivernale

Fia. 2.1 — Repreésentation schématique du modéle NPZD de la couche de surface et

Processus assoCies.
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parametres symbole | valeur unité
constante de demi-saturation k., 0.5 mmolm ™3
taux maximum de broutage g 0.75 jour™!
constante de demi-saturation pour le broutage k., 1 mmol N.m=3
fraction d’assimilation du phyto a, 0.7

fraction d’assimilation des détritus aq 0.5

taux d’excrétion du zoo (e 0.1 jour™!
taux de mortalité du phyto m, 0.03 jJour~!
taux de mortalité du zoo m, 0.03 jJour~!
taux de reminéralisation des détritus fd 0.09 jour™!
vitesse de sédimentation des détritus vy 5 m.jour™!
taux maximal de croissance du phyto Uy 2 gour™!
fraction d’exsudation du phyto ~ 0.05

taux de reminéralisation T 0.05 jour™!
constante de demi-saturation pour la phototsynthese kpar 33.33 W.m ™2
rapport carbone:chlorophylle re 55 mgC.mgChla™1
rapport de Redfield carbone:azote rq 6.625

absorption des pigments dans le rouge krp 0.037 | m™'.(mgChl.m=3)="
absorption des pigments dans le vert kyp 0.074 | m™t.(mgChl.m=3)7's
loi de puissance de le rouge [, 0.629

loi de puissance de le vert L 0.674

contribution de Chl aux pigments Tpg 0.7

TAB. 2.1 — Tableau des parameétres du modele NPZ D

Le modeéle NNPZD-DOM

Les différents compartiments obéissent, dans les 150 premiers metres de l'océan, aux

termes de réaction suivants.

Nitrate(NO; ou C)

fl(t,Z,C) = —/LpL[LNOSP + ,LLnNH4 (217)
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Ammonium(N H, ou C5)

fa(t,2,C) = —pp Li Ly, P4 fr (Yo L1(Lnos+Lng, ) PAp. Z441q D) —pin N Hy+piposs DOM

(2.18)
Phytoplancton(P ou C5)
J3(t;2,C) = (1 =Ny Li(Lno, + Lnm, )P = Gp —myP (2.19)
Zooplancton(Z ou ()
fa(t,2,C) = a,Gp + ayGp — m, 7% — u. 7 (2.20)
Detritus(D ou C5)
aD
fs(t,2,C) = (1 —a,)Gp —agGp + m,P — paD — Ud% (2.21)

DOM(DOM ou Cs)

fe(t,2,C) = (1 = f)(yppLi(Lnos + Lnm, )P + p=Z + praD) — pporr DOM  (2.22)

Les différents parametres qui apparaissent sont des constantes représentées dans le

tableau (2.2) et une repésentation schématique du modele est donnée figure (2.2).

Formulations des termes non-linéaires

Termes de limitation de croissance du phytoplancton La formulation utilisée
pour paramétrer la croissance du phytoplancton prend en compte la limitation par les
nutriments et la lumiere.

La limitation par les nutriments suit la formulation de Hurtt et Armstrong [54].

Pour le modele NPZD elle s’écrit:

N

v —
NTE AN

Pour le modele NNPZD-DOM, les nutriments sont décomposés en nitrates et ammo-

nium:
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mortalité, m, Z2 broutage, G

exsudation
(1= fn)u:2

reminéralisation
tam DOM

convection
hivernale

excrétion
(1 = fr)vupLr(Lno, + Lnm,) P
sédimentation
v aD

473z

FiG. 2.2 - Représentation schématique du modele NNPZD-DOM de la couche de surface

et processus associes.

NH,
kn+NH4

Selon I'hypothese que la limitation totale suit la méme loi,

Lym, =

NOs+ NH,
Lyo, + Lnm, = 2.23
NO NH (kn + NOs + NHy) (2.23)
on obtient,
k,NO
Lyo, = ° (2.24)

(kn + NHy)(k, + NO3 + NHy)
La limitation de la croissance par la lumiere est paramétrisée par le facteur, L; =

L[(t,z, P)

Li(t,z,P)=1—exp(—PAR(t,z, P)/kpa,)

ou PAR(t, z, P) (photosynthetic available radiation) provient d’'un modele d’absorption
de la lumiere. Seule une fraction (environ 43%) de la lumiere arrivant a la surface de

I'océan est utilisée pour la photosynthese. PAR est calculé a partir de la lumiere en
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parametres symbole | valeur unité
constante de demi-saturation des nutriments k, 0.01 mmolm ™3
fraction d’exsudation du phyto ~ 0.05
taux maximum de broutage G- 1 jour™!
constante de demi-saturation pour le broutage k., 1 mmol N.m=3
fraction d’assimilation du phyto a, 0.3
fraction d’assimilation des détritus ag 0.5
taux d’excrétion du zoo e 1/10 jour™!
taux de mortalité du phyto m, 1/20 jJour~!
taux de mortalité du zoo m, 1 mmol N.m=3.jour~!
taux de dissolution des détritus fd 1/20 Jour™!
vitesse de sédimentation des détritus vy 5 m.jour™!
taux maximal de croissance du phyto Ly 1/0.5 jour™!
taux de reminéralisation vers N H, fn 0.75
taux de nitrification fn 1/20 jour™!
taux de reminéralisation de DOM vers N H,4 Ldom 1/30 jJour~!
préférence du zoo pour le phyto r 0.7
taux de reminéralisation T 1/20 Jour™!
coef. pour le profil de reminéralisation de Martin h, -0.850
constante de demi-saturation pour la phtotsynthese Epar 33.33 W.m ™2
rapport carbone:chlorophylle Te 55 mgC.mgChla™!
rapport de redfield carbone:azote rq 6.625
absorption des pigments dans le rouge krp 0.037 | m~t.(mgChl.m=3)~1r
absorption des pigments dans le vert kyp 0.074 | m~.(mgChl.m=3)"'s
loi de puissance de le rouge [, 0.629
loi de puissance de le vert L 0.674
contribution de Chl aux pigments Tpg 0.7

TAB. 2.2 — Tableau des parameétres du modeéle NNPZD — DOM
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surface et de la concentration en phytoplancton. Deux longueurs d’ondes différentes sont

considérées.
PAR(t,z, P) = PAR.(t,z, P)+ PAR,(t,z, P) (2.25)
PAR,(t,z,P) = PAR,(t,z — Az, P)(1 — exp(—k,Az)) (2.26)
PAR.(t,z, P) = PAR.(t,z — Az, P)(1 — exp(—k,Az)) (2.27)
12P
kg = kgo + kgp(#)lg (2'28)
pgTe
12P
kr = kro + krp( Td)lr (229)
TpgTe

kyo = 0.0232 m~! et k., = 0.225 m~! sont les coefficients d’absorption de ’eau dans le
bleu et le rouge. On prend comme condition de surface un PAR réparti équitablement

dans les deux longueurs d’onde et proportionnel au flux solaire pénétrant,

PAR,(1,2 = 0) = PAR,(L,z = 0) = 0.43Q, (1) /w (2.30)

Termes de broutage du zooplancton La facon la plus simple généralement utilisée
pour représenter le broutage (grazing) du phytoplancton et des détritus par le zooplancton

est de le paramétriser par une fonction réponse de Michaelis-Menten carrée,

g, P*Z
Gp = 7——
Pk + p?
g.D*7

Gn =
Dk ¥ D?

Il est possible de sophistiquer ces paramétrisations en introduisant les préférences du

zooplancton vis a vis du phytoplancton (r) ou des des détritus (1 — r), et en posant,

o — g.rP*Z

T P+ (0 =r)D)+rP>+ (1 —r)D?
.(1—r)D2Z

Gy — g:(1-7)

k.rP+(1—=r)D)4+rP2+ (1 —r)D?
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2.3.2 Le modele sous le couche euphotique

Sous la couche euphotique, la reminéralisation est prépondérante et le modele de
surface ne s’applique plus. Les différents compartiments se dégradent, petit a petit, en

nutriments pour le modele NPZD et en nitrates pour le modele NNPZD-DOM.

Le modeéle NPZD

Nutriments (V)

fit,2,C)=7(P+Z+ D) (2.31)
Phytoplancton (P)
fo(t,2,C) = —7P (2.32)
Zooplancton (7)
f3(t,2,C)=—1Z2 (2.33)
Détritus (D)
f4(t7 <, C) = _TD - Udaa—D (234)
z

Le modeéle NNPZD-DOM

Dans ce modele, contrairement au modele NPZD, le terme de mortalité du zooplanc-
ton dans la couche de surface est redistribué le long de la verticale dans le reste de la

colonne d’eau.

Nitrates (NO3)

Ammonium (N H,)
f2(t7 z, C) - _TNH4 (236)
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Phytoplancton (P)

f3(t,2,C) = —7P (2.37)
Zooplancton (7)
fa(t,2,C) = —77 (2.38)
Détritus (D)
aD
fS(ta z, C) - _TD - Uda (239)
DOM (DOM)
fe(t,z,C) = —7DOM (2.40)

La reminéralisation du flux d’export de la mortalité du zooplancton f est défini par:
!
f()= / m,Z%dz
0

F(z) = f(D)(=/D)"

Il n’y a pas de dépot au fond de 'océan, on ajoute donc la condition

f(L)=0
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Chapitre 3

Etude analytique

3.1 Introduction

[.’équipe d’océanographes du LODYC a développé plusieurs modeles d’ecosysteme
marin. Nous avons présenté deux d’entre eux dans la chapitre précédent. Ces modeles
permettent d’obtenir des simulations numériques plutot satisfaisantes et différents tra-
vaux ont été menés afin de tester leur efficacité et pertinence (Lévy [66], Mémery [85]).
Cependant les objectifs de ces études different completement de ceux que peuvent se fixer
les mathématiciens appliqués. Un des roles des mathématiques appliquées est sans doute
de s’assurer, dans la mesure du possible, que les modeles proposés donnent lieu a des
problemes bien posés. A la vue de la diversité et de la complexité des modeles existants,
il semble difficile et sans doute peu utile de tous les étudier. Il est par contre intéressant
dans le cadre de ce travail de these d’en étudier un. C’est ce que nous nous proposons de
faire dans ce chapitre.

Une étude mathématique d’un modele physique de turbulence relativement similaire
a celui que nous utilisons est proposée dans l'ouvrage de Lewandosky [69], nous allons
donc restreindre notre étude au seul modele biologique. On commence par montrer un
résultat d’existence pour le modele NPZD, en faisant un minimum d’hypothese sur les
données du probleme, en utilisant une méthode de point fixe de Schauder. L’unicité est
ensuite obtenue en faisant une hypothese supplémentaire sur le terme L; de limitation

de croissance du phytoplancton par la lumiere. Cette hypothese permet également de
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simplifier la démonstration du résultat d’existence en utilisant le théoreme du point fixe
de Banach. Ceci étant fait, nous montrerons que le cas du modele NNPZD-DOM peut étre
traité de la méme facon. D’autre part, les variables du probleme étant des concentrations,
il est également tout a fait 1égitime de se poser la question de la positivité de la solution.
Nous montrerons donc aussi que si les concentrations initiales sont positives alors les
concentrations sont toujours positives. Enfin, nous montrerons pour terminer ce chapitre
comment la théorie des semi-groupes permet également, avec certaines hypotheses sur

les données, d’obtenir un résultat d’existence-unicité.

3.2 Le modele NPZD

3.2.1 Rappel des équations du modele

Le modele est constitué d’un systeme de quatre équations paraboliques semi-linéaires

couplées.

Donnons tout d’abord quelques notations. Dans toute la suite on note indifféremment
C = (N,P,Z,D)T = (Cy,Cy,C5,C4)T, le vecteur des concentrations de nitrate, phy-
toplancton, zooplancton et détritus, et £ = (fn, fp, fz, fp)T = (f1, f2, f3, fa)T. Les

équations du modele NPZD sont les suivantes, pour : = 1 a 4:

ar g b r)G)  dvargs = filtw, €) L E]0,T] @ €)0, L]

iy oy = 90, 1 _ (3.1)
81‘ (t70) - 81‘ (taL) - l 6]07T]

Ci(0,z) = C(x) z €]0, L]

avec,
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Iz, C) = (=pp(1 = 7)Li(t, 2, PYLN(N)P + 12 Z + pa D)o ()
HT(P+ 72+ D)y ()

fe(t,z,C) = (pp(1 =) Li(t, 2, P)LN(N)P — Gp(P, Z) — my Pl ()
+H(=T Pl ()

fz2(t,2,C) = (ap,Gp(P,Z)+ aaGp(D,Z) — m.Z — p.Z Mo ()
+(=7 2y ()

fo(t,z,C) = ((1 —ap)Gp(P,Z) —asGp(D,Z) + mpP +m.Z — pqD)ljo ()
H(=7 D)y ()

(3.2)

Iho, est la fonction indicatrice habituelle,

]1]071](1}) =1 s (EE]O,Z]

=0 sinon
d; 4 est le symbole de Kronecker,

52'74 =1 st 1=4

=0 sinon

Les différents parametres qui interviennent sont des constantes strictement positives
présentées dans le tableau 2.1. Signalons également que les parametres v, a, et a4 vérifient,
l—v>0,1—a,>0et1—a;>0.

Les fonctions non-linéaires Ly, Ly, Gp et Gp sont explicitées dans la suite.

3.2.2 Commentaires et hypotheses

e Le coefficient de diffusion d(t, ) est une donnée du probleme. Il est, en pratique,
calculé par le modele physique de turbulence verticale. Il contient toute la dyna-
mique physique représentée dans le modele biologique, et varie fortement en temps
et en espace. On ne fait pour l'instant aucune hypothese de régularité sur d, on

suppose simplement que:
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Hypothese 3.2.1

d(t,z) <ds, p.p. dans |0, T[x]0, L]
d(t,x) > do >0, p.p. dans |0, T[x]0, L[

e Fn raison de la présence des fonctions indicatrices g et Iy 7, les équations du
modele ne sont pas les mémes au-dessus et en-dessous de la profondeur [ qui physi-
quement correspond a la profondeur a partir de laquelle 'action de la lumiere sur
le systeme est négligeable. Mathématiquement cela correspond a une discontinuité
des termes de réactions f;(¢, z,C) au point x = /.

o Li(t,z, P) est la fonction de limitation de croissance du phytoplancton par la

lumiere. Elle est en pratique paramétrée par:
Ly=Li(t,z,P)=1—exp(—PAR(t,x, P)/kpar).

PAR(t,z, P) (Photosynthetic Available Radiation) provient d’un modele d’absorp-
tion de la lumiere. Dans le cadre de notre travail et afin de simplifier le probleme,
on s’affranchit du modele optique, et le terme de limitation de croissance par la
lumiere, Ly, se résume a la donnée d’une fonction L;(¢, z, P). On fait les hypotheses

suivantes.
Hypothese 3.2.2
Ly est définie sur[0,T] x [0, L] x IR
0<Li(t,z,P) <1, p.p dans [0,T] x [0, L] x IR
(t,z) = Li(t,z, P) est mesurable, pour tout P € IR
P — Li(t,z, P) est continue, p.p (t,z) € [0,T] x [0, L]
e Les autres sources de non-linéarité du modele sont les termes Ly (N), Gp(P, Z) et
Gp(D, 7).

— Ly est la fonction de limitation de croissance du phytoplancton par les nutri-

ments. Elle est donnée par Ly = . I’éventuelle annulation du dénominateur,

k,+ N

invite a définir plutot, Ly = —————. Cette formulation sera utilisée dans la

k, + |N|
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suite. Une fois prouvée I’existence d’une solution au modele biologique, nous
montrerons que si les concentrations initiales sont positives alors les concen-
trations restent toujours positives. Ainsi la formulation avec valeur absolue et

celle sans valeur absolue seront équivalentes.

— G'p est la fonction de broutage du phytoplancton par le zooplancton. Elle peut
o 4trisé Gp(P,7) = 9:P"7 5 méme G (D, 2) = 9:-°7
étre paramétrisée par Gp(P,7) = b P e méme Gp(D,7Z) = b D

Des formulations plus complexes peuvent étre utilisées mais celles-ci ne font

ici que compliquer les calculs et ne changent pas les résultats.

e Remarquons la présence du terme d’advection v;—— dans 1’équation pour les détritus

Ox

D, qui coulent a la vitesse constante vy.

3.3 Préliminaires

3.3.1 Espaces fonctionnels

Nous introduisons maintenant les espaces fonctionnels dont nous aurons besoin dans
la suite. Toute cette étude se déroule dans le cadre 1D, sur 'ouvert |0, L[, et T' < oo est
un temps fixé.

Soient H et H! les espaces de Hilbert séparables définis par

H = (L*0,L))*
H' = (H'(0,1))*

H est muni de son produit scalaire canonique, soit pour C et C dans H:

On note ||.|| la norme induite sur H.
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De méme, H! est muni de son produit scalaire canonique, soit pour C et C dans H':

:/Lia( dx—l—/L;l %i ) g2

—Z 0270 2 OL)‘|‘Z 9C; 80 )i2(0,1)

On note ||.||; la norme induite sur H', et |.|; la semi-norme.
Nous serons également amenés a considérer I'espace L>* = (L*°(0, L))*. L>(0, L) est

un espace de Banach muni de la norme
1Cillec = inf{M;|Ci(z)| < M p.p sur (0,L)}
De la méme maniere, L™ est un espace de Banach muni de la norme

I1Cloe = Sup JCilleo

X étant un espace de Banach, de norme ||.||x on notera C([0, 7], X) ’ensemble des

fonctions continues sur [0, 7] a valeur dans X. On le munit de la norme
1Cllogo.r1.x) = supl|C(1)]]x
[0,7]

On note également L*(0,7,X) I'’ensemble des fonctions L? en temps a valeur dans

X, muni de la norme
T
Gl = ([ IC@)Fde)”
0

et L>(0,7, X) 'ensemble des fonctions L> en temps a valeur dans X, muni de la norme
I1Clz=(0,r.x) = inf{AM; |[C(1)||x <M p.p sur (0,T)}

C([0,T], X), L*(0,T, X) et L>=(0,T, X) sont des espaces de Banach.

Nous utiliserons également le lemme suivant,

Lemme 3.3.1 On aq,
H' C L™ avec injection continue,
H' C H avec injection compacle.

H' C C([0, L], IR") avec injection compacte.
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Preuve: c’est une conséquence immédiate des corollaires IX.14 et 1X.16 de Brézis [13],

et du théoreme de Rellich-Kondrachoff (Lions et Magenes, [72]). O

On note H' I’espace dual de H et (H')' I'espace dual de H'. En identifiant H et son

dual, on a le schéma classique,
H' cH=H Cc (H'

chaque espace étant dense dans le suivant et les injections continues.
Enfin, on note, W (0,7, H', (H')') ot plus simplement W(H") I’espace de Hilbert,

W(H") = {C e L*(0,T, H"); CZ—(; € L*(0,7,(H')")}

Lemme 3.3.2 Tout C € W(H") est presque partoul €gal a une fonction continue de

[0,T] dans H. De plus,
W(H') c ([0, 7], H)

et ["injection est continue.

Preuve: voir Dautray et Lions [31] par exemple. O
Ainsi, pour C € W(H'"), I'expression C prend en ¢ = 0 la valeur C° a bien un sens, avec

une application C € W(H") — C(0) € H continue.

3.3.2 Transformation préliminaire du systeme et forme bilinéaire
a(t,C,C’)

Afin de travailler dans la suite avec une forme bilinéaire la plus simple possible on
commence par ajouter aux deux membres de chacune des équations du systeme (3.1),

AC;, ou la valeur de A > 0 sera fixée dans la suite. On obtient ainsi le systeme équivalent,

aC; 0 aC; aC; . r )

ot - a_x(d(tvx)a—x)—l'(sz,ﬂ)da—x‘l'/\oz _fl(tvxvc)—l_/\cl t E]O7T]7:E E]O’L[
aC; e _

—(1,0) = —=(1,1) =0 t €10, T

C;(0,2) = Cx) z €0, L]

(3.3)
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On pose alors, pour N,N', P, P', 7, 7" et D, D" € H'(0, )
L aNaN'
aN(t,N,N’):/ d(t,x) / NN’
0

L /
ap(t, P, P") :/ d(t, x)aPaP —I—/\/ PP
0 0

Ox Ox
L / L
az(t, Z2,7") :/0 d(t, m)giaai —I—/\/0 A
L / I L
ap(t,D,D’) :/ d(t, J:)%DaaD —I—/ vdaa—DD'—l—/\/ DD’
0 x Oz x 0

et
a(t,C,C") =an(t, N,NY+ap(t,P,P)+az(t,Z,Z") + ap(t, D, D")

Lemme 3.3.3 Pour tout t € [0,T], a(t,C,C’) est une forme bilinéaire continue sur
H' x H'. Pour tout C, C' € H', t — a(t,C, C’) est mesurable et il existe une constante
M, > 0 telle que,

la(t,C, C)| < M,||CI[1]|C[l, VC,C"e H!

V2
Pour X\ fixé, X > —, il existe une constante cq tlelle que,

2do

a(t,C,C) > o|[C|E, Ve [0,T]. ¥CeH

Preuve: la preuve est classique et utilise les hypotheses 3.2.1 faites sur le coefficient de

diffusion d(z,t) . Notons tout de méme que 'on a par exemple,
|a(t, C, C)| < (doo + A+ va)[[C[L[IC]]1,

ainsi, M, = (de + A + vq).

De plus, ay vérifie,
an(t,N,N) > d0|N|12ql(07L) + /\||Z\7||%2(07L)7 pp-t€[0,T],VN € H'(0, L)
Il en est de méme pour ap et ay.

Pour ap on a en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young,

’U
I/ vd—D|<vd|D|HloL||D||L20L |D|H10L)‘|‘ d||D||L20L)
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et donc
2

o v
ap(t, D, D) Z (dy = 2)|Dlino.ry + A = 50PNz 0,r)

v?2
d’ou finalement, en choisissant @ = dg et A > —-

2d0

d
(1,0,0) 2 min(P 2~ Tyl

3.3.3 Les termes de réaction du second membre et ’opérateur
non-linéaire G
Dans ce paragraphe on montre que les termes de réactions du modele NPZD per-
mettent de définir un opérateur, G, continu, sur L*(0,7, H).
Lemme 3.3.4 Les termes de réaction fn, fp, [z et fp définis au paragraphe 3.2.1
vérifient les propriétés suivantes:

(P1) Pour tout t > 0, tout z € [0, L], tout C € IR,

[t 2, C)f < (pp(1 =) + 7)IP[ 4 (= + 7)1 Z] + (pa + 7)[ D]
[fp(t 2, C)l < (pp(1 =) + mp +7)[P| + ¢:] 7|

|[f2(t 2, C) < ((ap + aq)g- + m + p- + 7)| 7]

[/p(t 2, C) < (1 = ap) + aq)g: + m2)|Z] + mp| Pl + (pa + 7)| D)

(P2) La fonction f(t,z,C), définie de [0,T] x [0, L] x IR* — IR*, est mesurable en (t,z),
pour tout C € IR?, et est continue en la variable C, p.p. (1,z) dans [0,T] x [0, L].

Preuve: pour (P1), il suffit de remarquer que les fonctions caractéristiques Ty () et
Iy zi(z), la fonction L;(t,z, P) (d’apres 'hypothese (3.2.2) faite sur Lj), ainsi que les
fonctions de IR — IR,

l:2 — ’
kn + ||
22
g:x—

k, + 22
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sont bornées par 1.

(P2), découle des hypotheses faites sur L ainsi que de la continuité des fonctions Ly :
IR— IR, Gp:IR* - Ret Gp:IR* = IR. O

On définit alors une fonction g(t,z,C) = f(¢,z,C) + AC de [0,T] x [0, L] x IR* — IR* et

un opérateur non-linéaire, G, par:
GC =g(t,z,C(t,z)), (t,z)e0,T]x]0,L].

Proposition 3.3.1 L’opérateur, G, est bien défini de L*(0,T,H) dans lui méme. Il
existe une constante M, > 0, dépendant uniquement des parameétres du modéle, telle que,

pour tout C € £*(0,T,H)
|GCl|r20,1,1) < My||Cl|1200,7,1)

L’opérateur G est continu sur L*(0,T,H).

Preuve: soit C € L*(0,7,H) et ¢ € [0,7]. On a, en utilisant le point (P1) du lemme
3.3.4,

L
IGC)|? = / |fn(t,z, C(t, ) + AN(t, z)|* + | fp(t, 2, C(t, ) + AP(t, z)|?
0
+fz(t,x, C(t,x)) + AN (L, 2) > + | fo(t,z, C(t,x)) + AD(t, z)|*dx
< cter(|[P(O)1720,0) + 12O NF2 0,0y T PO [T20.2) + IV (OF200,1))
+etes(|[P()]1720,0) + 12720,y + 1PO720,1)
+etes (|| Z(0)F20,1))

+etes(]|Z(1 )||L2 o) T |P(1 )||%2(0,L) + ||D(t)||?:2(o,L)
< MZl[C(1)]]?

c’est-a-dire également, en intégrant sur [0, 7],
IGC||r20,7,1) < My||Cl[r2(0,7,1)

ou M, est une constante dépendant des parametres du modele.

On sait, d’apres le lemme 3.3.4 que la fonction

g(t,z,C)=1(t,2,C) 4+ AC
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de [0,T] x [0, L] x IR* — IR?, vérifie les conditions de Carathéodory et le théoreme 2.1,

page 22, de Krasnosel’skii [59], permet d’affirmer que I'opérateur G est continu. O

3.3.4 Formulation variationnelle

Nous sommes maintenant en mesure de donner la définition d’une solution faible du

syteme (3.1).

Définition 3.3.1 On dit que C € W(H'") est une solution faible du systéme (3.1) si

d
VoeH (.0 +a(t.C.0)= (GC,9)

au sens de D'(]0,T]),
et C(0) = C°.

Remarque 3.3.1 On peut montrer qu’une formulation faible équivalente est:
dC

C e L*(0,T,H") est une solution faible du systéme (3.1) si i €: L*0,T,(H")) et si
pour tout ¢ € L*(0,T,H") et tout t € [0,T],

1 dC t

[ (G100 + als Cs).00ds = [ (Ges). s

0 0

et C(0) = C°.
Dans la suite de ce travail nous allons démontrer le résultat suivant.

Théoréme 3.3.1 Soit C° € H. Le systeme (3.1) admel une solution faible.

3.4 Existence

Le résultat d’existence d’une solution faible du systeme (3.1) est obtenu en deux
étapes. On commence par définir un probleme approché dans lequel 'opérateur G est
remplacé par un opérateur G,,. Ce probleme approché est résolu par une méthode de
point fixe. Dans la deuxieme étape, on passe a la limite dans le probleme approché pour

obtenir une solution du probleme initial.
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3.4.1 Le probleme approché

Soit un entier n > 0, fixé. A partir de la fonction g(¢,z,C) on définit g, par,

g.: [0,7] x[0,L] xIR* — IR*

(5.0 BRI )

)i:l,...4
1+ 7 l(g(t,2,C))il

On définit alors 'opérateur non-linéaire, G,,, par:
G,C =g,(t,z,C(t,z)), (t,z)€[0,T]x]0,L].

Proposition 3.4.1 Soit un entier n > 0, firé. Lopérateur, G,, est bien défini de
L*(0,T,H) dans lui méme et il existe une constante M, > 0, dépendant uniquement

des paramétres du modéle, telle que, pour tout C € £*(0,T,H)

1GnCllr20,7,0) < Myl|Cllr200,7, 1)

L’opérateur G,, est continu sur L*(0,T,H).
Enfin, pour tout C € L*(0,T,H), on a également [’estimation,

||G7LC||L2(O,T,H) S 2nv LT

Preuve: soit C € L*(0,7,H), de la définition méme de g, et de la proposition 3.3.1 on
a

3

|GrC|12(0,7,1) < ||GCllr20,m,8) < My||Cll1r2(0,7,1)

Ainsi G, est bien défini sur L*(0, T, H).

L’estimation, ||G,C||r2(0,7,1) < o2nvV/ LT découle & nouveau immédiatement du choix de
la définition de g,.

Comme pour la proposition 3.3.1, le fait que g, vérifie les conditions de Carathéodory
assure la continuité de G,, sur L*(0,7,H). O

On cherche maintenant une solution faible du syteme initial dans lequel le second membre
g est remplacé par g,,. Ceci s’effectue en montrant qu’une telle solution est point fixe de

I'opérateur O défini dans la proposition suivante.
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Proposition 3.4.2 Soit C fizé dans L*(0,T,H) et C° € H. Le probléme:
trouver C € W(H') tel que,

voe ', (061 a(1.C,9) = (G.C,4),

au sens de D'(]0,T]),
et C(0) = C°,
admet une unique solution définissant un opérateur © sur L*(0,T,H), oC = C.

Preuve: ce résultat est assuré par un théoreme classique sur les problemes paraboliques
(Dautray et Lions, [31]), I’équation étant linéaire en C et le second membre G,C fixé

dans L*(0,7,H). O

Il s’agit maintenant de montrer que © admet un point fixe. Pour ce faire nous mon-

trons maintenant que les hypotheses du théoreme de point fixe de Schauder sont vérifiées.
Lemme 3.4.1 L’opéraleur © est conlinu sur L*(0,T,H).

Preuve: la continuité de © découle de celle de G,,. Soit C! et C? € L*(0,T,H). Les

solutions associées C' et C? du probleme de la proposition 3.4.2 vérifient,

d . R
(E(Cl —C*,¢) +a(t,C' - C* ¢) = (G,C' — G,C?* ¢)
En prenant comme fonction test, ¢ = C' — C?, en intégrant sur [0,¢], en utilisant la
coercivité de a et 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a,

"1d t R R
| 5 5IC 6= C e +allC ()= C sl ds < [ 11G,C'(5)-Gu G ) lICHs)-C(s) s

0 0
Soit encore comme C'(0) = C?(0) = C° et avec I'inégalité de Young,

et - el + [ 260]|CY(s) — C2(s) [2ds

0

i 1 . . 1
< [ 216.E0) = @ EX e Fds + o [ 117 () = Co)l s
0o @ 0
avec a = 2cg,
T 4 X R
00~ I < [ 5-lIG.Es) - GuCio)ds
Co

0
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d’ou en intégrant a nouveau sur [0,7],

. . T A .
joC! — (T)CQHL?(O,T,H) =||C' - C2||L2(O,T,H) </ %HGnCl — GnCQHL?(O,T,H)

Lemme 3.4.2 Lopérateur © envoie L*(0,T,H) dans la boule

2L Tn?

B ={C e L*(0,T,H),[|C||r20rm < \/T( +1C°11%)}

En particulier on a, O(B) C B.

Preuve: soit C € L*(0,T,H). La solution associée C du probléme de la proposition 3.4.2
vérifie,

A

d ‘ ‘ .
(ECWD) + a(t7 C,gb) = (Gncaﬁb)

En prenant comme fonction test, ¢ = C, en intégrant sur [0,¢], en utilisant la coercivité

de a et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a,

‘1d Clalé
[ 5 5ICIE + wliclias < [ ailier)is
0 0

Soit encore

1 t 1 . 1
||c<t>||2+/ 2co||c<s>||%dss/ ;||Gnc<s>||2ds+a/ 1C(s)|Pds + ||| 2
0 0 0
t A
avec a = 2¢q et / |G.C(s)||*ds < 4LTn?, il vient
0

ICI” < +1CO?

4LTn?
2c
d’ou en intégrant a nouveau sur [0, 7],

20 Tn?

Co

1OCI2 0,71y = [ICI[Z20,7m) < T'( +1C°l1)

O

Enfin, montrons la compacité de 1’'opérateur ©. Celle-ci résulte du lemme suivant.
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Lemme 3.4.3 Soient trois espaces de Banach By, B el By tels que

By C B C By,

By, By réflexifs,

By — B compact
On définit,

d
Wrort = {v, v € L7(0,T, By),v' = d_"; € LP(0,T, By)}
oul < p; <oo,1=0,1. Alors Wrorr C LP°(0,T, B) et linjection est compacte.

Preuve: ce type de résultat est dit a Aubin [7]. Le présent énoncé est extrait de Lions

[71]. O

Lemme 3.4.4 [’opérateur © est compact.

Preuve: soit B un ensemble borné de L*(0,7,H). Montrons que ©(B) est borné dans
W(H"). Soit CeBC L*(0,T,H) et la solution associée, C, du probleme de la proposi-

tion 3.4.2. Comme dans la preuve du lemme 3.4.2 on a,
t tq X t
IC@P+ [ 2aliclfids < [ 21G.C6)IFds+a [ o) s+ |Icl
0 0 0

En prenant cette fois a = ¢, il vient,

AL Tn?
+[|C%))?

T
1 N
/ 1C(s)[l1ds < gIIGnCIIB(o,T,H)fz +]ICOI* <
0

donc OC est borné dans L*(0,7T,H"Y).
De plus revenant a la définition on a,

A

d
Vo e H', (2,6)+a(t,C.6) = (GuC.9),

D’apres le lemme 3.3.3,

dC 2 .
(= @) < MalICIL[9]l + [[GRCll[[4]] < Ml[Cllll¢llx + 2n VL1

Ainsi,

T dC 2 T 2 2 2
| I s <2 [ @t + a2liCIR)as
0 0
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dC ,
et ||E||L2(O’T’(Hl)/) est borné dans L*(0,7, (H')).
D’apres le lemme 3.3.1, I'injection H' C H est compacte.
De plus, I'image de © appartient a W(H'). On applique donc le lemme 3.4.3 avec
Bo=H' B=Het B, = (H') et py = p1 = 2, et ainsi, I'injection W(H') C L*(0,7,H)

est compact, ce qui permet de conclure. O]

Théoréme 3.4.1 L’entier n > 0 élant fixé, C° étant donné dans H, le probléme:
trouver C € W(H") tel que,

dC

1 [
Vo e H', (dt,

¢) +a(l,C, ) = (G.C, 9),

au sens de D'(]0,T]),
et C(0) = C°,

admet une solution, notée C, .

Preuve: d’apres les lemmes 3.4.1, 3.4.2, 3.4.4 et le théoreme de point fixe de Schauder,

I'opérateur @ admet un point fixe qui est la solution recherchée. O

3.4.2 Passage a la limite lorsque n — o

Dans ce paragraphe on montre le théoreme d’existence suivant.

Théoréme 3.4.2 C° étant donné dans H, le systéme (3.1)(3.2) admet une solution
faible.

Preuve: la preuve s’effectue en passant a la limite quand n — oo dans les équations,

voe ', (YC201),6) 1 alt, ) = (GuCall), 6)

di (3.4)
C,.(0) = C°

Ceci s’effectue en deux étapes:
1) estimations a priori sur la suite C,

2) extractions de sous-suites et passage a la limite
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1) estimations. Montrons que:

(i) la suite (C,)n>0 est bornée dans L>(0,7, H)

(i1) la suite (C,)n»0 est bornée dans L*(0, 7, H")
d&)nw est bornée dans L?(0, 7, (H"))

di
On prend C,, comme test dans (3.4). On obtient,

(iii) la suite (

1d

C,|? t,C,,C G,.C,,C,
5 ZlICAP +a(t, €., C,) = (@€, C,)

soit encore,

1d

S ZHICE + collCall? < G Cal[1Call < M,[IC

d’ou en intégrant sur [0, 7]
¢ ¢
ICAlP +2a0 [ 1Calfids <20, [ CalPds + [P (35
0 0
L’équation (3.5) donne,
¢
ICall? < 2M, [ 11C,IPds + 17|
0
d’ou en utilisant le lemme Gronwall,
ICA(D]]* < ||C°I” exp(2M,T) (3.6)

et donc la suite (C,,),>0 est bornée dans L>(0,7, H).

[’équation (3.5) donne également,
! M, ! 1
[ lealias < 5 [licapds + 5P
et avec (3.6),
1
/ IC.|l1ds < ||CO||26XP(2M T)+ QHCOH2

et donc la suite (C,,),>0 est bornée dans L?(0,7,H').
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—n)n>0. On a,

dt

Donnons maintenant une estimation pour la suite (

dc, , ,
et donc,
dC, , .
(=7 ) < Mu]|Callillgll + My |ICal L1l
Ainsi,

T an 2 2 2 T 2
| ey 200240 [ lca;
M, T 1
< 22+ M2 O exp(2M, ) + 5 |CO )
0

0

dc,
et la suite ( 7 Jn>o0 est bornée dans L*(0, 7, (H')').
2) passage a la limite. Commencons par rappeler que D(]0, T'[, H') C W(H'). Donc

d
Vo e H' et Vo € D(]0,T]),on a ) = ¢ @ € L*(0,T,H") et d_ti) € L*(0,T,(H"Y).

dC, . . ,dC,
W,gﬁ). D’apres (iii), on peut extraire de la suite (W

sous-suite (notée de la méme maniere) qui converge vers un certain h dans

L0, T, (H"Y) faible *. Soit, pour tout ¢ € H' et tout ¢ € D(]0,T),

a) Terme ( Jn>0 une

T an T
tim [ (S ypds = [ (b oo

n—0o 0

De plus, par définition,

T dc, T d

D’apres (ii), on peut extraire de la suite (C,,),>0 une sous-suite (notée de la
méme maniere) qui converge vers un certain C dans L2(0, 7, H") faible. Ainsi,

pour tout ¢ € H' et tout ¢ € D(]0,T),

T dg@ T dg@
lim —/ C,.d)2ds = —/ C, ) "Zds

n—oo

dC
et donc h = 0 dans L*(0,7, (H"Y).
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b) Termea(t,C,, ¢). D’apres a), on peut maintenant supposer que la suite (C,,),,50
converge vers C dans L*(0, 7, H") faible, donc la suite (9,C,),>0 converge vers

0.C dans L*(0,T,H) faible. Ainsi, pour tout ¢ € H' et tout » € D(]0,T]),
T T
lim a(s,C,, ¢)pds = / a(s,C, d)pds
e Jo 0
¢) Terme (G, C,, ¢). Nous allons ici raisonner composante par composante. D’apres

les points (ii) et (iii), et d’aprés la compacité de 'injection W(H') — L%(0, 7T, H),
on peut supposer que la suite (C,),>o converge vers C dans L*(0, T, H) fort.
Ainsi, chaque composante C,, ;,7 = 1, ...4, converge vers C; dans L*(0, 7T, L*(0, L))
fort. Du théoreme de Lebesgue inverse (Brézis, [13], théoreme IV.9. page 58),

on déduit que I'on peut supposer (a une extraction de sous-suite pres):

(c1) les suites (C,;)n>0, ¢ = 1,...4, convergent vers C; p.p dans ]0, T[]0, L.

(c2) pour 1 = 1 a 4, |C,,i| < hyy Vo > 0, p.p dans |0,7[x]0, L[ et h; €
L*(0,T,L*(0, L)).

Comme g, ;(t, z, C) est continue par rapport a la troisieme variable, on déduit

de (c1), que Ve, € H1(0, L) et Yo € D(0, T]),
un,i(ta J?) = gn,i(tv x, Cn(tv :L'))qbz(x)go(t) n__>>oo gi(t7 T, C(ta x))¢2(x)99(t)

p.p. dans |0, 7'[x]0, L.
De plus, d’apres le lemme 3.3 et avec (c2),

4

[nal < M) R)ldillel € L'(J0, T[]0, L)

=1
ou les M; sont des constantes. Ainsi, d’apres le théoreme de convergence do-

minée de Lebesgue,

lim /OT /OLum(t,:z:)dxdt:/OT/OLgi(t,x,C(t,x))@(x)a,o(t)dxdt

n—o0

et finalement, pour tout ¢ € H' et tout » € D(]0,T),

T T
lim (GnCn,qb)c,o:/o (GC,9)p

n—oo 0

Ce qui acheve la preuve de la partie existence du théoreme 3.3.1. O
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3.5 Unicité

Dans cette partie on montre I'unicité de la solution faible en formulant une hypothese
supplémentaire sur L;. On montre ensuite comment dans ce cadre, la démonstration du

résultat d’existence peut étre simplifiée.

3.5.1 Hypothese et propriété supplémentaires
Hypothese 3.5.1 En plus des hypotheses 3.2.2, L vérifie 'hypothése:
Il existe une constante, K > 0, telle que V(t,z) € [0,T] x [0, L], VP, P e,
|Li(t,z, P) — Li(t,z, P)| < K;|P — P

Lemme 3.5.1 Les termes de réaction fyn, fp, [z et fp définis au paragraphe 3.2.1
vérifient la propriété suivante:
(P3) Pour tout t > 0, tout x € [0, L], toul C,C e RY,
[n(t2,C) = fu(t,z, ) < M(|P|,|P)IN = N|
+(r + My(|P[, | P])|P — P|
+(p= +7)Z = 2|
+(p1a+7)|D = D

\fp(t, 2, C) — fo(t,z,€)| < My(|P],|P|)IN — N
(7 4+ m, + My(|P|,|P|) + Ms(|Z],|Z]))| P — P|
+Ms(|1 2,1 2|7 — Z]

[f2(t,2,C) = f2(t, 2. C) < (ma+ p + 7+ (ap + a) M1 2], | 2))| Z — Z|
+a, Ms(|1 2], |Z])| P = P|
+aaMs(| 2], [Z])|D — D|

/ot 2.C) = fo(t.z,C) < (ma+ (aa+ (1 = a,)) Ma(|2],121))| Z — Z]
+(my + (1 = a,) Ms(|Z], | Z)))| P — P
+(p1a+ 7 + aaMs(|Z],|2))|D = D|
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ou

M(PLIPD = iyt = v)mas( (1P + [P, 1)
Ma(PLIPD) =y (1 = mar (g (1P]+ 1P, 1, Kl P)
el
121, 121) = geman( 121+ 120,

Preuve: il suffit de remarquer que les fonctions [ et ¢ sont de classe C'! sur IR et que

pour tout z € IR,

o) < 4
(o) < 2

Proposition 3.5.1 Pourt € [0,T], C(t), C(t) € H', il existe une constante L., dépendant
de ||C(1)|| €t ||C(t)||oo telle que, Uopérateur, G, de la proposition 3.3.1 vérifie,

IGC(t) — GC(1)]| < La|C(1) — E(1)]]

Preuve: avec le point (P3) du lemme 3.5.1, et comme d’apres le lemme 3.3.1, H' C L*,

il vient,
IGe() - GEW)P = / n(t e, C(62)) = It o, €1 ) + AN (L, 2) — N (1, 2))?
+Hfp(t 2, C(t,2)) — fr(t,2,C(t,2)) + A(P(t,2) — P(t,2))]?
—|—|fZ(t,x,C(t,$)) fZ( é(t,x))—l—/\(Z(t,x)—Z(t,x))|2
( )4+ MD(t,z) — D(t, z))|*dx

‘|‘|fD(t,l’,C t7$)) fD(t
|

SdﬂMMW®IIIUMJ+VNN®—N®%m@
+W+MMW®HII(MMWW®—ﬁ®%m@
+Hp= + )2 () — ()|BOL)

+(pa +7)%||D(t) — ( )72 OL)]

_|_
< <||c<>||oo,||é<t>||oo>2||c<t>—é<t>||2
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3.5.2 Unicité de la solution

Proposition 3.5.2 Avec l'hypothése 3.5.1 , la solution faible, C € W(H'), du systéme
(3.1)(3.2), est unique.

Preuve: supposons qu’il existe deux solutions C' et C? € W(H"). Elles vérifient,

(%(C1 — C*,¢) +a(t,C' — C* ¢) = (GC' — GC?, ¢),

Vo e HY,
Prenons ¢ = C! — C?. En utilisant la coercivité de la forme bilinéaire a et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, il vient,

1d

57 /ICT (1) = C* I + «l|CH(1) = C*I] < NIGCT(1) = GC*IIIC (1) — C* ()]l

En utilisant I'inégalité de Young, on a,

S G (1)~ C2 D] el [C (1) -G (D < 5[ GC! (1)~ GCH1) [+ 21C (1)~ C2(0)

En choisissant a = 2¢q,
Lhe' () - Gl < 5 IGC 1) - G
dt 2¢o
D’apres la proposition (3.5.1) on a,
LIC )~ S < 5 12.WIC () - S
Ainsi, en intégrant sur [0,] et en utilisant le lemme de Gronwall (ce qui est possible car

pour C'(1) et C*(t) € W(H'), L2 (1) € L*(0,T) et ||C*(t) — C*(1)||* € L*=(0,T)),

€)= 20 < 1C"(0) ~ CHO)Fexpl | 5L (s)ds)

Cette inéquation montre 'unicité de la solution lorsque C'(¢) et C?(¢) sont deux solutions
avec la méme donnée initiale C°. Elle exprime également la continuité de la solution par

rapport a la condition initiale. (J
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3.5.3 Remarque sur la simplification du résultat d’existence

On montre dans ce paragraphe comment la preuve du résultat d’existence peut étre
simplifiée lorsque on fait I’hypothese 3.5.1 sur L;. Considérons 'opérateur de point fixe O,

comme étant défini par le systeme originel, c’est-a-dire avec GC comme second membre.

Proposition 3.5.3 Soit C fizé dans W(H') ¢ L*(0,7,H") N L>=(0,T,H) e C° € H.
Le probleme:

trouver C € W(H?") tel que,

Vo H!, (6)+a(t,C.6) = (GE,0)

au sens de D'(]0,T7),
et C(0) = C°,

admel une unique solution définissant un opérateur © sur W(H'), OoC = C.

Preuve: voir la preuve de la proposition 3.4.2. O

Montrons alors que pour T petit mais indépendant des conditions initiales, C°,
(1) O laisse une boule de L>*(0,7, H) invariante.
(2) O est une contraction sur cette boule.

Par application du théoreme du point fixe de Banach, on a alors une (unique) solution
sur (0,7), pour T suffisamment petit. Mais comme 7' ne dépend pas de C?, on peut
réiterer le procédé sur (7,2T), ... jusqu’a obtenir une solution sur 'intervalle de temps

désiré.

2C0

Lemme 3.5.2 [[ existe un temps T' < , indépendant de C°, lel que:

S 1| )
/1= (My2¢0)T"

(1) La boule, B = {C € W(H"), |[|C||r~@rm < R, est

invariante par @, OB C B
(2) \V/CI,CQ € B, on a, ||(’“)(j1 - QCQHLOO(O,T,H) S l||(j1 — C2||L°°(O,T,H); avec [ < 1.
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Preuve:

(1)

En reprenant un calcul similaire a celui de la preuve du lemme 3.4.2; on a,
1/ .
ICWIP < 5 [ lIGEL)IPds + P
Co 0

soit,
IC()|f? < /|m ()| [2ds + [|C°|

et donc,

M
||C||L<><> O,TH) S 2% —27|C} (o,r.H) T 1C[|?

. M,
Si ||Cl|re(o,rm) < R, alors ||Cl|pe 0,71y < R, pour, Q—TRQ + [|C° 12 < R®. Ceci

M Co
impose, —2T —1 <0 et R > 1]
2¢o V1= (M,/2¢)T

En reprenant un calcul similaire a celui de la preuve de la proposition 3.5.2, on a,

d 1 . n
—1CY (1) — CEH|]? < —||GC (1) — GC2(1)||?
dtll (t) ()]l —2c0|| (t) (Il
Comme C'(0) = C%*(0) = C°, il vient,
1 )
I -l < 5 /HGC — GE(s)|2ds
Co

T 12, (5)[|€1 () — €2(s)|Pds

| /\

et

I S ¢
|C" — CQ||%<><>(0,T,H) < %/ L2, (s)ds||C" — CQ||%°°(07T7H)
0

Comme L2 (t) est dans L', il exite un temps T, dépendant de C! et CQ, tel que,
pour [ < 1,

T
/ L2 (s)ds < [2¢
0
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3.6 Positivité

Nous donnons dans ce qui suit un dernier résultat concernant la positivité de la solu-
tion du modele biologique (avec valeur absolue dans Ly). La démonstration nécessite de
prendre les 4 équations séparément en détail et dans un ordre convenable. On commence
par montrer la positivité de 7 et P. La démonstration de la positivité de D utilise la
positivité de Z et P. Enfin pour montrer que la derniere variable N est positive, on utilise

le fait que Z, P et D le sont.

Lemme 3.6.1 Si N° P° Z° et D° sont positifs alors les solutions du modéle biologique,
N, P,Z et D sont positives pour tout t € [0,T].

Preuve:

e rappelons que pour tout C € H' et tout ¢ € [0, 7]

an(t, N,N) > 0
ap(t, P, P) >
az(t,2,7) >
ap(t,D,D) >

e 7 est positif:
soit C la solution faible du modele NPZD. Prenons la fonction test

-7~ = —max(0,—7)

Ceci est possible car Z~(t) € H'(0, L). Multiplions les deux membres de ’équation

pour le zooplancton par —Z~ et intégrons sur (0, L). Comme,

Lozt x) 2
/OTZ( z)dr = _§E|| ()HL?(O,L)

et
az(l, Z(1), Z7(1)) = —az(t, Z(1)", Z(1)")

il vient,

S 20 o + az(t 20, Z(0)7) = ~{92(C(1), Z(1)")
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Regardons en détail le terme (g7(C), Z7).

(92(C), Z7 )20,y =

L 2 2
P D
/ (a2 77 a7 7 —m. 27 — 27 o+ (727 W+ A2

apk + P2 k, + D?

Sachant que ZZ~ = —(Z7)%, on a,

(92(C), Z7 )20,y =

[ a2~ (0 ) 2 ma(2 (27 g + (2

et donc
L
- -2 -2 -2
(920 27 )0 = [~ B2 = (g2 2 Pl = M27)
ou encore,
L
- —\2 -2 -2
—(92(C), Z7 )20,y < /0 ((%m)(z )"+ (adm)(Z )7 )+ AZ7)
Ainsi,
L
—(92(C), 27 )2 01y < / (9:(ap + ag) + \)(Z7)%) = (g:(ap + aa) + M Z7|72(0.1)
0
Comme az(t,Z~,Z7) > 0, on obtient,
d e —112
12 20,n) < 2(9:(ap + aa) + M| Z7 20,1,
En intégrant cette inégalité sur [0, ¢] et en utilisant le lemme de Gronwall on obtient,
127Dl z20,0y < 127 (0)[72(0,1) exP(2(g2(ap + aa) + A1)

et donc Z est positif.

P est positif:

de la méme maniere, examinons le terme (gp(C), P~ )12(o,1)-
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g.P?
k. + P2

L
(g9p(C), P7)12(0,1) :/ (p(1 =) LiLn PP~ — ( ZP7)=m, PP Jlpy
0

—I-(—TPP_)H]LL[ + APP~
r 2 g:-P’ 2
= [ = DL (P = G 2P + (P g
(P s = AP
r —\2 92P2 - -2
(a1 = L) = (G5 2P o = A(P7)

L
—q, P

1 =L Lv(P)? 9
ILLp( 7) I N( ) +(kz‘|‘P2

v

—(gp(C), P7)r2001) < Z(P7) Moy + A(P7)?

J
/

La fonction = est majorée par —— sur IR.

k., + x? Wk,
Ly et Ly sont majorés par 1.
Z(t), étant solution du modele biologique, est dans H'(0, L) C L*°(0, L), et I'on a
Vi, Z(t) <||Z(t)||co- Alors,
_ 1 _
—(gp(C), P )r2omy < (A4 pap(1 =) + gzmHz(t)Hoo)HP (Ol 0,1)

On conclut de la méme maniere pour obtenir,
1

512l )ds)

t
1P~ (0)Iz20,0) < 1P (0)]]Z20,1 eXp(/ 2004 pp(1 =) + g
0

e D est positif:

(9p(C), D7 )r20,1) =

g g. P? g9.D? )
/ (1 - ap)(k P ZD7) — ad(k D ZD7)+ muyPD™ +m,ZD” 4 pa(D7) )Il]OJ]
0 z z

+(r (D7) o+ ADD~
Comme P, Z et D~ sont positifs,

(@)D ary = [ (ol 7D g =MD
~(an(©). D)izony < [ (a0 o+ A(D7)?
~(an(C). D ey < [ (aslag V11D g + XD

1
_ 1 2
—(gp(C), D™ )120,1) S()\—I_ad(gz%HZHoo))HD 12(0,1
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Donc,
1

d — 112 ¢
%HD 7200,y < 2(A ‘|‘ad(922\/E

HZ e ID ™ [[Z2¢0,1)

ce qui permet a nouveau de conclure.

o N est positif:

L
(9n(C), N7 )20y = / (=pp(1 = V) LILyPN™ + p2ZN™ + pa DN Jljo 1
0
+HT(P+Z+ D)N- )y + ANN-
Comme P, Z. D et N~ sont positifs,

L
(gn(C), N7 ) 20,1 Z/ (—pp(1 = 9)LiLy PN Yo — A(N7)?
0

(@ N Jeson) < [ (gl =)Ly POV g + AN

Ce qui permet a nouveau de conclure et acheve la preuve du lemme.

Ainsi, si les concentrations initiales sont positives alors les concentrations a tout temps

sont positives et les modeles avec et sans valeur absolue pour le terme Ly sont équivalents.

3.7 Cas du modele NNPZD-DOM

Dans ce paragraphe on montre que la démarche utilisée pour obtenir exitence, unicité

et positivité de la solution du modele NPZD, s’applique également au modele NNPZD-

DOM. Commencons par rappeler les équations de ce dernier modele. Pour : = 1 a 6:

0 OZ' 0 3} Ci 0 Oi

1 - a—x(d(t,l')a—x> + 5i,5vd% = fi(tvxv C) t E]OvT]Vf 6]07 L[
90, oy~ sy 1y _ (37)
ax (t70)_ ax (t7L)_0 t€]07T]

Ci(0,2) = C°x) €0, I
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avec,

fvos(t,2,C) = (—ppLi(t,z, P)Lno,(NOs, NHa) P + pn N Hy Jlyo ()
4@@Wﬂ+P+Z+D+D0Myﬁ%@wNﬁAZMTMWMM)

fym(t,2,C) = (—pyLi(t,z, P)Lym,(NHOP + fu(ypupLi(t, 2, P)(Lno,(NOs, N Hy)
+Lnm, (NHa))P + 1127 + p1aD) — pn N Hy + ppors DOM Jlyo ()
+(=7NHajly ()

fe(t,z,C) = (1 =~)upLi(t,z, P)(Lno,(NOs, NHy) + Lyu,(NHy))P
—Gp(P,Z) — m, Pl ()
+(=7 Py ()

fz(t,z,C) = (a,Gp(P,Z) + asGp(D,Z) — m,Z* — pzZ Mo ()
+(=7Z )y i)

fo(t,z,C) = ((1 -a,))Gp(P,Z) —asGp(D,Z) + mpP — pa Dl ()
(=7 D)y, ()

foom(t,2,C) = (1= fu)(vupLi(t, 2, P)(Lnos(NOs, NHy) + Lvm, (N Ha)) P
+p:7Z 4 paD) — ppor DOM g ()
+(=mDOM )y, ()

(3.8)
Avec,
NH.
k. NO3
L NOs, NHy) =
no; (N0, 4)(M+NHMM+N%+Nm)
donc,

NOs + NH,
(kn + NOs + NHy)

Lno, + Lnu,(NOs, NHy) =

et Gp(P,7), Gp(D, Z) inchangés.
La seule difficulté supplémentaire apparaissant, par rapport au modele NPZD, provient

donc du terme de mortalité du zooplancton dans f;, —m.Z?, que 'on retrouve aussi

d : . .
dans fp, d—((:z;/l)hr)/ m,Z%dz. Bien que ces deux termes n’apparaissent pas dans la
z 0
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méme équation, il suffit, pour que tout rentre dans 'ordre, de montrer le lemme suivant.
Lemme 3.7.1 L’opérateur
d i !
Fp7Z = —mZZQII]OJ](Jc) + %((.r/l) ”)/0 mZZQd;z:]l[LL[(x), z €]0, L[, t €]0,T]

est bien défini de L*(0,T, H'(0,L)) N L>(0,T, L*(0, L)) dans L*(0,T, L*(0, L)).
De plus, on a la propriété de Lipschitz:
VZ(1), Z(t) € HY(0, L), il existe une constante L., dépendant de | Z ()] 0,1y €t ||ZA(t)||Loo(O7L)

telle que
1F22(1) = F2Z(1)]l120,0) < Lol Z(8) = Z(1)]12(0,19
Preuve:
2272 0.7.1200,1)) < / / m2Z4(t, x )l pdxdt
+ [ e e [ ez e
Comme,

L
/ m2Z (1, @ lho.ndz < ||Z()|[70.0) |22,y < cterl|Z) 0,12 (O 7205
0

on a,

T L
/ / m2Z4(t, w o ndx < cter||Z] 1720 7m0, 12 e 01,02 (0,1))
0 0

De plus, (-((/) pai(e) € L'0,2) et [ (o ((/)) (e = clea
Enfin,

!
(/ m.Z(t, x)*dx)* < mZl| Z(4)]120,0) < M Z (0,01 Z ()] Eo.n)
0
et donc,

T I
/ ( / 2wV 2t < |21 ool 2] ot oo
0 0

Finalement,

F2 2|20 m, 12001y S 2mi(cter + ctea)|| 21720 7,1 0,1 Z | 0,7, 20,1
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et I'opérateur est bien défini.

Enfin, on a,
L

1A 20) ~ Fo 20 aay < 21 m2(0 2~ 2002 )
0 ! L
s [ 20,27 = 20600l [ o) G (a1
0 0 Z
et en utilisant 'identité a®> — > = (a — b)(a + b) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on

montre que,
1F22(1) = F2Z(D)[22(0,1) < m2(1+ Leten) || Z(1) + Z()][Fo .|| 2(1) = Z(1)] 70,1

0

Concernant, la positivité de la solution, la preuve est un peu fastidieuse, mais se
calque sur ce qui a été fait pout le modele NPZD. On commence par montrer que 7, et
P sont positifs. Sachant cela, on montre que D est positif. On peut alors montrer que

DOM est positif, puis N Hy et on termine par NOs.

3.8 Annexe: existence-unicité par la méthode des semi-
groupes

Cette derniere partie est assez technique pour qui n’a jamais étudié la théorie des semi-
groupes appliquée aux équations aux dérivées partielles. Celle-ci a le grand avantage de
permettre de voir certaines EDP comme des équations différentielles dans des espaces
de Banach. Par contre son inconvénient réside dans le fait que la prise en compte de la
dépendance temporelle de d, le coefficient de diffusion, n’est pas tres aisée. Elle oblige en
fait a faire des développements lourds, techniques et difficiles pour passer de la théorie des
semi-groupes a celle des opérateurs d’évolution. Nous la négligerons donc et donnerons
en fin de chapitre quelques commentaires et références pour traiter le cas ou d dépend
du temps.

Dans tous les cas et contrairement au début de ce chapitre, nous supposerons que d

est assez régulier. Précisons ceci.
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Hypothese 3.8.1

e de C'([0,L],IR).
o d(z) >dy >0, Vxel0,lL].

Nous allons également étre obligé de supposer la fonction L;(t,z, P) plus réguliere

qu’elle ne ’était auparavant.

Hypothese 3.8.2

e L; est une fonction continue de IRY x [0, L] x IR dans [0,1].

o [l existe une constante Ky telle que
|Li(t, 2, P)—Li(s,x, P)| < Ki(|t—s|+|P—P|) Vi,se R, VYP,PcIR e Vel L]

Enfin dans tout ce qui suit, le terme d’advection des détritus, D, est traité avec
les termes de réaction non-linéaires et non pas avec les termes de diffusion. Ainsi, sans
i i ) oD
changer les notations, la fonction fp(¢,z,C) devient fD(t,:L',C,a—). Ce changement

x

n’est pas nécessaire dans le cas ou d ne dépend pas du temps, il I’est par contre dans le

cas contraire.

3.8.1 Propriétés de 'opérateur linéaire, A, défini par les termes

de diffusion

Dans cette section on montre que 'opérateur linéaire défini par les termes de diffusion
est un opérateur maximal monotone auto-adjoint et donc qu’il génére un C'° semi-groupe.

On montre ensuite qu’il génere un également un semi-groupe analytique.

A est auto-adjoint maximal monotone

On note A(z, 8_) Iopérateur différentiel suivant,

x,ai):diag[—gda aala ada 8d8
T

Al PG Sl Gl Bt Gt B mi )
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Avec cet opérateur différentiel et les conditions aux limites de Neumann pour les especes
biologiques, on définit un opérateur linéaire non-borné sur H dont nous donnons main-

tenant quelques caractéristiques.

Proposition 3.8.1 Pour toult [ € H el tout A > 0, il exisle une unique solution faible
C ¢ H' au probléme:
0
Alz,—)C+AC =f
x
oC oC
—(0)=——(L)=0
5, (0 =5-(L)
Preuve: la preuve est classique et I’on peut la trouver par exemple dans Dautray et Lions

[30]. Donnons en les points principaux. On définit une forme bilinéaire a sur H' x H!

par:

a et [ sont continues sur H! car,

[a(C, €) < maz(||d]|oo, MIICILIC]]1,
) < IrAlCi < LAClh

a est Hi-elliptique,
a(C,C) > min(dy, \)||C|?

On peut alors appliquer le théoreme de Lax-Milgram qui donne l’existence et 'unicité

d’une solution au probleme,

A

a(C,C) =1(C) VCeH'
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Proposition 3.8.2 L’opérateur A: D(A) C H — H défini par,

aC; aC; ,
D(A)=HN{CeH', —=(0)=—=(L)=0, i=1,.4}

AC = Az, ;)C pour C € D(A)
x

est un opérateur maximal monotone et autoadjoint sur H

Preuve: soit C € H! la solution faible de la proposition 3.8.1. Il se trouve que cette
solution est en fait dans H? sous I'hypothese d € C'*([0, L], IR). Ce théoréme de régularité
se trouve par exemple dans Brézis [13], théoreme 1X.2.6. Ainsi, avec A = 1, on a pour

tout f € H une unique solution C € D(A) a ’équation
AC+C=f
En d’autres termes, I'image de D(A) par [ + A, R(I + A), vérifie,
R(I+A)=H,

c’est-a-dire A est maximal.

La monotonie de A provient de,

(AC,C) > do|CJ; 20 VC € D(A)

Toujours d’apres Brézis [13], proposition VII.6, comme A est maximal monotone, il suf-
fit de montrer que A est symétrique pour qu’il soit autoadjoint. Or, un simple calcul

d’intégration par partie montre que,

A A

(AC,C) = (C,AC) VYC,C e D(A)

Remarquons des maintenant qu’il ressort de la preuve de la proposition (3.8.2) ou
tout simplement de Brézis [13], proposition VII.1, la,
Proposition 3.8.3 Lopérateur Ay défini par,
Ax=A+ X, A>0

D(A)) = D(A) =H?n{C e H', 9Ci ) = 9

Oz (0) = Oz

est bijectif de D(A) sur H pour tout A > 0.
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—A est le générateur infinitésimal d’un C° semi-groupe

Rappelons maintenant la définition d'un C° semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés

sur H.

Définition 3.8.1 Une famille a un paramétre d’opérateurs linéaires bornés de H dans
H, T(1),0 <t < oo est un C° semi-groupe sur H si

(i) T(0) =1

(it) T(t+s) =TT (s), Vi,s>0
(ii1) tl_i)?g:crHT(t)C —C|]|=0, VCeH

Le C° semi-groupe T(t) est dil uniformément borné si il existe M > 1 lel que
T ()@ <M, V>0

1l est dit de contraction si

T <1, VE>0
Nous avons alors le

Théoréme 3.8.1 Lopéraleur —A est le générateur infinitésimal d’un C° semi-groupe

de contraction sur H.

Preuve: ceci est une conséquence classique et directe du théoreme de Hille-Yosida, Brézis
[13], théoreme VII.4. Ce dernier est l’expression d’une correspondance bijective entre
les opérateurs maximaux monotones et les C° semi-groupes de contraction. Donnons
quelques précisions. A étant maximal monotone autoadjoint d’apres la proposition 3.8.2,

le théoreme VII.7 de Brézis [13] s’applique et le probleme d’évolution,

dC
— +AC =0
ot (3.9)

admet, pour tout Cy € H, une unique solution
C € ([0, +oo[, H) N (10, +o00[, H) N C°(10, +00[, D(A)).

De plus on a ||C(t)|| < ||Col|. Soit alors I'opérateur linéaire T'4(t) : D(A) — D(A) défini
par T4(t)Co = C(t), ou C(t) est la solution de (3.9). Comme ||T4(t)Co|| < ||Coll, on
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peut prolonger T'4(t) par continuité et densité en un opérateur linéaire continu de H
dans lui-méme. Ce prolongement, encore noté T'4(t), est le C'° semi-groupe de contrac-

tion généré par —A. Il vérifie bien ||T4(t)||z@) <1, Vi >0.O

De méme on a,

Théoréme 3.8.2 L opérateur — A, est le générateur infinitésimal d’un C° semi-groupe

de contraction sur H.

Preuve: soit le semi-groupe S(¢) = e *7T'4(t). Ce semi-groupe est généré par —(A+AI) =
— Ay et vérifie |[S(1)|| ey < ||Ta(t)||cry < 1. On le note Ty, (¢). O

—A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique

Afin d’énoncer un théoreme d’existence-unicité pour le modele NPZD nous allons avoir
besoin de demander a l'opérateur A d’avoir des propriétés plus fortes que celles énoncées
jusqu’a maintenant. Plus précisement nous allons montrer que —A est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe analytique. Pour I’étude approfondie de tels semi-groupes
nous renvoyons a Pazy [91].

Rappelons, pour commencer, ce qu’est un semi-groupe analytique.

Définition 3.8.2 Soit A = {z € C, ¢ < arg(z) < ¢2, ¢1 <0 < ¢o}. On suppose
que pour toul z dans A, T(z) est un opérateur linéaire borné. La famille T'(z), =z € A

est un semi-groupe analytique sur A si:
(i) z— T(z) est analytique sur A
(it) T(0) =1 et liﬁA”LT(Z)J} =z, VeeH
z€
z—0
(’l’l’l) T(Zl + Zg) = T(Zl)T(ZQ), \V/,Zl,ZQ € A
Un semi-groupe est dit analytique s’il est analytique dans un secteur angulaire A
contenant la demi-droite réelle ]0, +oo[. Il est clair que la restriction d’un semi-groupe
analytique & ’axe réel est un C° semi-groupe. Il va étre interessant de montrer que — A

et —A) génerent des semi-groupes analytiques car alors on peut définir des puissances
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fractionnaires d’opérateurs qui sont utiles a 1’étude des équations paraboliques semi-

linéaires.

Théoreme 3.8.3 Les opérateurs —A et —Ay sont les générateurs infinitésimaux de

semi-groupes analytiques sur H.

Preuve: la preuve est une adaptation tres simple de celle du théoreme 7.2.7 de Pazy [91]
dans lequel est traité le cas de fonctions a valeurs scalaires et des conditions aux limite
de type Dirichlet homogene.

Commencons par considérer les fonctions C comme des fonctions a valeurs complexes.

On note Hy et H(%j les Hilberts complexes associés a H et H!. Ils sont munis des produits

scalaires,
L 4
(C,Cp = [ Y Cix)Ci(a)da
0z
4 1=1
= (Ci, ) e
3 Cigon
et A y
A L A L= 0C(x) 00 ()
C,C = ; *(z)d ) —d
€O = [ Lol |3 FEHE
4 4
A aC; aC;
= ;(Cnci)Lé(o,L) ;( 9 5 )Lé(O,L)
ot * désigne la conjugaison complexe. On note ||.[|p et [[.||, ¢ les normes induites.

Soit C = C, +:C;, C, = Re(C) et C; = Im(C). Comme A, est symétrique, un

calcul simple montre que,
(A\C,C)p = (A\C1,Cy) + (ANCy, Cy)

donc,
(ANC, Cgy = man(do, A)([|C1|[] + [|Call})
> CO||C||i([j
> eollCIR
Comme Im(A\C,C)p =0 on a,

Im(A\C,C)p < blICIR, b>0
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et de plus
Re(A\C,C)p > c0||CH(([Zj

Ainsi I'ensemble du plan complexe S(Ay) = {(A\C,C)p,C € D(A)p, [|Clip = 1} est
inclu dans S,, = {z €C, |arg(z)| < vi}, ot vy = arctan(b/cy) < w/2.

Fixons alors, v, tel que v; < v < 7/2 et posons ¥, = {z €C, |arg(z)| > v}.

Alors il existe une constante C, telle que, pour tout z € C,
d(z,5(Ay)) > Cylz|

ou d(z,S5) est la distance de z a S CC.

Rappelons que pour un opérateur linéaire A : D(A)p C Hp — Hy,
on note p(A) = {z € €, (2 — A)™' ewxiste et est borné} et pour z € p(A),
R(z:A)= (21— A"

Il faut maintenant remarquer que ¥z > 0, z € p(—A,). En effet, I’équation complexe
2C+ A\C = [, [ € Hp est équivalente aux deux équations réelles, zC, + A,C, =
fry fr € Het 2C, + A\C; = f;, fi € H. D’aprés la proposition (3.8.1), chacune de
ces équations admet une unique solution dans D(A).

Ainsi Vz <0, 2z € p(A,) et donc p(Ay) N Y, # @.

Comme de plus ¥, CC\ S(A,), on peut appliquer le théoreme 1.3.9 de Pazy [91]. On a
alors, p(Ay) D X, et pour z € ¥,

L
(z:5(Ay) ~ Cull

R(z: Ay <
|1R( \)||_d

p(AN), p(—A\) D X, et Vz e X, _,,

Ceci peut encore s’écrire, sachant que p(—A,) =

1
Cylz

1R(z: —AN| <

Le théoreme 2.5.2 de Pazy [91] s’applique et le C° semi-groupe T4, (1) engendré par — Ay

se prolonge en un semi-groupe analytique uniformément borné sur le secteur angulaire

{z €C, Jarg(z)| < (g —v)}.
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Enfin grace au théoreme 3.2.2 de Pazy [91] — A est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe analytique. O

De la preuve précédente il ressort que les opérateurs — Ay et — A sont les générateurs de
semi-groupes analytiques uniformément bornés. De plus A, est inversible contrairement a
A. D’apres Pazy [91], chapitre 2, section 2.6, on peut définir les puissances fractionnaires
A3 pour 0 < a < 1. Cet opérateur linéaire est inversible, fermé, et a domaine, D(AY)

dense dans H.

A} étant fermé, espace D(AY) muni de la norme du graphe de AY |

HCII[ = [IC]] + [[A3C]]
est un espace de Banach.
Comme AY est inversible, la norme |||.||| est équivalente a la norme ||C||, = [|ASC]||.
Ainsi D(AS) muni de la norme ||.||, est un espace de Banach que I’on note H,,.

Enfin concernant 1’espace H,, on le,

Théoreme 3.8.4 Pour 0 < a <1, on a les injections continues suivantes,

1

1 1
H, c (Wk(0,L))* = W*(0,L), pour a > 5(1{ -—+ 5) et q>2
q

Preuve: c’est un cas particulier du théoréme 1.6.1 de Henry [52]. En particulier on a

1 1
H, C L*(0, L) pour o > 1 et H, C H! pour o > 5" O

3.8.2 Existence et unicité d’une solution pour le modele NPZD

Dans cette partie on montre I’existence et 'unicité d’une solution pour le modele

NPZD apres avoir formulé un probleme de Cauchy abstrait.
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Le second membre F

Afin de formuler un probleme de Cauchy abstrait pour le modele NPZD on cherche a

définir une application F : IRT x X — Y, ot X et Y sont deux espaces fonctionnels, par

F(t,C)(z) = f(t,z,C(x), g—lj(yﬁ)), ze(0,L)

D
Il faut clairement que X C H' en raison du terme —(z). Il est également clair qu’on
x
ne peut pas avoir Y C H! en raison du lemme 3.3.1 et de la présence des fonctions
caractéristiques ljg () et Iy f(x) qui introduisent une discontinuité dans f. Une bonne

fagon de voir les choses est alors donnée par la,

Proposition 3.8.4 L’application,

D
F(t,C)(z) =f(t,z,C(x), aa—x(x)), z€(0,L)
1
est bien défini de IRT x H, dans H pour 1 > o > 7"

1

Preuve: d’apres le théoreme 3.8.4, on a pour o > 2’
H, c H!

Soit C € H, et t > 0 on a, en utilisant des estimations similaires a celles données dans
le lemme 3.3.4,
L
IF(OIF < = [ 1Fvltn, Ol + Lfr(t o C)
+fz(t, 2, C(2))* + [ /p(t, 2, C(x), 0, D(x))|*dx
< ctei(|Pl172 0,0y + 1217200, + D172 0.1)
+etes(||Pl720.0) + 11Z11720.1)
+etes(l|Z][7:0,1))
tetea(|| 27200y + P20,y + 1 P1720,0) + [10:D1720. 1))
< M[IC|}} < M,||C|]2

c’est-a-dire

I (£, C)]] < M.[|Clla



3.8 Annexe: existence-unicité par la méthode des semi-groupes 87

ou M, est une constante dépendant des parametres du modele. O]

Cette application non linéaire F vérifie également une propriété de Lipschitz locale

donnée par la,

- . 1 A ,
Proposition 3.8.5 Soient 1 > o > 2’ t,s >0 e C,C € H,. Il existe une constante
L. dépendant de ||C||a , ||C||a et des paramétres du modéle telle que,

IF(t,C) — F(s, C)|| < La(lt — 5| + [|C = C|l.)
Preuve: on a,
IF(t,C) — F(s, C)|| < [|F(t,C) — F(s,C)|| + ||F(s,C) — F(s,C)]|
D’apres le lemme 3.3.1,
H' c C([0, L],R") C L™
et 'injection
H, c H'

on a, avec des estimations similaires a celles du lemme 3.5.1,

L
HW@Q—F@CWQ=A|M@%C@D—M@wﬁ@m2
+|fp(t,z,C(x)) — fp(s,z,C(z))|*dx
L
< [ 2t = )P KHP(@) Pl sPdo
< 2L(pp(1 — 7)) KE P25 [t — s?
IF(t,C) = F(s,C)|l < V2L, (1 =) K[[Cllalt — 5|
De la méme facon,
A L A
IF(5.C) = P OIF = [ Un(s.2,0(0) = fi(s.a. Cla))f

+|fP(37xvc(‘T>) - fP(vavé(x)”Q
+|fZ(S7:E7C($)) - fZ(vavé(x))P
+|fp(s,z,C(x), 8, D(z)) — fp(s,z,C(x),d,D(z))2dx

IA

< M(/[Clles; 1€l lC = €I}
< M(J[Clla [IC][2)*MIC = CIIE
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c’est-a-dire

IF(s,C) = F(s,C)l| < M(||C]]a; [ICll)IC = Clla

Le probleme de Cauchy abstrait

On peut maintenant écrire le probleme (3.1)(3.2), sous la forme du probleme de

Cauchy abstrait sur H,

d(jl_f) 1 AC(t) = F(L,C(1)), (>0

C(0) = Cy

(3.10)

ou l'opérateur linéaire A est celui défini dans la section 3.8.1 et I'opérateur non linéaire
F est celui défini par la proposition 3.8.4.

Donnons maintenant la définition d’une solution du probleme (3.10).

Définition 3.8.3 Une fonction C : [0,T[— H est une solution classique de (3.10) si
Ce C(0,TLH)NnC'(]0,T[,H), C(t) € D(A) pour 0 <t < T el (3.10) est verifice sur
[0, 7.

On a alors enfin le,

1
Théoréme 3.8.5 Soil 5 < a < 1. Pour tout Cy € H, le probléme (3.10) admet, pour
tout T > 0 une solution classique C € C'([0,T[,H)N C*(]0, T[,H).

Preuve: la preuve est un cas particulier des théoremes 6.3.1 et 6.3.3 de Pazy [91]. En
ajoutant a chaque membre de I’équation 3.10 AC, avec A > 0, on obtient le probleme de

Cauchy équivalent,

dC(t
% + (A+ A)C(t) = G(¢t,C(t)), t>0
—(A+ M) = —A, est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique uni-

formément borné (théoreme 3.8.3) vérifiant, comme A, est inversible, 0 € p(—A)).
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G(t,C) = F(1,C) + AC, est bien défini de IR* x H, dans H et en utilisant les pro-
positions 3.8.4 et 3.8.5 on a pour tout {,s > 0 et tout C, Ce H.,

1G(t, )| < M.][Cll. (3.11)
et,
IG(t,C) = G(s,C)|| < La(|t — s| +[IC = C]la) (3.12)

On peut utiliser le théoréeme 6.3.1 de Pazy [91] pour obtenir une unique solution locale,
Ce CO([07 tO[, H) N Cl(]oa tO[, H) N CO(]Oa tO[a D(A))
ot ty = to(Cyp). Cette solution est donnée par,

C(t) =T, (1)Co + /Ot Ta, (t —s)G(s,C(s))ds

On peut répéter le procédé de construction de la solution et la continuer tant que ||C()|]a
reste borné. Ainsi, pour avoir une solution globale, il suffit de montrer que si C(#) existe
sur [0, T alors ||C(1)]|], reste borné quand ¢t — T'~. Ce résultat s’obtient en utilisant le
fait que 3.11 est vérifié et le théoreme 6.3.3 de Pazy [91]. O

Commentaires

Remarque sur la régularité de la solution. Arrivé a ce point nous avons obtenu

une solution au probleme (3.8.2) vérifiant pour tout 7' > 0,
C e o([0, T[. H) " C(10. T, D(4)) " (0. T, H) (3.13)

La proposition suivante résume les propriétés de régularité de la solution obtenue et
exprime le fait que la discontinuité du second membre interdit toute possibilité d’obtenir

une solution réguliere au sens C'! en temps et C'? en espace.

Proposition 3.8.6 Soit C(t) la solution (3.13) du modéle biologique. On a,
(i) La fonction (t,x) — C(t,x) est continue sur |0, T[x[0, L]

C
(ii) La fonction (t,z) — aa—t(t,x) est continue sur |0, T[x]0, L]
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oC
(tii) La fonction x — a—(,:z;) est continue sur [0, L]
T

2

(iv) La fonction © — (., ) est disconlinue au point x =1

0x?
Preuve: les points (i) et (iii) se déduisent du fait que,

aC; aC;
ox (0) = ox

D(A)=H?nN{C ¢ H', (L)=0, i=1,..4}

et
H? c C'([0, L], IRY)

d’apres le théoreme d’injection de Sobolev en dimension 1, et,
C e C(]0, T, D(4))
Le corollaire 6.3.2 de Pazy [91] indique que I'application,

dC
t—-—¢cH,
—>th

est continue pour ¢ > 0, et comme H, C H; C C°([0, L]) le point (ii) est démontré.

Enfin, d’apres (i) et comme x — f(.,z,C(x)) est discontinue au point x = [,
2

r— Az, —)C(.,z) ou x — (.,z) ne peut étre continu en x ={. O

"z Ox?

Remarque sur le cas ou la diffusion dépend du temps. Comme nous 'avons
précisé au début de ce chapitre, le cas non homogene est techniquement plus compliqué
que le cas homogene. De maniere simplifiée, on peut voir les choses de la facon suivante.
Nous avons traité le cas dans lequel le modele biologique se ramene au probleme de
Cauchy abstrait,
d(jl—it) + A\C(t) = G(1,C(t)), t>0
C(0) = Cy

La solution est donnée par la “formule de variation de la constante”,
t
C(t) = T4, (1)Co + / Ta,(t —s)G(s,C(s))ds
0

ot T4, (t) est un semi-groupe analytique sur H.
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Dans le cas du probleme non homogene, on a a résoudre,

LU 4 Awon = ar.ow), t>0
C(O) = Cy

La solution est donnée par,
t
C(t)=U(t,0)Cq —I—/ U(t,s)G(s,C(s))ds
0

ot la famille, a deux parametres ¢, s > 0, d’opérateurs U(¢,s) sur H est appelé systeme
d’évolution.

Le sujet est abordé dans Pazy [91] et Ahmed [1]. On trouvera également des développements
dans Tanabe [105]. Pour le cas qui nous concerne 'article de Kielhofer [58] est parti-
culierement intéressant. Cependant, traiter le cas non-homogene n’apportant pas vrai-
ment un éclairage nouveau au probleme nous allons nous contenter de donner quelques
clés.

Concernant le second membre non-linéaire tout le travail a déja été fait dans les
sections précédentes et ces résultats sont réutilisables tels quels. Pour pouvoir utiliser les
résultats de H. Kielhéfer (théoreme 1.1 de Kielhofer [58]) il faut que la famille d’opérateurs
A(t),t > 0 vérifie certaines hypotheses:

On fait les hypotheses suivantes sur d:
d(t,.) € C'([0, L], TR)

1
Il existe des constantes ¢; > 0, ¢3 > 0 et 1 < B <1 telles que pour tout ¢, s > 0 et pour

tout = € [0, L],
jd(t, ) = d(s, )| < ert — 5|
ad ad
11,0 - 24

Enfin on suppose encore que,
d(t,z) >dy >0, Vexel0, L], Vt>0

Comme dans la section 3.8.1, pour chaque ¢ > 0, on peut définir un opérateur A(?) :
D(A(t)) C H — H par,
ac; ac;
0) =
Ox (0) Ox

A(t)C = A(t, z, %)C pour C € D(A(1))

D(A(t)) = H2N {C € H', (L)=0, i=1,..4}
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Nous avons alors le,

Lemme 3.8.1 La famille d’opérateurs A(t),t > 0 vérifie,

(A1) Pour chaque t > 0, A(t) est un opérateur linéaire fermé. Son domaine D(A(1)),
dense dans H est indépendant de t. On le note encore D(A).

(A2) (A(t)C,C) > do(||C||1 — ||C||) pour tout t >0, C € D(A).

(A3) (A(1)C,C) < ||d||oo||CI1||C]||y pour tout t >0, C € D(A) et tout C € H'.

(A4) p(A()N{z €T, Re(z) < 0} # @ pour tout ¢ > 0.

(A5) D(A*(1)) = D(A) pour tout t >0 (A*(t) est U'opérateur adjoint de A(t)).

(A6) ||A(t)C—A(s)C|| < M(||A(T)CI|+||C|) |t —5|° pour tout t,s,7 > 0, tout C € D(A)
el M > 0.

Preuve et commentaires: (Al) et (A5) résultent de la définition de D(A(?)), de la
proposition 3.8.2 et, par exemple, de Brézis [13], proposition VIIL.1. Il est important de
remarquer qu’ici on fait le choix de ne pas traiter le terme de convection des détritus
(D) avec 'opérateur A(t) ce qui permet d’avoir un opérateur auto-adjoint. Dans le cas

homogene on aurait pu ne pas faire ce choix.
(A2) et (A3) se montrent simplement.

(A4) résulte de la proposition 3.8.1 et de I'argument de régularité utilisé dans la

preuve de la proposition 3.8.2.

(A6) résulte d’un résultat d’estimation a priori classique pour les prolemes aux limites
elliptiques et réguliers au sens de Lions et Magenes [72]. Le théoreme 2.5.1 de Lions et

Magenes [72] donne,
I1Clm> < cte([[AQ)CI + [[C]1), VC e D(A), 120
Le théoreme 1.16.3 de Lions et Magenes [72] donne,

IC[ls < [IC]lmz + cte||C]|,YC € H?
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Ainsi on a,

IC][az < cte([JA()C[ + [[C[]), VC e D(A), 120
Soit C € D(A), on a,

[40)C = AGICIP = 3 [ (—dtan) + dlsse) G5 + (~550.2) + ) 507

IA(1)C — A(s)C|| < ete|t — s|°||C|lm

dot,

1A(1)C — A(s)C| < ctelt — s|”([|A(7)C]| + [|C]])

[opérateur —A(t) est pour chaque ¢ > 0 le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique. Ceci résulte de la section 3.8.1 ou simplement de (A1), (A2),(A3) et (A4).
Dans le cas ou d ne dépend pas du temps ceci suffit pour obtenir un résultat d’existence-
unicité pour le modéle biologique. Si d dépend du temps, il faut rajouter (A5) et (A6).
(A5) nous oblige a ne pas traiter le terme —v;——, dans I’équation des détritus, avec

ox

l'opérateur A(t). (A6) oblige a demander un certain degré de régularité en temps a d.0J

Remarque sur le modeéle considéré. Cette étude a été menée sur un modele simple
relativement a la complexité de certains autres modeles biologiques. Cependant la méme
méthodologie pourrait étre appliquée a des modeles plus compliqués (notamment le
modele NNPZD-DOM). On peut facilement envisager utiliser plus de variables et des
fonctions paramétrisant les échanges entre compartiments (termes de grazing, GG, et Gy
par exemple) biologiques différentes. Le tout étant toujours de pouvoir montrer que le
second membre peut étre considéré comme une application non-linéaire bien définie d’un
espace H, dans H et que cette application est localement Lipschitzienne. A ce titre, il
est intéressant de remarquer que méme si 'on avait considéré le second membre sans le
terme d’advection des détritus alors I'application F(¢,C) aurait bien été définie de H
dans H mais n’aurait pas été Lipschitzienne (méme localement) sur H. Pour garantir
ceci il faut impérativement partir d’un espace plus “petit” (H, ici), et donc utiliser le
fait que l'opérateur différentiel génere un semi-groupe analytique et non pas seulement

un CY semi-groupe.
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3.8.3 Dépendance de la solution par rapport aux parametres

Le modele NPZD, comme tout modele biologique, contient de nombreux parametres.
Ceux-ci sont des constantes scalaires listées dans le tableau (2.1).

Dans la suite de ce document, on s’intéresse a ’estimation de ces parametres connais-
sant les mesures de certaines concentrations, et dans ce cadre il est intéressant de s’assurer

de la continuité de 'application,

k— C(t,x; k)

ou k € IR? est le vecteur des p parametres du modele et C est la solution du modele
NPZD.

Nous avons montré dans la partie précédente que les concentrations sont positives
pour tout ¢ > 0. les parametres k£ sont également tous positifs et la valeur de chacun
d’entre eux est comprise entre deux valeurs biologiquement admissibles,

0<ki <k<Kk

min maz?

1 =1,..p.

On peut alors énoncer le résultat suivant,

Proposition 3.8.7 Pourk € A =]k}, kL [x..x]kP . kP |
et Co e U ={C e H,,C >0},
soit C(t) = C(t; k, Cy) la solution de,

d(;—it) + AC(t) = F(t,C(t)), t>0

C(0) = Cy
Llapplication (k,Co) — C(t;k,Cq) est continuement différentiable de A x H, dans H,
pour tout t > 0.
De plus, les dérivées Ci(t) = DiC(t) et Cc,(t) = Dc,C(t) sont les solutions des

problemes de Cauchy,

dCTkt(t) + ACk(t) = DcF(t, C(t), k)Ck(t) + DkF(t, C(t),k), >0
C,(0)=0
et,
dcf;ii(t) + ACq, (1) = DcF(t,C(1),k)Cq,(t), >0

Ce,(0) =1
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Preuve: ce résultat est une conséquence du théoreme 3.4.4 de Henry [52]. Vérifions-en
les hypotheses.

A est un opérateur sectoriel car —A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique sur H (Henry [52], page 22).

F(t,C,k) est continue sur |0, +oo[xU x A et vérifie la propriété de Lipschitz de la
proposition (3.8.5).

Les seuls points a montrer sont que DcF et D F existent, sont continues sur |0, +o0o[x U x
A et que les applications (t,C) — DcF, D;F sont Lipschitziennes sur |0, 4+o0o[xU. Les

parties linéaires de F ne posent pas probleme, et ’'on étudie que les termes non-linéaires.

Soit, f(k,z) = : -:IE- une fonction de |k,in, kmax|x]0, +00[— IR.
x
[ est O et Vk, k Elkmin, kmaz|, Vr,2 €]0,400[ on a,

af k af —x
9.5 ) = ey L a T = T
N af ~ kaax ~ 2
|f(k,a:)—f(k,a:)—£(k,:1;)(x—x)|§ 3 T — x|
X R 22277,
[F(k2) = f(k,2) = G (k) (k — k)| < 5k — k[
Si on considere maintenant f comme une application de
]kminvkmtw[x{c € Hl(Ov L)7 ¢ > 0} — L2(07 L)
. — k
et si on pose Dy f(k,C) = m et Dof(k,C) = m On a alors,
A A kaaa; A
17 (k, €) = f(k,C) = Do f(k, C)(C = Oz ry < (75—)*1C = ClIg

min

< M||O C||H1 0.1)
Hﬂh@—ﬂh@—waxwé—mmmm—JWC—QMwm

de méme on obtient,

I (k,C) = f(k,C) = Dif(k,C)(k = k)||r20,5y = ol|k —&|)

et 'application f est bien différentiable (on remarquera ici qu’il est primordial de voir f
comme une application de [kyin, kmar [ x{C € H*(0,L),C >0} — L*(0,L). f vue comme
une application de |kpin, kmaz [ x{C € L*(0,L),C > 0} — L?*(0, L) est bien définie mais

n’est pas différentiable).
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Enfin on a,

kalll'
1D f(k, C1)C = Do (k. C2)C ooy < (210 oy IO = ol

min

| Dxf(k, C1)le = Dif (b, Ca)kl 2200y < (=) EIP1C1 = Call3

k3.
Ainsi, C — Dy f(k,C) et C — D¢ f(k,C) sont lipschitziennes.
2
Un travail similaire donne des résultats analogues pour la fonction g(k,z) = %
x

Le résultat final s’obtient sachant que F(¢, C, k) est somme et produit d’applications

dérivables a dérivées localement lipschitziennes. (O
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Chapitre 4

Etude numérique du modele NPZD

simplifié

4.1 Introduction

[’étude qualitative (théoreme d’existence et d’unicité, positivité de la solution et
dépendance par rapport aux parametres) caractérise le chapitre précédent. Ce premier
travail se heurte rapidement a la complexité des équations ici décrites. Il est alors nécessaire
d’avoir recours au calcul numérique afin de pouvoir observer une trajectoire pour elle
méme, pendant une durée envisageable par I’expérience. Dans ce chapitre, on s’intéresse
a la discrétisation en temps et en espace du modele biologique. Apres avoir rappelé
des généralités sur les schémas d’intégration aux différences finies, on montre la conver-
gence du schéma le plus simple dans lequel les termes de réaction non-linéaires sont
discrétisés de facon completement explicite. On propose ensuite une modification simple
et numériquement peu couteuse permettant d’obtenir un schéma semi-implicite dans
lequel on s’affranchit de contraintes sur le pas de temps nécessaires a l'obtention de

concentrations toujours positives lors des calculs.
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4.2 Généralités sur la discrétisation

Ce paragraphe s’inspire largement des notions développées dans I'ouvrage de Thomas
[108] qui traite completement le sujet “facile”, ou tout du moins classique, des différences

finies de maniere claire, efficace et rigoureuse.

4.2.1 Le cadre

Il est question de développer ici une méthode simple pour obtenir une approximation

numérique de la solution du probleme parabolique, supposé bien posé, suivant:

0.0 = %0 ep "
(1},0) — ’Uo(l') X E]O, L[

L’intervalle [0, L] est discrétisé en une grille réguliere de N intervalles de longueur Az.
At est le pas de temps constant et v} désigne une approximation, au point (x,t,) de la
grille espace-temps, de la fonction v(z,?). Apres discrétisation en espace et en supposant
que ’on utilise un schéma a deux niveaux en temps, le schéma aux différences finies pour

le probleme (4.1) peut s’écrire sous forme matricielle:

"= Qu" + AtG” (4.2)

ou l'on a noté,

n

= (u?,...,u”N)T

G" = (g1, g%)"

u

(4.3)

et Q est une matrice N x N.

On note v(x,t) la solution du probleme (4.1) et

v = (v(1,t0)s e v(TN, 1))T (4.4)

Introduisons la norme [y A, sur IRY définie pour u € RN par,

[ulP = 220 lus*Aw (4.5)
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et la norme d’opérateur induite,

IQll = sup lIQui (4.6)

luf|<1

4.2.2 Définitions : convergence, consistance et stabilité

Tout ceci étant posé, nous sommes en mesure de donner les différentes définitions qui

suivent.

Définition 4.2.1 (convergence) Le schéma aux différences finies (4.2) est convergent

au temps L en norme lgAx st

[lu” —v"|| =0,

pour toute suite de subdivisions de [0, L] de pas Az telle que Az — 0,
At — 0 et (n+ 1)At — t.

Définition 4.2.2 (consistance) Le schéma aux différences finies (4.2) est consistant,

en norme ly A, avec le probléme continu (4.1), si la solution v vérifie,
vt = Qv" + ALG" 4 Ate”

avec ||e”|| = 0 quand Az, At — 0.

e” est Uerreur de troncature. On dit que le schéma (4.2) est précis d’ordre (p,q) si
lle"]|] = O(Ax) + O(AL).

Définition 4.2.3 (stabilité) Le schéma auzx différences finies (4.2) est stable, en norme

[y Az, 87l exisle des constantes posilives Axg, Alg, K et § lelles que
Ju™* | < Ke™|u’|l,

pour 0 <t=(n+1)At, 0 < Az < Axg et 0 < At < Al
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4.2.3 Théoreme d’équivalence de Lax

Les notions de consistance, stabilité et convergence sont étroitement liées par le

Théoréme 4.2.1 (Théoréme d’équivalence de Lax) Supposons le probléme conlinu
(4.1) bien posé et le schéma aux différences finies (4.1) consistant en norme ||.|| et précis
d’ordre (p,q), alors ce schéma est convergent d’ordre (p,q) en norme ||.|| si et seulement

si il est stable pour cette méme norme.

4.2.4 Condition de stabilité

[’analyse de la stabilité d’un schéma aux différences finies passe par ’évaluation des
valeurs propres de la matrice Q. Commencons par rappeler que le rayon spectral d’une

matrice Q est la quantité
o(Q) =max(|A|,A wvaleur propre de Q)

On a toujours,

a(Q) < 11Ql

et dans le cas particulier ou Q est une matrice symétrique on a

o(Q) = [1Qll

Proposition 4.2.1 Une condition nécessaire pour que le schéma (4.2) soit stable en
norme Iy ap est que 0(Q) < 14+ CAt, C constante positive.
St Q est symétrique, alors cette condition est une condilion nécessaire et suffisante pour

que le schéma (4.2) soit stable en norme I .

Pour terminer ce paragraphe nous donnons un lemme simple qui se révele étre d’une

bonne utilité lors de ’évaluation de valeurs propres.

Lemme 4.2.1 (Le théoréme du cercle de Gerschgorin) Soit une matrice N x N,

M = (m;)i j=1,..~n. Posons r; = Zé\le i |mi;|. Si X est une valeur propre de M alors il

existe 1 tel que | A —my| < r;.
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Preuve: soit A une valeur propre de M et u = (uy,...,un)T un vecteur propre associé.
Soit uy la plus grande coordonnée en valeur absolue de u. Comme Mu = Au, il vient en

divisant la ligne k de égalité par uy,
U un
A= mm—l + oot mpr+ MmNy —
Uk Up
Ainsi, en soustrayant my; a cette égalité, puis en prenant la valeur absolue et en utilisant

I'inégalité triangulaire, le résultat est obtenu. O

4.3 Un premier schéma pour le modele NPZD

4.3.1 Discrétisation

Commencons par rappeler les équations du modele biologique.

Zooplancton:
oz 0,07
o)
(a,Gp + agGq —m.Z — p. 2oy + (=7 2y t€]0,T), 2 €]0, L]
07 —aZLt—() t€]0, T D
%(07t)_a—x( 7)_ 6]7 ]
Z(x,0) = Zo(x) x €0, L]
Phytoplancton:
opP 0, 0P
o9 )
(upLiln P — Gy —my Plhoy + (=7 Py rp ¢ €]0, 7],z €]0, L]
oP op (4.8)
—(0,t) = —(L,t) =0 t €]0,T]
oz oz
P(z,0) = Py(x) x €0, L[
Nutriments:
ON 0, 0N
0 o or)
(—ppLiLnP + p.Z + paDllyo g + (7(P + Z + D))y t €]0,T], 2 €]0, L[
ON N ; (4.9)
@—:I:(O’t)_@—x( 1) =0 £ €]0,T]
N(z,0) = Ny(x) z €0, L[
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Détritus:
oD 0, 0D
o0 1ar) = .
(1 —a,)G, —agGq+muP +m, 7 — gD — vda—x)ﬂ]o’l]
aD
+(—=7D — Uda—x)ﬂ]l’” £ €]0, 7],z €]0, L[ (4.10)
oD aD
5, 0 t)=5—(L,1) =0 t €]0,T]
D(z,0) = Dy(x) z €0, L[
2 2
Avec, Ly = N G, = 9:1"2 t Gy = 9:D"2

Bt N7 kP20 T DY

Le choix de discrétisation de ces équations est le suivant. En raison de la présence
de conditions aux limites de Neumann, la discrétisation spatiale s’effectue sur une grille
centrée,

rp=Ax/24 (k—1)Az, k=1,.,N

On suppose que le coefficient de diffusion d est donné a chaque pas de temps et en chaque
At

Azx?’

Les termes de diffusion sont discrétisés de maniere implicite et les termes de réaction

point xx_12, k=1,..., N et on le note dz—1/2- Enfin on pose r =

de maniere explicite. Ainsi our les points intérieurs Tk k=2,...,N—1, et pour I'une
” ” ” ” ”
quelconque des COl’lCGl’ltI‘atiOl’lS, C, on a:

Ot = O+ r{dit Ot = (A5, + A JOF 4 ditl, Of) + AFg, (411)

ou F/, désigne la discrétisation des termes de réactions.
b
Les conditions aux limites sont discrétisées de maniere implicite en rajoutant les points

fantomes xg et xn41,
n+1 n+1 n+l _ o+l
cym =0y 0= Cyi —Cn
Az Az

On s’affranchit de C§*' et C}\L{:Lll en injectant (4.12) dans (4.11) pour k =1 et k = N.
Finalement les problemes (4.7), (4.8), (4.9) et (4.10) discrétisés s’écrivent:

(4.12)

Zooplancton:

Q. Z™" = (14 AlFg")Z" (4.13)
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La matrice tridiagonale symétrique Q s’écrit:

L+ rdif), —rdi7y ) 0 . 0
—rdify, (A, ity —rdyl,
0
Q=
0
_rd?v-l_—11/2
0 e 0 —rcl?\,"'_ll/2 1+ rd?v"'_ll/Q
(4.14)

Fz" est la matrice diagonale des termes de réaction,

n gZPn2 gZDn2
(Fz")ex = (%F]}ng + adﬁfw —m. — phon(ze) + (=7 ri(ze)  (4.15)
2 I 2 k

Phytoplancton:
QP! = (I + AtFp")P" (4.16)
avec de la méme facon,

Ne  g:P 7

(Fp")rp = (MpL?,kkn TN kgt myp (k) + (=7 My () (4.17)
Nutriments:
QN = (I+ AIFN")N" + AIGN" (4.18)
avec,
n n 1 n
(FN")px = (—MpLz,kak Mo, (r) (4.19)
n k

GN" est un vecteur correspondant aux termes de réaction non-homogenes, c’est-a-dire

ceux dans lesquels la variable N n’intervient pas,

Gng = (k=25 + paDihon(ze) + (7(P + Zg + D) () (4.20)

Détritus:

At
QD™ = (I+ AtFp" —
Az

A)D" + AlGp” (4.21)
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ot,
DY 7T
(Fp")rk = (—adilf +ksz — pahon(2r) + (=7 (k) (4.22)
z k
et,
ZPnQZ'rL
Gof = (1 = a,) 2k & m, P 4 me 2 o () (4.23)

k. + Pp?

et enfin, A est la matrice correspondant a la discrétisation du terme d’advection par

aD _ Dy —Dp_,

un schéma upstream, c’est-a-dire en utilisant ’approximation — =~ A
T Ax
[0 0 0
-1 1 0
0o -1 1 0
a=| . (4.21)
0 -1 1 0
\ 0 0 0

4.3.2 Convergence du schéma

Dans ce paragraphe, on montre que le schéma aux différences finies défini précédemment
est convergent. Comme pour le probleme continu, on commence par traiter le cas du
probleme avec valeur absolue. Ainsi, dans tout ce qui suit et ce, jusqu’a indication

contraire le terme Ly est pris avec valeur absolue au dénominateur.

Consistance

Proposition 4.3.1 (consistance) Les schémas aux différences finies définis par les
€quations ({.13),(4.16), (4.18) et (4.21) sont consistants, en norme ly p,, avec les problémes
continus (4.7), (4.8), (4.9) et (4.10) respectivement. Ils sont précis d’ordre (1,1).

Preuve: soient Z(z,t), P(x,t), N(z,t) et D(x,t) les solutions du probleme continu.
Un calcul classique par développement en série de Taylor, au point (xg,%,41), de

chaque ligne de 'expression matricielle du schéma (4.13, Zooplancton) donne:
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E=1:
Z(xla tn-}-l) B Z(xla tn)
At
T ALl S(= d?i—ll/QZ(*Tlatn-l—l) + d?-—l}-—ll/QZ(x%tn-l-l))
gZP(J:l,tn)2 gZD(J:l,tn)2
_((apk‘ —I— P(xl t )2 —I_ adk _I_ D(xl t )2 —my — /’Lz)ﬂ]ovl](xl) —I_ (_T)]l]le[(xl))
=r} = O(At) + O(Ax)

k=2,..N—1:
Z(xpytnyr) — Z(xk, ty)
Al
T A2 (dz+i/2z($k 1 bug1) — (di2 1/2+dk+1/2)Z($k7tn+1)+d211/22($k+17tn+1))
gZP(l‘k,tn)Q gZD(:r:k,tn)2

_ — — » _I_ _
((akaJrP(xk,tn)? adkz+D(xk,tn)2 iz Mo,n(xx) + (=7 My rp(wx))

=rp =O(At) + O(Al‘Z)

k=N :
($N7 n-I—l) Z(*rN)tn)
At
A2 (dn+11/zZ($N—1atn+1) - d?vtll/zz(wNath))
L Plx ,tn2 . D(x ,tnz
((ay g ) g DO e + (—Pg(en)

kz + P(J}N,tn)Q kz + D(J}N,tn)Q
=r% = O(At) + O(Ax)

r” est 'erreur résiduelle et I'on a,
Q. Z"" = (1 + AtFz")Z" + Atr”

Pour se ramener a la définition de la consistance (4.2.2) il faut que Qq soit inversible et
que ||Q;"|| soit uniformément borné lorsque Az et At tendent vers 0. La consistance du

schéma est alors déterminée par r”,

7+ = Q7 (I+ AtFZ™)Z" + AlQ;'r
e[l = 11Qr ™| < [1Q7[[[|x"]]
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et I'on a ||e*|| = O(At) + O(Az). Un ordre de précision en Az est perdu en raison
de la discrétisation des conditions aux limites.

On vérifie que les hypotheses sur Q; sont vraies grace au lemme (4.2.1). Q; est
symétrique réelle et ses valeurs propres vérifient A > 1. Ainsi,

1

1Q 1= 0(Qr") = — < 1.

Pour P, N et D la preuve se calque facilement. Remarquons que si le traitement des
conditions aux limites pour les quatre variables fait que 1’on a un schéma d’ordre 1 en
Az, il en de méme pour le traitement du terme de convection pour les détritus qui est

également d’ordre 1. O

stabilité

Proposition 4.3.2 (stabilité) Les schémas aux différences finies définis par les équalions
(4.13), (4.16), et (4.18) sont stables, en norme ly ;.
o

Az

< 1 est une condition nécessaire pour que le schéma (4.21) soit stable.

Preuve: la preuve de la stabilité utilise a nouveau le fait que la matrice Q; est symétrique

_ _ 1
et que||Q11||:J(Q11):/\ ' <L

Comme pour la consistance, traitons tout d’abord le cas du zooplancton Z. Le schéma

s’écrit,
7' = QZ"
avec,
Q=Q; ' (I+AlFz").
Q est symétrique. De plus,

9:P*
|m|§gz7 VP e IR

Ainsi les valeurs propres p;, de Q vérifient,
ZPnZ ZDnZ
9=y ~tag gLy -
k., + P! k., + D}
< 1+ (go(ap +ag) + m. + p. + 7)AL

el = 1501+ A, = m. = () + (=)
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ie
o(Q) <14 (gz(ap + ag) + m. + p. + 7)At
et donc la proposition (4.2.1) permet d’affirmer que le schéma (4.13, Zooplancton) est
stable.
Ceci étant fait, on montre que le schéma (4.16, Phytoplancton) est stable. Les argu-

ments sont les mémes et, sachant que,

|L7}k| <1, Vk,n

g-P 9=
< , VPelIR
P S e
— <1, VNeIR
on obtient,
gz

o(Q) <1+ (pp+ Zmaz +ms + my, + 7)AL

2Vk.

ou 'on a posé, le schéma (4.13, Zooplancton) étant stable, Z,,,, = max|Z}|.

23

La stabilité du schéma (4.18, Nutriments) s’obtient par des arguments en tous points

identiques.

7(Q) < 14 (ty 1P A

n

Pour le schéma (4.21, Detritus) la matrice,

UdAt

= QI+ AtFp” —
Q Ql(—l_ D A$

A)
n’est plus symétrique et la condition,

U(Q) S 1 + (Cld + Q.Qﬁzmax + Hd + T)At

. . vy At
que 'on obtient facilement en supposant i < 1 et sachant que les valeurs propres de

A sont 0 et 1, n’est plus qu'une condition nécessaire de stabilité. O

conclusion

A ce point, le schéma, avec valeur absolue, étant consistant et stable, nous sommes

assurés de sa convergence par le théoreme de Lax.
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Si de plus Z, PP, NP et DY sont positifs pour tout k, alors, pour At et Az assez petits,
Z7, PP, N et D} sont positifs pour tout & et tout n car la solution du probleme continu

est positive. Ainsi le schéma numérique sans valeur absolue est lui aussi convergent.

4.4 Un second schéma

4.4.1 Motivation

Le schéma étudié précédemment est implicite-explicite. En effet, il est bien connu

que le fait d’intégrer le terme de diffusion de maniere implicite permet d’éviter d’obtenir

dAt 1 . : .
< —. Avec une telle restriction, toute simulation

Az — 2

utilisant une petite discrétisation spatiale deviendrait tres cotuteuse. Typiquement, pour

une condition de stabilité du type

2 1

un pas d’espace Az = 5m et un coefficient de diffusion de I'ordre de d ~ 107! m?.s71,

le schéma est stable pour At < 125 s. Dans le schéma que nous avons présenté, reste
UdAt
Az

de sédimentation, est comprise entre 1 et 10 m.jour™', donne comme contrainte dans le

seulement la condition < 1, soit encore avec Az = 5 m et sachant que vy, la vitesse
cas le moins favorable At < 1/2 jour. Cette condition n’est pas du tout contraignante
en pratique.

Les termes de réaction non-linéaires sont quant a eux intégrés de maniere completement
explicite. Si cela ne pose pas de probleme pour établir théoriquement la stabilité du
schéma, certaines contraintes, potentiellement séveres, sur le pas de temps, peuvent sur-
gir afin de garantir la positivité des concentrations calculées. Ce probleme se comprend
bien sur un exemple simple. Supposons que I’on veuille intégrer numériquement I’équation

différentielle ordinaire,

dy

“—ay, 1

7 ay, t >0
y(()) =%

La solution de cette équation est bien évidemment, y(¢) = yoe® et siyg > 0 alors y(t) > 0.
Si a > 0, la trajectoire est dite expansive, tandis que si a < 0 elle est dite contractante.

La méthode d’Euler explicite s’écrit,

Yn+1 = (1 + aAt)yn



4.4 Un second schéma 109

Supposons y, > 0.
Si a > 0 alors on a toujours y,41 > 0.
. 1
St o < 0 alors 41 > 0 pour At < —.
—a
La méthode d’Euler implicite s’écrit,

1
Ynt1 = myn
Supposons y, > 0.
Sia > 0 alors y,41 > 0 si At < l
Sia < 0 alors y,41 > 0 est toujo?lrs vrai.
Ainsi il apparait que pour garantir la positivité de la solution numérique, sans condi-
tion sur le pas de temps, les flots contractants doivent étre intégrés implicitement alors

que les flots expansifs doivent étre intégrés explicitement. Cette i1dée est exploitée dans

la suite pour formuler un nouveau schéma numérique.

4.4.2 Nouvelle discrétisation

Les termes de réaction étant non-linéaires, le o du paragraphe précédent dépend du
temps, et une discrétisation completement implicite des termes contractants imposerait
la résolution de systemes non-linéaires, ce qui n’est numériquement pas judicieux. Nous
proposons donc ici une discrétisation semi-implicite de ces termes. I’algorithme est le
meéme et seule la matrice Q; des quatre systemes linéaires a résoudre est modifiée.

Les nouveaux problemes discrétisés s’écrivent:

Zooplancton:

(Q1 + AtFz)Z™" = (1+ AtFz.")Z" (4.25)
Fz." est la matrice diagonale des termes de réaction explicites,

I g. D}’
ap 2 T ad 2
k,+ P/ k,+ D}

(Fze" )ik = ( Mo (k) (4.26)

Fzi" est la matrice diagonale des termes de réaction implicites,

(Fzi" ke = (ma + g o (zr) + (7)) ri(zs) (4.27)



110 Chapitre 4. FEtude numérique du modele NPZD simplifié

Phytoplancton:
(Q + AlFp;)P™*' = (I + AiFp.,")P" (4.28)

avec de la méme facon,

N?’L
(Fpe" )ik = (pp L} g 77— Mo (k) (4.29)
p ka‘n ‘I‘Nk
et,
PR
(Fpi ) = (% +mhon(ze) + (7)) (4.30)
z k
Nutriments:
(Q1 + AtFni) N = N + AtGN" (4.31)
avec,
1
(Fni" )ik = (p L7 77— P Mo, () (4.32)
P I’kkn—l-Nk k 10,7
et,
GnNg = (U=Zg + paDp o (k) + (7(P + 2 + D)y (o) (4.33)
Détritus:
At
(Q: + AlFp) D+ = (1— '”i A)D" + AtGp” (4.34)
Ax
ot,
DY 7T
(FDi”)k = (adﬁ + ,LLd)ﬂ]oJ](:lik) + (T)H]I,L[(«Tk), (4.35)
2 k
P27y
Gp! = ((1 - ap)% +my PP+ me 20 o (k) (4.36)
2 3

et, A est la méme matrice que précédemment.
[’étude de la convergence de ce schéma s’effectue exactement de la méme facon que

pour le premier schéma et nous ne la reprenons pas ici.
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4.4.3 Commentaires

Le deuxieme schéma ici proposé présente ’avantage d’assurer le calcul de concentra-
tions positives a chaque pas de temps. Il n’est pas plus couteux numériquement que le
. , , s . RN
premier schéma car dans les deux cas on n’a qu’a résoudre quatre systemes linéaires a
chaque itération. Ces résolutions se font par décomposition LU dont 'existence et 1'uni-

cité sont assurées par le fait que les matrices () sont ici symétriques définies positives.
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Chapitre 5

Cadre de travail, outils et
méthodologie pour le probleme

inverse

Ce chapitre et le suivant concernent la mise en place et 1'utilisation de la méthode va-
riationnelle d’assimilation de données dans le modele NNPZD-DOM. Ce chapitre débute
par la description du cadre travail, a savoir la simulation de référence et les données
utilisées. Ces données sont de deux types, les données physiques et les données biolo-
giques. Seules les données biologiques sont assimilées. On développe ensuite les points
clefs que sont la construction d’outils informatiques tels que les codes tangent et adjoint.
Les résultats numériques des différentes expériences d’assimilation sont donnés dans le

chapitre suivant.

5.1 Cadre de travail

5.1.1 Validation de la simulation physique de référence

La simulation physique de référence permet de calculer le coefficient de diffusion tur-
bulente, K7, intervenant dans le modele biologique. Aucune procédure d’assimilation de

données n’est utilisée sur le modele physique. Les données physiques qui sont brievement
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présentées dans la suite servent uniquement dans le calcul des conditions aux limites
en surface pour les variables physiques, vitesse v, température T, salinité S et énergie
cinétique turbulente e (équations (2.10) du chapitre 2) et pour une validation qualitative
du modele physique.

Comme il a été indiqué dans l'introduction, la station DYFAMED possede un cer-
tain nombre d’atouts comme la relative simplicité de la circulation océanique locale et
I’existence de données qui incitent a 1'utiliser comme cadre de travail. La simulation de
référence dont nous partons est tout a fait similaire a celle décrite et qualitativement va-
lidée dans Mémery ([85]). La différence principale est le modele biologique utilisé. Nous
utilisons ici le modele NNPZD-DOM décrit au chapitre 2 qui est une version légerement
simplifiée de celui utilisé dans Mémery ([85]).

Nous travaillons sur les années 1995-96-97 et plus particulierement sur la derniere car
c’est celle pour laquelle on dispose de plus de données biologiques pouvant étre assimilées.
Une montée en puissance (ou spin-up) du modele est réalisée en simulant deux fois de
suite 'année 95. La simulation totale est donc constituée des 5 années 95-95-95-96-97.
[’état du syteme au premier janvier de la troisieme année 1995 constitue la condition
initiale pour la simulation de référence 95-96-97. Le pas de temps At est de 1 heure et le
pas d’espace Az de 5 m.

Les données physiques dont on dispose et qui sont utilisées pour forcer le modele

physique en surface sont les suivantes:

— salinité et température de surface (SSS, SST ou Sea Surface Salinity et Sea Surface

Temperature) tous les mois.

— tension du vent toutes les 6 heures (données ECMWEF, ou European Center for

Medium-Range Weather Forecasts)
— flux de chaleur toutes les 6 heures (données ECMWF)

La simulation physique est validée en comparant les résultats numériques aux données
mensuelles de profils de température (figure 5.1) et de profils de salinité (figure 5.2) pour
I’année 1997 par exemple.

La figure (5.3) donne les variations en temps et en espace du coefficient de diffusion

K7, c’est-a~dire de I'entrée physique dans le modele biologique.
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Le modele physique permet de représenter, dans une certaine mesure, le mélange
profond hivernal suivi de la restratification de la colonne d’eau. Ce mécanisme permet
de faire remonter I'azote vers la surface pour alimenter les cycles biologiques. A chaque
cycle biologique, du nitrate est consommé et la couche de surface de la colonne d’eau
s’appauvrit en NQOs. [azote est ensuite expulsé hors de la couche de surface par le biais
des détritus (variable D) qui coulent & la vitesse vy (terme —vda—lj dans les équations
(2.39) et (2.39) du chapitre 2) et par la mortalité du zooplancton (terme en —m,Z? dans
I’équation (2.20) du chapitre 2), c’est 'export. Ainsi sans modele physique réaliste sous-
jacent le modele biologique s’amortit vers un état stationnaire ou la plupart de I'azote se

trouve sous forme de nitrate au fond de la colonne d’eau.
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Dyfamed 1995-96-97, Turbulent Diffusion Coef. m2/s
GE '”'WWWIIIWVJ "W R T ) pw”\wwwwy o u‘w

200m

300m

400m
1995 1996 1997
5.00 22.99 86.15 257.55 574.22 1500.00
x10*

Fia. 5.3 = Coefficient de diffusion Krp

5.1.2 Paramétrisation hivernale

On ne dispose pas ici de données d’évaporation-précipitation et les flux atmosphériques
utilisés dans cette étude ne permettent pas de suffisamment bien simuler le mélange pro-
fond hivernal. Ainsi en hiver, les profils de température et de salinité sont forcés vers les
observations en rajoutant un terme de nudging aux équations pour 7' et S pendant 30
jours au mois de février. Ceci permet de sortir de I’hiver avec un mélange vertical bien
représenté.

Comme pour la température et la salinité, les traceurs passifs dissous, comme NO; et
DOM, sont rappelés en hiver vers des profils homogenes sur toute la colonne d’eau.
Par exemple, le terme de réaction pour NOs, Fyo, devient Fyo, + a(N" — NOs).
N = 6 mmolN.m™> est la valeur du rappel. Elle a été choisie expérimentalement
et correspond a la valeur moyenne de NOj en-dessous de 200 m d’apres les données DY-
FAMED. Pour le DOM cette valeur de rappel vaut 0 mmolN.m™. La constante de

temps o vaut 1/7  jour™' pendant 30 jours en hiver et est nulle sinon.

Nous verrons au chapitre suivant que ce profil de rappel, N”, joue un role important
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dans 1’assimilation de données car il conditionne la quantité de nitrate présente dans le
modele. Il sera, alors, particulierement intéressant de I'inclure dans le vecteur de contole

comme un parametre distribué a identifier.

5.1.3 Observations DYFAMED et sorties du modele

Les observations disponibles a la station DYFAMED et que nous allons assimiler dans

le modele biologique sont de 3 types:
— des profils mensuels de nitrate
— des profils mensuels de chlorophylle
— des mesures quotidiennes de chlorophylle de surface

Rappelons que le modele NNPZD-DOM est construit en azote. Chaque compartiment
est représenté en terme de mmol N.m™3. Les mesures de profils de nitrate sont également
fournies en mmolN.m™3, et il n’y a donc aucun probléme de conversion entre sorties du
modele et données. On dispose donc directement d’observations de la variable N03. Ce
n’est pas le cas pour la chlorophylle.

Pour pouvoir assimiler des données de chlorophylle dans le modele NNPZD-DOM il
nous faut relier des concentrations de chlorophylle (mgChl.m™3) au phytoplancton (va-
riable P du modeéle en mmol N.m™=3). Certains modeles (par exemple, Hurtt et Armstrong,
[54]; Geider et al. , [48]; Spitz et al. , [100]) incluent la chlorophylle comme une variable
explicite (indépendante du phytoplancton), ce n’est pas le cas du modele NNPZD-DOM.
Il faut alors pouvoir convertir phytoplancton en chlorophylle et inversement. Pour cela,
sont utilisés les rapports carbone:chlorophylle (r. en mgC/mgChl) et carbone:azote ou

rapport de Redfield (r4 en mgC/mgN). On pose alors,

12
Chlorophylle (mgChl.m™>) = Phytoplancton (mmolN.m™>) x rd,
r

Cc

12 g.mol™! est la masse molaire du carbone. Ces rapports sont, en premiere approxi-

mation, considérés comme des constantes, méme si certaines mesures montrent qu’ils
M bl

peuvent varier au cours du cycle annuel, avec la profondeur ou encore avec I’emplace-

ment géographique. Nous verrons, au chapitre suivant, qu'une bonne assimilation des
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données de chlorophylle dans le modele NNPZD-DOM ne peut s’envisager avec un rap-

port carbone:chlorophylle constant.

5.2 Assimilation variationnelle, modeles tangent et
adjoint

Dans ce paragraphe, nous donnons la formulation générale d’un probleme d’assimi-
lation variationnelle de données dans lequel les variables de controle sont les conditions
initiales et les parametres du modele. Le formalisme est celui de Le Dimet et Talagrand
([62]). Considérons pour simplifier le modele biologique discrétisé en espace décrivant
I’évolution de la variable d’état C' € E., 'espace des états. Ce modele s’écrit comme un

systeme différentiel non linéaire.

dc .
o= F(C,K) (5.1)
C)=U

K est le vecteur des parametres et U la condition initiale. (U, K') € E. x E,, 'espace
des controles (E, est 'espace des parametres). I est 'opérateur non-linéaire représentant
le modele.

Supposons maintenant que 'on integre ce systeme sur lintervalle de temps [0, 7]
et que l'on dispose d’observations C,p5(t) continues en temps sur cet intervalle. C g
appartient a un espace F,;s qui n’est pas forcément le méme que I'espace F. des états (par
exemple on peut n’avoir des observations que sur certains compartiments biologiques).
Soit alors un opérateur linéaire H : F. — F,,, permettant de passer de I'espace des états
a ’espace des observations. On définit une fonction cout, .J mesurant la différence entre
la solution de (5.1) associée a (U, K') (qui est unique d’aprés les résultats du chapitre 3)

et les observations.

K =5 [ NHOWK.0 = Co0], (52)

Le probleme de controle optimal que 1’on veut résoudre est alors le suivant:
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trouver (U*,K*) € E. x E, tel que,
J(U*, K*) = inf  J(U,K)

(UK)eExFp

(5.3)

Dans le cas ou le modele F' est non-linéaire les conditions usuelles d’unicité d’une
solution pour ce probleme d’optimisation ne sont pas vérifiées. Une condition nécessaire
pour que (U*, K*) soit une solution est donnée dans le cas ou J est différentiable (ce qui

est encore le cas d’apres les résultats du chapitre 1) par I’équation d’Euler-Lagrange:

VU, K*)=0 (5.4)
Le gradient de .J, et donc la condition d’optimalité (5.4), peuvent s’exprimer a l’aide

du modele adjoint.
Soit (hy,hk) € E. x E,, C' la dérivée directionnelle (dérivée de Gateaux) de C' dans

la direction (hy, hx) est la solution du modele linéaire tangent:

dC  OF . OF
flt [@C’(C K)|C + [8[’(0 K)|hg (5.5)
C(0) = hy
La dérivée directionnelle de .J vérifie:
A T A
J(U, [X], hU,hK) = / <HC([X’,ZL) — CObS7HC>EObSdt
0 (5.6)

T
/ (HT(HC(K,t) — Copy), C)p, dl
0

Introduisons alors la variable P, adjointe de C'. Ecrivons le produit scalaire entre P

et chacun des membres du systéeme tangent et intégrons sur l'intervalle de temps [0, T'):

[ P = [(GCRNC Pttt [ (GC K, P (51)

Apres une intégration par parties, il vient:

dP OF

(), PN —AC0, PO~ [ kP Gy = [ (8

oK

(C, K" P, hi ), dt
(5.8)
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oit I'indice T désigne la transposition. Ainsi, si 'on définit P comme la solution du syteéme,

P OF, . ,
— = lag G RN P 4 HA(HC = Co,) (5.9)
P(T) =0

o1n a

oF
0K

J(U, K, hy, hi) = (C(0), P(0))s, + / T<[ (C, KT P, hic ), dt (5.10)

Ainsi, le gradient de J est donné par,

. P(0
VoI (U, K) T op 0 (5.11)

VJU,K) = —
Vi (U, K) / [ a[,((J, KT Pdi
0 &

L’équation (5.9) constitue ce qui est couramment appelé le modele adjoint forcé par
I’écart aux observations.
En pratique, le calcul du gradient de .J par rapport aux parametres, Vg .J(U, K), s’effectue

de la maniere suivante. On introduit la nouvelle variable adjointe () € E, et on pose,

iQ _ or

E—— C,K)]TP
o~ lgr &) (5.12)
QT) =0
Il vient alors,
VIk(U, K)=Q(0) (5.13)
Pour résumer, le calcul du gradient nécessite une intégration du modele direct,
dC
— =F(C, K
a ~ PR (5.14)
c0)=U
et une sauvegarde de la trajectoire, puis une intégration rétrograde du systeme,
dP  OF
——— = [=(C,K)]"P+ HT(HC — Cy,
W L KT HT(HC - )
dQ aor T
o = G EP (5.15)
P(T) =
Q(T) =0




5.3 Différentiation automatique 123

Le gradient de .J,

VI(U,K) = Vol (U.K) ) PO) (5.16)
ViJ(U, K) ®(0)
pouvant étre ainsi calculé, est utilisé dans une méthode d’optimisation de type descente
permettant la détermination d’un minimum de J.

A ce stade du manuscrit, le lecteur pourrait s’attendre a voir développer dans la
suite les équations adjointes continues du modele NNPZD-DOM. Néanmoins nous ne
nous lancerons pas dans une telle entreprise et ceci pour deux raisons. Tout d’abord,
en pratique les équations adjointes continues ne sont que de peu d’utilité. En second
lieu, vu la complexité du modele et le nombre de parametres qui interviennent dans
sa formulation, I’écriture des équations adjointes continues semble étre une tache tres
fastidieuse dont le résultat ne serait que peu lisible. Le modele adjoint a donc été obtenu
uniquement numériquement par différentiation automatique. Le paragraphe suivant traite

de ce travail.

5.3 Différentiation automatique

La résolution numérique du probleme inverse implique le calcul du gradient de la fonc-
tion cout et donc la résolution du systeme adjoint. L’expression analytique du gradient
de la fonction coiit obtenu dans la section précédente montre I'intérét d’écrire le code
adjoint du modele. De plus ce code doit étre d’une grande fiabilité numérique afin de ne
pas entraver la convergence de 'algorithme de descente. L.’implémentation informatique
de celui-ci se doit d’étre réalisée par différentiation du code informatique représentant le
systeme direct. En effet 1’algorithme de minimisation prend en compte la valeur de la
fonction cotit et de son gradient et il est important qu’elles soient calculées a partir du
meéme code. Le code adjoint généré par différentiation du code direct permet d’obtenir
un gradient correct au regard du processus d’optimisation. Dans ce paragraphe, sont
rappelés les principes et difficultés de la construction du code adjoint a partir du code

direct, ainsi que les moyens de le valider.
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5.3.1 Codes Tangent et Adjoint

Soit (G un opérateur non-linéaire, prenant en entrée un vecteur u de taille n et donnant
en sortie un vecteur v de taille m. G peut étre vu comme un progamme informatique.
Pour toute perturbation du de w, un développement de G(u + adu) autour du point

u donne 'expression du code linéaire tangent G associé a 3
G(u+ adu) = G(u) + G (u)adu + o) (5.17)

ot a est un scalaire donné et GL = G'(u). Le code linéaire tangent, en un point u
donné calcule, pour une perturbation du de u I'approximation au premier ordre dv de la

perturbation correspondante de v:
ov = GLéu (5.18)

G L peut étre vu comme la matrice jacobienne de G au point u. Le code adjoint en un

point u calcule, pour tout vecteur v’ de dimension m, le vecteur du’ de dimension n:
Su' = GLT S (5.19)

ou L' est la matrice transposée de G'L

Exemple de Construction des Codes Dérivés

Soit la fonction g : IR* — IR définie par:

$2y

g(xay) = m

On reconnait ici une fonction type grazing, = représentant par exemple le phytoplancton
et y le zooplancton. Les variables d’entrée ou de controle sont z et y. Supposons que le

code informatique G évalue g de la facon suivante:

X1 = X2
Xy
Xy =
T X,

7= XyY
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X, et X3 sont des variables auxiliaires. Dans la suite on suffixe par [ et a les perturbations
en mode linéaire tangent et adjoint sur I’état (X,Y) autour duquel G est linéarisé.

Le modele linéaire tangent GL associé a G s’obtient en dérivant le code non linéaire
par rapport aux variables de controle ou auxiliaires et en effectuant ensuite le produit

scalaire du gradient obtenu par les perturbations de ces variables.

X1 I:X2
Xl =2XXI
Xq
Xy =
T X,
1
Xly = ——XI

Zl = XQY[ + YXZQ

Un logiciel de différentiation automatique procede lui, ligne a ligne, boucle par boucle,
subroutine par subroutine, en conservant la structure du code.
Il est pratique d’exprimer ce code sous forme matricielle, pour cela une maniere com-

mode est de voir G comme une application de IR> — IR,

X%y
GX,Y,7)= (XY, ——=
(X,Y.2) = (XY, =)

Le modele linéaire tangent s’exprime alors avec la jacobienne de G,

1 0 0 I
GL(XL, YL, ZI) = 0 0 Yl
2XY X?

0
(1+X2)2 1+ X2 Zl

Construire le code adjoint va consister en la transposition de cette matrice. Si le code

linéaire tangent GL est noté comme un produit d’opérations élémentaires, on a:
GL - GLnGLn_lGLl

En pratique, chaque matrice GL; représente soit un sous-programme du code, soit une
boucle d’un sous-programme soit méme une instruction élémentaire, le modele adjoint

GA = GLT est le produit des adjoints des sous problemes G'L;

GA=GLT..GLT
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Les opérations se font a rebours. Le modele adjoint est simplement obtenu en prenant
la transposée de toutes les opérations effectuées dans le modele linéaire tangent. Chaque
sous programme, chaque boucle et chaque instruction possede sa propre image adjointe.
Reprenons notre exemple:

On initialise a zéro les variables d’entrée adjointe Xa et Ya et on transpose la matrice

obtenue précédemment.

Lo 2XY

(1+ X2)? Xa

GA(Xa,Ya,Za)=| ¢ 1 X Ya
14+ X2

0 0 0 Za

Si on réécrit ceci sous la forme d’un programme on a:

0. initialisation

Xa=Xa,=Xa;=Ya=0

1. calcul et sauvegarde des termes non lineaires

X1 = X2
Xq
XNy =
T X,

2. transposition de Z1:= XoYI+ Y X,

Xay :=Xas +YZa

Ya:=Ya+ XyZa

Za:=10
. 1
3. transposition de X, := m){ll
1
X Xay + ! X
a := Xa a
1 1 T+ X 2
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4. transposition de X1; := 2X X1

Xa:=Xa+2XXay
Xa; =0

Ainsi, Za étant donné, on déduit les valeurs de Xa et Ya.

5.3.2 Modele biologique et différentiation automatique

Un logiciel de différentiation automatique est un outil précieux pour obtenir un code
adjoint. Nous avons utilisé le logiciel Odyssée, développé par 'INRIA (Faure et Papegay,
[43]; Griewank, [50]) pour développer les codes dérivés du modele NNPZD-DOM. Ce logi-
ciel prend en entrée un code écrit en Fortran77 et construit les sources des codes linéaires
tangent et adjoint. Si la production automatique des instructions adjointes est un atout
important pour le développement du code adjoint, le code fourni par Odyssée n’est en
général pas tres efficace en termes de temps de calcul et d’utilisation de la mémoire.
Le probleme principal est celui de la sauvegarde de la trajectoire d’évaluation. En effet,
I'intégration a rebours des équations adjointes nécessite a chaque instant ¢; de connaitre
les éléments non linéaires a I'instant ¢;_;. Ne bénéficiant pas de la connaissance du code de
simulation direct qu’a son concepteur, ’outil de différentiation automatique est contraint
de suivre des méthodes systématiques pour fournir cette trajectoire d’évaluation. Ainsi
Odyssée fait systématiquement intervenir un calcul et une sauvegarde locale de la trajec-
toire, ce qui peut engendrer quelques désagréments lors de la compilation (pour un code
3D par exemple, comme cela a été tenté et abandonné la premiere année de cette these).
Néanmoins dans un cadre de travail 1D, 'outil de différentiation automatique est tout
a fait adapté et permet d’obtenir les codes dérivés apres quelques modifications du code
direct mais sans effort démesuré.

Certaines parties du code direct ne sont pas différentiables. C’est le cas des valeurs
absolues, des calculs de maximum, minimum, des prises de signes et des racines carrées.
Toutes ces fonctions peuvent étre sources de problemes et il n’y a pas de regles générales
pour traiter les non-différentiabilités. Odyssée ne sait pas traiter les fonctions max-min,

et le code biologique en contient un certain nombre. Il s’agit alors de les remplacer par
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des instructions [F—THEN — ELSE permettant ainsi la linéarisation par Odyssée. Les
conditions portant sur ce type d’instruction doivent étre les mémes dans le code adjoint
et le code linéaire tangent, il est donc nécessaire de les sauvegarder ou les recalculer.
En pratique, aucune régularisation n’a été réalisée sur les non-différentiabilités du code
biologique. Ceci peut introduire des problemes lors de la validation du code adjoint
et peut-étre aussi quelques ralentissements dans la minimisation. Malgré cela, les non-
différentiabilités ne semblent pas tres pénalisantes dans la mesure ou le test du gradient

(voir plus loin) est correct.

5.3.3 Calcul du gradient

Dans ce qui suit est résumé, du point de vue informatique, le point clé qu’est le calcul
du gradient de la fonction cout. Pour simplifier, on considere que la variable de controle
est un vecteur de parametres, K € IR”.

On note Nobs le nombre total d’observations dont on dispose. Celles-ci sont repésentées
par un vecteur d € IRV,

On note ¢ : IR? — IRV°** Popérateur direct, ou modele direct, qui, & un vecteur de
controle K associe I’équivalent des observations calculé par le modele. Enfin on note W
une matrice diagonale Nobs x Nobs de pondération que 1’on explicitera plus en détail au

chapitre suivant. La fonction cotut dont on cherche le gradient s’écrit,
o1 e .
JE) = 5 < WG(K) — ) ((K) — d) >xas

ou < .,.>noeps désigne le produit scalaire euclidien dans RNobs,

En terme de programme informatique, si P; désigne le code du modele direct ¢ et P,

le code de calcul du coiit, COUT a partir de ¢(K), on a

K — |DIRECT P, |— Py(K)(= ¢(K)) = |COUT P,| = COUT(= J(K))

Le code tangent en un point K calcule, pour toute perturbation K1 sur les parametres,

la perturbation resultante sur le cout, COUTI:
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Kl —|TANGENT PL; | = PL,.Kl(= $(KY.KI) — | TANGENT PL,|— COUTI(=

J'(K).KI)
que l'on peut écrire
J(K)Kl=(VJ(K),Kl)jpr = PLyPLi Kl = (KI, PL{ PL} 1) g

Ainsi

VJ(K)=PLTPLT1

ce qui schématiquement devient:

VJ(K) + |ADJOINT PLT |« PLT1 + |ADJOINT PLI |+ COUTa =1

Ainsi, en initialisant la variable adjointe COUTa a 1 on obtient en sortie de code le

gradient de la fontion cotut au point K.

Cout du calcul

Il s’agit ici de faire le bilan de la taille des exécutables et des temps CPU nécessaires
a l'intégration des codes direct, tangent et adjoint sur une période de 1 an qui sera la

période d’assimilation de données dans I’étude présentée au chapitre suivant.

Code | Période | Taille | Temps CPU
direct 1 an 60 Mo 15s
tangent 1 an 140 Mo 35 s
adjoint lan | 700 Mo 160 s

TAB. 5.1 — Comparaison des couls des 3 codes

Le surcout du modele linéaire tangent est essentiellement dii au supplément de calcul

de la trajectoire de référence. Un calcul de gradient, c’est-a-dire une intégration du modele
adjoint est environ 10 fois plus cotiteuse qu’une simulation directe. Ceci est en grande

partie di au calcul, a la sauvegarde et a la lecture de la trajectoire de référence.
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Test de I’exactitude du gradient, comparaison avec les différences finies

Il s’agit maintenant de tester la validité du code adjoint en vérifiant son adéquation
avec le code direct. Pour cela on compare le gradient V.J(K'), calculé avec le code adjoint,
aux différences finies calculées avec le code direct. D’apres la formule de Taylor, on doit

avoIr:
_ J(K 4+ aKl)— J(K)
lim Ea—
=0 a(VJ(K), KI)

Si 'on considere que K est un vecteur d’'une vingtaine de parametres, il est possible

=1 (5.20)

d’effectuer le test par rapport a chaque composante du vecteur K. Le tableau 5.2 propose
un exemple de ce test permettant de valider le calcul du gradient. Le rapport (5.20) tend
linéairement vers 1 lorsque a tend vers 0. Numériquement on observe que pour des valeurs

trop faibles de « les erreurs d’arrondis dominent et la valeur du rapport (5.20) diverge.

a rapport(5.20)
1071 | 32.2822430148109
1072 | 1.88707741579325
1073 | 1.07410794243394
10~ | 1.00727568101925
1075 | 1.00072622065474
107¢ | 1.00007259909802
107 | 1.00000695476784
107® | 0.99999768349387
1072 | 0.99997414606685
10719 | 1.00045507471139
107" | 0.99979246356811
10712 | 1.02043810646193
10=13 | 1.09715694769523
1071 | 0.62044492498966

TAB. 5.2 — Test du gradient

Si par contre on considere des parametres distribués en espace, la taille du vecteur K
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augmente énormément et I’on peut difficilement effectuer le test dans toute les directions.
Il faut alors se contenter de quelques unes. L’ultime test sera basé sur 'efficacité de la

minimisation de la fonction cout lors des expériences d’assimilation.

5.4 Minimisation

Pratique de I’Estimation de Parametres

Dans la pratique, on utilise un algorithme de minimisation pour rechercher un mini-
mum de la fonction cout. Chaque pas de la minimisation demande le calcul du gradient
de la fonction coiit par rapport aux parametres. L’estimation numérique de parametres

consiste en la répétition des 3 étapes suivantes:

1. Intégrer le modele direct sur [0,7] en utilisant la valeur courante du vecteur K
pour les parametres. La condition initiale et les forcages physiques sont donnés, la

solution C ne dépend que des parametres.
2. Intégrer le modele adjoint pour déterminer le gradient de la fonction cout V.J(K)

3. Faire un pas de I'algorithme de descente pour trouver une nouvelle valeur du vecteur

K. Retourner en 1.

[’algorithme de descente utilisé est un algorithme de quasi-Newton a mémoire limitée,
en double précision, nlgn3, programmé par J.C Gilbert et C. Lemaréchal de 'INRIA
(Gilbert et Lemaréchal, [49]). Rappelons que I'algorithme de Newton pour la recherche
d’un zéro d’une fonction multi-variable consiste a résoudre successivement des problemes
linéarisés au voisinage du point courant, ce qui donne 1’algorithme:

Soit GG : IR™ — IR", et soit a résoudre G(X) = 0. On part d’un point Xy € IR” et on
construit une suite X € IR", qui converge vers un zéro de (G sous certaines conditions.

Cette suite est définie par:
Xk-l—l = Xk — [JGCG(Xk)]_lG(Xk)

ou JacG(X}) est le Jacobien de (& calculé au point Xj. Dans un probleme de minimisa-

tion, la fonction G dont on cherche le zéro est la fonction qui, a chaque point de I'espace,
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associe le gradient de la fonctionnelle, .J, a minimiser, calculé en ce point.

G: IR" = IR"
X =+ VJ(X)

Le Jacobien de (G au point Xj est dans ce cas le Hessien de la fonction cott .J calculé au

méme point. L’algorithme de Newton pour un probleme de minimisation s’écrit alors:
Xk+1 = Xk — [HGSSJ(Xk)]_1VJ(Xk)

Pour une bonne convergence, en pratique, on rajoute un parametre de pas de descente,
Pi:
Xk+1 = Xk — pk[HGSSJ(Xk)]_l.VJ(Xk)

La méthode de quasi-Newton utilise la formule BFGS (respectivement BFGS inverse)
due a Broyden, Fletcher, Goldfard et Shanno, qui permet d’évaluer récursivement une
approximation du Hessien (respectivement de 'inverse du Hessien) au point Xj. Cette
formule n’utilise que les vecteurs gradients GG, = G(X) et les points X auxquels ils sont
évalués. Cette méthode est donc en réalité une méthode de type gradient car elle utilise
seulement les dérivés jusqu’a l'ordre 1 de la fonctionnelle JJ a minimiser. Elle s’écrit de
la maniere suivante:

On suppose Xy donné et k — 1 itérations effectuées, le point Xj est connu.

1. Calcul du gradient au point X

G = VJ(Xk)
2. Calcul de la direction de descente

di, = —H, Gy,

ou Hy, = B7', By =~ HessJ(Xy),

3. Calcul du pas de descente pg

J(Xk + prdi) = in [ J(Xy, + pdy)

cclR

c’est-a-dire on cherche le minimum de J dans la direction de descente
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4. Définition du point X4
X1 = Xk + prdy

A chaque itération, By et Hj, sont calculés par les formules suivantes:

— la formule BFGS

lye @ yx] _ [(Brsk) @ (Brsi)]
< Yg, Sk > < Sk, Brsp >

Byy1 = By +

— la formule BFGS inverse

[(sk — Hryr) @ sg) + [sk @ (sp — Hryr)] < sk — Hiyyp, yr >

Hk+1 :Hk‘|‘ 2
< Yk, Sk > < Yk, Sk >

[sk @ sk]

ou s = Xpy1 — X est la différence entre deux points, y. = Gy — Gy est la différence
entre deux gradients, < .,. > est le produit scalaire choisi sur IR", et [. ® .| est le produit

tensoriel associé a ce produit scalaire, c’est-a-dire :
[[®.]:IR" x IR" — L(IR")

avec,

URV]X =<V,X>U VYXeIR"

Dans le cas ou le produit scalaire choisi est le produit scalaire Euclidien, alors la matrice,
dans la base canonique, du produit tensoriel [U @ V] s’écrit UVT. En pratique, on ne
mémorise pas tous les coefficients des matrices By ou Hj. Elles ne dépendent que de
ny couples de vecteurs (y;,si)1<i<n,. Ces vecteurs permettent de calculer la direction
de descente, d = —H, Gy, a la k'™ étape de la minimisation. La méthode de quasi-
Newton a mémoire limitée consiste a calculer la matrice Hy en ne faisant intervenir qu’un
nombre limité de couples de vecteurs (y;, s;) les plus récents. C’est une méthode tres
efficace (relativement a la méthode QN a mémoire complete) pour un cotit de stockage
raisonnable.

Le critere d’arréet utilisé est le suivant:
I
V(KO —
ot I'indice n désigne le nombre d’itérations et ¢ est un seuil fixé de I'ordre de 107*. 1l a
été montré que ce test donne des résultats assez satisfaisants. Il faut cependant se méfier
du cas ou le vecteur d’initialisation Ky est proche d’'un minimum car alors la quantité

||VJ(Ko)|| est initialement petite.
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Adimensionnalisation des Parametres

Dans le code direct, les différents parametres ont chacun leur unité et des ordres de
grandeurs tres différents. Numériquement, ceci a un effet néfaste sur la minimisation. On
peut le comprendre d’au moins deux facons différentes. La premiere est de considérer que

lors d’une itération d™un algorithme de descente simple, on passe de K™ a K"*! par
K™ = K" + \"VJ(K")

ol A" est un réel sans unité. Si u; est 'unité de K; alors V.J(K); est exprimé en unité ui_l.
Ainsi le gradient et 'efficacité de la minimisation dépendent du systeme d’unité utilisé.
Il est en général recommandé de travailler avec des variables sans dimension.

Le second point de vue est de regarder l'effet de ’adimensionnalisation du vecteur

des parametres sur le conditionnement de la matrice hessienne de la fonction cotit. Soit

L)
KY' K?

réference. On effectue le changement de base k = D™' K, k est un vecteur sans dimension.

la matrice diagonale, D™!' = diag( ou K° est le vecteur des parametres de

Si H est la matrice hessienne de J(K') au point K°, on a,
J"(K°)hichg = Wk Hhgx = hl DH Dhy,.

Ainsi la matrice H = DHD est la matrice hessienne de la fonction cotit exprimée
dans la base des parametres sans dimension. Adimensionnaliser les parametres c’est
préconditionner H.

Dans toute la suite tous les calculs sont faits avec des parametres sans dimension.
Typiquement, nous verrons dans les résultats numériques du chapitre suivant que le
conditionnement de H est de I'ordre de 10° alors que celui de H, c’est-a-dire sans adi-
mensionnaliser les parametres, est de ’ordre de 10%°. Les parameétres sont donc pris sans

dimension, chacun d’eux a été divisé par sa valeur de reférence.

5.5 Un probleme inverse non-linéaire

La linéarité ou la non-linéarité d’un probleme inverse dépend a la fois de la dynamique
du modele et du type de variable de controle. Prenons comme exemple simple de modele,

I’équation différentielle ordinaire linéaire:
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dy
a Y
y(O) = Yo

Supposons que 'on dispose d’une observation continue de y, d(t) sur [0,7]. On définit

la fonction coiit,
T
J :/ lyoe™ — d(t)]*dt
0

Le modele étant linéaire, la solution y(t) est linéaire en yo. Si la variable de controle est
Yo, on est assuré de I'existence d’un unique minimum de J(yo) qui est une parabole. Par
contre méme pour un modele linéaire la dépendance de y par rapport au parametre a
n’est plus linéaire et rien ne permet a priori de garantir que la fonction cotut .J(a) est
convexe.

Le probleme inverse d’estimation de parametres est toujours non linéaire et la fonc-
tion cott peut présenter une géométrie compliquée avec minima locaux et points selles.
Pour cette raison certains auteurs cherchent a utiliser des méthodes de minimisation glo-
bale non linéaire comme les algorithmes génétiques (Athias [6], [5]). Notre approche est
différente et consiste a dire que le mininimum global de la fonction cotit ne nous intéresse
pas vraiment, étant donné que 1’on a déja une idée sur les valeurs a priori des parametres
et surtout que la biologie impose a ces parametres de rester compris entre une valeur
inférieure et une valeur supérieure au-dela desquelles ils ne sont plus acceptables et ne
refletent plus une réalité physique. Nous allons donc dans la suite traiter le probleme

localement autour des valeurs de référence des parametres.

Dans ce cadre, afin de s’assurer que la fonction cott ne présente pas de formes trop
complexes, on peut en tracer des coupes en faisant varier un parametre dans un intervalle
de valeurs admissibles et en fixant les autres a leur valeur de référence. Le tableau (5.3)
donne les valeurs de référence de 19 des parametres du modele NNPZD-DOM ainsi que
les intervalles de valeurs admissibles pour chacun d’entre eux.

La figure (5.4) donne les coupes de la fonction cotit selon chacun de ces 19 parametres.

Nous sommes ici dans le cadre “expériences jumelles”, c’est-a-dire dans le cadre oi les
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parametre | valeur unité valeur sans | intervalle
dimension | admis-
(k°) sible sans
dimension
ky, 0.01 mmolm™> 1 [0,2]
Te—ohl 55 mgC.mgChla=! | 1 [0.5,3]
~ 0.05 1 [0,2]
r 0.7 1 [0.5,1.5]
g 8.68E-6 st 1 [0.7,1.3]
k. 1 mmol N.m™> 1 [0.1,1.9]
a, 0.3 1 [0,2]
ag 0.5 1 [0,2]
iR 1.16E-6 st 1 [0.75,1.25]
my, 9.027E-7 st 1 [0.6,1.6]
m, 1.OE-7 | mmolN.m™>.s7 | 1 [0,2]
U 1.04E-6 st 1 [0.5,1.5]
Vg 5.8E-5 m.s™! 1 [0,2]
Hp 2.31E-5 st 1 [0.5,1.5]
Epar 33.33 W.m™? 1 [0.5,1.5]
T 5.80E-5 st 1 [0.5,1.5]
fn 0.8 1 [0.8,1.2]
L, 3.81E-7 st 1 [0,2]
Udorm 6.43E-8 st 1 [0,2]

TAB. 5.3 — Tableau des paramétres

observations ne sont pas des données réelles mais ont été calculées par le modele a partir

des valeurs de reférence des parametres. Ainsi la fonction cout s’écrit,

J(k) = % < W(o(k) = d(ko)), (9(k) = &(Fo)) >nobs

ou k est le vecteur des parametres sans dimension. Ces 19 parametres ont été selec-

tionnés parmi tous les parametres du modele a partir d’une analyse de sensibilité a priori.
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Cette étude de sensibilité utilise le modele linéaire tangent. Elle est décrite dans le cha-
pitre suivant. Son utilité est de permettre d’éliminer du vecteur de controle les parametres
dont les variations n’ont a priori que tres peu d’influence sur les valeurs de la fonction
cout et qui ne sont donc pas précisément identifiables avec les données disponibles.

Si les coupes de la fonction coiit présentées ici ne sont pas des paraboles, elles ne
sont en revanche pas extrémement complexes et présentent chacune un unique minimum
correspondant aux parametres de référence. Les expériences jumelles présentées dans le
chapitre suivant constituent le test final quant a la possibilité d’identifier ces parametres

par la minimisation de la fonction cout.
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Fia. 5.4 — Coupes de la fonction cout pour chacun des 19 paramétres variant dans son

intervalle de valeurs admissibles.
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Abstract

One of the principal objectives of studying biogeochemical cycles is to obtain precise
estimates of the main fluxes, such as total, new and export oceanic productions. Since
models can incorporate the a priori knowledge of the most important processes, they are
increasingly used for this purpose. However, biogeochemical models are characterized by a
large number of poorly known parameters. Moreover, the available data are rather sparse
in both time and space, and represent concentrations, not fluxes. Therefore, the major
challenge is to constrain the relevant fluxes using information from a limited number of

observations and from models incorporating poorly known internal parameters.
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The present study attempts to meet this challenge. In a 1D framework at the DYFA-
MED station (NW Mediterranean Sea), near-monthly nitrate and chlorophyll profiles and
daily surface chlorophyll concentrations are assimilated in a coupled dynamical-biological
model using the tangent linear and adjoint models. Following sensitivity analyses that
show that some parameters cannot be recovered from the data set used, assimilation of
observed 1997 data is performed. The first inversion considered clearly shows that, in
agreement with previous studies, 1) the data impose a C:Chl ratio that varies with depth
(i.e. light) and 2) the ”initial” conditions (e.g. winter nitrate profile) strongly constrain
the annual biogeochemical fluxes. After assimilation of the 1997 data, the agreement
between the data and the model is quantitatively improved in 1995 and 1996, which can
be considered a good validation of the methodology. However, the order of magnitude
of the biogeochemical fluxes, and especially of the particulate export and regenerated
production, are not correctly recovered. An analysis of the simulations shows that this
result is associated with a strong decrease in zooplankton concentrations. An additional
constraint of maintaining acceptable levels of zooplankton is therefore added. The results
are improved, but remain unsatisfactory. A final inversion, which takes into account the a
priori estimates of the major annual fluxes, is then performed. This shows that there is no
inconsistency between the NO3 and chlorophyll data, the order of magnitude of the fluxes
and the model. The work therefore demonstrates that recovering biogeochemical fluxes
from available data of concentrations and stocks is not a straightforward exercice: the
coverage and type of observations, and the non-linearities of the biogeochemical model

all contribute to this difficulty.

6.1 Introduction

Together with ocean dynamics, the main biogeochemical fluxes such as total, new
and export productions, control the total inorganic content of the mixed layer, which
in turn affects carbon dioxide exchanges between the ocean and the atmosphere. The
study of biogeochemical cycles endeavours to estimate these fluxes accurately. Modeling

approaches have the advantage of being able to make use of a priori knowledge, and are
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increasingly used for such purposes. But the solutions of biogeochemical models depend
to a large extent on the values of the biological parameters. These parameters are not only
numerous, but most of them are poorly known since they often represent unmeasurable
variables used in the parameterization of complex exchanges between biological com-
partments. Moreover, these compartments represent the averaged behavior of different
biological species. Traditionally, the parameters are tuned until the best agreement bet-
ween model results and data is reached. Data assimilation techniques provide a powerful
means to achieve this tuning, and are becoming a mandatory step in model development.
However although theoretically appealing, the practical use of data assimilation is a dif-
ficult task, and exploratory studies are needed before data assimilation can be routinely

used in 3D biogeochemical models.

The available biogeochemical data are rather sparse in time and space, and often re-
present concentrations and not fluxes. Indeed, biogeochemical fluxes are difficult to mea-
sure on a routine basis. Primary production measurements require in-situ incubations,
while export measurements are generally evaluated from the deployment of sediment
traps. Moreover, the error associated with these measurements is quite high (Richard-
son, 1993; Buesseler et al., 1992; Buesseler et al., 2000). Nitrate and chlorophyll data, on

the other hand, are more accessible, more widespread, and more precise.

The major challenge is therefore to try to constrain the biogeochemical fluxes using
information from a limited number of stock observations and non-linear models associated
with poorly known internal parameters. Such an attempt is presented in this study. In a
1D framework at the DYFAMED station, near-monthly nitrate and chlorophyll profiles
and daily surface chlorophyll concentrations are assimilated in a coupled dynamical-

biological model using the tangent linear and adjoint models.

They are several reasons why the DYFAMED station, located in the Northwestern
Mediterranean Sea, is an interesting test case. First, several biogeochemical production
regimes that take place in the world ocean are found here. Deep convection occurs during
winter, leading to a spring bloom. Oligotrophy prevails during summer while perturba-
tions in the meteorological forcing generate a secondary bloom in fall. Secondly, the

station is far enough away from the Ligurian Current to be sufficiently protected from
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lateral transport, thereby permitting a 1D study. Moreover, DYFAMED is a JGOFS
time-series station which means thet a data set of biogeochemical and physical para-
meters is available to carry out and validate simulations. A final reason for using the
DYFAMED station is that it is relatively well known (Deep-Sea Res. II, special issue,

29(12), 2002, in press), and has been the subject of previous model studies (Lévy et al.,
1998a, Mémery et al., 2002).

Several inverse methods have been applied to the estimation of biogeochemical para-
meters. These methods are all based on the minimization of a cost function that depends
on the parameters to be estimated and measures the distance between the observations
and the corresponding values calculated by the model. But as pointed out by Athias et
al. (2000), the result of the assimilation may depend on the choice of the inverse method
used to find the minima of the cost function. It is thus of primary importance to choose
an adequate method and test its performance. Most previous studies have used a varia-
tional data assimilation approach, based on a linearization of the cost function around
an a priori solution (Prunet et al. 1996a,b), and a gradient descent method (Fennel et al.,
2001; Gunson et al., 1999; Lawson et al., 1995, 1996; Schartau et al., 2001; Spitz et al.,
1998, 2001). Other studies have used non-linear optimization techniques (Evans, 1999;
Fasham and Evans, 1995) or global optimization algorithms such as simulated annealing

(Athias et al., 2000; Hurtt and Armstrong, 1996, 1999; Matear, 1995).

Mathematical arguments favor the choice of non-linear techniques. Indeed, the in-
verse parameter estimation problem is always a non-linear problem, even in the case of
linear dynamics (Evensen et al., 1998). Therefore, the cost function may possess different
local minima. There are, however, three reasons why, in our opinion, the optimal control
method, often referred to as the adjoint method, is promising. First of all, global optimi-
zation algorithms require a large number of cost function evaluations and this does not
seem possible using a full three-dimensional model, which is the final goal of ocean color
data assimilation. Secondly, the adjoint method is already being used with some success
in ocean global circulation models, which is a first step towards its implementation in
3D biogeochemical models. Thirdly, the a priori parameter values or “first guess” values

required in the adjoint method are not completely unknown, even if they are attributed
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large error bars. It therefore seems natural to treat the inverse problem locally around
these a priori values. The ideas and mathematical concepts of optimal control theory
were formalized about thirty years ago (Lions, 1971) and have since received a lot of at-
tention with respect to their applications in meteorology (Le Dimet, 1986; Courtier and
Talagrand, 1987; Talagrand and Courtier, 1987) and oceanography (Long and Thacker,
1989a,b; Luong et al., 1998).

For simplicity, most previous biogeochemical data assimilation studies have considered
0D model set-ups, in which biogeochemical variables correspond to mixed-layer values.
This approach is suitable when most biogeochemical activity occurs within the mixed
layer. This is the case in the spring phytoplankton bloom, provided that the upload
of nutrients is correct. It is, however, not the case for oligotrophic regimes, where the
chlorophyll maximum is below the mixed layer. The novelty of our approach is in the use
of the adjoint technique in a 1D context to assimilate observed data, as well as the first

use of the DYFAMED data set for data assimilation purposes.

The biogeochemical model used in this study comprises six nitrogen compartments.
In a study where data from the Bermuda Atlantica Time Series (BATS) station are
assimilated, Spitz et al. (2001) warn that data cannot be satisfactorily assimilated if the
structure of the biogeochemical model is not adequate. We follow the procedure adopted
by Spitz et al. (2001) and use the results of a first assimilation attempt to modify the
model. We show that a significant improvement in model performance is obtained when
the C:Chl ratio is allowed to vary in the vertical, and also when the winter nitrate upload

is estimated.

The paper is organized as follows: after a presentation of the model and the method,
sensitivity analyses are carried out to determine which parameters can be recovered from
the data set used. Then an assimilation of observed data for the year 1997 is performed.
After the assimilation, some of the fluxes (e.g. particulate export production) are shown
to be very poorly estimated. An analysis of the simulation shows that zooplankton values
have fallen to a very low level, which would explain this result. An additional constraint
is then added: the zooplankton stock during the post bloom regime (Andersen et Prieur,

2000). Although the results are improved, they are still not satisfactory. The method is
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then validated using independent data from years 1995 and 1996. A final inversion is then
carried out that also takes into account the a priori estimates of the major annual fluxes
(total and new productions, and particulate and dissolved exports). This inversion shows
that there is no inconsistency between the nitrate and chlorophyll data, the estimates
of the fluxes and the model used. The difficulty of recovering the biogeochemical fluxes
from real data assimilation of concentrations and stocks (nitrate, chlorophyll, eventually

zooplankton) is then discussed.

6.2 Description of the model and data

6.2.1 Model description

The biogeochemical model used in this study is a NNPZD-DOM model (Nitrate, Am-
monium, Phytoplankton, Zooplankton Detritus, Dissolved Organic Matter), qualitatively
calibrated for DYFAMED by Mémery et al. (2002). Compared to other more complete
models (Fasham et al., 1990; Lévy et al., 1998a), its relative simplicity is a trade-off to
obtain a first approximation of the basic biogeochemical fluxes with a minimum number
of prognostic variables. Nitrate and ammonium allow the estimation of new and rege-
nerated production, zooplankton mortality and detrital sedimentation feed the particle
export flux, and winter mixing of accumulated semi-refractory DOM is associated with
the dissolved export flux, which can be the major export flux in the Mediterranean Sea
(Copin-Montégut and Avril, 1993). A schematic representation of the model is shown
on Fig. 6.1, and the basic equations are presented below. More details about the mode-
led biogeochemical processes can be found in Mémery et al. (2002) and in Lévy et al.,
(1998a).

The biogeochemical model is embedded in a 1D physical model, which simulates the
evolution over time of velocity, temperature, salinity and turbulent kinetic energy (TKE).
As for dynamical processes, the only one taken into account is vertical diffusion. The
mixing coefficient, K7, is obtained diagnostically from TKE, with a 1.5 closure scheme
in the Mellor Yamada nomenclature (Gaspar et al., 1990). The model covers the first 400

m of the water column, with a vertical discretization of 5 m.
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The biogeochemical tracers are vertically mixed with the same diffusion coefficient as
temperature and salinity. A specific reaction term, F, is added to the diffusion equation.
Tracers are expressed in terms of their nitrogen contents (mmol Nm™2). For each of the

state variables, NO3, NHy, P, Z, D and DOM, the prognostic equation reads as follows:

N
T @(ATE) = Fe (6.1)

where (' is the tracer concentration.

For the surface layers (0-150m), the reaction terms read as follows:

FN03 = —ILLpL[LNOSP + ,LLnNH4 (62)
Fym, = —ppLibym, P+ fo(yppLi(Lno, + Lna, )P + (1.2 + paD) (6.3)
— 1N Hy + p1gm DOM '
Fp =1 =y)upLi(Lyo, + Lnu, )P — Gy —my P (6.4)
Fz =a,G,+ asGq — m,Z?% — [T (6.5)
oD
FD = (1 — ap)Gp — ade + mpP — ,LLdD — Ud% (66)
Fpom = (1 = fu)(yppL1(Lnoy + Lnm,) P (6.7)

+pZ + praD) — pram DOM
The parameters are presented in Table 6.1.
The formulation of phytoplankton growth takes into account limitation by both nu-
trients and light. Nutrient limitation follows the Hurtt and Armstrong (1996) kinetics:

NH,

L = — 6.8
Mk + NH, (65

Based on the hypothesis that the total limitation follows the same law, i.e.

NOs; + NH,
Lyo, + Lnm, = 6.9
NO NH. (kn + NOs 1 N1y) (6.9)
we obtain,
k,NO

Lyo, = > (6.10)

(kn + NHy)(k, + NO3 + NHy)

Light limitation is expressed as follows:

Ly =1—exp(—PAR/ky,,) (6.11)
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The photosynthetic available radiation (PAR) is predicted from surface irradiance and
phytoplankton pigment content according to a light absorption model. Two different
wavelengths are considered and the absorption coefficients depend on the local phyto-

plankton concentrations:

PAR(z,P) = PAR,(z, P) + PAR,(z, P) (6.12)
PAR,(z,P) = PAR,(z — Az, P)(1 — exp(—k,Az)) (6.13)
PAR.(z,P) = PAR.(z — Az, P)(1 — exp(—k,Az)) (6.14)

12P
kg = kgo + kgp(ri:d)lg (6'15)
pgTe
12P
by = kyo 4 kpp(—— 21 (6.16)
TpgTe

where k,, = 0.0232 m~" and k,, = 0.225 m™! are the water absorptions in green and red.

Grazing of phytoplankton and detritus is formulated following Fasham et al. (1990):

_ g.rP*Z
Gp—kz(rp—l'(l_T’)D)+7"P2—|—(1—7")D27 (617)
(1 —r)D*Z
G = L (6.18)

k. (rP+(1—r)D)+rP?+ (1 — r)DQ'

Other modeled biogeochemical interactions include phytoplankton mortality, phytoplank-
ton exudation, zooplankton mortality (considered as large particles which are supposed
to be instantaneously exported below the productive layer and remineralized in the water
column), zooplankton exudation, fecal pellet production, detritus sedimentation, detritus
breakdown, nitrification, and dissolved organic matter remineralization (Fig. 6.1).

Below a depth of 150 m (referred to as z,, hereafter), remineralization processes are
preponderant and the surface model does not apply. Instead, decay of phytoplankton,
zooplankton and detritus in nutrients, and a vertical redistribution of zooplankton mor-
tality according to Martin’s profile (Martin et al., 1992) parameterize remineralization

below the surface layer. This parameterization conserves total nitrogen.

FNH4 = —TNH4 (619)
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0
z

Fp=—1P (6.21)
Fp=—17 (6.22)

D
FD =—7D — Uda— (623)

0z
FDOM = —TDOM (624)

The remineralization of the export flux due to zooplankton mortality (large particles) is

expressed as:

f(zbio) = /OZMO m,Z%dz, (6.25)
F(2) = F(z5i0) (2] 2i0) ™. (6.26)

Stating that no deposition occurs on the ocean floor, a further condition is added:

f(Zbottom) =0. (6.27)

6.2.2 The DYFAMED simulation set-up

The model set up is the same as in Mémery et al. (2002). The standard run consists
of a spin-up period of 2 repeated years (1995), followed by two more years, 1995 and
1996. The end of year 1996 is the restart point for the working year 1997. A complete
description of seasonal and interannual variability is documented in Mémery et al. (2002).
The simulation is forced with ECMWEF atmospheric data, which give the wind stresses
and heat fluxes every 6 hours. Although the DYFAMED station can be considered, at
a first approximation to behave like a 1D vertical system (Lévy et al., 1998a; Andersen
and Prieur, 2000), deep convection in winter involves barotropic-baroclinic instabilities,
which are three-dimensional processes (Madec et al., 1991; Lévy et al., 1998b). In winter,
therefore these 3D processes must be parameterized. We use a crude parameterization
consisting of restoring temperature, salinity and dissolved tracers (nitrate and DOM)
towards homogeneous profiles in February when convection is at its peak and the mixed-
layer is deepest. For example, the NOs reaction term, Fyo,, becomes Fyo,+a(N"—NOs).

1

N” is the restoring profile, and « equals 1/7 day~' in February and 0 otherwise. For
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temperature and salinity, we use the February data as restoring profiles, since they are
fairly homogeneous. For nitrate, the only available winter profile is not homogeneous.
Therefore, we construct a homogeneous profile with the a priori averaged nitrate value
below 200 m (6 mmolN.m™3). This restoring profile can be seen as the nitrate initial
condition or preconditioning, since it determines to a large extent the amount of nitrate
made available to the system. For DOM, restoring is carried out towards zero, which
implicitly assumes that all the semi-labile DOM is exported in winter through convection.

In this work, as well as in the previous studies carried out at DYFAMED (Lévy
et al., 1998a; Mémery et al., 2002), advection is neglected. This might result in a crude
approximation in summer during strong wind events. Indeed, Andersen and Prieur (2000)
and Chifflet et al. (2001) suggest that Ekman pumping may be responsible for an upward
advective shift of the nitracline and the deep chlorophyll maximum (DCM) of the order
of 10 to 15 meters.

6.2.3 The DYFAMED data set

The data used in this study are monthly chlorophyll and nitrate profiles collected for
the years 1995-1997 at the DYFAMED station, and surface fluorescence data measured
by the Carioca buoy (Hood and Merlivat, 2002) moored at DYFAMED in 1997 (Fig. 6.2,
6.3, 6.4). We also make use of various annual estimates of new production, regenerated
production, dissolved and particulate export (estimated from disparate measurements
undertaken in the 90s), and of the zooplankton content estimated during a special cruise
in May 1995 (Andersen and Prieur, 2000).

The evolution over time of the chlorophyll and nitrate profiles (Fig. 6.3, 6.4) reflects
the seasonal variability at DYFAMED. Winter mixing brings nutrients to the surface,
but the short residence time of algae in the euphotic layer, swept along by strong ver-
tical motions, prevents the development of biomass. As the year progesses, the surface
layer becomes more stable, thus allowing the winter nutrient enrichment to be utilized
continuously. As a consequence, the algae bloom. From mid-May to November, the situa-
tion remains fairly stable with the upper layer nutrient content very low, and the system

mainly oligotrophic and characterized by a deep chlorophyll maximum. It may be noticed
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that the nitrate profiles show strong variability below 100m. This variability cannot be
attributed to biological processes since these occur closer to the surface, and it is therefore
most likely due to advection. It cannot therefore be captured by the model. During the
oligotrophic period, the location of the nitracline and the DCM is fairly constant. This
may be an indication of the absence of strong Ekman pumping and a crude justification

for the neglect of vertical advection.

Estimates of total production (TP) vary considerably. Minas (1970), using in situ
measurements, estimated the Northwestern Mediterranean TP to be about 78 gC'm=2y~1,
whereas Antoine et al. (1995) obtained a value of 157.5 gC'm™?y~! from satellite data
and Marty and Chiaverini (2002) an average value of 156 gC'm™2y~" over the 1990s from
C14 incubations (although they warn that this value should be considered as in the upper
range). Estimates of new production (NP) range from 20 gCm~2y~! (Bethoux, 1989) to
42 gCm~?y~' (Marty and Chiaverini, 2002). This latter value is based on nitrate uptake
(NU) and does not therefore correct for nitrification, which explains the difference with
the Bethoux (1989) estimate. With regard to export fluxes, the DOC export flux has
been estimated by Copin-Montegut and Avril (1993), based on 1991 DOC data, to be
around 14.8 gCm~2?y~! while sediment trap data from 1987 (Miquel et al., 1993) predict

a particulate export at 200m of 4 gC'm ™2y~

The data assimilation period is restricted to 1997, when all three types of synoptic
data are available. For coherence with the model set-up strategy, the non-homogeneous
February nitrate profile is not accounted for in the assimilation. Data from years 1995

and 1996 are kept for validation.

In order to compare model results and data, calculated phytoplankton concentrations

3

are converted to mgChlam™ using a constant (in time, space and during parameter

optimization) Redfield ratio C:N of r4 = 6.625, and a C:Chl ratio (r. in Table 6.1) that
will be optimized. A linear relationship is assumed between fluorescence and chlorophyll
concentrations. The proportionality coefficient was chosen so that surface fluorescence

data and monthly chlorophyll profiles were coherent with one another.
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6.2.4 An initial simulation

A first run is carried out using the a priori parameter set and without any data
assimilation (Figs. 3, 4, 5). The seasonal variability is well reproduced, but the spring
bloom appears to be too strong and the transition towards oligotrophy poorly represented.
On the other hand, and because the parameters have been tuned for this purpose (Lévy
et al., 1998a), this “first guess” run predicts reasonably good fluxes: 110.6 gCm™?y~!
for TP, 22.5 gCm ™2y~ for NP, 13.2 gCm™*y~" for DOC export and 5.2 gCm~?y~' for

particulate export.

6.3 Method

6.3.1 Control variables and cost function

The variational data assimilation method mainly consists in finding an optimal control
minimizing a cost function which measures the distance, in a weighted least-squares sense,
between the model’s solution and the observations. In the current literature, authors
usually consider the biological parameters as being the control variables. It is therefore
assumed that the discrepancy between the model and the observations can be attributed
mainly to these poorly known quantities. However, implicitly assuming that the model
equations are perfect except for the unknown parameters may be a problem (Evensen
et al.,1998). Firstly, minimization may lead to an optimal parameter set attempting to
correct for errors other than those related to the particular parameterizations. Secondly,
the tuning of the parameters may not be sufficient to fit real observations and it may be
necessary to introduce more degrees of freedom in the model equations.

In our case, the winter restoring terms present in the equations are clearly crude para-
meterizations made to take into account 3D processes which are not explicitly resolved.
The restoring value of 6 mmolN.m™® for NO3; was chosen empirically on the basis of
the DYFAMED data. The NOs; restoring term is particularly important in the biological
dynamics (Mémery et al., 2002). It can be regarded as an initial condition from which

we want to start at the end of winter. It can also be regarded as a particular form of a
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model error term, and we may need to control it.

The 1D formulation of the model as well as a first real data assimilation experiment
(Case 1, section 6.4.4) also lead us to consider a C:Chl ratio r. that varies with depth.
We have therefore considered different cases in this study. Case 1 is classical: the cost
function depends on the biological parameters, which are undistributed, or constant in
time and space. In Case 2, the cost function depends on all the previous parameters but
r. can vary with depth. It also depends on the NOj restoring profile, N, which is also
space-distributed.

As shown in Table 6.1, the biological parameters have very different orders of magni-
tude. To avoid any numerical difficulties which might arise from this during the minimi-
zation, we adimensionalize the parameter vector K, dividing each parameter K; by its
first guess value K?, k; = K;/K?. In the same way, we consider the dimensionless NOs
restoring profile, n” = (nf);=1, n. = N"/6, where nz is the number of space discretization
points. Such a non-dimensionalization procedure can be regarded as a preconditioning
for minimization.

To sum up, in Case 1, the control variable is = k of size p, where p is the number
of parameters, and k is dimensionless. In Case 2, the control variable is x = (l%, re,n”) of
size (p — 1) + nz + nz, where i represents the parameter vector without r. and n”. In
both cases, the first guess value for z is 2% = (1,...,1).

The model-data misfit part, Jy, of the cost function can be written as the sum of

three terms:
Jo(w) = Joe(®) + Jpe(x) + Spu(z).

Js. 1s related to the nes surface chlorophyll observations, des.

ncs

1 .
Jsc(l') = 5 Z wcs(gbcs(x)i - dCSZ’)Q.
=1

Jye is related to the nep chlorophyll profile observations, dep (mep measurement points

on the vertical).

nep mep

Toel@) = 5 303w (feplw)is — depi)

i=1 I=1
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Jyn is related to the nnp NOs profile observations, dnp (mnp measurement points on the

vertical).
nnp mnp

Tor#) = 537 S weplGuplw)ia — dnpi )

=1 =1
More simply we have,

Jo(w) = 5 < W(p(a) — d), (8(z) — d) >ons

< ... >nNobs denotes the euclidian scalar product in IRY**, with Nobs = nes+nepx mep+
nnp X mnp. ¢ is the direct operator which, to an admissible control variable x, associates
the model equivalents to the data. d is the data. W is a weighting diagonal matrix. The
weights w,s, w,, and w,, are composed of the square of the assumed a priori observation

errors and of a scaling factor accounting for the number of each type of observation.
1 1

- —— and w,, = .

nes.o?,’ (nep.mep)o?)’ " (nnp.mnp)o?,

We also add penalty terms to Jy. The first term,

Therefore, we have w.s = Wep =

1 P
Jy(k) = 5 > wilk — k)?,
i=1

accounts for the a priori parameter values and their standard deviations, o; = given

7=
in Table 6.2. This term enables the minimization to avoid biologically absurd optimal
parameter values.

The second term, which only applies in Case 2, is a Tikhonov regularization term

(Tikhonov and Arsenin, 1977).

1 &, 0%n"

5(0) = 50 Y ()

This 1s added to avoid instability phenomena inherent in such inverse problems. Its
role is to smooth the space-distributed control n". The choice of the weight w is not
straightforward, as a compromise has to be found between numerical stability and the
quality of the minimization of Jy. In practice, w was chosen so that the data misfit part of
the cost and its regularization part are balanced. The same regularization term is added

for the distributed parameter r..
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6.3.2 Automatic differentiation

To minimize the cost function J, we applied the quasi-Newton algorithm implemented
in the nlgn3 Fortran subroutine of Gilbert and Lemaréchal (1989). The computation of
the gradient of .J with respect to control variables is required at each step of the mi-
nimization. This gradient results in one integration of the adjoint model. The tangent
and adjoint codes were obtained using the automatic differentiation program Odyssée
(Faure, 1997; Griewank, 2000), which is an efficient tool for obtaining adjoint codes since
it enables the automatic production of adjoint instructions. However, codes produced by
automatic differentiation do not usually use computer memory in a very efficient way.
Saving the direct model trajectory is the major problem. A differentiation program has
to follow systematic methods to provide the evaluation trajectory. Thus Odyssée syste-
matically uses a local calculation and storage technique for the trajectory. Automatically
differentiating a 3D model and using the adjoint code directly seems impossible. This
problem partially disappears using a 1D model, so that the work to be done on the
automatically produced adjoint routines is more reasonable. In this study, we used an
integration period of one year, the choice being made to cover a whole annual cycle of
biological activity when all three types of data were available. Moreover, it involves af-
fordable computer memory resources and acceptable calculation times. An adjoint run is

about 10 times more expensive than a direct run in terms of memory requirements and

CPU time.

6.3.3 Sensitivity analysis method

As was highlighted in Fennel et al. (2001), a sensitivity analysis should be an integral
part of any attempt to optimize the parameters of a biological model. Fennel et al.
identified different inconsistencies in the formulation of their inverse problem such as
parameters which could not be determined independently.

The a priori approach consists in using a sensitivity analysis based on twin experi-
ments, that is in the case where the global minimum of the cost function is known, to

help determine the most sensitive and consequently the most important parameters to
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optimize in order to solve a numerically well-posed inverse problem.
Let us consider that the cost function only depends on parameters & and that no

penalty term is added:

J(k) = % < W((k) — d), (6(k) — d) >nops (6.28)

A small perturbation A on parameter set k induces a perturbation on ¢,
¢(k + h) — ¢(k) = & (k)h.

¢'(k) is the sensitivity matrix, of size Nobs x p. It can easily be calculated by p integra-
tions of the tangent linear model, perturbing the parameters one after another. The 5
integration leads to the i"* column of matrix ¢(k) that represents the influence of para-
meter k; on the model’s output used to calculate the cost function. Then, if we expand
J in its Taylor series about the optimal solution &° and ignore terms of a higher order

than two, we obtain the following, as the first derivative vanishes:

J(KO + h) ~ J(k°) + % < Y (KOTWE (KO)h, h >,

% < W (k) (h, h), ($(K®) = d) > xops -

In the context of twin experiments, where data are generated by a model run using k°

as the parameter set, the formula reduces to

1
J(E® 4+ h) ~ 5 < &' (kYW (K)h, b >,
~ lhTHh,
2

where H = ¢'(k°)TW¢'(k°) is the Hessian of the cost function in this particular case.
H is easily calculated once ¢/(k°) has been obtained. It may be noted that H does not
depend on the quality of the data but only on the intrinsic properties of the model
structure, or in other words on the way in which the parameters are mutually related in
the conceptual representation of the biological phenomena. The Hessian matrix provides
a good approximation of the covariance matrix for the model parameters (Thacker, 1989).
Its diagonal element h;; gives the sensitivity of the cost function to change in parameter &;,

whereas its off-diagonal elements indicate the degree to which pairs of model parameters
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are correlated. In fact, all the needed information is contained in the eigen values and

max

vectors of H. The condition number, gives an indication of the degree of singularity

in the problem. Small eigen values correspond to large uncertainties in the identification
of the parameters that make a significant contribution in the related eigen vectors. Such
an analysis provides a systematic method for determining parameters which may be

difficult to identify.

6.4 Results

6.4.1 Description of the experiments

This short subsection briefly presents all the different numerical experiments which
follow in the text. Let us first remember that in Case 1 the cost function is assumed to
depend on constant parameters, whereas in Case 2 it is assumed to depend on constant
parameters and on two parameters (n” and r.) allowing vertical variability. We first
conduct a sensitivity analysis based on a twin experiment identical to Case 1 (section
6.4.2). A synthetic data set is created with the model, by running the reference 1997 si-
mulation with the parameter set £°. These synthetic data have the same spatio-temporal
distribution as the real 1997 data. We then conduct twin experiments for both Case 1
(section 6.4.3) and Case 2 (section 6.4.3). Once these validation steps have been success-
fully completed, we come to the assimilation of real (i.e. observed) data. Section 6.4.4
deals with Case 1 optimization. Case 2 is divided into Case 2a in section 6.4.4 and Case
2b in section 6.4.4. As explained in the introduction, in Case 2b zooplankton data is

added to the cost function, and in Case 2¢ annual flux estimates are also assimilated.

6.4.2 Twin experiment sensitivity analysis

We apply the sensitivity analysis methodology described in section 6.3.3 to the twin
experiments to ensure that we are not trying to solve an ill-posed inverse problem. Within
this framework, the cost function is defined without any penalty term (Eq. 6.28). The

Hessian, H, is calculated at the optimal point £°, and then its eigen values and vectors.
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If the cost function is assumed to depend on the 25 parameters in Table 6.1, the
condition number of its Hessian is 1.149 x 10'7, indicating that the inverse problem
is extremely ill-conditioned. The 3 smallest eigen values, Ags = 8.804 x 10715, Ay =
5.405 x 107° and Ay3 = 2.061 x 10=* and their corresponding eigen vectors, vgs, vag
and wvy3 are plotted in Fig. 6.5. vy has contributions mainly for k., k,, and r,,. As the
associated eigen value is almost 0, these parameters cannot be determined with the data
under consideration. All of them belong to the optical model formulation (Eqs. 6.12, 6.13,
6.14, 6.15, 6.16). Eigen value A4 = 5.405 x 107 is still quite small, and the important
contributions in vy again correspond to the optical parameters. These parameters enter

the model only in the combinations kgp(%)lg and krp(%)lr (Egs. 6.15 and 6.16). It
is therefore not suprising that these parameters appear to be dependent on one another.
As a considerable improvement is needed in the condition number of H, we will not try
to estimate the 5 optical parameters in all of the following experiments. Their values are
kept fixed at the initial guesses. Only the C:Chl ratio r. will therefore play a role in the
calculation of light limitation L; during the optimization procedure.

Under this new assumption, the condition number of the Hessian matrix falls to
7.489 % 10¢ which is much more acceptable and comparable to the condition number values
presented in Fennel et al. (2001). The worse resolutions are observed for A, v and m.. The
coefficient for Martin’s remineralization profile, A,, only concerns the remineralization
model (below 150 m), and is kept constant in the following sections.

Finally, the chosen formulation includes 19 parameters. The condition number of the
Hessian is 9.108 x 10°. Eliminating 2 or 3 additionnal parameters, such as v, m, or k,,
which are the least sensitive (Fig. 6.6), does not considerably improve the conditioning

of the problem and may, on the contrary, deprive the model of useful degrees of freedom.

6.4.3 Twin experiment data assimilation
Case 1

The second and final validation step before assimilation of observed data is to conduct

twin experiments. Synthetic data are produced by the model using the first guess parame-



6.4 Results 159

ter vector k® containing the 19 selected parameters. In order to fully test the possibility
of recovering these parameters from the synthetic data, no penalty term is added. The

3 0, =01 mgChla.m™ and

variances assumed are as follows: o.; = 0.3 mgChla.m™
0np = 0.4 mmolN.m™>. This provides a good balance between the three terms of .Jq.
Different first guesses for the parameter vector were obtained by perturbing £° within the
a priori error deviation ranges given in Table 6.2. All the corresponding optimizations
converged to the minimum of the cost function, J(k%) = 0.

The results of this experiment are shown in Fig. 6.7. Table 6.2 presents the first guess
parameter set k° 4+ dk. The convergence criterion (||V.J|| < €, where € is a small value) is
satisfied after 129 iterations. A cost function value of 7.35e-11 is obtained, indicating that
it has reached its global minimum. All the 19 parameters have been recovered. In the
first 20 iterations, the cost function decreases rapidly then enters a long period of more
gradual decline. This corresponds to the rapid recovery of the most sensitive parameters,

followed by a difficult search for the optimal values of the less sensitive parameters (k,,

v, and m.).

Case 2

We are now concerned with the optimization of 18 space- and time-constant para-
meters and 2 space-dependent parameters, r. (the C:Chl ratio) and n” (the NO5 winter
preconditioning). This greatly increases the number of control variables from 19 to 178.
However, the problem still remains over-determined as the control dimension does not
exceed the number of data. Nevertheless, this does not mean that it is possible to recover
the model controls given the set of data we have for year 1997 at the DYFAMED sta-
tion. Some controls may not have a real influence everywhere on the simulation results.
Moreover, the method has to be able to distinguish between wrong biological parameter
values, wrong C:Chl ratios and wrong NO3 preconditioning to explain the discrepancy
between model and data. To check this, a twin experiment is conducted in which no pe-
nalty term is added to the cost function relating to the constant parameters. A Tikhonov

regularization term is used for the two distributed controls r. and n".

J(2) = Jo(x) + J.(n7) + Ji(r.)
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Exact equivalents of year 1997 DYFAMED data were created using the reference a priori
k° vector for the 18 parameters, the distributed r. ratio and the distributed n" profile
plotted on Fig. 6.8. First guess control variables consist of a profile n” homogeneous on
the vertical with value n” = 1 and the parameter set k° 4+ §k of Table 6.2, except for 7.
which is also chosen to be homogeneous in the vertical. The first guess for r, is 1. Below
200 meters, this value is the same as that used to generate the data. This choice was
made because below 200 meters r. can take any value without influencing the simulation
or, therefore, the cost function value. The twin experiment proved to be successful, with
all biological parameters, as well as r., completely recovered and the restoring profile,
n”, also very well reproduced. The r. and n” used to generate the data, first guess and
recovered values, are plotted on Fig. 6.8. It takes 543 iterations for the optimization to
converge. This increase in the number of iterations required compared with Case 1 is due

to the increase in the size of the control vector.

6.4.4 Assimilation experiments using real (observed) data
Estimation of constant parameters - Case 1

A real data assimilation experiment is performed using nitrate and chlorophyll data
from the DYFAMED station. The first guess is chosen as k°, which corresponds to the
parameter values commonly used in this area (Lévy et al., 1998a, Mémery et al., 2002),
and the data used are those described in section 2.2. A penalty term is added to the cost

function of the twin experiments:
J(k) = Jo(k) + J,(k) (6.29)

This regularizes the inverse problem and the optimization converges in 33 iterations.
The optimal parameter set, k7%, is given in Table 6.3, and the overall quality of the
optimization is quantified by the normalized cost related to each type of data in Table

6.4.

Correlation coefficients have also been computed to measure the shift between the
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model and the data. For surface chlorophyll, a time correlation coefficient is defined by:

nes ( opty. __ 40Pt . — des
= N (Gl — ) (desi — des) (6.30)

(0 (Ges(kort); — ¢2")? 215 (desi — des)?)1?

where @ and dcs denote the mean values. In the same way, space correlation coefficients
are computed for each profile.

The largest change in the parameter set is obtained for r., the C:Chl ratio, which
is used to convert phytoplankton into chlorophyll units. While the first guess for r. is
55 mgC.mgChl™!, the optimal value is 135 mgC.mgChl™'. Other important changes
concern parameters related to detritus, and thus with the export. Detritus breakdown
rate, 114, decreases from 1.04e-6 s=' to 4.524e-7 s~!, while detritus sedimentation speed,
vq, increases from 5 m.s7! to 8.7 m.s™!. These changes in parameters have the effect
of decreasing the chlorophyll concentrations and of increasing the export.

Globally, the assimilation resulted in a considerable improvement in the model /data
match, compared to the first guess experiment (Table 6.4). Bloom intensity is divided by
a factor of three, in agreement with the observations (Fig. 6.2), and the time correlation
coefficient increases from 0.87 to 0.92, indicating that the starting date and bloom dura-
tion are simulated more accurately. Chlorophyll profiles during the bloom (dates 02/23,
03/02 and 03/21 on Fig. 6.3) also show a better fit with the data. These improvements are
mainly associated with the change in the C:Chl ratio. As with chlorophyll, nitrate is also
better simulated and this is particularly apparent above the nitracline (Fig. 6.4). Nitrate
concentrations at the surface were overestimated, and are now reduced. The reduction in
nitrate concentrations is essentially achieved through the change in parameters g and
vg, and the associated increase in export. It may be noticed that the cost with respect
to nitrate is globally higher than that relative to chlorophyll (Table 6.4). This is due to
the poor fit between simulated and observed nitrate concentrations below the nitracline,
where advective events seem to be important.

Despite the improvements noted above, however, certain problems remain. First, there
is no improvement in summer, during the oligotrophic regime. The model has difficulties
in reproducing the subsurface chlorophyll maximum. On 09/01, the space correlation

coefficient falls from 0.865 to 0.061, indicating a substantial shift between observations
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and model results in terms of subsurface maximum depth. Second, the exported flux is
too large by almost one order of magnitude (Table 6.5).

To address these shortcomings, the model is modified as follows. In order to bet-
ter represent the chlorophyll subsurface maxima, the C:Chl ratio is allowed to vary on
the vertical. Indeed, this ratio is known to be highly dependent on the photosynthetic
available radiation (PAR) (Geider, 1997). In the Mediterranean Sea, it can vary from
30 mgC/mgChl to 200 mgC/mgChl. Moreover, earlier optimization studies have al-
ready emphasized the need for a variable C:Chl ratio (Hurtt and Armstrong, 1996, 1999;
Schartau et al., 2001; Spitz et al., 2001). The amount of NO3z present in the model is
very dependent on the winter preconditioning profile (Mémery et al., 2002). In order to
improve the match between observed and simulated NOj profiles without excessively in-
creasing the export, a space-distributed VO3 winter preconditioning profile is introduced

in the control vector.

Estimation of parameters allowing vertical variability - Case 2a

Using the space-dependent r. and n” described above as control variables improves
all three parts of the cost .Jy (Table 6.4). Compared to Case 1, the summer chlorophyll
profiles are better represented and improvements are also noted during other periods of
the year (Fig. 6.3). Nitrate profiles are also in better agreement with the observations
(Fig. 6.4).

Figure 6.9 shows the retrieved r. and n” profiles. The r. ratio is high (up to 143
mgC[/mgChl) near the surface, and rapidly decreases with depth (45 mgC/mgChl at
about 40m). Due to the regularization term, .J.(r.) in the cost function, r. remains close
to its first guess value (55 mgC/mgChl) below 50m. This decrease in r. with depth
is realistic and physically related to the interdependence of r. and PAR. Obviously,
allowing r. to vary only with depth is an oversimplification, since it does not account
for the seasonal variations of PAR. However, this experiment clearly shows that the
approximation already greatly improves the results in relation to the constant r, case.

As for the optimal nitrate preconditioning profile, this is approximately homogeneous

in the first 200 meters of the water column (Fig. 6.9), consistent with the fact that the
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winter mixed layer is almost homogeneous down to this depth. It contains less nitrate
than the first guess (4.9 compared to 6 mmol N/m?), which again indicates that there

was too much nitrate in the first guess experiment.

The optimal parameters are given in Table 6.3. They do not differ greatly from those
of Case 1, but it should be noted that the parameters which were thought to vary because
of the presence of too much NOs at the surface (u4, vq) have optimal values closer to
their first guess value than was the case in Case 1. In other words, the optimal values of
these parameters do not suffer any more from the excess of nitrate, and we may expect

them to be more representative of reality.

Regarding the fluxes, DOC export and NP are barely modified by the assimilation,
and keep their acceptable first guess value. However, the detritus flux is still too high, and
TP too low (Table 6.5). TP has fallen to 59.6 gCm™%y~!, which is well below the data
range. The detritus flux is more than three times too high (12.6 gC'm™2?y~!') and consists
only of the sedimentation of slow sinking particles. Export through sedimentation of fast
sinking particles (ZF), which is parametrized through the zooplankton mortality term,
has almost vanished, whereas it represented one third of total particulate export in the

first guess experiment.

The question arises as to why the model chooses to favor sedimentation of slow sin-
king particles over zooplankton mortality fluxes. Globally, in Cases 1 and 2a, zooplankton
concentrations, which are not constrained by any data, are much weaker than in our first
guess tun (Table 6.6). This explains the fall in ZF, which behaves like Z2. Sensitivity
studies show that the measurements which cause the zooplankton concentrations to de-
crease are the surface values of the chlorophyll profiles corresponding to the dates 03/21
and 04/15 (the two squares corresponding to days 80 and 105 in Fig. 6.2). These values
impose a slow decrease in surface chlorophyll after the bloom maximum. This decrease is
much more rapid in the first guess run. The data assimilation forces the model to simu-
late relatively high surface chlorophyll values until the month of April. This is achieved
through a strong decrease in grazing, mainly resulting from the decrease in zooplankton
concentrations. In Case 1, the model runs right between the two above-mentioned post-

bloom data (Fig. 6.2) and ZFa 107* gC.m~%.y~!, whereas in Case 2a the model runs



164 Chapitre 6. Assimilation des données de la station DYFAMED

below these measurements and ZF~ 1072gC.m~2.y~'. Given the strong influence of these
two post-bloom measurements on the assimilation results, it may intuitively be thought
that the sampling frequency at this period must play an important role. However, this
cannot be easily tested and generalized in a rigorous manner. Twin experiments could be

performed but this was decided against as one of the objetives of the study was to use

the available DYFAMED data set.

Adding zooplankton information- Case 2b

The above observations all point to the need to constrain zooplankton concentrations
in some way. Although no synoptic zooplankton data is available, the zooplankton content
was estimated to be 20 mmol N.m™? in May 1995 (Andersen and Prieur, 2000). Simulated
zooplankton concentrations in May in the first guess experiment are consistent with this
value, but they are too low in Case 1 and Case 2a (Table 6.6). We therefore added this
zooplankton data to the cost function and conducted a Case 2 type optimization, referred
to below as Case 2b.

As expected, zooplankton concentrations in May (17.9 mmolN.m™?) are now more
acceptable. The fit between observed and simulated chlorophyll and nitrate data is not
altered much, except during the post-bloom period (day 04/15, Fig. 6.3). Indeed, as
discussed above, the increase in zooplankton results in an increase in the grazing pressure
on phytoplankton, particularly during the post-bloom. However, the results are still much
better than in Case 1 (Tab. 6.4).

The estimated C:Chl ratio, r., and NOj restoring profile, n", are very similar to
those of Case 2a (Fig. 6.9). Observation of the other parameters shown in Table 6.3 also
reveals that modifications are only slight compared with Case 2a. The most significant
changes concern the detritus sedimentation speed, which decreases from 7.8 to 5.8 md™",
the assimilated fraction of phytoplankton, which increases from 63% to 72%, and the
nominal preference for phytoplankton, which decreases from 0.67 to 0.63. Zooplankton
grazing rate increases by only 2%, while the zooplankton loss rates decrease by less than
1%. This behavior emphasizes the strong non-linearites in the zooplankton equation.

Improvement in the zooplankton content benefits the main fluxes (Table 6.5). The
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sedimentation of slow sinking particles (SF) decreases in response to the decrease in vy
compared to Cases 1 and 2a. This leads to a more realistic value for total particulate
export (EF), which now includes a weak contribution from fast sinking particles (ZF).
TP has increased to an intermediate value between that of Case 2a and the first guess

experiment.

6.5 Discussion

6.5.1 Validation against independent data

To validate the methology, the model is run for years 1995 and 1996 with the optimal
parameter set and the C:Chl profile obtained after assimilation of year 1997 data (Case
2b).

The inter-annual variability in winter conditions is taken into account by not using the
N Qs preconditioning profile estimated for 1997, to simulate years 1995 and 1996. Instead,
for each of the years 1995 and 1996 we set the parameters to their values observed in
Case 2b and only estimate the NOs preconditioning profile. This results in a significant
improvement of the model fit to chlorophyll profiles for years 1995 and 1996 (Table 6.7,
Figs. 6.10 and 6.11). Surface and subsurface maxima in spring and summer are globally
better simulated, although several profiles in summer - fall 1995 (09/14/95, 10/05/95,
11/15/95) are not really improved. NOs profiles are also closer to the data (Table 6.7,
Figs. 6.12 and 6.13). Compared to year 1997 (Table 6.4), the agreement between data
and model is globally better in 1996, but not as good in 1995. This might be linked to
the ocean dynamics. Atmospheric forcing is characterized by much lower high frequency
variability in 1996 than in the other years, which means that the evolution of the tracers
over time is smoother (Mémery et al., 2002): vertical movements due to Ekman pumping
or other dynamical processes, which are not considered in these simulations, could be
weaker in 1996. The quantitative improvement of the simulation results in 1995 and 1996

after assimilation of the year 1997 can be considered a validation of the methodology.
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6.5.2 Stock data and flux values - Case 2c¢

The series of numerical experiments conducted in this work shows that the principal
biogeochemical fluxes can be significantly modified by the assimilation of stock data. In
addition, the experiments illustrate the impossibility of recovering correct fluxes from the
assimilation of NOs and chlorophyll data alone (Case 2a). When a single zooplankton
measurement is added (Case 2b), flux prediction is improved. However, this improvement
is not sufficient, and leads to a slight deterioration of the fit to chlorophyll data.

One possible reason for the lack of success in retrieving the fluxes could be that the
model structure prohibits solutions consistent with both the stock data and the order
of magnitude of the fluxes. To test this hypothesis, a final experiment was conducted in
which all types of data were assimilated: stock measurements as well as the data on the
four fluxes presented in Table 6.5, taken from Marty and Chiaverini (2002). This expe-
riment, referred to as Case 2c, proved to be successful. Surface chlorophyll, chlorophyll
and N Qs profile optimization results are comparable to those obtained earlier (Table
6.4), while the zooplankton content in May is 22.7 mmol N.m™%, which is the best we
obtain with the data (Table 6.6). More importantly, the predicted fluxes are now correct
(Table 6.5). The hypothesis concerning the role of the model structure in the lack of
success in retrieving the fluxes can therefore be rejected.

The estimated C:Chl ratio and NOj3 preconditioning profile are very similar to those
found in Case 2a and Case 2b. With regard to the other parameters, presented in Table
6.3, the most striking changes compared with the previous cases appear for k., v, uq
and vy. The half-saturation constant, k,,, and the exudation fraction, 7, were found to
be among the less sensitive parameters in section 6.4.2 and, not surprisingly, were not
greatly modified by the data assimilation in Case 1, Case 2a and Case 2b. This was no
longer true in Case 2c¢ where production flux data seem to constrain these parameters.
Sedimentation speed, vy, for which the optimal value was always found to be higher than
the first guess value, is now lower, an observation that can be related to the decrease in
the export flux imposed by the data. Furthermore, detritus feeds the N H; and DOM
compartments at a higher rate p .

Unlike for chlorophyll data, the relative cost of the NOj3 profiles is higher in Case 2¢
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than in Case 2b (Table 6.4). Unlike in the first guess, the flux that had to be modified
in Case 2c was particle export production (Table 6.5). To achieve this new balance,
the inversion degraded the fit of the NOs profiles. Although a bias due to dynamical
processes cannot be entirely discounted, this finding could result from an underestimation

of particle export production, obtained from shallow sediment traps (Buesseler, 1991).

6.6 Conclusions

The present study has demonstrated the feasibility of using the adjoint data assi-
milation method to constrain the biological part of a one-dimensional coupled physical-
biogeochemical model with observed data from the DYFAMED station in the Northwes-
tern Mediterranean Sea.

A preliminary sensitivity analysis showed that not all parameters can be estimated
and enabled the inverse problem to be correctly formulated. The correctness of the for-
mulation was demonstrated using identical twin experiments.

Real surface chlorophyll data as well as chlorophyll and NOs profile measurements
were assimilated for the year 1997. The assimilation method required choosing a judicious
first guess. Different assimilation exercices then led to a number of conclusions.

As with earlier modeling studies (Geider, 1997), it was quantitatively shown that
it is impossible to simulate correct surface chlorophyll bloom intensity together with
a correct summer subsurface chlorophyll maximum in an oligotrophic regime using a
constant C:Chl ratio. We used a C:Chl ratio allowing vertical variability to improve data
assimilation results.

It was also quantitatively demonstrated that in our 1D DYFAMED context, the opti-
mization of winter NOs conditions is of prime importance to data assimilation efficiency.
The winter restoring profile governs the quantity of nitrate present in the model and
needs to be controled. Some estimated parameter values appeared to be dependent on
this quantity. Moreover, NO3 concentrations below the surface layer are largely imposed
by this restoring profile.

Finally, a good improvement in the chlorophyll model-data fit was obtained. As for
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NQOj3 data, the improvement was less significant below a depth of 100 meters where data
are affected by 3D physics not taken into account in the model. The method was then
validated using an independent data set for years 1995 and 1996, and a new simulation
conducted. This calculated acceptable fluxes and also predicted chlorophyll and NOs
profiles more correctly than the first guess simulation.

The last but perhaps most important point concerns the simulation of production and
export fluxes. It was shown that, using a simple NNPZD-DOM model, it is not possible
to recover correct fluxes simply through the assimilation of NO3 and chlorophyll stock
data alone, although the model was able to simulate correct stocks together with correct
fluxes. This failure was due to the collapse of zooplankton in the model. Non-linearities,
particularly in the zooplankton conservation equation, are certainly responsible for this
behavior: minor changes in the parameters can considerably modify system evolution.
Nevertheless, the addition of zooplankton data to the cost function did not prove to be
entirely successful or enable the correct fluxes to be recovered. As stocks result from
a balance between input and ouput fluxes, it may be that information associated with
stocks alone cannot constrain the different fluxes independently. This conclusion implies
that it may be impossible to estimate the biogeochemical fluxes accurately if a first guess
of these fluxes is not taken into account and assimilated. Further studies, using other
models and different data coverage, are needed to determine whether this statement can

be generalized.
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F1G. 6.7 — Convergence of the 19 parameter sel from k° + 5k to k.
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parameter name value unit
half-saturation const. for nutrients k., 0.01 mmolm ™3
carbon:chlorophyll ratio Te 55 mgC.mgChla™!
phyto. exudation fraction ~ 0.05
zoo. nominal preference for phyto food r 0.7
max. specific zoo. grazing rate g 8.68E-6 st
half-saturation const. for grazing k., 1 mmol N.m=>
non-assimilated phyto. by zoo. ap, 0.3
non-assimilated detritus by zoo. ag 0.5
z00. specific exudation rate fhz 1.16E-6 st
phyto. mortality rate my, | 9.027E-7 571
zoo. mortality rate m, 1.0E-7 mmolN.m™>.s7!
detritus breakdown rate fd 1.04E-6 st
detritus sedimentation speed Vg 5.8E-5 m.s~!
max. phyto. growth rate Uy 2.31E-5 st
light half-saturation const. kpr 33.33 W.m™?
decay rate below the euphotic layer T 5.80E-5 571
ratio of inorganic exudation fu 0.8
nitrification rate fhn, 3.81E-7 st
slow remineral. rate of DOM to N Hy tdm 6.43E-8 st
coeff. for Martin’s remineralization profile h, -0.858
pigment absorption in red krp 0.037 | m~ Y. (mgChl.m=3)="
pigment absorption in green kyp 0.074 | m~t.(mgChl.m=3)7ls
Power law for absorption in red l, 0.629
Power law for absorption in green l 0.674
contribution of Chl to absorbing pigments | r,, 0.7

TAB. 6.1 — Parameter values
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parameter | apriori | k° first
error o guess
error

ok

kyp 1 1 0.4
Te 2 1 0.4
~ 1 1 0.4
r 0.5 1 0.2
g 0.3 1 0.3
k, 0.9 1 -0.4
a, 1 1 0.3
ag 1 1 0.4
i 0.25 1 -0.1
my, 0.4 1 -0.6
m, 1 1 0.5
fhd 0.5 1 0.2
Vg 1 1 0.4
Uy 0.5 1 -0.5
ky, 0.5 1 0.2
T 0.5 1 0.2
I 0.2 1 0.2
fn 1 1 0.4
Hdm 1 1 -0.2

TAB. 6.2 — A priori parameter errors o, reference parameter sel k° (adimensionalized

with Table 6.1 values) and perturbed parameter set k° + &k
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parameter | first optimal | optimal | optimal | optimal
guess | set k%' | set kP | set k°P' | set kP!
K° Case 1 | Case 2a | Case Case 2c
2b
k, 1 0.964 0.992 0.992 0.746
Te 1 2.452
~ 1 1.086 1.073 1.065 1.299
r 1 0.950 0.962 0.896 0.897
g- 1 0.920 0.944 0.965 0.937
k., 1 1.285 1.245 1.172 1.291
ap, 1 1.209 1.235 0.915 1.110
a4 1 1.029 1.022 1.015 1.117
(s 1 1.039 1.028 1.001 1.049
my, 1 1.010 1.113 1.080 1.092
m, 1 1.001 0.993 0.992 1.058
fd 1 0.435 0.597 0.557 1.149
Vg 1 1.732 1.556 1.160 0.709
Hyp 1 0.727 0.806 0.795 0.880
kyy 1 1.081 1.050 1.040 1.009
T 1 0.900 1.035 1.036 0.961
fn 1 0.951 0.971 0.970 0.936
fn 1 0.880 0.967 0.960 0.793
Ldm 1 0.895 0.893 0.860 0.757

TAB. 6.3 — First guess and optimal adimensionalized parameters in Case 1, 2a, 2b and

2¢ optimizations
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data type first optimal | optimal | optimal | optimal
guess cost cost cost cost
cost Case 1 | Case 2a | Case Case 2c

2b

surface chloro- | 1 0.059 0.029 0.027 0.027

phyll

chlorophyll profile | 1 0.170 0.100 0.134 0.126

NQO; profile 1 0.626 0.525 0.554 0.717

TAB. 6.4 — Optimization results. Costs are normalized.

flux data first Case 1 | Case Case Case
guess 2a 2b 2c
NU 42 + 15 | 43.8 42.1 39.5 36.7 43.9
NP 22.5 31.6 26.8 23.1 24.2
TP 156 £ | 110.6 59.5 59.6 68.4 115.4
30
Sk 3.6 17.8 12.6 8.3 1.6
7F 1.6 1073 10~2 0.3 0.3
PF 2+08 |52 17.8 12.6 8.6 1.9
DOMF | 15 45 13.2 13.1 13.1 13.2 13.7

TAB. 6.5 — Fluz data (from Marty and Chiaverini, 2002) and calculated fluzes at 200m.
Values are given in gC.m~%y~'. NU stands for NOs uptake, NP for new production (NU

corrected from nitrification), TP for total production, PF for total particulate export flux
(SF, the sedimentation flux + ZF, the zooplankton mortality flux) and DOMF for DOM

export fluz.
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data first Case 1 | Case Case Case
guess 2a 2b 2c
20 +10 | 33.7 1.9 3.1 17.9 22.7

TAB. 6.6 — Zooplankton content data and calculated values at 200m, for May 1997, in

mmol Nm™2.

data type year first validation
guess run cost
cost

chlorophyll profile | 1995 1 0.278

chlorophyll profile | 1996 1 0.092

NQOj profile 1995 1 0.646

NQO; profile 1996 1 0.320

TAB. 6.7 — Comparison of the first guess run and the validation run with independent
chlorophyll and NQOs profile data for year 1995 and 1996. Costs are normalized.
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Chapitre 7

Conclusion générale et perspectives

Les travaux rapportés dans cette these s’inscrivent dans un cadre de recherche plus
large, celui de I’étude du cycle océanique du carbone. [’axe suivi est celui de 1'utilisa-
tion d’un modele numérique et de ’assimilation variationnelle de données. Le travail s’est
entierement appuyé sur deux modeles couplés océan-biogéochimie développés au LODYC
(Laboratoire d’Océanographie DYnamique et de Climatologie) et modélisant les proces-
sus biogéochimiques de la couche océanique de surface intervenant dans ce cycle. On peut
distinguer trois parties différentes et complémentaires dans ce mémoire.

Dans la premiere, une étude mathématique de la partie biologique des modeles a
été effectuée. Aussi complexes soient-elles (nombre de variables d’état, non-linéarités,
discontinuités en la variable d’espace), les équations constituant ces modeles rentrent
dans le cadre tres général des équations paraboliques semi-linéaires. Nous avons montré,
par deux méthodes différentes (par une méthode de point fixe et par 'utilisation de
la théorie des semi-groupes) comment il était possible de s’assurer de 'existence et de
I’unicité des solutions de tels modeles. Nous avons également pu montrer que ces solutions
sont forcément positives, ce qui, d’un point de vue biologique, était attendu.

La deuxieme partie du travail est purement numérique. On a tout d’abord mis en
oeuvre une modification du schéma d’intégration aux différences finies, permettant de
supprimer les contraintes imposées sur le pas de temps pour assurer la positivité numérique
des solutions. Cette modification consiste en une discrétisation explicite-implicite des

termes de réactions. Néanmoins le travail numérique le plus important a été I’écriture
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des codes dérivés tangent et adjoint du modele NNPZD-DOM. Pour ce faire, le logiciel
de différentiation automatique ODYSSEE, développé a 'INRIA, a été utilisé. Dans notre
cadre de travail, 1D, cet outil s’est avéré relativement efficace, méme si les codes fournis
restent tres lourds, et demandent encore une quantité certaine de travail pour pouvoir

étre utilisés.

Ces outils informatiques étant validés, nous avons abordé la partie assimilation de
données. Nous avons défini une fonction cotit mesurant I’écart quadratique entre les va-
riables mesurées a la station DYFAMED et les prévisions de ces variables en fonction des
parametres du modele qui constituent les variables de controle. Une étude préliminaire
de sensibilité nous a permis de réduire le nombre de parametres a estimer afin d’obtenir
un probleme numériquement bien posé. Nous avons ainsi montré qu’avec les observa-
tions dont on dispose a la station DYFAMED certains parametres ne peuvent pas étre
estimés. L’algorithme d’assimilation de données a alors été validé par des expériences ju-
melles dans lesquelles les observations étaient artificielles et non bruitées. Le probleme de
I’assimilation de données réelles est significativement différent de celui de 1’assimilation
de données synthétiques. En raison des erreurs de collecte, des erreurs de mesures et des
erreurs du modele, il est impossible de trouver un vecteur de parametres qui explique
exactement les données. Néanmoins, cet exercice s’est avéré étre riche d’enseignements
aussi bien au niveau du modele utilisé qu’au niveau du type de données utilisées. Nous
avons montré numériquement que 1’utilisation d’un rapport carbone chlorophylle variable
était nécessaire pour pouvoir représenter a la fois le bloom de chlorophylle en surface et
le maximum de subsurface en régime oligotrophe. Nous avons utilisé un rapport carbone
chlorophylle variant avec la profondeur. Il semble important, pour des études ultérieures,
d’utiliser une paramétrisation de ce rapport tenant compte de sa dépendence aux varia-
tions en temps et en espace de I'intensité lumineuse (Geider [48]). Nous avons également
montré combien les conditions hivernales en nitrate sont importantes et peuvent influen-
cer les résultats de I'assimilation de données. Enfin, une conclusion importante du dernier
chapitre est que I'assimilation de données de type stocks dans le modele NNPZD-DOM
ne permet pas directement d’obtenir une bonne représentation des flux de production et

d’export. Les valeurs des concentrations calculées par le modele peuvent étre proches des
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données alors que les valeurs des flux ne le sont pas. Il est alors légitime de se demander
si la seule assimilation de données type couleur de 1'océan (c’est-a-dire la chlorophylle
en surface) permettra dans I’avenir de contraindre de maniere satisfaisante les modeles
couplés océan-biogéochimie 3D. Ce n’est absolument pas certain et nous avons montré

dans notre cas I'importance de disposer de données en zooplancton.

Si la Méditerranée et la station DYFAMED, qui nous ont servi de cadre de travail,
partagent avec d’autres régions tempérées certaines caractéristiques (couches de mélange
profondes, succession de différents régimes de production) il semble néanmoins nécessaire,
afin de tester plus largement la validité d’'un modele comme celui que nous avons utilisé
et peut étre de le faire évoluer, d’utiliser d’autres jeux de données comme par exemple
ceux des stations BATS (Bermuda Atlantic Time-series Study) ou KERFIX (Océan Aus-
tral). Cela permettrait également d’en savoir davantage sur la variabilité géographique
de certains parametres. Cette étape est certainement importante et pourrait permettre
d’aborder des études 3D plus sereinement. A ce titre, les modeles dérivés 1D qui ont
été développés dans ce travail peuvent servir de base a la mise en place de leurs ho-
mologues 3D. Ce type de travail est déja bien avancé et V. Echevin (communication
personnelle, LODYC, 2002) a entamé un travail d’assimilation de données par estima-
tion de parametres dans un cadre 3D académique. Mentionnons également que le code
1D qui a été obtenu dans ce travail est modulaire et I'on peut tout a fait envisager la
différentiation locale d’une nouvelle subroutine correspondant par exemple a une nouvelle

paramétrisation biologique que 'on voudrait tester.

Enfin, si la complexité des équations rend toute étude analytique difficile, il semble
néanmoins intéressant d’essayer d’en savoir un peu plus sur les différents comportements
que peuvent adopter ces systemes dynamiques biologiques en fonction des valeurs de
différents parametres, ou de 'utilisation de telle ou telle paramétrisation. Sur ce sujet on
peut noter les travaux de Edwards [35] dans lesquels sont étudiés, entre autres, les valeurs
et la stabilité de points d’équilibres ou de cycles limites pour un modele, NPZ, 0D. Ce
type d’étude pourrait par exemple permettre de comprendre plus précisement quels sont
les facteurs qui font, comme dans le dernier chapitre, que la quantité de zooplancton

présente dans le modele a tendance a étre sous-estimée si des données de types flux ne
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sont pas assimilées.
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Résumé
Ce travail concerne la mise en oeuvre d’une méthode numérique d’optimisation de type controle optimal
appliquée a un probléme d’assimilation de données en biogéochimie marine.
Apres avoir présenté le systeme d’équations aux dérivées partielles non-linéaires régissant 1’évolution en
temps et en espace des différentes variables physiques et biologiques, un premier travail, mathématique,
a consisté a montrer 'existence, 'unicité et la positivité de la solution du modéle biologique.
La seconde partie du travail est numérique. Le modéle est discrétisé par différences finies et les codes
linéaire tangent et adjoint sont obtenus par différentiation automatique. Ces outils informatiques étant
développés, on peut aborder le probléme inverse d’assimilation variationnelle de données.
Les variables de controle sont les parameétres intervenant dans les termes non-linéaires de réactions
biologiques. On cherche un jeu de paramétres optimal minimisant une fonction cout. Celle-ci mesure
I’écart au sens des moindres carrés entre les observations et les sorties correspondantes du modéle.
Une étude de sensibilité préliminaire, utilisant le modeéle tangent linéaire, ainsi que des expériences
d’identification, utilisant le modéle adjoint, avec données simulées, sont menées. On utilise enfin la

méthode pour assimiler des données réelles de la station Dyfamed en Méditerranée Nord-Occidentale.
Mots clés
Assimilation variationnelle de données, biogéochimie de 1’océan, équations aux dérivées partielles semi-

linéaires, controle optimal, optimisation, estimation de parametres, code adjoint.

Variational data assimilation in a coupled ocean-biogeochemical model

Abstract
This thesis is concerned with the implementation of the optimal control numerical method applied to a
data assimilation problem in ocean biogeochemistry.
We first present the system of non-linear partial differential equations which modelizes the evolution
over space and time of physical and biological variables. A first part of the work is mathematical and
consists of proving existence, uniqueness and positivity of the solution to the biological model.
The second part of the work is numerical. The model is discretized using finite differences. Then, the
tangent linear and adjoint codes are derived using automatic differentiation. Once these tools are deve-
lopped the inverse data assimilation problem can be dealt with.
The control variables are the parameters included in the non-linear biological reaction terms. We seek
an optimal parameter set minimizing a cost function which measures the distance between model and
observations in a least square sens.
A preliminary sensitivity study using the tangent linear model as well as twin experiments using the
adjoint model are conducted. We then use the method to assimilate real data from the JGOFS-Dyfamed

station in the Northwestern Mediterranean Sea.



