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Résumé

Cette these a pour objet 'analyse et la discrétisation numérique des équations de
I’électromagnétisme. Ces travaux débutent par I’étude de ces équations dans un domaine
borné multiplement connexe. Un théoreme d’existence général a été établi, en proposant
une nouvelle approche du probleme, en le reformulant a ’aide d’un opérateur approprié,
tenant compte des complexités géométriques du domaine.

Dans la suite, apres avoir donné un résultat de régularité, on propose une approximation
numérique de la solution par une méthode spectrale. La méthode est, d’une part, ana-
lysée numériquement dans le cas d’une décomposition conforme du domaine, et d’autre,
implantée dans le cadre d’un code 3D. Des tests numériques confirmant les prévisions
théoriques sont exposés et comparés a ceux obtenus par une méthode d’éléments finis de
type P! qu’on présentera sommairement. En outre, les quatre premieres valeurs propres
du probleme discret sont calculées et comparées a celui du spectre exact.

La derniere partie de cette these est consacrée a I’étude d’une décomposition de domaine
par une méthode spectrale avec joints pour le probleme de Maxwell. Il est utile de souli-
gner que les parametres physiques sont considérés dans cette partie comme pouvant étre
hétérogenes. On applique cette méthode a un probleme type présenté. Ce dernier permet
d’unifier deux approches qui habituellement sont distinguées : le probleme d’évolution
de Maxwell, et le probleme de Maxwell en régime harmonique. Des estimations d’erreurs
sont démontrées, elles reposent sur un lemme, qui est une variante du second lemme
de Strang, permettant de décomposer ’erreur en la somme de trois erreurs principales :
Ierreur sur la meilleure approximation, I’erreur de consistance et I'erreur d’intégration
numérique. Cette derniere étant obtenue de maniere classique, les deux autres erreurs ont
nécessité une recherche plus approfondie, notamment, la définition d’opérateurs discrets
et un lemme d’augmentation de degré pour I’erreur sur la meilleure approximation. Enfin
des courbes d’erreurs et des tests numériques sont exposés validant un code de calcul
tridimensionnel développé pour 'approximation de la solution du probléme type (pour

des parametres physiques homogenes et hétérogenes).



Abstract

The aim of this thesis is the numerical analysis and the dicretisation of Maxwell’s
equations. The first purpose is to investigate time-harmonic Maxwell’s equations in Lip-
schitz and multiply connected cavities of R*. We prove the wellposedness of the current
source problem by means of a new formulation. The starting point is the curl-curl second
order equation satisfied by the magnetic field. The use of of an appropriate compact ope-
rator is at the heart of the proof. Next, we propose a discretization relying on spectral
elements and numerical integration. We prove the convergence of the discrete solutions to
the exact one and we derive error estimates. Examples of numerical solutions are given
and compared with those obtained by a finite element method in the case of a simple
geometry. The last part is to propose a mortar spectral element method for solving hete-
regeneous Maxwell’s equations in 3D bounded cavities. This part is mainly divided into
two parts. The method is based on non-conforming decomposition of the domain into
the union of non-overlapping parallepipeds. The first part is devoted to the presentation
and the numerical analysis of the method. In the second part, we expose some numerical

results which confirm the performance of the method.
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Chapitre 1
Introduction

L’étude des phénomenes liés a I’électromagnétisme a suscité, ces dernieres années,
plusieurs travaux de recherche en mathématiques appliquées, et cela en raison de leurs
nombreuses applications physiques et industrielles. Ces travaux portent essentiellement
sur Panalyse théorique (existence, unicité, singularités, nouvelles formulations,...etc) et
sur ’analyse numérique des équations de Maxwell telles qu’elles sont définies dans [51].

Les travaux présentés dans cette these partent donc des équations de Maxwell standard

qui s’écrivent sous la forme

woH+rot E = 0,

ey E—rot H = —j, (1.1)
div (uH) = 0, '
div(¢E) = p,

E, H désignent respectivement le champ électrique et le champ magnétique, ¢ la permit-
tivité électrique et p la perméabilité magnétique, p la densité de charge et 7 la densité de
courant. Ces équations sont considérées ici dans une cavité tridimensionnelle bornée. Si
on suppose que cette cavité, notée €2, est entourée d’un conducteur parfait, on peut alors

compléter le systéeme (1.1) par les conditions au bord
Exn=0 , puHn=0 sur 0. (1.2)

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Les méthodes d’approximation spatiale proposées dans la littérature pour approcher les so-
lutions des équations (1.1) en différents régimes (statique, harmonique ou transitoire) sont
tres variées. Toutefois, ces méthodes reposent pour la plupart sur les méthodes d’éléments
finis (voir par exemple les éléments H(rot) de Nédélec [55], [56]) et s’intéressent le plus
souvent a des géométries bi-dimensionnelles ou alors a des géométries tridimensionnelles
comportant des symétries. Les problemes d’approximation dans des géométries tridimen-
sionnelles, bien qu’ils ont aussi fait ’objet de beaucoup de travaux, restent encore en
partie a explorer, notamment en utilisant d’autres approches numériques telles que les

éléments spectraux qui sont au coeur de cette these.

Commencons tout d’abord par souligner qu’on s’intéresse tout au long de ce travail
uniquement, au régime harmonique tridimensionnel pour lequel les champs électrique et

magnétique satisfont le systeme
div(eE) = p,

rot H—iweE = j,

div (uH) = 0,
rot E+ iwpH =

(1.3)

oll w est la fréquence du régime (le cas w = 0 correspond au régime statique), avec

pour conditions aux limites de €2 :
Exn=0 , puHn=0 sur 0. (1.4)

Précisons tout de méme que le régime transitoire est abordé a de nombreuses occasions
par la suite et cela a travers des approches communes avec le régime harmonique tel qu’il

est indiqué dans le chapitre 4 et plus particulierement dans le chapitre 5.

Par ailleurs, étant donné que le probleme ci-dessus peut étre découplé, on choisit ici

une approche en terme du champ magnétique qui satisfait ’équation du second ordre

rot (¢ 'rot H) — w?y H=rot (¢ 1j), (1.5)
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avec pour conditions au bord du domaine

puHn=0 , rot Hxn=jXn. (1.6)

Le travail exposé ici comporte plusieurs parties

i.

ii.

iil.

Dans le chapitre 2 on expose brievement le modele considéré, en rappelant 1’origine
et la nature des équations de Maxwell telles qu’elles ont été présentées dans [51]. On
décrit les hypotheses et les lois physiques conduisant au probleme (1.1—1.2). Enfin,
on définit le probléeme (1.3—1.6) conduisant au probléme (1.5—1.6).

Dans le chapitre 3 on s’intéresse aux questions d’existence et d’unicité de solutions
du probleme (1.5—1.6) dans des géométries complexes, c’est-a-dire dans un domaine
borné multiplement connezre et ayant une régularité minimale. Un autre objectif
du chapitre consiste a proposer une nouvelle approche théorique des équations de
Maxwell en régime harmonique. Cette approche est basée sur l'introduction d’un
nouvel opérateur permettant de traiter le probleme de maniere unifiée en tenant
compte des deux complexités géométriques du domaine : son manque de régularité
et sa multiple-connexité. Apres une description du domaine et des outils nécessaires
a I’étude du probleme, ce chapitre commence par la proposition d’une formula-
tion faible pour le cas des basses fréquences. On introduit alors une forme bi-
linéaire adaptée permettant de chercher la solution dans un espace soulagé de toutes
contraintes. Ensuite, on introduit un nouvel opérateur de type potentiel-vecteur dont
on étudie les propriétés. Le résultat final est obtenu a ’aide de I'alternative de Fred-
holm. On montre en particulier que les fréquences de résonance sont les wvaleurs

singuliéres (ou les s-valeurs) de cet opérateur (voir [42]).

Dans le chapitre 4, on se propose de calculer cette solution approchée par une
méthode spectrale. On commence par donner un résultat de régularité de la solution
lorsque le domaine est régulier ou lorsque c’est un parallélépipede rectangle. On
propose ensuite une méthode spectrale pour approcher la solution. La méthode est,

d’une part, analysée numériquement dans le cas d’'une décomposition conforme du
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domaine, et d’autre, implantée dans le cadre d’un code 3D. Des tests numériques
confirmant les prévisions théoriques sont exposés et comparés a ceux obtenus par
une méthode d’éléments finis de type P! qu’on présentera sommairement. Dans la
derniere partie de ce chapitre, un calcul numérique des quatre premieres valeurs
propres du spectre du probleme discret par les deux méthodes est donné et comparé
a celui du spectre exact.

Il est toutefois important de souligner que les résultats concernant les estimations
d’erreurs présentés ici restent valables méme si le domaine n’est pas convexe pourvu
que la solution soit suffisamment réguliere. En effet, lorsque le domaine n’est pas
convexe, de réelles complications techniques peuvent apparaitre si la solution com-
porte une partie singuliére (voir par exemple [28]). L’approximation de cette partie

singuliere dépasse le theme de cette analyse.

Dans le chapitre 5, on s’intéresse a une décomposition non conforme du domaine.
Ce dernier est consacré a ’analyse et a I'implantation numérique d’'une méthode
spectrale avec joints pour le probleme de Maxwell.

La méthode des éléments avec joints, introduite dans [15], est une méthode de
décomposition de domaine initialement sans recouvrement et qui ne nécessite pas
I’hypotheése de conformité. Elle a été récemment étendue a des décompositions
avec recouvrement dans [2] pour le cas bidimensionnel. Celle-ci a été développée
afin de coupler des approximations numériques différentes dans des sous-domaines
différents.

Pour appliquer cette méthode, il est nécessaire d’introduire un espace intermédiaire
défini sur le squelette (réunion des bords intérieurs des différents sous-domaines).
Les éléments de cet espace sont appelés “joints”. De plus, les conditions de trans-
mission entre les domaines adjacents sont remplacées par des conditions discretes

plus faibles exprimées en termes de multiplicateurs de Lagrange.

L’avantage principal des méthodes avec joints est de pouvoir considérer des milieux
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différents o1, dans chaque sous-domaine, I’'utilisation d’une méthode de discrétisation
différente est envisageable [33], [9] (ou la méme méthode avec des pas de discrétisation
ou des degrés polynomiaux différents [4]). Ainsi, la discrétisation et sa finesse peuvent
étre choisies dans chaque sous-domaine de la fagon la plus adaptée au caractere local

du milieu et du champ physique inconnu.

Par ailleurs, la méthode des éléments avec joints se préte de par sa structure au pa-
rallélisme (voir [1]). En effet, les structures des discrétisations locales sont préservées
et la majeure partie du résidu global, pour une résolution itérative, se fait par
Pévaluation des résidus locaux, et de fagon compléetement découplée (die au fait
que le raccord ne porte que sur les traces aux interfaces des fonctions d’approxima-

tion).

La méthode avec joints a été étudiée dans le cas tridimensionnel pour le probléeme
de Poisson [9], dans le cadre d’une approximation par une méthode d’éléments finis
via des multiplicateurs de Lagrange dans [10], et avec une méthode spectrale dans
[11]. Elle a aussi été appliquée en utilisant les éléments finis pour le probléme de
Maxwell 2D et 3D dans [8, 12|, a I’équation des ondes a coefficients non constants
[6], & des probléemes d’ordre 4 [7], et & des problémes elliptiques avec des ondelettes
dans [16].

Dans cette partie du travail , on part du probleme d’évolution en champ magnétique

obtenu a partir de (1.1)
pd? H+ rot (¢ 'rot H) = rot (¢7'5), div(uH) =0, (1.7)

et du probléme harmonique (1.5—1.6). Habituellement, une distinction est faite dans
la littérature entre ’approximation du probleme d’évolution et celle du probléeme
harmonique (1.5—1.6). Cette distinction est die au fait qu’ils ne se formulent pas
convenablement dans les mémes espaces fonctionnels (une fois que le probleme

d’évolution est ramené a un probléme stationnaire par une discrétisation en temps).
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Cependant, on montre ici que si on applique un schéma implicite approprié pour la
discrétisation en temps du probleme d’évolution et un schéma de relaxation pour
le probléme harmonique on peut se ramener a une approche commune permettant
d’approcher les deux problemes a la fois. Plus précisement, on se rameéne a résoudre

le probleme type
rot (¢ 'rot u) + 7w = rot (¢7'5) + uy, (1.8)
avec la condition sur le bord
rotuxn=jxmn, (1.9)

ou 7 dépend du pas de la discrétisation en temps pour le probléme d’évolution ou
alors c’est un parametre a choisir convenablement pour le probleme harmonique.
Uy est un champ donné dépendant du probléeme choisi. C’est & ce probléme assez

général que la méthode spectrale avec joints a été appliquée.

Il est utile de souligner que les parametres physiques € et u sont considérés dans ce
chapitre comme pouvant étre hétérogenes. Toutefois, on ne s’intéresse pas a l'ap-
proximation des singularités qui peuvent apparaitre a cause de ces hétérogénéités.
En d’autres termes, on supposera dans ce dernier cas que la solution est suffisam-
ment réguliére (ou alors qu’on s’intéresse a ’approximation de la partie réguliére de

cette solution) (voir [30]).

Afin d’introduire la méthode spectrale avec joints proposée ici, on décrit dans un pre-
mier temps l'espace discret et on définit les outils indispensables a la discrétisation
du probleme. Puis, on montre un théoréme donnant une estimation de I’erreur com-
mise. La démonstration de ce théoréeme nécessite plusieurs étapes. La premiere
commence par un lemme qui est en fait une version modifiée du second lemme
de Strang. Ce lemme permet de décomposer 'erreur en la somme de trois er-

reurs : l’erreur sur la meilleure approxrimation, l’erreur de consistance et [’erreur
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d’intégration numérique. L’estimation de l’erreur sur la meilleure approximation
nécessite elle aussi plusieurs étapes et la définition de plusieurs opérateurs discrets
(opérateurs de projection, d’augmentation de degré et de relevement). L’estimation
de P'erreur de consistance s’obtient a ’aide d’une astuce. Quant a ’estimation de
I’erreur d’intégration numérique, elle se déduit de maniere classique.

L’implantation numérique de la méthode nécessite la définition d’une base de 'es-
pace de discrétisation ainsi qu’une caractérisation de I'espace des fonction joints,
ce que 'on propose dans la partie derniere de ce chapitre. On montrera que les
conditions de joints peuvent étre explicitées, ce qui évitera I'inversion des matrices
de joints locales. Enfin, ce chapitre se termine par la présentation et la validation
numérique du code de calcul tridimensionnel développé avec cette méthode et cela
dans le cas d’une géométrie 3D avec une décomposition non-conforme en trois sous-

domaines.

Conclusion

D’un point de vue théorique, les travaux présentés dans cette these ont abordé di-
vers problemes rencontrés en électromagnétisme dans des milieux bornés. On se réfere
4 A. Bossavit dans [20] pour plus de détails quant aux interprétations physiques et une
présentation des équations de Maxwell dans d’autres champs d’applications possibles.
On peut trouver, dans ce manuscrit, un résultat d’existence général dans des domaines
bornés multiplement connexes (chapitre 3) et une nouvelle approche de tout le probléme.
L’approximation spectrale du probléeme et ’analyse numérique correpondante ont été ef-
fectuées dans le cas d’une décomposition conforme du domaine (chapitre 4), ot un résultat
de régularité a été établi. Puis, pour une décomposition de domaine non conforme (cha-
pitre 5), dans un cadre plus général, ot les coefficients physiques sont variables (en espace).
En outre, cette partie permet d’unifier deux approches jusqu’alors distinctes, et de tra-
vailler avec un modeéle commun dans un espace commun.

Des estimations d’erreurs sont données pour les diverses méthodes appliquées, celle du
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chapitre 5 constitue toutefois une innovation dans le cas d’'une méthode spectrale avec
joints. En effet, il semble que la mise en ceuvre et I'analyse numérique d’une méhode
spectrale avec joints pour le probleme de Maxwell n’a pas encore fait ’objet d’une étude
publiée.

D’un point de vue calcul scientifique, cette étude a conduit a ’écriture de trois codes tridi-

mensionnels (un code éléments-finis, un code “spectral”, et un code “spectral avec joints”).



Chapitre 2

Une breve présentation du modele

L’objet de ce chapitre préliminaire introductif est de présenter brievement le modele

physique motivant le travail mathématique de cette these.
2.1 Les équations de Maxwell

Les phénomenes physiques liés a 1’électromagnétisme dans le vide sont décrits a 1’aide
de deux fonctions ou distributions E (le champ électrique) et B (I'induction magnétique),
définies sur R3 x R, — R, définissant le champ électromagnétique, noté { E, B}.

Les champs E et B sont reliés a deux fonctions : la densité de charge p et la densité de
courant J.

L’apparition de courants induits dans un conducteur' fixe, placé dans un champ électrique
non stationnaire, est traduite par I’équation de Maxwell-Faraday et la conservation du

flux du champ magnétique :

0B
t B+ =
ro +8t 0,
div B = 0.

En régime variable, le courant volumique J n’est plus a flux conservatif compte tenu

de la loi de conservation et de la variation de la charge volumique p au cours du temps.

Lcorps contenant une population de charges libres, qui sous I’action d’un champ électrique, se déplace

créant ainsi une densité de courant macroscopique.

17
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L’équation de continuité (ou de conservation de 1’électricité) est alors définie par :

. dp
div J+E = 0.

L’expression locale du théoreme de Gauss pour les régimes stationnaires s’exprime par :
div(eE) = p,

ol € est la permittivité diélectrique du milieu.

Des expériences ont montré que le flux du champ électrique a travers une surface fermée
quelconque ne dépendait pas de 1’état du mouvement des charges, ainsi le théoreme de
Gauss se généralise aux régimes variables. Par contre, le théoreme d’Ampere ne peut
pas se généraliser en régime variable. Cependant, en appliquant le théoreme de Gauss
généralisé et en utilisant les propriétés géométriques du champ électrique, il est aisé
d’établir I’équation de Maxwell-Ampere :

rot (g) — % = J,
ou u est la perméabilité magnétique du milieu.
Ainsi dans le vide, en présence de charges, le champ électromagnétique { E, B} satisfait

les quatre équations suivantes :

0B
rot E +E = 0 (Maxwell-Faraday), (2.1)
div B = 0 (Gauss-magnétique), (2.2)
div(eE) = p (Gauss-électrique), (2.3)
B E
rot (ﬁ) — a(;t ) = J (Maxwell-Ampere). (2.4)

On remarque que

i. Ces équations sont de type hyperbolique en FE et en B.

ii. Par dérivation par rapport au temps de I’équation de Gauss-électrique (2.3) et en ap-

pliquant opérateur div a I’équation (2.4), on retrouve la relation dite de continuité

ou de conservation de I’électricité : a—': +divJ = 0.
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iii. L’équation (2.1) entraine :
d(div B)
ot

cette relation donne que div B est constante en temps.

0=divrot E =

iv. L’évolution de {E, B} est donnée par les équations de Maxwell-Ampere et Maxwell

Faraday.

v. Si p et J sont nuls, alors E et B vérifient 1’équation des ondes.

Remarque.—

Dans les problemes rencontrés en électromagnétisme des milieux continus, les densités de
charge et de courant ne sont pas connues, ou plutot ne le sont que partiellement. En effet,
{E, B} crée une densité de charge p et une densité de courant J* créant a leur tour un
champ électrique E* et un champ magnétique B* qui sont inconnus.

Ainsi, on peut décomposer p et J :

p=p+petd=J +j
ol p* et j repésentent respectivement les densités de charge et de courant données (ou
extérieures).

Le systeme devient alors :

0B
t 4+ — =
ro + En

divB =

0,
0,
. ~ (2.5)
div(eE)—p = pf,
J-

rot(B)—%—J’k =

Introduisons, maintenant, deux champs de vecteurs P et M de R3 x R; liés a p et J*

par :
div(—P) =

_ - 2.6
rot(]\l)—a(atp)—j = J. (26)

=
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P étant le vecteur de polarisation et M le vecteur de magnétisation. De (2.6), on peut
déduire que J* et p vérifient aussi ’équation de continuité.

Enfin, en posant :

D = E+ P,
(2.7)
H = B— M,
ol D est appelé I'induction électrique et H le champ magnétique.
On peut vérifier que les champs D et H satisfont les équations :
div(D) = p*,
d(D) . (2.8)
t - =3
rot (H) — —. J
o

Dans toute la suite, p* sera notée p, pour respecter I'usage.

Finalement, on obtient que :
- E, B, D, H les inconnues sont.

- si p et J* sont données 12 inconnues pour 8 équations scalaires (dont seulememt 6

indépendantes).

Il est donc nécessaire de rajouter des conditions, pour pouvoir résoudre le probleme. Ces
conditions dites constitutives, sont des lois de comportement, entre E et D, B et H, elles
dépendent des considérations physiques et décrivent les propriétés du matériau considéré.
Sans elles, le probleme d’évolution serait indéterminé.

Ces relations sont généralement données sous les formes suivantes :

- FE et D sont liés par la relation : D = cE,

- B et H sont liés par la relation : B = uH,

- J" et E sont liés par le relation : J* = o E, o étant la conductivité électrique.

Ces lois de comportements sont caractéristiques du milieu considéré, elles sont données a
posteriori.
En général, ¢, u, o ont un caractere tensoriel et leur valeur n’est pas forcément constante

(saturation, phénomeéne d’hystérésis, dépendance vis a vis de la température ....).
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Dans les corps conducteurs, la conductivité électrique o est strictement positive, tandis

que o est nulle dans les isolants (corps non conducteur).

2.2 Les conditions de transmission

Lors de la traversée de l'interface séparant deux milieux, le champ électromagnétique
subit des discontinuités. Il est toutefois possible de considérer ces discontinuités. En effet,

soient €21 et {25 deux milieux continus et I" 'interface qui les sépare.

Soit n le vecteur unitaire normal a ' dirigée de €2; vers €25. On note par pr et Jr la
densité de charge et de courant se créant a l'interface des deux domaines.
Les équation (2.1—2.4) intégrées sur des volumes incluant des portions de la surface T,

I’application du théoreme de la divergence donnent alors les conditions de transmissions :

- ( 1) n=p

- (H° H1)><n Jr,
- (B*-B') .n=

- (B°-E') x n=0,

ol . désignant le produit scalaire et x le produit vectoriel de R?, et I’exposant 4, 1 = 1,2
la restriction du champ ou l'induction au domaine ;.

D’apres ces conditions, la composante normale de B et la composante tangentielle de E
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sont continues a la traversée de I'interface. Par contre si la densité de charge et de courant,
se créant a 'interface entre deux domaines, sont non nulles, alors la composante normale
de D et tangentielle de H sont discontinues.

Dans la suite, on supposera que l’'interface est composée de surfaces a conductibilité
bornée (voir [58]) ce qui assure la nullité du courant surfacique et donc la continuité de

la composante tangentielle de H.

2.3 Les conditions aux limites

On se place désormais dans un domaine borné Q de R® ayant pour frontiére I'. Si on

suppose de plus que R? \ 2 est un conducteur parfait :
- D=E=0dans R*\ Q x R;,
- B=H=0dans B>\ Q x R,.

En utilisant cette propriété, et les conditions de transmission, ainsi que la condition sur

I'interface entre deux domaines du paragraphe 2.2, on en déduit sur I :

- D.n=—pr,
- Hx n=0,

- B.n=0,

- E x n=0.

Ces équations nous serviront a définir nos conditions aux limites dans toute la suite de

cette étude.

2.4 Le probleme de Maxwell en régime harmonique

On se place maintenant en régime harmonique ou chaque grandeur physique varie
périodiquement en temps sous la fréquence w, avec ¢ et y des constantes dépendant du
milieu :

F(z,t) = F(z)e™",
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ol F est I'une des grandeurs physiques B, H, E, D, j.

Le systeme se ramene alors dans {2 aux équations suivantes :

div(eE) = p, (2.9)
rot H—iweE = j, (2.10)
div(pH) = 0, (2.11)
rot E+iwpH = 0, (2.12)

définissant le probleme de Maxwell en régime harmonique, les conditions sur ' étant celle
définies au paragraphe 2.3.
En supposant que la densité de courant est telle que rot j est de carré intégrable, on peut
remarquer que

i. L’équation (2.11) est redondante. En effet, en appliquant 'opérateur divergence a

I’équation (2.12), on retrouve la condition de conservation du flux.

ii. La condition sur I" pour le champ électrique combinée & 1’équation (2.10) donne :
rot Hxn=j3xnsurl.

De plus, en appliquant Iopérateur rotationnel & I’équation (2.10) puis en la combinant

avec (2.12), on obtient I’équation du second ordre suivante :
rot rot H—w?cy H=rot j, (2.13)

permettant de découpler le probleme, on peut alors s’intéresser au probléeme du second
ordre suivant :
rot rot H— w?suH = rotj dans (,
div(uH) = 0 dans £,
rot Hxn = jxnsurl,
E = (iwp) '(rot H—j) dans Q.

(2.14)

Remarque.—

De maniere symétrique, le probléme peut se ramener a la seule inconnue E. o
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Chapitre 3

Analyse du modele en géométrie

complexe

A paraitre dans ”Actes des Vllemes journées Pau-Zaragoza de Mathématiques ap-

pliquées et statistiques”
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Ce chapitre est consacré a 1’étude théorique du probléme de Maxwell en régime har-
monique (introduit au paragraphe (2.4) du chapitre 2) dans un domaine a géométrie
complexe.

Pour le cas général, on propose une nouvelle approche en introduisant un opérateur de
type potentiel vecteur. Cet opérateur permet de traiter le probléme d’une maniére unifiée,
tenant compte des complexités géométriques du domaine.

D’autres approches restent bien entendu possibles telle que 'utilisation directe de I’'opérateur
de Maxwell étudié dans [32] dans le cas d’'un domaine simplement connexe avec bord

régulier.

3.1 Introduction

Soit € un ouvert borné de R® A frontiere lipschitzienne, notée 0N, et n le vecteur
unitaire normal a 0f) et extérieur a 2. On suppose dans toute la suite que €2 est rempli

d’un matériau diélectrique homogene dans lequel on a les lois de comportement
D(xz,t) = cE(x,t), B(x,t) = uH(x, 1), (3.1)

ou la permittivité diélectrique £ du milieu et sa perméabilité magnétique p sont deux
constantes réelles positives. Le milieu considéré est supposé étre isolant parfait et donc la
densité du courant électrique 7 provient uniquement des sources de courant et est imposée
de facon extérieure.

Si, en outre, on se place en régime harmonique de pulsation w ou
E(xz,t) = E(z)e™’, H(x,t) = H(z)e™", j= j(x)e™", p(z,t) = p(x)e™",
on aboutit alors au systéme (voir chapitre 2)

rot E+iwwpH = 0,

rot H—iweE = j,
div(pH) = 0,
div(eB) = iw !divy,

(3.2)
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Par ailleurs, on suppose que €2 est en contact d'un conducteur parfait, ce qui conduit

aux conditions aux limites sur 052
Exn=0 ,uHn=0. (3.3)

Le systéme d’équations (3.2)+(3.3) implique divers problémes théoriques et numériques
qui ont été soulignés dans la littérature par de nombreux auteurs.
Lorsque le domaine est régulier, I’analyse des équations de Maxwell en régime harmo-

nique a été résolu au moyen de lopérateur de Maxwell (voir, par exemple, Leis [48] ,
Dautray-Lions [32]) : :
0 -—rot
A= .
rot 0

Cependant, lorsque le domaine est non régulier, a savoir si le domaine €2 contient des
cotés rentrant et des coins, le traitement des équations de Maxwell en temps-harmonique
implique quelques complications sérieuses. C’est diu principalement & I'apparition de sin-
gularités pres de ces coins et bords. Ce fait a été souligné la premiere fois par Weck [63].
Birman et Solomyak [17, 18] ont traité le probléme aux valeurs propres pour les cavités
non-lisses et ont clarifié la nature de ces singularités. On se réfere également a Costabel
et a Dauge [28] pour une caractérisation complete des solutions singuliéres dans de telles
cavités.

D’un point de vue analyse numérique, lorsque des méthodes standard sont utilisées pour
discrétiser les équations de Maxwell en régime harmonique, divers problemes apparaissent,
notamment I’approximation des singularités (voir par exemple Kikushi [46]) mais aussi
la pollution de ces méthodes par des modes parasites, par exemple dans [19], Boffi et
al. montrent que le bon comportement de certaines méthodes classiques n’empéche pas
nécessairement 1’apparition de ces modes.

L’étude de la nature des singularités n’est pas ’objet de ce chapitre. Le but de ce chapitre
est I’étude théorique du probleme de Maxwell en régime harmonique. On commence par
I’étude du probleme source (3.2-3.3) dans un domaine non régulier multiplement connexe
de R3®. Nous proposons une nouvelle approche basée sur le probléeme du second ordre

vérifié par le champ magnétique H, que nous noterons w pour simplifier :
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rot (¢ 'rot u) —w’pu = rot (¢'j) dans €,
div (uu = 0 dans €2,
v (nu) | (3.4)
rot u x n = jixXn sur 011,
Hu.n = 0 sur 1.
Le champ électrique est alors donné par :
E = (iwe) '(rot u—j) dans Q. (3.5)

Proposition 1. Pour des fonctions u, H, E, j assez réquliéres, les systémes (3.2-8.3) et

(8.4-8.5) sont équivalents, avec u égale o H.

L’approche que nous utilisons pour résoudre (3.4) est basée & Iaide d’un opérateur

(compact) convenablement choisi pour le cas général.

Alinsi, nous commencerons par donner une description géométrique du domaine et nous
définirons les espaces nécessaires a 1’étude du systéme (3.4). Ensuite, nous montrerons que

le probléme source (3.4) est bien posé.

Enfin, on propose une étude théorique du spectre de I'opérateur dans un domaine de
type Q =0, a1[x]0, as[x]0, a3[ (simplement connexe), en explicitant les valeurs propres de
cet opérateur, ainsi que les vecteurs propres associés. Les valeurs propres seront comparées

a celles obtenues numériquement dans le chapitre suivant.

3.2 Outils préliminaires et considérations géométriques

Soit 2 un ouvert borné de R?® de frontiere 9€) . On effectue les hypothéses classiques

suivantes (voir [5])

i. Le domaine € est Lipschitzien a frontiere lipschitzienne.
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ii. La frontiere 0€) est la réunion de p+ 1 composantes connexes I'y,...,I', olt [’y désigne
la frontiere extérieure de € (i.e la composante connexe de R? \ Q de frontiere I'y est

non borné). On peut noter que p = 0 quand 0f2 est connexe.

iii. {2 est connexe mais pas nécessairement simplement connexe. Si €2 est multiplement

connexe, on suppose qu’il existe m surfaces ¥; pour i € {1,...,m}, telles que

(a) Pour tout i € {1,...,m}, &; est un ouvert d’une variété réguliere M,.
(b) Pour tout i € {1,...,m}, la frontiere de %; est contenue dans 052.
(¢) L’intersection ; N3, est vide si i # j.
(d) L’ouvert

° m

Q=0Q\ U X

i=1

est simplement connexe et pseudo-Lipschitzien!®.

En d’autres termes, ’entier m décrit la multiple connexité de €2. Les surfaces ¥;, ..., 2,
sont des “coupures” reliant les bords (I';), 0 < 7 < p et rendant le domaine simplement

connexe.

Dans la suite, on note par (.,.) le produit scalaire dans L?*(2) ou dans L?()3.
Pour tout s > 0, H*(2) est I’espace de Sobolev défini sur 2 et H(2) est la fermeture de
D(R2) dans H*(Q2). Le dual de H(2) est noté par H*(£2).

yoir [5] pour la définition.
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D’autre part, pour tout i € {0, ...,p}, H'/?(T';) dénote 'espace des traces sur I'; des dis-
tributions dans H'(Q), et H~/2(I';) son dual. Le produit de dualité entre H'/2(T;) et
HY2(T;) est donné par (., )r,.
De méme, pour tout i € {1,...,m}, H'/?(3;) est I'espace des restrictions & ¥; des distri-
butions dans Hz(M;) et H/2(;)" son espace dual.
Considérons maintenant, les espaces

H(div; Q) = {ve L*Q)?|divv e L*(Q)},

H(rot; Q) = {ve L?(Q)®|rot ve L?(0)%},

munis des normes

. 1
Il vy = (10l + lldivol20)?,
1
Iollaaot; o) = (Illon+ [[rot vl5q)2.
On rappelle les propriétés principales de ces espaces
i. D(Q)? est dense dans H(div; Q) et H(rot; Q) (voir [40], respectivement Théoréme
2.4 et 2.10).

ii. Soit v € H(div; Q). Alors, la composante normale de v , c’est a dire v.n, est définie

dans H~/2(99) et on a la formule de Green suivante
Vo € H(Q), (v.n,¢)on = (v, Vo) + (div v, ). (3.6)

De plus, pour tout i € {1,...,m}, la composante normale de v sur ¥;, v.n est dans
H'Y2(%;)'. De plus, si v.n est nulle sur 9 (voir [5], Lemme 3.10) :

m

0 € HY(S), / v.90dz + / (dive) bdz =3 (v.m, [0])s,, (3.7)

i=1

ou [6]; dénote le saut de 0 a travers X; et Vv le gradient dans Q.

iii. De méme, si v € H(rot; ), alors la composante tangentielle de v, v X n, est dans

H~2(09Q)? et on a aussi la formule de Green suivante

Vw e HY(Q)?, (v x n,w)yg = (rot v, w) — (v,rot w). (3.8)
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Considérons également les sous espaces de H(div; §2) et H(rot; 2) suivants :

Hy(div; Q) = {ve H(div; Q)| v.n=0sur '},
Hy(rot; Q) = {ve H(rot;Q)| vxn=0sur '}

On note que D(Q)? est dense dans ces sous-espaces (voir [40]).
Notons aussi que la formule (3.8) reste valable si w € H(rot; ) et v € Hy(rot; ).

Introduisons, maintenant, les espaces

Yr(Q) = Hy(div; Q)N H(rot; Q),

munis de la norme

lolly = (llvllg.o + [1div v

50 + lIrot v][5 )"/, (3.9)
On pose, enfin

Gr = {veYr(Q)| dive=0, rot v=0},
Gy = {veYy(Q)| divv=0, rot v=0}.

Ces deux espaces sont caractérisés par le lemme suivant

Lemme 1. ([3}], [5]) Les espaces vectoriels Gr et Gn sont de dimensions finies et
dim Gp =m, dim Gy = p.
De plus, il existe une base (q;)i=1,..m (resp- (f;)i=1,..p) de Gr (resp. of Gy ) telle que :

o
Vi, j € {1,..,m} <qi.n,1>zj={ g (3.10)

0 sinon.

o 1 si1=y,
VZ: JE {17 7p} < i1 ]‘>Fj = { 0 sinon (311)
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On notera par Pr (resp. Py) la projection orthogonale de Yr(£2) (resp. de Yy (2))
sur G (resp. sur Gn) pour le produit scalaire associé & la norme ||.||y. Il est utile de
remarquer que 1’on peut prolonger ces projections a tout v dans L?(Q2)? & divergence nulle
(voir [34], [5]) par :

Prv = Z('v.n, L)y,
’L:pl

Pyv = Z(v.n, ]‘>Fifi'
i=1

Les deux lemmes suivants ont été établis par Dominguez [34] quand le domaine est

régulier et par Amrouche et al. [5] lorsque le domaine est non régulier.
Lemme 2. ([34], [5]) L’application
m
v — |vlyy) = (ldivollio + Irot vll5q + D [(v.n, 1)s[?)7?,
i=1
est une norme sur Yr(Q)) équivalente a la norme ||.||y.
Lemme 3. ([34], [5]) L’application
p
v — |vlyy() = ([divofl§ o + [[rot vlffq + D [(v.n, L)r, ),
i=1
est une norme sur Yy (S2) équivalente d la norme ||.||y-

Dans la suite, on posera

0]y

ao = 1m .
vevr(@), w20 |00

(3.12)

La constante aq est strictement positive, selon le Lemme 2.
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3.3 Position du probleme. Une formulation faible.

Considérons le systeme : Etant donné § dans L*(Q)3, chercher u dans Y (Q) vérifiant :

rot rot u — k’u = rot j, (3.13)
divue = 0, (3.14)
rot u X njgg = jxmn, (3.15)

ou k est le nombre d’onde donné par

k=\epw. (3.16)

On remarque que les conditions aux limites (3.15) ont un sens si j € H(rot,(2) (ainsi

rot u € H(rot,2)). Toutefois, on aura tendance a travailler avec le probleme suivant

Trowver w dans Y1 () vérifiant

Vo € Y7(Q), (rot u, rot v) + y(div u, div v) + §(Pru, Prv) — k?(u, v) = (j, rot v),
(3.17)

ol 7 est supposé seulement dans L?(Q)3, v et ¢ sont deux constantes réelles positives.

Proposition 2. Soit j € L?(2)? et supposons que les constantes k, v et § soient stricte-

ment positives et qu’elles vérifient :
k? k?
T gEV(A™), S 41, (3.18)
vy )
ou EV(A™") est I’ensemble de valeurs propres de lopérateur de Laplace avec condition
auz limites homogénes de Neumann. Alors
— Toute solution de (3.17) vérifie (3.13) et (3.14) au sens des distributions.

— Si j appartient a H (rot; Q2), alors les problémes (3.17) et (3.13)-(3.15) sont équivalents.
Preuve — 1°) Soit w une solution de (3.17). Alors, en choisissant v = Pru, on obtient
k2
facilement Pru = 0, dés que 5 # 1.

D’ autre part, en considérant

V={0eH(Q)| A0 € L*Q), 0,0]s0 =0}.
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En appliquant le lemme 1 de [29], div u est dans H'(€2). En prenant v = Vs avec s dans

V, on a alors v dans H(div; ). En choisissant un tel champ v dans (3.17), on obtient

y(div u, div v) — k*(u,v) = 0,

ol encore

Vs eV,
(Adiv u+ %divu, s)=0.
Il apparait alors que div u est solution du probleme

2
A(divu) + %divu = 0 dans Q, (3.19)

On(divu) = 0 sur 09. (3.20)

Il provient de la condition (3.18) que divu = 0.
Enfin, avec v choisie dans D(2)3, on déduit que w satisfait (3.13) au sens des distributions.

Si de plus 7 € H(rot;2), alors nécessairement
rot u € H(rot; ().

En considérant v € H(2)? dans (3.17) et en utilisant la formule de Green (3.8), on
obtient (3.15).

2°) Supposons que j € H(rot; ) et soit u une solution de (3.13)-(3.15). En multipliant
(3.13) par Pru et en appliquant la formule de Green (3.8), il résulte 'identité

PTU =0.

En multipliant & nouveau (3.13) par v € Y7(f2) et en intégrant par parties, cela nous
donne (3.17). o

3.3.1 Position du probleme : le cas des basses fréquences

Lorsque le nombre d’onde £ est plus petit que o définie par (3.12), il est utile de remarquer
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que l'existence et 1'unicité de solutions de (3.17) découlent immédiatement du théoreme

de Lax-Milgram et du Lemme 2 :
Proposition 3. Supposons que v > 1,5 > 1 et k < ap. Alors, le probléme (3.17) admet

une unique solution u € Yr(2). En outre, on a

2
a .
|ulyz@) < W”J

lo,0- (3.21)

On se propose de montrer l'estimation (3.21).

Preuve — Par définition de aq, on a
Vu e Yr(Q), llulloe < 5 lulvr@)
donc puisque y>1let 6 > 1, on a

2 . .
(1= S)lull, @ < lrot ulfq +7lldivulfq + 6(Pru, Pru) — k*|lufl§ o = (4 rot ),

Qg

< lglloqllrot o0,

ainsi, dés que k£ < «yp, on obtient (3.21). o

Remarque.— Si rot j € L?(Q)? et 7 x = 0 sur 99, 'estimation (3.21) devient
Qo .
ulvr@ < —5—5lIrot jlloe, (3.22)

C’est une conséquence immédiate de 'application de la formule de Green (3.8) & droite
de (3.17). o

3.3.2 Position du probléme : le cas général

Le but de paragraphe est de traiter le probléme (3.17) lorsque le nombre d’onde k est
quelconque. On énonce le théoreme suivant

3

Théoréme 1. Supposons que j € L*(Q)® et que les conditions(3.18) soient vérifiées.

Alors, il existe une suite de réels strictement positifs, (o;)i;en tendant vers +oo telle que
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i. Sik ¢ {a;i € N} alors le probléeme (3.17) admet une et une seule solution w dans
Y7 ().

ii. Si k = oy pour un certain entier m, alors le probléme homogéne (quand j = 0)
admet un ensemble de solutions formant un espace vectoriel E,, de dimension finie,

et le probléeme (8.17) est résoluble dans Yr(S2) si et seulement si j vérifie
(4,rot @) =0, (3.23)

pour tout @ dans E,,. Si cette condition est vérifiée, la solution de (3.17) est unique

a un élément de E,, pres.

Preuve du Théoréme 1.

La preuve du théoreme 1 se décompose en quatre étapes. [.’étape 1 consiste en l'intro-
duction et I’étude d’un nouvel opérateur. L’étape 2 est consacrée a son adjoint. L’étape 3
consiste a réécrire le probleme en terme de cet opérateur. Enfin, pour conclure, ’alterna-

tive de Fredholm est appliquée a I’étape 4.

ETAPE 1. UN OPERATEUR.

Considérons le sous-espace fermé de H(div ;<)
X ={ve?(Q)?] divv=0et (v.n,1)r, =0, 1<i<p}. (3.24)
Pour toute fonction vectorielle w dans X considérons le probleme :

Trowver z € Yr(Q) tel que rot z=w, divz=0, Vie{l,..,m} (zmn, 1)y, =0.
(3.25)

Remarque.— z appartient aussi a X o

Lemme 4. Le probléeme (3.25) admet une unique solution z € Yr(2) et il eriste une

constante C' ne dépendant que de ) telle que

12llyz @) < C()[lw

lo,0- (3.26)
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Preuve du Lemme 4.
L’existence et I'unicité sont montrées dans [5] (Théoréme 3.12). La continuité est

une conséquence directe du Lemme 2. o

Dans la suite, on notera par K 'opérateur linéaire et continu défini sur X & valeurs dans
X définie par
K: we X — ze X solution de (3.25),

Lemme 5. IC est un opérateur compact de X dans X.

Preuve du Lemme 5.
Pour prouver la compacité de K, le lemme suivant s’avere utile (voir [40], Théoreme
3.1 pour la démonstration).
Lemme 6. Une fonction w dans L*(Q)® appartient o X si et seulement si il existe

un champ de vecteur ¢ dans H'(Q)3 vérifiant
w =rot .

De plus, il existe une constante C ne dépendant que de 2 telle que pour tout w dans

X, le champ correspondant ¢ peut étre choisi tel que

el a1 < Cllwllon.

Considérons, maintenant, une suite (w,), de X vérifiant

|wn o0 < Ch,

ou (] est une constante ne dépendant pas de n. Alors, selon le Lemme 6, il existe

une suite (¢, ), dans H'(Q2)? telle que
Vn, rot ¢, = wy, |[¢,lm@)e < C.

La suite ¢,, étant bornée dans H'(£2)?, on peut en extraire une sous-suite (toujours

notée par (¢, ),) convergeant fortement dans L?(Q2)3.
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Soit, maintenant, pour tout n, s, 'unique solution dans H'(Q2) \ R du probléme de

Neumann
YU € H'(Q)\ R, / Vs, V¥de = / P, - Vi¥de,
Q Q

et soit (p,,), la suite dans Yr(§2) définie par @, = ¢, — Vs,,.
On peut aisément établir que (s,), converge dans H'(Q2)® \ R, ce qui nous permet
de déduire que la suite @, converge dans L?(2)? vers un élément @ de Y7(9).

De plus, comme

1Pr@,llon < |@nllo.0,

il est clair que Pr¢p,, converge vers Prep.

Enfin, soit @, = @,, — Pr@,,, cette suite vérifie @, = Kw,, en effet @ vérifie

rot @, = w,, divy, =0, @,.n=0 sur 00, Prg, =0,

ce qui nous permet de conclure. o
ETAPE 2. L’ OPERATEUR ADJOINT.

On a besoin tout d’abord du lemme suivant

Lemme 7. ([5], [34]) Un champ v dans H(div; <) vérifie
divv=0, v.n=0 sur 0, (v.n,1)y, =0, i=1,...m,
si et seulement si il existe un unique potentiel vecteur ® € Yy (Q) tel que
rot ®=v, div® =0, (®.n, 1), =0, i=1,....p. (3.27)

En particulier, ce lemme implique que tout champ de vecteur w dans L?(Q)% admet

une unique décomposition sous la forme
w = Vq + rot P, (3.28)
ou ® appartient a Yy () et vérifie

div® =0, (P.n,1)r, =0, 0<3<p,
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tandis que ¢ appartient a I’espace
O={se H1(§O2) | [s]s, = constante, 1 <i < m},

et est 'unique solution dans © \ R du probléme quasi-Neumann
Vp € O, ﬁ Vs.Vpdx = /) w.%pdm,
Q Q

ou %p dénote le prolongement & L?(2)? du gradient Vp considéré au sens des distributions
dans D’ ((02)
De plus, la décomposition (3.28) est unique dans (© \ R) x Yx(Q).

L’opérateur IC* est défini comme suit
K we L*(Q)°— & € X,

ou ® est 'unique fonction dans la décomposition (3.28). K* est un opérateur continu
défini de L?(Q2)3 vers X.
Remarque.— En général rot (IC*w) # w. Cependant, si w appartient a H(div;<) et
vérifie

divw=0, w.n=0sur 02, (w.n,1)y, =0, i =1,...,m, (3.29)

alors rot K*w = w. o

Le lemme suivant donne la relation entre IC et IC* :

Lemme 8. La restriction de K* a X définit [’opérateur adjoint de K.

Preuve du Lemme 8.

Soit w et z deux éléments de X. La fonction z peut se décomposer sous la forme
z=Vq+rot (IC*2),
oll ¢ € O©. Ainsi

/Kw.zdm=/l€w.%qdm+/l€w.rot (K*2)d.
Q Q Q



40 CHAPITRE 3. ANALYSE DU MODELE EN GEOMETRIE COMPLEXE

En utilisant la formule de Green (3.7) et (3.8), on obtient

/ Kw.zde = — ﬂ div (Kw)qdz + Z[q]i(l(:w.n, D)y,
Q@ Q i=1
+/ rot (Kw).K*z dz,
Q
= / w.K*z dx.
Q
Par conséquent, IC*, restreint & X, est 'opérateur adjoint de IC. o

ETAPE 3. UNE NOUVELLE FORMULATION DU PROBLEME

Réécrivons le probleme (3.17) au moyen de I'opérateur K.
Proposition 4. Soit j € L*(Q)? et soit 6 € Hy () la solution du probléme de Dirichlet
Af =divje H1(Q), § =0 sur 09.
Posons
h=3—V0€H(div;Q), j5 =j — Pni,
et si la condition dans (3.18) est vérifiée.

Alors, u est solution de (3.17) si et seulement si G = wu— K7 appartient X et est solution

du probleme
- BPKKa = KK Kj*. (3.30)

Preuve de la Proposition 4.

Tout d’abord, observons que si on pose £ = j— 75 = VO + Pyj,, alors £ € H(rot; )
et
rot £ =0, £ x n =0 sur 09.
i. Soit w solution de (3.17). Alors, il apparait de la Proposition 2 que w vérifie
(3.13), (3.14) et Pru = 0. Posons @t = u— Kj". Il s’ensuit immédiatement que
i appartient & X N Y7 (Q) et
rot rot i — kK’ = Kk’Kj, (3.31)
Pri = 0. (3.32)
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ii.

Ainsi, rot @ appartient & H (rot; ). En outre, de (3.17), on déduit que 1 vérifie
(rot @1, rot v) — k*(11, v) = k*(IC5*, v) + (£, ot v), Vv € Y(9).
En choisissant v € H'(2)3, cela donne
(rot it X m, v)sn =0

Ainsi rot @1 x n = 0 sur 0€). Il en résulte que rot @ est dans X. Comme
k*(ICs* + 1) est dans L?(Q2)3 et compte tenu de (3.31) et de la décomposition
(unique) (3.28)

rot i = K*(k*0 + k*Kj").

De plus, comme i est dans X N Y7(2), et que K*(k*a + k*K5°) est dans X,
on a

i = kKK (a + Kj).
Inversement, soit 1 = u — Kj* solution de (3.30). Alors,
u=1+Kj = KK K0+ KK +5),
ce qui induit que u est dans Y7(Q2) et satisfait
divu =0, Pru=0.
On a aussi que
rot & = k’rot (IKKIC* (@ + KC5)) = K°K* (4 + KF7).
Alinsi,

Vo e Yr(2) (rot d,rot v)

I
=~
N
3
=
+
3
—
-
o
o+
£
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puisque rot (IC* (i + IC5*)) = @ + Kj* compte tenu du fait que @ + Kj* vérifie
les conditions (3.29) de la remarque.

On retrouve donc
(rot u,rot v) — k*(u, v) = (5, rot v) = (j,rot v),
ce qui implique que wu est solution de (3.17). o
ETAPE 4. ALTERNATIVE DE FREDHOLM.

Considérons 'opérateur T = KCKC*. T est, évidemment, auto-adjoint et compact, résultat
trivial deés que 'on a établi le Lemme 5, et la continuité de IC*.

Les valeurs propres de T forment une suite dénombrable s? > s2 > ... > s2 > ... on
81,89, .y Sn, ... SONt, en fait, les valeurs singuliéres de 'opérateur KC (c’est a dire, les valeurs
propres de (KZK*)%). Ces réels, en général, different des valeurs propres de K si I'opérateur
n’est pas normal. On peut notamment consulter [42] pour plus de détails.

Maintenant, appliquons l’alternative de Fredholm au probléme non homogene (3.30), ce
qui donne

1
— Si % ¢ {s1, 2, ...}, alors (3.30) admet une et une seule solution.

1
— Si — = s, pour un certain m € {1,2,..}, alors (3.30) est résolvable si et seulement

k
si le terme de droite vérifie

(KK*'K3,¢) =0, (3.33)

pour tout ¢ satisfaisant KK* ¢ = s2¢.
Si cette condition de compatibilité est vérifiée, alors (3.30) a une unique solution a

un vecteur propre de T pres (le vecteur propre associé a la valeur propre s2,).
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Reformulons cette condition de compatibilité (3.33) différemment. On a alors
0 = (KK'Kj*, ¢)
(7, K'KK" )
s (7 K" p)

Sa(j__EaKTQQ
sfn(J - ‘ev rot ‘p)v
= sp(drot ¢).

puisque s2,rot ¢ = rot (KK*¢) = K*p et rot £ = 0 (avec £ = j—3*). Ceci termine

la preuve du Théoreme 1. o

3.4 Lespectrede ICK* lorsque () est un parallélépipede

Ce paragraphe est consacré au spectre de 'opérateur ICIC* dans le cas d’une géométrie
simple.
En fait, on suppose que €2 est un parallélépipede rectangle, Q2 =0, a1[x]0, as[x]0, as[.
On montre que

Proposition 5. Le spectre de lopérateur ICIC* est

1 2,2 2, 2 2,2
o(KK*) = {O}U{52 | - = n 727 +2 7; + m;r avec (n,p,m) € N* and np + nm + mp > 0}.
s a? a3 a?

De plus, les vecteurs propres associés sont

nmwIy PTLo MmmTIs3
cos cos

o sin
a a a
nﬂl.Tl . pﬂ-%Q mﬂ3$3
[ cos sin cos
a a a
nwh,  prke . MTLs
7 €OS oS sin
ax a2 as

ot (n, p, m) € N® et (a, B,7) € R® sont tels que

n m
a— + ﬁﬁ +7— =0.
ai as as

La preuve de cette proposition est donnée dans I’annexe.
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Chapitre 4
Une méthode spectrale

Ce chapitre est consacré au calcul numérique de la solution du probleme de Maxwell

dans un domaine polyhédrique par une méthode spectrale.

4.1 Introduction

Dans un premier temps, on s’intéresse a la régularité de la solution du probleme
(3.17) dans un domaine régulier et pour des données régulieres, puis lorsque le domaine
est parallélépipedique rectangle.

Ensuite, on se propose de calculer une approximation de la solution du probléme (3.2)-
(3.3) par une méthode spectrale avec intégration numérique et une méthode d’éléments
finis de type P! (cette derniere est présentée sommairement).

On donnera des estimations d’erreurs pour les deux méthodes, ainsi que des résultats
numériques. On présentera des courbes d’erreurs entre une solution analytique et la solu-
tion calculée par un code de calcul 3D, pour chacune des deux méthodes.

Apres une breve description de ces méthodes et aprés avoir prouvé leur convergences
numériques, on se propose de les comparer en observant les courbes d’erreurs obtenues
dans une géométrie simple.

Enfin, on comparera aussi les quatre premieres valeurs propres du spectre du probleme

45
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discret calculé numériquement par les deux méthodes précédentes a celles du probleme

continu obtenues théoriquement dans le paragraphe (3.4) dans le cube unitaire.

4.2 Régularité de la solution

Le but de cette partie est de montrer quelques résultats de régularité de la solution

lorsque le domaine est régulier et lorsque le domaine est parallélépipédique.

On énonce la proposition suivante.

Proposition 6. Supposons que Q est de classe C™' avec m > 2 et soit j € L*(Q)3 tel que
rot j € H™ 2(Q)3, jx n€ H™ 32(0Q)3,

alors la solution u de (3.17) appartient o H™(S2)3.
Quand le domaine est un parallélépipede, on a

Proposition 7. Si Q =)0, a;[x]0, az[x]0, as[. Supposons aussi que j € H(rot; Q) et vérifie
Jjx n=0 sur 0, (4.1)

alors la solution du probléme (3.17) est dans H?(2). De plus, si k < «q alors

c(Q)

ey < 5 —pallvot g

lo,0- (4.2)

Remarque.— Dans les deux propositions, u est aussi solution du probleme classique
(3.13)-(3.15).
Preuve de la Proposition 6.
Rappelons, tout d’abord, le lemme
Lemme 9 ([37], [5]). Soit Q un ouvert de R® de frontiére de classe C™' (m > 1).
Alors, si @ € L*(Q)? est tel que rot ¢ € H™1(Q)3, divep € H™1(Q) et p.n €
H™2(09) ou ¢ x n€ H™2(30)3, alors ¢ appartient o H™()3.
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Supposons que j € H(rot; Q) et que j x n € H'/?2(9Q) (cas m = 2). Alors, d’apres
la Proposition 2, si la condition (3.18) est vérifiée, u est aussi solution du probleme
classique (3.13)-(3.15).

Par conséquent, rot u € H(rot;Q), rot u x n € H'/?(9Q)>. 11 en découle grace au
Lemme 9 que rot uw € H'(Q)3.

Maintenant, démontrons le résultat par récurrence, ainsi supposons que

rot j € H*2(Q)3, jx ne H*32(90)* = u € H*(Q)?

3. ijxmn €

est vrai pour k = 2,...,m. supposons aussi que rot j € H™ (Q)
H™1/2(0Q)3. L’hypotheése de récurrence, nous donne alors que u € H™(Q)>3.
Posons ¢ = rot w, il s’ensuit, en utilisant le systéeme (3.13)-(3.15) que rot ¢ €
H™ Q)% et o x ne H™ 1/2(00)3.

Du lemme 6, il résulte alors que ¢ = rot u € H™(Q)3. En appliquant de nouveau

le Lemme 6 & u, on déduit que u € H™'(Q)3, ce qui est le résultat proposé. o

Preuve de la Proposition 7.

Le point de départ est le lemme suivant :

Lemme 10. Soit v € L*(Q2)? tel que rot ve H'(Q)?, divv e H*(Q) et
v.n =0, rot v x n =0 sur 052,
Alors v e H?(Q)? et il existe une constante ¢, dépendant seulement de Q) telle que
|9l 20y < C (|[rot rot vl|oq + [|div v|1,) . (4.3)

Preuve du Lemme 10.

Posons

X = Av = —rot rot v+ V(divv) € L*(Q)>.
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On peut, alors, montrer apres quelques calculs que chaque composante v; = v.e;,
i=1,2,3 (ol (&)i<i<3 est la base canonique de R® choisie telle que ces axes soient

paralleles aux arétes de €2) de v est solution du probléme mixte suivant

Av; = x; dans

v; = 0 surly, Vje{l,..6} tel que |nj.ef =1,
avi

ank

= 0 surly, Vje{l,.. 6} tel que nj.e; =0,

ou (I'j)1<j<6 sont les faces de Q et n; la normal extérieure a (I';).
Il s’ensuit grace a [43] (Théoréme 2.5.11) que v; € H?(Q) pour tout i € {1,2,3}
(remarquons que la convexité n’est pas suffisante). De plus, la seconde inégalité

fondamentale dans un polygone convexe donne (voir [44, 43]) I'estimation

[vllz2(@) < e(@)lIxllo,

ce qui termine la preuve de ce Lemme 10. o

Maintenant, montrons le théoreme 6. Soit j € H(rot;(2) vérifiant (4.1) et soit u solution

de (3.13)-(3.15). Posons v = rot . v est alors a divergence nulle et vérifie

rot v = k*>u+rot j € L*(Q)*, vx n= 0 sur 0.

De [40] (Théoréme 3.7), on peut déduire alors que v € H' ()3 et vérifie
|v]|1,0 < C||rot v||o.q- (4.4)
Par conséquent, u € H*(Q)? d’aprés le Lemme 10. En outre

c(2)||rot rot ul|o
c(Q)llrot vl < c() (k*[|u
o(Q) (lulhvz(@ + [[rot sllo.) -

L’ estimation (4.2) est déduite a partir de (4.5) et (3.22). o

[|ull2,0
0,0) (4.5)

lo,0 + [|rot j|

ININ A
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4.3 Approximation par une méthode spectrale

Le but de cette partie est d’exposer une méthode spectrale pour approcher la solution
du probleme de Maxwell en régime harmonique. Nous supposons que ) est un domaine
polyheédral de R® non nécessairement convexe. Plus précisément, on suppose qu’il existe

d parallélépipedes rectangles ouverts 2y, ..., Q; tels que
L 0= ud,0
ii. Pour tout m # j :
(a) QN Q; =0.

(b) L’intersection 2, N €2, est soit vide, un sommet, une aréte ou une face de ,
et QJ
Pour simplifier, on suppose aussi que €2 est simplement connexe.
Soit N > 1 un entier. Pour tout ouvert O de R®, on note par Py (O) I'espace des polynomes
de degré inférieur ou égal a N par rapport a chacune des variables.

On rappelle la formule de quadrature de Gauss-Lobatto exacte sur Pon_q([—1,1]) (voir
([13],[14]) pour plus de détails) :

Vp € Pow_1([=1,1]), / la)ds = 3 ). (4.6)

ot § = —1 < & < ... <&y =1 sont les racines du polynome (1 — z2) L' (z) (Ly étant le
polynéme de Legendre de degré N) et py, ..., pn, les poids associés.

Pour tout m € {1, ...,d}, on note par

2 = {60 = (e, ™ e™);a = (i, 5, £) avec |a| = sup(i, j, k) < N}

la grille de Gauss de type Legendre de 2, obtenue par transformation (translation et
homothétie) dans chaque direction des noeuds &, &1, ..., En et on désigne par p,, |a] < N,
les noeuds correspondants (remarquons que E%n) N E%) est une grille du domaine €2, N2,

lorsque cette intersection n’est pas vide).
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Posons

(m)
N

(1]

-

m=1

(1]

Définissons, maintenant, le produit scalaire discret défini sur I’espace des fonctions conti-

nues sur {2 par :

(wo)n = > A ul€d)o(€d).

m=1|a|<N

Ainsi, si u et v sont tels que
U,U|Qm € IPQN_l(Qm), m=1,2,...,d.
Alors,
(u,v)y = / u(x)v(x)de. (4.7)
Q

De méme, pour toutes fonctions vectorielles w and w, le produit scalaire sera

(w o)y = > (s, vi) -

=1

De plus, pour toute fonction continue ¢y telle que
onla, € Pn(Qn), m=1,2,....d,

on a (voir [14])
lonllsa < (on,on)n < 27|len|lh g (4.8)

Soit, maintenant, Zy, 'opérateur d’interpolation défini sur la grille =5 par :
Pour tout m € {1,...,d}, Zn fla,, € Pn(Qy) et

V€ € En, Inf(€) = f(E).

on obtient alors ’estimation d’erreur par interpolation suivante (voir [14], Théoreme 14.2) :
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Lemme 11. Pour tout réel r et s satisfaisant
0<r<1, 2s>3+r, (4.9)

il existe une constante strictement positive ¢ ne dépendant que de s et du domaine 2 telle

que, pour tout v dans H*(Q)
||U _INU“H’I‘(Q) S CNT_SHU”Hs(Q). (410)

Cette derniere reste valable st s =2 et r = 1.

Introduisons, maintenant, ’espace discret
Y’I{V(Q) = {u € YT(Q)a u|Qm € IPN(Qm)3a Vm = 1, ) d}

On pose

o = g {(rot ¢, rot )y + (divep,dive)y}? .

3 1 (4'11)
PEYL (), @70 (@, 0)%

Le lemme suivant est une conséquence directe de I'inégalité (4.8) et du Lemme 2 :

Lemme 12. Il existe une constante cg > 0 ne dépendant pas de N telle que

1
VN, co < apny < —.
Co

Supposons que le champ j soit continu dans Q et considérons le probleme discret
Trouver uy dans Y (Q) vérifiant : ay(un, vn) = Iy (vy), Yoy € YN (Q), (4.12)
ol
an(un, vy) = (rot uy, rot vy)y + (div uy, div oy )y — E*(uy, vn)n,

et

In(vy) = (4, rot vy)n = (InF, vn)N-

On établit, alors, le théoreme suivant
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Théoreme 2. Supposons que k < og . Alors, le probléeme discret (4.12) admet une et
une seule solution. En outre, si la solution u du probléme continu (3.13)-(3.15) appartient

a H*(Q)? avec s > 1 et si § appartient a H"(Q)> avec r > 3/2, alors
1w — unlype) < QN lullme@ + N7l @) (4.13)

De plus, si ) est un parallélépipéde rectangle et si k < aq, alors

c(Q)
%2 = (0~ k) ok y — K)

Ju— uy (Nl + N i) (414)

Remarque.— L’ existence et I'unicité de la solution discrete sont, en fait, assurées meéme

si k > apn dés que k n’est pas une valeur propre du probleme (4.12).

Preuve — L’existence et 'unicité de la solution sont une conséquence immédiate duThéoreme
de Lax-Milgram.

Il reste a montrer les estimations d’erreurs.

En utilisant, le premier lemme de Strang (voir, par exemple, [26] p.18), on sait qu’il existe

une constante C, ne dépendant pas de N, telle que pour tout vy € Y7V (9)

¢ . a(vn, zy) — an(vy, 2
U— Un|yy) < 5 12 inf  (|uw— vn|yp@) + sup la(vx, 2x) v (vn N)|)
gy — k? \ovev (@) N ¥y (@) 2| ve )
lzy) —Un(z
4 sup (zn) — In(2n)| ‘
2N EYN (Q) |2y |YT(Q)

(4.15)
En choisissant vy dans YTN ~1(Q), le second terme apparaissant dans le membre de droite

s’annule. En effet, en vertu de la propriété d’exactitude (4.7), on obtient

a('UN,ZN) - U'N(’vNazN) = 0) VZN € YT{V(Q)

Il reste alors le premier terme, l'erreur sur la meilleure approximation. Soit I}, la

projection orthogonale de Y7(Q) sur V¥ (Q). On a alors le lemme suivant
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Lemme 13. Soit s > 1 un réel. Il existe une constante C, ne dépendant que de s et de

Q, telle que ’estimation
|<I) - HE@|YT(Q) < CNI_S”‘I)”Hs(Q). (416)

soit vérifiée pour tout ® € H*(Q)* N Yr(Q).

Preuve —

“I’ - H*N(I)‘YT(Q) = inf |(I) - 'UN|YT(Q)

vN €Y71-,V (Q)

Supposons, tout d’abord, que s > 2. En choisissant vy = Zy®, il apparait

@ —IN®lvr@) < [®~In®lyro)
C||® — In®| 10

CN'*||®|| g5 (),

ININ A

grace au Lemme 11. Ainsi, (4.16) est vérifiée.

Supposons, maintenant, que s = 1. Alors, 'inégalité
@ — Iy @lyr(e) < [@lyr(e) < Cll®]la1e),

donne (4.16).
Le cas 1 < s < 2 se montre en utilisant un argument d’interpolation (voir [49]).
Ce qui clot la démonstration du Lemme 13. o

En considérant vy = IT},_, u dans (4.16), on obtient

|’U,— 'UN|Y7{V(Q) S CNlis”’U,“Hs(Q) (417)

Par ailleurs, pour tout zy € Y, (Q) et jx_; € H(rot ;) telsque Vk € {1,...,d} Jn_1la,, €
IPN—I(Qm)a on a

[€(zn) — En(2n)]

/ (J — IN_lj).I‘Ot sz:L' - (INJ — IN_lj, rot ZN)N,
Q

17 — Zn-1dllo,0llrot zn |00 + c[|[Zng — In-1]lloollrot zn[lo,e (d’apres (4.8))
C(l7 = Zn-1dlloo + 115 — ZnJl

VARVAN

o,Q) |2—’N|YT(Q)-
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Par conséquent

sup [(2n) = In(2n)] <

C7 — Zn-14llo,0- (4.18)
N eYN (Q) \ZN\YT(Q)

L’estimation (4.13) est immédiate & partir de (4.15), (4.17) et (4.18).

Il reste & montrer 'estimation de I'erreur dans L?(2)? lorsque © est un parallélépipede
rectangle.

Cette estimation s’obtient par un argument classique de dualité :

Soit xy = u — uy et soit ¢ € Y7 (§2) une solution du probleme

a(e,v) = (xn, v), Yv € Yr(Q).
On a montré dans la preuve de la Proposition 2 que ¢ vérifiait

rot rot ¢ — k> = xy dansQ,
divp = 0 dans €2,
pn = 0 sur 0f2,

rotoxn = 0 sur 0f2.

Alors, selon la Proposition 7, ¢ appartient & H%(Q)? et

C()(Q)

[l a2(0) < W”XN”(LQ'
Maintenant, pour tout zy_; € Y7 *(f), nous avons d’une part

a(xXn,zv-1) = a(u, zv_1) — an(Un, Zv_1)

jrot zy_1dx— (Zyj,rot zy_1)n,

= f —ZIyn_1j).rot zy_ydx— (Inyj— In_1j,rot 2ny_1)N-

Donc,

, )|ZN—1|YT(Q)

c(lli -
(lls -

VARVAN

, )|zN—1|YT(Q)'




Section 4.3 Approximation par une méthode spectrale 55

et d’autre part, avec zy_; = II}y_;¢, le Lemme 13 donne

c
2 _ 1.2
aj — k

C
WHXN”(LQ'

IN

o —zv 1l < eN7ellae N7 xw o

IN

|Z2n—1lyvp(@) < [plvre)

Comme

Ixvlloe = alxn,®) =alxy,» — 2v-1) + a(Xy, 2v-1)
< c(Ixvhz@le = 2v-1lvp@ + (17— Zndlloq + 17 — Zy 1]

0,9) ‘szl \YT(Q))

Ainsi,
c(Q) B .
Ixnlloq < e — (N xwlvew + N "l ar @) -
0
L’utilisation de (4.13) clot la preuve. o

Nous allons décrire, brievement, la mise en ceuvre de la méthode.
Supposons que j est donné aux noeuds de la grille Zy.

) le polynome de Lagrange associé au

Pour tout & € E%n) (m =1,...,d), on note par fém
noeud & dans 2, (Eém) est le produit des polynomes de Lagrange correspondant a £ dans

chaque direction). Ainsi, dans €2,,, la solution discrete peut étre décomposée sous la forme
3
_ (m)
un o, = E E uigle €,
=1 'EEESVm)
ou les u; ¢ sont les inconnues.
Les conditions aux bords uy.n = 0 donnent

uig =051 & €00 et |e.nl=1.

Le probleme discret (4.12) conduit alors au systéme linéaire de 3N?(N — 2) équations a
3N?(N — 2) inconnues
AU = F, (4.19)

N étant le nombre de nceuds, on se rend tres vite compte que le stockage d’une telle matrice

devient tres vite coliteux, méme pour un nombre de noeuds “petit”, c’est pourquoi, dans
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le code de calcul proposé, seulement le produit matrice vecteur, qui en fait est nécessaire
pour l'inversion de cette matrice (par un gradient conjugué stabilisé), sera considéré.

Quelques résultats numériques seront donnés dans le paragraphe 4.5.

4.4 Une méthode d’éléments finis. Une breve des-
cription

L’approximation du probleme de Maxwell en régime harmonique par une méthode
d’éléments finis a été largement étudiée par de nombreux auteurs (voir, par exemple,
[65, 56], [61], [36], [22]).

Dans ce paragraphe, on décrit une méthode d’éléments finis directe. On peut consulter
[36] et [22] pour plus de détails.

Soit 7, = Uk une triangulation de €2 satisfaisant les hypotheéses standard de régularité
suivantes;

— Chaque sommet de €2 est le sommet d’un tétrahedre x € 7.

— Chaque k € T, a au moins un de ses sommets & 'intérieur de €.

— L’intersection de deux tétrahedres peut étre soit un sommet, soit un coté entier, soit

une face entiére.

Le rapport du diametre de chaque élément k dans 7, au diametre de la sphere
inscrite est borné par une constante ¢ indépendante de x et h, ou h dénote le plus
grand diametre des tétrahedre de 7.

Soit I'espace Y2(Q), défini par :

YE(Q) = {v e C°%Q)> Vk € Ty, v|, est affine, Vx; v(M;).n=0, VM; € T}.

Une base de V() peut étre ainsi facilement construite en utilisant la base w; des éléments
P! définie par :

w; est une fonction affine continue par morceaux sur 7, vérifiant

w]' (Mm) = 6m,j-
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Si, on suppose que les I premiers nceuds sont internes, alors une base {w;} de Y} est

donnée par

Wyim 1)i = Wme, 1<m<I, i=1,23 (4.20)

W3r+2(m—I-1)+i — WpTi M> I, 1=1,2. (421)

(e1, ey, €3) étant une base orthonormale de R?® et (71, 72) deux vecteurs orthonormaux,

tangents au bord.

On pose

D=

(Jlrot vpllo,0 + ||div va|lo,0)

Qo p = inf

o CYA (), 5170 lonlli o
b

Il est clair que

o, > Q.

dés que I'on voit que Y(Q) C Y7 (Q).

Considérons, maintenant, le probléme discret ; trouver u;, € Y*(€Q) solution de
a(up, vy) = (j,rot v,), Vv, € Y. (4.22)

On a alors la proposition suivante (voir, par exemple, [36], [22]) :

Proposition 8. Supposons que € est conveze et que 0 < k < oy, alors le probléme
discret (4.22) admet une unique solution up. Si, de plus,k < «q et si la solution u du
probléeme continu (3.17) appartient a H?(Q)?, alors il existe deur constantes C1(f) et

C2(Q2), ne dépendant que de Q) telles que

Cy
al — k?

IN

I — [ vz (o) hllull2,0; (4.23)

[ —upllon < 2,00 (4.24)
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4.5 Résultats numériques

Ce paragraphe est consacré a ’exploitation des résultats numériques donnés par notre
code.
En fait, on montrera et on comparera quelques résultats numériques obtenus par une
méthode d’éléments spectraux avec intégration numérique (MS) et une méthode d’éléments
finis (MEF) que nous avons décrites précédemment.
Tous ces tests ont été effectués dans le cube Q =] — 1, 1[>. Remarquons que ces deux

méthodes nécessitent la résolution d’un systéme linéaire de la forme
AU = F, (4.25)

oll la matrice A est une matrice, de tres grande taille, d’ordre 3N3, N désignant le nombre

de noeuds.

L’inversion du systeme (4.25) a été effectué a l’aide d’un algorithme itératif, en fait
un bigradient stabilisé. Ainsi, pour ce type d’algorithme, le stockage effectif de la matrice
n’est pas nécessaire, seul I'action de ses coefficients dans le produit matrice-vecteur est
requis, ce qui évite le stockage trop cotiteux de la matrice.

Nous avons testé notre code pour la donnée et ’exemple analytique suivant

—6(22 — 1)(22 + 4oy — 222 + 1) + 12(322 — 22)(1 — y?) — 3k%(y2 — 1)(22 + 1 — 222)(2%2 - 1)
J=| —6(22 -1)(2%2 +4zy — 292 + 1) +12(322 — ) (1 — 2?) — 3k2(2® — 1) (22 + 1 — 292) (22 - 1)
24(z + y)2(1 — zy)

3 cos(mz) sin(my) sin(7z)

-1
-1

—I—g —2sin(7x) cos(my) sin(wz) |,
— sin(wz) sin(7y) cos(mz)
et
2(x? — 1)2(y? — 2?) sin(7z) cos(my) cos(rz)
u="06| 2(y>—1)z(z% — 1?) + | 4cos(nz)sin(my) cos(nz)

(2?2 =Dz —y)(z* + 22y + 1) —5cos(mz) cos(my) sin(7z)
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Les figures (4.1-4.2) et (4.3-4.4) montrent le comportement de l'erreur relative pour
la norme de Y7(2) et pour la norme L?(2) en fonction du parametre de discrétisation h
(MEF) et du nombre de nceuds N dans chaque direction (MS).
Ces résultats confirment les estimations a priori obtenues dans les paragraphes précédents.
On peut remarquer que l'erreur (MS) est meilleure que celle obtenue pour (MEF) a un
nombre de neeuds (ou sommets) égaux, cependant, il ne faut pas négliger le fait que la so-
lution test est analytique et qu’il est bien connu que les méthodes (MS) sont trés précises
dans I'approximation de telles solutions.
Les figures 4.5 et 4.6 montrent le comportement de la divergence de la solution approchée,
encore une fois, 'approche par (MS) donne une meilleure approximation, en effet la di-
vergence de la solution est théoriquement nulle, mais numériquement, la divergence de la
solution approchée ne 1’est pas nécessairement.
La figure 4.7 montre le comportement de l’erreur lorsque le nombre d’onde £ augmente
pour les deux méthodes (avec des parametres de discrétisations fixés).
En faisant varier k£, on constate l'existence de certaines valeurs approchées ko v, ki n, ...
pour la méthode (SM) et kg 5, k1 p, ... pour la méthode (MEF) au voisinage desquelles 1’er-
reur augmente et explose, puis décroit. Ces valeurs ne sont rien d’autres que les valeurs
propres du probleme discret (4.25). Certaines d’entre elles n’approchent aucune valeur
propre du probléme continu (3.4) (voir Proposition 5) comme le montre la figure 4.7, I'ap-
parition de ces valeurs propres est diie a la pénalisation par la divergence du probléeme.
En effet, dans la cas ou le domaine est convexe, il est prouvé dans [31] que la forme bi-
linéaire (3.17) coincide avec la forme bilinéaire de Lamé associée aux constantes p =1 et
A =7 — 2, et que le spectre de cette forme bilinéaire dépend de v (Lemme 3.2 de [31]).
Les valeurs propres du probléme discret sont aisément obtenues par la méthode (MEF)
mais pour une précision moindre que celles obtenues par la méthode (MS) qui par contre

nécessite une recherche plus approfondie de ces valeurs propres.
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FiGg. 4.1 — MEF : L’erreur relative dans Y7(Q) en fonction de h, k = 0.37.
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F1G. 4.2 — MS : L’erreur relative dans Y7(€2) en fonction de N (échelle logarithmique),
k = 0.37.
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F1G. 4.3 - MEF : L’erreur relative dans L?(Q2) en fonction de h, k = 0.37.
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F1G. 4.4 — MS : L’erreur relative dans L?(Q2) en fonction de N (échelle logarithmique),
k =0.3m.
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FI1G. 4.6 — MS : L’erreur relative L? de la divergence en fonction de N, k = 0.3x.
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F1G. 4.7 — Les erreurs L?(2) en fonction de k pour les deux méthodes MEF (figure du
haut) et MS (figure du bas) (les droites verticales en pointillé correspondent aux quatre
premieres valeurs propres du probléeme continu). L’explosion de cette norme indiquant

que k est une valeur propre du probleme discret.
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A mortar spectral element method for 3D Maxwell’s equations
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Abstract

The aim of this paper is to propose a mortar spectral element method for solving hete-
regeneous Maxwell’s equations in 3D bounded cavities. The paper is mainly divided into
two parts. The method is based on non-conforming decomposition of the domain into
the union of non-overlapping parallepipeds. The first part is devoted to the presentation
and the numerical analysis of the method. In the second part, we expose some numerical

results which confirm the performance of the method.
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5.1 Introduction

In the last decades, the numerical solving of Maxwell’s equations received a lot of
attention because of their importance in the modeling of several physical and industrial
phenomenon. Indeed, a large variety of numerical methods have been proposed for solving
such problems. Among these methods, there is no doubt that domain decomposition
ones are of the most efficient since they bring a serious flexibility in the discretization
of the original problems and in the computation of the numerical solutions by means of

parallelization.

The aim of this paper is to propose and study a mortar spectral element method for
solving Maxwell’s equations. The mortar method was introduced in [12, 9] for coupling
different spectral and finite element approximations. It is a non-conforming domain decom-
position method in which the interface between subdomains is itself partitioned into the
union of "mortars”. The transmission conditions at the interfaces between sub-domains
are then replaced by some weaker discrete conditions which are expressed in terms of
Lagrange multipliers. The main advantage of such a method is, as underlined before, the
possibility of coupling different, independant and non-matching numerical discretizations

in the sub-domains of the partitioning.

The mortar method was successfully applied for solving second order elliptic problems
when finite elements spectral elements or wavelets are used (see, e. g., [12], [5], [6], [30],
[13]). It was also applied for several other problems like fourth order equations (see [2]),
Stokes equation ([16, 3]) and two and three dimensionnal Maxwell’s equations (with finite
elements) (see [24], [4]). It turned out also that mortar methods are well adapted to

parallel computation as it is shown in [18] and [7].

Here, we deal with the space discretization of heteregeneous Maxwell’s equations in
3D domains by means of a mortar spectral element method. Namely, let 2 be a bounded
open set in R* with a boundary 9 and unit outward normal m. Throughout this paper
we assume that ) is simply connected and that its boundary is Lipschitz. If E(x,t) and

H{(z, 1) denote respectively the electric and magnetic fields in €2, then Maxwell’s equations
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state that
wotH+ curlE = 0,
€OF—curlH = —3, (5.1)
div(uH) = 0,

div (eB) = iw divj.
Hereabove and below the parameters e(x) and pu(x) are positive functions and refer to
the dielectric and magnetic permeability coefficients of the material in Q. The field j(=, t)
denote the imposed source of electric current density. It is assumed that coefficients pu(x)
and e(x) are real, bounded and positive, that is, there exist €y, €s > 0 and py, fioo > 0
such that
€0 < €(x) < €x and pp < p(x) < poo a. €. in Q (5.2)

If we assume that the boundary 0 is a perfect conductor then the electric field satisfies
Exn=0 on 0. (5.3)

It is usual to rewrite the system (5.1) in terms of one unknown, say the magnetic field
H or the electric field E. Here, we choose the formulation in terms of H. Eliminating F

from the equations above leads to magnetic system
pd? H + curl (¢ 'curl H) = curl (¢ 'j), div(uH) =0, (5.4)
and the boundary conditions
pH.n =0 on 09, ¢ '(curl H— j) x n.= 0 on 0. (5.5)
In time-harmonic regime the magnetic field satisfies the equation
curl (¢ 'curl H) — w?*puH = curl (¢ '3), div(uH) =0, (5.6)

Recall that the equation
div(pH) =0

is redundant here since it is a straightforwad consequence of (5.6).
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The space discretizations of equations (5.4) and (5.6) are often distinguished in the
litterature. Here, we show first that the solving of both the equations can be lead to the

treatment of a problem of the form
curl (¢ 'curlu) + Tpu = curl (¢ '4) + uy, (5.7)

where the parameter 7 is positive. This unified approach is based on the use of an implicit
scheme for solving (5.4) and a relaxation algorithm for (5.6). We propose secondly a
mortar spectral element for solving (5.7). Finally, we expose in the case of a 3D geometry
some numerical tests which confirms the performance of the method.

It is worth noting that if {2 is not convex then the magnetic field can have some
singularities at corners and edges. The reader can refer to [14] and references therein
for a characterization of these singularities. Similarly, singularities could appear also at
the interfaces if the parameters ¢ and p are discontinuous (see, e. g., [15]). The analysis
and the approximation of these singularities are beyond the scope of this paper. Hence,
we shall suppose here that the solution u of the problem is piecewise regular (see the
subsequent theorem 1). This assumption on the regularity of the solution is all what we
need here and we do not make any other assumption on €2 and the coefficients ¢ and pu.
However, when the domain is no-convex or when the coefficients € and y are discontinuous
(piecewise constants for example) the numerical method we expose here can be used only
for computing the regular part of the solution. The singular part of the solution must be
treated separatly.

The outline of this paper is follows

— In section 5.2, we recall and state breifly some definitions and properties of the
functionnal spaces used as a framework.

— In section 5.3, we prove that each solution of (5.6) can be approximated by relaxation
of an adequate sequence of solutions of (5.7). The main advantage of that relaxation
process is the unifcation of the numerical solving of (5.4) and (5.6) via (5.7) (provided
that an appropriate implicit scheme is used for discretizing (5.4) with respect to time

variable).
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— Section 5.4 is devoted to a presentation of the mortar spectral method and to its
numerical convergence.

— Section 5.5 deals on one hand with the treatment of some technical details related
to the implementation of the mortar method. On the other hand, some numerical
results are displayed after implementation of the method in a three-dimensionnal

given domain.

5.2 Functionnal framework

5.2.1 Notations

In the sequel, for any integer d > 1 and any open set O of R? (d = 1,2, 3) we denote
by P(O) the space of polynomial functions defined on O and by Py, . n,(O) the space of
all the polynomial functions whose degree with respect to the variable z;, 1 <1 < d, is
less or equal N;. If Ny = ... = Ny = N, then we set Py (O) =Py, ~,(O). In addition, we
denote by L?(O) the space of square integrable functions on . This space is equipped

with the inner product
(u0)o = [ ul@v(e)da
o

and with the associated norm

ulloo = (u,u)g’

For any s € R, H*(O) denotes the classical Sobolev space and ||.||s0 the corresponding
norm.

If O is a bounded and Lipschitz open set of R® then we define the space
H(curl; 0) = {v e L*(0)?, curlv € L*(0)%},
It is a Hilbert space equipped with the scalar product

(%, V)cur1,0 = (curlu, curlv)g o + (u, v)g 0,
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and the norm
) 1/2

[ r(eurrs0) = (Ilvll6.0 + lleurlvflg

Recall that the tangential trace operator u +— u X n is well defined and continuous from
H(curl; O) into H~'/2(d0). Moreover, the following Green’s formula holds

Vv € H(curl;0), YVw € H'(0)?, (curlv, w) = (v, curlw) + (v X n, w) 0. (5.8)

Subsequently, Hy(curl; O) denotes the subspace of vector fields in H(curl; Q) with a

vanishing tangential component on 0Q0. Similarly, for any s > 0, we consider the space
H?(curl; 0) = {v e H*(0)?, curlv € H*(0)*},

which is a Hilbert space endowed with the norm

)1/2

[l 2 eur1s0) = (I19ll30 + [leurl ]S

Finally, when O = Q) we consider the space
H(div; u, Q) = {ve L*(Q)3,div (uv) € L*(Q)}.

equipped with its natural norm

)1/2

[l raivs o) = (N0ll5,0 + [1div (u0)ll5.0) "

and its subspace
Xr(u; Q) ={we H(curl; Q)N H(div; g, Q) | pu.n=0 on 00},
endowed with the norm
el xr s 0y = {lel3 + lleurl wllZ o + [[div (pa) 3.0} (5.9)
The following semi-norm on Xz (u; Q) will be useful in the unrolling of this paper
1/2

lul (0 = {lleurlullg o + |ldiv (uw) oo} ™ (5.10)

We state the following
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Proposition 9. The semi-norm (5.10) is a norm on Xr(u; Q) equivalent to the norm

(5.9).

Proof —

i.

ii.

Let v be a function in Xp(p; Q) such that |v|x, ;0 = 0. Then div (uv) = 0 and
curlv = 0. Hence, there exists s € H'(Q)\R such that v = Vs (see for instance
[20], Th. 2.9). Moreover,

div (uVs) = 0,

s

Hon

Multiplying by s and integrating by parts gives Vs = 0. Thus s is a constant since

(2 is connected and v = 0.

Let us prove that the there exists a constant ¢(€2, €, u) such that

Vo e Xr(p; ), |[vivloge < cvlx,wo)-

We need the following lemma (see [20])

Lemma 1. Let T';, 1 < i < p be the connected components of 0S). A function
ve L*(Q)3 satisfies

dive=0, (vn L, =0 1<i<p,
if and only if there exists ® € H*(Q)? such that
curl® =v, div® =0.

Furthermore, there exists a constant c(2) such that the vector field ® € H'(Q)? can

be chosen such that

[@]l () < cllvllo-

Consider now a sequence in Xr(u; Q) such that

» IvEwnllo = 1.

S|+

"Un‘XT(u; o) <
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Then, it follows from lemma 1 that there exists a sequence {®,} such that
curl ®, = curlv,, div®, =0,

and

| @010y < cllcurlv,ljon <

Slo

This sequence {®,} converges strongly in H'(Q2)® to 0. Furthermore, for any n we

have curl (v, — ®,,) = 0. Thus, for any n there exists a function s,, € H'(Q)\R such

that
Vs, = curl (v, — ®,).
We have
//L|Vsn|2dm = /,uvnVsndw— / u®,Vs,dx,
Q Q Q
= —/ div (pvy,)spdx — / u®,Vs,dx.
Q Q

Hence,

VIV snl5.0 < |ldiv (1w )llo,int [|sn — cllog + [[vA®nlloall VAV salloa-
Thus,

ViV snllon < pg ?||div (pw,)

thanks to Poincaré-Wirtinger inequality

lo,0 + [[vE®nllo,0,

Vi € HH(Q) igﬂ;“w —clloo < ClIVYo0-
Thus, uVs, converges strongly in L?(Q2)% to 0. But

po, = u®, + uVs,.

It follows that ,/uw, converges strongly in L?(2) to 0 which is contradictory to

IVivnllo0 = 1.
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o

In the sequel, we set

le=*2curl v||o o

(5.11)

Wy = inf
T e xr(u)div(un)=0; w20 || 200

Observe that wy > 0 thanks to proposition 9.

5.3 A common approach for time-harmonic and time-

dependent Maxwell’s equations

The subject of this second preliminary section is to prove that the numerical solving
of both time-dependent and time-harmonic Maxwell’s systems can be lead to solving
the same equation in terms of the magnetic field. Moreover, this equation is elliptic and
admits a coercive formulation in the space H(curl;() without any constraint on the
divergence and on the traces at the boundary. The use of an implicit scheme for the time-
dependent case and a relaxation algorithm in the harmonic case is at the heart of this
unified approach. Let us consider firstly the Cauchy problem associated with the problem
(5.1) with the initial conditions

E(x,t =0) = Eq(x), H(x,t = 0) = Hy(x).

Then, this Cauchy problem can be rewritten after some classical transformations in terms

of the magnetic field as follows

wo?H + curl (e 'curl H) = curl(e'y) in Q,

pHn = 0 on 0f2,
etcurlH—j)xn = 0 in 002 x [0, 7] (5.12)
H(zt=0) = Hz) in Q,
(0;H)(xz,t =0) = —p ‘curlE; in Q,

where the unknown is H.

Let T > 0 and let us devide the interval (0, 7] into p equally-subintervals (t, tx. 1] with
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ty = kAt, k =0, ...,p, where At = T/p is the time step. For a given sequence, {u*}}_, in
L?(2) or L*(Q2)? define the discrete first and second order backward finite differences

uk — k1 Opngtl® — Opub=t b — Qubl k2

2 k _
A Oant = At - AL2

aAtU,k =

Next, using these finite differences to discretize the second order time derivative leads to
the discrete problem : find H*, k =1, ..., p, such that

pdA, H* + curl (¢ 'curl H*) = curl (e7'§"), (5.13)
where §*(2) = j(,t;) for any k = 1, ..., p. The initial conditions are given by
H’(z) = Hy(z) and H '(z) = Hy(x) + (At)curl E,.

This yields that for any, k = 1,...,p, H* is solution of an equation of the form

curl (e tcurlu) + 7u = curl(e71g) + uy,
pu.n = 0on 05, (5.14)
curlu xn = 37X non 0.
where

2H"' — H*?
Az

Consider now the time-harmonic regime in which the the magnetic field H € H(curl; )

7=1/At* and uy =

is described by the equations

curl (e 'curl H) — w?uH = curl(e!j) in Q,
div(pH) = 0 in Q, (5.15)
e(curlH—j) xn = 0 on 99).

The electric field is given by

E

(iwe) "' (curl H — j). (5.16)
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Note that the boundary condition in (5.15) is meaningful since ¢! (curl H—j) € H(curl, Q)
thanks to the first equation of (5.15). In fact, this condition could be re-written into the

form
(e Y(curl H— 7)) x n=0in H~/2(0Q)3.

It is worth noting that systems (5.14) and (5.15) are quite similar. The only difference is
due to the sign of 7 which is positive in (5.14) while it is negative in (5.15) (in the latter
7 = —w? < 0). A direct consequence of this difference is that (5.15) at the contrary of
(5.14) do not admit a coercive variationnal formulation in the space H(curl; €2). This is
why it is usually re-written into the penalized variational form : find w € X7 (p; ) such
that

as(u, v) = £(v), (5.17)

where

div (pw).div (pv) dz — w? / u.vdx.

as(u, v) :/e_lcurlu.curl'vda:-f-/
0 0

Q

and
45 (v) :/e_lj.curl'vdw.
Q

This difference leads a lot of authors to distinguish the numerical treatment of time-
dependent problem (5.14) and the time-harmonic problem (5.15). Here, in order to solve
both problems by a common numerical method (and also for some other technical reasons,
see remark 5.4.2 hereafter) we shall prove that any solution of (5.15) is the limit of a quickly
converging sequence of solutions of (5.14). Namely, we consider the sequence

- uy=0.

— For any n > 0, u,,1 is solution of the variationnal problem : Vv € X7 (u; Q)

(7 curl w1, curl v) + 7(pts1, 0) = (@2 + 7)(un, 10) + (€, curlv),  (5.18)

where 7 fixed real not depending on n.
Note that if 7 > —w?2 where wy is defined by (5.11), then the bilinear form on left hand

side of (5.18) is coercive by virtue of proposition 9. It stems from Lax-Milgram theorem
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that the sequence (u,),>o is well defined. The convergence of that sequence is stated as

follows

Proposition 10. Suppose that

w? + W

w<wy and T > — (5.19)

Then, the sequence (u,)n>o converges strongly in Xr(u; Q) to u, where u is the unique

solution of (5.17). Furthermore, we have

1
[t = ) < (w5 + 7D 270wl (0,

where

w7

5 < 1.
w+T

To

Proof — For any integer n > 0, set ®,, = u,, — u, where w is solution of (5.17). Then,
®,, and satisfies div (u®,) = 0 and

(e teurl®, 1, curl v) + 7(®, 11, uv) = (W + 7) (P, pv), (5.20)

for all v € Xp(p; Q). It follows that

(wg + TlIVE®nialloe < |w® + 7/llvE®allo0-

Thus, if 7 > —w3 we get

lo,0 < 7ol|v/1®r

lo,0-

||\//j¢n+1
Hence,
VAR i1lloo < 70 IV Eulo,0-

Moreover, from (5.20) then

(= inf(r, Ol A rs1llon + w2 + 7llly/Aallo) | /EB s
[~ inf(r, 0)73 " + i + 73] 79| A3 o
(w3 + 7))l

-1 2
€00 |‘I’n+1‘xT(u;Q) 0,2

VAN VAN VAN

2
0,0
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If w < wy and 27 > —(w? + w?) then 75 < 1. In this case the sequence {u,} converges
strongly to win Xp(u; Q).

O

Remark. This relaxation scheme could be intrepreted as a time-discretization of the
evolution equation

P )
Ma—? + curl (e 'curl u) = w?pu + curl (7'5),

by using an implicit Euler’s scheme.

We conclude that in both the cases (time-dependant and harmonic ones), we are lead to
solve an equation of the form (5.14). The remaining of the paper is devoted to the solving

of the equation by means of a mortar spectral element method.

5.4 The mortar method

5.4.1 The discrete space

Suppose that Q is a polyhedral domain of R® which has a non-overlapping partition

of the form
K
a=Jo,
k=1
where Q1 ..., Qx are K disjoints rectangular parallelepipeds of R* whose edges are parallel
to the canonical axes.
For any k < K we denote by I'; ;, 1 < j < 6, the faces of €. We suppose that the

intersection of two sub-domains is either empty, or a point or a segment or rectangle. The

skeleton S is defined as follows

S= (6669k069j>.

k=1j=1
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F1G. 5.1 — A 2D example of a conforming decomposition

We shall assume that this skeleton admits a partition of the form

where, for any s < m, F; is a face of (Y, for some k(s) < K. Note that this last
assumption is not restrictive since it allows conforming and nonconforming geometrical
decompositions (see 2D illustrations in figures 5.1, 5.2). However, it excludes some domain
decompositions for which some of the portions F); could not be chosen as whole faces of
the subdomains (see the 2D illustration in figure 5.4.1).

Now, for any s < m, we set

E(s) = {£<K|0QnF, #0}, E(s) = E(s)\{k(s)}, (5.21)
M; = N (5.22)
The faces Fy , ..., Fx are called mortars or slave faces.

Now, consider K integers Ni,...,Ng such that N, > 2 for all £ < K and set
§ = (Ny,..., Ng) € NK. (5.23)

Here 6 is the parameter of discretization. For any positive integer j < Npin, 0 — j denotes
the multi-index (Ny — j, ..., Nx — j).
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Fic. 5.2 — A 2D illustration of a non conforming decomposition

Q1 Q,

Q, Qs

Fic. 5.3 — A 2D illustration of an excluded domain decomposition since some mortars

can not be chosen as the whole edges of sub-domains.
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Fs A

F

FL =

FiG. 5.4 — An example of the mortar decomposition in a 3D configuration.

In the sequel, we set

Nmax = max Ni, Npin = min N;.
1<k<K 1<k<K

We set also

maxeer(s) Ve Nmax
N5 = max —, < .
1<s<m mingers) V¢ = Npin

Observe that

Vs < m, V€ E(s), 776_1]\[@ < M, < nsN;y.

81

(5.24)

(5.25)

In order to use the numerical quadrature formulas to evaluate the integrals, we construct a

Gauss-Lobato grid on (2 as follows; firstly, we denote by Envpo = —1 <éni < ... <&vnv =1

the zeros of (1 —x?)L'y(x) for any integer N > 1. Recall that there exists positive weights

PN,0y -+ PN,N such that

1

WP =11 [ pladds =3 prap(es)

1

Then, for any k € {1, ..., K}, we denote by

2 = {&6 = (R Ehso EN )i @ = (4,4, ) with |a] = sup(i, j, £) < Ny}

(5.26)
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the grid of 2, obtained by translation and homothety in each direction of the nodes
ENe0,EN 1y - €N, N, and by p((lk), la| < Ny, the correponding weights given by

vol(S2 . -
Pf(xk) = ka;ikaaijk,e% with o = (4, j, ).

Now, for any k£ < K, define the discrete product on the space of continuous functions
in Q by :
k)
u v Qk N = Z pa 6 )

|| <N,

Thus, if v and v are such that
uvlg, € Pon, 1(2),

then,
(1, v, = / w(@)(@)dz. (5.27)
Qp
Similarly, for any continuous vector functions u and v, define the scalar product

3

(u, W)y n, = Y (ui, 03y,

i=1
Moreover, for any continuous ¢ such that
90|Qk € ]PNk (Qk)a

one has (see [11])

lellg 0. < (@, P)apn, < 27/0ll6 - (5.28)
Now, we introduce the interpolation operator Z; defined as follows : for any function v,
continuous in each €, Zsv satisfies

IgU|Qk € ]PN;C (Qk)

for and

vé € ZF, Ty(€) = f(€).
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for each k € {1, ..., K}.
We have the following estimate of the interpolation error (see [11], Theorem 14.2) : for
any v € L?(Q) such that v|g, € H*(Q4) for each k < K

K

lo = Zyvllay < e N ™ ol (5.29)
k=1
provided that the real numbers s, satisfy
3
Sp > 9" (5.30)

Now, let F,, s < m be a slave face. For almost every & € F, there exists a unique
¢ € E(s) such that & € 0y N 0. For any function defined u on 2, u™ denotes the
value of u on the master side of the skeleton and u~ its value on the slave side. We set
[u] = u™ — v~ the jump of u across interfaces between sub-domains across interfaces. Of
course any vector field in H(curl; ) is also in H(curl; Q) for each k£ and satisfies the
transmission condition

[ux ng] =0, (5.31)

at each interface 09 N 0€Y;.
Now, for any multi-index 7 = (ny,...,ng) € N¥ define W, (Q2) as the space of all the

functions v defined on €2 and verifying
Vi, € Po, (). (5.32)

In order to define the space Hs(curl; Q) which is the discrete counterpart of H(curl; ),
we replace the transmission conditions (5.31) by some weaker discrete conditions. Namely,

Hj(curl; Q) is defined as the subspace of W;(2)? of all the vector functions v satisfying
/ (vh x my — v X my).pdls =0 Vip € M (F)), (5.33)
-

at each slave face F, , s < m. Here M (F, ) denotes a suitable space of Lagrange multi-

pliers. More precisely, we choose

V1<s<m, M(F;)="Pun-—(F). (5.34)
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Another adequate choice is the following
V1 <s< S, M(SS(FS_) = IPNk(s)_2aNk(s)(FS_) X PNk(s)yNk(s)_2(FS_) (535)

The furthcoming analysis remains valid for both the choices.

Define also the broken norm ||.|| g, (cur1,0) as follows

K
%I*(curl Q) — Z {(Curl v, curl ,U)Qk + (’U, Iv)Qk} :
k=1

]

5.4.2 The discrete problem

Here we wish to approximate the magnetic field H that satisfies the second order

equation
curl (e 'curlw) + Tpu = curl(e7'j) +uy in Q, (5.36)
curluxn = jxn on 0.
Here 7 > 0 is a given parameter, 7 is the imposed current source and g is a data field
which comes from the use of an implicit scheme in the case of time-dependent equations
or from the use of the iterative scheme in the case of time-harmonic regime.

This problem has the variationnal formulation : find w € H(curl;2) such that

a(u, v) = £(v), (5.37)
where .
a(u,v) = Z{/ e_lcurlu.curlvdw+T/ ,uu.vda:},
k=1 7% ,
K
((v) = Z{/ ¢ 'jeurlvde + uo.'vda:.}
k=1 V% %

Consider now the discrete problem : find us € Hs(curl; Q) such that
a(s(u(;, ’U(s) = 65(1)5), Yo € H5(curl ; Q), (538)
with

K
as(us, vs) = » (e curl us, curl vs)o, n, + 7(1ts, V5)a, N,
k=1
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and
K K
lo(vs) = D (¢ ', curlvg)o, n + > (o, v5)ay, ;-
m=1 m=1

where we supposed that e 17 and uy are continuous in each €. Observe that there exist
two constants ., (T, to, €x) and B.(T, lo, €x) , not depending on 6 = (Ny,..., Ng) such
that

VU5 & HJ(CUI‘] ; Q), a(s('u,(;, U5) > 045||u(5| %I*(curl Q) (5 39)
VUJ, Vs € HJ(CUI‘I;Q) ‘GJ(’U,(;, ’U(5)| S ,8*||’U,5| H*(curl,Q)||v¢5| H,(curl Q)
thanks to (5.2) and (5.28).

Remark. In the case of time harmonic equations, one could be tempted to consider the

discrete problem associated to the continuous problem (5.17) : find u € Xr5(y; §2) such
that

az,5(u, v) = la,5(v), (5.40)
where
K
ass(u, v) = Z {(e 'curl u, curl v)q, v, + (div (pu), div (L)) a,,n, — w” (8, V)ay, N }
k=1
and
K
£27(5(’U) = Z(Gilj, curl "’)Qk,Nk-
k=1

Here Xr5(u; §2) denotes the discrete space corresponding to Xr(p; €2) which is construc-
ted similarly to Hs(curl; ) by adding a matching condition on the normal component
at the mortars. It is worth noting that this approach leads to consider the following

questions : is the semi-norm
K

Z {/ ¢ 'curlu.curlvdz+ [ div (pu).div (po) da:} :
Qp Qp,

k=1
a uniformly elliptic norm on the discrete space X75(u; Q)7 (as is the semi-norm (5.10)
in the continuous case). The difficulty of this unresolved question and the uncertainty
about its affirmative answer are circumvented here by the use of the iterative algorithm

proposed in section 5.3.
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5.4.3 Error estimate.

Theorem 1. Let w € H(curl; Q) be the solution of (5.37) and wus the solution of the
(5.38). We set
A= ¢ (curlu— j). (5.41)

Suppose that for each k € {1,..., K}

uc H%-H(Qk)’ A€ HUk_H(Qk)

for some real numbers sy > 1/2, o, > 1/2. Suppose also that there exists a uniform

constant ny such that
M5 < Mo (5.42)

Then,

K
1/4—s —0
= usl| . (eurr ) < C(ZN;/ “lull g o) + (log Ne) >Ny ’°||>\||Hak+1<nk)>
k=1
(5.43)

Remark. The condition (5.42) can be dropped provided that right hand side of (5.43)
is replaced by

C ( 1/4 3/4 ZN1/4 3k||’u,||Hak+1 (%) + ZT] ]'OgNk ]‘/ZN_Uk“AHHUk"'I(Qk))

The proof is based on the following lemma

Lemma 2. We have

H(curl Q) < C(”“ - I(;’U,|

_ inf _
||U U5| H,(curl Q) + v(;EH;g:url ) ||’l.l, ,05|

b(w, ws) — bs(u, ws)

H(curl Q)

+ sup
ws € Hg (curl ;Q), w#0 ” ws ||H,, (curl Q)

a(u, w;) — z(wg)) |

H,(curl,Q)

+ sup
ws € Hs(curl ;Q), w#0 || ’U]5|

(5.44)
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where

b(u, ’(U5) = CL(U, W5) — E(’wfs), b5(u, w,;) = a(;(I(;u, 1U5) — 65(’1.05).

Note that the last three terms on the right hand side correspond respectively to the
best approximation error, the consistency error and the numerical integration error.
Proof — This lemma is a slightly modified version of the Berger-Scott-Strang lemma

(see [8]). Indeed, for any wv; € Hs(curl; Q) we have

ol us — vs] %I*(Cuﬂ = as(us — vs, us — v5) = Ls(us — v5) — as(vs, us — vs)
< Ls(us — v5) + as(Tsu — vs, us — v5) — as(Lsu, uy — v5)
+a(u, us — v5) — a(u, us — vs) — £(us — vs) + £(us — vs).

Hence,

oz*||'u,(; - 'U(S| H,(curl,) S /B*”I(S'u'_ Ivt§| H,(curl,Q)

|b(w, ws) — bs(u, w;)l

+ sup
ws € Hs(curl;;Q), ws#0 ||w5| H,(curl,Q)
—/
+ sup |a(u, ws) (ws)|

ws € Hs(curl;;Q), ws#0 ||’l.l](5| H,(curl ,2)

Finally, we use the inequalities

l|lu — us [l w — vs]| 1. (cur1,0) + ||us — vs]

|l — Zsul

H,(curl Q) H.(curl,Q),

IAIN

| Zsu — vs|

H,(curl,Q) H.(curl,Q) + ||U - '06| H,(curl Q)

which ends the proof of (5.44). ¢

The best approximation error

The estimate of the interpolation error consists to find a good approximation of u in
the discrete space Hj(curl; ). The construction of such an approximantion constitutes

one of the main difficulties in the numerical analysis of the mortar methods.

Proposition 11. Suppose that

ulo, € H*(Q)
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for some real numbers s, > 3/2 (k =1,...,K). Suppose also that the assumption (5.42)
1s satisfied. Then

K
1/4—s
H.(curl Q) <c E Nk;/ k”u”Hsk"'l(Qk)' (545)
k=1

lw — Zsul| g, (cur1 o) + inf : || — v

vs € H(curl;Q
where c is not depending neither on § nor on wu.

The proof of proposition 11 is divided into several steps. We start by introducting
some useful notations. Let A =] — 1, 1[> be the unit cube and F' =] —1,1[*x{1} its upper
face. We denote by e; = (1,0,0), e, = (0,1,0) and e; = (0,0,1) the canonical basis of
R3. Consider a collection of non trivial open rectangles G1,...,G, a collection of non trivial
rectangles such that

— G;NG; =0 for any i, j such that i # 7,

r

=1

— The éages of each GGy, is parallel to the canonical axes.
We denote by H(F) the space of all the functions u € L2(F) such that

we; € H'(G;) for all i € {1, ..., r}.

Step 1 : Some discrete operators

For any integers N and M, we denote by 7wy the L? projector from L?(F) onto
Py (F) and by P75, (F) (resp. Py, (F)) the space of all the polynomial functions v €
Py (F) such that v = 0 at z = 41 (resp. at y = +1). We define also the operator my",

as follows : for all u € L*(2), my",u is the unique element of Py (F) such that

/(u — Ty ) pdzdy = 0 for all ¢ € Py o 5 (F). (5.46)
P

Similarly, we define the operator my%, as follows : for all u € L*(2), 7y%,u is the unique
element of Py /(F') such that

/(u — TNu)pdedy = 0 for all ¢ € Py ao(F). (5.47)
F

We state the following
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Proposition 12. Let N > 1 and M > 1 be two integers. There exist two constants cq,
co not depending neither on N nor on M and such that for any function u € fII(F) the

following estimates hold

Imllem < aN Y (lullmey + Nlulle) (5.48)
k=1
8(7'{'*’58 u) T
H% < aNY2Y " (llullm ey + Nlullz@,)) - (5.49)
v e P

Simalar estimates hold for the operator 7rNM with N replaced by M and x replaced by y.
Proof — The proof of proposition 12 is based on the following lemma

Lemma 3. Let N > 1 and M > 1 be two integers. There exists a constant ¢ not depending
neither on N nor on M such that for any function u € ﬁ[l(F) the following estimate holds

T

1(warw) (21, Mlz2g-10p < aN72 Y (lullm + Nllulle) - (5.50)
k=1

Proof — Let u € H(F). We set w = mnmU € Py (F) and
an (2, y) = (Ln(2) + Lyt (2)w(l,y) € Pyy,um (F).

We have on the one hand

1
9
/ w(z, y)%(% y)dz = 2w(1,y)’

1

since gy is orthogonal to the space Py_; 5/ (F'). On the other hand we have

ogn 0
/w(x,y)ai(x y)dxdy—/U(x,y)%(x,y)dxdy-
F F X

Hence,
1 r dqn
2/ w?(1,y)dy = Z/ u(z,y)—=—(z,y)dzdy
-1 k Gy a

T
= ( acqua:yda:dy—i-/ xquacy)nelda)
G, 0T Gy

IA
o

llw (1, )lL2g-1,1p,

v

(N 1/2||—||L2 @)+ llull 26y
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where we used Cauchy-Schwarz inequalities combined with the estimates

a2y < eNTV2|lw(L, )| r2q-1,1p
lq(z,y)] < (|Ly-1(z)|+ [Ly—o(2)])|w(l,y)| < 2/w(l,y)| Vye€]-1,1].

Recall that there exists a constant C' such that for any ¢ > 0 the inequality
Jullz2oe,) < ¢ (ellullae,) + € Hlulley) »
holds for any u € H'(G}). Taking e = N~1/2 gives (5.50). ¢
We prove now proposition 12. Let u € ﬁl(F) and set w = Ty_omu € Py (F) and
v = Tyu. We prove easily that
1 1
o(z,y) = w(z,y) = (I (o) + Ln(@)w (L) — 5 (L1 (=) + L(=2))w(~1,9).

Thus,

C
llzzy < llwllzeeey + 777z (1w lzg-1ap + lw(=1, lzzg-1p)-

Using (5.50) yields (5.48).
On the other hand, we have

v, v
/F(a) dzdy = —/Fv@dxdy

= —/uaz—vdazd

- F 6%2 y

= Z/ a—ua—vdxdy—/ u@n.ewda
1 G, ax aT len 8:6
d ov

< Y (lullzr ey + Nllullz2ec,)) ||%||L2(Gk),
k=1

where we use the inverse inequality

ov ov
||£||L2(6Gk) < N||£||L2(Gk)-

Step 2 : A lifting operator
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Lemma 4. Let N > 1 and M > 1 be two integers. Then, for all v € Py, (F) there eists
a function 1 = ’R,?]/V’MU € Py v (A) such that

Y = v onF,

5.51
ey xn = 0 on OA\F. ( )

Moreover, there exists a constant ¢ not depending neither on N nor on M such that

ov
19 €2l (curt; 4y < C”U”L?(F)“a_x“Lz(F)- (5.52)

Proof — In the following, ¢ and C denote any constant not depending on N and M.
We set

Tﬁ(% Y, Z) = (pN(Z)U(.’L', y),
where oy € Py (] — 1, 1[) will be chosen such that

on(1) =1, pn(=1) = 0.

It is quite clear that ¢ fulfills (5.51). On the other hand, we have

||¢||%2(A) = ||‘PN||%2(]_1,1[)||U||%2(2F)a 5.53)
ov .
||curl (1,/182)”%2(1\) = ||90N||%z(],1,1[) 7 + ||U||%2(F)||<P§v||%2(]_1,1[)-
L*(F)
Thus, if v #0
|curl (¢62)||%2(A) = (||</?N||%2(]71,1[)W2 + ||<PIN||%2(]71,1[)) ||U||%2(F)-
where
|2
_ 1192l
||U||L2(F)
Note that

c<w< CN2 (5.54)
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thanks to the inverse inequality

0
‘ ikl < CN?|Jol| 2, (5.55)
0 || 2 (r)
and the Poincaré inequality
ov
P > c|[v]|z2()- (5.56)
‘ Oz L2(F) w

Now, we choose
on(2) = apn(2) + Brn+1(2),

where for any m € {N, N + 1}, pn(z) is defined as follows

1 2k+1
Pm(2) = Z wz(k+1)L£" )(Z)'

k>0

The coefficients o and 3 are given by

1 3 1
o= , f=—r—.
2pn (1) 2pn41(1)
Observe that
lo| < aw, 8] < cw,
since I (1) )
cm c

form = N or m = N + 1 (thanks to (5.54)). Observe also that ¢y satisfies

on(1) =1, pn(=1) =0

and
wrpn(2) — @iy (2) = aLiy(2) + BLy11(2), (5.57)

Multiplying the latter by ¢n(2z) and integrating by parts on | — 1, 1] gives

W2||90N||%2(]_1,1[) + ||€01N||%2(]—1,1[) = AN
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where we set Ay = ¢/y(1) + a+ B.
On the other hand, multiplying (5.57) by 2(z + 1)¢'y(2) and integrating by parts again
yields

Wllonlzaq 1ap = I1€n T2 11p = 20° =20y (1)* —4(a+B) Py (1) = 2w =2X5 +2(a+§).
Hence
20 lonlZ2qorip = =2\ + Av + 2w + 2(a + 8)* > 0,
and
20| nll72qip = 2\ + A — 2w = 2(a + B)* > 0.
It follows that

—1+\/1+16w2+16(0z+6)2<)\ <1+\/1+16w2+16(a+ﬂ)2
4 =N = 4

< Cw.

Finally, we get after replacing in (5.53)
ov

oz

|| L2y,
L2(F)

leurl (e5)[72ay < ¢

c
||¢||%2(A) < _”U“%?(F)a

w 3
< ||U||L2(F)
- 0v
||a—||L2(F)

ov
< CHUHH(F)”a_x”U(F)a

where we used Poincaré’s inequality (5.56). Inequality (5.52) follows immediately. ©

Remark. The choice of the polynomial ¢y is not as arbitrary as it seems. Indeed it

minimizes the functional

w2||<PN||%2(]_1,1[) + ||90§v||%2(]_1,1[),

on the set of all the polynomial functions p € Py (]—1, 1]) verifying the conditions p(1) = 1
and p(—1) = 0.
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Proposition 13. Let N > 1 and M > 1 be two integers. Then, there exists an operator
R from L2(A)® onto Py (A) X Paarn(A) x {0} such that : for all w € L*(F)3,

Rn,mu satisfies

/(RN,M'U, X n).apdxdy = /(u x n).4pdrdy  for any P € Py_o pm(F) x Py yr—o(F),
F F
Rymuxn = 0 on OA\F.
(5.58)
Moreover, there exists a constant c, independent of N and M such that for all u =
(u1,us,us) € H(F)? x L2(F) we have

||RN,MU||H(curl;A) < c {M1/4 Z (”U’l”Hl(Gk) + M||u1”L2(Gk))
k=1 (5.59)

AN (sl 6, + Nlluzllze) ¢
k=1

Proof — Let u = (uy, ug,u3) € L*(F)3. We set
RN,MU =wie + Wo €2,

where wy = (R y © Ty ur and wy = (RYy 5 © Ty u2. Here RY, ), denotes the lifting
operator of lemma 4 and RY ), denotes the similar operator obtained by exchanging z

and y. It is quite clear that Ry p u satisfies (5.58). Furthermore, we have

a(ﬂ—}k\”f]Mul)

oy

0 (WETMW)

ox

+ Iy ruallre )
L2 (F)

L2(F)> .

||RN,MIU’||§{(curl iA) < c <||7T;\}?M“1||L2(F)

, 2
< c| MTY? {Z (lluall g +M||U1||L2(Gk))} +

k=1

2

r

N—w{ <uu2nm<ak)+Nnu2llm<aw>} ’
k=1

which is the desired result. ¢
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Step 3 : Proof of Proposition 11
Let us now find an element s in the discrete space Hj(curl; Q) which is a good

approximation of u. Firstly, we put
us = Tyu+ ws,

where wj; will be chosen subsequently. Let z be the function defined on the skeleton S as

follows

z=[Tsu— u] = [Tsu] on F,

for any s < m ([.] denotes the jump across the skeleton S). Let F,, s < m, be a slave

s 7

face. For any ¢ € E(s) we set I'; , = F,” N 0€,; and we define the following extension of z

R in Qp(s),
Rsz= M2 T k)
0 elsewhere.

where Ry, is the lifting operator in 2;(,) constructed from the operator R, s, of pro-
position 13 by translation, homothetie and rotation.

It follows from proposition 13 that

I Rs 2|y (curts) < CM3_1/4 Z (Ilz % ns”Hl(F;nam) + M|z x ns||L2(F;mam))

LeR(s)
< d\/[s_l/4 Z (||(If;u— u) X nSHHl(F;man) + Ms“(l-f;“_ u) x nS”LZ(FS’ﬂBQe))
Lek(s)
< MUY (NG MNP [ x | gt o)
Lek(s)
K
1/4 3/4 1/4—
< el )Y N T |l e o)
k=1

Finally, we choose

m
w5 = E Rz
s=1
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Then,

N

m
1@ = sl myeurrsy <D IR 2 by (curnso),

< Ot +ny* ZN“ ] o1,
k=1

Using (5.42) ends the proof of (5.45).
The consistency error
Let A be the vector field defined by (5.41). Note that A € Hy(curl, Q) since
curl A = —Tpu+ uy in 2, A x n= 0 on 0S.

Proposition 14. Assume that for each k € {1, ..., K}

Alg, € Ho*MH (), (5.60)
for some real number oy, > 1/2. Then
K
a(u, ws) — £(w, - o
sup (u, w;) = £(ws) <> 0t (log Ni) AN [ Ml g,y (5.61)
ws € Hg(curl ;Q), w0 ”wts”H*(curl,Q) 5=0

Proof — Observe that
K

a(u, ws) — £(ws) = Z {(¢ *curl u, curl wy)q, + 7(pu, ws)a,
(Curl (e7'4), ws)a, — (uo, ws)oy, },

K
= Z (A, curl wg)g, — (curl A, wy)gq, .
k=1

Suppose now that A € H'(€2,) for any k < K. Then, after an integration by parts
K

a(u, ws) — L(ws) = Z (ws X n).Ado,
k=0 v/ Ot

= Z/ [w] X ng — w; X n,.Ado
S;LO s

= Z/_['w; X ns — wy X ng).(A —¥)do
s=0 8
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where ) is an arbitrary function defined on the skeleton S and is such that @ € Py, (F, )3
for any s < M.

It follows that for any positive and sufficiently small parameters pg, £k =1, ..., K, we have

o wg) — fwp)| < €3 3

/ (ws x n).(% — )do
09

s= 1 keE(s)

< CZ Z [ ws x |- /240 (90 ) ||( )||H1/2 Pk (30%)
s=1 keR(s)

< -1/2

> CZ Z Pr ||'wr5Xn”H—l/‘HPk(an)”)‘_¢||H1/2—Pk(F;) )
s=1 \ k€k(s)

—

where (A — 1) denotes the extension by zero of A — 4 to 0€2. The term p:/g is due to
the norm of this extension considered from H/2=#%(F.") into HY?=Px(08Y,).

On the other hand, we have
[|ws x n||H—1/2+Pk(BQk) < |lwslmer(,) + llcurl ws||2(q,),
thanks to the formula (5.8). Then
lws x 2l g-1/2400 00, < NG [l 05l m1(curt; 2)-

Finally, choosing pj, = (log N;)~! we deduce that

71 2 O —
la(u, ws) — £(ws)] < 2 N2k o 2% || ws | reurt; ) I A | o172
kEF(s)
K
S Z Z 7’5 lOgNk:)l/QN a—k”w(s“H(Cul‘l Qk ||A||Ho'k+1/2(F )
kek(s)
K
S Z log]\/'k 1/2N O—k”A”H"'k‘i‘l Qk ||'w6||H5 curl; Q),
k=

where we used the assumption (5.60). ¢
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5.4.4 The numerical integration error

Let use now estimate the error due to the use of the quadrature formulas for computing

the integrals appearing in the discrete problem. We state the following

Lemma 5. Suppose that the vector field X\, defined by (5.41), satisfies (5.60). Then, there

exists a constant ¢ not depending neither on § nor on u such that

b(w, ws) — bs(u, ws

sup
ws € Hg(curl;;Q), w0 || w5||H5 (curl;Q)

K
) < e N A weirray)- (5.62)
k=1

where

b(u, ws) = a(u, ws) — l(ws), bs(u, ws) = as(u, ws) — s(w;s).

Proof — The estimate of the numerical integration is a classical exercise. Consider
now a function z; € Ws_1(Q)3, 2o € W;_1(2)3. We have

K

Z()\ — zy,curlws)o, + (Tpu — ug + 22, ws)q,,
k=1
K

|b(u: w5) - b5(u7 w5)| <

+) (21— A curlwy)o, v, + (2 — T+ o, ws)o, v,

Ié}:l
< Z()\ — 2z, curl ws)g, + (22 — curl X, wy)q,
S
+ Z(zl — A, curl w5)9k,Nk + (Curl)\ — 2, th)Qk,Nk )
k=1

It follows that

|b(w, ws) — bs(u, ws)|

sup c{IIA = zllr2 @) + [[eurl A — 2|20

ws€ Hs(curl;Q), ws£0 ||w5||H5(curl Q)
I ZsA = 21l r20) + |1 Zs(curl A) = 22||r20) }
c{lIA = z1llL2() + [eurl X — 2| 120

+ [|IZsA — Allz2(0) + || Zs(curl X) — curl A|z20) } -

IN

Choosing 21 = T5_1A, 2o = Zs5_1 A and using (5.29) ends the proof of (5.62). ¢
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5.5 Numerical implementation.

The aim of this section is to give some details about the numerical implementation
of the system (5.38). We shall firstly prove that the matching conditions (5.33) can be
written explicitly without any resort to numerical inversion. This leads naturally to the
construction of an explicit basis of the discrete space Hs(curl; ). On the other hand, we
shall present some numerical results in a simple 3D domain, the decomposition of which

is non conforming.

5.5.1 A basis of Hjs(curl;Q2). The treatment of the matching

conditions

The definition of the space Hs(curl; Q) introduced in section 5.4.1 depends on the
choice of the Lagrange multiplier spaces Mj(F;). Here we consider the spaces Mj(Fj)
defined by (5.34). The other choice given by (5.35) can be treated exactly by the same
method.

We denote by &,, 1 < k < G, the nodes of the grid Z. For each s € {1,...,m} we set

Amt = {k ‘ ﬁk ¢ S}a

Af = {k|€&, € ZNS for some £ € E(s)},
Ay = {k|€, eE"InSy,

A; = {keA;|& ¢oF ),

A; = {keA]|¢& €0F),

Note that

card(A, ) = (Nies) + 1)%, card(A,) = (Nis) — 1)? = dim (P, ,, 2)-

The grid = can be decomposed as follows

E={&, k€ A} U (Ugn:1({£ka ke A U{§, ke A:})) .
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For any node &, such that §,, = 5 7) for some integer 7 < K and some multi-indice o, we

denote by ¢ the basis function associated to &, defined as follows

(@) Kg)(w) if ¢ € Q;
) = ,
ok 0 elsewhere

where E&j) is the Lagrange polynomial associated to the node £, in the Gauss-Lobatto

grid =7,
Observe that the jump [¢] across the skeleton S vanishes if & € A;,; but is not necessarily
zero if k € |Jo- (A; UA]).

Now, given any vector function us € W;(2)? can be written into the form

m

ws= Y wleo@)+Y | D (upTm + w)pi(a) (5.63)

k€Aint s=1 \geAtuAy

where u].n, = 0 for any k£ € -, (A] UAJ). If u; belongs to Hs(curl;Q) then the
tangential components of us; at the interfaces between several domains must satisfy the
matching conditions (5.33). This conditions can be intrepreted as follows; at each face
F; of the skeleton S, the tangential degrees of freedom uj, k € i, (A U A;), verify

Vs € {1,...,m}, Vp € Py, _o(F, (/ [ok]-p ) = 0.
keATUAT

Hence, for any s € {1,...,m} and any p € Py, _o(F}")

(/ [Pk]-p( dU) w, = —k - (/ [¢x]-p ) - Z (/S_[%]-P(a’)d0> w,

k€A
(5.64)

Let U, U7 and U be the vectors containing the values u! when k describes A}, A7

keAy

and K;’ respectively. The linear system (5.64) can be written into the form
Q.U = QiU +Q; U5, (5.65)

where @s_, Q@ and @; are given matrices. Let U be the vector containing all the values
u, (ke A, urer for k e U™, (A7 UAY), and o for k € U™, A7 UAF. Let U the
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vector field containing all the unknowns wus; at all the nodes of the grid =. Note that U
contains both the real unknowns already stored in U and the apparent unknowns, u’

me |J, K;. The vectors U and U are linked by a relation of the form
U=QU,

where () is a rectangular matrix the lines of which are mostly those of the identity except
those coming from the matrices (@s_)_le and (és_)_1@3_ appearing in the inversion of

the matching relations (5.65). Finally, the discrete problem (5.38) can be written into the

form
QTAQU = B, (5.66)
where A is the block matrix correponding to the bilinear form a;(.,.) and which is of the
form
A 0 0 0
0 A, 0 O
o 0o o0
0 0 0 Ag

where for £ € {1,..., K}, A is the stiffness matrix in {; associated to the local bilinear
form

ap(u, v) = (¢ 'curlu, curlv)q, n, + 7(pu, v)q, N, -

Observe that the final matrix A = QT AQ is positive definite and symmetric. It follows
that the linear system (5.66) can be solved by an iterative method such that the conjugate
gradient procedure.

Let us prove now that the numerical inversion of the matching linear systems (5.65)
can be avoided by getting an explicit solution. We provide by the way a basis of the space
Hj;(curl; Q). Let us suppose for simplicity that F,” =] — 1,1[*x{0}.

Us = Z Uznt(pk + Z Z U,ZOTQD]C’I'LS + Z ’U%(;k (567)

kENin: s=1 \geAtunry keATUAS
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The basis functions @, are defined by

sz:(pk_ZQk,jQOj: 1<s<m, keAfUAS,
jeAs

where the coefficients g ; are such that

[pk]-qdo = 0, Vq € Py, _o(Fy). (5.68)
Fi

It is worth noting that for any s < m and k € Kj we have

¢, on the master side of F},
Pr=19 — Z gr,j;  on the slave side of F, .
JEAS
It follows that the vector Vi, = (gk,1, .-, Gk,0), 0 = card(A;) is solution of a linear system
of the form QW = By
For any k € A7 UA7, define on F; the functions

o if k € A7,
mnof  if ke A

(I Z Uk, Vi Yk =
jeAT
where o] (resp. ¢; ) denotes the value of ¢, on the master (resp. the slave) side of F;-

and 7y, is the orthogonal projector from L?(F;") on Py, (F,"). Note that for any k € A

N,

by = Z 26+ %” Y ( /F Kz (:c,y)-Le(x)Lj(y)d:cdy> Ly(z)L;(y)dzdy.  (5.69)

The matching condition (5.68) can be rewritten into the form
Yk — U € Py,—o(F,)

where Py _,(F;") is the orthogonal of Py,_o(F;") in Py, (F;"). Noting that

PJNS*Q(FS_) = {p(x)L]'(y) + q(y)Lk(:r), pE IPNs (] - 1a l[z)aq € ]PNS(] - 17 1[?/)? Ns —1 S .77k S Ns} .
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leads easily to the following formula

e = i — 2k, DL 0) + L () — =D, ~ 1) (L, () — L (0)
1) (o, () + Loy 2(2)) — TP (1, 0) (L (0) — L2 (0)
(2 Lr() + 5 Lo, @) Lvms () = (L os(0) + 5 Lo (2)) L2 (),
(5.70)
where
2\ = i (1,1) + (= 1)M (b (—1,1) + (1, —1)) + ¢y (—1, -1),
28 = (1,1) + (=) (fe(=1,1) — (1, =1)) — Pp(—1, —1),
2y = (1, 1) + (=1)Ne (b (=1, 1) + Py (1, 1)) — (-1, -1),
26 = (1, 1) + (=) (Pp(—1,1) — (1, =1)) + b (—1, —1)

Finally, note that
Vi e AfUA;, Vi€, gy =il(€),

where EZ(G)) € F, 1is the node associated to the function ¢;. That ends the inversion of
(5.65) and the construction of a basis of Hs(curl; ().

5.5.2 Numerical tests

Let us now confront the numerical analysis hereabove to some numerical tests. These

tests are done in the cube 2 =] — 1, 1[> decomposed into three sub-domains
Q=] —1,1[°x] = 1,0[, Qy =] — 1,0[x] — 1,1[x]0, 1], Q3 =]0, 1[x] — 1,1[x]0, 1[.

The mortar faces are (see figure 5.5)

Fi = |-1,0[x]-1,1[x{0} k(1) =2,
F, = ]0,1[x] —1,1[x{0} k(2) = 3,
F3 = {0}x]—1,1[x]—1,0, k(3)=3

Figure 5.5 shows a vertical section of the domain Q = ; U 5 U €23.
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O

-1

FiG. 5.5 — A vertical section of the 3D domain used for the numerical tests with a 15 —
15 — 10 Gauss-Lobatto grid.

The subject of numerical tests we make here are is twofold. The purpose of the first tests
concern the approximation of the problem (5.36) by the mortar spectral method exposed
above (examples 1 and 2). The second family of tests deals with the approximation of
the harmonic problem (5.15) by means of the relaxation scheme exposed in section 5.3

coupled with the mortar method which is used at each iteration.

Tests on the convergence of the mortar method

In all the examples here, the parameters € and p are piecewise constant ; namely
p(x) = g, €(x) =€ in Q, k=1,2,3.

Here for simplicity we say that a discretization is m —n—k where m, n, k are three integers
if Ny =m, Ny =n and N3 = k.

Ezxample 1 : an homogeneous case.
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The analytical example we use is given by

u=p ‘v, j=p ‘curl v+ rew,

where
(@) f' (y) f'(2) 3f'(z)f(y) f(2)
v(z,y,2) = | Af'(2)f(y)f'(2) , w= [ =2f(z)f"(y)f(2) |> (5.71)
=5f"(2) f'(y) f(2) —f(@)f(y) f'(2)

and f(t) = (sinh2)sinh¢ — (sinh 1) sinh(2t). Here we choose ¢, = py = 1 for any k €
{1,2,3}.

In figure 5.6 the three components of the vector field w at the section y = 1/2 are
displayed. The same components are shown in the same figure after a computation by
the mortar method with a 10 — 8 — 8. This representation put into evidence on the one
hand the continuity of the tangential trace across the mortars which is ensured by the
matching conditions (5.33), and the other hand the continuity of the normal trace which
is implicit to the original equation.

Figure 5.7 shows the space distribution of the error when a 10 — 8 — 6 discretization is
used. On can observe that the interface between sub-domains 1 and 2 is quasi-transparent
since the error in its neighbourhood is very small. However, the error at interfaces between
the sub-domain 3 and the sub-domains 1 and 2 is more significative. This is not due to the
the mortar matching conditions but to the diffusion of the error in sub-domain 3 where
the grid is rough.

In figures 5.8, 5.9, 5.10 the relative L? error on curlu, on w and the L? norm of
div u; (the latter is divided by the L? norm of curlu) are displayed respectively versus a
parameter N for a 1.5N — 1.5N — N and a 1.5N — N — 1.5N discretizations.

Ezxample 2 : a heterogeneous case.

In this second example, we keep the same exact solution of example 1, but with

hereterogenous physical parameters € and p. Namely, we take

€1 = 1.0,62 = €3 = 15,
M1 = 1.0,#2 = 20, M3 = 0.5.
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The three-components of this heterogeneous solution are displayed in figure 5.11 (on the
left) at the section y = 1/2. The distribution of the error on each component is also
displayed at the same section (on the right).

Figure 5.12 show the behavior of H(curl)-norm of the error and the L2-norm of the
divergence versus N when a 1.5N —1.5N — N discretization is used. These figures confirm
the convergence of the method in the case of heteregenous media (provided that the

solution is regular).

Tests on the convergence of the iterative scheme for the harmonic system

Our purpose here is to confirm numerically the convergence of the iterative scheme
proposed in section for solving the harmonic problem (5.15). In all the tests here, the

parameters € and y are supposed constant. The current density 7 is given by
j= p teurlv — wiew, (5.72)

where v and w are give by (5.71). The corresponding solution of (5.15) is u = p'v.
The discretization parameters are also fixed; Ny = 7, N, = 5, N3 = 5. Figures 5.13
and 5.14 show respectively the rate of convergence

|| tng1 — || xp(u;9)
||t | x5 )

versus the iteration number n for several values of 7 (with w = 0.17) and for several values
of w (7 = 10). It is quite clear that the smaller are 7 and w the quicker is the convergence.
Furthermore, there exists a value ws ~ 0.47 such that the algorithm does not converge if
w > ws. All that observations confirm the predictions of proposition 10. It is worth noting
that the error do not vary with the parameter 7. However, this parameter must not be

very small since the inversion of the discrete linear system becomes fastidious.



Section 5.5 Numerical implementation. 107

F1G. 5.6 — Example 1 : the three components of the exact solution at the section y = 1/2
(left) and of the numerical one (right) at y = 1/2. The computation of the numerical

solution is done with a 10 — 8 — 8 mortar method.
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1 = —T———m
0.00281
0.00226

0.00172

0.00118
0.000634
9.05e-05
—0.000453
—0.0009%
—0.00154
-0.00208
—0.00263
-0.00317
N —0.00371
—0.00426
—0.0048
—0.00534

1 - ‘ - —0.00589
-1 0 il

F1G. 5.7 — Example 1 : The distribution at y = 1/2 of the numerical error when a 10—8—6

mortar method is used for computing the numerical solution.
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10° k solid :1.5N-1.5N- N grid E
dashed : 1.5N - N - 1.5N grid

The relative L? error on the curl

F1G. 5.8 — Example 1 : the relative L? error on the curl (in a logarithmic scale) versus N
for a 3N/2 — 3N/2 — N discretization (solid line) and a 3N/2 — N — 3N/2 discretization
(dashed line).
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10

solid :1.5N-1.5N-N grid
dashed : 1.5N - N - 1.5N grid
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F1G. 5.9 — Example 1 : the relative L? error (in a logarithmic scale) versus N for a
3N/2—3N/2—N discretization (solid line) and a 3N/2— N —3N/2 discretization (dashed
line).
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solid :1.5N - 1.5N - N grid
107 dashed : 1.5N - N - 1.5N grid |

The L? (relative) norm of the divergence

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

F1G. 5.10 — Example 1 : the relative L? norm of the divergence (in a logarithmic scale)
versus N for a 3N/2 — 3N/2 — N discretization (solid line) and a 3N/2 — N — 3N/2

discretization (dashed line).
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Y =05 Y=05

1 -
47.1
42.6
38.1
335
29
245
20
155

o 11
6.51
2
—2.51
—701
TS
—16
—20.5

1 —-25

-1 o 1

—341

F1G. 5.11 — Example 2 : the three components of the exact heteregenous solution (left)

The distribution of the numerical error when a 9 — 5 — 6 mortar spectral method is used.
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10 T T T T

solid : the relative H(curl) error
L - dashed: the (relative) L2 norm of the divergence

=5
10°F
10k
10°F

10 F

10~ I I I I I I I

F1a. 5.12 — Example 2 : the relative H(curl) norm of the error (in a logarithmic scale)
versus N for a 3N/2 — 3N/2 — N discretization (solid line) and a 3N/2 — N — 3N/2

discretization (dashed line).
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The rate of convergence
=
o

I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

The number of iterations

F1G. 5.13 — The rate of convergence ||un11 — Un||xp(u;0)/||%n || x7(u0) versus the num-
ber of iterations for several values of the parameter 7 (w is fixed : w = 0.17). A 7-5-5

discretization is used for all the tests.
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F1G. 5.14 — The rate of convergence ||%,11 — Un||xp(u0)/||%nl| x7(u;0) versus the number

of iterations for several values of w (7 is fixed : 7 = 10). A 7-5-5 discretization is used for

all the tests.
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Annexe A

Proof of Proposition 5.
Let (¢, A) € X x Ry be solution of the eigenvalue problem
KK ¢ = M.

The function ¢ belongs to H?(Q2) according to Proposition 7. In addition, by virtue of

Proposition 4, we have

Acurlcurly — ¢ = 0, in
div ¢ 0, in €, (A1)
w.n = 0, on 0f),
curlp xn = 0, on 9.

We denote by (ei, e, e3) the canonical basis of R*. For any ¢ € {1,2,3}, I';; and I'; 5 refers
to the faces of {2 which are perpendicular to e;. We prove easily that each component ¢,

of ¢, 1 =1,2,3, is solution of the system
/\AQOZ +@i = 07 in Q:
@i = 0, only,, Vse{l,2}, (A.2)

0p; .
(;7’; = 0, onl,, Vm#1iVse{l,2}.

We fix i € {1,2,3}. Let (w;n)n>1 be the eigenfunctions of the operator —A; = —97 on

10, a;| with homogeneous Dirichlet conditions. Namely,

nwL;
LoVn > 1,

Wi p(z;) = sin ”

121
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Then, ¢; can be written on the basis (w;,)n>1 into the form

+o0
0i =Y in(wj, Tp)win(z:)
n=1

where j and k are such that {4, j,k} = {1,2,3}. It stems from (A.2) that the functions
(@in)n>1 are eigenfunctions of the 2D Laplace operator Aj; = 9 + 0; with Neumann

conditions. More precisely, for any n > 1, we have

1 n’n? .
Ajrpin + (X — 7)%‘%’,71 = 0, in Qjx =]0,a,[x]0, axl,

Z a%,n
on

Since ¢ # 0, there exists i € {1,2,3} and n > 1 such that ¢;, # 0. It follows also that
there exists p, m € N such that

= 0, on an,k-

1 n?r?  pr? . m2m2
3T 2 2 2
A i “ akpmc mnx
j k
Oin = E Cinpm COS —2 €OS VYn > 1,
a; a
(pam)EN)\,n J k
where 2,9 2,2 2,9
nomw pem mom 1
Noan =1 (p,m) € N | + + =—¢,n>1.
; ) 2 2 2 )
a a a A
i j k
Hence
. MTT;  PTT; Imxy
0; = E Cinpm SIN coS coS .
a; a; a
(n,p,m)ENN ’ J k
with

2,2 2,2 2,2
nem pm mem 1

My =3 (n,p,m) e N’ + + =
A {( p,m) |a12 a; a% \

Finally, the field ¢ has the form

nmwry Y mmnxs
COS COS

Qg Sin
a a a
TL7T]ZL‘1 . pW%Q m’iT%ng
p= E b, cos sin cos
a a a
_ n272 | p272 | m2x2 ’I’L7T}E1 pﬂ'%vg . mﬂ'3$3
a=(r.pm)| 5=+ 0+ 20 Cq COS cos sin

a1 az as
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The identity div¢ = 0 implies that the constants «, § and v must verify the condition

nag  pbe  Mcqy
— 424
ay a2 as

=0, Ya.
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