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Chapitre 1

Introduction

Cette thése est consacrée aux outils de dualité algébrique ainsi qu’a leurs
applications en géométrie algébrique effective. Par géométrie algébrique ef-
fective, on entend le traitement algorithmique d’objets de la géométrie algé-
brique. Les deux types d’objets qui seront au coeur de cette thése sont les
quotients des algébres de polyndmes et les ensembles algébriques. Nous nous
intéressons plus particuliérement aux ensembles algébriques de dimension
zéro. Théoriquement ce sont les ensembles algébriques les plus simples. Mais
ils constituent un contexte trés riche auquel on se raméne systématiquement.
Pratiquement, ces ensembles apparaissent dans un nombre considérable d’ap-
plications puisque les polynémes sont des outils de modélisation courants.
On peut citer les domaines d’applications suivants : la conception assistée
par ordinateur, la robotique, le traitement du signal, la cryptologie, la chimie
moléculaire et bien d’autres encore. Calculer avec des ensembles algébriques
de dimension zéro est un probléme trés étudié et est connu pour étre un
probléme informatique difficile.

Nous distinguons deux approches pour résoudre ce probléme : le cal-
cul formel (ou symbolique) et I’analyse numeérique. Dans ces deux branches,
des travaux trés avancés existent. Il est impossible de résumer ces deux ap-
proches en quelques lignes. On peut néanmoins essayer de les caractériser
grossierement :

e Le calcul formel traite les polynomes (ou des objets plus complexes)
comme des expressions. On traduit alors informatiquement les opéra-
tions que les mathématiciens utilisent sur ces objets sous forme d’al-
gorithmes. Au sein de cette branche, plusieurs méthodes différentes
existent. Elles ne traitent pas exactement les mémes problémes en
fait, ce qui rend la comparaison difficile. Toutes les méthodes ont
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10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

en commun de considérer qu’on sait faire des opérations exactes sur
les objets traités. Ceci implique, par exemple, que le systéme qu’on
traite est connu de maniére exacte. Trois approches principales se dé-
tachent : le traitement par réécriture (bases de Grobner [20, 42, 43],
formes normales |74, 81], ...) , les méthodes basées sur les résultants
(93, 66, 23, 40]) et le traitement des polynémes comme des fonctions
(résolution géométrique [50, 51, 52]). Généralement les méthodes issues
de ces approches se décomposent en deux parties distinctes. Dans un
premier temps on cherche & donner une représentation exacte (comme
une base de Grébuner ou une représentation géomeétrique) plus riche que
le systéme de départ, puis on cherche & exploiter I'information calcu-
lée pour donner une représentation des solutions du systéme (comme
une représentation univariée rationnelle) permettant de donner des ap-
proximations explicites des solutions.

e [’analyse numérique considére les polynomes comme des fonctions.
On utilise alors des méthodes numériques, comme la méthode de New-
ton, pour chercher les zéros de ces fonctions [89, 95, 96, 67, 17|. Ces
méthodes sont plus tolérantes aux erreurs sur les coefficients des poly-
noémes donnés au départ. Mais elles ne tiennent en général pas compte
de toute 'information due au fait qu’on traite des systémes algébriques.

Les deux approches ont leurs avantages et leurs inconvénients propres.
Mais il demeure le fait que les systémes algébriques sont des systémes dif-
ficiles & traiter informatiquement dans toute leur généralité. On ne peut en
effet pas toujours représenter des nombres réels ou complexes par des mots
machines ou des programmes simples permettant de les calculer avec la pré-
cision voulue. Autrement dit, certains objets ne peuvent étre représentés
que par des approximations (pas forcement numeériques). Cela entraine des
difficultés pour chacune des approches. Mais méme si nous savions calculer
avec des nombres réels, nous ne savons pas si le probléme serait plus simple
numériquement [17]. Il n’y a donc rien d’étonnant & ce qu’on trouve le pro-
bléme de la résolution des équations algébriques au sommet de la hiérarchie
de complexité de la plupart des modéles de calcul.

Notre point de vue consiste & tirer profit des points forts des deux ap-
proches, symbolique et numérique. Notre outil de base est la dualité al-
gébrique, c’est-a-dire ’étude de I’ensemble des formes linéaires sur une al-
gébre. A travers la structure du dual d’une algébre, on exploite 'information
qu’on peut tirer sur ’algébre elle-méme. Pour les intersections complétes par
exemple, une forme linéaire particuliére (le résidu algébrique) suffit & obtenir
une quantité considérable d’informations sur l’algébre et par 14 méme sur les
solutions d’un systéme algébrique. On admettra éventuellement qu’on dis-
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pose d’informations partielles sur 1’algebre quotient. Cette information peut
étre obtenue a partir d’un pré-calcul ou de connaissances particuliéres sur le
systéme qu’on veut résoudre. Des travaux récents étudient les différences et
les points communs de certaines approches [28].

Des travaux existent déja sur I’approche symbolique-numérique ([45, 90,
95, 82, 78, 40, 94, 6, 9, 10, 24, 25, 26, 29, 44, 48, 70| sans pouvoir étre
exhaustif). Notre approche consiste & utiliser la structure algébrique pour
mettre en ceuvre des méthodes itératives (comme la méthode de Newton).
Cette approche avait déja été exploitée dans [9, 10, 25, 26, 78|. C’est sur ces
travaux que nous nous sommes basés.

Dans un premier chapitre, nous nous intéressons aux représentations des
algébres quotients de dimension zéro. Cela nous conduit naturellement &
considérer des problémes d’interpolation que nous traitons complétement.
Nous donnons des formules explicites pour les idempotents (qui sont les
analogues multivariés des polynomes de Lagrange) d’une algébre quotient
réduite ou non. Ce cadre théorique nouveau nous permet d’exprimer les re-
lations entre coefficients et racines d’un systéme algébrique. Nous étudions
ensuite les conséquences de ces relations pour la génération de systémes dé-
finissant un ensemble algébrique donné (non nécessairement une intersection
compléte). D’un point de vue pratique, ces formules jouent un role important
dans les procédés d’évaluation-interpolation nécessaires aux méthodes itéra-
tives du deuxiéme chapitre. Les résultats de ce chapitre on été partiellement
publiés en commun avec Bernard Mourrain dans [80].

Dans un deuxiéme chapitre, nous utilisons les outils développés au pre-
mier chapitre pour construire des méthodes itératives pour le calcul simultané
de toutes les solutions d’un systéme algébrique. Nous étendons ainsi les tra-
vaux de Anne Bellido sur la méthode de Weierstrass (aussi appelée méthode
de Durand-Kerner ou de Dochev). Nous obtenons une formule close pour les
systémes définissant une intersection compléte. Nous généralisons cette fonc-
tion d’itération pour le cas surcontraint sans toutefois avoir de formule close
dans ce cas. On obtient ainsi des méthodes itératives dont la convergence
locale est quadratique. On utilise alors ces fonctions d’itération comme opé-
rateurs de correction dans des procédés de suivi de chemins afin d’obtenir des
méthodes globales. Nous proposons des expérimentations numériques illus-
trant Deffectivité de ces méthodes. Ces travaux sont partiellement publiés
dans [85] et [80].

Le troisiéme chapitre est consacré aux algébres de Gorenstein et & leurs
représentations. On y introduit les notions de bézoutien et de résidu algé-
brique. On décrit ensuite ’algorithme de Mohamed Elkadi et Bernard Mour-
rain pour calculer le résidu algébrique d’une intersection compléte. On ex-
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pose alors une application, développée en commun avec ces deux auteurs,
au calcul de I’équation implicite d’une surface rationnelle donnée sous forme
paramétrique. Cette approche suit les travaux de Laureano Gonzéalez-Vega
et Guadalupe Trujillo dans [55] [54] et [56], qui reprenaient les travaux de
Alexander Kytmanov, L. A. Aizenberg [1] et Tsikh [91].

Dans le quatriéme chapitre, nous exposerons un travail commun avec Vic-
tor Pan et Bernard Mourrain sur l'utilisation des outils de dualité et ses liens
avec les matrices structurées pour concevoir des algorithmes itératifs pour
compter ou approximer des racines d’une systéme algébrique. Ces travaux
font suite a l'article de Victor Pan et Bernard Mourrain [78] et améliorent la

complexité des méthodes itératives décrites. Ces travaux sont publiés dans
[83].



Chapitre 2

Algébre de dimension 0O et
dualité

2.1 Introduction

Ce chapitre concerne la représentation des algébres des coordonnées des
ensembles algébriques de dimension zéro sur le corps des nombres complexes,
c’est-a-dire des ensembles algébriques finis. Par extension nous dirons que ces
algébres sont de dimension zéro. Notre approche trouve ses sources dans le
travail de Macaulay au début du vingtiéme siécle. On utilisera beaucoup de
notions déja présentes dans le travail de cet auteur comme les systémes in-
verses. Le travail initié par Macaulay a été développé par différents auteurs
au cours du temps, mais il a suscité un regain d’intérét avec le dévelop-
pement de l'algorithmique des mathématiques comme en témoigne l’intérét
renouvelé pour les méthodes de calcul des résultants par exemple. La théorie
des systémes inverses a été reprise par J. Emsalem [41] et plus récemment
par B. Mourrain [73]. Elle nous fournit un cadre efficace pour ’étude de la
dualité des algébres de dimension zéro. Elle permet par exemple de prendre
en compte de maniére synthétique des informations comme la multiplicité
d’un point d’une variété. Notre contribution essentielle est ’application de
ce formalisme pour la représentation permettant de concevoir des méthodes
d’interpolation. Nous généralisons ainsi l'interpolation de Lagrange et de
Hermite sous un angle algébrique. Notre approche compléte les travaux d’au-
teurs comme De Boor [33, 69, 65, 64] qui se sont beaucoup intéressés a 1'in-
terpolation algébrique. Notre approche est cependant plus algébrique. Notre
point de vue apporte ainsi des résultats nouveaux dans ce domaine. Le lien
entre la représentation s’appuyant sur la dualité et 'interpolation vient du

13



14 CHAPITRE 2. ALGEBRE DE DIMENSION 0 ET DUALITE

fait que souvent la dualité consiste a supposer les points de la variété connus,
les évaluations aux points de la variété étant des formes linéaires trés parti-
culiéres.

Les représentations des algébres de dimension zéro que nous développons
permettent d’obtenir beaucoup d’informations. Ainsi nous donnons les re-
lations entre les coefficients d'un systéme algébrique définissant une variété
de dimension zéro et les coordonnées des solutions de ce systéme. Ces re-
lations généralisent directement les relations connues entre les racines d’un
polynoéme et ses coefficients en termes de fonctions symétriques élémentaires.

La plupart des résultats exposés dans ce chapitre ont fait l'objet d’une
partie d’une publication en collaboration avec Bernard Mourrain [80] et dans
[85].

Le chapitre est organisé comme suit : dans une premiére section nous
rappelons des résultats algébriques sur la décomposition des idéaux et celle
des algébres quotients. Nous introduisons ensuite les notions d’orthogonalité
et de dualité. Dans une troisiéme section nous utilisons les résultats des deux
sections précédentes pour donner des résultats sur la représentation des al-
geébres de dimension zéro en mettant 'accent sur les liens qu’entretient cette
théorie avec l'interpolation. Nous nous intéressons enfin & de nouveaux pro-
blémes d’interpolation qui nous seront utiles par la suite avant de conclure.

2.2 Algébre quotient

Dans cette section nous introduisons le matériel algébrique qui nous sera
nécessaire par la suite. C’est aussi 'occasion de fixer un certain nombre de
notations. Les résultats de ce chapitre ne sont pas nouveaux, mais leur usage
est important pour le développement du formalisme que nous utilisons. Il
s’agit essentiellement de résultats de décomposition des algébres de dimen-
sion zéro.

Dans toute la suite, K représente un corps de caractérisque nulle et K
sera sa cloture algébrique. Certains des résultats que nous donnons restent
valables en dehors de ce cadre, mais pour la simplicité de 1’exposé, nous
nous limiterons & ce cadre. Globalement, nous pensons & R ou C pour le
corps K bien que nous utilisions toujours Q ou une de ses extensions finies
en pratique (ce sont les corps pour lesquels on sait représenter les éléments
et faire des opérations effectives). On pensera a C pour K bien qu’on ne
sache bien sir traiter effectivement que des extensions finies de Q. On note
K[z] (resp. K[z]) ’anneau des polynémes de la variable z & coefficients dans
K (resp. K) et Klz1,...,z,] (resp. K[z1,...,2,]) celui des polynomes des
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variables 1, ..., x, & coefficients dans K (resp. K).

Soient fi,...,fm € Klzi,...,2z,], on note Z 'idéal qu’ils engendrent.
On note A = Klz1,...,2,]/Z anneau quotient de Kz, ...,z,| par l'idéal
Z. On note 2z (Z) = {z€K'|g(z)=0,Vg €T} = {z€K"| fi(z) =0,
Vie{l,...,m}} = Z(Z). On dit que A est 'anneau des coordonnées de
Z (7). Dans toute la suite de ce chapitre, nous admettrons I’hypothése sui-
vante :

Hypothése 2.2.1 On suppose que Z (I) est un ensemble fini {C1,...,Cq}-

Proposition 2.2.2 Sous l’hypothése 2.2.1, lidéal L est dit zéro-dimensionnel
et il admet la décomposition primaire minimale suivante : T = Q¢, N---NQ¢,
ot Q¢, est mg, primaire et me, est l'idéal mazimal associé a ;.

Preuve : Voir [5] ou [30].d

Décomposition de 'anneau quotient

On note Ag; = ((0): Q¢ /T) (ie. A = {a€ Alag=0,Vq € Q}).
C’est un idéal de A. Du fait que Q¢ est m¢,-primaire, on a la proposition
suivante :

Proposition 2.2.3 L’algebre A est la somme directe des sous-algebres Ag,,
oAy, e A=Ag @0 @D Ay

Preuve : Ona A¢, + ...+ A, = ((0) : Q¢ /T) + -+ ((0) : Q¢,/T) =
((0) : (Qe; NN Q¢,)/T) = A. 1l ne reste plus qu’a montrer que la somme
est directe. Soit alors i € {1,...,d}, on a :

AC¢+1 n (-ACl +t...t ACi)
((0) : Q¢ /T) N (((0) : Qey /T) +--- + ((0) : Q¢;/T))
((0) : (Q¢iyy + (@, N+ NQ,))/T) = ((0) : A) = 0.
Ainsi la somme est directe et la proposition est démontrée. &

Définition 2.2.4 La multiplicité de {; € Z(Z) est la dimension du sous-
espace vectoriel A¢, de A. On note p; cette dimension. Une racine est dite
simple st pu; = 1 et multiple si p; > 1.

Avec les notations de la définition précédente, on a la proposition sui-
vante :
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Proposition 2.2.5 La dimension de A comme K-espace wvectoriel est le
nombre de racines comptées avec multiplicité. C’est-a-dire que dimgA =

d
Zﬂz‘-
i=1

La proposition suivante est ’analogue du théoréme de partition de 'unité
pour les ensembles algébriques de dimension zéro :

Proposition 2.2.6 Il existe un unique d-uplet (ec,,...,ec,) € Ag X --- X
A¢, vérifiant les propriétés suivantes :

d
° Zeg =1le A
i=1
e ecec; = 0;jec = 0; e, ou d;; représente le symbole de Kronecker

Définition 2.2.7 Le d-uplet (eq,...,eq) vérifiant les propriétés de la propo-
sition précédente est appelé le systéme fondamental d’idempotents. Les élé-
ments ; de ce d-uplet sont appelés des idempotents.

Comme nous le verrons ultérieurement, la notion d’idempotent généralise
celle de polynéme de Lagrange. Une propriété qu’il est facile d’énoncer dés
maintenant est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.2.8 Les idempotents e¢,,...,ec, de A vérifient e, (Cj) =
di.j, pour tous les i et j € {1,...,d}.

Preuve : Pour i et j € {1,...,d} avec i # j, il existe ¢ € Q¢ tel que
q(¢;) # 0. Sinon, il n’existe pas de tel polynéme et Q¢ C U mg;, ce qui
1
implique que Q¢; C mg; pour ¢ # j. C’est en contradiction ;\fec le fait que
Q¢; est mg;-primaire. Maintenant, comme ge;;, = 0 (puisqu'il est inclus dans
Q¢ )y q(¢5) e (¢5) = 0 et donc eg; (¢;) = 0. D’autre part, 1 = e, +--- + e,
donc 1 =e¢, (G) + -+ +ec, (G) = e (&), ce qui achéve la preuve. &

Proposition 2.2.9 Pour tout i € {1,...,d}, on a A;; = Aeg, et ainsi e,
est ’élément unité de Ag,.

On sait que si p; > 1, alors A, est un espace vectoriel de dimension > 1
et comme A, = Aeg,, c’est un A-module de rang 1. Pour avoir une meilleure
compréhension de la structure de A¢, on considéere la projection de A sur

Ac,
I 6= { A ’ 'ACi
a +—— aeg
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d
Proposition 2.2.10 Ker(Il;;) = ED A = Q¢ /.
J=1, 5

Preuve : Cette proposition découle du fait que :

@?;éi'ACj =1(0): ﬂ QCj/I = QCi/I' L)
J#
On identifie donc A, avec A/Ker (Il¢;). Mais comme A = K[z, ..., z,]/T
et Ker (II;) = Q¢;/Z, on a Ag; = Klz1,...,2,]/Qq;- Cette derniere égalité
permet une bonne représentation de A¢, par la proposition suivante :

K[.’El,... ,l‘n] — .A(z
(4 — aeQ

Proposition 2.2.11 L’application @, : { est

un isomorphisme de K-algébres.

Du fait que ¢, est m¢,-primaire on déduit du résultat précédent la pro-
position suivante :

Proposition 2.2.12 L’algebre A¢, est une algébre locale d’idéal mazimal
(mCi/QCi) €¢;-

Pour aller plus avant dans la description de la structure de A¢; comme
K-espace vectoriel, on introduit dans la section suivante la notion de dualité.

2.3 Orthogonalité et dualité

Définition 2.3.1 Soit R une K-algébre, on note R = Homg (R,K) l’espace
dual de R. C’est l’ensemble des formes linéaires définies sur R.

Dans toute la suite de cette section, R désigne K[zi,...,z,]. Dans la
sous-section suivante, on explique comment les opérateurs différentiels peuvent
étre interprétés comme des formes linéaires sur l’anneau des polynomes.

2.3.1 Opérateurs différentiels et dualité

Pour tout i € {1,...,n}, on note 9; 'opérateur différentiel dimi. Soit a €
N, on note |a| = a1+ +ay, ol = ay!---a,! et d* = éd;‘i‘:—;l---dgzzn =
éal -+ + Op. On note par K[[01,...,0,]] 'anneau des séries formelles des va-
riables 01, ..., 0, a coefficients dans K.

Soit € € K*, on définit la forme bilinéaire suivante :

() ,{K[[al,...,an]]X'R, — K
e (A, f) — (A fle=A () (©)
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avec A=)  Xad%et A(f) (&) = D X (0°F) (6.

acN? acNn

Proposition 2.3.2 Soit £ € K*, Uapplication K-linéaire suivante :

[ K[o1,...,8)]] — R
65'{ 1A — (A,

est un isomorphisme.

Preuve : On peut exprimer la réciproque de ©, de la facon suivante :

soit 7 € R, alors pour tout f € R, on a f(x) = Z fal&)(x — €)% en

aeN?
utilisant le développement de Taylor au voisinage de . On a donc 7(f) =

D falOT((—=8)%) = D m((x—&)*)(d?, f)e. On note alors 7o = 7((x —
acN? acN?
£)®). A tout 7 € R on associe A = Z 7od®. Clairement Vf € R, (A, f)e =

aeNr
> 7a{d® fe = 7(f). Par suite 7 = ©;'(A). &
aEcN"
Dans toute la suite de la section, nous identifierons R et K[[01, ..., dy]].

L’espace R est naturellement muni d’une structure de R-module par : VA €
R et Vf € R onassocie fA:geR — A(fg) eK

Remarque 2.3.3 Par la correspondance entre R et K[[O1,--.,04]], la mul-
tiplication par z; — & agit sur K[[01,...,0,]] comme 0s,. On a d’ailleurs
(dP,(z — €)*)¢ = ba,p et ainsi (A%) yenn €t (2 — )¥) penn S0t deuz familles
duales pour (.,.)¢.

On note par 9 = Z £%d®. On a la proposition suivante :
aceN"

Proposition 2.3.4 Soit A€ R, on a 0, (M) = 65’695_1 (A).
Preuve : Pour prouver ce résultat, il suffit de le démontrer pour tout dP,

B € N*. Pour tout p = Z Pax® € R on associe 0%p = pg’))xa. Comme d?,
aeN?
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B €N, est tel que (d%,x%)g = d,5, on a

@.p) = > pPe

a€eN?

= (> €% ) pPx*)o

aeN? aEeN?

= () £d*,%p(x))o
acNr
= <aﬂe€,a, p(X))O_

Ce qui prouve la proposition. &

2.3.2 Orthogonalité
Définition 2.3.5

o Soit T un idéal de R, on définit le sous-espace vectoriel T+ C R ortho-
gonal & T (aussi appelé systéme inverse de Z) de la fagon suivante :

IL:{Aeﬁm(f):o,weI}

e Soit D un sous-espace vectoriel de 7/?\,, on définit le sous-espace vectoriel
D+ de R orthogonal & D de la fagon suivante :

Dt ={feR|A(f)=0,VA e D}

Remarque 2.3.6 L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel de R nlest pas un
idéal de R en général. De plus, comme nous le verrons plus tard, tous les
sous-espaces vectoriels de R ne sont pas des orthogonauz d’idéaux de R.

La proposition suivante explique le lien fort qui existe entre I’orthogonal
d’un idéal 7 et le dual de l'algeébre quotient de R par 7.

Proposition 2.3.7 Soit T un idéal de R et A = R/Z, alors la projection
II:R — A induit un isomorphisme II, : A — T+,

Preuve : On va d’abord donner explicitement IL,. Soit 7 € .A\, on définit
II,(r) = 7 oIl On voit facilement que II,(7) € Z*. On considére alors
I'application suivante :

0. It — A
LA — e
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Pour tout A € Z+, ©(A) est définie de la facon suivante : pour tout a € A,
il existe b € R tel que II(b) = a, alors ©(A)(a) = Ab. On vérifie facilement
que cette définition ne dépend pas de 1’élément b choisi. En effet si ¢ € R
est un autre élément tel que II(c) = a, alors b— ¢ € T et donc A(b) — A(c) =
A(b — ¢) = 0. Ce qui montre que © est bien définie. On montre alors que
© et IL. sont réciproques 'une de l'autre. Montrons que © o I, = Id3.
Pour tout a € A, on a (© o II)(7)(a) = O(1 o II)(a), soit b € R tel que
m(b) = a, on a O(roll)(a) = 7(II(b)) = 7(a). Ainsi (OcII)(7) = 7. Montrons
maintenant que IT, 0 ©® = Id;.1. Soit A € T+, alors pour tout b € R, on a
(II, 0 ©)(A)(b) = IL(O(A)(b)) = O(A)(II(b)) = A(b) par définition de ©.
Donc (II, 0 ©®)(A) = A. On a donc bien montré que II, et © sont deux
applications réciproques l'une de 'autre. La vérification de la linéarité de ces
applications ne présente aucune difficulté. &

Le théoréme suivant, dont nous ne donnerons pas de preuve ici, explique
quel lien existe entre certains sous-espaces vectoriels de K[[di,...,0,]] et
les idéaux de R. Mais auparavant, nous donnons une définition nécessaire a
I’énoncé du théoréme.

Définition 2.3.8 Soit E un sous-espace vectoriel de K[[01,...,0,]]. On dit
que E est stable si pour tout A(0) € E, 05,A(0) € E.

Théoréme 2.3.9 Il y a une bijection ensembliste entre les idéaur de R et
les sous-espaces vectoriels de R fermés pour la topologie (01, ..., 0p)-adique
et stables.

Preuve : Voir [41]. &

On remarque que la condition de stabilité vient de la structure de
Klz1,...,z,]-module et du fait que la multiplication par une variable agit
comme la dérivation par rapport a une variable différentielle (voir remarque

2.3.3).

Propriétés 2.3.10 Soient Z un idéal de R et D un sous-espace vectoriel de
R férmé et stable par dérivation :

e

e« D" =D
Définition 2.3.11 Soient Aq,...,A; € K[[01,...,0y]], on note ((A1,...,As))
le sous-espace vectoriel de K[[D, ..., 0y]] engendré par les Ay, ..., As et leurs
dérivées.

Les propriétés qui suivent expliquent comment agit la dualité sur les
opérations sur les idéaux et pour l'inclusion.
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Propriétés 2.3.12 Soient I et J deux idéauzr de R, alors :
e 7T C J siet seulement si J+ c T+
e ZNI)t=Tt+ Tt
e T+ t=1tngt

La proposition suivante donne un analogue de la décomposition en al-
gébre locale d’une algébre quotient pour son dual.

Proposition 2.3.13 Soit T un idéal de R tel que Z (Z) = {(1,...,Ca}, alors
on note A=R/Z et on a A= D¢, @--- @ D¢, ou Dy, :Qé, ot Q¢ est la
composante mg,-primaire de .

d
Preuve : On aZ = ﬂ Q¢;, donc It = ﬂ QQ ZQé‘ Sii#j

alors Q¢ et Q< sont des 1deaux étrangers, donc QQ + QCJ R et par suite
(Q¢ + Q¢;)" = R+ =0 et la somme est directe.

La proposition suivante et le résultat précédent montrent qu’on peut
calculer le systéme inverse localement pour retrouver la structure globale du
dual d’une algebre quotient.

Proposition 2.3.14 Soit T un idéal de R tel que Z(Z) = {(1,...,Ca}, on
note A=R/T etona A= A,®... DA, ou A, est lalgébre locale associée
d

a ¢, Vie{l,...,d}. Alors on a ./Zl\gi = Dy, et par suite A= @A\Cz
i=1

Preuve : On a Ay, = R/Q¢, et donc .;l\gi = Qé; = Dy,. Le résultat découle
alors de la proposition 2.3.13. &

La proposition suivante énonce que les duaux des locaux peuvent étre
représentés par des polynoémes différentiels au lieu de séries comme nous
aurions pu le croire.

Proposition 2.3.15 Soit Q¢; la composante m¢,-primaire de T, alors .,Zl\g. =
Qt C O, (Kb, ..., ).

Preuve : On a A¢; qui est un espace vectoriel de dimension finie et il existe
E € N* tel que ((x — (;)®),cp est une base de A. On remarque alors que
(d*)acr est une base duale de la base ((x — (;)*) ,c Pour le produit scalaire
(-»-)¢;- Ainsi, toute forme linéaire peut étre représentée par une combinaison
linéaire des d®, donc par un polyndme diffénretiel. &

Le théoréme suivant précise et reformule le résultat que nous venons de
démontrer.
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Théoréme 2.3.16 SoitZ = (f1,..., fm) tel que Z (f1,---, fm) = {C1,---,Ca},

alors pour tout i € {1,...,d} il existe une famille (Agz), ... ,Affi)) telle que
4 pi )

pour tout A € T+ on a A = eC"’aZZ/\i,jA;Z). De plus si f € A, on a
i=1 j=1

d W )
INGEDIDIPIRINIS

i=1 j=1

Corollaire 2.3.17 La fomille (A)¢59) \cicy est une base de A = T+
1<j<m;
comme K-espace vectoriel.

Plusieurs algorithmes pour calculer de telles bases existent (comme celui
donné dans [73]). La plupart du temps, nous supposerons que nous connais-

sons les polynomes différentiels (A(.Z)

! )1991,159'5“{
Nous avons vu comment interpréter les duaux des algebres locales Ay,

comme des polynomes différentiels par le biais des produits scalaires (.,.)¢; -
La définition suivante explique comment utiliser la décomposition A = @?ZlAQ
pour définir un produit scalaire sur A qui nous permettra de représenter tous

les éléments de A comme des polyndémes différentiels dans la proposition sui-
vante. Comme A = 69;-1:1./441., toute forme linéaire A € A peut se décomposer
sous la forme (Aq,...,Aq) ou A; € A¢, Vi € {1,...,d}. On donne alors la

définition suivante :
Définition 2.3.18 On définit la forme bilinéaire (.,.) z(z) : Ax A K qui

d
aA=(Ay,...,Ag) € A et pe A associe Z(Ai,p)gi.
i=1
Une propriété fondamentale de cette forme bilinéaire est donnée par la
proposition suivante :

Proposition 2.3.19 La forme bilinéaire (.,.) z(1) est non dégénérée.

Prewve : On considére A = (A1,...,Aq) € .Z\ {0} tel que Vp € A, on
ait (A,p) ). Alors Vp € Ag;, on a (A,p)zz) = (Ai,p)¢; = 0 et par suite
A; = 0,Vi € {1,...,d}, ce qui contredit ’hypothése que A # 0. Soit p =

d

Zpi € A\ {0}, ou p; € A, tel que pour tout A € A, on ait (A,p)z(z) = 0.
i=1
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Alors, VA; € .,Zl\gl. on aurait (A;,p)z(z) = 0, donc (A, pi)¢; = 0 et par suite
pi = 0,Vi € {1,...,d}. Cela contredit I’hypothése que p # 0. Cela montre
que la forme bilinéaire (.,.) z(z) est non dégénérée. &

Ce résultat paraphrase le résultat énoncant que le résidu d’un systéme
algébrique est la somme des résidus locaux.

Nous appliquerons ces résultats pour donner des formules explicites d’ob-
jets comme les idempotents dans la section suivante.

2.4 Représentation des algébres de dimension zéro
et interpolation

2.4.1 Introduction

Dans le cas des polynomes univariés & coefficients complexes, on sait
décrire un systéme de “réécriture” modulo un polynéme P € C[z] de degré d
gréce 3 la division euclidienne. Cela revient & choisir 1,..., 2%~ comme base
de C[z]/ (P) pour la structure d’espace vectoriel. C’est di au fait que tout
polynéme admet un unique reste de degré d—1 par la division euclidienne par
P. Mais ce faisant on ne tient compte que de la structure additive du quotient
donnée par l'addition vectorielle. La structure multiplicative est néanmoins
elle aussi contenue dans cette description. En effet, si on note N(f) le reste
de f € C[z] par la division euclidienne par P (c’est la forme normale de f
pour le systéme de réécriture évoqué plus haut), on a, pour tout f et g €
Clz], N(fg) = N(N(f)N(g)). Cela nous permet de “calculer dans .A”. Nous
précisons maintenant ce que nous entendons par représentation dans toute
la suite du texte. Dans ce qui précéde, on vient de donner un isomorphisme
de C-espace vectoriel explicite entre A et Clz]s—1, ou C[z]s—1 est Iespace
vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal & d — 1. Se donner un
élément f € A peut étre vu comme le fait de se donner un élément de
End (C[z]4—1). En effet, il suffit de considérer M : g € Clz]a—1 — N(fg) €
C[z]4—1. Un fait remarquable est alors donné par le théoréme suivant :

d
Théoréme 2.4.1 Si P (x H:B—Q avec G # (j it £ j, i et ] €

=1
{1,...,d}, alors pour tout f € Clz|q_1 les valeurs propres de My sont
{f (Cl) v f(Ca)}

Un corollaire bien connu est le suivant :
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d

Corollaire 2.4.2 Si P(z) = [[(z— ) avec G # ¢ sii # j, i etj €
=1

{1,...,d}, alors les valeurs propres de My sont {(1,...,Cq}-

La matrice M, de M, dans la base monomiale {1,z,...,z%"'} de Clz]4_1
est connue sous le nom de matrice compagnon de P. Une méthode envisa-
geable pour calculer les racines d’un polynoéme P est de calculer les valeurs
propres de la matrice M, exprimée dans une base convenable par des mé-
thodes d’algebre linéaire (ou par d’autres méthodes, voir [44]). C’est la base
de beaucoup d’algorithmes dits “d’algébre linéaire pour la résolution d’équa-
tions algébriques”.

Une autre base bien connue de C[z]4 1 est la base des polynémes de

[z -¢)

= 7 , 4 €{1,...,d}. La formule de Cauchy nous

I -¢)

7]

Lagrange L; (z)

d
dit alors que Vf € Clz], f = Zf (Gi) Li (z) € Cz]g_1. Dans cette base,

i=1
la matrice My de My est particulierement simple puisque c’est la matrice
suivante :
f(G) o - 0
0 f(G) - 0
0 0 - f(C)

d
Cela peut étre vu comme le fait que, Vg € Clz]|, N(fg) = Z f(&G) Li (z),
=1

ou L; est le polynéme de Lagrange associé & (;. Cela donnez, en plus d'une
preuve du théoréme fondamental de 1’algébre a partir du théoréme de Cau-
chy et une formule de produit rapide dans A par produit de convolution. En
effet, si on connait les racines, on transforme, via les évaluations, 1’algebre
quotient en algébre de convolution. Plus remarquable est le fait qu’on en
déduit que les vecteurs propres de M sont les polynémes de Lagrange. Un
autre fait remarquable est que ces polynoémes sont dans ce cas le systéme
fondamental d’idempotents de A. Il existe bien d’autres représentations (i.e.
de bases d’espace vectoriel de Clz]4—1 dans lesquelles on exprime le produit
de A). La philosophie que nous dégageons est que pour connaitre la structure
de A (et implicitement Z (P) = ((1,...,(4)), on se fixe une structure d’es-
pace vectoriel dont on calcule une base dans laquelle on traduit la structure
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multiplicative en termes d’endomorphisme. C’est une extension des idées de
la théorie de la représentation des groupes.

Dans la suite de cette section, nous donnons des généralisations de ces
résultats dans le cas multivarié. Certains résultats sont déja connus [39].
La situation est bien plus difficile du fait qu’on ne dispose pas de division
euclidienne. Cela entraine, entre autres choses, que l’espace vectoriel “de
représentation” n’est pas unique, alors que dans le cas univarié le choix de
Clz]g—1 s’impose de lui-méme. Nous introduirons des résultats nouveaux
comme des formules explicites pour les idempotents, ce qui nous permettra
de donner une généralisation des relations bien connues entre coefficients et
racines dans le cas multivarié.

2.4.2 Cas des racines simples

Soient f1,..., fm € K[z1,...,z,]). On note Z = (f1,..., fi,) l'idéal qu’ils
engendrent et par Z = Z(Z) = {¢ €K | fi (¢) =0, Vi € {1,...,m}} V'en-
semble algébrique associé. On suppose que Z = {(1,...,(4} et que toutes
les racines sont simples. On note par 1¢, : p € A = p((;) la forme linéaire
d’évaluation en (; et par e, I'idempotent associé a (; pour i € {1,...,d}.

En corollaire des propositions 2.2.3, 2.2.9 et 2.2.8, nous avons la propo-
sition suivante :

Proposition 2.4.3 Les idempotents e¢,,...,ec, de A forment une base de
A comme K-espace vectoriel et la famille {1¢,,...,1¢,} est une base de A
duale de la base des idempotent. On dispose alors de la formule de Cauchy :

VfeA, ona

d

d
fl@)=Y 1g(feg (@) =) f(G)eg () (2.1)
=1

i=1

Ce résultat peut étre interprété comme un résultat d’interpolation car il
généralise la formule d’interpolation de Lagrange. C’est ainsi que nous I’avons
introduit dans [80]. Cette représentation de A a plusieurs avantages. L'un

d’eux est la simplicité de la structure multiplicative, comme dans le cas univa-
d d

rié. En effet, solent a et b € A, ona ab = Z 1¢; (ab) e, = Za (Gi) b(Gi) eg;-
i=1 i=1

Définition 2.4.4 Soient 2 = {(1,...,¢q} C K" et E = {a1,...,aq} C
N, on dénote par x¥ = {x*|a € E}. On appelle matrice de Vandermonde
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associée a E et a Z la matrice

ai P Q4

1 1

Ve,z = ST
4 ... oa

Le déterminant de Vandermonde associé a E et a Z est noté vg,z = det (Vi,z).

Définition 2.4.5 Soit Z = {(1,...,¢a} C K tel que ¢ # (j sii # j.
On note Lz l'idéal qui lui est associé, i.e. lidéal Tz € K[zy,...,z,] tel que
Z(Iz)=2Z.

Proposition 2.4.6 Soient Z = {(1,...,0i} C K" sans point multiple et
E ={ai,...,aq} C N'. L’ensemble de mondmes xE est une base monomiale
de Az = K[xl, evesTp]/Zz si et seulement si le déterminant de Vandermonde
associé a E et Z est non nul.

Preuve : D’aprés la proposition 2.4.3 on a, Vi € {1,...,d},
d d
X% = Z 1¢e; (x) = Z(jaiegj (x). La matrice Vg z peut s’écrire sous la
j=1 J=1
forme suivante :

1(1 (xal) o 1(1 (Xad)
Vi,z = : :
1§d (xal) e lCd (xad)

La colonne 4 de la matrice est donc formée des coordonnées de x% dans la
base des idempotents de A. Si le déterminant de cette matrice est non nul,
cela signifie que la transposée de cette matrice est la matrice de changement
de base allant de la base des idempotents dans une base formée des (x*)qck-
Ce qui implique que x¥ est une base monomiale de .A. Si le déterminant est
nul, cela signifie que les représentants des monomes de x” sont liés dans A,
donc qu’ils ne forment pas une base de A. &

Définition 2.4.7 Soit E = {a,...,aq} C M", onnote par K[z1,...,z,|g =

{p €eKlzy,...,z,]|p= Zpaxa , c’est-a-dire l’espace vectoriel des poly-
ack

nomes & support dans x.
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Définition 2.4.8 Soit Z = {(1,...,(s} C K et soit E = {o,...,aq4} C
N* tels que vg,z # 0 (i.e. xP est une base monomiale de Az). On définit
le polynome de Lagrange généralisé (on dira polynéme de Lagrange par abus
de langage) associé a (; comme suit :

xal “ue xad
ar . 0
1 1
J— a1 aq
€= G oot G
VE,Z Cal . Cad
i+1 i+1
al . ad
d d

Propriété 2.4.9 Soient f1,..., fn € Klz1,...,z,] tels que Z = Z (f1,-.., fn)
= {(1,...,Ca} sans point multiple. Soit E € N tel que vz # 0. Alors
la classe de e; dans A est la classe de lidempotent associé a (; et e; €
Klz1,...,z0]E, Vi€ {1,...,d}.

Preuve : 11 suffit de vérifier que ces polynomes vérifient e; ({;) = d; ;. &
On dispose alors par la formule de Cauchy d’un analogue effectif de la
formule d’interpolation de Lagrange :

Théoréme 2.4.10 On suppose que Vg z # 0, alors pour tout v = (v1,...,v4) €

Kd, il existe un unique polynome p € Klz1,...,zp]r tel que p((;) = vy,
Vi€ {1,...,d}. De plus ce polynéme est donné par :

d
p(x) = quiei (x).
i=1

Remarque 2.4.11 La démarche consistant a utiliser les idempotents d’une
algébre quotient pour faire de linterpolation n’est pas neuve. Elle est déja
présente dans les travaux de L. Kronecker [61] (et méme de C. G. J. Jacobi)
qui donne une formule explicite dans le cas des intersections complétes pro-
jectives. Son approche est basée sur le bézoutien (nous décrirons d’ailleurs
une généralisation des formules de L. Kronecker dans le chapitre suivant).
L’utilisation des structures quotients dans le contexte de l'interpolation a
peu évoluée jusqu’a une date récente avec les travaux d’auteurs comme M.
Gasca et T. Sauer qui utilisent des outils comme les bases de Grébner pour
construire des espaces d’interpolation ad hoc (voir [86]). Pour plus de détails
historiques sur le sujet, nous renvoyons a [49].
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2.4.3 Cas de racines multiples

Il s’agit ici de donner des extensions des résultats précédents pour la
représentation des algeébres de dimension zéro non réduites. On traduit aussi
cette approche en termes de problémes d’interpolation. Il s’agit alors de
généraliser 'interpolation d’Hermite.

Nous avons déja vu que le probléme d’interpolation de Lagrange consiste
a se donner un ensemble de points {z1,..., 24} C K distincts et un ensemble
de valeurs {v1,...,v4} C K On cherche alors un unique polynéme unitaire
P (z) € K[z]q4 vérifiant P (z;) = vj, Vi € {1,...,d}. Le probléeme d’interpola-
tion d’Hermite consiste lui & se donner un ensemble de points {z1,...,2q4} C
K distincts, un ensemble de polynomes en £, {fi1(L),..., fiu (L),

- fan (%) seeos g (%)} et un ensemble de valeurs
{vi,1, -, Vi pgs - > Vd 1y - - - Vd,py }» Cest-a-dire un ensemble de conditions dif-
férentielles en chaque point de ’ensemble des points sur lequel on inter-
pole. On cherche alors un unique polynéme unitaire P (z) € Klz]|p, avec

d
D= Z'ui’ vérifiant (fi,j (%) P) (z) = Vi j, Vi {1,...,d} et 5 €{1,...,ui}.
Nouszné traitons pas ici des conditions que doivent vérifier les familles
{fi1,---, fiu}, mais ces polynoémes ne peuvent pas étre choisis arbitrai-
rement (voir [69]). Quand le probléme a une solution, on sait construire
explicitement le polynéme P.

Dans cette partie, nous traitons une généralisation de ce probléme dans le
cas multivarié. Nous décrivons maintenant le probléme d’interpolation d’Her-
mite dans ce cas. On considére un ensemble de points {(i,...,¢s} C K¢
distincts et un ensemble de polynomes différentiels

(A i€, dbj e {1, m} eti€{1,...,d}) CKBr,...,0] repré-
sentant nos conditions différentielles en chaque nceud de I’ensemble des points

d’interpolation. On suppose que (A; ;) Fe{lpis)} engendre un espace vectoriel

de K[01, ..., O] stable par dérivation, si bien que (()\g-z)e@"a,j €{l,...,ui} eti €
{1,...,d}))* = Tp est unidéal de K[z1, ..., z,]. Onnote Ay = Kz1,...,2,]/Ta
I’algébre quotient associée. C’est 1'algébre des coordonnées de 1’ensemble al-
gébrique Z (Z,). Ainsi le dual de 'algébre locale Ag; est 'espace vectoriel

engendré par (Ag-z)) o X Comme cet espace vectoriel est stable sous
JE Lt

'action de 0y, , k € {1,...,n}, il contient 1. On suppose donc sans perte de

généralité que Agz) =1,Vie {1,...,d} et queles Ag-z), j # 1, sont sans termes

constants. On suppose de plus qu’on connait une base monomiale x¥ de Aj,.
On se donne des valeurs {v1,1,..., V1 u1,---,Vd1,---,Vdu, } C K On cherche
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alors P € Ap vérifiant (Ag-i),P)Ci =v;, Vi€ {l,...,d} et j€{1,...,u}.
On commence par définir une généralisation de la matrice de Vander-
monde :

Définition 2.4.12 Avec les hypothéses et notations précédentes, la matrice
de Vandermonde associée a E et Z(Zp) = {(1,...,Cq}, est définie de la
fagcon suivante :

<A§1)’ x4 ){1 s <Ag1)’ an>C1
(AL, %), (A xea),,
VeA = : :
<A§d)’xa1><d <Agd)a XaD)Cd
(AL, o)., (ALY, xo1),

Le déterminant de Vandermonde associé a A et E est défini par vy =
det(VA’E).

Théoréme 2.4.13 Soient Z = {(1,...,(q} C K" et E = {a1,...,ap} C
N*. Alors x¥ est une base monomiale de Ay = Klz1,...,2,]/Tx si et seule-
ment si le déterminant de Vandermonde v g # 0.

Preuve : La preuve n’est pas fondamentalement différente de celle du
cas des racines simples. On sait que (Agz) i €{l,...,d},j€ {1,...,ui})

est une base de If{ = Ap. On remarque alors que la i-éme colonne de la
matrice de Vandermonde est formée par les coordonnées de x* dans la base

A duale de la base (Ag-i)) pour la forme bilinéaire (.,.) z(z,). Donc, comme

dans le cas des racines simples, si le déterminant de cette matrice est non
nul, alors la transposée de cette matrice est une matrice de changement de
bases et si son déterminant est nul, alors la famille (x®) est liée dans Aj et
elle ne peut pas en étre une base. &

Définition 2.4.14 Soient Z = {(1,...,(q} C K" et E = {ay,...,ap} C
N tels que x¥ est une base monomiale de Ay = K|z, . ..,75]/Za. On définit

les polynomes de Lagrange ez(-j), j € {1,..., i}, associés a (; de la fagon
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suivante :

( x1 x&D
(AP, x)e - (AR X
e(j) = -1 det <A(-i21axal>9' <A('Z215an>C¢

¢ VAE 0 o W e
<Aj+1’X >Ci <Aj+1’x D>C"

dQ Q) .

TR R

pour tout i € {1,...,d} et j € {1,..., i}

Proposition 2.4.15 Les polyndmes eZ(-l), i € {1,...,d}, sont les idempo-

tents associés auz ;, i € {1,...,d} et les familles (egl), ... ,eE“”) sont des
bases des algebres locales A¢;, i € {1,...,d}.

Preuve : On remarque que :

(a5, x) (g, xe0)
<AS_Z’), Xa1>gi, <AS-Z’), an)Ci/
. , 1 : :
(A, e ) = — 0y 0y = 041 j

! ’ VAE <A§'Z{’317 x )Cll e <A_§'3.’217 an>(i/

<A§'€l1a XM )¢, <A§'3+1’ X*P)¢,

\ (AR X, (AL, xP),
Ainsi les éléments ez(-j ), j €1,..., u; forment une base duale de la base (Ag-i))
de D,. De plus, comme les ez(-l) sont les éléments duaux des Agj ) — 1, alors
egl) est I'idempotent associé & (;. On a aussi, puisque les Agz), . ,A,(fi) sont
sans termes constants, les eZ(Q), . ,ez(“ i) qui sont dans l'idéal maximal mg,

de Agi. &

Proposition 2.4.16 Sous les hypothéses précédentes et avec les mémes no-

d p ) )
tations, pour tout f dans A, on a f = Z Z(Agz), f)Qez(J)-
i=1 j=1
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()

J

Preuve : 11 s’agit simplement d’un corollaire du fait que A%’ et egj ) sont
duaux pour (.,.). &
Cette derniére proposition donne directement une solution au probléme

d’Hermite généralisé. C’est ce que nous explicitons dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.17 Sous les hypothéses précédentes et avec les mémes no-
tations, alors V(vi1,. ..,V p;s---1Vd1s--->Vdpy) € KP, il existe un unique
polynéme f € Ap tel que pour tout i € {1,...,d} et 5 € {1,...,u;}, on a
(Ag-z), f)e; = vij et ce polynome est donné par :

d Y )
0 =3 wije (x) (2.2)

i=1 j=1

Remarque 2.4.18 On remarque qu’on n’a fait aucune hypothése sur le type
d’intersection de l'idéal Zp. Cela rend notre approche trés générale et permet
d’envisager un grand nombre d’applications a ce genre de méthodes d’inter-
polation.

2.4.4 Polynémes de relation

On introduit maintenant des polynémes qui joueront un roéle important
dans 1’étude des relations entre coefficients d’un systéme algébrique et les
coordonnées des zéros de ce systéme, la construction de systémes contenant
un ensemble algébrique donné comme sous-ensemble de son ensemble de
solutions et dans la conception de méthodes itératives pour la résolution
de systémes algébriques. On se place sous les mémes hypothéses que pour
I'interpolation de Hermite généralisée.

Soit @ € Klz1,...,zy], on note Ng (x) = Z nQ,ox® la forme normale

acE
de @Q dans la base x¥ modulo un idéal Ty représenté de la méme facon que
pour l'interpolation d’Hermite. On considére alors le polynome Pgp (x) =
Q (x) — Ng (x). On a alors Py € Z,.

Définition 2.4.19 On définit le polynome Rg (A,x) comme le déterminant

suivant :

Q (X) x&1 ce xaD

A(l), x A(l), *x@1 L A(l), x@D
RQ(A,X): < 1 ( ))Cl < 1 ' )Cl . < 1 . )Cl (2‘3)

(Mir @G, (M x)g o (A x*)e,
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On vérifie facilement les propriétés suivantes :

Propriétés 2.4.20

b RQ (AaCZ) = 07

o Rg(A,x) = vpaxPg(x).

Nous allons maintenant donner une propriété importante de ces poly-
nomes. Pour tout ¢ € {1,...,n}, on note v; = ((5i,j)j€{1,_",n} € N". Soit
Q € Kz1,...,z) \ Klz1,...,2,]g. Alors les dérivées partielles de Rg par
rapport aux coordonnées des (; vérifient :

Proposition 2.4.21

5 o (x) =3 (A0 =R (hx)eel” e A (24)
2y k=1 J

Preuve : On revient & I’expression déterminantale de Rg (A,x) pour
obtenir :

Q (x) x x@D
D oty = 0| B Qe A xg e A X,
0G,j 0G.j : : - :
(A, Q)e, (MM x%1)e, - (AR, x),
D’ou lon tire facilement 1’égalité suivante :
Q (x) x1 x@D
WPQ, (N xmy, e (Al xe)
9 ro () — <A§i),%62)g <A§“,a%xal><i <A§“,%xad><i
0Gi.j : : :
(Ml % Qo (A ax)e o (A, e
AD, Q) (A x), e (AR X,

On remarque alors que Rg (A, ;) = 0 si ¢ # k. Donc %RQ (A,x) € Ag,.
2 ,

Corollaire 2.4.22 Si la racine (; est simple, alors :

o _q.9 )
5 R (M%) = {1 5 Ro (A x))geq = 5% (MG

J
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2.4.5 Relations entre racines et coefficients

Nous donnons maintenant des relations entre les coefficients d’un systéme
algébrique définissant un idéal de dimension 0 et les racines de ce systéme.
Ces relations étendent naturellement les relations entre coefficients et racines
données par les fonctions symétriques élémentaires dans le cadre univarié.
Soient donc fi,..., fm € Klz1,...,z,] tels que I'idéal Z = (f1,..., fm) soit
de dimension zéro. On note par Z (Z) = {(1,...,(q4} ensemble algébrique
qui lui est associé et A = K[z1,...,2,]/Z son algébre des coordonnées.
B i €

On suppose connue x”, une base monomiale de A et (A(-i)

{1,...,d}, des bases duales des algebres locales Ag;.

Soit @ € Klz1,...,zy], on note par Ng (x Z nQ,ox* la forme nor-

acE
male de @ dans la base x¥ de A. En corollaire des propriétés 2.4.20, on a
Rf (A,z)
VAE
fi(x Z fi,ax® de la facon suivante : fi+ Z fi,ax® ou f; a un support
acNn ack

R+(A,x —
monomial disjoint de x¥. On a alors % = fi(x) = Ng (x) = fi(x)

puisque Ny, (x) = 0, et ainsi Z fiax® = Nz (x). On en déduit que
ack

Rﬁ (A,X) T

VAE

= fi (x) pour tout 7 € {1,...,m}. On décompose alors chacun des

= z fi,axa-

ack

On note |Rz (A, x)

tenue en retlrant la premlere ligne et la colonne correspondant a x%, pour
i€ {1,...,D}. Le théoréme suivant est alors facile & vérifier :

‘fq‘(A X) e f
VAE 2,0
07

le mineur de la matrice associ¢e & Ry (A, x) ob-

Théoréme 2.4.23 Soiti € {1,...,D}, on a

RTi(Aax)

VALE

Preuve : On a qui est le mineur de la matrice associée a

o
Ry (A, x) obtenu en enlevant la premiére ligne et la colonne indexée par x*

puis en divisant par va, g. C’est donc le coefficient de x* dans le polynéme
fz 7 (Ax)
VA,E

x® dans son support. ¢

Cette derniére égalité généralise les relations bien connues entre les fonc-
tions symétriques des racines et les coefficients d’une équation algébrique
univariée.

, ce qui prouve le théoréme puisque par définition f; ne contient pas
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2.4.6 Application des polynémes de relation a ’interpolation

On s’intéresse ici & un nouveau probléme d’interpolation qui est une va-
riante du probléme d’Hermite. On considére des points {(i,...,(4} C K"
distincts et des conditions différentielles (A§-Z)). i X i€ {l1,...,d} véri-

1€11,.., 0
fiant les mémes hypothéses que pour l'interpolation d’Hermite. On a donc un
idéal Z) et une algébre Ap dont on suppose connaitre une base monomiale
xP. Le probléme est ici de construire une famille de polynémes engendrant
Tx. Dans le cas ou toutes les racines sont simples, le probléme consiste a trou-
ver une famille de polynémes définissant la variété algébrique {(1,...,(q}-

Définition 2.4.24 On note Q={f e N'|Jac E etk € {1,...,n}
avec Tpx* =xP et B ¢ E} Cet ensemble est appelé, par abus de langage,
la frontiére du quotient.

Proposition 2.4.25 L’ensemble {R s (A,x) |8 € Q} est une solution du pro-
bleme d’Hermite modifié, c’est-a-dire que (Rys (A,x))gcq = Za. De plus

comme Z ((ng (A, X)),Ben> = {C1,...,C4a}, si on note A¢; lalgébre locale as-

sociée 4 G; dans Kz, ..., 2p]/ (Rys (A, X)) geq alors Ag, = (A;i)|j e{1,...,umh*,
pour tout i € {1,...,d}.

Preuve : On montre d’abord que x est une base de K[z, ..., z,]/ (Rys (A, X)) geq-
Si v € N" est tel que x” ne soit pas dans E alors il serait réductible par un
x8, B € Q. Donc xP est une famille génératrice du quotient. Puisque le
déterminant de Vandermonde v, g est non nul, c’est une famille libre. Par

conséquent, x¥ est une base de Ax. On a {C1,...,(y} C Z ((Rxg (A, X)),BEw)

par construction. De plus, toujours par construction, (Agi), R,s (A, %)), = 0.
Donc ¢; a au moins la multiplicité p;. Comme x? est une base de A, et que

d
Z“i = # (F), la multiplicité de (; dans Z ((Rx;a (Aax)),@ew) est exacte-
=1

ment ;-

Si on choisit un systéme de générateurs d’exactement n polyndmes, ce
systéme définit un ensemble algébrique contenant {(1,...,(q}. Le probléme

de définir Ap comme une intersection compléte est un probléme beaucoup
plus difficile. Dans notre approche, nous choisissons beaucoup trop de géné-
rateurs. Le probléme de trouver un nombre de générateurs minimal de I'idéal
revient alors a trouver une famille fg € Kz] \ K[z1,...,z,]r minimale dont
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les initiaux d’une base de Grobner définissent {2 comme “escalier”. Cette for-
mulation révéle la difficulté de la question posée. C’est 'objet de ce qui suit,
méme si on se limite au cas des racines simples.

Nous retrouverons des questions analogues dans le cadre des méthodes
de Weierstrass modifiées, oul les questions de platitudes d’homotopies sont
cruciales.

2.5 Deux autres problémes d’interpolation

2.5.1 Restriction d’idéaux

On sg’intéresse ici au probléme suivant : on se donne un ensemble de
points Z = {(1,...,Cq} dans K, d’algébre des coordonnées .A pour laquelle
on suppose que toutes les racines sont simples (i.e. cette algébre est réduite)
et dont on suppose connaitre une base monomiale x¥. On cherche alors &
décrire une famille de polynomes fi,..., fm € Klz1,...,z,] définissant un
idéal Z 4 tel que A = K[z1,...,2,]/Z4. De plus on souhaiterait que m soit
le plus proche possible de n.

Proposition 2.5.1 Soient X et Y avec Y C X deux sous-ensembles finis
de K", on a alors :

Tix\vy)=Ix + (Z e, (x)) =Tx+ Y (es(x)).

zcY zcY

Preuve : On commence par remarquer que dans Ax on a (Z e (x)) =
z€Y
Z (ez (x)) puisque les idéaux (e, (x)) sont premiers entre eux dans Ay car

z€Y
les polynomes e, (x) sont premiers entre eux dans Ax.

Soit p € Tx + z:(eZ (x)) non nul, alors p(x) = szez(x) dans Ax avec
z€Y zcY

les p, non tous nuls. On a donc pour tout w € X\Y, p(w) = Z pzez(w) =0

z€Y
dans Ax. De plus il existe y € Y tel que py # 0 et alors p(y) = py € Ax.
Donc p € Zx\y. Donc Zx + Z(ez(x)) CZIx\y-
zcY

Soit p € Z(x\v), et supposons que p & Tx + Z(ez(x)). Dans A; on a
zcY

p(x) = szez(x). Comme p € Ix\y, on a pw = 0, Yw € X \ Y puisque

zeX
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p(W) = pw. Donc p(x) = Z Pyey(x) ce qui contredit 'hypothese et Zx\y C
yeY

Ix + ) (es(x)). &

zcY
Pour des raisons pratiques, nous nous placerons systématiquent sous I’hy-

potheése suivantes :

Hypothése 2.5.2 On suppose que tous les points de Z ont leurs coordon-
nées distinctes deuz G deuz, i.e. en notant ; = (Gi1,.-.,Gin), Gt # Gk S
i#£je{l,....,D}y etk #1€{1,...,n}.

Proposition 2.5.3 L’déal Z; est engendré par un idéal engendré par n+ 1
polyndmes.

Preuve : On note ¢; = ((i1,---,Cin) pour tout ¢ € {1,...,D}. On

considére alors les polynémes p; (z;) Klz;] ,pour j € {1,...,n}, définis par
D

pi (z;) = H (i — Gij)- On a (p1,...,pn) C Iz. Ils définissent un ensemble
i=1

algébrique X fini et on note Y = X — Z qui est aussi un ensemble fini. On
applique alors la proposition précédente pour avoir Z; = Zx_y. &

Ces deux derniéres propositions permettent d’ailleurs de construire effec-
tivement les n+1 générateurs de 7z en admettant que 'hypothése précédente
est vérifiée (elle I’est toujours modulo un changement linéaire de coordon-
nées), c’est lobjet de la proposition suivante :

Proposition 2.5.4 Sous l’hypothése précédente, l’idéal Tz est défini par
D

les polynomes p; (z;) = H (i — (i)t € {1,...,D} et par le polynome
i=1
x défini comme suit : on considére l’ensemble Y des points de la forme
(Cir,1y -+ -+ Ginn) avec les ij non tous égauz. On définit alors x = Z ey.
yey

Preuve : La variété définie par les p;, i € {1,...,n} est exactement
X = ZUY. On applique alors le théoréme précédent & X \ Y. &

Bien qu’on ait défini Z avec n + 1 polyndémes, le calcul du polynéme x
reste un facteur limitatif. En effet, ’ensemble Y contient n” — D points,
puisque X en contient n” et que Z en contient D. De plus, il faudrait une
base monomiale de Ax pour mener & bien ce calcul, ce qui impliquerait de
manipuler des matrices carrées de taille nP.
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2.5.2 Configurations de points et restrictions d’idéaux

Dans la sous-section précédente, on a vu que si Z et J sont deux idéaux
radicaux de dimension zéro tels que J C Z, alors on peut toujours trouver
un polynéme h € Klzy,...,z,] tel que Z = J + (h). Dans cette nouvelle
sous-section on est intéressé par un probléme de méme nature. En effet,
la solution proposée pour calculer le polynéme h & partir des idempotents
de B = Klz1,...,z,]/J associés aux zéros supplémentaires de J implique
de connaitre beaucoup d’informations sur B. Dans cette sous-section, nous
nous intéressons a une méthode de calcul d'un polynoéme h € Klz1,...,z,]
tel que Z = J + (h) en utilisant uniquement des informations sur A =
Klz1,...,2n]/Z et des polynémes de relation. Nous cherchons des informa-
tions de deux types : quels polynémes h peut-on rajouter pour avoir géné-
riquement Z = J + (h) 7 Et dans le cas ou on connait de tels polynomes,
quelles sont les conditions sur la configuration des zéros de J pour que les
polynémes calculés n’excluent pas tous les zéros supplémentaires.

Construction de conditions algébriques

On considére fi,...,fn € Klz1,...,z,] des polyndmes en intersection
compléte. On note F' = (f1,..., fn) 'idéal qu’ils engendrent et Z = Z(F) =
{¢1,.-.,¢q} C K" I'ensemble algébrique associé. Toutes les racines sont sup-
posées simples, i.e. de multiplicité 1 dans A = K[z, ...,z,]/F.

On considére une autre famille de polynémes g1,...,g, € Klz1,..., 2]
en intersection compléte. On note G = (g1, .., gn) l'idéal qu’ils engendrent
et X = Z(G) l'ensemble algébrique associé.

On suppose que G C F, ou de facon équivalente que Z C X. On
suppose que toutes les racines communes de F' et G sont simples dans
B = K[:vl,,acn]/G

Soit E = {ay,...,a,} C N* tel que x¥ soit une base monomiale de A.
Soit p € K[z1,...,z,] un polynéme tel que son support monomial contienne
au moins un mondéme qui n’est pas dans x, on note alors h = Ry(Z,x%) le
polynome de relation qui lui est associé.

Définition 2.5.5 Un polynome p € Klz1,...,x,] tel que G+ (p) = F est
appelé un polyndme séparant de Z relativement a X .

On donne maintenant une caractérisation des polynémes de relation qui
sont des séparants de Z relativement & X :

Proposition 2.5.6 Soitp € K[z1,...,z,] un polynéme dont le support mo-
nomial contient au moins un mondme qui n’est pas dans x¥. Alors Ry(Z,x)
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est un polynome séparant de Z relativement o X si et seulement si pour tout

e X\ Z, Ry(Z,%x) #£0.

Preuve : On commence par remarquer que h(x) = R,(Z,x) € F. Alors
s’il existe £ € X tel que h(€) =0, on a Z(G + (h)) qui contient strictement
Z et €. Donc Z est strictement inclus dans G + (h). Supposons alors que
pour tout ¢ € X, on a h(€) # 0, alors (h) C F, donc comme G C F, on a
F C G+ (h). Comme l'inclusion dans l'autre sens est toujours vérifiée, la
proposition est démontrée. &

Dans la sous-section suivante, on s’intéresse au lien entre les configura-
tions de points de X et au fait qu'un polynéme de relation soit un séparant
de Z relativement a X.

Configurations de points et polynémes séparants

On cherche maintenant & savoir sous quelles conditions, pour un poly-
nome de relation donné, il existe un ¢ € X \ Z tel que ce polynéme ne
s’annule pas en £. On commence par le cas d’un polynéme de relation as-
socié & un mondéme. Soit E = {a1,...,aq} C N tel que x¥ soit une base
monomiale de A. Soit f € N* \ E, on note h(x) = R,s(Z,x). Par définition
des polynoémes de relation, on a :

xP xM ... x%
oo g
hix)=| . . :
G
Si h(§) =0, et comme :
B g . goa
D g
h(&) = : : :
GG G
On sait alors qu’il existe un unique (puisque le déterminant de Vander-
monde est inversible) d-uplet (Aq,...,\q), avec les A; non tous nuls tel que :

d
=3 N
=1

1 (2.5)
g =3 N (M, Vie {1, d}
=1
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On a alors facilement la proposition suivante :

Proposition 2.5.7 Une condition nécessaire et suffisante pour que G +
(h) # F est qu’il existe £ € X \ Z vérifiant les conditions (2.5).

L’ensemble des points vérifiant la condition (2.5) est défini par d+1 équa-
tions algébriques, mais ces équations ne sont pas indépendantes. Cependant
c’est au plus une hypersurface de K". Il y a donc peu de configurations de
points pour lesquelles h ne sera pas un polyndéme séparant de Z relative-
ment & X. Dans ce qui suit on va voir qu’on peut augmenter le nombre de
conditions sans pour cela augmenter le nombre de polynémes de relation.

Soient k un entier et C' = {B,...,B:} C N¥ \ E. On considére alors un
vecteur (hi,...,h;) € K¥ dont les coordonnées sont toutes non nulles. On

k
considére alors le polynéme H(x) = Z hixPi et on définit h(x) = Ry (Z, x).
=1
Comme précédemment on commence par supposer qu’il existe £ € X \ Z tel
que h(§) = 0.
Sih(§)=0,0na:

H(E) €0 oo g

H(¢1) G

H(C) (g

Qg
1

caa

=0.

Comme précédemment, la condition A(£) = 0 implique qu’il existe un
unique (A1,...,\g) € K¢, dont les coordonnées sont non toutes nulles tel
que :

d
H(§) = Z N H(G)- (2.6)

Ce qu’on peut réécrire de la facon suivante :

k

n k
Y=Y nd> (27)
i=1  j=1

Jj=1

D’oil on tire que :

d
€49 = NG, viefl,...,d}
e (2.8)
% =3 " N¢l Vi e {1, k)
=1
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On a alors facilement la proposition suivante :

Proposition 2.5.8 Une condition mécessaire et suffisante pour que G +
(h) # F est qu’il existe £ € X \ Z vérifiant le systéme d’équations (2.8).

On voit que si toutes les équations du systéme (2.8) ne sont pas indé-
pendantes, a chaque fois qu’on rajoute un mondéme dans le support de H
tel qu’il donne une condition indépendante des autres, on fait chuter de 1
la dimension de la variété algébrique des points tels que h n’est pas un po-
lyndéme séparant de Z relativement & X. Cette proposition nous fournit un
outil qui nous sera trés utile pour le contréle du nombre de solutions dans
les méthodes de calcul simultanés des racines par homotopie surcontrainte.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons décrit les structures algébriques associées
aux ensembles algébriques de dimension zéro. Nous avons montré que le
point de vue algébrique permettait d’obtenir des méthodes d’interpolation.
Nous avons ainsi complétement traité les problémes d’interpolation de La-
grange et d’Hermite dans le cas multivarié. Ces problémes sont importants
non seulement théoriquement, puisqu’ils nous ont permis de donner des re-
lations entre coefficients et racines généralisant les relations connues en une
variable, mais aussi pratiquement comme le montrera 1’application que nous
en ferons au chapitre 3 pour la conception de méthodes itératives pour le
calcul simultané de toutes les racines d’un systéme algébrique.



Chapitre 3

Méthode d’approximation
simultanée des solutions d’un
systéme algébrique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux méthodes itératives pour
le calcul simultané des solutions d’un systéme d’équations algébriques défi-
nissant un ensemble algébrique de dimension zéro. Les systémes considérés
ici sont des systémes en intersection compléte ou surcontraints avec comme
corps de base R ou C (et méme essentiellement C).

Les idées soutenant ces méthodes remontent & Weierstrass pour le cas du
calcul simultané des racines d’un polyndéme univarié n’ayant que des racines
simples. Nous rappelons briévement le principe de la méthode de Weierstrass
(c’est surtout cette derniére qui nous intéressera).

Soit P un polynéme unitaire de degré d n’ayant que des racines simples.
Onnote A ={z€ C"|Jiet j€{l,...,d},i#j, tels que z; = z;}. On consi-
dére ’application suivante :

I-{ ci\ A — (o
N\ z=(21,...,24) — I(z)=(L(2),...,14(2))
telle que :
P (z)
I; (Z) =z —
H(zi_zj)
J#
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Soit z(®) = (ng’ ... ,z((io) ), on considere alors la suite des itérés de z(¥
par I, i.e. la suite (z(*)) oy définie par z*) = 1* (20). Soit (¢1,. .., ¢a) € K
un vecteur formé des racines de P, alors pour z(®) dans un voisinage (suffi-
samment petit) de (1,...,(q), la suite (z(k)) .y COnVerge quadratiquement
vers (C1,...,Cq). Autrement dit, les itérés pz;r I permettent d’approximer
simultanément toutes les racines de P.

On s’intéresse aussi a d’autres méthodes de ce type, obtenues a partir de
fonctions d’itération différentes. Par exemple, la méthode d’Aberth corres-
pond & la fonction d’itération

™ (z) = (Ifl (Z)""’I(;l4 (Z))

avec
P (z)
P'(z) = P ()Y (2 — 2)
J#i
La convergence locale de cette méthode est cubique.

Des logiciels de résolution d’équations algébriques reposent en partie sur
ces fonctions d’itération, tel le logiciel MPsolve [13, 14] qui décompose la
résolution en deux étapes. La premiére étape consiste a calculer des points
initiaux garantissant, dans la seconde étape, la convergence de la méthode
d’Aberth. Ce logiciel, trés complexe, comprend une analyse des clusters (re-
groupements de racines proches) et une adaptation dynamique de l’arith-
métique utilisée (bien que l'arithmétique des nombres flottants double pré-
cision suffise généralement). Notre approche est différente. Nous proposons
d’utiliser la méthode de Weierstrass comme opérateur de correction dans un
procédé de suivi de chemin. D’autres méthodes basées sur des méthodes d’ho-
motopie existent, comme celles proposées par T. Y. Li [67] et J. Verschelde
[94]. Ces deux méthodes utilisent la méthode de Newton comme opérateur
de correction et suivent par conséquent les racines indépendamment. L’ori-
ginalité de la méthode proposée ici, par rapport aux méthodes de ces deux
auteurs, est de suivre un seul chemin pour toutes les racines & la fois.

Le reste de ce chapitre se décompose comme suit : nous construisons la
fonction d’itération de Weierstrass dans le cadre univarié, en adoptant une
approche algébrique. Nous introduisons ensuite ’approche due a A. Frommer
et A. Bellido qui est un peu plus analytique. Dans une deuxiéme partie nous
montrons comment l'approche algébrique au cadre multivarié a la méthode
de Weierstrass, que nous étudions en détail, puis & la méthode d’Aberth pour
laquelle nous ne possédons pas de démonstration suffisamment rigoureuse de

I-A(Z) = Z; —
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la convergence dans le cas multivarié. Ensuite nous proposons d’utiliser la
méthode de Weierstrass dans un procédé de suivi de chemin afin d’obtenir
des méthodes globales dans le cas univarié et multivarié. Enfin nous exposons
quelques expérimentations numériques.

3.2 Meéthodes univariées

3.2.1 La méthode de Weierstrass univariée

On considére un polynéme P € Kz| unitaire de degré d n’ayant que
des racines simples, c’est-a-dire que P a des racines (1, ..., (s distinctes, i.e.
Gi # (jsit # j. Autrement dit, p s’écrit de la facon suivante :

d d—1
P(z) = H(ﬁU—Ci) :xd—I—Zpixi (3.1)
i=1 =0

Nous avons déja introduit les fonctions symétriques élémentaires sur K¢ :

oi(m) = (1) Y 2z (3:2)

J1<...<Ji

Une simple identification dans 1’égalité 3.1 permet de constater que o; ({1, - . -

pi, Vi € {1,...,d}. On définit alors l'application :

o1(z) —p1
% (z) = : (33)
0d — Pd

Le systéme X (z) = 0 définit alors les relations bien connues entre les
racines et les coefficients d’une équation algébrique. On dénote par S, 'en-
semble des permutations de l’ensemble {1,...,d}.

Proposition 3.2.1 Soit z € K¢, alors on a X (z) = 0 si et seulement s’il
existe une permutation T € Sy telle que 2™ = (zT(l), B ,zT(d)) = (C1,---,Ca)-

Soit z € K¢ tel que 2z # zj si i # j. On définit alors les polynomes
d

P, (z) = H(x—zz) et F,(z) = P,(z) — P(z). On note A = K[z]/ (P)
i=1
Kz

et A, = 1/ (Pz). On a alors F, € K[z]q—; et, en tant que K-espaces
vectoriels, A = K[z]g_1 = As.

7Cd)
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Une idée déja évoquée pour approximer simultanément toutes les racines
de P consiste a appliquer la méthode de Newton & ¥ (z). Etant donné la
complexité de cette application, on n’applique pas directement la méthode
de Newton & X (z), mais on interpréte cette application de fagon a ce qu’on
obtienne une fonction d’itération (équivalente & calculer les itérés par la mé-
thode de Newton) sans avoir & inverser numériquement la matrice jacobienne
de X (z). On considére a cette fin I’application suivante :

. K¢ — K[CC] 1
?{ z — Fz((in)

Clairement F (z) = 0 si et seulement si ¥ (z) = 0. On introduit alors les
polynémes de Lagrange associés aux points z; :

II@—2)

J#i

11 Gi—2)

J#

€2; (r) =

qui conduisent & la décomposition A, = Ke,, @ --- @ Ke,,. La méthode

de Weierstrass consiste alors & appliquer la méthode de Newton & ? Nous
devons alors calculer :

Jacp (z) F-u (3.4)

ou de facon équivalente, nous devons résoudre le systéme linéaire suivant :
Jac (z)u = 7 (2) (3.5)

Ce systéme linéaire se traduit par :

d
> g Fen=Fy
=1 9%
d
Comme on a a%in: z%i H(m—zj) =— H(m—zj) =
i=1 i

d
— | I (2 = 2) | ez (x) et comme Fy (z) = Y Fy (2:) e (z) =
i=1
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d
- Z P (z) e, (z) on déduit, par identification dans (3.5) que :
i=1

P (z)

“ Iz — 2)

J#

(3.6)

A T'aide de cette identité, on a une facon simple d’exprimer la suite (z(’“)) keN

des points itérés de la méthode de Newton appliquée & F :

Vie{l,...,d, 5D =, (z(k)) = % (3.7)
)
i J
i
Cela nous permet de décrire les coordonnées de la fonction d’itération de la
méthode de Weierstrass :

ALY | (z(k)) = (Il (z(k)) R (z(k))) (3.8)

Nous suivrons la méme trame de raisonnement dans le cadre des sys-
témes d’équations algébriques. Une telle présentation permet d’obtenir ipso
facto la convergence quadratique locale de la méthode. C’est la trés bonne
connaissance des structures des algébres quotients qui nous permet d’expri-
mer la fonction d’itération. Les résultats du premier chapitre de cette thése
nous permettront d’adapter ce raisonnement au cadre multivarié.

3.2.2 L’approche de Frommer-Bellido

Nous exposons ici briévement une méthode assez systématique pour
construire des fonctions d’itération (voir [8, 9, 10, 46]). C’est une approche
qui généralise assez directement la démarche que nous avons suivie pour ob-
tenir la fonction d’itération de Weierstrass. Elle permet d’ailleurs de traiter
une classe de problémes plus large que celle des problémes polynomiaux.
Comme nous le montrerons, elle repose sur des notions d’analyse fonction-
nelle et par la-méme, sur l'interpolation. Cependant, pour des raisons de
clarté de l'exposé, nous ne donnerons pas ’approche la plus générale.

Principe de la démarche

La démarche initiée par Frommer puis étoffée par Bellido est la suivante :
on considére un ouvert {2 C K. Soit alors P € C? () ayant d zéros dans €.
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On considére un sous-espace vectoriel V de C? (Q2) de dimension d + 1 et tel
que P € V. On considére alors une forme linéaire A sur V non nulle et telle
que A (P) # 0. On cherche une fonction g € V' \ Ker (A) telle que :

{ g(z,2)=0
A(g) =A(P)

pour des points z1,..., 24 € Q choisis. Soit (bi)z'e{l,...,d} une base de Ker (A),
la fonction g vérifie alors :

9(z,2) = P (z) = Z ¢i (2) bi () .

On a alors g (z,z) = P si et seulement si ¢; (z) =0,V € {1,...,d}.

Par exemple, pour la méthode de Weierstrass, on a P € Klz]q, P (z) =
d d

Z a;iz’, avec ag # 0. Puis on choisit A : Z fiz' — f4. On a alors clairement
=0 1=0

Ker (A) = Kz]q—1 dont une base est formée des polynéomes de Lagrange
associés & z (on peut choisir d’autres bases) et donc

d
g9(z,7) = P(z) = (9(z,2) — P(2))ei(z).
i=1
Une fois les ¢; calculés, on obtient un nouveau systéme appelé systéme
résolvant, qui est de la forme :

. ¢i(z) =0
(q’)'{weg,...,d}

auquel on cherche a appliquer la méthode de Newton. Dans le cas de la mé-
d

thode de Weierstrass, on choisit g (z, z) = aq (H (z — zz)) et on obtient la
i=1

formule (3.3) comme systéme résolvant. Dans le cas général, en appliquant la

méthode de Newton au systéme résolvant, les mémes simplifications que pour

la méthode de Weierstrass apparaissent et on obtient une fonction d’itération

dont les coordonnées sont données par :

Plusieurs choix interviennent : le choix de A et celui de g. Par contre le
choix de la base de Ker (A) n’intervient pas. Nous renvoyons a la thése de
Anne Bellido [9] pour un exposé complet de cette théorie.
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3.3 Meéthodes multivariées

3.3.1 Meéthode de Weierstrass

On note Z = (fi1,..., fn) une intersection compléte de dimension 0 de
Klzi,...,zn] ne définissant que des zéros simples (i.e. de multiplicité 1)
Z(I) = {Cla"'aCD} C K*.

Hypothése 3.3.1 On suppose que mous connaissons un ensemble E =
{a1,...,ap} CZ"™ tel que x¥ soit une base de A = Klz1,...,x,]/T.

Remarque 3.3.2 Cette base peut étre obtenue avec une bonne probabilité
de succés par le calcul d’une base de Gréobner en wutilisant une arithmétique
modulaire.

On note A = {z e (K)P | Vo = O}.

Calcul de la fonction d’itération

Nous commencons par décrire la construction d’un systéme équivalent
au systéme algébrique initial. Nous définissons 1’application suivante :

(K)P\A — (Klz1,...,20)5)"
F. Ff1 (Z, x)
' z — F(z,x) = :
Fy, (z,x)
R Rfi(z,x) . R
ou Fy,(z,x) = ~p. fi(z,x). On associe au systéme F (z,x) = 0 €
(K[z1,...,Z5]r)" un nouveau systéme que nous décrivons dans ce qui suit.
Si on regarde les polynémes F, (z,x) = % — fi, on remarque qu’ils ad-

£ comme support monomial. On a donc FYy, (z,x) = Z Vi o (2) X%,

acl

mettent tous x

Vi € {1,...,n} On obtient alors le systéme carré suivant :

. "/Jz',a (z) =0
(\P)'{Vie{l,...,n} et Vo € E (3.9)

Par construction on a ;4 (£) = 0, Vi € {1,...,d} et Vo € E. Le sys-
téme (3.9) est 'analogue du systéme (3.3) dans le cas multivarié. L’idée est
encore d’appliquer la méthode de Newton au systéme (3.9). Comme dans
le cas univarié, nous allons exploiter la structure du probléme pour inverser
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explicitement le jacobien de ce systéme et donner une fonction d’itération

simple.

On introduit les application suivantes :

K[xl,...,wn]E —
* & P = Zpaxa — (pa)aeE
o€l
. ?.{ COLAVE (k)"
' z — = (2 (Ff, (%)) ;... ® (Fy, (2,%)))
On a? ) = 0 si et seulement si {z1,...,zp} = {(1,-..,({p}. L’idée est

alors d’ apphquer la méthode de Newton a ? et & cette fin on a & calculer la
suite des points itérés de Newton :

2550 = 5 Jacy (20) " F () (3.10)

Théoréme 3.3.3 Sous les conditions décrites précédemment, pour appliquer

la méthode de Newton a ?, pour i € {1,...,

(0l

vz(k),E‘
Z§k+1) _ zgk) _

vz(k) ,E

BaRfl (z(k) (k ))

D}, on doit calculer

-1

V() g h (zgk))

Vak) g

(3.11)

Et la suite (z(k))keN converge quadratiguement dans un voisinage des solu-

tions du systéme.

Remarque 3.3.4 Par linéarité de @, on a
pour tout k € {1,...,n} eti € {1,...,D}.

520 (Fy, (2)) = ® (52 Fy, (2))

Preuve : [du théoréme]. Soit a résoudre J=: (z) u = F (z). Par le corollaire
2.4.22, pour tout k € {1,...,n},on a:

BRfk (z,2;)

Z Z —6#“@:'91' (z,x) | = @ (Fy, (2,2:) ei (2,%)).

i=1 j=1
ou de fagon équivalente :

D n BRfk (z,2;) D

Z Z _ﬂuz’jwi = Z ka (Z7 Zi) Wi,

i=1 j=1 i=1
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en notant w; = @ (e; (z,2;)). Ainsi pour ¢ € {1,..., D}, on a le systéme
suivant :
n ang (Zzzi)
L R .
; vy Y T (2, zi) (3.12)
Vk e {l,...,n}

Alors pour tout ¢ € {1,..., D} on définit :

ORf, (=:2i) ORy, (2.2;)
Vz,E Vz,E
AF@=| .
OR g, (=.2;) ORy, (2.2i)
0= .. Oz
Vz,E Vz,E
A partir de cette définition, comme FYy, (z,zx) = —fi (2:), le systéme
(3.12) se réécrit sous la forme suivante :
Ui 1 J1(2)
| =A@
Ui, fn (Zz)

La formule du théoréme est donc prouvée. La convergence de la méthode
découle du fait que cette méthode équivaut a appliquer la méthode de Newton
et que toutes les racines sont supposées simples. &

Remarque 3.3.5 Si le systéme a une seule racine, alors la formule (3.11)
donne l’itération de Newton classique et s’il n’y a qu’une seule variable, la
formule donne litération de Weierstrass classique.

Algorithme et complexité arithmétique

Nous rappelons que nous supposons connue une base du K-espace vecto-
riel A. Nous utilisons les méme notations que précédemment.

Les points initiaux sont donnés sous la forme d’une matrice z dont les
colonnes sont les coordonnées des points de départs.

Algorithme 3.3.6 (Itération de Weierstrass)

e Fnirée : La matrice z formée des coordonnées des points initiauz, les
polynomes f1,..., fn et E.
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o Etape 1. Calculer les matrices suivantes (spécialisées en z)

Z?l PR Z?D
MV (2) = L
Z%l « .. Z%D
fe(z1) 20" - 2
MRfk (Z) = T :
fe(zp) 2zp -+ 27’
pour i € {1,...,D}. Puis nous calculons les colonnes :
() [0 0 4 0
dvfk (x)_(axifk(x)’a—xix ’--"G—:Uix D)

pouri € {l,....,n} et ke {l,...,n}.

e FEtape 2. Décomposer LU de MVg (z). On utilise cette décom-
position pour calculer les noyaux des matrices MRy, (z). Ce qui
donne des vecteurs ry, € KP* ) pour chaque k € {1,...,n}. Si
la dimension du noyau de MVEg (z) n'est pas nulle, l’algorithme
renvoie un message d’erreur.

e FEtape 3. Pour chaque i € {1,...,D}, on construit les matrices

Azi? (z) en calculant leurs coefficients comme suit : on spécialise

(1) _ . . .
dv;’ en z;, puis on calcule leurs produits scalaires avec ry, (z)
que l’on a normalisé par le dernier coefficient du résultat (i.e. le

déterminant de Vandermonde), pour k € {1,...,n}. On obtient

ainsi Azi? (z) par concaténation.
e FEtape 4. Pour chaque i € {1,...,D}, on résout le systéme

(Fr () s fu (7)) = AL F (2) 2,

ot z, est la colonne d’indice i de la matrice du résultat.
e Sortie : La matrice z'.

Proposition 3.3.7 La complexité arithmétique d’une itération de [’algo-
rithme 3.3.6 est en O (D3 +n?D? + Dn3) opérations arithmétiques.

Preuve : On détaille le cotlit des différentes étapes :
e A T’étape 1, on commence par spécialiser n matrices de taille D X
(D + 1), ce qui nécessite O (nDQ) opérations arithmétiques.
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e A l'étape 2 et 3, on calcule une décomposition LU de la matrice
MV (z). Cela se fait avec O (D3) opérations arithmétiques. Puis on
utilise cette décomposition pour calculer les noyaux des n matrices
MRy, (), ce qui coite O (nDZ) opérations arithmétiques. On spé-
cialise nD vecteurs de longueur D + 1, ce qui a une complexité en
@ (nDz). Ensuite on calcule n2D produits de vecteurs de longueur
D + 1, on obtient une complexité en O (n2D2) pour ces calculs.

e Dans ’étape 4, on spécialise D vecteurs de longueurs n. Ce qui donne
une complexité en O (nD). Puis on résout D systémes linéaires de
taille n xn, ce qui cotite O (Dn3) opérations arithmétiques. Finalement
on calcule n produits de matrices de taille n X n par des vecteurs ce
qui donne une complexité en O (n2) On note L le colit maximal de
I’évaluation des polynémes fi. On réalise D évaluations de chacun des
n polynomes, ce donne la complexité O(nDL).

Avec tous ces éléments on obtient une complexité en O (D3 +n?D? + Dn3 + nDL)
opérations arithmétiques. ¢

Remarque 3.3.8 Dans l’étape 2, on ne fait pas usage de la structure de la
matrice de Vandermonde. L’utilisation de cette structure peut améliorer la
complezité. On renvoie & [78] pour Uutilisation des structures des matrices
dans la résolution de systémes.

3.3.2 Meéthode de Aberth

Dans cette sous-section, nous proposons une fonction d’itération qui
étend la fonction d’itération d’Aberth. Ce travail a été effectué en com-
mun avec Anne Bellido. Nous commencons par rappeler une méthode pour
calculer la fonction d’itération d’Aberth dans le cas d’une variable. Puis
nous montrons que cette méthode peut étre utilisée dans le cas multivarié.
L’intérét de cette méthode dans le cas univarié est que la convergence est lo-
calement cubique et non quadratique comme ’est la méthode de Weierstrass.
De trés bons logiciels de résolution numérique d’équations algébriques uni-
variées sont basés sur cette itération comme MPsolve [13, 14]. Cela a motivé
la construction d’une fonction d’itération dans le cas multivarié. Malheureu-
sement, nous ne sommes pas, pour l’instant, en mesure de démontrer que la
méthode converge de fagon cubique localement.



52 CHAPITRE 3. APPROXIMATION SIMULTANEE

Fonction d’itération en une variable

d d
On considére un polyndéme monique P(z) = a:d+z aizdt = H(:c —G).
i=1 i=1
On suppose que P n’a que des racines simples, i.e. (; # (j pour @ # j €
{1,...,d}. Soit z = (21, ...,24) € K% tel que z; # z; pouri # j € {1,...,d}.
On remarque alors que :

d 1 , e;(2, )
dxgz(z,x) ) (P'(z) — P(x) ei(z,:(;))' (3.13)
> I @-=)
De plus, €}(z,z) = i71 k74, k7] . On en déduit que :

[1Gi = 2)
J#i
Yo 00 @-2)
J#1 k#i,k#j

11— 2)
ej(z,r) j#i _ Z 1 .
ei(z,x) H(.’I)—Z]) i ($_zj)
J#i
11z — 2)

J#i

Cette derniére égalité, avec 1'égalité 3.13, implique que :

d 1
—gi(2,2) = P'(2) = P(z) Y ———— (3.14)
dz — (z; — 2{)

J#

On considére alors application G(z) = (g1(z,x),...,94(z,x)). Il n'est
pas difficile de constater que G(z) = 0 si et seulement si z = ((1,...,{q)-
L’idée est alors de chercher les zéros de z en appliquant I'opérateur de cor-
rection défini comme suit. On cherche u = (uy,...,uq) € K? tel que :

. d
Vi e {1a o ad}a %gZ(Z,ZZ)UZ = gi(zazi)'

C’est-a-dire que u; = %. La fonction d’itération d’Aberth est alors
dx It 1%
donnée par I4(z) = (I{(2),...,I}(2z)) ou I*(z) = 2 — _9i@:2) _ o elle est

az 9 (Z,Zi)
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définie de K¢ \ A dans K¢, ot A = {z € K% |Jiet j,i#jet z =2}. En
utilisant 1’égalité 3.14, on obtient :

P(z;)

P'(z) — P(zi) )
J#

IA(z) = 2 — (3.15)

1

(zi — zj)
qui est bien la formule classique de l'itération de Aberth.

Méthode d’Aberth multivariée

On considére fi,..., fn € Klz1,...,2,] des polynoémes définissant une
variété de dimension zéro {(i,...,(qs} C K" ou toutes les racines (; =
(Ci1y---,Cin) sont simples. Soit z = (z1,...,24) € (K)9, ie.

z; = (2i1,-..,%in) € K'. On suppose connu E = {a,...,0q4} C N tel

que xP soit une base monomiale de A = Klzy,...,z,]/(f1,...,fn). On
fera le méme raisonnement que pour le cas d’une seule variable. On définit
gi(z,x) = (e{%(zfi),...,ef((:i)), Vi € {1,...,d}, ou €;(z,x) est 'idempotent

associé & z;. On commence par remarquer que :

Ay Z,X
o 9 A _ _1 (ifi(x)—fi(x)idmkej( ))

a—mkg,',j(z,x) - Ozi ej(z,x)  e;(z,x) \ Oz e;(z,x)

Vi,k € {1,...,n} et j € {3,...,d}. On constate que :

0 9 d
a—%gi,j(zazg') = 8—$kfi(zj) - fi(Zj)B—%ej(ZaZj)-

i.

Comme dans le cas d’une seule variable, on cherche (CRTEE
b

,u;n tel que :

> 592Ul = 9i(2,2).
k=1 "k

Cela nous amene a considérer 'opérateur suivant :

A(J’)(z)
o fi(zg) — fi(z) o2t (2,25) 52 fi(zg) — fi(z)) ook (2, 2)
o f(25) — fu(2) e (2,25) o+ g fulg) — ful2)) oei (2, 25)

(3.16)
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La méthode d’Aberth généralisée consiste alors & appliquer la fonction d’ité-

ration suivante :
(2) = (I{(2),..., I} (2))
avec :
f1(z)
I (z) = 2; — AW ()"}

1

,Vie{l,...,d}.

fn(24)
Pourz € (K)N\Aou A= {z€ (K)|Jietje{l,...,d},i#jet z, =2z;}.

3.4 Fonction d’itération de Gauss-Weierstrass

Dans cette section nous nous intéressons a la possibilité de définir une
fonction d’itération du type de celle de Weierstrass dans le cas des systémes
surcontraints. La méthode proposée ici est d’une grande importance pour
concevoir des méthodes modifiées comme celles proposée dans la section
suivante.

On note Z = (f1,...,fn) C Klz1,...,2,] avec m > n un systéme al-
gébrique définissant un idéal de dimension zéro. On suppose de plus que
Z(I) = {(1,...,Cq} est formé de racines simples. On reprend I’hypothése
3.3.1.

3.4.1 Calcul de la fonction d’itération

Nous commengons par décrire la construction d’un systéme équivalent au
systéme algébrique initial. On note A = Z (v, g) = {z € (K*)¢| v, 5 = 0}.
On considére alors ’application suivante :

(K)I\NA — (K21, ..., z5)E)™
Fy, (z,x)
F:
zZ — F(z,x) = :

Fy,. (z,x)
On associe au nouveau systéme F (z,x) = 0 dans (K[z1,...,z,]g)™ un
nouveau systéme que nous décrivons comme suit. Comme tous les poly-
nomes FYy, (z,x) sont a support inclus dans K{z1,...,z,]g, on a Fy, (z,x) =

Z i (2)x% Vi € {1,...,m}. On obtient alors le systéme suivant :
ack

. ¢i,a(z)=0
(\P)'{ VYa e E,Vie{1,...,m}
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Par construction de ce systéme rectangulaire (il est surcontraint), on a

Ya,i (Z(Z)) = 0, Vo € E et i € {1,...,m}. De plus toute solution de ce
systéme s’obtient par permutation de ({1, ..., (q)- L’idée est alors d’appliquer
la méthode de Newton surcontrainte a ce systéme. Comme nous le verrons,
nous ne pouvons pas donner de formule close pour cette fonction d’itération.
Mais nous pouvons néanmoins exploiter en partie le travail que nous avons
déja effectué.

Comme précédemment on considére les applications suivantes :

K[xl,...,xn]E — KE

* 2: P = Zpaxa — (Pa)y -

ack

d m
F N o (k") |

z — F(2) = (®(Fp, (2,%)),..., 2 (Fy, (2,%)))
On peut voir assez facilement que F (z) = 0 si et seulement si (z1,. .., zq)

= ((1,-.-,(q) & permutation prés. Comme pour le cas de 'intersection com-

pléte, c’est & F qu’on va appliquer la méthode de Newton, ce qui revient a
calculer les itérés de Newton :

204 = 5)  Jacy (20)' 7 (a9)

ol Jac (z)' représente I'inverse de Moore-Penrose de J ac (z). Il s’agit donc
de remplacer l'itération de Newton par celle de Gauss-Newton (pour plus de
détail, le lecteur pourra se rapporter a [2]).

Théoréme 3.4.1 Sous les conditions décrites précédemment, pour appliquer

la méthode de Newton surcontrainte a F, pour chaque i € {1,...,d} on doit
calculer
ORp ([ (k)a®) ORp [ (k)al®) f
CET dzp (k)
vz(k),E Tt vz(k),E f]. (ZZ )
e | ;
(k) (k)
i (w0e) e () | g ()
V(k) p o AEOR

Preuve : A chaque itération, on a donc a résoudre un systéme de la forme
J2 (z) u = F (z). Pour les mémes raisons que pour le cas de I'intersection
compléte, pour tout k € {1,...,m}, on a:

4 T (2, 2;) d
T ’
Y ]vziui,jei (z,x) | =@ (Z Fy, (z,2) € (Zax))

i=1 j=1 B i=1
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Et comme Fy, (z,2;) = fi (2;), pour tout k € {1,...,m}, cela équivaut a :

a n 3$ Za Zi
DD Wi = ka )
=1 j=1
En notant w; = @ (e; (z,x)). Ainsi, Vi € {1,...,d}, on a a résoudre le
systéme suivant :
aR
n f’“ (z z,)
uij = fr (2i)
Jj=1
Vk € {1, ,m}
On note alors :
k k
3@’21 (z<k>,z§ )> i <z(k>,z§ ))
Yok g o MAON
AZ¢? (z) = : - :
S (z<’°>#5k)) O f (z(k%zgk))
Va(k) g o Va(k) g
Pour tout ¢ € {1,...,d}, on a alors a résoudre :
Ui,1 fi (i)
A, F (2) = :
Usj,n fm (ZZ)

D’ot, en utilisant 'inverse de Moore-Penrose :

Ui 1 fi(zi)
: =N, F (2)! :
Ui,n Jm (2)

Ce qui achéve la preuve du théoréme. &

Remarque 3.4.2 Méme si on ne donne pas une formule close pour la fonc-
tion d’itération, puisque 'inverse de Moore-Penrose n’est pas donné par une
formule, la fonction d’itération est trés simple. Au lieu de résoudre auz
moindres carrés un systéme nD X mD, on a & Tésoudre D systémes n X m
G chaque itération. La stabilité numérigue de ’algorithme ne peut que profi-
ter de cette division du travail numérique o effectuer. On obtient ainsi une
fonction d’itération que nous appellerons itération de Gauss-Weierstrass.
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Algorithme dans le cas surcontraint

Nous rappelons qu’ici nous supposons de nouveau connue une base mo-
nomiale de A. Nous utilisons les mémes notations que précédemment. On
rappelle qu’appliquer 'inverse de Moore-Penrose est équivalent a résoudre le
systéme équivalent aux moindre carrés.

Algorithme 3.4.3 (Itération de Gauss-Weierstrass)

e FEntrée : La matrice z formée des coordonnées des points initiauz, les
polynomes f1,..., fm et E.
e Etape 1. Calculer les matrices suivantes (spécialisées en z)

Z?l e Z(IXD
zaDl “ e Z%D
fe(z1) 28 - Z”
fe(zp) 25 -+ 23
pour i € {1,..., D}. Puis nous calculons les colonnes :

O () = (2 9 a9
dv;; (x) = (8xifk (x),axix , ,axix )

pouri € {l,....,n} et k€ {1,...,m}.

e Etape 2. On fait une décomposition LU de MVg (z). On uti-
lise cette décomposition pour calculer les noyaux des matrices
MRy, (z). Ce qui donne des vecteurs ry, € KPP+ pour chaque
k€ {1,...,n}. Sila dimension du noyau de MVg (z) n’est pas
nulle, I’algorithme renvoie un message d’erreur.

e FEtape 3. Pour chaque i € {1,...,D}, construire les matrices

AZ¢? (z) en calculant leurs coefficients comme suit : spécialiser

' en z;, puis calculer leurs produits scalaires avec 1y, (z) que
Tk Ir

lon a normalisé par le dernier coefficient du résultat (i.e. le dé-

terminant de Vandermonde), pour k € {1,...,m}. On obtient

ainsi Ay, F (z) par concaténation.
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e FEtape 4. Pour chaquei € {1,..., D}, résoudre a l’aide d’une SVD
le systeme

(F1 (20) s [ (2)) = A 7 (2) 2,

ot z; est la colonne d’indice i de la matrice du résultat.
e Sortie : La matrice z'.

Proposition 3.4.4 La complerité arithmétique d’une itération de [’algo-
rithme 3.4.3 est O(D® + mnD? + Dmn? + LmD) opérations arithmétiques,
ot L est un majorant pour la complexité arithmétique de l’évaluation des
polyndémes d’entrés.

Preuve : La preuve est la méme que pour la complexité de ’algorithme 3.3.6,
mais on a m2D produits de vecteurs de longueur D + 1 & ’étape 3 au lieu
de n%D et on a D résolutions de systéme n x m a faire a I’étape 4. &%

3.5 Meéthode de Weierstrass modifiée

L’objectif de cette section est de proposer une méthode basée sur 1’ité-
ration de Weierstrass avec un comportement global mieux contrélé. Nous
proposons une adaptation de la “méthode de Newton globale” telle qu’in-
troduite par Steve Smale [89], mais pour approximer toutes les racines d’un
systéme algébrique simultanément. Notre approche consiste & utiliser la fonc-
tion d’itération de Weierstrass comme opérateur de correction dans une ho-
motopie (voir [2]).

3.5.1 Cas univarié
Principe de la méthode

C’est le cas le plus simple. Mais nous pourrons déja voir certaines limita-

tions de notre méthode dans ce cas. Nous nous limitons également au cadre
d

d
complexe, i.e. K = C. Soit f(z) = z¢ + Zaiwd_i = H(:B — ¢;) un poly-
i=1 i=1
noéme de C[z] n’ayant que des racines simples. On construit alors le polynéme
d

f,o(x) = H(:B — 2;) pour z = (z1,...,24) € C? et tel que z; # z;j sii # j.
i=1
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L’idée est alors de déformer continuement f, o) en f et de suivre les racines
durant la déformation. On considére alors I’homotopie suivante :

01 — Cls]
”{ b (1) fy0 (@) + ()

On a évidemment H(0) = f,0)(z) et H(1) = f(z). On propose alors ’algo-
rithme suivant :

Algorithme 3.5.1

Entrée : Le polynéme f, le vecteur 20 et un entier n (le nombre de pas
dans ’homotopie).

e On pose At = % et z =z,

e Pouri allant de 1 & n faire

z <+ Weierstrass (H (i x At), z)

o Fin du pour.
Sortie : Retourner le vecteur z.
Ou Weierstrass est la fonction d’itération de Weierstrass.

Remarques 3.5.2

1. L’utilisation de la fonction d’itération de Weierstrass peut étre diver-
sement paramétrée, ce qui conduit 4 plusieurs algorithmes différents.
En effet, pour ne pas avoir a faire trop de pas (c’est-a-dire G prendre n
grand), on peut utiliser plusieurs fois la fonction d’itération & chaque
pas. Plusieurs choiz sont possibles. On peut par exemple choisir de faire
un nombre constant de pas & chaque itération, ou on peut choisir d’ap-
pliquer la fonction d’itération tant que la différence entre deux itérés
successifs n’est pas plus petite qu’une précision donnée. Dans ce der-
nier cas, l’algorithme consiste juste a appliquer la méthode de Weiers-
trass a chaque pas, ce qui parait une solution convenable si les pas sont
suffisamment petits puisque la méthode converge localement de fagon
quadratique.

2. On remarque que dans l’algorithme proposé, la taille des pas est
constante. On peut penser a contréler la taille des pas afin d’avancer
plus vite quand les racines varient peu en fonction des coefficients.
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Toutes les améliorations données par les remarques précédentes sont clas-
siques des améliorations possibles des méthodes d’homotopie. La premiére
remarque consiste a utiliser un opérateur de correction plus intelligent et la
seconde remarque correspond & l'introduction d’'un opérateur de prédiction.
Mais avant de vouloir accélérer la méthode il convient d’en démontrer la
convergence globale, c’est-a-dire sur un ouvert dense de C%. L’interprétation
que nous proposons est de nature géométrique.

Convergence globale de la méthode

Les concepts que nous introduisons seront utilisés a plusieurs reprises au
cours de ce texte. Ils jouerons également un role important dans ’étude de
la géométrie de l'itération de Weierstrass. Les figures que nous réalisons au
cours du texte sont les traces réelles (dans R?) de la géométrie de la méthode
dans le cas des polynomes de degré 2 (i.e. dans C?) aussi certains aspects
peuvent-ils étre trompeurs. Néanmoins ’art de la géométrie n’est-il pas de
faire des raisonnements justes avec des figures fausses?

On note A = {z € C¥IFet j€{1,...,d} aveci#j et z :zj}. On in-
troduit une application qui jouera un réle important par la suite :

c — c
W:{ 2 — (~oi@),...,(-1) 0u(2))

oules i, € {1,...,d}, sont les fonctions symétriques élémentaires. On note
D =W (A) 'image de A par W. On définit alors deux ouverts algébriques :
U = C\ A qui sera appelé espace des racines et V = C¢ \ D qui sera

appelé espace des coefficients. Cette terminologie se justifie par le fait qu’a
d

tout point (a1,...,aq) € V on peut associer le polynoéme z¢ + Zai:v
La variété D est alors appelée variété discriminante puisqu’elle Zrelplrésente
I’ensemble des polynémes ayant une racine double au moins.

Par abus de notation on note encore W pour la restriction de W de U
sur V. On voit facilement que W définit un revétement différentiel (i.e. c’est
un difféeomorphisme local) dont le cardinal des fibres est d!. Par exemple les
fibres au-dessus de f sont toutes les permutations du vecteur ((1,...,(4)-
On note (aq,...,aq) le vecteur de V associé a f. On définit alors le cone de
Weierstrass, noté C'y, comme l’ensemble des points (b1,...,bq) de V tels que
la droite réelle passant par (ai,...,aq) et (b1,...,bq) coupe le lieu discri-
minant D. Comme D est une variété de codimension 1 complexe, donc de

d—i
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codimension 2 réelle, C'y est une variété de codimension 1. On note alors
CJ?L ={(b1,...,bq) € VIVt € [0,1], (1 —¢) (b1,...,bq) + t(a1,...,aq) € D}

et

Cy = {(b1,...,bq) € V|Ft €[0,1], (1 —¢) (by,--.,bq) +t(a1,-..,aq) € D}.

Autrement dit, CJT est I’ensemble des points tels que le segment le joignant
a (ai1,...,aq) ne coupe pas D et Cf_ est ’ensemble des points tels que le
segment le joignant a (ai,...,aq) coupe D. On considére alors V=V \ Cy.

On peut alors constater que V est étoilé par rapport a (ai,...,a,). Il est
donc connexe. De plus, C)T est un ensemble de mesure nulle (puisque de
codimension 1).

Nous allons maintenant interpréter la méthode de Weierstrass modifiée

dans ce contexte. Soit z(% € U, alors H (t) = (1 — t)f, 0 (z) + tf (z) =
d

Z(l — 1)(=1)*0;2Y + ta; parametre un segment de droite dans V. On a
i=1
alors la proposition suivante :

Proposition 3.5.3 Pour z(O)Adans un ensemble dense de U,
(—alz(o), e, (—l)dadz(o)) € V. Autrement dit, pour un choiz générique de
20 dans U, le segment paramétré par l’homotopie H ne coupe pas D.

Preuve : Supposons qu’il existe un sous-ensemble I de mesure non nulle
de U tel que Vz(® € L, [0 soit tel que H parameétre un segment rencontrant
D. Alors L serait d’intérieur int (L) non vide. Soit alors z(O € int (L). 11
existerait alors un voisinage Uy de z(%) inclus dans int (L) et de mesure non
nul tel que la restriction Wy, est un difféomorphisme de Uy sur W (Up).
Comme W est un difféomorphisme local entre espaces de méme dimension,
W (Uy) serait de mesure non nulle. Donc V (by,...,bq) € W (Up), le segment
joignant (bq,...,bs) & (a1,.-.,aq) rencontrerait D. Ce qui contredirait le fait
que C]? est de mesure nulle. &

On obtient de la proposition précédente le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.4 La méthode de Weierstrass modifiée est globalement conver-
gente.

Preuve : Nous allons montrer que la méthode de Weierstrass modi-
fite converge pour tout point initial z(%) pris dans /. On note H(t) : t —
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(1 —t)f,o(z) +tf(z) et x(¢) un vecteur des racines de #H(t). Comme H
est une fonction continue sur [0,1] pour 2 pris dans U puisqu’il parametre
un segment S dans V, alors z est une fonction continue de [0,1] dans I,
donc uniformément continue puisque [0,1] est compacte. Dont pour tout
e € R il existe n = n(€) € R tel que pour tout At € R avec ||At|| <7, on ait
|x(t+At)—x(t)|| < ¢, pour tout ¢ € [0,1]. Considérons un € € R tel que pour
tout ¢ € [0,1], la méthode de Weierstrass converge quadratiquement dans la
boule By .. Un tel € existe car la méthode converge localement au voisinage
de tout point de § et que S est compacte. On considére alors n € N tel que
At = L vérifie ||At|| < n(e). On note alors x(® = x(iAt), pour i € {0,...,n}
et z(Z) le point obtenu apres 7 étapes de la méthode de Weierstrass modifiée.
On remarque alors que ||x(+1) —x(4)|| < e. On considére alors p € R tel que
B_ ) » C By(i+1) .- Comme la méthode de Weierstrass converge quadratique-
ment dans By, en notant W l'application de l'itération de Weierstrass,
il existe k € N tel que Wk(Bx(i)’e) C By, pour tout i € {0,...,n}. La fin
de la preuve procéde par récurrence. L’hypothése de récurrence est que pour
tout j <i— 1, 20D = Wk(z0)) € By , C B+ - Sous cette hypotheése
21 ¢ By, donc 2 = Wk(z(-1) ¢ By , C Byt ¢, ce qui montre
que si la propriété est vraie pour 4, alors elle est vraie pour ¢ + 1 (voir figure
3.1). Il est alors facile de vérifié que la récurrence est bien initialisée puisque
20 =x0) ¢ B, - Ceci finit la preuve de la proposition par récurrence. &

Si ce théoréme est un apport théorique intéressant, il ne donne cepen-
dant pas d’idée sur la complexité de la méthode. Par complexité on entend
ici complexité numérique. C’est-a-dire le nombre d’étapes de nécessaire a
I’algorithme pour assurer qu’on va converger & chaque étape. Cela pour ré-
pondre & la question suivante : connaissant f et z(?), quelle valeur prendre
pour 1 7 Une réponse a cette question guiderait d’ailleurs sans doute le choix
d’un point initial convenable connaissant f. On voit néanmoins qu'un cer-
tain nombre de phénoménes intrinséques intervient, comme la distance du
segment paramétré par ’homotopie au lieu discriminant ou par la séparation
des racines.

Interprétation en termes de champs de vecteurs

Un point de vue intéressant sur la méthode de Weierstrass modifiée
consiste a linterpréter en termes d’intégration de champs de vecteurs. On
considére le champ de vecteurs V de V sur TV défini par Vp € V —
v = p — f € T,V. Ce champ induit un autre champ sur & par l'inter-
meédiaire de W de la fagon suivante : pour tout z € U, on associe le vecteur
U(z) = W*V(z) = Jacw (z) "' V(W (z)) € TU. On vérifie facilement que
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x(%) e

B+

F1G. 3.1 — Convergence globale de la méthode de Weierstrass modifiée

F1G. 3.2 — Suivit de courbe et méthode de Weierstrass
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U est bien un champ de vecteurs sur U appelé champ remonté de v par W.

On considére alors alors 1’équation différentielle suivante : on cherche
v :[0,1] — U vérifiant dle_gﬂ = W (y(t)) avec comme condition initiale v(0) =
z(0). A la trajectoire décrite par la solution de cette équation différentielle,

on associe 'image de cette trajectoire donnée par a(t) = W (7(t)). On a alors

= T = Jacy(y(1) 4P, dou
d‘;—gt) = Jacw('y(t))JacW(’y(t))_17(t), ce qui donne finalement que « est

solution de I’équation différentielle

avec la condition initiale a(0) = W (y(0)) = W (z(?).

La méthode de Weierstrass modifiée consiste alors & appliquer la méthode
d’Euler & ¥V pour laquelle les trajectoires sont des droites, & remonter le ré-
sultat de chaque itération sur U par W et a prendre comme point d’itération
suivant 'image du résultat de l'itération précédente par W.

Ce point de vue présente l'intérét suivant : on peut alors utiliser d’autres
méthodes que la méthode d’Euler, comme les méthodes de Runge et Kutta.
Une autre perspective qui nous semble interessante serait d’étudier d’autres
champs de vecteurs que ceux que nous venons d’étudier.

3.5.2 Cas multivarié

On considére maintenant le cas des systémes algébriques définissant une
intersection compléte de dimension zéro. Ce cas est nettement plus compli-
qué, pas uniquement pour des raisons techniques, mais aussi pour des raisons
structurelles comme nous le verrons.

Meéthode naive

La méthode naive consiste & recopier brutalement ce que nous avons fait

pour le cas univarié. Soient fi,...,fn € Klz1,...,25], Z = (f1,---, fn) €t
A=K[z1,...,2,]/Z. On suppose que Z (Z) = {(1,---,¢{p} C K" est un en-
semble de racines simples et qu’on connait un ensemble E = {a1,...,ap} C
N" tel que x¥ soit une base de .A. On considére alors (0 = (zy,...,zp) €

(K*)”, un vecteur de points distincts de K*. On considére alors ’homotopie
suivante :
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Définition 3.5.5 Awec les notations précédentes, on définit :

[0,1] — Klzy,...,2z,)"

X — Ry, (29 x
Moo tfi(x) + (1 ‘t) n (29,x)

tfn(x) + (1 —t)Ry, (z(O),x)
L’idée est alors la méme que dans le cas d’une variable :

Algorithme 3.5.6

Entrée : neN, 20 e (K)? et o (t).
e On pose At = % et z = z(0).

e Pouri allant de 1 a n faire
z < Weierstrass (H (i1At) ,z)

o Fin du pour.
Sortie : Retourner la valeur de z.

En utilisant expérimentalement cet algorithme, nous avons constaté que
si le nombre de solutions du systéme a résoudre atteint la borne de Bézout,
alors l'algorithme a un trés bon comportement. Par contre, quand le nombre
de solutions du systéme est strictement inférieur au nombre de Bézout, la
méthode diverge souvent 4 la fin de I'homotopie. Ce qui indique qu’il ne s’agit
pas d’un effet numérique. En fait, cela s’explique par un défaut de platitude
de ’homotopie précédemment introduite. Dans ce qui suit nous analysons
plus en détail le phénomene.

Analyse de I’homotopie

La divergence de la méthode proposée tient au fait que I’homotopie n’est
pas plate. Nous expliquons maintenant pourquoi elle ne conserve pas le
nombre de racines. On note d le nombre de racines du systéme défini par
fi,--+, fn, qu'on suppose ici inférieur & la borne de Bézout. On considére
alors le systeme défini par Ry, (z(o),x) R (z(O),x). On note alors 7o)
l'idéal qu’ils engendrent et par Ao = Klz1,...,2,]/Z,0). On voit sans dif-
ficulté que pour un choix générique de 20, x” est une famille libre de A0
puisque génériquement v, g # 0. 11 se peut que génériquement x” ne soit
pas une base de A, ). En effet, le nombre de points de Z (Z,)), noté D, est
généralement plus grand que d et il atteint méme la borne de Bézout a priori.
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Par exemple une intersection de quadrique en deux variables ayant trois ra-
cines a coordonnées réelles, donnera, du fait que les points qu’on choisit z()
dans a coordonnées complexes, quatre solutions & coordonnées complexes
génériquement. De plus au cours de ’homotopie, il n’y a, & premiére vue,
aucune raison pour que le nombre de solutions reste constant. C’est méme le
contraire puisque le systéme final n’a que d racines. Par contre au cours de
I’homotopie, on verra qu’on garde au moins d solutions. Ce qui signifie qu’on
suit d racines parmi D. Or si le nombre de racines chute, c’est que certaines
racines du systéme initial partent & 'infini (en projectif le nombre de racine
est constant). Il n’y a pas de méthode pour vérifier qu’on n’a pas choisi une
des racines qui partent a l’infini au début de 'homotopie. En effet, il y a
d! chemins menant vers les bonnes solutions parmi D!. Cela donne une trés
faible probabilité d’aboutir en tirant au hasard.

Il est donc nécessaire de trouver une méthode pour garantir que le nombre
de solutions est constant au cours de I’homotopie. Cette problématique est
assez neuve car généralement dans les méthodes par homotopie, on cherche
4 ne pas perdre de racines, alors qu’ici on souhaite ne pas en rajouter.
L’idée naturelle pour résoudre notre probléme est de rajouter une condi-
tion qui contréle le nombre de solutions, c’est-a-dire une nouvelle équation
qui contrdle le nombre de mondémes engendrant 1’idéal défini par les poly-
némes au cours de I’homotopie. Mais dans ce cas, nous avons besoin d’avoir
une fonction d’itération dans le cas surcontraint (donc en dehors du cas de
I'intersection compléte). C’est I’objet de ce qui suit.

3.5.3 Meéthode de Gauss-Weierstrass modifiée

Pour la méthode de Weierstrass modifiée naive, pour tout z(®, on a
construit une homotopie H : [0,1] — K[z1,...,z,]" qui pour tout ¢ € [0,1]
définit un systéme # (¢). On a vu que le nombre de solutions de ces systémes
peut varier, méme s’il est toujours plus grand ou égal au nombre de solutions
d du systéme H (1). Cela pose des problémes pour suivre un chemin continu
de d solutions de H (0) vers les d solutions de # (1). Une démarche naturelle
pour pallier ce probléme est alors de rajouter des équations pour “tuer” les
solutions parasites au départ de ’homotopie. On utiliserait alors une homo-
topie surcontrainte, basée sur l'itération de Gauss-Weierstrass. Mais avant
cela, il convient de résoudre le probléme suivant : quelles équations peut-on
rajouter afin de garantir le nombre de racines au début de ’homotopie ?

Dans la suite de cette sous-section, on suppose que le systéme & résoudre
définit un intersection compléte affine. On peut néanmoins reprendre tous
les résultats exposés ici pour le cas ot le systéme & résoudre est surcontraint
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sans difficultés supplémentaires.

Application de Gauss-Weierstrass

On considére fi,..., fn € Klz1,...,2,]. On suppose que Z(f1,..., fn)
est un ensemble fini {(1,...,s} et que toutes ces racines sont simples. On
suppose également qu’on dispose d’un ensemble E = {aq,...,aq} C N, tel
que x¥ est une base de A = Klz1,...,z,]/(f1,--.,fa). On peut toujours
supposer qu'il existe i et j € {1,...,n} tels que le support monomial de
fnt1 = z;f; contient des monémes qui ne sont ni dans les supports des
fe, & € {1,...,n}, ni dans E. On définit alors 'application polynomiale
f=(fio- o, fn, fat1)- On a Z(f1,..., fn) = f_l(o) = Z(f1,---, frs fas1)-
Pour tout 7 € {1,...,n+ 1}, on définit A; comme 'union des exposants des
mondmes du support de f; avec E. On définit 'application suivante :

Définition 3.5.7 L’application de Gauss- Weierstrass est définie par :

( n+1
(KM)? — [IES
1=1
GW : S Ry, (z,x)
z — :
\ an+1 (Z,X)

La source de GW est appelée espace des racines et le but espace des systémes.

On définit A = {z € (K")¢||Ji £j € {1,...,d} avecz; =z;}. On a la
proposition suivante :

Proposition 3.5.8
Pour z pris dans un ouvert dense de (K*)¢, on a GW Y (GW (z)) = {27 || 0 € Sq}.

Preuve : On peut supposer que z € A puisque A est un sous-ensemble
algébrique de codimension 1 et qui est donc de mesure nulle. On note X =
Z(Ry,,...,Ry,). Comme Ry, contient des monoémes qui ne sont pas dans
U?leAi, alors Ry, ., est un polyndome séparant de z relativement a X par la
proposition 2.5.8, pour z pris dans un ouvert dense de (K*)%. Ce qui prouve
la proposition. &

On note = I’ensemble des points de (K?)¢ tel que Ry, ., ne soit pas un
polynéme séparant de z. On définit alors Y = (K")?\ (AUE). C’est un ouvert
dense de (K")¢. Par abus de langage on note encore GW la restriction de
Papplication de Gauss-Weierstrass & Y. On note V = GW (U). On a alors la
proposition suivante :
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Proposition 3.5.9 L’appication GW : U — V est un revétement différen-
tiel dont les fibres sont de cardinal d!.

Preuve : Puisque GW est une application polynomiale, elle est différen-
tiable. De plus, pour tout g € V, il existe z € U tel que g = GW(z). Alors
par la proposition 3.5.8, GW 1(g) = GW Y(GW (z)) = {z° || o € Sq4}. &

n+1

Avec ces notations, GW paramétre ’ensemble des systémes de H x4

i=1
ademettant x” comme base de l'algébre quotient associée et dont les d
solutions sont distincts. L’idée est maintenat de définir une homotopie de
GW (z9) a f, pour 2O € U, et de suivre les racines dans I en remontant
par GW. Cela entraine des difficultés nouvelles, au niveau de la pratique et
en théorie.

Métode de Gauss-Weiertrass modifiée

L’idée premiére est de définir ’homotopie suivante : pour tout z(® € U,
on définit :
H, o :t€[0,1] = (1—t)GW(z?) +f.

z

Cela nous conduit & ’algorithme suivant :
Algorithme 3.5.10 (Gauss-Weiertrass modifié)

Entrée : z) e U, H,©) et un entier N.
e On pose At = % et z =20,

e Pour i allant de 1 a N faire
z < GaussWeiers (H ) (i * At),z)

o Fin du faire.
Sortie : Retourner z.

Ot GaussWeiers est l'itération de Gauss-Weierstrass décrite dans ’algo-
rithme 3.4.3. Nous proposons maintenant une interprétation gémétrique de
cette méthode.

On remarque que I'’homotopie H,«) paramétre un ségment qui n’est pas
contenu dans V. Cela rend l'interprétation globale de cette méthode difficile.
Néanmoins cela reste possible & partir de l'interprétation d’un pas de la
méthode. Supposons qu’on ait calculé z(9) € U, la i-éme valeur prise par z au
cours du procéd’e. L'itération de Gauss-Weiertrass revient alors a projetter
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FiG. 3.3 — Interprétation de la méthode de Gauss-Weierstrass

le vecteur GW (z)H((i + 1)At5 sur I'espace Ty (,))V orthogonalement a
ce dernier, afin d’obtenir un vecteur de TGw(z(i))V que ’on remonte par GW
sur T,»U (voir la figure 3.5.3). Le vecteur remonté est le terme correctif de
la méthode.

On peut encore donner une interprétation de cette méthode en termes
de champs de vecteurs. Mais, comme nous le verrons, le champ de vecteur
impliqué n’est pas autonome.

Pour tout g € V, on note Il la projection sur Tg) orthogonalement a
cet espace. On considére alors l'application suivante :

{[0,1]><v — TV
0

(o) > T, (gHo)

La méthode proposée revient alors & intégrer 1’équation différentielle sui-
vante :

Lo(t) = plt (1) (317)

avec comme condition initiale v(0) = GW (2(?)), et a suivre le chemin
correspondant dans 1’espace des racines. Nous ne sommes malheureusement
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Q
S

F1G. 3.4 — Interprétation locale-globale de la méthode de Gauss-Weierstrass
modifiée

pas capable de certifié ou d’infirmer la correction de cette approche. En
effet, si la formulation que nous vennons de donner permet de voir que nous
définissons un chemin continuement dérivable sur V, rien ne nous permet de
garantir que (1) = f.

3.6 Expérimentations
Dans cette section on présente les résultats d’expériences numériques de
la méthode de Weierstrass modifiée multivariée.
3.6.1

Implémentation

On a implémenté ’algorithme de Weierstrass multivarié modifié pour les
intersections complétes sans zéro & 'infini. Cette implémentation repose sur
la bibliothéque de fonctions C++ appelée SYNAPS et développée au sein
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du projet GALAAD. Cette bibliothéque regroupe un ensemble cohérent de
fonctions pour le calcul scientifique avec de 1’algébre polynomiale et linéaire.
Nos fonctions n’utilisent que ’arithmétique des nombres flottants double pré-
cision (double float) ou des nombres complexes utilisant cette arithmétique.
On peut adapter notre implémentation pour d’autres types d’arithmétiques,
mais on risque alors de perdre les avantages de nombreuses bibliothéques
trés spécialisées connectées & SYNAPS. Nous utilisons notamment les fonc-
tions d’algébre linéaire de la bibliotheque LAPACK qui est une bibliothéque
FORTRAN trés éprouvée et fiable.

3.6.2 Expériences numériques

Nos expériences avaient pour but d’étudier I'impact sur les performances
de la méthode de deux parameétres :

e le nombre de pas effectués durant le procédé d’homotopie (qui sera

noté nbstep par la suite),

e le nombre d’appels & la fonction d’itération de Weierstrass effectués a

chaque pas de ’homotopie (qui sera notée nbiter par la suite).

Le temps est donné en secondes et la précision (qui sera notée prec) est
la norme du vecteur formé des polynémes du systéme & résoudre évalués aux
approximations fournies par ’algorithme. Les calculs ont été effectués avec
un ordinateur doté d’un processeur pentium 3 (933 MHz) et de 500 Mo de
SDRAM.

Intersections de quadriques

On calcule ici une approximation des 8 racines d’un systéme formé de 3
quadriques génériques en trois variables.

nbiter 10 7 5 3

nbstep || time | prec | time | prec || time | prec || time | prec
55 0.15 | 1072 || 0.1 [ 1072 ] 0.05 | 10718 || 0.04 | 10
60 0.18 [ 10721 [ 0.12 [ 1072 || 0.08 [ 10720 || 0.05 | 1
75 02 [10722] 0.15 [ 10722 || 0.12 | 10-22 || 0.08 | 10T
100 0.2 [ 1072 ] 0.17 | 10722 | 0.15 | 10722 | 0.09 | 102

On calcule maintenant une approximation des 16 racines d’un systéme
formé de 4 quadriques en 4 variables. On traite deux problémes différents
afin de montrer "impact du conditionnement des racines sur la méthode :
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nbiter | 5 | 3
Premier probléme.

nbstep || time | prec || time | prec

300 7 1072 4 [10°10

250 6 (1072 3 |10
Second probléme.
200 4 1077 3 1071
300 6 1077 5 1072
400 8 107? 6 102

On remarque qu’on ne perd pas beaucoup de précision en diminuant le
nombre de pas. Cependant pour le deuxiéme probléme, qui est mal condi-
tionné, on doit garder une précision d’au moins 10~1° pour assurer une bonne
convergence globale. Ce qui nous oblige & faire au moins 250 pas dans le cas
présent.

Intersections d’une cubique avec des quadriques

On calcule une approximation des 12 racines d’un systéme formé de 2
quadriques génériques avec une cubique en trois variables. On traite de nou-
veau deux problémes ayant des conditionnements différents.

nbiter 10 7 )
nbstep time‘ prec time‘ prec time‘ prec

Premier probléme.

10 07 10717 04 107V ||
25 1.2 (1077 0.7 10717 || oo 00

50 1.9 | 10717 1 10717 09 [10716
100 5 (1078 ] 17 107 ] 15 [10°1®
Second probléme.
20 05 107 04 | 10720 || 0.1 | 10718
30 06 [1072°] 05 [1072°] 0.1 |10

[0.9)

De nouveau, on constate qu’on a besoin de garder une précision d’autant
plus grande que les racines du systéme & résoudre sont proches.
Intersections de cubiques

On calcule une approximation des 27 racines d’'un systéme formé de 3
cubiques en 3 variables.
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nbiter 10 7 5 3

nbstep || time | prec | time | prec | time | prec || time | prec
10 1 [107% ] 02 [100™ | 01 [ 107! || o 0
20 2 (1077 o5 |10 ] 01 [ 107* || o o0
30 3 1077 08 107" || 0.2 [107'7 | 0.1 | 1078

D’autres expériences

D’autres expériences ont été menées avec des systémes ayant plus de ra-
cines, mais on atteint alors les limites de ’arithmétique utilisée (comme pour
I’approximation des 54 racines de 'intersection de 3 cubiques avec une qua-
drique en 4 variables). Mais cela a nécessité la mise en ceuvre de techniques
différentes comme le contréle dynamique de la précision au cours du suivit
de chemin. Le probléme de la résolution de grands systémes de type Van-
dermonde demeure. L’utilisation d’arithmétiques étendues s’est vue limitée
par Pefficacité des procédures d’algébre linéaire utilisées. Le temps de calcul
devient alors déraisonnable.

3.6.3 Conclusions

Nos expériences ont montré que la méthode proposée est efficace. Beau-
coup d’optimisations sont encore possibles, au niveau pratique, mais aussi
théorique. La mise en ceuvre de cet algorithme nous a également permis
d’implémenter des fonctions pour le calcul de la plupart des objets décrits
au chapitre 2.

Comme nous I’avions supposé, les parameétres comme le conditionnement
des racines jouent un role important dans le comportement de ’algorithme.
De plus la méthode proposée semble bien adaptée & des problémes pratiques
comme la déformation de modeéle géométrique en CAQO.

Une implémentation de la méthode de Gauss-Weiersrass modifiée reste a
faire et semble une voie prometteuse méme si elle nécessitera la mise en place
d’outils logiciels différents (algeébre linéaire efficace avec les arithmétiques
étendues).

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé les méthodes de Weierstrass et
d’Aberth dans le cas multivarié en nous basant sur les outils développés au
chapitre 2. Nous avons aussi donné une fonction d’itération de type Weiers-
trass multivariée pour les systémes surcontraints aboutissant ainsi & un mé-
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thode que nous avons appelée méthode de Gauss-Weierstrass. Nous avons en-
suite utilisé les fonctions d’itérations de Weierstrass et de Gauss-Weierstrass
comme opérateurs de correction dans des procédés de suivi de chemin. Des
expérimentations ont été faites illustrant 1’efficacité de cette approche.

Nous avons vu que les méthodes de Weierstrass et de Gauss-Weierstrass
modifiées peuvent étre interprétées comme des méthodes d’intégration de
champs de vecteurs. Cela ouvre des perspectives nouvelles puisque cette in-
terprétation conduit naturellement & vouloir utiliser d’autres méthodes pour
intégrer numériquement ces champs de vecteurs. Ce travail permet d’imagi-
ner de nouveaux développements dans le domaine de la résolution numérique
d’équations algébriques.



Chapitre 4

Algébres de Gorenstein, résidu
algébrique et bézoutien

4.1 Introduction

Les algébres de Gorenstein sont un cadre de travail particuliérement
agréable et assez général. Ce sont des algébres pour lesquelles des formes
linéaires particuliéres codent beaucoup d’informations sur ces algébres. No-
tamment, toutes les algébres quotients associés a des intersections complétes
sont de Gorenstein. Dans ce cadre, la forme linéaire codant l'information
peut étre calculée & partir du bézoutien. L’étude des algebres de Gorenstein
est 'objet de la premiére section. Dans une deuxiéme section, nous montrons
comment le bézoutien exprime le fait qu’une intersection compléte est de Go-
renstein et comment il permet de calculer une forme bilinéaire particuliére
appelée résidu algébrique. La troisiéme section est consacrée au calcul du
résidu algébrique et & des applications de cet objet.

Les deux premiéres sections suivent d’assez pret ’exposé fait dans [39].
Beaucoup de résultats sont aussi dans [7] ou les algébres de Gorenstein sont
appelées algebres de Kronecker.

4.2 Algébres de Gorenstein

4.2.1 Retour sur la dualité locale

Nous revenons ici sur la dualité des algébres locales de dimension zéro sur
un corps K de caractéristique zéro (bien que certains résultats et définitions
restent valides dans un cadre plus large). Cela s’explique par le besoin d’in-

75
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troduire de nouvelles notions dont nous n’avions pas besoin jusque la. Nous
nous placons systématiquement sur une algébre locale de dimension zéro
puisque nous avons vu que toute algébre de dimension zéro se décompose
comme somme directe de ses facteurs locaux.

Soit A une K-algébre locale de dimension zéro et d’idéal maximal m. On
définit alors :

Définition 4.2.1 Soit M un A-module de type fini. On définit le sommet
de M comme le quotient sommet(M) = M/mM .

On voit donc que si A est un quotient du type Klz1,...,z,]/Z, avec
Z(I) = {0}, on a Sommet(A) = K Donc une telle algébre a un sommet
simple. Ce sera toujours le cas dans ce qui suivra puisque nous ne nous
intéressons qu’a des algébres de ce type.

Le lemme de Nakayama montre que le sommet de M controle ses géné-
rateurs. C’est aussi le plus grand sous-module quotient de M qui est une
somme directe de sous-modules simples (i.e. libres de rang 1). Sa notion
duale est définie comme suit :

Définition 4.2.2 Soit M un A-module de type fini. On définit alors le socle
de M comme Uannulateur de m dans M, ou de facon équivalente, comme la
somme directe des sous-modules libres de M.

On voit que comme le sommet de A est simple (comme .A-module),
alors le socle de A est simple. On remarque que le socle d’'un module gra-
dué est naturellement un module gradué, mais il n’est pas toujours formé
d’éléments de méme degré. Ainsi par exemple une base monomiale de A =
Klz,y]/ (2%, 2%y,vy?) est {1,2,y,xy,y?} et une base duale de cette base est

{y2, Y, v, T, T} Pour chaque vecteur de A dans la base monomiale on note

f I’expression correspondante dans la base duale. Notons que pour passer
d’un module gradué & son module dual, il faut renverser les graduations. Ici
les sommets sont a gauche et les socles & droite dans les représentations des
bases. On voit que si le sommet de A est simple, le socle de A ne ’est pas.
Par conséquent le sommet de A n'est pas simple non plus.

Pour A = (x2,y3), une base monomiale est {l,x,y,xy,yQ, acyQ} qui ad-
met {(J;/y\2)} comme base du sommet de A (donc ce sommet est simple).

C’est une situation générale pour les intersections complétes (voir [35]). Dans
le formalisme de ’algébre commutative, A = Homg (A, K) est le module ca-
nonique de A.
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4.2.2 Algébres de Gorenstein

On note A une K-algébre commutative unitaire de dimension D finie
comme K-espace vectoriel. On note A lespace vectoriel dual de A (i.e.
Homg (A, K)). On a déja vu que A est naturellement muni d’une structure
de A-module. De méme A ®xk A est muni d’une structure de A-module de la

facon suivante : VA€ Aet a®b € A@kAonaA(a®b) =Xa®b=a®Ab.
D D

Le noyau de ’application Z a;®b;e AQk A — Z a;b; € A sera noté D.
i=1 i=1
11 est engendré, pour la structure de A-module, par les éléments de la forme

a®1l-1®a,ac A
ARk A — HomK(ﬁ,A)
a®b X(a®Db)

A = A o
A o (1eA) (o) eX@@NNH)

De facon analogue on peut définir x de A ®x A dans Homgk (.Z, .A) par
D

X (@ ®b) (A) = A (a)b. Considérons Z a; ® b; € Ker (x) avec (a;) et (b;) K-
=1

linéairement indépendants. On considére alors A € A, une forme linéaire défi-

D
nie par A (b;) =1let A(b;) =0,Vi € {1,...,D}.Douy (Zai ®bi> (A) =

=1

On considére ’application  : {

définie par X (a ® b) : { A(b)a.

D D
Z A (b;) a; = a1, mais comme Yz a; ®b; =0, on aa; =0, ce qui contredit
1

I’hypothése que (a;) est libre sur K, donc finalement Ker (%) = {0}. L’ap-
plication ¥ est donc injective. Comme A ®x A et Homg (.Z, .A) sont des

K-espaces vectoriels de dimension finie et qu’ils ont la méme dimension, on
en déduit la proposition suivante :

Proposition 4.2.3 Les applications X et x sont des isomorphismes de K-
espaces vectoriels entre A @k A et Homg (./Zl\, A).

Aprés nous étre intéressé a la structure de K-espace vectoriel, nous trai-
tons ici la structure de A-module. Nous avons déja vu que A Qg A est

muni d’une structure de A-module, on s’intéresse désormais & Hom 4 (.;l\, A).
Cet ensemble est muni d’une structure de .4-module de la fagon suivante :
Vf € HomA(.A,.A),Va € A, on définit af € HomA<.A,A) par VA €
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A, (af)(A) = af (A) € A. On considére alors Anngea (D) = {(a ®b)
€ ARk A|(a®b)d =0,V6 € D}. Cet ensemble hérite la structure de A-
module de A ®k A. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.4 Les applications X et x induisent des isomorphismes de
A-modules entre Annagy,a (D) et Homy (./Zl\, A).

D D
Preuve : Soit Zai®bz- € ARk A. On a Zai ®b; € Ann gg,a (D) si et

i=1 i=1
D

seulement si Va € A, Z (a;®b;))(1®a—a®1) =0 ce qui équivaut & dire

i=1
D

D
que Va € A, Z (aa; ®b;) = Z (a; ® ab;) ce qui est équivalent a dire que
i=1 i=1

D D
VYae Aet A € .Zl\, ay (Z a; ® bi> (A =x <Z a; ® b,) (aA) et finalement
i=1

=1

D
cela équivaut a dire que ¥ (Z a; ® bi) € Hom 4 (./Z, .A). &

Nous donnons ici la déﬁzni}cion des algébres de Gorenstein comme des
algébres vérifiant une des propriétés du théoréme suivant. Nous ne donnerons
la preuve de 1’équivalence de ces propriétés que dans le cas des algébres de
dimension zéro bien que ce résultat reste valable pour un cadre plus large
(comme celui des intersections complétes). Une algébre est dite de Gorenstein
si elle vérifie une des assertions du théoréme suivant :

Théoréme 4.2.5 Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Homy (.A, .A) est un A-module libre de rang 1, et de fagon équivalente

Annagea (D) est un A-module libre de rang 1.

it) A et A sont isomorphes comme A-module.

iii) A est un A-module libre de rang 1.

w) Il existe une forme linéaire T € A telle que la forme bilinéaire (a,b) €
Ax A — 7(ab) € K est non dégénérée (i.e. 7(ab) = 0,Vb € A

implique que a =0).
D
v) Il existe A = Zai ® by € Annagga (D), avec (a;) et (b;) deuz bases
i=1
de A comme K-espace vectoriel.

Preuve : Nous nous référons a [39, 87, 62].
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e Montrons que (¢) implique (i7). Soit A le générateur de Hom 4 (.;l\, .A),

alors A est un isomorphisme de A-modules entre A et A. En effet,
Im (A) est un sous-A-module de A, c’est-a-dire un idéal de .A. Suppo-

d
sons que A = @Ai soit la décomposition en algébres locales de A
i=1
conformément & la proposition 2.2.10. Alors si A n’est pas surjective,
il existe j € {1,...,d} tel que Im(A) N A; # A;. On note m; l'idéal
maximal de A;, on a Im (A) C m; avec Im (A) # m;. Comme A; est

un K-espace vectoriel de dimension finie, Jv; € N tel que m;j =0, ce

qui implique qu’il existe a € A tel que am; =0 (a € m?j_l \mgj_2) et

donc on a alm (A) = 0. Or si un tel a existe, on a aA (b) = 0,Vb € A,
donc aA = 0. Cela contredirait le fait que Hom 4 (./Zl\, .A) est libre. Donc

A est une application K-linéaire et A-linéaire de A dans A et comme
ces espaces ont la méme dimension sur K, ils sont isomorphes comme
A-module par A.

e Montrons que (74) implique (747). Soit A un isomorphisme de A-modules
entre A et A. Notons 7 = A~? (1) € A. Soit A€ A, on a
AAN-AAN)T)=AA)—AA)A(T)=A(A) —A(A) =0. Donc 7
est un générateur de A comme A-module. Supposons qu’il existe a € A
avec a1 = 0, alors comme a = Aar = aAT = al, on aurait ¢ = 0.
Donc A est un A-module libre de rang 1 engendré par 7.

e Montrons que (ii¢) implique (iv). Soit 7 le générateur de A comme
A-module et supposons que la forme bilinéaire induite par 7 soit dégé-
nérée, i.e. Ja € A tel que Vb € A on ait 7 (ab) = 0, i.e. la forme linéaire
at : b — 7 (ab) est nulle. Cela implique que a = 0 car A est libre.

e Montrons que (4v) implique (v). Soit (a;) et (b;) deux bases duales pour
la forme linéaire induite par 7. Alors 7 (a;b;) = d;; et donc Va € A,
onaa=>Y 7(aa;)b; =Y 7 (ab;)a;. Notons A =" a; ® b;, la formule
précédente implique que (a ® 1) A =Y~ aa;®b; = > (3 7 (aa;b;) aj)®
by = > aj ® Y 7(aab;)b; = > a; ® abj = A(1®a). Donc A €
AnnA@]KA (D) .

Montrons que (v) implique (i¢), ce qui montrera que les quatre derniére asser-
tions sont équivalentes. Nous montrerons ensuite que 'une d’elles implique

e Montrons que (v) implique (i). Soit A = )" a; ® b; € Ann gg, 4 (D)
avec (a;) et (b;) qui sont des bases de A. On considére alors 7 € ¥ (A) €
HomA(.A\, .A). On a déja vu que Im (YA) = A et YA est bijective
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comme application K-linéaire et est compatible avec la structure de
A-module.

e Montrons que (i) implique (i). Si A est un isomorphisme entre A et
A, alors notons 7 = A=} (1) € A. On a donc A = A par (#44). Soit
H € Homy (.;l\, .A) alors H (a7) = aH (1) = ah en notant h = H (7).

Donc H (at) = (hA) (aT) et H = hA donc A engendre Hom 4 (.,Zl\, .A)
comme A-module. De plus si A = 0, alors (aA) (1) = 0d’ou A (a1) =
0 et donc aA (7) = 0 ce qui implique ¢ = 0. Donc Hom 4 (.;l\, A) est
un A-module libre de rang 1 engendré par A.

Ce qui termine la preuve du théoréme. &

Définition 4.2.6 Soit A une K-algébre de Gorenstein. La forme linéaire T
est appelée résidu algébrique (ou symbole de Grothendieck) de A pour A.

Remarque 4.2.7 Une autre caractérisation utile d’une algébre de Goren-
stein, donné dans [35], est que son socle est simple. En reprenant les ezemples
de la section précédente il apparait clairement que Kz, y]/ (mZ,y3) est une
algébre de Gorenstein tandis que K[z, y|/ (.2:2, zy?, y3) n’en est pas une. Nous
reviendrons sur ce point ultérieurement.

Dans la section suivante, nous nous intéressons & la représentation des
algébres de Gorenstein.

4.2.3 Représentation des algébres de Gorenstein

Soit A une algebre de Gorenstein de dimension finie D comme K-espace
vectoriel. Dans la section précédente nous avons vu qu’il existe une forme
bilinéaire définie comme suit :

Va e Aetbe A, (a,b) =7 (ab) = (a7) (b) = X (A) ™ (a) (b) .

On a alors la proposition suivante :

dl
Proposition 4.2.8 Soit Z a; ®b; une décomposition de A € Annygya (D),
i=1
ot la famille (a;) est libre sur K. Alors D = D' et (a;) et (b;) sont des bases
duales pour la forme bilinéaire (., .).

Preuve : Soit (b;);c {1, D"} la plus grande famille libre extraite de la
famille (bi)ie{l,...,D’}' Quitte a réordonner les b;, pour tout 7 € {D",..., D'},
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DII
il existe des «; ; € K non tous nuls tels que b; = Z o; ;bj. Ainsi
j=1
DH DI DH DII
S OUCL O S B SRR SHD SRR
1=D" 7j=1 i=D"
DII DII
_Zaz® bi + Z b | =D a; @b
j=D" 1=1
La famille (b’-) est libre et engendre A car X (A) est un isomor-
) jef1,.., 0"y

phisme entre A et A. Donc c’est une base de A et finalement D" = D' = D

et (a;) est une autre base de A.
D

Soit alors (I;;) la base duale de (b;). Alors X (A Z )a; = a; et
=1
alors (aj,b;) = x (A)7! (aj) (bi) = b; (b;) = di,. Donc le bases (a;) et (b;)
sont duales pour (.,.). &
On obtient ainsi une nouvelle expression de la formule de Cauchy pour

le résidu 7 :
D D

Va € A,a = Z(a,ai)bi = Z(a, bi)ai (4.1)
i=1 i=1
La non dégénérescence de cette forme bilinéaire, qui est associée & T,
implique la formule dite de dualité :

a7 = 0 si et seulement si a =0 (4.2)

On associe a la forme bilinéaire associée & 7 la forme quadratique sui-
vante :

AxXA — K
Q:{ a —  (a,a) =7 (a?)

La matrice de @ dans la base (b;) est donnée par (<bi’bj>)i,je{1,...,D}‘

En utilisant la définition de A et la formule de Cauchy 4.1 on obtient :
D

A= Z <bz, bj)di R aj-
ij=1
Cette forme bilinéaire (.,.) permet également de relier ’annulateur d’un
idéal de A et I'orthogonal de cet idéal pour cette forme bilinéaire :
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Proposition 4.2.9 Soit J un idéal de A. Alors l'orthogonal de J pour la
forme bilinéaire induite de T coincide avec Anny (J).

Preuve : Soit a € A. Alors par la formule de dualité 4.2, a € Ann 4 (J)
si et seulement si pour tout g € J, ag = 0 ce qui équivaut a dire que pour
tout g € J et b € A, (ag,b) = (a,gb) = 0. Cela est équivalent & dire que
Vh € J, {a,h) = 0, donc que a € Anny (J) si et seulement si a appartient a
l’orthogonal de J. &

Soit Z un idéal zéro-dimensionnel de K[z1, ..., z,],1.e. A = Klz1,...,2,]/Z
est un K-espace vectoriel de dimension finie. Notons par e, ..., eq les idem-
potents de A. Par les propositions 2.2.3 et 2.2.9, on a :

AzAleB---EBAd:AelGB---EBAed.

On a déja vu que A= ./Zl\l G- ./Zl\d au chapitre précédent. Soit A € ./Zl\,
la forme linéaire A; qui prend les mémes valeurs que A sur A; et s’annulant

partout ailleurs est donnée par A; = e;A. On retrouve donc que pour tout
d d

élément A € A, il existe une écriture de la forme A = Z A = Z e; ;.

i=1 i=1
Proposition 4.2.10 Soit A € AQk A, alors A € Annggea (D) si et
seulement si A se décompose sous la forme A = Ay +---+ Ag on A; =
(ei®e;) A € Annyg,gpa, (D;) ot D; désigne le A;-module de A; ®k A; en-
gendré par {a ® 1 — 1 Q@ ala € A;}.

Preuve : Voir [39, 38, 87, 62]. Ona A = A1 & - ® Ay, on a A®k

d
A= @ A; ®x Aj. Si A € A®xk A, il se décompose donc sous la forme
$,j=1
d
A = @Ai’j avec A;; € A; ®k Aj. S1 A € Annyg, 4 (D), alors (e ®
=1
T d
1A = ZA’“J = Aley®1) = ZAJ”“' On a alors Ay ; = 0 si j # k.
7j=1 Jj=1

Donc A = A1+ ...+ Aggq avec Ay; = (e; @ €;)A. Soit a € A;, comme
A € Annyga (D) alors (a®1 -1Q®a)Aj; = (e®1-1Q a)A = 0.

d
Donc A;; € Anng,g.4; (D;). Réciproquement si A = Z A; € AR A avec
i=1
d

A; € Anny,gea, (Di), Vi € {1,...,d}. Soit a = Zai, alors (a®1—-1®
i=1
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d
a)A = Z(ai ®1—1® a;)A; puisque A;A; = 0 si i # j. Comme A; €
=1
Amny; g, 4, (Di),ona (6, @1 —1®a;)A; =0. Donc A € Ann gz, 4 (D). Ce
qui termine la preuve de la proposition. ¢

d
Corollaire 4.2.11 Soit A = Zai ® b € Annagga (D)avee (ai)icq,. q
i=1
(resp. (bi);cqa,...,q) formant une base de A si et seulement siVj € {1,...,d}
Hi
,Aj=(ej®ej)A = Zaj’i ® aj; € Anng;gea; (Dj) avec (ajvi)ie{l,...,mui}
i=1

et (bjai)ie{l,...,mui} formant des bases de A;.

Proposition 4.2.12 Soit A une K-algébre et soit A = A1 & --- D Ay sa
décomposition en algébres locales, alors A est de Gorenstein si et seulement
si A; est de Gorenstein, Vi € {1,...,d}.

Preuve : Voir [39, 38, 87, 62]. D’aprés la proposition précédente, on a
d

Annyg, 4 (D) = @AnnAi@,KAi (D;). Soit A € Anngg,a (D), alors A =
—
d 2
ZA,-, avec A; € Anng.gea, (D;). On constate que A est une A-base de
i=1
Ann 4z, 4 (D) si et seulement si A; est une A;-base de Ann 4,g, 4, (D;). &

Remarque 4.2.13 Soit A une algébre de Gorenstein et soit A un généra-

teur de Annagea (D). On a déja vu que A™(1) est un générateur de A

comme A-module. Si A= A1 @ -+ ® Aq est la décomposition de A en al-

gebres locales, alors d’aprés la proposition précédente A; est une algébre de
d

Gorenstein et si A = Z A; est la décomposition correspondante de A, alors

A; est un génémteuri; Anna,geq; (Di) et 7 = A7 (e;) = e;A71(1) est
d

un générateur de .;l\z On a donc T = Zn. La forme linéaire T est appelée

résidu global de A et les 1;, 1 € {1,121, d} sont appelés les résidus locaux

de A. On verra ultérieurement le lien avec le résidu analytique, mais cette

propriété est le pendant algébrique de la définition analytique du résidu.



84 CHAPITRE 4. BEZOUTIENS ET RESIDUS

4.2.4 Lien avec les systémes inverses a la Macaulay

Nous rappelons ici le formalisme des systémes inverses tels qu’introduits
par Macaulay, puis nous relions ce formalisme & celui que nous avons intro-
duit dans le chapitre 1.

On note K[z1,...,z,]q I'espace vectoriel des polynémes de K[z, ..., z,]
de degré d. Soit T = K[acl_l,...,xgl] C K(z1,...,z,) anneau des poly-
nomes en les variables £, ...,z '. On munit 7' d’une structure de K[z, ..., &y ]-
module de la facon suivante : on considére L C K(z1,...,z,) comme le sous-
espace vectoriel de K(z1,...,x,) engendré par les monémes de la forme
xx B ot a et B € N, qui ne sont pas dans T. L’espace L est alors
un sous-K[z1,...,z,]-module de K[zq,...,z,]. On identifie alors T avec
K(z1,...,z,) /L par le morphisme surjectif ' C K(z1,...,z,) = K(z1,...,2z,) /L.
De facon plus calculatoire, si m est un monodme de K[z1,...,zy] et n un mo-
nome de T', n.m est le mondéme nm si nm € T et 0 sinon. On dispose alors
du théoréme suivant :

Théoréme 4.2.14 Avec les notations précédentes, on a une correspondance
bijective renversant les inclusions entre les K[z1,. .., z,]-modules de type fini
M de T et les idéaux T C Klz1,...,zy] tels que T C (z1,...,2,). Et si
Klz1,...,2,]/T est une algébre locale de dimension zéro, cette correspon-
dance est donnée par :

e M — (0 "K[Z1 y..esn] M), Uannulateur de M dans Kz, ..., z,],

e 7 — (0:7Z), le sous-module de T annulant T.

Si M et T se correspondent, alors M = Homg (K[z1,...,z,])/Z,K) ; ainsi
les anneauz quotients locaur de K[z, ..., zy,] qui sont de Gorenstein sont les
quotients par les idéauz de la forme T = (O "K[21 sn] 7') pour un certain T
dans T. L’¢élément T associé de cette maniére a un anneau local de dimension
zéro K(z1,...,z,]/T est appelé le résidu local de K|z, ...,z,]/T.

On se réféere a [35] pour une démonstration de ce théoréme qui est une
reformulation du théoréme 2.3.9, comme nous allons le voir. En effet, ce
formalisme est équivalent & celui que nous avons introduit au chapitre 1.
Soit Z un idéal de K[z, ..., z,] tel que A = K[z1, ..., z,]/Z soit une algébre
locale de dimension zéro telle que Z définisse uniquement le point 0 dans K"
(cela implique que Z C (z1,...,%,)). On définit alors un isomorphisme de
A-module entre K[0,...,0] et T en associant a tout 3% € K[d1,...,0,] le
mondme (a!)x™* € T'. Il n’est pas tres difficile de constater qu’il s’agit d’un
isomorphisme. Par cet isomorphisme, on associe 4 Z+ le module (0 :7 ).
De fagon analogue, si D C K[di,...,0,] est un sous-espace vectoriel de
K[d,...,0,] stable par dérivation, alors il lui correspond le sous-module de
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T défini par (O T DJ‘) = (O T (0 'K[21 ,..osn] D))

4.2.5 Suites réguliéres, quasi-réguliéres et théoréme de Wiebe

Dans cette section nous introduisons les notions de suites réguliéres et
quasi-réguliéres ainsi que des résultats les concernant. Nous ne donnerons
cependant pas de preuves de ces résultats. Le lecteur pourra se référer a [72]
ou [39] pour avoir les preuves et plus de développement sur ce sujet. Notre
objectif est uniquement d’énoncer le théoréme de Wiebe qui jouera un role
important dans les calculs effectifs de résidus algébriques. On ne démontrera
pas non plus ce dernier résultat.

Soit A un anneau commutatif unitaire.

Définition 4.2.15 Une suite {ai,...,a,} d’éléments de A est réguliére si
et seulement si :
i) lidéal (ay,...,a,) est propre,
it) a; n’est pas un diviseur de zéro dans A et pour tout i € {1,...,n}, a;
n’est pas un diviseur de zéro dans l'anneau A/ (a1,...,a;—1).

La manipulation des suites réguliéres n’est pas facile car la propriété de
régularité n’est pas stable par permutation des éléments de la suite.

Rappel 4.2.16 Le radical de Jacobson d’un anneau A, noté J (A), est lin-
tersection de tous les idéaur maximauz de cet anneau.

Lemme 4.2.17 (Lemme de Nakayama) Si M est un A-module de type
fini tel que J(A) M = M, alors M = {0}.

Lemme 4.2.18 Soit {a1,...,a,} une suite réguliére de A contenue dans
J (A), alors toute permutation de {ai,...,an} est aussi une suite réguliére.

Corollaire 4.2.19 Dans un anneau local, toute suite obtenue en permutant
les éléments d’une suite réguliére est elle aussi réguliére.

Définition 4.2.20 Une suite {a1,...,an} de A est dite quasi-réguliére si et
seulement si :

i) lidéal (a1,-..,a,) est propre,
i1) Pour tout idéal mazimal m de A contenant lidéal (ai,...,a,), la
suite {a1,...,an} est réguliére dans Am.
Proposition 4.2.21 Les polynoémes f1,... fn de Klz1,...,2,] forment une

suite quasi-réguliére si et seulement si la variété qu’ils définissent est discreéte.
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Le théoréme de Wiebe établit le lien entre deux suites quasi-réguliéres

liées par une relation matricielle. Soientt p1,...,Pn,4q1,---,q, des éléments
n
de A tels que Vi € {1,...,n}, ¢; = Zai,jfj avec a;j € A.
i=1
On suppose que {p1,...,pn} et {q1,--.,qn} sont deux suites quasi-réguliéres.

Notons = det ((ai,j)i,je{l,...,n})a P =(p1,...,pn) et Q@ =(q1,---,qn)-

Théoréme 4.2.22 (Théoréme de Wiebe) :
1. La classe de §) dans A est indépendante du choiz des a; ;.
2. Anng (QA) = PA.
3. Anny (PA) = QA.

Preuve : Le lecteur pourra se reporter a [62, 39, 38]. &

4.3 Bézoutiens

4.3.1 Les bézoutiens : introduction

Les bézoutiens ont probablement été introduits par Etienne Bézout et
Léonard Euler dans la seconde moitié du XVIIIéme siécle. Leurs travaux
sur ce sujet avaient pour but d’étendre au cas des systémes algébriques la
théorie de la résolution des systémes linéaires comme la célébre élimination
de Gauss. A partir de deux équations algébriques univariées f et g de de-
gré respectivement n et m (on suppose m > n), E. Bézout construit une
matrice de taille m X m, appelé matrice bézoutienne par J. J. Sylvester et
dont le déterminant est la résultante des deux polynomes f et g, c’est-a-dire
un polynoéme des coefficients de f et g exprimant une condition pour que
ces polynomes aient au moins une racine commune (c’est méme un peu plus
que cela). De nombreuses formulations matricielles pour le calcul de la ré-
sultante de deux polynémes ont été introduites par la suite. Mais la matrice
bézoutienne présente plusieurs avantages :

e La taille de la matrice est réduite.

e Ultérieurement A. Cayley a remarqué que cette matrice est formée des

coefficients du polynéme %ﬂy)m que nous appellerons poly-
nome bézoutien de f et g, permettant ainsi d’avoir une construction
simple de cette matrice. Cette formulation en termes de différences
divisées permet également des constructions dans le cas de plusieurs
variables que nous exposerons par la suite.
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Les matrices bézoutiennes ont d’autres applications que le calcul des ré-
sultants univariés ou multivariés, comme nous le verrons dans la section
suivante en expliquant ses liens avec les résidus algébriques. Les bézoutiens
permettent également de calculer des relations de dépendance algébrique et
se révéle étre un outil efficace pour I'étude des variétés algébriques “paramé-
trées”. De plus les bézoutiens ont souvent de trés bonnes propriétés du point
de vue algorithmique et permettent d’établir des bornes intéressantes pour
la résolution des systémes algébriques.

Dans cette section, aprés avoir rappelé la construction et les propriétés
des matrices bézoutiennes dans le cas univarié, nous ferons une étude de ces
constructions théoriques dans le cas des systémes algébriques multivariés.

4.3.2 Cas des polynémes d’une variable

Dans toute cette section f et g sont deux polynémes de K[z] de degré
respectif n et m. On supposera que m > n.

Définition 4.3.1 Le polynéme bézoutien de f et g est l’élément de K|z, y]
défini par :

m—1 m—1
0/, (v,y) = f2)g(y) —g(x) f(z) _ Y 0145 @)y = Y Oyl
i=0

x _
y i,j=0

La matrice bézoutienne de f et g est alors définie par By g = (®i7j)i,j6{0,...,m—1}'
La matrice By, est donc une matrice m xm symeétrique (puisque O,y (z,y) =
O©tq (y,2)). Les polynomes Oy 4, 7 € {0,...,m — 1}, sont des polynémes de
degré m — 1.
Un cas intéressant est celui pour lequel f = 1, i.e. n = 1. Dans ce cas
la matrice bézoutienne a une structure de matrice de Hankel, i.e. ©;; =
©;-1,j+1- On note Hy; () le polynéme ©14;(z). On a donc Hy;(z) =
Clym—i+-* -+cl,ma:i. Les polynoémes Hy;, i € {1,...,m}, sont appelés les po-

m
lynoémes de Horner associés & g. On a alors ©1 4 (z,y) = Z Hym—i—1(2)y".
=1

De plus les coefficients antidiagonaux de By 4 (i.e. Op—i—14-1, 7 € {1,...,m})
sont égaux a ci .

Proposition 4.3.2 Soit A = Kz]/ (g), alors les polynomes de Horner (Hg;)

ie{l,...,m}
forment une base de A.
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Preuve : Les polynémes de Horner sont tous de degré différent. Ils
forment donc une famille libre de A. De plus comme Dimg (A) = m, ils
en forment une base. &

Corollaire 4.3.3 La matrice B4 est la matrice de passage de la base de
Horner dans la base monomiale (m’)ie{o 1} de A. Elle est donc inver-
sible.

Ces deux résultats simples sont importants car ils permettent d’exprimer
la matrice de multiplication par f dans la base monomiale de 4 & 1’aide des
matrices de Bézout.

Proposition 4.3.4 La matrice de multiplication par f dans la base mono-
miale de A est donnée par :

My = Bf,_,,B;,;.

Preuve : On a

Oy = f(:v)%_z(x) ) w

On adonc f () %g(w) = Oy4(z,y) dans A. DonconaVi € {0,...,m — 1},
Ofgi = [ (x)O1,4; dans A. Cette derniére égalité signifie que By, est la
matrice de multiplication par f dans la base de Horner. La formule de la
proposition découle directement de cette constatation. &

Etant donné le réle important que jouent les matrices de multiplication
dans la résolution des équations et des systémes d’équations algébriques, on

comprend 'importance de 1’étude des bézoutiens.

4.3.3 Bézoutiens : cas multivarié

La généralisation des bézoutiens dans le cadre multivarié fait apparaitre
des difficultés supplémentaires. Nous verrons que la définition du bézoutien
n’en donne pas de forme canonique. Si on I’exprime dans une base mono-
miale, son support peut d’ailleurs parfois étre beaucoup plus gros qu’une
base de 'algébre quotient. Mais il a de nombreux avantages. C’est un ob-
jet trés général et qui donne beaucoup d’informations sur le quotient. C’est
pourquoi il représente un outil trés efficace en géométrie algébrique effective.
Il s’agit avant tout d’une formidable machine & fabriquer des relations algé-
briques. Dans toute cette section on note R 'anneau Klz1,...,z,] quand le
contexte est clair, sinon on note Ry 'anneau K[z1,...,z,] et Ry l'anneau

K[yla"' 7yn]
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Définition des bézoutiens
On considére n+1 polynémes fo, ..., fn € Ret onnote X(g) = (21,...,Zn), X(1) =
(Y1, 72,5 Zn),- -+ X(n) = (Y1,---,Yn)- Pour tout f on introduit la i-éme

différence divisée de f € Rx par 6;(f) = f(X(i))w:fl(,j((i_l)), Vi e {l,...,n}.
On considére alors le polyndéme suivant :

fo (X)) 61(fo) -+ 6n(fo)
@ (fo, f1,--- s fn) = ; : : (4.3)
fn (X(O)) 61 (fn) oo Oy (fn)

On note f = (f1,..., fn), Ix (resp. Zy) I'idéal que ces polynomes défi-
nissent dans Ry (resp. Ry) et Ax = Rx/Zx (resp. Ay = Ry /Ty) le quotient
associé. On a alors Rx ®k Ry = Kly1,...,yn] et AQr A= Ry @k Ry /Zx @K
I, = Ax ®x Ay. Généralement, ®(fo,f) € Klz1,...,zy,] n'est pas directe-
ment exprimé dans A; @k Ay.

Définition 4.3.5 Soient a = (a;) et b = (b;) deuzr bases de R. On ap-

pelle polynome bézoutien de fo,f relativement aur bases a et b et on note

Qap (fo,f) = Zgbi,jai (x)bj (y). Cette expression a bien sdr un support
2

fini. On appelle matrice bézoutienne de fo,f dans les bases a et b la matrice

Ba,b (f07 f) = (¢i’j)i,j'

Définition 4.3.6 SiZ est une intersection compléte (ce qui implique que A
est de dimension zéro), on considére alors u = (u;) et v = (v;) deuz bases
de A. On appelle polynome bézoutien réduit de fo,f et on note Oy y (fo,f) =

Z 0; ju; (x) vi (y) la forme normale de ® (fo,f) relativement auz bases u et
b

v. De plus, on note A" = Oy (1,f).

Définition 4.3.7 Si T est une intersection compléte et si u et v sont deux
bases de A, on appelle matrice bézoutienne réduite de fo,f la matrice By (fo,f) =

(ei;j)i,j'

Dans ce qui suit on s’intéresse a quelques propriétés élémentaires des
bézoutiens.

Propriété 4.3.8 Pour tout fo € R, on a @ (fo,f) = fo (x) Ae[Zx] = fo (y) Ag[Zy].
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Preuve : On développe le déterminant de la définition de ® par rapport
a la premiére colonne et on obtient ® (fo,f) = fo®1¢ — f1® (fo,1,..., fn) +
(=)™ + fo®(fo, f1,---,1), donc @ (fo,f) = fo (x) A¢. On constate alors
que Vfy € R, on a fo(X4) = fo(X()) + 61 (fo)dz1 + -+ + 6, (fo) dz; o
dz; =y; —x;, Vi € {1,...,n}. Ainsi on a :

fo(X@) -+ 0n(fo)

X ce Oy,
® (fo, f1,---sfn) = fl('(O)) . (:fl)

fo(X@©) -+ folX)) + fo(Xy)dz1 + -+ + fo(X(n))dzn

i=1
De cette derniére égalité découle directement la deuxiéme congruence de la
propriété. &

Remarque 4.3.9 La derniére congruence de la preuve de la propriété pré-
cédente donne une autre construction du bézoutien. C’est par exemple celle
qui est utilisée dans SYNAPS pour le calcul du polyndme bézoutien.

On obtient facilement la propriété suivante :

Propriété 4.3.10 Pour tout fo € R, on a (fo (x) — fo (y)) Ar =0 € Ax®k
Ay .

Rappel 4.3.11 On rappelle qu’on note D le sous-A-module de ARk A en-
gendré par les éléments de la forme a @1 —1Qa, a € A.

De la propriété précédente on déduit alors immeédiatement la propriété
suivante :

Propriété 4.3.12 A € Annagea (D).



4.3. BEZOUTIENS 91

Liens entre bézoutiens et résidus algébriques

L’ensemble des propriétés précédemment établies permet de donner le
lien entre les polynémes bézoutiens et les résidus dans le cadre de l’inter-
section compléte. Nous verrons également que les bézoutiens permettent de
calculer les résidus dans ce cadre. On a la proposition suivante :

Proposition 4.3.13 Si les polyndmes f1,..., fn € R forment une intersec-
tion compléte, alors A est une algébre de Gorenstein et X (Ag) réalise un
isomorphisme explicite de A-module entre A et A.

Preuve : Voir 39, 37, 36]. &
Cette proposition nous permet de donner explicitement le lien entre le
résidu algébrique et le bézoutien. C’est l'objet du théoréme suivant :

Théoréme 4.3.14 Le résidu algébriqgue de £ = (f1,...,fn) est l'unique
forme linéaire 7 de R telle que :

1. 7 s’annule sur Z = (f1,..., fn),
2. Ag(7) = 1[I].

Preuve : C’est un corollaire de la proposition précédente et de la carac-
térisation des algeébres de Gorenstein. &

Nous verrons ultérieurement que ce théoréme donne une méthode pour
calculer les résidus algébriques. Mais nous nous concentrons préalablement
sur d’autres propriétés des bézoutiens.

D’autres propriétés des bézoutiens

Propriété 4.3.15 Soient u et v deuz bases de R, la matrice Byy (fo,f)

est la matrice de Uapplication K-linéaire X (® (fo,f)) qui a A € R associe

X (@ (fo,f)) (A) = Z ¢i jA(ui)vjexprimée de la base U = (4;); de R dans la
]

base v de R.

Soit p € R, on dénote par p la classe de p dans A. On a alors le lemme
suivant (Voir [39, 37, 36]) :

Lemme 4.3.16 Soient u = (u;)ien et v = (v;)ien deuz bases de R telles que
(W)ie1,...0} et (Ti)ie(u,...,n} soient des bases de A, ce qui implique que u; et
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v; sont dans T pour i > D. Alors pour tout fo € R, la matrice By y (fo,f)
est de la forme :

Ui . UD UDH1
U1
Mfo
UD
UD+1
Ly, ,

ot My, est la matrice de multiplication par fo dans A dans les bases (Ui)icq1,...,0}
et (Vi)ieq1,..,p}-

Preuve : Bien que la preuve faite ici ne soit pas nouvelle, nous la repren-
nons car elle nous servira ultérieurement. Dans un premier temps, nous nous
intéressons seulement & obtenir la décomposition par blocs puis nous identi-
fierons les blocs. On suppose que Z (Z) = {(1,.--,(q}. On identifie alors A
a Z". On considére les deux sous-espaces E = X(Ag) (A) et F = x(Af) (A)

de R. Comme dimg (.Zl\) = D, on en déduit que E et F sont deux espaces

vectoriels de dimension D puisque X (Ag) et x(Ag) sont des isomorphismes.
On sait que A = A, @@ A, ol les A, sont les algebres locales associées
aux (;. On sait que ce sont des intersections complétes définies par fi,..., fn.
Les isomorphismes X(A¢) et x(Ag) induisent des isomorphismes de A\Q: sur
A¢; et on a déja vu que A= ./Zl\gl ®--- @A\Cd' On a donc E et F qui sont
isomorphes & A, ainsi Ry = F ® Ix et Ry = F ® I,. On en déduit que
At e EQR F® Ly ®Zy puisque A E EQx FOEQRIL, O IxQF O Iy R Iy
et que X(Af) (Z+) = E et que x(Ag) (Z+) = F.

Soit fo € R, on a ® (fo,£) — fo (y) At € 1 xx Z. Donc X(® (fo, £)) (ﬁ) -

x(4e) (fod) € X (A€)) (A) = B. De méme x(@ (fo,£)) (A) < x(As) (A) =
F et donc @ (fo,f) = EQrFOIRKZ. Soient u = (u;);en et v = (v;)ien deux
bases de R telles que (7;)ieq1,...,p} €t (T7)ieq1,...,p} soient des bases respecti-
vement de E et F. Ce qui donne la décomposition par blocs de By v (fo,f)
du type de celle du lemme puisqu’on a la décomposition de @ (fp,f) comme
élément de F ®k F. Nous nous intéressons maintenant & identifier les blocs.
Notons alors C, = (c;,5(fo)) le bloc du haut a gauche et My, la matrice
de la multiplication par fo dans les bases (@;)ic{1,..,n} €t (Ti)ief1,...,0}- On
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déduit de la décomposition de By vy (fo,f) que modulo 1 ®Z, on a :

Yo ai(fo)mev =% (fo,f) = folx) Y. c(NTmRT;

i,5€{1,...,D} i,7€{1,...,D}
D
= ) a0fEmer= ) (Z mk,jCi,j(1)> Ui @ Uj.
i,j€{1,...,D} k,je{l,..,D} \i=1

Ce qui implique que Cy, = M, C1. On remarque alors que C} est inversible
puisque c’est la matrice de YAg. A un changement de base prés, on a donc
C1 = Id ce qui achéve le démonstration du lemme. &

Complexité du bézoutien

On donne ici des bornes pour la taille de la matrice bézoutienne et la
hauteur des coefficients de cette matrice. Ces résultats sont tirés de [38], [36],
[37] ou [27]. Soient d; = deg(f;) et d = max{d;|i € {1,...,n}}. Pour tout
a et B € N*, on note par [, g le nombre de tuples (no,...,m,) de monémes
tels que les m; soient des mondmes apparaissant dans @ (mg,m1,...,my).

On définit alors I = max {la,ﬂ la et geNn } On a alors le lemme suivant :

Lemme 4.3.17 Soient fo, ..., fm € Q[x] et soith = maz{h(f;)|i € {1,...,n}}
ol h est la fonction de hauteur. Alors la taille de la matrice bézoutienne est
bornée par (en)™ et la hauteur des coefficients de B (fo, f1,---, fn) est bornée
par (n+ 1)(h+nlog(d + 1) + nlog(n + 1).

Application au calcul de relations algébriques

Cette partie est consacrée a l'utilisation des bézoutiens pour le calcul
de relations de dépendance algébrique. C’est une application importante des
bézoutiens. Elle joue un role important dans des applications comme les
calculs des résidus algébriques. On considére fo, f1,...,fn des polynomes
de R tels que fi,..., fn sont algébriquement indépendants sur K. Alors, il
existe un polynéme P tel que P (fo, f1,-.-,fn) = 0. Le but est alors de
donner effectivement un tel polynome.

Théoréme 4.3.18 Soit u = (uy,...,uy) un nouveau vecteur de paramétres

et on suppose que fi, ..., fn est une intersection compléte, i.e. A= R/ (f1,..., fn)
est un K-espace wvectoriel de dimension finie D. Alors, tout mineur non
nul P (ug,...,u,) de la matrice bézoutienne des polynomes fo — wug, f1 —

Uiy .-y frn — Uy dans Ku][x] satisfait lidentité P (fo, f1,..., fn) = 0.
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Preuve : Voir [39, 37, 38].
&

Lemme 4.3.19 En reprenant les notations du lemme 4.3.17, le polyndme
P du théoreme 4.3.18 est degré au plus (ed)" et la hauteur de ses coefficients
est au plus (n+ 1) (ed)” (h + (n+ 1)log(d + 1) + log(n + 1) + 2.

Preuve : Voir [38], [36] ou [37]. &

Nous rappelons ici sans preuve un résultat énongant 'unicité d’un poly-
noéme irréductible tel que P (fo, f1,--., fn) = 0. Le lecteur pourra se référer
a [38], [36] ou [37].

Proposition 4.3.20 Soient fo, fi1,-.., fn des polynémes de R tels que f1,..., fn
sont K-algébriquement indépendants. Alors il existe un unique polyndme

P € Klug,u1,...,u,] trréductible (& multiplication par un scalaire inver-
sible pres) tel que P (fo, f1,-.-,fn) = 0. Si K est infini et si deg(fy) <
inf{deg(fi)|i € {1,...,n}}, le degré de P est majoré par :

5 deglf) - degl )
K6 K)]

De plus si les polyndémes f1, ..., fn n'ont pas de zéro a linfini, alors ce degré
est exactement 4.

Remarque 4.3.21 Tous les résultats énoncés dans cette partie ne sont en
fait que des cas particuliers des résultats énoncés dans [38], [36] ou [37].
En effet, dans ces références les auteurs montrent ces résultats pour le cas
des points isolés (qui sont localement intersections complétes) d’un ensemble
algébrique de dimension positive. Nous avons volontairement choisi de traiter
un cas moins général afin de préserver la simplicité de l’exposé.

4.4 Résidus algébriques

Cette section est consacrée aux résidus algébriques et & leurs liens avec
les bézoutiens.

Soient fi,..., f, des polynémes de R définissant une intersection com-
plete. On note Z = (f1,. .., fn) l'idéal qu’ils engendrent, A = R/Z le quotient
et f le vecteur (f1,..., fn). On rappelle la définition du résidu algébrique as-
socié & fi,..., fn:

Définition 4.4.1 Le résidu ¢ est l'unique forme linéaire sur R telle que :
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1. ¢(Z) =0,
2. X(A¢) (re) —1 €T

Dans le cadre complexe (i.e. K = C) on dispose d'une définition analy-
tique du résidu :

Vh € R, e(h) = ) /6 —(x)dx

cezin)?9C¢ fi(

ou C¢ est un petit polydisque autour de ¢, ne contenant que cette racine,
n’ayant pas d’autre racine sur ses frontieres, et ot C¢ est la frontiére de ce
polydisque.

Calcul du résidu via une forme normale

Par abus de notation, on notera aussi 7¢ la restriction de 7¢ a A. Pour
calculer explicitement 7¢, on peut utiliser le bézoutien. Si on dispose d’une
forme normale N dans A (i.e. d'une projection de R sur une base b =
(0i)ieqa,...,py de A), on procéde comme suit : cn calcule (1, f) qu’on réduit en

x et en'y. On obtient ainsi O¢(x,y) = Z 0 ;bi(x)b;(y), avec 6; ; € K

ije{l,...,D}
On considére alors le vecteur u des coordonnées de la forme normale de 1
dans la base b. On résout alors le systéme (6; ;); ;t = u en t. Alors pour tout

D
heA, on a Tf(h) = Ztihi-

Un cas particuliérement intéressant est celui ol on connait une forme

normale du bézoutien dans une base monomiale. Soit E = {ay,...,ap} C
N tel que x¥ soit une base de A. Alors on a O (x,y) Z 0, gxo‘yﬁ =
a,BEE

Z x®*H,(y)- La proposition 4.2.8 indique que (H,) est une base de A, duale
ack
de la base x” pour le produit scalaire associé a g, i.e. Te(2*Hy(y)) = Ja.p-

Définition 4.4.2 La base (H,) est appelée base de Horner de A.

Cela reste valable pour d’autres bases que des bases monomiales, mais il
est d’usage de définir les polynémes de Horner comme les duaux des monomes
d’une base monomiale.

On dispose alors de la formule de Cauchy :
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Proposition 4.4.3 Soit E C N* tel que x¥ soit une base monomiale de A.
Alors pour tout f dans A, on a :

f= Z Tf(fHa)ma = Z Tf(fya)Ha(x)'

ack acE

Comme O¢(x,y) = Z, en utilisant la formule de Cauchy, on obtient :
acl

Or(x,y) = > > me(HoHg)y x".

a€cFE BeERE

Cette formule prouve que 0, 3 = T¢(HoHpg), Vo, SE. On obtient alors la
proposition suivante :

Proposition 4.4.4 La matrice du bézoutien réduit dans une base monomiale
xP de A est donnée par :

Bt = (1e(HoHp)) o, pers

Résidu d’une application a variables séparées

On traite ici un cas simple, mais qui joue un role important dans les
algorithmes de calcul du résidu, comme nous le verrons, puisqu’on se raméne
toujours & ce cas-ci en utilisant la loi de transformation. On considére des
polynomes fi(z1), ..., fn(zn) € Klz1,...,2,] avec fi(z;) = fioxd + - +
fia; avec fio # 0. Le bézoutien de f = (f1,..., fn) est donné par : Af =

d;—1
Op -+ Ay, avec Ay, = Z H;q,—j—1(yi)z], ou les H; ; sont les polyndomes
Jj=0
de Horner univariés en la variable z;, Vi € {1,...,n}. On a donc Af =
n di—1
DN wlt e adr Higo1-4 (1) - Hodo— 1,
i=1 j=0

Une base monomiale B de A = Klzy,...,z,|/(f1,---, fn) est donnée
par :
B:{x?---x;ﬂmgil<d1,...,ogz’n<dn}.

Une autre base de A est :
H={Hy 4 1-5,(y1) - Hypg,-1-i, (yn) |0 < iy < dy,...,0 < iy < dp}.

D’aprés la proposition 4.2.8, ces deux bases sont duales pour le pro-
duit scalaire (a,b) — 7¢(ab) sur A. Comme X(Ag)(7¢) — 1 € (f1,--.,fn) €t
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puisque le polynéme bézoutien se décompose uniquement avec des éléments
des deux bases précédemment citées de A (i.e. c’est une forme normale du
bézoutien dans ces bases), on en déduit les égalités suivantes :

{ re(x®) = 0si x* € B\ {1 a1

di—1 dn—1\ _ 1
() = ol

De fagon analogue :

me(Hyiy - Hpy,) = 0sizi -zl € B\ {x‘fl—l . ..xgn—l}
e(Higy—1+Hpg,—1=1

Cela entraine qu’on peut calculer le résidu en traitant les variables sépa-
rément, c’est-a-dire que pour tout @ = (ay,...,q,) € N,
1e(x* = 74, (27") - - - 74, (22™). Par linéarité, cela permet de calculer la valeur
du résidu pour tout h € A.

Remarques 4.4.5

e Soit h € K[xla' e "/En]’ le résidu T(x?I,...,
di—1

gzl dans h. C’est un analogue de la formule de Cauchy
classique.
o On peut aussi voir cette derniére remarque a la lumiére de la dua-

lité locale. En effet, si on note A= K[zq,... ,wn]/(w'lil, o, xdn) ) cette

1" a1
2 -
e ‘T"nn

algébre est locale d’idéal mazimal (z1,...,z,). Alors zf
est un générateur de Sommet(A) (comme A-module) et par consé-
quent son élément dual, qui o h € Klz1,...,z,] associe le coefficient

de :c'lil_l oozd =1 dans h est un générateur de Socle(A) qui est aussi

xdn)(h) est le coefficient de

dans ce cas un générateur de A comme A-module.

Déformation du cas monomial

C’est le cas le plus facile aprés le cas des applications polynomiales a va-
riables séparées. On considére une application polynomiale f = (fi,..., fn)
ou les f; sont de la forme f;(x) = :1:?" + gi(x) avec deg(g;) < d;, Vi €
{1,...,n}. Unebasede A = Kz1,...,z,]/(f1,..., fn) est B = {z{* -+ - 2" |
0<a; <di,...,0 <a, <d,}. Cest la méme base que dans le cas des ap-
plications & variables séparées. Pour calculer une forme normale dans cette
base, il suffit de remplacer w?" par g;(x) tant que faire se peut. On note
par (B) le sous-espace vectoriel de K[z1,...,z,] engendré par les mondémes
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de cette base. La réduction modulo fi,..., f, qu’on vient de décrire définit
une projection de Kzy,...,z,] sur A parallélement & Z = (f1,..., fn). On
introduit une nouvelle variable ¢ servant a définir les polyndmes fz-#(t, x) =
w?i —I—gz#(t,x) homogénéisés par t. On a fi#(O,x) = w?i et fi#(l,x) = fi. Si
f; désigne f; = (f1#= .. .,ff), alors :

Aft = Azdl zin + tRl (t,x, y) +...+ tsRs (t,x, y)
PR
ou les R; sont des éléments de K[zy,...,Zn,y1,...,yn] de degré au plus

n
Z(di —1) =v — 1. On a alors la proposition suivante :
i=1
Proposition 4.4.6 Le résidu de f1,..., f, est donné par :
i) =0 surZ,
i) ¢ = Tyt gdn SUT (B).
Preuve : La forme linéaire 7 définie dans la proposition est bien définie
puisque K[z, ...,z,] = (B) ®Z. Il suffit alors de vérifier que X(Ag)(7) -1 €
Z.0na:

AN = XAy ) (7) + R + ...+ X(Be) (7).
Comme K[z1,...,z,] = (B)®Z, R; = bj(x,y) +¢;(x,y) avec bj(x,y) =
Zaj,a(x)bj,a(y), tels que aj o et bj o sont dans (B) et de degré inférieur a

07
v. De plus ¢; € Z ® T sont de degré inférieur & v. D’aprés la définition de 7
on a:
X(Ae)(7) =X(A a1 an)(T) +5(01)(7) + ... +%(bs)(7)
= XDyt aa) Tt ) FXOD (1) o XO) 1)

Z1" e Ty
=1

. o

Résidu d’une application simple

Définition 4.4.7 Soient f1,..., fn € Klz1,...,2,], on note f = (f1,..., fn).
L’application polynomiale f est dite simple si Z = Z(f1,..., fn) n'est formé
que de racines simples (cela revient a dire que V¢ € Z, Jace(¢) #0).

Proposition 4.4.8 Si f est une application polynomiale simple, alors ¢ =

1
Z Jace(¢)

{neZ
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Preuve : Soit (¢,€) € 22, avec ¢ # &. Comme f(x) — f(y) = O¢(x,y)dx,

on a :
G—&
O¢(x,y) : =0
Cn —&n
et Ag(¢,€) = det (©¢(¢,€)) = 0. De plus si ¢ € Z, comme cette racine est

simple on a Ag((,() = JG/Cf/‘\(C) # 0. D’autre part, on sait que la famille
(1¢) ¢cz forme une base de A. Il existe donc des scalaires (c¢)¢cez tels que

TF = Z cc1¢ et comme X(Ag)(7¢) — 1 € (f1,-.., fn), pour tout { € Z, on a
ez
X(Ag)(1e) — 1)(¢) = ccJace(¢) —1 =0 et par suite ¢ = Jacf(g) &
Dans le cas ol on connait une forme normale du bézoutien et o 'appli-
cation polynomiale est simple, cela permet de retrouver les idempotents de

A=Kz1,...,xn]/ (f1,---5 fn) :

Proposition 4.4.9 Soient f1,..., fn € Klz1,...,z,] des polynémes tels que
Vapplication £ = (f1,..., fn) soit simple. Soit E C N* tel que x¥ soit une
base monomiale de A. Soit AiE(x, y) la forme normale du bézoutien relative-

ment a cette base alors si e; représente l'idempotent de A associé a ( € Z,

on a ec(x) = Jacf( AE(x ¢).

Preuve : Pour tout h dans A, on a AF(x,()h(x) = AF(x,¢)h(¢) dans
A et donc :

AiE (X, C)AtE (X, g) = AtE(xa C)AiE(C’ g) = AfE (X, g)JaCf(C)

c’est-a-dire eg = e¢. De plus, si £ € 2\ {¢}, on a bien AF(¢,¢) = 0. Cela
caractérise bien les idempotents. &

Remarque 4.4.10 Les conséquences de cette proposition sont assez éton-
nantes. En effet, si E = {cu,...,aq} est tel que x¥ soit une base monomiale
de A et si Z ={(1,...,Ca}, on note AE(x,y) la forme normale du bézoutien
dans cette base, alors on a l'identité suivante :

x™ x%d
a1 ag

1 1

AF(x,G) = Zoklxakc?’ﬂacf(ci) SR

koi=1 o G

Cg‘l . Cc(ild
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Cette identité n’est pas évidente a priori.

Dans ce qui suit, nous introduisons un outil fondamental pour les calculs
des résidus.

4.4.1 Lois de transformation

Les lois de transformation donnent le lien entre des applications liées par
une transformation matricielle. Ces lois sont la pierre angulaire du calcul
effectif des résidus. Nous ne présentons ici deux lois de transformation. Mais
il en existe bien d’autres (voir [39] pour un exposé exhaustif, [38]).

Loi de transformation usuelle

Soit f = (f1,...,fn) et & = (g1,-..,9n) deux applications polynomiales
définissant des suites quasi-régulieres de K[z1,...,z,]. Supposons que Vi €
n

{1,....,n},9; = Z a;jfjaveca;;j € Klzq,...,zy,]. Notons A = (ai,j)i,je{l,...,n}
=1
et 7¢ (resp. Tg) le résidu de f (resp. g).

Théoréme 4.4.11 Pour tout h € K[z1,...,z,], on a :
Te(h) = Tg(det(A)h).

Preuve : Voir [39, 36]. Notons F' (resp. G) l'idéal (f1,...,fn) (resp.
(g15---,9n)). Par définition du résidu, il suffit de vérifier que :

o 7y(det(A)h) =0,Vh € F,

* X(Af)(det(A)ry) —1 € F.

L’identité de Cramer permet d’avoir f;det(A4) € G, Vi € {1,...,n}. Si
h € F, alors det(A)h € G et donc Tg(det(A)h) = 0 par définition de 75. Cela
prouve la premiére égalité.

Par construction f(x) — f(y) = O¢dz et det®©f = Ag. Il en résulte que :

Ogdzr = g(x) — g(y)
= A(x)f(x) — A(y)f(y)
= A(x) (f(x) — £(y)) + (A(x) — A(y)) £(x)

N

= (

avec B = (b )i jeq1,..,n} OU b;;j sont des élément de F' @ F'
dans K[z1,...,%n,Y1,-..,Yn]. Posons A = det(©). On a alors A—det(A(y))Of =

y)O¢ + B)dzr = Odzx
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A — Agdet(A(y)) € F ® F. D’aprés le théoréme de Wiebe, on a A —
Agdet A(y) € (g1(x) — g1(¥),-- -, 9n(X) — gn(y). Donc on a :

X(A)(7g) — XAg(7g) € G.
Par conséquent X(A)(7g) — 1 € G. Ainsi, on obtient :

XA)(det(A)rg) —1 =X(Ardet(A))(rg) =1
— X(Ardet(4) — A)(rg) + X(A)(rg) — 1

Ce qui montre la deuxiéme égalité. &

On peut trouver d’autres preuves de la loi de transformation basées sur
des arguments de perturbation dans [57], [4] et [11]. L’intérét de cette loi est
qu’elle permet de se ramener & des calculs de résidus pour des applications
& variables séparées.

On présente ici la loi de transformation généralisée pour les résidus due a
C. A. Berenstein et A. Yger [12]. C’est une extension de la loi de transforma-
tion généralisée. Nous verrons ultérieurement qu’elle permet de construire un
algorithme de calcul des résidus multivariés pour une application quelconque.

Théoréme 4.4.12 Soient £ = (fo, f1,---,fn) et & = (90,91, --,9n) avec

go = hy, deuz applications polynomiales (les coordonnées sont dans Klzg, z1, ...

qui définissent des ensembles algébriques discrets. Supposons qu’il existe des
entiers m; positifs et des polyndmes a; j tels que :

n
Vie{l,...,n}, fi%gi = > _aijf (4.4)
=1
alors ¢ = det(ai,j)Tfm1+---+mn+1
0

5917'"7971'

Preuve : Voir [39, 37, 36]. Soit N > |m| = mi + -+ + m, un entier.
En multipliant 1’égalité 4.4 par fév ~™i et en utilisant la quasi-régularité de
f&, f1,..., fn, on en déduit qu’il existe des b; j € K[zo,...,z,)] tels que :

gi = biofg “fo+bigfit 4 binfn (4.5)
La loi de transformation usuelle implique que 7¢ = det(C )Tf\ml+1 91rng ou
0 I 1 dn
feory e f b
C= : : :

f(?znbn,l f(;nnbn,n

,.’En]
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Quitte a prendre une combinaison linéaire convenable de f(‘)m|, fiy--o, fndco-
efficients constants, on peut supposer que cette suite est quasi-réguliére. Si on
multiplie égalité 4.5 par fi™ et en soustrayant terme & terme I’égalité 4.4 du
résultat, on obtient bi,()fév_{—mi—i—(fgnibi,lfl—ai,l)fl—F- .- (fg”ibiynfl—ai,n)fn =
0. En d’autres termes, 1’élément (bijofgni, fgnibi,lfl — i1, ,fgnibi,nf1 —ain)
appartient au premier module des relations de fév s fi,--+, fn. Cet élément
se décompose donc dans la base des relations élémentaires sur le module
des relations de ces polyndémes. On rappelle que cette base est donnée par :
o; = (£,0,...,0,—f&.0,...,0),sii € {1,...,n},

et

o= (0,...,0,f,0,...,0,—f;,0,...,0),si1<j<l<n

Donc si L; est la i-éme ligne de la matrice C — (a; ), on peut trouver g; ; et
g, dans Klzo,...,z,] tels que :

n
Li=) ¢ij6i+ Y. @i
j=1 1<j<i<n
ou les g; et oj; sont les projections respectives de o; et o, sur les n
derniéres coordonnées. Par conséquent det(C) — det((a;,;)) est une combi-
naison linéaire, & coefficients dans K]z, ..., z,] de déterminants dont les [
premiéres lignes sont de la forme (f"bi1,...,fy bin), 1 <1 < n. Mon-

trons maintenant que det(C) — det((a; ;)) appartient & I'idéal engendré par
|m[+1

0 ,01,---,0n. 1l suffit de le prouver pour les déterminants de la forme
suivante :
fin o T
. fin o fi
A= m; ! ! m;
t fo 'bisg e e e oo fo bim
mi, _ ) mi, _ i
fO lbin_l,l fO lbin_l,n

Si C; désigne la i-éme colonne de A;, en remplacant formellement C; par
( 0

fn 1 0
CL+ 20+ + 220, = — m;
A fo (g, — bir0fd)

mi, _ ’
\ fo " (Gin, = bin_1000")
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et en développant par rapport & la premiére colonne on trouve bien que
+1
A (A 00 &
Dans le cas ou mq = --- = m, = 0 et fy = zp on retrouve la loi de
transformation usuelle.

4.4.2 Reésidu et résolution

Soit f1,...,fn € Klz1,...,2,] définissant un ensemble algébrique fini
Z = {(1,.--,Cq¢}- On décrit ici un certain nombre d’informations sur la
structure de Z qu’on peut tirer de la connaissance de ¥.

La formule de trace

A chaque élément a de A, on associe 'opérateur de multiplication par a
dans A par M, : b € A — ab € A. On définit alors sur A un opérateur
de trace T'r par Tr(a) = trace(M,), pour tout a € A. L’application T'r est
donc une forme linéaire sur A et il existe alors un unique p € A tel que
Tr = p7¢ puisque 7¢ est un générateur de A pour sa structure de A-module.
La proposition suivante indique que le facteur multiplicatif p est en fait le
jacobien de ’application f :

Proposition 4.4.13 On a Tr = Jace(x)7s.
Preuve : Soit (ai);cq1. py et (bi);jeqq,.. py deux bases de A duales pour la

forme bilinéaire associée a 7¢, on a alors Ag = E a; ®b;. Comme Ag(x,x) =

i=1
D
Jacg(x), on a Jacg(x) = Z a;b;. Soit alors a € A, par la formule de Cauchy,
i=1
D 7
on a ab; = Z(a|aibj>b,-. Il en résulte que la trace de 'opérateur de multi-
i=1

D D
plication par a dans la base (b;) est Tr(a) = Z(a|aibi) = Zﬁ-(aaibi) =
i=1

te(aJace) = (JaceTrf)(a). & =

Corollaire 4.4.14 Si K est un corps de caractéristique zéro, alors dimg A =
Tf(JaCf).

Preuve : On a 1¢(Jacg) = Tr(1) = trace(Id) = dimgA. &
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L’opérateur de trace est trés lié aux fonctions symétriques des racines. On
suppose que K est de caractéristique nulle et on choisit 7 € {1,...,n}. De ce
D

qui précéde on déduit facilement que 7¢(J acf(x)xf )= Tr(mg ) = Z C,z, ;- On
k=1

L J : p . . .
note S; = Tr(z;), qui est appelée somme des puissances j ou j-éme somme de

Newton. On note oy = E Cjr -+ G, la k-eéme fonction symétrique
1< <<jr<D

élémentaire. Pour retrouver les fonctions symétriques élémentaires & partir

des fonctions symétriques de Newton, on dispose des relations de Newton :

(-1)k

A (Sk —018k—1+ -+ (_1)1%1%_151) ke{l,...,D}.

O —

On considére le polynéme A(T) =TP — oyTP~ ' + ... + (-1)Pop

D
= Z(T — (ji). Le résidu permet donc de calculer les coefficient d'un po-
j=1
lynéme univarié dont les racines sont coordonnées d’indice 7 des racines de
I’application f. Mais il est aussi possible de construire une représentation
univariée rationnelle & partir de la trace, c’est la démarche proposée dans
[84]. Nous utiliserons ultérieurement la démarche consistant & calculer les
fonctions symétriques dans un autre cadre.

Matrices de multiplication

Nous nous intéressons maintenant aux liens qui peuvent exister entre les
résidus, les bézoutiens et les matrices de multiplication. Le résidu permet
de calculer les opérateurs de multiplication par un polynéme a € A, mais il
permet aussi de donner le lien entre la forme normale du bézoutien dans une
base et la matrice de multiplication par A dans sa base duale base.

Soit E C N* tel que x¥ soit une base de A. On note Agf(x,y) =

Z Ha,ﬁx"‘yﬂ la forme normale de Af dans cette base. Soit a € A, on
a,BEE
note B(a,f) la matrice associée & la forme normale de ®(a,f) dans cette
méme base (i.e. dans la base x® ® y# de A® A). On a alors la proposition
suivante :

Proposition 4.4.15 On a B(a,f) = (r¢(aH,Hpg)),, e OU (Ha) gep estla
base de Horner.

Preuve : On a vu que pAf = ®(a,f) dans A. On a également vu que
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Af = Zx“Ha(y). On a donc :
o7

pAr = x%(p(y) Ha(y))-

D’ou en utilisant la formule de Cauchy :

pAf = Z x¢ Z Tf(pHaHg)y’B
aclE BEE

= Z Z Tf(pHaHﬂ)Xay’B

a€FE BeE

iar définition de la matrice bézoutienne, on B(a,f) = (Tf(aHaHﬂ))a“BeE.

On suppose que E C N* est tel que x¥ est une base de A et on note
(Ha)ack la base de Horner associée. Soit a € A, alors a = aoHa(x) avec
0o € K, Va € FE. Cela nous améne a considérer 'opérateur de multiplication
My, pour étudier 'opérateur de multiplication par a puisque celui-ci est
donné par M, = Z oMy, . On note My, la matrice de My, dans la base

o7

xP Ona My, = (mgn)ﬂ s’ Comme, par la formule de Cauchy, H,x" =

Z ¢ (Hox" Hg)x?, on en déduit que mg = 1¢(Hox"Hp). D’autre part, on
BEE

a B(z7,f) = (r¢(2" Ho Hp)) on en déduit la proposition suivante :

a, BEE?

Proposition 4.4.16 Tous les coefficients des matrices de multiplication dans
la base de Horner s’écrivent comme combinaisons linéaires de coefficients des
bézoutiens réduits dans la base monomiale.

Preuve : Soit a € A, comme M, = Z oMy, et que My, = (m§’7>
acA
si on fixe 3 et 7, le coefficient indexé par 3 et v dans M, qui s’écrit Z mg’ y=

B,7€E’

a;nkE
Z aome(Hox"Hg) = Z aaB(x7,f)q 5, ot B(x7,f), 5 désigne le coefficient
acl ackE
indexé par « et § dans B(x7,f) dans la base x”. &
La proposition suivante explicite un lien important entre les bézoutiens
et les opérateurs de multiplication dans I’anneau des coordonnées :

Proposition 4.4.17 Soient v = (v)ie(1,...q} €t 0 = (ui)ieq1,....ay deus bases

de A. Soient Byv(1,f) et Byy(zi, ) les matrices associées auz formes nor-
males de ®(1,f) et ®(x;,f) dans les bases u et v, VI € {1,...,n}. Si My,
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désigne la matrice de multiplication par x; dans les bases u et v, alors on a

Mwl = Eu,v (xla f)Fu,v(la f)_l

Preuve : C’est simplement un corollaire du fait que ®(z;, f) = z;9(1,f)
dans A donc que Byy(z,f) = My, Byv(1,f), la proposition découle direc-
tement de cette derniére égalité. &

4.4.3 Bézoutiens, systémes inverses, résidus et formes nor-
males

Cette sous-section reprend des résultats exposés dans [27]. On va no-
tamment retrouver de nouveau les systeémes inverses. Un autre point de vu
est exposé dans [7] sur le lien entre résidu et bézoutien ainsi que certaines
applications ; mais la terminologie différe entre le point de vu exposé ici et
celui de 'article cité. Par exemple les algébres de Gorenstein y sont appelées
algébres de Kronecker et le résidu y est appelé symbole de Kronecker. Nous
avons déja vu une égalité connue de Kronecker pour les intersections com-
plétes projectives et qui justifie les notations de |7]. Néanmoins, nous avons
préféré les notations les plus largement répendues.

Bézoutiens, systémes inverses et résidus locaux

On considére fi,...,fn € Klz1,...,2,], Z = Z(f1,..., fn) ensemble
algébrique associé qu’on suppose fini (i.e. les f; forment une intersection
compléte) et on note f = (fy,...,fn) 'application polynomiale associée.
Soit ( € Z, on note alors A¢ l'algebre locale de A associée & (. Comme
f1,-.-, fn forment une intersection compléte, ils sont encore en intersection
complete dans le localisé en ¢, ce qui implique que A est une algebre locale
de Gorenstein. Son espace dual -’ZC est donc un A¢-module libre de rang 1
engendré par le socle de .,Zl\g (et cela méme comme A-module).

Proposition 4.4.18 Avec les notations et hypothéses précédentes, si m¢(x)
désigne le générateur du sommet de A¢, alors on a 1 T¢ = (me(0),-)¢ qui est

le générateur du socle de Ag et par conséquent de Ag

On remarque que comme (z; — (;) agit comme Jy, dans A¢, toutes les
autres formes linéaires sont obtenues comme des dérivées par rapport aux
variables 0y,...,0p.
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Proposition 4.4.19 On suppose que {(1,...,(q}. Pour chaquei € {1,...,d},
d

on note m;(x) le générateur de Sommet(Ac;) on a alors 7¢ = Z(mz(ﬁ), D¢
=1

;e

Soit A € .A on rappelle que si p(z = Z Pa,pX* y?. on note
a, BEN
Z pa,gx"‘A(x’B ). On dispose alors de la proposition suivante :
a, BEN?

Proposition 4.4.20 Soit &€ = (&1,...,&,) € Z etl € {1,...,n}. L’espace
propre de l'opérateur de multiplication par x; associé a la valeur propre &; est

X(Ag)(Ae)-

Preuve : Soit A € .Ag = Q oll Q¢ est la composante mg-primaire de
7. On a alors X(®(m,£))(A) = &x(@(LH)(A) + X(B(1, £))(@,A), comme
O A € Ag, on en déduit que B(z;, f)B(1,f)"1B(1,f)A = gly( (L,£)(A) +
X(®(1,£))(99,A). Comme Bz, £)B(1L, )1 = My, on a (M, — GId) (B(1,£)A) =
B(1,£)(85,A), on en tire que B(1,f) (A\Cl) est inclus dans l’espace propre de
My, De plus comme ces espaces ont la méme dimension, ils sont égaux. &
Le théoréme suivant raffine la proposition que nous venons de démontrer :

Théoréme 4.4.21 Les espaces de Jordan des opérateurs de multiplication
par x; pour les valeurs propres & sont les images par X(Ag) du résidu ¢, et
de ses dérivées O, i € {1,..., e}, ol pg est la multiplicité de €.

Preuve : Soit 7¢(0) le résidu local associé a &, alors les polynomes dif-
férentiels 7, 63k75,...,6’5175 sont indépendants, pour k tel que 8'5;’17,5 =

0. On a X(x;A¢)(A) = GX(A)(A) + X(Af)(05,A), YA € ./21\5. Ainsi la ma-
trice de multiplication par x;, restreinte & ’espace vectoriel engendré par

Te, 09, Tes - - - ,agl T¢, et dans cette base, s’écrit :
G 1 -+ 0
0 - .1
0 - - (

Réciproquement, si une matrice, dans chacun des facteurs locaux, peut étre
décomposée sous cette forme dans un sous-espace engendré par le résidu local
et ses dérivées par rapport & une des variables différentielles, alors il s’agit
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d’une matrice de multiplication par rapport a la variable de méme indice
que la variable différentielle par rapport a laquelle on dérive dans chacun des
locaux. &

4.5 Calcul des résidus

Le but de cette section est d’exposer 'algorithme de calcul des résidus
di a M. Elkadi et B. Mourrain, qui permet de calculer les résidus pour des
intersections complétes. Nous ne reprenons pas les applications proposées ori-
ginalement dans [38]. Nous proposons comme application un travail que nous
avons mené en commun avec ces deux auteurs, qui concerne ’implicitisation
des surfaces rationnelles.

4.5.1 Algorithme de calcul des résidus dans un cas simple

On expose ici un algorithme de calcul de résidus pour un cas simple
mais néanmoins assez général. La condition de validité est donnée dans la
proposition suivante :

Proposition 4.5.1 Soient f1,..., fn € Klz1,...,2,] des polynomes définis-

sant un ensemble algébrique de dimension zéro. Soit u = (ug, . .., Un) un vec-
teur des nouvelles variables. Pour tout i;n{1,...,n} on note P;(uy,...,up)
le polynome calculé a partir d’un mineur maximal de B(z;—ug, f1—u1,..., fn—

un) qui est bien une relation de dépendance algébrique (voir le théoréme
4.8.18). On a :

Pi(ug, ui,...,Un) = Gjouy* + -+ + aim;, Vi € {1,...,n}.

Si pour chaque i € {1,...,n}, il existe j; € {0,...,m;} tel que a;;,(0) # 0,
alors pour tout h € Kz1,...,x,] le calcul du résidu 1¢(h) se raméne a un
calcul de résidu a variables séparées.

Preuve : Pour tout i € {1,...,n}, soit j; = min {k|a;; # 0}. On a :
gi(zi) =a, (()).T:nZ i + -t aim,
n
= ZAi,j(x)fj avec A;j € Klzy,...,z,].
i=1
Si on pose g(x) = (g1(x1),---,9n(xyn)), en utilisant la loi de transformation

usuelle, on a :
Tf(h) =Tg (det (Ai,j) h)
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qui se rameéne facilement & un calcul de résidu a variables séparées. &
Cela nous conduit a ’algorithme suivant :

Algorithme 4.5.2

Entrée : L’application polynomiale £ = (f1,..., fn) et le polynome h €

Klz1,...,z,] dont on veut calculer le résidu.
e Pour i allant de 1 a n, calculer un mineur mazimal Pj(ug, ..., u,) du
bézoutien B(x; — ug, f1 — U1, .., fn — Up) en utilisant l’algorithme de

Bareiss par exemple.
e Pour i allant de 1 a n calculer g;(x;) = Pi(x;,0,...,0).
e Calcul de la matrice de transformation :

Pour i allant de 1 de 1 a n faire

- Ai,O = R-(uo,O,... ,O) — PL(O,O, ,0)

- Ai,l = Ai,o(ul,O, e ,O)/ul

— Ai,g = (Ai,O — Up * Ai,l)(’U;Q, 0, . ,0)/UQ

— A,"g = (Ai,O — Uy * Ai,l — U9 * Ai,g)(’u,g, 0, . ,O)/U3

— A= (Aip —ur ¥ Ajy — - —Up—14in—1) (Un) /Un

Fin du faire.

On récupere la matrice A = (A; j(zi, f1,- .- ’fn))i,je{l,...,n}'

On calcule ¢ qui est le produit des coefficients dominants des g;.

Res = h  det(A)/c

Pour i allant de 1 a n, Res regoit le reste de la division euclidienne de
Res par g;.

Sortie : La valeur de Res.

Remarque 4.5.3 En pratique, pour diminuer la complexité de cet algo-
rithme, on réalise les procédés d’élimination sur les matrices spécialisées,
on récupeére alors avec une bonne probabilité de succés les indices de lignes et
de colonnes d’un mineur maximal, et c’est seulement ce mineur qu’on cal-
cule. Les divisions euclidiennes sont effectuées a partir d’un algorithme de
division basé sur un algorithme de Newton (voir [97]).

Il reste & traiter le cas ou tous les a; j(0) = 0. Dans ce cas, une solution
existe, utilisant la loi de transformation généralisée. C’est 'objet de ce qui
suit.

4.5.2 Algorithme de calcul des résidus multivariés

Cet algorithme repose sur la loi de transformation généralisée et sur la
génération de relations de dépendance algébrique par le bézoutien qui permet
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de se ramener & des systémes & variables séparées.

Soient fi,..., fn € K[z1,...,z,] des polynémes définissant un ensemble
algébrique Z = Z(f1,..., fn) de dimension zéro. On note f = (f1,..., fn)
Papplication polynomiale associée. Pour tout ¢ € {1,...,n}, A1 (ug, u1, ..., up)
désigne une relation de dépendance algébrique entre z;, f1,..., fn.

n

Posons Q;(u;x;) = Aij(xi,ut,-..,uy) = Zai,j(u,f,a:i)(fj — u;). Soit
j=1

& =(&,...,&,) € K" un vecteur générique. On définit un multi-indice m =
(mq,...,my) et des applications R = (Ry,...,R,) et S = (S1,...,S,) de
la fagon suivante : si ¢ est une nouvelle variable, pour tout i;n{1,...,n}, on
note

Qi(tér, ..., tén;mi) = t™ (Ry(m;) — tSi(t, x;)) -
On dispose alors du théoréme suivant :
Théoréme 4.5.4 Avec les hypothéses précédentes et pour tout h € Klz1, ..., z,],
st on note D = det ((ai,j(tgl, ... ,t§n,wi))z~,je{1,"_yn}), alors :

7e(h) = T(imi+1, Ry (21) 181 (21),0s R ()~ () (DP)

= Z T(tlm""'l,Rl(z1)k1+1,---,Rn(wn)’°n+1) (hDSfl .. Szn)
keN",|k|<|m)|

Preuve : La loi de transformation généralisée appliquée aux applications
(t, f1 —t&1y oy fn—t&) et (t, Ry — tS1,..., Ry — tSy,) fournit
Tl fr—t€1 o fu—tn) (B) = Timi+1 Ry 151, Ru—t5,) (D) (4.6)
Puis la loi de transformation usuelle appliquée aux identités

m|
RIM - (18;)mH = (R; — t5y) > R (1)
k;=0

implique que le second membre de 4.6 est égal a

n |m|
Tmiss gt gt (D [T 30 @S0 RMTH)
Jj=1k;=0
- Z T(tlmH_l’Rl(wl)kl+1,...,Rn(wn)kn+l) (h_DS:llcl .« Ssn) .

keN™ [k|<|m|

Le théoréme découle alors de I'égalité

TE(h) = Tt f1, ) (B) = Tt 1=t s fr—tén)
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et de ce qui précede. &
Cela nous conduit a ’algorithme suivant :

Algorithme 4.5.5

Entrée : L’application polynomiale £ = (f1,..., fn) et le polynéme h €
Klz1,...,z,] dont on veut calculer le résidu.

o Pouri allant de 1 a n, on calcule les relations de dépendance algébrique
entre x;, f1,. .., fn par le biais d’un mineur mazimal de B(x; —ug, f1 —
Uty .- 7fn _un)'

e On choisit un vecteur (x1,...,&,) de K" générique et on détermine les
entiers m;, les polynémes R; et S; et le déterminant
D = det(a; ;(t&1, . .., t&n, £, 2;)) donné dans 4.6.

e Pour chaque k = (ki,...,ky,) € N" tel que |k| < |m|, on calcule le coef-

cient ¢ o(21, ..., Tn) de t™ = dans hDSFL ... §kn et par induction
, ) ’ 1 n o’ p

(ki+1)deg(R;)—

7
clidienne de cyi_1(z;, ..., %) par Rf""i'l(xi), pour i;n{l,...,n}.

Sortie - Te(h) = 3 penn, k|<|m| Chon-

. 1 o
le coefficient cy i(Tiy1,...,2n) de x dans la division eu-

4.5.3 Application a ’implicitisation

On donne maintenant une application du calcul du bézoutien & I'implici-
tisation des surfaces rationnelles. On se restreint au cas des surfaces paramé-
trées dans K2, bien que cet algorithme s’adapte pour toutes les hypersurfaces
paramétrées de K*. Nous commengons par rappeler le probléme de I'impli-
citisation, puis nous montrons comment le résidu donne une solution & ce
probléme.

Une surface rationnelle de K* est donnée soit par sa représentation pa-
ramétrique :

z = fi(s,t)/fa(s,t)
(8): ¢ y= fo(s,t)/fa(s,t)
2 = fols,0)/fa(5,1)

ou fi, fo, fs et fi € Kls,t], soit par une équation implicite (i.e. un poly-
néome P € Klz,y, z] de degré minimal satisfaisant P(z,y,z) = 0 pour tout
(z,y,2) € S). Ces deux représentations sont importantes. En effet, la repré-
sentation paramétrique permet de donner facilement des points de la surface
tandis que I’équation implicite permet de calculer plus facilement des inter-
sections avec d’autres objets géométriques, ce qui est important pour des
applications comme le lancer de rayon (ray-tracing).
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Le probléme de l'implicitisation consiste & trouver 1’équation implicite
d’une surface rationnelle donnée par sa représentation paramétrique.

Plusieurs approches ont été proposées pour traiter ce probléme, mais
beaucoup d’entre elles échouent en présence de points de base (i.e.
Z(f1, f2, f3, f1) # 0). Les différentes approches peuvent étre classées comme

suit :
[}

Les approches par résultants : ces méthodes sont trés efficaces, mais
elles échouent généralement en présence de points de base. Une solution
a été proposée dans [71], basée sur des techniques de perturbation, mais
elle a une trés grande complexité en pratique. Une autre solution, basée
sur la notion de résultant résiduel, a été proposée dans 21|, mais il y
a des conditions sur la géométrie des points de base. Une nouvelle
méthode, proposée dans [3], traite efficacement le cas sans point de
base, mais une éventuelle extension au cas des points de base n’est pas
encore connue.

Les approches par les bézoutiens : cette méthode est trés générale, mais
elle donne généralement un multiple de I’équation implicite et néces-
site donc une factorisation qui peut s’avérer coliteuse. Des variantes,
basées sur des calculs de résidu ont été proposées dans [55] et [54].
Ces algorithmes ne sont cependant pas assez généraux. L’algorithme
proposé ici est une extension de ces idées.

Les approches par les bases de Grébner : c’est une solution qui a été
trés étudiée et qui est présentée dans [59] par exemple. Une approche
un peu trop naive des bases de Grébner est trés cotliteuse en pratique,
et ce, méme pour des problémes de petits degrés. En collaboration
avec P. Trébuchet, nous avons proposé une méthode générale, basée
sur des changements d’ordres, du calcul modulaire et de 'interpolation
multivariée. Cette méthode traite le cas des points de base. C’est une
extension du travail initié par Sandra Liccardi et Teo Mora dans [68].
L’approche par surfaces mobiles : c’est une approche prometteuse et
qui fonctionne bien sans point de base. Récemment, sa validité dans le
cas de certains points de base a été démontrée. Voir [32] et [31].
L’approche numérique : c’est une approche efficace, voir [34], mais elle
introduit d’autres problémes comme la certification et la robustesse.

Nous proposons ici une méthode basée sur des calculs de résidus. Ce tra-
vall a été effectué en collaboration avec Mohamed Elkadi et Bernard Mour-

rain.
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Théorie des idéaux et implicitisation

Soit une surface rationnelle donnée par sa représentation paramétrique :

T = fl(s,t)/f4(35t)
(S) : y = fa(s,t)/fa(s,t)
2 = fo(s 1)/ Fa(5.1)

On cherche une relation de dépendance algébrique minimale entre x,y et z.
On note Hi(z,s,t) = fa(s,t)x — fi(s,t), Ho(y,s,t) = fa(s,t)y — fa(s,t),
Hs(z,s,t) = fa(s,t)z — f3(s,t). L'approche classique, quand il n’y a pas de
point de base, consiste & considérer 'idéal Z = (Hy, Hy, H3) C K|z, y, 2, 5, 1]
et & éliminer s et ¢ pour trouver un générateur de ZNK[z, y, z]. Mais aupara-
vant, on explique pourquoi un tel générateur existe. On considére 1’applica-

tion rationnelle ¥ de K? dans K3 définie par (s,t) (ﬁgz’g, ;ig’g, ﬁgz’g)

Puisqu’il n’y a pas de point de base, I'image de la restriction de ¥ & K2\ Z(f4)
est une variété algébrique S de codimension 1 (i.e. c’est une surface dans
K3). On considére alors 'application ® : K? — K> définie par (s,t)
(fl(s’t) fZ(sat) f3(3’t) s. t
f4(55t)’ f4($,t) ’ f4(8,t)’ ?
quefois appelée graphe de ¥). On voit facilement que Y = Z(Z). On note

A : K — K3 la projection (z,vy,z2,s,t) — (z,y,2). La cloture de Zariski
de I'image de Y par A est S. Ainsi Iidéal associé & S est ZNK[z, y, z] qui est
principal puisqu’il est de codimension 1. Le générateur (défini & un scalaire
prés) est donc la relation algébrique cherchée entre z,y et z, c’est-a-dire que
c’est ’équation implicite de S.

Quand il y a des points de base, la situation est un peu plus compliquée.
En effet, comme Z(f1, fo, f3, f4) # 0, on considére (s,t) € Z(f1, f2, f3, f1)-
Alors, pour tout (z,y,z) € K® on a Hy(z,s,t) = 0, Ha(y,s,t) = 0 et
Hs(z,s,t) = 0. Donc Z N Klz,y,z] = Klz,y,z| qui définit 'ensemble al-
gébrique vide. Cela se traduit aussi par le fait que 'image de I’application
rationnelle ¥ n’est pas un morphisme de variétés algébriques. Pour contour-
ner cette difficulté, on ne regarde que les points pour lesquels f; ne s’an-
nule pas. Algébriquement cela revient & localiser par rapport a (f4) (on
se référe au premier chapitre de [35]). Pour ce faire, on considére l'idéal
T = (Hy,Hy, H3,Hy) C Klz,y, 2 w,s,t] on Hy, Hy et Hy sont les mémes
polynémes que dans la section précédente et Hy(w,s,t) = fa(s,t)w — 1.
On considére alors ’application rationnelle Q : K? — K® définie par

(s,t) — (ﬁg‘:g, ﬁgg, ﬁgg, f4(15 t),s,t) qui définit un ensemble U dans

K. On ‘note a10~rs U la cloture de Zariski de U. Il est facile de consta-
ter que U = Z(Z). On considére la projection © : K& — K définie par

). L'image de ® est une variété algébrique Y (quel-
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(z,y,2z,w,s,t) — (z,y,2). La cloture de Zariski de la projection de U est

O(U) = S, qui est associée a I'idéal Z N K[z, y, z]. Puisque cet idéal est de
codimension 1, pour les mémes raisons que précédemment, il est principal.

Un cas simple

On se place ici dans un cas simple o on peut directement utiliser un
calcul de résidu pour calculer ’équation implicite. On considére une surface
rationnelle donnée par une représentation paramétrique :

z = fi1(s,t)/fa(s,1)
Yy = f2(8,t)/f4(8,t)
z = f3(8,t)/f4(33t)

telle que f1 et fy n’ont pas de zéro commun. Cela implique que la paramétri-
sation est sans point de base. On suppose qu'un des numérateurs n’a pas de
zéro en commun avec le dénominateur et on se raméne au cas traité ici par re-
nommage de z,y et z et renumérotation des équations. Nous allons voir dans
ce cas qu'un calcul de résidu permettait de trouver I’équation implicite de la
surface S. On note Hi(s,t) = fa(s,t)z— f1(s,t), Ha(s,t) = fa(s,t)y— fa(s, 1)
et Hs(s,t) = fa(s,t)z — f3(s,t). On note Z = {(s,t) € K(y,z)2|

Hy(s,t) = Hs(s,t) = 0}. Si Z est un ensemble fini on considére 1’élément de
K(y, z)[z] suivant :

P(w,y,z) = H Hl(s,t)

(s,t)eZ
fl(S,t)
= f (S,t) (iL'— )
(SEZ ! (s;g{Z f4(37t)

= H f4(35t) (wm _Jl(yaz)a"mil + e +0m(yaz))
(s;t)eZ
(4.7)
fi1(s,t)

ou o;(y,z) = oi( ) | (s,t) € Z) est la i-éme fonction symétrique élémen-

taire de I’ensemble {ﬁgz’g | (s,t) € Z}.

Si on ne sait pas calculer les fonctions symétriques élémentaires a priori,
on a vu que le résidu permet de calculer les sommes de Newton. En effet, si
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fl(sat) '
on note S;(y, z) = ( ) , 0N a:
(5%22 f4(8,t)

5i0:2) = Tt ) (Jac(Hz,Hg)(s,t) (2=) ) ey

Si on sait calculer les résidus 7y, m,) (JaC(HZ,H3)(3,t) (%)’)7 pour

tout i € {1,...,m}, alors on saura calculer les fonctions symétriques élé-
mentaires grace aux relations de Newton, et par suite on sera en mesure de
calculer ’équation implicite a partir de 4.7.

Remarque 4.5.6 Le degré de l’équation P est donné par
M = T(y,113) (J0C(H,, 1) (5, 1))

Théoréme 4.5.7 L’équation implicite de la surface S est donnée par la par-
tie sans carré du numérateur de BV __ ¢ K(y, z)[z].
[L(s,t)e 2z fa(s:t) ’
Cela nous conduit donc & ’algorithme suivant dans le cas ou f1 et fa
n’ont pas de zéro commun et ou la loi de transformation usuelle suffit (sinon
il faut utiliser la loi de transformation généralisée) :

Algorithme 4.5.8

Entrée :  Les polyndomes fi1, fa, f3 et fa.
Etape 1 : On se ramene au cas des variables séparées.

e On calcule Hy(s,t) = fa(s,t)y — fo(s,t) et Hs(s,t) = fa(s,t)z —
f3(8’t)'

o On calcule une relation de dépendance algébrique A entre s, Ho et
Hs (cela peut se faire par le calcul d’un mineur mazimal d’un bé-
zoutien par exemple). De la méme facon on calcule une relation de
dépendance algébrique A; entre t, Hy et Hs.

e On calcule le déterminant D de la matrice T telle que T ( ﬁs ) =
t

Hy
H; )
. . H,y .
o On calcule le jacobien de % par rapport aux variables s et t.
3

e Soit a le coefficient du mondme de plus haut degré (noté ds) en s de
As et b celui de plus haut degré (noté d;) ent de Ay. On note d = ab.
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Etape 2 : Calcul du résidu.
e On calcule le coefficient de s%t% dans le reste des divisions eucli-
diennes successives de DJac(y, py,) par As puis Ay qu’on divise par
d. On obtient ainsi ’entier m.
o Pour i allant de 1 & m faire :
On calcule le coefficient de s%t% dans le reste des divisions eucli-

i
diennes successies de DJac(g,, m,) (ﬁgzg) par As puis A; qu’on

divise par d. On obtient ainsi Si(y, z), la i-éme somme de Newton.
— Etape 3 :  Clalcul des fonctions symétriques élémentaires.
Utiliser les relations de Newton pour calculer les fonctions symétriques
élémentaires 0;(y,z) a partir des sommes de Newton S;(y, z).
— Sortie : Retourner la partie sans carré de P(z,y, z) = 2™+01(y, 2)z™ 1+

ot om(y, 2).

Cas général

On traite maintenant le cas ol la paramétrisation peut avoir des points
de base (i.e. Z(f1, fo, f3, f1) # 0 dans K3). On utilise comme nous ’avons
suggéré précédemment le procédé de localisation consistant a rendre le dé-
nominateur inversible. On considére ’application suivante :

Hl(sﬂt) = f4(3’t)x - fl(s’t)
H2(37t) = f4(3at)y - fZ(S’t)
Hs(s,t,w) = fa(s,t)w — 1

On note Z = {(s,t,w) € ]K(y,z)3 | Ho(s,t) = Hs(s,t) = Hy(s,t,w) = 0} et

X = {(s,t) e K(y,2) | Ho(s,t) = Hs(s, 1) :o}. Ona X = X, UX, o
X1 =XNZ(fs) et Xo =X \ X1. On définit la projection suivante :

H:{ Kly,2) — K@2)
(s,t,w) > (s,1)

On dispose alors de la proposition suivante :
Proposition 4.5.9 On o II(Z) = X5.

Preuve : On remarque que Hy et Hs sont indépendants de w. Si (s,t, w) €

Z alors Ha(s,t) = Hs(s,t) = 0 et fa(s,t) # 0. Donc II(Z) C Xs. Récipro-
quement, si (s,t) € Xy, alors fy4(s,t) # 0, donc (s, t, ﬁ) € Z et par suite

(s, t, m) = (s,t) € X9 et finalement II(Z) = X,. &



4.5. CALCUL DES RESIDUS 117

Clairement ’ensemble des points de base est inclus dans X;. On note X
I'ensemble des points de base, on note X; = X U X avec X| = X; \ X{.

Si X9 est un ensemble fini, on peut appliquer la méme méthodologie que
dans le cas simple. On considére P(z,y,z) € K(y, z)[z] défini par :

P(z,y,z H Hy(s,t)
(S t)EXz

= H f4(8,t) ($m+01(yaz)xm71 + +Um(yaz))
(s,t)€X2

ou o;(y, z) désigne la i-éme fonction symétrique élémentaire de ’ensemble

{01 (5,1) € Xo}, Vi€ {1,...,m}.

Comme nous l’avons fait precedemment, on peut utiliser les formules
de Newton pour calculer les fonctions symétriques élémentaires a partir des
sommes de Newton qui sont données par :

sws = % (H)

(s,t)eX2

= T(H2,H3)\(f1) (JGC(HLH:& (s, ) (ﬁg:g) )

OU T(g,, {3)\(f1) désigne la somme des résidus locaux aux points de Xj.

On remarque qu’il n’y a plus de probléme avec les points de base puis-
qu’ils sont inclus dans X;.

Le théoréme suivant nous fournit un moyen de calculer les sommes de
Newton :

Théoréme 4.5.10 On a :

T(Ha, H)\(f2) (J“<H2,Hs)(3at) (49 )
_ (4.9)

T(HQ,H;;,H4) (Ja’c(Hg,Hg,H4) (37 t7 'LU) <f4(5’t)
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Preuve : L’idée est de décomposer en termes de résidus locaux. On a :

(o3, H3)\ (1) (JaC(Hz n(s:1) (£6:5) )

JG'C(H2,H3) (37 t) (ﬁgz:g)

Jac(H2,H3)(3,t)

> (fedy

(s,t)eXs

(S,t)EXQ

D’autre part, on a :

/

A
fi(m)) )

1
Jac(my, 1y, 1) (s,t,w) (ﬁgs:g)

JaC(HQ,HS,H4)(S,t,w)

T(H2,Hs,Hy) (JGC(H2,H3,H4)(S,t,w)

(s,tw)eZ "
> (G
Or Z (fl - t)) = Z (}ZEZ:;;)Z puisque II(Z) = X, et le

(s,t)eX?
théoréme est prouvé. &
En corollaire on a :

Corollaire 4.5.11 L’égquation implicite de la surface S est la partie sans

1 1 P(may7z)
carré du numérateur de Moo f100 € K(y, z)[X].

Preuve : Ce résultat découle directement de ce que S = Z(ZNKlz, y, 2])
et de ce que nous calculons le polynéme caractéristique de z dans K[z, y, 2]/ (ZN

Klz,y,2]). &
Exemple

Nous présentons ici un exemple trés simple de calcul d’équation implicite
pour une surface dont la parametrisation présente un point de base. Cet
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exemple est simple dans le sens ol il ne demande 'utilisation que de la loi
de transformation usuelle. Les équations paramétriques de la surface sont :

z = hl(s,t)/ho(s,t) = “"s—‘;t
y = ha(s, 1) [ho(s,1) = <2
z = h3(57t)/h’0(37t) =t

P
st

La trace est alors o9 = Sg = 2. Ce qui nous permet de savoir que 1’équa-
tion implicite est de degré 2. Les sommes de Newton calculées sont :

S1=0
_ 2x(y+2)%22
Sy = =5
En utilisant les relations de Newton on obtient les fonctions symétriques :

g1 = 0
_ —(y+2)x22

g2 y—2

Ce qui donne comme numérateur de z2 — o1z + 09 'équation implicite
P(z,y,2z) =22 %y — 2% 2% — 22 xy — 2% 22, qui est bien ’équation cherchée.

4.6 Application du bézoutien a I'implicitisation de
surfaces rationnelles

Dans cette section nous exposons une application des matrices bézou-
tiennes a l'implicitisation. Il est connu qu’un mineur maximal d’une matrice
bézoutienne convenable donnent un multiple de 1’équation implicite d’une
hypersurface rationnelle donnée par une représentation paramétrique. C’est
un cas particulier des techniques de résultants résiduels introduites par L.
Busé, M. Elkadi et B. Mourrain dans [22| dans le cadre des variétés uniration-
nelles. Nous nous limiterons au cas des hypersurfaces rationnelles données
par des représentations paramétriques. On considére ’hypersurface suivante :

z1 = f1(t)/fo(t)
S: :
Ty = fu(t)/fo(t)

ou fo,f1,.--,fn € Kt] = K[t1,...,tn—1]. On définit hi(t) = fo(t)z; —
fi(t), Vi € {1,...,n}. Ce sont des polynomes de K[x|[t]. Remarquons alors
que ces polynoémes définissent un ensemble algébrique dans K* ! x K que
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o hn)

Fi1G. 4.1 — Graphe de S.

nous appellerons graphe de S (bien que ce soit en réalité le graphe de l'ap-
plication rationnelle (f1/fo,---, fn/f0))-

On note Z l'idéal (hg,...,hy) et By, = B(hy,...,hy). Pour tout z € K",
on note H,',z(t) = fo(t)zi— fi(t),Vi € {1,...,n} et Hy(t) = (HQ,Z, ... ,Hn,z).
On note alors By, (z) la matrice By, dont on a spécialisé les variables z;
avec les valeurs z;, Vi € {1,...,n}. Pour tout z € K", H, définit un ideéal
(H;) dans K[t], on note alors A, = K[t]/(Hz). On note X, = Z((H,)) =
{t e K" 1| Hyp(t) = -+ = Hyp,(t) = 0}. On a alors la proposition suivante :

Proposition 4.6.1 Tout mineur mazimal non nul de By, est un multiple
de équation implicite de S.

Preuve : On sait que pour z pris dans un ouvert dense de K", la dimension
de A, est constante. On note D, cette dimension. Alors pour presque tout
z,0on a X, = {C1(Z), < ,Cn, (z)} On considere alors Mg, ,, l'opérateur de
multiplication par Hi, dans A,. Les valeurs propres de cet opérateur sont
H, ;({(z)), pour ( € X;. Le rang de cette application est constant pour z
pris dans un ouvert dense de K" puisqu’il est égal & Dy moins le nombre de
racine commune de Hy , avec Ho g4, ..., H; , et que génériquement H; , n'a
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pas de racines communes avec Hy 4, ..., H, , en dehors des points de base de
la paramétrisation. Le rang générique de cette application, noté R, est donc
égal & D, moins le nombre de points de base. De plus ce rang chute si et
seulement si Hy , a une racine commune avec Hg g, ..., Hy, 5, ce qui signifie
que le point z est un point de la surface S.

On sait que pour z pris dans un ouvert dense de K", le rang de la matrice
B, (z) est constant et égale au rang de By,. On note 7,4 ce rang générique.
D’aprés la proposition 4.3.16, on sait que pour tout z € K", la matrice By, (z)
se décompose de facon ¢e que :

rang(Bn, (2)) = rang(Mam, ) + rang(Lu, ,)-

Soit z tel que Hj 5 ait une racine commune avec Hy g, ..., Hy ; en dehors des
points de base. Alors rang(Mp, ,) < Ry et le rang de Ly, , ne peut excéder
son rang générique. Donc, tout mineur r4 X7, de By, (z) est nul. Ainsi tous les
mineurs maximaux r4 X ry de By, s’annulent pour des valeurs de z prises sur
I’hypersurface S et par conséquent sont des multiples de ’équation implicite
de S. &

Ce résultat peut étre obtenu comme conséquence d’un énoncé de [22].
Nous proposons dans ce qui suit une analyse un peu plus fine de ce résultat
dans le cadre des hypersurfaces rationnelles données par des représentations
paramétriques.

Soit A un mineur maximal r4 X r4 de By, . Ce mineur se décompose alors
sous la forme A = A;As ol A; est un mineur provenant de l'opérateur
de multiplication par hi et Ag est un mineur provenant de Lj,. Le mineur
Ay € K[x| définit une hypersurface Z5 = Z((Az2)) C K. On sait que 22N S
est de codimension 1 dans S (sinon ce n’est pas vraiment un facteur parasite).
Cela signifie que pour z € K" générique, i.e. pris dans S\ (SN Z3), on a
Ay(z) #0.

Comme conséquence directe de ce raisonnement, on obtient la proposition
suivante :

Proposition 4.6.2 Soit A un mineur mazimal vy X vy de By, et soit A =
A1 Ay la décomposition telle que définie précédemment. Alors A1 = AJAs
est un multiple de I’équation implicite de S.

Théoréme 4.6.3 Soit A un mineur mavimal rg X r4 de By, et soit A =
A1Ay la décomposition telle que définie précédemment. Alors la partie sans
carré de Ay = A/Ay est Uéquation implicite de S.

Preuve : Pour tout z € S\ (SN 22), on a A(z) = 0 et Ay(z) # 0 et comme
A(z) = A1(z)Az(z), on en déduit que A;(z) = 0. Ainsi A; € K[x] s’annule
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sur un ouvert dense de S. C’est donc un multiple de ’équation implicite
de S. & Preuve : On montre d’abord que c’est un multiple de ’équation
implicite. Pour tout z € S\ (SN 23), on a A(z) =0 et Ay(z) # 0 et comme
A(z) = A1(z)Az(z), on en déduit que Aq(z) = 0. Ainsi A; € K[x] s’annule
sur un ouvert dense de S. C’est donc un multiple de ’équation implicite de
S. Supposons maintenant que A; = A’Al ou ¢ est 1’équation implicite. On
note par Ma, Ma, et Ma, les sous-matrices associées aux mineurs A, A
et Ag. Alors pour tout z dans (K")P| la matrice Ma(z) se décompose sous

la, forme : Ma(z) = ( MA& (=) MA(Z (z) )

On remarque alors que Al définie une hypersurface Z(Al). Soit alors z € S
générique, c’est-a-dire dans S\ (Z(A%) U Z(Az)), on a alors Ma, qui aurait
un mineur non nul, ce qui contredit le fait que Ay(z) est un mineur maximal
de A(z). &

Dans les algorithmes d’implicitisation utilisant un mineur maximal de
la matrice bézoutienne, on obtient un multiple de 1’équation implicite. Il
faut donc effectuer une factorisation apres le calcul d’'un mineur maximal de
la matrice bézoutienne. Cette factorisation se révele parfois étre un facteur
limitatif de cette approche. La théoréme 4.6.3 permet d’obtenir cette équa-
tion en n’utilisant uniquement de l’algebre et une division. On obtient alors
I’algorithme suivant :

Algorithme 4.6.4

Entrée : Les polynéomes fo, ..., fn-

o Pour i allant de 1 a n, on calcule les polynomes h; = fox; — f;.

e On construit la matrice bézoutienne Bp, .

o On tire un point générique z1 dans K. On calcule les coordonnées d’un
mineur mazimal de By, (z1). On extrait la sous-matrice B,ﬁ ayant ces
coordonnées et on en calcule le déterminant A.

e On tire un point générique zy sur S (c’est possible puisqu’on connait
une paramétrisation). On calcule les coordonnées d’un mineur mazimal
de B}ﬁ(ZQ). On calcule Ay qui est le mineur ayant les coordonnées
calculées.

Sortie :  On retourne Ay = A/A,.



Chapitre 5

Matrices structurées et dualité

5.1 Introduction

Les matrices structurées sont au cceur de beaucoup de branches des ma-
thématiques et de I'informatique. En allant du calcul scientifique jusqu’a la
combinatoire en passant par l’interpolation rationnelle, aussi bien qu’en trai-
tement du signal, en théorie des files d’attente et jusqu’a la théorie des auto-
mates. Elles rendent compte de structures pour lesquelles seule une partie des
coefficients de la matrice code de l'information nouvelle. Ainsi les matrices
creuses sont celles qui ont peu de coefficients non nuls et pour lesquelles il est
préférable de ne stocker que les coefficients non nuls. En calcul scientifique,
les schémas de discrétisation conduisent souvent a des matrices structurées
de type Toeplitz ou Hankel qui trouvent une interprétation naturelle comme
application sur des espaces de polynémes univariés et qui permettent d’ob-
tenir des algorithmes rapides de multiplication d’une matrice par un vecteur
ou de résolution de systémes linéaires. D’autres structures ont été exploitées
dans ce cadre et sont ’objet d’une branche importante de 1’algébre linéaire :
I’algébre linéaire structurée. Comme c’est souvent par des interprétations en
termes d’algébre linéaire sur des espaces de polyndmes qu’on abouti & des
algorithmes efficaces pour manipuler des matrices structurées, il n’y a rien
d’étonant & ce qu’on retrouve ces notions dans des algorithmes de résolution
d’équations algébriques.

Nous donnons un exemple de conception d’algorithme de multiplication
rapide par une matrice de Toeplitz. Une matrice M = (m; ;) telle que m; ; =
m;t1,j+1 est dite de Toeplitz. C’est-a-dire que c’est une matrice de la forme :

123
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ml,l m1’2 PR PECEEY ml,n
ma1 My
m31 M2

mi,2
mMn,1 m31 Mm21 M1

)

On remarque alors que toute 'information nécessaire pour coder cette
matrice est contenue dans la premiére ligne et la premiére colonne. On consi-
dére l'espace K[z] des polynomes de la variable z. On considére alors le

n

polynéme Py, (z) = Z my "+ Z m; 12" 7! La matrice de multiplica-
i=1 i=1

tion par Py (z) dans K[z] muni de la base monomiale est alors de la forme

suivante :

1 m1,n 0
ac" mi1 m‘l,n
xé" i Ml mi1

0 mn,1

Ainsi une matrice de Toeplitz n x n peut-elle toujours étre interprétée
comme la matrice de multiplication par un vecteur dans K[z]. On note par
Mp, Dapplication linéaire de multiplication par P, dans K[z]. On définit
E={(1,....z%, F = (z¢,...,2?) et IIg (resp. IIz) la projection de K[z]
dans E (resp. F'). Ainsi M est la matrice de I'application linéaire suivante :

Tm:HFOMPmOHE

Ainsi la multiplication d’une matrice Toeplitz par un vecteur peut se ramener
a la multiplication de deux polynémes. Cela conduit & un algorithme de
plus basse complexité que la multiplication classique d’une matrice par un
polynéme. On peut dés lors comprendre 'intérét de l'exploitation de ces
structures dans le cadre de la résolution des équations algébriques.



5.1. INTRODUCTION 125

De la méme fagon, une matrice de Hankel H s’interpréte comme la mul-
tiplication par un polynome différentiel Py (9), ou 0 = %, dans I’anneau des
polynémes. Nous reviendrons plus en détail sur ces structures dans la sec-
tion suivante. Nous disposons d’une interprétation de méme nature pour les
matrices bézoutienne univariées que nous avons rencontrées au chapitre 4.
Or, on a vu dans ce méme chapitre que les opérateurs de multiplication dans
une algébre quotient se décomposent en termes de bézoutien et de résidu (qui
est un polynome différentiel). Cela permet de mettre en place des méthodes
itératives comme la méthode des puissances, connues en analyse matricielle,
mais pour une matrice de multiplication dans une algebre quotient. L’ana-
logue de la méthode des puissances permet d’obtenir une méthode itérative
rapide pour le calcul d’une racine d’une équation algébrique : la méthode de
Sebastio e Silva. Cette méthode a été étudiée par Jean-Paul Cardinal dans
[25, 26]. La possibilité d’utiliser des méthodes itératives dans le cadre de
la résolution des équations algébriques est une perspective intéressante. On
peut en effet attendre une meilleure analyse du comportement numérique et
de pouvoir sélectionner une ou plusieurs racines ayant des propriétés parti-
culiéres.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’utilisation des matrices struc-
turées dans le contexte de la résolution des équations algébriques et surtout
des généralisations dans le cadre multivarié qui sont apparues récemment
dans les travaux de Bernard Mourrain et Victor Pan et de leurs coauteurs
[76, 75, 18, 77, 78, 19, 79]. Dans une premiére section, nous exposons des
éléments de la théorie des matrices structurées. Dans une deuxiéme sec-
tion nous exposons les généralisations des structures classiques dans le cadre
multivarié. Dans une troisiéme section nous utiliserons ces structures pour la
conception de méthodes itératives pour la résolution de systémes algébriques.

Nous travaillerons principalement sur le corps des nombres complexes. Le
produit de deux polynémes & coefficients complexes, dont les degrés sont ma-
jorés par d, peut étre réalisé en O(dlog(d)) opérations arithmétiques. Néan-
moins des algorithmes de produit rapide de polynoémes existent sur tous les
corps, mais la complexité est généralement en O(d log(d) log(log(d)))opérations
arithmétiques et parfois d’autres termes composés de logarithmes itérés in-
terviennent. On résume ce fait en notant
log*(d) = log(d) log(log(d))* log(log(log(d)))? - --, ot le nombre de termes
logarithmiques supplémentaires dépend du corps de base.
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5.2 Matrices structurées usuelles

5.2.1 Introduction

Dans cette section, nous exposons des éléments de la théorie des matrices
structurées. Il serait prétentieux de vouloir étre exhaustif sur ce sujet tant
il apparait dans de nombreux domaines ayant donné lieu & de nombreux
développements présentant chacun des intéréts différents [60, 63, 92, 15, 47].
Nous exposons ici quelques notions courantes qui nous seront utiles par la
suite. Nous choisissons un point de vue proche de celui de Furhmann dans
[47] ou de Dario Bini et Victor Pan dans [15]. Nous donnerons ensuite des
applications des algorithmes de manipulations rapides de ces matrices dans
le cadre de la résolution des équations algébriques.

5.2.2 Structures classiques
Notations

Dans la suite, K est un corps (sous-corps de C effectif), R = K[z] est
I’anneau des polyndémes en la variable z et L = K[:c_l,m] est ’anneau des
polynomes de Laurent. On note 9 = L et ¢ = %%, B =K]0] est I’anneau
des polynomes et S = K[[J]] 'anneau des séries formelles en la variable 0.

Matrices de Toeplitz

2d
On considére le polynéme p(z) = Zpia;i de R auquel on associe 'opé-
i=0
rateur M, de multiplication par p dans R défini comme suit :

R — R
M”‘{f — pf

La matrice M, de l'opérateur M, dans la base monomiale est de la
forme :
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1 z%
1 po 0
' Pd Do
zf S (5.1)
724 P?d p‘d
0 P2d

C’est une matrice bande infinie. Le coefficient d’indices (4, ) de M, est
le coefficient de z* dans pz?. Les coefficients sont égaux le long des paralléles
a la diagonale. C’est une caractérisation des matrices de Toeplitz, dont nous
donnons la définition précise ci-apres :

Définition 5.2.1 Une matrice T = (t;);; est une matrice de Toeplitz si
tit1,j+1 = tij, c’est-a-dire si le coefficient t; ; ne dépend que de i — j.

Remarque 5.2.2 On peut considérer [’opérateur de multiplication par p
dans L, ce qui ferait de la matrice obtenue dans la base monomiale une
matrice bande bi-infinie.

Soit T une matrice de Toeplitz k X h :

Cette matrice peut étre vue comme une sous-matrice de la matrice asso-
ciée & l'opérateur de multiplication par un polynéme dans R. On considére

k+h
le polynome p(z) = Zpixi avec p; = t1—; pour ¢ € {0,...,k—1} et
i=0
Pk+i—1 = ti1 pour ¢ € {2,...,h}. Dés lors, on note :
Pk T Pbo
M, = : :
Pk+h °°  Dlk—h|

onal = J\Afp qui est la matrice associée & ’application définie comme suit :
onnote E = (1,...,zF), F = (z,... 2%*h) et TIp (resp. IIF) la projection
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de R dans E (resp. F'). Alors J\% est la matrice de :
[IpoMpollg

dans les bases décrites dans les définitions de E et F'. Cela nous permet
d’obtenir facilement la proposition suivante :

Proposition 5.2.3 Un opérateur de Toeplitz (associé a une matrice de Toe-
plitz) peut toujours étre interprété comme la restriction (sur le but et l’image)
d’un opérateur de multiplication par un polyndme déterminé par la premiére
ligne et la premiére colonne de la matrice associée o cet opérateur.

L’intérét algorithmique d’une telle approche est donné par la proposition
suivante :

Proposition 5.2.4 Soit T une matrice de Toeplitz hxk et soit d = maz{h,k},
alors le produit de T avec un vecteur v € K¥ peut se faire en O(d log*(d))
opérations arithmétiques.

Preuve : Soit v = (v1,...,v;) € K¥, on considére alors le polynéme
k h+k

V(z) = kaxi_l et p(z) = Zpia:i avec p; = ty,—; pour i € {0,...,k}
=0 =0

1=
et p = t;1 pour i € {2,...,h}. On considére alors le polynéme W(z) =
h
Op(p(z)V(z)) = Zwixi_l. On note w = (wy,...,wp). On a w = Tw.

La proposition déczoéle alors du fait que la multiplication de p par V peut
se faire en O(d log™(d)) opérations arithmétiques par un produit rapide de
polynémes univariés. &

Ce résultat confére aux matrices de Toeplitz des propriétés algorith-
miques remarquable. Le fait que la multiplication d’une matrice de Toeplitz
d x d avec un vecteur ne nécessite que O(d log*(d)) opérations arithmé-
tiques au lieu des O(d?) opérations n’est pas la seule propriété remarquable
de ces matrices. Nous en rencontrerons d’autres dans la suite de ce texte.

On peut aussi retrouver les matrices de Toeplitz de la fagon suivante : soit
2d

p(z) = Zpixi € R, on associe a p ’application linéaire suivante :
1=0

- S — S
M”'{ 9(0) +— m(p(07")q(9))
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ol 74 est la projection sur les mondmes d’exposants positifs. La matrice MIE
de Mf, dans la base (BZ)Z. e est alors :

1 ... g% ... pH2d
1 Po ' Pd P2

o pPo --- Pd - D2

On obtient une nouvelle matrice de Toeplitz qui est la transposée de M,,.

Matrices de Hankel

Soit h(0) = hg+h10+-++hogd??+--. € S, on associe & h I'opérateur qui
a tout p € K[z] associe 71 (p(0~1)h(8)). La matrice M}, de cette application
dans la base monomiale est :

1 5 2
1 ho -+ hg --- hog \
T I (52)

x;d o

La matrice est infinie vers la droite et vers le bas. Le coefficient d’indices
(i,7) de My, est le coefficient de §* dans 0~7h(9). Les indices commencent
ici & zéro. Ainsi les coefficients de M}, soient égaux le long des paralléles a la
deuxiéme diagonale. C’est une caractérisation des matrices de Hankel dont
nous donnons la définition ci-aprés :

Définition 5.2.5 Une matrice H = (h; ;) ; est de Hankel si hiy1 ;-1 = h;j,
ou de fagon équivalente si h;; ne dépend que de i+ j.

Aux chapitres 2 et 4, on a vu qu’on peut identifier R avec S et que par
conséquent S est naturellement muni d’une structure de R-module. L’action
de z sur S est alors analogue & la multiplication par 8~!. On retrouve de
nouveau le formalisme des systémes inverses. Soit h € S, alors M}, est la
matrice de ’application :
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" { R — S
"1 pl@) — p(@)h(9) = my(p(0~1)R(D))

Il s’ensuit que toute matrice de Hankel H, de taille h X k avec d =
max {h,k} < n+ 1, est une sous-matrice M}, de la forme 5.2 ou h est entie-
rement déterminé par la premiére ligne et la premiére colonne de H.

On considére E = (1,--- ,2%%) et F = (1,--- ,0%%) et on note IIg (resp.
IIr) la projection de R sur E (resp. de S sur F), alors H est la matrice de
I’application linéaire :

[IpoHpollg
Ce nous permet facilement d’obtenir la proposition suivante :

Proposition 5.2.6 Toute matrice de Hankel est la matrice de la restriction
(sur la source et sur le but) d’un opérateur de multiplication de la forme Hy,
ol h est entiérement déterminé par la premiére ligne et la premiére colonne
de la matrice.

De la méme fagon que pour les matrices de Toeplitz, ce point de vue
permet d’obtenir un algorithme de produit rapide d’une matrice de Hankel
par un vecteur en se ramenant & un produit de polyndémes :

Proposition 5.2.7 Soit H une matrice de Hankel (d + 1) x (d + 1) et
v € K41 alors le produit Hv peut étre calculé en O(d log*(d)) opérations
arithmétiques.

Bézoutiens

Nous rappelons dans un premier temps les définitions des polyndmes
bézoutiens et matrices bézoutiennes :

Définition 5.2.8 Soient p et q € K[z|, le polyndme bézoutien de p et q est
donné par :

€T —

O (5:1) = p(z)a(y) —z(y)Q(w) = 3" 0,(q,p)ey
isj

et la matrice bézoutienne est alors donnée par :

B(g,p) = (ei,j)i,j .
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L'identification de S avec R permet d’associer a ©,, une application
linéaire de S dans R définie comme suit : VA € S, on associe X(Ogp)(A) =

Z 0; iA(y?)zt = Z 0; ;(x7, A(9))ox". Avec ces notations, By, est la matrice
1 1,

de X(0,,) exprimée de la base (0);cn de S dans la base (z%);en de R.
Un cas particuliérement important est celui de la matrice bézoutienne

d
Bi . Dans le chapitre 4, on a vu que si on note p(z) = sz-wi, alors :
i=0

b1+ Pd
Bl,p = N
Pd 0

et les colonnes de cette matrice sont les coefficients des polynémes de Horner
dans la base monomiale.

Il existe bien d’autres types de matrices structurées, comme les matrices
de Vandermonde que nous avons déja rencontrées, mais nous nous limiterons
aux trois structures que nous venons de décrire ainsi qu’aux liens qui les
relient et & des applications algorithmiques de I’exploitation de ces structures.
Mais avant nous présentons un point de vue un peu plus courant sur ces
matrices.

Remarque 5.2.9 Une notion trés couramment utilisée est celle de rang de
déplacement. Nous ne la traitons pas ici, mais elle occupe un réle central
dans beaucoup de méthodes sur les matrices structurées (voir [60]).

5.2.3 Liens entre les structures Hankel et bézoutienne

Les opérateurs de Hankel sont associés a des applications de K[z] dans
K[[0]] et les bézoutiens sont associés eux & des applications de K[[J]] dans
d
Soit p(z) = Zpia:i un polynome de degré d (i.e. pg # 0). On note
=0
T = (p) l'idéal engendré par ce polynoéme et Z+ l'orthogonal de cet idéal
qu’on identifie au sous-espace vectoriel de K[[J]] des séries h(0) telles que
(h(8),q(z))o = 0 pour tout g € Z.

Proposition 5.2.10 La classe d’une série h € I+ coincide avec la classe
des fractions rationnelles vérifiant :

B o~ tr(67Y)

RO) = L = hg+h O+
) p(071) o
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d—1
ot r(z) = Z a;iz’ est un polynome de Klz]q_, .
=0

Preuve : Voir [78]. &

Cette proposition signifie que les séries associées aux formes linéaires
de T+ sont des séries rationnelles admettant toutes p comme dénominateur
commun. Cela n’a rien d’étonant sachant que Z+ est un K[z]/Z-module libre
de rang 1. En effet, la série associée au résidu 7, est la série 7,(9) = p(aT__ll—).
On a déja vu au chapitre 4 que le résidu algébrique associé a p est une
forme linéaire de Z+ vérifiant By ,(7p) = 1. Or la matrice associée a 7, est
une matrice de Hankel. Cela nous conduit naturellement & approfondir la
recherche de liens entre les structures de Bézout et de Hankel.

On note H,, la matrice associ¢e a la série représentant le résidu alge-

brique, on a alors la proposition suivante :
Proposition 5.2.11 Soit p € K[z], on a :

By pH,, =14 (5.3)

5.3 Matrices structurées associées & des polynémes
multivariés

Dans cette section, nous reprenons briévement les généralisations des
structures Toeplitz, Hankel et bézoutienne telles qu’elles ont été exposées
dans [78]. Notre objectif est d’exposer 'application de ces structures a la
résolution de systémes algébriques. Nous gardons les mémes notations que
dans les chapitres précédents.

On fixe maintenant quelques notations. On note R = Klz1,...,z,] et
R =K[[d1,...,0]]. On note L = Kz, ..., z+'] ensemble des polynomes
de Laurent des variables z1,...,Z,. Au chapitre 2 on a vu une facon d’ex-

primer le fait que R soit un R-module. La proposition suivante nous donne
une nouvelle facon de ’exprimer qui nous sera utile par la suite :

Proposition 5.3.1 Soient p et g € R et A(0) € 7@, on a :
pA(g) = Alpg) = T (p(87)A(9))(g) = (T4 (p(8~1)A(D)), 9o,

ou IT; est la projection sur l’espace vectoriel engendré par les mondmes de
la forme 0%, ot a € N*.
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5.3.1 Matrices quasi-Toeplitz et quasi-Hankel
Définitions

On donne maintenant les définitions des structures quasi-Toeplitz et
quasi-Hankel :

Définition 5.3.2 Soient E et F deuzr sous-ensembles finis de N* et soit
(Ma,g)ack,pecr une matrice dont les lignes sont indicées par les mondmes x@
tels que a € E et les colonnes sont indicées par les monomes de la forme x5
avec B € F. Soit 6; = (0 5)jeq1,..ny €N -

o M est une matrice quasi-Toeplitz si pour tout « € E et § € F le coef-
ficient my g = to_pg ne dépend que de o — 3. Cela revient a dire que si
a+6; € E et B+6; € F alors mqs, g+6; = Ma,g- St M est une matrice
quasi- Toeplitz, on lui associe un polynome Thr(x) = Z tux" et un

uckE+F
opérateur Mr,, : R — R défini par p — T (x)p(x).

o M est une matrice quasi-Toeplitz si mq g = ho_g ne dépend que de
a—f. Cela revient a dire st a+9; € E et —0; € F alors mg4s, -5, =
Mqa,g. St M est une matrice quasi-Hankel on lui associe un polynéme
de Laurent Hpr(0) = Z tu0" et un opérateur Hp,, .

ucE—-F

Définition 5.3.3 Soit E € N*| on note Il la projection définie par Il (x*) =
x* si @ € E et 0 sinon. De la méme fagon, Ilg représente la projection
g : R — R définie par [1(0%) = 0% si a € E et 0 sinon.

Cette définition permet de définir les opérateurs quasi-Toeplitz et quasi-
Hankel en termes de multiplication par des polynoémes :

Proposition 5.3.4 Une matrice M est (E,F') quasi-Toeplitz (resp. (E,F)
quasi-Hankel) si et seulement si c’est la matrice de Uopérateur lIgoMr,, oIl
(resp. g o Hp,, o lp).

Preuve : Voir [78]. &

Gréce a cette proposition, la multiplication d’une matrice (E, F') quasi-
Toeplitz (resp. (E, F') quasi-Hankel) par un vecteur v = (vg)ger est réduite
a la multiplication de polynomes de Laurent. C’est ’objet de 1’algorithme
suivant :

Algorithme 5.3.5
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Entrée :  Une matrice M = (mqag)ace ger (E,F)
quasi-Toeplitz (resp. (E,F) quasi-Hankel) et un vecteur v = (vg)ger

e Multiplier le polynéme Ty (x) = Z tux" (resp. Hy(0) = Z huyd")

ueE+F ueE—F
par v(x) = Z vgx? (resp. v(0~") = Z 050 P).
BEF BEF

Sortie : Retourner la projection du polynéme produit sur x¥ (resp. 0F ).

Complexité arithmétique

On décrit maintenant la complexité arithmétique du calcul avec des po-
lyndmes, ce qui permet de donner des bornes sur la manipulation de matrices
de type quasi-Hankel et quasi-Toeplitz.

Soient G C N* et K € N, on note Ck,gval (G) le nombre d’opérations
arithmétiques nécessaire a l’évaluation d’un polynéme dont le support est
G sur un ensemble de K points. Soient E et F' deux sous-ensembles de N*|
on note Cponrut (B, F) la complexité arithmétique de la multiplication d’un
polynéme & support dans E par un polynéme & support dans F'. Le théoréme
suivant, prouvé dans [83] & partir de l'algorithme d’interpolation creuse de
[16], exprime la complexité de la multiplication de polynémes a supports
fixés.

Théoréme 5.3.6 Soit E+F = {o,...,an} avec || =d;, Vi € {1,...,N}
et d = maz{di,...,d,}. On a alors :

Cpowmut (B, F) = O (Cn,Bvai (E) + Cn,Bva (F) + N(log?(N) + log(d)))
(5.4)

Avec ce résultat, on peut donner la complexité de la multiplication d’une
matrice quasi-Toeplitz ou quasi-Hankel par un vecteur :

Proposition 5.3.7 Une matrice (E,F) quasi-Hankel (resp. (E,F) quasi-
Toeplitz) M peut étre multipliée par un vecteur en O (N log?(N) + Nlog(d) + Cu,n)
opérations arithmétiques, ou d = deg(Hy) (resp. d = deg(Ty)), N =
#(E—-2xF) (resp. N =#(E+2F)) et Cn,u est le cott de l’évaluation de

tous les mondmes de Hyy (resp.Tyr) en N points.

L’intérét de savoir multiplier rapidement une matrice par un vecteur a
une application importante pour la résolution de systémes linéaires (voir
[53]) :
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Proposition 5.3.8 Soit Wv = w un systéme linéaire non-singulier de N
équations. Alors avec N multiplications de W et W par des vecteurs et avec
O(N?) opérations arithmétiques supplémentaires, on obtient la solution v du
systéme linéaire considéré.

On remarque que par définition si W est quasi-Toeplitz ou quasi-Hankel
alors W? est également quasi-Toeplitz ou quasi-Hankel. Ainsi la proposition
précédente et le théoréme 5.3.6 conduisent & un algorithme de résolution
rapide de systémes linéaires associés & des matrices quasi-Toeplitz et quasi-
Hankel.

La proposition suivante, tirée de [78], nous sera également utile :

Proposition 5.3.9

Soit W une matrice carrée de taille N réelle et symétrique. Soit S un en-
semble de mombres complezes (on suppose #(S) > N). Alors il existe un
algorithme probabiliste qui, & partir de N wvaleurs tirées aléatoirement dans
S, indépendamment les unes des autres (avec une distribution uniforme sur
S), soit échoue avec une probabilité d’au plus (12\1;(2)1\]’ soit calcule O(N) mul-
tiplications de W avec des vecteurs et donne le rang et la signature de W

avec O(N?log(N)) opérations arithmétiques supplémentaires.

5.3.2 Arithmétique dans une algébre quotient
Contexte

On considére fi,..., fn € Klz1,...,z,] définissant une application po-
lynomiale f = (f1,..., fn) et un idéal Z = (f1,..., fn) C Klz1,...,25]. On
suppose que cet idéal définit un ensemble algébrique Z(Z) = {(1,...,{q} de
dimension zéro. Cela implique que A = K[z1,...,z,]/Z est un K-espace vec-
toriel de dimension finie D > d. On suppose connue E = {ay,...,ap} C N*
tel que x¥ soit une base de A. Soit F C N", on associe & F l’ensemble
QF) = {x’|3a € Fetke{l,...,n} tels que x> =x" et a ¢ F} que
nous appelons, conformément & la terminologie du chapitre 2, la frontiére
de F. Soit A € T, on associe a A la forme bilinéaire (a,b) — A(ab). Par
abus de langage, on dira que A est une forme linéaire non-dégénérée si la
forme bilinéaire associée est non-dégénérée.

Construction d’une forme linéaire non-dégénérée

Dans cette partie, on construit une forme linéaire non-dégénérée sur A.
Notre objectif est de calculer les coefficients 7(x%) pour « € E+ E + E
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d’une forme linéaire générique 7 € A = Z+. Ceci se fera par induction sous
les hypothéses suivantes :

Hypothéses 1

o x¥ est stable par dérivation, i.e. si x* = z;x?, pour i € {1,...,n},
alors B € E.
e On connait la forme normale de Ng = Z ngox" de x? pour tout
ack
B € QE).

e On connait les coefficients 7, = 7(x*), Yo € E, ot 7 est une forme
linéaire non-dégénérée sur A.

Remarque 5.3.10 La troisiéme hypothése n’est pas trés restrictive puis-
gqu’un choix aléatoire pour les coefficients 1, conduit & une forme linéaire
non-dégénérée avec une trés forte probabilité de succeés.

Notre approche repose sur la propriété suivante :

Proposition 5.3.11 Pour tout § € Q(E), on a 73 = 7(Ng) = Z Na,BTa-
acE
Cette valeur peut étre calculée en O(D) opérations arithmétiques, ot D =

#(E). Plus généralement, pour tout o ety € E, on a la relation de récurrence
suivante :

Taty = Z N, TR+
BEE

Si on suppose maintenant qu’on a calculé toutes les valeurs 73 pour 3 €
Q(E). Soit a = ag + (di5) jeq1,...n} € QUQE)) avec ap € Q(E). Alors :

T(xY) = 7(x; Nyy) = Z Ny 5T (2i%P).
BEE

On connait alors tous les coefficients n4, 5 et tous les 7(z;x”). Ainsi, on

obtient teuy, = Z nao,gT(.’EiX’B ) en calculant un produit scalaire.
BEE

Définition 5.3.12 On note h = maz{|a||a € E}. Soient Qp = E, Q; =
(Qz_lﬂQ(Qz_l))ﬂE—l-E—{—E, 1 € {1,,2*h} Ainsi Qo = FE+ E+ F.

La proposition suivante permet de calculer tous les coefficients voulus de
la forme linéaire 7 :
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Proposition 5.3.13 Pour tout a € Q;, il eziste o' € N* et ay € Qp\ Qg tel
que o = ap + o avec |&/| <i—1 et pour tout B € E, ona f+a' € Q1.

Preuve : Supposons ¢ > 0. Soit « € Q; C E + E + E. Alors « peut étre
décomposé sous la forme o = v9+ 1 + 2 ol Yo, 71 et y2 € E et par exemple
|71 +72| = 4. Comme 4 > 1, il existe & = y1+72—(d),i)icq1,...n} € N, puisque
E est stable par dérivation. Ainsi o/ € E+ E. Il s’ensuit que a = a1 + o ou
a1 =70 + (05,4)ief1,..n} € Q et |of| <i—1. Puisque VB € E, B+ € Q; 1
et la proposition est prouvée. &

Ainsi si on a calculé tous les 7, pour a € §; 1, alors par la proposition
5.3.13, pour tout @ € Q;, on a @« = & + a7 avec a; € O et || <7 -1
Ainsi, si a1 € Q1 \ Q, on a 7(x*) = T(xMxY) = Z nalng(xﬁxa’) avec

BEE
B+ o € Q; 1. Autrement dit, on peut calculer tous les coefficients de 7 sur
Q; & partir de ses valeurs sur €;_1. Cela conduit & l'algorithme suivant :

Algorithme 5.3.14 (Calcul des coefficients de 7 sur E + FE + F)

Entrée : Les coefficients 7o, o € E et les formes normales Ny, o €

e Pour i allant de 1 a 2h faire
pour tout @ = oy + a1 comme dans la proposition 5.3.13, calculer
To = Z Nay,BTB+ao-
BEE
Sortie : Retourner S = Z T 0%.

acE+E+E

La proposition suivante décrit la complexité de cet algorithme :

Proposition 5.3.15 La complezité arithmétique de algorithme 5.3.14 est
0O(3"D?).

Preuve : Pour tout o € E+ E + E, on calcule 7, en O(D) opérations
arithmétiques. Comme il y a au maximum O(3" D) éléments dans E+E+ FE,
on obtient ’estimation de la proposition. &

Matrice quasi-Hankel associée a 7

On suppose connue une forme linéaire 7 € A telle que la forme bilinéaire
associée est non-dégénérée sur A x A. On admet que cette forme linéaire est
donnée sous la forme de ses coefficients (7(x%))qer o0 F = E+ E + E.
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Définition 5.3.16 Pour tout A € A et pour tout F C N, soit HY la
matrice quasi-Hankel (T(x*?)) 4 ger-

Proposition 5.3.17 La matrice Hf peut étre multipliée par un vecteur en
O(3"#(F) log(3"#(F))) opérations arithmétiques.

Preuve : C’est une application de la proposition 5.3.7 & la multiplication
de la matrice (F, F) quasi-Toeplitz HY en remarquant que #(F + F + F) =
3"H#(F). &

Proposition 5.3.18

Vérifier que le systéme Hfu = v a une solution unique et, si c’est le cas,
la calculer nécessite O(3"#(F)?log(3"#(F))) opérations arithmétiques. La
méme estimation de complexité peut étre appliquée au calcul du rang de Hf,
mais avec un algorithme probabiliste (voir la proposition 5.8.9) impliquant

le choiz de #(F) paramétres aléatoires avec une probalité d’échec d’au plus
FE(E)+L)#(F)

55(9) en supposant que les paramétres proviennent d’un ensemble fini
S.

5.3.3 Bases duales pour 7

Comme 7 définit une forme bilinéaire non-dégénérée, il existe une famille
de polynomes (Wq)ack telle que 7(x*wg) = 4.8, 1.6. (Wo)ack est une base
duale de la base x¥ pour 7. D’aprés le chapitre 4, on dispose alors de la
formule de Cauchy :

p= Z T(pw)x* = Z T(px*)wq
acE acl

Définition 5.3.19 Pour tout p € A, on note [p]x et [plw les vecteurs asso-
ciés a p dans la base x¥ et (Wo)ack Tespectivement.

Soit w, = Z waﬁxﬂ, on note alors W, = (wqg)a,ger. Par définition

BEE
des bases, on a :

T(Wox") = wo p7(xPT7) = 6, . (5.5)
En termes de matrices, I’équation 5.5 implique que :
HW.=1Id (5.6)

ou H, = H? = (7(x**7))g,,ep. Par définition de W, et par 'équation
5.6, on obtient :

[plx = Wr[plw et [plw = Hr[p]x- (5.7)

Le résultat suivant découle alors de la proposition 5.3.18 :
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Proposition 5.3.20

Pour tout p € A, les coordonnées de p dans la base xE peuvent étre calculées
de ses coordonnées dans la base (Wq)acr en O(3"D?log(3"D)) opérations
arithmétiques.

5.3.4 Produit dans A

En appliquant la formule de Cauchy & f € R,on a f = Z T(fx%)wWq =
ackE
Z f * 7(x*)w, dans A. De plus, en exprimant la forme linéaire f % 7 en
aclE
termes de série différentielle , on obtient f * 7 = Z f*7(x*)0%, si bien

acNr
que les coefficients des (0%),cp dans f * 7 sont les coordonnées du vecteur

[flw-

De la méme fagon, pour tous f et g € A, les coefficients de (0%)qcp dans
Pexpression de fg * 7 sont les coefficients du vecteur [fg]w. Cela conduit &
I’algorithme suivant :

Algorithme 5.3.21 (Produit dans A)

o Calculer [fglw en calculant les coefficients de (0%)qcr dans Uexpres-
ston de fg*T.

e Résoudre en u le systéme [fglw = Hru.

— Sortie : Retourner le vecteur u qui est le vecteur des coordonnées de
fg dans la base x¥, i.e. u = [fg]x.

Proposition 5.3.22 Le produit fg dans A peut étre calculé en O(3"D? log(3" D))
opérations arithmétiques.

Preuve : fg*T1 est le produit de polynémes & support dans F et E+E+F.
Ce produit peut étre calculé en O(3"D? log(3™D)) opérations arithmétiques.
La complexité de la résolution du systéme linéaire est du méme ordre par la
proposition 5.3.20. &

5.3.5 Inversion dans A

La formule de Cauchy implique que fx® = Z f* T(Xa+ﬂ )Wg, ce qui si-
ack
gnifie que [fx®]yw est le vecteur des coordonnées de [f*7(x*#)|gcp, i.e. c’est



140 CHAPITRE 5. MATRICES STRUCTUREES ET DUALITE

la colonne de Hy,, indicée par a. En d’autres termes, [fx*|w = H fir[2%]x.
Par linéarité, pour tout g € A, on a :

[fg]w = Hf*T[g]x = HT[fg]X'

Ainsi si fg =1 dans A, i.e. g = f~!, on a Hy.r[glx = H-[1]x. Cela conduit
a ’algorithme suivant pour le calcul de 'inverse d’un polynéme dans A :

Algorithme 5.3.23 (Inversion dans A)

Entrée : f € A.

e Calculer v = H.[1]x.

e Résoudre en u le systéme linéaire Hy,,u = v ou retourner une erreur
s1 Hy,r n'est pas inversible.

Sortie : Retourner le vecteur u qui est le vecteur [f 1]x.

Proposition 5.3.24 L’inverse de f d’un élément inversible f € A peut étre
calculé en O(3"D?log(3"D)) opérations arithmétiques.

5.3.6 Meéthodes itératives

Les algorithmes que nous proposerons pour ’approximation des racines
consistent a calculer des idempotents de A en utilisant des méthodes itéra-
tives et en utilisant le fait que les racines du systéme & résoudre se déduisent
facilement & partir de ces idempotents. Nos algorithmes ont pour cadre C".
Les deux méthodes étudiées ici sont exposées dans le cadre univarié par
J.P. Cardinal dans [26]. Ces algorithmes itératifs reposent sur les opérations
arithmétiques dans A.

Méthodes de Joukovski

Dans le cas univarié ces méthodes consistent & itérer des fractions ra-
tionnelles. La premiére application est une modification de I'application de
Joukovski, définie par z — 3(z + 1) ou une variante z — (2 — 1). Les
points fixes (qui sont attractifs) de I’application de Joukovski sont 1 et —1
et ceux de l'application de Joukovski modifiée sont i et —i.

On utilise ces mémes applications dans le cas multivarié. On donne main-

tenant un premier algorithme :

Algorithme 5.3.25 (Méthode du signe)

Entrée : Un polynome ug = h € A.
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[ ] UIZ%(U()—L.

o Tant que |jug — ugp_1|| > 277 faire

1 1
== —— ) k=k+1.
Uk+1 2(Uk uk), +

Sortie : Retourner la derniére valeur uy, calculée.
En corollaire de la proposition 5.3.24, on obtient la proposition suivante :

Proposition 5.3.26 Chaque itération de l’algorithme 5.3.25 nécessite O(3"D? log(3" D))
opérations arithmétiques.

On note re(¢) et im(¢) les parties réelles et imaginaires d’un nombre
complexe ¢ respectivement. On note par ¢ un point de Z(Z).

Proposition 5.3.27 Le suite (u;)ien de la proposition 5.3.25 converge qua-
dratiquement vers o = Z e — Z ecetona:
im(()¢)|>0 imi(()¢)1<0

lui — o] < Kp®

pour une valeur réelle K , ot :

_ h(¢) —i :
pt = maz{h(c) +i|C € Z(Z) tel que im(¢) > 0}

~ = max h(Q) +1 el que 1m
p = maa{ 1 € 2(0) v que im(¢) <o

et p=maz{p*,p”}.
Preuve : 1l s’agit d’appliquer ’analyse de convergence de la méthode
de Joukovski (voir [58]) & la matrice de multiplication par u; dans A dont

I’ensemble des valeurs propres est {u;(¢)|¢ € Z(Z)}. &
Soient :

1
et = Z eC:§(1+0)

im(¢)>0

e = Y e=,0-0)

im(¢)<o

et
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Les polynémes et et e~ sont des idempotents de A. Si h € A est une
équation linéaire en x, alors chacun des e’ et e™ est associé aux racines
dans un demi-espace de C" défini par im(¢) > 0 et im(¢) < 0 respective-
ment. Réciproquement, une forme linéaire appropriée définit des idempotents
e et e associés a deux demi-espaces de C". De plus, pour tout polytope
de C" défini par des intersections de demi-espaces, on peut calculer une
famille de polynomes dont le produit est associé au polytope. En particu-
lier, toute boite est déterminée par 4™ équations linéaires et les idempotents
associés a la boite par 4™ applications de l'algorithme 5.3.25. Focalisons-
nous maintenant sur le cas de boites presque plates contenant ’ensemble des
réels R* = {x € C" |im(z;) =0,Vi € {1,...,n}}. Dans ce cas, le choix de
h = z; —e et h = x; + € conduit & "approximation des idempotents suivants :

ei_’fz Z egete;;: Z €.

im(¢)>—e im(¢)<e

Leurs produits peut étre calculé en O(3"D?1log(3"D)) opérations arith-

métiques et conduit aux polynémes r; = Z e, Vi € {1,...,n}. Le
im(¢)[<0

produit r = ry -+ T, peut étre calculer en O(3"D?log(3"D)) opérations
arithmétiques. Cela conduit a la somme des idempotents du systéme fon-
damental d’idempotents associé aux racines proches d’une valeur purement
réelle. On considére alors ’algorithme suivant, qui permet de calculer cette
somme :

Algorithme 5.3.28 (Somme d’idempotents)
Entrée : Une valeur € > 0.
e Pour i allant de 1 a n faire
- Uy = T4 +e.
1

1
*Ulzi(uo—%,k:]ﬂ

~ Tant que |jug — ug_1|| > 27° faire

1 1

Uk

— Calculer e; ¢ et Ty .
— Sortie : Retourner la valeur re =r1¢---ry.

Avec les résultats de la sous-section précédente on obtient facilement la
proposition suivante :
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Proposition 5.3.29
Une approzimation r. de r avec une erreur de lordre de ¢ = 27° peut étre
calculée en O(u3"D?log(3"D)) opérations arithmétiques, ot :

p = pu(b, p) = log|b/ log(p)],

et :
max{ SE11¢ € 2(D), im(G) > 0},
= maxr .
’ maz {|$311¢ € 2(2), im(G) < 0}

Méthode de Sebastio e Silva

On propose maintenant une extension au cas multivarié d’'une méthode
itérative déja connue dans le cas univarié, proposée par J. Sebastio e Silva
dans [88], reprise par J. P. Cardinal dans [26] et connue en analyse matricielle
sous le mon de méthode des carrés itérés [53|. L’algorithme est le suivant :

Algorithme 5.3.30 (Carrés itérés)

Entrée : ug=h € A.
_ouy g
® U = ik k=1.

o Tant que |juy — ug_1]| > 270 faire

u2

uk+1:—’2° etk=Fk+1.
[l

Sortie : Retourner uy.

Chaque itération de I’algorithme nécessite O(3"D?log(3™ D)) opérations
arithmétiques et on a la propriété suivante :

Proposition 5.3.31
Soit h € A, on suppose qu’il existe une unique racine ¢ mazimisant |h|. On
peut approzimer I'idempotent e, avec une précision en 270 en O(v3"D?1log(3" D))
opérations arithmétiques, ot :
_ _ _ b
v=v(b7) = gy

_ |A¢
7=

¢' étant une racine minimisant |h| sur Z(Z).

Preuve : 1l s’agit de l'analyse de la convergence pour la méthode des
carrés itérés appliquée a la matrice de multiplication par u; dans A dont les
valeurs propres sont {u;(¢) = h(¢)'|¢ € Z(Z)}. &



144 CHAPITRE 5. MATRICES STRUCTUREES ET DUALITE

5.3.7 Compter et approximer les racines réelles et complexes

On s’intéresse maintenant & ’application des méthodes que nous venons
d’exposer pour compter et approximer les racines complexes et réelles d’'un
systéme algébrique.

L’algorithme pour compter les racines est un algorithme probabiliste basé
sur la proposition 5.3.18. Cet algorithme est utilisé pour compter le nombre
de racines d’un systéme algébrique de dimension zéro.

L’algorithme pour ’approximation des solutions n’est pas probabiliste
(si le jacobien du polynéme h choisi ne s’annule pas aux solutions), mais la
complexité dépend des p et v (précédemment définis), ce qui demeure un
facteur génant lorsque ces valeurs sont proches de 1.

Compter les racines complexes et réelles
Le théoréme suivant est extrait de [78] :

Théoréme 5.3.32
Le nombre de racines (resp. de racines réelles) d’un systéme algébrique est
donné par le rang (resp. par la signature) de la matrice quasi-Hankel Hf‘ .

En corollaire de ce théoréme et des résultats de complexités précédents,
on obtient :

Corollaire 5.3.33

Le nombre de racines et de racines réelles d’un systéme algébrique peut
étre calculé par un algorithme probabiliste générant D parameétres aléatoires
et réalisant O(3"D?log(3"D)) opérations arithmétiques. Si les paramétres

proviennent d’un ensemble fini S, alors la probabilité d’échec est d’au plus
(37 D+1)3" D
2#(S)

Approximation d’une racine

Théoréme 5.3.34

L’idempotent associé a la racine ( mazimisant |h|, ot h € A, peut étre cal-
culé, avec une précision en 27°, avec O(v3"D?log(3"D)) opérations arith-
métiques, ot v est définie dans la proposition 5.3.51.

La complexité de la reconstruction des coordonnées de ( a partir de
Iidempotent e; est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.35
Les n coordonnées d’une racine ( simple peuvent étre déterminées de la
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connaissance de ¢ en O(3"D?log(3"D)) opérations arithmétiques. Ce coit
est multiplié par n si la racine est multiple.

Preuve : On note f le systéme algébrique a résoudre. On calcule Jacge; €
A. D’apres [78] dans le cas d'une racine simple, on a :

HE[Jaceec]s = A(*acE

ce qui peut étre calculé avec la complexité annoncée. Cela donne immeédiate-
ment les coordonnées de ¢ si x¥ contient 1, z1, ..., Zn, ce qui est généralement
le cas. Si la racine est multiple on utilise la relation :

ZT; Jacfeg = C, Jacfeg

et on obtient les coordonnées de ( par n + 1 multiplications dans A. &

Approximation d’une racine sélectionnée

D’aprés le théoréme 5.3.35, il suffit d’approximer 1’idempotent associé a
la racine voulue.

Supposons qu’on souhaite calculer la valeur d'une racine de f = 0 dont
la coordonnée z; est la plus proche d’une valeur u donnée. Supposons que u
n’est pas la coordonnée d’une racine, si bien que z; — u est inversible dans
A. Notons h(x) cet inverse. On a h(x)(z; —u) = 1 et h({) = Cll_u. La racine
¢ maximise donc |h|. On applique alors la méthode de Sebastio e Silva.

Le polynéme h peut étre calculé en O(3"D? log(3"D)) opérations arith-
métiques et e, en O(v3"D?log(3"D)) opérations arithmétiques, ou v est
définie dans la proposition 5.3.31. On peut également calculer plusieurs ra-
cines & partir de plusieurs valeurs de u distinctes.

Compter les racines réelles et celles contenues dans un polytope

Si on connait une approximation de l'idempotent r associé & un poly-
tope, on peut connaitre le nombre de racines contenues dans ce polytope en
remplacant, dans le calcul du nombre de racines, la forme linéaire 7 par rr
(ce qui implique O(3"D?1og(3"D)) opérations arithmétiques). Considérons
maintenant le cas ol le polytope est une petite boite plate approximant R".

Soit AR = r.A la sous-algébre de A correspondant aux idempotents
associés aux racines dont la partie imaginaire est inférieure ou égale & € = 27°.

On note 7" = r.7, on a la proposition suivante :

Proposition 5.3.36 e la forme linéaire ' définit une forme bilinéaire
non-dégénérée sur AX,



146 CHAPITRE 5. MATRICES STRUCTUREES ET DUALITE

e le nombre de racines dont la partie imaginaire est inférieure G e = 27°
est le rang de la matrice HY . = (1(rcx®"?)) o pem,

e Soit E' un sous-ensemble de E tel que la sous-matrice Hﬁl soit de rang
plein, alors x2' est une famille libre de A, de plus si #(E') est égale
au rang de la matrice HE*T et si le systéme n’a que des racines simples

El

alors x™  est une base de A..

Preuve : Voir [78]. &

Proposition 5.3.37 Le calcul du nombre de racines dont la partie 1magi-
naire est inférieure a 27° peut se faire en O(u3"D?log(3"D)) opérations
arithmétiques, ot p est défini dans la proposition 5.3.29.

Approximation d’une racine presque réelle ou d’une racine conte-
nue dans une boite

Pour approximer une racine réelle ou une racine contenue dans une boite
de C" maximisant |h|, ou h € A, on applique 'algorithme 5.3.30 dans A (ou
AR) et par la proposition 5.3.31 on obtient :

Théoréme 5.3.38

Une approximation d’une racine presque réelle ou contenue dans une boite,
mazimisant |h| peut étre obtenue en O((u + v)3"D?log(3"D)) opérations
arithmétiques, ot 1 et v sont définis dans la proposition 5.3.31.

On peut utiliser ce processus pour calculer les autres racines par défla-
tion : on remplace re par r, = r. + ¢ et on calcule 7" = r, * 7, puis on
applique la méme itération pour calculer la racine maximisant |h| en dehors
de ¢. On peut également se restreindre aux racines contenues dans une boite.
La complexité de chaque pas est donnée par le théoréme 5.3.38, ce qui donne
le résultat suivant pour le calcul des § racines (réelles) contenues dans une
boite :

Théoréme 5.3.39 Les § racines (réelles) contenues dans une boite donnée
(avec une précision en 27°) peut étre approzimées en O(5(pu+v)n3"D?log(D) log(b))
opérations arithmétiques.



Chapitre 6

Conclusion

Dans cette thése nous avons montré que la dualité est un outil puissant
qui nous a permis de traiter de facon effective les problémes suivants :

e Au chapitre 2, nous avons traité la représentation des algébres de di-

mension zéro et donné des formules d’interpolation explicites.

e Au chapitre 3, nous avons utilisé notre travail sur la représentation des
algébres de dimension zéro pour construire des fonctions d’itération
pour le calcul simultané de toutes les racines d’un systéme algébrique.
Nous avons dérivé de ces fonctions d’itération des méthodes dont nous
avons montré qu’elles sont efficaces expérimentalement.

e Au chapitre 4, nous nous sommes intéressés aux algébres de Gorenstein
et plus particuliérement aux intersections complétes oll nous avons vu
que les bézoutiens et les résidus algébriques permettent d’obtenir des
algorithmes pour la géométrie algébrique effective.

e Enfin, au chapitre 5, nous avons montré comment 1'utilisation du ré-
sidu et des matrices structurées permet de développer des algorithmes
itératifs avec de bonnes complexités asymptotiques.

Un aspect important, & nos yeux, est que la dualité éclaircit la structure
des algebres quotients. Une bonne compréhension de cette structure permet
I'interpolation et ’approximation. Un des problémes de notre approche est
I'utilisation de matrices de type Vandermonde. On peut penser & d’autres
bases d’interpolation que la base des idempotents pour éviter cet inconvé-
nient. Cela permettrait sans doute de stabiliser le comportement numérique
des algorithmes d’approximation que nous avons proposés. L’étude théo-
rique des méthodes de calcul simultané des racines d’une équation ou d’un
systéme algébrique n’est pas encore complétement comprise. Nous espérons
que linterprétation géométrique de ces méthodes, que nous proposons au
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chapitre 3, conduira & une meilleure compréhension de leurs comportements
globaux. Des généralisations d’autres méthodes itératives sont envisageables.
De plus, l'interpolation algébrique intervient dans d’autres cadres que 1’ap-
proximation de racines. Cela ouvre beaucoup de perspectives aux méthodes
que nous avons étudiées.
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Dualité algébrique, structures et applications

Dans cette thése nous nous intéressons aux structures des algébres quotients et
plus particuliérement & ’apport de la dualité pour la représentation des algébres
de coordonnées.

Une premiére partie de cette thése est consacrée & la représentation des algébres
de dimension zéro et & des applications de la dualité & des problémes d’interpolation.
Nous généralisons les bases d’interpolation de Lagrange et d’'Hermite pour lesquelles
nous donnons des formules explicites. Cela nous permet de donner les relations entre
les racines d’un systéme algébrique et ses coefficients avec des formules généralisant
celles du cas univarié.

Dans une deuxiéme partie, nous appliquons les résultats développés dans la pre-
miére partie & la conception de méthodes itératives pour ’approximation simultanée
de ’ensemble des solutions d’un systéme algébrique.

La troisiéme partie est consacrée aux résidus algébriques. Nous rappelons les
notions relatives aux algébres de Gorenstein et & leurs représentations. Nous intro-
duisons les bézoutiens et les résidus algébriques dont nous donnons des applications
en géométrie.

Dans la quatriéme partie, nous nous intéressons & l’algorithmique associé aux
matrices quasi-Toeplitz, quasi-Hankel, ..., telles que définies par B. Mourrain et
V.Y. Pan. Nous en montrons des applications dans le cadre de ’algorithmique
permettant des accélérations asymptotiques de méthodes de résolution de systémes
algébriques.

Mots Clés : Algébre et géométrie effectives, algorithmique, dualité, repré-
sentations, interpolation polynomiale multivariée, résidus, bézoutiens, méthodes
symboliques-numériques, méthodes itératives.

Algebraic duality, structures and applications

In this thesis we are interested in quotient algebra structures and more spe-
cifically in contributions of duality theory to representation theory of coordinate
algebras of zero-dimensional algebraic sets.

The first part of the text is dedicated to representation theory of zero dimen-
sional algebras and to interpolation problems. We generalize Lagrange and Hermite
interpolation bases and give explicit formulae for them. In this framework we give
closed formulae linking the roots of an algebraic system and its coefficients.

In a second part, we apply those results to the design of iterative methods for
simultaneous approximation of all roots of algebraic systems.

The third part is dedicated to algebraic residues, their computational aspects
and applications.

In the last part, we are interested in algorithms linked to quasi-Toeplitz, quasi-
Hankel, ... matrices as defined by B. Mourrain and V.Y. Pan. We show applications
of such algorithms to asymptotic accelerations of iterative methods to solve alge-
braic systems.

Key words : Effective algebra and geometry, algorithms, duality, represen-
tation theory, multivariate interpolation, residues, bézoutians, symbolic-numeric
methods, itérative methods.



