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Introduction

Le travail présenté dans cette these concerne 'analyticité et 1’algébricité
d’applications de Cauchy-Riemann (CR) de classe C* entre variétés CR ana-
lytiques ou algébriques réelles. Ce sujet a trait aux propriétés de prolonge-
ment d’applications et a récemment connu un regain d’activité. Notre contri-
bution porte principalement sur ’étude du cas non équidimensionnel et sur
le passage a la codimension supérieure a un.

Dans la premiere partie de la thése (Chapitre 1), nous considérons la
question de I’algébricité d’une application holomorphe locale f envoyant une
sous-variété algébrique réelle générique minimale M C C", n > 1, dans
un sous-ensemble algébrique réel M’ C C*. Ce probleme a pour origine les
travaux de H. Poincaré [64] (1907) sur 'extension rationnelle automatique de
tout biholomorphisme local entre deux ouverts connexes de la sphere unité de
C2. Plus récemment, S. M. Webster [74] (1977) a généralisé ce phénomene
a la catégorie algébrique et a établi que tout biholomorphisme local entre
deux hypersurfaces algébriques réelles Levi-non dégénérées de C", n > 1,
se prolonge en une application algébrique sur tout C". Dans le Chapitre 1,
I'introduction des notions de “premiere et seconde variétés caractéristiques”
associées aux ensembles M et M’ ainsi qu’a I'application f nous permet de
donner deux nouvelles conditions qui assurent que f est algébrique.

Dans la deuxieme partie de la thése (Chapitre 2), nous étudions le
probleme de I'analyticité d’une application CR C*>® f : M — M’ entre une
sous-variété analytique réelle générique minimale M C C", n > 1, et un sous-
ensemble analytique réel M’ C C". La premiére avancée dans cette direction
fut le principe de réflexion de H. Lewy et S. Pinchuk [50, 62] (1975-77),
qui énonce que toute application holomorphe locale C! jusqu’au bord, entre
deux domaines strictement pseudo-convexes a bords analytiques réels de C™,
n > 1, se prolonge holomorphiquement a un voisinage du bord. Ce résultat
est ’analogue en plusieurs dimensions du classique principe de symétrie de
Schwarz [66] (1869). Dans le Chapitre 2, nous ¢établissons une généralisation
de ce principe de réflexion et nous prouvons que si la “variété caractéristique”
associée aux ensembles M et M’ et a 'application f est de dimension zéro, f
est analytique réelle (et se prolonge alors holomorphiquement a un voisinage

de M dans C").
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Dans la troisieme partie de la these (Chapitre 3), nous traitons la situa-
tion plus générale ou la variété caractéristique est de dimension arbitraire.
Nous démontrons que si M’ ne contient pas de courbe complexe, f est ana-
lytique sur un ouvert dense de M. Plus généralement, nous établissons une
estimation supérieure de I'analyticité partielle de f, en fonction de la dimen-
sion maximale des feuilletages holomorphes locaux contenus dans M’ (dans
Uesprit des résultats récents de B. Coupet, S. Pinchuk et A. Sukhov [24, 25]).

La suite de I'Introduction est consacrée a une présentation détaillée de
chacun des trois chapitres que comprend cette these. Pour chaque chapitre,
nous posons le probleme étudié et en soulignons les motivations, nous don-
nons un bref historique, nous énoncons le ou les résultats principaux obtenus,
et enfin nous expliquons 'idée générale de la démonstration en insistant sur
Ioriginalité de notre travail.

Chapitre 1. Algébricité d’applications holomorphes

Rappelons qu’'un sous-ensemble algébrique complexe (resp. réel) de C™ ~
R?" est par définition le lieu d’annulation d’une famille de polynémes com-
plexes (resp. réels) ; une sous-variété algébrique complexe (resp. réelle) est un
ouvert connexe et sans singularité d’un sous-ensemble algébrique complexe
(resp. réel). Par ailleurs, une application holomorphe d'un domaine {2 C C"
dans C" est dite algébrique si son graphe est contenu dans un sous-ensemble
algébrique complexe de C"*" de dimension n.

Soient M C C" n > 1, une sous-variété algébrique réelle générique,
M’ C C" un sous-ensemble algébrique réel, Q@ C C™ un domaine contenant
le point p € M, et f : © — C" une application holomorphe telle que
f(MNQ) c M. 1l est naturel de se demander sous quelles conditions f
est algébrique. Soulignons que dans ce cas, f s’étend en une application
algébrique complexe sur tout C".

Dans le Chapitre 1, 'introduction de “variétés caractéristiques” associées
aux ensembles M et M’ et a Iapplication f nous permet de donner deux
nouvelles conditions qui assurent que f est algébrique. Le premier résultat
principal du Chapitre 1 est le suivant (voir le Théoreme 1.3, page 16) :

Théoreme 1. Si M est minimale en p et si la premiere variété ca-
ractéristique de f en p est de dimension zéro, f est algébrique.

Cette premiere condition suffisante généralise de nombreuses situations
considérées par divers auteurs :

1. M;M'" C C" sont des hypersurfaces algébriques réelles Levi-non
dégénérées et f est un biholomorphisme, Webster [74];
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2. M C C" et M' C C" sont des sous-variétés algébriques réelles
génériques de dimensions arbitraires, le cone de Levi de M est
d’intérieur non vide, et I'orthogonal de la variété de Segre de M en
p, au sens de la forme de Levi de M’ “tirée en arriere” par f, est nul,
Sharipov-Sukhov [68] ;

3. M,M'" C C"™ sont des sous-variétés algébriques réelles génériques
de méme dimension, M est minimale et holomorphiquement non
dégénérée, et f est un biholomorphisme, Baouendi-Ebenfelt-Rothschild
[4].

Le second résultat principal du Chapitre 1 est le suivant (voir le
Théoreme 1.6, page 18) :

Théoreme 2. Si M est minimale en p et si la seconde variété ca-
ractéristique de f en p est de dimension zéro, f est algébrique.

Comme la seconde variété caractéristique est un sous-ensemble algébrique
complexe contenu dans M’, le Théoreme 2 implique le corollaire suivant : Si
M est minimale en p et si M' ne contient pas de courbe algébrique com-
plexe, f est algébrique. Ce corollaire généralise des situations précédemment
considérées par d’autres auteurs :

1. M CcC"et M' C C", n' >n > 1, sont des hypersurfaces algébriques
réelles strictement pseudo-convexes, Huang [46] ;

2. M C C" est une sous-variété algébrique réelle générique Segre-
transversale et M’ C C" est un sous-ensemble algébrique réel qui ne
contient pas de sous-ensemble algébrique complexe non trivial, Coupet-
Meylan-Sukhov [22] ;

3. M C C"et M’ C C" sont des sous-variétés CR algébriques réelles, M
est générique et minimale et M’ ne contient pas de disque analytique,
Zaitsev [76].

Donnons un bref historique des principaux travaux traitant de la question
de I'algébricité des applications holomorphes entre variétés CR algébriques
réelles. Au début du siecle, Poincaré [64] démontra que tout biholomorphisme
local entre deux ouverts connexes de la sphere unité de C? se prolonge en un
biholomorphisme global de la boule unité, et en particulier, en une application
rationnelle sur tout C2. Ce résultat fut étendu aux spheres de plus grandes
dimensions par Tanaka [71], Pelles [58] et Alexander [2]. Un pas important
dans la compréhension de ce phénomene fut accompli par Webster [74]. 11
prouva une extension naturelle du phénomene de Poincaré dans la catégorie
algébrique : tout biholomorphisme local entre deux hypersurfaces algébriques
réelles Levi-non dégénérées de C", n > 1, se prolonge en une application
algébrique sur tout C".
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Récemment, de nombreux résultats généralisant cette idée ont été obtenus
par différents auteurs. Dans le cas équidimensionnel, Baouendi-Rothschild
9] ont montré que tout biholomorphisme local entre deux hypersur-
faces algébriques réelles holomorphiquement non dégénérées est algébrique ;
Baouendi-Ebenfelt-Rothschild [4] ont généralisé ce résultat en codimen-
sion supérieure pour des sous-variétés minimales et holomorphiquement non
dégénérées. Citons également le résultat de Mir [56] qui énonce que dans
la situation d’un biholomorphisme f entre deux hypersurfaces algébriques
réelles non Levi-plates M et M’, la fonction de réflexion associée a M, M’ et
f est toujours algébrique, ainsi que la composante normale de f.

Dans la situation ou M et M’ sont de dimensions différentes, Huang
[46] a prouvé algébricité d’applications holomorphes entre hypersurfaces
algébriques réelles strictement pseudo-convexes. Grace a une généralisation
du principe d’algébricité séparée de Bochner-Martin [17], Sharipov-Sukhov
[68] ont établi 'algébricité d’une application holomorphe entre deux sous-
variétés algébriques réelles génériques de codimensions supérieures; ils ont
donné une condition suffisante en termes de formes de Levi.

Les derniers progres réalisés dans le domaine sont tout d’abord dus a
Coupet-Meylan-Sukhov [22]. Par une approche purement algébrique, ils ont
donné une estimation supérieure de 'algébricité partielle d'une application
holomorphe f envoyant une sous-variété algébrique réelle générique Segre-
transversale M dans un sous-ensemble algébrique réel M’. En particulier,
si M’ ne contient pas de sous-ensemble algébrique complexe non trivial, le
degré de transcendance de f est nul, et par conséquent f est algébrique. Dans
un résultat récent, Merker [52] a affaibli 'hypothese sur M en supposant
simplement que M est minimale. Le résultat de Zaitsev [76], généralisant la
méthode classique de réflexion de jets, énonce que f est algébrique si M est
minimale et si M’ ne contient pas de disque analytique.

Dans le Chapitre 1, nous introduisons la notion de “premiere variété
caractéristique” associée aux ensembles M et M’ et a l'application f, qui
généralise en codimension supérieure et dans le cadre algébrique la notion
introduite dans [24]. Cette premiére variété caractéristique, notée V;, est le
sous-ensemble algébrique complexe de C* défini par I’annulation de la fa-
mille de polyndémes complexes obtenus en appliquant les opérateurs CR de
M aux équations de M’ complexifiées et “tirées en arriere” par f. Notons
que cette famille de polynomes complexes est obtenue de facon équivalente en
appliquant aux équations mentionnées ci-dessus les opérateurs holomorphes
tangents a la variété de Segre (), de M en p (voir la Définition 1.1). En
d’autres termes, les équations de V; proviennent des équations de M’ com-
plexifiées, “tirées en arriere” par f, et dérivées le long de (),. Pour obtenir des
équations supplémentaires et construire ainsi une variété caractéristique plus
fine que V;, I'idée originale de notre méthode consiste a dériver les équations
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complexifiées de M’ le long de V;, qui est orthogonale a (), au sens de la forme
de Levi de M’ “tirée en arriere” par f (voir la Section 1.2 et le Lemme 3.5).
En pratique, nous aurons donc dérivé les équations de M’ selon toutes les
directions tangentes complexes possibles. Nous construisons tout d’abord la
sous-variété algébrique complexe V; de plus grande dimension contenue dans
V;, passant par le point f(p) et dépendant de fagon algébrique du jet de f en
p, pour un point p € M générique. La “seconde variété caractéristique”, notée
Vg, est alors le sous-ensemble algébrique complexe de C* défini par annula-

tion de la famille des polynomes complexes définissant ]71} et des polynomes

complexes obtenus en appliquant les opérateurs holomorphes tangents a 17;
aux équations complexifiées de M’ (voir la Définition 1.2). Cette seconde
variété caractéristique vérifie en outre la propriété tres intéressante d’étre
contenue dans M’.

Expliquons maintenant 1’'idée générale de la démonstration des
Théoremes 1 et 2. Pour le Théoreme 1, ’hypothese selon laquelle la premiere
variété caractéristique est de dimension zéro implique, d’une facon classique
qui utilise la relation fondamentale f(MNQ) C M’, que chaque fonction com-
posante f;(z) satisfait une équation polynomiale & coefficients holomorphes

et algébriques par rapport a z, a w et a un jet d’ordre fini de f(w), ot w
est un point de C" “astreint a se déplacer” sur la variété de Segre (), de M
en z. Cette idée remonte au principe de réflexion de Lewy-Pinchuk-Webster
[50, 62, 74] (voir aussi le Chapitre 2 pour une méthode analogue dans le
cadre analytique). Dans notre situation (contrairement au Chapitre 2 ot I’on
souhaite obtenir I'analyticité de f au point p), nous pouvons nous permettre
de “délocaliser” le probleme en un point ¢ € M arbitrairement proche de p;
I’extension automatique a tout C™ de la propriété d’algébricité de I'applica-
tion holomorphe f permet quand méme de conclure. Appliquant le théoreme
des fonctions implicites (algébrique) au systeme d’équations polynomiales
vérifié par les f; (en un point ¢ € M convenablement choisi), nous obtenons
alors que 'application holomorphe f(z) est algébrique par rapport a z, a
w et a un jet d’ordre fini de f(w), pour w € @, (voir la Proposition 3.1).
Remarquons qu’a ce stade de la démonstration, il est clair en fixant le point
w que f est algébrique sur les variétés de Segre de M. Pour conclure que
f est algébrique sur tout C”, on peut alors utiliser le théoreme d’algébricité
séparée courbe de [68] si M est Segre-transversale, ou de [52] si M est sim-
plement supposée minimale (ces deux résultats sont des généralisations du
principe d’algébricité séparée de Bochner-Martin [17]). Dans le Chapitre 1,
nous concluons que f est algébrique sur tout C" en utilisant la minimalité de
M et en suivant la méthode de [4], que nous réécrivons sous un formalisme
simplificateur.
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Pour le Théoreme 2, l'idée de la démonstration est similaire, bien
quun peu plus compliquée. En particulier, nous prouvons que f dépend
algébriquement de ses jets en deuxr points. Plus précisément, I’hypothese se-
lon laquelle la seconde variété caractéristique est de dimension zéro implique
que f(z) est algébrique par rapport a z, a W, a t, et aux jets d’ordre fini de
f(w) et f(t), pour w € Q. et t € Q, (voir la Proposition 4.1). La minima-
lité de M permet alors de conclure que f est algébrique, grace a une légere
adaptation de la méthode précédente (voir aussi [76]).

Chapitre 2. Analyticité d’applications CR C*

Soient M C C™, n > 1, une sous-variété analytique réelle générique,
M’ C C" un sous-ensemble analytique réel et f : M — M’ une application
CR C* définie pres du point p € M. Il est naturel de se demander sous quelles
conditions f est analytique réelle (et se prolonge alors holomorphiquement a
un voisinage de p dans C").

Dans le cas équidimensionnel, de nombreux auteurs ont considéré la situa-
tion ot f est un difféomorphisme [62, 50, 75, 39, 44, 30, 6]. La situation
plus générale ou f est simplement de multiplicité finie a été étudiée dans
(3, 35, 7]. Quand M et M’ sont de dimensions différentes, des résultats plus
récents donnent aussi des conditions suffisantes [41, 24]. En outre, de nom-
breux auteurs se sont intéressés a la situation plus restreinte ou les variétés
M et M’ sont algébriques réelles [5], ou bien lorsque uniquement M’ est
algébrique réelle [54, 57, 25]. Citons également des travaux proches traitant
de la continuité hoéldérienne au bord des applications (ou correspondances)
holomorphes propres entre domaines de C* [45, 61, 33, 14, 12, 13, 15|,
ou traitant de la régularité des applications CR continues entre hypersur-
faces de C™ [63, 23, 26, 21]. Par ailleurs, mentionnons le résultat final
récent sur le prolongement analytique d’une application holomorphe propre
entre domaines bornés a bords analytiques réels de C? [37] (voir aussi
(31, 32, 34, 36]), ainsi que le résultat partiel dans C" [38].

Dans le Chapitre 2, nous donnons une condition suffisante, qui s’inspire
du résultat récent de Coupet-Pinchuk-Sukhov (voir [24], Théoréme 1), pour
Ianalyticité d’'une application CR C* f : M — M’ entre une sous-variété
analytique réelle générique M C C™ et un sous-ensemble analytique réel M’ C
C"™. Le résultat principal du Chapitre 2 est le suivant (voir le Théoreme 1.2,
page 41) :

Théoreme 3. St M est minimale enp € M et si la variété caractéristique
de f en p est de dimension zéro, [ est analytique réelle sur un voisinage de
p dans M.
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Ce résultat généralise de nombreuses situations précédemment
considérées par d’autres auteurs :

1. M,M' C C" sont des hypersurfaces analytiques réelles strictement
pseudo-convexes et f est un difféomorphisme CR, Lewy [50] et Pinchuk
[62];

2. M, M’" C C™ sont des sous-variétés analytiques réelles génériques, M
est minimale, M’ est essentiellement finie et f est un difféomorphisme
CR, Baouendi-Jacobowitz-Treves [6] ;

3. M, M’ C C™ sont des hypersurfaces analytiques réelles, M’ est essen-
tiellement finie et f est de multiplicité finie, Diederich-Fornaess [35] et
Baouendi-Rothschild [7].

Soulignons que le Théoreme 3 s’applique a des situations qui ne sont
pas mentionnées ci-dessus, en particulier lorsque M et M’ sont de dimen-
sions différentes. Le Théoreme 3 semble étre également nouveau dans le cas
équidimensionnel, lorsque M, M’ C C™ sont des sous-variétés de codimension
supérieure. Dans ce cas, notre condition suffisante généralise la condition de
multiplicité finie de [35, 7].

Notre travail (Théoréeme 3) s’inspire du résultat récent de Coupet-
Pinchuk-Sukhov (voir [24], Théoréme 1). La nouveauté réside essentiellement
dans le passage en codimension supérieure. La difficulté principale qui en
découle est que I'extension holomorphe des fonctions CR sur la sous-variété
CR minimale M a lieu dans un domaine de type “wedge”, a bord non régulier
et dont I'“aréte” est M (théoreme de Tumanov, voir [73]), alors que dans
la situation ou M est une hypersurface, le domaine d’extension est régulier
de bord M (théoreme de Trépreau, voir [72]). De par leur géométrie, les
wedges sont clairement plus délicats a manipuler que les domaines a bords
réguliers et nécessitent des techniques plus élaborées, comme 1'utilisation du
théoreme de 1’ “edge of the wedge” (voir [59, 10, 1]). En outre, les domaines
d’extension donnés par [72, 73] dépendent de l'ouvert connexe de M sur
lequel la fonction CR est définie; pour une hypersurface, il n'y a que deux
directions d’extension (cotés) possibles, mais pour une sous-variété de codi-
mension d > 2, 'ensemble des directions d’extension possibles est isomorphe
a la sphere unité de RY, ce qui complique nettement la situation (voir aussi
les remarques 3.9 et 3.10).

Dans le Chapitre 2, nous introduisons la notion de “variété ca-
ractéristique” associée aux ensembles M et M’ et a Dapplication f, qui
généralise en codimension supérieure la notion introduite dans [24]. Cette
variété caractéristique est le sous-ensemble analytique complexe de C* défini
par I'annulation de la famille de fonctions holomorphes obtenues en appli-
quant les opérateurs CR de M aux équations de M’ complexifiées et “tirées
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en arriere” par f (voir la Définition 1.1). Cette définition est identique a la no-
tion de “premiere variété caractéristique” introduite dans le cadre algébrique
au Chapitre 1.

Expliquons maintenant 1'idée de la démonstration du Théoreme 3. Tout
d’abord, I’hypothese selon laquelle la variété caractéristique est de dimen-
sion zéro implique, d’une fagon classique qui utilise la relation fondamen-
tale f(M) C M’ (et qui remonte au principe de réflexion de Lewy-Pinchuk
(50, 62]), que chaque fonction composante f; satisfait une équation po-
lynomiale avec des coefficients qui sont des quotients de fonctions C* sur
M, analytiques par rapport a z, a Z et a un jet d’ordre fini de f(z) (voir
le Lemme 4.3). Raisonnant par 1’absurde, nous démontrons que ces coeffi-
cients sont CR sur M en dehors de leur lieu singulier (voir le Lemme 4.4).
Soulignons qu’'une des principales difficultés du probleme considéré dans le
Chapitre 2 provient du fait que nous traitons de la question de I'analyticité
de f au point p. Cela se traduit par le fait que les coefficients mentionnés
ci-dessus peuvent réellement étre des quotients de fonctions C* sur M ; en
d’autres termes, des singularités en p peuvent apparaitre, et il est clair que
des outils techniques adaptés sont nécessaires (voir la Remarque 4.5 pour
de plus amples précisions). C’est ce que nous exposons dans le paragraphe
suivant.

L’outil technique permettant d’appréhender le probleme des singularités
au point p s’énonce comme suit : si M est minimale en p, les coefficients
définis précédemment s’étendent méromorphiquement a un voisinage de p
dans C™ (voir la Proposition 3.4). Ceci est la proposition technique principale
du Chapitre 2; nous croyons que ce résultat est intéressant par lui-méme et
qu’il pourrait étre utile dans d’autres situations proches. La démonstration de
cette proposition est divisée en deux étapes. Dans la premiere étape, utilisant
une symétrie par rapport a M ainsi que le théoreme de méromorphie séparée
de Rothstein [65], nous établissons 1'extension méromorphe au “wedge” Wy,
qui est le symétrique du wedge W, donné par le théoreme d’extension de
Tumanov [73] en p. La seconde étape est cruciale. Par un théoreme d’Ivash-
kovich [47], 'enveloppe de méromorphie et I'’enveloppe d’holomorphie de W;
comcident ; il suffit donc de prouver qu'une fonction i holomorphe dans W,
s’étend a un voisinage de p dans C". L’idée est alors d’étendre h holomorphi-
quement a W, par le théoreme de Tumanov, puis de conclure par le théoreme
de 1"“edge of the wedge”. Mais, le probleme crucial (voir la Remarque 3.9)
est que la direction d’extension a un wedge d’'une fonction CR définie sur un
voisinage U, de p dans M dépend de U,. Dans notre situation, nous avons
réellement besoin de controler cette direction d’extension, mais I'ouvert U,
que nous considérons, défini comme l'aréte du wedge W, est arbitrairement
petit. L'originalité de notre méthode, pour venir a bout de cette difficulté,
est de raisonner en chaque point ¢ € M. En collant ensemble les wedges W,
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associés, nous obtenons un “wedge attaché” a M (voir la Section 3.4, ou
[55]) dont I'aréte est tout M. Ainsi, nous travaillons avec ce wedge attaché
et raisonnons comme si la direction d’extension était constante.
Finalement, le dernier ingrédient que nous utilisons est un théoreme de
Malgrange [51], qui assure que le graphe de chaque f; est analytique réel,
puisque par la construction ci-dessus il est contenu dans un sous-ensemble
analytique réel de M x C de la méme dimension que M (voir le Lemme 4.6).

Chapitre 3. Feuilletages holomorphes locaux et analyti-
cité partielle

Soient M C C", n > 1, une sous-variété analytique réelle générique,
M’ C C" un sous-ensemble analytique réel, p € M, p' € M', et f: M — M’
une application CR C* telle que f(p) = p’. Nous nous intéressons au méme
probleme que celui considéré au Chapitre 2, c’est-a-dire, établir des conditions
assurant ’analyticité de f. Toutefois, nous considérons une situation plus
générale, ou la “variété caractéristique” de f en p (voir le Chapitre 2) n’est
pas nécessairement de dimension zéro. En contrepartie, nous ne pouvons
établir 'analyticité de f que sur un ouvert dense de M.

L’énoncé du résultat principal du Chapitre 3 nécessite d’introduire les
notions suivantes. Soit 7,(f) le germe en (p,p’) du plus petit sous-ensemble
analytique complexe de C**" contenant le graphe de f au voisinage de (p,p').
Le degré d’analyticité partielle de f en p est par définition 'entier naturel
deg, f := dimZ,(f) —n (voir [24]). Par ailleurs, le sous-ensemble analytique
réel M’ est dit (r, s)-plat en p' (voir [22, 52, 24, 25]) s'il contient une sous-
variété analytique réelle de dimension r, passant par p’, et biholomorphe au
produit cartésien N x D, ou N est une sous-variété analytique réelle de C”,
v € N, et D est un domaine borné de C?.

Dans le Chapitre 3, nous établissons une estimation supérieure du degré
d’analyticité partielle de f, en fonction des feuilletages holomorphes locaux
contenus dans M’, dans l'esprit de [22, 52, 24, 25]. Le résultat principal du
Chapitre 3 est le suivant (voir le Théoreme 1.1, page 68) :

Théoreme 4. Si M est minimale et si le degré d’analyticité partielle de f
est constant égal a s, M" est (r', s)-plat en f(q), pour tout point q appartenant
a un ouvert dense de M et pour un certain entier v’ > r, ot r désigne le
rang mazimal de f.

De plus, dans ce cas, la sous-variété analytique réelle contenue dans M’,
de dimension r/, passant par le point f(q) et biholomorphe a N x D contient
limage f(M) de Uapplication f, dans un voisinage de f(q).

Comme corollaire du Théoreme 4, nous obtenons une estimation
supérieure du degré d’analyticité partielle de f : Si M est minimale et si
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M’ ne contient pas de variété compleze de dimension s, deg, f < s, pour
tout point q appartenant a un ouvert dense de M. En particulier, comme f
est analytique sur un ouvert dense de M si son degré d’analyticité partielle
est nul, on obtient le corollaire suivant : Si M est minimale et si M' ne
contient pas de courbe complexe, f est analytique réelle sur un ouvert dense
de M.

Ce dernier corollaire généralise la situation suivante, considérée par Forst-
neri¢ [41] : M c C* et M’ C C¥, n' > n > 1, sont des hypersurfaces analy-
tiques réelles pseudo-convexes, M ne contient pas de courbe complexe et M’
est strictement pseudo-convexe. Il est important de noter que notre résultat
s’applique a des situations bien plus générales, en particulier dans le cas ou
M et M’ sont des variétés de codimensions supérieures.

La nouveauté de notre travail (Théoreme 4) par rapport a [24],
Théoreme 2, réside principalement dans le passage en codimension
supérieure. Comme au Chapitre 2, des difficultés techniques importantes
découlent de cette généralisation ; nous exploitons ici les idées et les résultats
du Chapitre 2, qui reposent sur la manipulation de domaines de type “wed-
ge” et sur l'utilisation d’outils adaptés. Signalons enfin que les résultats de
ce chapitre font suite a ceux du Chapitre 2. En effet, la technique de base
est similaire ; elle repose sur ’écriture analytique de la relation fondamentale
f(M) c M, alaquelle on applique les opérateurs CR de M.

Expliquons maintenant 1’'idée principale de la démonstration du
Théoreme 4. Supposons donc que M est minimale en p, que le degré d’ana-
lyticité partielle de f est constant égal a s et que r désigne le rang maximal
de f. L'originalité de la méthode consiste a travailler sur le graphe I'y de f,
ainsi que sur le plus petit sous-ensemble analytique complexe 7,(f) C C"*"
qui le contient, dans un voisinage de (p,p’). La technique exposée ci-dessous
suit les grandes lignes de [24], ou les auteurs considerent le cas hypersurface.
Notant 7 : C* x C" — C" et 7' : C* x C" — C" les projections cano-
niques, nous définissons la restriction 7,(f)|y comme 'ensemble analytique
réel T,(f) Nm— ' (M).

Nous démontrons tout d’abord (voir la Proposition 5.1) que ce sous-
ensemble analytique réel de C*** “contient toute l'information” sur I’ana-
lyticité partielle de f; en effet, il est localement feuilleté par des variétés
complexes de dimension s. Par ailleurs, chacune de ces variétés complexes se
projette de fagon biholomorphe sur C* par 7', et tout le feuilletage T,(f)|um
se transfére ainsi ¢ C”. Notons enfin que comme I'y C T,(f)|u, le rang
générique ' de 7’|z (s),, est > r. Par le théoreme du rang, I'ensemble
N’ = 7'(T,(f)|m) est donc “génériquement” une sous-variété analytique
réelle de C" de dimension ' > r.

Le second résultat essentiel que nous établissons (voir la Proposition 4.4),
énonce que la sous-variété N’ obtenue précédemment est en fait incluse dans
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M'. C’est le point crucial de la démonstration ; il consiste a remplacer dans
la relation fondamentale f(M) C M’ un certain nombre de composantes de
f (s, exactement) par des variables complexes indépendantes et “libres” de
parcourir tout un domaine de C, ce qui prouve que tout ensemble 7,(f)|m
se projette dans M’ par n’. (C’est lorsque chacune de ces variables décrit
ce domaine de C qu’apparait le feuilletage de 7,(f)|n par des variétés com-
plexes de dimension s.) La preuve de ce point crucial est une des parties
techniques de notre travail. Nous utilisons ici 'hypothese selon laquelle le
degré d’analyticité partielle de f est constant égal a s. Par ailleurs, nous
exploitons les idées du Chapitre 2, en particulier, la propriété d’extension
méromorphe en p pour une certaine classe de fonctions CR C* sur un ouvert
dense de M (voir le Chapitre 2, Proposition 3.4). Nous utilisons également
notre résultat sur 'analyticité d’'une fonction CR C* se prolongeant comme
correspondance propre au voisinage de p, qui généralise [11], Lemma 1, en
codimension supérieure (voir le Chapitre 2, Lemme 4.6).
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CHAPITRE 1

Algébricité d’applications holomorphes
entre variétés CR algébriques réelles

Depuis les travaux de Poincaré [64] (1907), la détermination de condi-
tions assurant ’algébricité d’une application holomorphe locale f envoyant
une sous-variété algébrique réelle générique M C C", n > 1, dans un
sous-ensemble algébrique réel M’ C C" a retenu l'intérét de nombreux au-
teurs [74, 46, 68, 4, 22, 76]. Dans ce chapitre, I'introduction de “variétés
caractéristiques” associées a la fois aux ensembles M et M’ et a I'applica-
tion f nous permet de donner deux nouvelles conditions pour que f soit
algébrique .

Rappelons que la présentation détaillée de ce chapitre se trouve dans
I'Introduction, page 2. Décrivons brievement le plan de ce chapitre. Dans la
Section 1, nous fixons tout d’abord les notations et donnons les définitions
précises de la premiere et de la seconde variété caractéristique. Ensuite,
nous énongons les deux résultats principaux de ce chapitre (premier et se-
cond principe de réflexion), et nous illustrons les notions introduites par des
exemples. La Section 2 expose des résultats préliminaires. Tout d’abord, nous
énoncons des propriétés de base sur les applications holomorphes algébriques.
Puis, nous étudions les variétés de Segre d’une sous-variété analytique réelle
générique. Enfin, nous introduisons la notion de “réflexion de Segre” (par
rapport & M’) d'une sous-variété complexe de C", qui généralise les notions
de variété de Segre, de premiere et de seconde variété caractéristique. Nous
nous en servons pour étudier la relation entre premiere variété caractéristique
et finitude essentielle, ainsi que pour démontrer que la seconde variété ca-
ractéristique est contenue dans M’. La Section 3 donne la démonstration du
premier principe de réflexion, et étudie I'orthogonalité, au sens de la forme
de Levi de M’ “tirée en arriere” par f, entre premiere variété caractéristique
et variété de Segre. Enfin, la Section 4 est consacrée a la démonstration du
second principe de réflexion, et détaille les calculs permettant de vérifier les
exemples mentionnés ci-dessus.

! Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet d’une note [29] publiée dans la revue
Comptes Rendus de I’Académie des Sciences, Série I, Mathématique.
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1. Enoncés des résultats

1.1. Notations et définitions

Soit M C C™ ~ R?" n > 1, une sous-variété algébrique réelle définie dans
un voisinage du point p € M par les équations px(z) =0, k = 1,...,d, ou
les pi sont des polynomes réels satisfaisant dp; A --- A dpg # 0 en p; Pentier
d est la codimension de M. Soit T, M 1’espace tangent réel a M en z € M
et TSM = T,M NiT,M l'espace tangent complexe. Nous supposons que
la sous-variété M est de Cauchy-Riemann (CR), c’est-a-dire, que TSM est
de dimension complexe constante, appelée dimension CR de M et notée m.
Nous écrivons les équations définissantes de M sous la forme habituelle

(1.1) P.(2,2)=0, k=1,...,d,
ou les Py sont des polynémes complexes de 2n variables satisfaisant Py(z,Zz) €
R, £k = 1,...,d. Nous supposons que M est générique, c’est-a-dire, que

OP, A ---ANOP;# 0 en p, ot de facon équivalente, m = n — d. La variété de
Segre (), de M associée a un point w proche de p est alors la sous-variété
algébrique complexe définie pres de p par les équations (1.1) complexifiées
Pi.(z,w) =0, k = 1,...,d (voir, par exemple, [67, 74, 39, 35], et la Sec-
tion 2.2). La sous-variété M est minimale en p (au sens de Tumanov [73])
si elle ne contient pas de sous-variété CR stricte passant par p et de méme
dimension CR m. Rappelons que puisque M est en particulier analytique
réelle, elle est minimale en p, si et seulement si, elle est de type fini en p au
sens de Bloom-Graham [16]; par conséquent, si M est minimale en p, M est
minimale en tout point, en dehors d’un sous-ensemble algébrique réel strict.
Par le théoreme des fonctions implicites (algébriques), nous pouvons écrire
les équations de M pres de p sous la forme

(12) yk:qﬁk(l‘,f,y), kﬁzl,...,d,
ou
(1.3) C">z=(2,y) € C™ x C*

est un systeme de coordonnées holomorphes algébriques locales pres de p =
(2, yp) et les ¢p(x,&,n) sont des fonctions holomorphes algébriques pres de
(xp, Tp, Yp) satisfaisant ¢p(z,,&,n) = op(x,Tp,n) = My, k = 1,...,d. Les
opérateurs

B ‘9 d
n Ok, _ _

1.4 Li(2,2)=— —(x,Z,y)—, j=1,..

) m7

forment une base (commutant) des opérateurs CR (1,0) de M, a coefficients
algébriques réels, et les opérateurs £;(z) := L;(2,p), j = 1,...,m, forment
une base des opérateurs holomorphes tangents a @),.



1. Enoncés des résultats 15

Comme pour M, on définit le sous-ensemble algébrique réel M’ C C" ~
R par les équations polynomiales réelles P} (z,2') =0, k = 1,...,d". Soient
Q) ¢ C" un domaine contenant le point p et f : @ — C" une applica-
tion holomorphe telle que f(M N ) C M’. On cherche des conditions suffi-
santes assurant que f est algébrique, c’est-a-dire, que son graphe est contenu
dans un sous-ensemble algébrique complexe de C**" de dimension n (voir
la Section 2.1). Dans ce cas, f s’étend en une application algébrique sur tout
C". La technique que 'on présente dans ce chapitre remonte au principe de
réflexion de Lewy-Pinchuk-Webster [50, 62, 74] (1975-77); elle repose sur
la définition suivante qui généralise la variété caractéristique de [24] en codi-
mension supérieure, dans le cadre algébrique (voir aussi le Chapitre 2, pour
une généralisation dans le cadre analytique). Pour k = 1,...,d et a € N,
on note ®¢(2’) le polynéme anti-holomorphe £*P[(f(-), 2')|,, o L* désigne
l'opérateur composé L := L' ... L.

Définition 1.1. La premiére variété caractéristique de f en p est le sous-

ensemble algébrique complexe V; défini au voisinage de p' := f(p) par les
équations polynomiales complexes ®¢(2') = 0, pour tous k = 1,...,d et
o e N™.

Remarquons tout d’abord que V; C Q;), ; il suffit de considérer
les équations définissantes de V; pour a = (0,...,0). Remarquons par
ailleurs que p’ € V;; il suffit s’appliquer les opérateurs £; aux équations
Pl(f(2),p)=0,k=1,...,d, z € Q, proche de p. Ces équations proviennent
de la propriété d’invariance des variétés de Segre (voir le Lemme 2.3 (i)), qui
prouve que f(Q,N€) C @), o ) C 2 est un voisinage de p suffisamment
petit.

Cette notion de “(premiere) variété caractéristique” a été introduite par
Coupet-Pinchuk-Sukhov [24] dans la situation ou M est une hypersurface
analytique réelle. Nous I'utilisons également au Chapitre 2, en codimension
supérieure et dans le cadre analytique (voir le Chapitre 2, Définition 1.1).

La Définition 1.1 montre que les équations de V; proviennent des
équations de M’ complexifiées, “tirées en arriere” par f, et dérivées le long de
(Qp. Pour obtenir des équations supplémentaires et construire ainsi une variété
caractéristique plus fine que V;, Iidée originale de notre méthode consiste a
dériver les équations complexifiées de M’ le long de V;, qui est orthogonale
a (), au sens de la forme de Levi de M’ “tirée en arriere” par f (voir les
Sections 1.2 et 3.2). En pratique, nous aurons ainsi dérivé les équations de
M’ selon toutes les directions tangentes complexes possibles. Dans un pre-
mier temps, nous construisons (voir la Section 4.1), pour un point p € M
générique, la variété algébrique complexe 17; de plus grande dimension (notée
a) qui vérifie f(p) € 17; C V; et qui dépend algébriquement du jet de f en p.
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Soient &Dk(z’ )=0,k=1,...,n —a, des équations définissantes polynomiales
complexes de V]} et (K;)j=1,... une base des opérateurs holomorphes tan-
gents & V) (cf. figure 1). Pour I = 1,...,d" et 8 € N% on note Ul(2) le

Ficure 1. Construction de la seconde variété caractéristique Vg,
dans le cas ou M’ est lisse : L= (L1,...,Ly) et K= (K1,...,Kq,)
sont des bases des champs de vecteurs holomorphes tangents res-
pectivement a @, et a 17;

polynéme anti-holomorphe KPP/(-, 2)|,s, ot KP désigne I'opérateur composé
N o
KP =K. KPa,
Définition 1.2. La seconde variété caractéristique de f en p est le sous-
ensemble algébrique complexe Vg - V; défini au voisinage de p' := f(p)

par les équations polynomiales complexes Cf)k(z’ ) = \Iflﬁ (') = 0, pour tous
k=1,....n —a,l=1,...,d et § € N

Remarquons que p’ € Vg. En effet, d’une part p’ € 17;, par construction.

D’autre part, puisque 9; C @/, on peut appliquer les opérateurs K; aux
équations P/(2/,p/) =0,1=1,...,d, 2 € Q,, proche de p'.

1.2. Enoncé du premier principe de réflexion
Le premier résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoreme 1.3. Soient M C C" une sous-variété algébrique réelle
générique, M’ C C" un sous-ensemble algébrique réel, p € M et p' € M'.
Soient Q@ C C" un domaine contenant le point p et f : Q — C" une applica-
tion holomorphe telle que f(M NQ) C M’ et f(p) =p'. Si M est minimale
en p et si la dimension de V; en p' est zéro, f est algébrique (et s’étend donc
en une application algébrique compleze sur tout C").

La démonstration de ce théoreme est donnée a la Section 3.1.
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Cette premiere condition suffisante généralise des énoncés connus [74, 68,
4]. Supposons que M’ C C" est une sous-variété algébrique réelle générique,
définie au voisinage du point p’ € M’ par des équations polynomiales réelles
du type (1.1), P{(2/,2) =0,k = 1,...,d’, avec OP| A--- AOP}, # 0 en p'.
La forme de Levi de M’ en p' est la forme hermitienne (& valeurs dans C%)
Ay = (A;,, o ,Ag:), définie sur I'espace tangent complexe T M' de M’ en
p’ ou les A’;,, k =1,...,d, désignent les formes hermitiennes définies sur
T5M' x T5M' par :

" 0?P[(Z,7) —
k(o AN\ . } : k ) !
p,v=1 1 v (p’,p’)

Soit X’ € C" une sous-variété complexe passant par p’ telle que son espace
tangent (complexe) T,y X" soit contenu dans Ty, M'. L’orthogonal de X’ pour
la forme de Levi de M’ en p’ est par définition I'espace affine complexe
{(eToM : AL, ()=0, ZeTyX k=1,....d}.
En outre, nous définissons la forme de Levi de M’ en p’ “tirée en arriere” par
fpar f*Ap = (f*AL,..., f*AL), ou
SN (2,C) o= A (df,p(2), (),
pour tous (2,¢") € TyM x ToM' et k = 1,...,d. Soit X C C" une sous-
variété complexe passant par p telle que son espace tangent (complexe) 7, X
soit contenu dans T;;M. L’orthogonal de X pour la forme de Levi de M’ en
p’ “tirée en arriere” par f est par définition 1'espace affine complexe
{(eToM : f*Al(2,()=0, zeT,X, k=1,...,d}.

Nous démontrons que si 'orthogonal de la variété de Segre de M en p, au
sens de la forme de Levi de M’ en p’ “tirée en arriere” par f, est nul, la
dimension de V; en p' est nécessairement zéro (voir le Lemme 3.5), et donc :

Corollaire 1.4. Soient M C C" et M’ C C" deuxr sous-variétés
algébriques réelles génériques, p € M et p' € M'. Soient Q@ C C" un do-
maine contenant le point p et f : Q — C" une application holomorphe telle
que fF(MNQ)C M et f(p)=p'. Si M est minimale en p et si l’orthogonal
de la variété de Segre de M en p, au sens de la forme de Levi de M’ en p/
“tirée en arriere” par f, est nul, f est algébrique.

Ce résultat a été obtenu par Sharipov-Sukhov [68], sous I’hypothese
légerement plus forte que M est Segre-transversale en p (au lieu de seule-
ment minimale), c’est-a-dire, que les espaces tangents (complexes) en p, a
toutes les variétés de Segre de M passant par p, engendrent tout C™ (voir
(68, 22]).
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Lorsque M’ est une sous-variété algébrique réelle générique, on note (',
ses variétés de Segre et on dit que M’ est essentiellement finie en p’ € M’ si le
sous-ensemble algébrique complexe A}, = {z': Q), = @}, } est de dimension
zéro en p’ (voir [39, 6, 35], et aussi le Chapitre 2, Section 1). Dans la situation
ou f est un biholomorphisme qui induit un difféomorphisme CR de M sur M’
avec f(p) = p/, nous démontrons que V]} coincide avec A7, dans un voisinage
de p’ (voir le Lemme 2.10, et aussi le Chapitre 2, Lemme 5.1, pour un résultat
identique dans le cadre analytique), et donc :

Corollaire 1.5. Soient M,M' C C" deux sous-variétés algébriques
réelles génériques, p € M et p' € M'. Soient Q,Q) C C" deur domaines
contenant respectivement les points p et p' et soit f: Q — Q' un biholomor-
phisme tel que f(MNQ) =M N et f(p)=p'. Si M est minimale en p et
si M’ est essentiellement finie en p’, f est algébrique.

Cet énoncé est du a Baouendi-Ebenfelt-Rothschild [4]. Le premier
résultat de ce type (sur l'algébricité d’un biholomorphisme induisant un
difffomorphisme CR entre deux sous-variétés algébriques réelles génériques)
a été établi en 1977 par Webster [74], pour des hypersurfaces algébriques
réelles M et M’ Levi-non dégénérées.

1.3. Enoncé du second principe de réflexion

Si la dimension de V; en p’ est strictement positive, le Théoreme 1.3
ne s’applique plus (voir les Exemples 1.9, 1.10 et 1.12). Le second résultat
principal de ce chapitre affine le Théoréme 1.3 :

Théoréme 1.6. Soient M C C" wune sous-variété algébrique réelle
générique, M' C C" un sous-ensemble algébrique réel, p € M et p' € M'.
Soient Q C C* un domaine contenant le point p et f : Q — C* une applica-
tion holomorphe telle que f(M N Q) C M’ et f(p) =p'. St M est minimale
en p et si la dimension de Vz en p' est zéro, f est algébrique (et s’étend donc
en une application algébrique complexe sur tout C").

La démonstration de ce théoreme est donnée a la Section 4.1.
Nous démontrons que Vg C M’, dans un voisinage de p’ (voir le
Lemme 2.11), et donc :

Corollaire 1.7. Soient M C C" une sous-variété algébrique réelle
générique, M' C C" un sous-ensemble algébrique réel, p € M et p' € M'.
Soient Q C C" un domaine contenant le point p et f : Q — C" une applica-
tion holomorphe telle que f(M N Q) C M’ et f(p) =p'. St M est minimale
en p et si M’ ne contient pas de courbe algébrique complexe au voisinage de
P, [ est algébrique.
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Ce résultat a récemment été démontré par Zaitsev [76], lorsque M’ est une
sous-variété algébrique réelle qui ne contient pas de disque analytique. Dans
la situation ou M est Segre-transversale (voir [68, 22|, et la Section 1.2),
Coupet-Meylan-Sukhov [22] ont donné une estimation supérieure du degré
de transcendance de f par des méthodes purement algébriques. En parti-
culier, si M’ ne contient pas de courbe algébrique complexe, le degré de
transcendance de f est nul, et par conséquent f est algébrique. Dans un
résultat récent, Merker [52] a affaibli I'hypothese sur M en supposant sim-
plement que M est minimale. L’énoncé de Huang [46] pour des hypersurfaces
strictement pseudo-convexes de dimensions différentes découle également du
Corollaire 1.7.

La condition suffisante du Théoreme 1.6 est nouvelle. Bien que proche de
celle de [76], Theorem 1.1, elle en differe (voir aussi [53]) : on peut comme
dans [76] ne pas réduire V, en )7; et on note alors W2 I'analogue de la seconde
variété caractéristique obtenue dans ce cas.

REMARQUE 1.8. Les conditions ding = 0 et ding = 0 sont
indépendantes (voir les Exemples 1.9 et 1.10).

Les deux exemples suivants sont dus a J. Merker [53] :

Exemple 1.9. Soient M : 2 Tmz; = |2]?> C C2, M’ : 2 ITm 2] = [2]* +
2 Re(z5252)) € C* et f(z1,2) = (21, 2,0,0). Pour tout p € M, dim V2 =0
mais dim W2 = 1.

Exemple 1.10. Soient M : 2 Imz; = |29]> C C%, M’ : 2 Tm 2] = [24|> +
2 Re(z,2252) + Zgzz_gz + 2332_23) C C® et f(z1,22) = (21, 22,0,0,0). Pour tout
pe M, dimvg =1let dimW]f =0.

REMARQUE 1.11. dim Wg n’est pas nécessairement semi-continue
supérieurement (voir I’Exemple 1.12). Ainsi, pour ’analogue du Théoreme 1.6
il faut supposer que dim Wg =0, pour tout p € M (voir [76]).

Exemple 1.12. Soient M : 2 Tm 2y = |2]?> C C?, M’ : 2 Tm 2] = |z5]* +
2 Re(2) (2 — £ 4°) (2 — 25+ 2 (24— 24))) € C* et f(21,2) = (21, 22, 2123, 0).
Ici, dim W§ = 0 mais pour tout p € M\ {0}, dim W2 = 1. Par ailleurs, pour
tout p e M, ding = 0.

Dans les Exemples 1.9 et 1.12, le Théoreme 1.6 prouve 'algébricité de f,
alors que [76] ne s’applique pas.

Les calculs permettant de vérifier les exemples précédents sont donnés a
la Section 4.2.
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2. Préliminaires

2.1. Applications holomorphes algébriques

Soient 2 € C™ un domaine et f : Q@ — C" une application holomorphe.
Rappelons que f est algébrique si son graphe est contenu dans un sous-
ensemble algébrique complexe de C**" de dimension n.

La définition équivalente suivante est purement algébrique ; elle a été uti-
lisée dans [22], puis, dans le méme esprit, elle a été généralisée au cadre
analytique (voir [24], et aussi le Chapitre 3, Section 3.3). La fonction ho-
lomorphe ¢ : Q2 — C est algébrique si c’est un élément algébrique sur le
corps F := C(z1, ..., z,) des fractions rationnelles en n variables complexes.
L’application holomorphe f :  — C" est algébrique si I’extension de corps
F(fr,.--, fur)/F est algébrique, ou de fagon équivalente, si chaque fonction
composante fi est algébrique sur F. (Voir le Chapitre 3, Section 3.3, pour
les définitions précises des éléments algébriques et des extensions de corps.)
De cette seconde définition (équivalente) de 'algébricité d’'une application
holomorphe, il découle directement que la somme et le produit de deux ap-
plications holomorphes algébriques est algébrique, et que I'inverse d’une ap-
plication holomorphe algébrique qui ne s’annule pas est algébrique.

Le lemme suivant énonce des propriétés élémentaires sur les applications
holomorphes algébriques, que nous utiliserons fréquemment par la suite :

Lemme 2.1. Notons Al le polydisque de C" de centre 0 et de rayon
e>0. Soit f: A — AZ' une application holomorphe algébrique.
(1) (Application dérivée). Pour tout j =1,...,n, 0f/0z; est algébrique ;

(ii) (Application réciproque). Si de plus f est biholomorphe, f=' est
algébrique ;

(iii) (Application composée). Si g : A% — C" est aussi une application
holomorphe algébrique, g o f est algébrique;

(iv) (Théoreme des fonctions implicites algébrique). Supposons que f(0) =0
et que w = ¢(v) est une solution de l’équation f(v,w) =0 au voisinage
de (0,0), avec C" 3 z = (v,w) € C*xC et ¢ : A¢ — C° une application
holomorphe telle que ¢(0) = 0. Alors, ¢ est algébrique ;

(v) (Algébricité partielle). L’application holomorphe : A} — C", Zj

GO, 2 2, 200, 2), est algébrique, pour tout j =1,...,n et
0 0 .0 0 n—1 .
pour tout (27,..., 2] 1,23,1,..., %)) € AP,

(vi) (Principe d’algébricité séparée). Supposons que f : A" — AT est une
application holomorphe telle que v — f(v,w®) est algébrique, pour tout
w® € Al et w — f(0°,w) est algébrique, pour tout v° € A%, avec
C" >z = (v,w) € C* x C°. Alors, f est algébrique.
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DEMONSTRATION. Les démonstrations des assertions (i) a (v) sont

élémentaires ; pour I'assertion (vi), nous nous référons au livre de Bochner-
Martin [17], Chap. IX, §5, Theorem 6. ]

2.2. Variétés de Segre

Soit M C C™ une sous-variété analytique réelle générique, définie au
voisinage du point p € M par les équations analytiques réelles py(z,z) = 0,
k=1,...,d, avec Opi A---AOpg # 0 en p. Rappelons que la variété de Segre
()., de M associée a un point w proche de p est la sous-variété complexe
définie au voisinage de p par les équations complexifiées pi(z,w) = 0, k =
1,...,d (voir le Chapitre 2, Section 1, pour une utilisation des variétés de
Segre dans le cadre analytique). Si M est une sous-variété algébrique réelle
générique, ses variété de Segre sont des sous-variété algébriques complexes
(voir la Section 1.1).

Nous donnons dans cette section les propriétés essentielles des variétés
de Segre, qui sont bien connues et qui ont été largement utilisées par de
nombreux auteurs (voir [74, 39, 35|, pour n’en citer que quelques uns). Les
deux assertions du lemme suivant évoquent I'idée d'une symétrie par rapport
a M :

Lemme 2.2. Pour tous points z,w € C", suffisamment proches de p, on
a (cf. figure 2) :

(1) (Involutivité). z€ @, < weQ,;
(#) (Invariance de M). z2€Q, <= z€ M.

FIGURE 2. La variété de Segre (), de M associée au point z proche
de p vérifie les propriétés d’une symétrie par rapport a M

DEMONSTRATION. Ces assertions se démontrent facilement grace a
I'égalité fondamentale pp(z,wW) = pr(w,z), due au fait que pg(z,z) € R,
pour tous k =1,...,d et z € C" proche de p. O
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Lemme 2.3 (Invariance des variétés de Segre). Soient deuz sous-variétés
analytiques réelles génériques M C C* et M' C C¥, p un point de M et p’
un point de M'. Notons Q., et Q. les variétés de Segre respectives de M et
M’'. Soit Q C C" un domaine contenant le point p et soit f : Q — C" une
application holomorphe telle que f(M N Q) C M’ et f(p) =p'.

(1) Pour tout point w € C" suffisamment proches de p,

f(Qw A Ql) - Q/f(w)’
ou 2y C €2 est un voisinage de p suffisamment petit.

(11) Dans la situation oun =n', ' C C" est un domaine contenant le point
p et f:Q — Q est un biholomorphisme tel que f(M NQ) = M' N
et f(p) =p', on a le résultat plus fort suivant. Pour tout point w € C"
suffisamment proches de p,

f(Q’w N Ql) = Q}(w) A Qllv
ot Q C Q et Q) C Q' sont des voisinages respectifs de p et p' suffisam-
ment petits.

DEMONSTRATION. Dans la suite, nous écrirons les équations définissantes
analytiques réelles de M, pr(z,Z) =0, k =1,...,d, sous la forme vectorielle
p:=(p1,...,pa); de méme p'(2',2') = 0 sera une équation définissante ana-
lytique réelle vectorielle de M'.

(i) L’hypothese f(M N Q) C M’ s’écrit

p(2,2) =0 = p(f(2), f(z)) =0, pour z proche de p.

Puis, grace au lemme de division des fonctions analytiques réelles et car
dpi A ... Ndpg # 0 en p, cela est équivalent a :

(2.1) P'(f(2), f(2)) = M(2,%) p(2,Z), pour z proche de p,

ou A est une matrice d x d’ a coefficients analytiques réels preés de p. Les
deux membres de 1’équation (2.1) étant analytiques réels, on peut complexi-
fier (2.1) :

(2.2) o (f(2), f(w)) = Nz, w) p(z,w), pour z et w proches de p.
Puis, (2.2) est équivalent a :
2€Quw = [(2) €Quy, pour z et w proches de p.

(ii) Dans la situation ou f est un biholomorphisme qui induit un
difféomorphisme CR de M sur M’, X est une matrice d x d inversible. O]

REMARQUE 2.4. Le Lemme 2.3 (ii) montre que les variétés de Segre sont
des invariants biholomorphes de M.
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2.3. Réflexion de Segre

Dans cette section, nous généralisons la notion de variétés de Segre étudiée
ci-dessus (voir la Section 2.2), ce qui nous permet de donner une vision
plus géométrique des variétés caractéristiques V; et Vg. Nous donnons les
définitions, les résultats et les démonstrations dans le cadre algébrique, mais
ces notions peuvent facilement étre généralisées au cadre analytique.

Soit M C C™ une sous-variété algébrique réelle générique, définie au voi-
sinage du point p € M par les équations polynomiales réelles Py(z,%z) = 0,
k=1,...,d, avec 9P, A --- APy # 0 en p. Notons Q,, les variétés de Segre
de M. Soient zy et wg deux points de C" suffisamment proches de p, tels que
20 € Qu, (ou, de fagon équivalente, wy € @, ). Soit V' C @, une sous-variété
complexe passant par le point zg, de dimension a, et soit (X;);=1, ., une base
des opérateurs holomorphes tangents a V. Pour tout a € N* X* désigne
lopérateur composé X := A" ... X%,

Définition 2.5. La réflexion de Segre de V' par rapport a M, associée
au couple (zg,wp), est le sous-ensemble algébrique complexe S(V') défini
au voisinage de wy par les équations polyndmiales anti-holomorphes en w :
X*Py(-,wW)|,, =0, pour tous k =1,...,d et o« € N

Remarquons tout d’abord que S(V) C @, ; il suffit de considérer les
équations définissantes de S(V') pour a = (0, ..., 0). Remarquons par ailleurs
que wy € S(V); puisque V' C @y, on peut appliquer les opérateurs &; aux
équations Py(z,wp) =0,k =1,...,d, 2 € Q, proche de z.

REMARQUE 2.6. Dans la situation ot V' est réduit au singleton {2z}, S(z0)
coincide avec ),, dans un voisinage de wy. (Réciproquement, si V' = Q.,,

S(Quy) = {wo})

Lemme 2.7. S(V) est U'ensemble des points w € C", suffisamment
proches de wy, tels que V' C @Q,, dans un voisinage de 2.

DEMONSTRATION. L’inclusion V' C Q,, signifie que Py(-, )|y = 0, pour
tout k =1,...,d. Ceci équivaut a X*Py(-,w)|,, = 0, pour tous k =1,....,d
et a € N (Voir le Chapitre 2, Lemme 5.3, pour un énoncé de cette version
“courbe” du principe d’unicité pour les fonctions holomorphes.) O

Corollaire 2.8. 51V C @, est une sous-variété complexe passant par le
point p, et si S désigne la réflexion de Segre par rapport a M associée au
couple (p,p), VNS(V) C M dans un voisinage de p.

DEMONSTRATION. Soit w € V, suffisamment proche de p. Si de plus
w € S(V), le Lemme 2.7 implique que V C @, dans un voisinage de p.
Finalement, w € Q,,, ce qui entraine que w € M, par le Lemme 2.2 (ii). O
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REMARQUE 2.9. Nous avons défini la réflexion de Segre par rapport a
une sous-variété algébrique réelle générique, mais il est facile de vérifier que
la Définition 2.5 est aussi valable pour un sous-ensemble algébrique réel, de
méme que le Lemme 2.7 et le Corollaire 2.8.

Lemme 2.10. Soient M, M’ C C" deuz sous-variétés algébriques réelles
génériques, p € M et p' € M'. Soient Q,Q) C C" deur domaines contenant
respectivement les points p et p' et soit f : Q — Q' un biholomorphisme tel
que f[(MNQ) =M NQ et f(p) =p'. Alors, V, coincide avec Al, dans un
voisinage de p'.

(Voir le Chapitre 2, Lemme 5.1, pour un résultat analogue dans le cadre
analytique.)

DEMONSTRATION. D’une part, le Lemme 2.7 appliqué & V' = @}, montre
que S'(Q,) coincide avec A}, dans un voisinage de p’, ou S’ désigne la
réflexion de Segre par rapport a M’ associée au couple (p/, p’).

D’autre part, vu la propriété d’invariance des variétés de Segre (voir le
Lemme 2.3 (ii)), il existe 0y C Q et Q] C Q' des voisinages respectifs de p
et p/, suffisamment petits, tels que f(Q, N Q1) = Q;, N Q. Ainsi, comme les
opérateurs L;, j = 1,...,m, forment une base des opérateurs holomorphes
tangents a @, les opérateurs f.L;, j = 1,...,m, “poussés en avant” des
L; par f, forment une base des opérateurs holomorphes tangents a @;,. Par
conséquent, dériver les fonctions P[(f(+),2'), k =1,...,d, par les opérateurs
L;,j=1,...,m, revient a dériver les fonctions P/(-,z), k =1,...,d, par les
opérateurs f.L;, j =1,...,m. Par définition (voir les Définitions 1.1 et 2.5),
ceci signifie que V; coincide avec S’ (Q;,) dans un voisinage de p'.

Finalement, nous avons prouvé que V; coincide avec A}, (et également
avec S'(Q;,)) dans un voisinage de p'. O

Lemme 2.11. Soient M C C" wune sous-variété algébrique réelle
générique, M' C C" un sous-ensemble algébrique réel, p € M et p' € M’
Soient Q C C* un domaine contenant le point p et f : Q — C" une appli-
cation holomorphe telle que f(M N Q) C M’ et f(p) = p'. Alors, Vg c M
dans un voisinage de p'.

DEMONSTRATION. Le Corollaire 2.8 (voir aussi la Remarque 2.9) ap-
pliqué a V = 9; (voir la Section 1.1) montre que 17; N S’(T/;) C M’, dans un
voisinage de p’, ou S’ désigne la réflexion de Segre par rapport a M’ associée
au couple (p',p').

Vu la Définition 1.2, il est clair que V? coincide avec 17; ns’ (]7;) dans un
voisinage de p’, et donc Vg C M’ dans un voisinage de p'. H
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3. Premier principe de réflexion

3.1. Démonstration du Théoréeme 1.3

Dans toute cette section, nous considérons la situation suivante. Soient
M c C", n > 1, une sous-variété algébrique réelle générique, M’  C" un
sous-ensemble algébrique réel, p € M et p’ € M’'. Soient 2 C C™ un domaine
contenant le point p et f : © — C" une application holomorphe telle que
fF(MNQ) C M et f(p) = p'. Nous dirons que le point ¢ € M est générique s’il
peut étre choisi arbitrairement dans M privée d’un sous-ensemble algébrique
réel strict. Par ailleurs, nous introduisons la notation suivante. Pour A € N,

le vecteur
027 ) \g1<a, j=1,.m

désigne toutes les dérivées partielles de f jusqu’a 'ordre A; DA f est parfois
appelé le jet d’ordre A de f. Le nombre de composantes du vecteur DA f est

(3.1) K(A) =’ (” - A).

n

Pour vérifier (3.1), il suffit de calculer le nombre A(A) de composantes du
vecteur D? f;, pour une composante f; :

AMA) = #{(Br, .-, Bn) €N" 2 B+ 4, < A},
Ajoutons fy € N tel que Gy + -+ + 3, = A. Alors,

MA) = #{(Bo,...,Bn) EN"TL: By 4+ 3, = A}
Finalement, A\(A) est donc le nombre de fagon de choisir n éléments dans un
ensemble a A 4+ n éléments, c’est-a-dire, (”ZA) ; puis k(A) = n'A(A).

La démonstration du Théoreme 1.3 est divisée en deux étapes (Proposi-
tions 3.1 et 3.4).

Proposition 3.1. Si la dimension de VI} en p' est 0, il existe un point q €
M générique arbitrairement proche de p, un entier A > 0 et une application

A holomorphe algébrique pres de (q,q, DAf(q)) tels que, pour tous z,w € C"
suffisamment proches de q vérifiant w € @,

(3.2) f(z) = A(z,w, DAf(w)).

DEMONSTRATION. (Voir le Chapitre 2, Lemme 4.3, pour un résultat et
une démonstration analogues, dans le cadre analytique.)

Dans la suite, tous nos raisonnements seront localisés en p. Par hypothese
fF(MNQ) C M, autrement dit P.(f(z), f(z)) =0, pour tous k =1,...,d et
z € M NQ. Par complexification P;(f(w), f(z)) =0, pour tous k =1,...,d
et z,w € C™ proches de p tels que w € Q,. Fixons zy, wy € C™ proches de p
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tels que wy € Q,. Les opérateurs L;(w) = L;(w,Z), j = 1,..., m, forment
une base des opérateurs holomorphes tangents a ()., (voir la Section 1.1);

comme P{(f(-), f(20)) = 0 sur Q.,,

(3.3) LPUFE), f(20)|we =0, k=1,...,d, a e N".
On réécrit (3.3), apres conjugaison complexe, sous la forme
(3.4) F (20, w0, Dol f(wo), f(20)) =0, k=1,...,d, a e N,

ou les Fp sont des fonctions holomorphes algébriques pres du point

P = (p,p,DI*lf(p),p). Les équations F(p,p, DI*lf(p),-) = 0 sont des
équations définissantes de V; et il est clair vu (3.4) que p’ € V;. Par
neethérianité, on peut se ramener a un nombre fini d’équations définissantes :

]:(p,ﬁ, DAf(p)a') =0,ou A€ Net F = (f]?)kzl,..,d’,m\gf\- Soit V(lzo,wo) le
sous-ensemble algébrique complexe passant par f(zo) et défini par I’équation

F (20,5, DAf (wg), ) = 0.

REMARQUE 3.2. Puisque dans (3.3) on peut remplacer wy par un point

w € @, quelconque, V(lzo wo) €St en fait indépendant du point wy, et peut

étre défini par équation F(z9,w, DAf(w), ) = 0. Pour a = 0, cette équation
prouve que V(lzmwo) C Q’f(w).

Dans C>***A)+"" muni des coordonnées (z,(,A,2'), on considere 1’en-
semble algébrique complexe V! défini dans un voisinage du point P par
F(z,¢,A,2") = 0. Par hypothese, la fibre V) de V' au-dessus du point

(p,p, DAf(p)) est de dimension zéro. D’aprés le théoréme fondamental de
représentation locale des ensembles algébriques complexes (voir par exemple
[19], §5.6, Proposition 4), V' est contenu dans un ensemble algébrique
Q défini au voisinage de P par l'annulation de polynomes de Weierstrass
en 25, Q;(z,(,A)(2)), j = 1,...,n/, a coefficients algébriques en (z,¢, A).
On a donc Q;(z,w, DAf(w))(fi(2)) = 0, 7 = 1,...,n/, pour z,w tels
que w € Q.. Quitte & remplacer Q; par 0Q;/dz}, on peut supposer que
0Q; /02 (z,w, DAf(w))(f;(2)) # 0 pour z,w vérifiant w € Q.. On peut
donc choisir un point ¢ € M générique arbitrairement proche de p tel que le
théoreme des fonctions implicites (algébriques) s’applique et tel que M soit
encore minimale en ¢. Alors, pour tous z,w € C" suffisamment proches de ¢

tels que w € Q.,

(3.5) f(z) = A(z,w, DA f(w)),
ou A est une application holomorphe algébrique pres de (¢,q, DAf(q)). O

REMARQUE 3.3. L’équation (3.5) prouve directement que f est algébrique
sur les variétés de Segre de M (en fixant w). Pour conclure que f est
algébrique sur tout C”, on peut alors utiliser le théoreme d’algébricité séparée
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de [68] si M est Segre-transversale, ou de [52] si M est simplement supposée
minimale.

Proposition 3.4. §i M est minimale en p et si ['application holomorphe
f vérifie (3.2), f est algébrique.

DEMONSTRATION. Nous suivons la méthode de [4], que nous réécrivons
en quatre étapes sous un formalisme simplificateur.

FEtape 1 : Notations et définitions. Ecrivons les fonctions définissantes po-
lynomiales réelles de M sous la forme vectorielle P := (Py,..., P;). Notons
* la conjugaison complexe, dans le sens suivant : pour un sous-ensemble
E Cc CV, E* := {z : z € E}, et pour une application holomorphe F,

*

F*(¢) := F(C); pour p € N, notons ** la conjugaison complexe * itérée pu
fois. Pour 1 € N\ {0, 1}, soit M* C C%, x---xCY la sous-variété algébrique

complexe définie dans un voisinage de ¢* := (¢*!,..., ¢**) par les équations

p*](Z],Z]+1):O,]:1,,[L—1

Etape 2 : Dérivation. Dans la suite, tous nos raisonnements seront lo-
calisés en ¢ lorsqu’il s’agit de M (dans C"), et en ¢ lorsqu’il s’agit de M*
(dans C™). Remarquons que w € @, si et seulement si, (w, z) € M?. Ainsi,
(3.2) s’écrit

(3.6) f(Zy) = A(Zy, Z1, DA f*(2,)), (24, Z,) € M>.

Il est clair que ma|p2 est une submersion, ou my : (2, Z3) — Zs est la
deuxieme projection. Ainsi, pour tout j = 1,...,n, I'opérateur 0/0Z,; de
C" se “remonte” en un opérateur holomorphe tangent & M?2,

0 - 0
X; = N a2, Z
J 3Z2,j + a],k( 1 2)8217]{7

k=1

a coefficients a;; holomorphes algébriques. Pour tout 8 € N", I'opérateur
composé XP = X' X8 appliqué & (3.6) donne :

(3.7) w(%) = AS(Zy, Zy, DAV F5(2))), (241, Z,) € M2,

ol A§ est une application holomorphe algébrique pres de (g, ¢, DATI8If(q)).
Ecrivons (3.7) pour tout || < B sous forme vectorielle :

(3.8) DBf(Zy) = AB(Z,, Zo, DAYB(2))), (21, Z,) € M?,

ot A2 est holomorphe algébrique et B > 0 est un entier.
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FEtape 3 : Itération. Montrons par récurrence sur p € N\ {0, 1} que pour
tout B’ € N,
(3.9)
DP f(Z,) = A (Zy, ..., Z,, DV OB (), (Z4,..., Z,) € M,

ol Af’ est holomorphe algébrique.

Pour u = 2, c’est (3.8). Supposons le résultat acquis a l'ordre p et
considérons un point (Z1, ..., Z,1) € M**. Tl est clair que (Z;*, Z;’f{l) €

M?; en conjuguant (3.8) u + 1 fois, on obtient alors :
* *put1 *
(3.10) DBf u+1<Zﬂ+1> = Ajzg " (Zu7Zu+17DA+Bf “(Z4))-

En remplacant dans (3.10) 'hypothese de récurrence (3.9) pour B’ = A+ B,
on obtient :

DP [N Zyin) = AL (21, - Dy, DM £5(24)),
ou Af 1 est holomorphe algébrique, ce qui termine la récurrence.

FEtape 4 : Minimalité. Pour p € N\ {0,1} et w € C" suffisamment proche
de ¢, notons S& = 7, (M%), ot ML .= M*Nr (W) et 7y 2 (21, ..., Z,) — Z4,
(24, ..., 2Z,) — Z,, désignent la premiere et la derniere projection. Les
sous-ensemble S C C™ ne sont pas en général algébriques (ni analytiques)
complexes, et sont appelés ensemble de Segre dans [4]. On peut supposer que
M est minimale en ¢ (voir la Section 1.1). Il existe alors un entier po > 1 tel
que SZ° contient un voisinage (ouvert non vide) de ¢** dans C" (voir [4, 52]).
Ainsi, 'application | M est de rang générique n. On peut supposer, sans
perte de généralité, qu’elle est de rang n en ¢*. Elle est donc inversible a droite
en g, c’est-a-dire, il existe un voisinage U de ¢ dans C" et une application
holomorphe algébrique

v UM — MY

q

Zu —_ (a: ¢2(ZM)7"‘7¢M—1(Zu)7ZM))
telle que 7r“|M§ o ¢ = idy«. Ecrivons (3.9) pour B' = 0 et (Zy,...,2,) =
%U(Zu) :
(2 = MG U2 B r (Z), Zs DEVAS()), 7, € U™

On conclut que f** est algébrique sur U**, et donc que f est algébrique
sur U. u

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3. On peut appliquer la
Proposition 3.1; puis, comme M est minimale, la Proposition 3.4 permet
alors de conclure que f est algébrique. n
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3.2. Orthogonalité entre premiere variété ca-
ractéristique et variété de Segre

Le lemme suivant montre que dans la situation considérée par Sharipov-
Sukhov [68] (voir le Corollaire 1.4), la premiere variété caractéristique est de
dimension zéro :

Lemme 3.5. Soient M C C" et M' C C" deuz sous-variétés algébriques
réelles génériques, p € M et p' € M'. Soient Q C C™ un domaine contenant
le point p et f : Q — C" une application holomorphe telle que f(MNQ) C M’
et f(p) =p'. Si l'orthogonal de la variété de Segre de M en p, au sens de la
forme de Levi de M' en p' “tirée en arriere” par f, est nul, la dimension de
V; en p' est nécessairement zéro.

DEMONSTRATION. La démonstration se décompose en trois étapes.

FEtape 1 : Notations et réduction du probléme. Supposons que p = 0 et
utilisons des coordonnées holomorphes algébriques du type (1.3), C* 5 z =
(z,y) € C™ x C4, telles que M est donnée pres de 0 par des équations du type
(1.2), yp = ¢p(x,Z,9), k= 1,...,d, ou les ¢p(x,&,n) sont des fonctions holo-
morphes algébriques pres de (0, 0, 0) satisfaisant ¢x(0,&, 1) = ér(x,0,n) = 0y,
k =1,...,d. Nous utiliserons aussi les équations polynomiales réelles de M
du type (1.1), Pu(2,2) = 0, k = 1,...,d, avec OP, A --- A OP; # 0 en 0.
Suivons les mémes notations pour M’, en ajoutant des “primes” partout, et
écrivons f = (g,h) € C™ x C% dans ces coordonnées.

Notons que la variété de Segre de M en 0 est Qg = T§M = C x {0},
et que de méme pour M', Q) = TSM' = C% x {0}. En outre, pour tout

xT

j = 1, e,y £j|0 = 8/8% (VOil" (14)) et ﬁjh|0 = 8h/3x]]0 = 0.

Etape 2 : Calcul de 'orthogonal de la variété de Segre. Notons Ey l'or-
thogonal de la variété de Segre )y de M en 0, au sens de la forme de Levi
de M’ en 0 “tirée en arriere” par f. Par définition (voir la Section 1.2),

Ey={z' e C™ : f*A5(2,0,27,0)=0, z€C™ k=1,...,d}.
Or, dans notre situation, la forme de Levi AE s’écrit :

" 92Pl(2',0,7,0)
k k ) Yy )
A €) = dx, O

IA=1

1 er
) 5)\7
(0,0)

pour tout (z/,¢) € C™ x C™. L’équation f*Af(z,0,2/,0) = 0 équivaut
donc a
g

dz;

Z 62P]£(ZL’/,O,F, O)

Oz} 97

x; 2’y =0,
0

(0,0)
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que l'on réécrit sous la forme matricielle
t v
x A ' =0,

ou Ay est la matrice m x m’ d’élément générique
m ) o A=1,....m'
(Z 0 P]:;(QII, 0, I‘,, O)
ox) O’ '
! A 0/ j=1,..m

1=1
Eoz{x’E(le:txAkyzo, reC™ k=1,...,d}.

g1

Oz

(0,0)

Ainsi,

Or, tz A, o' = 0, pour tout € C™, équivaut a A, 2’ = 0. Si 'on note A la

matrice md' x m’' définie par

Ay

A= :

Ad/

I’hypothese du Lemme 3.5 signifie alors que
Ey={z' e C™ : Az’ =0} = {0}.

En d’autres termes, A est injective.
Soient U un voisinage de 0 dans C™ suffisamment petit et ¥ : U — C™¢
I’application holomorphe (polynémiale) définie par

m/

— OP!(x',0,2',0
Ujk(al) = Z il )

/
z
I=1 0 !

gy

o Ox;

0
pour tous j = 1,...,m, k = 1,...,d et o’ € U. Il est clair que A est la

matrice jacobienne de ¥ en 0, et donc I'hypothese du Lemme 3.5 équivaut a
dire que ¥ est une immersion en 0.

Etape 3 : Calcul de la premiére variété caractéristique. Soit V&’l le sous-
ensemble algébrique complexe défini dans un voisinage de 0 par les équations
du premier ordre en 2’ suivantes : P/(0,2") = 0 et £;P(f(-),z')|o = 0, pour
tous Lk =1,....d et j =1,...,m. Il est clair que V§ C Vé’l au voisinage
de 0. Le systeme d’équations P/(0,2') = 0, 1 = 1,...,d’, est équivalent a
2 € Q) = C% x {0}, cest-a-dire, 2’ = (2/,0). Par ailleurs, £;P}(f(+),2)|o
est égal a

D . = N 0P,
G U0 = 3

=1

0f

o 97

0
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Puis, vu que 2’ = (2/,0) et que 0h/0z;|o = 0, on obtient que
g

o O;

, _ " QP! (0,77, 0
LEGOT = 3 TS
l

=1

= ‘I/j,k(l’/»

0

Ainsi, Vé’l est 'ensemble des (z/,0) proches de 0 tels que ¥(2/) = 0. Vu
P'étape 2, ceci implique que V™ est réduit au singleton {0}, et donc V} € V'
aussi. O]

4. Second principe de réflexion

4.1. Démonstration du Théoréeme 1.6

Nous considérons la méme situation et suivons les mémes conventions
qu’a la Section 3.1.

La démonstration du Théoréme 1.6 est divisée en deux étapes (Proposi-
tions 4.1 et 4.3).

Proposition 4.1. Si la dimension de Vg en p' est 0, il existe un point q €
M générique arbitrairement proche de p, un entier A > 0 et une application

B holomorphe algébrique pres de (q,q, q, DAf(q), DA f(q)) tels que, pour tous
z,w,t € C" suffisamment proches de q vérifiant w € Q, et t € Q,,,

(4.1) f(2) = B(z,w,t, DAf(w), DY f(1)).

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui permet de résoudre localement
(et partiellement) des équations algébriques complexes :

Lemme 4.2. Soit A un sous-ensemble algébrique complexe de C', x CY,
et soit X C A une sous-variété connexe analytique réelle. Alors, il existe un
point P € X (générique) et une sous-variété algébrique compleze Ap passant
par P, tels que X C gp C A pres de P et tels que gp est définie pres de P par
les équations V = ¢p(U, Z) et 0p(Z) =0, avec C* > W = (U,V) € C* x C?
un systeme de coordonnées holomorphes algébriques locales et Yp, Op deux
applications holomorphes algébriques (0p étant une submersion).

DEMONSTRATION. On obtient Ap de facon constructive par un algo-
rithme qui se compose de trois étapes. La premiere étape consiste a choisir
la composante irréductible de A qui contient X. Dans la deuxieme étape,
quitte a remplacer A par son lieu singulier Sing A, on peut supposer que
X ¢ Sing A. On choisit alors un point de X régulier pour A. La troisieme
étape est analogue a la deuxieme et concerne le lieu de branchement de la
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projection canonique 7 de A sur C/. On choisit alors le point P € X tel
que 7 soit de rang constant au voisinage de P. On note Ap la sous-variété
algébrique complexe de A passant par le point P ainsi construite. D’apres le
théoreme du rang (algébrique), (/Tp) est une sous-variété algébrique com-
plexe de C%. On note 6p(Z) = 0 des ¢quations définissantes holomorphes

algébriques pour W(Ap) Enfin, dans W(Ap) x CY,, on écrit Ap sous la forme
dun graphe V = ¢p(U, Z), avec W = (U,V) € C* x CP. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.1. Dans la suite, tous nos rai-
sonnements seront localisés en p.

On applique le Lemme 4.2 au sous-ensemble algébrique complexe V' C
C2+r(4)  C™, défini dans la démonstration de la Proposition 3.1, et & la
variété analytique réelle X = {(2,%z, DAf(2), f(2)), 2 € M} C V'. 1l existe
donc un point p € M (générique) et une sous-variété algébrique complexe
V! définie au voisinage de P := (p,p, DAf(p), f(p)) par les équations holo-
morphes algébriques v/ = ¥ (u/, z,(, A) et 0(z,(,A) = 0, dans le systeme de
coordonnées holomorphes algébriques locales C* 3 w' = (u/,v') € C* x CP.
De plus, la variété V! vérifie X C V' C V! au voisinage de P. Soit X la sous-
variété complexe définie comme 'ensemble des points (z,w, DAf(w), f(2)),
pour z,w proches de p tels que w € @),. Comme X est générique dans X', on
a X C V'. La variété algébrique complexe ]7; introduite a la Section 1.1 est
définie par les équations v = (v, p, p, DA f(p)). On fixe 2y, wy, ty proches de
p tels que wy € Q,, et ty € Quy,. Soit ]7(11”0%) la variété algébrique complexe
passant par f(wpg) et définie par les équations v] = ¥ (u, wo, ty, DAf (o)),
l=1,...,b. Les opérateurs

3% 0 .
K; —a , +Z (W w0, fo. DA Tlo)) g 5= 1ev 0

forment une base des opérateurs holomorphes tangents a 17(11”0’,50). Vu la Re-
marque 3.2 (pour w = zp) et vu que V! C V!, les polynomes P/(-, f(20))
s’annulent sur V(lw()’to). Donc KPP/(-, f(20))| f(wy) = 0 pour tout € N On
réécrit ces équations (apres conjugaison) sous la forme

G/’ (W, to, f(wo), D* f(to), f(20)) = 0,

ou les gf sont algébriques complexes. Comme dans la démonstration de
la Proposition 3.1, on peut se ramener par ncethérianité a un nombre fini
d’équations, notées G(wy, to, f(wo), DA f(to), f(20)) = 0. Dans C3+2e(A)+n!
muni des coordonnées (z,(,t, A, D,w'), on considere ’ensemble algébrique
complexe V? défini au voisinage du point (p,p, p, DAf(p), DAf(p), p') par les
équations v' = Y(u', z,(,A) et G((,t, A, D,w’) = 0. Par hypothese, la fibre
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2 2 . — A . . ’
V, deV au—dessu/s du pomt' (p, D, D, DAf(p),‘l.) f(p)) est de d,1me'3n81on zéro.
Comme dans la démonstration de la Proposition 3.1, on en déduit que

(4.2) f(2) = B(z,w,t, DA f(w), D" f(t)),
ou B est une application holomorphe algébrique et ot w € Q, et t € Q),,. [

Proposition 4.3. 5S¢ M est minimale en p et si l'application holomorphe
f vérifie (4.1), f est algébrique.

DEMONSTRATION. Nous procédons par une légere généralisation de la
méthode utilisée pour démontrer la Proposition 3.4 (voir aussi [4, 76]). Dans
la suite, tous nos raisonnements seront localisés en ¢ lorsqu’il s’agit de M
(dans C™), et en ¢* lorsqu’il s’agit de M* (dans C™).

Remarquons que w € Q, et t € Q,, si et seulement si, (£,w,z) € M3,
Ainsi, (4.1) s’écrit

1*(Z3) = B(Z3, Zo, 72, DA f(Zs), DA f(Z1)), (21, Za, Z3) € M.

Puis, en appliquant les opérateurs holomorphes tangents & M3, on obtient
I'analogue de (3.8) :

DBf*(Z?)) = B3B(Z17 Z27 Z37 DA+Bf(Z2>7DA+Bf*(Z1>>7 (Zla ZQa Z3) € M37

ot B est holomorphe algébrique. Ensuite, on montre par récurrence sur
€ N\ {0, 1,2} I'analogue de (3.9), c’est-a-dire, pour tout B’ € N,

(4.3) DP f(z,) =B (2,,...,2, D245 f(Z,), DW=2AE (7)),
(Z1,...,2,) € M*,

ol Bf’ est holomorphe algébrique. Enfin, la minimalité de M implique que

7TM+1|M(%+;) est de rang n, ot M(’gzl) = M+ nayt(w) Ny t(2). Notons 1 son

inverse a droite sur le voisinage U’ de ¢ dans C". Finalement, (4.3) donne,
pour p + ]., B =0 et (Zl, ceey Z/J«"‘l) = w/(Z,LL+1)7

f*/H_l(Z}H-l) = 82-4-1(67 q, wf/}(Z;H-l)a s 7¢L(Zu+l)a Z/H—la
DW= DA (q), DE=DAf(q)),  Zupr € U™,

et on conclut que f*1 est algébrique sur U™, et donc que f est algébrique

sur U. 0

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.6. On peut appliquer la
Proposition 4.1; puis, comme M est minimale, la Proposition 4.3 permet
alors de conclure que f est algébrique. ]
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4.2. Vérification des exemples

Cette section détaille les calculs qui permettent de vérifier les exemples
donnés a la Section 1.3.

VERIFICATION DE L’EXEMPLE 1.9. On considére M : z; = Z; + 12925 C
C2, M : P(Z,7) = Z1 — 7y + 1224 + iZ27574 + 227371 = 0 C CL et
f (21, 22) — (21, 22,0,0). L'opérateur

0 0
L(w) = +—+iZ-——
w w
forme une base des opérateurs holomorphes tangents a @,. Calculons les
fonctions définissantes de V!. Tout d’abord,
P’(f(w),?) = 71 —w + iw272 + zw§7374
Puis, les dérivées successives de cette fonction par £ sont :

EP’(f(U)), Z) - —2'22 + 7/72 + 2@"(1)27374 3
L2P(f(w),Z) =2iZ3Z ;
LAP'(f(w),Z) =0, pour tout a > 3.

Les équations définissantes de V' C (C?Z ¢z sont donc :

Zy = G —iCeZy — i3 432, =0 Zy = (1 + (a2
iZg — ZZQ — 27;C2Z3Z4 =0 < Z2 = 29
—21Z3Z4 =0 Zg =0 ou Z4 =0.

Par conséquent, pour tout point p € M (c’est-a-dire, py = p; + ipaDs), la
premiere variété caractéristique V; est le sous-ensemble algébrique complexe
définie par :

Zl = P1, ZQ = P2 et (ZgZOOU Z4:O),

de dimension 1 en f(p). Par ailleurs, le sous-ensemble algébrique complexe
V) (voir la Section 1.1) est défini par :

Zi=p1, Zo=py et Z3=7,=0;

nécessairement, la seconde variété caractéristique Vg est réduite au singleton
{f(p)}, et sa dimension en f(p) est 0.

Revenons au sous-ensemble algébrique complexe V! et notons V! (resp.
V12 1a composante irréductible associée & 'équation Z3 = 0 (resp. Z4 = 0).
L’opérateur (W) = 9/0W, forme une base des opérateurs holomorphes
tangents a V;vl := {(p1,p2,0,Wy) : W € C}. Appliquant l'opérateur K a la
fonction

P(W,Z) =Z, — Wy + iWaZs + iW2Z5 24 + i ZoW3 Wi,
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on obtient :

KP(W,Z) =iZyWs

KPP (W,Z) =0, pour tout 3> 2.
En évaluant ces équations au point W = f(p), on obtient que le sous-ensemble
algébrique complexe S"(V,"") est défini par :

Zy — Dy — 1Py Zo — iD5 7374 = 0,

ou S’ désigne la réflexion de Segre par rapport a M’, associée au couple
(', p) (voir la Section 2.3). De méme, pour la composante irréductible V)~
et I'opérateur holomorphe tangent J (W) = 0/0W3, on obtient que S’ (V;’Q)
est défini par :

Zy =Py — 1Py s — iP5 2324 = 0.
Finalement, le sous-ensemble algébrique complexe W2 = VN S'(V31) N
S'(V,?) est défini par :

Zy=p1, ZLy=Dpy, ZL3Zy=0,
Zy =Dy + Dy Za + iP3 2374 = py

Donc, W} = V) et sa dimension en f(p) est 1. O

VERIFICATION DE L’EXEMPLE 1.10. On considere la méme variété M,
et donc le méme opérateur holomorphe L, que dans I'Exemple 1.9; par
contre : M': P(Z,72) = Z1 — Zy +iZs 0 + 1222320 + i 2570570 + 1227, +
172252 + iZg’?i + 17323 =0C Cyet f:(z1,22) — (21,22,0,0,0). On a :

Pl( ( ) )_ = 71 - wli‘ iw272 —f—_l'(i%2374 :
LP(f(w),Z) = —iZy+iZs+ 2iws 2524 ;
L2P'(f(w),Z) =2iZ37y;

LYP'(f(w),Z) =0, pour tout a > 3.

Ainsi, les équations définissantes de V' C Cf’z ¢.z) Sont les mémes que pour
I’Exemple 1.9, c’est-a-dire :

Zy = G +1iCe2y
Zy = 2y
Z3=0ou Zy=0.

Par conséquent, V), est définie par :
lepla ZQZPQ et (Z3:00u Z4:O),

et est donc de dimension 2 en f(p). En outre, ]7]} est défini par : Z; = py,
Zy =1po et Z3 = Zy =0, et est donc de dimension 1. L’opérateur holomorphe
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K = 0/0W; tangent a 17; appliqué a la fonction

(4.4) P'(W,Z) =2, — W + iWaZo +iW2Z3 724 +iZsWsW,
S iW2Ze A iZaWE 4 iWSZ, + i ZaW
donne
KP'(W,Z) =2iZ-Ws ;
K2P'(W,Z) =2iZ: ;
KPP'(W,Z) =0, pour tout > 3.

En évaluant ces équations au point W = f(p), on obtient que S’(ﬁ;) est
défini par : Zy =D, +ipyZs, Z3 = 0. Au total, Vz = 17; est de dimension 1.

Comme dans I'Exemple 1.9, notons V' (resp. V'?) la composante
irréductible de V! associée a 1'équation Z3 = 0 (resp. Z; = 0). La base des
opérateurs holomorphes tangents & V! est composée ici de deux opérateurs,
par exemple K; = 9/0W, et Ko = 0/0Ws5. En les appliquant a (4.4), on
obtient :

KOOP (W, Z) =iZsWs + 3iZW?2 ;
KCOP (W, Z) = 6iZsWy ;
KEOP(W,Z) = 6iZ, ;
KOVP(W,Z) = 2Z:Ws ;
KODP(W,Z) =2iZ, ;

KPP (W, Z) =0 sinon.

Ceci implique que S"(V}'!) est défini par : Zy = B, + 1Py 22, Z3 = 0. Pour V2,
et en utilisant les opérateurs J; = 0/0W3 et Jo = 9/0W5, on obtient :

_3.

JUOP (W, Z) = iZoW, + 2iW,sZ: + 3iW2Z, ;
TCOP(W,Z) =27 + 6iWsZ, ;

TP (W, Z) = 6iZ, ;

JOVP(W,Z) =27 Ws ;

JOP(W,Z) =2iZs

J'P'(W, Z) =0 sinon.

Ceci implique que S'(V,?) est défini par : Zy = P, +ipyZa, Z3 = Zy = Zs = 0.
Au total, W? coincide nécessairement avec le singleton { f(p)} et sa dimension
est 0. [

VERIFICATION DE L'EXEMPLE 1.12. On considere la méme variété M,
et donc le méme opérateur holomorphe £, que dans les Exemples 1.9 et 1.10;

par contre : M' : P(Z,Z) = Zy — Zy + iZyZy + iA(Zy — Z3 + 7223) +
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iA(Zy — Zs + Zy°B) C (C Loou A= Zy(Zs — Z175°) et B = Z, — Z3, et
f (21, 22) — (21,22,2125,0). On a :

P'(f(w), ) =71 — wy + iwaZy + i A(—wiwi + wy?B) ;
LP(f(w),Z) = —izZy+iZy+iA(=iZowi — 3ww? + 2wy B) ;
L2P'(f(w),Z) =iA(—6iZyw? — 6w wy + 2B) ;

L3P (f(w),Z) = iA(—18iZyw; — 6wy) ;
LYP'(f(w), Z) = 2447, ;
LP'(f(w),Z) =0, pour tout a > 5.

Ainsi, les équations définissantes de V; sont :

)

2120 Z1:O
Zy=0 <=4 Zy=0
AB =0 ZgIOOU_Z4ZOOUZ4:Zg,,
et celles de V), p € M \ {0}, sont :
Zi=m
Zy = Do

Z3=pipa® ou Zy = 0.
Dans tous les cas (pour tout p € M), la dimension de V, en f(p) est 1 et

celle de 17; est 0, car 17; est réduit au singleton {(py, p2, p1p2>,0)}. Ainsi, pour
tout p € M, la dimension de V]? en f(p) est 0.

Soit un point p € M \ {0} fixé et notons V' (resp. V}?) la composante
irréductible de V; associée a I'équation Z3 = pipo® (resp. Z4 = 0). En ap-
pliquant I'opérateur holomorphe K = 9/9W, tangent a ]7;’1 a la fonction
P’ (W, Z), puis en évaluant en W = f(p), on montre que S'(V)) est défini

: Zy =Py + iPyZ2, A = 0. On obtient les méme équations pour S'(V,?),
en utlhsant Vopérateur J = 0/0W5. Au total, VV2 Vl est de dimension 1
(pour p # 0).

Pour le point p = 0 € M, V3 est la réunion des trois composantes
irréductibles V& L Vé 2 et Vé 3 associbes respectivement aux équations Zs = 0,
Zy = 0 et Zy = Zs. On obtient facilement que S'(V;") = S'(Vy°) sont
définis par : Z; = 0, Z3Z, = 0. Puis, en appliquant 'opérateur holomorphe
K =0/0W5+ 0/0W, tangent a VS’S, on obtient que S/(Vé’?’) est défini par :
Zy =0, Zy = Zs. Au total, W2 = {0} est de dimension 0. O



38

Chapitre 1. Algébricité d’applications holomorphes



CHAPITRE 2

Analyticité d’applications CR C*®
entre variétés CR analytiques réelles

Soit f : M — M’ une application CR C* entre une sous-variété ana-
lytique réelle générique minimale M C C" n > 1, et un sous-ensemble
analytique réel M’ C C". Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de
“variété caractéristique” associée aux ensembles M et M’ et a I'application f
et nous établissons que si elle est de dimension zéro, f est analytique réelle?.

Rappelons que la présentation détaillée de ce chapitre se trouve dans 'In-
troduction, page 6. Décrivons brievement le plan de ce chapitre. Dans la Sec-
tion 1, nous donnons précisément les notations, les définitions et les énoncés
des résultats. La Section 2 expose des notions et résultats préliminaires, qui
seront utilisés par la suite. La Section 3 est consacrée a la démonstration
de la propriété d’extension méromorphe pour les coefficients des équations
polynomiales vérifiées par les fonctions composantes f;. Dans la Section 4,
nous établissons un principe de réflexion “généralisé”, qui est un énoncé plus
général que notre résultat principal. Dans la Section 5, nous étudions la re-
lation entre les notions de variété caractéristique et de finitude essentielle.
Finalement, dans la Section 6, nous donnons les démonstrations des corol-
laires de notre résultat principal.

1. Enoncés des résultats

Soit M C C* ~ R?" n > 1, une sous-variété analytique réelle définie
dans un voisinage du point p € M par les équations r(z) =0, k =1,...,d,
ou les 7, sont des fonctions analytiques réelles a valeurs réelles satisfaisant
driy A --- ANdrg # 0 en p; lentier d est la codimension de M. Soit T, M
I'espace tangent réel a M en z € M et T¢M := T, M NiT,M I'espace tangent
complexe. Nous supposons que la sous-variété M est de Cauchy-Riemann
(CR) c’est-a-dire, que T¢M est de dimension complexe constante, appelée

! Les résultats de ce chapitre font I'objet d’un article [28] accepté pour publication
dans la revue Michigan Mathematical Journal.
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dimension CR de M et notée m. Nous écrivons les équations définissantes de
M sous la forme habituelle

pe(2,2) =0, k=1,...,d,

ou les py, sont des fonctions holomorphes de 2n variables satisfaisant pi(z,z) €
R,k =1,...,d. Nous supposons de plus que M est générique, ¢’est-a-dire, que
Op1A---AOpq # 0 en p, ol de facon équivalente, m = n—d. La sous-variété M
est minimale en p (au sens de Tumanov [73]) si elle ne contient pas de sous-
variété CR stricte passant par p et de méme dimension CR m. Rappelons que
puisque M est analytique réelle, elle est minimale en p, si et seulement si, elle
est de type fini en p au sens de Bloom-Graham [16]; par conséquent, si M est
minimale en p, M est minimale en tout point, en dehors d'un sous-ensemble
analytique réel strict. Par le théoreme des fonctions implicites holomorphe,
nous pouvons écrire les équations de M pres de p sous la forme

(11) %:¢k(f>x7y)> k‘:l,...,d,
ou
(1.2) C">z=(z,y) €cC"xC*

est un systeme de coordonnées holomorphes locales pres de p = (x,,y,) et
les ¢x (&, z,y) sont des fonctions holomorphes pres de (7, xp, y,) satisfaisant
ok(Tp, x,y) = 0k(€§,2p,y) = Yk, K = 1,...,d. Dans la suite, nous utiliserons
la notation vectorielle ¢ = (¢1,. .., ¢q). Les opérateurs

0 < Iy )

L; o7 2 8$_j($’x’y)0%’ j=1,...,m,

forment une base (commutant) des opérateurs CR de M, a coefficients ana-
lytiques réels. Rappelons qu'une fonction C! 1) définie sur M est dite de
Cauchy-Riemann (CR) si Ljyp = 0 sur M, pour tout j = 1,...,m. Une
application est CR si toutes ses fonctions composantes sont CR.

Comme pour M, on définit le sous-ensemble analytique réel M’ C C" ~
R?" dans un voisinage du point p’ € M’ par les équations analytiques réelles
ph(2',2)=0,k=1,...,d. Soit f: M — M’ une application CR C*> définie
sur un voisinage de p dans M et telle que f(p) =p'. Pour tous k =1,...,d,
a € N™ et pour un point 2/ € C" fixé, nous pouvons appliquer I'opérateur
composé L* := L{* ... L& a la fonction C*> p) (', f(-)) définie sur M :

Définition 1.1. La variété caractéristique de f en p est le sous-ensemble
analytique complexe V,(f) C C" défini au voisinage de p' par les équations
en 2/,

Lo, (2, f()|, =0, pourtousk=1,...,d et « € N™.
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Remarquons que p’ € V,(f), puisque f est CR et pz(f(z),m) = 0, pour
tous k=1,...,d et z € M.

Cette notion de “variété caractéristique” a été introduite par Coupet-
Pinchuk-Sukhov [24] dans la situation ot M est une hypersurface. Nous
I'utilisons également au Chapitre 1, en codimension supérieure et dans le
cas algébrique (voir la Définition 1.1). La notion de variété caractéristique
est reliée a la détermination analytique “partielle” de f par son jet d’ordre
A, pour un certain entier A € N, c’est-a-dire, la détermination analytique
finie de certaines fonctions composantes de f en fonction des autres fonctions
composantes et du jet d’ordre A de f. Dans le cas ou la variété caractéristique
est de dimension zéro, nous prouvons que f est déterminée de facon finie et
analytique par son jet d’ordre A (voir le Lemme 4.3). Cette condition est
satisfaite dans de nombreuses situations connues [62, 50, 6, 7, 35, 24, 48|,
ainsi que dans de nombreux nouveaux cas, en particulier lorsque M et M’
sont de dimensions différentes, et méme, dans le cas équidimensionnel pour
des sous-variétés M, M’ C C™ de codimension supérieure.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 1.2. Soit f : M — M’ une application CR C*™ entre une sous-
variété analytique réelle générique M C C" et un sous-ensemble analytique
réel M' C C¥, pe M, p € M et f(p) =p'. Si M est minimale en p et si
la dimension de V,(f) enp’ est zéro, f est analytique réelle sur un voisinage

de p dans M (et se prolonge donc holomorphiquement & un voisinage de p
dans C").

Cet énoncé donne une condition suffisante, qui s’inspire du résultat récent
de Coupet-Pinchuk-Sukhov (voir [24], Théoreme 1), pour l'analyticité d’une
application CR C* f : M — M’ entre une sous-variété analytique réelle
générique M C C" et un sous-ensemble analytique réel M’ C C". La nou-
veauté de notre travail réside essentiellement dans le passage en codimension
supérieure. La difficulté principale qui en découle est que l'extension holo-
morphe des fonctions CR sur la sous-variété CR M a lieu sur un domaine
de type “wedge”, a bord non régulier et dont 1’“aréte” est M (théoreme de
Tumanov, voir [73]), alors que dans la situation ou M est une hypersur-
face, le domaine d’extension est régulier de bord M (théoreme de Trépreau,
voir [72]). De par leur géométrie, les wedges sont clairement plus délicats a
manipuler que les domaines a bords réguliers et nécessitent des techniques
plus élaborées, comme 'utilisation du théoreme de I’ “edge of the wedge”
(voir [60, 1, 10]). En outre, les domaines d’extension donnés par [72, 73]
dépendent de l'ouvert connexe de M sur lequel la fonction CR est définie;
pour une hypersurface, il n’y a que deux directions d’extension (cotés) pos-
sibles, mais pour une sous-variété de codimension d > 2, ’ensemble des
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directions d’extension possibles est isomorphe a la sphere unité de R?, ce qui
complique nettement la situation (voir aussi les remarques 3.9 et 3.10).

La démonstration du Théoreme 1.2 est donnée au début de la Section 4 ;
elle utilise les résultats des Sections 3 et 4. En fait, nous prouvons a la Sec-
tion 4 un principe de réflexion “généralisé” (voir le Théoreme 4.2), qui est
un énoncé plus général que le Théoreme 1.2. Ce résultat montre que la re-
lation fondamentale f(M) C M’, équivalente & p,(f(z), f(z)) = 0, pour
tous k = 1,...,d et z € M, n’est pas nécessaire. Il est suffisant de suppo-
ser que f : M — C" est une application CR C* qui satisfait un systeme
d’équations de la forme R;(f(2),g(z)) =0, pour tousl =1,...,D et z € M,
ou g = (g1,-..,9n) sont des fonctions CR C* sur M arbitraires et Ry, ...,
Rp sont des fonctions holomorphes arbitraires de n’ + N’ variables.

Si M’ est une sous-variété analytique réelle générique de C", la variété
de Segre de M’ associée au point z’ proche de p’ est la sous-variété complexe

', définie au voisinage de p' par les équations p}(-,2') =0, k = 1,...,d".
(Pour les propriétés de base des variétés de Segre, voir, par exemple, [67,
74, 39, 35], et aussi le Chapitre 1, Section 2.2.) La sous-variété M’ est dite
essentiellement finie en p' si 'ensemble analytique complexe A7, = {2’ :
Q. = @} est de dimension zéro en p’ (voir, par exemple, [39, 6, 35, 7],
et aussi le Chapitre 1, Section 1.2). Le résultat suivant, dii & Baouendi-
Jacobowitz-Treves [6], est un corollaire du Théoreme 1.2 :

Corollaire 1.3. Soit f : M — M’ un difféomorphisme CR C* entre des
sous-variétés analytiques réelles génériques M, M' Cc C*, pe M, p' € M’ et
f(p) =p'. Si M est minimale en p et si M’ est essentiellement finie en p' (ou,
de fagon équivalente, si M est essentiellement finie en p), f est analytique
réelle sur un voisinage de p dans M.

Le premier résultat dans le cas difféfomorphe a été établi par Lewy
[50] et Pinchuk [62]. Ils ont prouvé le principe de réflexion suivant : tout
difféomorphisme CR C! local entre des hypersurfaces analytiques réelles stric-
tement pseudo-convexes est analytique réel. Mentionnons également le prin-
cipe de réflexion obtenu par Webster [75] en utilisant le théoreme de 1’“edge
of the wedge” et les variétés de Segre associées a une hypersurface analy-
tique réelle Levi-non dégénérée. Le principe de réflexion de Lewy-Pinchuk-
Webster [50, 62, 75] est une conséquence du Corollaire 1.3 dans la situa-
tion ou f est C*°, parce qu’en codimension un, la stricte pseudo-convexité
(et plus généralement, la Levi-non dégénérescence) implique a la fois la
minimalité et la finitude essentielle. Remarquons que dans ce contexte, le
sous-ensemble analytique complexe défini par les équations du premier ordre
Ljpﬁe(z’,mﬂp = 0, pour tous k = 1,....d et j = 1,...,m, est déja de
dimension zéro en p'.
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L’énoncé suivant est un corollaire du Théoreme 1.2 dans la situation ou
M, M C C"™ sont des hypersurfaces et f est de multiplicité finie; il a été
prouvé par Diederich-Fornaess [35] et Baouendi-Rothschild [7]. Nous nous
référons a [7] pour une définition algébrique précise de la multiplicité finie.

Corollaire 1.4. Soit f : M — M’ une application CR C> entre des
hypersurfaces analytiques réelles M, M' C C", pe M, p' € M' et f(p) =1p'.
Si M est minimale en p, si M' est essentiellement finie en p' et si f est de
multiplicité finie en p, [ est analytique réelle sur un voisinage de p dans M.

Dans la situation générale définie a la Section 1, f est dite K-non
dégénérée en p, pour un entier K > 0, si I'espace vectoriel complexe en-
gendré par les gradients 9/02' L°p,(2', f(:))|, en 2/ = p/, pour k = 1,...,d
et |a| < K, est tout C". L’énoncé suivant, établi dans [48], est un corol-
laire facile du Théoreme 1.2 puisque dans cette situation, le théoreme des

fonctions implicites holomorphe s’applique :

Corollaire 1.5. Soit f : M — M’ une application CR C* entre une sous-
variété analytique réelle générique M C C" et un sous-ensemble analytique
réel M' C C¥, pe M, p' € M et f(p) =p'. Si M est minimale en p et si
f est K-non dégénérée en p, f est analytique réelle sur un voisinage de p
dans M.

En combinant les résultats de ce chapitre (Théoreme 1.2) et du Chapitre 1
(Théoreme 1.3), nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 1.6. Soit f : M — M’ une application CR C* entre une sous-
variété algébrique réelle générique M C C" et un sous-ensemble algébrique
réel M ¢ C¥, p e M, p € M' et f(p) = p/. Si M est minimale en p et
si la dimension de V,(f) en p' est zéro, f se prolonge en une application
holomorphe algébrique sur un voisinage de p dans M (et se prolonge donc en
une application algébrique complexe sur tout C" ).

(Nous nous référons au Chapitre 1, Section 1.1, pour les définitions ayant
trait a l'algébricité.) Ce résultat généralise des situations considérées par
d’autres auteurs [68, 5].

2. Préliminaires

Soit M C C" une sous-variété analytique réelle générique définie pres
de point p € M par les équations (1.1) dans le systeme de coordonnées
holomorphes locales (1.2). La variété M peut aussi étre définie pres de p par
les équations

(2.1) Imy, = Gr(x,7,Rey), k=1,...,d,
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ou les G, sont des fonctions analytiques réelles a valeurs réelles pres de
(2, Tp, Rey,) vérifiant dGy|e, 75,Rey,) = 0, K = 1,...,d. Dans la suite, nous
utiliserons la notation vectorielle G = (Gy, ..., Gy).

Définition 2.1. Un “wedge” associé a la sous-variété M au point ¢ € M
est un domaine de C" de la forme

(2.2) WWN,C) :={zeN: Imy—G(z,7,Rey) € C},

ou N est un voisinage de ¢ dans C" suffisamment petit et C' est un cone

convexe ouvert non vide de R? (de sommet 0). L’aréte (ou “edge”) de
W(N, C) est Pouvert M NN de M.

Le théoreme d’extension suivant est bien connu ; nous aurons besoin d’un
énoncé précis :

Théoréme 2.2 (Tumanov [73]). Soit ¢ un point de M etV un voisinage
de q dans M. Si M est minimale en q, il exviste N = N(q,V) un voisinage
de ¢ dans C" et C = C(q,V) un céne conveze ouvert non vide de R? tels
que toute fonction CR continue sur V s’étend holomorphiquement au wedge

W(N,C) (cf. figure 3).

e

Rd

Imy

0 C x R,

FiGUre 3. Toute fonction CR continue sur V' s’étend holomorphi-
quement au wedge W = W(N, C)

Dans le but d’étudier les propriétés d’extension de certaines classes de
fonctions définies sur M (voir la Section 3), il est nécessaire de “découper”
I’espace affine complexe C™ en “tranches” : pour a € C™ suffisamment proche
de z,, nous noterons E, C C" le sous-espace affine complexe {z = a} de
dimension complexe d. La sous-variété CR M, := M N E, est analytique
réelle, totalement réelle (c’est-a-dire, de dimension CR nulle) et de dimension
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réelle maximale dans F,. En effet, comme M est générique dans C", M N
E, est générique dans F,; de plus, les équations de M N E, sont Imy, =
Gr(a,a,Rey), k=1,...,d, et donc codimg, M N E, = d. Si W est un wedge
associé¢ a M, W, := W N E, est un wedge associé¢ a M, dans E,,.

L’application s : z — (z, ¢(T, x,y)) définie pres de p est analytique réelle
en x et anti-holomorphe en y. De plus, s est une involution sur un voisinage
de p dans C" et M est invariante par s; nous dirons donc que s est une
symétrie par rapport a M, analytique réelle et partiellement anti-holomorphe.
Les deux assertions précédentes caractérisant une symétrie par rapport a M
sont faciles a vérifier :

(i) Ona ¢(Z,x, (T, x,y)) —y = 0, car pour x € C™ proche de z, fixé, cette
application est anti-holomorphe et s’annule sur la sous-variété générique
M, C E,;

(ii) Vu (1.1), il est trivial que s laisse M invariante.

REMARQUE 2.3. Nous pouvons donner une autre construction, plus
géométrique, de la symétrie s. Soit @ € C™ suffisamment proche de z,. Il
existe un voisinage V' (resp. V') de Rey, (resp. Imy,) dans R?, tel que M,
est définie sous la forme d’un graphe Imy = G(a, @, Rey) dans V := VE+i V1,
Alors, 'application

o,: VECR! — M,CE, ~C¢
T — r+iG(a,a,r)

est un difféomorphisme analytique réel entre V® et M,. Par complexification,
nous définissons 'extension holomorphe de ®, a 'ouvert V' (que nous notons
toujours @, par abus de notation),

o,: VcC! — E,~C¢
n — y=n+1iG(a,a,n),

qui est biholomorphe et analytique réelle par rapport a a. Remarquons
qu’apres le changement de variables holomorphe @, : E, ~ C¢ — C4,y + 7,
analytique réel par rapport a a, M, est définie dans V' C C? par Imn = 0.

Nous définissons alors la symétrie o par rapport a M par o : z —
(x,P,(P;1(y))). Cette symétrie o a les mémes propriétés que s. En fait,
o = s, puisque pour tout x fixé, ces deux applications sont anti-holomorphes
dans E, et coincident sur la sous-variété analytique réelle générique M.,.

Pour un wedge W associé¢ a M, le wedge symétrique de VW est par
définition W* := s(W). Ce n'est pas exactement un wedge, selon la
Définition 2.1, mais il contient de “vrais” wedges de cones arbitrairement
grands mais toujours strictement inclus dans —C' (voir [42], p. 170). Remar-
quons que la relation réciproque W = s(W?) est également vraie, du moment
que W est suffisamment petit.
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Terminons ces définitions et résultats préliminaires par ’observation sui-
vante :

Lemme 2.4. Soient M C C" une sous-variété analytique réelle,
générique, minimale en p € M, et ¢ une fonction CR C*> sur M. Alors,
¢ est analytique réelle au voisinage de p dans M, si et seulement si, ¢ est
holomorphe au voisinage de p dans C".

DEMONSTRATION. La condition suffisante est triviale. Pour la condition
nécessaire, écrivons les équations définissantes de M pres de p sous la forme
(2.1), et notons M, C M la sous-variété analytique réelle, totalement réelle
de dimension maximale et passant par p, définie par :

(2.3) { Imy = G(x,7,Rey),

Imz = Imuxz,.

Il est clair que ¢[y, se prolonge en une fonction ¢, holomorphe dans un
voisinage © de p dans C". (En effet, M, est biholomorphe a R™.) D’autre
part, comme ¢ est CR, elle se prolonge en une fonction ¢ holomorphe sur le
wedge W associé a (p, M) (voir le Théoreme 2.2). On a donc deux fonctions
holomorphes ¢,|wna et ¢lwna définies sur le wedge W N Q et coincidant sur
la sous-variété M, N (2, totalement réelle de dimension maximale, contenue
dans 'edge de W N Q. Par le principe d’unicité au bord (voir [60, 20]), ces
deux fonctions coincident alors sur tout YW N2, ce qui prouve par continuité
au bord que ¢p|pna = @lmna = ¢|mna ; d’ott le prolongement holomorphe ¢,
de ¢ dans le voisinage €2 de p dans C". O

3. Extension méromorphe

3.1. Définition et premieres propriétés de ’anneau de
fonctions R,(M)

Soit R, (M) 'anneau des germes en p des fonctions C* sur M de la forme

(3.1) h(z) = H(z,%,9(2)),

oug=(g1,...,9xk) sont des germes en p de fonctions CR C* sur M et H est
une fonction holomorphe prés de (p, 7, ¢(p)). Remarquons que les opérateurs
CR L; sont des dérivations de 'anneau R,(M ). Soit h un représentant d’'un
germe de R,(M) défini sur un voisinage ouvert connexe U de p dans M.
Supposons que M est minimale en p et soient respectivement U := N (p, U),
[:=C(p,U) et W:=W(U,T) le voisinage de p, le cone et le wedge donnés
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par le théoreme de Tumanov (voir le Théoreme 2.2). Soient U’ := M NU C U
I'edge et W?* := s(W) le wedge symétrique (voir la Section 2).
Nous pouvons maintenant énoncer un premier résultat d’extension :

Lemme 3.1. Si M est minimale en p, la fonction h s’étend en une

fonction analytique réelle I dans W (resp. h® dans WS) C*> jusqu’a l’edge
U’, et anti-holomorphe (resp. holomorphe) par rapport a y.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, nous prolongeons h & W en utilisant
I’extension holomorphe a un wedge des fonctions CR. Puis, nous prouvons
I’extension a W?; cette propriété est I’analogue du principe de symétrie de
Schwarz pour des wedges dans C”, au lieu de demi-domaines dans C.

Ftape 1 : Extension a un wedge des fonctions CR. Supposons que la
fonction h est donnée par (3.1), pour z € U. Puisque chaque g; est une

fonction CR sur U, elle admet un prolongement holomorphe g; a W (voir
le Théoreme 2.2). Alors, en notant ¢ = (g1,..., k), l'extension de h a W

donnée par N
h(z) == H(s(2), 7, 9(2))
est clairement analytique réelle et anti-holomorphe par rapport a y.

FEtape 2 : Principe de réflexion. L’extension de h a WW*® donnée par

(3.2) h?(z) := h(s(z))
est analytique réelle et holomorphe par rapport a . ]

Les fonctions de R,(M) ne sont ni CR, ni analytiques réelles. Néanmoins,
elles vérifient le principe d’unicité au bord suivant :

Lemme 3.2. Soit h définie comme ci-dessus et supposons que M est
minimale en p. Si h s’annule sur un ouvert non vide V de U’, h =0 sur U’.

DEMONSTRATION. D’apres le Lemme 3.1, h admet une extension:f; dans
W, analytique réelle et anti-holomorphe par rapport a y. Bien que h s’an-
nule sur la sous-variété générique V', cela ne prouve pas que h = 0, car le
principe d’unicité sur une sous-variété générique du bord (du type [60, 20])
est faux pour les fonctions analytiques réelles de plusieurs variables. Soit %
la projection de V' sur CJ* par 7 : (z,y) + x. Pour tout a € V', h est anti-
holomorphe dans W, et s’annule sur V N E,, qui est un ouvert non vide de
M,, sous-variété totalement réelle de dimension maximale de E,. Le principe
d’unicité au bord (voir [60, 20]) implique alors que h|yy, = 0. Puisque M
est un graphe au-dessus de CJ* x R, (voir (2.1)), V' est un ouvert non
vide de CI'. Par conséquent, lorsque a décrit V', W, remplit un ouvert de
W. Ainsi, la fonction analytique réelle h s’annule sur un ouvert non vide de
W elle s’annule donc identiquement sur V. Par continuité jusqu’a l'edge,

h|U/ = 0. [l
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Corollaire 3.3. Si M est minimale en p, R,(M) est un anneau intégre.

DEMONSTRATION. Soient hy et hy des germes de fonctions de R,(M)
tels que hihy = 0. Supposons que h; Z 0 au voisinage de p dans M, c¢’est-a-
dire, que pour tout voisinage W de p dans M, hy|w # 0. Il existe alors un
ouvert non vide V' de M, suffisamment proche de p, tel que hy s’annule sur V.
Finalement, le Lemme 3.2 s’applique et ho = 0 au voisinage de p dans M. [

3.2. Enoncé de la propriété d’extension méromorphe

Soit ﬁp(]\/[ ) le corps quotient de I’anneau integre R, (M) (voir le Corol-

laire 3.3) et S,(M) le sous-corps de ﬁp(]\/[ ) constitué des fonctions CR sur
M, en dehors de leur lieu singulier. Plus précisément, les éléments de S,(M)
sont de la forme ¢ = hy/hy oU hy,hy € R,(M), hoy # 0 et ¢ est CR sur
M\ ¥ pres de p avec ¥ := {z € M presde p : ha(z) = 0}. Par le prin-
cipe d’'unicité ci-dessus (voir le Lemme 3.2), ¥ est un fermé d’intérieur vide
de M. Pour le vérifier, raisonnons par ’absurde. Si U'intérieur Int(X) de X
n’était pas vide, nous pourrions appliquer le Lemme 3.2 a un point ¢ du bord
J(Int(X)) de Int(X). Ceci prouverait que ¥ contient un voisinage de ¢ dans
M, et contredirait le fait que ¢ € d(Int(X)).
Le résultat principal de la Section 3 est le suivant :

Proposition 3.4. Si M est minimale en p, tout germe ¢ € S,(M)
s’étend méromorphiquement a un voisinage de p dans C".

La démonstration (technique) de cette proposition est détaillée dans les
Sections 3.3-3.5 ci-dessous.

Dans la situation ou 1 n’a pas de singularité en p, nous avons le résultat
plus fort suivant :

Proposition 3.5. Si M est minimale en p, tout germe ¢ € R,(M), CR
sur un voisinage de p dans M, s’étend holomorphiquement a un voisinage de
p dans C™.

La démonstration de ce résultat est bien plus simple (voir la Section 3.5)
que celle de la Proposition 3.4. Toutefois, nous avons réellement besoin de
la Proposition 3.4 pour démontrer le Théoréeme 1.2 (voir la Remarque 4.5,
qui souligne la nécessité de diviser des éléments de R,(M) entre eux, dans
la démonstration du Lemme 4.4).
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3.3. Théoreme de I’*“edge of the wedge” et méromorphie
séparée

Proposition 3.6. Soit ¢ € S,(M). Si M est minimale en p, il existe un
wedge W? en p tel que i s’étend méromorphiquement a YW*.

DEMONSTRATION. La démonstration de cette proposition est divisée en
trois étapes.

Etape 1 : Théoréme de Tumanov et principe de réflexion. Soient hi et
hy # 0 des représentants de germes de R,(M) définis dans un voisinage
ouvert connexe de p dans M. Quitte a réduire le voisinage de p considéré,
on peut supposer que hy et hy sont définis sur tout M et que M est mini-
male en tout point ¢ € M ; en effet, la minimalité est une propriété ouverte
sur une sous-variété CR analytique réelle (car dans ce cas, étre minimale
équivaut a étre de type fini, au sens [16]; voir aussi la Section 1). Soit
Y= {z € M : hy(z) = 0} et supposons que le quotient ¢ := h;/hs est
CR sur M\ X; en d’autres termes, ¢ € S,(M). Soit U € M un voisinage ou-
vert, connexe et relativement compact de p dans M. Comme a la Section 3.1,
soient respectivement U, I', W, U’ et W? le voisinage de p, le cone, le wedge,
I'edge et le wedge symétrique associés a (p,U) par le théoreme de Tumanov
(voir le Théoreme 2.2).

D’apres le Lemme 3.1, h; admet une extension h? a W#, qui est analytique
réelle et holomorphe par rapport a y, pour j = 1,2. Par conséquent, m :=
h3/h% est une extension de ¢ a W* méromorphe par rapport a y.

FEtape 2 : Théoréeme de |’ “edge of the wedge” dans chaque tranche. Nous
utilisons les notations suivantes : pour a € C™, E, := {z = a} désigne une
“tranche” de C" comme 4 la Section 2; A¥(a, p) désigne le polydisque ouvert
de C¥ de centre a et de rayon p > 0 et si @ = 0, nous écrivons A’; = A¥0,p);
C>(D), O(D) et M(D) désignent respectivement ’anneau des fonctions C*,
holomorphes et méromorphes sur le domaine D C C".

Soit ¢ un point de U’ \ ¥ et soit V un voisinage de ¢ dans U’ \ .
Puisque M est minimale en ¢ (voir I’étape 1), le théoreme de Tumanov (voir
le Théoreme 2.2) donne un voisinage V := N(¢,V) de ¢, un cone convexe
ouvert A := C(q,V) et un wedge W* := W(V,A) d’edge V' := M NV, tels
que toute fonction CR continue sur V' s’étend holomorphiquement a W*. En
particulier, ¢ s’étend holomorphiquement a W* (cf. figure 4); par abus de
notation, nous notons aussi m cette extension.

Par un souci de simplification des notations, nous supposerons que ¢ est
I'origine 0. Nous pouvons de plus supposer que m n’a pas de singularité
dans le wedge W¥ = W* NV (quitte & réduire V). Soit I'* un sous-cone
strict, arbitrairement grand, de ’enveloppe convexe de —I' U A et soit W le
wedge W(V,T*). (Rappelons que —1I est le cone du wedge W?.) Pour tout
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Rd

Imy

0 Cr x R,

FIGURE 4. La fonction 1 s’étend holomorphiquement au wedge W*

a € A", e > 0 suffisamment petit, nous utilisons les notations suivantes :

W =W NE, Wi =W NE, W =WINE, et V! :=V'NE,.

Lemme 3.7. Soit h € O(W*) tel que pour tout a € A", h, := h|g, €
OWS'UWH) NC>Ws"UW: U V). Alors, h s’étend holomorphiquement a
WE prés de 0.

DEMONSTRATION. Soit a € A”" et notons y, := 0+ G(a,@,0) € E, ~ C]
le point de M, tel que Rey, = 0. D’apres le théoreme de 1’“edge of the
wedge” d’Afrapetyan [1] (voir aussi [10]), il existe un voisinage N, de y, dans
E, ~ C? tel que h, s’étend holomorphiquement & W N N, (cf. figure 5).
Quitte a réduire e > 0, nous pouvons supposer que pour tout a € A",
N, D A¢ § > 0, puisque pour a = 0, 0 € Ny. Donc, h est holomorphe en y
dans W*N (A™ x A¢) et holomorphe en toutes les variables dans W*. Par le
théoreme de Hartogs, h est donc holomorphe dans W* pres de 0. O

En appliquant le Lemme 3.7 a la fonction m, nous obtenons que m est
holomorphe dans W* pres de 0. En particulier, m est holomorphe dans un
domaine non vide €' C W*.

Etape 3 : Propagation de la méromorphie et méromorphie séparée. Le
lemme suivant prouve que la propriété de méromorphie d’un quotient de
fonctions analytiques réelles se propage automatiquement a tout le domaine
de définition :

Lemme 3.8. Soient Q' C Q des domaines non vides de C" et soient
hy et hy # 0 des fonctions analytiques réelles dans 2. Si m = hy/hy est
méromorphe dans €', m est méromorphe dans tout ).

DEMONSTRATION. Quitte & réduire ', nous pouvons supposer, sans
perte de généralité, que hy ne s’annule pas dans (V'
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FIGURE 5. Le théoreme de 1’“edge of the wedge” s’applique dans
chaque tranche F,

Cas 1 :n =1, 0 et Q sont des disques. Ce cas est traité dans [25],
Lemma 3.6. Soit ¢’ le centre de Q. Pour ¢ € €2, notons v le segment fermé
[/, (]. Soit hy (resp. hg) lextension holomorphe de hi|y (resp. haly) a un

voisinage I" de 7y (cf. figure 6). Nous pouvons supposer que hy ne s’annule pas

FIGURE 6. Cas 1:Q et Q sont des disques de C

dans ' NI (quitte a réduire I'). Par conséquent, m := hy /%2 est holomorphe
dans €' NT et coincide avec m sur {2’ N ~. Par le principe d'unicité, m = m
dans €X' NTI'. Ainsi, la fonction hihe — hohy, analytique réelle dans I', s’annule
sur ' NT. Elle s’annule donc dans tout I' et m|r = m est méromorphe.
(Notons que I'on avait réellement besoin que cette fonction analytique réelle



52 Chapitre 2. Analyticité d’applications CR C*

s’annule sur un ouvert de C, car le principe d’unicité est faux pour une
fonction analytique réelle dans C s’annulant simplement sur une courbe.)
Ce raisonnement étant valable pour tout ¢ € (), cela démontre que m est
méromorphe dans tout 2.

Cas 2 : n > 2, Q et Q sont des polydisques. Supposons que
O = A"(d,R) et Q = A"(¢, R). Nous prouvons par récurrence que la
méromorphie de m se propage successivement a chaque direction complexe
de C™. Raisonnant par récurrence sur k = 0,...,n, nous supposons que
m est méromorphe dans A*((c1,...,c), R) x A" *((¢}4,...,c,), R'), pour
un certain k € {0,...,n — 1}. Pour chaque ¢ € AF((ci,...,ck),R) et
¢ e A"M((d g, .-, ¢,), R) tels que hy ne s’annule pas identiquement

sur A’ = {¢} x AN, R) x {¢'}, nous appliquons le cas 1 & A’ et
A = {¢} x Alcgyr, R) x {¢'} (cf. figure 7), ce qui prouve que m|a est

¢ Q

Cnfkfl

Q/

CI A A

b
EEN 2

(¢ C;e+1) (¢, Chy1) Ck+1

FIGURE 7. Cas 2 : Q' et Q sont des polydisques de C"

méromorphe. Par conséquent, d’apres le théoreme de méromorphie séparée
de Rothstein (voir [65] ou [69]), nous obtenons que m est méromorphe dans
AR ((e1, .. ), B) X AR Y(¢ by, ... ), RY).

Cas 3 : Cas général. Soit ¢ un point de . Pour chaque ¢ € €, soit
7 une courbe simple C*° compacte joignant ¢’ et ¢ et soit (A},..., A”) un
recouvrement fini de v par des polydisques de 2. Le cas 2 implique que la
méromorphie de m se propage de A} a A}, et nous obtenons que m est
méromorphe dans un voisinage de (, pour tout ¢ € €. O]
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Le Lemme 3.8 s’applique a la fonction m et aux domaines ' C W?* (voir
les étapes 1 et 2) et prouve que m est méromorphe dans tout W#, ce qui
termine la démonstration de la Proposition 3.6. O

REMARQUE 3.9. A ce stade de la démonstration, nous pourrions facile-
ment conclure que m s’étend méromorphiquement pres de p, si la direction
d’extension a un wedge en p des fonctions CR sur U C M était indépendante
de U. Cette condition est satisfaite, par exemple, si la sous-variété M est de
type fini en p avec tous les nombres de Hormander égaux (voir [18] et les tra-
vaux proches de [8]). Sous cette hypothese, “poussant” M a l'intérieur de WW*
selon la direction opposée a la direction d’extension (c’est-a-dire, selon une
direction quelconque contenue dans le cone de W*; voir aussi la Section 3.4
ci-dessous), on voit facilement que toutes les fonctions holomorphes dans W?*
s’étendent holomorphiquement pres de p. Un théoreme d’Ivashkovich [47]
assure alors la méme propriété d’extension pour les fonctions méromorphes
et permet de conclure la Proposition 3.4.

REMARQUE 3.10. Par ailleurs, dans la situation ou M est une hypersur-
face, le wedge W* est un c6té de M et le théoreme de Trépreau [72] prouve
directement que toute fonction holomorphe sur le “coté W*” de M s’étend
holomorphiquement a travers M.

3.4. Extension méromorphe a un “wedge attaché” a M

Notons NM := TC"|/TM le fibré normal a M. Soient ¢ un point de
M, n, € N,M un vecteur normal & M en g et W, = W(N,, C,) un wedge en
q. Identifiant N,M avec R?, nous pouvons écrire que C, C N,M. Nous dirons
que W, est de direction ng si ng € Cy. Par définition, “W, est de direction
ng = 07 signifiera que W, est un voisinage de ¢ dans C".

Définition 3.11. Soit €2 un ouvert connexe de M. Le domaine w C C"
est un wedge attaché a Q (voir [55]) 8’1l existe une section C* n : Q@ — NS}
du fibré normal telle que pour tout ¢ € €2, w contient un wedge en ¢ de
direction n(q).

Cette notion de wedge attaché nous autorise a donner un résultat d’ex-
tension méromorphe globale :

Proposition 3.12. Soit M C C" une sous-variété analytique réelle,
générique et minimale en tout point p € M. Soit X2 C M un fermé d’intérieur
vide et soit 1 une fonction CR C* sur M\ X. Supposons que pour tout point
p € M il existe un wedge W, d’edge un voisinage U, de p dans M et une
extension m, € M(W,) de |y,\s. Alors, pour tout ouvert connexve relative-
ment compact Q0 @ M, il existe un wedge w attaché a €} contenant W, pour
chaque p € Q et il existe une extension m € M(w) de |o\x.
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La démonstration de la Proposition 3.12 nécessite quelques lemmes tech-
niques. Le premier lemme est un principe d’unicité au bord (du type [60, 20])
avec des singularités sur 'edge :

Lemme 3.13. Soit W un wedge d’edge U et soit m € M(V) une exten-
sion de ¢ € C*(U\ X). Sip =0, m=0.

DEMONSTRATION. Soit p € U \ X. Il existe un voisinage V de p tel que

m est holomorphe dans W N V. D’apres le principe d’unicité au bord (voir
(60, 20]), m|y, = 0. Alors, par le principe d’unicité pour les applications
holomorphes entre deux variétés complexes connexes (W et P!(C) ici), m = 0.
O

REMARQUE. Nous utiliserons toujours les conventions suivantes :
(i) Tous les cones sont supposés convexes;

(ii) La phrase “un cone C' contient presque un cone C"” signifie que C
contient un sous-cone strict de C’. En pratique, ce sous-cone peut étre
choisi arbitrairement grand ; ainsi, ce léger abus de notation ne pose pas
de probleme dans la suite.

(iii) L’enveloppe conveze d’un sous-ensemble E de R sera notée co(E).

Le lemme suivant est un théoreme de 1’“edge of the wedge” avec des
singularités sur l'edge :

Lemme 3.14. Soit M C C" wune sous-variété analytique réelle,
générique, minimale en un point p € M, et soit U un voisinage ouvert
connexe de p dans M. Soit X C M un fermé d’intérieur vide et soit b une
fonction CR C* sur M\ 2. Supposons qu’il existe des wedges W; d’edge U et
de cones C; et des extensions mj € M(W;) de ¢|ins, pour j = 1,2. Alors,
il existe un wedge W d’edge U’ C U wun voisinage de p dans M et de cone
C' qui contient presque co(Cy U Cs) et il existe une extension m € M(W) de

Yluns.

DEMONSTRATION. Soit h; une fonction holomorphe dans W,. Puisque
M est minimale en p, il existe un wedge W' d’edge U’ C U un voisinage
de p dans M et de cone C tel que toutes les fonctions CR sur U s’étendent
holomorphiquement a W'.

Nous pouvons supposer que le demi-axe des Im z,, positifs est a I'intérieur
du cone C;. Pour d > 0, soit t¢ la translation selon Im z, de longueur +d
et soit U :=t4(U). Alors, hy|ya est CR et s’étend donc holomorphiquement
AW = t4(W’). Selon le théoreme de 1’“edge of the wedge” d’Airapetyan
[1], il existe un voisinage U; C U’ de p dans M et un cone C qui contient
presque co(Cy U C') tels que hy s’étend holomorphiquement au wedge W,*
d’edge U/ := t4(U}) et de cone C. Remarquons que Wi = t,(W}) ot W) est
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le wedge d’edge U7 et de cone (. Faisant tendre d vers zéro, nous obtenons
que hy s’étend holomorphiquement a Wj. Par un théoreme d’Ivashkovich
[47], Penveloppe d’holomorphie et I'enveloppe de méromorphie de I'ouvert
W coincide. Par conséquent, m; s’étend méromorphiquement a Wi. De fagon
similaire, my s’étend méromorphiquement au wedge W, d’edge U), C U’ un
voisinage de p dans M et de cone C4 qui contient presque co(Ce U C”). Nous
pouvons supposer que U; = U, =: U). Par le principe d'unicité (voir le
Lemme 3.13), les extensions de m; et my coincident sur Wi N W5, et nous
obtenons donc une extension m € M(W; UW,) de ¢[u\s.

Toutefois, le cone C] U C§ du wedge W; U W), ne contient pas
nécessairement co(CyUCy) (il n’est méme pas nécessairement convexe). Pour
remédier a cela, nous procédons comme précédemment en appliquant les
théoremes d’Airapetyan et d’Ivashkovich a W] U W}. Ceci prouve que m
s’étend méromorphiquement au wedge W d’edge U” C U, un voisinage de
p dans M et de cone C” qui contient presque co(Ct U CY) (cf. figure 8). Nous

FIGURE 8. La fonction m s’étend méromorphiquement au wedge W

avons donc obtenu l'extension m € M(W") de 9|y y désirée. O

Conservant les notations de la Proposition 3.12, nous pouvons supposer
que les U, sont des traces sur M de boules de C", c’est-a-dire, U, = B(p, R,)N
M, avec R, > 0. Pour € > 0, nous définissons le e-rétrécissement de U, par
Uy == B(p, R, — €¢) N M. Dans la suite, quand un wedge w est attaché a un
ouvert connexe relativement compact €2 € M, nous supposerons toujours
que €2 est une réunion finie de certains U,, c’est-a-dire, 2 = Uj_, U, . Ainsi,
nous pouvons aussi définir le e-rétrécissement de €2 par Q° := U;_, Uy .
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REMARQUE 3.15. Soit K un compact de M et (Up, )k=1,.. s U0 recouvre-
ment de K par des ouverts. Alors, il existe € > 0 tel que (U;k)kzl,”_,s est, aussi
un recouvrement de K.

Le lemme suivant permet de “coller” deux wedges attachés :

Lemme 3.16. Soit M C C" wune sous-variété analytique réelle,
générique, minimale en tout point p € M. Soient > C M un fermé dintérieur
vide et ¢ une fonction CR C*® sur M \ X. Soit w; un wedge attaché a un
ouvert connexe relativement compact ; € M et soit m; € M(w;) une ex-
tension de Y|g s, pour j = 1,2. Supposons que Q; N Qo # 0. Alors, pour
tout € > 0 suffisamment petit, il existe un wedge w® attaché a Q¢ := Qf UQS,
contenant la restriction de w; a Q5 pour j = 1,2 et il eviste une extension

mc € M(we) de ¢

DEMONSTRATION. D’apres la Définition 3.11, pour tous p € ; N Oy et
J = 1,2, il existe un wedge W, ; C w; d’edge U, ;, de cone C, ; et de direction
n;j(p), ot n; est la section C> de N(2; associée a w;. D’apres le Lemme 3.14,
il existe un wedge W, d’edge U, C U,; NU,2 et de cone C), qui contient
presque co(Cyp,1 U Cp2) et il existe une extension m, € M(W,) de ¥y \x.

Soit € > 0 et w§ la restriction de w; a Qf, pour j = 1,2. Soit (Up, )k=1,...s Un
recouvrement par des ouverts de 'adhérence Adh(Q§NQS) € M de Q{NQS. Le
domaine w := wiUwsUW,, U---UW,_ est un wedge attaché a Q := Q{UQS.
En effet, nous construisons une section C* du fibré normal en utilisant une
partition C* de 'unité associée au recouvrement de Adh(€Q§ U Q) € M par
Q et Qy et en utilisant le fait que C,, contient presque co(Cp, 1 U Cy, 2),
pour k = 1,...,s. Vu le Lemme 3.13, les fonctions m; sur w;, j = 1,2, et
my, sur W, , k =1,...,s, coincident sur les intersections de ces wedges, ce
qui donne une extension méromorphe m¢ de ¥|gax a w*. O]

QE\E.

FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.12. On considere
(Up, Jk=1.....s un recouvrement par des ouverts de Adh(€2) et soit € > 0 tel que
(U, Jk=1.....s est toujours un recouvrement de Adh(€2) (voir la Remarque 3.15).
Nous prouvons par récurrence sur v € {1,...,s} qu’il existe un wedge w,
attaché a Q, = Up”/*U---UUL/*, contenant les Wy, k=1,...,v, et une ex-
tension m, € M(w,) de ¥|q,\x. Pour v = 1, I'énoncé est clair avec w; = W,
et m; = m,,. Supposons que I'énoncé est vérifié pour un certain v > 1. Selon
le Lemme 3.16, nous pouvons coller ensemble les wedges W, , et w,, pour
¢/s. Ceci donne I'énoncé pour v + 1.

Pour v = s, nous obtenons un wedge wy attaché a €25 D €2, et une exten-
sion my € M(ws) de ¥]g,\x. Finalement, nous prenons pour w la restriction
de ws a Q et m := m|w. Pour raffiner le résultat, nous collons w avec tous les
W,, p € Q, et étendons m a ce domaine plus grand (le Lemme 3.14 suffit). [
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3.5. Déformation de la sous-variété M

FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.4. On suit les no-
tations de la Section 3.3 ; nous supposons que M est minimale en tout point
q € M et que U € M est un voisinage de p dans M, ouvert, connexe et
relativement compact. Alors, pour tout point ¢ € U, la Proposition 3.6 s’ap-
plique et il existe un wedge W; d’edge U, et une extension méromorphe m,
de ¢|Uq\2 a W;

Puis, par la Proposition 3.12, nous pouvons “coller ensemble” les wedges
W, et obtenir un wedge w® attaché a U tel que Y|y s’étend a w® en une
fonction méromorphe m* et tel que w* contient le wedge W .

Enfin, a I’aide d’une partition C*° de I'unité (comme pour le Lemme 3.16),
nous pouvons appliquer une petite déformation C* a U dans la direction de
n®, la section C* du fibré normal a U associée au wedge attaché w®. Nous
supposons que cette déformation dépend de facon C*° du parametre d > 0
et que la déformation est Iidentité pour d = 0. Nous notons U¢ C w* la
déformation de U.

Comme le wedge W, est obtenu par des disques analytiques attachés a
U (voir [73]), il existe encore un disque analytique attaché & U?, engendrant
le wedge Wg qui est une petite déformation C* de W,. En particulier, W;l
tend vers W, quand d tend vers zéro. Pour d > 0 suffisamment petit, Wg
est donc “presque symétrique” a Wy, dans le sens ou les cones de Wg et W,
sont d’intersection non vide. Quitte a réduire d > 0, nous pouvons méme
supposer que le cone de Wg contient la direction —n®(p), et par conséquent,
que p € W]‘f (cf. figure 9). Ainsi, une fonction A holomorphe sur w® étant

FIGURE 9. Le point p appartient au wedge Wg

CR sur U?, elle s’étend holomorphiquement & Wg, qui contient p pour d > 0
suffisamment petit. Nous obtenons donc que ’enveloppe d’holomorphie de
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w® contient un voisinage de p, et par le théoreme d’Ivashkovich [47], nous
concluons que m® s’étend méromorphiquement a ce voisinage de p. O

Dans la situation ou ¢ n’a pas de singularité en p, la démonstration de
la propriété d’extension (holomorphe) est grandement simplifiée :

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.5. Soit 1 le représentant d’un
germe de R,(M) défini sur un voisinage ouvert connexe U de p dans M et sup-
posons que 1 est CR sur U. Par le théoreme de Tumanov (voir Théoreme 2.2),
1 s’étend holomorphiquement a W et par le Lemme 3.1, ¥ s’étend a W?*
comme fonction holomorphe en y, ou W est le wedge associé a (p,U) et W?*
est le wedge symétrique. Maintenant, par le théoreme de I’ “edge of the wed-
ge” classique (voir [59]) appliqué dans chaque tranche E, et par le théoreme
de Hartogs, nous concluons que v s’étend holomorphiquement & un voisinage
de p dans C™. O

4. Principe de réflexion généralisé

Soient M C C™ une sous-variété analytique réelle générique, p un point
de M et P un point de l'espace affine complexe CV, N > 1. Soient G =
(G1,...,Gnr) des fonctions CR C* sur un voisinage de p dans M et R;(Z, W),

=1,..., D, des fonctions holomorphes sur un voisinage de (P, G(p)) dans
CN x CN'. Nous considérons le systeme d’équations en F
(S) R(F(2),G(z))=0, l=1,....,D, z€ M,

ot F': M — C¥ est une application CR C* définie pres de p telle que
F(p)=P.

Définition 4.1. La wvariété caractéristique en p du systeme d’équations
(S) est le sous-ensemble analytique complexe V,(S) C CV défini au voisinage
de P par les équations en Z,

L*R(Z,G(-))|[, =0, pourtousli=1,...,D et aeN".

Le principe de réflexion “généralisé” suivant généralise [24], Proposi-
tion 3, en codimension supérieure :

Théoréme 4.2. Soit F': M — C¥ une application CR C* avec F(p) =
P satisfaisant le systéme d’équations (S). Si M est minimale en p et si la

dimension de V,(S) en P est zéro, F est analytique réelle sur un voisinage
de p dans M.
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Ce théoreme s’applique au probleme de I'analyticité d’une application CR
C*™ entre variétés analytiques réelles défini a la Section 1; le Théoreme 1.2
s’obtient comme un cas particulier du Théoreme 4.2 :

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2. La principale hy-
pothese du probleme considéré est la condition fondamentale f(M) C M’,
équivalente au systeme d’équations :

p(f(2), fz) =0, k=1,....,d, z€M.

Ce systeme d’équations est un cas particulier du systeme (5) avec F' = G = f
et Ry = pi, k = 1,...,d. Clairement, V,(f) = V,(5) et le Théoreme 4.2
s’applique, prouvant que f est analytique réelle sur un voisinage de p dans
M (et se prolonge donc holomorphiquement & un voisinage de p dans C",
d’apres le Lemme 2.4). O

La démonstration du Théoreme 4.2 est divisée en trois lemmes, que nous
énoncons et prouvons maintenant :

Lemme 4.3. Soit F : M — CV une application CR C*® avec F(p) =
P satisfaisant le systéme d’équations (S). Si la dimension de V,(S) en P

est zéro, chaque fonction composante F;, 7 = 1,..., N, est algébrique sur
Uanneau R,(M).

DEMONSTRATION. (Voir le Chapitre 1, Proposition 3.1, pour un résultat
et une démonstration analogues, dans le cadre algébrique.)

Dans la suite, tous nos raisonnements seront localisés en p. Appliquant
les opérateurs L® = L{* ... L% au systeme d’équations (S), nous obtenons

(41)  LOR(F(2),G(2)) =0, l=1,....D, a €N", z € M.

Puisque F' est CR, nous pouvons réécrire (4.1) sous la forme

(4.2)  HP(2,7 DPIG(2),F(2)) =0, 1=1,...,D, a € N", » € M,
ou les H* sont des fonctions holomorphes pres de (p, p, DIMG(p), P) et

18
DG = (a g)
0z |BI<A, v=1,...,.N’

désigne les dérivées partielles de G jusqu’a l'ordre A ; DAG est parfois appelé
le jet d’ordre A de G. Les équations de V,(S) sont clairement équivalentes
aux suivantes :

HX(p,p, DI*!G(p), Z) =0, 1l=1,...,D, a € N™.

Vu (4.2), ces équations sont vérifiées pour Z = P, et donc, P € V,(9).
Puisque I'anneau Op des germes en P des fonctions holomorphes sur un
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voisinage de P dans CV est ncethérien, il existe un entier naturel A tel que
V,(S) est donné pres de P par les équations

(4.3) HX(p,p, DI*!G(p), Z) =0, 1=1,...,D, |a| < A.

Modifiant légerement les fonctions H[*, nous pouvons réécrire (4.3) sous la
forme plus pratique

H{(p, B, DAG(p), Z) =0, 1=1,...,D, |a| < A.

Soit ¥ I'ensemble analytique complexe défini pres de I := (p, p, DAG(p), P)
par les équations

H(z,(,A,Z)=0, [=1,...,D, |a] <A,

ot (z,(,A,Z) désigne les coordonnées canoniques de C*" ™V, désignant
le nombre de composantes du vecteur DG, c’est-a-dire,

K= N’<n+A).
n

(Voir le Chapitre 1, Section 3.1, (3.1), pour un calcul détaillé de ce nombre
k.) Remarquons que V,(S) coincide avec la fibre

V(PJ@DA*G(IJ)) - {Z pres de P : (puz_jv DAG(])), Z) < V}

Puisque cette fibre est supposée de dimension zéro en II, nous pouvons ap-
pliquer le théoreme fondamental de représentation locale des ensembles ana-
lytiques complexes (voir [19], §5.6, Proposition 4). Ce théoréme énonce que
Y est contenu dans ’ensemble analytique complexe Q défini pres de II par
les équations

(44) Qj(zagaA)<Zj):07 J=1...,N,

ou Q;(z,(, A)(Z;) est un polynome de Weierstrass en Z; avec des coefficients
holomorphes en (z,(,A). Combinant (4.2), (4.4) et la relation V C Q, nous
obtenons

(4.5) Q;(2,%, DAG(2))(F;(2)) =0, j=1,...,N, z€ M.

Nous pouvons interpréter ce résultat comme une détermination analytique
finie de F' par le jet d’ordre A de G.

La condition (4.5) signifie que chaque F; annule sur M un polynome a
coeflicients dans R,(M), ce qui termine la démonstration du Lemme 4.3. [J

Lemme 4.4. Soit ¢ une fonction CR C*™ définie dans un voisinage de
p dans M. Supposons que M est minimale en p. Si ¢ est algébrique sur le
corps ﬁp(M), ¢ est algébrique sur le corps M,, des germes en p de fonctions
méromorphes.
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DEMONSTRATION. L’hypothése signifie qu’il existe d > 1 et oy, € ﬁp(]\/[),
k=0,...,d—1, tels que

(4.6) 4+ ag 10T - +ag=0, sur M pres de p,
en dehors du lieu singulier des ay. Considérons
(4.7) ¢ 4 Bs_1° L+ 4+ By =0, sur M pres de p,

une équation polynomiale de la forme (4.6) de degré minimal §. Pour tout
Jj =1,...,m, nous appliquons l'opérateur CR L;, qui est une dérivation du

corps ﬁp(M ), & (4.7). Puisque ¢ est CR, nous obtenons
(4.8) (L;Bs )"t + -+ (L;iB) =0, sur M pres de p.

Nécessairement, pour tout k = 0,...,0 — 1, L;8; = 0 au voisinage de p
dans M, en dehors du lieu singulier (3. Sinon, soit ky > 1 le plus grand
entier tel que L,8, # 0 et divisons alors (4.8) par L;[,. Nous obtenons une
contradiction avec le fait que (4.7) est de degré minimal.

REMARQUE 4.5. Signalons que le fait de diviser entre eux des éléments
de R,(M) dans (4.8) est inévitable, comme cela apparait clairement dans
le raisonnement par ’absurde précédent. Remarquons que l’apparition de
singularités en p est un phénomene tout a fait naturel et prévisible dans notre
situation. En effet, nous traitons dans ce chapitre du probléeme de I’analyticité
de f au point p, et il nous est donc “interdit” d’éviter les singularités en p
en nous placant en un autre point de M, arbitrairement proche de p. Tout
cela justifie la nécessité de la proposition technique d’extension méromorphe
au point p (voir la Proposition 3.4).

Nous avons prouvé que les §, sont dans S,(M) ; d’apres la Proposition 3.4,
il existe donc une extension méromorphe m; de [, au voisinage de p, pour
tout k. Ainsi, ¢ satisfait I’équation polynomiale & coefficients méromorphes

(4.9) ¢ +ms_10° L+ +mg=0, sur M pres de p,

en dehors du lieu singulier des my, c’est-a-dire, ¢ est algébrique sur le corps

M, des germes en p des fonctions méromorphes sur un voisinage de p
dans C". O]

Lemme 4.6. Soit ¢ une fonction CR C*> définie dans un voisinage de
p dans M. Supposons qu’il existe 6 > 1 et hy, k = 0,...,0, des fonctions
holomorphes pres de p dans C", tels que

(4.10) hst® +---+hy=0, sur M prés de p.

Alors, ¢ est analytique réelle sur un voisinage de p dans M.
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DEMONSTRATION. Soit ¥ : (M,p) — (RL,0), I = 2m + d, un
difféomorphisme analytique réel local. La fonction v := ¢ o U~ est C*
pres de 0 et les a; := hj o ™! sont analytique réels prés de 0. Dans ces
coordonnées, (4.10) est transformée en
(4.11) ag)’ + - 4+ag=0, sur R pres de 0.

Nous pouvons supposer que ¢(0) = 0 et que les a; n'ont pas de facteur

commun (en tant qu’éléments de 'anneau des séries entieres convergentes
R{z1,...,2;}). Notons I'y, le graphe de ¢ au-dessus d'un voisinage de 0 dans
R!. C’est une sous-variété C* de R!*? passant par 0. Notons Y le sous-
ensemble analytique réel de R, x C,, ~ R"*? défini dans un voisinage de 0
par ’équation

(4.12) as(z)w’ + -+ + ag(x) = 0.
Vu (4.11), I'y, C Y dans un voisinage de 0.
Lemme 4.7. I'y, et Y ont la méme dimension en 0.

Alors, d’apres un théoreme de Malgrange [51], Chapter VI, Proposi-
tion 3.11, I'y est une sous-variété analytique réelle et par conséquent 1 est
analytique réelle sur un voisinage de 0 dans R'. O

REMARQUE 4.8. La méthode utilisée pour démontrer le Lemme 4.6
suit les idées de [5], Lemma 2.7. Cependant, la démonstration concise du
Lemme 4.7 que nous donnons ci-dessous utilise uniquement des notions de
base d’algebre commutative (voir, par exemple, [78]) et simplifie la méthode
basée sur la théorie de I’élimination appliquée dans [5], Lemma 2.7, et [6],
Lemma 5.1.

DEMONSTRATION DU LEMME 4.7. La dimension de I'y en 0 est [. No-
tons que (4.12) se décompose en deux équations réelles. Par conséquent, la
dimension de Y en 0 est [ ou [ 4 1. Soit S I’ensemble des zéros communs des
aj. Pour x ¢ S, (4.12) détermine w a un nombre fini de possibilités pres, c’est-
a-dire que Y est un revétement analytique ramifié a d feuillets au-dessus de
R\ S pres de 0. Ainsi, la dimension de Y en de tels points est 1. Nous étudions
maintenant I’ensemble singulier S. Clairement, S x C C Y. Donc, pour prou-
ver que dim Y = [, il suffit de prouver que dim .S <[ — 2. Il est plus facile (et
suffisant) de prouver que dim¢S < [ — 2, ou S est le sous-ensemble analy-
tique complexe de C' défini pres de 0 par les équations aj(z) = 0,5 =0,...,4d.
Dans ces équations, nous considérons les a; comme des éléments de I’anneau
des séries entieres convergentes C{z1, ...,z }. Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que pour tout j = 0,...,d, a; Z 0, a;(0) = 0 (sinon,
un tel a; n’apporte aucune contribution dans les équations définissantes de
S), et a; est irréductible (sinon, nous ferions le raisonnement suivant avec
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chaque facteur irréductible de a;). Soit A; le sous-ensemble analytique com-
plexe irréductible {a;(z) = 0} de dimension [ — 1 dans C'. Puisque les a; sont
sans facteur commun, il existe deux indices j; # jo tels que a;, # aj, a une

unité de C{z,..., 2} pres, c’est-a-dire, A;, et A;, ne coincident pas pres de
0. Alors, dimg A, N Aj, =1 — 2 (voir [78], Chapter VIII, §9, Corollary 2) et
dimg S <1 —2. O

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 4.2. On montre que pour
tout 7 = 1,..., N, F} est algébrique sur le corps ﬁp(M ), en appliquant le
Lemme 4.3. Puis, le Lemme 4.4 prouve que Fj est algébrique sur le corps M,,,
c’est-a-dire, vérifie une équation polynomiale a coefficients méromorphes du
type (4.9). Multipliant cette équation par le plus petit commun multiple des
dénominateurs des coefficients, nous obtenons une équation polynomiale a
coefficients holomorphes du type (4.10). Alors, le Lemme 4.6 implique que
chaque Fj est analytique réelle sur un voisinage de p dans M. ]

5. Variété caractéristique et finitude
essentielle

Pour un difféomorphisme CR C*°, la notion de variété caractéristique est
reliée a la notion de finitude essentielle, de la fagon suivante :

Lemme 5.1. Si f : M — M’ est un diffcomorphisme CR C*> entre des
sous-variétés M, M' C C" analytiques réelles génériques, p € M, p' € M’ et
f(p) =7, Vo(f) coincide avec A}, dans un voisinage de p'.

REMARQUE 5.2. Ce résultat est bien entendu I’analogue dans le cas ana-
lytique du Chapitre 1, Lemme 2.10, ot I'on démontre que V,(f) = A, pour
f un biholomorphisme induisant un difféomorphisme CR entre deux sous-
variétés algébriques réelles.

DEMONSTRATION. Soit M’ C C™ une sous-variété analytique réelle
générique de codimension d’ et de dimension CR m/. Comme a la Section 1,
nous pouvons écrire les équations de M’ pres du point p’ € M’ sous la forme

(5‘1> y”(} :¢2)(?7I,7y,)7 k: 17“'7d,7

ot C¥ 3 2/ = (2/,y) € C"™ x C¥ est un systeme de coordonnées holo-
morphes locales pres de p' = (27, y,,) et les ¢ (', 2', ") sont des fonctions ho-
lomorphes pres de (x_;, ,,,y,) satisfaisant gbﬁﬁ(x_;,, ') = 6 (&2, Y) = Y
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k=1,...,d. Les opérateurs

& /
b7 =2+ ey L o
oxy <= O] oy,
forment une base (commutant) des opérateurs CR de M’ et les opérateurs
conjugués de fagon complexe, puis complexifiés,
/

o Lo 9
5.2 L) = “ (2! 2,y
52) L) =g+ X5t BBy

j=1,...,m/,

forment une base (commutant) des opérateurs holomorphes tangents a Q;/,
la variété de Segre de M’ associée au p’ (voir la Section 1). Dans (5.2),

nous avons utilisé la notation ¢(Z) := ¢(Z) pour une fonction holomorphe
¢ quelconque. Par ailleurs, pour tout o € N nous notons £'“ 'opérateur
composé L'* = L1* ... L], . 1l est facile de prouver la version “courbe”
suivante du principe d’unicité pour les fonctions holomorphes :

Lemme 5.3. Une fonction R holomorphe prés de p' s’annule identique-
ment sur (), si et seulement si, L'*R|y =0, pour tout « € N™.

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce lemme qui est triviale.
Puisque f : M — M’ est un difféomorphisme CR C*®, n = n’, m = m/
et d = d'. Remarquons que A}, est 'ensemble des points 2" proches de p’ tels

que pj(+,2') s’annule identiquement sur Q;,, pour tout k = 1,...,d. Vu le
Lemme 5.3, 2" € A/, si et seulement si,

(5.3) L)y =0, k=1,...,d, a € N

ce qui est clairement équivalent (apres conjugaison complexe) a

(5.4) L0 (2 )|y =0, k=1,...,d, «a € N"

Les “tirés en arriere” K; = f*L;», 7 = 1,...,m, forment une base des

opérateurs CR de M. Puisque (5.4) est équivalent a
Kep(Z, f()]p =0, k=1,...,d o€ N™

(5.4), et par conséquent (5.3), est équivalent a

(5.5) Lo (2 f( D=0, k=1,....,d, « € N™.
Ceci prouve que A, coincide avec V,(f) pres de p'. ]

REMARQUE 5.4. Dans la démonstration du Lemme 5.1, nous avons rem-
placé I'égalité Q, = Q), entre ensembles analytiques complexes (voir la Sec-
tion 1) par un systeéme infini d’équations analytiques complexes (5.3) qui
représente 1’égalité des germes en p’ des ensembles analytiques complexes
Q% et Q. Notons que par le théoreme de Neether, on peut remplacer (5.3)
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par un sous-systeme fini, représentant alors I’égalité des jets d’ordre A en p’
des ensembles @', et @Q,, pour un certain entier A € N.

Le Lemme 5.1 permet de donner une nouvelle caractérisation de la fini-
tude essentielle :

Proposition 5.5. La sous-variété M C C™ analytique réelle générique
est essentiellement finie en p, si et seulement si, la dimension de V,(idy) en
p est zéro, ou idy; désigne application identité de M.

DEMONSTRATION. C’est direct, vu le Lemme 5.1. O

6. Fin des démonstrations

Nous donnons maintenant la fin des démonstrations des corollaires du
Théoréme 1.2.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.3. Vu le Théoréme 1.2, le Lem-
me 5.1 donne directement la conclusion. O

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.4. Supposons que p = p’ = 0 et
utilisons des coordonnées du type (1.2), 2/ = (2/,¢) € C”‘ix C, telles que
M’ est donnée pres de 0 par des équations du type (1.1), v/ = ¢'(«/, 2/, y),
ou ¢/ (&, 2',y") est holomorphe pres de (0,0,0) et satisfait
(6.1) ¢'(0,2",y') = ¢'(£.0,¢) = .

Ecrivons f = (f’, f,) dans ces coordonnées. Par un raisonnement sur les
séries formelles, on montre que si f est de multiplicité finie en p et si M’ est

essentiellement finie en p’, le sous-ensemble analytique complexe Wy(f) C
C"~! défini par les équations en 2/,

LY@/ (f'(-),2',0)|o =0, pour tout o € N*~ 1,
est de dimension zéro (voir [7]). Rappelons que la variété caractéristique
Vo(f) est donnée par les équations en 2/,

(6.2) Lo (Z, f()|o =0, pour tout o € N*~1,

ot nous pouvons choisir p'(/,2/) = ¢'(2/,2',9') — v comme fonction
définissante de M’'. Pour a = (0,...,0), (6.2) implique que ¢/(0,2",y') — 0 =
y" = 0. Donc, (6.2) est équivalent & L*(¢'(f'(+),2',0) — fu(*))]o = 0, pour
tout o € N*~1. Vu (6.1), L®f,|o = 0, pour tout € N"~!, ce qui implique
que Vo(f) coincide avec Wy(f) pres de 0, et est donc de dimension zéro en
0. Le Théoreme 1.2 s’applique donc, prouvant que f est analytique réelle sur
un voisinage de p dans M.
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Notons que I’hypothese de minimalité sur M est superflue. En effet, si
M’ est essentiellement finie en p’ et si f est de multiplicité finie en p, M
est essentiellement finie en p (voir [7], Theorem 3). Puis, comme M est une
hypersurface, M est alors nécessairement minimale en p. O

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.5. Le fait que f soit K-non
dégénérée en p implique directement par le théoreme des fonctions impli-
cites holomorphe que la dimension de la variété caractéristique V,(f) est
zéro en p’; le Théoréeme 1.2 donne alors la conclusion. O

REMARQUE 6.1. Dans la situation du Corollaire 1.5, la démonstration du
Théoreme 1.2 est grandement simplifiée : dans le Lemme 4.3, le théoreme des
fonctions implicites holomorphe montre que f;(z) = H;(z,%Z, DAf(2)), pour
j=1,...,n et z € M, ou les H; sont holomorphes pres de (p,p, DAf(p)) et
DA f(z) désigne le jet d’ordre A de f en z; en d’autres termes, f; € R,(M).
I n’est donc pas nécessaire d’utiliser notre outil technique principal (Pro-
position 3.4) dans cette situation, et la version simplifiée (Proposition 3.5)
qui traite du cas non singulier prouve directement que chaque f; s’étend

holomorphiquement au voisinage de p.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.6. Il suffit de remarquer que la
variété caractéristique V,(f) définie dans ce chapitre (Définition 1.1) et la
premiére variété caractéristique V) définie au Chapitre 1 (Définition 1.1)
coincident pour une application f holomorphe au voisinage de p. O



CHAPITRE 3

Feuilletages holomorphes locaux
et analyticité partielle d’applications CR C*

Soit f : M — M’ une application CR C* entre une sous-variété analy-
tique réelle générique M C C", n > 1, et un sous-ensemble analytique réel
M’ C C". Dans ce chapitre, nous prouvons que si M est minimale et si M’
ne contient pas de courbe complexe, f est analytique sur un ouvert dense de
M. Plus généralement, nous établissons une estimation supérieure de I’analy-
ticité partielle de f, en fonction des feuilletages holomorphes locaux contenus
dans M'1!.

Rappelons que la présentation détaillée de ce chapitre se trouve dans 1'In-
troduction, page 9. Décrivons brievement le plan de ce chapitre. La Section 1
donne des énoncés précis de notre résultat principal et de ces corollaires.
Dans la Section 2, en exploitant les résultats et les idées du Chapitre 2,
nous établissons des résultats techniques préliminaires, essentiels pour la
démonstration de notre résultat principal. La Section 3 est consacrée a I’étude
du “degré d’analyticité partielle” de I’application f; nous étudions en parti-
culier sa régularité, son lien avec 'analyticité de f, et nous le comparons au
“degré de transcendance” de f (voir [25]). Dans la Section 4, nous décrivons
la géométrie du plus petit ensemble analytique complexe 7,(f) contenant le
graphe de f et prouvons que I'ensemble analytique réel Z,(f) N 71 (M) se
projette dans M’ par 7/, ot 7w : C* x C* — C" et @' : C* x C¥ — CV
désignent les projections canoniques. La Section 5 concerne la propriété de
feuilletage local par des variétés complexes de 7,(f) N 71 (M), et le trans-
fert de ce feuilletage par 7’. Enfin, nous donnons a la Section 6 la fin des
démonstrations de notre résultat principal et de ces corollaires.

1. Enoncés des résultats

Soient M C C", n > 1, une sous-variété analytique réelle générique,
M’ € C" un sous-ensemble analytique réel, p € M, p' € M', et f: M — M’

! Les résultats de ce chapitre font 'objet d’'un article [27] prépublié et soumis pour
publication.
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une application CR C™ telle que f(p) = p'. Désignons par 7,(f) le germe
en (p,p’) de Pensemble analytique complexe défini par 'intersection de tous
les sous-ensembles analytiques complexes de C*t" contenant le graphe de
f au voisinage de (p,p’). Le degré d’analyticité partielle de f en p est par
définition I'entier naturel deg, f := dim 7,(f) —n (voir [24]). La variété CR
M est dite minimale en p (au sens de Tumanov [73]) si elle ne contient
pas de sous-variété CR stricte passant par p et de méme dimension CR que
M. L’ensemble analytique réel M’ est dit (r,s)-plat en p/, s > 1, r > 2s
(voir [22, 52, 24, 25]), s’il contient une sous-variété analytique réelle N’
de dimension r et passant par p’, feuilletée par des variétés complexes de
dimension s, ¢’est-a-dire biholomorphe au produit cartésien N x D, ou N est
une sous-variété analytique réelle de C”, v € N, et D est un domaine borné
de C®.
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 1.1. Soit f : M — M’ une application CR C> entre une sous-
variété analytique réelle générique M C C" et un sous-ensemble analytique
réel M' ¢ C¥, p € M, p € M' et f(p) = p'. On suppose que M est
minimale en p et que le degré d’analyticité partielle de f est constant égal
a s sur un voisinage de p dans M ; on note r le rang maximal de f sur
ce voisinage. Alors, il existe un fermé d’intérieur vide > C M tel que pour
tout ¢ € M \ X suffisamment proche de p, M' est (r',s)-plat en f(q), pour
un entier ' > r. En particulier, M' est (1, s)-plat en des points de f(M)
arbitrairement proches de p'.

Ce théoreme généralise en codimension supérieure le résultat récent de
Coupet-Pinchuk-Sukhov (voir [24], Théoreme 2). La nouveauté de notre tra-
vail réside principalement dans le passage en codimension supérieure, qui
implique, comme au Chapitre 2, des difficultés techniques importantes. Nous
exploitons ici les idées et les résultats du Chapitre 2, Sections 3 et 4, qui re-
posent sur la manipulation de domaines de type “wedge” et sur 'utilisation
d’outils adaptés.

REMARQUE 1.2. Sous les hypotheses du Théoreme 1.1, on obtient en fait
la conclusion plus forte suivante : pour tout ¢ € M\ X suffisamment proche de
p, M’ contient une sous-variété analytique réelle N’ de dimension r’, passant
par f(q), et biholomorphe au produit cartésien N x D, ou N est une sous-
variété analytique réelle de C¥, v € N, et D est un domaine borné de C*. De
plus, N’ contient l"image f(M) de l'application f, dans un voisinage de f(q).

L’énoncé suivant est un corollaire du Théoreme 1.1; il donne une esti-
mation supérieure du degré d’analyticité partielle de f sous une hypothese
géométrique simple :



1. Enoncés des résultats 69

Corollaire 1.3. Soit f : M — M’ une application CR C* entre une sous-
variété analytique réelle générique M C C™ et un sous-ensemble analytique
réel M ¢ CV, p e M, p € M et f(p) = p/. Si M est minimale en p et
si M' ne contient pas de variété complexe de dimension s au voisinage de
P, il existe un fermé d’intérieur vide ¥ C M tel que pour tout ¢ € M \ 2
suffisamment proche de p, deg, f < s.

En particulier, comme f est analytique sur un ouvert dense de M si son
degré d’analyticité partielle est nul, on obtient :

Corollaire 1.4. Soit f : M — M’ une application CR C* entre une sous-
variété analytique réelle générique M C C" et un sous-ensemble analytique
réel M' CC¥,pe M, p € M' et f(p) =p'. Si M est minimale en p et si M’
ne contient pas de courbe complexe au voisinage de p', il existe un voisinage
V de p dans M tel que f est analytique réelle sur un ouvert dense de V' (et
se prolonge donc holomorphiquement a un voisinage dans C" de cet ouvert
dense de V).

Dans le cas particulier o M C C" et M’ € C¥, n’ > n > 1, sont des
hypersurfaces analytiques réelles pseudo-convexes, telles que M ne contient
pas de courbe complexe et M’ est strictement pseudo-convexe, I'analyticité
de f sur un ouvert dense de M a été démontrée par Forstneric [41]. Il est
important de noter que notre résultat (Corollaire 1.4) s’applique a des si-
tuations bien plus générales, en particulier dans le cas ou M et M’ sont des
variétés de codimensions supérieures.

Nous insistons sur le fait que le Théoreme 1.1 prouve des résultats plus
forts que les Corollaires 1.3 et 1.4, ou I’hypothese géométrique sur M’ est
réduite a la propriété de ne pas contenir de feuilletage holomorphe local ;
c’est ce que nous exposons dans le paragraphe suivant.

En combinant les résultats de ce chapitre (Corollaire 1.4) et du Chapitre 1
(Corollaire 1.7), nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 1.5. Soit f : M — M’ une application CR C™ entre une sous-
variété algébrique réelle générique M C C" et un sous-ensemble algébrique
réel M' C C¥, pe M, p € M et f(p) =p'. Si M est minimale en p et si
M’ ne contient pas de courbe complexe au voisinage de p', f se prolonge en
une application holomorphe algébrique sur un voisinage dans C* d’un ouvert
dense de M prés de p (et se prolonge donc en une application algébrique
compleze sur tout C").

(Nous nous référons au Chapitre 1, Section 1.1, pour les définitions
ayant trait a l'algébricité.) Ce résultat généralise, par exemple, la situation
considérée dans [46].

Nous raffinons maintenant les Corollaires 1.3 et 1.4 et donnons une hy-
pothese plus faible sur M’ qui porte sur la propriété de ne pas étre loca-
lement feuilleté par des variétés complexes, au lieu de simplement ne pas
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contenir de variété complexe. La sous-variété CR analytique réelle M’ c C"
est dite s-holomorphiquement dégénérée en p' € M’ §'il existe s champs de
vecteurs holomorphes indépendants, a coefficients holomorphes, tangents a
M’ dans un voisinage de p’; lorsque s = 1, nous dirons simplement que
M’ est holomorphiquement dégénérée en p' (voir [70, 9, 4, 52, 22, 25]).
Remarquons que si M’ est s-holomorphiquement dégénérée en p/, M’ est
(r,s)-plate pour r = dim M’ en tout point ¢ € M’ \ ¥ suffisamment
proche de p/, ou ¥ est un sous-ensemble analytique réel strict de M.
Réciproquement, il est évident que si M’ est (r,s)-plate en p’ pour r =
dim M’, M’ est s-holomorphiquement dégénérée en p’. Bien entendu, nous
dirons que M’ est s-holomorphiquement non dégénérée en p’ si elle n’est pas
s-holomorphiquement dégénérée en p’, et qu’elle est s-holomorphiquement
non dégénérée si elle est s-holomorphiquement non dégénérée en tout point.

Cette notion de non dégénérescence holomorphe nous permet de donner
une condition sur M’ plus faible que celle du Corollaire 1.3, et tout aussi
géométrique, pour 'analyticité partielle de f :

Corollaire 1.6. Soit f : M — M’ une application CR C* entre deux
sous-variétés analytiques réelles génériques M C C" et M' ¢ CV, p € M,
p € M et f(p) = p'. Si M est minimale en p, si f est une submersion
en p et si M’ est s-holomorphiquement non dégénérée, il existe un fermé
d’intérieur vide ¥ C M tel que pour tout ¢ € M \ ¥ suffisamment proche de

p, deg, [ <s.

En particulier, lorsque s = 1, on obtient une condition géométrique sur
M’ plus faible que celle du Corollaire 1.4 :

Corollaire 1.7. Soit f : M — M’ une application CR C* entre deux
sous-variétés analytiques réelles générigues M C C" et M' ¢ CV, p € M,
p € M et f(p) =p'. Si M est minimale en p, si f est une submersion en
p et si M' est holomorphiquement non dégénérée, il existe un voisinage V.
de p dans M tel que f est analytique réelle sur un ouvert dense de V' (et
se prolonge donc holomorphiquement a un voisinage dans C™ de cet ouvert

dense de V).

Signalons enfin que I’hypothese selon laquelle M’ ne contient pas de
courbe complexe au voisinage de p’ (voir le Corollaire 1.4) est une condi-
tion nécessaire a 'analyticité de toutes les applications CR C* a valeurs
dans M’, comme le montre I'exemple classique suivant :

Exemple 1.8. Soit M C C" une sous-variété analytique réelle, générique,
minimale en p € M, telle qu’il existe une fonction ¢ CR C* sur M, non
analytique en p. (Sinon, il est bien évidemment vain de chercher & construire
une application f : M — M’, CR C* et non analytique!) On peut supposer,
sans perte de généralité, que ¢(p) = 0. Soit, par ailleurs, M’ Cc C* un
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sous-ensemble analytique réel contenant une courbe complexe C passant par
le point p’ € M'. Il existe un biholomorphisme ® : D; — D, entre deux
domaines bornés Dy 3 p’ et Dy 3 0 de C', ®(p') = 0, tel que ®(C N D;) =
{(0,...,0)} x A, o A désigne le disque unité de C. Alors, lapplication
f: M — M’ définie par f(z) = ®71(0,...,0,¢(z)) pour z € M suffisamment
proche de p, est CR C*, mais n’est pas analytique en p.

2. Résultats préliminaires

Les notations et définitions suivantes sont essentiellement les mémes que
celles du Chapitre 2, Section 1. Ecrivons les équations définissantes de la
sous-variété analytique réelle M C C", pres de p € M, sous la forme usuelle

pe(2,2) =0, k=1,...,d,

ou d dénote la codimension de M et ou les p; sont des fonctions analytiques
réelles, a valeurs réelles, vérifiant dp; A --- A dpg # 0 en p. Nous supposons
de plus que M est générique, c’est-a-dire que dp1 A--- A dpg # 0 en p, ou de
facon équivalente, que la dimension CR de M est m := n—d. Par le théoreme
des fonctions implicites holomorphe, nous pouvons écrire les équations de M
pres de p sous la forme

%:gbk(f,x,y), k::la"'7d7

ot C" 3 z = (z,y) € C™ x C? est un systéme de coordonnées holomorphes
locales pres de p = (xp,y,) et les ¢p(&, 2, y) sont des fonctions holomorphes

pres de (T, zp, yp) satisfaisant ¢x(7,, 2, y) = op(&, 2p,y) =y, k= 1,...,d.

Dans la suite, nous utiliserons la notation vectorielle ¢ = (¢4, ..., ¢q). Les
opérateurs
d
0 Oy, 0
Li=—+ E — (T, z,y)—, j=1,...,m,

forment une base des opérateurs CR de M, a coefficients analytiques réels.

Dans cette section (et les suivantes), nous supposerons toujours que la
sous-variété analytique réelle générique M C C" est minimale en p € M
(au sens de Tumanov [73], voir Section 1). Rappelons que comme M est
analytique réelle, elle est minimale en p, si et seulement si, elle est de type
fini en p (au sens de Bloom-Graham [16]). La variété M est alors minimale
en tout point suffisamment proche de p; quitte a réduire le voisinage de p
considéré, on supposera dans toute cette section (ainsi que dans les suivantes)
que M est minimale en tout point.
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Par ailleurs, nous emploierons toujours la convention suivante : soient M
une variété C*>°, P un point de M et F' une fonction C* sur M ; la phrase
“F # 0 au voisinage de P dans M?” signifiera que pour tout voisinage V' de
P dans M, f|y # 0. En pratique, c’est donc la non nullité du germe de F
en P qui nous intéressera. Remarquons que nous emploierons aussi la phrase
“F' = 0 au voisinage de P dans M” ; mais cette derniere ne pose aucun
probleme d’interprétation.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour que le degré d’ana-
lyticité partielle de s fonctions CR C* sur M soit non maximal, ¢’est-a-dire
strictement inférieur a s :

Lemme 2.1. Soient g = (¢1,...,9s) et u= (uy,...,u), s,t € N, s > 1,
des fonctions CR C* sur un voisinage de p dans M et H(z,(,v,w) une
fonction holomorphe au voisinage de (p, p,u(p), g(p)) dans C?x CyxC}, xC;,.
On suppose que

(2.1) H(z,z,u(2),9(2)) =0
au voisinage de p dans M, et que
(2.2) H(z,zZ,u(z),w) #0

au voisinage de (p, g(p)) dans M, x C5,.
Alors, il existe une suite g, — p de points de M tels que deg, g < s.

REMARQUE 2.2. La démonstration de ce résultat crucial est assez tech-
nique. C’est ici qu’intervient 'hypothese selon laquelle le degré d’analyticité
partielle de f est constant égal a s. En outre, nous exploitons ici les idées et
les résultats du Chapitre 2, Sections 3 et 4.

DEMONSTRATION DU LEMME 2.1. L’idée essentielle de la
démonstration est de chercher a appliquer le théoreme de préparation
de Weierstrass a H(z,(,v,w) par rapport a la derniere variable w,. Pour
cela, il est tout d’abord nécessaire de se placer en un point (2%, (%, 0 w?)
tel que H(2°,¢% 0% w?,...,w? |, -) # 0. On obtient alors un polynéme en
gs(z) dans (2.1). Raisonnant sur un tel polynome, de degré minimal, et
appliquant itérativement les opérateurs CR L; de M qui font baisser son
degré, on démontre que les coefficients de ce polynome sont nécessairement
CR. On obtient finalement une relation holomorphe liant les composantes
de g et permettant donc de conclure.

Nous raisonnons par récurrence sur s € N\ {0} :

Pour s = 1. On peut supposer, sans perte de généralité, que p = 0,
u(p) =0 et g(p) = 0. On développe H sous forme de série entiere en w,

H(z,(,v,w) = ick(z,g,y) wk,

k=0
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ou les ¢ sont des fonctions holomorphes pres de (0,0,0). L’hypothese (2.2)

implique que les fonctions c¢(z,Z,u(2)), & € N, ne sont pas toutes iden-
tiquement nulles au voisinage de 0 dans M. Ainsi, il existe ky € N tel
que cg(2,Z,u(z)) =: ¥(z) € Ro(M) n'est pas identiquement nulle (voir
le Chapitre 2, Section 3.1, pour la définition de l'anneau de fonctions
Ro(M)). D’apres le Chapitre 2, Lemme 3.2, et puisque M est minimale en
0, Y :={z€ M :9Y(z) =0} est un fermé d’intérieur vide dans M.
Fixons un point ¢, arbitrairement proche de 0, dans 'ouvert dense M \ 3
de M. Sans perte de généralité, on peut de nouveau supposer que g = 0,
u(q) = 0 et g(¢g) = 0. Comme H(0,0,0,0) = 0 et H(0,0,0,w) # 0 au
voisinage de 0 dans C,,, le théoreme de préparation de Weierstrass s’applique
a H(z,(,v,w) par rapport a la variable w. On obtient alors, compte tenu de
(2.1), que
d
9'(2) + 3 an(e,7,u2) oH(z) = 0

-1
k=0

au voisinage de 0 dans M, ou d € N\ {0} et les a; sont des fonctions ho-
lomorphes pres de (0,0,0) vérifiant a;(0,0,0) = 0. Comme ax(z,Z,u(z)) €
Ro(M), k = 0,...,d — 1, et comme M est minimale en 0, le Chapitre 2,
Lemme 4.4, s’applique et prouve que ¢ vérifie une équation polynomiale
a coefficients méromorphes au voisinage de 0 dans M. En multipliant les
deux membres de cette équations par le plus petit commun multiple des
dénominateurs, on obtient une équation polynomiale a coefficients holo-

morphes annulant g. Ceci prouve que deg, g = 0.

On suppose le résultat démontré pour s —1 (et pour tout t € N). Comme
pour le cas s = 1, on peut supposer, sans perte de généralité, que p = 0,
u(p) = 0 et g(p) = 0. On écrit w = (W', w,) € C' xC, g =(qg,9s), et on
développe H sous forme de série entiere en w, au voisinage de (0,0,0,0,0) :

k

S

K

H(Z,C,I/,'LUI,U)S) = Ck(z7§7yaw/) w

B
Il

0

ou les ¢, sont des fonctions holomorphes pres de (0,0,0,0). Deux cas se
présentent :

Cas 1. Pour tout k € N, cx(z,Z,u(2),¢'(2)) = 0 au voisinage de 0
dans M. L’hypothese (2.2) implique par ailleurs qu’il existe kg € N tel
que ¢, (z,7,u(z),w') # 0 au voisinage de (0,0) dans M, x C5,'. Ainsi,
I'hypothese de récurrence pour s — 1 s’applique a ¢ et ¢, et prouve que
deg, ¢' < s—1, pour une suite g, — 0 de points de M. On a donc deg, g < s
et la démonstration est terminée.
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Cas 2. 11 existe ky € N tel que ¢, (2,2, u(2), ¢'(2)) #Z 0 au voisinage de 0
dans M. Fixons donc un point ¢ € M, arbitrairement proche de 0, tel que
ko (4,G,u(q), g'(q)) # 0. Sans perte de généralité, on peut de nouveau suppo-
ser que ¢ =0, u(q) =0, ¢’(¢) =0 et gs(¢) = 0. Comme H(0,0,0,0,0) =0 et
H(0,0,0,0,w,) # 0 au voisinage de 0 dans C,,_, le théoréeme de préparation
de Weierstrass s’applique a H(z, (, v, w’, wy) par rapport a la variable w,. On
obtient alors, compte tenu de (2.1), que

(2.3) gi(2) + ) an(z7,u(2), 4 (2) gi(2) =0

k=0
au voisinage de 0 dans M, ou d € N\ {0} et les a; sont des fonctions
holomorphes pres de (0,0, 0,0) vérifiant ax(0,0,0,0) = 0.

On procede alors de facon analogue au Chapitre 2, Lemme 4.4 : on
démontre par I'absurde que pour un polynéme (unitaire) de degré minimal
de type (2.3) annulant g, les coefficients sont nécessairement CR. Puis, on
conclut par ’hypothese de récurrence. Soit donc

0—1

(2.4) 92(2) + Y bil(z,7.9(2).4'(2)) ¢5(2) =0

au voisinage de n dans M, une équation polynomiale de type (2.3) de degré
9 > 1 minimal. Dans I'ensemble des équations polynomiales de type (2.3)
considérées, on fait varier le nombre 7 de fonctions CR C® v = (71,...,7;)
et le point n € M proche de 0 (du moment que le degré § est aussi atteint
pour des points de M arbitrairement proches de 0).

Par souci de simplification des notations, et sans perte de généralité, nous
pouvons de nouveau supposer que = 0, v(n) = 0, ¢'(n) = 0 et gs(n) = 0.
Pour tout j = 1,...,m, on applique 'opérateur CR L; de M a (2.4) et on
obtient

0—1
(2.5) DLy bil(z7.9(2),4'(2)) gi(2) =0

au voisinage de 0 dans M. Les coefficients de (2.5) s’écrivent sous la forme

(2.6) Lj bi(2,2,7(2),9'(2)) = Bik(2,7,1'(2), 4'(2)),
ouI' = (W)v=t,..r» (07/024)v=1,..7. y=1,..n) sont 7+ n7 fonctions CR C*
sur un voisinage de 0 dans M et les 3, sont des fonctions holomorphes pres
de (0,0,0,0). Ainsi, les coefficients de (2.5) sont du méme type que ceux de
(2.3) et (2.4).

Supposons, par l'absurde, qu’il existe des indices jy et ko tels que
Bjo ko (2,2, T(2), ¢'(2)) # 0 au voisinage de 0 dans M. On choisit le plus grand
indice kg vérifiant cette propriété. On fixe un point ' € M, arbitrairement



2. Résultats préliminaires 75

proche de 0, tel que Bj, 1, (0,77, T (1), ¢'(n')) # 0; la fonction holomorphe

Bjo ks admet donc un inverse holomorphe pres de (n/, 1/, (1), ¢'(1')). Ainsi,
(2.5) entraine que

ko—1

(2.7) (=) + Y (B35 Bioa) (2,2, T(2), ¢ (2)) gh(2) = 0

k=0

au voisinage de 1’ dans M. L’équation polynomiale (2.7), du méme type que
(2.4), est de degré ko < 0 ; c’est en contradiction avec le choix de (2.4).
On a donc montré que pour tous j et k,

(2.8) Bik(z,2,1(2),d'(z)) =0

au voisinage de 0 dans M. On cherche a appliquer 'hypothese de récurrence
a une de ces fonctions, mais il faut tout d’abord vérifier la condition (2.2).

Pour chaque indice £k = 1,...,6 — 1, on développe b sous forme de série
entiere en w’,
(29> bk('vav v, U)/) = Z dJ}k(Z,C,V) w/J7

JeNs—1

ou les djj, sont des fonctions holomorphes pres de (0,0,0). Les équations
(2.6), (2.8) et (2.9) entrainent alors que, pour tous j et k,

(2.10) > Ljd(z.779(z) §7(2) =0

JeNs—1

au voisinage de 0 dans M. Comme en (2.6), pour tous j, J et k, on écrit les
coefficients de (2.10) sous la forme

(2.11) L dsi(2,2,7(2)) =052, 2,T'(2)),

ou les 9, sont des fonctions holomorphes pres de (0,0,0). Deux cas se
présentent de nouveau :

Sous-cas 1. 1l existe des indices jo, Jo et ko tels que 6, so.k0 (2,2, ['(2)) £ 0
au voisinage de 0 dans M. Alors,

(2.12) Bioko (2, Z,T(2),w") £ 0

au voisinage de (0,0) dans M, x C5,;'. Ainsi, vu (2.8) et (2.12), 'hypothese
de récurrence pour s — 1 s’applique a g’ et (j, 4, et prouve que deg, ¢ <
s — 1, pour une suite ¢, — 0 de points de M. On a donc deg, g < s et la
démonstration est terminée.
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Sous-cas 2. Pour tous j, J et k, 0, 55(2,Z,1'(2)) = 0 au voisinage de 0
dans M. Cela signifie que pour tous J et k, ¢ 1(2) := dsx(2,%Z,T(2)) est CR
au voisinage de 0. Comme de plus ¢ € Ro(M) et comme M est minimale
en 0, le Chapitre 2, Proposition 3.4, implique que ¢, se prolonge en une
fonction ®;; holomorphe au voisinage de 0 dans C". En fait, la version
“facile” (Chapitre 2, Proposition 3.5) du Chapitre 2, Proposition 3.4, suffit
ici, car ¢, n’a aucune singularité en 0. Vu (2.4) et (2.9), on obtient que dans

un voisinage de 0 dans M,

(2.13) A+ Y @uz) g7 (2) dz) =0
JENs—1
ke{0,...,6—1}

La relation (2.13) implique que le graphe de g est inclus au voisinage de (0, 0)
dans une hypersurface complexe de C" x C?, et donc deg, g < s. Ceci termine
la démonstration du Lemme 2.1. m

Nous aurons besoin a la Section 4 du résultat suivant, dans lequel 1’hy-
pothese (2.2) du Lemme 2.1 est affaiblie :

Lemme 2.3. Soient g = (g1,...,9s), s € N, s > 1, des fonctions CR C*>
sur un voisinage de p dans M et H(z,(,v,w) une fonction holomorphe au
voisinage de (p,p, g(p),g(p)) dans C7 x C¥ x C; x C;,. On suppose que

(2.14) H(z,%Z,9(2),9(2)) =0
au voisinage de p dans M, et que
(2.15) H(z,z,v,w) #0

au voisinage de (p, g(p), g(p)) dans M, x C% x C? .
Alors, il existe une suite g, — p de points de M tels que deg, g < s.

DEMONSTRATION. L’idée est de modifier 'hypothése (2.15) en une condi-
tion plus forte (du type (2.2)) et d’appliquer le Lemme 2.1.

On peut supposer, sans perte de généralité, que p = 0 et g(p) = 0. On
développe H sous forme de série entiere en w,

H(z,(,v,w) = Z cr(z,¢v) w,

JeNs

ou les ¢; sont des fonctions holomorphes pres de (0,0, 0).

Cas 1. 1l existe Jy € N° tel que ¢y,(2,Z,g(z)) # 0 au voisinage de 0 dans
M. Dans ce cas, H(z,Z,g(z), w) # 0 au voisinage de (0,0) dans M, x C? et
la condition (2.2) est alors vérifiée; le Lemme 2.1 implique la conclusion.
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Cas 2. Pour tout J € N°, ¢;(z,%,¢(z)) = 0 au voisinage de 0 dans M.
Comme 'hypothese (2.15) implique par ailleurs qu'il existe Jy € N*® tel que
¢, (2,Z,v) #Z 0 au voisinage de (0, 0) sur M, x C?, le Lemme 2.1 s’applique ici
a la fonction ¢, et donne aussi la conclusion (apres conjugaison complexe).

O

3. Propriétés du degré d’analyticité partielle

Comme a la Section 2, nous supposons dans toute cette section que M est
minimale en tout point. Nous nous référons a la Section 1 pour les définitions
du germe d’ensemble analytique complexe 7,(f) et du degré d’analyticité
partielle deg, f de f en p. Par abus de notation, 7,(f) désignera également
tout représentant du germe d’ensemble analytique complexe 7,(f).

Dans cette section, nous étudions tout d’abord la régularité de deg, f.
Puis, nous établissons 'équivalence entre l'analyticité de f et la nullité de
deg, f, justifiant ainsi la dénomination degré d’analyticité partielle. Enfin,
nous comparons les notions de degré d’analyticité partielle et de degré de
transcendance (voir [25]) d'une application CR C.

3.1. Régularité du degré d’analyticité partielle

REMARQUE 3.1. Vu la définition du degré d’analyticité partielle deg, f
de f en p (voir Section 1), c’est clairement un invariant biholomorphe du
triplet (M, M’, f). (C'est-a-dire que deg, f est invariant par changement de
variables holomorphe local, aussi bien dans ’espace de départ C™ que dans
I'espace d’arrivée C"'.)

Lemme 3.2. Le degré d’analyticité partielle deg, f de f en z est semi-
continu supérieurement par rapport a z € M.

DEMONSTRATION. Soit ¢ un point de M et notons I'y := {(z, f(2)) : z €
M} le graphe de f. Par définition, 7,(f) est un ensemble analytique complexe
défini dans un voisinage U x V de (g, f(q)) dans C"x C"', contenant I' ;N (U x
V). Pour tout z € M N U, ensemble analytique complexe 7,(f) passe par
(z, f(2)) et contient I'y au voisinage de (z, f(z2)). Donc, par définition, 7,(f)
contient 7,(f) au voisinage de (z, f(z)), et donc, pour z € M suffisamment
proche de q,

degz f = dlm(z,f(z)) Z(f) —-n
dim. f(2)) Z4(f) —n

<
< dimg, () To(f) — n = deg, f.

(3.1)
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Ceci prouve que deg, f est semi-continu supérieurement, puisqu’il est a va-
leurs entieres. (Dans (3.1), nous avons utilisé le fait que la dimension d'un
ensemble analytique complexe est semi-continue supérieurement.) O]

Exemple 3.3. Soit la fonction définie sur R par f(z) = e~ 1/7* . Alors,
deg, f = 1, mais pour tout ¢ € R\ {0}, deg, f = 0.

VERIFICATION DE L’EXEMPLE 3.3. Tout d’abord, pour tout ¢ € R\{0},
f(z) := e~ 1/7* est une extension holomorphe de f au voisinage de g. Ainsi,
le graphe I'y de f est inclus dans le graphe de f au voisinage de (g, f(q)), ce
qui implique que deg, f = 0.

Par contre, comme f n’est pas analytique réelle en 0, il n’existe pas de
sous-ensemble analytique complexe de C* de codimension 1 contenant I'y
pres de (0,0), et donc deg, f = 1. Nous le prouvons par 1'absurde : si 7y(f)
était de codimension 1 dans C?, il serait défini par une équation holomorphe

H(z,w) = 0 au voisinage de (0,0). Comme H(z e /") est une fonction
holomorphe pour z # 0 proche de 0, s’annulant sur R\ {0} pres de 0,
(3.2) H(z, e_l/z2) =0, pour z # 0 proche de 0.

Comme 0 est une singularité essentielle de e=*/2*, pour tout point w € C, il
existe une suite z, — 0 de points de C telle que e~ V7 — w. Par passage a
la limite dans (3.2), on obtient que

(3.3) H(0,w) =0, pour w proche de 0.

On écrit H(z,w) = Y, oy Ho(2)w” et H,(2) = 2% G,(2) avec G,(0) # 0,
pour tout » € N. Vu (3.3), H,(0) = 0, et donc o, > 1, pour tout v; ainsi,
a = inf,eya, > 1. On peut donc factoriser z* dans H :

(3.4) H(z,w) = zo‘Zzo‘”’a Gy(z)w” = 2% G(z,w),

veN
avec G holomorphe au voisinage de (0,0) vérifiant G(0,w) # 0. Mais, (3.2)
et (3.4) entrainent alors que G(z, 6_1/22) = 0, pour z # 0 proche de 0; par
le méme argument que pour H, on conclut que G(0,w) = 0, ce qui est une
contradiction. O]

Nous aurons besoin par la suite des résultats suivants, qui sont des corol-
laires directs du Lemme 3.2 :

Corollaire 3.4. Si deg, f est minimum en q € M, il est constant au
voisinage de q dans M. En particulier, sideg, [ =0, deg, f = 0 au voisinage
de q dans M.

DEMONSTRATION. C’est direct, puisque deg, f est & valeurs dans N. [

Corollaire 3.5. [l existe un fermé d’intérieur vide ¥ C M tel que deg, f
est constant sur chaque composante conneze de l'ouvert dense M \ ¥ de M.
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DEMONSTRATION. Soit Y 'ensemble des points de M au voisinage des-
quels deg, f est non constant. C’est un fermé car son complémentaire est
trivialement ouvert. Pour démontrer qu’il est d’intérieur vide, on raisonne
par I’absurde en utilisant le fait que deg, f est semi-continu supérieurement,
a valeurs entieres et minoré par 0. O]

3.2. Lien entre l'analyticité de [ et la nullité de deg, f

Par le principe d’unicité au bord (voir [60, 20]), on obtient facilement le
résultat suivant, qui sera fréquemment utilisé par la suite :

Lemme 3.6. Supposons que l'ensemble analytique compleze T,(f) est
défini dans un voisinage U x V' de (p, p') dans C" x C" et que lapplication f
se prolonge en une application holomorphe f sur un domaine borné D C U
vérifiant une des deux propriétés suivantes :

(a) N := M ND est un ouvert de M NU ;
(b) D est un “wedge” dont I’ “edge” N est un ouvert de M NU.

Alors, le graphe 'z de f est inclus dans T,(f).

DEMONSTRATION. Notons Hi(z,2') = 0, 1l = 1,...,L, des équations
définissantes holomorphes de 7,(f) dans U x V. Pour tout [ = 1,...,L,

I'application ;(2) := H;(z, f(2)) est holomorphe sur le domaine D (quitte a
considérer I'intersection de D avec un voisinage arbitrairement petit de p, on
peut supposer que f(D) C V) et s’annule identiquement sur N. Comme N
est une sous-variété analytique réelle générique de C", le principe d’unicité
au bord (voir [60, 20]) implique que 1, = 0 sur D, pour tout [, ce qui prouve
que I'z C T, (f). O

Le lemme suivant explicite le lien entre le degré d’analyticité partielle et
I’analyticité de f :

Lemme 3.7. Soit f : M — M’ une application CR C* entre une sous-
variété M C C" analytique réelle, générique, minimale enp € M, et un sous-
ensemble analytique réel M’ C C". Si f est analytique réelle au voisinage de
p dans M, deg, f = 0. Réciproquement, si deg, f = 0, il existe un voisinage
V' de p dans M tel que [ est analytique réelle sur un ouvert dense de V.

REMARQUE 3.8. Ce résultat justifie la dénomination degré d’analyticité
partielle :

—sideg, f =0, f est analytique sur un ouvert dense;

— si deg, f = s, au moins s composantes de f sont non analytiques.
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REMARQUE 3.9. Dans le cas ou deg, f = 0, le Lemme 3.7 prouve sim-
plement que f est analytique sur un ouvert dense. Ce résultat peut sembler
faible; il est toutefois suffisant dans notre situation, car les Corollaires 1.3
et 1.6 ne donnent l'estimation deg, f < s que sur un ouvert dense de V, ou
V' est un voisinage de p dans M.

REMARQUE 3.10. Dans la situation ou M est une hypersurface, [11],
Lemma 1, donne 'analyticité de f au voisinage du point p. Pour obtenir la
méme conclusion avec M de codimension supérieure, notre méthode (voir le
Chapitre 2, Lemme 4.6) semble ne pas pouvoir convenir car elle nécessite que
M soit analytique; or, le changement de variables utilisé dans [11] détruit
cette analyticité (voir Remarque 3.11). La solution semble étre de réécrire
entierement la méthode de [11] en codimension supérieure.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.7. La premicre assertion du lemme est
directe. En effet, supposons que f est analytique réelle au voisinage de p dans
M. Elle se prolonge alors en une application f holomorphe sur un voisinage
D de p dans C" (voir le Chapitre 2, Lemme 2.4). Comme le graphe I'; de

f est une variété complexe contenant le graphe de f au voisinage de (p,p’),
T,(f) C I'y par définition. Vu le Lemme 3.6, il est alors clair que Z,(f) = I'y,
et donc deg, f = 0.

Nous démontrons maintenant la seconde assertion du lemme. L’hypothese
est que le graphe I'f de f est inclus dans I'ensemble analytique complexe 7,( f)
de dimension n, c’est-a-dire que f se prolonge comme correspondance (au
sens de Bedford-Bell [11]) au voisinage de (p,p’). Si M est une hypersurface
analytique réelle de C", on peut appliquer [11], Lemma 1, ce qui prouve
directement que f se prolonge holomorphiquement au voisinage de p dans
Cn. Dans le cas général, nous montrons tout d’abord que 7|z, (s est propre,
c’est-a-dire que f se prolonge comme correspondance propre, sur un ouvert
dense O de I'y, ou 7 : C" X C" — C" désigne la projection canonique. Puis,
par le Chapitre 2, Lemme 4.6, on obtient que f est analytique sur 7(O).

REMARQUE 3.11. On aurait pu effectuer un changement de variables
linéaire dans C"* du type @ : (2, 2') + (2+L(z'), 2’) pour obtenir que 7|z, s
est propre en (p,p’), comme dans [11], Lemma 1. Mais un tel changement de
variables ne conserve pas l'analyticité de M (plus précisément, la variété C>
7(®(Iy)) C C", jouant le role de M dans les nouvelles coordonnées, n’est
pas nécessairement analytique réelle), ce qui interdit ensuite I'utilisation du
Chapitre 2, Lemme 4.6. En revanche, ceci n’est pas génant dans le cas de
[11] ol les auteurs consideérent une hypersurface C'.

Supposons donc que deg, f = 0. Comme M est minimale en p, I'ap-

plication CR f se prolonge en une application holomorphe fv sur le wedge
W associé a (p, M) par le théoreme du Tumanov (voir le Chapitre 2,
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Théoréme 2.2). Par le Lemme 3.6, le graphe I'; de f est inclus dans 7,(f). On
peut supposer que 7,(f) est irréductible. (En effet, par le principe d’unicité,
il existe une unique composante irréductible 7 de 7,(f) qui contient I' 73 par
continuité au bord, elle contient aussi I'f et on peut donc remplacer 7,(f) par
T.) Notons T,(f)|w = T,(f)N7~'(W). La restriction 7|7 (s),, est propre car
I'z C T,(f)lw, car ces deux ensembles analytiques complexes sont de méme
dimension n et car 7T|Ff est un biholomorphisme sur son image W. Ainsi, les

fibres W‘;;l( p(2), pour z € W, sont de dimension zéro. Soit R I'ensemble des
points (z, 2') € T,(f) tels que la fibre W‘;;l( 1(2) soit de dimension strictement

positive. D’apres [40], Theorem 3.6, R est un sous-ensemble analytique com-
plexe (strict, dans notre situation) de 7,(f) et m est localement propre sur
(/) \R.

I s’agit maintenant de vérifier que I'y N'R est un fermé d’intérieur vide
de I'y au voisinage de (p,p’). C’est évidemment un fermé. Supposons, par
I’absurde, qu’il existe une suite ¢, — p de points de M tels que pour tout n,
il existe un voisinage de (g, f(gn)) dans I'; inclus dans R. Ainsi, R est un
ensemble analytique complexe de dimension < n contenant I'; au voisinage
de (gn, f(gn)). Vu la démonstration du Lemme 3.6, R doit alors aussi contenir
la variété complexe I' 7 de dimension n; d’ou la contradiction. Puisque 7|p ;
est un difféomorphisme sur M, ¥ := 7(I'y NR) est un fermé d’intérieur vide
de M.

Soit ¢ € M \ ¥, suffisamment proche de p. La fibre W];;}(f)(q) est de
dimension zéro, et 7|7, (s est propre au voisinage de (¢, f(q)) (voir [19], §3.5).
On peut donc appliquer le théoreme fondamental de représentation locale
des ensembles analytiques complexes (voir [19], §5.6, Proposition 4, ou [43],
Chapter III, Section A, Theorem 10). Ce théoreme établit que 7,(f) est inclus
au voisinage de (¢, f(¢q)) dans un ensemble analytique complexe Q défini pres
de (q, f(q)) par les équations

(3.5) Qr(z; 2,) =0, k=1,....n,

ot Qx(z; z},) est un polynome de Weierstrass en z;, a coefficients holomorphes
en z. Comme I'y C 7,(f), (3.5) entraine que

(3.6) Qr(z; fe(2) =0, k=1,...,n

pour z pres de ¢ dans M. Enfin, le Chapitre 2, Lemme 4.6, appliqué a chaque
équation de (3.6), prouve que fi est analytique réelle au voisinage de ¢, pour
k=1,...,n. Ainsi, f est analytique réelle en tout point ¢ de 'ouvert dense
M\ ¥ de M, pour ¢ suffisamment proche de p. O

REMARQUE 3.12. Dans la démonstration du Lemme 3.7, nous avons
considéré 'ouvert dense des points de M au-dessus desquels la projection
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|z, (s) est propre. Nous aurions pu considérer les points de M au-dessus des-
quels la projection |7, (s est un biholomorphisme local (c’est aussi un ouvert
dense de M, vu le Lemme 4.2) et la démonstration aurait été alors grande-
ment simplifiée, puisque 7\7’;}( N aurait donné directement le prolongement
holomorphe local de f.

3.3. Comparaison entre le degré d’analyticité partielle
et le degré de transcendance

Un rappel de certaines notions de base d’algebre commutative est
nécessaire (voir [77], Chap. I, §817 et 18, et Chap. II, §§1, 3, 5 et 12, et
aussi [49], Chap. VII, §1, et Chap. X, §1, pour les démonstrations et pour
des compléments).

Soient k et K deux corps tels que k£ C K. Nous dirons que K est une
extension de corps de k, et nous noterons K/k. Soit @ € K. Nous dirons
que « est algébrique sur k s’il existe un polynoéme non nul P € k[X] tel
que P(a) = 0, et transcendant sinon ([77], Chap. I, §17). De méme, les
éléments aq,...,q; € K seront dits algébriquement dépendants sur k s’il
existe un polynome non nul P € k[Xy,..., X, tel que P(ay,...,qq) = 0,
et algébriquement indépendants sinon ([77], Chap. I, §18). L’extension de
corps K/k est dite algébrique si tout élément de K est algébrique sur k, et
transcendante sinon ([77], Chap. II, §3).

Soient ay, ..., € K. Le corps engendré sur k par aq, ..., a; est le plus
petit sous-corps de K contenant k et les a;, 7 =1,...,¢. C’est aussi le corps
des fractions rationnelles en oy, . . ., a4, a coefficients dans & ; nous le noterons
k(aq, ..., o) ([77], Chap. II, §1). Plus généralement, on a la méme définition
pour un sous-ensemble quelconque L C K : le corps engendré sur k par L
est le plus petit sous-corps de K contenant k et L. C’est aussi le corps des
fractions rationnelles en un nombre fini d’éléments de L, a coefficients dans
k ; nous le noterons k(L) ([77], Chap. II, §5).

Soit K /k une extension de corps et L C K un sous-ensemble. Nous dirons
que L est un ensemble de transcendance sur k si tout sous-ensemble fini de
L est algébriquement indépendant sur k. Nous dirons de plus que L est une
base de transcendance de K/k si L est un ensemble de transcendance mai-
mal, c’est-a~dire si L n’est pas un sous-ensemble strict d’un autre ensemble
de transcendance. Un ensemble de transcendance L est une base de trans-
cendance de K /k, si et seulement si, K est une extension algébrique de k(L)
([77], Chap. II, §12). Toutes les bases de transcendance de K/k ont le méme
cardinal ([77], Chap. II, §12, Theorem 25), appelé degré de transcendance de
K /E et noté deg. tr K /k. 1l est clair que K/k est une extension algébrique, si
et seulement si, deg. tr K/k = 0.
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Nous appliquons maintenant cette terminologie des extensions de corps
algébriques ou transcendantes au probleme considéré dans ce chapitre. Soit
f M — M’ une application CR C* entre une sous-variété M C C™ analy-
tique réelle, générique, minimale en p € M, et un sous-ensemble analytique
réel M’ C C"'. Notons C3>“#(M) I'anneau des germes en p des fonctions CR
C*® sur M pres de p. Cet anneau est integre, d’apres le principe d'unicité au
bord (voir [60, 20]); nous notons C;“#(M) son corps des fractions. Nous
notons également O, (resp. M,) Panneau (resp. le corps) des germes en p
des fonctions holomorphes (resp. méromorphes) au voisinage de p dans C".
On a donc une extension de corps @,OO’CR(M)/MP. Les fj,7=1,...,n/, étant
des éléments de C2o“f(M), My(fi,..., fu)/ M, est une extension de corps
et on appelle degré de transcendance de f en p le degré de transcendance de
cette extension :

deg.tr, f := deg. tr M, (f1, ..., fu)/ M,.

REMARQUE 3.13. Les fonctions fi,...,f, sont algébriquement
dépendantes s’il existe un polynéme P € M,[Xy,...,X,] tel que
P(fi,...,f,) = 0 au voisinage de p dans M, en dehors des singula-
rités des coefficients méromorphes de P. Ceci est clairement équivalent a
I'existence d'un polynéme Q) € O,[Xy,...,X,] tel que Q(f1,...,f,) =0
au voisinage de p dans M (apres multiplication par le plus petit commun
multiple des dénominateurs des coefficients).

Il est clair que :

Lemme 3.14. Soit f : M — M’ une application CR C* entre une sous-
variété M C C" analytique réelle, générique, minimale en p € M, et un
sous-ensemble analytique réel M’ C C". Alors, f est analytique réelle au
voisinage de p, si et seulement si, deg.tr, f = 0.

DEMONSTRATION. La condition nécessaire est triviale, et il reste & voir
la condition suffisante. L’hypothese deg. tr,, f = 0 implique que extension de
corps My, (fi1,-.., fur)/ M, est algébrique. Ainsi, chaque composante f; est
algébrique sur M,,, et donc annule un polynome a coefficients holomorphes,
au voisinage de p dans M (voir Remarque 3.13). Le Chapitre 2, Lemme 4.6,
permet alors de conclure que chaque f; est analytique réelle au voisinage de
p dans M. O

La notion de degré de transcendance de f en p a été introduite par
Coupet-Pinchuk-Sukhov [25] dans le cas ou M est une hypersurface ana-
lytique réelle et M’ est un ensemble algébrique réel. Toutefois, la notion de
degré de transcendance d’'une extension de corps avait déja été utilisée dans
une situation proche dans [22] : les auteurs considéraient le corps des germes
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en p des fractions rationnelles sur C*, F, = C(zy,...,2,), et extension
Fu(fi,..., fw) engendrée par les composantes de I'application f holomorphe
au voisinage de p dans C". Dans cette situation, le degré de transcendance
de lextension F,(f1,..., fu)/F, est lié aux propriétés d’algébricité de 'ap-
plication holomorphe f.

REMARQUE 3.15. Cette notion de degré de transcendance de f en p n’est
pas un invariant biholomorphe du triplet (M, M’, f). En effet, un changement
de variables holomorphe local non algébrique de I'espace d’arrivée C* peut
le modifier (voir I’Exemple 3.16). Notons toutefois que cette notion est par-
faitement adaptée au probleme étudié dans [25], ou les auteurs considerent
une application CR C*®, f : M — M’, a valeurs dans un sous-ensemble
algébrique réel M' C C". Dans ce cadre, deg. tr, f est alors un invariant (a
biholomorphisme local de C" pres et biholomorphisme algébrique local de
C" pres).

Exemple 3.16. Soit la fonction f : R, — C? définie par : Vo € R,
filz) = fo(x) = e V%", Alors, deg.tr, f = 1. Effectuons maintenant le
changement de variables holomorphe (non algébrique) dans C?, donné par
®: 2 — 2 = (2},e% —1). La fonction f s’écrit dans ces nouvelles coor-
données f:=®o f:z— (e exp(e /") = 1), et deg. try f = 2.

VERIFICATION DE L’EXEMPLE 3.16. Tout d’abord, { f1} est une base de
transcendance de Mo(f1, f2)/ Mo, et donc deg.tr, f = 1. En effet, f; est
transcendante sur M, (méme démonstration que pour 'Exemple 3.3), et
f1, fo sont algébriquement dépendantes (f; — fo = 0).

Par contre, il n’existe pas de polynome P € Oy[ X1, X3| tel que P(f1, f2) =
0 au voisinage de 0 dans R, et donc deg.tr, f = 2. Nous le prouvons par
I’absurde. Soit donc

d
P(z; X1,X2) = Y c(2) X7 X4

v,pu=0

un polynome en (X7, X5), a coefficients holomorphes en z pres de 0, annulant
f au voisinage de 0 dans R. La fonction P(z; e /2" exp(e™'/?") — 1) est
holomorphe pour z # 0 proche de 0 et s’annule sur R \ {0}, donc

(3.7) Z Cupu(2) e /% (exp(e”VF) — 1" =0,

v,u=0

pour z # 0 proche de 0. Comme 0 est une singularité essentielle de e~/ 2%

pour tout point w € C, il existe une suite 2z, — 0 de points de C telle que
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e~/ — w. Par passage & la limite dans (3.7), on obtient que
d
(3.8) Z Cu(0) w” (e —1)* = 0.
v,u=0

Les fonctions {w”, (¥ — 1)"}, ,en étant linéairement indépendantes, (3.8)
entraine que ¢, ,(0) = 0, pour tout v, = 0,...,d; on peut donc facto-
riser z*» dans c¢,,, avec oy, > 1, et donc factoriser z* dans P, avec
a = inf, -0 4o, > 1. Donc, P(z; Xi,Xs) = 2°Q(z; X1, X3), avec
Q0; w,e” — 1) £ 0, et (3.7) entraine que Q(z; e~ /** exp(e™/*") — 1) = 0,
pour z # 0 proche de 0. Puis, le méme argument que pour P prouve ’ana-
logue de (3.8) pour @, c’est-a-dire Q(0; w,e” — 1) = 0; d’ou la contradic-
tion. O

Nous énoncons maintenant une relation de comparaison entre le degré
d’analyticité partielle (voir Section 1 et [24]) et le degré de transcendance
(voir Section 3.3 et [25]) :

Proposition 3.17. Soit f : M — M’ une application CR C* entre une
sous-variété M C C™ analytique réelle, générique, minimale en p € M, et
un sous-ensemble analytique réel M’ C C*. Alors,

(3.9) deg, f < deg.tr, f.
L’exemple suivant prouve qu’il peut y avoir inégalité stricte dans (3.9) :

Exemple 3.18. Soit la fonction f : R, — C? définie par : Vz € R,
filz) = eV et folz) = exple ¥**) — 1. Alors, deg, f = 1, mais

VERIFICATION DE L’EXEMPLE 3.18. On a déja vu que deg, f;1 = 1
(Exemple 3.3). De plus, le graphe de f est inclus dans le sous-ensemble analy-
tique complexe de C?z,zg,zg) défini par : 25 = e —1, et donc dim To(f) < 2. Au
total, deg, f = 1. Par ailleurs, le fait que deg. tr, f = 2 a déja été démontré
dans I’Exemple 3.16. O]

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.17. Notons ¢ := deg.tr, [ le
degré de transcendance de f en p. Cela signifie qu’il existe une base
de transcendance de M, (f1,..., fn)/M, a t éléments parmi fi,..., fu;
on peut supposer qu’il s’agit de {fi,...,f;}. Alors, pour tout j =
t+1,...,0', {fi,..., ft, [;} est algébriquement dépendant sur M, (par
définition d’une base de transcendance), et il existe donc un polynéme
P; € O,[Xy,..., Xy, Xj] tel que Pi(z; fi(2),..., fi(2), f;(2)) = 0 au voisi-
nage de p dans M (voir Remarque 3.13). Il est clair que le graphe de f est
inclus dans le sous-ensemble analytique complexe Q de C** de dimension
n +t défini par les équations Pj(z; 21,...,2,2;) =0, j =t+1,...,n'; par
définition, le degré d’analyticité partielle deg, f de f en p est alors <t¢. [
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4. Projection sur I’ensemble d’arrivée

Nous reprenons les notations de la Section 3 : M est supposée minimale
en tout point, 7,(f) et deg, f sont définis comme & la Section 1.

Dans cette section, nous étudions de fagon plus précise la géométrie de
I'ensemble analytique complexe 7,(f) au voisinage de (p,p’) :

Lemme 4.1. Si deg, [ est constant au voisinage de p dans M, il existe
¥ C M un fermé d’intérieur vide tel que pour tout point ¢ € M\ X suffisam-
ment proche de p, T,(f) est régulier en (¢, f(q)).

DEMONSTRATION. Notons s le degré d’analyticité partielle de f en p. Soit
S := Sing 7,(f) 'ensemble des points singuliers de 7,(f). C’est un ensemble
analytique complexe de dimension strictement inférieure a dim 7,(f) = n+s.
Il s’agit de vérifier que I'y NS est un fermé d’intérieur vide du graphe I'y de f
au voisinage de (p, p'). C’est évidemment un fermé. Supposons, par I’absurde,
qu’il existe une suite ¢, — p de points de M tels que pour tout n, il existe
un voisinage de (g, f(¢,)) dans I'f inclus dans S. Alors, S est un ensemble
analytique complexe de dimension < n + s contenant I'; au voisinage de
(qn; f(@n)), et donc deg, f < s. Comme g, — p, ceci est en contradiction
avec le fait que deg, f est constant égal a s au voisinage de p dans M.

Il existe donc un voisinage U de p dans C™ et un voisinage V' de p’ dans
C" tels que Iy NS N (U x V) est un fermé d’intérieur vide de I'; N (U x V).
Notons 7 : C"xC" — C" la projection canonique et ¥ := 7(T';NSN(U x V)).
Comme 7|r, est un diffeomorphisme sur M, ¥ est un fermé d’intérieur vide
de M NU qui satisfait les propriétés demandées. O

Lemme 4.2. Si deg, [ est constant égal a s au voisinage de p dans M,
il existe ¥ C M un fermé d’intérieur vide tel que pour tout point ¢ € M \ X
suffisamment proche de p, T,(f) peut étre défini au voisinage de (q, f(q)) par

(4.1) v =Ty(z,u),

ot C" 3 2 = (W, V) € C° x C', t =n/ — s, est un systéme de coordonnées
holomorphes locales, T, est holomorphe prés de (q,9(q)) et f = (g9,h) €
Cs x C".

DEMONSTRATION. On note 7 : C" x C* — C" la projection canonique
et I'y le graphe de f. Soit ¥ C M le fermé d’intérieur vide donné par le
Lemme 4.1 et fixons un point ¢ € M \ ¥ suffisamment proche de p. Comme
M est minimale en ¢, 'application CR f se prolonge en une application f
holomorphe sur le wedge W, associé a (¢, M) par le théoreme de Tumanov
(voir le Chapitre 2, Théoreme 2.2). Le Lemme 3.6 prouve que le graphe T’ 7 de
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f est inclus dans 7,(f). Comme 7r|pf est un biholomorphisme sur W, ouvert
de C", le rang générique de 7|7, (s est égal a n.

Le lieu de branchement de 7|z (s, noté B = {(z,2') € T,(f)
18, o) T|7,(r) < 1}, est un sous-ensemble analytique complexe strict de 7,,(f).
Le méme argument que pour § = Sing7,(f) dans la démonstration du
Lemme 4.1 prouve que I'yNB est un fermé d’intérieur vide de I'; au voisinage
de (q, f(q)) et qu'il existe un voisinage U’ de ¢ dans C™ et un voisinage V' de
f(g) dans C™ tels que ¥ := 7(L; N BN (U’ x V') est un fermé d’intérieur
vide de M NU'. Pour tout point ¢' € (M NU’) \ X', le rang de 7|z, s est
alors constant égal & n au voisinage de (¢, f(¢')) et le théoréme des fonctions
implicites holomorphe termine la démonstration du Lemme 4.2. O

REMARQUE 4.3. Nous avons pu obtenir I'écriture (4.1) de 7,(f) sous
forme de graphe en procédant en deux étapes (Lemmes 4.1 et 4.2). Cette
méthode est a rapprocher du Chapitre 1, Lemme 4.2, ot de la méme fagon,
on “évite” tout d’abord le lieu singulier d’un ensemble analytique complexe,
puis le lieu de branchement de la projection canonique.

Dans la suite, on note 7 : C* x C¥ — C" et 7/ : C" x C" — C"
les projections canoniques et 7,(f)|y l'ensemble analytique réel défini au
voisinage de (p,p’) dans C"*™ par T,(f) N7~ (M).

Nous pouvons maintenant énoncer une propriété essentielle de I’ensemble
analytique réel T,(f)|as, qui nécessite les résultats techniques de la Section 2
et qui est essentielle pour la démonstration du Théoreme 1.1 :

Proposition 4.4. Si deg, f est constant au voisinage de p dans M, il
existe ¥ C M un fermé d’intérieur vide tel que pour tout point ¢ € M \ ¥
suffisamment proche de p, il existe un voisinage Q de (q, f(q)) dans C™*" tel
que

(T ()l Q) € M.

DEMONSTRATION. Notons s le degré d’analyticité partielle de f en p.
Soit ¥ C M le fermé d’intérieur vide donné par le Lemme 4.2 et fixons un
point ¢ € M \ ¥ suffisamment proche de p. D’apres le Lemme 4.2, 7,(f) peut
étre défini au voisinage de (¢, f(q)) par (4.1), et comme le graphe de f est
inclus dans 7,(f),

(4.2) h(z) = Ty(z,9(2)),
pour tout z € M proche de p.
Par ailleurs, soient p)(2',2) =0, k =1,...,d', des équations analytiques

réelles définissantes pour M’ C C" au voisinage de p’. La relation fondamen-
tale f(M) C M’ équivaut a

(4.3) p(f(2), f(2) =0, k=1,....d,
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pour tout z € M. Alors, (4.2) et (4.3) entrainent que

(44)  pl9(2), To(2,9(2)),9(2), Ty(2,9(2))) =0, k=1,....d,

pour tout z € M proche de p. Pour chaque k = 1,...,d’, on définit la fonction

Hj, holomorphe pres de (¢,9,9(q), 9(¢)) dans C? x C¢ x C; x C;, par

Hk(Z>C> v, w) = p;c(vaq(zaw)a% Tq(Zav))'
Vu (4.4),

Hy(2,%,9(2),9(2) =0, k=1,....d,
au voisinage de ¢ dans M,. Par I'absurde, si Hy(z,Z,v,w) # 0 au voisinage
de (q,9(q), 9(q)) dans M, x C5 x C?, le Lemme 2.3 démontre I'existence d'une
suite g, — ¢ de points de M tels que deg, g < s; ce qui est en contradiction
avec 'hypothese deg, f = s pres de p (donc pres de ¢, pour ¢ suffisamment
proche de p). Ainsi,

(4.5) Hy(z,z,v,w) =0, k=1,...,d,

au voisinage de (¢, g(q), g(q)) dans M, x C5 x C3 .
Soit (29,2y) € T,(f), suffisamment proche de (g, f(¢)), et notons 2z =
(ug, vp) € C* x C. Vu (4.1),

(4.6) vy = Ty(20, ug)-
Si de plus zg € M, (4.5) entraine que
Hy(20,20,v,w) =0, k=1,....d,
au voisinage de (g(q), g(¢)) sur C$ x C%,. En particulier,
Hy(20, %0, ub,up) =0, k=1,....d,
ce qui équivaut, par définition de Hy, a

(4.7) P (upy, Ty(z0, ub), ub, Ty(20,up)) =0, k=1,...,d.

Les équations (4.6) et (4.7) impliquent que p,(25,25) =0, k = 1,...,d’, c’est-
a~dire, que 2z, € M’'. On a ainsi prouvé qu’il existe un voisinage €2 de (q, f(q))
dans C"*™ tel que ' (7,(f)|amr N Q) C M’ (cf. figure 10, page 91). O
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5. Feuilletages holomorphes locaux

Nous reprenons les notations de la Section 3 : M est supposée minimale
en tout point, 7,(f) et deg, f sont définis comme a la Section 1. De plus, nous
notons m: C* x C" — C" et 7’ : C" x C" — C" les projections canoniques
et 7,(f)|a Vensemble analytique réel défini au voisinage de (p,p’) dans C"+"
par T,(f) N7 (M).

Cette section est consacrée a I’étude des propriétés de feuilletage de 1'en-
semble analytique réel Z,(f)|ar-

Proposition 5.1. On suppose que le degré d’analyticité partielle de f est
constant égal a s sur un voisinage de p dans M et on note r le rang maximal
de f sur ce voisinage. Alors, il existe un fermé d’intérieur vide ¥ C M tel
que pour tout ¢ € M \ ¥ suffisamment proche de p, il ezxiste un voisinage §)
de (q, f(q)) dans C"* tel que

T(Tp(f)l N Q)

est une sous-variété analytique réelle de C* de dimension ' > r, passant par
f(q), et biholomorphe au produit cartésien N x D, ou N est une sous-variété
analytique réelle générique de C¥, v < n, et D est un domaine borné de C*.

DEMONSTRATION. Comme le probléme considéré est local, on peut sup-
poser, sans perte de généralité, que le degré d’analyticité partielle de f est
constant sur tout M et que r est le rang maximal de f sur tout M. Nous
procédons en quatre étapes :

Etape 1 : Minoration du rang de ©'|z,s),,- Le rang maximal de 7'|r, est
égal au rang maximal de f, c’est-a-dire, égal a r. Par ailleurs, comme I'y C
T,(f)|n, le rang maximal v’ de 7’|z, (5)|,, est nécessairement > r. Remarquons
que 7’ est aussi le rang générique de I'application analytique réelle 7’|z (5,
c’est-a-dire qu’il est atteint en dehors d'un sous-ensemble analytique réel
strict de Z,(f) |-

Etape 2 : Feuilletage canonique de T,(f)|p. Le Lemme 4.2 implique qu’il
existe ¥ C M un fermé d’intérieur vide tel que pour tout point ¢ € M \ X
suffisamment proche de p, il existe un voisinage Q@ = U x V' de (¢, f(¢)) dans
C™ x C" tel que

T(HNQ=A{(z,2)eUxV: v =T,z,u)}

ou Vo= @Wn)eVixV,cCCxClt=n —s est un systeme
de coordonnées holomorphes et Tj, est holomorphe dans U x V;. En tant
que graphe, 7,(f) N2 est canoniquement biholomorphe au produit cartésien
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U x Vi par le biholomorphisme
¢: UxV, C C* — T,(f)nQ C Cristt

(z,u') — (z,u, T(2,u)).

Par conséquent, la variété analytique réelle 7,(f)|a N € est canoniquement
biholomorphe (toujours par ®) au produit cartésien (MNU) x V] ; en d’autres
termes, Z,(f)|am N est canoniquement feuilletée par des variétés complexes
de dimension s (cf. figure 10).

FEtape 3 : Transfert du feuilletage de T,(f)|ar par 7. Notons W l'applica-
tion holomorphe

UV.=ro®: UxV, — C"
(z,) — (W, T(z,1))

et W I’application analytique réelle U = U|(mnuyxv, - D’apres les étapes 1
et 2, ®|(mnu)xv, est un difféomorphisme analytique réel sur 7,(f)|a; N2 et le

rang générique de 7’|z, (s, est . Par suite, le rang générique de ¥ = (7’ o

[0
)| (mnvyxv;, est 7. Par ailleurs, comme pour chaque z € M NU, {I}|{Z}XV1 est
un biholomorphisme sur son image, il existe ¥ C M NU un fermé d’intérieur
vide (c’est méme un sous-ensemble analytique réel strict de M N U) tel que
\TJI(MQU\E/)le est de rang constant égal a r'.

Soit ¢’ un point quelconque de M NU \ ¥'. D’apres le théoreme du rang
(analytique réel), il existe un voisinage ' = U’ x V' de (¢, f(¢')) dans
C"x C", V' =V x VJ C C* x C, tel que

(5.1) N :=U(MnU)x V)

est une sous-variété analytique réelle de C"™ de dimension 7. De plus, comme
pour chaque z € M NU’, \If|{z}xle est un biholomorphisme sur son image, il
existe N C M NU’" une sous-variété analytique réelle de C" de dimension r’ —
2s et passant par ¢, telle que |y, est un difféomorphisme analytique réel
sur N'. Enfin, comme ®((MNU")x V{) = T,(f)|mN, (5.1) équivaut a N’ =
7 (T,(f)|lm N Q) (cf. figure 10). Nous avons ainsi construit une application
holomorphe W : U’ x V/ € C" x C* — C™ telle que la restriction V| Nxvy est
un difféomorphisme analytique réel sur N’ = 7'(Z,(f)|» N EY), ou N C U’
est une sous-variété analytique réelle passant par ¢'.

Etape 4 : Construction du biholomorphisme. Rappelons tout d’abord
qu’une sous-variété analytique réelle M C C{ est CR génériquement, c’est-
a-dire en dehors d’'un sous-ensemble analytique réel strict de M. En effet,
si (¢, () = 0, k = 1,...,5, désignent des équations définissantes analy-
tiques réelles de M pres du point ¢, € M et si p désigne le rang maximal
de (Or,...,075) pres de (o, le lieu ¥ des points ¢ € M proches de (, ol
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ct,

\

FIGURE 10. La sous-variété analytique réelle 7,(f)|y N Q est
feuilletée par des variétés complexes de dimension s ; cette structure
de feuilletage se projette sur M’ par 7/

M n’est pas CR est le sous-ensemble analytique réel strict de M défini par
g (071, ..,075) < p.

Fixons maintenant un point ¢; € M \ 3. Comme M est CR analytique
réelle pres de (i, il existe une sous-variété complexe X C C” définie au
voisinage de (i, contenant M, et telle que M soit générique dans X. En
particulier, il existe un systeme de coordonnées holomorphes locales C¥ >
¢ = (¢,¢") € C” x C" au voisinage de ¢; = (¢], (), tel que X est définie
dans ces nouvelles coordonnées, au voisinage de ({1, ¢7), par {¢" = ('}

Il existe donc ¥’ C N un sous-ensemble analytique réel strict tel que
pour tout ¢” € N\ ¥, il existe U” C C" un voisinage de ¢” tel que N nU"
est CR. Comme W est holomorphe et comme V| ~nxvy est un difféomorphisme
sur N', ¥ ~nrumyxvy est un CR difféomorphisme analytique réel sur N ": par
conséquent, N’ est CR au voisinage de f(q”). De plus, quitte a effectuer un
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changement de variables holomorphes locales, centrées en ¢” dans C" (resp.
centrées en f(q") dans C™), on peut supposer que N (resp. N') est une sous-
variété analytique réelle générique au voisinage de 0 dans C¥, v < n (resp.
dans C”', v/ < n').

L’application holomorphe ¥ s’écrit alors dans ces nouvelles coordonnées
U U x Vi* — V* ou U* (resp. V)", V*) est un voisinage de 0 dans C”
(resp. C*, C”') et U*|yxy> est un CR difféomorphisme analytique réel sur
N’. Comme, de plus, N x V;* (resp. N') est générique dans C*** (resp. C*'),
nécessairement 1/ = v + s et U* est un biholomorphisme au voisinage de 0.
Cela se démontre facilement en utilisant les relations To(N x Vi*) + i T (N x
Vi) =C" TyN' + i TyN' = CV et d(U*)o(To(N x V) = TyN'.

Nous avons ainsi prouvé que N’ = 7'(7,(f)|m N ') est une sous-variété
analytique réelle de C* de dimension ' > r, passant par f(q”), et biholo-
morphe (par ¥*) au voisinage de f(¢”) au produit cartésien N x Vi*; ou N
est une sous-variété analytique réelle générique de C”, v < n, et V" est un
domaine de C°. [

6. Fin des démonstrations

Nous terminons maintenant les démonstrations des résultats énoncés a la
Section 1 :

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1. Il suffit de combiner
les résultats des Sections 4 et 5. La Proposition 4.4 énonce que N’ :=
' (T,(f)|m N Q) est inclus dans M’ et la Proposition 5.1 établit que N’ est
une sous-variété analytique réelle de C* de dimension r’ > r, passant par
f(q), et biholomorphe au produit cartésien N x D, ou N est une sous-variété
analytique réelle de C”, v € N, et D est un domaine borné de C®. Dans ce qui
précede, ¢ est un point quelconque d’un ouvert dense de M, suffisamment
proche de p, et Q est un voisinage de (g, f(¢)) dans C™*". Ainsi, nous avons
prouvé que M’ est (', s)-plat en f(q), pour ¢ dans un ouvert dense de M, ¢
suffisamment proche de p (avec r’ > r). O

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.3. Le Théoréme 1.1 implique, par
contraposée, que si deg, f est constant au voisinage de p et si M’ ne contient
pas de variété complexe de dimension s au voisinage de p’ = f(p), deg, f <
s. Par ailleurs, d’apres le Corollaire 3.5, il existe un fermé d’intérieur vide
Y. C M tel que pour tout ¢ € M \ 3, deg, f est constant au voisinage de
g. Pour un tel ¢, suffisamment proche de p, M’ ne contient pas de variété
complexe de dimension s au voisinage de f(q), et donc deg, f < s. O]
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DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.4. C’est un cas particulier du Co-
rollaire 1.3 pour s = 1. On obtient qu’il existe un fermé d’intérieur vide
¥ C M tel que pour tout ¢ € M \ X, suffisamment proche de p, deg, f = 0.
Le Lemme 3.7 permet de conclure qu’il existe un voisinage V,, de ¢ dans M
tel que f est analytique réelle sur un ouvert dense de V;, pour tout ¢ € M\ X.
Ainsi, il existe un voisinage V' de p dans M tel que f est analytique réelle sur
un ouvert dense de V' (et se prolonge alors holomorphiquement a un voisinage
dans C™ de cet ouvert dense de V', d’apres le Chapitre 2, Lemme 2.4). O]

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.5. Il suffit d’appliquer le Cha-
pitre 1, Corollaire 1.7, en un point ¢ € M au voisinage duquel f se prolonge
holomorphiquement (par le Corollaire 1.4). O

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.6. Comme f est une submersion
en p, le rang de f et constant égal a r := dim M’ pres de p. Par ailleurs,
comme M’ est s-holomorphiquement non dégénérée, M’ n’est (r,s)-plate
en aucun point. Par contraposée, le Théoreme 1.1 implique alors que si
deg, f est constant au voisinage de p dans M, deg, f < s. Comme pour
la démonstration du Corollaire 1.3, le Corollaire 3.5 permet de conclure en
se plagant en un point de M ou deg, f est constant au voisinage. ]

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.7. C’est un cas particulier du Co-
rollaire 1.6 pour s = 1. Comme pour la démonstration du Corollaire 1.4, le
Lemme 3.7 permet de conclure qu’il existe un voisinage V' de p dans M tel
que f est analytique réelle sur un ouvert dense de V (et se prolonge alors
holomorphiquement a un voisinage dans C" de cet ouvert dense de V', d’apres
le Chapitre 2, Lemme 2.4). O
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Conclusion

Le travail présenté dans cette these concerne 'analyticité et 1’algébricité
d’applications CR C*. Tout d’abord, nous avons établi deux nouvelles condi-
tions en termes de “premiere et seconde variétés caractéristiques” qui as-
surent 1’algébricité d’une application holomorphe locale envoyant une variété
CR algébrique réelle dans une autre (voir le Chapitre 1). Par ailleurs, intro-
duisant la notion de “variété caractéristique” associée a une variété analy-
tique réelle générique M, a un ensemble analytique réel M’ et a une appli-
cation CR C* f : M — M’, nous avons prouvé que si M est minimale au
point p € M et si la variété caractéristique en p est de dimension zéro, f est
analytique en p (voir le Chapitre 2). Enfin, nous avons donné une estimation
supérieure de I'analyticité partielle de f, en fonction des feuilletages holo-
morphes locaux contenus dans M’, dans la situation ot M est minimale ; en
particulier, si M’ ne contient pas de courbe complexe, f est analytique sur
un ouvert dense de M (voir le Chapitre 3).

Les résultats des Chapitres 2 et 3 donnent des réponses affirmatives par-
tielles a la conjecture suivante : Toute application CR C*, entre une variété
analytique réelle générique minimale et un ensemble analytique réel ne conte-
nant pas de courbe compleze, est analytique (en tout point). Nous énumérons
ci-dessous des perspectives de recherche qui nous paraissent intéressantes et
qui poursuivent les idées développées dans cette these :

1. Etudier plus précisément la seconde variété caractéristique Vz introduite
au Chapitre 1 dans le cadre algébrique. La famille des Vg, pour p € M,
est contenue dans M’ ; forme-t-elle un feuilletage holomorphe (algébrique)
local, dans l'esprit du Chapitre 37

2. Généraliser, dans le cadre analytique des Chapitres 2 et 3, la notion de
seconde variété caractéristique introduite au Chapitre 1 dans le cadre
algébrique.

3. Appliquer les notions et les méthodes développées dans cette these au
probleme de la convergence d’une application formelle entre variétés CR
analytiques réelles. Si la généralisation au cadre formel de la (premiere)
variété caractéristique semble donner des résultats analogues a ceux des
Chapitres 1 et 2, en revanche, nous avons rencontré jusqu’a présent des
obstacles a une définition correcte de la seconde variété caractéristique et a
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la construction de feuilletages holomorphes locaux contenus dans M’. Ces
obstacles sont essentiellement dus a I'impossibilité dans le cadre formel de
délocaliser le probleme en un point générique ¢ € M, contrairement aux
situations des Chapitres 1 et 3.
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Résumé

Le travail présenté dans cette these concerne 'analyticité et ’algébricité d’applica-
tions de Cauchy-Riemann (CR) de classe C* entre variétés CR analytiques ou algébriques
réelles. Ce sujet a trait aux propriétés de prolongement d’applications et a récemment
connu un regain d’activité. Notre contribution porte principalement sur I’étude du cas
non équidimensionnel et sur le passage a la codimension supérieure a un.

Dans la premiére partie de la these, nous considérons la question de I'algébricité d’une
application holomorphe locale f envoyant une sous-variété algébrique réelle générique
minimale M C C*, n > 1, dans un sous-ensemble algébrique réel M’  C™ . Ce probléme
a pour origine les travaux de Poincaré (1907), et plus récemment de Webster (1977).
L’introduction de “variétés caractéristiques” associées a la fois aux ensembles M et M’
et a l'application f nous permet de donner deux nouvelles conditions pour que f soit
algébrique.

Dans la deuxieme partie de la these, nous étudions le probleme de ’analyticité d’une
application CR C* f : M — M’ entre une sous-variété analytique réelle générique
minimale M C C™, n > 1, et un sous-ensemble analytique réel M’ C C". Nous établissons
une généralisation du principe de réflexion de Lewy-Pinchuk (1975-77) et prouvons que
si la variété caractéristique est de dimension zéro, f est analytique réelle.

Dans la troisieme partie de la these, nous traitons la situation plus générale ou la
variété caractéristique est de dimension arbitraire. Nous démontrons que si M’ ne contient
pas de courbe complexe, f est analytique sur un ouvert dense de M. Plus généralement,
nous établissons une estimation supérieure de I'analyticité partielle de f, en fonction de
la, dimension maximale des feuilletages holomorphes locaux contenus dans M.

Analyticity and algebraicity of Cauchy-Riemann mappings

Abstract. This work concerns the analyticity and the algebraicity of Cauchy-Riemann
(CR) mappings of class C*° between real analytic or real algebraic CR manifolds. There
has been recently a renewed activity in this subject, which deals with the extension
properties of mappings. Our contribution essentially concerns the study of the non-
equidimensional situation and the investigation of the case of higher codimension.

In the first part of this thesis, we consider the question of the algebraicity of a local
holomorphic mapping f sending a minimal generic real algebraic submanifold M C C",
n > 1, into a real algebraic subset M’ C C™'. This problem was initiated by the work of
Poincaré (1907), and more recently of Webster (1977). The introduction of “characteristic
varieties” associated to both the sets M and M’ and the mapping f allows us to give
two new conditions for the algebraicity of f.

In the second part of this thesis, we study the problem of the analyticity of a C* CR
mapping f : M — M’ between a minimal generic real analytic submanifold M c C",
n > 1, and a real analytic subset M’ C C"'. We establish a generalization of the Lewy-
Pinchuk reflection principle (1975-77) and we prove that if the characteristic variety if
of dimension zero, then f is real analytic.

In the third part of this thesis, we deal with the more general situation when the
characteristic variety if of arbitrary dimension. We prove that if M’ does not contain
any complex curves, then f is analytic on a dense open subset of M. More generally, we
establish an upper estimate of the partial analyticity of f, which depends on the maximal
dimension of local holomorphic foliations contained in M’.

Mots-clés. Application holomorphe, algébricité, variété de Segre, application de Cauchy-
Riemann, analyticité, principe de réflexion.

Classification mathématique 2000. 32H02, 32V40, 32V25, 32V 35.
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