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Chapitre 1

Introduction

De nombreux systémes (le systéme solaire, les noyaux, les molécules...) font inter-
venir plusieurs corps en interaction. Pour connaitre leurs propriétés comme leur mou-
vement, leur stabilité, leur spectre..., il est donc nécessaire de résoudre un probléme &
N-corps. Malheureusement ce probléme est compliqué voire insoluble et il faut parfois
avoir recours a des approximations.

En physique nucléaire, la situation est rendue encore un peu plus compliquée en
raison de notre connaissance imparfaite de I'interaction entre nucléons. Néanmoins
des techniques ont été mises au point; elles permettent de prédire la structure des
noyaux en tirant profit de leur structure en couches constatée expérimentalement : on
peut ainsi considérer dans une premiére approximation que les protons et le neutrons
baignent dans un champ moyen et qu’ils sont quasiment libres de se déplacer dans le
noyau indépendamment les uns des autres; ce champ moyen est cependant complexe
puisqu’il est créé par les nucléons eux-méme et va évoluer avec leurs configurations.

Dans les sections suivantes sont rapidement présentées deux des méthodes permet-
tant d’approximer le probléme & N-corps en physique nucléaire : la méthode Hartree-
Fock et le modéle en couches. Ces deux méthodes sont trés efficaces mais pour des
raisons qui seront un peu plus développées dans la troisiéme section, il est nécessaire
de tenir compte des symétries et de la géométrie du probléme & N-corps quantique.

1.1 La méthode Hartree-Fock et extensions

Dans cette approche champ moyen (cf par exemple [Rin80, Ber85, Ber91]), on part
d’une interaction nucléon-nucléon effective (Skyrme [Sky59, Vau72, Cha97], Gogny
|Gog75, Gog77, Dec80|...) dépendant de la densité nucléaire. L’état fondamental est
obtenu en minimisant la fonctionnelle F = (¢|H 1)) /{1)|4)) par un principe variationnel
dans 'espace des déterminants de Slater. On aboutit alors & I’équation auto-cohérente
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de Hartree-Fock :
[h,p] =0, (1.1)

ou p est I'opérateur densité et h = 0F/0p (p est la transposée de p). La résolution
de (1.1) permet d’une part d’obtenir le champ moyen optimal et d’autre part les états
de particules indépendantes ainsi que leurs énergies respectives. L’énergie totale du
systéme est alors la somme des N énergies “simple-particule”.

Cette approche ne prend cependant pas en considération les interactions résiduelles
entre nucléons. Pour les traiter, il est nécessaire d’aller au-dela de ’approche de champ
moyen et d’employer des méthodes qui tiennent compte notamment des excitations
particules-trous ou des interactions d’appariement entre nucléons qui sont dans des
états renversés du temps les uns des autres. Parmi ces extensions, on peut citer par
exemple les méthodes Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) [Bar57a, Bar57b| et Hartree-
Fock-Bogolyubov (HFB) (cf par exemple [Rin80, Ber85, Ber91]).

HF (et ses extensions) est donc un formalisme basé sur une approche de type champ
moyen totalement microscopique et dont le seul ingrédient est une interaction effective
dépendant de la densité. HFB offre ainsi un cadre théorique commun permettant :

— de reproduire la majorité des situations rencontrées en physique nucléaire puisque
de trés bons accords entre les calculs HFB et les résultats expérimentaux ont
été obtenus aussi bien pour des noyaux de la vallée de stabilité que pour des
noyaux exotiques : par exemple, la méthode HFB a proposé une bonne description
des bandes superdéformées autour de la masse A ~ 190 [Mey92, Per97, Dan98,
Lib99], des isotopes riches en neutrons du nickel [Gir88];

— d’interpréter les effets de phénoménes physiques tels que 'appariement notam-
ment sur les propriétés du fondamental de noyaux proches de la drip-line [Dob96]
ou sur loscillation des masses des noyaux pairs-impairs [Dug02a, Dug02b|;

— et de prédire de nouveaux états de la matiére nucléaire comme les noyaux bulles
|Ber0O1a].

1.2 Le modéle en couches

Depuis son succés dans l'interprétation des nombres magiques en terme de ferme-
tures de couches des niveaux d’un hamiltonien & particules indépendantes ayant un fort
couplage spin-orbite [Goed8, Hax49, Goed9, Goeb0a, Goeb0b|, le modéle en couches
(cf par exemple |Rin80, Mon01|) a été largement adopté pour décrire la structure des
noyaux (spectroscopie, transitions électromagnétiques...).

[’interaction nucléaire étant a courte portée, les nucléons doivent étre proches pour
pouvoir interagir mais en raison du principe de Pauli, le libre parcours moyen des
nucléons est relativement important (environ la taille du noyau). Par conséquent la
probabilité de trouver plusieurs particules proches donc interagissant ensemble diminue



Section 1.2. Le modéle en couches 11

avec le nombre de participants impliqués; on peut ainsi se limiter a des termes a un-
et deux-corps dans I’hamiltonien nucléaire. L’équation de Schrédinger s’écrit donc

N N
ITA[WJ(iEl, L IN)) = (ZTZ + Z Vz’j) [Y(z1, -, 2N)), (1.2)
i=1 i<j
ou z; désigne 'ensemble des variables (variables spatiales, spin, isospin...) associées
a la particule ¢, 7; est 'opérateur d’énergie cinétique et V;; désigne l'interaction a

deux-corps.
La résolution de (1.2) se fait en plusieurs étapes :

1. Choix d’'un champ moyen.

On ré-écrit I’équation de Schrodinger en faisant intervenir un champ moyen auxi-
liaire U; :

R N N N
H=YT+U+) Vy—> U. (1.3)
=1 i=1

1<j

HO Hy

U; est choisi afin de minimiser H; par rapport a Hy. En général on choisit un os-
cillateur harmonique ou un potentiel de Woods-Saxon. On résout alors I’équation
de Schrodinger

ﬁ0¢($1;"',$N) = E0¢($1a"'a$N)a (1-4)

ou ¢(x1,---,zy) est un déterminant de Slater & N particules :

¢1(z1)  @alz1) -+ Bn(T1)
¢1(z2)  @alxa) -+ Bn(T2)

p1(zn)  galzn) - On(TN)

(b(xl,"'axN) =

I suffit donc de trouver les solutions “simple-particule” ¢;(z) de 'équation Hyg;(x)
g;0;(z). L’énergie d'un déterminant de Slater ¢ est alors la somme de N énergies
“simple-particule” ¢;.

2. Traitement de 'interaction résiduelle.
Les déterminants de Slater obtenus constituent une base de l'espace des états
de N fermions dans laquelle on peut ensuite calculer les éléments de matrices de

I'interaction résiduelle H;. Une fois cette matrice obtenue, on diagonalise ’hamil-
tonien complet et on obtient alors le spectre et les fonctions d’onde du systéme.

Cependant la dimension de la matrice augmente trés rapidement avec le nombre de
particules et avec ’espace de valence si bien qu’il devient impossible de procéder a la
diagonalisation.
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Des techniques ont été mises au point pour contourner cette difficulté :

1. On peut tronquer ’espace de valence en séparant les nucléons en deux catégo-
ries : les nucléons de cceur qui restent inertes sur leur couche et les nucléons de
valence qui interagissent avec le coeur et entre eux. La diagonalisation se fait
uniquement dans ’espace de valence. La taille des matrices & diagonaliser peut
demeurer malgré cette premiére troncature trop importante et des troncatures ad-
ditionnelles doivent étre envisagées : ainsi la séniorité généralisée |Gam69, Pit82,
AlI88, Mon01| est une approximation du modéle en couches considérant que les
états de basses énergies sont bien décrits dans I’espace des états ayant un maxi-
mum de paires couplées & J = 0. Cela permet de réduire davantage la taille des
matrices et de bons accords entre les calculs et les mesures expérimentales ont
été obtenus par exemple pour les isotopes du Nickel et pour les noyaux de la
ligne isotonique N=82 [Mon01, Mon02|. Cette troncature est phénoménologique
et s’appuie des considérations physiques dont la pertinence ne peut étre vérifiée
qu’a posteriori.

2. D’autres approches proposent des troncatures basées sur des techniques numé-
riques dépendant moins d’hypothéses a priori. C’est notamment le cas de Shell
Model Monte Carlo [Joh93, Lan93] et de Quantum Monte Carlo Diagonalization
[Hon95| qui tirent profit de la complétude des états propres de ’hamiltonien et
de la transformation d’Hubbard-Stratonovich [Hub59| pour déterminer un espace
réduit dans lequel les calculs seront menés.

SMMC permet de déterminer I’énergie du fondamental par un calcul d’intégrale
effectué a I'aide d’un processus Monte Carlo. Elle a été appliquée a la couche sd
[Orm94] et au noyau >*Fe [Alh94] pour lesquels la diagonalisation compléte était
difficilement réalisable. Cette méthode rencontre néanmoins quelques difficultés
techniques comme le probléme de signe.

La seconde technique, QMCD, consiste a construire par itération les états qui
contribuent le plus aux niveaux de plus basses énergies : la diagonalisation de
I’hamiltonien se fait dans ce sous-espace restreint. Cette méthode de résolution
du probléme & N-corps permet non seulement d’obtenir le fondamental et son
énergie mais aussi les états excités. Elle a été testée avec succes sur la couche
sd [Hon96|. Le gain sur la dimension des matrices a diagonaliser est considérable
et permet de déterminer la spectroscopie et les propriétés électromagnétiques de
noyaux pour lesquels la dimension des espaces demeure & I’heure actuelle trop
grande et rend impossible la diagonalisation compléte (méme avec une méthode
de Lanczos) :

— ainsi alors qu’en schéma-m, le calcul pour le Cr dans le sous-espace M = 0
fait intervenir une matrice 1963461 x 1963461, QMCD converge lorsque la base
construite par itération contient environ 600 vecteurs [Ots99].

— pour le noyau exotique 5¢Ge, QMCD [Hon96, Ots99] donne accés aux ni-
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veaux de plus basses énergies ainsi qu’aux transitions électromagnétiques sans

avoir a diagonaliser 'hamiltonien complet qui est une matrice 1087455228 x

1087455228.
Des améliorations ont été apportées [Miz96]; elles permettent en projetant sur
les états de bons moments angulaires d’accélérer la convergence en réduisant
davantage la dimension des matrices et de simplifier le calcul des états. Dans
cette version, QMCD a permis d’étudier la disparition de la fermeture de couche
N=28 dans le noyau de *’Ni [Ots98, Ots99| et d’effectuer des calculs autour de
la couche N=20 [Uts99).

Néanmoins tous les calculs modéle en couches reposent sur le choix d’une inter-
action. La détermination des éléments de matrice de 'hamiltonien peut se faire
de diverses manieéres :

— La méthode la plus phénoménologique calcule ces éléments de matrice en mi-
nimisant 1’écart quadratique entre les énergies expérimentales et les énergies
calculées. Par exemple cette procédure est employée par Cohen et Kurath pour
la couche p |[Coh65|. Les termes de l'interaction USD de Wildenthal pour la
couche sd sont obtenus de facon analogue |Wil84]. Derniérement Honma et
collaborateurs [Hon02] ont employé cette technique afin de construire une in-
teraction effective pour la couche pf.

— Une seconde fagon de procéder consiste & construire une interaction nucléon-
nucléon dans le vide & 'aide des données sur les diffusions neutron-proton et
proton-proton puis & déduire de cette interaction dans le vide ’interaction entre
nucléons dans la matiére nucléaire en employant le formalisme de la matrice
G [Brub5|. La partie monopolaire de I'interaction obtenue par cette procédure
n’est pas correcte si bien qu’il faut ensuite la réajuster [Duf96, Zuk94| et la
remplacer par des termes permettant de reproduire les données expérimentales
comme ’énergie de liaison.

— L’approche la plus fondamentale essaie d’utiliser 'interaction entre les quarks
constituant les nucléons pour batir le potentiel nucléaire. Elle ne donne actuel-
lement que peu de résultats quantitatifs [Ord96].

1.3 La problématique

Toutes ces méthodes permettent de résoudre de fagon approchée le probléme a
N-corps méme pour des noyaux exotiques. Néanmoins en dépit de leur efficacité, des
questions demeurent quant a leur interprétation et la compréhension que 1’'on peut en
tirer sur la matiére nucléaire. En particulier, Zelevinsky et Volya écrivent en conclusion
de [ZelO1] : “...]The blunt diagonalization of huge shell-model matrices cannot be an
optimal way of solving the nuclear many-body problem. Even randomly taken but geo-
metrically correct interactions generate some features of observed regular spectraf...[”!
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Se posent donc deux séries de questions :

— D’une part le choix de l'interaction nucléaire qui constitue a priori une étape
importante dans la résolution du probléme & N-corps - notamment dans le modéle
en couches - est-il si crucial 7 Ou bien le simple fait de se placer dans un espace de
valence donné restreint-il le spectre du systéme ? Quelles propriétés d’un systéme
conditionnent son spectre ?

— D’autre part que peut nous apprendre la résolution du probléme a N-corps avec
une interaction réaliste sur la nature du mouvement des nucléons au sein de la
matiére nucléaire 7

Les deux premiers chapitres de cette thése tentent d’apporter des réponses a la
premiére série de questions. Des propriétés importantes d’un systéme physique sont ses
symétries ; aussi le premier chapitre de ce mémoire est consacré a 1'usage que 1’on peut
faire des symétries en mécanique quantique. On rappelle notamment que, dans des cas
particuliers, le probléme & N-corps peut étre résolu intégralement et analytiquement en
utilisant des arguments de symétrie. Ce chapitre relativement formel propose une revue
assez détaillée d’un certain nombre de résultats bien connus en théorie des groupes. On
s’intéressera plus particuliérement sur la notion clef de représentations et la construc-
tion de bases de représentations irréductibles des algébres unitaires qui, comme on le
verra, occupent une place priviligiée en mécanique quantique.

Le second chapitre démontre qu’en plus de ses propriétés de symétrie, un systéme
quantique posseéde une géométrie intrinseque qui impose des conditions parfois tres
restrictives aux solutions du probléme a N-corps notamment en ce qui concerne a la
fois les candidats possibles pour I’état fondamental et la séquence des niveaux d’un
opérateur a un- et deux-corps. Cette étude fera intervenir des interactions aléatoires.

Dans le troisiéme chapitre, nous tentons d’interpréter le mouvement des nucléons
dans les noyaux lorsque des interactions réalistes sont utilisées pour approximer le
probléme & N-corps : nous présentons des critéres permettant de savoir si ce mouvement,
est régulier ou chaotique.



Chapitre 2
Symétrie et mécanique quantique

[...] Si loin que la vue pit s’étendre, on n’apercevait que les abattoirs, le mur d’en-
ceinte et quelques rares facades d’usines, pareilles 4 des casernes ou & des monastéres ;
partout des baraques et des pldtras, de vieur murs noirs comme des linceuls, des murs
neufs blancs comme des suaires ; partout des rangées d’arbres paralléles, des bdtisses ti-
rées au cordeau, des constructions plates, de longues lignes froides et la tristesse lugubre
des angles droits. Pas un accident de terrain, pas un caprice d’architecture, pas un pli.
C’était un ensemble glacial, régulier, hideuzr. Rien ne serre le ceur comme la symétrie.
C’est que la symétrie, c’est l'ennui, et l'ennui est le fond méme du deuil. Le désespoir
baille. On peut réver quelque chose de plus terrible qu’un enfer ou l'on souffre, c’est un
enfer ou 'on s’ennuierait. [...]

Les Misérables - Victor Hugo.

Dans ce chapitre, nous présentons un certain nombre de résultats relatifs aux
groupes qui nous seront utiles par la suite. Nous débutons par un rappel de quelques
définitions et propriétés puis nous nous intéressons au cas particuliers des groupes dis-
crets. Nous nous arrétons un assez long moment sur les groupes continus pour lesquels
nous présentons quelques théorémes. Nous focaliserons ensuite notre attention sur la
notion fondamentale de représentation et sur les lemmes de Schur.

Apreés ce formalisme, nous présentons comment la notion de groupe et d’algébre
intervient au niveau de la mécanique quantique notamment grace au théoréme de
Wigner et a la notion de symétrie dynamique. Nous nous intéressons ensuite plus
particuliérement a l’algebre unitaire et a la construction de vecteurs sous-tendant des
représentations irréductibles de cette algébre.

Nous cloturons le chapitre par une application & la spectroscopie nucléaire avec le
formalisme IBM, en espérant que le lecteur ne se sera pas trop ennuyé...

15
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2.1 Notions générales sur les groupes et les algébres

2.1.1 Introduction

Les groupes constituent des structures algébriques relativement simples mais pour
lesquels il demeure nécessaire de définir certaines notions pour pouvoir les utiliser et
employer les résultats existants. Dans les sections suivantes, je me propose de présenter
ces notions d’un point de vue formel. Ces résultats sont exposés en détail :

1. dans [Coh57, Bou60, Bas78, Pic73, Smi01] pour les groupes de Lie;

2. dans [Jon96, Ham62, Bla97, Smi01] pour les groupes finis et les représentations
des groupes de Lie;

3. dans |Coh57, Pic73, Ber86, Tal93| pour tout ce qui concerne la géométrie diffé-
rentielle.

2.1.2 Définitions

DEFINITION 2.1.2.1 (LOI DE COMPOSITION INTERNE SUR UN ENSEMBLE)

Soit un ensemble E. On appelle loi de composition interne sur E toute application de
E x E dans E, c’est a dire une application qui a tout couple d’éléments de E associe
un élément du méme ensemble E.

DEFINITION 2.1.2.2 (GROUPE)
On appelle groupe tout couple (G,-) ot G est un ensemble et - une loi de composition
interne sur G qui vérifie les propriétés suivantes :

1. associativité :
V91,92,93 € G, (g1 92) 93 =91 (92 93) = 91 - 92 g3.

2. élément neutre :
de,Vg,g-e=e-g=g.

3. inverse :
Vg,39',9-9'=9d-g=ce.
On appelle cet élément inverse de I’élément g et on le note g~' (notation mul-
tiplicative).
Exemples :

1. L’ensemble des entiers relatifs muni de ’addition, (7Z,+), est un groupe. Ce
groupe est en plus commutatif (I'ordre des opérandes n’a pas d’importance :
Va,b, a +b = b+ a), on dit que c’est un groupe commutatif ou abélien.
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2. L’ensemble des matrices inversibles de dimension n a coefficients complexes muni
du produit est aussi un groupe dont 1’élément neutre est la matrice identité. Ce
groupe est noté GL(n,C) et si le corps de base est le corps des réels alors on le
note GL(n,R). Notons que ces deux derniers groupes ne sont pas commutatifs
dés que n est supérieur a 1.

3. L’ensemble des translations agissant sur l’espace “usuel” quadri-dimensionnel
(espace-temps introduit par Einstein) est un groupe.

4. De méme les matrices 4x4 qui conservent la forme bilinéaire (2°)2—((z')? + (2%)? + (23)?)
forment un groupe : c’est le groupe des transformations de Lorentz et elles véri-
fient :
n=ATnA.

La matrice 7 est le tenseur métrique :

10 0 O
0 -1 0 O
0 0 -1 0
0 0 0 -1

5. Un groupe occupe une importance toute particuliére en physique, il s’agit du
groupe de Poincaré constitué par les transformations de Lorentz et les translations
et sur lequel est définie la loi de composition interne suivante : soit deux couples
formés d’une transformée de Lorentz et d’une translation, P, = (A1, a1) et P, =
(A2, az) (les A; sont des matrices de Lorentz 4 x 4 et les a; sont des vecteurs
dans l’espace quadri-dimensionnel), la composée de P; et P, est donnée par :
P3:P2'P1 = (A2A1,A2a1+a2) .

6. Les permutations de n objets munies de la loi de composition usuelle des appli-
cations est un groupe, c’est le groupe symétrique noté S,.

7. Les rotations planes d’angle 27 /n, oil n est un entier, forment un groupe noté
C,. Pour n = 4, le groupe est constitué des quatre rotations planes d’angle 0,
/2, w, 3w /2. On aura souvent ’occasion d’utiliser ce groupe pour illustrer les
notions rencontrées.

Les deux premiers exemples proposés nous permettent d’introduire la notion de
groupe commutatif et de sous groupe.

DEFINITION 2.1.2.3 (GROUPE ABELIEN)
Soit (G, -) un groupe. On dit que c’est un groupe abélien ou commutatif si :

Vg1,92,91-92 =92 1 -
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DEFINITION 2.1.2.4 (SOUS GROUPE)
Soit un groupe (G,-) et H un sous ensemble de G. On dit que H constitue un sous
groupe de G st :

1. H est non vide.

2. H est stable pour la loi - c’est a dire si :
Vhl,hz, hi-hy€ H

3. Uinverse de tout élément de H est encore un élément de H.

PROPOSITION 2.1.2.1
Un sous ensemble non vide d’un groupe est un sous groupe de ce groupe si et seulement
St :

Vhy,hy € H, hy -hyt € H.
Démonstration : Soit un ensemble non vide tel que
Vhi,hy € H, hy - h,' € H.

Vérifions que les propriétés définissant un sous groupe sont satisfaites.

1. Tout d’abord on a supposé que I’ensemble était non vide donc le premier point
est bien satisfait.

2. Ensuite soit un élément de H, h. Comme h est dans H, le produit h-h ! = e est
aussi dans H. Donc pour tout élément h de H, le produit e - A= = h™! est dans
H. Ceci établit le troisiéme point de la définition d’un sous groupe.

3. Pour voir que le second point de la définition d’un sous groupe est aussi vrai, on
remarque que d’aprés ce qui vient d’étre établi : Vhy € H, h, " € H par conséquent
-1
le produit A; - (h;l) = hy - hy est aussi un élément de H.
Les trois propriétés caractérisant un sous groupe sont donc satisfaites et donc tout sous
ensemble non vide tel que :

Vhi,hy € H, hy -h,' € H,

est un sous groupe de G.

Réciproquement, soit un sous groupe H du groupe G'. Par hypothése il est non vide.
Soit deux éléments hy et hy de ce sous groupe. La troisiéme propriété des sous groupes
nous permet de dire que h;' est aussi dans H et la stabilité par le produit permet
d’affirmer que le produit A, - hy* est encore dans H. Ceci achéve la démonstration.

Le groupe GL(n,C) possédent de nombreux sous groupes intéressants en physique.
Exemples :
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1. U(n), groupe unitaire, est le sous groupe de GL(n, C) constitué des matrice uni-
taires de dimension n, c’est a dire des matrices dont l’'inverse est égal a ’hermitien
conjugué :

AcUn) e Al=A"".

2. SU(n), groupe spécial unitaire, est le sous groupe de GL(n,C) constitué des
matrices unitaires de dimension n et de déterminant +1, c’est également un sous
groupe de U(n) :

Af At
AeSU(n) & { det(A) = +1 °
3. SO(n), groupe spécial orthogonal, est le sous groupe de SU(n) formé par les
matrices réelles. C’est le groupe des matrices orthogonales de déterminants +1.

tA — A—l
AeSO(n) & {det(A) 4 -

Ainsi SO(3) est le groupe spécial orthogonal des matrices de dimension 3.

DEFINITION 2.1.2.5 (CLASSE DE CONJUGAISON)
Soit un groupe G et a un élément de G. On appelle classe de conjugaison de a ’ensemble
(a) défini par :

(a) = {b € G,dg € G,bzgag_l} .

Pour les groupes commutatifs, il y a autant de classes de conjugaison que d’éléments
dans le groupe. Ainsi pour Cy il y a 4 classes de conjugaison. On illustrera cette notion
de classe de conjugaison dans la section 2.2.

DEFINITION 2.1.2.6 (CO-ENSEMBLE)

Soit un sous groupe H d’un groupe (G,-) et a un élément du groupe. L’ensemble aH
des éléments de G qui sont de la forme ah, h € H, est appelé co-ensemble & gauche de
H dans G.

On peut aussi définir de maniére analogue les co-ensembles a droite.

Il faut noter qu’en général les co-ensembles ne sont pas des sous groupes : en effet
le co-ensemble de a est un sous groupe de G si et seulement si ’élément a appartient
a H.

Démonstration : Si le co-ensemble est un sous groupe alors il contient 1’élément
neutre du groupe donc il existe un élément b € H tel que a-b=e donca=>b"'€ H
parce que H est un sous groupe et que b est un élément de ce sous groupe donc son
inverse aussi.
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Et réciproquement si a € H alors le co-ensemble aH est 1’ensemble H qui est un
sous groupe.

THEOREME 2.1.2.1 (COMPARAISON DE CO-ENSEMBLES)
Soit un sous groupe H d’un groupe (G,-) et soit deuzr co-ensembles 4 gauche a1 H et
asH de ce sous groupe. Alors ces deux co-ensembles sont soit confondus soit disjoints.

Démonstration : Si les deux co-ensembles ont au moins un point en commun
alors il existe h et A’ dans H tels que

arh = CLQh, <~ 01 = agh,h_l S ag=a1h (h,l)_l .

Soit v = ait,t € H un élément de a; H alors cet élément s’écrit aussi v = ash'h ™'t et le
produit A'h~'t est un produit d’éléments de H donc est aussi dans H donc v est dans
le co-ensemble as H ; on en conclut que a;H C aoH. Réciproquement si on considére
u = ass,s € H, un élément de ayH alors on écrit u = arh (b)) 's avec h(R') s
dans H donc u € a1H et aoH C a;H. Donc des deux inclusions on déduit que deux
co-ensembles qui ont une intersection non vide sont égaux.

Donc deux co-ensembles sont soit égaux soit d’intersection vide (c’est a dire dis-
joints).

Nous utiliserons ce résultat dans la démonstration du théoréme de Lagrange (cf
2.2.3.1 page 29).

Quelques sous groupes possédent des propriétés supplémentaires. C’est le cas des
groupes que l'on appelle sous groupes distingués.

DEFINITION 2.1.2.7 (SOUS GROUPE DISTINGUE)
Soit (G, -) un groupe. On appelle sous groupe distingué tout sous groupe H qui vérifie :

VgeG,g-H=H-g.
Ceci revient a dire que :
Vge GYheH,g-h-g'eH.

Dans la suite, on omettra le point symbolisant la loi du groupe en gardant a 1’esprit
que ce n’est pas seulement ’ensemble qui détermine la structure du groupe mais bien
la combinaison de I’ensemble et de la loi.

Remarque : Tout sous groupe d’un groupe commutatif est distingué.
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DEFINITION 2.1.2.8 (HOMOMORPHISME)
Soit deux groupes G1 et Gy. On appelle homomorphisme ¢ de G, dans G4 toute appli-
cation de G dans G qui conserve la structure des groupes :

Vhi, g1 € G1, ¢p(h1g1) = ¢(h1)o(g1) -

DEFINITION 2.1.2.9 (ISOMORPHISME, AUTOMORPHISME )

Soit deux groupes G1 et Gy et ¢ un homorphisme de G1 dans Go. St ¢ est une bijection
de G'1 sur Gy alors on dit que ¢ est un isomorphisme de G sur Gy et que les groupes
sont isomorphes. Si les deux groupes sont identiques, on parle d’automorphisme.

Exemple : C; est isomorphe au groupe {1,7,—1, —i} muni de la multiplication
entre nombres complexes.

DEFINITION 2.1.2.10 (IMAGE D’UN HOMOMORPHISME, NOYAU D’UN HOMOMORPHISME)
Soit deuz groupes G et Gy et ¢ un homomorphisme de G1 dans Gs. L’image de ¢,
notée Im(¢), est le sous ensemble de Gy défini par :

92 € Im(¢) < 391 € G1,0(g1) = 92.

Le noyau de ¢ est le sous ensemble de G noté Ker(¢) et défini par :

91 € Ker(¢) & ¢(g1) = ez

On a noté ey l’élément neutre du groupe G.

PROPOSITION 2.1.2.2
L’tmage d’un homomorphisme ¢ est un sous groupe de G.
Démonstration : Il est facile de vérifier les trois points suivants :

1. Tout d’abord il s’agit bien d’un sous ensemble non vide du groupe d’arrivée :
Im(¢) C Ga,Im(¢) # 0 car ¢(e1) = ez € Im(g)
2. Soit gy et hy deux éléments de I'm(¢), il existe g; et hy tels que

d’(gl) =92, ¢(h1) = hy.

Par conséquent ¢(g1h1) = goha et gahs est aussi un élément de I'm(g).

3. Et si go = ¢(g1) est un élement de Im(¢) alors g;' = ((g1))”" = d(g7?) est
aussi un élément de I'm(¢).

PROPOSITION 2.1.2.3
Le noyau d’un homomorphisme ¢ est un sous groupe distingué de G.
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Démonstration : On montre tout d’abord que le noyau est bien un sous groupe
de G} puis on s’intéresse a son caractére distingué.

1. Sous groupe :

(a) Le noyau est non vide car il contient au moins ’élément neutre de I’ensemble
de départ.

(b) Soit deux éléments du noyau, leur produit a pour image le produit des images
donc c’est encore un élément du noyau.

(c) Enfin I'image de I'inverse étant I'inverse de I'image, les inverses des éléments
du noyau sont aussi dans le noyau.

2. Caractere distingué du noyau : soit un élément du groupe de départ, g et un élé-
ment quelconquie du noyau k alors ¢(gkg~") = 6(9)6(k)p(g~") = ¢(9)p(k)d(g) " =
#(g)eatp(g)™! = ey. Donc gkg™! est aussi un élément du noyau quelque soit g dans
(i1 et k dans le noyau donc le noyau est distingué.

DEFINITION 2.1.2.11 (GROUPE QUOTIENT)
Soit G un groupe et H un sous groupe distingué de G. On définit la relation suivante :

g=k < 3Ja,be Hagh ' = k.

Il s’agit d’une relation d’équivalence® et on peut définir sur ’ensemble de ses classes
d’équivalence une loi de composition interne, notée -, par :

Va,b € G,cl(a) - cl(b) = cl(ab) .

L’ensemble des classes d’équivalence munie de cette loi est un groupe. C’est le groupe
quotient que l’on note (G/H,-)

Démonstration : Il faut démontrer que la relation ainsi définie est bien une
relation d’équivalence puis établir que la loi définie - sur I’ensemble des classes d’équi-
valence de cette relation = ne dépend pas du choix des représentants des classes et
qu’elle confére a I'ensemble G/H une structure de groupe.

1. = est une relation d’équivalence car elle est :

(a) Réflexive : soit a un élément de G, a = eae™! donc a = a.

(b) Symeétrique : soit a et b deux éléments de G tels que a = b donc il existe ¢
et d dans H tel que : cad™! = b. On peut en déduire que a = ¢~'bd donc il
existe = ¢! € Het d =d' € H (car H est un sous groupe de G) tel

que a = 'b(d")! et que b = a.

!Une relation est une relation d’équivalence si et seulement si elle est réflexive, symétrique et
transitive.
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(c) Transitive :

va’a b,C € Ga a= bab =, ElglaQ?ahla h2 € Ha a = glbg;17b = hIChgl
= a= glhlc(gghQ)_l = a==c.

Une fois encore on a utilisé le fait que H était un sous groupe de G donc
stable par produit.

2. La loi ne dépend pas du choix des représentants de chaque classe. En effet si on
considére deux classes de la relation =, cl(a) et cl(b) et si on choisit @’ et b’ deux
autres représentants de ces classes alors il existe ¢, d et f, g dans H tels que :

a=cdd b= fblgt.

Et le produit ab vérifie :

ab=cd'd ' ft'g .
Or H est un sous groupe donc d~ ! f est dans H. On note ce produit 7 et comme
H est distingué, il existe s dans H tel que b’ = ¥'s~!. Donc ab = ca'b's~g~! =
ca't/(gs)~!. Et comme g et s sont deux éléments de H leur produit est encore un
élément de H et ceci prouve que ab et a'b’ sont dans la méme classe d’équivalence.
La loi sur ’ensemble quotient ne dépend donc pas du choix des représentants et
définit donc bien une loi de composition interne sur I’ensemble quotient.

3. Cette loi vérifie les propriétés de groupe : elle est associative, admet un élément
neutre, le sous groupe H lui-méme, et tout élément est inversible.

Maintenant que ’on a parlé de groupe quotient on est tenté de définir le produit
direct de deux groupes.

DEFINITION 2.1.2.12
Soit un groupe (G,.) et des sous groupes {H}
produit direct des sous groupes {H;} :

de (G,.). On dit que (G,.) est le

t=1-p
zlp

1. les éléments des sous groupes {H;},

i=1p commutent enire eut.

2. tout élément g de (G,.) s’écrit de fagon unique sous forme d’un produit :

9=0192-""9p,Vig; € H;.

DEFINITION 2.1.2.13 (GROUPE PRODUIT DIRECT)
On peut définir o partir de deux groupes Ay et Ay leur groupe produit direct G = A; X Ay
en définissant la loi suivante :

(a1, az) - (all,a’l2) = (ala'p a2a'2) .

Ce groupe est le produit direct des sous groupes (e1, Ag) et (A1, ez).
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2.2 Groupes finis et groupes symétriques.

2.2.1 Définitions et exemples.

DEFINITION 2.2.1.1 (GROUPE FINI)
Un groupe fini est un groupe ayant un nombre fini d’éléments.

DEFINITION 2.2.1.2 (ORDRE D’UN GROUPE FINI)
Soit un groupe fini. On appelle ordre de ce groupe le nombre d’éléments du groupe.

Exemples :

1. Les permutations de 4 objets constituent un groupe pour la loi de composition
usuelle des applications. Ce groupe est fini, il comprend 4! = 24 éléments.

2. Les rotations qui laissent invariant un triangle équilatéral orienté forment un
groupe : elles sont au nombre de trois : ce sont les rotations de centre O (O est
le centre de gravité du triangle) d’angle 0, 27/3 et 47/3.

i2km/n

3. Les racines n®° de 'unité, c’est a dire les nombres complexes e , forment un

groupe fini a n éléments pour la multiplication.

Les deux derniers exemples sont en outre des groupes cycliques.

DEFINITION 2.2.1.3 (GROUPE CYCLIQUE)
Soit un groupe fini d’ordre n. Ce groupe est dit cyclique s’il existe un élément a tel que
tout élément du groupe s’écrit comme une puissance de a,

g :{ O;al;aQ;...;a(”_l)} .

DEFINITION 2.2.1.4 (SOUS GROUPE ENGENDRE PAR UN ELEMENT)

Soit G un groupe fini d’ordre n et a un élément de ce groupe. Il existe un entier p tel
que a’~t # e et aP? = e, on dit que cet entier est I’ordre de a dans le groupe et on définit
le sous groupe de G engendré par a par l’ensemble suivant : {a;a?;...;aP™';aP = e}.

Démonstration : L’existence d’un tel entier p provient du fait que les puissances
de a sont toutes dans le groupe et comme le groupe est fini il y a nécessairement deux
puissances a™ et a™? qui sont identiques donc il existe au moins un entier k =| n; —ns |
tel que a* = e et si on prend le plus petit des ces entiers k alors on obtient un entier,
appelons le p, tel que a? ! # e et a? = e.

On peut définir un groupe fini en donnant sa table de multiplication : on numérote
les éléments du groupe de 1 a n et dans un tableau a n lignes et n colonnes, on place
dans la case correspondant a la ¢*™ ligne et la 7 colonne le produit a; - a;. Pour les
groupes abéliens, le tableau ainsi construit est symétrique par rapport a la diagonale.

Exemples :
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1. Si on reprend le cas des 3 rotations qui laissent un triangle équilatéral orienté
invariant et si on appelle la rotation d’angle 0 1’élément e, celle d’angle 27/3
I'élément a et celle d’angle 47/3 'élément b = a? alors la table de multiplication
est donnée par le tableau 2.1.

(2 elald]
2

€ € a a

a || a |ad®]| e

alla’|l e | a

TAB. 2.1 — Exemple de table de multiplication. Il s’agit de la table de multiplication
entre rotations laissant invariant un triangle équilatéral. La fleche indique que I’élément
de la colonne est a gauche dans le produit et celui de la ligne est le terme de droite, ici
I’ordre n’a pas d’importance car le groupe est commutatif mais ce n’est pas toujours
le cas.

2. Pour C; que l'on identifie au groupe {1,7,—1, —i}, la table de multiplication est
donnée par le tableau 2.2.

(o[ 1 [ [-t[-i]

T 1] |-1]
i [ =1] =i 1
11 =i 1]
i =i 1|1

TAB. 2.2 — Table de multiplication de Cj.

Sur chaque ligne, il n’apparait qu’une et une seule fois chaque élément du groupe.
De méme sur chaque colonne, chaque élément du groupe n’est écrit qu'une et une seule
fois. En effet la ¢ ligne correspond a ’ensemble des produits a; - g avec g décrivant
tout le groupe donc a; - g1 = a; - go implique que g; = g, donc les produits placés sur
une méme ligne mais pour des indices de colonnes distincts sont différents et comme
il y a exactement autant de colonnes que d’éléments dans le groupe, les produits de
la forme a; - g, g € G recouvrent tout le groupe (Une autre fagon de voir que tout le
groupe est recouvert est la suivante : soit a,, a, = a; ' - a, vérifie a; - a; = a, donc a,
apparait sur la ¢*™ ligne et la ¢** colonne du tableau).
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DEFINITION 2.2.1.5 (GROUPE SYMETRIQUE)
On appelle groupe symétrique le groupe, noté S,, formé par les permutations de n
objets.

Ce groupe occupe une place importante en physique puisque pour les systémes
constitués de n particules identiques, S, est un groupe de symétrie pour I’hamiltonien.
On va ainsi pouvoir classer les fonctions d’onde de systémes nucléaires ou atomiques
en fonction de leur propriétés en termes de symétrie par rapport a S,.

PROPOSITION 2.2.1.1 (ORDRE DU GROUPE §,,)
Le groupe symétrique S,, est d’ordre n!, c’est a dire qu’il y a n! facons différentes de
permuter n objets distincts.

Démonstration : Supposons que 'on ait n boites et n objets a placer dans ces
boites en ne mettant qu'un et un seul objet par boite. On peut placer le premier objet
dans I'une quelconque des n boites, aprés en avoir choisi une, pour le second objet il
ne nous reste qu’'un choix parmi (n — 1) et aprés avoir choisi la boite pour cet objet, il
ne reste plus qu'un choix parmi (n — 2) pour le troisiéme objet ... Et finalement il y a
au total n(n — 1)(n — 2)...1 = n! choix possibles pour permuter les n objets.

Une facon de représenter une permutation o de n objets consiste & écrire sous
chaque élément son image :

a1 Qa9 . .. an,
A1) Go(2) *°* Go(n) |
Avec une telle écriture, I'inverse de la permutation o est
Go(1) Qo2) " Co(n)
aq a9 B (1% ’

Une écriture encore plus réduite consiste a n’écrire que les indices :

1 2 -~ n
o) o2) -+ o(n) )
Exemple : Si on considére une permutation des 6 premiers entiers non nuls, on peut

prendre par exemple :
1 2 3 45 6
25436 1)

On peut mettre n’importe quelle permutation ¢ sous forme de produits de cycles
indépendants : en effet on s’intéresse tout d’abord au cycle de 1, c’est a dire on regarde
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comment 1 se transforme puis comment o(1) se transforme... jusqu’a retomber sur 1
(il existe au moins un entier p tel que o?(1) = 1 car c’est au moins vrai pour p = n).
Si (1 a(1)o?(1) 0(7’_1)(1)) est strictement inclus dans {1,2,---,n} alors on cherche le
cycle d’un élément n’apparaissant pas dans le cycle de 1 et on recommence jusqu’a ce
que la réunion de tous ces cycles disjoints soit égal a {1,2,---,n}.

Exemple : Si on reprend la permutation :

123 456
25436 1)°
Sa décomposition en cycles indépendants est :

(1256) (34) .

Dans une telle écriture en cycles indépendants, ’ordre des cycles n’a pas d’impor-
tance car les cycles sont disjoints.

Les cycles ne comprenant que deux éléments (7o (i)) sont appelés transpositions et
tout p-cycle peut s’écrire comme un produit de (p — 1) tranpositions (un p-cycle est un
cycle ayant p éléments). En effet :

(o) a*G) -+ a®D()) = (0" 0G)) (0% 20)) -+ (o' () -
Exemple : Si on reprend & nouveau la permutation :
( 123456 )
2543¢61)"
Une décomposition en produit de transpositions est :
(16) (15) (12) (34) .

Exemple : Dans le tableau suivant figurent les 6 permutations constituant le groupe

S3 ainsi que leur inverse :

g | (123) (132) (12)(3) (13)(2) (23)(1) (L)(2)(3)
g 11(132) (123) (12)3) (13)(2) (23)(1) (1)(2)(3)

A partir de ces résultats, on peut déterminer les classes de conjugaison de S; puisque

(a) = {gag", g € Sy} .

Pour a = (123), on obtient
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g [(123) (132) (12)(3) (13)(2) (23)(1) (1)(2)(3)
gag Y[ (132) (123) (132) (132) (132)  (123)

La classe de conjugaison de (123) est donc constituée des deux éléments (123) et (132).
Pour a = (12)(3), les calculs donnent

g | (123) (132) (12)(3) (13)(2) (23)(1) ((2)(3)
gag—" | (12)(3) (12)(3) (12)(3) (23)(1) (13)(2) (12)(3)

On en déduit que S3 compte trois classes de conjugaison :

{(DR)B)};{(12)(3), (13)(2), (32)(1)} 5 {(123), (132)} .

2.2.2 Théoréme de Cayley.

THEOREME 2.2.2.1 (THEOREME DE CAYLEY)
Tout groupe fini G d’ordre n est isomorphe @ un sous groupe du groupe symétrique, S,.

Démonstration : Le groupe étant fini, on peut numéroter ses éléments : a1, as, . . . a,
Soit g un élément du groupe, on définit la permutation ¢, par :

¢ . a1 a9 “ e an
g gap gaz -+ gan
Deux permutations associées a des éléments g; et g, différents sont différentes : en effet
on ne peut avoir gia; = gsa; que si et seulement si g = gs.

De plus I'application qui a un élément g du groupe associe la permutation ¢, est
un homomorphisme de G dans S, :

aq a9 ... an,

PoPe = ( b(car) b(caz) -+ b(can) ) '

Donc
. ai o e (07%
Pode = ( bca; beas --- beay, ) '
Et ainsi ¢p¢. = ¢p. ce qui assure ’homomorphie de cette application de G dans S,,.
Or on I’a vu un peu plus haut que cette application est injective donc elle réalise une

bijection de G sur ¢ (G) qui est un sous groupe de S,. On vient donc de démontrer le
théoréme de Cayley.

En fait comme cela est expliqué par exemple dans [Ham62|, les sous groupes de
S, qui apparaissent dans la démonstration sont en fait constitués de permutations
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particuliéres car aucune d’entre elles, hormis I'identité qui est associée a 1’élément
neutre du groupe, ne laisse un élément du groupe invariant : on parle de permutations
régulieres.

De plus si on considére un sous groupe 7 de S,, constitué uniquement de l’identité et
de permutations réguliéres alors deux permutations distinctes de ce groupe ne peuvent,
associer la méme image & un méme point, c’est a dire si ¢1(a) = ¢o(a) (1 et @9
étant deux permutations appartenant a ce sous groupe 7de S, ) alors nécessairement
¢1 = ¢ : si on considére la permutation ¢;¢, " alors elle laisse I'élément a invariant
et doit étre dans le sous groupe (comme produit de deux éléments du sous groupe
T C S,,) donc c’est soit I'identité soit une permutation réguliére. La seconde situation
est exclue car cette permutation laisse a invariant donc ce ne peut étre que 'identité
et p1051 = 1 & ¢y = ¢, ce qui prouve le résultat annoncé. Un tel sous groupe de S,
composé de I'identité et de permutations réguliéres est appelé sous groupe régulier de
Sy-

Les cycles indépendants construits comme précédemment d’une permutation régu-
liére appartenant a un sous groupe régulier de S,, sont tous de méme longueur (remar-
quons néanmoins que deux permutations distinctes d’'un méme sous groupe régulier
peuvent avoir des cycles de longueurs différentes, la longueur étant la méme pour les
cycle associés a la méme permutation réguliére).

En effet si on avait pour une méme permutation deux cycles de longueurs différentes
l1 et [, avec par exemple [; < [ alors en appliquant /; fois cette permutation le cycle de
longueur /; serait décomposé en [; cycles de longueur 1 tandis que le cycle de longueur I,
ne serait pas décomposé en cycles de longueur 1 donc cette nouvelle permutation serait
dans le groupe mais aurait des éléments invariants et serait distincte de I'identité; ce
qui est en contradiction avec la définition de sous groupe régulier. Donc il ne peut y
avoir deux cycles de longueurs distinctes et toute permutation d’un sous groupe régulier
est décomposable en cycles indépendants de longueur identique.

2.2.3 Théoréme de Lagrange.

THEOREME 2.2.3.1 (THEOREME DE LAGRANGE)
Soit (G,-) un groupe fini d’ordre n et H un sous groupe de (G,-) alors ’ordre de H est
un diviseur de n.

Démonstration : D’apreés le théoréme 2.1.2.1 page 20, un élément de G appartient
a un et un seul co-ensemble et deux co-ensembles différents sont disjoints. Il existe donc
a1, ay - - - ap €léments se trouvant dans des co-ensembles disjoints et dont la réunion des
co-ensembles a;H est égale au groupe tout entier : si le groupe n’était pas recouvert
complétement, on prendrait un élément a,.; dans le complémentaire de UL_ a;H et
on en formerait le co-ensemble et on recommencerait la procédure jusqu’a recouvrir le
groupe entiérement ; ce procédé est fini car il n’y a qu'un nombre fini d’éléments dans



30 Chapitre 2 Symétrie et mécanique quantique

le groupe. Ainsi on a :

Uf:la/iH - g’
avec a;HNa;H =0Vi#j.

Et chaque co-ensemble a le méme nombre d’éléments que H donc en appliquant le
“principe des bergers” on en conclut que ph = n ou h est ’ordre du sous groupe H.
Ainsi h divise n , ce qui achéve la démontration du théoréme de Lagrange.

2.3 Groupes de Lie et algébres de Lie.

2.3.1 Introduction.

Les groupes continus appelés maintenant les groupes de Lie en hommage & Sophus
Lie (1842-1899) ont tout d’adord été utilisés et étudiés pour résoudre des problémes
liés aux systemes d’équations différentielles et de systémes dynamiques. Ces groupes
avant d’étre considérés comme des objets abstraits étaient alors appréhendés comme
des groupes de transformations de 1’espace.

En effet considérons un exemple simple de systéme dynamique dans lequel on s’in-
téresse au devenir d’une particule de fluide au cours du temps. Un fluide s’écoule d’une
source S se trouvant dans un plan et cet écoulement se fait de fagon isotrope et a une
vitesse radiale constante. Compte tenu de la géométrie de ce systéme et de son inva-
riance par rotation de centre S et d’angle quelconque, on peut ne s’intéresser qu’aux
particules de fluide se trouvant sur une demie-droite passant par la source. Ou va se
trouver aprés un intervalle At une particule de fluide se trouvant initialement en un
point P? La vitesse de I’écoulement étant constante et radiale, cette particule va se
trouver en un point P’ tel que P—>P' = o At. Donc S_PV = ST‘g + TAt. On est donc
amené a considérer la transformation du plan qui au point P associe le point P’ :
Yar (P) = P' tel que SP' = SP + At Donc si on applique ensuite au point P’ une
transformation 14y alors on obtient un point P” tel que SP” = SP' + ¥ At ainsi ce
point vérifie SP" = SP+w (At + At"). Donc Yay o har = Yarraw- Par conséquent on
constate que le point P” peut étre soit obtenu & partir du point P aprés un intervalle
At + At' soit a partir du point P’ aprés un intervalle de temps At, ce dernier point
ayant lui méme été obtenu & partir du point P aprés un intervalle de temps At.

On remarque aussi que ¥ _ai(P') = Y a¥ae(P) = P = a0 9Par = 1. La
transformation ¥, admet donc un inverse qui est 1 a;.

Et il y a une transformation qui laisse tous les points du plan invariants, c’est

o = 1.
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On voit donc que les transformations 1, constituent un groupe pour la loi de com-
position usuelle des applications et que ce groupe est isomorphe a ’ensemble des réels
muni de ’addition.

De plus on pourrait décomposer toute transformation v; en un produit de transfor-
mation infinitésimale un peu comme s’il y avait un générateur du groupe et que chaque
élément était une puissance de ce générateur.

Cet exemple trés simple est en fait une illustration des transformations pouvant
intervenir pour de nombreux systémes d’équations différentielles. En effet si on avait a
résoudre un systéme du type

dl’i

dt
alors a condition que I’on ait su 'intégrer, on obtient les coordonnées z’ de la “particule
de fluide” aprés un instant ¢ et qui initialement se trouvait en z : z} = f; (x,t). Et au
point P on associe un point Sy (P) = P’ et ces transformations vérifient :

Siry = Sg o Sy
S_t o St =1
So=1

= U ($) )

Elles constituent donc un groupe isomorphe au groupe des réels muni de 'addition (a
condition que le systéme ne revienne jamais au bout d’un temps positif & sa position
initiale). On a donc fait apparaitre une paramétrisation (ici & un seul paramétre, t)
du groupe et I'indice du produit de deux transformations respectivement indicées par
t et t' est obtenu par une fonction analytique des indices ¢ et t'. Cette paramétrisation
est valable partout dans ce cas mais il pourrait arriver que cette paramétrisation ne
soit valable qu’autour de certaines valeurs de parameétres aussi il est intéressant de
faire intervenir la notion de voisinage et de topologie. On passe ainsi d’un point de vue
global & une étude plus locale voire infinitésimale.

Il est donc intéressant de rappeler certaines notions concernant la topologie, les
variétés analytiques. Nous présenterons donc dans une premiére section des éléments
de topologie générale, puis dans une seconde section nous dirons ce qu’est une variété
analytique, puis nous aborderons les groupes topologiques et plus particuliéremnt les
groupes de Lie enfin nous discuterons des algébres de Lie associées aux groupes de Lie.
Des approfondissements sur toutes ces notions pourront étre trouvés dans les ouvrages
de référence [Coh57, Bou60, Bas78, Pic73].

2.3.2 Rappels de topologie générale.

On rappelle briévement ce qu’est un ouvert, une topologie sur un ensemble, un
fermé et on redonne aussi la définition de la continuité en terme d’ouverts et de fermés
et on s’intéresse a certains espaces topologiques qui ont des propriétés remarquables
comme d’étre connexes par exemple.
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DEFINITION 2.3.2.1 (TOPOLOGIE)
Soit £ un ensemble, on appelle topologie sur € toute partie, notée T, de P (E) (qui est
Pensemble de parties de €) qui vérifie :

1.0eTelecT.
2. La réunion quelconque d’éléments de T est un élément de T .
3. L’intersection d’un nombre fini d’éléments de T est encore un élément de T .

On dit alors que € est un espace topologique de topologie T .

Exemples :

1. Soit £ un ensemble quelconque, si on considére la partie de P (£) formée par
I’ensemble lui-méme et la partie vide alors on a construit une topologie sur £ :
c’est la topologie triviale.

2. Si on considére dans ’ensemble des nombres réels les parties formées par une
réunion quelconque d’intervalles ouverts alors on a construit un topologie sur
I’ensemble des réels.

DEFINITION 2.3.2.2 (OUVERTS D’UNE TOPOLOGIE)

Soit £ un espace topologique de topologie T . Les parties O de £ qui appartiennent a
T sont appelés les ouverts de la topologie T. Ainsi la réunion d’ouverts est encore
un ouvert; l’intersection d’un nombre fini d’ouverts est aussi un ouvert et le vide et
l’ensemble lui-méme sont des ouverts.

DEFINITION 2.3.2.3 (ESPACE TOPOLOGIQUE SEPARE OU ESPACE DE HAUSSDORF)
Soit £ un espace topologique. On dit que cet espace topologique est séparé ou un espace
de Haussdorf si quelque soit x© et y deux points distincts de £ il existe deur ouverts
disjoints contenant respectivement x et y.

Exemple : L’ensemble des nombres réels muni de la topologie décrite précédem-
ment est un espace topologique séparé.

DEFINITION 2.3.2.4 (FERME)
Soit £ un espace topologique de topologie T. Une partie F est un fermé de £ pour la
topologie concernée si son complémentaire est un ouvert.

PROPOSITION 2.3.2.1 (PROPRIETES DES FERMES)
Soit £ un espace topologique de topologie T. Les fermés de cet ensemble vérifient les
propriétés sutvantes :

1. L’ensemble £ et la partie vide sont des fermeés.

2. L’intersection quelconque de fermés est ausst un fermé.
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3. La réunion fini de fermés reste un fermé.

Démonstration : Le premier point se démontre en constatant que la partie
vide et I’ensemble tout entier sont complémentaires I'un de 1’autre et que ce sont deux
ouverts donc ce sont des complémentaires d’ouverts donc ce sont des fermés.

Pour le second point, on considére les complémentaires des fermés apparaissant
dans 'intersection : O = C (F), ce sont des ouverts. Et on a :

NF=n(C(0)) =CUO) .

Or UQ est une réunion d’ouverts donc c¢’est un ouvert et son complémentaire est un
fermé.

Enfin pour le troisiéme point, une réunion fini de fermés s’écrit comme le complé-
mentaire d’une intersection finie d’ouverts :

?:1'7:1' = ?:1 (Coi) = C( ?:101') .

On a donc le complémentaire de 'intersection d’un nombre fini d’ouverts donc le com-
plémentaire d’un ouvert donc c’est bien un fermé.

DEFINITION 2.3.2.5 (VOISINAGE)

Soit £ un espace topologique de topologie T. Soit x un élément de cet ensemble £. On
appelle voisinage de x toute partie, V', de £ qui contient un ouvert contenant lui-méme
x.

Il existe des voisinages de n’importe quel point (I’ensemble lui-méme en est un
exemple) et la réunion comme 'intersection de deux voisinages d’'un méme point sont
aussi des voisinages de ce point. De plus toute partie contenant un voisinage d’un point
est encore un voisinage de ce point.

THEOREME 2.3.2.1 (OUVERT EN TERME DE VOISINAGE)
Soit & un espace topologique de topologie T. Une partie 2 de £ est un ouvert de € si
et seulement st c’est un voisinage de chacun de ses points.

Démonstration : Soit un ouvert €. Soit z un élément de cet ouvert, on a alors
de facon évidente :

{z} CcQCQ.

On a donc trouvé un ouvert de £ contenant x et contenu dans €2. Donc 'ouvert €2 est
un voisinage pour chacun de ses points.

Réciproquement soit une partie €2 qui est un voisinage de chacun de ses points. Soit
x un élément de €, il existe un ouvert V, tel que {z} C V, C Q si bien que la réunion
de ces parties V, quand x décrit €2 est égale & (), cette réunion d’ouverts est un ouvert
donc € est un ouvert.
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DEFINITION 2.3.2.6 (CONTINUITE EN UN POINT)
Soit £ un espace topologique de topologie T, E5 un espace topologique de topologie Ty
et f une application définie sur un ouvert Q) de & dans &,.

Soit x un élément de ), application f est continue en x si pour tout voisinage Vs
de f(x) il existe un voisinage Uy de x tel que f (Uy) C Va.

DEFINITION 2.3.2.7 (CONTINUITE)
Soit £ un espace topologique de topologie T et E' un espace topologique de topologie T".
Soit f une application de £ dans E'. On dit que cette application est continue sur £ si
elle est continue en tout point de .

THEOREME 2.3.2.2 (CONTINUITE EN TERME D’OUVERTS)
Soit £ un espace topologique de topologie T et E' un espace topologique de topologie T'.
Soit f une application de € dans E'. L’application f est continue si et seulement si
limage réciproque de tout ouvert de E' est un ouvert de £ .

Démonstration : Soit une application continue de £ dans &£’ et un ouvert W
de &'. On pose V = f~1(W). 1l s’agit de montrer que V est un ouvert de £, pour cela
on va montrer que c’est un voisinage de chacun de ses points. Soit x un élément de
V, f(z) appartient & W qui est un ouvert donc un voisinage de f(z). Et comme f est
continue en z, il existe V, tel que f(V;) C W (d’aprés la définition que 1'on a faite de
la continuité en un point) et V, est un voisinage de x. De l'inclusion f(V,) C W on
déduit que V, C V. Donc pour 1’élément x on a trouvé un voisinage contenu dans V'
donc V' est aussi un voisinage de x donc c’est un voisinage pour chacun de ses points
donc c’est un ouvert. Donc si f est continue alors 'image réciproque de tout ouvert de
&' est un ouvert de €£.

Réciproquement soit une application telle que I'image réciproque de tout ouvert de
&' soit un ouvert de £. Montrons qu’elle est continue sur £. Soit x un élément de &.
Soit W un voisinage de f(x), il existe (5 un ouvert tel que : {f(2)} C Q) C W. Et

V=f1 (Q f(m)) est 'image réciproque d’un ouvert donc c’est un ouvert qui contient

x ¢’est donc un voisinage de z. De plus ce voisinage ,V, vérifie f(V) C W donc f est
continue en x.

DEFINITION 2.3.2.8 (HOMEOMORPHISME)
Un homéomorphisme est une application bijective continue telle que son application
réciproque est aussi continue.

On s’intéresse maintenant a quelques types d’espaces topologiques particuliers comme
les espaces topologiques compacts, connexes. On se contente d’en donner simplement
les définitions et quelques propriétés.
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DEFINITION 2.3.2.9 (COMPACITE (BOREL-LEBESGUE))
Soit € un espace topologique de topologie T. On dit que € est compact si de tout
recouvrement ouvert on peut extraire un recouvrement fini, c¢’est a dire si :

£ = UiEIOi = E|’Ll ,T e ,in ,g = U?Zl(’)ij .
Cette définition est équivalente a la définition suivante.

DEFINITION 2.3.2.10 (COMPACITE EN TERME DE FERMES)
Soit £ un espace topologique de topologie T. On dit que € est compact si :

mie[ﬁzwiaila'” 7invﬂ?:1Ej :@

Passons maintenant & la notion de connexité.

DEFINITION 2.3.2.11 ( CONNEXITE.)

Soit £ un espace topologique de topologie T. On dit que cet espace est connexe si les
seules parties qui sont a la fois ouverte et fermée sont le vide et l’espace tout entier.
Ceci est équivalent a dire que si deuzr ouverts disjoints recouvrent l’espace € alors 'un
est vide et l'autre est [’espace tout entier.

La notion de connexité correspond a l'idée “intuitive” que 1’on se fait d’un espace
en un seul morceau.

DEFINITION 2.3.2.12 (PARTIE CONNEXE)
Soit & un espace topologique de topologie T et A une partie de £. On dit que la partie
A est connexe si quelque soit les ouverts Oq et Oy

AC O UQO, AcCO ou AC O,
ANONOy,=10 ANOy, =10 ANO, =10

PROPOSITION 2.3.2.2 (REUNION DE PARTIES CONNEXES NON DISJOINTES)
Soit des parties connexes d’intersection mon vide, alors leur réunion est encore une
partie conneze.

Démonstration : Soit des parties connexes, A, telles que NA, # 0, on appelle
A leur réunion. Soit deux ouverts O; et O, tels que :

ACO1UOy
AﬂOlﬂng(Z)

Pour chaque A,, qui est une partie connexe, on a soit A, C O; et A, N Oy = ) soit
Ay C Og et A,NO; = 0. Soit A,, et A,,. Comme intersection des A, est non vide, il
existe r appartenant a la fois & A,, et & A,, et si pour oy, Ay, COr et Ay, N0y =10
et 'inverse pour «a» alors x serait a la fois dans A, O; et O, ce qui est impossible. Donc
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I’ouvert qui contient les A, est le méme pour toutes les valeurs de « et I'ouvert qui est
disjoint avec les A, est le méme pour toutes les valeurs de o. Donc A est contenu dans
I’'un des ouverts et disjoint avec l'autre donc c’est une partie connexe.

PROPOSITION 2.3.2.3 (CONNEXITE ET CONTINUITE)
Soit A une partie connexe d’un espace topologique £ et f une application continue de €

dans E', un autre espace topologique. L’image de A par f, f(A), est une partie conneze
de &'

Démonstration : Soit O} et O deux ouverts de &' tels que f(A4) C O] UO) et
FA)NOTNO, = 0. Soit O = f71(O}) et Oy = f71(0}), ce sont deux ouverts (image
réciproque par une fonction continue d’ouverts) qui vérifient :

ACO,UO,
ANONOy,=10

Or A est une partie connexe donc I'un des deux O; contient A tandis que 'autre est
disjoint avec A et par conséquent c’est aussi le cas entre f(A) et les O} ce qui prouve
que f(A) est connexe.

Ce théoréme est intéressant dans la mesure ou il permet de dire si un espace est
non connexe. Par exemple si on considére I’ensemble des matrices orthogonales O(n)
et si on considére ’application qui & chaque matrice associe son déterminant, cette
application est continue de O(n) sur I'ensemble {1;—1} (il s’agit d’une surjection )
qui n’est pas un ensemble connexe de R. Donc O(n) n’est pas connexe. En fait cet
ensemble posséde deux composantes connexes SO(n), composante connexe a l'identité
et ’ensemble des matrices orthogonales de déterminants —1. Cet exemple nous améne
a introduire la composante connexe a un élément d’un ensemble.

DEFINITION 2.3.2.13 (COMPOSANTE CONNEXE)
Soit £ un espace topologique et x un élément de cet ensemble. On appelle composante
conneze & x la plus grande partie connexe contenant {z}.

Cette notion va étre particuliérement intéressante pour les groupes topologiques
car dans ce cas, la composante connexe a 1’élément neutre va étre un sous groupe :
en effet comme on le verra dans la suite, I'application qui associe a un élément son
inverse est supposée continue pour les groupes topologiques donc l'image par cette
application de la composante connexe a 1’élément neutre est une partie connexe qui
contient aussi cet élément neutre donc cette image est contenue dans la composante
connexe a l'identité ; de méme le produit est supposé continu donc le produit de deux
éléments de la composante connexe & 1’élément neutre est dans une partie connexe a
cet élément neutre donc dans la composante connexe. En s’intéressant a la composante



Section 2.3. Groupes de Lie et algébres de Lie. 37

connexe a I’élément neutre d’un groupe topologique, on s’occupe donc du plus grand
sous groupe connexe a 1’élément neutre. Dans le cas de O(n) par exemple ceci prouve
que SO(n) est bien un sous groupe de O(n) (ce que I'on savait déja ) et on passe
de cette composante connexe & la deuxiéme composante connexe en multipliant les
éléments de SO(n) par une matrice orthogonale quelconque de déterminant —1 et il
faut remarquer que cette deuxiéme composante connexe n’est pas un sous groupe car
elle ne contient pas l'identité.

2.3.3 Variétés analytiques

La notion de variété analytique [Coh57, Pic73, Ber86, Tal93| permet de passer loca-
lement d’un espace topologique quelconque, donc éventuellement courbe, a un espace
vectoriel réel de dimension fini.

DEFINITION 2.3.3.1 (CARTE)
Soit un espace topologique séparé £, et un ouvert () de cet espace topologique. On appelle
carte sur §2 tout homéomorphisme de ) dans une partie ouverte X de R".

cg:0) — X
p — o) = (21(p), 22(p),- -, 2a(p)) -

Localement I’espace £ se comporte donc comme un partie de R™ et on peut utiliser
la paramétrisation ainsi définie pour décrire I'ouvert 2. Les nombres z;(p) constituent
les coordonnées de p (suivant la carte o ) et n est la dimension de la carte.

Soit ® un homémorphisme entre X et Y un autre ouvert de R". On note son inverse
V. La composition de ® et la carte o de €2 dans X définit donc une autre carte de €2 sur
Y. Réciproquement si on considére deux cartes respectivement de €2 sur deux ouverts
X et Y de R" alors il existe un homémorphisme entre X et Y qui s’apparente a un
changement de coordonnées entre ces deux ouverts de R"™. Ceci nous permet de définir
la notion de cartes liées analytiquement.

DEFINITION 2.3.3.2 (CARTES LIEES ANALYTIQUEMENT EN UN POINT)

Deuz cartes o et T sont liées analytiqguement au point p s’il existe un homéomorphisme
analytique qui est défini sur un voisinage de p et qui fait passer des coordonnées suivant
la carte o auzr coordonnées suivant la carte T.

DEFINITION 2.3.3.3 (CARTES LIEES ANALYTIQUEMENT )
Deux cartes o et T sont liées analytiquement si elles sont liées analytiquement en chaque
point de l’espace E.

DEFINITION 2.3.3.4 (VARIETE)

Un espace topologique £ est dit localement euclidien en un point p s’il existe une carte
définie sur un voisinage de p. Un espace de Haussdorf qui est localement euclidien en
tous ses points est une variété.
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Dans une variété, pour chaque point p il existe une carte définie sur un voisinage
de p.

DEFINITION 2.3.3.5 (STRUCTURE ANALYTIQUE)
Soit V un espace de Haussdorf. Une structure analytique sur £ est une famille F de
cartes définies sur V telle que :

1. En tout point de 'V il y a une carte qui appartient a F.
2. Tout couple de cartes de F sont liées analytiquement.

3. Toute carte qui est liée analytiquement a toutes les cartes de F appartient a F.

La troisiéme propriété signifie que la structure £ est maximale et la seconde indique
que la structure est analytique.

Un espace qui posséde une structure analytique est forcément une variété et cet
espace muni de cette structure est appelé une variété analytique.

Il est en général quasiment impossible de construire une structure analytique de
facon explicite néanmoins il existe un moyen de contourner cette difficulté. En effet le
théoréme suivant nous dit qu’il suffit de construire une famille analytique recouvrant
I’espace.

THEOREME 2.3.3.1 (EXISTENCE ET UNICITE)
Soit £ un espace de Haussdorf et C une famille analytique de carte recouvrant £. Il
ezriste une unique famille analytique maximale qui contient C.

Exemples :
1. La sphére dans I’espace tri-dimensionnel est une variété analytique.

2. L’espace R™ est lui-méme une variété analytique.

DEFINITION 2.3.3.6 (FONCTIONS REELLES SUR UNE VARIETE)
Soit ¥V une variété, f une fonction définie sur une partie de') et un point p de la variété
ot cette fonction est définie. Soit 0 une carte définie sur un voisinage de ce point, on
dira que f est continue en p si c’est une fonction continue en o(p). Si V est analytique
alors on dira que f est analytique en p si elle est analytique en terme des coordonnées
de p.

Une fonction analytique en tout point de V sera dite analytique.

DEFINITION 2.3.3.7 (VECTEURS TANGENTS)

Soit V une variété analytique, p un point deV et une carte en p telle que les coordonnées
de p soient les réels (z§, 2, -, z%). On choisit une direction en considérant n nombres
réels \' et on définit alors une courbe dépendant d’un paramétre t par

T'(t) = b + Nt +o(t) . (2.1)
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Ainsi pour tout fonction analytique définie en p sa dérivée en fonction du paramétre t

est donnée par :
d _ oy (9
(@rem) = ()

t=0 i

[ 9F
= A <8xi>p.

On adopte la convention de sommation d’Finstein dans la derniére ligne c’est a dire
que ’on somme sur les indices qui sont répétés deux fois.

On définit alors un vecteur tangent en p par tout opérateur L = 3°; X'
sont des nombres réels.

el

5.7 OU les P

L’ensemble des vecteurs tangents en p est noté £,, c’est un espace vectoriel.

THEOREME 2.3.3.2 (BASE DE L))
Les n vecteurs tangents 0/0x" forment une base de L,.

Une des conséquences de ce théoréme est que les cartes admissibles en un point donné
ont toutes méme dimension.

THEOREME 2.3.3.3 (CHANGEMENT DE COORDONNEES)
Soit x* et y' deur systémes de coordonnées en p, le changement de coordonnées s’effectue
par

0 oxt 0
oy Zaykaxi‘

%

La matrice des (0z'/0y*)t est la matrice jacobienne du changement de coordonnées.

DEFINITION 2.3.3.8 (CHAMPS DE VECTEURS TANGENTS)

Un champ de vecteurs tangents sur une variété V défini sur un ouwvert w de V est une
application de w dans l’espace des vecteurs tangents qui a un point de la variété associe
le vecteur tangent :

T(z) = iTi(x)%

ot les T* sont des fonctions numériques dépendant des coordonnées de x.

DEFINITION 2.3.3.9 (FORMES LINEAIRES)
Soit un espace vectoriel E sur l’ensemble des réels, on appelle forme linéaire ¢ sur E
toute application de E dans R qui vérifie :

¢(au + fv) = ag(u) + Se(v) . (2.2)
On note ¢p(v) = (v, ¢).
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DEFINITION 2.3.3.10 (ESPACE VECTORIEL DUAL)
L’espace dual d’un espace vectoriel E est ’espace noté E* des formes linéaires sur E.
C’est également un espace vectoriel.

DEFINITION 2.3.3.11 (BASE DUALE)
Soit {e;,i = 1,n} une base de E, on définit la base duale, {7,j = 1,n}, par

(v,e7) =07,Vj (2.3)
siv=1Y,;v;. en particulier, (e; &) = o7.

La notion d’espace vectoriel dual sera utilisée par la suite lorsque I’on considérera des
niveaux d’énergies dépendant linéairement des parameétres de ’hamiltonien (cf section
3.4, page 106).

DEFINITION 2.3.3.12 (TRANSPOSEE)
Soit E et F' deuz espaces vectoriel réels et 1 une application linéaire de E dans F'. On
appelle transposée de 1) l’application, ¥*, de F* dans E* qui vérifie :

(e,0"(1)) = (d(e), 7)),
ot e est un vecteur de E et T une forme linéaire appartenant a F*.

Notons que la matrice de ¥* dans la base duale est la matrice transposée de celle de .

2.3.4 Groupes topologiques, groupes de Lie.

DEFINITION 2.3.4.1 (GROUPE TOPOLOGIQUE)
Un groupe topologique est un ensemble G vérifiant

1. 1l posséde une multiplication qui lur donne une structure de groupe.

2. C’est un espace de Haussdorf.

1

3. L’application de G x G dans G qui a (z,y) associe xy™' est continue.

THEOREME 2.3.4.1 (HOMOGENEITE)
Soit un groupe topologique G et deux points de ce groupe, g, et go. Il existe un homéo-
morphisme qui envoie g; en gs.

Ainsi si une propriété est satisfaite au voisinage d’un des points du groupe par exemple
autour de ’élément neutre alors elle est aussi vérifiée en un voisinage de n’importe quel
autre point du groupe.

DEFINITION 2.3.4.2 (TRANSLATION A GAUCHE, TRANSLATION A DROITE)

Soit G un groupe topologique, a un élément de ce groupe. On appelle translation a
gauche (respectivement translation & droite) 'application de G dans G qui & tout x de
G associe ax (xa).
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PROPOSITION 2.3.4.1
Dans un groupe topologique les translations @ gauche et a droite sont des homéomor-
phisme de G sur G.

THEOREME 2.3.4.2 (COMPOSANTE CONNEXE A L’ELEMENT NEUTRE)
La composante conneze a I’élément neutre d’un groupe topologique G est un sous-groupe
de G. Ce sous-groupe est fermé.

DEFINITION 2.3.4.3 (GROUPE DE LIE)
Un groupe de Lie est un ensemble G vérifiant les trois propriétés suivantes :

1. 1l posséde une multiplication qui lui confére une structure de groupe.
2. C’est une variété analytique.

3. L’application de G x G dans G qui a (z,y) associe xy est analytique.

Le second point de cette définition permet donc de paramétriser les éléments du groupe
de Lie par des réels x = (x1,- - -, z,) et cette paramétrisation est analytique. Le nombre
de parameétres intervenant pourrait dépendre a priori de 1’élément du groupe autour
duquel on se place, en réalité on peut démontrer que la dimension est la méme en
tout point du groupe. On désignera cette dimension par la dimension du groupe de
Lie. L’élément du groupe paramétrisé par x sera noté 7. De plus on supposera que le
vecteur nul correspond a 1’élément neutre du groupe : Ty = e.

THEOREME 2.3.4.3

Dans un groupe de Lie, 'application de G dans G définie par g — g~ *

est analytique.

THEOREME 2.3.4.4
Un groupe de Lie est un groupe topologique.

Pour chaque paramétre z, il existe un paramétre que 'on notera x~! tel T, = T, L.

Exemples :

1. L’ensemble de réels muni de I'addition est un groupe de Lie.

2. Le groupe linéaire des matrices n X n inversibles réelles est un groupe de Lie de
dimension n?.

3. L’ensemble des matrices n X n orthogonales muni du produit matriciel est un
groupe de Lie de dimension n(n — 1)/2.

4. L’ensemble des matrices unitaires n X n est un groupe de Lie de dimension n?.

PROPOSITION 2.3.4.2
Dans un groupe de Lie de dimension r, si on note ¢; les fonctions analytiques qui
relient les coordonnées du produit de deuzr éléments du groupe aux coordonnées de x et
Yy

(:cy)z = ¢Z (1:1’ Ty Y1, 'ayr)
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(c’est a dire que T¢(w,y) =T,T,) alors elles vérifient :
qﬁi (z,0) =

2. ¢i(0,y) = yz,

3 QSZ( 7 )

4 ¢ilwy,2) = ¢z (x yz) ;
5

N

¢i (z,y) =z +yi + Z)‘iaﬁxayﬁ :
aof

PROPOSITION 2.3.4.3
Soient les matrices des dérivées partielles par rapport auzx composantes du second pa-
rameétre pour t =y ety =0 :

is(y) = (M) (2.4

8yj
sole) = (P52 (2.5
j y=0
Alors on a
et
$ij(0) = 6y (2.7)

Démonstration : Par définition,

SZ]( )_hm [¢Z($1,"',$7,0,"',h,‘",0)—(bi(xl,"',377,0,"',0,"',0)]

ou h apparait a la place r+ j Pour z = 0, on obtient donc

S'ij(o)_hm [¢z( "0)_¢i(07""""0)]'

Le second terme est nul et le premier terme est égale & h si 2 = j ou 0 si ¢ # j puisque
#(x,0) = z. Par conséquent on trouve bien que s;;(0) = 0;.
La démonstration est analogue pour v;;(0).

THEOREME 2.3.4.5 (PREMIER THEOREME DE LIE)
Les fonctions ¢i(x,y) prises comme des fonctions des y; vérifient un systéme d’équa-
tions aur dérivées partielles

szk a¢k = v;;(b) (2.8)

avec les conditions auzx limites ¢;(x,0) = ;.
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Démonstration : On pose z = ¢(z,y) et z+ k = ¢(z,y + h) ainsi :

0¢;
=3 gty (29)

J

Ty+hTy—1 = Ty+hTy71 = y+hTwT;1Ty71 = (Ty+hTw) (TyTw)_l =Tpk o1,

ce qui veut dire que
¢i(y717 Y+ h) = ¢i(2717 z+ k) . (210)
Le terme de gauche de (2.10) s’écrit :

9¢i -
z(m =Y lay)hj

¢i(y_17y + h) = Z )
J
ce qui signifie que

¢z( ,y+h ZUU

Le terme de droite de (2.10) vaut

(27t 2+ k)= Z gfj (x =27 2)k;

J

ainsi

(27t 2+ k) = ZUU )k; —ZUZ]
On trouve donc en remplacant dans (2.10) :
> vii(y)hy = D vij(9)k;
J J
On remplace k; par son expression trouvée en (2.9)

ZUU )h; —va ZOZZ( s Y)hy, -

k

Donc on en déduit

> vii(y)h ZUU 8¢J (z,9)hy -
J

En changeant les noms des indices dans le terme de droite

0
PAOLIEDS Uz’k((/ﬁ)i]_c(l", Y)h;,
j ik 9y,
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on trouve donc

vi(y) = ; vik(¢)%(% Y) -

THEOREME 2.3.4.6 (PREMIER COROLLAIRE )
Les matrices s et v sont inverses l'une de 'autre :

ZUZ] 7)sjx(T) = Sig, - (2.11)

THEOREME 2.3.4.7 (SECOND COROLLAIRE )
Comme les matrices s et v sont inverses l'une de 'autre, I’égalité (2.8) peut s’écrire :

09;
B zj:S” vk (y (2.12)

THEOREME 2.3.4.8 (DEUXIEME THEOREME DE LIE - CONSTANTES DE STRUCTURE )
1l existe des constantes cy,, telles que

8vij Ovik

= CitmU1i Umk - (2.13)
Oyr  Oy; % g

Ces constantes sont les constantes de structure du groupe. Ces équations peuvent se

ré-écrire : 5 5
Sij Sik
E Slk—— — Sy; :20 S . 2.14
( Ik ayl lj (92/1 ) mkjoim ( )

m

Démonstration : L’ordre de dérivation n’importe pas donc :
o <3¢i> _ 0 (0@)

" Oye \Oy;)  Oy; \ Oy
et on remplace les différentielles premiéres par les expressions obtenues en (2.12) :

& (pioni) =  (priomir)

En faisant passer le terme de droite a gauche et en effectuant la différentiation, on
trouve :

Osu
O

(P O
0 = X (S50

+ Lsilo) <% - %) .

oy Oy;

0Pm
0y,

(@) 75— ch(y)>
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On remplace a nouveau les dérivées partielles des ¢,, par rapport aux y; par les ex-
pressions données (2.12) et on met en facteur ds;/0¢,,, on obtient alors :
Z 0sy
Ilmn 8¢m

() [Smn () ke (Y)V15 (Y) — Smn (D) vnj (y) Vi (v)]

=>_su(¢) <%(y) - %(y)> : (2.15)

) 0y, Oy

Pour y =0, ¢ = x et (2.15) devient :

“ (@) 3 (2) 0k (0)215(0) — Sy ()01 (0) 0 (0)]

6Ulk (9Ul'
= Z Sil(ﬂi) <— - —]> .
l y=0

ayj Oy

On multiplie par s;;(0) et sg(0) et on somme sur j et k. On utilise ensuite le second
corollaire établissant que les matrices s et v sont inverses I'une de l'autre, ainsi on
trouve que

>

Imnjk

3sil

0%,

() 8mn (%) [vak (0) srr (0)v15(0) 8557 (0) — v35(0) 8551 (0)vik (0) g (0)]

= 3 sul#)s;(0)sw (0 (@_ - a—) |

ljk ayj ayk

On obtient donc en sommant sur j et k :

0s;
3 Fr @)suun (@) B By — Gy
Ilmn m
(9’Ulk (%lj)
= Si(x)s;i(0)sppr (0) | =— — =—= .
> sy 0w (G - 50 )

On réduit le premier terme en sommant sur [ et n :

3 |0 )sme) = 52 @Dy a)

0T, 0%,
avlk a?)lj
= 3 sul)s35 (0) s (0) (———) | (2.16)
UZ;C " Oy Ok ) ey

Dans le premier terme, on remplace I'indice m par [ tandis que dans le second terme,
on somme sur j et k et on remplace I’indice | par m. On trouve donc ’équation (2.14) ;
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les constantes étant fonctions des valeurs des v, en £ = 0 et de leurs dérivées partielles
en ce point.
On obtient (2.13) d’abord en multipliant (2.16) par v;;v;vky ensuite en utilisant
I’égalité suivante :
a’l)jlj Gsij/
Siit——=+ Y viri—— =20
jz, 0z, 2 702,
qui résulte du fait que les matrices s et v sont inverses 'une de 'autre. La sommation
sur i, j' et k' donne finalement (2.13).

THEOREME 2.3.4.9 (TROISIEME THEOREME DE LIE )
Les constantes de structure du groupe sont antisymétriques par rapport aur deuz der-
niers indices et satisfont les relations de Jacobi :

Cijk + Cilcj =0 y (217)

> CijkCrim + CithCrmj + CimnkCrji = 0. (2.18)
k
DEFINITION 2.3.4.4
Les transformation T, sont supposées agir sur un espace vectoriel £ de dimension n en
transformant un point p en un point p' :

P = fi(p,x). (2.19)
On définit alors les fonctions de p suivantes :
0fi
i — - 2.2
é- (ax‘)‘)z:O ( 0)

THEOREME 2.3.4.10
Les fonctions p, = f; sont solution du systéme d’équations auzx dérivées partielles sui-
vant :

L — Zvﬂa(x)fm(p') ) (2.21)

avec les conditions initiales p; = p; pour x = 0.

Démonstration : En intercalant convenablement 7}, et son inverse, on peut montrer
que
Tovn = T¢(w*1,w+h)Tz .

Donc en faisant agir ces transformations sur les points, on obtient :

fp.w+h)=ffp.2), 6"z +h)] .
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Ceci est vrai pour chaque composante, par conséquent la précédente égalité s’écrit :

filp,z+h) = fi [f(p,2), 82~z + h)] . (2.22)

Pour A suffisant petit, on peut faire un développement limité :
af’t b, T
flpr+1) = filp.) + 3 2T
8 Tp
et dans le terme de droite
bo(zx+h)=Pu(z2)+ (—
B

Comme

et que ¢o(z 1, z) =0, on trouve :

b2+ R) =D vaghs + -
B

De plus comme f;(p, z) = p}, 'égalité (2.22) devient

op;
f b,z +Z ;hﬂ—fz fl(p: )7"'7fn b,z Zvla as” ',;’Uraha
pl pn V_'k W—"k
1 T

En différentiant a nouveau, le second membre s’écrit :
fi [fl(p’x)a T fn(pal‘); kla Tt k?‘] = fz [fl(pax)a e ’fn(pax)a 0; ot 30]
a 7 Ia
=0

8 al'ﬁ
qui devient en remplacant les kg par leurs expressions
fi [fl(p,a:)a' ":fn(p,x)akl,' . 'akT] = fz [fl(pa )a' "a.fn(pa ):05' 50]
+Z <afZ p x)> Uﬁaha-
=0

Or Ty est la transformation identique c’est a dire f(p,0) = p. On en déduit que

Ofi
fi[fl(pax)a"'7fn(pax)ak17" ’ fz b,z Z( faiﬂx)) ’Uﬂaha.
=0
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Donc / ( / )

op; , ofi(p',

fl(p’$)+;a$ah0 —fz(pax)'i'%( 8375 >x:0vﬂaha-
Et comme
0fi
é-ia - <a$a>w:0 )
on aboutit &
op;

DEFINITION 2.3.4.5 (OPERATEURS INFINITESIMAUX)
On appelle opérateurs infinitésimaux les 1 opérateurs X, définis par :

- 0
Xa - o~ - 2.2
> gy (2:23)

Pour de petits paramétres x, les transformations du groupe s’écrivent alors :

To =14 zaXa. (2.24)

L’action des transformations infinitésimales d’'un groupe de Lie peuvent donc étre ob-
tenues en faisant agir les opérateurs infinitésimaux.

Démonstration : Pour une fonction F' différentiable, une transformation 7}, qui
fait passer de p & p’ remplace F'(p) par F(p') = F(T,p).

F(p')-F@p) = F(f(p,x))— F(p)
= F(f(p, 0) + > o (%)
Or f(p,0) =pet (0f/04),_q = &ia -
F(p')=F(p) = F(f(p,r)) - Fl(p)
= F (p + Z%&m) — F(p)

oF
= F(p) + Zxafiag - F(p)

oF
- % magiaa—xi .

)-r0).
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Donc 9F
T, F = F+Zxa£iaa—

ai Li

et 5
Tw:]l aSiay -
+§x S,

DEFINITION 2.3.4.6 (COMMUTATEUR OU CROCHET DE LIE)
Soit deuz champs de vecteurs tangents X etY définis respectivement par X =3, \;0/0z;
et Y =3, 1u;0/0x;, le commutateur de X et Y est le champ de vecteur défini par :

[X,Y]f = XYf-YXFf (2.25)
_ ZAauj of O Of

28331 896]- i 8%, (9.%‘]' )

(2.26)

ij
THEOREME 2.3.4.11 (PROPRIETES DU CROCHET DE LIE)
Le crochet de Lie est bilinéaire :

(X, Y +pZ] = A[X,Y]+ X, Z]

et
X + 4, Z) = A[X, Z) + ulY, Z) .
De plus il vérifie l'identité de Jacobi :
X [V, 2]+ [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y] = 0.

THEOREME 2.3.4.12 (CROCHETS DE LIE DES OPERATEURS INFINITESIMAUX)
Les opérateurs infinitésimauz vérifient les relations de commutation

[Xas Xp] = Y crapXn (2.27)
A

ot les cxop sont les constantes de structure du groupe.

2.3.5 Algebres de Lie

DEFINITION 2.3.5.1 (ALGEBRE DE LIE D’UN GROUPE DE LIE)

Les opérateurs infinitésimauz sont linéairement indépendants, sont stables sous les cro-
chets de Lie (ie que leurs crochets de Lie sont des combinaisons linéaires d’opérateurs
infinitésimauz) et satisfont les relations de Jacobi. Ils engendrent l’algébre de Lie du
groupe.

On peut construire a partir des opérateurs de I’algebre les transformations infinitési-
males du groupe et reconstituer le groupe a partir de ses sous groupes a un parameétres.
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2.4 Notion de représentations.

2.4.1 Rappels et définitions.

DEFINITION 2.4.1.1 (GROUPE D’OPERATEURS SUR UN ESPACE VECTORIEL)
Soit un ensemble d’opérateurs sur un espace vectoriel. Le produit de deuzr opérateurs A
et B est défini par :

C® = A(B7).
Cet ensemble est un groupe pour ce produit s’il vérifie les propriétés caractéristiques
d’un groupe.

DEFINITION 2.4.1.2 (REPRESENTATION D’UN GROUPE)

Soit un groupe ,G, et un espace vectoriel, L, on appelle représentation de ce groupe
sur L tout homomorphisme, D, de G dans un groupe d’opérateurs agissant sur L. Cet
homomorphisme, D, est tel qu’a chaque élément, g,du groupe est associé un opérateur
D(g) et D vérifie :

vyl,g? € G’ D(gIQZ) = D(gl)D(gQ)’ (2'28)
D(e) = 1, (2.29)
D(g™") = (D(g)™". (2.30)

DEFINITION 2.4.1.3 (REPRESENTATION LINEAIRE D’UN GROUPE)
Une représentation est dite linéaire si tous les opérateurs D(g) sont linéaires.

Dans la suite on dira représentation pour représentation linéaire.

Si I’espace vectoriel sur lequel agissent les opérateurs est de dimension finie égale
a n alors on dit que la représentation est de degré n ou que c’est une représentation
n-dimensionnelle.

Si on choisit une base dans cet espace de dimension n, alors a4 chaque opérateur
linéaire est associée une matrice dans cette base et par I'intermédiaire de la représenta-
tion il y a un homomorphisme entre le groupe G et ’ensemble des matrices inversibles

L(n).
¢ ](Da)uns ce cas, la matrice associée a 1’élément neutre est la matrice identité :
1 0 --- 0
0o . 0 :
0 .0
0 --- 0 1

Et la matrice associée au produit de deux éléments du groupe est le produit des matrices
représentant ces deux éléments :

Vi, 7, (D(SR))ij = ZD(S)ikD(R)kj-
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DEFINITION 2.4.1.4 (REPRESENTATION FIDELE)
Une representation D d’un groupe G est dite fidele s’il s’agit d’un isomorphisme du
groupe G sur le groupe D(G).

DEFINITION 2.4.1.5 (REPRESENTATIONS EQUIVALENTES)

Soit L un espace vectoriel de dimension n et un groupe G. Soit une base {e; }1<i<nde cet
espace et {D(R)} req les matrices d’une représentation du groupe G dans cette base. Si
on change de base {€}}1<i<p alors les matrices {D'(R)}gregde la méme représentation
dans cette nouvelle base peuvent s’écrire en fonction des {D(R)}req -

3C,VR € G, D(R) = C™'D(R)C.
On dit que les deuz représentations matricielles sont équivalentes.

DEFINITION 2.4.1.6 (CARACTERES D’UNE REPRESENTATION)

On cherche des quantités qui ne dépendent pas du choix d’une base dans l’espace vecto-
riel support de la représentation. Or si on considére les traces des matrices constituant
la représentation matricielle du groupe alors ces traces sont les mémes pour deuz re-
présentations équivalentes. Ces traces constituent ce que l’on appelle les caractéres de
la représentation.

Soit deuz représentations matricielles équivalentes, D) et D®) | d’un méme groupe :
VR, x(R) = Tr(DW(R)) = Tr(D®(R)).

On présente maintenant quelques rappels sur les espaces vectoriels complexes pour
pouvoir ensuite parler d’orthogonalité.

DEFINITION 2.4.1.7 (PRODUIT HERMITIEN SUR UN ESPACE VECTORIEL COMPLEXE)
Soit un espace vectoriel L sur le corps des complexes de dimension finie, on peut définir
sur L un produit scalaire hermitien noté (|)qui est une application de £? dans C et
qui vérifie :

1. V¥(z,y) € L2 (z [ y)=({y|2)",

2. V(z,y) € L? (z]ay) =alz|y),

3. V(z,y) € L2 {z1+ 32 | y) = (z1 | ) + (22| V),

4. Vel (z|z)>0.

On définit o partir de ce produit hermitien une norme : Vz || z ||*= (z | z)
On parle d’espace hermitien (c’est o dire espace Hilbertien * de dimension finie).

2Un espace Hilbertien est un espace vectoriel complexe pas nécessairement de dimension finie sur
lequel est défini un produit scalaire hermitien et qui est complet pour la métrique associée a ce produit
scalaire.
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Exemple : Soit un espace vectoriel sur le corps des complexes de dimension n,
on choisit une base {e;} sur cet espace et on définit le produit scalaire hermitien de la

fagon suivante :
Vo =) wie;, y=>_ vie;, (x| y) =D}y

On peut également définir sur des espaces vectoriels complexes de dimensions in-
finies des produits scalaires hermitiens. Par exemple sur I’espaces des fonctions d’une
variable réelle de module carré intégrable, on peut définir le produit suivant :

Vf, 9, (f 1 9) = [ ' (@)g(a)da.

DEFINITION 2.4.1.8 (BASE ORTHONORMEE)
Soit un espace hermitien de dimension n muni d’un produit scalaire hermitien noté (|),
une base orthonormée pour ce produit hermitien est une base {e;}1<i<n telle :

Viaja <ei | ej) = 51_7 .

Il existe toujours une base orthonormée pour un tel espace hermitien (on applique
la méthode de construction de Graam-Schmitd).

DEFINITION 2.4.1.9 (OPERATEUR UNITAIRE. )
Soit un espace hermitien muni d’un produit scalaire hermitien noté (|). On appelle

opérateur unitaire pour ce produit scalaire hermitien tout opérateur linéaire U tel que :
Vo1, T, (21 | 2) = <U(331) | 0(332»

Un tel opérateur est bijectif et son application réciproque est ’opérateur adjoint.

Si on se place dans une base orthonormée du produit hermitien alors la matrice U
d’un tel opérateur unitaire est telle que son tnverse est la matrice transposée et compleze
conjuguée :

Ut =U".

On peut maintenant introduire la notion de représentation unitaire.

DEFINITION 2.4.1.10 (REPRESENTATION UNITAIRE.)
Soit un espace hermitien, un groupe G. On appelle représentation unitaire toute repré-
sentation dont les constituants sont des opérateurs unitaires.

THEOREME 2.4.1.1 (EQUIVALENCE REPRESENTATION-REPRESENTATION UNITAIRE)
Soit G un groupe fini et D une représentation de ce groupe sur un espace hermitien
L dont on note le produit hermitien (|). Il existe un produit hermitien,noté {|}, pour
lequel cette représentation est unitaire et par conséquent il existe une représentation
unitaire pour le produit scalaire {|) équivalente a D.
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Démonstration : On désigne par [g] le nombre d’éléments du groupe et on définit
sur £ x L, 'application suivante :

va,y,{iﬂ\y}— Z R)z | D(R)y).

ReG

Cette application est un produit hermitien sur L : cela résulte directement des pro-
priétés du produit hermitien initial. De plus la représentation D est unitaire pour ce
nouveau produit scalaire hermitien :

1

Vz,y, VS € G, {D(S)z | D(S)y} = EI§;<D(R)D(S)$ | D(R)D(S)y) ,
Yo,y VS € G, {D(S)z | D(S)y} = ﬁ > (D(RS)z | D(RS)Y).

Or quand R parcourt tout le groupe G alors RS parcourt aussi tout le groupe donc
dans la somme, on peut remplacer RS par R' qui parcourt tout le groupe si bien que :

Va,y, VS € G, {D(S)z | D(S)y} = — Y (D(R)z| D(R)y),

9] e
Vz,y, VS € G, {D(S)x | D(S)y} = {z|vy}.

Ceci prouve que la représentation D est unitaire pour ce nouveau produit hermitien
{|}. Soit {v;}1<i<n une base orthonormée pour {|} et {u;}1<i<, une base orthonormée
pour (|). Il existe un opérateur linéaire qui fait passer de la derniére base a la premiére :
v; = Tui. On sait qu’en raison de leur caractére d’orthogonalité :

Vi, j, {?}i ‘ Uj} = <UZ ‘ Uj> = 51'1' .
Et si x = Y, zu;, alors Ty = > ziv;. Donc

Vz,y, (x| y) Zx yi = {Tx | Ty}. (2.31)

On définit la représentation D' de la facon suivante :
VRe G, D'(R)=T'DR)T. (2.32)

Ainsi pour n’importe quels vecteurs z et y et n’'importe quel élément R du groupe G,
'utilisation de (2.31) donne :

{TD'(R)z | TD'(R)y} = (D'(R)z | D'(R)y). (2.33)
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De plus
{TD'(R)x | TD/(R)y} = {D(R)Tx| D(R)Ty}, (2.34)
= {Tz|Ty}, (2.35)
= (z]y). (2.36)

Le passage entre (2.34) et (2.35) est obtenu en utilisant le fait que la représentation D
est unitaire pour le produit scalaire hermitien {|} et la passage de I’équation (2.35) a
I’équation (2.36) se fait en utilisant (2.31). Et en comparant (2.33) et (2.36), on obtient
finalement :

(D'(R)z | D'(R)y) = (z|y). (2.37)

Cette derniére équation (2.37) établit 'unitarité de la représentation D’ pour le produit

scalaire hermitien initial,{|), et cette représentation est équivalente a la représentation
D (cf (2.32)).

Ce résultat peut étre étendu aux groupes compacts. Ce théoréme est fondamental
car il prouve au moins pour les groupes finis que l'on peut se contenter de 1’étude
des représentations unitaires. De plus ce théoréme a une conséquence importante en
ce qui concerne la réductibilité d’une représentation, notion que nous allons définir
maintenant.

DEFINITION 2.4.1.11 (REDUCTIBILITE)

Soit D une représentation d’un groupe sur un espace vectoriel L. Cette représentation
est réductible s’il existe un sous espace vectoriel £ de L stable par tous les opérateurs
de la représentation c’est a dire si

Vue E,VRe G, D(R)jue€.

Si on choisit une base de £, {e;}1<i<p que l'on compléte pour avoir une base de L avec
des vecteurs {€;}py1<i<n alors les matrices D(R) des opérateurs D(R) de la représen-
tation sont de la forme :

VR € G, D(R) = l

DEFINITION 2.4.1.12 (REDUCTIBILITE COMPLETE)

Soit D une représentation d’un groupe sur un espace vecoriel L. Cette représentation est
complétement réductible s’il existe deur sous espaces vectoriels £, et £y supplémentaires
l'un de 'autre dans L stables par tous les opérateurs de la représentation c’est a dire
st

Vu1 € 81,VR € G, D(R)U;l € 51,
Vuy € £,YVR € G, D(R)uy € & .
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. . 1 2

Si on choisit une base de &, {ez( )}195},1, et une base de &, {eg )}193,,2, alors la

réunion de ces deux bases donne un base de L (car les deux sous espaces sont supplé-
. . 1 ..

mentaires), on ordonne la base en placant en premier les vecteurs {ez( )}1951,1 SULVL

des vecteurs {652)}19-51,2.D(ms cette base, les matrices D(R) des opérateurs D(R) de la
représentation sont de la forme :
_ | AR) O
VR € G, D(R) = l 0 B(R)] :
THEOREME 2.4.1.2
Toute représentation unitaire réductible est complétement réductible.

Démonstration : Soit une représentation unitaire réductible. Soit £ un sous es-
pace stable par tout opérateur U(R) de la représentation. Soit le supplément orthogonal
de ce sous espace £*.

VReG, Ve e&, Vye&t (z|y) = (UR)z|UR)y),
=VReG,Vze& Vyec&t, 0 = (UR)z|U(R)y),
VReG,VzcE, URzcl, = YReG V&, Vyeclr, URycEr.

Donc le supplémentaire orthogonal de £ est aussi stable par tout opérateur de la re-
présentation. Il existe donc deux sous espaces vectoriels supplémentaires 'un de ’autre
stables par la représentation ce qui signifie que cette représentation est complétement
réductible.

Or pour les groupes finis (ainsi que pour les groupes compacts), toute représentation
est équivalente & une représentation unitaire. Il suffit donc pour les groupes finis de se
restreindre a la réduction des représentations unitaires. Remarquons qu’une représen-
tation pour laquelle il n’existe pas de sous espace (différent de I’espace tout entier ou
du vecteur nul) stable par ’ensemble des éléments la constituant est dite irréductible.

On va s’intéresser maintenant aux deux lemmes de Schur qui sont des résultats
fondamentaux dans la théorie des représentations. Ces lemmes donnent des critéres
permettant de dire si une représentation est réductible et servent également de point de
départ pour établir les relations d’orthogonalité des caractéres, relations que 1’on verra
par la suite et qui seront employées pour caractériser les représentations irréductibles
non-équivalentes du groupe (notamment dans la construction de la table des caractéres
du groupe).

2.4.2 Les lemmes de Schur.

LEMME 2.4.2.1 ( PREMIER LEMME DE SCHUR)
Soit D une représentation unitaire d’un groupe. Cette représentation est irréductible

st et seulement si tout opérateur linéaire qui commute avec tout élément D(R) est
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proportionnel a l'identité.

Démonstration : On appelle £ I'espace complet support de la représentation.

Soit une représentation unitaire et irréductible et soit O un opérateur linéaire qui
commute avec tous les éléments de la représentation. Alors tout sous espace propre de
cet opérateur est stable par la représentation donc tout sous espace propre est soit le
vecteur nul, ce qui est exclu par la définition méme du sous espace propre, soit 1’espace
vectoriel tout entier. Donc I'opérateur O est bien proportionnel a I'identité.

Réciproquement soit une représentation unitaire telle que tout opérateur qui com-
mute avec les éléments constituant la représentation est proportionel a I’identité. Soit £
un sous espace stable par la représentation. Il s’agit de montrer que c’est soit 1’espace
tout entier soit le vecteur nul. Comme la représentation est unitaire, le supplément
orthogonal de ce sous espace stable est aussi stable. Par conséquent P le projecteur
orthogonal sur £ commute avec tout élément de la représentation. En effet :

Ve e £, (w1, 20) EEXEL, x =31 + 2.
P(z) =z, = VR € G, D(R)P(z) = D(R)(x1).
Et

D(R)(z) = D(R)(z1) + D(R)(x2) .

Or D(R)(z1) € & car ce sous espace est stable par la représentation et D(R)(z;) € £*
car la représentation étant unitaire ce sous espace est aussi stable. Donc si on applique
le projecteur orthogonal alors le deuxiéme vecteur donne une contribution nulle tandis
que le premier vecteur reste inchangeé. Ainsi Vo € £, PD(R)xz = D(R)(z;). Ce qui
montre que ce projecteur commute avec tous les éléments de la représentation donc il
est proportionnel & 'identité donc c’est soit I'identité elle-méme soit I’application nulle
(car les seules valeurs propres d’un projecteur sont 0 et 1). Donc &£ est soit le vecteur
nul soit ’espace tout entier. Ceci achéve la démonstration.

LEMME 2.4.2.2 (DEUXIEME LEMME DE SCHUR)
Soit D et D' deux représentations irréductibles non équivalentes d’un méme groupe G,

alors tout opérateur A qui vérifie :

VR € G, D(R)A = AD'(R) (2.38)

est nul.

Démonstration : On appelle £ et £ les espaces vectoriels supports respective-
ment des représentations D et D’; Les dimensions respectives de ces espaces vectoriels
sont notées n et n'. L’opérateur A agit de &' dans £.
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1. Premier cas : n < n'. Le noyau de 'opérateur A n’est pas réduit au vecteur
nul car dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = n' et comme dim(Im(A)) < n alors
dim(Ker(A)) = n' — dim(Im(A)) > n’ —n > 0. Or ce sous espace vectoriel est
stable par les éléments de la représentation D' en raison (2.38) :

Vz € Ker(A), VR € G, AD'(R)(z) = D(R)Ax
¥z € Ker(A), VR € G, AD'(R)(z) = D(R) (

= Vz € Ker(A), VR € G, A(D'(R)(z)) = 0,
= V& € Ker(A),VRe G, D'(R)(z) € Ker(').

Donc comme la représentation est irréductible et que le noyau n’est pas réduit
au vecteur nul, la seule possibilité pour le noyau est d’étre égal a I'espace &' tout
entier et I'opérateur A est nul.

2. Second cas : n > n'. L’image de Pespace g1 m(fl), est un sous espace vectoriel
de & stable par la représentation D du groupe G, en effet :

Yy € Im(fi)g Jz € &' A(z) =

D(R)(y) = D(R) (A
)(y) = A (D'(R)
= Vy € Im(A), D

= Vy € Im(4),
= Vy € Im(A), D(R

Et comme n > n', Im(A) est strictement inclus dans I'espace vectoriel £. Donc
ce ne peut pas étre Pespace tout entier. Or par hypotheése, la représentation D est
irréductible donc les seuls sous espaces stables par cette représentation sont £ et
le vecteur nul. Donc Im(A) ne peut étre que le vecteur nul ce qui signifie que tout
vecteur de £’ a pour image par A le vecteur nul de € et que A est identiquement
nul de £ dans &.

3. Troisiéme cas : n = n'. Dans ce cas le noyau ne peut pas étre réduit a ’espace
engendré par le vecteur nul sinon cela signifierait qu’il existe une bijection entre
les deux représentations ce qui est exclus car les représentations ne sont pas
équivalentes par hypothése. Donc comme la représentation D’ est irréductible et
comme le noyau est stable sous ’action du groupe, le noyau est 1’espace tout
entier par conséquent 'opérateur A est identiquement nul.

On a donc envisagé toutes les situations possibles et on a toujours abouti a la
conclusion suivante : 'opérateur A est identiquement nul si les deux représentations
sont irréductibles et non équivalentes; c’est ce que le lemme prévoyait.
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Ces deux lemmes de Schur servent de base pour établir des relations d’orthogonalité
entre les caractéres et certaines égalités comme par exemple celle qui lie le nombre de
classes de conjugaison et le nombre de représentations irréductibles dans le cas des
groupes finis.

2.4.3 Théoréme fondamental d’orthogonalité.

Les résultats présentés dans cette section sont établis pour des groupes finis. En
réalité il est possible d’obtenir des relations analogues pour les groupes compacts en
remplacant les sommations par des intégrations sur les paramétres du groupe :

1
mz —>/du(g)

g€g

ou [g] est le nombre d’éléments du groupe fini et du désigne la mesure invariante de
Haar du groupe (cf par exemple 'annexe E dans [Ste94]).

PROPOSITION 2.4.3.1
Soit A un opérateur de &, dans £, espaces vectoriels supports respectifs de deux re-

présentations irréductibles et non équivalentes, T™ et T™W), d’un méme groupe fini G.

St
B = ZT(M) (9) ATW) (g—l) )
geg
alors o
B=3YTW(g) AT (g7!) = O X7y 1
geg
ot \¥

(4) est une constante qui dépend de Uopérateur A et de la représentation TW.

Démonstration : 1l suffit d’appliquer le premier et le second lemme de Schur.
En effet si on calcule :

Vh, TW () B = ZT(u) () T® (g) AT™) <g—1) ’

g€y

= Y TW (hg) AT® (g7') ,
g€eg

- > WA (7).
9'=hg, 9€G

= > TW(HATY ((hlg’) 1>,
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= YW () ATV ((¢) ) TV (1) |
g'€eg

= BT" (h).

Si les deux représentations sont irréductibles et non équivalentes alors le second lemme
de Schur 2.4.2.2 s’applique et si les indices sont les mémes alors I'irréductibilité de la
représentation implique que 'opérateur B est diagonal.

THEOREME 2.4.3.1 5
Si on note D™ (g) les matrices de la représentation T™ et DW) (g) les matrices de la

représentation T™) aprés des choiz de bases dans les espaces supports correspondants
alors ces matrices vérifient la relation suivante :

Via ja r,s Z Dz(vl‘l) (g) Dgg) (.971) = Agfsoéwléz] .
9€g
On montre que
AW — M(g

rs rs -
i

n, est la dimension de l’espace support de la représentation T . On peut donc écrire
la relation fondamentale d’orthogonalité :

Vi, 4,7, 8 ZD(“ (g_l) = M(Suyéijérs. (2.39)

9€g M
THEOREME 2.4.3.2 (ORTHOGONALITE DES CARACTERES)

Si on note X (g) les caractéres des matrices de la représentation T™ et x) (g) ceus
pour la représentation T alors

ZX“) X (97") = b

gEg

Comme les représentations sont supposées unitaires et que l’inverse d’une matrice uni-
taire est sa transposée conjuguée, on obtient :

1

=3 x® (9) X" (9) = 6y -

[g] g€eg

Démonstration : On déduit ce théoréme en prenant la trace des matrices des deux
représentations irréductibles et en utilisant (2.39).
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PROPOSITION 2.4.3.2

1y a autant de classes de conjugaison que de représentations irréductibles non-équivalentes
d’un groupe fini [Ham62, Jon96].

PROPOSITION 2.4.3.3
Si on note n, les dimensions des représentations irréductibles non-équivalentes alors

Zni =g] - (2.40)

Exemple : On considére a nouveau C,. Ce groupe étant commutatif, il compte 4
classes de conjugaison donc 4 représentations irréductibles non-équivalentes. La relation
(2.40) nous permet de dire que ces représentations sont toutes de dimension égale a 1
puisque ces 4 dimensions sont des entiers dont la somme vaut 4. Ce résultat est vrai
pour tout groupe commutatif.

Une fagon de répertorier les représentations irréductibles est d’énumérer les carac-
téres des classes de conjugaison. Cette énumération se fait a I'aide de la table des
caractéres dont les colonnes sont associées aux différentes classes de conjugaisons du
groupe et les lignes aux différentes représentations irréductibles non-équivalentes. Une
table de caractére comporte donc autant de lignes que de colonnes.

Exemple : Les quatre représentations irréductibles non-équivalentes de C sont
de dimension 1, on les note 7MW, T TG T® T() désigne la représentation triviale.
Donner les caractéres d’une des représentation revient donc a donner les images des
éléments du groupe par cette représentation. La table des caractéres s’écrit :

1 ¢+ -1 -
7O 11 1 1 1
T |1 —f -1 4
T 1 i -1 —q
TW |1 -1 1 -1

On peut controler que les relations d’orthogonalité sont vérifiées : par exemple, le
produit scalaire entre caractéres de la premiére représentation avec ceux d’une des
T® avec i > 2 est la somme des caractéres de cette T : cette somme est bien nulle.
On constate également que la somme des modules au carré de chaque ligne vaut bien
I’ordre du groupe, 4.

La relation d’orthogonalité sert aussi dans la décomposition d’une représentation
en somme de représentations irréductibles et dans la détermination de la multiplicité
de ces différentes représentations dans la décomposition.
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THEOREME 2.4.3.3 (DECOMPOSITION D’UNE REPRESENTATION REDUCTIBLE)
Soit un représentation réductible T d’un groupe G. Cette représentation peut s’écrire
comme une somme de représentations irréductibles

T=@aT®, (2.41)
w

c’est a dire que les matrices de T' peuvent s’écrire comme une matrice formée de blocs
diagonauz qui appartiennent auz différentes T :

D*(R) 0

VR € G, D(R) =

0
0 (2.42)
0

o O O

0 D"(R)

Les entiers a, indiquant le nombre de fois ot chaque représentation T apparait dans
cette décomposition, sont donnés par :

LS @)% (g (2.43)

ay =

Démonstration : Si on prend la trace de (2.42) alors on obtient
= Z a'uX(u) (g)
o

puis on multiplie par x*) (¢7') et on somme sur les éléments du groupe. La relation
d’orthogonalité appliquée au membre de droite donne alors :

> x(g = [gla, .

g€y

Donc on obtient bien

" (g
=g xl

geG

Exemple : Soit une représentation 7 dans un espace vectoriel de dimension 3 de
C, définie par les quatre matrices 3 x 3 suivantes :

100 0 0
Dl)=|0 10|, D@E=|1 0 0],
00 1 0 0 1

/lg

—_

~—

Il

ja)

I

—_

ja)

2

d

~—

Il

I

—_
o O =
— o O
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Ces matrices sont les matrices des rotations d’axe O, d’angle 0, 7/2, 7 et 37/2.

Les caractéres de cette représentation sont : x(1) = 3, x(1) = 1, x(—=1) = —1 et
x(=i) = 1. ) ) ) )

D’aprés (2.41), on peut écrire que 7 = a;7M @ a7 @ a37® @ a, ™. Les mul-
tiplicités peuvent étre calculées en utilisant (2.43) ainsi que la table des caractéres de
Cy calculée précédemment :

B+1-1+1)=1,

B | =

a] =

B+i—1(-1)+ (—9)) =1,

>~ =

a9 =

1 : .
a3:Z(3+z+1—z):1,

1
ay=;(3-1-1-1)=0.

Donc 7 =T® @ T® @ TG, Cela signifie qu’il existe une base de R dans laquelle les
matrices de cette représentation sont toutes diagonales (les blocs diagonaux se réduisent
ici des nombres car les représentations irréductibles sont de dimension 1) et valent :

100 1 0 0
D)=|010|, D@=|0 —i 0],
00 1 0 0 i
1 0 0 10 0
D(-1)=1]0 =1 0 |, D(=)=|0 i 0
0 0 -1 00 —i

2.5 Meécanique quantique et les groupes et algébres
de Lie

2.5.1 Rappel des postulats de la mécanique quantique

Un systéme quantique est décrit a ’aide d’une fonction d’onde, ¢, qui est un élément
d’un espace vectoriel, £. L’évolution d’'un systéme non relativiste est régie par une
équation aux dérivées partielles, ’équation de Schrédinger :

A~

H(z,t)p(z,t) = ih%qﬁ(m, t), (2.44)

ou z désigne 'ensemble des degrés de liberté (coordonnées spatiales, spin...) dont dé-
pend le systéme et H(z,t), 'hamiltonien, est un opérateur agissant sur £.
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Si ’hamiltonien ne dépend pas du temps alors résoudre (2.44) revient & déterminer
le spectre de H (x), c’est a dire trouver ses fonctions et les valeurs propres, notées
respectivement ¢g et E : X

H(z)¢r(x) = Edp(zx). (2.45)

Les solutions de (2.44) s’ecrivent alors comme une combinaison linéaire des solutions
stationnaires, ¢g(x)exp(—iEt/h) :

o(z,t) = apdp(z)e F/ (2.46)

Comme 'hamiltonien est un opérateur hermitien, ses fonctions propres forment une
base orthonormée de £ et les coefficients ap sont les produits scalaires de ¢(.,t = 0)
avec les ¢p :

an = (6(.,0) | ¢5) = /¢*(x,t — 0)p(z)dz .

A toute grandeur physique, O, est associée un opérateur hermitien O. Le résultat
de la mesure de O est 'une des valeurs propres, \,, de O. Si le systéme est décrit par la
fonction d’onde ¢(z,t) alors on peut ’exprimer comme une superposition des vecteurs

propres de O :
¢(x,1) = D pu(t)thn(z).

Le coefficient |p,(¢)|? est la probabilité de trouver la valeur A, lors de la mesure a
I'instant ¢ de O. Le produit scalaire (¢ | O | ¢) est la valeur moyenne des mesures
de O si on réalise ces mesures au méme instant sur un ensemble infini de systémes
quantiques préparés dans des conditions initiales identiques.

2.5.2 Transformations de symétrie

Supposons que les coordonnées du systéme se transforment sous ’action d’un groupe
G de la facon suivante :
r— 2 =gr,9€G, (2.47)

alors cette transformation induit une transformation des fonctions d’onde :

¢(x) — ¢'(z) = D(9)¢(x) = d(g™'x). (2.48)
Ces transformations doivent conserver les probabilités de transition par conséquent
(&'l = [{gl)]*- (2.49)

THEOREME 2.5.2.1 (THEOREME DE WIGNER|W1G49, KNE9S, STE94|)
Toutes les transformations D(g) qui vérifient (2.49) sont
— soit unitaires et linéaires :
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1. D(g){|M91 + A2} } = AD(g)|v1) + X2D(g)|92).
2. (¢'[¢') donc D(g)~" = D(g)".

— soit anti-unitaires et anti-linéaires :

1. D(g){|Mthr + Aatha) } = AL D(g)[¥1) + A3D(g)[4)2).
2. (¢'l¥')".

On se limitera aux cas des transformations linéaires et les D(g) forment donc une
représentation projective du groupe G (c’est a dire que les D(g) ne sont définies qu’a
une phase prés dépendant de g); on s’affranchit de ce probléme de phase en plongeant
éventuellement G dans un groupe plus grand si bien que I'on est finalement ramené a
une représentation linéaire du groupe. Cette représentation étant unitaire, elle est donc

complétement réductible.
Un opérateur O est transformé en O’ :

O’ = D(9)OD(g)7". (2.50)

puisque (¢ | O | ¢) = (¢' | O' | ¢') et que les opérateurs D(g) sont unitaires.
L’opérateur est invariant si
0=0, (2.51)
ce qui signifie que
Vg,D(9)OD(9) ' = O. (2.52)

L’opérateur est donc invariant si et seulement s’il commute avec tous les éléments de
la représentation. On appelle ces opérateurs les opérateurs de Casimir du groupe.

Supposons que H, Phamiltonien du systéme, soit invariant sous ’action d’un groupe
G. Il commute avec tous les éléments de G et ses sous espaces-propres sont stables pour
I’ensemble des transformations : en effet si on considére une éner%ie E dégénérée d fois
et si on note les fonctions propres ¢§E) (1=1---d) alors D(g)qSiE) est également une
fonction propre de H avec la méme énergie E si bien que c’est une combinaison linéaire
des ¢ (i=1---d):

D(9)¢§E) = Z Dki(g)¢1(cE) .
k

Les sous-espaces propres de ’hamiltonien sous-tendent donc différentes représentations
du groupes et en général, sauf dans le cas de dégérescence accidentelle, ces représenta-
tions sont irréductibles. L’espace des fonctions d’ondes se décompose ainsi en somme
directe de sous-espaces orthogonaux entre eux et sous-tendant différentes représenta-
tions irréductibles du groupe :
£ = @ akgk y
k

les ay, désignant le nombre de fois oul chaque représentation apparait.
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Cette décomposition permet de classer les états propres du systéme en fonction de
la représentation dans laquelle ils se trouvent :

H|Ap) = B[ ),

ol A sert & distinguer les différentes représentations irréductibles de G et les indices
permetent de différentier les états d’'une méme représentation et peuvent étre choisis
suivant une chaine algébrique

GDOH.

En effet puisque 'hamiltonien commute avec tous les éléments de G il commute aussi
avec les éléments de H on peut donc séparer ses sous-espaces propres suivant différentes
représentations irréductibles de H qui ne se mélangent pas. Les états propres de H sont
simultanément états propres d’opérateurs de Casimir de G et d’opérateur de Casimir
de H :

ColAu) = frlAm)
et

Col ) = gulAp) -

2.5.3 Brisure de symétrie dynamique

Supposons maintenant que la symétrie associée au groupe G soit brisée : H ne
commute plus avec tous les éléments de G mais seulement avec une partie d’entre eux
formant un sous groupe H de G. H peut s’écrire comme la somme d’un opérateur de
Casimir de G et d’un opérateur de Casimir de H

H=Cg+Cy
si bien que ses états propres demeurent les | \y) mais on dit qu’il y a brisure de symétrie
dynamique puisque I’énergie de I'état dépend de A et de y :
H{ \z) = (fx + gu)| M) -
Cette notion de brisure de symétrie dynamique est largement utilisée en spectro-
scopie atomique [Del83, Del86], moléculaire (cf par exemple [Fra86, Lem91a, Lem91b,

Lem91c|), nucléaire [Ari75, Iac87] et en physique des particules [Bij94]. Nous I'illustre-
rons dans la section 2.7 page 89 pour les noyaux avec le modéle de bosons en interaction.

2.6 L’algébre U(n)

2.6.1 Introduction

Nous avons vu précédemment que 1’algébre unitaire intervenait dans le théoréme
de Wigner (cf page 63) et que toute représentation linéaire était équivalente a une re-
présentation unitaire (cf page 52). Ceci nous montre la place prépondérante qu’occupe
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U(n) en mécanique quantique. De plus dés que 1’'on se place en seconde quantifica-
tion, les relations de commutations caractéristiques de cette algeébre apparaissent quasi
naturellement.

Dans cette partie, nous rappelons donc en premier lieu la définition de l'algébre
U(n) ainsi qu’un certain nombre de ses propriétés.

Ensuite nous nous intéressons a la description d’un systéme quantique en seconde
quantification et nous montrons comment engendrer U(n) a partir des opérateurs de
création et d’annihilation. Nous nous proposons alors de construire les vecteurs de 'es-
pace de Fock sous-tendant une Représentation Irréductible (RI) de U(n). La construc-
tion de ces espaces est importante dans la mesure ou il suffit de savoir y calculer les
matrices des observables pour déterminer les valeurs possibles des grandeurs physiques.
Pour cela nous développons la méthode proposée par Moshinsky (|[Mos62],|[Mos63]| et
[Mos68]) basée sur I'existence d’un vecteur dit de poids maximal & partir duquel peut
étre générée toute la base. Nous donnons une nouvelle facon d’obtenir I’expression de
ce vecteur [Cha00] ainsi qu’une interprétation graphique inédite & notre connaissance
qui permet de manipuler avec plus de facilité les expressions entrant en jeu. Cette des-
cription présente aussi 'avantage d’étre transposable en language informatique assez
facilement.

Enfin nous illustrons ce formalisme a travers trois exemples : nous commengons par
le cas trés simple de U(2) puis nous nous intéressons a ’algébre Usr(4) D Us(2)@Ur(2)
et enfin au cas d’une couche j (j demi-entier).

2.6.2 Deéfinitions
Définition

On peut définir le groupe unitaire [Fra94| comme étant le groupe des matrices de
M, (C) qui conservent la norme hermitienne usuelle c’est a dire qui transforment un
vecteur (z1, 29, -+, 2,) en un vecteur (2}, 24,---,2) :

7 =Uuz?
en vérifiant :
Uuuf=1.
Si on s’intéresse aux transformations infinitésimales alors

U=1+iS+---

ol S est une matrice hermitienne c’est a dire que S = S
Cette matrice peut étre interprétée comme la matrice d’un opérateur S qui agit sur
une fonction de z; de la fagon suivante :

Sf(2) = f(7) = f(Z +ieSP) = f(B) +ie Y Siyz;

ij

of
8zi
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La transformation infinitésimale est donc engendrée par les opérateurs g;? définis
par :
0

Zi =~ -
Jazi

G; =

Ces n? opérateurs sont les générateurs infinitésimaux de lalgébre et obéissent aux
relations de commutations suivantes :

[ zj,g/lc] = 6;1G! — 0uGj. (2.53)

Diagrammes de Young

On peut montrer de différentes fagons (voir par exemple [Ham62|) que les RI de
U(n) sont caractérisées par n entiers )\; qui vérifient A\; > Ao > --- A, et que I'on note
sous forme de partition de Young [A1, Ag, - - -, A,]. Pour décrire ces partitions, on utilise
souvent des diagrammes de Young :

A2
ao-—-0

An

Cette notation est particuliérement commode notamment lorsque ’on cherche a
déterminer les RI contenues dans le produit tensoriel de deux algébres : les régles de
calcul sont présentées dans [Fra94|.

Casimir du premier et second ordre

Les opérateurs de Casimir du premier et second ordre qui commutent avec 1’en-
semble des générateurs infinitésimaux et qui d’aprés le lemme de Schur seront diago-
naux dans les représentations irréductibles ont respectivement pour expression :

C = > G (2.54)
=1

C; = Y Glgl. (2.55)
2,j=1

Comme on le verra par la suite, ce sont principalement ces deux types d’opérateurs qui
interviendront si on se limite & des interactions a 1- et 2-corps.
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2.6.3 Seconde quantification et algébre unitaire
Seconde quantification

On peut décrire un systéme constitué de p particules pouvant occuper n états
individuels a I'aide d’opérateurs de création, a}L , et d’annihilation, a;, (I'indice 7 servant
a distinguer les n différents états accessibles des particules du systéme) et dont la
fonction est respectivement de créer ou d’annihiler une particule dans I’état ¢ en agissant
sur le vide : | i) = a] | 0).

Dans le cas de fermions, ces opérateurs satisfont les relations d’anticommutation
suivantes :

{ai,aly =6 {a, a5} = {al,al} =0
tandis que pour des bosons, ce sont des commutateurs qui interviennent

[ai,a;[] = 0ij [ai, a;] = [a;r: a;-] =0.

On définit alors n? opérateurs quadratiques en fonction des a;-r et des a; :
Gl =af a;.

Ces opérateurs que ’on appelle les générateurs infinitésimaux satisfont les relations de
commutation (pour les fermions comme pour les bosons) :

[G],Gh] = 0;xG) — 864G,
qui sont exactement les relations (2.53) caractérisant I’algébre unitaire.

C’est donc trés naturellement que la structure algeébrique unitaire intervient dans
la description quantique d’un systéme.

De plus dans de nombreuses situations ([Ham62, Iac87, Fra94|), on peut exprimer les
grandeurs physiques (comme I’'Hamiltonien ou les opérateurs de transition) en fonction
des invariants de U(n). Or ces invariants sont précisemment diagonaux dans les RI
(cf le lemme de Schur). II devient donc crucial de savoir construire les sous-espaces
sous-tendant ces RI.

Générateurs et invariants

C’est ce que propose Moshinshy dans [Mos62|. Pour cela, il considére n types de
particules pouvant occuper n états individuels. Ce sont donc n? opérateurs de création,
aLS, ainsi que n? opérateurs d’annihilation, a,s, qui vont nous servir pour construire
les RI de U(n) (I'indice grec, p = 1---n, sert a caractériser ’état tandis que I'indice
latin, s = 1---n, sert a repérer le type de particule). Ils satisfont dans le cas de bosons
les relations :

[aus’al's'] = Opy Oss [aps, aws] = [aLs7 aL’s’] =0. (2.56)

On définit alors deux ensembles d’opérateurs quadratiques :
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— Tout d’abord les générateurs infinitésimaux de I’algébre g;;’, obtenus en sommant
sur le type de particules :

n
g/lj = Z aLsap’s . (257)
s=1
Les relations de commutation pour ces opérateurs sont bien évidemment :
[g;:a Z’I] = 5u,u’g;1, - 5MV'gZ’ . (258)

On remarque notamment que les Gf et G, commutent entre eux :

g1, v =0. (2.59)

Les opérateurs Gff comptent le nombre de particules dans I'état p quelque soit
leur type.
— On peut ensuite définir des opérateurs dits invariants du premier ordre :

Cow =D alyauy - (2.60)
p=1

Ces opérateurs possédent deux propriétés importantes :

1. d’une part ils commutent avec I’ensemble des générateurs infinitésimaux de
I’algébre :
[Cow,GE] =0, (2.61)

2. et d’autre part ils satisfont entre eux les mémes relations de commutation
que des générateurs infinitésimaux de U(n) :

[Csta Cs’t’] = 6755’ st — 5st’Cs’t . (262)
Ainsi les C,; commutent avec les Cy; :

[Cssa Ctt] =0. (263)

Comme ces derniers sont hermitiens, il existe une base de I’espace ou ils sont
tous diagonaux. Dans les espaces sous-tendant les représentations irréductibles,
ils devront en outre étre proportionnels a 1’identité.

Pour déterminer les RI de U(n), on est donc amené a résoudre le probléme consistant
trouver une base diagonalisant simultanément les Ql/j et les Uy et ou les Cy, sont
proportionnels a I'identité. En revanche les valeurs propres des G& ne sont pas toutes
nécessairement identiques.

Moshinsky propose de construire les états de ’espace de Fock sous forme de poly-
nomes homogénes de degrés p, p étant le nombre de particules du systéme :
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‘P>:P(al{1,a£1,...,a;&n)|0>.

L’action des opérateurs d’annihilation sur ces vecteurs peut par conséquent étre as-
similée a une dérivée partielle par rapport a aLS (ceci d’un point de vue purement
formel) :

0

aaLs '
En effet si on considére un vecteur sous la forme (ah)nn (azl)mz ... (alm)nm | 0) avec
>ij nij = p alors deux situations se présentent lorsque 'on va appliquer a,,,, sur le
vecteur :

— soit n,s, vaut zéro et le résultat est le vecteur nul;

— 50it 1,5, est non nul et il faut appliquer les relations de commutation entre a,,s,

Qs

et les 12,5, Opérateurs af, . ce qui donne au final 1,5, (aLoso)nuoso_l.
Les polynomes P doivent satisfaire
CysP = hyP pour s=1,...,n (2.64)
CieP = 0 pour s<s s,s=1,....n (2.65)
g, P = k,P pour p=1,...,n. (2.66)

Les équations (2.64) signifient simplement que la représentation est irréductible
et que par conséquent les invariants hermitiens C; sont diagonaux dans cette base.
Les équations (2.66) proviennent des relations de commutation des gl et des C; : on
peut donc se placer dans une base commune ot ils sont tous diagonaux. Les équations
(2.65) constituent une condition supplémentaire. Insistons sur le fait que les h; sont
des constantes uniquement liées a la représentation et sont indépendantes du vecteur
tandis que les k, dépendent du vecteur.

Poids d’un polyndéme, classification des générateurs infinitésimaux et poly-
néme de poids maximal.

Pour un polynéme P une solution des équations (2.66), on désigne I’ensemble
[k1, ko, ..., k,] comme étant son poids.

Si maintenant on considére deux polynoémes P et P’ solutions de (2.66) et de poids
respectifs [k, ko, ..., kn] et [k}, kb, ... k], alors on dira que P est de poids supérieur
a P’ si le premier coefficient non nul de [(k1 — &), (ke — k), ..., (k, — k)] est positif.

Ceci va nous permettre de classer les générateurs en trois catégories.

En effet si on considére P solution des équations (2.66) de poids [k1, ..., k,] alors
Quu = gl’j'P est également solution de (2.66) avec un poids

Lo [kt oo ky+1, o k=1, o k] sip < p/ done Q= gﬁ'P a un poids supérieur
apP;
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2. [k, ooy kpy ooy k] st p = g cest & dire que Q,, = GHP ale méme poids que P;
3. [k, oo skw — 1,0k +1,... k] sip > ' et par conséquent @y = gﬁ'P est
de poids inférieur a P.

puisqu’en raison des relations de commutation des générateurs :

gZQuu’ = (kv + 51/# - 5vu’) Quu’

et que par conséquent pour des indices p et p’ égaux, @), vérifiera les mémes équations
(2.66) avec les mémes valeurs tandis que pour des indices u et ' différents deux valeurs
propres sont modifiées : celle indicée par i’ diminue de 1 et celle indicée par p augmente
de 1.

Remarquons que si P est aussi solution de (2.65) alors @),,,s est également solution
de ces équations avec exactement les mémes valeurs pour les h3.

On peut donc dire que

1. les Qﬁ' pour lesquels p < ' sont les “générateurs d’incrément” ;
2. les gg’ pour lesquels . = y' sont les “générateurs de poids”;

3. les g;;’ pour lesquels g > ' sont les “générateurs de décrément”.

Ainsi en appliquant les opérateurs d’incrément a n’importe quelle solution de (2.66),
(2.65) et (2.64), on peut obtenir un polynéme de poids mazimal qui vérifiera les équa-
tions :

CssP = hgP pour s=1,...,n
CssP 0 pour s<s s,s=1,....n
G,P = kP pour p=1,...,n
GhP = 0 pour pp=1,....,n p<y.

La derniére équation (2.70) résulte du fait que le poids de P est maximal.

Expression du polynéme de poids maximal et une justication “intuituive”.

Une solution des équations (2.67), (2.68), (2.69) et (2.70) peut s’écrire

hi—ha ha—h3 hn—hnt1
P= (A1) T (aB)" T (A) (2.71)
ol h,y1 = 0 et les déterminants sont définis par
Aprens = 3 £(0)als, 0 Ohasey T Uirsoy (2.72)
g€S(r)

3Ceci est d’une grande importance lorsque 1’on se place dans une RI de I’algébre U(n) puisque les
invariants doivent alors étre proportionnels & l'identité.
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ce qui peut aussi s’écrire sous forme “matricielle”

T T T T
a/.ll-l a%l ... a!i:tl - e . aq:l
Qg G - Guo - Gpg
Al?...r — . . -
12..r T t
als aZS “ e a/LS “ .. a"""'s
T i T T
A1 Qgp  tr Qpp vt Gy

Les h; sont des entiers constituant une partition du nombre p de particules et vérifient
hi > hy > -+ > hy.

On peut appeler ce résultat le théoreme de Moshinsky puisque c’est ’expression
qu’il propose dans [Mos62].

La vérification de la validité de cette expression est quasi immédiate et repose sur
le fait qu’un déterminant est une forme multi-linéaire alternée c’est a dire qui s’annule
dés que deux colonnes ou deux lignes sont identiques. Un autre argument intuitif qui
nous incite & faire intervenir des déterminants consiste a remarquer que ce sont des
polynémes homogénes en fonction de leurs paramétres.

1. Déterminons tout d’abord I’action des invariants de premier ordre sur le polynéme

P .

0P = S al g {(A)" 7 (AT
o(algH)" "

i
l“:l k=1 80’#5’

hn_hn+1
. (AIZ...ZJ-H)
12...n

hi—his1—1 QA5

T
3aus,

) hn_hn+1

x (b, = hyi1) (A7) (Al

Si I'indice k est plus petit que p ou que s alors A2k / aaLS, s’annule (puisque

pour ces valeurs de £ il n’y a pas de aLS, dans le déterminant) par conséquent

la seconde somme sur k se fait sur k > p et k > s'. Pour k plus grand que pu

et que s’ 'opérateur aLS, n’apparait qu’une seule fois dans chaque monéme du

1.

us consiste a remplacer

développement du déterminant et I’action de 3, aLSG/ oa
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la ligne s' par la ligne s :

T 1 T 1 T T 1 T
a%l a%1 .« .. a/?l “ .. aj]f:]_ a%l a¥1 ... afi:tl “ .. CL?]‘
Qg Gy =+ Qug -+ Opg Qg G99 - Qug - Qg

t t t 1 — |t t
als’ 0'28' . . a'us, e a’ks’ als a28 .. aLS e aks

T T 1 T T T T 1
Qi Qo - Qup " Oy Qi Qg -7 Qug -7 Qg

Donc si s < §', ce dernier déterminant a deux lignes identiques et s’annule pour
tout k. Ainsi CseP = 0 et P vérifie 'équation (2.68).
Si s = ¢/, alors aucun déterminant n’est modifié et la sommation sur & donne

CssP =Y {(ht — hi1) P} = {Z (i — hk+1)} P =h,P.
k=s k=s
P satisfait donc aussi (2.67).

2. Si on considére maintenant I'action des générateurs alors on obtient

gip = Sal o {(an" " (a1

s=1 8@L
hg—hgy1
n _ 0 Alz...k B

= Z a;rw Z (A%)hl ha o ( 125.192 o (Agz)hn hnt1

=t k=1 aﬂ's

~ b\ 1\h1—h2
= Sal ()

s=1 k=1

_ _ 12...k _
X (hk — hk+1) (Agﬁ) hg—hg41 18A12,..k . (Agz)hn hn41 ‘

1.
6auls
Si k est plus petit que u' ou que s alors OAL2-F /8aL,S est nul, la seconde som-
mation se fait donc sur k& > u' et k > s. Lorsque k est plus grand que y' et s,

I'opérateur aL,s n’apparait qu’une seule fois dans chaque mondéme du développe-

ment du déterminant et I'action de -, aLS(?/ aaL,s consiste a remplacer la colonne
' par la colonne y :

1 T T 1 T T T 1
a%l a%l “ .. afi:t’l . s e a].;‘:l a1]:1 a?l e« o o a¢1 . e o al{;l
Qg Ggp -+ Qg " O Qg Qg - Quo " G

it t 0 I IS B t
als a25 “ .. a/”’s .« s . aks als a23 e s CI/LS .« e . aks

T i 1 T T i . i . T
Qi Qo =7 Qg - Oy Ay Qg uk Ok
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Le déterminant s’annule donc pour p < y' puisque deux colonnes sont identiques
et ainsi P est solution de (2.70).

Pour p = p/, le déterminant reste inchangé et on obtient

k=u' k=u

gﬁlp - Z {(hk — hk+1) P} == {Z (hk —_ hk+1)} P = h'ulp .
P vérifie donc également (2.69) et on trouve en outre que k, = h,.

Pourquoi des déterminants ?

Dans la section précédente, nous avons considéré ’expression donnée par Moshinsky
et avons vérifié qu’elle satisfaisait les équations caractérisant le polynome de poids
maximal. Nous avons justifié de fagon assez intuitive les raisons pour lesquelles interve-
naient des déterminants. Il existe une autre facon d’aborder le probléme : elle permet
d’introduire ces déterminants en utilisant le fait que I'inverse d’une matrice peut étre
obtenu & l'aide de la matrice des co-facteurs qui sont justement des déterminants. Nous
proposons dans cette section de retrouver ’expression du polynéme de poids maximal
en inversant des “matrices”.

On note dorénavant aLs = 1,5 ou les variables z,; sont assimilables & n? variables
réelles.

Ecrivons sous forme matricielles les équations (2.67)(2.68).

oP 9P ... 9P <.
ZT11 T21 ot Tpl dzx11 012 oxyp ha 0 0
x x « e x ... BP
12 22 n2 dx21  Ozam dTan —p *  ho
: : . : 0
... oP op. ... _OP_
Tin Ton Tnn 3Tt 0%n2 OZnn * tt * hn

Les étoiles désignent des fonctions inconnues qui dépendent des variables z,, et qui
sont liées a I’ action des Cj; pour ¢ > j sur le polynéome de poids maximal.

On définit alors formellement une nouvelle fonction @ par @ = In(P). Cette fonction
@ vérifie les équations :

0oQ 10P
3xij B 5837“ )
C’est donc une solution du systéme d’équations aux dérivées partielles linéaires suivant :
T11 X211t Tpl % % Tt a;;—Qn hy 0 0
T2 T2 -+ Tp2 dxo1 Oz  Owon _ a91  hy 0
: : : : 0
Tin Ton *r Tan % %82 Tt Bign (6791 e Opp—1 h
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ol oy; des fonctions indéterminées des z;;. En multipliant & gauche cette équation
matricielle par 'inverse de la matrice (z;;) on obtient ’ensemble suivant d’équations
aux dérivées partielles :

% % e ({%_Qn Ty, T ccc Tpy -1 hy 0 0
dzy1  Oz2  Oxom _ Tiz T2t Tn2 a1 he 0

: : . : . . : 0
3(1(31 8?522 T B(Zgn Pin Lon  ** Tnn Qp1 - Opp—1 hn

On fait la méme chose pour (2.69) et (2.70) ce qui donne les expressions matricielles :

oP opP 0P ce
3o Doss or T Tol ccc Tpl ki * *
ab o . oP g e
Oxo1 Ox20 (91‘2n 12 22 n2 — ,P 0 kg

: B - : *
IP IP oP -
OTn1 OTn2 OTnn Tin Zon Tnn 0 e O k-n

La encore les étoiles représentent ’action indéterminée des G, pour p > p', c’est a
dire celle des opérateurs de décrément, sur le polyndome de poids maximal.

Aprés avoir divisé par P et en multipliant & droite par I’ inverse de la matrice (z;;),
on obtient

0Q Q. 0Q e -1
35!211 66.’1312 Bg1n kl ﬂlQ ﬂln 11 T21 Tt Tnl

j—ale j_agm T j—ax% _ 0 ko - . T12 T2 *t° Tp2

a:Q B:Q ; B:Q L P

axnl 8$n2 P 8$nn 0 PO 0 k'n ./,Cln '/EQTL ... xnn

les 3;; sont des fonctions des z;; a4 déterminer.
De la structure des matrices a et 8 on déduit les équations

9 _ > YikOj 9€Q _ > BikYr;

Oxi; k> O k>i

ou l'inverse de la matrice (z;;) est désigné par (y;;). Puisque I'inverse d’une matrice

est la transposée de la matrice des co-facteurs |Ait59] (qui sont les déterminants ob-

tenus lorsque 'on a enlevé la 7" ligne et la j**° colonne de la matrice x;; et que 'on

note ici a aide de (—1)™7A; 777175 ") divisée par le déterminant et en employant le

développement de Cramer d’un déterminant [Ant94|, on peut affirmer que
yis = (—1)H Ai:::ﬁ;ﬁiﬁiiﬁ _ 9ln(Afm)

Arn 0y

(2.73)

ol A}~ est le déterminant de la matrice (z;;).
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On peut donc résoudre les équations matricielles précédentes par itération en com-
mencant par ¢ = n et 7 = n puis en diminuant les indices.

On a ainsi
QR ' QR P
axin n¥Yin &Enj = RnYnj
d’ou .
oQ Oln(A™)
= h,———="~ 2.74
et
1 Aln
8£Enj &Tnj
Pour ¢ = n et j = n, on trouve que k, = h,, et que
Q=1In ((Ai:::ﬁ)h"Po) (2.76)

ou P, est indépendant de z,,,,. En ré-injectant cette expression dans les équations (2.74)—
(2.75), on montre facilement que Py ne dépend ni des z;, ni des z,,;.

Un premier déterminant apparait dans ’expression du polynéme de poids maximal
et il résulte de I'inversion de la matrice (z;;).

Nous avons donc abouti a

Q= ((A%:::Z)h“Po) =In (AF7)" +In(Ry),

la fonction Py ne dépendant ni des x,; ni des z;,.
En introduisant la fonction @' = In(F,) indépendante des variables z,; et z,,
I’équation matricielle initiale devient donc

Q' dln(A{~7)  9Q dn(Af-7 Q' dln(At-
ox11 n 8w111 O0x12 n 6$112 Ox1n n Ox1n
0Q' | p Om(AE)  0Q | g OW(AITE) 0@ | g 0l(AlnE)
Oz21 o Jzn Ox22 o Ozae Ox2n n Oxan
80’ dn(Al-n) 0! dln(Al-n) 90’ dIn(Al-n
e e ST
i1 Tyl ccc T hq 0 0
Tia To2 *** Tn2 o9 ho 0
0
.’L']_n .TQn s .’L'nn anl e e annil hn

On peut séparer la matrice de “gauche” en deux parties (aprés avoir multiplié & gauche
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par la matrice des (z;5)) :

0 0 0
0z11 O0x12 0T1n—1
Tir T21 tr Tnl Q' Q' . Q' 0
Tia Toa -t Tpo Oz21 Ox22 0x2n—1
Q' Q' Q' 0
:Iflln -T2n ct e -/I/‘nn 8$n—ll amn—12 8$n—ln—l
0 0 0 0
aAI...n aAI n 6A1 n
Tin T21 -0 Tm agzlnn 3%1% BaAzlln"
e i.n i . in
+ flbn Tz L22 Ln2 0z21 Ox22 0xan
Ay . . . .
OTp1 0Tn2 OTnn,
hq 0 0
_ 91 hg 0
Op1 - Qpp—1 hn

Or la matrice (01In(A]~™)/dx;;) est précisément I'inverse de la matrice (z;;). Le second
terme de la partie gauche de 1’égalité est donc proportionnel a I’identité et on obtient :

Q" 2Q" e, _0Q
or11 or12 OTin—1
L1 T2ttt Tpl Q' Q' . Q' 0
T1g Xog 0 Tpo oz21 Oz22 0x2n—1
Qo ., _0Q
xln x2n ctt xnn 6J;n—ll axn—lQ 6J;n—ln—l
0 0 - 0 0
hi — h, 0 - 0
_ Qg1 ho — hy 0
- I
0

(07751 Ut Cpn—1 hn - hn
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ce qui se raméne 3

aQI 6Q’ . 8QI
Z11 Z21 Tp—11 %’EQl’l %%’2 6%15,_1
T12 22 T Tp—12 BTo1 B2z BLan 1
i 1 !
Tin-1 Topn—-1 ~°° Tp—in-1 0Q 0Q B <[
0%n—11 O%n—12 OTn—1n—1
hi — h, 0 cee 0
. 91 hg - hn . 0
. . . 0

Qp—11 Qp—1n—2 hnfl - hn

En faisant de méme avec la matrice (§;;), on aboutit a :

2Q" . 0
%%’1 %:8’2 8%1671 T11 T21 T Tp-11
ox21 Ox22 T O0xon—1 L12 T22 e Tpn—12
Qo .. _0Q Tin—1 Top—1 Tp—1n—1
OxTp_11 OTp_12 OZTp—1n—1
kl - kn ﬂ12 e ﬁlnfl
B 0 hy—ky :
: T ﬂannfl
0 e 0 k,1—k,

Ceci montre que @' satisfait le méme type d’équation matricielle que ) mais avec une
dimension de moins et les termes diagonaux ayant été remplacés par h; — h,, ou k; — k.
On peut donc répéter exactement la méme procédure pour trouver une expression

de ' similaire & (2.76) :
Bn—1—hn
Q =1In ((A}j:jﬁ}) ' P1) (2.77)
et dans ce cas, la fonction P, ne dépend pas des variables z,_1; ni des Z;,_1.
On continue jusqu’a I’obtention de ’expression finale du polynéme de poids maximal

D (Ai)hlfhz (Ag)hths o (Agz)hnfhrﬁl ' (278)

Cette facon d’obtenir I’expression du polynéme de poids maximal permet de bien
voir comment les déterminants interviennent et pourquoi ils sont a la puissance h; —h; 1.
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Une interprétation graphique

La manipulation des expressions peut étre grandement simplifiée en introduisant
I'interprétation graphique suivante : & chaque monéme (al,)*(aly)*>--- (af )*, on
associe un tableau a n lignes et n colonnes. Dans la case repérée par les indices us (
ol, contrairement a la notation usuelle, ;z désigne I'indice de colonnes et s I'indice de
ligne) on met 'entier A, :

Mi o | - [ [ [ A
Mo | Xag | o+ |- |~ | Ao
M | don |- | [ | Aun

Et tout polynéme peut s’écrire comme une combinaision linéaire de mono6mes :
A A A
. -'- 11 «i— 21 .l. nn
P = Z O(N,5) (an (21 O )
(’\pi)

ce qui donne graphiquement :

A | Aor [ A | | A
A | Ao | o | A | o | Ao
P = Z a()‘m)
(Apl) . LR LR . LR .
)\ln )‘2n o )\un T )‘nn

L’action des aLSaus sur un mondéme est de soustraire 1 & I’élément de la case indicée
par vs et d’ajouter 1 & celui de la case repérée par us, c’est a dire que I'on remplace
une particule dans un état v par une particule dans un état pu en conservant le type de
particule :

A1 o1 e Aut el Am

A2 22 s Au2 | Ao
Avs As — 1| oo | Ay £ 1

/\ln /\2n o /\,un o )\nn

L’action des opérateurs G sur un monéme est obtenue en sommant toutes les puis-
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sances A,y sur I'indice de ligne s :

)\11 )\21 T )‘/1,1 T )\nl
A2 | Aog [ | A | | Ao
(Z)\us) . . .
s=1
)\ln )\Qn Tt )\;m e )\nn

Par conséquent si le polynome P est solution des équations (2.66) pour tout p alors
la sommation sur les indices de lignes des éléments du tableau est égale a £, quelque
soit p c’est a dire pour chaque colonne. Cela signifie que le nombre total de particules
occupant un état u est équal a k, pour tout monome.

L’action des aLsa“t sur un mondme est de soustraire 1 & I’élément de la case indicée
par ut et d’ajouter 1 a celui de la case repérée par us, c’est a dire que I'on remplace
une particule de type ¢ dans un état p par une particule de type s dans le méme état

W

At | Aor | o Aut el A
Mo | Aog [ oo | Aus 1| oo | Apo
Aut At — 1
)\171 )\Zn Tt )\;m Tt )\nn
Ainsi 'action des Cy¢ sur un monome s’écrit :

An [ Ao [ [ A | | Am
A2 [ Aog [ | A | | Ao

v . N . ... }
(uz::l K ) )\ls )\25 )\'ns
/\ln )\Qn U )\/An e )\nn

Ces opérateurs comptent donc le nombre de particules de type s. Si le polynéme P
est solution de (2.64) alors cela veut dire que pour chacun des monomes utilisés dans
le développement de P la somme des éléments de la s*° ligne vaut hs, ceci étant vrai
pour toutes les valeurs de s.

Illustrons cette interprétation graphique a I’aide de petits exemples en considérant
lalgébre U(3). Dans ce cas, un mondme est assimilé & un tableau 3 x 3.

Le déterminant (A!)* se résume a :

(81) =

[aw]
]
]
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C’est le polynome de poids maximal de la représentation totalement symétrique utilisée
pour décrire des systémes a 4 bosons.

Le polynome de poids maximal associé a la partition [11] servant dans ’étude d’un
systéme a deux fermions devient :

17ojo] [o]1]o0
(A)=[0o[1]0|-[1]0]0]
0/o]0| [0]0]O

Chaque monome de la somme vérifie les remarques faites précédemment & savoir que
la somme des éléments des colonnes est égale a 0 ou 1 ainsi que la somme des éléments
des lignes puisqu’il s’agit du poids [11].

Le carré de ce polynome est :

2700 07270 17170
122
(Am):o20+ .
0/0]0 0/0]0 0/0]0

[\™]
]
ja)
I
[\
—_
—_
ja)

L’interprétation graphique du poids [41] est :

. . [3T070 1/0]0] [0]1]0
(A1) (a3) =[0]0]o]®|[0]T][0]-[1]0]0
000 0/0/0| [0]0]0

Le calcul d’un produit tensoriel de ces vecteurs s’obtient simplement en développant
les expressions et en notant que le produit tensoriel de mon6émes se fait en sommant
les éléments de chaque case des deux tableaux décrivant les monémes considérés, ce
qui donne finalement pour I’expression du polynéme de poids maximal de le RI [41] de

U(3) :

) afofo] [3]17]0
(a})" (a)=[o]1]o]-[1]0]0].
0/0]0| [0]0]0

De nouveau, le calcul de la somme des nombres placés sur la premiére ligne de chaque
tableau donne 4 tandis que, pour la seconde ligne, on trouve 1, ce & quoi on s’attendait ;
de méme pour les colonnes puisque dans le cas du polynéme de poids maximal les hy
sont égaux aux k.

Grace a cette interprétation graphique, il devient plus aisé de manipuler les vecteurs
associés a une représentation irréductible de 1’algébre unitaire.

De plus on peut facilement la mettre en ceuvre d’un point de vue informatique :
c’est ce qui a été réalisé dans le code SPACIBA, acronyme de “SPecial Algorithm for
Calculations in Interacting Boson Approximation”.
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Construction de la base.

A partir du polynéme de poids maximal on peut construire 'ensemble des vecteurs
sous-tendant une représentation donnée de U(n). Il suffit d’appliquer les opérateurs de
décrément comme lorsque 'on construit les vecteurs de moment angulaire a partir de
létat | Jmy = J) en appliquant 'opérateur J_. C’est la méthode proposée par Mo-
shinsky dans [Mos62] et qui a été employée dans [Kur00| pour construire une réalisation
bosonique d’un modéle de Lipkin généralisé succeptible de faire intervenir des représen-
tations autres que celle associée a la partition [17] qui est totalement anti-symétrique
et sert dans la description des systémes de fermions identiques et autres que celle qui
est totalement symétrique [p] et que 1’on utilise pour des bosons.

Un modéle simple : U(2)

Dans cette partie, nous nous intéressons a un systéme constitué de particules iden-
tiques pouvant prendre deux états | 1) et | 2).

Cet exemple qui, comme nous allons le voir, va faire intervenir 'algébre U(2) per-
met, en dépit de sa simplicité, d’introduire la plupart des notions qui seront utilisées
lorsqu’il s’agit de décrire des systémes faisant intervenir un plus grand nombre d’états.
Il présente en outre I'avantage de s’appliquer directement & la physique nucléaire car
c’est cette méme algébre U(2) qui intervient dans la description des degrés de liberté
de spin et d’isospin puisque compte tenu de la grande similitude entre les propriétés
des protons et des neutrons vis a vis de I'interaction forte, on peut les assimiler & deux
états d’une seule entité, le nucléon.

Considérons comme dans [Fra94] un systéme de bosons pouvant occuper deux états.
En seconde quantification, ces états sont obtenus en appliquant des opérateurs de
création sur un état de vide, | 0 : | i) = b | 0), et dont les opérateurs conjugués sont
les opérateurs d’annihilation.

Ces opérateurs bosoniques vérifient les relations de commutation® :

[bi, b;] = 0ij ,
les autres commutateurs étant nuls.

On définit alors les 4 opérateurs G7 = b}bj dont ’action consistent a faire passer une
particule d’un état j & un état ¢. Ces opérateurs vérifient les relations de commutation
caractérisant 1'algebre U(2) (2.53) et en sont donc les générateurs infinitésimaux.

G2, GL] = 016Gt — 6uGH,.

On suppose que le systéme est invariant sous cette algébre par conséquent ’hamiltonien
commute avec ’ensemble des générateurs infinitésimaux et peut s’ecrire sous la forme

4d’anticommuation s’il s’agissait de fermions
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suivante :

A

H = Ey+eblb + esblbs
+ e1bibibyby + ebbblbobsy + es (b{b{beQ + b;b;blbl) + esbiblbiby . (2.79)

Cette interaction a 1- et 2-corps conserve le nombre de particules ainsi que le nombre
particules dans les états | 1) et | 2). On peut alors définir I’ opérateur :

Ay = bib, (2.80)

qui compte le nombre de particules dans 1’état | 1) et qui permet d’engendrer une
sous-algébre U(1). On peut également introduire les trois opérateurs :

X 1
, = 5(1)1{5)1—1);1)2), (2.81)
. 1

J, = §(b{b2+b;bl) et (2.82)
. i

J, = 5(b;bl—b{bQ). (2.83)

Ces opérateurs vérifient les relations de commutation usuelles des composantes d’un
moment angulaire

[ji, jj] = ‘Sijkjk , (284)

ils engendrent donc une sous-algébre SU(2).
On peut alors définir les opérateurs de Casimir du premier et second ordre associés
a chacune des sous-algebres :

n?, (2.85)
3
JP=>"J%. (2.86)

1=1

L’opérateur J, est associé & une algebre SO(2)
L’hamiltonien (2.79) peut étre ré-écrit en fonction ces opérateurs (2.85), (2.86) et
de 'opérateur nombre total de particules, n = bJ{bl -+ b;bQ :

H = Ey+ehy + ai? + 8J2 . (2.87)

Les trois coefficients €, a et 3 se déduisent des cofficients de I’expression (2.79) et du
nombre total de bosons du systéme. Une simplification apparait si on suppose en outre
que le systéme posséde 'un des deux symétries U(1) ou SU(2). Dans le premier cas le
coefficient 3 est nul tandis que dans la seconde situation, les termes € et « valent zéro.
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1. La chaine algébrique U(2) D U(1).

Le terme 3 est alors nul. Les vecteurs de base s’obtiennent & partir du vecteur de
N
poids maximal contenant le maximum de bosons dans I'état | 1) : \/% (b‘{) | 0).

En faisant agir 'opérateur de décrément b;bl qui remplace un boson dans un état
| 1) par un boson dans un état | 2) on engendre la base compléte :

1 ni N—n1
| [N]ny) = oo (61)™ (s5)" ™ | 0). (2.88)

Le nombre quantique n; est associé & la représentation irréductible de la sous
algebre U(1).

Le spectre est un spectre anharmonique :

Einpn, =eny + anj . (2.89)

. La chaine algébrique U(2) D SU(2) D SO(2).

Dans ce cas les coefficients € et « sont nuls. Les vecteurs de base sont les vecteurs
propres des opérateurs J? et jz et peuvent étre indicés par des nombres quantiques
J et p respectivement associés aux représentations irréductibles des sous algébres
SU(2) et SO(2) contenues dans 1’algébre U(2) :

U2) > SU2) > U(1)
[N] j=N/2 po

On peut démontrer que ces vecteurs s’écrivent [Frad4] :

(8 — abl)" ™" (b + iv})"™"
2,/(j — WG + p)!

| jp) = 0) . (2.90)

Ils s’obtiennent en faisant agir sur le vecteur de poids maximal | jj) 'opérateur
de décrément J .

Ils ont pour énergies Einy;, = Bu’.

Dans cet exemple simple, on a vu d’une part qu’il était possible de construire

deux types de spectres en faisant intervenir les symétries dynamiques du systéme et
d’autre part, nous avons été en mesure de déterminer les vecteurs de base des chaines
algébriques a partir d’'un vecteur de poids maximal en lui appliquant successivement,
des opérateurs de décrément.
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Base de U(4) D U(2) @ U(2)

Dans ce paragraphe, nous construisons les bases des représentations irréductibles
totalement symétrique de Ugr(4) qui présentent en outre une symétrie Us(2) ® Ur(2).

Considérons un systéme de bosons décrit a 1’aide de 4 états individuels : b} | 0, i =
1---4. Les représentations irréductibles de 1’algébre U(4) engendrée par ces bosons
sont totalement symétriques et caractérisées par [N] ot N est le nombre de bosons du
systéme. On s’intéresse plus particuliérement a la chaine algébrique :

Usr(4) D Ug(2) ® Ur(2) D SUs(2) ® SUr(2) D SO5(2) ® SOr(2)

car on suppose que les bosons sont porteurs d’un nombre quantique de spin et d’'un
nombre quantique d’isospin :

bJ{ = bE/z, 1/2

b; bT—1/2, 1/2

S
L=t
Il

b12,-1/2
bj; = bT—1/2,—1/2
ol le premier indice correspond au moment magnétique de spin m; et le second au
moment magnétique d’isospin my.
Les opérateurs associés & SUg(2) sont donc définis par :

S, = blby+blbs
S = blb +blbs .
So = & (blby + bibs — blby — bbs)
On effectue un changement de numérotation pour revenir a une notation “type
Moshinsky” :

bI b; A bJ{1 bgl

bj | b} bl | b
Les opérateurs 5’+, S et S, s’expriment donc en fonction des G, = Zs 1 bLsiT :
S, = G
S. = G;

5'0 = %(g%_gg)

De méme les opérateurs T+, T et Ty s’écrivent en fonction des Cj' = Z L bt

sabjf
T, = C?
T = C} :
Ty = %(011_022)
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Les vecteurs de base peuvent étre indicés par des nombre quantiques | [N]{N;Ny}J msmy )
qui sont respectivement associés aux algébres Usr(4), Us(2) (Ur(2)), SUs(2) (SUr(2)),
SOs(2) et SOr(2). Les représentations irréductibles des algébres Ug(2) et Ur(2) conte-
nues dans la RI de U(4) sont identiques car on s’occupe des RI totalement symétriques
de U(4).

Les régles de sélection sont :

— N1+ Na= N, N; > Ny,

- 2J =Ny — No,

- —=J<my<Jet —=J <m < J.
Des vecteurs sous-tendant ’espace associé & { Ny No} ® { N; N2} s’obtiennent en faisant
agir les opérateurs de décrément S et T surle polynome de poids maximal :

C(h) @ap™

| ANy) =
VAINLI(N, + 1))

| 0) (2.91)

ol on note A = N; — Ny, = 2J. Dans la suite on oubliera la constante de normalisation.
On calcule I'action des opérateurs Sy, Ty, S_ et T_ sur le vecteur | AN,) :

J | ANs),
== J|AN2>,

)
)

S1ANG) = A(bh)7 0 (a3)Y ] 0),
) = A(h)T ek (a8)™ 10).

On en déduit que | AN,) est simultanément vecteur propre de T2 et 52 avec la valeur
propre J(J+1) et comme les opérateurs G, commutent avec les C?, les vecteurs obtenus
par l'action de tous ces opérateurs sur | AN,) sont aussi des vecteurs propres de T2 et
52 avec la valeur propre J (J +1). Les vecteurs obtenus ont des moments magnétiques
de spin et d’isospin qui diminuent de 1 & chaque fois que ’on applique les opérateurs
de décrément.

lustrons cette fagon de construire la base de U(4) en considérant par exemple la
représentation [3] de U(4). Cet espace compte 20 vecteurs et se décompose en la somme
suivante :

Bl={3te {3} @ {21} ® {21}.

Le premier sous-espace est de dimension 16 et le second de dimension 4.
Les vecteurs de {3} ® {3} sont obtenus par action des opérateurs de décrément T
et S_ sur le vecteur de poids maximal (bl,)3, ce qui graphiquement se traduit par :
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3/0] = 1210 — | 1]0 — 1010
00 110 210 310
{ { { {

211 =211 + |2/0] = |O0|1|+2]1]|0|—=1]0]0
00 1 0|1 210 111 211
{ { { {

112 =102 +2|1|1|—=2]0|1| + |1(0]—=1]010
00 110 0|1 111 012 12
{ { { {

013 — |0 — |01 — 1010
00 011 02 03

Les fléeches — et | représentent respectivement ’action de T_ et de S_.
De méme les vecteurs de {21} ® {21} sont calculés en faisant agir T_ et S_ sur le
vecteur de poids maximal bhAg, ce qui graphiquement se résume 4 :

On peut facilement vérifier que les vecteurs de {3} ® {3} sont orthogonaux & ceux
de {21} ® {21}.

Cette procédure se généralise & n’importe quelle algebre U(P?) D U(P)®U(P). La
construction est cependant plus compliquée en raison du plus grand nombre d’opéra-
teurs de décrémént G et C]. De plus comme les G, ne commutent pas entre eux (tout
comme les Cg ), Paction successive de plusieurs de ces opérateurs sur le vecteur de poids
maximal peut aboutir & des états non linéairement indépendants si bien qu’il est né-
cessaire de construire a partir des états obtenus par décrément une famille libre. Pour
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cela, on peut calculer la matrice des recouvrements de tous les vecteurs obtenus par
décrément c’est a dire la matrice dont les éléments sont les produits scalaires entre ces
vecteurs. La diagonalisation de cette matrice symétrique donne un ensemble de vecteurs
propres dont les valeurs propres sont non nulles et qui forment une famille libre généra-
trice orthogonale (donc une base) du sous-espace {N1, Ny, -+ Np} @ {N1, No,--- Np}.

Fermions sur une couche j

Un systéme de N fermions placés sur une couche j (demi-entier car il s’agit du
moment angulaire individuel d’un fermion) engendrent la représentation totalement
antisymétrique de U(2j + 1) notée [1V]. Le vecteur de poids maximal de cette repré-
sentation est Al Y. La construction de la base se fait en appliquant les opérateurs g,
sur ce vecteur jusqu’a ce que ’on atteigne un vecteur nul.

On utilise les relations d’anticommutation des opérateurs de création et d’anni-
hilation pour ré-exprimer les aga;[akal en fonction des générateurs infinitésimaux. Le
calcul des opérateurs a deux-corps se raméne donc a un produit de générateurs (plus
éventuellement une somme avec un générateur) pour lesquels il est facile de déterminer
les éléments de matrice. La diagonalisation de la matrice obtenue donne les valeurs

possibles de cette observable.

Cette technique a été utilisée notamment pour obtenir les spectres de fermions
placés sur la couche j = 7/2 comme on le verra dans le chapitre suivant.

Procédure générale

Le calcul de la base par action des générateurs de décrément est d’une grande
souplesse et permet de traiter de fagon quasi-identique n’importe quelle représentation :

1. On détermine les partitions ordonnées du nombre de particules du systéme.
2. Pour chaque partition, on calcule le polynéme de poids maximal.

3. On fait agir les générateurs de décrément sur ce vecteur jusqu’a ce que l'on
atteigne toujours le vecteur nul.

4. On orthonormalise les vecteurs en supprimant les éventuels états redondants en
diagonalisant la matrice des recouvrements; on obtient alors une base d’états
orthogonaux sous-tendant la représentation irréductible souhaitée.

5. Dans cette base, on calcule les matrices des observables du systéme en les décom-
posant en sommes et produits de générateurs.
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2.7 Exemples d’applications physiques

2.7.1 Le modéle de bosons en interaction (Interacting Boson
Model)

Un exemple d’utilisation d’une approche algébrique en physique nucléaire est le
modéle de bosons en interaction. Introduit par Iachello et Arima [Ari75|, il permet de
décrire les états collectifs & basse énergie des noyaux en terme de bosons monopolaires
(bosons s) et quadripolaires (bosons d). Ce modéle peut étre vu comme une troncation
du modéle en couches dans la mesure oul des paires de nucléons couplées a 0 et 2
vérifient approximativement les relations de commutation des bosons et elles peuvent
donc étre assimilées a des bosons s et d. Ces bosons engendrent une algébre U(6) ; les
états d’un systéme de N bosons sous-tendent la représentation irréductible totalement
symétrique de U(6).

L’hamiltonien a un- et deux-corps conservant le moment angulaire s’écrit :

H = Y ej/2j+1[bl @b ©
j
Ly Vi inigia V2 + 1
j1 < j2 \/(1 + 6j1j2) (1 + 5j3j4

J3 < ja
J

}(J) 7 5

()]©
) [[b;rd ®b;r'2 Q@ [bj ®bj4] ] ) (2-92)

ol b = (=1)=™b;_,,. Cet hamiltonien compte 9 termes - 2 pour la partie 4 un-corps
et 7 pour la partie a deux-corps.

On peut montrer [[ac87| qu’il n’existe que trois chaines algébriques de U(6) conte-
nant 1’algébre de moment angulaire SO(3) :

U) o> U(5)DSO(5) DSO3) ()
Ue) o> U(3)DS03) )
U6) D SO(6) DSO(5) D SO(3)(III)

On peut ré-exprimer (2.92) en fonction des opérateurs de Casimir des différentes
chaines algébriques :

A

H = ey + 6161 (U (6)) + 6262 (U (6)) —+ 861 (U (5)) + O!CQ (U (5))
+ BCy (SO (5)) +vC2 (SO (3)) + 6C5 (SU (3)) + nCa (SO (6)) . (2.93)

Les coefficients de (2.93) sont des combinaisons linéaires des coefficients de 'expres-
sion (2.92). L’intérét d’une telle expression est de mettre en évidence les trois chaines
algébriques contenant SO(3) pour lesquelles il existe des expressions analytiques pour
les vecteurs propres et pour leurs énergies.
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U0) SO(5) SO(6) SU®3)

() () A 1) AL N
t t =0 t 7\[7/2

(@t ® d] (@ ® d] Q0 et [df @ d] QY2 et L,
J=0,--4  J=1,3 jp=-2--2etJ=1,3 p=—2---

J<M<J —J<M<J —J<M<J v=—1,,

N

TAB. 2.3 — Les différents générateurs des chaines (I), (II) et (III) sont respecti-
vement donnés dans les colonnes 1-2, 2-3 et 4 de ce tableau. Les cinq opérateurs

A T 1 -‘. ~ (2) 1— (2)
QY = [s RA+d'® s] + x [d ®cﬂ correspondent aux composantes du moment
"

"
~ ~ 1

quadripolaire. Les trois opérateurs L, = /10 [d* ® d]( ) sont les composantes du mo-

ment angulaire.

Chaine (I) : spectres vibrationnels

Dans ce cas 0 et 7 sont nuls et ’hamiltonien se réduit & une somme des opérateurs de
Casimir associés a (I). Les générateurs des sous-algébres intervenant dans cette chaine
sont donnés dans les deux premiéres colonnes du tableau 2.3.

Les états propres peuvent étre caractérisés par 6 nombres quantiques :

U) > U()D S0(5) D> SO3)D> SO(2)
(2.94)
I[V] N4 v L M)

dont les énergies sont
E(IN],ng,v, L, My) = eng + ang(ng + 4) + Bv(v + 3) + 2yL(L + 1). (2.95)

N est le nombre de bosons du systéme, ng; le nombre de bosons d, v est le nombre
quantique de séniorité associé aux bosons d (c’est a dire le nombre de paires de bosons
d non couplées a 0), le nombre quantique na est relié au nombre de triplets de bosons
d couplées a 0, L est le moment angulaire total et M, sa projection. Les régles de
sélection des nombres quantiques sont explicitées en détail dans [[ac87|. Les spectres
obtenus permettent de décrire les noyaux vibrationnels. A titre d’exemple, sur la figure
2.1, en haut, on compare le spectre mesuré expérimentalement pour le 1*°Cd avec le
spectre théorique obtenu pour N=7 bosons (cf [Iac87]| page 42).

Chaine (II) : spectres rotationnels

Les états propres sont indicés par les 6 nombres quantiques suivants :

U®B) > SUB3)> SOB)> SO2)
(2.96)
IN] () x L M)



Section 2.7. Exemples d’applications physiques

91

E (MeV)

Hcd;,
3] (1,0)

62
4+

- 3=

E(MeV)

d—a

Exp.

(ng,1) (ng—2,0) | (n4,0)

2t

(1) (ng—2,0)

2t

(L1

ue

131Gd,,

Tes0 @02 @649

N

Exp.

Th.

18,0] 24,0 0,2

164 (8,0 |

St
% 24 LAmst g =4
: ] e F > oF
= 0T " 6
0= 3 0= s
bt Do L=
18 o7 % 8 (2)::27
6t 6t~
4t 4t
2t 2
0907 To—
SU®3)
IDBPt
;0 T Exp. | Th. i
. (6,0 6,1) 40 2,0 (6,0 6,1) (4,0) (2,0)
\ L/
5 | pill 0 |
R 2t 0 25
2t el .
6t 44 il 0 6! 2 2=
e Y PR 0=
14 4¢ 3 A 3 oe 4
2= Hoge
2= 2t
04 0 low 0(6) ]

F1G. 2.1 — Spectres du haut : comparaison entre le spectre expérimental du Cadmium
110 et le spectre obtenu par un calcul IBM & partir des expressions 2.95. Spectres
du milieu : a gauche figure le spectre expérimental du Gadolinium 156 et a droite le
spectre obtenu par un calcul IBM pour la chaine (IT) avec 12 bosons. Spectres du bas :
on compare le spectre expérimental du Platine 196 et le spectre obtenu par un calcul
IBM pour la chaine (IIT) avec 6 bosons.
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et leurs énergies valent
2
E([N], A\, pt, x, L, M) = g(S(A2 +p2 A+ 3N+ 3u) +2yL(L +1). (2.97)

Ce type de spectre rotationnel est illustré par la figure 2.1, au milieu, ou I'on compare
le spectre expérimental du *°Gd avec le spectre théorique obtenu pour 12 bosons, les
paramétres de ’hamiltonien, v et d, valant respectivement 3.8 keV et -20.1 keV (cf
|Lac87| page 43).

Chaine (IIT) : spectres ~y-soft

Lorsque €, a et § sont nuls, les états propres du systéme peuvent étre indicés a
I’aide des nombres quantiques

U) > SO6)> SO(B)D SOB)D SO(2)

(2.98)
[[V] o T DA L M)
dont les énergies valent
E(IN),o,7,L, M) =no(c+4) +207(1 +3) + 2yL(L + 1). (2.99)

Ce type de spectre est illustré par la figure 2.1, en bas, sur laquelle sont représentés le
spectre expérimental du %Pt et le spectre théorique calculé avec 6 bosons et pour les
parameétres n = —171/8 keV, v =5 keV et 3 = 25 keV (cf [Iac87| page 43).

Ces trois symétries peuvent étre rassemblées sur un diagramme unique, le triangle de
Casten [Cas81], ou chaque hamiltonien est représenté par un point dont les coordonnées
barycentriques sont (g,0,7). Les sommets du triangle correspondent donc aux trois
symétries (I), (IT) et (III) et les points entre les sommets représentent des transitions
entre ces limites. Les points intérieurs décrivent les hamiltoniens les plus généraux.

Il existe trois autres versions plus élaborées faisant intervenir des bosons s et d :

— IBM-2 (cf par exemple [Iac87] deuxiéme partie) ot deux types de bosons inter-
viennent : les bosons associées & des paires de neutrons et ceux associés a des
paires de protons.

— IBM-3 (cf |[EN80|, [Iac87| troisiéme partie) ot les bosons correspondent & des
paires couplées a (ST) = (01). Cette version a fait I'objet d’études théoriques
approfondies (voir par exemple |Ell96a, Eva97, Gar99| et les références données
a l'intérieur) et a par exemple permis de calculer les spectres des isotopes pairs-
pairs du Ni, Zn et Ge [E1196b| proches de la ligne N = Z ainsi que les transitions
électromagnétiques.

— IBM-4, introduit par Elliott et Evans [ElI81], permet de tenir compte en outre
du couplage isoscalaire (ST) = (10) afin de traiter complétement Iappariement
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o(6)

.(g,0,Nn)

u(5) SU(@3)

F1G. 2.2 — Triangle de Casten.

neutron-proton. Ce formalisme a été imaginé pour étudier les noyaux légers N ~
Z pour lesquels on s’attend a ce que les composantes isovectorielle et isoscalaire
de I'appariement entre nucléons soient toutes les deux importantes.

2.7.2 Calculs en IBM-4.

Bosons et chaines algébriques

Outre un moment cinétique orbital pouvant valoir 0 ou 2, les bosons en IBM-
4 possédent des degrés de liberté de spin et d’isospin (st) valant (01) ou (10). Les
opérateurs de création et d’annihilation s’écrivent donc de la fagon suivante : by, o 4,
et bymysmgtm, 00 L =0o0u 2, =1 <my <let (st) =(01) ou (10), —s < my < set —t <
my < t. Ces 36 bosons engendrent ’algébre U (36) et le systéme de N bosons sous-tend la
représentation totalement symétrique [/V] de U(36). On impose en outre la conservation
du moment angulaire total J = L+S et de I'isospin T dont les composantes sont définies
par :

A

. - (L=1,5=0,T=0)
Jo = V10 [b£,0,1b2,0,1 + b$,1,0b2,1,0]

Mp=p,Mg=0,Mp=0
(L=0,5=1,T=0)

+ V2B 1000 + V50 obo1,0] My 0. M Myt (2.100)
et
5 . = 1L=0,§=0,T—=1
Tu - \/§ Iibg,(),lbo,o,l + 62507162’0’1] Mp=p,Ms=0,Mr=p (2101)
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qui engendrent respectivement les algeébres SO;(3) et SOr(3). Par conséquent les états
du systéme sont caractérisés par la chaine algébrique suivante :

UB36)> ---> S0,(3)® SOr(3)
(2.102)
[[N] JM; T Mr)

Les différentes chaines algébriques contenant le produit SO;(3) ® SOr(3) sont réper-
toriées dans [Kot00]. Parmi toutes les chaines possibles, nous nous sommes concentrés
sur la chaine suivante

Ur(5) > SO(5)
U(36) > |UL(6) D SUL(3) D SOL3)| ®
SOL(G) D) SOL( ) (2.103)

UST(G) D) SOST(G) ~ SUST(4) D SUS(Z) & SUT(Z)

parce qu’elle préserve le couplage L — S et qu’elle fait intervenir une algébre de spin-
isospin de Wigner SUgr(4) [Wig37] qui semble proposer en modéle en couches une
assez bonne classification des états de certains noyaux (cf [Jui99| chapitre 2).

Spectroscopie

Nous avons construit les vecteurs classifiés suivant 'une des chaines (2.103) en ap-
pliquant la méthode présentée dans la section 2.6 page 65 et en diagonalisant les opéra-
teurs de Casimir adéquats. Ces vecteurs sont caractérisés par des nombres quantiques
orbitaux semblables a ceux d’'IBM-1 et des nombres quantiques de spin-isospin :

UST(6) D SOST(6) ~ SUST(4) D SU5(2)® SUT(Q)
(2.104)
[Nl,"',Nﬁ] ()\,/,L, l/) SMS TMT

Par exemple les états associés a la chaine U(5) sont indicés de la fagon suivante :
|[N1,"',N6] l/5’ﬁALML ()\,/,l,,l/) SMsTMT> (2105)

En couplant L et S, on obtient le moment angulaire total J de chaque état. La figure
2.3 donne le spectre que ’on obtient dans cette base pour trois bosons en diagonalisant
les opérateurs de Casimir associés a cette chaine. Les chiffres sur les trois fléches du
bas indiquent la représentation de Ur(6) et Ugsr(6), les nombres entre parenthéses
sont associés a la représentation de SUgr(4) et les états ont un bon isospin 7' et un
bon J. Les deux spectres donnés sur la figure 2.4 correspondent aux niveaux de plus
basses énergies obtenues pour les chaines (I) et (III); les paramétres des opérateurs
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Spectres obtenus pour un systéme de trois bosons :

a gauche, les niveaux

en traits pleins ont été obtenus dans le cadre de la limite (I) et ceux de droite dans
la limite (III); les niveaux en pointillés correspondent aux niveaux expérimentaux du

62Ga
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de Casimir étant choisis afin de réduire les écarts entre les niveaux théoriques et les
niveaux expérimentaux du #2Ga qui sont tracés en pointillés. A c6té de chaque niveau
est indiqué le moment angulaire total.

L’accord entre ’expérience et les calculs théoriques est assez bon pour ces deux
chaines méme s’il y a des niveaux superflus. En revanche pour la chaine (II), on ne
retrouve pas la séquence des niveaux. Si on prend les mémes parameétres pour un
systéme de 2 bosons, on obtient des spectres dont le fondamental est aussi un état
d’isospin T = 1 alors qu’expérimentalement le 8Cu a un état fondamental d’isospin
T =0.

Il se pose alors la question du choix des paramétres de I’hamiltonien. Existe-t-il
des paramétres qui permettraient avec ce type d’hamiltoniens d’obtenir simultanément
un spectre & 2 bosons avec un état fondamental d’isospin T = 0 et un spectre a 3
bosons avec un état fondamental d’isospin 1" = 1 ou au contraire les corrélations entre
les hamiltoniens & 2 et 3 bosons résultant de la conservation de l'isospin et du rang
de l'interaction (& un- et deux-corps) interdissent-elles de reproduire de tels résultats
expérimentaux ?

Plus généralement qu’est ce qui conditionne les propriétés spectrales d’un systéme
soumis & une interaction a un- et deux-corps ? Dans le chapitre suivant, nous montrons
que le simple fait de choisir un certain espace de valence peut restreindre fortement
les spectres possibles notamment en ce qui concerne les valeurs possibles du moment
angulaire de I’état fondamental.
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Chapitre 3

Propriétés spectrales d’un opérateur a
1- et 2-corps conservant le moment
angulaire
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PEANUTS® By Charles M. Schulz

It’s chaos but organized chaos.
Charles Mingus.

3.1 Introduction

Une propriété remarquable de la physique nucléaire est que tous les noyaux pairs-
pairs connus ont un état fondamental caractérisé par un moment angulaire nul. Il
est également possible d’opérer une classification des spectres expérimentaux de basse
énergie en trois grandes catégories |Cas93, Zam94| : spectres rotationnels, vibrationnels
et spectres présentant un schéma de séniorité. Ces propriétés spectrales sont générale-
ment expliquées en faisant intervenir des interactions spécifiques comme une interaction
quadripolaire pour les bandes rotationnelles ou une interaction d’appariement attrac-
tive. Ces régularités sont aussi interprétées comme des manifestations de différentes
symeétries au sein des noyaux ce qui justifie I'utilisation de modéles du type IBM.

99
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Cependant de telles propriétés ont été observées méme lorsque 1’on considére des
interactions a deux-corps aléatoires aussi bien en modéle en couches qu’en IBM. Quelle
est la raison fondamentale de ces observations?

Dans une premiére partie, je présente le cadre formel du probléme. Je donne ensuite
un apercu des résultats obtenus en modéle en couches et en IBM. Dans une troisiéme
partie, je propose une méthode permettant de prédire dans certains cas (désignés par la
suite par I’appellation générique de “cas diagonal”) les résultats et donc de comprendre
les raisons de leur émergence. Cette méthode met en évidence I’existence d’une géomé-
trie sous-jacente au probléme qui est complétement contenue dans ’espace de valence,
le rang de linteraction (c’est a dire sa nature & deux-corps) et dans la conservation
du moment angulaire total. On montre ainsi que c’est la facon dont les états a une
particule vont se coupler pour donner un état & N particules ayant un certain mo-
ment angulaire total qui va dicter la possibilité pour cet état d’étre ou non un état de
plus basse énergie. Ce couplage est purement déterministe et dépend de la symétrie de
I’espace considéré. Dans une derniére partie, je présente des résultats numériques que
j’al obtenus et qui incitent a penser que la méthode développée dans le cas diagonal
pourrait étre étendue et s’appliquer au cas général.

3.2 Hamiltoniens aléatoires a un- et deux-corps conser-
vant le moment angulaire

Nous considérons un systéme quantique décrit par un hamiltonien & un- et deux-
corps conservant le moment angulaire. Cet opérateur s’écrit en seconde quantification :

. (0 2J+1 D n]©
H = e lal®a;| + v‘-]-_--\/ [at ®al ®[a-®a-]()
Zj: il j§2 1IN (1465,3,) (140354) @) pe
J3<ja
J

ou les a} sont les opérateurs de création de particules de moment angulaire j, les G,
valent (—1)"™a;_,,, les aj,, étant les opérateurs d’annihilation, les £; désignent les
énergies simples particules et les Ule jajaja SONE les éléments de matrices réduits a deux-
COrps.

En “Two Body Random Ensemble” (TBRE) introduit simultanément par French
et Wong [Fre70] et Bohigas et Flores [Boh71], les éléments de matrice v ;,; ., sont
des parameétres aléatoires et les ¢; sont nulles. En général ils suivent la méme loi de
distribution, qui est souvent la loi normale, et sont indépendants. Il existe de légeéres
variantes qui font notamment intervenir des termes a un-corps ou des largeurs diffé-
rentes en fonction du moment angulaire [Joh98, Joh99, Dea01l]|. Les résultats ne sont

pas fondamentalement affectés.
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3.3 Robustesse de certaines propriétés

3.3.1 Le cas des fermions

La ré-utilisation des interactions aléatoires en modéles en couches par Johnson
et collaborateurs |Joh98, Joh99| révéle que certaines propriétés qui jusqu’a présent
étaient supposées dépendre fortement des termes de l'interaction semblent en réalité
étre intrinséques au modéle et relativement peu sensibles au détail de 'interaction.
Différents types d’ensembles statistiques ont été introduits, ils différent principalement
dans le choix de la variance des éléments de matrice (v /) = c;(1 4 0g,0)0? :

1. En RQE (Random Quasi-particle Ensemble), I'invariance par transformation
particules-quasi-particules impose ¢; = 1/(2J + 1).

2. En TBRE (Two-Body Random Ensemble), ¢; = 1.

3. En RQE-NP (Random Quasi-particle Ensemble-No Pairing), on impose en outre
que ¢y = 0 ceci en vue de tester le role que peut avoir le terme d’interaction c
sur les phénoménes observés.

4. En RQE-SPE (Random Quasi-particle Ensemble with Single Particle Energies),
les échelles en énergies définies & partir de la valeur de v2 sont prises a partir
des résultats obtenus avec des interactions réalistes : dans le cas de la couche sd,
I'interaction de Wildenthal donne v2 = 3,84 et pour la couche pf Iinteraction
KB3 modifiée donne v2 = 4,43. On ajoute en outre & I'interaction des termes
un-corps qui correspondent aux énergies simple-particules réalistes.

Différents espaces de valence ont été considérés :

1. des systémes avec 4, 6 et 8 neutrons de valence sur une couche sd correspondant
respectivement aux noyaux 2°0, 220 et 2¢O

2. des systémes avec 4, 6, 8 et 10 neutrons de valence sur une couche pf correspon-
dant respectivement aux noyaux **Ca, %Ca, *8Ca et *°Ca;

3. et des systémes avec 4, 6 et 8 neutrons de valence sur une couche sd et 4 protons
de valences sur cette méme couche, qui correspondent donc respectivement aux
noyaux 2*Mg, Mg et 2Mg.

Pour I’ensemble de ces interactions aléatoires, en calculant plus de 1000 spectres
pour chaque espace de valence, une majorité de spectres a un fondamental de moment
angulaire nul alors que le nombre d’états ayant ce moment angulaire est relativement
faible par rapport au nombre total d’états (par exemple dans le cas de la couche
pf avec 6 neutrons de valence, 512 états sont des 2% contre 137 états 01). Ainsi en
moyenne sur I’ensemble des espaces de valence considérés, 5,81% des états sont des
0" alors qu’en RQE, 66,7% des spectres ont un fondamental de moment angulaire nul
et de parité positive. En RQE-NP, cette proportion est de 58,8% (les calculs avec 4
neutrons et 4 protons de valence n’ont pas été effectués pour cet ensemble) ; en TBRE,
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F1G. 3.1 — Les pourcentages de 0T comme état fondamental (d’aprés [Joh98, Joh99|)
en fonction du nombre de neutrons de valence : la courbe avec des carrés correspond
aux proportion obtenues pour des isotopes de Ca (couche pf) , celle avec des triangles
correspond aux proportions obtenues pour des isotopes d’O (couche sd) et la courbe
avec des triangles inversés donne les proportions pour des isotopes de Mg (couche sd
avec des protons et neutrons de valence).

le pourcentage est de 51,8% et en RQE-SPE, il atteint 64,4%. Sur la figure 3.1, sont
représentés en détail les pourcentages obtenus par Johnson et collaborateurs en RQE
pour les différents espaces de valence :

— La ligne avec des carrés donne les pourcentages de spectres dont le fondamental
est un 0% pour les isotopes de Ca en fonction du nombre de neutrons de valence
sur la couche pf.

— Laligne avec des triangles représente ces pourcentages pour les isotopes d’oxygéne
qui correspondent a des systémes avec des neutrons de valence sur une couche
sd.

— Enfin le trait avec des triangles inversés donne le pourcentage pour les isotopes
de Mg, ce qui correspond a 4 protons de valences sur une couche sd et un nombre
variable de neutrons de valence également sur une couche sd.

Ce pourcentage est donc anormalement élevé et cette tendance ne dépend pas énor-

mément de ’ensemble statistique considéré, ni de I’espace de valence.

De plus les spectres dont 1’état de plus basse énergie est de moment angulaire nul
présentent des régularités surprenantes que 1’on ne retrouve pas dans les autres spectres.
Il apparait en effet que les spectres dont le fondamental est un 0 présentent une grande
différence entre le fondamental et le premier niveau excité par rapport & 1’écart moyen
entre deux niveaux successifs. Un tel gap n’existe pas lorsque le fondamental a un
moment angulaire non nul. Ainsi sur I’ensemble spectres déterminés pour les isotopes
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de Ca et d’O, en RQE, ce gap est en moyenne plus 3,23 fois plus grand que ’écart
moyen entre le premier excité et le deuxiéme excité, en RQE-NP, il est 2,8 fois plus
grand, en TBRE 2,75 fois plus grand et en RQE-SPE il est 3,38 fois plus grand. Sur
la figure 3.2, je donne a titre d’exemple deux spectres typiques obtenus par Jonhson
et collaborateurs pour 6 neutrons sur la couche sd : celui de gauche est un spectre
dont le fondamental est un 07 et celui de droite son fondamental n’est pas un 07 (ici il
s’agit d’un 27). On voit trés nettement le gap entre le fondamental et le premier niveau
excité.

1.00

MeV
0.75

J=1 —

_—

3=2 /:

J=0
0.50 -

0.25
0.00 + J=0 _— J=2

-0.25 -
(@) (b)

-0.50

F1G. 3.2 — La colonne (a) représente un spectre typique [Joh99] lorsque le fondamental
est de moment angulaire nul et la colonne (b) un spectre typique lorsque le fondamental
a un moment angulaire non nul.

Le long d’une chaine isotopique, la probabilité d’obtenir des spectres pour tous
les noyaux pairs-pairs avec un moment angulaire nul est plus élevée que le produit des
probabilités d’avoir chacun des noyaux dont le fondamental a un moment angulaire nul,
ce qui correspondrait a la probabilité si ces événements étaient indépendants. De plus
on passe pratiquement de I’état fondamental du noyau & A nucléon au fondamental du
noyau a A-2 nucléons en retirant une paire couplée a zéro. Il apparait donc un schéma
de séniorité généralisée avec un hamiltonien aléatoire.

Enfin on retrouve une oscillation de ’énergie de liaison entre systémes pairs-pairs et
systémes impairs-impairs méme lorsque l'interaction est aléatoire ce qui a été confirmé
par une étude plus récente [Pap02].

Néanmoins on ne détecte pas de phénoménes collectifs dans les spectres, contraire-
ment & ce qui est observé en IBM (cf infra).

Ces résultats ont été confirmés par d’autres travaux [Mul00, Hor01| qui font cepen-
dant apparaitre des différences entre les interactions réalistes et aléatoires :
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1. Tout d’abord les auteurs montrent que le recouvrement entre les fonctions d’onde
obtenues avec les interactions aléatoires et celles obtenues avec les interactions
réalistes est en moyenne assez faible. Ce recouvrement demeure cependant supé-
rieur & celui qui serait obtenu pour une situation purement aléatoire.

2. Ensuite I'entropie calculée & partir des recouvrements est plus faible pour les
fonctions d’onde obtenus & partir des interactions réalistes que celle trouvée pour
les interactions aléatoires.

3. Enfin la valeur du B(E2) est beaucoup plus faible pour des interactions aléatoires
que pour les interactions réalistes.

3.3.2 Le cas des bosons
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F1G. 3.3 — En traits pleins avec des ¢ : le pourcentage de 07 comme état fondamental
en fonction du nombre de bosons, N. En tirets-pointillés avec des x : la proportion
d’états de moment angulaire nul dans ’espace complet. En pointillés avec des O : le
pourcentage de spectre dont le fondamental est de moment angulaire nul et dont le
rapport [E(47) — E(07)]/[E(2]) — E(0{)] est supérieur a 1 . En tirets avec des + : le
pourcentage de ceux pour lesquels ce rapport est compris entre 0 et 1 [BijO0b).

Aprés les observations faites pour des systémes fermioniques, des études similaires
ont été menées pour des systémes de bosons en IBM [Bij00a, Bij00b, Bij01] et en “vibron
modéle” [Bij02].

En IBM, on constate tout d’abord que pour 1000 spectres, les états 0 sont majo-
ritairement les niveaux de plus basse énergie méme s’ils ne sont pas les états les plus
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nombreux dans 'espace vectoriel (cf figure 3.3). Sur cette figure, le trait continu repré-
sente le pourcentage d’états fondamentaux qui ont un moment angulaire nul. Le trait
en tirets donne le pourcentage de ces états dans l’espace considéré. En pointillé est
indiqué le pourcentage de spectre dont le fondamental est de moment angulaire nul et
dont le rapport [E(4]) — E(0{)]/[E(2]) — E(0])] est supérieur & 1 et en tiret-pointillé,
on donne le pourcentage de ceux pour lesquels ce rapport est compris entre 0 et 1.

Le pourcentage de spectre de moment angulaire nul fluctue autour de 60% et at-
teint des valeurs plus élevées pour les nombres de bosons qui sont des multiples de
3, phénomeéne qui est interprété comme résultant d’un couplage au moment angulaire
nul de triplets de bosons d. La proportion d’états 07 dans tout I’espace n’est jamais
supérieure & 20% pour des systémes ayant plus de 4 bosons.

Les calculs montrent également que le pourcentage de spectres dont le fondamental
a un moment angulaire maximal est relativement élevé : ainsi pour un systéme de 16
bosons, 18,6% des spectres ont un fondamental de moment angulaire égal a 32 alors
qu’il n’y a qu’un seul niveau de ce type (ce n’est donc pas la répulsion de niveaux qui
est responsable de ce phénoméne). On peut aussi voir que certains moments angulaires
ne sont jamais fondamentaux.

Outre le fait que la majorité des spectres a un fondamental de moment angulaire
nul, ces spectres peuvent étre classé pratiquement en deux catégories (cf la figure 3.4) :

~ les spectres vibrationnels pour lesquels le rapport [E(47) — E(07)]/[E(2]) —

E(07)] est proche de 2,

— et les spectres quasi-rotationnels pour lesquels ce rapport est proche de 10/3.
Ce caractére collectif des spectres va en s’amplifiant lorsque le nombre de bosons aug-
mente. Méme lorsque 1’on ajoute des termes a un- et trois-corps, on retrouve les mémes
tendances. Ces deux types de spectres correspondent a des classifications selon des
chaines associées respectivement aux sous-algébres U(5) et SU(3). On constate ’ab-
sence de spectres dont les propriétés seraient proches de celle de I'algébre dynamique
SO(6).

Finalement, comme en modéle en couches, des propriétés qui ont été jusqu’a présent
attribuées a un choix particulier d’interactions telles que I'appariement attractif ou
une force quadripolaire, peuvent étre obtenues méme en choisissant aléatoirement les
parameétres de 'hamiltonien.

Meéme si un certain nombre de travaux ont été menés pour expliquer ces résultats,
voir par exemple |[Kap00| o les auteurs proposent une interprétation en termes de
largeurs des distributions, voir aussi les travaux de Zhao et collaborateurs [ZhaOl]
qui proposent des méthodes phénoménologiques pour déterminer les pourcentages, la
compréhension actuelle de ces phénoménes demeure trés incompléte. Dans la partie
suivante, je présente une méthode géométrique qui met en évidence le role intrinséque
que jouent ’espace et le couplage des moments angulaires. Cette méthode permet de
prédire les pourcentages et de savoir a priori quels sont les niveaux succeptibles d’étre
I’état fondamental. Cela montre ainsi que de nombreuses propriétés sont dictées par la
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NP(R) W

F1G. 3.4 — Distribution du rapport [E(4]) — E(07)]/[E(2]) — E(0)] pour les spectres
dont le fondamental est de moment angulaire nul pour différents nombres de bosons :
en traits pleins, N=16, en tirets, N=10, en pointillés, N=6 et en tirets-pointillés, N=3
[Bijo0b.

géométrie du systéme.

3.4 Cas diagonal : une approche géométrique du pro-
bléme

Par cas diagonal on entend cas pour lequel les énergies du systéme sont des combi-
naisons linéaires des parameétres de I’hamiltonien. Dans ce cas, nous avons intégralement
résolu le probléme c’est a dire que nous savons d’'une part comment trouver les niveaux
qui pourront étre fondamentaux et d’autre part nous pouvons prédire quels seront les
pourcentages et ceci uniquement a partir des expressions des énergies. Dans une pre-
miére sous-partie, la méthode générale est explicitée puis dans la seconde sous-partie
elle est appliquée a deux systémes particuliers : les bosons d et des fermions placés sur
la couche j = 7/2. Dans une troisiéme sous-partie, les résultats que nous avons obtenus
pour un ensemble discret de niveaux sont étendus & un ensemble continu de niveaux.

3.4.1 Meéthode générale

On suppose que le systéme est décrit a I’aide de P paramétres aléatoires notés G ;.
Ces paramétres ont des distributions identiques et sont indépendants. Ils sont dans
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un espace vectoriel, noté &, isomorphe & RP. Considérons N niveaux, E;, fonctions
linéaires des G :

P
Ei(Glu"'aGP) = ZaijGj- (3-1)
7j=1

Ce sont donc des formes linéaires agissant sur 1’espace vectoriel engendré par les Gy. Les
;; sont les coordonnées des F; dans I’espace vectoriel dual (voir par exemple [Del00]),
noté £*, engendré par les formes linéaires G définies par :

G:(Gla"':GP) = Gz

L’espace vectoriel £* est de dimension P. En général, les coefficients «;; sont connus
(calculables & partir des coefficients de recouplage [Van02]), positifs et vérifient 3°; a;; =
1 quelque soit 7. Ainsi on obtient

(B = GI1(Gr, -+, Gp) = 3 045(Gj = G). (3.2)

Jj=2

On peut donc se ramener dans un sous-espace de £* de dimension P — 1 dont une base
est générée par les G — G7, j variant de 2 a P.

Notons que cette base n’est plus orthonormée mais oblique. Par exemple pour P =
3, on se place dans un espace de dimension 2 dont une base est formée par les vecteurs
G5 — G% et G5 — G7. Ces deux vecteurs font un angle 7/3 entre eux. Dans le cas ol
P = 4, on utilisera un espace vectoriel de dimension 3 dont les vecteurs font aussi des
angles /3 entre eux.

Les coordonnées des formes linéaires E; — G77 dans la base {G;‘ — G’{}j>2 sont les
@ij, J étant supérieur ou égal a 2. On peut donc voir ces formes linéaire E; — G} comme
des points dont les coordonnées sont les «;;, j > 2 [Cha02a]. Dorénavant on désignera
Ei - G’f par Ez

Détermination des niveaux pouvant étre le fondamental

On cherche a éliminer les niveaux E; pour lesquels il n’existe pas de Gy tels que
E’i(Gla' "aGP) S Ej(Gla' "aGP) 7v.7 #Z

Supposons qu’une forme linéaire F; peut s’écrire comme le barycentre d’autres
formes linéaires E; avec des poids [ positifs dont la somme vaut 1 :

K K
Ei = Z ﬂkEk avec ,Bk 2 0et Z ﬂk =1. (33)
k=1 k=1

On peut alors affirmer que le niveau indicé par i ne sera jamais de plus basse énergie.
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En effet il y aura toujours une différence Ej, — E; qui sera de signe opposé a celui
des autres différences Ey — F;, k # ky. Si on ajoute et soustrait F; dans le membre de
droite de (3.3), on obtient :

K
Z (Bx — Ei + E;).

Donc

=

E; =) B(Ex— E +Zﬁk

k=1

Or Z,f 0Ok vaut 1, par conséquent :

k=1

Donc si les différences (Ej — E;) sont négatives pour k # kg alors (Ey, — E;) est positive
puisque

Bro(Ero — Es) Z Br(Ex — E;) (3.4)

k#ko

et que les (B sont tous positifs. Ceci montre que le niveau ¢ ne peut étre un niveau
fondamental.

La premiére étape va donc consister & éliminer tous les niveaux qui vérifient une
relation du type (3.3). Pour cela, rappellons sa signification géométrie : un tel bary-
centre de deux points A et B est un point du segment [AB], pour trois points A,B
et C, c’est un point & l'intérieur du triangle ABC, pour quatre points A, B, C et D,
c’est un point dans le tetraédre ABCD...On va donc chercher les niveaux qui sont a
I'intérieur d’un polytope (ie un triangle en dimension 2, un tétraédre en dimension 3...)
dont les sommets sont parmi les formes linéaires E; (qui sont des points dans un espace
vectoriel de dimension P — 1). Ces niveaux seront éliminés.

La procédure d’élimination est la suivante :

1. On choisit un niveau. Par exemple supposons que I’on souhaite savoir si E;, peut
étre fondamental.

2. Ensuite nous construisons tous les hyper-volumes (ou polytopes) formés par P
autres niveaux. Si Ej;, est dans l'un de ces hyper-volumes alors il ne sera jamais
fondamental. Techniquement la construction des hyper-volumes se fait de la facon
suivante :

(a) Choix de P niveaux distincts de E;, : ce sont les sommets de ’hyper-volume.
Ils sont notés Sy, Ss,---, Sp.
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(b) A partir de P — 1 sommets, on construit un hyper-plan limitant I’hyper-
volume et on compare la position de E;, par rapport au sommet restant.

Une équation de I'hyper-plan HI caractérisé par les P—1 vecteurs (SpSs - -- SpSp_1)

et le sommet Sp est
SPM\ SpSy -+ SpSp_1

Cet hyper-plan découpe l'espace en deux domaines et S; est uniquement
dans l'un des deux. E;, et S; sont du méme coté si :

== oo ; ; ; =
SpS1 SpSz -+ SpSp-1| | SpEi, SpS2 -+ SpSp1
=o0(1) >0 .
On construit ainsi les P — 1 hyper-plans, %} , contenant Sp :
SpS1 - SPM\ <o SpSpoi
=0,
ou le vecteur Sp M occupe le colonne k. On calcule les nombres :
= == - : == =
SpS1 SpSy -+ SpSp_i SpSy -+ SpEy -+ SpSp_i
=o(k)
On détermine un dernier nombre :
== == » — > =
S152 5153 -+ Si1Spo1| | S1Ei, 5153 -+ S1Spa
=o(P)

(c) Si les P nombres o(k) sont positifs alors le niveau E;, est a l'intérieur de
I’hyper-volume et on peut arréter la procédure sinon on choisit de nouveaux
sommets. Si finalement aucun hyper-volume ne contient le niveau E;,, cela
signifie qu’il peut étre fondamental

3. On revient & I’étape 1 jusqu’a ce que tous les niveaux aient été examinés.

On obtient & la fin de cette procédure un ensemble de niveaux formant un hyper-
polyédre convexe : c’est I’hyper-polyédre convexe maximal contenant tous les niveaux.
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Calcul des pourcentages

Supposons maintenant que nous ayons construit cet hyper-polyédre convexe que
I’on note P. La seconde étape est la détermination du pourcentage d’étre le niveau
de plus faible énergie pour chaque sommet. Pour des variables gaussiennes, quand on
intégre, on peut séparer la partie angulaire de la partie radiale : la sommation sur la
partie radiale donne 1 et le pourcentage est donné par I’angle extérieur |Grii67] associé
au sommet considéré, S. Cet angle extérieur est 1"hyper-angle au solide” de I'hyper-
cone, C, dont les faces sont orthogonales aux cotés de P passant par S. Pour connaitre
le pourcentage il suffit donc de construire cet hyper-cone, ce qui peut étre fait de la
fagon suivante :

1. On connait les faces externes & P contenant S. Chacune d’elles est définie par
P — 2 vecteurs. Le produit vectoriel de ces vecteurs est le vecteur normal & la
face considérée. Ce vecteur est un cété de C. On construit ainsi tous les cotés de
I’hyper-cone.

2. A partir de ces cotés, on peut trouver les faces externes de C.

3. L’intersection de C avec I’hyper-sphére unité donne ’angle extérieur qui, norma-
lisé & la surface totale de I’hyper-sphére de dimension P — 1, est le pourcentage
du sommet S d’étre le niveau fondamental.

3.4.2 Application aux bosons d

Lorsque I'on considére un systéme de bosons d interagissant via une force a 2-
corps conservant le moment angulaire, les états propres de ’hamiltonien peuvent étre
indicés a l’aide des nombres quantiques NvL de la chaine U(5) D SO(5) D SO(3)
et les énergies sont des combinaisons linéaires de Gy = (d?L = 0 | H | d?L = 0),
Gy=(*L=2|H|d?L=2)et Gy=(d®L =4 | H|d’L = 4) (cf [Bri65, Ari76]) :

N(N +3)—v(v+3)

Brw = Gt =gy =gy (@ =Gd
. = e RN

En réalité ces énergies ont été renormalisées afin d’avoir une somme des coefficients
égale & 1. Cette renormalisation ne fait intervenir que le nombre quantique N donc
n’a pas d’influence puisque c’est le nombre de bosons du systéme. On peut alors
effectuer la différence Fn,; — G4 que I'on interpréte comme un vecteur dans le re-
pére (Gy, CTGO), G4—G;) dont les coordonnées sont respectivement (N(N + 3) — v(v +
3))/(6N(N —1)) et (2N(N —2)+2v(v+3) — L(L+1))/(TN(N —1)). Comme on I'a
vu dans la section précédente ce repére est oblique, les deux vecteurs de base faisant
un angle de /3.
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Par exemple, prenons un systéme de 5 bosons d. Il compte 12 niveaux. Plagons-les
dans le triangle équilatéral formé par Gy, Go et G4 : ce sont les points de la figure
3.5. Nous pouvons maintenant tracer le plus grand polygone convexe les contenant :
il s’agit du quadrilatére en traits épais gris. Les niveaux qui correspondent aux points
intérieurs ne pourront pas avoir la plus basse énergie, seuls les sommets associés aux
moments angulaires 10, 2 et 0 sont des candidats possibles (deux des sommets ont un

moment angulaire égal a 2).

G, G

FiG. 3.5 — La figure géométrique pour un systémes de 5 bosons : les niveaux associés
aux points les plus petits ne seront pas fondamentaux, seuls ceux associés aux sommets
du quadrilatére sont succeptibles d’avoir 1’énergie la plus basse.

Le pourcentage est donné par ’angle extérieur de chaque sommet divisé par 27 :

=5 (1-2). 55)

™

ou # est I’angle entre les deux cotés associés au sommet considéré.

On peut voir cela de facon un peu plus empirique puisque si le polygone obtenu
avait été régulier alors tous les sommets auraient été équivalents et auraient eu la
méme probabilitité d’étre le fondamental. Les pourcentages pour de tels polygones
sont donnés dans le tableau 3.1 colonne (a). Nous retrouvons ainsi la loi de probabilité
donnée en (3.6).

Nous avons utilisé cette formule pour différents systémes de bosons. Les résultats
sont résumés dans le tableau 3.2. Nous ’avons testée numériquement pour une distri-
bution gaussienne (colonne (b)) et une distribution uniforme (colonne (c)) en tirant
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Polygone régulier Nbre de sommets  Angle 6 %

Triangle 3 /3 1/3
Carré 4 /2 1/4
Pentagone 5 3n/5 1/5
Hexagone 6 27/3 1/6
Polygone n (n—2)t/n 1/n

TAB. 3.1 — Pourcentages pour des polygones réguliers.

aléatoirement 20000 triplets (Gg, G2, G4). On constate un bon accord entre les résul-
tats numériques et analytiques, en particulier pour les pourcentages trés faibles (comme
c’est le cas pour le niveau indicé par les nombres quantiques N = 10, v = 6 et L = 0).
Notons enfin que les niveaux qui ne figurent pas dans le tableau sont ceux que nous
avions prédit comme ne pouvant pas étre des niveaux de plus basse énergie, ce qui est
vérifié numériquement.

3.4.3 Application aux fermions
Quatre fermions sur la couche j =7/2

Pour quatre fermions placés sur la couche j = 7/2, les coefficients de couplage entre
moments angulaires [Bru77| permettent de déterminer analytiquement les énergies en
fonction des 4 éléments de matrice a 2-corps, Go = ((7/2)2J = 0 | H | (7/2)%J = 0),
Gy = ((7/2)2] =2 | H | (7/2)%] = 2), Gy = ((7/2)%] = 4 | H | (7/2)%] = 4) et
Gs = ((7/2)%] = 6 | H | (7/2)?J = 6). Ce systéme compte 8 niveaux, Ej,), repérés
par leur moment angulaire J et leur séniorité v :

Eopy = gGO + ZGQ + 204 + %3(}6 D By = %Go + %GQ + 26’4 + %3(}6
Esyy = G+ §G4 + %GG ; By = %Go + 2G2 + 204 + %Gs
Eyay = ng +Gy+ %GG ; By = gGg + %Gzl + i_?GG

Es2) = %Go + gGg + gG4 + %GG ; Bgay = gGg + %Gz; + %GG .

(3.7)
Nous avons déterminé tout d’abord les niveaux qui sont dans le fondamental suivant
la procédure présentée plus haut : ainsi le niveau de moment angulaire 4 et de séniorité
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G

@1
@1

n=8 n=50

F1G. 3.6 — Polygones associés a différents systémes de bosons d en interaction. Les
niveaux sont représentés par des points. Les gros points représentent les sommets tandis
que les points plus petits des niveaux sur le bord ou a l'intérieur du polygone. Les
cotés sont tracés en gris. La probabilité est proportionnelle a I’angle pour chacun des
sommets.
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N v J (a) (b) (©)
4 0 0 2549878% 25.410% 24.250%
4 2 36.62329% 36.975% 37.030%
4 8 37.87192% 37.615% 38.720%
5 3 0 4.077811% 3.960% 3.975%
1 2 20.108965% 19.960% 19.130%
5 2 36.187180% 36.590% 36.575%
5 10 39.626043% 39.490% 40.320%
6 0 0 22.319481% 22.135% 21.355%
6 0 38.054476% 38.375% 38.325%
6 12 39.626043% 39.490% 40.320%
10 0 0 20.869662% 20.770% 20.150%
6 0 0.498152% 0.410%  0.535%
10 0 37.556347% 37.965% 37.790%
10 10 41.075839% 40.855% 41.525%
18 0 0 19.889835% 19.875% 19.295%
18 0 37.556347% 38.375% 38.325%
18 36 42.055696% 41.750% 42.380%

TAB. 3.2 — Pourcentages pour des systémes de N bosons d. La colonne (a) correspond
aux résultats obtenus a partir de la formule 3.6, la colonne (b) et (c) donnent respec-
tivement les résultats obtenus numériquement en tirant aléatoirement les paramétres
de 'hamiltonien suivant des lois gaussiennes et uniformes.

2 et celui de moment angulaire 5 et de séniorité 4 ne seront jamais dans le fondamental
puisqu’ils sont & l'intérieur du polyedre le plus grand constitué par l’ensemble des
énergies (cf figure 3.7).

Dans I’exposé de la méthode, nous avons dit que, pour des variables gaussiennes,
la probabilité était égale a I'angle extérieur associé au sommet considéré. C’est donc
I’angle au solide du cone polyédral que ’on avait noté C divisé par 47. Or on sait que
I’angle au solide d’un cone polyédral est égal a la somme des angles entre les plans
formant ce cone moins 7 [Lax46, page 20|. Pour le cone C, les angles entre les faces
valent 7 moins les angles entre c6tés du polyédre “initial” P puisque justement les faces
de C sont orthogonales aux cotés de P. La probabilité est donc donnée par

p:1<1—2"9") , (3.8)

2 21

ol les 6; sont les angles entre les cotés passant par le sommet considéré.
On peut déduire cette loi par un raisonnemment plus empirique en considérant des
polyédres réguliers (cf tableau (3.3)), loi qui peut ensuite étre extrapolée aux polyédres



Section 3.4. Cas diagonal : une approche géométrique du probléme 115

quelconques.

Polyédre régulier Nbre de sommets 3, 6; %

Tetraédre 4 /37  1/4
Octaédre 6 4/3r  1/6

Cube 8 3/2r  1/8
Cuboctaedre 12 5/3m  1/12
Octaédre tronqué 24 11/6m 1/24
Cube tronqué 24 11/6m 1/24
Rhumbicuboctaédre 24 11/6m 1/24
Cuboctaédre tronqué 48 23/12r  1/48
Icosaédre 12 5/3m  1/12
Dodecaédre 20 9/5m  1/20
Icosidodecaédre 30 28/15m  1/30
Icosaédre tronqué 60 29/15m  1/60
Dodecaédre tronqué 60 29/15m  1/60

TAB. 3.3 — Pourcentage pour des polyédres réguliers.

Nous avons appliqué ce résultat au cas des fermions et nous avons réalisé un test
numérique pour une distribution gaussienne avec 20000 tirages. Les résultats sont ras-
semblés dans le tableau (3.4) ot nous comparons également nos pourcentages avec ceux
proposés par Zhao et Arima ([ZhaO1]) qui ont effectué un calcul d’intégrales multiples
en huit dimensions. Dans la colonne (a), nous avons mis les résultats analytiques dé-
duits de (3.8), dans la colonne (b), les résultats numériques, le code ne distinguant pas
les états de moment angulaire identique mais de séniorités différentes, le pourcentage
obtenu correspond & la somme sur la séniorité. Dans les colonnes (c) et (d), il y a
respectivement les résultats numériques et analytiques proposés par Zhao et Arima.
Nous constatons un accord global entre leurs pourcentages et les notres méme si les
leurs sont toujours inférieurs a nos résultats. Notons cependant que la somme de leurs
pourcentages est inférieure a 1 : 99,46%. Remarquons enfin que les niveaux 4(2) et 5(4)
pour lequels nous avons prédit un pourcentage nul sont effectivement absents du fonda-
mental aussi bien dans les tests numériques et par le calcul des intégrales gaussiennes.

Trois fermions sur la couche j = 7/2

Comme précédemment, les 6 énergies d’'un systéme de trois fermions sur une couche
j = 7/2 peuvent étre repérés a l'aide du moment angulaire et de la séniorité et on
peut les calculer analytiquement & partir des coefficients de couplage entre moments
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2(4)

8(2) 4(4)

- 2(2)

0(0)

F1G. 3.7 — Polyédre pour un systéme de 4 fermions sur une couche j = 7/2. La figure
du haut représente la position de ce polyédre dans le tétraédre de base. Sur la figure du
bas sont indiqués a I’aide des gros points les états J(v) qui seront dans le fondamental.
Les deux états J(v) = 4(2) et 5(4) se situent dans ce polyédre et ne seront jamais
fondamentaux.
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J(v) (a) (b) (c) (d)
0(0) 18.33% 18.38% 19.9% 18.19%
2(2) 1.06% - 12%  0.89%
2(4) 33.22% - 317% 33.25%
2(2) & 2(4) 34.26% 34.88%  32.9% 34.14%
4(2) 0.00% - 0.00%  0.00%
A(4) 23.17% - 25.0% 22.96%
4(2) & 4(4) 23.17% 22.83% 25.00% 22.96%
5(4) 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%
6(2) 0.05% 0.07% 0.00% 0.02%

8(2) 24.16% 23.83% 222% 24.15%
Somme 99.99% 99.99% 100.0% 99,46%

TAB. 3.4 — Pourcentage analytique (a) et numérique (b) pour un état de moment
angulaire J d’étre le fondamental pour un systéme de 4 fermions sur une couche j = 7/2.
Les deux derniéres colonnes contiennent les résultats publiés par Zhao et Arima dans
|ZhaO1].

angulaires individuels :

3 11 11 2 65
Esjae = QGZ + EGAL e EGQ + £G4 + @Gﬁ

1 ) 1 13 13 50 49
Erpa) = 7Got55Get Gat 50Gs 5 Bop) = 15pGe+ 2Gat 150Gs

5 13 52 ) 17 26
Bupe = 562+ 550 T ggCs R R R T

(3.9)
On construit alors le polyédre a partir de ces expressions (cf figure 3.8). Aucun des
niveaux n’est a l'intérieur par conséquent pour chaque niveau, il existe des paramétres
pour lesquels il est le plus petit. Le calcul des angles des faces du polyédre donne les
pourcentages. Nous avons comparé ces pourcentages avec une simulation numérique
réalisée en tirant 50000 jeux de paramétres (Gg, G2, G4, G) suivant des lois gaussiennes
centrées indépendantes. Comme on peut le constater dans le tableau 3.5, les prédictions
sont en bon accord avec le test numérique.
A travers ces trois exemples, nous avons montré I’existence d’une géométrie imposée
a la fois par la nature & deux-corps de l'interaction, la conservation du moment angulaire
et I’espace de valence considéré (intervention des coefficients de recouplage de moments
angulaires). Ainsi lorsque les énergies sont des expressions linéaires des paramétres,
nous savons que certains niveaux ne participeront jamais au fondamental et nous avons
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& 32

15/2

712

F1G. 3.8 — Polyédre pour un systéme de 3 fermions sur une couche j = 7/2. La figure
du haut représente la position de ce polyédre dans le tétraeédre de base. Sur la figure
du bas sont indiqués a 'aide des gros points les états J(v). La face reliant les niveaux
7/2-9/2-5/2 a été retirée afin que tous les points soient visibles.
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J(v) (a) (b) () (d)
3/2(3) 31.37% 31.33% 31.14% 30.4%
5/2 (3) 27.85% 27.64% 27.26% 29.7%
7/2(1)  9.03% 9.11%  9.7%  9.6%
9/2 (3)  3.67% 3.59% 3.69% 4.4%

11/2 (3)  0.07% 0.07% 0.00% 0.00%
15/2 (3) 28.01% 28.25% 28.13% 25.9%

TAB. 3.5 — Pourcentage analytique (a) et numérique (b) pour un état de moment
angulaire J d’étre le fondamental pour un systéme de 3 fermions sur une couche j =
7/2. Le test numérique a été fait avec 50000 événements. Les deux derniéres colonnes
contiennent les résultats publiés par Zhao et Arima dans [Zha02] : les colonnes (c) et
(d) correspondent respectivement & un calcul d’intégrales et & un test numérique réalisé
sur 1000 tirages.

pu proposer des lois simples ((3.6) et (3.8)) pour le calcul des pourcentages.

3.5 Extension aux spectres continus dépendant d’un
nombre fini de paramétres

Les calculs précédents ont été réalisés pour un nombre fini de niveaux. Que se passe
t-il lorsqu’il y a un nombre infini voire continu de niveaux? En utilisant des résultats
de géométrie différentielle [Tho79, Leh82, Ber86|, nous allons généraliser les lois (3.6)

t (3.8). Cette généralisation va permettre d’en avoir une meilleure compréhension et
va nous montrer le role que joue la courbure de la “surface” dans la distribution des
niveaux dans le fondamental. En effet plus I’espace va étre plat, moins la courbure sera
grande et plus le pourcentage sera faible : ce qui se comprend assez facilement puisque
dans le cas de points dans un espace plat seuls les points du bord vont contribuer au
fondamental tandis que les points intérieurs ne pourront étre le fondamental. Dans le
cas continu, il s’agit de déterminer la densité de probabilité et non plus une probabilité.

3.5.1 Cas bi-dimensionnel

Supposons que les énergies dépendent d’un parameétre ¢ continu selon deux lois
déterministes et de deux paramétres aléatoires :

E(t) = 2(t)Gy + y(£)Ga, (3.10)

de sorte que la courbe paramétrée d’équation (z(t),y(t)) soit convexe et suffisamment
réguliére. Les variables aléatoires GG; suivent des lois gaussiennes et sont indépendantes.
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Une condition nécessaire pour que F(tp) soit minimale est :

oF _ Oz Jy .
E(to) =5 (to)G1 + a(tO)Gz =0. (3.11)

Cette condition peut s’écrire matriciellement :

@t outeo) 61 ) =0,

ce qui signifie que ’ensemble des couples (G, G3) qui permettent d’avoir le minimum
pour le paramétre £, sont ceux qui sont sur la droite colinéaire au vecteur perpendicu-
laire au vecteur tangent a la courbe en %y, c’est a dire qu’ils sont sur la droite colinéaire
au vecteur normal en ty. Si on fait varier un peu le paramétre ¢ autour de ¢y, le do-
maine des (G1, Gy) permettant d’atteindre le minimum est un secteur angulaire formeé
des droites colinéaires a ’ensemble des vecteurs normaux. Comme la densité de proba-
bilité est gaussienne, on peut séparer partie radiale et partie angulaire. L’intégration
sur la partie radiale de 0 & oo donne 1 si bien que la mesure de ce domaine (au sens
des probabilités) ne dépend que de I'ouverture angulaire du secteur. Par conséquent la
densité de probabilité que le fondamental soit atteint autour de ¢, est proportionnelle
a 66. Or on sait que

"(t
6(to) = arctan (— y,( 0)> : (3.12)
Ainsi 66 est égal a
50 — 1 x”y’ _ yllxl dt
1+ (%) "
$//y/ _ yllxl
33'2 + y/2 d

t. (3.13)

Dans cette équation, on reconnait la courbure x fois I’abscisse curviligne infinitésimale

ds puisque
m//y/ . y”x'

K = ($/2 N y,2)3/2 (314)
et que ds = /2" + y”dt.
Par conséquent ceci démontre que
1
T

Ce résultat analytique a été testé a 'aide de trois courbes (un arc de cercle, un
arc de parabole et un arc de courbe d’équation y = z*) en le comparant avec des
simulations numériques qui ont été réalisées de la facon suivante :
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1. Tout d’abord on choisit 5000 valeurs de paramétres dans l'intervalle [—1,1] :
=14/2500 — 1, i variant de 1 a 5000.

2. On tire aléatoirement les variables G; et G5 et on calcule les 5000 énergies avec
ces valeurs.

3. On détermine le paramétre ¢; qui correspond au niveau le plus bas. On comptabi-
lise le nombre de fois ou cela se produit pour chaque paramétre sur un ensemble
de 50000 tirages; en divisant par le nombre total de tirage, cela nous donne le
pourcentage que ’état indicé par le paramétre ¢; soit le fondamental.

4. Comme on ne peut pas déterminer exactement une densité de distribution dans le
cas numeérique, on détermine une fonction de répartition en sommant les pourcen-
tages obtenus précédemment. C’est cette fonction de répartition que I’on compare
avec les résultats analytiques.

Arc de cercle

Un arc de cercle peut étre paramétré par

{ﬁg:i— —— (3.16)

ol a est le rayon que j’ai pris égal a 2. Le paramétre ¢ varie de -1 a 1. Cet arc est tracé
dans ’encadré de la figure 3.9.
Le produit de la courbure et de I’abscisse curviligne infinitésimale vaut :

k(t)\/z” (t) + y” (t)dt = ——ﬂi——ﬁ. (3.17)

1+ (v (1)

La probabilité de trouver le fondamental parmi les niveaux paramétrés par des t dans
I'intervalle [—tg, to] est donc

%/_t;l@(t) $I2(t)+yl2(t)dt:%/ot0,§(t) $'2(t)+y’2(t)dt.

Cette intégrale est égale a :

_/to +y/2(t)dt = laurctaun(y'(to))

1
= —arctan _f . (3.18)
& 4 —t3
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Sur la figure 3.9, j’ai tracé la courbe correspondant & ’équation (3.18) pour ¢, variant de
0 a 1 ainsi que la probabilité obtenue numériquement. Les deux courbes sont quasiment
identiques. Il s’agit de droites puisque dans le cas d’un cercle complet les niveaux sont
tous équiprobables ce qui correspond & une distribution uniforme donc & une fonction
de répartion linéaire.
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F1G. 3.9 — Comparaison entre la fonction de répartition obtenue analytiquement et le
test numérique pour des niveaux formant I’arc de cercle tracé dans le petit encadré.

Arc de parabole

Une paramétrisation de ’arc de parabole est :
z(t)= t
(=1, a1
L’allure de cette courbe est donnée dans ’encadré de la figure 3.10. La probabilité de

trouver le fondamental parmi les niveaux dont le paramétre appartient a I'intervalle
[—to, to] est

1 to 2 2 1 fto 2 2
- / K(t)\/2” () + 7 (t)dt = = / k(82" () + v (t)dt .
21 J—to mJo
En intégrant on trouve :
1 rt 1
— / ’ k(t)\/z”(t) + vy (t)dt = = arctan(y'(tg))
7 Jo 7r

1
= —arctan(2t). (3.20)
m
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J’ai représenté les résultats numériques et analytiques sur la figure 3.10. La aussi on
trouve une parfaite coincidence entre les deux courbes.

0 0
0 o u
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0
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Fi1G. 3.10 — Comparaison entre la fonction de répartition obtenue analytiquement et le
test numérique pour des niveaux formant I’arc de parabole tracé dans le petit encadré.

Arc de courbe d’équation y = z*

Enfin un dernier test a été réalisé avec une courbe paramétrée par :
z(t) =t
) 21
{ y(t) = t* (3:21)

La probabilité que le fondamental soit indicé par un paramétre appartenant & l'inter-
valle [—tg, to] est égale a

%/tjoli(t) xl2(t)+y/2(t)dt: %/)toﬂ(t) x’z(t)—i-y’z(t)dt.

Cette probabilité vaut donc

1 rto 1
— / k(t)\/z”(t) + y”(t)dt = — arctan(y'(tg))
7 Jo m
1
= - arctan(4t)) . (3.22)

La comparaison entre ’expression analytique de la probabilité et le test numérique est
donnée en figure 3.11 : une nouvelle fois, les deux courbes sont indiscernables. Avec



124 Chapitre 3 Propriétés spectrales d’un opérateur a 1- et 2-corps

o
Fi1G. 3.11 — Comparaison entre la fonction de répartition obtenue analytiquement et le
test numérique pour des niveaux formant I’arc convexe tracé dans le petit encadré.

ces trois exemples simples, on observe un accord excellent entre résultat analytique
et calcul numérique. De plus cela permet de comprendre le cas ou la courbe présente
des points singuliers comme dans le cas d’'un polygone. En effet on peut approcher
un secteur angulaire par un ensemble de cercles tangents de plus en plus petits (cf
figure 3.12). Ces cercles vérifient [;. +Rdf = 7 — « ainsi la probabilité associée au point
singulier est donnée par 1/2(1 — /) ce qui correspond exactement & la loi donnée par
I’équation (3.6).

3.5.2 Cas tri-dimensionnel

Nous nous sommes également intéressés au cas tri-dimensionnel c’est a dire au cas
ou les niveaux se trouvent sur une surface convexe, notée X, paramétrisable par deux
réels u et v :

E(u,v) = z(u,v)G1 + y(u, v)Gs + 2(u, v)Gs . (3.23)

Le minimum est atteint en (ug, vg) si les deux dérivées partielles par rapport a u et v
sont nulles en (ug, vp) :

OE Oz oy 0z

OF ox dy 0z

(3.24)
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Les triplets (G1,G9,G3) qui vérifient ces équations sont colinéaires au vecteur nor-
mal & la surface au point paramétrisé par (ug, vg); ce vecteur est le produit vectoriel
(Oux, Ouy, Ouz) N (Opx, Oyy, Oyz). Donc ces triplets sont sur la droite passant par (0,0, 0)
et de vecteur directeur (0,2, 0y, 0u2) A (O, Oyy, Oyz). Lorsque les paramétres u et v va-

F1G. 3.12 — Approximation d’un point singulier par des arcs de cercle de plus en plus
petits.

rient, ces droites vont décrire un cone et comme la distribution des variables aléatoires
est gaussienne, on peut séparer la partie radiale de la partie angulaire et la mesure de
ce cone ne va finalement dépendre que de son angle au solide si bien que la densité de
probabilité est proportionnelle & la surface décrite par les vecteurs normaux normalisés
a 'unité. Or cette surface est bien connue en géométrie différentielle : c’est 'image
sphérique de la surface (appelée “Gauss map” [Tho79] en anglais). Si on construit en
tout point Z de la surface X un repére mobile orthonormé (€1, é3,€3) dont les deux
premiers vecteurs sont tangents & la surface et le troisiéme est normal a la surface, la
variation du vecteur ¥ peut s’écrire :

d¥ = Ule_i + 0'26_5 .

La variation de €3 s’ecrit :
dez = w161 + waés .

Lorsque le point se déplace sur la surface ¥, le vecteur €3 se déplace sur la sphére unité
et décrit I'image sphérique de X. L’élément de surface infinitésimal de ¥ est la forme
différentielle d’ordre 2 [Car67] o109 et celui de I'image sphérique est la forme diffé-
rentielle wywy (ces deux formes différentielles peuvent aussi étre notées respectivement
01 A 09 et w1 A wsy). On peut montrer [Lel63, Fla89] que

Wiy = KO109, (3.25)

ol k est la courbure de Gauss. Or cet élément de surface ww, est proportionnel & la
densité de probabilité d P et comme le théoréme de Gauss-Bonnet [Tho79, Leh82, Ber86]
nous dit que

/ Ko109 = 4T, (3.26)
5
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on en déduit que

1 1
dP = Ewlwg = EKO}O'Q . (327)

Ellipsoide

Nous avons appliqué ces résultats & un ellipsoide (cf figure 3.13) défini par :

z(0,¢9) = acosfsin ¢
y(0,4) = asinfsing . (3.28)
2(0,9) = ccos¢

En différentiant, on obtient dZ = dzi + dyj + dzk on

FIG. 3.13 — A gauche un ellipsoide avec ¢ = 1.5 et ¢ = 1 et a droite un paraboloide

tronqué.

dr = —asinfsin ¢df + a cosf cos pdp
dy = acosfsin ¢df + asin 6 cos ¢pdo
dz = —csinpdgp

En prenant pour référentiel mobile :

(€ = —sinbi+ cosf)
. a cos f cos ¢ - asin  cos ¢ - csin ¢ i
€ = i Jj—

3 \/ a2 cos? ¢ + c2sin’ ¢ \/ a2 cos? ¢ + c?sin’ ¢ \/ a2cos? ¢ + 2sin’ ¢
. ccosfsin ¢ - csinfsin ¢ - a cos ¢ 5
€3 = i J

. o ) a2
{ \/a2 cos? ¢ + c%sin” ¢ \/a2 cos? ¢ + c?sin” ¢ \/a2 cos? ¢ + ¢?sin” ¢
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on obtient d¥ = o,€] + 09265 avec

o1 = asin ¢df

o9 = \/@2 cos? ¢ + c2sin? pd

Pour obtenir I’élément de surface infinitésimal de I’image sphérique, on peut par exemple
différentier le vecteur €3, ce qui donne :

( P csin fsin ¢ 0+ ca? cos 0 cos ¢ ”
€3y = —
* \/a2 cos? ¢ + c2sin® ¢ (a2 cos? ¢ + c?sin® ¢)3/?
! de, = ccos B sin ¢ do+ ccfsinOzco'sgzb o
\/a2 cos? ¢ + c2sin? ¢ (a? cos? ¢ + ¢?sin® @)/
ca? sin ¢
déz, = — d
{ “ (a2 cos? ¢ + cZsin? ¢)3/2 ¢
Or déz = w161 + weéy donc on en déduit w, et wy :
vy = csin ¢ 20
\/a? cos? ¢ + c?sin’ ¢ (3.29)
ac do ’
Wo =
27 a2cos? ¢+ 2 sin? ¢
si bien que 1’élément de surface de I'image sphérique est égale a :
ac?sin ¢
= = dodf . 3.30
Wity = RO102 (a2 cos? ¢ + % sin® ¢)3/2 ¢ (3.30)
La densité de probabilité est donc donnée par :
2 .
dP ac_sin ¢ dédo . (3.31)

- 47 (a? cos? ¢ + ¢? sin? ¢)3/2

En intégrant on trouve la probabilité que le fondamental soit obtenu pour des para-
meétres (6, ¢) dans ’ensemble [0, 6] x [0, @] :

0o oo 2 g
P60, $o) :/ 2 ZC Smf~ 7 vz 00d0 = il (1 - €03 0o ) -
o Jo 4m(a®cos? @+ c¢?sin® @) 47 \/a2 cos? ¢y + 2 sin? ¢y
(3.32)
Cette fonction de répartition est représentée sur la figure 3.14 ol sont superposés les
résultats numériques et analytiques : les deux surfaces sont indiscernables (I’une est en
bleu, I'autre en rouge). Comme dans le cas bi-dimensionnel, le test numérique a été
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fait en effectuant un maillage de la surface. Pour l'ellipsoide, on a pris en tout 13041
points. 20000 tirages ont été réalisés. Pour chaque événement, le code a calculé les
13041 énergies puis a déterminé les parameétres pour lesquels la plus petite valeur était
atteinte. On compte ainsi le nombre de fois ol chaque point de la surface correspond a
I’énergie la plus basse puis en sommant sur le domaine approprié, on obtient la fonction
de répartition.

Paraboloide

Un second test tri-dimensionnel a été effectué en considérant des niveaux placés sur
un paraboloide de révolution tronqué (cf figure 3.13) paramétrisé par :

z(0,0) = u
y(0,9) = v : (3.33)
2(0,0) = u®+v?

On peut alors calculer le vecteur normal ainsi que sa différentielle déz = wq€7 +wq€5

et montrer que :
vdu — udv

w1 = -2
\/1 +4(u? + v?)Vu? + v?
(3.34)
5 udu + vdv
Wo =
2 (14 4(u? + v?))Vu? + v?
Ainsi la forme différentielle d’ordre 2 wy; A wq s’écrit :
du — udv) A (ud d
w1 A oy = (vdu — udv) (§2u+v v) | (3.35)
(1 4+ 4(u? +v2)"" (u? 4 v?)
ce qui donne en coordonnées polaires, I’expression de 1’élément de surface :
dfd
wi Nwp = 4—LZE (3.36)
(1+4p)
La densité de probabilité est donc donnée par :
d do
p=4—P% (3.37)

(1 + 4p2)3/2 E .

En intégrant par rapport a # et p, on en déduit la fonction de répartition :

0
P(po, 00) = 1 - —2— 4—0- (3.38)
V1+4p3) 4™



Section 3.5. Extension aux spectres continus 129

F1G. 3.14 — Fonction de répartition P(fy, ¢g) donnée par (3.32) pour des niveaux répar-
tis sur un ellipsoide. 6y varie de 0 & 27 et ¢y de 0 & 7. On voit trés bien la dépendance
linéaire en fonction de 6.

025 4+

F1G. 3.15 — Fonction de répartition P(pg,6y) donnée par I’équation (3.38) pour des
niveaux répartis sur un paraboloide de révolution tronqué. py varie de 0 a 1 et 6y de 0
a 2m.
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J’ai comparé cette fonction de répartition avec les résultats d’un test numérique : les
deux surfaces (cf figure 3.15) sont, comme pour l'ellipsoide, indiscernables. Le test
numérique a été effectué comme pour l'ellipsoide c’est a dire en faisant un maillage de
13041 points du paraboloide et en tirant 20000 valeurs aléatoires pour (G1,Gs, G3).
On peut ainsi évaluer numériquement la fonction de répartition. Notons que la formule
(3.38) ne permet pas de calculer la densité de probabilité aux points singuliers mais
par différence on obtient la probabilité en ces points.

Ces calculs peuvent se généraliser a des dimensions supérieures, en particulier, nous
avons procédé a des calculs pour I’hyper-ellipsoide en 4 dimensions. Ce passage d’un
ensemble de niveaux discrets & un ensemble continu de niveau montre que la courbure
de la surface dicte les probabilités d’obtenir tel ou tel niveau dans le fondamental.
Cette courbure résulte de la nature & deux-corps de 'interaction, de la conservation
du moment angulaire et de la symétrie du systéme. De plus ces calculs montrent que
les probabilités ne dépendront pas de la nature de la loi régissant les parameétres de
I'interaction : il suffit que celle-ci ne dépende que de la distance euclidienne usuelle
>, GZ. Ainsi dans ce cas simplifié ou les énergies dépendent linéairement des parameétres
de l'interaction, les pourcentages sont parfaitement calculables a partir du moment ot
’on sait évaluer les coefficients de couplage entre les différents moments angulaires.

Nous pensons qu’une structure géométrique intervient méme lorsque la dépendance
des niveaux n’est plus linéaire en fonction des éléments de matrice a deux-corps. En
particulier, nous allons présenter dans la suite des résultats numériques qui montrent
que la prédominance du 0% dans le fondamental dépend des propriétés de symétrie des
vecteurs de la base.

3.6 Cas général

3.6.1 Role de la statistique des particules

Les particules qui existent dans la nature sont de deux types : il y a d’'une part
les particules de matiére appelées fermions, qui obéissent & la statistique de Fermi et
dont le spin est demi-entier et d’autre part les particules qui véhiculent les interac-
tions appelées bosons qui suivent la statisque de Bose et dont le spin est entier. En
seconde quantification et en terme de représentation, cela signifie que les représenta-
tions irréductibles (RI) utilisées pour décrire des systémes fermioniques sont totalement
antisymétriques tandis que celles associées & des systémes bosoniques sont totalement
symétriques. Ainsi les fonctions d’onde associées a des systémes de N fermions sont des
combinaisons linéaires de déterminants de Slater et sont donc des fonctions totalement
antisymétriques dans I’échange de particules alors que les fonctions d’onde de systémes
de N bosons restent invariantes lors de la permutation des particules. Des fermions ne
peuvent donc avoir tous les mémes nombres quantiques alors que des bosons peuvent
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se condenser sur un méme etat.

Considérons par exemple un systéme de bosons possédant a la fois des degrés de
liberté de spin et des degrés de liberté orbitaux. La fonction d’onde globale doit étre
totalement symétrique. Supposons que ’on sépare le spin de la partie spatiale. On
peut donc s’intéresser a des produits tensoriels de représentations non totalement sy-
meétriques pour les algébres de spin et spatiales qui garantissent néanmoins 1’obtention
de fonctions globales totalement symétriques. On peut donc étre amené a considérer
des représentations de 1’algébre unitaire qui ne correspondent ni a la statistique de
Fermi ni & la statistique de Bose et on peut ainsi évaluer le role de cette statistique
sur les spectres. C’est notamment le cas en IBM-4 ot on peut considérer des fonctions
d’onde qui sont vecteurs appartenant aux RI non totalement symétriques mais iden-
tiques [Ny, Ny, - - -, Ng| des algébres UL(6) et Usr(6) (L désigne le moment angulaire
orbital, S le spin et T I'isospin). J’ai réalisé des calculs avec des hamiltoniens aléatoires
dans ce type de représentations en supposant que ’hamiltonien ne dépend que de la
partie orbitale et conserve le moment angulaire orbital si bien que cette interaction
conserve le moment angulaire total. En raison des limitations du code pour ces repré-
sentations inhabituelles, je n’ai pu traiter que des systémes ayant un petit nombre de
particules. Sur la figure 3.16, je donne les pourcentages de spectres dont le fondamental
est un état L = 0 pour des systémes ayant 2 bosons (RI [2] de U(6)), 3 bosons (RI [3]
et [21] de U(6)) et 4 bosons (RI [4], [31] et [22] de U(6)). On constate tout d’abord que

< 100%
90% -
80% -
70% -
60% -
50% -
40% -
30% -
20% -
10% -

[2] [3] [21] [4] [31] [22]

F1G. 3.16 — Pourcentages d’états 0, 2 et L}

o comme état fondamental pour diffé-
rentes représentations irréductibles.

les spectres n’ont pas toujours majoritairement un état 0t comme état fondamental.
En particulier, c’est le moment angulaire 2 qui est le plus souvent celui du fondamental
pour les RI [21] et [31]. Ce pourcentage dépend donc de la statistique des particules.
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On remarque également que le moment angulaire maximal a un pourcentage important
quelque soit la représentation.

Ces calculs effectués pour des systémes de bosons ont été confirmés par Olivier
Juillet [Jui02| pour des systémes de 4 “fermions” sur une couche j = 9/2 : on retrouve
exactement la méme oscillation.

Cela nous incite a penser que les pourcentages sont fortement liés a la structure
intrinséque de ’espace de “valence” dans lequel on se place, notamment par I'intermé-
diaire des coefficients de couplages entre moments angulaires individuels puisque les
éléments de matrices des différents opérateurs constituant I’hamiltonien en dépendent.

3.6.2 Roble du rang de l'interaction

Lorsque Wigner a introduit la théorie des matrices aléatoires a la fin des années
50 pour interpréter les spectres de diffusion de neutrons sur des noyaux lourds, il a
utilisé des matrices dont les éléments étaient indépendants les uns des autres et dont la
probabilités etaient invariantes sous les changements orthogonaux (unitaires) de bases.
On peut alors montrer [Meh91] que les éléments de matrice suivent des lois gaussiennes
si bien que I’on désigne ce type de matrices par ensemble gaussien orthogonal (unitaire)
et que I’on notera par leur acronyme anglais GOE (GUE).

Mais ces matrices ne correspondent pas vraiment a la situation rencontrée en phy-
sique nucléaire puisque l'interaction doit d’une part conserver le moment angulaire
et d’autre part étre de rang fini (généralement on se limite a des interactions a un-
et deux-corps). Ces deux contraintes ont pour conséquence tout d’abord de créer des
corrélations bien définies entre les différents éléments de matrice de ’hamiltonien et
également de rendre la matrice trés creuse (c’est a dire avec beaucoup de termes nuls)
ce qui signifie qu’il existe des directions privilégiées.

Quelles sont les conséquences sur le spectres? Pour évaluer le role que joue le
rang de I'interaction sur les propriétés spectrales d’un systéme a N corps, nous avons
considéré des interactions aléatoires a N-corps conservant le moment angulaire. Nous
avons ainsi construit des matrices aléatoires de l’ensemble gaussien orthogonal pour
chaque sous espace associé & un moment angulaire donné. Les matrices correspondant
a deux moments angulaires distincts sont prises indépendantes les unes des autres. Par
exemple pour un systéme de trois bosons dans la RI [3], nous savons qu’il y a trois
niveaux 0T, trois 2%, un 3", deux 4% et un 6. Par conséquent, nous avons pris deux
matrices 3 X 3 , une matrice 2 X 2 et deux matrices 1 x 1. Nous les avons diagonalisées
et comparé les plus petites valeurs propres de chacune des matrices pour attribuer le
moment angulaire du niveau le plus bas. Cette procédure a été répétée 20000 fois. Ce
type de calcul a été réalisé pour des systémes de 2, 3 et 4 bosons dans les mémes
RI que dans la section précédente. Les résultats sont présentés sur la figure 3.17. On
constate que le fondamental est plus souvent un 2% qu’un 07 et que ’état de moment
angulaire maximal n’est pratiquement jamais I’état fondamental. Cela se comprend
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en comparant les dimensions des matrices : plus la dimension va étre grande plus la
répulsion de niveaux va s’amplifier et abaisser un des états de ce sous-espace qui va
devenir le fondamental. Cela montre que lorsque I’on supprime les corrélations résultant
100%
90%
80%
70% T max
60%
50%
40% -
30%
20%
10%

[2] [3] [21] [4] (3] [22]

F1G. 3.17 — Pourcentages d’états 07, 2% et L} comme état fondamental pour diffé-
rentes représentations irréductibles lorsque l'interaction est une interaction a N-corps
aléatoire conservant le moment angulaire. Par exemple pour des systémes de 3 bosons,

on simule une interaction & trois corps, pour 4 bosons une interaction a 4 corps...

du caractére & deux-corps de I'interaction, le 0™ n’est plus majoritairement ’état de
plus basse énergie. Les corrélations entre sous-espaces de moments angulaires différents
jouent donc un roéle capital dans les propriétés spectrales d’un systéme a N-corps. Mais
les corrélations entre éléments de matrices dans un méme sous-espace sont également
trés importantes puisque elles modifient la répulsion de niveaux et privilégier certaines
directions.

L’importance du rang de l'interaction peut étre illustrée en étudiant un systéme
de 2 bosons avec un hamiltonien comprenant des termes & un-corps et des termes a
deux-corps. Il y a alors deux niveaux 0", deux 2% et un 4*. Les matrices réduites des
0" et des 2 s’écrivent respectivement :

2e0 + V0 vl
H 0+ — 0 0000 0022 3.39
( ) ( Vo2 265 + V399 (3:39)
et ) )
+ &9+ v
H(ot) = [ O 0202 0222 ’ 3.40
( ) ( U§222 2e9 + V0 ( )
J

ou les €; désignent les énergies simples particules des bosons s et d et les vy ;... les
termes & deux-corps. La présence de 2¢q et 2e5 fait que la distribution des éléments
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w C
06 [
05
C ot
0.4 — L=2
03 X=2
02
01 |
0 ‘ | | ‘ | | | |
0 1 2 3 4 5 6
€
805
P
04 — L:0+
03 — X=5
02
01 -
0 | L
0 1 2 3 4 5 6
€

F1G. 3.18 — Distribution des écarts, ¢, entre les deux 2% (figure du haut) et celle des
écarts entre les deux 0% (figure du bas). L’écart moyen entre les deux 0% est donc
plus large que celui entre les deux 2% ce qui permet de comprendre partiellement la
prédominance des 07 comme état fondamental. Cet élargissement provient uniquement
des énergies simple particule ce qui montre 'influence du rang de l'interaction sur les
pourcentages des différents moments angulaires. x est le rapport entre la largeur des
termes diagonaux sur celle des termes non-diagonaux : Y = 5 pour les 0" et y = 2 pour
les 2.
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de matrices diagonaux de H(0") est 5 fois plus large que celle de ses termes non-
diagonaux alors que pour H(2%) — e,1d la distribution des termes diagonaux est 2
fois plus large que celle des termes non-diagonaux. Cet élargissement des distributions
des termes diagonaux par rapport & celle des termes non-diagonaux provoque une
augmentation de la répulsion moyenne des niveaux!, ce qui peut expliquer en partie
la prédominance des 07 comme états de plus basse énergie (cf la figure 3.18 ou sont
représentées les distributions des écarts entre les deux 07 (figure du bas) et les deux
2% (figure du haut) : en traits pleins, ce sont les courbes analytiques (distributions de
Wigner généralisées (voir section 4.4 page 153)) et en traits pointillés les distributions
obtenues numériquement. Notons que cette analyse ne tient cependant pas compte des
corrélations entre les 0" et 27. En ’absence des énergies simples particules ou dans le
cas ol on les prend égales, les 0 et les 27 ont exactement les mémes distribution et
ont la méme probabilité d’étre le fondamental. Ainsi les termes a un-corps modifient la
largeur des distributions de certains termes des matrices et favorisent tel ou tel moment
angulaire. L’effet des termes & deux-corps sur les systémes a N particules (N > 3) est
vraisemblablement de cette nature.

3.6.3 Reégularités des spectres

En IBM, comme nous I’avons vu plus haut, deux régimes (vibrationnel et rotation-
nel) semblent étre trés fréquents méme avec des interactions aléatoires. Les spectres
présentent d’autres régularités inattendues. En effet prenons par exemple 6 bosons s et
d dans la représentation totalement symétrique [6] de U(6). Le spectre comporte 48 ni-
veaux dont sept 07 , neuf 27, trois 37, neuf 4™, trois 5T, sept 6, deux 7", quatre 8, un
9%, deux 10" et un 12*. On a diagonalisé 5000 hamiltoniens. Pour chaque spectre, on
sélectionne les niveaux yrast (ie les niveaux les plus bas pour chaque moment angulaire).
Les figures 3.19, 3.20, 3.21 et 3.22 représentent (E(L{) — E(07))/(E(2]) — E(0)) en
fonction de (E(4]) —E(07))/(E(2]) —E(07)) ou de (E(67) — E(07))/(E(2) — E(07)).
On constate alors que ces rapports dépendent “presque” linéairement les uns des autres
ce qui signifie que les niveaux yrast sont quasiment des combinaisons linéaires des
E(2{) — E(0]), E(4]) — E(0) et E(6]) — E(0]).

Nous sommes parvenus & comprendre certaines de ces droites. Si on suppose que
I’hamiltonien est celui associé a la chaine (I) de IBM, alors les énergies [Tac87] s’écrivent
pour un état caractérisé par les nombres quantiques N, ng, v et L :

E(N,ng,v,L) = Ey +5nd+a%(nd_ 1)+ B(na(na+1) —v(v+3)) +y(L(L+1) —6n4) -
(3.41)

1 Un rétrécissement des distributions des termes diagonaux par rapport aux termes non-diagonaux
aurait provoqué le méme résultat comme on peut le voir & partir des calculs présentés dans la section
4.4 page 153.
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Ainsi pour un état | [N], ng, v = ng, L = 2ny) 'énergie s’écrit :

E(L = 2ng) — E(0) = ¢ (nd + %(nd ~1) (% + 85)) . (3.42)
On en déduit que

B(L = 2n) - B(0) _ (nd 40y <9 N 8§>> , (3.43)

E(L =2) - E(0) —+ 8-
et que

58; = ggg; = T3 3583 = gﬁg; : (3.44)
= .
f-*];((120))_— 5((00)) = b 10%; - gﬁg; , (3.46)
o250 = Mt PEe-£0) (3.47)

On obtient aussi
P he — TRy, .
i ety
% = A 5% : (3.50)

Ces droites ont été tracées sur les figures correspondantes. Les équations de ces
droites ne dépendent pas du nombre de bosons du systéme : numériquement on les
a bien retrouvées quelque soit le nombre de bosons. De tels résultats montrent que
méme lorsque ’hamiltonien ne s’écrit pas uniquement en fonction des opérateurs de
Casimir d’une chaine particuliére, son spectre ne s’éloigne pas trop d’un des spectres
schématiques correspondant aux diverses symétries dynamiques du modéle, au moins
en ce qui concerne les niveaux de la ligne yrast. Ces résultats sont en accord d’une
part avec les travaux de Sevrin et al [Sev87| qui ont étudié les spectres d’hamiltoniens
IBM-2 comprenant des termes associés a ’algébre SU*(3) auxquel ils ont ajouté un
terme pertubatif et dont les niveaux de la bande yrast sont peu modifiés par le terme
perturbatif et d’autre part avec ceux de Cejnar et Jolie [Cej98, Cej00]. Dans [Cej00],
ils montrent en particulier que la transition entre les différents chaines algébriques est
brusque.
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FI1G. 3.19 — Dans la colonne de gauche, (E(3])— E(07))/(E(2]) — E(0)) et (E(5]) —
E0))/(E(2]) — E(07)) sont exprimés en fonction de (E(4]) — E(07))/(E(2]) —
E(07)). Dans la colonne de droite, ces deux rapports sont exprimés en fonction de
(E(6]) — E(0))/(E(2]) — E(07)).
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F1G. 3.20 — Méme chose que pour la figure 3.19 mais pour les rapports (E(67) —
E0)/(E@2) - E(0)) et (E(7{)—E(0))/(E(2]) — E(0)). Evidemment on trouve
une droite de pente 1 dans le quadrant en haut & droite. L’équation de la droite tracée
est donnée par (3.44)
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F1G. 3.21 — Méme chose que pour la figure 3.19 mais pour les rapports (E(8]) —
E@ON)/(E@2]) — E@0])) et (E(97) — E(0))/(E2]) — E(0)). Les équations des
droites tracées sont données en (3.45) et (3.48).
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F1G. 3.22 — Méme chose que pour la figure 3.19 mais pour les rapports (E(10]) —
EON)/(E@2]) — E(07)) et (E(12]7) — E(07))/(E(2]) — E(0])). Les équations des
droites tracées sont données en (3.46), (3.47), (3.49) et (3.50).
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3.6.4 Différences entre cas diagonal et cas général

Des différences existent entre le cas diagonal et le cas général. En effet méme si de
nombreuses régularités ont été observées dans les spectres aléatoires obtenus en IBM,
ces spectres ne sont pas aussi simples a analyser que les spectres de bosons d. Par
exemple, si on s’intéresse a un systéme de 6 bosons s et d en interaction, I’hamilto-
nien conservant le moment angulaire a un- et deux-corps comporte 9 paramétres et le
spectre posséde 48 niveaux. Un systéme de 10 bosons d en a 55, I’hamiltonien ayant
3 paramétres. Les deux systémes ont donc & peu prés le méme nombre de niveaux.
Mais si on trace en échelle semi-logarithmique, les distributions entre niveaux succes-
sifs “normalisés” (c’est a dire que I'on divise les écarts par la différence entre le niveau
le plus haut et le niveau le plus bas) on note une trés nette différence entre ces deux
systémes :

— Dans le cas diagonal (bosons d), la distribution est représentée en pointillés sur la

figure 3.23. On observe des pics réguliérement espacés. Ces régularités proviennent
du fait que

Envi — Envi—
NvL NvL=1 _  or

ENVLmam - ENVLmin

Il existe donc des spectres dont certains niveaux successifs qui ont mémes nombres
quantiques v.

— Pour les bosons s et d, la distribution (traits pleins) est linéaire et ne présente pas
du tout les régularités des spectres de bosons d. Cette différence résulte peut-étre
du fait qu’il n’est pas possible en général de repérer les états des systémes IBM-1
par un ensemble complet de nombres quantiques. Cet étiquetage ne peut étre
réalisé que lorsque I’hamiltonien posséde certaines symétries.

3.7 Conclusion et pistes a explorer

Pour la premiére fois, nous avons montré comment I’existence de propriétés géomé-
triques provenant exclusivement de la conservation du moment angulaire et de 1’espace
considéré interdit a certains niveaux d’étre le niveau fondamental et permet & d’autres
de I’étre. Dans le cas de paramétres gaussiens, nous avons méme pu relier explicitement
la valeur des pourcentages a ces propriétés géométriques. Nous avons montré notam-
ment que certains niveaux ne pourront jamais avoir I’énergie la plus basse a cause
de propriétés intrinséques a I'espace de valence. Malgré la plus grande complexité des
spectres du cas général par rapport a ceux du cas diagonal, certaines pistes semblent
assez prometteuses compte tenu des régularités observées :

— Une approche de type champ moyen permettrait de se ramener au cas ou les

énergies s’écrivent comme une somme d’énergies de particules indépendantes
donc a une situation assez proche du cas diagonal. Mais le probléme réside dans
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F1G. 3.23 — Distribution N(e) en échelle logarithmique des écarts € entre niveaux
successifs : en traits pleins pour 6 bosons sd (48 niveaux par spectre) et en traits
pointillés pour 10 bosons d (55 niveaux par spectre). Ces deux distributions ont été
calculées sur un ensemble de 5000 spectres.

la construction du champ moyen qui serait probablement auto-cohérent et par
conséquent difficile & exprimer analytiquement en terme des paramétres de I’ha-
miltonien.

— Une seconde approche du probléme serait d’essayer de voir tout simplement com-
ment varient les spectres en modifiant non plus aléatoirement les paramétres mais
en les faisant évoluer de fagon “réguliére” afin de tracer les “surfaces” d’énergies
en fonction de ces paramétres.

— Une troisiéme analyse pourrait faire intervenir & la fois des considérations de
symeétrie et de théorie des perturbations. En réécrivant ’hamiltonien (au moins
en IBM) en terme des opérateurs de Casimir des trois chaines algébriques on
pourrait peut-étre considérer que certains termes prédominent et que les autres
ne sont que des petites perturbations trop faibles pour bouleverser la séquence
des niveaux. La pertinence d’une telle description est encouragée par la présence
de régularités existant dans les spectres comme on peut le voir sur les figures
3.19, 3.20, 3.21 et 3.22.



Chapitre 4

Chaos et structure nucléaire

[.-.] Pour les pythagoriciens, l’harmonie s’étendait 4 'univers entier; lordre des
cieuxr eux-mémes s’exprimait par une gamme musicale. La musique des sphéres! Pour
dire cela, il fallait un mot. Pythagore inventa : cosmos! Le Bon Ordre et la beauté. Et
Phistoire du monde se raconta comme la lutte du cosmos contre le chaos. [...]

Le théoréme du perroquet - Denis Gued;.

4.1 Introduction

L’un des objectifs de la structure nucléaire est d’essayer de comprendre comment
s’organisent les nucléons dans les noyaux.

Dans le domaine des basses énergies (< 3-4 MeV) et pour des noyaux de la vallée
de stabilité, on peut dégager essentiellement trois régimes associés aux mouvements
collectifs des nucléons (cf par exemple [lac87]) : les noyaux rotationnels, les noyaux
vibrationnels et les noyaux “y-soft”.

Pour des énergies plus élevées, la multiplication du nombre de niveaux devient
telle qu’il devient illusoire d’espérer pouvoir en extraire une quelconque régularité et
il est préférable d’utiliser une approche statistique pour obtenir des informations sur
le comportement des nucléons dans le noyau. Ainsi dans les années 1950-1960, Wigner
[Wighb, Wigh7, Wigh8, Boh69| a développé une théorie des matrices aléatoires (RMT)
en vue d’expliquer les spectres obtenus par diffusion des neutrons lents par des noyaux
de masses moyennes ou lourdes. Les diffusions sucessives du neutron par les nucléons
du noyaux pouvant étre considérées comme étant aléatoires et indépendantes les unes
des autres, les résonances sont interprétées comme des valeurs propres de matrices
aléatoires. Principalement trois classes de matrices ont été introduites [Meh91, Dys62] :

1. L’ensemble gaussien orthogonal (GOE) qui est constitué de matrices symétriques
réelles dont les éléments sont indépendants et gaussiens et dont la distribution
de probabilité est invariante par transformations orthogonales.

143
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2. L’ensemble gaussien unitaire (GUE) composé de matrices hermitiennes dont les
éléments sont complexes avec des parties réelles et imaginaires distribuées suivant
des lois gaussiennes indépendantes et dont la densité de probabilité est invariante
sous transformations unitaires.

3. Enfin I'ensemble gaussien symplectique (GSE) constitué de matrices symplec-
tiques.

De nombreux résultats numériques et analytiques ont pu étre obtenus pour ces
ensembles [Meh91].

D’autres ensembles de matrices hermitiennes ont été introduits notamment l’en-
semble des matrices aléatoires correspondant a des opérateurs a deux-corps (TBRE)
(voir par exemple [Boh71, Fre70]). Ce type d’ensemble semblait plus adapté pour dé-
duire les propriétés des noyaux puisque l'interaction nucléaire est essentiellement a un-
et deux-corps ce qui induit des corrélations entre les éléments de matrices ainsi que des
distributions avec des largeurs différentes. En dépit de nombreux efforts, relativement
peu de résultats analytiques ont été obtenus jusqu’a présent : en 1972, Gervois |Ger72]
a montré que, pour des fermions, la distribution des énergies d’un tel hamiltonien était
gaussien non pas semi-circulaire comme dans le cas de RMT et plus récemment Be-
net et collaborateurs [Ben01] ont pu déterminer quelques propriétés spectrales de ces
opérateurs a partir des distributions des éléments de matrices.

Bohigas, Giannoni et Schmit [Boh84] ont proposé une conjecture qui relie le spectre
d’un systéme quantique dont ’analogue classique serait chaotique avec les propriétés
spectrales des matrices aléatoires. Ainsi la structure & haute énergie des noyaux se-
rait associée & un mouvement non plus collectif des nucléons mais & un mouvement
chaotique.

Il semblerait donc a priori que les nucléons dans le noyaux aient un comportement
régulier aux basses énergies et un mouvement plus erratique pour des énergies plus
importantes.

Ces deux types de comportement sont-ils compatibles ? Retrouve-t-on des traces
du comportement chaotique des nucléons dans la partie & basse énergie? Comment
signe-t-on le caractére chaotique d’un systéme quantique et comment rendre compte
quantitativement de ce comportement 7 Dans les sections suivantes, nous tachons de
répondre a ces questions aussi bien d’un point de vue expérimental que d’un point de
vue théorique sans toutefois prétendre a I'exhaustivité.

4.2 Des preuves expérimentales d’un mouvement chao-
tique sur toute la gamme en énergies

Bohigas, Giannoni et Schmit ([Boh84]) ont étudié un systéme quantique correspon-
dant au mouvement d’une particule libre dans un puits de potentiel infini dont le bord
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est un carré au milieu duquel se trouve un cercle. Dans le cas classique, le mouvement
de la particule est chaotique. Pour ’analogue quantique, Bohigas et collaborateurs ont
calculé 740 niveaux et ont trouvé que le spectre obtenu posséde des propriétés proches
de celles d’un spectre de matrices aléatoires :

1. la distribution des écarts entre niveaux successifs, s, suit une loi de Wigner :

Pw(s) = %8 exp(—s?/4) (4.1)

2. la statistique de Dyson, As(L,z) = 1 Minag[[Z"[n(e) — Ae — B]?de], qui me-
sure rigidité du spectre c’est a dire les corrélations entre niveaux éloignés, varie
comme le logarithme de L. Dans le cas de systémes intégrables, la rigidité varie
linéairement.

Ces résultats les ont amenés a formuler la conjecture suivante : les systémes quan-
tiques dont 1’analogue classique a un mouvement régulier ont un spectre dont la dis-
tribution des niveaux les plus proches suit une loi de Poisson :

Pp(s) = exp(—s), (4.2)

tandis que ceux dont ’analogue est chaotique ont un spectre dont les propriétés sont
proches de celles de matrices aléatoires (4.1).
Ce résultat permet d’interpréter les spectres expérimentaux des noyaux :
— si les donnés expérimentales s’approchent plutoét de la courbe (4.2) alors les nu-
cléons ont un mouvement plutdt régulier sur les orbites,
— si ces données sont bien reproduites par la courbe (4.1), le mouvement sera plutot
chaotique.
Deux difficultés apparaissent lorsque ’on veut analyser les données : d’une part (i)
il faut pouvoir assigner de fagon non ambigiie le spin J et la parité (et éventuellement
l'isospin T) a tous les niveaux et d’autre part (ii) il faut disposer pour chacune des
valeurs J™ d’une statistique suffisamment importante.

4.2.1 Les résonances de neutrons lents sur des noyaux lourds.

Les premiéres analyses ont été effectuées prés du seuil de séparation d’un neutron ou
la densité de niveaux est grande. Ce domaine d’énergie peut étre exploré par diffusion
de neutrons lents sur des noyaux en mesurant les résonances. De telles analyses ont
été effectuées par divers groupes de I'université de Columbia [Ros60, Des60, Gar64a,
Gar64b, Gar6b, Win68, Lio72, Rah72a, Rah72b, Lio73, Cam73, Rah74|. Le tableau
4.1 résume briévement les résultats obtenus. La distribution de Wigner permet donc
d’analyser et d’interpréter les données expérimentales. La rigidité donne également
des résultats compatibles avec ceux obtenus pour ’ensemble gaussien orthogonal. Il
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Noyaux 238 22Ty, 127]  166p; 152G, DAG,; M-8lpr "Ag
Niveaux 237 223 217 109 70 27 140 128
Stat. Wig. Wig. Wig. Wig. Wig. Wig. Wig. Wig.
Noyaux 107-109 Ag 13Cs DBlEy Ry W B2y By 186y
Niveaux 198 123 73 78 49 40 29 22
Stat. 2Wig. 2Wig. 2Wig. 2Wig. 2Wig. Wig. Wig. Wig.
Noyaux 93Nb 171Yb 173Yb 172Yb 174Yb 176Yb 158Gd 160Gd
Niveaux 154 30 21 54 18 20 95 56
Stat. 4Wig. 2Wig. 2Wig. Wig. Wig. Wig. Wig. Wig.

TAB. 4.1 — La ligne “Niveaux” contient le nombre de résonances détectées pour chaque
isotope et la ligne “Stat.” indique quelle loi qui reproduit le mieux la distribution des
écarts entre niveaux successifs : Wig., 2 Wig. et 4 Wig. correspondent respectivement
a la distribution de Wigner, a la superposition de deux distributions de Wigner indé-
pendantes et a la superposition de quatre distributions de Wigner. La superposition
est justifiée par la possibilité de peupler un état par diffusion d’ondes s ou d’ondes p.

semblerait donc qu'un grand nombre de noyaux ont un caractére chaotique dans ce
domaine d’énergie.

L’analyse des résonances de neutrons lents et de protons lents a été approfondie
par Haq et collaborateurs [Haq82, Boh85| qui ont regroupé 30 séquences de 27 noyaux
pour constituer un ensemble de 1407 niveaux. Différentes propriétés statistiques de
cet ensemble, telles que la rigidité spectrale moyenne, la variance de cette rigidité
et des moments d’ordres supérieurs..., ont été comparées aux propriétés statistiques
des matrices aléatoires de GOE et d’autres ensembles de matrices aléatoires (GUE
notamment). Les résultats expérimentaux sont en trés bon accord avec les résultats de
GOE.

4.2.2 Les niveaux proches du fondamental

— Aprés les études réalisées pour les niveaux a haute énergie d’excitation, des études
ont été faites par Brody et collaborateurs [Bro76| concernant la région proche du
fondamental. Les données expérimentales comprenant 135 niveaux ont permis
de conclure a l’existence d’une répulsion de niveaux dans ce domaine d’énergie.
Brody dans [Bro73| a introduit une distribution intermédiaire entre la courbe de
Poisson et la courbe de Wigner. Cette fonction qui ne dépend que d’un paramétre
w est définie par :

Pgr(s) = Ks* exp(—as@tV) (4.3)
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avec K = (w+ 1la et a = [F (ﬁ—ﬁ)]WH. Pour w nul, la fonction de Brody
correspond a la fonction de Poisson et pour w égal & 1, on retrouve la fonction
de Wigner. Ainsi cette paramétrisation permet de passer d’un régime intégrable
a un régime chaotique et de quantifier le degré de régularité ou de chaoticité des
spectres.

La statistique des niveaux expérimentaux peut étre approximée par une fonction
de Brody avec w valant 0.69 £ 0.21. Pour ’ensemble GOE, w est proche de 0.98
tandis que des calculs Monte Carlo ([Cot74]) avec une interaction & deux-corps
aléatoire donnent w = 0.80 £ 0.05

L’accord serait donc meilleur avec le dernier modéle ce qui confirme que les nu-
cléons évoluent sur les orbites d'un modéle en couches et que leur mouvement au

sein du noyau serait plutot le résultat de collisions aléatoires.

— Les conditions (i) et (ii) ont aussi pu étre réunies pour I’°Al qui a été étudié par
Mitchell et collaborateurs [Mit88, Shi90, Shi91]|. Ils ont considéré les 100 premiers
niveaux de parité positive dans [Mit88] dont les énergies allaient 0 MeV jusqu’a
8 MeV d’excitation tandis que dans [Shi90| ils ont aussi tenu compte des états
de parité négative. L’isospin de chacun des niveaux est également connu et les
moments angulaires varient de 1 a 5. Le nombre de niveaux pour un J" donné
est compris entre 10 et 25 (cf tableau 4.2).

J* N T=0 T=1|J" N T=0 T=1
1t 19 16 3 1= 10 8 2
2t 25 16 3 27 11 9 2
3t 23 18 ) 3 12 10 2
4T 20 13 7 4~ 10 9 1

TAB. 4.2 — Nombre de niveaux, N, pour un moment angulaire, J, et une parité, m,
donnés [Shi90].

Aprés s’étre affranchi des fluctuations liées au domaine d’énergie étudié, il ressort
que la distributions des plus proches voisins est intermédiaire entre la distribution
de Wigner et la loi de Poisson avec une “préférence” pour la premiére loi. La
rigidité est également plus proche de celle associé & GOE que de celle associée a un
systéme régulier. Une méthode des moindres carrés permet d’obtenir les valeurs
de w paramétrisant les fonctions de Brody les plus proches des distributions
expérimentales : ces valeurs sont résumées dans le tableau 4.3!.

J’ai représenté sur la figure 4.1 les courbes correspondantes. En tirets, j’ai tracé
la distribution de Poisson, en trait pleins la distribution de Wigner, en pointillés

!Notons que les auteurs donnent des valeurs de w légérement différentes dans [Mit01].
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Total 7#1=1 n=-1 T=0 T=1
w 047 0.44 0.57 0.56 0.45

TAB. 4.3 — Valeurs de w pour tous les niveaux, pour ceux de parité, m, positive, de
parité négative, d’isospin, 7', 0 et 1 [Shi90).

la distribution de Brody avec w = 0,47 et en tirets-pointillés, la distribution de

Brody avec w = 0, 56.

Cette étude a permis de tester la symétrie d’isospin. En effet les résultats obtenus

lorsque que I’isospin est un bon nombre quantique doivent étre différents de ceux

trouvés s’il n’est pas conservé :

— Si lisospin est exactement conservé alors la distribution obtenue en tenant
compte de toutes les valeurs de T doit étre plus proche d’une loi de Poisson
(les spectres ayant des isospins différents sont indépendants les uns des autres
donc il n’y a pas de répulsion de niveaux entre états d’isospins différents). En
revanche, pour les distributions regroupant des états de méme isospin, on doit
observer une répulsion de niveaux.

— Par contre si l'isospin n’est pas conservé, les bons nombres quantiques sont
uniquement le moment angulaire et la parité : une distribution utilisant tous les
niveaux quelque soit I'isospin doit présenter une répulsion de niveaux semblable
a celle des distributions ne considérant que des états de méme isospin.

F1G. 4.1 — Courbes de Brody pour les paramétres reproduisant les données expérimen-
tales de I'°Al : en pointillés w = 0.47 et en tirets-pointillés w = 0.56. La courbe en
tirets représente la distribution de Poisson et la courbe en traits pleins la distribution
de Wigner.

Or expérimentalement, on observe peu de différence entre la distribution faisant
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intervenir tous les niveaux et celles ne faisant intervenir que des niveaux & isospin
fixé. Cela incite & penser que l'isospin n’est pas conservé pour le noyau d’26Al.
Mais il se peut que cette brisure de symétrie soit faible puisqu’il suffit d’une légére
brisure pour que l'on retrouve un comportement type “Wigner” (|[Pan81]).

Une étude similaire a été effectuée pour le 3°P qui se trouve également sur la
ligne N = Z et qui est aussi impair-impair. Il semblerait que I’isospin soit aussi
brisé dans ce noyau [Mit01].

4.3 Des confirmations théoriques : calculs “modéle en
couches” et calculs IBM

Des études théoriques ont également été réalisées pour savoir si un tel comportement
chaotique se retrouvait dans les spectres obtenus par des calculs “modéle en couches”
avec des interactions réalistes et également en IBM. Ces calculs permettent de s’affran-
chir des contraintes existant dans le cas expérimental puisque les niveaux ont des bons
nombres quantiques et qu’il est actuellement possible de diagonaliser de matrices ayant
de grandes dimensions et par conséquent d’avoir une bonne statistique : par exemple
dans [Cau96| 'espace de valence pouvait compter, dans certains cas, jusqu’a 121440
états et il pouvait y avoir jusqu’a 8026 états de méme J™T'.

4.3.1 Calculs “modéle en couches”

Les calculs “modéle en couches” ont tout d’abord été effectués pour la couche sd
(c’est & dire pour les orbites 0ds/, Ods/2 et 1s3/5) : Ormand et Broglia dans [Orm88|
ont considéré une interaction réaliste conservant la parité 7 et le moment angulaire J
avec les noyaux impairs-impairs 22Na, 26A1, 3P et 3*Cl. Lorsque 'interaction conserve
en outre l'isospin, la distribution des écarts entre plus proches voisins est trés proche
de la distribution de Wigner. La rigidité de Dyson suit assez bien la courbe prédite par
GOE pour L < 60 mais s’en écarte a partir de L = 80.

Des calculs ont été menés avec une interaction brisant 1’isospin pour I’isotope 26Al :
les auteurs ont déterminés les 200 premiers états 0 de plus basse énergie. La compa-
raison entre ces calculs et ceux effectués lorsque I’isospin est conservé montre que les
distributions des écarts entre plus proches voisins et la rigidité dépendent assez nota-
blement de la conservation ou non de ce nombre quantique : dans le cas de la brisure de
la symétrie d’isospin, il y a une répulsion de niveaux et la courbe est assez proche de la
fonction de Wigner tandis qu’avec une interaction conservant 1’isospin, une telle répul-
sion n’est pas observée et la distribution est intermédiaire entre une courbe de Poisson
et une courbe de Wigner c’est a dire que la distribution s’approche d’une superposition
de plusieurs fonctions de Wigner. La différence est encore plus remarquable pour la
rigidité. Ces calculs corroborent ceux réalisés par Paar et collaborateurs [Paa89| : en
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effet selon leurs calculs en modéle en couches pour le 2*Mg avec une interaction Brown-
Wildenthal, si on regroupe les niveaux 17 ayant des isospins différents, la distribution
des niveaux successifs est proche d’une courbe de Poisson tandis lorsque I’on considére
uniquement les niveaux d’isospin nul alors la distribution est proche de celle de Wigner.

Malheureusement les incertitudes sur les données expérimentales (dues au petit
nombre de niveaux connus (une centaine) et a la procédure de renormalisation des
spectres expérimentaux) ne permettent pas de trancher clairement en faveur de 1'une
ou l'autre des situations méme s’il semblerait que 1’isospin soit brisé pour ce noyau.

D’autres noyaux de la couche sd, & savoir les isotopes 220, ??Ne et 2*Mg, ont fait
lobjet d’investigation de la part de Bae et collaborateurs [Bae92]. Ces noyaux pré-
sentent aussi un caractére chaotique. Les auteurs se sont aussi intéressés a des isobares
du 22Pb : 212Rn, 2!2Pb, 212At, 22Bi et 2'?Po. On observe alors une transition entre
un régime chaotique et un régime régulier. En particulier les noyaux 2'2Rn et 2'2Pb
n’ayant qu’un seul type de nucléons de valence ont des distributions qui peuvent étre
approchées par des fonctions de Brody ayant des paramétres w inférieurs a 0.67 (cf
tableaux 4.4 ).

Noyaux *Va %Ti %S¢ %Ca *Ca 5°Ca 2Rn 2PPb 2P2At 2P2Bi 2"?Po

n 3 4 3 6 8 10 0 4 1 3 2
z 3 2 1 0 0 0 4 0 3 1 2
w 093 094 099 0.51 0.66 0.62 0.2 0.58 0.77 0.96 1.15

TAB. 4.4 — Valeurs de w pour différents noyaux de la couche fp et pour les isobares du
22Ph (d’aprés [Bae92] et [Cau96]). n et z sont respectivement les nombres de neutrons
et de protons de valence.

Cette transition d’un régime chaotique vers un régime intégrable dans le cas de ces
noyaux sphériques serait liée tout d’abord a une augmentation de la taille de noyaux
alors que la portée de 'interaction reste quasiment inchangée lorsque que 1’on passe
de noyaux de la couches sd aux noyaux proches du Pb. L’intensité de la force jouerait
également un role important : les noyaux de 2'2Rn et 2'2Pb seraient plus réguliers
que les autres isobares parce que leurs nucléons de valence sont de méme nature et
que l'interaction neutron-neutron ou proton-proton est plus faible que l'interaction
neutron-proton.

Plus récemment des calculs ont été réalisés pour la couche fp compléte [Cau96,
Gom95|. Les calculs ont concerné des noyaux de masse variant de 46 a 50 avec un
ceeur inerte de “°Ca et une interaction de type Kuo-Brown modifiée. Contrairement a
ce qui se passe pour la couche sd ol tous les noyaux semblent avoir un comportement
chaotique, des noyaux tels les isotopes “6Ca, *8Ca et 5°Ca du calcium, ne présentent
pas les caractéristiques des systémes chaotiques. En revanche les noyaux *6Va, 46Ti
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et °Sc ont des distributions proches de (4.1). Les auteurs interprétent ces résultats
en remarquant que ces derniers noyaux font intervenir a la fois des neutrons et des
protons de valence alors que les isotopes du calcium ne font intervenir qu’un seul
type de nucléons de valence et que l'interaction neutron-proton est en général plus
importante que l'interaction entre nucléon de méme type. Ainsi le déplacement des
niveaux du champs moyen est-il plus important pour les noyaux 6Va, 46Ti et %°Sc que
pour les isotopes du calcium et le mouvement des nucléons sur les orbites de valence
devient plus important et plus désordonné. De plus si on augmente 'intensité du champ
moyen, on augmente au fur et & mesure la régularité du mouvement tandis que si on
tient compte des niveaux de plus en plus excités alors on obtient une distribution qui
se rapproche de la courbe de Wigner.

En conclusion, les calculs modéle en couches révelent ’existence de régime chaotique
en particuliers pour le noyaux de la couche sd. En revanche pour la couche fp ainsi
que pour des noyaux lourds, il existe des situations intermédiaires. L.’émergence d’un
mouvement relativement régulier des nucléons sur les orbites est fortement lié a la
nature des nucléons ainsi qu’a la masse (donc a la taille) du systéme.

4.3.2 Calculs IBM

Le modéle IBM permet de décrire de facon satisfaisante le mouvement collectif
des nucléons dans les noyaux. Paar et Vorkapi¢ [Paa88| comparent les calculs IBM et
I’analyse statistique des spectres expérimentaux faite par Abul-Magd et Weidenmiiller
[AMS85] selon laquelle on pourrait classer les états 27 et 47 comme ayant un compor-
tement régulier tandis que les états ayant d’autres moments angulaires (y compris 0%)
seraient chaotiques. Pour cette comparaison, les auteurs ont considéré des systémes a
20 bosons et des hamiltoniens présentant une symétrie dynamique SO(6) ou SU(3) qui
servent généralement a reproduire les spectres rotationnels. Dans la symétrie SO(6),
la rigidité, As(L, x), associée aux niveaux de moments angulaires et de parité 2% et 41
est trés proche d’une droite. En revanche pour des états de moment angulaire et de
parité 0" et 3™, la rigidité est intermédiaire entre la droite et la courbe logarithmique.

Lorsque I’hamiltonien posséde la symétrie dynamique SU(3), la régularité des états
27 est moins nette : on observe des déviations par rapport au comportement linéaire
attendu. En revanche le comportement reste linéaire dans le cas des 4T tandis que les
états 07 et 37 conservent une rigidité trés proche du logarithme.

Cette séparation entre d’une part états 27 et 47 et d’autre part états 07 et 37 de
se retrouve également dans la distribution des plus proches voisins : pour les premiers,
le paramétre w vaut 0.22 alors qu’il vaut 0.41 pour les seconds.

Il y a donc un accord entre les observations expérimentales et les calculs IBM. Pour
N trés grand, les calculs IBM sont proches de l'intégrabilité et plus on diminue le
nombre de bosons plus le systéme peut étre chaotique.

Cette étude a été approfondie par Alhassid et collaborateurs [A1h90, Alh91a, A1h93,
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Whe93, Alh91b, Alh92a, Alh92b, Pat94|. Ils ont considéré une famille d’hamiltoniens
permettant de décrire une transition de la chaine (II) associée & SU(3) de IBM vers la
chaine (III) associée & SO(6) :

ﬁ:Eo+le42+CQQX'QX,

ou QX est 'opérateur quadripolaire :

QX = [dT x §+ st XCZ]@)—I—X[CZT X J](Q).

Lorsque X = —v/7/2 ~ —1.32, '’hamiltonien correspond a des noyaux rotationnels
(limite SU(3)) et lorsque x = 0, les noyaux présentent une symétrie SO(6). Trois
quantités ont servi pour évaluer le degré de régularité du mouvement des nucléons
dans le noyau en fonction de la valeur de x [A1h90] :

1. la distribution des niveaux successifs ;
2. la rigidité des spectres et

3. la distribution des élements de matrice réduits de I’opérateur de transition élec-
tromagnétique T (E2) o QX.

Le paramétre y varie de —/7 /2 & 0; pour ces deux valeurs extrémes, on s’attend a
ce que les systémes soient intégrables puisque l'on peut trouver des ensembles com-
plets de grandeurs conservées qui correspondent a des intégrales de mouvement. C’est
effectivement ce que les auteurs ont constaté pour un systéme de 20 bosons : aussi
bien pour x = —/7 /2 que pour x = 0, les distributions des niveaux successifs ayant
méme moment angulaire sont proches d’une loi de Poisson, la rigidité est quasiment
linéaire et la distribution des éléments de matrice de 'opérateur T'(E2) s’éloigne de la
loi de Porter-Thomas qui correspond a la distribution attendue pour les systémes non-
intégrables : on remarque notamment un élargissement de ces distributions en raison de
la conservation de nombres quantiques par 'opérateur de transition, ce qui interdit des
transitions entre certains états. En revanche, pour les valeurs de y intermédiaires, les
distributions des écarts entre niveaux successifs se rapprochent de la courbe de Wigner :
en particulier, le chaos devient maximal pour y ~ —0.6. La rigidité perd également
son caractére linéaire pour se rapprocher d’un loi logarithmique. La distribution des
éléments de matrice de transition électromagnétique est de mieux en mieux reproduite
par la distribution de Porter-Thomas : ’accord est maximal pour y ~ —0.7 méme si
des écarts entre la distribution obtenue et la loi de Porter-Thomas persistent.

Une étude comparative entre chaos quantique et chaos classique a été faite [A1h90,
Alh91b, Alh92a|. En effet on peut construire un hamiltonien classique en associant
aux bosons s et d 6 paramétres liés a la déformation monopolaire et quadripolaire.
La conservation du nombre de bosons et du moment angulaire sont des contraintes
imposées lors de la résolution des équations du mouvement classique. Cette résolution
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a été effectuée a ’aide d’'une méthode Monte-Carlo et elle a permis, pour chaque va-
leur de x, de déterminer d’une part la fraction du volume de I’espace des phases pour
laquelle le mouvement classique est chaotique et d’autre part les plus grands exposants
de Lyapounov moyens. Pour les valeurs extrémes de y, le systéme classique est régulier
(comme dans le cas quantique) et pour les valeurs intermédiaires, il présente une évo-
lution vers le chaos qui est atteint pour —0.8 < x < —0.4. L’évolution est plus douce
du coté de x = —/7/2 que du coté de x = 0.

4.4 Une autre fonction pour interpréter les distribu-
tions

La distribution de Brody permet de reproduire de facon trés satisfaisante les don-
nées expérimentales et de décrire des situations intermédiaires entre 1'intégrabilité et
la chaoticité mais le paramétre w n’a malheureusement pas d’interpétation physique
simple.

En étudiant un modéle simple de matrices aléatoires, nous avons trouvé [Alh89,
Cha02b]? une distribution dépendant d’un seul paramétre qui pourrait aussi étre em-
ployée pour décrire des systémes chaotiques mais dont le degré d’irrégularité est moindre
que celui de 'ensemble gaussien orthogonal, de sorte que, méme si nous ne parvenons
pas a décrire les systémes totalement réguliers, nous pouvons interpréter les situations
intermédiaires.

Considérons donc un ensemble de matrices symétriques réelles de dimension 2 :

Hyi Hy
H = . 4.4
( Hy  Ho > (4.4)

On suppose que les éléments de matrices sont des variables aléatoires gaussiennes,
indépendantes et de variances o;;. On peut montrer [Cha02b| que la distribution des
valeurs propres, F, et Eg, et de I’angle 6 de la rotation qui permet de passer de la base
initiale & la base des vecteurs propres est donnée par :

E, — Ejg [Ea22 — (Eq — Ep) (Ufl cos? § + o2, sin’ 0)]2
p (Ea, Eg, 0) o P~ 2 2 3y
(27T)3/2 0'%10'%20'%2 20'110'222
1 cos?(20)  sin?(20)
exp [_i(Ea — Ep)? ( ST R 107, (4.5)

ol X2 =0% + 0% et e =FE, — Ez > 0.

2Les deux articles proposent la méme loi (4.8) pour la distribution des niveaux successifs : nous
avons obtenu ce résultats en ignorant que Alhassid et Levine avaient déja travaillé sur ce type de
matrices. Nos calculs sont légérement plus généraux.
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En intégrant sur ’angle et sur les valeurs propres

7T/2 o0 E,
e) = /_ a0 /_ dE, /_ " 4By p (o, E5,0)6 (e = Ea + Ey). (4.6)
nous déduisons la distributions des écarts en énergies :
€ g2 (X2 + 40%)) g? (¥? — 40%))
~ _ S S s V22 1Y PO I Sl v 74 4.7
p(e) N [ 165202, | °\ " 163202, )’ (47)

Iy désignant la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce.

Supposons maintenant que les termes diagonaux ont la méme variance valant x fois
la variance des termes non-diagonaux (x = 0%, /0%, c’est a dire = gy, = xo%, = x02).
Dans ce cas, la distribution (4.6) se simplifie :

Pule) = s ex (‘%) fo (%) ' .

Lorsque x vaut 2, on retrouve trés exactement la courbe de Wigner.
Cette distribution a un comportement linéaire pour les petites valeurs de ¢ :
() o
€) X ——¢
Px V2x202% "

et un comportement gaussien quand ¢ tend vers l'infini :

2 g2
|X—2\02€Xp  4yo? X7 2
Aile) ox 2 . (4.10)

€ € 9
—exp | ——— =
402 P 802 X

(4.9)

Notons la singularité du comportement a linfini pour x = 2 : la décroissance est
moins rapide en raison du terme multiplicatif . On peut calculer les moments de cette
distribution et en particulier I’écart moyen, D = [ep,de :

35 (x=2 2
47 45 7 X + 2
ol F est la fonction hypergéométrique. A partir de cette expression, nous avons déduit
la distribution des écarts sans dimension :

0u(s) = Dpy(sD). (4.11)

Pour x = 2, c’est exactement la distribution de Wigner (4.1). On peut alors montrer
que pour x et x' = 4/x, les deux distributions sont égales. Cela signifie que ’on peut

D = 4x\V2r(x 4+ 2)7*%F

I
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F1G. 4.2 — En traits pleins sont représentées des courbes de Brody pour différentes
valeurs de w et en pointillés la distribution (4.11) la plus proche. Les couples (w; x)
sont respectivement (0.2; 252) pour (a), (0.3; 220) pour (b), (0.54; 32.2) pour (c),
(0.77; 8.375) pour (d), (1; 2) pour (e) et (1.15; 2.19) pour (f).

simplement s’intéresser aux distributions ayant x supérieur ou égal a 2. La distribution
(4.11) est normalisée & 1 et sa moyenne vaut également 1.

Nous avons déterminé les paramétres xy qui permettaient d’avoir les distributions
(4.11) les plus proches de fonctions de Brody données en minimisant

7 1 ax(s) = Pon(s) I ds.

Nous présentons sur la figure 4.2, les résultats obtenus pour les couples (w ; x) valant
respectivement (0.2; 252) (a), (0.3; 220) (b), (0.54; 32.2) (c), (0.77; 8.375) (d), (1; 2)
(e) et (1.15; 2.19) (f). On constate un bon accord entre les deux types de distributions.

La nouvelle distribution a une interprétation physique assez simple : pour cela,
considérons maintenant la distribution des angles que font les vecteurs propres par
rapport a la base canonique :

_ L /X 1
ry (0) = 7r\/;[1 T s @) (4.12)

On a tracé cette distribution angulaire sur la figure 4.3 pour y valant 1, 2 et 5. Pour
X = 2, la distribution est uniforme : il n’y a aucune direction priviligiée (la distribution
des matrices est invariante sous les transformations orthogonales). Remarquons que




156 Chapitre 4 Chaos et structure nucléaire

pour x et x' = 4/x, les deux distributions sont en quadrature. Quand x tend vers
I'infini, la distribution est de plus en plus piquée autour de 0 et 7/2 ce qui veut dire
que la base canonique est fortement favorisée. L’'interprétation physique que I'on peut
donner pour des distributions ayant un parameétre y différent de 2 est donc la suivante :
dans ces situations intermédiaires, le systéme est chaotique mais son degré de désordre
est moindre que dans le cas o x = 2. En effet x = 2 correspond a la situation de
désordre maximal puisqu’il n’y a aucune direction privilégiée et x > 2 correspond a un
régime moins chaotique mais qui n’est cependant jamais régulier.

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

o
oOF T T T T [ T T T T 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
/8 /4 3r/8 /2

6 (rad)

F1G. 4.3 — Distributions angulaires (4.12) pour x = 1 (pointillés), x = 2 (tirets) et
X = 5 (traits pleins).

4.5 Application & d’autres domaines de la physique

La distribution (4.11) pourrait étre utilisée dans des domaines autres que la physique
nucléaire (cf par exemple [Bro81, Guh98|) ot de nombreux systémes présentent des
spectres dont les propriétés statistiques se situent entre la statistique de Poisson et
celle de Wigner.
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4.5.1 Physique atomique

Ainsi en physique atomique, Jonckheere et collaborateurs [Jon98| utilisent la distri-
bution (4.13) dite de semi-Poisson [Gré98, Bog99| pour décrire les propriétés spectrales
d’un atome non-hydrogénoide dans un champ magnétique de faible intensité.

Psp(s) = 4sexp (—2s). (4.13)

Or cette distribution peut étre approchée par la fonction de Rayleigh-Rice (4.11) pour
x =~ 30. Par conséquent on peut expliquer ces données expérimentales avec le modéle
simple présenté au-dessus.

D’autres études ont été menées en spectroscopie atomique : par exemple, Main et
collaborateurs [Mai98| ont calculé le spectre d’un atome d’hydrogéne dans des champs
électriques et magnétiques ayant des orientations mutuelles arbitraires. L’analyse sta-
tistique de leurs résultats sont résumés sur la figure 4.4. Chacune des petites vignettes
correspond a la distribution obtenue pour un angle donné entre les deux champs. Ils
ont calculé les paramétres w de la fonction de Brody qui approche le mieux ces dis-
tributions : pour (a) w = 0.1, (b) w = 0.2, (¢) w = 0.45, (d) w = 0.3 et pour (e)
w = 0.05. Notre modéle peut donc aussi servir & interpréter ces résultats : en fonction
de ’angle entre les champs le mouvement des electrons sur les orbites serait plus ou
moins régulier ce qui est en accord avec les sections de Poincaré qui sont tracées dans
[Mai98|.

4.5.2 Billards quantiques

Comme on a vu précédemment, I’étude des billiards de Sinai a permis a Bohigas
et collaborateurs de caractériser le mouvement chaotique en mécanique quantique.
Ces systémes continuent de faire I’objet d’investigation : en changeant la forme du
billiard, en ajoutant des ouvertures sur les bords..., de nombreux résultats illustrant
un comportement intermédiaire entre le chaos et la régularité ont pu étre obtenus (voir
par exemple [Ger99, Ber01lb, Rus01, Sai01]). La encore la distribution (4.11) pourrait
étre utilisée.

4.6 Conclusion

Les interactions effectives qui décrivent bien le mouvement collectif des noyaux aux
basses énergies peuvent présenter des caractéristiques traditionnellemnet associées au
chaos. Avec une interaction semblable, d’autres ont un comportement plus régulier. Ces
différences proviendraient

1. de la nature de nucléons de valence,

2. de la conservation plus ou moins exacte de certaines symétries comme 1’isospin
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0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
S

F1G. 4.4 - Distribution des écarts entre niveaux successifs d’un atome d’hydrogeéne placé
dans un champ electromagnétique [Mai98]. Les figures (a)-(f) sont obtenues en prenant
différents angles entre les champs électrique et magnétique. Chaque distribution est
approximée par une fonction de Brody.
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3. et de la taille des noyaux considérés.

Une certaine universalité émerge dans la caractérisation du mouvement chaotique aussi
bien en physique nucléaire que dans d’autres domaines de la physique méme s’il existe
des systémes chaotiques dont la signature est trés éloignée de celle décrite par les ma-
trices aléatoires |Zak95|. Nous avons proposé une distribution pour décrire les situations
intermédiaire. Nous avons obtenu cette distribution & partir d’un ensemble de matrices
simples mais nous pensons qu’elle pourrait aussi s’appliquer a des matrices de tailles
plus grandes. Son interprétation est immeédiate : les situations intermédiaires carac-
tériseraient des systémes quantiques chaotiques possédant des directions priviligiées.
Par exemple, si on s’intéresse a des diffusions de neutrons ou de protons sur un noyau
déformé, le nombre de nucléons vus par les neutrons ou les protons lorsqu’ils traversent
la matiére va dépendre de leur angle d’incidence donc le nombre d’interactions va en
dépendre également : les matrices aléatoires utilisées pour décrire cette situation ne
sont donc plus nécessairement invariantes par rotation et doivent tenir compte que
toutes les directions ne sont pas équivalentes. Cela permettrait de comprendre cer-
taines distorsions des propriétés spectrales des systémes chaotiques par rapport a la loi
de Wigner.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons essayé de comprendre ce qui régissait certaines pro-
priétés spectrales d’un systéme quantique a N-corps non relativiste.

Nous avons rappelé les liens existant entre la mécanique quantique et les symétries.
Nous avons notamment proposé une maniére de construire les bases de représentations
irréductibles de I'algébre unitaire & partir d’un état dit de poids maximal. Cette tech-
nique a été implémentée et a servi dans le calcul de spectres de différents systémes
bosoniques tels qu'IBM-4 et fermioniques (fermions sur une seule couche j) aussi bien
avec des interactions réalistes qu’avec des interactions dont les parameétres sont aléa-
toires.

L’utilisation des interactions aléatoires a révélé que certains propriétés spectrales
pouvaient étre robustes et intrinséques aux systémes. En particulier, pour les systémes
diagonaux, nous avons démontré ’existence d'une géométrie propre. En raison de cette
géométrie, le choix de I'espace de valence et du rang de 'interaction contraignent for-
tement les spectres du systéme en interdisant notamment & 1’état fondamental d’avoir
certains moments angulaires et en déterminant avec quelle fréquence un moment an-
gulaire donné peut étre celui du fondamental. Ces résultats ont été obtenus analyti-
quement dans le cas diagonal. Dans le cas général, nous avons présenté des résultats
numériques. Ceux-ci semblent confirmer ce qui a été trouvé analytiquement d’abord
parce que les prédominances dépendent de la symétrie du systéme par I'intermédiaire
du type de représentation irréductible dans laquelle on se place, ensuite parce que
les interactions de rang N donnent des résultats totalement différents et qu’enfin les
spectres présentent de grandes régularités. Ainsi I’agencement des niveaux suivant le
moment angulaire semble obéir & des régles relativement strictes et il semblerait qu’il
existe des grandes classes de spectres dont le systéme s’éloigne assez peu. Ces classes
peuvent étre déduites en considérant les différentes chaines algébriques, au moins pour
les bosons.

Ces régularités peuvent sembler en contradiction avec les résultats visant a étu-
dier la chaoticité et la régularité des spectres obtenus avec des interactions réalistes.

161
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En effet certaines distributions pour des niveaux de moment angulaire identique sont
proches de celles obtenues avec des matrices aléatoires, ce qui signerait 1’établissement
d’un chaos. Comment conciler simultanément ces régularités et ce chaos? On peut
éventuellement comprendre les choses de la facon suivante : les états de méme moment
angulaire semblent donc pouvoir s’organiser entre eux de facon relativement chaotique a
partir du moment ou certaines symétries (comme par exemple la séniorité) sont brisées
(méme faiblement) tandis que l'organisation entre les différents moments angulaires
demeure globalement bien respectée puisque le moment angulaire reste un bon nombre
quantique.

Malgré les nombreuses études existant, la compréhension des résultats trouvés avec
des interactions aléatoires reste incompléte.

Une méthode d’interprétation semble prometteuse : elle consisterait d’abord a ré-
écrire I’hamiltonien en termes des opérateurs de Casimir des différentes chaines algé-
briques contenant I’algébre de moment angulaire puis a traiter certains termes comme
des perturbations. Cette technique mériterait une étude approfondie et m’a semblé
pertinente pour les bosons sp et, au vu des résultats proposés dans [Cej00|, pour les
bosons sd. Il resterait & comprendre pourquoi les transitions entre les différentes sy-
métries sont brusques. En mécanique classique, le théoréme KAM permet d’étudier les
perturbations pour des systémes quasi-periodiques. Existe-t-il un théoréme équivalent
en mécanique quantique ?

Nous avons également proposé une généralisation de la distribution de Wigner pour
interpréter les situations intermédiaires entre le chaos et I'intégrabilité. L’intérét d’une
telle distribution est de proposer une interprétation assez simple pour les situations
intermédiaires entre le chaos maximal (Wigner) et la régularité (Poisson) : dans les
systémes quantiques, le rang de I'interaction et de la conservation de certaines quantités
privilégient plus ou moins certaines directions ce qui rend le systéme plus ou moins
chaotique. Cette distribution a été calculée analytiquement pour des matrices 2 x 2 et
il semblerait a la suite de tests numériques qu’elle reste valide pour des matrices de
dimensions supérieures mais cela reste a confirmer par des études plus systématiques
et plus approfondies.

Enfin il me semble que I’étude de corrélations entre les paramétres de I’hamiltonien
permettant d’obtenir des spectres proches des résultats expérimentaux peut apporter
des informations intéressantes sur l'interaction nucléaire.



Annexe A

Pourcentages

Dans cette annexe sont rassemblés les pourcentages qui ont été obtenus pour dif-
férents nombres de particules et pour différentes propriétés de symétries. Les niveaux
sont associés deux par deux (le premier niveau et le dernier, le second niveau et I’avant
dernier niveau...) : on s’attend en effet a retrouver des proportions identiques puisque
si on inverse tous les signes des paramétres de I’hamiltonien, les niveaux qui ont été
associés deux a deux échangent leur position dans la séquence. L.e nombre de spectres
calculés varie de 5000 a 80000 en fonction du temps de calcul nécessaire pour déter-
miner le spectre complet de chaque tirage. Ceci ne devrait pas avoir affecté de facon
considérable les pourcentages présentés d’une part parce que les distributions gaus-
siennnes étaient assez bien reproduites avec quelques millers d’événements et d’autre
part ces pourcentages sont en accord avec les résultats proposés par d’autres auteurs.

Le moment angulaire qui apparait le plus souvent comme état fondamental est
indiqué en gras. Il s’agit en général de 0 sauf pour trois cas (cf tableaux A.2 page
164, A.4 page 166 et A.6 page 168) pour lesquel la majorité des spectres ont un état
fondamental caractérisé par un moment angulaire égal a 2.

Il ressort en particulier que certains moments angulaires semblent étre exclus du
fondamental ce qui laisse penser qu’il existe des séquences interdites et des séquences
permises en fonction de la symétrie et de la géométrie du systéme.

Cette restriction des spectres possibles pour un systéme donné proviendrait du rang
de l'interaction et de la fagon dont les moments angulaires individuels se couplent pour
former le moment angulaire total.
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RI de U(6) Niveau % Niveau L %
2] 16T ot 50me 54.77% 54.69% 3¢ 0 27.66%
34.46% 35.95% 2 32.10%

10.77% 9.350% 4 40.22%

géme o4 géme 31.20% 31.68%
48.01% 49.46%

20.79% 18.85%

BN O RN ol

TaB. A.1 — Répartition des différents moments angulaires selon les niveaux pour un
systéme de 2 bosons . Un systéme de 2 bosons s et d compte 5 niveaux : deux 07, deux
2% et un 47. Nous avons diagonalisé 20000 hamiltoniens & un- et deux-corps avec des
parameétres aléatoires conservant le moment angulaire. Pour chaque niveau, nous avons
déterminé le pourcentage qu’il ait le moment angulaire, L.

RIde U(6)  Niveau L % Niveau L
1] 1T et 3¢ 1 3292% 30.30% 200° 1 37.39%

2 2

3 3

38.75% 37.80%
29.02% 31.80%

TAB. A.2 — Répartition des différents moments angulaires selon les niveaux pour un
systéme de 2 particules dans une représentation non totalement symétrique. Un tel
systéme compte 3 niveaux : un 17, un 27 et un 3*. Nous avons diagonalisé 20000
hamiltoniens a un- et deux-corps avec des paramétres aléatoires conservant le moment
angulaire. Pour chaque niveau, nous avons déterminé le pourcentage qu’il ait le moment
angulaire, L.
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RI de U(6)

Niveau

%

Niveau

%

3]

161‘ et 1 Oeme

Qéme et 9éme

3éme et Séme

YR WO DR WNO O WO

71.25% 73.80%

11.70% 10.28%
00.00% 00.00%
3.500% 3.195%
13.54% 12.72%
17.47% 16.46%
53.28% 47.47%
6.685% 9.480%
16.23% 21.39%
6.325% 5.195%
21.86% 21.81%
22.05% 25.68%
8.095% 9.665%
41.69% 36.83%
6.305% 6.005%

461’116 et 7eme

5éme et 6éme

R WO O WD o|H

16.92% 17.07%
30.16% 32.06%
14.13% 14.66%
27.20% 25.10%
11.58% 11.10%
22.94% 20.40%
32.75% 34.54%
17.88% 19.40%
12.85% 11.99%
13.56% 13.66%

TAB. A.3 — Répartition des différents moments angulaires selon les niveaux pour un
systéme de 3 bosons. Un systéme de 3 bosons s et d posséde 10 niveaux : trois 0%, trois
2%, un 37, deux 4™ et un 6*. Nous avons calculé 20000 spectres & partir d’hamiltoniens
un- et deux-corps aléatoires conservant le moment angulaire. Pour chaque niveau, nous
avons déterminé le pourcentage qu’il soit de moment angulaire, L.
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RI de U(6) Niveau % Niveau %
21] 16T et 126m€ 3.342% 3.348% 4°M€ et geme 9.386% 10.43%

Qéme et 1 1éme

3éme et 1Oéme

Sl W N O O WN O O R WN R~ O

25.10% 27.24%

51.74% 52.95%

5.026% 4.888%
4.268% 3.651%
10.51% 7.916%
7.615% 7.497%
18.91% 21.17%
33.06% 34.28%
18.67% 17.41%
16.25% 14.76%
5.477% 4.867%
7.655% 8.653%
15.39% 14.59%
25.70% 26.23%
23.87% 23.97%
20.48% 20.24%
6.890% 6.302%

5éme et 8éme

6éme et 7éme

G W N RO O WN O Uk WK = O

14.09% 12.54%
25.57% 26.46%
19.35% 19.38%
22.84% 22.72%
8.740% 8.445%
9.286% 9.842%
14.94% 13.97%
25.99% 26.66%
18.53% 18.89%
21.97% 21.67%
9.261% 8.948%
11.38% 11.55%
11.02% 10.98%
35.99% 35.32%
14.88% 15.08%
15.32% 15.79%
11.38% 11.25%

TAB. A.4 — Répartition des différents moments angulaires selon les niveaux pour un
systéme de 3 particules. Ce systéme posséde 12 niveaux : un 07, deux 17, quatre 2%,
deux 3%, deux 4T et un 57. Nous avons diagonalisé 80000 hamiltoniens un- et deux-
corps aléatoires conservant le moment angulaire. Pour chaque niveau, est indiqué le
pourcentage qu’il ait le moment angulaire, L.
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RI de U(6)

Niveau

%

Niveau

%

[4]

161“ et 1 8éme

Qéme et 17éme

3éme et 1 6éme

4éme et 1 5éme

5éme et 1 4éme

O DU IR WN O OODDOULERE WN O 0O UULER WNO DU WO 0O Otk O

62.71% 62.99%

17.21% 17.19%
00.00% 00.00%
1.825% 1.815%
00.00% 00.00%
4.410% 4.425%
13.83% 13.57%
14.07% 14.37%
53.70% 53.53%
0.255% 0.150%
15.13% 14.91%
00.00% 00.00%
12.51% 12.52%
4.335% 4.510%
18.05% 18.86%
19.36% 19.10%

0.690% 0.7150%

48.06% 47.44%
5.660% 5.540%
5.740% 5.950%
2.435% 2.385%
16.19% 16.28%
31.88% 32.06%
2.300% 2.190%
21.85% 22.23%
5.040% 5.300%
20.00% 19.20%
2.725% 2.730%
20.44% 19.21%
32.31% 32.52%
5.165% 4.985%
13.33% 14.46%
6.200% 6.085%
15.02% 14.83%
7.515% 7.900%

6éme et 13éme

7éme et 12éme

8éme et Héme

géme et 1 Oéme

O O UL IR WKN O DU R WNCOODODULER WN O O ULk W O

18.17% 17.66%
25.42% 25.52%
9.835% 9.915%
17.99% 17.42%
9.385% 9.650%
14.81% 15.39%
4.380% 4.430%
13.69% 13.82%
23.06% 23.00%
9.300% 9.500%
32.72% 32.93%
7.635% 7.330%
9.360% 9.545%
4.225% 3.865%
16.54% 16.46%
22.16% 22.37%
11.10% 11.43%
28.21% 28.07%
8.355% 8.400%
8.045% 7.975%
5.580% 5.285%
20.49% 19.96%
24.81% 24.74%
11.06% 11.40%
20.76% 20.80%
7.555% 7.865%
10.00% 10.24%
5.305% 4.985%

TAB. A.5 — Répartition des différents moments angulaires selon les niveaux pour un
systéme de 4 bosons. Un systéme de 4 bosons s et d posséde 18 niveaux : quatre
07", cinq 2%, un 3%, quatre 4%, un 5%, deux 6* et un 8. Nous avons diagonalisé 20000
hamiltoniens un- et deux-corps aléatoires conservant le moment angulaire. Pour chaque
niveau, nous avons déterminé le pourcentage qu’il soit de moment angulaire, L.



168 Annexe A Pourcentages
RI de U(6) Niveau % Niveau %
[31] 167 et 30°me 8.452% 10.67% 5°M€ et 27¢me 7.068% 7.220%

Qéme et 29éme

3éme et 2 8éme

4éme et 27éme

N OOk WN O OOk WN O I Uk WN = O IO Uk wh= o

18.58% 19.80%

42.92% 43.40%

5.740% 5.694%
5.442% 4.828%
3.028% 2.746%
4.204% 3.884%
11.62% 8.964%
9.226% 9.832%
17.66% 19.49%
23.30% 24.43%
21.70% 21.25%
10.56% 10.88%
5.284% 4.396%
8.818% 7.044%
3.452% 2.670%
7.320% 8.488%
14.59% 15.25%
18.59% 20.30%
25.82% 25.26%
15.96% 15.94%
10.42% 9.070%
5.070% 3.794%
2.218% 1.882%
8.996% 9.688%
11.99% 12.87%
19.91% 20.86%
18.57% 19.00%
21.78% 21.37%
11.60% 9.642%
4.856% 4.302%
2.294% 2.256%

6éme et 25éme

7éme et 2 4éme

Séme et 2 3éme

0T DU R WNOOITDDOL R WNO T UUER WNO =IO Uk wh ol

11.94% 11.91%
22.57% 23.73%
18.22% 19.43%
20.10% 19.93%
11.39% 9.868%
6.118% 5.598%
2.592% 2.292%
6.268% 6.834%
12.13% 12.20%

2363% 2522%
19.13% 20.10%
17.04% 15.75%
10.89% 9.396%
7.190% 7.098%
3.714% 3.382%
5.760% 6.146%

1180% 1130%

2523% 2630%

2135% 2208%

1192% 1152%

1266% 1210%
8.420% 7.786%
2.842% 2.754%
6.014% 5.744%
11.22% 11.08%
24.26% 23.33%
22.94% 24.03%
13.46% 13.80%
11.66% 11.35%
7.912% 8.282%
2.502% 2.358%

TAB. A.6 — Répartition des différents moments angulaires selon les niveaux pour un
systéme de 4 particules. Ce systéme compte 30 niveaux : deux 0%, quatre 17, sept 2*,
six 31, cinq 41, trois 57, deux 61 et un 7. Nous avons diagonalisé 5000 hamiltoniens
un- et deux-corps aléatoires conservant le moment angulaire. Pour chaque niveau, nous
avons déterminé le pourcentage qu’il soit de moment angulaire, L.
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RI de U(6)

Niveau

%

Niveau

%

[31]

geme et 226me

10°Mme of 210me

11éme et QOéme

12éme et 19éme

NN OO WNNHFEF OO WN O IO U WD OO Ok wN = O

6.072% 5.590%
11.71% 12.06%
22.47% 21.57%
21.00% 21.28%
17.64% 18.14%
11.00% 11.53%
6.984% 6.764%
3.104% 3.048%
5.502% 5.494%
10.87% 11.75%
20.88% 20.69%
19.84% 19.41%
22.37% 21.95%
12.06% 11.84%
6.108% 6.436%
2.356% 2.406%
5.446% 5.450%
11.04% 11.70%
20.53% 19.99%
20.46% 20.50%
22.47% 21.69%
10.31% 10.75%
7.262% 7.264%
2.460% 2.630%
4.444% 4.628%
11.75% 12.70%
22.69% 22.21%
23.35% 22.75%
16.45% 16.55%
10.47% 10.76%
7.532% 7.418%
3.302% 2.962%

1380 ot 18Fme

1 4éme et 17éme

15éme et 16éme

O~ O UL WO =IO Uk WO O-IO Uik W O

4.818% 4.996%
14.34% 15.15%
20.20% 19.93%
23.34% 21.99%
15.62% 16.30%
10.72% 10.62%
7.426% 7.522%
3.514% 3.470%
6.288% 6.156%
14.08% 13.62%
20.64% 20.62%
19.01% 19.40%
17.61% 18.09%
11.10% 10.55%
8.044% 8.062%
3.196% 3.490%
5.580% 5.808%
12.71% 12.61%
19.90% 19.59%
18.73% 18.52%
22.25% 22.50%
11.22% 11.47%
6.416% 6.386%
3.170% 3.098%

TAB. A.7 — Répartition des différents moments angulaires selon les niveaux pour un
systéme de 4 particules.
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RI de U(6) Niveau % Niveau %
[22] 16T et 17¢m€ 47.70% 47.65% 6°1€ et 120me 12.83% 13.11%

Qéme et 16éme

3éme et 15éme

4éme et 1 4éme

5éme et 13éme

DO WINHFEFODDOULERE WNHFHEODODUUER WD O DUtk W= O OOtk Wi~ o

0.515% 0.570%
29.92% 30.08%
0.080% 0.075%
9.830% 9.400%
1.150% 1.180%
10.80% 11.03%
19.12% 18.68%
1.980% 1.955%
40.18% 39.05%
4.730% 4.860%
29.47% 30.76%
1.905% 1.890%
2.605% 2.795%
16.18% 16.40%
3.360% 3.460%
28.60% 28.48%
12.11% 12.29%
32.24% 31.73%
3.045% 2.940%
4.450% 4.685%
8.710% 8.970%
4.715% 4.750%
40.00% 40.60%
17.61% 17.11%
16.10% 15.96%
5.940% 5.940%
6.920% 6.665%
10.24% 10.09%
7.110% 7.330%
25.42% 26.05%
22.30% 22.10%
24.97% 24.34%
4.725% 5.020%
5.230% 5.060%

7éme et 11éme

8éme et 1 Oéme

géme

DU WINHFH O DO ERE WNHFEFOODHDUOULERE WN OO UL WwNn = ol

9.025% 8.635%
20.90% 20.66%
16.58% 17.09%
26.93% 26.81%
7.380% 7.600%
6.340% 6.080%
10.61% 10.57%
7.710% 7.345%
29.82% 29.52%
11.38% 11.63%
27.20% 27.87%
8.484% 8.380%
4.780% 4.675%
19.04% 18.53%
9.870% 10.51%
22.40% 22.19%
10.30% 10.23%
21.01% 21.05%
10.51% 10.76%
6.859% 6.710%

11.53%

11.16%

26.08%

9.485%

24.28%

13.14%

4.310%

TAB. A.8 — Répartition des différents moments angulaires selon les niveaux pour un
systéme de 4 particules. Il y a 17 niveaux : trois 0%, un 0%, cinq 2%, deux 3", quatre
47 un 5% et un 6*. Nous avons diagonalisé 20000 hamiltoniens un- et deux-corps
aléatoires conservant le moment angulaire. Pour chaque niveau, nous avons déterminé
le pourcentage qu’il soit de moment angulaire, L.
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%

RI de U(6) Niveau % Niveau

[5] 16T et 30°™me 57.09% 57.38% 5 et 27¢me 17.90%17.81%

Qéme et 29éme

3éme et 2 8éme

4éme et 27éme

S0 NG h WNO S0 WO S0 T0 0 WO 500w O

20.96% 21.01%
00.00% 00.00%
0.790% 0.606%
00.00% 00.00%
2.817% 3.113%
00.00% 00.00%
3.747% 3.338%
14.60% 14.55%
12.95% 13.53%
54.16% 54.06%
0.010% 0.015%
9.423% 10.22%
00.00% 00.00%
6.620% 5.268%
00.00% 00.00%
13.12% 13.12%
3.620% 3.648%
17.39% 17.43%
14.80% 15.53%
0.831% 7.747%
41.17% 40.37%
3.901% 3.916%
12.59% 13.07%
2.563% 2.422%
4.352% 4.282%
2.394% 2.197%
14.35% 14.48%
22.29% 22.65%
2.394% 2.352%
22.83% 23.00%
3.338% 3.014%
26.42% 26.20%
3.352% 3.338%
3.958% 4.056%
1.056% 0.915%

6éme et 25éme

7éme et 2 4éme

8éme et 23éme

XU WNODO S 0T U WND 500U R WO 50010k wN o

10

25.90% 26.56%
5.662% 5.803%
14.76% 15.04%
4.183% 4.183%
16.17% 15.95%
2.887% 2.958%
10.93% 10.45%
1.605% 1.225%
17.14% 16.70%
22.38% 21.84%
10.21% 10.12%
17.45% 17.17%
3.986% 4.141%
14.38% 14.90%
3.296% 3.535%
6.662% 6.620%
4.493% 4.958%
13.67% 14.64%
19.46% 20.17%
10.83% 10.39%
25.60% 24.97%
5.690% 5.507%
9.719% 9.494%
4.859% 5.057%
7.409% 6.958%
2.746% 2.803%
13.10% 13.73%
20.56% 19.24%
11.62% 11.73%
22.79% 23.24%
6.324% 6.705%
12.10% 12.15%
4.310% 4.099%
6.676% 6.620%
2.521% 2.479%

TAB. A.9 — Répartition des différents moments angulaires selon les niveaux pour un
systéme de 5 bosons. Un systéme de 5 bosons s et d posséde 30 niveaux : cinq 0T, sept
2%, deux 3T, six 41, deux 5T, quatre 61, deux 8" et un 10™. Nous avons diagonalisé
7000 hamiltoniens un- et deux-corps aléatoires conservant le moment angulaire. Pour
chaque niveau, nous avons déterminé le pourcentage qu’il soit de moment angulaire, L.
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RI de U(6)

Niveau

%

Niveau

%

[5]

géme et 22éme

10°Mm€ et 210me

11éme et QOéme

12éme et 19éme

S0 DR WNO S0 00 WNO 5 010k wi o

0
2
3
4
)
6
7
8

10

12.33% 13.19%
20.52% 21.52%
12.69% 12.33%
21.04% 20.35%
7.550% 7.409%
11.77% 12.10%
5.183% 4.465%
6.719% 6.662%
2.183% 1.958%
15.07% 14.72%
19.42% 19.19%
11.12% 12.05%
18.83% 19.11%
8.663% 8.508%
14.12% 13.83%
4.141% 4.000%
6.437% 6.733%
2.183% 1.845%
11.67% 11.21%
20.39% 20.73%
10.05% 9.776%
20.49% 19.79%
10.00% 10.67%
14.04% 13.56%
4.141% 4.338%
7.099% 7.494%
2.098% 2.422%
11.18% 10.32%
21.59% 22.59%
7.930% 7.803%
22.80% 24.59%
10.17% 9.747%
13.33% 12.91%
3.817% 3.676%
5.493% 5.183%
3.676% 3.169%

13éme et 1 8éme

14éme et 17éme

150M0€ ot 16°MC

W T ODU R WO S0~ U WNO 5000k wh o

10

13.55% 13.46%
22.66% 21.96%
6.057% 6.212%
18.60% 19.93%

1181% 1128%

1435% 1431%
3.366% 3.493%
6.958% 6.958%
2.634% 2.394%
10.48% 10.45%
24.13% 23.45%
5.000% 5.733%
20.59% 19.35%
11.65% 12.17%
15.35% 16.36%
4.042% 4.127%
6.029% 6.071%
2.732% 2.282%
11.88% 11.11%
19.76% 20.48%
5.197% 5.057%
22.74% 22.32%
12.59% 12.88%
16.22% 16.73%
4.394% 4.141%
4.634% 5.226%
2.563% 2.042%

TaB. A.10 — Répartition des différents moments angulaires selon les niveaux pour un
systéme de 5 bosons.
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