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Introduction

Nous nous intéressons dans ce mémoire & ’algébre des invariants (sous
SLy) des pinceaux de formes quintiques binaires. On utilise ici les notations
décrites dans les « Conventions et notations » (p. v); en particulier, S, dé-
signe le SLy-module irréductible HO(Op, (n)).

Les invariants des pinceaux de quintiques binaires apparaissent naturel-
lement dans 1’étude des quintiques rationnelles gauches. En effet une telle
courbe de Pj3 est donnée par un morphisme f de P; vers P3 de degré 5,
lui-méme étant caractérisé, a automorphisme prés de Pg3, par le sous-espace
vectoriel f*H(Op,(1)) de dimension 4 de S5 = H%(Op,(5)); le conjugué
de ce sous-espace (pour la forme bilinéaire SLo-invariante, alternée et non
dégénérée sur Ss) est un sous-espace de dimension 2 de Sj : c’est un pinceau
de formes quintiques binaires. Par ailleurs, étant données deux quintiques
rationnelles de P3 projectivement équivalentes, 1’isomorphisme des P sous-
jacents place les pinceaux associés dans une méme orbite sous SLs. Un can-
didat pour la variété de modules des quintiques rationnelles gauches est donc
le quotient par SLs de la Grassmannienne Go(S5) des pinceaux de formes
quintiques binaires, soit, par définition, 1’espace projectif Proj(B"2) ou B
désigne 'algebre du cone de Go(Ss).

Un résultat classique affirme que la Grassmannienne Go(S;) des pinceaux
de formes binaires de degré d est birationnellement équivalente —la correspon-
dance étant SLg-équivariante— & ’espace projectif P(Sgq—2). Lorsque d = 5
cela suggére de comparer 1’algébre BS"2 des invariants des pinceaux de quin-
tiques binaires avec ’algébre des invariants d’une octique.

Si l’algébre des invariants d’une forme binaire de degré < 6 est bien
connue depuis le XIX® siécle, I'algébre (S Sg)S2 n’a été décrite que récem-
ment. En 1967, T. Shioda démontre que cette algébre est le quotient de 1’al-
gébre de polynémes R = C[zo,z3, 24,5, T6, T7, T8, Tg, T19| (le degré d’une
indéterminée est donné par son indice) par 1'idéal des 4-Pfaffiens d'une ma-
trice M alternée 5 x 5 [Shi67|. Dix ans plus tard, D. Buchsbaum et D. Eisen-
bud ont démontré que toute algébre de Gorenstein, quotient par un idéal de
hauteur 3, peut étre obtenue comme quotient d’'une algébre de polynodmes
par l'idéal des Pfaffiens d’une matrice alternée [BE77|. T. Shioda parvint
également & identifier, au moyen de la méthode symbolique, une famille gé-
nératrice minimale ainsi que la matrice M, rendant explicite la résolution
minimale du R-module (S Sg)S"2 :

04— R — % (R(—d) +— ®22,;R(—d) «— R(—45) +— 0.

Nous donnons de ’algébre des invariants des pinceaux de quintiques bi-



naires une description analogue & celle obtenue par T. Shioda pour les in-
variants de l'octique, & ceci prés que nous n’avons pas identifié la matrice
donnant les syzygies. Précisément, rappelons que B désigne 1’algébre du cone
de la Grassmannienne Go(S5) des pinceaux de quintiques binaires, et notons
w, p et j1 les trois projections SLe-équivariantes données par 1'identification
de /\2 S5 et Sg @ S4 @ Sp. A l'aide des deux covariants w et p, on construit
les invariants —déja introduits par T. Moore [M0028]- suivants :

j2 = T4(pap)a j3 = 7'4(hp>p)’ -7:,3 = Tg(p2,UJ),
Ja= Ts(phpaw),js = Ts(hﬁ,w), jé = 712(p3ahw)>
j6 = T12(p2h,p,hw) et j7 - TlQ(ph?)’h”w)

ol hy et hy désignent les Hessiens de w et de p, 7; le i-iéme transvectant.

THEOREME 1. — Soient B I’algébre du cone de la Grassmannienne des
pinceaux de quintiques, et R ’algébre de polynémes

! !
Clz1, z2, T3, T3, T4, T5, L5, L6, T7)

(le degré d’une indéterminée est donné par son indice). Les invariants j1, ja,
3, %, ja, Js, J, Je et jr forment une famille minimale de générateurs de
l’algébre BS2. D’autre part cette algébre graduée est isomorphe au quotient
de R par I'idéal des Pfaffiens d’ordre quatre d’une matrice M = (m; j)ogi,j<4
alternée 5 x 5 (m;; € Rotiyj). La résolution minimale du R-module BSL2
est

0+— R<+— @ R(—d) «+— @2 (R(—d) +— R(—30) +— 0.

Décrivons plus en détail le contenu de ce mémoire. Au chap. I, § 1 on étu-
die la stabilité sur la Grassmannienne. Pour cela on emprunte une piste inau-
gurée par J.-L. Verdier [Ver88] : le Wronskien, défini au moyen de 'unique
application linéaire SLy-équivariante non nulle /\’C Sa = Sk(d—k+1), est un
morphisme plat et fini de la Grassmannienne G(Sq) vers P (Sy(4_j41))- Par
conséquent l'instabilité d’un k-plan est équivalente & 'instabilité d’une forme
binaire, pour laquelle on dispose du critére de Hilbert (chap. I, § 1, thm. 1).
En particulier, un pinceau de quintiques est instable si et seulement si son
Wronskien (ou Jacobien) est une octique instable, c’est-a-dire est une octique
possédant une racine de multiplicité > 4.

Soient A l’algébre de polyndmes S’ (Sy(4—x+1)), et B l'algébre du cone
de la Grassmannienne Gg(Sy). Le Wronskien munit B d’une structure de
A-module libre de type fini qui est compatible avec les opérations de SLs.
Le probléme de la décomposition de B/A.B en SLy-modules irréductibles
semble ouvert en général. Le cas des pinceaux (k = 2) est accessible au
calcul pour de petites valeurs de d; les résultats obtenus suggérent la formule
(k=2)

(B/A{B)n = S™" (Sy_n_1).
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Récemment nous avons trouvé une démonstration de cette formule; elle fi-
gure en fin de volume (p.39). Comme B/A ;B est une algébre de Gorenstein
de dimension 0, sa structure graduée est symétrique; on en déduit la « loi de
réciprocité » suivante :

S(n,n) (Sdflfn) — S(d—2—n,d—2—n) (Sn—|—1)-

J.-L. Verdier demande si le discriminant du morphisme Wronskien est
réduit. En interprétant un calcul de A. Brill et C. Stephanos, on obtient une
réponse positive pour les pinceaux de quartiques (d =4, k = 2).

La correspondance birationnelle entre G2(Sy) et P(Soq-—2) qui nous a
permis d’établir un premier lien entre invariants des pinceaux de quintiques
et invariants de octique est traitée —faute de référence publiée— au chap. I,
§ 2. Au passage on obtient la rationalité du quotient Go(S4)**/SLy (chap. I,
§ 2, thm. 3).

Au chapitre IT on prépare I’étude de ’algébre des invariants des pinceaux
de quintiques en rassemblant quelques préliminaires géométriques. En par-
ticulier on décrit le lieu d’annulation du covariant p (chap. II, § 2, prop. 2);
il s’agit de 'adhérence de 1’orbite du pinceau des dérivées du premier ordre
de la sextique octaédrique.

Le dernier chapitre est consacré & ’étude de ’algébre des invariants des
pinceaux de quintiques. On commence (chap. ITI, § 1) par étendre la formule
de Springer (donnant une expression rationnelle de la série de Poincaré de
ASL2 o1 A est une algébre de polynoémes) au cas de I’algébre B du céne de
la Grassmannienne G (Sy). La série de Poincaré de BS"2 est la somme des
résidus d’une forme différentielle méromorphe en ses poles de module < 1
(chap. ITI, § 1, lem. 2). D’apreés la formule des caractéres de Weyl, cette forme
différentielle est donnée par une fraction rationnelle dont les poles sont des
puissances fractionnaires z» (n € N) (chap. III, § 1, lem. 1) et éventuellement
zéro. Pour obtenir la généralisation de la formule de Springer, on démontre
que le résidu en zéro est nul —mieux, que zéro n’est pas un pole (chap. III,
§ 1, thm. 1). Cette question se raméne naturellement au calcul du degré de la
série de Poincaré du B52-module gradué¢ C = (B® (S S1))5"2 des covariants
de B. Comme C est une algébre de Gorenstein, ce degré est égal au degré du
module dualisant wc. Mais F. Knop a comparé [Kno89| le module dualisant
d’une algébre AS (G groupe algébrique affine, réductif et connexe) avec le
module dualisant de A (algébre Cohen-Macaulay et intégralement close);
cela nous permet de conclure. Avec ’aide d’un ordinateur on trouve que la
série de Poincaré de 1’algébre des invariants des pinceaux de quintiques est
égale a

1+2° 420427+ 212
(1—-2)1—-22)(1—-2%)2(1—-2%(1-25"

Ensuite on montre que B2 (d = 5, k = 2) posséde un systéme de
parameétres homogenes de degrés 1, 2, 3, 3, 4 et 5 (chap. III, § 2, prop. 2). Pour

il



cela on identifie les orbites de G2(S5) annulant les invariants non constants
de degré < 4 (chap. III, § 2, prop. 1). Si O est une telle orbite, son covariant
p est une quartique instable, donc soit p est nul, soit p a une racine triple
ou quadruple. Le cas d’annulation a été traité au chap. II, § 2. Sur 'orbite
O, la variété linéaire de P(S,) engendrée par p et les covariants d’ordre 4
et degré 2 est tracée sur I’hyperquadrique invariante {g, = 0}, elle est donc
de dimension 1. En exprimant en coordonnées la dépendance linéaire des
covariants p, T4(w,p) et 7¢(w,w), on obtient l'instabilité de w donc de O
(chap. I, § 1, thm. 1), & moins que O soit l'orbite du pinceau des dérivés du
premier ordre de la sextique z® 4+ 6 zy5. Pour compléter en un systéme de
paramétres une famille de cing invariants engendrant BS"2 en degré < 4, il
suffit donc d’identifier un invariant de degré 5 qui ne s’annule pas sur cette
orbite.

A ce stade on dispose d’une expression représentative de la série de Poin-
caré, c’est-a-dire d’une expression provenant d’un systéme de parameétres
homogeénes ; on en déduit la description numérique de la résolution minimale
de BS™2 en appliquant le théoréme D. Buchsbaum et D. Eisenbud (chap. III,
§ 2, thm. 2). Pour finir, un calcul permet de compléter le systéme de para-
meétres en une famille génératrice (chap. III, § 2, thm. 3).

v



Conventions et notations

Dans tout le texte le corps de base est C. On note P; = Proj(C[X, Y]),
et, pour n € N, S, = H(Op, (n)); le groupe SLy des matrices carrées de
dimension 2 et de déterminant 1 opére naturellement sur Py et S,, (n € N).

Mise au point sur la dualité

On fixe une fois pour toutes une forme volume sur S;. Ce choix permet
d’identifier S; et son dual, puis S,, et son dual. On dispose donc, pour tout
n € N, d’une application bilinéaire non dégénérée qui est symétrique ou
alternée selon la parité de n. Si U est un sous-espace vectoriel de S,, nous
noterons U° le conjugué de U pour cette forme bilinéaire.

Lorsque les calculs rendent nécessaire l'introduction d’une base de Sy,
nous la noterons (z,y) et nous la choisirons de volume un; dans ce cas, S,
est muni de la base formée des mondémes de degré n en z et y.

Formule de Clebsch-Gordan

Le SLy-module S,, est irréductible, et tout SLo-module irréductible est
isomorphe & un tel module. La décomposition d’un produit dans cette base

min(m,n)
Sm ® Sn = Sm+n—2lc
k=0

est rendue explicite au moyen des transvectants, notés 1,

(m_k)!(n_k)!z:(—l)i(k ou ov 3

Te(u ®v) = m! n! Z) Oxtyn—t Oz —iyt

i=0
Notons que 7, @ Spm ® Sy — Sp est la forme bilinéaire déja mentionnée,
70 : S ® Sy — Spntn est la multiplication, et 7, : S, ® S, = Spp (M = n)
induit I’application transposée de la multiplication :

V(u,v,w) € Spy—n X Sp X S T (v, W) = T—n (u, T (v, w)).

Considérons le carré tensoriel S¥2. Les projections 7, (k € [0,m]) sont
symétriques ou alternées selon la parité de k. On en déduit la décomposi-
tion des SLo-modules S2 (S,,) et /\2 S, identifiés aux sous-SLg-modules des
tenseurs symétriques, respectivement alternés, du carré tensoriel.

Pour f € S, (n > 2), hy désignera le Hessien To(f, f) de f; c’est une
forme binaire de degré 2n — 4.



Systémes de paramétres et stabilité

Considérons A une algébre de type fini qui est un SLs-module rationnel.
Comme SLy est réductif, ’algébre AS™2 est de type fini. En particulier, elle
posséde des systémes de paramétres. Supposons A graduée de dimension n.
Une famille (f1,. .., fn) d’invariants homogeénes est un systéme de parameétres
si et seulement si le fermé de Spec(A) défini par (f1, ..., fn) est le fermé défini
par l’idéal AiL2A de A. Ce fermé est le fermé des points instables. Dans le
complémentaire, les points sont dits semi-stables; un point semi-stable est
dit stable si son orbite est fermée et son sous-groupe d’isotropie est fini.

Pour les formes binaires de degré n, on dispose du critére de Hilbert :
f € Sy est stable (resp. semi-stable) si et seulement si toutes ses racines
homogeénes sont de multiplicité < n/2 (resp. < n/2).

Invariants des quartiques

L’algébre (S S4)5"2 des invariants d’une quartique binaire est une algébre
de polynoémes engendrée par deux invariants de degré 2 et 3; par exemple,
les invariants g, et g définis par

82(f) = m2(f, f) et g3(f) = 72(hy, f)

pour f € S4. Notons que g, est la forme quadratique associée au produit
scalaire invariant sur SLo.

Quintiques rationnelles gauches

Un pinceau U de quintiques binaires est un sous-espace vectoriel de di-
mension 2 de S5. Le conjugué U° est de dimension 4 ; il s’interpréte comme
un systéme linéaire de dimension (projective) 3 et degré 5 sur P;. Ce systéme
linéaire définit un morphisme P; — P3 si U ne rencontre pas Cs, la quin-
tique rationnelle normale de P(Ss), ou encore U° n’est contenu dans aucun
hyperplan osculateur & Cs ; il définit une immersion si U ne rencontre pas la
développable & Cs, ou encore U° n’est contenu dans aucun 3-plan osculateur
a Cs.

vi
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CHAPITRE I

Généralités sur les invariants des
pinceaux de formes binaires

Ce chapitre rassemble quelques résultats sur la géométrie de ’action du
groupe SLy sur la Grassmannienne G (S,;) des k-plans de formes binaires de
degré d.

Au § 1 on décrit le morphisme Wronskien de G (Sy) vers I'espace projectif
P(Sk(d—k+1)) au moyen de I'unique application linéaire SLo-équivariante non
nulle /\k Sa = Sg(dk+1)- Ensuite on démontre que c’est un morphisme plat
et fini. Il est amené & jouer un roéle essentiel par la suite car il conduit & une
caractérisation commode de la stabilité sur Gg(S4) pour la linéarisation que
définit le plongement de Pliicker.

Par exemple, lorsque k est égal & deux, il s’agit du Jacobien bien connu
des géomeétres du X1x°® siécle. Un calcul de A. Brill et C. Stephanos sur les
pinceaux de quartiques (d = 4) permet de répondre a une question de J.-
L. Verdier : le discriminant du revétement Go(S4) — P(Sg) est réduit. Ce
résultat ne sera pas utilisé par la suite.

Dans le § 2 on construit au moyen d’éclatements une correspondance
birationnelle SLo-équivariante Go(Sy) ~ P(Saq o). Par suite, le quotient de
la Grassmannienne Go(Sy) par le groupe SLy est rationnel. Ce résultat est
indépendant du reste de ce travail.

1. Analyse de la stabilité

1.1. Soient d et k deux entiers. Considérons la Grassmannienne Gg(Sq)
munie du faisceau ample SLo-linéarisé obtenu par restriction du dual du fais-
ceau tautologique sur espace projectif P(A* Sq), réceptacle du plongement
de Pliicker. Le groupe SLo n’ayant pas de caractéres non triviaux, on omet,
par la suite, de préciser les linéarisations [Mum65, prop. 1.4]. On souhaite
décrire les ouverts des points stables, respectivement semi-stables.

Pour cela on construit un morphisme fini (donc préservant les lieux
convoités), le morphisme Wronskien,

G (Sa) — P(Sk(d—k+1)

puis on exploite la caractérisation numérique bien connue de la stabilité des
formes binaires.



2 Généralités sur les invariants des pinceaux de formes binaires

1.2. Puisque la stabilité est traitée a I'aide du critére de Hilbert, on peut
dans un premier temps fixer un tore maximal de SLy ainsi qu’une base (z, y)
de S; formée de vecteurs de poids 1 et -1 respectivement.

Les poids de la puissance extérieure /\k Sy sont les sommes de k poids
de Sy4 deux a deux distincts. Le plus haut poids est donc k(d — k + 1) et sa
multiplicité est égale & un. Le lemme suivant décrit une application linéaire
non nulle SLy-équivariante de A* Sg sur Sk(d—k+1)-

LEMME 1. — Soit fo A ... A fr_1 un k-vecteur décomposable de /\IC Sq-
L’image de ce vecteur par la projection /\k Sa = Sk(4—k+1) est proportion-
nelle au déterminant de la matrice

*~1fo 15 . *~1fo
dgF-1 oxyF—2 Bk—1
*1f ok-lh . okl
oyF-1 ozyF—2 Brk-1
P OF'fy o A
SgFT DwyF—2 Brk—1

Ce déterminant définit une application multilinéaire alternée sur Sy, donc
il suffit de vérifier que cette application est SLo-équivariante et non nulle.
C’est une conséquence de la description suivante (ou toutes les applications
sont SLa-équivariantes) :

N Ss— A¥ (Sk—1®Sa_11) — A*Sk_1 ® S (Su_k 1)

|

Sk(a—k+1) =—— A" Sk—1 ® Sp(a_k+1)-
La premiére fleche est la puissance extérieure d’ordre k de la polarisation

Sqg—— Sk—1 ® Sg—k+1

ak—lf
Oxiyl

1,

J

fr— 2 Fptve
it+j=k—1

La derniére fleche est obtenue en identifiant 1’espace vectoriel /\’c Sk—1 au
corps de base, ce que permet le choix de base.

Dans la suite on notera w ’application linéaire SLo-équivariante de /\k Sa
sur Sg(4—k+1) définie par le déterminant figurant dans I’énoncé du lemme 1.
Lorsque k est égal & deux, il s’agit du Jacobien, application linéaire obtenue



CHAPITRE 1 3

en factorisant le transvectant 71 : Sq ® Sg — Saog_ 2

Sy ® Sy ——Saq 2

l e
N’ S
qui est antisymétrique.

LEMME 2. — Soit fo A... A fr_1 un k-vecteur décomposable de /\k S4-
Supposons fo, ..., fr—1 choisis de sorte que la suite (ord(g.1)(fi))ic[o,k—1] des
multiplicités de la racine homogéne (0 : 1) soit strictement décroissante.
Alors la multiplicité de la racine homogéne (0 : 1) dans le Wronskien w(fo A
...\ fr—1) est égale a

k—1
3 ordgay(fi) — .
i=0
En particulier, le Wronskien d’un k-vecteur décomposable n’est pas nul.

Posons m; = ordg,1)(fi) et m = (mo, ..., mg_1). Visiblement la multi-
plicité du Wronskien w(fo A ... A fr_1) est supérieure & la différence

k-1 k-1
E m; — E 7.
i=0 i=0

Notons £ cette derniére. Le coefficient dans w(fo A ... A fg—1) du monoéme
aceyk(d_kﬂ)_e est un multiple non nul du produit

(%) () - (™)
(%) (%) - (M)

1 (k= 1)! det

(") (") e (R
Il suffit donc de montrer que le déterminant n’est pas nul. Or il est égal

au déterminant de Vandermonde de mg, mq,...,mg_1, et ces entiers sont
supposés distincts.

Rappelons briévement la classique caractérisation des points d’inflexion
d’un systéme linéaire au moyen du Wronskien. Elle sera utile dans 1’étude
des pinceaux de quintiques binaires.

Soit U € Gg(Sg4) que l'on interpréte comme un systéme linéaire de di-
mension k—1 et degré d sur P;. Pour tout point p € P, la suite décroissante
des sous-espaces de U

U(=n-p) ={f € Ulordy(f) = n}
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est stationnaire. Le point p est un point d’inflexion de U si la suite croissante
(no,...,nk_1) des entiers tels que U(—n - p) # U(—(n — 1) - p) n’est pas
la suite (1,2,...,k); ces entiers sont les nombres de lacunes de U en p. Une
base (fo, ..., fx_1) est dite subordonnée au drapeau osculateur en p si elle est
adaptée au drapeau complet

UDU(—ng:p) DU(-n1-p) D ...

Ces conventions étant posées, on peut reformuler le lemme 2 de la maniére

suivante : pour toute base (fo,..., fx_1) de U,
k

(1) ordp(w(fo Ao A fro1)) = Y (nicy — ).
i=1

En effet, ’entier ord,(w(foA...A frx—1)) ne dépend pas du choix de base. Or,
pour une base (fo, ..., fx—1) subordonnée au drapeau osculateur, le lemme 2
s’applique & fx_1,..., fo; il reste & remarquer que n; = ord,(f;) + 1.

Notons que le membre de droite de (1) est nul si et seulement si on a
légalité (ng,...,nx—1) = (1,...,k); d’ou le lemme suivant.

LEMME 3. — Soient U € Gg(Sy), p € P1 et (fo,--., fx_1) une base de
U. Le point p est un point d’inflexion du systéme linéaire défini par U si et
seulement si

ordy(w(foA... A fr—1)) > 0.

1.3. D’aprés le lemme 2, la projection de /\k Sa sur Sg(g_g1) ne s’an-
nule pas sur les k-vecteurs décomposables, et, par conséquent, définit un
morphisme, encore noté w, SLo-équivariant sur la Grassmannienne Gg(Sy) :

Gi(Sa)——P(A*Sy)

.
X {

P (Sk(a—k+1))

Soient A = S (Sk(g—k+1)) et B l'algébre du cone de la Grassmannienne
G (Sq). On s’intéresse maintenant & ’homomorphisme d’algébres graduées

A— S (A*S;) — B
auquel est associé le morphisme w.

LEMME 4. — Cet homomorphisme fait de B un A-module libre de type
fini.
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Observons pour commencer que A est une algébre de polynémes de di-
mension k(d — k + 1) + 1 et B une algébre de Cohen-Macaulay de méme
dimension. Démontrons que le quotient B/A B est de longueur finie; en
conséquence, le A-module gradué B est de type fini (lemme de Nakayama
gradué) et libre [Bou98, chap. X, § 4, n°1, cor. 4 de la prop. 3|. Le Wronskien
s’annule sur le fermé défini par l'idéal A B; d’aprés le lemme 2, ce fermé est
un singleton, donc le quotient B/A B est de longueur finie.

Ainsi le morphisme w est plat et fini. Son degré est le degré du plongement

de Pliicker ; pour k = 2, ce degré est égal au nombre de Catalan 75!2&__21))!!,
THEOREME 1. — Soit U € G (S4). Les propriétés suivantes sont équi-

valentes :
(i) le point U est stable (resp. semi-stable) ;
(ii) le Wronskien w(U) € P(Sg(g—k+1)) est stable (resp. semi-stable) ;
(iii) w(U) n’a pas de racine de multiplicité supérieure (resp. strictement
supérieure) a k(d — k + 1)/2.

Comme le morphisme w : Gg(Sq) — P(Sg(a—+1)) est fini (lem. 4) et STo-
équivariant, les lieux stable ou semi-stable sont les images réciproques des
lieux correspondants sur P(Sg(g_g41)) [Mum65, thm. 1.19] d’ott 'équivalence
(i)« (ii). Pour obtenir (ii)<(iii), il suffit d’écrire le critére numeérique de
stabilité pour le Wronskien : les formes binaires de degré k(d — k + 1) stables
(resp. semi-stables) sont celles dont les racines ont toutes une multiplicité
strictement inférieure (resp. inférieure ou égale) a k(d — k + 1)/2 [Mum65,
prop. 4.1].

1.4. L’algebre quotient B/A B est naturellement muni d'une action du
groupe Sly. Le probléme de sa décomposition en SLo-modules irréductibles
semble ouvert en général, méme lorsque k = 2.

LEMME 5. — Pour k = 2, on a les identifications suivantes :
(d=3) B/AB =S¢ & So(-1)
(d:4) B/A+B:SO@SQ(—1)EBS()(—2)

(d=5) B/A1B=S® (So®S4)(—1) ® (So & Sa)(—2) ® So(—3).

Rappelons que B, est égal au pléthysme S S, Evidemment on a
toujours (B/A;B)y = By = Sp. Comme A est engendré en degré un, on a,
pour tout entier n > 1,

(B/A+B)n = Bn/Aan—l N

en particulier

(B/A+B)1 = (A*Sa)/S2d—2 = A Sa-2,
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la derniére égalité provenant de la formule de Clebsch-Gordan. Quelque soit
d, les décompositions des SLy-modules (B/A4B)o et (B/A1B); sont donc
connues. Or l'algébre graduée B/A B est de Gorenstein, de dimension 0 et
sa longueur est égale &

(2d—2)!

did—1)!"

Pour d égal a 3 (resp. 4, 5), la longueur est 2 (resp. 5, 14); d’autre part,
(B/A1B)o @ (B/A,B); est de dimension 2 (resp. 4, 7). Dans les trois cas
'identification des SLg-modules (B/A1B),, (pour n > 1) est rendue possible
par la symétrie propre aux algébres graduées, Gorenstein et de dimension 0
[Bou98, chap. X, § 3, exerc. 5].

Ces observations suggérent que ’on pourrait! avoir :
) (B/A1B)n = ST (Sy_1_,).

La symétrie exploitée dans la démonstration du lemme 5 permet d’identifier,
en toute généralité, les SLy-modules (B/AB),, et (B/A;B)4 o, puisque
le socle de B/A B est en degré d — 2. Si (2) s’avérait étre juste, on aurait
donc la « loi de réciprocité » suivante :

S(n,n) (Sd—n—l) _ S(d—?—n,d—?—n) (Sn+1)-

1.5. Pour conclure ce paragraphe, on s’intéresse a une question de J.-
L. Verdier. On suppose kK = 2. Commencons par définir la différente de B
sur A.

L’algébre graduée A est une algébre de polynémes en 2d—1 indéterminées
toutes de degré un; par conséquent le A-module A(1— 2d) est dualisant. On
sait que B(—1 — d) est un B-module dualisant. Il en résulte que le B-module
Homgr, (B, A) = B*8" est gradué libre de rang 1 isomorphe a B(d — 2).
Soient [ € B*" un élément qui forme une base, et § ’élément de B tel que
TrBA = 6l. L’idéal éB de B ne dépend pas du choix de [; c’est I'idéal
différente de B sur A. La norme Np/4 (§) est égale au discriminant A de
B sur A. Remarquons que ces éléments sont SLg-invariants. Dans [Ver8§|
J.-L. Verdier montre que ¢ est premier de degré d — 2, et demande si A est
réduit.

Supposons d égal a 4 et expliquons un calcul de A. Brill et C. Stephanos
résumé par G. Salmon [Sal90, art. 262]; il permet de montrer que A est
réduit dans ce cas.

THEOREME 2. — Le discriminant A du revétement Go(S4) — P(Sg)
est réduit.

'"Depuis cette rédaction I'identité qui suit & été démontrée. Voir la note p. 39
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Rappelons pour commencer la description classique de 'algebre des in-
variants de A = S (Sg) [Sal90, art. 252]. Il y a quatre invariants primaires
(c’est-a-dire formant un systéme de paramétres) de degré 2, 4, 6 et 10; et un
invariant gauche de degré 15 engendrant AS“2 sur I’anneau des paramétres.
On peut faire les choix suivants [Sal90, art. 259] (o0 w désigne une sextique
générique). L'invariant de degré deux est la forme quadratique io = 74(w, w).
Le transvectant i = 74(w,w) est un covariant d’ordre 4 et degré 2; les in-
variants go(7) et g3(7) sont les invariants primaires de degré 4 et 6. Enfin
on construit un réseau de formes quadratiques en faisant opérer T5(%,-) sur
[ = 74(w, 1) € Sg puis sur son image :

m=0679(i,l) et n="0679(i,m) ;

le discriminant d = 79(m,m) est 'invariant primaire de degré 10 tandis que
le déterminant de I, m et n (qui appartiennent & So de dimension 3) est
Iinvariant gauche de degré 15.

Remarquons que By = Sg @& Sg; le transvectant 71 : By — Sg est le
Wronskien w, et le transvectant 73 : By — So sera noté p. Soit C le SLo-
module des covariants de B ; il est bigradué par l'ordre et le degré; on note
Co,a le sous-module des covariants d’ordre o et de degré d. Par exemple,
w € Cg,1 et p € Cy1. Rappelons que le Wronskien fait de B un A-module,
cette structure étant compatible avec les opérations de SLg ; les covariants
de A se prolongent donc & B.

Soient z € B3"? I'image dans B de I’élément invariant de S%(Sg) (le
discriminant du covariant p : By — Sy), et P € A[X] son polynéme minimal.
Comme P est 'unique polynome unitaire de degré cinq annulé par z, il
est a coefficients invariants. Considérons A[z] la A-algébre engendrée par z.
L’idéal différente de Afz] sur A est engendré par P'(z) et le conducteur de
B dans A[z] est donné par ’égalité [Ser68] :

(B: Alz]) = P'(z)d !B.

Puisque P/(z)6~! est de degré 6, il existe un unique polynéme unitaire R €
A[X] (ou X est de degré 2) qui est de degré 6 et tel que R(z) engendre
(B : Alz]) sur B. Voyons comment calculer le polynéme P et, par la méme
occasion, identifier le générateur R(z) du conducteur (B : A[z]), la différente
¢ puis le discriminant A.

L’espace vectoriel Co 3 = (So ® B3)5L? est de dimension trois (pour le vé-
rifier il suffit d’énumeérer les poids de B3). Or on dispose de quatre covariants
de degré trois et d’ordre deux :

Ii2p7 zp, 7—2(2.7p) et !

(notons que tous dépendent au plus linéairement de p). Ils sont donc liés;
G. Salmon [Sal90, art. 262] trouve :

(3) T2(i,p) + yp = 51
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ol y désigne l'invariant %’ig — %a:. Par ailleurs, G. Salmon donne aussi la
relation suivante entre invariants de degré quatre :

(4) 1579(l,p) = 50g4(2) + 4zy.

LEMME 6. — Soit u un opérateur auto-adjoint sur So (muni du produit
scalaire SLy-invariant). Il existe ® € Sy et A € C tels queu = 72 (0, +)+Aids,
et le polynéme caractéristique de u est égal a

X3 —3AX? + (302 + g5(0)) X — (A? — g2(O)\ + 2g5(0)) .
De plus, lorsque u est inversible,
(detu)u™" = u® — 3xu + (3A% + g4(©)) ids, .

L’application linéaire SLg-équivariante définie sur Sy @ Sy par (0, ) —
79 (©,-) + Aid est un isomorphisme puisque les opérateurs auto-adjoints sur
So s’identifient aux tenseurs symétriques de So®Ss, ou encore & S2 (S2) = Su4®
So. Commencons par calculer le polynéme caractéristique de I’endomorphi-
sme q — 79 (0, q) ; on écrit sa matrice dans la base (:1:2, 2zy, y2) de Sy et le
calcul conduit au polynéme

X3 — g,(©)X +2g3(0).

En y substituant X — A & X on obtient le polynéme caractéristique de u. La
derniére assertion du lemme en résulte aussitot.

Ce lemme appliqué a 'endomorphisme ¢ — 72 (%,q) + yq (cf. (3)) donne
la relation suivante dans Co 7 :

(6)  F(° &)y +285(0)) p=(v" +82(3) L~ gym + 55m-

Le produit scalaire de (5) avec [ fournit une relation de degré cing en y et &
coefficients dans A : le polynéme minimal de y. En effet, [, m et n sont des
covariants de A, et, par conséquent, 7o(1,1), T2(l,m) et 79(l, n) appartiennent
a A ; le membre de droite de (5) conduit donc & un élément de A[z] = A[y] de
degré deux en y. D’autre part, la relation (4) exprime que 79(l, p) appartient
a Afz] et est de degré deux en y, donc le produit scalaire du membre de
droite de (5) avec [ est un élément de A[z]| dont le degré en y est 5. On
reproduit le résultat du calcul dans le lemme suivant [Sal90, art. 262].

LEMME 7. — Le polynéme minimal QQ de I'invariant y = %ig — %x est

proportionnel 4

6 X% —ig X* — 10 gy (i) X3 + 2(i2 go (i) + 15 g5(1)) X2 — 8ig g5(i) X

(6) 26,85 (i) ga (i) — 2 8o(i) + .
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2 X). On factorise le polynéme

Le polynéme minimal P de z est Q(%iz —

dérive Q' :

30X* — 4ip X3 — 30gy(1) X2 + 4(i2 gy (i) + 15g5(4)) X — 8.g5(i)io
= (X® — go(i) X + 283(4)) (30X — 4ip).

Puisque ¢ de degré deux divise P/(z), on obtient que § et 30y — 4io sont
proportionnels. Enfin le conducteur (B : A[z]) est engendré par

y® — g (i)y + 283(4)

sur B.

Venons en 4 la démonstration du théoréme. Le discriminant A est égal a
Ng/A () ; c’est donc le terme constant du polynéme minimal de § € Frac B
sur FracA. Vu l'identification de 4, ce polynome est Q(3071(X + 4is)).
D’aprés le lemme 7, son terme constant est irréductible : l'invariant d de
la sextique est algébriquement indépendant de i, go(7) et gs(7).

Remarques. — i) On a donné une relation linéaire (5) entre les covariants
d’ordre deux p, I, m et n. Elle implique la remarquable relation, liant au
moyen du conducteur (B : A[z]) l'invariant de degré 15, det(l,m,n), de la
sextique et l'invariant de degré 9 d’un pinceau de quartiques, det(p,l,m) :

5det(l,m,n) = 72(y* — g,(i)y + 2g5(4)) det(p, 1, m).

ii) On verra (chap. III, § 2) comment construire une famille génératrice
de BS2 1'algébre des invariants des pinceaux de quartiques binaires.

iii) Par commodité établissons un dictionnaire entre nos notations et
celles de l'ouvrage de G. Salmon [Sal90]. II appelle P et K nos invariants
z et y. Conformément a la tradition, G. Salmon note A, I, I3, D’ et E
les invariants g, go(%), g3(%), T2(m, m) et det(l,m,n). Enfin les notations
coincident pour les covariants %, I, m, n et p.

2. Rationalité du quotient de la Grassmannienne des
pinceaur de formes binaires

2.1. Commengons par un lemme adapté d’un article de L. Gruson et
M. Raynaud [GRT71].

LEMME 8. — Soient S un schéma, ¢ : M — L un morphisme de fais-
ceaux localement libres sur S, | et m les rangs de £ et M, N' = coker ‘¢,
Z = Fo(coker p) le 0-éme idéal de Fitting de coker ¢, et U louvert qu’il
définit. Pour tout S-schéma X, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Z - Ox est inversible;
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(ii) Nx/T est localement libre de rang m — I ou T désigne la U-torsion
de Nx.

Supposons Nx /T localement libre de rang m —[. Le Ox-module imtp =
L' posséde des supplémentaires localement libres localement et *¢ induit une
injection L™ — L. Le déterminant de cette application engendre Fo(coker ¢)
qui est bien inversible.

Supposons Z inversible et travaillons localement sur S. Soient s € S,
(ei)ieq1,y et (f5)je1,m) des bases de L5 et M ; on note M = (m; ;) la matrice
de t¢. Supposons les bases choisies de sorte que le déterminant

d = det(m; j)1<i<i, 1<5<t

engendre Z. Posons d,5, 1 < r < 1 < s < m le déterminant obtenu en
remplacant la r-iéme ligne de d par la s-iéme de M. Les régles de Cramer
montrent que pour 1 <r <[

ﬁ - Z d_ldr,sﬁ =0

I<s<m

ol f_J désigne la classe de f; dans coker'y/T = N/T. Par conséquent, le
Os-module N/T est engendré par (f;),_, ...

Reste & voir que la famille (f_]) I<s<m €St libre. 11 suffit de le vérifier en
chaque point o € Ass(S). Mais Fo(coker ¢,) = Os, signifie que coker 'y,

est libre de rang m — .

COROLLAIRE 1. — Les notations sont celles du lemme 8 ; de plus, S de-
signe I'éclatement de S le long de T. La section o : U — Gy, (M) définie par
coker *p se prolonge en une immersion fermée S — Gy,_;(M) dont I'image
est adhérence schématique de U.

Comme 7 - Oy est inversible, ./\/'g /T est un quotient localement libre de
rang m — [ et définit un morphisme de S dans G (M).

Notons X l’adhérence schématique dans Gy, (M) de U identifié¢ a un
sous-schéma localement fermé au moyen de o. Alors, si 0 -+ U — M désigne
le sous-module tautologique, ’application composée

U—sM-—=°L

est nulle au-dessus de U, donc au-dessus de X ; en transposant, cela identifie
Nx /T et Z/I";(. D’apres le lemme 8, Z - Ox est inversible, d’ou 'application

réciproque X — S.
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2.2. Notons P le projectif P(Sgq_2), et G la Grassmannienne G(Sy).
On désigne par O(—1) et U les sous-fibrés tautologiques sur P et G; on
utilise les mémes notations pour les images réciproques par les projections
du produit P x G. Introduisons « un élement non nul de la droite vectorielle
SLo-invariante de Sg®S4_2®S94_o donnée par la formule de Clebsch-Gordan.
Soit I' le lieu d’annulation de 'application de fibrés sur G x P induite par
:

(7) URSi_9 — Sqg®S4_2 Q@ Oaxp = Og ® Op (1)

Il s’agit d’un fermé irréductible de codimension 2(d — 1).

Dans les deux lemmes qui suivent on démontre que les projections I' — P
et ' = G peuvent étre décrites comme des éclatements; de cette fagon, on
construit une application birationnelle équivariante P — G.

LEMME 9. — La projection I' — P est ’éclatement P de P le long du
fermé réduit réunion des (d — 3)-plans (d — 2)-sécants a la courbe rationnelle
normale Coq_9 de P(Sgq ).

Il est connu que le fermé en question est défini par le 0-iéme idéal de
Fitting du conoyau de I’application de Op-modules (induite par «)

Sy 25 Sq_o ® Op(1)

Le corollaire permet de réaliser cet éclatement comme fermé de Go(Sq) x P
(Grassmannienne relative du faisceau localement libre sur P induit par Sg).
Il s’agit donc d’identifier cet éclatement & I'.

Commencons par linclusion P C I'. En appliquant le foncteur F +—
Si_2® F a , on obtient un morphisme de Ogxp-modules, compatible avec
les opérations de SLo,

URSjg_9 —>S4®S4g_2 —>S42®S4_2® Op(l)

puis, en composant avec la forme bilinéaire Sg_s ® Sy_o — C, on obtient un
morphisme non nul
URS4_9 — (’)P(l)

nécessairement défini par a. Sur le complément du diviseur exceptionnel de
P C G2(Sq) x P, on a U = ker ¢ et I'application U ® Sq_2 — Oc ® Op(1)
est nulle. L’inclusion P C I' en résulte.

Pour conclure, il suffit de remarquer que P et I sont de méme codimension
dans G x P.

LEMME 10. — La projection I' — G est I’éclatement G deG le long du
fermé réduit des droites contenues dans une intersection de deux hyperplans
osculateurs a la courbe rationnelle normale C4 de P(Sg).
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Considérons le fermé défini par le 0-iéme idéal de Fitting du conoyau de
I'application

(8) URSq_9 — Sog—2® Og.

C’est le fermé éclaté puisque, pour un pinceau U C Sy, I'application de
multiplication

U® Sq_2 — Sad_s

a un noyau si et seulement si le pinceau a une partie fixe de degré supérieur
a deux (ce qui signifie que tous les éléments de U ont un facteur commun
de degré supérieur a deux), c’est-a-dire est contenu dans une intersection de
deux hyperplans osculateurs a la courbe rationnelle normale de P(Sy).

En dehors de ce fermé, le conoyau de (8) est localement libre de rang un.
On obtient donc un morphisme G — P. Cet éclatement réalisé dans G x P
s'identifie a T'. En_effet, 'application (7) s’annule sur le complément du lieu
éclaté, donc sur G C G x P, et définit un morphisme G — T. Sur I, le
conoyau de « est inversible, d’ou ’application inverse I' — G.

THEOREME 3. — Soit d un entier. Le quotient Go(Sq)%*/SLy est ra-
tionnel (la stabilité est relative a la linéarisation définie par le plongement
de Pliicker).

La démonstration est immédiate : d’aprés les lemmes 9 et 10, il existe
une application birationnelle et SLa-équivariante

G2(Sq) ~ P(S2q-2) ;

or F. Bogomolov et P. Katsylo ont démontré [Bog86] la rationalité des quo-
tients des espaces projectifs P(S4) pour I’action de SLs.



CHAPITRE II

Etude de quelques covariants
naturels

Ce chapitre traite des pinceaux de quintiques binaires. Il s’agit de prépa-
rer la description de 'algébre des invariants des pinceaux de quintiques en
étudiant quelques covariants et, en particulier, leurs lieux d’annulation.

Dans le premier paragraphe on décrit une méthode de formation de co-
variants, la méthode dialytique de Sylvester. Cette technique conduit & un
covariant qui appelle spécialement notre attention : le covariant associant a
une quintique rationnelle gauche son unique quadrisécante. Son annulation
caractérise les pinceaux des dérivées du premier ordre d’une forme sextique
binaire.

La décomposition /\2 S5 =Sg ®S4 @ Sy fournit trois covariants linéaires
d’ordres 8, 4 et 0. Le premier est le Wronskien étudié au chapitre I. On décrit
au § 2 le lieu d’annulation du covariant linéaire d’ordre 4 : c’est le volume des
pinceaux des dérivées du premier ordre des formes sextiques octaédriques.

1. Méthode dialytique

1.1. Le résultant d’un pinceau U de formes binaires de degré d est le
déterminant de l'application SLs-équivariante

U® Sd—l — Sd ® Sd—l L) Sgd_l.

Sur ce modéle, on construit une application SLo-équivariante pour tout i et
J € [0, min(d, 7)] :

U® Sz — Sd ® Sz l) Sd+i_2]‘.

1.2. Soit G la Grassmannienne des pinceaux de formes binaires de degré
d. Pour tout pinceau U € G, en faisant 1 = d—2 et j = 0 dans la construction
précédente, on obtient une application SLo-équivariante

U® Sd—2 — SQd_Q.
On en déduit un covariant

Og(—d+1) = S9q—2 ® Og.

13
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En effet, on a
N2 (U®Sa2) = (N V)4 @ (N Su2)®

(formule de Cauchy), et /\2‘172 Sod—2 = Sog4_2. Le lieu d’annulation de ce
covariant est le fermé défini par le 0-iéme idéal de Fitting du conoyau de
I’application

O(;(—l) ® S4g_2 — S94_2 ® Og.

On reconnait l'application (cf. chap. I, dem. du lem. 10) qui définit la cor-
respondance birationnelle entre Ga(Sy) et P(Soq-_2).

1.3. Désormais on travaille avec les pinceaux de quintiques binaires (d =
5). On note G la Grassmannienne Go(S5). Pour tout pinceau U € G, on
obtient en faisant # = j = 1 dans la construction 1.1 une application SLo-
équivariante

U®S; — Sy

dont la puissance extérieure d’ordre quatre donne un covariant
q
Oc(—2) — S4® O¢g

puisque

A" (U®S1) = (A U)®* ® (A\*51)*?

(formule de Cauchy), et A* Sy = S4.

On identifie le covariant ¢ pour un pinceau U qui ne rencontre pas la
quintique rationnelle normale C5 de P(S5), ou encore, tel que le conjugué U°
définit un morphisme P; — P3. Pour un tel pinceau, I'image du morphisme
P; — Pj est la quintique rationnelle gauche projection depuis P(U) de la
quintique C5 de P(Ss).

PROPOSITION 1. — Le covariant g transforme une quintique rationnelle
de P3 projection de la quintique rationnelle normale Cs de P(Ss) depuis
P(U) (U € G2(Ss) ne rencontrant pas Cs) en le diviseur découpé sur cette
quintique par son unique quadrisécante.

Il s’annule si et seulement si U est le pinceau des dérivées du premier
ordre d’une forme sextique binaire.

Supposons U ® S; — S4 de rang quatre. L'image de cette application
linéaire est donc un hyperplan ; soit f € S4 définissant cet hyperplan :

VgeSs (9€im(U®S; = S4)) & (15(9,f) =0).

Pour (u,l) € U x Sy, on a 14(71(u,l), f) = 75(u,lf) = 0; par conséquent, les
multiples de f par les éléments de S; définissent des formes linéaires sur S;/U.
Or P’espace vectoriel (S5/U)* n’est autre que H°(Op, (1)) ou P3 = P(S5/U)
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désigne le réceptacle de la projection de P(Ss) de sommet P(U). Autrement
dit, si pi1,...,ps désignent les projections des quatre points de C5; ~ P,
définis par f, alors, pour tout point p de la courbe rationnelle, image de Cs,
le diviseur p1 + ...+ p4 + p est une section hyperplane de cette courbe. Ceci
exprime bien que les quatre points p1,...,ps sont alignés.

Enfin ’application U ® S; — S4 est de rang inférieur ou égal a trois si et
seulement si U est le pinceau des dérivées du premier ordre d’une forme de
degré six. D’abord on vérifie que le noyau ne peut étre de la forme u ® Sy
ou U ® z; puis, si un tenseur non nul u ® £ — v ® y appartient au noyau,
ses dérivées % et g—z sont égales, et par conséquent, u et v sont les dérivées
d’une forme de degré six.

Remarque. — Considérons une base (x,y) de S; et un pinceau de formes
quintiques binaires engendré par

u = ug z° + buy zty + 10up 23y? + 10us z2y° + Sug zy? + usy®
v = vy 2’ + 5v; m4y + 10v2 m3y2 + 10v3 m2y3 + Huy a:y4 + vs y5.

La matrice de 'application U ® S; — Sy (induite par 71) dans les bases
(u®y, —uz,vy, —vx) et (x 423y, 622y?, 42y, y*) est la transposée
de la matrice

U U U2 U3 Ug

Uy U2 U3 U4 U

Vo V1 V2 U3 U4

U1 V2 V3 V4 Vs

Aprés identification de A*S4 et S4, on obtient

gt P a2y? —2dy
Uy Ul U2 uz U4
q = det | up U9 U3 Us  Us
Vo V1 V2 U3 V4
U1 V2 U3 Vg Vs

2. Lieu d’annulation du covariant linéaire d’ordre quatre

2.1. Ici encore d = 5, k = 2, et B désigne l’algebre du cone de la
Grassmannienne G = G2(S5). Rappelons que, pour tout entier n € N,
B, = S (S5). En particulier, B; = /\2 S5, et, d’aprés la formule de
Clebsch-Gordan,

B; =Ss® S48 So,

les transvectants 71, T3 et 75 définissant les projections. On les note respec-
tivement w, p et j;. Dans ce paragraphe, on décrit le lieu d’annulation de

p.
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2.2. Pour f € S, — {0}, on note X(f) ’adhérence dans P(S,) de 'orbite
sous PSLy de la classe de f. Les sous-groupes finis de PSLy appartiennent &
I'un des types suivants : cyclique, diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral ;
et les sous-groupes d’un de ces types forment une classe de conjugaison de
sous-groupes de PSLs. Il est connu que les sous-groupes octaédraux de PSLo
sont les stabilisateurs de triplets conjugués, c’est-a-dire d’ensembles de trois
paires de points de P; dont les éléments forment deux & deux des orbites
harmoniques de P;. Une sextique est dite octaédrique si I'image dans PSLo
de son stabilisateur est un groupe octaédral, c’est-a-dire isomorphe & &4 ; les
sextiques octaédriques forment une orbite sous SLg. Puisque {0, 00}, {1, —1}
et {i,—i} forment un triplet conjugué, la sextique zy(z*+y*) est octaédrique.

PROPOSITION 2. — Soit fg € Sg une sextique octaédrique. Le lieu d’an-
nulation du covariant p linéaire d’ordre quatre est ’adhérence de ’orbite du
pinceau des dérivées du premier ordre de la sextique fg.

Notons U le pinceau des dérivées du premier ordre de fg, et O C Go(Ss)
I’orbite de U. Le covariant p est nul sur O. En effet, la forme binaire quartique
correspondante est, comme fg, semi-invariante sous &y ; or il n’existe pas de
telle quartique [Spr77, chap. IV, § 5.4]. On peut aussi montrer ’annulation
de p sur O par le calcul ; en choisissant fg = zy(z* 4+ y*) on obtient pour les
trois covariants linéaires en U (représenté par (5z*y + y°) A (z° + 5xy?)) -

w:—x8+14m4y4—y8,p:0etj1 # 0.

En particulier, w est stable, et, par conséquent, son stabilisateur est fini.
Donc X(w) est un fermé de dimension 3 de P(Sg); son degré est égal a
14 [MUS83, thm. 1.10]. C’est aussi le degré de I’adhérence de © dans P(A\?Ss)
puisque X(w) est son image par la projection w.

Puisque la Grassmannienne G = Go(S5) C P(A%Ss5) est de degré 14,
I'intersection de la Grassmannienne avec la variété linéaire {p = 0} est éga-
lement de degré 14 dans P(A?Ss).

Dans ces conditions, on saura que G N {p = 0} est 'adhérence de O si on
montre que sa dimension est 3. Mais ’hyperplan définit par j; ne contenant
pas G N {p = 0}, il revient au méme de prouver que G N {p = 0,51 = 0} est
de dimension deux. Par conséquent, le lemme suivant termine la preuve de
la proposition.

LEMME 1. — Le fermé GN{p = 0,41 = 0} de P(\*Ss) est de dimension
deux : c’est la développable de la courbe rationnelle normale de P(Sg) C

P(A®Ss).

Soit D cette développable. Rappelons que G est intersection de 15 qua-
driques paramétrées par A*Ss (qui est identific & A%Ss) : un bivecteur
v € \>Ss appartient & G si et seulement si son carré scalaire v Av € A\*Ss
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est nul; les coordonnées de v A v sont les (2) = 15 formes quadratiques en

les coordonnées de v attendues.
Notons P = P(Sg) € P(A?Ss), et considérons 'application naturelle de
restriction

H(Za(2)) — H%(0p(2)) .

Le fermé G N {p = 0,51 = 0}, ou GNP, est le lieu base du systéme linéaire
sur P défini par 'image de cette application. Par conséquent, il suffit de
montrer i) que D est intersection de 15 quadriques qui définissent un SLo-
module de dimension 15, ii) que H°(Op(2)) contient un unique SLy-module
de dimension 15, et iii) que I'application ¢ du SLa-module (de dimension 15)
H%(Z;(2)) vers HO(Op(2)) est injective.

Puisque SLg agit sur P = P(Sg) en laissant D globalement invariante,
H%(Zp(2)) est un SLo-module; le point i) résulte donc du théoréme 2.15
de [Wey93], ou encore du théoréme d’Enriques-Petri [GH94].

L’assertion ii) est immédiate : H*(Op(2)) = S? (Ss) et, d’aprés Clebsch-
Gordan, c’est Si1g @ S12 @ Sg ® S4 © Sy dont 'unique sous-SLo-module de
dimension 16 est Sg @ S4 @ So.

Pour terminer la démonstration du lemme, vérifions iii). Considérons la
transformation quadratique ® définie par HY(Zg(2)) = A®Ss :

P(A?Ss) % P(A?Ss).

Elle apparait comme le passage au carré dans ’algébre extérieure suivie de
I'identification entre /\4 S5 et /\2 Ss. L’application + n’est pas injective si et
seulement si P est contenu dans une quadrique qui contient G, ou encore,
si I'image de P par ® est dégénérée. La droite vectorielle engendrée par le
bivecteur z° A z*y + zy* Ay® définit un point de P(Sg) C P(A?Ss); en effet,
le calcul montre que w = z® + 48, p = 0 et 51 = 0 sur ce bivecteur. Son carré
est proportionnel & z° A z*y A zy* A y® qui correspond, aprés I’identification
de /\4 Ss et /\2 Ss, & z3y% A ?y3. Aucune des projections de ce bivecteur sur
Sg, S4 et Sp n’est nulle, donc le plus petit sous-SLe-module de /\2 S5 qui le
contient est A?Ss entier. D’ot iii) puis le lemme.
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Algebre des invariants

A partir d’une expression rationnelle pour le caractére formel d’une al-
gébre symétrique S*(S4), T. Springer [Spr80| a donné une expression ration-
nelle de la série de Poincaré de la sous-algebre des invariants sous SLo.

Au § 1 nous expliquons comment calculer ce type d’expression dans le
cadre plus général de l'algébre B = @, S™ (Sa) du cone de la Grass-
mannienne des k-plans de formes binaires de degré d (ici A désigne donc la
partition & une colonne de longueur k).

Le paragraphe suivant est consacré aux pinceaux de quintiques binaires
(d = 5,k = 2). On commence par identifier un systéme de parameétres
homogénes de ’algébre B52 au moyen d’une étude du module des covariants
de degré deux et d’ordre quatre. Le théoréme de structure de D. Buchsbaum
et D. Eisenbud [BE77] permet alors de donner une résolution numérique de
cette algebre.

Enfin nous complétons cette description en exhibant une famille minimale
de générateurs de ’algébre BS"? des invariants sous SLy d’un pinceau de
quintiques binaires.

1. Série de Poincaré

1.1. On veut démontrer que la série de Poincaré de 1’algébre graduée des
invariants des pinceaux de quintiques binaires est égale &
1+2°+28 +27 + 212
(1-2)1-22)(1-23)2(1—-2%)(1-25"

Plus généralement, on considére la série de Poincaré #{gst, (z) des invariants
de l'algebre graduée B du cone de la Grassmannienne des k-plans de formes
binaires de degré d. Comme dans la situation classique ol sont considérés les
invariants d’une algébre de polynomes, on identifie la série de Poincaré a un
coefficient du développement en série de Fourier d’une fraction rationnelle
deéfinie au voisinage du cercle unité et a coefficients dans C(z). Le théoréme
des résidus permet alors de calculer Hgsr, (2).

1.2. Soient M un C-espace vectoriel gradué de type N', et z; (1 <4 < T)
une famille d’indéterminées sur C; on note z* le monéme []; ;. Supposons
dimc(M,) < oo pour tout @ € N, et M muni d’une action du groupe

19
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SLo qui préserve la graduation. Dans ces conditions, on dit que M est un
SLo-module gradué et on définit le caractére formel Hy(z) de M par

Hu(z) = ) ch(Ma) 2°

a

ot ch(M,) € C[t,t ] désigne le caractére du SLe-module M, (relativement
au tore maximal des matrices diagonales). Hn(z) est une série formelle &
coefficients dans C[t,t!].

Ezemples. — 1) Sil’action de SLy sur M est triviale, alors
ch(Mg) = dimc(Mg)

et Hm(z) € Cl[z]] est la série de Poincaré de M.
2) Supposons M gradué de type N et considérons le SLo-module bigradué
des covariants de M

C= P SmeaM,)™;

(m,n)eN?

puisque 'action de SLy est triviale sur C, I’exemple 1 montre que Hc(t, 2)
est la série de Poincaré de C (ici, on note ¢ (resp. z) pour l'indéterminé z;
(resp. z2) de la définition). En particulier, le terme constant en ¢ est la série
de Poincaré Hyst, (2) du SLe-module gradué M52 des invariants de M.

1.3. Soient d et k deux entiers, et B I'algébre du coéne de la Grassman-
nienne des k-plans de formes binaires de degré d. Il s’agit d’un SLg-module
gradué de type N, et

B, = Sn)\ (Sd)

ott A = (1F04=%+1) désigne la partition de k qui est de longueur d + 1 et a
une seule colonne. Soit m la forme linéaire, sur les suites finies de longueur
d + 1, définie par la matrice ligne (d d —2 ... —d). Pour 0 € G441, on
note o - A la forme linéaire définie en permutant les colonnes de la matrice
(dd—2 ... —d), et €(o) la signature de o.

LEMME 1. — Le caractére formel Hg(z) du SLg-module gradué B est
une fraction rationnelle a coefficients dans C(t) ; précisément,

1) ) =2 Y o)

_ 4{om,\)
eOait 1-—-t¢ z

oud = (dd—1,...,0), et v(t4,t¥2... t7%) est le déterminant de Vander-
monde.
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Sur le produit d’une couronne contenant le cercle unité et d’un voisi-
nage de zéro (contenu dans le disque unité), la fonction (t,z) — Hp(z) est
holomorphe; de plus, pour z fixé de module < 1, les pdles de la fonction
partielle t — Hg(z) sont des puissances fractionnaires de z'/™ (n € Z) et
éventuellement 0.

Pour démontrer le lemme, commencgons par écrire la formule de Weyl
pour le caractére du GL(S,)-module B,, = S™ (S,) :

to
- o+n 0+n
(2) rI‘an ( td) = ’U(th s atd) ! Z 6(0') tg(—(i)—) Ao .- tg(ji—) A ;

0€6 41
d’ou le caractére du SLo-module By, :
(3) ch(By) = v(t%,...,t7% ! Z e(o) om0 (glomA)yn
0€6441

La série formelle Hp(z) = >, ch(B,)z" est donc une somme de séries géo-
métriques et est égale a la fraction rationnelle

o(td 1472 )Tt Z (o)

€6 41

t(a-m,d)

1— t(a-m,)\)z :

Dans ’expression (2), le Vandermonde divise la somme qui le suit puis-
qu’elle est alternée; par conséquent, le Vandermonde v(t%,t4=2,...,¢~%) ne
contribue pas aux poles de la fraction rationnelle Hp(z) € C(t, z) qui définit
bien une fonction holomorphe sur le produit d’'une couronne contenant le
cercle |t| = 1 et d’un voisinage de zéro contenu dans le disque unité. Fixons
z € C de module < 1 et examinons les éventuels poles de ¢ — 2{p(z). Pour
0 € G441, les poles de la fraction rationnelle en ¢,

t(a-m,é)
1~ flom,

sont des puissances fractionnaires de z!/™ (n € Z) et, possiblement, 0; d’ou
le lemme.

Remarque. — Considérons le cas ou B =S (S;), c’est-a-dire A = (1). Le ca-
ractére du GL(Sg)-module S, (Sg) est hy(to,- - -, tq), le polynéme symétrique
complet de degré n, donc

1
(1 —td2) (1 —t4=22)... (1 — t—4z)
n’a pas de pole en zéro. Le lemme suivant permet d’exprimer #gsr, comme
une intégrale de H{g(z) sur le cercle unité (formule de Molien-Weyl). En

appliquant le théoréme des résidus, on en déduit une expression rationnelle
de Hpst, (formule de Springer).

Hp(2) =
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LEMME 2. — Soient z € C de module < 1, et C le SLo-module des
covariants de B. La fonction partielle t +— (t —t~') Hg(2) est holomorphe au
voisinage du cercle |t| = 1 et son développement en série de Fourier est

tHo(t,z) =t He(t™ 2).

En particulier, Hgsv, (2) est le coefficient de t (ou —t~!) dans le développe-
ment en série de Fourier de t v (t —t™!) HB(2).

L’holomorphie de t ~ (¢t — t 1) Hgp(z) au voisinage du cercle |t| = 1
résulte de I’holomorphie de ¢t — #p(z) (lem. 1). Rappelons que le caractére
du SLg-module S,, est égal a

ch(Sp) =t™ + "2 4 . 4t =

et notons by, , la multiplicité de S,, dans B,,, de sorte que

Bn = @ bm,nsma
m

Oou encore

(t=t"") ch(Bp) =D bpp (" =7,
m
D’autre part, la définition de C conduit a

He(t, z) = Z brnt™2"  (lemme de Schur).

Pour (t,z) dans le produit d'une couronne et d’un disque (cf. lem. 1), la
famille (by,p, t™2")mn est sommable, et on a

(t—t ) Hp(2) = (-t ch(B,)2"

n
— Z Z bm,n(tm+1 _ tfmfl)zn
m n

= tHo(t, 2) —t P He (L, 2).

D’apres 'exemple 2 du paragraphe 1.2, le lemme en résulte.

Pour n € Z, on introduit la trace Trc(zl/n)/c(z) de D’extension finie de
corps C(z) — C(2'/") induite par I'identité.

THEOREME 1. — Soient d et k deux entiers tels que k(d — k + 1) > 4.
La série de Poincaré Hpst, (z) de I’algébre graduée des invariants des k-plans
de formes binaires de degré d est égale a la fraction rationnelle

e(o (2'2 - 1)Z<U'm’6)
Z ﬁ Trc(z_l/w'm’A))/C(z) (U(zd Zd—2 z=d) |-
0€6441 ’ T
(o+m,A)<0




CHAPITRE III 23

Fixons z € C — {0} de module < 1. Pour a € N — {0} et f € C(t) dont
les poles sont distincts des zéros du polynéme t* — z, on a

3" Resy, (f (1) tati Z) _1 [Trc(tl/a) Jom (@) t)]

a
tg=z2

t=z '
D’apres les lemmes 1 et 2, et le théoréme des résidus, on a

s (2) =g /| ()t

(o) (t _ t—l)t<o-m,5> t—{o-m,A) q
= 2 2_”‘/“_1 o(t4, 192, ) oy — 5

0€6441
(o-m,\)<0
_ —¢(a) (t2 — 1)t<a'm’6)
= E%: TTm\) [TI'C(tl/<"""’>‘))/C(t) (U(td, t4=2,...,t79) :
o 1 h
(o'-m,;)+<0

+ Resg((t — t71) Hp(2)).

Pour prouver le théoréme, il suffit donc de vérifier que le résidu en zéro de
(t —t 1) HB(2) est nul. On a vu (lem. 2) que

(t —t ™Y Hs(2) = tHc(t,2) —t P Hc(t™ 2).

L’algébre C = (S; ® B)SM2 est de type fini, donc Hc(t,2) est une fraction
rationnelle; elle n’a pas de pole en ¢t = 0 (§ 1.2, exemple 2), et par consé-
quent, t Hc(t, z) ne contribue pas au résidu en 0 de (t—#~') Hp(z). Etudions
maintenant 7! #{c (¢!, z) au voisinage de zéro. Par définition du résidu en
+00,

Reso(t™" Ho(t™",2)) = Res oo (_M)

t2
= —Res 100t He(t, 2))-

Or, si le degré (en t) de t1 Hc(t,2) est < —2, alors +o00 n’est pas un pole
de t7' Hc(t, 2) et Res oo (t™1 Hc(t, 2)) est donc nul.

Montrons que le degré en t de Hc(t,2) est < 1, ce qui terminera la dé-
monstration du théoréme. Désormais on ne considére plus que la graduation
de C par ’ordre des covariants : on oublie la graduation par le degré des co-
variants. Puisque 'algébre B est la sous-algébre des invariants d’une algébre
de polynomes sous SLgi1 [Ful97, chap. IX| § 2, prop. 2], elle est factorielle
(SLg+1 n’a pas de caractéres non triviaux) et Cohen-Macaulay [Bou87]. Pour
les mémes raisons, l'algébre C = (B ® (S'S1))5"2 est factorielle et Cohen-
Macaulay ; elle est donc Gorenstein. Par conséquent, le degré de la série de
Poincaré #{c(t) est égal au degré du module dualisant wc [Bri00, chap. 4,
§ 4]. Le lemme suivant permet de calculer ce degré.
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LeEMME 3. — Soit G un groupe algébrique affine, réductif et connexe;
soit R une algébre graduée de type fini, Cohen-Macaulay et intégralement
close. On suppose R munie d’une coaction de G compatible avec la gradua-
tion. Soient X = Spec(R) et m : X — Y le morphisme quotient. Notons X*
Pouvert des points stables, et X! le plus grand ouvert sur lequel 'action de
G est libre. On suppose les compléments de X* et X! dans X de codimension
> 2. Alors on a I’égalité de Ox-modules gradués

T wy = wx.

L’hypothése Cohen-Macaulay assure ’existence des modules dualisants
[Bou98, chap. X, § 9, n°3, cor. 2 de la prop. 6]. Le Satz 5 de [Kno89],
s’adapte au cas gradué. Par conséquent, les hypothéses sur les codimensions
conduisent & ’égalité (entre Oy-modules gradués cohérents)

(4) (mewx)® = wy.

Sur I'ouvert X! le morphisme 7 est fidélement plat [Mum65, prop. 0.9].
Par conséquent la donnée d’'un Ox;-module cohérent muni d’une G-linéari-
sation est équivalente & celle d’'un Oy:-module cohérent, les identifications
se faisant par les foncteurs F — (m,F)% et 7*.

Comme wx est G-linéarisé, I’égalité (4) prouve que les Ox-modules in-
versibles T*wy et wx coincident sur Pouvert X! NX5. Mais le complément de
cet ouvert est de codimension 2 et le schéma X est normal : wx et 7*wy sont
égaux.

Veérifions les hypotheéses de ce lemme lorsque G = SLy et R =B®(S5'Sy).
Comme B® (S S1) est factorielle, c’est une algébre intégralement close; on a
vu que cette algébre a la propriété de Cohen-Macaulay. Les lieux non stable
et non libre de Spec(B ® (S°S1)) = Spec(B) x S; sont en codimension deux
si et seulement si c’est le cas des lieux analogues sur Sgy_gy1) X S1 puisque
le Wronskien induit un morphisme fini

Spec(B) x S —“ . Sk(d—k+1) X S1..

Composons avec la projection de Sy(g_g41) X S1 sur Sg(g—g+1) ; lorsque k(d —
k+1) > 4, le lieu non stable de Sy(4_j1) est bien en codimension supérieure
a deux (critére de Hilbert) et le lieu non libre aussi (sur le lieu stable, « libre »
signifie « ensemblistement libre » puisque ’action est propre).

Comme 'algébre B @ (S'S;) est engendrée sur B (qui est en degré 0)
par deux éléments de degré 1, wpg(s-s;) est de degré -2; le lemme montre
que c’est aussi le degré de wc. Ainsi le degré en t de Hc(t,2) est < 1, et le
théoréme démontré.
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) 1
(degré 3) TP
, 1— 23+ 25 1+ 2°
gt d) A=) (=)~ (=21 -4 (1= )
, 1+ 2° + 254 27 + 212
(degre ) - 0-2) -2 -~
N(z)
- 122115 (1)
(degré 6) ~
) N(z)
(-2 (1) (1-2)2 (1)

N(z) =1-223 +52% +2° +182% + 1027 + 28 28
+162° + 38210 + 1521 + 38212 + 16213
+282"% +1025 + 18210 4+ 217 4 5218 — 2,19 4 222

N(z) =1 +52* +2° +152% + 2027 + 30 2% + 5027 + 63 21°
+ 72211 + 88212 + 102212 4+ 102215 + 88216 4+ 72217
+6328 45021 +302%0 + 20221 + 1522 + 228 4522 + 28

F1G. 1. — Séries de Poincaré des algébres d’invariants de pinceaur de formes
binaires en degré inférieur a siz

1.4. La formule du théoréme 1 permet de calculer, en s’aidant d’une
machine, les séries de Poincaré des algébres d’invariants des pinceaux de
formes binaires de degré inférieur a six.

Remarque. — Soient e € N, et C, le module gradué des covariants d’ordre
e de l'algébre B. D’apres le lemme 2, la série de Poincaré Hc, (z) est égale
au coefficient de —t~¢~! dans le développement en série de Fourier de t +—
(t —t~ 1) Hr(z). Donc

Hoo () = o /| e )
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Et on dispose d’une formule analogue & celle du théoréme & condition de
démontrer que le résidu en zéro de

te(t —t ) MUp(2) =t He(tz) — ¢ P 1ot L 2).

est nul. Comme dans la démonstration du théoréme, le premier terme du
second membre n’a pas de pole en zéro. Enfin on a, par définition du résidu
en +oo,

Reso(t ' Ho(t™, 2)) = —Res 4 oo(t ¢ He(t, 2)),

et le membre de droite est nul puisque t=*~! Hc(t, z) est de degré < —2
donc n’a pas de pole en +00. On obtient, & I’aide d’une machine, la série de
Poincaré des covariants d’ordre 4 d’un pinceau de quintiques binaires :

24+ 22+ 24+ 25427
(1=2)2(1=22)(1 —2%)(1 —23)2

=2+3224+62%+132%+2425 4+ 4125 + O, oo (27).

2. Structure de l’algébre des invariants

2.1. On aborde ici le probléme de la description par générateurs et re-
lations de 1’algébre BSY? des invariants des pinceaux de formes binaires de
degré < 5. En degré 3 et 4, notre calcul de série génératrice permet de retrou-
ver sans difficulté les descriptions déja connus [Sal90, art. 213 et art. 220].

Ezemples. — 1) Considérons le cas des pinceaux de cubiques (k = 2 et d = 3).
Vu Dexpression obtenue pour la série de Poincaré (fig. 1), 'algébre des inva-
riants est isomorphe a une algébre de polynoémes en deux indéterminées de
degré un et trois. L’identification de générateurs est facile. Le transvectant
T3 est un invariant de degré un. Les invariants g, et g3 du Wronskien w = 71
conduisent & des invariants de degré deux et trois. La série de Poincaré in-
dique que la dimension de ’espace vectoriel B§L2 est un; par conséquent,
go(w) et 73 sont colinéaires. Comme g, et gg engendrent l’algébre des in-
variants d’une quartique, l’annulation de 73 et gs(w) entraine l'instabilité
de w, donc caractérise U'instabilité sur la Grassmannienne Go(S3) (chap. I,
thm. 1). Ces deux invariants forment donc un systéme de parameétres ho-
mogénes. Puisque 1’algébre BS™2 des invariants d’un pinceau de cubiques est
une algebre de polynémes de dimension deux, ils I’engendrent.

2) Le cas des pinceaux de quartiques (kK = 2 et d = 4) est plus intéres-
sant. On commence par construire un systéme de paramétres homogénes;
les notations sont celles du paragraphe 1.5 du chapitre I. Considérons les
invariants g, g9(7), g3(4) du Wronskien, et le discriminant z de p. Supposons
qu’un pinceau de quartiques annule cette famille d’invariants; la relation
P(z) = 0 montre (chap. I, lem. 7) que l'invariant d du Wronskien est nul;
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dans ce cas, le Wronskien est instable (il annule le systéme de paramétres
i2, 82(1),83(?),d), donc le pinceau est instable (chap. I, thm. 1). Ainsi les in-
variants z, ig, go(2) et gs(i) forment un systéme de parameétres homogénes;
ces invariants sont de degré 2,2,4 et 6 respectivement. Notons P la sous-
algebre de BS™2 engendrée par ces paramétres. Comme la série génératrice
de BS2 est (fig. 1)
1+2°
(1-22)2(1—2%)(1—29)’

on voit que B2 est un P-module de rang 2 engendré par 1 et un élément
de degré 9. N'importe quel invariant homogéne de degré 9 convient puisque
les paramétres sont tous de degré pair ; par exemple le déterminant non nul
(chap. I, rem. 1)) det(p,l, m).

A notre connaissance le cas d’un pinceau de quintiques n’a pas encore
été traité; dans la suite de ce texte on calcule la résolution libre de l’algébre
des invariants des pinceaux de quintiques binaires puis nous décrivons des
générateurs de cette algébre.

2.2. Désormais k = 2 et d = 5. On consacre ce numéro 3 l'identification
d’un systéme de paramétres homogénes de BS“2. La dimension de I’algébre
BS2 est six. En effet, le morphisme quotient Spec(B) — Spec(B52) est
dominant, Spec(B) est de dimension 9, et le maximum des dimensions des
fibres est trois (Spec(B) est fini sur Sg qui contient des orbites stables de
dimension 3)!. Une famille de six invariants homogénes forme un systéme
de paramétres si elle définit ensemblistement le fermé des points instables,
c’est-a-dire la réunion des orbites annulant tous les invariants non constants.
Dans un premier temps, on décrit les orbites qui annulent les invariants de
degré inférieur a quatre (prop. 1) ; c’est possible grace a une étude minutieuse
du module des covariants d’ordre 4 et de degré 2.

Conservons les notations du chapitre I : w, p et j; désignent les pro-
jections SLo-équivariantes de By = /\2 S5 sur Sg, S4 et Sy définies par les
transvectants 71, 73 et 75; g désigne le covariant « quadrisécante ».

LEMME 4. — L’espace vectoriel (S4® B2)5"2 des covariants d’ordre 4 et
de degré 2 est de dimension 3, engendré par jip, le Hessien h, de p, et q le
covariant « quadrisécante ».

Les trois covariants jip, h, et g sont bien d’ordre 4 et de degré 2. Mon-
trons qu’ils sont indépendants. Soient a, b, c € C tels que

(5) ajip+bhy,+cqg=0.

'La dimension de Krull est aussi donnée par 'ordre du pole en 1 de la série de Poincaré.
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Considérons le pinceau représenté par le bivecteur (z° + ¢°) A (22y3 + zy?).
On a par le calcul p = z* + 423y, donc hp est un multiple non nul de zt.
Visiblement j; = 0. Par ailleurs,

2,,2 3 4

yt -zt 2%y -2y g
1 0 0 0 0
g=det| 0 0 0 0 1| = -z
0 0 0 1 1
0 0 1 1 0

Comme z* et zy® ne sont pas colinéaires, les complexes b et ¢ sont nuls. La
relation (5) équivaut donc a a j; = 0; il en résulte que a est nul, et, par suite,
Jip, hp et g sont indépendants.

Vérifions que la dimension de (S4 ® B2)5™2 est 3 par un calcul de plé-
thysme. Soient A I’anneau des fonctions symétriques en une famille dénom-
brable d’indéterminées, et R le groupe libre engendré par les caractéres irré-
ductibles de SLy (un tore maximal est fixé) ; R est naturellement muni d’une
structure d’anneau qui en fait un quotient de A. Dans la suite, h,, désigne
la fonction symétrique compléte de degré n ou son image dans R, et fog
désigne le pléthysme de f,g € A. Comme By = S(2) (Sg), on doit calcu-
ler le coefficient de hy dans le pléthysme s(99) o hs. D’apres la formule de
Jacobi-Trudi,

hy  hs

8(2,2) = det (h1 h2> = hy® — hyhs.

Puisque A > A: f— fog, g €A, est un homomorphisme d’anneaux,
8(2,2) © hs = (ho 0 hs)? — (1 0 hs)(hs o hs).
Dans R, comme hy o hs = hig + hg + hy (formule de Clebsch-Gordan),
(ho o hs)? = h1g® + he? + ho® + 2 hghig + 2 hahig + 2 hohs,

et le coefficient de hy dans (hoohs)? est 7. Exprimons hg o hs dans la base de
A formée des fonctions de Schur; pour n € N et A une partition du nombre
trois, on dispose d’une formule pour décomposer le pléthysme sy o0h,, [Mac95,
chap. I, § 8, exemple 9]. Avec cette formule, on obtient dans R :

hz o hs = hg + hs + h7 + hg + hy1-

Ensuite, comme hj o hs = hs, le coefficient de hs dans (h1 o hs)(hs o hs) est
égal au coefficient de hy dans hs(hg + hs + h7 + hg + h11) ; Clebsch-Gordan
indique que c’est 4. Le coefficient de hy dans s(3 ) o hs est donc 7-4=3.

Remarque. — Le calcul de la série de Poincaré du module des covariants
d’ordre 4 (cf. 1.4, rem.) montre aussi que la dimension de ’espace vectoriel
des covariants d’ordre 4 et degré 2 est égale & 3.
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PROPOSITION 1. — Soit O une orbite de Go(Ss) qui annule les inva-
riants homogénes non constants de degré inférieur a quatre. Alors, soit O est
instable, soit O est l'orbite du pinceau des dérivées du premier ordre de la
sextique x° + 6 /5.

Notons Cy 2 le sous-espace vectoriel de S; engendré par les covariants
d’ordre 4 et de degré 2 évalués sur O. Les invariants gy (p) € B et g5(p) € Bs
sont nuls, donc le covariant p est instable. Par suite, i) p est nul, ou ii) p
est une puissance quatriéme, ou iii) p a une racine de multiplicité trois.
Commencons par traiter le cas 1).

i) Le lieu d’annulation de p est connu (chap. II, § 2, prop. 2); il s’agit de
I’adhérence de l'orbite du pinceau des dérivées premiéres de la sextique octa-
édrique. Sur cette orbite, 'invariant j; n’est pas nul. De plus, 'adhérence de
cette orbite rencontre la section hyperplane {j; = 0} selon la développable
de la courbe rationnelle normale de degré huit de P(Sg) ; or, les octiques qui
forment la développable sont instables puisqu’elles ont une racine de multi-
plicité > 4 (critére de Hilbert). Donc une orbite annulant p et les invariants
non constants de degré inférieur a quatre est nécessairement instable.

Pour ii) et iii), on décrit une base de l'espace vectoriel Cy 3 ; les expres-
sions de 74(w, p) et 7¢(w,w) dans cette base conduisent a des relations entre
coefficients de w ; ces relations permettent de commencer 1’analyse de I’in-
stabilité de w, équivalente a l'instabilité de O (chap. I, thm. 1). Lorsque S;
est muni d'une base (z,y), on introduit wy, ..., ws de sorte que

w =iz (7) wia® iy

ii) Comme p = z* (dans une base convenable de S1), hy, et j1p sont nuls.
Le sous-espace C42 de Sy est donc de dimension au plus un (lem. 4). 11 est
isotrope et conjugué a z* (pour la forme quadratique g,) ; quitte a changer le
second vecteur de base, C4 2 est donc engendré par une combinaison linéaire
des formes z*, zy3 ou z*, z3y. Dans les deux cas, w (donc O) est instable
(lem. 5 et lem. 6).

LEMME 5. — Supposons p = z* et I'espace vectoriel Ca,2 engendré par
une combinaison linéaire de z* et zy3. Alors O est instable.

Comme 74(w,p) et wy z* + 4ws 23y + 6 we 22y? + 4wy zy® + wg y* sont
proportionnels, et 74(w,p) € Cyo, les coeflicients ws, we et wg sont nuls.
Notons que w7 = 0 implique w4 = 0 puisque 7g(w, w) = 64w w7 —70%w? = 0
est nul; par conséquent, si w7 = 0, le Wronskien est instable. Poursuivons
en supposant wy # 0, et, par conséquent, C4o # 0. La quartique wy z* +
4wz zy® # 0 engendre Cy 2. On calcule 76(w,w) :

(6) (30wows — 20w3) z* + (4wowr — 20 wswy) 23y

— (50w? 4+ 4dwywy) 22 y? — 20 wowy 2y — 12 wawy yt.
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Comme c’est un multiple de wgz* + 4wy zy>, les coefficients ws, wo, et le
déterminant (30 wowy)4wr + (20 wowr)wy sont nuls; par conséquent, ws, wy
et wow, sont nuls.

Supposons wy nul, donc Cyo engendré par zy®. Soient U € O, et U° le
conjugué de U C S5. Si le systéme linéaire U° a un point base, on place ce
point & l'infini : on aura encore p = z*. Introduisons (n1, n2,n3,n4) la suite
croissante des nombres de lacunes de U° au point & U'infini (chap. I, § 1); on
a alors

4
ordo (w(U®)) = an — 1.
i=1

Le point a l'infini est un point base de U° si et seulement si n; > 1; dans
ce cas, orde(w(U®)) > 4, et w est instable. Si U°® est sans point de base,
considérons la quintique rationnelle C C P3 image du morphisme P; — Pjy
défini par le systéme linéaire U°. Comme h, = 0, j; = 0 et Cyo # 0, le
covariant « quadrisécante » ¢ n’est pas nul et engendre Cyo (lem. 4); par
conséquent, g € C4 2 est proportionnel a a:y3, et la courbe C a une tangente
d’inflexion au point & linfini. Par conséquent, ny > 3 et ordy (w(U°)) >
0+ 141+ 1. Autrement dit, (1 : 0) est une racine homogene de w, et sa
multiplicité est au moins 3; par conséquent, wg, w; et wg sont nuls. C’est
impossible puisque w7 # 0.

Lorsque ws est nul, 7¢(w,w) ne peut étre que zéro fois wy zt + 4wy :By3.
Il en résulte que 50w} + 4wywy est nul. Mais alors I'annulation du carré
scalaire du Wronskien conduit & 1’équation 64 wwy; — 7021112 = 0. Ainsi wy
et wy sont nuls. Le Wronskien w est instable, ce qui prouve le lemme.

LEMME 6. — Supposons p = z* et Iespace vectoriel C4 engendré par
une combinaison linéaire de z* et z3y. Alors O est instable.

L’appartenance de 74(w, p) & C4,2 montre que ws, wy et wg sont nuls. Ici
encore on calcule 7¢(w, w) :

(—12wiws + 30 wows — 20 w%) z* + (36 wows — 20 waws) 3y

— (68 wws — 50w?) 22y% — 20 waws zy® — 20w2 y* ;

on en déduit que w4 et ws sont nuls. Donc w est instable; ce qui démontre
le lemme.

iii) Si p = 2%y (& nouveau aprés un choix de base), son Hessien hy, est
proportionnel & z*. Soient & un covariant d’ordre 4 et de degré 2, et a, b et
¢ trois indéterminées sur le corps des nombres complexes; les coefficients du
polynéme go(ap + bhy + ck) sont invariants de degré inférieur a quatre, et
sont donc nuls. Comme g, définit une quadrique non singuliére de P(Sy),
les quartiques p, hy et k sont liées. Par suite, C42 est de dimension deux,
engendré par z* et z3y.
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LEMME 7. — Si O n’est pas instable et p = x3y, alors O est I'orbite du
pinceau des dérivées du premier ordre de la sextique 2% 4 6 zy5.

Observons d’abord que 74(w, p) est 'opposé de
w3zt + 4wy 23y + 6 ws 2°y? + 4w zy® + wryt.

Comme C,42 est engendré par z* et x3y, les coefficients ws, wg et wy sont
nuls. Ensuite 7¢(w, w) est égal a

(7) (30 waws — 20w3) 2* — 20 wawy 3y + (2wows — 50w3) x2y?

+ dwiwg Ty° + 2wows y'.

L’annulation de wg implique celle de wy4 puis l'instabilité de w. Faisons donc
I'hypothése wg # 0; il en résulte w; = 0 et wy = 0. Enfin 'annulation
du carré scalaire de w conduit & I'équation 2wywg + 70w? = 0 puis, vu le
coefficient de z2y? dans (7), & wo = 0 et wy = 0.

C’est donc que O est l'orbite d’'un pinceau représenté par

w:56w3x5y3+w8y8,p=w3y et j1 =0;

il reste & montrer qu’il est du type annoncé. Explicitons en coordonnées de
Pliicker, lisomorphisme w +p + 51 : A*Ss = Sg @ S4® Sp :
w=po,1 2% +4pog 7y + 2 (3pos + 5p12) 2%y% + 4 (poa + 5p13) 20>
+ (po5 + 15p1,4 +20p13) z*y* + 4 (15 + 5poa) 2°y°
+2 (3p2s + 5p3.4) £°Y° + 4p3sxy” + pasy®,

p= (po3—3p1,2) 7* + 2 (o4 — 2p1,3) 2%y + (o5 + P14 — 8pa3) T%y?

+2(p1s — 2p24) 7y + (P25 — 3p3,4) Y4,
J1=po5 — 5p1ra+ 10pa 3.
Observons que cet isomorphisme applique les bivecteurs
Do,4 z° Ayt + D1,3 'ty AT’y + P45 zy* Ay

sur le sous-espace engendré par z°y3, y®, z3y. Ces bivecteurs sont décompo-
sables si et seulement si

poap13=0et pr3gpss =0

(relations de Pliicker). Considérons la seconde équation. Sips s = 0, le Wrons-
kien est instable puisque dans ce cas c’est un multiple de z3y2. Sinon p13=0;
or, zy* A (p4,5y5 — p0,4a;5) est dans ’orbite du pinceau des dérivées du premier
ordre de z® + 6 zy°. En définitive, il n’existe qu’une seule orbite semi-stable
annulant les invariants homogénes non constants dont le degré est inférieur
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& quatre et sur laquelle p a une racine de multiplicité trois. Cela termine la
démonstration du lemme et achéve I’étude du cas iii).

Introduisons quelques notations pour des éléments de BS™? de bas degré
(I'indice indique le degré) :

j2 = g2(p)a j3 = g3(p)a ]é = 7-8(p27w)7
J4 = 78(phpaw)7 J5 = 78(h12),w)'

En y ajoutant l'invariant linéaire ji, ce sont les six premiers invariants in-
troduits par T. Moore [Mo028].

PROPOSITION 2. — Les invariants ji, j2, j3, jh, ja et js forment un sys-
téme de paramétres homogénes de ’algébre BS"2,

On a vu que la dimension de B5"2 est 6. D’aprés la caractérisation ha-
bituelle des systémes de paramétres homogénes des algébres graduées d’in-
variants, les six invariants ji, j2, j3, j3, ja €t j5 forment un systéme de pa-
ramétres homogénes de B2 si et seulement si les seules orbites annulant
g1, J2. J3, J5, ja €t js sont les orbites instables. Il résulte de la proposition 1
que c’est équivalent a i) ji, j2, j3, j5 et ja engendrent ’algébre BSL2 en de-
grés inférieurs a quatre, et ii) 'invariant j5 ne s’annule pas sur Iorbite stable
du pinceau des dérivées du premier ordre de la sextique 2% + 6 zy°.

Commencons par démontrer i). Les dimensions des espaces vectoriels
B?Lz, Bng, B§L2 et BELZ sont respectivement 1, 2, 4 et 6. Ainsi les invariants
J1, J2, 3, j5 et ja engendrent lalgebre BSL2 en degrés inférieurs a quatre si,
et seulement si, les mondmes de degré inférieur a quatre en ji, jo, j3, j5 €t ja
sont linéairement indépendants. Traitons le cas de chaque degré séparément.

(DEGRE 2) Rappelons que, pour le pinceau des dérivées du premier ordre
de la sextique octaédrique, j1 # 0 et p = 0 (chap. II, § 2); en particulier, jo
est nul. Cela montre que 57 et jo sont linéairement indépendants.

(DEGRE 3) Les monomes de degré trois sont 53, 7172, j3 et j5. Considérons
une relation linéaire

aj?+bjijo+cjzs=0 (a,bceC)

entre les trois premiers monomes. Le coefficient a est nul puisque j; # 0,
jo = 0 et j3 = 0 sur le pinceau des dérivées du premier ordre de la sextique
octaédrique. Ensuite, on calcule le covariant p du pinceau représenté par le
bivecteur (z° + 10z3y?) A (10X z%y® + ¢°), XA € C; il est proportionnel &

ot + (1 =8\ 2%y + Ayt

pour de bons choix de A, cette quartique annule g, ou g3, donc b et ¢ sont
nuls. Par conséquent, j3, jijo et j3 sont indépendants. Pour finir, prouvons
que j4 est indépendant des trois autres monomes. Pour cela considérons le
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pinceau représenté par le bivecteur (25 +1°) A (z%y> +zy*). Le calcul conduit
aux expressions suivantes (a des facteurs numeériques pres) :

w = 3282 + 4253 — 2297 — 48,
p =zt + 423y,
J1=0.

Comme la quartique p a une racine triple, jo et j3 sont nuls. Mais

g3 = Ts(p
_ 8 7 6 2
= 7'8(1' 7w) +4T8("E yaw)+78($ Yy ’w)
= 1.

D’ou l'indépendance des monoémes de degré 3.
(DEGRE 4) Dans ce cas, les monoémes sont

Jis 312> Jrdss jids, J5 €t ja.
L’indépendance linéaire des quatre multiples de j; résulte de ’étude des
monomes de degré 3. Avant d’étudier 'indépendance des cinq premiers mo-
némes, identifions un supplémentaire du sous-espace leng de BELQ. Rap-

pelons que A désigne I’algébre S’ (Sg), et introduisons 4y, 43 et 44 dans ASV2
tels que [Shi67] vect(iz) = A5, vect(iz) = AS™ et vect(i3,44) = A;"2.

LEMME 8. — On a By = jiB3"? @ AJ™.

L’espace vectoriel B§L2 (resp. B;™2) est de dimension dimension 4 (resp.
6). Comme A2L2 est de dimension 2, il suffit de vérifier que A§L2 N j1B§L2 =0.
Soit donc a4 € AELZ N legL2 que I'on suppose non nul. Alors, Ng/a (j1) €
Aﬂ” divise aj* puisque B est un A-module libre de rang 14 (chap. I, lem. 4).
De plus, comme j; est irréductible, Ng/a (j1) engendre une puissance p®
d’un idéal premier de A. L’idéal p contient I'idéal a4A. Or, les facteurs de
a4 sont de degré 2 ou 4 puisque A1 = 0. Le degré 4 est exclu puisque p® est
engendré en degré 14; par conséquent, p = i2A. Donc Ng/a (1) et i5 sont
proportionnels et 7; divise i5. Puisque j; est le seul invariant de degré un, on
voit que, sous I’hypothése a4 # 0, j% et 19 sont proportionnels. Comme j% et
19 sont linéairement indépendants, a4 est nul. Cela démontre notre assertion
et achéve la preuve du lemme.

Revenons 4 l'indépendance linéaire de ji, 5252, j1j3, j174 et j2. Les sous-
algébres de BS“2 engendrées par ji, 49, 43, j3 d’une part, et ji, j2, j3. 7%
d’autre part, coincident en degré inférieur & trois. D’aprés le lemme 8, elles
coincident aussi en degré quatre. Donc la famille { jf, jf J25 G173+ J175s ]%} est
libre.

Pour finir, construisons un pinceau qui annule les invariants de degré
inférieur & trois sans annuler j4. Pour faciliter le calcul des invariants définis
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a l'aide de p, on impose p = x3y. Dans ce cas, les invariants Jb et ja sont
proportionnels aux coefficients de z?y® et xy” du Wronskien ; d’autre part,
comme p est une quartique instable, les invariants js et j3 sont nuls. Prenons
des générateurs du pinceau U) cherché sous la forme suivante :

u=upz’ +5u zly + 10u3 2%y + 5uq zy*
v=vz° + 50 :v4y+10 v 2372 +vs 5.
On obtient

p = (—ugvg — 3u1vs) z* + (dugvy — 2usvg) 3y
+ (—ugqv1 + 8uzvy + ugus) z2y? + (dugve + 2uyvs)Ty?,
71 = dugvy — 10uzve + ugvs.

Pour us = 1, v5 = 1 et vg = 1, p est proportionnel & z3y si et seulement si

Uy = —2'0%, U3 = U1V = 6'1)%,
Uy = U4V — 8’(1,31)2 = V1 — 48'02.

Choisissons v; = 18v,3 et ug = —30v2> et notons A pour vy. On a

p = (432)° — 2) 23y,
G1="5-18X3 —10-6A3 — 30\3 = 0.

Le calcul montre que le Wronskien est égal &

(8) (—540X% 4+ 2X) z® — 1200* 27y — 56)2 592 + (—2160)° — 4) 2°¢°
— 42003 2yt — 28X 2395 + 2402 2y" + /8.

Le coefficient de 2235 (resp. zy”) est nul (resp. non nul), et le pinceau Uy
est bien du type voulu. Cela prouve I'indépendance des mondémes de degré
4, et termine la démonstration de i).

Il reste & justifier ii). Considérons le pinceau des dérivées du premier
ordre de la sextique z% + 62y°. Le covariant p de ce pinceau est égal a
z3y. Par conséquent, l'invariant js est proportionnel au coefficient de 8 du
Wronskien ; or, celui-ci n’est pas nul : w = 120 z5y% — 251%.

2.3. Maintenant qu’un systéme de paramétres homogeénes de BS'2 est
connu, nous pouvons préciser la structure de cette algébre.

THEOREME 2. — Soient B I’algébre du cone de la Grassmannienne des
pinceaux de quintiques, et R ’algébre de polynémes

! !
C[IEl, Z2,T3,T3,L4,T5,Ty,L6, ‘T7]
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(le degré d’une indéterminée est donné par son indice). L’algébre graduée
des invariants de B sous SLgy est isomorphe au quotient de R par l’idéal
des Pfaffiens d’ordre quatre d’une matrice M = (mi,j)ogi,j<4 alternée 5 X 5
(m;,; € Rotitj). La résolution minimale du R-module BSL2 est

0+— R +— @ R(—d) <= @22 sR(—d) +— R(—30) «— 0.

Démontrons que 1’algébre BS'2 est un quotient de codimension 3 de R.
D’apres la proposition 2, 'expression (fig. 1)
1+2° 425427 +2"
(1—2)(1—22)(1—-2%)2(1—2%)(1— 2%

(9) HpBsL2 (Z) =

de la série de Poincaré de BSM2 provient d’un systéme de paramétres homo-
génes. Par conséquent, BS'2 est un module gradué libre de rang cinq sur
le sous-anneau P engendré par les paramétres; de plus, le P-module gradué
BSL2 est engendré en degrés 0, 5, 6, 7 et 12. Fixons des générateurs ho-
mogénes 1, bs, bg, by et biy de BSY2 sur P (les indices donnent les degrés).
L’algébre BS“2 /P, BS"2 est une algébre graduée de Gorenstein de dimension
0 [Bou98, chap. X, § 3, n°7, exemp. 3]. Comme la classe de b1y appartient
au socle, 'algébre B2 /P, BS!2 est engendrée par les classes de bs, bg, by ;
pour des raisons de degré, cette famille de générateurs est minimale. I.’al-
gébre graduée BS2 est engendrée par les paramétres ji, j2, j3, j4, ja, j5 et
bs, bg et by. C’est bien un quotient de R par un idéal de hauteur 3. D’aprés
la formule de Auslander-Buchsbaum, BSY? est de dimension projective 3.
Par conséquent, toute résolution libre minimale du R-module B5"2 est de la
forme

0+— R+ @Z‘R(—dl,i) — @iR(—dg,i) — R(—d3,1) +— 0.
Compte tenu de la définition de R, on a immédiatement

1->. 2L > 2, _ ,d3
(1—2)1—22)(1—23)2(1 —24)(1 —2°)2(1 — 25)(1 — 27)°

HBSLz (Z) =
Identifions avec (9); on obtient d; ;, d2; et d :

1- 2+ 22 628 — 2%
(1—2)(1 —2)(1 - 2)2(1 — 2)(1 — P)2(1 — 2)(1 — 27)

Hpsr, (z) =

Cette identification est possible car Iidéal I de R tel que BS2 = R/I est
engendré par au plus cinq éléments traduisant que bg, bsbg, bgbr, b?, et une
combinaison de bg et bsb; appartiennent a P, BS2.

Enfin la description de BS"2 comme quotient de R par l'idéal des Pfaf-
fiens d’une matrice alternée est conséquence du théoréme de structure de
D. Buchsbaum et D. Eisenbud [BET77, thm. 2.1].
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Remarque. — Soit P’ la sous-algébre de BSM2 engendrée par un systéme de
parameétres homogénes de degrés di, ..., dg. Le degré de I'extension

Frac(B52) : Frac(P')

est au moins 5, le degré correspondant & une famille minimale de générateurs.
D’apres le lemme 1 de l'article de T. Shioda [Shi67], le degré de l’extension
Frac(BSY2) : Frac(P’) est égal a

di ...dg [Hpsi, (2) (1 = 2)%]=1,

soit dy ... dg ﬁ Supposons ce degré égal & 5. La suite (dy,...,ds) est
une des suites

(1,2,2,3,3,10), (1,2,2,3,5,6) (1,2,3,3,4,5),
(]" 2, 2’ 2, 3’ 15)’ (]‘, 2’ 2, 2’ 5, 9),
(2,2,2,3,3,5).

Comme dim(B52) = 2, on a (di,...,d5) = (1,2,3,3,4,5). Dans ce cas,
les sous-algébres P et P’ sont égales. Donc si P’ est une sous-algébre de
polynomes de BS™? telle que I’extension Frac(BS"2) : Frac(P’) soit degré 5
alors P/ = P.

2.4. Introduisons trois invariants supplémentaires (les indices donnent
les degrés) :

Jé = 7'12(1737 hw)a Je = 712(p2hp>hw) et jr = 7'12(ph12)a hw)-

THEOREME 3. — Soit B l'algébre du céne de la Grassmannienne des
pinceaux de quintiques binaires. Les invariants ji, j2, j3, jh, Ja, 35, 5, J6
et j; forment une famille minimale de générateurs de l’algébre BS'2 des
invariants des pinceaux de quintiques binaires.

Soit P la sous-algébre de BSM2 engendrée par le systéme de paramétres
91, G2, J3s 755 ja, g5 (prop. 2). On a vu que I'algébre BS"2 /P BSL2 est engen-
drée par les classes de trois invariants homogenes de degrés 5, 6 et 7 (dem.
du thm. 2). Comme jf, jg et j7 sont des bons degrés, leurs classes engendrent
BSL2 /P, BSL2 3 moins qu'une de ces classes ne soit nulle. Cela revient & dire
que i) j5 et ji ne sont pas proportionnels, et ii) il est possible d’annuler les
invariants de degré inférieur a 3 sans annuler ji, jg et j7.

Vérifions i) et ii). Considérons la famille de pinceaux (Uy)rec introduite
dans la preuve de la proposition 2. En Uy, les invariants de degré inférieur &
3 sont nuls. Pour X général, p est proportionnel & z3y ; ainsi, le Hessien de p
est proportionnel & z*. Par conséquent, j5 est proportionnel au coefficient de
y® de w, et les invariants Jt, je et jr sont respectivement proportionnels aux

coefficients de z3y?, z2y'° et zy'! de h,. Remarquons que js est constant
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égal a un. Il reste, pour identifier ji, jg et j7, & calculer hy,. Pour cela on
dispose de ’expression (8) de w; on obtient (& des coefficient numeériques
prés)

gt = 23400)° + 20, jg = A% et jr = A

On a bien i) et ii), ce qui termine la démonstration du théoréme.






Note sur 'application Wronskien

1. Fixons un entier d > 2. On considére la SLo-algébre B du cone de la
Grassmannienne des pinceaux de formes binaires de degré d. Cette algébre
est graduée de type N, et

B, = S™™ (Sy).

Soit A 'algebre de polynomes S’ (Soq—2). Le Wronskien munit B d’une struc-
ture de A-module libre de type fini compatible avec les opérations de SLs.
Dans cette note on identifie la structure du SLy-module B/A B, & savoir :

d—2
(10) B/AB=EDS™™ (Sq1 ).
n=0

En conséquence on obtient (chap. I, § 1.4) la « loi de réciprocité »

S(n,n) ( ) — S(defn,defn) (S

Sd—n—l n—|—1)-

2. Soit g une indéterminée. Dans la suite on note [;ﬂq le polynéme de

Gauss
[n] _(1-g"(@=¢"h...A=g"™)
m|, (1-gm)(1—gmt)...(1-¢q)

ol =)

R SN IE

On a immeédiatement

m+1| — |m| 1—qgmtl’
q q
Soient z1,...,z, une famille finie d’indéterminées. Si u est une suite finie
d’entiers qui est de longueur inférieure & n alors ay,(z1,...,z,) désigne le

polynéme obtenu en « antisymétrisant » le monome z# = zi* ... zh" :

onoreesm) = Y elo)a
066n+1
ou €(o) désigne la signature de la permutation o. Par exemple, pour § =
(n—1,n—-2,...,0), as(z1,-..,zn) est égal au déterminant de Vandermonde
det(z] )igijcn = [Tici<j<n(®i — 7). Avec ces notations le polynome de
Schur s,(z1,...,z,) est le quotient

ay6(T1,...,Tp)
as(T1,...,%n)

su(z1,...,zp) =

39
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3. Dans cette note, les caractéres des SLo-modules sont identifiés a des
polyndmes symétriques en g et ¢~*. Puisque B = A ®c (B/A, B), on a I'éga-
lit¢ des caractéres formels (chap. II1, § 1.2) : Hg(2) = Ha(z) HB/a,B(2) ;
par conséquent, si C désigne le SLy-module gradué €p,, Smn) (S, 1 ), la
formule (10) est équivalente &

(12) Ha(z) = Ha(z) Ho(2)-
LEMME 9. — Soit A une suite finie de longueur d + 1 et a valeurs dans
N. On a

(1 — g2Xi=Xi—i+d))

d d-2 —dy _ —(m,\)
(13) sx(g®q" %, ...,a7 ) = ¢ 11 {1 = g2

0<i<j<d

otl n désigne la forme linéaire, sur les suites finies de longueur d + 1, définie
par la matrice ligne (d d —2 ... —d). En particulier, quelque soit I’entier n,
on a

_ _ g ld+n
S(TL)(qd’qd 27"'aq d) =q dn|: d :| 2a
q

_ —otd—1yn 1—¢* [d+n d—14+n
Sty (@, %, g7 = g2 1)7[ ]2[ ]2-
q

1—¢?nt2| d d—1

Démontrons (13); avec cette formule, les deux cas particuliers ne pré-
sentent pas de difficulté. On a

a“(qd’ T ’qid) = det (q(d*QZ)M>O<”<d

= q—dlul det (q2(d—i)uj ) reis<d

— q*dlul H (q2m _ q2uj)

0<i<j<d
d(d+1 .
— (— ¥q*d|ﬂ|+220<]’gd]ﬂj H (]__q2(lli*lij))
0<i<j<d
— () S g | T (1 — g2y

0<i<j<d
Reste a simplifier le quotient az_;s pour obtenir (13).

On calcule a ’aide des formules du lemme les caractéres formels Ha(z),
HB(z) et Hc(z). Ceci permet de traduire la relation (12) en une identité
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entre g-séries hypergéométriques. Puisque A =S (Sgq_2), on a

= Z ch(A,) 2"
_ZS g2 gpdt L g2y
_ Z q—2(d—1)n |:2d -2+ n:| o
2d — 2 2
n q
Par ailleurs, B = @, S(™™ (S,) entraine
H(z) = 3 eh(B,) 2"
= Z S(n,n) (qda qd_27 s 7q_d)
-y L faed] [de]
q2n+2 d 4 d—1 2
Ensuite C = @Z;% S(m) (Sy_ 1) et

He(z) = Z Sty (@41 T L )
_Zq—2(d2n)n 1_q d—-1 d—2 n
—¢t2ld—1—-n 2ld—2-n]:

_Zq—Q(d2n)n 1_q d—1 d—2 s
q2n+2 n q2 n q2

Dans le dernier membre, le produit 1_(1% [d;I] 2 est égal a ﬁ [nil] 2
(cf. (11)). Finalement

_ 1—612 —2(d—2—n)n d d—2 n
"HC(Z)—?qzdnq ”+1q2 n qzz.

Aprés simplification des facteurs 1 — ¢2, (12) s’écrit donc
Zq_Q(dl ].—q d-l—’rL d—l-l-n Zn
q2n—|—2 d 2 d—1 2
=[S g 2avn 2d—24n|  ,
2d — 2 2
n q

d d—2
—2(d—2—n)n n
(sl L)
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1—g%¢ [d—1+n

. . Y
Dans le premier membre, le produit = 375 1—g [d 1+"] 2

d—1 ]qz egale —pamr [,

—g2d - .
J [d+" ; en utilisant encore une fois (11), on

. 1
et, d’aprés (11), c’est i n+1]q2

obtient
1-¢* [d+n] [d—14+n] [d—1+n] [d+n
1—g?+2] d || d=1 |o [ d=1 [p|n+1]e

[d—1+n] [d+n]
d—1 J,ld=1 qz'

Par conséquent (12) équivaut a la relation

otd-im|d—14+n] [d+n
2(d—1)n n _
z,;q [ d-1 L2[d—1Lzz
—o(d—1)n |2d =2+ n
2(d—1)n n
(Zq [ 2d — 2 ]z)
n q
d d—2
—2(d—2—n)n n
(zee L)

Finalement, en identifiant les coefficients de ces séries, on obtient que la
décomposition (10) est équivalente aux relations (n € N)

[d—1+n] [d-l—n]
d—]. q2 d—]. q2
o<i<n 2d — 2 q? 7+ 1 a2 ] q?

Or on reconnait dans cette identité un cas particulier du g-analogue de la
formule de Saalschiitz [And76, chap. III, thm. 3.4] :

a—l—b b _Z (B*'I‘)(A*'rfa) A—a B+CI, a+b+r
Aqu_ e r J,le+r],l A+B q'

T

11 suffit en effet de choisir A=B=d—-1,a=1,b=d—-14+n,r=d—-2—1,
et de substituer ¢% a q.
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Résumé

On s’intéresse aux invariants pour l'action naturelle du groupe SLg sur
I’algébre B des coordonnées homogénes de la Grassmannienne des pinceaux
de formes quintiques binaires. La variété quotient Proj(BS"?) est un candidat
naturel pour la variété de modules des quintiques gauches rationnelles.

Un procédé connu établit une correspondance birationnelle et équivarian-
te entre la Grassmannienne des pinceaux de formes binaires de degré d et
I’espace projectif des formes binaires de degré 2d — 2. Lorsque le degré d est
5, cela suggére de comparer I’algébre B2 et I’algébre des invariants d’une
forme octique binaire. Cette algébre a été décrite en détail par T. SHIODA
en 1967.

Nous établissons pour BS2 un résultat analogue & celui de T. SHIODA :
I'algébre BS™2 est le quotient de 1’algébre de polynomes & neuf indéterminées
R = C[z1, z2, z3, 2%, T4, T5, 5, Te, 7] (les indices donnent les degrés des in-
déterminées) par l'idéal des 4-Pfaffiens d’une matrice alternée 5 X 5; on
identifie (numériquement) la résolution libre minimale du R-module BS"2;
enfin, on obtient une famille génératrice minimale de 1’algébre BS2.

Pour y parvenir on commence par étendre la formule de T. SPRINGER
(donnant la série de Poincaré de ’algébre des invariants d’une forme binaire)
a ’algébre des coordonnées homogénes d'une Grassmannienne.

Le point clé suivant consiste en l'identification d’un systéme de para-
meétres homogenes. C’est possible grice & une caractérisation, au moyen du
morphisme Wronskien, de la stabilité sur la Grassmannienne. Il faut ensuite
étudier les covariants d’ordre 4 et degré 2, ce qui donne lieu & quelques
énoncés de nature géométrique.

Ces techniques permettent également de décrire les algébres d’invariants
des pinceaux de cubiques et quartiques. Par ailleurs I’étude du Wronskien
conduit & de nouvelles formules de pléthysme.



