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Ï✔✵ ❧ → ♠ ➍✭➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠ ➤●➙❞➍❣➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍✭➋✫➬ ➟ ➦✔➍ ♠➥➟ ➦✔➍✭➋ ♠ ➢ ❧ ➋ ➟ ➊☞➋ ♠ ➢❭➙❞➍ ➟ ➍❣➌ ♠✍❧ ➜ ❧ →➣➐ ➺❩➍➏➌✒➔☛➍❣➌✍→➒➍✭➎❞➢

☎❤➌➥➊↕➋❞➢➑➐➣➍✭➢ ♠ ➍➏➡ ➍ ♠➥➟ →➣➍ ♠➷❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍✭➋ ♠ ➢☛→➣➡ ❦ ➐➣→ ➟ →➼➌✍➤☞➺❸➐➣➍✭➋ ♠➑➟ ➊ ♠ ➙❞→ ❧ ➐➣→➼➌✍➤➅➍ ➌➅➐➒➍✭➋ ♠➷❦✒❧ ➢☛➢➥→➣➊☞➎
➟ ➊☞➡ ➡➅➋✔➎❞→ ➟✭❧ ➌✍→➼➜↕➍☞➩



� ✁✄✂✆☎✝✂✞✁✠✟☛✡☞✂✆☎✝✂✍✌✄✎✑✏

Ï☞➍➅➢☛➋❞→➣➢✿➐ ✵✸➊ ☞ ➐➣→✟✂☞➤➑➙❞➍ ➴ ♠ ➋❞➎❞➊◗❇✏✾❣❁✔❋■▼✂❫✿❢✳❡❣❁❱➺ ✝♦➋❞→ ❧ ➌➥➊↕➋✡➔☛➊↕➋ ♠ ➢❉➢☛➋➫➡❤✵✸➤ ❦✒❧ ➋❞➐➒➍ ♠➙ ❧ ➎✔➢✻➡➨➊↕➎◗→➣➎✔→➒➌✍→ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❧ ➋✳➡➨➊↕➎❞➙✔➍✿➙❞➍P➐ ❧➅♠ ➍ ➟ ➦❞➍ ♠☛➟ ➦❞➍➻➡ ❧ ➌➥➦❞➤✭➡ ❧ ➌✍→✠✝♦➋❞➍☞➩❋✏✵ ➍✭➢☛➌ ☎➛◆ ☞ ➍ ♠✓✒ ➊↕➐ ✁ ❧✘➟ ➦➇➺ ➟ ➍❉➡➨➍ ♠ ➜↕➍✭→➒➐➣➐➒➍✭➋❂➬➛➌➥➍✭➡ ❦ ➐➣➍✻➙❞➤➏➙❞→➣➤ ❧ ➋❂➬ ➡ ❧ ➌✍➦❞➤➏➡ ❧ ➌➥→✟✝♦➋❞➍➏➢✭➺
✝♦➋❞➍❙➔➏✵ ❧ → ➟ ➊☞➡ ❦❞♠ →➣➢❘➌✍➊☞➋✔➌✍➍❊➐ ❧❆➟ ➦ ❧ ➎ ➟ ➍✚✝♦➋❞➍❘➔➏✵ ❧ →♦➙❞➍ ➟ ➊✘➌✍➊ ➞ ➍ ♠ ➋❞➎❞➍✶➌✍➍➏➐➣➐➣➍ ➟ ➊↕➡ ➡➻➋❞➎ ❧ ➋✔➌➥➤☞➺
❦✒❧☞➟ →✠✡ ✝♦➋❞➍✘➺ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠ ➍✭➋❞➢☛➍☞➺ ❧☞➟➏➟ ➋❞➍➏→➣➐➣➐ ❧ ➎➝➌✏➋✔➎ ➎✔➊↕➋✔➜↕➍ ❧ ➋ ➜↕➍➏➎✫➋ ➟ ➊☞➡ ➡➨➍➻➢➏✵✸→➒➐ ❧ ➜ ❧ →➒➌✂➌✍➊↕➋❂Ð➔☛➊↕➋ ♠ ➢❣➤ ➌✍➤✻➐ ☎✔➩➝❥✿➋✔➍✏❡❑→➣➍ ♠➥♠ ➍✏✴✝◆P❋■▼✂❫✕✔▲➍➏➌●Ï☞➋ ♠ ✂☞➍✭➎ ✗❛◆✿✴✗✖✫❫❉❀q❃ ❧☞➟✭➟ ➍ ❦ ➌➥➍✭➎➝➌■➌➥➊↕➋✔➌✍➍➡ ❧ ✂ ♠✍❧ ➌➥→➒➌➥➋❞➙❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➡❤✵ ➞◗❧ ➜☞➊↕→ ♠ ✂↕➍➏➎➝➌✍→➣➡➨➍✭➎➝➌❆→➒➎♦➜✫→➼➌✍➤☞➩
Ï☞➍✏➎❸✵✸➊↕➋ ☞ ➐➣→➒➍ ❦✒❧ ➢●➡ ❧ ✁ ❧ ➡➨→➣➐➒➐➣➍☞➺✘➡ ➍➏➢ ❧ ➡➨→➣➢❊➍➏➌ ➟ ➊↕➐➒➐➣➧✌✂↕➋❞➍✭➢➏➺ ✝✫➋✔→❸➡❤✵✸➊↕➎➝➌❊➌✍➊↕➋✔➢ ❧ →➒➙❞➤☞➺

➟ ➦ ❧☞➟ ➋❞➎ ☎✏➐➒➍✭➋ ♠ ➡ ❧ ➎✔→➣➧ ♠ ➍☞➺✖➍➏➌ ☎✏➙❞➍✭➢q➙❞➍ ✂ ♠ ➤✭➢☎➙✔→➒➜↕➍ ♠ ➢➏➺✓☎✏➡➨➍✭➎❞➍ ♠ ☎ ☞ →➣➍✭➎ ➟ ➍●➌ ♠✍❧ ➜ ❧ →➣➐ ➩✡Ï☞➍➎❞➍ ❦ ➍✭➋❂➬✿➐➣➍✭➢ ➟ →➒➌➥➍ ♠ ➌✍➊☞➋❞➢✭➺✱➡ ❧ →➒➢♦➔☛➍❑➜↕➊↕➋✔➙ ♠✍❧ →➒➢ ❧ ➜↕➊↕→ ♠ ➋❞➎P➡ ➊✘➌ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➣→➒➍ ♠✰❦ ➊↕➋ ♠ Ï☞➍ ❧ ➎❂Ð❋●➦ ♠ →➣➢☛➌➥➊ ❦ ➦❞➍ ➍ ➌❏❋ ➞❂♠ →➣➐➒➐➣➍☞➩●Ï☞➍ ➐➣➍➏➋ ♠ ➙❞➊↕→➒➢ ☞ ➍ ❧ ➋ ➟ ➊↕➋ ❦ ➺✐→➒➐➣➢✦➡❤✵ ➊↕➎➝➌◗➢ ❦ ➊↕➎➝➌ ❧ ➎❞➤➏➡ ➍➏➎➝➌
❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌✍➤✿➐➣➍➏➋ ♠ ➢➥➊☞➋✔➌✍→➒➍✭➎➇➺✒➍ ➌✂➊☞➎♦➌ ✂ ♠✍❧ ➎❞➙✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✁ ❧☞➟ →➒➐➣→➒➌➥➤✏➡➨➊↕➎◗➊ ♠ ✂ ❧ ➎❞→➣➢ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➩
✾❑➎ ✡✒➎➇➺❨➔☛➍ ♠ ➍✭➡➨➍ ♠☛➟ →➒➍✘✔ ❧☞♠ →➒➎❞➍✦➙❞➋ ✁ ➊↕➎✔➙ ➙✔➋ ➟✚✙ ➋ ♠ ➩❑✾❑➐➒➐➣➍✦➡❤✵ ❧ ☞ ➍ ❧ ➋ ➟ ➊☞➋ ❦❿❦ ➐➣➋❞➢

❧ →➒➙❞➤✖✝♦➋➇✵✸➍➏➐➣➐➒➍✿➎❞➍P➐➣➍ ➟✭♠ ➊↕→➒➌✭➩
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✂ ✬☎✄t✬♦★✝✆➝❬ ✬☎✄t✬✫✮✰✯❩✪ ➩✡➩☞➩✭➩✱➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩❩➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩ ➓
✞ ✮✰✯❩★✖❚✠✟✝❯✡✆☞✯✖❬❪❚❱✮ ➩✘➩✡➩✭➩➏➩✱➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✱➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩✱➩➏➩✭➩➏➩✭➩✱➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✱➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩✱➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✱➩t✓☞✓
✾❑➢ ❦✒❧✘➟ ➍✭➢✻➙❞➍➷▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ ➩✡➩✘➩✭➩✱➩✭➩✱➩➏➩✱➩✱➩➏➩✱➩✱➩✭➩✭➩✱➩✭➩✱➩✭➩✭➩✱➩✱➩➏➩❩➩✭➩✱➩✭➩✭➩✱➩✱➩➏➩✱➩✱➩➏➩✱➩✱➩✭➩✭➩✱➩✭➩✱➩✭➩✭➩✱➩⑩✓☞✓
❋●➊ ♠☛❦ ➢❆➙❞➍✭➢❆➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢ ➩✡➩☞➩❩➩✱➩❩➩❩➩✱➩❩➩✭➩❩➩✱➩❩➩✱➩❩➩✱➩❩➩✱➩❩➩❩➩✭➩❩➩✱➩✖➩❩➩✱➩❩➩❩➩✱➩❩➩✱➩❩➩✱➩❩➩✭➩❩➩✱➩❩➩✱➩❩➩❩➩✱➩❩➩✱➩➁✓❩✕
❡❑➐ ❧ ➎ ➩✘➩✘➩✱➩✱➩✱➩✭➩❩➩✱➩✱➩✱➩❩➩✱➩✭➩✱➩✱➩❩➩✱➩✱➩✭➩✱➩❩➩✱➩✱➩✱➩✭➩❩➩✱➩✱➩✱➩✖➩✱➩✱➩✭➩❩➩✱➩✱➩✱➩❩➩✱➩✭➩✱➩✱➩❩➩✱➩✱➩✭➩✱➩❩➩✱➩✱➩✱➩✭➩❩➩✱➩✱➩✱➩✱➩➁✓✱✑

✌✎✍ ✂ ✬✑✏✓✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯✔✄t❚✠✟❙✩♦★✡✩✳★✖✬❂✪ ✯❩★✖✬❂❬ ✮✰✯➛✲➫❯✝✮✝✬ ✪➏✬✕✆☞✯❩❬ ❚❱✮ ➩✘➩✘➩✱➩✱➩❩➩✱➩✭➩✡➩✭➩✱➩✱➩✱➩❩➩⑩✓❩➓
✓↕➩➼✓↕➩✒❀❆➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢✻➤➏➌ ❧ ➐➣➍✭➢➏➺ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢✻➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠➥❧ ➡➨→✠✡✒➤➏➢➃➩✡➩➝➩✖➩↕➩✖➩ ✓❩➓
✓↕➩❜✕❂➩✒❇✏➍➏➢ ➟➏♠ → ❦ ➌✍→➣➊☞➎❤➐➒➊ ➟✭❧ ➐➣➍✏➙➇✵✸➋✔➎ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌✂➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠➥❧ ➡➨→✠✡✒➤ ➩✡➩✰➩❙➩❈✕✘✑
✓↕➩✸✑✔➩✒❀❆➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎➠➙➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✂➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✢☎➨➋✔➎❞➍P➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➩✡➩↕➩❩➩❩➩❩➩✘➩❩➩❩➩❩➩ ✑☞✑

✖✗✍✙✘ ✪➏✧❭r✎✆↕✬✫✪✚✟✝✬✜✛❏❯❙★✣✢ ❬➶✯✥✤◗✪✱❯❙★➠❯✝✮❛r✒✮❭✮❙✬♦r✒❯ ➩✖➩✡➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩❏✗✔✓
✕❂➩➼✓↕➩✒❡ ♠ ➤➏➐➣→➒➡ →➒➎ ❧ → ♠ ➍✭➢❊➢➥➋ ♠ ➐➒➍✭➢ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢✻➙❞➍ P1 ➩✡➩➝➩❩➩✡➩❩➩✖➩❩➩❩➩✖➩❩➩☞➩✖➩❩➩✖➩❩➩✖➩❩➩✖➩❩➩ ✗✔✓
✕❂➩❜✕❂➩❨❋●➊ ♠☛❦ ➢❆➙❞➍✭➢✻➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢➏➺ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❆➙❞➍P➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎ ➩✡➩➝➩✘➩✖➩✡➩✡➩✡➩✖➩✘➩✖➩➝➩✡➩✖➩✘➩✖➩✡➩✡➩✡➩✖➩➫✗✑✦
✕❂➩✸✑✔➩✒✾❑➢ ❦❞❧☞➟ ➍➷➙❞➍➷▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌☞☛✿➢➥➋ ♠ ➋❞➎ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❤➍➏➌ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢❆➙❞➍✭➢✻➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢❿➩✡➩❸➩❑➩❛✗★✧

✩✗✍✙✪ ✯❩❯✡✟❙✬❏r✒❯❈❳❑❚❨★✝✟✫✟✝❯❛★✡✬✑✏✓✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯ π : H
′
→ U

r ➩✡➩↕➩✱➩❩➩❩➩❩➩❩➩✭➩✘➩❩➩❩➩❩➩✱➩❩➩❩➩✬✦✘✑
✑✔➩➼✓↕➩❨❋●➊↕➡ ❦✒❧☞➟ ➌✍→ ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎✦➙❞➍P➐Ò✵ ➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍P➙❞➍ ➟ ➊☞➎ ✡ ✂↕➋ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎◗➙❞➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢➃➩✡➩❸➩❊➩✭✦✡✗
✑✔➩❜✕❂➩✒✴❘➍✢✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍✿➙✔➍✭➢✐➌ ♠ ➍✭➢➥➢☛➍✭➢ ❦ ➋ ♠ ➍➏➢❆➙❞➍➻▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛ ➩✘➩☞➩❩➩✡➩❩➩❩➩❩➩❩➩❩➩✖➩✡➩❩➩❩➩✖➩❩➩❩➩❩➩❩➩✡➩✯✧↕➓
✑✔➩✸✑✔➩✒✾☎➌✍➋✔➙❞➍ ❧ ➋ ☞ ➊ ♠ ➙❤➙✔➋ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌✂➙❞➍➷▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ ➩✡➩☞➩❩➩❩➩❩➩✱➩❩➩❩➩❩➩✖➩❩➩❩➩❩➩❩➩✱➩❩➩❩➩ ➓✡✗
✑✔➩ ✗❞➩❨❖✿➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢❆➙❞➍P➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ π ➩✡➩➝➩✖➩✖➩✡➩✡➩✖➩↕➩✡➩✡➩✖➩✖➩✖➩✱✰❂✓

✲✳✍ ✂ r✴✄⑩❬✶✵✙✆↕r✔✯✖❬❪❚❱✮✷✟❙r✒✮✝✪✔✸❪✬✜✆↕❚❨★✖✧q✪✹✟❙✬✫✪✔✄t❚✗✟❭❯✺✸ ✬✫✪ ➩✖➩↕➩✭➩❩➩❩➩✱➩❩➩✱➩❩➩✖➩❩➩✱➩❩➩✱➩❩➩❩➩✱➩✖✓❩↔❂✓
✗❞➩➼✓↕➩✒❀ ❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎✦➙ ❧ ➎❞➢❆➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✻➙❞➍✭➢❆➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢➃➩✡➩☞➩❩➩❩➩❩➩❩➩✱➩❩➩❩➩❩➩✡➩✱➩❩➩❩➩❩➩❩➩✱➩❩➩❩➩✖✓❩↔↕✕
✗❞➩❜✕❂➩✒✴❑✵ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍✿➙✔➍✭➢✜✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➏➢✻➙✔→➣➤✭➙ ♠✍❧ ➋❂➬ ➩✖➩☞➩➏➩✭➩➏➩✱➩✭➩➏➩✭➩✱➩➏➩✭➩✭➩✭➩✭➩✱➩➏➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩➏➩✱➩✭➩➏➩✭➩❩✓❩↔↕➓

✻✗✍✽✼ ✬✫★✖❳❑✬✾✟❙✬✾✛✳❯✝★✥✢ ❬❪✯✿✤➠✬♦✯➨❳❑❚❱✮✝✮✝✬✫✪ ✧✡✸❪r✎✆↕✬✫✪ ➩✘➩☞➩✡➩❩➩✖➩✖➩❩➩✖➩✖➩❩➩✡➩✘➩✖➩✡➩❩➩✖➩❩➩✖➩✖➩❩➩✖➩✘✓↕✓❩➓



�✂✁ ✎☎✄✝✆✟✞ ✂✡✠ ✂✆✏ ☎☛✄✆✎ ✡✌☞✍✁ ✂☛✏

✦❂➩➼✓↕➩❨❖✿➍ ♠ ☞ ➍✿➙❞➍➷▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛☞➺ ✂☞➍ ♠ ☞ ➍P➙❞➍✭➢❆➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍➏➢➃➩✡➩↕➩✱➩❩➩✭➩❩➩❩➩✱➩❩➩❩➩✱➩✖➩❩➩❩➩✱➩❩➩❩➩✱➩❩➩✱➩❩➩✖✓↕✓❩➓
✦❂➩❜✕❂➩✒➴●➊☞➎❞➢❆➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍✭➢ ➩✖➩☞➩✭➩➏➩✱➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩✱➩➏➩✱➩✭➩➏➩✱➩✭➩➏➩✱➩✭➩➏➩✱➩✭➩✱➩➏➩✭➩✱➩➏➩✭➩✱➩➏➩✭➩❩✓✖✕✘↔

✍ ✍✏✎ ✬☎✄ ✄t✬ ✟✝✬ ✛✳✬✫✮❭✪➏✬✕✸ ➩✖➩☞➩✱➩➏➩✱➩✱➩✱➩➏➩✱➩✱➩➏➩✱➩✱➩✭➩✭➩✱➩✭➩✱➩✭➩✱➩✭➩❩➩➏➩✱➩✱➩✱➩➏➩✱➩✱➩✭➩✭➩✱➩✭➩✱➩✭➩✱➩✭➩✱➩✭➩✭➩✱➩❩✓✖✕ ✦
✑ ✍ ✍ ✆☞✯✖❬❪❚❱✮✷✟❙✬❂✪➛✯ ✢ ❬ ✪➏✯❩✪➅✪✭r❞★✝✄t✬✫✮✰✯✖✪➨✪✱❯❙★ H ′(Dp)

➩✘➩✡➩✭➩➏➩✱➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✱➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✱➩✱✓✖✕☞➓
✑ ❬❪❳✙✸ ❬ ❚✓✒❨★✖r❞✧❭♣❭❬❪✬ ➩✡➩☞➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩❩➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩❩➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩❩➩❩➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩❩➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩✱➩✭➩❩➩✱➩✱➩✱➩✱➩✭➩✱➩✱➩✱➩❩➩❩✓❩✑❂✓
✞ ✮✡✟❙✬✕✔ ➩✘➩✡➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩✱➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩✭➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✱➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✭➩➏➩✭➩➏➩✭➩✱➩➏➩✭➩✱✓❩✑↕➓



✞ ✑ ✙ ✌ ✒ ✏ ✂ ☞ ✙ ✞ ✒ ✑

❁❂➊↕→➼➌
K

➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✭➩❭✴❙➍ ✆ ✠✍✞✁� ✍✄✂✆☎✦✌✞✝ ✡✠✟ ✌ ✠☛✡❩✌✦✄✫✌✌☞ ✟ ✍➣✞✍✝✄✡✎✡✆✏✫✠ K ➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➢☛➌✍➍ ☎✳➢☛➍➙❞➍➏➡ ❧ ➎✔➙❞➍ ♠ ➢➥→❘➌✍➊☞➋✔➌✜✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✢✡✒➎❞→ G ➍✭➢❝➌ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➷➙❞➍➅❖ ❧ ➐➒➊↕→➣➢■➙❸✵✸➋❞➎✔➍➻➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎✳➙❞➍
K
➩✒✑ ➟ ➍✐➔☛➊↕➋ ♠ ➺❱➐ ❧ ➟ ➊↕➎✡➔☛➍ ➟ ➌✍➋ ♠ ➍➅➦❞→➒➢☛➌✍➊ ♠ →✟✝♦➋❞➍➷➤✭➎✔➊↕➎✔✓ ❧ ➎♦➌✏✝✫➋✔➍➻➐➣➍ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➧➏➡ ➍P→➣➎➝➜☞➍ ♠ ➢☛➍➙❞➍➑❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢●➢☛➋ ♠ Q ❧ ➙❞➡➨➍➏➌❆➋❞➎✔➍ ♠ ➤ ❦ ➊↕➎❞➢☛➍ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➼➜↕➍☞➺ ♠ ➍✭➢❝➌✍➍P➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ➌✍➍☞➩
❁❂→
K

➍➏➢☛➌❲➋✔➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ ➙❞➍✳➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍✭➢✖✕ ➍➏➌✭➺ ❦ ➐➣➋❞➢ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌✭➺❊➢☛→ K ➍✭➢❝➌❲➦❞→➒➐➼Ð
☞ ➍ ♠ ➌➥→➣➍➏➎✘✗ ➺❑➊↕➎ ❦ ➍➏➋✔➌ ♠ ➤ ❦ ➊↕➎❞➙ ♠ ➍ ❦❞❧☞♠ ➐ ✵ ❧✍✙ ♠ ➡ ❧ ➌✍→➒➜☞➍✄☎ ➟ ➍ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➒➧✭➡➨➍❤➢☛→❆➐Ò✵ ➊↕➎➃➢ ❧ →➒➌
♠ ➤ ❦ ➊☞➎❞➙ ♠ ➍ ❦❞❧☞♠ ➐Ò✵ ❧✚✙➨♠ ➡ ❧ ➌➥→➒➜↕➍ ❧ ➋ ✆ ✠✍✞✁� ✍✄✂✆☎✦✌✛✝ ✡✠✟ ✌ ✠☛✡❩✌➷✄✫✌✞☞ ✟ ✍➣✞✍✝✄✡✿✠ ✄✢✜ ✏ ✍✣✝Ò✌ ✠✤✡✆✏✫✠

K
➺

❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➧➏➡ ➍✆✝♦➋❞→ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➢☛➌➥➍✘☎ ➢☛➍❤➙✔➍✭➡ ❧ ➎❞➙❞➍ ♠ ➢☛→✐➌✍➊↕➋✔➌ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✆✡✒➎❞→ G ➍✭➢☛➌ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➙❞➍➑❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢■➙➇✵ ➋❞➎❞➍➷➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎t✠ ✄✢✜ ✏ ✍✣✝✢✂ ✠✍✌➷➙❞➍
K (T )

➩❱❋●➍ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➧✭➡➨➍ ✠ ✄✢✜ ✏ ✍✣✝Ò✌ ✠ ❦ ➊↕➢❍Ð➢➥➧➏➙❞➍➷➐Ò✵ ❧ ➜ ❧ ➎➝➌ ❧ ✂↕➍P➙➇✵ ❧ ➙❞➡➨➍➏➌➥➌ ♠ ➍P➋❞➎❞➍➷→➣➎➝➌➥➍ ♠➥❦✔♠ ➤➏➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎✄✂↕➤✭➊☞➡ ➤ ➌ ♠ →✠✝♦➋❞➍P➍✭➎✳➌➥➍ ♠ ➡ ➍➏➢✻➙✔➍
♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢ ❧ ➐✟✂↕➤ ☞ ♠ →✠✝♦➋❞➍✭➢➏➺✘➍ ➌☎➙❞➊↕➎ ➟ ➙❞➍ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌➥➌ ♠ ➍❊➐Ò✵ ➋✔➌✍→➒➐➣→➣➢ ❧ ➌✍→➒➊↕➎✿➙❞➍➏➢q➌✍➍ ➟ ➦❞➎❞→✟✝♦➋❞➍➏➢➙❞➍ ✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →➣➍ ❧ ➐✠✂↕➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍➑➍➏➌ ❧☞♠ →➒➌➥➦❞➡ ➤ ➌✍→✠✝✫➋✔➍☞➩❱✾❑➎ ❦✒❧☞♠ ➌➥→ ➟ ➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➺✒➐ ❧✦➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➙➇✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➏➢❲➙❞➍➏➢✦➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢ ➙❞➍ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✥✕ ➐➒➍✭➢ ✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌✦✡✳✄✫✌✪✩✛✏✫✠✬✫✭✝ ✁✯✮ ✗ ❧➫❦ ➍ ♠ Ð➡➨→➣➢✿➙❞➍ ❦❞♠ ➊☞➋✔➜↕➍ ♠ Ð❄➡ ✍✭➡➨➍➛➢➥→✶➐➒➍✭➋ ♠ ➋✔➌➥→➣➐➣→➒➢ ❧ ➌➥→➣➊↕➎❏➎➇✵✸➍➏➢☛➌ ❦✒❧☞♠ ✁ ➊☞→➣➢✖✝♦➋❞➍✦➢☛➊↕➋❞➢❍Ð➒➔ ❧☞➟ ➍✭➎➝➌✍➍ Ð➙❞➍➛➎❞➊☞➡ ☞ ♠ ➍➏➋❂➬ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢✞✕ ❦✒❧☞♠ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍➛➐ ❧✦♠ ➤ ❧ ➐➣→➒➢ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ♠ ➤ ✂☞➋❞➐➣→➒➧ ♠ ➍➑➙❞➋➫❢✳➊↕➎❞➢❝➌ ♠ ➍➢➥➋ ♠ Q

➺q➊↕➋⑩➐ ❧❏♠ ➤➏➢➥➊↕➐➒➋✔➌✍→➒➊↕➎t➙✔➋ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➧✭➡➨➍➨→➣➎➝➜↕➍ ♠ ➢➥➍➠➙✔➍◗❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢➑➢☛➋ ♠ ➐➣➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢➅➙❞➍➏➢➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍➏➢❆➌➥➊☞➌ ❧ ➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌ p Ð ❧ ➙✔→✟✝♦➋❞➍✭➢➏➺ ❦ ➊☞➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌ p ✗ ➩

✘ ✪✭✧✝r✎✆↕✬✫✪✚✟✝✬✾✛✳❯✝★✥✢ ❬➶✯✥✤
✖q→ ➬✔➊☞➎❞➢ ➙❞➍✭➋❂➬ ➍➏➎➝➌✍→➣➍ ♠ ➢ r ➍➏➌ d ➺❑➍➏➌ ➋❞➎ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✆✡✒➎❞→ G →֒ Sd

➩✶✺❄➐✐➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍❤➋❞➎
➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍ ➙❞➍✭➢➠➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢ ✂ ♠ ➊↕➢➥➢☛→➣➍ ♠✦❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧t➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➣➍❏➙✔➍✭➢✰✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢➠➙✔➍➐ ❧ ➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍ ❦✔♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍ ➙❞➍ ➙✔➍ ✂ ♠ ➤ d ➺❙➙❞➍➨➡ ➊↕➎✔➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍ G →֒ Sd

➺❙➍➏➌ ☎
r ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✭➩✻❋●➍➏➌❤➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➫➍➏➢☛➌ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➤❴✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌ ✄✫✌✖✩✤✏✫✠✆✫✭✝ ✁✄✮ ❦ ➊↕➋ ♠➠➟ ➍ ➌➥➌➥➍

➟✱❧ ➌✍➤ ✂☞➊ ♠ →➒➍✰✕ ➊↕➋ ➟ ➍➏➢✦→➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✍➢☛✗✳✲☎→➒➐✐➍✭➢☛➌➨➎❞➊✘➌✍➤ H ′ ✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩ H ✗➅➙ ❧ ➎❞➢ ➐➣➍ ➟✱❧ ➢➨➙❞➍➏➢❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➨➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌➠➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎✔➤✭➢✥✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❊➎❞➊↕➎❛➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎✔➤✭➢✦✗ ➩✐❋●➍ ➌❲➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍ ➍✭➢❝➌



�✁� ✡ ✌ ✎ ✁✄✂ ✠✆☎ ✟ ✎ ✡✝✂✄✌

➙❞➤✕✡✒➎❞→❸➢☛➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (Z)
➺❂➍ ➌ ➟ ➦ ❧✘➟ ➋❞➎➠➙❞➍✂➢➥➍➏➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢ ✂↕➤✭➊☞➡ ➤ ➌ ♠ →✠✝♦➋❞➍✭➢ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌✍➍✿➋✔➎❞➍

➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍P➙➇✵✸→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍✂➙❞➍ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢✭➩❇✏➍ ❦ ➐➒➋❞➢ H ✕ ♠ ➍➏➢ ❦ H ′ ✗ ❧✘❦❞❦✒❧☞♠➥❧✟✞ ➌❑➙✔➍ ✁ ❧ ✓✭➊↕➎ ➎ ❧ ➌➥➋ ♠ ➍➏➐➣➐➒➍ ➟ ➊↕➡➨➡➨➍■➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌
✡✒➎❞→✏➤➏➌ ❧ ➐➣➍ π : H → Ur

✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ π : H ′ → U r
✗✦➢☛➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (Z [1/|G|])

➙❞➍
➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✦➙❞➍ ➟ ➊↕➎ ✡ ✂↕➋ ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎t➙❞➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢ Ur

✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ U r
✗ ✕ ➊↕➎ ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➍☞➺ ☎ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍

➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍➻➙➇✵ →➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍✿➙❞➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢➏➺❸➐➣➍➏➋ ♠ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍ ➟ ➊↕➡ ➡➻➋❞➎✳➙✔➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✦✗ ➩❁✰➩ ✗t➍ ✒ ➍ ♠ ➢ ❧❏❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥➤➠➙ ❧ ➎❞➢✡✠☞☛ ✬✑✢✍✌✏✎✒r✒✑ ➙❞➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦✒❧☞➟ ➌✍→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎❞➢➷➙❞➍ U r
➍ ➌

➙❞➍➏➢❤➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍ ➙❞➍ ▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌☞☛☞➺■➙❞➍ ➢☛➊ ♠ ➌➥➍ ✝✫➋✔➍
π
➢☛➍ ❦❞♠ ➊↕➐➒➊↕➎ ✂↕➍❏➍✭➎ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠➥❧ ➡➨→✠✡✒➤❉➐➒➍✿➐➣➊↕➎ ✂➛➙❞➍P➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢✜☎ ➟➏♠ ➊↕→➒➢➥➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢❆➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬

π : H
′
→ U

r

✓ ❚❨★✡✧❭✪✹✟✝✬✫✪✚✄t❚✠✟✝❯✡✸❪✬✫✪
◆❉➎ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ❦✒❧☞♠ ➙❞➍✭➢✂➡ ➤ ➌✍➦❞➊✫➙❞➍➏➢✂➌✍➊ ❦ ➊↕➐➒➊✓✂↕→✠✝✫➋✔➍✭➢ ✝♦➋❞➍➻➐➒➍ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➒➧✭➡➨➍➷→➒➎➝➜↕➍ ♠ ➢➥➍➅➙✔➍❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢ ♠ ➤ ✂☞➋❞➐➣→➒➍ ♠■❧ ➙❞➡ ➍ ➌■➋❞➎✔➍ ♠ ➤ ❦ ➊↕➎❞➢☛➍ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➒➜☞➍✏➢☛➋ ♠ ➐➣➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ C

➺✫➍➏➌✭➺ ☎➅➐ ✵ ❧ →➒➙❞➍✻➙❞➋➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍❉➙❞➍❉➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣→➣➢ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➍P❖ ♠ ➊☞➌➥➦❞➍✭➎✔➙❞→➣➍ ➟✕✔ ➺ ✝✫➋❸✵✸→➒➐✰➍➏➎➠➍✭➢☛➌■➙❞➍❉➡ ✍✭➡➨➍✏➢➥➋ ♠ Q
➩

❁❂➊↕→➼➌
G
➋❞➎ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍ ✡✒➎✔→ ✡✔➬❂➤☞➺ ✝♦➋❞➍✂➐ ✵✸➊☞➎ ➟ ➦✔➍ ♠➥➟ ➦✔➍✏☎ ♠ ➤ ❧ ➐➣→➣➢☛➍ ♠❑♠ ➤ ✂↕➋❞➐➒→➣➧ ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌✶➢☛➋ ♠➐➣➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ❦ ➍➏➌✍→➼➌ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ ❦ ➊↕➢☛➢➥→ ☞ ➐➣➍ ✲✒➐➒➍ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌ ❧ ➢➥➢☛➋ ♠ ➍➷➐Ò✵ ➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍➏➎ ➟ ➍➷➙➇✵ ➋❞➎

♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f : X → P1
Q

❧ ➐✟✂↕➤ ☞ ♠ →✠✝✫➋✔➍➅➙❞➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➛➙✔➍➨➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊↕➡ →➒➍ G ➩❙❇ ❧ ➎❞➢➐➣➍ ➟✱❧ ➢✏➙❞➍➏➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢✻➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✿➊ ♠ ➙✔➊↕➎❞➎❞➤➏➢✎✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❸➙ ❧ ➎❞➢✏➐➒➍ ➟✭❧ ➢✏➙❞➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✂➎❞➊↕➎❤➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➢✦✗ ➺✒➊↕➎✳➎✔➊☞➌✍➍ ❦✒❧☞♠ K ➐➣➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍➋✔➡ ➙❞➍➏➢ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➙❞➍ ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎ ❧ ➐➣→➼➌✍➤➨➙❞➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➛➙✔➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌✖✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩✶➐➒➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ ➙❞➍ ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➐➣→➒➌➥➤➙❞➋ ➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌ (a1) + · · · + (ar)
✗❆➙❞➍

f
➺ ✝♦➋❞→❭➍✭➢❝➌✿➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✏➙❞➍➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍➏➢✭➩✖✺❄➐ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➋ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f ➋✔➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ h ➙❞➍❊➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍❊➙❞➍❣▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌☞☛

H ❦ ➊☞➋ ♠ ➐➣➍➏➢✻→➒➎➝➜ ❧✘♠ → ❧ ➎♦➌➥➢ ✝♦➋➇✵ →➣➡ ❦ ➊↕➢☛➍ f ➩
✺❄➐➇➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍➑➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✜✝♦➋❞→❘→➣➎➝➌➥➍ ♠ ➜✫→➒➍✭➎➝➌✻➎ ❧ ➌✍➋ ♠ ➍✭➐➒➐➣➍➏➡ ➍➏➎♦➌■➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍P➐Ò✵ ➊↕➎ ➟ ➦❞➍ ♠☛➟ ➦❞➍➷➋❞➎

➟ ➊ ♠➥❦ ➢■➙✔➍❉➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎❲➙✔➍ f ➐➣➍ ❦ ➐➒➋❞➢ ❦ ➍➏➌✍→➼➌ ❦ ➊↕➢☛➢➥→ ☞ ➐➣➍➻✎ ➟ ✵ ➍✭➢❝➌❆➐➣➍ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡✿✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡
M
➩↕❋●➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢✭➺ ✝✫➋✔→✔➍✭➢❝➌❑➋❞➎❞➍●➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎ ✡✒➎❞→➒➍●➙❞➍

K
➺✘➎➇✵ ➍✭➢☛➌ ❦✒❧ ➢q➌➥➊↕➋✡➔☛➊↕➋ ♠ ➢q➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➙❞➍❆➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎ ❦ ➊↕➋ ♠ f ➺➝➡ ❧ →➣➢☎→➣➐❞➍➏➢☛➌ ➟ ➊↕➎➝➌✍➍➏➎♦➋✦➙ ❧ ➎✔➢ ➟ ➦ ❧✘➟ ➋❞➎ ➙➇✵✸➍➏➎➝➌ ♠ ➍✂➍✭➋❂➬✰➩❂❁ ➞ ☞ →➒➐➣➐ ❧➴●➍ ➟✕✔ ➡ ❧ ➎❞➎ ❧❏❦✔♠ ➊↕➋✔➜☞➤➠➙ ❧ ➎❞➢✖✠ ✑ ✬☎✆✗✎✏✌✘✑ ✝♦➋❞➍➠➐ ❧❤♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙ ❧ ➎❞➢➛➐ ✵✸➍ ➬✫➌✍➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎

M/K
➎✔➍ ❦ ➊↕➋❂➜ ❧ →➒➌ ❧ ➜☞➊↕→ ♠ ➐➒→➣➍➏➋ ✝♦➋➇✵ ➍✭➎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➒➎❞➍✭➢ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✭➢✐➙❞➍ K ➺ ✝♦➋❞➍✿➐Ò✵ ➊↕➎ ❧☞❦✔❦ ➍➏➐➣➐➣➍

☎ ✟ ✏ ✟ ✟ ✝✄✡❩✌✦✡ ✆ ✍ ✟★✧ ✌✦✡ ➩❣✷✻➎❞➍❏➡ ❧ ➋✔➜ ❧ →➒➢➥➍ ❦ ➐ ❧✘➟ ➍❏➍➏➢☛➌✦➋❞➎❞➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✘✝♦➋❞→✏➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✳➐ ✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ➙❞➍ ➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍✘➺●➊↕➋ ➍✭➎ ➐ ❧ ✝♦➋❞➍➏➐➣➐➒➍ ➐➣➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢❤➙✔➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌
➟ ➊ ❧ ➐➣➍➏➢ ➟ ➍➏➎➝➌✱➩➇✴❘➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌ ❦✔♠ →➣➎ ➟ → ❦❞❧ ➐❙➙❞➍ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍➻➌✍➦✔➧✭➢➥➍➻➍✭➢☛➌❉➙❞➍➅➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠✂➟ ➊↕➡➨➡ ➍➏➎♦➌➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌ ➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐➒➍ ♠ ➐➒➍✭➢❉→➒➎❞➙❞→ ➟ ➍✭➢✏➙❞➍ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎✔➍➛➡ ❧ ➋❂➜ ❧ →➣➢➥➍ ❦ ➐ ❧✘➟ ➍➻➎✔➍➙❞→➼➜❂→➒➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢❲➐ ✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍✳➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✳➙❞➍ ➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍✘➺☎➍✭➎❴➋✔➌✍→➒➐➣→➣➢ ❧ ➎➝➌➨➐ ❧ ➌➥➦❞➤✭➊ ♠ →➣➍



� ✞ ✄✠✌ �✂✁

➙❞➍➏➢ ✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌✦✡➑✄✫✌ ✩✤✏✫✠✆✫✭✝ ✁✄✮ ➩❨✴ ❧ ➢❝➌ ♠➥❧ ➌✍➤✌✂↕→➣➍P➍✭➡ ❦ ➐➒➊ ➞ ➤✭➍P➍✭➢❝➌✏➙❸✵✸➋✔➌➥→➣➐➒→➣➢➥➍ ♠ ➐ ❧ ✂↕➤➏➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →➣➍➍➏➌✦➐Ò✵ ❧☞♠ →➼➌✍➦❞➡➨➤➏➌➥→✟✝♦➋❞➍◗➙❞➍➏➢❲➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➏➢➠➙❞➍ ▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛☞➺❊➍➏➌✦➎❞➊☞➌ ❧ ➡ ➡➨➍✭➎➝➌ ➙❞➍ ➢➏✵ ❧☞❦✔❦ ➋ ➞ ➍ ♠➢➥➋ ♠ ➐➣➍ ✁ ❧ →➒➌ ➟ ➊↕➎❞➎♦➋ ➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌➛✎❸➐➒➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢✿➙❞➍➏➢✿➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢ M ➍➏➢☛➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→☎➐➒➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✿➙✔➍
♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎ ❧ ➐➣→➼➌✍➤✻➙❞➋ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ h ➙ ❧ ➎✔➢ H ➩

❁❂➊↕→➼➌
v
➋❞➎✔➍➅➡ ❧ ➋✔➜ ❧ →➣➢☛➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍➑➙❞➍ K ➎❞➍➻➙❞→➒➜✫→➣➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢❉➐Ò✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍➻➙✔➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➑➙❞➍➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍✘➺ ➟ ✵ ➍✭➢❝➌☛Ð ☎✖Ð❄➙❞→ ♠ ➍❉➋❞➎✔➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍❉➊☎✄➠➐➒➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢■➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ➟ ➊ ❧ ➐➒➍✭➢❝Ð

➟ ➍➏➎➝➌ ✕ ➢☛➍ ♠ ➍➏➎ ➟ ➊☞➎♦➌ ♠ ➍➏➎♦➌✦✗ ➩✒✴❘➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌
a
➙✔➍
U r

→➒➎❞➙❞➋❞→➼➌●➋❞➎✔➍✏➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎
ã
➢➥➋ ♠ U r ➺❂➍ ➌■➐ ❧

♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➠➙❞➋➠➐➣→➒➍✭➋✦➙✔➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌❆➍✭➎ v →➣➎✔➙❞➋❞→➒➌❣➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ a
➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙➠➙❞➍ U r ➩

✴❘➍✭➢➑→➣➎❞➙❞→ ➟ ➍➏➢➷➙✔➍ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢➅➙❞➍ v ➙ ❧ ➎❞➢➑➐➣➍➏➢➷➙✔→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌✍➢ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢➻➙❞➍➏➢➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢❑➙✔➍✭➢ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢■➙✔➍✂➐➒→➣➍✭➋ ➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌
a
➢☛➊↕➎➝➌●➐➒➍✭➢✶→➣➎✔➙❞→ ➟ ➍✭➢✶➙❞➍ ♠✍❧ Ð➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎➅➙❞➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢❊➙✔➍✻➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍❆➙❞➍ π ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢❣➙❞➍

a
➩➝✴❑✵✸→➒➙❞➤✭➍ ➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➢☛➌✍➍ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢

☎ ➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐➒➍ ♠✶➟ ➍ ➌➥➌✍➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎➇➺✘➍✭➎ ➢✭✵ ❧☞❦❞❦ ➋ ➞↕❧ ➎➝➌■➢☛➋ ♠ ➐➒➍✻➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍❆➙➇✵ ❫ ☞ ➦ ➞➝❧ ➎ ✔✡❧☞♠
✝♦➋❞→ ❧✚✙➨♠ ➡➨➍ ✝♦➋➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌❲➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤◗➐➒➍✳➐➒➊↕➎ ✂ ➙❞➍❏➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➋ ♠ ➢
☎ ➟✭♠ ➊☞→➣➢➥➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢ ➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋✫➬ ✕ → ➟ → π ✗➅➍✭➢❝➌✱➺✶➐➣➊ ➟✱❧ ➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➌➥➊ ❦ ➊↕➐➣➊✓✂☞→➣➍✦➤ ➌ ❧ ➐➒➍☞➺➙❞➍➷➌ ➞❂❦ ➍ ✔ ➋❞➡➨➡ ➤ ♠ →➒➍✭➎ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢➥➤✘➩✰❋✏✵✸➍➏➢☛➌✿➐➒➍ ➟✭❧ ➐ ➟ ➋❞➐ ✝✫➋✔➍➅➐Ò✵ ➊↕➎❏➍✕✔❸➍ ➟ ➌➥➋❞➍☞➺✰➙ ❧ ➎❞➢✂➋❞➎
➟✱❧ ➙ ♠ ➍ ❦ ➐➒➋❞➢ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➐Ò➺ ❧ ➋ ➟ ➊☞➋ ♠ ➢❆➙❞➋ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠✐➟ ➦ ❧✘❦ →➒➌ ♠ ➍☞➩
❡❑➐➣➋❞➢ ❦❞♠ ➤ ➟ →➒➢➥➤➏➡ ➍➏➎♦➌✭➺☞➢☛➊↕→➒➌ f : Y → S

➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✶➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤✶➐➒➍➐➣➊☞➎ ✂➛➙❞➍P➙❞→➒➜✫→➒➢➥➍✭➋ ♠ ➢ ☎ ➟✭♠ ➊↕→➣➢☛➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢✐➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬ (Di)i

➩❱◆❉➎❤➢☛➍P➙❞➊↕➎❞➎❞➍P➋❞➎✔➍➷➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎
φ :

❁ ❦ ➍ ➟ (R) → S
➺❭➊☎✄

R
➍✭➢☛➌➻➋❞➎ ❧ ➎❞➎✔➍ ❧ ➋⑩➙✔➍➠❇✏➍✭➙✔➍ ✔ →➣➎❞➙❸➩❑◆❉➎⑩➢➥➋ ❦❞❦ ➊☞➢➥➍✆✝♦➋❞➍

✺❄➡
(φ) * ∪i

❁❂➋ ❦✔❦ (Di)
➺❭➍ ➌ ✝♦➋❞➍❲➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ φ ♠ ➍✭➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍❲➐➣➍➏➢➻➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➋ ♠ ➢ Di✕

1 ≤ i ≤ d
✗❊➍➏➎➠➐➣➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌■➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐ x ➩❞❁❂➊↕→➒➌ mi

✍➥✆✟✞✡✠➥✄☞✠✍✌✿✄✝✆ ✝ ✡✞✁ ✌ ✠☛✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ➙✔➍
φ ❧ ➜↕➍ ➟

Di

✕❪➜☞➊↕→ ♠ ➐ ❧ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎❏✓↕➩❜✑❂➩ ✧ ✗ ➩✒◆❉➎◗➡ ➊☞➎♦➌ ♠ ➍ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢ ✕❪➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍➅✓↕➩✸✑✔➩❜➓ ✗ ✝♦➋❞➍☞➺ ❦ ➊↕➋ ♠➌✍➊☞➋✔➌ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠✍✌ ✡✞✁ ➙❞➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢✶➙❞➍■➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ gi

✕
1 ≤ i ≤ d

✗ ❧ ➋➛➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂☞➍➙❞➍
x
✕❪➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎➠✓↕➩❜✕❂➩✸✑ ✗ ➺➝➐ ✵✸➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌

gm1
1 . . . gmd

d

➍➏➢☛➌❊➋❞➎ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➙❞➍✻➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍
❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ φ∗(f)

➩

✆ ✸ r✒✮
✴❘➍ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠✏➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍➛➙✔➍ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍➅➌➥➦❞➧✭➢☛➍➨➍➏➢☛➌ ➟ ➊↕➎❞➢ ❧✘➟✭♠ ➤ ☎❲➐ ✵✸➤ ➌✍➋❞➙❞➍➛➙✔➍ ✝✫➋✔➍✭➐✟✝♦➋❞➍➏➢

❧ ➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍➢✐➙✔➍✭➢❉✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡✛☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✡✌✍➣✌✌✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌P✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏❂✠☛✡✡✠ ✧ ✠✍✞✍✝☞☛
✡❩✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✡ ✞✡✠✬☎ ✟ ✏✍✌↕➺ ✝✫➋✔→❸➎❞➊↕➋✔➢●➢➥➍ ♠ ➊↕➎➝➌●➋✔➌✍→➒➐➣➍✭➢ ❧ ➋❂➬➨➌ ♠ ➊↕→➒➢➥→➣➧➏➡ ➍❆➍ ➌ ✝♦➋ ❧ ➌ ♠ →➣➧➏➡ ➍ ➟ ➦ ❧ Ð
❦ →➼➌ ♠ ➍➏➢✭➩✰❫ ❦❞♠ ➧✭➢✿➋❞➎ ☞ ♠ ➍ ✁ ♠✍❧☞❦✔❦ ➍➏➐q➙❞➍➏➢✿➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎❞➢ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➐➣➍➏➢✞✕ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢➤➏➌ ❧ ➐➣➍➏➢✭➺ ✔ ➋❞➡➨➡ ➤ ♠ →➒➍✭➎❞➢ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➐➣→➣➢☛➤✭➢➏➺➝➍➏➌❣➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤✭➢✦✗ ➺➝➊↕➎ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛➍✂➋❞➎✔➍➙❞➤➏➡ ➊↕➎✔➢☛➌ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎✦➙✔➋❲➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍✂➙➇✵✸❫ ☞ ➦ ➞➝❧ ➎ ✔✘❧✘♠ ✕❪➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍➻✓↕➩❜✕❂➩❜✕ ✗ ➩✔◆❉➎❲→➣➎➝➌ ♠ ➊❂➙✔➋❞→➒➌
❧ ➋❞➢☛➢➥→☎➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠✍❧✘❦ ➦❞➍➅➐ ❧ ➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎✳➙❞➍ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠✍✌ ✡✞✁ ➙❞➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢✿➙✔➍



�✁� ✡ ✌ ✎ ✁✄✂ ✠✆☎ ✟ ✎ ✡✝✂✄✌

➐Ò✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍ ✕❪➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎ ✓↕➩❜✕❂➩❜✑ ✗ ➺❘➍➏➌➷➊↕➎➫➡ ➊☞➎♦➌ ♠ ➍ ✝♦➋➇✵ ➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌➑➢➥➍ ♠✍❧ ➡ ➍➏➎❞➍ ♠ ☎✳➐ ❧➠♠ ➍ Ð
➟ ➦❞➍ ♠➥➟ ➦❞➍✿➙➇✵ ➋❞➎ ➟ ➦✔➊↕→➼➬ ➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌❆➙❞➍ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢■➙❞➍✏➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ ❧ ➋✦➜↕➊↕→➒➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍✻➙➇✵ ➋❞➎
❦ ➊↕→➣➎➝➌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍➣✌ ✌❂✌ ✕ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎ ✓☞➩ ✕❂➩ ✗ ✗ ➩
✴❘➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌ ❦❞♠ →➒➎ ➟ → ❦✒❧ ➐☎➙❞➍ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍➨➍➏➢☛➌➻➐➣➍➛➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍❤✓↕➩✸✑✔➩❜➓ ✕❪➤➏➜↕➊ ✝♦➋❞➤ ➟ →➼Ð➙❞➍➏➢➥➢➥➋✔➢✦✗ ➺✛✝♦➋❞→✔➤➏➜ ❧ ➐➣➋✔➍■➐ ❧✏♠➥❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎➑➙❸✵✸➋❞➎ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌❊➊ ☞ ➌✍➍✭➎♦➋ ❦✒❧☞♠q♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎➙➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌P➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤ f : Y → S

✕ ➐➒➍➻➐➒➊↕➎ ✂❲➙❞➍➛➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢✖☎
➟✭♠ ➊↕→➣➢☛➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢❆➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬ Di

✗ ☎➨➋❞➎✔➍➷➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎✳➙❞➋➠➌ ➞✫❦ ➍
❁ ❦ ➍ ➟ (R) → S➊☎✄

R
➍➏➢☛➌➑➋❞➎ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋➫➙❞➍ ❇✏➍✭➙❞➍ ✔ →➣➎❞➙ ✕ ➐ ❧➠♠ ➍✭➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➍✭➢❝➌➻➐ ❧ ➎✔➊ ♠ ➡ ❧ ➐➣→➒➢➥➤➏➍➅➙❞➋

❦ ➋❞➐➒➐ ☞ ❧✘➟✕✔ ✗ ➩❩❀❆➍➏➌✍➍➏➎❞➊↕➎❞➢ ✝♦➋❞➍✶➐Ò✵ ❧☞❦❞❦ ➐➣→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎✏➙✔➋P➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✐✓↕➩✸✑✔➩❜➓✐➎✔➤ ➟ ➍➏➢➥➢☛→➒➌✍➍✶➐➒➍ ➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐➙❞➍➏➢✂➊ ♠ ➙ ♠ ➍➏➢✂➙❸✵✸→➒➎♦➌➥➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎✳➙✔➍➑➐ ❧ ➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐➒➍✭➢❆➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌✍➢✻➙❞→➼➜❂→➒➢➥➍➏➋ ♠ ➢ Di

➺✒➍ ➌
➐ ❧ ➙✔➊↕➎❞➎❞➤➏➍✻➙❸✵✸➋❞➎➨➢ ➞ ➢❝➌✍➧✭➡➨➍ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍➏➎♦➌❣➙❞➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢✶➙❞➍❆➐Ò✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍✘➩➝❋●➍✐➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍➍✭➢❝➌◗➋❞➎❞➍ ➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✍➍ ✂↕➐➣➊ ☞ ❧ ➐➣➍❤➙❞➋❈➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍➁✓☞➩❜✑✔➩ ✦❂➺❣➐➣➋❞→ Ð❄➡ ✍✭➡➨➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛➤ ✝♦➋❞➍✭➎ ➟ ➍ ➙❞➋
➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍➨✓☞➩❜✑✔➩✸✑✔➺ ✝♦➋❞→❙➙❞➤ ➟✭♠ →➒➌✻➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍❉➙➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✔ ➋❞➡➨➡➨➤ ♠ →➒➍✭➎ ♠ ➍➏➢☛➌ ♠ ➍✭→➒➎➝➌
☎➛➋❞➎❞➍P➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎➇➩
✴❘➍P➙❞➍✭➋❂➬❂→➒➧✭➡➨➍ ➟ ➦ ❧✘❦ →➒➌ ♠ ➍P➍✭➢❝➌✏➋❞➎✔➍➑→➒➎♦➌ ♠ ➊✫➙❞➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ☎ ➐ ❧ ➌✍➦✔➤✭➊ ♠ →➣➍P➙❞➍✭➢✻➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢✏➙✔➍▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ ✕ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎❞➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥→✟✝♦➋❞➍➏➢P➙❞➍✭➢ ✕ ❖❉Ð ✗ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢➷➙✔➍➛➐ ❧ ➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ Ð➌✍→➼➜↕➍ ✕❪➍➏➌✦➙❞➍ ➐➣➍➏➋ ♠ ➢ →➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✍➢ ❦✔♠ →➣➎ ➟ → ❦❞❧ ➋❂➬✔✗ ➺❊➙❞➋ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❲➙✔➍✭➢➠➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢➏➺❣➍ ➌➠➙❞➍➏➢➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢➛➙❞➍✦▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛ ➢➥➋ ♠ ➋❞➎ ❧ ➎❞➎✔➍ ❧ ➋✘✗ ➩☎◆❉➎ ➞➫❦✒❧ ➢☛➢➥➍❲➍➏➎ ♠ ➍ ➜✫➋❞➍➠➙❞➍✭➢ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢

➟ ➊☞➎❞➎♦➋❞➢✏➡ ❧ →➣➢✐➍➏➢➥➢☛➍✭➎➝➌✍→➒➍✭➐➣➢ ❦ ➊☞➋ ♠ ➐ ❧ ➢➥➋❞→➼➌✍➍ ✕ ❦✒❧✘♠ ➍ ➬✔➍➏➡ ❦ ➐➣➍P➐➣➍P➐➣→➒➍✭➎❤➍✭➎➝➌ ♠ ➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✏➙❞➍➏➢➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢●➍➏➌✻➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➏➢✏➙❞➍➷▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛ ✗ ➩
✴❘➍❤➌ ♠ ➊↕→➒➢➥→➒➧✭➡➨➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍ ➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➢☛➌✍➍❤➍✭➎➃➋❞➎❞➍✳➤➏➌✍➋✔➙❞➍❏➙❞➤ ➌ ❧ →➒➐➣➐➒➤✭➍➠➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌

➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➤➏➌➥➤ π ➺♦➙ ❧ ➎❞➢●➐ ❧➑❦ ➍ ♠ ➢ ❦ ➍ ➟ ➌➥→➒➜↕➍✂➙➇✵ ❧☞❦❞❦ ➐➒→✟✝♦➋❞➍ ♠ ➐➣➍➏➢ ♠ ➤✭➢➥➋✔➐➒➌ ❧ ➌✍➢❊➙❞➋ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠❊➟ ➦ ❧ Ð❦ →➼➌ ♠ ➍ ✕➶➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍❆✓↕➩✸✑✔➩❜➓ ✗ ➩✡✾❑➎ ❦✒❧✘♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➺ ❧✘❦❞♠ ➧➏➢❭➋❞➎✔➍❣→➒➎♦➌ ♠ ➊✫➙❞➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ☎❆➐ ❧✐➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➤ Ð➌✍→➒➊↕➎➷➙❞➍■➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍●➙❞➍ ➟ ➊↕➎ ✡ ✂↕➋ ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎➻➙❞➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢ U r ➟ ➊↕➎✔➢☛➌ ♠ ➋❞→➒➌➥➍●➙ ❧ ➎❞➢ ✠☞☛ ✬✑✢✍✌✏✎❞r ✑ ➺➐ ❧➑❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎❲✑❂➩➒✓↕➩❜✕☞✑➅➙❞➊☞➎❞➎❞➍✿➋❞➎❞➍✿➙✔➍✭➢ ➟➏♠ → ❦ ➌✍→➒➊↕➎❲➙❞➍✿➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎◗➢➥➋ ♠ U r ✝♦➋❞➍P➐ ✵✸➊↕➎
➊ ☞ ➌➥→➣➍➏➎♦➌✂➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍➷➐Ò✵ ➊↕➎ ♠ ➤✭➙✔➋❞→➒➌✂➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✻➙❞➍ U r

➙❞➤✌✡❞➎❞→❭➢☛➋ ♠ ➋✔➎ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ K ➍✭➎ ➋❞➎✔➍
❦ ➐ ❧☞➟ ➍ v ➊☎✄✳➢☛➍✭➢ ➟ ➊✫➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➍✭➢ ➟ ➊ ❧ ➐➣➍✭➢ ➟ ➍➏➎♦➌✭➩❱◆❉➎❤➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌❆➎❞➊☞➌ ❧ ➡ ➡➨➍✭➎➝➌❆➐➒➍✭➢✐➊ ♠ ➙ ♠ ➍➏➢➙➇✵ →➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❤➙❞➍ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍➷➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐➒➍✭➢✐➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➋ ♠ ➢ SI

➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙❤➙✔➍ U r ➩
◆❉➎➑➙✔➤ ➟✭♠ →➒➌ ❧ ➋ ➟ ➊↕➋ ♠ ➢✝➙❞➍✭➢✝➙❞➍✭➋✫➬ ❦✒❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍✭➢✝➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌✍➢❙➐➣➍✶➐➣→➒➍✭➎P➍✭➎➝➌ ♠ ➍❊➐➣➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➙❞➍➏➢■➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍✭➢ ❦ ➋ ♠ ➍➏➢❆➙❞➍P▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌☞☛❉➍➏➌❆➐➒➍❉➡ ❧✘❦❞❦ →➣➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦➠❦ ➋ ♠ ➺❞➍ ➌❆➊↕➎◗➍✭➎◗➙❞➤ Ð➙❞➋❞→➼➌✏➋✔➎❞➍➻➙❞➍➏➢ ➟➏♠ → ❦ ➌✍→➣➊☞➎ ❦❞♠ ➤ ➟ →➒➢➥➍➑➙❞➍➑➐ ❧ ➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊☞➡ →➒➍❉➙❞➋ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌✏✂↕➤✭➎❞➤ ♠ →✠✝✫➋✔➍

✂↕➤➏➊↕➡ ➤ ➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍ πη

✕✱✝✄✂ ✌❤➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎ ➙✔➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✳➙❞➍➏➢➨➌ ♠ ➍➏➢➥➢➥➍➏➢ ❦ ➋ ♠ ➍✭➢ ➢➥➋ ♠ ➋❞➎❞➍✄✡ ☞ ♠ ➍
✂↕➤➏➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍ ✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍❤➙❞➍ π ✗ ➩❊✴❘➍✭➢ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋✔➐➣➍✭➢➨✑✔➩✸✑✔➩✸✑➫➍ ➌➠✑✔➩ ✗❞➩➼✓✖✕ ➙✔➊↕➎❞➎❞➍➏➎♦➌❲➐➣➍✭➢
❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎❞➢✐➙❞➍ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➣➎❞➢✐➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢❆➙❞➍➑❇✏➍✭➦✔➎❏➢➥➋ ♠ ➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍✿➙❞➍✭➢ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✭➢✻➙❞➍➷✹✂→➣➍➏➐➣➢☛➍✭➎➇➺



� ✞ ✄✠✌ �✁�

➐➣➍➏➢ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡ ✡ ✟ ✠✬☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✕ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎➛✑✔➩✸✑✔➩ ✕✁✗ ➩➝✴❘➍■➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➍ ♠❑❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍✐➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ➟ ➊☞➡ Ð➡➨➍✭➎➝➌■➊↕➎ ❦ ➍➏➋✔➌■➊ ☞ ➌✍➍✭➎✔→ ♠ ➺☛☎ ❦✒❧✘♠ ➌✍→ ♠ ➙❞➍✭➢●➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢■➢ ❧☞♠ ➡ ➍➏➎➝➌✍➢✭➺❂➋❞➎ ➟ ➦❞➊☞→➼➬ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠✍✌ ✡✞✁ ➙✔➍
✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢✻➙❞➍P➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍ ❧ ➋❤➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂☞➍❉➙❞➍✿➌✍➊↕➋❂➌ ❦ ➊↕→➒➎♦➌■➙❞➍ U r ➩
✴❘➍ ✝♦➋ ❧ ➌ ♠ →➣➧➏➡ ➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍➠➙✔➤ ☞ ➋✔➌➥➍ ❦✒❧☞♠ ➋❞➎✔➍➠➙❞➤✭➡➨➊↕➎❞➢❝➌ ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎⑩➙❞➋ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌➛➙✔➍➴●➍ ➟✕✔ ➡ ❧ ➎❞➎ ☎❲➐ ✵ ❧ →➒➙❞➍➷➙❞➍✭➢✿➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢P➙❞➍➛▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛✘➩❘◆❉➎ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢☛➍➻➍✭➎✔➢➥➋❞→➼➌✍➍ ➟ ➍ ♠ ➤ Ð➢➥➋✔➐➒➌ ❧ ➌❉➍✭➎ ➤ ➌✍➋❞➙❞→ ❧ ➎➝➌✿➐➣➍ ➟✱❧ ➢✿➙❸✵✸➋❞➎✔➍➛➡ ❧ ➋❂➜ ❧ →➣➢➥➍ ❦ ➐ ❧✘➟ ➍ v ➎❞➍➅➙❞→➼➜✫→➣➢ ❧ ➎♦➌ ❦✒❧ ➢❉➐ ✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍➙❞➍
G
➩✫✴❘➍❆➌ ♠✍❧ ➜ ❧ →➒➐ ❦❞♠ ➤➏➐➣→➣➡➨→➣➎ ❧ → ♠ ➍ ♠ ➤ ❧ ➐➣→➒➢➥➤ ❧ ➋ ➟ ➊↕➋ ♠ ➢●➙❞➍➏➢❣➌ ♠ ➊↕→➣➢ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➢ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍➏➢

❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌ ➋✔➎❞➍◗➙❞➍✭➢ ➟✭♠ → ❦ ➌✍→➒➊↕➎❿➙❞➍◗➐ ❧ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎➫➙❞➍◗➐ ❧ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍ v ➙ ❧ ➎❞➢ ➐➒➍✭➢ ➙❞→✠✔✰➤ Ð
♠ ➍➏➎➝➌✍➢ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❉➙✔➍✭➢❉➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢✏➙❞➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢P➙❞➍➅➙❞➍✌✂ ♠ ➤✘➺❸➙❞➍➻➡ ➊↕➎✔➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍P➍➏➌✿➙✔➍
❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢✶➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌●➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➢ ✕➶➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍✻✗❞➩➼✓↕➩ ✦✁✗ ➩✫◆❉➎✦➤ ➌✍➋❞➙❞→➒➍✂➍➏➎❞➢➥➋✔→➒➌✍➍✂➐➣➍ ➟✱❧ ➢
❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➙❞➍✭➢✜✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢❆➙❞→➣➤➏➙ ♠✍❧ ➋❂➬✰➩
✴❘➍➠➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➍ ♠ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍◗➙❞➍ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍❤➌➥➦❞➧✭➢☛➍✳➢☛➍◗➙❞→➣➢❝➌✍→➣➎ ✂↕➋❞➍➠➙❞➍➏➢ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➎♦➌➥➢✦➍➏➎ ➟ ➍

✝♦➋➇✵ →➣➐☎➎➇✵ ➋✔➌➥→➣➐➣→➒➢➥➍ ❦ ➐➣➋❞➢✿➐ ❧ ✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →➣➍➻➙❞➍✭➢P➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢➻➙✔➍ ▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛✘➺➇➡ ❧ →➣➢❉➐➒➍✭➢ ✜ ✌ ✠ � ✌✦✡
❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢❆➙❞➍ ➟ ➍✭➢✐➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢✻➙❞➍✭➢✐➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢✚✂ ♠ ➊↕➢➥➢☛→➣➍ ♠ ➢✭➩❞✴❙➍❉➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ ✦❂➩❜✕❂➩➼✓✿➙❞➊↕➎❞➎✔➍➐Ò✵ ➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍➏➎ ➟ ➍✦➍➏➌➅➐ ✵✸➋✔➎❞→ ➟ →➒➌✍➤✖✕ ☎❤→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ❦❞♠ ➧➏➢✦✗➑➙➇✵ ➋❞➎ ☞ ➊↕➎⑩➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍✖✕✱✝✄✂ ✌ ✂✝➋❞➎
➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍✦➌➥➍✭➐ ✝♦➋❞➍◗➐ ❧ ♠ ➤✭➙✔➋ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❿➢➥➋ ♠ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍❤➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍➠➙❞➋ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ➙❞➤➏➙❞➋❞→➒➌➢➥➋ ♠ ➐Ò✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❿➢➥➊↕→➼➌➛➐➣→➒➢➥➢➥➍✦➍➏➌ ✂↕➤➏➊↕➡ ➤ ➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌➛→ ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍ ✗➷➢➥➋ ♠ ➐ ✵✸➍ ➬✫➌✍➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎➎❞➊↕➎ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤➏➍ ➡ ❧ ➬❂→➒➡ ❧ ➐➒➍➛➙❞➋ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➑➙❞➍ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❧ ➐➒→➒➌➥➤➛➙❞➋⑩➐➣→➒➍✭➋ ➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌➍✭➎ ➋❞➎❞➍ ☞ ➊↕➎❞➎❞➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍ ✕ ✠✄✂ ✛ ✌✏✎✒✑ ➺ ✠ ✘ ✄t✪ ✌✏✌ ✑ ✗✳✲❘➐➒➍➅➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍✔✦❂➩❜✕❂➩✸✑ ➟ ➊↕➎ ➟ ➍ ♠ ➎❞➍➨➐ ❧➢☛➌ ❧ ☞ →➒➐➣→➒➌➥➤✛✕ ❧ ➋➛➢➥➍➏➎❞➢❑➙❞➍✐❇✂➍ ✒ ✗q➙➇✵ ➋❞➎➛➌✍➍➏➐✔➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍✘➺✘➍ ➌❑➐➣➍●➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ ✦❂➩❜✕❂➩ ✗❉➍ ➬❂➦❞→ ☞ ➍●➋❞➎➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍❉➙❞➍❉➙✔➍✭➢ ➟ ➍✭➎➝➌✍➍P➢☛➋ ♠ ➐➣➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤ ➌✍➤✂➙❞➋ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢✐➙❞➍➏➢✐➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢❊➍✭➎◗➋❞➎❞➍ ☞ ➊↕➎❞➎✔➍
❦ ➐ ❧☞➟ ➍ ✕ ✠✄✂ ✛ ✌✏✎✒✑ ➺ ✠ ✘ ✄⑩✪ ✌✏✌✒✑ ✗ ➩✰✺❄➐ ❦❞♠ ➤ ➟ →➒➢➥➍➻➐➒➍✭➢✂➤✭➎❞➊↕➎ ➟ ➤✭➢ ❦✔♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➡ ➡➨➍✭➎➝➌✏➊ ☞ ➌✍➍➏➎♦➋❞➢
✕❪➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✐✑✔➩➼✓■➙❞➍ ✠☎✂ ✛ ✌✏✎✘✑ ➍ ➌ ➟ ➊ ♠ ➊↕➐➒➐ ❧ → ♠ ➍❊✕❂➩ ✧❉➙❞➍ ✠ ✘ ✄⑩✪ ✌✏✌✒✑ ✗❭➍✭➎ ➟ ➍ ✝♦➋➇✵✸→➒➐ ❧✍✙ ♠ ➡ ➍➐Ò✵ ➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍➏➎ ➟ ➍✻➙➇✵ ➋❞➎✥� ✞ ✡ ➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍❆➢☛➋ ♠ ➐➒➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤ ➌✍➤✻➙❞➋ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❣➙❞➍➏➢●➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢❊➍➏➎✦➋❞➎✔➍
☞ ➊↕➎❞➎❞➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✘➩
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❇ ❧ ➎✔➢✂➌✍➊☞➋✔➌ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧✘❦ →➒➌ ♠ ➍☞➺ S ➙❞➤➏➢➥→✟✂☞➎❞➍➻➋❞➎❏➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ ➐➒➊ ➟✭❧ ➐➣➍➏➡ ➍➏➎➝➌✂➎✔➊❂➍ ➌✍➦❞➤ ♠ →➣➍➏➎❏➍ ➌➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➐Ò➩✴❘➍ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠❉❦❞❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦✔➍➛➙❞➍ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍ ♠✍❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍➅➙✔➍✭➢ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➒➌➥➤✭➢❉➢☛➋ ♠ ➐➣➍✭➢
♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢☎➤➏➌ ❧ ➐➣➍➏➢✝➍ ➌q➢☛➋ ♠ ➐➣➍✭➢ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢q➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠➥❧ ➡ → ✡✒➤✭➢➏➩✡◆❉➎➻➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌
❧ ➋❞➢☛➢➥→❆➙ ❧ ➎✔➢ ➟ ➍ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍◗➐ ❧ ➎❞➊✘➌✍→➣➊☞➎ ➙✔➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ✔ ➋✔➡ ➡➨➤ ♠ →➣➍✭➎
✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐➣→➒➢➥➤☞➺✖➍➏➎➅➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌☎➐Ò✵ ➍ ➬ ❦ ➊↕➢➥➤ ✠ ✼✄✂✆☎ ✌ ✑ ➙➇✵✸❫➑➩↕❖ ♠ ➊✘➌✍➦❞➍➏➎❞➙❞→➣➍ ➟✕✔ ➍ ➌✶Ï✔➩✘❡❭➩☞❢✳➋ ♠☛♠ ➍☞➩❋●➍✭➢✶➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➍ ♠ ➢ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢✶➢➥➊☞➎♦➌✶➙✔➍✭➢ ➟✱❧ ➢ ❦❞❧☞♠ ➌➥→ ➟ ➋✔➐➣→➣➍ ♠ ➢❭➙❞➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌❊➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➢➐➣➍❑➐➒➊↕➎ ✂✐➙❞➍✶➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➋ ♠ ➢ ☎ ➟➏♠ ➊↕→➒➢➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✝➎✔➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬✰➺✱➍ ➌❭➊☞➎➷➙✔➤✭➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ❧ ➋ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌➠➐➣➍❤➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍❏➙➇✵✸❫ ☞ ➦ ➞➝❧ ➎ ✔✘❧✘♠ ➺ ✝♦➋❞→ ❧✍✙ ♠ ➡ ➍ ✝♦➋❞➍ ♠ ➤ ➟ → ❦✔♠ ➊ ✝✫➋✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➺❣➋❞➎
♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌❑➡➨➊✫➙❞➤ ♠ ➤●➍✭➢❝➌✱➺✡➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❦ ➊☞➋ ♠ ➐ ❧ ➌➥➊ ❦ ➊☞➐➣➊✓✂↕→➒➍✶➤➏➌ ❧ ➐➣➍☞➺✖➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌
✔ ➋❞➡➨➡ ➤ ♠ →➣➍➏➎✆✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➐➣→➣➢☛➤☞➩
✴❘➍✭➢ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢ ❦❞♠ →➒➎ ➟ → ❦✒❧ ➋❂➬➨➙✔➍ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍✂➢➥➍✏➌ ♠ ➊↕➋❂➜↕➍✭➎➝➌✐➙ ❧ ➎❞➢■➐➒➍ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍✓↕➩✸✑✔➺ ➟ ➊↕➎❞➢ ❧☞➟✭♠ ➤ ☎✏➐ ✵✸➤ ➌✍➋❞➙❞➍❣➙❞➍■➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍✶➙❞➍●➐ ❧✂♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎➑➙➇✵✸➋✔➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✶➡ ➊☞➙❞➤ Ð

♠ ➤➏➡ ➍➏➎➝➌ ♠✍❧ ➡ → ✡✒➤✛✕❪➐➣➍❣➐➣➊↕➎ ✂✂➙❞➍■➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➋ ♠ ➢ ☎ ➟✭♠ ➊↕→➣➢☛➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢q➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬✔✗ ☎✏➋❞➎❞➍■➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎
✕❪➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✭➢P✓↕➩✸✑✔➩✸✑✔➺➇✓↕➩✸✑✔➩ ✗ ➍➏➌➷✓↕➩✸✑✔➩ ➓✁✗ ➩

✌✎✍ ✌ ✍ ✂ ✬✑✏✓✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯✖✪➛✩➝✯❩r✎✸❪✬❂✪✞✝q★✖✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯❩✪ ✄t❚✠✟❙✩✫★✖✩☎✄t✬✫✮✰✯➨★✖r✎✄⑩❬ ✵q✩✫✪
✌✎✍ ✌ ✍ ✌✎✍ ✂ r✎✄⑩❬ ✵ ✆↕r❂✯✖❬ ❚❱✮ ✟❙r✒✮✝✪ ✸ ✬✫✪ r❞✮❭✮❙✬♦r✒❯ ✔ ✟❙✬ ✂ ✬✕✟❙✬✠✟❘❬ ✮✡✟✡✝ ✟✝r✒✮✝✪ ✸❪✬✫✪
✄t❚❨★✖✧q♣✝❬ ✪✿✄t✬✫✪✱✟❙✬ ✪ ✆✘♣❙✩☎✄tr✒✪ ✍☞☛ ◆❉➎ ♠✍❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍◗→ ➟ →✐➐ ❧ ➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ → ♠ ➍➙❞➍ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎t➙ ❧ ➎❞➢ ➐➣➍➏➢ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❂➬ ➙❞➍❤❇✏➍➏➙❞➍ ✔ →➒➎❞➙➇➺✶➍➏➌ ➟ ➍✭➐➣➐➒➍✆✝♦➋❞→✐➍✭➎ ➙❞➤ ➟ ➊↕➋❞➐➒➍
❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍➏➢❆➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✭➢■➙❞➍P➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➢✭➩
✌ ✂ ✌ ✂ ✌ ✂ ✌ ✂✎✍ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌✦✡ ✟☛✡✞✡ ✌ ✟ ✏✞✌ ✄✫✌✑✏➻✌➥✄✫✌✓✒✍✝ ✡ ✄☞➩✕✔ ❁❂➊↕→➼➌

A
➋✔➎ ❧ ➎✫Ð➎❞➍ ❧ ➋❛➙❞➍ ❇✂➍✭➙❞➍ ✔ →➒➎❞➙ ➙❞➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❲➙❞➍✭➢ ✁ ♠✍❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎❞➢ K ➺

L/K
➋❞➎❞➍❏➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎ ✡✒➎❞→➒➍



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✄✂✆☎✚✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁✄✂✞✡ ✌✄✎✄✌ ☎✄✌✄✂✘✏✚✂✆✟ ✎ ✡✝✂✄✌

➙❞➍ ➙✔➍ ✂ ♠ ➤ n ➩❣✴ ❧ ✁ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌➥➋ ♠ ➍✳→➣➎➝➌✍➤✌✂ ♠✍❧ ➐➣➍ B ➙❞➍
A
➙ ❧ ➎❞➢ L ➍✭➢❝➌➠➋❞➎ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❈➙❞➍

❇✏➍➏➙❞➍ ✔ →➣➎✔➙➇➩❁❂➊↕→➼➌
p
➋❞➎ →➒➙❞➤ ❧ ➐ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➙❞➍ A ✲➇➐ ✵✸→➒➙❞➤ ❧ ➐ pB

➙✔➍
B
➢➥➍➛➙❞➤ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢➥➍➛➙❞➊↕➎ ➟ ➍✭➎

❦❞♠ ➊❂➙❞➋✔→➒➌✐➙➇✵ →➣➙✔➤ ❧ ➋❂➬ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➢✿✎

pB =
∏

P|p

PeP

✴❘➍❉➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍ eP

➍✭➢☛➌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌✿✄✫✌P✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌
P
➙ ❧ ➎❞➢✐➐ ✵✸➍ ➬❂➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ L/K ➺

➍➏➌
fP := [B/P : A/p]

➍✭➢❝➌✻➐➣➍➨✄✫✌ ✜ ✠ ✄ ✠ ✄ ✡✆✝ ✄✁✏❨✌ ✍❘✄✫✌
P
➙ ❧ ➎❞➢❆➐Ò✵ ➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ L/K ➩

❋●→➒➌➥➊↕➎❞➢■➌ ♠ ➊↕→➒➢ ➟✱❧ ➢ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➢■➙❞➍ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎✳✎
✍ ❁❂→

eP = 1
➍ ➌
B/P

➍✭➢❝➌➅➢➥➤ ❦✒❧☞♠➥❧ ☞ ➐➣➍ ➢☛➋ ♠ A/p ➺❙➊↕➎ ➙❞→➼➌ ✝♦➋❞➍
L/K

➍➏➢☛➌ ✡ ✞ ✡
✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✌✦✌ ✡

P
➩✝❁❂→

L/K
➎➇✵ ➍✭➢☛➌ ♠✍❧ ➡ → ✡✒➤✭➍➅➍➏➎ ❧ ➋ ➟ ➋❞➎ →➣➙✔➤ ❧ ➐ ❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➙❞➍ B➙❞→➼➜❂→➒➢ ❧ ➎➝➌ p

➺❸➊↕➎ ➙❞→➼➌✖✝♦➋❞➍
L/K

➍➏➢☛➌ ✡ ✞ ✡ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✌ ✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡ ➙❞➍
p
✕❪➊↕➋ ➍✭➎

p
✗ ➩

✍ ❁❂→✝➐Ò✵ ➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎ ♠ ➤✭➢☛→➣➙❞➋❞➍➏➐➣➐➒➍ B/P ➢➥➋ ♠ A/p ➍✭➢☛➌✏➢➥➤ ❦✒❧☞♠✍❧ ☞ ➐➣➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌✂→➣➙❞➤ ❧ ➐
❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ P

➙❞➍
B
➙❞→➼➜❂→➒➢ ❧ ➎➝➌ p

➺☞➍➏➌✶➢➥→✔➐ ❧❉➟✱❧✘♠✍❧☞➟ ➌✍➤ ♠ →➣➢❝➌✍→✟✝♦➋❞➍ ♠ ➤✭➢☛→➣➙❞➋✔➍✭➐➣➐➒➍■➍✭➢❝➌❊➎✫➋✔➐➣➐➣➍➊↕➋ ➎❞➍ ➙❞→➼➜❂→➒➢➥➍ ❧ ➋ ➟ ➋❞➎ eP

➺❸➊↕➎➫➙✔→➒➌✖✝♦➋❞➍➨➐ ❧❲♠➥❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎ ➙❞➍ L/K ➍➏➎
p
➍✭➢❝➌

☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ✌ ➩
✍ ❁❂→❑➋❞➎➫➢➥➍➏➋❞➐✶→➣➙❞➤ ❧ ➐ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ P

➙❞➍
B
➙❞→➒➜✫→➒➢➥➍

p
➺❘➍➏➌➷➢➥→

fP = 1
➺❘➊↕➎➫➙✔→➒➌ ✝♦➋❞➍

➐Ò✵ ➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎
L/K

➍✭➢☛➌ ✁ ✞ ✁ ✟ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✌➅✌ ✡
p
➩

❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌➥➍✿➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎ ✂ ❧ ➐➣➊↕→➒➢➥→➒➍✭➎❞➎❞➍ L/K ➺✒➐➣➍✖✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✿➙❞➍➑❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢ G ❧ ✂☞→➒➌✐➢☛➋ ♠➐Ò✵ ➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍✶➙❞➍➏➢❭→➒➙❞➤ ❧ ➋✫➬ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➢✝➙✔➍ B ➙❞→➒➜✫→➒➢ ❧ ➎➝➌ p
➩✡❁❂➊☞→➒➌

P
➐Ò✵ ➋❞➎➷➙❞➍ ➟ ➍✭➢❭→➣➙❞➤ ❧ ➋❂➬ ✎➐➣➍ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌✿✄✫✌✿✄ ✄✦✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡✆✝ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌

P
➙ ❧ ➎✔➢ L/K ➍➏➢☛➌✐➐➒➍✂➢❝➌ ❧ ☞ →➒➐➣→➒➢ ❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➙❞➍ P ❦✒❧✘♠

➟ ➍ ➌➥➌➥➍ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎➇➩✫✷✂➎✦➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌●➙❞➍ ➟ ➍✏✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✂➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌ ❦❞❧☞♠❣❦❞❧ ➢➥➢ ❧ ✂↕➍ ❧ ➋ ✝♦➋❞➊☞➌✍→➒➍✭➎➝➌❣➋❞➎
A/p

Ð ❧ ➋❂➌✍➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍✂➙❞➍ B/P ➩❨✴❘➍➷➎✔➊ ➞↕❧ ➋❏➙✔➋✳➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ ❧ →➣➎❞➢☛→➇➙❞➤✕✡✒➎❞→❙➍✭➢❝➌ ✍➣✌
✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌➷✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌➷➙❞➍

P
➙ ❧ ➎✔➢ L/K ➩

◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌ ♠ ➍➏➌✍➍➏➎❞→ ♠ ➙❞➍➅➐ ❧ ➐➣➍ ➟ ➌✍➋ ♠ ➍➅➙❞➍ ✠ ♥ ✬♦★✏✎ ✖ ✑ ✝♦➋❞➍☞➺❘➙ ❧ ➎❞➢❉➐➒➍ ➟✱❧ ➢✏➊☎✄ ➐ ❧✦♠➥❧ ➡➨→➼Ð
✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➍ L/K ➍✭➎

p
➍✭➢☛➌P➡➨➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➍☞➺❸➐➣➍➅➢☛➊↕➋❞➢❝Ð ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➛➙❸✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍➻➙❞➍ G ➍➏➢☛➌P➋❞➎

✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✧✒✑ ✧ ✍✣✝✔✓ ✏❨✌➑➙➇✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍➑➐Ò✵ →➣➎❞➙❞→ ➟ ➍✿➙❞➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎✰✕ ➟ ➊↕➡➨➡➅➋❞➎➇➺ ❦ ➋❞→➣➢ ✝✫➋✔➍ L/K➍✭➢❝➌✜✂ ❧ ➐➣➊☞→➣➢➥→➒➍✭➎❞➎✔➍ ✗❣➙❞➍➏➢❆→➣➙❞➤ ❧ ➋❂➬ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➢✐➙❞→➼➜❂→➒➢ ❧ ➎➝➌ p
➩

✌ ✂ ✌ ✂ ✌ ✂✖✕ ✂✎✍ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌✦✡ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌✦✡✂✄✫✌ ✡ ✧ ✝✞✄ ☎ ✟ ✡ ➩ ✔ ❁✫➊↕→➒➌
f : Y →

X
➋❞➎t➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ ✡✒➎✔→❊➙✔➍ ➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➢➷➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬✰➺ y ➋✔➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌P➙❞➍ ➟ ➊✫➙❞→➣➡➨➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎✓ ➙ ❧ ➎❞➢ Y ➺➇➙➇✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍ x ➙ ❧ ➎✔➢ X ➩❘✴❑✵✸→➒➎❞➙❞→ ➟ ➍➅➙❞➍ ♠➥❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎ ey

➙✔➍➨➐ ✵✸➍ ➬✫➌✍➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎
➙➇✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❂➬ ➙✔➍❆➜ ❧ ➐➒➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➅➙✔→➣➢ ➟➏♠ ➧ ➌✍➍ OY,y

➢➥➋ ♠ OX,x

➍➏➢☛➌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌✂✄✫✌❆✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡
✄✫✌
y ❧ ➋✫Ð❄➙❞➍➏➢➥➢➥➋✔➢❑➙❞➍ x ➙ ❧ ➎❞➢ f ➩☞◆❉➎➅➙❞→➒➌ ✝♦➋❞➍■➐➣➍❣➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ f ➍✭➢❝➌ ✡ ✞ ✡ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ➍✭➎

y
➢➥→➇➐ ✵✸➍ ➬❂➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎

OY,y

➢➥➋ ♠ OX,x

➍✭➢❝➌❆➎❞➊↕➎ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤✭➍☞➩✔◆❉➎➠➙❞→➒➌ ✝✫➋✔➍✿➐➣➍❉➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍



✂✆☎ ✂✆☎ ✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎✑✏ ✡✍✎☎✄ ✞ ✂☛✏ ✁ ✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎✑✏ ☎ ✂ ✠☛✡✞✁☞✡☛☎✝✂✞✌ ✎ ✁ ✄✄☎ ✡✄✂ ✡ ✡✆✏ �✆☎

f
➍➏➢☛➌ ✡ ✞ ✡ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩✘☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✗❑➍➏➎ x ➢☛→❱➐ ✵✸➍ ➬✫➌✍➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎ OY,y

➢➥➋ ♠
OX,x

➐ ✵✸➍➏➢☛➌✱➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ y ❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢✻➙❞➍ x ➩❋●➍➏➌☛➌✍➍✶➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎ ❦ ➍✭➋❂➌❭➢☛➍ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢☛➍ ♠ ☎❆➋❞➎P➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ f : Y → X
➐➣➊ ➟✱❧ ➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌➙❞➍◗➌ ➞✫❦ ➍✘✡✒➎❞→P✎

f
➍✭➢❝➌✦➙✔→➒➌➨➎❞➊↕➎ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤➠➍✭➎ y ∈ Y

➢➥→
OY,y/mxOY,y

➍✭➢❝➌✦➋❞➎✔➍
➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ ✡✒➎✔→➣➍ ➢☛➤ ❦✒❧☞♠➥❧ ☞ ➐➒➍❏➙❞➍ k(x) ➺❣➊☎✄ x = f(y)

➩●❋●➍➏➌➥➌➥➍ ➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎➃➎❞➊↕➋❞➢
❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌☛➌ ♠➥❧ ➙❞➍■➙✔➤✌✡✒➎❞→ ♠ ➐ ❧ ➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎➑➙❞➍ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌✶➤ ➌ ❧ ➐➒➍ ❧ ➋ ❦❞❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦✔➍●➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌✱➩
✌✎✍ ✌ ✍ ✖✗✍ ✂ ✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯❩✪ ✩➝✯❩r✴✸ ✬✫✪ ✝❭★✡✬✑✏✓✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯✖✪ ✄t❚✗✟✝✩♦★✖✩✫✪ ✍☞☛
✌ ✂ ✌ ✂✖✕ ✂ ✌ ✂✞✝ ✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌✦✡ ✆ ✍ ✟☛✁ ✡✻✌ ✁ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌✦✡ ➩ ✔ ◆✿➎➑➢➥➋❞→➼➌q→ ➟ →➝➐ ✵✸➍ ➬ ❦ ➊↕➢☛➤ ✠ ✼ ✂ ☎ ✌ ✑ ➙➇✵ ❫➻➩❖ ♠ ➊☞➌➥➦❞➍✭➎❞➙✔→➣➍ ➟✕✔ ➍ ➌❏Ï✔➩❆❡❭➩✻❢✳➋ ♠☛♠ ➍✘➩✂✷✻➎ ➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ ➙❸✵ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋✫➬ φ : A → B➍✭➢❝➌➻➙✔→➒➌ ✆ ✍ ✟☛✁ ➢➥→

B
➍➏➢☛➌ ❦ ➐ ❧ ➌➑➍➏➎➫➌ ❧ ➎➝➌ ✝♦➋➇✵A Ð❄➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍ ✕ ➐ ❧ ➢❝➌ ♠ ➋ ➟ ➌➥➋ ♠ ➍ ➙❞➍ ➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍❦❞♠ ➊✖➜☞➍✭➎ ❧ ➎♦➌❉➙❞➍ φ ✗ ➺ ➟ ✵ ➍✭➢❝➌✖☎➨➙❞→ ♠ ➍➑➢☛→✝➐➒➍ ✁ ➊☞➎ ➟ ➌➥➍✭➋ ♠✠✟❄➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍✭➡➨➍✭➎➝➌✂➙❞➍ ☞ ❧ ➢➥➍ ✟ −⊗AB➙❞➍P➐ ❧➛➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➒➍✿➙❞➍✭➢ A Ð✽➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢●➜☞➍ ♠ ➢✂➐ ❧ ➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➣➍✿➙❞➍➏➢ B Ð❄➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢●➍✭➢☛➌✂➍ ➬ ❧☞➟ ➌✕ ➊☞➎ ♠✍❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➐➒➍ ✝✫➋✔➍ ➟ ➍➏➐ ❧ ➢➥→✠✂↕➎❞→✠✡❞➍ ✝♦➋❞➍➨➌✍➊↕➋❂➌✍➍➨➢➥➋❞→➼➌✍➍➨➍ ➬ ❧☞➟ ➌➥➍✦➍➏➢☛➌➻➌ ♠✍❧ ➎✔➢ ✁ ➊ ♠ ➡ ➤➏➍➨➍➏➎➋❞➎❞➍➷➢➥➋✔→➒➌✍➍➷➍ ➬ ❧☞➟ ➌✍➍ ✗ ➩✰✷✂➎❏➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ f : Y → X

➙❞➍➑➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➢✂➍✭➢☛➌✂➙❞→➼➌ ✆ ✍ ✟☛✁ ➢☛→
❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌ y ∈ Y

➐➣➍❆➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✐➙➇✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❂➬ OY,y → OX,x

✕❪➊☎✄
x = f(y)

✗q➍➏➢☛➌
❦ ➐ ❧ ➌✱➩❂✺❄➐❘➍✭➢☛➌✻➙❞→➼➌ ✟❣✄★✂ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✆ ✍ ✟☛✁ ➢☛→❘➍✭➎❤➊↕➋✔➌ ♠ ➍P→➣➐✰➍✭➢☛➌✂➢➥➋ ♠ ➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➩
✷✂➎◗➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍✞✕❪➙➇✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❂➬◗➊↕➋◗➙❞➍P➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➢✦✗■➍➏➢☛➌✻➙❞→➒➌ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌➻➢✭✵ →➣➐➇➍➏➢☛➌ ❦ ➐ ❧ ➌✐➍ ➌➎❞➊↕➎ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤☞➩❨❁❂→ f : Y → X

➍✭➢❝➌❉➋❞➎✳➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✿➤➏➌ ❧ ➐➣➍✘➺❱➊☞➎❏➙❞→➼➌ ✝♦➋❞➍ Y ➍➏➢☛➌✂➋❞➎
X
Ð ✡ ✧ ✝✞✄ ☎ ✟ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌ ➩❂✴❘➍✭➢ ❦❞♠ ➊ ❦❞♠ →➣➤➏➌➥➤✭➢❣➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢ ☞ →➣➍➏➎ ➟ ➊↕➎✔➎✫➋✔➍✭➢■➎❞➊☞➋❞➢■➢➥➍ ♠ ➊↕➎➝➌✐➋❂➌✍→➣➐➒➍✭➢

❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➢☛➋❞→➒➌➥➍ ✕ ➟ ✁ ➩ ❦❞❧☞♠ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➒➍ ✠ ✂ ❬ ✸ ✎☛✡✒✑ ➊↕➋ ✠ ✼ ★✖❚ ☎✗✌ ✑ ✗❉✎
☞✍✌✏✎✒✑✓✌✕✔✗✖✙✘✚✖✕✛✢✜ ✘ ✔➇✬✕✄➫✧✙✸❪✬✫✪ ✟✝✬ ✄t❚❨★✡✧❭♣✝❬ ✪✿✄➫✬❂✪➅✩➝✯❩r✴✸ ✬✫✪✤✣
✥✧✦ ✞✍✏ ✁ ✌ ✝ ☎✎☎✦✌ ✠✦✡✆✝Ò✞ ✡ ✞✍✏ ✟ ✌ ✠ ✁ ✌➅✌✦✡ ✁ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌✩★
✥✫✪ ✟ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡✆✝ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌➑✄✫✌✆✏✞✌ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌✦✡ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌✦✡➛✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌✩★
✥✧✦ ✞✍✏ ✁ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌➫✞✁� ✁ ✌ ✡ ✏ ✆✠✟ ✠ ✧ ✝✠✟☛✡★✜ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄✫✌✥� ✟ ✡❩✌ ✄✝✆ ✏ ✡ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌
✄ ✁ ✟ ✍➣✌➻✌✦✡ ✁ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌✬★

✥ � ✝
fg

✌✦✡ ✁ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌➛✌ ✁ ✓ ✏✒✌
f
✌✦✡ ✁ ✡ ✞ ✡ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄✚✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡

g
✌✦✡ ✁ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌ ✂

❁❂→
X
➍✭➢☛➌❆➋✔➎❤➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➺❞➍ ➌▲❅☎➌

(X) ➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍❉➙✔➍✭➢ X Ð✽➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ ➢✐➤ ➌ ❧ ➐➒➍✭➢➏➺✔➊↕➎◗➙❞➤ Ð✡✒➎❞→➼➌❑➐ ❧ ➌➥➊ ❦ ➊↕➐➣➊✓✂☞→➣➍❊➤➏➌ ❧ ➐➣➍ ➟ ➊☞➡ ➡➨➍■➐ ❧ ➌➥➊ ❦ ➊↕➐➣➊✓✂☞→➣➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ✝♦➋❞➍➏➐➣➐➣➍❣➋❞➎ ♠ ➍ ➟ ➊↕➋✔➜ ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌➙➇✵ ➋❞➎◗➊ ☞ ➔☛➍ ➌
U ❦✒❧☞♠ ➙❞➍➏➢❆➊↕➋✔➜↕➍ ♠ ➌➥➢ ✁ ➊☞➎❞➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➋❂➬ ➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➢☛➌➥➍➷➍➏➎◗➋❞➎❞➍ ✁ ❧ ➡➨→➣➐➣➐➒➍ ✡✒➎❞→➣➍➙❞➍■➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➏➢ φi : Ui → U

➌✍➍➏➐➣➢ ✝♦➋❞➍●➐ ❧✂♠ ➤✭➋❞➎✔→➣➊↕➎➅➙✔➍✭➢☎→➒➡ ❧ ✂☞➍✭➢✝➙❞➍✭➢ φi
♠ ➍ ➟ ➊↕➋❂➜ ♠ ➍

U
➩
◆❉➎◗➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→❙➐ ❧➅➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥→✠✝✫➋✔➍➷➎✔➊☞➌✍→➒➊↕➎➠➙❞➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✏➤ ➌ ❧ ➐➒➍➛✎

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✸✵✩✷✸✵✔➩ ✔ ✷✻➎❛➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ f : X → S
✡✒➎❞→✻➍➏➌✦➤➏➌ ❧ ➐➣➍✳➍✭➢☛➌✦➋❞➎✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌ ➩



� ✁ ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✄✂✆☎✚✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁✄✂✞✡ ✌✄✎✄✌ ☎✄✌✄✂✘✏✚✂✆✟ ✎ ✡✝✂✄✌

❡❭➊☞➋ ♠ ➙❞➤✌✡✒➎✔→ ♠ ➐ ❧ ➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌■➡➨➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤✘➺↕➊↕➎➨→➣➎➝➌ ♠ ➊❂➙✔➋❞→➒➌➙➇✵ ❧ ☞ ➊ ♠ ➙◗➐ ❧ ➎❞➊✘➌✍→➣➊☞➎➠➙❞➍P➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢✜☎ ➟➏♠ ➊↕→➒➢➥➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢❆➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬ ✎
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✸✵✩✷✁�❱➩ ✔ ❁✫➊↕→➒➌

D = (Di)
➋❞➎ ➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍ ✡✒➎❞→✝➙❞➍➻➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢✎✕ ❦ ➊✘Ð➢➥→➼➌✍→ ✁ ➢✦✗q➢➥➋ ♠ S ➩➝➊↕➎➨➙❞→➼➌ ✝✫➋✔➍✂➐➒➍✭➢ (Di)

➢☛➊↕➎➝➌ ✠ ✧ ✠✍✞✍✝✄✡❩✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✡ ✁ ✠✬✝ ✧ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✞✡✠✬☎ ✟ ✏✍✌
➢➥→ ➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌ s ∈ (∪i

❁❂➋ ❦❞❦ (Di))
➺✒➊↕➎ ❧ ✎

✓↕➩
OS,s

➍➏➢☛➌✻➋❞➎ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❤➐➣➊ ➟✱❧ ➐ ♠ ➤ ✂☞➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➺
✕❂➩☎❁❂→

Is = {i; s ∈
❁❂➋ ❦✔❦ (Di)}

➺ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌ i ∈ Is
➺
Di

❦ ➍➏➋✔➌✻➢✭✵ ➤ ➟✭♠ → ♠ ➍
Di =

∑
λ

➙❞→➼➜
(xi,λ)

➺ ❧ ➜☞➍ ➟ xi,λ ∈ OS,s

➍➏➌➷➊☎✄ ➐➣➍✭➢
(xi,λ)i,λ

✁ ➊↕➎➝➌ ❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍➙➇✵✸➋✔➎✳➢ ➞ ➢❝➌✍➧➏➡ ➍ ♠ ➤✌✂↕➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➙✔➍ ❦❞❧☞♠✍❧ ➡➨➧➏➌ ♠ ➍➏➢✐➍✭➎ s ➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✸✵✩✷✄✂❨➩ ✔ ◆❉➎ ➙❞→➼➌✖✝♦➋❞➍ ➐➣➍✭➢

(Di)
➢➥➊☞➎♦➌ ✠ ✧ ✠✍✞✍✝✄✡❩✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✡ ✞✡✠✬☎ ✟ ✏✍✌

➢➥→ ➺♦➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➌✍➊ ❦ ➊↕➐➒➊✓✂↕→➒➍■➤➏➌ ❧ ➐➣➍✘➺❂➐➒➍✭➢ (Di)
➢➥➊↕➎➝➌ ☎ ➟✭♠ ➊↕→➣➢☛➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢❣➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌❆➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋✫➬❸➩

✹✂➊☞➋❞➢❭➢☛➊↕➡➨➡ ➍➏➢✝➡ ❧ →➒➎♦➌➥➍✭➎ ❧ ➎♦➌❙➍➏➎➻➡➨➍✭➢☛➋ ♠ ➍❊➙➇✵ ➤➏➌✍➍➏➎❞➙ ♠ ➍●➐ ❧ ➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎P➙❞➍ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌✭➺➍✭➎ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌☛➌ ❧ ➎➝➌❆➋❞➎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➣➎➠➌ ➞✫❦ ➍➷➙❞➍ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎✳✎
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✸✵✩✷✆☎❙➩ ✔ ◆❉➎ ➢➥➍➫➙❞➊↕➎❞➎❞➍ ➋❞➎ ➢ ➞ ➢☛➌➥➧✭➡➨➍t➙❞➍ ➙❞→➒➜✫→➒➢➥➍✭➋ ♠ ➢ ☎ ➟➏♠ ➊↕→➒➢➥➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌✍➢❊➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋✫➬ D ➩✫✷✂➎✦➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ f : X → S

➍➏➢☛➌❣➋❞➎ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ☛
☎✦✌ ✡✞✁ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✍➣✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌

D
✡✆✝✞✝

✍ f
➍✭➢❝➌✜✡❞➎❞→ ✲

✍ f
➍✭➢❝➌✂➤ ➌ ❧ ➐➒➍ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✻➙❞➍ S −D

✲
✍ ➌✍➊☞➋✔➌✍➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍✂→ ♠☛♠ ➤✭➙✔➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍✻➙✔➍ X ➙❞➊☞➡ →➒➎❞➍✂➋✔➎❞➍ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✏→ ♠➥♠ ➤➏➙❞➋❂Ð
➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍❉➙❞➍ S ✲

✍ X
➍✭➢❝➌✂➎✔➊ ♠ ➡ ❧ ➐ ✲

✍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ s ➙❞➍ D ➙❞➍ ➟ ➊✫➙❞→➒➡ ➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎✳✓✏➙ ❧ ➎❞➢ S ➺ f ➍➏➢☛➌✐➡➨➊❂➙✔➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎➝➌
♠✍❧ ➡ → ✡✒➤❉➍✭➎ s ➩

✌✎✍ ✌ ✍ ✩✗✍ ✂ ✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯❩✪ ✟❘❯✡✄✱✄t✩♦★✘❬❪✬✫✮❭✪ ✒❱✩✫✮❙✩♦★✡r✴✸ ❬ ✪✭✩✫✪ ✍ ☛ ❋●➍✭➢ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢➢➥➊☞➎♦➌❆➙✔➍✭➢ ➟✱❧ ➢ ❦✒❧✘♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➢●➙✔➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢✻➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠➥❧ ➡ → ✡✒➤✭➢ ✲❞➎❞➊↕➋❞➢■➜☞➍ ♠ Ð
♠ ➊☞➎❞➢ ❧ ➋ ➟ ➊↕➋ ♠ ➢q➙✔➋➻➢➥➊☞➋❞➢❝Ð ❦✒❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍●➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌ ✝✫➋✔➍☞➺ ♠ ➤ ➟ → ❦❞♠ ➊☛✝♦➋❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✱➺✖➌✍➊↕➋✔➌ ♠ ➍ ➜✓✍ Ð➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✏➡➨➊❂➙✔➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎➝➌ ♠➥❧ ➡➨→✠✡✒➤✿➍➏➢☛➌✂→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞➍✘➺✒➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➺ ☎ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌
✔ ➋❞➡➨➡ ➤ ♠ →➣➍➏➎✆✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➐➣→➣➢☛➤ ✕ ➟ ✵✸➍➏➢☛➌✂➐➣➍❉➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✿➙➇✵✸❫ ☞ ➦ ➞➝❧ ➎ ✔✘❧✘♠ ✗ ➩
◆❉➎✘✡❂➬✔➍➷➋❞➎❤➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍✢✡✒➎❞→❘➙➇✵ ➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ ➢ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→ ✁ ➢ ni

➺
i ∈ I

➺✒➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍ ✝♦➋❞➍➑➐ ✵✸➊☞➎
➎❞➊☞➌➥➍

n
➩

❁❂➊↕→➼➌
Zn

➐➣➍✚✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ❧ ➙✔➙❞→➒➌➥→ ✁ ⊕i∈IZ/niZ
➩↕❋●➊↕➎❞➢➥→➒➙❞➤ ♠ ➊↕➎❞➢❑➐➒➍ S Ð❄➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➍✭➎ ✂ ♠ ➊↕➋❂Ð❦ ➍✭➢



✂✆☎ ✂✆☎ ✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎✑✏ ✡✍✎☎✄ ✞ ✂☛✏ ✁ ✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎✑✏ ☎ ✂ ✠☛✡✞✁☞✡☛☎✝✂✞✌ ✎ ✁ ✄✄☎ ✡✄✂ ✡ ✡✆✏ � �

❁ ❦ ➍ ➟ (OS[Zn])
✕
OS[Zn]

➙✔➤✭➢➥→✠✂↕➎❞➍P➐ ❧ OS

Ð ❧ ➐✟✂☞➧ ☞ ♠ ➍❉➙❞➋✘✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ Zn

☎ ➟ ➊✫➍ ✙➨➟ →➒➍✭➎➝➌✍➢❆➙ ❧ ➎✔➢ OS

✗ ➩
❋●➍➏➌☛➌✍➍ ➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎✛➢☛➍ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢☛➍ ☎❈➌➥➊↕➋✔➌ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ❧ ☞ ➤✭➐➣→➒➍✭➎➇➺✂➍➏➌ ➢☛→

L =
(Zn) /N

➍✭➢☛➌❲➋❞➎ ✝♦➋❞➊☞➌✍→➒➍✭➎➝➌➠➙❞➍
Zn

➺●➊↕➎ ❧ ➐ ❧ ➢☛➋❞→➒➌➥➍ ➍ ➬ ❧☞➟ ➌✍➍ ➙✔➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➏➢ ❧ ➐✠✂↕➤ Ð
☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍✭➢➏➺ ❦ ➊☞➋ ♠ ➐ ❧ ➌✍➊ ❦ ➊↕➐➒➊✓✂↕→➒➍ ❦ ➐ ❧ ➌✍➍➛✎

1 →
❁ ❦ ➍ ➟ (OS [L]) →

❁ ❦ ➍ ➟ (OS[Zn]) →
❁ ❦ ➍ ➟ (OS[N ]) → 1❡❭➊☞➢➥➊↕➎❞➢

An :=
(
OS[(Ui)i∈I ]/

(
(Uni

i − 1)i∈I

))
✴❘➍

S
Ð❄➢ ➟ ➦✔➤✭➡ ❧

µn,S :=
❁ ❦ ➍ ➟ (An)➍✭➢❝➌✐➋❞➎◗➢ ➟ ➦✔➤✭➡ ❧ ➍➏➎✆✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➏➢✐➢➥➋ ♠ S ➺❂→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞➍ ☎ ❁ ❦ ➍ ➟ (OS[Zn]) ❦❞❧☞♠ ➐Ò✵ →➣➢☛➊✘Ð➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ ➟✭❧ ➎❞➊↕➎❞→✠✝♦➋❞➍P➙❞➍ OS

Ð ❧ ➐✠✂↕➧ ☞ ♠ ➍✭➢

OS[Zn] ≃ An➍✭➎➝➜☞➊ ➞↕❧ ➎➝➌ (0, . . . , 1, . . . , 0)
✕❪➐➣➍

1
➍✭➢❝➌✐➍✭➎

i
Ð❄➧✭➡➨➍ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➒➊↕➎✘✗☎➢➥➋ ♠ ➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍ ui

➙✔➍
Ui

➙ ❧ ➎❞➢ An

➩
❁❂➊↕→➼➌

a = (ai)i∈I

➋❞➎ ➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍ ➙❞➍ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ✠ ✄✢✜ ✏ ✍✣✝✢✂ ✠✍✌✦✡➫➢➥➋ ♠ S ✕✱✝✄✂ ✌ ✂ ➟ ➍➏➢➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❞➢✻➎❞➍➑➢➥➊↕➎➝➌✂➙❞➍✭➢✂➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢✂➙✔➍ ☛✭➤ ♠ ➊ ➙ ❧ ➎❞➢ ❧ ➋ ➟ ➋✔➎ OS,s

✗ ➩❸◆❉➎✳→➣➎➝➌ ♠ ➊❂➙❞➋✔→➒➌❆➐ ❧
OS

Ð ❧ ➐✟✂↕➧ ☞ ♠ ➍
Aa

n := OS[(Ti)i∈I ]/
(
(T ni

i − ai)i∈I

)

❧ →➒➎❞➢➥→✙✝♦➋❞➍ ➐➒➍➛➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ Za
n :=

❁ ❦ ➍ ➟ (Aa
n

) ➩❙❁❂➊↕→➼➌
ti
➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍➻➙✔➍ Ti

➙ ❧ ➎✔➢ Aa
n

➩
✴❘➍

S
Ð❄➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➍✭➎ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢ µn,S

❧ ✂↕→➼➌✏➢☛➋ ♠ Za
n

➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→ ➟ ➊↕➎❞➙❞➋❞→➼➌✖☎✦➐ ❧ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎➙➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✔ ➋❞➡➨➡➨➤ ♠ →➒➍✭➎ ✎
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✸✵✩✷✁�❞➩ ✔ ❁✫➊↕→➒➌

X
➋❞➎

S
Ð❄➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➺☞➍ ➌ G ➋❞➎

S
Ð❄➢ ➟ ➦✔➤✭➡ ❧ ➍✭➎ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➊ ❦ ➤ ♠➥❧ ➎➝➌➻➢☛➋ ♠ X ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢➻➙❞➍ S ➩❙✴❘➍ ➟ ➊↕➋ ❦ ➐➣➍ (X,G)

➍✭➢❝➌ ❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➤◗✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁✒✍✏★☎✎☎ ✄ ✠✆✝Ò✌ ✡ ➙❞➍
S ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➋❂➬➅➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎❞➢ a ➢➥→ (X,G)

➍✭➢❝➌✶→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞➍ ☎✏➋❞➎
➟ ➊☞➋ ❦ ➐➣➍ (Za

n, µn

) ❦ ➊☞➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ➟ ➊↕➎➝➜↕➍✭➎ ❧ ☞ ➐➣➍ ➙➇✵ ➍✭➎➝➌➥→➣➍ ♠ ➢ n = (ni)i∈I

➺ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍
ni

➤ ➌ ❧ ➎➝➌ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠✐❧ ➋❂➬ ➟✱❧✘♠✍❧☞➟ ➌✍➤ ♠ →➣➢❝➌✍→✟✝♦➋❞➍➏➢ ♠ ➤✭➢☛→➣➙❞➋✔➍✭➐➣➐➒➍✭➢✐➙❞➍ S ➩
✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✵✩✷✸✵✬✷✎✍✫➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌

ζ
➋❞➎✔➍ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍ (n1 . . . nr)

Ð✽➧✭➡➨➍●➙❞➍●➐Ò✵ ➋❞➎❞→➒➌➥➤☞➺✖➍➏➌
ζi =

ζn1...n̂i...nr
➩

❁❂➊↕→➼➌
φ
➐Ò✵ ❧☞❦❞❦ ➐➣→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ ☞ →➣➐➣→➒➎❞➤ ❧ → ♠ ➍✂➙❞➍✢✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➏➢ ❧ ☞ ➤➏➐➣→➒➍✭➎❞➢



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✄✂✆☎✚✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁✄✂✞✡ ✌✄✎✄✌ ☎✄✌✄✂✘✏✚✂✆✟ ✎ ✡✝✂✄✌

φ :

(
∏

1≤i≤r

〈ζi〉

)
× (Zn) → 〈ζ〉

➙❞➤✕✡✒➎❞→➣➍ ❦❞❧☞♠
((
ζβ1

1 , . . . , ζβr

r

)
, (α1, . . . , αr)

)
7→

∏

1≤i≤r

ζβiαi

i

❋●➍➏➌☛➌✍➍ ❧☞❦❞❦ ➐➣→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ ✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➼➌✐➋❞➎❞➍P➙❞➋ ❧ ➐➣→➒➌➥➤✿➍✭➎➝➌ ♠ ➍ ➟ ➍✭➢✻➙❞➍➏➋❂➬✄✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢✭➩✴❘➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✔ ➋❞➡➨➡ ➤ ♠ →➒➍✭➎ (X,G)
➺❙→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞➍ ❧ ➋ ➟ ➊↕➋ ❦ ➐➒➍ (Za

n, µn

) ➺❘➍✭➢❝➌
➋❞➎ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✂ ❧ ➐➣➊☞→➣➢➥→➒➍✭➎❲➙✔➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ∏

1≤i≤r〈ζi〉
➺❞➙❞➋ ❧ ➐❘➙❞➍ Zn

❦✒❧☞♠ φ
� ✎☛✘ ✞✩✘✳✔✗✎ ✱q➩ ✔ ❁❂→❆➐Ò✵ ➊↕➎ ➎❞➊☞➌✍➍ ❦✒❧☞♠ Di

➐➒➍◗➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ →➒➎❞➙❞➋❞→➼➌ ❦❞❧☞♠ ➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ai

➺
➊↕➎❛➙✔→➒➌ ❧ ➋❞➢➥➢☛→ ✝♦➋❞➍ ➐➒➍ ➟ ➊↕➋ ❦ ➐➒➍ (X,G)

➍➏➢☛➌➠➋✔➎▲✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✒✍✏ ☎✎☎ ✄ ✠✬✝Ò✌ ✡ ➙❞➍
S♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➋❂➬◗➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢ (Di)i∈I

➩
❇✏➤✕✡✒➎❞→➣➢☛➢➥➊↕➎✔➢❊➡ ❧ →➒➎♦➌➥➍✭➎ ❧ ➎♦➌✶➐ ❧ ➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎➛➙❞➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ✔ ➋❞➡➨➡ ➤ ♠ →➣➍➏➎ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➐➣→➣➢☛➤☞➩
◆❉➎◗➢➥➍P➙❞➊↕➎❞➎✔➍➑➋❞➎✄✝♦➋❞➊☞➌➥→➣➍➏➎♦➌

L = (Zn) /N
➙❞➍

Zn

➩
❁❂→✻➐Ò✵ ➊↕➎❴➎✔➊☞➌✍➍

K
➐➒➍❏➙❞➋ ❧ ➐✂➙✔➍ ❁ ❦ ➍ ➟ (OS[L])

➺ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢ µn/K
➍✭➢☛➌❲➐➣➍❏➙✔➋ ❧ ➐✻➙❞➍❁ ❦ ➍ ➟ (OS[N ])✴❘➍❆➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ K ➍✭➢❝➌●➐➒➍✐➢ ❦ ➍ ➟ ➌ ♠ ➍✻➙❞➍✻➐Ò✵ ➊ ♠ ➌➥➦❞➊✓✂↕➊☞➎ ❧ ➐✔➙✔➍ N ❦✒❧☞♠ φ ➺ ➟ ➍✜✝♦➋❞→ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍✘➺➢➥→❘➐ ✵✸➊☞➎❤➎✔➊☞➌✍➍ ❦✒❧✘♠ u′i ➐ ✵✸→➒➡ ❧ ✂☞➍✏➙❞➍ ui

➙ ❧ ➎❞➢ OS[L]
➺✒➊↕➎ ❧ ✎

N = {α ∈ Zn;
∏

i∈I

(u′i)
αi = 1}

❫➻➩❂❖ ♠ ➊☞➌➥➦❞➍✭➎✔➙❞→➣➍ ➟✕✔ ➍ ➌✐Ï✔➩❂❡❭➩✔❢✳➋ ♠☛♠ ➍✏➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍✭➎➝➌■➙✔➍ ❦ ➐➒➋❞➢✚✝♦➋❞➍✘➺✔➢➥→❱➐Ò✵ ➊↕➎➨→➣➎➝➌ ♠ ➊❂➙✔➋❞→➒➌➐ ❧ ➢☛➊↕➋❞➢❍Ð OS

Ð ❧ ➐✠✂↕➧ ☞ ♠ ➍❉➙❞➍ Aa
n

✎

B = ⊕α∈N t
αOS➊↕➎ ❧ ➋❞➎❤→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍

Za
n/K ≃

❁ ❦ ➍ ➟ (B)
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✸✵✩✷✂✁✫➩ ✔ ❁✫➊↕→➒➌

X
➋❞➎

S
Ð❄➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➺☞➍ ➌ G ➋❞➎

S
Ð❄➢ ➟ ➦✔➤✭➡ ❧ ➍✭➎ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➊ ❦ ➤ ♠➥❧ ➎➝➌➻➢☛➋ ♠ X ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢➻➙❞➍ S ➩❙✴❘➍ ➟ ➊↕➋ ❦ ➐➣➍ (X,G)

➍✭➢❝➌ ❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➤◗✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁✒✍✏★☎✎☎ ✄ ✠✆✝Ò✌ ✡ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟ ✍✣✝✄✡ ✄ ➙❞➍
S ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➒➜↕➍➏➡ ➍➏➎➝➌ ❧ ➋❂➬ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❞➢ a ➢☛→

(X,G)
➍➏➢☛➌

→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔➍✚☎✏➋✔➎ ➟ ➊↕➋ ❦ ➐➣➍ (Za
n/K, µn/K

) ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➦❞➊☞→➼➬ ➟ ➊↕➎➝➜☞➍✭➎ ❧ ☞ ➐➣➍✐➙➇✵ ➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ ➢
n = (ni)i∈I

➺ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ni

➤➏➌ ❧ ➎➝➌ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠✿❧ ➋✫➬ ➟✱❧✘♠✍❧☞➟ ➌✍➤ ♠ →➣➢❝➌✍→✟✝♦➋❞➍➏➢ ♠ ➤✭➢☛→➣➙❞➋✔➍✭➐➣➐➒➍✭➢❉➙✔➍
S
➺❞➍➏➌✻➙➇✵ ➋❞➎❤➢➥➊↕➋✔➢❝Ð✎✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➍ ♠ ➡ ➤ K ➙❞➍

µn

➩
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✌✎✍ ✖✠✍ ✂ ✬✫✪✿✆↕★✡❬ ✧❙✯✖❬❪❚✰✮ ✸ ❚✗✆↕r✎✸ ✬ ✟☎✄➒❯✝✮❛★✖✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯✚✄➫❚✠✟✝✩♦★✖✩☎✄t✬✫✮✰✯➨★✖r✎✄⑩❬ ✵q✩
◆❉➎❛➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍✳➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ❦❞❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦✔➍ ➐➣➍◗➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍❏➙➇✵✸❫ ☞ ➦ ➞➝❧ ➎ ✔✘❧✘♠ ➺ ❧✍✙ ♠ ➡ ❧ ➎♦➌

✝♦➋➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✂➡➨➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡ → ✡✒➤✏➐➒➍❉➐➣➊↕➎ ✂➅➙❞➍✿➙❞→➼➜❂→➒➢➥➍➏➋ ♠ ➢ ☎ ➟➏♠ ➊↕→➒➢➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬➅➍➏➢☛➌✭➺➝➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➌✍➊ ❦ ➊↕➐➒➊✓✂↕→➒➍❣➤ ➌ ❧ ➐➒➍☞➺☞➋✔➎ ✝♦➋❞➊✘➌✍→➣➍➏➎➝➌✶➙➇✵✸➋✔➎ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌ ✔ ➋❞➡➨➡ ➤ ♠ →➣➍➏➎✥✕✱✝✄✂ ✌ ✂✔➋✔➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✔ ➋✔➡ ➡➨➤ ♠ →➣➍✭➎ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢☛➤☞➺ ➟ ✁ ➩✔➐ ❧ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼Ð➌✍→➒➊↕➎❤✓↕➩➒✓☞➩ ➓ ✗ ➩✫◆❉➋✔➌ ♠ ➍✂➐➒➍ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍✻➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✻➍✭➢☛➌✶Ð ☎P➎❞➊☞➌ ♠ ➍ ➟ ➊↕➎✔➎ ❧ →➣➢☛➢ ❧ ➎ ➟ ➍ Ðq➙➇✵ ❧☞➟ Ð
➟ ➧➏➢ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌❊➙❞→ ✙➨➟ →➒➐➣➍❆➙ ❧ ➎✔➢●➐ ❧ ➐➣→➼➌➥➌✍➤ ♠✍❧ ➌➥➋ ♠ ➍ ✕ ✠ ✼✄✂✆☎ ✌ ✑ ➍✭➎ ✁ ❧ →➼➌❊➡ ➍➏➎♦➌➥→➣➊↕➎❸➺✫➊☞➎➍✭➎➠➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➍✿➋❞➎❞➍P➙❞➤➏➡ ➊↕➎✔➢☛➌ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❦ ➐➒➋❞➢✐➙❞➤ ➌ ❧ →➒➐➣➐➣➤➏➍✂➙ ❧ ➎❞➢❆➐Ò✵ ❧☞❦❞❦ ➍✭➎❞➙✔→ ➟ ➍✏➙❞➋ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍
✆❉✺☛✺➥✺➅➙✔➍ ❢✳→ ➟ ➦❞➧✭➐➒➍❏❀ ❧✱➞ ➎ ❧ ➋❞➙❛➙ ❧ ➎❞➢ ✠ ✼ ★✖❚ ☎ ✌ ✑ ✗ ➺ ➟ ➍ ❦❞❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦✔➍ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌ ❧ ➋✔➢➥➢➥→➙➇✵ →➣➎➝➌ ♠ ➊❂➙✔➋❞→ ♠ ➍❤➐ ❧ ➎❞➊✘➌✍→➣➊☞➎➃➙❞➍✥✡ ✑ ✡ ✁ ✂✆☎✦✌ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠✍✌ ✡✞✁ ✄✫✌ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠☛✡ ✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ➺
➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎➠➍➏➢➥➢☛➍✭➎➝➌✍→➒➍✭➐➣➐➒➍ ☎ ➐ ✵ ❧✘❦❞❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍✭➢✐➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✭➢❆➙❞➋ ❦❞♠ ➊ ➟ ➦ ❧ →➒➎ ❦✒❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍☞➩◆❉➎◗➡ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍✿➙❞➍ ❦ ➐➒➋❞➢✐➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ❦❞❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦✔➍✖✝✫➋❸✵✸➋❞➎❤➢ ➞ ➢❝➌✍➧✭➡➨➍ ➟ ➊↕➦✔➤ ♠ ➍➏➎➝➌✏➙❞➍✢✂↕➤➏➎❞➤ Ð
♠✍❧ ➌✍➍✭➋ ♠ ➢❉➙❞➍➛➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ ❧ ➋ ➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂↕➍➻➙➇✵ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➬✔➍➻→➣➎❞➙❞➋✔→➒➌✂➋❞➎ ➢ ➞ ➢☛➌➥➧✭➡➨➍
➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌P➙❞➍➅➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍ ❧ ➋✳➜↕➊↕→➒➢➥→➣➎ ❧ ✂↕➍➻➙❸✵✸➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌✏➢➥➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❉➙✔➍ ➟✱❧☞♠➥❧☞➟ ➌➥➤ ♠ →➣➢❝Ð➌✍→✠✝♦➋❞➍ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➒➜☞➍☞➩
✌✎✍ ✖✠✍ ✌✎✍ ✼ ✩✫✮✝✩♦★✖r✔✯❩✬✫❯❙★✡✪✫✟✝✬ ✸✝✄➼❬ ✮❙✬♦★❩✯✖❬ ✬ ✍ ☛ ❁❂➊☞→➒➌

X
➋❞➎ ❁♦Ð✽➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧➁♠ ➤ ✂↕➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➺

❦❞♠ ➊ ❦❞♠ ➍✏➢➥➋ ♠ S ➺❂➡➅➋❞➎❞→✰➙❞➍P❁♦Ð✽➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢ ☎ ➟➏♠ ➊↕→➒➢➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✐➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬ D =
∑
Di

➺✔➊✞✄
➐➣➍➏➢

Di

➢➥➊↕➎➝➌❑→ ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍➏➢✭➩➝◆❉➎ ➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➙❞➧ ♠ ➍✐➐ ❧✏➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➣➍ ✂ ❧ ➐➣➊↕→➒➢➥→➣➍➏➎❞➎❞➍❊➙❞➍✭➢ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌✍➢ ❧ ➐✟✂↕➤ ☞ ♠ →✠✝♦➋❞➍✭➢✝➙❞➍ X ➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤✭➢❙➐➣➍❊➐➣➊↕➎ ✂✂➙❞➍ D ➺✖➍➏➌ πmod
1 (X, x0)➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➐ ☞ ❧ ➢☛➤ ❧ ➋ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ x0

➎➇✵ ❧☞❦❞❦❞❧☞♠ ➌➥➍✭➎ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢ ❧ ➋ ➢➥➋ ❦❞❦ ➊ ♠ ➌❣➙✔➍
D
✕➶➜↕➊↕→ ♠ ✠ ✼✄✂ ☎✗✌ ✑ ✗ ➩➇❋●➊↕➎❞➢➥→➒➙❞➤ ♠ ➊↕➎❞➢✿➋❞➎ ❦✔♠ ➊✘Ð✽➊ ☞ ➔☛➍➏➌❉➋❞➎❞→➒➜☞➍ ♠ ➢➥➍✭➐ X̃ → X

➙❞➍ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍
➟✱❧ ➌✍➤ ✂☞➊ ♠ →➒➍☞➺❙➡➅➋❞➎❞→❣➙➇✵ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ y ❧ ➋⑩➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢ ➙❞➍

x0

➩☎◆❉➎ ❧ ➋❞➎ ✕ ❧ ➎➝➌✍→ Ð✱✗✿→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠ Ð
❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ➟✱❧ ➎❞➊☞➎❞→✟✝♦➋❞➍ ϕy : πmod

1 (X, x0) ≃
❖ ❧ ➐ (X̃/X)

➩❊❋●➍ ➌❲→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➙❞➤ ❦ ➍➏➎❞➙ ➙✔➋ ➟ ➦❞➊☞→➼➬❈➙✔➍
y ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢ x0

✲■➢➥→✿➐ ✵✸➊↕➎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ y ➺■➐Ò✵ →➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌✂➍✭➢❝➌ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢☛➤ ❦✒❧☞♠ ➋❞➎ ❧ ➋✔➌➥➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍❉→➣➎➝➌➥➤ ♠ →➒➍✭➋ ♠ ➩
✴❘➍✭➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➏➢✦➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍ Ji

❧ ➋❴➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢➠➙❞➍✳➐ ❧ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍ Di

➙❞➍
D

➙ ❧ ➎✔➢➐➣➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ X̃ → X
➢☛➊↕➎➝➌ ☞ →➣➍➏➎ ➙✔➤✌✡✒➎❞→➒➢ ✕ ☎ ➟ ➊↕➎✖➔☛➋ ✂ ❧ →➒➢➥➊↕➎ ❦❞♠ ➧✭➢✦✗ ➩❣❋●➍❤➢☛➊↕➎➝➌➙❞➍➏➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➏➢ ❦❞♠ ➊ ➟➏➞✫➟ ➐➒→✟✝♦➋❞➍➏➢✭➩❨◆❉➎ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍ ♠✍❧ ✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✌➑✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✍➣✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌ Di

➐➣➍
➢➥➊☞➋❞➢❝Ð ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ❦❞♠ ➊ ➟➏➞✫➟ ➐➣→✟✝♦➋❞➍✶➙❞➍ πmod

1 (X, x0)
✕ ➙❞➤✕✡✒➎❞→☛☎ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢➥➊☞➎ ❦❞♠ ➧✭➢☛✗ ➺✡→➣➡ ❧ ✂↕➍

♠ ➤ ➟ → ❦❞♠ ➊ ✝♦➋❞➍P➙❞➍ Ji

➙ ❧ ➎❞➢❆➐ ✵✸→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤✭➙✔➍✭➎➝➌✱➩
❁❂→❆➐Ò✵ ➊↕➎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂☞➍❏➙❞➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ ☞ ❧ ➢➥➍ ✕ x1

☎ ➐ ❧ ❦ ➐ ❧✘➟ ➍❤➙❞➍ x0

✗ ➺❑➌✍➊↕➋✔➌ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ➙➇✵ ➋❞➎
✟❄➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎ ✟ α ❧ ➐➒➐ ❧ ➎➝➌✻➙❞➍ x0

☎
x1

✕ ➟ ✵✸➍➏➢☛➌✏☎✦➙❞→ ♠ ➍➑➋✔➎ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✏➙✔➋ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➊✟✞✽➙❞➍ ✁ ➊↕➎❂Ð➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➐ πmod
1 (X, x0, x1)

✗➛➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌✦➋❞➎❴→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ α̃ : πmod
1 (X, x0) →

πmod
1 (X, x1)

➩q❡ ❧☞♠➛❧ →➣➐➣➐➒➍✭➋ ♠ ➢ α ➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌➛➋❞➎✔➍ ☞ → ➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎⑩➙❞➍➠➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍❲➙❞➍ x0

➙ ❧ ➎✔➢
X̃ → X

➜☞➍ ♠ ➢ ➟ ➍✭➐➒➐➣➍✏➙✔➍ x1
➺❂➍➏➌❆➢☛→

y0
➍ ➌
y1
➢➥➊☞➎♦➌❆➙✔➍✭➢❆➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢■➙✔➍ ➟ ➍✭➢ ✡ ☞ ♠ ➍✭➢ ✝♦➋❞→➢➥➍ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎✔➙❞➍✭➎➝➌ ❦✒❧☞♠●➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ☞ → ➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎➇➺ ϕy1 ◦ α̃ = ϕy0

➩✔✴❘➍✭➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢✐➙➇✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✄✂✆☎✚✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁✄✂✞✡ ✌✄✎✄✌ ☎✄✌✄✂✘✏✚✂✆✟ ✎ ✡✝✂✄✌

➐➣➍❊➐➣➊☞➎ ✂✏➙❞➍
Di

➙ ❧ ➎❞➢ πmod
1 (X, x0)

➍➏➌q➙ ❧ ➎❞➢ πmod
1 (X, x1)

➢➥➍ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎❞➙✔➍✭➎➝➌❑➙❞➊↕➎ ➟
❦✒❧☞♠ α̃ ➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✁� ✷✸✵✔➩ ✔ ◆❉➎ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➣➐➒➍ ♠➥❧ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠✏✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌✂➐➒➍✻➐➒➊↕➎ ✂P➙❞➍

Di➌✍➊☞➋✔➌ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➙➇✵ ➋❞➎ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍◗➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍◗➐➣➍◗➐➣➊↕➎ ✂ ➙✔➍
Di

➙ ❧ ➎❞➢ π1(X, x0)
➩❑✺❄➐

♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌✍➍➅➙✔➍ ➟ ➍ ✝♦➋❞→ ❦✔♠ ➤ ➟ ➧✭➙❞➍✘➺ ✝♦➋❞➍➛➢➥→ γ ➍➏➢☛➌P➋❞➎ ✂↕➍➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➙❞➍➅➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍➑➐➒➍➅➐➣➊↕➎ ✂➙❞➍
Di

➺✒→➒➐❸➍✭➎❤➍✭➢❝➌✏➙✔➍➷➡ ✍✭➡➨➍❉➙❞➍✿➌➥➊↕➋✔➌ ➟ ➊↕➎✖➔☛➋ ✂↕➋❞➤P➙❞➍ γ ➩
✌✎✍ ✖✠✍ ✖✗✍✁� ♣❙✩✫❚❨★✄✂☎✄t✬ ✟ ✄ ✍ ❳❭♣✆☎❱r✒✮✕✟✔r❞★ ✍ ☛ ◆❉➎ ♠✍❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➐➒➍✏➙➇✵ ❧ ☞ ➊ ♠ ➙❲➐➒➍ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥→✟✝♦➋❞➍➐➣➍➏➡ ➡➨➍❉➙➇✵ ❫ ☞ ➦ ➞↕❧ ➎ ✔✡❧☞♠ ➺ ✝♦➋❞→ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌➥➌ ♠✍❧ ➙❞➍ ❦❞♠ ➊☞➋✔➜↕➍ ♠ ➐ ❧➅❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎ ✓↕➩❜✕❂➩❜✕❂➩
✝ ✄✝✆ ✆ ✄✟✞✡✠☞☛✍✌✏✎✆✑ ✞ ✱✓✒ ✞☛✌☞➩ ✔ � ✞✍✝ ✁

R
✏ ✡ ✟☛✡✞✡ ✌ ✟ ✏ ✄✫✌ ✟ ✟ ✍✣✏ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✁✝✄✡ ✧ ✠☛✂ ✁ ✌ ✧ ✞✍☎ ☛

✆ ✍➣✌ ✁ ✄✫✌ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡➑✄✫✌✦✡✕✔ ✠ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✡
K

✂ � ✞✍✝ ✁
L/K ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂

M/K ✗ ✏ ✡ ✌➛✌ ✌ ✁ ✌ ✡ ✡✆✝Ò✞ ✡✪✜ ✟ ☛
✍➣✞✍✝✄✡✆✝Ò✌ ✡✞✡ ✌ ☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✌◗✄✝✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌

e ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂
N ✗ ✂✙✘ ✡ ✡✆✏ ✆ ✆ ✞ ✡❩✌ ✓ ✏✒✌

e✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌
N

✂

✚ ✍➣✞✡✠☛✡ ✍➥✆✟✌ ✌ ✁ ✌ ✡ ✡✆✝Ò✞ ✡
LM/M

✌✦✡ ✁ ✡ ✞ ✡ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✌ ✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✴❘➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➛➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ I ➙❞➍
LM

➢☛➋ ♠ K ➢➏✵✸➍➏➎♦➜☞➊↕→➣➍➨➢➥➋ ♠ ➔☛➍ ➟ Ð➌✍→➼➜↕➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ❦❞❧☞♠ ➋❞➎ ➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ p ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ q ✗✏➢☛➋ ♠ Z/eZ
✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❘➢➥➋ ♠ Z/NZ

✗ ➩❙✴ ❧
♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎➠➤ ➌ ❧ ➎➝➌✏➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➍✘➺✒➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ I ➍✭➢❝➌ ➟ ➞❂➟ ➐➣→✠✝✫➋✔➍ ✲ ❦❞❧☞♠✂➟ ➊↕➎❞➢☛➤ ✝♦➋❞➍✭➎➝➌✭➺❸➐➣➍➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍■➙❞➍ I ➜↕➍ ♠ ➢ Z/eZ

➙❞➤➏➙❞➋❞→➼➌❣➙✔➍
p
➍ ➌✶➙❞➍❆➐ ❧ ➢➥➋ ♠ ➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ Z/NZ ։ Z/eZ➟ ➊✟✞✽➎ ➟ →➣➙❞➍ ❧ ➜↕➍ ➟ q ➺✒➍ ➌✏➙✔➊↕➎ ➟ ✔✿➍ ♠ (p) ⊇

✔P➍ ♠ (q)
➩❨✷✻➎❏➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✂➙❞➋❏➎❞➊ ➞↕❧ ➋ ➙❞➍ q✡✔➬❂➍

L
➺✝➍➏➌➅➙✔➊↕➎ ➟ LM ➺q➍➏➌➑➎❞➍ ❦ ➍✭➋❂➌ ✍➏➌ ♠ ➍ ✝✫➋✔➍ ➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐ ✲❘➐➣➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➨➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍➨➙❞➍

LM
➢☛➋ ♠ M ✕ ✝♦➋❞→❘➎➇✵ ➍✭➢☛➌ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✖✝♦➋❞➍

Ker (q)
✗■➍✭➢❝➌✂➙✔➊↕➎ ➟ ➐➣➋❞→ Ð❄➡ ✍✭➡➨➍✻➌ ♠ →➼➜❂→ ❧ ➐Ò➩

❁❂➊↕→➼➌
X

➋❞➎⑩➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➐➒→➣➢☛➢➥➍➨➢➥➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (R)
✕ ➊☎✄

R
➍✭➢❝➌➅➋❞➎ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋⑩➙❞➍ ➜ ❧ ➐➣➋ ❧ Ð➌✍→➒➊↕➎ ➙❞→➣➢ ➟✭♠ ➧➏➌✍➍ ➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➍➏➌✦✗ ➺❘➡➅➋❞➎✔→❑➙❞➍ ➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢ ☎ ➟✭♠ ➊↕→➣➢☛➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢P➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬ D ➺❘➍ ➌

x
➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌ ✂↕➤➏➊↕➡ ➤ ➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍☞➺ ☎➫➐ ✵✸→➒➎➝➌✍➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❴➙✔➍ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢❲➙✔➍✭➢❲➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➋ ♠ ➢

D1, . . . , Dm

➙❞➤✕✡✒➎❞→➣➍➏➢✂➢☛➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (R)
➩✰❁❂→

x
➍➏➢☛➌✂➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌✻➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐Ò➺❞➊↕➎✳➎❞➊☞➌➥➍ ❦✒❧✘♠

p
➐ ❧➠➟✭❧☞♠✍❧☞➟ ➌✍➤ ♠ →➣➢❝➌✍→✠✝✫➋✔➍ ♠ ➤✭➢☛→➣➙❞➋✔➍✭➐➣➐➒➍➅➙❞➍ OX,x

➩✝❁✫➊↕→➣➍➏➎♦➌
t1, . . . , tm

➙❞➍➏➢ ❦✒❧✘♠✍❧ ➡➨➧➏➌ ♠ ➍✭➢➐➣➊ ➟✱❧ ➋❂➬➠➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➢➥➢ ❧ ➎♦➌ D1, . . . , Dm

➢☛➋ ♠ R ➩◆❉➎ ➟ ➊↕➎✔➢➥→➣➙✔➧ ♠ ➍✿➐ ❧ ➐➣→➒➡ →➼➌✍➍ ❦❞♠ ➊✖➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍ lim−→Γ (V,OV )
➺✔➊☎✄

V ❦✒❧☞♠☛➟ ➊↕➋ ♠ ➌✐➌✍➊↕➋✔➢✐➐➣➍✭➢➜↕➊☞→➣➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍➏➢➑➤ ➌ ❧ ➐➒➍✭➢P➙❞➍ x ➩❭✺❄➐✶➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍➨➋❞➎⑩→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ ➟✭❧ ➎❞➊↕➎✔→✟✝♦➋❞➍➨➍✭➎➝➌ ♠ ➍ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍➐➣→➒➡ →➼➌✍➍ ❦❞♠ ➊✖➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍➑➍ ➌❆➐Ò✵ ➦❞➍✭➎❞➢☛➤✭➐➒→➣➢➥➤P➢❝➌ ♠ → ➟ ➌ Osh
X,x

➙✔➍
OX,x

✕ ➟ ✁ ➩ ✠ ✂ ❬ ✸ ✎☛✡✒✑ ❦ ➩ 38
✗ ➩

❁❂➊↕→➼➌
Dsh

1 , . . . , D
sh
m

➐➣➍➏➢P→➣➡ ❧ ✂↕➍✭➢ ♠ ➤ ➟ → ❦❞♠ ➊☛✝♦➋❞➍➏➢➷➙ ❧ ➎❞➢ ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

) ➙❞➍✭➢ ➟ ➊☞➡ Ð
❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍✭➢➻➙✔➍ D1, . . . , Dm

❦✒❧ ➢➥➢ ❧ ➎♦➌ ❦✒❧☞♠ ➐➣➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ x ➩❭◆✿➎➫➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➑➙❞➍➨➐ ❧ ➡ ✍➏➡ ➍
✁ ❧ ✓➏➊↕➎➅➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍ ♠ ➤ ➟ → ❦❞♠ ➊ ✝♦➋❞➍ Dsh ➩↕❡✝➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌q➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂↕➍●➤ ➌ ❧ ➐➒➍ V ➙❞➍

x
➺✘➊↕➎➛➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌

➙❞➍ ✁ ❧ ✓➏➊↕➎ ❧ ➎ ❧ ➐➣➊✓✂↕➋✔➍ DV
i

➍➏➌
DV ➩❸✴❘➊ ♠ ➢ ✝✫➋✔➍ x = x

➍➏➢☛➌P➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌❉➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐Ò➺❱➐Ò✵ ❧ ➎❂Ð➎❞➍ ❧ ➋ Osh
X,x

➍➏➢☛➌➷→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔➍ ☎❤➐ ✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋ Rnr[[t1, . . . , tn]]h
➺ ✝✫➋✔→❑➍✭➢☛➌➑➐ ❧❲➟ ➐✜✛☞➌➥➋ ♠ ➍

❧ ➐✠✂↕➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍➛➙❞➍ ➐ ✵ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋ Rnr[t1, . . . , tn]
➙ ❧ ➎❞➢P➐Ò✵ ❧ ➎❞➎✔➍ ❧ ➋ Rnr[[t1, . . . , tn]]

✕ ➟ ✁ ➩



✂✆☎ � ☎ ✠ ✂✆✏ ✟☛✁✠✡ � ✎ ✡✝✂✄✌ ✞ ✂ ✟✟✄✝✞ ✂ ✠✂✁ ☎ ✌ ✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡✆☎✝✂✍✌✄✎ ✁ ✄✄☎ ✡✄✂ ✡✖✡✒� �

✠ ✂ ❬ ✸ ✎ ✡✘✑ ✗ ➩❱❇ ❧ ➎❞➢❉➐➣➍ ➟✱❧ ➢✏➊☎✄ x = xη

➍➏➢☛➌❉➋✔➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍✘➺✰➐ ✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋ Osh
X,xη➍✭➢❝➌✻→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞➍✢☎➛➐Ò✵ ❧ ➎❞➎✔➍ ❧ ➋ K[[t1, . . . , tn]]h❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌■➜↕➊☞→➣➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍✂➤➏➌ ❧ ➐➣➍ V ➙❞➍

x
➙ ❧ ➎❞➢ X ➺❂➊↕➎ ❧ ➐➣➍✂➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡➨➡➨➍✂➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌✿✎

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)

ր ↓
x → V

ց ↓
X

✴ ❧✁� ➧ ➟ ➦❞➍ ϕ :
❁ ❦ ➍ ➟ (Osh

X,x

)
→ X

→➒➎❞➙❞➋❞→➼➌✐➋❞➎ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍✭➋ ♠
❀✻➍ ➜

D(X) →
❀❆➍➏➜

Dsh

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

))
➙❞➍➏➢ ➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➒➍✭➢❆➙❞➍➏➢ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢❉➙❞➍ X ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❱➙❞➍ ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh

X,x

) ✗ ➺❨➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤ Ð
➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤➏➢❙➐➣➍✶➐➣➊↕➎ ✂✻➙✔➍ D ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ Dsh ✗ ✗ ➩✖✴ ❧ ➙❞➍➏➋❂➬❂→➣➧✭➡➨➍ ➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍✶➍➏➢☛➌❭➤ ✝♦➋❞→➒➜ ❧ Ð➐➣➍➏➎➝➌✍➍ ☎❤➐ ❧➠➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍➛➙❞➍➏➢ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌➥➢➻➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➢➷➙❸✵✸➊↕➋❂➜↕➍ ♠ ➌✍➢➑➤➏➌ ❧ ➐➣➍✭➢
V
➙❞➍

x
➩

❋●➍ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌➥➍✭➋ ♠ →➣➎❞➙✔➋❞→➒➌✶➋❞➎✦➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✐➍✭➎➝➌ ♠ ➍✏➐➣➍➏➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎➝➌ ❧ ➋❂➬➨➡➨➊✘Ð➙❞➤ ♠ ➤✭➢➷✎

πmod
1

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)
−
(
Dsh

1 ∪ · · · ∪Dsh
m

))
→ πmod

1 (X − (D1 ∪ · · · ∪Dm))
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✵✩✷✁� ✷✁�❨➩ ✔ ✪ ✞✡✠☛✡ ✓ ✏❨✌ x = x

✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ✆✞✄✦✧ ✝ ✟ ✍ ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂✂✍➣✞✡✠✦✡ ✓ ✏✒✌
x = xη

✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠✬✝✔✓ ✏✒✌ ✗ ✭ ✞ ✡ ✟ ✏ ✡ ✝✄✡❩✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌

πmod
1

( � ✆ ✌ ✧ (
Osh

X,x

)
−
(
Dsh

1 ∪ · · · ∪Dsh
m

))
≃
(
Ẑ(p′)(1)

)m

✠✍✌✦✡ ✆ ✌ ✧ ✁ ✝ ✟ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁

πmod
1

( � ✆ ✌ ✧ (
Osh

X,xη

)
−
(
Dsh

1 ∪ · · · ∪Dsh
m

))
≃
(

Ẑ(1)
)m

✂ ✍✣✏ ✡ ✆ ✠ ✄✦✧ ✝✄✡ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✭ ✍ ✟ ✍✣✝ ☎✎✝ ✁ ✌ ✝ ✡ ✄✁✏ ✧ ✁ ✝ ✟ ✌

lim−→

(
� ✆ ✌ ✧ (

Osh
X,x[t

1
e1
1 , . . . , t

1
em
m ]

))

✆ ✞✍✏✫✠ ✍ ✟ ✠ ✌ ✍ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌◗✄✁✝ ✟ ✝✄✡✆✝ � ✝ ✍✣✝ ✁☎✄ ✡✆✏❂✠ ✍➣✌✦✡❤✌ ✡✞✁ ✝Ò✌ ✠☛✡
ei

✆ ✠✍✌✆☎✎✝Ò✌ ✠☛✡ ✠
p
✆ ✞✍✏✫✠

x
✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂ ✁ ✞✍✏ ✡ ✍➣✌✦✡❲✌ ✡✞✁ ✝Ò✌ ✠☛✡

ei

✆ ✞✍✏✫✠
x = xη ✗ ✭ ✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✆ ✠✍✞ ☛❄✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✏ ✡ ✝ ✟ ✌ ✠☛✡❩✌ ✍

✄✫✌
Osh

X,x

✭ ☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ✍➣✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌
Dsh

1 , . . . , D
sh
m

✂
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✡ ✌✻✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌ ✆✠✟ ✡ ✍➣✌✦✡ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌✦✡
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Dsh ✂

✏➅✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✭ ✡✆✝
ζ
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p ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂❊✄✫✌➅✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌✦✡➛✄✫✌ ✍➥✆ ✏ ✡ ✝ ✁☎✄ ✗ ✭ ✌ ✁ ✭ ✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁ e ✆ ✠ ✌✆☎✎✝Ò✌ ✠ ✠

p ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂ ✁ ✞✍✏ ✁
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✟ ✏ ✁ ✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌✦✡➷✄ ✄ ✟ ✡ ✝✄✡ ✆✠✟ ✠

t
1
ei

i 7→ ζei
t

1
ei

i✆ ✞✍✏✫✠
i
✟ ✟ ✠✬✝ ✟☛✡✞✁ ✌ ✡✞✁ ✠✍✌

1
✌ ✁
m
✭ ✡❩✞ ✡✞✁ ✄✫✌✦✡ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠✦✡✿✄✫✌✦✡ ✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✌✦✡✿✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌

✄✫✌✦✡
Dsh

i

✭
1 ≤ i ≤ m

✂

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✁� ✷✄✂❨➩ ✔ ❃✝➊↕➋✔➌q➢ ➞ ➢☛➌➥➧✭➡➨➍■➙❞➍ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢☎➙❞➍ ➟ ➍❣➌ ➞✫❦ ➍●➍✭➢☛➌ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➣➤
✡ ✑ ✡ ✁ ✂✆☎✦✌ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠✍✌ ✡✞✁ ✄✫✌ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡➻✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ❧ ➋❤➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂↕➍✿➙❞➍ x ➩
✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎ ❦❞♠ ➊↕➋❂➜↕➍➅➐ ❧ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎ ✓↕➩❜✕❂➩❜✕❂➩✰◆✿➎❏➢➥➍ ➟ ➊↕➎➝➌✍➍✭➎➝➌➥➍ ♠✍❧ ➙✔➍➌ ♠➥❧ →➒➌➥➍ ♠ ➐➒➍ ➟✭❧ ➢➻➙❸✵✸➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌➷➙❞➍ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍➨➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➒➍ ✕ ➐ ❧ ➙❞➤➏➡ ➊↕➎✔➢☛➌ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❦ ➊☞➋ ♠ ➋❞➎
❦ ➊↕→➣➎➝➌✻➙❞➍➷➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍➻➤ ➌ ❧ ➎➝➌✂➢➥→➒➡ →➒➐ ❧ → ♠ ➍ ✗ ➩✔✴❑✵ →➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ❧ ➎❞➎✔➊↕➎ ➟ ➤➑➍✭➢❝➌➋❞➎❞➍ ➟ ➊☞➎❞➢➥➤✌✝✫➋✔➍✭➎ ➟ ➍❉→➣➡➨➡ ➤➏➙❞→ ❧ ➌✍➍■➙❞➍✻➐Ò✵ ➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍➏➎ ➟ ➍✻➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌■➋❞➎✔→➒➜↕➍ ♠ ➢☛➍✭➐❱➙❞➤ ➟➏♠ →➒➌➙ ❧ ➎✔➢❊➐ ❧❉❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎➇➩☞❁❂➊↕→➼➌ Y →

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

) ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌●➢☛➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (R)
➺

➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠➥❧ ➡➨→✠✡✒➤➛➐➒➍➨➐➒➊↕➎ ✂➠➙❞➍ Dsh
1 , . . . , D

sh
m

➩✝◆❉➎ ❦ ➍✭➋✔➌➑➢➥➍ ➐➒→➣➡➨→➒➌✍➍ ♠❉❧ ➋ ➟✱❧ ➢➊☎✄
Y
➍✭➢❝➌ ➟ ➊↕➎❞➎✔➍ ➬❂➍☞➩❱✴❑✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋✳➐➒➊ ➟✭❧ ➐ ❧ ➋➠➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂☞➍❉➙❞➋ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠ →✠✝♦➋❞➍P➙❞➍ Di➍✭➢❝➌✦➋✔➎ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋➃➙❞➍◗➜ ❧ ➐➣➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➁➙✔→➣➢ ➟➏♠ ➧ ➌✍➍☞➺✶➍ ➌ ➐➒➍✭➢➨→➣➎❞➙✔→ ➟ ➍➏➢➛➙❞➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎➁➙❞➍➏➢

❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➷➙❞➍ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ➙❞➍ Y ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢➅➙❞➍ ➟ ➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌➻➢☛➊↕➎➝➌ ☞ →➒➍✭➎⑩➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➢✭➩q❁❂➊↕→➒➌
ni➐➣➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ❦ ➍➏➌✍→➼➌ ➟ ➊↕➡➨➡➅➋❞➎ ➡➅➋✔➐➒➌✍→ ❦ ➐➣➍➻➙❞➍✭➢➷→➣➎❞➙✔→ ➟ ➍➏➢✿➙❞➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➍ ➐ ❧◗➟ ➐✜✛☞➌➥➋ ♠ ➍

✂ ❧ ➐➒➊↕→➣➢☛→➣➍➏➎❞➎❞➍ Ŷ →
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g′ : Z̃ →
❁ ❦ ➍ ➟ (Osh

X,x[t
1

n1
1 , . . . , t

1
nm
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)
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Z → Ŷ
↓ � ↓

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
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1
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1 , . . . , t

1
nm
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❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
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X,x

) ➺ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌ ❧ → ♠ ➍✿➙❞➋✳➢➥➋ ❦❞❦ ➊ ♠ ➌✏➙❞➍➏➢✂➙✔→➒➜✫→➼Ð➢➥➍➏➋ ♠ ➢ Di
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1
nm
m ]

)
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➍✭➢❝➌●➤ ➌ ❧ ➐➒➍☞➺➝➍ ➌●➙❞➊☞➎❞➎❞➍ ❦✒❧☞♠✶➟ ➦ ❧ ➎ ✂☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌➙❞➍ ☞ ❧ ➢☛➍ U ′ → U

➋❞➎✦➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ ✡✒➎✔→❱➤ ➌ ❧ ➐➒➍ V ′ → U ′ ➩♦✴❑✵ ➊↕➋✔➜↕➍ ♠ ➌ U ′ ➤➏➌ ❧ ➎➝➌❊➎❞➊ ♠ Ð➡ ❧ ➐Ò➺ V ′ ➍➏➢☛➌ ❧ ➋❞➢➥➢☛→✰➎✔➊ ♠ ➡ ❧ ➐Ò➺☞➍➏➌❣➍✭➢☛➌❣➙❞➊↕➎ ➟ ➐➣➍❆➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➐➣→➒➢➥➤✐➙❞➍ U ′ ➙ ❧ ➎✔➢❣➐➒➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢●➙❞➍➏➢
✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢✐➙❞➍ Z ➩✒✴❘➍P➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ V ′ → U ′ ➟ ➊ ✞✽➎ ➟ →➣➙✔➍✿➙❞➊↕➎ ➟➷❧ ➜↕➍ ➟ ➐ ❧➅♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎➙❞➍

g′
☎
V ′ ➩q◆ ♠ ➐➣➍ ➐➒➍✭➡➨➡ ➍➛➙➇✵ ❫ ☞ ➦ ➞↕❧ ➎ ✔✡❧☞♠➑❦❞♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ✝♦➋❞➍ g′ ➍➏➢☛➌➑➎❞➊↕➎ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤➛➍➏➎

➟ ➊✫➙❞→➒➡ ➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎ 1
➩❸✴❘➍➻➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh

X,x[t
1

n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

) ➍➏➢☛➌ ♠ ➤ ✂↕➋✔➐➣→➣➍ ♠ ➺❨➍➏➌ Z̃
➍✭➢❝➌✻➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➐ ❦❞❧☞♠ ➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎➇➩❞✴❙➍✿➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍P➙❞➍ ❦ ➋ ♠ ➍ ➌✍➤ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜↕➍➷➙❞➊↕➎ ➟ ✝♦➋❞➍ g′ ➍✭➢❝➌➤➏➌ ❧ ➐➣➍✘➩
❋●➊↕➡➨➡ ➍●➐Ò✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋ ➐➣➊ ➟✱❧ ➐ Osh

X,x[t
1

n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

➍➏➢☛➌❊➍✭➎ ✁ ❧ →➒➌☎➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌❊➦❞➍➏➎❞➢➥➤ Ð➐➣→➒➍✭➎ ✕ ➟ ✵✸➍➏➢☛➌✿➋❞➎✔➍➅➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎ ➍➏➎♦➌➥→➣➧ ♠ ➍ ✡❞➎❞→➣➍➑➙➇✵✸➋✔➎❏➌✍➍➏➐ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋✠✗ ➺❱→➣➐❙➢✭✵ ➍✭➎❞➢☛➋❞→➒➌✏✝✫➋✔➍➻➐➣➍
➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ Z̃ →

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x[t

1
n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

) ➍➏➢☛➌❉→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞➍ ☎ ➋❞➎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➒➎
➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍✐➙❞➍ ➟ ➊ ❦ →➣➍➏➢❑➙❞➋➨➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍●➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐ ✕ ➟ ✁ ➩➝➐➣➍ ➟ ➊ ♠ ➊☞➐➣➐ ❧ → ♠ ➍ 3.12

➙❞➍ ✠ ✂ ❬ ✸ ✎☛✡✘✑ ✗ ➩◆❉➎ ❧ ➙❞➊☞➎ ➟ ➊ ☞ ➌✍➍➏➎♦➋✳➋❞➎❤➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡ ➡➨➍➻✎

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x[t

1
n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

)
→ Y

ց ↓❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)

✺❄➐ ♠ ➍➏➢☛➌➥➍ ☎ ❦❞♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ♠ ✝♦➋❞➍➻➐➒➍✭➢❆➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ ➢ ni

➢☛➊↕➎➝➌ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➢ ☎ p ➩❨✴❙➍➷➢➥➍➏➋❞➐ ➟✱❧ ➢✻➙❞→ ✁ Ð✡ ➟ →➣➐➣➍➻➍✭➢☛➌ ➟ ➍✭➐➣➋✔→☎➊☎✄ R ➍➏➢☛➌P➙❞➍ ➟✭❧☞♠✍❧☞➟ ➌✍➤ ♠ →➣➢❝➌✍→✠✝✫➋✔➍➛➎✫➋✔➐➣➐➣➍✪✕ ➢☛→☎➐ ❧❲➟✭❧☞♠✍❧☞➟ ➌✍➤ ♠ →➣➢❝➌✍→✠✝✫➋✔➍➛➙❞➍
R
➍✭➢☛➌ ➤ ✂ ❧ ➐➣➍✆☎

p
➺ ➟ ➍✭➐ ❧ ➙❞➤ ➟ ➊↕➋❞➐➣➍◗➍➏➎➃➍✕✔❸➍ ➌ ➙❞➍◗➐ ❧ ➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎➁➙➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤ ✗ ➩✔✹✂➊↕➋❞➢ ❧ ➐➒➐➣➊↕➎✔➢●➢➥➋✔→➒➜ ♠ ➍P➐ ❧ ➡ ✍✭➡➨➍❉➢❝➌ ♠✍❧ ➌✍➤ ✂☞→➣➍✏✝♦➋❞➍➑❢➫➩❨❀ ❧✱➞ Ð➎ ❧ ➋✔➙✦➙ ❧ ➎✔➢ ✠ ✼ ★✖❚ ☎ ✌ ✑ ➺ ❦ ➩ 429

➺➝➍✭➎➨➢➥➋ ❦❞❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌ ✝♦➋❞➍ p ➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍ ❦❞❧☞♠ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍ n1

➺➝➍ ➌
❧ ☞ ➊↕➋✔➌➥→ ♠ ☎❲➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧ ➙❞→ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➇➩➇❋●➍ ➌➥➌➥➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧ ➙❞→ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❦✔♠ ➊❩➜✫→➣➍✭➎✔➙ ♠✍❧ ➙✔➋ ✁ ❧ →➒➌ ✝✫➋✔➍➢➥→❭➐Ò✵ ➊↕➎ ➙❞→➒➢ ❦ ➊↕➢➥➍➅➙❸✵✸➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ Y →

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

) ➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤☞➺➍➏➌✜✝♦➋❞➍
l1, . . . , lm

➢➥➊☞➎♦➌✻➙❞➍➏➢✂➍➏➎➝➌✍→➣➍ ♠ ➢✐➌✍➍➏➐➣➢ ✝♦➋❞➍➷➐➣➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌

Z̃ ′ →
❁ ❦ ➍ ➟ (Osh

X,x[t
1
l1
1 , . . . , t

1
lm
m ]

)

➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋ ❦✒❧☞♠ ➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➐➣→➣➢ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ☎ ❦✒❧✘♠ ➌✍→ ♠ ➙❞➋❤➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡➨➡ ➍ ➟✱❧✘♠ ➌✍➤➏➢➥→➒➍✭➎



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✄✂✆☎✚✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁✄✂✞✡ ✌✄✎✄✌ ☎✄✌✄✂✘✏✚✂✆✟ ✎ ✡✝✂✄✌

Z ′ → Y
↓ � ↓

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x[t

1
l1
1 , . . . , t

1
lm
m ]

)
→

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)

➢➥➊☞→➒➌◗➤➏➌ ❧ ➐➣➍✘➺ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ →➣➎✔➙❞→ ➟ ➍ ➙✔➍ ♠➥❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎❛➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ Y →❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

) ❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢✂➙✔➍ Dsh
i

➙❞→➒➜✫→➒➢➥➍
li
➩

✾❑➎ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌ B := Osh
X,x[t

p
n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

➺✫➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌■➢➥➍ ♠➥❧ ➡ ➍➏➎❞➍ ♠●❧ ➋❲➙❞→ ❧ ✂ ♠➥❧ ➡ ➡➨➍➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌P✎

Z̃ → Y
↓ ↓

❁ ❦ ➍ ➟ (B[t
1
p

1 ]

)
→

❁ ❦ ➍ ➟ (B)

✴❘➍✭➢ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢❭➜↕➍ ♠ ➌✍→ ➟✱❧ ➋❂➬➑➢☛➊↕➎➝➌ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍✭➡➨➍✭➎➝➌❑➤ ➌ ❧ ➐➒➍✶➍➏➌❭➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ Ð➡➨→✠✡✒➤✘➩❨❁❂➊↕→➼➌
U
➐Ò✵ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ➌✤❁ ❦ ➍ ➟ (B) −D1

➺✔➍➏➌
U
➢➥➊↕➎❤→➣➎➝➌➥➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ❧ ➜☞➍ ➟ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➒➍☞➩✔✹✂➊☞➌➥➊↕➎❞➢ ❦✒❧☞♠ f ➐➣➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ Y →
❁ ❦ ➍ ➟ (B)

➺❞➍➏➌ ❦✒❧✘♠ f ➢ ❧➛♠ ➍✭➢☛➌ ♠ → ➟ Ð➌✍→➒➊↕➎ ☎ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍➠➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍✘➩☎✴❘➍❲➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡ ➡➨➍ ❦✔♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➎➝➌✦→➒➎❞➙❞➋❞→➼➌➅➋❞➎➁➙❞→ ❧ ✂ ♠➥❧ ➡ ➡➨➍➢➥➋ ♠ ➐➒➍✭➢ ✡ ☞ ♠ ➍✭➢✻➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➒➍✭➢ ✕ ❧ ➜☞➍ ➟ ➙❞➍✭➢✻➎❞➊☞➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢■➤ ➜✫→➣➙❞➍➏➎♦➌➥➍✭➢☛✗P✎

Z̃ → Y
↓ ↓

❁ ❦ ➍ ➟ (B[t
1
p

1 ]

)
→

❁ ❦ ➍ ➟ (B)

❁❂→➇➐ ✵✸➊☞➎❤➎✔➊☞➌✍➍
u1 := t

p
n1
1

➺✒➍➏➌
ui := t

1
ni

i

➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ i ∈ {2, . . . , m}
➺ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢

❁ ❦ ➍ ➟ (B) ≃
❁ ❦ ➍ ➟ (k[[u1, . . . , um]]h

)
➍➏➌

❁ ❦ ➍ ➟ (B[t
1
p

1 ]

)
≃

❁ ❦ ➍ ➟ (k[[u1, . . . , um]]h[u
1
p

1 ]

)

✴❘➍✐➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ❁ ❦ ➍ ➟ (B[t
1
p

1 ]

)
→

❁ ❦ ➍ ➟ (B)
➍✭➢☛➌❊➙❞➊☞➎ ➟✂❦ ➋ ♠ ➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠➥❧ ➙❞→ ➟ →➣➍➏➐Ò➺

➍➏➌❆→➒➎❞➙❞➋❞→➼➌■➙❞➊☞➎ ➟ ➋❞➎❞➍✿➤✌✝✫➋✔→➒➜ ❧ ➐➣➍➏➎ ➟ ➍✿➙✔➍ ➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍➏➢✐➍✭➎➝➌ ♠ ➍➷➐➒➍✭➢ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢✻➤➏➌ ❧ ➐➣➍✭➢



✂✆☎ � ☎ ✠ ✂✆✏ ✟☛✁✠✡ � ✎ ✡✝✂✄✌ ✞ ✂ ✟✟✄✝✞ ✂ ✠✂✁ ☎ ✌ ✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡✆☎✝✂✍✌✄✎ ✁ ✄✄☎ ✡✄✂ ✡✖✡✒� ☎

➙❞➍ ➟ ➍➏➢✂➙✔➍✭➋❂➬◗➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➢➏➩✰✾❑➎ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➺✔➐➣➍✏➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍

Z̃ →
❁ ❦ ➍ ➟ (B[t

1
p

1 ]

)

❦❞♠ ➊✖➜✫→➒➍✭➎➝➌✻➙➇✵✸➋✔➎✳➋❞➎✔→✟✝♦➋❞➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌
g1 : Y 1 →

❁ ❦ ➍ ➟ (k[[t1, . . . , tn]]h
) ➩

✴❘➍✭➢ ♠ ➍✭➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ☎
U
➙✔➍

f
➍ ➌
g1

➢➥➊☞➎♦➌✻→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞➍✭➢➏➺✔➍➏➌ f ➍✭➢❝➌❆➙❞➊↕➎ ➟ ➤ ➌ ❧ ➐➒➍☞➩❂✺❄➐➢✭✵ ➤➏➌➥➍✭➎❞➙➨➙❞➊↕➎ ➟ ➙❞➍ ✁ ❧ ✓✭➊☞➎➨➋✔➎❞→✟✝♦➋❞➍✐➍➏➎➨➋✔➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌●➤ ➌ ❧ ➐➒➍ f ′ : Y ′ →
❁ ❦ ➍ ➟ (B)

➩
✴❘➍✭➢ ♠ ➍✭➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ f |U ➍➏➌

f ′|U
➢☛➊↕➎➝➌ →➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞➍➏➢✭➺ ➟✱❧☞♠ ➐➒➍✭➋ ♠ ➢ ♠ ➍➏➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➣➊☞➎❞➢ ☎ ➐ ❧

✡ ☞ ♠ ➍✂➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍✻➐➣➍❆➢➥➊☞➎♦➌✭➩✫✴❙➍➏➢ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢ f ➍➏➌
f ′ ➢☛➊↕➎➝➌■➙❞➊☞➎ ➟ →➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞➍✭➢➏➩❂❋●➍ ➟ →➍✭➎➝➌ ♠✍❧✟✞ ➎❞➍✂➐➒➍ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍

f
➍➏➢☛➌❣➤➏➌ ❧ ➐➣➍✘➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→❨➍➏➢☛➌ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠➥❧ ➙❞→ ➟ ➌✍➊↕→ ♠ ➍ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐ ❧ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎➙❞➍➏➢

ni

➩
◆❉➎❲➙❞➤➏➙❞➋❞→➒➌ ✁ ❧☞➟ →➒➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌●➙❞➍❉➐ ❧➑❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎❏✓☞➩ ✕❂➩❜✕➑➐➒➍✂➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍❉➙➇✵ ❫ ☞ ➦ ➞➝❧ ➎ ✔✡❧☞♠

✕ ❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➤➷➐➣➍➏➡ ➡➨➍✿➙➇✵ ❫ ☞ ➦ ➞➝❧ ➎ ✔✡❧☞♠❉♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→ ✁ ➙ ❧ ➎❞➢ ✠ ✼ ★✖❚ ☎ ✌ ✑ ➺ ➟ ➦ ❧☞❦ →➒➌ ♠ ➍ ✆❉✺☛✺➥✺ ➺ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊✘Ð➢➥→➼➌✍→➒➊↕➎
5.5

✗✏✎
� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ ✞ ✠☞☛✍✌ ✎ ✑ ✞☛✱ ✒ ✞☛✌☞➩ ✔ � ✞✍✝ ✁

X
✏ ✡ ✡ ✧ ✝✞✄ ☎ ✟ ✡✆✏❂✠ � ✆ ✌ ✧

(R)
✭ ☎✎✏ ✡ ✝

✄✝✆ ✏ ✡ ✡ ✑ ✡ ✁ ✂✆☎✦✌
D

✄✫✌❤✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏❂✠☛✡ ✠ ✧ ✠✍✞✍✝✄✡❩✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✡ ✞✡✠✬☎ ✟ ✏✞✌ ✂ � ✞✍✝ ✁
x → X

✏ ✡
✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✜ ✄ ✞✍☎ ✄ ✁ ✠✆✝✔✓ ✏✒✌ ✄✫✌

X
✭ ✌ ✁

D1, . . . , Dm

✍➣✌✦✡ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌✦✡ ✄✫✌✦✡ ✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏✫✠☛✡
✆✠✟ ✡✦✡ ✟☛✡✞✁ ✆✠✟ ✠ ✧ ✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✂ � ✞✍✝ ✁

Y → X
✏ ✡ ✠ ✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄✫✌

X
☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁

✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✍➣✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌
D

✂

✄ ✍✿✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌✌✏ ✡
R
☛ ✟ ✞✍✝✄✡✆✝ ✡ ✟ ✜ ✌ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌

V
✄✫✌

x
✌ ✁ ✏ ✡ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✒✍✏★☎✎☎ ✄ ✠✬✝Ò✌ ✡

W → V
✭ ☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✍➣✌✌✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌✦✡

DV
i ✖ 1 ≤ i ≤ m ✗ ✭ ✁ ✌ ✍☛✓ ✏✒✌ ✡✆✝ ✍➥✆✟✞ ✡✆ ✞ ✡❩✌

Y ′ := Y ×X V
✭ ✍➣✌ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌

Y ′ → V
✌✦✡ ✁ ✄✫✞✍☎✎✝ ✡ ✄ ✆✠✟ ✠ ✏ ✡ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌

∐
W → V

✂

✂ ✡ ✆✠✟ ✠ ✁ ✝ ✧ ✏ ✍✣✝Ò✌ ✠ ✭ ✍➣✌✦✡ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌✦✡■✄✫✌●✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✡❩✞ ✡✞✁✠✆ ✠✍✌✆☎✎✝Ò✌ ✠☛✡ ✠ ✍ ✟✎✧ ✟ ✠ ✟★✧ ✁☎✄ ✠✬✝✄✡✂☛
✁ ✝✔✓ ✏❨✌➷✠ ✄ ✡✆✝ ✄✁✏✒✌ ✍ ✍➣✌➑✄✫✌

R
✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎❏➢➥➍ ♠✍❧ ➡ ➧➏➎❞➍✿→ ➟ → ❧ ➋❞➢➥➢☛→ ❧ ➋ ➟✭❧ ➢✻➊☎✄ Y ➍➏➢☛➌ ➟ ➊↕➎❞➎✔➍ ➬❂➍☞➩✰❡❭➊✘Ð➢➥➊☞➎❞➢
Ỹ ′′ := Y ×X

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

) ➺✘➐ ❧✂❦✔♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➒➊↕➎✦✓↕➩❜✕❂➩❜✕ ✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➒➌❭➋❞➎➛➙❞→ ❧ ✂ ♠➥❧ ➡ ➡➨➍
➟ ➊☞➡ ➡➅➋❂➌ ❧ ➌➥→ ✁ ✎

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x[t

1
n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

)
→ Y ′′ →

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)

↓ ↓
Y → X✴❘➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ Ỹ ′′ →

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

) ➍✭➢❝➌✶➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✔ ➋✔➡ ➡➨➤ ♠ →➣➍✭➎ ✂↕➤➏➎❞➤ Ð
♠✍❧ ➐➣→➣➢☛➤☞➩❞❁❂➊↕→➒➌ H ➋❞➎❤➢➥➊☞➋❞➢❝Ð ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✿➙❞➍ (Z/n1Z) × · · · × (Z/nmZ)

➌➥➍✭➐ ✝♦➋❞➍



✁ ✁ ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✄✂✆☎✚✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁✄✂✞✡ ✌✄✎✄✌ ☎✄✌✄✂✘✏✚✂✆✟ ✎ ✡✝✂✄✌

Ỹ ′′ ≃
❁ ❦ ➍ ➟ (Osh

X,x[t
1

n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

)
/H

✺❄➐❞➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍✂➋❞➎ ➜↕➊☞→➣➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍✐➤ ➌ ❧ ➐➒➍ V1

➙❞➍
x ❧ ➢➥➢➥➍ ☛ ❦ ➍➏➌➥→➒➌✶➢☛➋ ♠ ➐➣➍ ✝♦➋❞➍➏➐ t1, . . . , tm ➢☛➊↕➎➝➌

♠ ➤✌✂↕➋❞➐➒→➣➧ ♠ ➍✭➢➏➺❞➍➏➌❆➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍

❫✂➋✔➌
V1

(
OV1 [t

1
n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

)
≃

❫✂➋✔➌✁�
✂☎✄✝✆ (Osh

X,x)

(
Osh

X,x[t
1

n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

)

❁❂➊↕→➼➌
H1

➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍✻➙❞➍ H ➙ ❧ ➎❞➢✐❫✏➋❂➌
V1

(
OV1 [t

1
n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

) ❦✒❧☞♠✐➟ ➍➏➌✻→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠ Ð
❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍☞➺❞➍ ➌

Y ′
1 :=

❁ ❦ ➍ ➟ (OV1 [t
1

n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

)
/H1

◆❉➎ ❧ ➐➒➍✿➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡➨➡➨➍✏➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌➷✎

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x[t

1
n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

)
→ Ỹ ′′ →

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)

↓ � ↓ ↓
❁ ❦ ➍ ➟ (OV1 [t

1
n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

)
→ Y ′

1 → V1

❁❂→➇➐ ✵✸➊☞➎ ❦ ➊↕➢☛➍ Y2 := Y ×X V1

➺✒➊↕➎ ❧

Y2 ×V1

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)
≃ Y ′

1 ×V1

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)
✺❄➐➇➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍➷➙✔➊↕➎ ➟ ➋❞➎❤➊↕➋✔➜↕➍ ♠ ➌✂➤➏➌ ❧ ➐➣➍ V → V1

➌✍➍➏➐ ✝✫➋✔➍

Y2 ×V1 V ≃ Y ′
1 ×V1 V◆❉➎ ❧ ➙✔➊↕➎ ➟ ➐➣➍✿➙❞→ ❧ ✂ ♠➥❧ ➡ ➡➨➍✏➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌ ✕ ➍➏➎ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌ Y ′ := Y ×X V

✗❉✎

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x[t

1
n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

)
→ Ỹ ′′ →

❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)

↓ � ↓ ↓
❁ ❦ ➍ ➟ (OV [t

1
n1
1 , . . . , t

1
nm
m ]

)
→ Ỹ ′ → V

↓ ↓
Y → X



✂✆☎ � ☎ ✠ ✂✆✏ ✟☛✁✠✡ � ✎ ✡✝✂✄✌ ✞ ✂ ✟✟✄✝✞ ✂ ✠✂✁ ☎ ✌ ✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡✆☎✝✂✍✌✄✎ ✁ ✄✄☎ ✡✄✂ ✡✖✡ ✁ �

✌✎✍ ✖✠✍ ✩✗✍ ✓ ❚✓✄t✧✝r❞★✖r✒❬ ✪✭❚❱✮ r✒✮❙r✎✸ ☎❸✯✖❬✁�❸❯✝✬✄✂❂r✎✸ ✒❱✩♦❳✝★✡❬✁�➇❯❙✬ ✍ ☛ ◆❉➎ ♠ ➍ ❦✔♠ ➍✭➎✔➙➛➐➣➍ ➟ ➊↕➎❂Ð➌✍➍ ➬✫➌✍➍➅➙❞➋ ❦❞❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦✔➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌✭➩❙◆❉➎ ➢➥➋ ❦❞❦ ➊↕➢☛➍ ✝♦➋❞➍➛➐ ❧➨➟✱❧☞♠➥❧☞➟ ➌➥➤ ♠ →➒➢☛➌➥→✟✝♦➋❞➍➻➙✔➍ R➍✭➢❝➌✐➎♦➋❞➐➣➐➒➍☞➺✫➍➏➌✚✝✫➋✔➍✿➢ ❧➅➟✱❧✘♠✍❧☞➟ ➌✍➤ ♠ →➣➢❝➌✍→✟✝♦➋❞➍ ♠ ➤➏➢➥→➣➙✔➋❞➍✭➐➒➐➣➍ p ➍✭➢❝➌ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➒➜☞➍☞➩✔❁❂➊↕→➒➌ K ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩
k
✗✿➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➑➙❞➍✭➢ ✁ ♠➥❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢ ✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩❭➐➣➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ ♠ ➤✭➢➥→➒➙❞➋❞➍➏➐ ✗✿➙❞➍ R ➩✝✴❘➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ K ✕ ➍ ➌
➙❞➊↕➎ ➟ R ✗●➢☛➍ ❦ ➐➣➊↕➎ ✂☞➍✿➙ ❧ ➎❞➢ C

➩❨◆❉➎✳➢☛➍✖✡✔➬❂➍➑➋❞➎➠➌➥➍✭➐ ❦ ➐➒➊↕➎ ✂↕➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ρ ➩❁❂➊↕→➼➌
x
➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌✚✂↕➤✭➊☞➡ ➤ ➌ ♠ →✠✝♦➋❞➍✏➙❞➍ X ➢➥➋ ♠ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍❉➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➒➍☞➺☛☎➅➐Ò✵ →➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎➙❞➍➏➢❊➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢ D1, . . . , Dm

➩✫❋●➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✶➢➥➍ ❦❞♠ ➊↕➐➣➊☞➎ ✂↕➍■➍➏➎ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌❑➢☛➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (R)
➺

➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍➑➐➣➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ xη

➙❞➍➑➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍➻➢☛➊↕→➒➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→ ☎ ➐ ✵✸→➒➎♦➌➥➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❏➙❞➍ ➟ ➍➏➢➡ ✍✭➡➨➍✭➢❉➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➋ ♠ ➢ D1,η, . . . , Dm,η

✕ ➍ ➌✿➍✭➋❂➬ ➢➥➍✭➋✔➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌✦✗ ➩❙◆❉➎ ➎❞➊☞➌➥➍ ❦✒❧☞♠ xη,C

➐➣➍
❦ ➊↕→➣➎➝➌ ➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➍ ➬❂➍ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎♦➌ ✕➶➜❂→ ❧ ρ ✗ ➩✴❘➍ ☞ ➋✔➌➻➙✔➍ ➟ ➍ ❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠✍❧✘❦ ➦❞➍➨➍✭➢☛➌➻➙❞➍➨➡ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ➋❞➎❞➍ ❦❞♠ ➊ ❦❞♠ →➒➤➏➌✍➤➨➙❞➍ ✟ ➌ ♠✍❧ ➎❞➢ ✁ ➍ ♠ ➌ ✟➙➇✵ ➋❞➎➻➢ ➞ ➢☛➌✍➧➏➡ ➍ ➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌☎➙❞➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢✝➙❞➍❊➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍☞➺ ✝♦➋❞→ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌❭➙✔➍❣➢☛➍❣➐➒→➣➡➨→➒➌✍➍ ♠
☎✿➐ ❧❉♠ ➍ ➟ ➦❞➍ ♠➥➟ ➦❞➍✂➙❞➍ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍➏➎♦➌➥➢ ❧ ➋➛➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂☞➍■➙➇✵ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➬✔➍
✕ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎ ➢➥➍ ♠✍❧ ➙❞➤➏➌➥➍ ♠ ➡ →➒➎ ❧ ➎➝➌✍➍❉➙ ❧ ➎❞➢✐➐ ❧ ➢➥→➒➌➥➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎❲➙✔➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ π :

H
′
→ U

r ✗❉✎
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✵✩✷✁� ✷✆☎❘➩ ✔ ✦ ✞✍✏ ✁ ✧ ✝ ✞✍✝ ✌P✄✝✆ ✏ ✡ ✡ ✑ ✡ ✁ ✂✆☎✦✌ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠✍✌ ✡✞✁ ✄✫✌ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡
✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✟ ✏ ✟ ✞✍✝✄✡✆✝ ✡ ✟ ✜ ✌✐✄✁✏ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁

xη,C

✝ ✡ ✄✁✏ ✝ ✁ ✏ ✡ ✧ ✝ ✞✍✝ ✌ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠ ✌ ✡✞✁ ✄✫✌ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟ ☛
✁ ✌✆✏❂✠☛✡➻✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✟ ✏ ✟ ✞✍✝✄✡✆✝ ✡ ✟ ✜ ✌P✄✫✌

x
✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✴ ❧✏❦❞♠ ➍➏➋✔➜↕➍✐➙✔➍ ➟ ➍ ➌➥➌✍➍ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎➷➢➥➍ ✁ ❧ →➼➌✝➍✭➎➛➙❞➍➏➋❂➬➻➌➥➍✭➡ ❦ ➢■✎➊↕➎◗➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍➋❞➍P➙➇✵ ❧ ☞ ➊ ♠ ➙◗➋❞➎✔➍ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎✔➙ ❧ ➎ ➟ ➍➷➍➏➎➝➌ ♠ ➍P➙❞➍➏➢ ➟ ➦❞➊↕→➼➬ ➟ ➊↕➦✔➤ ♠ ➍➏➎➝➌✍➢✻➙❞➍✖✂↕➤ Ð
➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢➅➙❞➍❲➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍ ❧ ➋t➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂↕➍✦➙❞➍ x ➍ ➌

xη
♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍➏➡ ➍➏➎♦➌✭➺ ❦ ➋❞→➒➢➻➋❞➎✔➍

➟ ➊ ♠➥♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎ ➟ ➍➷➍✭➎➝➌ ♠ ➍P➙❞➍✿➌✍➍✭➐➒➢ ➟ ➦❞➊↕→➼➬ ❧ ➋◗➜↕➊↕→➒➢➥→➣➎ ❧ ✂↕➍✿➙❞➍ xη

➍ ➌✂➙✔➍
xη,C

➩
✴❘➍ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍✭➋ ♠➷♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ☎➠➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍ →➣➎❞➙✔➋❞→➒➌✿➋✔➎➫➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➅➢☛➋ ♠ Ð➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➙❞➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎♦➌ ❧ ➋❂➬✖✕❪➙❞➤✌✡✒➎✔→ ☎ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢☛➊↕➎ ❦❞♠ ➧✭➢ ➟✱❧☞♠ ➙❞➤ ❦ ➍✭➎✔➙ ❧ ➎➝➌➙❞➍➏➢ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢ ☞ ❧ ➢➥➍ ➟ ➦❞➊☞→➣➢➥→➒➢✦✗✏✎

πmod
1 (XK − (D1,η ∪ · · · ∪Dm,η)) → πmod

1 (X − (D1 ∪ · · · ∪Dm))
◆❉➎ ❧ ➙✔➍ ❦ ➐➣➋❞➢❆➐➣➍✿➙✔→ ❧ ✂ ♠➥❧ ➡➨➡ ➍ ➟ ➊↕➡➨➡➅➋✔➌ ❧ ➌✍→ ✁ ✎

πmod
1

(
XK −

⋃
iDi,η,K

)
→ πmod

1 (XR −
⋃

iDi)
↑ ↑

πmod
1

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X

K
,xη

)
−
⋃

iD
sh
i,η,K

)
→ πmod

1

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)
−
⋃

iD
sh
i

)

❃✝➊↕➋✔➌✍➍➏➢●➐➒➍✭➢ � ➧ ➟ ➦✔➍✭➢✐➢➥➊☞➎♦➌❣➙❞➤✕✡✒➎❞→➣➍➏➢ ☎ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢☛➊↕➎ ❦❞♠ ➧➏➢ ✕ ➟✭❧☞♠ ➌ ♠ → ☞ ➋✔➌ ❧ → ♠ ➍✭➢✶➙➇✵ ➋❞➎
➟ ➦❞➊↕→ ➬◗➙❞➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢ ☞ ❧ ➢➥➍ ✗ ➺✒➍ ➬ ➟ ➍ ❦ ➌➥➤➑➐➒➍✿➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍



✁ � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✄✂✆☎✚✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁✄✂✞✡ ✌✄✎✄✌ ☎✄✌✄✂✘✏✚✂✆✟ ✎ ✡✝✂✄✌

πmod
1

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X

K
,xη

)
−
⋃

i

Dsh
i,η,K

)
→ πmod

1

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)
−
⋃

i

Dsh
i

)

✝♦➋❞→✝➍✭➢☛➌❉➙❞➤✌✡✒➎✔→q➢ ❧ ➎❞➢ ❧ ➡ ☞ →✠✂↕➋ ✞ ➌✍➤☞➺ ➟✭❧☞♠ ➊☞➎ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➒➌✏➐➣➍➷➡ ✍➏➡ ➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ ☞ ❧ ➢➥➍ ❦ ➊↕➋ ♠
➟ ➍➏➢✶➙❞➍✭➋❂➬ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢ ✁ ➊↕➎✔➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➋✫➬❸➺✓☎P➢ ❧ ➜↕➊↕→ ♠ ➐➒➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍ ✂↕➤✭➊☞➡ ➤ ➌ ♠ →✠✝♦➋❞➍☞➩❁❂→✒➐ ✵✸➊↕➎ ➢☛➍ ♠ ➍✭➢❝➌ ♠ ➍➏→➣➎➝➌ ❧ ➋❂➬ p′ Ð ❦✒❧✘♠ ➌✍→➒➍✭➢➏➺ ➟ ➍✻➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➍ ♠ ➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍■➙❞➍➏➜✫→➒➍✭➎➝➌●➋✔➎ →➒➢➥➊✘Ð➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ ➟✱❧ ➎❞➊↕➎❞→✠✝✫➋✔➍☞➺✖➍➏➌❭➊↕➎ ❧✻❦ ➐➣➋✔➢ ❦✔♠ ➤ ➟ →➣➢☛➤✭➡➨➍✭➎➝➌☎➐➒➍❊➙✔→ ❧ ✂ ♠➥❧ ➡➨➡ ➍ ➟ ➊↕➡➨➡➅➋✔➌ ❧ ➌✍→ ✁➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌P✎

π
(p′)
1 (X −

⋃
iDi)

↑

π
(p′)
1

(
XK −

⋃
iDi,η,K

)
≃ π

(p′)
1 (XRnr −

⋃
iDi,Rnr)

↑ ↑

π
(p′)
1

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X

K
,xη

)
−
⋃

iD
sh
i,η,K

)
≃ πmod

1

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X,x

)
−
⋃

iD
sh
i

)

✷✂➎❈➢ ➞ ➢☛➌✍➧➏➡ ➍ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌◗➙❞➍ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢➠➙❞➍ ➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍ ❧ ➋❛➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂☞➍❏➙❞➍ xη➙❞➊↕➎✔➎❞➍✐➙❞➊↕➎ ➟❆➟✭❧ ➎❞➊↕➎❞→✠✝♦➋❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✶➋❞➎ ➢ ➞ ➢❝➌✍➧✭➡➨➍ ➟ ➊↕➦✔➤ ♠ ➍➏➎➝➌❣➙✔➍ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢✶➙❞➍❆➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ Ð➌✍→➒➍ ❧ ➋➠➜↕➊↕→➒➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍✿➙❞➍ x ➩
❇✏➍✶➐ ❧ ➡ ✍✭➡➨➍ ✁ ❧ ✓✭➊☞➎➇➺❩➐➣➍☎➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✶➙❞➍❣➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣→➒➢ ❧ ➌➥→➣➊↕➎❉➙✔➍■❖ ♠ ➊☞➌➥➦❞➍✭➎✔➙❞→➣➍ ➟✕✔ ➙❞➊↕➎❞➎✔➍➋❞➎❤➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡➨➡➨➍ ➟ ➊☞➡ ➡➅➋❂➌ ❧ ➌➥→ ✁ ✎

π
(p′)
1 (XC −

⋃
iDi,η,C) ≃ π

(p′)
1

(
XK −

⋃
iDi,η,K

)

↑ ↑

π
(p′)
1

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
XC,xη,C

)
−
⋃

i

(
Dsh

i,η,C

))
≃ π

(p′)
1

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
X

K
,xη

)
−
⋃

i

(
Dsh

i,η,K

))

➊☎✄❤➐➣➍➏➢ � ➧ ➟ ➦❞➍✭➢✂➜↕➍ ♠ ➌✍→ ➟✱❧ ➐➒➍✭➢ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍✭➢ ❦ ➊☞➎❞➙❞➍✭➎➝➌✢☎➨➙❞➍✭➢ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍✭➋ ♠ ➢✏➙✔➍ ♠ ➍✭➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ☎
➋❞➎ ➜↕➊↕→➒➢➥→➣➎ ❧ ✂↕➍ ➤➏➌ ❧ ➐➣➍✘➺✝➍ ➌➻➐➒➍✭➢ � ➧ ➟ ➦❞➍✭➢➅➦✔➊ ♠ → ☛✭➊↕➎➝➌ ❧ ➐➣➍✭➢ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎❞➙✔➍✭➎➝➌ ☎◗➙❞➍✭➢ ✁ ➊↕➎ ➟ Ð➌✍➍➏➋ ♠ ➢➠➙❸✵✸➍ ➬❂➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ ➙❞➍➏➢❤➢ ➟✱❧ ➐ ❧ → ♠ ➍✭➢❲➙✔➍ K ☎

C
✕ ➟ ➍➏➢ � ➧ ➟ ➦❞➍➏➢✳➤ ➌ ❧ ➎➝➌◗➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➍✭➢✘☎

❧ ➋✔➌➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍❉→➒➎♦➌➥➤ ♠ →➣➍✭➋ ♠■❦❞♠ ➧➏➢✦✗ ➩
✺❄➐ ♠ ➍➏➢☛➌✍➍ ☎ ➟ ➊☞➡ ❦✒❧✘♠ ➍ ♠ ➐➣➍➏➢➑➌➥➊ ❦ ➊☞➐➣➊✓✂↕→➒➍✭➢✿➤ ➌ ❧ ➐➒➍✭➢➻➍ ➌ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➬✔➍✘➩☎◆ ♠ ➺✝➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➻➐➣➍✭➢➎❞➊☞➌➥➍✭➢➠➙❞➍ ➟ ➊↕➋ ♠ ➢➠➢➥➋ ♠ ➐ ❧t➟ ➊↕➦❞➊↕➡➨➊↕➐➣➊ ✂↕→➣➍◗➤➏➌ ❧ ➐➣➍✳➙❞➍ ❢✳→➒➐➣➎❞➍ ✕ ❦ ➩ ✧✔➺●➙✔→➣➢ ❦ ➊↕➎❞→ ☞ ➐➣➍❤➢➥➋ ♠✺❄➎➝➌✍➍ ♠ ➎❞➍ ➌✬✗ ✎ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌➥➍ ➜ ❧✘♠ →➣➤ ➌✍➤ ❧ ➐✠✂↕➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➬✔➍ X ➺●➎❞➊↕➎ ➢➥→➣➎ ✂↕➋❞➐➣→➒➧ ♠ ➍☞➺➍➏➌➷➌✍➊☞➋✔➌P➜↕➊↕→➒➢➥→➣➎ ❧ ✂↕➍ ➤➏➌ ❧ ➐➣➍ (U, u) → (X, x)

➙❸✵✸➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ x ➙❞➍
X
➺❙→➣➐❑➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍➨➋❞➎

➜↕➊☞→➣➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍ ➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➍ ➬❂➍ V ➙❞➍
x
➺✖➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍■➐ ✵✸→➒➎ ➟ ➐➒➋❞➢➥→➒➊↕➎ (V, x) →֒ (X, x)

➢➥➍ ✁ ❧✘➟ ➌✍➊ ♠ →➣➢☛➍➍✭➎



✂✆☎ � ☎ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁ ✡☞✟ ✎ ✡✝✂✄✌ ✠✂✁ ☎✄✌ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✞✁☞✡ ✌ ☎ ✌ ✂✘✏ ✂☛✟ ✎ ✡ ✂✄✌ ✁ ✁

(V, x) →֒ (U, u) →֒ (X, x)➐ ❧ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➧ ♠ ➍ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎➁➤➏➌ ❧ ➎♦➌ ❧ ➎ ❧ ➐ ➞ ➌✍→✠✝✫➋✔➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➬✔➍✘➺✶➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➊↕➎❞➙❞➍✳➤➏➌ ❧ ➎➝➌
❧ ➐✠✂↕➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍✘➩
❫✏→➒➎❞➢➥→ ➺ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍✦➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂↕➍ ➤➏➌ ❧ ➐➣➍➨➍✭➢☛➌ ✟ ➍➏➎ ➟✱❧ ➙ ♠ ➤ ✟ ❦✒❧✘♠ ➙❞➍➏➋❂➬➫➜↕➊↕→➒➢➥→➣➎ ❧ ✂↕➍✭➢ ➟ ➊☞➡ Ð

❦ ➐➒➍ ➬❂➍✭➢➏➺❂➍ ➌●➋❞➎✦➢ ➞ ➢☛➌➥➧✭➡➨➍ ➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌■➙❞➍ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➌✍➍✭➋ ♠ ➢●➙✔➍✂➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➌✍➊ ❦ ➊↕➐➒➊✘Ð
✂↕→➒➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➬❂➍✻→➣➎❞➙✔➋❞→➒➌❣➋❞➎❲➢ ➞ ➢❝➌✍➧➏➡ ➍ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌✐➙✔➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢■➙✔➍✏➐Ò✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍❆➙ ❧ ➎✔➢
π

(p′)
1

( ❁ ❦ ➍ ➟ (Osh
XC,xη,C

)
−
⋃

i

(
Dsh

i,η,C

)) ➩

✌✎✍ ✩✠✍ ✂ ✬✫✪➏✯❩★✡❬ ✆☞✯✖❬❪❚✰✮ ✟☎✄➒❯✝✮❛★✖✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯✚✄➫❚✠✟✝✩♦★✖✩❏✲➫❯✝✮✝✬ ✪➏✬✕✆☞✯❩❬ ❚❱✮
❁❂➊↕→➼➌

f : Y → S
➋✔➎ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌❭➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✶➐➣➍✶➐➣➊☞➎ ✂❆➙➇✵✸➋✔➎➑➢ ➞ ➢❝➌✍➧➏➡ ➍❣➙❞➍❣➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢

☎ ➟✭♠ ➊↕→➣➢☛➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢❆➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬ D =
∑n

i=1Di

➩
❁❂➊↕→➼➌

s
➋✔➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌❆➙✔➍ S ➺✒➍➏➌ t ➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌■➙❞➍ Y ❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢❆➙❞➍ s ➩❞✹✂➊☞➌➥➊↕➎❞➢ ❦✒❧☞♠ I➐Ò✵ ➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍➷➙❞➍✭➢✂➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ ➢✂➍➏➎♦➌ ♠ ➍ 1

➍ ➌
n
➌✍➍➏➐➣➢✜✝✫➋✔➍

s ❧☞❦❞❦❞❧☞♠ ➌➥→➣➍✭➎✔➎❞➍ ❧ ➋❏➢➥➋ ❦❞❦ ➊ ♠ ➌✂➙❞➍
Di

➩❂◆❉➎ ➢☛➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➍ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➌❣➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍✂➍➏➢☛➌●➎❞➊↕➎ ➜❂→➒➙❞➍☞➺♦➍ ➌●➊↕➎ ➤ ➟➏♠ →➒➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➢➥→➒➡ ❦ ➐➣→✠✡❞➍ ♠
I := {1, . . . , d} ❦ ➊☞➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➒➎◗➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ d ➍➏➎➝➌ ♠ ➍ 1

➍➏➌
n
➩

✹✂➊☞➋❞➢✏➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➢➥➢➥➊☞➎❞➢✏➙ ❧ ➎❞➢✏➋❞➎ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➌✍➍✭➡ ❦ ➢✻➐ ❧ ➎❞➊☞➌✍→➒➊↕➎❤➙❞➍ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌➛✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌
✄✫✌
Di

✟ ✏ ✟ ✞✍✝✄✡✆✝ ✡ ✟ ✜ ✌➑✄✫✌
t
✕ ✝✫➋✔→ ❦❞♠ ➊❩➜❂→➒➍✭➎➝➌❉➙✔➋ ✁ ❧ →➼➌ ✝✫➋✔➍ f ➍✭➢☛➌✏➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➺✔➍✭➎ s➍➏➌

t
➺❨➋❞➎ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌✖✂ ❧ ➐➣➊↕→➒➢➥→➒➍✭➎✘✗ ➩❨❋●➍➏➌☛➌✍➍➅➎❞➊✘➌✍→➣➊☞➎✳➎❞➊☞➋❞➢✏➢☛➍ ♠✍❧ ➋✔➌✍→➒➐➣➍ ❦ ➊☞➋ ♠ ➙❞➤ ➟✭♠ → ♠ ➍➍✭➎✔➢➥➋❞→➼➌✍➍✿➐Ò✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍✂➙❞➍P➐ ❧➅♠ ➍➏➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➒➊↕➎❲➙❞➍ f ☎➅➋❞➎❞➍P➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❁ ❦ ➍ ➟ (R) → S

➺❞➊☎✄
R➢➥➍ ♠✍❧ ➙➇✵ ❧ ☞ ➊ ♠ ➙➻➋❞➎ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋➻➦✔➍✭➎❞➢☛➤✭➐➣→➒➍✭➎ ✕ ➟✱❧ ➢❭➐➒➊ ➟✭❧ ➐ ✗ ➺ ❦ ➋❞→➒➢❭➋✔➎ ❧ ➎❞➎✔➍ ❧ ➋➑➙❞➍●❇✂➍✭➙❞➍ ✔ →➒➎❞➙

✕ ➟✭❧ ➢ ✂↕➐➣➊ ☞ ❧ ➐ ✗ ➩
◆❉➎➫➢ ❧ →➒➌✭➺❘➙➇✵ ❧☞❦❞♠ ➧➏➢➑➐➒➍➛➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍ ➙➇✵ ❫ ☞ ➦ ➞↕❧ ➎ ✔✡❧☞♠ ✕ ➟ ✁ ➩❑✓↕➩❜✕❂➩❜✕ ✗ ➺ ✝♦➋❞➍ ➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌

❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➌✍➊ ❦ ➊↕➐➒➊✓✂↕→➒➍✦➤➏➌ ❧ ➐➣➍✘➺❑➐➣➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ f : Y → S
➢✭✵ ➤ ➟➏♠ →➼➌ ❧ ➋➃➜↕➊☞→➣➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍➙❞➍

s
➍ ➌
t ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➠➋✔➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ ✔ ➋❞➡➨➡ ➤ ♠ →➒➍✭➎ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐➣→➒➢➥➤ f 1 ➺✙✝♦➋❞➊✘➌✍→➣➍➏➎➝➌ ➙❞➋

♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✂ ❧ ➐➒➊↕→➣➢☛→➣➍✭➎

f 0 :
❁ ❦ ➍ ➟ (OS[(Ti)1≤i≤d]/

(
(T ei

i − ai)1≤i≤d

))
→

❁ ❦ ➍ ➟ (OS)➙❞➍✢✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ G ≃
∏

1≤i≤d (Z/eiZ)
➩

◆❉➎ ❦ ➊↕➢☛➍P➙❞➊ ♠ ➤➏➎ ❧ ➜ ❧ ➎➝➌

A := OS[(Ti)1≤i≤d]/
(
(T ei

i − ai)1≤i≤d

)
➍➏➌
ti
➙❞➤➏➢➥→✠✂↕➎❞➍ ♠➥❧ ➐ ✵✸→➒➡ ❧ ✂↕➍✏➙❞➍ Ti

➙ ❧ ➎❞➢ A ➩



✁ � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✄✂✆☎✚✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁✄✂✞✡ ✌✄✎✄✌ ☎✄✌✄✂✘✏✚✂✆✟ ✎ ✡✝✂✄✌

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✄✂ ✷✸✵✔➩ ✔ ✴❘➍ ✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✌➛✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌➅✄✫✌
Di

✟ ✏ ✟ ✞✍✝✄✡✆✝ ✡ ✟ ✜ ✌➻✄✫✌
t
➙ ❧ ➎✔➢➐➣➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ f ➍✭➢☛➌❊➐➒➍✜✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍❆➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍✐➙❞➍ Di

➙ ❧ ➎❞➢✶➐➣➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✂ ❧ ➐➣➊☞→➣➢➥→➒➍✭➎
f 1 ➩
❋●➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ➎❞➍ ➙❞➤ ❦ ➍✭➎✔➙ ❦✒❧ ➢✰✕ ☎➁→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ❦✔♠ ➧✭➢☛✗❲➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f 1

➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ ❦ ➊↕➋ ♠ ➙❞➤ ➟➏♠ → ♠ ➍ ➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f ➟ ➊↕➡➨➡ ➍✳➋❞➎ ✝♦➋❞➊☞➌✍→➒➍✭➎➝➌◗➙➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌
✔ ➋❞➡➨➡ ➤ ♠ →➣➍➏➎➇➩
✴❘➍✭➢➑➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢ Di

➢☛➊↕➎➝➌➻➌➥➊☞➌ ❧ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤✭➢➷➙ ❧ ➎❞➢ f 0 ➩❭❁❂➊↕→➒➌ ζ ➋❞➎❞➍ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍
❦❞♠ →➣➡➨→➒➌✍→➼➜↕➍ (e1 . . . ed)

Ð❄➧➏➡ ➍➅➙✔➍➨➐ ✵✸➋✔➎❞→➒➌➥➤☞➩❘◆❉➎ ❦ ➊☞➢➥➍ ζi := ζe1...êi...ed
➺ ✝✫➋✔→❑➍✭➢☛➌➷➋❞➎✔➍

♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍ ❦✔♠ →➣➡➨→➒➌➥→➒➜☞➍ ei

Ð✽➧✭➡➨➍✻➙✔➍✻➐ ✵✸➋✔➎❞→➒➌➥➤ ✕ ➢➥➋ ♠ C
➺➝➊↕➎ ❦ ➍➏➋✔➌ ➟ ➦✔➊↕→➣➢☛→ ♠ ➐➣➍❆➢ ➞ ➢❝➌✍➧➏➡ ➍ ζj :=

e
2iπ
ej
➺ ❦ ➊☞➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ j ∈ {1, . . . , d}

✗ ➩✝✴❘➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✦➙➇✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍ ➙❞➍ Di
❧ ➋t➜↕➊↕→➒➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍➙❞➍

t
➙ ❧ ➎❞➢■➐➣➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✔ ➋❞➡ ➡➨➤ ♠ →➣➍➏➎ f 0 ➍➏➢☛➌❆➋❞➎✆✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ➟ ➞❂➟ ➐➣→✠✝✫➋✔➍❉➙➇✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍ ei

➺
➍✭➎ ✂↕➍✭➎❞➙ ♠ ➤ ❦✒❧☞♠ ➐Ò✵ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ gi

➙❞➤✌✡✒➎✔→ ❦✒❧☞♠ ✎

gi : ti 7→ ζiti❋●➍✭➢ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢✻➙❞➍P➐Ò✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍ ✁ ➊ ♠ ➡➨➍✭➎➝➌❆➋❞➎ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ➟ ➊↕➦✔➤ ♠ ➍➏➎➝➌✱➩
✺❄➎➝➌✍➤ ♠ ➍✭➢☛➢➥➊↕➎✔➢❝Ð❄➎✔➊↕➋❞➢✐➡ ❧ →➣➎➝➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌ ☎➑➐ ❧➑♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎❲➙✔➍ f ➐➒➍✏➐➒➊↕➎ ✂➻➙❸✵✸➋❞➎✔➍✿➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎

s :
❁ ❦ ➍ ➟ (Rh

)
→ S

➊☎✄
Rh

➍✭➢☛➌■➋❞➎ ❧ ➎❞➎✔➍ ❧ ➋❲➐➒➊ ➟✭❧ ➐✒➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌■➦❞➍➏➎❞➢➥➤➏➐➣→➣➍➏➎➇➺✫➙➇✵✸➋✔➎❞→ ✁ ➊ ♠ ➡ →➒➢ ❧ ➎➝➌➥➍ π ➍➏➌■➙✔➍
➟ ➊ ♠➥❦ ➢❉➙✔➍✭➢ ✁ ♠➥❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎❞➢ Kh

➩❸◆✿➎ ➢☛➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➍ ✝✫➋✔➍➅➐➣➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍➅➎❸✵ ❧☞❦✔❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍➏➎♦➌
❦✒❧ ➢ ❧ ➋◗➢☛➋ ❦❞❦ ➊ ♠ ➌✻➙❞➍ D ➩
❁❂➊↕→➼➌

sη :
❁ ❦ ➍ ➟ (Kh

)
→ S

➐➣➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✖✂☞➤✭➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍ ➙❞➍➛➐ ✵✸→➒➡ ❧ ✂↕➍➑➙✔➍ s ➍➏➌ tη ➋❞➎
❦ ➊↕→➣➎➝➌❆➙❞➍P➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍P➙❞➍ sη

➙ ❧ ➎❞➢❆➐➒➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f ➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✄✂ ✷✁�❱➩ ✔ ✴❘➍➨➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ s ➟ ➊ ♠☛♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ☎❤➋❞➎t➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ s̃ :
OS → Rh

➩●◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌ ➤ ➟✭♠ → ♠ ➍ s̃ (ai) = uiπ
mi
➺✶➊☎✄

ui

➍➏➢☛➌ ➋❞➎❞➍❏➋✔➎❞→➒➌➥➤❤➙✔➍
Rh

➩
✴❑✵✸➍➏➎➝➌✍→➣➍ ♠ mi

➍➏➢☛➌ ❦❞❧☞♠ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎ ✍➥✆✟✞✡✠☛✄☞✠ ✌✿✄✝✆ ✝ ✡✞✁ ✌ ✠✦✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✁✏❤✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏❂✠
Di = (ai)➍✭➎

s
✕ ➊↕➎ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐➣→➒➢➥➍ ♠✍❧✦❦ ➐➒➋❞➢❉➌ ❧✘♠ ➙ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍➛➎❞➊☞➌✍→➒➊↕➎ ❧ ➋ ➟✭❧ ➢✿➊☎✄ s ➍✭➢☛➌P➋✔➎❞➍ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎➢➥➋ ♠ ➋✔➎ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋❤➙❞➍➷❇✏➍➏➙❞➍ ✔ →➣➎✔➙✘✗ ➩

◆❉➎ ➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➙❞➧ ♠ ➍✏➐➒➍✻➎✔➊ ♠ ➡ ❧ ➐➣→➒➢➥➤ ˜s∗(f 0) : X →
❁ ❦ ➍ ➟ (Rh

) ➙❞➋ ❦ ➋❞➐➒➐ ☞ ❧✘➟✕✔ s∗(f 0)➙❞➍
f 0 ❦✒❧☞♠ s ✕❪➊☎✄

X
➍✭➢❝➌✐➐➣➍✂➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➐➒→➣➢☛➤✂➙❞➍ ❁ ❦ ➍ ➟ (A)×S

❁ ❦ ➍ ➟ (Rh
) ✗✳✲ ➟ ✵ ➍✭➢☛➌■➋❞➎

♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌✻➙❞➍✿➙❞➍✌✂ ♠ ➤ e1 . . . ed

➺✔➍ ➌❆➊↕➎➠➐Ò✵ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍ ✍ ✟ ✠✍✌✦✡ ✁ ✠✬✝ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✁✏◗✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁
f 0 ✠

s
➩❱✴❙➍P➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ ☎➛➜↕➍➏➎❞→ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎✔➍ ❦ ➐➒➋❞➢❆➙❞➍ ❦❞♠ ➤ ➟ →➣➢➥→➒➊↕➎❞➢❆➢➥➋ ♠✏➟ ➍ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌✭➩◆❉➎◗→➣➎➝➌ ♠ ➊❂➙❞➋✔→➒➌✐➙➇✵ ❧ ☞ ➊ ♠ ➙✘✝♦➋❞➍✭➐✠✝♦➋❞➍✭➢✻➎❞➊☞➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢✭➩



✂✆☎ � ☎ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁ ✡☞✟ ✎ ✡✝✂✄✌ ✠✂✁ ☎✄✌ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✞✁☞✡ ✌ ☎ ✌ ✂✘✏ ✂☛✟ ✎ ✡ ✂✄✌ ✁ �

❡❭➊☞➢➥➊↕➎❞➢
δi = (ei, mi)

➺
e′i = ei

δi

➺
m′

i := mi

δi

➺❸➍➏➌✱➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ k ➍✭➎➝➌ ♠ ➍ 1
➍ ➌
d
➺

E1,...,k := ❦❞❦❱➟ ➡ (e′1, . . . , e
′
k)
➩❨◆❉➎ ❦ ➍✭➋❂➌ ♠ ➍✭➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➍ ♠ ✝♦➋❞➍ ✎

(e1 . . . ek, m1e2 . . . ek, . . . , e1 . . . ek−1mk)

= δ1 . . . δk
(
e′1 . . . e

′
k, m

′
1e

′
2 . . . e

′
k, . . . , e

′
1 . . . e

′
k−1m

′
k

)
=
e1 . . . ek

E1,...,k✴ ❧ ➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➧ ♠ ➍P➤ ✂ ❧ ➐➣→➒➌➥➤ ❦❞♠ ➊❩➜❂→➒➍✭➎➝➌ ❦✒❧☞♠ ➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍✿➙❞➍P➐Ò✵ ➤ ✂ ❧ ➐➣→➒➌➥➤✏➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌✍➍ ✎

min
(
ν ′1 + · · ·+ ν ′k, µ

′
1 + ν ′2 + · · ·+ ν ′k, . . . , ν

′
1 + · · ·+ ν ′k−1 + µ′

k

)

+ max (ν ′1, . . . , ν
′
k) = ν ′1 + · · ·+ ν ′k❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌ 2k

Ð✽➋ ❦ ➐➒➍➏➌❆➙➇✵ ➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ ➢ ν ′i ➍➏➌ µ′
i

➌➥➍✭➐➒➢ ✝✫➋✔➍
µ′

i = 0
➢➥→
ν ′i 6= 0

➩
❡❭➊☞➢➥➊↕➎❞➢➻➍✭➎ ✡✒➎

E := E1,...,d = ❦❞❦❱➟ ➡ (e′i)1≤i≤d

➺✝➍➏➌
r = e1 . . . ed/E

➩❭✹✂➊☞➋❞➢
❧ ➜↕➊↕➎✔➢❑➐➣➍●➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍■➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌ ✕ ☎ ➟ ➊↕➡ ❦✒❧☞♠ ➍ ♠❑❧ ➜↕➍ ➟ ➐➣➍●➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ 1.2

➙✔➍ ✠ ✑ ✬☎✆✗✌ ✌ ✑ ✗❣✎
� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ ✵✬✷✄✂ ✷✄✂✒➩ ✔

X =
∐

1≤j≤r Xj

✭ ✞✁� ✧ ✝✠✟ ✓ ✏❨✌ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌
Xj →

� ✆ ✌ ✧ (
Rh
) ✌✦✡ ✁ ✝✄✡❩✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✌ ✟ ✏ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌

� ✆ ✌ ✧ (
Rh[π

1
E ]
)
→

� ✆ ✌ ✧ (
Rh
)

✏➅✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✭ ✍➣✌ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌
G

✟ ✜ ✝ ✁ ✡ ✟☛✁ ✏✫✠ ✌ ✍ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡✆✏✫✠
X
✭ ✌ ✁ ✭ ✆ ✞✍✏✫✠ ✧ ✝✠✟ ✓ ✏✒✌

j ✖ 1 ≤
j ≤ r ✗ ✭ ✍➣✌ ✟ ✌ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠❲✄✫✌ Xj

✌✦✡ ✁ ✝✄✡❩✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✌ ✟ ✏ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌◗✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌❤✄✫✌
Xj

✡✆✏✫✠
� ✆ ✌ ✧ (

Rh
) ✂

✂ ✡ ✟ ✡ ✭ ✍➣✌ ✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✌➅✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌➻✄✫✌
Xj

✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡➅✄✫✌ � ✆ ✌ ✧ (
Rh
) ✌✦✡ ✁ ✌ ✡★✜ ✌ ✡ ✄☞✠ ✄

✆✠✟ ✠
gm1
1 . . . gmd

d

✂

✴❘➍ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f 1 ➍✭➢❝➌✶➋❞➎ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✂ ❧ ➐➒➊↕→➣➢☛→➣➍✭➎➻➙❞➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍ G′ ➋❞➎ ✝♦➋❞➊☞➌➥→➣➍➏➎♦➌➙❞➍
G
➩✶◆❉➎➃➎✔➊☞➌✍➍ ♠✍❧ ❦✒❧☞♠ g′i ➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍✦➙✔➍ gi

➙ ❧ ➎✔➢ G′ ➩✶✴❘➍❲➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤✭➙✔➍✭➎➝➌➙❞➊↕➎✔➎❞➍✂→➒➡ ➡➨➤✭➙✔→ ❧ ➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✶➋❞➎ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌ ❧ ➎ ❧ ➐➒➊✓✂↕➋❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ✔ ➋✔➡ ➡➨➤ Ð
♠ →➒➍✭➎✄✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐➣→➒➢➥➤➛✎
� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ ✵✬✷✄✂ ✷✆☎❘➩ ✔ ✪ ✌ ✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✌✏✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌✻✄✫✌ ✧ ✝✠✟ ✓ ✏❨✌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌ ✝➶✠ ✠ ✄ ✄✁✏ ✧ ☛
✁ ✝ � ✍➣✌✂✄✫✌ ✍ ✟ ✠✍✌✦✡ ✁ ✠✬✝ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌

f 1 ✠
s
✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡✂✄✫✌

π
✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌❆✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁

s∗(f 1) :
Y 1 ×S

� ✆ ✌ ✧ (
Rh
)
→

� ✆ ✌ ✧ (
Rh
) ✌✦✡ ✁ ✌ ✡★✜ ✌ ✡ ✄☞✠ ✄ ✆✠✟ ✠ ✍➥✆ ✄ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁

(g′1)
m1 . . . (g′r)

mr

❋●➍➑➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌✏➙✔➍➻➙❞➤ ➟✭♠ → ♠ ➍➑➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍✿➙❞➍ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍➻➙❞➋ ♠ ➍ Ð➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌
f ♠ ➍✭➢❝➌ ♠ ➍➏→➣➎➝➌ ☎➨➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ s ➺✒➍➏➎✳➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌ ➟ ➊↕➡ ❦ ➌✍➍P➙❞➍➷➐Ò✵ →➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍➐➣➊ ➟✱❧ ➐❸➍✭➎➝➌ ♠ ➍ f ➍ ➌

f 1 ✎



✁✁� ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✄✂✆☎✚✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁✄✂✞✡ ✌✄✎✄✌ ☎✄✌✄✂✘✏✚✂✆✟ ✎ ✡✝✂✄✌

� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ ✵✬✷✄✂ ✷✁�✔➩ ✔ ✪ ✌ ✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✌➷✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✟ ✏ ✟ ✞✍✝✄✡✆✝ ✡ ✟ ✜ ✌➷✄✫✌ ✁ ✞✍✏ ✁ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✟ ✏ ☛
✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡✦✄✫✌

π
✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌➨✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✠✍✌✦✡ ✁ ✠✍✌✆✝ ✡✞✁ ˜s∗(f)

✌✦✡ ✁ ✍➣✌✞✡❩✞✍✏ ✡✂☛ ✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✌ ✄✫✌
G′✌ ✡★✜ ✌ ✡ ✄☞✠ ✄ ✆✠✟ ✠ ✍➥✆ ✄ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁

(g′1)
m1 . . . (g′d)

md
✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎❲➡ ➊☞➎♦➌ ♠ ➍✻➐➣➍❆➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍➑✓↕➩✸✑✔➩❜✑ ✕ ➐➒➍✭➢ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✭➢●➍➏➎❲➤➏➌ ❧ ➎➝➌■➋❞➎✔➍
➟ ➊☞➎❞➢➥➤✌✝✫➋✔➍✭➎ ➟ ➍➻→➣➡➨➡➨➤✭➙❞→ ❧ ➌✍➍ ✗ ➩❂✴❙➍P➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ X ➍➏➢☛➌✂→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞➍ ❧ ➋✳➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➐➣→➒➢➥➤✏➙✔➍

❁ ❦ ➍ ➟ (Rh[t1, . . . , td]/ (tei

i − uiπ
mi)1≤i≤d

)

❥❉➋❞→➒➌☛➌✍➍ ☎❲➍✌✔✰➍ ➟ ➌➥➋❞➍ ♠ ➐➒➍ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍✭➡➨➍✭➎➝➌P➙❞➍➅➜ ❧☞♠ → ❧ ☞ ➐➣➍✭➢ t′i := ti/u
1
ei

i

➺❸➊↕➎ ❦ ➍✭➋❂➌✿➢➥➋ ❦ Ð
❦ ➊↕➢➥➍ ♠ ✝♦➋❞➍ ui = 1

➩
❡❭➊☞➢➥➊↕➎❞➢

Pi := tei

i − πmi
➺➇➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌ i ∈ d

➩
❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌ k ∈ d

➺✒➊☞➎ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➒➍✿➐Ò✵ ➦ ➞❂❦ ➊☞➌➥➦❞➧✭➢☛➍➷➙✔➍ ♠ ➤ ➟ ➋ ♠➥♠ ➍✭➎ ➟ ➍➻➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌✍➍➛✎
(Hk)

✎❨✴❑✵ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋
Kh[t1, . . . , tk]/ (Pi)1≤i≤k➍✭➢❝➌ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➼➌✍➋❞➤❆➙❞➍ e1 . . . ek/E1,...,k

➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍✭➢✶→ ♠➥♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍✭➢➏➩➝❇✏➍ ❦ ➐➒➋❞➢✭➺↕➌➥➊↕➋✔➌✍➍
➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✿→ ♠☛♠ ➤✭➙✔➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍✿➙❞➍ ➟ ➍➏➌ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋❤➍✭➢❝➌✻→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞➍✖☎ Kh[π

1
E1,...,k ]

➩
✾❑➎ ✡✒➎➇➺✔➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍✂➙✔➍ ➟ ➦ ❧☞➟ ➋❞➎❞➍P➙❞➍ ➟ ➍✭➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍✭➢■➍➏➢☛➌❆➍✭➎ ✂↕➍✭➎❞➙ ♠ ➤✭➍ ❦❞❧☞♠ ➐Ò✵ ➤✭➐➒➤ Ð➡➨➍✭➎➝➌

gm1
1 . . . gmk

k

➩
✂❣✠✍✌✆✏ ✟ ✌➑✄✫✌

(H1)✴❘➍ ❦ ➊↕➐ ➞ ➎ ✛↕➡➨➍
P1

❦ ➍✭➋✔➌P➢➏✵✸➤ ➟✭♠ → ♠ ➍ P1 = t
e′1δ1
1 − πm′

1δ1
➺❱➍➏➌P➢ ❧ ➙❞➤ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎➍✭➎ ❦❞♠ ➊❂➙❞➋✔→➒➌✐➙❞➍ ✁ ❧☞➟ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢✻→ ♠☛♠ ➤✭➙✔➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍✭➢■➢☛➋ ♠ Kh[t1]

➍➏➢☛➌✻➙❞➊↕➎ ➟ ✎

P1 =

δ1∏

j=1

P1,j =

δ1∏

j=1

(
t
e′1
1 − ζ

je′1
1 πm′

1

)

✕ ➟ ➍✭➢ ✁ ❧☞➟ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢➑➢☛➊↕➎➝➌➅→ ♠☛♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍✭➢ ➟✭❧☞♠ (m′
1, e

′
1) = 1

➺✝➍ ➌➻➢☛➊↕➎➝➌ ❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➢➷➍✭➎➝➌ ♠ ➍➍✭➋✫➬◗➙❞➍✭➋✫➬ ☎ ➙✔➍✭➋❂➬✔✗ ➩
✴❘➍➛➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ ❁ ❦ ➍ ➟ (Kh[t1]/(P1)

) ➍✭➢☛➌➷➙❞➊☞➎ ➟ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➼➌✍➋❞➤➛➙❞➍ δ1 = e1

e′1

➟ ➊↕➡ ❦ ➊✘Ð
➢ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢❣→ ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍➏➢✭➺♦➍➏➌ ➟ ➊☞➡ ➡➨➍ e′1 ➍➏➌ m′

1

➢➥➊☞➎♦➌ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➢❣➍➏➎♦➌ ♠ ➍✂➍✭➋❂➬✰➺ ➟ ➦ ❧☞➟ ➋✔➎❞➍
➙❞➍ ➟ ➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢✻➍➏➢☛➌✻→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔➍✖☎ Kh[π

1
e′
1 ]
➩

◆❉➎ ➜☞➤ ♠ → ✡✒➍✏→➒➡ ➡➨➤✭➙✔→ ❧ ➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✝♦➋❞➍❉➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍✐➙✔➍ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍✻→ ♠☛♠ ➤➏➙❞➋ ➟ Ð➌✍→ ☞ ➐➣➍ ➙❞➍
Kh[t1]/(P1)

➍➏➢☛➌ ➍✭➎ ✂↕➍✭➎❞➙ ♠ ➤✭➍ ❦✒❧☞♠ t1 7→ ζδ1
1 · t1

➺☎➙✔➊↕➎ ➟◗❦✒❧☞♠ gδ1
1

➺✙✝♦➋❞→
➍✭➎ ✂↕➍✭➎❞➙ ♠ ➍❊➋❞➎✢✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ➟➏➞✫➟ ➐➣→✟✝♦➋❞➍❑➙❸✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍ e′1 ➩✖◆ ♠ m′

1

➍✭➢☛➌ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ☎ e′1 ➺✱➍➏➌ ζδ1m′

1
1 =

ζm1
1

✎❞➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍❉➍✭➢❝➌✂➙✔➊↕➎ ➟➷❧ ➋❞➢☛➢➥→❙➍✭➎ ✂☞➍✭➎❞➙ ♠ ➤✭➍ ❦✒❧☞♠ t1 7→ ζm1
1 · t1

➺❞➙❞➊↕➎ ➟P❦✒❧✘♠ gm1
1

➩
✩ ✄ ✠ ✄ ✄✁✝ ✁☎✄
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◆❉➎◗➢➥➋ ❦❞❦ ➊↕➢☛➍ (Hk)
✕ ❧ ➜↕➍ ➟ 1 ≤ k ≤ d− 1

✗ ➺❞➍➏➌✻➊↕➎◗➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ (Hk+1)
➩

❁❂➊↕→➼➌
C

➋❞➎✔➍ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✦→ ♠➥♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍➨➙❞➍ Kh[t1, . . . , tk]/ (Pi)1≤i≤k

✎✝➍✭➐➒➐➣➍
➍✭➢❝➌✻→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞➍✢☎ Kh[π

1
E1,...,k ]

➩❱◆❉➎ ❧ ➐ ✵✸➤✌✂ ❧ ➐➒→➒➌✍➤➑✎
Kh[t1, . . . , tk+1]/ (Pi)1≤i≤k+1 =

(
Kh[t1, . . . , tk]/ (Pi)1≤i≤k

)
[tk+1]/(Pk+1)◆❉➎◗➍✭➢☛➌✻➙❞➊☞➎ ➟P♠✍❧ ➡➨➍✭➎❞➤ ☎➅➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ➐➣➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢✻→ ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍➏➢■➙❞➍

❁ ❦ ➍ ➟ (Kh[π
1

E1,...,k ][tk+1]/(Pk+1)
)

✴❘➍P➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍➷➌➥➊☞➌ ❧ ➐❘➙❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢✻→ ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍➏➢✻➢☛➍ ♠➥❧ ➤ ✂ ❧ ➐ ❧ ➋❏➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍➷➙✔➍
➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢✐→ ♠➥♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍✭➢●➙❞➍ ➟ ➍P➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➍ ♠ ➢ ➟ ➦✔➤✭➡ ❧ ➺❞➡➅➋❞➐➼➌✍→ ❦ ➐➣→➒➤ ❦✒❧✘♠ ➐➣➍❉➎❞➊☞➡ ☞ ♠ ➍
e1 . . . ek/E1,...,k

➩
❅ ➟✭♠ →➒➜↕➊☞➎❞➢ Pk+1 = t

ek+1

k+1 −π
mk+1 = t

ek+1

k+1 −
(
π

1
E1,...,k

)mk+1E1,...,k ➩↕✾❑➎ ➟ ➊ ❦ → ❧ ➎♦➌
➟ ➍✖✝♦➋❞→ ❧ ➤ ➌✍➤ ✁ ❧ →➼➌ ❧ ➋ ➟ ➊☞➋ ♠ ➢❆➙❞➍✿➐ ❧➅❦❞♠ ➍➏➋✔➜↕➍P➙❞➍ (H1)

➺❞➍➏➌❆➍➏➎◗➋✔➌✍→➒➐➣→➣➢ ❧ ➎➝➌■➐➒➍ ✁ ❧ →➒➌ ✝✫➋✔➍

(ek+1, mk+1E1,...,k) = δk+1

(
e′k+1, m

′
k+1E1,...,k

)
= δk+1

(
e′k+1, E1,...,k

)

= ek+1
E1,...,k

E1,...,k+1➊↕➎ ➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌✂➌➥➊↕➋✔➌✏➙❞➍➅➢➥➋✔→➒➌✍➍ ✝♦➋❞➍
Kh[π

1
E1,...,k ][tk+1]/(Pk+1)

➍➏➢☛➌ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➒➌➥➋❞➤➻➙✔➍
ek+1

E1,...,k

E1,...,k+1

➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢❆→ ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍➏➢✭➺❞→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞➍✭➢ ☎ Kh[π
1

E1,...,k+1 ]
➩

✺❄➐➅➎❞➍ ♠ ➍✭➢☛➌➥➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ✝♦➋➇✵ ☎ ❦❞♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ♠ ➐ ✵ ❧ ➢☛➢➥➍ ♠ ➌✍→➒➊↕➎❵➢➥➋ ♠ ➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ ❦ ➊☞➋ ♠ ❦❞♠ ➊☞➋✔➜↕➍ ♠
(Hk+1)

➩
✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢ ❦✒❧☞♠ ti ➐ ✵✸→➒➡ ❧ ✂☞➍➑➙❞➍➛➙✔➍ ti ➙ ❧ ➎❞➢✿➐ ❧✦➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍ C ➩➇✹✂➊↕➋❞➢ ❧ ➜☞➊↕➎❞➢✿➜✫➋❧ ➜ ❧ ➎➝➌ ➟ ➍✿➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍✖✝♦➋❞➍➨✎

(e1 . . . ek, m1e2 . . . ek, . . . , e1 . . . ek−1mk) =
e1 . . . ek

E1,...,k✺❄➐➇➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍➷➙✔➊↕➎ ➟ ➙❞➍✭➢✻➍✭➎➝➌➥→➣➍ ♠ ➢ α1, . . . , αk, β
➌➥➍✭➐➣➢ ✝♦➋❞➍ ✎

e1 . . . ek

E1,...,k

= βe1 . . . ek +
∑

1≤i≤k

αi (mie1 . . . êi . . . ek)

❋●➍➏➌☛➌✍➍P➤ ✂ ❧ ➐➣→➼➌✍➤ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ✝♦➋❞➍P➐Ò✵ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ π′ := πβ
∏

1≤i≤k t
αi

i

➜☞➤ ♠ → ✡✒➍

π
′e1...ek =

(
πβ

∏

1≤i≤k

t
αi

i

)e1...ek

= πβe1...ek

∏

1≤i≤k

παimie1...êi...ek = π
e1...ek
E1,...,k
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✺❄➐q➍ ➬❂→➣➢☛➌➥➍➅➙❞➊↕➎ ➟ ➋❞➎ ➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ l ➍✭➎➝➌ ♠ ➍ 1
➍ ➌ e1...ek

E1,...,k

➌✍➍✭➐ ✝♦➋❞➍
π

′E1,...,k = ζ lE1,...,kπ
➩

◆❉➎◗➎❞➍P➎✫➋✔→➒➌ ❦✒❧ ➢✜☎➛➐ ❧ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐➣→➼➌✍➤❉➙✔➍➑➐ ❧ ➢➥➋❞→➼➌✍➍✿➍✭➎❤➢➥➋ ❦❞❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌ ✝✫➋✔➍
l = 0

➩
✴ ❧ ➙❞➤ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎❲➙❞➍ Pk+1

➢☛➋ ♠ Kh[t1, . . . , tk]
➍➏➢☛➌✂➙❞➊↕➎ ➟

Pk+1 =

ek+1
E1,...,k

E1,...,k+1∏

j=1


t

E1,...,k+1
E1,...,k

k+1 − ζ
j

E1,...,k+1
E1,...,k

k+1

(
πβ

∏

1≤i≤k

tαi

i

)m′

k+1

E1,...,k+1

e′
k+1




❁❂➊↕→➼➌
C ′ ➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍❲➙✔➍ Kh[t1, . . . , tk+1]/ (Pi)1≤i≤k+1

➩❑✷✂➎➁➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌
(gm1

1 . . . gmk

k )a gb
k+1

➙❞➍
G ❧☞❦✔❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍➏➎♦➌ ❧ ➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✿➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍✿➙❞➍ C ′ ➢➥→❘➍ ➌✻➢➥➍✭➋✔➐➣➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌❆➢➥→❑✎

ζ
bek+1

E1,...,k+1
E1,...,k

k+1 = (ζm1α1
1 . . . ζmkαk

k )
am′

k+1

E1,...,k+1

e′
k+1

✾❑➎❏➍✕✔❸➍ ➌✱➺
t

E1,...,k+1
E1,...,k

k+1

➍➏➢☛➌❉➡➻➋❞➐➒➌➥→ ❦ ➐➒→➣➤ ❦✒❧✘♠ ζbek+1
E1,...,k+1

E1,...,k

k+1

➐➒➊ ♠ ➢ ✝✫➋✔➍➑➐ ✵✸➊↕➎ ❧☞❦❞❦ ➐➣→✟✝♦➋❞➍

(gm1
1 . . . gmk

k )a gb
k+1

➺✔➍➏➌
t
αim

′

k+1

E1,...,k+1

e′
k+1

i

➍✭➢☛➌✻➡➅➋✔➐➒➌✍→ ❦ ➐➣→➒➤ ❦❞❧☞♠ ζamiαim
′

k+1

E1,...,k+1

e′
k+1

i

➩
✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢

ζ1,...,k+1 := ζek+2...ed
➩

✴❑✵✸➤✌✝♦➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌✍➍ ❦ ➍➏➋✔➌❊➢✭✵ ➤ ➟➏♠ → ♠ ➍☞➺♦➍✭➎➨➋✔➌➥→➣➐➣→➒➢ ❧ ➎➝➌❑➐ ❧❉♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➛➙❞➍✻➴●➍ ☛✭➊↕➋❂➌✏✎

ζ
be1...ek+1

E1,...,k+1
E1,...,k

1,...,k+1 = ζ
ae1...ekmk+1

E1,...,k+1
E1,...,k

1,...,k+1✴❘➍ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ a = 1
➍➏➌
b = mk+1

➙❞➊↕➎❞➎✔➍✐➙❞➊↕➎ ➟ ➋❞➎➨➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✶➙❞➋ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍❆➙➇✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍➙❞➍
C ′ ➩✔❋●➊☞➡ ➡➨➍ ➟ ➍➏➌❣➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌❣➍✭➢☛➌●➙➇✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍ E1,...,k+1

➺ ➟ ✵ ➍✭➢☛➌■➋❞➎ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➙✔➍ ➟ ➍
✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍☞➩
❫✏➋❂➌ ♠ ➍➏➡ ➍➏➎➝➌❑➙❞→➒➌✭➺ gm1

1 . . . gmd

d

➍✭➢❝➌✶➋❞➎ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➌✍➍✭➋ ♠ ➙❞➋ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍●➙➇✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍●➙❞➍ C ′ ➩

◆❉➎ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢➥➍ ➟ ➍ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌ ❧ ➋ ➟✱❧ ➢ ✂↕➐➣➊ ☞ ❧ ➐Ò➺ ✝✄✂ ✌ ✂✝➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋➇✵ ➊↕➎➫➍✌✔✰➍ ➟ ➌➥➋❞➍❲➐ ❧◗♠ ➍✭➢❍Ð➌ ♠ → ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ➙✔➍ f ☎◗➋❞➎❞➍ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ φ :
❁ ❦ ➍ ➟ (R) → S

➺❙➊☎✄
R
➍✭➢❝➌➅➋❞➎ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋t➙❞➍

❇✏➍➏➙❞➍ ✔ →➣➎✔➙➇➩✻◆❉➎❈➢➥➋ ❦❞❦ ➊↕➢☛➍ ✝♦➋❞➍ ✺❄➡
(φ) * ∪i∈{1,...,n}

❁✫➋ ❦❞❦ (Di)
➩■❁❂➊↕→➒➌

p
➋❞➎

→➣➙✔➤ ❧ ➐ ❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➙❞➍ R ➺✒➍➏➌ s ➢☛➊↕➎✳→➒➡ ❧ ✂↕➍❉➙ ❧ ➎✔➢ S ❦✒❧☞♠ φ ✲✒➊↕➎❤➎❞➊☞➌➥➍
Rh

p

➐Ò✵ ➦❞➍✭➎❞➢☛➤✭➐➒→➣➢➥➤
➢☛➌ ♠ → ➟ ➌❆➙❞➋❤➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒→➣➢☛➤✏➍✭➎ p

➙❞➍
R
➺❞➍➏➌

π
➋❞➎❞➍➷➋❞➎❞→ ✁ ➊ ♠ ➡➨→➣➢ ❧ ➎➝➌✍➍✏➙✔➍ ➟ ➍➏➌ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋➇➩

✴ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ φ ➢☛➍ ♠ ➍✭➐➒➧➏➜☞➍➷➍➏➎
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φ❁ ❦ ➍ ➟ (R) → S
↑ ր❁ ❦ ➍ ➟ (Rh

p

)
φh

p➟ ➍✢✝♦➋❞→ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ☎ ➋❞➎◗➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍
φ̃h

p : OS → Rh
p◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌✻➤ ➟✭♠ → ♠ ➍ φ̃h

p (ai) = uiπ
mi
➺❞➊✞✄

ui

➍✭➢❝➌✻➋❞➎❞➍P➋❞➎❞→➼➌✍➤P➙❞➍
Rh

p

➩
✴ ❧ ➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎➠➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌✍➍✢✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐➣→➒➢➥➍✿➐ ❧ ➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌✍→➒➊↕➎ ✓↕➩❜✑❂➩ ✕❂➩

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱✶✵✬✷✄✂ ✷✎✍❂➩ ✔ ➐ ✵✸➍➏➎➝➌✍→➣➍ ♠ mi

➍➏➢☛➌ ✍➥✆✟✞✡✠☛✄☞✠✍✌❏✄✝✆ ✝ ✡✞✁ ✌ ✠✦✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ➙❞➋➃➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠
Di = (ai)

✟✁✟ ✌ ✧
φ
✌ ✡
s
➩

✴ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ φ →➒➎❞➙❞➋❞→➼➌✐➙❞➍ ❦ ➐➒➋❞➢✐➐➣➍ ➟✭❧☞♠➥♠ ➤ ➟✭❧☞♠ ➌➥➤✭➢☛→➣➍✭➎❤➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌P✎

Φ
φ∗Y → Y

φ∗f ↓ � ↓ f❁ ❦ ➍ ➟ (R) → S
φ✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢ ❦✒❧✘♠ I ➐➣➍✐➢➥➊☞➋❞➢❝Ð✽➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍✂➙✔➍

{1, . . . , n} ➟ ➊☞➎❞➢☛➌➥→➒➌✍➋✔➤✂➙❞➍➏➢❣➍➏➎➝➌✍→➣➍ ♠ ➢ i ➌✍➍✭➐➒➢✝♦➋❞➍
s ❧☞❦✔❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍➏➎❞➎❞➍ ❧ ➋ ➢➥➋ ❦✔❦ ➊ ♠ ➌P➙❞➍ Di

➩✝❁❂➊↕→➼➌
q
➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌P➙❞➍ φ∗Y ❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢➙❞➍

p
➺❞➍ ➌

t = Φ (q)
➢➥➊↕➎❤→➣➡ ❧ ✂↕➍✂➙ ❧ ➎❞➢ Y ❦✒❧☞♠ Φ

➩
◆❉➎◗➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✐➐ ❧ ✠ ✌✦✡ ✁ ✠✬✝ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ˜φ∗f

➙❞➋ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f ☎➛➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ φ ➟ ➊↕➡ ➡➨➍❉➐➒➍➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➐➣→➣➢☛➤➑➙✔➋ ❦ ➋❞➐➣➐ ☞ ❧☞➟✕✔ φ∗f
➩➇◆❉➎ ❦ ➍✭➋✔➌✿➤ ➜ ❧ ➐➣➋❞➍ ♠❉❦ ➐➒➋❞➢ ❦❞♠ ➤ ➟ →➒➢➥➤➏➡ ➍➏➎➝➌✿➐ ❧✦♠➥❧ ➡➨→✠✡✔Ð

➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎➠➙❞➍ q ❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢✂➙✔➍ p
➙ ❧ ➎✔➢ ˜φ∗f

➺✒➍✭➎❤➋✔➌➥→➣➐➣→➒➢ ❧ ➎➝➌●➐➣➍❉➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ ✓↕➩❜✑❂➩❜✑➠✎
� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ ✵✬✷✄✂ ✷✂✁♦➩ ✔ ✂✻✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁ ✧ ✝ ✞✍✝ ✌ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠✍✌ ✡✞✁

g1, . . . , gd

✄✫✌ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡
✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌✏✄✫✌

Di

✟ ✏ ✟ ✞✍✝✄✡✆✝ ✡ ✟ ✜ ✌✏✄✫✌
s
✭ ✍➣✌ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌❉✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌❉✄✫✌

q
✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡❉✄✫✌

p
✄ ✟☛✡ ✡✌✍➣✌❉✠ ✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✠✍✌✦✡ ✁ ✠ ✌✆✝ ✡✞✁ ˜φ∗f

✌✦✡ ✁ ✌ ✡★✜ ✌ ✡ ✄☞✠ ✄ ✆✠✟ ✠✌✍➥✆ ✄ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁
gm1

1 . . . gmd

d❋●➍✿➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍ ❧ ➙❞➡ ➍ ➌ ❦ ➊☞➋ ♠❆➟ ➊↕➎❞➢☛➤ ✝♦➋❞➍➏➎ ➟ ➍➑→➣➡➨➡ ➤➏➙❞→ ❧ ➌➥➍✏➐➒➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌❆➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌➷✎
� ✎ ✌✏✎✂✁✄✁ ✞☛✔✸✌ ✄ ✵✩✷✄✂ ✷✆☎❨➩ ✔ � ✞✍✝ ✁

ei

✍➥✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌➠✄✫✌ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌ ✍ ✟ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌
✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡✿✄✫✌

Di

✧ ✞ ✡✞✁ ✌ ✡ ✟☛✡✞✁
t
✭ ✌ ✁ ✡❩✞✍✝ ✁

mi

✍➥✆✟✞✡✠➥✄☞✠✍✌✿✄✝✆ ✝ ✡✞✁ ✌ ✠☛✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✁✏❤✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏✫✠
Di

✟✁✟ ✌ ✧
φ
✌ ✡
s

✂

✚ ✍➣✞✡✠☛✡ ✍➥✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌✦✄✫✌✦✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌
q
✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡❲✄✫✌

p
✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏❂✠✦✄✫✌

E
✭ ✞✁�

E
✌✦✡ ✁ ✍➣✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✆ ✌ ✁ ✝ ✁ ✌ ✡✞✁ ✝Ò✌ ✠ ✁ ✌ ✍ ✓ ✏✒✌



� ✁ ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✄✂✆☎✚✁✄✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ☎ ✂ ✠☛✡✍✁☞✡ ✁ ✂☛✏ ✎ ✁✄✂✞✡ ✌✄✎✄✌ ☎✄✌✄✂✘✏✚✂✆✟ ✎ ✡✝✂✄✌

ei|miE
✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁

i
✟ ✆ ✆✠✟ ✠ ✁ ✌ ✡ ✟☛✡✞✁ ✠

I
✂

� ✝
|I| = 1

✭ ✍➥✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌➑✄✫✌✿✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✌✦✡ ✁ ✄✢✜ ✟ ✍ ✠
E

✂

❋●➍ ➟ ➊ ♠ ➊↕➐➒➐ ❧ → ♠ ➍P➍✭➎➝➌ ♠✍❧✟✞ ➎❞➍➻➋❞➎✔➍ ➟ ➊↕➎❞➙✔→➒➌✍→➒➊↕➎❏➢☛➋ ✙ ➢ ❧ ➎➝➌➥➍➅➌ ♠ ➧➏➢✿➢➥→➒➡ ❦ ➐➒➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ✝♦➋❞➍
p➎❞➍P➢➥➍ ♠➥❧ ➡ → ✡✒➍ ❦✒❧ ➢➷✎

� ✎ ✌✏✎✂✁✄✁ ✞☛✔✸✌ ✄ ✵✩✷✄✂ ✷✁�✔➩ ✔ � ✝ ✭ ✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁
i
✟ ✆ ✆✠✟ ✠ ✁ ✌ ✡ ✟☛✡✞✁ ✠

I
✭ ✍➥✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌➻✄✫✌➷✠ ✟ ☎✎✝☞☛

✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡
ei

✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌ ✍➥✆✟✞✡✠☛✄☞✠✍✌✂✄✝✆ ✝ ✡✞✁ ✌ ✠☛✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡
mi

✄✫✌
Di

✟✁✟ ✌ ✧
φ
✌ ✡
s
✭ ✟ ✍➣✞✡✠✦✡

p
✡ ✆✟✌✦✡ ✁

✆✠✟ ✡P✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✌ ✂

◆❉➎ ❦ ➊↕➋ ♠☛♠✍❧ ➢☛➍ ♠ ➍ ❦ ➊ ♠ ➌✍➍ ♠❉❧ ➋ ❦✒❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍➻✗❞➩➼✓ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎❞➍ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎❤➙✔➍ ➟ ➍➏➢
♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌➥➢ ❧ ➋ ➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐❑➙❞➍ ➐ ❧◗♠➥❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ ➙ ❧ ➎✔➢➷➐➒➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢P➙❞➍✭➢➷➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢✿➍➏➎➫➋❞➎✔➍
➡ ❧ ➋✔➜ ❧ →➣➢☛➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍➑➎❞➍➛➙❞→➼➜❂→➒➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢❉➐ ✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍➻➙❞➋ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➻➙❞➍➅➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍✘➩❨❡❭➊↕➋ ♠
❧☞❦❞❦ ➐➣→✟✝♦➋❞➍ ♠ ➐➣➍❉➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍➛✓↕➩✸✑✔➩❜➓❂➺❞→➣➐ ✁ ❧ ➋✔➌✐➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ➋❞➎ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌✻➙❞➍✢✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ Ð➌✍➍➏➋ ♠ ➢❆➙❞➍P➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍✘➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→ ✁ ❧ →➒➌❆➐Ò✵ ➊ ☞ ➔☛➍ ➌❆➙❞➍P➐ ❧ ✡✒➎❤➙❞➋◗➌ ♠ ➊↕→➣➢☛→➣➧✭➡➨➍ ➟ ➦ ❧✘❦ →➒➌ ♠ ➍☞➩



☞ ✚ ✁ ✠ ✞ ✙☛✌➆✥ �

✥❵✣ ✠ ✁✟☞ ✥✤✣ ✏ ✥ ✚ ✂ ✌✂✁ ✞ ✙☎✄ ✣ ✂ ✌ ✂ ✑
✁✟✑ ✑ ✥ ✁✄✂

❋●➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍ ❦✒❧ ➢☛➢➥➍✏➍➏➎ ♠ ➍ ➜✫➋❞➍✏➐➒➍✭➢❊➎❞➊☞➌✍→➒➊↕➎❞➢❊➍➏➌ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎➝➌ ❧ ➋❂➬➨➙✔➍✏➐ ❧➌✍➦✔➤✭➊ ♠ →➣➍❉➙❞➍➏➢❆➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍➏➢✻➙✔➍P▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛✘➩✒✴❘➍✭➢✐➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢❆➙❞➍➷▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛❉➢➥➊☞➎♦➌❆➙✔➍✭➢❆➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➏➢➙❞➍➏➢✂➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢ ✂ ♠ ➊↕➢☛➢➥→➒➍ ♠ ➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➙❞➍➏➢ ➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➒➍✭➢✐➙❞➍ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢✻➙❞➍ P1 ➩❱◆❉➎
♠✍❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➐➒➍❤➙ ❧ ➎❞➢❲➐➒➍ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍✳➙❞➍ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➒➌ ♠ ➍❏➐➒➍✭➢✦➎✔➊☞➌✍→➒➊↕➎❞➢ ✁ ➊☞➎❞➙ ❧ Ð➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➐➒➍✭➢➨➢➥➋ ♠ ➐➣➍➏➢✌✕ ❖❉Ð ✗ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢✦➙❞➍❤➐ ❧ ➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍ ❦✔♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍✘➩●✴❘➍❏➙✔➍✭➋❂➬❂→➣➧➏➡ ➍
❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍ ➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➢☛➌✍➍➑➍✭➎✳➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➋ ♠ ➌✍➍➷→➣➎➝➌ ♠ ➊❂➙✔➋ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ☎➨➐ ❧ ➎✔➊☞➌✍→➒➊↕➎◗➙❞➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✏➙❞➍➏➢➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢➏➩✖◆❉➎➑➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➍❣➙ ❧ ➎❞➢✝➐➣➍❑➌ ♠ ➊↕→➣➢☛→➣➧✭➡➨➍❑➍➏➌✝➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➍ ♠✝❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠✍❧✘❦ ➦❞➍✶➙❞➍ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍➐➣➍➏➢■➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎✔➢●➙➇✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍P➙❞➍➏➢✐➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢ ✡✒➎➠➍➏➌ ✂ ♠ ➊↕➢➥➢☛→➣➍ ♠ ➺ ❧ →➣➎❞➢☛→ ✝♦➋❞➍✿➐➒➍✏➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍➙❞➍✦❁✰➩ ✗t➍ ✒ ➍ ♠ ➢➅➙✔➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎t➙❞➍➏➢➑➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍✭➢➻➙❞➍✦▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛✘➺ ✝♦➋❞→ ❧ ➋✔➌➥➊ ♠ →➒➢➥➍ ➙❞➍➏➢
➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➙❞➤ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ❧☞♠ →➒➌➥➦❞➡ ➤ ➌✍→✠✝✫➋✔➍✭➢❑➢➥➋ ♠❑➟ ➍✭➢✶➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢➏➩✔❋●➍ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍✐➢➏✵ ❧✘➟ ➦❞➧➏➜☞➍ ❦✒❧☞♠➐➣➍✶➐➒→➣➍✭➎➷➢➥→➒➡ ❦ ➐➣➍❑➡ ❧ →➣➢❙➍✭➢☛➢➥➍➏➎♦➌➥→➣➍➏➐❂➍➏➎♦➌ ♠ ➍❣➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍■➙✔➍●▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛❊➍➏➌ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢q➙❞➍➏➢q➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢✭➺➍➏➌ ❦✒❧☞♠ ➐ ❧ ➙✔➍✭➢ ➟➏♠ → ❦ ➌✍→➒➊↕➎t➙❞➍✦➐Ò✵ ➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎⑩➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ π : H ′ → U r

➍✭➎t➋❞➎
♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➛➡➨➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤ ➐➒➍➨➐➒➊↕➎ ✂❤➙❞➍✦➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢ ☎ ➟✭♠ ➊☞→➣➢➥➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢➷➎❞➊ ♠ Ð➡ ❧ ➋❂➬✰➩

✖✗✍ ✌ ✍ ✆ ★✡✩☎✸ ❬ ✄t❬ ✮❙r✒❬❪★✡✬✫✪➑✪✱❯✝★ ✸ ✬✫✪➛★✖✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯❩✪✚✟❙✬ P1

✖✗✍ ✌ ✍ ✌✎✍ ✂ ✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯❩✪➅✬♦✯ ✼✝✆ ★✖✬✑✏✓✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯✖✪ ✍ ☛ ❇ ❧ ➎❞➢❆➐ ❧ ➢☛➋❞→➒➌➥➍☞➺ K ➍✭➢❝➌❆➋❞➎
➟ ➊ ♠➥❦ ➢❆➍➏➌ Ks

➙✔➤✭➢➥→✠✂↕➎❞➍P➋❞➎❞➍ ➟ ➐✜✛☞➌➥➋ ♠ ➍✿➢☛➤ ❦✒❧☞♠➥❧ ☞ ➐➒➍✢✡❂➬✔➤➏➍☞➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✸✵✩✷✸✵✔➩ ✔ ✷✻➎❈✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄✫✌ ✍ ✟ ✄☞✠✍✞✍✝ ✁ ✌ ✆ ✠✍✞✟✞✱✌ ✧ ✁ ✝ ✟ ✌ ✡✆✏❂✠

K
➍✭➢❝➌

➋❞➎ ➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍✢✡✒➎❞→Ò➺ ❦ ➐ ❧ ➌✱➺❱➍➏➌✢✂↕➤➏➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌P➤ ➌ ❧ ➐➒➍ f : X → P1
K

➢➥➋ ♠ K ➺
X➤➏➌ ❧ ➎➝➌✐➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➋ ♠ ☞ ➍ ❦❞♠ ➊✖➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍✿➐➣→➣➢☛➢➥➍✻➍➏➌ ✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌■→ ♠☛♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍✂➢☛➋ ♠ K ➩

✷✂➎ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌➨✌ ✡✞✁ ✠✍✌➅✄✫✌✆✏✞✌◗✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡
f1 : X → P1

K

➍ ➌
f2 : X ′ → P1

K➍✭➢❝➌✿➋❞➎ ➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ φ : X → X ′ ➌➥➍✭➐ ✝✫➋✔➍ f2 ◦ φ = f1
✕ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌✿➙❞→➼➌✱➺ ➟ ✵ ➍✭➢❝➌➋❞➎

P1
K

Ð❄➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍✏➙❞➍ X ➜☞➍ ♠ ➢ X ′ ✗ ➩



� � ✟✁� ✄ � ✡ ✎ ✁✄✂ � ☎ ✂✆✏ � ✄✠✟ ✂☛✏ ✠ ✂ � ☎✄✁✁� ✡☞✎✄✂ ✏ ☎✄✁ ☎ ✌ ✄ ✌✄✌✄✂ ✄ ☎

◆❉➎⑩➢ ❧ →➒➌ ✝✫➋❸✵ ☎❏➋✔➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f : X → P1
K

➍✭➢❝➌ ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➤➏➍✦➋❞➎❞➍✦➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎
✡✒➎❞→➒➍ ♠ ➤ ✂☞➋❞➐➣→➒➧ ♠ ➍ K(X)/K(t)

✕❪➊☎✄
K(t)

➍✭➢❝➌●➐➒➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢❊➙❞➍✭➢ ✁ ♠✍❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➎❞➍✭➐➒➐➣➍➏➢➢➥➋ ♠ K ✗ ➩❸❋●➍ ➌➥➌➥➍ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎ ➟ ➍ ✁ ➊↕➋ ♠ ➎✔→➒➌❆➍✭➎ ✁ ❧ →➒➌✻➋❞➎✔➍➑➤✌✝✫➋✔→➒➜ ❧ ➐➣➍➏➎ ➟ ➍ ✕ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠➥❧ ➜ ❧ Ð
♠ → ❧ ➎➝➌✍➍ ✗q➙❞➍ ➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍➏➢❑➍✭➎➝➌ ♠ ➍✂➐ ❧❉➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍✐➙❞➍➏➢ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢❊➙❞➍ P1

K

➍ ➌ ➟ ➍✭➐➒➐➣➍✐➙❞➍➏➢➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎❞➢ ✡✒➎❞→➒➍✭➢ ♠ ➤ ✂↕➋❞➐➒→➣➧ ♠ ➍✭➢✐➢☛➤ ❦✒❧✘♠✍❧ ☞ ➐➒➍✭➢❆➙❞➍ K(t)
➩

❁❂→
L
➍✭➢❝➌❉➋❞➎ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ ➟ ➊↕➎➝➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌ K ➺❨➍➏➌

f : X → P1
K

➋❞➎ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✿➢☛➋ ♠ K ➺
➊↕➎ ➊ ☞ ➌➥→➣➍➏➎♦➌P➋✔➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ f ×K L

➢➥➋ ♠ L ❦✒❧☞♠ ➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ ➙❞➍✭➢P➢ ➟✱❧ ➐ ❧ → ♠ ➍✭➢✞✕❪➙❞➍
K

☎
L
✗ ➩

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✸✵✩✷✁�❱➩ ✔ ❁✫➊↕→➒➌
t0
➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✚✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍❆➙❞➍ P1 ✲ ❦✒❧✘♠ ✟ �✭✠✍✌ ✜ ✄ ✞ ☛

☎ ✄ ✁ ✠✆✝✔✓ ✏✒✌➛✄✁✏ ✠ ✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁
f
➊↕➎ ➍➏➎➝➌✍➍✭➎✔➙ ➐Ò✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍

(f ×K Ks)−1 (t0)
➺❱➍➏➌✿➊☞➎

➐➣➍✿➎✔➊☞➌✍➍
f−1(t0)

➩
❃✝➊↕➋✔➌ ❧ ➋✔➌➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍❉➙❞➍ f ❧ ✂↕→➼➌✐➢☛➋ ♠ ➋❞➎❞➍✿➌✍➍➏➐➣➐➣➍✏✡ ☞ ♠ ➍✘➩

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✸✵✩✷✄✂❨➩ ✔ ✷✻➎ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ f : X → P1
K

➺♦➍✭➢❝➌●➙❞→➼➌ ✜ ✟ ✍➣✞✍✝✄✡✆✝Ò✌ ✡ ➢➥→❨➐➣➍
✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➨❫✂➋✔➌ (X/P1

K)
➙❞➍✭➢ ❧ ➋✔➌➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍✭➢✏➙❞➍ f ❧ ✂☞→➒➌✿➢☛→➣➡ ❦ ➐➣➍➏➡ ➍➏➎♦➌✿➌ ♠✍❧ ➎✔➢➥→➒➌➥→➼Ð➜↕➍➏➡ ➍➏➎➝➌■➢➥➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌✍➍ ✡ ☞ ♠ ➍ ✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍❆➙❞➋ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌✭➩❞❇✏➍ ✁ ❧ ✓✭➊☞➎✦➤ ✝♦➋❞→➼➜ ❧ ➐➣➍➏➎♦➌➥➍☞➺

f
➍✭➢❝➌ ✂ ❧ ➐➣➊↕→➒➢➥→➒➍✭➎⑩➢☛→■➍➏➌➨➢➥➍➏➋❞➐➣➍➏➡➨➍✭➎➝➌➨➢➥→■➐ ✵✸➍ ➬❂➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ ➢➥➤ ❦✒❧☞♠➥❧ ☞ ➐➣➍ K(X)/K(t)

➍➏➢☛➌
✂ ❧ ➐➒➊↕→➣➢☛→➣➍➏➎❞➎❞➍☞➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✸✵✩✷✆☎❙➩ ✔ ✷✻➎✖☞ ☛❄✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄✫✌ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌

G
✡✆✏✫✠

K
➍✭➢❝➌q➐ ❧ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➍

➟ ➊☞➎✡➔☛➊↕→➣➎➝➌➥➍➑➙➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✖✂ ❧ ➐➒➊↕→➣➢☛→➣➍➏➎ f : X → P1
K

➢➥➋ ♠ K ➺❨➍➏➌✂➙➇✵✸➋✔➎ →➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠ Ð
❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ h : G→

❫✂➋✔➌
(X/P1

K)
➙❞➍

G
➢➥➋ ♠ ➐➒➍✖✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍P➙❞➍➏➢ ❧ ➋❂➌✍➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➏➢■➙❞➋

♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌✭➩✷✂➎✥☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌➅✌ ✡✞✁ ✠✍✌➑✄✫✌✆✏✞✌ ☞ ☛❄✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡➷✄✫✌ ✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✌
G

(f1 : X → P1, h1 : G→
❫✂➋✔➌

(X/P1))

(f2 : X ′ → P1, h2 : G→
❫✂➋✔➌

(X ′/P1))➍✭➢❝➌➻➋✔➎➫→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ φ : X → X ′ ➙❞➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢➅→➒➎❞➙❞➋❞→➒➢ ❧ ➎➝➌P➋❞➎➫→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠ Ð
❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍

φ̃ :
❫✏➋✔➌

(X/P1) →
❫✏➋✔➌

(X ′/P1)➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍
φ̃ ◦ h1 = h2

➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✸✵✩✷✁�❞➩ ✔ ◆❉➎ ➢➥➍✻➙❞➊↕➎✔➎❞➍❆➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➟ ➊↕➎❞➎❞➍ ➬❂➍ f : X → P1

K

➩
◆❉➎◗➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✻➐ ❧ ✧ ✍✆☎ ✁ ✏❂✠✍✌ ✜ ✟ ✍➣✞✍✝✄✡✆✝Ò✌ ✡✞✡ ✌ f̂ : X̂ → P1

K

➙✔➍
f ➟ ➊↕➡ ➡➨➍❉➐➒➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌

➟ ➊ ♠➥♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎♦➌ ☎❤➐ ❧❤➟ ➐✜✛☞➌➥➋ ♠ ➍ ✂ ❧ ➐➒➊↕→➣➢☛→➣➍➏➎❞➎❞➍➅➙❞➍ K(X)/K(t) ❦❞❧☞♠ ➐Ò✵ ➤ ✝♦➋❞→➒➜ ❧ ➐➒➍✭➎ ➟ ➍❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➡➨➡➨➍✭➎➝➌ ➟ →➒➌➥➤✭➍✘➩



� ☎ ✂ ☎ � ✁ ✡ ✞ ✡☞☎ ✡ ✌ ✄ ✡ ✁ ✂✆✏ ✏✁☎ ✁ ✞ ✂✆✏ ✁ ✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎✑✏ ✠ ✂
P

1 � ✁

� ✎☛✘ ✞✩✘✳✔✗✎ ✱q➩ ✔ ◆❉➎➨➤ ➟✭♠ →➒➌ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❦ ➊☞➋ ♠ ➙❞➤✭➢☛→✟✂↕➎✔➍ ♠ →➣➎❞➙✔→✠✔✰➤ ♠ ➍➏➡ ➡➨➍✭➎➝➌q➋❞➎
♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌✂➊↕➋❤➋❞➎✳❖❉Ð ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➩
✖✗✍ ✌ ✍ ✖✗✍ ✞ ✮ ✏✔r❞★✡❬ r❞✮✰✯✖✪●✩☎✸❪✩✕✄➫✬❂✮❱✯❩r✒❬❪★✡✬✫✪ ✟ ✄➼❯✝✮ ✜ ✼✝✆ ✣ ★✖✬✑✏✓✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯ ✍ ☛ ✑➁➋✔➎ ✕ ❖❉Ð
✗ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌➛➙❞➍ P1

K

➢➥➊☞➎♦➌ ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➤➏➢ ✝♦➋ ❧ ➌ ♠ ➍ →➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✍➢P➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ → ♠ ➍➏➢ ✕ ✝✫➋✔→❊➎✔➍➙❞➤ ❦ ➍➏➎❞➙❞➍✭➎➝➌✂➙❞➊↕➎ ➟ ✝♦➋❞➍➷➙❞➍P➐ ❧➅➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍P➙➇✵ →➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍❉➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✬✗✿✎
✎ ✬✜✟❙✬ ✒❨★✖✩✾✟✝❯ ✜ ✼ ✆ ✣ ★✖✬✑✏✓✒♦✯✱✬✕✄➫✬❂✮❱✯ ➺ ✝♦➋❞→❘➍➏➢☛➌✻➐➣➍✿➙❞➍✌✂ ♠ ➤P➙❞➍ K(X)/K(t)

➩
✎ ✬ ✒❨★✖❚✰❯❙✧❑✬✫✟❙✬ ✄t❚❱✮❙❚✠✟❙★✡❚✓✄⑩❬❪✬ ✒❨✩✫❚✓✄t✩➝✯❩★✡❬ �➇❯❙✬✷✟✝❯ ✜ ✼✝✆ ✣ ★✖✬✑✏✓✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯ ➺

✝♦➋❞→✿➍✭➢❝➌❤➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ➙✔➍✭➢ ❧ ➋✔➌➥➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✭➢❲➙✔➍ ➐ ❧➁➟ ➐✜✛✘➌✍➋ ♠ ➍ ✂ ❧ ➐➣➊☞→➣➢➥→➒➍✭➎❞➎✔➍ f̂Ks
:

X̂ → P1
Ks

➙❞➍
fKs

➺ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍P➊ ❦❞❦ ➊↕➢➥➤ ☎ ❖ ❧ ➐ (Ks(X̂Ks)/Ks(t)
) ➩

✎ ✄➼✬✫✮✝✪✭✬☎✄ ❳✙✸❪✬✜✟❙✬✫✪➨✧❑❚❱❬ ✮✰✯✖✪ ✟❙✬ ❳❭★✖r✒✮✺✆✡♣✝✬☎✄t✬✫✮✰✯ ✟❭❯ ✜ ✼ ✆ ✣ ★✖✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯ ➺
t1, . . . , tr

➺ ✝♦➋❞→■➢☛➊↕➎➝➌➛➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➑➙❞➍➠➐ ❧ ➙ ♠ ➊☞→➒➌✍➍ ❦❞♠ ➊✖➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍➠➊☎✄➁➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍✆✂☞➤✭➊↕➡➨➤ Ð
➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕➢➥➢☛➧✭➙❞➍✻➡ ➊☞→➣➎❞➢❑➙❞➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢ ✝♦➋❞➍✻➐➣➍✐➙✔➍ ✂ ♠ ➤✂➙❞➋ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌✭➩❞◆❉➎ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➣➐➒➍■➐➣➍➙❞→➼➜❂→➒➢➥➍➏➋ ♠ (t1) + · · ·+ (tr)

➐➣➍➨✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏✫✠➷✄✫✌ �✭✠ ✟☛✡ ✧ ✝ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄✁✏ ✖ ☞ ☛ ✗ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✂
❁❂→
x
➍➏➢☛➌➑➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➷➙❞➍➨➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢➻➙❸✵✸➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌➷➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌ t ➺➐➣➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤➏➌➥➤✭➢✂➙❞➍✭➢ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋✫➬ ➐➒➊ ➟✭❧ ➋❂➬❤➙❞➍ X ➍✭➎

x
➍➏➌✿➙✔➍

P1 ➍✭➎ t ➙❞➊↕➎✔➎❞➍✭➎➝➌✿➋❞➎✔➍➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ ➙➇✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❂➬➨➙❞➍❆➜ ❧ ➐➣➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞→➒➢ ➟➏♠ ➧➏➌➥➍☞➩✫✴❑✵ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌✏✄✫✌✻✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ex

➙✔➍
x
➍✭➢❝➌➛➐Ò✵ →➣➎✔➙❞→ ➟ ➍ ➙❞➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍❲➍ ➬❂➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎❸➩☎✴❘➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ x ➍✭➢☛➌ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➣➤➋❞➎ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✌➅✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➢☛→

ex > 1
✕ ☞ →➒➍✭➎ ➢✁� ♠ ➺✰→➣➐❙➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍➑➌✍➊↕➋✡➔☛➊☞➋ ♠ ➢ ❧ ➋ ➡➨➊↕→➣➎❞➢➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌❆➙❞➍ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✻➙➇✵ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌■➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✬✗ ➩❱❁❂→ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎❤➍✭➢❝➌✏➢☛➤ ❦✒❧☞♠➥❧ ☞ ➐➒➍➷➍ ➌✜✝✫➋✔➍➑➐ ❧ ➟✭❧☞♠✍❧✘➟ ➌✍➤ ♠ →➒➢☛➌✍→✠✝♦➋❞➍✿➙❞➋ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ ♠ ➤✭➢☛→➣➙❞➋❞➍➏➐❙➎❞➍P➙❞→➼Ð➜✫→➣➢☛➍ ❦✒❧ ➢■➐ ✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍✂➙❞➋✆✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍❉➙❞➍✏➡ ➊↕➎✔➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍☞➺☞➊↕➎➠➙❞→➒➌ ✝♦➋❞➍✿➐ ❧➷♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎➨➍✭➢❝➌

☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ✌✿➍➏➎
x
➩✒❁❂→➣➎❞➊☞➎➇➺✔➊↕➎➠➙✔→➒➌ ✝♦➋❞➍P➐ ❧➑♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎✦➍➏➢☛➌✛✡ ✟ ✏ ✟ ✟ ✜ ✌ ➩✒❁❂→❸➐➣➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌

f
➎➇✵ ❧➅❦✒❧ ➢✐➙✔➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌■➙❞➍ ♠➥❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➺➝➊↕➎➠➙✔→➒➌ ✝♦➋➇✵ →➣➐✰➍✭➢❝➌ ✡ ✞ ✡ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ➩❂✷✂➎

♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌✂➎❞➊↕➎ ♠✍❧ ➡ → ✡✒➤❉➍✭➢❝➌✻➤➏➌ ❧ ➐➣➍ ✕ ➋✔➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✏➍➏➢☛➌ ❦ ➐ ❧ ➌ ❦✒❧☞♠ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎✠✗ ➩
✎ ✄➒❬ ✮ ✏✔r❞★✡❬ r✒✮❱✯ ✆↕r✒✮❙❚❱✮❭❬ �➇❯❙✬ ✟☎✄➼❬ ✮❙✬♦★❩✯✖❬ ✬ ✟❭❯❿★✖✬ ✏✓✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯ ✎✔➊↕➎ ✡❂➬✔➍✏➋❞➎❞➍ ➟ ➐✜✛✘Ð➌✍➋ ♠ ➍◗➢➥➤ ❦✒❧☞♠✍❧ ☞ ➐➣➍ Ks

➙❞➍
K
➺❑➍➏➌ ➋❞➎ ➢ ➞ ➢☛➌➥➧✭➡➨➍ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌❲➙✔➍ ♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍✭➢ ➙❞➍❤➐Ò✵ ➋❞➎❞→➼➌✍➤➙ ❧ ➎✔➢ Ks

➺
(ζe)(e,p)=1

➺☎➊☎✄
ζe

➍➏➢☛➌➨➋❞➎❞➍ ♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍ ❦❞♠ →➒➡ →➼➌✍→➼➜↕➍ e Ð✽➧✭➡➨➍➠➙❞➍◗➐Ò✵ ➋❞➎❞→➼➌✍➤✥✕ p➤➏➌ ❧ ➎➝➌➷➐ ❧❲➟✱❧✘♠✍❧☞➟ ➌✍➤ ♠ →➣➢❝➌✍→✟✝♦➋❞➍ ➙❞➍ K ✗ ➩❙❡❭➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ e ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ☎ p ➺➇➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍ ➙❞➍➏➢
♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍✭➢ e Ð❄➧➏➡ ➍➏➢✐➙❞➍P➐Ò✵ ➋❞➎❞→➒➌➥➤ ✕ ➙ ❧ ➎❞➢ Ks

✗●➢☛➍ ♠✍❧ ➎❞➊☞➌➥➤ Ωe

➩
✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢ ❦✒❧☞♠ {t1, . . . , tr} ➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍✏➙❞➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢■➙❞➍ ♠➥❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎ ➙❞➍ f ➩✒◆❉➎➢➥➋ ❦❞❦ ➊☞➢➥➍ ✝♦➋❞➍

f
➍✭➢☛➌✏➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤➷➍➏➎ ➋❞➎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➣➎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ xi

❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢➙❞➍
ti
➺✒➐ ✵✸→➒➎❞➙❞→ ➟ ➍❉➙❞➍ ♠➥❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎❲➤➏➌ ❧ ➎➝➌✂➎✔➊☞➌✍➤ exi

➩
✴❘➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍●➙➇✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ G0

➙❞➍✐➐ ✵✸➍ ➬✫➌✍➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎✔➙ ❧ ➎➝➌✍➍❆➍✭➢❝➌❊➋❞➎ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ➟ ➞ Ð
➟ ➐➒→✟✝♦➋❞➍❉➙❸✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍ exi

➺ ➟✱❧☞♠ ➐ ❧➻♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➍✭➢❝➌❆➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➍ ✕ ➟ ✁ ➩ ✠ ♥ ✬✫★✏✎ ✖ ✑ ✗ ➩✒◆❉➎◗➎❞➊☞➌✍➍
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π
➋❞➎✔➍➛➋❞➎❞→ ✁ ➊ ♠ ➡➨→➣➢ ❧ ➎♦➌➥➍P➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒➍➑➙❞➍ ÔX,xi

➩➇✴❑✵ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ G0 → Ωexi

➺ ✝♦➋❞→✙☎ ➋❞➎
➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌

s
➙❞➍

G0
❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➣➍➻➐Ò✵ ➤✭➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌ s(π)/π mod π

➍✭➢☛➌❉➍✭➎ ✁ ❧ →➒➌✂➋❞➎ →➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠ Ð
❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍➛➙❞➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➏➢✭➺❙→➣➎✔➙❞➤ ❦ ➍✭➎❞➙ ❧ ➎➝➌➑➙✔➋ ➟ ➦❞➊☞→➼➬ ➙❞➍ π ✕ ✍➣✞ ✧ ✂ ✧ ✝ ✁ ✂✣✗ ➩❙✴❑✵ ❧ ➎➝➌✍➤ ➟ ➤✭➙✔➍✭➎➝➌➙❞➍
ζexi

❦✒❧☞♠●➟ ➍➏➌✐→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍❆➍➏➢☛➌■➐➒➍ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠❉✄✁✝✄✡ ✁ ✝ ✡★✜ ✏ ✄ ✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌➷✌ ✡
ti✕ ✝♦➋❞→❘➙✔➤ ❦ ➍✭➎❞➙✳➙❞➋✳➢ ➞ ➢☛➌✍➧➏➡ ➍ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌ (ζe)(e,p)=1

➟ ➦❞➊↕→➣➢☛→ ✗ ➩

◆❉➎❴➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢ Ci
➟ ➊☞➡ ➡➨➍◗➐ ❧ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢➥➍✳➙❞➍ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢☛➊↕➎❴➙✔➍✭➢ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍✿➙❞→➒➢☛➌✍→➒➎ ✂↕➋❞➤➏➢ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✻➙❞➍ ti ➩✴❑✵✸→➒➎➝➜ ❧✘♠ → ❧ ➎♦➌ ➟✱❧ ➎❞➊↕➎❞→✠✝✫➋✔➍➅➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍➻➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌➑➍➏➢☛➌✿➐➒➍ r Ð❄➋ ❦ ➐➒➍➏➌ ✕ ➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎✔➤➊↕➋◗➎❞➊↕➎❤➢➥➍➏➐➣➊↕➎✄✝♦➋❞➍➷➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢✐➙❞➍ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎✦➐➣➍✿➢➥➊☞➎♦➌✻➊↕➋ ❦✒❧ ➢☛✗

C = (C1, . . . , Cr)

✖✗✍ ✌ ✍ ✩✗✍ ✎ ✄ r✎✆☞✯✖❬❪❚❱✮ ✟❙✬ ✼ r✎✸❪❚❱❬ ✪ ✪✱❯❙★ ✸❪✬✫✪ ✜ ✼✝✆ ✣ ★✖✬✑✏✓✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯✖✪ ✍ ☛ ◆✿➎ ➟ ➊↕➎✔➢➥→➼Ð➙❞➧ ♠ ➍❆➋❞➎❞➍✐➍ ➬❂➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ ✂ ❧ ➐➒➊↕→➣➢☛→➣➍➏➎❞➎❞➍ L/K ➩♦✴❙➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✤❖ ❧ ➐ (L/K) ❧ ✂↕→➼➌☎➙❞➍ ✁ ❧ ✓➏➊↕➎➎ ❧ ➌➥➋ ♠ ➍➏➐➣➐➒➍➅➢➥➋ ♠ ➐➣➍➏➢ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢➷➢➥➋ ♠ L ➩❙✾❑➎➫➍✕✔❸➍ ➌✱➺❘➙❞➊☞➎❞➎❞➊↕➎❞➢❍Ð❄➎❞➊☞➋❞➢➑➋✔➎ ✕ ❖❉Ð
✗ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ f : X → P1

L

➺❨➍ ➌
σ
➋❞➎❏➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌✻➙❞➋✘✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➑➙❞➍➻❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢■➙❞➍ L ➢➥➋ ♠

K
➩❑✴❘➍ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁

fσ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➎➝➌ ➙❞➍➠➐ ✵ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎⑩➙❞➍
σ
➢☛➋ ♠ f ➍✭➢❝➌ ➙❞➤✌✡✒➎✔→ ❦✒❧☞♠ ➐➒➍➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡ ➡➨➍ ➟✭❧☞♠ ➌➥➤✭➢➥→➒➍✭➎❤➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌P✎

Xσ −→ X

fσ

|
|
↓

�

|
|
↓
f

P1
K ×K L −→ P1

K ×K L
idP1

K
× σ

◆❉➎ ➎❞➊☞➌✍➍
GK

➐➣➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➛➙✔➍✦❖ ❧ ➐➒➊↕→➣➢ ❧ ☞ ➢➥➊↕➐➒➋ ❖ ❧ ➐ (Ks/K)
➩❙✷✂➎ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌

σ➙❞➍
GK

❧ ✂↕→➼➌➑➢☛➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f ➙❞➤✌✡❞➎❞→❣➢☛➋ ♠ Ks
➩✝✴❙➍➏➢➻→➒➎♦➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌➥➢➷➙✔➍

fσ
➢➥➍◗➙❞➤✭➙✔➋❞→➣➢☛➍✭➎➝➌➨➙❞➍ ➟ ➍➏➋❂➬❿➙❞➍

f
✎☎➐➒➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➠➙❞➍➠➡ ➊☞➎❞➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍➨➙❞➍ fσ

➍➏➢☛➌ ➐➣➍
➡ ✍✭➡➨➍ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➐➣➋❞→❙➙❞➍ f ✲❨➐➣➍➷➙❞→➒➜✫→➒➢➥➍✭➋ ♠ ➙✔➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✏➙❞➍ f ➍✭➢❝➌❉→➒➎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂☞➤ ❦✒❧✘♠➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎❴➙❞➍

σ
➙ ❧ ➎❞➢➠➐➣➍ ➟✱❧ ➢✦➊☎✄❈→➣➐✻➍✭➢❝➌◗➙❞➤✌✡✒➎✔→✏➢➥➋ ♠ K ➩■❇ ❧ ➎✔➢ ➟ ➍ ➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➍ ♠❲➟✭❧ ➢✭➺➐Ò✵ →➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌ ➟✱❧ ➎❞➊↕➎❞→✠✝✫➋✔➍✏➙❞➍❉➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍✻➙✔➍ fσ

➢➥➍✏➙❞➤✭➙❞➋✔→➒➌❣➙❞➍ ➟ ➍➏➐➣➋❞→❨➙❞➍ f ❦✒❧☞♠●❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎➙❞➋ ➟✱❧☞♠➥❧☞➟ ➌➥➧ ♠ ➍ ➟ ➞✫➟ ➐➣➊✘➌✍➊↕➡➨→✟✝♦➋❞➍✘➩



� ☎ � ☎ ✟ ✂✄✁ � ✏ ✠ ✂✆✏ ☎ ✂ ✠ ☎ ✞ ✂☛✏ ✁ ✟ ✂✄✁ � ✏ ✠ ✂ ✠☛✡ ✂ ✡ ✌ ✡☞✎ ✡ ✂✄✌ � �

✖✗✍ ✖✠✍ ✓ ❚❨★✡✧❭✪✚✟✝✬✫✪✚✄t❚✠✟✝❯✡✸❪✬✫✪ ✝ ✆↕❚❨★✖✧q✪✹✟❙✬✾✟❙✩ ✵q✮✝❬❪✯✖❬❪❚❱✮
❇ ❧ ➎✔➢ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍✦➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❸➺✝➊☞➎t→➣➎➝➌ ♠ ➊✫➙❞➋❞→➒➌➷➐➒➍✭➢➷➎❞➊☞➌✍→➒➊↕➎❞➢P➙❞➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢➻➙✔➍✦➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎ ➍ ➌

➙❞➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❆➙❞➍➏➢❆➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢✭➩❞◆❉➎❤➙✔➤ ➟✭♠ →➒➌✐➢☛➊↕➡➨➡ ❧ → ♠ ➍➏➡ ➍➏➎♦➌●➐Ò✵ ➊ ☞ ➢❝➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎✄☎ ➟ ➍✖✝♦➋❞➍P➐➣➍
➟ ➊ ♠➥❦ ➢❆➙❞➍➏➢✂➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢■➢➥➊↕→➼➌❆➋❞➎ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢❆➙❞➍P➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎➇➩❇✏➊↕➎✔➎❞➊↕➎❞➢❍Ð❄➎❞➊↕➋✔➢✳➋❞➎ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f : X → P1

Ks

➙❞➤✌✡❞➎❞→P➢➥➋ ♠ Ks
➺✐➙✔➍

✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✿➙❞➍P➡ ➊↕➎✔➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍ G ➺✒➍ ➌❆➙❞➍P➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✂➙✔➤✌✡✒➎❞→❙➢☛➋ ♠ K ➩

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✁� ✷✸✵✔➩ ✔ ✷✻➎✳➢☛➊↕➋❞➢❍Ð ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ k ➙✔➍ Ks
➍✭➢❝➌✻➋❞➎ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡➻✄✫✌➻✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✁ ✝Ò✞ ✡

➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❂➙❞➋➠❖❉Ð ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✬✗ f ➢➏✵✸→➒➐✰➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍✏➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩➋❞➎ ❖✏Ð ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌✦✗ f ′ : X ′ → P1
k

➌➥➍✭➐ ✝♦➋❞➍
f
➍➏➌
f ′ ×k K

s
➢➥➊☞→➣➍✭➎➝➌➛➙✔➍✭➋❂➬ ♠ ➍ Ð➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❂❖❉Ð ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢☛✗✶→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞➍✭➢ ✲➝➋❞➎ ➌➥➍✭➐ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌❣➢➥➍ ♠➥❧

❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➤✿➋❞➎✰☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌➑✄✫✌
f

✡✆✏✫✠
k
➩

◆❉➎ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➧ ♠ ➍ ➋❞➎❞➍ ➍ ➬❂➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ ✂ ❧ ➐➒➊↕→➣➢☛→➣➍➏➎❞➎❞➍ L/K ➺ ❧ →➣➎❞➢☛→ ✝♦➋➇✵ ➋❞➎ ✕ ❖❉Ð ✗ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌
f : X → P1

L

➺❱➙✔➍➅➐➣→➒➍✭➋❤➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✿➙❞➤✌✡❞➎❞→q➢☛➋ ♠ K ➩❸◆❉➎ ❧ ➜✫➋ ✝♦➋➇✵ ➋❞➎
➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌

σ
➙❞➍ ❖ ❧ ➐ (L/K)

→➣➎❞➙❞➋✔→➒➌✐➋❞➎ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ fσ : Xσ → P1
L

➩
❁❂➊↕→➼➌

G (f) := {σ ∈
❖ ❧ ➐ (L/K),

➌✍➍✭➐ ✝♦➋❞➍
fσ ≃ f}

➊☎✄
fσ ≃ f

➢➥→✟✂☞➎❞→✠✡✒➍
✝♦➋❞➍

fσ
➍ ➌
f
➢☛➊↕➎➝➌➨→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞➍➏➢ ✡✆✏❂✠

L
➍✭➎❿➌ ❧ ➎➝➌ ✝♦➋❞➍ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❊❖❉Ð

♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✦✗ ➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✁� ✷✁�❱➩ ✔ ✴❘➍ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡➑✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡➑✄✁✏✳✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂☎✄✁✏ ☞ ☛
✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✗ f ✠ ✌ ✍ ✟☛✁ ✝ ✟ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✠ ✍➥✆✟✌ ✌ ✁ ✌ ✡ ✡✆✝Ò✞ ✡

L/K
➍✭➢❝➌☎➐➒➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ LG(f) ✲✖➊↕➎➑➐➣➍✶➎❞➊✘Ð➌✍➍ ♠✍❧ M ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ MG

✗ ➩✫◆❉➎ ❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➐➒➍ ♠✍❧ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡✏✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡✏✄✝✆ ✏ ✡ ✖ ☞ ☛ ✗ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁
f
✠✍✌ ✍ ✟☛✁ ✝ ✟ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✠

K
➐➒➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢❆➙❞➍✭➢❆➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢ ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➼➜↕➍✭➡➨➍✭➎➝➌✜☎ Ks/K

➩
✴❘➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➻➙❞➍✭➢➛➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢➑➙❞➍ f ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➒➜↕➍➏➡ ➍➏➎➝➌ ☎ K ➍➏➢☛➌➛➋❞➎✔➍➠➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎ ✡✒➎❞→➒➍

➙❞➍
K ➟ ➊↕➎➝➌✍➍➏➎♦➋❞➍✳➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ ➙❞➍➠➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎➁➙❞➍

f ➟ ➊↕➎➝➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌ K ➩❑✴❘➍
➟ ➊ ♠➥❦ ➢✐➙❞➍➏➢✐➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢■➙❸✵✸➋❞➎ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌✻➍➏➢☛➌❆➙❞➊↕➎ ➟ ➙➇✵✸➋✔➎❞➍ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➣➎❞➍ ✁ ❧ ✓➏➊↕➎➠➐➣➍ ❦ ➐➣➋❞➢
❦ ➍➏➌✍→➼➌ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢✏➙❞➍➑➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎ ❦ ➊☞➢➥➢➥→ ☞ ➐➣➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➙❞➤ ♠ ➤☞➩❸❋●➍➻➎➇✵ ➍✭➢❝➌
➟ ➍ ❦ ➍➏➎❞➙ ❧ ➎➝➌ ❦❞❧ ➢➑➌➥➊↕➋✡➔☛➊↕➋ ♠ ➢➻➋❞➎ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢➻➙❞➍ ➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎➇➩❭◆❉➎ ❦ ➍✭➋✔➌➻➢➥➍ ♠ ➤ ✁ ➤ ♠ ➍ ♠ ☎ ➟ ➍➢➥➋✖➔☛➍➏➌ ❧ ➋❂➬ ❧✘♠ ➌✍→ ➟ ➐➒➍✭➢ ✠ ✓ ✛ ✎ ✻ ✑ ➺ ✠ ✓ ❚❱❯ ✌ ✲ ✑ ➺ ✠ ✓ ✼ ✌ ✻ ✑ ➺ ✝♦➋❞→ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌✍➍➏➎➝➌☎➙❞➍➏➢✝➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍➏➢➙❞➍ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢❣➙❞➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❊➙❞➍➏➢●➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢ Q

➺♦➎❞➍ ❦ ➊↕➋✔➜ ❧ ➎➝➌❣➢➥➍✻➙❞➤✌✡❞➎❞→ ♠ ➢➥➋ ♠ R
➺

➟✱❧✘♠ ➎❞➍ ❦ ➊↕➢☛➢➥➤➏➙ ❧ ➎➝➌ ❦❞❧ ➢❆➙❞➍P➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➍✭➢✻➙❞➍P➙❞➍✭➢ ➟ ➍➏➎♦➌➥➍➻➙❞➍ C
☎

R
➩

✴❑✵✸➊ ☞ ➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ☎ ➟ ➍✏✝♦➋❞➍✏➐➒➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢●➙❞➍➏➢■➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢❊➢➥➊↕→➼➌❊➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢■➙✔➍✏➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎➍✭➢❝➌ ❧ ➢☛➢➥➍ ☛ ☞ →➣➍➏➎ ➟ ➊↕➎❞➎♦➋❞➍ ✲↕➙ ❧ ➎❞➢q➐➒➍ ➟✭❧ ➢q➙✔➍✭➢❑❖✏Ð ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢✭➺✘➍✭➐➒➐➣➍ ❦ ➍➏➋✔➌☎➢➏✵✸➍ ➬ ❦✔♠ →➣➡➨➍ ♠➍✭➎❤➌✍➍ ♠ ➡➨➍✭➢✏➙✔➍ ➟ ➊↕➦❞➊↕➡➨➊↕➐➣➊ ✂↕→➣➍ ❧ ☞ ➤✭➐➒→➣➍➏➎❞➎❞➍ ✕ ➙ ❧ ➎❞➢✂➋✔➎ H2 ✗ ➩❸◆❉➎ ❦ ➊↕➋ ♠➥♠✍❧➨➟ ➊↕➎✔➢➥➋❞➐➼➌✍➍ ♠
✠✄✂ ✂♦❳ ✌☛✡ ✑ ➍➏➌ ✠☎✂ ✂♦❳ ✌ ✻ ✑ ➢☛➋ ♠ ➐➒➍✂➢☛➋✡➔☛➍➏➌✭➩❞❡❭➩✔❇✏➧ ☞ ➍✭➢●➍➏➌✻Ï✡Ð❍❋✏➩✔❇✏➊☞➋ ❧ →❸➊☞➎♦➌●➙❞➤ ➟➏♠ →➼➌■➙ ❧ ➎✔➢
✠✄✂ ✂ ✌ ☎ ✑ ➐ ✵✸➊ ☞ ➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌➥→➣➊↕➎t➙ ❧ ➎❞➢➛➐➒➍ ➟✱❧ ➢➛➙❞➍✭➢ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢✭➺ ✝♦➋❞→■➢☛➍❲➌ ♠➥❧ ➙❞➋❞→➼➌ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍



� � ✟✁� ✄ � ✡ ✎ ✁✄✂ � ☎ ✂✆✏ � ✄✠✟ ✂☛✏ ✠ ✂ � ☎✄✁✁� ✡☞✎✄✂ ✏ ☎✄✁ ☎ ✌ ✄ ✌✄✌✄✂ ✄ ☎

✁ ➊↕→➒➢●➍✭➎❲➌➥➍ ♠ ➡ ➍➏➢■➙❞➍ ➟ ➊☞➦❞➊↕➡➨➊↕➐➣➊✓✂☞→➣➍❆➎❞➊↕➎ ❧ ☞ ➤✭➐➒→➣➍➏➎❞➎❞➍☞➺✫➍➏➌ ✁ ❧ →➒➌❣→➣➎➝➌✍➍ ♠ ➜☞➍✭➎❞→ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌✍➍❉➋❞➎✔➍
✁ ❧ ➡➨→➣➐➒➐➣➍✻➙➇✵✸➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢❆➙➇✵✸➋✔➎ H2 ➎❞➊↕➎ ❧ ☞ ➤✭➐➒→➣➍➏➎➇➩
❋●➍✭➢ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢ ❦❞♠ ➊☞➋✔➜↕➍➏➎♦➌❉➍✭➎➝➌ ♠ ➍ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✭➢ ✝✫➋✔➍➅➐Ò✵ ➊ ☞ ➢❝➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❤➍✭➢☛➌❉➐➣➍➏➜☞➤✭➍ ✕ ✝✄✂ ✌ ✂✰➐➣➍

✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➙❞➡ ➍ ➌●➋✔➎➠➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍❆➢➥➋ ♠ ➢➥➊↕➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❣➙❞➍✭➢●➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢✦✗❑➙ ❧ ➎✔➢●➐➣➍ ➟✱❧ ➢➊☎✄
GK

➍➏➢☛➌❆➋❞➎ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ❦❞♠ ➊ ✡❞➎❞→Ò➩✫✺❄➐❸➍➏➎➠➢➥➍ ♠➥❧ ➍✭➎ ❦✒❧✘♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➒→➣➍ ♠❣❧ →➣➎❞➢☛→✰➢☛→ K➍✭➢❝➌✻➙❞➍P➙❞→➣➡➨➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ ➟ ➊↕➦❞➊↕➡➨➊↕➐➒➊✓✂↕→✟✝♦➋❞➍ ≤ 1
✕ ❦✒❧☞♠ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍P➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍ K ➍✭➢❝➌ ✡✒➎✔→ ✗ ➩

✖✗✍ ✩✠✍✚✘ ✪✭✧✝r✎✆↕✬✾✟❙✬✾✛✳❯✝★✥✢ ❬❪✯✿✤◗✪✱❯✝★❲❯❭✮❛r✒✮✝✮❙✬✫r❞❯ ✬➝✯✔✆↕❚❨★✖✧q✪✹✟❙✬❂✪✚✄t❚✠✟✝❯✺✸ ✬✫✪
✖✗✍ ✩✠✍ ✌✎✍✚✘ ✪✭✧✝r✎✆↕✬✫✪✔✟❙✬✫✪✔✄t❚✗✟❭❯✺✸ ✬✫✪ ✵q✮❭✪ ✝q✬❂✪➏✧❭r✎✆↕✬✫✪✔✟✝✬✫✪✚✄t❚✠✟✝❯✡✸❪✬✫✪

✒❨★✖❚✰✪✭✪✱❬ ✬♦★✡✪ ✍ ☛ ◆❉➎◗➎❞➊☞➌✍➍
Ens

➐ ❧➅➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➒➍✿➙❞➍✭➢✻➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍➏➢✭➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✄✂ ✷✸✵✔➩ ✔ ❡✝➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ ➊ ☞ ➔☛➍➏➌ X ➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ➟✱❧ ➌✍➤ ✂☞➊ ♠ →➒➍ C

➺❉➊↕➎❵➎❞➊☞➌➥➍
X̂ : C → Ens

➐➒➍ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍➏➋ ♠➛➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧ ➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌ ✝♦➋❞→ ☎ ➋✔➎➁➊ ☞ ➔☛➍➏➌
Y
➙❞➍

C ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➍➐Ò✵ ➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍P▼✻➊↕➡
(Y,X)

➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✄✂ ✷✁�❱➩ ✔ ❁✫➊↕→➒➌

F
➋❞➎ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍✭➋ ♠ C → Ens

➩❭◆❉➎⑩➙❞→➼➌ ✝♦➋❞➍
F
➍➏➢☛➌

✠✍✌ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟ � ✍➣✌❊➢➏✵✸→➒➐➝➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍❊➋❞➎➻➊ ☞ ➔☛➍➏➌
X
➙❞➍

C
➌✍➍✭➐ ✝♦➋❞➍

F
➍➏➌
X̂
➢➥➊☞→➣➍✭➎➝➌❭→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞➍➏➢✭➩◆❉➎◗➙❞→➒➌ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢ ✝♦➋❞➍ F ➍➏➢☛➌➑✠✍✌ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁☎✄ ❦✒❧✘♠ X ➩

❃✝➊↕➋✔➌✂➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ β : X → X ′ →➒➎❞➙❞➋❞→➼➌❆➋❞➎❏➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ X̂ → X̂ ′
➺✞✝♦➋❞➍➻➐ ✵✸➊↕➎

➎❞➊☞➌➥➍
β∗
➩

✴❘➍ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌➥➍✭➋ ♠ C →
▼✂➊↕➡

(C, Ens)
➺ ✝♦➋❞→ ☎❤➋❞➎ ➊ ☞ ➔☛➍ ➌

X
➙❞➍

C ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➍ X̂ ➍✭➢❝➌
❦ ➐➒➍✭→➣➎✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌✙✡✒➙❞➧➏➐➣➍✘➺☞➍➏➌ ❦❞❧☞♠☎➟ ➊☞➎❞➢➥➤✌✝✫➋✔➍✭➎➝➌✱➺✫➢➥→ ω : X̂ → X̂ ′

➍✭➢☛➌✶➋✔➎➨→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍✘➺→➣➐✒➍ ➬❂→➣➢☛➌➥➍✏➋❞➎✦➋❞➎❞→✟✝♦➋❞➍✂→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ β : X → X ′ ➌➥➍✭➐ ✝✫➋✔➍ β∗ = ω
➩✫❇✏➍ ❦ ➐➣➋❞➢➏➺ ➟ ➍

✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍➏➋ ♠ ✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➒➌q➋❞➎❞➍✐➤✌✝✫➋✔→➒➜ ❧ ➐➣➍➏➎ ➟ ➍✐➙✔➍ ➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍➏➢☎➍✭➎➝➌ ♠ ➍ C ➍ ➌❑➐ ❧ ➢☛➊↕➋❞➢❍Ð ➟✱❧ ➌✍➤ ✂☞➊ ♠ →➒➍➙❞➍➷▼✂➊☞➡
(C, Ens) ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➼➌✍➋❞➤➏➍➷➙✔➍✭➢ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ☞ ➐➣➍➏➢✭➩

❁❂→
C
➍✭➢☛➌❊➋❞➎✔➍ ➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍ ✟ �✭✠ ✄ ✌ ❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢❣➙✔➍✻➐ ❧✏➟✱❧ ➌✍➤ ✂☞➊ ♠ →➒➍ Sch ➙❞➍➏➢❊➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➢➏➺➊↕➎ ➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌❣➋❞➎ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍➏➋ ♠ φC : Sch→ Ens

➍✭➎ ❧ ➢➥➢➥➊ ➟ → ❧ ➎➝➌ ☎➷➋❞➎✦➊ ☞ ➔☛➍➏➌ S ➙❞➍
Sch➐Ò✵ ➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍✿➙❞➍➏➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➏➢✻➙❸✵✸→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍❉➙❸✵✸➊ ☞ ➔☛➍➏➌✍➢❆➙❞➍ C ❧ ➋✫Ð❄➙❞➍➏➢➥➢➥➋✔➢✂➙❞➍ S ➩

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✄✂ ✷✄✂❨➩ ✔ ❃✝➊↕➋✔➌➑➢ ➟ ➦✔➤✭➡ ❧❏♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌➛➐➣➍ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍✭➋ ♠ φC
➍✭➢❝➌ ❧☞❦ Ð

❦ ➍✭➐➣➤✿➋✔➎❿✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌➑✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡ ✟ ✡ ✆ ✞✍✏✫✠ ✍ ✟ ✧ ✟☛✁☎✄✢✜ ✞✡✠✆✝Ò✌
C
➩

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ � ✷✄✂ ✷✆☎❘➩ ✔ ✷✂➎ ➌✍➍✭➐❱➢ ➟ ➦✔➤✭➡ ❧ ➍✭➢☛➌●➋❞➎❞→✠✝✫➋✔➍☞➺☛☎➻→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✐➋❞➎❞→✠✝✫➋✔➍
❦❞♠ ➧✭➢✭➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✄✂ ✷✁�❞➩ ✔

φC
➍✭➢❝➌➛➙❞→➒➌ ✔ ✟ ✝ � ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✠✍✌ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟ � ✍➣✌➠➢✭✵ →➣➐❊➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍✦➋❞➎

➢ ➟ ➦✔➤✭➡ ❧ H ➍➏➌✻➋❞➎❤➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍❉➙❞➍ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢ α : φC → Ĥ
➌➥➍✭➐➒➢✜✝♦➋❞➍ ✎



� ☎ �✒☎ ✂✆✏ � ✄✠✟ ✂ ✠ ✂ � ☎✄✁ � ✡☞✎✄✂ ✏✁☎ ✁ ☎✄✌ ✄✠✌✄✌✄✂ ✄ ☎ ✂✍✎ ✟ ✂✄✁ � ✏ ✠ ✂✆✏ ☎ ✂ ✠ ☎ ✞ ✂☛✏ � �

✍ ❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌☎➊ ☞ ➔☛➍➏➌ H ′ ➙❞➍ C ➡➅➋❞➎❞→✫➙➇✵ ➋❞➎➛➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ α′ : φC → Ĥ ′
➺☞→➣➐♦➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍

➋❞➎❤➋❞➎❞→✠✝✫➋✔➍➷➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ θ : H → H ′ ➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍ α′ = θ∗ ◦ α
➺

✍ ❁❂→
k
➍✭➢☛➌ ❧ ➐✟✂☞➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➟ ➐➒➊↕➢✭➺ S =

❁ ❦ ➍ ➟ (k)
➺ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢ αS

➍✭➢❝➌q➋❞➎✔➍ ☞ →✟➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎
✕ ➍➏➎➝➌ ♠ ➍ φC (S)

➍➏➌✂▼✂➊↕➡
(S,H))

✴ ❧ ➙❞➍➏➋❂➬❂→➣➧➏➡ ➍ ➟ ➊↕➎❞➙✔→➒➌✍→➒➊↕➎ ❦ ➍✭➋❂➌➅➢➥➍ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋✔➐➣➍ ♠➷❧ →➒➎❞➢➥→✻✎✝→➣➐ ➞➫❧ ☞ → ➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎➫➍✭➎➝➌ ♠ ➍➐➣➍➏➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➏➢❲➙➇✵ →➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍➠➙➇✵✸➊ ☞ ➔☛➍➏➌➥➢❲➙❞➍ C
➙❞➤✕✡✒➎❞→➣➢➨➢➥➋ ♠ k ➍ ➌❲➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢ k Ð♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➎❞➍✭➐➒➢■➙❞➍ H ➩

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✄✂ ✷✎✍❂➩ ✔ ◆❉➎✳➙❞→➒➌✜✝♦➋❞➍
H

➍✭➢❝➌❉➋❞➎❿✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌➅✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡ ✜ ✠✍✞ ✡✦✡✆✝Ò✌ ✠
❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧➛➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➒➍ ✡ ☞ ♠ ➤✭➍ C ➩
✖✗✍ ✩✠✍ ✖✗✍✚✘ ✪✭✧✝r✎✆↕✬✫✪ ✟✝✬✬✛❏❯❙★✥✢ ❬❪✯✥✤ ✍✡☛ ✴❘➍✭➢❉➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍✭➢✿➙✔➍➅▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛➻➢☛➊↕➎➝➌✿➙❞➍✭➢✂➍✭➢❍Ð
❦✒❧☞➟ ➍✭➢✿➙❞➍➛➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢ ✂ ♠ ➊↕➢➥➢☛→➣➍ ♠ ➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➒➍✭➢ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢➷➙❞➍ P1 ✎ ❧ →➒➎❞➢➥→✝➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢
✂↕➤➏➊↕➡ ➤ ➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍✭➢➑➙➇✵ ➋❞➎➁➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➠➙✔➍➠▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌☞☛✦➢➥➊☞➎♦➌➅➍✭➎ ☞ →✟➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➜☞➍ ➟ ➐➒➍✭➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➏➢➙➇✵ →➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍➛➙❞➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢➅➙✔➍ P1 ➙✔➍ ➐ ❧❤➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➒➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠ ➤➏➍ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➢➢➥➋ ♠ ➋✔➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ ❧ ➐✠✂↕➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌ ➟ ➐➣➊☞➢✭➩▼✂→➒➢☛➌➥➊ ♠ →✠✝✫➋✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➺♦➐Ò✵ ❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➐➣➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➙❞➍ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍✏➌➥➦❞➤✭➊ ♠ →➣➍✂➍✭➢❝➌ ✠ ✛✳❯✝★✟✌ ✌ ✑ ➩❞❇ ❧ ➎✔➢
➟ ➍ ➌ ❧✘♠ ➌✍→ ➟ ➐➒➍☞➺✐▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠ ➋❞→➼➌✳➋✔➎❞➍ ➜ ❧☞♠ →➣➤ ➌✍➤ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➒➍ ➬❂➍ ➙❞➊↕➎➝➌ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌
♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌➥➍❲➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✡✆✝ ☎ ✆ ✍➣✌ ➙❞➍➨➙❞➍ ✂ ♠ ➤ d ✖ ✝✄✂ ✌ ✂ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ✡ ☞ ♠ ➍ ❦ ➊☞➢➥➢➥➧➏➙❞➍
❧ ➋◗➡➨➊↕→➣➎❞➢ d− 1

➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✦✗ ➩
✖✒➋❞➐➒➌➥➊↕➎➇➺ ❧ ✡❞➎▲➙❞➍t➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ➐Ò✵ → ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ →➣➐➒→➒➌➥➤ ➙❞➍✭➢✳➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➏➢ ➙❞➍t➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢✳➙✔➍

➟ ➊☞➋ ♠ ☞ ➍✭➢ ➙❞➍ ✂↕➍➏➎ ♠ ➍ g ➺ ❧ ➡ ➊↕➎➝➌ ♠ ➤❏➙ ❧ ➎❞➢ ✠✁� ❯✡✸ ✎✏✌✘✑ ✝♦➋➇✵ →➣➐✻➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍✳➋❞➎❛➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍ ❦✒❧ Ð
♠✍❧ ➡ ➤ ➌ ♠✍❧ ➎♦➌❆➐➒➍✭➢ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢✏➢☛→➣➡ ❦ ➐➣➍➏➢■➢➥➋ ♠ Z

➩
✖ ♠ →➒➍✭➙ ❧ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢☛➤✐➐ ❧ ➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎ ✕ ➙ ❧ ➎❞➢ ✠✂� ★✡❬ ☎ ☎ ✑ ✗☎➢➥➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❊➙❞➍ ➟✱❧☞♠➥❧☞➟ ➌➥➤ ♠ →➣➢☛➌➥→➼Ð

✝♦➋❞➍ ➎✫➋✔➐➣➐➣➍ ❧ ✡✒➎ ➙✔➍ ➌ ♠✍❧ →➼➌✍➍ ♠ ➐➒➍ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➧➏➡ ➍ ➙❞➍t❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢✦→➒➎♦➜☞➍ ♠ ➢➥➍☞➺ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➧➏➡ ➍ ✝♦➋❞→
➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➢☛➌✍➍✏☎ ♠ ➤ ❧ ➐➣→➣➢☛➍ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍✜✡✒➎❞→ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍✜✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍✏➙❞➍P❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢❣➢☛➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➙❞➊↕➎✔➎❞➤☞➩
❁✰➩ ✗t➍ ✒ ➍ ♠ ➢ ❧ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢☛➤❉➐ ❧➅➟ ➊↕➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎◗➙❞➍ ✖✒➋❞➐➒➌➥➊↕➎ ❦ ➊↕➋ ♠■❦❞♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ✝♦➋❞➍P➐➣➍✭➢➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢✶➙❞➍✻❢➫➩ ✖ ♠ →➣➍✭➙ ❦ ➍➏➋✔➜↕➍➏➎♦➌❣➢➥➍✐➙✔➤✌✡✒➎❞→ ♠ ➢➥➋ ♠ Z

✕ →➒➐ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ♠ ➋✔→➒➌✶➙ ❧ ➎✔➢ ✠ ☛ ✬✑✢✖✌✏✎❞r✘✑➙❞➍➏➢✂➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➢✏➐➒→➣➢☛➢➥➍✭➢✻➢➥➋ ♠ Z
➙❞➊☞➎♦➌✂➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍➷➢➥➋ ♠ Q

➙❞➊☞➎❞➎❞➍➷➐➣➍✭➢✻➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢
➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋❞→➼➌✍➢ ❦✒❧☞♠ ✖ ♠ →➒➍✭➙✘✗ ➩
❁❂→↕➊☞➎ ✡✔➬❂➍❊➐➣➍❑➎❞➊☞➡ ☞ ♠ ➍✶➙❞➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢❘➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ r ➺❩➐ ❧■➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍❑➙❞➍➏➢❭➙ ♠ ➊↕→➼➌✍➍✭➢❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍✭➢ P1

S r
❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➤✭➍➏➢ ✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩ r Ð✽➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤✭➍➏➢✦✗ ❧ ➙❞➡➨➍➏➌❙➋✔➎➷➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍❊➙❞➍✭➢❙➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢✡✒➎ ✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩ ✂ ♠ ➊☞➢➥➢➥→➒➍ ♠ ✗ ➺ ✍➥✆✟✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌➻✄✫✌ ✧ ✞ ✡ ✟ ✜ ✏❂✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌

r
✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ✞✡✠☛✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✡ ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂

✡ ✞ ✡ ✞✡✠☛✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✡ ✗ U r
✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩ Ur

✗✏✎



� � ✟✁� ✄ � ✡ ✎ ✁✄✂ � ☎ ✂✆✏ � ✄✠✟ ✂☛✏ ✠ ✂ � ☎✄✁✁� ✡☞✎✄✂ ✏ ☎✄✁ ☎ ✌ ✄ ✌✄✌✄✂ ✄ ☎

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✄✂ ✷✂✁✫➩ ✔ ✪ ✆✟✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌t✄✫✌ ✧ ✞ ✡ ✟ ✜ ✏❂✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌
r

✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡❿✞✡✠☛✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✡
➍✭➢❝➌➷➐➣➍➅➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ U r := (P1)r − ∆r

➺❸➊☎✄
∆r

➍➏➢☛➌➷➐ ❧ ➙✔→ ❧ ✂↕➊☞➎ ❧ ➐➣➍ ✂ ♠✍❧ ➢☛➢➥➍ ✕❪➊↕➎ ♠✍❧☞❦ Ð
❦ ➍✭➐➣➐➒➍✚✝♦➋❞➍✐➐ ❧ ➙❞→ ❧ ✂↕➊↕➎ ❧ ➐➒➍✚✂ ♠➥❧ ➢➥➢☛➍ ∆r

➍✭➢❝➌✶➐Ò✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍■➙❞➍➏➢
r
Ð✽➋ ❦ ➐➣➍ ➌✍➢☎➙✔➍ P1 ➊✞✄➨➙✔➍✭➋❂➬

➟ ➊✫➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➍✭➢ ❧ ➋❤➡ ➊☞→➣➎❞➢ ➟ ➊ ✞✽➎ ➟ →➣➙✔➍✭➎➝➌✬✗ ➩
✪ ✆✟✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌✏✄✫✌ ✧ ✞ ✡ ✟ ✜ ✏✫✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌

r
✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ✡ ✞ ✡ ✞✡✠☛✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✡P➍➏➢☛➌■➐➒➍✂➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ✝♦➋❞➊✘Ð

➌✍→➒➍✭➎➝➌
Ur := U r/Sr

❋●➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠ ➊↕➎✔➢❭➐ ❧❆➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➣➍ Hd,r,G,C

✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ HG
d,r,G,C

✗➇➙❞➍✭➢ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢ ✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩❖✏Ð ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✦✗❉➙❞➍ P1 ➙✔➍➛➙❞➍ ✂ ♠ ➤ d ➺➇➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠➥❧ ➡➨→✠✡✒➤➏➢❉➐➣➍➛➐➒➊↕➎ ✂❲➙➇✵ ➋❞➎ ➙❞→➼Ð
➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➙✔➍ ❋ ❧☞♠ ➌➥→➣➍ ♠ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→ ✁ ➐➒→➣➢➥➢☛➍ ➙❞➍ ➙❞➍✌✂ ♠ ➤ r ➺❣➙❞➍ ➡ ➊☞➎❞➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍ G → Sd

➍ ➌
➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍

C
➩

✺❄➐➇➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍➷➋✔➎ ❦ ➐➣➋❞➢ ❦ ➍➏➌➥→➒➌ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❆➙❞➍✿➎❞➊☞➡ ☞ ♠ ➍➏➢ L ❦ ➊☞➋ ♠ ➐➣➍✌✝♦➋❞➍✭➐
C
➍✭➢☛➌✻→➒➎♦➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌

✕ ☎➠➐ ✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍➛➙✔➍✭➢ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢➥➍➏➢➑➙✔➍ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢☛➊↕➎ ❦❞♠ ➧➏➢➷➙ ❧ ➎❞➢➷➐➣➍ ➟✱❧ ➢➷➎✔➊↕➎➫➊ ♠ ➙❞➊↕➎✔➎❞➤ ✗ ❦✒❧☞♠➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎ ➙❞➍➆❖ ❧ ➐ (Q/L)
➩❙❋✏✵ ➍✭➢❝➌➷➋❞➎❞➍ ➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎ ➟➏➞✫➟ ➐➒➊☞➌✍➊↕➡➨→✟✝♦➋❞➍➻➙❞➍ Q

➩✝◆❉➎ ➙❞→➼➌
✝♦➋❞➍

C
➍➏➢☛➌✻✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡✞✡ ✌ ✍ ✍➣✌■➢➥➋ ♠ L ➩➝❫✏→➒➎❞➢➥→ ➺☞➙ ❧ ➎✔➢❊➐➒➍ ➟✱❧ ➢❊➙✔➍✭➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢❑➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌➊ ♠ ➊❂➙❞➎✔➎❞➤✭➢➏➺

C
➍➏➢☛➌ ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎❞➎✔➍✭➐➣➐➒➍❉➢➥➋ ♠ Q

➢➥→❙➍ ➌✏➢☛➍✭➋❞➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌❉➢☛→Ò➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌✻➍➏➎♦➌➥→➣➍ ♠ m❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ☎➨➐ ✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍✿➙✔➍ G ➺❞➍ ➌❆➌✍➊↕➋✔➌ i ➺✒➊↕➎ ❧ Cm
i = Ci

➩
❁❂➊↕→➼➌

OL

➐ ✵ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋◗➙❞➍➏➢✂➍➏➎➝➌✍→➣➍ ♠ ➢❆➙❞➍ L ➩
❁✰➩ ✗➫➍ ✒ ➍ ♠ ➢ ❧➛❦❞♠ ➊↕➋✔➜↕➤➷➙ ❧ ➎✔➢ ✠☞☛ ✬ ✢✍✌✏✎❞r✘✑ ➐➒➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌❆➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌➷✎

� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄✁�✄✂ ✄✆☎ ✄✕✌✕✛✞✝♦➩ ✔ ✄ ✍✒✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌ ✏ ✡ ✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌✻✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡ ✜ ✠✍✞ ✡✦✡✆✝Ò✌ ✠ ✭ ✡ ✞ ✁☎✄
H

′ab
G (C) ✖ ✠ ✌✦✡ ✆ ✂

H
′in
G (C) ✗ ✭ ✆ ✞✍✏✫✠ ✍ ✟ ✧ ✟☛✁☎✄✢✜ ✞✡✠✬✝Ò✌

Hd,r,G,C ✖ ✠ ✌✦✡ ✆ ✂
HG

d,r,G,C ✗ ★ ✧ ✌ ✁✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌➅✌✦✡ ✁ ✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✡✆✏✫✠ � ✆ ✌ ✧
(OL)

✂
✏➅✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✭ ✞ ✡ ✟ ✏ ✡ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✡ ✝ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌ ✡ ✟☛✁ ✏✫✠✍✌ ✍

π : H
′ab → U r ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂

π : H
′in → U r ✗ ✡✆✏✫✠ � ✆ ✌ ✧ (

OL

[
1
|G|

]) ✭ ✓ ✏ ✝ ✠ ✏ ✡ ✌ ✧ ✍ ✟ ✡✦✡❩✌➨✄✝✆ ✄ ✓ ✏ ✝ ✟ ✟ ✍➣✌ ✡ ✧ ✌➛✄✫✌
✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✟ ✡✦✡❩✞ ✧ ✝Ò✌ ✍➣✌✆✏✫✠➅✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌➻✞✡✠☛✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✄✫✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡➻✄✫✌ �✭✠ ✟☛✡ ✧ ✝ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✂

❥❉➋ ❧ ➎❞➙P→➒➐↕➎➇✵ ➞➷❧❆❦❞❧ ➢❙➙❞➍ ♠ →➣➢ ✝✫➋✔➍❊➙✔➍ ➟ ➊↕➎ ✁ ➋❞➢☛→➣➊↕➎❸➺❩➊↕➎P➎❞➊☞➌✍➍ H ′ab ❦ ➊↕➋ ♠ H ′ab
G (C)

➺✱➍ ➌
H

′in ❦ ➊↕➋ ♠ H ′in
G (C)

➩↕◆❉➎➅➎❞➊☞➌➥➍ ♠✍❧✿❧ ➋❞➢➥➢☛→ H′ ❦ ➊↕➋ ♠ ➙✔➤✭➢➥→✠✂↕➎❞➍ ♠ Hd,r,G,C

➊☞➋
HG

d,r,G,C

➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✄✂ ✷✆☎❨➩ ✔

H
′ab

✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩ H ′in
✗❏➍➏➢☛➌ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➤ ✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌⑩✄✫✌ ✩✤✏✫✠✆✫✭✝ ✁✄✮

✆ ✞✍✏✫✠ ✍➣✌✦✡●✠ ✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂ ☞ ☛❄✠ ✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✗ ✄✫✌ P1 ✄✫✌✐✄✫✌ ✜ ✠ ✄ d ✭ ✠ r ✄✫✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡✄✫✌ �✭✠ ✟☛✡ ✧ ✝ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✞✡✠☛✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✡ ✭ ✄✫✌ ☎✦✞ ✡ ✞✭✄☞✠✍✞✍☎✎✝Ò✌
G →֒ Sd

✌ ✁ ✄✝✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌
C
➩

◆❉➎t➙❞→➒➢ ❦ ➊↕➢➥➍✦➙❞➍ ♠ ➤✭➢➥➋✔➐➒➌ ❧ ➌✍➢ ❧ ➎ ❧ ➐➣➊ ✂↕➋❞➍✭➢➷➙ ❧ ➎✔➢➅➐➣➍ ➟✱❧ ➢➻➊☎✄⑩➐Ò✵ ➊↕➎➫➎➇✵✸➊ ♠ ➙❞➊↕➎✔➎❞➍ ❦✒❧ ➢➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢✿➙✔➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌➷➙❞➍✭➢ ✕ ❖❉Ð ✗ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢ ✕ ➐➣➍➏➢✿➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➏➢➑➙✔➍ ▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛➤➏➌ ❧ ➎➝➌ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢■➎❞➊☞➌➥➤✭➢ Hab
G (C)

➍ ➌
H in

G (C)
✗ ➩



� ☎ �✒☎ ✂✆✏ � ✄✠✟ ✂ ✠ ✂ � ☎✄✁ � ✡☞✎✄✂ ✏✁☎ ✁ ☎✄✌ ✄✠✌✄✌✄✂ ✄ ☎ ✂✍✎ ✟ ✂✄✁ � ✏ ✠ ✂✆✏ ☎ ✂ ✠ ☎ ✞ ✂☛✏ �✏☎

✖✗✍ ✩✠✍ ✩✗✍ ✓ ❚❨★✖✧❭✪ ✟❙✬❂✪ ✄t❚✠✟✝❯✡✸❪✬✫✪➷✬➝✯➑✬✫✪✭✧❭r✴✆↕✬❂✪ ✟✝✬ ✛✳❯✝★✥✢ ❬❪✯✿✤ ✍✡☛ ◆✿➎ ➢➥➋ ❦✔❦ ➊↕➢☛➍
✝♦➋❞➍➠➐➣➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ H ′ab → U r

➍✭➢❝➌ ➙❞➤✌✡❞➎❞→■➢➥➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ K ✲q➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍❲➙✔➍❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢ ❧ ☞ ➢➥➊↕➐➒➋ GK
❧ ✂↕→➼➌ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢❉➢☛➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌✍➍ ✡ ☞ ♠ ➍ ✂↕➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✠✝✫➋✔➍ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢➷➙➇✵ ➋❞➎

❦ ➊↕→➣➎➝➌✻➙❞➍ U r(K)
➩✰❋●➊↕➡➨➡➨➍➑➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✂➙✔➍➻➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➻➙❞➍➻▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛➷➍✭➢❝➌❉➋❞➎✔➍ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍➙➇✵ →➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍➻➙❞➍ ✕ ❖❉Ð ✗ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✭➺❘➍➏➌✢✝♦➋❞➍ ➐ ✵✸➊↕➎ ➟ ➊↕➎❞➎ ❧ ✞ ➌P➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎ ➙❞➍ GK➢➥➋ ♠✐➟ ➍✭➢❆➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➍ ♠ ➢✭➺❞→➒➐❸➍✭➢❝➌✻➎ ❧ ➌✍➋ ♠ ➍✭➐❸➙❞➍ ➟ ➦❞➍ ♠☛➟ ➦❞➍ ♠ ➋❞➎◗➐➣→➒➍✭➎➠➍➏➎♦➌ ♠ ➍P➐➣➍➏➢■➙❞➍➏➋❂➬ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎❞➢✭➩

❁❂➊↕→➼➌
f : X → P1 ➋❞➎ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➛➢☛➋ ♠ K ➩❭❁❂➊↕→➼➌

σ ∈ GK

➋✔➎⑩➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌➷➙❞➋
✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✏➙❞➍➷❖ ❧ ➐➣➊☞→➣➢ ❧ ☞ ➢☛➊↕➐➣➋➇➩❂✴❑✵ ❧ ➋✔➌✍➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ σ ❧ ✂↕→➼➌●➢☛➋ ♠ f ➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➙✔➊↕➎❞➎❞➍ ♠ ➋❞➎♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌ fσ

➩❱❡ ❧☞♠✻❧ →➣➐➒➐➣➍✭➋ ♠ ➢✭➺ σ ❧ ✂↕→➼➌❆➢➥➋ ♠ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍➑➙✔➋ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌ Hab → Ur➟ ➊☞➎♦➌➥➍✭➎ ❧ ➎♦➌ [f ]
✲✔➊↕➎✳➎✔➊☞➌✍➍

[f ]σ
➐➒➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ σ.[f ]

➙❞➍P➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍☞➩

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ � ✷✄✂ ✷✁�❂➩ ✔
[f ]σ = [fσ]

✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ❋✏✵✸➍➏➢☛➌❭➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➎❞➢➥➤✌✝♦➋❞➍✭➎ ➟ ➍●➙❞➍✶➐ ❧ ➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎✿➙➇✵ ➋❞➎P➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍❊➙❞➍➏➢➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢ ✂ ♠ ➊↕➢☛➢➥→➣➍ ♠ ➩❨✴❑✵ ➤✭➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌ σ ➙❞➍ ❖ ❧ ➐ (L/K)
→➒➎❞➙❞➋❞→➼➌❆➋❞➎ ❧ ➋❂➌✍➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➙❞➍❻❁ ❦ ➍ ➟ (L) ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✻➙❞➍ ❁ ❦ ➍ ➟ (K)

➺✒➎❞➊☞➌✍➤
σ∗ ➩

❫✏➋ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f ➍✭➢❝➌ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➒➤➑➋✔➎❏➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✂➙❞➍➑➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍
φH (

❁ ❦ ➍ ➟ (L))
➺

☎◗➢ ❧ ➜↕➊↕→ ♠ ➐ ❧➠➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍➨➙❸✵✸→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➛➙❞➍ f ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢➑➙❞➍ ❁ ❦ ➍ ➟ (L)
➺ ✝♦➋❞➍ ➐ ✵✸➊☞➎

➎❞➊☞➌➥➍
(C →

❁ ❦ ➍ ➟ (L))
➩❆✴✶✵ ❧ ➋✔➌➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ σ∗ →➣➎❞➙❞➋✔→➒➌ ❦✒❧☞♠ ➐➒➍ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍✭➋ ♠ φH➋❞➎❞➍ ❧☞❦✔❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ φH (σ∗)

➙❞➍❿➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍
φH (

❁ ❦ ➍ ➟ (L))
➙ ❧ ➎❞➢ ➐➣➋❞→ Ð❄➡ ✍✭➡➨➍ ✲

➍✭➎ ❦✒❧✘♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➺ φH (σ∗)
➍✭➎➝➜↕➊☞→➣➍➠➐Ò✵ ➊ ☞ ➔☛➍ ➌

(C →
❁ ❦ ➍ ➟ (L))

➢➥➋ ♠ ➋❞➎✔➍➠➎❞➊↕➋✔➜☞➍✭➐➣➐➒➍
➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍◗➙➇✵✸→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍✦➙➇✵✸➊ ☞ ➔☛➍➏➌➥➢➨➙✔➍ Hd,r,G,C

❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢ ➙✔➍✢❁ ❦ ➍ ➟ (L)
➺ ✝♦➋❞➍

➐Ò✵ ➊↕➎➨➎❞➊☞➌➥➍
(σC →

❁ ❦ ➍ ➟ (L))
➩✫❡ ❧☞♠ ➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎➨➙❞➍ fσ

➺♦➐ ❧P➟ ➐ ❧ ➢➥➢➥➍✂➙❞➍ fσ
➍✭➢☛➌●➐Ò✵ ➊ ☞ Ð

➔☛➍➏➌
(σC →

❁ ❦ ➍ ➟ (L))
➺❣➍ ➌✱➺ ❦✒❧☞♠➨➟ ➊↕➎❞➢☛➤ ✝♦➋❞➍➏➎♦➌✭➺■➐➣➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍✭➢ ❦ ➊☞➎❞➙ ❧ ➎➝➌❲➙ ❧ ➎❞➢➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➷➙✔➍➑▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛ ✕ ❦❞❧☞♠ ➐Ò✵ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ α �

✂☎✄✝✆ (L)
✗●➍✭➢❝➌

[fσ]
➩

❡ ❧✘♠➑❧ →➣➐➣➐➒➍✭➋ ♠ ➢✭➺✰➐Ò✵ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎ α �
✂☎✄✝✆ (L)

➍➏➎➝➜↕➊↕→➒➍ ➐ ✵✸➊ ☞ ➔☛➍➏➌
(C →

❁ ❦ ➍ ➟ (L))
➢☛➋ ♠➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌ h :

❁ ❦ ➍ ➟ (L) → H
➙✔➍❲➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✦➙❞➍❲▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛☞➩q✴❑✵ ❧ ➋❂➌✍➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍

σ∗ ➙❞➊↕➎✔➎❞➍☞➺ ❧ ➜☞➍ ➟ ➐➣➍ ✁ ➊☞➎ ➟ ➌➥➍✭➋ ♠ Ĥ ➺➇➋❞➎❞➍ ❧☞❦✔❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ Ĥ (σ∗)
➙✔➍➛➐Ò✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍➅➙❞➍➏➢

❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢ L Ð ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎✔➎❞➍✭➐➒➢❣➙❞➍ H ✕✱✝✄✂ ✌ ✂
Ĥ (

❁ ❦ ➍ ➟ (L))
✗❣➙ ❧ ➎❞➢✐➐➣➋❞→ Ð❄➡ ✍✭➡➨➍☞➩♦✴❑✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍✻➙❞➍

h ❦✒❧☞♠❉➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ❧☞❦✔❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎◗➍✭➢❝➌✿➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ hσ :
❁ ❦ ➍ ➟ (L) → H

➺ ✝♦➋❞→q➍➏➢☛➌✿➍➏➎ ✁ ❧ →➒➌
[f ]σ

➩



� ✁ ✟✁� ✄ � ✡ ✎ ✁✄✂ � ☎ ✂✆✏ � ✄✠✟ ✂☛✏ ✠ ✂ � ☎✄✁✁� ✡☞✎✄✂ ✏ ☎✄✁ ☎ ✌ ✄ ✌✄✌✄✂ ✄ ☎

❡ ❧✘♠ ➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎ ➙➇✵ ➋❞➎ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍ ➙❞➍➏➢P➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢✏✂ ♠ ➊↕➢➥➢☛→➣➍ ♠ ➺ α ➍➏➢☛➌P➋❞➎ ➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➙❞➍ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢ ✲❨➐➒➍✿➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡➨➡ ➍✂➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌❆➍✭➢☛➌✻➙❞➊☞➎ ➟P➟ ➊↕➡➨➡➅➋✔➌ ❧ ➌✍→ ✁ ✎
φH (σ∗)

φH (
❁ ❦ ➍ ➟ (L)) −→ φH (

❁ ❦ ➍ ➟ (L))

α
�
✂☎✄✝✆ (L)

|
|
↓

|
|
↓
α

�
✂☎✄✝✆ (L)

Ĥ (
❁ ❦ ➍ ➟ (L)) −→ Ĥ (

❁ ❦ ➍ ➟ (L))

Ĥ (σ∗)✺❄➐➇➢➏✵✸➍➏➎❞➢➥➋❞→➼➌ ✝♦➋❞➍
[f ]σ = [fσ]

➩
❇✏➍ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎✳➙❞➤ ➟ ➊↕➋❞➐➣➍➛➐➒➍➅➐➣→➒➍✭➎ ➍➏➎➝➌ ♠ ➍➛➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍ ➙❞➍ ▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛➅➍➏➌ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➙❞➍➏➢■➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢✤✕ ✝♦➋❞➍✂➐Ò✵ ➊↕➎✦➤➏➎❞➊↕➎ ➟ ➍❉➙ ❧ ➎❞➢●➐➣➍ ➟✱❧ ➢■➙✔➍✭➢ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢ ☎➑➐➒→➣➍✭➋ ➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎❂Ð

➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✂➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤✘➺✒➡ ❧ →➣➢ ✝♦➋❞→ ♠ ➍✭➢☛➌➥➍✿➜ ❧ ➐ ❧ ☞ ➐➒➍❉➙ ❧ ➎✔➢✻➐➒➍✭➢ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍➏➢ ➟✭❧ ➢✦✗ ➩✾❑➎ ➍✌✔✰➍➏➌✭➺❸➢☛➊↕→➒➌
f : X → P1 ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌P➙❞➍➅➙❞➍✌✂ ♠ ➤ d ➺ ❧ ➜☞➍ ➟ r ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢✻➙❞➍☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✭➺❘➙❞➍ ➡ ➊☞➎❞➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍ G → Sd

➺➇➍ ➌➑➙❸✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍
C
➩❘✺❄➐q➐➣➋❞→☎➍➏➢☛➌ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➣➤➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ h ➙ ❧ ➎❞➢❆➐Ò✵ ➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍P➙❞➍➷▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧➛➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍ Hd,r,G,C

➩
� ✎ ✌✏✎✂✁✄✁ ✞☛✔✸✌ ✄ � ✷✄✂ ✷✸✵✁�✔➩ ✔ ✪ ✌ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡➻✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡➻✄✫✌

f
✌✦✡ ✁ ✍➣✌ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡➻✄✫✌➷✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ☛

✡ ✟ ✍✣✝ ✁☎✄ ✄✫✌
h
✄ ✟☛✡ ✡

H
′ab

✂

✖✗✍ ✩✠✍ ✲✳✍ ✓ ❚✓✄t✧✡✸❪✩♦✯❩❬ ❚❱✮ ✟✝❯▲★✖✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯ π ✍ ☛ ◆❉➎ →➣➎➝➌ ♠ ➊❂➙❞➋✔→➒➌❉➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ❦✒❧ Ð
♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍➑➐➒➍✭➢ ➟ ➊☞➡ ❦✒❧✘➟ ➌✍→ ✡ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➢❆➙❞➍✭➢✻➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➏➢❉➙❞➍➻▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛P➍ ➌❉➙❞➍➏➢✂➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢❉➙✔➍
➟ ➊☞➎ ✡ ✂↕➋ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎➠➙❞➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢ ✝♦➋❞➍➑❁✰➩ ✗➫➍ ✒ ➍ ♠ ➢ ❧ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛➤✭➍➏➢✻➙ ❧ ➎❞➢ ✠ ☛ ✬✑✢✍✌✄✎❞r✘✑ ➩
❁❂➊↕→➼➌

H′ ➋❞➎✔➍ ➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➣➍➅➙❞➍ ✕ ❖❉Ð ✗ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢P➙❞➍ P1 ☎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢✿➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍ Ð
➡➨➍✭➎➝➌❊➊ ♠ ➙❞➊☞➎❞➎❞➤✭➢➏➩❂✺❄➐❨➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍✂➙❞➍➏➢ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ ➢ H′ ➍➏➌

U
r ➺ ❧ ➙❞➡➨➍➏➌➥➌ ❧ ➎➝➌❊➙❞➍✭➢❊➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➏➢■➙❞➍➏➢➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢ ✂ ♠ ➊☞➢➥➢➥→➒➍ ♠ ➢ H ′ ➍➏➌

U
r ➺ ❦❞♠ ➊ ❦❞♠ ➍➏➢➛➢➥➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (OL[1/|G|])

➍➏➌ ❁ ❦ ➍ ➟ (Z)♠ ➍➏➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➺●➍➏➌❲➙✔➍✭➢❲→➒➡ ➡➨➍ ♠ ➢➥→➣➊☞➎❞➢ ➊↕➋✔➜↕➍ ♠ ➌➥➍✭➢ H′ ⊂ H
′ ➍➏➌

U r ⊂ U
r ➩❣✴❘➍

➟ ➦ ❧ ➡ ❦ U
r ❧ ➙✔➡ ➍ ➌➛➡ ✍➏➡ ➍➠➍➏➎ ✁ ❧ →➒➌➛➋✔➎➃➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍◗➙❞➍✭➢➨➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢ ✟ ✡

U
r ➺✙✝♦➋❞→✐➍✭➢❝➌

➐➣→➒➢➥➢☛➍ ➢☛➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (Z)
➺❭➙❞➊☞➎♦➌➻➎❞➊↕➋❞➢➑➙❞➊↕➎❞➎✔➍ ♠ ➊☞➎❞➢➅➋❞➎❞➍ ➙❞➍✭➢ ➟✭♠ → ❦ ➌➥→➣➊↕➎ ❦ ➐➣➋❞➢ ➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➧➏➌➥➍

❧ ➋ ❦✒❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍➻✑❂➩➒✓↕➩❸❋●➍➏➌✏➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➻➍➏➌ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ ➢➥➊↕➎➝➌ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ♠ ➋✔→➒➌✍➢ ❦ ➊☞➋ ♠✂♠ ➍ � ➤ ➌✍➍ ♠➐ ❧➨➟ ➊ ❧ ➐➣➍✭➢ ➟ ➍➏➎ ➟ ➍➅➙✔➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢✂➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➩❸✴❘➍ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ H
➍➏➢☛➌ ➟ ➊↕➎❞➢☛➌ ♠ ➋❞→➼➌✏➙✔➍➡ ❧ ➎❞→➣➧ ♠ ➍ ☎ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌➥➍ ♠q➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ✁ ❧ ✓✭➊↕➎➷➙❞➍ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌✍➍ ♠ ➐ ❧✻➟ ➊ ❧ ➐➣➍➏➢ ➟ ➍✭➎ ➟ ➍●➙❞➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢✝➙✔➍

☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✭➩❱✴ ❧➛➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➒➍✿➋✔➌✍→➒➐➣→➒➢➥➤✭➍✿➍➏➢☛➌ ➟ ➍➏➐➣➐➒➍✿➙❞➍✭➢ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢ ✟ ✄✁☎✎✝✄✡✦✡✆✝ � ✍➣✌✦✡ ➩
◆❉➎ ♠ ➍✭➎➝➜↕➊↕→➒➍ ❧ ➋➫➌✍➍ ➬✫➌✍➍ ✠☞☛ ✬ ✢✍✌✏✎❞❳ ✑ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎❞➍ ➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎ ❦❞♠ ➤ ➟ →➒➢➥➍➨➙❞➍ ➟ ➍✭➢➻➙✔➍ ♠ Ð➎❞→➒➍ ♠ ➢ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢➏➩❑✴❘➍ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌➻➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌ ✕ ➟ ✁ ➩ ✠☞☛ ✬ ✢✍✌✏✎❞r✘✑ ✗➷➍✭➢❝➌ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎➝➌ ❧ ➐
❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➢☛➋❞→➒➌➥➍➛✎



� ☎ �✒☎ ✂✆✏ � ✄✠✟ ✂ ✠ ✂ � ☎✄✁ � ✡☞✎✄✂ ✏✁☎ ✁ ☎✄✌ ✄✠✌✄✌✄✂ ✄ ☎ ✂✍✎ ✟ ✂✄✁ � ✏ ✠ ✂✆✏ ☎ ✂ ✠ ☎ ✞ ✂☛✏ � �

� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ � ✷✄✂ ✷✸✵✩✵✔➩ ✔ ✪ ✌ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄ ✁ ✟ ✍➣✌ π ✡❩✌ ✆ ✠✍✞ ✍➣✞ ✡★✜ ✌✦✄✫✌ ✔ ✟✁� ✞ ✡ ✡ ✟ ☛
✁ ✏❂✠✍✌ ✍ ✍➣✌➅✌ ✡ ✏ ✡ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✍➣✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌➑✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏✫✠✦✡ ✠ ✧ ✠✍✞✍✝☞☛
✡❩✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✡ ✞✡✠✬☎ ✟ ✏✞✌

π : H
′
→ U

r ✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡➑✄✫✌ � ✆ ✌ ✧
(OL[1/|G|])

✂

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ � ✷✄✂ ✷✸✵ �❱➩ ✔ ❋●➍❉➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ ❧ ➙❞➡➨➍➏➌■➋❞➎ ❧ ➎ ❧ ➐➒➊✓✂↕➋❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍ ➟✭❧ ➢✐➙❞➍➏➢
✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢ ☎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢➨➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌❲➎✔➊↕➎❴➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎✔➤✭➢✭➩❊✴ ❧ ➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎ ➟ ➍
❦❞♠ →➣➎ ➟ → ❦✒❧ ➐➒➍ ♠ ➤✭➢☛→➣➙ ❧ ➎➝➌ ➙ ❧ ➎❞➢➛➐➣➍ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍➠➐➒➍ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ U r

➎➇✵ ❧ ➙❞➡ ➍ ➌ ❦✒❧ ➢➛➙❸✵✸➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍➙❞➍➏➢❤➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢ ✡✒➎❞➢ ✕ ➟ ➍ ✝♦➋❞→✿➍✭➢❝➌✳➙✔➤❍➔✒☎➁➐➣➍ ➟✭❧ ➢◗➙❞➋ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ Ur

➺ ➟✭❧☞♠ ➢➥➍➏➢✳➊ ☞ ➔☛➍➏➌➥➢
❦ ➊↕➢➥➢☛➧✭➙❞➍➏➎♦➌✂➙❞➍➏➢ ❧ ➋❂➌✍➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➏➢■➎❞➊↕➎◗➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➋✫➬✠✗ ➩
❡ ❧✘♠❉❧ →➒➐➣➐➣➍➏➋ ♠ ➢➏➺✒➐➣➍➏➢✏➢➥➍➏➋❞➐➣➢✏➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍✭➢ ❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➢✻➙❞→➒➜✫→➒➢ ❧ ➎➝➌❉➐ ✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍➻➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➻➙✔➍➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍ ✂↕➤➏➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍❉➙✔➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ π ➢➥➊↕➎➝➌ ➟ ➍➏➋❂➬✆✝♦➋❞→❸➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➎➝➌✐➐ ✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍➙❞➍
G

✕ ➟ ➊↕➡➨➡➨➍✿➐➣➍✿➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍✿➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➻➋❞➐➣➍P✑✔➩✸✑✔➩✸✑ ❦✒❧☞♠ ➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍ ✗
❋●➍❣➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍☞➺✖➍ ➌ ❦ ➐➒➋❞➢ ❦✒❧✘♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➒→➣➧ ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌❙➐ ❧ ➙❞➍➏➢ ➟✭♠ → ❦ ➌➥→➣➊↕➎➑➙❞➍ π ➊↕➋✔➜ ♠ ➍❣➐ ❧✻❦ ➍ ♠ ➢❝Ð❦ ➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍➅➙➇✵ ❧☞❦❞❦ ➐➒→✟✝♦➋❞➍ ♠ ➐➣➍✭➢ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌➥➢❉➙❞➋ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠✂➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍☞➺❸➍ ➌✿➍✭➎ ❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➐➒→➣➍✭➋➐➣➍❆➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍➑✓↕➩✸✑✔➩❜➓❂➺ ➟ ➍ ✝✫➋✔→ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌➥➌ ♠➥❧ ➙➇✵ ➤➏➜ ❧ ➐➒➋❞➍ ♠ ➐ ❧P♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙ ❧ ➎❞➢●➐➒➍✭➢❊➙❞→ ✁ Ð

✁ ➤ ♠ ➍✭➎➝➌✍➢ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✶➙❞➍➏➢❣➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢☎➙❞➍ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢ ❦ ➊↕➢➥➢☛➤✭➙ ❧ ➎♦➌❣➐➣➍➏➢❑➡ ✍➏➡ ➍➏➢❑→➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✍➢
✕ ➞ ➟ ➊☞➡ ❦❞♠ →➣➢❣➐➣➍✭➢ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢■➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✬✗ ➺ ❧ ➋ ➟ ➊↕➋ ♠ ➢✐➙✔➋✆✝✫➋ ❧ ➌ ♠ →➣➧✭➡➨➍ ➟ ➦ ❧✘❦ →➒➌ ♠ ➍☞➩





☞ ✚ ✁ ✠ ✞ ✙☛✌➆✥ �

✍ ✙ ✂ ✏ ✥ ✁ ✂ � ✒ ✌✔✏ ✏ ✂ ✌➆✥ ☎ ✗ ✙❵✥ � ✥ ✑ ✙

π : H
′
→ U

r

❋●➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍ ➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➢☛➌➥➍✻➍➏➎✦➋❞➎✔➍✂➤ ➌✍➋❞➙❞➍✻➙❞➋ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ π ➺➝➍➏➌❊➙❞➍✻➢➥➊↕➎ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➒➤➏➌✍➤
π
➺✱➍➏➎P➢✭✵ ❧☞❦❞❦ ➋ ➞↕❧ ➎➝➌q➢☛➋ ♠ ➐➣➍❑➐➒→➣➍➏➎❉➍✭➎➝➌ ♠ ➍✶➐➣➍ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌●✄✫✌✦✡ ✁ ✠✍✌✦✡✦✡❩✌✦✡ ✆ ✏✫✠✍✌✦✡●✄✫✌✭✩✛✏✫✠✬✫✭✝ ✁✯✮ ☎ r☞ ♠ →➣➎❞➢ ✕ ✝♦➋❞→♦➍✭➢❝➌☎➐➒➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➐♦➙❞➍ U r

✗ ➺✖➍➏➌❭➐➣➍ ☎ ✟ ✆ ✆ ✝ ✡★✜ ✧ ✍ ✟ ✡✦✡ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✆ ✏✫✠
➙❞➍❉➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ r Ð ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➤✭➍ ✕❪➜↕➊☞→ ♠ ➐➒➍ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍❉✑✔➩ ✕✁✗✂✎✔➐➒➍✏➢➥➊☞➋❞➢❝Ð ❦✒❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍✿✑✔➩✸✑✔➩❜✕➙❞➤ ➟✭♠ →➼➌➷➐ ❧ ➡ ➊☞➎❞➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍➅➙✔➋ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌ πη

→➒➎❞➙❞➋❞→➼➌P➢➥➋ ♠ ➐➣➍➏➢✖✡ ☞ ♠ ➍➏➢ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➢
✂↕➤➏➊↕➡ ➤ ➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍✭➢➏➺q➍ ➌➛➐➣➍➏➢ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎❞➢➑✑✔➩ ✗❞➩ ✧❏➍➏➌ ✑❂➩✸✗❞➩❜➓❏➙❞➊↕➎✔➎❞➍✭➎➝➌ ➐ ❧❤♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎➙ ❧ ➎✔➢ π ❧ ➋✫Ð❄➙❞➍➏➢➥➢➥➋✔➢✂➙❞➍P➌✍➊☞➋✔➌✍➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍P→ ♠☛♠ ➤✭➙✔➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍❉➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙◗➙❞➍ U r ➩
❋●➍ ➟ ➦ ❧✘❦ →➒➌ ♠ ➍➅➢➏✵✸→➒➎❞➢ ➟➏♠ →➒➌ ❧ ➜ ❧ ➎➝➌❉➌➥➊↕➋✔➌✿➙ ❧ ➎❞➢✿➐ ❧ ❦ ➍ ♠ ➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍➛➙➇✵ ❧☞❦❞❦ ➐➒→✟✝♦➋❞➍ ♠ ➐➣➍ ♠ ➤ Ð➢➥➋✔➐➒➌ ❧ ➌◗➙❞➍ ♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➙➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ ➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠➥❧ ➡➨→✠✡✒➤ ➙❞➋ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠

➟ ➦ ❧☞❦ →➒➌ ♠ ➍ ❧ ➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌ π ✕ ➟ ➍✏✝♦➋❞➍✿➎❞➊↕➋❞➢ ✁ ➍ ♠ ➊☞➎❞➢ ❧ ➋ ➟ ➦ ❧☞❦ →➒➌ ♠ ➍❉➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌✦✗ ➩❂✴✶✵ ❧☞❦ Ð
❦ ➐➒→ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎❴➙❞➋❈➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍➁✓↕➩❜✑❂➩ ➓t➎❞➤ ➟ ➍➏➢➥➢➥→➼➌✍➍ ➍✭➎ ➍✕✔❸➍ ➌◗➋❞➎❈➌ ♠✍❧ ➜ ❧ →➒➐ ❦❞♠ ➤ ❧ ➐ ❧ ☞ ➐➣➍✘➺❣➍➏➎➙❞➍➏➋❂➬ ➤ ➌ ❧☞❦ ➍✭➢➻✎❸➙❞➤ ➌✍➍ ♠ ➡ →➒➎❞➍ ♠ ➐➣➍➏➢✏➊ ♠ ➙ ♠ ➍➏➢❉➙➇✵ →➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❸✵✸➋❞➎✔➍➛➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐➣➍✭➢➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍✭➎➝➌➥➢❊➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢ ✝♦➋➇✵ ➍✭➐➒➐➣➍ ➟✭♠ ➊↕→➣➢☛➍✐➍✭➎ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌✭➺↕➍➏➌❊➙❞➤✕✡✒➎❞→ ♠ ➋❞➎ ➟ ➦❞➊☞→➼➬ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠✍✌ ✡✞✁
➙❞➍✢✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢✻➙❞➍P➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍ ❧ ➋❤➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂☞➍❉➙❞➍ ➟ ➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✱➩
◆❉➎➠➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍➋❞➍➷➐ ❧➻❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➧ ♠ ➍✿➤ ➌ ❧☞❦ ➍ ❧ ➋ ➟ ➊↕➋ ♠ ➢✐➙❞➋ ❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍P✑✔➩➼✓↕➺ ❧✘❦❞♠ ➧➏➢ ❧ ➜☞➊↕→ ♠

♠✍❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➤✿➐ ❧➅➟ ➊↕➡ ❦✒❧☞➟ ➌✍→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎➠➙❞➍ U r ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛➤✭➍ ❦✒❧☞♠ ❁❱➩ ✗t➍ ✒ ➍ ♠ ➢✭➩
❡❭➊☞➋ ♠ ➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➊↕➎❞➙❞➍❆➤ ➌ ❧☞❦ ➍☞➺↕➊☞➎➛➙❞➤ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✐➐➒➍ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➒➧✭➡➨➍■➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍■➙❞➍✭➢❑➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍➏➢ ❧ ➋➡ ❧☞❦❞❦ →➒➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢✚✂ ♠ ➊↕➋ ❦ Γ0,r

➩❞◆❉➎❲➢➏✵✸→➒➎➝➌✍➤ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍ ❦ ➐➒➋❞➢ ❦❞❧☞♠ ➌➥→ ➟ ➋✔➐➣→➣➧ ♠ ➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ☎➷➋❞➎❞➍ ➟ ➍ ♠ Ð➌ ❧ →➣➎❞➍ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✏➙❞➍✻➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢■➙❞➍✏❇✏➍✭➦❞➎❸➺✔➐➣➍➏➢ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡✤✡ ✟ ✠✬☎✦✌ ✡✞✁ ✡✎✕ ➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌✍→➒➊↕➎✦✑❂➩❜✑✔➩❜✕ ✗ ➩✔❋●➍➏➢
➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢➏➺❭➙❞➊☞➎♦➌➅➊↕➎ ➟✭❧ ➐ ➟ ➋❞➐➣➍➨➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➢➥➋ ♠ ➐➣➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎♦➌ ❧ ➐✶➙❞➍❲➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍
r
Ð ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➤➏➍✐➍✭➎✦✑✔➩❜✑❂➩❜✑✔➺➝➢☛➊↕➎➝➌❊➙❞➍✭➢ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢❣➙✔➍✂➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍●➙❞➍✭➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍✭➢❊→ ♠➥♠ ➤ Ð➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍➏➢✏➙❞➍ U r ✕ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎✳✑✔➩ ✗❞➩ ✦✁✗ ➩❸◆✿➎ ➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ❧ ➋ ➟ ➊↕➋ ♠ ➢❉➙❞➋ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍✑✔➩ ✗❞➩✸✑ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍✭➢❊➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌➥➌➥➍✭➎➝➌✱➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌ ❦ ➊↕→➣➎➝➌❊➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙ ➙❞➍ U r ➺♦➋❞➎ ➟ ➦❞➊☞→➼➬
➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌✶➙❞➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢❑➙✔➍✐➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ ❧ ➋➅➜↕➊↕→➒➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍❣➙❞➍ ➟ ➍ ❦ ➊↕→➒➎♦➌✭➩☞❅☎➌ ❧ ➎➝➌❑➙❞➊↕➎❞➎✔➤➋❞➎➻➌➥➍✭➐ ➟ ➦❞➊↕→➼➬✰➺✡➐➣➍➏➢ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➣➍➏➢❭➙✔➍■➐ ❧✻❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎➑✑✔➩✸✗✔➩➒✓✖✕❆➙❞➊↕➎❞➎✔➍✭➎➝➌❑➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎➑➙❞➍❣➌✍➊↕➋✔➌
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π : H

′

→ U
r

➡➨➊☞➌❉➍➏➎ ➟ ➍✭➢✿➌ ✒ →➒➢☛➌✍➢➻✎➇➐Ò✵ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎◗➙❞➋ ➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍➅➙✔➍ ♠ ➍➏➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➣➊☞➎⑩✓↕➩✸✑✔➩ ➓ ❧ ➋ ♠ ➍ Ð➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌
π
➍✭➢❝➌✂➙✔➊↕➎ ➟ ➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍☞➩

✩✗✍ ✌ ✍ ✓ ❚✓✄t✧❭r✴✆☞✯✖❬✶✵✙✆↕r✔✯✖❬❪❚❱✮✷✟❙✬✜✸✝✄ ✬❂✪➏✧❭r✎✆↕✬✜✟✝✬✾✆↕❚❱✮✠✵ ✒❱❯❙★✖r✔✯✖❬❪❚✰✮✷✟✝✬ ✧❑❚❱❬ ✮✰✯✖✪
◆❉➎ ➢☛➋❞→➒➌✳➙ ❧ ➎✔➢ ➟ ➍ ❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍ ➐ ❧❿➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦✒❧☞➟ ➌✍→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎➙❞➍⑩➐ ✵✸➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍t➙✔➍ ➟ ➊↕➎☛✡ ✂↕➋ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢❏➍✕✔❸➍ ➟ ➌➥➋❞➤✭➍➁➙ ❧ ➎❞➢ ✠ ✼ ✛ ✏✳✟ ✆ ✎✏✎✘✑ ➍ ➌

✠☞☛ ✬✑✢✍✌✏✎✒r✒✑ ➩❡❭➊☞➋ ♠ ➙❞➤ ➟➏♠ → ♠ ➍ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤ ➌✍→➣➊☞➎ U r ➺➇➊↕➎ →➣➎➝➌ ♠ ➊✫➙❞➋❞→➒➌❉➐➣➍✭➢✿➎✔➊☞➌✍→➒➊↕➎❞➢❉➙➇✵ ✟ ✠ �✭✠✍✌ ✄✫✌✄☞✠✍✞✍✝ ✁ ✌✦✡ ✆ ✠✍✞✟✞✱✌ ✧ ✁ ✝ ✟ ✌✦✡ ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂✶✄✝✆ ✟ ✠ �✭✠✍✌✦✡✂☛ ✜ ✠ ✟ ✆✞✝ ✌✦✡ ✗ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌✦✡ ✠
r
✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ☎ ✟ ✠ ✓ ✏ ✄ ✡ ✌ ✁

✠✦✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌➑✄✁✝✄✡ ✁ ✝ ✡★✜ ✏ ✄ ✌ ➩
✴❘➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢✆✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➢◗➙❞➍ ➟ ➍➏➌❤➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➫➢☛➍ ♠ ➊☞➎♦➌✳➙❞➍➏➢ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➏➢◗➢☛➌ ❧ ☞ ➐➣➍➏➢❤➙✔➍➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍✭➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍✭➢ ☎ ♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍☎➙❞→➣➢❝➌✍→➒➎ ✂↕➋❞➤➏➍☞➩❩◆❉➎P➙❞➊↕➎✔➎❞➍ ♠➥❧ ➙✔➍ ❦ ➐➣➋❞➢❘➐ ❧■❦✒❧☞♠➥❧ ➡ ➤ ➌ ♠ →➣➢ ❧ Ð➌✍→➒➊↕➎➛➙❞➍ ✠ ✼ ✛ ✏✠✟ ✆ ✎✏✎ ✑ ➙❞➍ ➟ ➍➏➌❊➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍ ❦❞❧☞♠ ➐➣➍➏➢ ☞ → ♠✍❧✘❦❞❦ ➊ ♠ ➌✍➢➏➩➝❁❂→✒➊☞➎➨➙✔→➣➢ ❦ ➊↕➢☛➍✻➙❸✵✸➋❞➎✔➍➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❁ ❦ ➍ ➟ (K) → U r

➺✒➊☎✄
K
➍✭➢☛➌✂➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✻➙❞➍➏➢ ✁ ♠➥❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎❞➢❆➙➇✵ ➋❞➎ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❏➙✔➍➜ ❧ ➐➣➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎✳➙✔→➣➢ ➟➏♠ ➧ ➌✍➍ R ➙➇✵ ➋❞➎❞→ ✁ ➊ ♠ ➡➨→➣➢ ❧ ➎➝➌✍➍ π ➺❸➙✔➊↕➎➝➌✿➐➣➍➏➢ ➟ ➊✫➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➍✭➢ ➟ ➊ ❧ ➐➣➍➏➢ ➟ ➍✭➎➝➌➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➊

π
➺ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢✏➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍➛➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍➑➙❞➍➆❁ ❦ ➍ ➟ (R) → U

r →➒➎❞➙❞➋❞→➼➌❉➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✏➙❞➋
☞ ➊ ♠ ➙➫➙❞➍ U r ➺✝➙❞➊↕➎➝➌➅➎✔➊↕➋❞➢ ❧ ➐➒➐➣➊↕➎✔➢➷➙✔➤ ➟✭♠ → ♠ ➍✦➐➣➍➏➢➑➤ ❦✒❧ →➒➢➥➢➥➍➏➋ ♠ ➢➻➙❞➍✭➢➅➢☛→➣➎ ✂☞➋❞➐ ❧☞♠ →➒➌➥➤✭➢✭➺❘➍➏➎
✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍→➒➊↕➎➠➙❞➍✭➢✻➊ ♠ ➙ ♠ ➍➏➢✻➙✔➍ ➟ ➊ ❧ ➐➒➍✭➢ ➟ ➍✭➎ ➟ ➍➑➙✔➍✭➢ ➟ ➊✫➊ ♠ ➙✔➊↕➎❞➎❞➤➏➍✭➢✻➙❞➍P➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎➇➩
❋●➍➏➌☛➌✍➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤➏➌➥→➣➊↕➎➫➢➥➍ ♠✍❧ ➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋❞→➼➌✍➍ ➟ ➊☞➡ ➡➨➍✦➋❞➎➁➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍◗➙❞➍✭➢➛➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢ ✡✒➎✔➢

❦ ➊↕➋ ♠ ➋✔➎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➒➎ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ ➺❭➙❞➊↕➎➝➌➅➐➒➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢ ✂↕➤➏➊↕➡ ➤ ➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍✭➢➑➢➥➍ ♠ ➊↕➎➝➌ ➟ ➍➏➢ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➏➢➢☛➌ ❧ ☞ ➐➒➍✭➢❤➙❞➍➫➙ ♠ ➊↕→➼➌✍➍✭➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍✭➢➏➩✏✾❑➎ ❦❞❧☞♠ ➌➥→ ➟ ➋✔➐➣→➣➍ ♠ ➺■➐➒➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ➙❞➍✭➢ ❧ ➋✔➌➥➊↕➡ ➊ ♠ Ð
❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✭➢✐➙➇✵ ➋❞➎❤➌✍➍✭➐ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍P➢➥➍ ♠➥❧ ➌ ♠ →➼➜❂→ ❧ ➐Ò➩❇ ❧ ➎✔➢✻➐ ❧ ➢➥➋❞→➼➌✍➍P➙❞➍ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧✘❦ →➒➌ ♠ ➍☞➺ r ➍✭➢☛➌✻➋❞➎❤➍✭➎➝➌➥→➣➍ ♠ ≥ 2

➺❞➍➏➌
r := {1, . . . , r}

✩✗✍ ✌ ✍ ✌✎✍ ✆ ★✖✩☎✸ ❬ ✄⑩❬ ✮✝r❞❬ ★✖✬✫✪✶✪✱❯✝★ ✸❪✬❂✪■r✔★✡❳✝★✖✬✫✪✐✪➏✯❩r❞❳✡✸ ✬✫✪ ✟❙✬ ✟❙★✖❚❱❬❪✯❩✬✫✪●✧✝★✖❚✁�➏✬✕✆☞✯❩❬✶✏❱✬✫✪ ✍☛

✂ ✂ ✌ ✂ ✌ ✂ ✌ ✂ ✚ ✠ �✭✠✍✌✦✡✦✄✫✌ ✄☞✠✍✞✍✝ ✁ ✌✦✡ ✆ ✠✍✞✟✞✱✌ ✧ ✁ ✝ ✟ ✌✦✡❲✌ ✁ ✟ ✠ �✭✠✍✌✦✡✂☛ ✜ ✠ ✟ ✆✞✝ ✌✦✡ ➩ ✔ ❋●➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍
♠ ➍ ❦❞♠ ➍➏➎❞➙ ➐➣➍✭➢➠➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌✍→➒➊↕➎❞➢❲➙➇✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➏➢➠➙❞➍ ➙ ♠ ➊↕→➼➌✍➍➏➢ ❦❞♠ ➊✖➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍✭➢❤➙❞➍ ✠ ✼ ✛ ✏✳✟ ✆ ✎✄✎✘✑➍➏➌❏➙➇✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ ➟ ➊☞➡ ☞ →➣➎ ❧ ➌✍➊↕→ ♠ ➍ r Ð ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➤ ☎ ♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍➫➙✔→➣➢☛➌➥→➣➎ ✂☞➋❞➤✭➍✘➺✂➎❞➤ ➟ ➍➏➢➥➢ ❧ → ♠ ➍➏➢ ☎❴➐ ❧
➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎❤➙❸✵✸➋❞➎✔➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤➏➌➥→➣➊↕➎✦➙❞➍P➐Ò✵ ➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍➷➙❞➍ ➟ ➊↕➎☛✡ ✂↕➋ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎➠➙❞➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢➏➩
❁❂➊↕→➼➌

C
➋❞➎✳➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧❲❦✔♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➟ ➊☞➎❞➎❞➍ ➬❂➍➅➢☛➋ ♠ ➋✔➎ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ ❧ ➐✟✂↕➤ ☞ ♠ →✠✝✫➋✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➟ ➐➣➊↕➢

k
➍ ➌
φ = (φ1, . . . , φr)

➋❞➎
r
Ð❄➋ ❦ ➐➣➍ ➌➻➙❞➍ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢ k Ð ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎✔➎❞➍✭➐➒➢➷➙✔→➣➢☛➌➥→➣➎ ➟ ➌✍➢➅➙✔➍ C ➩❁❂➊↕→➼➌

L
➋❞➎✔➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍P➙❞➍ C ➍ ➌

λ
➋❞➎✳➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍✏➙❞➍ C ➙ ❧ ➎❞➢ P1

k

➩



�✒☎ ✂✆☎ ✟ ✂ ☎ � ✄ ✟ ✎ ✡ ✂ ✡ ✟✟✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂✡✞ ✁ ✂☛✏ � ✄✠✟ ✂✡✠ ✂ ✟ ✂✄✌ ✂ ✡✁�✆☎✄✁✝✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂ � ✂✄✡ ✌✄✎✑✏ � �

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✸✵✔➩ ✔ ◆❉➎➁➙❞→➼➌ ✝♦➋❞➍
(C, φ, L, λ)

✕ ➊↕➋➁➡ ✍✭➡➨➍
(C, φ)

✗➑➍✭➢❝➌➛➋❞➎
✟ ✠ �✭✠✍✌ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌➅✄✫✌➅✄☞✠ ✞✍✝ ✁ ✌✦✡ ✆ ✠✍✞✟✞✱✌ ✧ ✁ ✝ ✟ ✌✦✡ ✠

r
✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ☎ ✟ ✠ ✓ ✏ ✄ ✡➨✌ ✁ ✠◗✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌➻✄✁✝✄✡ ✁ ✝ ✡ ☛

✜ ✏ ✄ ✌➷➢➥→❘➐➣➍➏➢ ➟ ➊↕➎✔➙❞→➒➌➥→➣➊↕➎❞➢✐➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➍✭➢❆➢➥➊↕➎➝➌✻➢ ❧ ➌✍→➣➢ ✁ ❧ →➒➌➥➍✭➢✿✎
✓↕➩✝➌✍➊↕➋✔➌➥➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍✿➙✔➍ C ➍➏➢☛➌✻→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔➍✖☎ P1

k✕❂➩✝➌✍➊↕➋✔➌ ❦ ➊↕→➒➎♦➌◗➢☛→➣➎ ✂☞➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➙❞➍ C ➍➏➢☛➌ ✔ Ð ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➎❞➍✭➐✏➍➏➌❤➍✭➢❝➌✳➋✔➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌◗➙❞➊☞➋ ☞ ➐➣➍➊ ♠ ➙❞→➒➎ ❧ → ♠ ➍
✑✔➩❭➐➣➍ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦✔➍ ➙➇✵ →➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍➏➢➠➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌✍➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢❲➙❞➍ C ➍✭➢☛➌❲➋❞➎
❧☞♠ ☞ ♠ ➍

✗❞➩q✴❙➍❣➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ λ : C → P1 ➍✭➢☛➌q➋❞➎➅→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍❑➢☛➋ ♠ L ➍➏➌q➍✭➢❝➌ ➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ❧ ➎➝➌➢➥➋ ♠ ➐➣➍➏➢ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✭➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍✭➢❆➙❞➍ C
✦❂➩
φ
➎❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦❞♠ ➍➏➎❞➙✘✝✫➋✔➍➷➙✔➍✭➢ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢ ♠ ➤✌✂↕➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➢

✧✔➩ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍❆➙❞➍ C ❧ ➋❂➌ ♠ ➍ ✝♦➋❞➍ L ➟ ➊↕➎➝➌✍→➣➍➏➎➝➌ ❧ ➋ ➡➨➊↕→➣➎✔➢q➌ ♠ ➊↕→➣➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢
❦✒❧☞♠ ➡➨→➇➐➒➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢✐➙✔➊↕➋ ☞ ➐➒➍✭➢❆➍➏➌✻➐➣➍➏➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢ φ1, . . . , φr

◆❉➎ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➣➐➒➍ φ ➐ ❧ ☎ ✟ ✠ ✓ ✏✒✌P➙❞➍
(C, φ, L, λ)

➺✒➍ ➌
L
➐ ❧ ✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌➑➙❞➍ C ➩

✂☎✄ ✄✝✆ ✑ ✁ ✄↕➩ ✔ ✼✶➊☞→ ➟ →✫➋❞➎ ➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍■➙➇✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍✐➙❞➍■➙ ♠ ➊↕→➼➌✍➍✭➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜↕➍➏➢ ☎ 10 ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➢➷✎

L

3

8 5
9

1

2

7 4

6

10



�✁� ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✸✵✬✷✁�❨➩ ✔ ✴ ❧❤♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍ ➍✭➢❝➌➑➙✔➊↕➎ ➟ ➐ ❧ ➢➥➍➏➋❞➐➣➍ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍ ☎❤➎❞➍ ❦✒❧ ➢➜↕➤ ♠ → ✡✒➍ ♠ ➊ ☞ ➐➒→✟✂ ❧ ➌➥➊↕→ ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌❑➐ ❧➷➟ ➊↕➎❞➙❞→➼➌✍→➣➊☞➎✔✧❂➺✫➙✔→➒➌✍➍✻➙❞➍✻➢☛➌ ❧ ☞ →➣➐➒→➒➌➥➤ ✲ ➟ ➍ ❦ ➍➏➎❞➙ ❧ ➎➝➌✭➺✔➐Ò✵ →➣➢☛➊✘Ð➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ λ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍❆➐Ò✵ ➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌ ➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➙❞➤ ♠ ➍ ♠✶➟ ➍ ➌➥➌➥➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍ ➟ ➊☞➡ ➡➨➍■➡ ❧☞♠ Ð
✝♦➋❞➤✭➍ ❦✒❧☞♠ 0, 1,∞ ❦❞❧☞♠ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍✘➺ ❧ ✡✒➎ ✝♦➋➇✵ ➍✭➐➒➐➣➍❆➜↕➤ ♠ →✠✡✒➍✻➐ ❧➷➟ ➊↕➎❞➙❞→➼➌✍→➣➊☞➎➨➙✔➍✏➢☛➌ ❧ ☞ →➒➐➣→➒➌➥➤☞➩
✴❘➍✚✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍❣➙➇✵ →➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎➅➙✔➍✭➢q➙✔→✠✔✰➤ ♠ ➍➏➎➝➌✍➍✭➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢☎➙❞➍ C ➍➏➢☛➌☎➋✔➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍☞➺

✝♦➋❞➍✏➐ ✵✸➊☞➎✦➎❞➊↕➡➨➡➨➍
T
➩✔◆❉➎ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍ T0

➐Ò✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍✏➙✔➍✏➢➥➍➏➢●➢☛➊↕➡ ➡➨➍➏➌➥➢✛✕ ✝♦➋❞→ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢❍Ð
❦ ➊↕➎❞➙❞➍➏➎♦➌ ❧ ➋❂➬➫➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌✍➍➏➢ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢➏➺❭→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞➍✭➢ ☎ P1

k

➺✝➙❞➍
C)
➺
T1

➐Ò✵ ➍✭➎❂Ð
➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍✿➙❞➍P➢➥➍✭➢ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍➏➢ ✕ ✝♦➋❞→ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙❞➍➏➎♦➌ ❧ ➋❂➬ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢✐➙❞➊↕➋ ☞ ➐➣➍➏➢✻➙✔➍ C)

➩
✴ ❧ ➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➍ φ →➒➎❞➙❞➋❞→➼➌❉➋❞➎✔➍ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ ψ : r → T0

➺➇➍✭➎ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ → ❧ ➎➝➌✢☎ i ∈ r➐ ❧➅➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍ ☎➛➐ ❧ ✝♦➋❞➍➏➐➣➐➒➍ φi
❧☞❦✔❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍➏➎♦➌✭➺ ❦ ➋❞→➒➢✐➐➣➍✿➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎✔➙ ❧ ➎➝➌✱➩

✑✤➐ ❧➅♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍P➙❞➍ C ➟ ➊ ♠➥♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙❤➋❞➎❤➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌❆➙❞➍ T ➺ ❧ ➋❞➢☛➢➥→ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➤➛✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌ ➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✄✂❨➩ ✔ ◆❉➎ ❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➐➒➍ ➐➒➍ ➟ ➊↕➋ ❦ ➐➒➍ (T, ψ)

➐➣➍ ✁ ✑ ✆ ✌ ✧ ✞✍☎ � ✝ ✡ ✟☛✁ ✞✍✝➶✠✍✌
➙❞➍

(C, φ)
➩

✷✂➎➃➌✍➍✭➐ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍❤➜↕➤ ♠ →✠✡✒➍✳➙❞➍✭➢ ➟ ➊↕➎❞➙✔→➒➌✍→➒➊↕➎❞➢ ❧ ➎ ❧ ➐➒➊✓✂↕➋❞➍➏➢ ☎ ➟ ➍✭➐➒➐➣➍➏➢ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➢➥➢ ❧ ➎♦➌❲➋❞➎
❧☞♠ ☞ ♠ ➍✐➢❝➌ ❧ ☞ ➐➒➍✐➙❞➍❆➙ ♠ ➊☞→➒➌✍➍➏➢ ❦❞♠ ➊✖➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍✭➢❊➍➏➌ ☎ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍✐➙✔→➣➢☛➌➥→➣➎ ✂☞➋❞➤✭➍✘➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→ ➟ ➊☞➎❞➙❞➋❞→➼➌ ☎➐ ❧ ➎❞➊✘➌✍→➣➊☞➎➨➙❸✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ ✕ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍ ✗❑➢☛➌ ❧ ☞ ➐➣➍ ☎ r ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢✶➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➢ ☎ ♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍❆➙❞→➣➢❝➌✍→➣➎ ✂↕➋❞➤✭➍P✎
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✆☎❙➩ ✔ ❁✫➊↕→➒➌

T
➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ ✡❞➎❞→✞✕ ❧ ➋ ➢☛➍✭➎❞➢◗➙❞➍ ➐ ❧ ➌✍➦❞➤➏➊ ♠ →➒➍ ➙❞➍➏➢

✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍➏➢✦✗ ➺ T0
➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍ ➙❞➍➨➢➥➍➏➢➻➢☛➊↕➡ ➡➨➍➏➌➥➢✭➺

T1
➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍ ➙❞➍➨➢➥➍➏➢ ❧☞♠ ✍➏➌➥➍✭➢✭➺❙➍ ➌

ψ : r → T0

➋❞➎❞➍ ❧☞❦❞❦ ➐➣→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➩❭✴❘➍◗➌ ♠ → ❦ ➐➣➍ ➌ (T, ψ, σ0)
✕ ➊☞➋ ❦ ➐➒➋❞➢➛➢➥→➒➡ ❦ ➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌➐➣➍ ➟ ➊↕➋ ❦ ➐➒➍ (T, ψ)

✗➅➍➏➢☛➌ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➣➤ ✟ ✠ �✭✠✍✌ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌ ✠
n
✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ☎ ✟ ✠ ✓ ✏ ✄ ✡ ✠t✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌

✄✁✝✄✡ ✁ ✝ ✡★✜ ✏ ✄ ✌➻➢➥→ ➺ ❦ ➊☞➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌❆➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌ σ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✢✝✫➋✔➍➑➐ ❧ ✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌ σ0

➺✒➐➣➍❉➎❞➊☞➡ ☞ ♠ ➍
➜ ❧ ➐ (t) := #ψ−1 (t) + #{ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍✭➢❆➙❞➊☞➎♦➌✻➋❞➎ ☞ ➊↕➋✔➌❆➍✭➢❝➌

t}➍✭➢❝➌✻➢➥➋ ❦ ➤ ♠ →➣➍✭➋ ♠ ➊☞➋❤➤✌✂ ❧ ➐ ☎ 3
➩

✂☎✄ ✄✝✆ ✑ ✁ ✄↕➩ ✔ ✼✶➊☞→ ➟ →➝➐ ✵ ❧✘♠ ☞ ♠ ➍❊➢❝➌ ❧ ☞ ➐➣➍ ☎ 10 ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢✝➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➢ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➒➤✚☎✻➐Ò✵ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍✑✔➩➼✓↕➩➼✓↕➩➒✓ ✎
✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✸✵✬✷✁�✔➩ ✔ ◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌ ♠✍❧ ➔☛➊☞➋✔➌✍➍ ♠❑➟ ➊↕➡➨➡ ➍●➙ ❧ ➎❞➢❑➐➒➍ ➟✱❧ ➢❑➙✔➍✭➢ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍✭➢❑➙✔➍➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍✭➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜↕➍➏➢☎➙❞➍➏➋❂➬➅➡ ❧☞♠ ✝✫➋✔➍✭➢✙☎✻➐ ❧✻♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍ ❦ ➊☞➋ ♠ ➢➏✵ ❧ ➢☛➢➥➋ ♠ ➍ ♠ ➙✔➍●➢ ❧ ➢☛➌ ❧ ☞ →➣➐➒→➒➌✍➤✘➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✎✍❂➩ ✔ ◆❉➎ ❦ ➍✭➋❂➌ ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➍ ♠ ➋❞➎ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍✪✕ ❦✒❧☞♠ ➌✍→➒➍✭➐ ✗✐➙❞➍➏➢❉➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌✍➢
☎✦➋❞➎ ➌➥➍✭➐ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍❲✎ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌✿➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌✭➺❱➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍➅➙❞➍✭➢✏➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌✍➢ ✝✫➋✔→q➐➣➋✔→❭➢☛➊↕➎➝➌→➣➎ ✁ ➤ ♠ →➒➍✭➋ ♠ ➢✶➢➥➊↕➎➝➌ ➟ ➍✭➋❂➬ ✝♦➋❞→❱➢➥➍✂➢➥→➒➌➥➋❞➍✭➎➝➌●➢➥➋ ♠ ➐➣➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ ➙❞➍ ➟ ➍✏➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌ ❧ ➐ ❧P♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍
✕ ➐ ❧❉♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍✐➍➏➢☛➌ ❧ →➣➎✔➢➥→❞➐➒➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ❦ ➍➏➌➥→➒➌✶➢☛➊↕➡ ➡➨➍➏➌✦✗✳✲↕➎❞➊☞➋❞➢✶➐➣➍✐➎❞➊☞➌➥➍ ♠ ➊↕➎❞➢ ≥ ➩♦✴❙➍❆➢☛➊↕➡ ➡➨➍➏➌✆ ✂ ✠✍✌➅➙❸✵✸➋❞➎ ➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌

σ
➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍✭➎➝➌✏➙❞➍➅➐ ❧ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍➑➍✭➢☛➌❉➐➣➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ✂ ♠✍❧ ➎✔➙ ➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌✏✝♦➋❞→➐➣➋✔→✝➢☛➊↕→➒➌✏→➣➎ ✁ ➤ ♠ →➒➍✭➋ ♠ ✕ ➊↕➋❏➍✭➎ ➟ ➊ ♠ ➍➅➐➒➍ ❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌✏➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍➏➎♦➌❉➙❞➍ σ ❦❞❧☞♠ ➐➒➍ ✝♦➋❞➍✭➐



�✒☎ ✂✆☎ ✟ ✂ ☎ � ✄ ✟ ✎ ✡ ✂ ✡ ✟✟✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂✡✞ ✁ ✂☛✏ � ✄✠✟ ✂✡✠ ✂ ✟ ✂✄✌ ✂ ✡✁�✆☎✄✁✝✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂ � ✂✄✡ ✌✄✎✑✏ � �

1,3

10

5,8,9

2,7 4,6

σ0

❦✒❧ ➢☛➢➥➍➨➐➣➍ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎➫➙❞➍ σ ☎❤➐ ❧◗♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍ ✗ ➩❙✷✂➎➫➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌ ✟✎✍ ✡ ➙❞➍ σ ➍✭➢❝➌➻➋✔➎t➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌
➙❞➊↕➎➝➌

σ
➍✭➢❝➌ ❦ ➧ ♠ ➍☞➩

◆❉➎➃➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌✦➐➒➍✭➢➨➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎❞➢ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎➝➌✍➍✭➢✦➙❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢ ➡➨➧ ♠ ➍✳➍ ➌ ✡✒➐➒➐➣➍➙➇✵ ➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍P➢☛➌ ❧ ☞ ➐➣➍ r Ð ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➤❉➙❞➍P➙ ♠ ➊☞→➒➌✍➍➏➢ ❦❞♠ ➊✖➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍✭➢✭➩
� ✎☛✘ ✞✩✘✳✔✗✎ ✱q➩ ✔ ✴❘➍➷➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌

ψ(i)
➢☛➍ ♠✍❧ ➎❞➊☞➌➥➤ σi

✕ →➒➐❸➢☛➍ ❦ ➍✭➋✔➌✻➙❞➊☞➎ ➟ ✝✫➋✔➍ σi = σj❧ ➜↕➍ ➟ i 6= j
✗ ➩❂❁❂➊☞→➒➌

σ
➋❞➎ ➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌❣➙❞➍

T
✲♦➢➥➊↕→➼➌

I(σ)
➐Ò✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍✻➙❞➍✭➢❣→➣➎❞➙❞→ ➟ ➍➏➢ i ➙❞➍

r
➌➥➍✭➐➒➢✖✝✫➋✔➍

σi ≥ σ
➩❙❁❂→

σ
➍ ➌
σ′ ➢➥➊↕➎➝➌P➙❞➍➏➋❂➬ ➢☛➊↕➡ ➡➨➍➏➌➥➢❉➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍✭➎➝➌➥➢✿➙❞➍ ➐ ❧✦♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍☞➺

❧ ➐➒➊ ♠ ➢ I(σ) 6= I(σ′) ❦✒❧✘♠ ➢☛➌ ❧ ☞ →➒➐➣→➒➌➥➤ ➙❞➍❲➐Ò✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍✘➩q❁✫→ I = I(σ)
➺❭➐ ❧ ➎❞➊☞➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ σI➙❞➤➏➢➥→✟✂☞➎❞➍ ♠➥❧ ➐➣➍➑➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌ σ ➩❸❇ ❧ ➎❞➢❉➐➣➍➑➢➥➍➏➋❞➐ ➟✭❧ ➢ ❧ ➡ ☞ →✟✂✁�✳➊☎✄ →➣➐❙➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍➅➋❞➎ ➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌

σ 6= σ0

➌➥➍✭➐✙✝♦➋❞➍
I(σ0) = I(σ) = r

➺❸➐ ❧ ➎❞➊✘➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ σr

➙❞➤➏➢➥→✟✂☞➎❞➍ ♠➥❧ ➐➒➍➻➢☛➊↕➡ ➡➨➍➏➌ σ✕ ➍ ➌ ❦✒❧ ➢❆➐ ❧➅♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍ ✗ ➩
✾❑➎ ✡✒➎➇➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌P➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌ σ = σI(σ)

➙✔→✠✔✰➤ ♠ ➍➏➎➝➌✿➙❞➍➛➐ ❧❲♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍☞➺✰➐Ò✵ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍ tI(σ)➙❞➍
T
➍➏➢☛➌✻➐Ò✵ ➋❞➎❞→✠✝♦➋❞➍ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍✿➙❞➊↕➎➝➌✻➐➣➍✿➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌✐➌✍➍ ♠ ➡ →➒➎ ❧ ➐✰➍✭➢☛➌ σ ➩

❁❂➊↕→➼➌
σ
➋❞➎ ➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌✏➙❞➍

T
➩❸◆❉➎✳➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌❉➋✔➎❞➍ ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❤➙❸✵✸➤✌✝✫➋✔→➒➜ ❧ ➐➣➍➏➎ ➟ ➍ ∼σ

➢➥➋ ♠
r ❦✒❧✘♠ ✎
i ∼σ j

➢➥→✐➍ ➌➨➢➥➍✭➋✔➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌➨➢➥→
σi = σj

➊↕➋
σi

❦ ➍➏➋✔➌ ✍➏➌ ♠ ➍ ♠ ➍✭➐➒→➣➤✆☎
σj

❦✒❧✘♠ ➋❞➎
➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎❤➙ ❧ ➎❞➢ T ➎❞➍ ❦✒❧ ➢➥➢ ❧ ➎♦➌ ❦✒❧ ➢ ❦✒❧✘♠ σ ➩

✂ ✂ ✌ ✂ ✌ ✂✖✕ ✂ ✂ ✟ ✠ ✟ ☎ ✄ ✁ ✠✆✝✄✡ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✍➣✞ ✧ ✟ ✍➣✌ ➩ ✔ ✺ ➟ →Ò➺ (C, φ)
➍➏➢☛➌ ➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➁➢☛➌ ❧ ☞ ➐➒➍➁➙❞➍

➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍✭➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍✭➢ ☎
r ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢➠➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➢✭➺■➍ ➌ (T, ψ)

➍✭➢❝➌❤➢➥➊↕➎ ➌ ➞✫❦ ➍ ➟ ➊☞➡ ☞ →➼Ð➎ ❧ ➌➥➊↕→ ♠ ➍☞➩
❁❂→
L
➍✭➢❝➌❑➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍❊➙❞➍ C ➺✡→➣➐♦➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍●➋❞➎❞➍❣➋❞➎❞→✠✝✫➋✔➍ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ πL : C →

L
✝♦➋❞→❙➍✭➎➝➜↕➊☞→➣➍➷➐➣➍✭➢ ❧ ➋❂➌ ♠ ➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢✂➙❞➍ C ➢➥➋ ♠ ➙❞➍➏➢ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢ ✔ Ð ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎✔➎❞➍✭➐➒➢✐➙❞➍

L
➩



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✂✁✫➩ ✔ ❁✫➊↕→➒➌
d = (d1, d2, d3)

➋❞➎➻➌ ♠ → ❦ ➐➣➍➏➌❭➙➇✵ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢❭➙❞→➣➢❝➌✍→➣➎ ➟ ➌✍➢➙❞➍
r
➩➇✺❄➐☎➍ ➬❂→➣➢☛➌➥➍➛➋❞➎❞➍➛➋❞➎✔→✟✝♦➋❞➍ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍ Ld

➙✔➍
C
➌✍➍➏➐➣➐➣➍ ✝♦➋❞➍➛➐➣➍➏➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❞➢

πL (d1) , πL (d2) , πL (d3)
➢➥➊☞→➣➍✭➎➝➌✂➙❞→➣➢❝➌✍→➒➎ ➟ ➌➥➢✭➩✰◆❉➎❏➐Ò✵ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍✿➐ ❧ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌ ☎ ✄ ☛

✄✁✝ ✟☛✡ ✌P➙❞➍
d
➩

◆❉➎◗➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌ ❧ →➒➎❞➢➥→➇➋✔➎✳➋❞➎✔→✟✝♦➋❞➍P➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍
λd : C → P1

k➜↕➤ ♠ → ✡ ❧ ➎➝➌ λd (φd1) = 0, λd (φd2) = ∞, λd (φd3) = 1
➩❣❋●➍✳➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➠➢☛➍

♠ ➍➏➢☛➌ ♠ ➍✭→➒➎➝➌■➍✭➎✦➋❞➎➠→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✐➢➥➋ ♠ Ld

➺✫➍➏➌●➍✭➎➠➋❞➎✔➍ ❧☞❦❞❦ ➐➣→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ ➟ ➊↕➎✔➢☛➌ ❧ ➎♦➌➥➍❉➢➥➋ ♠➐➣➍➏➢ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✭➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍✭➢❆➙❞➍ C ➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✆☎❨➩ ✔ ◆❉➎ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌

Vr
➟ ➊↕➡➨➡ ➍➅➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍➅➙❞➍✭➢✢✝♦➋ ❧ ➙ ♠ ➋ ❦ ➐➒➍➏➌➥➢➙➇✵ →➣➎❞➙✔→ ➟ ➍➏➢✿➙❞→➣➢❝➌✍→➒➎ ➟ ➌➥➢❉➙❞➍ r ➩❘❡❭➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌ w = (w1, w2, w3, w4) ∈ Vr

➺➇➊↕➎ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌
➐➣➍ � ✝➶✠ ✟ ✆ ✆ ✞✡✠ ✁

λw := λ(w1,w2,w3)(φw4)✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢ ❦✒❧☞♠ bwi

✕ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌ i ∈ {1, 2, 3, 4}
✗ ➺✒➐ ❧➨❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➙✔➍

φwi

➢☛➋ ♠ ➐ ❧
➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✿➡ ➤➏➙❞→ ❧ ➎❞➍ L(w1,w2,w3)

➺
1 ≤ i ≤ 4

➩❞❫✏➐➒➊ ♠ ➢

λw = [bw1 , bw2 , bw3, bw4 ]❁❂→✶➐Ò✵ ➊↕➎➫➢➥➍✦➙✔➊↕➎❞➎❞➍ ➋❞➎❞➍ ❦❞❧☞♠✍❧ ➡➨➤➏➌ ♠ →➒➢ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ µ ➙✔➍✦➐ ❧◗➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍ L(w1,w2,w3)

➺
➌✍➍➏➐➣➐➒➍✏✝♦➋❞➍

µ(bwi
) 6= ∞

➺ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢✐➊☞➎ ❧ ➐Ò✵ ➤ ✂ ❧ ➐➣→➼➌✍➤✏➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➍➛✎

λw =
µ(bw4) − µ(bw1)

µ(bw4) − µ(bw2)

µ(bw3) − µ(bw2)

µ(bw3) − µ(bw1)❋●➍ ➟ →❂➔☛➋❞➢☛➌➥→✠✡✒➍P➐➒➍❉➌✍➍ ♠ ➡ ➍✿➙✔➍✁� ☞ → ♠➥❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌✂�✘➩
❡❭➊☞➢➥➊↕➎❞➢

VT :=
{
w = (wi)i∈4 ∈ Vr : ∃σ ∈ T0, w1 ∼σ w4,

➍➏➌
w2 ≁σ w1, w3 ≁σ w1

}

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✬✷✁�❂➩ ✔ ✪ ✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌✦✄✫✌✦✡ ✄ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✡
w

✄✫✌
Vr

✆ ✞✍✏❂✠ ✍➣✌✦✡ ✓ ✏✒✌ ✍ ✡
λw = 0

✌✦✡ ✁ ✍➥✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌
VT

✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ❡ ❧☞♠ ➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌✍→➒➊↕➎➇➺ λw = λ(w1,w2,w3) (φw4)
➩❩❁❂➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➊☞➎❞➢❙➙❞➊↕➎ ➟

✝♦➋❞➍
w ❧☞❦✔❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍➏➎❞➎❞➍ ☎

VT

✲❸➢➥→
w2 ≁σ w3

➺
σ
➍✭➢❝➌P➐ ❧❲➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍➅➡➨➤✭➙❞→ ❧ ➎❞➍➻➙✔➍

w1, w2, w3

➺❱➍➏➌
λw = 0

➩❸❁❂→
w2 ∼σ w3

➺❱➍➏➌✿➢☛→
d
➍➏➢☛➌✏➐ ❧ ➡➨➤✭➙✔→ ❧ ➎❞➍➷➙❞➍ w1, w2, w3

➺
➊↕➎❏➜ ❧➨❦❞♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ♠ ✝✫➋✔➍ w1 ∼d w4

➺❱➍➏➌✏✝♦➋❞➍➑➎❞→
w2

➎❞→
w3

➎❞➍➻➢☛➊↕➎➝➌
d
Ð❄➤✌✝♦➋❞→➒➜ ❧ ➐➒➍✭➎➝➌✍➢ ☎

w1

➩✔❋●➍✭➐ ❧➑❦❞♠ ➊✖➜✫→➒➍✭➎➝➌✐➙❞➋ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍❉➐➣➍ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎❲➙❞➍ ψ (w1)
☎
d ❦✒❧ ➢☛➢➥➍ ❦❞❧☞♠ σ ✕ ➢➥→➒➎❞➊↕➎➇➺



�✒☎ ✂✆☎ ✟ ✂ ☎ � ✄ ✟ ✎ ✡ ✂ ✡ ✟✟✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂✡✞ ✁ ✂☛✏ � ✄✠✟ ✂✡✠ ✂ ✟ ✂✄✌ ✂ ✡✁�✆☎✄✁✝✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂ � ✂✄✡ ✌✄✎✑✏ � ☎

→➣➐ ➞➨❧ ➋ ♠✍❧ →➒➌❑➙❞➍➏➋❂➬ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎❞➢ ❧ ➐➣➐ ❧ ➎♦➌☎➙❞➍ ψ (w1)
☎
ψ (w2)

➊↕➋ ➙✔➍
ψ (w1)

☎
ψ (w3))

➩
✴❘➍P➢➥➍ ➟ ➊↕➎❞➙ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌✍➍P➙❞➍P➐ ❧ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎❤➙✔➍➷➐ ❧ ➡ ➤➏➙❞→ ❧ ➎❞➍☞➩❀❆➤ ➟ → ❦❞♠ ➊ ✝♦➋❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✭➺❩➢➥→ λw = 0

➺✖➍➏➌✝➢☛→✫➐ ✵✸➊☞➎➑➎❞➊✘➌✍➍ ❦✒❧☞♠ d ➐ ❧✐➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍❊➡ ➤➏➙❞→ ❧ ➎✔➍➙❞➍
w1, w2, w3

➺ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢ w1 ∼d w4
❦ ➋❞→➣➢ ✝♦➋❞➍ πLd

(φw4) = 0
➩

✂ ✂ ✌ ✂ ✌ ✂ ✂ ✂✁�❣✞ ✡✞✁ ✠ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✡ ✌ ✁ ✌✆☎ �✭✠ ✟☛✡ ✧ ✝ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ➩✕✔ ❋●➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍➷➎❞➍ ✁ ❧ →➒➌✜✝♦➋➇✵ →➣➎❂Ð➌ ♠ ➊❂➙✔➋❞→ ♠ ➍✻➙✔➍✭➢●➎✔➊☞➌✍→➒➊↕➎❞➢❊➋✔➌✍→➒➐➣➍✭➢✶➐➒→➣➤✭➍➏➢ ☎➑➐ ❧ ➌✍➦✔➤✭➊ ♠ →➣➍✻➙❞➍✭➢ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍✭➢➏➺☛✝♦➋❞→ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌☛➌ ♠ ➊☞➎♦➌
❧ ➋ ➟ ➊☞➋ ♠ ➢➠➙❞➍➏➢ ❦✒❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍✭➢➠➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌✍➢➠➙✔➍ ➙❞➤ ➟➏♠ → ♠ ➍ ➐➣➍ ☞ ➊ ♠ ➙❈➙❞➋ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤ ➌✍➤ ➙✔➍➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➷➙✔➍ ➟ ➊↕➎ ✡ ✂☞➋ ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎◗➙❞➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢✭➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✸✵✁�✔➩ ✔ ❁❂➊↕→➒➍✭➎➝➌

(T, ψ, σ0) , (T
′, ψ′, σ′

0)
➙✔➍✭➋❂➬ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍✭➢✐➢❝➌ ❧ ☞ ➐➣➍✭➢

☎
r ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢✏➡ ❧☞♠ ✝✫➋✔➤✭➢✖☎ ♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍➻➙❞→➒➢☛➌➥→➣➎ ✂↕➋✔➤✭➍☞➺ ǫ : T → T ′ ➋❞➎✔➍ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎➇➩❱◆❉➎➙❞→➼➌ ✝✫➋✔➍

ǫ
➍✭➢❝➌✻➋❞➎❞➍ ✧ ✞ ✡✞✁ ✠ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ Ð❊➍ ➌✜✝✫➋✔➍

T ′ ➍✭➢❝➌✻➋❞➎ ✧ ✞ ✡✞✁ ✠ ✟★✧ ✁ ✄ ➙✔➍
T
Ð❊➢➥→

✓↕➩
ǫ (T0) = T ′

0

➺
ǫ(σ0) = σ′

0

➺✒➍ ➌
ǫ ◦ ψ = ψ′ ✲

✕❂➩q❡❭➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌❆➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌ σ′ ➙❞➍ T ′ ➺ ǫ−1 (σ′)
➍➏➢☛➌✂➋❞➎◗➢➥➊↕➋✔➢❝Ð ❧✘♠ ☞ ♠ ➍➷➙✔➍ T ✲

✑✔➩q❡❭➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌ ➟ ➊☞➋ ❦ ➐➣➍ (σ, t)
➺✡➊☎✄

σ
➍✭➢❝➌❑➋❞➎ � ✞✍✏ ✁ ➙✔➍●➐Ò✵ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍ t ✕✱✝✄✂ ✌ ✂☞➋✔➎➅➙❞➍✭➢q➙❞➍✭➋❂➬➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌✍➢❆➙❞➤✕✡✒➎❞→➣➢☛➢ ❧ ➎➝➌ t ✗ ➺❨➊↕➎ ❧ ➐Ò✵ ❧ ➐➼➌✍➍ ♠ ➎ ❧ ➌➥→➒➜↕➍✿➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➍ ✎ ǫ (σ) = ǫ (t)

✕❪➢➥→
ǫ (t)

➍✭➢❝➌➻➋❞➎➫➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌✬✗ ➺➇➊↕➋
ǫ (σ)

➍✭➢❝➌➻➋✔➎ ☞ ➊↕➋✔➌➷➙❞➍
ǫ (t)

✕ ➢☛→
ǫ (t)

➍✭➢☛➌➑➋❞➎❞➍
❧☞♠ ✍ ➌✍➍ ✗ ➩

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✸✵✬✷✸✵✩✵✔➩ ✔ ❁✫→
ǫ
➍✭➢☛➌●➋❞➎❞➍✻➌✍➍✭➐➒➐➣➍ ➟ ➊☞➎♦➌ ♠✍❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎➇➺♦➍✭➐➒➐➣➍❆➍✭➢❝➌■➙❞➤ ➌✍➍ ♠ ➡ →➒➎❞➤✭➍➙❞➍ ✁ ❧ ✓✭➊↕➎❲➋✔➎❞→✟✝♦➋❞➍ ❦❞❧☞♠ ➐➒➍✭➢●➙✔➍✭➋❂➬ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍✭➢●➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤✭➢ (T, ψ, σ0)

➍ ➌
(T ′, ψ′, σ′

0)
➩❂✾❑➎

➍✌✔✰➍➏➌✭➺q→➒➐❣➎❞➊☞➋❞➢➛➢➥➋ ✙ ➌ ❦❞❧☞♠ ➐ ❧ ➌ ♠ ➊↕→➣➢☛→➣➧✭➡➨➍ ➟ ➊↕➎❞➙✔→➒➌✍→➒➊↕➎⑩➙❞➍✦➙❞➤➏➌➥➍ ♠ ➡➨→➣➎✔➍ ♠ ➐➒➍✭➢➅→➒➡ ❧ ✂↕➍✭➢➙❞➍➏➢■➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌✍➢➏➩❂◆✿➎ ➟ ➊↕➎❞➎ ❧✟✞ ➌❣➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍✐➙❞➍✻➌✍➊↕➋❂➌■➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌❣➡ ❧✘♠ ✝♦➋❞➤✻➍➏➌■➙✔➍✏➐ ❧➷♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍
✕ ❦❞❧☞♠ ➐ ❧➠❦❞♠ ➍➏➡ →➒➧ ♠ ➍ ➟ ➊↕➎❞➙❞→➼➌✍→➒➊↕➎✘✗ ➩✰❃❭➊☞➋✔➌ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍➨➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌ σ ➍✭➢❝➌ ☞ ➊↕➋✔➌➷➙➇✵ ❧ ➋ ➡ ➊☞→➣➎❞➢➌ ♠ ➊↕→➣➢ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍✭➢❑➙✔→➣➢☛➌➥→➣➎ ➟ ➌✍➍➏➢ ✲↕→➣➐ ❦ ➍➏➋✔➌✶➙❞➊↕➎ ➟ ➢➥➍✐➙❞➤ ➟✭♠ → ♠ ➍ ➟ ➊↕➡ ➡➨➍■→➒➎♦➌➥➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎➛➙❞➍✐➌ ♠ ➊↕→➣➢
➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎❞➢ ➙ ❧ ➎❞➢ T ➙✔➊↕➎➝➌ ➐➒➍✭➢➛➍ ➬❂➌ ♠ ➤➏➡ →➼➌✍➤✭➢ ➢☛➊↕➎➝➌ ➙✔➍✭➢➨➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌✍➢➛➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➢ ✕ ➊↕➋❿➐ ❧
♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍ ✗ ➺♦➡➨➍➏➌☛➌✍➊↕➎❞➢ σi1

➺
σi2

➍ ➌
σi3

➩❂✴❑✵✸→➒➡ ❧ ✂↕➍❆➙❞➍ σ ➍➏➢☛➌✐➙✔➊↕➎ ➟ ➐ ✵✸➋✔➎❞→✟✝♦➋❞➍✻➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌✚☎➐Ò✵ →➣➎➝➌➥➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➅➙❞➍✭➢q→➣➡ ❧ ✂↕➍✭➢❭➙❞➍✭➢❭➌ ♠ ➊☞→➣➢ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎❞➢ σ′
i1
−· · · → σ′

i2

➺
σ′

i2
−· · · → σ′

i3

➺
➍➏➌
σ′

i3
− · · · → σ′

i1

✕ ➊↕➎➁➋✔➌➥→➣➐➒→➣➢➥➍ ➐➣➍➏➢ ➟ ➊↕➎✔➙❞→➒➌➥→➣➊↕➎❞➢ 2
➍➏➌

3
➺ ✝♦➋❞→✐➍✭➎➝➌ ♠➥❧✟✞ ➎✔➍✭➎➝➌ ✝♦➋❞➍➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍✂➙➇✵ ➋❞➎ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎ ❦✒❧☞♠ ➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎◗➍✭➢❝➌✂➋✔➎ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎✘✗ ➩

σi1
σ

σi2

σi3

σ0i1
σ0

σ0i2

σ0i3



� ✁ ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✸✵ �❨➩ ✔ ◆❉➎ ❧☞❦✔❦ ➍➏➐➣➐➣➍ ✧ ✞ ✡✞✁ ✠ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✔✱✞✡✠ ✁ ✌❤➌✍➊↕➋❂➌✍➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎➙❞➊↕➎➝➌✻➐➣➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠➥❧☞➟ ➌➥➤➷➎❸✵✸➍➏➢☛➌ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➼➌✍➋❞➤✖✝♦➋❞➍➷➙❞➍P➙❞➍✭➋✫➬❤➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌✍➢➏➩
❁❂➊↕→➼➌

I ⊂ r
➺➇➊☎✄

|I| ≥ 2
➩❘◆❉➎ ➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌✿➐ ✵ ❧✘♠ ☞ ♠ ➍ TI

➟ ➊↕➡➨➡ ➍➅➐ ✵ ❧✘♠ ☞ ♠ ➍ ➟ ➊↕➎✔➢☛➌✍→➼➌✍➋❞➤➙❞➍❉➙✔➍✭➋❂➬❲➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌✍➢➏➺❂➐ ❧➑♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍✏➤➏➌ ❧ ➎➝➌✐➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➍ ❦✒❧☞♠ r− I
➺✫➐Ò✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✂➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌ ❦✒❧✘♠

I
➩
❡❭➊☞➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦✔➍✦➢☛➌ ❧ ☞ ➐➒➍ r Ð❄➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤✘➺❘➐Ò✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍➨➙❞➍✭➢ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠➥❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎❞➢

✁ ➊ ♠ ➌✍➍✭➢✏➙❞➍ T ➍✭➢☛➌P➍➏➎ ☞ → ➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➜☞➍ ➟ ➢➥➍➏➢ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍➏➢➛✎❸➢➥→ tI ➍✭➢☛➌P➋✔➎❞➍ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍➅➙✔➍ T ➺❸➐ ❧➟ ➊☞➎♦➌ ♠✍❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎ ✁ ➊ ♠ ➌➥➍✖✝✫➋✔→❘➐➣➋❞→➇➍➏➢☛➌ ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➤➏➍✿➍✭➢☛➌✂➐ ❧➅➟ ➊↕➎➝➌ ♠➥❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎◗➙❞➍ T ➢☛➋ ♠ TI

➩
✴❘➍✐➐➣➍➏➡ ➡➨➍●➙❞➍✐➌➥➦❞➤✭➊ ♠ →➣➍■➙✔➍✭➢ ✂ ♠✍❧✘❦ ➦❞➍✭➢✶➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌✶➢➥➍ ♠✍❧ ➋✔➌➥→➣➐➣➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➙❞➤ ➟➏♠ → ♠ ➍❆➐➣➍ ☞ ➊ ♠ ➙➙❞➍
U

r ✕ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎◗✑❂➩➒✓↕➩➼✓✖➓ ✗
✝ ✄✝✆ ✆ ✄ ✂ ✷✸✵✬✷✸✵ ✂✒➩ ✔ � ✞✍✝Ò✌ ✡✞✁

T
✌ ✁
T ′ ✄✫✌✆✏✍✌ ✟ ✠ �✭✠✍✌✦✡ ✧ ✞✍☎ � ✝ ✡ ✟☛✁ ✞✍✝➶✠✍✌✦✡ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌✦✡ ✂

T✡❩✌ ✧ ✞ ✡✞✁ ✠ ✟★✧ ✁ ✌P✌ ✡
T ′ ✡✆✝q✌ ✁ ✡❩✌✆✏ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡✆✝ T ✡❩✌ ✧ ✞ ✡✞✁ ✠ ✟★✧ ✁ ✌P✌ ✡ ✁ ✞✍✏ ✁ ✌✦✡ ✍➣✌✦✡ ✧ ✞ ✡✞✁ ✠ ✟★✧ ☛

✁ ✝Ò✞ ✡ ✡✕✔✱✞✡✠ ✁ ✌✦✡➻✄✫✌
T ′ ✂

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✸✵ ☎❘➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌
T
➋✔➎ ❧✘♠ ☞ ♠ ➍ ➟ ➊↕➡ ☞ →➣➎ ❧ ➌➥➊↕→ ♠ ➍☞➺✝➍➏➌ σ ➍➏➌

σ′ ➙✔➍✭➋❂➬➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌➥➢❑➙❞➍
T
➩➝◆✿➎ ❧☞❦✔❦ ➍➏➐➣➐➣➍➷✌✆☎ �✭✠ ✟☛✡ ✧ ✝ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄✫✌

σ
✌ ✁

σ′ ➍ ➌✶➊↕➎ ➎❞➊☞➌➥➍ (σ ∨ σ′)➐➣➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ❦ ➍➏➌➥→➒➌✐➢☛➊↕➡ ➡➨➍➏➌ ✕ ➟ ✵ ➍✭➢❝➌ ☎➛➙❞→ ♠ ➍✿➐➒➍ ❦ ➐➣➋✔➢ ❦✔♠ ➊ ➟ ➦❞➍P➙❞➍✿➐ ❧➛♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍ ✗❣➙❞➋ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎
♠ ➍➏➐➣→ ❧ ➎➝➌ σ ☎

σ′ ✕❪→➣➐♦➍✭➢❝➌ ❧ →➒➢➥➤●➙✔➍●➜↕➤ ♠ →✠✡❞➍ ♠ ✝♦➋➇✵ ➋❞➎➅➌➥➍✭➐✔➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌q➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍●➍➏➌☎➍✭➢☛➌q➋❞➎❞→✠✝✫➋✔➍ ✗ ➩❁❂→
σ = ψ(i)(= σi)

➍➏➌
σ′ = ψ(j)(= σj)

➺✒➊☞➎❤➎✔➊☞➌✍➍P➐➣➍➏➋ ♠ ➍✭➡ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ σi,j

➩
☞✍✌✏✎✒✑✓✌✕✔✗✖✙✘✚✖✕✛✘➩ ✔ � ✝

σ
✭
σ′ ✌ ✁ σ′′ ✡❩✞ ✡✞✁ ✁ ✠✍✞✍✝✄✡ ✡❩✞✍☎✎☎✦✌ ✁ ✡ ✁ ✌ ✍ ✡ ✓ ✏✒✌

σ′ ≥ σ′′ ≥
(σ ∨ σ′)

✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡
(σ ∨ σ′) = (σ ∨ σ′′)

✂ ✏➅✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✭ ✁ ✞✍✏ ✁ ✡❩✞✍☎✎☎✦✌ ✁ ✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✌✆☎ �✭✠ ✟☛✡ ☛
✧ ✝ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✂

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✸✵ �✔➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌
t
➋✔➎❞➍ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍➑➙❞➍ T ➺❱➍➏➌ w ➋✔➎ ✝✫➋ ❧ ➙ ♠ ➋ ❦ ➐➣➍ ➌❉➙➇✵ →➣➎❂Ð➙❞→ ➟ ➍✭➢❆➙❞→➒➢☛➌➥→➣➎ ➟ ➌✍➢✐➙ ❧ ➎✔➢ r ➩❱◆✿➎◗➙❞→➼➌ ✝♦➋❞➍

✍ t
✡ ✄☎✆✠✟ ✠✍✌

w
➢☛→

{ψ(w1), ψ(w4)}
➍➏➌

{ψ(w2), ψ(w3)}
➢➥➊↕➎➝➌ ➙❞➍ ❦✒❧☞♠ ➌ ➍ ➌

➙➇✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍P➙❞➍ t
✍ w

✄✁✝✄✡ ✁ ✝ ✡★✜ ✏❨✌
t
➢➥→
t
➍✭➢❝➌✂➐ ❧ ➢➥➍➏➋❞➐➣➍ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍P➙❞➍ T ➢➥➤ ❦❞❧☞♠✍❧ ➎➝➌ w

☞✍✌✏✎✒✑✓✌✕✔✗✖✙✘✚✖☞➩ ✔ ✂✻✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁ ✟ ✠ �✭✠ ✌ ✧ ✞✍☎ � ✝ ✡ ✟☛✁ ✞✍✝➶✠✍✌ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌ ✭ ✁ ✞✍✏ ✁ ✌ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌❲✌✦✡ ✁ ✄✁✝✄✡✂☛
✁ ✝ ✡★✜ ✏ ✄ ✌ ✆✠✟ ✠ ✟ ✏ ☎✦✞✍✝ ✡ ✡ ✏ ✡ ✓ ✏ ✟ ✄☞✠✬✏ ✆ ✍➣✌ ✁ ✄✝✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌✦✡ ✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌ ➙❞➊↕➎ ➟ t = σ0 → σ1 ➋❞➎✔➍ ❧✘♠ ✍➏➌➥➍✳➙✔➍ T ➩❊◆❉➎ ❦❞♠ ➍➏➎❞➙
❦ ➊↕➋ ♠ w2

➍➏➌
w3

➙❞➍✭➋❂➬t→➣➎✔➙❞→ ➟ ➍✭➢P➌✍➍✭➐➒➢ ✝♦➋❞➍
σw2w3 = σ1 ➩☎❁❂→ σ0 ➍➏➢☛➌➅➡ ❧☞♠ ✝✫➋✔➤ ❦✒❧☞♠➙❞➍➏➋❂➬⑩→➒➎❞➙❞→ ➟ ➍✭➢➏➺❙➊↕➎⑩➐➣➍➏➢ ➟ ➦✔➊↕→➣➢☛→➒➌ ❦ ➊↕➋ ♠ w1

➍ ➌
w4

➩q❁❂→
σ0 ➎➇✵ ➍✭➢❝➌➛➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤ ✝♦➋❞➍ ❦✒❧☞♠➋❞➎➃➢➥➍✭➋✔➐✻→➒➎❞➙❞→ ➟ ➍☞➺q➊↕➎❴➐➒➍ ➟ ➦❞➊↕→➣➢☛→➒➌ ❦ ➊↕➋ ♠ w1

➍ ➌✦➊☞➎ ❦❞♠ ➍✭➎❞➙ ❦ ➊☞➋ ♠ w4

➌➥➊↕➋✔➌ →➣➎❞➙❞→ ➟ ➍➡ ❧☞♠ ✝♦➋ ❧ ➎➝➌P➎➇✵ →➣➡ ❦ ➊ ♠ ➌➥➍ ✝♦➋❞➍✭➐❑➢☛➊↕➡ ➡➨➍➏➌❉➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌➷➙❞➍ σ0 ➍ ➌P➎❞➊↕➎ ➢➥➋ ❦ ➤ ♠ →➣➍➏➋ ♠ ☎
σ1

✕ →➒➐❸➍➏➎✳➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍ ➟ ➐ ❧ → ♠ ➍➏➡ ➍➏➎♦➌✦✗ ➩❞❁❂→ σ0 ➎➇✵ ➍✭➢☛➌✻➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤ ❦❞❧☞♠❆❧ ➋ ➟ ➋❞➎✳→➒➎❞➙❞→ ➟ ➍☞➺❂➊↕➎ ➟ ➦❞➊↕→➣➢☛→➒➌



�✒☎ ✂✆☎ ✟ ✂ ☎ � ✄ ✟ ✎ ✡ ✂ ✡ ✟✟✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂✡✞ ✁ ✂☛✏ � ✄✠✟ ✂✡✠ ✂ ✟ ✂✄✌ ✂ ✡✁�✆☎✄✁✝✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂ � ✂✄✡ ✌✄✎✑✏ � �

❦ ➊↕➋ ♠ w1
➋❞➎ →➒➎❞➙❞→ ➟ ➍✢✝♦➋❞➍✭➐ ➟ ➊↕➎ ✝♦➋❞➍➑➙❞➍➻➎❸✵✸→➒➡ ❦ ➊ ♠ ➌➥➍✢✝✫➋✔➍✭➐✝➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌✻➢➥➋ ❦ ➤ ♠ →➣➍✭➋ ♠ ☎ σ0➡ ❧ →➣➢❉➎✔➊↕➎ ➟ ➊↕➡ ❦✒❧☞♠➥❧ ☞ ➐➣➍ ☎ σ1 ✕❪→➣➐❭➍✭➎ ➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍ ❦✒❧☞♠ ➢❝➌ ❧ ☞ →➒➐➣→➼➌✍➤➻➍➏➎ σ0 ✗ ➺➇➍ ➌ ❦ ➊↕➋ ♠ w4➌✍➊☞➋✔➌❆→➣➎❞➙✔→ ➟ ➍✿➙✔➍P➌➥➊↕➋✔➌❆➢☛➊↕➡ ➡➨➍➏➌❆➎✔➊↕➎◗➢➥➋ ❦ ➤ ♠ →➣➍✭➋ ♠ ☎ σ0 ➩

❀❆➍✭➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➊↕➎✔➢✝➙✔➍ ❦ ➐➒➋❞➢ ✝✫➋✔➍☞➺✖➢➥→ w ➙❞→➣➢❝➌✍→➒➎ ✂↕➋❞➍
t
➺✖➊↕➎ ❧ ➊ ☞ ➐➣→✟✂ ❧ ➌✍➊↕→ ♠ ➍➏➡ ➍➏➎♦➌ σw2w3 =

σ1 ➊↕➋ σw1w4 = σ1 ✕❪➢➥→➣➎✔➊↕➎➇➺
t
➎❞➍➷➢➥➤ ❦❞❧☞♠ ➍ ❦✒❧ ➢ w ✗ ➩

✩✗✍ ✌ ✍ ✖✗✍ ✂ ✬✫✪✿✆↕★✡❬❪✧✝✯❩❬ ❚❱✮ ✒✓✸❪❚❨❳❭r✎✸❪✬ ✟✝✬ ✸✝✄ ✬✫✪✭✧❭r✴✆↕✬ ✟✝✬ ✆↕❚❱✮✳✵ ✒❱❯✝★✖r✔✯✖❬❪❚❱✮✾✟✝✬➑✧❑❚❱❬ ✮✰✯❩✪
✬➝✯ ✟❙✬t✪✭❚❱✮✭✆↕❚✓✄t✧✙✸❪✩➝✯❩✩ ✍ ☛ ◆❉➎ ♠➥❧☞❦❞❦ ➍✭➐➣➐➒➍ ✝♦➋❞➍ ✍➥✆✟✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌➛✄✫✌ ✧ ✞ ✡ ✟ ✜ ✏✫✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌
✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ➍✭➢❝➌❉➐➣➍➷➢ ➟ ➦✔➤✭➡ ❧ U r := (P1)

r
\∆r

➺❨➊☎✄
∆r

➙❞➤✭➢☛→✟✂↕➎✔➍➻➐ ❧ ➙❞→ ❧ ✂↕➊↕➎ ❧ ➐➣➍✖✂ ♠➥❧ ➢➥➢☛➍
✕ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➒➌➥➋❞➤✭➍P➙❞➍➏➢ r Ð✽➋ ❦ ➐➣➍ ➌✍➢✐➊☎✄❤➙❞➍➏➋❂➬ ➟ ➊✫➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➍✭➢ ❧ ➋◗➡ ➊☞→➣➎❞➢✐➢☛➊↕➎➝➌✂➤✌✂ ❧ ➐➒➍✭➢✦✗ ➩
◆❉➎ ❦ ➍✭➋✔➌☎➜☞➊↕→ ♠ ➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✙✂↕➤➏➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍❣➙❞➍ U r ➟ ➊↕➡➨➡➨➍●➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍●➢☛➌ ❧ ☞ ➐➣➍ ❦✒❧☞♠ ➌➥→➼Ð

➟ ➋✔➐➣→➣➍ ♠ ➙❞➍✿➙ ♠ ➊↕→➼➌✍➍✭➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜↕➍➏➢ r ➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤✏➍➏➌✜☎ ♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍❉➙❞→➣➢❝➌✍→➒➎ ✂↕➋❞➤➏➍☞➺✔➎✔➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊ ♠ Ð➌ ❧ ➎♦➌✜✝♦➋➇✵ ➋❞➎❞➍➑➢➥➍✭➋✔➐➣➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍✘➺✒➐ ❧ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍✘➩❨✴❑✵ ❧ ➙✖➔☛➊↕➎ ➟ ➌➥→➣➊↕➎◗➙❞➍➏➢ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➏➢✂➢❝➌ ❧ ☞ ➐➣➍✭➢➙❞➍P➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍✭➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍✭➢ r ➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➢✐➍➏➌ ☎ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍✏➙❞→➣➢❝➌✍→➣➎ ✂↕➋❞➤✭➍ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌❆➋❞➎❞➍ ➟ ➊☞➡ Ð❦✒❧☞➟ ➌✍→ ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎❤➙❞➍
U r

➩✰❋●➍➏➌➥➌➥➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤➏➌➥→➣➊↕➎ ♠ ➍ � ➧ ➌✍➍ ♠➥❧ ☞ →➒➍✭➎❏➢➏✵✸→➒➐ ➞❤❧ ➐➣→➒➍✭➋❤➐ ❧ ✁ ❧ ✓✭➊☞➎➙❞➊↕➎➝➌✻➐➣➍➏➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢✐➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌ ➟ ➊ ❧ ➐➣➍➏➢ ➟ ➍✭➎➝➌✱➩
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✬✷✸✵ ✍❂➩ ✔ ✄ ✍❸✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌ ✏ ✡ ✡ ✧ ✝✞✄ ☎ ✟ ✆ ✠ ✞✟✞✱✌ ✧ ✁ ✝ ✔

U
r ✍✣✝✄✡✦✡❩✌ ✡✆✏❂✠

Z
✭ ✁ ✌ ✍

✓ ✏✒✌ ✝ ✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁✞✧ ✞✡✠ ✆ ✡ ✟ ✍ ✜ ✄ �✭✠✆✝✔✓ ✏✒✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✧ ✍➣✞ ✡
k
✭ ✍➣✌✦✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡

k
☛❄✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡✞✡ ✌ ✍ ✡❤✄✫✌

U
r ✡❩✞ ✡✞✁ ✍➣✌✦✡ ✟ ✠ �✭✠✍✌✦✡ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌✦✡ ✄✫✌ ✄☞✠ ✞✍✝ ✁ ✌✦✡ ✆ ✠✍✞✟✞✱✌ ✧ ✁ ✝ ✟ ✌✦✡ ✠

r
✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ☎ ✟ ✠ ✓ ✏ ✄ ✡ ✌ ✁ ✠

✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌➑✄✁✝✄✡ ✁ ✝ ✡★✜ ✏ ✄ ✌ ✂ ✪ ✌ ✡ ✧ ✝✞✄ ☎ ✟
U r

✡✒✆ ✝ ✡ ✞✱✌ ✧ ✁ ✌ ✡ ✟☛✁ ✏✫✠ ✌ ✍ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄ ✟☛✡ ✡
U

r ✂

❋●➍✶➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ ➍✭➢❝➌ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ♠ ➋✔→➒➌ ➟ ➊↕➡➨➡➨➍☎➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍❊➙❞➍➏➢❭➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢ ✡✒➎❞➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➒➎
➟ ➦ ❧ ➡ ❦ ✕ ➟ ✁ ➩ ✠ ☛ ✬✑✢✍✌✄✎❞r✘✑ ✗ ➩❱✴ ❧ ➢☛→➒➌➥➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❤➙❞➍✭➢ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢✻➎❞➊↕➎❏➊ ♠ ➙❞➊↕➎✔➎❞➤✭➢✂➍✭➢☛➌✏➡ ➊☞→➣➎❞➢➢➥→➒➡ ❦ ➐➣➍☞➺ ➟✱❧☞♠ ➐➒➍ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ →➒➎♦➌➥➍ ♠ ➜↕➍✭➎ ❧ ➎➝➌ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢❑➎❸✵✸➍➏➢☛➌ ❦✒❧ ➢ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ☞ ➐➣➍✻➍➏➌❊➎➇✵ ❧ ➙❞➡➨➍➏➌➙❞➊↕➎ ➟➷❦❞❧ ➢❆➙➇✵✸➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍➷➙❞➍✭➢✻➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢✚✡❞➎❞➢✭➩
✹✂➊☞➋❞➢ ❧ ➐➣➐➒➊↕➎❞➢●➡ ❧ →➒➎♦➌➥➍✭➎ ❧ ➎♦➌❆➙✔➤ ➟✭♠ → ♠ ➍➷➐➒➍ ☞ ➊ ♠ ➙ Sr := U

r
\U r

➙❞➍
U

r ➩
◆❉➎ ❦ ➍✭➋✔➌❭➌ ♠ ➊☞➋✔➜↕➍ ♠ ➐ ❧✻❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎➷➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎♦➌➥➍■➙ ❧ ➎✔➢ ✠☞☛ ✬✑✢✍✌✏✎✒r✒✑ ➺✘➙❞➊↕➎➝➌☎➐ ❧ ➙❞➍➏➋❂➬♦Ð→➣➧➏➡ ➍ ❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍✿➍➏➢☛➌✻➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➎✔➢➥➤ ✝♦➋❞➍➏➎ ➟ ➍➑➙❞➋❤➐➣➍✭➡➨➡➨➍✿✑✔➩➼✓↕➩➒✓✱✑◗✎

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✬✷✸✵ ✁✫➩ ✔ ✪ ✌ � ✞✡✠☛✄
Sr

✄✫✌
U

r ✌✦✡ ✁ ✧ ✞ ✡ ✡ ✁ ✝ ✁ ✏ ✄ ✄✫✌✦✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏✫✠☛✡ ✠
✧ ✠✍✞✍✝✄✡❩✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✡ ✞✡✠✆☎ ✟ ✏✍✌ ✭ ✄✫✞ ✡✞✁ ✍➣✌✦✡ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌✦✡ ✝➶✠ ✠ ✄ ✄✁✏ ✧ ✁ ✝ � ✍➣✌✦✡✛✡❩✞ ✡✞✁ ✍➣✌✦✡
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✭ ✞✁�

I ⊆ r
✌ ✁

|I| ≥ 2
✂

✏➅✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✭ ✡✆✝
X

✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✌
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✄✝✆ ✟ ✠ �✭✠ ✌ ✧ ✞✍☎ � ✝ ✡ ✟☛✁ ✞✍✝➶✠✍✌ ✧ ✞✡✠ ✠✍✌✦✡ ✆ ✞ ✡ ✄ ✟☛✡✞✁
T
✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡

X
✟ ✆ ✆✠✟ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✡✞✁ ✠ ✁ ✞✍✏ ✡ ✍➣✌✦✡

SI
✆ ✞✍✏❂✠ ✍➣✌✦✡ ✓ ✏✒✌ ✍ ✡

TI

✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✧ ✞ ✡✞✁ ✠ ✟★✧ ✁☎✄ ✄✫✌
T
✭ ✌ ✁ ✠ ✧ ✌✆✏✞✌☎☛ ✧ ✝ ✡❩✌✆✏ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✂



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✸✵ ☎✒➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌
T
➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ ➟ ➊↕➡ ☞ →➒➎ ❧ ➌✍➊☞→ ♠ ➍✻➢☛➌ ❧ ☞ ➐➒➍ r ➡ ❧☞♠ ✝✫➋✔➤✖☎

♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍➷➙✔→➣➢☛➌➥→➣➎ ✂☞➋❞➤✭➍✘➩❨✴❙➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢✜✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➢✂➙✔➋✳➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ST ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎❞➙✔➍✭➎➝➌
❧ ➋❂➬ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢❣➙✔➍ U r ✕ ✝✫➋✔→❱➢☛➊↕➎➝➌■➙❞➍➏➢ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➏➢●➙❞➍✂➙ ♠ ➊☞→➒➌✍➍➏➢ ❦✔♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍➏➢✦✗❊➙✔➊↕➎➝➌●➐ ✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍
➟ ➊☞➡ ☞ →➣➎ ❧ ➌✍➊↕→ ♠ ➍ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍✭➢ ❦ ➊☞➎❞➙ ❧ ➎➝➌✂➢➥➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧☞➟ ➌✍➍P➍✭➎ T ➩❁❂➊↕→➼➌

I ⊆ r
➺➇➊✞✄

|I| ≥ 2
➩➇✴❙➍➛➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ STI ➟ ➊✁� ✵ ✂ ➎ ➟ →➣➙❞➍ ❧ ➜☞➍ ➟ SI

✕❪➊↕➎ ♠✍❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍
✝♦➋❞➍

TI

➍✭➢❝➌➛➐Ò✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ ➟ ➊↕➎✔➢☛➌✍→➼➌✍➋❞➤➨➙❞➍❲➙✔➍✭➋❂➬➫➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌➥➢✭➺✝➐ ❧◗♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍➨➤➏➌ ❧ ➎➝➌➅➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➍
❦✒❧☞♠ r\I ➺❞➐ ✵ ❧ ➋❂➌ ♠ ➍✿➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌ ❦✒❧☞♠ I ✗ ➩
✾❑➎➁➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌ ✠ ✼ ✛ ✏✳✟ ✆ ✎✄✎✘✑ ➺q➎❞➊☞➋❞➢➛➢ ❧ ➜↕➊☞➎❞➢ ✝✫➋✔➍➠➐➣➍✭➢ ☞ → ♠➥❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌➥➢ ✁ ➊ ♠ ➡➨➍✭➎➝➌➻➋❞➎➢ ➞ ➢❝➌✍➧✭➡➨➍ ♠ ➤✌✂↕➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➙❞➍ ❦❞❧☞♠✍❧ ➡➨➧➏➌ ♠ ➍➏➢ ❧ ➋✦➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂↕➍✏➙❞➍✂➌✍➊↕➋✔➌ ❦ ➊☞→➣➎➝➌■➙❞➍ U r ➩✒❁❂➊☞→➒➌

X➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌●➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙➠➙❞➍ U r ➺✔➙❞➍❉➌ ➞✫❦ ➍ ➟ ➊↕➡ ☞ →➣➎ ❧ ➌✍➊↕→ ♠ ➍ T ➩❞❁❂➊↕→➼➌ tI ➋❞➎❞➍ ❧✘♠ ✍➏➌➥➍❉➙❞➍ T ➩✴ ❧➻❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎ ✑✔➩➼✓↕➩☎✄➻→➣➎❞➙✔→✟✝♦➋❞➍✜✝✫➋✔➍☞➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌➥➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍✏➙✔➋ ☞ ➊ ♠ ➙ SI
➺❂➊☞➎

❦ ➍✭➋✔➌ ➟ ➦❞➊↕→➣➢☛→ ♠❊❦ ➊☞➋ ♠●❦✒❧✘♠✍❧ ➡➨➧➏➌ ♠ ➍✏➐➒➍ ☞ → ♠✍❧✘❦❞❦ ➊ ♠ ➌ λw

➺✫➊☎✄
w
➙❞→➣➢❝➌✍→➣➎ ✂↕➋❞➍✏➐ ✵ ❧✘♠ ✍➏➌➥➍ tI ➙✔➍

T
➩

✩✗✍ ✌ ✍ ✩✗✍ ✓ ❚❨r✎✸❪✬✫✪✿✆↕✬✫✮✡✆↕✬ ✟✝✬➑✧❑❚❱❬ ✮✰✯❩✪ ✟✝✬➑★✡r✴✄⑩❬✶✵✙✆↕r✔✯✖❬❪❚❱✮❤✬✫✮✳❯❭✮❙✬➅✧✡✸ r✎✆↕✬✝✆✔❚❨★✝✟✝★✖✬
✟☎✄➒❬ ✮✰✯❩✬♦★✡✪✭✬☎✆☞✯✖❬❪❚❱✮ ✟ ✄➼❯✝✮✝✬➻✪✭✬☎✆☞✯✖❬ ❚❱✮➠r✑✏❱✬✕✆P❯✝✮ ✟✝❬✶✏❘❬ ✪✭✬✫❯❙★ ✍ ☛ ❁❂➊↕→➼➌

R
➋❞➎ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋➙❞➍■➜ ❧ ➐➒➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➻➙✔→➣➢ ➟➏♠ ➧ ➌✍➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍➏➌✭➺☞➙❞➍❣➜ ❧ ➐➣➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ v ➺☞➙➇✵ ➋❞➎❞→ ✁ ➊ ♠ ➡➨→➣➢ ❧ ➎➝➌✍➍ π ➩➝◆❉➎ ➎❞➊☞➌➥➍❦✒❧☞♠ K ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ kv

✗●➐➒➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢❆➙❞➍✭➢ ✁ ♠➥❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎❞➢ ✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩✒➐➒➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ ♠ ➤➏➢➥→➣➙✔➋❞➍✭➐✯✗●➙❞➍ R ➩❱◆❉➎➢➥➋ ❦❞❦ ➊☞➢➥➍ ✝✫➋✔➍
kv

➍✭➢☛➌ ❧ ➐✠✂↕➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ➟ ➐➣➊☞➢✭➩
◆❉➎ ➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➙❞➧ ♠ ➍ r ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢➅➙❞→➣➢❝➌✍→➒➎ ➟ ➌➥➢➻➙❞➍ P1 ➙❞➤✕✡✒➎❞→➣➢➻➢➥➋ ♠ K ✎

a1, . . . , ar

➩☎❋●➍➏➢
❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢ a1, . . . , ar

➙❞➤✌✡❞➎❞→➣➢☛➢➥➍✭➎➝➌❆➙❞➍➏➢✐➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ã1, . . . , ãr

➙✔➍
P1

R

➺ ✝♦➋❞→ ❦ ➍➏➋✔➜↕➍➏➎♦➌✻➢☛➍
♠ ➍➏➎ ➟ ➊☞➎♦➌ ♠ ➍ ♠ ➢☛➋ ♠ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍P➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍✘➩❨◆❉➎✳➢☛➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✿➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍➑➢☛→➒➌➥➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➩
✴❘➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌

a := (a1, . . . , ar)
➙❞➍

U r
➍➏➢☛➌✂➙❞➤✌✡❞➎❞→❙➢➥➋ ♠ K ➩❨✴❘➍➑➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ U r ➤➏➌ ❧ ➎➝➌

❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➢☛➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (Z)
➺✭➐➒➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌

a
➢✭✵ ➤➏➌➥➍✭➎❞➙➷➙❞➍❑➡ ❧ ➎❞→➣➧ ♠ ➍☎➋✔➎❞→✟✝♦➋❞➍❑➍➏➎➷➋✔➎❞➍✶➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎

ã :
❁ ❦ ➍ ➟ (R) → U

r

✴ ❧➨♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎❤➙❞➍ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍➑➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ☎➨➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍➷➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➒➍P→➣➎❞➙❞➋✔→➒➌✻➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌
a
➙❞➋

☞ ➊ ♠ ➙◗➙❞➍ U r ➺✞☎➛➐Ò✵ →➣➎➝➌➥➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➠➙❞➍ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➒➎❞➢✐➙❞→➼➜❂→➒➢➥➍➏➋ ♠ ➢ ☎ ➟✭♠ ➊↕→➣➢☛➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢✐➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬
SI
➩
✴❘➍ ☞ ➋❂➌➅➙❞➍ ➟ ➍ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍➨➍✭➢❝➌➛➙❞➍ ➙❞➤ ➟➏♠ → ♠ ➍✦➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎

ã
➺✝➎❞➊☞➌ ❧ ➡➨➡ ➍➏➎♦➌➷➢☛➊↕➎➊ ♠ ➙ ♠ ➍➨➙➇✵ →➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➜☞➍ ➟ ➌➥➊↕➋✔➌➑➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ SI

✝♦➋➇✵ ➍✭➐➣➐➒➍ ♠ ➍✭➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍✦➍✭➎
a
➩☎❋●➍ ➌➥➌➥➍

➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎➨➢➥➍ ➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋❞→➼➌✶➍✭➎➨➍✌✔✰➍ ➟ ➌➥➋ ❧ ➎➝➌❣➙❞➍✭➢❊➤ ➟ ➐ ❧ ➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢✶➢➥➋ ➟✭➟ ➍➏➢➥➢☛→ ✁ ➢❊➍✭➎ ➌✍➊↕➋✔➌ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➙❞➍✶➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍✶➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➒➍☎➊☎✄➷➙❞➍✭➋✫➬P➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ãi

➍➏➌
ãj

➢➥➍ ♠ ➍✭➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍➏➎➝➌✱➺➥➔☛➋❞➢✒✝♦➋➇✵ ☎❆➊ ☞ ➌✍➍➏➎❞→ ♠➋❞➎❤➡ ➊✫➙❞➧➏➐➣➍ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌ ➩



�✒☎ ✂✆☎ ✟ ✂ ☎ � ✄ ✟ ✎ ✡ ✂ ✡ ✟✟✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂✡✞ ✁ ✂☛✏ � ✄✠✟ ✂✡✠ ✂ ✟ ✂✄✌ ✂ ✡✁�✆☎✄✁✝✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂ � ✂✄✡ ✌✄✎✑✏ � ✁

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✸✵ �❂➩ ✔ ✷✂➎t➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍ ➢➥➋ ♠ R ➙❞➍
P1

K

➡ ❧✘♠ ✝♦➋❞➤ ❦✒❧☞♠ a1, . . . , ar➍✭➢❝➌✻➙❞→➒➌✛✡ ✁ ✟ � ✍➣✌P➢➥→❑✎
✍ ➐➣➍➏➢✐➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ãi

➎❞➍P➢➥➍ ♠ ➍✭➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍✭➎➝➌ ❦✒❧ ➢❆➢➥➋ ♠ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍P➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍ ✲
✍ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍➻➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍✘➺ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➤✭➍ ❦✒❧✘♠ ➐➒➍✭➢❆→➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢✂➙❞➍➏➢✏➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢ ãi

➺❨➍➏➢☛➌✂➋❞➎
❧☞♠ ☞ ♠ ➍✿➢❝➌ ❧ ☞ ➐➒➍P➙❞➍P➙ ♠ ➊↕→➼➌✍➍➏➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌➥→➒➜↕➍➏➢ r Ð ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➤☞➩

◆❉➎ ➙✔➊↕➎❞➎❞➍✻➙❞➧✭➢❊➡ ❧ →➣➎➝➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌✶➋❞➎ ♠ ➤✭➢☛➋❞➡➨➤✻➙✔➍✭➢ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢❊➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋❞➢ ❧ ➋ ➟ ➊↕➋ ♠ ➢❣➙✔➍
➟ ➍ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍✘➺ ❧☞❦❞♠ ➧✭➢ ➟ ➍➏➢✜✝♦➋❞➍➏➐✟✝♦➋❞➍➏➢✂➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎❞➢✿✎
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✁� �✔➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌

A ⊆ {a1, . . . , ar}
➺ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊ ♠ ➌ ❧ ➎♦➌ ❧ ➋P➡ ➊☞→➣➎❞➢✰➙❞➍✭➋❂➬➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢➏➩❱◆❉➎ ❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➐➒➍✦✞✡✠➥✄☞✠✍✌➑✄✫✌ ✧ ✞ ✡★✜ ✠✆✏✒✌ ✡ ✧ ✌P➙❞➍
A
➐➣➍✿➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍

v (A) := inf{
➊ ♠ ➙ (a, a′) ; a, a′ ∈ A, a 6= a′}➊☎✄

✍ ➊ ♠ ➙ (a, a′) = v(a− a′)
➢☛→
v(a) ≥ 0

➍➏➌
v(a′) ≥ 0

✲
✍ ➊ ♠ ➙ (a, a′) = v( 1

a
− 1

a′
)
➢➥→
v(a) ≤ 0

➍➏➌
v(a′) ≤ 0

✲
✍ ➊ ♠ ➙ (a, a′) = 0

➢➥→➣➎✔➊↕➎➇➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✁� ✵❂➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌

X
➋❞➎➱➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍t➢➥➋ ♠ R ➙❞➍

P1
K

➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤ ❦✒❧☞♠
a1, . . . , ar

➩❊◆❉➎❿➙❞→➼➌ ✝♦➋❞➍
X

➍➏➢☛➌➨➋❞➎❿➡ ➊✫➙❞➧➏➐➣➍ ✡ ✁ ✟ � ✝ ✍✣✝✄✡ ✟ � ✍➣✌◗➢➥→●➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍➠➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍
Xv

➍➏➢☛➌➷➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ ➢☛➌ ❧ ☞ ➐➣➍➛➙❞➍ ➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍✭➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➤ ❦❞❧☞♠ r′ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢ ✕ ❧ ➜↕➍ ➟
r′ ≤ r

✗ ☎ ♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍◗➙❞→➣➢❝➌✍→➣➎ ✂↕➋❞➤✭➍ ✕❪➐Ò✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍◗➤➏➌ ❧ ➎♦➌➨➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤ ❦✒❧☞♠ ➢☛➊↕➎❴→➒➎♦➌➥➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎
❧ ➜↕➍ ➟ ➐➒➍✭➢✐➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍✭➎➝➌➥➍✭➢✻➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ãi

✗ ➩
✷✂➎➠➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍✂➢❝➌ ❧ ☞ ➐➒➍❉➍✭➢❝➌❆➙❞➊↕➎ ➟ ➋❞➎◗➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍✂➢❝➌ ❧ ☞ →➣➐➣→➒➢ ❧ ☞ ➐➣➍✻➊☎✄❲➐➣➍➏➢■➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❞➢ ãi

➎✔➍
➢➥➍ ♠ ➍✭➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍➏➎➝➌ ❦✒❧ ➢✭➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✁� �❨➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌

X
➋❞➎✳➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍✿➢☛➌ ❧ ☞ →➣➐➒→➣➢ ❧ ☞ ➐➣➍✘➺✔➍ ➌ T ➐ ✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ Ð✎✂ ♠➥❧ Ð

❦ ➦❞➍ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎➝➌✱➩◆❉➎✿➜ ❧ ➐➣➋❞➍ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍❣➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌ σI
❦❞❧☞♠ θ (σI) := v ({ai}i∈I)

➩❩✴ ❧ ➜ ❧ ➐➣➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ θ ➙❞➍➏➢➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌➥➢❑→➣➎❞➙❞➋✔→➒➌❑➋❞➎✔➍❆➜ ❧ ➐➒➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➅➙✔➍✭➢ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍➏➢✭➺♦➍✭➎ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌ θ(t) := θ(σ1)−θ(σ0)
➺

❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌✍➍ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍ t : σ0 → σ1 ➩
❁❂→
t
➍✭➢☛➌ ➋❞➎❞➍ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍◗➙❞➍ T ➺❑➊↕➎ ➎❞➊☞➌✍➍

e (t)
➐ ✵✸➤ ❦✒❧ →➣➢☛➢➥➍➏➋ ♠ ➙❞➍◗➐ ❧ ➢➥→➒➎ ✂↕➋❞➐ ❧☞♠ →➼➌✍➤ x➟ ➊ ♠➥♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎♦➌ ☎

t
✕ ✝✄✂ ✌ ✂

ÔX,x ≃ R[[t1, t2]]/
(
t1t2 − πe(t)

) ✗ ➩
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✬✷✁� ✂❨➩ ✔ ✄ ✍❣✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌ ✏ ✡ ✏ ✡ ✝✔✓ ✏❨✌ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌

X
✡✆✏✫✠

R
✄✫✌

P1
K

☎ ✟ ✠ ✓ ✏ ✄ ✆✠✟ ✠
a1, . . . , ar ✖ ✠ ✝✄✡❩✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌✛✏ ✡ ✝✔✓ ✏✒✌ ✆ ✠✦✂✦✡ ✗ ✂

✪ ✟ ✟ �✭✠✍✌ ✡ ✆✞✄✦✧ ✝ ✟ ✍➣✌ Xv

✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✟ ✠ �✭✠✍✌ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌✐✄✫✌✻✄☞✠✍✞✍✝ ✁ ✌✦✡ ✆ ✠✍✞✟✞✱✌ ✧ ✁ ✝ ✟ ✌✦✡
r
☛ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁☎✄ ✌ ✁

✠✿✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌■✄✁✝✄✡ ✁ ✝ ✡★✜ ✏ ✄ ✌ ✂ ✪ ✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌●✄✫✌✦✡ ✡❩✞✍☎✎☎✦✌ ✁ ✡■✄✫✌ ✍➥✆ ✟ ✠ �✭✠ ✌
T

✧ ✞✡✠ ✠ ✌✦✡ ✆ ✞ ✡ ✄ ✟☛✡✞✁ ✠
Xv

✌✦✡ ✁ ✍➥✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌
σI

✭ ✞✁�
I
✆✠✟ ✠ ✧ ✞✍✏✫✠ ✁ ✍➥✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌✻✄✫✌✦✡ ✆✠✟ ✓ ✏✒✌ ✁ ✡✿✄✫✌ ✧ ✞ ✟ ✍➣✌✦✡ ✧ ✌ ✡ ✧ ✌

✄✫✌✦✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡
a1, . . . , ar

✡❩✌ ✍➣✞ ✡ ✍➣✌✦✡ ✆ ✏ ✝✄✡✦✡ ✟☛✡ ✧ ✌✦✡➑✄✫✌
π

✂



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

✂❆✞✍✏❂✠ ✁ ✞✍✏ ✁ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✞✍✏✔� ✍➣✌
xI

✄✫✌
Xv

✭ ✄✝✆ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌ ✧ ✞✡✠ ✠✍✌✦✡ ✆ ✞ ✡ ✄ ✟☛✡✞✁ ✌
tI
✭ ✍➥✆ ✄☎✆✠✟ ✝✄✡✦✡❩✌✆✏✫✠

e(xI)
✄✫✌ ✍ ✟ ✡✆✝ ✡★✜ ✏ ✍ ✟ ✠✬✝ ✁☎✄ ✌ ✡

xI

✌✦✡ ✁✌✄✢✜ ✟ ✍➣✌ ✠ ✍➥✆✟✞✡✠☛✄☞✠✍✌➨✄✝✆ ✝ ✡✞✁ ✌ ✠☛✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌
ã
✟✁✟ ✌ ✧

✍➣✌➨✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏✫✠
SI

✂ ✏➅✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✭ ✡✆✝
T

✌✦✡ ✁ ✟ ✟ ✍✣✏ ✄ ✆✠✟ ✠
θ ✖ ✧ ✔ ✂ ✍ ✟ ✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✂ ✂ ✌ ✂✖✕ ✕ ✧ ✝☞☛

✄✫✌✦✡✦✡❩✞✍✏ ✡ ✗ ✭ ✞ ✡ ✟ ✝

e(xI) = θ(tI)✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✁� ☎❘➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌
X

➋❞➎ ➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍➻➢☛➌ ❧ ☞ →➒➐➣→➣➢ ❧ ☞ ➐➒➍☞➩❱◆❉➎ ➢➥➋ ❦✔❦ ➊↕➢☛➍ ✝✫➋✔➍
➙❞➍➏➋❂➬➅➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎❞➢ ãi

➍➏➌
ãj

➢☛➍ ♠ ➍➏➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍✭➎➝➌✶➢☛➋ ♠ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍■➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➒➍●➍✭➎➛➋✔➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ x ➩✘✴❘➍❦ ➊↕→➣➎➝➌ x ➤ ➌ ❧ ➎➝➌ ♠ ➤✌✂↕➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➺ ÔX,x = (R[[t]])
➩❨✴❘➍✭➢✻➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❞➢ ãi

➍ ➌
ãj

➢➥➊↕➎➝➌✻➙❞➤✌✡❞➎❞→➣➍➏➢
♠ ➍➏➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❦✒❧✘♠ t = αi

➍➏➌
t = αj

➩➇◆❉➎ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌❉➐Ò✵➶✞✡✠☛✄☞✠✍✌➛✄✫✌ ✧ ✞ ✡✞✁ ✟★✧ ✁ ➙❞➍
ãi➍➏➌

ãj

✆ ✞✍✏✫✠ ✍➣✌ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌
X ❦✒❧☞♠

cX (ãi, ãj) :=
➊ ♠ ➙ (αi, αj)➊☎✄

✍ ➊ ♠ ➙ (αi, αj) = v (αi − αj)
➢☛→
v (αi) ≥ 0

➍ ➌
v (αj) ≥ 0

✲
✍ ➊ ♠ ➙ (αi, αj) = v

(
α−1

i − α−1
j

) ➢☛→
v (αi) ≤ 0

➍ ➌
v (αj) ≤ 0

✲
✍ ➊ ♠ ➙ (αi, αj) = 0

➢➥→➣➎✔➊↕➎➇➩
◆❉➎ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢☛➍ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍➨➎❞➊☞➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➋ ➟✱❧ ➢➷➙✔➍➨➙✔➍✭➋❂➬ ➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢➷➎✔➍➨➢☛➍ ♠ ➍✭➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠➥❧ ➎➝➌

❦✒❧ ➢➏➺✒➍✭➎ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✻➐Ò✵➶✞✡✠☛✄☞✠ ✌P✄✫✌ ✧ ✞ ✡✞✁ ✟★✧ ✁ ➙❞➍ ➟ ➍✭➢❆➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍✿➤ ➌ ❧ ➎➝➌✻➎♦➋❞➐Ò➩
◆❉➎ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍✿✞✡✠☛✄☞✠ ✌❆✄✫✌ ✧ ✞ ✡✞✁ ✟★✧ ✁ ✌ ✡ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✌ ✍ ✟ ✟ �✭✠✍✌ ✡ ✆✞✄✦✧ ✝ ✟ ✍➣✌✻➐➒➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ❦ ➍➏➌➥→➒➌➊ ♠ ➙ ♠ ➍P➙❞➍ ➟ ➊☞➎♦➌ ❧☞➟ ➌✻➍➏➎♦➌ ♠ ➍P➙❞➍➏➋❂➬❤➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ❦✒❧ ➢☛➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧☞♠❆➟ ➍ ❦ ➊↕→➒➎♦➌✭➩
◆❉➎ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍ ✡ ✞✍☎ �✭✠✍✌⑩✄✫✌ ✧ ✞ ✡✞✁ ✟★✧ ✁ ✡➃✌ ✡ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✌ ✍ ✟ ✟ �✭✠✍✌✰✡ ✆✞✄✦✧ ✝ ✟ ✍➣✌➁➐➣➍

➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍✿➙❞➍P➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢ ❦❞❧ ➢➥➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧✘♠✐➟ ➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✱➩
✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✸✵✬✷✁� �❞➩ ✔ ❇ ❧ ➎❞➢✻➐➣➍ ➟✱❧ ➢✻➙❞➍ P1

R

➺❨➐Ò✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍P➙❞➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ❧☞➟ ➌✂➙❞➍ ãi
❧ ➜↕➍ ➟

ãj

➍✭➢❝➌✻➢➥→➣➡ ❦ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌✐➐➣➍✿➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍➷➊ ♠ ➙ (ai − aj)
➩

✝ ✄✝✆ ✆ ✄ ✂ ✷✸✵✬✷✁� ✍ ✜ ✸ ✬☎✄ ✄t✬ ✟☎✄➼✩☎✆✑✸❪r✔✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯✕✣ ➩✕✔ � ✝ ✍➥✆✟✞ ✡ ✄✦✧ ✍ ✟☛✁ ✌✖✏ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌
✡ ✁ ✟ � ✝ ✍✣✝✄✡ ✟ � ✍➣✌

X
✌ ✡ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁

x
✄✫✌ ✍ ✟ ✟ �✭✠ ✌ ✡ ✆✞✄✦✧ ✝ ✟ ✍➣✌✐✞✁� ✄✫✌✆✏✍✌ ✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✡

ãi

✌ ✁
ãj

✡❩✌
✠✍✌ ✡ ✧ ✞ ✡✞✁ ✠✍✌ ✡✞✁ ✭ ✆ ✞✍✏✫✠ ✞✁� ✁ ✌ ✡ ✝➶✠ ✏ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌ ✡ ✁ ✟ � ✝ ✍✣✝✄✡ ✟ � ✍➣✌

X ′
✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡ ✍➣✌✦✡ ✄☎✆✠✟ ✝✄✡✦✡❩✌✆✏✫✠☛✡

✄✫✌✦✡ ✡✆✝ ✡★✜ ✏ ✍ ✟ ✠✬✝ ✁ ✄ ✡ ✆ ✠✍✞ ✟ ✌ ✡ ✟☛✡✞✁ ✄✫✌ ✧ ✌ ✍ ✍➣✌✦✡❤✄✫✌
X

✡❩✞ ✡✞✁ ✝ ✡ ✧ ✝✠✟☛✡★✜ ✄ ✌✦✡ ✭ ✌ ✁ ✭ ✡✆✝
e
✌✦✡ ✁

✍➥✆ ✄☎✆✠✟ ✝✄✡✦✡❩✌✆✏✫✠➷✄✁✏ ✡ ✞✍✏ ✟ ✌ ✟ ✏ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✞✍✏ � ✍➣✌ ✭ ✞ ✡ ✟ ✝

cX′

(
ã′i, ã

′
j

)
= cX (ãi, ãj) − e

✂ ✡ ✆✠✟ ✠ ✁ ✝ ✧ ✏ ✍✣✝Ò✌ ✠ ✭ ✍➥✆ ✄☎✆✠✟ ✝✄✡✦✡❩✌✆✏❂✠
e
✌✦✡ ✁ ✄✢✜ ✟ ✍➣✌ ✠ ✍➥✆✟✞✡✠☛✄☞✠✍✌➻✄✫✌ ✧ ✞ ✡✞✁ ✟★✧ ✁ ✌ ✡

x
✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✴❘➊ ➟✭❧ ➐➣➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ❧ ➋P➜↕➊☞→➣➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍✶➙❞➋ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✝➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➝➊☎✄➷➐Ò✵ ➊↕➎➷➤ ➟ ➐ ❧ Ð➌✍➍✘➺❩➊↕➎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂☞➍❊➐ ✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋ R[[t]]
➍➏➎➑➐ ✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋ R[[t]][u1, u2]

✂✁�✄✂✆☎
/ (πeu2 − tu1)

➩✖✴ ❧
✡ ☞ ♠ ➍✏➍ ➬ ➟ ➍ ❦ ➌➥→➣➊↕➎✔➎❞➍✭➐➒➐➣➍❆➍✭➢❝➌■➙❞➊↕➎✔➎❞➤✭➍ ❦✒❧☞♠ t = 0

➩❂❁❂→
ãl
❧ ➙❞➡➨➍➏➌❊➐ ✵✸➤✌✝✫➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➍

t−παlγl

➺✫➊☎✄
γl

➍➏➢☛➌✐→➒➎♦➜☞➍ ♠ ➢➥→ ☞ ➐➣➍☞➺ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢ ã′l ❧ ➙❞➡➨➍➏➌❣➐Ò✵ ➤ ✝♦➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ u2 −παl−eγlu1
➺♦➍ ➌

➊↕➎ ❧ ➙❞➊↕➎ ➟ ☞ →➒➍✭➎◗➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➒➍ ❧ ➎❞➎❞➊☞➎ ➟ ➤➏➍☞➩



�✒☎ ✂✆☎ ✟ ✂ ☎ � ✄ ✟ ✎ ✡ ✂ ✡ ✟✟✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂✡✞ ✁ ✂☛✏ � ✄✠✟ ✂✡✠ ✂ ✟ ✂✄✌ ✂ ✡✁�✆☎✄✁✝✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠ ✂ � ✂✄✡ ✌✄✎✑✏ � �

❁❂➊↕→➼➌
m
➐Ò✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍✂➙✔➍ ➟ ➊☞➎♦➌ ❧☞➟ ➌●➍✭➎ x ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍✻➡ ➊✫➙❞➧➏➐➣➍ X ➺✫➍➏➌

x0
➐➣➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌●➙❞➊☞➋ ☞ ➐➣➍➙❞➍

X ′ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➒➤ ❧ ➋ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ x ➙❞➍ X ➩❂❋●➊↕➡➨➡ ➍
X ′ ➍➏➢☛➌●➢☛➌ ❧ ☞ →➣➐➒→➣➢ ❧ ☞ ➐➣➍✘➺↕➙❞➍✭➋✫➬❲➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢

ã′i1
➍ ➌
ã′i2

❧ ➋❏➡➨➊↕→➣➎❞➢❆➎❞➍➑➢➥➍ ♠ ➍✭➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍✭➎➝➌ ❦✒❧ ➢✂➢➥➋ ♠ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍➻➍ ➬ ➟ ➍ ❦ ➌➥→➣➊↕➎❞➎✔➍✭➐➣➐➒➍☞➩❸◆❉➎
❧ ➙❞➊↕➎ ➟ e = cX (ãi1 , ãi2) ≥ m

➩❂❁❂→
e > m

➺ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢❑➋❞➎❞➍✂➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ❧ ➋✦➡➨➊↕→➣➎✔➢❑➢➥➋ ♠ X ′

♠ ➍➏➎ ➟ ➊☞➎♦➌ ♠ ➍■➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍■➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍●➍➏➎➛➐➣➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌☎➙❞➊☞➋ ☞ ➐➣➍ x0
➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→✔➍➏➢☛➌❑→➒➡ ❦ ➊↕➢☛➢➥→ ☞ ➐➣➍☞➩

◆❉➎ ❧ ♠ ➤ ➟ → ❦❞♠ ➊☛✝♦➋❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✻➐➒➍✿➐➣➍✭➡➨➡➨➍❉➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌P✎
✝ ✄✝✆ ✆ ✄ ✂ ✷✸✵✬✷✁� ✁ ✜ ✸ ✬☎✄ ✄t✬ ✟☎✄➼✩☎✸❪r✟✒❨r✟✒❨✬✴✣ ➩ ✔ � ✞✍✝ ✁

X
✏ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌✭✡ ✁ ✟ � ✝ ✍✣✝✄✡ ✟ � ✍➣✌ ✂

✘ ✡ ✞✁� ✁ ✝Ò✌ ✡✞✁ ✌ ✡ ✧ ✞✡✠✍✌ ✏ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌ ✡ ✁ ✟ � ✝ ✍✣✝✄✡ ✟ � ✍➣✌
X ′ ✌ ✡ ✄✦✧ ✠ ✟ ✡ ✟☛✡✞✁ ✏ ✡ ✌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌

� ✞✍✏ ✁
L

✡✆✏❂✠ ✡ ✟ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌✤☎ ✂ ✠ ✌ ✂ ✪ ✌✦✡ ✄☎✆✠✟ ✝✄✡✦✡❩✌✆✏✫✠☛✡❉✄✫✌✦✡ ✡✆✝ ✡★✜ ✏ ✍ ✟ ✠✬✝ ✁ ✄ ✡✏✠✍✌✦✡ ✁ ✟☛✡✞✁ ✌✦✡
✡❩✞ ✡✞✁ ✄✢✜ ✟ ✍➣✌✦✡ ✟ ✏✞✌ ✄☎✆✠✟ ✝✄✡✦✡❩✌✆✏✫✠☛✡ ✧ ✞✡✠ ✠✍✌✦✡ ✆ ✞ ✡ ✄ ✟☛✡✞✁ ✌✦✡ ✡✆✏✫✠

X
✭ ✌ ✁ ✡✆✝

ãi

✌ ✁
ãj

✡❩✞ ✡✞✁ ✄✫✌✆✏✍✌
✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✡P✠✍✌ ✡ ✧ ✞ ✡✞✁ ✠ ✟☛✡✞✁ ✍ ✟ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌

L
✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌

X
✭ ✞ ✡ ✟

cX′

(
ã′i, ã

′
j

)
= cX (ãi, ãj) + e

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✩✷✁� ☎✒➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌
X

➋❞➎ ➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍➷➢❝➌ ❧ ☞ →➣➐➣→➒➢ ❧ ☞ ➐➣➍☞➩❞❁❂➊↕→➼➌ L ➋❞➎✔➍ ➟ ➊☞➡ Ð
❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍➷➙✔➍ X ➩✒◆✿➎ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍ ✄ ✍ ✟ ✜ ✟ ✜ ✌➑✄✫✌

X
➍➏➎

L
➐ ✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍✿➊ ☞ ➌✍➍➏➎✫➋❤➍✭➎✳➤ ➟➏♠✍❧ ➢ ❧ ➎➝➌➌✍➊☞➋✔➌✍➍➏➢✻➐➒➍✭➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍✭➢ ✡✒➐➒➐➣➍➏➢✐➙❞➍ L ➟ ➊↕➡➨➡➨➍✿➙ ❧ ➎❞➢❆➐➣➍✿➐➒➍✭➡➨➡ ➍✂➙➇✵ ➤✭➐ ❧ ✂ ❧ ✂↕➍✘➩

✴❘➍➛➐➣➍➏➡ ➡➨➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌ ❧ ➢➥➢☛➋ ♠ ➍ ✝♦➋❞➍ ➢➥→
X

➍➏➢☛➌➷➋❞➎ ➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍➅➢☛➌ ❧ ☞ →➒➐➣→➣➢ ❧ ☞ ➐➒➍☞➺✒➌✍➊↕➋✔➢➢➥➍➏➢✂➤➏➐ ❧ ✂☞➋❞➤✭➢✐➢☛➊↕➎➝➌✂➙✔➍✭➢✻➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍✭➢■➢❝➌ ❧ ☞ →➣➐➣→➒➢ ❧ ☞ ➐➣➍✭➢➏➩
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✬✷✁� �✔➩ ✔ ✄ ✍❙✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌✤✏ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌ ✡✆✏❂✠

R
✄✫✌

P1
K

☎ ✟ ✠ ✓ ✏ ✄
✆✠✟ ✠

a1, . . . , ar

✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎ ♠➥❧ →➣➢☛➊↕➎❞➎❞➍ ❦✒❧☞♠➅♠ ➤ ➟ ➋ ♠➥♠ ➍➏➎ ➟ ➍◗➢☛➋ ♠ ➐➣➍✦➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍❲➡ ❧ ➬❂→➣➡ ❧ ➐➙❞➍ ➟ ➊☞➎♦➌ ❧☞➟ ➌➥➢✭➩
Hj :

→➣➐✻➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍ ➋❞➎❈➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍❏➢☛➌ ❧ ☞ →➒➐➣→➣➢ ❧ ☞ ➐➒➍◗➌➥➍✭➐✏✝♦➋❞➍ ➐➒➍❏➎❞➊☞➡ ☞ ♠ ➍❏➙❞➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ❧☞➟ ➌➥➢➡ ❧ ➬❂→➣➡ ❧ ➐✰➢☛➊↕→➒➌ ≤ j (1 ≤ j ≤ r)
➩

Hr

➍✭➢❝➌✻➌ ♠ →➼➜❂→ ❧ ➐➣➍➏➡ ➍➏➎➝➌●➜↕➤ ♠ → ✡✒➤✭➍ ✕ ➐➒➍✿➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍❉➤➏➜✫→➒➙❞➍✭➎➝➌
P1

R
➟ ➊↕➎➝➜✫→➣➍➏➎♦➌✦✗ ➩

Hj+1 → Hj (1 ≤ j ≤ r − 1)
➩☎✾❑➎ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌➛➙❞➍➠➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍◗➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍❲➊☎✄→➣➐ ➞➁❧ (j + 1) ➟ ➊↕➎➝➌ ❧☞➟ ➌✍➢➏➺❑➊↕➎➁➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍➋❞➍◗➋❞➎➁➤ ➟ ➐ ❧ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➙❞➍ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍

➟ ➊☞➡ ➡➨➍✂➙ ❧ ➎❞➢●➐➒➍✂➐➒➍✭➡➨➡ ➍❆➙➇✵ ➤ ➟ ➐ ❧ ➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➩❂✴❘➍✏➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍ ❧ →➒➎❞➢➥→ ➟ ➊↕➎❞➢☛➌ ♠ ➋❞→➼➌ ❧ ➙❞➊↕➎ ➟ ➋❞➎➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍✿➡ ❧ ➬❂→➣➡ ❧ ➐❸➙✔➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ❧☞➟ ➌✍➢ ❧ ➋ ❦ ➐➣➋✔➢ j ➩➴●→➒➍✭➎ ➢ � ♠ ➺♦➐Ò✵ ➦ ➞✫❦ ➊☞➌✍➦✔➧✭➢➥➍ H0

➢☛→✟✂↕➎✔→✠✡✒➍ ✝♦➋➇✵ →➣➐✒➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍✂➋❞➎➨➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍✐➢❝➌ ❧ ☞ ➐➒➍❆➢➥➋ ♠ R ➙✔➍
P1

K

➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤ ❦✒❧☞♠ a1, . . . , ar
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X
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T
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✧ ✞✡✠ ✠✍✌✦✡ ✆ ✞ ✡ ✄ ✟☛✡✞✁ ✂



�✁� ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

� ✞✍✝ ✁
σ

✏ ✡ ✡❩✞✍☎✎☎✦✌ ✁ ✄✫✌
T
✭ ☎ ✟ ✠ ✓ ✏ ✄ ✆✠✟ ✠

i
✌ ✁
j

✂ ✚ ✍➣✞✡✠☛✡

v (ai − aj) =
∑

e (t) + cX (ãi, ãj)

✞✁�
t
✄ ✄✦✧ ✠✆✝ ✁ ✍➣✌✦✡ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌✦✡➑✄✁✏ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡ ✄✫✌

σ0

✠
σ

✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎ ➐➣➍ ❦❞♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ❦❞❧☞♠✏♠ ➤ ➟ ➋ ♠➥♠ ➍➏➎ ➟ ➍➛➢☛➋ ♠ ➐ ❧ ➐➒➊↕➎ ✂↕➋❞➍➏➋ ♠ ➙❞➋ ➟ ➦❞➍ Ð➡➨→➣➎❿➙❞➍
σ0

☎
σ
➩❊❁❂➊↕→➼➌

σ′ ➐➒➍➠➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌ ❦ ➧ ♠ ➍❤➙❞➍ σ ➺✶➍➏➌ t ➐ ✵ ❧☞♠ ✍➏➌➥➍ σ′ → σ
➩❣◆❉➎

➤✭➐ ❧ ✂↕➋❞➍✿➍➏➎ σ′ ✲✒➎❞➊☞➌➥➊↕➎❞➢ ❦✒❧☞♠ X ′ ➐➒➍✿➡ ➊✫➙❞➧➏➐➣➍❉➢❝➌ ❧ ☞ →➒➐➣→➒➢ ❧ ☞ ➐➒➍✏➊ ☞ ➌✍➍✭➎♦➋➇➩❱❡ ❧☞♠ ➐➣➍❉➐➒➍✭➡➨➡ ➍➙➇✵ ➤✭➐ ❧ ✂ ❧ ✂↕➍
cX′

(
ã′i, ã

′
j

)
= e (t) + cX (ãi, ãj)➍➏➌ ❦❞❧☞♠ ➦ ➞✫❦ ➊☞➌✍➦✔➧✭➢➥➍➷➙❞➍ ♠ ➤ ➟ ➋ ♠☛♠ ➍➏➎ ➟ ➍➷➊↕➎ ❧ ➐➒➍ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌✭➩

◆❉➎ ➙❞➤✭➙✔➋❞→➒➌P➙❞➍ ➟ ➍➛➐➣➍➏➡ ➡➨➍➻➐➒➍➅➐➣→➒➍✭➎ ➍✭➎➝➌ ♠ ➍➛➐➣➍➏➢✿➤ ❦✒❧ →➣➢➥➢☛➍✭➋ ♠ ➢P➙❞➍✭➢P➢➥→➒➎ ✂↕➋❞➐ ❧☞♠ →➼➌✍➤➏➢✂➍ ➌➐ ❧ ➜ ❧ ➐➒➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ θ ✕ ➟ ✁ ➩✒➐ ❧ ➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌✍→➒➊↕➎❤✑✔➩➒✓☞➩ ✕↕✕✁✗ ➩
✝ ✄✝✆ ✆ ✄ ✂ ✷✸✵✬✷✄✂ ✵❂➩ ✔ � ✁ ✟☛✡✞✁ ✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✏ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌✤✡ ✁ ✟ � ✍➣✌ ✭ ✞ ✡ ✟

θ (σI) =
∑

e (t) ,

✞✁�
t
✆✠✟ ✠ ✧ ✞✍✏✫✠ ✁ ✍➣✌✦✡ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌✦✡➻✄✁✏ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡ ✄✫✌

σ0

✠
σI

✂

✂❆✞✍✏❂✠ ✧ ✝✠✟ ✓ ✏✒✌ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌
t
✄✫✌
T
✭ ✄✫✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✞✍✏ � ✍➣✌ ✧ ✞✡✠ ✠✍✌✦✡ ✆ ✞ ✡ ✄ ✟☛✡✞✁

x
✭

θ (t) = e (x)

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎ ❦ ➍✭➋❂➌✿➤ ➟➏♠ → ♠ ➍➅➐➣➍➑➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌ σI
➟ ➊☞➡ ➡➨➍➻➋❞➎ ➍➏➡ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌❊➙❞➍✂➙✔➍✭➋❂➬ ➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌➥➢

σi

➍➏➌
σj

➩❂✴❘➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢ φi

➍➏➌
φj

➢➥➍ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍➏➌☛➌✍➍✭➎➝➌●➍✭➎✦➙✔➍✭➋❂➬
❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢✐➙✔→➣➢☛➌➥→➣➎ ➟ ➌✍➢✐➙❞➍P➐ ❧ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➒➤✭➍ ☎

σI❡❭➊☞➋ ♠ ➐➒➍➻➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍ X ′ ➊ ☞ ➌✍➍➏➎✫➋ ❦❞❧☞♠ ➤✭➐ ❧ ✂ ❧ ✂☞➍➑➙❞➍ X ➍✭➎
σI

➺❱➊↕➎ ❧ v(ai − aj) =
Σe(t)

➙➇✵ ❧✘❦❞♠ ➧➏➢✐➐➣➍✏➐➒➍✭➡➨➡ ➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌✭➩❨✴❙➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✐➢☛➍✿➙❞➤✭➙❞➋✔→➒➌ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢❣➙❞➋ ✁ ❧ →➼➌ ✝♦➋❞➍
θ (σI) = v(ai − aj)

➩
❁❂➊↕→➼➌

k /∈ I
➺❆➍ ➌

i ∈ I
➩✐❫✏➐➒➊ ♠ ➢ (σk ∨ σi) < σI

➺❆➍➏➌❤➙❞➊↕➎ ➟ v (ai − aj) =
θ ((σk ∨ σi)) =

∑
σ0→α(σk ,σi)

e (t) <
∑

σ0→σI
e (t) = θ (σI)

➩

❡❭➊☞➋ ♠❉❧☞➟ ➦✔➍➏➜↕➍ ♠ ➐ ❧ ❦✔♠ ➍✭➋❂➜↕➍➛➙❞➍➅➐ ❧ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➣➊☞➎ ✑✔➩➼✓↕➩❜✕☞✑✔➺❨→➣➐ ♠ ➍➏➢☛➌✍➍ ☎ ➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐➒➍ ♠ ➐➣➍✭➢➊ ♠ ➙ ♠ ➍➏➢✻➙❸✵✸→➒➎♦➌➥➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎✳➙✔➍➷➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎
ã
❧ ➜↕➍ ➟ ➐➒➍✭➢✐➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➋ ♠ ➢ SI

➍✭➎
a
✎

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✸✵✬✷✄✂ �❱➩ ✔ ✪ ✆✟✞✡✠☛✄☞✠✍✌✦✄✝✆ ✝ ✡✞✁ ✌ ✠☛✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌ ✍ ✟ ✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡
ã
✟✁✟ ✌ ✧

SI✌✦✡ ✁ ✄✢✜ ✟ ✍ ✠
e (xI)

✭ ✞✁�
xI

✌✦✡ ✁ ✍➣✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ✞✭✄ ✟ ✍➇✄✫✌
a
✧ ✞✡✠ ✠✍✌✦✡ ✆ ✞ ✡ ✄ ✟☛✡✞✁ ✠ ✍➥✆ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌

tI
✂



�✒☎ � ☎ ✞ ✂ �✄✁✄✂✆☎ � ✂ ✠ ✂☛✏ ✎ ✁ ✂☛✏✚✏✚✂✆✏ � ☎✄✁ ✂✆✏ ✠ ✂ �✆☎✄✁✁� ✡☞✎✄✂ � �

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✹✂➊↕➋✔➢ ➢ ❧ ➜☞➊↕➎❞➢ ✝✫➋✔➍✳➐➒➍✭➢ ☞ → ♠➥❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌➥➢ ➟ ➊↕➎✔➢☛➌✍→➼➌✍➋❞➍➏➎➝➌ ➋✔➎❴➢ ➞ ➢❍Ð➌✍➧➏➡ ➍ ♠ ➤ ✂☞➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➙✔➍ ❦✒❧☞♠➥❧ ➡ ➧ ➌ ♠ ➍✭➢ ❧ ➋ ➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂↕➍➅➙❞➍
a
➩➇❁❂➊↕→➼➌

xI

➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌❉➙❞➊☞➋ ☞ ➐➣➍➙❞➍
a
➺❂➙➇✵ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎♦➌➥➍ tI ➩❞✹✻➊↕➋❞➢ ❧ ➐➒➐➣➊↕➎❞➢❊➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ ✝♦➋ ❧ Ð➙ ♠ ➋ ❦ ➐➣➍ ➌ w ⊆ r

➙❞→➒➢☛➌✍→➒➎ ✂↕➋ ❧ ➎♦➌ tI ➺ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢ v (λw) = e (σI)
➺ ➟ ➍ ✝✫➋✔→❭➎❞➊☞➋❞➢✏➙❞➊☞➎❞➎❞➍ ♠➥❧➐Ò✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍✿➙➇✵ →➣➎➝➌➥➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎❤➙✔➍➷➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎

ã
❧ ➜☞➍ ➟ SI

➩❞❀ ❧☞❦✔❦ ➍➏➐➣➊↕➎❞➢ ✝♦➋❞➍P➢☛→❘➐Ò✵ ➊↕➎◗➎❞➊☞➌✍➍
bwi

➐ ❧✐❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➑➙❞➍ awi

➢➥➋ ♠ ➐ ❧✐➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍❊➡ ➤➏➙❞→ ❧ ➎✔➍ L(w1,w2,w3)

✕
1 ≤ i ≤ 4

✗ ➺
➊↕➎ ❧

λw = [bw1 , bw2 , bw3, bw4 ]◆❉➎ ❧ ➙❞➊↕➎ ➟ v (λw) = v (bw4 − bw1) − v (bw4 − bw2) + v (bw3 − bw2) −
v (bw3 − bw1)

➩
◆❉➎➅➤ ➟➏♠ →➼➌ σ0

tI
→ σ1

tI

➐Ò✵ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍ tI ➍➏➎➛➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎➠✎✡→➣➐✫➍✭➢☛➌ ➟ ➐ ❧ → ♠ ✝✫➋✔➍■➐Ò✵ ➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌q➢➥➋ ❦ Ð❦ ➊↕➢➥➍ ♠ Ð✎✝♦➋❞→➼➌➥➌➥➍✏☎➻➤ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ {w2, w3}
➍➏➌

{w1, w4}
Ð ✝♦➋❞➍

σw1w4 = σ1
tI

➩❂✴ ❧➻➟ ➊☞➡ Ð
❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍➅➡ ➤➏➙❞→ ❧ ➎❞➍ L(w1,w2,w3)

➟ ➊ ♠☛♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢ ❧ ➋ ➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌
σ0

tI

➩❸✴❘➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢
bw1

➺
bw2

➍ ➌
bw3

➎❞➍✳➢➥➊↕➎➝➌✦➙❞➊↕➎ ➟✳❦✒❧ ➢ ➟ ➊↕➎ ✂ ♠ ➋❞➢✦➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➊ π ➩❣✾❑➎ ♠ ➍ ➜ ❧ ➎ ➟ ➦❞➍✘➺ bw4➍➏➌
bw1

➢➥➊↕➎➝➌ ➟ ➊↕➎ ✂ ♠ ➋❞➢P➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➊ π ➍➏➌
v (bw4 − bw1) = e(tI)

➙➇✵ ❧☞❦❞♠ ➧✭➢P➐➣➍➛➐➒➍✭➡➨➡ ➍➙➇✵ ➤✭➐ ❧ ✂ ❧ ✂↕➍✘➩✒✾❑➎ ✡✒➎➇➺ bw4

➎➇✵ ➍✭➢☛➌ ❦✒❧ ➢ ➟ ➊↕➎ ✂ ♠ ➋ ☎
bw2

➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➊
π
➩

◆❉➎ ❧ ➙✔➊↕➎ ➟ ➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➣➍ ❧ ➌➥➌➥➍✭➎❞➙❞➋✔➍➨✎ v (λw) = e(tI)
➩

✩✗✍ ✖✠✍ ✎ ✬ ✒❨★✡❚❱❯❙✧❑✬✾✟❙✬❂✪➛✯❩★✖✬✫✪✱✪✭✬✫✪➛✧q❯❙★✖✬✫✪✔✟❙✬✾✛❏❯❙★✥✢ ❬❪✯✥✤
✴ ❧ ➙✔➍✭➋❂➬❂→➣➧➏➡ ➍ ❦✒❧☞♠ ➌✍→➣➍✶➙❞➍ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍❊→➣➎➝➌ ♠ ➊✫➙❞➋❞→➒➌❙➐➒➍✭➢ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍❊➙❞➍➏➢q➌ ♠ ➍✭➢➥➢☛➍✭➢ ❦ ➋ ♠ ➍➏➢➙❞➍➑▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌☞☛ ☎ r ☞ ♠ →➣➎✔➢✭➺❨➍➏➌✂➐➣➍➷➡ ❧✘❦❞❦ →➣➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦❤❦ ➋ ♠ Γ0,r

➙❞➍➷➐ ❧ ➢ ❦ ➦✔➧ ♠ ➍ r Ð❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➤➏➍☞➩✫✺❄➐✰➙✔➤ ➟✭♠ →➒➌●➐➣➍✏➐➒→➣➍➏➎ ➍➏➎♦➌ ♠ ➍ ➟ ➍✭➢✐➙❞➍➏➋❂➬ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➏➢✭➺✫➍➏➌✐➍➏➎ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➐ ❧ ✁ ❧ ✓✭➊☞➎➙❞➊↕➎➝➌✻➐➣➍➏➢ ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢✐➙❞➍P➐ ❧ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❏➙❞➋❤➡ ❧✘❦❞❦ →➣➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦✳❦ ➋ ♠✻❦❞❧☞♠ ➐➣➍✭➢
✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡➅✄✫✌ ✏➅✌ ✝ ✡ ➢➥➍ ♠ ➍➏➐➣➧ ➜↕➍✭➎➝➌✏➙ ❧ ➎❞➢✂➐➣➍✢✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍P➙❞➍➏➢✂➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍➏➢ ❦ ➋ ♠ ➍✭➢✎✕ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎✑✔➩❜✕❂➩ ✰ ✗ ➩✝❋●➍ ➟ → ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌☛➌ ♠✍❧ ➙➇✵ ➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍➋❞➍ ♠ ➙❞➍➏➢ ➟✭❧ ➐ ➟ ➋❞➐➣➢P➙ ❧ ➎❞➢ Γ0,r

❦ ➐➒➋✔➌ ✛☞➌✢✝♦➋❞➍➨➙ ❧ ➎✔➢➐➣➍✖✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✿➙❞➍➏➢✻➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍➏➢ ❦ ➋ ♠ ➍✭➢➏➩
✴❘➍ ➐➒→➒➜ ♠ ➍➛➙✔➍ ♠ ➤ ✁ ➤ ♠ ➍✭➎ ➟ ➍✦➢➥➋ ♠ ➐➣➍ ➢☛➋✡➔☛➍➏➌➻➍✭➢☛➌✍✠ ✑ ❬ ★ ☎✕✲ ✑ ✲❙➐ ❧◗❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❦✒❧☞♠ ➐➣➍✭➢➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢❆➙❞➍➷❇✏➍➏➦❞➎❏➢☛➍P➌ ♠ ➊↕➋❂➜↕➍P➙ ❧ ➎❞➢✻➐➣➍➏➢ ❧☞♠ ➌➥→ ➟ ➐➣➍✭➢ ✠ ✼ ✬✫★✟✌ ✎ ✑ ➍➏➌ ✠ ✎ ❯❙❚ ✌ ☎ ✑ ➩

✩✗✍ ✖✠✍ ✌✎✍ ✂ r✔✧❭✧❭❬ ✮ ✒ ✆✑✸❪r✒✪✱✪ ✒❨★✖❚❱❯✝✧ ✧❭❯✝★ ✟✝✬✯✸❪rt✪➏✧q♣ ✂♦★✡✬ r ✆ ✧❑❚❱❬ ✮✰✯✱✩✫✬ ✍ ☛ ◆❉➎
✡✔➬❂➍✿➋❞➎◗➍✭➎➝➌➥→➣➍ ♠ ➎ ❧ ➌✍➋ ♠ ➍✭➐ r ➢➥➋ ❦ ➤ ♠ →➣➍➏➋ ♠ ➊↕➋◗➤ ✂ ❧ ➐ ☎ 3

➺✔➍➏➌
r ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢ a1, . . . , ar

➙❞➍✿➐ ❧➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍➑➙❞➍➷❀❆→➣➍➏➡ ❧ ➎✔➎ S2 ➩❨◆❉➎✳➎❞➊✘➌✍➍
a := (a1, . . . , ar)

➍➏➌
A := {a1, . . . , ar}

➩
✴❘➍ ➌➥➍ ♠ ➡ ➍ ➙❞➍

a
☛ ✝ ✞✍☎ ✄ ✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌ ✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩✻➙❞➍

a
☛ ✝✄✡❩✞ ✁ ✞ ✆ ✝Ò✌ ✗➠➙❞➤✭➢☛→✟✂↕➎❞➍ ♠✍❧ ➋❞➎

➦❞➊↕➡➨➤✭➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✎✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❨➋❞➎❞➍P→➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍ ✗❊➐ ❧ →➒➢➥➢ ❧ ➎♦➌ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕→➒➎♦➌■➙❞➍ A ✡❂➬✔➍✘➩



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✁� ✷✸✵✔➩ ✔ ✴❘➍ ☎ ✟ ✆ ✆ ✝ ✡★✜ ✧ ✍ ✟ ✡✦✡ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✖ ✆ ✏✫✠ ✗ ➙❞➍✐➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ r Ð ❦ ➊↕→➒➎❂Ð➌✍➤➏➍❉➍✭➢❝➌✐➐➣➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍ Γ0,r

➙❞➍➏➢ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✭➢■➙➇✵
a
Ð✽→➣➢➥➊✘➌✍➊ ❦ →➒➍✂➙✔➍✭➢

a
Ð✽➦❞➊↕➡➨➤✭➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➏➢❊➙✔➍

S2 ➩
✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✁� ✷✁�❨➩ ✔ ◆❉➎ ➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌❤➐➣➍ ➡ ❧✘❦❞❦ →➣➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢✘✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➎❞➊☞➎ ❦ ➋ ♠ ➍➏➎➙❞➍➏➡ ❧ ➎✔➙ ❧ ➎➝➌ ➢➥➍➏➋❞➐➣➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ❧ ➋✫➬❿➦❞➊↕➡➨➤✭➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➏➢➅➙❞➍◗➐ ❧ →➣➢➥➢☛➍ ♠ A ✂↕➐➒➊ ☞ ❧ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌→➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✱➩
❋●➍✢✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍✿➎✔➍➷➙✔➤ ❦ ➍✭➎❞➙◗Ð ☎➛→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ❦❞♠ ➧✭➢❍Ð✚✝♦➋❞➍➷➙❞➋ ➟✱❧☞♠ ➙❞→➣➎ ❧ ➐➇➙❞➍ A ✕ → ➟ →

r
✗ ➺ ➟ ➍✏✝♦➋❞→✫➔☛➋❞➢❝➌✍→ ✡✒➍❉➐ ❧ ➎❞➊☞➌ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❲➙❞➍ ➟ ➍✖✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✘➩✒◆❉➎➠➢➥➋ ❦✔❦ ➊↕➢☛➍✿➙ ❧ ➎❞➢✐➐ ❧ ➢➥➋✔→➒➌✍➍ ✝✫➋✔➍
ai = i

➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ i ∈ r
➩

◆❉➎ ❦ ➍✭➋❂➌ ☞ →➒➍✭➎➨➢ � ♠ ➙❞➤✕✡✒➎❞→ ♠ ➐➣➍❆➡ ❧☞❦❞❦ →➒➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ Γm
g,r

➙➇✵ ➋❞➎❞➍✻➢➥➋ ♠ ✁ ❧☞➟ ➍ Σm
g,r➟ ➊☞➡ ❦✒❧✘➟ ➌✍➍❣➊ ♠ →➒➍✭➎➝➌ ❧ ☞ ➐➣➍❣➙❞➍ ✂↕➍➏➎ ♠ ➍ g ➺ ☎ m ☞ ➊ ♠ ➙❞➢q➍➏➌ r Ð ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➤✭➍☞➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋❞➢ g,m, r ➩◆❉➎ ➟ ➊↕➎❞➎ ❧ ✞ ➌✶➋❞➎❞➍ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➋ ➡ ❧☞❦❞❦ →➣➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➙❞➍ ➟ ➍✭➢❊➢➥➋ ♠ ✁ ❧☞➟ ➍✭➢✭➺ ❦✒❧☞♠➋✔➌➥→➣➐➣→➒➢ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍✭➢ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡➻✄✫✌✎✏➻✌ ✝ ✡ ➩

✓ ❚❱✮❭✪➏✯✱★✘❯✺✆☞✯✖❬❪❚❱✮ ✟❙✬✫✪◗✯ ✢ ❬ ✪ ✯✖✪ ✟❙✬ ✂ ✬✫♣❭✮✁� ➢➥→ α = [a]
➍✭➢❝➌P➋❞➎❞➍ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍➅➙➇✵

a
Ð

→➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍❉➙✔➍ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎ ✁ ➍ ♠ ➡ ➤✿➢☛→➣➡ ❦ ➐➣➍❉➙✔➍ Σm
g,r

➤➏➜✫→➼➌ ❧ ➎➝➌❆➐➣➍➏➢ r ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢✐➙❞➍ A ➺✒➊↕➎◗➐➣➋❞→❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➣➍ ➋❞➎⑩➌ ✒ →➣➢❝➌➛➙❞➍➠❇✂➍✭➦❞➎ Dα
➟ ➊↕➡➨➡➨➍✦➢➥➋✔→➒➌❲✎❭➐ ❧ ➢➥➋ ♠ ✁ ❧☞➟ ➍➠➤ ➌ ❧ ➎➝➌➛➊ ♠ →➣➍➏➎♦➌ ❧ ☞ ➐➒➍☞➺→➣➐❸➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍➷➋❞➎✳➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂☞➍ ➟ ➞ ➐➣→➣➎✔➙ ♠ →✠✝✫➋✔➍ Va

➙❞➍
a
➤ ➜❂→➼➌ ❧ ➎➝➌ A ➩❱✴❑✵ ➦❞➊↕➡➨➤✭➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍

(z, θ) 7→ (z, θ + (z + 1)π)
➙❞➋ ➟➏➞ ➐➣→➒➎❞➙ ♠ ➍ [−1; 1] × S1 Ð✎✝♦➋❞→ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➢❝➌✍➍ ☎ ➌✍➊ ♠ ➙ ♠ ➍

❦❞♠ ➊✓✂ ♠ ➍➏➢➥➢☛→➒➜↕➍➏➡ ➍➏➎➝➌●➙➇✵ ➋❞➎ ➌✍➊↕➋ ♠ ➐➒➍ ➟➏➞ ➐➣→➒➎❞➙ ♠ ➍ Ð✝→➣➎✔➙❞➋❞→➒➌✶➋✔➎ ➦❞➊☞➡ ➤➏➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍■➙❞➍ Va

➺
➙❞➊↕➎➝➌✶➐ ✵✸➍ ➬❂➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ ☎

Σm
g,r

❦✒❧☞♠ ➐ ✵✸→➒➙❞➍✭➎➝➌➥→➒➌✍➤❣➍✭➢❝➌❣➋✔➎
a
Ð❄➦❞➊↕➡➨➤✭➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍☞➩☞❁ ❧❉➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍➙➇✵

a
Ð❄→➒➢➥➊☞➌➥➊ ❦ →➒➍❉➍✭➢❝➌ Dα

➩
✂☎✄ ✄✝✆ ✑ ✁ ✄↕➩ ✔ ✼✶➊☞→ ➟ →❱➋❞➎◗➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍❉➙❞➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎◗➙➇✵✸➋✔➎◗➌ ✒ →➒➢☛➌✐➙✔➍P❇✏➍✭➦❞➎ ✎❞➊☞➎
➤ ❦❞❧ →➣➢☛➢➥→➒➌❆➐➒➍✿➐ ❧☞➟ ➍➏➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➊ ☞ ➌✍➍✭➎✔→ ♠ ➋❞➎ ♠ ➋ ☞ ❧ ➎➇➺ ✝♦➋❞➍P➐Ò✵ ➊↕➎➠➌✍➊ ♠ ➙◗➋❞➎❞→ ✁ ➊ ♠ ➡➨➤✭➡➨➍✭➎➝➌✱➩

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
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❁❂➊↕→➼➌
α
➍➏➌
β
➙❞➍✭➋✫➬ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✭➢➠➙➇✵

a
Ð✽→➣➢➥➊✘➌✍➊ ❦ →➒➍❏➙❞➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎❞➢ ✁ ➍ ♠ ➡➨➤✭➢✦➢➥→➣➡ ❦ ➐➒➍✭➢✦➙✔➍

Σm
g,r

➤➏➜✫→➒➌ ❧ ➎➝➌ A ➩✝◆❉➎ ❧☞❦✔❦ ➍➏➐➣➐➣➍ ✡ ✞✍☎ �✭✠ ✌➨✄✝✆ ✝ ✡✞✁ ✌ ✠☛✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✡➨➙❞➍
α
➍➏➌
β
➐➒➍➨➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍➡➨→➣➎❞→➒➡ ❧ ➐❙➙➇✵ →➣➎➝➌➥➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎❞➢P➍✭➎➝➌ ♠ ➍ ➙❞➍➏➋❂➬ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➎➝➌✍➢➻➙❞➍ α ➍➏➌

β
✲❘➊↕➎ ➎❞➊☞➌✍➍ ➟ ➍➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ❦✒❧✘♠ |α ∩ β|

➩
✴❘➊ ♠ ➢ ✝♦➋❞➍ |α∩β| = 2

➺➝➊↕➎ ❦ ➍➏➋✔➌ ➟ ➦❞➊↕→➣➢☛→ ♠ ➙❞➍➏➢❑➜↕➊↕→➒➢➥→➣➎ ❧ ✂↕➍✭➢ ➟ ➞ ➐➒→➣➎❞➙ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➢✶➙❞➍ α ➍➏➌
β
➢☛➋ ♠ S2−A

➢➥➋ ✙ ➢ ❧ ➡ ➡➨➍✭➎➝➌ ✡✒➎❞➢ ❦ ➊☞➋ ♠ ✝♦➋❞➍✏➐ ✵✸➋❞➎✔→➣➊↕➎ V ➙❞➍ ➟ ➍➏➢●➙❞➍➏➋❂➬ ➜↕➊↕→➒➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍➏➢➢➥➊☞→➒➌➷➦❞➊↕➡➨➤✭➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞➍ ☎
Σ4

0,0

➩❭◆❉➎t➎❞➊✘➌✍➍ ❦❞❧☞♠ D∂(α,β)

➐➣➍ ❦❞♠ ➊❂➙❞➋✔→➒➌➷➙❞➍✭➢➑➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢➑➙✔➍❇✏➍➏➦❞➎ ❧ ➢➥➢➥➊ ➟ →➒➤✭➢ ❧ ➋✫➬✖✝♦➋ ❧ ➌ ♠ ➍ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎❞➢ ✁ ➍ ♠ ➡ ➤➏➢❘➢➥→➣➡ ❦ ➐➒➍✭➢➇➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙✿➙✔➍ V ➩❩❇✏➍❑➡ ✍✭➡➨➍☞➺
➊↕➎ ❦ ➍✭➋❂➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→➇➙❞➤✕✡✒➎❞→ ♠ ➐➣➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢➥➤ αβ ✎✔➤ ➟✭♠ →➼➜↕➊↕➎✔➢ α = [cα]

➍➏➌
β = [cβ]

➺❂➊☎✄
cα➍➏➌

cβ
➢➥➍ ➟➏♠ ➊↕→➒➢➥➍✭➎➝➌q➍✭➎➛➙❞➍➏➋❂➬ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢✭➺✡➍➏➌✙✡✔➬❂➊↕➎✔➢☎➋❞➎❞➍✐➊ ♠ →➣➍➏➎♦➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➷➙❞➍■➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍✘➩♦◆❉➎➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➷➐➒➍ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎ c′ ➺✝➊ ☞ ➌✍➍➏➎✫➋➫➍✭➎ ❦✒❧☞♠ ➌ ❧ ➎➝➌➷➙➇✵✸➋✔➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌P➙❞➍ cα ➺❘➍➏➎ ☞ → ✁ ➋ ♠ ✝♦➋ ❧ ➎♦➌➢➥➋ ♠ cβ ➐➒➊ ♠ ➢ ✝♦➋❞➍ ➐ ✵✸➊☞➎ ➟➏♠ ➊↕→➒➢➥➍ ➟ ➍ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎ ✕❪➍✭➎ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌ ❧ ➎♦➌➻➐Ò✵ ➊ ♠ →➒➍✭➎➝➌ ❧ ➌✍→➣➊☞➎✘✗ ➺➇➍ ➌➻➍➏➎

♠ ➤➏→➒➌➥➤ ♠✍❧ ➎♦➌➑➐Ò✵ ➊ ❦ ➤ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎ ☎ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ➟✭♠ ➊☞→➣➢➥➍➏➡ ➍➏➎➝➌✱➩❭◆❉➎ ❦ ➊↕➢➥➍ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢ αβ = [c′]
➩q◆❉➎

➜↕➤ ♠ → ✡✒➍ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎t➎✔➍❲➙❞➤ ❦ ➍✭➎✔➙ ❦✒❧ ➢➑➙❞➍✭➢ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎❞➢ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➣➢➏➺❙➎❞→❣➙✔➍➐Ò✵ ➊ ♠ →➣➍✭➎➝➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➒➍☞➩
✴❑✵✸→➒➎➝➌✍➤ ♠ ✍➏➌ ❦❞♠ →➣➎ ➟ → ❦✒❧ ➐➇➙❞➍✭➢❆➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢❆➙❞➍➷❇✏➍➏➦❞➎❏➍➏➢☛➌✂➐ ❧➅❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎❤➙❞➋❤➡ ❧☞❦✔❦ →➣➎ ✂

➟ ➐ ❧ ➢➥➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ✝♦➋➇✵ →➣➐➣➢ ✁ ➊☞➋ ♠ ➎❞→➒➢➥➢☛➍✭➎➝➌➷✎
� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ ✂ ✷✁� ✷✄✂✒➩ ✔ ✘ ✡ ✞✁� ✁ ✝Ò✌ ✡✞✁ ✏ ✡ ✌ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌

Γ0,r

✌ ✡ ✆ ✠✍✌ ✡ ✟☛✡✞✁ ✍➣✌✦✡
✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡➻✄✫✌ ✏➻✌ ✝ ✡ ✧ ✞✍☎✎☎✦✌ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡ ✭ ✌ ✁ ✍➣✌✦✡➷✠ ✌ ✍ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✡✛✡✆✏★✝ ✟ ✟☛✡✞✁ ✌✦✡ ✝

✥ Dα = 1
✡✆✝
α
✌✦✡ ✁ ✄✝✆ ✝ ✞✍☎✦✞ ✁ ✞ ✆ ✝Ò✌ ✁ ✠✬✝ ✟ ✝ ✟ ✍➣✌✬★

✥ DαDβ = DβDα

✡✆✝
|α ∩ β| = 0

★
✥ DαDβDαβ = D∂(α,β)

✡✆✝
|α ∩ β| = 2 ✖ ✠✍✌ ✍ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌ ✍ ✟ ✍ ✟☛✡✞✁ ✌ ✠ ✡ ✌ ✗ ✂

✴ ❧ ✡ ✂↕➋ ♠ ➍ ✑✔➩❜✕❂➩➼✓➛➍ ➬ ❦ ➐➣→ ➟ →➼➌✍➍➻➐➒➍✭➢❉➙✔→✠✔✰➤ ♠ ➍➏➎➝➌✍➢ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎❞➢✿→➣➎➝➌➥➍ ♠ ➜☞➍✭➎ ❧ ➎♦➌P➙ ❧ ➎❞➢✿➐ ❧ ♠ ➍ Ð➐ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❲➙❞➍P➐ ❧ ➐ ❧ ➎♦➌➥➍ ♠ ➎❞➍☞➺❞➍ ➌ ♠ ➍✭➎✔➙ ❦ ➐➒➋❞➢ ➟ ➐ ❧ → ♠ ➍❉➐ ❧ ➙❞➤➏➎❞➊↕➡➨→➣➎ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ ✟ ➐ ❧ ➎➝➌✍➍ ♠ ➎❞➍ ✟ ➩

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✁� ✷✆☎❘➩ ✔ ✍ ❋●➍➏➌☛➌✍➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➨➎➇✵✸➍➏➢☛➌ ✝♦➋➇✵ ➋❞➎ ➟✭❧ ➢ ❦✒❧☞♠ ➌➥→ ➟ ➋❞➐➣→➒➍ ♠➙❞➍➏➢ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢☎➙✔➍✏❁❱➩♦❖P➍ ♠ ➜ ❧ →➒➢ ✕ ❧✚✙ ➎❞➤➏➢ ❦✒❧☞♠ ✖●➩☞✴❘➋❞➊ ✗ ➩↕✾✶➎ ➍✕✔❸➍ ➌✱➺➝→➣➐➒➢ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜☞➍✭➎➝➌➙ ❧ ➎✔➢❲➐➣➍➏➢ ❧☞♠ ➌➥→ ➟ ➐➣➍✭➢ ✠ ✼ ✬♦★ ✌ ✎✘✑ ➍ ➌ ✠ ✎ ❯❙❚✆✌ ☎ ✑ ✝♦➋❞➍ ➐➒➍❏➡ ❧☞❦❞❦ →➒➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦
✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐ Γm

g,r
❧ ➙❞➡ ➍ ➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→❆➋❞➎❞➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❦✒❧☞♠ ➐➣➍➏➢➛➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢ ➙❞➍❤❇✏➍✭➦❞➎❸➺➢➥→➒➡ →➒➐ ❧ → ♠ ➍ ☎ ➟ ➍➏➐➣➐➒➍●➙❞➍ Γ0,r

➺☞➊☎✄➛➐Ò✵ ➊↕➎➛➙❞➊↕→➼➌ ➟ ➍ ❦ ➍✭➎❞➙ ❧ ➎♦➌ ❧ ➔☛➊☞➋✔➌✍➍ ♠ ➙❞➍✭➋❂➬➻➌ ➞✫❦ ➍➏➢❊➙✔➍



� ✁ ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎✔➢✻➐➒➊ ♠ ➢ ✝♦➋❞➍➻➙❞➍➏➋❂➬ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢➥➍➏➢❉➙❞➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎❞➢✂➢➥➊↕➎➝➌✏➙➇✵✸→➒➎➝➌✍➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➢☛→➣➡ ❦ ➐➣➍
✕ ➟✭❧ ➢✆✝♦➋❞→❉➎❞➍ ➢☛➍ ❦❞♠ ➊✫➙❞➋❞→➼➌ ❦✒❧ ➢➠➢➥➋ ♠ ➐ ❧ ➢ ❦ ➦✔➧ ♠ ➍ ✗ ➺✐➍ ➌ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ ➐Ò✵ ➦ ➞❂❦ ➊☞➌➥➦❞➧✭➢☛➍
|α ∩ β| = 2

➍✭➎
|α ∩ β| = 20

✕❪→➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➐✟✂☞➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍ ➎♦➋❞➐➣➐➒➍ ✗❉➙ ❧ ➎❞➢➷➐ ❧
♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙✔➍ ➐ ❧ ➐ ❧ ➎➝➌✍➍ ♠ ➎❞➍✖✕ ➟ ➍✭➢➷➙❞➍✭➋❂➬➫➦ ➞✫❦ ➊✘➌✍➦❞➧➏➢➥➍✭➢➑➤➏➌ ❧ ➎➝➌➻➤✌✝✫➋✔→➒➜ ❧ ➐➣➍➏➎➝➌✍➍✭➢➷➢➥➋ ♠➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ ✗ ➩

✍ ✴❘➍✭➢■➙✔➍✭➋❂➬✦➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➧ ♠ ➍➏➢ ✁ ➊ ♠ ➡➻➋❞➐➣➍➏➢❣➙❞➍✏➐ ❧➑❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❲➍✭➎➝➌ ♠➥❧✟✞ ➎✔➍✭➎➝➌✐➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➻➋❞➐➣➍
☞ →➒➍✭➎ ➟ ➊↕➎✔➎✫➋✔➍

DDα(β) = DαDβD
−1
α❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌➥➍❲➙❞➊↕➎❞➎✔➤✭➍➠➙❞➍➠➙❞➍➏➋❂➬ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➏➢➅➙➇✵

a
Ð❄→➒➢➥➊☞➌➥➊ ❦ →➣➍ α ➍➏➌

β
➙✔➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎❞➢

✁ ➍ ♠ ➡ ➤➏➢■➢➥→➒➡ ❦ ➐➣➍✭➢❊➢➥➋ ♠ Σm
g,r

➩✔❀❆➍✭➡ ❧☞♠ ✝✫➋✔➊↕➎❞➢ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍ ✁ ➊ ♠ ➡➻➋❞➐➣➍✻➢➥➍✏✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢➥➍➍✭➎
Dλ(β) = λDβλ

−1

❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌❆➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ λ ➙❞➍
Γ0,r

➩
✩✗✍ ✖✠✍ ✖✗✍ ✎ ✬ ✒❱★✖❚❱❯❙✧❑✬✫✟❙✬❂✪ ✯❩★✖✬✫✪✱✪✭✬✫✪ ✧❭❯✝★✖✬✫✪✯✟✝✬✷✛❏❯❙★✣✢ ❬➶✯✥✤ ✆ ✸ ❬ ✬✫✮❵r✑✏✰✬☎✆ Γ0,r

✍
☛ ◆❉➎ ♠✍❧☞❦✔❦ ➍➏➐➣➐➣➍ ✝♦➋❞➍➨➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍ ➙❞➍ ➟ ➊↕➎ ✡ ✂↕➋ ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎ ➙✔➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢ ✕ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➬❂➍ ✗❉➍✭➢❝➌➙❞➤✕✡✒➎❞→ ❦✒❧☞♠

U r :=
{
b = (b1, . . . , br) ∈

(
S2
)r
, ∀i 6= j, bi 6= bj

}

✴❘➍ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌●✄✫✌✦✡ ✁ ✠✍✌✦✡✦✡❩✌✦✡ ✆ ✏❂✠✍✌✦✡ ✖ ✄✫✌✭✩✛✏✫✠✬✫✭✝ ✁✯✮ ✗ ✄✫✌ ✍ ✟ ✡ ✆✞✝ ✂ ✠✍✌
BrS2 ➍✭➢❝➌❭➐➒➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍

✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎➝➌ ❧ ➐➇➙✔➍ U r
➺✔➙❞➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ ☞ ❧ ➢➥➍

a
➩

◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌❆➌ ♠ ➊☞➋✔➜↕➍ ♠ ➙ ❧ ➎❞➢ ✠ ✑ ❬❪★ ☎✕✲ ✑ ➐ ❧➅❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎➠➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➍➛✎
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✁� ✷✁�✔➩ ✔ ✪ ✌ ✧ ✌ ✡✞✁ ✠✍✌➻✄✫✌ BrS2 ✌✦✡ ✁ ✄✝✆✟✞✡✠➥✄☞✠✍✌

2
✂

◆❉➎◗➎❞➊☞➌✍➍ ♠✍❧ zr

➢➥➊↕➎❤➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌❆➎❞➊↕➎◗➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐Ò➩
✷✂➎✔➍➅➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍ ❦ ➋ ♠ ➍➛➙❞➍➛➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍➨➍➏➢☛➌ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌➥➤✭➍ ❦✒❧☞♠ ➋✔➎❞➍ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ γ =

(γ1, . . . , γr) : [0; 1] → U r
➺❘➌➥➍✭➐➣➐➒➍ ✝♦➋❞➍

γi (0) = γi (1) = ai

➺❙➍➏➌➑➊☎✄
γi

➍➏➢☛➌➑➋❞➎
➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎ ✁ ➍ ♠ ➡➨➤✿➢➥→➒➡ ❦ ➐➒➍ ✁ ➍ ♠ ➡ ➤✘➩
❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌✍➍❏➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍ b ❧ →➣➎❞➢☛→ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➒➍☞➺●→➒➐✏➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍ ➋❞➎❞➍ →➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍ h ➙❞➍

S2 ✕ ➎✔➍
➐ ❧ →➣➢➥➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢P➎❞➤ ➟ ➍➏➢➥➢ ❧ → ♠ ➍➏➡ ➍➏➎➝➌➑➐➒➍✭➢ ai

✡✔➬❂➍✭➢☛✗✿➌➥➍✭➐➣➐➒➍ ✝♦➋❞➍ ❦ ➊☞➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌ i ➍✭➎➝➌ ♠ ➍ 1
➍ ➌

r
➺❸➍➏➌✿➌➥➊↕➋✔➌ ♠ ➤✭➍➏➐ t ➍✭➎➝➌ ♠ ➍ 0

➍ ➌
1
➺
ht (ai) = γi (t)

➺❸➍➏➌✿➌➥➍✭➐➒➐➣➍ ✝♦➋❞➍
h0 = IdS2

➩❙◆❉➎
❦ ➊↕➢➥➍ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢

φ (b) := [h1] ∈ Γ0,r✕ ➊✞✄
[h1]

➙❞➤➏➢➥→✟✂☞➎❞➍P➐ ❧➅➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍P➙➇✵
a
Ð❄→➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍✿➙❞➍ h1

✗ ➩
◆❉➎➷➜☞➤ ♠ →✠✡✒➍ ✝✫➋✔➍ φ ➍✭➢☛➌ ☞ →➒➍✭➎➻➙✔➤✌✡✒➎❞→ ➺✖➍➏➌❭➍✭➢☛➌q➍✭➎ ✁ ❧ →➒➌✝➋❞➎➑➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍❊➙✔➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢ ✲❦ ➐➒➋❞➢ ❦❞♠ ➤ ➟ →➒➢➥➤✭➡➨➍✭➎➝➌✭➺❱➊☞➎ ❧ ➐➒➍❉➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍P➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌ ✕ ✠ ✑ ❬ ★ ☎✕✲ ✑ ✗✿✎



�✒☎ � ☎ ✞ ✂ �✄✁✄✂✆☎ � ✂ ✠ ✂☛✏ ✎ ✁ ✂☛✏✚✏✚✂✆✏ � ☎✄✁ ✂✆✏ ✠ ✂ �✆☎✄✁✁� ✡☞✎✄✂ � �

� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ ✂ ✷✁� ✷✎✍✫➩ ✔ ✪ ✌ ☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌ ✄✫✌ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌✦✡
φ : BrS2 → Γ0,r

✌✦✡ ✁
✡✆✏✫✠ ✞✱✌ ✧ ✁ ✝ ✔ ✭ ✄✫✌ ✡ ✞ ✑☛✟ ✏ ✍➣✌ ✧ ✌ ✡✞✁ ✠✍✌➻✄✫✌

BrS2 ✂

◆❉➎➑➢➏✵✸→➒➎➝➌✍➤ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍●➡ ❧ →➒➎♦➌➥➍✭➎ ❧ ➎♦➌ ❧ ➋❂➬ ❧ ➎➝➌✍➤ ➟ ➤✭➙✔➍✭➎➝➌✍➢ ❦✒❧☞♠ φ ➙➇✵✸➋✔➎➑➌ ✒ →➣➢❝➌✝➙❞➍●❇✂➍✭➦❞➎ ✕ ➐➣➍
➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌✻➍➏➌✐➐ ❧➻❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎✦✑✔➩❜✕❂➩ ✦ ❦✔♠ ➊↕➋✔➜☞➍✖✝♦➋❞➍✿➐Ò✵ ➊↕➎ ❧ ➍ ➬ ❧✘➟ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌➙❞➍➏➋❂➬ ❧ ➎➝➌✍➤ ➟ ➤✭➙✔➍✭➎➝➌✍➢ ❦✒❧☞♠ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌❆➙❞➍ Γ0,r

✗ ➩
❁❂➊↕→➼➌

α = [a]
➋❞➎✔➍ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢➥➍✐➙❸✵

a
Ð✽→➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍●➙✔➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ ✁ ➍ ♠ ➡➨➤■➢➥→➒➡ ❦ ➐➒➍●➢☛➋ ♠ S2−A

✎
α
➢➥➤ ❦✒❧☞♠ ➍ ➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍➨➍➏➌➷➙❞➊↕➎ ➟ A ➍➏➎➫➙✔➍✭➋❂➬✰➺❙➡ ➍ ➌➥➌➥➊↕➎❞➢✿➍✭➎

AI := {ai}i∈I

➺➇➍ ➌➑➍➏➎
AJ := {ai}i∈J

➩
◆❉➎ ❦ ➍✭➋✔➌ ➟ ➦❞➊↕→➣➢☛→ ♠ ➋❞➎❞➍➅→➒➢➥➊☞➌➥➊ ❦ →➣➍ hα,I

➙❞➍
S2 ➐ ❧ →➣➢☛➢ ❧ ➎➝➌ {ai}i∈J

✡✔➬❂➍☞➺❸➌➥➍✭➐➒➐➣➍ ✝✫➋✔➍
hα,I

0 = Id
➍➏➌

[hα,I
1 ] = Dα

➩❨◆❉➎✳➙❞→➼➌ ❦✒❧☞♠✐♠➥❧☞➟✭➟ ➊↕➋ ♠➥➟ → ✝♦➋➇✵✸➊☞➎ ❧ ✡✔➬❂➤ J ➩
✴❑✵ ❧✘❦❞❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎✳✎

t 7→
(
hα,I

t (a1) , . . . , h
α,I
t (ar)

)

➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌P➋✔➎❞➍➛➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍ ❦ ➋ ♠ ➍ ➙❞➍ BrS2 ➺ ✝♦➋❞➍ ➐ ✵✸➊↕➎ ➎❞➊✘➌✍➍
bα,I

➩✝◆✿➎ ❦ ➍✭➋✔➌ ☞ →➒➍✭➎ ➢ � ♠
➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ ♠ ➙❞➍✖✡✔➬❂➍ ♠ I ➺❞➍➏➌✻➊ ☞ ➌➥➍✭➎❞→ ♠ ➋❞➎❞➍✿➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍ bα,J

➩
✂☎✄ ✄✝✆ ✑ ✁ ✄↕➩ ✔ ❇ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ➌❑➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍☞➺ r = 6

➺✘➍➏➌❑➊☞➎ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➧ ♠ ➍■➐➒➍❣➌ ✒ →➒➢☛➌ D ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➒➤
❧ ➋ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎ c0 ✕ ✡ ✂↕➋ ♠ ➍❆➙❞➍ ✂ ❧ ➋ ➟ ➦❞➍ ✗ ➺✛✝♦➋❞→❨➢➥➤ ❦✒❧☞♠ ➍ 1, 4

➍➏➌
6
➙❞➍

2, 3
➍ ➌

5
➩♦✴ ❧ ➌ ♠ ➍➏➢➥➢➥➍➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋❞➍➷➍✭➎✄✡✔➬ ❧ ➎➝➌ 2, 3

➍➏➌
5
➍➏➢☛➌ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌➥➤✭➍ ☎➛➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍☞➩

3 5 61 2 4

on choisit de �xer 2;3 et 5

3 5 61 2 4

repr·esentant de la tresse alors obtenue

✴❘➍❤➌ ✒ →➒➢☛➌ D ➍✭➢❝➌ ☞ →➒➍✭➎➃➢ � ♠ ➍➏➎ ✂↕➍➏➎❞➙ ♠ ➤ ❦✒❧☞♠ ➐➣➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ c1
✕
a
Ð❄→➒➢➥➊☞➌➥➊ ❦ ➍ ☎ c0 ✗♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌➥➤ ➟ →➼Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➊↕➋✔➢ ✕ ➊↕➎ ❧ ❦❞❧ ➢➥➢☛➤➠➐ ❧ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➠➙✔➋➁➦ ❧ ➋✔➌➛➙✔➍ c0 ➍➏➎ ☞ ❧ ➢✦✗ ➩❑❁❂→➐Ò✵ ➊↕➎ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➒➌ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍ ✁ ➊↕→➒➢➑➙❞➍ ✡✔➬❂➍ ♠ 1, 4

➍➏➌
6
➺❙➊↕➎⑩➊ ☞ ➌➥→➣➍➏➎♦➌➑➐ ❧ ➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌✍➤✭➍

➟ → Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➊↕➋❞➢✜☎➛➙ ♠ ➊↕→➼➌✍➍✘➩✴❑✵✸→➒➎➝➌ ♠ ➊✫➙❞➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➋ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎ c1 ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌❙➔☛➋❞➢❝➌✍➍✻➙❞➍✏➡➨→➣➍➏➋❂➬➛➜✫→➣➢☛➋ ❧ ➐➒→➣➢➥➍ ♠ ➐ ❧P❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍➙❞➍P➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ ✝✫➋✔➍➑➐ ✵✸➊↕➎ ☞ ➊↕➋ ✂☞➍☞➩



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

3 5 61 2 4

on choisit de �x er 1;4 et 6

3 5 61
2

4

repr·esentant de la tresse alors obtenue

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✁� ✷✂✁♦➩ ✔
bα,I

✌ ✁
bα,J

✡❩✞ ✡✞✁ ✍➣✌✦✡➅✄✫✌✆✏✞✌ ✟☛✡✞✁☎✄✦✧ ✄ ✄✫✌ ✡✞✁ ✡➻✄✫✌
Dα

✆✠✟ ✠
φ

✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔
bα,I

➍ ➌
bα,J

➢➥➊☞➎♦➌ ❦✒❧☞♠✂➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ♠ ➋ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➙✔➍✭➢ ❧ ➎➝➌✍➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌✍➢✿➙✔➍
Dα

❦❞❧☞♠ φ ➩✒✺❄➐ ♠ ➍✭➢❝➌✍➍ ☎➛➜☞➊↕→ ♠ ✝♦➋➇✵ →➣➐➒➢✐➢➥➊↕➎➝➌✻➙❞→➒➢☛➌✍→➒➎ ➟ ➌➥➢✭➩
❁❂→
I
➊↕➋

J
➍✭➢☛➌➑➜✫→➣➙❞➍✘➺✝➊☞➎ ♠ ➍➏➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➍✦➐➣➍➏➢➑➙✔➍✭➋❂➬➫➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢➷➙❞➋ ➟ ➍✭➎➝➌ ♠ ➍✦➙✔➍ BrS2

✕ ➊☞➎◗➌ ♠ ➊↕➋❂➜↕➍ 1
➍➏➌
zr

➢☛➍✭➐➒➊↕➎✄✝✫➋✔➍➷➐ ✵✸➊☞➎✄✡❂➬✔➍
r
➊↕➋

∅
✗ ➩

❁❂➋ ❦✔❦ ➊↕➢☛➊↕➎❞➢✂➙❞➊↕➎ ➟ ✝✫➋✔➍ I ➍➏➌ J ➎✔➍➻➢➥➊☞→➣➍✭➎➝➌ ❦✒❧ ➢✻➜❂→➒➙❞➍✭➢➏➩➇❥❉➋❞→➼➌➥➌➥➍ ☎➨➤ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ ➐➣➍✭➢
♠ ✛☞➐➣➍✭➢✶➙❞➍

I
➍➏➌
J
➺✫➊↕➎➨➢➥➍ ♠✍❧ ➡➨➧✭➎❞➍ ❧ ➋ ➟✱❧ ➢❣➊☎✄ #I ≥ 2

➩✫◆❉➎ ➟ ➦❞➊☞→➣➢➥→➼➌ i0, i1 ➙❞→➣➢❝➌✍→➣➎ ➟ ➌✍➢✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ j ✗●➙ ❧ ➎✔➢ I ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ J ✗ ➩❱◆❉➎ ❦ ➍✭➋❂➌✻➌➥➊↕➋✡➔☛➊↕➋ ♠ ➢ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ ♠ ➋✔➎ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➎➝➌✂➙❞➍
bα,I

✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ bα,J

✗ ✡✔➬ ❧ ➎➝➌ ai0

✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩ aj

✗ ➩❞❋●➍➏➢■➙❞➍✭➋✫➬ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➎➝➌✍➢ ✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➒➢➥➢➥➍➏➎➝➌➙❞➍➏➋❂➬➨➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍✭➢ b′I ➍➏➌ b′J ➙ ❧ ➎✔➢ B3S2 ➺ ❦✒❧✘♠ ➐➒➍✻➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍❆➙ ✟ ✵✸➊↕➋ ☞ ➐➣→ ✟ ➙❞➍➏➢●➐ ❧☞➟ ➍ ➌✍➢ γk❦ ➊↕➋ ♠ k /∈ {i0, i1, j}
➩❘◆ ♠ ➐ ❧ ➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍ b′J ➍➏➢☛➌➷➌ ♠ →➼➜✫→ ❧ ➐➒➍ ❦✒❧☞♠P➟ ➊↕➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎➇➺➇➌ ❧ ➎❞➙❞→➣➢

✝♦➋❞➍
b′I
➎❞➍P➐Ò✵ ➍✭➢❝➌ ❦✒❧ ➢✭➺ ❦ ➋❞→➣➢ ✝✫➋✔➍ ai1

➌✍➊☞➋ ♠ ➎❞➍ ❧ ➋❂➌✍➊↕➋ ♠ ➙✔➍ ai0

➩
✹✂➊☞➋❞➢ ❧ ➐➣➐➒➊↕➎❞➢■➡ ❧ →➣➎➝➌➥➍✭➎ ❧ ➎➝➌❆➙❞➤ ➟✭♠ → ♠ ➍ ➟ ➊↕➡ ➡➨➍✭➎➝➌❆➐➒➍✭➢ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎❞➢●➙❞➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➙❞➋◗➡ ❧☞❦❞❦ →➒➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➙❞➍P➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ r Ð ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➤✭➍ ❦✒❧☞♠ ➐➣➍➏➢■➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢❆➙❞➍➷❇✏➍✭➦✔➎✳➢☛➍♠ ➍➏➐➣➧ ➜↕➍✭➎➝➌✂➍✭➎❤➙❞➍✭➢ ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➢■➍✭➎➝➌ ♠ ➍P➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍✭➢✭➩

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✁� ✷✆☎✒➩ ✔ ✪ ✌✦✡❊✠✍✌ ✍ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✡●✄✁✏ ✁ ✝✞✄ ✞✡✠☛✂✆☎✦✌❣✄✫✌ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌
Γ0,r✡❩✌P✠✍✌ ✍✄✂ ✟ ✌ ✡✞✁ ✄✫✌ ✍ ✟ ✔ ✟✁� ✞ ✡ ✡✆✏★✝ ✟ ✟☛✡✞✁ ✌➑✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌ ✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✌➑✄✫✌✦✡ ✁ ✠✍✌✦✡✦✡❩✌✦✡ ✝

✥ � ✝
Dα = 1

✭ ✌ ✁ ✓ ✏❨✌
α

✡ ✄☎✆✠✟ ✠✍✌
∅
✄✫✌
r
✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡

bα,∅ = 1
✭ ✌ ✁

bα,r = zr

★
✥ � ✝

Dα = 1
✌ ✁ ✓ ✏❨✌

α
✡ ✄☎✆✠✟ ✠✍✌

{m}
✄✫✌ ✡❩✞ ✡ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✝➶✠✍✌

r − {m}
✭

✟ ✍➣✞✡✠☛✡
bα,{m} = 1

✌ ✁
bα,r−{m} = zr

★
✥ � ✝

|α∩β| = 0
✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡

bαbβ = bβbα
✭✂✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✡ ✟☛✡✞✁ ✄✦✧ ✄ ✄✫✌ ✡✞✁ ✡✂✠✍✌✦✡ ✆ ✌ ✧ ✁ ✝ ✔☛✡

bα✌ ✁
bβ

✄✫✌
Dα

✌ ✁
Dβ

★



�✒☎ � ☎ ✞ ✂ �✄✁✄✂✆☎ � ✂ ✠ ✂☛✏ ✎ ✁ ✂☛✏✚✏✚✂✆✏ � ☎✄✁ ✂✆✏ ✠ ✂ �✆☎✄✁✁� ✡☞✎✄✂ � ✁

✥ � ✝
|α ∩ β| = 2

✭ ✌ ✁ ✓ ✏✒✌
bα,Iα

✌ ✁
bα,Iβ

✡❩✞ ✡✞✁ ✄✫✌✆✏✞✌ ✟☛✡✞✁ ✄✦✧ ✄ ✄✫✌ ✡✞✁ ✡➛✠✍✌✦✡ ✆ ✌ ✧ ✁ ✝ ✔☛✡
✄✫✌
Dα

✌ ✁
Dβ

✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡ ✍ ✟ ✠✍✌ ✍ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌ ✍ ✟ ✍ ✟☛✡✞✁ ✌ ✠ ✡ ✌ ✡❩✌➑✠✍✌ ✍✄✂ ✟ ✌ ✁ ✌ ✍ ✍➣✌ ✓ ✏✒✌ ✍ ✍➣✌ ✠
✧ ✞ ✡ ✄✁✝ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌ ✧ ✝ ✞✍✝✄✡✆✝➶✠ ✆ ✞✍✏✫✠ ✍➣✌✦✡ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡➛✄✫✌ ✏➅✌ ✝ ✡

Dαβ

✭ ✌ ✁ ✄✫✌✦✡ ✁ ✠ ✌✦✡✦✡❩✌✦✡ ✓ ✏★✝
✟ ✌❂✌ ✡✞✁

r − (I ∪ J)
✆ ✞✍✏✫✠ ✧ ✌✆✏✞✌ ✧ ✞ ✡ ✡ ✁ ✝ ✁ ✏ ✟☛✡✞✁

D∂(α,β)

✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ❁❂➍✭➋✔➐➣➢✶➐➣➍➏➢❑➙❞➍✭➋❂➬➛➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➍ ♠ ➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢☎➡➨➤ ♠ →➒➌➥➍✭➎➝➌✶➙➇✵ ✍➏➌ ♠ ➍✐➙❞➤✭➡➨➊↕➎❂Ð➌ ♠ ➤✭➢✂✎✫➊☞➎ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➼➌❣➙✔➍✭➋❂➬ ❧ ➎➝➌✍➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌✍➢ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➢ bα,Iα

➍ ➌
bβ,Iβ

➙✔➍
Dα

➍ ➌●➙❞➍
Dβ

➩
❡❭➊☞➋ ♠ ➐➣➍ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠☎❦ ➊☞→➣➎➝➌✱➺✘→➣➐✔➎❸✵ ➞ ❧✿♠ →➣➍✭➎ ☎❉➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ➢➥→✒➋✔➎➨➙✔➍✭➢✶➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍✭➢ Iα, Iβ➊↕➋➁➢☛➊↕➎ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌ ❧ → ♠ ➍➨➍✭➢☛➌➛➜✫→➒➙❞➍❲➊↕➋➁➍➏➢☛➌ ➋❞➎❿➢➥→➒➎ ✂↕➐➒➍➏➌✍➊☞➎➇➩☎◆❉➎➁➢☛➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍❲➙❞➊↕➎ ➟➙ ❧ ➎✔➢❑➐➣➍ ➟✭❧ ➢ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧ → ♠ ➍■➊☎✄ ➟ ➦ ❧☞➟ ➋❞➎➨➙❞➍ ➟ ➍✭➢✶➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍✭➢❑➍➏➢☛➌❊➙❞➍ ➟✭❧☞♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➐ ❧ ➋➛➡ ➊☞→➣➎❞➢

2
➩❭❋●➊↕➡➨➡➨➍➨➐ ❧❤➟ ➊↕➡➨➡➅➋✔➌ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ ➍➏➎➝➌ ♠ ➍ bα,Iα

➍➏➌
bβ,Iβ

➍✭➎➝➌ ♠➥❧✟✞ ➎❞➍➨➐ ❧◗➟ ➊☞➡ ➡➅➋❂➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➙❞➍✳➙❞➍✭➋❂➬ ❧ ➎➝➌➥➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌➥➢✆✝✫➋✔➍✭➐ ➟ ➊↕➎ ✝♦➋❞➍➏➢❲➙❞➍ Dα

➍➏➌
Dβ

➺✶➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌ ➢➥➋ ❦❞❦ ➊☞➢➥➍ ♠ ✝✫➋✔➍
Iα ⊆ Iβ

➩❸❁❂➊↕→➼➌
i0 ∈ Iα

✲❱➊↕➎ ❦ ➍✭➋❂➌ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ ♠ ➙❞➍➏➢ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌ ❧ ➎➝➌✍➢ γα,Iα

➍ ➌
γβ,Iβ

➙✔➍
bα,Iα

➍ ➌✻➙❞➍
bβ,Iβ

✝♦➋❞→❙➐ ❧ →➣➢➥➢☛➍✭➎➝➌ ai0

➍➏➌
(r − Iβ)

✡✔➬❂➍✭➢✭➩
✴❘➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎

γα,Iα
γβ,Iβ

γ−1
α,Iα

γ−1
β,Iβ➍✭➢❝➌❏➙✔➊↕➎ ➟ ➋❞➎ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➎➝➌ ➙❞➍ ➐ ❧ ➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍ bα,Iα
bβ,Iβ

b−1
α,Iα

b−1
β,Iβ

➺ ✝♦➋❞→P➐ ❧ →➒➢➥➢☛➍ ❧ ➋
➡➨➊↕→➣➎❞➢➷➌ ♠ ➊↕→➣➢ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢➅➙❞➍ {a1, . . . , ar}

✡✔➬❂➍✭➢✭➩❊❋●➍ ➌➥➌➥➍◗➌ ♠ ➍➏➢➥➢➥➍◗➎❞➍ ❦ ➍✭➋❂➌➛➙❞➊↕➎ ➟➠❦❞❧ ➢
✍➏➌ ♠ ➍P➐ ❧ ➌ ♠ ➍➏➢➥➢➥➍ zr

✕ ➟✭❧☞♠ z3 ➎➇✵ ➍✭➢❝➌ ❦✒❧ ➢✐➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➒➍ ✗❆✎✒➍✭➐➣➐➒➍❉➍✭➢❝➌✏➙✔➊↕➎ ➟ ➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➒➍☞➩
❡❭➊☞➋ ♠ ➐ ❧ ➙❞➍✭➋✫➬✔→➒➧✭➡➨➍ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋✔➐➣➍☞➺✘➊↕➎ ♠ ➍✭➡ ❧☞♠ ✝✫➋✔➍✜✝♦➋❞➍ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ Iα ➍✭➎➨➢➥➊↕➎ ➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➤ Ð➡➨➍✭➎➝➌ ❧ → ♠ ➍ ♠ ➍➏➜✫→➣➍➏➎♦➌ ☎➛➡➅➋❞➐➼➌✍→ ❦ ➐➣→➒➍ ♠ ➐➣➍✭➢■➌ ♠ ➍➏➢➥➢➥➍➏➢

bα,Iα
, b

αβ,(Iα∪Iβ)−(Iα∩Iβ), bc1,Iα∩(cIβ), bc4,Iα∪Iβ

❦✒❧☞♠ zr

➺☛☎➅➤ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ bc2,Iα∩Iβ

➍ ➌
bc3,(cIα)∩Iβ

➍➏➌ ☎➅➐ ❧ →➣➢☛➢➥➍ ♠ bβ,Iβ

✡✔➬❂➍ ✕
c1, c2, c3, c4➙❞➤➏➢➥→✟✂☞➎❞➍✭➎➝➌✻➐➣➍➏➢ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎❞➢ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➒➌➥➋ ❧ ➎➝➌❆➐➣➍ ☞ ➊ ♠ ➙❤➙✔➍ ∂ (α, β)

➍✭➎➝➌➥➊↕➋ ♠✍❧ ➎♦➌ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→ Ð➜↕➍➏➡ ➍➏➎➝➌
Iα ∩ (cIβ)

➺
Iα ∩ Iβ

➺
(cIα) ∩ Iβ

➺
Iα ∪ Iβ

✗ ➩
✺❄➐➇➢☛➋ ✙ ➌✏➙❞➊☞➎ ➟ ➙❞➍ ❦❞♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ♠ ➐ ✵✸➤✌✂ ❧ ➐➣→➼➌✍➤ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋✔➎ ➟ ➦✔➊↕→➼➬ ❦✔♠ ➤ ➟ →➣➢❆➙❞➍ Iα ➍➏➌

Iβ
➩

✴❑✵✸➦ ➞✫❦ ➊☞➌✍➦❞➧➏➢➥➍ |α ∩ β| = 2
→➣➡ ❦ ➊☞➢➥➍ ✝♦➋❞➍ ➐➣➍➏➢◗➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍✭➢

Iα ∩ Iβ, (
cIα) ∩

(cIβ) , Iα ∩ (cIβ) , (cIα) ∩ Iβ
➎❞➍➷➢➥➊↕➎➝➌ ❦✒❧ ➢❆➜❂→➒➙❞➍✭➢ ✕ ➍ ➌✏➙✔➊↕➎ ➟➑❧ ➋❞➢➥➢☛→ ✝♦➋❞➍ r ≥ 4

✗ ➩
◆❉➎ ➍✭➎ ➙❞➤✭➙❞➋✔→➒➌P➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ❦✒❧☞♠ ➌✢✝♦➋❞➍ ➐➣➍✭➢✿➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍✭➢ Iα, Iβ, (cIα) , (cIβ) ❦ ➊↕➢☛➢➥➧✭➙✔➍✭➎➝➌❧ ➋✳➡ ➊↕→➒➎❞➢❆➙❞➍✭➋✫➬ ➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✭➺❱➍➏➌❉➙❸✵ ❧ ➋❂➌ ♠ ➍ ❦✒❧☞♠ ➌✏✝♦➋❞➍➑➢➥→ r ≥ 5

➺✰➊☞➎ ❦ ➍✭➋✔➌✎✕ ✝♦➋❞→➒➌☛➌✍➍ ☎
➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ Iα, Iβ ➍➏➎✳➐➒➍✭➋ ♠✐➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ → ♠ ➍ ✗❣➢☛➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➍ ♠ ✝♦➋❞➍ r − (Iα ∪ Iβ) ≥ 2

➩
◆❉➎ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➒➌ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢☎➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍❆➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➍ ♠❑➟✱❧ ➢❑➙❞➍➏➢ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎♦➌➥➢●➙❞➍➏➢❑➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍✭➢ ➟ ➊↕➎✔➢➥→➼Ð➙❞➤ ♠ ➤✭➍➏➢✢✝✫➋✔→ ✡✔➬❂➍✭➎➝➌ ai0

✕ ➊☎✄ ➐ ✵✸➊☞➎ ➢✭✵ ➍✭➢❝➌➑➙✔➊↕➎❞➎❞➤
i0 ∈ Iα ∩ Iβ

✗✂➍ ➌
aj

➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌
j ∈ r − (Iα ∪ Iβ)

➩❨✴ ❧ ➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍

bαbβbαβ (bc1bc2bc3bc4)
−1



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

❧ ➙❞➡➨➍➏➌➻➙❞➊↕➎ ➟ ➋❞➎ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎♦➌➨➐ ❧ →➣➢☛➢ ❧ ➎➝➌➻➌ ♠ ➊↕→➒➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢ ✡✔➬❂➍✭➢ ✲❑➍➏➐➣➐➒➍✦➍✭➢❝➌➛➙❞➊↕➎ ➟➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍✭➎➝➌➥➍➷➙✔➍ zr

➺✒➍➏➌ ❦✒❧☞♠✐➟ ➊↕➎❞➢☛➤ ✝♦➋❞➍✭➎➝➌✂➌ ♠ →➼➜✫→ ❧ ➐➒➍☞➩❁❂→
r = 4

➺✰➊↕➎ ♠✍❧ ➔☛➊☞➋✔➌✍➍➅➋✔➎ ➟ →➣➎ ✝♦➋❞→➒➧✭➡➨➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➢➥➍ ♠➥❧ ➡ ➍➏➎❞➍ ♠✏❧ ➋ ➟✱❧ ➢ ❦❞♠ ➤ Ð
➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌✭➩

✩✗✍ ✩✠✍✚✘ ✯✖❯✺✟❙✬❏r✒❯❛❳❑❚❨★✝✟ ✟❭❯❛★✖✬✑✏✓✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯✚✟✝✬✜✛❏❯❙★✣✢ ❬➶✯✥✤
✴❘➍ ☞ ➋✔➌➷➙❞➍ ➟ ➍ ❦✒❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍ ➍✭➢☛➌➑➙❞➍➨➙❞➊↕➎❞➎✔➍ ♠ ➋❞➎❞➍➨➙❞➍✭➢ ➟✭♠ → ❦ ➌➥→➣➊↕➎ ➟ ➊↕➡ ☞ →➣➎ ❧ ➌✍➊↕→ ♠ ➍

❦❞♠ ➤ ➟ →➒➢➥➍❊➙❞➍●➐ ❧ ➡ ➊↕➎✔➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍☎➙❞➋ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ πη

➺✖➍✭➎➑➌➥➍ ♠ ➡ ➍➏➢❭➙➇✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎➑➙❞➋ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➙❞➍➏➢✻➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍➏➢ ❦ ➋ ♠ ➍✭➢✻➢➥➋ ♠ ➐➣➍➏➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍✭➢✻➙❞➍➑✹✂→➒➍✭➐➣➢☛➍✭➎➇➩❨❡✝➊↕➋ ♠✻➟ ➍➏➐ ❧ ➺✒➊↕➎✳➢✭✵ ❧☞❦❞❦ ➋✔→➣➍P➢➥➋ ♠ ➐➣➍➐➣→➒➍✭➎➃➍✭➎➝➌ ♠ ➍ ➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ➙✔➍✭➢✦➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍➏➢ ❦ ➋ ♠ ➍➏➢➠➙❞➍ ▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛❏➍ ➌➠➐➣➍✳➡ ❧✘❦❞❦ →➣➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢
✂ ♠ ➊↕➋ ❦❈❦ ➋ ♠ ➺●➍ ➌➠➢➥➋ ♠ ➐➒➍✭➢ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍➏➢❤➙✔➍ ➟ ➍➏➢✆✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➏➢➠➢➥➋ ♠ ➋✔➎❞➍ ✡ ☞ ♠ ➍
✂↕➤➏➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍✄✂↕➤✭➊☞➡ ➤ ➌ ♠ →✠✝♦➋❞➍❲➙❞➍ πη

➍ ➌ ➐➒➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊☞➎❞➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➐●➙❞➍◗➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ r Ð❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➤➏➍☞➩❩✹✻➊↕➋❞➢❘➍ ➬ ❦ ➐➣→ ➟ →➒➌➥➊↕➎❞➢❸➍➏➎ ❦❞❧☞♠ ➌➥→ ➟ ➋✔➐➣→➣➍ ♠ ➐ ✵ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎❉➙❞➍ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➒➎❞➢➇➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢❘➙❞➍❊❇✏➍➏➦❞➎Ð❄➐➒➍✭➢ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡ ✡ ✟ ✠✬☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✕➶➜↕➊↕→ ♠ ➐ ❧ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎➅✑✔➩✸✑✔➩❜✕ ✗❄Ð❸➢➥➋ ♠ π1 (S2 − A)
✕ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎✑✔➩✸✑✔➩✸✑ ✗ ➺ ✁ ➊ ♠ ➡➻➋❞➐➣➍ ✝✫➋✔➍✿➎❞➊↕➋❞➢ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐➣→➒➢➥➍ ♠ ➊↕➎❞➢●➍✭➎◗✑✔➩ ✗❞➩➼✓✖✕➻➍✭➎➠➙❞➊☞➎❞➎ ❧ ➎➝➌❆➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎✦➢➥➋ ♠➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊☞➎❞➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➐❭➙❞➍➛➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ r Ð ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➤✭➍➑➙❞➍➛➎➇✵ →➣➡ ❦ ➊ ♠ ➌✍➍ ✝✫➋✔➍✭➐☎➡➨➊☞➌❉➍➏➎➙❞➍➏➢❆➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢✂➢ ❧☞♠ ➡➨➍✭➎➝➌✍➢ ➟ ➊↕➡ ➡➻➋✔➌ ❧ ➎➝➌✐➙✔➍✭➋❂➬ ☎➛➙❞➍➏➋❂➬✰➩

✩✗✍ ✩✠✍ ✌✎✍ ✎ ✄ r✎✆☞✯✖❬❪❚❱✮✷✟❙✬ Γ0,r
✪✱❯✝★✚✸❪✬ ✒❱★✖❚❱❯❙✧❑✬✁�✽❚❱✮✺✟✝r✴✄t✬✫✮✰✯❩r✎✸ ✟✝✬ ✸ r ✪✭✧q♣ ✂♦★✖✬ r✧❑❚❱❬ ✮❱✯❩✩♦✬ ✍ ☛

✂ ✂ ✂ ✂ ✌ ✂ ✌ ✂ ✄ ✡✞✁ ✌ ✠ ✆✞✄ ✁ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌ ✧ ✌ ✁ ✁ ✌ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄ ✟☛✡ ✡
Γ0,(r+1)

➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌
a0

➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➙❞➍
S2 −A

➩✒◆❉➎❲➎✔➊☞➌✍➍ ❦❞❧☞♠ π1 (S2 − A)
➐➒➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎➝➌ ❧ ➐ ✕❪➌➥➊ ❦ ➊☞➐➣➊✓✂↕→✠✝♦➋❞➍ ✗➙❞➍

S2 − A
➙✔➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ ☞ ❧ ➢☛➍ a0

➩✝❡❭➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌✍➍➨➙❞➊↕➎❞➎✔➤✭➍✦➙✔➍✦➙❞➍➏➋❂➬ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢ ☞ ❧ ➢☛➍☞➺ ☎➌✍➊☞➋✔➌ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎❤➐➣➍➏➢❆➐➣→ ❧ ➎♦➌■➍✭➢☛➌ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➒➤➷➋✔➎✳→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍❉➎ ❧ ➌✍➋ ♠ ➍✭➐❘➍➏➎♦➌ ♠ ➍➷➐➣➍➏➢✻➙✔➍✭➋❂➬
✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎➝➌ ❧ ➋❂➬✰➺↕➍➏➎ ➢➥➊ ♠ ➌✍➍ ✝♦➋❞➍❆➐Ò✵ ➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ ♠ a0 = 0

➩➝◆❉➎ ♠✍❧☞❦✔❦ ➍➏➐➣➐➣➍
✝♦➋❞➍✿➐Ò✵ ➊↕➎ ❧➅➟ ➦✔➊↕→➣➢☛→❸➐➣➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌

a = (1, . . . , r) ➟ ➊↕➡ ➡➨➍ ❦ ➊↕→➒➎♦➌ ☞ ❧ ➢➥➍✏➙❞➋✄✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍❉➙✔➍✭➢➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍✭➢➏➩
✴❘➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ π1 (S2 − A) ❧ ➙❞➡➨➍➏➌✝➋❞➎❞➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➻➢❝➌ ❧ ➎✔➙ ❧☞♠ ➙❸➺✡➐➒→➣➤➏➍ ☎❆➋❞➎ ➟ ➦✔➊↕→➼➬➢☛➌ ❧ ➎❞➙ ❧✘♠ ➙ ➙❞➍ ➐ ❧☞➟ ➍ ➌✍➢P➢➥➋ ♠ S2 − r

➩✝◆❉➎ ➎❞➊☞➌➥➍ ❦❞❧☞♠ qi ➐ ❧❲➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍ ➙➇✵ ➦❞➊↕➡➨➊☞➌➥➊ ❦ →➣➍➻➙❞➋➐ ❧✘➟ ➍➏➌❲➙❞➍ S2 − A ❦✒❧☞♠ ➌ ❧ ➎➝➌➠➙✔➍ a0

➺ ❦✒❧ ➢➥➢ ❧ ➎➝➌❤➢➥➊↕➋❞➢ a1, . . . , ai−1

➍➏➎➝➌✍➊↕➋ ♠➥❧ ➎➝➌ ai➙ ❧ ➎✔➢✐➐➣➍❉➢☛➍✭➎❞➢❆➙❞➍➏➢ ❧ →✟✂↕➋✔→➣➐➣➐➒➍✭➢❊➙➇✵ ➋❞➎❞➍✿➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍✘➺❞➍➏➌ ♠ ➍➏➜☞➍✭➎ ❧ ➎➝➌ ☎ a0

➍✭➎ ❦✒❧ ➢☛➢ ❧ ➎➝➌✻➢➥➊↕➋✔➢
ai−1, . . . , a1

➩
✴ ❧ ✡ ✂↕➋ ♠ ➍✿✑✔➩✸✑✔➩➼✓↕➩➒✓✿➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍❉➐Ò✵ ❧ ➐➒➐➣➋ ♠ ➍✂➙❞➍ qi ✕ ➊☞➋➇➺ ❦ ➐➒➋❞➢■➍ ➬ ❧☞➟ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌✭➺✒➙❞➍❉➐ ✵✸➋❞➎➠➙✔➍➢➥➍➏➢ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌➥➢✦✗ ➩

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✸✵❂➩ ✔ ✪ ✌ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌ ✔✱✞ ✡ ✄ ✟ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✍
π1 (S2 − A, 0)

✟ ✄✁☎✦✌ ✁ ✍ ✟
✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✡✆✏★✝ ✟ ✟☛✡✞✁ ✌ ✝
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0 i

qi

✥ ☞ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡ ✝
(qi)i∈r✥ ✍❆✌ ✍ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✡ ✝

q1 . . . qr = 1

✴❘➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ Γ0,r
❧ ✂↕→➼➌✻➎ ❧ ➌✍➋ ♠ ➍✭➐➒➐➣➍➏➡ ➍➏➎♦➌✻➢☛➋ ♠ ➐➒➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ π1 (S2 −A) ❦❞❧☞♠✏❧ ➋✔➌✍➊✘Ð➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍✭➢q➍ ➬✫➌✍➤ ♠ →➣➍➏➋ ♠ ➢✶➙❞➍✐➐ ❧ ✁ ❧ ✓✭➊☞➎➨➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➍✿✎↕➊↕➎ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➒➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌✶➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌➙❞➍

Γ0,r

➋❞➎ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌ h ➜☞➤ ♠ →✠✡ ❧ ➎➝➌ h(a0) = a0

➩✖❁❂➊☞→➒➌
[l]
➐ ❧■➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✶➙➇✵

a
Ð❄→➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍➙➇✵ ➋❞➎➛➐ ❧✘➟ ➍➏➌ l ➢➥➋ ♠ S2−A

☞ ❧ ➢☛➤■➍✭➎ a0

➩✡❫✏➐➣➊ ♠ ➢ [h] . [l] := [h ◦ l]
➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌☎➋✔➎❞➍ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎➙❞➍

Γ0,r

➢➥➋ ♠ π1 (S2 −A)
➩

◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌❆→➣➎➝➌✍➍ ♠➥❦❞♠ ➤➏➌➥➍ ♠❆➟ ➍ ➌➥➌✍➍ ❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎➠➍ ➬✫➌✍➤ ♠ →➒➍✭➋ ♠ ➍➷➍➏➎ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠✍❧ ➎➝➌✻➐➣➍✏➡ ❧☞❦✔❦ →➣➎ ✂
➟ ➐ ❧ ➢➥➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➙❞➍✐➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ (r+1)

Ð ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➤✭➍✘➺ ❦❞❧☞♠ ➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢ a0, . . . , ar

➩↕✾❑➎ ➍✌✔✰➍➏➌✱➺
➐➣➍➏➢❣➐ ❧☞➟ ➍ ➌✍➢ qi ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎✔➙❞➍✭➎➝➌ ☎➻➙✔➍✭➢❣➌ ♠ ➍➏➢➥➢➥➍➏➢✐➙❞➍✏➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍✖☎ (r+1)

Ð ☞ ♠ →➣➎❞➢➏➺➝➙❞➊↕➎➝➌➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍ ➙ ❧ ➎❞➢ Γ0,(r+1)

➍✭➢❝➌ ➐ ✵✸→➒➎➝➜↕➍ ♠ ➢➥➍❤➙❞➋❿➌ ✒ →➣➢☛➌ ➙✔➍❏❇✏➍➏➦❞➎ ❧ ➢➥➢➥➊ ➟ →➒➤✄☎ ➐ ❧ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍
βi

➙➇✵✸➋✔➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ bi
➍✭➎➝➌➥➊↕➋ ♠✍❧ ➎♦➌ a0

➍➏➌
ai

➍➏➎ ❦✒❧ ➢☛➢ ❧ ➎➝➌✆☎ ➐Ò✵ ❧ ➐➣➐➒➍ ♠ ➍ ➌ ❧ ➋ ♠ ➍ ➌✍➊↕➋ ♠➢➥➊☞➋❞➢
a1, . . . , ai−1

➩✝❫ ❦❞❦ ➍✭➐➒➊↕➎❞➢ ❦❞❧☞♠ Γa0

➐➣➍ ➢➥➊↕➋❞➢❍Ð✎✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✦➙❞➍ Γ0,(r+1)

➍✭➎ ✂☞➍✭➎❞➙ ♠ ➤
❦✒❧☞♠ ➐➒➍✭➢ Dβi

➩✐✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢ ❦✒❧✘♠ A0

➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍
A ∪ a0

➺■➍➏➌
a0

➐➣➍
(r + 1)

Ð❄➋ ❦ ➐➣➍ ➌
(0, 1, . . . , r) = (a0, a1, . . . , ar)

➩

❁❂➊↕→➼➌
α
➋✔➎❞➍ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍✂➙➇✵

a
Ð❄→➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍❆➙❞➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ ✁ ➍ ♠ ➡ ➤❆➢➥→➒➡ ❦ ➐➣➍❆➙❞➍ S2 −A

➩✔❋●➦❞➊↕→➼Ð
➢➥→➒➢➥➢☛➊↕➎❞➢➅➋❞➎ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌ a ➙❞➍

α
➎❞➍ ❦✒❧ ➢☛➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢ ❦✒❧☞♠ a0

➩☎◆✿➎➁➎✔➊☞➌✍➍ ❦❞❧☞♠ α0➐ ❧➠➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➨➙➇✵
a0

Ð❄→➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍➛➙❞➍ a ➩❭◆❉➎➫➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌➻➐ ✵✸→➒➡ ❧ ✂☞➍ ❦✒❧☞♠➷❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎➫➍ ➬❂➌➥➤ ♠ →➣➍✭➋ ♠ ➍➨➙❞➍
Dα ∈ Γ0,r

➢➥➋ ♠ Dβi
∈ Γa0

➟ ➊↕➡ ➡➨➍❆➐➣➍✐➌ ✒ →➣➢❝➌ DDα0 (βi) = Dα0Dβi
D−1

α0

➩✔✴❑✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎➍ ➬✫➌➥➤ ♠ →➒➍✭➋ ♠ ➍✂➙✔➍ Γ0,r

➢➥➋ ♠ π1 (S2 − A)
➙✔➤✭➙❞➋❞→➼➌✍➍ ➟ ➊✟✞✽➎ ➟ →➣➙❞➍ ☞ →➒➍✭➎ ❧ ➜☞➍ ➟ ➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➤❄➔✒☎➡➨➍✭➎➝➌✍→➒➊↕➎❞➎❞➤➏➍☞➩
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π : H

′

→ U
r

❡❭➊☞➋ ♠ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍➠➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎ ❧ →➒➌➑➋❞➎➁➢➥➍➏➎❞➢✭➺❑→➒➐ ✁ ❧ ➋✔➌ ☞ →➣➍✭➎➁➢✁� ♠ ➜☞➤ ♠ → ✡✒➍ ♠ ✝✫➋❸✵✸➍➏➐➣➐➣➍➎❞➍➨➙❞➤ ❦ ➍✭➎✔➙ ❦✒❧ ➢➷➙❞➋ ➟ ➦❞➊↕→➼➬ ➙✔➍ a ➩❭❋●➍ ➟ →❊➎➇✵ ❧ ✟ ✆ ✠✬✝Ò✞✡✠✬✝ ♠ →➒➍✭➎ ➙➇✵ ➤➏➜✫→➣➙❞➍➏➎➝➌✱➺ ❦ ➋❞→➣➢ ✝♦➋❞➍➙❞➍➏➋❂➬◗➌✍➍➏➐➣➢ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌✍➢ a ➍ ➌ a′ ➙❞➍ α ➎✔➍➑➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➢➥➢➥➍➏➎➝➌ ❦✒❧ ➢✻➌➥➊↕➋✡➔☛➊↕➋ ♠ ➢❆➐ ❧ ➡ ✍➏➡ ➍
➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✦➙➇✵

a0

Ð✽→➣➢➥➊✘➌✍➊ ❦ →➒➍☞➩❙◆❉➎ ❦✔♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ➟ ➍ ❦ ➍✭➎❞➙ ❧ ➎♦➌ ✝✫➋✔➍✦➐➣➍➏➢ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ❧ →➣➎✔➢➥→✶➙❞➤✌✡❞➎❞→➣➍➏➢➎❞➍✐➙❞→ ✔❸➧ ♠ ➍➏➎♦➌ ✝♦➋❞➍ ❦✒❧✘♠ ➋❞➎ ❧ ➋✔➌➥➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍●→➒➎♦➌➥➤ ♠ →➣➍✭➋ ♠ ➙❞➍ Γa0

➩➝✾❑➎➨➍✕✔❸➍ ➌✱➺➝➊↕➎ ❦ ➍✭➋❂➌
➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ ♠❭❦ ➊↕➋ ♠ ➙❞➍✭➢❭➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍✭➢❑➙➇✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍➏➢ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍➏➢ D[a]

➍ ➌
D[a′]

➙ ❧ ➎❞➢ Γ0,(r+1)

➺✡➙❞➍➏➢
♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌ ❧ ➎➝➌✍➢✙✝♦➋❞→✫➎❞➍❊➙❞→✠✔✰➧ ♠ ➍✭➎➝➌ ✝✫➋✔➍ ❦✒❧✘♠ ➐➒➍ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎ ✝✫➋✔➍ ❦✒❧☞♠☛➟ ➊↕➋ ♠ ➌ a0

➩✘✴ ❧ ➌ ♠ ➍✭➢➥➢☛➍
♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➎➝➌➥➍☞➺ ❧ ➎➝➌➥➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌➑➙❞➍ D[a]D

−1
[a′]

❦ ➍➏➋✔➌P➙❞➊↕➎ ➟ ✍ ➌ ♠ ➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠ ➤➏➍ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➑➋❞➎
➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌❣➙❞➍

π1 (S2 − A)
➩✫✾❑➎✦➌ ❧ ➎➝➌ ✝♦➋❞➍✂➌➥➍✭➐➣➐➒➍☞➺➝➐ ✵✸➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌❣➙❞➍ Γ0,(r+1)

✝♦➋❞→✰➐➒➋❞→❨➍✭➢❝➌
❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➣➤●➍✭➢☛➌❊➙❞➊☞➎ ➟ ➍✭➎ ✂☞➍✭➎❞➙ ♠ ➤ ❦✒❧☞♠ ➐➒➍✭➢ Dβi

➺ ➟ ➍✜✝♦➋❞→✔➍✭➎➝➌ ♠➥❧✟✞ ➎❞➍✐➐➒➍ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌ ❧ ➎❞➎❞➊↕➎ ➟ ➤☞➩
✹✂➊☞➋❞➢ ❧ ➐➒➐➣➊↕➎✔➢✂➡ ❧ →➣➎➝➌➥➍✭➎ ❧ ➎➝➌✏➍ ➬ ❦ ➐➣→ ➟ →➼➌✍➍ ♠ ➺ ❧ ➜☞➍ ➟ ➐ ✵ ❧ →➒➙❞➍➷➙❞➍ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍➅→➣➎➝➌✍➍ ♠➥❦❞♠ ➤➏➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➺➍➏➌➨➙❞➍ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍✳➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➧ ♠ ➍ ♠ ➍✭➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➍✘➺❑➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎➁➙❞➍ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➣➎❞➢➛➌ ✒ →➒➢☛➌✍➢➨➙❞➍✳❇✏➍✭➦✔➎❴➢➥➋ ♠

π1 (S2 − A)
➺➇➐➣➍➏➢ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡ ✡ ✟ ✠✬☎✦✌ ✡✞✁ ✡✖✕ ➟ ✁ ➩➇➐ ❧ ➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎ ✑✔➩✸✑✔➩❜✕➠➍ ➌P➐ ❧➠❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎✑✔➩✸✑✔➩✸✑ ✗ ➩❨❋●➍➏➢✐➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢❆➢➥➍ ♠ ➊↕➎➝➌✻➋✔➌✍→➒➐➣➍✭➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➙❞➤✌✡✒➎✔→ ♠ ➋❞➎ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌✻➙❞➍✢✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ Ð➌✍➍➏➋ ♠ ➢❆➙❞➍P➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍ ❧ ➋➠➜↕➊↕→➒➢➥→➣➎ ❧ ✂↕➍✿➙➇✵ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌❆➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙❤➙✔➍ U r ➩

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✁�❱➩ ✔ ❡✝➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌✍➍ ❦✒❧☞♠ ➌➥→➒➌➥→➣➊↕➎ (I1, I2, I3)
➙➇✵ ➋❞➎ ➢➥➊☞➋❞➢❝Ð✽➍✭➎❞➢☛➍✭➡➛Ð

☞ ➐➒➍ ✆ ✍➣✌✆✝ ✡ ✕✱✝✄✂ ✌ ✂ ➟ ➊↕➎❞➢☛➌➥→➒➌➥➋❞➤❲➙➇✵ ➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ ➢ ✧ ✞ ✡ ✡ ✄✦✧ ✏ ✁ ✝ ✔☛✡✍✗✿➙❞➍
r
➺✝➙❞➊↕➎➝➌➛➐➣➍➏➢➻➍ ➬❂➌ ♠ ➤➏➡ →➼➌✍➤✭➢

❧☞❦❞❦❞❧☞♠ ➌➥→➣➍✭➎✔➎❞➍✭➎➝➌✘☎ I1 ➺■➊☞➎ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌◗➐➣➍ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡ ✟ ✠✆☎✦✌ ✡✞✁
D[I1,I2,I3]

✭ ✟ ✡✦✡❩✞ ✧ ✝ ✄ ✠ ✍ ✟
✆✠✟ ✠ ✁ ✝ ✁ ✝Ò✞ ✡

(I1, I2, I3)
➺ ➟ ➊↕➡➨➡➨➍❉➐➣➍✻➌ ✒ →➣➢☛➌■➍✭➎➝➌✍➊↕➋ ♠✍❧ ➎➝➌ I1 ➺ ❦✒❧ ➢☛➢ ❧ ➎➝➌ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✐➙✔➍

I2
➍➏➌ ❧ ➋✫Ð❄➙❞➍➏➢➥➢➥➊☞➋❞➢❆➙❞➍ I3 ➩
❁❂→
I3 = ∅

➺❘➊↕➎t➎❞➊✘➌✍➍ ➐➣➍➛➌ ✒ →➣➢❝➌➻➢ ❧☞♠ ➡➨➍✭➎➝➌ D[I1,I2]

➩❙✷✂➎ ➌✍➍✭➐❑➌ ✒ →➒➢☛➌➑➍✭➢☛➌➑➋❞➎ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁
✔✱✌ ✠ ☛ ✠✞☛ ✧ ✝ ✌ ✟ ✟ ✍❄➩❣❁❂→✂➍➏➎❛➊↕➋✔➌ ♠ ➍ I1 ➎➇✵ ➍✭➢❝➌ ➟ ➊↕➎✔➢☛➌✍→➼➌✍➋❞➤ ✝♦➋❞➍ ➙❞➍✳➙❞➍✭➋❂➬❴➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢

i
➍ ➌

j
➺❣➐➒➍✳➌ ✒ →➒➢☛➌❲➍➏➢☛➌➠➋✔➎ ✔✱✌ ✠✂☛ ✠✞☛ ✧ ✝ ✌ ✟ ✟ ✍ ✟ ✡ ➺❊➍➏➌❲➊☞➎❈➐➣➍❤➎❞➊☞➌✍➍

Dij

➩●✷✂➎❴➌➥➍✭➐✻➌ ✒ →➣➢☛➌✦➍✭➢❝➌➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍ ✕ ❦✒❧☞♠ φ ✗❣➙➇✵ ➋❞➎ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠P✄✝✆ ✚ ✠ ✁ ✝ ✡ ➙❞➋✄✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍✏➙❞➍✭➢■➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍➏➢ ✕ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎✔➍
❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➁➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍❲➙❞➍➏➢➅➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍✭➢ ❦ ➋ ♠ ➍✭➢➛➙❞➍➠▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛✆☎ r ☞ ♠ →➒➎❞➢ ❦✒❧✘♠➅➟ ➍➏➢✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢➏➺❨➜☞➊↕→ ♠ ✠ ✑ ❬❪★ ☎✕✲ ✑ ❦ ➩ 20

✗ ➩
❁❂→
I2 = I3 = ∅

➺✶➊↕➎➃➎❞➊☞➌➥➍✳➐➒➍❤➌ ✒ →➒➢☛➌ DI1

➩❊✷✻➎➃➌✍➍➏➐✐➌ ✒ →➣➢☛➌ ➍✭➢❝➌ ❧☞❦✔❦ ➍➏➐➣➤ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁
✠✍✌ ✧ ✁ ✟☛✡★✜ ✍➣✌ ➩

� ✎☛✘ ✞✩✘✳✔✗✎ ✱✲✛✡➩ ✔ ❁✫➊↕→➒➌
I
➋❞➎ ➢➥➊☞➋❞➢❝Ð✽➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍➅➙❞➍

r
➺❱➍➏➌

i
➍ ➌
j
➌✍➍➏➐➣➢ ✝♦➋❞➍

1 ≤ i ≤
j ≤ r

➩❨◆❉➎◗➎❞➊☞➌➥➍
q
i

I
−→j➐➣➍ ❦✔♠ ➊✫➙❞➋❞→➒➌❉➙❞➍✭➢ qm ➺ ❦ ➊↕➋ ♠ m ❧☞❦❞❦✒❧☞♠ ➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌ ☎ I ∩ {i, . . . , j}

➺➇➐➣➍ ❦✔♠ ➊✫➙❞➋❞→➒➌P➢➏✵✸➍ ✁ Ð
✁ ➍ ➟ ➌✍➋ ❧ ➎♦➌✻➙ ❧ ➎❞➢❆➐Ò✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍✿➎ ❧ ➌➥➋ ♠ ➍➏➐❘➙❞➤✭➙❞➋✔→➒➌❆➙❞➍ ➟ ➍➏➐➣➋❞→❘➙✔➍ N

➩



�✒☎ � ☎ ✂✍✎ ☎ ✠ ✂✡✄ ☎ ✆ ✂✄✁ ✠ ✠✆☎ ✁ ✂✞✝✠✟✍✎ ✂☛☎✝✂✞✌ ✎ ✠ ✂ �✆☎✄✁✁� ✡☞✎✄✂ �✁�

◆❉➎◗➎❞➊☞➌✍➍
q
j

I
−→i

:=
(
q
i

I
−→j

)−1

✾❑➎ ✡✒➎➇➺❙➊↕➎ ❦❞♠ ➊↕➐➣➊↕➎ ✂↕➍ ➙❞➍ ➡ ❧ ➎❞→➒➧ ♠ ➍ ♠ ➤ ➟ ➋ ♠ ➢☛→➒➜☞➍ ➟ ➍➏➢➑➎✔➊☞➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎✔➢➷➍➏➎ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌➥➌ ❧ ➎♦➌➐Ò✵ →➣➎✔➙❞➍ ➬ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❦✒❧✘♠✐❦ ➐➣➋❞➢☛→➣➍➏➋ ♠ ➢ � ➧ ➟ ➦❞➍✭➢➏➩
✴❑✵ ❧ ➎ ❧ ➐➣➊ ✂↕➋❞➍❉➙❞➍P➐ ❧➅♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➠➙❞➍➑❋●➦ ❧ ➢☛➐➣➍➏➢

q
i

I
−→j
q
j

I
−→k

= q
i

I
−→k➎➇✵ ➍✭➢❝➌✻➜ ❧ ➐ ❧ ☞ ➐➒➍✏✝♦➋❞➍P➙ ❧ ➎❞➢❆➐➣➍ ➟✭❧ ➢❆➊☎✄ j /∈ I
➩

◆❉➎◗➤ ➟✭♠ → ♠➥❧ i→ j ❧ ➋◗➐➒→➣➍✭➋➠➙✔➍ i I
−→j

➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍ I = r
➩

◆❉➎◗➋✔➌✍→➒➐➣→➣➢☛➍ ♠➥❧ ➐➣→ ☞ ♠ ➍➏➡ ➍➏➎♦➌❆➋✔➎❞➍P➎❞➊☞➌ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ ❧ ➎ ❧ ➐➒➊✓✂↕➋❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➒➍✭➢ Dβi

➩
✴❘➍✭➢●➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢✐➢ ❧☞♠ ➡ ➍➏➎♦➌➥➢ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌☛➌ ♠ ➊↕➎➝➌✐➙❞➍✿➙❞➤✕✡✒➎❞→ ♠ ➋❞➎ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌❆➙❞➍✖✂↕➤➏➎❞➤ Ð

♠✍❧ ➌✍➍✭➋ ♠ ➢❑➙❞➍■➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ ❧ ➋➅➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂☞➍●➙➇✵ ➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌❑➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙➛➙✔➍ U r ➩➝✴ ❧❉❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌✍➍❆➙❞➊↕➎✔➎❞➍❆➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎➛➙➇✵ ➋❞➎➨➌ ✒ →➣➢☛➌❊➢ ❧☞♠ ➡➨➍✭➎➝➌ ☎✿➎➇✵✸→➒➡ ❦ ➊ ♠ ➌✍➍ ✝♦➋❞➍✭➐➒➐➣➍ ❦ ➋✔→➣➢➥➢ ❧ ➎ ➟ ➍➑✎
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✄✂✒➩ ✔ ✂❆✞✍✏❂✠ ✁ ✞✍✏ ✁

n ∈ Z
✭ ✁ ✞✍✏ ✁ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡ ✟ ✠✬☎✦✌ ✡✞✁

D[I,I′,I′′]

✭
✍➥✆ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌

Dn
[I,I′,I′′]

✡✆✏✫✠
π1 (S2 − A)

✌✦✡ ✁ ✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✌ ✆✠✟ ✠ ✝

✥ Dn
[I,I′,I′′].qi = qi

✆ ✞✍✏❂✠
i /∈ I ∪ I ′′

✥ Dn
[I,I′,I′′].qi =

(

q
i
I′
−→1

I∪I′
−−→r

I′
−→i

)n

qi
✆ ✞✍✏✫✠

i ∈ I

✥ Dn
[I,I′,I′′].qi =

(

q
i
I′
−→1

I∪I′
−−→r

I′
−→i

)n(

q
i
I∪I′
−−→1

I′
−→r

I∪I′
−−→i

)n

qi
✆ ✞✍✏❂✠

i ∈ I ′′

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌
D[I,I′,I′′]

➋❞➎➷➌ ✒ →➣➢☛➌❭➢ ❧✘♠ ➡➨➍✭➎➝➌✱➩✘◆❉➎ ➟ ➦❞➊☞→➣➢➥→➼➌❙➐➣➍ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎✫Ð➌ ❧ ➎♦➌❊➙❞➍ ➟ ➍✻➌ ✒ →➣➢❝➌ ✝♦➋❞→ ❧ ➢➥➍ ♠ ➜✫→ ☎➷➐➣➍❆➙❞➤✕✡✒➎❞→ ♠ ➺➝➍➏➌❣➊↕➎➨➎❞➊☞➌✍➍ ❦✒❧☞♠ D0
[I,I′,I′′]

➐➣➍✐➌ ✒ →➣➢❝➌❣➙✔➍
Γ0,(r+1)

❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➤✘➩❙❋●➊↕➡➨➡ ➍ ➟ ➍➛➌ ✒ →➣➢❝➌P➍✭➢☛➌➷➙➇✵ →➣➎➝➌➥➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ➎♦➋❞➐➒➐➣➍ ❧ ➜☞➍ ➟ ➌✍➊↕➋❂➌✿➌ ✒ →➣➢☛➌
Dβi

❦ ➊↕➋ ♠ ➐➒➍ ✝♦➋❞➍✭➐ i /∈ (I ∪ I ′′)
➺❞→➒➐ ❧ ➋❞➎❞➍ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎◗➌ ♠ →➼➜❂→ ❧ ➐➣➍✂➢➥➋ ♠❆➟ ➍✭➢✻➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➍ ♠ ➢✭➩

❡❭➊☞➋ ♠ i ∈ I
➺❨➢☛➊↕→➒➌

D1
[I,I′,I′′]

➐➣➍✿➌ ✒ →➒➢☛➌✂➊ ☞ ➌✍➍➏➎♦➋ ➍✭➎ ✁ ➋✔➢➥→➣➊☞➎❞➎ ❧ ➎➝➌✂➐➣➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ bi ➍ ➌➐➣➍ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎ ✝♦➋❞→ ❧✳❦ ➍ ♠ ➡➨→➣➢➷➙❞➍ ➙❞➤✌✡✒➎✔→ ♠ ➐➣➍ ➌ ✒ →➣➢☛➌➻➢ ❧☞♠ ➡ ➍➏➎➝➌ D0
[I,I′,I′′]

➩q❋●➍ ➌ ✒ →➒➢☛➌ ❧➋❞➎❞➍ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎❏➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➣➍➷➢➥➋ ♠ Dβi

➺✰➍➏➌P➊↕➎ ♠ ➍✭➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➍ ✝♦➋❞➍➛➐ ✵✸➊☞➎ ❧ ➐Ò✵ ➤ ✂ ❧ ➐➒→➒➌➥➤➷➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➍
✕ ➟ ✵✸➍➏➢☛➌✻➋❞➎❞➍ ➟ ➊☞➎❞➢➥➤✌✝✫➋✔➍✭➎ ➟ ➍➻➙❞➍P➐ ❧➛♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❲➙❞➍P➐ ❧ ➐ ❧ ➎♦➌➥➍ ♠ ➎❞➍ ✗✏✎

(
D

β:i
I′
−→1

I∪I′
−−→r

I′
−→i

) (
D0

[I,I′,I′′]

)
= D1

[I,I′,I′′]✴❑✵✸➤➏➐➣➤ ➜ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❏➙❞➍ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍➛➤ ✂ ❧ ➐➣→➼➌✍➤ ☎❲➐ ❧✦❦ ➋✔→➣➢➥➢ ❧ ➎ ➟ ➍ n ➙❞➊↕➎❞➎✔➍☞➺ ❦❞❧☞♠❉➟ ➊☞➡ ➡➅➋❂➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➙❞➍➏➢✻➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠ ➤➏➢➑✎



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

(
D

β:i
I′
−→1

I∪I′
−−→r

I′
−→i

)n (
D0

[I,I′,I′′]

)n
=
(
D1

[I,I′,I′′]

)n

❋●➊↕➡➨➡ ➍ (
D1

[I,I′,I′′]

)n ➟ ➊↕➡ ➡➻➋✔➌✍➍ ❧ ➜↕➍ ➟ Dβm

➺❞➊↕➎❤➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌P✎

(

D0
[I,I′,I′′]

)n

Dβi
=

(

D
β:i

I
−→1

I∪I′
−−→r

I
−→i

)

−n

Dβi✾❑➎ ✡✒➎➇➺ ➟ ➊↕➡ ➡➨➍ ➐ ❧ ➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍ qi →➒➎❞➙❞➋❞→➼➌➷➐Ò✵ ➤✭➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌ D−1
βi

➙❞➍
Γ0,r

➺❘➊↕➎➫➊ ☞ ➌➥→➣➍✭➎➝➌➷➐➣➍
♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌ ❧ ➎❞➎❞➊↕➎ ➟ ➤☞➩
❡❭➊☞➋ ♠ i ∈ I ′′

➺❸➐➣➍P➌ ✒ →➣➢❝➌ ❦✒❧ ➢☛➢➥➍ ☎❲➐ ✵ ❧ ➐➣➐➣➍ ♠ ➍➏➌ ❧ ➋ ♠ ➍ ➌✍➊↕➋ ♠ ➢➥➊↕➋❞➢ ai

➩❘❁❂➊☞→➒➌
D

′1
[I,I′,I′′]➐➣➍ ➌ ✒ →➣➢❝➌➛➙❞➍ Γ0,(r+1)

➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋➁➍✭➎ ➟ ➦❞➊☞→➣➢➥→➒➢➥➢ ❧ ➎➝➌ ❦ ➊↕➋ ♠➻♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌ ➙❞➍ D[I,I′,I′′]➐➣➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ a′[I,I′,I′′]

➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋ ☎ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ♠ ➙❞➍ a[I,I′,I′′]

➍✭➎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ❧ ➎➝➌➠➐ ❧➫❦ ➊ ♠ ➌➥→➣➊↕➎➙❞➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ ❦✒❧ ➢➥➢ ❧ ➎♦➌➻➢➥➊↕➋✔➢ ai

☎❤➐ ✵ ❧ ➐➣➐➣➍ ♠❉❦✒❧☞♠ ➋❞➎ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎ ➟ ➊↕➎➝➌✍➊↕➋ ♠ ➎ ❧ ➎➝➌ a0

➩✝❁✫➊↕→➒➌
D

′2
[I,I′,I′′]

➐➒➍➨➌ ✒ →➒➢☛➌➛➙❞➍ Γ0,(r+1)

➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋➁➍✭➎ ➟ ➦✔➊↕→➣➢☛→➣➢➥➢ ❧ ➎➝➌ ❦ ➊↕➋ ♠➑♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎♦➌ ➙✔➍
D[I,I′,I′′]

➐➣➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ a′′[I,I′,I′′]

➺❙➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋ ☎ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ♠ ➙❞➍ a′[I,I′,I′′]

➺✝➍➏➎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ❧ ➎➝➌➅➐ ❧
❦ ➊ ♠ ➌➥→➣➊↕➎➠➙❞➍ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎ ❦✒❧ ➢➥➢ ❧ ➎➝➌✻➢➥➊↕➋❞➢ ai

❧ ➋ ♠ ➍➏➌➥➊↕➋ ♠✐❦✒❧✘♠ ➋❞➎ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎ ➟ ➊↕➎➝➌➥➊↕➋ ♠ ➎ ❧ ➎➝➌
a0

➩
◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌❆➜↕➤ ♠ →✠✡✒➍ ♠ ✝✫➋✔➍➑➐ ✵✸➊↕➎ ❧ ➐➒➍✭➢ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎❞➢●➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢P✎

(
D

β:i
I′
−→1

I∪I′
−−→r

I′
−→i

)
D0

[I,I′,I′′] = D
′1
[I,I′,I′′]

(
D

β:i
I∪I′
−−→1

I′
−→r

I∪I′
−−→i

)
D

′1
[I,I′,I′′] = D

′2
[I,I′,I′′]

✾❑➎➠➤✭➐➒➍➏➜ ❧ ➎➝➌ ➟ ➍➏➢✐➤ ✂ ❧ ➐➣→➒➌➥➤✭➢✚☎➅➐ ❧➻❦ ➋✔→➣➢➥➢ ❧ ➎ ➟ ➍ n ✕ ➍ ➌✐➍✭➎➠➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌ ➟ ➊↕➡ ❦ ➌✍➍❉➙❞➍➏➢ ♠ ➍➏➐ ❧ Ð➌✍→➒➊↕➎❞➢✐➙❞➍ ➟ ➊↕➡ ➡➻➋✔➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎✠✗ ➺✫➊↕➎✳➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌P✎
(
D

β:i
I∪I′
−−→1

I′
−→r

I∪I′
−−→i

)n (
D

β:i
I′
−→1

I∪I′
−−→r

I′
−→i

)n (
D0

[I,I′,I′′]

)n
=
(
D

′2
[I,I′,I′′]

)n

◆ ♠ (D′2
[I,I′,I′′]

)n ❧ ➋✔➎❞➍ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎➛➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➣➍●➢☛➋ ♠ qi ➩♦❋●➍ ➟ →❱➙✔➊↕➎❞➎❞➍ ☞ →➒➍✭➎ ➐➣➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✱➩

➴●→➒➍✭➎➅➍➏➎♦➌➥➍✭➎❞➙✔➋➇➺➝➐➣➍➏➢q➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ ✁ ➍ ♠ Ð ☎✡Ð ➟ ➦❞➍➏➜ ❧ ➐❂➤➏➌ ❧ ➎➝➌✶➙❞➍✭➢ ➟✭❧ ➢ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➢❭➙❞➍■➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢➢ ❧✘♠ ➡➨➍✭➎➝➌✍➢➏➺✫➊☞➎ ➍➏➎ ➙❞➤➏➙❞➋❞→➼➌❣➐ ✵ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎ ☎➷➋✔➎❞➍ ❦ ➋❞→➣➢☛➢ ❧ ➎ ➟ ➍ ✝♦➋❞➍➏➐ ➟ ➊↕➎ ✝♦➋❞➍✻➙❞➍ ➟ ➍✭➢✶➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢✭➩
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✆☎❘➩ ✔ ✂❆✞✍✏❂✠ ✁ ✞✍✏ ✁ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✔✱✌ ✠✂☛ ✠✞☛ ✧ ✝ ✌ ✟ ✟ ✍

D[I1,I2]

✭ ✌ ✁ ✁ ✞✍✏ ✁
n ∈

N
✍➥✆ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌

Dn
[I1,I2]

✡✆✏❂✠
π1 (S2 −A)

✌✦✡ ✁ ✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✌ ✆✠✟ ✠ ✝

✥ D[I1,I2].qi = qi
✆ ✞✍✏❂✠

i /∈ I1
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✥ D[I1,I2].qi =

(

q
i
I2
−→1→r

I2
−→i

)n

qi
✆ ✞✍✏❂✠

i ∈ I1
✂

✾❑➎ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➺☎➊↕➎❴➌ ♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ➐➒➍✭➢ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋✔➐➣➍✭➢➨➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➒➍✭➢ ➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ ♠ ➍ ➟ Ð➌ ❧ ➎ ✂↕➐➣➍➏➢✐➍➏➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍➏➢■➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ ✁ ➍ ♠ Ð✎☎✡Ð ➟ ➦✔➍➏➜ ❧ ➐ ✡✒➎✔➢➷✎
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✁�✔➩ ✔ ✪ ✆ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✁✏ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✠✍✌ ✧ ✁ ✟☛✡★✜ ✍➣✌

DI

✡✆✏❂✠
π1 (S2 − A)✌✦✡ ✁ ✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✌ ✆✠✟ ✠ ✝

✥ DI .qi = qi
✆ ✞✍✏✫✠

i /∈ I✥ DI .qi =(qi0
...qik

) qi
✆ ✞✍✏✫✠

i ∈ I✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁ ✡❩✞✍✏ ✡✂☛➥✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌ ✆ ✍➣✌✆✝ ✡
I = {i0, . . . , ik}

✄✫✌
r

✂

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✎✍✫➩ ✔ ✪ ✆ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✁✏ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✔✱✌ ✠ ☛ ✠✞☛ ✧ ✝ ✌ ✟ ✟ ✍ ✟ ✡
Dij

✡✆✏✫✠ ✍➣✌ ✜ ✠✍✞✍✏ ☛
✆ ✌✕✔✱✞ ✡ ✄ ✟ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✍

π1 (S2 − A)
✌✦✡ ✁ ✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✌ ✆✠✟ ✠ ✝

✥ Dij.qm = qm
✆ ✞✍✏✫✠

m 6= i, j
✥ Dij.qi =((qi...qj−1)

qj) qi

✥ Dij.qj =

(

(qi...qj−1)−1
qi

)

qj✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✡ ✍➣✌✦✡➅✌ ✡✞✁ ✝Ò✌ ✠☛✡
i
✌ ✁
j
✁ ✌ ✍ ✡ ✓ ✏❨✌

1 ≤ i < j ≤ r
✂

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✄✂ ✷✂✁♦➩ ✔ ✴ ❧✏❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎➷✑✔➩ ✗❞➩➼✓✖✕ ☎✻➜↕➍✭➎✔→ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎❞➍ ♠✍❧ ➐ ✵ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎ ✕ ➢➥➋ ♠➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎➝➌ ❧ ➐ π1 (S2 − A)
✗➷➙➇✵ ➋❞➎⑩➡➨➊☞➌ ✝✫➋✔➍✭➐ ➟ ➊↕➎ ✝♦➋❞➍➠➍➏➎⑩➙❞➍✭➢➑➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢➙❞➍➷❇✏➍➏➦❞➎ ➟ ➊↕➡ ➡➻➋✔➌ ❧ ➎➝➌✐➙✔➍✭➋❂➬ ☎➛➙❞➍➏➋❂➬✰➩

✩✗✍ ✩✠✍ ✖✗✍ ✎ ✬❿★✖✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯ π : H
′
→ U

r ✍ ☛ ◆❉➎t➍✕✔❸➍ ➟ ➌✍➋✔➍❲→ ➟ →❑➐➣➍ ➐➣→➒➍✭➎ ➍✭➎➝➌ ♠ ➍➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎✿➙❞➍ Γ0,r

➢➥➋ ♠ π1 (S2 − A)
➍ ➌✝➐ ❧ ➡ ➊☞➎❞➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍☎➙✔➋ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠ →✠✝♦➋❞➍

✂↕➤➏➊↕➡ ➤ ➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍ πη

➩♦❋●➍❆➐➣→➒➍✭➎ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌✶➙❞➍■➌ ♠➥❧ ➎❞➢ ❦ ➊↕➢☛➍ ♠ ➐➣➍➏➢ ✁ ➊ ♠ ➡➻➋❞➐➣➍➏➢ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➡➨➡ ➍➏➎➝➌➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋❞➍➏➢ ✕ ❦✔♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➒➊↕➎ ✑✔➩✸✑✔➩❜✑ ✗ ➺➝➍➏➌❊➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➒➍❆✑✔➩ ✗❞➩➒✓❩✕ ☎✿➜↕➍➏➎❞→ ♠ ➺✫➍➏➎ ➙✔➍✭➢ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➒➍✭➢➙➇✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢✐➙❞➍✭➢❆➌ ♠ ➍✭➢➥➢☛➍✭➢ ❦ ➋ ♠ ➍✭➢✻➙❞➍➷▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛✿➢☛➋ ♠ ➐➣➍➏➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➏➢✻➙✔➍➑✹✻→➣➍➏➐➣➢➥➍➏➎➇➩
❁❂➊↕→➼➌

ξ = (ξ1, . . . , ξr)
➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌✏✂↕➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✠✝✫➋✔➍➻➙❞➍ U r

➩❸❡ ❧☞♠ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎ ➙➇✵ ➋❞➎➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✐➙❞➍✭➢❑➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢ ✂ ♠ ➊↕➢➥➢☛→➣➍ ♠ ➺☞➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍✐➙❞➋ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌ π ➍➏➎ ξ ➍✭➢❝➌✶➍✭➎ ☞ →✟➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎
❧ ➜↕➍ ➟ ➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍❉➙❞➍✭➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍✭➢❆➙➇✵ →➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍✻➙❞➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢ ✕ ❧ ➐✟✂↕➤ ☞ ♠ →✠✝✫➋✔➍✭➢✦✗➙❞➍

P1 ➙❞➍P➙❞➍ ✂ ♠ ➤ d ➺❞➙❞➍✢✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✿➙❞➍P➡ ➊↕➎✔➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍ G ➺❞➍ ➌✻➙❞➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢■➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌
ξ1, . . . , ξr

✕ ➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ➌❣➊ ♠ ➙ ♠ ➍ ✗ ➩➝◆✿➎ ➢ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍❆➐ ❧✿➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➒➍■➙❞➍➏➢ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢
❧ ➐✠✂↕➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➢➷➙✔➍ P1

C

➍✭➢❝➌➻➤✌✝♦➋❞→➒➜ ❧ ➐➒➍✭➎➝➌✍➍ ☎◗➐ ❧➠➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍➛➙✔➍✭➢ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢ ❧ ➎ ❧ ➐ ➞ Ð➌✍→✠✝♦➋❞➍✭➢❆➙❞➍
P1

C

➺✒➍ ➌✱➺ ❦❞❧☞♠ ➌ ❧ ➎➝➌✱➺✞☎➛➐ ❧➛➟✱❧ ➌✍➤ ✂☞➊ ♠ →➒➍❉➙❞➍✭➢ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢

φ : πtop
1

(
S2 − {ξ1, . . . , ξr}

)
→ G



� ✁ ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

✴❑✵✸→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➍q➍✭➎➝➌ ♠ ➍❣➙❞➍➏➋❂➬➷➌✍➍➏➐➣➐➣➍➏➢ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢✝➢✭✵ ➍ ➬ ❦❞♠ →➒➡ ➍ ❦✒❧☞♠ ➐ ✵✸➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍✭➎ ➟ ➍➙➇✵ ➋❞➎ ❧ ➋❂➌✍➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍❑→➒➎♦➌➥➤ ♠ →➣➍✭➋ ♠ ➙❞➍ π1 (S2 − {ξ1, . . . , ξr})
➍➏➎➝➜↕➊ ➞➝❧ ➎➝➌✶➐ ✵✸➋❞➎✔➍❣➢☛➋ ♠➐Ò✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✘➩

◆❉➎P➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌❙➙❞➊↕➎ ➟ ➺ ☎ ❦✒❧☞♠ ➌➥→ ♠ ➙✔➍❊➐ ❧✐❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎P➙❞➍ π1 (S2 −A)
➙❞➤❍➔✒☎❆➙❞➊↕➎✔➎❞➤✭➍✘➺

➐ ❧ ➙✔➍✭➢ ➟➏♠ → ❦ ➌✍→➒➊↕➎ ➟ ➊↕➡ ☞ →➣➎ ❧ ➌✍➊↕→ ♠ ➍ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥→✠✝✫➋✔➍❑➙❞➍❑➌✍➊↕➋✔➌➥➍✙✡ ☞ ♠ ➍ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍ ✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍➙❞➍
π
➩

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✆☎✒➩ ✔ ✪ ✟ ✟ �✭✠✍✌ ✄✫✌
π
✌ ✡

ξ
✌✦✡ ✁ ✌ ✡ � ✝ ✞✱✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✟✁✟ ✌ ✧ ✍➥✆✟✌ ✡ ☛

✡❩✌✆☎ � ✍➣✌
SNi∗(G) := {g1, . . . , gr ∈ G,G =< gi >, g1 . . . gr = 1}/N✞✁�

N
✟ ✜ ✝ ✁ ✆✠✟ ✠ ✧ ✞ ✡ ✞✬✏ ✜ ✟ ✝✄✡❩✞ ✡ ✡✆✏✫✠ ✍➥✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌

{g1, . . . , gr ∈ G,G =< gi >
, g1 . . . gr = 1}

✭ ✌ ✁ ✌✦✡ ✁ ✍➣✌ ✡ ✞✡✠✬☎ ✟ ✍✣✝✄✡ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠✳✄✫✌
G

✄ ✟☛✡ ✡
Sd

✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌ ✧ ✟ ✡ ✄✫✌✦✡
✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✭ ✌ ✁

G
✍✣✏ ✝☞☛ ☎ ✝ ☎✦✌➑✄ ✟☛✡ ✡ ✧ ✌ ✍✣✏ ✝✶✄✫✌✦✡ ☞ ☛❄✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✂

◆❉➎ ♠ ➍✭➡ ❦ ➐ ❧✘➟ ➍➛➐Ò✵ ❧ ➢❝➌✍➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍ ❦✒❧☞♠ ✟❄❧ ☞ ✟ ➙ ❧ ➎❞➢➷➐➣➍ ➟✱❧ ➢➑➙❞➍➏➢ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢✭➺✝➍➏➌ ❦✒❧☞♠
✟ →➒➎ ✟ ➙ ❧ ➎❞➢❆➐➣➍ ➟✭❧ ➢❆➙❞➍✭➢✂❖✏Ð ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢✭➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✁�✔➩ ✔ ✴❑✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍

SNi∗(G)
➍✭➢❝➌ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➣➤ ✍➥✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌❊✄✫✌✦✡ ✧ ✍ ✟ ✡✦✡❩✌✦✡

✄✫✌❉�✤✝Ò✌ ✍ ✡❩✌ ✡ ➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✸✵✁�✔➩ ✔ ◆❉➎❿➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌➛➙❞➍◗➡ ❧ ➎❞→➒➧ ♠ ➍ ❧ ➎ ❧ ➐➒➊✓✂↕➋❞➍ ➐Ò✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍➠➙❞➍➏➢
➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✭➢❉➙✔➍➛✹✂→➒➍✭➐➣➢☛➍✭➎ SNi∗(C)

➺✰➐➒➊ ♠ ➢ ✝✫➋✔➍➅➐Ò✵ ➊↕➎❏→➒➡ ❦ ➊↕➢☛➍➻➙❞➍➏➢ ➟ ➊↕➎✔➙❞→➒➌➥→➣➊↕➎❞➢✂➢➥➋ ♠ ➐Ò✵ →➣➎❂Ð➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✐➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍☞➩
✴ ❧ ➙❞➍➏➢ ➟✭♠ → ❦ ➌➥→➣➊↕➎➃➙❞➋ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌◗→➒➎❞➙❞➋❞→➼➌ ❦✒❧✘♠ π ➢➥➋ ♠ ➐➣➍➏➢ ✡ ☞ ♠ ➍✭➢✆✂↕➤➏➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➢

✂↕➤➏➊↕➡ ➤ ➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍✭➢➏➺❘➍✭➎ ➌✍➍ ♠ ➡ ➍➏➢P➙➇✵ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➐☎➢➥➋ ♠ ➋❞➎✔➍ ✡ ☞ ♠ ➍☞➺➢➥➍◗➙❞➤➏➙❞➋❞→➼➌ ➙❞➍➠➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎➁➙✔➍
Γ0,r

➢☛➋ ♠ ➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎➝➌ ❧ ➐■➙✔➍❤➐ ❧ ➢ ❦ ➦✔➧ ♠ ➍ r❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➤➏➍☞➩
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✸✵✩✵✔➩ ✔ ✪ ✌✦✡ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✡❤✄✫✌

BrS2 ✡✆✏✫✠
SNi∗(G)

✠✍✌✦✡ ✆ ✌ ✧ ✁ ✝ ✟ ✌✂☛
☎✦✌ ✡✞✁ ✄ ✄ ✄✁✏ ✝ ✁ ✌✦✡t✄✁✏ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁

π
✌ ✁ ✄✫✌ ✍ ✟ ✠✍✌ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌

BrS2 ✄ ✟☛✡ ✡
π1 (S2 − A)

✧ ✞✁� ✡ ✧ ✝ ✄✫✌ ✡✞✁ ✂

✾❑➎ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➺✰➍ ➌✢☎✦➌✍→➼➌ ♠ ➍➻➙➇✵✸➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍✘➺❸➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌✿➙✔➤ ➟✭♠ → ♠ ➍➛➐➣➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ πη→➣➎✔➙❞➋❞→➒➌ ❦❞❧☞♠ π ➢➥➋ ♠ ➐➣➍➏➢ ✡ ☞ ♠ ➍✭➢ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠ →✠✝♦➋❞➍✭➢ ✂↕➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✠✝✫➋✔➍✭➢➷➍✭➎t➙✔➊↕➎❞➎ ❧ ➎➝➌➑➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎➙❞➍➏➢✏✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➌✍➍✭➋ ♠ ➢❉➢❝➌ ❧ ➎❞➙ ❧☞♠ ➙❞➢ Aij

➙❞➍➅➐ ❧ ❦❞♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎❏➙➇✵✸❫ ♠ ➌➥→➣➎ ✕ ➟ ✁ ➩ ✠ ✑ ❬❪★ ☎ ✲ ✑ ❦ ➩
20

✗✏✎
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✄✂ ✷✸✵ �❱➩ ✔ ✪ ✟ ✄✫✌✦✡ ✧ ✠✬✝ ✆ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✁✏❏✠ ✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁

πη

✌ ✡ ✁ ✌ ✠✬☎✦✌✦✡➅✄✫✌
✍➥✆ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌

BrS2 ✡✆✏✫✠
SNi∗(G)

✌✦✡ ✁ ✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ✌ ✆✠✟ ✠ ✍➥✆ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌✦✡ ✁ ✠✍✌✦✡✦✡❩✌✦✡■✄✝✆ ✚ ✠ ✁ ✝ ✡ ✝
✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁

g ∈ SNi∗(G)
✭



� ☎ � ☎ �✠✡✞✌✠✡✞✁✝✄✆✎ ✂✗☎✄✁✄✏ ✠ ✂✡✞ ✁ ✡ ✌ ✂✞✁✆✎ ✡ ✂ � ✂✆☎ ✁ ✞ ✂✘✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎
π

� �

Aij .g = g′✞✁�
✥ g′m = gm

✆ ✞✍✏✫✠
m 6= i, j

✭ ✌ ✁

✥ g′i =

(

(gi...gj−1)gj

)

gi

✥ g′j =

(

(gi...gj−1)
−1

gi

)

gj

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✺❄➐✒➢➥➋ ✙ ➌❣➙❞➍ ♠ ➍➏➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➍ ♠ ✝♦➋❞➍ Aij

➢➏✵✸➍➏➎➝➜↕➊↕→➒➍✂➢☛➋ ♠ Dij

➙ ❧ ➎❞➢✶➐➣➍➡ ❧☞❦❞❦ →➒➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦◗❦ ➋ ♠ ➺✒➍➏➌❆➙➇✵ ➋✔➌➥→➣➐➣→➒➢➥➍ ♠ ➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➒➍❉➙❞➤❍➔✒☎ ➟ ➊↕➎❞➎♦➋❞➍➷➙❞➍✿➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎➙❞➍ ➟ ➍✿➌ ✒ →➒➢☛➌✻➢➥➋ ♠ π1 (S2 − A)
➩

✩✗✍ ✲✺✍ ✼ ✩✫✮❙✩♦★✡r❂✯❩✬✫❯✝★✡✪✚✟✝✬✾✸✝✄➼❬ ✮❙✬♦★❩✯✖❬ ✬◗✧❑❚❱❯❙★ ✸❪✬❏★✖✬✑✏ ✒➝✯❩✬☎✄t✬✫✮✰✯ π
✴❑✵✸➊ ☞ ➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➙✔➍ ➟ ➍ ❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍❲➍➏➢☛➌➛➙✔➍➠➙❞➊↕➎❞➎❞➍ ♠ ➋❞➎❞➍❲➙✔➍✭➢ ➟➏♠ → ❦ ➌✍→➒➊↕➎ ❦❞♠ ➤ ➟ →➒➢➥➍☞➺✙☎➐Ò✵ ❧ →➒➙❞➍✿➙❞➍✭➢❆➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢✻➢ ❧☞♠ ➡ ➍➏➎➝➌✍➢✭➺❨➙➇✵ ➋❞➎ ➟ ➦❞➊↕→➼➬➠➙❞➍ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢ ➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌✍➢ ❧ ➋❤➜☞➊↕→➣➢☛→➼Ð➎ ❧ ✂☞➍➅➙❞➍➻➌➥➊↕➋✔➌ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✏➙❞➍ U r ➩➇✹✻➊↕➋❞➢❉➙❞➤ ➟✭♠ →➒➜↕➊☞➎❞➢✿➙ ❧ ➎❞➢✿➋✔➎ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➌➥➍✭➡ ❦ ➢✞✕ ❦❞♠ ➊✘Ð

❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➣➊☞➎t✑✔➩ ✗❞➩ ✦ ✗✿➐➣➍✭➢ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡❲✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✍➣✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌
SI

✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌
✔✱✞ ✡ ✄ ✟ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✍

π1 (U r, (1, . . . , r))
✕➶➜↕➊↕→ ♠ ➐ ❧ ➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎◗✓↕➩❜✕❂➩➒✓ ✗ ➩➝✴❘➍✭➢ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎✔➢✑✔➩ ✗❞➩ ✧➑➍➏➌■✑✔➩ ✗❞➩ ➓ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌➥➌➥➍✭➎➝➌■➙✔➍✏➙❞➤ ➟✭♠ → ♠ ➍✂➐ ❧➑♠➥❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➍ π ❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢✐➙❞➍ SI

➩
✹✂➊☞➋❞➢ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥➊↕➎✔➢✏➍✭➎✔➢➥➋❞→➼➌✍➍➷➋❞➎❞➍ ❦❞♠ ➊ ➟ ➤✭➙❞➋ ♠ ➍✪✕ ➟ ✁ ➩❨➐ ❧➨❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎❤✑✔➩ ✗❞➩☎✄ ➍➏➌✂➐ ❧ ➙❞➤ Ð
✡✒➎❞→➼➌✍→➒➊↕➎ ✑✔➩ ✗❞➩➒✓☞✓ ✗ ❦ ➊↕➋ ♠P➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ ♠ ➙❞➍✭➢P➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢P➢ ❧☞♠ ➡ ➍➏➎➝➌✍➢ ✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➣➢☛➢ ❧ ➎➝➌➷➋❞➎ ➢ ➞ ➢☛➌➥➧✭➡➨➍
➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌✏➙✔➍ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢✻➙✔➍➷➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍✞✕ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➣➊☞➎◗✑✔➩✸✗✔➩➒✓✖➓✁✗ ➩

✩✗✍ ✲✺✍ ✌✎✍ ✼ ✩✫✮✝✩♦★✖r✔✯❩✬✫❯❙★✡✪ ✟✝✬ ✸ ✄➼❬ ✮✝✬♦★❩✯✖❬❪✬❏✧❑❚❱❯❙★ ✸✝✄ ✬❂✪➏✧❭r✎✆↕✬ U r ✍ ☛ ◆❉➎ ❧ ➙❞➤ ➟➏♠ →➒➌➍✭➎ ✑✔➩➼✓↕➩➼✓✖➓✦➐➣➍ ☞ ➊ ♠ ➙ ➙❞➍
U

r ✕❪➍✭➎ ➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌P➐ ❧❲➟ ➊↕➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➍ ❁✰➩ ✗➫➍ ✒ ➍ ♠ ➢✦✗➛✎❸➢➥➍➏➢
➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢P→ ♠☛♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍✭➢✿➢☛➊↕➎➝➌➻➐➒➍✭➢ SI

✕❪➙❞➤✌✡✒➎✔→➣➢P➍✭➎➫✑✔➩➼✓↕➩➒✓✿✰ ✗ ➺➇➊✞✄
I ❦❞❧☞♠➥➟ ➊↕➋ ♠ ➌➐➣➍➏➢✐➢➥➊↕➋✔➢❝Ð❄➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍✭➢✻➙❞➍

r
➺❞➙✔➍ ➟✭❧☞♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➐ ≥ 2

➩
✴❘➍✆✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➠➢ ➞ ➡ ➤ ➌ ♠ →✠✝♦➋❞➍ ❧ ✂↕→➒➌➅➢➥➋ ♠ ➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍ U r ✕ ❧ ➐✟✂↕➤ ☞ ♠ →✠✝♦➋❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➺q➍➏➌ ➙❞➊↕➎ ➟

❧ ➎ ❧ ➐ ➞ ➌✍→✠✝✫➋✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌➛➢➥➋ ♠ C
✗ ➩❑❁❂→

σ
➍✭➢☛➌➨➋❞➎✔➍ ❦ ➍ ♠ ➡➅➋✔➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➺ σ · (SI) = Sσ(I) ➩✶❁❂→

a
➍➏➢☛➌➠➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ ☞ ❧ ➢➥➍❏➙✔➍ U r

➺❊➐ ❧➫❦ ➍ ♠ ➡➅➋✔➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ σ
→➣➎❞➙❞➋✔→➒➌ ➋❞➎❛→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍➎ ❧ ➌➥➋ ♠ ➍➏➐ σ : π1(U

r, a) → π1(U
r, σ(a))

➩■❇ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ➌➠→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍◗➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍➙➇✵ ➋❞➎ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➙✔➍➑➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍P➐➒➍➷➐➒➊↕➎ ✂➨➙❞➍ SI
➙ ❧ ➎❞➢ π1(U

r, a)
➢✭✵ ➍✭➎➝➜☞➊↕→➣➍➅➢☛➋ ♠ ➋❞➎

✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➙❞➍➑➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍P➐➣➍➷➐➣➊↕➎ ✂ ➙❞➍ Sσ(I) ➙ ❧ ➎❞➢ π1(U
r, σ(a))

➩❸◆✿➎ ❦ ➍➏➋✔➌❉➙❞➊☞➎ ➟➢➥➍ ➟ ➊☞➎♦➌➥➍✭➎➝➌✍➍ ♠ ➙✔➍❤➙✔➤ ➟✭♠ → ♠ ➍❤➐➒➍✭➢ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢➨➙❞➍❤➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍❲➐➣➍➠➐➒➊↕➎ ✂ ➙❞➍
Sk

✕ ❧ ➜↕➍ ➟
2 ≤ k ≤ r

✗✐➙ ❧ ➎❞➢ π1(U
r, (1, . . . , r))

➩



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

❁❂→
b
➍✭➢☛➌●➋❞➎❞➍✏➌ ♠ ➍➏➢➥➢➥➍✏➍✭➎ ✂↕➍➏➎❞➙ ♠➥❧ ➎➝➌✐➐➣➍✜✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍✂➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍✂➐➒➍✂➐➒➊↕➎ ✂➷➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊✘Ð➢ ❧ ➎♦➌➥➍➑➙✔➋ ☞ ➊ ♠ ➙❤➙❞➍ U r ➺❨➍➏➌✻➢➥→

φ(b)
➍➏➢☛➌✂➢➥➊↕➎❤→➣➡ ❧ ✂↕➍✿➙ ❧ ➎❞➢ Γ0,r

➺✒➎❞➊↕➋❞➢✻➙❞→ ♠ ➊↕➎❞➢ ❦✒❧☞♠
❧ ☞ ➋✔➢➑➙❞➍ ➐ ❧ ➎ ✂ ❧ ✂☞➍ ✝✫➋✔➍

φ(b)
➍✭➢❝➌➻➋❞➎ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➙✔➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ➙➇✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍➛➐➣➍ ➐➣➊↕➎ ✂➙❞➍ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍✘➩

✴❘➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌ ❦❞♠ ➤➏➐➣→➣➡➨→➣➎ ❧ → ♠ ➍●➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌●➢☛➍ ♠➥❧ ➋✔➌➥→➣➐➣→➒➢➥➤ ☎ ❦ ➐➣➋❞➢☛→➣➍➏➋ ♠ ➢ ♠ ➍ ❦❞♠ →➒➢➥➍✭➢❊➙ ❧ ➎✔➢●➐ ❧➢➥➋✔→➒➌✍➍✘➩❘◆❉➎ ➎❞➊☞➌➥➍
D

➐➣➍➅➙❞→➒➢✒✝♦➋❞➍ ✁ ➍ ♠ ➡➨➤➅➙❞➍ ➟ ➍✭➎➝➌ ♠ ➍ 0
➍➏➌✿➙✔➍ ♠✍❧✱➞ ➊↕➎ 1

➙ ❧ ➎❞➢ C
➩❘◆❉➎

➎❞➊☞➌➥➍
U ′ ➐➣➍➑➢➥➊↕➋❞➢❍Ð❄➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍➛➙✔➍

U r (C)
➙❞➤✕✡✒➎❞→ ❦❞❧☞♠ ✎

u = (u1, . . . , ur) ∈ U ′ ➢➥→➍➏➌✻➢☛➍✭➋❞➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌✻➢➥→
✍ u ∈ U r (C)

✲
✍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌ i ≤ k

➺
|ui| < k + 1

2

✲
✍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌ j ≥ k + 1

➺
|uj| > k + 1

2

➩
❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌

u ∈ U ′ ➺✒➊☞➎✳➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌❆➐Ò✵ →➣➡➨➡ ➍ ♠ ➢➥→➒➊↕➎❲➦❞➊☞➐➣➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞➍ ϕu : D − {0} →
U r ❦✒❧☞♠

ϕu(z) = (ϕi(z)) = (zu1, . . . , zuk, uk+1, . . . , ur)❁❂➊↕→➼➌
c
➐➣➍ ➟ ➍ ♠☛➟ ➐➒➍➅➙❞➍ ➟ ➍✭➎➝➌ ♠ ➍ 0

➍➏➌❉➙❞➍ ♠✍❧✱➞ ➊↕➎ k + 1
2

➺❸➍ ➌
u
➋✔➎ ➤✭➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌✿➙❞➍

U ′ ➩◆❉➎❿➎❞➊☞➌✍➍ ❦❞❧☞♠ bc,u ➐ ❧ ➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍❤➙❞➍ π1 (U r,u) ♠ ➍➏➐➣➍ ➜ ❧ ➎♦➌ ➐➒➍✦➌ ✒ →➣➢❝➌ D[c]

➍➏➎ ✡✔➬ ❧ ➎➝➌
{uk+1, . . . , ur}

➩
✾❑➎ ✡✒➎➇➺

Sk
0 := Sk − ∪I

(
Sk ∩ SI

) ➙❞➤➏➢➥→✠✂↕➎❞➍ ➐ ❧t➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍❏➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙ Sk

❦❞♠ →➒➜↕➤➏➍P➙❞➍P➢➥➊↕➎❤→➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐➒➍✭➢ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢✭➩
✝ ✄✝✆ ✆ ✄ ✂ ✷✆☎ ✷✸✵❂➩ ✔ � ✞✍✝ ✁

u := (u1, . . . , ur) ∈ U ′ ✂ ✪ ✆ ✟ ✆ ✆ ✍✣✝ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ϕu

✡❩✌ ✆ ✠✍✞ ☛
✍➣✞ ✡★✜ ✌ ✆✠✟ ✠ ✧ ✞ ✡✞✁ ✝ ✡ ✏★✝ ✁ ✄ ✌ ✡

0
✌ ✡ ✏ ✡ ✌ ✝ ☎✎☎✦✌ ✠✦✡✆✝Ò✞ ✡ ✝ ✞ ✍➣✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✌ ✔✱✌ ✠✬☎ ✄ ✌

ϕ̃u : D →
U

r ✂ ✪ ✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ϕ̃u(0)
✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✌

Sk
0

✂

✂ ✍✣✏ ✡ ✆ ✠ ✄✦✧ ✝✄✡ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✭ ✡✆✝
xe

✡✆✏❂✠ ✍ ✟ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌➻✌ ✌ ✧ ✌ ✆ ✁ ✝Ò✞ ✡✞✡ ✌ ✍ ✍➣✌ ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂
xr

✡✆✏✫✠
✍ ✟ ✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌ ✗ ✌✦✡ ✁ ✍➣✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✝✆ ✝ ✡✞✁ ✌ ✠☛✡❩✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌ ✧ ✌ ✁ ✁ ✌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌ ✟✁✟ ✌ ✧ ✍ ✟ ✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌

✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂ ✟✁✟ ✌ ✧ ✍ ✟✖✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌➅✌ ✌ ✧ ✌ ✆ ✁ ✝Ò✞ ✡✞✡ ✌ ✍ ✍➣✌ ✗ ✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡
ϕ̃u(0)

✌✦✡ ✁ ✍➥✆ ✏ ✡ ✝✔✓ ✏✒✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁
✄✫✌
Sk

0

✁ ✌ ✍ ✓ ✏✒✌ ✝

✥ xr = 0
✭ ✌ ✁ ✍ ✟ ✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌➷✌✦✡ ✁ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄ ✌ ✆✠✟ ✠ ✍➣✌✦✡

φj := uj

✭ ✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁
j ∈ r− k

★
✥ ✝ ✍➅✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌ ✏ ✡ ✝✄✡❩✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌

µ
✄✫✌ ✍ ✟ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌➁✌ ✌ ✧ ✌ ✆ ✁ ✝Ò✞ ✡✞✡ ✌ ✍ ✍➣✌ ✡✆✏✫✠

P1(C) = S2
✟☛✄ ✠✬✝ ✟ ✟☛✡✞✁

µ(φi) = ui

✭ ✆ ✞✍✏❂✠ ✁ ✞✍✏ ✁
i ∈ k

✭ ✌ ✁
µ(xe) = ∞

✂

✏➅✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✭✌✁ ✞✍✏ ✁ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡
g
✡✆✏❂✠

U ′ ✝ ✡ ✄✁✏★✝ ✁✛✟ ✝ ✟
ϕ̃

✏ ✡ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡
g
✡✆✏❂✠

SI
0

✭ ✌ ✡
✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✭ ✆ ✞✍✏❂✠ ✁ ✞✍✏ ✁

t ∈ [0; 1]
✝

g(t) := ϕ̃g(t)(0)



� ☎ � ☎ �✠✡✞✌✠✡✞✁✝✄✆✎ ✂✗☎✄✁✄✏ ✠ ✂✡✞ ✁ ✡ ✌ ✂✞✁✆✎ ✡ ✂ � ✂✆☎ ✁ ✞ ✂✘✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎
π

� ✁

✏➅✌✆✏✍✌ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡ ✡ ✝ ✞✍☎✦✞ ✁ ✞ ✆ ✌✦✡✪✡✆✏✫✠
U ′ ✝ ✡ ✄✁✏ ✝✄✡❩✌ ✡✞✁ ✄✫✌✆✏✞✌ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡ ✡ ✝ ✞✍☎✦✞ ✁ ✞ ✆ ✌✦✡

✡✆✏✫✠
S

k
0

✂

✪ ✆ ✟ ✆ ✆ ✍✣✝ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌ D × [0; 1]
✄ ✟☛✡ ✡

U
r ✄ ✄ ✟ ✡ ✝Ò✌ ✆✠✟ ✠

(z, t) 7→ ϕ̃g(t)(z)
✝ ✡ ✄✁✏★✝ ✁ ✏ ✡ ✟ ✞✍✝✄✡✆✝ ✡ ✟ ✜ ✌ ✧✒✑ ✍✣✝ ✡ ✄☞✠✬✝✔✓ ✏❨✌➑✄✁✏ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡

g
✄ ✟☛✡ ✡

U
r ✂

✍ ✄✦✧ ✝ ✆ ✠✍✞ ✓ ✏❨✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡❩✞✍✝ ✁
u0

✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✌
U ′

✭ ✌ ✁
x0

✍➣✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁
ϕ̃u0(0)

✄✫✌
Sk

0

✂

✦ ✞✍✏ ✁ ✄ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ [γ]
✄✫✌
π1

(
S

k
0 ,x0

) ✡❩✌ ♠ ➍✭➐➣➧ ➜↕➍✦✌ ✡ ✏ ✡ ✌ ✁ ✠✍✌✦✡✦✡❩✌❉✄✫✌ ✩✤✏❂✠✬✫✭✝ ✁✄✮
[γ̂]

✄✁✏
✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌

π1 (U r,u0)
✭ ✟ ✏✪✡❩✌ ✡ ✡➛✞✁� ✝

[
ϕ̃γ̂(·)(0)

]
= [γ]

�❣✌ ✠✍✌ ✍➣✌ ✟☛✄ ✌✦✡ ✁ ✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✠✖✏ ✡ ✌ ✆ ✏★✝✄✡✦✡ ✟☛✡ ✧ ✌ ✄✫✌
bc,u0

✆ ✠☛✂✦✡ ✂ �❣✌ ✁ ✁ ✌➠✞ ✆✞✄ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌
✠✍✌ ✍✄✂ ✟ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✁ ✏ ✡ ✝✄✡❩✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌

�❣✌ ✡
(bc,u0) /〈bc,u0〉 ≃ π1

(
Sk

0 ,x0

)

✞✁� �❣✌ ✡
(bc,u0) /〈bc,u0〉

✌✦✡ ✁ ✍➣✌ ✧ ✌ ✡✞✁ ✠ ✟ ✍✣✝✄✡ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠➷✄✫✌
bc,u0

✄ ✟☛✡ ✡
π1 (U r,u0)

✂

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✆☎ ✷✁�❨➩ ✔ ❇✏➍➏➋❂➬ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢
u
➍➏➌

u
′ ➙❞➤✌✡❞➎❞→➣➢☛➢➥➍✭➎➝➌❤➙❞➍➏➢❤→➒➡ ➡➨➍ ♠ ➢➥→➒➊↕➎❞➢➦❞➊↕➐➒➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔➍✭➢✻➙❞➍

D
❧ ➋ ➜↕➊↕→➒➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍➑➙➇✵✸➋✔➎ ➡ ✍➏➡ ➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌❉➙❞➍ Sk

0

➢➥→q➍ ➌✿➢➥➍➏➋❞➐➣➍➏➡ ➍➏➎➝➌
➢➥→❘→➒➐➇➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍➷➋❞➎❞➍P➢☛→➣➡➨→➣➐➣→➼➌✍➋❞➙✔➍✏➍✭➎➝➜☞➊ ➞↕❧ ➎➝➌ ui

➢➥➋ ♠ u′i ➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ i ∈ k
➺✒➍ ➌

u′j = uj❦ ➊↕➋ ♠ j ≥ k + 1
✕ ➟✭❧☞♠ ➟ ➍✭➢➨➢➥→➒➡ →➒➐➣→➒➌➥➋❞➙❞➍➏➢➅➢➥➊↕➎➝➌ ➐➣➍➏➢➨➢☛➍✭➋❞➐➒➢ ❧ ➋✔➌✍➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➏➢➛➙❞➍

P1 (C)
✡✔➬ ❧ ➎➝➌ ∞ ✗ ➩

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎➁➢➥➍➠➢➥➊☞➋✔➜✫→➣➍✭➎➝➌ ✕ ➟ ✁ ➩❭➐ ❧✳❦✔♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➒➊↕➎⑩✑✔➩➼✓↕➩☎✄ ✗ ✝♦➋❞➍✦➐➣➍✭➢ ☞ →➼Ð
♠✍❧✘❦❞❦ ➊ ♠ ➌✍➢ λw

➟ ➊↕➎✔➢☛➌✍→➼➌✍➋❞➍➏➎➝➌✏➋❞➎✳➢ ➞ ➢☛➌➥➧✭➡➨➍ ♠ ➤ ✂↕➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➙❞➍ ❦✒❧✘♠✍❧ ➡➨➧➏➌ ♠ ➍✭➢ ❧ ➋❤➜↕➊↕→➒➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍➙❞➍✿➌✍➊☞➋✔➌ ❦ ➊☞→➣➎➝➌❆➙❞➍ U r ➩❨◆ ♠ ➊↕➎ ❦ ➍➏➋✔➌❆➜↕➤ ♠ →✠✡✒➍ ♠ ✝✫➋✔➍➷➐➒➍ ☞ → ♠➥❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌

λw(ϕu(z)) = [ϕw1(z), ϕw2(z), ϕw3(z), ϕw4(z)]➌✍➍➏➎❞➙ ✕ ➐➒➊ ♠ ➢ ✝♦➋❞➍ z ➌✍➍➏➎❞➙✤➜↕➍ ♠ ➢ ↔ ✗◗➜☞➍ ♠ ➢ ➋❞➎✔➍ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ❧ ➎➝➌➥➍➁➎❞➊↕➎✤➎♦➋❞➐➣➐➒➍t➐➒➊ ♠ ➢ ✝✫➋✔➍
{w1, w4}

➍➏➌
{w2, w3}

➎❞➍❏➢☛➊↕➎➝➌ ❦✒❧ ➢ ➙❞➍ ❦✒❧☞♠ ➌✦➍ ➌✦➙➇✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✳➙❞➍ k + 1
2

➺❊➍➏➌ ➍✭➢❝➌
➤ ✝♦➋❞→➼➜ ❧ ➐➣➍➏➎♦➌✜☎

αz
✕❪➊☎✄

α
➍✭➢☛➌✻➋❞➎✔➍ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ❧ ➎➝➌✍➍➷➎❞➊↕➎❤➎♦➋❞➐➣➐➒➍ ✗❣➐➒➊ ♠ ➢ ✝♦➋➇✵✸→➒➐➣➢✐➐➒➍❉➢➥➊↕➎➝➌✭➩

✾❑➎❏➍✕✔❸➍ ➌✱➺ ➟ ➍ ➟ →❙➙❞➤ ➟ ➊↕➋❞➐➒➍➑➙❞➋ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍ ϕi1(z) − ϕi2(z)
➍✭➢❝➌❉➤ ✝♦➋❞→➼➜ ❧ ➐➣➍➏➎♦➌ ✕❪➍✭➎ 0

✗
☎

✍ (ui1 − ui2) · z
➢➥→
{i1, i2} ⊂ {1, . . . , k}

✲
✍ ui1

➢➥→
i1 ≥ (k + 1)

➍ ➌
i2 ≤ k

✲
✍ ui1 − ui2

➢➥→
{i1, i2} ∈ {(k + 1), . . . , r}

➩



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

❋●➍ ➟ → ❦❞♠ ➊☞➋✔➜↕➍ ✝♦➋❞➍✻➐Ò✵ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎➑➦❞➊☞➐➣➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞➍ ϕu

➙❞➋ ➙❞→➣➢ ✝♦➋❞➍❆➤ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➤✐➢☛➍ ❦❞♠ ➊✘Ð➐➣➊☞➎ ✂↕➍ ❦❞❧☞♠■➟ ➊☞➎♦➌➥→➣➎♦➋❞→➼➌✍➤✏➍➏➎ 0
➺❂➍➏➌ ✝♦➋❞➍

ϕ̃u(0)
➍➏➢☛➌✐➋✔➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌●➙❞➍ Sk

0

➩✔✴❑✵ ❧☞❦✔❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎
ϕ̃u

➍✭➢❝➌✂➙✔➊↕➎ ➟ ➋❞➎❞➍P→➣➡➨➡➨➍ ♠ ➢☛→➣➊↕➎✦➦❞➊↕➐➣➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞➍✘➩
✺❄➐❙➍✭➢❝➌ ➟ ➐ ❧ → ♠ ✝♦➋❞➍

xr = 0
➺❨➍➏➌ ✝♦➋❞➍➅➐ ❧ ♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍➷➍➏➢☛➌ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➤✭➍ ❦✒❧☞♠ φj := uj

➺ ❦ ➊↕➋ ♠➌✍➊☞➋✔➌
j ∈ r − k

➩
❁❂➊↕→➼➌

φi0

➍ ➌
φi1

➙❞➍✭➋✫➬ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➷➙❞➍❲➐ ❧❏➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✦➍ ➬ ➟ ➍ ❦ ➌➥→➣➊↕➎✔➎❞➍✭➐➒➐➣➍ Ce
➺✝➍➏➌

µ➐Ò✵ ➋❞➎❞→✠✝♦➋❞➍❑→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍☎➙❞➍ Ce
➢☛➋ ♠ P1(C) = S2 ➌➥➍✭➐ ✝♦➋❞➍ µ(φi0) = ui0

➺
µ(φi1) =

ui1

➺❘➍ ➌
µ(xe) = ∞

➩✝❁✫➊↕→➒➌
φi2

➋✔➎ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌P➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤ ➙❞➍ Ce
✕❪➢➥→✶→➣➐ ➞ ➍✭➎ ❧ ✗ ➩❁❂➊↕→➼➌

j ∈ {k+1, . . . , r}
✕❪➢✭✵ →➣➐✒➎➇✵ ➍✭➎ ➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍ ❦✒❧ ➢➏➺♦➊↕➎ ➡ ❧☞♠ ✝✫➋✔➍✻➐ ❧✿♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍ ❦✒❧☞♠ 1 ❦✒❧☞♠➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍ ✗ ➩❨◆❉➎ ❧ ✎

[φi0 , φi1, xe, φi2] = lim
z→0

λ(i0,i1,j,i2)(ϕu(z))

= lim
z→0

[ui0z, ui1z, uj, ui2z] = [ui0 , ui1,∞, ui2]➙➇✵ ☎ ❦❞♠ ➧✭➢❆➐➣➍➏➢✐➤ ✝♦➋❞→➒➜ ❧ ➐➒➍✭➎ ➟ ➍✭➢ ➟ → Ð❄➙❞➍➏➢➥➢➥➋✔➢✭➺✒➍➏➌

[µ (φi0) , µ (φi1) , µ (xe) , µ (φi2)] = [ui0 , ui1,∞, µ (φi2)]❦✒❧☞♠✐➟ ➦✔➊↕→➼➬◗➙✔➍ µ(φi0)
➺
µ(φi1)

➍➏➌
µ(xe)

➩
◆ ♠ ➐➣➍ ☞ → ♠✍❧☞❦✔❦ ➊ ♠ ➌✿➍✭➢❝➌➻→➒➎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➤ ❦✒❧☞♠ µ ✕ ➐➒➍ ☞ → ♠➥❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌P➙❞➍ ✝♦➋ ❧ ➌ ♠ ➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢✿➙✔➍

P1((C)
➍✭➢❝➌✶→➣➎❞➙❞➤ ❦ ➍➏➎❞➙ ❧ ➎➝➌❑➙✔➍✐➐ ❧✂➟✭❧☞♠ ➌➥➍✐➙❞➍ P1(C) ➟ ➦✔➊↕→➣➢☛→➣➍ ✗❊✎☞➊↕➎ ❧ ➙✔➊↕➎ ➟ µ (φi2) =

ui2

➩
✺❄➐❘➎❞➍ ♠ ➍➏➢☛➌➥➍ ✝♦➋➇✵ ☎ ❦✔♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ➐ ❧ ➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➧ ♠ ➍ ❦✒❧✘♠ ➌✍→➒➍✿➙❞➋❤➐➣➍✭➡➨➡➨➍✞✕ ➐ ❧ ➢☛➍ ➟ ➊↕➎❞➙❞➍➷➤➏➌ ❧ ➎➝➌→➣➡➨➡➨➤✭➙❞→ ❧ ➌✍➍ ✗ ➩❆◆❉➎ ➢☛➍ ♠➥❧ ➡ ➧➏➎❞➍ ❧ ➋ ➟✭❧ ➢❏➊☎✄

u0 = a = (1, . . . , r)
➺✂➍ ➌

x0 =
b = ϕ̃a(0)

➩✝❡✝➊↕➋ ♠➻➟ ➍ ✁ ❧ → ♠ ➍✘➺✝➎✔➊↕➋❞➢ ❧ ➐➣➐➣➊☞➎❞➢✿➤➏➌ ❧ ☞ ➐➣→ ♠ ➋❞➎❞➍ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎✔➙ ❧ ➎ ➟ ➍❲➍✭➎➝➌ ♠ ➍
❋●➍✭➎ (

D[c]

)
/〈D[c]〉

➍ ➌
π1

(
Sk

0 ,b
) ✕❪➊☎✄❿❋●➍➏➎ (

D[c]

) ➙❞➤✭➢☛→✟✂↕➎✔➍➠➐➣➍ ➟ ➍✭➎➝➌ ♠➥❧ ➐➣→➒➢ ❧ ➌➥➍✭➋ ♠
➙❞➍

D[c]
➙ ❧ ➎❞➢ Γ0,r

✗ ➩
❁❂➊↕→➼➌

δ ∈
❋●➍➏➎ (

D[c]

) ✎❑➊☞➎ ❧ Dδ[c] = δD[c]δ
−1 = D[c]

➩✶❡ ❧☞♠ ➟ ➊↕➎❞➢☛➤ ✝♦➋❞➍➏➎♦➌✭➺
δ[c] = [c]

➩❱✺❄➐❭➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍➅➋❞➎ ➦❞➊☞➡ ➤➏➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ d′ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎♦➌ δ ➺❱➍➏➌✏➋❞➎ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎
c′
➺
a
Ð❄→➒➢➥➊☞➌➥➊ ❦ ➍ ☎

c ❦✒❧✘♠ ➋❞➎✔➍ ❧☞❦❞❦ ➐➣→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎ t ➺❙➌✍➍✭➐➒➢ ✝♦➋❞➍
d′(c′) = c

➩q❁❂→❊➐Ò✵ ➊↕➎ ❦ ➊↕➢☛➍
d = d′ ◦ t(1, ·)

➺♦➊↕➎✦➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌❣➋❞➎ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎♦➌❆➙✔➍✏➐ ❧➷➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✏➙➇✵ →➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍❆➙❞➍
δ
➺❞➌✍➍✭➐ ✝♦➋❞➍

d|c = Idc

➩❱❁❂➊↕→➼➌
D1 := {z ∈ P1 (C) ; |z| ≤ k + 1

2
}
➺✒➍ ➌

D2 := {z ∈
P1 (C) ; |z| ≥ k+ 1

2
}
➩☞◆✿➎ ❦ ➍➏➋✔➌☎➤ ➟✭♠ → ♠ ➍❣➙❞➍ ✁ ❧ ✓➏➊↕➎➻➋❞➎✔→✟✝♦➋❞➍ d = d1d2

➺✘➊☎✄
d1

✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩
d2

✗ ♠ ➍➏➢☛➌ ♠ ➍✭→➒➎➝➌✜☎
D2

✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩
D1

✗●➍➏➢☛➌✻➐Ò✵ →➣➙✔➍✭➎➝➌✍→➼➌✍➤☞➩✔❋●➍✭➢❆➙❞➍➏➋❂➬◗➦❞➊☞➡ ➤➏➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✭➢→➣➎✔➙❞➋❞→➣➢☛➍✭➎➝➌ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍➏➡ ➍➏➎♦➌◗➙✔➍✭➢❲➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✦➙❞➍ Γ0,k+1
➍➏➌

Γ0,r−k+1
➺❣➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍➤➏➌ ❧ ➎➝➌ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➤➏➍ ❦❞❧☞♠ 1, . . . , k,∞

➺➇➍➏➌ ❦✒❧☞♠ 0, k + 1, . . . , r
➩✝◆✿➎
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π

� �

❦ ➍✭➋✔➌❊➜↕➤ ♠ →✠✡❞➍ ♠ ✝♦➋❞➍✂➐Ò✵ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌❊➙❞➍
Γ0,k+1 ×Γ0,r−k+1

❧ →➣➎✔➢➥→❨➙❞➤✌✡❞➎❞→✰➎✔➍✂➙❞➤ ❦ ➍➏➎❞➙ ❦✒❧ ➢➙❞➋ ➟ ➦❞➊↕→ ➬➠➙❞➍ d ➩❱❋●➍ ➟ →❘➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌✻➍✭➎ ✁ ❧ →➼➌✐➋❞➎❤→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍
❋●➍✭➎ (

D[c]

)
/〈D[c]〉 ≃ Γ0,k+1 × Γ0,r−k+1✾❑➎❏➍✕✔❸➍ ➌✱➺ ➟ ➍➷➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✿➍✭➢❝➌✏➢☛➋ ♠ ➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➟✱❧✘♠ ➙✔➍✭➋❂➬✳➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢✻➙❞➍ Γ0,k+1

➍ ➌✏➙✔➍
Γ0,r−k+1

✝✫➋✔➍✭➐ ➟ ➊↕➎ ✝♦➋❞➍➏➢ ❧ ➙❞➡➨➍➏➌➥➌➥➍✭➎➝➌❉➙✔➍✭➢ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌➥➢✢✡❂➬ ❧ ➎♦➌ ♠ ➍➏➢ ❦ ➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌
D2

➍➏➌
D1

➩❱✺❄➐q➍➏➢☛➌✿→➒➎✡➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➟✱❧☞♠ ➐➣➍✭➢✂➢➥➍➏➋❞➐➣➢❉➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢❉➎❞➊↕➎✳➌ ♠ →➼➜✫→ ❧ ➋❂➬✳➙❞➋❏➡ ❧☞❦✔❦ →➣➎ ✂
➟ ➐ ❧ ➢➥➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➙❞➍❏➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ k Ð ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➤➏➍ ✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩ (r − k)

Ð ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➤➏➍ ✗➅➍➏➌ ☎
1

☞ ➊ ♠ ➙→➣➎✔➙❞➋❞→➣➢ ❧ ➎➝➌✐➋❞➎➠➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌✐➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐ ❦✒❧☞♠✐❦ →➒➎ ➟ ➍➏➡ ➍➏➎♦➌■➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙➠➢➥➊↕➎➝➌ ➟ ➍✭➋❂➬◗➍➏➎ ✂↕➍➏➎❞➙ ♠ ➤➏➢
❦✒❧☞♠ ➐➣➍➨➌ ✒ →➣➢☛➌ Dǫ

➺q➊☎✄
ǫ
➍✭➢☛➌➅➐ ❧❏➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍❲➙➇✵ →➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍➨➙➇✵ ➋❞➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ ✁ ➍ ♠ ➡➨➤✦➢☛→➣➡ ❦ ➐➣➍

❧ ➋✔➌➥➊↕➋ ♠ ➙❞➍ ➟ ➍ ☞ ➊ ♠ ➙➇➩
✴❘➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➐ π1

(
S

k
0 ,b
) ➍✭➢☛➌ ➟✱❧ ➎✔➊↕➎❞→✟✝♦➋❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✦→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞➍ ❧ ➋

✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍
Γ0,k+1 × B(r−k+1)

➊☎✄
Γ0,k+1

➍➏➢☛➌❉➐➒➍➑➢☛➊↕➋❞➢❍Ð✎✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➑➙❞➋✳➡ ❧✘❦❞❦ →➣➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➙❞➍➻➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ k + 1
Ð

❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➤➏➍ ❦❞❧☞♠ 1, . . . , k,∞
➺♦➍➏➌

B(r−k+1) ➍➏➢☛➌■➐➒➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎♦➌ ❧ ➐❨➙❞➍ U r−k+1

☞ ❧ ➢☛➤P➍✭➎ (0, k + 1, . . . , r)
➩❨◆❉➎ ❧ ➙❞➊☞➎ ➟ ➋❞➎✳➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍✏➎ ❧ ➌✍➋ ♠ ➍✭➐

π1

(
Sk

0 ,b
)
→

❋●➍✭➎ (
D[c]

)
/〈D[c]〉➢➥➋ ♠ ➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➺✻➍ ➌ ➙❞➍➫➎❞➊ ➞➝❧ ➋ {(1, 1), (1, zr−k+1)}

✕❪➜✫→ ❧ ➐Ò✵ →➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ➟✱❧ ➎❞➊✡Ð
➎❞→✠✝✫➋✔➍➷➍➏➎➝➌ ♠ ➍ π1

(
Sk

0 ,b
) ➍➏➌

Γ0,k+1 × B(r−k+1) ✗ ➩
✴❘➍✿➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍❉➎ ❧ ➌➥➋ ♠ ➍➏➐ BrS2 → Γ0,r

→➒➎❞➙❞➋❞→➼➌❆➋❞➎◗➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍

ψ :
❋●➍➏➎

(bc,a) →
❋●➍➏➎ (

D[c]

)
✴❘➍✿➎❞➊ ➞➝❧ ➋✳➙❞➋❤➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢➥➤

❋●➍➏➎
(bc,a) →

❋●➍➏➎ (
D[c]

)
→

❋●➍➏➎ (
D[c]

)
/〈D[c]〉➍✭➢❝➌✻➤ ✂ ❧ ➐ ☎ ψ−1

(
〈D[c]〉

)
= 〈bc,a, zr〉✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢ ❦✒❧☞♠ z′r−k+1

➐ ❧ ➌ ♠ ➍➏➢➥➢➥➍ zrb
−1
c,a

➺●➍➏➌ ❦✒❧☞♠ z′r−k+1

➢➥➊↕➎ →➒➡ ❧ ✂☞➍✳➙ ❧ ➎❞➢❲➐➣➍
✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➷❋●➍✭➎ (bc,a) /〈bc,a〉

➩✒✴❘➍➷➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍
❋●➍✭➎

(bc,a) 〈bc,a〉 →
❋●➍✭➎ (

D[c]

)
/〈D[c]〉➍✭➢❝➌P➙❞➊↕➎ ➟ ➢☛➋ ♠ ➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➺➇➙❞➍➛➎❞➊ ➞↕❧ ➋ {1, z′r−k+1}

➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→❑➙✔➊↕➎❞➎❞➍ ➐Ò✵ →➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍
❧ ➎❞➎✔➊↕➎ ➟ ➤✘➩
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π : H

′

→ U
r

◆❉➎ ♠ ➍➏➜✫→➣➍➏➎➝➌ ☎◗➐ ❧ ➙❞➍➏➢ ➟➏♠ → ❦ ➌✍→➣➊☞➎ ➙✔➍✭➢ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢➑➙✔➍ ➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍➻➐➣➍➛➐➣➊☞➎ ✂◗➙❞➍ Sk➙ ❧ ➎✔➢ π1 (U r, (1, . . . , r))
✎

✝ ✄✝✆ ✆ ✄ ✂ ✷✆☎ ✷✄✂✒➩ ✔ � ✞✍✝ ✁
c

✍➣✌ ✧ ✌ ✠ ✧ ✍➣✌ ✄✫✌ ✧ ✌ ✡✞✁ ✠✍✌
0
✌ ✁ ✄✫✌ ✠ ✟ ✑ ✞ ✡

k + 1
2

★ ✍➣✌
✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✄✫✌ ✏➅✌ ✝ ✡

D[c]
✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠➫✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✍➣✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌

Sk
✄ ✟☛✡ ✡

π1(U
r, (1, . . . , r))

✂ ✪ ✌✦✡ ✟ ✏ ✁ ✠✍✌✦✡ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠☛✡✞✡❩✞ ✡✞✁ ✄✫✌ ✍ ✟ ✔✱✞✡✠✬☎✦✌
Dm

[c′]

✭ ✞✁�
[c′]✌✦✡ ✁ ✍ ✟✰✧ ✍ ✟ ✡✦✡❩✌ ✄✝✆ ✝✄✡❩✞ ✁ ✞ ✆ ✝Ò✌➨✄✝✆ ✏ ✡ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡ ✡ ✄☎✆✠✟ ✠ ✟☛✡✞✁

k
✄✫✌✎✡❩✞ ✡ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✝➶✠✍✌ ✭

✌ ✁
m ∈ Ẑ× ✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ❋●➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠ ➊↕➎❞➢ ➐ ❧ � ➧ ➟ ➦❞➍ f 0 : D − 0 → U r
✝♦➋❞→ ☎

z✁ ❧ →➼➌ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ♠ ➍ (z, 2z, . . . , kz, (k + 1) , . . . , r)
➩❱❋✏✵ ➍✭➢❝➌✏➋❞➎✔➍➷→➒➡ ➡➨➍ ♠ ➢➥→➒➊↕➎❲➦❞➊✘Ð➐➣➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞➍✘➩

✴❘➍✦➐➒➍✭➡➨➡ ➍ ✑✔➩ ✗❞➩➒✓ ❦❞♠ ➊☞➋✔➜↕➍✆✝♦➋❞➍ f 0 ➢➥➍ ❦❞♠ ➊↕➐➣➊☞➎ ✂↕➍➨➍✭➎➁➋❞➎❞➍✦→➣➡➨➡ ➍ ♠ ➢➥→➒➊↕➎ ✁ ➍ ♠ ➡➨➤✭➍
f : D → U

r ➺✐➍➏➌✘✝♦➋❞➍
b := f(0) ❧☞❦❞❦❞❧☞♠ ➌➥→➣➍✭➎➝➌ ☎ Sk

➺✐➍➏➌ ☎ ❧ ➋ ➟ ➋❞➎✔➍ ❧ ➋❂➌ ♠ ➍
➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✿➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙✳➙✔➍ U r ➩
✺❄➐☎➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍➨➋✔➎ ❦✒❧✘♠✍❧ ➡➨➤➏➌ ♠✍❧ ✂↕➍ Λ

➙❞➍
U r ❧ ➋ ➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂☞➍➛➙❞➍

b
✝♦➋❞→ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊ ♠ ➌➥➍ λ ➺➊☎✄

λ = 0
➍➏➢☛➌❣➋❞➎❞➍❆➤ ✝♦➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➨➐➣➊ ➟✱❧ ➐➣➍■➙❞➍ Sk

➩✫◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌✶➌✍➊↕➋✖➔☛➊↕➋ ♠ ➢✶➢☛➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➍ ♠ ✕ ➟ ✁ ➩➝➐ ❧
❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍❉➙❞➋✦➐➒➍✭➡➨➡ ➍ ✗✙✝✫➋✔➍☞➺✫➢➥→ Λ(f(z)) = (λ1(z), . . . , λN(z))

➺♦➊↕➎ ❧ λ1(z) ≃ uz
➺

➊☎✄
u
➍➏➢☛➌❑➋✔➎❞➍ ➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ❧ ➎➝➌✍➍ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➼➜↕➍☞➺✡➍➏➌✭➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌ j ➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌☎➙✔➍ 1

➺✡➐➣➍ ☞ → ♠➥❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌
λj(f(z))

➌➥➍✭➎❞➙ ✕❪➍✭➎
0
✗✿➜↕➍ ♠ ➢ ➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛➌ ❧ ➎➝➌✍➍◗➎❞➊↕➎➁➎♦➋❞➐➒➐➣➍✘➩☎❋●➍➏➐ ❧ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜↕➍✆✝♦➋❞➍➠➐ ❧➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ f

➍➏➢☛➌➨➌ ♠✍❧ ➎❞➢☛➜☞➍ ♠ ➢☛➍ ☎ Sk
➍➏➎

b
✕✱✝✄✂ ✌ ✂✶➐Ò✵ →➣➡ ❧ ✂↕➍❲➙✔➍

D
❦❞❧☞♠ f ➎➇✵ ➍✭➢❝➌ ❦❞❧ ➢➌ ❧ ➎ ✂↕➍✭➎➝➌➥➍✆☎ SI

0

✗ ➩q◆✿➎ ❦ ➍✭➋❂➌➛➙❞➊↕➎ ➟ ➍➏➎ ➟ ➊↕➎ ➟ ➐➣➋ ♠ ➍ ✝♦➋❞➍➠➐ ❧✳♠ ➍➏➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ☎
D

➙➇✵ ➋❞➎
♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌❏➙❞➍ U r(C) ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤ ➐➒➍ ➐➣➊↕➎ ✂❿➙❞➍➏➢

SI
➍➏➢☛➌✳➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➙❞➍

D♠✍❧ ➡ → ✡✒➤➅➍✭➎ 0
➍➏➌✢✝♦➋❞➍ ➐➒➍✭➢P→➣➎❞➙✔→ ➟ ➍➏➢✿➙❞➍ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎❏➙❞➍ ➟ ➍ ➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➍ ♠✿♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➢➥➊☞➎♦➌❉➤ ✂ ❧ ➋✫➬ ❧ ➋❂➬ →➒➎❞➙❞→ ➟ ➍✭➢✂➙❞➍ ♠➥❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎❤➙✔➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌P→➣➎❞→➼➌✍→ ❧ ➐➇➐➣➍➑➐➣➊↕➎ ✂✦➙❞➍➏➢➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍✭➎➝➌➥➍✭➢ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢■➙✔➋➠➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➙❞➍ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ✝♦➋❞→➇➢☛➍ ❦❞♠ ➊✖➔☛➍➏➌➥➌➥➍✭➎➝➌❆➢➥➋ ♠

SI
➩
✴❑✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ ➐➣➍ ➐➣➊↕➎ ✂❿➙❞➍

Sk
➙ ❧ ➎❞➢ π1(U

r, (1, . . . , r))
➍➏➢☛➌❏➍✭➎ ✂↕➍➏➎❞➙ ♠ ➤✭➍ ❦✒❧✘♠ ➐➒➍➐ ❧✘➟ ➍➏➌ s 7→ f(e2iπs)

➙❞➍
U r

➩❣❋●➍✳➐ ❧☞➟ ➍ ➌ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌✍➍❏➋❞➎❞➍◗➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍ ✝♦➋❞→✻➢➥➍ ♠ ➍✭➐➒➧➏➜☞➍➍✭➎
D[c]

✎ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍➠➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍❤➍✭➢☛➌➨➋❞➎ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➙❞➍◗➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍❲➐➣➍➠➐➒➊↕➎ ✂ ➙❞➍ Sk
➙ ❧ ➎✔➢

π1(U
r, (1, . . . , r))

➺❞➍➏➌✻➢➥➊☞➎ ❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎◗➢➥➋ ♠ π−1(a) ➟ ➊ ✞Ò➎ ➟ →➒➙❞➍ ❧ ➜↕➍ ➟➷➟ ➍➏➐➣➐➒➍✿➙❞➍ D[c]

➩
✴❘➍✭➢ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍➏➢ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢➑➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➨➍➏➎ ✂↕➍➏➎❞➙ ♠ ➤ ❦✒❧☞♠ D[c]

➢➥➊↕➎➝➌➑➙❞➍ ➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡ ➍
Dm

[c]

➺❱➊☎✄
m ∈ Ẑ× ➩❸✴❙➍➏➢✏✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢❉➙➇✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍➑➤➏➌ ❧ ➎♦➌❉➙❞➤✌✡✒➎✔→➣➢✖☎ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢☛➊↕➎ ❦❞♠ ➧✭➢✭➺

➌✍➊☞➋✔➌ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➍✭➢☛➌➷➙❞➊☞➎ ➟ ➙❞➍➛➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡ ➍ (αD[c]α
−1)m

➊☎✄
m ∈ Ẑ× ➺➇➍ ➌

α ∈ Γ0,r

➩❸◆❉➎ ➢➥➍➛➢☛➊↕➋✔➜✫→➣➍➏➎➝➌ ✕ ➟ ✁ ➩✰➐ ❧ ♠ ➍➏➡ ❧✘♠ ✝♦➋❞➍➛✑✔➩❜✕❂➩ ✗ ✗✜✝♦➋❞➍ αD[c]α
−1 = Dα([c])

✲
➊↕➎ ♠ ➍➏➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➍ ➍➏➎ ✡✒➎ ✝♦➋❞➍ α([c]) ❦❞❧☞♠➥➟ ➊↕➋ ♠ ➌➑➐➣➍➏➢ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢➥➍➏➢➻➙➇✵ →➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍➛➙❞➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎✔➢✁ ➍ ♠ ➡ ➤➏➢q➢☛➤ ❦✒❧☞♠➥❧ ➎➝➌ k ➙❞➍■➢➥➊☞➎ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ → ♠ ➍✘➩✖✾✶➎➻➍✌✔✰➍➏➌✱➺✘➢➥→ c′ ➍✭➢☛➌☎➋❞➎➻➌✍➍➏➐ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎➇➺



� ☎ � ☎ �✠✡✞✌✠✡✞✁✝✄✆✎ ✂✗☎✄✁✄✏ ✠ ✂✡✞ ✁ ✡ ✌ ✂✞✁✆✎ ✡ ✂ � ✂✆☎ ✁ ✞ ✂✘✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎
π

� �

→➣➐✝➍✭➢❝➌P→➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ ➍ ☎ c ➍✭➎ ➎❞➍➅➢☛➍ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌➥➌ ❧ ➎➝➌✿➙❞➍ ☞ ➊↕➋ ✂↕➍ ♠ ✝♦➋❞➍ k ✕ ➡ ❧ →➒➢ ❦✒❧ ➢ {(k +
1), . . . , r}

✗ ➩❂✷✂➎✔➍❉➌✍➍✭➐➒➐➣➍✻→➣➢☛➊☞➌✍➊ ❦ →➣➍✏➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌■➋❞➎◗➦❞➊☞➡ ➤➏➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ν ➙❞➍✿➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍➐ ❧ →➣➢➥➢ ❧ ➎➝➌ (k + 1), . . . , r
✡✔➬❂➍✭➢➏➺❞➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍

ν(c′) = c
➺❂➍➏➌❆➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍

ν(i) ❧☞❦❞❦❞❧☞♠ ➌➥→➣➍✭➎✔➎❞➍❧ ➋ ➙✔→➣➢✒✝♦➋❞➍➛➙✔➍ ➟ ➍➏➎♦➌ ♠ ➍ 0
➍ ➌❉➙❞➍ ♠➥❧✱➞ ➊↕➎ k + 1

2

➩✰✺❄➐❭➎❞➍ ♠ ➍✭➢❝➌✍➍ ❦ ➐➒➋❞➢✏✝♦➋➇✵ ☎❲➋✔➌✍→➒➐➣→➒➢➥➍ ♠ ➐ ❧
k
ÐÒ➌ ♠➥❧ ➎❞➢➥→➼➌✍→➼➜❂→➼➌✍➤✂➙❞➋✄✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✿➙❞➍➏➢✐➦❞➊↕➡➨➤✭➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➏➢■➙❞➋◗➙❞→➒➢✒✝♦➋❞➍P➢➥➋ ♠ ➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍➙❞➍➏➢ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢❆→➣➎➝➌✍➤ ♠ →➣➍➏➋ ♠ ➢ ☎ ➟ ➍➷➙✔→➣➢✒✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➊ ☞ ➌➥➍✭➎❞→ ♠ ➐➣➍ ♠ ➤✭➢➥➋✔➐➒➌ ❧ ➌❆➢➥➊↕➋❞➦ ❧ →➒➌➥➤☞➩
❇✏➋➨➐➣➍➏➡ ➡➨➍●➍ ➌❣➙✔➍✭➢ ♠ ➍✭➡ ❧☞♠ ✝✫➋✔➍✭➢ ❦❞♠ ➤➏➐➣→➒➡ →➒➎ ❧ → ♠ ➍✭➢✝➢➥➋ ♠ ➐ ✵ ❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎➛➙❞➋ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍❆➢ ➞ ➡➨➤ Ð➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍✘➺❞➊↕➎❤➙❞➤✭➙❞➋✔→➒➌❆➐Ò✵ ➤✭➎✔➊↕➎ ➟ ➤P➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌✱➩

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✆☎ ✷✆☎❘➩ ✔ ✪ ✌✦✡ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠☛✡➨✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✄✫✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌ SI
✄ ✟☛✡ ✡

π1(U
r, a)

✡❩✞ ✡✞✁ ✄✫✌ ✍ ✟ ✔✱✞✡✠✆☎✦✌
Dm

[d]

✭ ✞✁�
[d]

✌✦✡ ✁ ✍ ✟✎✧ ✍ ✟ ✡✦✡❩✌✐✄✝✆ ✝✄✡❩✞ ✁ ✞ ✆ ✝Ò✌✐✄✝✆ ✏ ✡ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡
✡ ✄☎✆✠✟ ✠ ✟☛✡✞✁

I
✄✫✌✖✡❩✞ ✡ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✝➶✠✍✌

J
✭ ✌ ✁

m ∈ Ẑ× ✂ ✂ ✡ ✆✠✟ ✠ ✁ ✝ ✧ ✏ ✍✣✝Ò✌ ✠ ✭ ✍➣✌✦✡
✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡➑✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✍➣✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌

SI
✌ ✁
SJ

✧ ✞✁� ✡ ✧ ✝ ✄✫✌ ✡✞✁ ✂

✩✗✍ ✲✺✍ ✖✗✍ ✍ ✧❭✧✡✸ ❬ ✆↕r✔✯✖❬❪❚❱✮ r✒❯ ★✖✬✑✏✓✒♦✯✱✬✕✄➫✬❂✮❱✯ π ✍ ☛ ✹✻➊↕➋❞➢ ♠ ➍➏➜☞➍✭➎❞➊↕➎✔➢✆☎➫➐ ✵✸➤ ➌✍➋❞➙❞➍
➙❞➋ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ π : H

′
→ U

r ➺ ❧ ➋ ✝♦➋❞➍✭➐❭➍✭➢❝➌ ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➤➅➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍ SNi∗(G)
➙❞➍➏➢

➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✭➢❆➙❞➍➷✹✂→➒➍✭➐➒➢➥➍✭➎❸➩
◆❉➎✦➎❞➊✘➌✍➍ ❦✒❧☞♠ ∆I

➐➒➍❆➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ π−1
(
SI
) ➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙ ➙❞➍ H ′ ➩✔◆❉➎✦➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌❣➙❞➍ ❦ ➐➣➋❞➢➐➣➍➏➢☎➢➥➊☞➋❞➢❝Ð✽➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍✭➢

SI
0 := SI −∪

(
SI ∩ SJ

)
J 6=I,|J |≥2

➍➏➌
∆I

0 := π−1
(
SI

0

) ✕ ➟ ➍➏➢
➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍➏➢✻→➒➎➝➌✍➍ ♠ ➜✫→➣➍✭➎✔➙ ♠ ➊↕➎➝➌✻➙ ❧ ➎✔➢✻➐ ❧➅❦❞♠ ➍➏➋✔➜↕➍➑➙❞➍P➐ ❧➅❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➣➊☞➎◗✑✔➩✸✗✔➩ ✧ ✗ ➩
❇➻✵ ❧☞❦❞♠ ➧✭➢ ➟ ➍✢✝♦➋❞→ ❦❞♠ ➤ ➟ ➧➏➙❞➍☞➺❨➊↕➎ ❧ ➐➣➍ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌❆➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌P✎

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✆☎ ✷✁�✔➩ ✔ � ✞✍✝ ✁
[c]

✍ ✟ ✧ ✍ ✟ ✡✦✡❩✌✳✄✝✆
a
☛ ✝✄✡❩✞ ✁ ✞ ✆ ✝Ò✌ ✖ ✧ ✔ ✂ ✍➣✌❏✄ ✄ � ✏ ✁ ✄✁✏

✆✠✟ ✠ ✟ ✜ ✠ ✟ ✆✞✝ ✌ ✂ ✂✖✕ ✗ ✄✝✆ ✏ ✡✰✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡ ✡ ✄☎✆✠✟ ✠ ✟☛✡✞✁ ✡ ✄☎✆✠✟ ✠ ✟☛✡✞✁
I
✄✫✌ ✡❩✞ ✡✰✧ ✞✍☎ ✆ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✝➶✠ ✌

J ✖ ✝✄✂ ✌ ✂✘✡ ✄☎✆✠✟ ✠ ✟☛✡✞✁ ✍➣✌✦✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ai

✭
i ∈ I

✄✫✌✦✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡
aj

✭
j ∈ J ✗ ✂ ✚ ✍➣✞✡✠✦✡ ✍➣✌ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✄✫✌

✏➅✌ ✝ ✡
D[c]

✌✦✡ ✁ ✏ ✡✪✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠✿✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✟ ✏ ✁ ✞✍✏✫✠P✄✫✌
SI

✄ ✟☛✡ ✡✌✍➣✌✏✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁
π : H

′
→ U

r ✂ ✂ ✡ ✆✠✟ ✠ ✁ ✝ ✧ ✏ ✍✣✝Ò✌ ✠ ✭
SI

✌ ✁
SJ

✞ ✡✞✁ ✍➣✌✦✡✪☎ ✝ ☎✦✌✦✡ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡✳✄✫✌
✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✂
❋●➍✭➐ ❧ ➙❞➤ ➟➏♠ →➼➌❆➐ ❧➻♠➥❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✻➙➇✵ ➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✐➙❞➍ SI

0

➩✒✴ ❧➛❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎✑✔➩ ✗❞➩ ✧ ❦❞♠ ➤ ➟ →➣➢☛➍ ➟ ➍ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌◗➍➏➎ ➙❞➤ ➟✭♠ →➒➜ ❧ ➎➝➌◗➐ ❧⑩♠➥❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎❴➙❞➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢→ ♠☛♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍✭➢➇➙✔➍ ∆I
✕ ➍➏➎➑➙❞➤ ➌✍➍ ♠ ➡➨→➣➎ ❧ ➎➝➌ ✝♦➋❞➍➏➐➣➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢❘➙✔➍ π−1 (b) ❧☞❦❞❦✒❧✘♠ ➌✍→➒➍✭➎❞➎✔➍✭➎➝➌☎➛➋❞➎❞➍P➡ ✍✭➡➨➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍P➙❞➍ ∆I

✗ ➩
✾❑➎ ❧☞❦❞❦ ➐➣→✟✝♦➋ ❧ ➎♦➌ ➟ ➍➏➢ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢ ❧ ➋ ➟✱❧ ➢ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➙❞➋ ✁ ➍ ♠ Ð ☎✖Ð ➟ ➦❞➍ ➜ ❧ ➐❂➍➏➎♦➌➥➊↕➋ ♠➥❧ ➎➝➌

I
➺✔➊↕➎◗➙❞➊☞➎❞➎❞➍✿➍✭➎❤✑✔➩ ✗❞➩❜➓➻➋❞➎❞➍✿➡➨➤➏➌➥➦❞➊❂➙✔➍ ➟ ➊↕➡ ☞ →➣➎ ❧ ➌✍➊↕→ ♠ ➍ ❦ ➊↕➋ ♠●➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐➒➍ ♠ ➐ ✵✸→➒➎❞➙❞→ ➟ ➍✏➙✔➍
♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎✦➙❞➍✿➌✍➊↕➋✔➌➥➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍➷→ ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍❉➙✔➍ ∆I

➩



� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

❁✫➌➥➍ ✁ ❧ ➎ ✗t➍ ✒ ➍ ♠ ➢ ❧ ➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➤✂➙✔➍✭➢ ♠ ➤✭➢➥➋✔➐➒➌ ❧ ➌✍➢ ❧ ➎ ❧ ➐➒➊✓✂↕➋❞➍➏➢❣➙ ❧ ➎❞➢●➐➒➍ ➟✭❧ ➢■➙❞➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌➠➎❞➊☞➎❛➊ ♠ ➙✔➊↕➎❞➎❞➤➏➢✭➩■✴❘➍➏➢ ❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍✭➢✆✝♦➋❞→✏➢☛➋❞→➒➜☞➍✭➎➝➌➠➢☛➊↕➎➝➌➠➙➇✵ ❧ →➣➐➒➐➣➍✭➋ ♠ ➢→➣➎✔➢ ❦ → ♠ ➤✭➍➏➢ ➙❞➍ ✠☞☛ ✬ ✢✍✌✏✎❞r✘✑ ➩✶❇➻✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍ ❦✒❧✘♠ ➌✱➺❊❢ ❧ ➐➣➐➒➍➠➍➏➌✦❢ ❧ ➌☞☛ ❧ ➌➨➊↕➎➝➌ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋✔➐➣➤❲➍ ➌➙❞➤➏➡ ➊↕➎➝➌ ♠ ➤❏➋✔➎ ➟✱❧ ➢ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➙❞➍➏➢ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➣➊☞➎❞➢ ➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢➏➺ ❦❞♠ ➤ ➟ →➣➢➥➤➏➡ ➍➏➎➝➌❲➐➣➍
➟✱❧ ➢✻➊✞✄ |I| = 2

✕ ➟ ✁ ➩ ✠ ✂ ✂ ✌✏✌ ✑ ➺ ➟ ➦ ❧☞❦ →➒➌ ♠ ➍P✺➥✺➥✺ ➺❂➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍ 8.3
✗ ➩

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✆☎ ✷✎✍✫➩ ✔ � ✞✍✝ ✁
c
✏ ✡ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡ ✔✱✌ ✠✬☎ ✄ ✡✆✝ ☎ ✆ ✍➣✌ ✡ ✄☎✆✠✟ ✠ ✟☛✡✞✁

I
✄✫✌ ✡❩✞ ✡

✧ ✞✍☎ ✆ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✝➶✠ ✌
J

✂ ✪ ✌✦✡ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌✦✡ ✝➶✠ ✠ ✄ ✄✁✏ ✧ ✁ ✝ � ✍➣✌✦✡P✄✫✌
∆I

✡❩✞ ✡✞✁ ✌ ✡ � ✝ ✞✱✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡
✟✁✟ ✌ ✧ ✍➣✌✦✡✦✞✡✠ � ✝ ✁ ✌✦✡ ✄✫✌✦✡

D[c]

☛➥✞✡✠ � ✝ ✁ ✌✦✡➨✄✫✌
SNi∗(G)

✡❩✞✍✏ ✡ ✍➥✆ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✁✏ ✧ ✌ ✡✞✁ ✠ ✟ ✍✣✝✄✡ ✟ ☛
✁ ✌✆✏❂✠➻✄✫✌

D[c]

✂ ✏➅✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✭ ✍➥✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌➑✄✫✌➷✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✝✆ ✏ ✡ ✌ ✁ ✌ ✍ ✍➣✌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌➅✌✦✡ ✁
✄✢✜ ✟ ✍ ✟ ✏ ✧ ✟ ✠☛✄✁✝ ✡ ✟ ✍❙✄✫✌ ✡ ✆ ✝ ☎ ✆ ✞✡✠ ✁ ✌ ✓ ✏❨✌ ✍ ✍➣✌

D[c]
☛➥✞✡✠ � ✝ ✁ ✌ ✍ ✟ ✠✍✌ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟☛✡✞✁ ✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎➫➎❞➊✘➌✍➍
a = (1, . . . , r) ∈ U r

➩✝◆❉➎ ➢➥➍ ♠✍❧ ➡➨➧✭➎✔➍ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➊↕➎➁➐ ✵ ❧ ✁ ❧ →➒➌ ❦✔♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➡ ➡➨➍✭➎➝➌ ☎ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠➛➟ ➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌➛➙ ❧ ➎✔➢➅➐➣➍ ➟✭❧ ➢➛➊☎✄
a
➍➏➢☛➌ ➐➣➍

❦ ➊↕→➣➎➝➌ ☞ ❧ ➢☛➍✦➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➨➙❞➍✭➢➻➌ ♠ ➍➏➢➥➢➥➍➏➢ ❦ ➋ ♠ ➍✭➢➑➙❞➍❲▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛☞➺✝➊☎✄ I = k
➺❙➍➏➌➻➊☎✄t➐➒➍

➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎ c ❦❞❧☞♠➥➟ ➊↕➋ ♠ ➌❆➐➒➍ ➟ ➍ ♠➥➟ ➐➒➍P➙❞➍ ➟ ➍✭➎➝➌ ♠ ➍ 0
➍➏➌✻➙❞➍ ♠✍❧✱➞ ➊☞➎ k + 1

2

➩
✹✂➊☞➋❞➢ ❧ ➜☞➊↕➎❞➢ ✕ ➟ ✁ ➩❨✑✔➩ ✗❞➩❜✑ ✗●➋❞➎❞➍P→➣➡➨➡ ➍ ♠ ➢☛→➣➊↕➎❲➦✔➊↕➐➣➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞➍ f ➙❞➍

D
➙ ❧ ➎❞➢ U r ✎

f (z) = (z, . . . , zk, k + 1, . . . , r)✴❑✵✸→➒➡ ➡➨➍ ♠ ➢➥→➒➊↕➎ f ➜↕➤ ♠ →✠✡❞➍➷➐➒➍✭➢ ❦❞♠ ➊ ❦❞♠ →➣➤ ➌✍➤✭➢❆➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢P✎
✍ b := f(0) ∈ k

✲
✍ ❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌❆➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌❆➎✔➊↕➎✳➎♦➋❞➐ z ➙❞➍ D

➺
f(z) ∈ U r

✲
✍ ➐Ò✵ →➣➡➨➡➨➍ ♠ ➢☛→➣➊↕➎ f ➍✭➢☛➌❆➌ ♠✍❧ ➎❞➢❝➜↕➍ ♠ ➢➥➍ ☎ SI

✲
✍ s 7→ f (e2iπs) ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌✍➍➷➋❞➎❞➍P➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍ ♠ ➍✭➐➣➍ ➜ ❧ ➎➝➌ D[c]

➩
❁❂➊↕→➼➌

β1, . . . , βl

➐➒➍✭➢ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢✶➙❞➍✏➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ π−1 (b)
➩❂◆❉➎ ❦ ➍✭➋❂➌ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➒➍ ♠ ☎ ➟ ➦ ❧✘➟ ➋❞➎

➙❞➍ ➟ ➍✭➢ βi

➋❞➎❞➍ →➣➡➨➡➨➍ ♠ ➢☛→➣➊↕➎ fi : D →֒ H
′ ✕ ❦✒❧ ➢❤➎✔➤ ➟ ➍➏➢➥➢ ❧ → ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌❤➙❞➍ ✁ ❧ ✓✭➊☞➎➋❞➎❞→✠✝♦➋❞➍ ✗ ➺✒➍➏➌✻➋❞➎◗➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ ei ≥ 1

➺❞➌➥➍✭➐➣➢ ✝♦➋❞➍
fi(0) = βi

➺❞➍➏➌❆➌➥➍✭➐ ✝♦➋❞➍P➐➣➍✿➙❞→ ❧ ✂ ♠➥❧ ➡ ➡➨➍➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌❆➢➥➊↕→➼➌ ➟ ➊↕➡➨➡➅➋✔➌ ❧ ➌✍→ ✁ ✎

fi

D −→ H
′

z 7→ zei ↓ ↓ π

D −→ U
r

f❡ ❧✘♠q➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➛➙❞➍ f ➺✡➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢ αi := fi(1) ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌➥➍✭➎➝➌❊➐➣➍➏➢☎➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌✍➍➏➢
D[c]

Ð❄➊ ♠ ☞ →➼➌✍➍✭➢✐➙✔➍ π−1(a)
➩❱❋●➍ ➟ →✝➙✔➊↕➎❞➎❞➍➷➙❞➊↕➎ ➟ ➋❞➎✔➍ ☞ →✟➔☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➠➍✭➎➝➌ ♠ ➍➑➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍P➙❞➍ π➍✭➎

b
➺✶➍➏➌ ➐➣➍➏➢

D[c]

Ð✽➊ ♠ ☞ →➒➌✍➍➏➢ ➙✔➍ SNi∗(G)
➩❊❇✏➍ ❦ ➐➣➋✔➢✭➺✶➐Ò✵ →➣➎❞➙✔→ ➟ ➍◗➙❞➍ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎➙❞➍➠➐ ❧ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍➠→ ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍ ➙❞➍ ∆k ➟ ➊↕➎➝➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌ βi

❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢ ➙❞➍ Sk
➍✭➢❝➌



� ☎ � ☎ �✠✡✞✌✠✡✞✁✝✄✆✎ ✂✗☎✄✁✄✏ ✠ ✂✡✞ ✁ ✡ ✌ ✂✞✁✆✎ ✡ ✂ � ✂✆☎ ✁ ✞ ✂✘✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎
π

� ☎

➤ ✂ ❧ ➐ ☎ ei

➺❨➡ ❧ →➣➢ ❧ ➋❞➢☛➢➥→ ❧ ➋ ➟✭❧☞♠ ➙✔→➣➎ ❧ ➐❙➙❞➍➑➐ ❧ D[c]
Ð❄➊ ♠ ☞ →➒➌➥➍P➙❞➍➑➐ ❧ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➷➙❞➍➅✹✻→➣➍✭➐➒➢➥➍➏➎

➟ ➊ ♠➥♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎♦➌ ☎ αi

➩
✴❑✵✸→➒➙❞➤✭➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➢☛➌➥➍ ➡ ❧ →➒➎➝➌✍➍✭➎ ❧ ➎➝➌✢☎➠➢➥➍ ♠✍❧ ➡➨➍✭➎❞➍ ♠ ☎➠➙❞➍✭➢ ➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➙❞➤ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢❉➌✍➊ ❦ ➊↕➐➒➊✘Ð

✂↕→✠✝✫➋✔➍✭➢ ✕❪➍➏➌✐➡ ✍✭➡➨➍✻➙❞➍ ➟ ➊↕➎❞➎❞➍ ➬✔→➼➌✍➤ ✗ ➺✔➍➏➎ ♠ ➍➏➡ ❧☞♠ ✝♦➋ ❧ ➎➝➌✱➺✫➍✭➎➠➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌ ➟ ➍ ✝♦➋➇✵ ❧ ✁ ❧ →➒➌●❁✰➩
✗➫➍ ✒ ➍ ♠ ➢➷➙ ❧ ➎✔➢ ✠ ☛ ✬✑✢✖✌✏✎❞r✘✑ ➺ ❦❞♠ ➊ ❦ ➩➇✗❞➩✸✑✔➩❜✕❂➺ ✝♦➋❞➍ ➐➣➍➏➢ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢P→ ♠☛♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍✭➢➙❞➍

∆k ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎✔➙❞➍✭➎➝➌ ➙❞➍❲➡ ❧ ➎❞→➒➧ ♠ ➍ ➟✱❧ ➎❞➊↕➎❞→✠✝✫➋✔➍ ❧ ➋❂➬ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍✭➢ ➟ ➊↕➎❞➎❞➍ ➬✔➍➏➢➙❞➍
∆k

0

➩
✹✂➊☞➋❞➢ ❧ ➐➒➐➣➊↕➎✔➢ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ✝♦➋❞➍ ➐ ✵✸→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍◗➍✭➎➝➌ ♠ ➍ ❋●➍➏➎

(bc,a) /〈bc,a〉
➍ ➌❲➐➣➍

✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✁ ➊↕➎❞➙ ❧ ➡ ➍➏➎➝➌ ❧ ➐ π1

(
SI

0 ,b
) ➺✫→➣➎➝➌ ♠ ➊❂➙❞➋✔→➒➌❊➙ ❧ ➎❞➢❣➐ ❧➷❦❞♠ ➍➏➋✔➜↕➍✿➙❞➋✦➐➣➍✭➡➨➡➨➍✂✑❂➩✸✗❞➩➼✓↕➺➍✭➢❝➌ ➟ ➊↕➡ ❦✒❧ ➌➥→ ☞ ➐➒➍ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐➒➍✭➢ ❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍✭➢❤➙❞➍ ➟ ➍➏➢✄✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➏➢➠➢➥➋ ♠ ➐➣➍➏➢➠➍✭➎❂Ð➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍✭➢

{α̃1, . . . , α̃l} = bc,a\π
−1 (a)

➍➏➌❆➢➥➋ ♠ {β1, . . . , βl} = π−1 (b)
➩

❡❭➊☞➋ ♠✂➟ ➍✭➐ ❧ ➺✒➎❞➊↕➋❞➢ ❧ ➐➒➐➣➊↕➎❞➢❆➙❞➤✕✡✒➎❞→ ♠✻➟ ➊↕➡➨➡ ➍P➙ ❧ ➎✔➢ ✠☞☛ ✬✑✢✍✌✏✎❞r✘✑ Ð❄➍➏➌✂➍✭➎✳➎❞➊↕➋❞➢ ❧☞❦ Ð
❦ ➋ ➞↕❧ ➎➝➌P➢➥➋ ♠ ➐➣➍➅➐➒➍✭➡➨➡ ➍➑✑✔➩ ✗❞➩➒✓ Ð■➋❞➎✔➍➛➙❞➤ ✁ ➊ ♠ ➡ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ ➟ ➊☞➎♦➌➥→➣➎♦➋❞➍➅➙❸✵✸➋❞➎ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎ ➙ ❧ ➎✔➢
U r ❧ ➐➣➐ ❧ ➎➝➌●➙✔➍ αi

☎
αj

➺❂➍✭➎◗➋❞➎ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎➠➙ ❧ ➎❞➢ ∆I
0
❧ ➐➣➐ ❧ ➎➝➌●➙❞➍ βi

☎
βj

➺❞➍ ➌ ♠ ➤ ➟ → ❦✔♠ ➊✘Ð
✝♦➋❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✭➩
❁❂➊↕→➼➌ ˜[g]

➋✔➎➁➤✭➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌➅➙❞➍◗❋●➍➏➎
(bc,a) /〈bc,a〉

➌➥➍✭➐ ✝✫➋✔➍ ˜[g].α̃i = α̃j

➩❑◆❉➎ ❦ ➍✭➋❂➌➢➥➋ ❦❞❦ ➊☞➢➥➍ ♠ ➺✞✝✫➋✔→➒➌➥➌➥➍✢☎➛➡➅➋❞➐➒➌➥→ ❦ ➐➒→➣➍ ♠ g ❦✒❧☞♠ ➋❞➎❞➍ ❦ ➋❞→➒➢➥➢ ❧ ➎ ➟ ➍ ❧ ➙✔➤ ✝♦➋ ❧ ➌➥➍➑➙✔➍ bc,a ➺ ✝♦➋❞➍

[g].αi = αj✴❑✵ ❧✘❦❞❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➟ ➊↕➎➝➌➥→➣➎♦➋❞➍ h : [0; 1]2 → U
r ➺❞➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➍ ❦❞❧☞♠

h(s, t) = ϕ̃g(t)(s)➜↕➤ ♠ → ✡✒➍ h(·, 0) = h(·, 1) = f
➺✒➍ ➌

h(1, ·) = g
➩

✴❑✵ ❧✘❦❞❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ h ➢☛➍ ♠ ➍➏➐➣➧ ➜↕➍➅➙❞➍ ✁ ❧ ✓✭➊☞➎❏➋❞➎❞→✠✝♦➋❞➍➻➍➏➎ ➋❞➎❞➍ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎ ➟ ➊↕➎➝➌✍→➒➎✫➋✔➍
h̃ : [0; 1]2 → H

′ ➢➥→✝➐Ò✵ ➊↕➎❏→➒➡ ❦ ➊↕➢➥➍ ✝♦➋❞➍☞➺ ❦ ➊☞➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ s ∈ [0; 1]
➺❨➊↕➎ ❧ →➒➌ h̃(s, 0) =

fi(s)
➩❸✴❘➍ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎ h̃(1, ·) ➙ ❧ ➎❞➢ H ′ ♠ ➍➏➐➣→➣➍ αi

☎
αj

➺❱➍➏➌✿➐➒➍ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎ h̃(·, 0)
✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩

h̃(·, 1)
✗✐➙✔➍

H
′ ♠ ➍✭➐➒→➣➍ αi

☎
βi

✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ αj

☎
βj

✗✿✎❱➐➒➍ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎ h̃(c, ·)
➢➥➋ ♠ ∆I

0
♠ ➍✭➐➒→➣➍➙❞➊↕➎ ➟ βi

☎
βj

➩
❇✏➊↕➎✔➎❞➊↕➎❞➢❍Ð❄➎❞➊↕➋✔➢ ♠ ➤ ➟ → ❦❞♠ ➊☛✝♦➋❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✻➋❞➎❤➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ [γ]

➙❞➍
π1

(
SI

0 ,b
) ➺❞➌✍➍✭➐ ✝♦➋❞➍

[γ].βi = βj✺❄➐➇➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍➷➋✔➎✳➐ ❧☞➟ ➍ ➌ γ̂ ➢➥➋ ♠ U ′ ❦✒❧☞♠ ➌ ❧ ➎➝➌✻➙❞➍
a
➺❞➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍

[
ϕ̃γ̂(·)(0)

]
= [γ]



☎ ✁ ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

◆❉➎❴➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✱➺ ➟ ➊↕➡➨➡➨➍❤➙ ❧ ➎❞➢➨➐➣➍ ➟✱❧ ➢ ♠ ➤ ➟ → ❦✔♠ ➊ ✝✫➋✔➍☞➺❊➋❞➎❞➍ ❧✘❦❞❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➟ ➊↕➎➝➌✍→➒➎✫➋✔➍
h : [0; 1]2 → U

r ➺ ❧ ➜☞➍ ➟

h(s, t) = ϕ̃γ̂(t)(s)◆❉➎ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→☎➐ ✵✸➋❞➎✔→✟✝♦➋❞➍ ♠ ➍✭➐➒➍➏➜↕➤ h̃ ➙❞➍
h
➙ ❧ ➎❞➢ H ′ ➺✰➜☞➤ ♠ → ✡ ❧ ➎➝➌ h̃(·, 0) = fi

➩
◆❉➎ ❦ ➍✭➋✔➌➻➢➥➋ ❦✔❦ ➊↕➢☛➍ ♠ ➺ ✝♦➋❞→➒➌☛➌✍➍ ☎✳➡➅➋❞➐➼➌✍→ ❦ ➐➣→➒➍ ♠ γ̂ ❦✒❧✘♠ ➋❞➎✔➍ ❦ ➋❞→➒➢➥➢ ❧ ➎ ➟ ➍✦➙❞➍ bc,a ➺ ✝✫➋✔➍
h̃(·, 1) = fj

➩❞✴❙➍ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎ h̃(1, ·) ♠ ➍➏➐➣→➣➍✏➙❞➊↕➎ ➟ αi

☎
αj

➩

❇ ❧ ➎✔➢q➐➣➍ ➟✭❧ ➢q➙❞➋ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ ☞ ❧ ➢➥➍
a
➺✘➍ ➌☎➙❞➋➷➌ ✒ →➣➢❝➌ ✁ ➍ ♠ Ð ☎✡Ð ➟ ➦❞➍➏➜ ❧ ➐ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐➣→➒➢➥➤ DI

➺✘→➒➐➝➍✭➢❝➌
✁ ❧☞➟ →➣➐➣➍➑➙❞➍➻➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ➙❞➍➏➢✖✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢✿➙❞➍➨❋●➍✭➎ (DI)

➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌✿➙❞➍ ♠ ➤✭➙❞➋✔→ ♠ ➍➐ ❧➅♠ ➍ ➟ ➦❞➍ ♠➥➟ ➦❞➍➑➙❞➍✭➢ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢❆→ ♠☛♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍✭➢■➙✔➍ ∆I
☎ ➋✔➎✳➢☛→➣➡ ❦ ➐➣➍ ➟✭❧ ➐ ➟ ➋❞➐❑✎

� ✎ ✌✏✎✂✁✄✁ ✞☛✔✸✌ ✄ ✂ ✷✆☎ ✷✂✁✫➩ ✔ ✪ ✌✦✡ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌✦✡ ✝➶✠ ✠ ✄ ✄✁✏ ✧ ✁ ✝ � ✍➣✌✦✡ ✄✫✌
∆I = π−1

(
SI
)
)✡❩✞ ✡✞✁ ✌ ✡ � ✝ ✞✱✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✟✁✟ ✌ ✧ ✍➥✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌

SNi∗(G)/ ∼
✭ ✞✁�

∼
✄ ✄ ✡✆✝ ✜☛✡ ✌ ✍ ✟ ✠✍✌ ✍ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡

✄✝✆ ✄ ✓ ✏★✝ ✟ ✟ ✍➣✌ ✡ ✧ ✌➻✌ ✡★✜ ✌ ✡ ✄☞✠ ✄ ✌ ✆✠✟ ✠ ✝
✏➅✌✆✏✍✌ ✧ ✍ ✟ ✡✦✡❩✌✦✡✐✄✫✌✶�✤✝Ò✌ ✍ ✡❩✌ ✡

g
✌ ✁
g′

✡❩✞ ✡✞✁ ✄ ✓ ✏★✝ ✟ ✟ ✍➣✌ ✡✞✁ ✌✦✡ ✡✆✝ ✖ ☎ ✟ ✝✄✡ ✆✠✟ ✡ ✡❩✌✆✏ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁
✡✆✝✁� ✗ ✝ ✍q✌ ✡ ✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌➻✄✫✌✆✏✍✌◗✠✍✌ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟☛✡✞✁ ✡➷✠✍✌✦✡ ✆ ✌ ✧ ✁ ✝ ✔☛✡ ✭

(g1, . . . , gr)
✌ ✁

(g′1, . . . , g
′
r)
✭

✁ ✌ ✍ ✡ ✓ ✏❨✌ ✍➥✆ ✏ ✡ ✌➻✄✫✌✦✡ ✧ ✞ ✡ ✄✁✝ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✡✛✡✆✏★✝ ✟ ✟☛✡✞✁ ✌✦✡✛✡❩✞✍✝ ✁ ✟☛✄ ✠✬✝ ✟ ✄ ✌ ✝

✥ ✝ ✍❭✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌
i0, i1

✟ ✆ ✆✠✟ ✠ ✁ ✌ ✡ ✟☛✡✞✁ ✠
I
✭ ✟✁✟ ✌ ✧

i0 < i1
✭ ✁ ✌ ✍ ✡ ✓ ✏✒✌

g′i0 =

(

(gi0
...gi1)(gi0+1...gi1−1)

−1
)

gi0

g′i1 =

(

(gi0+1...gi1−1)
−1

(gi0
...gi1)

)

gi1✌ ✁
g′i = gi

✭ ✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁
i /∈ {i0, i1}

★
✥ ✝ ✍❭✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌

j0, j1
✟ ✆ ✆✠✟ ✠ ✁ ✌ ✡ ✟☛✡✞✁ ✠

J
✭ ✟✁✟ ✌ ✧

j0 < j1
✭✎✁ ✌ ✍ ✡ ✓ ✏✒✌

g′j0 =(gj0
gj1) gj0

g′j1 =(gj0
gj1) gj1

g′i =[gj0
,gj1

] gi
✆ ✞✍✏❂✠ ✁ ✞✍✏ ✁

i ∈ {j0 + 1, . . . , j1 − 1}
✭ ✌ ✁

g′i = gi

✆ ✞✍✏❂✠ ✁ ✞✍✏ ✁
i /∈ {j0, j0 +

1, . . . , j1 − 1, j1}
✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✴❘➍➨➢☛➍✭➋❞➐ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➒➧✭➡➨➍➅➍✭➢❝➌➑➙✔➍➨➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ✝♦➋❞➍➨➐➣➍➅➢☛➊↕➋❞➢❍Ð✎✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍❋●➍✭➎
(DI)

➙✔➍
Γ0,r

➍✭➢❝➌P➍✭➎ ✂↕➍➏➎❞➙ ♠ ➤ ❦❞❧☞♠ ➐➣➍➏➢✏➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ ✁ ➍ ♠ Ð ☎✖Ð ➟ ➦❞➍ ➜ ❧ ➐ D{i,j}
➺
i, j ∈ I

➺
❧ ➜↕➍ ➟ i < j

➺❨➍➏➌✂➐➣➍➏➢✻➌ ✒ →➒➢☛➌✍➢ D′
{i,j} := D[{i,j},∅,{i+1,...,j−1}]

➺
i, j ∈ J

➺ ❧ ➜☞➍ ➟ i < j
➩

◆ ♠ ➐➣➍ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍ ❋●➍✭➎
(DI)

➍➏➢☛➌◗→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔➍ ☎
Γ0,k+1 × Γ0,|J |+1

➩■❇✏➍ ❦ ➐➒➋❞➢✭➺ ➟ ➍ ➌→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍☞➺ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢➥➤ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐ ❧ ➙❞➍➏➋❂➬❂→➣➧✭➡➨➍ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩✰➐ ❧ ❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➧ ♠ ➍ ✗ ❦✔♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎➇➺



� ☎ � ☎ �✠✡✞✌✠✡✞✁✝✄✆✎ ✂✗☎✄✁✄✏ ✠ ✂✡✞ ✁ ✡ ✌ ✂✞✁✆✎ ✡ ✂ � ✂✆☎ ✁ ✞ ✂✘✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎
π

☎ �

➍✭➎➝➜☞➊↕→➣➍ ➐➣➍➏➢✿➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢ D{i,j}
➺
i, j ∈ I

➺
i < j

✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ D′
{i,j}

➺
i, j ∈ J

➺
i < j

✗✏➢☛➋ ♠➐Ò✵ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✐➎❞➍➏➋✔➌ ♠ ➍☞➩
◆❉➎➑➍➏➢☛➌✝➙❞➊↕➎ ➟❣♠➥❧ ➡ ➍➏➎❞➤ ☎ ❦✔♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ✝♦➋❞➍ Γ0,k+1

➍➏➌
Γ0,|J |+1

➢➥➊↕➎➝➌ ♠ ➍➏➢ ❦ ➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌
➍✭➎ ✂↕➍✭➎❞➙ ♠ ➤✭➢ ❦✒❧☞♠ ➐➒➍✭➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎❞➢❆➙❞➍✭➢ (D{i,j}

)
i,j∈I

➍ ➌ (
D′

{i,j}

)

i,j∈J

➩
❋✏✵ ➍✭➢☛➌ ✁ ❧☞➟ →➣➐➒➍ ❦ ➊☞➋ ♠ ➐ ❧➛❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➧ ♠ ➍ ❧ ➢➥➢☛➍ ♠ ➌✍→➣➊☞➎ ✎✒➍➏➎✳➍✕✔❸➍ ➌✱➺ ➟ ➊↕➡ ➡➨➍❉➐➒➍✖✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍P➙❞➍➏➢➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍✭➢ ❦ ➋ ♠ ➍➏➢ ✄✁✏ ✆ ✍ ✟☛✡ ☎

k
☞ ♠ →➣➎❞➢✂➍✭➢☛➌❉➍✭➎ ✂↕➍➏➎❞➙ ♠ ➤ ❦✒❧☞♠ ➐➒➍✭➢✻➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍✭➢ Aij , 1 ≤ i <

j ≤ k
➺↕➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✐➙❞➍✭➢❑➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍➏➢ ❦ ➋ ♠ ➍✭➢✏✄✫✌ ✍ ✟ ✡ ✆✞✝ ✂ ✠✍✌✜☎

k+1
☞ ♠ →➒➎❞➢ ✕ ➊↕➎ ♠➥❧ ➔☛➊↕➋✔➌➥➍✐➐➣➍

☞ ♠ →➣➎ 0
✗❣➍✭➢❝➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→➇➍➏➎ ✂↕➍✭➎✔➙ ♠ ➤ ❦✒❧✘♠ ➐➣➍➏➢●➌ ♠ ➍✭➢➥➢☛➍✭➢ Aij , 1 ≤ i < j ≤ k

➩❞◆ ♠ ➐➣➍➏➢ D{i,j}➢➥➊☞➎♦➌✏➐➣➍➏➢✏→➣➡ ❧ ✂↕➍➏➢❆➙❞➍✭➢✏✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢✏➙➇✵ ❫ ♠ ➌✍→➣➎ Aij

➺ ❧ ➜☞➍ ➟ 1 ≤ i < j ≤ k + 1
➺❱➙✔➋

✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✿➙❞➍✭➢❆➌ ♠ ➍✭➢➥➢☛➍✭➢ ❦ ➋ ♠ ➍✭➢✻➙❞➍P➐ ❧ ➢ ❦ ➦❞➧ ♠ ➍ ☎ k + 1
☞ ♠ →➣➎❞➢➏➩

❡❭➊☞➋ ♠ ➐➣➍◗➢➥➍ ➟ ➊↕➎❞➙❴→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍☞➺☎➊↕➎ ♠ ➍➏➡ ❧✘♠ ✝♦➋❞➍✘✝✫➋✔➍ D{i,j}
➍ ➌
D′

{i,j}

➢☛➊↕➎➝➌
➟ ➊☞➎✡➔☛➋ ✂↕➋❞➤➏➢ ❦✒❧☞♠ ➐ ❧ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢☛➊↕➎ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➒➍ ➬❂➍☞➺✙✝♦➋❞→ ✁ ➊↕➋ ♠ ➎✔→➒➌➛➋❞➎ ❧ ➋✔➌➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍
➙❞➍

Γ0,|J |+1
✎❞➐➣➍➏➢ ❦❞♠ ➊✖➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢✐➙❞➍✭➢ (D′

{i,j}

)

i,j∈J

➢➥➋ ♠ Γ0,|J |+1
➍➏➎ ✂↕➍✭➎✔➙ ♠ ➍➏➎♦➌✂➙❞➊↕➎ ➟

➐➣➍ ➢☛➊↕➋❞➢❝Ð ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➨➙❞➍ Γ0,|J |+1

➺❙➍✭➎ ✂↕➍➏➎❞➙ ♠ ➤ ❦✒❧☞♠ ➐➣➍➏➢ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❞➢➷➙❞➍➏➢ D{i,j}
➺ ❦ ➊↕➋ ♠

i, j ∈ J
➩✒◆ ♠ ➊↕➎❲➜✫→➒➍✭➎➝➌✐➙❞➍ ❦✔♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ✝♦➋❞➍✿➐ ❧➻❦❞♠ ➊✖➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎✦➙❞➍ 〈(D{i,j}

)
i,j∈J

〉
➍✭➢❝➌✐➐➣➍

✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ Γ0,|J |+1

➩
✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✆☎ ✷✆☎✒➩ ✔ ✴ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ π−1 (a)

➍✭➢❝➌➨➍✭➎ ☞ → ➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍
d
✕❪➊☎✄

d
➍✭➢❝➌➅➐➣➍ ➟✭❧☞♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➐☎➙✔➍ SNi∗(G)

✗ ➩q❁✫➊↕→➒➌
φ
➋❞➎❞➍ ✡ ✏★☎ ✄ ✠ ✞ ✁ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➙✔➍ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍

✡ ☞ ♠ ➍☞➺ ➟ ✵✸➍➏➢☛➌☛Ð✎☎✡Ð❄➙✔→ ♠ ➍✿➋✔➎❞➍ ☞ → ➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎◗➙❞➍ π−1 (a)
➢➥➋ ♠ d ➩❖ ♠ ✑☞➟ ➍✢☎ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍✭➢ ❦ ➊☞➎❞➙ ❧ ➎ ➟ ➍☞➺❨➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌✻➙❞→ ♠ ➍✖✝♦➋❞➍ D[c]

❧ ✂☞→➒➌✐➢☛➋ ♠ d ➩
❁❂➊↕→➼➌

λ ∈ Γ0,r

➩❂❋●➍ ➌●➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌❊→➣➎✔➙❞➋❞→➒➌✶➋✔➎❞➍ ☞ →✟➔☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ λ ➙✔➍✂➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ π−1 (a)
➢☛➋ ♠➍✭➐➒➐➣➍ Ð❄➡ ✍✭➡➨➍☞➩❱❇✏➍ ❦ ➐➒➋❞➢✭➺✰➢➥→☎➐ ✵✸➊☞➎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂☞➍➛➐➣➍➻➐ ❧☞➟ ➍ ➌ c ➍✭➎ ➐➣➍➑➐ ❧☞➟ ➍➏➌ λ(c)

➺❸➊↕➎ ➊ ☞ ➌✍→➣➍➏➎➝➌
➋❞➎❤➎❞➊↕➋✔➜☞➍ ❧ ➋✘✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➙✔➍➷➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍

D[λ(c)] = λD[c]λ
−1

◆❉➎ ❦ ➍✭➋✔➌➑➜↕➤ ♠ →✠✡✒➍ ♠ ✝♦➋❞➍❲➐ ✵ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➍
Dλ[c]

➢➥➋ ♠ d ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➎♦➋❞➡➨➤ ♠ ➊☞➌ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ φ ➙❞➍
➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ π−1 (a) ➟ ➊✟✞✽➎ ➟ →➣➙❞➍ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐ ✵ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎❲➙❞➍ D[c]

➢➥➋ ♠ d ❦ ➊☞➋ ♠ ➐ ❧ ➎♦➋❞➡➨➤ ♠ ➊☞➌ ❧ ➌✍→➣➊☞➎
λ ◦ φ

➙❞➍
π−1 (a)

➩
❇✏➍ ❦ ➐➒➋❞➢✭➺ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍

❋●➍✭➎ (
Dλ[c]

)
= λ

❋●➍✭➎ (
D[c]

)
λ−1

➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎ ➙✔➍❲❋●➍➏➎ (
Dλ[c]

) ➢➥➋ ♠
Dλ[c]

\d ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➎♦➋❞➡ ➤ ♠ ➊☞➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ φ ➙✔➍
π−1 (a)➟ ➊✟✞✽➎ ➟ →➣➙❞➍ ❧ ➜☞➍ ➟❉➟ ➍✭➐➒➐➣➍✻➙❞➍P❋●➍✭➎ (D[c]

) ➢➥➋ ♠
D[c]

\d ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➎♦➋❞➡➨➤ ♠ ➊☞➌ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ λ ◦φ ➙❞➍
π−1 (a)

➩



☎ � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

❡ ❧✘♠✐➟ ➊↕➎❞➢☛➤ ✝♦➋❞➍➏➎♦➌✭➺✰➊☞➎ ❧ ➐➣➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌❆➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌➑✎
� ✞ ✔✳✘❍➩ ✔ ❋●➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ ➐ ❧✿➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍ [c]

➍➏➎✦➐ ❧✿➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍ λ ([c]) ♠ ➍ ➜✫→➣➍✭➎➝➌✭➺♦➌ ❧ ➎➝➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ✵✸➤➏➎✫➋✫Ð➡➨➤ ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎➠➙❞➍ π−1 (b)
✝✫➋✔➍ ❦ ➊↕➋ ♠❆➟ ➍➏➐➣➐➒➍✿➙❞➍✭➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍✭➢✻→ ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍➏➢✐➙❞➍ ∆I

➺
☎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂☞➍ ♠ ➐ ❧ ➎♦➋❞➡➨➤ ♠ ➊✘➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ φ ➙❞➍P➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ π−1 (a) ❦❞❧☞♠ λ ◦ φ

➩
✩✗✍ ✲✺✍ ✩✗✍ ✓ ♣❙❚❱❬ ✔✬✆↕❚❱♣❙✩♦★✡✬✫✮✰✯ ✟❙✬ ✒❱✩✫✮❙✩♦★✡r❂✯❩✬✫❯✝★✡✪ ✟✝✬✔✸✝✄➒❬ ✮❙✬✫★❩✯✖❬❪✬ ✍✡☛ ✹✻➊↕➋❞➢ ❧ ➜↕➊↕➎✔➢➜✫➋ ➋✔➎❞➍✂➙✔➍✭➢ ➟➏♠ → ❦ ➌✍→➒➊↕➎ ➟ ➊↕➡ ☞ →➣➎ ❧ ➌➥➊↕→ ♠ ➍●➙❞➍✻➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍❆➙❞➍ π ➍✭➎➨➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌ ✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍➙❞➍

U r
✕ ❧ ➋❏➡➨➊ ➞ ➍✭➎ ➙✔➍✭➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➏➢❉➙❞➍➑✹✂→➣➍➏➐➣➢☛➍✭➎✘✗ ➩✰✹✻➊↕➋❞➢ ❧ ➜☞➊↕➎❞➢ ❧ ➋❞➢➥➢☛→❭➜✫➋ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➏➎♦➌

➟✱❧ ➐ ➟ ➋✔➐➣➍ ♠ ➐ ❧❲♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢➷➙➇✵✸➋✔➎➫➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➋ ♠ → ♠☛♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍ SI
➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙➙❞➍

U r
➺❞➍➏➎ ➟ ➦✔➊↕→➣➢☛→➣➢➥➢ ❧ ➎➝➌❆➐Ò✵ ➋❞➎✄✝♦➋❞➍✭➐ ➟ ➊↕➎ ✝♦➋❞➍P➙❞➍➏➢ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢❆➙❞➍P➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ ❧ ➋❂➌✍➊↕➋ ♠➙❞➍

SI
➩

✴❘➍ ❦✒❧ ➢☛➢ ❧ ✂☞➍✐➙➇✵✸➋✔➎➛➙❞➍ ➟ ➍➏➢ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢ ☎❉➋❞➎ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✘➺ ✝♦➋❞→❞➍➏➢☛➌✶➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢☛➊↕➎➇➺
♠ ➍ ➜✫→➣➍✭➎➝➌ ☎ ♠ ➤✭→➒➎❞➙❞➍ ➬✔➍ ♠ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ❦✒❧☞♠ ➐➒➍✭➢■➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢●➙❞➍ SNi∗(G)

✕ ➟ ✁ ➩✫➐ ❧➑♠ ➍✭➡ ❧☞♠ ✝✫➋✔➍✑✔➩ ✗❞➩ ✰ ✗ ➩
❋●➍ ❦ ➍✭➎✔➙ ❧ ➎➝➌✱➺✝➢➥→❊➐Ò✵ ➊↕➎ ❧ ➍✭➎➫➜❂➋✔➍✦➙❞➍ ➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐➒➍ ♠ ➐ ❧◗♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙ ❧ ➎❞➢➻➐➒➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➙❞➍➏➢❤➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢❲➙➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➺❆➍➏➌◗➙❸✵ ❧☞❦✔❦ ➐➣→✠✝✫➋✔➍ ♠ ➐➣➍ ➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍➁✓↕➩✸✑✔➩❜➓➁➍➏➎ ➋❞➎

❦ ➊↕→➣➎➝➌➑➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙⑩➊☎✄ ❦✒❧ ➢➥➢☛➍✭➎➝➌ ❦ ➐➒➋❞➢➥→➒➍✭➋ ♠ ➢➻➙❞➍ ➟ ➍✭➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢✭➺❭→➣➐✶➎❞➊↕➋❞➢ ✁ ❧ ➋❞➙ ♠➥❧
❦❞♠ ➍✭➎❞➙ ♠ ➍❉➋❞➎✦➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂↕➍✂➤ ➌ ❧ ➐➒➍✏➙❞➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢ ➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➙❞➤ ♠ ➤✭➢✭➺❂➊☎✄❲➐➒➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌❆➍➏➢☛➌●➐➣➊✘Ð
➟✱❧ ➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✔ ➋❞➡➨➡➨➤ ♠ →➒➍✭➎ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢➥➤✘➩❞✾❑➎ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➣→➒➍ ♠ ➺✫➐➒➍✭➢ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢✻➙✔➍✿➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ Ð➌✍→➒➍➑➐➒➍➑➐➒➊↕➎ ✂➨➙❞➍✭➢✏➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌✍➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍✭➢ ➟ ➊↕➡➨➡➅➋✔➌✍➍➏➎➝➌✱➩❱✴ ❧✦❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎❤✑✔➩ ✗❞➩☎✄➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➏➎➝➌ ➟ ➊↕➎✔➢☛➌ ♠ ➋❞→ ♠ ➍■➙❞➍➏➢✶➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢ ✝✫➋✔→❞➍✭➎ ✂☞➍✭➎❞➙ ♠ ➍✭➎➝➌❊➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍●➐➒➍■➐➣➊☞➎ ✂❉➙❞➍➏➢
➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢ ➟ ➊↕➎✔➢➥→➣➙✔➤ ♠ ➤➏➍✭➢➏➺q➍➏➌ ✝♦➋❞→ ➟ ➊↕➡➨➡➅➋✔➌➥➍✭➎➝➌➷➙❞➍✭➋❂➬ ☎❤➙❞➍✭➋❂➬✰➩❭✴ ❧ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎✑✔➩ ✗❞➩➼✓↕✓ ❧☞♠➥♠ ✍➏➌✍➍✿➋✔➎ ➟ ➦❞➊☞→➼➬◗➙❞➍✿➌➥➍✭➐➣➢ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➢☛➋❞→➒➌➥➍☞➩
✴❘➍✏➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍➛✓↕➩❜✑❂➩ ✦➻→➒➡ ❦ ➊↕➢➥➍✂➙❞➍✿➢➥➋ ♠➥➟✭♠ ➊ ✞ ➌ ✝✫➋✔➍ ➟ ➍ ➟ ➦❞➊↕→ ➬➠➢☛➊↕→➒➌ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍➏➎♦➌✭➩❨✹✂➊↕➋✔➢➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ➊↕➎✔➢➛➙ ❧ ➎❞➢ ➋❞➎ ➢➥➍ ➟ ➊↕➎❞➙ ❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍✆✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➢➨➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢ ➟ ➊↕➎➝➜✫→➣➍✭➎✔➎❞➍✭➎➝➌✌✕ ➍➏➌

✝♦➋➇✵ →➣➐❸➍➏➢☛➌❆➙❞➊☞➎ ➟ →➣➎♦➋✔➌➥→➣➐➒➍✏➙❞➍❉➐➒➍✭➢ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂☞➋❞➍ ♠ ➊↕➋➠➙❸✵✸➍➏➎ ❦✔♠ ➍✭➎✔➙ ♠ ➍✿➋❞➎✔➍ ❦ ➋❞→➣➢☛➢ ❧ ➎ ➟ ➍ ❦✒❧☞♠➋❞➎❤➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌❆➙❞➍
Ẑ× ✗ ➩

✂ ✂✂✁ ✂ ✂ ✂ ✌ ✂✁� ✝ ✞✍✝ ✌ ✄✫✌ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠☛✡ ✍➣✞ ✧ ✟ ✏✍✌ ✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ➩ ✔ ✺❄➐❊➍➏➢☛➌ ✁ ❧☞➟ →➒➐➣➍✘➺➇➤➏➌ ❧ ➎➝➌➙❞➊↕➎✔➎❞➤✭➍➛➋❞➎✔➍➛➢➥→➒➌➥➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➟ ➊↕➡ ☞ →➒➎ ❧ ➌➥➊↕→ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤ ➟ →➣➢➥➍ ✕ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➅➢❝➌ ❧ ☞ ➐➒➍ ✗ ➺❸➙❞➍ ➟ ➦❞➊☞→➣➢➥→ ♠ ➙❞➍➏➢➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢✿➢ ❧☞♠ ➡➨➍✭➎➝➌✍➢ ➟ ➊↕➡ ➡➻➋✔➌ ❧ ➎➝➌✿➙✔➍✭➋❂➬ ☎❲➙✔➍✭➋❂➬ ❦ ➊↕➋ ♠✿➟ ➍✭➢ ➟ ➊☞➎♦➌ ♠✍❧ →➒➎➝➌✍➍✭➢ ➟ ➊↕➡ ☞ →➒➎ ❧ Ð➌✍➊☞→ ♠ ➍➏➢✭➩
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✆☎ ✷✁�❂➩ ✔ ✂❆✞✍✏❂✠ ✁ ✞✍✏ ✁✂✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍➣✌ ✌❂✌❆✄✁✏ � ✞✡✠➥✄➻✄✫✌

U r
✭ ✞ ✡ ✆ ✌✆✏ ✁

✧ ✝ ✞✍✝✄✡✆✝➶✠P✄✫✌✦✡ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠✦✡➷✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌P✄✫✌✦✡➑✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏✫✠✦✡✛✝➶✠ ✠ ✄ ✄✁✏ ✧ ✁ ✝ � ✍➣✌✦✡
SI

✆✠✟ ✡✦✡ ✟☛✡✞✁
✆✠✟ ✠ ✧ ✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✓ ✏ ✝ ✧ ✞✍☎✎☎✎✏ ✁ ✌ ✡✞✁ ✄✫✌✆✏✍✌ ✠➠✄✫✌✆✏✍✌ ✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌q➌ ♠✍❧ ➙❞➋✔→ ♠ ➍❣➐➣➍ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➧➏➡ ➍❊➙❞➍■➐ ❧ ➡ ❧ ➎❞→➣➧ ♠ ➍❊➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌✍➍❉✎
❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➻➢❝➌ ❧ ☞ ➐➣➍ r Ð ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➤ T ❦❞♠ ➤ ❧ ➐ ❧ ☞ ➐➣➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ✡✔➬❂➤✘➺✰➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠❉❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌



� ☎ � ☎ �✠✡✞✌✠✡✞✁✝✄✆✎ ✂✗☎✄✁✄✏ ✠ ✂✡✞ ✁ ✡ ✌ ✂✞✁✆✎ ✡ ✂ � ✂✆☎ ✁ ✞ ✂✘✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎
π

☎ ✁

I
➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍

T
➢➥➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠➥❧☞➟ ➌➥➍✦➍✭➎ TI

➺✝➋❞➎ ➟ ➦❞➊☞→➼➬ ➙❞➍➨➌ ✒ →➣➢☛➌➻➍✭➎➝➌✍➊☞➋ ♠✍❧ ➎➝➌ I ➙❞➍✦➢☛➊ ♠ ➌➥➍
✝♦➋❞➍➷➐➣➍✭➢❆➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ ❧ →➣➎✔➢➥→ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➒➢ ➟ ➊↕➡➨➡➅➋✔➌✍➍➏➎➝➌✂➙✔➍✭➋❂➬ ☎ ➙❞➍✭➋❂➬✰➩✰✴❘➍✭➢❆➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢✂➢ ❧☞♠ ➡➨➍✭➎➝➌➥➢➜↕➊☞➎♦➌ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌➥➌ ♠ ➍P➙❞➍✿➌✍➍✭➐➒➢ ➟ ➦❞➊↕→ ➬❸➩
◆❉➎ ❧✘❦❞❦ ➍➏➐➣➐➒➍ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌❏✄✫✌

i
☛ ✂✆☎✦✌ ✡ ✝ ✟ ✌ ✟ ✏ ➌➥➊↕➋✔➌✍➍ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍❤➙❞➍ T ➙❞➊↕➎➝➌ ➐➣➍◗➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌

➌✍➍ ♠ ➡➨→➣➎ ❧ ➐❸➍✭➢❝➌✻➤✭➐➣➊☞→✟✂↕➎❞➤✏➙❞➍ i ➙❞➍P➐ ❧➅♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍ ✕ ❧ →➒➎❞➢➥→ ➺✔➋❞➎❞➍ ❧☞♠ ✍➏➌➥➍✿➙❞➍ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➎❞→➼➜↕➍ ❧ ➋➍✭➢❝➌✻➋❞➎❞➍ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍ ❦✒❧☞♠ ➌ ❧ ➎➝➌✻➙❞➍P➐ ❧➅♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍ ✗ ➩◆❉➎ ➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌❊➙❞➍✭➋✫➬ ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ☞ →➣➎ ❧ → ♠ ➍➏➢❑➢➥➋ ♠ ➐Ò✵ ➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍❆➙❞➍➏➢ ❧☞♠ ✍➏➌➥➍✭➢✶➙❞➍ T ✲
TI ≤

TJ

➢➥→
I ⊂ J

➺❸➍ ➌
TI << TJ

➢➥→
min I < min J

➩➇✴ ❧ ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ ≤
➍✭➢❝➌✿➋❞➎ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍✘➺➐ ❧➅♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ << ✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✞✡✠☛✄☞✠✍✌ ✆ ✞✍✏✫✠ ✍➥✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌➷✄✫✌✦✡ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌✦✡➷✄✫✌ ✡ ✝ ✟ ✌ ✟ ✏❏✄✫✞ ✡✞✡ ✄ ➩

◆❉➎➁➙❞➤ ➟➏♠ →➼➌➅➡ ❧ →➣➎➝➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌➛➋❞➎✔➍ ❦❞♠ ➊ ➟ ➤➏➙❞➋ ♠ ➍➠➙❞➍ ➟ ➊↕➎✔➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌➥→➣➊↕➎➁➙✔➍✦➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ ➟ ➊☞➡ Ð➡➅➋✔➌ ❧ ➎➝➌●➙✔➍✭➋❂➬ ☎➻➙❞➍➏➋❂➬✰➩✔❇✏➍✏➡ ❧ ➎✔→➣➧ ♠ ➍❆→➣➎ ✁ ➊ ♠ ➡ ➍➏➐➣➐➒➍☞➺↕➍➏➐➣➐➣➍ ➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➢☛➌➥➍✖☎ ➟ ➊↕➎❞➢☛➌ ♠ ➋❞→ ♠ ➍✂➐➣➍✭➢➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢■➙ ❧ ➎❞➢✐➋❞➎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➣➎➠➊ ♠ ➙ ♠ ➍☞➺ ☎ ❦✒❧☞♠ ➌➥→ ♠ ➙❞➍✿➐ ❧☞➟ ➍➏➌➥➢ ❦✒❧ ➢☛➢ ❧ ➎➝➌❆➢☛➊↕➋❞➢✐➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢ ai➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍ ➟ ➍✭➐ ❧ ➍✭➢❝➌ ❦ ➊↕➢➥➢☛→ ☞ ➐➒➍☞➺✫➡ ❧ →➒➢❣➙❸✵✸→➒➎♦➌➥➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❲➎♦➋❞➐➣➐➒➍ ❧ ➜↕➍ ➟✿➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍✿➐ ❧☞➟ ➍ ➌■➙❞➤❄➔✒☎
➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋❞→➼➌✱➩

✆ ★✡❚✗✆↕✩✕✟✝❯❙★✡✬ �
➋❞➎✔➍ ✁ ➊↕→➒➢ ➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋❞→➼➌✍➢●➐➒➍✭➢❊➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢●➢ ❧☞♠ ➡➨➍✭➎➝➌✍➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍➏➢ ❧✘♠ ✍➏➌➥➍✭➢■➙✔➍➎❞→➼➜↕➍ ❧ ➋ i ➺✒➊↕➎ ➟ ➊↕➎✔➢☛➌ ♠ ➋❞→➒➌❆➐➒➍✭➢■➌ ✒ →➒➢☛➌✍➢❆➢ ❧☞♠ ➡➨➍✭➎➝➌✍➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➒➍✭➢ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍➏➢❆➙❞➍✿➎❞→➒➜☞➍ ❧ ➋ i+ 1➙❞➍P➐ ❧ ✁ ❧ ✓✭➊↕➎❤➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌✍➍➛✎❁❂➊↕→➼➌

TJ

➙❞➍❤➎❞→➒➜☞➍ ❧ ➋ i
✲✶➐Ò✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍✳➙✔➍✭➢ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍✭➢ ➙❞➍❤➎❞→➒➜☞➍ ❧ ➋ i + 1

✝✫➋✔→✻➢☛➊↕➎➝➌
→➣➎ ✁ ➤ ♠ →➒➍✭➋ ♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ≤

☎
TJ

➍✭➢❝➌✻➊ ♠ ➙❞➊☞➎❞➎ ❧ ☞ ➐➒➍ ❦ ➊☞➋ ♠ ➐ ❧➅♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ << ✎

TI1 << · · · << TIm❁❂→
D[J,J ′,J ′′]

➍➏➢☛➌✿➐➒➍➑➌ ✒ →➣➢❝➌❉➢ ❧☞♠ ➡➨➍✭➎➝➌✿➙❞➤❄➔✒☎ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➣➤ ☎
TJ

➺❸➊↕➎❏➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌
D[Il,I

′

l
,I′′

l
]➍✭➎❤➙❞➤✕✡✒➎❞→➣➢☛➢ ❧ ➎➝➌ I ′l ❦✒❧☞♠❆♠ ➤ ➟ ➋ ♠☛♠ ➍✭➎ ➟ ➍➷➢➥➋ ♠ l ✎

✍ ❦ ➊↕➋ ♠ l = 1
➺
I ′′1 = I1 ∩ J

′′

✍ ❦ ➊↕➋ ♠ l ∈ {2, . . . , m}
➺
I ′′l =

(
Il ∩ J

′′
)
∪
(
∪l′<l

(
Il′ ∩ Il

))

❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌■➌ ✒ →➣➢❝➌ D[Il,I
′

l
,I′′

l
]
❧ →➒➎❞➢➥→ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ♠ ➋❞→➒➌✭➺✔➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌ ➟ ➦✔➊↕→➣➢☛→ ♠ ➋✔➎ ➟ ➦✔➍✭➡➨→➣➎ cIl➙❞➍➅➢☛➊ ♠ ➌➥➍ ✝♦➋❞➍

DcIl
= D[Il,I

′

l
,I′′

l
]

➺❸➍ ➌✖✝♦➋❞➍
cIl

➢☛➊↕→➒➌✏➙➇✵ →➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➎♦➋❞➐➒➐➣➍ ❧ ➜☞➍ ➟ cJ➍➏➌ ❧ ➜↕➍ ➟ cIl′

➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌ l′ 6= l
➩♦❇✏➍ ❦ ➐➣➋❞➢➏➺➝→➣➐❂➍✭➢☛➌ ➟ ➐ ❧ → ♠ ✝♦➋❞➍ cL ➍➏➌

cL′

➢➥➊↕➎➝➌❊➢➥➤ ❦✒❧☞♠ ➤➏➢
❦✒❧☞♠ cIl

➺✒➙❞➧➏➢❆➐➣➊ ♠ ➢ ✝✫➋✔➍ TL ≤ TIl

➍ ➌ ✝♦➋❞➍
TL � TIl

➩
❋●➍ ➟ →■➍✭➎➝➌ ♠✍❧✟✞ ➎❞➍➠➐ ❧❏➟ ➊↕➡➨➡➅➋✔➌ ❧ ➌✍→➣➊☞➎t➍✭➎➝➌ ♠ ➍◗➙❞➍✭➋✫➬➁➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ D[I,I′,I′′]

➍➏➌
D[J,J ′,J ′′]❧ →➒➎❞➢➥→ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ♠ ➋✔→➒➌✍➢ ✎❘➍➏➎t➍✌✔✰➍➏➌✭➺ ➟ ➊↕➎✔➢➥→➣➙✔➤ ♠ ➊☞➎❞➢➑➐ ✵✸➍➏➡ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌ S ➙❞➍✭➢➷➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌✍➢

→➣➎✔→➒➌✍→ ❧ ➋❂➬➷➙❞➍ TI

➍➏➌☎➙❞➍
TJ

➺☞➍➏➌☎➐➣➍✭➢ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍✭➢ T 0
I

➍ ➌
T 0

J
❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢✶➙❞➍ ➟ ➍✭➢ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍➏➢❑➍➏➌❑➙✔➍➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌❊→➣➎✔→➒➌✍→ ❧ ➐ S ➩✔❋●➍✭➢●➙✔➍✭➋❂➬ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍➏➢●➢➥➊☞➎♦➌ ☞ →➣➍➏➎✦➢ � ♠ ➙❞→➒➢☛➌✍→➒➎ ➟ ➌➥➍✭➢✤✕ ❦✒❧✘♠ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎➙❞➍ ➐Ò✵ ➍✭➡ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✬✗ ➩✝◆❉➎ ❧ TI ≤ T 0

I

➺➇➍ ➌
TJ � T 0

I

✎
D[I,I′,I′′]

➍ ➌
D[J,J ′,J ′′]➟ ➊☞➡ ➡➅➋❂➌✍➍✭➎➝➌❆➙❞➊☞➎ ➟ ☞ →➣➍➏➎➇➩



☎ � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✆☎ ✷✸✵ �❞➩ ✔ ✴ ❧ ❦❞♠ ➊ ➟ ➤➏➙❞➋ ♠ ➍ ✝♦➋❞➍➑➎❞➊↕➋❞➢ ❧ ➜↕➊☞➎❞➢✂➙✔➤ ➟✭♠ →➒➌➥➍ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌❆➋❞➎
➟ ➦❞➊↕→ ➬ ➟ ➊↕➡ ❦❞❧ ➌✍→ ☞ ➐➣➍➷➙❞➍ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢P➙❞➍➛➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍ ❧ ➋ ➜↕➊↕→➒➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍➑➙➇✵✸➋✔➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✏➙❞➋
☞ ➊ ♠ ➙◗➙❞➍ U r

➩✒✺❄➐❘➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍ ☞ →➒➍✭➎◗➍✭➎➝➌➥➍✭➎❞➙❞➋ ☞ ➍ ❧ ➋ ➟ ➊☞➋ ❦ ➙❸✵ ❧ ➋❂➌ ♠ ➍➏➢ ➟ ➦❞➊↕→➼➬✰➩❨✹✻➊↕➋❞➢ ❧ ➐➣➐➒➊↕➎❞➢➙➇✵ ❧ →➣➐➒➐➣➍➏➋ ♠ ➢➷➍✭➎❿➙❞➤ ➟✭♠ → ♠ ➍❲→ ➟ →❣➋❞➎ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍☞➺ ✝✫➋✔➍➠➐Ò✵ ➊↕➎⑩➊ ☞ ➌➥→➣➍➏➎❞➙ ♠✍❧ ❦❞❧☞♠ ➐➒➍ ☞ → ❧ →➣➢➻➙❸✵✸➋❞➎✔➍➤➏➌ ❧☞❦ ➍ ❦✔♠ ➤✭➐➒→➣➡➨→➣➎ ❧ → ♠ ➍ ☎ ➟ ➍ ➌➥➌✍➍ ❦❞♠ ➊ ➟ ➤✭➙❞➋ ♠ ➍☞➩✡❋●➍ ➌ ❧ ➋❂➌ ♠ ➍ ➟ ➦❞➊☞→➼➬✿➍➏➢☛➌❭➡ ➊✘➌✍→➒➜☞➤ ❦✒❧☞♠ ➐➒➍ ✁ ❧ →➒➌
✝♦➋❞➍➻➐➒➍✭➢❆➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ ✝♦➋❞➍➻➎❞➊↕➋❞➢ ❧ ➐➣➐➒➊↕➎❞➢ ➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋❞→ ♠ ➍➻➎✔➍ ➟ ➊☞➎ ➟ ➍ ♠ ➎❞➍ ♠ ➊↕➎➝➌ ❦✒❧ ➢ 1

➺✰➍ ➌✏➙❞➊☞➎ ➟
✝♦➋❞➍☞➺✒➤ ➌ ❧ ➎➝➌✻➙❞➊↕➎✔➎❞➤✭➢❆➋❞➎ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌✏➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍P➙❞➍➷✹✂→➒➍✭➐➣➢☛➍✭➎✄✝♦➋❞➍✭➐ ➟ ➊↕➎ ✝✫➋✔➍ g ➺➍➏➌✏➋❞➎ ➡➨➊☞➌

M
➍➏➎ ➟ ➍➏➢✏➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢✭➺✰➐➣➍ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎♦➌P➙✔➍ M.g

✝♦➋❞➍➛➐Ò✵ ➊↕➎❏➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌ ❦✒❧✘♠➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➒➍✿✑✔➩ ✗❞➩➒✓❩✕➅➜☞➤ ♠ →✠✡✒➍ ♠✍❧ g′1 = g1

➩❱❋●➍➏➌➥➌➥➍ ❦✔♠ ➊ ❦❞♠ →➣➤ ➌✍➤ ✁ ❧☞➟ →➒➐➣→➼➌✍➍ ♠➥❧ ✂ ♠➥❧ ➎❞➙❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌➐ ❧◗❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍❲➙❞➋ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍✦➢☛→ M ➍➏➢☛➌➻➡ ➊☞➌➷➎❞➊☞➎t➜✫→➣➙❞➍➨➍✭➎ ➟ ➍✭➢➷➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢✭➺✝→➣➐❑➎➇✵ ➍✭➢❝➌ ❦✒❧ ➢➤ ✝♦➋❞→➼➜ ❧ ➐➣➍➏➎♦➌ ❧ ➋✳➡➨➊☞➌■➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐✭✕ ➟ ✁ ➩✒➐Ò✵ ❧ ➎❞➎✔➍ ➬❂➍ ✗ ➩
✪ ✯❩r✔✧❑✬t✧✝★✡✩☎✸ ❬ ✄t❬ ✮❙r✒❬❪★✡✬ ✜ �✽r✎✆➝❯✺✸❪✯❩r❂✯✖❬✶✏❱✬✴✣ ➩❸❁❂➊↕→➼➌ T ➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ ➢❝➌ ❧ ☞ ➐➒➍ ☎ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍➙❞→➒➢☛➌✍→➒➎ ✂↕➋❞➤➏➍ ✝♦➋❞➍➏➐ ➟ ➊↕➎ ✝♦➋❞➍☞➩✒❋●➍➏➌➥➌➥➍✏➤ ➌ ❧☞❦ ➍ ➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➢☛➌➥➍✖☎ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍➋❞➍ ♠➋❞➎ ➟ ➦❞➊☞→➼➬ ➟ ➊↕➡ ❦✒❧ ➌✍→ ☞ ➐➣➍❊➙❞➍ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢❊➙✔➍■➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍☞➺✡➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌☎➢➥➍ ♠✍❧ ➡ ➍➏➎❞➍ ♠☎➟✭❧ ➎❞➊✘Ð➎❞→✠✝✫➋✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌✏☎ ➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍➋❞➍ ♠ ➋❞➎❤➌✍➍➏➐ ➟ ➦❞➊↕→➼➬ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ ✕ ➢☛➌ ❧ ☞ ➐➒➍ ✗■➙❞➊↕➎➝➌✂➐ ❧➛♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍➍✭➢❝➌✻➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤✭➍ ❦✒❧☞♠ 1

➩❨✴❘➍ ❦❞♠ ➊ ➟ ➤➏➙❞➤➑➍➏➎➝➌ ♠✍❧ ✞ ➎❞➍✿→➒➎ ➟ →➒➙❞➍✭➡➨➡ ➍➏➎➝➌ ✝♦➋❞➍➑➐ ❧➅♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍✿➙✔➍ ➟ ➍➎❞➊↕➋❂➜↕➍✭➐ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍✿➍➏➢☛➌✂➢☛➌ ❧ ☞ ➐➣➍✘➩
◆❉➎⑩➍ ➬ ❦ ➐➒→✟✝♦➋❞➍❲➙❸✵ ❧ ☞ ➊ ♠ ➙ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➏➎➝➌➅➢➥➍ ♠➥❧ ➡➨➍✭➎❞➍ ♠ ☎ ➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍✦➙❞➊↕➎➝➌➛➡ ✍✭➡➨➍✦➐ ❧

♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍✿➍✭➢☛➌✻➢❝➌ ❧ ☞ ➐➒➍ ✎
❁❂→☎➐ ❧❲♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍➛➎❸✵✸➍➏➢☛➌ ❦✒❧ ➢P➋❞➎ ➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌✿➢❝➌ ❧ ☞ ➐➣➍☞➺ ➟ ✵ ➍✭➢☛➌ ✝♦➋❞➍ ➐Ò✵ ➊↕➎ ➍✭➢❝➌➷➙ ❧ ➎❞➢P➐Ò✵ ➋❞➎❞➍➙❞➍➏➢❣➙❞➍➏➋❂➬➨➢➥→➼➌✍➋ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➢✶➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢✻✎➝➐ ❧✿♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍✻➎❸✵✸➍➏➢☛➌ ❦✒❧ ➢❊➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤✭➍❆➍➏➌❣➙❞➍➏➋❂➬ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍➏➢➢➥➍➏➋❞➐➣➍➏➡ ➍➏➎➝➌➻➍➏➎ ❦✒❧✘♠ ➌✍➍➏➎➝➌✪✕❪➊↕➎➫➐➒➍✭➢P➎❞➊↕➡➨➡➨➍

TI0

➍➏➌
TcI0

✗ ➺❙➊↕➋ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢✿➐ ❧◗♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍ ➍✭➢❝➌➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➍ ❦✒❧☞♠✂❧ ➋ ❦ ➐➣➋❞➢✂➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✭➺✒➍➏➌❉➋✔➎❞➍➻➢☛➍✭➋❞➐➒➍ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍➑➍✭➎ ❦❞❧☞♠ ➌ ✕ ➊↕➎❏➐ ❧ ➎❞➊↕➡➨➡ ➍
Tr

➊✞✄
Tr−{i0}

➢➥➍➏➐➣➊↕➎◗➐➒➍ ➟✱❧ ➢☛✗ ➩
❇ ❧ ➎✔➢✐➐➣➍ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠■➟✱❧ ➢➏➺❞➊↕➎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ T ➍➏➎❤➎❸✵✸→➒➡ ❦ ➊ ♠ ➌➥➍✏➐➒➍ ✝♦➋❞➍✭➐❘➙✔➍✭➢✐➙❞➍➏➋❂➬ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➏➢➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋❞➢➠➍➏➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠➥❧☞➟ ➌ ❧ ➎➝➌◗➐Ò✵ ➋❞➎❞➍ ➙❞➍➏➢ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍➏➢ ❦✒❧☞♠ ➌ ❧ ➎➝➌➠➙❞➍ ➐ ❧t♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍☞➩■❇ ❧ ➎❞➢➠➐➣➍➙❞➍➏➋❂➬❂→➣➧✭➡➨➍☞➺❱➊↕➎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ T ➍➏➎ ➐Ò✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➑➊ ☞ ➌✍➍➏➎✫➋ ➍➏➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧☞➟ ➌ ❧ ➎➝➌❉➐ ✵ ❧✘♠ ✍➏➌➥➍ ❦✒❧✘♠ ➌ ❧ ➎♦➌➙❞➍➠➐ ❧ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍✥✕❪➍➏➌➨➊↕➎➁➍➏➢☛➌➨➤➏➜☞➍✭➎➝➌✍➋❞➍➏➐➣➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠ ➍➏➜☞➍✭➎♦➋ ❧ ➋ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠➅➟✭❧ ➢✦✗ ➩❊❁❂➊↕→➒➌ T ′➐Ò✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➨➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋➇➩q❥✿➋✔➍✭➐❊➍✭➢☛➌➅➐➣➍➨➐➣→➣➍➏➎➫➍➏➎➝➌ ♠ ➍✦➐➣➍✭➢ T ′

I

➍➏➌➅➐➒➍✭➢
TI �

❇ ❧ ➎✔➢➅➐➣➍ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠
➟✱❧ ➢✭➺➇➊↕➎ ❧ ✁ ❧ →➼➌❉➙❞→➒➢ ❦✒❧✘♠✍❧✟✞ ➌ ♠ ➍➻➋❞➎❞➍➛→➣➎✔➙❞➍ ➬ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❦✒❧✘♠ I0 ➊↕➋ cI0

➺➇➡ ❧ →➣➢✏➊☞➎ ❧ ✂ ❧☞♠ ➙❞➤➐Ò✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✂→➣➎❞➙❞➍ ➬ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➩✫❇ ❧ ➎❞➢✐➐ ✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍ ➟✭❧ ➢■➊↕➎ ❧ ✁ ❧ →➒➌❣➙❞→➣➢ ❦✒❧☞♠✍❧ ✞ ➌ ♠ ➍✂➐ ✵✸→➒➎❞➙❞➍ ➬ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ ❦✒❧☞♠
r
➊↕➋

r − {i0}
➩

◆ ♠ ➙ ❧ ➎❞➢■➐➒➍ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠❊➟✱❧ ➢✭➺✔➊☞➎❲➢ ❧ →➼➌✚✝♦➋❞➍ SI0
➍ ➌
S(cI0)

➊↕➎➝➌■➐➣➍➏➢●➡ ✍✭➡➨➍✭➢ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ Ð➌✍➍➏➋ ♠ ➢➷➙❞➍ ➐Ò✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍✘➺➇➍➏➌➷→➣➐q➢➥➋ ✙ ➌➑➙❞➊↕➎ ➟ ➙➇✵ ➍✭➎ ❦❞♠ ➤ ➟ →➣➢☛➍ ♠ ➋❞➎ ➢➥➍✭➋✔➐✛✕❪➐Ò✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍➛➐➣➋❞→q➢➥➍ ♠➥❧



� ☎ � ☎ �✠✡✞✌✠✡✞✁✝✄✆✎ ✂✗☎✄✁✄✏ ✠ ✂✡✞ ✁ ✡ ✌ ✂✞✁✆✎ ✡ ✂ � ✂✆☎ ✁ ✞ ✂✘✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎
π

☎ �

➤ ✂ ❧ ➐ ✗ ➩q❇ ❧ ➎❞➢➛➐➣➍ ➢➥➍ ➟ ➊↕➎❞➙ ➟✱❧ ➢➏➺q➊↕➎➁➢ ❧ →➒➌ ✝✫➋❸✵✸→➒➐●➎➇✵ ➞➁❧❏❦✔♠ ➤ ➟ →➣➢☛➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ❦✒❧ ➢➛➙➇✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍
❧ ➋✔➌➥➊↕➋ ♠ ➙❞➍ Sr ➟ ➊☞➡ ➡➨➍✿➙❞➍ S(r−{i0})

➩✒✴❑✵ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍✭➢ ❦ ➊☞➎❞➙ ❧ ➎➝➌✻➢➥➍ ♠✍❧ ➌ ♠ →➼➜✫→ ❧ ➐ ➩
◆❉➎ ➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍✂➡ ❧ →➒➎♦➌➥➍✭➎ ❧ ➎♦➌ ➟ ➊↕➡ ➡➨➍✭➎➝➌❊➊↕➎ ❦ ➍➏➋✔➌■➢☛➍ ♠➥❧ ➡ ➍➏➎❞➍ ♠ ☎➑➋✔➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍✻➢☛➌ ❧ ☞ ➐➣➍➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤ ❦✒❧✘♠ 1

✎
◆❉➎⑩➜✫→➣➍✭➎➝➌ ➙❞➍❲➜☞➊↕→ ♠ ✝✫➋✔➍❤➐ ✵✸➊☞➎ ❦ ➊☞➋✔➜ ❧ →➒➌➅➌➥➊↕➋✡➔☛➊↕➋ ♠ ➢➅➢☛➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➍ ♠ ✝♦➋❞➍

T
➤➏➌ ❧ →➒➌➻➋❞➎

❧☞♠ ☞ ♠ ➍➷➢☛➌ ❧ ☞ ➐➣➍ ☎ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍P➙❞→➒➢☛➌✍→➒➎ ✂↕➋❞➤➏➍P➍➏➌✂➢☛➌ ❧ ☞ ➐➣➍ ✕ ✝♦➋❞→➼➌➥➌✍➍ ☎ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ T ➍➏➎
T ′ ✗ ➩❨✴❘➍

✁ ❧ →➼➌✂➙✔➍ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ ➐ ❧ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍➷➍✭➎❏➐➣➍➷➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌✻➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤ ❦❞❧☞♠ 1
➎❞➊↕➋✔➢✏➙❞➊↕➎✔➎❞➍➻➍➏➎ ➟ ➊ ♠ ➍➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➑➢❝➌ ❧ ☞ ➐➣➍ ☎ ♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍➑➙✔→➣➢☛➌➥→➣➎ ✂☞➋❞➤✭➍✘➺ ✝✫➋✔➍➻➐Ò✵ ➊↕➎❤➎❞➊↕➡➨➡ ➍ T ′′ ➩✰✾❑➎ ♠ ➍➏➜ ❧ ➎ ➟ ➦❞➍☞➺✰→➣➐➍✭➢❝➌☎➌✍➊☞➋✔➌ ☎ ✁ ❧ →➼➌ ❦ ➊↕➢➥➢☛→ ☞ ➐➒➍✚✝♦➋❞➍✐➐➒➍✭➢q→➒➎❞➙❞➍ ➬ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➢☎➙❞➍➏➢ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍✭➢q➙❞→✠✔✰➧ ♠ ➍✭➎➝➌ ✕ ➟ ✵✸➍➏➢☛➌✶➐➒➍ ➟✱❧ ➢➙❞➧➏➢✖✝✫➋✔➍➨➐ ✵✸➊☞➎ ❧ ➍✌✔✰➍ ➟ ➌➥→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂☞➤➛➙❞➍ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍ ✗ ➩➇◆✿➎ ➍➏➢☛➌✿➌✍➊☞➋✔➌✿➢➥→➒➡ ❦ ➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌

❦✒❧ ➢☛➢➥➤✂➙❞➍✂➐ ✵✸→➒➎❞➙❞➍ ➬ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ I ☎
cI
➢☛→

1 ❧✘❦❞❦✒❧☞♠ ➌✍➍✭➎ ❧ →➒➌ ☎ I ➺♦➍ ➌❣➊☞➎✦➎➇✵ ❧➷➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➤ ❧ ➋ ➟ ➋✔➎❞➍❧ ➋✔➌ ♠ ➍❊→➣➎❞➙✔➍ ➬ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➩✡❋●➊↕➡➨➡➨➍ SI
➍ ➌
S(cI) ➊↕➎➝➌❭➐➣➍✭➢✝➡ ✍✭➡➨➍✭➢ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢✭➺✡→➣➐➝➍➏➢☛➌q➌ ♠ ➧➏➢➢➥→➒➡ ❦ ➐➣➍➻➙✔➍ ❦❞❧ ➢➥➢☛➍ ♠ ➙➇✵ ➋❞➎ ➟ ➦❞➊↕→➼➬ ➟ ➊↕➦✔➤ ♠ ➍➏➎➝➌➻➙❞➍ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ ➢➷➙✔➍➨➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➣➤

☎➛➐Ò✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ T ′′ ☎➛➋❞➎❤➌➥➍✭➐ ➟ ➦❞➊☞→➼➬ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ T ➩
✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✆☎ ✷✸✵✬✵❂➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌

T
➋❞➎ ❧✘♠ ☞ ♠ ➍ Ð✎✂ ♠✍❧☞❦ ➦✔➍❏➢☛➌ ❧ ☞ ➐➒➍ ☎ ♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍❏➙❞→➒➢☛➌➥→➣➎❂Ð

✂↕➋❞➤➏➍☞➩☞❁❂➊↕→➼➌
T ′′ ➐Ò✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ Ð✎✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍✶➢☛➌ ❧ ☞ ➐➒➍❊➊ ☞ ➌✍➍➏➎✫➋ ❦✒❧☞♠ ➐Ò✵ ➤➏➌ ❧✘❦ ➍ ❦❞♠ ➤✭➐➣→➒➡ →➒➎ ❧ → ♠ ➍☎➙❞➤ ➟✭♠ →➒➌✍➍

☎✦➐ ❧ ♠ ➍➏➡ ❧✘♠ ✝♦➋❞➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➎♦➌➥➍☞➩❘✹✻➊↕➋❞➢❉➎✔➊☞➌✍➍ ♠ ➊↕➎❞➢ DT
I

➐➣➍➷➌ ✒ →➣➢☛➌ ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➤ ☎
T ′′

I

➙ ❧ ➎✔➢
➟ ➍ ➌➥➌➥➍ ❦✔♠ ➊ ➟ ➤✭➙✔➋ ♠ ➍✘➺❱➍ ➌ BT

➐➒➍✿➢➥➊↕➋✔➢❝Ð✎✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍P➙❞➍ Γ0,r

➍✭➎ ✂↕➍➏➎❞➙ ♠ ➤ ❦✒❧✘♠✐➟ ➍✭➢❆➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢➏➩

✂ ✂✂✁ ✂ ✂ ✂✖✕ ✂ ✚ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✝✆ ✏ ✡ ☎✦✞ ✁ ✄✫✌
BT

➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌
DT

I = D[I,I′,I′′]

➋❞➎ ➌ ✒ →➒➢☛➌❉➙✔➤✌✡✒➎❞→➍✭➎❏✑✔➩ ✗❞➩➒✓☞✓↕➩❱✹✂➊↕➋❞➢ ❧ ➜↕➊↕➎✔➢❉➙❞➊↕➎❞➎✔➤➑➍➏➎ ✑✔➩✸✑✔➩❜✑ ➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎ ☎➛➌✍➊↕➋❂➌✍➍ ❦ ➋❞→➣➢☛➢ ❧ ➎ ➟ ➍➻➙➇✵ ➋❞➎❤➌✍➍✭➐➌ ✒ →➣➢❝➌✱➩
✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢ ❦❞❧☞♠ αI(i)

➍ ➌
βI(i)

➐➣➍➏➢✐➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢❆➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌✍➢P✎
✍ αI(i) = βI(i) = 1

➢➥→
i ∈ I ′

✲

✍ αI(i) =
(
q
i
I′
−→1

I∪I′
−−→r

I′
−→i

) ➍➏➌
βI(i) = 1

➢☛→
i ∈ I

✲

✍ αI(i) =
(
q
i
I′
−→1

I∪I′
−−→r

I′
−→i

) ➍➏➌
βI(i) =

(
q
i
I∪I′
−−→1

I′
−→r

I∪I′
−−→i

) ➢➥→
i ∈ I ′′

➩
➍✭➎❤➢➥➊ ♠ ➌✍➍✖✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌ i ➺❞➍ ➌✻➌➥➊↕➋✔➌ n ∈ N

✎
(
DT

I

)n
.qi =(αI (i))n(βI(i))n

qi✾q➬ ❧ ➡ →➒➎❞➊↕➎❞➢❆➋❞➎ ❦ ➍➏➋❏➐ ❧ ❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍➅➙❞➍➻➐ ❧➨❦✔♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➒➊↕➎❤✑✔➩❜✑❂➩❜✑◗✎❨➐Ò✵ →➣➙❞➤➏➍ ➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➢☛➌ ❧ →➒➌
☎ ➟✭❧ ➐ ➟ ➋❞➐➣➍ ♠ ➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍ ➟ ➍ ➌ ✒ →➒➢☛➌➑➢➥➋ ♠ qi ➍➏➎t➙❞➤ ✁ ➊ ♠ ➡ ❧ ➎➝➌➑➐➣➍➨➐ ❧☞➟ ➍➏➌ a[I,I′,I′′]

✕ ✝♦➋❞→
❧✳❦ ➍ ♠ ➡ →➒➢✿➙❞➍✦➙✔➤✌✡✒➎❞→ ♠ ➐➒➍➛➌ ✒ →➣➢☛➌➑➢ ❧✘♠ ➡➨➍✭➎➝➌ DT

I = D[I,I′,I′′]

✗ ➺❙➙❞➍ ➌➥➍✭➐➣➐➒➍➛➢➥➊ ♠ ➌✍➍ ✝✫➋✔➍
➐➣➍➑➎❞➊↕➋✔➜☞➍ ❧ ➋ ➐ ❧✘➟ ➍➏➌❉➢➥➊↕→➼➌❉➙➇✵ →➣➎➝➌✍➍ ♠ ➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➎♦➋❞➐➒➐➣➍ ❧ ➜☞➍ ➟ bi ➩➇❇ ❧ ➎❞➢✿➐➣➍ ➟✱❧ ➢✿➊☎✄ i ∈ I ′′

➺
➊↕➎ ❧ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂☞➤❤➐ ❧ ❦ ➊ ♠ ➌✍→➒➊↕➎⑩➙❞➍

a[I,I′,I′′]

➐ ❧ ❦ ➐➣➋❞➢ ☞ ❧ ➢➥➢➥➍ ❦✒❧ ➢☛➢ ❧ ➎➝➌➨➢➥➊☞➋❞➢ ai

➺☎➍✭➎ ➐ ❧



☎✁� ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

✁ ❧ →➒➢ ❧ ➎➝➌ ➟ ➊↕➎➝➌✍➊☞➋ ♠ ➎❞➍ ♠ a0
➩❂❡✶➋✔→➣➢❊➊↕➎ ❧ ✁ ❧ →➒➌❊➙❞➍❉➡ ✍✭➡➨➍ ❧ ➜☞➍ ➟ ➐ ✵ ❧ ➋❂➌ ♠ ➍ ❦ ➊ ♠ ➌➥→➣➊↕➎❸➩✔❋●➍ ➌➥➌➥➍➢☛➌ ♠✍❧ ➌➥➤ ✂↕→➒➍✿➢✭✵ ➤➏➌➥➍✭➎❞➙ ❧ →➣➢☛➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➋ ➟✱❧ ➢❆➙❞➍ ❦ ➐➒➋❞➢➥→➒➍✭➋ ♠ ➢■➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢ DT

I

✎
✺❄➐➇➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍➷➋✔➎ ➟ ➦❞➊☞→➼➬◗➙❞➍ ➟ ➦❞➍➏➡ →➒➎❞➢ cTI ➌✍➍➏➐➣➢ ✝♦➋❞➍ ✎
✍ D[cT

I
] = DT

I

✲

✍ ➐➣➍➏➢ ➟ ➦❞➍✭➡➨→➣➎✔➢ cTI ➎❞➍P➢➥➍ ➟✭♠ ➊☞→➣➢➥➍➏➎➝➌ ❦❞❧ ➢✭➩❡❭➊☞➋ ♠ ➋❞➎⑩➌➥➍✭➐ ➟ ➦❞➊↕→ ➬❸➺❭➍➏➌ ❦ ➊↕➋ ♠ i ✡✔➬❂➤❲➊☞➎⑩➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➻➋❞➎➁➊ ♠ ➙ ♠ ➍✦➢☛➋ ♠ ➐➒➍✭➢ αI(i)
➍ ➌

βI(i)
✕
I
➜ ❧✘♠ → ❧ ➎♦➌✦✗ ➺❞➍➏➎ ❧ ➢➥➢➥➊ ➟ → ❧ ➎➝➌✜☎ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ αI(i)

✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩ βI(i)
✗✐➐ ❧ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍➷➙❞➍

cTI
➐ ❧➑❦ ➐➣➋❞➢ ☞ ❧ ➢➥➢☛➍✞✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩✔➐ ❧➷❦ ➐➣➋✔➢■➦ ❧ ➋✔➌➥➍ ✗ ❦✒❧ ➢➥➢ ❧ ➎➝➌ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➊↕➋❞➢●➊↕➋ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✐➙✔➍

i
➺✒➍ ➌✻➍✭➎ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠✍❧ ➎➝➌✻➐Ò✵ ❧ ➐➼➌✍→➒➌➥➋❞➙❞➍✂➙❞➍ ➟ ➍✭➢ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➢✭➩
◆❉➎ ❧➨❧ ➐➣➊ ♠ ➢✐➐ ❧➅❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎➠➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➍➨✎

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✆☎ ✷✸✵ �❱➩ ✔ ✪ ✆ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✁✏ ☎✦✞ ✁
∏(

DT
I

)nI

✡✆✏✫✠
qi

✌✦✡ ✁ ✄✢✜ ✟ ✍➣✌ ✠ ✍ ✟ ✧ ✞ ✡ ✞✬✏ ✜ ✟ ✝✄✡❩✞ ✡ ✆✠✟ ✠
∏

γI(i)
nI

✞✁�
γI(m)

✄ ✄✦✧ ✠✬✝ ✁ ✍➣✌✦✡
αI(m)

✌ ✁
βI(m)

✭ ✌ ✁ ✞✁� ✍➣✌ ✆ ✠✍✞✭✄✁✏ ✝ ✁ ✡✒✆✟✌✁�❉✌ ✧ ✁ ✏✒✌✐✄ ✟☛✡ ✡ ✍➥✆✟✞✡✠☛✄☞✠✍✌
✓ ✏✒✌ ✍➥✆✟✞ ✡✌✟ ✝Ò✌ ✡✞✁ ✄✫✌➻✄ ✄ ✟ ✡ ✝➶✠ ✂

✂ ✂✂✁ ✂ ✂ ✂ ✂ ✂✁�❣✞ ✝✞✄ ✠✍✌ ✡ ✧ ✌✂✄✁✏✎✡ ✑ ✡ ✁ ✂✆☎✦✌ (
DT

I

) ✄✫✌✦✡ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠☛✡✂✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ➩ ✔ ◆❉➎
➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍●➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠✍❧✘❦ ➦❞➍ ✝♦➋❞➍❆➐➣➍ ➟ ➦❞➊↕→ ➬➅➙❞➍➏➢ DT

I

✁ ➊↕➋ ♠ ➎✔→➒➌☎➋✔➎ ➟ ➦❞➊↕→➼➬ ➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌➙❞➍✢✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢✻➙❞➍P➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍☞➩✔❋●➍ ➟ →❙➍✭➢☛➌✻➡➨➊☞➌✍→➼➜↕➤ ❦✒❧✘♠ ➐ ❧ ➢➥→➼➌✍➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➠➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➍➛✎
❁❂➊↕→➼➌

G
➋✔➎ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍ ✡✒➎❞→ ➩q◆❉➎ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➧ ♠ ➍❲➋❞➎t➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍❲➙✔➍❲▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ H ′ ➺ ❧ ➢☛➢➥➊✘Ð

➟ →➒➤✢☎ ➟ ➍✢✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ G ✕❪➍➏➌ ☎ ➙➇✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✭➢❆→➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✍➢☛✗ ➩❨❁❂➊☞→➒➌ R ➋❞➎ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❏➦❞➍➏➎❞➢➥➤➏➐➣→➣➍➏➎
➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➍➏➌➷➙❞➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢➅➙❞➍➏➢ ✁ ♠✍❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ K ➙❞➍ ➟✭❧☞♠✍❧✘➟ ➌✍➤ ♠ →➒➢☛➌✍→✠✝♦➋❞➍ 0

➍➏➌➻➙❞➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ ♠ ➤➏➢➥→ Ð➙❞➋❞➍➏➐
k
➙❞➍ ➟✭❧☞♠✍❧✘➟ ➌✍➤ ♠ →➒➢☛➌✍→✠✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➼➜↕➍ q ✡ ✌ ✄✁✝ ✟ ✝✄✡ ✟☛✡✞✁ ✆✠✟ ✡ ✍➥✆✟✞✡✠☛✄☞✠✍✌ ✄✫✌

G
➩●❁❂➊↕→➼➌

s :
❁ ❦ ➍ ➟ (R) → U

r ➋✔➎❞➍➛➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➢➥➋ ♠ U r ➩➇✴❘➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ π : H
′
→ U

r ➍✭➢❝➌
➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤❊➢➥➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (Z[ 1

|G|
]
) ➺✘➐➣➍❣➐➣➊↕➎ ✂✏➙❞➍✐➙❞→➒➜✫→➒➢➥➍✭➋ ♠ ➢ ☎ ➟➏♠ ➊↕→➒➢➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢

➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬ SI
➩

◆❉➎ ➢➥➊↕➋✔➦ ❧ →➒➌➥➍ ❧☞❦❞❦ ➐➣→✟✝♦➋❞➍ ♠ ➙ ❧ ➎❞➢✿➐➣➍ ❦✔♠ ➊ ➟ ➦ ❧ →➣➎ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍➛➐➒➍✭➢ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢❉➙✔➋ ❦✔♠ ➍ Ð➡➨→➣➍ ♠✝➟ ➦ ❧☞❦ →➒➌ ♠ ➍ ☎ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍■➢☛→➒➌➥➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➺ ➟ ✵ ➍✭➢❝➌☛Ð✎☎✡Ð❄➙❞→ ♠ ➍❊➙❞➤ ➟➏♠ → ♠ ➍■➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍✶➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌
♠ ➍➏➢☛➌ ♠ ➍✭→➒➎➝➌ ˜s∗(π)

➩
❡❭➊☞➋ ♠q❦ ➊↕➋✔➜☞➊↕→ ♠❭❧☞❦❞❦ ➐➒→✟✝♦➋❞➍ ♠ ➐➒➍❣➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✏✓↕➩✸✑✔➩ ✦❂➺✖➊↕➎➅➙❞➊↕→➼➌q➢➏✵ ✍ ➌ ♠ ➍■➙❞➊↕➎❞➎✔➤●➋❞➎ ➟ ➦❞➊☞→➼➬

➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌ ✕ ➟ ✁ ➩✒➐ ❧ ➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎ ✓↕➩❜✕❂➩✸✑ ✗●➙❞➍✢✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢❆➙❞➍P➐Ò✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍✘➩✔✴❘➍ ☞ ➋✔➌❆➙❞➍ ➟ ➍
❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍❆➍✭➢❝➌●➙✔➍✻➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ✝♦➋❞➍✻➐➣➍✭➢❑➌ ✒ →➒➢☛➌✍➢ DT

I

➙❞➤✌✡❞➎❞→➣➢❊➍✭➎✦✑✔➩✸✗✔➩➒✓↕✓ ✁ ➊ ♠ ➡ ➍➏➎➝➌✶➋❞➎



� ☎ � ☎ �✠✡✞✌✠✡✞✁✝✄✆✎ ✂✗☎✄✁✄✏ ✠ ✂✡✞ ✁ ✡ ✌ ✂✞✁✆✎ ✡ ✂ � ✂✆☎ ✁ ✞ ✂✘✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎
π

☎ �

➌✍➍➏➐ ➟ ➦❞➊↕→➼➬ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌✭➩q❀❆➍✭➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➊☞➎❞➢✢✝✫➋✔➍ ➟ ➍ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ➎❞➍➨➙❞➤ ❦ ➍✭➎❞➙t➍✭➎ ✁ ❧ →➒➌✢✝♦➋❞➍➨➙❞➋➌ ➞✫❦ ➍ ➟ ➊↕➡ ☞ →➒➎ ❧ ➌✍➊☞→ ♠ ➍✏➙❞➋ ❦ ➊↕→➒➎♦➌■➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙❤➢☛➋ ♠ ➐➣➍ ✝♦➋❞➍➏➐❘➊↕➎◗➢➥➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✘➩
✹✂➊☞➋❞➢ ❧ ➐➒➐➣➊↕➎❞➢✻➙➇✵ ❧ ☞ ➊ ♠ ➙ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➢✖✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➌✍➍✭➋ ♠ ➢ ✁ ➊ ♠ ➡➨➍✭➎➝➌✏➋❞➎ ➢ ➞ ➢☛➌➥➧✭➡➨➍

➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌ ❧ ➋ ➜↕➊☞→➣➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍❆➙➇✵ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➬✔➍❆➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙➨➙❞➍ U r ➩❂❋●➍➏➐ ❧P♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌➥➍ ♠➥❧➙➇✵ ➋❞➎❞➍✄✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐➣→➒➢ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➫➙❞➋❿➐➣➍✭➡➨➡➨➍❲✑✔➩ ✗❞➩➼✓↕➺q➙❞➤ ➟✭♠ →➒➜ ❧ ➎➝➌ ➋❞➎❿➡ ➊ ➞ ➍✭➎❿➙➇✵ ➊ ☞ ➌✍➍➏➎❞→ ♠ ➋❞➎➜↕➊☞→➣➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍ ✟ ➌➥➋ ☞ ➋❞➐ ❧ → ♠ ➍ ✟ ➙➇✵ ➋❞➎⑩➌➥➍✭➐ ❦ ➊↕→➒➎➝➌➅➢➥➍ ➌ ♠ ➊☞➋✔➜ ❧ ➎➝➌ ☎❏➐ ✵✸→➒➎♦➌➥➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎⑩➙❞➍ ❦ ➐➣➋❂Ð➢➥→➒➍✭➋ ♠ ➢➑➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢ SI
➩✝✴ ❧❤❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➣➊☞➎ ✓☞➩ ✕❂➩ ✗ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌➥➌ ♠✍❧ ➙❞➍ ➟ ➊↕➎ ➟ ➐➣➋ ♠ ➍ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➢➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ ✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➣➢☛➢➥➍✭➎➝➌✂➋❞➎ ➟ ➦✔➊↕→➼➬ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌ ❧ ➋❤➜☞➊↕→➣➢☛→➣➎ ❧ ✂↕➍P➙➇✵✸➋✔➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌❆➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙✳➙✔➍

U
r ➙❞➤✌✡✒➎✔→❘➢➥➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢✻➙❞➍ ➟✱❧☞♠➥❧☞➟ ➌➥➤ ♠ →➒➢☛➌➥→✟✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➒➜☞➍☞➩
❡❭➊☞➢➥➊↕➎❞➢

a = (1, . . . , r)
➺♦➍➏➌❣➢➥➊☞→➒➌

T
➋❞➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ Ð ✂ ♠✍❧☞❦ ➦❞➍✂➢❝➌ ❧ ☞ ➐➣➍✜☎ r ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢❊➡ ❧☞♠ Ð✝♦➋❞➤✭➢✛✕ ➍ ➌✚☎ ♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍❆➙❞→➒➢☛➌➥→➣➎ ✂↕➋✔➤✭➍ ✗q➌➥➍✭➐ ✝♦➋❞➍✏➢☛➍✭➢ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍✭➢ tI1, . . . , tIm

➢➥➊☞→➣➍✭➎➝➌❊→➣➎✔➙❞➍ ➬❂➤✭➍➏➢
❦✒❧☞♠ ➙❞➍➏➢➑➢☛➊↕➋❞➢❍Ð❄➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍➏➢ ❦ ➐➒➍✭→➣➎✔➢ ✕✱✝✄✂ ✌ ✂ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➒➌➥➋❞➤✭➢➷➙➇✵ ➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ ➢ ➟ ➊↕➎❞➢➥➤ ➟ ➋✔➌➥→ ✁ ➢☛✗ ➩❭◆❉➎➢➥➍✖✡✔➬❂➍P➋❞➎❞➍ ➟✭❧☞♠ ➌➥➍ ❧✍✙ ➎✔➍➷➙✔➍ P1(C) = S2 ➩✒❡❭➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌➥➍ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍ tI ➙✔➍ T ➺❞➊☞➎ ❦ ➊↕➢☛➍

aI :=

∑
i∈I ai

|I|◆❉➎ ✡✔➬❂➍➠➙❞➍✭➢ ♠➥❧✱➞ ➊↕➎❞➢ rI > 0
➌✍➍➏➐➣➢ ✝♦➋❞➍➠➐➒➍✭➢ ➟ ➍ ♠➥➟ ➐➣➍➏➢ CI := C (aI , rI)

➢☛➊↕→➣➍➏➎♦➌
➙❞→➒➢❪➔☛➊↕→➒➎♦➌➥➢✭➺❂➍➏➌ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍ ♠➥➟ ➐➣➍ CI

➍➏➎♦➌➥➊↕➋ ♠ ➍✿➐➣➍✭➢ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢ ai

➺
i ∈ I

✕ ➋✔➎◗➌➥➍✭➐ ➟ ➦✔➊↕→➼➬❲➙❞➍
♠✍❧✱➞ ➊↕➎❞➢P➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍➅➌➥➊↕➋✡➔☛➊↕➋ ♠ ➢✦✗ ➩❘❡❭➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌➥➍ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍ tI ➙❞➍ T ➺➇➊↕➎ ➎❞➊☞➌➥➍ DI

➐➣➍➻➙❞→➣➢ ✝✫➋✔➍
➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ➌✂➙✔➍ ➟ ➍✭➎➝➌ ♠ ➍ aI

➍➏➌✻➙❞➍ ♠✍❧✱➞ ➊☞➎ rI

➩
❇✏➤➏➎❞➊☞➌✍➊☞➎❞➢ ❦✒❧☞♠ UT

➐➣➍✿➢☛➊↕➋❞➢❍Ð❄➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍P➙❞➍
U r(C) ➟ ➊↕➎❞➢☛➌➥→➒➌➥➋❞➤P➙❞➍✭➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢ u =

(u1, . . . , ur)
➌➥➍✭➐➣➢ ✝♦➋❞➍✘➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌ i ❧☞❦❞❦❞❧☞♠ ➌➥➍✭➎ ❧ ➎➝➌ ☎ r ➺ ui

❧☞❦✔❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍➏➎♦➌ ❧ ➋➛➙❞→➣➢ ✝✫➋✔➍
DI

➢☛→❘➍➏➌✻➢➥➍➏➋❞➐➣➍➏➡ ➍➏➎➝➌✂➢☛→
i ∈ I

➩
❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌❆➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌

u
➙✔➍

UT
➺❞➊↕➎❤➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌❆➐ ✵ ❧✘❦❞❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➦❞➊↕➐➒➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞➍

ϕT
u

: (D − {0})m → U r

z = (zI1, . . . , zIm
) 7→

(
ϕT

u,i (zI1 , . . . , zIm
)
)
1≤i≤r❦✒❧☞♠ ➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋✔➐➣➍➷➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎♦➌➥➍❲✎ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋❂➌ i ∈ r

➺❸➢☛➊↕→➒➌
I0
i ⊃ I1

i ⊃ · · · ⊃ I li
i

➐➣➍✭➢
❦✒❧ ✝♦➋❞➍ ➌✍➢ ➟ ➊↕➎➝➌➥➍✭➎ ❧ ➎➝➌ i ➺ ♠➥❧ ➎ ✂↕➤➏➢ ❦✒❧☞♠ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍✿➙❞➤ ➟✭♠ ➊☞→➣➢➥➢ ❧ ➎➝➌ ✲❨➊↕➎ ❦ ➊☞➢➥➍

ϕT
u,i (z) = aI0

i
+
(
aI1

i
− aI0

i

)
zI0

i
+ · · ·+

(
ui − a

I
li
i

)
zI0

i
zI1

i
. . . z

I
li
i

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ✂ ✷✆☎ ✷✸✵ ✂ ✜ ✞ ✮✰✯❩✬♦★✖✧✝★✡✩➝✯❩r❂✯✖❬ ❚❱✮ ✒❱✩♦❚✓✄t✩➝✯❩★✡❬ �➇❯✝✬ ✟❙✬ ϕT ✣◆❉➎ ✡✔➬❂➍
m
➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍✭➢ ➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➍ ➬❂➍✭➢q➎❞➊↕➎ ➎♦➋❞➐➣➢ zIj

= νIj
e2iπθIj

➙❞➋ ➙❞→➣➢ ✝✫➋✔➍✐➋❞➎❞→➒➌➥➤☞➩
❁❂➊↕→➼➌

ρIj

➐ ❧ ➢➥→➣➡➨→➣➐➒→➒➌➥➋❞➙❞➍P➙❞➍ ➟ ➍➏➎♦➌ ♠ ➍ aIj

➺❸➙➇✵ ❧ ➎ ✂↕➐➣➍ θIj

➍➏➌P➙❞➍ ♠✍❧✘❦❞❦ ➊ ♠ ➌ νIj

➩➇❫✂➐➣➊ ♠ ➢✭➺



☎ � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ i ∈ r
➺✫➐➣➍✂➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➬✔➍ ϕT

u,i (z)
➍✭➢❝➌✐➐Ò✵ ❧✚✙ ➬❂➍❉➙❞➋ ❦ ➊↕→➣➎➝➌●➙❞➋ ❦ ➐ ❧ ➎

➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➍ ➬❂➍☞➺✔→➣➡ ❧ ✂↕➍❉➙❞➋ ❦ ➊↕→➣➎➝➌❆➙➇✵ ❧✚✙ ➬❂➍ ui
❦✒❧✘♠ ➐ ❧ ➢➥→➒➡ →➒➐➣→➒➌➥➋❞➙❞➍

ρI0
i
ρI1

i
. . . ρ

I
li
i✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✆☎ ✷✸✵ ☎❘➩ ✔ ❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍ Ð✎✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍➁➢❝➌ ❧ ☞ ➐➣➍ T ′ ✕ ☎ r ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➢➨➍ ➌ ☎ ♠✍❧✘➟ →➣➎✔➍❤➙✔→➣➢☛➌➥→➣➎ ✂☞➋❞➤✭➍ ✗ ➺☎➊↕➎➃➎❞➊☞➌➥➍ ❦❞❧☞♠ ST ′

0

➐➒➍◗➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ST ′ ✕❪➜☞➊↕→ ♠➐ ❧ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎ ✑✔➩➼✓↕➩➼✓✥✰ ✗ ➺ ❦✔♠ →➒➜☞➤✂➙✔➍✏➢➥➍➏➢●→➒➎♦➌➥➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ❧ ➜☞➍ ➟ ➐➒➍✭➢❊➙❞→➒➜✫→➒➢➥➍✭➋ ♠ ➢ SJ
➺ ❦ ➊↕➋ ♠➌✍➊☞➋✔➌

J
➌✍➍✭➐ ✝♦➋➇✵ ❧ ➋ ➟ ➋❞➎❞➍ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍P➙❞➍ T ′ ➎❞➍P➢➥➊↕→➼➌❆→➣➎❞➙✔➍ ➬❂➤✭➍ ❦✒❧☞♠ J ➩

◆❉➎◗➍✭➢☛➌✻➡ ❧ →➣➎➝➌➥➍✭➎ ❧ ➎➝➌❆➍➏➎✳➡➨➍✭➢☛➋ ♠ ➍P➙➇✵ ➤✭➎❞➊☞➎ ➟ ➍ ♠ ➐➒➍
✝ ✄✝✆ ✆ ✄ ✂ ✷✆☎ ✷✸✵ �✔➩ ✔ ✂✻✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁

u ∈ UT
✭ ✍➥✆ ✟ ✆ ✆ ✍✣✝ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡

ϕT
u

✡❩✌ ✆ ✠✍✞ ✍➣✞ ✡★✜ ✌➛✄✫✌
☎ ✟☛✡ ✝✢✂ ✠✍✌ ✏ ✡ ✝✔✓ ✏❨✌➅✌ ✡ ✏ ✡ ✌ ✟ ✆ ✆ ✍✣✝ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✝ ✞ ✍➣✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✌

ϕ̃T
u

: D
m → U

r

✂❆✞✍✏❂✠ ✁ ✞✍✏ ✁
z ∈ D

m
✭ ✍➣✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁

ϕ̃T
u
(z)

✟ ✆ ✆✠✟ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✡✞✁ ✠
ST ′

0

✭ ✞✁�
T ′ ✌✦✡ ✁ ✍➣✌

✧ ✞ ✡✞✁ ✠ ✟★✧ ✁☎✄ ✄✫✌
T
✌ ✡ ✁ ✞✍✏ ✁ ✌✦✡ ✡❩✌✦✡ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌✦✡

tI
✁ ✌ ✍ ✍➣✌✦✡ ✓ ✏✒✌

zI

✡ ✌✛✡❩✞✍✝ ✁ ✆✠✟ ✡ ✡ ✏ ✍ ✂

✂ ✡ ✆✠✟ ✠ ✁ ✝ ✧ ✏ ✍✣✝Ò✌ ✠ ✭ ✍➣✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁
ϕT

u
(0)

✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✌
ST

0

✂

✂ ✍✣✏ ✡ ✆ ✠ ✄✦✧ ✝✄✡ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✭ ✧ ✌✦✄✫✌ ✠ ✡ ✝Ò✌ ✠ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✌✦✡ ✁ ✍➥✆ ✟ ✠ �✭✠✍✌✎✡ ✁ ✟ � ✍➣✌
(C, φ)

✄✫✌✦✄☞✠ ✞✍✝ ✁ ✌✦✡
✆ ✠✍✞✟✞✱✌ ✧ ✁ ✝ ✟ ✌✦✡ ✠❴✠ ✟★✧ ✝ ✡ ✌t✄✁✝✄✡ ✁ ✝ ✡★✜ ✏ ✄ ✌ ✭ ✄✫✌ ✁ ✑ ✆ ✌ ✧ ✞✍☎ � ✝ ✡ ✟☛✁ ✞✍✝➶✠✍✌

T
✭ ✁ ✌ ✍ ✓ ✏❨✌ ✭ ✆ ✞✍✏✫✠

✧ ✝✠✟ ✓ ✏✒✌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌
CI

✭ ✝ ✍❸✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌ ✏ ✡ ✝✄✡❩✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌
µI

✄✫✌ ✧ ✌ ✁ ✁ ✌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌
✡✆✏✫✠

P1 (C)
✭✎✁ ✌ ✍ ✓ ✏✒✌

✥ ✡✆✝ i ☎ ✟ ✠ ✓ ✏✒✌ tI ✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡ µI(φi) = ui

★
✥ ✡✆✝ xCI

✌✦✡ ✁ ✍ ✟ ✆ ✠✍✞✟✞✱✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌ ✍ ✟✥✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌✎☎ ✂ ✠✍✌ ✄✫✌
CI

✡✆✏✫✠
CI

✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡
µI(xCI

) = ∞
★

✥ ✡✆✝ xI′
✌✦✡ ✁ ✍ ✟ ✆ ✠✍✞✟✞✱✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✝✆ ✏ ✡ ✌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌ ✟✎✍ ✍➣✌

CI′
✡✆✏✫✠

CI

✭ ✟ ✍➣✞✡✠✦✡
µI(xI′) = aI′

✂ ✡ ✟ ✡ ✭ ✁ ✞✍✏ ✁ ✧ ✝ ✌✆☎✎✝ ✡
γ = (γIi

)1≤i≤m

✄ ✟☛✡ ✡
UT
✝ ✡ ✄✁✏ ✝ ✁ ✏ ✡ ✟ ✞✍✝✄✡✆✝ ✡ ✟ ✜ ✌✁� ✁ ✏✔� ✏ ☛

✍ ✟ ✝➶✠✍✌✂�✏✄✝✆ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✄✫✌
ST

0

✄ ✟☛✡ ✡
U

r ✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ❡❭➊↕➋ ♠ ➢➥→➣➡ ❦ ➐➒→✠✡✒➍ ♠ ➐ ❧❏❦❞♠ ➍➏➋✔➜↕➍✘➺❑➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌➛➢☛➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➍ ♠ ✝✫➋✔➍➠➐➣➍✭➢
zI

➎❞➍✿➌✍➍✭➎✔➙ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢✐➜↕➍ ♠ ➢ 0
➢➥➊☞➎♦➌✻➤✌✂ ❧ ➋❂➬✆☎

1
➩❞✺❄➐➇➍✭➢❝➌ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢ ✁ ❧☞➟ →➣➐➣➍✏➙❞➍❉➜↕➤ ♠ →✠✡❞➍ ♠ ✝♦➋❞➍

ϕT
u

➟ ➊ ✞Ò➎ ➟ →➒➙❞➍ ❧ ➜☞➍ ➟ ϕT ′

u

➺❨➊☎✄
T ′ ➍➏➢☛➌✂➐➣➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧☞➟ ➌✍➤➻➙✔➍ T ➍➏➎✳➌➥➊↕➋✔➌✍➍➏➢✂➢☛➍✭➢ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍✭➢ tI➌✍➍➏➐➣➐➒➍✭➢ ✝♦➋❞➍

zI = 1
➩❱◆❉➎❏➍➏➢☛➌✂➙❞➊↕➎ ➟P♠✍❧ ➡ ➍➏➎❞➤ ☎ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜↕➍ ♠ ➐➒➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✻➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍✿➌✍➊☞➋❞➢➐➣➍➏➢

zI

➌➥➍✭➎❞➙❞➍➏➎➝➌✂➜☞➍ ♠ ➢ 0
➩

◆❉➎✦➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ✝♦➋➇✵ ➋❞➎ ☞ → ♠✍❧☞❦✔❦ ➊ ♠ ➌ λw

➌✍➍➏➎❞➙✦➜☞➍ ♠ ➢ 0
✕❪➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍✂➐➣➍✭➢ zI

➌✍➍➏➎❞➙❞➍✭➎➝➌❣➜↕➍ ♠ ➢
0
✗●➢☛→❘➍➏➌✻➢➥➍➏➋❞➐➣➍➏➡ ➍➏➎➝➌✂➢☛→

w
➢➥➤ ❦✒❧☞♠ ➍ ❧ ➋❤➡➨➊↕→➣➎❞➢●➋❞➎❞➍ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍P➙❞➍ T ➩



� ☎ � ☎ �✠✡✞✌✠✡✞✁✝✄✆✎ ✂✗☎✄✁✄✏ ✠ ✂✡✞ ✁ ✡ ✌ ✂✞✁✆✎ ✡ ✂ � ✂✆☎ ✁ ✞ ✂✘✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✞✌ ✎
π

☎ ☎

❁❂➊↕→➼➌
i
➍ ➌
j
➙✔➍✭➋❂➬ ➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢☎➙❞➍

r
➩➝❁✫➊↕→➒➌

σ0
Ik

➐ ✵✸➍➏➡ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✶➙✔➍✭➢❑➙❞➍➏➋❂➬ ➢➥➊☞➡ Ð➡➨➍➏➌✍➢
σIi

➍➏➌
σIj

➩❨❫✂➐➣➊ ♠ ➢✻➊☞➎ ❧ ➐Ò✵ ➤ ✝♦➋❞→➒➜ ❧ ➐➒➍✭➎ ➟ ➍P➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎♦➌➥➍✪✕❪➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍➷➐➣➍✭➢ zI

➌➥➍✭➎❞➙✔➍✭➎➝➌
➜↕➍ ♠ ➢ 0

✗✏✎

ϕT
u,i (z) − ϕT

u,j (z) ∼ zI0
1
. . . zI0

k

(
aI0

k+1,i
− aI0

k+1,j

)

➊☎✄
I0
k+1,i

➍➏➌
I0
k+1,j

➙❞➤➏➢➥→✟✂☞➎❞➍✭➎➝➌■➐➒➍ ❦✒❧ ✝✫➋✔➍➏➌■➙✔➍ ➟ ➊ ❧ ➐➣➍✭➢ ➟ ➍➏➎ ➟ ➍❉➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌ I0
k

➺ ➟ ➊↕➎➝➌✍➍ Ð➎ ❧ ➎➝➌ ♠ ➍➏➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ i ➍➏➌ j ➩❁❂→➝➐➒➍ ✝♦➋ ❧ ➙ ♠ ➋ ❦ ➐➣➍➏➌ w ➎➇✵ ➍✭➢❝➌☎➢➥➤ ❦✒❧☞♠ ➤ ❦✒❧✘♠❭❧ ➋ ➟ ➋❞➎✔➍ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍✶➙❞➍ T ➺❩➊↕➎ ❦ ➍➏➋✔➌q➢☛➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➍ ♠✝♦➋❞➍
σw4,w2 = σw4,w3

➺♦➍➏➌✚✝♦➋❞➍
σw1,w2 = σw1,w3

✕❪→➣➐❨➢➥➋ ✙ ➌●➍✭➎❲➍✕✔❸➍ ➌■➙❞➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠ ➍ ♠➐Ò✵ ➍✭➡ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌➑➙❞➍✭➢ ✝✫➋ ❧ ➌ ♠ ➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢ σwi

➺
1 ≤ i ≤ 4

✗ ➩❙✴❘➍ ☞ → ♠➥❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌✿➌➥➍✭➎❞➙➙❞➊↕➎ ➟ ➜☞➍ ♠ ➢✂➋❞➎✔➍ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ❧ ➎➝➌✍➍➷➎❞➊↕➎◗➎♦➋❞➐➒➐➣➍☞➩
❁❂→ ❧ ➋ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧ → ♠ ➍➑➐➣➍ ✝✫➋ ❧ ➙ ♠ ➋ ❦ ➐➣➍ ➌ w ➍➏➢☛➌✿➢☛➤ ❦✒❧☞♠ ➤ ❦✒❧☞♠✏❧ ➋ ➡➨➊↕→➣➎❞➢✻➋❞➎❞➍ ❧☞♠ ✍ ➌✍➍ tI ➺➐➣➍ ☞ → ♠✍❧☞❦✔❦ ➊ ♠ ➌P➍✭➢❝➌➅➤ ✝♦➋❞→➼➜ ❧ ➐➣➍➏➎♦➌ ☎❤➋❞➎t➡➅➋✔➐➒➌✍→ ❦ ➐➣➍➻➙❞➍ zI

✕ ❦✒❧☞♠ ➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➎✔➢☛➌ ❧ ➎♦➌➥➍✦➎❞➊☞➎➎♦➋❞➐➣➐➒➍☞➺✰➍➏➌P➤➏➜☞➍✭➎➝➌✍➋✔➍✭➐➣➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❦✒❧☞♠ ➙❸✵ ❧ ➋❂➌ ♠ ➍➏➢✿➜ ❧✘♠ → ❧ ☞ ➐➣➍➏➢ zI′
✗ ➩❘✾❑➎ ➍✌✔✰➍➏➌✱➺❸➐➣➍➛➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌

✡✒➎ ❧ ➐❑➙❞➍ tI ➎➇✵ ➍✭➢❝➌➻➐ ✵✸➍➏➡ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✢✝♦➋❞➍➨➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ➢➥➍➏➋❞➐➣➍ ❦✒❧ → ♠ ➍➛➙✔➍➨➢☛➊↕➡➨➡ ➍ ➌✍➢ σi

➺
1 ≤ i ≤ 4

➩✒✾❑➎◗➌✍➊↕➋✔➌❆➤ ➌ ❧ ➌✻➙❞➍ ➟✭❧ ➋❞➢➥➍✘➺ ➟ ➍ ☞ → ♠➥❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌●➌✍➍✭➎✔➙❤➜☞➍ ♠ ➢ 0
➩

❁❂→❂➊↕➎ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➧ ♠ ➍✐➋❞➎ ✝♦➋ ❧ ➙ ♠ ➋ ❦ ➐➒➍➏➌✻✄✁✝✄✡ ✁ ✝ ✡★✜ ✏ ✟☛✡✞✁ ➋❞➎❞➍ ❧✘♠ ✍➏➌➥➍ tI ✕ ➟ ✁ ➩✘➐ ❧ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎✑✔➩➼✓↕➩➼✓✣✦ ✗ ➺✡➐➣➍ ☞ → ♠➥❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌❭➍✭➢❝➌✶➤ ✝♦➋❞→➼➜ ❧ ➐➣➍✭➎➝➌✙☎✏➋❞➎➛➡➅➋❞➐➼➌✍→ ❦ ➐➣➍❊➙❞➍ zI

✕ ❦❞❧☞♠ ➋❞➎✔➍ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ❧ ➎➝➌➥➍➎❞➊↕➎ ➎♦➋❞➐➒➐➣➍ ✗ ➩■❇✏➍➏➢ ➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐➒➢❲→➣➙❞➍➏➎➝➌✍→✟✝♦➋❞➍➏➢✄☎ ➟ ➍✭➋✫➬ ➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍➋❞➤➏➢✳➙ ❧ ➎❞➢➠➐ ❧⑩❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍ ➙❞➋➐➣➍➏➡ ➡➨➍✶✑✔➩ ✗❞➩➼✓ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌➥➌✍➍➏➎➝➌q➐ ❧ ➙❞➍➏➢ ➟➏♠ → ❦ ➌✍→➣➊☞➎➑➙❞➋ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✝➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙➷➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋ ❧ ➎✔➎❞➊↕➎ ➟ ➤✭➍☞➩

❇ ❧ ➎✔➢ ➋❞➎ ➜↕➊↕→➒➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍➠➌✍➋ ☞ ➋❞➐ ❧ → ♠ ➍➠➙✔➤✌✡✒➎❞→✜☎ ➐Ò✵ ❧ →➣➙❞➍➠➙✔➍ ➟ ➍✳➐➒➍✭➡➨➡ ➍✘➺☎➊↕➎❴➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌✱➺
❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌✍➍ ❧☞♠ ✍➏➌✍➍ tI ➙❞➍ T ➺✒➐➣➍✿➐ ❧✘➟ ➍➏➌

cIj
: [0; 1] → U r

θ 7→ ϕT
a

(
1, . . . , 1, e2iπθ, 1, . . . , 1

)
❋✏✵ ➍✭➢☛➌■➋❞➎✆✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➌✍➍✭➋ ♠ ➙❞➍❉➐Ò✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍ ❧ ➋✔➌➥➊↕➋ ♠ ➙✔➍ SIj

➩❞❋●➍❉➐ ❧☞➟ ➍➏➌ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌✍➍P➋❞➎✔➍➌ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍ ✝✫➋✔→✫➢☛➍ ♠ ➍✭➐➒➧➏➜↕➍❊➍✭➎➑➐➣➍☎➌ ✒ →➒➢☛➌ ♠ ➍ ➟ ➌ ❧ ➎ ✂↕➐➣➍ DIj

➩✖✴❙➍ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌❙➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌☛➌ ♠➥❧➙❞➍ ➟ ➊☞➎ ➟ ➐➒➋ ♠ ➍✢✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➢✻➌ ✒ →➒➢☛➌✍➢ ✁ ➊ ♠ ➡ ➍➏➎➝➌❆➋❞➎ ➟ ➦✔➊↕→➼➬ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍➏➎♦➌➑✎
✝ ✄✝✆ ✆ ✄ ✂ ✷✆☎ ✷✸✵ ✍✫➩ ✔ � ✞✍✝ ✁

Λ
✏ ✡ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✒✍✏★☎✎☎ ✄ ✠✬✝Ò✌ ✡

Λ :
� ✆ ✌ ✧ (

C[V1, . . . , Vm]/
(
V

ej

j − Uj

)
1≤j≤m

)
→

� ✆ ✌ ✧
(C[U1, . . . , Um])

✚ ✍➣✞✡✠☛✡ ✍➣✌✦✡ ✍ ✟★✧ ✌ ✁ ✡
cj : θ 7→ e2iπθUj

✄ ✄ ✟ ✡ ✝✄✡✦✡❩✌ ✡✞✁ ✏ ✡ ✧ ✝ ✞✍✝ ✌ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠ ✌ ✡✞✁ ✄✫✌
✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡➑✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌➷✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌➷✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁

Λ
✂



�✂✁ ✁ ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂ �✒☎ ✡✆✎ ☎✝✠ ✂ ✄✏☎ ✆ ✂✄✁✝✠ ✠ ☎ ✁ ✂ ✝ ✟✆✎ ✂✆☎✝✂✍✌✄✎
π : H

′

→ U
r

✴❘➍✐➐➣➍➏➡ ➡➨➍✐✑✔➩ ✗❞➩➼✓✣✦❂➺ ❧ ➔☛➊☞➋✔➌✍➤✜☎ ➟ ➍❆➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➍ ♠ ➐➣➍➏➡ ➡➨➍☞➺✘➍➏➌ ❧ ➋ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍❆➐➒➍ ☞ → ♠➥❧☞❦❞❦ ➊ ♠ ➌
λI

➍✭➢❝➌❲➤ ✂ ❧ ➐ ☎ zI

✕ ☎ ➋❞➎ ✁ ❧☞➟ ➌✍➍➏➋ ♠ ➎❞➊☞➎❛➎♦➋❞➐ ❦✔♠ ➧✭➢➏➺❊➜☞➊↕→ ♠ ➐ ❧ ❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍ ➙❞➋❴➐➒➍✭➡➨➡ ➍
✑✔➩ ✗❞➩➼✓✣✦ ✗ ➺ ❦❞♠ ➊☞➋✔➜↕➍ ✝♦➋❞➍ ➐➣➍✭➢❉➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢ ♠ ➍ ➟ ➌ ❧ ➎ ✂↕➐➣➍➏➢ DIj

✁ ➊ ♠ ➡➨➍✭➎➝➌P➋❞➎ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌
❧ ➋➠➜↕➊☞→➣➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍✿➙❸✵✸➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌❆➙❞➍ ST

0

➩
❡❭➊☞➋ ♠ ➋❞➎ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌❆➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙❤➙✔➍ U r ➺ ❧ ➢➥➢➥➊ ➟ →➒➤✢☎➨➋✔➎ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍✿➙✔➍ ➟ ➊ ❧ ➐➒➍✭➢ ➟ ➍✭➎ ➟ ➍

✝♦➋❞➍✭➐ ➟ ➊↕➎ ✝✫➋✔➍☞➺❑➎❞➊↕➋✔➢ ❧ ➜☞➊↕➎❞➢➛➙❞➤✕✡✒➎❞→✐➋❞➎ ➟ ➦✔➊↕→➼➬⑩➙❞➍❲➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢➛➢ ❧✘♠ ➡➨➍✭➎➝➌✍➢ ➟ ➊↕➡ ➡➻➋✔➌ ❧ ➎➝➌➙❞➍➏➋❂➬✆☎➑➙❞➍✭➋❂➬✰➩❞✺❄➐❱➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍✏➋❞➎ ➟ ➦❞➊↕→ ➬❲➙✔➍✏➐ ❧✘➟ ➍➏➌➥➢■➙❞➤✕✡✒➎❞→➣➢☛➢ ❧ ➎➝➌ ➟ ➍✭➢●➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢✭➺✔➎✔➍❉➢➥➍ ♠ ➍✭➎❂Ð
➟ ➊☞➎♦➌ ♠✍❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢➏➩❨◆❉➎✳➢☛➍ ♠✍❧ ➡➨➧✭➎❞➍ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢ ❧ ➋ ➟✱❧ ➢ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➡ ➡➨➍✭➎➝➌❆➌ ♠➥❧ →➒➌➥➤☞➺✔➍➏➎ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋❂Ð
✂↕➋ ❧ ➎♦➌❭➐ ❧ ➢ ❦ ➦✔➧ ♠ ➍❣➙❞➍■❀❆→➣➍➏➡ ❧ ➎❞➎ ❦❞❧☞♠ ➋❞➎➑➦❞➊↕➡➨➤✭➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ ✕❪➐ ❧ →➒➢➥➢ ❧ ➎♦➌✝➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍
A = {a1, . . . , ar}

✜ ✍➣✞✁� ✟ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ →➒➎♦➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✦✗❸➍✭➎➝➜↕➊ ➞➝❧ ➎♦➌ ➟ ➦ ❧☞➟ ➋✔➎➅➙❞➍ ➟ ➍✭➢✝➐ ❧☞➟ ➍➏➌➥➢❭➢☛➋ ♠➋❞➎ ➟ ➍ ♠➥➟ ➐➒➍P➙❞➋❤➌ ➞✫❦ ➍ CI

➩
◆❉➎ ❧ ➙✔➊↕➎ ➟ ➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋❏➐➒➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌❆➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌P✎

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ✂ ✷✆☎ ✷✸✵ ✁✫➩ ✔ ✂❆✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁ ✟ ✠ �✭✠✍✌✂☛ ✜ ✠ ✟ ✆✞✝ ✌
T
✭ ✍➣✌✦✡ ✁ ✫✭✝✄✡ ✁ ✡

DT
I

✔✱✞✡✠ ☛
☎✦✌ ✡✞✁ ✏ ✡ ✡ ✑ ✡ ✁ ✂✆☎✦✌ ✍➣✞ ✧ ✟ ✍ ✧ ✞ ✝✞✄ ✠✍✌ ✡✞✁ ✄✫✌ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠☛✡❉✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✟ ✏ ✁ ✞✍✏✫✠❉✄✫✌ ✁ ✞✍✏ ✁
✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍➣✌ ✌❂✌➑✄✁✏✖� ✞✡✠➥✄✦✄✫✌

U
r ✂

❋●➊↕➡➨➡ ➍P➎❞➊☞➋❞➢✏➐ ✵ ❧ ➜↕➊☞➎❞➢✂➙✔→➒➌ ❦ ➐➣➋❞➢✻➦ ❧ ➋❂➌✱➺❨➐ ❧ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎ ✓↕➩❜✕❂➩✸✗ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜↕➍ ✝✫➋✔➍➻➐ ❧
❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎❤✑✔➩ ✗❞➩➼✓✖➓ ♠ ➍✭➢❝➌✍➍➑➜ ❧ ➐ ❧ ☞ ➐➒➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✂➙✔➍ U r ➙❞➤✕✡✒➎❞→✝➢➥➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➙❞➍ ➟✱❧✘♠✍❧☞➟ ➌✍➤ ♠ →➣➢❝➌✍→✟✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➼➜↕➍✘➩



☞ ✚ ✁ ✠ ✞ ✙☛✌➆✥ �

✌ ✁✆� ✞ ✍ ✞ ☞ ✁ ✙ ✞ ✒✓✑ ✏ ✁✟✑ ✣ ✡t✥ ☞ ✒ ✌✔✠❻✣ ✏ ✥❵✣
� ✒ ✏ ✂ ✡t✥✤✣

✖q→ ➬✔➊☞➎❞➢✿➙❞➍✭➋✫➬ ➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ ➢ d ➍ ➌ r ➺❘➋❞➎ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ✡❞➎❞→
G →֒ Sd

➺❘➍ ➌➑➋✔➎
r
Ð❄➋ ❦ ➐➣➍➏➌P➙✔➍

➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✭➢❣➙❞➍ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢➥➊☞➎
C = (C1, . . . , Cr)

➙❸✵✸➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢❣➙❞➍
G
➩❞❋●➊↕➎✔➢➥→➣➙✔➤ ♠ ➊☞➎❞➢●➐ ❧

➟✱❧ ➌✍➤ ✂☞➊ ♠ →➒➍ C
➙❞➍✭➢ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢➅➙✔➍✦➐ ❧ ➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍☞➺❭➙❞➍✦➙✔➍ ✂ ♠ ➤ d ➺❙➙❞➍➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍ G →֒ Sd

➺ ☎
r ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢✶➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✕❪➊ ♠ ➙✔➊↕➎❞➎❞➤➏➢✦✗ ➺♦➍ ➌●➙➇✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍

C = (C1, . . . , Cr)
➩

◆❉➎➫➢☛➍✦➙❞➊☞➎❞➎❞➍➨➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➑➙❞➍➨➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍✭➢ K ➢➥➋ ♠ ➐➒➍ ✝♦➋❞➍✭➐ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍ Ci

➍✭➢❝➌
♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➎❞➍✭➐➒➐➣➍✘➺ ❧ →➒➎❞➢➥→ ✝✫➋✔➍ r ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢✐➙❞→➣➢❝➌✍→➒➎ ➟ ➌➥➢ a1, . . . , ar

➙✔➍
P1

K

➩
✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢ ❦✒❧☞♠ [f1], . . . , [fl]

➐➣➍➏➢❉➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍✭➎➝➌➥➍✭➢ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✭➢P➙➇✵ →➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➍➑➙❞➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌✍➢➨➙❞➍
C ♠➥❧ ➡➨→✠✡✒➤➏➢➛➍✭➎ a1, . . . , ar

➩●❁✫➊↕→➒➌
Mi

➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ ➙❞➍✭➢➨➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢➛➙✔➍ fi♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✜☎ K ➩
❋●➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍✻➍➏➢☛➌ ➟ ➊☞➎❞➢ ❧☞➟➏♠ ➤ ☎✿➋❞➎❞➍ ❧☞❦❞❦ ➐➒→ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎➅➙❞➍➏➢ ♠ ➤✭➢➥➋✔➐➒➌ ❧ ➌✍➢ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➡➨➡ ➍➏➎➝➌➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋❞➢ ☎✻➐Ò✵ ➤➏➌➥➋❞➙❞➍●➙✔➍●➐ ❧✻♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎P➙ ❧ ➎✔➢q➐➣➍➏➢❭➍ ➬✫➌✍➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎❞➢ Mi/K

➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍
v
➎✔➍ ➙✔→➒➜✫→➣➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢◗➐Ò✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍ ➙❞➍ G ➩✐✴❘➍ ➟✱❧ ➢➠➊✞✄ ➐➒➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➠➙✔➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌

a1, . . . , ar

➎❞➍ ➟ ➊ ❧ ➐➒➍✭➢ ➟ ➍✭➎➝➌ ❦✒❧ ➢✦➍✭➎ v
➍✭➢☛➌ ☞ →➣➍✭➎ ➟ ➊↕➎❞➎♦➋❵✎ ➟ ✵✸➍➏➢☛➌◗➐➣➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌❲➙✔➍➴●➍ ➟✕✔ ➡ ❧ ➎❞➎ ❧✚✙➨♠ ➡ ❧ ➎➝➌ ✝♦➋➇✵ ➋❞➎❞➍➷➌✍➍➏➐➣➐➣➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍➑➎❞➍➷➢➥➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➍ ❦✒❧ ➢✻➙ ❧ ➎❞➢ Mi/K

✕ ➍ ➌
➟ ➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ i ∈ l

✗ ➩
◆❉➎ ➟ ➊↕➡➨➡➨➍✭➎ ➟ ➍ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➒➌ ♠ ➍ ❦❞❧☞♠ ➋❞➎❞➍✿➙✔➤✭➡➨➊↕➎❞➢☛➌ ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎✦➙❞➍ ➟ ➍ ✁ ❧ →➒➌ ✕➶➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍✗❞➩➼✓↕➩✸✑ ✗ ➺❞➢➏✵ ❧✘❦❞❦ ➋ ➞↕❧ ➎➝➌✏➢☛➋ ♠ ➐ ❧ ✂↕➤✭➊☞➡ ➤ ➌ ♠ →➒➍❉➍➏➌✻➐ ✵ ❧☞♠ →➒➌➥➦❞➡ ➤ ➌✍→✠✝✫➋✔➍✏➙❞➍P➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➷➙✔➍➑▼✻➋ ♠ Ð

✒ →➒➌☞☛✿➍➏➌✻➙❞➋ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ π : H → Ur

➩
✹✂➊☞➋❞➢ ❧ ➐➣➐➒➊↕➎❞➢ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠ ➍ ♠ ➍✭➎❞➢☛➋❞→➒➌➥➍ ➐➣➍ ➟✭❧ ➢◗➊☎✄❈➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢❲➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌

➟ ➊ ❧ ➐➣➍➏➢ ➟ ➍➏➎➝➌➻➍➏➎ v ➺❘➍➏➌➑➎❞➊↕➋❞➢ ❧ ➋ ♠ ➊↕➎❞➢ ☞ ➍✭➢➥➊☞→➣➎ ➙❞➋ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ π : H
′
→ U

r ✕ ➍➏➌
➎❞➊↕➎ ❦ ➐➣➋✔➢➑➢☛➍✭➋❞➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌➅➙❞➋ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ π ✗ ➩✝✴✶✵ →➣➙✔➤✭➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➢❝➌✍➍ ♠➥❧ ☎ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠ ➍ ♠ ➐ ❧
♠ ➍➏➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➋ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌❣➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤ π ➺➝➍➏➎✦➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌ ➟ ➍✜✝✫➋✔→ ❧ ➤ ➌✍➤ ✁ ❧ →➒➌✶➍➏➎❏✓↕➩✸✑✔➺↕➍ ➌



�✂✁ � ✟✁� ✄ � ✡ ✎ ✁✄✂ �✒☎ ✁✝✄ ☎ ✡ ✂ ✡ ✟✟✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠✝✄ ✌ ✏ ✞ ✂ ✟ ✂✄✁ � ✏ ✠ ✂✆✏ ☎ ✂ ✠ ☎ ✞ ✂☛✏

➍✭➎ ➋✔➌➥→➣➐➣→➒➢ ❧ ➎➝➌P➐ ❧❲❦✒❧☞♠✍❧ ➡ ➤ ➌ ♠ →➒➢ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➐➒➊ ➟✭❧ ➐➣➍➻➙❞➋ ❦❞❧☞♠✍❧ ✂ ♠✍❧☞❦ ➦✔➍ ✑❂➩➒✓↕➩❜✕☞✑✔➩❙✴❘➍ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌
❦❞♠ →➣➎ ➟ → ❦✒❧ ➐✰➍✭➢❝➌✂➐➒➍❉➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍P✗❞➩➼✓↕➩ ✦❂➩
✴❘➍➛➙❞➍✭➋✫➬✔→➒➧✭➡➨➍ ❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠✍❧✘❦ ➦❞➍➛➙❞➍ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➒➌ ♠ ➍➛➢☛➍ ♠✍❧➠➟ ➊↕➎❞➢ ❧✘➟✭♠ ➤ ☎➠➋❞➎❞➍➛➤ ➌✍➋❞➙✔➍➨➙✔➍

➐Ò✵ ➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍✿➙❞➍✭➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢❆➙❞→➒➤✭➙ ♠➥❧ ➋❂➬✰➩

✲✳✍ ✌ ✍ ✂ r✎✄t❬✶✵✙✆↕r✔✯✖❬❪❚❱✮✷✟❙r✒✮❭✪✚✸❪✬✜✆↕❚❨★✖✧q✪✹✟❙✬❂✪✚✄t❚✠✟✝❯✺✸ ✬✫✪
✲✳✍ ✌ ✍ ✌✎✍ ✑ ❚✰✮✝✮❙✬❂✪➠✧✡✸ r✴✆↕✬❂✪ ✟✝❯ ✆↕❚❨★✖✧q✪ ✟❙✬✫✪ ✄➫❚✠✟❭❯✺✸❪✬❂✪ ✍ ☛ ◆✿➎ ♠➥❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍➻➙❸✵ ❧ Ð
☞ ➊ ♠ ➙ → ➟ →q➐➒➍✭➢❉➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌✍→➒➊↕➎❞➢❉➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ☞ ➊↕➎❞➎✔➍➛➍➏➌✿➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ➡ ❧ ➋✔➜ ❧ →➒➢➥➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍☞➩➇✴ ❧❲❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍➎❞➍P➎❞➤ ➟ ➍✭➢☛➢➥→➼➌✍➍ ❦✒❧ ➢ ✝♦➋❞➍P➐➣➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢✐➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✂➢➥➊↕→➒➍✭➎➝➌❆➊ ♠ ➙✔➊↕➎❞➎❞➤➏➢✭➩
❁❂➊↕→➼➌

f : X → P1 ➋✔➎ ✕ ❖❉Ð ✗ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌P➙✔➍➛➐ ❧ ➙ ♠ ➊↕→➒➌➥➍ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍➛➙❞➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌ a1, . . . , ar

➩❨◆❉➎◗➢➥➋ ❦❞❦ ➊↕➢☛➍ ✝♦➋❞➍ f ➍➏➢☛➌✻➙❞➤✌✡❞➎❞→➇➢☛➋ ♠ Q
➩❨❁✫➊↕→➒➌

K
➐➒➍

➟ ➊ ♠➥❦ ➢✿➙❞➍ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❧ ➐➒→➒➌✍➤P➙❞➋ ➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➋ ♠ ➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌ (a1) + · · · + (ar)
✲✰➊↕➎ ❧

K ⊆ Q.
❁❂➊☞→➒➌

M
➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❆➙❞➍➏➢✻➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢✐➙❞➍ f ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➒➜↕➍➏➡ ➍➏➎➝➌✜☎ Q/K.

✮✯✖✗✰✞✱✲✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ☎ ✷✸✵✩✷✸✵✔➩ ✔ ✷✻➎❞➍ � ✞ ✡✞✡ ✌ ✆ ✍ ✟★✧ ✌❆➍➏➢☛➌✶➋❞➎✔➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍ v ➙❞➍ K ➜☞➤ ♠ → ✡ ❧ ➎➝➌❊➐➣➍➏➢➙❞➍➏➋❂➬ ➟ ➊↕➎✔➙❞→➒➌➥→➣➊↕➎❞➢✏✎
✍ v ∤ |G|

✕ ➊☎✄
G
➍➏➢☛➌✻➐➣➍✖✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍P➙❞➍P➡ ➊↕➎✔➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍✏➙✔➋ ✕ ❖❉Ð ✗ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌✦✗ ➺

✍ ➐➣➍✐➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ (a1)+ · · ·+(ar)
➢✭✵ ➤➏➌✍➍➏➎❞➙❲➍➏➎ ➋❞➎ ➙❞→➒➜✫→➒➢➥➍✭➋ ♠ ➐➒→➣➢☛➢➥➍❆➢➥➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (Ov)✕ ➊✞✄

Ov

➍✭➢❝➌✂➐ ✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋❤➙✔➍P➜ ❧ ➐➒➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➠➙❞→➒➢ ➟➏♠ ➧➏➌➥➍P➙❞➋ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤ ➌✍➤❉➍➏➎ v ➙✔➍ K ✗ ➩
❇ ❧ ➎✔➢❊➐➒➍ ➟✱❧ ➢ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧ → ♠ ➍☞➺ ➟ ✵ ➍✭➢☛➌❝Ð ☎✡Ð✽➙❞→ ♠ ➍❆➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍ v ➙❞→➼➜❂→➒➢➥➍ |G| ➊↕➋ ✝♦➋❞➍✻➐➣➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢

☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢ ➟ ➊ ❧ ➐➒➍✭➢ ➟ ➍✭➎➝➌✻➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➊ v ➺❞➐ ❧➛❦ ➐ ❧☞➟ ➍ v ➍✭➢❝➌✂➙✔→➒➌✍➍✎☎ ✟ ✏ ✟ ✟ ✝✄✡❩✌☞➩
✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ☎ ✷✸✵✬✷✁�❨➩ ✔ ✺❄➐❘➎➇✵ ➞◗❧ ✝✫➋❸✵✸➋❞➎❤➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍✖✡✒➎❞→❘➙✔➍➷➡ ❧ ➋✔➜ ❧ →➒➢➥➍➏➢ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✭➢➏➩
❢✳➊↕➎➝➌ ♠ ➊↕➎❞➢❆➐➒➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌❆➙❞➍➷➴●➍ ➟✕✔ ➡ ❧ ➎❞➎ ✎

� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ ☎ ✷✸✵✩✷✄✂✒➩ ✔ ✪ ✌ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡❆✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡ M ✡ ✌ ✆ ✌✆✏ ✁ ✝ ✁ ✠ ✌■✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✓ ✏❑✆✟✌ ✡
✄✫✌ ☎ ✟ ✏ ✟ ✟ ✝✄✡❩✌✦✡ ✆ ✍ ✟★✧ ✌✦✡ ✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✴ ❧P❦✔♠ ➍✭➋❂➜↕➍ ✝♦➋❞➍❆➎❞➊☞➋❞➢✶➙❞➊↕➎❞➎❞➊☞➎❞➢✶➍✭➢☛➌❊→➒➎❞➢ ❦ → ♠ ➤➏➍✐➙❞➍ ✠ ✓ ✎ ✑ ➩↕❫✂➋
✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f ➢➥➊☞➎♦➌ ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➣➤➏➢➷➐➣➍✭➢➷→➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✍➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥→✠✝✫➋✔➍✭➢✦✎❘➙✔➍ ✂ ♠ ➤☞➺✝➐➣→➣➍➏➋ ➙❞➍
☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✭➺ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➻➙❞➍➑➡ ➊☞➎❞➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍✘➺❞➍➏➌✿→➒➎➝➜ ❧✘♠ → ❧ ➎♦➌✻➙➇✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍✘➩❸◆❉➎ ➎✔➊☞➌✍➍

H➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➷➙✔➍➑▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛ ❦ ➊↕➋ ♠✐➟ ➍➏➢✂→➒➎➝➜ ❧✘♠ → ❧ ➎♦➌➥➢✭➩
✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢

SK

➐Ò✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➒➍ ✕ ✡❞➎❞→ ✗❆➙❞➍✭➢P➡ ❧ ➋✔➜ ❧ →➣➢☛➍✭➢ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✭➢✿➙❞➍ K ➩➇◆❉➎ ➎✔➊☞➌✍➍
OK✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ OM

✗❊➐Ò✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋➠➙❞➍✭➢✐➍➏➎➝➌✍→➣➍ ♠ ➢✐➙❞➍ K ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ M ✗●➢☛➋ ♠ Z
➩❞✴❘➍✿➐➒➊ ➟✭❧ ➐➣→➒➢➥➤❆➙❞➍ ➟ ➍ ➌

❧ ➎❞➎✔➍ ❧ ➋❤➢➥➍P➎❞➊☞➌➥➍ OK [S−1
K ]

➩



� ☎ ✂✆☎ ✁ ✄✄☎ ✡✄✂ ✡☞✟✟✄✆✎ ✡ ✂✄✌ ✠ ✄✠✌ ✏ ✞ ✂ ✟ ✂✄✁ � ✏ ✠ ✂☛✏ ☎ ✂ ✠ ☎ ✞ ✂✆✏ � ✁ ✁

✴❑✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍➻➙❞➍➏➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢✂➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✿➙❞➤✌✡❞➎❞→➒➌✏➋❞➎ K Ð ❦ ➊↕→➣➎➝➌ a ➙❞➍ Ur

✲✰→➣➐
➢✭✵ ➤➏➌➥➍✭➎❞➙❴➍✭➎❴➋✔➎❞➍❏➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ a

➙❞➍
Ur

➙❞➤✕✡✒➎❞→➣➍❤➢➥➋ ♠ OK [S−1
K ]

➩❊✴❙➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ h ➙❞➍
H❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➣➤✢☎

f
➍✭➢❝➌ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➎❞➍➏➐➇➢☛➋ ♠ M ✎

h❁ ❦ ➍ ➟ (M) −→ H❁❂➊↕→➼➌
v
➋✔➎❞➍ ☞ ➊↕➎❞➎❞➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✏➙❞➍ K ➺✔➍ ➌

w
➋❞➎❞➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✏➙❞➍ M ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢■➙❞➍ v ➩❞◆❉➎➎❞➊☞➌➥➍

OKv

✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ OMw

✗■➐➣➍P➐➒➊ ➟✭❧ ➐➣→➒➢➥➤❉➍ ➌ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤ ➌✍➤P➙❞➍ OK [S−1
K ]

✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩ OM

✗✐➍➏➎
v

✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩❘➍➏➎ w ✗ ➩➇✴❘➍✭➢ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢P➙❞➍➏➢ ✁ ♠✍❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢❉➢☛➊↕➎➝➌➑➎✔➊☞➌✍➤➏➢ ♠ ➍✭➢ ❦ ➍ ➟ ➌➥→➒➜↕➍➏➡ ➍➏➎➝➌ Kv

➍ ➌
Mw

➩♦◆❉➎ ➎✔➊☞➌✍➍
av

➐ ❧❉♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍ a ➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➊ v ➺↕➍➏➌ hw

➐➣➍ ❦ ➊↕→➒➎♦➌ Mw

Ð ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎❞➎✔➍✭➐➙❞➍
H

➙❞➤✭➙✔➋❞→➒➌❆➙❞➍
h
➩

✴❘➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ H → Ur

➤ ➌ ❧ ➎➝➌✻➤➏➌ ❧ ➐➣➍✘➺❞➐➣➍✿➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍
❁ ❦ ➍ ➟ (OKv

) ×Ur
H →

❁ ❦ ➍ ➟ (OKv
)→➣➎✔➙❞➋❞→➒➌ ❦✒❧☞♠ ➐➣➍❊➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ❁ ❦ ➍ ➟ (OKv

) → Ur
❦❞♠ ➊✖➜☞➍✭➎ ❧ ➎♦➌☎➙❞➍ a ➍✭➢❝➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→❂➤➏➌ ❧ ➐➣➍☞➩✺❄➐❞➍➏➢☛➌ ✡✒➎❞→ ➺ ➟✱❧✘♠☎❦❞♠ ➊ ❦❞♠ ➍✘➩➝✴❑✵ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋ OKv

➍✭➢❝➌❣➦✔➍✭➎❞➢☛➤✭➐➣→➒➍✭➎◗✎ ❁ ❦ ➍ ➟ (OKv
)×Ur

H
➍✭➢❝➌

➙❞➊↕➎ ➟ →➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞➍ ☎❲➋❞➎ ➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ ❁ ❦ ➍ ➟ (A)
➺✰➊☎✄

A =
∏

i∈I Ai

➍➏➢☛➌P➋❞➎ ❦❞♠ ➊❂➙✔➋❞→➒➌
✕ ✡❞➎❞→ ✗●➙❞➍

OKv

Ð ❧ ➐✠✂↕➧ ☞ ♠ ➍✭➢ ✡❞➎❞→➣➍➏➢ Ai

➩
❋●➊↕➡➨➡ ➍✏➐➣➍✿➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ H → Ur

➍➏➢☛➌ ❦❞♠ ➊ ❦✔♠ ➍☞➺✔➐➣➍✿➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡ ➡➨➍
❁ ❦ ➍ ➟ (Mw) → H

↓ ↓❁ ❦ ➍ ➟ (OKv
) → Ur

❦❞♠ ➊❂➙❞➋✔→➒➌✐➋❞➎❤➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡ ➡➨➍ ➟ ➊↕➡ ➡➻➋✔➌ ❧ ➌➥→ ✁
❁ ❦ ➍ ➟ (OMw

) → H
↓ ↓❁ ❦ ➍ ➟ (OKv

) → Ur❋●➍P➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➍ ♠ ➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡➨➡➨➍✏→➣➎✔➙❞➋❞→➒➌■➋❞➎✳➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍
❁ ❦ ➍ ➟ (OMw

) →
❁ ❦ ➍ ➟ (OKv

) ×Ur
H ≃

❁ ❦ ➍ ➟ (A)➙❞➍❲➜ ❧☞♠ →➣➤➏➌➥➤✭➢ ❧✍✙ ➎✔➍✭➢ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢➛➙✔➍ ❁ ❦ ➍ ➟ (OKv
)
➩q✺❄➐❣➐➣➋❞→ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙❿➋❞➎➁➡➨➊ ♠ Ð

❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✿➙❞➍ OKv

Ð ❧ ➐✟✂↕➧ ☞ ♠ ➍➏➢✚✡✒➎❞→➒➍✭➢
∏

i∈I

Ai → OMw

❋●➍❲➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➨➍✭➢❝➌ ➎❞➤ ➟ ➍✭➢➥➢ ❧ → ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➎♦➋❞➐■➢☛➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌✍➍➏➢➅➐➣➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍✭➢ Ai➢ ❧ ➋ ✁ ➋❞➎❞➍✘➺ ✝✫➋✔➍➫➐ ✵✸➊↕➎ ➎❞➊☞➌➥➍
Ai0

➩❆✴❘➍ ➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ♠ ➍✭➢❝➌ ♠ ➍✭→➣➎➝➌ ☎
Ai0

♠ ➤ ❧ ➐➒→➣➢☛➍ ➋❞➎
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➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍■→➒➎✡➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ϕ0 : Ai0 → OMw

➩✫❋●➊☞➡ ➡➨➍✐➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❊➙❞➍✭➢ ✁ ♠✍❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎❞➢❑➙❞➍ Ai0➍✭➢❝➌✻➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ ♠ ➤➏➢➥→➒➙❞➋❞➍✭➐❘➙✔➍ hw

➺ ☎ ➢ ❧ ➜☞➊↕→ ♠ Mw

➺
ϕ0

➍✭➢❝➌✂➋✔➎✳→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍✘➩
✴❘➍✐➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍▲❁ ❦ ➍ ➟ (OMw

) →
❁ ❦ ➍ ➟ (OKv

)×Ur
H
➍✭➢☛➌❣➙❞➊↕➎ ➟ ➋✔➎❞➍❆→➣➡➨➡ ➍ ♠ Ð➢➥→➒➊↕➎◗➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ➌➥➍ ✲❨➐ ❧➅➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎

❁ ❦ ➍ ➟ (OMw
) →

❁ ❦ ➍ ➟ (OKv
) ×Ur

H →
❁ ❦ ➍ ➟ (OKv

)➍✭➢❝➌☎➙❞➊☞➎ ➟ ➤ ➌ ❧ ➐➒➍☞➩✘◆❉➎➻➍➏➎ ➟ ➊↕➎ ➟ ➐➣➋❂➌ ✝♦➋➇✵ →➣➐♦➎➇✵ ➞➑❧✂❦✒❧ ➢❭➙❞➍ ♠➥❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎✿➍✭➎➅➐ ❧ ☞ ➊↕➎❞➎✔➍
❦ ➐ ❧☞➟ ➍ v ➙ ❧ ➎❞➢❆➐Ò✵ ➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ M/K

➩
✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄ ☎ ✷✸✵✬✷✆☎❘➩ ✔ ✺❄➐ ➟ ➊☞➎♦➜✫→➒➍✭➎➝➌q➙✔➍ ♠ ➍✭➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➍ ♠ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍ ❦✔♠ ➍✭➋❂➜↕➍●➙✔➋➷➌➥➦❞➤✭➊✘Ð
♠ ➧➏➡ ➍❑➙✔➍✶➴●➍ ➟✕✔ ➡ ❧ ➎❞➎➇➺❩➢☛→↕➍✭➐➒➐➣➍☎➙❞→ ✔❸➧ ♠ ➍☎➙ ❧ ➎❞➢❙➢➥➊↕➎ ❧☞❦✔❦❞♠ ➊ ➟ ➦❞➍❑➙❞➍❑➐ ❧■❦❞♠ ➍➏➋✔➜↕➍❊➊ ♠ →✠✂↕→➣➎ ❧ ➐➣➍✘➺➋✔➌➥→➣➐➣→➒➢➥➍■➙✔➍✭➢ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢ ❦ ➋✔→➣➢➥➢ ❧ ➎➝➌✍➢ ➟ ➊↕➎ ➟ ➍ ♠ ➎ ❧ ➎➝➌■➐➒➍✭➢✶➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢●➙✔➍✂▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛✘➺➝➐➣➍✭➢ ✝♦➋❞➍✭➐➒➢➢➥➊☞➎♦➌❭➍✭➋✫➬✫Ð✽➡ ✍➏➡ ➍➏➢ ❦✔♠ ➊↕➋✔➜☞➤✭➢ ❦✒❧☞♠ ➙❞➍✭➢❭➡ ➤ ➌✍➦❞➊✫➙❞➍➏➢ ❦✔♠ ➊ ➟ ➦❞➍✭➢➏➺✘➙ ❧ ➎❞➢❭➐ ✵✸➍➏➢ ❦❞♠ →➒➌✭➺❩➙❞➍ ➟ ➍✭➐➒➐➣➍✭➢➙❞➍✦❁✰➩❙➴●➍ ➟✕✔ ➡ ❧ ➎❞➎❸➩❭✺❄➐ ✁ ❧ ➋✔➌➷➙❞➊☞➎ ➟ ➜↕➊↕→ ♠➷➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ❦✔♠ ➍✭➋❂➜↕➍ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➛➋❞➎✔➍ →➒➐➣➐➣➋✔➢☛➌ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎➙❞➍P➐ ❧➅♠ → ➟ ➦❞➍➏➢➥➢☛➍ ❧☞♠ →➒➌➥➦❞➡ ➤ ➌✍→✠✝✫➋✔➍❉➙❞➍✭➢✻➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢✻➙❞➍➷▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛✘➩

✲✳✍ ✌ ✍ ✖✗✍ ✂ r❞❯✳✏✔r✒❬ ✪➏✬❂✪❈✧✡✸ r✴✆↕✬❂✪❈✮❙✬ ✟✝❬ ✏❙❬ ✪➏r✒✮✰✯❈✧✝r✒✪ ✸✝✄➼❚❨★✝✟❙★✡✬ ✟❙✬ G
✍ ☛ ◆❉➎

➢➥➋ ❦❞❦ ➊☞➢➥➍✏➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍✜✝♦➋❞➍✏➐➒➍✭➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢✶➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➟ ➊ ❧ ➐➒➍✭➢ ➟ ➍✭➎➝➌■➍➏➎
v
✎❙➐Ò✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➨➙❞➍ ➟ ➊ ❧ ➐➣➍➏➢ ➟ ➍✭➎ ➟ ➍ Tv

➙✔➍✭➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢➷➙✔➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌➅➍✭➎ v ➎➇✵ ➍✭➢❝➌ ❦✒❧ ➢
♠ ➤➏➙❞➋❞→➼➌ ☎ ➐ ❧➛♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍☞➩✒❀ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➊↕➎❞➢ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➌ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍P➍✭➢❝➌✏➡➻➋❞➎❞→❘➙➇✵ ➋❞➎❞➍P➜ ❧ ➐➣➋ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ θv

➺
➙❞➤ ❦ ➍➏➎❞➙ ❧ ➎➝➌➛➙❞➍➏➢➅➊ ♠ ➙ ♠ ➍➏➢➅➙❞➍ ➟ ➊ ❧ ➐➒➍✭➢ ➟ ➍✭➎ ➟ ➍❲➙❞➍➏➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢➑➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ✕ ➟ ✁ ➩✝➐ ❧➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎◗✑❂➩➒✓↕➩❜✕↕✕ ✗ ➩
❁❂➊↕→➼➌

H ′ ➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✂➙❞➍✂▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➤✜☎➷➐ ❧✿➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍ C ➺➝➍➏➌ π ➐➒➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➎ ❧ ➌➥➋ ♠ ➍➏➐ H ′ → U r
➺✰➍ ➌

SNi∗(C)
➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍➑➙❞➍➏➢ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✭➢❉➙✔➍➅✹✂→➒➍✭➐➒➢➥➍✭➎ ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➤☞➩❡❭➊☞➢➥➊↕➎❞➢

a := (a1, . . . , ar)
➩✒✴ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ π−1(a)

➍➏➢☛➌❆➍✭➎ ☞ →✟➔☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍
{[f1], . . . , [fl]}

➩❭❇✂➍ ❦ ➐➒➋❞➢✭➺✝➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➑➙❞➍ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❧ ➐➒→➒➌✍➤➻➙❞➍ ➟ ➦ ❧✘➟ ➋❞➎⑩➙✔➍ ➟ ➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢➍✭➢❝➌✻➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❆➙❞➍➏➢✂➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎➝➌✭➩
❁❂➊↕→➼➌

OK

➐Ò✵ ❧ ➎❞➎✔➍ ❧ ➋❤➙❞➍✭➢❆➍➏➎♦➌➥→➣➍ ♠ ➢❆➙❞➍ K ➺✒➍➏➌
OKv

➐➒➍✿➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒→➣➢☛➤✏➙❞➍ OK

➍✭➎
v

✲✒➊☞➎
➎❞➊☞➌➥➍ ❦✒❧☞♠ πv

➋❞➎❞➍ ➋❞➎✔→ ✁ ➊ ♠ ➡ →➒➢ ❧ ➎➝➌✍➍➷➙❞➍ ➟ ➍➏➌ ❧ ➎❞➎✔➍ ❧ ➋➇➩➇✴❙➍ ❦ ➊↕→➒➎♦➌
a
➙❞➍

U r
➢✭✵ ➤➏➌✍➍➏➎❞➙

➍✭➎❤➋❞➎❞➍P➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎

s :
❁ ❦ ➍ ➟ (OKv

) → U
r

➙❞➊↕➎➝➌❆➐ ✵✸→➒➡ ❧ ✂☞➍✏➙❞➍P➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍P➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➒➍ ❧☞❦❞❦✒❧☞♠ ➌✍→➒➍✭➎➝➌ ❧ ➋ ☞ ➊ ♠ ➙◗➙❞➍ U r ➩
✴❘➍✿➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➐➒→➣➢☛➤❉➙❞➋❤➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✏➌✍→ ♠ ➤ ❦✒❧✘♠✻➟ ➍➏➌☛➌✍➍P➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎

s∗(π) :
❁ ❦ ➍ ➟ (OKv

) ×U
r H

′
→

❁ ❦ ➍ ➟ (OKv
)
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➍✭➢❝➌❑➐ ❧✂♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎➻➙❞➍ π ☎
s
➩↕✴ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ π−1(a)

➍➏➢☛➌✶➐➣➍❣➢ ❦ ➍ ➟ ➌ ♠ ➍✐➙✔➍✐➐ ❧ K Ð ❧ ➐✟✂↕➧ ☞ ♠ ➍
✡✒➎❞→➒➍ ∏

i∈I Mi

➩✔✴ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍✏✂☞➤✭➎❞➤ ♠ →✟✝♦➋❞➍✂➙❞➍ s∗(π)
➺☛✝♦➋❞→❱➍✭➢❝➌■➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍✂➌✍→ ♠ ➤➏➍✂➙❞➍ π−1(a)❦✒❧☞♠ ➐➣➍❆➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍▲❁ ❦ ➍ ➟ (Kv) →

❁ ❦ ➍ ➟ (K)
➺♦➍➏➢☛➌■➐➒➍❆➢ ❦ ➍ ➟ ➌ ♠ ➍✂➙❞➍✏➐ ❧ K Ð ❧ ➐✟✂↕➧ ☞ ♠ ➍➤➏➌ ❧ ➐➣➍ ∏

i∈I

∏
wi,j |v

Mi,wi,j

➺❞➊☎✄◗➐➣➍➏➢
wi,j

❦❞❧☞♠➥➟ ➊↕➋ ♠ ➍➏➎➝➌❆➐➣➍✭➢ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✭➢✐➙❞➍ Mi

➙❞→➼➜✫→➣➢ ❧ ➎♦➌
v
➺❞➍➏➌

Mi,wi,j

➙✔➤✭➢➥→✠✂↕➎ ❧ ➎➝➌✻➐➣➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤ ➌✍➤❉➙❞➍ Mi

➍➏➎✳➐ ❧ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍ wi,j

➩
❡ ❧✘♠❙❧ →➣➐➒➐➣➍✭➋ ♠ ➢✭➺ ➊↕➎P➢ ❧ →➒➌❙➙➇✵ ❧☞❦❞♠ ➧✭➢❙➐➣➍q➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✶➙➇✵ ❫ ☞ ➦ ➞➝❧ ➎ ✔✡❧☞♠ ✝✫➋✔➍ ➟ ➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➍✭➢❝➌❤➐Ò✵ ➋❞➎❞→➣➊☞➎❈➙❞→➣➢➶➔☛➊↕→➣➎➝➌✍➍❏➙❞➍ ❦ ➐➣➋❞➢☛→➣➍➏➋ ♠ ➢ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢ ✔ ➋❞➡➨➡➨➤ ♠ →➒➍✭➎❞➢✆✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢➥➤➏➢✭➩◆❉➎ ❧ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤P➍➏➎ ✓☞➩❜✑ ✕➶➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍➛✓↕➩✸✑✔➩❜➓ ✗❣➋❞➎✄✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➐➣➊ ➟✱❧ ➐❱➙❞➍✿➐ ✵✸→➒➎❞➍ ♠ ➌✍→➣➍✂➙➇✵ ➋❞➎

♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➨➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➡ ➍➏➎♦➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤ ♠ ➍➏➢☛➌ ♠ ➍✭→➒➎➝➌ ☎ ➋❞➎❞➍❲➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➇➺☎➍✭➎ ✁ ➊☞➎ ➟ ➌➥→➣➊↕➎⑩➙✔➍
➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➣➎❞➢ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢➨➙❞➍◗➐Ò✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍❲➙✔➍✭➢ ➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌✍➢➨➙❞→➼➜❂→➒➢➥➍➏➋ ♠ ➢ ❦✒❧ ➢☛➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧☞♠ ➟ ➍
❦ ➊↕→➣➎➝➌✱➩♦✺ ➟ →Ò➺✫➐➣➍✭➢ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➌✍➍✭➋ ♠ ➢✐➙❞➍✂➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍ ✝♦➋❞➍✏➎❞➊↕➋❞➢ ❧ ➜☞➊↕➎❞➢ ➟ ➦❞➊☞→➣➢➥→➒➢●➢☛➊↕➎➝➌✐➐➣➍➏➢ DT

I

➩
◆❉➎⑩➢ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍✦➐➣➍✭➢➑➊ ♠ ➙ ♠ ➍✭➢➻➙➇✵✸→➒➎➝➌✍➍ ♠ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎⑩➢☛➊↕➎➝➌➛➙❞➊↕➎❞➎✔➤✭➢ ❦✒❧☞♠ ➐ ❧ ➜ ❧ ➐➣➋✔➌➥→➣➊↕➎ θ ➙❞➍➏➢
❧☞♠ ✍➏➌✍➍➏➢❙➙❞➋✿➌ ➞❂❦ ➍ ➟ ➊↕➡ ☞ →➣➎ ❧ ➌➥➊↕→ ♠ ➍q➙❞➋ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ ➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➙❞➤ ♠ ➤ ✕ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍❑➜ ❧ ➐➣➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎✏➍✭➢☛➌✝➙❞➤✕✡✒➎❞→➒➍➍✭➎❤✑✔➩➼✓↕➩❜✕↕✕ ✗ ➩✒✹✂➊↕➋✔➢ ❧ ➜☞➊↕➎❞➢ ❦❞♠ ➊↕➋✔➜↕➤➷➍✭➎❤✑✔➩ ✗❞➩✸✑✔➩✸✑ ✝✫➋✔➍ ➟ ➍ ➟ ➦❞➊↕→➼➬❲➙❞➍✢✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➌✍➍✭➋ ♠ ➢❆➍✭➢❝➌
➟ ➊☞➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌ ✕ ➟ ✁ ➩q➐ ❧ ➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎❛✓↕➩❜✕❂➩✸✑ ✗✳✲❭➢➥→●➐ ✵✸➊☞➎ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➐➣➍ ω Ð✽➊ ♠ ☞ →➒➌✍➍➨➐➣➍➏➢➅➊ ♠ ☞ →➒➌➥➍✭➢➻➙✔➍
SNi∗(C)

➢➥➊☞➋❞➢✂➐ ✵ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎❲➙❞➋❤➡➨➊☞➌
ω :=

∏

I

(
DT

I

)θ(tI)

❧ ➐➒➊ ♠ ➢❲➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➒➍ ➙❞➍✭➢ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍➏➢ ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢◗➙❞➍ v ➍➏➢☛➌❤➍✭➎ ☞ →✟➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➜☞➍ ➟ ➐➣➍➏➢
ω
Ð❄➊ ♠ ☞ →➼➌✍➍✭➢➑➙❞➍ SNi∗(C)

➺☎➐➣➍➏➢➅→➣➎❞➙✔→ ➟ ➍➏➢➅➙❞➍ ♠➥❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎t➤ ➌ ❧ ➎➝➌➛➙❞➊☞➎❞➎❞➤✭➢ ❦✒❧✘♠ ➐➣➍➏➢
➟✱❧✘♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➋❂➬❲➙❞➍ ➟ ➍✭➢ ω Ð❄➊ ♠ ☞ →➼➌✍➍✭➢➏➩❋●➍ ➟ →❘➎❞➊↕➋❞➢ ❧ ➡➨➧✭➎✔➍ ❧ ➋ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌❆➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌➑✎
� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ ☎ ✷✸✵✩✷✁� ✜ ✧❭★✡❬ ✮✡✆➝❬❪✧❭r✴✸✸✣ ➩ ✔ ✪ ✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌✻✄✫✌✦✡ ✆ ✍ ✟★✧ ✌✦✡ ✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡❆✄✫✌

v✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌✦✡➷✄✁✝ � ✄ ✠ ✌ ✡✞✁ ✡ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡➑✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡
Mi

✌✦✡ ✁ ✌ ✡ � ✝ ✞✱✌ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✟✁✟ ✌ ✧ ✍➥✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌
✄✫✌✦✡

ω
☛➥✞✡✠ � ✝ ✁ ✌✦✡❲✄✫✌

SNi∗(C)
✂☞✏➅✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✭ ✍➥✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌❲✄✫✌ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✝✆ ✏ ✡ ✌ ✁ ✌ ✍ ✍➣✌

✆ ✍ ✟★✧ ✌➅✌✦✡ ✁ ✄✢✜ ✟ ✍ ✟ ✏ ✧ ✟ ✠➥✄✁✝ ✡ ✟ ✍❘✄✫✌ ✍ ✟
ω
☛➥✞✡✠ � ✝ ✁ ✌ ✍✣✏★✝ ✧ ✞✡✠ ✠✍✌✦✡ ✆ ✞ ✡ ✄ ✟☛✡✞✁ ✂

✹✂➊✘➌✍➍ ☛ ✝♦➋❞➍■➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➒➍●✑✔➩ ✗❞➩➼✓✖✕✐➙❞➊↕➎❞➎❞➍❣➋❞➎❞➍■➙✔➍✭➢ ➟➏♠ → ❦ ➌✍→➒➊↕➎ ➟ ➊↕➡ ☞ →➒➎ ❧ ➌✍➊☞→ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤ ➟ →➣➢☛➍➙❞➍➏➢
ω
Ð✽➊ ♠ ☞ →➒➌✍➍➏➢✭➩✒✴❘➍❉➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍P✗❞➩➒✓☞➩ ✦➅➍✭➢❝➌✻➙❞➊↕➎ ➟ ➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➩

❋●➍➛➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍➛➙✔➊↕➎❞➎❞➍ ➋❞➎❞➍ ➟ ➊☞➎❞➙❞→➒➌➥→➣➊↕➎ ➎✔➤ ➟ ➍➏➢➥➢ ❧ → ♠ ➍➨➍ ➌➷➢➥➋ ✙ ➢ ❧ ➎♦➌➥➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ✝♦➋❞➍ v➎❞➍P➢➥➍ ♠➥❧ ➡ → ✡✒➍❉➙ ❧ ➎❞➢ ❧ ➋ ➟ ➋✔➎❏➙❞➍➏➢ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✻➙✔➍✭➢✻➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢ Mi

✎
� ✎ ✌✏✎✂✁✄✁ ✞☛✔✸✌ ✄ ☎ ✷✸✵✩✷✎✍❂➩ ✔ ✪ ✟ ✆ ✍ ✟★✧ ✌ v ✡ ✌ ✡❩✌✻✠ ✟ ☎✎✝ ✟■✌✏✄ ✟☛✡ ✡ ✟ ✏ ✧ ✏ ✡ ✄✫✌✦✡ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡✏✄✫✌✦✡
☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡

Mi

✡✆✝●✌ ✁ ✡❩✌✆✏ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡✆✝ ✍➥✆ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✁✏ ☎✦✞ ✁
∏

I

(
DT

I

)θ(tI )



�✂✁ � ✟✁� ✄ � ✡ ✎ ✁✄✂ �✒☎ ✁✝✄ ☎ ✡ ✂ ✡ ✟✟✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠✝✄ ✌ ✏ ✞ ✂ ✟ ✂✄✁ � ✏ ✠ ✂✆✏ ☎ ✂ ✠ ☎ ✞ ✂☛✏

✡✆✏✫✠
SNi∗(C)

✌✦✡ ✁ ✁ ✠✬✝ ✟ ✝ ✟ ✍➣✌ ✂

✴❘➍ ➟✱❧ ➢ ❦✒❧✘♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➒→➣➍ ♠ ➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌✶➙❞➊↕➎❞➎❞➍✻➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➎❞➙❞→➼➌✍→➣➊☞➎➛➢➥➋ ✙ ➢ ❧ ➎♦➌➥➍✂➤ ➜✫→➣➙❞➍➏➎♦➌➥➍ ❦ ➊↕➋ ♠
✝♦➋❞➍P➐ ❧➻❦ ➐ ❧☞➟ ➍ v ➎❞➍✿➢☛➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➍✂➙ ❧ ➎❞➢ ❧ ➋ ➟ ➋❞➎◗➙❞➍➏➢ Mi

➩❨◆❉➎➠➜↕➍ ♠➥♠✍❧ ❧ ➋ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌✱➺ ➟ ➊↕➎❞➢ ❧☞➟✭♠ ➤ ☎✦➐Ò✵ ➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍➻➙❞➍➏➢✖✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➏➢❉➙❞→➒➤✭➙ ♠➥❧ ➋❂➬✰➺ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍ ➟ ➊☞➎❞➙❞→➒➌➥→➣➊↕➎
❦ ➍✭➋✔➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→ ✍ ➌ ♠ ➍P➎❞➤ ➟ ➍➏➢➥➢ ❧ → ♠ ➍✘➩
� ✎ ✌✏✎✂✁✄✁ ✞☛✔✸✌ ✄ ☎ ✷✸✵✩✷✂✁✫➩ ✔ ✂❆✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁

I
✭ ✡❩✞✍✝ ✁

nI

✍➣✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✆ ✌ ✁ ✝ ✁ ✧ ✞✍☎✎☎✎✏ ✡ ☎✎✏ ✍ ☛
✁ ✝ ✆ ✍➣✌➻✄✫✌✦✡ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌✦✡➑✄✫✌➷✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌✦✡ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌✦✡P✄✫✌

∆I

✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡➑✄✫✌
SI

✖ ✧ ✆✟✌✦✡ ✁ ✟ ✏ ✡✦✡✆✝ ✍➥✆✟✞✡✠☛✄☞✠✍✌➻✄✫✌ ✍➥✆ ✟★✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✄✫✌
DT

I

✡✆✏❂✠ ✍➥✆✟✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌➑✄✫✌✦✡ ✧ ✍ ✟ ✡✦✡❩✌✦✡➻✄✫✌✿�✤✝Ò✌ ✍ ☛
✡❩✌ ✡ ✗ ✂ ✪ ✆ ✟ ✠ �✭✠✍✌➑✄✫✌ ✧ ✞ ✟ ✍➣✌✦✡ ✧ ✌ ✡ ✧ ✌

Tv

✄✫✌✦✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡
a1, . . . , ar

✌ ✡
v
✌✦✡ ✁ ✟ ✟ ✍✣✏ ✄ ✆✠✟ ✠

θ
✖ ✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✂ ✂ ✌ ✂✖✕ ✕ ✗ ✂
� ✝ ✭ ✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌

tI
✄✫✌ ✍➥✆ ✟ ✠ �✭✠✍✌

Tv

✭ ✍➣✌ ✡ ✞✍☎ �✭✠✍✌
nI

✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌
θ(tI)

✭ ✟ ✍➣✞✡✠☛✡ ✍ ✟
✆ ✍ ✟★✧ ✌

v
✡ ✆✟✌✦✡ ✁ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✌➑✄ ✟☛✡ ✡ ✟ ✏ ✧ ✏ ✡ ✌➛✌ ✌ ✁ ✌ ✡ ✡✆✝Ò✞ ✡

Mi/K ✖ i ∈ l ✗ ✂

❀❆➍✭➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➊↕➎✔➢ ✝♦➋❞➍➑➢➥→✝➋❞➎❏➙❞➍➏➢ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢ ✔ ➋❞➡ ➡➨➤ ♠ →➣➍➏➎❞➢ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢☛➤✭➢✻➙❞➤ ➟➏♠ →➼Ð➜ ❧ ➎➝➌❲➐➒➊ ➟✭❧ ➐➣➍➏➡ ➍➏➎♦➌ π ➍➏➎
a
➍✭➢❝➌➠➍✭➎ ✁ ❧ →➒➌ ✔ ➋❞➡ ➡➨➤ ♠ →➣➍➏➎❴➙❞➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ⊕I (Z/eIZ)

➺
➟ ➍ ➌➥➌➥➍ ➟ ➊↕➎❞➙❞→➼➌✍→➒➊↕➎➠➍✭➢❝➌✏➍➏➎ ✁ ❧ →➼➌✐➎❞➤ ➟ ➍✭➢☛➢ ❧ → ♠ ➍✘➩✾❑➎ ➍✌✔✰➍➏➌✭➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋✔➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ✔ ➋❞➡ ➡➨➤ ♠ →➣➍➏➎ ✕ ➎❞➊☞➎ ✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➐➣→➣➢☛➤ ✗ ➺✰➐ ✵✸→➒➎❞➙❞→ ➟ ➍➑➙✔➍
♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎❤➙❞➍ ➟ ➦ ❧ ✝✫➋✔➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍➛→ ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍➷➙❞➋ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠ ➍➏➢☛➌ ♠ ➍✭→➒➎➝➌➍✭➢❝➌✻➤ ✂ ❧ ➐ ☎ E ➺✒➊☎✄

E = ❦✔❦✰➟ ➡
I

(
nI

(nI , mI)

)

✕
I ❦✒❧☞♠☛➟ ➊↕➋ ♠➥❧ ➎➝➌✻➐➣➍✭➢ ❦❞❧ ✝♦➋❞➍➏➌➥➢✂➙❞➍ ➟ ➊ ❧ ➐➣➍➏➢ ➟ ➍✭➎ ➟ ➍➑➙❞➍➏➢ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢✐➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✦✗ ➩
❡❭➊☞➋ ♠ ➤ ➌✍➋❞➙❞→➒➍ ♠ ➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌➷➐➣➍ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ π ➍✭➎

av

➺❙➍➏➌➻➐➣➍➨➢➥➤ ❦❞❧☞♠ ➍ ♠ ➍✭➎ ❦ ➐➣➋❂Ð➢➥→➒➍✭➋ ♠ ➢ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢ ✔ ➋✔➡ ➡➨➤ ♠ →➣➍✭➎✔➢ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐➣→➒➢➥➤✭➢➏➺❣➊☞➎❈➍✭➢☛➌ ❧ ➡ ➍➏➎❞➤ ☎ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠ ➍ ♠➐➣➍➏➢
BT

Ð❄➊ ♠ ☞ →➒➌➥➍✭➢✐➙❞➍ SNi∗(C)
➩❨✴❘➍✢✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➷➙✔➍➑➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊☞➡ →➒➍✏➙❞➍ ➟ ➦ ❧☞➟ ➋❞➎❏➙❞➍ ➟ ➍➏➢

♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✐➍✭➢☛➌●→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞➍ ☎➻➋❞➎ ✝✫➋✔➊☞➌✍→➒➍✭➎➝➌■➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ⊕I (Z/eIZ)
➩❞❋●➍✏✝♦➋❞➊✡Ð

➌✍→➒➍✭➎➝➌✿➙❞➤ ❦ ➍➏➎❞➙ ➙❞➍✭➢ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎✔➢✏➍✭➎➝➌ ♠ ➍➛➐➣➍➏➢ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢❉➙❞➍✭➢✿➙✔→✠✔✰➤ ♠ ➍➏➎➝➌✍➢✿➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ DT
I

➢➥➋ ♠
SNi∗(C)

➩✝✺❄➐●➢☛➍ ❦ ➍✭➋✔➌ ✝✫➋❸✵✸➋❞➎✔➍➠➙❞➍ ➟ ➍➏➢ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎✔➢ ❦❞♠ ➊❩➜❂→➒➍✭➎❞➎✔➍❲➙❞➤❍➔✒☎✳➙➇✵✸➋✔➎❞➍ ♠ ➍➏➐ ❧ Ð➌✍→➒➊↕➎❿➍✭➎➝➌ ♠ ➍ ➟ ➍✭➢ ➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢✳✎✶➊↕➎ ➢ ❧ →➼➌ ❦✒❧☞♠ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍✘✝♦➋❞➍❤➢➥→❆➐➣➍ ➟✱❧✘♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➐✐➙❞➍ I ➍✭➢❝➌
➤ ✂ ❧ ➐✖☎ r ➊☞➋

r − 1
➺❣➐➣➍ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➌➥➍✭➋ ♠ DT

I

➍✭➢☛➌◗➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐Ò➺✶➊↕➋❈➍➏➎ ➟ ➊ ♠ ➍ ✝✫➋✔➍ ➢☛→❉➙❞➍➏➢
❦✒❧ ✝♦➋❞➍ ➌✍➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌ ❧ → ♠ ➍✭➢ {ai}i∈I

➍➏➌
{aj}j∈J

➟ ➊ ❧ ➐➣➍➏➢ ➟ ➍✭➎➝➌❉➢☛➤ ❦✒❧☞♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌✂➍✭➎ v ➺❧ ➐➒➊ ♠ ➢ DT
I = DT

J

➩❸✴ ❧➨❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎◗➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌✍➍ ❧ ➢➥➢➥➋ ♠ ➍ ✝♦➋❞➍➷➌✍➊↕➋✔➌➥➍ ❧ ➋❂➌ ♠ ➍ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➢➥➍✏➙❞➤✭➙❞➋✔→➒➌✐➙❞➍ ➟ ➍✭➢✐➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍➏➢ ✕ ➐ ❧➑❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍➷➙✔➍ ➟ ➍ ➌➥➌✍➍ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎✦➍➏➢☛➌ ♠ ➍ ❦ ➊ ♠ ➌➥➤✭➍❉➍➏➎
❧ ➎❞➎✔➍ ➬❂➍ ✕ ➍✭➎➫➴✏➩✸↔✔➩➼✓ ✗ ➺ ➟✭❧☞♠ ➍✭➐➒➐➣➍➅➢➏✵ ❧☞❦✔❦ ➋❞→➣➍➛➢☛➋ ♠ ➐Ò✵ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➒➍➛➎❞➊↕➎ ➍✭➎ ➟ ➊ ♠ ➍➛➌ ♠✍❧ →➼➌✍➤➛➙❞➍➏➢
✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢❆➙❞→➣➤➏➙ ♠✍❧ ➋❂➬✔✗✏✎



�✒☎ � ☎ ✞ ✁ ✂✁� ✂✆☎ � ✞ ✂✡✠ ✂✆✏ �✄✁✄✂✆☎ � ✂✆✏ ✠ ✡ ✡ ✠ ✁✝✄ ☎✂� � ✁ �

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱❭➩✡✔ ✪ ✌ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌
BT

✄ ✄ ✟ ✡ ✝✂✌ ✡ ✂ ✂✂✁ ✂ ✌ ✌ ✭ ✟ ✄✁☎✦✌ ✁ ✍ ✟ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡
✡✆✏★✝ ✟ ✟☛✡✞✁ ✌ ✝

✥ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡ ✝ ✍➣✌✦✡
DT

I✥ ✠✍✌ ✍ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✡ ✝

✥ DT
I ·DT

J = DT
J ·DT

I

✭
✌ ✁ ✡✆✝ ✝ ✍ ✑ ✟ ✍✣✝Ò✌✆✏

✥ DT
I = e

✡✆✝
I
✌✦✡ ✁ ✄✫✌ ✧ ✟ ✠➥✄✁✝ ✡ ✟ ✍

r − 1
✞✍✏
r✥ DT

I = DT
J

✡✆✝
I
✌ ✁
J

✡❩✞ ✡✞✁ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✝➶✠✍✌✦✡➷✄ ✟☛✡ ✡
r

✴❘➍ ➟✱❧ ➢◗➊☎✄ ➐Ò✵ ➋❞➎ ➙❞➍✭➢◗➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢◗➍✭➢❝➌◗➌ ♠ →➼➜✫→ ❧ ➐✂➎❞➍ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ →➒➍✭➎ ❧ ➋❂➬ →➒➎❞➙❞→ ➟ ➍✭➢➠➙✔➍
♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎❸➩❞✴❘➍ ➟✭❧ ➢✂➊✞✄❏➙❞➍➏➋❂➬ ❦❞❧ ✝♦➋❞➍➏➌➥➢ ➟ ➊☞➡ ❦ ➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ → ♠ ➍➏➢❆→➣➎❞➙❞➍ ➬❂➤✭➢ ❦❞❧☞♠ I1 ➍ ➌
I2

➟ ➊ ❧ ➐➒➍✭➢ ➟ ➍✭➎➝➌ ➟ ➊↕➎❞➙❞➋✔→➒➌✆☎ ➟ ➊↕➎✔➢➥→➣➙✔➤ ♠ ➍ ♠ ➐➣➍➏➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✭➢ ➙❞➍ ➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➙❞➍➏➢ ✝♦➋❞➊✘➌✍→➣➍➏➎➝➌✍➢P➙❞➋ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍ ⊕I 6=I1 (Z/nIZ)
➺➇➍➏➌P➐➒➍✭➢✿➊ ♠ ☞ →➒➌➥➍✭➢❉➙❞➍ SNi∗(C)

➢➥➊☞➋❞➢
➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎➠➢➥➋ ♠ ➡➨➊☞➌ Dθ(tI1 )+θ(tI2 )

I2
D

θ(tI3 )

I3
. . .D

θ(tIk
)

Ik

➙❞➍
Γ0,r

➩

✲✳✍ ✖✠✍ ✎ ✄➼✬✕✔❘✬☎✄t✧✡✸❪✬✜✟❙✬❂✪ ✒❨★✖❚✰❯❙✧❑✬✫✪✔✟✝❬❪✩✕✟❙★✖r✒❯ ✔
✴❘➍✭➢ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➍➏➢●➙❞→➒➤✭➙ ♠➥❧ ➋❂➬➨➢☛➊↕➎➝➌●➐➒➍✭➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➏➢ ✡✒➎✔→➣➢❊➍✭➎ ✂↕➍➏➎❞➙ ♠ ➤✭➢ ❦✒❧✘♠ ➙❞➍➏➋❂➬ →➣➎➝➜↕➊☞➐➣➋❂Ð➌✍→➒➊↕➎❞➢➏➩☞❋●➍ ➌➥➌➥➍ ✝♦➋ ❧ ➐➣→➼➌✍➤❊➍✭➎ ✁ ❧ →➒➌❭➙❞➍✭➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➏➢ ♠ ➤ ❧ ➐➣→➒➢ ❧ ☞ ➐➒➍✭➢ ♠ ➤✌✂↕➋❞➐➒→➣➧ ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌❭➢➥➋ ♠ R(T )❧ ➜↕➍ ➟ ➙❞➍✭➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢❆➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠ ➤✭➍✭➐➒➢ ✕➶➜↕➊↕→ ♠ ➐ ✵ ❧✘♠ ➌✍→ ➟ ➐➒➍ ✠☎✂ � ✌☛✡ ✑ ➙✔➍➅❡❭➩❱❇✏➧ ☞ ➍➏➢➍➏➌■➙❞➍➷❢➫➩ ✖ ♠ →➣➍✭➙✠✗ ➩✫✺❄➐➇➍✭➢❝➌❆➙❞➊↕➎ ➟ ➢☛➍✭➎❞➢☛➤P➙❞➍ ➟ ➦❞➍ ♠☛➟ ➦❞➍ ♠ ☎➅➐➒➍✭➢ ♠ ➤ ❧ ➐➒→➣➢➥➍ ♠●♠ ➤ ✂↕➋❞➐➒→➣➧ ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌➢➥➋ ♠ Q(T ) ❧ ➜↕➍ ➟ ➙❞➍➏➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢❣➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌ ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎❞➎✔➍✭➐➣➢➏➩✫❋●➍➏➌☛➌✍➍ ♠ ➍ ➟ ➦❞➍ ♠➥➟ ➦❞➍P➍✭➢❝➌➡➨➊☞➌✍→➼➜↕➤✭➍ ❦❞❧☞♠ ➐➣➍➏➢ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➏➎♦➌ ❧ → ♠ ➍✭➢■➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➢✭➩
❡❭➩❊❇✏➧ ☞ ➍➏➢❲➍➏➌❲❢➫➩ ✖ ♠ →➣➍➏➙➃➊☞➎♦➌ ➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➤✘✝♦➋❞➍❏➐ ❧ ♠ ➤ ❧ ➐➒→➣➢ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ♠ ➤✌✂↕➋❞➐➣→➒➧ ♠ ➍❤➙✔➍ Dp➢➥➋ ♠ Q(T )

➺✒➊☎✄
p
➍➏➢☛➌✻➋❞➎✳➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➢☛➋ ❦ ➤ ♠ →➒➍✭➋ ♠ ☎ 7

➺✒➎❞➤ ➟ ➍✭➢☛➢➥→➒➌➥➍ ❧ ➋✳➡➨➊↕→➣➎✔➢➢➥→ ➬ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢❊➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➩✔✴ ❧➷❦❞♠ ➍➏➋✔➜↕➍✏➋✔➌✍→➒➐➣→➣➢☛➍❆➎❞➊☞➌ ❧ ➡ ➡➨➍✭➎➝➌❊➋❞➎✦➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✂➙✔➍❢ ❧ ☛➏➋ ♠ ✕❪➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ 3
➙❞➍ ✠ ♥ ✬✫★ ☎ ☎ ✑ ➺❸➊↕➋ ✠ ✂ ♥ ☎ ✎ ✑ ✗ ➩❸✴❙➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✿➍➏➌P➐➒➍ ➟✱❧✘♠✍❧☞➟ ➌✍➧ ♠ ➍

❦❞♠ ➊ ✁ ➊↕➎❞➙❲➙✔➍✏➐ ❧➷❦❞♠ ➍➏➋✔➜↕➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠➥❧ ➢☛➌➥➍✭➎➝➌ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐➣➍ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍✏➌✍➊☞➋✔➌ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✏➢ ➞ ➡➨➤➏➌ ♠ →✠✝✫➋✔➍
✕ ➟ ✁ ➩✰➐➒➍ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍ 7.4.1

➙❞➍✡✠ ♥ ✬✫★✟✌ ✖ ✑ ✗ ➺❸➡ ❧ →➣➢ ❧ ➋❞➢☛➢➥→❭➐➣➍➛❢❤➊↕➎❞➢☛➌ ♠ ➍ ❦❞❧☞♠ ➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍
✕ ➟ ✁ ➩ 7.4.7

➺ ✠ ♥ ✬♦★ ✌ ✖ ✑ ✗ ➺ ❦ ➍➏➋✔➜↕➍➏➎♦➌ ✍➏➌ ♠ ➍ ♠ ➤ ❧ ➐➒→➣➢➥➤➏➢ ♠ ➤ ✂↕➋✔➐➣→➣➧ ♠ ➍➏➡ ➍➏➎♦➌➨➢☛➋ ♠ Q(T ) ❧ ➜↕➍ ➟➢➥➍➏➋❞➐➣➍➏➡ ➍➏➎➝➌❉➌ ♠ ➊↕→➣➢ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢✏➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌✱➩❙❋●➍➏➐ ❧➠❧➠❧ ➡➨➍✭➎✔➤➅➐➣➍➏➢ ❧ ➋✔➌➥➍✭➋ ♠ ➢✢☎ ✁ ➊ ♠ Ð➡➅➋❞➐➒➍ ♠ ➐ ❧➛➟ ➊↕➎✡➔☛➍ ➟ ➌➥➋ ♠ ➍➷➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌✍➍➛✎
� ✎ ✱☎✄✝✄✝✆ ✘✎☛ ✌ ✄ ☎ ✷✁� ✷✸✵❂➩ ✔ ✞ ✡ ✡ ✌ ✆ ✌✆✏ ✁ ✠ ✄ ✟ ✍✣✝✄✡❩✌ ✠✻✠ ✄✢✜ ✏ ✍✣✝✢✂ ✠✍✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡✆✏✫✠

Q(T )
✓ ✏✶✆ ✏ ✡

✡ ✞✍☎ �✭✠✍✌ ✟ ✡ ✝❸✄✫✌ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✌✦✡❆✄✁✝ ✄ ✄☞✠ ✟ ✏✍✌✛✡✆✝✂✍➥✆✟✞ ✡ ✟ ✌❂✌ ✏ ✡ ✌ � ✞✡✠ ✡ ✌ ✟ ✏ ✡ ✞✍☎ �✭✠✍✌✐✄✫✌ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡
✄✫✌ �✭✠ ✟☛✡ ✧ ✝ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✂

❁❂→➝➐ ✵✸➊↕➎P➢☛➍❣➙❞➊☞➎❞➎❞➍❊➋❞➎ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍✶➙❞→➣➤➏➙ ♠✍❧ ➐ Dp

✕
p ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ →➒➡ ❦✒❧ → ♠ ✗ ♠ ➤ ❧ ➐➣→➒➢➥➤ ♠ ➤✌✂↕➋❞➐➒→➣➧ Ð♠ ➍➏➡ ➍➏➎➝➌➠➢➥➋ ♠ Q(T ) ❧ ➜↕➍ ➟ r ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢❲➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✱➺■➍ ➌✆✝♦➋❞➍ ➐Ò✵ ➊↕➎❛➎✔➊☞➌✍➍ ❦❞❧☞♠



�✂✁ � ✟✁� ✄ � ✡ ✎ ✁✄✂ �✒☎ ✁✝✄ ☎ ✡ ✂ ✡ ✟✟✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠✝✄ ✌ ✏ ✞ ✂ ✟ ✂✄✁ � ✏ ✠ ✂✆✏ ☎ ✂ ✠ ☎ ✞ ✂☛✏

C1, . . . , Cr

➐➒➍✭➢✶→➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✍➢ ➟✭❧ ➎❞➊↕➎❞→✠✝♦➋❞➍✭➢❊➙❞➍✻➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍■➍✭➎ ➟ ➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢✭➺➝➊↕➎➨➢ ❧ →➼➌ ✝✫➋✔➍➐➣➍
r
Ð❄➋ ❦ ➐➒➍➏➌ (C1, . . . , Cr)

➍➏➢☛➌ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➎❞➍➏➐Ò➩❙❇✏➍✦➙❞➍✭➋❂➬ ➟ ➦❞➊↕➢☛➍✭➢➛➐ ✵✸➋❞➎✔➍❏✎✝➊↕➋ ☞ →➒➍✭➎ ➟ ➍
r
Ð❄➋ ❦ ➐➒➍➏➌q➍✭➢☛➌ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➎❞➍➏➐ ➟✭❧☞♠❑➟ ➦ ❧☞➟ ➋❞➎❞➍❆➙❞➍✭➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍✭➢ Ci

➐ ✵✸➍➏➢☛➌✭➺☞➍➏➌ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢☎➐➣➍➏➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢☎➙✔➍
☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌❊➢☛➊↕➎➝➌ ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎❞➎✔➍✭➐➣➢❭➍➏➌✶➐➒➍✭➋ ♠ →➒➎➝➜ ❧✘♠ → ❧ ➎♦➌ ➟✱❧ ➎✔➊↕➎❞→✟✝♦➋❞➍✐➙✔➍✐➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌✍→➒➍●➍➏➢☛➌✶➐ ❧
➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍❆➙❞➍✭➢✶→➣➎➝➜☞➊↕➐➣➋✔➌➥→➣➊↕➎✔➢✭➺☞➊☞➋ ☞ →➣➍✭➎ ➟ ➍ r Ð❄➋ ❦ ➐➣➍ ➌❑➎➇✵ ➍✭➢☛➌ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➎❞➍➏➐ ✝♦➋❞➍✜✂↕➐➣➊ ☞ ❧ ➐➣➍➏➡ ➍➏➎♦➌✭➺➍➏➌ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢✏➐ ✵✸➋❞➎❏➙❞➍✭➢✿→➒➎♦➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌➥➢✏➙➇✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍➻➍➏➢☛➌P➋❞➎✔➍ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍➛➙➇✵✸➋✔➎❞➍ ♠ ➊☞➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➩❱❇ ❧ ➎✔➢
➟ ➍✂➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➍ ♠❣➟✭❧ ➢✭➺✫➐Ò✵ ➊ ♠ ☞ →➒➌➥➍✐➙❞➍ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍✻➙❞➍ ♠ ➊☞➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❦✒❧✘♠●❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎✦➙❞➋ ➟✱❧☞♠➥❧☞➟ ➌➥➧ ♠ ➍
➟➏➞✫➟ ➐➣➊☞➌➥➊↕➡ →✠✝♦➋❞➍✿➍✭➢❝➌✏➙❞➍ ➟✱❧✘♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➐ p−1

2

➩❨✴ ❧➨♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❧ ➐➒→➒➌➥➤✏➙❞➋ r Ð✽➋ ❦ ➐➣➍ ➌❆→➣➡ ❦ ➊☞➢➥➍✿➙❞➊↕➎ ➟
r ≥ p−1

2

➩
✴❘➍ ➟✭❧ ➢P➜↕➤ ♠ →➒➌ ❧ ☞ ➐➣➍➏➡ ➍➏➎➝➌ ❦ ➍ ♠ ➌✍→➣➎✔➍✭➎➝➌ ➟ ➊↕➎ ➟ ➍ ♠ ➎ ❧ ➎➝➌ ➟ ➍ ➌➥➌➥➍ ➟ ➊↕➎✡➔☛➍ ➟ ➌✍➋ ♠ ➍❲➍✭➢❝➌➻➙✔➊↕➎ ➟ ➺

➟ ➊☞➡ ➡➨➍❉➐Ò✵ ➊↕➎➝➌❆➎❞➊☞➌➥➤➷❡❭➩❨❇✏➧ ☞ ➍➏➢✂➍ ➌❉❢ ➩✑✖ ♠ →➣➍➏➙➇➺✔➐➒➍ ➟✱❧ ➢❆➊☎✄ ✎
Dp

✌✦✡ ✁ ✠ ✄ ✟ ✍✣✝✄✡ ✄ ✠ ✄✢✜ ✏ ✍✣✝✢✂ ✠ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡✆✏❂✠
Q(T )

✟✁✟ ✌ ✧
r
✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡❤✄✫✌ �✭✠ ✟☛✡ ✧ ✝ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁

✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡✞✡ ✌ ✍ ✡ ✭ ✌ ✁ ✧ ✝✠✟ ✓ ✏✒✌ ✝ ✡✠✟ ✟ ✠✆✝ ✟☛✡✞✁✎✧ ✟☛✡ ✞ ✡ ✝✔✓ ✏✒✌✳✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌ ✌✦✡ ✁ ✍ ✟ ✧ ✍ ✟ ✡✦✡❩✌✳✄✫✌✦✡
✝ ✡✠✟ ✞ ✍✣✏ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✡
✹✂➊☞➋❞➢❉➎❞➊☞➌➥➍ ♠ ➊↕➎❞➢ ❦✒❧☞♠

C
➐➒➍
r
Ð❄➋ ❦ ➐➒➍➏➌ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➼➌✍➋❞➤➅➙✔➍➅➐ ❧✦♠ ➤ ❦ ➤➏➌➥→➒➌✍→➒➊↕➎ r ✁ ➊↕→➒➢✏➙❞➍➛➐ ❧

➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍ C ➙❞➍✭➢✻→➣➎➝➜☞➊↕➐➣➋✔➌➥→➣➊↕➎✔➢ ✕✱✝✄✂ ✌ ✂✒➙❞➍✭➢✻➢ ➞ ➡➨➤➏➌ ♠ →➣➍➏➢✦✗ ➩
✴❘➍✭➢ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌➥➢✐➙❞➋ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➎➝➌ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌☛➌✍➍➏➎♦➌✻➙❞➍P➙❞➊☞➎❞➎❞➍ ♠ ➐ ❧➅♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ Ð➌✍→➒➊↕➎❏➙ ❧ ➎❞➢❉➐➒➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❉➙✔➍✭➢✿➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➍✭➢ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✿➙✔➍➻➌✍➊↕➋❂➌ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌✿➙❞➍ 2➍➏➌
p
➩q❫❙➜ ❧ ➎➝➌➛➙➇✵ ➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍➋❞➍ ♠➛➟ ➍✭➢ ➟✭❧ ➐ ➟ ➋❞➐➣➢➑➙❞➍ ♠➥❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎➇➺❘➎❞➊↕➋❞➢ ❧ ➐➣➐➒➊↕➎❞➢➷➤➏➌✍➋✔➙❞→➣➍ ♠

❦ ➐➒➋❞➢✐➍✭➎❤➙❞➤➏➌ ❧ →➣➐❸➐Ò✵ ➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍P➙❞➍➷▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ H ′(C) ❧ ➢➥➢☛➊ ➟ →➣➤✢☎ ➐ ❧➅➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➒➍❉➙❞➍➏➢ ♠ ➍➏➜✓✍ Ð➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢✐➙❞➍P➐ ❧ ➙ ♠ ➊↕→➼➌✍➍ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍✢☎ r ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢✐➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌✭➺✒➙❞➍✢✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍❉➙✔➍➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍ Dp

➺❂➍➏➌✐➙➇✵ →➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌ ➟✱❧ ➎❞➊☞➎❞→✟✝♦➋❞➍❉➙✔➍❉➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍
C
➩✔❀✻➍➏➡ ❧✘♠ ✝♦➋❞➍ ☛ ✝✫➋✔➍

r
➍➏➢☛➌✻➎❞➤ ➟ ➍✭➢☛➢ ❧ → ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❦✒❧ → ♠ ➩

✲✳✍ ✖✠✍ ✌✎✍ ✂ ✩✫✪✱❯✡✸➶✯❩r✔✯❩✪➨✧✝★✖✩✕✸ ❬ ✄⑩❬ ✮❙r✒❬❪★✖✬❂✪➻✪✱❯✝★ ✸❪✬✫✪ ✒❨★✖❚❱❯✝✧❑✬✫✪✔✟❭❬❪✩☎✟✝★✖r✒❯ ✔ ✍☞☛ ✺ ➟ →Ò➺
p
➙❞➤➏➢➥→✟✂☞➎❞➍ ♠➥❧ ➌✍➊↕➋✡➔☛➊☞➋ ♠ ➢✐➋❞➎◗➎❞➊☞➡ ☞ ♠ ➍ ❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ →➣➡ ❦✒❧ → ♠ ➺♦➍➏➌ r ➍✭➢❝➌✂➋✔➎❤➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ❦✒❧ → ♠

≥ 4
➩
✹✂➊☞➋❞➢➻➎❞➊✘➌✍➍ ♠ ➊↕➎❞➢ ρ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ σ ✗✿➋❞➎❞➍ ♠ ➊☞➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩❭➋❞➎❞➍ ➢ ➞ ➡ ➤ ➌ ♠ →➣➍ ✗✏✡✔➬❂➤✭➍✦➙❞➍

Dp

➺❞➍✭➎❤➢➥➊ ♠ ➌✍➍✢✝♦➋❞➍ Dp
❧ ➙✔➡ ➍ ➌❆➐ ❧➅❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎❤➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌✍➍ ✎

Dp =< ρ, σ|ρp = σ2 = e; σρσ = ρ−1 >✴❘➍✭➢❆➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢❆➙❞➍
Dp

➢➥➊↕➎➝➌✻➙❞➊↕➎ ➟ ➺✒➊↕➋✔➌ ♠ ➍P➐Ò✵ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✐➎❞➍➏➋✔➌ ♠ ➍ e ✎
✍ ➐➣➍➏➢✐➢ ➞ ➡➨➤➏➌ ♠ →➣➍➏➢ σ, ρσ, . . . , ρp−1σ
✍ ➐➣➍➏➢ ♠ ➊☞➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ρ, ρ2, . . . , ρp−1✴❘➍✭➢ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➣➍➏➢■➙❞➍ ➟ ➊☞➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➒➢➥➊↕➎✔➢✭➺✒➋✔➌➥→➣➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➢☛➋❞→➒➌➥➍☞➺✒➢➥➊☞➎♦➌✻➐➒➍✭➢✐➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢➑✎

(ρjσ)(ρiσ
)

= ρ2j−iσ
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(ρj)(ρiσ
)

= ρi+2jσ

(ρjσ)(ρi
)

= ρ−i

(ρj)(ρi
)

= ρi

� ✞ ✔✳✘❍➩ ✔
H ′(C)

➍➏➢☛➌ ➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌✍➍❲→ ♠➥♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍✦➙✔➍ H ′(Dp)
➙❞➤✌✡✒➎✔→➣➍➠➢➥➋ ♠

Q
➩

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✹✂➊↕➋✔➢ ❧ ➐➣➐➣➊☞➎❞➢●➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ✝♦➋❞➍P➐➣➍❉➡ ❧☞❦❞❦ →➣➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ Γ0,r❧ ✂↕→➼➌■➌ ♠➥❧ ➎❞➢☛→➒➌✍→➼➜↕➍➏➡ ➍➏➎♦➌❆➢☛➋ ♠ SNi(C)
➩

❁❂➊↕→➼➌
(ραiσ)1≤i≤r

➍➏➌ (
ρβiσ

)
1≤i≤r

➙✔➍✭➋❂➬ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌➥➢●➙❞➍❆➙❞➍➏➋❂➬ ➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢❑➙✔➍
SNi(C)

➩❱◆❉➎ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➼➌
βi = βr−i = ρi−1σ, i ∈ {1, . . . , r/2}➍➏➌✻➊↕➎◗➜ ❧➛❦❞♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ♠✻❦✒❧☞♠❆♠ ➤ ➟ ➋ ♠➥♠ ➍➏➎ ➟ ➍ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➌✻➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧☞❦❞❦✒❧✘♠ ➌✍→➒➍✭➎➝➌✜☎ ➐Ò✵ ➊ ♠ ☞ →➼➌✍➍❉➙✔➍

(ραiσ)1≤i≤r

➢➥➊☞➋❞➢
Γ0,r

➩
◆❉➎ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋✔➐➣➍■➐ ✵✸➦ ➞✫❦ ➊✘➌✍➦❞➧➏➢➥➍✻➙❞➍ ♠ ➤ ➟ ➋ ♠➥♠ ➍✭➎ ➟ ➍✂➢☛➋❞→➒➜ ❧ ➎➝➌➥➍☞➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌✶➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ k ➙❞➍

{0, . . . , r}
✎

(Hypk)
✺❄➐❘➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍➷➙✔➍✭➢✻➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ ➢ γk+1, . . . , γr

➌✍➍✭➐➒➢ ✝♦➋❞➍
(
ρβ1σ, . . . , ρβkσ, ργk+1σ, . . . , ργrσ

)

❧☞❦❞❦❞❧☞♠ ➌➥→➣➍✭➎✔➎❞➍✢☎➛➐Ò✵ ➊ ♠ ☞ →➼➌✍➍❉➙✔➍ (ραiσ)1≤i≤r

➢☛➊↕➋❞➢
Γ0,r

➩
✴ ❧➛➟ ➊↕➎❞➙✔→➒➌✍→➒➊↕➎ (Hyp0)

➍✭➢❝➌✻➜✫→➒➙❞➍☞➩
❁❂➋ ❦✔❦ ➊↕➢☛➊↕➎❞➢✜✝♦➋❞➍➑➐ ✵✸➊☞➎ ❧ →➒➌ (Hypk)

➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➣➎ k ∈ {0, . . . , r − 1}
➺❞➍➏➌

➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➊☞➎❞➢ (Hypk+1)
➩

❋ ❧ ➢❊✓✏✎✖→➣➐➝➍ ➬❂→➣➢☛➌➥➍ i > k+1
➌➥➍✭➐ ✝♦➋❞➍

γk+1

➍ ➌
γi

➎❞➍●➢☛➊↕→➣➍➏➎➝➌ ❦✒❧ ➢ ➟ ➊↕➎ ✂ ♠ ➋❞➢q➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➊
p
➩❣❁❂➊☞→➒➌

m
➋❞➎❛➍➏➎➝➌✍→➣➍ ♠ ➌➥➍✭➐ ✝♦➋❞➍ γk+1 + 2m (γk+1 − γi) ≡ βk+1 mod p

➩❣◆❉➎
❦❞♠ ➊↕➋✔➜↕➍ (Hypk+1)

❦✒❧☞♠✐❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎ ♠ ➤ ❦ ➤➏➌✍➤➏➍ m ✁ ➊☞→➣➢●➙✔➋❲➌ ✒ →➣➢☛➌ D[{k+1,i},∅,{k+2,...,i−1}]➢➥➋ ♠ (ρβ1σ, . . . , ρβkσ, ργk+1σ, . . . , ργrσ
) ✕ ➟ ✁ ➩☎➐➣➍➏➢ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋✔➐➣➍✭➢➻➙❞➍◗➐ ❧ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎➓❂➩ ✧➛➍➏➌✻➐➣➍ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐ ❧ → ♠ ➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙ ❧ ➎➝➌ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍P➙❞➤➏➡ ➊↕➎✔➢☛➌ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎✘✗ ➩

❋ ❧ ➢➨✕➁✎☎➢➥→
k + 1 = r

➺☎→➒➐●➎➇✵ ➞❿❧ ♠ →➒➍✭➎ ☎ ❦❞♠ ➊☞➋✔➜↕➍ ♠ ➟✭❧☞♠ gr

➍✭➢❝➌➨➍✭➎➝➌✍→➒➧ ♠ ➍➏➡ ➍➏➎➝➌➙❞➤ ➌✍➍ ♠ ➡ →➒➎❞➤ ❦✒❧☞♠ g1, . . . , gr−1

➩
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❋ ❧ ➢✿✑✳✎
γk+1 ≡ · · · ≡ γr mod p

✕ ➍ ➌
k + 1 < r

✗ ➩➇◆❉➎ ❧ ➊ ☞ ➐➣→✠✂ ❧ ➌✍➊☞→ ♠ ➍➏➡ ➍➏➎➝➌
k ≥ 2

➩
✴❑✵ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎➠➙❞➍

D[{2,k+1,k+2},∅,{3,...,k}]D[{1,k+1,k+2},∅,{2,...,k}]➢➥➋ ♠ (ρβ1σ, . . . , ρβkσ, ργk+1σ, . . . , ργrσ
) ❧✿❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎❞→✠✝♦➋❞➍❆➍✌✔✰➍➏➌✶➙❞➍ ➟ ➦ ❧ ➎ ✂↕➍ ♠ ➐Ò✵ ➤✭➐➒➤ Ð➡➨➍✭➎➝➌

ργk+1σ
➍➏➎ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➒➊↕➎ k + 1

➍ ➌
k + 2

➍✭➎❤➐Ò✵ ➤✭➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌
ργk+1+2σ

➩
❋ ❧ ➢✻✑✔➩➼✓ ✎❞➢➥→ k + 2 < r

➺❞➊☞➎❤➍➏➢☛➌✂➙❞➊↕➎ ➟P♠➥❧ ➡ ➍➏➎❞➤ ❧ ➋ ➟✱❧ ➢➑✓↕➩❋ ❧ ➢➻✑✔➩ ✕ ✎❭➢☛→
k + 2 = r

➺✝➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➤➏➜☞➍✭➎➝➌✍➋❞➍➏➐➣➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌ →➒➌➥➤ ♠ ➤➏➍✦➙❞➍ ➟ ➍ ➌➛➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌
❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌❆➙❸✵✸➊ ☞ ➌✍➍✭➎✔→ ♠ ➐➣➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✱➩

❇✏➤ ➟✭♠ →➼➜↕➊↕➎✔➢✻➡ ❧ →➒➎♦➌➥➍✭➎ ❧ ➎♦➌❆➐ ❧➅♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎❲➙ ❧ ➎❞➢❆➐➣➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ π ✎
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ☎ ✷✁� ✷✁�❨➩ ✔ ✪ ✌ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠✬✝✔✓ ✏✒✌ πη : H

′

η (C) → U
r

η

✌✦✡ ✁
✏ ✡ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ☎✦✞✭✄ ✄ ✠ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✍➣✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌ ✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✌✆✏✫✠☛✡ ✠ ✧ ✠✍✞✍✝✄✡❩✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡
✡ ✞✡✠✬☎ ✟ ✏✞✌ ✭ ✄✫✌➑✄✫✌ ✜ ✠ ✄ 1

2
(pr−2 − 1)

✂ ✂❆✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁ ✡❩✞✍✏ ✡✂☛➥✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌
I
✄✫✌
r
✭ ✄✫✌ ✧ ✟ ✠ ☛

✄✁✝ ✡ ✟ ✍
k

✧ ✞✍☎ ✆ ✠✬✝✄✡➛✌ ✡✞✁ ✠ ✌
2
✌ ✁
r − 2

✭ ✁ ✞✍✏ ✁ ✆ ✞ ✝ ✡✞✁
b
✄✫✌
SI

0

✭ ✍ ✟ ✟ �✭✠✍✌
π−1

η (b)
✌✦✡ ✁

✧ ✞ ✡ ✡ ✁ ✝ ✁ ✏ ✄ ✌➻✄✫✌ ✝

1
2
(pr−3 − 1) ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂ 1

2

(
pr−k−1 + pk−1 − 2

) ✗ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ✡✆✏❂✠ ✏ ✡ ✌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌
✝➶✠ ✠ ✄ ✄✁✏ ✧ ✁ ✝ � ✍➣✌ ✄✫✌

∆I
✡ ✞ ✡ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✌ ✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡ ✄✫✌

SI
✭ ✌ ✁ ✄✫✌ 1

2
(pr−3 − pr−4)

✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂✐✄✫✌ 1
4

(
pr−2 − pr−k−1 − pk−1 + 1

) ✗ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ✡✆✏❂✠ ✏ ✡ ✌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁ ✌✞✝➶✠ ✠ ✄ ☛
✄✁✏ ✧ ✁ ✝ � ✍➣✌✳✄✫✌

∆I
✄✝✆ ✝ ✡ ✄✁✝ ✧ ✌◗✄✫✌◗✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡

p ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂
2 ✗ ✡✆✝

k
✌✦✡ ✁ ✆✠✟ ✝➶✠ ✖ ✠✍✌✦✡ ✆ ✂

✝ ☎ ✆✠✟ ✝➶✠ ✗ ✂

✂ ✡ ✆✠✟ ✠ ✁ ✝ ✧ ✏ ✍✣✝Ò✌ ✠ ✭ ✁ ✞✍✏ ✁ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏❂✠✏✄✫✌ ✍➥✆ ✝ ✡ ✌ ✠ ✁ ✝Ò✌
DI

✍➣✌ ✍➣✞ ✡★✜ ✄✫✌
SI

✌✦✡ ✁ ✄✝✆✟✞✡✠☛✄☞✠✍✌
p

✡✆✝
k
✌✦✡ ✁ ✆✠✟ ✝➶✠ ✭ ✌ ✁ ✄✝✆✟✞✡✠➥✄☞✠✍✌

2
✡✆✝
k
✌✦✡ ✁ ✝ ☎ ✆✠✟ ✝➶✠ ✖ ✌ ✁ ✌✦✡ ✁ ✁ ✠✆✝ ✟ ✝ ✟ ✍ ✡✆✝

I
✌✦✡ ✁ ✄✫✌

✧ ✟ ✠☛✄✁✝ ✡ ✟ ✍
r
✞✍✏
r − 1 ✗ ✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✴❘➍●➙❞➍✌✂ ♠ ➤❣➙❞➍ πη

➍➏➢☛➌☎➐➒➍ ➟✭❧☞♠ ➙✔→➣➎ ❧ ➐➝➙✔➍ SNi∗(C)
➩✡✴❘➍●➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍➙❞➍

r
Ð❄➋ ❦ ➐➒➍➏➌➥➢ (g1, . . . , gr)

➍✭➎ ✂↕➍✭➎❞➙ ♠✍❧ ➎➝➌ Dp

➺❘➍ ➌P➌✍➍✭➐➒➢✢✝✫➋✔➍
g1 . . . gr = 1

➍➏➌
g1 =

σ
➍✭➢❝➌ ➤✌✂ ❧ ➐ ☎ pr−2 − 1

✕ ➍➏➎❿➍✌✔✰➍➏➌✱➺❑➐ ❧ ➢➥➍➏➋❞➐➣➍ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠✍❧ →➣➎➝➌✍➍➠➢☛➋ ♠ ➐➣➍ (r − 2)
Ð✽➋ ❦ ➐➣➍ ➌

(g2, . . . , gr−1)
➍✭➢❝➌ ✝♦➋➇✵ →➣➐❨➢➥➊☞→➒➌❣➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌●➙✔➍ (σ, . . . , σ)

➺❂➍ ➌
gr

➍➏➢☛➌■➙✔➤➏➌✍➍ ♠ ➡➨→➣➎❞➤ ❦✒❧☞♠➐ ❧P➟ ➊☞➎❞➙❞→➒➌➥→➣➊↕➎ g1 . . . gr = 1
✗ ➩❂❋●➊↕➡➨➡ ➍❆➋❞➎❲➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌❣➙❞➍

SNi∗(C) ❧ ➍ ➬ ❧☞➟ ➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➙❞➍➏➋❂➬ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌➥➢ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➏➎✔✓ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧☞♠ σ ✕❪➙➇✵ ❧ →➣➐➒➐➣➍✭➋ ♠ ➢ ➟ ➊↕➎✖➔☛➋ ✂↕➋❞➤➏➢☎➍✭➎➝➌ ♠ ➍✐➍✭➋❂➬ ❦✒❧☞♠
➟ ➍ ➌✻➤✭➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌✬✗ ➺✔➐➣➍✿➙❞➍✌✂ ♠ ➤P➙❞➍ πη

➍➏➢☛➌ ☞ →➣➍➏➎ 1
2
(pr−2 − 1)

➩
❡❭➊☞➋ ♠❑➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐➒➍ ♠ ➐ ❧❉♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✶➙➇✵ ➋❞➎ ➙❞→➒➜✫→➒➢➥➍✭➋ ♠ → ♠➥♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍ SI

➙✔➍
U

r ➺✰➊↕➎ ➢➥➍ ♠➥❧ ➡ ➧➏➎❞➍ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤✭➙✔➍✭➡➨➡ ➍➏➎♦➌ ☎ ➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐➒➍ ♠ ➐ ✵ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎❏➙✔➋ ➌ ✒ →➣➢☛➌ Dk➢➥➋ ♠ ➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍ SNi∗(C)
➩❸◆❉➎❤➢ ❧ →➼➌✜✝✫➋✔➍➻➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ✂↕➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✠✝✫➋✔➍➷➙❸✵✸➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌❆➙❞➍



�✒☎ � ☎ ✞ ✁ ✂✁� ✂✆☎ � ✞ ✂✡✠ ✂✆✏ �✄✁✄✂✆☎ � ✂✆✏ ✠ ✡ ✡ ✠ ✁✝✄ ☎✂� � � �

S
k
0

✕✱✝✄✂ ✌ ✂☛✝♦➋❞→ ❧☞❦❞❦✒❧✘♠ ➌✍→➒➍✭➎➝➌ ☎ SI
➍ ➌ ☎ ➟ ➍✏➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➢➥➍➏➋❞➐ ✗❑➍✭➢❝➌■➍✭➎ ☞ → ➔☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐➣➍✭➢

Dk

Ð✽➊ ♠ ☞ →➼➌✍➍➏➢❣➙❞➍ SNi∗(C)
➺✔➍ ➌ ✝♦➋❞➍❉➐ ✵✸→➒➎❞➙❞→ ➟ ➍✂➙✔➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎➨➙❞➍❉➐ ❧➻➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍→ ♠☛♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍ ➟ ➊☞➎♦➌➥➍✭➎ ❧ ➎♦➌ ➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ ➙❞➊↕➎❞➎✔➤✳➙❞➍◗➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍❤➍✭➢❝➌➨➐➣➍ ➟✱❧☞♠ ➙❞→➣➎ ❧ ➐■➙❞➍◗➐ ❧

Dk

Ð✽➊ ♠ ☞ →➼➌✍➍❉➐➒➋❞→ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎➝➌✱➩
❁❂→
k
➍➏➢☛➌ ❦✒❧ → ♠ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❘→➣➡ ❦✒❧ → ♠ ✗ ➺❱➋❞➎❞➍ Dk

Ð❄➊ ♠ ☞ →➼➌✍➍➅➍➏➢☛➌P➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➒➍➻➊↕➋ ➙❞➍ ➟✭❧☞♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➐
p
✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❸➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➣➍➷➊↕➋ ➙❞➍ ➟✭❧☞♠ ➙✔→➣➎ ❧ ➐ 2

✗ ➩❸❋●➍✭➐ ❧ ➙❞➤ ❦ ➍✭➎✔➙ ➍➏➎ ➍✌✔✰➍➏➌✿➙❞➍➛➐ ✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍➻➙❞➍➛➐ ❧
➟ ➊☞➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➒➢➥➊↕➎ ➙❸✵✸➋❞➎✔➍➨➢ ➞ ➡ ➤ ➌ ♠ →➒➍ ❦✒❧☞♠ ➋✔➎❞➍ ♠ ➊☞➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ✕❪➢➥→

k
➍➏➢☛➌ ❦✒❧ → ♠ ✗ ➺✰➊↕➋ ❦✒❧☞♠ ➋✔➎❞➍

❧ ➋✔➌ ♠ ➍❆➢ ➞ ➡➨➤➏➌ ♠ →➣➍ ✕❪➢➥→ k ➍✭➢☛➌❊→➒➡ ❦✒❧ → ♠ ✗ ➩☞✺❄➐✒➎❞➊☞➋❞➢❣➢☛➋ ✙ ➌●➙✔➊↕➎ ➟ ➙❞➍ ➟✱❧ ➐ ➟ ➋❞➐➒➍ ♠ ➐➣➍ ➟✭❧☞♠ ➙✔→➣➎ ❧ ➐
Ω
➙✔➍✭➢❆➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢❆➙❞➍

SNi∗(C)
→➣➎➝➜ ❧☞♠ → ❧ ➎➝➌✍➢■➢☛➊↕➋❞➢❆➐Ò✵ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎➠➙❞➍ Dk

➩
❁❂➊↕→➼➌

g
➋✔➎❞➍ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢➥➍P➙❞➍➷✹✻→➣➍✭➐➒➢➥➍➏➎ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌✍➤➏➍ ❦✒❧☞♠ (g1, . . . , gr)

➺❞➍ ➌❆➌✍➍✭➐➒➐➣➍✖✝♦➋❞➍

Dk.g = g✹✂➊☞➋❞➢ ❧ ➐➣➐➒➊↕➎❞➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➌✍➍ ♠ ➐➣➍❑➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍☎➙❞➍❑➌✍➍➏➐➣➐➣➍➏➢ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✭➢❘➙❞➍❊✹✻→➣➍✭➐➒➢➥➍➏➎➇➺✭➍➏➎➑➍✕✔❸➍ ➟ ➌✍➋ ❧ ➎➝➌➋❞➎❞➍ ❦✒❧☞♠ ➌✍→➼➌✍→➣➊☞➎❉➍✭➎ ✝✫➋ ❧ ➌ ♠ ➍❣➢☛➊↕➋❞➢❝Ð✽➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍✭➢ Ωi

✕
i ∈ {1, . . . , 4}

✗❱Ð ➟ ➊ ♠☛♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎➝➌
❧ ➋❂➬ ✝♦➋ ❧ ➌ ♠ ➍ ➟✱❧ ➢●➌ ♠✍❧ →➼➌✍➤➏➢ ➟ →➼Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➊↕➋❞➢❍Ð ➺✫➙❞➍✏➐ ✵✸➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍ Ω

➙❞➍ ➟ ➍✭➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➏➢●➙❞➍✿✹✻→➣➍➏➐➼Ð➢➥➍➏➎✘✡❂➬✔➤➏➍✭➢ ❦✒❧☞♠ Dk

➩
❋ ❧ ➢ 1

✎✱➐➒➍✭➢ ➟✭❧☞♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➋❂➬❉➙❞➍ {g1, . . . , gk}
➍➏➌

{gk+1, . . . , gr}
➢☛➊↕➎➝➌❭➢☛➋ ❦ ➤ ♠ →➒➍✭➋ ♠ ➢❙➊↕➋➤ ✂ ❧ ➋❂➬ ☎ 2

➩☞❋●➊↕➡➨➡ ➍
((g1...gkg1) , . . . , (

g1...gkgk) , gk+1, . . . , gr)
➍➏➢☛➌q➋❞➎ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎✫Ð➌ ❧ ➎♦➌❆➙✔➍ g ➍➏➌✜✝♦➋❞➍ |{gk+1, . . . , gr}| ≥ 2

➺✒➊↕➎◗➙❞➊☞→➒➌ ❧ ➜↕➊☞→ ♠ ➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ i ∈ k
✎

(g1...gkgi) = gi◆ ♠ ➐➣➍ ➟✭❧☞♠ ➙✔→➣➎ ❧ ➐✔➙❞➍ {g1, . . . , gk}
➍✭➢☛➌❊➢☛➋ ❦ ➤ ♠ →➒➍✭➋ ♠ ✕❪➊↕➋ ➤✌✂ ❧ ➐✯✗ ☎ 2

➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→✒→➒➡ ❦ ➊↕➢➥➍
✝♦➋❞➍

g1 . . . gk = 1
➩

❁❂→
k
➍✭➢❝➌ →➣➡ ❦✒❧ → ♠ ➺ ➟ ➍ ➟ →❣➍✭➢☛➌ →➒➡ ❦ ➊↕➢☛➢➥→ ☞ ➐➣➍ ✕ ➋❞➎ ❦✔♠ ➊✫➙❞➋❞→➒➌➻➙➇✵ ➋❞➎➁➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍✦→➒➡ ❦❞❧ → ♠➙❞➍❲➢ ➞ ➡ ➤ ➌ ♠ →➒➍✭➢➅➎❸✵✸➍➏➢☛➌ ❦✒❧ ➢➅➐Ò✵ →➣➙❞➍➏➎➝➌✍→➒➌➥➤ ✗ ➺✝➍ ➌ Ω1 = 0

➩☎❁❂→
k
➍➏➢☛➌ ❦✒❧ → ♠ ➺❙➍➏➌ ✝✫➋✔➍➠➐Ò✵ ➊↕➎→➣➡ ❦ ➊↕➢➥➍ ✝♦➋❞➍ g1

➢➥➊↕→➼➌➑➤✌✂ ❧ ➐ ☎ σ ➺❙→➣➐ ➞➫❧ pk−2 − 1 ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ❦ ➊☞➋ ♠ ➐➒➍✭➢ k ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➧ ♠ ➍➏➢
➟ ➊✫➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➍✭➢➏➺❘➍➏➌ pr−k−1 − p ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➒➍✭➢ r − k

➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➧ ♠ ➍➏➢ ✕ ➊↕➎ ➢✭✵ →➣➎➝➌➥➍ ♠ ➙✔→➒➌➍✭➎ ➍✌✔✰➍➏➌➨➐➒➍✭➢
p ➟✱❧ ➢➨➊☎✄ ➟ ➍➏➢ ➙✔➍ ♠ ➎✔→➣➧ ♠ ➍✭➢ ➟ ➊✫➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➍✭➢➨➢➥➊↕➎➝➌➨➤ ✂ ❧ ➐➣➍➏➢✦✗ ➩❊❋●➍➏➢ ➟ ➦✔➊↕→➼➬➤➏➌ ❧ ➎➝➌➠→➣➎✔➙❞➤ ❦ ➍✭➎❞➙ ❧ ➎➝➌✍➢✰✕ ➍ ➌◗➍✭➎❛➌➥➍✭➎ ❧ ➎➝➌ ➟ ➊↕➡ ❦ ➌✍➍ ➙❞➋ ✁ ❧ →➒➌ ✝✫➋✔➍ g ❧ ➍ ➬ ❧✘➟ ➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➙❞➍➏➋❂➬ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌✍➢ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➏➎✔✓ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧✘♠ σ ✗ ➺✒➊↕➎ ❧

Ω1 =
1

2
p
(
pk−2 − 1

) (
pr−k−2 − 1

)

❋ ❧ ➢ 2
✎✝➐➒➍✭➢P➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍➏➢

{g1, . . . , gk}
➍➏➌

{gk+1, . . . , gr}
➢➥➊↕➎➝➌ ♠ ➤✭➙✔➋❞→➒➌➥➢ ☎◗➋❞➎➢➥→➒➎ ✂↕➐➒➍➏➌✍➊☞➎➇➩
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❁❂→
k
➍➏➢☛➌❊→➣➡ ❦✒❧ → ♠ ➺✡➊↕➎ ❧ Ω2 = 0

➺ ➟✭❧☞♠ ➐➣➍➏➢ ❦❞♠ ➊✫➙❞➋❞→➼➌✍➢ g1 . . . gk

➍➏➌
gk+1 . . . gr

➢☛➊↕➎➝➌
→➣➎➝➜☞➍ ♠ ➢☛➍✭➢➏➺➇➍➏➌✿➤✌✂ ❧ ➋❂➬ ♠ ➍➏➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ☎

g1

➍➏➌
gr

➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→ ➟ ➊☞➎♦➌ ♠ ➍➏➙❞→➒➌✏➐➣➍ ✁ ❧ →➒➌ ✝✫➋✔➍
Dp

➍➏➢☛➌✻➍✭➎ ✂↕➍✭➎❞➙ ♠ ➤ ❦✒❧☞♠ ➐➣➍➏➢ gi

➩
❁❂→
k
➍✭➢❝➌ ❦✒❧ → ♠ ➺✖➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌q➌✍➊↕➋✡➔☛➊☞➋ ♠ ➢❭→➣➡ ❦ ➊↕➢☛➍ ♠ ✝♦➋❞➍✐➐➣➍➏➢ k ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➧ ♠ ➍✭➢ ➟ ➊✫➊ ♠ ➙❞➊☞➎❞➎❞➤✭➍➏➢➙❞➍

g
➢☛➊↕→➣➍➏➎➝➌❆➤ ✂ ❧ ➐➒➍✭➢✜☎

σ
➺❞➍ ➌

Ω2 =
p− 1

2

❋ ❧ ➢ 3
✎
{g1, . . . , gk}

➟ ➊↕➡ ❦ ➊ ♠ ➌✍➍ ❧ ➋P➡ ➊↕→➒➎❞➢❸➙✔➍✭➋❂➬P➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢❑➺✱➍➏➌ {gk+1, . . . , gr}➍✭➢❝➌ ♠ ➤✭➙✔➋❞→➒➌✜☎ ➋❞➎◗➢➥→➒➎ ✂↕➐➣➍ ➌✍➊↕➎❸➩
◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌ ➌✍➊↕➋✡➔☛➊☞➋ ♠ ➢ →➣➡ ❦ ➊↕➢➥➍ ♠ ✝♦➋❞➍◗➐➣➍✭➢

r − k
➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➧ ♠ ➍➏➢ ➟ ➊❂➊ ♠ ➙❞➊↕➎✔➎❞➤✭➍➏➢➨➙✔➍ g➢➥➊☞→➣➍✭➎➝➌❆➤✌✂ ❧ ➐➣➍➏➢✜☎

σ
➩

❁❂→
k
➍✭➢❝➌➅→➣➡ ❦✒❧ → ♠ ➺✰➊↕➎t➙❞➊☞→➒➌ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ ♠ ➐➒➍✭➢ k ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➧ ♠ ➍✭➢ ➟ ➊❂➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎✔➤✭➍✭➢➑➙❞➍ ➌✍➍✭➐➒➐➣➍➏➢➢➥➊ ♠ ➌✍➍ ✝♦➋❞➍
g1 . . . gk = σ

➩❨✺❄➐❙➍✭➢❝➌ ✁ ❧☞➟ →➣➐➒➍✿➙❞➍➑➜☞➊↕→ ♠ ✝♦➋❞➍➻➐➒➍✭➢ k − 1 ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➧ ♠ ➍✭➢ ➟ ➊✫➊ ♠ Ð➙❞➊↕➎✔➎❞➤✭➍➏➢✂➊↕➎➝➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎❞→✠✝♦➋❞➍ ➟ ➊↕➎❞➙✔→➒➌✍→➒➊↕➎➠➙❞➍P➎❞➍ ❦✒❧ ➢ ✍ ➌ ♠ ➍✿➌➥➊↕➋✔➌✍➍➏➢❆➤ ✂ ❧ ➐➒➍✭➢ ☎ σ ✎

Ω3 =
1

2

(
pk−1 − 1

)

❁❂→
k
➍✭➢❝➌ ❦✒❧ → ♠ ➺✐➐ ❧➁➟ ➊↕➎❞➙✔→➒➌✍→➒➊↕➎ ✝♦➋❞➍t➙❞➊☞→➒➜↕➍➏➎➝➌✳➜☞➤ ♠ → ✡✒➍ ♠ ➐➣➍➏➢ k − 1 ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➧ ♠ ➍➏➢

➟ ➊✫➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➍✭➢❆➍✭➢❝➌✏➙✔➍➷➎✔➍ ❦❞❧ ➢ ✍➏➌ ♠ ➍✿➌✍➊↕➋✔➌➥➍✭➢❆➤ ✂ ❧ ➐➣➍➏➢✿✎

Ω3 =
1

2

(
pk−1 − p

)

❋ ❧ ➢ 4
✎
{g1, . . . , gk}

➍➏➢☛➌ ♠ ➤➏➙❞➋❞→➒➌ ☎✐➋❞➎➷➢➥→➒➎ ✂↕➐➒➍➏➌✍➊☞➎➇➺✭➍ ➌ {gk+1, . . . , gr}
➟ ➊↕➡ ❦ ➊ ♠ ➌✍➍

❧ ➋◗➡➨➊↕→➣➎❞➢✐➙✔➍✭➋❂➬◗➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢✭➩❋✏✵ ➍✭➢☛➌✻➐➒➍ ➟✱❧ ➢❆➙❞➋ ❧ ➐❘➙❞➋❤➌ ♠ ➊↕→➒➢➥→➒➧✭➡➨➍➅✎❞➢➥→ k ➍➏➢☛➌✻→➣➡ ❦✒❧ → ♠ ➺✫➊↕➎ ❧

Ω4 =
1

2

(
pr−k−1 − 1

)

➍➏➌❆➢☛→
k
➍✭➢☛➌ ❦✒❧ → ♠ ➺

Ω4 =
1

2

(
pr−k−1 − p

)

❋●➍✭➢❆➙❞➤➏➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✂➎❞➊☞➋❞➢❆➙❞➊↕➎❞➎❞➍➏➎➝➌✂➐➒➍ ➟✱❧☞♠ ➙❞→➣➎ ❧ ➐➇➙❞➍ Ω
✎

❁❂→
k
➍➏➢☛➌✻→➣➡ ❦✒❧ → ♠ ➺

Ω =
1

2

(
pk−1 + pr−k−1 − 2

)



�✒☎ � ☎ ✞ ✁ ✂✁� ✂✆☎ � ✞ ✂✡✠ ✂✆✏ �✄✁✄✂✆☎ � ✂✆✏ ✠ ✡ ✡ ✠ ✁✝✄ ☎✂� � �✂✁

❁❂→
k
➍➏➢☛➌ ❦✒❧ → ♠ ➺❞➊↕➎ ♠ ➍✭➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➍✘➺✒➍✭➎❤➙❞➤➏➜☞➍✭➐➣➊ ❦❞❦✒❧ ➎➝➌

((
pk−2 − 1

)
+ 1
) ((

pr−k−2 − 1
)

+ 1
)

✝♦➋❞➍

Ω =
1

2

(
pr−3 − 1

)

◆❉➎✳➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➍➻➍➏➎ ✡✒➎ ➐➒➍➷➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍ Ω′ ➙✔➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢✂➙❞➍➑➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ❧☞❦❞❦❞❧☞♠ ➌➥➍✭➎ ❧ ➎➝➌ ☎ ➋❞➎✔➍
➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➢ ❧ ➎♦➌➥➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤✭➍➅➙➇✵ →➣➎✔➙❞→ ➟ ➍ 2

✕ ♠ ➍➏➢ ❦ ➩ p ✗✏➢➥→ k ➍✭➢❝➌➷→➣➡ ❦✒❧ → ♠ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ ❦✒❧ → ♠ ✗ ➺✰➍✭➎
♠ ➍➏➡ ❧✘♠ ✝♦➋ ❧ ➎➝➌ ✝♦➋❞➍

Ω + 2Ω′ = d
➢➥→
k
➍✭➢❝➌ ❦✒❧ → ♠ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ Ω + pΩ′ = d

➢➥→
k
➍➏➢☛➌

→➣➡ ❦✒❧ → ♠ ✗ ➩

✲✳✍ ✖✠✍ ✖✗✍ � ❬ ❳✝★✖✬❂✪❆★✖r✔✯✖❬❪❚❱✮❭✮❙✬☎✸ ✸❪✬✫✪ ✟❙✬ π r✒❯ ✆ ✟❙✬✫✪✱✪✱❯✝✪ ✟ ✄➼❯✝✮ ✧❑❚❱❬ ✮✰✯✻★✖r✔✯✖❬❪❚✰✮✝✮❙✬✕✸ ✟✝✬
U r ✍☞☛ ❁❂➊↕→➒➌

q
➋✔➎➫➎❞➊☞➡ ☞ ♠ ➍ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌➷➙❞➍ 2

➍ ➌➷➙❞➍
p
➩❘➊↕➎➫➢➏✵✸→➒➎➝➌✍➤ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍→ ➟ → ☎➛➐ ❧➛♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍ q ➙ ❧ ➎❞➢❆➐➒➍✭➢✐➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍✭➎➝➌➥➢ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✂➙❞➍➏➢❆➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢✭➩

� ✞ ✔✳✘❍➩ ✔ ❁❂➊↕→➼➌
M :=

(
DT

I1

)n1 . . .
(
DT

Il

)nl ➋❞➎ ➡➨➊☞➌P➙❞➍
BT ❧❩➞↕❧ ➎➝➌➷➋❞➎❞➍ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎

➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➣➍❑➢➥➋ ♠ SNi∗(C)
➩✡❫✏➐➒➊ ♠ ➢ ➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍●➡ ➊↕➎ ✛↕➡ ➍ (

DT
Ij

)nj ❧ ➋❞➎✔➍ ❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎➑➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➣➍
➢➥➋ ♠ SNi∗(C)

➺✘✝✄✂ ✌ ✂
nj

➍✭➢☛➌●➋❞➎✦➡➻➋❞➐➒➌➥→ ❦ ➐➒➍✐➙❞➍ p ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩❂➍➏➢☛➌ ❦❞❧ → ♠ ✗❑➢☛→❨➐➣➍ ➟✱❧☞♠ ➙❞→➣➎ ❧ ➐✒➙❞➍
Ij
➍✭➢☛➌ ❦✒❧ → ♠ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩✒→➣➡ ❦✒❧ → ♠ ✗ ➩

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ❁❂➋ ❦❞❦ ➊↕➢☛➊↕➎❞➢ ✝♦➋➇✵ ➋❞➎⑩➙✔➍✭➢➻➡➨➊↕➎ ✛☞➡ ➍➏➢ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➒➌➥➋ ❧ ➎➝➌ M ➎➇✵ ❧ →➒➌
❦✒❧ ➢❑➋✔➎❞➍ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎➅➌ ♠ →➼➜❂→ ❧ ➐➣➍✘➩↕◆❉➎ ❦ ➍✭➋✔➌✶➢☛➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➍ ♠ ✝♦➋➇✵ ❧ ➋ ➟ ➋❞➎➨➙❞➍✭➢❑➡➨➊↕➎ ✛↕➡➨➍✭➢q➎➇✵ ❧ ➋❞➎✔➍
❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎❤➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➣➍✞✕ ✝♦➋❞→➒➌☛➌✍➍ ☎➨➢☛➋ ❦❞❦❞♠ →➣➡➨➍ ♠✻➟ ➍✭➋✫➬ ✝♦➋❞→❙➊↕➎➝➌✂➋❞➎❞➍ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎◗➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➒➍❉➙ ❧ ➎✔➢
M
✗ ➩
❡❭➊☞➋ ♠◗❦❞♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ♠ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍ ➟ →P➍✭➢☛➌ ❧ ☞ ➢☛➋ ♠ ➙✔➍☞➺❆➊↕➎ ❦ ➍➏➋✔➌ ➟ ➊ ❦ →➒➍ ♠ ➐ ❧➁❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍➫➙❞➍ ➐ ❧

❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎❿➴✂➩❜↔✔➩✸✑ ➙❞➍◗➐Ò✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ➬✔➍✘➺✶➍✭➎ ❦✔♠ ➍✭➎ ❧ ➎➝➌ gj0 = ρσ
✕ ➍ ➌ ➎✔➊↕➎

ρ
➺ ✝♦➋❞→❆➍➏➢☛➌

→➣➎➝➌➥➍ ♠ ➙✔→➒➌❑➙ ❧ ➎❞➢ SNi∗(C)
✗ ➩➝◆✿➎ ❧P❧ ➐➣➊ ♠ ➢ g′i0 =

(
(ρǫσ)n0

1gi0

) ➢➥→
I0
1

➍✭➢☛➌❣➙❞➍ ➟✭❧☞♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➐
→➣➡ ❦✒❧ → ♠ ➺✱➍ ➌ g′i0 =

(
(ρ)ǫn0

1gi0

) ➢➥→
I0
1

➍➏➢☛➌❑➙✔➍ ➟✱❧☞♠ ➙❞→➣➎ ❧ ➐ ❦✒❧ → ♠ ✕ ǫ ➜ ❧ ➐ ❧ ➎➝➌ 1
➊↕➋

−1
✗ ➩☞✴❘➍

➡➨➊↕➎ ✛↕➡➨➍
DT

I0
1

❧ ➙❞➊↕➎ ➟ ➋❞➎❞➍ ❧✘➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➌ ♠ →➼➜❂→ ❧ ➐➣➍✐➢☛➋ ♠ SNi∗(C)
➺ ➟ ➍✏✝♦➋❞→❱➍✭➢☛➌ ❧ ☞ ➢➥➋ ♠ ➙❞➍✘➩

❁❂➊↕→➼➌
a
➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ Q

Ð ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎❞➎✔➍✭➐❑➙❞➍ U r
➺✝➍ ➌

q
➋✔➎t➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➩✝❁❂➊↕→➒➌ H ′➋❞➎❿➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍❤➙✔➍➠▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌☞☛ ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢ ➙❞➍ U r

➩✶◆❉➎➁➙❞→➼➌ ✝♦➋❞➍➠➐➣➍✦➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠
q
✡ ✌✎✡❩✌ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟■✌ ✆✠✟ ✡➨✄ ✟☛✡ ✡ ✍ ✟ ✟ �✭✠✍✌ ✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡ ➙❞➍

a
➢➥→
q
➎❞➍ ➢☛➍ ♠➥❧ ➡ → ✡✒➍➅➙ ❧ ➎❞➢

❧ ➋ ➟ ➋❞➎❞➍❉➍ ➬✫➌✍➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎ M/Q
➺✔➊☎✄

M ❦❞❧☞♠➥➟ ➊↕➋ ♠ ➌●➐➣➍➏➢ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✐➙❞➍ ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➐➣→➒➌➥➤ ✕ ✝♦➋❞→✰➢➥➊↕➎➝➌➙❞➍➏➢ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✂➙❞➍➏➢❆➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢✦✗●➙✔➍✭➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢✐➙❞➍ H ′ ❧ ➋✫Ð❄➙❞➍➏➢➥➢➥➋✔➢✂➙❞➍
a
➩



� �✁� ✟✁� ✄ � ✡ ✎ ✁✄✂ �✒☎ ✁✝✄ ☎ ✡ ✂ ✡ ✟✟✄✍✎ ✡✝✂✄✌ ✠✝✄ ✌ ✏ ✞ ✂ ✟ ✂✄✁ � ✏ ✠ ✂✆✏ ☎ ✂ ✠ ☎ ✞ ✂☛✏

✴❘➍ ✁ ❧ →➒➌ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➎➝➌✳➙❞➊↕➎❞➎❞➍ ➋✔➎❞➍ ➟ ➊↕➎❞➙✔→➒➌✍→➒➊↕➎❛➎❞➤ ➟ ➍➏➢➥➢ ❧ → ♠ ➍ ➍ ➌◗➢➥➋ ✙ ➢ ❧ ➎♦➌➥➍ ❦ ➊↕➋ ♠
✝♦➋➇✵ ➋❞➎➛➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➎✔➍●➢➥➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➍ ❦✒❧ ➢☎➙ ❧ ➎❞➢❭➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢☎➙➇✵ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✏☎ ➟ ➊❂➊ ♠ ➙❞➊↕➎❞➎✔➤✭➍✭➢ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➎❞➍➏➐➣➐➣➍➏➢✭➩❂✴ ❧ ➜ ❧ ➐➒➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ θ ☎➅➐ ❧ ✝♦➋❞➍✭➐➒➐➣➍❉➊☞➎✁ ❧ →➼➌ ♠ ➤ ✁ ➤ ♠ ➍➏➎ ➟ ➍➷➙ ❧ ➎✔➢ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌✍→➒➊↕➎ ❦❞♠ ➊❩➜❂→➒➍✭➎➝➌✻➙❞➍P➐ ❧ ➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎✳✑❂➩➒✓↕➩❜✕↕✕❂➩

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱ ☎ ✷✁� ✷✄✂✒➩ ✔ � ✞✍✝ ✁
a = (a1, . . . , ar)

✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁
Q
☛❄✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡✞✡ ✌ ✍✿✄✫✌

U r
✭ ✌ ✁

q
✏ ✡ ✡ ✞✍☎ �✭✠✍✌ ✆ ✠✍✌✆☎✎✝Ò✌ ✠◗✄✁✝ � ✄ ✠✍✌ ✡✞✁ ✄✫✌

2
✌ ✁ ✄✫✌

p
✂ ✄ ✍✻✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌ ✟ ✏ ☎✦✞✍✝ ✡ ✡

✏ ✡ ✌➑✌ ✌ ✁ ✌ ✡ ✡✆✝Ò✞ ✡
Mi/Q

✄ ✟☛✡ ✡ ✍ ✟ ✓ ✏✒✌ ✍ ✍➣✌ ✟ ✏ ☎✦✞✍✝ ✡ ✡ ✏ ✡ ✌ ✆ ✍ ✟★✧ ✌ ✟ ✏ ☛❝✄✫✌✦✡✦✡✆✏ ✡❉✄✫✌
q
✌✦✡ ✁

✡ ✞ ✡ ✠ ✟ ☎✎✝ ✟ ✄ ✌ ✂ ✏➅✌ ✆ ✍✣✏ ✡ ✭ ✍➣✌ ✡ ✞✍☎ �✭✠✍✌
q
✡ ✌ ✡❩✌➅✠ ✟ ☎✎✝ ✟■✌➻✄ ✟☛✡ ✡ ✟ ✏ ✧ ✏ ✡ ✌ ✌ ✌ ✁ ✌ ✡ ✡✆✝Ò✞ ✡

Mi/Q
✡✆✝❊✌ ✁ ✡❩✌✆✏ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡✆✝ ✍➣✌✦✡ ✧ ✞ ✡ ✄✁✝ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✡✤✡✆✏ ✝ ✟ ✟☛✡✞✁ ✌✦✡✛✡❩✞ ✡✞✁ ✡ ✟☛✁ ✝✄✡ ✔ ✟ ✝ ✁ ✌✦✡ ✝

✂❆✞✍✏❂✠❉✄✫✌✆✏✞✌ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌✦✡
tI
✌ ✁
tJ

✝ ✡ ✄✫✌ ✌ ✄ ✌✦✡ ✆✠✟ ✠✿✄✫✌✦✡ ✆✠✟ ✓ ✏❨✌ ✁ ✡ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✝➶✠✍✌✦✡ ✭ ✍➣✌
✡ ✞✍☎ �✭✠✍✌

θ(tI)+θ(tJ)
✌✦✡ ✁✠✆✠✟ ✝➶✠ ✡✆✝

I
✌✦✡ ✁ ✄✫✌ ✧ ✟ ✠☛✄✁✝ ✡ ✟ ✍ ✝ ☎ ✆✠✟ ✝➶✠ ✭ ✌ ✁ ✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ☎✎✏ ✍ ✁ ✝ ✆ ✍➣✌

✄✫✌
p
✡✆✝
I
✌✦✡ ✁ ✄✫✌ ✧ ✟ ✠☛✄✁✝ ✡ ✟ ✍ ✆✠✟ ✝➶✠ ✂

✂❆✞✍✏❂✠ ✁ ✞✍✏ ✁ ✌ ✟ ✏ ✁ ✠✍✌ ✟ ✠ ✝ ✁ ✌
tI

✄✫✌ ✍➥✆ ✟ ✠ �✭✠✍✌➨✄✫✌ ✧ ✞ ✟ ✍➣✌✦✡ ✧ ✌ ✡ ✧ ✌➛✄✫✌
{a1, . . . , ar}

✌ ✡
q
✭ ✞ ✡ ✟ ✝

✥ θ(tI) ✌✦✡ ✁ ✆✠✟ ✝➶✠✤✡✆✝
I
✌✦✡ ✁ ✄✫✌ ✧ ✟ ✠☛✄✁✝ ✡ ✟ ✍ ✝ ☎ ✆✠✟ ✝➶✠ ★

✥ θ(tI) ✌✦✡ ✁ ✏ ✡ ☎✎✏ ✍ ✁ ✝ ✆ ✍➣✌➷✄✫✌
p
✡✆✝
I
✌✦✡ ✁ ✄✫✌ ✧ ✟ ✠☛✄✁✝ ✡ ✟ ✍ ✆✠✟ ✝➶✠ ✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✺❄➎➝➌✍➍ ♠☛❦❞♠ ➤ ➌✍➊↕➎✔➢ ➐➣➍➏➢✳➙❞➍➏➋❂➬ ➤✭➎✔➊↕➎ ➟ ➤➏➢ ➙❞➍ ➟ ➍ ➌➥➌✍➍ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎➍✭➎❈➌➥➍ ♠ ➡➨➍✭➢➠➙✔➍ ω Ð❄➊ ♠ ☞ →➒➌➥➍✭➢ ✎■➐➒➍ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠❲❧✚✙➨♠ ➡➨➍ ✝♦➋➇✵✸→➒➐✏➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍ ❧ ➋ ➡➨➊↕→➒➎❞➢✦➋❞➎✔➍
ω
Ð❄➊ ♠ ☞ →➼➌✍➍➨➙❞➍ ➟✱❧☞♠ ➙❞→➣➎ ❧ ➐ 1

➺☎➐➣➍❲➙✔➍✭➋❂➬❂→➣➧➏➡ ➍✆✝♦➋❞➍➠➢☛→●➌✍➊☞➋✔➌✍➍➏➢➛➐➣➍✭➢
ω
Ð✽➊ ♠ ☞ →➒➌✍➍➏➢➻➢☛➊↕➎➝➌ ➙❞➍

➟✱❧✘♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➐ 1 ➺ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌ I ➺ eI

➙✔→➒➜✫→➣➢☛➍
mI

✕❪➐ ❧P♠ ➤ ➟ → ❦✔♠ ➊ ✝✫➋✔➍✏➤➏➌ ❧ ➎➝➌■➤ ➜❂→➒➙❞➍✭➎➝➌➥➍ ✗ ➩❋●➍●➙✔➍✭➋❂➬❂→➣➧➏➡ ➍❊➤✭➎✔➊↕➎ ➟ ➤❣➎➇✵ ➍✭➢☛➌q➙❞➊↕➎ ➟ ✝♦➋➇✵ ➋❞➎❞➍■➎❞➊☞➋✔➜↕➍➏➐➣➐➣➍ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐ ❧ ➌✍→➒➊↕➎✿➙❞➋ ✁ ❧ →➼➌ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤ Ð➙❞➍➏➎♦➌✭➩
❥❉➋❞→➒➌☛➌✍➍ ☎ ✁ ❧ → ♠ ➍ ❧ ✂↕→ ♠ ➋❞➎❞➍✂➌ ♠ ➍➏➢➥➢☛➍ ✕ ➎❞➊↕➎ ❦ ➋ ♠ ➍ ✗❊➢➥➋ ♠ U r

➺❂➊☞➎ ❦ ➍➏➋✔➌■➢☛➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➍ ♠ ✝✫➋✔➍
a1

➎❞➍ ➟ ➊ ❧ ➐➣➍✭➢ ➟ ➍ ❦✒❧ ➢ ❧ ➜☞➍ ➟ ➙➇✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✏➙✔➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✿➍✭➎ q ➺❱➍➏➌ ✝♦➋➇✵✸➊☞➎ ➍✭➢❝➌➍✭➎❈➊☞➋✔➌ ♠ ➍❏➙ ❧ ➎✔➢❲➐Ò✵ ➋❞➎❞➍✳➙❞➍✭➢❲➢☛→➒➌➥➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢➨➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌✍➍✭➢❏✎ ar

➎✔➍ ➟ ➊ ❧ ➐➣➍✭➢ ➟ ➍ ❦❞❧ ➢ ❧ ➜↕➍ ➟➙➇✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌P➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌➅➍➏➎ q ➺❘➊↕➋ ➟ ➦ ❧☞➟ ➋❞➎✔➍✦➙❞➍➏➢ ❧☞♠ ✍➏➌➥➍✭➢ tI ➌✍➍➏➐➣➐➣➍➏➢✢✝✫➋✔➍
r ∈ I

➍➏➢☛➌❑→➒➎❞➙❞➤ ➬✔➤➏➍ ❦✒❧☞♠ ➋❞➎➅➢☛➊↕➋❞➢❝Ð✽➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍ ❦ ➐➒➍✭→➒➎✪✕✱✝✄✂ ✌ ✂
I
➍➏➢☛➌ ➟ ➊↕➎❞➢☛➌➥→➒➌➥➋❞➤●➙➇✵ ➍✭➎➝➌➥→➣➍ ♠ ➢

➟ ➊☞➎❞➢➥➤ ➟ ➋✔➌➥→ ✁ ➢✦✗ ➺✒➍➏➌✻➐➣➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ✂ ♠➥❧ ➎❞➙❤➙❞➍ ➟ ➍➏➢✂➍➏➎❞➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍➏➢❆➍✭➢☛➌✻➙❞➍ ➟✭❧☞♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➐➇→➒➡ ❦❞❧ → ♠ ➩✴ ❧⑩❦❞♠ ➍➏➋✔➜↕➍ ➙❞➍❏➐ ❧⑩❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➧ ♠ ➍ ❧ ➢☛➢➥➍ ♠ ➌✍→➒➊↕➎ ➍✭➢❝➌ ❧ ➐➣➊ ♠ ➢✦➤ ➜❂→➒➙❞➍✭➎➝➌➥➍ ✎❣→➣➐✂➢➥➋ ✙ ➌ ❦✒❧☞♠➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍ ➙❞➍ ❦❞♠ ➍➏➎❞➙ ♠ ➍ gi = σ
➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌ i ➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌◗➙❞➍ 1

➌➥➍✭➐✖✝♦➋❞➍
ai

➎✔➍
➟ ➊ ❧ ➐➣➍➏➢ ➟ ➍ ❦✒❧ ➢ ❧ ➜☞➍ ➟ ar

➺ ❦ ➋❞→➒➢ gi = ρσ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ i ➌➥➍✭➐ ✝♦➋❞➍ ai
➟ ➊ ❧ ➐➣➍➏➢ ➟ ➍ ❧ ➜☞➍ ➟ ar✕ ➞❲➟ ➊↕➡ ❦❞♠ →➒➢ ar

✗ ➺✔➍➏➌ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ ♠ g1
❦ ➊☞➋ ♠ ✝♦➋❞➍➑➐➒➍ ❦❞♠ ➊✫➙❞➋❞→➼➌ g1 . . . gr

➢➥➊↕→➼➌❆➤ ✂ ❧ ➐ ☎ 1
➩

✂☎✄ ✄✝✆ ✑ ✁ ✄↕➩ ✔ ❁✫➋ ❦❞❦ ➊↕➢➥➊↕➎✔➢ ✝✫➋✔➍ r = 4
➩❑❁❂➊↕→➼➌

p
➋❞➎➁➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ →➣➡ ❦✒❧ → ♠

✝♦➋❞➍✭➐ ➟ ➊↕➎ ✝✫➋✔➍☞➩✒❁✫➊↕→➒➌
a = (0, 1, 2,∞)

✎ ❧ ➋ ➟ ➋❞➎✦➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ q ➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍✭➎➝➌●➙❞➍ 2➍➏➌
p
➎❞➍P➢☛➍ ♠➥❧ ➡➨→✠✡✒➍✿➙ ❧ ➎❞➢❆➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢✻➙❞➍

a
➩
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❡❭➊☞➋ ♠ r ≥ 6
➺♦→➣➐❨➢➥➍➏➡ ☞ ➐➣➍✻➙❞→ ✙ ➟ →➣➐➒➍✻➙✔➍✂➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ➋✔➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌●➙✔➍ U r

☎ ➟ ➊❂➊ ♠ ➙❞➊↕➎✔➎❞➤✭➍➏➢
♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➎❞➍✭➐➒➐➣➍➏➢✏➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍➨➐➣➍➏➢➑➢☛➍✭➋❞➐➒➢ ❦✔♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➢✖✝♦➋❞→❊➢➥➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➍✭➎➝➌ ✕ ➤ ➜↕➍✭➎➝➌➥➋❞➍✭➐➒➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌✦✗
➙ ❧ ➎✔➢✻➐➒➍✭➢ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✻➙❞➍➏➢✻➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ❧ ➎➝➌➥➢✂➢☛➊↕→➣➍➏➎♦➌ 2

➍ ➌
p
➩

❡❭➊☞➋ ♠ r = 6
➺✒➍➏➌

p = 3
➺✔➐➣➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌ (0, 1, 2, 3, 4,∞) ➟ ➊↕➎➝➜✫→➣➍➏➎♦➌ ❦✒❧☞♠ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍✘➩❁❂→❊➐Ò✵ ➊↕➎ ➟ ➊↕➎❞➎ ❧✟✞ ➌➻➙✔➍✭➋❂➬⑩➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍✭➢ ➟✱❧☞♠☛♠ ➤✭➢ a2 ➍ ➌

b2 ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➢➻➍✭➎➝➌ ♠ ➍➠➍✭➋✫➬t➌➥➍✭➐➣➢
✝♦➋❞➍➛➐➣➍➏➋ ♠ ➢☛➊↕➡➨➡ ➍➑➍➏➌P➐➣➍➏➋ ♠ ➙✔→✠✔✰➤ ♠ ➍➏➎ ➟ ➍➛➢☛➊↕→➒➌✏➋❞➎❞➍ ❦ ➋✔→➣➢➥➢ ❧ ➎ ➟ ➍ p Ð❄➧➏➡ ➍✘➺✰➊☞➎ ❧ ➋❞➎ ➌✍➍➏➐
❦ ➊↕→➣➎➝➌ ❦ ➊↕➋ ♠ r = 6

✎
(
0, a2,−a2, b2,−b2,∞

)
✾❑➎➠➍✌✔✰➍➏➌✭➺❞➢➥➊↕→➼➌

q
➋✔➎❤➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ➙❞→✠✔✰➤ ♠ ➍✭➎➝➌❆➙❞➍ 2

✎❂➢➥→
q
➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍

a
➺❞➐➒➍❉➢➥➍➏➋❞➐

❧☞♠ ☞ ♠ ➍ ❦ ➊↕➢➥➢☛→ ☞ ➐➒➍✻➍➏➢☛➌ ➟ ➍➏➐➣➋❞→✒➊☎✄➨➐ ❧✿♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍❆➍✭➢☛➌❣➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➍ ❦✒❧✘♠ a4, a5, a6

➺✫➍ ➌❊➐Ò✵ ➋❞➎❞→✟✝♦➋❞➍
❧ ➋✔➌ ♠ ➍ ➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌ ❦✒❧☞♠ a1, a2, a3

➩✝◆ ♠ ➐Ò✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍ ➟ ➊↕➡➨➡➅➋❞➎ ➙❞➍ ➟ ➊ ❧ ➐➣➍✭➢ ➟ ➍➏➎ ➟ ➍ ➍✭➎ q ➙✔➍➟ ➍➏➢❑➌ ♠ ➊☞→➣➢❑➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍➏➢❑➍✭➢☛➌ 2vq(a)
➺✛✝♦➋❞→✒➍➏➢☛➌❊➙❞➊↕➎ ➟✐❦❞❧ → ♠ ➩➝❇✏➍❆➡ ✍➏➡ ➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➋❞➎ ➎✔➊↕➡ ☞ ♠ ➍

❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➍ ♠ ➙❞→➒➜✫→➣➢ ❧ ➎➝➌ b ➩♦❁❂→ ❦✒❧☞♠ ➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍ a2 ➍➏➌ b2 ➢☛➊↕➎➝➌ ➟ ➊↕➎ ✂ ♠ ➋❞➢❑➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➊ q ➺↕➐ ✵ ❧☞♠ ☞ ♠ ➍➙❞➍ ➟ ➊ ❧ ➐➣➍✭➢☛➍✭➎ ➟ ➍✦➍➏➢☛➌ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌✍→➒➌➥➋❞➤➨➙❞➍➨➌ ♠ ➊↕→➒➢P➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌✍➢➏➺✝➐ ❧❤♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍ ➡ ❧✘♠ ✝♦➋❞➤✭➍ ❦✒❧☞♠ a6➍➏➌
a1

➺✫➍➏➌■➐➣➍✭➢●➙❞➍✭➋❂➬ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✭➢●➢➥➊↕➡➨➡ ➍ ➌✍➢■➢☛➊↕➎➝➌ ♠ ➍➏➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌❆➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➢ ❦✒❧☞♠ a1

➍ ➌
a3
➺❂➍ ➌ ❦✒❧☞♠ a2

➍➏➌
a5
➩❞◆ ♠ p ➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍ vq(a1 − a4) = vq(a2 − a5)

➩❂✴ ❧ ➢➥→➼➌✍➋ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➍✭➢❝➌
❧ ➎ ❧ ➐➣➊✓✂↕➋✔➍❉➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍ a2 ➍ ➌ −b2 ➢☛➊↕➎➝➌ ➟ ➊↕➎ ✂ ♠ ➋❞➢❆➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣➊ q ➩
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✁ ✥✝✌ � ✥ ✏ ✥ ✚ ✂ ✌ ✁ ✞ ✙ ✄ ✥ ✙ � ✒✓✑ ✑ ✥❵✣
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◆❉➎ ➢➥➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍➛➙ ❧ ➎❞➢P➐➣➍ ➟ ➊↕➎➝➌✍➍ ➬✫➌➥➍ ➙❞➋ ❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍➅✗✔➩➒✓↕➩➼✓ ➢➥➋ ♠ ➐➒➍➻➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍➛➙✔➍➴●➍ ➟✕✔ ➡ ❧ ➎❞➎ ✕
v
➍✭➢❝➌➅➋❞➎✔➍ ☞ ➊↕➎❞➎❞➍ ❦ ➐ ❧✘➟ ➍ ✗ ➩❙❫ ❦❞♠ ➧✭➢ ❧ ➜☞➊↕→ ♠ →➣➎✔➌ ♠ ➊✫➙❞➋❞→➼➌P➐➣➍➏➢ ✜ ✌ ✠ � ✌✦✡✦✄✫✌

✩✤✏❂✠✬✫✭✝ ✁✄✮ ➍➏➌✶➐➒➍✭➢ ✜ ✌ ✠ � ✌✏✌ ✁ ✟ ✟ ✠✬✝ ✄ ✁ ✄ ✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌✦✡ ❧ ➢➥➢➥➊ ➟ →➒➤✭➍➏➢ ☎P➋✔➎ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌➙❞➊↕➎✔➎❞➤☞➺❨➊↕➎✳➡ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍P➐Ò✵ ➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍➏➎ ➟ ➍➑➙➇✵✸➋✔➎ � ✞ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌➷➢➥➋ ♠ Knr
v

✕❪➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎ ➡ ❧ ➬❂→➼Ð➡ ❧ ➐➣➍➑➎❞➊↕➎ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤✭➍➅➙❞➍ Kv

✗ ➩❙◆❉➎ ➡ ➊☞➎♦➌ ♠ ➍➛➍➏➎❞➢➥➋❞→➼➌✍➍ ✝♦➋❞➍➛➌✍➊☞➋✔➌ ☞ ➊☞➎ ➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍➻➢➥➋ ♠
Knr

v

➍➏➢☛➌ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌ ✟ ✏ ✡❩✌ ✡ ✡ ✄✫✌ ✏➅✌✆✫❑➩❆◆❉➎ ❧✘❦❞❦ ➐➣→✠✝♦➋❞➍ ➍✭➎☛✡✒➎ ➟ ➍✭➢ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌➥➢ ❦ ➊↕➋ ♠
❦❞♠ ➊↕➋✔➜↕➍ ♠ ➺❨➢➥➊☞➋❞➢ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➒➎❞➍✭➢❆➦ ➞✫❦ ➊✘➌✍➦❞➧➏➢➥➍✭➢➏➺✰➐ ✵✸➍ ➬❂→➣➢☛➌➥➍✭➎ ➟ ➍P➙➇✵✸➋✔➎ � ✞ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌✿➢➥➋ ♠ Mw

➩

✴❘➍✭➢ ➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍➏➢ ➙❞➤✭➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➤✭➢➨➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍✳➢☛➍✳➙❞→➒➢☛➌➥→➣➎ ✂↕➋✔➍✭➎➝➌➨➙❞➍✭➢ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤ Ð➙❞➍➏➎♦➌➥➢➻➍➏➎ ➟ ➍ ✝♦➋➇✵ →➣➐➣➢P➋✔➌➥→➣➐➒→➣➢➥➍➏➎➝➌P➐➣➍✭➢✢✂↕➍ ♠ ☞ ➍✭➢ ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢➻➙✔➍✭➢➷➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍➏➢➅➙❞➍ ▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛
✕ ➎✔➊☞➌ ❧ ➡➨➡➨➍✭➎➝➌■➐➒➍✭➢ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍✿➍➏➌✐➜ ❧☞♠ →➣➤➏➌➥➤✏➙❞➍➏➢❆➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍✭➢☛✗ ➺✫➍➏➌❆➎❞➊↕➎ ❦ ➐➣➋❞➢✐➢☛➍✭➋❞➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➟ ➍➏➢➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➍ ♠ ➢ ✕ ✝✄✂ ✌ ✂❨➙❞➍➏➢❆➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍➏➢✏➙❞➍➏➢✻➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢ ✂ ♠ ➊☞➢➥➢➥→➒➍ ♠ ➢✦✗ ➩

✻✗✍ ✌ ✍ ✼ ✬♦★✖❳❑✬✾✟❙✬✾✛❏❯❙★✥✢ ❬❪✯✥✤ ✝ ✒❨✬♦★✖❳❑✬✾✟✝✬✫✪✚✄t❚✠✟ ✂☎✸ ✬✫✪
❡❭➊☞➋ ♠ ➐➣➍✭➢✶➙❞➤✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎❞➢ ♠ →✟✂☞➊↕➋ ♠ ➍➏➋❞➢➥➍➏➢❣➙✔➍✭➢❊➎❞➊☞➌✍→➒➊↕➎❞➢❑➙❞➍ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ ➢✤✕ ❧ ➐✠✂↕➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➢✦✗q➍ ➌➙❞➍✏✂☞➍ ♠ ☞ ➍✭➢➏➺❞➊↕➎ ♠ ➍✭➎➝➜↕➊↕→➒➍ ❧ ➋❂➬ ❧☞♠ ➌➥→ ➟ ➐➣➍✭➢ ✠☎✂ ❚❱❯ ✡ ✌ ✑ ➍ ➌ ✠ ✘ ✄⑩✪ ✡ ✌ ✑ ➺ ❧ →➣➎✔➢➥→ ✝✫➋❸✵ ❧ ➋◗➐➒→➒➜ ♠ ➍

✠ ✎ ✂ ✑ ✡ ✡ ✑ ➩

✻✗✍ ✌ ✍ ✌✎✍ ✓ ♣❙r✎✄t✧❭✪❿✬♦✯ ✼ ✬♦★✖❳❑✬✫✪ ✟❙✬ ✛✳❯✝★✥✢ ❬❪✯✿✤ ✍✡☛ ✹✂➊↕➋✔➢ ❧ ➜↕➊↕➎❞➢➠➙✔➤✌✡✒➎❞→✏➐➣➍✭➢➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢✦➙✔➍❏▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍➠➙✔➍✭➢✦➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍✭➢ ➙❞➍❤➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢ ✂ ♠ ➊☞➢➥➢➥→➒➍ ♠ ➢ ❦ ➊↕➋ ♠ ➙❞➍➏➢
➟✱❧ ➌✍➤ ✂☞➊ ♠ →➒➍✭➢ ✡ ☞ ♠ ➤✭➍✭➢ ❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✻➙❞➍➷➐ ❧➛➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍P➙❞➍➏➢✂➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧ ➢➏➩❸✴ ❧ ➐➣➍➏➌☛➌ ♠ ➍ H ➙❞➤ Ð
➢➥→✠✂↕➎❞➍ ♠✍❧ → ➟ →❊➐Ò✵ ➋❞➎❞➍ ✝♦➋❞➍➏➐ ➟ ➊☞➎ ✝♦➋❞➍➠➙❞➍ ➟ ➍➏➢ ➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍➏➢✭➩q◆❉➎➁➢➥➍➠➙❞➊↕➎✔➎❞➍❲➋❞➎➁➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧➙❞➍ ☞ ❧ ➢☛➍ S ➙❞➊↕➎➝➌✏➐➣➍✭➢✻➙❞➍✌✂ ♠ ➤➏➢ ♠ ➤➏➢➥→➒➙❞➋❞➍✭➐➒➢✂➎✔➍➑➙❞→➼➜✫→➣➢➥➍➏➎➝➌ ❦✒❧ ➢✏➐Ò✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍P➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ G ➩



� � � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✁� ☎ � ✂✍✁✝✆ ✂ ✠ ✂ � ☎✄✁ � ✡☞✎✄✂ ✂✍✎ ✆ ✂✄✌ ✌ ✂✆✏ � ✞ ✄ ✟ ✂✆✏

✴ ❧ ➟✱❧ ➌➥➤ ✂↕➊ ♠ →➣➍ H ❦ ➍➏➋✔➌ ✍➏➌ ♠ ➍❤➜✫➋❞➍ ➟ ➊☞➡ ➡➨➍❲➋❞➎ S
Ð ✧ ✝✠✟ ☎ ✆ ➺ ➟ ✵✸➍➏➢☛➌☛Ð✎☎✡Ð❄➙✔→ ♠ ➍➠➋✔➎❞➍ S Ð➟✱❧ ➌✍➤ ✂☞➊ ♠ →➒➍ ✡ ☞ ♠ ➤✭➍➛➍➏➎ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➊ ✞Ò➙❞➍✭➢✏➙ ❧ ➎❞➢✿➐ ❧ ✝♦➋❞➍✭➐➒➐➣➍➷➐➣➍✭➢✏➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✭➢✏➢☛➍ ♠ ➍ ➟ ➊↕➐➒➐➣➍➏➎♦➌➍➏➌✻➊☎✄➠➌➥➊↕➋✔➌✍➍P➙❞➊☞➎❞➎❞➤✭➍P➙❞➍P➙❞➍➏➢ ➟ ➍✭➎➝➌✍➍➑➍✭➢☛➌✂➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍☞➩

✴❘➍ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ H
➜↕➤ ♠ → ✡✒➍◗➙❞➍✭➋❂➬ ➟ ➊↕➎❞➙✔→➒➌✍→➒➊↕➎❞➢➛➢☛➋ ❦❞❦ ➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ → ♠ ➍➏➢ ✝✫➋✔→✐➍✭➎ ✁ ➊↕➎➝➌ ➋❞➎

➟ ➦ ❧ ➡ ❦ ✟ ✍ ✜ ✄ �✭✠✬✝✔✓ ✏❨✌ ➩✒✷✻➎❞➍P➙❞➍ ➟ ➍➏➢ ➟ ➊↕➎❞➙❞→➼➌✍→➣➊☞➎❞➢■➍✭➢❝➌✜✝✫➋✔➍ H ❧ ➙❞➡➨➍➏➌❆➋❞➎✔➍ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟ ☛
✁ ✝Ò✞ ✡ ➺ ➟ ✵ ➍✭➢❝➌☛Ð ☎✖Ð❄➙❞→ ♠ ➍ ✝♦➋➇✵ →➣➐■➍ ➬❂→➣➢☛➌➥➍◗➋❞➎

S
Ð✽➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ Z ➍➏➌ ➋✔➎ ✓ Ð❄➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢☛➡ ➍ ➙❞➍ S Ð➟ ➦ ❧ ➡ ❦ ➢ Z → H

➢➥➋ ♠ ➔☛➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➍➏➌✳➐➣→➒➢➥➢➥➍ ✕ ➟ ✁ ➩ ✠✄✂ ❚❱❯ ✡ ✌ ✑ ✗ ➩❆✴❑✵ →➣➎➝➌✍➤ ♠ ✍➏➌✳➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ➌✍➍➏➐➣➐➣➍
❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎❲➍➏➢☛➌✚✝✫➋❸✵✸➍➏➐➣➐➣➍ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌❣➙❞➍ ♠✍❧ ➡➨➍✭➎❞➍ ♠ ➐ ✵✸➤ ➌✍➋❞➙✔➍✏➙❞➍ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➒➎❞➢ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➧✭➡➨➍✭➢➢➥➋ ♠ ➐➒➍ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ H

☎➛➙❞➍✭➢ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➧➏➡ ➍➏➢✐➢➥➋ ♠ ➐➒➍✿➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ Z ➩
❁❂→✒➊↕➎ ♠ ➍➏➢☛➌ ♠ ➍✭→➒➎➝➌❣➐➒➍ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ H

☎➷➋✔➎❞➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍ ✂↕➤➏➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌❊→ ♠➥♠ ➤➏➙❞➋❂Ð
➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍ H ➙❞➍P➐Ò✵ ➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍P➙❞➍➏➢✂➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢ ✂ ♠ ➊↕➢☛➢➥→➒➍ ♠ ➺✔➐➣➍ S Ð ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ H

➜☞➤ ♠ → ✡✒➍P➐➣➍➏➢✻➙✔➍✭➋❂➬
➟ ➊☞➎❞➙❞→➒➌➥→➣➊↕➎✔➢➠➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎♦➌➥➍✭➢➏➺ ✝♦➋❞→P➍✭➎ ✁ ➊↕➎➝➌❏➋✔➎❞➍

S
Ð ✜ ✌ ✠ � ✌ ❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢❏➙❞➍ H ✎✻➙✔➍✭➋❂➬

➊ ☞ ➔☛➍ ➌✍➢➑➙➇✵✸➋✔➎❞➍❲➡ ✍✭➡➨➍ ✡ ☞ ♠ ➍✦➢☛➊↕➎➝➌➛➐➣➊ ➟✱❧ ➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌➷→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔➍✭➢✭➺❙➍ ➌➻➌✍➊☞➋✔➌✍➍ ✡ ☞ ♠ ➍ ➍✭➢❝➌➐➣➊ ➟✱❧ ➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌➷➎❞➊↕➎⑩➜✫→➒➙❞➍ ✕ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ❧ ➌✍➊ ❦ ➊↕➐➣➊ ✂↕→➣➍➛➤ ➌ ❧ ➐➒➍ ✗ ✕ ➟ ✁ ➩ ✠☎✂ ✂ ✘ ✡ ✡✘✑ ✗ ➩☎✴❑✵ →➣➎➝➌✍➤ ♠ ✍➏➌➙❞➍ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍✏✂↕➍ ♠ ☞ ➍❉➍✭➢❝➌ ✝♦➋➇✵ ➍✭➐➣➐➒➍❉➡➨➍✭➢➥➋ ♠ ➍❉➐ ✵✸➊ ☞ ➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ☎➅➐Ò✵ ➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍➏➎ ➟ ➍❉➙❸✵✸➋❞➎✔➍ ✁ ❧ ➡➨→➣➐➣➐➒➍➙❞➍➨▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ F
➙➇✵✸➍➏➢ ❦✒❧✘➟ ➍➨➙❞➍ ❦❞❧☞♠✍❧ ➡➨➧➏➌ ♠ ➍ H ➺ ✝✄✂ ✌ ✂✝➋❞➎ ➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ✡✒➎❞→✶➍ ➌ ❦ ➐ ❧ ➌

F → H ×Ur
P

1 ➺✝➊☎✄ F
➍➏➢☛➌➅➋✔➎❞➍ ➜ ❧☞♠ →➣➤➏➌➥➤ ✝✫➋ ❧ ➢➥→ Ð ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍☞➺✝➍➏➌ ❦ ➊☞➋ ♠➑➟ ➦ ❧ ✝♦➋❞➍

❦ ➊↕→➣➎➝➌ h = [f ]
➙❞➍

H
➺❙➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍ Fh → P

1 ➍➏➢☛➌➻➋❞➎ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➎➝➌ ➙❞➍➨➐ ❧◗➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍➙➇✵ →➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ [f ]
➩

✻✗✍ ✌ ✍ ✖✗✍ ✼ ✬♦★✖❳❑✬➅✬➝✯ ✏✔r❞★✡❬ ✩➝✯❩✩ ✟❙✬❂✪ ✄t❚✠✟ ✂☎✸ ✬✫✪ ✟✝❯ ✜ ✼ ✆ ✣ ★✖✬✑✏✓✒♦✯✱✬✕✄➫✬❂✮❱✯ f ✍ ☛ ✴ ❧➜ ❧☞♠ →➒➤➏➌➥➤✏➙❞➍➏➢■➡ ➊✫➙❞➧➏➐➣➍✭➢❊➙➇✵ ➋❞➎✰✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➤ ➌✍➤✂➙❞➤✌✡✒➎✔→➣➍❉➙ ❧ ➎❞➢ ✠✄✂ ✂ ✂ ✑ ✡ ✡ ✑ ➩✴❑✵ ❧✘❦❞❦ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ☎ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍✿➜ ❧☞♠ →➒➤➏➌➥➤❉➙❞➍✭➢❆➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍➏➢■➙❞➍✿➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✭➢ ❦❞♠ ➊ ✁ ➊↕➎❞➙❞➢✐➙➇✵ ❧☞❦ Ð
❦❞♠ ➊❩➬❂→➒➡ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❦ Ð ❧ ➙✔→✟✝♦➋❞➍ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌ ❦✒❧☞♠ ➍ ➬❂➍➏➡ ❦ ➐➒➍✿➙➇✵ ➊ ☞ ➌✍➍➏➎❞→ ♠ ➐➣➍❉➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✿➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎♦➌
✕ ➟ ✁ ➩ ✠☎✂ ✂ ✂ ✑ ✡ ✡✘✑ ✗❉✎
� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ � ✷✸✵✩✷✸✵❂➩ ✔ � ✞✍✝ ✁

f : Y → P1 ✏ ✡ ✖ ☞ ☛ ✗ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✡✆✏❂✠ Q✄✫✌ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡➠✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡
Q
✭ ✌ ✁

p
✏ ✡ � ✞ ✡ ✆ ✠✍✌✆☎✎✝Ò✌ ✠ ✂ ✚ ✍➣✞✡✠✦✡ ✍➣✌ ✖ ☞ ☛ ✗ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁✟ ✏ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌ ✡✆✏✫✠

Qtp ✖ ✍➥✆✟✌ ✌ ✁ ✌ ✡ ✡✆✝Ò✞ ✡ ✟ ✍ ✜ ✄ �✭✠✬✝✔✓ ✏❨✌✛☎ ✟ ✌ ✝ ☎ ✟ ✍➣✌❉✄✫✌
Q

✄ ✄✦✧ ✞✍☎ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁
p ✗ ✂

✹✂➊☞➋❞➢❘➎❞➊↕➋❞➢ ➟ ➊↕➎➝➌✍➍✭➎➝➌➥➍ ♠ ➊☞➎❞➢❭→ ➟ →✘➙❞➍ ♠ ➍➏➌ ♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ♠ ➙❞➍ ✁ ❧ ✓✭➊↕➎P➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧ → ♠ ➍ ✕ ➐➣➍➏➡ ➡➨➍q➙✔➍▼✂➍➏➎❞➢➥➍➏➐ ✗ ➺ ❦✒❧☞♠ ➐Ò✵ ➋✔➌✍→➒➐➣→➒➢ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍P➐ ❧ ➜ ❧☞♠ →➒➤➏➌✍➤✿➙✔➍✭➢✻➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍✭➢➏➺❞➙❞➍✭➢ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌➥➢✐➙❞➤✭➡➨➊↕➎❂Ð➌ ♠ ➤✭➢ ❦✒❧☞♠❆❧ →➣➐➣➐➒➍✭➋ ♠ ➢ ✕❪➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✭➢ ✦❂➩❜✕❂➩➼✓↕➺ ✦❂➩❜✕❂➩✸✑ ✗ ➩
❫✏➋ ✕ ❖❉Ð ✗ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f : X → P1 ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ h ➢☛➋ ♠ ➋❞➎❞➍ ➟ ➊☞➡ Ð

❦ ➊↕➢ ❧ ➎➝➌➥➍ → ♠☛♠ ➤✭➙✔➋ ➟ ➌➥→ ☞ ➐➒➍ H ➙✔➍❏➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍ ➙❞➍ ▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛ ❧ ➙✔➤ ✝♦➋ ❧ ➌✭➺●➙❞➊↕➎➝➌✦➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➙❞➍ ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➐➣→➼➌✍➤✏➎❸✵✸➍➏➢☛➌ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍ ✝♦➋❞➍➷➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✻➙❞➍✭➢✂➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢ M ➩❱❫✏➋✫Ð❄➙❞➍➏➢➥➢➥➋✔➢✏➙❞➍ ➟ ➍ ➌



� ☎ ✂ ☎ � ✂✞✁ ✆ ✂✡✠ ✂ � ☎✄✁✁� ✡☞✎✄✂ ✁ � ✂✞✁ ✆ ✂ ✠ ✂☛✏ ☎ ✂ ✠ ☞ ✞ ✂✆✏ � �✆☎

➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍ H ➢☛➍✂➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➍✏➐ ❧ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍✻➙❞➍✏▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛ H ❧ ➢☛➢➥➊ ➟ →➣➤➏➍☞➩❂✾❑➎❲➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍➋ ❧ ➎➝➌✐➐➒➍ ❦❞♠ ➊✘Ð➙❞➋❞→➼➌ ✡ ☞ ♠ ➤➅➙❞➍ h :
❁ ❦ ➍ ➟ (M) → H

➍➏➌
H → H ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢✿➙❞➍ H ➺✰➊↕➎ ➊ ☞ ➌✍→➒➍✭➎➝➌

➋❞➎❞➍P➎❞➊☞➋✔➜↕➍➏➐➣➐➣➍✢✂↕➍ ♠ ☞ ➍ Gh

➺✒➙❞➊↕➎➝➌✻➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➷➙❞➍➏➢✂➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢ ✂ ♠ ➊↕➢☛➢➥→➒➍ ♠ ➍✭➢❝➌✛❁ ❦ ➍ ➟ (M)
➩

❋●➍➏➌☛➌✍➍✖✂↕➍ ♠ ☞ ➍ Gh

➍✭➢❝➌❆➐ ❧ ✜ ✌ ✠ � ✌P✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌✦✡✿✄✁✏ ✖ ☞ ☛ ✗ ✠ ✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ f ➩❞✴❘➍➏➢✐➊ ☞ ➔☛➍➏➌➥➢❁ ❦ ➍ ➟ (L) → Gh

➙❞➍P➐ ❧ ✂☞➍ ♠ ☞ ➍ Gh

➙✔➤✌✡✒➎❞→➒➢❆➢➥➋ ♠ ➋❞➎❞➍➷➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ L ➙❞➍
M

➢➥➊↕➎➝➌✻➐➣➍➏➢
➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍➏➢✐➙❞➍

f
➢☛➋ ♠ L ➩✴ ❧ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍ Gh

➢✭✵ ➤➏➌➥➍✭➎❞➙ ➍✭➎ ➋❞➎❞➍ ✂☞➍ ♠ ☞ ➍ ➢➥➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (OM [S−1])
✕ ➊☎✄

S
➙❞➤✭➢☛→✟✂↕➎✔➍

➐Ò✵ ➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍✐➙❞➍➏➢❣➡ ❧ ➋✔➜ ❧ →➒➢➥➍➏➢ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✭➢❑➙❞➍ f ✗ ➺✛✝♦➋❞➍❆➎❞➊↕➋❞➢✶➎❞➊✘➌✍➍ ♠ ➊↕➎❞➢ Gh̃

➺➝➍➏➌ ✝♦➋❞➍❆➎❞➊↕➋✔➢
❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➍ ♠ ➊↕➎❞➢➅➍➏➎ ➟ ➊ ♠ ➍ ✜ ✌ ✠ � ✌◗✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌✦✡➝➩✝✹✻➊↕➋❞➢ ❧ ➜↕➊↕➎✔➢➅➜❂➋➁➍➏➎➁➍✌✔✰➍➏➌ ✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠➌✍➊☞➋✔➌✍➍ ☞ ➊↕➎❞➎❞➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍ w ➙❞➍

M
➺❨➐➒➍✿➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ h :

❁ ❦ ➍ ➟ (M) → H
➢✭✵ ➤➏➌➥➍✭➎❞➙✳➍✭➎

➋❞➎ ➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ ❁ ❦ ➍ ➟ (OMw
) → H

✕ ❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍✻➙✔➋ ➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✐✗❞➩➼✓↕➩✸✑ ✗ ➩↕◆✿➎ ➊ ☞ ➌✍→➣➍➏➎➝➌➙❞➊↕➎ ➟ ➋✔➎✳➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍
❁ ❦ ➍ ➟ (OM [S−1]

)
→ H✴ ❧ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍ Gh̃

➍✭➢❝➌✂➐➒➍ ❦ ➋❞➐➒➐ ☞ ❧☞➟✕✔ ➙❞➍P➐ ❧ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍ H → H ❦❞❧☞♠✐➟ ➍P➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ ✲❞➢ ❧
✡ ☞ ♠ ➍✖✂↕➤✭➎✔➤ ♠ →✠✝♦➋❞➍❉➍✭➢❝➌ ☞ →➣➍➏➎➠➐ ❧ ✂☞➍ ♠ ☞ ➍ Gh

➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➙❞➤ ♠ ➤✭➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➡ ➡➨➍✭➎➝➌ ✕ ❧ ➋❂Ð❄➙❞➍➏➢➥➢☛➋❞➢➙❞➍❻❁ ❦ ➍ ➟ (M)
✗ ➩

❋●➊↕➡➨➡ ➍✏➐ ❧ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍P➙❞➍➑▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛☞➺❞➐ ❧ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍P➙❞➍➏➢✂➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍➏➢✐➙❞➋ ✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌
f
➡➨➍✭➢➥➋ ♠ ➍✿➋❞➎❞➍P➊ ☞ ➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ✎ ❦ ➐➣➋✔➢ ❦❞♠ ➤ ➟ →➣➢☛➤✭➡➨➍✭➎➝➌✱➺ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍✢✂↕➍ ♠ ☞ ➍✿➍✭➢☛➌ ✡ ✌✆✏ ✁ ✠ ✌ ✕✱✝✄✂ ✌ ✂

❧ ➙❞➡➨➍➏➌❆➋✔➎❞➍P➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎✘✗■➢➥→❘➍ ➌✂➢☛➍✭➋❞➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌❆➢➥→ f ❦ ➊↕➢➥➢☛➧✭➙❞➍➷➋❞➎ M Ð❄➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍☞➩
✴ ❧ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍ Gh̃

➺ ❦ ➋❞➐➒➐ ☞ ❧✘➟✕✔ ➙❞➋ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦❛❧ ➐✠✂↕➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍ H
➺❊➍✭➢☛➌ ❧ ➋❞➢➥➢☛→✏➋❞➎ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦

❧ ➐✠✂↕➤ ☞ ♠ →✟✝♦➋❞➍✘➩q◆❉➎ ❦ ➍✭➋❂➌ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ ♠ ➋❞➎✔➍ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❦❞❧☞♠ ➋❞➎t➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ Zh̃ → Gh̃

➺
➌✍➍➏➐➣➐➒➍✚✝♦➋❞➍

Zh̃

➢➥➊↕→➼➌☎➡➅➋❞➎✔→✔➙➇✵ ➋❞➎❞➍ ❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎➅➙❞➍ GLN
❧ ➋✫Ð❄➙❞➍➏➢➥➢➥➋✔➢❊➙✔➍ OM [S−1]

➍➏➌q➌✍➍✭➐➒➐➣➍
✝♦➋❞➍

Zh̃

➢☛➊↕→➒➌✂→➣➢☛➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞➍ ☎ [Zh̃/GLN ]
✕ ➟ ✁ ➩❱➐ ❧ ❦❞♠ ➍✭➋✔➜☞➍➅➙❞➍ � ✕ →➒→ ✗●→➣➡ ❦ ➐➒→✟✝♦➋❞➍ ✕ →➒→➣→✯✗ �

➙❞➋◗➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍ ✧❂➩➒✓ ❦ ➩✒✗✑✰➛➙❞➍ ✠ ✎ ✂ ✑ ✡ ✡ ✑ ➺❞➊☞➋ ✠✄✂ ✂ ✂ ✑ ✡ ✡ ✑ ✗ ➩❋●➍➏➌☛➌✍➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌ ➍✭➎❛➊☞➋✔➌ ♠ ➍ ✍➏➌ ♠ ➍ ➟ ➦❞➊↕→➣➢☛→➣➍❤➙❞➍ ✁ ❧ ✓✭➊↕➎ ☎ ➜↕➤ ♠ → ✡✒➍ ♠ ➐➣➍✭➢
❦❞♠ ➊ ❦❞♠ →➒➤➏➌➥➤✭➢❆➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌✍➍✭➢ ✕ ➟ ✁ ➩ ✠✄✂ ✂ ✂ ✑ ✡ ✡✘✑ ➺ ✠ ✘ ✄⑩✪ ✡ ✌ ✑ ✗❉✎

✍ ➐➣➍➨➢ ➟ ➦✔➤✭➡ ❧ Zh̃

➍➏➢☛➌➛➋❞➎✔➍ ➜ ❧☞♠ →➒➤➏➌➥➤✦➐➣→➒➢➥➢☛➍ ➢☛➋ ♠ OM [S−1]
➺✝➙❞➍ ✡ ☞ ♠ ➍ ✂↕➤✭➎❞➤ ♠ →✠✝✫➋✔➍

✂↕➤➏➊↕➡ ➤ ➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍✭➡➨➍✭➎➝➌❆→ ♠➥♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍❉➢☛➋ ♠ M = k(h)
➩

✍ ➐➣➍✏➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ Zh̃

➍➏➢☛➌❆➋❞➎◗➊ ☞ ➔☛➍➏➌❆➙❞➍
Gh̃

➺ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌✐➙❞→➼➌✐→➣➐ ➞➠❧ ➋❞➎✔➍ ✁ ❧ ➡ →➒➐➣➐➒➍✻➙✔➍➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍➏➢
χh̃ → Zh̃

➢➥➋ ♠ Zh̃

➩
✍ ➌✍➊☞➋✔➌ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✿➙❞➍➛➐ ❧ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍➛➙✔➍✭➢✿➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍➏➢ Gh̃

➙❞➤✌✡✒➎✔→❑➢➥➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✿➢☛➍ ♠ ➍✭➐➒➧➏➜☞➍➍✭➎❤➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✐➙❞➍P➢ ❧ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ Zh̃

➩
✍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐ ✵ ❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎❏➙❞➍ GLN

➢☛➋ ♠ Zh̃

➺➇➍➏➌ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➌❉➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ T ✎➇➙❞➍✭➋✫➬ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢
z1
➍➏➌
z2
➺
T
Ð ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➎❞➍✭➐➒➢❣➙✔➍ Zh̃

➺❂➢➥➊↕➎➝➌❆➙ ❧ ➎❞➢■➋❞➎❞➍✿➡ ✍✭➡➨➍✏➊ ♠ ☞ →➼➌✍➍❉➢☛➊↕➋❞➢ GLN,T➢➥→❘➍ ➌✻➢➥➍✭➋✔➐➣➍✭➡➨➍✭➎➝➌✻➢➥→❘➐➒➍✭➢ ✡ ☞ ♠ ➍✭➢ z∗1(χh̃)
➍ ➌
z∗2(χh̃)

➢➥➊☞➎♦➌✂→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔➍✭➢✭➩



�✁� ✁ ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✁� ☎ � ✂✍✁✝✆ ✂ ✠ ✂ � ☎✄✁ � ✡☞✎✄✂ ✂✍✎ ✆ ✂✄✌ ✌ ✂✆✏ � ✞ ✄ ✟ ✂✆✏

✍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌❆➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ T ➺❞➍➏➌❆➌✍➊☞➋❞➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢ z1 ➍➏➌ z2 : T → Zh̃

➺✒➐➣➍✿➢ ➟ ➦❞➤✭➡ ❧
Gz1,z2 := {g ∈ GLN ; g · z1 = z2}➍✭➢❝➌ ✡✒➎❞→❘➤➏➌ ❧ ➐➣➍✿➢☛➋ ♠ T ➩

✴ ❧ ➜ ❧✘♠ →➣➤ ➌✍➤ Zh̃

➍➏➢☛➌ ❧☞❦❞❦ ➍✭➐➒➤✭➍ ✟ ✟ ✠✬✝ ✄ ✁☎✄ ✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌✦✡➷➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ f ➩
✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄✟�✬✷✸✵✬✷✁�❨➩ ✔ ✴ ❧ ➌ ♠ ➊↕→➒➢➥→➒➧✭➡➨➍ ❦❞♠ ➊ ❦✔♠ →➣➤ ➌✍➤◗➋✔➌➥→➣➐➣→➒➢➥➍➠➐➒➍ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌➨➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎♦➌
✕ ➐➒➍✭➡➨➡ ➍✏✗❞➩➒✓✱↔ ❦ ➩➇✓✖✕✘✗ ➙❞➍ ✠ ✂ ❬ ✸ ✎ ✡✘✑ ✗✏✎
✝ ✄✝✆ ✆ ✄ �✬✷✸✵✬✷✄✂✒➩ ✔ ✦ ✞✍✏ ✁✎✁ ✞✡✠☛✡❩✌✆✏✫✠✛✡❩✞✍✏ ✡

GLN

✡✆✏✫✠ ✏ ✡ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡➅✌✦✡ ✁ ✁ ✠✬✝ ✟ ✝ ✟ ✍ ✂
✾❑➎✳➍✕✔❸➍ ➌✱➺❨➋❞➎❤➡ ➊✫➙❞➧➏➐➣➍✿➙❞➍

f
➢➥➋ ♠ ➋❞➎❞➍➷➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ L ➙❞➍

M ➟ ➊ ♠➥♠ ➍✭➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ☎➨➋✔➎❞➍
➢➥➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ s :

❁ ❦ ➍ ➟ (L) → Gh̃

✲❸➐➣➍ ❦ ➋✔➐➣➐ ☞ ❧☞➟✕✔ Zh̃ ×G
h̃

❁ ❦ ➍ ➟ (L)
➍➏➢☛➌➷➋❞➎ ➌✍➊ ♠ ➢➥➍➏➋ ♠➢➥➊☞➋❞➢

GLN

➢➥➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (L)
➺❞➍➏➌✻➍➏➢☛➌✻➙❞➊↕➎ ➟ ➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐Ò➩✫✺❄➐❘➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍P➙❞➊↕➎ ➟ ➋✔➎❞➍P➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎

❁ ❦ ➍ ➟ (L) → Zh̃ ×G
h̃

❁ ❦ ➍ ➟ (L)
✝♦➋❞→Ò➺ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊↕➢☛➤✭➍ ❧ ➜↕➍ ➟ ➐ ❧ � ➧ ➟ ➦✔➍➻➎ ❧ ➌➥➋ ♠ ➍➏➐➣➐➒➍ Zh̃ ×G

h̃

❁ ❦ ➍ ➟ (L) → Zh̃

➺❨➙❞➊☞➎❞➎❞➍➷➋❞➎
♠ ➍➏➐➣➧ ➜↕➍✭➡➨➍✭➎➝➌✛❁ ❦ ➍ ➟ (L) → Zh̃

➙✔➍
s
➩

✻✗✍ ✖✠✍ ✑ ❚❱✮❭✪✚✄t❚✠✟ ✂☎✸ ✬✫✪
✻✗✍ ✖✠✍ ✌✎✍✚✘ ✔❙❬ ✪➏✯❩✬✫✮✡✆↕✬✔✟☎✄➒❯✝✮t❳❑❚❱✮ ✄t❚✗✟✓✂☎✸❪✬✦✪✱❯❙★ Knr

v

✍ ☛ ❁❂➊☞→➒➌
f : X → P1 ➋❞➎

✕Ò❖✏Ð✱✗ ♠ ➍ ➜✓✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌■➙✔➤✌✡✒➎❞→❱➢➥➋ ♠ K ➺✫➙❞➍✻➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➙❞➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎➛➙❞➤✕✡✒➎❞→❱➢➥➋ ♠ K ➺✫➙✔➍
➟ ➊ ♠➥❦ ➢✿➙❞➍➏➢✿➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢ M ➢☛➋ ♠ K ➩❙❁❂➊↕→➼➌

v
➋❞➎❞➍ ☞ ➊↕➎❞➎❞➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍➛➙❞➍ K ✕ ➟ ✁ ➩➇➐➣➍ ❦❞❧☞♠✍❧ Ð

✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍❉✗✔➩➒✓↕➩➼✓ ✗ ➺ w ➋✔➎❞➍ ❦ ➐ ❧✘➟ ➍✏➙✔➍ M ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢✐➙❞➍ v ➩❞✹✻➊☞➌✍➊☞➎❞➢ Knr
v

➐ ✵✸➍ ➬✫➌✍➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎
➡ ❧ ➬❂→➣➡ ❧ ➐➣➍■➎✔➊↕➎ ♠➥❧ ➡ → ✡✒➤✭➍❆➙❞➋✦➐➣➊ ➟✱❧ ➐➒→➣➢➥➤●➍➏➌ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤ ➌✍➤❆➙❞➍ K ➍✭➎

v
✕ ✝♦➋❞→❱➍✭➢☛➌●➤ ✂ ❧ ➐➣➍✜☎

Mnr
w

➙➇✵ ❧☞❦❞♠ ➧✭➢✂➐➣➍P➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍➷➙❞➍➑➴●➍ ➟✕✔ ➡ ❧ ➎❞➎✘✗ ➩➇◆❉➎ ❦✔♠ ➊↕➋✔➜☞➍➻➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ❦✒❧✘♠✍❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍
✝♦➋❞➍

f ❧ ➙❞➡➨➍➏➌q➋❞➎ � ✞ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌
fv

➢➥➋ ♠ Knr
v

➺✔✝✄✂ ✌ ✂ ✝♦➋❞➍✐➐ ❧✏♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➛➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➊ v ➙❞➋♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➑➙❞➤✭➙✔➋❞→➒➌P➙❞➍ fv

➢☛➋ ♠ ➐Ò✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋ ➍✭➢☛➌P➐➒→➣➢☛➢➥➍➛➍➏➌✢✂☞➤✭➊↕➡➨➤➏➌ ♠ →✟✝♦➋❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌P→ ♠➥♠ ➤ Ð➙❞➋ ➟ ➌✍→ ☞ ➐➣➍ ✕ ➊↕➎✦➙❞→➒➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→ ✝♦➋❞➍✏➐➣➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌❆➢➥➋ ♠ ➐Ò✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋ ❧ � ✞ ✡✞✡ ✌❉✠ ✄ ✄✁✏ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✗ ➩
❡❭➊☞➋ ♠❆❦❞♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ♠✻➟ ➍➏➐ ❧ ➺✔➊↕➎◗➢➥➍ ❦ ➐ ❧✘➟ ➍P➙ ❧ ➎❞➢❆➐ ❧ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍P➍➏➌✻➐ ❧ ➜ ❧✘♠ →➣➤ ➌✍➤✿➙❞➍➏➢✂➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍✭➢✭➩
� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ � ✷✁� ✷✸✵❂➩ ✔ ✪ ✌ ✖ ☞ ☛ ✗ ✠ ✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ f ✟ ✄✁☎✦✌ ✁ ✏ ✡ � ✞ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌

fv

✡✆✏✫✠
Knr

v

✭ ✏ ✡ ✝✔✓ ✏✒✌ ✠ ✝✄✡❩✞✍☎✦✞✡✠ ✆✞✝ ✝✄✡✆☎✦✌ ✆ ✠☛✂✦✡➑✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✡✆✏❂✠
Knr

v

✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✴❘➍ ✕ ❖❉Ð ✗ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌ f ✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➒➌■➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎♦➌■➙❞➍ Zh̃

✎
z :

❁ ❦ ➍ ➟ (Kv) → Zh̃

❋●➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✏➢☛➍➑➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣→➣➢☛➍P➍✭➎ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✂➙✔➍➑➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍➻➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➣➍ z :
❁ ❦ ➍ ➟ (kv) →

Zh̃

➺✒➊☎✄
kv

➍✭➢❝➌✂➐➒➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ ♠ ➤➏➢➥→➣➙✔➋❞➍✭➐❘➙❞➍P➐ ✵ ❧ ➎✔➎❞➍ ❧ ➋◗➙❞➍➏➢✂➍➏➎➝➌✍→➣➍ ♠ ➢ OKv

➙❞➍
Kv

➩



� ☎ � ☎ ✆ ✂✄✌ ✏ ☎ ✂ ✠ ☞ ✞ ✂✆✏ � � �

✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢
Onr

Kv

➐Ò✵ ➍ ➬✫➌✍➍➏➎❞➢➥→➒➊↕➎ ➡ ❧ ➬❂→➣➡ ❧ ➐➣➍P➎❞➊☞➎ ♠✍❧ ➡➨→✠✡❞➤✭➍➷➙❞➍ OKv

➩✰✴❙➍➻➐➣➍✭➡➨➡➨➍➷➙✔➍
▼✂➍➏➎❞➢➥➍➏➐ ✕ ➟ ✁ ➩❨➐Ò✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ➬❂➍ ✗ ➺ ❧ ➢☛➢➥➋ ♠ ➍➻➐Ò✵ ➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍➏➎ ➟ ➍➑➙➇✵ ➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✛❁ ❦ ➍ ➟ (Onr

Kv
) → Zh̃

➙✔➍
➐ ❧ ➜ ❧☞♠ →➣➤ ➌✍➤✿➙❞➍➏➢✂➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍➏➢●➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍➑➐➒➍✿➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡➨➡➨➍✏➢➥➋✔→➒➜ ❧ ➎➝➌❆➢➥➊↕→➼➌ ➟ ➊↕➡➨➡➅➋✔➌ ❧ ➌✍→ ✁ ✎

Zh̃

ր ↑❁ ❦ ➍ ➟ (kv) →
❁ ❦ ➍ ➟ (Onr

Kv
)✷✂➎✳➌✍➍✭➐❭➙❞→ ❧ ✂ ♠✍❧ ➡➨➡➨➍➷➍ ➬ ❦❞♠ →➒➡ ➍➑➐Ò✵ ➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍✭➎ ➟ ➍➅➙➇✵ ➋❞➎ ➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍➷➙❞➍ f ➢➥➋ ♠ ➐Ò✵ ❧ ➎❞➎❞➍ ❧ ➋

Onr
Kv

✕ ❧✱➞➝❧ ➎➝➌ ☞ ➊☞➎❞➎❞➍ ♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌➥→➣➊↕➎✠✗●➍➏➌✻➙❞➊↕➎ ➟ ➙➇✵ ➋❞➎ ☞ ➊☞➎❤➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍✿➢➥➋ ♠ Knr
v

➩
❡ ♠ ➊↕➋❂➜↕➊↕➎❞➢❊➡ ❧ →➣➎➝➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌❊➐Ò✵ ➋❞➎❞→ ➟ →➒➌➥➤ ☎P→➣➢➥➊☞➡ ➊ ♠☛❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ ❦❞♠ ➧➏➢❣➙✔➤✌✡✒➎❞→❱➢➥➋ ♠ Knr

v

✎✫➊☞➎
➢➥➍P➙❞➊☞➎❞➎❞➍

z1
➍ ➌
z2
➙❞➍➏➋❂➬ ☞ ➊↕➎❞➢❆➡ ➊✫➙❞➧➏➐➣➍✭➢●➢➥➋ ♠ Onr

Kv

✲❞➐➣➍➏➢✻➙✔➍✭➋❂➬◗➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍✭➢
z1
➍➏➌
z2➊ ☞ ➌➥➍✭➎♦➋❞➢❆➢➥➋ ♠ kv

➢➥➊↕➎➝➌✻→➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔➍✭➢✭➩❂✺❄➐❘➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍✿➙❞➊☞➎ ➟ ➋❞➎◗➤✭➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌ g ➙❞➍ GLN(kv)➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍
z2 = g · z1

➩
◆❉➎ ❧ ➜✫➋ ✝♦➋❞➍

Gz1,z2 →
❁ ❦ ➍ ➟ (Onr

Kv
)
➍✭➢❝➌✶➐➣→➣➢☛➢➥➍ ✲☞➐➣➍✐➐➣➍➏➡ ➡➨➍■➙❞➍❆▼✻➍✭➎❞➢☛➍✭➐ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌➙❞➊↕➎ ➟ ➙➇✵✸➤ ➌✍➍➏➎❞➙ ♠ ➍ g ➍✭➎➷➋❞➎➑➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌ g ➙❞➍ Gz1,z2(O

nr
Kv

)
➩❩✴❘➍✭➢❙➙❞➍➏➋❂➬ ✕ ☞ ➊↕➎❞➢☛✗➇➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍✭➢

z1
➍➏➌
z2
➢☛➊↕➎➝➌✻➙❞➊↕➎ ➟ →➣➢☛➊↕➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔➍✭➢✐➢➥➋ ♠ ❁ ❦ ➍ ➟ (Onr

Kv
)
➩

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄✟�✬✷✁� ✷✁�❨➩ ✔ ✴❘➍■➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍●✗❞➩➒✓☞➩❜✑❉➍➏➢☛➌✶➋❞➎❞➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛➤ ✝♦➋❞➍✭➎ ➟ ➍✻➙❞➍ ➟ ➍■➌➥➦❞➤✭➊✘Ð
♠ ➧➏➡ ➍✘➩
✻✗✍ ✖✠✍ ✖✗✍ ♥ ✯❩r✔❳q❬ ✸ ❬➶✯❩✩ ✜ r✒❯❿✪✭✬✫✮❭✪ ✟❙✬ ✂ ✬✑✢ ✣ ✟☎✄➼❯❭✮❿❳❑❚❱✮ ✄➫❚✠✟✓✂☎✸❪✬◗✪✱❯❙★ Knr

v

✍ ☛
◆❉➎❛➍✭➢❝➌ ❦✒❧ ➢☛➢➥➤ ➙ ❧ ➎❞➢❲➐➣➍ ❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠✍❧✘❦ ➦❞➍ ❦✔♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➎➝➌✳➙❸✵✸➋❞➎❈➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍✳➙❞➍

f
➢➥➋ ♠ Kv✕

f
➐➣➋✔→➼Ð❄➡ ✍✭➡➨➍ ✗ ☎ ➋✔➎ ✕ ☞ ➊↕➎✠✗➛➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍

fv

➙❞➍
f
➢➥➋ ♠ Knr

v

➩✶❀✻→➒➍✭➎❿➎❞➍❤➙❞→➒➌ ✝♦➋❞➍❤➐➣➍
➟ ➊ ♠➥❦ ➢❊➙❞➍✭➢❣➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢✶➙❞➍ f ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➼➜↕➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ☎ Kv/Kv

➍ ➌●➐➒➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢●➙❞➍➏➢❣➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢❊➙✔➍
fv

♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➼➜↕➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ☎
Knr

v /Kv

➢➥➊↕→➒➍✭➎➝➌➑➤ ✂ ❧ ➋✫➬ ✕❪➊↕➎t➢ ❧ →➒➌ ✟ ✆ ✠✬✝Ò✞✡✠✬✝✏✝♦➋❞➍✦➐➒➍➨➢☛➍ ➟ ➊↕➎❞➙
➟ ➊☞➎♦➌➥→➣➍➏➎♦➌q➐➣➍ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ ✗ ➩✘❋✏✵✸➍➏➢☛➌ ➟ ➍ ❦ ➍✭➎❞➙ ❧ ➎♦➌☎➐➣➍ ➟✱❧ ➢☎→ ➟ → ✲❩➍➏➎➛➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌q➐ ❧ ➌✍➍ ♠ ➡➨→➣➎❞➊☞➐➣➊✓✂↕→➒➍➙❞➍✂❇✏➍ ✒ ➙ ❧ ➎❞➢ ✠✄✂ ✬✑✢✖✌ ✌ ✑ ➺✫➊☞➎ ➙❞→➼➌ ✝✫➋✔➍✏➐➣➍❆➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍✐➌ ♠ ➊↕➋✔➜☞➤✂➢☛➋ ♠ Knr

v

➍✭➢☛➌ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌ ✟ ✏
✡❩✌ ✡ ✡➑✄✫✌✎✏➅✌✆✫P➩

� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ � ✷✁� ✷✄✂✒➩ ✔ ✦ ✞✍✏ ✁ � ✞ ✡ ☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌
fv

✄✫✌
f

✡✆✏❂✠
Knr

v

✌✦✡ ✁ ✡ ✁ ✟ � ✍➣✌ ✟ ✏
✡❩✌ ✡ ✡➑✄✫✌✎✏➅✌✆✫ ✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✴❘➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➑➙❞➍✭➢➑➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢➷➙❞➍ fv
♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➼➜↕➍➏➡ ➍➏➎♦➌ ☎

Knr
v /Kv➍✭➢❝➌ ❧ ➋❞➢☛➢➥→☎➐➒➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✏➙❞➍✭➢❉➡➨➊✫➙❞➋❞➐➣➍➏➢ M ′

w

➙❞➍
fv

♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➼➜↕➍✭➡➨➍✭➎➝➌✏☎
Mnr

w /Mw

➩➇❋✏✵ ➍✭➢❝➌
➐➣➍✿➢☛➊↕➋❞➢❍Ð ➟ ➊ ♠➥❦ ➢❆➙❞➍ Mnr

w

✡✔➬❂➤ ❦✒❧☞♠

G(fv) = {σ ∈
❖ ❧ ➐ (Mnr

w /Mw), fv ≃ fσ
v

➢➥➋ ♠ Mnr
w }◆❉➎ ➟ ➦✔➍ ♠➥➟ ➦✔➍ ☎ ❦✔♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ✝♦➋❞➍ M ′

w = Mw

➺ ✝✄✂ ✌ ✂ ✝♦➋❞➍
G(fv) =

❖ ❧ ➐ (Mnr
w /Mw)

➩



�✁� � ✟✁� ✄ � ✡☞✎ ✁ ✂✁� ☎ � ✂✍✁✝✆ ✂ ✠ ✂ � ☎✄✁ � ✡☞✎✄✂ ✂✍✎ ✆ ✂✄✌ ✌ ✂✆✏ � ✞ ✄ ✟ ✂✆✏

❁❂➊↕→➼➌
σ ∈

❖ ❧ ➐ (Mnr
w /Mw)

✲❂➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍ σ ➢☛➋ ♠ fv

✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➼➌●➋❞➎➠➎✔➊↕➋✔➜↕➍ ❧ ➋ ☞ ➊☞➎
➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍➷➙❞➍

f
➺✰➎❞➊✘➌✍➤

fσ
v

➩✰❫ ➟ ➍✭➢❉➙❞➍➏➋❂➬❏➡ ➊✫➙❞➧✭➐➒➍✭➢ ➟ ➊ ♠☛♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙❞➍➏➎♦➌❉➙❞➍✭➋❂➬ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢ z➍➏➌
zσ

➙✔➍
Zh

➙✔➤✌✡✒➎❞→➒➢❆➢➥➋ ♠ Mnr
w

➩❨✴❘➍✭➢✻➙❞➍✭➋❂➬❤➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍✭➢
fv

➍➏➌
fσ

v

➢☛➊↕➎➝➌✂→➒➢➥➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞➍✭➢➢➥➋ ♠ Mw

➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→❨➢➥➍❆➌ ♠➥❧ ➙❞➋❞→➼➌✶➙ ❧ ➎❞➢❊➐ ❧ ➜ ❧☞♠ →➣➤➏➌➥➤✐➙❞➍✭➢❊➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍➏➢ ❦✒❧☞♠ ➐Ò✵ ➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍➏➎ ➟ ➍✻➙➇✵ ➋❞➎➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌
g̃
➙❞➍

Gz,zσ(Mw)
➩

◆ ♠ Gz,zσ →
❁ ❦ ➍ ➟ (Onr

Mw
)
➍✭➢☛➌ ✡✒➎❞→✻➤➏➌ ❧ ➐➣➍ ✎ ☎ ➐ ✵✸➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌

g̃
➙✔➍

Gz,zσ(Mw)➟ ➊ ♠➥♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ➙❞➊↕➎ ➟➫❦✒❧☞♠ ➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➒→➣➢ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❈➋❞➎ ➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌
g
➙❞➍

Gz,zσ(kv)
➺✜✝♦➋❞➍ ➐➣➍

➐➣➍➏➡ ➡➨➍✏➙✔➍➑▼✻➍✭➎❞➢☛➍✭➐ ❦ ➍ ♠ ➡ ➍ ➌❆➙❞➍ ♠ ➍✭➐➒➍➏➜☞➍ ♠ ➍✭➎◗➋❞➎❤➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✐➙❞➍ Gz,zσ(Mnr
w )

➺ ➟ ➍ ✝♦➋❞→
❦❞♠ ➊↕➋✔➜↕➍ ✝♦➋❞➍ σ ∈ G(fv)

➩
✻✗✍ ✖✠✍ ✩✗✍ ✓ r❞✪ ✟ ✄ ✬✕✔❙❬ ✪➏✯❩✬✫✮✺✆↕✬ ✟☎✄➼❯❭✮ ❳❑❚❱✮ ✄➫❚✠✟✓✂☎✸❪✬ ✪✱❯❙★ Mw

✍ ☛ ◆✿➎✳➢➥➋ ❦✔❦ ➊↕➢☛➍➙ ❧ ➎✔➢ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ❦✒❧☞♠ ➌✍→➒➍ ✝♦➋❞➍ ✍➣✌ ✖ ☞ ☛ ✗ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✌✦✡ ✁ ✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✡✆✏✫✠ Q
➺➇➐➒➍➛➙❞→➒➜✫→➣➢☛➍✭➋ ♠ ➙❞➍

☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎♦➌✏➤➏➌ ❧ ➎➝➌❉➙❞➤✕✡✒➎❞→✝➢➥➋ ♠ ➋❞➎ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✂➙❞➍➻➎❞➊☞➡ ☞ ♠ ➍➏➢ K ➩✰❁❂➊↕→➼➌
v
➋❞➎❞➍ ☞ ➊↕➎✔➎❞➍

❦ ➐ ❧☞➟ ➍➠➙❞➍ K ➍➏➌
w
➋❞➎❞➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✰✕ ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢➨➙❞➍ v ✗➛➙✔➋ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢ ➙❞➍➏➢ ➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢ M➙❞➍

f ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➒➜☞➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ☎
Q/K

➩✂❫✝➜☞➍ ➟ ➐➣➍➏➢ ➎❞➊☞➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢ ❦✔♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➎➝➌✍➍✭➢➏➺P➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍❖ ❧ ➐ (Knr
v /Kv)

➍✭➢❝➌ ➙❞➍t➙✔→➣➡➨➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎ ➟ ➊↕➦✔➊↕➡ ➊☞➐➣➊✓✂↕→✠✝♦➋❞➍ ≤ 1
➺✻➍➏➌❏➐➣➍✭➢ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌➥➢

➟ →➼➌✍➤➏➢ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤➏➙❞➍✭➡➨➡➨➍✭➎➝➌ ➟ ➊↕➎ ➟ ➍ ♠ ➎ ❧ ➎♦➌❲➐Ò✵ ➊ ☞ ➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎➃➢☛➋ ♠ ➐➒➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✦➙❞➍➏➢❲➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢
❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌☛➌✍➍➏➎♦➌✂➙➇✵ ❧✚✙➨♠ ➡➨➍ ♠ ✝♦➋❞➍ f ❧ ➙❞➡➨➍➏➌✻➋❞➎✳➡ ➊✫➙❞➧➏➐➣➍✿➢➥➋ ♠ ➐➒➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤➏➌➥➤ Mw

➍✭➎
w➙❞➍

M
➩

◆❉➎ ❧ ➍➏➎ ✁ ❧ →➒➌✐➋❞➎ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌ ❦ ➐➣➋❞➢ ❦❞♠ ➤ ➟ →➒➢P✎
� ✎ ✖✏✎ ✌✂✁ ✆ ✄ � ✷✁� ✷✆☎❘➩ ✔ ✪ ✌ ✖ ☞ ☛ ✗ ✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁ f ✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✡✆✏✫✠

Q
✟ ✄✁☎✦✌ ✁ ✏ ✡ ☞ ➊↕➎

☎✦✞✭✄★✂ ✍➣✌ ✡✆✏✫✠ ✍➣✌ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍ ✄ ✁☎✄
Mw

✄✁✏ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡✿✄✫✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍➣✌✦✡✿✌ ✡ ✁ ✞✍✏ ✁ ✌ � ✞ ✡✞✡ ✌ ✆ ✍ ✟★✧ ✌
w

✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎✳➎❞➊✘➌✍➍ ❦✒❧☞♠ kw

➐➒➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢ ♠ ➤✭➢☛→➣➙❞➋✔➍✭➐❘➙❞➍ OMw

➩
✴❘➍✏➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ ✦❂➩❜✕❂➩➒✓✿➙✔➊↕➎❞➎❞➍✿➐ ✵✸➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍✭➎ ➟ ➍✿➙➇✵✸➋✔➎ ☞ ➊↕➎➠➡➨➊❂➙✔➧✭➐➣➍✂➙❞➍

f
➢☛➋ ♠ Onr

Mw
=

Onr
Kv

➺ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌✍➤ ❦✒❧☞♠ ➋✔➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ z ➙❞➍
Zh̃(OMw

)
➺❣➍ ➌❲➙❞➊↕➎ ➟ ➐Ò✵ ➍ ➬❂→➒➢☛➌✍➍➏➎ ➟ ➍✳➙➇✵ ➋❞➎

➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍❉➢☛➋ ♠ kw

➺ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌✍➤ ❦✒❧☞♠ z ➩
❁❂➊↕→➼➌

f
➐ ❧✏♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➨➙✔➍ f ➢➥➋ ♠ ➐ ❧ ✡ ☞ ♠ ➍✐➢ ❦ ➤ ➟ → ❧ ➐➒➍☞➩✘✴ ❧ ✝✫➋✔➍✭➢☛➌➥→➣➊↕➎ ➙❞➍●➐ ❧ ➙❞➍➏➢ ➟ ➍✭➎➝➌✍➍➙❞➍

kw

☎
kw

➍✭➢☛➌ ✂☞➊↕➋✔➜↕➍ ♠ ➎❞➤➏➍ ❦✒❧☞♠ ➐➒➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍❲➙❞➍ ➟ ➊↕➦❞➊↕➡➨➊↕➐➣➊ ✂↕→➣➍ ➎❞➊↕➎ ❧ ☞ ➤➏➐➣→➣➍➏➎❞➎❞➍
H2
(
kw,

❫✏➋✔➌ (
f
)) ➩❸✴❙➍ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍➛➐➣➍ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍ ❖ ❧ ➐ (kw|kw

) ➢➥➊↕→➼➌❉➙❞➍➻➙❞→➣➡➨➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎
➟ ➊☞➦❞➊↕➡➨➊↕➐➣➊✓✂☞→✟✝♦➋❞➍ ≤ 1

➍✭➎➝➌ ♠➥❧✟✞ ➎✔➍✆✝✫➋✔➍➠➐ ❧ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍➠➙❞➍✭➢➛➡➨➊✫➙❞➧✭➐➒➍✭➢➅➙❞➍ f ➍✭➢☛➌ ➎✔➍✭➋✔➌ ♠ ➍
✕ ➟ ✁ ➩❆❋●➊ ♠ ➊↕➐➣➐ ❧ → ♠ ➍➫✓↕➩✸✑ ❦ ➩❉✓↕✓ ✄❿➙✔➍ ✠☎✂ ✂ ✘ ✡ ✡ ✑ ✗ ➩❆◆❉➎ ➙✔→➣➢ ❦ ➊↕➢☛➍ ➙❞➊↕➎ ➟ ➙❞➍ ➙❞➊☞➎❞➎❞➤✭➍➏➢➙❞➍➨➙❞➍✭➢ ➟ ➍➏➎♦➌➥➍❲➙❞➍ kw

☎
kw

➺ ➟ ✵ ➍✭➢☛➌❝Ð ☎✡Ð✽➙❞→ ♠ ➍☞➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌ σ ∈
❖ ❧ ➐ (kw/kw)

➺❘➙➇✵ ➋❞➎
➡➨➊ ♠➥❦ ➦✔→➣➢➥➡➨➍ φσ : z → zσ

➺✒➍➏➌✂➙❞➍ ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢✐➍➏➎♦➌ ♠ ➍ ➟ ➍➏➢✂➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➏➢✐➍ ➬ ❦❞♠ →➒➡ ❧ ➎♦➌➐ ❧ ➙✔➍✭➢ ➟ ➍✭➎➝➌✍➍✘➩



� ☎ � ☎ ✆ ✂✄✌ ✏ ☎ ✂ ✠ ☞ ✞ ✂✆✏ � � ✁

✴❘➍❑➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍ φσ ∈ Gz,zσ(kw)
➢✭✵ ➤➏➌➥➍✭➎❞➙➑➙❞➍ ✁ ❧ ✓➏➊↕➎P➋❞➎❞→✟✝♦➋❞➍✶➍➏➎➑➋❞➎P➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍

fσ ∈ Gz,zσ(Onr
Mw

)
➺ ➟✱❧☞♠ ➐➒➍✦➡➨➊ ♠➥❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍ Gz,zσ →

❁ ❦ ➍ ➟ (Onr
Mw

)
➍➏➢☛➌ ✡✒➎✔→●➤➏➌ ❧ ➐➣➍

✕ ➟ ✁ ➩✓✦❂➩➼✓↕➩ ✕✁✗ ➩
❋●➍✭➢✿➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍➏➢ fσ

➢➥➊↕➎➝➌P➙❞➍➏➢P➙❞➊↕➎❞➎❞➤➏➍✭➢P➙❞➍➛➙❞➍➏➢ ➟ ➍✭➎➝➌✍➍➨➙❞➍ Onr
Mw

☎
OMw

✕ →➒➐➣➢
➜↕➤ ♠ → ✡✒➍✭➎➝➌❑➐➒➍✭➢q➡ ✍✭➡➨➍✭➢ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎❞➢ ✝♦➋❞➍✐➐➒➍✭➢ φσ

✗ ➺✡➙➇✵✸➊✞✄➛➐Ò✵ ➍ ➬❂→➣➢❝➌✍➍✭➎ ➟ ➍●➙❸✵✸➋❞➎ � ✞ ✡ ➡➨➊❂➙❞➧➏➐➣➍
➢➥➋ ♠ Mw

➩
✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄✟�✬✷✁� ✷✁�✔➩ ✔ ✴❘➍ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍➷➐➣➍✿➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍

Gz,zσ
→

❁ ❦ ➍ ➟ (Onr
Mw

)
➢➥➊☞→➒➌ ✡✒➎❞→✻➤➏➌ ❧ ➐➣➍ ♠ ➍ ➟ ➊☞➋✔➜ ♠ ➍❏➐ ✵✸➤✌✝♦➋❞→➒➜ ❧ ➐➒➍✭➎ ➟ ➍❤➙✔➍ ➟✭❧ ➌✍➤✌✂↕➊ ♠ →➒➍✭➢➨➍✭➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌➥➢➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➢✐➙❞➍ P1

kw

➍➏➌ ♠ ➍ ➜✓✍ ➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✏➡➨➊❂➙❞➤ ♠ ➤➏➢✻➙✔➍ P1
Mnr

w

✕ ➟ ✁ ➩ ✠ ✼ ✂ ☎ ✌ ✑ ✗ ➩





✁ ✠☛✠✛✥ ✑ ✏ ✞ ☞ ✥ ✁

✡t✥ � � ✥ ✏ ✥ ✚✢✥ ✑ ✣ ✥✝✡

◆❉➎ ➙❞➊↕➎❞➎❞➍ → ➟ →☎➋❞➎✔➍ ➜☞➍ ♠ ➢➥→➣➊☞➎➫➙❞➋ ➐➣➍➏➡ ➡➨➍➅➙❞➍➨▼✻➍✭➎❞➢☛➍✭➐ ❧ ➙ ❧☞❦ ➌✍➤✭➍ ☎➠➎❞➊↕➢ ☞ ➍✭➢☛➊↕→➣➎❞➢
✕ ❦✔♠ ➍✭➋❂➜↕➍ ➙❞➋ ➌✍➦❞➤➏➊ ♠ ➧➏➡ ➍✚✦❂➩❜✕❂➩➼✓➛➍✭➎ ❦✒❧☞♠ ➌✍→ ➟ ➋❞➐➣→➒➍ ♠ ✗ ➩❸◆✿➎ ❦ ➍✭➋✔➌✿➌ ♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ♠ ➋❞➎✔➍➅➜↕➍ ♠ ➢➥→➒➊↕➎➙❞➍ ➟ ➍✦➐➒➍✭➡➨➡ ➍ ➙ ❧ ➎❞➢➻➐➒➍ ➟✭❧ ➢➻➊☎✄ Y

➍✭➢❝➌➅➤ ➌ ❧ ➐➒➍ ➢☛➋ ♠ R ➙ ❧ ➎❞➢✖✠ ✼ ✂ ✎ ☎ ✑ ➺❙➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✓✥✰✔➩ ✦❂➩➼✓↕✓ ☞ ✗ ➩
✝ ✄✝✆ ✆ ✄✟✞ ✄✁� ✄✙✱✓✛ ✄ ✁ ➩ ✔ � ✞✍✝ ✁

R
✏ ✡ ✟☛✡✞✡ ✌ ✟ ✏ ✍➣✞ ✧ ✟ ✍ ✝ ✌ ✡ ✡ ✄ ✍✣✝Ò✌ ✡ ✭ ✄✫✌ ✧ ✞✡✠ ✆ ✡❆✠ ✄ ✡✆✝☞☛

✄✁✏✒✌ ✍
k
✭ ✄✝✆ ✝ ✄ ✄ ✟ ✍ ☎ ✟ ✌ ✝ ☎ ✟ ✍

M
✂ ✘ ✡ ✡❩✌➨✄✫✞ ✡✞✡ ✌✎✏ ✡ ✡ ✧ ✝✞✄ ☎ ✟ ✍✣✝✄✡✦✡❩✌

Y
✡✆✏✫✠

R
✂ ✘ ✡

✡✆✏ ✆ ✆ ✞ ✡❩✌ ✓ ✏✶✆ ✝ ✍q✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁
x
✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✡✆✏❂✠

k
✡✆✏✫✠ ✍ ✟ ✠ ✄ ✄✁✏ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡

Yk

✝

x :
� ✆ ✌ ✧

(k) → Yk✚ ✍➣✞✡✠☛✡ ✝ ✍q✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌ ✏ ✡ ✆ ✞✍✝ ✡✞✁
y
✄✫✌
Y
✄ ✄ ✟ ✡ ✝ ✡✆✏❂✠

R
✄✫✌P✠ ✄ ✄✁✏ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡

x
✝

y :
� ✆ ✌ ✧

(R) → Y
↑ ↑

x :
� ✆ ✌ ✧

(k) → Yk✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ✴❘➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌ x ➙❞➤✌✡❞➎❞→➇➢➥➋ ♠ k ✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➒➌●➋❞➎ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ y ➙❞➍❉➐ ✵✸➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍➌✍➊ ❦ ➊↕➐➒➊✓✂↕→✠✝✫➋✔➍ Y ➩➝✴❘➍■➢ ➟ ➦❞➤➏➡ ❧ Y ➤ ➌ ❧ ➎➝➌✶➐➒→➣➢➥➢☛➍●➢☛➋ ♠ R ➺☞→➒➐✔➍ ➬✔→➒➢☛➌➥➍■➋❞➎➛➜↕➊↕→➒➢➥→➒➎ ❧ ✂↕➍ ❧✚✙ ➎❞➍
V =

❁ ❦ ➍ ➟ (C)
➙❞➍

y
➌✍➍✭➐ ✝♦➋❞➍
C = R[T1, . . . , Tn]/ (P1, . . . , Pm)

❧ ➜↕➍ ➟ m ≤ n
➺❸➍ ➌✏➌➥➍✭➐➣➐➒➍ ✝♦➋❞➍➻➐➣➍✭➢✂➡ →➒➎❞➍✭➋ ♠ ➢ m ×m

➙✔➍➅➐ ❧ ➡ ❧ ➌ ♠ → ➟ ➍■➔ ❧☞➟ ➊ ☞ →➣➍✭➎✔➎❞➍
(

∂Pi

∂Tj

) ➍✭➎ ✂☞➍✭➎❞➙ ♠ ➍✭➎➝➌ C ✕ ❦❞♠ ➊ ❦ ➊☞➢➥→➒➌➥→➣➊↕➎❲✑✔➩ ✕✡✗ ➟ ✗■➙❞➍ ✠ ✂ ❬ ✸ ✎☛✡✘✑ ✗ ➩
❡ ❧✘♠ ➙❞➤✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎➇➺❞➐➒➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌ x ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➢☛➌➥➍➑➍➏➎✳➐ ❧ ➙❞➊↕➎❞➎✔➤✭➍P➙➇✵ ➋❞➎❏➦❞➊☞➡ ➊↕➡➨➊ ♠☛❦ ➦❞→➣➢☛➡ ➍

φ : R[T1, . . . , Tn]/ (P1, . . . , Pm) ⊗R k → k➟ ➍✢✝♦➋❞→ ➟ ➊ ♠➥♠ ➍➏➢ ❦ ➊↕➎❞➙ ☎➨➐ ❧ ➙✔➊↕➎❞➎❞➤➏➍➑➙➇✵ ➋❞➎ n ➋ ❦ ➐➣➍ ➌ (x1, . . . , xn)
➙❸✵✸➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢✻➙✔➍

k
➜↕➤ ♠ → ✡ ❧ ➎➝➌



�✁�✁� ✄ � � ✂✞✌ ✠ ✡☞✟ ✂✡✄ ☎ ✞ ✂✆☎ ☎✝✂ ✠ ✂ � ✂✞✌ ✏✚✂ ✞

P1 (x1, . . . , xn) = · · · = Pm (x1, . . . , xn) = 0➊☎✄
Pi

➙❞➤➏➢➥→✠✂↕➎❞➍✿➐ ❧➛♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎◗➙❞➍ Pi

➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➊
M
➩

✴ ❧ ➡ ❧ ➌ ♠ → ➟ ➍✰➔ ❧☞➟ ➊ ☞ →➣➍➏➎❞➎❞➍ ( ∂Pi

∂Tj

)
(x)

➍➏➢☛➌❭➙❞➍ ♠✍❧ ➎ ✂ m ➩✘◆❉➎ ❦ ➍✭➋❂➌❭➙✔➊↕➎ ➟❣❧☞❦❞❦ ➐➒→✟✝♦➋❞➍ ♠
➐➣➍❣➐➣➍➏➡ ➡➨➍✶➙❞➍✐▼✂➍➏➎❞➢➥➍➏➐✔➌✍➍➏➐ ✝♦➋➇✵ ➤✭➎❞➊☞➎ ➟ ➤✐➙ ❧ ➎❞➢ ✠ ✼ ★✖✬ ✎✄✌✘✑ ✕ ➐➣➍➏➡ ➡➨➍ ✦❂➩❜✕❂✓ ✗ ✕ ✝♦➋❞→✔➍➏➢☛➌❑➋❞➎✔➍
➐➣➤✌✂↕➧ ♠ ➍ ✂☞➤✭➎❞➤ ♠✍❧ ➐➒→➣➢ ❧ ➌✍→➣➊☞➎ ➙✔➋➫➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍✦✗❞➩❜✕❤➙➇✵ ✗✿➙❞➍ ✠ ✂ ❬ ✸ ✎☛✡✒✑ ✗ ➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➊ ☞ ➌➥➍✭➎❞→ ♠ ➋❞➎➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌❑➙❞➍

Rn
➺✘➙❞➍ ♠ ➤➏➙❞➋ ➟ ➌➥→➣➊↕➎ x ➺✡➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍ P1(y) = · · · = Pm(y) = 0

➩☞✴❘➍ ❦ ➊↕→➒➎➝➌
y
➍➏➢☛➌✻➋❞➎ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✐➙❞➍ V ✕ ➍ ➌✂➙✔➊↕➎ ➟ ➙❞➍ Y ✗ ➺✒➙❞➤✌✡✒➎✔→❘➢➥➋ ♠ R ➺❞➍➏➌✻➙❞➍ ♠ ➤✭➙❞➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ x ➩



✁ ✠☛✠❵✥ ✑ ✏ ✞ ☞ ✥ �

✁✟☞ ✙ ✞ ✒✓✑ ✏ ✥✤✣ ✙ ✁ ✞ ✣❲✙ ✣ ✣ ✁ ✌ � ✥ ✑ ✙❻✣ ✣ ✂ ✌
H

′(Dp)

✹✂➊☞➋❞➢ ❧ ➜☞➊↕➎❞➢❤➐ ❧ →➒➢➥➢➥➤ ➍➏➎ ➢➥➋✔➢ ❦ ➍✭➎❞➢✳➐➣➊ ♠ ➢❤➙❸✵✸➋❞➎ ➟ ➦ ❧☞❦ →➼➌ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤ ➟ ➤✭➙❞➍➏➎♦➌❏➐ ❧ ✝♦➋❞➍✭➢❍Ð
➌✍→➒➊↕➎ ➙❞➍✭➢ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎✔➢✙✂↕➤✭➎✔➤ ♠✍❧ ➐➣➍✭➢✶➍➏➎♦➌ ♠ ➍✻➙❞➍✭➢✶➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢✛✕ ➍➏➌ ➟ ➊↕➦❞➤ ♠ ➍✭➎➝➌✍➢☛✗✶➙✔➍➐Ò✵ →➣➎✔➍ ♠ ➌➥→➣➍❉➍➏➎❏➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌❆➙❞➋ ☞ ➊ ♠ ➙✳➙✔➍ U r

➩❨✴❑✵ →➣➙❞➤➏➍☞➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ➐ ❧➛❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎
❧ ➐➒➊ ♠ ➢✻➤✭➎❞➊☞➎ ➟ ➤➏➍☞➺❘➍✭➢❝➌✿➙➇✵ ➋✔➌✍→➒➐➣→➒➢➥➍ ♠ ➐➣➍ ✁ ❧ →➒➌ ✝♦➋❞➍➛➢➥→❭➋❞➎ ➡➨➊☞➌✏➙✔➍

BT
➎➇✵ ❧❲❦✒❧ ➢❉➋❞➎✔➍ ❧☞➟ Ð➌✍→➒➊↕➎ ➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐➣➍➻➢☛➋ ♠ ➌✍➊↕➋✔➢➷➐➒➍✭➢ H ′(Dp)

✕
r
➍✭➢❝➌ ✡❂➬✔➤➨➡ ❧ →➣➢ p ❦ ➍✭➋✔➌P➜ ❧☞♠ →➣➍ ♠ ✗ ➺ ➟ ➍ ➡ ➊☞➌➎❞➍ ❦ ➍✭➋✔➌ ✍➏➌ ♠ ➍ ➤ ✝♦➋❞→➼➜ ❧ ➐➣➍➏➎♦➌ ❧ ➋➫➡➨➊☞➌❉➌ ♠ →➒➜✫→ ❧ ➐ ✕❪➊↕➎➫➢☛➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍➛➙ ❧ ➎❞➢P➐➒➍ ➟ ➊↕➎➝➌✍➍ ➬✫➌✍➍➨➙❞➋

❦✒❧☞♠➥❧ ✂ ♠➥❧☞❦ ➦❞➍✿✗❞➩❜✕ ➟ ➊↕➎✔➢ ❧☞➟➏♠ ➤ ☎ ➐ ✵✸➍ ➬❂➍✭➡ ❦ ➐➣➍✿➙❞➍➏➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➏➢✻➙✔→➣➤✭➙ ♠✍❧ ➋❂➬✔✗ ➩
☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱✁� ✷ �✬✷✸✵✔➩ ✔ ✪ ✌ ✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✌ BT

✄ ✄ ✟ ✡ ✝✝✌ ✡ ✂ ✂✂✁ ✂ ✌ ✌ ✭ ✟ ✄✁☎✦✌ ✁ ✍ ✟ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡ ☛
✁ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✡✆✏★✝ ✟ ✟☛✡✞✁ ✌ ✝

✥ ✜ ✄ ✡ ✄ ✠ ✟☛✁ ✌✆✏✫✠☛✡ ✝ ✍➣✌✦✡
DT

I✥ ✠✍✌ ✍ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✡ ✝

✥ DT
I ·DT

J = DT
J ·DT

I

✭
✌ ✁ ✡✆✝ ✝ ✍ ✑ ✟ ✍✣✝Ò✌✆✏

✥ DT
I = e

✡✆✝
I
✌✦✡ ✁ ✄✫✌ ✧ ✟ ✠➥✄✁✝ ✡ ✟ ✍

r − 1
✞✍✏
r✥ DT

I = DT
J

✡✆✝
I
✌ ✁
J

✡❩✞ ✡✞✁ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✝➶✠✍✌✦✡➷✄ ✟☛✡ ✡
r

✂☎✄✝✆✟✞ ✌✡✠☞☛✌✄✂� ✷ �✬✷✁�❱➩ ✔ ✴ ❧ ➙❞➍✭➋❂➬❂→➒➧✭➡➨➍ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➫➎➇✵ ❧✘❦❞❦✒❧☞♠➥❧✟✞ ➌ ✝♦➋❞➍❲➙ ❧ ➎✔➢➅➐ ❧ ➢☛→➼Ð➌✍➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎ ➊✞✄❲➐ ❧P♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍✂➍✭➢❝➌■➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➍ ❦✒❧☞♠❣❧ ➋ ❦ ➐➣➋❞➢❊➋❞➎ ❦ ➊↕→➣➎➝➌❣➍➏➌●➎➇✵✸➍➏➢☛➌ ♠ ➍✭➐➒→➣➤➏➍ ✝♦➋➇✵ ☎
➋❞➎❤➢➥➍➏➋❞➐ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍P➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌✱➩✴ ❧ ➌ ♠ ➊↕→➣➢☛→➣➧➏➡ ➍ ♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎➑➎➇✵ ❧✘❦❞❦✒❧☞♠➥❧✟✞ ➌ ✝♦➋❞➍✐➙ ❧ ➎❞➢q➐ ❧ ➢☛→➒➌✍➋ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➻➊☎✄➛➐ ❧✂♠➥❧☞➟ →➒➎❞➍■➎➇✵ ➍✭➢❝➌
❦✒❧ ➢✝➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➤➏➍❊➍ ➌q➍➏➢☛➌ ♠ ➍➏➐➣→➣➤➏➍ ☎✻➍ ➬ ❧✘➟ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌q➙❞➍➏➋❂➬➑➢➥➊↕➡➨➡➨➍➏➌✍➢➏➺❩➊↕➋➷➐➣➊ ♠ ➢✒✝♦➋❞➍❊➐ ❧✐♠✍❧☞➟ →➣➎❞➍➎➇✵ ➍✭➢❝➌ ❦✒❧ ➢➑➡ ❧✘♠ ✝♦➋❞➤✭➍✘➺❭➍ ➌➅➍➏➢☛➌ ♠ ➍✭➐➒→➣➤✭➍ ☎✳➋✔➎⑩➋❞➎❞→✠✝✫➋✔➍✦➢➥➊☞➡ ➡➨➍➏➌ ✝♦➋❞→❊➎➇✵✸➍➏➢☛➌ ❦❞❧ ➢➻➎❞➊☞➎
❦ ➐➒➋❞➢✐➡ ❧✘♠ ✝♦➋❞➤☞➩
◆❉➎➫➜ ❧ ➍➏➎ ✁ ❧ →➼➌➑➡➨➊↕➎➝➌ ♠ ➍ ♠ ➐➣➍ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌➑➢➥➋❞→➼➜ ❧ ➎➝➌ ✝♦➋❞→❊➍✭➎➝➌ ♠➥❧✟✞ ➎❞➍➨➐ ❧❤❦❞♠ ➊ ❦ ➊↕➢☛→➒➌➥→➣➊↕➎➴✏➩✸↔✔➩➼✓↕➩
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H

′(Dp)

☞✍✌✏✎✒✑ ✎✴✛✤✔✳✘✳✔✗✎✴✱✁� ✷ �✬✷✄✂❨➩ ✔ � ✞✍✝ ✁
M :=

(
DT

I1

)n1
. . .
(
DT

Ik

)nk ✏ ✡ ☎✦✞ ✁ ✡ ✞ ✡ ✟ ✝ ✄✫✌
✄✫✌
BT

✞✁� ✭ ✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✡
l
✌ ✁
m

✟ ✆ ✆✠✟ ✠ ✁ ✌ ✡ ✟☛✡✞✁ ✠
r ✖ l 6= m ✗ ✝

✥ ✄✫✌✆✏✞✌✞✡❩✞✍✏ ✡✂☛➥✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌✦✡
Il
✌ ✁
Im

✡ ✌✛✡❩✞ ✡✞✁✎✡ ✝ ✄✢✜ ✟ ✏✍✌ ✭ ✡ ✝ ✧ ✞✍☎ ✆ ✍ ✄ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✝➶✠✍✌✦✡✬★
✥ ✧ ✝✠✟ ✓ ✏❨✌➻✌ ✌ ✆ ✞ ✡ ✟☛✡✞✁

nl

✌✦✡ ✁ ✡ ✞ ✡ ✡ ✏ ✍✚★
✥ Il ✡ ✆✟✌✦✡ ✁ ✄✫✌ ✧ ✟ ✠☛✄✁✝ ✡ ✟ ✍ ✡ ✝

r − 1
✭✎✡ ✝

r
✂

✄ ✍✒✌ ✌ ✝✄✡ ✁ ✌ ✏ ✡ ✌ ✡ ✡❩✌✆☎ � ✍➣✌ ✟ ✡ ✝❸✄✫✌ ✡ ✞✍☎ �✭✠ ✌✦✡ ✆ ✠✍✌✆☎✎✝Ò✌ ✠☛✡
P

✁ ✌ ✍✁✓ ✏✒✌ ✭ ✆ ✞✍✏✫✠ ✁ ✞✍✏ ✁
p /∈ P

✭
M

✟ ✜ ✝ ✁✎✡ ✞ ✡ ✁ ✠✆✝ ✟ ✝ ✟ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✄ ✟☛✡ ✡ ✍➣✌P✠✍✌ ✟✞✝ ✁ ✌✆☎✦✌ ✡✞✁
H ′(Dp) → U r

✂

✏ ✄ ☎✦✞ ✡ ✡ ✁ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ➩ ✔ ◆❉➎ ➤ ➟➏♠ → ♠➥❧ ➍ ➬ ➟ ➍ ❦ ➌➥→➣➊↕➎❞➎✔➍✭➐➣➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌✂➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍➏➌☛➌✍➍➻➙✔➤✭➡➨➊↕➎❞➢☛➌ ♠✍❧ Ð➌✍→➒➊↕➎
DI

❧ ➋◗➐➒→➣➍✭➋➠➙✔➍ DT
I

➺ ❧ ✡✒➎◗➙➇✵ ❧ ➤ ♠ ➍ ♠ ➐ ❧ ➎❞➊☞➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➇➩✹✂➊☞➋❞➢ ❧ ➐➣➐➣➊☞➎❞➢❆➍ ➬❂➦❞→ ☞ ➍ ♠ ➙❞➍➏➋❂➬ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢➥➍➏➢❉➙❞➍➑✹✂→➒➍✭➐➣➢☛➍✭➎ g ➍➏➌ g′ ➙❞➍ SNi(C)
✕❪➊☎✄

C➢➥➍ ♠✍❧ ➋❞➎ r Ð✽➋ ❦ ➐➒➍➏➌✿➙❞➍ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➏➢➷➙✔➍ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢☛➊↕➎ ➙❞➍
Dp

✗ ➺❸➌➥➍✭➐➒➢✖✝✫➋✔➍
M.g = g′

➺➇➍ ➌
❦ ➊↕➋ ♠ ➌ ❧ ➎➝➌ g 6= g′

➩✝❡❭➊↕➋ ♠P❦❞♠ ➊↕➋✔➜☞➍ ♠ ✝♦➋❞➍ g 6= g′
➺❙➎❞➊↕➋✔➢ ❧ ➐➣➐➣➊☞➎❞➢✿➍✭➎➫➙❞➊↕➎❞➎❞➍ ♠ ➙✔➍✭➋❂➬

♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍➏➎♦➌ ❧ ➎➝➌✍➢ ♠ ➍➏➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍→ ✁ ➢ (g1, . . . , gr)
➍➏➌

(g′1, . . . , g
′
r)
➺ ❧ →➒➎❞➢➥→ ✝♦➋➇✵✸➋✔➎➁➍✭➎➝➌✍→➒➍ ♠ i0➌✍➍➏➐ ✝♦➋❞➍

g1 = g′1
➢☛➊↕→➒➌❆➋✔➎❞➍P➢ ➞ ➡ ➤ ➌ ♠ →➣➍☞➺✒➍ ➌ ✝♦➋❞➍ g′i0 /∈ {gi0 ,

(g1) gi0}
➩

❡ ♠ ➍➏➡ →➒➧ ♠ ➍✿➤ ➌ ❧☞❦ ➍➛✎ ➟ ➦❞➊↕→ ➬◗➙❞➍ i0 ➩◆❉➎ ➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→➒➌ ❦ ➊↕➋ ♠ i0 ➐➣➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ❦ ➍ ➌✍→➒➌■➤✭➐➣➤➏➡ ➍➏➎➝➌✐➙❞➍ I1 ∪ · · · ∪ Ir
➩✒✴ ❧ ✁ ❧ ✓✭➊↕➎➠➙✔➊↕➎➝➌➊↕➎ ❧ ➟ ➊↕➎❞➢❝➌ ♠ ➋❞→➒➌❆➐ ❧➅❦❞♠ ➊ ➟ ➤➏➙❞➋ ♠ ➍ ❦ ➍ ♠ ➡➨➍➏➌❆➙❸✵ ❧ ➢☛➢➥➋ ♠ ➍ ♠ ✝♦➋❞➍ i0 ≥ 2
➩

✹✂➊✘➌✍➊↕➎❞➢
I0
1 ⊃ I0

2 ⊃ · · · ⊃ I0
m0

➐➣➍➏➢❑➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍✭➢
Il

✕
l ∈ {1, . . . , k}

✗ ➟ ➊↕➎➝➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌
i0
➩
❇✏➍➏➋❂➬❂→➣➧✭➡➨➍P➤➏➌ ❧☞❦ ➍➛✎ ➟ ➦✔➊↕→➼➬◗➙✔➍ g ➩❁❂➊↕→➼➌

j0
➐➣➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ✂ ♠✍❧ ➎✔➙➨➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌☎➙❞➍ I0

1 −I
0
2

➩➝❋●➐ ❧ → ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌✭➺ j0 6= i0
✕❪➢➥→
m0 = 1

➺
➐Ò✵ ➍✭➎✔➢➥➍✭➡ ☞ ➐➣➍

I0
2

➍✭➢☛➌❆➜✫→➣➙✔➍☞➺✒➍➏➌
j0
➍✭➢❝➌ ☞ →➣➍✭➎◗➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍➏➎♦➌✻➙❞➍ i0 ✗ ➩❡❭➊☞➋ ♠ ➌✍➊☞➋✔➌✿➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌ l ➙❞➍ {1} ∪ I0

1 ∪ I
′0
1

➙❞→ ✔❸➤ ♠ ➍✭➎➝➌✿➙✔➍ j0 ➺❸➊↕➎ ❦ ➊↕➢➥➍ gl = σ
➩

◆❉➎ ❦ ➍➏➋✔➌ ♠ ➍✭➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➍ ♠ ✝♦➋❞➍ ➟ ➍➏➐ ❧ ➍➏➎➝➌ ♠✍❧ ✞ ➎❞➍ ✝♦➋❞➍ gl = σ
➙❞➧✭➢ ✝✫➋✔➍

l ❧☞❦✔❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍➏➎♦➌✏☎
I0
2 ∪ · · · ∪ I0

m0
∪ I

′0
2 ∪ · · · ∪ I

′0
m0

➩
❁❂→☎➐➒➍ ➟✱❧✘♠ ➙❞→➒➎ ❧ ➐☎➙❞➍ I0

1

➍✭➢❝➌ ❦❞❧ → ♠ ➺❸➊↕➎ ❦❞♠ ➍✭➎❞➙ ♠➥❧ gj0 = ρσ
✲❸➢➥→➣➎✔➊↕➎➇➺➇➊↕➎ ❦❞♠ ➍✭➎❞➙ ♠✍❧

gj0 = ρ
✲ ➟ ➍ ➟ ➦✔➊↕→➼➬✰➺✚✝♦➋❞→ ❦ ➍➏➋✔➌❲➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍ ♠✦❧☞♠ ☞ →➒➌ ♠➥❧ → ♠ ➍☞➺✶➢➥➍ ♠✍❧ ➔☛➋✔➢☛➌✍→ ✡✒➤ ➐➒➊ ♠ ➢➨➙❞➍ ➐ ❧➌ ♠ ➊↕→➣➢☛→➣➧➏➡ ➍❉➤ ➌ ❧☞❦ ➍☞➩Ï✔✵ ❧✚✙➨♠ ➡➨➍✘✝♦➋➇✵ →➣➐ ♠ ➍✭➢☛➌➥➍❏➙❞➍➏➢✦➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢ gl

➎❞➊↕➎➃➢ ❦ ➤ ➟ → ✡✒➤✭➢➏➺ ✝♦➋❞➍✳➐Ò✵ ➊↕➎ ➍✭➢☛➌ ➙❞➊↕➎ ➟➐➣→ ☞ ♠ ➍➨➙➇✵ ❧ ➔☛➋❞➢❝➌✍➍ ♠ ❧ ✡✒➎❿➙❞➍✦➜↕➤ ♠ → ✡✒➍ ♠ ➐ ❧✳➟ ➊☞➎❞➙❞→➒➌➥→➣➊↕➎ g1 . . . gr = 1
➩q✾❑➎ ➍✕✔❸➍ ➌✱➺❭➊↕➎ ❧

❦ ➊↕➋ ♠ ➐Ò✵ →➣➎❞➢❝➌ ❧ ➎➝➌✂➢ ❦ ➤ ➟ → ✡✒➤➅➐➒➍✭➢ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢➥➍➏➢ Cl

➺ ❦ ➊↕➋ ♠ l ∈ {1} ∪ I0
1 ∪ I

′0
1

➩❸❁❂→
I

′0
1

➎➇✵ ➍✭➢❝➌
❦✒❧ ➢➛➜✫→➣➙✔➍☞➺ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢➛➎✔➤ ➟ ➍➏➢➥➢ ❧ → ♠ ➍✭➡➨➍✭➎➝➌ i0 > 2

✕ ➟ ✁ ➩ ❦❞♠ ➊ ➟ ➤➏➙❞➋ ♠ ➍ ✗ ➺❑➍ ➌ ➐ ✵✸➊☞➎ ❧ ➍➏➎ ➟ ➊ ♠ ➍
♠ →➒➍✭➎❿→➣➡ ❦ ➊↕➢➥➤✄☎ C2

➩❊❁❂→
I

′0
1

➍✭➢❝➌ ➜❂→➒➙❞➍☞➺❑→➒➐■➍✭➢❝➌✦➙✔➍◗➌➥➊↕➋✔➌➥➍ ✁ ❧ ✓✭➊↕➎ →➣➡ ❦ ➊☞➢➥➢➥→ ☞ ➐➣➍ ✝✫➋✔➍
I0
1 = {2, . . . , r}

✕ ❦❞❧☞♠ ➦ ➞✫❦ ➊☞➌✍➦✔➧✭➢☛➍ ✗ ➩◆❉➎ ✡✔➬❂➍ ❧ →➣➎❞➢☛→✝➐➒➍✭➢ gl
♠ ➍➏➢☛➌ ❧ ➎➝➌✍➢ ❧ ✡❞➎ ➙❞➍➑➜☞➤ ♠ →✠✡✒➍ ♠ ➐ ❧➨♠ ➍➏➐ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ g1 . . . gr = 1

✲✰➢☛→
➐Ò✵ ➊↕➎ ➎✔➊☞➌✍➍ ❦❞❧☞♠ Cl

➐ ❧✦➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➛➙❞➍ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂ ❧ →➣➢☛➊↕➎ ➙❞➍
gl

➙ ❧ ➎❞➢ Dp

➺❸➍ ➌
C

➐➒➍
r
Ð❄➋ ❦ ➐➒➍➏➌



✄ � � ✂✞✌ ✠ ✡☞✟ ✂✡✆☞☎ ✄ ✟ ✎ ✡ ✂✄✌ ✠ ✂☛✏ ✎ � ✡☞✏✚✎✑✏ ✏ ✄✠✁ ☎✝✂✞✌ ✎✑✏ ✏ ☎✄✁
H

′(Dp)
� � ☎

(C1, . . . , Cr)
➺ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢❊➐➣➍ r Ð❄➋ ❦ ➐➒➍➏➌ (g1, . . . , gr)

♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌✍➍✿➋❞➎✔➍ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍❉➙❞➍✿✹✻→➣➍✭➐➒➢➥➍➏➎
g
➙✔➍

SNi(C)
➩

❃ ♠ ➊↕→➒➢➥→➣➧➏➡ ➍✏➤➏➌ ❧✘❦ ➍➛✎ ❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎◗➙❞➍ M ➢☛➋ ♠ g ➩◆❉➎❏➎❞➊✘➌✍➍
g′ := M.g

➺❱➍➏➌✏➐Ò✵ ➊↕➎ ➟ ➦❞➊☞→➣➢➥→➼➌ ➟ ➊↕➡➨➡ ➍ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➎➝➌ (g′1, . . . , g
′
r)
➙✔➍

g′ ➟ ➍➏➐➣➋❞→ ✝♦➋❞➍P➐Ò✵ ➊↕➎◗➊ ☞ ➌➥→➣➍➏➎♦➌❆➙❸✵ ❧☞❦✔♠ ➧✭➢❆➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➒➍❉➙❞➍P➐ ❧➅❦✔♠ ➊ ❦ ➊↕➢➥→➼➌✍→➒➊↕➎◗✑✔➩ ✗❞➩➒✓❩✕❂➩◆❉➎ ❧ ☞ →➒➍✭➎ ➢✁� ♠ g′1 = g1

✕ ➟ ✵✸➍➏➢☛➌✿➙➇✵ ❧ →➒➐➣➐➣➍➏➋ ♠ ➢✻➋❞➎ ✁ ❧ →➼➌✏✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐Ò➺❱➐ ❧➨❦❞♠ ➊ ➟ ➤➏➙❞➋ ♠ ➍ ❧➤➏➌➥➤ ➟ ➊↕➎✔✓➏➋❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➜↕➤ ♠ →✠✡✒➍ ♠❆➟ ➍➏➌☛➌✍➍ ❦❞♠ ➊ ❦❞♠ →➒➤➏➌➥➤ ✗ ➩❡ ❧✘♠✂➟ ➊↕➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❏➙❞➍ BT
✕ ➟ ✁ ➩❨➐ ❧ ❦❞♠ ➊ ➟ ➤➏➙❞➋ ♠ ➍ ✗ ➺ ❧ ➋ ➟ ➋❞➎❏➌ ✒ →➒➢☛➌ DIl

✕
l ∈ k

✗✐➎❞➍
❦✒❧ ➢☛➢➥➍➅➍➏➎❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➊↕➋❞➢✿➙❞➍➻➙❞➍ i0 ➩❸✴❘➍✭➢✏➢➥➍✭➋✔➐➣➢❉➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢ gl

→➒➎➝➌✍➍ ♠ ➜↕➍➏➎ ❧ ➎➝➌✿➙ ❧ ➎✔➢❉➐ ❧ ✁ ➊ ♠ Ð➡➅➋❞➐➒➍■✑✔➩ ✗❞➩➼✓✖✕ ❦ ➊↕➋ ♠ ➙✔➤➏➌✍➍ ♠ ➡➨→➣➎❞➍ ♠ g′i0 ➢➥➊↕➎➝➌❑➙✔➊↕➎ ➟✐➟ ➍➏➋❂➬ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍✭➢ ✝♦➋❞➍✭➐➒➢ l ❧☞❦✔❦✒❧☞♠ ➌➥→➣➍➏➎♦➌☎
I0
1 ∪ I

′0
1

✕ ➟ ✵ ➍✭➢❝➌☛Ð✎☎✡Ð❄➙❞→ ♠ ➍ ➟ ➍✭➋❂➬✆✝✫➋✔➍➷➐ ✵✸➊☞➎ ❧ ➢ ❦ ➤ ➟ → ✡✒➤✭➢☛✗ ➩✒✺❄➐➒➢✐➢➥➊↕➎➝➌✐➌✍➊☞➋❞➢✐➤ ✂ ❧ ➋❂➬✄☎ σ ➺➢ ❧ ➋ ✁ gj0

➺ ✝✫➋✔→❑➎➇✵✸→➒➎➝➌✍➍ ♠ ➜✫→➣➍✭➎✔➙ ♠✍❧ ➜↕➤ ♠ →➒➌ ❧ ☞ ➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌✢✝♦➋❞➍ ❦ ➊↕➋ ♠ ➐➣➍ ➟✱❧ ➐ ➟ ➋✔➐❑➙❞➍➛➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎
➙❞➍

D
n0

1

I0
1

➩
❡❭➊☞➢➥➊↕➎❞➢

g′′ := D
n0

2

I0
2
. . .D

n0
m0

I0
m0

.g
➺➇➍ ➌➑➢☛➊↕→➒➌

(g′′1 , . . . , g
′′
r )

➢☛➊↕➎ ♠ ➍ ❦✔♠ ➤✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➎♦➌➻➙❞➤ Ð
➙❞➋❞→➼➌❆➙❞➍

(g1, . . . , gr)
❦✒❧✘♠ ➐ ❧ ✁ ➊ ♠ ➡➅➋❞➐➣➍❉✑✔➩✸✗✔➩➒✓✖✕✫➩✺❄➐❙➍✭➢❝➌ ✁ ❧☞➟ →➣➐➣➍P➙❞➍➷➜↕➊↕→ ♠ ✝♦➋❞➍ g′′1 = g′′i0 = σ

✕ ➊↕➎ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂↕➋❞➍ σ ❦✒❧☞♠ ➐➣➋❞→ Ð❄➡ ✍✭➡➨➍✿➊↕➋
❦✒❧☞♠ e ✗ ➩❀❆➍✭➢☛➌➥➍ ☎ ➟✭❧ ➐ ➟ ➋❞➐➣➍ ♠ ➐Ò✵ ❧☞➟ ➌➥→➣➊↕➎➠➙✔➍ Dn0

1

I0
1

➩✒◆✿➎ ❦ ➍✭➋✔➌❆➜↕➤ ♠ → ✡✒➍ ♠ ✝♦➋❞➍

g′i0 =

(

ρǫn0
1

)

g′′i0 =

(

ρǫn0
1

)

gi0➊☎✄
ǫ
➜ ❧ ➋❂➌ 1

➊↕➋
−1

➩■✾❑➎❈➍✌✔✰➍➏➌✭➺●➊↕➎ ➟ ➊↕➎✡➔☛➋ ✂↕➋✔➍ g′′i0 ❦❞❧☞♠ ➐ ✵✸➤➏➐➣➤✭➡➨➍✭➎➝➌ δn0
1
➺●➊✞✄

δ := gi0−−−−−→
I0
1∪I

′0
1

r−→
I
′0
1

i0

➩✝❋●➦ ❧ ✝♦➋❞➍ gl

→➣➎➝➌✍➍ ♠ ➜↕➍➏➎ ❧ ➎➝➌➑➙ ❧ ➎❞➢ ➟ ➍ ➌➑➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌➷➍➏➢☛➌➑➤ ✂ ❧ ➐ ☎ σ ➺
➢ ❧ ➋ ✁ gj0

➩✔❇✂➍ ❦ ➐➣➋❞➢➏➺❂➢☛→ l ∈ I
′0
1

➺✔➐ ✵✸➤➏➐➣➤➏➡ ➍➏➎♦➌
gl
❧☞❦✔❦✒❧☞♠✍❧ ✞ ➌✛✕ ➍ ➬ ❧☞➟ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌✦✗●➙❞➍✭➋✫➬ ✁ ➊↕→➒➢✭➩❁✰✵ →➣➐ ❧☞❦❞❦❞❧☞♠✍❧✟✞ ➌✝➙❞➍ ❦✒❧☞♠ ➌q➍ ➌☎➙➇✵ ❧ ➋✔➌ ♠ ➍❣➙❞➍ gj0

➺✡➊↕➎ ♠ ➍✭➡ ❧☞♠ ✝♦➋❞➍ ✝♦➋❞➍ σgj0σ
➢➥➍■➙✔➤✭➙❞➋❞→➼➌q➙✔➍

gj0

➍➏➎ ♠ ➍➏➡ ❦ ➐ ❧ ✓ ❧ ➎♦➌ ρ ❦✒❧✘♠ ➢➥➊☞➎➠→➣➎➝➜↕➍ ♠ ➢➥➍✘➩✒❁✰✵ →➣➐ ❧☞❦✔❦✒❧☞♠✍❧ ✞ ➌❣➙❞➋❲➡ ✍✭➡➨➍ ➟ ✛☞➌✍➤✘➺✔➊↕➎ ❦ ➍➏➋✔➌➢➥→➒➡ ❦ ➐➣→✠✡❞➍ ♠ ➐➣➍➏➢●➙❞➍➏➋❂➬ gl

➙ ❧ ➎✔➢ δ ➩✔✾❑➎ ➟ ➊☞➎ ➟ ➐➒➋❞➢➥→➒➊↕➎➇➺ ✝♦➋❞→➒➌☛➌✍➍✏☎ ♠ ➍➏➡ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍ ♠ ρ ❦❞❧☞♠ ➢☛➊↕➎→➣➎➝➜☞➍ ♠ ➢☛➍☞➺❙➊↕➎ ❦ ➍✭➋✔➌P➢☛➋ ❦❞❦❞♠ →➣➡➨➍ ♠ ➐➣➍➏➢✿➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢ gl

➙ ❧ ➎❞➢ δ ➺ ❦ ➊↕➋ ♠ ➌➥➊↕➋✔➌ l ∈ I
′0
1

➩❙❁❂→
|I0

1 |
➍➏➢☛➌ ❦✒❧ → ♠ ✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩✫→➒➡ ❦❞❧ → ♠ ✗ ➺✡→➣➐ ♠ ➍✭➢☛➌➥➍❆➙❞➊↕➎ ➟ ➋❞➎ ❦❞♠ ➊✫➙❞➋❞→➼➌❑➙❞➍ |I0

1 |
✕ ♠ ➍✭➢ ❦ ➩ |I0

1 |−1
✗

➤✭➐➒➤✭➡➨➍✭➎➝➌✍➢
σ ❧ ➜☞➍ ➟ ρ ➊↕➋ ρ−1 ➩✫❡ ❧☞♠✶➟ ➊↕➎❞➢➥➤✌✝♦➋❞➍✭➎➝➌✱➺ δ ➍✭➢❝➌●➤✌✂ ❧ ➐✞☎ ρ ➊↕➋ ☎➷➢☛➊↕➎➨→➣➎➝➜↕➍ ♠ ➢➥➍✘➩

❇✏➍ ♠ ➎❞→➒➧ ♠ ➍P➤ ➌ ❧☞❦ ➍➛✎ ➟ ➊↕➎ ➟ ➐➣➋✔➢➥→➣➊☞➎➇➩◆❉➎ ❧➨➟ ➦❞➊↕→➒➢➥→ g1 = gi0 = σ
➩❸❋●➊☞➡ ➡➨➍

g1

➍➏➢☛➌✏➋❞➎❞➍➻➢ ➞ ➡ ➤ ➌ ♠ →➒➍☞➺ g′ ❧ ➙❞➡➨➍➏➌✻➍ ➬ ❧☞➟ Ð➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌➑➙✔➍✭➋❂➬ ♠ ➍ ❦❞♠ ➤✭➢➥➍➏➎➝➌ ❧ ➎➝➌✍➢➷➌✍➍➏➐➣➢✖✝♦➋❞➍➨➐ ❧❲❦❞♠ ➍✭➡➨→➣➧ ♠ ➍ ➟ ➊✫➊ ♠ ➙✔➊↕➎❞➎❞➤➏➍➨➢☛➊↕→➒➌P➤✌✂ ❧ ➐➒➍ ☎
σ
✎ ➟ ➍➅➢☛➊↕➎➝➌ (g′1, . . . , g

′
r)
➍➏➌

(σg′1, . . . ,
σ g′r)

➩❸❡ ❧☞♠❉➟ ➊↕➎❞➢➥➤✌✝♦➋❞➍✭➎➝➌✱➺❸➢➥→ g = g′
➺ ❧ ➐➒➊ ♠ ➢

g′i0 = gi0

➩



�✂✁ ✁ ✄ � � ✂✞✌ ✠ ✡☞✟ ✂✡✆☞☎ ✄ ✟ ✎ ✡ ✂✄✌ ✠ ✂☛✏ ✎ � ✡☞✏✚✎✑✏ ✏ ✄✠✁ ☎✝✂✞✌ ✎✑✏ ✏ ☎✄✁
H

′(Dp)

❁❂➊↕→➼➌❘➡ ❧ →➣➎➝➌✍➍➏➎ ❧ ➎➝➌❙➋❞➎➷➎❞➊↕➡ ☞ ♠ ➍ ❦❞♠ ➍➏➡ →➒➍ ♠ p ➎❞➍✶➙❞→➼➜❂→➒➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢ n0
1

➩✡◆✿➎ ❧ ➎❞➤ ➟ ➍✭➢☛➢ ❧ → Ð
♠ ➍➏➡ ➍➏➎➝➌

g′i0 6= gi0

➍➏➌✭➺ ❦✒❧☞♠ ➌ ❧ ➎➝➌➷✎

g′ 6= g✴❘➍✿➡ ➊✘➌
M

➙❞➍
BT

➎➇✵ ❧ ➙✔➊↕➎ ➟P❦✒❧ ➢❆➋❞➎❞➍ ❧☞➟ ➌✍→➒➊↕➎➠➌ ♠ →➼➜✫→ ❧ ➐➒➍✏➢➥➋ ♠ SNi(C)
➩



� ✞✓� ✡ ✞ ✒ ✁ ✌ ✁ ✠✛✚ ✞ ✥

✠ ❫ ♠ ➌ ➓☞↔ ✑ ➽✁�✄✂➅❐✫➾❙➚➶➹ ✍✫✦ ✝✞✄ ✞✡✠✦✂✆☎✦✌✦✡●✄✫✌❣✠✍✌ ✆ ✠ ✄ ✡❩✌ ✡✞✁ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡✌✆ ✞✍✏❂✠ ✍➣✌✦✡❆✌✦✡ ✆✠✟★✧ ✌✦✡ ✟ ✍ ☛
✜ ✄ �✭✠✆✝✔✓ ✏✒✌✦✡ ➺➝➜↕➊↕➐ ➩♦✗↕✗❞➺❂❡ ♠ ➍✭➢☛➢➥➍✭➢✐➙✔➍✏➐Ò✵✸✷✂➎✔→➒➜↕➍ ♠ ➢☛→➒➌✍➤✻➙❞➍❉❢✳➊↕➎➝➌ ♠ ➤ ❧ ➐ ➺✰✓✁✄↕➓☞↔✔➩

✠ ➴●➍ ➟ ✰ ✄ ✑ ☎ �✝✆✂➸✟✞✡✠☎➯❉➳q➹✝➹ ✍☞☛ ❀ ❧ ➡➨→✠✡❞➍✭➙ ❦❞♠ →➣➡➨➍✭➢➅→➒➎⑩➌✍➦❞➍ ✡✒➍➏➐➣➙❿➊ ✁ ➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣→
➊ ✁ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦✔➍✭➙ ➟ ➊✖➜☞➍ ♠ →➣➎ ✂↕➢ ➊ ✁ ➟ ➋ ♠ ➜↕➍➏➢✍✌✰➺✏✎✒✞✍✏❂✠ ✡ ✟ ✍✂✞ ✔ ✚ ✍ ✜ ✌ �✭✠ ✟ ✌☎✖ ✻
✕❝✓✁✄★✰ ✄ ✗ ➺ ❦ ➩❨✕☞✑★✧ ✍ ✕★✦★✦❂➩

✠ ➴●➍ ➟ ✄✔✓ ✑ ➺ ☛ ◆❉➎ ➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎❞➢➑➊ ✁ ➎✫➋✔➡ ☞ ➍ ♠ ✡✒➍✭➐➒➙❞➢P➊ ☞ ➌ ❧ →➣➎❞➍➏➙ ☞ ➞ ➢ ❦ ➍ Ð
➟ → ❧ ➐➣→ ☛➏→➣➎ ✂ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦❞➍✭➙ ➟ ➊❩➜☞➍ ♠ →➒➎ ✂↕➢✍✌❱➺✑✎ ✂P✠✍✌✆✝ ✡ ✂ ✟☛✡★✜ ✌✆✫ ✂ ✝ ✟☛✁ ✝ ✂ ✲✺✌ ✌
✕❝✓✁✄ ✄❂✓ ✗ ➺ ❦ ➩❨✕↕➓ ✍ ✦✘✑✔➩

✠ ➴●→ ♠ ➓✘✗ ✑ ✒ �✓✆✂➚➶❐❙➯❉➳❭➹ ✍✕✔ ✠ ✟ ✝ ✄✍✡ ✭ ✍✣✝ ✡ ✒ ✡ ✭ ✟☛✡ ✄ ☎ ✟ ✆ ✆ ✝ ✡★✜ ✧ ✍ ✟ ✡✦✡ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✡ ➺
➜↕➊↕➐ ➩✥✰➝✕❂➺❩❡ ♠ →➣➎ ➟ ➍➏➌✍➊☞➎➑✷✻➎❞→➒➜❱➩❩❡ ♠ ➍✭➢➥➢➏➺✖❫✏➎❞➎ ❧ ➐➣➢❘➊ ✁ ❢ ❧ ➌➥➦➇➩❩➢☛➌➥➋❞➙❞→➣➍➏➢✭➺➝✓✁✄↕➓✘✗❞➩

✠✸❋✐❖ ✄✑✦ ✑ ✒ �✗✖ ➽✁�✙✘✏➘☎Ñ✛✚q➸❨➚➶➪❑➹❭➸❨➲✢✜✤✣✏�✍✥➅❐❘➳q➹✝❰❸➘qÑ❭➵♦➳q➹ ✍✦☛ ❇✏➍➏➢➥➢➥→➒➎❞➢ ✁ ♠ ➊↕➡
❧ ✂↕➍➏➊↕➡ ➍ ➌ ♠ → ➟ ❦ ➊☞→➣➎➝➌❤➊ ✁ ➜✫→➣➍ ✒ ✌❱➺✂❃✐➦❞➍⑩❖ ♠ ➊☞➌✍➦✔➍✭➎❞➙❞→➒➍ ➟✕✔ ➌➥➦❞➍✭➊ ♠❝➞ ➊ ✁
❇✏➍✭➢☛➢➥→➣➎✔➢✐➙➇✵❜✾❑➎ ✁ ❧ ➎♦➌➥➢✭➺❨✴❘➍✭→➒➐ ❧ ❁ ➟ ➦❞➎❞➍ ❦ ➢❆➍✭➙➇➩➼➺❨❋ ❧ ➡ ☞ ➩❞✷➑➩✔❡ ♠ ➍✭➢☛➢✭➺❘✓✁✄ ✄✑✦❂➺
❦ ➩❱➓ ✄ ✍ ✓☞✓❩✑✔➩

✠✸❋✐❖ ✔★✧ ✄★✰ ✑ ❒✩� ✒ �✪✘❉➘q➵❂➵✫➚➶➹❭➲✬✫✍✭✮�✍✯✰�✝✥➅❐✝➚➶➪❑➘q❐✱✞✡✲✝Ñ✳✠✏✫✙✴✵�✷✶✷�✷✸➛Ñ✝❐✱✞✡✲❙➳❭➹❭➘✹✚
✜✤✺✻�✍✼✝➚➶➸❨➲✽✞✡✲✝➳❭➹✝➪ ✍ �❣✞✍☎ � ✝ ✡ ✟☛✁ ✞✡✠✆✝ ✟ ✍ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✁ ✝ ✌ ✞✡✠ ✑ ✟☛✡ ✄ ✟ ✆ ✆ ✍✣✝☞☛
✧ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡ ✡ ✁ ✞ ✜ ✌ ✞✍☎✦✌ ✁ ✠ ✑ ➺❞➜↕➊☞➐Ò➩ ✦ ✰❂➺✒✾✐➩ ❢➫➩❜❁✰➩✰❁ ❦❞♠ →➣➎ ✂☞➍ ♠ ÐÒ✼✶➍ ♠ ➐ ❧ ✂❞➺❱✓✁✄ ✄ ✰✔➩

✠✸❋■▼ ✰✑✦ ✑ ✸✾�✿✘❉➘q➘☎➯✿❰❸➸❨➲❀✜ ❒✩�✑✺P➳❭❐❙❰✰➳❞➾❙➸❨❐ ✍❁☛ ▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛ ✁ ❧ ➡ →➒➐➣→➒➍✭➢ ❧ ➎✔➙
❧☞♠ →➼➌✍➦❞➡➨➍➏➌➥→ ➟ ❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➢✡✌✰➺ ✏ ✏ ✒➝✌ ✝ ✟☛✁ ✝ ✂✟✎ ✂ ✻ ✖ ✕❝✓✁✄★✰★✦ ✗ ➺ ❦ ➩ ✰➝✕❂✓ ✍✰↕✑ ✄✔➩

✠✸❋■✴ ✑ ✂❂�❃✘✪✲❙➳q➯✿❰✰➸❱❐✫➾✱✖❄✣❑➘q➚➶❐ ✍❅☛ ❁❂➋ ♠ ➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✻➙❞➍➻➙✔➤✌✡✒➎❞→➼➌✍→➒➊↕➎✳➙✔➍ ♠ ➍ ➜✓✍ Ð➌✍➍✭➡➨➍✭➎➝➌➥➢❃✌✰➺❱❢ ❧ ➎♦➋❞➢ ➟✭♠ →➼➌✱➩



�✂✁ � ✆☛✡ ✆✟✞ ✡✝✂ �✄✁✝✄ � �✄✡ ✂

✠✸❋●➊↕➋ ✄☞✗ ✑ ✒ �✗✖ ➽✁�✡✘✏➘☎Ñ✛✚q➸❨➚➶➪❑➹❭➸❨➲ ✍✢☛ ❋ ❧ ➐ ➟ ➋❞➐✒➍➏➌ ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎ ❧ ➐➣→➼➌✍➤❣➙❞➍ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌➥→➣➊↕➎✔➢❊➙✔➍➴●➍✭➐ ➞ →✰➍✭➎✄✂↕➍➏➎ ♠ ➍ 0
✌✰➺ ✚ ✡✞✡ ✟ ✍➣✌✦✡P✄✫✌ ✍➥✆ ✄ ✡ ✡ ✁ ✂ ☞✝✞✍✏✫✠✆✝Ò✌ ✠ ✲ ✲ ✜ ✌ ✣ ✕❝✓✁✄ ✄✘✗ ✗ ➺

❦ ➩❘✓ ✍ ✑★✰❂➩
✠ ❇❉❇ ✄➝➓ ✑ ✴✵�✏❒➻❮❨❰❸➸❨➲❅✜ ✒ �✗✖ ✘ �❉❒➻➘qÑ✝➳❭➚ ✍❁☛ ❫✏➐✠✂↕➍ ☞ ♠➥❧ → ➟ ➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➢❤✎ ✖q→➒➍✭➐➣➙t➊ ✁

➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒→✶➜☞➍ ♠ ➢➥➋❞➢ ✡✒➍➏➐➣➙➁➊ ✁ ➙❞➍✕✡✒➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎ ✌✰➺ ✚ ✡✞✡ ✟ ✍➣✌✦✡ � ✧ ✝✄✂ ✂ ✂➼� ✂ � ✂ ✩ ✡
✕❝✓✁✄ ✄↕➓ ✗ ➺ ❦ ➩✒✑↕↔↕✑ ✍ ✑↕✑★✰✔➩

✠ ❇❉❇ ✄ ✄ ✑ ➺ ☛ ❖✿➍ ♠ ☞ ➍➏➢ ❧ ➎✔➙ ➟ ➊❩➜☞➍ ♠ ➢✑✌✰➺ �❣✞✍☎✎☎ ✂ ✝ ✡ ✚ ✍ ✜ ✌ �✭✠ ✟ ✖ ☎ ✆ ✖
✕❝✓✁✄ ✄ ✄ ✗ ➺ ❦ ➩ ✦↕➓↕➓ ✍ ✦ ✄☞✗❞➩

✠ ❇❉❇❉✾✶↔↕↔ ✑ ✴✵�✐❒➻❮❱❰✰➸❨➲ ✫ ✒ � ✖ ✘ �❆❒➻➘☎Ñ❙➳❭➚✝✜ ➽✁�❆➭■➯✿➲❩➳❭➵❂➸❨➯ ✍ ☛ ✖ ❧ ➡➨→➣➐➣➐➒➍✭➢❉➙✔➍▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛ ➍ ➌ ➟ ➊↕➦❞➊↕➡➨➊↕➐➒➊✓✂↕→➣➍➑➎❞➊↕➎ ❧ ☞ ➤✭➐➣→➒➍✭➎❞➎✔➍✷✌✰➺ ✚ ✡✞✡ ✂■✄✫✌ ✍➥✆ ✄ ✡ ✡ ✁ ✝ ✁ ✏ ✁
☞❭✞✍✏✫✠✬✝Ò✌ ✠ ✻ ✡ ✕Ò✕✘↔↕↔↕↔ ✗ ➺ ❦ ➩❘✓↕✓✱✑ ✍ ✓✱✗ ✄❂➩

✠ ❇❉❇✿❢❏➴■↔☞↔ ✑ ✴✵�✝❒➻❮❨❰✰➸❱➲✬✫ ✒ �✗✖ ✘ �✝❒➻➘☎Ñ✝➳❭➚ ✜ ✣✏�✝➽t➘☎❐❙➸✒➾✱✖❄✆✻➳q➚➶➵✫➵ ✁ ✍ ☛ ❇✂➍✭➢ ➟ ➍✭➎➝➌❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➍✭➡➨➢✐➊❩➜↕➍ ♠ ➐ ❧☞♠ ✂☞➍✏✡✒➍✭➐➒➙❞➢ ✕ ❦❞♠ ➍ ❦❞♠ →➣➎➝➌✬✗✳✌✰➺✠✑ ❦✒❧☞♠✍❧ ✞Ò➌ ♠ ➍☞➺❨✕✘↔↕↔↕↔✔➩
✠ ❇✏➧ ☞ ✄☞↔ ✑ ✴✵�✂❒➻❮❨❰❸➸❨➲ ✍☞☛ ❖ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➏➢➅➙❞➍◗❖ ❧ ➐➣➊☞→➣➢➷➢➥➋ ♠ k(t) ✌✰➺ � ✄ ☎✎✝ ✡ ✟ ✝➶✠✍✌❲✄✫✌

✁ ✝✞✄ ✞✡✠✬✝Ò✌➑✄✫✌✦✡ ✡ ✞✍☎ �✭✠✍✌✦✡➷✄✫✌ ✔ ✞✡✠➥✄✫✌ ✟ ✏✍✌ ✖ ✕❝✓✁✄ ✄☞↔ ✗ ➺ ❦ ➩❨✕↕✕ ✄ ✍ ✕✘✗➝✑✔➩
✠ ❇✏➧ ☞ ✄★✦ ✑ ➺ ☛ ❋●➊❩➜☞➍ ♠ ➢❏➊ ✁ P1 ➊❩➜↕➍ ♠ ➌✍➦❞➍ p Ð ❧ ➙❞→ ➟ ➢✍✌✰➺✁�❣✞ ✡✞✁ ✌✆☎ ✆ ✞✡✠ ✟ ✠ ✑

✝ ✟☛✁ ✝ ✂ ✌ ✎ ✎ ✕❍✓✁✄ ✄✑✦ ✗ ➺ ❦ ➩❱✕❂✓❩➓ ✍ ✕☞✑★✰❂➩
✠ ❇✏➍ ✒ ✄✔✓ ✑ ➭✵�■❒➻➸❞✃ ✍✓☛ ✖❭→➣➍✭➐➒➙ ➊ ✁ ➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒→☎➊ ✁ ❧☞♠ →➼➌✍➦❞➡➨➍➏➌➥→ ➟➅➟ ➊✖➜☞➍ ♠ ➢✙✌✰➺❘❃✐➦❞➧➏➢➥➍✘➺✷✂➎❞→➼➜↕➍ ♠ ➢➥→➼➌✍➤P➙❞➍ ❦ ➍➏➎❞➎❞➢ ➞ ➐➼➜ ❧ ➎❞→➣➍✘➺➇✓✁✄ ✄❂✓↕➩
✠ ❇ ✖ ✄↕↔ ✑ ✴✵�✝❒➻❮❨❰✰➸❱➲ ✜ ➽✁� ✶❊❐✝➚➶➸✄✂ ✍ ☛ ✹✻➊↕➎ ♠ →✠✂↕→➣➙ ➟ ➊☞➎❞➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌✍→➣➊☞➎❞➢■→➣➎ ✂ ❧ ➐➣➊☞→➣➢➌✍➦❞➍➏➊ ♠☛➞ ✌✰➺ ✂ ✟★✧ ✝ ✟ ✧ ✎ ✂ ✝ ✟☛✁ ✝ ✂ ✻ ✎ ✕❍✓✁✄ ✄↕↔ ✗ ➺ ❦ ➩ ✰✔✓ ✍ ✓✖✕☞✕❂➩
✠ ❇❉▼✝✄★✰ ✑ ✴✵�❞❒➻❮❨❰❸➸❨➲✝✜✤❒✩� ✺✿➳q❐❙❰✰➳✔➾❙➸❱❐ ✍ ☛ ✖q→➣➍➏➐➣➙❞➢❘➊ ✁ ➙❞➍✌✡❞➎❞→➒➌➥→➣➊↕➎P➊ ✁ p Ð ❧ ➙❞→ ➟ ➢➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➢ ✌✰➺✹✎ ✂q✠✍✌✆✝ ✡ ✂ ✟☛✡★✜ ✌✆✫ ✂ ✝ ✟☛✁ ✝ ✂ ✲ ✌✄✎ ✕❝✓✁✄ ✄ ✰ ✗ ➺ ❦ ➩❱✕↕✕☞✑ ✍ ✕☞✑★✧✔➩
✠ ❇✏➊↕➋✒↔✔✓ ✑ ✒ �✗✖ ✘ �☎❒➻➘☎Ñ✝➳❭➚ ✍ ☛ ❇✏➍✭➢ ➟ ➍✭➎➝➌➥➍☞➺ ➟ ➦ ❧ ➡ ❦ ➢✻➍➏➌ ✂↕➍ ♠ ☞ ➍✭➢✏➙✔➍➻▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛✍✌✰➺

� ✄ ☎✎✝ ✡ ✟ ✝➶✠ ✌✦✡➑✌ ✁ ✧ ✞ ✡★✜ ✠ ✂✦✡ ✻ ✕ ✕☞↔↕↔✔✓ ✗ ➺ ❦ ➩❘✓↕✓✁✄ ✍ ✓✱✑✔✓↕➩
✠ ✾❊▼✂↔↕↔ ✑ ❒✩�❸➭■➚➶➲✖➸❨➹❭❰✰Ñ☎✂ ✜ ✒ � ✺P➳❭❐❙❐❙➚➶➲ ✍ ✦ ✝ ✌ ✜ ✌ ✞✍☎✦✌ ✁ ✠ ✑ ✞ ✔ ✡ ✧ ✝ ✌✆☎✦✌✦✡ ➺✘➜☞➊↕➐Ò➩

✓✁✄➝➓❂➺❨❁ ❦❞♠ →➒➎ ✂↕➍ ♠ Ð✽✼✶➍ ♠ ➐ ❧ ✂❞➺❞✕✘↔↕↔↕↔✔➩
✠ ✾✶➡➨➢ ✄ ✄ ✑ ➽✁�❑➭■➯✿➲❩➳q➵✫➸❨➯ ✍ ☛ ◆❉➎ ♠ ➍✭➙❞➋ ➟ ➌✍→➒➊↕➎❏➊ ✁ ➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➢❉➊ ✁ ❧☞♠ →➒➌✍➦✔➡ ➍ ➌✍→ ➟ ➢☛➋ ♠ Ð

✁ ❧☞➟ ➍➏➢❃✌✰➺ �❣✞ ✡✞✁ ✂ ✝ ✟☛✁ ✝ ✂ ✖✴✲ ✻ ✕❍✓✁✄ ✄ ✄ ✗ ➺ ❦ ➩➇✓☞✓✖➓ ✍ ✓❩✑↕✕❂➩



✆☛✡ ✆✟✞ ✡✝✂ �✄✁✝✄ � �✄✡ ✂ � ✁ ✁

✠ ✾✶➡➨➢✍↔❂✓ ✑ ➺ ☛ ❁✫➋ ♠ ➐➣➍➏➢ ➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢❵➙❞➍ ▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛ ✌✰➺ � ✄ ☎✎✝ ✡ ✟ ✝➶✠✍✌✦✡❻✌ ✁
✧ ✞ ✡★✜ ✠ ✂✦✡ ✻ ✕Ò✕☞↔☞↔✔✓ ✗ ➺ ❦ ➩ ✧ ✄ ✍ ✄ ✄✔➩

✠ ✖ ♠ →➶➓↕➓ ✑ ➽✁�✡✶❣❐❙➚➶➸✄✂ ✍✢☛ ✖q→➒➍✭➐➣➙✔➢❑➊ ✁ ➙❞➍✕✡✒➎❞→➼➌✍→➣➊☞➎➨➊ ✁ ✁ ➋❞➎ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ✡✒➍✭➐➒➙❞➢ ❧ ➎❞➙✦▼✻➋ ♠ Ð
✒ →➒➌✮☛ ✁ ❧ ➡ →➒➐➣→➒➍✭➢✭➩ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➢ ❧ ➢ ❖ ❧ ➐➣➊☞→➣➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➢✏✌❱➺ �❣✞✍☎✎☎ ✂ ✝ ✡ ✚ ✍ ✜ ✂ ✌
✕❝✓✁✄➝➓☞➓ ✗ ➺ ❦ ➩➇✓✖➓ ✍ ✰↕✕❂➩

✠ ✖❨➋✔➐ ✧ ✄ ✑ ➮ �✍✶❊Ñ❭➵✭➾❙➘q➹ ✍ ☛ ▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌☞☛✦➢ ➟ ➦✔➍✭➡➨➍✭➢ ❧ ➎✔➙t➌✍➦❞➍ → ♠☛♠ ➍✭➙✔➋ ➟ → ☞ →➣➐➒→➒➌ ➞ ➊ ✁➌✍➦❞➍➁➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣→➷➊ ✁ ❧ ➐✟✂☞➍ ☞ ♠➥❧ → ➟ ➟ ➋ ♠ ➜↕➍➏➢✑✌✰➺ ✝ ✟☛✁ ✝ ✂ ✚ ✡✞✡ ✂ ✌☛✡ ✕❍✓✁✄★✧ ✄ ✗ ➺
❦ ➩✓✦✘✗♦✕ ✍ ✦↕➓★✦❂➩

✠ ✖❭✼ ✄✔✓ ✑ ➽✁� ✶❣❐❙➚➶➸✄✂ ✜ ✺ �✁�✄✂☎➵ ✠☎➵✫➸❨➚➶➹ ✍ ☛ ❃✐➦✔➍➷→➒➎➝➜↕➍ ♠ ➢➥➍➑❖ ❧ ➐➣➊↕→➒➢ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➒➍✭➡❧ ➎❞➙ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎ ❧ ➐ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢✳➊↕➎ ➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒→✿➢ ❦✒❧✘➟ ➍✭➢✷✌❱➺ ✝ ✟☛✁ ✝ ✂ ✚ ✡✞✡ ✂ ✖ ✌☛✡
✕❝✓✁✄ ✄❂✓ ✗ ➺ ❦ ➩❨➓↕➓❂✓ ✍ ✰↕↔↕↔✔➩

✠✸❖➷❇ ✧↕➓ ✑ ✂❂�✍✥➅❐❸➘❭➾✛✲❭➸❨➹ ✂q➚➶➸✟✞✡✠ ✜ ✒ �❆❒➻➚➶➸❨Ñ ✂q➘☎➹✝➹✆☎ ✍ ✂ ✍➣✌✆☎✦✌ ✡✞✁ ✡ ✄✫✌ ✜ ✄ ✞ ☛
☎ ✄ ✁ ✠✬✝Ò✌ ✟ ✍ ✜ ✄ �✭✠✬✝✔✓ ✏❨✌✛✝ ✟ ➺❨❡❑➋ ☞ ➐➣→ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎✔➢■✺ ➩❜▼➷➩❜✾✐➩❜❁✰➩➼➺❘✓✁✄★✧➝➓❂➩

✠✸❖P➍ ♠ ✄★✧ ✑ ☎ � ✥➅➸❱❐ ✚✫➳❭➚➶➲ ✍ ☛ ❡ ♠ ➍✭➢☛➍✭➎➝➌ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➎❞➙ ➟ ➍✭➎➝➌ ♠➥❧ ➐❸➍ ➬❂➌➥➍✭➎❞➢☛→➣➊↕➎✔➢■➊ ✁ ➡ ❧☞❦ Ð❦ →➣➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➢ ✌❱➺ ✦ ✠ ✟☛✡ ✡ ✂ ✚ ☎✦✌ ✠ ✂ ✝ ✟☛✁ ✝ ✂ � ✞ ✧ ✂ ✩✴✲ ✎ ✆ ✎ ✕❍✓✁✄ ✄★✧ ✗ ➺
❦ ➩❨✑↕↔ ✄➝➓ ✍ ✑✔✓❩✑➝✕✫➩

✠✸❖➷▼❆➜❂➙❞❡✽✰ ✰ ✑ ✣✙� ✥➅➸❱❐❙❐❙➚ ➾✞✝♦➸❨➹ ✫ ✶✝� ✺➷➸❨❐❙❐❙➵❂➚ ✞✡✲ ✜ ➽✁� ✚✫➳q➹ ✂q➸❨❐ ✴✐Ñ❙➾ ✍
☛ ❁✫➌ ❧ ☞ ➐➣➍ n Ð ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➍➏➙◗➌ ♠ ➍➏➍✭➢✻➊ ✁ ❦✔♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍P➐➣→➒➎❞➍✭➢ ✌✰➺ ✂❣✠✍✞ ✧ ✌ ✌➥✄✁✝ ✡★✜ ✡➅✞ ✔
✁ ✝ ✌✠✟➛✞ ✡ ✝ ✡★✜ ✒ ✍✣✝ ✞ ✒➝✌✂�➑✌➥✄✫✌ ✠ ✍ ✟☛✡ ✄✍✡❩✌ ✚ ✒ ✟ ✄✫✌✆☎✎✝Ò✌ ✟ ✟☛✡☛✡ ✌ ✁ ✌ ✡ ✡ ✧ ✝✠✟ ✆ ✆ ✌ ✡
✌ ✌ ✕❝✓✁✄★✰ ✰ ✗ ➺ ❦ ➩❘✓❩✑✔✓ ✍ ✓✥✧↕✑✔➩

✠✸❖➑❢ ➓✫✓ ✑ ✂❂� ✥➅❐❸➘❭➾✛✲❭➸❨➹ ✂q➚➶➸✟✞✡✠☞✜ ✒ �☎➽tÑ❭❐❙❐❙➸ ✍ ✦ ✝ ✌ ✁ ✟ ☎✦✌ ✔✬✏ ✡ ✄ ✟ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✍
✜ ✠ ✞✍✏ ✆ ✞ ✔ ✟ ✔✱✞✡✠✬☎ ✟ ✍ ✡ ✌✆✝ ✜ ✝ � ✞✍✏✫✠ ✝ ✞❩✞✭✄ ✞ ✔ ✟ ✄✁✝ ✟ ✝✄✡❩✞✡✠ ✫✭✝ ✁ ✝ ✡ ✞✡✠✬☎ ✟ ✍
✧ ✠ ✞ ✡✦✡✆✝ ✡★✜ ✡➻✞ ✡ ✟ ✡ ✧ ✝ ✌✆☎✦✌ ➺❂➜☞➊↕➐Ò➩❨✕✘↔★✰✔➺❨❁ ❦✔♠ →➣➎ ✂↕➍ ♠ Ð✽✼✶➍ ♠ ➐ ❧ ✂✔➺❸✓✁✄➝➓✫✓↕➩

✠✸❖ ♠ ➍✿✧ ✄ ✑ ➽✁�❂✥➅❐❙➸❨➸❱➹✝❰❸➸❨❐✰➪ ✍ ✪ ✌ ✧ ✁ ✏❂✠✍✌✦✡ ✞ ✡ ✔✱✞✡✠✆☎ ✡ ✝ ✡ ☎ ✟☛✡ ✑ ✟ ✟ ✠✬✝ ✟ � ✍➣✌✦✡ ➺
✗❵➩✸❫➑➩❨➴●➍✭➎✡➔ ❧ ➡ →➒➎➇➺❸✓✁✄ ✧ ✄✔➩

✠✸❖ ♠ ➊♦➓❂✓ ✑ ✂❂�✻✥➅❐❸➘❭➾✛✲❭➸❨➹ ✂q➚➶➸✟✞✡✠ ✍ � ✄ ☎✎✝ ✡ ✟ ✝➶✠✍✌ ✄✫✌ ✜ ✄ ✞✍☎ ✄ ✁ ✠✬✝Ò✌ ✟ ✍ ✜ ✄ �✭✠✬✝✔✓ ✏✒✌ ✭
✟ ✞ ✍ ✂ ✝➶➺❞➜↕➊↕➐ ➩❨✕↕✕✘✗✔➺❨❁ ❦❞♠ →➣➎ ✂↕➍ ♠ ÐÒ✼✶➍ ♠ ➐ ❧ ✂❞➺❱✓✁✄➝➓❂✓☞➩

✠ ▼✂➍✭➎❞↔↕↔ ✑ ☞ �✓✺P➸❱➹✝❐❙➚➶➘ ✍ ☛ ❫ ♠ ☞ ♠ ➍➏➢ ➙❞➍✛▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛✛➍➏➌ ❧ ➋✔➌➥➊↕➡ ➊ ♠➥❦ ➦❞→➒➢➥➡➨➍✭➢➙➇✵✸➊ ♠ ➙ ♠ ➍ p ➙✔➍✭➢P➙❞→➣➢ ✝♦➋❞➍✭➢➷➍➏➌P➙❞➍➏➢ ➟ ➊↕➋ ♠ ➊↕➎❞➎❞➍➏➢ p Ð ❧ ➙❞→✠✝♦➋❞➍✭➢ ✁ ➊ ♠ ➡ ➍➏➐➣➢ ✌❱➺❃✐➦❞➧✭➢☛➍☞➺❱✷✂➎❞→➼➜↕➍ ♠ ➢➥→➼➌✍➤P➙❞➍➷➴●➊ ♠ ➙❞➍ ❧ ➋❂➬◗✺ ➺❱✕☞↔↕↔☞↔✔➩



�✂✁ � ✆☛✡ ✆✟✞ ✡✝✂ �✄✁✝✄ � �✄✡ ✂

✠ ▼✂➋ ♠ ✄✔✓ ✑ ✂❂�✳✺➷Ñ✝❐☞✃◗➚ ➾✞✝ ✍ ☛✁� ☞ ➍ ♠ ❀❆→➣➍➏➡ ❧ ➎✔➎➇✵✸➢ ➟ ➦❞➍ �✄✂☞➟ ➦✔➍✭➎❤➡ →➼➌ ✂↕➍✌✂↕➍ ☞ ➍✭➎❞➍➏➎
➜↕➍ ♠ ☛ ✒ ➍✭→✠✂↕➋❞➎ ✂↕➢ ❦ ➋❞➎ ✔ ➌➥➍✭➎✾✌❱➺ ✝ ✟☛✁ ✝ ✂ ✚ ✡✞✡ ✂ ✩ ✌ ✕❍✓✥✰ ✄✔✓ ✗ ➺ ❦ ➩❘✓ ✍ ✧✔✓↕➩

✠ ✔✂➊ ➟ ✄➝➓ ✑ ✺ � ✸➷➘ ✞✡✲ ✍ ✚ ✍ ✜ ✌ �✭✠ ✟ ✝ ✧ ✡ ✏ ☎ � ✌ ✠ ✁ ✝ ✌ ✞✡✠ ✑ ➺ ➜↕➊↕➐ ➩✱✧➝✕✫➺⑩✾✐➩ ❢ ➩ ❁✰➩
❁ ❦❞♠ →➒➎ ✂↕➍ ♠ Ð✽✼✶➍ ♠ ➐ ❧ ✂❞➺❸✓ ✄ ✄➝➓❂➩

✠ ✴❭❢✳➴■↔↕↔ ✑ ✥✾�✝✣q➳❘Ñ✝➯✿➘☎➹ ✜ ✣✏�✂➽t➘☎❐❙➸✒➾✱✖❄✆✻➳q➚➶➵✫➵ ✁ ✍ � ✝✠✟ ☎ ✆ ✡ ✟ ✍ ✜ ✄ �✭✠✆✝✔✓ ✏✒✌✦✡ ➺
❁ ❦❞♠ →➒➎ ✂↕➍ ♠ Ð✽✼✶➍ ♠ ➐ ❧ ✂❞➺✒✕✘↔↕↔↕↔✔➩

✠ ✴❙➋✔➊ ✄➝➓ ✑ ✶✝�✵✣☎Ñ✝➘ ✍❁☛ ❫ ❦❞♠ ➍➏➢➥➍✭➎➝➌ ❧ ➌✍→➒➊↕➎➃➊ ✁ ➌✍➦❞➍❤➡ ❧☞❦❞❦ →➒➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ✌✰➺✝ ✟☛✁ ✝ ✂ ✍❆✌✦✡ ✂ ✪ ✌ ✁ ✁ ✂ ✲ ✕❍✓✁✄ ✄➝➓✁✗ ➺ ❦ ➩✒➓☞✑✑✦ ✍ ➓✘✑ ✄✔➩
✠✸❢✳→➣➐ ✰↕↔ ✑ ➽t➚➶➵❂➹✝➸ ✍ ✂ ✁ ✟ ✍➣✌ ✧ ✞ ✝ ✞✍☎✦✞ ✍➣✞ ✜ ✑ ➺✭❡ ♠ →➣➎ ➟ ➍➏➌➥➊↕➎➷✷✂➎❞→➼➜↕➍ ♠ ➢➥→➼➌ ➞ ❡ ♠ ➍➏➢➥➢✭➺♦✓✁✄ ✰↕↔✔➩
✠✸❢ ❢ ✄ ✄ ✑ ✥✾�t➽➫➳q➵✫➵✫➸ ✜ ✆ �❀✺ �t➽➫➳❞➾✞✝➝➳❞➾ ✍ ✄ ✡✠✟ ✌ ✠✦✡❩✌ ✜ ✟ ✍➣✞✍✝✄✡ ✁ ✝ ✌ ✞✡✠ ✑ ➺

❁ ❦❞♠ →➒➎ ✂↕➍ ♠ Ð✽✼✶➍ ♠ ➐ ❧ ✂❞➺❸✓ ✄ ✄ ✄✔➩
✠✸❢ ❁❞➓ ✧ ✑ ✆ �❊➽➫➳ ✝♦Ñ✝❐☞✜ ✒ �✗✖❄✴✵� ☎ ➸❨❐❙❐❙➸ ✍ ✂❆✞✍✝ ✡✞✁ ✡➻✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡✞✡ ✌ ✍ ✡➛✄✫✌✦✡ ✧ ✞✍✏✫✠ � ✌✦✡

☎✦✞✭✄✁✏ ✍ ✟ ✝➶✠✍✌✦✡
x0(n)

➺✔➜↕➊↕➐ ➩✒✗✑✧ ✄✔➺❞❁❂➤✭➡➨→➣➎ ❧ → ♠ ➍✿➴●➊↕➋ ♠ ☞ ❧ ✔ →Ò➺❸✓✁✄➝➓ ✧✔➩
✠✸❢✳➋ ♠ ✧↕➓ ✑ ✒ �■➽tÑ✝❐❙❐❙➸ ✍ ✪ ✌ ✧ ✁ ✏✫✠✍✌✦✡❲✞ ✡ ✟☛✡ ✝ ✡✞✁ ✠✍✞✭✄✁✏ ✧ ✁ ✝Ò✞ ✡ ✁ ✞✰☞■✠✍✞ ✁ ✝ ✌ ✡ ✄✁✝Ò✌ ✧ ✒❘✆ ✡

✁ ✝ ✌ ✞✡✠ ✑ ✞ ✔ ✁ ✝ ✌ ✔✬✏ ✡ ✄ ✟ ☎✦✌ ✡✞✁ ✟ ✍ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ➺✘❃ ❧ ➌ ❧ →➣➎❞➢❝➌✍→➒➌➥➋✔➌✍➍❊➊ ✁ ✁ ➋✔➎❞➙ ❧ ➡➨➍✭➎❂Ð➌ ❧ ➐ ♠ ➍✭➢☛➍ ❧☞♠☛➟ ➦➇➺❱➴●➊↕➡ ☞ ❧✱➞ ➺❘✓✁✄★✧➝➓❂➩
✠ ❀ ❧✱➞ ➓☞↔ ✑ ➽✁� ✭❉➳ ✁ ➹✝➳❘Ñ ✂ ✍ ✚ ✡✞✡ ✌ ✟ ✏✞✌ ✍➣✞ ✧ ✟ ✏✍✌ ✝ ✌ ✡ ✡ ✄ ✍✣✝Ò✌ ✡ ✡ ➺➁➜↕➊☞➐Ò➩ ✓✥✧ ✄✔➺

❁ ❦❞♠ →➒➎ ✂↕➍ ♠ Ð✽✼✶➍ ♠ ➐ ❧ ✂❞➺❸✓ ✄➝➓☞↔✔➩
✠ ❀✂❇✿➓ ✰ ✑ ✭✻� ✜ ✂✩�❊❒➻➘☎Ñ✝➳☎✂ ✁ ✍ ✚ ✍ ✜ ✂ �✭✠ ✌ ✌ ✁ ✁ ✝✞✄ ✞✡✠✬✝Ò✌✦✡ ✜ ✟ ✍➣✞✍✝✄✡✆✝Ò✌ ✡✞✡ ✌✦✡ ✖ 2 ✟ ✞ ☛

✍✣✏ ☎✦✌✦✡ ✗ ➺❨❋●➍➏➙❞→ ➟✆☎ ✖✒➍ ♠ ➎ ❧ ➎❞➙✳✹ ❧ ➌➥➦ ❧ ➎➇➺❸✓✁✄➝➓ ✰✔➩
✠✸❁❂➍ ♠ ✧➝✕ ✑ ✒ �✗✖ ✴✑� ☎ ➸❨❐❙❐✝➸ ✍ �❣✞✡✠ ✆ ✡ ✍➣✞ ✧ ✟ ✏✍✌↕➺✒▼✻➍ ♠ ➡ ❧ ➎❞➎❸➺➇✓✁✄★✧➝✕✫➩
✠✸❁❂➍ ♠ ➓↕➓ ✑ ➺ ✂❆✞✍✝ ✡✞✁ ✡ ✠ ✟☛✁ ✝Ò✞ ✡✞✡ ✌ ✍ ✡➨✄✫✌✦✡ ✧ ✞✍✏❂✠ � ✌✦✡ ☎✦✞✭✄✁✏ ✍ ✟ ✝➶✠ ✌✦✡ ➺✰➜↕➊↕➐ ➩✺✦❂✓↕✓↕➺

❁❂➤✭➡➨→➣➎ ❧ → ♠ ➍❉➴●➊↕➋ ♠ ☞ ❧ ✔ →Ò➺➇✓ ✄➝➓↕➓❂➩
✠✸❁❂➍ ♠ ✄➝✕ ✑ ➺ ✦ ✞ ✆ ✝ ✧ ✡ ✝ ✡ ✜ ✟ ✍➣✞✍✝✄✡ ✁ ✝ ✌ ✞✡✠ ✑ ➺❑Ï☞➊↕➎❞➍➏➢ ❧ ➎❞➙❿➴ ❧☞♠ ➌➥➐➣➍➏➌☛➌➛❡❑➋ ☞ ➐➒→➼Ð➢➥➦❞➍ ♠ ➢✭➺❙✓✁✄ ✄➝✕❂➩
✠✸❁✫➌✍→ ✄↕✑ ✑ ✒ � ☎ ➾❙➚➶➵✫➵ ✃➠➸❱➵✫➵ ✍ � ✍ ✟ ✡✦✡✆✝ ✧ ✟ ✍ ✁ ✞ ✆ ✞ ✍➣✞ ✜ ✑ ✟☛✡ ✄ ✧ ✞✍☎ � ✝ ✡ ✟☛✁ ✞✡✠✬✝ ✟ ✍ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆

✁ ✝ ✌ ✞✡✠ ✑ ➺❞➜↕➊↕➐ ➩❨➓↕✕❂➺❨❁ ❦❞♠ →➒➎ ✂↕➍ ♠ Ð✽✼✶➍ ♠ ➐ ❧ ✂❞➺❸✓✁✄ ✄↕✑✔➩



✆☛✡ ✆✟✞ ✡✝✂ �✄✁✝✄ � �✄✡ ✂ � ✁ �

✠✸❁❂➋❞➢ ✄☞↔ ✑ ✺ � ✒ � ☎ Ñ✝➲✡➲✖➯❉➳❭➹❭➹ ✍ ☛ ❀❆➍ ❧ ➐ ❧ ➎ ❧ ➐ ➞ ➌➥→ ➟ ➙❞➍➏➢➥→➒➎ ✂↕➋❞➐ ❧☞♠ →➒➢ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➎✔➙➢➥➋ ☞ ❧ ➎ ❧ ➐ ➞ ➌➥→ ➟ ➢➥➍ ➌✍➢❲✎ ❧ ➎ ➍✭➐➒➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ❧☞♠❝➞ ❧☞❦❞❦❞♠ ➊ ❧☞➟ ➦❂✌✰➺ ✦ ✠ ✟☛✡ ✡ ✂ ✚ ☎✦✌ ✠ ✂
✝ ✟☛✁ ✝ ✂ � ✞ ✧ ✂ ✩✠✌ ☎ ✕❍✓✁✄ ✄↕↔ ✗ ➺ ❦ ➩✒✗✔✓✖➓ ✍ ✗♦✕✡✗❞➩

✠✟✼✁�↕➐ ✄★✧ ✑ ✺ � � ✂q➵✄✠☎➵✫➸❨➚➶➹ ✍ ☞■✠ ✞✍✏ ✆ ✡ ✟ ✡ ✜ ✟ ✍➣✞✍✝✄✡ ✜ ✠✍✞✍✏ ✆ ✡ ➺✡➜☞➊↕➐Ò➩ ✦☞✑✔➺✡❫✐➙✔➜❱➩➝❢ ❧ ➌✍➦➇➩❋ ❧ ➡ ☞ ♠ →➣➙ ✂↕➍P✷✻➎❞→➒➜❱➩✒❡ ♠ ➍✭➢➥➢➏➺❙✓✁✄ ✄★✧✔➩
✠ ✗t➍ ✒ ✄★✰ ❧ ✑ ☎ �●➮❻➸❞✃◗➸❨❐❙➲ ✍✁☛ ❋●➊↕➎✔➢☛➌ ♠ ➋ ➟ ➌➥→➣➊↕➎➁➊ ✁ ▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛✦➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢✏✌✰➺q❃✐➦❞➧➏➢➥➍✘➺✷✂➎❞→➼➜↕➍ ♠ ➢➥→➼➌✍➤P➙➇✵✸✾✶➢☛➢➥➍➏➎➇➺❙✓✁✄ ✄★✰✔➩
✠ ✗t➍ ✒ ✄★✰ ☞ ✑ ➺ ☛ ❇✏➍ ✁ ➊ ♠ ➡ ❧ ➌✍→➣➊☞➎➑➊ ✁ ➌ ❧ ➡➨➍ ❧ ➙❞➡ →➒➢➥➢☛→ ☞ ➐➒➍ ➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➢☎➊ ✁ ➟ ➋ ♠ ➜☞➍✭➢✛✌✰➺✓✁✄ ✄★✰✔➺✔✺❄➎❞➢☛➌➥→➒➌✍➋❂➌ ✁ � ♠ ✾q➬ ❦ ➍ ♠ →➣➡➨➍✭➎➝➌✍➍➏➐➣➐➒➍➷❢ ❧ ➌✍➦✔➍✭➡ ❧ ➌✍→ ✔ ✾❑➢➥➢☛➍✭➎➇➩
✠ ✧❸➋ ♠ ✄↕✑ ✑ ➽✁� ✖ ✂✩�✹✼❙Ñ❭❐❙❐❸➘ ✍❂☛ ❃✐➦❞➍✐❫ ☞ ➦ ➞➝❧ ➎ ✔✡❧☞♠ Ð❝Ï☞➋❞➎ ✂➷➌➥➦❞➍✭➊ ♠ ➍✭➡ ♠ ➍➏➜✫→➒➢➥→➒➌➥➍✭➙★✌✰➺

✎ ✂ ✂ ✏✫✠✍✌ ✚ ✆ ✆ ✍ ✂ ✚ ✍ ✜ ✌ �✭✠ ✟ ✌☛✡ ✕❍✓✁✄ ✄↕✑ ✗ ➺ ❦ ➩❱✕☞➓★✦ ✍ ✕ ✰↕✕❂➩





✞ ✑ ✏ ✥✁�

a ✂☎✄✝✆✟✞✡✠☛✆✟✞✡✆✟☞✍✌✝✄✝✎✑✏✒✞✡✓✕✔✗✖✗✘
a ✂☎✎✙✏✚✆✜✛✍✆✟✌✝✎✙✓✟✔✝✖✗✘
An ✔✣✢✥✤
A

a
n ✔✣✢✥✤✦ ☞✍✧★✛✍✓✩✏✒✠☛✌ ✦ ☞ ✦✜✪ ✛✬✫ ✪✮✭ ✫ ✦✟✯ ☞✍✫✝✌✝✰✙✓★✛✱✔✝✖✟✲✳ ✎✙☞ ✦ ✌✝✌✣✆✟☞✚✛☛✔✵✴✜✶✳ ✆ ✪ ✞✡✆ ✯✝✷ ✰✙✓✟✔✸✤✱✢✟✲✳ ✆ ✪✝✪ ✓✩✌✵✰ ✦✕✹ ✓✟✔✸✤✱✲✕✢✳ ✆ ✪✝✪ ✓✩☞✍✠ ✯ ✫ ✹ ✛✍✎✺✆ ✪ ✔✸✤✱✢✟✲

Br
S

2 ✔✻✘✼✲
C ✔✝✽✟✽✹ ✰ ✦ ✏✍✏✚✓☛✏ ✯ ✓✿✾❀✎✙✓❁✰✑✏✚✓ ✪ ✔✝✶✕✲✹ ✆✕✞✡✌❂✆❃✏ ✦✟✪ ✛✍✓❄✞✡✠ ✯ ✎ ✦✟✪ ✓✟✔✣✴✜✶✹ ✆ ✪ ✛✚☞ ✦✟✹ ✛✍✎✺✆ ✪ ✔✝✴✜❅✹ ✆ ✪ ✛✚☞ ✦✟✹ ✛✍✎✺✆ ✪❇❆ ✆✕☞✒✛✍✓✟✔✝✖✟✲
cX (ãi, ãj) ✔✝✖✜✽
D[a] ✔✵✖✕✶
Dα ✔✵✖✕✶
D[I1,I2,I3] ✔✣✘✜✖
Dsh

i ✔❂✢✜✽
DV

i ✔✵✢✼✽✯ ✎✙❈✗✎✙✏✚✓❁✫✝☞❉✏❋❊ ✹ ☞✍✆✟✎✑✏✒✓☛✞✡✓ ✪ ✛✍✏ ✪ ✆✕☞✚✞ ✦ ✫✝●✻✔✝✢✟✲
✠❁✰ ✦✜❍❃✦✜❍ ✓✟✔✗✖✕✴
✓❁✞ ✳ ☞ ✦✜✪✵✹ ✄✝✓☛✞✡✓ ✪ ✛☛✔✥✖✟✲
e(t) ✔❂✖✟■
Γ0,r ✔✵✖✕✶❍ ✠ ✪ ✠❁☞ ✦ ✛✍✓❁✫✝☞ ✯ ✓✬✰❑❏ ✎ ✪ ✓❁☞✚✛✚✎✙✓▲✰✙✓▼✰✺✆ ✪✝❍◆✯ ✓ Di ✔✼✢✜✽❍ ✓☛☞ ✳ ✓ ✯ ✓☛✏✬✞✡✆ ✯✥✷ ✰✺✓✱✏❁✔❖✤✕✤☛❅
Gh̃ ✔P✤✟✤☛❅
Hd,r,G,C ✔✥✽✕✶

HG
d,r,G,C ✔✝✽✕✶

H
′ab
G (C) ✔✝✽❃✶

H
′in
G (C) ✔✵✽❃✶

✎ ✪ ❈ ✦ ☞✚✎ ✦✜✪ ✛ ✯ ❏ ✎ ✪ ✓❁☞✚✛✚✎✙✓ ✯ ❏ ✫ ✪ ☞✍✓❁❈✟✧❁✛✚✓☛✞◗✓ ✪ ✛☛✔❃✽✕■
I(σ) ✔✣✴✕✘
λw ✔❂✴✜✶
✞ ✦ ✫✵❈ ✦ ✎✙✏✚✓◆✌✝✰ ✦✕✹ ✓✕✔❖✤☛✲❃✢
✞✡✆ ✯✥✷ ✰✙✓✩✏❘✛ ✦ ✳ ✎✙✰✙✎✙✏ ✦ ✳ ✰✙✓✟✔✝✖✕■
✞✡✆ ✯✥✷ ✰✙✓✩✏❘✛ ✦ ✳ ✰✙✓✟✔✝✖✕■
✞✡✆ ✯✥✷ ✰✙✓✩✏❘✛ ✦ ✳ ✰✙✓ ✦ ✫✮✏✚✓ ✪ ✏ ✯ ✓✿❙❄✓❁❚✩✔✸✤❯✢✥✤
µn,S ✔❂✢✥✤
ω ✔✸✤✱✲✕✴
✆✕☞ ✯ ☞✍✓ ✯ ❏ ✎ ✪ ✛✚✓☛☞✍✏✚✓ ✹ ✛✚✎✙✆ ✪✮✯ ❏ ✫ ✪❱✯ ✎✙❈❃✎✑✏✚✓❁✫✝☞ ✦ ❈✕✓ ✹

✫ ✪ ✓✩✏✒✓ ✹ ✛✚✎✙✆ ✪ ✔✵■✜✽
✆✕☞ ✯ ☞✍✓ ✯ ✓ ✹ ✆ ✪✵❍ ☞✍✫✝✓ ✪✵✹ ✓✟✔✝✖✕■
✆✕☞ ✯ ☞✍✓ ✯ ✓ ✹ ✆ ✪ ✛ ✦✟✹ ✛ ✯ ✓ ✯ ✓❁✫✥●❲✏✒✓ ✹ ✛✚✎✙✆ ✪ ✏❁✔✥✖✜✽
OS [Zn] ✔❂✢✝✤
Osh

X,xη
✔❂✢✕✴

Osh
X,x ✔✵✢✼✽

qi ✔✣✘✼✽
q
i

I
−→j

✔✣✘✼✖
✭ ✫ ✦✕✯ ☞✚✫✵✌✝✰✺✓❁✛ ✯ ✎✙✏✒✛✚✎ ✪✝❍ ✫ ✦✜✪ ✛❋✫ ✪ ✓ ✦ ☞✚✧❁✛✚✓✟✔✝✖✕✲
☞✍✓❁✰ ✦ ✛✍✎✺✆ ✪❳✯ ✓✩✰ ✦ ✰ ✦✟✪ ✛✍✓❁☞ ✪ ✓✟✔✝✖✕❅
☞✍✓☛✏✒✛✚☞✍✎ ✹ ✛✚✎✙✆ ✪❱✯ ❏ ✫ ✪ ☞✚✓☛❈✟✧❁✛✚✓❁✞✡✓ ✪ ✛❨❊❇✫ ✪ ✓✡✏✚✓ ✹ ✂

✛✍✎✺✆ ✪ ✔✝■✜✽
☞✍✓❁❈✕✧★✛✚✓☛✞✡✓ ✪ ✛▼✞✡✆ ✯ ✠☛☞✚✠☛✞◗✓ ✪ ✛❀☞ ✦ ✞◗✎✺❩✵✠✕✔✵✢✜✲
☞✍✓❁❈✕✧★✛✚✓☛✞✡✓ ✪ ✛ ✯ ✓✩✰ ✦✡✯ ☞✍✆✟✎✺✛✚✓❨✌✝☞✍✆✜❬❘✓ ✹ ✛✚✎✙❈✟✓✕✔✥✽✵✤❭ ✂☎☞✚✓☛❈✟✧❁✛✚✓❁✞✡✓ ✪ ✛✱✔✗✽❃✢❪ ❭ ✂❴❫❘☞✚✓☛❈✟✧★✛✍✓❁✞✡✓ ✪ ✛✱✔✥✽✕■
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☞✍✓❁❈✟✧❁✛✚✓☛✞◗✓ ✪ ✛✁�✗✫✝✞✡✞✡✠❁☞✍✎✙✓ ✪ ✔✵✢✝✤
☞✍✓❁❈✟✧❁✛✚✓☛✞◗✓ ✪ ✛✁�✗✫✝✞✡✞✡✠❁☞✍✎✙✓ ✪ ❍ ✠ ✪ ✠❁☞ ✦ ✰✙✎✙✏✚✠✟✔✝✢✟✢
SI ✔✝✖✝✤
σi ✔❂✴❃✘
σI ✔❂✴❃✘
σi,j ✔✝✖✕✲
(σ ∨ σ′) ✔✵✖✕✲
SNi∗(C) ✔✵✶✕✲
SNi∗(G) ✔✣✶✟✲
Sr ✔❂✖✝✤
ST ✔✵✖✕✢
✏✄✂✗✏✒✛ ✷ ✞✡✓ ✹ ✆✕✄✝✠❁☞✍✓ ✪ ✛ ✯ ✓ ❍ ✠ ✪ ✠☛☞ ✦ ✛✚✓☛✫✝☞✍✏ ✯ ✓

✰ ❏ ✎ ✪ ✓☛☞✒✛✍✎✺✓✕✔❂✢✜✖
θ ✔✵✖✕■

tI(σ) ✔❂✴❃✘
TI ✔❂✖✟✲
✛❘❚❋✎✑✏❘✛ ✯ ✓✿❙❄✓❁✄ ✪ ✔✵✖✟✶
✛❘❚❋✎✑✏❘✛ ❆ ✓☛☞✒✂❴❊✼✂ ✹ ✄✝✓❁❈ ✦ ✰❑✔✵✘✼✖
✛❘❚❋✎✑✏❘✛ ❆ ✓☛☞✒✂❴❊✼✂ ✹ ✄✝✓❁❈ ✦ ✰❂❩ ✪ ✔✣✘✼✖
✛❘❚❋✎✑✏❘✛❀✏ ✦ ☞✍✞✡✓ ✪ ✛☛✔❂✘✜✖
U r ✔✝✽✕✶
Ur ✔✝✽✕✶
❈ ✦ ☞✍✎✙✠★✛✚✠ ✯ ✓✱✏✬✞✡✆ ✯✝✷ ✰✙✓☛✏☛✔✸✤✱✢✜✲
Zh̃ ✔❖✤❯✢✜✲
Z

a
n ✔❂✢✥✤

Zn ✔❂✢✟✲
zr ✔✣✘✜✲
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✍ ❳q✪ ✯❩★✖r✎✆☞✯
❃✐➦❞→➒➢ ✒ ➊ ♠ ✔ →➣➢ ☞ ❧ ➢➥➍➏➙➻➊↕➎✿➌✍➦✔➍❊➐➒→➣➎ ✔ ☞ ➍➏➌ ✒ ➍✭➍✭➎➑➌✍➦❞➍ ✡✒➍➏➐➣➙P➊ ✁ ➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒→☞➊ ✁ ❧✐➟ ➊❩➜↕➍ ♠q❧ ➎✔➙▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛■➢ ❦❞❧☞➟ ➍➏➢✭➩❂❖P→➼➜↕➍➏➎ ❧❉➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➺ ❧☞♠ →➒➌✍➦✔➡ ➍ ➌✍→ ➟●❧ ➢ ❦ ➍ ➟ ➌✍➢✶➊ ✁ ➌✍➦✔➍✭➢➥➍✐➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢ ❦❞♠ ➊❩➜✫→➣➙✔➍

♠ ➍➏➢➥➋❞➐➼➌✍➢ ❧ ☞ ➊↕➋❂➌ ♠➥❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌✍→➣➊☞➎ →➒➎✦➌✍➦❞➍✜✡✒➍✭➐➒➙➠➊ ✁ ➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣→✒➊❩➜↕➍ ♠ ➌✍➦❞➍ ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ➐➣→➒➌ ➞ ✡✒➍✭➐➒➙➊ ✁ ➌✍➦❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➏➩ ✖❨➊ ♠ →➒➎❞➢☛➌ ❧ ➎ ➟ ➍☞➺❊➴●➍ ➟✕✔ ➡ ❧ ➎❞➎➇✵ ➢✦➌➥➦❞➍✭➊ ♠ ➍✭➡❤➺ ✒ ➦❞→ ➟ ➦❴➐➣→➣➡➨→➒➌➥➢
➢➥➍ ❧☞♠➥➟ ➦ ➊ ✁ ♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎✳→➣➎ ➌➥➦❞→➣➢❉➍ ➬✫➌✍➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎ ➌➥➊◗➢➥➊↕➡➨➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍➏➢✭➺➇➎ ❧ ➡ ➍➏➐ ➞ ➌✍➦❞➍ ☞ ❧ ➙
❦ ➐ ❧☞➟ ➍➏➢✭➺✒→➣➢ ❦✔♠ ➊❩➜↕➍➏➙❏→➣➎ ❧ ➎ ❧ ➌➥➋ ♠✍❧ ➐ ✒■❧✱➞ →➒➎◗➌➥➦❞→➣➢ ➟ ➊↕➎➝➌✍➍ ➬❂➌✭➩❫ ✡✒➎❞➍ ♠✦❧ ➎ ❧ ➐ ➞ ➢➥→➣➢➨➊ ✁ ▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛❤➢ ❦✒❧✘➟ ➍✭➢ ✂↕→➒➜☞➍✭➢✦→➒➎ ✁ ➊ ♠ ➡ ❧ ➌➥→➣➊↕➎ ❧ ☞ ➊↕➋❂➌ ➌➥➦❞➍ ☞ ❧ ➙
❦ ➐ ❧☞➟ ➍➏➢❊➌➥➦ ❧ ➌❣➙❞➊➅➎❞➊☞➌❣➙❞→➼➜❂→➒➙❞➍✐➌✍➦❞➍✂➊ ♠ ➙✔➍ ♠ ➊ ✁ ➌✍➦✔➍✏➡➨➊↕➎❞➊✫➙ ♠ ➊↕➡ ➞ ✂ ♠ ➊☞➋ ❦ ➊ ✁ ➌✍➦❞➍ ➟ ➊❩➜↕➍ ♠
✕ ☞ ➋✔➌ ✁ ➊ ♠ ✒ ➦❞→ ➟ ➦⑩➌➥➦❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦➁➐➒➊ ➟ ➋❞➢ ☞ ➍ ➟ ➊↕➡ ➍➏➢➅➢➥→➒➎ ✂↕➋❞➐ ❧☞♠ ➺❘➌➥➦❞➊↕➋ ✂↕➦✠✗➨✎❭➌➥➦❞➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌→➣➢❲➌➥➊ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➍ ♠ ➌➥➦❞➍ ➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➊ ✁ ➌✍➦✔➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➌✍→➣➊☞➎❈➊ ✁ ➌➥➦❞➍ ▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛ ➢ ❦✒❧☞➟ ➍ ➊❩➜↕➍ ♠➌✍➦✔➍ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➍ ➌✍→➣➊☞➎❛➊ ✁ ➌✍➦❞➍ ➟ ➊☞➎ ✡ ✂↕➋ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎❈➢ ❦❞❧☞➟ ➍✘➩✏❖✿→➒➜☞➍✭➎ ❧ ➎ ➞ ➢☛➋ ➟ ➦ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✘➺●➌✍➦✔➍
☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦t➐➒➊ ➟ ➋❞➢✿➍ ➬✫➌➥➍✭➎❞➙❞➢➷➌✍➊ ❧ ➎ ❧☞♠ →➼➌✍➦❞➡➨➍➏➌➥→ ➟ ➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎➫➊↕➎ ➌➥➦❞→➣➢P➐ ❧ ➌➥➌✍➍ ♠ ➢ ❦✒❧✘➟ ➍☞➺ ❧ ➎✔➙
♠ ➍➏➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➒➊↕➎➠➊ ✁ ➌✍➦❞➍➷▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ ➟ ➊❩➜↕➍ ♠✂❦✔♠ ➊❩➜✫→➣➙❞➍➏➢✻➙ ❧ ➌ ❧ ➊↕➎➠➌✍➦✔➍ ♠➥❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎✦➊ ✁ ➌✍➦✔➍
➟ ➦❞➊↕➢☛➍✭➎ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍■→➒➎➻➌✍➦✔➍ ✡✒➍✭➐➒➙➛➊ ✁ ➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒→Ò➩ ✗➫➍■➢☛➌➥➋❞➙ ➞ ➌➥➦❞→➣➢ ♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➍✭➡✛→➣➎ ❧➡➨➊ ♠ ➍✏✂☞➍✭➎❞➍ ♠✍❧ ➐ ➟ ➊↕➎➝➌✍➍ ➬✫➌✭➺✒→➣➎ ✒ ➦❞→ ➟ ➦ ✒ ➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➍ ♠ ➌✍➦❞➍ ➟✭❧ ➢➥➍P➊ ✁ ➌✍➦❞➍ ♠ ➍✭➢❝➌ ♠ → ➟ ➌➥→➣➊↕➎❲➌➥➊
❧ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎✦➊ ✁ ❧ ➌ ❧ ➡ ➍➏➐ ➞➛♠➥❧ ➡➨→✠✡✒➍➏➙ ➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➊✖➜☞➍ ♠●❧ ➙❞→➼➜✫→➣➢➥➊ ♠ ✒ →➼➌✍➦➨➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➐ ➟➏♠ ➊↕➢☛➢➥→➒➎ ✂↕➢✭➺➋❞➢☛→➣➎ ✂✳❫ ☞ ➦ ➞➝❧ ➎ ✔✡❧☞♠ ✵ ➢➻➌✍➦✔➍✭➊ ♠ ➍✭➡❤➩✝✺❄➎➫➊ ♠ ➙✔➍ ♠ ➌✍➊ ✂☞→➒➜↕➍ ❧ ➎➫➍ ➬ ❦ ➐➣→ ➟ →➼➌➷➜☞➍ ♠ ➢➥→➣➊☞➎t➊ ✁ ➌➥➦❞→➣➢
♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ♠ ➍✭➢☛➋❞➐➒➌❤➊↕➎ ➌✍➦❞➍ ✡✒➍✭➐➒➙ ➊ ✁ ➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣→Ò➺ ✒ ➍➫→➣➎➝➌ ♠ ➊❂➙✔➋ ➟ ➍ →➣➎➝➌➥➍ ✂↕➍ ♠ ➢◗➌✍➦ ❧ ➌➙❞➍ ❦ ➍➏➎❞➙ ➊↕➎❏➌➥➦❞➍ ➟ ➊ ❧ ➐➒➍✭➢ ➟ →➣➎ ✂➨➊ ♠ ➙❞➍ ♠ ➢ ☞ ➍ ➌ ✒ ➍➏➍✭➎ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦ ❦ ➊↕→➒➎♦➌➥➢✭➺ ❧ ➎❞➙ ❧ ➟ ➦❞➊↕→ ➟ ➍➑➊ ✁→➣➎✔➍ ♠ ➌➥→ ❧ ✂↕➍✭➎✔➍ ♠✍❧ ➌✍➊ ♠ ➢ ❧☞♠ ➊↕➋❞➎❞➙✦➌➥➦❞➍ ☞ ➊↕➋❞➎✔➙ ❧☞♠☛➞ ➟ ➊☞➡ ❦ ➊↕➎❞➍➏➎♦➌➥➢●➊ ✁ ➌✍➦❞➍ ➟ ➊↕➎ ✡ ✂☞➋ ♠✍❧ ➌➥→➣➊↕➎➢ ❦❞❧☞➟ ➍✻➌✍➦ ❧ ➌❣➡➨➍✭➍➏➌❊➌✍➦✔➍ ✂↕→➼➜↕➍✭➎ ❧☞♠ →➼➌✍➦❞➡➨➍➏➌➥→ ➟ ➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❸➩✆✖✒➊ ♠ ➌✍➦✔→➣➢ ❦ ➋ ♠☛❦ ➊↕➢☛➍☞➺ ✒ ➍✏➙❞➍✌✡✒➎✔➍
❧❏➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➣➎ ➌ ➞✫❦ ➍❲➊ ✁ ❇✏➍✭➦✔➎⑩➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢✭➺✝➌✍➦❞➍ ➢➥➊ ➟✭❧ ➐➣➐➒➍✭➙ � ➌ ✒ →➣➢☛➌➥➢➻➢ ❧☞♠ ➡➨➍✭➎➝➌✍➢ �✘➺ ❧ ➎❞➙ ✒ ➍➙❞➍➏➢ ➟✭♠ → ☞ ➍✿➌✍➦❞➍➏→ ♠❆❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎❤➊☞➎◗➌➥➦❞➍P➢➥➍ ➌✂➊ ✁ ✹✻→➣➍✭➐➒➢➥➍➏➎ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➏➢✭➩✴ ❧ ➢☛➌ ❦❞❧☞♠ ➌➷➊ ✁ ➌✍➦❞→➒➢ ✒ ➊ ♠ ✔ ➟ ➊☞➎♦➌ ❧ →➣➎✔➢P➜ ❧☞♠ →➣➊↕➋✔➢ ♠ ➍✭➢☛➋❞➐➒➌➥➢P➊ ✁ ➙✔➍✭➢ ➟ ➍✭➎➝➌➅➊ ✁ ➌➥➦❞➍ ✡✒➍✭➐➒➙➊ ✁ ➙❞➍✌✡✒➎✔→➒➌✍→➒➊↕➎❤➊ ✁ ❧ ➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➺ ☞ ➞ ➢❝➌✍➋❞➙ ➞ →➒➎ ✂ ✂☞➍ ♠ ☞ ➢✂➊❩➜↕➍ ♠ ▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛➷➢ ❦✒❧✘➟ ➍✭➢ ✕ ❧ ➎✔➙❏➎❞➊☞➌➡➨➍ ♠ ➍➏➐ ➞ ➌✍➦❞➍➏➢➥➍ ➟ ➊ ❧☞♠ ➢➥➍P➡➨➊❂➙❞➋✔➐➣→❸➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢✦✗ ➩

� ✬✏☎✯✢➅❚❨★✝✟✝✪ �
❢❤➊❂➙❞➋✔➐➣→ ✡✒➍➏➐➣➙➇➺ ➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➢●➊ ✁ ➌✍➦❞➍ ❦❞♠ ➊✡➔☛➍ ➟ ➌✍→➼➜↕➍✻➐➣→➣➎✔➍☞➺ ✔✿➋❞➡➨➡ ➍ ♠❑➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➢➏➺➌ ❧ ➡ ➍➏➐ ➞✂♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➍➏➙ ➟ ➊❩➜↕➍ ♠ ➢➏➺✘▼✻➋ ♠✓✒ →➼➌✮☛❑➢ ❦✒❧☞➟ ➍➏➢✭➺ ✁ ➋❞➎✔➙ ❧ ➡➨➍✭➎➝➌ ❧ ➐ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➺❩▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ ❦ ➋ ♠ ➍

☞ ♠➥❧ →➣➙ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➺✰➡ ❧✘❦❞❦ →➣➎ ✂ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢✖✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➺➇❇✏➍✭➦❞➎ ➌ ✒ →➣➢❝➌✍➢➏➺❘✹✂→➒➍✭➐➣➢☛➍✭➎ ➟ ➐ ❧ ➢➥➢☛➍✭➢➏➺ ✂↕➍ ♠ ☞ ➊ ✁➡➨➊❂➙❞➍➏➐➣➢



�✁� ✁ ✡ ✌ ✠ ✂✁�

✂ ✩✫✪✱❯✡✄➫✩
❋●➍➑➌ ♠✍❧ ➜ ❧ →➣➐❙➢☛➍ ✁ ➊↕➎❞➙✔➍➻➢➥➋ ♠ ➐➣➍➷➐➣→➒➍✭➎❤➍✭➎➝➌ ♠ ➍➅➐➣➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢❉➙❞➍➏➢✏➡➨➊❂➙✔➋❞➐➣➍➏➢✂➙➇✵ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌➛➍➏➌➅➐➣➍✭➢➑➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➏➢ ➙❞➍➠▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛☞➩q❡❭➊↕➋ ♠ ➋❞➎ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌ ➙❞➊↕➎❞➎✔➤☞➺☎➐ ✵ ❧☞♠ →➒➌➥➦❞➡ ➤ Ð➌✍→✠✝♦➋❞➍✳➙✔➍ ➟ ➍➏➢❲➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍✭➢ ✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➼➌ ➙✔➍✭➢ ♠ ➤✭➢☛➋❞➐➒➌ ❧ ➌✍➢ ➢➥➋ ♠ ➐ ❧ ♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎➁➙❞➋ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➙❞➍➏➢❲➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢ ❧ ➋❂Ð❄➙✔➍✭➢➥➢☛➋❞➢➠➙❞➋ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢✦➙❞➍ ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎ ❧ ➐➣→➼➌✍➤➠➙❞➍➏➢ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢ ➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍ Ð➡➨➍✭➎➝➌✱➩●✴❙➍ ➌➥➦❞➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍ ➙❞➍ ➴●➍ ➟✕✔ ➡ ❧ ➎❞➎➇➺ ✝♦➋❞→ ➟ → ♠☛➟ ➊↕➎✔➢ ➟✭♠ →➒➌➠➐ ❧t♠✍❧ ➡ → ✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙ ❧ ➎✔➢

➟ ➍ ➌➥➌➥➍➷➍ ➬✫➌✍➍✭➎✔➢➥→➣➊☞➎ ☎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➣➎❞➍➏➢ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✭➢✭➺✔➐➣➍✭➢❆➡ ❧ ➋✔➜ ❧ →➒➢➥➍✭➢ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍✭➢✭➺❞➌ ♠ ➊↕➋❂➜↕➍ ❧ →➣➎✔➢➥→➇➋❞➎✔➍➙❞➤➏➡ ➊↕➎✔➢☛➌ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎➠➎ ❧ ➌➥➋ ♠ ➍➏➐➣➐➒➍☞➩✷✂➎✔➍ ❧ ➎ ❧ ➐ ➞ ➢☛➍ ❦ ➐➒➋❞➢ ✡✒➎❞➍✿➙❞➍➏➢❆➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍➏➢✻➙✔➍P▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛ ✁ ➊☞➋ ♠ ➎❞→➼➌■➙❞➍➏➢❆→➣➎ ✁ ➊ ♠ ➡ ❧ ➌✍→➣➊☞➎❞➢➢➥➋ ♠ ➐➣➍➏➢q➡ ❧ ➋✔➜ ❧ →➒➢➥➍✭➢ ❦ ➐ ❧✘➟ ➍✭➢❭➎❞➍●➙✔→➒➜✫→➣➢ ❧ ➎➝➌ ❦✒❧ ➢☎➐Ò✵ ➊ ♠ ➙ ♠ ➍❊➙❞➋ ✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍●➙❞➍❣➡ ➊↕➎✔➊❂➙ ♠ ➊↕➡➨→➣➍➙❞➋ ♠ ➍➏➜↕➍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌✤✕❪➡ ❧ →➒➢q➊☎✄➛➐➒➍✭➢ ❦ ➊↕→➒➎➝➌✍➢☎➙❞➍ ☞ ♠✍❧ ➎ ➟ ➦✔➍✭➡➨➍✭➎➝➌✶➢➥➍ ♠ ➍✭➎ ➟ ➊↕➎➝➌ ♠ ➍➏➎➝➌✬✗●✎↕➐ ✵✸→➒➙❞➤✭➍
➟ ➊☞➎❞➢➥→➒➢☛➌✍➍ ☎ ➟ ➊↕➎❞➢➥→➒➙❞➤ ♠ ➍ ♠ ➐➣➍ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌➥➍✭➡➨➍✭➎➝➌➻➙✔➋ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤➏➌➥➤➅➙❞➍➛➐ ✵✸➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍ ➙❞➍➨▼✂➋ ♠ ✒ →➒➌✮☛
❧ ➋❂Ð✽➙❞➍✭➢☛➢➥➋❞➢✿➙✔➋ ➟ ➊↕➡ ❦ ➐➣➤ ➌✍➤➻➙✔➍➛➐Ò✵ ➍✭➢ ❦❞❧☞➟ ➍➅➙✔➍ ➟ ➊↕➎ ✡ ✂↕➋ ♠✍❧ ➌✍→➣➊☞➎ ➙❞➍ ❦ ➊↕→➣➎➝➌✍➢➏➩❸❡✝➊↕➋ ♠ ➋❞➎✔➍➌✍➍➏➐➣➐➒➍ ❦ ➐ ❧☞➟ ➍☞➺♦➐➣➍✻➐➣→➒➍✭➋➨➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✐➙❞➋ ♠ ➍➏➜ ✍➏➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✐➢➥➍ ❦✔♠ ➊↕➐➒➊↕➎ ✂↕➍❆➍✭➎✦➋❞➎❞➍✏➢☛➍ ➟ Ð➌✍→➒➊↕➎ ❧✘♠ →➒➌➥➦❞➡➨➤➏➌✍→✠✝♦➋❞➍❣➢☛➋ ♠☎➟ ➍■➙❞➍ ♠ ➎❞→➣➍ ♠ ➍➏➢ ❦✒❧☞➟ ➍☞➺↕➍ ➌❑➐ ❧✻♠ ➍➏➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➣➊☞➎➻➙❞➋ ♠ ➍➏➜✓✍ ➌✍➍➏➡ ➍➏➎♦➌✶➙✔➍▼✂➋ ♠✓✒ →➒➌☞☛ ☎ ➟ ➍➏➌➥➌➥➍➑➢☛➍ ➟ ➌✍→➣➊☞➎ ✁ ➊↕➋ ♠ ➎❞→➼➌❆➙❞➍P➐Ò✵ →➣➎ ✁ ➊ ♠ ➡ ❧ ➌✍→➣➊☞➎✦➢➥➋ ♠ ➐ ❧ ♠➥❧ ➡➨→✠✡ ➟✭❧ ➌✍→➒➊↕➎❲➙ ❧ ➎✔➢➐➣➍ ➟ ➊ ♠☛❦ ➢❉➙❞➍➏➢✿➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢✻➍✭➎ ➐ ❧✦❦ ➐ ❧✘➟ ➍ ➟ ➊↕➎❞➢☛→➣➙❞➤ ♠ ➤✭➍✘➩❘✹✂➊☞➋❞➢❉➤➏➌➥➋❞➙❞→➒➊↕➎❞➢ ➟ ➍ ❦❞♠ ➊ ☞ ➐➣➧➏➡ ➍➙❞➍ ♠ ➍✭➢☛➌ ♠ → ➟ ➌✍→➒➊↕➎➛➙ ❧ ➎✔➢❊➋✔➎ ➟✭❧ ➙ ♠ ➍ ❦ ➐➣➋❞➢ ✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➐Ò➺✘➍✭➎ ➟ ➊↕➎✔➢➥→➣➙✔➤ ♠✍❧ ➎♦➌✶➐➒➍ ➟✱❧ ➢❑➙❸✵✸➋❞➎ ♠ ➍ ➜✓✍ Ð➌✍➍➏➡ ➍➏➎➝➌✿➡ ➊✫➙❞➤ ♠ ➤✭➡➨➍✭➎➝➌ ♠✍❧ ➡➨→✠✡✒➤➑➐➣➍➑➐➣➊↕➎ ✂ ➙❞➍➛➙❞→➼➜❂→➒➢➥➍➏➋ ♠ ➢✖☎ ➟✭♠ ➊☞→➣➢➥➍➏➡ ➍➏➎➝➌✍➢❉➎❞➊ ♠ ➡ ❧ ➋❂➬
♠ ➍➏➢☛➌ ♠ ➍✭→➒➎➝➌✖☎ ➋✔➎❞➍➻➢☛➍ ➟ ➌➥→➣➊↕➎❸➺❱➍ ➌❉➍➏➎ ➎❞➊↕➋❞➢ ☞ ❧ ➢ ❧ ➎➝➌❉➢➥➋ ♠ ➐➣➍P➌✍➦✔➤✭➊ ♠ ➧✭➡➨➍➑➙➇✵ ❫ ☞ ➦ ➞↕❧ ➎ ✔✡❧☞♠ ➩✹✂➊☞➋❞➢➻➙❞➊☞➎❞➎❞➊↕➎❞➢➻➋❞➎❞➍ ➜☞➍ ♠ ➢➥→➣➊☞➎⑩➍✌✔✰➍ ➟ ➌✍→➒➜☞➍❲➙❞➍ ➟ ➍ ♠ ➤✭➢➥➋✔➐➒➌ ❧ ➌➻➙❞➍ ♠✍❧ ➡➨→✠✡ ➟✱❧ ➌➥→➣➊↕➎ ➙ ❧ ➎✔➢➐➣➍ ➟ ➊ ♠➥❦ ➢➑➙❞➍✭➢➑➡ ➊✫➙❞➋❞➐➒➍✭➢➏➺✝➍➏➎ ✁ ➊↕➎ ➟ ➌✍→➒➊↕➎ ➙➇✵✸➍➏➎➝➌✍→➣➍ ♠ ➢ ✝✫➋✔→❣➙❞➤ ❦ ➍➏➎❞➙❞➍➏➎♦➌➅➙❞➍✭➢ ♠ ➍✭➐ ❧ ➌✍→➒➊↕➎❞➢➙❞➍ ➟ ➊↕➎ ✂ ♠ ➋❞➍✭➎ ➟ ➍➛➍✭➎➝➌ ♠ ➍➛➐➣➍➏➢ ❦ ➊↕→➣➎➝➌➥➢❉➙❞➍ ☞ ♠➥❧ ➎ ➟ ➦❞➍➏➡ ➍➏➎➝➌✱➺ ❧ →➒➎❞➢➥→ ✝♦➋❞➍➛➙➇✵ ➋❞➎ ➟ ➦❞➊↕→ ➬ ➙✔➍
✂↕➤➏➎❞➤ ♠➥❧ ➌✍➍➏➋ ♠ ➢➷➙❞➍ ➐Ò✵ →➣➎❞➍ ♠ ➌➥→➣➍ ❧ ➋❂➌✍➊↕➋ ♠ ➙❞➍➏➢ ➟ ➊↕➡ ❦ ➊☞➢ ❧ ➎➝➌✍➍➏➢➑➙✔➋ ☞ ➊ ♠ ➙ ➙❞➍➨➐Ò✵ ➍✭➢ ❦✒❧☞➟ ➍➨➙✔➍
➟ ➊☞➎ ✡ ✂↕➋ ♠➥❧ ➌✍→➒➊↕➎✦➙✔➍ ❦ ➊☞→➣➎➝➌✍➢ ➟✭♠ ➊☞→➣➢ ❧ ➎♦➌●➐ ❧ ➢➥➍ ➟ ➌✍→➒➊↕➎➇➩★✑ ➟ ➍ ➌✐➍✌✔✰➍➏➌✭➺✔➎❞➊☞➋❞➢■→➣➎➝➌ ♠ ➊✫➙❞➋❞→➣➢☛➊↕➎❞➢➋❞➎ ➟ ➍ ♠ ➌ ❧ →➒➎ ➌ ➞✫❦ ➍✂➙❞➍✂➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢●➙❞➍✏❇✏➍✭➦❞➎❸➺✔➐➣➍➏➢❊➌ ✒ →➒➢☛➌➥➢●➢ ❧✘♠ ➡➨➍✭➎➝➌✍➢➏➺❂➍ ➌■➎❞➊↕➋✔➢●➙❞➤ ➟✭♠ →➼➜↕➊↕➎✔➢➐➣➍➏➋ ♠❆❧☞➟ ➌✍→➣➊☞➎❤➢☛➋ ♠ ➐Ò✵ ➍✭➎❞➢☛➍✭➡ ☞ ➐➣➍✿➙❞➍➏➢ ➟ ➐ ❧ ➢☛➢➥➍➏➢✂➙❞➍➷✹✻→➣➍✭➐➒➢➥➍➏➎➇➩✷✂➎✔➍➑➙❞➍ ♠ ➎❞→➒➧ ♠ ➍ ❦❞❧☞♠ ➌➥→➣➍P➙❞➍ ➟ ➍P➌ ♠✍❧ ➜ ❧ →➒➐ ♠ ➍✌✂ ♠ ➊↕➋ ❦ ➍➷➙❞➍✭➢ ♠ ➤➏➢➥➋❞➐➼➌ ❧ ➌➥➢✻➙✔→➒➜↕➍ ♠ ➢✻➙❞➍➷➙❞➍✭➢❍Ð
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