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INTRODUCTION

Soit K un corps. Le probleme inverse de Galois sur K consiste & se
demander si tout groupe fini G est groupe de Galois d’une extension de
K. A ce jour, la conjecture historique énoncant que le probléme inverse
de Galois sur Q admet une réponse positive, reste ouverte.

Si K est un corps de nombres (et, plus généralement, si K est hil-
bertien), on peut répondre par I'affirmative a ce probléme si 'on sait
répondre par affirmative au probléeme inverse de Galois réqulier sur K,
probléme qui consiste & se demander si tout groupe fini G est groupe
de Galois d’une extension réguliére de K (T'). Ce probléme régulier pos-
séde I'avantage d’admettre une interprétation géométrique en termes de
revétements algébriques, et donc de permettre ['utilisation des techniques
de géométrie algébrique et arithmétique. En particulier, la construction
d’espaces des modules de revétements (les espaces de Hurwitz) a per-
mis de prouver -méme si leur utilisation n’est parfois que sous-jacente-
de nombreux résultats (par exemple la réalisation réguliére du Monstre
sur Q, ou la résolution du probléme inverse de Galois sur le corps des
nombres totalement p-adiques, pour tout p).

Espaces de Hurwitz

Fixons deux entiers r et d, et un groupe fini G — S;. Il existe un
espace des modules grossier pour la catégorie des (G-)revétements de
la droite projective de degré d, de monodromie G — Sy, et & r points
de branchement. Cet espace est appelé espace de Hurwitz pour cette
catégorie (ou ces invariants); il est noté H' (resp. H) dans le cas des
points de branchement ordonnés (resp. non ordonnés). Cet espace est
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défini sur Spec (Z), et chacun de ses points géométriques représente une
classe d’isomorphisme de (G-)revétements.

De plus H (resp H') apparait de facon naturelle comme un revétement
fini étale 7 : H — U, (resp. m : H — U") sur Spec(Z[1/|G|]) de
I'espace de configuration de points U, (resp. U") (on associe, & chaque
classe d’isomorphisme de revétements, leur ensemble commun de points
de branchement).

S.Wewers a proposé dans [Wew98a| des compactifications de U" et
des espace de Hurwitz, de sorte que 7 se prolonge en un revétement
modérément ramifié le long de diviseurs a croisements normaux

ﬁ:H,HUT

Corps des modules

On prouve par des méthodes topologiques que le probléme inverse de
Galois régulier admet une réponse positive sur le corps C, et, a I’aide du
théoréme de spécialisation de Grothendieck, qu’il en est de méme sur Q.

Soit G un groupe fini fixé, que I’on cherche a réaliser réguliérement sur
le plus petit corps possible; le résultat précédent assure ’existence d’un
revétement f : X — IP’}@ algébrique de groupe de monodromie G. Dans

le cas des points de branchement ordonnés (resp. dans le cas des points
de branchement non ordonnés), on note par K le compositum des corps
de rationalité des points de branchement (resp. le corps de rationalité
du diviseur de branchement (a;) + ---+ (a,)) de f, qui est un corps de
nombres. Il correspond au revétement f un point i de ’espace de Hurwitz
H pour les invariants qu’impose f.

Il existe un corps qui intervient naturellement lorsque I’on cherche un
corps de définition de f le plus petit possible : c¢’est le corps des modules
M. Ce corps, qui est une extension finie de K, n’est pas toujours un corps
de définition pour f, mais il est contenu dans chacun d’entre eux. Sybilla
Beckmann a prouvé dans [Bec89| que la ramification dans I'extension
M /K ne pouvait avoir lieu qu’en certaines places de K, que 1'on appelle
mauvaises places. Une mauvaise place est une place qui divise 'ordre
du groupe de monodromie, ou en laquelle les points de branchement
coalescent. Le résultat principal de cette thése est de montrer comment
on peut calculer les indices de ramification pour une mauvaise place ne
divisant pas l'ordre du groupe de monodromie, en utilisant la théorie



PLAN 13

des espaces de Hurwitz. La stratégie employée est d'utiliser la géométrie
et I'arithmétique des espaces de Hurwitz, et notamment de s’appuyer
sur le fait connu suivant : le corps des modules M est aussi le corps de
rationalité du point h dans H.

Soit v une mauvaise place de K ne divisant pas ’ordre du groupe de
monodromie, ¢’est-a-dire une place ou les points de branchement coales-
cent (se rencontrent). Le point a de U” induit une section & sur U , et la
réduction du lieu de branchement en v induit un point @ du bord de U .
Les indices de ramification au-dessus de v dans les différents corps des
modules des revétements de lieu de branchement a sont les indices de ra-
mification des points de la fibre de 7 au-dessus de a. L’idée consiste alors
a calculer cette ramification, en s’appuyant sur le théoréme d’Abhyankar
qui affirme qu’un revétement modérément ramifié le long de diviseurs
a croisements normaux (ici 7) est, localement pour la topologie étale,
de type kummérien généralisé. C’est le calcul que I'on effectue, dans un
cadre plus général, au cours du premier chapitre.

Plus précisément, soit f : Y — S un revétement modérément ramifié le
long de diviseurs & croisements normaux (D;),. On se donne une section
¢ : Spec(R) — S, ou R est un anneau de Dedekind. On suppose que
Im (¢) € U; Supp (D;), et que la section ¢ rencontre les diviseurs D;
(1 <i < d) en le point spécial x. Soit m; l’ordre d’intersection de ¢ avec
D; (voir la définition 1.3.6). On montre alors (théoréme 1.3.7) que, pour
tout choix cohérent de générateurs de l'inertie g; (1 < i < d) au voisinage
de z (définition 1.2.3), 'élément g;"" ... g, est un générateur de I'inertie
pour le revétement ¢*(f).

Plan

Le premier chapitre de cette thése est consacré a 1I’étude de quelques
aspects des revétements modérément ramifiés le long de diviseurs a croi-
sements normauz, qui nous seront utiles aux troisiéme et quatriéme cha-
pitres. Aprés un bref rappel des définitions fondamentales (revétements
étales, kummériens généralisés, et modérément ramifiés), on propose une
démonstration du théoréme d’Abhyankar (théoréme 1.2.2). On introduit
aussi dans ce paragraphe la notion de choix cohérent de générateurs de



14 INTRODUCTION

I'inertie (définition 1.2.3), et on montre qu’on peut se ramener a la re-
cherche d’un choix cohérent de générateurs de l'inertie au voisinage d’un
point compleze (proposition 1.2.4).

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme 1.3.7 (évoqué ci-
dessus), qui évalue la ramification d’un revétement obtenu par restriction
d’un revétement modérément ramifie f : Y — S (le long de diviseurs a
croisements normaux D;) & une section du type

Spec (R) — S

ou R est un anneau de Dedekind (la restriction est la normalisée du
pullback). Retenons que I’application du théoréme 1.3.7 nécessite le calcul
des ordres d’intersection de la section avec les différents diviseurs D;, et
la donnée d’un systéme cohérent de générateurs de 'inertie. Ce théoréme
est une variante globale du théoréme 1.3.5, lui-méme conséquence du
théoréme 1.3.3, qui décrit I'inertie d’'un revétement kummeérien restreint
a une section.

Le deuxiéme chapitre est une introduction a la théorie des espaces de
Hurwitz (définitions classiques des (G-)revétements de la droite projec-
tive (et de leurs invariants principaux), du corps des modules, et des
espaces de Hurwitz sur un anneau). On y passe en revue des résultats
connus mais essentiels pour la suite (par exemple le lien entre corps des
modules et espaces de Hurwitz).

Le troisiéme chapitre consiste en une étude détaillée du revétement
complété 7, dans la perspective d’appliquer les résultats du premier cha-
pitre (théoréme 1.3.7). En particulier, aprés une introduction a la complé-
tion de I’espace de configuration de points U" construite dans [Wew98a],
la proposition 3.1.23 donne une description de la section sur U que 'on
obtient lorsque 1’on réduit un point de U" défini sur un corps K en une
place v ou ses coordonnées coalescent. On obtient notamment les ordres
d’intersection de cette section avec les diviseurs S du bord de U .

On décrit au cours des deux paragraphes suivants le lien entre le groupe
des tresses pures de Hurwitz et le mapping class group pur, et on en dé-
duit une description précise de la monodromie du revétement générique
géométrique m, (i.e 'action du groupe des tresses pures sur une fibre
générique géométrique de ). Les formules 3.3.3 et 3.4.12 donnent les
actions de certains twists de Dehn sur I’ensemble des classes de Nielsen,
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les twists sarments (définition 3.3.2). Le dernier paragraphe montre com-

ment on peut obtenir, a partir des twists sarments, un choix cohérent de
. . o e . =

générateurs de l'inertie au voisinage de tout point de U .

Le quatriéme chapitre débute par une démonstration du résultat de
Beckmann a l'aide des espaces de Hurwitz. On généralise ensuite ce ré-
sultat en étudiant le cas d’une mauvaise place v ne divisant pas I'ordre
de G. Le travail préliminaire réalisé au cours des trois premiers chapitres
permet une description de la ramification de la place v dans les diffé-
rents corps des modules de revétements de degré, de monodromie et de
points de branchement donnés (théoréme 4.1.5). On étudie ensuite le cas
particulier des groupes diédraux.

Le dernier chapitre de cette thése se distingue des précédents en ce
qu’il n’utilise plus la géométrie des espaces de Hurwitz, mais les gerbes
au-dessus de ces espaces des modules grossiers. Le théoréme 5.2.1 donne
'existence et 1'unicité (& isomorphisme prés) d’un bon modéle (i.e. un
modeéle tel que la réduction sur la fibre spéciale du revétement déduit
sur anneau soit lisse et géométriquement irréductible) sur Pextension
non ramifiée maximale du corps de rationalité du lieu de branchement
en une bonne place ([DH98]|, [Ems99]); le théoréme 5.2.3 concerne la
stabilité (au sens de Dew) d’un tel modéle, et le théoréme 5.2.4 exhibe un
exemple de descente sur le complété du corps des modules en une bonne
place (|[DH98|, |[Ems99]). Il précise les énoncés précédemment obtenus
(théoréme 3.1 de [DH98]| et corollaire 2.6 de [Ems99]) en ce qu’il affirme
I’existence d’un bon modeéle sur le complété du corps des modules en une
bonne place.






CHAPITRE 1

REVETEMENT MODERE RESTREINT A
UNE SECTION

Dans tout ce chapitre, S désigne un schéma localement noethérien et
normal.

Le premier paragraphe de ce chapitre rappelle des généralités sur les
revétements étales et sur les revétements modérément ramifiés. On définit
aussi dans ce premier paragraphe la notion de revétement kummeérien
généralisé, en suivant ’exposé [GMT71] d’A. Grothendieck et J. P. Murre.
Ces derniers revétements sont des cas particuliers de revétement modérés
le long de diviseurs a croisements normaux, et on démontre au paragraphe
suivant le théoréme d’Abhyankar, qui affirme que réciproquement, un
revétement modéré est, localement pour la topologie étale, un revétement
kummeérien généralisé.

Les résultats principaux de ce chapitre se trouvent dans le paragraphe
1.3, consacré a I’étude de I'inertie de la restriction d’un revétement modé-
rément ramifié (le long de diviseurs & croisements normaux) a une section
(théorémes 1.3.3, 1.3.4 et 1.3.7).

1.1. Revétements étales, revétements modérément ramifiés

1.1.1. Ramification dans les anneaux de Dedekind, dans les
morphismes de schémas. — On rappelle ici la notion élémentaire
de ramification dans les anneaux de Dedekind, et celle qui en découle
pour les morphismes de schémas.

1.1.1.1. Ramification dans les anneaux de Dedekind. — Soit A un an-
neau de Dedekind de corps des fractions K, L/K une extension finie
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de degré n. La fermeture intégrale B de A dans L est un anneau de
Dedekind.

Soit p un idéal premier de A; I'idéal pB de B se décompose donc en
produit d’idéaux premiers :

pB=]]p>
PBlp

Le nombre ey est l'indice de ramification de *B dans I'extension L/K,
et fop = [B/PB : A/p| est le degré résiduel de P dans 'extension L/K.

Citons trois cas particuliers de ramification :

— Siep =1 et B/ est séparable sur A/p, on dit que L/K est non
ramifiée en PB. Si L/K n’est ramifiée en aucun idéal premier de B
divisant p, on dit que L/K est non ramifiée au-dessus de p (ou en
p)-

— Si I'extension résiduelle B/3 sur A/p est séparable pour tout idéal
premier T3 de B divisant p, et si la caractéristique résiduelle est nulle
ou ne divise aucun eg, on dit que la ramification de L/K en p est
modérée.

— Si un seul idéal premier ‘P de B divise p, et si fgg = 1, on dit que
Iextension L/K est totalement ramifiée en p.

Pour toute extension galoisienne L/ K, le groupe de Galois G agit sur
I’ensemble des idéaux premiers de B divisant p. Soit 3 I’'un de ces idéaux :
le groupe de décomposition de 3 dans L/K est le stabilisateur de 3 par
cette action. Un élément de ce groupe définit par passage au quotient un
A/p-automorphisme de B/B. Le noyau du morphisme ainsi défini est le
groupe d’inertie de 3 dans L/K.

On peut retenir de la lecture de [Ser62| que, dans le cas ou la rami-
fication de L/K en p est modérée, le sous-groupe d’inertie de G est un
groupe cyclique d’ordre 'indice de ramification (commun, puisque L/K
est galoisienne) des idéaux premiers divisant p.

1.1.1.2. Ramification dans les morphismes de schémas. — Soit f:Y —
X un morphisme fini de schémas normaux, y un point de codimension
1 dans Y, d'image = dans X. L’indice de ramification e, de ’extension
d’anneaux de valuation discréte Oy, sur Ox , est ["indice de ramification
de y au-dessus de x dans f. On dit que le morphisme f est non ramifié en
y si 'extension Oy, sur Ox, est non ramifiée. On dit que le morphisme
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f est non ramifié (resp. modérément ramifié) en x si I'extension Oy, sur
Ox , lest, pour tout y au-dessus de x.

Cette notion peut se généraliser 4 un morphisme f : Y — X localement
de type fini : f est dit non ramifi¢ en y € Y si Oy, /m,Oy,, est une
extension finie séparable de k(x), ot z = f(y). Cette définition nous
permettra de définir la notion de revétement étale au paragraphe suivant.

1.1.2. Revétements étales, revétements modérés. —

1.1.2.1. Morphismes plats et étales. — On suit ici exposé [GMT1]| d’A.
Grothendieck et J. P. Murre. Un morphisme d’anneaux ¢ : A — B
est dit plat si B est plat en tant qu’A-module (la structure de module
provenant de ¢), c’est & dire si le foncteur "changement de base” —g 4B
de la catégorie des A-modules vers la catégorie des B-modules est exact
(on rappelle que cela signifie que toute suite exacte est transformée en
une suite exacte). Un morphisme f : Y — X de schémas est dit plat si
pour tout y € Y le morphisme d’anneaux Oy,, — Ox, (ot x = f(y)) est
plat. Il est dit fidélement plat si en outre il est surjectif.

Un morphisme (d’anneaux ou de schémas) est dit étale s’il est plat et
non ramifié. Si f : Y — X est un morphisme étale, on dit que Y est un
X-schéma étale. Les propriétés suivantes bien connues nous seront utiles
pour la suite (cf. par exemple [Mil80] ou [Gro71]) :

Propriétés (Exemples de morphismes étales)
— Toute immersion ouverte est étale;
— La composition de deux morphismes étales est un morphisme étale ;
— Tout morphisme obtenu par changement de base d’un morphisme
€tale est étale;
— Si fg est étale et que f est non ramifié, alors g est étale.

Si X est un schéma, et Et(X) catégorie des X-schémas étales, on dé-
finit la topologie étale comme la topologie pour laquelle un recouvrement
d’un objet U par des ouverts fondamentaux consiste en une famille finie
de morphismes ¢; : U; — U tels que la réunion des images des ¢, recouvre
U.

On définit aussi la classique notion de revétement étale :

Définition 1.1.1. — Un morphisme f : X — S fini et étale est un
revétement étale.
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Pour définir la notion de revétement modérément ramifié, on introduit
d’abord la notion de diviseurs & croisements normaux :

Définition 1.1.2. — Soit D = (D;) un ensemble fini de diviseurs (po-
sitifs) sur S. on dit que les (D;) sont a croisements strictement normauz
si, pour tout s € (U; Supp (D;)), on a :

1. Og est un anneau local régulier,

2. Si I, ={i;s € Supp (D;)}, alors pour tout ¢ € I, D; peut s’écrire
D; =", div (2;,), avec ;, € Og, et ot les (z;,), , font partie
d’un systéme régulier de parameétres en s.

Définition 1.1.3. — On dit que les (D;) sont a croisements normauz
si, localement pour la topologie étale, les (D;) sont a croisements stricte-
ment normaux.

Nous sommes maintenant en mesure d’étendre la notion de revétement,
en permettant un certain type de ramification :

Définition 1.1.4. — On se donne un systéme de diviseurs a croise-
ments normaux D. Un morphisme f : X — S est un revétement modéré-
ment ramifié le long de D si :
— f est fini;
— f est étale au-dessus de S — D
— toute composante irréductible de X domine une composante irrédu-
ctible de S';
— X est normal ;
— pour tout point s de D de codimension 1 dans S, f est modérément
ramifié en s.

1.1.3. Revétements kummeériens généralisés. — Ces revétements
sont des cas particuliers de revétements modérément ramifiés; nous ver-
rons au cours du sous-paragraphe suivant que, réciproquement, tout revé-
tement modérément ramifié est isomorphe, localement, & un revétement
kummeérien généralisé (c’est le théoréme d’Abhyankar).

On fixe un ensemble fini d’entiers positifs n;, i € I, ensemble que I'on
note n.

Soit Zj, le groupe additif ®;c;Z/n;Z. Considérons le S-schéma en grou-
pes
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Spec (Os[Z,])
(Og|Z,,] désigne la Og-algebre du groupe Z,, a coefficients dans Og).
Cette construction se généralise & tout groupe abélien, et si L =

(Zy,) /N est un quotient de Z,, on a la suite exacte de groupes algé-
briques, pour la topologie plate :

1 — Spec (Og[L]) — Spec(Og|Z,]) — Spec (Og[N]) — 1

Posons
Ay = (OS[(Ui>ieI]/ ((UznZ - 1>i€1))
Le S-schéma
fn,s = Spec (A,)
est un schéma en groupes sur S, isomorphe & Spec (Os[Z,]) par I'iso-
morphisme canonique de Og-algébres

Os(Zy) ~ Ay
envoyant (0,...,1,...,0) (le 1 est en i-éme position) sur l'image u; de
U; dans A,,.
Soit a = (a;);c; un ensemble de sections régulieres sur S (i.e. ces

sections ne sont des diviseurs de zéro dans aucun Og). On introduit la
Og-algébre
Ai = OS[(Ti)zel]/ ((Tznz - ai)ie[)
ainsi que le schéma Z2 := Spec (A%). Soit ¢; 'image de T; dans AZ.
Le S-schéma en groupes i, s agit sur Z7, ce qui conduit a la définition
d’un revétement kummérien :

Définition 1.1.5. — Soit X un S-schéma, et G un S-schéma en groupe
opérant sur X au-dessus de S. Le couple (X, G) est appelé revétement
kummérien de S relativement aux sections a si (X, G) est isomorphe & un

couple (Zi, ,uﬂ) pour un choix convenable d’entiers n = (n;),.;, chaque
n; étant premier aux caractéristiques résiduelles de S.
Remarque 1.1.6. — Soit ¢ une racine (n; ...n,)-éme de I'unité, et (; =

gnl...ﬁi...nr

Soit ¢ ’application bilinéaire de groupes abéliens
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¢ ( 11 <<i>) X (Zy) — (C)

1<i<r
définie par

(¢ ) st van) = T

1<i<r
Cette application fournit une dualité entre ces deux groupes.
Le revétement kummeérien (X, G), isomorphe au couple (Zi, ,uﬂ), est
un revétement galoisien de groupe ], ,,.((;), dual de Z, par ¢

Notation. — Si 'on note par D; le diviseur induit par la section aj,
on dit aussi que le couple (X,G) est un revétement kummérien de S

relativement aux diviseurs (D;),;-

Définissons maintenant la notion de revétement kummeérien généralisé.

On se donne un quotient L = (Z,) /N de Z,.

Si 'on note K le dual de Spec(Os[L]), alors p,/K est le dual de
Spec (Og[N])

Le schéma K est le spectre de ’orthogonal de N par ¢, ce qui fait que,
si 'on note par u, 'image de u; dans Og|[L], on a :

N={a€Zy[](u)™ =1}
icl
A. Grothendieck et J. P. Murre montrent de plus que, si I’on introduit
la sous-Og-algebre de Af :

E == @QENZQOS

on a un isomorphisme

Zi/K ~ Spec (B)

Définition 1.1.7. — Soit X un S-schéma, et G un S-schéma en groupe
opérant sur X au-dessus de S. Le couple (X, G) est appelé revétement
kummeérien généralisé de S relativement aux sections a si (X,G) est
isomorphe a un couple (Z2/K, j1,/K) pour un choix convenable d’entiers
n = (n;) icr» Chaque n; étant premier aux caractéristiques résiduelles de
S, et d’un sous-groupe fermé K de f,,.
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1.2. Description locale d’un revétement modérément ramifié

On montre dans ce paragraphe le théoréme d’Abhyankar, affirmant
qu’'un revétement modérément ramifié le long de diviseurs a croisements
normaux est, localement pour la topologie étale, un quotient d’un revéte-
ment kummeérien (i.e. un revétement kummérien généralisé, cf. la défini-
tion 1.1.7). Outre le fait que ce théoréme est -a notre connaissance- d’ac-
cés relativement difficile dans la littérature ([GM71] en fait mention, on
en trouve une démonstration plus détaillée dans I’appendice du chapitre
XIIT de Michéle Raynaud dans [Gro71]), ce paragraphe permet aussi
d’introduire la notion de systéme cohérent de générateurs de l’inertie,
notion essentielle & I’application des théorémes du prochain paragraphe.
On montre de plus dans ce paragraphe qu'un systéme cohérent de géné-
rateurs de l'inertie au voisinage d’un point complexe induit un systéme
cohérent de I'inertie au voisinage d’un point sur un corps de caractéris-
tique positive.

1.2.1. Générateurs de l’inertie. — Soit X un S-schéma régulier,
propre sur S, muni de S-diviseurs & croisements normaux D = »_ D;, ou
les D; sont irréductibles. On considére la catégorie galoisienne des revéte-
ments algébriques de X modérément ramifiés le long de D, et 77"°%( X x)
le groupe fondamental basé au point z n’appartenant pas au support de
D (voir [GMT1]). Considérons un pro-objet universel X — X de cette
catégorie, muni d’un point y au dessus de 7. On a un (anti-) isomor-
phisme canonique ¢, : 774X xy) ~ Gal (X/X). Cet isomorphisme
dépend du choix de y au-dessus z(; si 'on change y, I'isomorphisme
précédent est composé par un automorphisme intérieur.

Les groupes d’inertie J; au dessus de la composante D; de D dans
le revétement X — X sont bien définis (& conjugaison prés). Ce sont
des groupes procycliques. On appellera groupe d’inertie le long de D; le
sous-groupe procyclique de 7"°¢( X, ) (défini & conjugaison prés), image

réciproque de J; dans l'isomorphisme précédent.

Si I’on change de point base (z; & la place de xy), tout choix d’un
"chemin” « allant de 2 & 27 (c’est & dire un élément du groupoide fon-
damental 7"°%(X x4, 2,)) définit un isomorphisme & : 7"°%(X, x5) —
7mod( X, z1). Par ailleurs o définit une bijection de la fibre de x, dans
X — X vers celle de X1, et si yo et y; sont des éléments de ces fibres qui
se correspondent par cette bijection, ¢,, o & = ¢,,. Les groupes d’inertie
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le long de D; dans 7"°4( X, zg) et dans 77*°¢(X, x1) se correspondent donc
par Q.

Définition 1.2.1. — On appellera générateur de [’inertie le long de D;
tout générateur d’un groupe d’inertie le long de D; dans m (X, zg). 1l
résulte de ce qui précéde, que si v est un genérateur de I'inertie le long
de D, il en est de méme de tout conjugué de .

1.2.2. Théoréme d’Abhyankar. — On rappelle d’abord le classique
lemme d’Abhyankar, qui permettra de prouver la proposition 1.2.2.

Lemme d’Abhyankar. — Soit R un anneau de valuation discréte com-
plet de corps des fractions K. Soit L/K (resp. M/K ) une extension ga-
loisienne modérément ramifiée d’indice e (resp. N). On suppose que e
divise N.

Alors Uextension LM /M est non ramifiée.

Démonstration. — Le groupe d’inertie I de LM sur K s’envoie surjec-
tivement par un morphisme p (resp. ¢) sur Z/eZ (resp. sur Z/NZ). La
ramification étant modérée, le groupe I est cyclique; par conséquent, le
morphisme de [ vers Z/eZ déduit de p et de la surjection Z/NZ — Z/eZ
coincide avec ¢, et donc Ker (p) O Ker (¢). Un élément du noyau de ¢
fixe L, et donc LM, et ne peut étre que trivial; le groupe d’inertie de
LM sur M (qui n’est autre que Ker (q)) est donc lui-méme trivial. [

Soit X un schéma lisse sur Spec(R) (ou R est un anneau de valua-
tion discréte complet), muni de diviseurs & croisements normaux D, et
x un point géométrique, a l'intersection de composantes des diviseurs

Dy, ..., D, définies sur Spec(R). Si x est un point spécial, on note par
p la caractéristique résiduelle de Ox ,. Soient ¢4, ...,t,, des paramétres
locaux définissant Dy, ..., D,, sur R.

On considére la limite projective limI” (V,Oy), ot V parcourt tous les

voisinages étales de x. Il existe un isomorphisme canonique entre cette
limite projective et 'hensélisé strict O%', de Ox,, (cf. [Mil80] p. 38).

Soit Ds" ... D" les images réciproques dans Spec ((’)i?m) des com-
posantes de D+, ..., D,, passant par le point . On définit de la méme

facon I'image réciproque D*". Pour tout voisinage étale V de x, on définit
de facon analogue D) et D". Lorsque = T est un point spécial, I’an-
neau (’)ﬁ}ff est isomorphe a I'anneau R™([t1,...,t,]]n, qui est la cloture
algébrique de 'anneau R"[ti,...,t,] dans anneau R™[[ty,...,t,]] (cf.
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|[Mil80]). Dans le cas ot © = x, est un point générique, I’anneau Oi&n
est isomorphe & Panneau K[[ty, ..., t.]]x
Pour tout voisinage étale V' de x dans X, on a le diagramme suivant :

La fleche ¢ : Spec ((’)g&) — X induit un foncteur

Revp(X) — Revpen ( Spec (Oﬁ?m))
des catégories des revétements de X (resp. de Spec (O;?x)), modéré-

ment ramifiés le long de D (resp. D*")). La deuxiéme catégorie est équiva-
lente & la catégorie des revétements cohérents modérés d’ouverts étales
V de .

Ce foncteur induit un morphisme entre les groupes fondamentaux mo-
dérés :
7T71%Od ( Spec ((’)g(h’x) — (thu oy Dfril)) N 7T11nod (X _ (Dl U--- UDm))

Proposition 1.2.2. — Lorsque x = T est un point spécial (resp. lorsque
r =z, est un point générique), on a un isomorphisme

m

w1 ((Spee (O35) = (D U+ U D)) = (209(1))

respectivement

mod ( Spec (0;) — (D{"U--U D;jf)) ~ (Zu))m

Plus précisément, la limite inductive

lim ( Spec ((9??736[15{3_1,..., n{"]))

......

(resp. tous les entiers e; pour x = :L’n), est un pro-revétement universel
h st h h
de OY,, modéré le long de DY", ..., Dy;.
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En particulier, dans le cas d’un point spécial, p ne divise pas les indices
de ramification de tout revétement modérément ramifié le long de D*".

De plus, si ¢ est un systéme cohérent de racines de ['unilé premicres
a p (resp. de racines de 'unité), et, pour tout e premier a p (resp. tout
entier), (. la racine primitive e-iéme de l'unité correspondante, alors les
automorphismes définis par

1 1

2 2
Lt = Cely
pour ¢ variant entre 1 et m, sont des générateurs des groupes d’inertie

des th, 1<i<m.

Définition 1.2.3. — Tout systéme de générateurs de ce type est appelé
systéme cohérent de générateurs de l’inertie au voisinage de .

Démonstration. — On prouve la proposition 1.2.2. On se contentera de
traiter le cas d’un point de la fibre spéciale (la démonstration pour un
point de la fibre générique étant similaire). L’isomorphisme annoncé est
une conséquence immédiate de ’existence du revétement universel décrit
dans la proposition. Soit Y — Spec ((’)ﬁé‘gﬁ) un revétement sur Spec (R),
modérément ramifi¢ le long de D", ... D" On peut se limiter au cas
ou Y est connexe. ’anneau local au voisinage du point générique de D;
est un anneau de valuation discréte, et les indices de ramification des
points de la fibre de Y au-dessus de ce point sont bien définis. Soit n;
le plus petit commun multiple des indices de ramification de la cléture
galoisienne Y — Spec ((’)ﬁ?m) du revétement ¥ — Spec ((’)ﬁ?m)

Considérons le morphisme fini

~ L 1
g : Z — Spec ((’)}h,x[tfl yen ,tﬁ{”])

obtenu a partir du diagramme cartésien

A — Y
O l
a1 1
Spec ((’)g&[tfl e ﬁ{”]) —  Spec ((’)ﬁ?m)

oll Z est le normalisé de Z.

Soit U I'ouvert de Spec (O}’fx), complémentaire du support des divi-
seurs D;.
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1 1
Soit U’ (resp. V') son image réciproque dans Spec ((’)ﬁ?m 2 A ])

(resp. dans V). La restriction V' — U est étale, et donne par changement

de base U’ — U un morphisme fini étale V' — U’. L’ouvert U’ étant nor-

mal, V' est aussi normal, et est donc le normalisé de U’ dans le corps des

fonctions de Z. Le morphisme V' — U’ coincide donc avec la restriction

de ¢’ & V'. Or le lemme d’Abhyankar prouve que ¢’ est non ramifié en
1

- .
codimension 1. Le schéma Spec [ O [t*, ... tm"] | est régulier, et Z

est normal par définition. Le théoréme de pureté prouve donc que ¢’ est

étale.
1 1
ny

Comme 'anneau local O, [, ..., ti"] est en fait strictement hensé-

lien (c’est une extension entiére finie d’un tel anneau), il s’ensuit que le
1 1

morphisme Z — Spec ((’)ﬁ?m [ty ..., tm™] | est isomorphe & un certain

nombre de copies du morphisme trivial (cf. le corollaire 3.12 de [Mil80]).
On a donc obtenu un diagramme :

Spec ((’)g}fx[tll,..., ,’;L_m]) — Y
l
Spec (O%,)

Il reste & prouver que les entiers n; sont premiers & p. Le seul cas dif-
ficile est celui ot R est de caractéristique nulle (si la caractéristique de
R est égale & p, cela découle en effet de la définition d’un revétement
modérément ramifié¢). Nous allons suivre la méme stratégie que M. Ray-
naud dans [Gro71], p. 429, en supposant que p divise par exemple nq, et
aboutir & une contradiction. Cette contradiction proviendra du fait que
si 'on dispose d’un revétement Y — Spec (Oi}’x) modérément ramifié,
et que [q,...,l,, sont des entiers tels que le revétement

. 1 S
Z' — Spec ((’)}hx[ti ey ,’,Q"])

obtenu par normalisation & partir du diagramme cartésien
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VA — Y
O !

Spec ((’)ggw [t?, R t%]) —  Spec (Oi&)

soit étale, alors chaque indice de ramification du revétement ¥ —
Spec (O}hx) au-dessus de D" divise ;.

P 1
En posant B := (’)ggx[tl"l ...,y ], on peut se ramener au diagramme
suivant :
Z — Y

Spec (B[t%]) — Spec(B)

Les revétements verticaux sont respectivement étale et modérément ra-
mifié. Soit U I'ouvert Spec (B) — Dj, et U son intersection avec la fibre
spéciale. Notons par f le revétement Y — Spec (B), et par f sa restric-
tion a la fibre spéciale. Le diagramme précédent induit un diagramme
sur les fibres spéciales (avec des notations évidentes) :

Y
!

Spec (B[t%]) — Spec(B)

— N
!

» 3
Si 'on note uy :=t;", et u; :=t;", pour tout i € {2,...,m}, alors

Spec (B) ~ Spec (E[[Uh e ,Um]]h)
et

A

Spec (B[t%]) ~ Spec (E[[ul, ]Il

)

1 -
Le morphisme Spec | B[t} ]) — Spec (B) est donc purement radiciel,

et induit donc une équivalence de catégories entre les revétements étales
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de ces deux schémas. En particulier, le morphisme

— 1
Z — Spec (B[t{’])
provient d’un unique revétement étale g : Y1 — Spec (k[[t1,....t]]n).

Les restrictions & U de f et g, sont isomorphes, et f est donc étale. II
s’étend donc de fagon unique en un revétement étale f': Y’ — Spec (B).
Les restrictions f|y et f’|y sont isomorphes, car leurs restrictions a la
fibre spéciale le sont. Les revétements f et f’ sont donc isomorphes. Ceci
entraine le fait que f est étale, ce qui est contradictoire avec la définition
des n;. O

On déduit facilement de la proposition 1.2.2 le théoréme d’Abhyankar
(appelé lemme d’Abhyankar relatif dans [Gro71], chapitre XIII, propo-
sition 5.5) :

Théoréme d’Abhyankar. — Soit X un schéma sur Spec(R), muni
d’un systeme D de diviseurs a croisements normauz. Soit x — X un
point géométrique de X, et Dq,...,D,, les composantes des diviseurs
passant par ce point. Soit Y — X un revétement de X modérément
ramifié le long de D.

1l existe un R-voisinage étale V' de x et un revétement kummeérien
W — V, modérément ramifié le long des DY (1 <i < m), tel que si l’on
poseY' =Y xxV, le morphisme Y' — V est dominé par un morphisme
[HW —V.

En particulier, les indices de ramification sont premiers a la caractéris-
tique résiduelle de R.

Démonstration. — On se raméne ici aussi au cas ol Y est connexe. Po-
sons Y :=Y xx Spec (0%,), la proposition 1.2.2 fournit un diagramme
commutatif :

1 1

Spec (Oggw[tf_l, cee ﬁb_m]) - Y" = Spec ((’);(ftx)

! !
Y — X

Le revétement Y — Spec (O%,) est un revétement kummérien géné-
ralisé. Soit H un sous-groupe de (Z/nyZ) X -+ - X (Z/n,Z) tel que
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~ 1 1
V" ~ Spec (O?,m[t{”,---’ ;ﬂ) /H

I existe un voisinage étale V; de x assez petit sur lequel ¢, ..., ¢, sont
réguliéres, et tel que

1

1 1 1 1
Autvl (OVl [tlnl Sy ﬁ{”]) ~ Aut Spec((’)g(h@) (Oggm[tfl ey ;ﬁm]>

1

1 E
Soit H; I'image de H dans Auty, (OVI [ty .., ;;{”]) par cet isomor-

phisme, et

L 1
YY = Spec (Ovl[tfl,..., ;;Lm]) /H1
On a le diagramme suivant :

1 1

Spec ((’)ﬁgm[tf_l, o ,’;{"]) I VN Spec ((’);&)
i
Spec (Ovl[tfll,..., {;LL’”]) - Y - Vi
Sil'on pose Y5 :=Y xx Vi, on a

Y5 Xy, Spec (O?x) ~ Y/ Xy, Spec (Oﬁ&)

Il existe donc un ouvert étale V' — V] tel que
Yg X V ~ lel Xy %4
On a donc le diagramme suivant (en posant Y':=Y xx V) :

1 1

Spec ((’)ggm[tf_l, e ,7{"]) —~ Y - Spec ((’);’fx)

| o | !
Spec(@v[tfl,...,t&_m]) - Y — V
| |

Yy — X
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1.2.3. Comparaison analytique/algébrique. — On reprend le con-
texte du paragraphe précédent. On suppose que la caractéristique de R
est nulle, et que sa caractéristique résiduelle p est positive. Soit K (resp.
k) le corps des fractions (resp. le corps résiduel) de R. Le corps K (et
donc R) se plonge dans C. On se fixe un tel plongement p.

Soit T un point géométrique de X sur la fibre spéciale, a I'intersection
des diviseurs Dy, ..., D,,. Ce point se prolonge en un point sur Spec(R),
tel que le point z, de la fibre générique soit aussi a I'intersection de ces
mémes diviseurs D1, ..., Dy, (et eux seulement). On note par z, ¢ le
point complexe correspondant (via p).

Le but de ce paragraphe est de montrer une propriété de “transfert”
d’un systéme cohérent de générateurs de I'inertie, qui permet de se limiter
a la recherche de générateurs cohérents au voisinage d’un point complexe
(cette proposition sera déterminante dans la situation du revétement 7 :
H-U):

Proposition 1.2.4. — Tout choix d’un systéme cohérent de générateurs
de l'inertie au voisinage du point x, c induit un choiz cohérent de généra-
teurs de l’inertie au voisinage de .

Démonstration. — La preuve de cette proposition se fait en deux temps :
on effectue d’abord une correspondance entre des choix cohérents de gé-
nérateurs de I'inertie au voisinage de 7 et z, respectivement, puis une
correspondance entre de tels choix au voisinage de z,, et de z, c.

Le foncteur restriction & la fibre générique induit un morphisme sur-
jectif de groupes fondamentaux (défini & conjugaison prés car dépendant
des points base choisis) :

ﬂmd(XK — (D1yU+--U Dy ) _>7T§”0d (X —(D,U---UD,))

On a de plus le diagramme commutatif :
ﬁmd (Xf - Uz Di,n,?) - ﬁmd (XR - Uz Di)

qrimod ( Spec ((’)&hf’xn) - U, fo;)f) — e ( Spec (Oiﬁf) — U, D"

Toutes les fléches sont définies a conjugaison prés (car tributaires d’un
choix de points base), excepté le morphisme
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nod ( Spec <(9X7 m,,> U DSZ ) — qrnod ( Spec (Oﬁﬁf) — U th>
7 1
qui est défini sans ambiguité, car on choisit le méme point base pour
ces deux groupes fondamentaux, & savoir le point générique géométrique.
Sil’on se restreint aux p/-parties, ce dernier morphisme devient un iso-
morphisme canonique, et on a plus précisément le diagramme commutatif
suivant :

(X — U, Dy)
7
ng) (Xf - Uz Di,nf) ng) (XRW - UZ Di,Rm)
7 7

7 (spee (0%,)) ~U, D) = 7 ( Spec (OF5) — U, DY)

Un systeme cohérent de générateurs de l'inertie au voisinage de =z,
donne donc canoniquement un systéme cohérent de générateurs de I'iner-
tie au voisinage de 7.

12

De la méme facon, le théoréme de spécialisation de Grothendieck donne
un diagramme commutatif :

") (Xe — U, Dine)

12

7T§pl) (XF - Uz Dz‘,nf)
T

A
( Spec (OX(C x,,c> -U; (Dilrz},@)> = ( Spec (OX* xn) -Ui (D

ou les fléches verticales correspondent a des foncteurs de restriction a
un voisinage étale, et les fléches horizontales correspondent a des fonc-
teurs d’extension des scalaires de K & C (ces fléches étant définies a
automorphisme intérieur prés).

Il reste & comparer les topologies étales et complexe. Or, suivant les
notes de cours sur la cohomologie étale de Milne (p.6, disponible sur
Internet) : pour toute variété algébrique complexe X, non singuliére,
et tout voisinage étale (U,u) — (X,z) d’un point = de X, il existe un
voisinage complexe V' de x, tel que l'inclusion (V) z) — (X, x) se factorise
en

sh

inK

)
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(V.z) = (U,u) — (X, z)
la premiére application étant analytique complexe, la seconde étant
algébrique.

Ainsi, chaque voisinage étale est “encadré” par deux voisinages com-
plexes, et un systéme cohérent de générateurs de l’inertie pour la topolo-
gie complexe induit un systéme cohérent de générateurs de 'inertie dans

) ( Spec <O§£c,:vn,c> - U, (Df,}%,c))- 0

1.3. Restriction d’un revétement modéré a une section

Soit f : Y — S un revétement modéré le long d’un systéme de diviseurs
a croisements normaux D = )" | D;.

Soit s un point de S, et £ un point de Y au-dessus de s. Notons par [
I’ensemble des entiers entre 1 et n tels que s appartienne au support de
D;. On suppose que cet ensemble est non vide, et on écrit pour simplifier
I:={1,...,d} pour un certain entier d entre 1 et n.

Nous définissons dans un premier temps la notion de groupe d’inertie
de D; au voisinage de t (qui provient du fait que f est localement, en s
et ¢, un revétement galoisien). Cette notion nous sera utile pour décrire
ensuite 'inertie de la restriction de f & une section Spec(R) — S, ou R
sera d’abord un anneau hensélien (cas local), puis un anneau de Dedekind
(cas global).

On sait, d’aprés le théoréme d’Abhyankar (cf. 1.2.2), que localement
pour la topologie étale, le revétement f : Y — S s’écrit au voisinage
de s et t comme un revétement kummeérien généralisé f!, quotient du
revétement galoisien

SO+ Spec (OSKTi)gz’gd]/ ((Tzel - ai)1gz‘§d)) — Spec (Os)
de groupe G ~ [[,<;4 (Z/eiZZ).

On pose dorénavant

A= OS[<Ti>1gigd]/ ((Tzel - ai)1§i§d)
et t; désignera I'image de T; dans A.
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Définition 1.3.1. — Le groupe d’inertie de D; au voisinage de t dans
le revétement f est le groupe d’inertie de D; dans le revétement galoisien

fh.

Ce groupe ne dépend pas (a isomorphisme prés) du revétement f*
choisi pour décrire localement f comme un quotient d’un revétement
kummeérien.

Les diviseurs D; sont totalement ramifiés dans f°. Soit ¢ une racine
rimitive (e ...eq)-€me de 'unité. On pose (; := (1%% qui est une
7

racine primitive e;-éme de 'unité (sur C, on peut choisir le systéme (; :=
2im

e , pour tout j € {1,...,d}). Le groupe d’inertie de D; au voisinage

de t dans le revétement kummeérien f° est un groupe cyclique d’ordre e;,

engendré par 1’élément g; défini par :

gi b — Gt

Ces générateurs de l'inertie forment un choix cohérent.

Intéressons-nous maintenant a la restriction de f le long d’une section
s: Spec (Rh) — S

ol R" est un anneau local strictement hensélien, d’uniformisante 7 et de
corps des fractions K". On suppose que le point générique n’appartient
pas au support de D.

Soit s, : Spec (Kh) — S le point générique de I'image de s et ¢, un
point de la fibre de s, dans le revétement f.

Définition 1.3.2. — Le morphisme s correspond & un morphisme s :
Og — R On peut écrire 5 (a;) = u;m™, ol u; est une unité de R
L’entier m; est par définition l’ordre d’intersection du diviseur D; = (a;)
en s (on généralisera plus tard cette notion au cas ol s est une section
sur un anneau de Dedekind).

On considére le normalisé s*(f°) : X — Spec (k") du pullback s*(f°)
de f° par s (o0 X est le normalisé de Spec (4) xs Spec (R")); c’est un
revétement de degré e; ...eq, et on 'appelle la restriction du revétement
f° @ s. Le théoréme a venir donne plus de précisions sur ce revétement.
On introduit d’abord quelques notations.
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Posons 0; = (e;,m;), €5 = §, mj := %, et, pour tout k entre 1 et d,
E; . :=ppcm (e, ..., ¢€}). On peut remarquer que :
(61...€k,M1€s .. Chy.. €] ... CL_1M)
€1...€6L
/ / !/ / / / /
=01...0p (€ ...ep,miehy. .. e, ... €. e_my) = B,

La derniére égalité provient par exemple de I'égalité suivante :

min (V] + -+ vy F U v Ve )

+max (Vy,...,v,) =V + -+ 1,
pour tout 2k-uplet d’entiers v/} et p) tels que p, = 0 si v} # 0.
Posons enfin £ := E, 4 = ppcm(e;)lgiSd, et 7 = e1...eq/E. Nous
avons le théoréme suivant (& comparer avec le théoréme 1.2 de [Bec91]) :

Théoréme 1.3.3. — X = H1§j§r X, ou chaque morphisme X; —
Spec (Rh) est isomorphe au morphisme

Spec (Rh[ﬂ%D — Spec (R")

De plus, le groupe G agit naturellement sur X, et, pour chaque j (1 <
Jj < r), le firateur de X, est isomorphe au groupe d’inertie de X; sur
Spec (R").

Enfin, le groupe d’inertie de X, au-dessus de Spec (Rh) est engendré
par g7 ... gy

Le revétement f! est un revétement galoisien de groupe G’ un quotient
de G. On notera par ¢; 'image de g; dans G'. Le théoréme précédent
donne immédiatement un résultat analogue pour un revétement kummé-
rien généralisé :

Théoréme 1.3.4. — Le groupe d’inertie de chaque composante irréduc-
tible de la restriction de f' & s au-dessus de w dans le revétement s*(f*) :
Y! xg Spec (Rh) —  Spec (Rh) est engendré par l’élément

(g)™ (g™

Ce théoréme permet de décrire 'inertie de chaque composante du re-
vétement f restreint & la section s, en tenant compte de 'isomorphisme
local entre f et f!:
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Théoreme 1.3.5. — Le groupe d’inertie au voisinage de tout point au-
dessus de m dans le revétement restreint s*(f) est le sous-groupe de G’
engendré par Uélément (g7)™ ... (g;)™.

Démonstration. — On montre le théoréme 1.3.3 (les autres en étant une
conséquence immeédiate). Le schéma X est isomorphe au normalisé de

Spec (Rh[tl, oo tal) (85— Uﬂmi)gzgd)

1
Quitte a effectuer le changement de variables t, := ¢;/u."
poser que u; = 1.

Posons P, :=t;* — n™, , pour tout i € d.

on peut sup-

Pour tout k£ € d, on formule I'hypothése de récurrence suivante :
(Hy) : L’anneau
h
K [tla - atk]/ (Pi)1gz‘gk
est constitué de e; ...e,/E  ; composantes irréductibles. De plus, toute
1

Enfin, 'inertie de chacune de ces composantes est engendrée par 1’é1é-
ment g7 ... g, "

Preuve de (Hy)

A , . ehd ’ , ..
Le polyndéme P, peut s’écrire P, = t{'"' — ™% et sa décomposition

en produit de facteurs irréductibles sur K"[t;] est donc :
01

o1
Py = HPLJ' = H (t? - {elﬂ'm/1>
j=1 j=1
(ces facteurs sont irréductibles car (m/,e]) = 1, et sont premiers entre
eux deux a deux).

Le schéma Spec (K"[t;]/(P1)) est donc constitué de §; = 2—,1 compo-

santes irréductibles, et comme € et m/ sont premiers entre eux, chacune
1

de ces composantes est isomorphe a K"[r“1].

On vérifie immédiatement que I'inertie de chaque composante irréduc-
tible de K"[t1]/(P;) est engendrée par t; — (' - t;, donc par ¢J*, qui
engendre un groupe cyclique d’ordre €. Or m/ est premier a ¢/, et Cf o

1" : Tinertie est donc aussi engendrée par ¢; — (" - t1, donc par g{".

Hérédité



1.3. RESTRICTION D’UN REVETEMENT MODERE A UNE SECTION 37

On suppose (Hy) (avec 1 <k < d—1), et on montre (Hg1).
Soit C' une composante irréductible de K"[ty,. .., 1]/ (P) <,y : elle

S
est isomorphe & K"*[rP1-x]. On a I’égalité :

KMty tesa]/ (Pi)lgz‘gk-H = (KMt1, . 0]/ (Pi)y<ier,) [thsa]/ (Prsr)
On est donc ramené a trouver les composantes irréductibles de

Spec (K™ Jt]/(Pesn) )

Le nombre total de composantes irréductibles sera égal au nombre de
composantes irréductibles de ce dernier schéma, multiplié par le nombre
.. ek/El,...,k-

- . €L
Ecrivons Py =t} — a1

1 mp1 Bk

e .
=t — (7P k . En copiant

k1
ce qui a été fait au cours de la preuve de (H;), et en utilisant le fait que

(ehst, Mis1 B k) = 01 (€srs Mg Brk) = Oki1 (s Br)

. Eh, K
— Ck+1
By k1

1
on obtient tout de suite que K"[7 7tk |[tpy1]/(Pry1) est constitué de
ek+1% composantes irréductibles, isomorphes & K"[x "1 k+1].

,,,,,

Il ne reste plus qu’a prouver l'assertion sur l'inertie pour prouver
(Hy41)-

Notons par ¢; 'image de de t; dans la composante C. Nous avons vu
avant ce théoréme que :

€1...€¢
(1...€k,M1€ ... Cpyon. €] .. C1My) = ——
En, ok
Il existe donc des entiers aq, ..., ay, 3 tels que :
€1...€L

Tk:ﬁel,”ek+ Z ai(miel...ei...ek)

1<i<k

Cette égalité prouve que Iélément 7' := 77 [, ¢ vérifie

€1...€L
1.k
6 ..€ ﬂ /;6 ..€ a;m;eq...E;...e E
1€ — | | t =TT 1---€f | | gt 1 7 k — = 777, k

1<i<k 1<i<k
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. . /
I existe donc un entier [ entre 1 et £== tel que 7 EL ok = Bk,

Ei &
On ne nuit pas a la généralité de la suite en supposant que [ = 0.

La décomposition de Py sur K"[t;, ... %] est donc
By K B k+1
CRHUEL k1 By kt1 jEl ,,,,, k41 Mg e;€+1
o By K Ey .k 3 a;
Pry1 = H Lot — Gyt Q H t;
j=1 1<i<k
: / h 212
Soit C" une composante de K"[t1,...,tk41]/ (P) <icpyr- Un élément

(97" ... g¢™)" gb., de G appartient au groupe d’inertie de C” si et seule-
ment si :

E1,k+1 ;o E1 k1
bekt1 By .k __ ( mial mkak)amk+l B
k41 = <G
By k+1 b By k+1
By k RV ChH17E 4 3 :
En effet, ¢, est multiplié par (; lorsque 'on applique
aimkﬂ E1,A/“,k+1 amiaimfcﬂ El,y‘,k-u
mi1 mE\a _b Ck+1 R LY €pt1
(g™ 90" ) gpyqs et est multiplié par ¢

Notons (i,.. g1 1= (2%,

L’équation précédente peut s’écrire, en utilisant la relation de Bezout :

E E
be1...ep41 7}15’1‘“’1621 aey...epmpy1 7]{;’1’k:1
1. k+1 =61, k+1
Le choix a = 1 et b = my, 1 donne donc un élément du groupe d’inertie
de C'. Comme cet élément est d’ordre E; _j.1, C’est un générateur de ce

groupe.

Autrement dit, g;"* ... g} est un générateur du groupe d’inertie de C".
O

On généralise ce résultat au cas global, ¢.e. lorsqu’on effectue la res-
triction de f & une section ¢ : Spec (R) — S, ou R est un anneau de
Dedekind. On suppose que Im(¢) € Useqr,.ny Supp (D;). Soit p un
idéal premier de R, et s son image dans S par ¢; on note Rg I’hensélisé
strict du localisé en p de R, et m une uniformisante de cet anneau.

La section ¢ se reléve en



1.3. RESTRICTION D’UN REVETEMENT MODERE A UNE SECTION 39

¢
Spec(R) — S
T /
Spec (Ry) &y

ce qui correspond & un morphisme
Th . h
(bp : OS — Rp
On peut écrire gb’; (a;) = u;m™, ol u; est une unité de R’;.

La définition suivante généralise la définition 1.3.2.

Définition 1.3.6. — 'entier m; est ['ordre d’intersection du diviseur
D; = (a;) avec ¢ en s.

La section ¢ induit de plus le carré cartésien suivant :

)
oY — Y
o*f | 0l f
Spec(R) — S
)
Notons par I le sous-ensemble de {1,...,n} constitué des entiers i tels

que s appartienne au support de D;. Soit q un point de ¢*Y au-dessus
de p, et t = & (q) son image dans Y par .

On définit la restriction ¢* f du revetement f a la section ¢ comme le
normalisé du pullback ¢*f. On peut évaluer plus précisément la ramifi-
cation de q au-dessus de p dans ¢* f, en utilisant le théoréme 1.3.3 :

Théoréme 1.3.7. — Pour tout choix cohérent g, ..., gq de générateurs
de linertie de D; au voisinage de s, le groupe d’inertie de q au-dessus de
p dans le revétement restreint ¢* f est engendré par U’élément gi"* ... g}

Ce théoreme admet pour conséquence immédiate le résultat suivant :

Corollaire 1.3.8. — Soit e; l'indice de ramification de la composante
au-dessus de D; contenant t, et soit m; [’ordre d’intersection du diviseur
D; avec ¢ en s.

Alors lindice de ramification de q au-dessus de p est un diviseur de
E, ou E est le plus petit entier tel que
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61|m2E
pour tout © appartenant a 1.
Si |I| =1, Vindice de ramification est égal 4 E.

Ce corollaire entraine une condition suffisante trés simple pour que p
ne se ramifie pas :

Corollaire 1.3.9. — Si, pour tout i appartenant a I, I'indice de rami-
fication e; divise [’ordre d’intersection m; de D; avec ¢ en s, alors p n’est
pas ramifiée.

On pourra se reporter au paragraphe 4.1 pour une application de ces
résultats au calcul de la ramification dans le corps des modules en une
mauvaise place ne divisant pas 'ordre du groupe de monodromie. Pour
appliquer le théoréme 1.3.7, il faut trouver un choix cohérent de généra-
teurs de l'inertie, ce qui fait 'objet de la fin du troisiéme chapitre.



CHAPITRE 2

ESPACES DE HURWITZ SUR UN
ANNEAU

Ce chapitre passe en revue les notions et résultats fondamentaux de la
théorie des espaces de Hurwitz. Les espaces de Hurwitz sont des espaces
des modules grossiers pour des catégories de (G-)revétements de P*. On
rappelle dans le premier paragraphe de ce chapitre les notions fonda-
mentales sur les (G-)revétements de la droite projective. Le deuxiéme
paragraphe consiste en une courte introduction a la notion de corps des
modules. On trouve dans le troisiéme et dernier paragraphe de ce chapitre
les définitions d’espace des modules fin et grossier, ainsi que le théoréme
de S. Wewers de construction des espaces de Hurwitz, qui autorise des
considérations arithmétiques sur ces espaces. Ce paragraphe s’achéve par
le lien simple mais essentiel entre espace de Hurwitz et corps des modules,
et par la description de ’extension du revétement 7 : H' — U” en un
revétement modérément ramifié le long de diviseurs & croisements nor-
mMAaux.

2.1. Préliminaires sur les revétements de P!

2.1.1. Revétements et G-revétements. — Dans la suite, K est un
corps et K® désigne une cloture séparable fixée.

Définition 2.1.1. — Un revétement de la droite projective sur K est
un morphisme fini, plat, et génériquement étale f : X — Pl sur K, X
étant une courbe projective lisse et géométriquement irréductible sur K.

Un morphisme entre deuz revétements f; : X — Pk et fo : X' — Pk
est un morphisme ¢ : X — X' tel que fy 0 ¢ = fi (autrement dit, c’est
un PL-morphisme de X vers X’).
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On sait qu’a un revétement f : X — PL est associée une extension
finie réguliére K(X)/K(t) (ou K (t) est le corps des fractions rationnelles
sur K). Cette correspondance fournit en fait une équivalence (contrava-
riante) de catégories entre la catégorie des revétements de P}, et celle des
extensions finies réguliéres séparables de K(t).

Si L est un corps contenant K, et f : X — PL un revétement sur K,

on obtient un revétement f Xy L sur L par extension des scalaires (de
K alL).

Définition 2.1.2. — Soit t, un point géométrique de P! ; par fibre géo-
métrique du revétement f on entend l’ensemble (f xx K*)~" (ty), et on
le note f~1(t).

Tout automorphisme de f agit sur une telle fibre.

Définition 2.1.3. — Un revétement f : X — PL, est dit galoisien si le
groupe Aut(X/PL) des automorphismes de f agit simplement transiti-
vement sur toute fibre géométrique du revétement. De fagon équivalente,
f est galoisien si et seulement si 'extension séparable K (X)/K(t) est
galoisienne.

Définition 2.1.4. — Un G-revétement de groupe G sur K est la donnée
conjointe d’un revétement galoisien f : X — PL sur K, et d’un isomor-
phisme h : G — Aut(X/PL) de G sur le groupe des automorphismes du
revétement.

Un morphisme entre deur G-revétements de groupe G

(fi : X =P hy: G — Aut(X/PY))

(f2: X' — P hy: G — Aut(X'/P))
est un isomorphisme ¢ : X — X' de revétements induisant un isomor-
phisme
¢ - Aut(X/P') — Aut(X'/P)
tel que éo hi = ho.

Définition 2.1.5. — On se donne un revétement connexe f : X — P..
On définit la cléture galoisienne f: X — P}, de f comme le revétement

correspondant a la cloture galoisienne de K (X)/K(t) par ’équivalence
précédemment citée.
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Notation. — On écrit (G-)revétement pour désigner indifféeremment un
revétement ou un G-revétement.

2.1.2. Invariants élémentaires d’un (G-)revétement. — A un (G-
Jrevétement, de P} sont associés quatre invariants élémentaires (qui ne
dépendent donc que de la classe d’isomorphisme du revétement) :

Le degré du (G-)revétement, qui est le degré de K(X)/K(t).

Le groupe de monodromie géométrique du (G-)revétement,
qui est le groupe des automorphismes de la cléture galoisienne fr, :

X — Pl.. de fr., groupe opposé & Gal (KS()A(KS)/KS(t)).

L’ensemble des points de branchement du (G-)revétement,
ti,...,t., qui sont les points de la droite projective ou la fibre géomé-
trique posséde moins de points que le degré du revétement. On appelle le
diviseur (t1) + - - -+ (¢,) le diviseur de branchement du (G-)revétement.

Si x est un point de la fibre au-dessus d’un point de branchement ¢,
les complétés des anneaux locaux de X en x et de P! en ¢ donnent une
extension d’anneaux de valuation discréte. L’indice de ramification e, de
x est l'indice de ramification de cette extension. Le point = est appelé
un point de ramification si e, > 1 (bien sir, il existe toujours au moins
un point de ramification au-dessus d’un point de branchement). Si cette
extension est séparable et que la caractéristique du corps résiduel ne di-
vise pas l'ordre du groupe de monodromie, on dit que la ramification est
modérée en x. Sinon, on dit que la ramification est sauvage. Si le revéte-
ment f n’a pas de point de ramification, on dit qu’il est non ramifié. Un
revétement non ramifié est étale (un revétement est plat par définition).

L’invariant canonique d’inertie du revétement : on fixe une clo-
ture séparable K* de K, et un systéme cohérent de racines de 'unité
s . . R . N
dans K*, (Ce)(e,p):p ou (. est une racine primitive e-éme de I'unité (p
étant la caractéristique de K'). Pour tout e premier a p, 'ensemble des
racines e-émes de I'unité (dans K®) sera noté (..

Notons par {t¢i,...,t.} ensemble des points de ramification de f. On
suppose que f est modérément ramifié en un certain point x; au-dessus
de ¢;, I'indice de ramification étant noté e,,.

Le groupe d’inertie GGy de I'extension correspondante est un groupe cy-
clique d’ordre e,,, car la ramification est modérée (cf. [Ser62]). On note
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7 une uniformisante locale de @sz L’application Gy — €2, , qui & un
élément s de G associe I’élément s(7)/m mod 7 est en fait un isomor-
phisme de groupes, indépendant du choix de 7 (loc. cit.). L’antécédent
de C.,, par cet isomorphisme est le générateur distingué de l'inertie en t;
(qui dépend du systéme cohérent ((,) (ep)=1 choisi).

On définit alors C; comme la classe de conjugaison des générateurs
d’inertie distingués au-dessus de ;.

L’invariant canonique d’inertie du revétement est le r-uplet (ordonné
ou non selon que les points de ramification le sont ou pas)

C=(C,...,C)

2.1.3. L’action de Galois sur les (G-)revétements. — On consi-
dére une extension galoisienne L/ K. Le groupe Gal (L/K) agit de facon
naturelle sur les (G-)revétements sur L. En effet, donnons-nous un (G-
Jrevétement f : X — P1 et o un élément du groupe de Galois de L sur
K. Le revétement f° résultant de ’action de o sur f est défini par le
diagramme cartésien suivant :

X — X
| |
f7 O | f
! !
[P’}(XKL —_— IP’}(XKL
id]p}(xa

On note G le groupe de Galois absolu Gal (K*/K). Un élément o
de Gk agit sur tout (G-)revétement f défini sur K*. Les invariants de
f7 se déduisent de ceux de f : le groupe de monodromie de f7 est le
méme que celui de f; le diviseur de branchement de f est inchangé par
I’action de o dans le cas ou il est défini sur K. Dans ce dernier cas,
I’invariant canonique de 'inertie de f? se déduit de celui de f par action
du caractére cyclotomique.
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2.2. Corps des modules, corps de définition

Dans cette section, on introduit les notions de corps de définition et
de corps des modules. On décrit sommairement ’obstruction a ce que le
corps des modules soit un corps de définition.

Donnons-nous un (G-)revétement f : X — P}, défini sur K*, de
groupe de monodromie G, et de diviseur de branchement défini sur K.

Définition 2.2.1. — Un sous-corps k de K* est un corps de définition
du revétement (resp. du G-revétement) f s’il existe un revétement (resp.
un G-revétement) f’ : X’ — Pi tel que f et f’ x; K*® soient deux re-
vétements (resp. G-revétements) isomorphes; un tel (G-)revétement sera
appelé un modele de f sur k.

On considére une extension galoisienne L/K, ainsi qu'un (G-)revéte-
ment f : X — P}, de lieu de branchement défini sur K. On a vu qu’un
élément o de Gal (L/K) induit un (G-)revétement f7 : X7 — Pj.

Soit G (f) := {0 € Gal (L/K),tel quef? ~ f} ou f% ~ f signifie
que f? et f sont isomorphes sur L en tant que revétements (resp. G-
revétements).

Définition 2.2.2. — Le corps des modules du revétement (resp. du G-
revétement) f relativement a l’extension L/K est le corps LEY) ; on le no-
tera M (resp. Mg). On appellera corps des modules d’un (G-)revétement
f relativement o K le corps des modules relativement a K°/K.

Le corps des modules de f relativement a K est une extension finie
de K contenue dans chaque corps de définition de f contenant K. Le
corps des modules d’un revétement est donc d’'une certaine facon le plus
petit corps de définition possible pour le revétement considéré. Ce n’est
cependant pas toujours un corps de définition. On peut se référer a ce
sujet aux articles [CH85|, [Cou94|, |[CG95|, qui présentent des exemples
de (G-)revétements de corps des modules Q, ne pouvant se définir sur R,
car ne possédant pas de données de descente de C a R.

L’obstruction & ce que le corps des modules soit un corps de définition
est assez bien connue ; dans le cas des G-revétements, elle peut s’exprimer
en termes de cohomologie abélienne (dans un H?). On pourra consulter
|Déb90| et [Déb95| sur le sujet. P. Débes et J-C. Douai ont décrit dans
[DD97] l'obstruction dans le cas des revétements, qui se traduit cette
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fois en termes de cohomologie non abélienne, et fait intervenir toute une
famille d’éléments d’'un H? non abélien.

Ces résultats prouvent entre autres que I'obstruction est levée (i.e. le
(G-)revétement admet un modéle sur son corps des modules) dans le cas
ou Gk est un groupe projectif profini. Il en sera en particulier ainsi si K
est de dimension cohomologique < 1 (par exemple lorsque K est fini).

2.3. Espace de Hurwitz sur un anneau et corps des modules

2.3.1. Espaces des modules fins, espaces des modules
grossiers. — On note Ens la catégorie des ensembles.

Définition 2.3.1. — Pour tout objet X d’une catégorie C, on note

X : C — &ns le foncteur contravariant qui & un objet Y de C associe
I'ensemble Hom (Y, X).

Définition 2.3.2. — Soit F' un foncteur C — Ens. On dit que F' est
représentable s’il existe un objet X de C tel que F' et X soient isomorphes.
On dit alors que F' est représenté par X.

Tout morphisme §: X — X’ induit un morphisme X — )/(\’, que 'on
note [,. R

Le foncteur C — Hom(C,Ens), qui & un objet X de C associe X est
pleinement fidéle, et par conséquent, si w : X — X’ est un isomorphisme,
il existe un unique isomorphisme 3 : X — X' tel que 3, = w. De plus, ce
foncteur fournit une équivalence de catégories entre C et la sous-catégorie
de Hom(C, Ens) constituée des foncteurs représentables.

Si C est une catégorie fibrée au-dessus de la catégorie Sch des schémas,
on obtient un foncteur ¢¢ : Sch — Ens en associant a un objet S de Sch
I’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets de C au-dessus de S.

Définition 2.3.3. — Tout schéma représentant le foncteur ¢c est ap-
pelé un espace des modules fin pour la catégorie C.

Remarque 2.3.4. — Un tel schéma est unique, a isomorphisme unique
prés.
Définition 2.3.5. — ¢c est dit faiblement représentable s’il existe un

schéma H et un morphisme de foncteurs a : ¢ — H tels que :
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— Pour tout objet H' de C muni d’un morphisme o : ¢¢ — I/{\’, il existe
un unique morphisme 6 : H — H' tel que o/ =0, o a,

— Si k est algébriquement clos, S = Spec (k), alors ag est une bijection
(entre ¢¢ (S) et Hom (S, H))

La deuxiéme condition peut se formuler ainsi : il y a bijection entre
les classes d’isomorphisme d’objets de C définis sur k£ et les points k-
rationnels de H.

Définition 2.3.6. — On dit que H est un espace des modules grossier
pour la catégorie fibrée C.

2.3.2. Espaces de Hurwitz. — Les espaces de Hurwitz sont des es-
paces de modules grossiers pour les revétements de P! : ainsi les points
géométriques d’un espace de Hurwitz sont en bijection avec les classes
d’isomorphisme de revétements de P! de la catégorie considérée définis
sur un corps algébriquement clos.

Historiquement, I’article fondateur de cette théorie est [Hur91]. Dans
cet article, Hurwitz contruit une variété complexe dont chaque point
représente un revétement simple de degré d (i.e. chaque fibre posséde
au moins d — 1 éléments).

Fulton, afin de montrer I'irréductibilité des espaces de modules de
courbes de genre g, a montré dans [Ful69| qu’il existe un espace pa-
ramétrant les revétements simples sur Z.

Fried a généralisé la notion (dans [Fri77|) sur un corps de caractéristi-
que nulle afin de traiter le probléme de Galois inverse, probléme qui
consiste a réaliser tout groupe fini comme groupe de Galois sur un corps
donné.

S. Wewers a généralisé la construction de Fulton pour prouver que les
espaces de M. Fried peuvent se définir sur Z (il construit dans [Wew98a)|
des schémas lisses sur Z dont la fibre générique sur Q donne les espaces
construits par Fried).

Si on fixe le nombre de points de branchement r, la catégorie des droites
projectives Pk r pointées (resp. r-marquées) admet un espace des modules
fin (resp. grossier), l’espace de configuration de r points ordonnés (resp.
non ordonnés) U" (resp. U,) :
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Définition 2.3.7. — L’espace de configuration de r points ordonnés
est le schéma U” := (P!)" — A,, ou A, est la diagonale grasse (on rap-
pelle que la diagonale grasse A, est 'ensemble des r-uplets de P! ou deux
coordonnées au moins coincident).

L’espace de configuration de r points non ordonnés est le schéma quo-
tient U, := U"/S,

Considérons la catégorie Hq, ¢ c (resp. HﬁnG,C) des revétements (resp.
G-revétements) de P! de degré d, modérément ramifiés le long d’un di-
viseur de Cartier relatif lisse de degré r, de monodromie G — Sy et
d’inertie C.

Il existe un plus petit corps de nombres L pour lequel C est invariant
(& Pordre des classes de conjugaison prés dans le cas non ordonné) par
I'action de Gal (Q/L). C’est une extension cyclotomique de Q. On dit
que C est rationnelle sur L. Ainsi, dans le cas des points de branchement
orodnnés, C est rationnelle sur Q si et seulement si, pour tout entier m
premier & ’ordre de G, et tout 7, on a C7" = C;.

Soit O 'anneau des entiers de L.

S. Wewers a prouvé dans [Wew98a] le résultat suivant :

Théoréeme (Wewers). — Il existe un espace des modules grossier, noté
HSP(C) (resp. HAM(C)), pour la catégorie Harcc (Tesp. ng,c,c) ; cet
espace est défini sur Spec(Op).

De plus, on a un revétement fini étale naturel = - H® — U” (resp.
7 H™ > U") sur Spec (OL L—éd), qui G une classe d’équivalence de

revétements associe leur ensemble ordonné de points de branchements.

Quand il n'y a pas de risque de confusion, on note H ® pour H$*(C), et
H'"™ pour HA"(C). On notera aussi H’' pour désigner H,.,.¢.c ou HY . ¢.c-

Définition 2.3.8. — H'® (resp. H'™) est appelé espace de Hurwitz
pour les revétements (resp. G-revétements) de P! de degré d, ar de points
de branchement ordonnés, de monodromie G — Sy et d’inertie C.

On dispose de résultats analogues dans le cas ou ’on n’ordonne pas

les points de branchement des (G-)revétements (les espaces de Hurwitz
étant alors notés HY(C) et HZ(C)).
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2.3.3. Corps des modules et espaces de Hurwitz. — On suppose
que le revétement H'® — U” est défini sur un corps K ; le groupe de
Galois absolu Gx agit alors sur toute fibre géométrique au-dessus d’un
point de U"(K). Comme un point de I'espace de Hurwitz est une classe
d’isomorphisme de (G-)revétements, et que ’on connait I’action de Gk
sur ces derniers, il est naturel de chercher un lien entre les deux actions.

Soit f : X — P! un revétement sur K. Soit 0 € Gk un élément du
groupe de Galois absolu. L’automorphisme ¢ agit sur f, pour donner un
revétement f°. Par ailleurs, o agit sur la fibre du revétement H* — U,
contenant [f]; on note [f] le point o.[f] de la fibre.

Proposition 2.3.9. — [f|” = [f7].

Démonstration. — C’est une conséquence de la définition d’un espace des
modules grossier. L’élément o de Gal (L/K) induit un automorphisme
de Spec (L) au-dessus de Spec(K), noté o*.

Au revétement f est associé un élément de 'ensemble ¢4, ( Spec (L)),
a savoir la classe d’isomorphisme de f au-dessus de Spec (L), que l'on
note (C'— Spec (L)). L’automorphisme ¢* induit par le foncteur ¢y
une application ¢ (c*) de 'ensemble ¢4 ( Spec (L)) dans lui-méme;
en particulier, ¢y (0*) envoie I'objet (C'— Spec (L)) sur une nouvelle
classe d’isomorphisme d’objets de H,, ¢ c au-dessus de Spec (L), que
I’on note (?C' — Spec (L)). Par définition de f7, la classe de f7 est I’ob-
jet (7C' — Spec (L)), et, par conséquent, le point correspondant dans
'espace de Hurwitz (par I’application o spec(r)) est [f7].

Par ailleurs, I'application a gpec(z) envoie I'objet (C'— Spec (L)) sur
un point h : Spec (L) — H de l'espace de Hurwitz. L’automorphisme
o* donne, avec le foncteur H, une application H (c*) de I’ensemble des
points L-rationnels de H (i.e. H ( Spec (L))) dans lui-méme. L’image de
h par cette application est un point h% : Spec (L) — H, qui est en fait

/17
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Par définition d’un espace des modules grossier, a est un morphisme
de foncteurs; le diagramme suivant est donc commutatif :

b1 (0%)
¢ ( Spec (|L)) —  ¢n( Spec(L))

|
& Spec(L) | | & Spec(L)
R ! R
H(Spec(L)) —  H(Spec(L))
H (c%)
Il s’ensuit que [f]7 = [f7]. [

De cette proposition découle le lien entre espace de Hurwitz et corps
des modules (que 1’on énonce dans le cas des revétements a lieu de bran-
chement ordonné, mais qui reste valable dans les autres cas).

En effet, soit f : X — P! un revétement de degré d, avec r points de
branchement, de monodromie G — Sy, et d’inertie C. Il lui est associé
un point h dans I'espace de Hurwitz pour la catégorie Hg, ¢ c-

Corollaire 2.3.10. — Le corps des modules de f est le corps de ratio-
nalité de h dans H'®.

2.3.4. Complétion du revétement 7. — On introduit dans ce pa-
ragraphe les compactifications des espaces de Hurwitz et des espaces de
configuration de points que S. Wewers a proposées dans [Wew98al].

Soit H' une catégorie de (G-)revétements de P! a points de branche-
ment ordonnés. Il existe des champs H et U, admettant des espaces des
modules grossiers H et U , propres sur Spec (O.[1/|G]]) et Spec (Z)
respectivement, et des immersions ouvertes H' C H et cU. Le
champ I{" admet méme en fait un espace des modules fin U , qui est
lisse sur Spec(Z), dont nous donnerons une description plus compléte
au paragraphe 3.1. Cet espace et ce champ sont construits pour refléter
la coalescence des points de branchement. Le champ H est construit de
maniére a respecter cette facon de représenter la coalescence des points de
branchement. La catégorie utilisée est celle des revétements admissibles.
On renvoie au texte [Wew98b| pour une définition précise de ces der-
niers revétements. Le résultat suivant (cf. [Wew98al) est fondamental
pour la suite :
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Théoréme 2.3.11. — Le revétement étale ™ se prolonge de fagon na-

turelle en un revétement modérément ramifié le long de diviseurs a croi-
—/ T

sements normaux 7 : H — U au-dessus de Spec (Op[1/|G]]).

Remarque 2.3.12. — Ce théoréme admet un analogue pour le cas des
(G-)revétements a points de branchement non ordonnés. La différence
principale résidant dans le fait que le champ U, n’admet pas d’espace
des modules fins (ce qui est déja le cas du champ U,, car ses objets
possédent des automorphismes non triviaux).

Par ailleurs, les seuls nombres premiers divisant ’ordre du groupe de
monodromie géométrique du revétement 7 sont ceux qui divisent ’ordre
de G (comme le montre la formule 3.3.3 par exemple)

Ce théoréme, et plus particuliérement la description de 7 ouvre la pers-
pective d’appliquer les résultats du premier chapitre, et en premier lieu
le théoréme 1.3.7, ce qui permettra d’évaluer la ramification dans les dif-
férents corps des modules de revétements possédant les mémes invariants
(y compris les points de branchement), au cours du quatriéme chapitre.






CHAPITRE 3

ETUDE AU BORQ/ DU_REVETEMENT
7 H - U

Ce chapitre consiste en une étude du revétement m, et de son complété
7, en s’appuyant sur le lien entre le groupe des tresses pures de Hurwitz ar
brins (qui est le groupe fondamental de U"), et le mapping class group pur
de la sphére r-pointée (voir le paragraphe 3.2) : le sous-paragraphe 3.3.2
décrit la monodromie du revétement 7, induit sur les fibres génériques
géométriques, et les propositions 3.4.6 et 3.4.7 donnent la ramification
dans 7 au-dessus de toute composante irréductible du bord de U .

Ce chapitre s’inscrit avant tout dans la perspective d’appliquer le ré-
sultat de restriction d’un revétement modérément ramifié du premier
chapitre au revétement 7 (ce que nous ferons au chapitre suivant). L’ap-
plication du théoréme 1.3.7 nécessite en effet un travail préalable, en
deux étapes : déterminer les ordres d’intersection d’une section avec les
différents diviseurs qu’elle croise en un point, et définir un choix cohérent
de générateurs de I'inertie au voisinage de ce point.

On effectue la premiére étape au cours du paragraphe 3.1, aprés avoir
rappelé la compactification de U" proposée par S. Wewers.

Pour la seconde étape, on déplace le probléme du groupe des tresses au
mapping class group I'g .. On s’intéresse plus particuliérement & une cer-
taine classe de twists de Dehn, les twists sarments (définition 3.3.2). Ces
twists, dont on calcule ’action sur le groupe fondamental de la sphére
r-pointée en 3.3.3, sont des générateurs de I'inertie des composantes irré-
ductibles de U (proposition 3.4.5). On montre au cours du paragraphe
3.4.3 que ces twists permettent, pour tout point du bord de U, un choix
cohérent de générateurs de I'inertie au voisinage de ce point. Etant donné
un tel choix, les formules de la proposition 3.4.12 donnent ’action de tout
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mot en ces twists : ’application du théoréme de restriction 1.3.7 au re-
vétement 7 est donc effective.

3.1. Compactification de ’espace de configuration de points

On suit dans ce paragraphe la construction d’'une compactification
de Dlespace de configuration de points effectuée dans [GHvdP88| et
[Wew98a).

Pour décrire cette complétion U , on introduit les notions d’arbre de
droites projectives (resp. d’arbres-graphes) stables a r points marqués et
a racine distinguée.

Les points géométriques de cet espace seront des arbres stables de
droites projectives a racine distinguée. On donnera de plus la paramétrisa-
tion de [GHvdP88| de cet espace par les birapports. Si on dispose d’une
section Spec (K) — U", ou K est le corps des fractions d’'un anneau de
valuation discréte R d’uniformisante 7, dont les coordonnées coalescent
modulo 7, alors la fibre spéciale de Spec (R) — U induit un point du
bord de U', dont nous allons décrire les épaisseurs des singularités, en
fonction des ordres de coalescence des coordonnées de la section.

Cette complétion sera construite comme un espace des modules fins
pour un certain champ, dont les points géométriques seront ces arbres
stables de droites projectives. En particulier, le groupe des automor-
phismes d’un tel arbre sera trivial.

Dans la suite de ce chapitre, r est un entier > 2, et r := {1,...,r}

3.1.1. Préliminaires sur les arbres stables de droites projectives.

3.1.1.1. Arbres de droites projectives et arbres-graphes. — Ce chapitre
reprend les définitions d’arbres de droites projectives de |GHvdP88]
et d’arbre combinatoire r-pointé a racine distinguée, nécessaires a la
construction d’une complétion de I’espace de configuration de points.

Soit C' un schéma projectif connexe sur un corps algébriquement clos
ket ¢ = (¢1,...,¢,) un r-uplet de points k-rationnels distincts de C.
Soit L une composante de C' et A un morphisme de C dans Pj}.



3.1. COMPACTIFICATION DE L’ESPACE DE CONFIGURATION DE POINTS 55

Définition 3.1.1. — On dit que (C, ¢, L, ) (ou méme (C, ¢)) est un
arbre stable de droites projectives a r points marqués et a racine distin-
guée si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. toute composante de C' est isomorphe a P}

2. tout point singulier de C' est k-rationnel et est un point double
ordinaire

3. le graphe d’intersection des différentes composantes de C' est un
arbre

4. Le morphisme ) : C' — P! est un isomorphisme sur L et est constant
sur les autres composantes de C'

5. ¢ ne comprend que des points réguliers

6. chaque composante de C' autre que L contient au moins trois points
parmi les points doubles et les points ¢, ..., ¢,

On appelle ¢ la marque de (C, ¢, L, \), et L la racine de C.

Ezxemple. — Voici un exemple d’arbre de droites projectives a 10 points
marqués :
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Remarque 3.1.2. — La racine est donc la seule composante a ne pas
vérifier obligatoirement la condition 6, dite de stabilité ; cependant, 1’iso-
morphisme A fait que ’on peut considérer cette composante comme mar-
quée par 0, 1, co par exemple, afin qu’elle vérifie la condition de stabilité.

Le graphe d’intersection des différentes composantes de C' est un arbre,
que on nomme 7. On appelle T, 'ensemble de ses sommets (qui corres-
pondent aux différentes composantes, isomorphes a P;, de C'), Ty 1’en-
semble de ses arétes (qui correspondent aux points doubles de C').

La marque ¢ induit une application ¢ : » — T}, en associant a ¢ € r
la composante a laquelle ¢; appartient, puis le sommet correspondant.
A la racine de C correspond un sommet de 7', aussi appelé racine.

Définition 3.1.3. — On appelle le couple (T',v) le type combinatoire
de (C, ¢).

Un tel arbre vérifie des conditions analogues a celles définissant un
arbre stable de droites projectives et a racine distinguée, ce qui conduit a
la notion d’arbre (graphe) stable & r points marqués a racine distinguée :

Définition 8.1.4. — Soit T un arbre fini (au sens de la théorie des
graphes), Ty ensemble de ses sommets, 77 ’ensemble de ses arétes, et
¢ : r — T, une application. Le triplet (T, 04) (ou plus simplement
le couple (T,4)) est appelé arbre stable & n points marqués o racine
distinguée si, pour tout sommet o autre que la racine oy, le nombre

val(t) := #¢~ (t) + #{arétes dont un bout est ¢}

est supérieur ou égal a 3.

Exemple. — Voici I'arbre stable a 10 points marqués associé a I’exemple
3.1.1.1:
Remarque 3.1.5. — On peut rajouter comme dans le cas des arbres de

droites projectives deux marques a la racine pour s’assurer de sa stabilité.

Définition 3.1.6. — On peut associer un ordre (partiel) des sommets
a un tel arbre : pour tout sommet, ’ensemble des sommets qui lui sont
inférieurs sont ceux qui se situent sur le chemin de ce sommet a la racine
(la racine est ainsi le plus petit sommet) ; nous le noterons >. Le sommet
pére d’'un sommet o différent de la racine est le plus grand sommet qui
lui soit inférieur (ou encore le premier sommet différent de o par lequel
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2,7 4,6
5,8,9

10

Oo

passe le chemin de o a la racine). Un sommet fils de o est un sommet
dont o est pére.

On définit les notions correspondantes de composantes mére et fille
d’un arbre stable r-pointé de droites projectives.

Notation. — Le sommet (i) sera noté o; (il se peut donc que o; = o;
avec i # j). Soit o un sommet de T'; soit I(o) ’ensemble des indices i de
r tels que o; > 0. Si 0 et ¢’ sont deux sommets différents de la racine,
alors I(0) # I(o’) par stabilité de I’arbre. Si I = I(0), la notation o;
désignera le sommet 0. Dans le seul cas ambigii ou il existe un sommet
o # o0y tel que I(0g) = I(0) = r, la notation o, désignera le sommet o
(et pas la racine).

Enfin, pour tout sommet o = oy(,) différent de la racine, 'aréte ¢,
de T est 'unique aréte dont le sommet terminal est o.

Soit ¢ un sommet de 7. On définit une relation d’équivalence ~, sur
r par:

i ~q j si et seulement si o; = o; ou o; peut étre relié & o; par un
chemin dans 7" ne passant pas par o.

3.1.1.2. Paramétrisation locale. — Ici, (C,¢) est un arbre stable de
droites projectives a r points marqués, et (7),1) est son type combi-
natoire.

Si L est une composante de (', il existe une unique projection 7, : C' —

L qui envoie les autres composantes de C' sur des points k-rationnels de
L.



58 CHAPITRE 3. ETUDE AU BORD DU REVETEMENT 7: H — U

Définition 3.1.7. — Soit d = (dy, da, d3) un triplet d’éléments distincts
de r. Il existe une unique composante Ly de C telle que les projections
7r, (d1), 7 (d2) , mp (ds) soient distincts. On Pappelle la composante mé-
diane de d.

On obtient ainsi un unique morphisme
)\d O — ]Pi,

vérifiant Ay (¢q,) = 0, A\g (¢a,) = 00, Aa(Pa,) = 1. Ce morphisme se
restreint en un isomorphisme sur L,4, et en une application constante sur
les autres composantes de C.

Définition 3.1.8. — On définit V, comme 'ensemble des quadruplets
d’indices distincts de r. Pour tout w = (wy, wq, w3, wy) € V,, on définit
le birapport

)\w = )\(wl,wg,wg) (¢w4)

Notons par b, (pour tout i € {1,2,3,4}), la projection de ¢,, sur la
composante médiane Ly, w,wsy), 1 <7 < 4. Alors

)‘w - [bwla bwga bwz’n bw4]
Si ’on se donne une paramétrisation p de la composante Ly, w.,ws)
telle que p(by,) # oo, alors on a 1’égalité suivante :

A, = 11 (bwy) = 1(buy) p(busg) — (D)

N(bw4> - ,u(wa) :u(bw3> - M(bwl)
Ceci justifie le terme de "birapport".

Posons

Vi = {w = (Wi)ieq € Vi 2 30 € To, w1 ~o Wy, €6 Wy oy w1, W3 %o wl}

Proposition 3.1.9. — L’ensemble des éléments w de V, pour lesquels
Aw = 0 est l'ensemble Vr.

Démonstration. — Par définition, Ay, = A ws,ws) (Puw,)- Supposons donc
que w appartienne & Vp; si wy =, ws, o est la composante médiane de
Wi, wo, w3, et A\, = 0. S wy ~, w3, et si d est la médiane de wq, ws, ws,
on va prouver que wi; ~g w4, €t que ni wy ni w3 ne sont d-équivalents a
wy. Cela provient du fait que le chemin de 1 (w;) & d passe par ¢ (sinon,
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il y aurait deux chemins allant de v (w;) & ¢ (ws) ou de @ (wy) & ¥ (w3)).
Le second point résulte de la définition de la médiane.

Réciproquement, si \,, = 0, et si I’on note par d la composante médiane
de wy, we, ws, alors wy ~4 wy puisque 7y, (Gy,) = 0. O

3.1.1.8. Contractions et embranchements. — Ce chapitre ne fait qu’in-
troduire des notions utiles liées & la théorie des graphes, qui permettront
au cours des paragraphes suivants de décrire le bord du complété de
I’espace de configuration de points.

Définition 8.1.10. — Soient (T,,00), (1,1, 0}) deux arbres stables
a r points marqués a racine distinguée, € : T — T’ une application. On
dit que € est une contraction - et que 1" est un contracté de T - si

L. €(To) = Tg, e(09) = 0, et €0 th =4’
2. Pour tout sommet o’ de T”, ¢! (¢/) est un sous-arbre de T';

3. Pour tout couple (o, t), ot o est un bout de ’aréte ¢ (i.e. un des deux
sommets définissant ¢), on a ’alternative suivante : € (o) = € () (si
€ (t) est un sommet), ou € (o) est un bout de € (t) (si €(t) est une
aréte).

Remarque 3.1.11. — Si € est une telle contraction, elle est déterminée
de fagon unique par les deux arbres marqués (7,1, 0¢) et (17,7’ 0(). En
effet, il nous suffit par la troisiéme condition de déterminer les images
des sommets. On connait 'image de tout sommet marqué et de la racine
(par la premiére condition). Tout autre sommet o est bout d’au moins
trois arétes distinctes ; il peut donc se décrire comme intersection de trois
chemins dans T dont les extrémités sont des sommets marqués (ou la
racine), mettons o;,, 0;, et 0;,. L’image de o est donc 'unique sommet a
I'intersection des images des trois chemins o}, —--- — o} , 0}, — - — 0},
et oj, —--- — o, (on utilise les conditions 2 et 3, qui entrainent que
I'image d’un chemin par une contraction est un chemin).

oi, ad,

O—ilH [6) : /\ O'Ollo— 0'0 )

N ~

Oi, o4
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Définition 3.1.12. — On appelle contraction forte toute contraction
dont le contracté n’est constitué que de deux sommets.

Soit I C r, ou |I| > 2. On définit 'arbre 77 comme l'arbre constitué
de deux sommets, la racine étant marquée par r — I, ’autre sommet par

I.

Pour tout arbre graphe stable r-marqué, ’ensemble des contractions
fortes de T est en bijection avec ses arétes : si t; est une aréte de 7', la
contraction forte qui lui est associée est la contraction de T sur T7.

Le lemme de théorie des graphes suivant sera utile pour décrire le bord
de U (proposition 3.1.17)

Lemme 3.1.18. — Soient T et T’ deux arbres combinatoires stables. T
se contracte en T" si et seulement si T se contracte en toutes les contrac-
tions fortes de T".

Définition 3.1.14. — Soit T un arbre combinatoire, et o et ¢’ deux
sommets de 7. On appelle embranchement de o et ¢’ et on note (o V o’)
le plus petit sommet (c’est a dire le plus proche de la racine) du chemin
reliant o & o’ (il est aisé de vérifier qu’un tel sommet existe et est unique).
Si o =¢(i)(= 0;) et 0’ =¢(j)(= 0;), on note leur embranchement o; ;.

Propriétés. — Si o, o' et 0" sont trois sommets tels que o' > o" >
(o V), alors (o Vo') = (o Va”). De plus, tout sommet est un embran-
chement.

Définition 3.1.15. — Soit t une aréte de 7', et w un quadruplet d’in-
dices distincts dans r . On dit que
—t sépare w si {P(wr),Y(wy)} et {P(wsz),¥(ws)} sont de part et
d’autre de ¢
— w distingue t si t est la seule aréte de 1" séparant w

Propriété. — Pour tout arbre combinatoire stable, toute aréte est dis-
tinguée par au moins un quadruplet d’indices.

Démonstration. — Soit donc t = ¢ — o' une aréte de 7. On prend

pour wy et ws deux indices tels que 0,,,, = o'. Si 0 est marqué par
deux indices, on les choisit pour w; et w,. Si ¢° n’est marqué que par
un seul indice, on le choisit pour w; et on prend pour w, tout indice
marquant n’importe quel sommet différent de ¢° et non supérieur a o!
(il en existe clairement). Si 0¥ n’est marqué par aucun indice, on choisit
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pour w; un indice quelconque de n’importe quel sommet supérieur & o

mais non comparable & ¢! (il en existe par stabilité en 0°), et pour w;
tout indice de tout sommet non supérieur a o°. O

Remarquons de plus que, si w distingue ¢, on a obligatoirement 0.,,,,, =
o' ou 0y, = o' (sinon, ¢ ne sépare pas w).

3.1.2. Description globale de I’espace de configuration de points
et de son complété. — On rappelle que l’espace de configuration de
points est le schéma U™ := (P1)"\A,, ot A, désigne la diagonale grasse
(constituée des r-uplets out deux coordonnées au moins sont égales).

On peut voir un point géométrique de U” comme un arbre stable parti-
culier de droites projectives » marqué et a racine distinguée, ne compor-
tant qu'une seule composante, la racine. L’adjonction des arbres stables
de droites projectives r marqués et a racine distinguée permet une com-
pactification de U". Cette complétion reflétera bien s’il y a lieu la fagon
dont les points de branchement coalescent.

Proposition 3.1.16. — Il existe un schéma projectif U lisse sur Z, tel
que : pour tout corps algébriquement clos k, les points k-rationnels de
U sont les arbres stables de droites projectives a r points marqués et a
racine distinguée. Le schéma U s’injecte naturellement dans U .

Ce schéma est construit comme espace des modules fins pour un certain
champ (cf. [Wew98a|). La situation des points non ordonnés est moins
simple, car le champ intervenant alors n’est pas représentable et n’admet
donc pas d’espace des modules fins.

Nous allons maintenant décrire le bord " := U \U” de U .

On peut trouver la proposition suivante dans [Wew98a|, dont la deux-
iéme partie est une conséquence du lemme 3.1.13 :

Proposition 3.1.17. — Le bord S” de U est constitué de diviseurs
croisements normauz, dont les composantes irréductibles sont les S', ou
ICretl|l]>2.

De plus, si X est un point de S" d’arbre combinatoire correspondant
T, alors X appartient a tous les ST pour lesquels T; est un contracté de
T, et a ceuz-cit seulement.
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Définition 3.1.18. — Soit T un arbre combinatoire stable r marqué a
racine distinguée. Les points géométriques du schéma S? correspondent
aux points de U (qui sont des arbres de droites projectives) dont I’arbre
combinatoire correspondant se contracte en 7.

Soit I C r, ou |I| > 2. Le schéma S?7 co'incide avec ST (on rappelle
que 17 est ’arbre constitué de deux sommets, la racine étant marquée
par r\I, Pautre sommet par I).

En suivant [GHvdP88|, nous savons que les birapports forment un
systéme régulier de parameétres au voisinage de tout point de U . Soit X
un point du bord de U, de type combinatoire 7. Soit ¢; une aréte de 7.
La proposition 3.1.9 indique que, pour toute composante du bord S’, on

peut choisir pour paramétre le birapport A, olt w distingue 'aréte ¢; de
T.

3.1.3. Coalescence de points de ramification en une place ; ordre
d’intersection d’une section avec un diviseur. — Soit R un anneau
de valuation discréte complet, de valuation v, d’'uniformisante 7. On note
par K (resp. k,) le corps des fractions (resp. le corps résiduel) de R. On
suppose que k, est algébriquement clos.

On considére r points distincts de P! définis sur K : ay,...,a,. Ces
points ay, . .., a, définissent des sections dy, ..., a, de Pk, qui peuvent se
rencontrer sur la fibre spéciale. On se place dans cette situation.

Le point a := (ay,...,a,) de U” est défini sur K. Le schéma U étant
projectif sur Spec (Z), le point a s’étend de maniére unique en une section

a: Spec(R) —» U
La restriction de cette section a la fibre spéciale induit un point a du
=T . o . o e N .
bord de U , a I'intersection de certains diviseurs a croisements normaux

ST

Le but de ce paragraphe est de décrire la section a, notamment son
ordre d’intersection avec tout diviseur S’ qu’elle rencontre en a. Cette
section se construit en effectuant des éclatements successifs en tout point
de la fibre spéciale ou deux sections a; et a; se rencontrent, jusqu’a obtenir
un modéle stable.
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Définition 8.1.19. — Un modéle sur R de PL marqué par ay,...,a,
est dit stable si :
— les sections a; ne se rencontrent pas sur la fibre spéciale;
— la fibre spéciale, pointée par les intersections des sections a;, est un
arbre stable de droites projectives r-pointé.

On donne dés maintenant un résumé des résultats obtenus au cours de
ce paragraphe, apreés ces quelques définitions :

Définition 3.1.20. — Soit A C {ay, ..., a,}, comportant au moins deux
éléments. On appelle ordre de congruence de A le nombre

v (A) := inf{ord (a,ad);a,a’ € A,a # d'}

ou

— ord(a,d’) =v(a—d') siv(a) >0etv(ad)>0;
—ord(a,d) =v(: — L) siv(a) <0etv(a) <0;
— ord(a,a’) = 0 sinon.

Définition 8.1.21. — Soit X un modeéle sur R de PL marqué par
ai,...,a,.. On dit que X est un modeéle stabilisable si la fibre spéciale
X, est un arbre stable de droites projectives pointé par 7’ points (avec
r’ < r) a racine distinguée (I’arbre étant marqué par son intersection
avec les différentes sections ;).

Un modéle stable est donc un modéle stabilisable ou les sections a; ne
se rencontrent pas.

Définition 3.1.22. — Soit X un modéle stabilisable, et T I'arbre-gra-
phe correspondant.

On value chaque sommet o; par 6 (o7) := v ({a; }ier). La valuation 6 des
sommets induit une valuation des arétes, en posant 0(t) := 0(c') —0(c°),

pour toute aréte t : 0¥ — ol

Si t est une aréte de T, on note e (t) 'épaisseur de la singularité x
correspondant & ¢ (i.e. Ox, ~ R[[t1,15]]/ (tita — 7°D)).

Proposition 3.1.23. — 1l existe un unique modeéle stable X sur R de
Pl marqué par ay, ..., a, (& isomorphisme unique pres).

La fibre spéciale X, est un arbre stable de droites projectives r-pointé et
a racine distinguée. L’ensemble des sommets de l’arbre T’ correspondant a
X, est l’ensemble o7, ou I parcourt I’ensemble des paquets de coalescence
des points ay, . .., a, selon les puissances de .
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Pour tout point double x; de X, d’aréte correspondantet; , [’épaisseur
e(xr) de la singularité en x est égale a l'ordre d’intersection de a avec
le diviseur ST. De plus, si T est valué par 0 (cf. la définition 8.1.22 ci-
dessous), on a :

e(zr) = 0(tr)

Définition 3.1.24. — Soit X un modéle stabilisable. On suppose que
deux sections a; et a; se rencontrent sur la fibre spéciale en un point x. Le
point z étant régulier, Ox, = (R[[t]]). Les sections d; et a; sont définies
respectivement par t = «; et t = «;. On définit ’ordre de contact de a;
et a; pour le modele X par
cx (@, a;) == ord (o, o)

ou

—ord (v, ) = v (a; — o) siv(ey) >0 et v(e;) > 0;

—ord (a;,05) = v (a; ' —a; ") siv (o) <0 et v(oy) <0;

— ord (o, ;) = 0 sinon.

On généralise cette notion au cas de deux sections ne se rencontrant
pas, en posant 1’ordre de contact de ces sections comme étant nul.

On appelle ordre de contact en un point de la fibre spéciale le plus petit
ordre de contact entre deux sections passant par ce point.

On appelle nombre de contacts en un point de la fibre spéciale le
nombre de sections passant par ce point.

Remarque 3.1.25. — Dans le cas de Pk, I'ordre de contact de a; avec
a; est simplement le nombre ord(a; — a;).

Lemme 3.1.26 (lemme d’éclatement). — Si ['on éclate un modéle
stabilisable X en un point x de la fibre spéciale ot deuz sections a; et a; se
rencontrent, pour obtenir un modéle stabilisable X', alors les épaisseurs
des singularités provenant de celles de X sont inchangées, et, si e est
Uépaisseur du nouveau point double, on a :

~] ~/ o ~ ~
cxr (a5, ;) = ex (@i, a;) — e
En particulier, I’épaisseur e est égale a [’ordre de contact en x.

Démonstration. — Localement au voisinage du point spécial ot I’on écla-
te, on change ’anneau R[[t]] en 'anneau R|[[t]][u1, us]P™/ (7°us — tuy). La
fibre exceptionnelle est donnée par t = 0. Si a; admet ’équation suivante
t —m~;, ol 7, est inversible, alors a; admet ’équation uy — 7~ °yuy, et
on a donc bien la formule annoncée.
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Soit m 'ordre de contact en x pour le modéle X, et ¢ le point double
de X' associé au point = de X. Comme X' est stabilisable, deux sections
a; et a;, au moins ne se rencontrent pas sur la fibre exceptionnelle. On
a donc e = cx (a;,, a;,) > m. Si e > m, alors une section au moins sur X’
rencontre la fibre spéciale en le point double z(, ce qui est impossible. [J

On a réciproquement le lemme suivant :

Lemme 3.1.27 (lemme d’élagage). — Soit X un modéle stabilisable.
On obtient encore un modéle stabilisable X' en écrasant une composante
bout L sur sa composante mere. Les épaisseurs des singularités restantes
sont égales aux épaisseurs correspondantes sur X, et si a; et a; sont deux
sections rencontrant la composante L dans le modéle X, on a
Cx (&;, CNL;) = Cx (CNLZ, El,j) + e

Définition 3.1.28. — Soit X un modéle stabilisable. Soit L une com-
posante de X. On appelle élagage de X en L I’arbre obtenu en écrasant
toutes les composantes filles de L comme dans le lemme d’élagage.

Le lemme précédent assure que si X est un modéle stabilisable, tous
ses élagués sont des modéles stabilisables.

Proposition 8.1.29. — Il existe un modéle stable sur R de P} marqué
par ay, ..., Q.
Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le nombre maximal

de contacts.

H; : il existe un modéle stabilisable tel que le nombre de contacts
maximal soit < j (1 <7 <r).

H, est trivialement vérifiée (le modeéle évident P}, convient).

H;\y — H; (1 <j<r—1). En chaque point de la fibre spéciale ou
il y a (j+1) contacts, on effectue un éclatement de cette composante
comme dans le lemme d’éclatement. Le modéle ainsi construit a donc un
nombre maximal de contacts au plus j.

Bien stir, I’hypothése H| signifie qu’il existe un modéle stable sur R de
P! marqué par ay, ..., a,. 0

Lemme 3.1.30. — Soit X un modéle stabilisable, et T' ’arbre-graphe
correspondant.
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Soit o un sommet de T, marqué par © et j. Alors

v(a; —a;) = Z e(t) + cx (@, a;)

ou t décrit les arétes du chemin de oy a o.

Démonstration. — On le prouve par récurrence sur la longueur du che-
min de oy & 0. Soit ¢’ le sommet pére de o, et ¢t 'aréte 0/ — 0. On
élague en o’; notons par X’ le modéle stabilisable obtenu. Par le lemme
d’élagage
exr (@), a5) = e (t) + ex (as, a;)
et par hypothése de récurrence on a le résultat. O

On déduit de ce lemme le lien entre les épaisseurs des singularités et
la valuation 6 (cf. la définition 3.1.22).

Lemme 3.1.31. — Etant donné un modéle stable, on a

0(or) =) e(t),
ou t parcourt les arétes du chemin de o a oy.

Pour chaque aréte t de T, de point double correspondant x,
0(t) =e(x)

Démonstration. — On peut écrire le sommet o; comme un embranche-
ment de deux sommets o; et ;. Les points ¢; et ¢; se projettent en deux
points distincts de la composante associée & o

Pour le modéle X’ obtenu par élagage de X en o7, on a v(a; — a;) =
Ye(t) d’apreés le lemme précédent. Le résultat se déduit alors du fait que
0 (or) =v(a; — aj).

Soit k ¢ I, et i € I. Alors (0 Vo;) < oy, et donc v(a; —a;) =
0((0:V 1) = S atorn € (1) < Doy (1) = 0(07). O

Pour achever la preuve de la proposition 3.1.23, il reste a calculer les
ordres d’intersection de la section a avec les diviseurs S’ en a :

Proposition 3.1.32. — L’ordre d’intersection de la section a avec S’
est égal a e (xg), ot xy est le point nodal de @ correspondant & l'aréte t;.
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Démonstration. — Nous savons que les birapports constituent un sys-
téme régulier de paramétres au voisinage de a. Soit x; un point double
de a, d’aréte correspondante t;. Nous allons montrer que pour tout qua-
druplet w C r distinguant ¢7, alors v (\,) = e(o7), ce qui nous donnera
'ordre d’intersection de la section a avec S’. Rappelons que si I’on note
bw, la projection de a,, sur la composante médiane Ly, wouws) (1 <@ < 4),
on a

)\w - [bwla bwga bwga bw4]

On a donc v (Ay) = v (b, — buwy) — U (bw, — buy) + U (b — buy) —
U (b — by )-

On écrit o7, — o}, Paréte t; en extension : il est clair que I’on peut sup-
poser -quitte & échanger {w,, w3} et {wy, wy} - que 0y, = oy,. La com-
posante médiane Ly, w,,w,) correspond alors au sommet o7 . Les points
by, by, €t by, ne sont donc pas congrus modulo 7. En revanche, b,,
et by, sont congrus modulo 7w et v (b,, — by,) = e(t;) d’aprés le lemme
d’élagage. Enfin, b,, n’est pas congru a b,, modulo 7.

On a donc la formule attendue : v (A\,) = e(t5). O

3.2. Le groupe des tresses pures de Hurwitz

La deuxiéme partie de ce chapitre introduit les groupe des tresses pures
de Hurwitz a r brins, et le mapping class group pur I'y, de la spheére r-
pointée. Il décrit le lien entre ces deux groupes, et en particulier la fagon
dont les relations de la présentation du mapping class group pur par les
twists de Dehn se relévent dans le groupe des tresses pures (proposition
3.2.8). Ceci permettra d’effectuer des calculs dans I'y, plutot que dans
le groupe des tresses pures.

Le livre de référence sur le sujet est [Bir74]|; la présentation par les
twists de Dehn se trouve dans les articles [Ger96| et [Luo97|.

3.2.1. Mapping class group pur de la sphére r -pointée. — On
fixe un entier naturel r supérieur ou égal a 3, et r points aq, ..., a, de la
sphére de Riemann S?. On note a := (ay,...,a,) et A:={ay,...,a,}

Le terme de a-homéomorphisme (resp. de a-isotopie) désignera un
homéomorphisme (resp. une isotopie) laissant chaque point de A fixe.



68 CHAPITRE 3. ETUDE AU BORD DU REVETEMENT 7: H — U

Définition 3.2.1. — Le mapping class group (pur) de la sphére r-poin-
tée est le groupe I'y . des classes d’a-isotopie des a-homéomorphismes de
S2.

Remarque 3.2.2. — On obtient le mapping class group non pur en
demandant seulement aux homéomorphismes de laisser A globalement
invariant.

Ce groupe ne dépend -a isomorphisme prés- que du cardinal de A (ici
r), ce qui justifie la notation de ce groupe. On suppose dans la suite que
a; =1, pour tout ¢ € r.

On peut bien str définir le mapping class group I';’, d’une surface %",
compacte orientable de genre g, & m bords et r-pointée, pour tous g, m, r.
On connait une présentation du mapping class group de ces surfaces, par
utilisation des twists de Dehn.

Construction des twists de Dehn : si & = [a] est une classe d’a-
isotopie de chemin fermé simple de 7", évitant les r points de A, on lui
associe un twist de Dehn D, comme suit : la surface étant orientable,
il existe un voisinage cylindrique V, de a évitant A. L’homéomorphisme
(2,0) — (2,0 + (2 + 1) 7) du cylindre [—1; 1] x S! -qui consiste a tordre
progressivement d’un tour le cylindre- induit un homéomorphisme de V,
dont I'extension a 7", par I'identité est un a-homéomorphisme. Sa classe

d’a-isotopie est D,,.

Ezxemple. — Voici un exemple de construction d’un twist de Dehn : on
épaissit le lacet pour obtenir un ruban, que ’on tord uniformément.
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Soit « et 3 deux classes d’a-isotopie de chemins fermés simples de
3ot évitant A. On appelle nombre d’intersections de a et (3 le nombre
mlmmal d’intersections entre deux représentants de a et 3; on note ce
nombre par |a N .

Lorsque |aN 3] = 2, on peut choisir des voisinages cylindriques de « et
3 sur S? — A suffisamment fins pour que 'union V' de ces deux voisinages
soit homéomorphe a 23,0. On note par Dy(,p) le produit des twists de
Dehn associés aux quatre chemins fermés simples du bord de V. De méme,
on peut aussi définir le composé a3 : écrivons a = [¢,] et 3 = [cg], ol ¢4
et cs se croisent en deux points, et fixons une orientation de la sphére. On
définit le chemin ¢/, obtenu en partant d’un point de c,, en bifurquant
sur c¢g lorsque l'on croise ce chemin (en respectant l’orientation), et en
réitérant ’opération a chaque croisement. On pose alors af = [¢]. On
vérifie que cette construction ne dépend pas des chemins choisis, ni de
I’orientation choisie.

L’intérét principal des twists de Dehn est la présentation du mapping
class group qu’ils fournissent :

Théoréme 3.2.3. — On obtient une présentation de Iy, en prenant les
twists de Dehn comme générateurs, et les relations suivantes :

- D, =1 st a est d’homotopie triviale ;

- DyDg=DgD,, si|lanp|=0;

~ DoDgDag = Dy(a,p) si |aN 3] =2 (relation de la lanterne).

La figure 3.2.1 explicite les différents chemins intervenant dans la re-
lation de la lanterne, et rend plus claire la dénomination ”lanterne”.

oy
i LD

Remarque 3.2.4. — — Cette présentation n’est qu’un cas particulier
des résultats de S. Gervais (affinés par F. Luo). En effet, ils prouvent
dans les articles [Ger96| et [Luo97| que le mapping class group
général I'" admet aussi une présentation par les twists de Dehn,
similaire a celle de I'y ., ot ’on doit cependant ajouter deux types de
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relations lorsque deux classes de chemins sont d’intersection simple
(cas qui ne se produit pas sur la sphére), et changer I’hypothése
lanN Bl =2 en |an G| = 2 (intersection algébrique nulle) dans la
relation de la lanterne (ces deux hypothéses étant équivalentes sur
la sphére).

— Les deux derniéres formules de la présentation entrainent la formule
bien connue

Dp,s) = DaDsD*

pour toute donnée de deux classes d’a-isotopie « et [ de chemins
fermés simples sur X7",. Remarquons que cette formule se généralise
en

D)\(ﬁ) = )\Dﬁ)\il
pour tout élément A de I'y,.

3.2.2. Le groupe des tresses pures de Hurwitz; lien avec I'y,.
— On rappelle que I'espace de configuration de points (complexe) est
défini par

U i={b=(by,....b) € (S*) ,Vi#jb #b;}
Le groupe des tresses pures (de Hurwitz) de la sphére B"S? est le groupe
fondamental de U", de point base a.

On peut trouver dans |[Bir74| la proposition suivante :
Proposition 3.2.5. — Le centre de B"S? est d’ordre 2.

On notera z, son élément non trivial.

Une tresse pure de la sphére est représentée par une application v =
(V5o yye) 1 [0;1] — U7, telle que ; (0) = ~; (1) = a;, et ol ; est un
chemin fermé simple fermé.

Pour toute tresse b ainsi choisie, il existe une isotopie A de S? (ne
laissant pas nécessairement les a; fixes) telle que pour tout i entre 1 et
r, et tout réel t entre 0 et 1, hy (a;) = 7, (1), et telle que hg = Idge. On
pose alors

¢ (b) :=[h] € Ty,

(ou [hy] désigne la classe d’a-isotopie de hy).

On vérifie que ¢ est bien défini, et est en fait un morphisme de groupes;
plus précisément, on a le théoréme suivant (|Bir74]) :
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Théoréme 3.2.6. — Le morphisme de groupes ¢ : B'S* — T, est
surjectif, de noyau le centre de B"S?.

On s’intéresse maintenant aux antécédents par ¢ d’un twist de Dehn (le
théoréme précédent et la proposition 3.2.5 prouve que ’on a exactement
deux antécédents par élément de 'y ).

Soit @ = [a] une classe d’a-isotopie de chemin fermé simple sur S* — A :
« sépare la sphére et donc A en deux, mettons en A; := {a;},_,, et en
AJ = {OJZ'}ZEJ.

On peut choisir une isotopie h*! de S* laissant {a,},_; fixe, telle que
he! = Id et [h%'] = D,. On dit par raccourci qu’on a fixé J.

i€l

L’application :
e (B (@) B (@)

définit une tresse pure de B"S?, que I'on note b, ;. On peut bien sir
choisir de fixer I, et obtenir une tresse b, ;.

Exemple. — Dans cet exemple, r = 6, et on considére le twist D associé
au chemin ¢, (figure de gauche), qui sépare 1,4 et 6 de 2,3 et 5. La tresse
obtenue en fixant 2,3 et 5 est représentée a droite.

on choisit de xer 2;3et5 representant de la tresse alors obtenue

Le twist D est bien sir engendré par le chemin ¢; (a-isotope & c¢o)
représenté ci-dessous (on a passé la branche du haut de ¢y en bas). Si
I’on choisit cette fois de fixer 1,4 et 6, on obtient la tresse représentée
ci-dessous a droite.

L’introduction du chemin ¢; permet juste de mieux visualiser la partie
de la sphére que 1’on bouge.
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onchoisitde x er 1;4 et 6 representant de la tresse alors obtenue

Proposition 3.2.7. — by et by, ; sont les deur antécédents de D, par

@.

Démonstration. — b, 1 et b, ; sont par construction des antécédents de
D, par ¢. Il reste a voir qu’ils sont distincts.

Si I ou J est vide, on retrouve les deux éléments du centre de B"S?
(on trouve 1 et z, selon que l'on fixe r ou ).

Supposons donc que [ et J ne soient pas vides. Quitte a échanger les
roles de I et J, on se raméne au cas ou #I > 2. On choisit i, i; distincts
(resp. j ) dans I (resp. J ). On peut toujours choisir un représentant de
ba,1 (resp. b, s ) fixant a;, (resp. a; ). Ces deux représentants fournissent
deux tresses b} et O, dans B3S?, par le morphisme d”’oubli” des lacets 7
pour k ¢ {ig,i1,j}. Or la tresse b, est triviale par construction, tandis
que b} ne l'est pas, puisque a;, tourne autour de a;,. O

Nous allons maintenant décrire comment les relations de présentation
du mapping class group de la sphére r-pointée par les twists de Dehn se
relévent en des relations entre tresses.

Proposition 3.2.8. — Les relations du théoréme de présentation de 'y,
se relevent de la fagon sutvante dans le groupe des tresses :
- 8i D, =1, et que « sépare () de r, alors bog =1, et by, = 2, ;
- Si Dy, = 1 et que a sépare {m} de son complémentaire r — {m},
alors by gmy = 1 €t boy—my = 27 ;
- Si lanB| =0, alors bybs = bgb,, pour tous antécédents respectifs b,
et bg de D, et Dg;
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= Silanp| =2, et que bar, et ba1, sont deur antécédents respectifs
de D, et Dg, alors la relation de la lanterne se reléve telle quelle a
condition de choisir pour les twists de Dehn D,g, et des tresses qui
fizent r — (I U J) pour ceuzx constituant Dy(a,g)-

Démonstration. — Seuls les deux derniers points méritent d’étre démon-
trés : on choisit deux antécédents respectifs by, 1, et bg 1, de D, et de Dpg.

Pour le premier point, il n’y a rien & montrer si un des ensembles I, I3
ou son complémentaire est vide ou est un singleton. On se place donc
dans le cas contraire ol chacun de ces ensembles est de cardinal au moins
2. Comme la commutation entre b, 1, et bg s, entraine la commutation
de deux antécédents quelconques de D, et Dg, on peut supposer que
I, C Is. Soit iy € I,; on peut choisir des représentants v, 7, €t 73,7, de
ba,1, et de bg g, qui laissent a;, et (r — Ig) fixes.

Le chemin

1 -1
Vo la V8,157 0,1, V3,15
est donc un représentant de la tresse ba,lab@[ﬁb;llabgllﬁ, qui laisse au

moins trois points de {ai,...,a,} fixes. Cette tresse ne peut donc pas
étre la tresse z, (car z3 n’est pas triviale) : elle est donc triviale.

Pour la deuxiéme formule, on remarque que changer I, en son complé-
mentaire revient & multiplier les tresses

ba,lau b

aB,(1aUIg)—(TanIg)? bcl,laﬁ<clﬁ)’ Dy 1201,

par 2., a échanger b, 1,n1, €t bc:,”(c[a)n[ﬁ et a laisser bﬁJﬁ fixe (c1, ¢z, 3,4
désignent les chemins constituant le bord de 0 («a, ) entourant respecti-
vement [a N (clg), [a N [ﬁ, (C[a) N [ﬁ, [a U [5)

Il suffit donc de prouver I’égalité pour un choix précis de I, et I3.

L’hypothése |a N 5| = 2 impose que les ensembles 1, N I3, (°I,) N
(¢I3),1, N (°Ig), (°I,) N I ne sont pas vides (et donc aussi que r > 4 ).
On en déduit d’une part que les ensembles I, I3, (°1,), (°g) possedent
au moins deux éléments, et d’autre part que si r > 5, on peut (quitte a
changer I,, I3 en leur complémentaire) supposer que r — (I, U Ig) > 2.

On choisit alors dans ce dernier cas des représentants des tresses consi-
dérées qui fixent a;, (ot 'on s’est donné iy € I, NIz ) et a;, pour tout
jer—(IyUlg). La tresse

babsbas (Deybeybesbey) "
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admet donc un représentant laissant trois points fixes; elle est donc
différente de z,, et par conséquent triviale.

Si r = 4, on rajoute un cinquiéme point pour se ramener au cas pré-
cédent. O

3.3. Etude au bord du revétement de Hurwitz

Le but de ce paragraphe est de donner une description combinatoire
précise de la monodromie du revétement 7,, en termes d’action du groupe
des tresses pures sur les classes de Nielsen. Pour cela, on s’appuie sur le
lien entre le groupe des tresses pures de Hurwitz et le mapping class
group pur, et sur les actions respectives de ces groupes sur une fibre
générique géométrique de m, et le groupe fondamental de la sphére r-
pointée. Nous explicitons en particulier ’action de certains twists de Dehn
-les twists sarments (voir la définition 3.3.2)- sur m; (S* — A) (proposition
3.3.3), formule que nous généraliserons en 3.4.12 en donnant I’action sur
le groupe fondamental de la sphére r-pointée de n’importe quel mot en
des twists sarments commutant deux a deux.

3.3.1. L’action de Iy, sur le groupe fondamental de la sphére r
pointée. —

3.3.1.1. Interpétation de cette action dans I'g (41). — Soit ap un point
de S? — A. On note par m; (S* — A) le groupe fondamental (topologique)
de S? — A de point base ag. Pour toute donnée de deux points base, &
tout chemin les liant est associé un isomorphisme naturel entre les deux
groupes fondamentaux, en sorte que ’on peut choisir ay = 0. On rappelle
que l'on a choisi le point a = (1,...,r) comme point base du groupe des
tresses.

Le groupe m; (S? — A) admet une présentation standard, liée & un choix
standard de lacets sur S? — r. On note par ¢, la classe d’homotopie du
lacet de S?> — A partant de ay, passant sous ai,...,a;_; entourant q;
dans le sens des aiguilles d’une montre, et revenant a ag en passant sous
Ai—15...,071.

La figure 3.3.1.1 montre I’allure de ¢; (ou, plus exactement, de I'un de
ses représentants).

Proposition 8.8.1. — Le groupe fondamental 71 (S* — A,0) admet la
présentation suivante :
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— Générateurs : (q;)

€T

— Relations : ¢, ...q. =1

Le groupe Iy, agit naturellement sur le groupe m; (S* — A) par auto-
morphismes extérieurs de la facon suivante : on choisit pour tout élément
de Iy, un représentant h vérifiant h(ag) = ao. Soit [{] la classe d’a-isotopie
d’un lacet [ sur S? — A basé en ag. Alors [h] . [I] := [k o [] définit une action
de Ty, sur m (S* — A).

On peut interpréter cette action extérieure en considérant le mapping
class group de la sphére (r+ 1)-pointée, par les points ay, . . ., a,. En effet,
les lacets g; correspondent & des tresses de la sphére & (r + 1)-brins, dont
I'image dans T'g ;1) est I'inverse du twist de Dehn associé a la classe
B; d’'un chemin b; entourant ag et a; en passant & l'aller et au retour
sous @i, . ..,a;—i. Appelons par I'y, le sous-groupe de Iy (11) engendré
par les Dg,. Notons par Ay 'ensemble A U ag, et ag le (r + 1)-uplet
(0,1,...,7) = (ap,a, ..., a.).

Soit o une classe d’a-isotopie de chemin fermé simple de S? — A. Choi-
sissons un représentant a de o ne passant pas par ag. On note par ay
la classe d’ag-isotopie de a. On définit I'image par action extérieure de
D, € Ty, sur Dy, € Ty, comme le twist Dp, () = Da,Dp, Dy, L’action
extérieure de [y, sur 71 (S* — A) déduite coincide bien avec I’action déja
mentionnée.
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Pour que cette définition ait un sens, il faut bien stir vérifier qu’elle
ne dépend pas du choix de a. Ceci n’a a priori rien d’évident, puisque
deux tels représentants a et a’ de « ne définissent pas toujours la méme
classe d’ag-isotopie. On prouve cependant que les actions ainsi définies
ne différent que par un automorphisme intérieur de I',,. En effet, on peut
choisir pour des tresses d’images respectives Dy et Dy, dans I'g (,41), des
représentants qui ne différent que par le chemin que parcourt ag. La tresse

résultante, antécédent de D[Q}D[;,l} peut donc étre considérée comme un

élément de m (S* — A). En tant que telle, I'élément de T'g ;1) qui lui est
associé est donc engendré par les Dg,, ce qui entraine le résultat annoncé.

Nous allons maintenant expliciter, avec 1'aide de cette interprétation,
et de cette derniére remarque, 1’action de certains twists de Dehn sur
71 (S? — A), les twists sarments (cf. la définition 3.3.2 et la proposition
3.3.3). Ces twists seront utiles pour définir un choix cohérent de généra-
teurs de linertie au voisinage d’un point du bord de U .

Définition 8.3.2. — Pour toute partition ([, I3, I3) d’un sous-ensem-
ble plein (i.e. constitué d’entiers consécutifs) de r, dont les extrémités
appartiennent a [y, on définit le twist sarment Dy, 1, 1,, associé a la
partition (I, I, I3), comme le twist entourant /;, passant au-dessus de
I5 et au-dessous de I5.

Si I3 = (), on note le twist sarment Dy, 1,). Un tel twist est un twist
fer-a-cheval. Si en outre I n’est constitué que de deux éléments 7 et
J, le twist est un fer-a-cheval fin, et on le note D;;. Un tel twist est
I'image (par ¢) d’un générateur d’Artin du groupe des tresses (pour une
présentation du groupe des tresses pures de Hurwitz a r brins par ces
générateurs, voir [Bir74| p. 20).

Si Iy = I3 = (), on note le twist D;,. Un tel twist est appelé twist
rectangle.

Notations. — Soit I un sous-ensemble de 7, et 7 et j tels que 1 <1 <
j < r.On note

q.1

i+
le produit des ¢,,, pour m appartenant & [ N {7,...,j}, le produit s’ef-
fectuant dans l'ordre naturel déduit de celui de N.
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On note

1
L= (qiia)

Enfin, on prolonge de maniére récursive ces notations en permettant
I'indexation par plusieurs fléches.

L’analogue de la relation de Chasles

42951y = 9Ly

n’est valable que dans le cas ou j ¢ 1.
On écrira ¢ — 7 au lieu de iij lorsque I =r.

On utilisera librement une notation analogue pour les Dg,.

Les twists sarments permettront de définir un choix cohérent de géné-
rateurs de I'inertie au voisinage d’un point du bord de U' . La proposition
suivante donne ’action d’un twist sarment & n’importe quelle puissance :

Proposition 3.3.3. — Pour tout n € Z, tout twist sarment Dy p ),
Vaction de Djj 1, 1 sur m (S?2 — A) est donnée par :

- D[T}J/J//]-Qi = q; pOU’r‘i ¢ IU]I/

41 ur’ r

n
- D’[r},l/71//]-qi — l_’l_”"_'i> ql pOUTZ 6 I
n n
qﬂ]l’]’) (qluz/ﬂll’) .
= Dpjpom -t :< im1=rsi) it/ g pour i € 1"

Démonstration. — Soit Dy p ;v un twist sarment. On choisit le représen-
tant de ce twist qui a servi a le définir, et on note par DFI, 1,1 le twist de
Lo,r4+1) associé. Comme ce twist est d’intersection nulle avec tout twist
Dg, pour lequel ¢ ¢ (I UI"), il a une action triviale sur ces derniers.

Pour ¢ € I, soit D[ll 0] le twist obtenu en fusionnant le chemin b; et
le chemin qui a permis de définir le twist sarment DFI - Ce twist a

une action triviale sur Dg,, et on remarque que l'on a I’égalité suivante
(c’est une conséquence de la relation de la lanterne) :

0 1
<Dﬁii£1wﬂr£i) (D[I,I',I”]) = Dir .

—

L’élévation de cette égalité a la puissance n donne, par commutation
des éléments considérés :



78 CHAPITRE 3. ETUDE AU BORD DU REVETEMENT 7: H — U

(D .ﬂlluﬂ ﬂ.) (DFL[/,[”})TL = (D[II,I’,I”])H

Bii—1——r—1i

n
Comme <D[1[ I 1//]) commute avec Dg , on obtient :

0 " D owor >
(D[I,I/,IH]) Dﬁl :< B:z—>1u—>r—>l D,G»L

Enfin, comme la tresse ¢; induit 1’élément Dgf de T'y,, on obtient le
résultat annoncé.

. . N . ’
ur ¢ wi r u retour sous a;. Soi P~

Pour ¢ € I”, le twist passe a 'aller et au retour sous a;. Soit D[}I I
le twist de I'g(,+1) obtenu en choisissant pour représentant de Dy s
le chemin QELI’,I"} obtenu & partir de aj v en changeant la portion
de chemin passant sous a; a l’aller par un chemin contournant a,. Soit

/ . o . 7.
D[? 1] le twist de I'g (,41) obtenu en choisissant pour représentant de
Dyy,rr,r) le chemin aff , 1y, obtenu & partir de aj; ;, 1y, en changeant la
portion de chemin passant sous a; au retour par un chemin contournant
ag.

On peut vérifier que I'on a les relations suivantes :

0 _ N1

(Dﬁ:iﬁllu—lirﬂ@') D[I,I’J”] - D[I,I/,[H]
" 19

(Dﬁlw—lilﬁrlu—lil> D[[,[/J//] = D[[,I/,IH}

En élevant ces égalités a la puissance n (et en tenant compte des rela-
tions de commutation), on obtient :

n n n
0 n '
(Dﬁzim/lgrmﬂ) (Dﬁ;iﬁf“/rﬂi) (D) = (D[I,I’,I”]>

! n . o . . .
Or (D[? . 1//}) a une action triviale sur ¢;. Ceci donne bien le résultat.
U

Bien entendu, les twists fer-a-cheval étant des cas particuliers de twists
sarments, on en déduit ’action & une puissance quelconque de ces twists.

Proposition 3.3.4. — Pour tout twist fer-a-cheval Dy, 1), et tout n €
N Uaction de Dfj . sur m (S? — A) est donnée par :

= Dy 100 = @i pour i & I
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- D[Ing]-Qi :<qil—2'1ﬂrl—2'i> q; pourt € I.

En particulier, on trouve les formules suivantes pour les twists rec-
tangles et pour les twists fer-a-cheval fins :

Proposition 8.8.5. — L’action du twist rectangle Dy sur m (S* — A)
est donnée par :

- Dy.qi = q; pouri ¢ I

— Dy.q; =\%0%) ¢; pouri € I

pour tout sous-ensemble plein I = {iy, ... i} der.

Proposition 3.3.6. — L’action du twist fer-a-cheval fin D;; sur le grou-
pe fondamental 7, (S* — A) est donnée par :

- Dz]Qm = gm pour m 7é Za]

B Dij.qi :((qzwqj'q)qj) G

(qi“qu_l)ilqi
- Dij.q; :< ) 9
pour tous les entiers v et j tels que 1 <1< j <.

Remarque 3.3.7. — La proposition 3.4.12 a venir donnera l’action (sur
le groupe fondamental 7; (S* — A)) d’un mot quelconque en des twists
de Dehn commutant deux & deux.

3.3.2. Le revétement 7 : H — U . — On effectue ici le lien entre
'action de [, sur m; (S* — A) et la monodromie du revétement générique
géométrique m,. Ce lien permet de transposer les formules précédemment
obtenues (proposition 3.3.3), et la formule 3.4.12 & venir, en des formules
d’actions des tresses pures de Hurwitz sur les classes de Nielsen.

Soit £ = (&1, ...,&,) un point géométrique de U”. Par définition d’un
espace des modules grossier, la fibre du revétement 7 en £ est en bijection
avec I’ensemble des classes d’isomorphisme de revétements (algébriques)
de P! de degré d, de groupe de monodromie G, et de points de branche-
ment &1, ..., &, (dans cet ordre). On sait que la catégorie des revétements
algébriques de P est équivalente a la catégorie des revétements analy-
tiques de P, et, partant, a la catégorie des représentations

¢ P (82—{51,...,57,}) — G
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L’isomorphie entre deux telles représentations s’exprime par I’existence
d’un automorphisme intérieur de 7, (S? — {£1,...,&.}) envoyant 1'une sur
l’autre.

On obtient donc, & partir de la présentation de 7, (S* — A) déja donnée,
la description combinatoire classique de toute fibre générique géométrique
de .

Proposition 3.3.8. — La fibre de ™ en & est en bijection avec l’en-
semble

SNi*(G) :=={q1,....9- € G,G=<g;>,¢91...9, =1}/N

ot N agit par conjugaison sur l’ensemble {¢1,...,9, € G,G =< g; >
,g1---9r = 1}, et est le normalisateur de G dans Sy dans le cas des
revétements, et G lui-méme dans celui des G-revétements.

On remplace ’astérique par “ab” dans le cas des revétements, et par
”in” dans le cas des G-revétements.

Définition 3.3.9. — L’ensemble SNi*(G) est appelé l’ensemble des classes
de Nielsen.

Définition 3.3.10. — On définit de maniére analogue l’ensemble des
classes de Nielsen SNi*(C), lorsque I'on impose des conditions sur l'in-
variant d’inertie.

La description du revétement induit par 7 sur les fibres génériques
géométriques, en termes d’action du groupe fondamental sur une fibre,
se déduit de I'action de I'y, sur le groupe fondamental de la sphére r
pointée.

Proposition 8.8.11. — Les actions de B'S? sur SNi*(G) respective-
ment déduites du revétement m et de la représentation de B"S? dans
71 (S* — A) coincident.

En particulier, et a titre d’exemple, on peut décrire le revétement m,
induit par 7 sur les fibres génériques géométriques en donnant 1’action
des générateurs standards A;; de la présentation d’Artin (cf. [Bir74| p.
20) :

Proposition 3.3.12. — La description du revétement m, en termes de
Paction de B"S? sur SNi*(G) est donnée par laction des tresses d’Artin :
pour tout g € SNi*(G),
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Aijg=4g
ot
- g;n = gm pour m % iaj; et
/ <(gimgj1)gj>
— 9= 79
e
-9, = 9j
Démonstration. — Il suffit de remarquer que A;; s’envoie sur D;; dans le
mapping class group pur, et d’utiliser la formule déja connue de ’action
de ce twist sur m; (S? — A). O

3.4. Générateurs de l’'inertie pour le revétement 7

L’objectif de ce paragraphe est de donner une description précise, a
I’aide des twists sarments, d’'un choix de générateurs cohérents au voisi-
nage de tout point de U'. Nous décrivons dans un premier temps (pro-
position 3.4.5) les générateurs de l’inertie le long de S' dans le groupe
fondamental 7 (U, (1,...,7)) (voir la définition 1.2.1). Les propositions
3.4.6 et 3.4.7 permettent de décrire la ramification de 7 au-dessus de S’.
Nous proposons ensuite une procédure (cf. la proposition 3.4.9 et la dé-
finition 3.4.11) pour choisir des twists sarments fournissant un systéme
cohérent de générateurs de 'inertie (proposition 3.4.17).

3.4.1. Générateurs de l’inertie pour I’espace U . — On a décrit
en 3.1.17 le bord de U’ (en suivant la construction de S. Wewers) : ses
composantes irréductibles sont les S? (définis en 3.1.18), ou [ parcourt
les sous-ensembles de r, de cardinal > 2.

Le groupe symétrique agit sur 1’espace U (algébriquement, et donc
analytiquement sur C). Si o est une permutation, o - (S7) = S°U). Si
a est un point base de U", la permutation ¢ induit un isomorphisme
naturel ¢ : m(U",a) — m(U",0(a)). Dans cet isomorphisme 'image
d’un générateur de l'inertie le long de S’ dans m; (U, a) s’envoie sur un
générateur de I'inertie le long de S°D) dans 7, (U", o(a)). On peut donc
se contenter de décrire les générateurs de I'inertie le long de S (avec
2<k<r)dans m(U", (1,...,7)).
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Si b est une tresse engendrant le groupe d’inertie le long d’une compo-
sante du bord de U, et si ¢(b) est son image dans [y, nous dirons par
abus de langage que ¢(b) est un générateur du groupe d’inertie le long
de cette composante.

Le résultat préliminaire suivant sera utilisé & plusieurs reprises dans la
suite. On note D le disque fermé de centre 0 et de rayon 1 dans C. On
note U’ le sous-ensemble de U” (C) défini par : u = (uy,...,u,) € U’ si
et seulement, si

—ue U (C);

— pour tout ¢ < k, |u;| < k—i—%;

— pour tout j > k+1, |u;| >k + 1.

Pour tout u € U’, on définit 'immersion holomorphe ¢, : D — {0} —
U™ par

ou(z) = (vi(2)) = (zuq, ..., 2Uk, Ug11, - - -, Uy)
Soit ¢ le cercle de centre 0 et de rayon k£ + %, et u un élément de U'.
On note par b., la tresse de 7, (U, u) relevant le twist Dj; en fixant
{Uka1y oy Ut

Enfin, S; := S% — U; (S£NST) désigne la composante du bord S%
privée de son intersection avec les autres composantes.

Lemme 3.4.1. — Soit u := (uy,...,u,) € U'. L’application o, se pro-
longe par continuité en 0 en une immersion holomorphe fermée ¢y : D —
U'". Le point 34(0) est un point de S&.

Plus précisément, si x. sur la composante exceptionnelle (resp. x, sur
la racine) est le point d’intersection de cette composante avec la racine
(resp. avec la composante exceptionnelle), alors p,(0) est l'unique point
de Sg tel que :

—x, =0, et la racine est pointée par les ¢; := u;, pour tout j €r —k;

— 1l existe un isomorphisme i de la composante exceptionnelle sur

PY(C) = S* vérifiant p(¢;) = u;, pour tout i € k, et u(z.) = oo.

De plus, tout chemin g sur U’ induit via @ un chemin g sur S{, en
posant, pour tout t € [0;1] :

g(t) == Pg)(0)
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Deuz chemins homotopes sur U’ induisent deux chemins homotopes
k
sur Sy

L’application de D x [0;1] dans U’ définie par

(Z7t) = gég(t)(z)
induit un voisinage cylindrique du chemin g dans U .

Réciproguement soit ug un point de U’, et xq le point ¢y, (0) de Sg.
Tout élément [y] de m (Sg, Xo) se reléve en une tresse de Hurwitz [] du

groupe w1 (U™, wg), au sens ot :

[050»(0)] =[]
Ce relevé est défini a une puissance de by, prés. Cette opération de
relevement définit un isomorphisme

Cen (beuy) / (be) = 71 (S50 )
ot Cen (bewy) /(bey) est le centralisateur de by, dans m (U™, uy).

Remarque 3.4.2. — Deux points u et u’ définissent des immersions
holomorphes de D au voisinage d’'un méme point de Sg si et seulement
si il existe une similitude envoyant u; sur u;, pour tout i € k, et u; = u;
pour j > k + 1 (car ces similitudes sont les seuls automorphismes de
P! (C) fixant o).

Démonstration. — On se souvient (cf. la proposition 3.1.9) que les bi-

rapports A, constituent un systéme régulier de paramétres au voisinage
. e s . o

de tout point de U . Or on peut vérifier que le birapport

Aw(ipu(z)) = [QOUH (2), SOwQ(Z)?QOUJs(Z)?QD?M(Z)]
tend (lorsque z tend vers () vers une constante non nulle lorsque
{wi,ws} et {ws,ws} ne sont pas de part et d’autre de k + 1 , et est

équivalent & az (ol « est une constante non nulle) lorsqu’ils le sont.

En effet, ceci découle du fait que ¢;, (2) — i, (2) est équivalent (en 0)
a

— (wq, —wiy) -z si iy, 0} C{1,...,k};

—uy siiy > (k+1)etis <kj

— wyy — ugy, si{ig, i €{(k+1),...,7}
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Ceci prouve que 'application holomorphe ¢, du disque épointé se pro-
longe par continuité en 0, et que ¢, (0) est un point de SOE. L’application
Py est donc une immersion holomorphe.

Il est clair que z, = 0, et que la racine est pointée par ¢; := u;, pour
tout j € r — k.

Soit ¢;, et ¢;, deux points de la composante exceptionnelle C¢, et p
'unique isomorphisme de C¢ sur P1(C) = S? tel que u(ds,) = iy, (i, ) =
Uiy, et p(z.) = oo. Soit ¢;, un autre point marqué de C¢ (si il y en a).
Soit j € {k+1,...,r} (s’il n’en existe pas, on marque la racine par 1 par
exemple). On a :

[¢ioa ¢i17 Te, ¢Z2] = lim )\(i07i17j7i2)(90u(z))
z—0
= lim[u;, 2, Wi, 2, Uj, Win 2] = Wi, Wiy, 00, Wi, ]
z—0

d’aprés les équivalences ci-dessus, et

[:u (¢20) )y (¢11) ) (xe) y M (¢12)] = [uim Uiy, OO, [ (¢12)]
par choix de fu(¢i, ), pu(¢i,) et p(z).

Or le birapport est inchangé par u (le birapport de quatre points de
P1((C) est indépendant de la carte de P!(C) choisie) : on a donc p (¢;,) =
Uiqy -

Il ne reste qu’a prouver la derniére partie du lemme (la seconde étant
immédiate). On se raméne au cas ou ug = a = (1,...,r), et xg =
b = $4(0). Pour ce faire, nous allons établir une correspondance entre

Cen (Dyy) /(Djg) et m (Sg b) (ou Cen (Dyy) désigne le centralisateur
de Dj4 dans Cor).

Soit 0 € Cen (D[c}) :on a Ds = 5D[c]5_1 = Dyg. Par conséquent,
d[c] = [¢]. 1 existe un homéomorphisme d’ représentant J, et un chemin
', a-isotope a ¢ par une application t, tels que d'(¢’) = c. Si 'on pose
d = d ot(1,-), on obtient un autre représentant de la classe d’isotopie de
§, tel que d|. = Id.. Soit Dy := {z € P (C);|2| < k+ 3}, et Dy:={z €
P! (C);|z| > k+3}. On peut écrire de fagon unique d = dyds, olt d; (resp.
dy) restreint & Dy (resp. Dy ) est I'identité. Ces deux homéomorphismes
induisent respectivement des éléments de I'g 1 et I'g,_x41, la spheére
étant respectivement pointée par 1,...,k, 00, et par 0,k +1,...,7r. On
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peut vérifier que I’élément de I'g ;41 X I'g ,_x+1 ainsi défini ne dépend pas
du choix de d. Ceci définit en fait un isomorphisme

Cen (D[c]) /<D[c]> ~ Torr1 X Doyt

En effet, ce morphisme est surjectif car deux éléments de I'g 41 et de
I'o,—k+1 quelconques admettent des représentants fixant respectivement
D; et D;. Il est injectif car les seuls éléments non triviaux du mapping
class group de la sphére k-pointée (resp. (r — k)-pointée) et a 1 bord
induisant un élément trivial par pincement du bord sont ceux engendrés
par le twist D., oul € est la classe d’isotopie d’un chemin fermé simple
autour de ce bord.

Le groupe fondamental 7 ( 3, b) est canoniquement isomorphe au
groupe
Tojy1 x BUFD

ot I'g y4+1 est le sous-groupe du mapping class group de la sphére £k + 1-
pointée par 1,. .., k, 0o, et BU~*+1 est le groupe fondamental de U7 ~*+1
basé en (0,k+ 1,...,7). On a donc un morphisme naturel

T (Sg, b) — Cen (D[c]) /<D[c}>
surjectif, et de noyau {(1,1),(1,2, 1)} (via l'isomorphisme cano-

nique entre 7 (Sg, b) et I'o 41 X B(r_k“)).
Le morphisme naturel B"S? — Ty, induit un morphisme

Y : Cen (bea) — Cen (D[c})
Le noyau du morphisme composé

Cen (bc,a) — Cen (D[c}) — Cen (D[c}) /<D[c]>

est égal a 11 ((D[CQ) = (be,as 2r)
Notons par z,_,,, la tresse z.b_,, et par Z,_,,, son image dans le

groupe Cen (b.n) /(bea). Le morphisme

Cen (bea) (bea) — Cen (Dyg) /(Dy)

est donc surjectif, de noyau {1,%,_,.,}, ce qui donne I'isomorphisme
annonce.
]
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On revient A la description des générateurs de l'inertie le long de S%
dans m (U™, (1,...,7)) :

Lemme 3.4.3. — Soit ¢ le cercle de centre 0 et de rayon k + %; le
twist de Dehn Dy est un générateur de linertie le long de Sk dans
m(U", (1,...,r)). Les autres générateurs sont de la forme Dy, ou [c']
est la classe d’isotopie d’un chemin séparant k de son complémentaire,

et m € 7%,

Démonstration. — Considérons la fleche f© : D — 0 — U” qui a z
fait correspondre (z,2z,...,kz, (k+1),...,7). C’est une immersion ho-
lomorphe.

Le lemme 3.4.1 prouve que f° se prolonge en une immersion fermée
=T . ~ N
f:D — U, et que b := f(0) appartient a4 S% et & aucune autre
=
composante du bord de U .

Il existe un paramétrage A de U" au voisinage de b qui comporte A,
ol A = 0 est une équation locale de S%. On peut toujours supposer (cf. la
preuve du lemme) que, si A(f(2)) = (M(2),...,An(2)), on a \(2) ~ uz,
ol u est une constante positive, et, pour tout j différent de 1, le birapport
A;(f(2)) tend (en 0) vers une constante non nulle. Cela prouve que la
section f est transverse & S® en b (i.e. 'image de D par f n’est pas
tangente a S!). On peut donc en conclure que la restriction & D d’un
revétement de U"(C) ramifié le long des S’ est un revétement de D
ramifié en 0 et que les indices de ramification de ce dernier revétement
sont égaux aux indices de ramification du revétement initial le long des
différentes composantes du diviseur de ramification qui se projettent sur

St

L’inertie le long de S* dans 7 (U",(1,...,7)) est engendrée par le
lacet s — f(e*™) de U". Ce lacet représente une tresse qui se reléve
en D) : cette tresse est un générateur de I'inertie le long de Sk dans
m(U", (1,...,7)), et son action sur 7~ !(a) coincide avec celle de Dy.

Les autres générateurs du groupe engendré par Dy sont de la forme
ngp ol m € Z*. Les groupes d’inertie étant définis & conjugaison prés,
tout autre générateur est donc de la forme (aDa')™ ou m € 7%, et
« € I'y,. On se souvient (cf. la remarque 3.2.4) que aDjgo™! = Dy ;

on remarque enfin que «([c]) parcourt les classes d’isotopie de chemins
fermés séparant k de son complémentaire. En effet, si ¢ est un tel chemin,
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il est isotope & ¢ en ne se permettant de bouger que k (mais pas {(k +
1),...,7}). Une telle isotopie définit un homéomorphisme v de la sphére
laissant (k+1),...,r fixes, tel que v(c') = ¢, et tel que v(i) appartienne
au disque de centre 0 et de rayon k + % Il ne reste plus qu’a utiliser la
k-transitivité du groupe des homéomorphismes du disque sur ’ensemble
des points intérieurs a ce disque pour obtenir le résultat souhaité. O

Du lemme et des remarques préliminaires sur l’action du groupe symé-
trique, on déduit I’énoncé suivant.

Proposition 3.4.4. — Les générateurs de 'inertie de long de ST dans
m(U", a) sont de la forme Di, ot [d] est la classe d’isotopie d’un chemin

séparant I de son complémentaire J, et m € 7%. En particulier, les
générateurs de linertie le long de ST et S7 coincident.

3.4.2. Application au revétement 7. — Nous revenons a ’étude
du revétement 7 : H — U ", auquel est associé ensemble SNi*(G) des
classes de Nielsen.

On note par A! le diviseur 7! (SI) du bord de H . On définit de plus
les sous-ensembles S§ := S'—U (S' N S7) Ja1 g2 € AL =7 (5{) (ces
ensembles interviendront dans la preuve de la proposition 3.4.6).

D’aprés ce qui précéde, on a le résultat suivant :

Proposition 38.4.5. — Soit [c] la classe d’ a-isotopie (cf. le début du
paragraphe 3.2) d’un chemin séparant séparant I de son complémentaire
J (i.e. séparant les points a;, i € I des points a;, j € J). Alors le twist de
Dehn Dy est un générateur de l’inertie autour de ST dans le revétement
7:H — U . En particulier, ST et S7 ont les mémes générateurs de
l"inertie.

Cela décrit la ramification au-dessus d’un point de S/. La proposition
3.4.6 précise ce résultat en décrivant la ramification des composantes
irréductibles de A’ (en déterminant quels points de 7! (b) appartiennent
4 une méme composante de Al).

En appliquant ces résultats au cas particulier du fer-a-cheval entourant
I, on donne en 3.4.7 une méthode combinatoire pour calculer 'indice de
ramification de toute composante irréductible de A’.
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Stefan Wewers a montré des résultats analogues dans le cas des points
de branchement non ordonnés. Les preuves qui suivent sont d’ailleurs
inspirées de [Wew98a|. D’autre part, Malle et Matzat ont formulé et
démontré un cas particulier des propositions suivantes, précisément le
cas ou |I| = 2 (cf. [MM99], chapitre III, théoréme 8.3).

Proposition 3.4.6. — Soit ¢ un chemin fermé simple séparant I de son
complémentaire J. Les composantes irréductibles de A sont en bijection
avec les orbites des Dig-orbites de SNi*(G) sous l'action du centralisa-
teur de Dq. De plus, l'indice de ramification d’une telle composante est
égal au cardinal de n’importe quelle D -orbite la représentant.

Démonstration. — On note a = (1,...,r) € U". On se raméne comme
on I’a fait précédemment a prouver ce résultat dans le cas ou a est le
point base du groupe des tresses pures de Hurwitz, ot I = k, et ou le
chemin ¢ parcourt le cercle de centre 0 et de rayon k + %

Nous avons (cf. 3.4.3) une immersion holomorphe f de D dans U :

f(z)=(z....,2k;k+1,...,7)
L’immersion f vérifie les propriétés suivantes :
— b= f(0) € k;
— Pour tout élément non nul z de D, f(z) € U";
— Pimmersion f est transverse a S”;
— s+ f(e*™) représente une tresse relevant Dy.

Soit 3, . .., 3 les points de la fibre 7! (b). On peut associer & chacun
de ces (; une immersion f; : D — " (pas nécessairement de fagon
unique), et un entier e; > 1, tels que f;(0) = 3;, et tel que le diagramme

suivant soit commutatif :

i
D — H
Z 2% | | 7
D — U
f

Par construction de f, les points «; := f;(1) représentent les différentes
Dg-orbites de 7~'(a). Ceci donne donc une bijection entre la fibre de 7
en b, et les Djg-orbites de SNi*(G). De plus, I'indice de ramification
de la composante irréductible de A% contenant (3; au-dessus de S% est
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égal a ¢;, mais aussi au cardinal de la Dg-orbite de la classe de Nielsen
correspondant & «;.

L’idée consiste maintenant a se ramener a des considérations topolo-
giques (et méme de connexité), en remarquant, en suivant ce qu’a fait S.
Wewers dans [Wew98a|, prop. 4.3.2, que les composantes irréductibles
de AE correspondent de maniére canonique aux composantes connexes
de AE,

Nous allons prouver que l'isomorphisme entre Cen (b.a) /(bca) €t le
groupe fondamental 7, (S§,b), introduit dans la preuve du lemme 3.4.1,
est compatible avec les actions respectives de ces groupes sur les en-

sembles {a1,..., 4} = b..\T ' (a) et sur {By,...,5}=7"(b).

Pour cela, nous allons définir comme dans [Wew98a| -et en nous ap-
puyant sur le lemme 3.4.1- une déformation continue d’un chemin dans
U™ allant de «; & v, en un chemin dans Al allant de 3; & 3;, et récipro-
quement.

Soit [g] un élément de Cen (bea) /(bea) tel que [g].c; = &;. On peut
supposer, quitte a multiplier g par une puissance adéquate de b. », que

l9].cci = Qj

L’application continue h : [0;1]> — U, définie par

h(s,t) = @g@)(s)
vérifie h(-,0) = h(-,1) = f, et h(1,) =g.
L’application h se reléve de facon unique en une application continue
h 0;1]2 — H silon impose que, pour tout s € [0; 1], on ait }NL(S,O) =
fi(s). Le chemin A(1,-) dans H' relie o; a a;, et le chemin h(-,0) (resp.
h(-,1)) de H relie a; & f3; (resp. aj a B3;) : le chemin h(c,-) sur A} relie
donc 3; a B3;.

Donnons-nous réciproquement un élément [y] de m; (Sé , b), tel que

[V].8i = B;

11 existe un lacet 4 sur U’ partant de a, tel que

(251 (0)] = 1]
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On définit, comme dans le cas réciproque, une application continue
=T
h:[0;1]* — U, avec

h(s;t) = P500(s)

On définit aussi I'unique relevé i de h dans H', vérifiant h(-,0) = f;.
On peut supposer, quitte a multiplier 4/ par une puissance de b.a, que
h(-,1) = f;. Le chemin h(1,-) relie donc o; a a.

U

Dans le cas du point base a, et du twist fer-a-cheval généralisé Dy, il est
facile de trouver des générateurs de Cen (Dj), ce qui permet de réduire
la recherche des composantes irréductibles de A’ & un simple calcul :

Corollaire 3.4.7. — Les composantes irréductibles de A! = 71 (SI))
sont en bijection avec l’ensemble SNi*(G)/ ~, ot ~ désigne la relation
d’équivalence engendrée par :

Deuz classes de Nielsen g et g’ sont équivalentes si (mais pas seulement
si!) il en eriste deux représentants respectifs, (g1,...,9:) et (g}, ..., 4.),
tels que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :

— il existe ig, 11 appartenant a I, avec ig < 11, tels que

gz{o :((gio...gil)(g¢0+1---g¢171)71) i

g;l :(<9i0+1...9i1—1)_1<9i0---9i1)) g’ll

et g?{ = G, pour tout i ¢ {io, 'Ll} ;
— 1l existe jo, J1 appartenant o J, avec jo < j1, tels que

g}o :<gj09j1) 9o

g;I :(91'09]'1) G,
g; :[gjovgjl] gl

pour tout i € {jo+ 1,...,751 — 1}, et g; = g; pour tout i & {jo, jo +
1,...,51— 1,71}

Démonstration. — Le seul probléme est de montrer que le sous-groupe
Cen (Dy) de Iy, est engendré par les twists fer-a-cheval Dy, 3, 4,75 € I,
avec ¢ < 7, et les twists D%i,j} = Difijy04i+1,...j-13), 1, J € J, avec © < j.
Or le groupe Cen (D;) est isomorphe & I'g 1 X L |j41. De plus, cet
isomorphisme, composé avec la deuxiéme (resp. la premiére) projection,
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envoie les twists Dy; jy, 4,5 € I, ¢ < j (vesp. Dy, 5, 4,j € J, i < j) sur
I’élément neutre.

On est donc ramené a prouver que I'g ;41 et I'g| ;41 sont respectivement

engendrés par les projections des (D{Z’J})i,jel et <Df{i’j})i,jeJ.

C’est facile pour la premiére assertion : en effet, comme le groupe des
tresses pures du plan & k brins est engendré par les tresses A;;,1 <1 <
J < k, le groupe des tresses pures de la sphére & k+ 1 brins (on rajoute le
brin 0) est aussi engendré par les tresses A;;,1 <i < j < k. Or les Dy jy
sont les images des générateurs d’Artin A;;, avec 1 <i < j <k+1,du
groupe des tresses pures de la sphére & k£ + 1 brins.

Pour le second isomorphisme, on remarque que Dy; j, et Df{l. ;) sont

conjugués par la conjugaison complexe, qui fournit un automorphisme

de I'g) 741 : les projections des Df{ij} sur I'g|7+1 engendrent donc
I3]0 jes

le sous-groupe de I'g 11, engendré par les projections des Dy; j1, pour

i,7 € J. Or on vient de prouver que la projection de <(D{Z"j})ijeJ> est le
groupe g 741- 0
Remarque 3.4.8. — La fibre 7' (a) est en bijection avec I’ensemble

d (ou d est le cardinal de SNi*(G)). Soit ¢ une numérotation de cette
fibre, c’est-a-dire une bijection de 7! (a) sur d.

Grace a cette correspondance, on peut dire que D), agit sur d.

Soit A € Ty,. Cet élément induit une bijection A de la fibre 7! (a) sur
elle-méme. De plus, si I'on change le lacet ¢ en le lacet A\(c¢), on obtient
un nouveau générateur de l'inertie

Dipe) = ADgA™

On peut vérifier que I'action de Dy[g sur d pour la numérotation ¢ de
la fibre 7! (a) coincide avec Paction de Dj, sur d pour la numérotation
Ao ¢ de 7! (a).

De plus, comme

Cen (D)\[C]) = ACen (D[c}) At

I’action de Cen (DA[C]) sur p, \d pour la numeérotation ¢ de 7! (a)

coincide avec celle de Cen (D[c]) sur p,, \d pour la numérotation Ao ¢ de
71 (a).
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Par conséquent, on a le résultat suivant :

Fait. — Changer la classe [c] en la classe A ([c]) revient, tant pour I’énu-
mération de 7~ (b) que pour celle des composantes irréductibles de A’,
a changer la numérotation ¢ de la fibre 7! (a) par Ao ¢.

3.4.3. Choix cohérent de générateurs de ’inertie. — Nous avons
vu une description combinatoire de la fibre de 7 en un point géométrique
de U" (au moyen des classes de Nielsen). Nous avons aussi vu comment
calculer la ramification au-dessus d’un diviseur irréductible S’ du bord
de U", en choisissant I'un quelconque des générateurs de I'inertie autour
de S7.

Le passage d’un de ces générateurs a un autre, qui est une conjugaison,
revient a réindexer la fibre par les éléments de SNi*(G) (cf. la remarque
3.4.8).

Cependant, si ’on a en vue de calculer la ramification dans le corps
des modules d’un revétement, et d’appliquer le théoréme 1.3.7 en un
point du bord ou passent plusieurs de ces composantes, il nous faudra
prendre un voisinage étale des points considérés, ol le revétement est lo-
calement kummérien généralisé. En particulier, les générateurs de I'iner-
tie le long des différentes composantes commutent. La proposition 3.4.9
montre comment construire des twists qui engendrent ’inertie le long des
composantes considérées, et qui commutent deux & deux. La définition
3.4.11 arréte un choix de tels générateurs pour la suite.

Le théoréme 1.3.5 impose de surcroit que ce choix soit cohérent. Nous
montrerons dans un second paragraphe que ces twists conviennent (et
qu’il est donc inutile de les conjuguer ou d’en prendre une puissance par
un élément de Z*).

3.4.83.1. Choiz de générateurs locaux de l'inertie. — 1l est facile, étant
donnée une situation combinatoire précise (arbre stable), de choisir des
twists sarments commutant deux & deux pour ces contraintes combina-
toires.

Proposition 3.4.9. — Pour tout point complexe du bord de U", on peut
choisir des générateurs de l'inertie des diviseurs irréductibles ST passant
par ce point qui commutent deux ¢ deux.

Démonstration. — On peut traduire le probléme de la maniére suivante :
pour tout arbre stable r-pointé T préalablement fixé, trouver pour tout
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I tel que T se contracte en 77, un choix de twist entourant / de sorte
que les twists ainsi choisis commutent deux & deux. Les twists sarments
vont permettre de tels choix.

On appelle aréte de i1-éme niveau toute aréte de 7' dont le sommet
terminal est éloigné de ¢ de la racine (ainsi, une aréte de premier niveau
est une aréte partant de la racine).

On définit deux relations binaires sur I’ensemble des arétes de T'; T <
Ty;sil C J,et Ty << Tjsiminl < minJ. La relation < est un ordre,
la relation << est un ordre pour l’ensemble des arétes de niveau donné.

On décrit maintenant une procédure de construction de twists com-
mutant deux a deux. De maniére informelle, elle consiste & construire les
twists dans un certain ordre, a partir de lacets passant sous les points a;
lorsque cela est possible, mais d’intersection nulle avec chaque lacet déja
construit.

Procédure : une fois construits les twists sarments pour les arétes de
niveau ¢, on construit les twists sarments pour les arétes de niveau 7 + 1
de la facon suivante :

Soit T'; de niveau ¢; l'’ensemble des arétes de niveau 7 + 1 qui sont
inférieures pour la relation < & T’y est ordonnable pour la relation << :

Ty, << ---<< Ty,
Si Dy g est le twist sarment déja associé a T}, on définit Dy, 17 17
en définissant I par récurrence sur [ :
~pourl=1,1"'=I,nJ"
— pour l e {2, .. .,m}, I = (Tlﬂ J”) U (Ul’<l (Il/ ﬂTl))

Pour tout twist Dy, 1,17 ainsi construit, on peut choisir un chemin ¢y,
de sorte que Dcll = Dy, 1,17, et que ¢y, soit d’intersection nulle avec c;
et avec cg,, pour tout I’ # I. De plus, il est clair que ¢, et ¢/ sont séparés
par cy,, dés lors que Ty, < T}, et que Ty, £ T7,.

Ceci entraine la commutation entre deux twists Dy et Dy gy
ainsi construits : en effet, considérons I’embranchement S des sommets
initiaux de 77 et de T7, et les arétes TY et T au-dessus de ces arétes et de
sommet initial S. Ces deux arétes sont bien sir distinctes (par définition
de Pembranchement). On a T; < 17, et Ty £ T} : Dy 1. m et Dy
commutent donc bien. O
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Remarque 3.4.10. — La procédure que nous avons décrite permet un
choix compatible de générateurs de l'inertie au voisinage d’un point du
bord de U". Il existe bien entendu beaucoup d’autres choix. Nous allons
d’ailleurs en décrire ici un autre, que ’on obtiendra par le biais d’une
étape préliminaire a cette procédure. Cet autre choix est motivé par le fait
que les twists que nous allons construire ne concerneront pas 1, et donc
que, étant donnés un représentant d’une classe de Nielsen quelconque g,
et un mot M en ces twists, le représentant de M.g que 'on obtient par
la formule 3.4.12 vérifiera g; = g;. Cette propriété facilitera grandement
la preuve du fait que si M est mot non vide en ces twists, il n’est pas
équivalent au mot trivial (cf. 'annexe).

Etape préliminaire (facultative). Soit 7' un arbre stable & racine
distinguée quelconque. Cette étape consiste a prouver que pour effectuer
un choix compatible de générateurs de 'inertie, on peut se ramener cano-
niquement a effectuer un tel choix pour un arbre (stable) dont la racine
est marquée par 1. Le procédé entraine incidemment que la racine de ce
nouvel arbre est stable.

On explique d’abord comment se ramener a un arbre dont méme la
racine est stable :

Si la racine n’est pas un sommet stable, c’est que 'on est dans ’'une
des deux situations suivantes : la racine n’est pas marquée et deux arétes
seulement en partent (on les nomme T}, et Tc;,), ou alors la racine est
marquée par au plus un point, et une seule aréte en part (on la nomme
T, ou T,_(;yy selon le cas).

Dans le premier cas, on change 7" en n’importe lequel des deux arbres
obtenus en contractant I'une des arétes partant de la racine. Dans le
deuxiéme, on change 7" en ’arbre obtenu en contractant 1’aréte partant
de la racine (et on est éventuellement revenu au premier cas). Soit 7"
I'arbre obtenu. Quel est le lien entre les 77} et les 77?7 Dans le premier
cas, on a fait disparaitre une indexation par I, ou “/y, mais on a gardé
I’autre indexation. Dans ’autre cas on a fait disparaitre 'indexation par
rour— {ip}.

Or dans le premier cas, on sait que S et S(*/0) ont les mémes généra-
teurs de l'inertie, et il suffit donc d’en préciser un seul (I'autre lui sera
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égal). Dans le second cas, on sait qu’il n’y a précisément pas d’inertie
autour de S” comme de ST~10}) 1’alément correspondant sera trivial.

On montre maintenant comment on peut se ramener a un arbre stable
marqué par 1 :

On vient de voir que 'on pouvait toujours supposer que 7' était un
arbre stable & racine distinguée et stable (quitte a changer 7' en T"). Le
fait de changer la racine en le sommet marqué par 1 nous donne encore
un arbre stable a racine distinguée, que ’on nomme 7”. En revanche, il
est tout a fait possible que les indexations des arétes différent (c’est le cas
dés que l'on a effectivement changé de racine). On est tout simplement
passé de 'indexation I a “I si 1 appartenait a /, et on n’a changé aucune
autre indexation. Comme S et D) ont les mémes générateurs, il est trés
simple de passer d’un choix cohérent de générateurs de l'inertie associé
a 'arbre 7" & un tel choix pour I'arbre 7.

Définition 3.4.11. — Soit T un arbre-graphe stable & racine distin-
guée. Soit T" larbre-graphe stable obtenu par I’étape préliminaire décrite
a la remarque précédente. Nous noterons DY le twist associé a T} dans
cette procédure, et BT le sous-groupe de Ty, engendré par ces twists.

3.4.3.2. Action d’un mot de BT. — Soit DIT = Dy, un twist défini
en 3.4.11. Nous avons donné en 3.3.3 'action a toute puissance d’un tel
twist.

Notons par «a;(i) et 5;(i) les éléments suivants :

—ar(i) =p;() =1siiel';

—ag(i) = (qﬂ_ﬁ) et Bi(i) =1siiel;

a Oé[(Z) = (qliﬁlﬂrﬂl) et ﬁ[(l) = <sz1£r1U—Iil) sitel”.

en sorte que pour tout ¢, et tout n € N :

(D?)n % _(ar (@)™ (Br(@)™ ¢

Examinons un peu la preuve de la proposition 3.3.3 : 'idée consistait
a calculer I’action de ce twist sur ¢; en déformant le lacet a7 (qui
a permis de définir le twist sarment DT = Dy p, [//]), de telle sorte que
le nouveau lacet soit d’intersection nulle avec b;. Dans le cas ou ¢ € I”,
on a changé la portion de aj; ;v la plus basse passant sous a;, en la
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faisant contourner ag. Puis on a fait de méme avec I'autre portion. Cette
stratégie s’étend aisément au cas de plusieurs twists D¥ :

Il existe un choix de chemins ¢! tels que :

~ Diegy = D1
~ les chemins ¢! ne se croisent pas.

Pour un tel choix, et pour ¢ fixé on définit un ordre sur les a;(7) et
Br(4) (I variant), en associant a chaque «;(7) (resp. G;(i)) la branche de
¥ la plus basse (resp. la plus haute) passant au-dessous ou au-dessus de
7, et en considérant I’altitude de ces branches.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 3.4.12. — L’action du mot

[1(h)"

sur q; est égale a la conjugaison par

[T

ot yr(m) décrit les ay(m) et 5;(m), et ou le produit s’effectue dans l’ordre
que ’on wvient de définar.

3.4.3.83. Cohérence du systéeme (DIT) des générateurs de l'inertie. — On
montre dans ce paragraphe que le choix des DT fournit un choix cohérent
de générateurs de l'inertie. Ceci est motivé par la situation suivante :

Soit G un groupe fini. On considére un espace de Hurwitz H’, asso-
cié a ce groupe G (et & d’autres invariants). Soit R un anneau hensélien
complet de corps des fractions K de caractéristique 0 et de corps rési-
duel £ de caracterlsthue positive q ne divisant pas [’ordre de G. Soit
s: Spec(R) — U une section sur U . Le revétement 7 : H — U est

modérément ramifié sur Spec (Z[ | Gl]) le long de diviseurs a croisements

normaux S’.

On souhaite appliquer dans le prochain chapitre les résultats du pre-
mier chapitre a cette situation, ¢’est-a-dire décrire I'inertie du revétement
restreint s*(7).

Pour pouvoir appliquer le théoréme 1.3.5, on doit s’étre donné un choix
cohérent (cf. la définition 1.2.3) de générateurs de l'inertie. Le but de ce
paragraphe est de montrer que les twists DY définis en 3.4.11 forment un
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tel choix cohérent. Remarquons que ce choix ne dépend en fait que du
type combinatoire du point du bord sur lequel on se place.

Nous allons d’abord prouver que ces générateurs forment un systéme
cohérent au voisinage d’'un point complexe du bord de U'. Cela résultera
d’une généralisation du lemme 3.4.1, décrivant un moyen d’obtenir un
voisinage “tubulaire” d’un tel point se trouvant a l'intersection de plu-
sieurs diviseurs S?. La proposition 1.2.4 permettra de conclure que ces
twists fournissent un choix cohérent au voisinage d’un point du bord de
U’ défini sur un corps de caractéristique positive.

Posons a = (1,...,r), et soit 7" un arbre-graphe stable & r points mar-
qués (et a racine distinguée) tel que ses arétes ty,, ..., 17, soient indexées
par des sous-ensembles pleins (i.e. constitués d’entiers consécutifs). On
se fixe une carte affine de P'(C) = S%. Pour toute aréte ¢; de T', on pose

1]

On fixe des rayons r; > 0 tels que les cercles C; := C (as,r;) soient
disjoints, et chaque cercle C; entoure les points a;, @ € I (un tel choix de
rayons existe toujours). Pour toute aréte ¢; de T, on note D; le disque
ouvert de centre a; et de rayon ;.

Dénotons par UT le sous-ensemble de U"(C) constitué des points u =
(uq,...,u,) tels que, pour tout ¢ appartenant a r, u; appartient au disque
Dy si et seulement si ¢ € 1.

Pour tout élément u de U7, on définit I'application holomorphe

ar =

pu: (D {0} - U’

7 = (Z[l, .. .,Z]m) — (QOE,Z (Z]l, .. "me))lgigr

par la formule suivante : pour tout i € r, soit I? D I} D --- D I les
paquets contenant ¢, rangés par ordre décroissant ; on pose

T
Pui (2) = agp + ((llil — a19> Zpo+ o+ (u, - al;i> 20201 - 2 g
K3 7

Remarque 3.4.13 (Interprétation géométrique de 7)

im0, . .
On fixe mm nombres complexes non nuls z;, = v7,e”" " du disque unité.

Soit pr; la similitude de centre ay;, d’angle 0, et de rapport vy,. Alors,
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pour tout ¢ € r, le nombre complexe 90571- (z) est I'affixe du point du plan
complexe, image du point d’affixe u; par la similitude

PIOPIL - Prl

Définition 8.4.14. — Pour tout arbre-graphe stable 7" (a r points
marqués et a racine distinguée), on note par SI le diviseur S7 (voir
la définition 3.1.18), privé de ses intersections avec les diviseurs S”, pour
tout J tel qu'aucune aréte de 7" ne soit indexée par J.

On est maintenant en mesure d’énoncer le

Lemme 8.4.15. — Pour tout u € UT, lapplication p’ se prolonge de
maniere unique en une application holomorphe

el - D™ T

Pour tout z € D™, le point $L(z) appartient o ST, on T' est le
contracté de T' en toutes ses arétes t; telles que z; ne soit pas nul.

En particulier, le point o1 (0) est un point de ST .

Plus précisément, ce dernier point est l’arbre stable (C,¢) de droites
projectives a racine distinguée, de type combinatoire T, tel que, pour
chaque composante C7, il existe un isomorphisme puy de cette composante
sur P (C), tel que

— st i marque ty, alors pr(¢;) = u; ;

— st T, est la projection de la composante meére de C; sur Cf, alors

Hr (sz) =00
— st xp est la projection d’une composante fille Cp sur Cy, alors

pr(xy) = ap

Enfin, tout chemin v = (711-)1gzgm dans UT induit un voisinage “tubu-
laire” d’un point de ST dans U .

Démonstration. — Pour simplifier la preuve, on peut supposer que les
zr ne tendant pas vers 0 sont égaux a 1. Il est alors facile de vérifier que
oI coincide avec ¢!, ott 7" est le contracté de T en toutes ses arétes t;
telles que z; = 1. On est donc ramené a prouver le résultat lorsque tous
les z; tendent vers 0.

On montre qu’un birapport A, tend vers 0 (lorsque les z; tendent vers
0) si et seulement si w sépare au moins une aréte de 7.
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Soit 7 et j deux éléments de r. Soit O'?k I’embranchement des deux som-
mets o, et o7,. Alors on a I’équivalence suivante (lorsque les z; tendent
vers 0) :

@E,z‘ <Z> - 901711,]’ <Z) ~ED - (all(c)-H,i o allg+1,j>

ou I}, , et If,, ; désignent le paquet de coalescence suivant I, conte-
nant respectivement ¢ et j.

Si le quadruplet w n’est séparé par aucune aréte de T', on peut supposer
qUE Ty s = Twyws> €6 QUE Ty 1y = Oy g (il suffit en effet de considérer
I’embranchement des quatre points o, 1 < i < 4). Le birapport tend
donc vers une constante non nulle.

Si au contraire le quadruplet w est séparé par au moins une aréte t;,
le birapport est équivalent & un multiple de z; (par une constante non
nulle, et éventuellement par d’autres variables z;/). En effet, le sommet
final de £; n’est 'embranchement que d’une seule paire de sommets o;,
1 <7 < 4. En tout état de cause, ce birapport tend vers 0.

Si on considére un quadruplet distinguant une aréte t; (cf. la définition
3.1.15), le birapport est équivalent & un multiple de z; (par une constante
non nulle). Des calculs identiques a ceux effectués dans la preuve du

lemme 3.4.1 permettent la description du point du bord obtenu annoncée.
O

Dans un voisinage tubulaire défini a I'aide de ce lemme, on définit,
pour toute aréte t; de T, le lacet

cr,  [0;1] = U”
00— pf (1,...,1,e*™ 1,...,1)

C’est un générateur de I'inertie autour de S%i. Ce lacet représente une
tresse qui se reléve en le twist rectangle D 1;- Le résultat suivant permettra
de conclure que ces twists forment un choix cohérent :

Lemme 3.4.16. — Soit A un revétement kummeérien

A . Spec ((C[Vl,...,Vm]/ (V7 —U;) — Spec(ClUy, ..., Uy))

i 1§j§m>

Alors les lacets c; : 0 — e*™U; définissent un choiz cohérent de
générateurs de linertie dans le revétement A.
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Le lemme 3.4.15, ajouté a ce dernier lemme, et au fait que le birapport
Ar est égal & z; (& un facteur non nul prés, voir la preuve du lemme
3.4.15), prouve que les twists rectangles D;, forment un choix cohérent
au voisinage d’un point de S7.

Pour un autre point du bord de U, associé & un arbre de coalescence
quelconque, nous avons défini un choix de twists sarments commutant
deux a deux. Il existe un choix de lacets définissant ces twists, ne se ren-
contrant pas. On se raméne alors au cas précédemment traité, en conju-
guant la sphére de Riemann par un homéomorphisme (laissant I’ensemble
A=A{a,...,a.} globalement invariant) envoyant chacun de ces lacets sur
un cercle du type C;.

On a donc obtenu le résultat suivant :

Proposition 3.4.17. — Pour tout arbre-graphe T, les twists DT for-
ment un systeme local cohérent de générateurs de l'inertie autour de tout
point compleze du bord de U .

Comme nous I'avons dit plus haut, la proposition 1.2.4 prouve que la
proposition 3.4.17 reste valable pour un point de U défini sur un corps
de caractéristique positive.



CHAPITRE 4

RAMIFICATION DANS LE CORPS DES
MODULES

Fixons deux entiers d et r, un groupe fini G — Sy, et un r-uplet de
classes de conjugaison C = (C4, ..., C,) d’éléments de G. Considérons la
catégorie C des (G-)revétements de la droite projective, de degré d, de
monodromie G < Sy, & r points de branchement (ordonnés), et d’inertie
C == (Cl,...,Cr).

On se donne un corps de nombres K sur lequel chaque classe C; est
rationnelle, ainsi que r points distincts ay, ..., a, de Pk.

Notons par [fi],...,[fi] les différentes classes d’isomorphie de revéte-
ments de C ramifiés en aq,...,a,. Soit M; le corps des modules de f;
relativement & K.

Ce chapitre est consacré a une application des résultats précédemment
obtenus a ’étude de la ramification dans les extensions M; /K d’une place
v ne divisant pas l'ordre de G. Le cas ou les points de branchement
ai,...,a, ne coalescent pas en v est bien connu : c’est le résultat de
Beckmann affirmant qu’une telle place ne se ramifie pas dans M;/K (et
ce pour tout i € [).

On commence ce chapitre par une démonstration de ce fait (théoréme
4.1.3), s’appuyant sur la géométrie et 'arithmétique de I’espace de Hur-
witz et du revétement 7 : H — U,.

Nous allons considérer ensuite le cas ou les points de branchement
coalescent en v, et nous aurons besoin du revétement 7 : H — U (et
non plus seulement du revétement 7). L’idée consistera a considérer la
restriction du revétement modéré 7, en suivant ce qui a été fait en 1.3, et
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en utilisant la paramétrisation locale du paragraphe 3.1.23. Le résultat
principal est le théoréme 4.1.5.

Le deuxiéme paragraphe de ce chapitre sera consacré a une étude de
I’exemple des groupes diédraux.

4.1. Ramification dans le corps des modules

4.1.1. Bonnes places du corps des modules. — On rappelle d’a-
bord ici les définitions d’une bonne et d’'une mauvaise place. La preuve
ne nécessite pas que les points de branchement soient ordonnés.

Soit f : X — P! un (G-)revétement de la droite projective de points
de branchement a;, ..., a,. On suppose que f est défini sur Q. Soit K le
corps de rationalité du diviseur de branchement (a;) + -+ + (a,); on a
K C Q. Soit M le corps des modules de f relativement 4 Q/K.

Définition 4.1.1. — Une bonne place est une place v de K vérifiant les
deux conditions :
— v 1 |G| (ou G est le groupe de monodromie du (G-)revétement),
— le diviseur (a;) +- - -+ (a,) s’étend en un diviseur lisse sur Spec(O,)
(ou O, est 'anneau de valuation discréte du complété en v de K).

Dans le cas contraire, c’est-a-dire lorsque v divise |G| ou que les points
branchements coalescent modulo v, la place v est dite mauvaise.

Remarque 4.1.2. — Il n’y a qu'un nombre fini de mauvaises places.
Montrons le résultat de Beckmann :

Théoréme 4.1.3. — Le corps des modules M ne peut étre ramifié qu’en
de mauvaises places.

Démonstration. — La preuve que nous donnons est inspirée de [CL]. Au
(G-)revétement f sont associés les invariants classiques : degré, lieu de
branchement, groupe de monodromie, et invariant d’inertie. On note H
I’espace de Hurwitz pour ces invariants.

Notons Sy l’ensemble (fini) des mauvaises places de K. On note O
(resp. Oyr) 'anneau des entiers de K (resp. M) sur Z. Le localisé de cet
anneau se note Ox[S:'].
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L’ensemble des points de branchement définit un K-point a de U, ; il
s'étend en une section a de U, définie sur Ox[S:']. Le point h de H
associé a f est rationnel sur M :

h
Spec(M) — H

Soit v une bonne place de K, et w une place de M au-dessus de v. On
note O, (resp. Oyy,) le localisé et complété de Ok [Sy'] (resp. Oy) en
v (resp. en w). Les corps des fractions sont notés respectivement K, et
M,,. On note a, la restriction de @ modulo v, et h,, le point M,,-rationnel
de H déduit de h.

Le revétement H — U, étant étale, le morphisme
Spec (Ok,) xy, H — Spec (Ox,)

induit par le morphisme Spec (Ok,) — U, provenant de a est aussi étale.
Il est fini, car propre. L’anneau Ok, est hensélien : Spec (O,) Xy, H est
donc isomorphe & un schéma Spec(A), ou A = [[,.; A; est un produit
(fini) de Ok, -algébres finies A;.

el

Comme le morphisme H — U, est propre, le diagramme

Spec (M,) — H

! !
Spec (Og,) — U,

produit un diagramme commutatif

Spec (Oy,,) — H

l l

Spec (Og,) — U,

Ce dernier diagramme induit un morphisme
Spec (Oyp,,) — Spec (Ok,) Xy, H ~ Spec(A)

de variétés affines au-dessus de Spec (Ok,). Il lui correspond un mor-
phisme de Oy, -algébres finies

14~ ou
iel
Ce morphisme est nécessairement nul sur toutes les composantes A;
sauf une, que 'on note A;,. Le morphisme restreint & A;, réalise un
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morphisme injectif pq : A;; — Oy, Comme le corps des fractions de A,
est le corps résiduel de h,, , a savoir M,,, o est un isomorphisme.

Le morphisme Spec (Oyy,,) — Spec (Ok,) Xy, H est donc une immer-
sion ouverte ; la composition

Spec (O, ) — Spec (O, ) xv, H — Spec (Ok,)

est donc étale. On en conclut qu’il n’y a pas de ramification en la bonne
place v dans l'extension M/K. O

Remarque 4.1.4. — Il convient de remarquer que cette preuve du théo-
réme de Beckmann, si elle différe dans son approche de la preuve originale,
utilise des résultats puissants concernant les espaces de Hurwitz, lesquels
sont eux-mémes prouvés par des méthodes proches, dans I’esprit, de celles
de S. Beckmann. Il faut donc voir cette preuve comme une illustration
de la richesse arithmétique des espaces de Hurwitz.

4.1.2. Mauvaises places ne divisant pas ’ordre de G. — On
suppose dans ce paragraphe que les points de branchement coalescent en
v : I'arbre de coalescence T, des points de branchement en v n’est pas
réduit a la racine. Rappelons que cet arbre est muni d’une valuation 6,
dépendant des ordres de coalescence des points de branchement (cf. la
définition 3.1.22).

Soit H' I'espace de Hurwitz associé a la catégorie C, et 7 le revétement
naturel H' — U", et SNi*(C) 'ensemble des classes de Nielsen associé.
Posons a := (ay, ..., a,). La fibre 77(a) est en bijection avec I’ensemble
{[f1],---,[f1]}- De plus, le corps de rationalité de chacun de ces points
est le corps des modules correspondant.

Soit Ok I'anneau des entiers de K, et Ok, le localisé de Ok en v; on
note par m, une uniformisante de cet anneau. Le point a de U" s’étend
en une section

s: Spec(Ok,) = U
dont I'image de la fibre spéciale appartient au bord de U'.

Le normalisé du morphisme tiré par cette section

s*(m) : Spec (Ok,) Xy H — Spec(Ok,)



4.1. RAMIFICATION DANS LE CORPS DES MODULES 105

est la restriction de 7 a s. La fibre 771 (a) est le spectre de la K-algébre
finie [],., M;. La fibre générique de s*(7), qui est la fibre tirée de 77! (a)
par le morphisme Spec (K,) — Spec (K), est le spectre de la K-algébre
étale [Tic; [T, 10 Misw, ;> O les w; ; parcourent les places de M; divisant
v, et M;,, , désignant le complété de M; en la place w; ;.

Par ailleurs, on sait d’aprés le théoréme d’ Abhyankar que ce revétement
est 'union disjointe de plusieurs revétements kummeériens généralisés.
On a donné en 1.3 (théoréme 1.3.7) un générateur local de U'inertie d’un
revétement modérément ramifié restreint & une section, en fonction de
certains générateurs de l'inertie des différents diviseurs passant par ce
point. Ici, les générateurs de I'inertie que nous avons choisis sont les D7
On sait que les ordres d’intersection sont donnés par la valution 6 des
arétes du type combinatoire du point considéré (cette valuation est définie
en 3.1.22). Nous avons prouvé en 3.4.3.3 que ce choix de générateurs est
cohérent (cf. la définition 1.2.3); si on appelle w-orbite les orbites de
SNi*(C) sous l'action du mot

o= T

I

alors ’ensemble des places au-dessus de v est en bijection avec les
w-orbites de SNi*(C), les indices de ramification étant donnés par les
cardinaux de ces w-orbites.

Ceci nous améne au résultat suivant :

Théoréme 4.1.5 (principal). — L’ensemble des places au-dessus de v
dans les différents corps des modules M; est en bijection avec [’ensemble
des w-orbites de SNi*(C). De plus, l'indice de ramification d’une telle
place est égal au cardinal de la w-orbite lui correspondant.

Notez que la formule 3.4.12 donne une description combinatoire précise
des w-orbites. Le théoréme 4.1.5 est donc effectif.

Ce théoréme donne une condition nécessaire et suffisante pour que v
ne se ramifie dans aucun des corps des modules M, :

Corollaire 4.1.6. — La place v ne se ramifie dans aucun des corps des
modules M; si et seulement si ’action du mot

T (o)™

1
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sur SNi*(C) est triviale.

Le cas particulier suivant donne une condition suffisante évidente pour
que la place v ne se ramifie dans aucun des M;. On verra au paragraphe
suivant, consacré a ’exemple des groupes diédraux, que cette condition
peut aussi étre nécessaire.

Corollaire 4.1.7. — Pour tout I, soit n; le plus petit commun mul-
tiple des indices de ramification des composantes de A; au-dessus de S”
(c’est aussi l’ordre de l’action de DT sur I’ensemble des classes de Niel-
sen). L’arbre de coalescence T, des points ai,...,a, en v est valué par 0
(définition 3.1.22).

Si, pour tout aréte t; de l'arbre T, le nombre ny divise 6(t;), alors la
place v n’est ramifiée dans aucune extension M;/K (i € 1).

Remarquons que si un des revétements kummeériens généralisés décri-
vant localement 7 en a est en fait kummeérien de groupe ®; (Z/e;Z),
cette condition est en fait nécessaire.

En effet, pour un revétement kummérien (non généralisé), I'indice de
ramification de chaque composante irréductible du revétement restreint
est égal & F, ol

n
& =ppem; ((nl jn,))

(I parcourant les paquets de coalescence des points de branchement).

Pour étudier localement le revétement 7 en a,, et le séparer en plu-
sieurs revétements kummeériens généralisés, on est amené a considérer
les BT-orbites de SNi*(C). Le groupe de monodromie de chacun de ces
revétements est isomorphe a un quotient du groupe @®; (Z/e;Z). Ce quo-
tient dépend des relations entre les actions des différents twists DT sur
SNi*(C). 1l se peut qu'une de ces relations provienne déja d’une rela-
tion entre ces twists : on sait par exemple que si le cardinal de I est
égal & r ou r — 1, le générateur DY est trivial, ou encore que si des
paquets complémentaires {a;};e; et {a;},cs coalescent séparément en v,
alors DT = DT. La proposition suivante assure que toute autre relation
se déduit de ces exemples (la preuve de cette proposition est reportée en
annexe (en B.0.1), car elle s’appuie sur I’exemple non encore traité des
groupes diédraux) :
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Proposition. — Le groupe BT défini en 3.4.11, admet la présentation
suivante :

— générateurs : les DT

— relations :

- Dy -Dj =Dj-Di,
et si il y a lieu
- DT =¢ si I est de cardinal r — 1 ou r
- DF = DT si I et J sont complémentaires dans r

Le cas ou I'un des twists est trivial ne change rien aux indices de
ramification. Le cas ot deux paquets complémentaires indexés par I; et
I5 coalescent conduit & considérer les groupes de monodromie comme

des quotients du groupe @y, (Z/n;Z), et les orbites de SNi*(C) sous

I’action sur mot Di(t“)w(hQ)DgtI?’) e Digt”“) de I'y .

4.2. L’exemple des groupes diédraux

Les groupes diédraux sont les groupes finis engendrés par deux involu-
tions. Cette qualité en fait des groupes réalisables réguliérement sur R(7")
avec des points de branchement réels (voir article [DF90| de P. Débes
et de M. Fried). Il est donc sensé de chercher a les réaliser réguliérement
sur Q(7T") avec des points de branchement rationnels. Cette recherche est
motivée par les commentaires suivants.

P. Débes et M. Fried ont montré que la réalisation réguliére de D,
sur Q(T"), ou p est un nombre premier supérieur a 7, nécessite au moins
six points de branchement. La preuve utilise notamment un théoréme de
Mazur (théoréme 3 de [Ser77|, ou [MS76]). Le résultat et le caractére
profond de la preuve contrastent avec le fait que tout groupe symétrique
(cf. le paragraphe 7.4.1 de [Ser92|), mais aussi le Monstre par exemple
(cf. 7.4.7, [Ser92|), peuvent étre réalisés réguliérement sur Q(7") avec
seulement trois points de branchement. Cela a amené les auteurs a for-
muler la conjecture suivante :

Conjecture 4.2.1. — on ne peut réaliser régulierement sur Q(T) qu’un
nombre fini de groupes diédrauz si l’on fixe une borne au nombre de points
de branchement.

Sil’on se donne un groupe diédral D, (p premier impair) réalisé régulié-
rement sur Q(7) avec r points de branchement, et que ’on note par
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C1, ..., C, les invariants canoniques de 'inertie en ces points, on sait que
le r-uplet (C4,...,C,) est rationnel. De deux choses 1'une : ou bien ce
r-uplet est rationnel car chacune des classes C; 'est, et alors les points de
branchement sont rationnels et leur invariant canonique de 'inertie est la
classe des involutions, ou bien ce r-uplet n’est rationnel que globalement,
et alors I'un des invariants d’inertie est une classe d’une rotation. Dans
ce dernier cas, ’orbite de cette classe de rotation par action du caractére
cyclotomique est de cardinal ’%1. La rationalité du r-uplet impose donc
r > ’%1.

Le cas véritablement pertinent concernant cette conjecture est donc,
comme 'ont noté P. Débes et M. Fried, le cas ou :

D, est réalisé régulicrement sur Q(T) avec r points de branchement
rationnels, et chaque invariant canonique de l’inertie est la classe des
inwvolutions

Nous noterons par C le r-uplet constitué de la répétition r fois de la
classe C' des involutions (i.e. des symétries).

Les résultats du chapitre précédent permettent de donner la ramifica-
tion dans le corps des modules au-dessus de tout premier différent de 2
et p . Avant d’effectuer ces calculs de ramification, nous allons étudier
plus en détail ’espace de Hurwitz H'(C) associé a la catégorie des revé-
tements de la droite projective a r points de branchement, de groupe de
monodromie D,, et d’invariant canonique de I'inertie C. Remarquez que
r est nécessairement pair.

4.2.1. Résultats préliminaires sur les groupes diédraux. — Ici,
p désignera toujours un nombre premier impair, et r est un nombre pair
> 4.

Nous noterons p (resp. o) une rotation (resp. une symeétrie) fixée de
D,, en sorte que D, admet la présentation suivante :

D, =< p,o|pf =0®>=e;opo=p ' >
Les éléments de D, sont donc, outre I’élément neutre e :
— les symétries o, po, ..., pP o
— les rotations p, p?, ..., pP !
Les formules de conjugaisons, utiles pour la suite, sont les suivantes :

(po) (pio_) _ p2jfi0_
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(») (pia) _ pi+2j0_
(pio) (pz) _ p—i

#) () = o
Fait. — H'(C) est une composante irréductible de H'(D,) définie sur
Q.

Démonstration. — Nous allons montrer que le mapping class group I'y,
agit transitivement sur SNi(C).
Soit (p%10), <, €t (pﬁio) |<i<, deux représentants de deux éléments de

SNi(C). On choisit
Bi=Brs=p toic{l,....r/2}

et on va prouver par récurrence que cet élément appartient a I’orbite de
(p%0),<ic, sous Lo,

On formule ’hypothése de récurrence suivante, pour tout élément k de

{0,...,7}:

(Hypy) 11 existe des entiers 41, ...,7, tels que

(,0510, PR P ,pwcr)

appartienne & I'orbite de (p*0o),,., sous I'g,.

La condition (Hypo) est vide.
Supposons que l'on ait (Hypy), pour un certain k € {0,...,r — 1}, et
montrons (Hypgi1)-

Cas 1 :il existe ¢ > k-+1 tel que ;1 et y; ne soient pas congrus modulo
p. Soit m un entier tel que Vi1 + 2m (Yks1 — Vi) = Frs1 mod p. On
prouve (Hypy41) par action répétée m fois du twist Digi1,i1,0,{k+2,....i-1}]
sur (pﬁla, P, PR ,/ﬂ’"a) (cf. les formules de la proposition
7.6 et le formulaire précédant cette démonstration).

Cas 2 :si k+ 1 = r, il n’y a rien a prouver car g, est entiérement
déterminé par g1, ..., g1
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Cas 3: 941 =---=7 modp (et k+ 1 < r). On a obligatoirement
k> 2.
L’action de

Dig2 k1,642,043, kN D1 k+1,5421,0,{2,....k}]

sur (p*o,...,p%0, p¥+io, ..., p7o) apour unique effet de changer 1'élé-
ment p”*+1o en position k + 1 et k + 2 en ’élément p*+1+2g.
Cas 3.1 : si k+ 2 < r, on est donc ramené au cas 1.
Cas 3.2 : si k+ 2 = r, 'action éventuellement itérée de cet élément
permet d’obtenir le résultat.
U

Décrivons maintenant la ramification dans le revétement 7 :

Proposition 4.2.2. — Le revétement générique T, : F:, (C) — U; est
un revétement modérément ramifié le long de diviseurs a croisements
normauz, de degré % (p'=2 — 1). Pour tout sous-ensemble I de r, de car-
dinal k compris entre 2 et r — 2, tout point b de S{, la fibre T, (b) est
constituée de :

% (pr=3 —1) (resp. % (pr_k_l +phl — 2)) points sur une composante
irréductible de A non ramifiée au-dessus de S', et de 1 (p"* —p'*)
(resp. de i (p"’2 —prhl Rl 1)) points sur une composante 1TTé-
ductible de A d’indice de ramification p (resp. 2) si k est pair (resp.
impair).

En particulier, tout générateur de linertie D; le long de ST est d’ordre
p si k est pair, et d’ordre 2 si k est impair (et est trivial si I est de
cardinal r our —1).

Démonstration. — Le degré de 7, est le cardinal de SNi*(C). Le nombre
de r-uplets (¢1,...,9,) engendrant D,, et tels que g;...¢, = 1l et g1 =
o est égal a p2 — 1 (en effet, la seule contrainte sur le (r — 2)-uplet
(92, -, 9r—1) est qu’il soit différent de (o,...,0), et g, est déterminé par
la condition g ... g, = 1). Comme un élément de SNi*(C) a exactement
deux représentants commencant par o (d’ailleurs conjugués entre eux par
cet élément), le degré de 7, est bien £ (p" % — 1).

__Pour calculer la ramification au-dessus d’un diviseur irréductible ST de
U', on se raméne comme précédemment a calculer I'action du twist Dy,
sur ’ensemble SNi*(C). On sait que la fibre géométrique d’un point de
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Sg (i.e. qui appartient & S” et a ce diviseur seul) est en bijection avec les
Dy-orbites de SNi*(C), et que l'indice de ramification de la composante
irréductible contenant un point donné de la fibre est le cardinal de la
Dy-orbite lui correspondant.

Si k est pair (resp. impair), une Dy-orbite est triviale ou de cardinal
p (resp. triviale ou de cardinal 2). Cela dépend en effet de 1'ordre de la
conjugaison d’une symétrie par une rotation (si & est pair), ou par une
autre symétrie (si k est impair). Il nous suffit donc de calculer le cardinal
(2 des éléments de SNi*(C) invariants sous I'action de Dj.

Soit g une classe de Nielsen représentée par (gi,...,gr), et telle que
Deg=g
Nous allons compter le nombre de telles classes de Nielsen, en effectuant
une partition en quatre sous-ensembles €; (i € {1,...,4}) -correspondant

aux quatre cas traités ci-dessous-, de I’ensemble €2 de ces classes de Niel-
sen fixées par Dj.

Cas 1:les cardinaux de {¢1, ..., gx} €t {gx+1, - . -, g-} sont supérieurs ou
égaux a 2. Comme ((99%gy), ..., (99%gr), Gkt1, - - -, gr) €St UN représen-
tant de g et que [{gx+41,...,9-}| > 2, on doit avoir, pour tout i € k :

(9% g:) = gi

Or le cardinal de {gy, ..., gx} est supérieur (ou égal) a 2, ce qui impose
que g1 ...gx = 1.

Si k est impair, ceci est impossible (un produit d’un nombre impair
de symétries n’est pas I'identité), et 7 = 0. Si k est pair, et que I'on
impose que g; soit égal & o, il y a p*~2 — 1 choix pour les k premiéres
coordonnées, et p" %=1 — p choix pour les r — k derniéres (on s’interdit
en effet les p cas ou ces derniéres coordonnées sont égales). Ces choix
étant indépendants (et en tenant compte du fait que g a exactement
deux représentants commencant par o), on a -

1, .
91=§p(pk2—1)(p k2_1)
Cas 2 : les ensembles {g1,...,9r} et {gxs1,..., 9} sont réduits a un

singleton.
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Si k est impair, on a {2y = 0, car les produits g; ... gr et gx11 ... g, sont
inverses, et égaux respectivement a g; et g,, ce qui contredit le fait que
D,, est engendré par les g;.

Si k est pair, on peut toujours imposer que les k premiéres coordonnées
de g soient égales a o, et

p—1

Q=

Cas3:{g1,..., gk} comporte au moins deux éléments , et {gx11, ..., gr}
est réduit a un singleton.

On peut toujours imposer que les » — k derniéres coordonnées de g
soient égales & o. B

Si k est impair, on doit choisir les k premiéres coordonnées de telles
sorte que g1 ...gr = o. Il est facile de voir que les £ — 1 premiéres coor-
données ont pour unique condition de ne pas étre toutes égales a o :

L, g
Q3 = 2 (pk t— 1)
Si k est pair, la condition que doivent vérifier les £k — 1 premiéres

coordonnées est de ne pas étre toutes égales :

1,
Q3 = 2 (pk L p)
Cas4:{g1,...,gx} est réduit a un singleton, et {gx11, - . ., g- } comporte
au moins deux éléments.

C’est le cas dual du troisiéme : si k est impair, on a

(pr—k—l . 1)

et si k est pair,

Ces dénombrements nous donnent le cardinal de €2 :
Si k est impair,
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Si k est pair, on remarque, en développant
(=) +) ("2 -1 +1)

que

_1 r—3

On trouve enfin le nombre 2’ de points de la fibre appartenant & une
composante ramifiée d’indice 2 (resp. p) si k est impair (resp. pair), en
remarquant que €2 + 2Q = d si k est pair (resp. Q + pQ) = d si k est
impair).

]

4.2.2. Fibres rationnelles de 7 au-dessus d’un point rationnel de
U". — Soit ¢ un nombre premier différent de 2 et de p. on s’intéresse
ici & la ramification de ¢ dans les différents corps des modules.

Fait. — Soit M := (D})™ ... (DITL)m un mot de B” ayant une action
triviale sur SNi*(C). Alors chaque monome (D?J) " a une action triviale
sur SNi*(C), i.e. n; est un multiple de p (resp. est pair) si le cardinal de
I; est pair (resp. impair).

Démonstration. — Supposons qu’un des mondmes constituant M n’ait
pas une action triviale. On peut supposer qu’aucun des mondémes n’a une
action triviale (quitte & supprimer ceux qui ont une action triviale dans

M).

Pour prouver que ceci est absurde, on peut copier la preuve de la
proposition B.0.3 de I’annexe, en prenant g;, = po (et non p, qui est

n9
interdit dans SNi*(C)). On a alors g = ((pe(’) 1gi0> si IV est de cardinal

E’VLO
impair, et g; = <(") ' gio) si IV est de cardinal pair (e valant 1 ou —1). Le

monome D}, a donc une action triviale sur SNi*(C), ce qui est absurde.
1
O

Soit a un point Q-rationnel de U”, et ¢ un nombre premier. Soit H’
un espace de Hurwitz au-dessus de U”. On dit que le nombre premier
q ne se ramifie pas dans la fibre au-dessus de a si ¢ ne se ramifie dans
aucune extension M /Q, ou M parcourt les corps de rationalité (qui sont
des corps des modules) des points de H' au-dessus de a.
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Le fait précédent donne une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un nombre premier ne se ramifie pas dans la fibre au-dessus d’un point
de branchement & coordonnées rationnelles. La valuation 6 a laquelle on
fait référence dans cette proposition provient de la définition 3.1.22.

Proposition 4.2.3. — Soit a = (ay,...,a,) un point Q-rationnel de
U", et ¢ un nombre premier différent de 2 et de p. Il existe au moins
une extension M;/Q dans laquelle au moins une place au-dessus de q est
non ramifiée. De plus, le nombre q ne se ramifie dans aucune extension
M;/Q si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

Pour deux arétes t; et t; indexées par des paquets complémentaires, le
nombre O(t;)+0(t ;) est pair si I est de cardinal impair, et est un multiple
de p si I est de cardinal pair.

Pour toute autre aréte t; de larbre de coalescence de {aq,...,a.} en
q, on a :

- 0(t;) est pair si I est de cardinal impair;

~ 0(t;) est un multiple de p si I est de cardinal pair.

Démonstration. — Interprétons les deux énoncés de cette proposition
en termes de w-orbites : le premier affirme qu’il existe au moins une
w-orbite de cardinal 1, le deuxiéme que si toutes les w-orbites sont de
cardinal 1, alors pour tout /, e; divise m; (la réciproque étant évidente).
Ce deuxiéme énoncé n’est donc qu’une nouvelle formulation du fait précé-
dent.

Quitte a faire agir une tresse (non pure) sur U”, on peut supposer que
a1 ne coalesce pas avec d’autre point de branchement en ¢, et qu’on est
en outre dans 'une des situations suivantes : a, ne coalesce pas avec
d’autre point de branchement en ¢, ou chacune des arétes t; telles que
r € I est indéxée par un sous-ensemble plein (i.e. I est constitué d’entiers
consécutifs), et le plus grand de ces ensembles est de cardinal impair.

La preuve de la premiére assertion est alors évidente : il suffit par
exemple de prendre g; = o, pour tout ¢ différent de 1 tel que a; ne
coalesce pas avec a,., puis g; = po pour tout ¢ tel que a; coalesce avec a,
(y compris a,), et choisir g; pour que le produit g ... g, soit égal a 1.

O

Exemple. — Supposons que r = 4. Soit p un nombre premier impair
quelconque. Soit a = (0, 1,2, 00) : aucun nombre premier ¢ différent de 2
et p ne se ramifie dans la fibre au-dessus de a.
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Pour r > 6, il semble difficile de trouver un point de U" & coordonnées
rationnelles tel que les seuls premiers qui se ramifient (éventuellement)
dans les corps des modules correspondants soient 2 et p.

Pour r = 6, et p = 3, le point (0, 1,2, 3,4, c0) convient par exemple.

Si ’'on connait deux nombres carrés a® et b® premiers entre eux tels
que leur somme et leur différence soit une puissance p-éme, on a un tel
point pour r =6 :

(0, a?, —a® bv*, b, oo)

En effet, soit ¢ un nombre premier différent de 2 : si ¢ divise a, le seul
arbre possible est celui oul la racine est marquée par ay, as, ag, €t 'unique
autre sommet par ap, as, az. Or I'ordre commun de coalescence en ¢ de
ces trois nombres est 2v,(a), qui est donc pair. De méme pour un nombre
premier divisant b. Si par exemple a? et b? sont congrus modulo ¢, I’arbre
de coalesence est constitué de trois sommets, la racine marquée par ag
et ai, et les deux autres sommets sont respectivement marqués par a; et
as, et par as et as. Or p divise vy(a1 — asg) = v,(az — a5). La situation est
analogue lorsque a? et —b? sont congrus modulo g.






CHAPITRE 5

GERBE DE HURWITZ ET BONNES
PLACES

On se place dans le contexte du paragraphe 4.1.1 sur le théoréme de
Beckmann (v est une bonne place). Aprés avoir introduit les gerbes de
Hurwitz et les gerbe et variété des modéles associées a un (G-)revétement
donné, on montre l'existence d’un bon modéle sur K" (extension maxi-
male non ramifiée de K,). On montre ensuite que tout bon modéle sur
K" est stable au sens de Dew. On applique enfin ces résultats pour
prouver, sous certaines hypothéses, ’existence d’un bon modéle sur M,,.

Les théorémes démontrés dans ce chapitre se distinguent des précé-
dents en ce qu’ils utilisent les gerbes au-dessus des espaces de Hurwitz
(notamment les gerbe et variété des modéles), et non plus seulement ces
derniers (i.e. des espaces des modules grossiers).

5.1. Gerbe de Hurwitz, gerbe des modéles

Pour les définitions rigoureuses des notions de champs (algébriques) et
de gerbes, on renvoie aux articles [Dou01| et [Ems01|, ainsi qu’au livre
[LMBO0].

5.1.1. Champs et Gerbes de Hurwitz. — Nous avons défini les
espaces de Hurwitz comme des espaces de modules grossiers pour des
catégories fibrées au-dessus de la catégorie des schémas. La lettre H dé-
signera ici I’'une quelconque de ces catégories. On se donne un schéma
de base S dont les degrés résiduels ne divisent pas I'ordre du groupe G.
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La catégorie 'H peut étre vue comme un S-champ, c¢’est-a-dire une S-
catégorie fibrée en groupoides dans laquelle les morphismes se recollent
et ou toute donnée de descente est effective.

Le champ H vérifie deux conditions supplémentaires qui en font un
champ algébrique. Une de ces conditions est que H admet une présenta-
tion, c’est-a-dire qu’il existe un S-schéma Z et un l-morphisme de S-
champs Z — H surjectif et lisse (cf. [Dou01]). L’intérét d’une telle
présentation est qu’elle permet de ramener ’étude de certains problémes
sur le champ H a des problémes sur le schéma Z.

Si on restreint le champ H a une composante géométriquement irrédu-
ctible H de I’espace des modules grossier, le S-champ H vérifie les deux
conditions suivantes, qui en font une S-gerbe au-dessus de H : deux
objets d’'une méme fibre sont localement isomorphes, et toute fibre est
localement non vide (pour la topologie étale) (cf. [DDEOO]). L’intérét
de cette gerbe est qu’elle mesure I'obstruction a I'existence d’une famille
de Hurwitz F d’espace de paramétre H, i.e. un morphisme fini et plat
F — H xy P! ol F est une variété quasi-projective, et pour chaque
point h = [f] de H, la fibre F;, — P! est un représentant de la classe
d’isomorphisme [f].

5.1.2. Gerbe et variété des modéles du (G-)revétement f. — La
variété des modéles d’un (G-)revétement a été définie dans [DDMBOO].
L’application & cette variété des modéles de théorémes profonds d’ap-

proximation p-adique permet par exemple d’obtenir le théoréme suivant
(cf. [ DDMBO00|) :

Théoréme 5.1.1. — Soit f : Y — P! un (G-)revétement défini sur Q
de corps des modules Q, et p un bon premier. Alors le (G-)revétement
a un modeéle sur Q® (I’extension algébrique mazximale de Q décomposant

p)-

Nous nous contenterons ici de retrouver de fagon élémentaire (lemme de
Hensel), par 'utilisation de la variété des modéeles, des résultats démon-
trés par ailleurs (théorémes 5.2.1, 5.2.3).

Au (G-)revétement f : X — P! correspond un point A sur une com-
posante irréductible H de l'espace de Hurwitz adéquat, dont le corps
de rationalité n’est autre que le corps des modules M. Au-dessus de cet
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espace H se trouve la gerbe de Hurwitz H associée. En effectuant le pro-
duit fibré de h : Spec(M) — H et H — H au-dessus de H, on obtient
une nouvelle gerbe G, dont 'espace des modules grossier est Spec(M).
Cette gerbe G, est la gerbe des modéles du (G-)revétement f. Les objets
Spec(L) — Gy, de la gerbe G, définis sur une extension L de M sont les
modéles de f sur L.

La gerbe G, s’étend en une gerbe sur Spec (Oy[S™!]) (ou S désigne
’ensemble des mauvaises places de f), que nous noterons Gj,, et que nous
appelerons encore gerbe des modéles. Nous avons vu en effet que pour
toute bonne place w de M, le morphisme h : Spec (M) — H s’étend en
un morphisme Spec (Oy;, ) — H (preuve du théoréme 4.1.3). On obtient
donc un morphisme

Spec (Om[S7']) — H

La gerbe G;, est le pullback de la gerbe H — H par ce morphisme; sa
fibre générique est bien la gerbe G, considérée précédemment (au-dessus
de Spec (M)).

Comme la gerbe de Hurwitz, la gerbe des modéles du (G-)revétement
f mesure une obstruction : plus précisément, cette gerbe est neutre (i.e.
admet une section) si et seulement si f posséde un M-modéle.

La gerbe G;, pullback du champ algébrique H, est aussi un champ
algébrique. On peut choisir une présentation par un schéma 7; — Gj,
telle que Zj, soit muni d’une action de GLy au-dessus de Oy/[S™'] et telle
que Z; soit isomorphe & [Z; /GLy] (cf. la preuve de "(ii) implique (iii)"
du théoréme 6.1 p. 48 de [LMBO00], ou [DDMBO00]).

Cette présentation peut en outre étre choisie de facon a vérifier les
propriétés suivantes (cf. [ DDMBO00|, |[Ems01]) :

— le schéma Z; est une variété lisse sur Oy[S™!], de fibre générique

géométriquement irréductible sur M = k(h).

— le schéma Z; est un objet de Gj, autrement dit il y a une famille de

modeles xj — Zj, sur Zj.

— tout point de la gerbe des modéles G; défini sur un corps se reléve

en un point de sa présentation ;.

— pour l'action de GLy sur Zj, et pour tout schéma 7' : deux points

21 et zo, T-rationnels de Z;, sont dans une méme orbite sous GLy 1
si et seulement si les fibres 27 (xj) et 25(x;) sont isomorphes.
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— pour tout schéma 7', et tous points 2; et 2o : T' — Zj, le schéma
G21722 = {g c GLN;g C 21 = 22}

est fini étale sur 7.

La variété Z; est appelée variété des modéles du revétement f.

Remarque 5.1.2. — La troisiéme propriété utilise le résultat suivant
(lemme 4.10 p. 124 de [Mil80]) :

Lemme 5.1.3. — Tout torseur sous GLy sur un corps est trivial.

En effet, un modéle de f sur une extension L de M correspond a une
section s : Spec (L) — Gy ; le pullback Z; xg. Spec (L) est un torseur
sous GLy sur Spec (L), et est donc trivial. Il existe donc une section

Spec (L) — Zj, xg. Spec (L)

qui, composée avec la fleche naturelle Zj xg. Spec (L) — Zj, donne un
relévement Spec (L) — Z; de s.

5.2. Bons modéles

5.2.1. Existence d’un bon modéle sur K"". — Soit f: X — P! un
(G-)revétement défini sur K, de diviseur de ramification défini sur K, de
corps des modules M sur K. Soit v une bonne place de K (cf. le para-
graphe 4.1.1), w une place de M au-dessus de v. Notons K" I’extension
maximale non ramifiée du localisé et complété de K en v (qui est égale a
M?!" d’aprés le théoréme de Beckmann). On prouve dans ce paragraphe
que f admet un bon modéle f, sur K", i.e. que la réduction modulo v du
revétement déduit de f, sur I’anneau est lisse et géométriquement irré-
ductible (on dit aussi que le revétement sur 'anneau a bonne réduction).
Pour prouver cela, on se place dans la gerbe et la variété des modéles.

Théoréme 5.2.1. — Le (G-)revétement f admet un bon modéle f, sur
K", unique a isomorphisme pres défini sur K.

Démonstration. — Le (G-)revétement f fournit un point de Z; :

z: Spec(K,) — Z;

Ce point se spécialise en un point de la fibre spéciale Z : Spec(k,) —
Z;, ou k, est le corps résiduel de I’anneau des entiers Ok, de K,.
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Notons O I'extension maximale non ramifiée de Ok, . Le lemme de
Hensel (cf. 'annexe), assure l'existence d’un point Spec(O} ) — Z; de
la variété des modéles tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Z,
|
Spec(k,) — Spec(O%)
Un tel diagramme exprime 'existence d’'un modéle de f sur ’anneau
OF (ayant bonne réduction) et donc d’un bon modeéle sur K.

Prouvons maintenant 'unicité & isomorphisme prés défini sur K" : on
se donne 2; et z; deux bons modéles sur OF ; les deux modéles z; et z;
obtenus sur k, sont isomorphes. Il existe donc un élément g de GLy (k;_v)
tel que z3 =7 - 77.

On a vu que G, ., — Spec(O% ) est lisse; le lemme de Hensel permet
donc d’étendre g en un élément g de G, .,(O% ). Les deux (bons) modéles

21 et z; sont donc isomorphes sur Spec(O%). O
Remarque 5.2.2. — Le théoréme 4.1.3 est une conséquence de ce théo-
réme.

5.2.2. Stabilité (au sens de Dew) d’un bon modéle sur K. —
On est passé dans le paragraphe précédent d’un modéle de f sur K,
(f lui-méme) & un (bon) modeéle f, de f sur K. Rien ne dit que le
corps des modules de f relativement & K, /K, et le corps des modules de
f» relativement & K" /K, soient égaux (on sait a priori que le second
contient le premier). C’est cependant le cas ici; en suivant la terminologie
de Dew dans [Dew91], on dit que le modéle trouvé sur K" est stable au
sens de Dew.

Théoréme 5.2.3. — Tout bon modéle f, de [ sur K" est stable au
sens de Dew.

Démonstration. — Le corps des modules de f, relativement a K] /K,
est aussi le corps des modules M, de f, relativement a M} /M,,. C’est
le sous-corps de M, fixé par

G(f,) ={o € Gal (M)"/My), f, ~ fJ sur M"}
On cherche a prouver que M, = M,,, i.e. que G(f,) = Gal (M} /M,,).
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Soit o € Gal (M]"/M,,); laction de o sur f, fournit un nouveau bon
modéle de f, noté fJ. A ces deux modéles correspondent deux points 2
et 27 de Zj, définis sur M. Les deux modéles f, et fJ sont isomorphes
sur M, ce qui se traduit dans la variété des modéles par I'existence d’un
élément § de G .o (M,).

Or G,.. — Spec(O%; ) est fini étale : & 'élément § de G, .o(M,,)
correspond donc par spécialisation un élément g de Gz,za(k:_v), que le
lemme de Hensel permet de relever en un élément de G, .o (M), ce qui
prouve que o € G(f,). O

5.2.3. Cas d’existence d’un bon modéle sur M,,. — On suppose
dans cette partie que le (G-)revétement est défini sur Q, le diviseur de
branchement étant défini sur un corps de nombres K. Soit v une bonne
place de K et w une place (au-dessus de v) du corps des modules M
de f relativement 4 Q/K. Avec les notations précédentes, le groupe
Gal (K]"/K,) est de dimension cohomologique < 1, et les résultats
cités précédemment concernant 1’obstruction sur le corps des modules

permettent d’affirmer que f admet un modéle sur le complété M, en w
de M.

On a en fait un résultat plus précis :

Théoréme 5.2.4. — Le (G-)revétement f défini sur Q admet un bon
modéle sur le complété M, du corps des modules en toute bonne place w.

Démonstration. — On note par k,, le corps résiduel de O, .
Le théoréme 5.2.1 donne 'existence d’un bon modeéle de f sur O} =
OF , représenté par un point z de Z;(Oyy, ), et donc l'existence d’un

modéle sur k,, représenté par z.

Soit f la réduction de f sur la fibre spéciale. La question de la descente
de k, a k, est gouvernée par le groupe de cohomologie non abélienne
H? (kw,Aut (7)) Le fait que le groupe Gal (E\kw) soit de dimension
cohomologique < 1 entraine que la gerbe des modéles de f est neutre
(cf. Corollaire 1.3 p. 119 de [DDEO0O]). On dispose donc de données
de descente de k,, a k,, c’est-a-dire, pour tout o € Gal (k,/k,), d'un
morphisme ¢, : 7 — z7, et de relations entre ces morphismes exprimant
la descente.
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Le morphisme ¢, € Gzz-(k,,) s’étend de facon unique en un morphisme
fo € G..-(Oj},), car le morphisme G .. — Spec(Oj], ) est fini étale
(cf. 5.1.2).

Ces morphismes f, sont des données de descente de O3 a Oy, (ils
vérifient les mémes relations que les ¢, ), d’ou Pexistence d’un bon modéle
sur M,,. O

Remarque 5.2.5. — Le fait que le morphisme
G. ., — Spec ((’)}Z’w)

soit fini étale recouvre 1’équivalence de catégories entre revétements
modérés de P} et revétements modérés de P}, (cf. [GMT1]).






APPENDICE A

LEMME DE HENSEL

On donne ici une version du lemme de Hensel adaptée a nos besoins
(preuve du théoréme 5.2.1 en particulier). On peut trouver une version
de ce lemme dans le cas ou Y est étale sur R dans [GD67|, théoréme
18.5.11 b).

Lemme de Hensel. — Soit R un anneau local hensélien, de corps rési-
duel k, d’idéal mazimal ON. On se donne un schéma lisse Y sur R. On
suppose qu’il existe un point x défini sur k sur la réduction Yy :

x: Spec(k) — Yy
Alors il existe un point y de Y défini sur R de réduction x :
y: Spec(R) — Y
T T
x: Spec(k) — Y

Démonstration. — Le point x défini sur k£ fournit un point y de I'espace
topologique Y. Le schéma Y étant lisse sur R, il existe un voisinage affine
V = Spec(C) de y tel que

C=R[T,....,T,]/ (P,...,Py)
avec m < n, et telle que les mineurs m x m de la matrice jacobienne
(813") engendrent C' (proposition 3.24 ¢) de [Mil80]).

oT;
Par définition, le point x consiste en la donnée d’un homomorphisme

¢:RT,...,T,)/ (P,...,P,) ®r k — k
ce qui correspond & la donnée d’un n uplet (z1,...,z,) d’éléments de
k vérifiant
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P (xy,...,0,) =" =DBy(x1,...,2,) =0

ou P, désigne la réduction de P; modulo 901.

La matrice jacobienne (%) (x) est de rang m. On peut donc appliquer

le lemme de Hensel tel qu’énoncé dans [Gre69| (lemme 5.21) (qui est une
légére généralisation du théoréme 4.2 d’) de [Mil80]), pour obtenir un
élément de R", de réduction z, tel que Pi(y) = --- = P,,(y) = 0. Le point
y est un point de V' (et donc de Y'), défini sur R, et de réduction z. [



APPENDICE B

ACTION DES TWISTS SARMENTS SUR
H'(D,)

Nous avons laissé en suspens lors d’un chapitre précédent la ques-
tion des relations générales entre des twists générateurs (et cohérents) de
I’inertie en un point du bord de U". L’idée, pour montrer la proposition
alors énoncée, est d’utiliser le fait que si un mot de B” n’a pas une ac-
tion triviale sur tous les H'(D,) (r est fixé mais p peut varier), ce mot
ne peut étre équivalent au mot trivial (on se place dans le contexte du
paragraphe 4.2 consacré a ’exemple des groupes diédraux).

Proposition B.0.1. — Le groupe BT défini en 3.4.11, admet la présen-
tation suivante :
~ générateurs : les DT
— relations :
- DD = DY D
et st il y a lieu
- DT = e si I est de cardinal v — 1 ou r
-~ DT = DT si I et J sont complémentaires dans r

Remarque B.0.2. — La deuxiéme relation n’apparait que dans la si-
tuation ou la racine est marquée par au plus un point et n’est reliée qu’a
un seul autre sommet.

La troisiéme relation n’apparait que dans la situation ou la racine n’est
pas marquée et est reliée & exactement deux sommets, ou lorsque la racine
n’est pas marquée, et est reliée a un unique sommet qui n’est pas non
plus marqué.

On va en fait montrer le résultat suivant qui entraine la proposition
B.0.1.
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Proposition B.0.3. — Soit M = (Dz)n1 e (D}Fk)nk un mot non vide
de BT on, pour tous | et m appartenant ar (I #m) :
- deux sous-ensembles I; et I, ne sont ni égaux, ni complémentaires ;
— chaque exposant n; est non nul;
- I; n’est de cardinal ni r — 1, nir.
Il existe un ensemble fini de nombres premiers P tel que, pour tout p ¢ P,
M agit non trivialement dans le revétement H'(D,) — U".

Démonstration. — On écrira exceptionnellement dans cette démonstra-
tion D; au lieu de DT afin d’aérer la notation.

Nous allons exhiber deux classes de Nielsen g et g’ de SNi(C) (ou C
sera un r-uplet de classes de conjugaison de D,), tels que M.g = ¢/, et
pourtant ¢ # ¢. Pour prouver que ¢ # ¢/, nous allons en donner deux
représentants respectifs (g1,...,g.) et (g},...,g.), ainsi qu'un entier i,
tel que g; = g| soit une symétrie, et que g/, & {gi,," g, }-

Premiére étape : choix de 7.

On choisit pour ig le plus petit élément de I; U ---U I,. La facon dont
on a construit la procédure permet d’assurer que 7o > 2.

Notons IY D I3 D --- D I, les ensembles I; (I € {1,...,k}) contenant

io.

Deuxiéme étape : choix de g.

Soit jo le plus grand élément de I? — I9. Clairement, jo # 4o (si mo = 1,
'ensemble 19 est vide, et j, est bien différent de ).

Pour tout élément [ de {1} U I? U I,° différent de jo, on pose g, = o.
On peut remarquer que cela entraine que g; = o dés que [ appartient a
RU---UIl ULU---UL0.

Si le cardinal de I{ est pair, on prendra g;, = po ; sinon, on prendra
gj, = p; ce choix, qui peut sembler arbitraire, sera justifié lors de la
troisiéme étape.

J’affirme qu’il reste des éléments ¢; non spécifiés, que 'on est donc
libre d’ajuster afin de vérifier la condition ¢, ...g. = 1. En effet, on a
pour Iinstant spécifié les classes Cj, pour [ € {1} UT? U I,°. Si I,° n’est
pas vide, alors nécessairement iy > 2 (cf. procédure), et I'on a encore
rien imposé a Cs. Si I{O est vide, il est de toute facon impossible que
I) ={2,...,r} (par hypothése).

On fixe ainsi les g; restants afin de vérifier la relation g;...g, = 1; si
I'on note par C; la classe de conjugaison de g; dans D,, et C le r-uplet
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(Ch,...,C,), alors le r-uplet (g, . .., g.) représente une classe de Nielsen
g de SNi(C).

Troisiéme étape : action de M sur g.

On note ¢’ := M.g, et 'on choisit comme représentant (¢}, ..., g.) de
¢ celui que 'on obtient d’aprés la formule de la proposition 3.4.12.

On a bien sir g; = ¢g; (c’est d’ailleurs un fait général, la procédure a
été congue pour vérifier cette propriété).

Par construction de BT (cf. la procédure), aucun twist Dy, (I € k) ne
passe en-dessous de de 7. Les seuls éléments g; intervenant dans la for-
mule 3.4.12 pour déterminer g; sont donc ceux pour lesquels / appartient
a 19U I (c’est-a-dire ceux que I'on a spécifiés). Ils sont tous égaux a o,
sauf g;,, qui n’interviendra véritablement que pour le calcul de I’action

TLO
de D .
1 . o

Posons g" := D?SQ . D?QL” 0“ .g, et soit (g7,...,g,) son représentant dé-
duit de (g1, ..., ¢,) par la formule 3.4.12.

11 est facile de voir que g} = g;) = o (on conjugue o par lui-méme ou
par e).

Reste a calculer I'action de D?g On peut vérifier que

en? en?
g =) gr () g
ot € vaut 1 ou —1. En effet, on conjugue g; par I’élément 6" on

0 = Gio——r—io- Chaque g; intervenant dans cet élément est égal a o,
Pur® 1,0

sauf gj,. De plus, si [ € 1%, I'élément g; apparait (exactement) deux fois.
S’il apparait de part et d’autre de g;,, on remarque que og;,0 se déduit de
gj, en remplacant p par son inverse. S’il apparait du méme coté, on peut
simplifier les deux g; dans ¢. En conclusion, quitte & remplacer p par son
inverse, on peut supprimer les éléments g; dans §, pour tout I € I,°. Si
|I9] est pair (resp. impair), il reste donc un produit de |I?] (resp. |I?] —1)
éléments o avec p ou p~ 1. Par conséquent, J est égal & p ou & son inverse.

Derniére étape : conclusion.

On a choisi g; = g;, = 0. Comme g; est une symétrie, g’ admet exac-
tement deux représentants tels que la premiére coordonnée soit égale a
o :cesont (gy,...,9,) et (7gy,...,7 g,). Par conséquent, si g = ¢', alors

géo = Gio-
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Soit maintenant un nombre premier p ne divisant pas n?. On a nécessai-
rement g; o # g;, et, partant :

9#9
Le mot M de BT n’a donc pas une action triviale sur SNi(C).
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Abstract

This work is based on the link between the field of moduli of a cover and
Hurwitz spaces. Given a cover, arithmetic aspects of these spaces provide
results about ramification in the field of moduli over the rationality field
of the branch points. For instance, Beckmann’s theorem, which limits
search of ramification in this extension to some places, namely the bad
places, is proved in a natural way in this context.

A finer analysis of Hurwitz spaces gives information about the bad
places that do not divide the order of the monodromy group of the cover
(but for which the branch locus becomes singular, though) : the point
is to consider the cover of the completion of the Hurwitz space over
the completion of the configuration space. Given any such place, the
branch locus extends to an arithmetic section on this latter space, and
restriction of the Hurwitz cover provides data on the ramification of the
chosen place in the field of moduli. We study this restriction problem in a
more general context, in which we consider the case of the restriction to
a section of a tamely ramified cover over a divisor with normal crossings,
using Abhyankar’s theorem. In order to give an explicit version of this
ramification result on the field of moduli, we introduce integers that
depend on the coalescing orders between branch points, and a choice of
inertia generators around the boundary components of the configuration
space that meet the given arithmetic section. For this purpose, we define
a certain type of Dehn twists, the so called "twists sarments", and we
describe their action on the set of Nielsen classes.

Last part of this work contains various results of descent of the field
of definition of a cover, by studying gerbs over Hurwitz spaces (and not
merely these coarse moduli spaces).

Key words : Moduli field, covers of the projective line, Kummer covers,
tamely ramified covers, Hurwitz spaces, fundamental group, Hurwitz pure
braid group, mapping class group, Dehn twists, Nielsen classes, gerb of
models
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Résumé

Ce travail se fonde sur le lien entre le corps des modules d’un revéte-
ment et les espaces de Hurwitz. Pour un revétement donné, I’arithmé-
tique de ces espaces fournit des résultats sur la ramification du corps
des modules au-dessus du corps de rationalité des points de branche-
ment. Le théoréme de Beckmann, qui circonscrit la ramification dans
cette extension a certaines places, les mauvaises places, trouve ainsi une
démonstration naturelle.

Une analyse plus fine des espaces de Hurwitz fournit des informations
sur les mauvaises places ne divisant pas I’ordre du groupe de monodromie
du revetement (mais ou les points de branchement se rencontrent) : I'idée
consiste & considérer le revétement du complété de 1'espace de Hurwitz
au-dessus du complété de ’espace de configuration de points. Pour une
telle place, le lieu de branchement du revétement se prolonge en une sec-
tion arithmétique sur ce dernier espace, et la restriction du revétement de
Hurwitz a cette section fournit de I'information sur la ramification dans
le corps des modules en la place considérée. Nous étudions ce probléme
de restriction dans un cadre plus général, en considérant le cas d’un revé-
tement modérément ramifié le long de diviseurs a croisements normaux
restreint & une section, et en nous basant sur le théoréme d’Abhyankar.
Nous donnons une version effective de ce résultat de ramification dans
le corps des modules, en fonction d’entiers qui dépendent des relations
de congruence entre les points de branchement, ainsi que d’un choix de
générateurs de l'inertie autour des composantes du bord de 'espace de
configuration de points croisant la section. A cet effet, nous introduisons
un certain type de twists de Dehn, les twists sarments, et nous décrivons
leur action sur I’ensemble des classes de Nielsen.

Une derniére partie de ce travail regroupe des résultats divers de des-
cente du corps de définition d’un revétement, qui utilisent des gerbes
au-dessus des espaces de Hurwitz.

Mots clefs : Corps des modules, revétements de la droite projective,
espaces de Hurwitz, revétements kummeériens, revétements modérément
ramifiés, groupe fondamental, groupe des tresses pures de Hurwitz, map-
ping class group, twists de Dehn, classes de Nielsen, gerbe des modéles.



