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Notations
Les espaces qu’on présente ici se définissent & partir d’un ouvert  de R2.
e C.(9) est I'espace des fonctions continues & support compact dans .

e CF(Q) est lespace des fonctions k fois continiiment différentiables sur Q (k en-
tier > 0).

o CE(Q) = CH(Q) N C.(Q), C(Q) = C=(9) N C.(Q) = D(Q).
* D(Q) = {¢]o; € € D(R?)}.
Soit p un réel satisfaisant 1 < p < 4oc.

o LP(Q) = {£: Q — R;¢ mesurable et [, [£[P dzdy < +o0},

lop = ( / |§|”dxdy) |
Q

e L®(Q) = {€: Q — R;€ mesurable et 3C > 0 tel que |[£(z, y)| < C p.p. sur O},
1€llo,00,0 = Inf{C; [€(z, y)| < C p.p. sur Q}.
o WHP(Q) = {¢ € LP(Q); V€ € (LP(2))*},
1€ll1p.0 = [I€llops + V€
o V() = {£ e WH(Q);0:€ € L*(Q)},

1€llviey = llEllo2.0 + [[0:€llos.0 + 110,€

1€

|0’paQ'

l0,2,0-

e W(Q) ={{ e WH(Q),9, € L*(Q)},
1€llw @) = lI€llo,1,0 + [[02¢ 01,0 + |04€]l0,2,0-

o H(Q) = L3(Q) x L2(Q),
13, DIy = IPllos + llallozo:

e Les semi-normes associées 4 V (€2) et W (£2) sont respectivement données par :

v = |0:€

lo3.0 + [10€]l0,2,0

et
I€lw ) = 1102
e VOQ) = {€ e V(Q); [,Edudy =0} .

lo,1,0 + [|0y€||0,2,0-



e W) ={€ecW(Q); [,{dxdy=0}.
e BV (Q) est I'espace des fonctions a variation bornée,

1€l Bv) = lIllo,1,0 + D EI()
ol
|ID&|(Q) = sup {/ Edividx dy; f € Ccl(Q,]RZ), 1£]]0,00,0 < 1},
Q

et pour tout f dans C}(Q,R?),f = (fi, fo),

e My(€2) désigne I’espace des mesures de Radon bornées sur €2,
[l my@) = sup {v(f); F € Ce(2), [ fllo.o < 1}
o N(Q) = {£ € BV(Q);9,¢ € L)},
1€llnee) = lIElloz.0 + 182€[(2) + [[9y€]l0.2.0-

Pour toute fonction mesurable w, on définit :

o P(Quw)={:Q — R [,w¢[Pdzdy < oo},

1/p
€l = ( [l dy) |
Q

On définit les fonctions suivantes :

et Wi =wi(p).

1
z,y) = Va2 +y?, p(x) = |z], wip) =

e H(Q) = (L*(Q) N L3(Q)) x L*(Q),

1, D7) = IPlloze + lIpllose + llalloze-

o V(Quwi) = {&wié € LA(Q) N L), VE € HQ)},

1€llviaw) = llwi€lloz,a + lwi&llose + ||V§”]ﬁ(g)'

o Wh(Q,wy) = {&wi€ € LX(Q); VE € (L*(Q))%},

1€llwr20w) = llwi€lloz,e + [[VE]o2,0-

Les semi-normes associées a V(Q,wy) et Wh?(Q, w;) sont définies par :

‘g‘V(Q,wl) = ||V§||ﬁ(9)a
Elwiew) = IVEoza-



On désigne par
e 15(Q,wy) 'adhérence de D(Q2) dans V(€2 wy).
o W,”(Q,w;) Padhérence de D(Q) dans W12(Q, wy).

Pour tout réel strictement positif R, on note Bg = B(0, R) la boule ouverte de
R? de rayon R centrée a l'origine et B, = R? \ Bp.






Chapitre 1

Introduction

Depuis une cinquantaine d’années, les écoulements transsoniques font 1’objet
de trés nombreuses études numériques et mathématiques ([22], [37], [41]...). Les
modéles étudiés sont issus de la Mécanique des Fluides. Ils régissent 1’écoulement
stationnaire, compressible et irrotationnel d’un gaz parfait dans un domaine d’étude
(ouvert borné, extérieur d’un profil ou canal infiniment long).

En général, les écoulements transsoniques sont le siege d’ondes de chocs faibles.
Les sauts d’entropie et du rotationnel sont alors trés faibles. Il est donc raisonnable
de traiter des écoulements transsoniques irrotationnels et isentropiques. Dans ces
conditions, le systéme d’équations décrivant ce type d’écoulements traduit I'irrota-
tionnalité de I’écoulement et la loi de conservation de la masse. On leur adjoint des
relations au bord et des conditions a 'infini qui prennent en compte les conditions
aux limites satisfaites par le fluide considéré.

Les difficultés de ces écoulements résident dans la non linéarité et le caractére
elliptique, parabolique et hyperbolique des équations correspondantes. La position
de la ligne de changement de type (ligne sonique) est inconnue a priori. La présence
de lignes d’ondes de choc dont les positions sont inconnues renforce les difficultés
précédentes.

Du point de vue numérique, de nombreuses méthodes de calcul pour les équations
exactes ou approchées ont été élaborées. Elles conduisent a des résultats en accord
avec les réalités de la mécanique, on peut citer par exemple (|21, 22, 24, 31]).

Du point de vue mathématique, le probléme d’existence de solutions pour un tel
modeéle se pose toujours. Des résultats partiels ont été apportés par de nombreux
auteurs en utilisant différentes approches : méthode de compacité par compensa-
tion, méthodes de stabilisation, méthodes variationnelles. Parmi les résultats (sur
'existence de solutions) concernant ce type d’écoulements, on peut citer les travaux
de C. S. Morawetz [37], P. Kloucek et J. Necas [33], P. Kloucek [34], H. P. Gittel
[27, 28] et M. Pogu et G. Tournemine [41].

Dans [37], Morawetz a étudié les équations exactes (conservation de la masse
et irrotationnalité) pour un écoulement transsonique établi dans un canal infini-
ment long ou a 'extérieur d’'une aile. Sous '’hypothése de conjectures significatives,
I’auteur a montré 'existence de solutions faibles en utilisant la méthode de com-
pacité par compensation, développée par F. Murat et L. C. Tartar [38]. En effet,
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

lauteur a introduit un probléme (de frontiére libre) intermédiaire dans lequel les
conditions aux limites ne sont imposées que sur la partie du bord ou le module
de la vitesse est inférieur strictement a la vitesse limite. L’auteur a fait ensuite
I’hypothése que ce probléme intermédiaire posséde une solution faible vérifiant une
certaine condition d’entropie pour aboutir finalement & ’existence de solutions du
probléme initial. Quant a Kloucdek et Necas [33], les auteurs ont également consi-
déré les équations exactes décrivant les écoulements transsoniques dans un ouvert
borné suffisamment régulier. Ils ont utilisé la méthode de stabilisation en rajoutant
le terme Oy — Ay, ol ¢ désigne le potentiel de vitesse, pour aboutir & une équa-
tion parabolique. L’existence, 'unicité et la régularité d’une solution du probléme
stabilisé ont été démontrées. Ensuite, les auteurs ont montré que la solution du
probléme stabilisé, forme une suite (en temps) générique du probléme transsonique.
Dans [34], Kloucek a amélioré les résultats de régularité des solutions obtenues dans
I’article précédent et a montré 'existence de solutions faibles entropiques pour le
probléme initial. Gittel & son tour dans [27] s’est intéressé également a 1’équation
exacte décrivant les écoulements transsoniques dans un ouvert borné simplement
connexe. L’auteur a traité le probléme comme une inégalité variationnelle sur un
ensemble convexe dont les éléments satisfont une contrainte de bornitude portant
sur la vitesse de I’écoulement et une condition d’entropie, (généralisant la condition
d’entropie monodimensionnelle qui se traduit par une accélération finie). Ensuite,
par les méthodes de calcul de variations, 'auteur a établi ’existence de solutions
(pour l'inegalité variationnelle). Récemment, Gittel [28] a amélioré les résultats de
[27] en remplagant la condition d’entropie globale par une condition d’entropie lo-
cale. Ensuite la contrainte de bornitude portant sur la vitesse de ’écoulement a été
affaiblie. Finalement, le probléme variationnel (égalité variationnelle) a été résolu.
Dans [41], Pogu et Tournemine ont étudié le probléme des écoulements transsoniques
(symétriques) établis autour d’un profil placé en atmosphére infinie. Les auteurs ont
proposé une méthode fonctionnelle qui consiste a approcher le caractére irrotationnel
de ’écoulement et a conserver I’équation de la conservation de la masse. Ensuite, ils
introduisent une inégalité de saut afin de contraindre les ondes de choc & apparaitre.
Puis, en minimisant le rotationnel, ils parviennent & prouver I’existence de solutions
faibles. Le caractére irrotationnel de cette solution faible n’est malheureusement pas
garanti.

Le travail présenté dans le cadre de cette thése concerne le cas elliptique-parab-
olique de I’équation modélisant 1’écoulement stationnaire en régime transsonique
établi autour d’un profil mince, caractérisé par un petit parameétre sans dimension
0, et placé en atmosphére infinie. Ce profil est régulier sauf au bord de fuite ou
il présente une pointe d’angle non nul. Les écoulements sont supposés symétriques
par rapport a l’axe des abscisses d’un repére orthonormé (O;z,y). Ce qui permet
de restreindre I’étude au demi-plan supérieur y > 0. Ensuite, ils sont supposés
uniformes a l'infini de vitesse q., orienté dans la direction des abscisses et de nombre
de Mach My, €]0,1]. On pose qo = (1,0). Le domaine de I’écoulement est donc le
demi-plan positif privé du demi-profil.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

L’équation du demi-profil P, de frontiere I';, est donnée par :
y =0z(z) pour |z| < 1,

z(3)=2(—3)=0et 0< 2 < 1.

y=82(1)

Profil symétrique d'épaisseur®

On se place dans le cas ol 0 << 1. Ainsi, le bord du profil P, noté I'y, est assimilé
a un segment de droite.

En désignant par (u,v) le champ de vitesse et en supposant que la vitesse de cet
écoulement est une perturbation de la vitesse a I’infini, on met en évidence I’équation
des petites perturbations qui s’écrit :

( 0,(g(u)) + dy(v) =0 dans RZ,
0v — Oyu =0 dans R?,
$ v(z,0) = VMy 2'(z) sur T, (1.2)

v(z,0) =0 sur R\ T},

[ (u,v) = (0,0) quand /2% +y? — +oo,

ou la fonction g est définie sur R par :

—7—+1(uc, — 1)+ 7—“1@, si t < U,
goty=3 7 ? (1.3)
T u2 st t > U
et z = z(z) décrit le bord du profil.
Les constantes 7 et u.. sont positives (7 = 1.4 pour l'air et u,, représente la vitesse
critique).
Notons que les conditions mises sur I', et R\ I', traduisent respectivement la
condition de glissement sur le profil et la condition de symétrie de 1’écoulement.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Ensuite, comme ’ecoulement est symétrique, la condition de Kutta-Joukowski qui
exige la continuité de la vitesse au bord de fuite est remplie.

Selon que u < Ug, U > U, le systéme (1.2) est elliptique ou parabolique respec-
tivement.

Si 'on note le potentiel de vitesse par ¢, cette équation sera donnée par :

[ 0:(9(0z0)) + 3y(3yg0) = (0 dans Ri,
Oyp(,0) = /My 2'(x) sur T,

Oyp(z,0) =0 sur R\ T,

L (020, 0y0) — (0,0) quand /2?2 +y? — +oo.

Le mémoire de cette thése se compose de trois chapitres outre 'introduction
(chapitre 1). Le deuxiéme chapitre, qui a fait 'objet d’une prépublication [3], porte
sur la résolution de cette derniére équation, mais posée dans le domaine borné 2 =
| — R., R,[x]0, Ry[ avec R;, R, > 1 pour entourer [,. On suppose aussi que R, est
suffisamment large et tel que

1
7; w2 Ry > /M. (1.5)

On impose ensuite les conditions qui régnent a l'infini sur le reste du bord du do-
maine.

Dans le but d’établir I’existence et 'unicité de la solution, on introduit la formulation
variationnelle du probléme puis on considére la fonctionnelle dont la minimisation,
sur un espace fonctionnel approprié V(2) (réflexif), est équivalente a la solution
faible du probléme aux limites considéré. En étudiant les propriétés de cette fonc-
tionnelle, on montre, sous I’hypothése de profil mince (1.5), qu’elle est coercive dans
les régions sous-soniques de ) mais qu’elle ne 'est pas dans les autres régions. Il
s’ensuit que ce probléme peut ne pas admettre de solution. On le plonge alors dans
une famille de problémes perturbés et en utilisant des fonctions convexes conjuguées,
on lui associe un probléme dual. On démontre I'existence et 'unicité d’un couple
(uy, vi) et tel que :

0z(g(ux)) + Oyv. = 0 p.p. dans €,
(1.6)
Uy < Ue p.p- dans €.

Afin d’établir une relation entre le couple de solution (u.,v.) et les solutions
du probléme initial, on part d’une suite minimisante pour le probléme initial et on
montre que ses points d’adhérence sont des fonctions & variation bornée ¢ dont le
gradient est lié & 'unique solution du probléme dual par :

Opp = U, + v et Oy = v,
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ou v est une mesure de Radon bornée sur 2. Ensuite, on prouve la nullité de la
mesure v dans les régions sous-soniques. Ce qui se traduit par I’existence et 'unicité
de solutions faibles dans le cas ot le systéme est purement elliptique.

Les résultats d’existence dans le deuxiéme chapitre étaient le point de départ
pour formuler, dans le troisiéme chapitre, un second probléme de minimisation pro-
longeant celui posé dans V(€2). Ce dernier probléme, appelé probléme relaxé, est
défini par le biais de fonctions de recession et moyennant un résultat présent dans
(Alibert et Bouchitté [2], th 5.1, p. 140).

Le but principal est d’étendre les résultats déja obtenus dans le chapitre 2 et
de prouver que le probléme initial, ainsi que le probléme relaxé, possédent le méme
infimum. Et de montrer ensuite que cet infimum est en fait un minimum (pour le
probléme relaxé).

Dans la littérature, on trouve un grand nombre de travaux concernant la relaxa-
tion sur les espaces BV (Q2) ou WH1(Q), on peut citer les travaux de D. Kinderlehrer
et al. [32], T. Roubicek [43], L. Ambrosio et al. [5], [6] et [7], Bouchitté et al. [12],
[13, 14].

Notons que notre modéle ne rentre pas dans le cadre (usuel) des situations citées
antérieurement. On établit un résultat adéquat de densité dans BV (Q2) afin de prou-
ver les résultats cités plus-haut. Ensuite, on obtient une formulation variationnelle
dans BV (2) grace aux dérivées directionnelles de la fonction convexe (du probléme
relaxé). On donne finalement quelques idées sur I'unicité de la solution. Ce chapitre
3 a fait aussi 'objet d’une prépublication [4].

Dans le chapitre 4, on se propose d’étudier 1’existence et 1'unicité de la solution
pour le probléme (1.4). Pour cela, on considére le probléme variationnel associé et
on introduit un cadre fonctionnel "prolongeant" celui utilisé dans le cas borné. Le
probléme se réduit ainsi a un probléme de minimisation convexe dont la fonctionnelle
dépend seulement du gradient.

Afin de prouver l'existence d’un minimum, on prouve que cette fonctionnelle
vérifie toutes les conditions requises a I’exception de la coercivité. Ensuite, on montre
que si 'inegalité de Poincaré est satisfaite alors la fonctionnelle est coercive dans le
convexe fermé dont les fonctions satisfont une contrainte de majoration portant sur
la dérivée partielle en x. On est ainsi amené & une inégalité variationnelle au lieu
d’une égalité. Puis, on établit I'existence d’une unique solution dans les régions ol
I’écoulement est sous-sonique (équation elliptique).

Concernant I'inégalité de Poincaré, elle n’est pas vérifiée car le domaine (R?%)
n’est borné dans aucune direction. On se propose alors d’introduire un espace de
Sobolev avec poids permettant d’une part, d’avoir la méme formulation faible que
celle dans le cas borné et d’autre part, d’obtenir I'inégalité de Poincaré. Ce poids
porte seulement sur la fonction et il est de la forme :

1
wi(p) = ou p(z,y) = va?+y2 (1.7)
V2 + p?log(2 + p?)
Plusieurs auteurs ont étudié les espaces de Sobolev avec poids. On peut citer par

exemple les deux ouvrages de Kufner [35] et Kufner-Opic [36] pour de plus amples
détails. On trouve aussi un grand nombre de travaux concernant 1’étude des EDP
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définies dans I'espace R", le demi-espace R} et dans un domaine extérieur ou l’ap-
proche est basée sur 'utilisation d’un espace de Sobolev avec poids comme cadre
fonctionnel d’étude. On peut mentionner par exemple les travaux de C. Amrouche,
V. Girault et J. Giroire dans [8, 9| (pour résoudre le laplacien dans R" et dans un
domaine extérieur), de T. Boulmezaoud [15], de C. Amrouche et S. Necasova [10] et
de B. Hanouzet [30] (pour résoudre le laplacien dans R ).

Comme auparavant, on plonge le probléme dans une famille de problémes per-
turbés et on utilise des fonctions convexes conjuguées pour lui associer un probléme
dual. On établit ainsi ’existence d’une unique solution du probléme dual et telle
que :

0:(g(us)) + 0yv. = 0 p.p. dans R?,
(1.8)
Uy < Ug p.p. dans R%.

Ensuite, dans le cas o I’écoulement est sous-sonique, on montre 1’existence d’une
solution unique pour le probléme initial dont le gradient n’est autre que (u.,v.).
Globalement, I'existence d’une fonction ¢ liée & (u,, v,) par une relation analogue a
celle dans le cas borné, i.e. ,

Opp = us + v et Oyp = v,

ol v est une mesure positive et bornée sur Ri, ne peut étre établie qu’avec le rajout
d’une certaine condition. Notons que cette condition résulte dans le cas borné de
'inégalité de Poincaré dans W', Ensuite, on donne quelques idées afin d’estimer
I’erreur de troncature entre la solution du probléme dual définie dans le cas borné
et celle définie dans le demi-plan positif.
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Chapitre 2

Résultats d’existence pour une
équation aux dérivées partielles non
linéaire elliptique dégénérée

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution de (1.4) posé dans le domaine
borné Q =| — R,, R,[x]0, R,[ avec R, > 1 pour entourer I, (pour simplifier on
prend ', =] — 1, 1[x{0}) et R, suffisamment large et tel que

202
7+1
5 uZ. Ry > \/My.

Ensuite, on impose les conditions qui régnent a l'infini sur le reste du bord du
domaine et le systéme est donné par :

[ 0:(9(02)) + 0,(0yp) = 0 dans Q,
Oyp =V My 2'(z) sur T'p,

0; =0 sur Iy,

Oy =0 sur I'y UTYy,

13



CHAPITRE 2. RESULTATS D’EXISTENCE POUR UNE
EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRE
ELLIPTIQUE DEGENEREE

Domaine d'étude

ou la fonction g est définie sur R par :

+1 +1 .
—%(ucr — )% + 7 u? si t < U,
g(t) =
’y+1 2 .
5 Uer S1 t > Ugp.

La constante M, désigne le nombre de Mach a linfini, M., €]0,1[, et z = z(z)
décrit le bord du profil. Les constantes 7 et u. sont positives (7 = 1.4 pour lair et
uer représente la vitesse critique).

Afin de prouver I'existence et I'unicité de la solution pour le probléme (2.1), on
introduit le probléme variationnel dont la fonctionnelle associée représente "lI’éner-
gie totale" du systéme. Ensuite, on étudie les propriétés de cette fonctionnelle, plus
précisement, on montre qu’elle est coercive dans I’ensemble convexe dont les fonc-
tions vérifient une contrainte portant sur la dérivée en x. Ce qui nous ameéne a une
inégalité variationnelle au lieu d’une égalité. Globalement, la fonctionnelle est coer-
cive dans un espace non réflexif. Il s’ensuit que ce probléme peut ne pas admettre
de solution. Ainsi, on considére une famille de problémes perturbés et grace aux
fonctions convexes conjuguées, on lui associe un probléme dual. On prouve pour ce
dernier I’existence d’une unique solution (u,,v,) vérifiant :

05(g9(us)) + Oyv, = 0 p.p. dans €,
(2.2)
Uy < Uy p.p- dans €.

Puis, on montre qu’il existe une fonction ¢ a variation bornée telle que :
Opp = Uy + v et Oyp = v,
avec v une mesure de Radon, bornée sur {2 et nulle dans les régions sous-soniques
(de Q).
Le présent chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2 on établit la

formulation mathématique du probléme. Les notations et les espaces fonctionnels
utilisés par la suite sont introduits dans la section 3. La section 4 concerne I’étude
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EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRE
ELLIPTIQUE DEGENEREE

de I'espace fonctionnel ou I'énergie associée au probléme doit étre minimisée. Dans
la section 5 on définit la fonctionnelle (énergie) & minimiser. On montre ensuite un
résultat d’existence et d’unicité dans les régions (du domaine étudié) ou I’écoule-
ment est strictement subsonique. La section 6 est consacrée a l'introduction et a
I’étude du probléme dual. On montre que ce probléme dual posséde une solution
unique. Finalement, en utilisant cette solution unique, on montre que le probléme
initial posséde des solutions; par contre, I'unicité de la solution n’est pas assurée.
La derniére section 7 est consacrée a la conclusion du chapitre et aux perspectives.
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2.1. Introduction

Existence results for a degenerated non-linear
elliptic problem

M. Amara', A. Obeid! and G. Vallet!

Abstract. The aim of this paper is to establish the existence of weak solutions
for a "subsonic" air flow around a thin profile. This problem is described by the
small disturbance equations, which are non-linear and of elliptic-parabolic type. An
associated integral functional is minimized over a reflexive Banach space. Using
some perturbation-duality arguments, we prove the existence of solutions which are
the unique solution of the problem when the flow remains strictly subsonic.

Key words. degenerated elliptic equation, small disturbance equations, convex
analysis, dual problem.
AMS subject classifications. 35M10, 35J70.

2.1 Introduction

We are interested in the "subsonic" steady state two-dimensional irrotational com-
pressible flow of a perfect fluid. The mathematical model describing this flow is of
variable type, i.e. the corresponding equation is elliptic when the flow is strictly
subsonic and parabolic in the other case. The difficulties of the problem come from
the non-linearity of the equations and the change of the flow type.

The problem that we treat here corresponds to the elliptic-parabolic case of the
equation modelizing the transonic flow, which is the subject of several numerical
and mathematical research. From numerical point of view, many simulations are
realized, the results obtained are in accordance with the experimentations (see for
example [4, 5, 7, 11]). From theoretical point of view, the question of existence
and uniqueness of a solution to such a model arises always. Several approaches are
used in the literature: compensated compactness, stabilization’s method, variational
approach. Among the results existing in this direction, we mention the works of C.
S. Morawetz [14], P. Klouéek and J. Necas [12], Kloucdek [13], H. P. Gittel [9, 10]
and M. Pogu and G. Tournemine [17].

Many problems are represented by this model, in particular, airflows around a
thin aerodynamic profile or gas flows in a long channel.

In the present paper we consider such a flow ("subsonic") established around a
thin profile placed in an infinite atmosphere. This flow is assumed to be uniform
at infinity and it will be considered, in the domain, as a perturbation of the flow

!Laboratoire de Mathématiques Appliquées, Université de Pau et des Pays de I’Adour, BP1155
64013 Pau, France (Mohamed.Amara@univ-pau.fr, Amira.Obeid@univ-pau.fr, Guy.Vallet@univ-
pau.fr)

16



2.1. Introduction

at infinity. By truncature, we restrict the study domain to a bounded domain
Q=] - R,, R;[ x |0, Ry[. The lengths R, and R, are chosen large enough to display
the boundary conditions at infinity on the truncated boundary. If we denote by (u, v)
the vector valued function which describes the velocity of the flow, the corresponding
"subsonic" small disturbance model is given by:

( 0:9(u) + Oyv =01n Q,
0zv — Oyu = 0in (),

{ v=+Myx?2(z) onl), (2.3)

u=~0 OIIFQ,

UZOOIIF()UFh

\

where the function g is defined on R by:

+1 +1 .
—ryT(ucr,- — t)2 + %ugr if ¢ S Uer,
9(t) =
7y+1 5, .
TUCT if ¢ Z Uer-

Here M, is the Mach number at infinity with M, €]0,1[ and z = z(z) describes the
equation of the normalized profile. The constants v and wu,, are positive (y = 1.4
for the air and u,, represents the critical speed).

Fig. 1 Study domain

Our aim is to prove existence and uniqueness of solution to problem (2.3). For
this purpose, we formulate this problem as a minimization of an associated total
energy in an appropriate reflexive space. We show that the "energy" functional is
coercive only in the strictly subsonic regions of 2. So the minimization problem
does not necessarily possess a solution. Then we embed it in a family of perturbed

17



2.2. Mathematical model

problems, and using conjugate convex functions we construct the corresponding dual
problem. We prove the existence of a unique couple (u,,v,) for the dual problem
satisfying:

0:9(us) + Oyvs = 0 a.e. in Q,
(2.4)
Us < Uy a.e. in €.

In order to establish the relationship between (u,,v,) and the solutions of the initial
problem, we start with a minimizing sequence for the initial problem and we prove
that its adherence points are BV functions ¢ whose gradients are related to (u., v )
by

Opp = us + v et Oyp = v,

where v is a nonnegative bounded Radon measure. Moreover, we show that the
measure v vanishes on the strictly subsonic regions.

The paper is organized as follows. In section 2, we formulate the mathematical
model. Section 3 is concerned by the notations and functional spaces used in the
sequel. After the presentation of an appropriate functional space and its properties
in section 4, we reduce the problem to the minimization of a suitable "energy" func-
tional F' in section 5. Section 6 is devoted to the study of the functional F' and in
particular, its coerciveness property. The existence of a unique solution is proved
in the strictly subsonic regions of the domain. The proof is based on a standard
theorem of minimization (see, for example, Temam and al. [6]). Using the concept
of perturbed problems, we give, in section 7, an approach by duality and prove the
existence of a unique solution to the dual problem. Using this one, we show the
existence of solutions to the original problem but the uniqueness is not guaranted.

2.2 Mathematical model

The aim of this paragraph is to modelize a steady state two-dimensional irrotational
compressible flow around a thin profile, characterized by a small dimensionless pa-
rameter o, the thickness of the profile, when the Mach number at infinity, M,
is between 0 and 1. The unknown is the velocity of the flow. For simplicity, the
considered flow is supposed to be symmetric with respect to the axis (o, ) and the
study is taken in the higher half-space y > 0.

The equation of the half-profile is given by:

y =0 2z(z) for |z| < 3,

2(3) =2(—-3)=0and 0 < z < 1.



2.2. Mathematical model

The flow around the profile is considered as a perturbation of the flow at infinity,
which is uniform. An asymptotical analysis of the flow allows the truncature of the
infinite domain. Thus, we restrict the study to a finite domain. The conditions on
the truncature boundary I are induced by those at infinity. R, and R, are chosen
large enough in order to display the boundary conditions at infinity on the truncated

y
4 =L0)
%10 =520
X
-12 0 12

Fig. 2 Profile of thickness &

boundary and J is assumed to be small.

We denote by:

\

4 =(1,0)

p

q=(u,v):

oo = (1,0) :

Fig. 3

the flow speed,

the flow speed at infinity,

plla?) = [1+ 5 M2 (1~ |q)] 7 -

: the Mach number at infinity, M, €]0,1],

the ratio of the specific heats, v = 1.4 for the air,

the unit outward normal on 0f2.

19
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2.2. Mathematical model

The motion is governed by the following system of equations:

e conservation of the mass
dup(la?)u +d,p(laP)o = 0 in ©, (2.6)
e irrotationality
0yv — Oyu = 0 in €, (2.7)
e the boundary condition on the profile
gn=0onT,, (2.8)
e symmetry of the flow
g.n =0 on Iy, (2.9)
e the fluid speed is supposed to be uniform at infinity
q = geon I (2.10)

We consider the decomposition q = g + Q where Q = (U, V) is a perturbation
of q. We get:

1 1
<—M2 —1-(rrnu -1 - —VQ) 9.U+
1 ~1 1
(—M2 —(v=1U - %UQ - %W) 8,V —2(V+UV)3,V =0. (2.11)

We neglect U%, V? and UV and we assume that this perturbation Q is mainly
horizontal, we obtain:

_ 2
o, [(1 e 7‘2”U> U} + 9, <MlQ V) — 0. (2.12)

Equations (2.7) and (2.12) are rewritten, under the change of variable y =

51/3\/_;4/ and the change of unknowns U = 622 a, V = \/13[—0077; as:

0, [(K — 2 a) @] + 050 = 0,

(2.13)
8,0 — Oyt = 0,

where the transonic flow parameter K and the critical speed u., are given by:

- M2 K
K=> o d =
52/ M an fr = 1
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2.2. Mathematical model

Concerning the boundary conditions, we assume that (@,4) = (0,0) on I'. The
boundary conditions on I'y U I', (equation (2.8)) are rewritten as:

?=0onTjand duz' =vonT,.

Thus, we obtain

53
D=/ M2 + w2 onT,.
VM4 P
2
53

We neglect the term \/M—ﬂ Z' in the previous expression and we obtain the small
disturbance model:

(0, [(K —2ra) 4] +9;0 =0in Q,
0,0 — 03 = 0 in €,

8 (@,7) = (0,0) on T, (2.14)

| 5 =0on I,

We assume that R, is large enough such that:

1
7; W2 R, > /Mo (2.15)

Whether @ < g, & = e OF U > Ug, the system (2.14) is elliptic, parabolic or
hyperbolic respectively.
Let f and g be the real functions defined by:

+1 +1 +1
1) = (8 = T3t = -2 w0+ 5L

and

f(@) if t < ug,
g9(t) = (2.16)
fluer) if t > uep.

We consider, instead of (2.14), the following system:
( Bpg(@i) + 050 =0 in Q,

8,0 — O3 = 0 in

{ (@,7) = (0,0) on T, (2.17)
0 =+Myz'(z) on Iy,
| =0 on Ty,
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2.3. Notations

The systems (2.14) and (2.17) are equivalent if @ < g, i.e. when the problem
remains elliptic or parabolic. Concerning the boundary conditions on T, we have to
choose one of these conditions and we take 4 = 0 on 'y or equivalently ¢g(%) = 0 on
Iy.

Finally, the problem is written as follows:

( 0,9(1) + 030 = 0 in Q,

8,0 — O3 =0 in

VM 2 (x) on T, (2.18)

{0

g9(2) =0 on Iy,

\’5 0 on F()UPl.

Fig. 4 Study domain

2.3 Notations

Let © be the above bounded domain of R? and let m be a nonnegative integer.
We denote by C™(€2) the space consisting of all functions £ which, together with all
their partial derivatives D’¢ of orders |j| < m, are continuous on 2. We abbreviate
C'(Q) = C(Q). Let C°(Q) = N=_,C™(2). The subspaces C.(2) and D(f) consist
of all those functions in C(€2) and C*°(2), respectively, which have compact support
in Q. We set D(Q) = {€]q;€ € D(R?)}. Let LP(Q), 1 < p < oo (or L®(f2)) be
the space of the classes of real functions defined almost everywhere on 2 with p-th
power integrable (or essentially bounded real functions) for the Lebesgue measure
d$2 =dxdy. They are Banach spaces with the norm

1€l = ( / \f(fﬂ,y)lpdﬂ>p

€]

or

0,00,0 = €S8S. Sup(z,y) € Q|€(‘ra y)‘
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2.3. Notations

The Sobolev spaces W™P(2) are the spaces of functions in L?(2) with derivatives of
order less than or equal to m in LP(€2) (1 < p < o0). Equipped with their natural
norms:

LS

€]

mpa= | > [ID¢

lil <m

[6.p.0 ifl1 <p < oq,

€]

m,oo,Q == maX ||D]§||0,OO,Qa
lil<m
these spaces are Banach spaces.

In order to state some mathematical properties, we set

* V() = {6 € W05 € LX), Vo) = {6 € V(s [ €an =),
Q

¢ W(R) = {¢ € WH(R),,¢ € LX), W) = {€ € W(@)s [ €an o),

o H(Q) = L3(Q) x L2(€). ?

The sets V(£2), W(Q2) and H(Q2) are Banach spaces with their natural norms,
respectively defined by:

1€llvie) = [[€llo2.0 + [|0:£]

1€llwe) = [I€llo,.0 + 10:€lo,1,0 + [194¢]
1, DIy = llp

0,3,02 + ”8:1/6 |O,2,Q,

0,2,Q5

lo,3,0 + llgllo,2,0-

The seminorms associated to V(€2) and W (2) are respectively given by:
Elvia) = [19:£lo3.0 + |0y€]l02,0,
|§|W(Q) = ||az5

lo,1,0 + [|0y€||0,2,0-

Since 2 is a bounded domain, we have V() C W(Q) and for any & € V(2), we
get that V& € TH(Q).

We denote by BV (Q2) the space of bounded variation functions. We recall that
it is a Banach space with respect to the norm

1€l Bviey = €llo,1,0 + | D E[(R2)

where
|DE&|(Q2) = sup {/ EdivEdQ; £ e CHQ,R?), |Ifllo.con < 1} ,
Q
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2.4. Some properties of the functional spaces

with, for every f = (f1, f2) € CH(Q,R?), ||f|

0,000 = MAX([| fillo,c0,2: [l f2ll0,00,0)-

We consider also the given function z in W, (] = 4, 3[) and we recall that it verifies
0<2z<1.

For a measurable function & : 2 — R, we define
¢" =max(¢,0) and £ = —min(¢,0),
then {767 =0, £ >0, £ 20, ¢~ << T and (§7 - E(E+E7) =0.
For any vector field u = (uq, u2), we define the divergence of u by divu = 9,u; +0,u,.

Finally, we denote by c;, ¢ and c3 the three nonnegative constants defined by:

e

=

¢ = (/_ |z'(x)\2dx> ,

— ./ Moo Ryct
Co = Mooucr + 2 )

[ 3 = VM Uer + (v+1) uifr(RgcRy) + MooRycf.

2.4 Some properties of the functional spaces

2.4.1 A trace theorem in V(Q)

Our goal is to prove a trace theorem in V() i.e. that we can define the trace on 952
of any element £ of V' (€2). For this purpose, we begin by a density result in V().

Proposition 1. Let Q =] — 3R,,5R,[ x| — Ry, 3R], )
i) There exists a linear continuous operator P : V() — V() such that P&|q = &.
ii) Moreover, there ezists a constant C depending only on Q such that

1PEllv@y < Cliélve-
iii) D(Q) is dense in V().

Proof 1. The proof of points (i) and (ii) consists in using four successive reflec-
tions (see Fig. 3).
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2.4. Some properties of the functional spaces

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fig. 5

We obtain then the linear continuous operator P : V() — V() such that
Pl =¢ ) :
2. Let us fix an open set, say O, such that Q@ C O C 2 and choose a "cut-off"
function t in D() such that ¢ = 1 on O. For every element & of V/(Q), the func-
tion ¢ P has a compact support in 2 and coincides with P€ on O, so with & on .
Therefore, we can prove by regularization that £ is a limit in V() of a sequence of
functions of D(Q). n

In order to define the trace space of functions belonging to V' (2), we consider some
element ¢ of D({2) and denote by ¢ its restriction to 9. The density of D(f2) in
V(€) implies that the mapping & — v,¢ defined on D(2) can be extended to a
linear and continuous mapping, still denoted by vy, from V(Q) into L?(9Q). If we
denote by M (092) the set of these traces, then

Proposition 2. M(09) is a Banach space with respect to the norm

def

f inf
illssoey = inf [|E]lv(e)

and the mapping v : V(Q) — M(0Q) is linear, continuous and for every § €
D), we have 1(€) = £l

Proof We introduce the quotient space V' (2)/Kervy, which is a Banach space
for the usual quotient norm ||€|| = 1nf ||77||V(Q) where each class £ in V(Q)/Kery

has a representative 7 in V() such that & — n belongs to Kervy,. So we have

HE ( i)nf © ||n]]- The mapping v, defined from V(€2)/Kery, into M (0S2) by
Yo\n)="70

0(€) = 70(8).

is a linear bijection. Moreover, it is an isometry and then M (952) is a complete
space. ]
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2.4. Some properties of the functional spaces

Proposition 3. There exists a continuous mapping Ry defined from M (0S)) into
V() such that, for every p in M(02), we have

(o0 Ro) = p.

Proof Let p € M(052), then there exits & € V() such that 7€ = p on 0. Let
us note
E, ={§ € V(Q);7¢ = p on 002}

For every £ € V(§2), we define

H(&) = (lllo2.0 + 102611050 + 10,816.2.0) * - (2.19)

We remark that (2.19) is equivalent to [|{||y(o) and that V(€2), endowed by this
norm, is an uniformly convex space. Applying the convex functions theory to E,
and to the strictly convex function H : E,, — R (see for example, Temam and al.
[6]), there exists a unique 1 € E,, such that H(y) = gienﬂf H(&) and so,

W

[¥llviy = llulla@a)-

Therefore we define Ry by pu RN 1. For the continuity, we consider a sequence
{pn}oe, and an element p in M(0S2), such that p, — p in M(0). There exists
Un in By, and ¢ in E, such that ||¢n[lve) = llunllmee) and [[¢llve) = l[ullueo-
Therefore, ||1[Jn||V(Q) — ||1/}||V(Q).

Our purpose is now to prove that the sequence {1}, converges strongly to ¢
in V(Q2). But according to the uniform convexity of the space V(2), it remains us
to establish that this sequence converges weakly to 9 in V(€2). Since |9, |lv@) —
|¥]lv (), the sequence {9, }52, is bounded in V' (£2) and so, there exists a subsequence
{¥n, }32, and a function ¢ in V(€2), such that 1, converges weakly to ¢ in V(Q).
Therefore,

lellviey < lmint (v, [lve) = Hm (Y [lvie) = Hm [[m oo = [6lloo)-
(2.20)

Let us note again {1, }2°; this subsequence. The continuity of the linear map 7,
from V' (Q) into M (0€2) implies that ¢ is in E, and so,

llar@e) < ll@llv- (2.21)
Combining (2.20), (2.21) with the property of strict convexity of the function H, we

have ¢ = 1 a.e. in Q. So, all the sequence {1, }2, converges towards v in V()
and Ry is continuous. [
Proposition 4. For any ¢ in M'(0N2) the dual space of M(0N2), we have
< Ca g >a
[Cllarony = sup ~ Soimin

eve£0  Ellvie
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2.4. Some properties of the functional spaces

Proof Since for any & in V(2), 70& is in M (99Q) and [[7o€||ma0) < [Ellvie),

it follows that

< > < > < >
¢, %€ >a0 < ¢, %€ >o0 sup C, 1 >a0
I€llv e (RIS

{pe M(BQ),u£0} | M||M(6Q) '
Thus, to establish the result, it suffices to show that for any p in M (052),

<Cu> <€ >
G, p 00 _ sup ¢, %€ >an

lellaran)y — teevireroy v

Let us consider p in M(092), then there exists £ in V() verifying 7€ = u on 0S2
and we can define the non empty set

E, ={¢§ € V(Q);7¢ = pon 0Q}.

Applying the convex functions theory to P : E, — R defined by P(&) = ||¢]|v(a)
(see Temam and al. [6]), we get the existence of 9 in E, such that P(¢) =

. de
inf P(&) < ||ullaron) and

EEE,
< (1 >o0 _ < (, 0% >a0 < sup < (,%¢E >an
Il 2l sz a02) 1¥llviey  — reeviyeroy  ll€llvie
Which ends the proof. [ ]

Remark 1. Since D(QQ) is a dense subspace of V() with its natural topology, the
image space vo(D(Q)) is a dense subspace of M(00). This space M(09) is equipped
with the norm carried from V() by vy and is contained in L*(02).

Moreover, as V(Q) and v (D(Q)) = D(09) are dense subspaces of WH2(Q) and
L2(09) respectively, the space M (0S) is dense in Hz2(0Q) and L*(89) with respect
to their natural topologies.

Proposition 5. For any u in L?(0N)), we can identify p as an element of M'(0)
and we have

/ pédo =< p, & >mr(a0),m(o0)
80
for any & in V().

Proof For any p in L*(952), let us consider the linear functional L, : V() — R
defined for any € in V(Q) by

L,(€) = /a 1 (o0f) do

We establish by the Holder’s inequality and the continuous imbedding of M (02)
into L?(092), that

|L.(&)] = |/ 1 (7€) do| < lpllo2,00(70€ 02,00 < cllillo2,0070€] aa0)-
o
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2.4. Some properties of the functional spaces

Thus, we can write

< Ly, %€ >M’(8Q),M(6Q):/ © (7€) do.
o0

Moreover, the density of M(99Q) in L*(92) implies that, the map 7 : p — L, is
linear and one-to-one from L?(99) into M'(92). Therefore, we identify L?(9€2) with
7(L?(09)), which is a subset of M’'(9), and write

< iy Y08 > a0y, M) =< Ly, Y& > mr(o0),Mm(00)= / © (7€) do.
20

So, the result. n

2.4.2 Equivalent norms for V°(Q2) and W°(Q)

Proposition 6. (Poincaré-Wirtinger’s inequality.) Let consider q in [1,2],
then there exists a constant cg > 0, depending only on 0 and q, such that V& €
wo(Q),

1€ll0.g.0 < co ([|02€lo,1.0 + [184€

02,0) - (2.22)

Hence, W°(Q) can be endowed equivalently by the norm

0,1, + ||ay-

| [we) = 110z l0,2,0- (2.23)

Proof We shall prove it by contradiction. If (2.22) is not true for some ¢ in [1, 2],
then for any n > 1, there exists &, in W%(Q2) with

1€nllo.g.0 > n(l10:En

0,1,2 ySn|l0,2,22)-
lo,s.2 + 10y&nllo2.0)

Remark that &, # 0, so that, using Hgﬁﬁ instead of &,, we can suppose that
7 110,q,
1€n

0.¢.0 = 1 and then the Holder inequality leads to
lo,q, 1 and th he Holder i lity lead
1
1€nllos0 < 1927,

1 1
where p is the conjugate exponent of g, (— 4+ - = 1) .
p q
Therefore,

11
€allo,n + 19z8ullo,La + [[Fyénllozn < |QfF + — < cte
and {&,},>1 is a bounded sequence in W (£2). Since the space W () is continuously

imbedded in W1!(Q), the Rellich’s theorem (see Brezis [2]) implies that W (Q) is
compactly imbedded in L7($2). Therefore there are a subsequence {£,;}52; and a
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2.4. Some properties of the functional spaces

function £ in L?(S2) such that &,;, — £ in LI() as j — oo.
Since &g, is in W°(Q) then / &n, dQ2 =0 and thus / £dQ=0.

Moreover, since ||£nj||07q,g =1, then ||€||oq0 = 1.
As &, — £in LI(Q), one has &,;, — £ in D'(Q2) and VE,, — V{in (D'(2))%

But V&, — 0in (D'(Q))? hence V& = 0 in (D'(Q))* and using /ﬁdQ =0,
Q
we get £ = 0 which contradicts ||£

|0’q’Q = 1 u

Remark 2. Similar result can be proved for the space V°(Q) with ¢ = 2. This is
related to the fact that V() is compactly imbedded in L*(S2).

2.4.3 Some properties of the divergence operator

Define the following space:
3 9 ) )
L) = {u=(u,uw) € Q) x L(Q):diva € L(@)},

which is a Banach space for the norm

0.3.0 T luz2llo2,0 + [|divualfo2,q- (2.24)

19

Tp—
Let us begin with the following density theorem:
Theorem 1. (D(Q2))? is dense in IL(Y).

Proof Let T be an element of IL'(€2), the dual space of IL(2), such that T'(¢) = 0,
for any ¢ in (D(Q2))%. Let us prove that 7" vanishes on IL(£2). On the one hand, since
IL(Q) is a reflexive space, there is an element (vy,vo,v3) in L3(Q) x L*(Q) x L*(Q)
such that, Vu € IL(Q),

T(u) = / (viur + vous + wsdivu) d Q.
Q

Let ©7, v» and v3 denote the extensions by zero of v;, vy and w3 respectively in R2.
Thus we have for any ¢ = (1, p2) in (D(R?))?,

T(p) = /R2 (V11 + T2pp + v3div o) dx
= / (V11 + Vagpa + vadivp) dQ2 = 0.
Q

Writing the vector ¥ in the form (4, 75), we get in the sense of distributions on R?,
v = VU~3

29



2.4. Some properties of the functional spaces

Hence v3 = 0 on 02 and vz belongs to V;(£2) where
Vo) ={S € L*(Q),VS € L*(Q) x L*(Q); S = 0 on 9Q}.

We assume now that D(2) is dense in V4(2) (this result is proved in the following
lemma), then there exists a sequence {1}, inD(S2), such that ¥ — v in V4(2)
as k — oo and for any u in IL(2), we have

T(u) = /va.udQ-i- /UgdiVUdQ
Q Q

= lim </ Vwk.udQ—l—/wkdivudQ) =0.

This completes the proof. [ ]
Lemma 1. D(Q) is dense in V().

Proof Let S be some element of V4(£2). We have to prove that S is a limit in
Vo(Q) of functions of D(Q2). We denote by S the extension of S by zero outside €.
Every point M in ' = 02 possesses an open neighborhood A = A(M) on which
ANoQN and AN coincides, up to a C'—diffeomorphism, with respectively B N 9 C
and B N C,where B is the unit ball in R? and C is an open cone in R . Since 0
is compact, it is recovered by a finite number of such sets, say {4;}7,. Then there
is an open set Ay, relatively compact in €, such that

O cJA (2.25)

Let {0;}™, be a partition of unity subordinated to the covering (2.25); 6; is C*(R?)

with compact support in A; and Zﬁi(m,y) = 1. Then, every S in V(2) can be
i=0
written as S = ZO,- S.
i=0
The function 6,5 belongs to V(R?) with a compact support in 2. Using the mol-
lifier sequence in R?, say {p:}c>0, and choosing ¢ sufficiently small, the sequence
{pe x 00S}:~0 belongs to D(2) and converges to 6yS in V().
Let us consider now one of the functions 6,5, 7 =1,...,m.
We denote by ¢; a C!-diffeomorphism defined from A; into B and such that

QOZ(.AZ M Q) = B M Ci,
(pZ(AZ N 69) = BnNac,.
The function w; = (6;5) o (gpi’l |BDC¢) belongs to V(BN C;) and wi|(a¢c;nByu@BnC;) =

0. If we denote by @; the extension of w; ~by zZero on Ri \ (B N C;), @ has

a compact support in C;. Since V&; = Vw; in the distributional sense in Ri
(V(B N C;) ¢ WH(B n C;)), then @; belongs to V(R? ).
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

Now, the proof is reduced to the following case: {2 = ]Ri, the function S belongs to
V(R? ), satisfies S(.,0) = 0 and has a compact support in R%.
For any h > 0, we note by 7, S the function defined by:

Thg(a:,y) = g(x,y — h).

Since V(7,5) = 7,(V.S), the function 7,5 belongs to V(R?) and converges to S in
V(R?) as h tends to zero. Now, using the classical mollifier sequence in R?, we get
that the sequence {p; * Th§}5>0 converges to 7,5 in V(R?). For ¢ sufficiently small,
the function p. * .5 has a compact support in Ri, which completes the proof. m

The next theorem concerns the normal trace on the boundary, of functions of IL(f2):

Theorem 2. Denoting by n the unit outer normal to 0S), then the mapping vy, :
u — u.n defined on (D(Q))?, can be extended by continuity to a linear and con-
tinuous mapping, still denoted by ~y,, from IL(Q2) to M'(02). Moreover, we have the
Green’s formula:

/QfdivudQ-l—/QuV{fdQ =< u.n, & > e0),mo0), Y& EV(Q), Yu e IL().
Proof Let us define the functional T : (D(Q2))? x V() — R, for every u in
(D(Q))? and ¢ in V(Q), by
T(u,¢) :/Q(gdikuvg) q.
We establish by the usual Green’s formula, that
[ wnedol= |/Q(§divu+uV£) 49 < Jull o I€lveo
Using Propositions (5) and (4), we get [|un|lar@oo) < [lullf,q- It follows that

the linear functional 7, : (D(Q))? — M'(0Q) defined by: ~,(u) = u.n has
a unique extension, still denoted 7, to IL(€2) which verifies, for any u in IL(Q),

[ (W)llaro0) < Nl "

2.5 Weak formulation of the boundary value prob-
lem

Consider the following variational problem: find a function ¢ in V() such that for
any £ in V(Q)

/ 9(0:)0:,£dQ + / 0y p0,6dQ+ [ /My 2 Edo = 0. (2.26)
Q Q I,
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

Let G be the primitive of g defined by:

1 1 1
%(uw . 7;— u? (Uer — 1) + 7;— ud it < g,
G(t) = (2.27)
1
2 1u3T(ucr —t)+ Tt ud it > g,
2 3
and let F' be the functional defined on V() by:
1
F) = [ (60.0+50,0?) a9 +1(6), (229)
Q
where
b(é) = | VMyZ Edo. (2.29)
FP
Therefore, the problem (2.26) can be written in the form
Jp € V(Q), Fp) < F(§) V¢ € V(). (2.30)

We remark that F' is a convex functional and its directional derivative at ¢ in the
direction of ¢ is given by:

<P@.¢> = [ oopocan+ [op0cd0+be).

It results that if ¢ is solution of (2.30) then

/g(@w@)awfdQ + / Oyp0, A2+ b(&) = 0. (2.31)
Q Q

This is a necessary and sufficient condition for the minimization problem (2.30). m

The interpretation of this weak formulation gives first, in the sense of distributions,
that

3:1:9(8:090) + ay(ay@) =0.

It follows that u = (g(9.), 9,) belongs to IL(S2). Therefore using the Green’s
formula (see theorem (2)), we get for every £ € D(1Q),

/ Y
< u.n,§ >M’(3Q),M(3Q) —v/ M, ZI(.T) <1 — R_> ny{fda =0
a0 y
where Z denote the extension by zero of z on ] — £, [ and n = (n,, n,) is the unit
outer normal to 0f2.
Then, using Proposition (5), we find that

wn — /My Z'(z) (1 - R%,) ny = 0 in M'(9).

32



2.5. Weak formulation of the boundary value problem

and it follows from the density of M (852) in Hz(dS2) that

wn — /M, Z'(z) (1 - Ri> ny =0 in H 2 (0Q).

Y

Remark 3. We note that

0 on F0UF1UF2,
Z'(x) (1 = Ri) ny =
Y

—2'(x) on T).

(2.32)

Proposition 7. The mapping b defined in (2.29) is linear continuous from V(Q)

into R.

Proof We denote by Qy =] — 1,2[x]0, R,[ and n = (n,, n,) the unit outward

272
normal to 0€). Using the Green’s formula, we have, for any £ in V()

be) = W\Tw/ /€ do

VM
- M, [ (1—i 0,6+ LEdQ
Qo Ry Ry Qo
VM
- /M, | (1—i> 0,6d0— Y= [ 29,64
Qo Ry Ry Qo

Now, according to Hélder’s inequality, we get

vV M 2
()| < \/MooRycl||ay§||0,2,Qo+T||am§||0,3,QO(Ry)3
Y

VM,
< (\/ My Ry ¢ + e (19:€l0,3,0 + [19y€

Y

lo,2,02)-

As b is linear, the above inequality leads to the continuity.

Proposition 8. For any & in V(R2), we have

Moy
) > V= [ o (uy — 26 a0~ 0,6
Y Qo

2
|0,2,Qg — Ca.
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

Proof According to (2.33), we have

b(€) = —/ Mo 4 (1—%) 0,£dQ + ”M""/Q 2 (U — 0y ) d D)

Y Ry
vV My
Ry Qo

=V Moo By c1|0,€

My R,2 1 )
R E o — 0,6)dQ
3 = S0, + Y [ (e —026)

— /My ug,. (2.36)

This ends the proof. |

Uer 2 d €2

Y4

W

lo,2,00 +
Ry

v

Proposition 9. The functional F is continuous on V(£2).
The proof of this proposition is based on the following lemma:

Lemma 2. For any s,t in R, we have:

i) G(s) — G(t) — (s —t)G'(t) = VTH [(ter — 8)T = (e — t)+]2 [(ter — )T
v+1

+2(tter — 1)7] +g [(ter — )] [(ter — )™ = (uer — )7,

ii) G(s) — G(t) — (s — )G (1) = E5LG"(€) > 0 with & in]s, 1],

i) G(s) — a(t) < 12

- 6
1
Tt u? (s —t). u

cr

[Is =t +3[s — t|*(uer — )T + 3]s — t|[(uer — )] +

Proof of proposition (9)
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

For any &1, &, in V(€2),

F&) - F&)|=| [ (G0.4) - 60.6) 49+ 5 [ (06)° - @670
bEs &)
T o —o.elan + +1/|6w51—ax52\2(uw ~0,6)td0

IN

+ ,Y+1/ |8:v€1 6§2|[(ucr_ 162) ] dQ+ /\6 61 —8§2|dQ
+ [0 -a&rint [ Balos -o6ldo

+ (\/ﬂcl - g) (10261 — 0:&ll0,3,0 + 10y&1 — 9y&allo2,0)
y

< 1206 - 0&alan + Lo 0.6 — 0.6l 00 Nuer — 0.6

- 7““% axs2||o,3,n||<uw—azgz> o + ot o2 0.6 = utollosa 0
+ §||3y§1 — &5 20 + 19,6 — 0y&o

+ (\/ﬂcl + g) (10261 — 0:&all0,3,0 + [10y&1 — 9y&allo2,0)

< {026 — Ozallo3.0 j‘ 10y&1 — 0y&allo2,0]7 (&1, &2)- (2.37)

where

( ’YT—H”awé-l — aw&?“%,i%,ﬂ + 7T_H”aavfl - aw§2||0,3,§2 ”(U'cr - aw§2)+||0,3,§2 +

230+ B2 2R,Ry)5 + 318y& — 9y&allogn +

T(glaé-Q) = 4 ’YT—H”(UCT - z€2)+
10y&2ll0,2.0 + \/7Rcl+ T

(2.38)

Proposition 10. The functional F is Gdteaux-differentiable in V (2), and its deriva-
tive is given by:

Fl(&),6 >= /Q 0(061)0562 42 + /Q 8,61 0,62+ b(Ey). (2.39)

Proof Since the functional F' is convex, for any &, & in V() and for any
f > 0, the expression

F(gl + 0&2) - F(gl) _ (G(azgl + 98x€2) - G(az§2))
: _ /Q . a9

1 [ (06 +00,8) — (0,61)°
5/Q y - V" 10 4 b(y).
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

is a nondecreasing function of . So, as # tends to 0, this expression has a limit in
R.

Thanks to the convexity ¢t — G(t), we see that the decreasing sequence in L'(2)
_ G(az§1 + 08,;552) — G(awgl)
6
converges a.e. to ¢(09,&1) 0,& and the Beppo-Levi theorem leads to
lim / G(awfl + 969562) - G(awgl)
Q

8—0 0

hg

10 = / 9(0:61) 0,62 0.
Q

Using the same argument with the convex function ¢ — ¢?, one has (2.39). It
remains only to show the continuity of the linear mapping

& [ 90600610+ [ 060,640+ bE)
Q Q
Using the Hélder’s inequality and (2.34), we get

MOOR c1 + Moo
(119080 llo.3.0 + 18,E1llo2.0) llEellviey + (V L ) lEallvia,
Y

which proves the proposition. [ ]

The next proposition concerns the coerciveness of the functional F' on V().

Proposition 11. For any £ in V(Q2), we have

v+1

FE) = 12

| (ter — aw§)+|

1
3,3,9 + Z”ayf |g,2,n — C3. (2.40)

Proof We consider 0 = (] — Ry, —3[U]3, R,[) X ]0, R,| then, for any £ in V (),
we have

Fe) = [ (600+ ;06) an+ue

_ 1 2 1 2
= QOG(éLUg)deL /QOQ(Oy{—“) dQ + o G(0;6)dQ + /Q1 2(6y§) dQ
My, [ ¢ (1—i> a0 — Y= [ 5 a0

Qo R RZ/ Qo

Y
B} + B) + B, + B,.
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

where

B = / (0,6) d Q2 — 20,640,
Ry Qo
/lag Pao - Vi | ( Ri)ayfdﬁ,
Y

Since, for any nonnegative t,

YHly yFl o, Y4l yFl, 1-V2 3
= > 1 2.41
6 t 2 CT‘t+ 3 CT — 12 t + 3 (,Y_{— )UC'I‘ ( )
we have,
1 1
BY = y+1 [(uc,« — 8$§)+]3 dQ — Lugr(uc,« — 0;€)d
Qo Qo 2
1
/ Y s ga- [ YMx 5 eq0
Qo 3 Qo Y
1 vV My
y+l [(Uc'r‘ — 8$€)+}3 dQ — / (—7 + u? — z) (Uer — 0,€) dQ
o O Q0 2 R,
Yl ga- [ YMe a0
Qo Qo Y
1 1 v M
2 l [(ucr - x§)+]3 Q _/ (iugr - = Z) (Ucr - ;Ug)_'—dQ
0 O Qo 2 R,
+ 7—“1&2(19— 2 2 U dQ
Qo 3 Qo RZU
1 1
> / i [(Ucr - awé‘)-'_}g dQ — / s ugr(ucr - awg)—i—dQ
0, O 0 2
1
v T 40— M e
0 3
+ 1 1-+v2
> L (e — 0:6) (350 + (v + 1) ud Ry — /Mo ey, (2.42)

3
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

- [ cogun
Q4

1 1
= l [(ucr - awﬁ)ﬂ?’ dd— / s u?r(ucr - azf)dQ
o 6 a2
+ [ s aa
1971
1 1
> % [(ucr - 3w§)+}3 dd— / 7_2*— ugr(ucr - a$§)+d9
Ql Q1
+ ,Y—Hug,,dQ
1 3
v+1 1—-v2
> T“(UCT — 0:6)" |8,3,Ql + Tw +1) ugr(QRw —1)R,. (2.43)

_ 1 ; y
B) = /Qﬁ(ayg)%m—/ﬂo VM2 (1 - R—y) 9,€d
1 2
<§ay5 — VMg <1 - %)) dQ

Y

1
— 1198l o, + [

Qo

2

1

- / Moozr? (1 . i) A0 > 2| 0,€)2 00, — MuRyS.  (2.44)
QO Ry 4 3Ly

1
BY = 5110l 0, (2.45)

Inequalities (2.42), (2.43), (2.44) and (2.45) complete the proof. n

Remark 4. A consequence of the above proposition is that . infﬂ) F(&) is finite.
eV

Proposition 12. Under the hypothesis (2.15) of thin profile, we have, for any & in
V (), the following inequality:

1 VM 1
(T3 a2 = Y5 ) 10s€los + {10,800 < ca + F(©
Y

+ (v + D) u (e — 0:8)*

l0,1,0-

Proof Using proposition (11) (notations), we have

1 1 VMso
Bg = / i [(ucr - ax§)+}3 df) — / Lugr - <z (u”" B 8555) d
0, 6 % 2 R,
1 vV My
+ lug’,dﬂ— 2 Ugp d €.
Qo 3 Q0 Y
Therefore,
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

5 Uer R, z) (Uer — 0:€) dQ =
E[(ucr_ax€)+}3d9+/ (7+1u3 — MOOZUCT> dQ—Bg
Qo

/ <’y+1u2 VM,
Qo

0, 6 3 ' "R,
and then,
1 VM
o 2 R,
1 1
&[(uw—awg)ﬂ?’dmu T dQ— Moue [ () du— BY.
a 6 Qo -1
2
Hence
Y+1 5, My / y+1 5 My
_— — cr — 19) = - cr T a$ dQ
R L e o I
1 VMoo
< / (lugr — z) |Uer — 0E|d 2
o 2 R,
1 VM
< 2 / (’H w2~ Ve z) (ter — D,6)* A
% 2 R,
y+1 +)13 0
— T||(ucr—8w§) 3, 3 S Ry + v/ Myt 1 z)dz + B,
~3
S (’y+1)uzr (ucr_ w€)+dQ+ VMooucr+Bg
Qo
< (y+1) ung(uc,« — 0:6)" lo,1.00 + vV Moo ter + Bg- (2.46)
Similarly, since
1 1 1
Bi= [ T [(ue - 0,67 d2- / T (ue—0,8)d0+ [ T2 4
o 6 o 2 o 3
we have
+1 +1 +1
T2 [ (o= 0,649 = L e = 0,8) [0, + L5 (2Re ~ DR, ~ B
1971
hence
T+1 5 T+1,
2 ucr”uCT - 8$§||0,1,Q1 = 9 Uer |ucr - 8x§| d<
Ql
= D [ (- 09" 2= T (e - 0)*
1951
1
- %u;(mx —1)R, + B!
< (v + ) ugl| (wer — 02€) *llop,00 + Bs- (2.47)
Inequalities (2.44), (2.45), (2.46) and (2.47) give the desired proposition. n
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

Remark 5. The above propositions (11) and (12) imply that the functional F is
coercive in the subsonic case, with respect to the topology of V(S2), but not globally
on V() as the following example shows:

Example 1. We have Q =] — R,, R;[ X |0, R,[ and let

e if x < —1,
&n(z,y) = nx Uy if _% <z< %’
Uy of T > T
The function 0.&, satisfies
0 if o] > L,

aﬂcé‘n (CC, y) =

nue if 2| <,
then
/|8w§n\3dQ:2n2ui’rRy and / & 2dQ < 2R, R, u?
Q Q

Yy “ere

We obtain then [|&n 02,0 < (2R1Ry)%uc,~.

We have, for everyn > 2,

0 if |z| > 4,
G (0atn) = 3n—1 3 1
nT(fY+1)ucr Zf ‘$| < n’
then
1
0 < /G(@zﬁn) dz dy = (1 — %> (v+1D)ud R, < (y+1)ud R,
Q
and

1

b(&,) = —/ Moonuw/n z(z)dz .
Using =2/ My uer < b(&,) <0, we deduce that

Fe) = [ (6@ + 506)) dody+ 06

1
< /QG(awgn) dz dy = (1 — %) (v+1)ud R, < (y+1)ul R,
and

I&nllviey = lléalloza + [|02&nllose + 1| 9yéalloza
1

> || 0z&nllose = (27° Ry)® er-

So there exists a sequence {&, }oo, such that ||&,||v(q) tends to oo when F(&,) remains
bounded.
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

Remark 6. Since b vanishes on the set of constant functions on €1, there is no
uniqueness of the solution for the minimization problem (2.30) on V(). On the
other hand, due to the identity V (Q) = V°(Q) @ {cte}, we expect the uniqueness on
Vo(Q).

Theorem 3. Let the convex and closed set of subsonic flows be
X ={¢ € VYD), 0:¢ < ter ace. inQ},
then there exists a unique minimizer ¢ of F in X.

Proof 1. Existence of a solution:
Thanks to the proposition (11), we have, for any £ of X,

y+1
(2.48)
1
1”8115”3,2,9 < F() + cs.
Therefore,
12 1/3
||a$§||0’3,9 S (?(F(f) +03)> + ucr(mes(Q))l/s
v (2.49)

N

10,€llo2,0 < 2(F(§) + c3)7.

From proposition (6), we get

12

1/3
vy < (g (PO + )+ unlimes(@) +2 (P + e

o=

and the classical convex functions theory for existence of minimal solutions 6] im-
plies the existence of a solution ¢ in X.

2. Uniqueness of the solution:
Suppose that there exist two solutions ¢ and ¢ in X, then F(p) = F(¢). As X is

a convex set, for any 0 in [0, 1], 8o + (1 — €)1 belongs to X.
Since F is a convex function, we have F(0p + (1 — 0)¢) = F(p) = F(¢).

Thus F(y+6(p — ) ~ F($) =0and Tim - {F( +0(p — ) ~ F(¥)} =0.
Therefore

/Q 9(0:0) (o0 — Bt) A2 + / 00Dy — 0,0) A+ bp —¥) = 0. (2.50)

and similarly,

/Q 9(0:0) (00 — D) A2+ / B,0(By — Byp) A+ bt — ) = 0. (2.51)
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2.5. Weak formulation of the boundary value problem

Combining (2.50) to (2.51), we get
/ (9(020) = 9(0:9)(Futp — Oxt)) d 2 + / (8,50 — O,¥)?d Q2 = 0,
Q Q

and then

/97_2'—1(391/) 8$<p)2(ucr—8xcp+ucr—821/1)d9+/( Oytp — ﬁygo) dQ = 0.

Consequently, 0,9 = 0,¢ a.e. in Q and Jy9) = 9y a.e. in (2. But, since v, ¢ are in
V9(£2), one has ¢ = ¢ a.e. in{. ]

Remark 7. The problem is well posed in X . If there exists a constant 6 > 0 such
that
0:0 < Uer — 0 a.e. in 2,

then the solution ¢ obeys to

0:9(0p0) + 0y(Oyp) =0 a.e. in ,

1 (2.52)
(9(0e), Byp)m = VM Z'(w) (1= &) my = 0 in H3(00)

where n = (ng,ny) is the unit outer normal to 0S2.

To prove this, we note first that, there exists € > 0 sufficiently small such that for
any ¥ in D(Q), ¢ + €1 belongs to X and the first equation of (2.52) arises auto-
matically from the relation < F'(p),E— ¢ >> 0 for any & in X. It remains to show
the boundary condition. We have also, the existence of € > 0 (sufficiently small)
such that for any function v in D(Q), ¢ + v belongs to X, so < F'(¢),¢ >= 0
i.e.

/g(@zgo)(?ﬁw dQ)+ / Oy 0y d Q2+ b(¢p) =
Q Q

Combining this equation with the Green’s formula, we deduce that

< 9(0zp) Ny + Oy 0 My, Y > M (99Q),M(9%) +b(1)) =0

and this completes the proof.

Remark 8. As the functional F is not coercive in V(2), the minimization problem
(2.30) does not necessarily have a solution, F is only coercive in W (), which is
not a reflexive space. Thus, it is convenient to introduce the dual problem associated
to (2.30). Indeed, the dual problem is generally simpler than the initial problem and
permits to obtain more informations about the solutions of the initial problem.
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2.6. The dual problem

2.6 The dual problem

We can decompose the functional F' as follows:

F(&) = 1(VE) +b() Y€ € V(Q),
where [ is defined from H((Q2) into R by:

la)= [Ga)dnss [ a0 Va=(om) € BE) =L@ « /@),

We introduce also the following functional ¢, defined from V' (€2) x IH(f2) into R by

¢(€,q) = I(VE+aq) +b(E).
We remark that ¢(&,0) = F(€).

Let us define

L= inf F()= inf F 2.53
conl F(&) = inf F(E), (2.53)

and consider the following minimization problem defined for every q = (g1, ¢2) in
H(2) by:

J(q) = geig(fm #(£,q). (2.54)

We have immediately
J(0) = L.

Problems (2.54) are the perturbed problems of (2.30). We consider the conjugate
function ¢, of ¢ defined from IL(Q) x H'(Q) into R. This conjugate function is
based on the duality between V(Q) x H(Q) and IL(2) x IH'(Q) and defined for
every p € IL(Q) and u € H'(Q) by

¢*(p: ll) = sSup [< p:& >]L(Q),V(Q) +<uq >]I‘I’(Q),]H:(Q) _d)(g: q)] )
tev(Q),aelH@)
(2.55)
where
<p,€ >y~ / p-V&EdQ +/§divde.
Q Q
We consider now the dual problem: find U € TH'(Q) such that
—¢:(0,U) = sup [-¢.(0,u)]. (2.56)

welH' ()
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2.6. The dual problem

Theorem 4. There exists (u., vy) in L*(2) x L*(2), such that
)VE € V(Q),

/g(u*)awfd9+/v*8y£d§2+b(§) =0.
Q

i) For U = (g(u,), vs),

U.n = /My, Z'(2) (1 - R%) ny in H™%(99).

iii)

Uy < Uy a.e.n §.

£= [ (6 - wotu) - 12) a2

Proof 1. Since F is convex on V°(Q), 11%]f( )F (€) is finite and I is continuous
gevo(Q

on H(Q), all the conditions of theorem 4.1 of (Ekeland and al. [6] , p. 58) are
satisfied. Hence, problem (2.30) is stable i.e.

inf F(&) = su —¢.(0,u)/,
S, P©= s [=6.0u)

and (2.56) has at least one solution U in TH'(Q).

We have
L=-¢.010) = — sup [< U4 > 1 ) H) —¢& q)}
cevQ),aeH@) ’
= i s < Uia >y o)
ccviae H) (& a) H ), H@)
then

< inf inf _ ,
L= qelllll{(sz) [fenx}(n){é(g’q) <Ua>py (Q),]H(Q)}}

< inf [Jq—<U,q> 1 }
acH©) (@) IH (2),H@)

Thus, for every q € TH(f2), we obtain that

and in particular, for every £ in V(2), we have
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2.6. The dual problem

Moreover,

J(VE) = inf [/Qa(azwamodmré/

CeV(Q) Q

(0,6 + 8,0 A + b(g)]

. 1 2
—  inf [/QG(az(f—i-C))dQ—i-5/9(83,(64-0) d9+b(C+§)] —b(¢)

ev()
= L-b9).
Therefore,
< U, VE > o) H T0(E) < 0VE € V(Q)
and then
< U, V¢ >H (). H o) +b(&) = 0 since V() is a linear space. (2.57)
So,

Vé € D(Q),< U, V¢ >1H (o), Ho) +b(§) =0
and then divU = 0 a.e. in €.

2. We have

¢* (07 U) = sup [< Ua q >H‘I’(Q),]I'I(Q) _¢(€, q)]
gev(@),acH@)

= sup [< U,q >H‘I’(Q),]I'I(Q) —I(Vf + q) - b(f)j| :
tev(Q),qeH@)

Then we can write

5.00)= s [<Up-VeEsp g pg —T0) O]
cev(),pelH@)

= sup [< U,p >IH'(Q),]H(Q) - < U, V¢ >]H'(Q),IH(Q) —I(p) — b(f)] )
cev),pelH)

We set p = (p1,p2), U = (Uy,Us) and using equality (2.57), we get

¢.(0,U) = sup |<U,p>yy —I(p)
el [ H (o), H@) }

1
= sup [/(U1p1+U2p2)dQ—/G(pl)dQ—E/png}
p1€L3(Q),p2€ L?(Q) L/ Q Q

1
= sup [/(Ulpl —G(pl))dQ] + sup [/ <U2p2 - §p§> dQ]
p1 €EL3(Q) LUQ p2 € L2(Q) LUQ
= Il(U1)+IQ(U2)

To compute I; and Iy, it is sufficient (see Temam and al. [6], proposition 1V.1.2),
to determine for almost all (z,y) in the domain €2, the quantities

sup[Ui(z,y)t — G(t)] and sup [Ug(:v, y)t — %tQ} :

teR teR
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2.6. The dual problem

1
We have immediately Ir(Us) = §||U2||§72,Q.

v+1

For Iy, the properties of the function G imply that, if U, (z,y) > u?, on a set

of positive measure, then I;(U;) = 400 which contradicts ¢.(0,U) < oo. So we

1
have Ui (z,y) < 7—21_

2 2 1
L(0,U) = cr 2 - - cr T 2 - _QdQ-
#(0. 1) /n[Ul (u \/u 7+1U1) G<u \/u 7+1Ul> N 2U2]
We define u, = ug — 4 /u2, — %Ul and v, = U, we get then

£= [ (6~ uaglu) - 0t ) e

3. Now, in order to prove ii), using the Green formula proved in theorem (2), with
equality (2.57), we obtain

u? a.e. in  and then

< U.n, & >pra0),m0) +b(E) =0

where n is the unit outward normal to 9f2.
But, for every £ in V(9),

b(€) = —/ Mo | (1—i)gnyda.

R,

Then, as Z denotes the extension by zero of z on | — %, %[, and according to propo-
sition (5), we get

U.n — /My Z'(z) (1 - R%) ny = 0 in M'(89).

Now, thanks to remark (1), we find

Un=+/MyZ(z) (1 - }%) ny in H_%(aﬂ) and L*(09Q).

Y

This achieves the proof. [ ]

Remark 9. Problem (2.30) may have or not a solution. But if it has a solution ¢
such that Opp < Ue a.e. in €Y, then

[16(0:9) = Gw.) = (01 = w)gw.)) a0

1

+ 3 /Q(aygo —0,)2dQ+b(p)+ < U, Vp > H (). Ho)~ 0
Using (2.57) and lemma (2), we get Vi = (u., vs) a.e. in .
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2.6. The dual problem

Let us now turn to the existence theorem, which extends the result already
obtained in the previous theorem.

Theorem 5. Assume that the hypothesis (2.15) is satisfied, then there exist a func-
tion ¢ in BV (Q) and a nonnegative bounded Radon measure v such that:
Orp = Uy + 1, Oy = vy and /gonzO,
Q

where (us, vy) is defined in theorem (4).

1
Proof We recall that £ = / (G(u*) — u.g(uy) — 51}3) dQ and also £ =
0

. inof(Q) F (&), then there exists a sequence {&,}2°, in V%(Q) such that, for any n > 1,
%

L<FE) <L+ % (2.58)

Using the fact that for any £ in V(2), we have: b(§) = —/(g(u*)8$§ +v,0,8) d €2,
we deduce that ?

Fl&) - L = / (G(Oubn) — Glus) — (Dubn — 12)g ()AL

1

+ 5/Q(aygn—v*)%m. (2.59)

Therefore, combining (2.58) and (2.59), we get

[ (@06 = Gw) = (0.6~ wdgua2+ 5 [ 06 —vd0 < -,

Thus according to lemma (2-i), we have

0 S 7 _6+— ! [(Ucr - axgn)+ - (U'cr - u*)]Z [(ucr - axfn)+ + 2(ucr - ’U,*)]dQ < %7
Q
LH/(Ucr — )2 (U — 0p&p) A < 1 and /(8y§n —0,)%dQ) < l
2 Q n Q n
(2.60)

Thanks to the following relation (ue—0;&,) "+ (Uer—ts) > [(Uer—02En) T — (Uer—us) ],
we deduce that:
4

lim / (ter — 0un)* — (t1ey — )29 = 0,
Q

n— o0

$ Hm [ (e — ) (tUer — 0&p) dQ =0, (2.61)

n— 00 0

lim [ (9,&, — v.)?dQ =0,

\ 7 —> 00 Q
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2.6. The dual problem

Therefore, we have the convergence of {(ue — ;&)1 122 t0 (ug — uy) in L?(Q) and
{8,€,}52, to v, in L*(9).

Using Proposition (12), {0,£,}5%, is a bounded sequence in L'(Q2) and Poincaré-
Wirtinger’s inequality implies that {£,},>1 is a bounded sequence in WhH'(Q).
Therefore, thanks to Rellich’s theorem (see Brezis [2]), a subsequence {&,}52, can
be extracted such that there exists a function ¢ in L*() with &, — ¢ in LI(Q) as
j — oo, for any ¢ in [1,2[. Furthermore,we have v, = 0,¢ a.e.in (.

Let us note again {&,}2°_; this subsequence. Then, by the lower semicontinuity
of measure variation,

D|(9) < liminf|D&,|() = liminf(]|0,&,
n— +00 n— +00

01,01 ||ayfn |0,1,Q) < 00,
and ¢ belongs to BV (€2).

Now, for any nonnegative ¢ in D(f2), we have

< 0z — U, ¥ >pr)p)=< Oz — 05&n, ¥ >pra)pe) + < 0260 — Us, ¥ >p1(0),p(0)

_/((P - §n)az¢dQ + /(ucr - 8z§n)7wd9
Q Q
< U — Us — (U'cr - azfn)—i—a (U >D/(Q),D(R)

- / (()0 - gn)az’l)b dQ+ < Uer — Ux — (ucr - azgn)—i—a 1/) >D’(Q),D(Q) .
Q

AV

Hence
< Ozp — Uy, Y >pr(),D(Q)

> lim |:_ /(QD - gn)az"/)dQ + /(ucr — Uy — (ucr - 8z§n)+)¢d9 = 0.
Q

n — +0o Q

It follows that 0, > u, in the sense of distributions. So, 0,¢ = u, 4+ v where v is a
nonnegative distribution. Since ¢ is in BV (), v is a bounded nonnegative Radon
measure defined by:

Vi € DHQ), v(w) = lim [ (ug — 0:) $d

n—-oo 0

We define
Q* = {(.T,y) € Q; u*(x,y) < ucr} (262)

Proposition 13. We have v(£2,) = 0.
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2.6. The dual problem

Proof Consider, for every m > 1, the sets Q™ = {(z,y) € Q u.(z,y) <
Ugp — %}, then we have
Q* = UmZIQT-

Since {Q™1,.~1 is a nondecreasing sequence of v-measurable sets, then
* > J

() = v(Up>107) = lim v(QF).

m — 00

Then, it is sufficient to prove that v(Q™) = 0.

In order to do, just remark that for every m > 1, we have

= I - > i —
0= lim_ Q(ucr U ) (Uer — Opbn) " A2 > Jlim o (ter — ) (ter — Do)~ d
1 _
Z W nEI—ll—loo - (ucr - a:cé-n)
1 m
which ends the proof. [ ]

The last result concerns the uniqueness of the solution and more precisely:
Proposition 14. The couple of functions (u.,v.) defined by theorem (4) is unique.

Proof Let (u.,v.) and (@.,?,) two solutions defined as in theorem (4) and let
{pn}e>; and {1, }°°, two minimizing sequences in V°(Q) of the functional F' such
that:

1. lim Oy, =v, and lim Oy, = 0. in L*(Q).
n—aoQ n—aoQ

2. lim (ter — Opon)t = (Uer — ) and  lim (Uer — Optln) ™ = (Uer — @y ) in L (€2).
o n—oQ

n—-

3. lm [ (ter—ts)? (ter—0p0n)” dQ = 0and lim [ (uer—s ) (ter—0p%n)~

For any ¢ in V(€2), we have

/9(“*)awfd9+/U*3y£d§2+b(§) =0
Q Q

and

/g(ﬂ*)am5d9+/ﬁ*8y§d§2+b(§) =0,
L Q

50, for f = ¥n — 1[]717 we get:

/Q<g(u*)—g(u*>> 2 (@n ¢n>d9+/( L 52) 0y (9 — ) AL = 0.

Q
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2.7. Conclusion and perspectives

This expression is decomposed as following

v+1

1
i (UCT - ﬂ/*)Z(ucr - aan) dQ T s (ucr - ﬂ/*)Z(U/cr - awd]n)_
2 Q 2 Q
1 1
_i (U'cr - ﬂ'>s<)2(ucr - axgon)_F dQ + — 2 T /(ucr - ﬂ*)Q(ucr - a:c(Pn)_ dQ
2 ) 2 Q
1 1
_% (ucr - u*)Q(ucr - wwn)—i— dQ + 7_2}_ (U'cr —u )Z(U/CT - awwn)_
Q
1 1
+% (ucr - U,*)Z(U,CT - awgpn)+ dQ 7 il / Uer — ucr - 8:59071)_ dQ
Q
+/Q(v* —5.)(@ypn —v.) O+ /Q(v* _)2dO+ /Q(v* 5. (@ — By,) A

=0.

The terms without underbrace have a limit as n tends to oo and the terms with
underbrace are nonnegative. Then we obtain, when n tends to oo, that

1
Y0 = ) (e — s+ ey — ) A+ [ (02 —5.)2d Q< 0
2 Q Q
and we deduce that u, = u, a.e. in ), v, = v, a.e. in (. ]

Remark 10. e If 0,0 < Uy a.e. in ) then u, = Oy a.e. in ) and @ is the
unique solution of (2.30).

o If u, < ue a.e. in Q then 0,0 = u, a.e. in Q and ¢ is the unique solution

of (2.50).

e If ¢ and v are two solutions of (2.30), then there exists f in BV (] — Ry, Rz))
such that

o(x,y) =v(x,y) + f(x) for almost every (z, y) of Q@  and - fx)dz =

—R,

2.7 Conclusion and perspectives

We have presented a mathematical model for subsonic air flow around a thin profile,
in terms of a non-linear degenerated elliptic equation. In order to solve this problem,
a variational problem associated with an integral functional has been chosen.

We have proved the existence of a unique solution under the constraint that the
flow speed remains stricly subsonic i.e. it is majorated by the critical speed. We
proved also the existence of a relaxed solution in the general unconstrained case;
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2.7. Conclusion and perspectives

this solution is called relaxed since the variational problem is not coercive in our
initial reflexive B-space. Moreover, as the problem is a degenerated one, we have
only proved:

e In the general case, the existence of the flow speed and its uniqueness in the
vertical direction,

e In the particular subsonic case, the complete existence and uniqueness.
In the general case, bounded Radon measures appear in the super-critical part of
the horizontal speed i.e. 0,p. Questions remain on:

e The qualitative control of this Radon measure in order to prove the uniqueness
of the solution.

e The dependence of this solution on the parameters § and M., more precisely
the continuous dependence of €2, on these parameters.
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Chapitre 3

Une formulation relaxée pour une
équation elliptique dégénérée

Dans le chapitre précédent, on a montré sous la condition de profil mince (2.15),
que la fonctionnelle F' définie par (2.28) est coercive dans W (€2). Ensuite, on a
cherché la limite des suites minimisantes dans BV (£2), et une solution admissible a
été trouvée en utilisant des arguments de la théorie de perturbation et de dualité
(voir Ekeland et Temam [23]). Dans ce chapitre, on est amené a formuler un second
probléme de minimisation prolongeant celui défini sur V'(€2). Ce dernier probléme,
appelé probléme relaxé, est défini par le biais de fonctions de récession et moyennant
un résultat présent dans (Alibert et Bouchitté |2]).

Le but de ce chapitre est de prouver que le probléme initial ainsi que le probléme
relaxé possédent le méme infimum. Et de montrer ensuite que cet infimum est en
fait un minimum pour le probléme relaxé.

Dans la littérature, on trouve un grand nombre de travaux concernant la re-
laxation et la semi-continuité inférieure sur les espaces BV (Q2) ou WhH'(Q), pour les
fonctionnelles intégrales de la forme :

1) = [ se.cwyan+ [ h(x, ‘—Z) dlul,

ou u est la densité de la partie absolument continue de V& par rapport a la mesure
de Lebesgue et i sa partie singuliére, avec I’hypothése qu’il existe p dans [1, 4+o00[ et
deux constantes positives c et C tels que

VEe R, c(|[€lF—1) < f(,,& ) < CUENP+ 1)

On peut trouver dans D. Kinderlehrer et al. 32| (pour la semi-continuité) et
dans T. Roubicek [43] (pour la relaxation) quelques approches basées sur la théorie
de la mesure de Young.

On peut mentionner les références L. Ambrosio et al. [5], [6] et [7] dans le cas
de la modélisation de segmentation d’image ou 'on tient compte de I’ensemble de
"discontinuité approximative" de {. Cet ensemble, S¢, apparait dans le probléme de
minimisation puisque

b= (6" — € HI5) + Ce
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CHAPITRE 3. UNE FORMULATION RELAXEE POUR UNE
EQUATION ELLIPTIQUE DEGENEREE

ot H" ! est la mesure de Hausdorff de dimension n — 1 sur R” et C; est la partie
de Cantor de la mesure V&.

Dans L. Ambrosio et al. (|5], |6] et |7]), p est supposé appartenir & |1, +00|. Ainsi,
les résultats de semi-continuité inférieure et de compacité conduisent a ’étude des
espaces SBV des fonctions spéciales a variation bornée , i.e., des fonctions & dans
BV telles que C¢ = 0. Dans ce contexte, le fait que p > 1 est essentiel.

On peut mentionner des travaux similaires sur des problémes d’élasticité, (par
exemple C. Baiocchi et al. [11]) ou 'on étudie les espaces, BD(f2), des fonctions a
déformation bornée.

Un deuxiéme exemple concerne les problémes variationnels ou il y a transitions
de phases. Dans ce cas, (voir Bouchitté et al. [12], [13, 14] ou I. Fonseca [26]), p est
supposé étre égal a 1. Ainsi, on doit considérer la relaxation et la semi-continuité
dans BV ().

Dans notre cas, le modéle ne rentre pas dans le cadre des situations citées an-

térieurement car p doit étre égal & 3 pour % < U, 1 pour % Uq- et 2 pour

ox

g—g. On établit alors, un résultat adéquat de densité dans BV ()) afin de prouver
les résultats cités plus-haut. Ensuite, on obtient une formulation variationnelle dans
BV (2) grace aux dérivées directionnelles de la fonction convexe du probléme relaxé.
On donne finalement quelques idées sur 'unicité de la solution.

Le chapitre est organisé comme suit : on introduit, dans la section 2, quelques
notations et on fait une bréve discussion sur la fonction de récession et ses propriétés.
La section 3 est consacrée a la position du probléme relaxé dans un sous espace de
BV (Q). Aprés une bréve description des propriétés de ce sous-espace dans la section
4, on étudie dans la section 5 le probléme relaxé et on établit dans la section 6 un
résultat d’existence de solutions, résultat qui généralise ceux démontrés dans Amara
et al. [3].
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3.1. Introduction

A relaxed formulation for a degenerated elliptic
non-linear equation

M. Amara!, A. Obeid! and G. Vallet!

Abstract We consider an elliptic-parabolic PDE, governing the flow of a steady
state two-dimensional irrotational compressible fluid around a thin profile. The
mathematical modelling is formulated in term of a non-coercive variational problem
with an integral functional. We propose a relaxed formulation in BV (§2) and prove
that the minimum of the relaxed problem is the infimum of the initial one. We give
also some information on the uniqueness of the solution.

Key words. Ill posed variational problem, relaxed problem, degenerated elliptic
equation, functions of bounded variation.
AMS subject classifications. 35M10 - 35J70 - 35R25 - 49J45

3.1 Introduction

In this paper, we are interested by a variational problem associated with an integral
functional of the form

1
F(¢) =/G(azf)d9+§/(3y€)2d9+\/Mm Z'€do (3.1)
Q Q Iy
where Q =] — Ry, Ry[ x |0, Ry[, T'p =] — %, %[x {0}, and for any real t,
1 1 1
G(t) = %(uw —1)% — 7; u? (e — 1) + 7; ud (3.2)

(by t; we mean the positive part of t), where -y and u,, are positive constants, M., €
10,1[ and 2z € W, >( =, 3[) with 0 < z < 1, which makes convex the functional F.
Since F' is invariant with respect to the constants, the problem is then:

Minimise F'(&) such that £ € V() and [,£dQ =0,

where V(Q) = {€ € L2(Q), 0,¢ € L}(Q), 9, € L(Q)}. (3-3)

This problem arises from the modelling of the flow of a steady state two-dimensional
irrotational compressible fluid around a thin profile (cf. M. Pogu et al. [18] and M.
Amara et al. [2] for some details about the modelling). The conservation of the
fluid density leads us to the following partial differential equation:

div(g(0z¢), 0yp) = 0 in €2 (3.4)

!Laboratoire de Mathématiques Appliquées, Université de Pau et des Pays de I’Adour, BP1155
64013 Pau, France (Mohamed.Amara@univ-pau.fr, Amira.Obeid@univ-pau.fr, Guy.Vallet@univ-
pau.fr)
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3.1. Introduction

where, for any real ¢, g(t) = G'(t) = =2 (ue — 1)2 + Ll

with the following boundary conditions:

Oy = VM7 (z) on T, and (g(dy¢),0y¢)n =0 on IQ\L,.

Remark 11. One may notice that (3.4) is a degenerated elliptic equation since it
15 elliptic if Op0 < Uer and parabolic if Oy > Uy

It has been shown in M. Amara et al. [2| that, under the condition of thin profile,

1
%u?,ﬁy > /M (3.5)

F is coercive for the V(§2)-topology in the convex set

X = {5 EV(R), 0.6 <, [ €d02= 0}
Q

and that it is globally coercive in
wW(Q) = {5 € L*(), 0. € L'(), 9,¢ € L*(Q), / £dQ = o} ,
Q

Therefore, we have looked for the limit of minimising sequences in BV (€2) and an
admissible solution has been found, using some perturbation-duality arguments.
The aim of this paper is to extend these results by using a relaxation method and
prove that

inf F(¢) = i F 3.6
§€V(Q),Hf19§dQ:0 © §€N(Q)I,nf1;l§dQ:0 (& (3.6)

where N(Q) = { € BV(Q), 0,€ € L*(R2)} and, for any £ in N(Q),
2 = 1 2 oo ( M ’
Fe) = /Q(;(u) a+ /Q(ayg) i+ /QG (o) i+ V¥ [ e 07

In the previous equality, G° denotes the recession function of G, u is the absolutely
continuous part of the Radon measure 0, with respect to the Lebesgue measure, p
denotes the singular part and |u| = pt + p—.

There is an extensive literature related to the question of relaxation and lower
semicontinuity on BV (2), or WhH(Q), for integral functional of the form

1 = [ swswaas [ n(al) du

where u is the density of the absolutely continuous part of V& with respect to the
Lebesgue measure and p the singular part, mainly assuming that there exists p in
[1, +o0o[ and two positive constants, ¢ and C, such that

VEeR®, c(|[¢lF—1) < f(,,&.) < CUENP+1).

99



3.2. Preliminaires and notations

One may find in D. Kinderlehrer et al. [17] (for the semicontinuity) and T. Roubicek
|20] (for the relaxation) some approaches based on the Young measure theory.
Thanks to the contribution of geometric measures in the theory of bounded vari-
ation functions (see L.C. Evans and al. [14], E. Guisti [16] or W.P. Ziemer [22]),
minimisation problems associated with function F have been considered.

See for example the case of image segmentation modelling (see L. Ambrosio and
al. [3] , [4] and [5]) where one has to take into account the set of "jumps” of £. This
set, S¢, appears in the minimisation formulation since

p=(E" =& m HIG! + C

where H™ ! is the n — 1 dimensional Hausdorff measure on R” and C¢ the Cantor
part of measure VE.

In L. Ambrosio and al. (|3], [4] and [5]), p is assumed to belong to |1, +oo[. Thus,
Ambrosio’s lower semicontinuity and compactness theorems lead to the study of
SBV, the space of special functions with bounded variation, i.e., BV functions &
such that C¢ = 0.

In this context, the fact that p > 1 is essential.

Let us also mention similar studies, related to elasticity (see C. Baiocchi and al. [6])
problems, that lead to the study of BD(f2), the space of bounded deformation.

A second example is the analysis of variational problems for phase transitions. In
this case (see G. Bouchitté and al. [7], [8, 9] or I. Fonseca [15]), p is assumed to be
1. Thus, one has to consider relaxation and semicontinuity in BV ().

In our modelling, p has to be 3 for % < U, 1 for % > u. and 2 for g—g. Thus,

the problem (3.3) comes out of the usual context.
In the sequel, we propose to prove (3.6) by using an adapted density result in
BV () and then, thanks to the directional derivatives of the convex function F, we
obtain a variational formulation in BV (€2). We give also some information about
the uniqueness of the solution.

The plan of the paper is the following: in section 2, we introduce some notations
and present a short discussion on the recession function, with its properties. Section
3 is devoted to the presentation of the relaxed problem in a sub-space of BV (Q).
After a brief discussion of properties of the sub-space in section 4, we study in section
5 the relaxed problem and establish in section 6 the existence of solutions, theorems
which generalize the previous results of Amara et al. [2].

3.2 Preliminaires and notations

In this section, we introduce some tools needed in the sequel.
e We denote by LP(Q2) and W™P(Q2), 1 < p < oo (m an integer) the standard

Lebesgue and Sobolev spaces respectively. Endowed with their natural norms (see
L.C. Evans and al. [14] or W.P. Ziemer [22]), these spaces are Banach spaces.
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3.2. Preliminaires and notations

e For a given measure v on €2, we adopt the following notations:

lv| = vt + v~ for the total variation measure associated to v and |v|(Q2) for its
total variation in €. Recall here that v = v+ — v~ where v+ and v~ are the non-
negative and nonpositive parts of v.

Similarly, for any function £ defined on 2, we denote by |{] = £t + & and by
E=¢T — &, where £ and £ are the nonnegative and nonpositive parts of .

e We denote by M(£2) the set of all the Radon measures. The space M,;(f2) consists
of all the bounded Radon measures. This last space is a Banach space, endowed
with the norm

[Vl = [71(€2)-
e We say that £ in L'(Q) is a function of bounded variation, and we write £ in

BV (), if its distributional first derivatives belongs to M;(2). BV (2) is a Banach
space with respect to the norm

1€l Bviy = 1€llo,1.0 + D &[(£2),

where

Del(@) = sup{ [ eantas 1€ LR, fuwa < 1],
Q

e For any convex function f from R to R, we recall that the recession function of f,
denoted by f°, is defined by:

f(e) = lim 1 [+ Az) 5.9

where z( is any element of R.

We remark that the limit in (3.8) exists and that the above definition is independent
of Zg-

[ is a convex function, positively homogeneous of degree 1.

e Now, for any valued measure v on {2, and any Borel positively one-homogeneous
dv dv
function f, we write / f(v) in place of/ f ( ) d |v|, where —— is the Radon-
Q Q

d |v| d |v|
Nikodym derivative of v.
For any convex function from R to R, we set

1) = [ r@ans [ = (22 ap
‘ ‘ o \an]

where v = wd L + 1%, (w in L*(Q2) and v* singular with respect to the Lebesgue
measure) and ﬁ is the Radon Nikodym derivatives of v with respect to |v| (see
Baiocchi and al. [6]).
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3.3. The relaxed problem

e Finally, we denote by ¢, co and c3 the three nonnegative constants given by:

e

o=

1

¢ = (/_z |z'(x)|2d:r> :

Moo Ry 2
02_\/ coller + ooyl

| 3 = VM ue + (v + 1) ud.(RyRy) + Moo Ryl

3.3 The relaxed problem

Now, we are in position to introduce F' the relaxed functional of F. Thanks to
Amara et al. [2], we know that any minimizing sequence {£,}%°, of F' in V(f2),
is bounded in W'(Q) and {9,£,}52, in L?*(Q2). Thus, we are able to extract a
convergent subsequence to a functlon @ in L*(2) such that d,¢ is a bounded Radon
measure. Then, by using the Lebesgue decomposition theorem, there exists a unique
couple of measures (v%, ) defined on the o-field of all Borel subsets of €2, B, such
that:
Ozp =1+ 1°

where v is the absolutely continuous part with respect to the Lebesgue measure and
v*® is the singular part. Next, according to the Radon-Nikodym theorem and since
v® is a bounded measure, we have the existence of a unique function w in L'(),
such that for any Borel subset A in B,

an :/chm.

Therefore, it follows by (Alibert and Bouchitté, [1]; theorem 5.1, p. 140) that

n— +0oo

liminf/QG(azé“n)dQZ /QG(w)dQ—k/QG"O(—i-l)d{us}“L—I—/QGO"(—l)d{ys}.

But, since the definition of the recession function gives us:

1
G=(t) = lim SGO\Y
T BV N _ T+1 s
=t 5 T e = M - R e )+ T
+o0if <0,

rELz it >0,
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3.3. The relaxed problem

we get,

. §
imint [ G0.6)d0> [ G)

e AV 1) + (+00) {'} ().

(3.10)
Moreover, since 9,&, converges to 9, in L*(Q),
lim [ (8,6,)%dQ = / (8,0)d Q. (3.11)
n—+o00 Jqo Q

Recall that here for any n > 1,(see [2])

b(&) = VMOO/F 2 do
- VL [ 2 (1= ) agder = [ 2wt
Ry Qo

R,

where Qy =] — 3,3[x]0,R [

So, li_)m b(&n) = b(yp) since &, converges weakly to ¢ in L?(—R,, Ry; W2(]0, Ry[)).
In particular, for any ¢ in L?(— Ry, Ry; W12(]0, R [))
/M (1 — %) Oypd Q2+ R 2'(2)d Q. (3.12)

Y Yy Qo
Using (3.10), (3.11) and (3.12), we get

liminf F(¢,) > /G( yao+ 1L
Q

n— +0o

VHQ) + (+00) (1"} ()
+ 5 [@wran+e). (313

Therefore, if we define the spaces

N(Q) ={¢ € BV(Q);9,£ € L*(Q)},

v = {¢ € N@; [ gan—o}

and we introduce the map

F:N(Q) — R U {+00}
defined for any £ in N(Q) by:

F©) = [ 6o+ i v} (@) + (+o0) () (@)
+ 5 [@oran-ue), (314

then one has,

F(&)=F(¢) if ¢ isin V(Q) and liminf F(&,) > F(p).

n—r 00
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3.4. Approximation and compactness

Proposition 15. BV (Q) C L*(Q), with a continuous injection.
Proof There exists a positive constant ¢(2) such that for any ¢ in WH(Q),

llelloze < el sy (3.15)

Moreover, if & belongs to BV (2), we can construct a sequence {¢,}°, in Wh1(Q),
with
¢n — & in L(Q),
(3.16)
ID p,|(2) — |DE|(Q) as n — oo.

Taking the lower limit in (3.15), with ¢ replaced by ¢,,, we obtain a similar relation
for any & of BV (Q):

€]

So, N(£2) is a Banach space equipped with its natural norm

1€lln@) = l€llo2.0 + 10:£1(82) + 10,0 2.0-

029 < c(Q)[€llBv@)- m

Now, we are turning up to minimize the functional F in a suitable class of functions.
This functional is defined for all £ in N(2), but may assume the value +oo. Indeed,
F(&) < 400 if and only if {v*}~ vanishes and (u. —w)™* belongs to L3(12).

Thus, if we set X = {& € NO(Q); (ue —w)* € L3(Q) ; {v*}~ =0},

we are naturally led to be interested in the problem

Jp € X, inf F(€) = F(p). (3.17)
e X

The next results concern the properties of functions of bounded variation. For full
information on this function space, we refer to Evans and al. [14], Giusti [16] and
Ziemer [22].

3.4 Approximation and compactness

Proposition 16. 1) For any & in N(R), there exists a sequence {£,}%°, in C*®()
such that

lim /|gn—g|2d9=0, lim |8,6,](Q) = |8,€(Q) and lim /|ay§n—ay5|2ds2=o.
n—o0 [ n— 00 n—oo [
(3.18)
n=1

and a function & in N(2) such that, &,, converges towards £ in LY(2), for all q in
[1,2].

2) For any bounded sequence {&,}5°, in N(2), there exist a subsequence {&,, }72,
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3.4. Approximation and compactness

Proof The first assertion is just a generalization of Giusti (theorem 1.17, [16])
from L'(Q) to L?(2), to assert that W = {& € WhH(Q);9,6 € L?*()} approxi-

mates N (€2) in the sense of (16). But, since C*(€) is dense in W, we conclude that
C*(f2) approximates N(2) as claimed (see Casas and al. [12]).

Concerning 2), let us choose a sequence {¢,}>, in C*(Q) such that:

( 1
/|€n_<ﬂn|2dﬂ<_a
Q n

3 sup/|8$g0n\d§2<oo, (3.19)
n Jo

1
/ 10,60 — Oypn2dQ < —.
\ JQ n

Such a sequence exists according to 1). Thanks to Rellich’s theorem (Brezis [11], p.
169), there exist a subsequence, still denoted by {¢,}2°, and a function & in L?(Q)
such that ¢, converges to £ in LI(2), for all ¢ in [1,2[. But then (3.16) implies
that &, converges towards £ in L9(2) and the lower semi-continuity of measure
variation ensures that & belongs to BV (€2). In order to conclude, one has just to
remark that thanks to (3.16), {¢,}2, is a bounded sequence in the Hilbert space
L*(=Ry, Ry; WH2(]0, Ry ).

Proposition 17. (Sobolev-Poincaré’s inequality)

There exists a positive constant c, depending only on §2, such that,

VE e NO°(Q),
1€

lo2.0 < ¢(10:£](2) + [10,€lo.2,0) -

Remark 12. N°(Q) can be endowed equivalently by the norm
[-lIvoe) = 105-1(82) + [|0y-[lo,2,0-
Proof Let us introduce the continuous linear map
T:NQ) — R

defined, for any £ in N(2), by:

T = o [ €49

Thanks to Ziemer (theorem 5.11.1, p. 261, [22|), there exists a constant ¢'(€2) such
that for any £ in N(Q), || —T(€)]]o,2,0 is dominated by ¢'(Q2)||T||| D&|(2), where ||T||
denotes the norm of 7" in N'(€2), the dual space of N(Q2).
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3.5. Some properties of functional F

Thus, if we consider the total variation of &:

IDENR) = 18:£](2) + 19,010
< 10:€1(9) + 19y lloznmes(Q)

< (1 +mes(2)2)(18:€(2) + 10,€llo.2,0),

and we have ¢ = c'(Q)M. ]
1
mes(£2)2

3.5 Some properties of functional F

In this part, we list some properties of the relaxation functional F , defined by (3.14).

Proposition 18. The mapping b defined in (3.12) is linear continuous from N ()
nto R. Moreover,

b(&) =/ My | 2 (z)Edo. (3.20)
Fp
Proof As b is a linear mapping from N(2) to R and since for any £ in N (),

VM
6(€)] < /M Rycrl|0,E]Jo2.0 + o c1llloz.0

VMo
< (\/ My Ry 1 + 7_101> €]l ¥, (3.21)

Y

S

b is continuous.

So, it remains to prove (3.20). In order to, if we denote by n = (ng,n,) the unit
outer normal to 8, and as for a.e. z, {(z,.) belongs to W'2(]0, R,[), the Green’s
formula with respect to y implies that

b)) = —v/ My g 2 () (1_1%) 0,EdQ + ]]_1\)/—[00 . 2(2)€dQ
0 Y Y 0

- v (o) e (10 )

Mo Z(2)€dQ
RZ/ Qo

= VM, | Z¢do.
FI’
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3.5. Some properties of functional F

Let us consider now the set of finite energy and its properties.

Proposition 19. The set X is a convez come.

Proof X is convex, since the mappings t — ¢ and ¢ — ¢~ are convex real
functions. _
It remains to establish that X is a cone. For this reason, let us choose a nonnegative
A and € in X with 0, = wdQ + v*. The convexity of ¢t — ¢* leads to
(ter — Aw)T = ANty + (1 = N ter — Aw)T <A (ter — )T+ (1 = N)Tue € LP(Q)

and
A}y =2V} =0. =

Let us analyse the Gateaux derivative of F on X.

Proposition 20. For any &1,& in X such that 0,81 = w1 dQ+v7,0,& = wa dQ+15
one has,

F(& +0&) — F(&)

. T
Jim, ) =< F'(&1), & >,
where
_ +1
< F'(&), 52 >= / g(wl) Wo df) + / 8y§1 By& d) + b(€2) + i 9 ungQ(Q). (322)
Q Q

Proof Since F is convex on )A(:, for any &;,& in X and for any positive 6, the
function

5, Fla+08) - F&)
— -

is nondecreasing. So, as 6 tends to 0T, this sequence has always a limit in R.

Now, we compute,

ﬁ(fl +0&) — ﬁ(fl)

0
_ / G(w1 + 0&)2) - G(wl) a0 i l/ (ayé-l + 98y£2)2 — (8y§1)2 a0
" b(€1+0§;)_b(§1)+7;11¢3¢ <V1+9g2—l/1)(m
_ G (w1 +0wa) — G(wr) L [ (0y& +00y&)* — (0y&)?
= /Q ) dQ+ 3 /Q 0 d
+0(E) + L)
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3.5. Some properties of functional F

Let us show that

. G(O.)l + 0&)2) - G(wl)
lim
-0t Q 0

dQ:/wQQ(wl)dQ.
Q

d ), as 6 tends to 0T, it will

Before discussing the limit of / Glun + QM;) —Glw)
Q

g(w1) wa d€). For this purpose, / glwr) wa d € is

be necessary to give a sense to /
Q

Q
rewritten as:

/g<w1>w2dn - /g(wf)wrjdﬂ— / o(wi) wy dm/g(—w;)w;m
Q Q Q

Q

= /Q g(—wy ) wy dQ. (3.23)

) . +1

Since for any nonnegative ¢, 0 < g(t) < 7 5 ui,,
first terms on the right-hand side of this last equality belong to L'(f2). As g is a
nondecreasing function, the third integrand is a nonpositive measurable function.

For the last term, due to the inequality:

the integrands in the two

wz_ — ‘w2‘2_ W2 S Uer + ‘71/201" - OJ2| _ Uer — (u2cr - w2) — (U/cr _ w2)+7

its integrand is in L'(€2). Thus, / g(w1)wy d ) exists in R and is finite if and only if

Q
/g(—wf)w;'dQ > —00.
Q

Now, let us define
G(w1 + 0&)2) — G(wl)

0
In view of the convexity of the function G, we see that the sequence {hg}s~o is

nondecreasing with respect to 6. So, since X is a convex cone, for any € in |0, 1], hy
belongs to L'(Q2) and thanks to the Beppo-Levi theorem,

hg =

lim G(w1 + O ws) — G(w1)
6—0t Q 0

Q) = /g(wl) wad S).
Q
Moreover, the same kind of demonstration gives:

lim / (0y& +00y&)” — (0y&)” () _ / i (v +00y6)* — (0y6)”
Q Q

0 —0t 0 f—0t 0

. / By, Dy, d 2,
Q

and leads to (3.22). n
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3.5. Some properties of functional F

Remark 13. If & is not an element of X, <~ﬁ’(§1),§2 > exists too. Indeed, if

for one positive value of 0, £ + 0, belongs to X, the same proof holds; if for any
positive 0, & + 08, does not belong to X, then F(& + 0&2) is infinite, all as well as

< Fl(gl):é-Q >.

Proposition 21. Let {£,}5°, be a sequence in X such that &, converges weakly to

€ e
& — & in L?(Q),

Dol — OoE in My(Q), (3.24)
Oyln — 0, in L*(Q).

Then

F(§) < liminf F(&,). (3.25)

n— 00

Remark 14. If moreover, the right-hand side of (3.25) is finite, & is in X.

Proof Let us set 0;&, = w, dQ + v, and 0,6 =wdQ + v°. It is clear that

1056a () = llwnllo0 + 2] (2);

and so, sequences {w,}>°; and {¥}°°, are bounded in L'(Q) and M,;(f2) respec-
tively.

Therefore, two subsequences exist, still denoted {w,}2°; and {v$}5°,, which con-
verge weakly to 7 and p respectively in My(2). Thanks to the Lebesgue decompo-
sition theorem, we set:

T=u dQ 4+ vh°,

p=uydQ+ v>*,

with uy, ug in L'(Q),us > 0,05, 1> being two singular parts with respect to the
Lebesgue measure and v%* > 0. We get from these notations that

0:€ = (ug +ug) dQ + (V"* +v>) =wdQ + v°.

The sequence {w, }5° , satisfies (Alibert and Bouchitté |1]; theorem 5.1, p. 140) and
we get,

fiminf [ Gln)d® 2 [ Glun) d2+ (+o0) (o) (@) + 15 () ().
(3.26)

Since (G is a convex function and as us is nonnegative, we get:

G(Ul) + Uo g(u1 —+ UQ) Z G(U,1 + ’LLQ).
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3.5. Some properties of functional F

But, since
+1
g(ul +U’2) < g 2 U’?r’
one has: +1
G(up) + B u? uy > G(ug + ug),

2
Since v** is a nonnegative measure, (3.26) is rewritten:

v+1
Q 2

+ (+oo) ({1 () + {v™*} () + U A HH(Q)

> [ G +uwydo- [ Hluzummwoo) (1(9) + 12*(Q))"

2
U, Uz d 2

liminf/G(wn)dQ Z/G(u1+u2)d§2—
Q

n — +0o0 Q

7+1

2
7+1

+ e {v Q)

1
= /G(ul—i—uz)dﬂ—/v—i_ u? uy dQ + 0o (V°)7(Q)
Q Q

2
T+1 s
+ U uz {1 (). (3.27)
As {vi}>° | converges weakly to the nonnegative measure p in My(2), then
liminfu; (2) > / uy dQ + v*5(Q) = p(Q). (3.28)
n— +oo Q
Since the sequence {9,&,}5%, converges weakly to ,& in L?(f2), then
..l 1
liminf £ /Q 0,600 > /Q (0,6 Q. (3.29)

At last, recall that

—v/M,, . () (1 —~ VM

Yy 00 ’
= Q Q
Ry) 0y&n d ) + R, /QO 2'(x) & d

and thus,
Jm b(En) = b(6)- (3.30)
Therefore, inequalities (3.27), (3.28), (3.29) and (3.30) complete the proof. n

Our purpose now is to look for a lower bound for F. So we must add a new condi-
tion satisﬁed by z. By analogy with [2]|, we assume that the extension of z by zero

outside ] — , 2[, say Z, belongs to C*([—3, 3]) (see Rodrigues [19]).

Proposition 22. For any £ in X with 06 =wdQ + v*,

VMoo VMo
+ — 2 (U —w)dQY —
Ry Qo Ry Qo

WO > —er — 5
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3.5. Some properties of functional F

Proof Since Z belongs to C'([—1, 3]), we get:

be) = —\/MTO/QO,Z'(@ (1—]%) ayfdQ—\/lj_Z—oo/Qoz(x)wdQ

Vi,

- z(z)dv*

Ry Qo

My R,c? 1 vV My
> _Tyl — _||8y§||(2),2,90 + 7 / 2 (U —w)dQ — /Mo Uer

Y Qo
- ]
y Qo

Proposition 23. Assume that the hypothesis (3.5) is satisfied. Then for any & in
X such that 0,6 = wdQ + v,

F(&)> TN — )3

1 v+1 VM
~10y€l13 2.0 — 03—1—( uz, — )/dus.
4 Y 0,2,9 2 Ry Q

Proof For any € in )Z',

F(¢) = /Qa(w)dmr%/(ayg) dQ+b(E

o
+(

- /QG()dQ+ / 0,6)2d Q) — F Riy)agcm
_ \/g—w Qoz(x)wdQ—\/Ry—w [ Aoy 2 /Q v’

_ /Qoa(w)dg—\/g—“ A ()wdQ+;/QO(8y§)2dQ

- F (1—Ey>a§d9+[21 cm+1/m dQ

\/w 1
z(z)dv* s uiT/dZ/S
Ry Ja, 2

7+1

\/_

= B)+B)+B,+B,+ u?, d S22 [ 2(z)dv
y Qo
where Q; = (] — Ry, —3[U]%, R,[) x]0, R,[ and
VM
BY = Gw)dQ — z2(z)w d Q,
Qo Ry Qo

0o _ _ <
B = / 0,€)2d ) — /M (1 Ry)agdsz
B! = G d$)
! / () de,
1
B = 5[ @ran
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3.5. Some properties of functional F

Using the same techniques as presented in Amara et al. [2], we get

B > =) 0+ S0+ 1)l Ry — M
BY > 110,80, — MRyl
B> T — o) e + 2520+ ) 2R, ~ DR,
By = 3,0,
Hence the result. [ ]

Remark 15. As a consequence of the above proposition, inf ﬁ’(f) 18 finite.
teX

Proposition 24. Under the condition of thin profile (3.5), we have for any & in X
with 0,6 = wdQ + v°,

+1 VM s 1
<%ugr— R, ) (/de + [|w 0,1,9) + Z“ayf

cs + F(€) + (v + 1) ug [l (uer — @) llos0

20 <

Proof Choosing again the notations used in the proposition (23) and since
0 < Z <1, we get:

<7+1 s VMy

Ugr = [ter = wllo1,0 (7 + D[ (uer — w)*
2 cr Ry ) 0

IN

lo,1,02

+ /My ugy + By,
v+1
9 “erucr =Wl < (v + 1)“3”(“@? —w)*loen + B,
1 1 1
Z”ayﬂ 3,2,9 = §||ay§ |g,2,91 + Z”ayf”gg,ﬂo
< B,+B)+ My Ryc;.
Therefore, as v* is a nonnegative measure, one has the proposition. [ ]

Remark 16. In the sequel of this section, our goal is to show that

2RO = 3, PO

In order to prove such a result, we propose to show that for any £ of X’, there exists
a sequence {&,}00, in V(Q) such that F(§) = lim F(&,). But, since the result of
n—r 00

proposition (16) is not adapted to this convergence, we cannot use it and we have to
obtain another density result.
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3.5. Some properties of functional F

Lemma 3 (Temam [21]; lemma 1.1, p. 7). For any positive A, let us introduce
the linear transformation (homothetic) oy defined for any (z,y) in Q by:

oxz,y) = (Az,y)

where

ol ={(Az,y); (z,y) € Q}.
1) If p is a distribution in €, then the distribution o\p can be defined in D'(0,2)
by:

< OAD; 9 >g0= A <P, 019 >0,V € D(02Q), (3.31)
where (o19)(z,y) = p(Az,y).

The derivatives of oxp are related to the derivatives of p by the formula:

1
< 0g(0ap), 0 >0h0 = 1< oAOLD, >0, (3.32)
< 8y(0,\p), Y >m0 = < o,\ayp, © >50 - (333)

If \ converges towards 17, then the restriction to Q of oxp converges to p in the
distribution sense.

2) If p is in L*(Q) with « in [1,400[, then ozp is in L*(0,\2). For A converges
towards 17, the restriction to Q of oxp converges to p in L*(2).

We can now prove the following approximation:

Theorem 6. For any € in X, there exists a sequence {&}n>1 in V() such that:

& — Ein L2(Q),
|028n|(€2) — |02€](€2), (3.34)
0y&n — 0,€ in L*(Q).

Proof Let £ in X with 0§ =wdQ+v°. For any n > 1, we define

Q" = {(nzlxy> s (z,y) € Q}

(0.0) = oua o) =€ (o).

and for (z,y) in Q,
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3.5. Some properties of functional F

Let € > 0 and let p. be a family of nonnegative mollifiers in R.

Since for any 0 < € < d(] — Ry, R,[,0(] — ' R,, "' R,[) and for any & in W'P(Q)
(1 < p < ), the sequence {pg*onTH{f}Do converges to anT+1§ in WHP(Q) as € tends
to 0. Then, for fixed > 0, we may choose &5 < d(] — Ry, Ry, 0(] — 2 Ry, M R, )
such that:

[pes % 0218 = ounrllopn < 6,
[pes ¥ ontiw — ontrwloe < 6,
n n

1pe; * Ont10y€ — Tnt19y€lo20 < 6.

Now, for n > 1, there exists &, < d(] — Ry, R,[,0(] — 2t R,, "L R,[) such that:

|| pe., * U"Tﬂf - U"T+1§||0,2,Q <

1pe,, % Ont1w — ontrwllore <

SImS =S

|| pe., * U"T“ay§ - U“T“ay§||0,2,9 <

The function

“+en
o) = s ) = L | 5(

n n o

(w—@w>mA®W

n—+1

satisfies the desired properties. In fact, for any n > 1, &, belongs to V().

On the other hand, the second part of the previous lemma implies

n+1
n

||§n _§

lo,2,0

(pr:n * O-"T‘Hg) -

0,2,

+ 1oz, # one1€ — onsilllog + [lonsrd —Ello2g

1
n n

0,2,0
1 /n+1
< A [€llo2,0 + llpe, * 0418 — ons1€l020
+ Nlonei& = Elloze, (3.35)

According to the first part in the previous lemma, we get:

0rbn = Pey ¥ Ontiw + pe, * 0n11v” in D'(Q7),

1
O0ybn = n:; Pe, * On10y€ in D'(Q),

and similarly,
0y6n — 9,€ in L*(Q),
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3.5. Some properties of functional F

Pe, ¥ Ontiw — win LY(Q).
Let us fix f in C.(2), || fllo,c0,0 < 1 and note that

< Pe,, *O'nT-l-ll/s,f >q = <0nT+11/S,pgn*f >q

n+1
= <Vsao-nL+l(p€n*f)>anQ

n n+

n+1 .
|V |(o_n_Q)

n n+1

n+1
().
i)

IN

VAN

Thus, we deduce that

n+1
n

|Pen ¥ o1 1°|(Q) < v*1(92), (3.36)

and hence we may assume that p. *on»+11° converges to v° weakly, and consequently
n

lim [pc, * oun®|(Q) = |v°[($2).

n— 00

Thus, the result is proved. [ ]

Remark 17. Here, we do not need, as presented in [21], to construct a regular-
wzation with respect to x and y. In fact, since € is already a Sobolev function with
respect to y, we only need to reqularize it in the ox direction.

We are now able to give the major result of this paper

Theorem 7. If we note L= inf F(§) then
£eV(Q)
L = inf F(¢).
geX

Proof Since V() is a subset of X, it suffices to prove that £ < inf F(£), i.e.
ceX

for any £ in X’, _
L < F(e).

In order to, for any &£ in X such that 0§ = wdf) + v*, we consider the sequence
{€,}22, introduced in the previous theorem, and we have to prove that for any ¢ in
X

Y

n — +0o0o
Let us note w = uj + up where u; = e — (Uer — w) ™ and uy = (U — w) ™.
Since v® is a nonnegative measure and since us > 0, one has:

(ucr - awé‘n)+ = (ucr — Pe, * UnT“w ~ Pey ¥ anT“VS)+
)+

IN

(Uer — pe, * Ont1

< (ucr — P, ¥ O-L‘Hul)_k' (337)
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Since u; < ug and due to the properties of the mollifier sequence p,, , we have
Pe, * Oni1tly < Ugp. (3.38)

Therefore, combining (3.37) with (3.38), we get:

lim sup/[(uc,« —0,6)TPdQ < lim [ [(ter — pe, * ontriuy) TP dQ
Q n

n— 400 n—o0 Jo

= lim [ [(te — pe, * Onr11;)]? d
n— 0o Q n

- /(uw _w)?dQ

= | [(ter —w) TP dAL

Q
Next, since
lim (Uer — 0:6,)dQY = lim [ (ue — pe, * Onrrw — p,, * Ont1V°) d S
n— +0o Q n—0 /o n n

_ /(uc,. —w)dQ - (),
Q
and as {&,}2°, converges to & in L*(Q) and {9,&,}°, converges to 9, in L*(Q),

we get: _
limsup F'(&,) < F(§).

n — +0o0o

So, the result holds. m

3.6 Existence and uniqueness of solutions
Theorem 8. There exists a function ¢ in X with Opp = wd 2+ v° such that
i) F(p) =L,

i) For u; = Ug — (Uer — w) ™, we have

L= /Q (G(ul) oy gl — %(83/@)2) Q.

Proof The first assertion is a trivial consequence of the results obtained in the
previous paper [2]. Indeed, the coercive failure of the energy functional F' leads us
to look for a solution that is not in V' (€2) but in the larger space N(£2). We conclude
from the theorem (2.24), that the infimum in (3.17) is actually a minimum.
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3.6. Existence and uniqueness of solutions

In order to prove the second assertion, let ¢ be a solution of the problem (3.17).
Then, ¢ satifies the properties

pe X, <F(p)v—p>>0V1 € X. (3.39)

On the one hand, since the set X is a convex cone, then for any A > 0 and for any
£in X, A6+ @ isin X. If we use (3.39) with ¢y = A& + ¢, we have

< F(p),p>> 0,
and on the other hand, 0 belongs to X and
< F(p),0><0.

Since ¢ belongs to X and according to proposition (20), we get

F 1
<Flp)o> = /wg(w)d9+/(8y90)2d§2+b(go)+7;_ w21 (Q)
2 Q

= [wswda; [(@pra0+Fo) - [ G dnao

Q

As any solution ¢ in X of the problem (3.17) satisfies

F(p) =L, (3.41)
then, thanks to (3.40) and (3.41), we have

Ez/QG(w)dQ—/ng(w)dQ—%/Q(aygp)QdQ.

Now, for u; = te — (U — w) ™, we have

_ y+1, ¥+1,
G(w) - G(U’l) - 9 ucr(uC'f - w) + 92 U’CT(UCT - U’l)
. vy + 1 2 +
= _Tucr[(ucr —w) = (Uer — w) "]
= /YT—H“zr(ucr —w)7,
and,
wy(w) —urgu) = (w—u)gw)+[g(w) = g(u)]w

= [(ter — W) = (Uer — w)]g(w)
_ yt+1l,
T cr(uCT w)



3.6. Existence and uniqueness of solutions

Consequently,

1
L= / Glun)d 2 — / w1 g(u) A — - /(ayg))QdQ.l
Q Q 2 Ja
Remark 18. Let us note that, for any % of X, < E’((p),@/} >> 0. So for any ¥ of
D(Q), < F'(p), >=0 (since ¢ and —1 belong to X ). Therefore, div(g(u), Oyp) =
0 in the distribution sense in €.

Remark 19. Using properties of ﬁ, the first assertion of this last theorem can be
proved. Indeed, let {£,}52, be a minimizing sequence in X; by proposition (23) and
(24), we can conclude that {9,&n, 0,6, 152, is a bounded sequence in M,(2) x L?*()
and by proposition (17), {£,}°°, is a bounded sequence in L*(Q). The conclusion
now follows by extracting a weakly convergent subsequence and using the lower semi-

continuity proposition (21).

Let us now give a result concerning the uniqueness of solutions for the problem
(3.17). This result extends the result obtained in Amara et al. [2].

Theorem 9. Let ¢, and @y be two solutions of the problem (3.17) such that
Orp1 = w1 dQ +v; and Oppy = wad2+ v;.

i) For uy = g — (Uer — w1)" and ug = e — (Uer — wo) ™, we have
U = Ug a.e. in ) and Oyp1 = Oyp2 a.e. in (1,

i1) Under the condition of thin profile (3.5), there exists a function f in BV (] —
R

R., R.[), f(z)dx =0 such that:
R,

o1(x,y) = o(x,y) + f(x) for almost every (x,y) of Q and
1 VM , . .
/ (742_ u? — R Z(m)) df =0, where Z s the extension of z by zero outside
2 1 l[ i
20 2l

Proof Considering, as proved in proposition (20), the limit of

F(p1 +0(p2 — ¢1)) — F(p1)
0

as 0 tends to 0T, one has:

< F'(p1), 02 —p1 > = / g(w1) (wo — w1) dQ+ / Oyp1 (Oyp2 — Oyp1) A
Q Q

b — 1) + o (1(2) — () (3.4

and, similarly,

< Flga) 1= > = / g(w2) (@1 — wn) dQ+ / By02(9y01 — By00) A2
Q Q

b= p2) + Lo ((9) - () (343
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3.6. Existence and uniqueness of solutions

Thus, we remark that, since ¢; and ¢y are two solutions of the problem (3.17), we
have

<F(p1), 02— 01 >> 0, <Fl(ga), 01— 02 >> 0,
Adding (3.42) to (3.43), we get

/Q (w1 — w2)(g(w1) — g(w)) A2+ / (Oy1 — Dyipa) A < 0.

As g is a non decreasing function, we get

/Q (@1 — w)(g(wy) — g(wn)) d92 = 0 and /Q (Oyor — 0y00)?dQ = 0. (3.44)

Therefore, 0,¢1 = J,¢2 a.e. in 2 and by construction of g, (ue —w1)" = (e —w2)™

a.e. in €.
This is i).

In order to prove ii), let us consider ¢; and s two solutions of the problem (3.17)
such that 0,1 = w1 dQ + v} and 0,2 = wy d {2+ v5. Thanks to the first assertion,
there exists a function f in BV(] — R,, R,[) such that for almost all (z,y) of 2,

p1(,y) = pa(z,y) + f(2).
According to the Lebesgue decomposition theorem, we have
w1 =wy +u a.e. in €,
vy =V + i a.e. in £,

where u is the absolutely continuous part of df with respect to the Lebesgue measure
and p is its singular part.

Let us consider A = {(z,y) € Qw; < ue ae in Q} and B = {(z,y) € Quw; >
Uer a.e. in Q}.
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3.7. Conclusion and open problems

Then, since dyp1 = Oyp2 a.e. in  and w; = wy a.e. in A, we get:

Fley = [ Gndn+; [ an+ie)+ 15
= /AG(wl)dQ‘f‘/BG(wl)dQ‘f‘%A(ay¢1)2d9+b(@1)—i—fYTHugrl/l(Q)

1 1
= /G(wl)dQ—fY+ ugT/(ucr—wl)dQ-l—i u dQ
A 2 B 3

1
ugryl (Q)

1 +1
+ 5 [ @) abe) + Lo tum(e)
Q

2
1 1
= /G(w2)dQ—iuzr/(ucr—WQ)dQ'i‘ry—‘r ugr/udQ
A 2 B 2 B

1 1 1
102 [t g g [ @ ds+ ben) + 005) + Tt n(s)
Q
+1
It u(®)

_ /G(w2)d9+/a(w2)d9+7—+1u3,/df+1/(ay¢2)2d9
A 2 Q 2 Ja

B

B

b + () + 2 ()

= P+ [ (Lt - YpEaw) o

Since ¢; and ¢, are two solutions of (3.17), then F(p;) = F(ps) and so, (??) is
proved. [ ]

Remark 20. Following L.C. Evans [14], let us denote by A and p, respectively
the approximative limit-sup and the approximative limit-inf of ¢. Then, since @
is a bounded variation function, if S, = {(z,y) € Q, A < u} denotes the set of
approzimative discontinuity, one has Oy s, = (¢T —¢ ) ny d’HESP and ¢ is H'-a.e.
approzimatively continuous in Q\S,.

Moreover, since ¢ belongs to N(QQ), for a.e. x in]— Ry, R, the functiony — ¢(z,y)
belongs to WH2(]0, Ry[). Thus, there exists a countably family of C*-hypersurfaces
such that S, = Upen{zn} X [az,, by, ] H'-a.e.

3.7 Conclusion and open problems

We have proved the existence of a solution of problem (3.17).
e The solution is not unique since two solutions are equal modulo a function f.
This function depends only on the horizontal variable and its first derivative is

"orthogonal” to the function 13=uf, — Yge=Z.

e It is not a solution of the initial problem since it is a solution of div(g(u), dyp) =0
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3.7. Conclusion and open problems

in the distribution sense in © and not of div(g(0,¢),0y¢) = 0 . The degenerated
behaviour of the problem is illustrated by the singular part u. We have 0,9 =
wdS2 + p; when u < u, i.e., the problem remains elliptic, then we have y = 0 and
we get the solution of the initial problem and the PDE. But, when we have not
u < ug a.e. in Q, the degeneracy of the problem appears in the parabolic zones (i.e.
where u > ug,).
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Chapitre 4

Résultats d’existence dans le
demi-plan positif

Dans ce chapitre, on s’intéresse a des résultats d’existence et d’unicité de la
solution pour le probléme :

( ax(g(azgo)) + ay(aygo) = O dans Rﬁ_’
Oyp(z,0) = \/mzl(m) sur | — %,% ’

8yg0($,0) =0 sur R\] - %a %[7

L (Oz0,0y) — (0,0) quand /2% +y? — +oo.
On rappelle ici que ¢ est définie sur R par :

— L2 4 (v + Vet sit < e,

g(t) = (4.2)
Tu2 st t > ug,

z € Wol’oo(] — %,% ), ¥ > 1, ug > 0 et My, €]0,1].

On pose le probléme dans un espace de Sobolev avec poids, dont les propriétés
locales coincident avec celles utilisées dans le cas borné, soit V°(Q) (voir [3, 4]). Cet
espace differe de V() par I'introduction d’un poids qui décrit le comportement

des fonctions a l'infini. Ici, il s’agit d’un poids de la forme :

(z,y) = /22 + 92, (4.3)

1
wi(p) = ot p
V2 + p?log(2 + p?)
et I’espace variationnel correspondant est :

VR, wi) = {&ung € L*(RE) N LA(RY) et VE € (L2(RY) N L*(RY)) x L%(Ri))}.
4.

Le poids défini par (4.3) est choisi, d’une part pour obtenir une inégalité de type
Poincaré et d’autre part, pour que (4.1) conduise a une formulation similaire a celle
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du cas borné i.e. une solution faible du probléme (4.1) est une fonction ¢ dans
V(R? ,w) telle que pour toute fonction & dans V(R? ,w;), on a :

/.

+

so.pgdzdy+ [ Oedgdrdy i [ sear=0. (@9
R _

1
2

Plusieurs auteurs ont étudié les espaces de Sobolev avec poids. On peut citer
par exemple les deux ouvrages de Kufner [35] et Kufner-Opic [36] pour de plus
amples détails. On trouve aussi un grand nombre de travaux concernant I’é¢tude des
EDP définies dans I'espace R", le demi-espace R’} et dans un domaine extérieur ou
I’approche est basée sur 1'utilisation d’un espace de Sobolev avec poids comme cadre
fonctionnel d’étude. On peut mentionner par exemple les travaux de C. Amrouche,
V. Girault et J. Giroire dans [8, 9| (pour résoudre le laplacien dans R" et dans un
domaine extérieur), de T. Boulmezaoud [15], de C. Amrouche et S. Necasova [10] et
de B. Hanouzet [30] (pour résoudre le laplacien dans R ).

Le but de ce travail est d’étudier I’existence et I'unicité d’une fonction ¢ satis-
faisant (4.5). Pour ce faire, on considére la fonctionnelle dont la minimisation sur
V(R? ,w:) est équivalente a la solution faible du probléme aux limites considéré, soit
F'. En étudiant les propriétés de cette fonctionnelle, on montre sous ’hypothése de
profil mince qu’elle est coercive dans les régions sous-soniques de ]Ri mais qu’elle ne
I’est pas dans les autres régions. Il s’ensuit que ce probléme peut ne pas admettre de
solution. On le plonge alors dans une famille de problémes perturbés et en utilisant
des fonctions convexes conjuguées, on lui associe un probléme dual. On démontre
Dexistence et I'unicité d’un couple (u,,v,) dans (L*(R%) N L*(R2)) x L*(R%) et tel
que :

i) V€ € V(RS w),

J

g 5
i) uy < U p.p- dans RY,

g(u*)axfda:dy+/ v*ayfdxdy+\/Moo/2 Jedz =0,
RZ -1

2
+ 2

iii)

inf F(§) = / (G(u*) — u.g(uy) — 11}3) dzdy.
EEV(RY wr) R 2

Ensuite, en rajoutant une condition qui résulte dans le cas borné de I'inégalité de
Poincaré dans W', on montre I'existence d’une fonction ¢ liée a (u.,v,) par :

2
+

Opp = us + v et Oyp = v,

ol v est une mesure positive et bornée sur ]Ri.

Enfin, on donne quelques idées afin d’estimer I’erreur de troncature entre la solution
du probléme dual définie dans le cas borné et celle définie sur le demi-plan positif.
Plus précisement, on note : R, = R, = R, Qr =| — R, R[x]0, R, (9(ur),vr) est
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la solution du probléme dual (le cas borné) et on montre {(Ug, Vz)}r est une suite
de Cauchy dans (L*(R%) N L3(R%)) x L*(R%) ou (Ug, Vg) est le prolongement par
zéro de (ug,vg) dans R%. Ainsi, on aboutit & l'existence d’un couple (U, V) dans
(L*(R2) N L*(R%)) x L*(R2) tel que :

i) V& € V(RE, w),

J

i) U < ug p.p. dans RY,

Voedady+/Mw | Z€dz =0,
+

1
2

g(U)&@dxdy%—/

2
2 R

inf F(€) 2/ <G(U) _ Ug(U) — 1v2) dzdy.
EEV(RZ jw1) R 2

Le présent chapitre est organisé comme suit : Dans la section 1 on étudie les
espaces variationnels dont on a besoin. Dans la section 2 on définit la fonctionnelle
(énergie) a minimiser. La section 3 est consacrée a 'étude de cette fonctionnelle et &
prouver un résultat d’existence et d’unicité dans les régions (du domaine étudié) ou
I’écoulement est sous-sonique. Dans la section 4, on introduit un probléme dual et
on montre qu’il posséde une solution unique. Ensuite, par le rajout d’une condition,
on montre 'existence d’une fonction liée & la solution du probléme dual par une
relation analogue a celle dans le cas borné. Enfin, on estime l’erreur de troncature
entre la solution du probléme dual définie dans le cas borné et celle définie dans ]REL.
La derniére section 5 est consacrée a la conclusion du chapitre.

On compléte cette introduction par quelques notations :

Soit p un réel, p > 1. Pour tout ouvert non borné Q de R? et pour toute fonction
mesurable w, on définit :

2
+

o IP(Qw)={:Q — R; [,wlé[Pdrdy < oo}. Muni de la norme

1/p
1€l = ( [olepas dy) |
Q

LP(2, w) est un espace de Banach réflexif pour 1 < p < oc.

On définit les fonctions suivantes :

1
plz,y) = Vat+y? p(z) = [z], wi(p) =
V2 + p? log(2 + p?)

e H(Q) = (L2(Q) N L3(Q)) x L(Q),

et W) =wi(p).

o V(Quw) = {&wiE € LA(Q) N L3(Q),VE € H(Q)},

88



CHAPITRE 4. RESULTATS D’EXISTENCE DANS LE DEMI-PLAN
POSITIF

o WH(Q,wi) = {§wi€ € L*(Q), V¢ € (L*(Q))*}

H(Q), V(Q,w;) et WH2(, w;) sont des espaces de Banach réflexifs munis de leurs
normes naturelles :

[l (p, Q)||]1~{(Q) = |Ipllog,a + [Ipllosa + llglloz.0;
lo2.0+ lwi€llos0 + IV€l g,

lo,2,0 + [|VE]|0,2,0-

I€llviw) = llwi€

I€llwrewy = llwi§

Les semi-normes associées a V(Q,w;) et WhH2(Q2, wy) sont définies par :

Elvoen = I9elgq
Elwizw) = [IVE o020

On désigne par
e V5(Q,wy) 'adhérence de D(Q2) dans V (€, wy).
o W, (€, w;) adhérence de D(Q) dans Wh2(Q, w).

Pour tout réel strictement positif R, on note Br = B(0, R) la boule ouverte de
R? de rayon R centrée a l'origine et B}, = R* \ Bp.

Remarque 1. o La fonction w, est de carré sommable sur R%. Il s’ensuit que
V(R?,w) contient les constantes.

e Les seuls polynémes contenus dans V (R?,w;) sont les polynomes constants.

Pour établir le premier point, il suffit de calculer

“+00 1
Wdrdy = 27r/ dp,
/Rz ! 4 o (24 p?) log®(2 + p2)p P

ainsi que

+00 1
Wwidrdy = 27r/ pdp,
.421 0 (24077 log’ 2+ 4?)

ou (p, 0) sont les coordonnées polaires :

x = pcos, y= psinb,
0<p<oo, et §€[0,2n].

Soient «, # deux réels strictement positifs, comme

o0 1
d
/o 2+ ) log?2+p2) 7

n’est convergente que si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
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i) si @ > 1 (ce qui prouve que / widrdy < +00)
R2

ii)sia=1et > 1, (ce qui vérifie que / widrdy < +00)
]RQ

alors V(R?,w;) ne contient pas les polynoémes de degré > 1 (car si £ appartient
a V(R? w,), V& appartient a TH(R?)).

4.1 Les espaces fonctionnels

4.1.1 Propriétés de V(R?,w,)

Ce paragraphe est consacré a ’étude de I’espace fonctionnel sur lequel va reposer
la formulation variationnelle du probléme aux limites (4.1). Plus précisément, on
établit des résultats de densité, d’existence d’une application trace et d’une inégalité
de Poincaré.

Théoréme 1. L’espace D(R?) est dense dans V (R?,wy).

Preuve La démonstration se fait par troncature et régularisation.

1) Troncature : on introduit une fonction croissante 1 dans C*°([0, +oo[) avec
0 < 9@) < 1,¢(t) =1pourt > 1et(t) =0 pourt < 5 et on pose, pour n
assez grand (n > 3)

Yn(T,y) =9 <]og(2 I—T-)ngx,y)J '

Ensuite, pour tout £ un élément de 1’espace V(R?,w;), on considére

En(,y) = Un(z,y) E(2,9).

Les fonctions &, sont dans V(R?,w;), & support compact et
,Hm 1€n — Ellvrz,w) = 0.

Si l'on note . = {(z,y) € R*;2+ p*(z,y) > n},ona:
/wf\én—§|2drrdy - /w%wn&—fﬁdxdy
R2 R?
= [ wtlva-1PiePasay
R2
- /w%|wn—1\2|f|2dxdy
Ql

n

< [ wlePdsdy.
QL

n

D’autre part,

/ ClePdady = / WI¢Pxas d dy, (4.6)
Q R2

1
n
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4.1. Les espaces fonctionnels

ol Xqu est la fonction indicatrice de €, définie par :

1si(z,y) € Q,

Xal =
0 sinon.

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue appliqué a la suite de fonctions
de L'(R?), soit {w}|&]*xaz }o23, assure ainsi la convergence de (4.6) vers zéro quand
n tend vers I'infini.

De la méme maniére on démontre que :

(

im [ wtlea— P dady o,
n— 00 R2

fim [ [n0u6 = 0,67 dady =0,
R2

n— 00

lim / [¥n0:€ — € dzdy =0,
R2

n— 00

lim / [Vn0,€ — 0,&|* dzdy =0,
R2

\ n— 00

Reste a montrer que (£0;¢n,&0y1y,) tend vers zéro dans (L*(R%) N L*(R%)) x

*(R).
Ona:
B . log n —1 2z
Ovthu(z,y) = logn.v) <log(2 + p2(x, y))) log®(2 + p*(2,9)) (2+ p*(z,9))’
B . log n —1 2y
Outn(z.y) = logn.y (10g(2 + p2(z, y))) log?(2 + p(z,y)) (2+ p*(2,))

log n

De plus, v/ (
log(2 + p*(z,y))
k1 indépendante de n et Vi, (x,y) # 0, dans ’ensemble

) est majoré par une constante strictement positive

Q2 ={(z,y) € B%n < 2+ p°(z,y) < n’}.

Alors
‘am@bn‘ < 2k, Wi, ‘aywn‘ < 2k;wy

V4] = 4/ (@thn)? + (By)? < B wn.
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4.1. Les espaces fonctionnels

Par suite,

/|wn\2|5|2d:cdy - / Vi le2dzdy
R2 02

n

< [ ot iePdady (4.7)
973
[ JosaPlerazay = [ |owaPlePdzdy
R? 973

< / 8k3ud e dady. (4.8)
%

On démontre de la méme maniére que (4.6) que les deux termes de droite de (4.7)
et (4.8) tendent vers zéro quand n tend vers I'infini.

2) Régularisation : Soit ¢ > 0 et soit {p.}. une suite régularisante dans R?.
Comme pour n > 3 fixé, &, est dans V(R?) alors, d’aprés les propriétés de la suite

{ps}s>0a
pe * & — &, dans V(R?) quand & — 0.

On rappelle ici que :
V(R?) = {€ € L*(R?), V€ € (L*(R?) N L3(R%)) x L*(R*)}

D’autre part, on a :

supp(pe * &) C B(0,¢) + suppé, C K, et supp(&,) C K, (compact).
Il existe un &, > 0 tel que
1
— 2y < —.
||p6n * gn gn”V(R ) > n

Mais comme w; est majoré par ﬁ+0g2 alors il existe une constante strictement po-
sitive c telle que :

||:05n *Ep — £n||V(IR2,w1) < C”psn *Ep — fn“V(]I@)-

Ainsi, la suite {p., * &, }n>3 est une suite de fonctions dans D(R?) qui converge vers
¢ dans V(R?,w;). Ceci termine la démonstration. n

Théoréme 2. (Opérateur de prolongement) Il existe un opérateur de prolongement
P : V(]Ri,wl) — V(R2,CLJ1)

linéaire tel que pour tout & de V(Ri,wl) :

(P 3 |R3_ =¢

1P €lla g < V2 €ll2 g2 w25

1P E]

3,R2,w} < \/§ ||§”3,Ri,w?7

[ [PLEllve oy < V2IENv @2 w)-
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4.1. Les espaces fonctionnels

On rappelle ici que

1P €llvrew) = 1PEllogewe + 1P1E lo,2r2 + 1|0z (P1 &) |lo,3 2
110y (P1 &) |]0,2,2
lwiPr &llo2re + |wiPr&llosrz + 1|0:(P1€)|lo2rz + |0x(P1€)ll03r2

+ 18y (Pr &) lo2,re-

|sr2,w8 + [|02(P1 §)

_l_

Preuve Pour ¢ dans V(R%,w;), on pose :

§(z,y) siy >0,
Plg(x:y):
£(z,—y) siy <0,

(prolongement par réflexion).

On a:

0z€(z,y) sty >0, 0y&(z,y) si y = 0,
azPl §($: y) = ayPI §(£E,y) =

0:€ (v, —y) si y <0, —0,&(z, —y) si y < 0.
On va vérifier que, pour tout ¢ dans V(RZ,w;), P, est dans V(R?,w;) en mon-
trant que :

(1P Elloewz < V211€lom2 02,

1P €

|3,R2,wf < \/5 ||§||3,R1,wi”a
8 0 (Pré)|lozre < \/§||a:c§||o,2,ﬂ@§r,

102 (Pr ) lloa ez < V2102 lo,5,82 5

[ 10y (PrE)llogre < V21046

On se contente de montrer la premiére inégalité, la démonstration des autres inéga-
lités se fait de facon analogue. Pour ce faire, exprimons :

|0,2,R1-

/wf|P1§|2dxdy = / wf|P1§|2dxdy+/ WP EPdady.
R? R? R2

+

En faisant le changement de variable Y = —y dans

/ G \PEPdzdy
R2

on obtient
[, wtinepasay= [ wtipepdsay
R2 R2

+

93



4.1. Les espaces fonctionnels

et
/ WP EPdady < 2/ RIePdzdy
R2 Ri

et P ¢ appartient a L?(R?, w?). n

Corollaire 1. (Densité) L’espace D(RZ) est dense dans V(RZ, w).

Preuve Soit £ un élément de l'espace V(R%,w;). D’aprés le théoréme (2), il
existe une fonction P, & de V (R?,w;) qui prolonge £ par zéro dans R%. On applique
alors le théoréme (1) qui assure l’existence d’une suite de fonctions {p., * &, }o2 5 de
D(R?) convergeant vers P; & dans V(R?, w1). Soit 4, la restriction de p,, *&, a R?.

Ainsi la suite {9, }2° 4 est une suite de D(R? ) qui converge vers & dans V(R%,w;).m

4.1.2 Espace de trace de V(R?,w)

Comme toute fonction & appartenant a V(R%,w;) est localement dans V (R} )
(déja défini dans (|3])), la trace de £ sur I'hyperplan R = {(z,0);z € R} est loca-
lement dans M (R) (voir [3]).

Nous nous proposons d’étudier les traces sur I'hyperplan R des fonctions de V(Ri ,wi),
pour cela, nous aurons besoin des espaces

WYHRE, w) = {&wié € L(RY); VE € (L*(R}))%},
X(R,w) = {&wi€ € L(RY);VE € (L*(R))},
qui sont des espaces de Banach réflexifs pour les normes définies respectivement par :
||£||W1’2(R3_,w1) = ||wlf||0,2,R1 + ||V§||0,2,Ri,
1€l x@2 vy = lwigllozrz + IVEllo2ze2 -

Les deux théorémes qui suivent sont déja énoncés dans (Amrouche & Necasova [10],
p. 269-270).

Théoréme 3. Les espaces W (R% ,w;) et X(R2,w}) ont les mémes traces sur I’hy-
perplan R.

Si 'on note
+o0
Wi R, = (s Vi € L2R) [ 07 dt [ ln(a+t,0) = o0 d < oo
0 R

Muni de la norme

+0o0 %
harct ([ 02t [ Iuto+0.0) - u(o,0)P )
0 R

W322(R,w)) est un espace de Banach réflexif.

||'U/||W%’2(R,w’1) = || \% wi/’b
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4.1. Les espaces fonctionnels

Théoréme 4. L’application trace

w: DE) — DR)
3 — &R
se prolonge en une application linéaire, continue, surjective motée encore 7y, de
1
W12(RE, wy) dans W22(R,w)).
Maintenant, on est en mesure d’énoncer :

Lemme 1. [l existe une constante strictement positive ko telle que

€z, 0)]?
R V2 + z%log(2 + z2)

Preuve Soit & un élément de D(RZ). En utilisant le théoréme (4), on déduit
qu’il existe une constante strictement positive k, telle que :

V¢ € D(R2),

dz < k2||§||V(R1,w1)- (4.9)

£ (=, 0))?
< < .
/]R 2+ 22log(2 + 2?) Ao < 10€lly 32 p) < FallEllwroes o

Ensuite I'inclusion de V(R? ,w;) dans W?(R3 ,w;) avec injection continue entraine

[€(z, 0)[”
dx <k i)
/R\/mlog(2+x2) < Fall€llvees )

et 'application trace 7o sur R de D(@) dans L?(R,w!) se prolonge en une appli-
cation linéaire continue de V(R%,w;) dans L*(R,w?}). ]

Dans toute la suite, on désigne par M(R,w}) l'espace trace de V(R%,w;). Muni
de la norme

1l s rwry = ui:117£§ 1€llv &2 o)

I'espace M(R,w}) est un espace de Banach.

Proposition 1. Pour tout ¢ dans (M(R,w}))’, le dual de ’espace M(R,w}), on a :

_ < C,’}/Of >R
1<l mr(rwryy = sup =
{EGV(Rivwl)af;éO} ||5||V(Ri7wl)

Preuve Soit £ un élément de V(Ri,wl). D’aprés la définition de ’application
trace 7o, on a o€ est un élément de M(R,w) et |70 &llmmrwy) < Ellvr

Fwi)
Ainsi, on peut affirmer que :

<G E >r < (7€ >r < sup <G p>r
||f||V(R2+,w1) N ||70§||M(R,w'1)  {peM(Rw)),E#0} ||M||M(7e,w'1)
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Maintenant, pour établir 'inégalité inverse, il suffit de montrer que pour tout u de
M(R,w}), on a:

<C,,U/>’R <C>70£>'R

— < sup _ =

||N||M(R,w’1) {€€ V(RY ,w1),£# 0} ”g”V(R?'_,an)

Soit p un élément de M(R,w}). Gréace a la surjectivité de I’application trace 7, il
existe £ dans V(R2, wy) tel que & = p sur R.

On considére le convexe fermé non vide :

E, ={¢ € V(R},w1); € = pu sur R}.
On introduit la fonctionnelle P : E, — R définie par P(£) = [|£[lv(r2 .,) €t on la
minimise sur E,. Il existe alors ¢ dans E, tel que P() = fienbi,, P(&) = el aeroet)

(voir Ekeland & Temam [23]; p. 34).

Finalement,
<G p >R _ < (7P >R < sup <C770§>R.
12l ar(mowt) ||1/’||V(Ri,w1)  {EEV(RZ wi),£ 40} ||§||V(R§r,w1)
D’ou le résultat. u

Proposition 2. L’espace D(R) est dense dans L*(R,w))

Preuve La démonstration se fait, comme dans le théoréme (1), par troncature
et régularisation.

1) Troncature : on introduit une fonction décroissante 1 dans C*([0, +oc[) avec
0 < Y(t) < 1,9(t)=1pourt < 1et(t) =0 pourt > 2 et on pose, pour n

assez grand
y (\/ 24 22 )

n

Ensuite, pour tout £ un élément de espace L?(R,w}), on considére

&n(2,0) = Uy (2) £(, 0).

Les fonctions &, sont dans L?(R,w}), & support compact et
nl_lffoo 1€ — &l 2wty = 0.
Si l'on note Q3 = {z € R;v/2+22 > n},
/]R [€n(@,0) — &(z,0)wi(z) da = /ﬂ{l\l’n(fﬂ)i(wa 0) — &(x, 0) P (z) d
= [ 19ale) = 1Plele, 0Pl (@) d

_ /Q W (2) — 112[€(, 0)Pw} (2) d

n

2 1
< / €z, 0)2w) () dx
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4.1. Les espaces fonctionnels

On montre, de la méme maniére que dans la preuve du théoréme (1), que le terme
de droite de cette inégalité tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

2) Régularisation : Soit € > 0 et soit {p. }. une suite régularisante dans R. Comme
&, est dans L?(R) alors, d’aprés les propriétés de la suite {p; }.>0,

pe ¥ & — &, dans L*(R) quand & — 0.

D’autre part, on a :

supp(p: * &) C B(0,¢) + supp&, C K, et supp(&,) C K,.
Il existe un €, > 0 tel que
1

Mais comme w] est majoré par ﬁ+0g2 alors il existe une constante strictement po-
sitive ¢ telle que :

||p€n * fn - gn”Lz(R,w’l) < c”psn * é-n - fn“L?(R)

Ainsi, la suite {p., * &, }» est une suite de fonctions dans D(R) qui converge vers &
dans L?(R,w!). Ceci achéve la démonstration. u

Proposition 3. Tout élément pu de l'espace L*(R,w!) peut étre identifié comme
élément de (M (R,w})) et on a :

VE € V(RY,wi) <, 708 >Ry MR w,) = / wip (7€) d .
R
Preuve Soit 4 est un élément de L?(R,w]). Comme pour tout £ dans V(R? , w,),

Yo appartient & M (R, w}) qui est inclus dans L?(R, w}), alors 'application L, définie
sur V(R%,w;) & valeurs dans R par :

L) = [ i) da
R
est une forme linéaire sur V(K% , wy).

De plus, I'inégalite de Cauchy-Schwarz entraine la majoration suivante :

VE € VR, w) |Lu(E)| = /R Wit (0€) dz] < ||

lo,Rw; [70€ ]2, 01 -

Ensuite, l'inclusion de M(R,w}) dans L?*(R,w}) avec injection continue donne :

Ve e VIR, wi) [o€llare;, < I0€llame,)-

Ainsi, on peut affirmer que :

VE e VIR w) |Lu(6)| = /R Wipa (108) dz] < |l

2w, 1708l m(rw))-
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Par conséquent, L, définit bien un élément de (M (R, w}))" vérifiant :

VE € VR, wi) Lu(€) =< Ly, 1€ >mumret)y M(R,) -

En utilisant la densité de D(R) dans L*(R,w}) (proposition (2)), on déduit que
M (R,w!) est aussi dense dans L?(R,w}). Ensuite, I’application linéaire

T:p— L,
est injective de L?(R, w}) dans (M (R, w}))" et on peut identifier L*(R,w}) a 7(L*(R,w})),

qui est un sous-espace de (M(R,w}))". Par conséquent

< s 0E > (R wh)y MR ;)T Ly Y0 > (R wh)y MR )= / wip (8) da.
R

Ceci achéve la démonstration . ]

Dans le but de montrer I'inégalité de Poincaré dans V(R2,w;)/r, on procéde de
la maniére suivante. Tout d’abord, on prouve l'inégalité dans I'espace Vi (B, w1)
qui est défini comme étant I’adhérence de D(BY%) dans V(Bj,wq1) ou B est le
complémentaire de By dans R?. Ensuite, par une partition adéquate de I'unité, on
étend 'inégalité sur 1'espace V (R?, w;)/g. Et finalement, grace a 'opérateur de pro-
longement Pj, on établit le résultat. C’est pourquoi on a besoin d’étudier I'espace
V(Bg,w1) qui est un espace de Banach réflexif pour la norme ||.||lv (s, w)-

4.1.3 Propriétés de V(Bp,wi)

Théoréme 5. [l existe un opérateur de prolongement
Py : V(Bg,wi) — V(R wi)

linéaire, tel que pour tout £ de V (B, wi) :

( P2 élp, =¢

P2 €

|2,R2,wf < k3 ||£||2,B%,w%a

P2 ¢

lsr2wp < K3 ll€lls,p03

P2 Ellvmew < ks llEllviay, w):

ot ks dépend seulement de R.

Preuve La démonstration se fait par une partition adéquate de I'unité. En effet,
étant donné que le bord de B}, est compact et de classe C™ alors il existe des ouverts
{U;}E_| de R? tels que OB C U_ U et il existe des applications H; : B(0,1) — Uj;
bijectives telles que :

H; € CY(B(0,1)), H;'eCYU;), Hi(B(0,1) N R%) =U; N B,
H;(] —1,1[x{0}) = U; N 0B,.
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Il existe alors des fonctions 6y, 01, ..., 0 de C*°(R?) telles que :

( k
0<6;<1Vi=01.,ket Y 6;=1sur R,

1=0

suppt; est compact et suppt; C U; Vi=1,2,... k,

suppfy C R? \ 0B%.

\

Etant donné & dans V (B%,w:), on écrit :

k k
=) 0= & ol &=0;¢
=0 =0

On prolonge maintenant chacune des fonctions &; a R? en distinguant &, et les {&}¥_;
a) Prolongement de & : On définit le prolongement de & a R? par :

- §O($:y) si (.’L',y) € B}-{a
§O(xay) =

0 si (z,y) € Brg.

On montre que 20 appartient & V(R?,w;) et Vé} = %0. En effet :

/w%\&\2dxdy _ / ol dzdy
R2 B’

R

< / wf\§|2d:vdy.
B

7
R
De la méme maniére, on a :
3¢ (3 31 ¢13
/w1|§0| dxdy < / wilélPdzdy.
R2 Bl

Reste & prouver que V& appartient & (L2(R?) N L3(R?)) x L*(R?) et V& = V&.
En effet, pour tout ¢ dans D(R?), wilamw appartient & L?>(R?) et on a :

< 0ubo, ¥ SoEnpE) = — | Gdbdzdy=— | 6 Edpdady

By By

= - . §(0z(00)) — ¥0ub0) dx dy.

Etant donné que 6 ¢ appartient a C*°(R?) a support compact dans R? \ 0B}, alors
0ot appartient & D(R? \ 0B}) et 0y 1|p;, appartient & D(B}). Ainsi

[ .00 dady = / (65)0u€ dar dy

By By
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et

< 0480, >prey b = / (600) 0,6 + 0 0,00 dr d y
B

= /IRQ(905;§+53$90)¢d$dy-

D’ou _ L
0,80 = 0y 05§ + £ 0,0,.

De la méme maniére, on prouve que :
8:11&) - 00 ayé- + gayeo
et par suite _ L
V&) =00 VE+EVH.
k
Etant donné que 0 < fy < 1 et V6, est a support compact (Vl, = —ZVQ%)
i=1

alors V&, est bien un élément de (L2(R?) N L3(R?)) x L2(R?). Ainsi & appartient a
V(RZ’ wl) .

b) Prolongement de &;, i =1,2,...,k : On pose pour (z,y) dans B(0,1) NR?,

vi(z,y) = E(Hy(x,y))-

On a v; appartient & V' (B(0,1) NR? ). On définit ensuite sur B(0,1) le prolongement
par réflexion de v;, soit v; qui appartient a V(B(0,1)). On pose pour (z',y') dans
Ui

wi(e',y') =v(H; (@,y)-
On a alors w; appartient & V(U;), w; = & sur U; N By, et il existe une constante
strictement positive k4 telle que

|willvw:) < kalléllvwins)-
Enfin, on pose pour (z,y) dans R?,

Ow; si (r,y) € U,

& =
0 si (z,y) € R\ U;.

On a & appartient & V(R2) donc a V(R2,wy), & = & sur U; N Bl et il existe une
constante strictement positive ks telle que :

[1&illvrey < Esll€llvwinsy)-

k
Ainsi Vopérateur Poé = &y + Z & posséde toutes les propriétés désirées. [ ]
i=1
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Corollaire 2. D(BY%,) est dense dans V (B, w1)

Preuve Soit £ un élément de 'espace V (B, w1). Il découle du théoréme (5) qu'’il
existe une fonction Py¢ qui prolonge € a l'extérieur de BY,. On utilise le théoréme (1)
qui assure D'existence d’une suite de fonctions {p., * &,}°°; de D(R?) convergeant
vers Po¢ dans V/(R?, w,). Soit 1, la restriction de p., *&, a BY,. Ainsi la suite {1, }°° 5
est une suite de D(BY%) qui converge vers & dans V (B, wi). u

Afin de définir les traces des fonctions appartenant a V(BY,w;), on considére un
¢lément ¢ de D(BY,) et on désigne sa restriction au bord par y,¢. Comme & ap-
partient & V(O) pour tout ouvert borné O contenu dans BY, alors £ appartient a
V (B%NByg). Il s’ensuit, d’aprés le deuxiéme chapitre, que v, appartient a L?(0BY)
et il existe une constante strictement positive ¢ telle que ||vo€

lo,2,08,, < cll€llv(mw)-
Ensuite la densité de D(B%) dans V(B%,w;) implique que I’application & — 7o
définie sur D(B_}%) se prolonge en une application linéaire continue, notée encore par
Yo, de V (B, w) dans L*(0BY).

4.1.4 Equivalence des normes dans V(R w;)/gr

Afin d’établir I'inégalité de Poincaré dans V(R%,w;)/r, quelques résultats sont
nécessaires, le premier est donné par :

Lemme 2. (Kufner et Opic [36], p. 289-290) Soit K un compact de R" et soit
QO =R'\K.

Posons a, = inf{|z|;z € Q} et a, > 1. Soient 1 <p < q < o0, a, f,7,0 des réels, et
sotent

w(z) = || log™ |z],
vo(2) = |z|° P log’ |x],
vi(z) = ||’ log’ |a|.

On considére
WP v0,01) = {€ € IP(Q,0); VE € IP(, 1)}
Alors Uinjection de WP (Q;vg,v1) dans LY, w) est compacte si et seulement si

n n
E_5+1>0’

< |Q

_Bin_n
p+q p+1<0.

Application Pour tout réel R strictement positif, on désigne par B la boule
ouverte de R? de rayon R et centrée a l'origine. On note By = R? \ Bg. Ensuite,
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pour tout (z,y) de Bjy, on pose

w(z,y) = 2+ 22+ y?)3 log” (2 + 2% + y?),
vo(z,y) = (24 22 + y2) 2" log® (2 + 22 + ¢2),

vi(z,y) = (2 + 22 + y2)§ log®(2 + 2% + ¢?).

Pour n = 2,p = 2,¢ = 3,aa = -3,y = 3,0 = —% et 6 = —2, 'injection de
Wh2(Bh;vg,v1) dans L3(Bf, w?) est compacte.

Remarque 2. ® Pourn =2,p=2,g=3,a=—-3,7=-3,8=—% et § = -2,
Uinjection de V (B, w1) dans WY2(Bl;vg,v1) est continue.

En effet, pour tout £ dans V (B}, w1), on a :

J

1
v |VEPdzd <7/ Veélrdzdy.
IVePdrdy < oo [ verdady

!
R

1
vo\§|2d$dy§—l/ WiéPdzdy,
21 JBl,

l
R

J

Il s’ensuit que I'injection de V(Bj,w;) dans L3(B,w?) est compacte.

l
R

Théoréme 6. (Amrouche, Girault et Giroire [8], p. 597) Soit R un réel strictement
positif et suffisamment large. Il existe une constante strictement positive C}, telle que
pour toute fonction & dans W()I’Q(B}z,wl), on a:

1€ll2, 5402 < CrllVElloz2,m,.

On peut maintenant montrer le

Théoréme 7. Soit R un réel strictement positif et suffisamment large. Il existe une
constante strictement positive C% telle que pour tout & dans Vy(Bly,w;), on a :

1€ll2,54,02 + 1€]l3 mp,08 < Cr (IIVE 03,8) - (4.10)

Preuve Comme D(Bj) est dense dans Vj(B%,w1), alors il suffit d’établir ce
résultat dans D(BY).
La preuve de ce théoréme se fait par contradiction. En effet, supposons que pour
tout n > 1, il existe une suite {£,}22; dans D(BY},) telle que

02,8, t [|0z€]

||€" |2,B}{,wf + ||§”||3,B§2,wf Z n (”an' 0,2,B9% + ||az§n||0,3,B'R) .
En remplacant &, par HE"‘||2,B’R,w%—:”§"”3,B93,w:13’ on se rameéne a
1
||§n||2,B§2,wf + ||§n||3,B9%,w51‘ =1 et ||V§n”0,2,B§{ + |02&n |0,3,B;2 < o
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4.1. Les espaces fonctionnels

La suite {£,}52, est alors bornée dans V(B%,w1). En utilisant la réflexivité de cet
espace de Banach, on peut extraire une sous-suite, encore notée {&,}° ,, qui converge
faiblement vers un élément ¢ de V(Bj,w;). Ensuite la remarque (2) entraine la
convergence forte de {&,}2, vers £ dans L3(Bj,w?). Puisque L?(Bj,w?) est un

espace de distributions alors
&, — & dans D'(Bj).
Mais comme ||V, |lo,2,5;, tend vers zéro quand n tend vers l'infini, alors
V¢, — 0 dans (D'(Bj))?

et £ = cte p.p. dans Bj. Ainsi la continuité de I'application trace de V (B, w;) dans
L*(0BY,) entraine que £ = 0 p.p. dans B,.

Maintenant pour aboutir & une contradiction, il suffit de prouver que &, converge
fortement vers zéro dans L?(BY,, w?). Pour cela, on introduit une partition adéquate
de 'unité

1,9 € CP(Bg), 0<v1,9 <1 9y +1p =1 dans By
avec B
suppt)1 C Bogpio et suppyhs C Byg.
Comme Pespace V (Bagryo N By, w1) est identique & V(Bagie N Bj) alors U'injection
compacte de V (Bagry2 N BY) dans L?(Bagio N By) entraine que
gn — 0 dans LQ(BQR+2 N B}-Z)’

et alors
1€, — 0 dans L?(Bagya N BY).

En utilisant le fait que v, est identiquement nulle & I'extérieur de Bygy2, on conclut
que
V1€, — 0 dans L*(BY)

. , 1
et comme w; est majorée par V21082 alors

1€, — 0 dans L?(Bj,w}). (4.11)

Il reste & examiner 9,,. Comme pour tout n > 1, &, est un élément de D(BY})
et 1y est un élément de C®(B%) qui s’annule sur Bog N B, alors 1€, appartient
a W, (Bbg,w). Le théoréme (6) implique qu'il existe une constante strictement
positive Ck telle que pour tout n > 1,

[1h2&alle, By, 02 < 011%||V(1b2§n)”0,2,3’23'

Il est intéressant de souligner que 1), est identiquement nulle & 'extérieur de By,
et égale a 1 a 'extérieur de Bogo et

laballomyus < Ch (IV(20)

|0,2,B'2Rr115'2R+2 + ||V(¢2€n)||0,2,3'2R+2>

< Ch(IV(:8)

|0,2,B'2Rr115'2R+2 + || V&| 0,2,B;R+2) . (4.12)
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4.1. Les espaces fonctionnels

Comme {¢,}52, converge fortement vers zéro dans L*(Bjg N Bagya) et || VEloz,p:,

converge vers zéro, alors aprés passage a la limite sur n, I'inégalité précédente (4.12)
entraine que

Yo, — 0 fortement dans L?(Bj,w?). (4.13)
Les résultats (4.11) et (4.13) réunis montrent que
£, — 0 fortement dans L*(Bp,w?).

Ceci achéve la démonstration. ]

Théoréme 8. La semi-norme |.|y(r2w,) définie sur V(R?, wi)/r est une norme équi-
valente a la norme quotient.

Preuve Soit £ un élément de V (R?, w;). Comme cet espace contient les constantes,
alors pour toute constante réelle k,

Elvrew) = 1€+ klvmew) < 1€+ kllv@zw)- (4.14)
On rappelle que la norme quotient est définie par :
€1V (R2 w1y /m = 0k (1€ + Kllv @ o),

et on a donc : .
I€lveew) < lEllvgew)/r-

Pour montrer ce théoréme, il suffit de vérifier que :

dks > 0, VS € V(R2’w1)/R’ ||é||V(R2,w1)/R < ks |€|V(R2,w1)-

La démonstration de cette inégalité se fait en deux étapes. La premiére consiste a
choisir un représentant adéquat de la classe f . Pour cela, on fixe un ouvert borné O
de R? de mesure strictement positive et on choisit le représentant ¢ de la classe & de
V(R?,w;) qui satisfait :

/§da:dy:O. (4.15)
o

Ensuite, la seconde étape consiste & prouver qu’il existe une constante strictement
positive kg telle que :

V¢ € V(R?,wy), vérifiant (4.15)

1€llo 2wz + €llsr2ws < ke (IVEllo2re + 10:€]l0,3%2) (4.16)

On commence par établir cette inégalité. Pour ce faire, on raisonne par I’absurde et
on suppose l'existence d’une suite {£,}°2, de V (R?,w,) vérifiant (4.15) et telle que :

1€n

ler2w? + [nllsmewy > 7 ([Véallozre + 10:€nllosr2) -
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4.1. Les espaces fonctionnels

En divisant cette derniére inégalité par [|ullore w2 + [16n
ramene au cas ou

3,R2 w3 (fn # 0)) on se

1€nllzm202 + l€nlls r2 s = 1,
||V§n| 0,2,R2 + ”awfn |0,3,]R2 < %a
et la suite {&,}5°, est alors bornée dans V (R?,w;). En utilisant la réflexivité de cet

espace de Banach, on peut extraire une sous-suite, encore notée {&,}°° ;, qui converge
faiblement vers un élément & de V(R?,w;). Etant donné que |&,|y (g2, tend vers
zéro quand n tend vers l'infini, la semi-continuité inférieure de la semi-norme sur
V(R?,w;) entraine que ||y (r2,0,) = 0. Ainsi £ est une constante. Mais, comme pour
tout n > 1, &, vérifie (4.15) et &, converge faiblement vers une constante dans
L*(0), I'identité (4.15) implique que & = 0.

Maintenant, pour aboutir & une contradiction, il suffit de prouver que &, converge
fortement vers 0 dans L*(R?,w?) et dans L3(R?,w?). Une partition adéquate de
I'unité permet de considérer séparément le cas du domaine borné By, ou la topo-
logie de V (Bg41,w;) coincide avec celle de V(Bgy1) (voir [3]), et 'extérieur de Bg
ou le théoréme (7) peut étre appliqué.

Soit R un réel strictement positif et soient 9, et v, deux fonctions de C*(R?)
telles que
0< 1,92 <1, ¢+t =1 dans R?,

suppyr C EEH—la suppy, C B}z-

Puisque pour R fixé, V(Bg,1,w:) est identique & V (Bgy1), sous-espace de W'2(Bg,,),
alors &, converge faiblement vers zéro dans W'?(Bg,;). L’injection compacte de
W12(Bgy1) dans L?(Bgy1) et dans L3(Bg, ;) implique que :

&, — 0 fortement dans L?(Bgy,) et dans L*(Bgy1)

et alors
1€, — 0 fortement dans L?(Bg,1) et dans L?(Bgi1).

En plus, en utilisant le fait que 1, est identiquement nulle & 'extérieur de Bgr,1, on
conclut que :

1&, — 0 fortement dans L*(R?) et dans L*(R?). (4.17)

Il reste a examiner le comportement de ¢ §,. Comme pour tout n, &, est un élément
de V(R?,w;) et vy est un élément C*°(R?) qui s’annule sur By alors 1,&, appartient
a Vo (B, w1). Le théoréme (7) entraine que :

”1/}2 €n||2,B§{,w% + ||¢2 fn |3,B’R,wf S 012% (||V(¢2 é-n) |0,2,B;2 + ||8ac(w2§n)|

0,3,3;2) .
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Il est intéressant de souligner que 1 est identiquement nulle a I'extérieur de B,
égale & 1 & lextérieur de By et

192 &allomewe + Y2 nllspews < Cr IV (1h28n) lo,2,8, " Brys + IV (22 é‘hn)”mBRJrl
10 (atn)llos yomaes + 19 (taEn)llos 5, )
< Ci IV (260 |02, 0 Briy T+ [VEnllo, 1
+ 119 (aE) o 0001 + 196 ,m).

Etant donné que &, converge fortement vers zéro dans L?(B%, N Bgyi) et dans
L3(B% N Bgry1) (Vinjection de W?(BY%, N Bgi1,w;) dans L?*(By, N Bgy1) et dans
L3(Bj N Bpy1) est compacte), ||[VE,llo2r2 et ||0zEx]l03r2 converge vers zéro, alors
aprés passage a la limite sur n, I'inégalité précédente entraine que :

Yo &, — 0 fortement dans L*(R?,w}) et dans L*(R%, w?). (4.18)
Les résultats (4.17) et (4.18) réunis montrent que :
&, — 0 fortement dans L*(R?,w}) et dans L*(R%, w?),
d’oti la contradiction avec le fait que
€l + Ealls o = 1.

Nous allons maintenant caractériser 'inégalité de Poincaré sur V(R? , w;) /r.

Corollaire 3. La semi-norme |.|y
équivalente a la norme quotient.

R2 w) €St une norme sur Uespace V(RS ,w)/r

Preuve Soit £ un élément de V(R? , w; ). Comme cet espace contient les constantes,
alors pour toute constante réelle k,

Elv@zw) = 1€+ Elvezw) < 1€+ Ellves w)- (4.19)

On en déduit que : '
Elvwz w) < €llvire w)/r-

Il suffit donc de montrer qu’il existe une constante k; strictement positive telle que :
vf € V(Ri—’wl)’ ||§||V(R?|_,w1)/1m < k7|€|V(R§_ w1

Pour ce faire, soit £ un élément de V(R2 ,wy) et soit P; I'opérateur de prolongement
déja défini dans le théoréme (2). Les résultats du théoréme (8) combinés avec les
propriétés de I'opérateur de prolongment entrainent que :

”PifHV(R?,wl)/R < k5| P |vrew) < k5\/§\f‘V(R1,w1)- (4.20)
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4.1. Les espaces fonctionnels

D’autre part, comme ||€.||V(R3_,UJ1)/R = klIEl%Hf + kllv@2 w) et Piélgz = & on déduit
que :

Vk € R, ||§:||V(R1,w1)/11\2 < ||£+k||V(R3_,w1) = ||P1§+k||V(R1,w1) < [Pr€+ Ry e -

En prenant la borne inférieure dans I'inégalité précédente, on obtient :

lEllv®z wyr < [1PEllvR2,w1) /0 (4.21)

et 'on trouve le résultat énoncé en combinant les deux inégalités (4.20) et (4.21). m

Pour la suite, on aura également besoin de 1’espace VO(REL ,w1) qui est défini comme
¢tant 'adhérence de D(R? ) dans V/(R? , wi). Muni de lanorme ||.{|y (g2 ), Vo(RE , w1)
est un espace de Banach réflexif.

4.1.5 Propriétés de V5(R2, wy)

Lemme 3. 5i & est un élément de Vo(R%, w1), la fonction 5, prolongement de & par
zéro dans R? \ R, appartient o V(R?, wy).
Preuve soit £ un élément de Vo(R? , w1 ). Il s’agit de montrer que

% = Vg au sens des distributions sur R?. Pour cela, on se sert de la densité de
D(R%) dans V(R%,w;) (par définition) pour établir I'existence d’une suite {&,}°,
dans D(R2) telle que

nh_)ﬂgo 1€n — f”V(Ri,wl) = 0.

1
Ensuite, pour tout u dans (D(R?))?, w—divu appartient a L?(R?) et
1

< Vg, U >((p(R2))2) (D(R2))2 = — . Edivudaxdy
&
= — lim &odivadady

n— +0o 2
R+

= lim V&, udxdy

n— +00 Rﬁ.
= < V& Uu>(or)zy oE): -

Ceci achéve la démonstration. [ ]

Lemme 4. Soit £ un élément de V(R%, w;). Si la fonction Z;’, prolongement de & par

zéro a lextérieur de R% appartient & V(R%,wy) alors € appartient a Vo(R%, w1).
Preuve Soit £ un élément de V(R? ,w;) et tel que son prolongement par zéro a

I’extérieur de Ri, &, soit dans V(R?, w;). 1l s’agit de prouver qu’une telle fonction &
appartient a %(Ri ,wi). Pour ce faire, on introduit la méme fonction de troncature
Y, qu’en théoréme (1) et on pose pour n suffisamment large (n > 3),

En(,y) = ¥n(z,y) E(2, ).
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On a alors &, est un élément de V(R?, w;) et a support compact dans @ Ensuite,
d’apreés la preuve du théoréme (1), on a :

nh_{%o ”§n - g||V(R2,w1) = 0.

Ainsi on se raméne au cas ot la fonction £ appartient & V(R?, w;) et & support com-

pact dans @ Il s’agit de montrer qu’une telle fonction ¢ est limite, dans V (R2 , w1 ),
d’une suite de fonctions de D(R?).

Pour tout A > 0 (suffisamment petit), on note 7,¢ la fonction définie par :

m™é(z,y) = &(z,y — h).

(Pour y < h, &(x,y) = 0).
Puisque V(7€) = 7,(V€), la fonction 7,¢ appartient & V(R? w;). De plus, 74¢
converge vers ¢ dans V(R?,w;) quand h tend vers zéro.

Finalement, on introduit pour ¢ > 0, une suite régularisante {p.}.~o de D(R?)
telle que :

pe > 0, / pe(w,y)dzdy =1, suppp. C B(0,¢)
RZ

(ot B(0,¢) est la boule dans R? de centre 0 et de rayon ¢).
Si e < h alors il existe V), CC R2 tel que :

supp(p: * 7€) C Vi et supp(7€) C Vh.

Puisque 7, est dans V(R?) alors on peut choisir un €, < h tel que :

12, * € — Théllvwe) = ||pey * Thé — Théllv ) < b

ou encore
1
V2 log?2

La function p,, * 7,€ appartient & D(R%) et converge vers & dans V(R%,w;). Ceci
acheéve la démonstration. ]

’lliH(l) | pen, * ThE — ThE|lv(R2,wy) = 0 car w; est majoré par
ﬁ.

4.1.6 Propriétés de ’opérateur divergence

Pour tout vecteur u = (uj,us), on définit la divergence de u par divu =
Ozu1 + Oyua.

On introduit I'espace de Sobolev avec poids
(R, L) = {u=(m,w) € (L3R N 12(R) x L2(R);
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Ldiva € L3(R2) N L?(Ri)},
qui est un espace de Banach pour la norme

.
||u||]L(R3_,i) = luallo,s g2 + llurlloprs + lluellozr: + ||w—1dlvu||0’%’R%r

19

..
+ ||w_1 d1vu||0,2’R3r. (4.22)
’ ™2 \)2 2 1
Lemme 5. L’espace (D(R%))* est dense dans IL (R+, w—1> .
Preuve La preuve de ce lemme est basée sur le résultat suivant :

Un sous-espace M d’un espace de Banach M est dense dans M si et seulement si
tout élément de I'espace dual M’ de M qui s’annule sur M, s’annule aussi sur M.

Pour ce faire, on considére une forme linéaire et continue 7" sur IL (Ri, w—ll) telle

que T soit nulle sur (D(RZ))? et le lemme sera démontré une fois prouvé que 7" est

identiquement nulle sur IL (Ri, =
1

Puisque IL <R2+,wil), muni de la norme (4.22) est un espace de Banach réflexif

!
alors pour tout élément 7" du dual (]L (Ri, w%)) , le théoréme de représentation

de Riesz (voir Adams, [1]; corollary 3.3, p. 46) assure 'existence d’un unique élé-
ment (v1, v, v3) dans (L*(R%) N L*(R%)) x L*(R2%) x (L*(R%) N L*(R2)) tel qu'on

ait : Vu € IL (]Ri,i) ,
w1

1
T(u) = / (vl Uy + vy ug + —v;;divu) dzxdy.
R2 w

1

On introduit les extensions vy, vs et v3 par zéro a 'extérieur de ]R%r. L’égalité

- 1
Vue (DR))? / <U1u1 + Vg Us +—v3divu> dzdy =0
RL

Wi

entraine que :

V u € (D(R?))?

- - 1 ..
T(u) = / (vlul + Uoug + —v;;dwu) drdy
R2 w

1

1
= / (v1u1 + vous + —vgdivu> dxdy=0.
=}

Wi

Au sens des distributions sur R?, cette égalité implique que, pour v = (01, 05),

- 1 .
V:v(_vg).
W1
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Ainsi, comme 07,0, et 03 appartiennent a (L?(R?) N L3(R?)), L*(R?) et (L*(R?) N
L3(R?)) respectivement, ceci entraine que

1
— 03 € L*(R*,w?) N L*(R?, w?),
w1

v (i 173) € (L*(R*) n L*(R%)) x L*(R?).

W1

1
Le lemme (4) permet d’affirmer ’appartenance de U3 a lespace Vo(R2,w;). On

1
utilise ensuite la densité de D(R? ) dans Vo(R? , w:) laquelle induit Pexistence d’une
suite {S,,}°2, dans D(R?}) telle que :

wi(z,y) Sy, — vz in L>(R%) N L*(R%),
VS, = v in (I2(R2) N I3(R2)) x I2(R2).

Par conséquent, pour tout élément u appartenant a l'espace IL (Ri, w%) on peut

écrire 1’égalité suivante :

) 1 .
T(uw) = lim [<VS,u>+ <w S, —divu >] =0.
n— oo (,(}1
Ceci termine la démonstration. ]

e Le théoréme qui suit concerne la trace normale des fonctions de IL (]Ri, w%) sur
le bord :

2

Théoréme 9. L’application 7y, : u —> u.n définie sur (D(Ki)) , se prolonge par

continuité en une application linéaire continue, notée encore y,, de IL (Ri, L) dans

(M(R,wy))'. De plus, on a la formule de Green :

Edivuadax dy+/ uVidrdy=<un, % >mmRruw)y MR ¥VE € V(]Ri,wl),

2 2
RZ R%

ot n est la normale unitaire dirigée vers l’extérieur du bord R.
Preuve Soit I'application

2

T:(DR,))’x V(B2 ,w;) — R

définie par :

T(u,§) :/R (Edivu+uVE) dady

2
+

110



4.2. Formulation variationnelle

pour tout u dans (’D(Ki))2 et tout & dans V(RZ , wy).

La formule de Green est, en ce cas, vraie et on a :

T(u,€) = / wn € dz. (4.23)
R
Ensuite
/u.n%fdaz < | ((divu+u.V¢) dxdy|
R R2
< ||u||]L(R3_,i)||§||V(R3_,w1)
Comme pour tout u dans (D(Ki))Z, u.n|r appartient & D(R), alors u.n| appartient
a L*(R) (C L*(R,w})). La proposition (3) nous permet d’identifier u.n|r comme
un élément de (M (R,w}))" et ensuite
<un, %8 >mRw)) MR W) S ”u”]L(R‘i,i)”"S”V(R‘i,m)'
Ensuite, la proposition (1) entraine que :
lenir ey < [l gs, ).
Il s’ensuit alors que I’application 7, : (D(Ki))2 — (M(R,w}))" définie par :
Yn(u) = un

se prolonge en une application linéaire continue, notée encore 7,, de IL (]Ri, w—ll)

dans (M(R,w]))’, telle que pour tout u dans IL (]Ri, w—ll)

17n ()| (arr,wy)y < ||u||]L(R2+,L)-
w1

D’ou le résultat. [ |

4.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du probléme est donnée par : trouver ¢ dans
V(R?,w) tel que pour tout & de V(RZ , wy) :

/ g(azgo)amfdxdy—l—/ 8yg08y§dxdy+\/Moo/2 Z(z)édx=0. (4.24)
RZ RZ -

1
2
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Soit G la primitive de g définie par :

( 1 1 1
%(uw —t)? — ’Y; uZ (e — 1) + s ud si t < g,
G(t) = «
1 1
s u? (er —t) + rt ud st > U,
\ 2 3
( 1 1
V'g B4 7; Uert? Sit < Uy,
= A
1 1
\ %uz,t — fy—é— ud siot > U,
et soit F' la fonctionnelle définie pour tout & de V(R ,w) par :
1
FQ) = [ GO0 dzdy+ [ @0 dvdy+b6) (425)
R, RY

=My / z)€dz. (4.26)

On verra par la suite que la fonctionnelle I’ est continue, convexe et est Gateaux-
différentiable sur V(R? , w;). En ce cas, le probléme (4.24) est équivalent au probléme
de minimisation

0 € VR, w), F(p) < F(), V&€ VR, w). (4.27)

L’interprétation de la formulation faible du probléme entraine d’abord, au sens des
distributions sur R? , que :

02(9(9)) + 9y(0yp) = 0.
Il s’ensuit que u = (g(d,¢), dy¢) appartient a IL(R?, w%) Ensuite, en utilisant la

formule de Green (voir théoréme (9)), on a pour tout & dans D(RZ),
< u.n,f >(M(’R,w’1))’,M(R,w’1) +b(§) = 0
Mais pour tout ¢ dans D(RZ),

\/7/l 2)€dz = \/7/2' z)€ny,dz,

ou n = (0,n,) est la normale unitaire & R dirigée vers Uextérieur de R? et Z est le
prolongement de z par zéro a l’extérieur de | — 5, 2[ Alors en utilisant la proposition
(3), il vient :

un — /My Z'(z)n, = 0 dans (M(R,w}))’

et formellement,

Oy = /My Z'(z) dans (M (R,w}))".
Nous allons maintenant étudier les propriétés de la fonctionnelle F'.
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4.3 Propriétés de la fonctionnelle F

Proposition 4. L’application linéaire b est continue sur V(Ri,wl).

Preuve On reprend les mémes notations que dans [3] et on pose Qy =| —
%, 2[x]0, R,[ avec

9 My

Ry > ——
Pyl g

(4.28)

Comme les propriétés de la restriction de V(R2,w;) a Q coincident avec celles de
I'espace de Sobolev V() déja introduit dans [3] alors on peut appliquer la formule
de Green prouvée dans [3| par rapport a y et = respectivement. Il en résulte

b(g) = —v My o ZI< Ri) nyfdx
0 Y

, Y VM
= —\/ My - = drdy— Edxd
Qoz < R, Oyédxdy 7 20£dxdy

Y Qo

et

6()| < /Moo Rycy [|0y€]|02,00 + — ||3xf||o3no

Rz?
\% OO
< VM RByer ||8y§||0,2,11«?F i (4.29)

<

ou ¢ = (/2 \z'(x)\2d$> . u

1

2
Afin d’établir la continuité de la fonctionnelle F' sur V(R%, w;), quelques résultats
sont nécessaires. Le premier est donné par :

Lemme 6. Pour tous s, t dans R, on a :
e G(t) s’écrit comme

G(t) = Gue — (ug — 1)) + Glue + (U — 1)) — G(uer)
v+1 v+1

- 6 (ter = (uer —)*)° +

° G(s) = G(t) = (s = t)g(t) = Gluer — (uer — 8)T) = Gluer — (uer — 1))

v+1
9 uzr(“cr

ucr(ucr - (ucr - t)+)2 +

= ((uer =) = (ter — 8)7)g(Uer — (uer — 1)T)

v+1

g (ter = ) ((ter = )™ = (er = 1))
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4.3. Propriétés de la fonctionnelle F

Remarque 3. Soit £ un élément dans V(RZ ,wy). Alors :
o [’ensemble

C={(z,y) € R0, > uy p.p. dans B2}

est de mesure finie et ue appartient & LP(C) pour tout p dans [1,00].

o (ue — 0;€)” appartient & LP(R%) pour tout p dans [1,3].
Pour établir le premier point, il suffit de remarquer que :

ui’rmes(C’):/ui’rd:rdy < /(8w§)3dxdy S/ 0.4 dxdy < oo.
c c R?

+

Ensuite, pour tout p dans [1, o],
/Cuﬂ’rda:dy = ul. mes(C) < oc.

Le second point est une conséquence immeédiate du premier. Il suffit de voir que pour
tout p dans [1, 3], 'inégalité de Holder implique que :

/|(ucr—8w§)|pdxdy = /(&Ef—uc,)”dxdy
R2 C

+

1S

< ( / (aws—ucr)sdxdy)% mes(C)! %

Maintenant, on est en mesure d’énoncer :
Proposition 5. La fonctionnelle F' est conveze et continue sur V(RZ , wy).

Preuve La convexité de G entraine celle de F.
La preuve de la continuité de F' est basée sur le résultat suivant (voir Ekeland &
Temam [23]; p. 11) :
Soit V' un espace de Banach et soit F' : V — R une fonction convexe. Il est équi-
valent de dire :
e il existe un ouvert O non vide sur lequel F' est majorée par une constante a < +oc.
e F'y est continue.

Pour ce faire on introduit la boule unité centrée & I'origine

B(0,1) = {¢ € V(RL, w1); l€llvmz w) < 1}

et on montre que F'y est majorée par une constante strictement positive a.

Pour tout & élément de B(0,1), on a d’aprés la premiére partie du lemme (6) et
la remarque (3) la majoration suivante :

FOl = | [, G@ydady+3 [ 07 dady+ie)

v+1 y+1
< g e = (er = 0u) Ml en 5 terllter — (ter = 08) "Moo
7+1

_ 1
+ Tucr”azf lo,2 k2 [l (ter — 028) ™ [lo0,02 + §||ay§|

3,2,11&1 + ‘b(f) ‘
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4.3. Propriétés de la fonctionnelle F

En se servant des inégalités

[Uer — (Uer — t)ﬂ < [t et (uer — )™ < |2,

il vient :
POl <TI0l 0 + leuwna €l
+ 7‘; 001 e + 510 ©. (130
L’inégalité (4.29) combinée avec (4.30) entraine le résultat recherché. u

Proposition 6. La fonctionnelle F est Gdteauz-differentiable dans V(R ,w;), et
sa dérivée est donnée par :

V§1,§2 S V(Riawl)a

< Fl(fl)’fg >= /R2 g(@x&) 6;;62 dx dy+/ 8:,}61 8y§2 d.’L'dy'i‘b(fg) (431)

2
= R

Preuve Etant donné que F est convexe, alors pour tous &, & dans V(R%, w)
et pour tout 6, I’expression

F(&+0&)—-F(&) (G(0z&1 + 0 0,&) — G(0:62))
0 = /Ri_ 7 dxdy
T % /R . ay%)Q —O8S yaay+ b6,

est une fonction croissante de #. Donc, quand 6 tend vers zéro, cette expression a
toujours une limite dans R.

On montre que

00 Jg2 0 - 9(0:&1) 0z62dxdy.

+

Etant donné que G est convexe, alors, d’une part,

G(azgl + 98x€2) - G(a:cgl)
0

est une fonction décroissante en # quand 6 décroit vers zéro et d’autre part,

G(awgl + 96:862) - G(azgl) - 06x€2 g(awgl) >0

Il en résulte que {hg}gsso est une suite décroissante dans L'(R? ) et

he =

inf/ hodzdy > / 9(0:81) 0x&adxdy > —o0.
[ R?i— R2

+

115



4.3. Propriétés de la fonctionnelle F

Le théoréme de convergence monotone de Beppo-Levi (voir Brezis, [17]; théoréme
IV.1, p. 54) combiné avec la convergence presque partout de la suite {hg}sso vers
9(0:&1)0,&, entraine le résultat recherché.

Le méme raisonnement donne :

2 2
lim /R R / 0,6,0,62dx dy.
+

0—0 0 2
R3

Reste & prouver la continuité de I’application linéaire
& — / (0.60)0 §2dxdy+/ 8,610, dw dy + (&)

Pour ce faire, pour tout ¢ dans R, on écrit ¢(¢) sous la forme :
v+1

g(t) = — D) (ter — (Uer — t)+)2 + (v + Dter (Uer — (ver — t)+)-

L’inégalité de Holder implique que :

+1
|/ g(ax§1)8w£2d$dy‘ < B
=)

||ucr - (ucr - awgl)—i— 2

,3,R2. ||aav§2||o,3,11£?F

2

+1
+ It e — (ter — 3261 [lo 2 11022

Ensuite, les inégalités

Vi € R, |ue — (e — )] < [t| et (uer — )~ < [t

donnent :
y+1 + 1
[ s@c)agdnay < TE06R s 10060
=
v+1
T ——Uer[|0a&illoor2 [10:82ll0 o2 - (4.32)
La continuité de la forme linéaire b combinée avec celle de
£ s / 0,61 0y d v dy
=
et 'inégalité (4.32) entraine le résultat. u

Proposition 7. Supposons que la condition du profil mince (4.28) est satisfaite.
Alors, pour tout & dans V(R%,w1), on a :

v+1 7+1
F(i) Z T”U/CT — (Ucr - a$£)+||g’3,Ri —+ TU/CT”U/CT - (Ucr - a$§)+||§’2,R3_
7+ 1 My - 1
(e~ Y5 ) M = 0 lansy + 11060
My
S, — MeoCihy

3
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4.3. Propriétés de la fonctionnelle F

Preuve Soit £ un élément de V(R? , wy),

FE) =

2
R+

1
= G(awf)dxdy+§/

Qo

' Yy
— VM z |1=—=)0,dxdy —
Q ( R) !

G(awﬁ)da:dy+%/R

(0,6)* + b(¢)
2
1
(0,6€)*dzdy + G(@wé)da:dgﬁ——/
Q0 o 2 Ja,
Mo z20Edxdy
Y Ry Qo

= B)+ B)+ B, + B,

On rappelle ici que Qy =]

— 5,50 X0, Ry,

272

Q1 = (]~ o0, J[U4, +ool) x10,+ool) U (1 = 3, B[ x]Ry, +oo]) et

VM,
BY = /G(@xﬁ)dxdy— = | 20, £dzdy,
Qo Ry Q0
1
Bz(/) - _/ (0,6)?dzdy — /My 4 <1—i>3y§dxdy,
2 Qo Qo Ry
Bl = [ G.gdaay,
1

1

B! = 5/ (0,62 dzdy.
1971

D’aprés le premier point du lemme (6), on a :

1 1
B = [ (T = (= 097+ T o~ (1 = 0,6 dady
Qo
1 VM
+ iugr/ (Uer — 0zE) " dxdy — 20;6dxdy
2 Qo Ry Qo
1 1
= / <_i(ucr - (U'cr - aw§)+)3 + 7 + ucr(ucr - (ucr - aw£)+)2> d.’]? dy
% 6 2
1 /M.
+ vt uzr/ (Uer — 0x€) " dxdy — e 2 (Uer — (Uer — 0:E)T) dady
2 Qo RZI Qo
vV My _
- < (ucr - 8x§) dz dy
Ry Qo
En utilisant I'inégalité :
y+1ls ~v+1 2 y+1 .5, 7+1 2
< — > 1 -
Vi < U 5 t° + 5 Ugpt™ > B t]° + 1 Uert”,
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4.3. Propriétés de la fonctionnelle F

il vient :

y+1 v+1
Bg 2 12 ”ucr - (U'cr - awé-)_'—”g,&ﬂo + Tucr”um B (Ucr N awf)—i—”gﬂ,ﬂo

+1 M, _
o (Tt - YR ) Nt = 0.9 s, — VPl (133)

1 ' 1 v \\°

B) = Z||8 +/ <§8y§—\/Mooz' (1—R—)> drdy
Qo Y

2
— My 21 (1—i) dxdy
Qo

R,

> 1o —M”TC%R% (4.34)
B; = A G(0.€)dxdy

L T R e T X R D KT

n 7“ / o= 8,6 dzdy

> 712 [ter — (er — 02€) |13 5.0, + 7TJrlucrllum—(uw—M)*IIS,Q,m

+ I e = 04) oo (4.35)
B! > 1“3 (4.36)

En combinant les inégalités (4.33), (4.34), (4.35) et (4.36), on établit le résultat
demandé. |

Une conséquence immeédiate de cette proposition est que  inf  F(&) est fini.
£e V(R?pwl)

La fonctionnelle F' n’est pas coercive sur V(R%,w;) comme le prouve I’exemple
suivant :

Exemple 1. Soit la suite

( . Uer y _l
T o 7S ~w

2

Enle,y) = Bty silol <4,

| Ty 51T 2

S|=

Les fonctions 0, et 0,&, vérifient
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4.3. Propriétés de la fonctionnelle F

1

(U ; 1 ( 2uer . 1

(1—z)2(1+y)2 St T S n’ (l—z) (1+y)3 ST T S )
— n2u 1 . 1 . n?u - ) L
Oubn(m,y) = { W me o 12l <% (. y) = — T anE S lel <5

o Uer g > 1 — 2Uer o > 1

S L ( TTr 0 T 2w

2u? n \° 2nu? n \?2
aq;n2d d = er cr ’
/RZ| &fdxdy 5 <n+1> +—3 <n+1>

+
2u? n \° 2n%u} n \°
a 3d d = cr + cr ’
‘/R%—|w§n‘ ray 25 <n+1) 5 (n—|—1>
8n 8n
a 2 d d = 2 2 ’
2 902
/ |€n|2 dmdy S LC;’
Ry (2422 +9%) log"(2+ 2° +47) 3log? 2
et,
3 3
/ S‘é‘n‘ 5 d.’I?dy < ’U,icr3
r2 (2422 4+ y?)2 log®(2 + 22 + y?) 16 log® 2
Donc,
||§n||V(R3_,w1) = ||§n |2,R3_,w% + ||§n| 3,R2 w} + ||8z§n |0’2=R3. + ||(9w§n| 0,3,R2 + ||8y§n||0,2,R3_
1/3
> 2n2 "
— \b n+1
En calculant
(y+1,3 | 1 3 . 1
T Yer | (1+9)8 (1-2)8 + T (1—z)4i| 512 < =,
+1,3 [ nb 34 . L ;
’YT/U'CT __ (n+1)3(1+y)8 + (n+1)2(1+y)4i| St ‘.’L'| S E’y Z Tnil —_ ]_’
+1,..3 3n? . 1 n
T ter _W_l} silo) < oy < L
+1,3 [ 1 3 : .
WTUCT | (1+y)8 (1+=)° + (1+y)2 (1+z)4:| ST 2> o,
\
il vient : "
G(0:60) dady < 21— uf,,

2
R+
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4.3. Propriétés de la fonctionnelle F

b(&n) < 2/ Moo Uer,

et alors

(G@n6) + 5(0,6)7) dody + bie)

F(e,) = /
< /

16
< (y+Dud + Euz + 2/ Moty

(0.6 + @6 ) dady

Ainsi |||y (g2 wy) tend vers oo et F(&,) reste borné.

(
Remarque 4. Comme z(—%) = z(%) = 0, alors la forme linéaire continue b, qui
est définie sur V(R2 ,wi) par :

Ve e VR w). 4o =ik [ Zeda,

[V

s’annule pour les fonctions constantes. Ceci entraine que :

et toute solution du probléme (4.27) est définie & une constante additive prés dans
V(R?,w1). On se propose donc de mener notre étude dans l’espace quotient V(RZ , w1 ) /k.

Maintenant, on va utiliser la proposition (7) pour établir un résultat d’existence
et d’unicité de solutions pour le probléme (4.27) vérifiant une contrainte. On consi-
dére le convexe fermé non vide

X={ ¢ V(Ri,CU1)/R, 06 < Uy p.p.danSRi}, (4.37)

et on a:

Théoréme 10. Il existe un unique ¢ dans X vérifiant :

Flp) < F(€) V¢ € X,

Preuve Etape 1 : Existence d’une solution.
D’aprés la proposition (7), on a pour tout & de X,

v+1 R
T”azgng,s,ﬂ{i < F(§) + vV Moouer + Mooc%?ya
+1 R
7 y uc,n||aw§||§,2,R2+ < F(€) + v/ Myte + Moocf?y, (4.38)

1 R
Z||3y€||(2),2,9 < F(§) + v/ Moouer + Mooc%?y-
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4.3. Propriétés de la fonctionnelle F

Il découle de 'inégalité de Poincaré établie en corollaire (3), que la fonctionnelle F
est coercive sur le convexe fermé X. Ensuite la théorie classique de minimisation des
fonctions convexes (voir Ekeland & Temam [23]; p. 34) entraine I'existence d’une
fonction ¢ dans X vérifiant :

Flp) < F(§) V¢ € X.

Etape 2 : Unicité de la solution.
Supposons qu’il existe deux solutions ¢ et 1 dans X, alors

F(p) = F(y).

Comme X est un ensemble convexe, pour tout 8 de [0, 1], O + (1 — 0)1) appartient
a X et est solution du probléme :

Fo+ (1-0)y) =F(p) = F(v),

ou encore F(y +0(¢ — ) = F(¥) = 0 et lim ~{F( +0(p — ) ~ F(¥)} =0.
Ainsi,

J;

+

(0:0) 0.0 = 0.) dady+ [ 0,000, = 0,0) dwdy+ bl — ) = .
: (4.39)

De la méme maniére, on obtient :

J

En combinant (4.39) avec (4.40), on obtient :

J

Puisque g est croissante, alors

(9(0:1)—g(0x0))(0xv—0z) = 0 p.p. dans Ri et (8y¢r—8y<p)2 =0 p.p. dans ]Ri,

ou encore,

9(029) (0¥ — Opp) dz dy + / 0yp(0y) — Oyp) dxdy + b(y — ) = 0. (4.40)

2 2
+ R

(9(0:%) = 9(02)) (02 — Opp) dz dy + /R (0 — 0yp)* dxdy = 0.

2 2
+ +

_WTH (0at) — aw@p)2 (Uer — Oz + Uer — Opp) = 0 p.p. dans R%
et (9y1) — dyp)? =0 p.p. dans RZ.

Par conséquent, 9,1 = 9,¢ p.p. dans R2 et 9,1) = 9y p.p. dans R% . Mais, comme
¥ et ¢ appartiennent a V(R% ,w;)/r, on a ¢ = ¢ p.p. dansR? . n
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4.4. Le probléme dual

Remarque 5. Le probléme de minimisation (4.27) est bien posé dans X . S’il existe
0 > 0 tel que
0:0 < U — O p.p. dans ]Ri,

alors ¢ satisfait :

0:9(0z0) + 0y(0yp) = 0 p.p. dans R%,
(4.41)

Oy = VM Z'(x) dans (M(R),w})".

Pour le prouver, on note qu’il existe un € > 0 assez petit tel que pour tout
dans D(R?), les fonctions ¢ =+ ¢ 1) appartiennent a X et

/ g(@zgo)azwdaﬁdy—i-/ Oypoypdxdy =0 (4.42)
R? R?

= T

découle immédiatement de I'inégalité
<F'(p),6—p>>0VE e X.

Pour prouver les conditions aux bords. On sait qu'’il existe un € > 0 assez petit tel
que pour tout ¢ appartient a D(R%), les fonctions ¢ =+ €t appartiennent a X et
< F'(p), >= 0 c’est-a dire

/.

+

9(0s0) b dz dy + / Bydbda dy -+ b(t) = 0.
i

La formule de Green combinée avec cette derniére relation entraine :

b()+ < Oyp-my, ¥ >(ar(r o)y M(Rw)= 0

ol n = (ng,ny) = (0, —1) est la normale unitaire au bord R, dirigée vers 'extérieur
de R%. Il s’ensuit que

Oy =/ MxZ'(z) dans (M(R,w}))".

Remarque 6. On ne peut pas conclure sur ’ezistence de solutions de (4.27) car la
fonctionnelle F n’est pas coercive sur V(RS ,wi)/r. 1l est intéressant de considérer
plutot le probleme dual en utilisant des fonctions converes conjuguées.

4.4 Le probléme dual

Dans cette partie, on associe au probléme de minimisation (4.27), son probléme
dual et on étudie les relations entre les solutions de ces deux problémes.

On note

L= inf F(6). (4.43)

e V(Ri,wl)
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4.4. Le probléme dual

On remarque que la fonction & minimiser F' s’écrit :
F(§) = 1(VE) +b(E)

ot I est la fonction définie de IH(R2) = (L?(R%) N L*(R?)) x L*(R%) dans R par :
Va=(q,¢) € HR}),

1
I(q) :/ G(ql)dxdy+§/ ¢?dxdy et b est donné par (4.26)
R% R2

On introduit maintenant la fonction ¢ définie de V(R%,w;) x H(R%) dans R par :

¢(&, ) = I(VE+ q) +b(E).

On remarque que ¢(&,0) = F(§).
Pour tout q = (¢1,¢2) de ]H(R2 ), on considére le probléme de minimisation

J@)= inf ¢ q). (4.44)

§EV(R3_ ,W1)

On observe que J(0) = L.
Les problémes (4.44) sont les problémes perturbés de (4.27).

On considére la fonction conjuguée ¢« de ¢ définie sur IL(R?, wil) X ﬁl(Ri) par :
pour tout p € IL(R%, ), u € H (]RQ)

o) = S [< P& I, 2 @) TS WA g Fie
£eVRLwi)ae H®R?Y) - "

_¢(§a q)] )

ou
<P, v = [, PVEdedy+ [ edivpdady.
+

+
Le probléme

sup  [—¢.(0,u)] (4.45)
uelH r2)

est le probléme dual associé au probléme (4.27).

L’étude de ce probléme dual nous donne :
Théoréme 11. Supposons que la condition du profil mince (4.28) est satisfaite.
Alors Il eziste (u,,v.) dans (L*(R2) N L3(R?%)) x L*(R%) tel que

/ g(u*)awfdxdy+/ v.0£dxdy+b(&) = 0.
RZ RR3
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4.4. Le probléme dual

ii)
Ve = \/ My Z'(z) dans (M(R,w)))".
i) e < Ug p.p. dans RZ..
)
1
e= [ (6t - watu) it dray
R2 2
+
Preuve 1. La fonctionnelle F' étant convexe sur V(RZ,w;) /g, inf F(¢)
£€V(RE w1)/n
étant fini et I étant continue sur IH(R?), toutes les conditions du théoréme 4.1

de (Ekeland & Temam [23]; p. 58) sont satisfaites. Ainsi, on peut affirmer que le
probléme (4.27) est stable :

V(RZ, ’
EE VL w1) ueH (®2)

et que (4.45) a au moins une solution U dans ﬁl(Ri) Ainsi,

L = —¢.(0,U)

= - sup __ |:< Ua q >]T‘i’(R3_),]IA:I(R3_) _¢(£7 q):|
£€ V(R wi),qe IH®Y)

- inf — |:d)(§7 q)_ <U,q>= — :|
£e V(R wi),qe IH®?Y) H ®r2),H®2)

inf inf .q)— < U,q > .

IN

= inf [J(QI)_ <U,q >H~{I(Ri)7]ﬁ(Ri)] :

ac H®?)
Maintenant, pour tout q € ]INI(REL),

< - I (r2 ), T
L <J@-<Uaq>g (®2),H(®2)’

en particulier, pour tout & dans V(R%, w;)/R,

L<I(VE=<U,VE>

I
R

o 4.46
®%),H(®2) (4.46)

Puisque,

J(VE) = inf

Ce V(R ,wi)
Gu(e + O dady+ [ @6+ dady+bc+8

/2 2
RZ R

- b(E) = L-b) (4.47)

G0, +0,0)dady+ 5 [ (8,€+0,07dady+b(0)
=

= inf
C € V(Rﬁ- 7w1)
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4.4. Le probléme dual

Ainsi, (4.46) combiné avec (4.47) entraine

< U, V¢ >]ﬁ’

. 4b(6) < 0VE € V(RE,w)/z.
i, THE) S OVE € VRS w)/2

Etant donné que V(R? ,w;)/g est un espace vectoriel, on déduit que

Parsuite,

— 2
SUNVE> 7 o ) HE) =0 VE € VR wi)/n. (4.48)

VEEDRE), < UVE >~ +b(&) =0,
¢ e DR CTH ey T

et divU = 0 p.p. dans R? .

2. On calcule :

#.(0,U)

= sup |:< U7 q >ﬁl(Ri),ﬁ(Ri) _¢(§7 q):|

€€ V(R w),qe H(R?)

_ o [<Uag L g Ve @ 0]

1= H r2) H(r2
£ V(R wi),qeIH®R?) (R3),IH(R)

posant, a £ fixé, p = V& + q, on trouve :

600) = s |<Up-Vesp p 1)~ K]
¢e V(R w)pelH®?)
= sup [< U,p>= — - < U, V& > ~
—~ H r2).JH(Rr2 H r2).JH(r2
§e V(Ri_,wl),p S ]I—I(Ri_) (R+)7 (R+) (R+)7 (R+)
—I(p) — b(¢)].
On note p = (p1,p2), U = (U, Us) et on utilise 1’égalité (4.48), il vient :
600) = s [<Upsg o 16
pe ) H (&%) JH(®2)
= sup / (Uipr + Uspo) dxdy
p1 € L2(R) N L3(RY)).p2 € L2(RY) [/RE
1
_/ G(pl)dxdy—i/ pgda:dy]
R2 R2

= sup
p1 € L2(R3) N L3(R?)

/Ri
1,
+ sup Usps — =p5 ) dzdy
p2€L2(R3) | /RY 2

- Il(Ul) + IQ(UQ)

(Uipr = G(p1))dx dy]
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4.4. Le probléme dual

Maintenant, on utilise un résultat di a Krasnoselski (proposition IV.1.2, Ekeland &
Temam 23], p. 76) qui permet d’affirmer que

LU, = sup

p1 € L2(R2 )N L3(R3)

= /R sup[Ui(z,y)t — G(t)]dzdy,

2 teR
+t
/R2
+

1
= / sup[Ug(x,y)t—§t2]dxdy.
R

2
+tE]R

/R? (Uipr — G(p1))dx dy]

LU, = sup
p2 € L2(R3)

1
(U2p2 - Epg) dr dy]

Ainsi, pour les calculer, il suffit de déterminer, pour presque tout (z,y) de R%r,

sup[Us(z, y)t — G(1)] et sup [UQ(x,y)t— %tQ] .

teR teR

. +1 . .
Sil; > i u?_ sur un ensemble de mesure strictement positif, alors I; (U;) = +oo.

. . . . +1
Ce qui contredit le fait que ¢,(0,U) < oo et parsuite U; < 7

2
5 Uer P-P- dans R? .

Par conséquent,

2 2
L(U)) = Uy (e — 4 Ju2, — Uy ) — G (g — 4 Ju2, — U )| dedy,
() /m[ l(u o Ty 1) (u \/u 7+1 1)] vy

1
et Ir(Up) = §||U2||3,2,1R2+- En conclusion,

2 2
= — 2 _ —_ — 2
#.(0,U) /IRZ [Ul (ucr \/ucr poor 1U1> G (ucr \/ucr o 1U1>

+

1
+§U§} dzdy.

_ 2 _ . e e,
On pose Uy, = Uer — 4 /U2, — mUl et v, = Uy. Ensuite, les inégalités

7+1 v+1
lg(w)| 2 T —uahul et lg(u)| > To—fu.P

impliquent que u, appartient a L>(R%) N L*(R%) et

EZ/Q (G(u*) — g (Ux) — %?ﬁ) dzdy.

3. Maintenant, en vue d’établir ii), on utilise la formule de Green présentée dans le
théoréme (9). Plus précisément, comme U appartient a IL(R?, w%) alors pour £ dans
V(R ,wi), on a:

EdivUdzdy+ [ UVEdedy=<U.n, € >mmut )y mmw) -

2 2
R% R%
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4.4. Le probléme dual

La relation divU = 0 p.p.dans R% combinée avec (4.48) entrainent que :
<UD, E >R )y MRy THE) = 0.
Mais, pour tout £ dans V(R%, w),

1
2

e) =~V [ mgda,

D=

ot n = (0,ny) est la normale unitaire au bord R dirigée vers I'extérieur de R%. On
désigne par Z le prolongement de z par zéro a I'extérieur de | — 1, 2|, et on applique
la proposition (3), il vient :

U.n — /My Z'(z)n, = 0 dans (M (R, w)))’

et,
—Uy + /My Z'(z) = 0 dans (M(R,w)))".

Ceci achéve la démonstration. n

Remarque 7. Si le probleme (4.27) posséde une solution ¢ dans V(RZ,w;) telle
que 0,0 < ug p.p. dans RZ, alors Vo = (us,v.) p.p. dans R2 .

Pour le prouver, il suffit d’évaluer :
0 = Flp)-£L
1
= /R2 (G(Opp) — G(us) + usg(uy))drdy + 5/ ((0y0)” + (v4)?) dz dy + b(y)
+

— [ (600 = Glw) = @up —ug(uw)) + ; [ @yo= vV dzdy

+
2 2
+ +
/
R

Le théoréme précédent combiné avec la convexité de G induit le résultat demandé.

g(u*)azgodxdy+/ v, Oypdzdy+ b(p).

2 2
+ R

Proposition 8. Sous la condition du profil mince (4.28), toute suite minimisante
{€&.352, de (4.27) (dans V(RZ,wi)/r) vérifie :

( {ter — (Uer — 0:8,) T}, converge fortement vers u,
dans L*(R%) et dans L*(R2),
{0,602, converge fortement vers v, dans L*(R%),

n=1

{(ter — 026n) 322, est bornée dans L*(R? ),

lim (ter — 1) (Uer — 02€n) " dazdy = 0.

n—-+0o 2
R+

127



4.4. Le probléme dual

Preuve Soit {£,}22, une suite dans V(R%, w;)/r telle que :

L<FE) <Lt % (4.49)

(une telle suite existe car £ = inf F(&)).
€€ V(R wi)/r

Comme pour tout élément & dans V(R? ,w;), on a :

be) = - /R (9(u)0u6 +0.0,6) dzdy

2
+

alors,

Fle) £ = [ (606 +50,6)) dedy+bie)

- /R2 <G(u*) — u.g(uy) — %Qf) dzdy
B / (G(9an) = G(1) = (Outn — ua)g(us)) dzdy
n %/Ri(aygn — ) dzdy. (4.50)

Le lemme (6) ii) combiné avec (4.49) et (4.50) donne :

( 0<L /R2 [G(ucr - (ucr - amé-n)—i—) - G(’U,*)

_(ucr - (ucr - 6z§n)+ - u*)g(u*)] dl‘dy <1

n’

\ 1 1 (4.51)
% (ucr - u*)2(ucr - awé-n)i dxdy < ]
R? n

1
/ (0,6, —v)’drdy < —.
R n

2
\ +

En utilisant I'inégalité

Vs, t € R, s,t < ugy —s—=2t > |s—t| — 3uer,
il vient :
1 1
G(s) = G(t) — (s — )g(t) = %ucr(s—t)Q _ 72 (s — £)%(s + 20)
v+1 3
> —|s—t
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4.4. Le probléme dual

et
4 1 1
L ‘ucr_(ucr_awgn)+_u*|3dxdy < ]
6 RZ n
+
+1 _ 1
$ 1 [ (e = w) e = 0u60) dwdy < —, (4.52)
RZ n
9 1
(Oyén —vi)*dady < —.
[ = n

Ensuite, comme pour tous s, < g,

v+1

G(s) = G(t) = (s —t)g(t) = ——ua(s —t)"— ——(s —1)° — ——t(s — 1),

alors (4.51) et (4.52) entrainent :

y+1

2 2
R

- z+v_+1</
- n 2 R

Donc, {te — (Uer — 0560) T}, converge fortement vers u, dans L*(R%) et L*(R%)
et {0,£,}2, converge fortement vers v, dans L*(R?). Ensuite la proposition (7)
entraine que les suites {ue — (Uer — 0x&n) T 122, €t {(Uer — 0:€,) 7 }5°, sont respecti-
vement bornées dans L?(R%) et L'(R%).

Remarque 8. &, appartient a L*(R%,w}) entraine que &, appartient a L'(R2 , w?)
puisque

: :
/w%|fn|dxdys /w%dmdy /w%|fn|2dxdy < [ el
RZ RZ R%— 10g2 + 1

+ +

|ucr - (ucr - 8w€n)+ - u*\Qda:dy

R2

+

Wl

2
+

Théoréme 12. Supposons que la condition du profil mince (4.28) est satisfaite.
Si la suite {&,}n>1 est bornée dans L'(R2,w?) alors il existe une fonction ¢ dans
L*(R%,wy) et une mesure v sur R2 positive et bornée et telles que :

Ozp = U + Vv el Oyp = ,.
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4.4. Le probléme dual

Preuve Comme
/ w%'“cr_(ucr_azfn)+|d$dy < 1 / wfdxdy
R ﬂlog 2 R%

2
X (/ ‘ucr - (ucr - 8z§n)+‘2 dxdy)
Ry

1 ™
10g3 2 \/;”U'cr - (ucr - awfn)_F”o,z,Ri,
1

cr_aznid d7
Siogt (e = 226 |z dy

(M

N

IN

/ Wil (Uer — 0:6,) |dzdy <
”}

. 3 >
20,6, dxdy < /Qdd /6n2dd
/sz1| y§| ray = \/ilog2 Riwl ray R2+|y§| ray

+
1 s
< —||o.
< 10g32\/;” y& llo,2,82 5

alors {w}0,&n, wi0y€n tn>1 est bornée dans L'(R% ) x L'(R?).

Ensuite un calcul simple montre que

1 1
\8ww1|, |8yw1| S \/§w1 (5 + @)

et {£,0;(w7), £,0y(wi) }n>1 appartient & L' (R3 ) x L'(R2). Il s’ensuit que {wi&,}n>1
est bien dans WH(R? ).
A ce stade, on a besoin de deux résultats préliminaires suivants :

Proposition 9. Il existe un opérateur de prolongement (par réflexion)
Py : WHY(RY) — WHY(R?)

linéaire tel que pour tout & de WHH(R2) -
Ps §|R3_ =

1P Ello,1r2 < 21[€

|0,1,R3_a

V(P &) lo,r2 < 2| VE][o,1r2 -

Théoréme 13. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg).
WL R?) C L*(R?) et il existe une constante C strictement positive telle que :

113 0,r2 V€€ Wl’l(RZ)-

lo2re < C||VE
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4.4. Le probléme dual

Ces résultats nous permettent de confirmer ’existence d’une constante C' stric-
tement positive telle que :

lwi&nl 02RY = ||P3(w%§n)||o,2,Ri < Ps(wia)llozre < ClIV(Py(win))llome

1 1
< 20|VE) sy <40VE (3 + s ) lede

o,,k2 T 2C||W%V§n”0,1,n«i-

Si la suite {&, }n>1 est bornée dans L'(R%, w?) alors elle l'est aussi dans L*(R%, wi).
La réflexivité de L?(R%, w) entraine 'existence d’une sous-suite, notée encore {£,}2° |,

convergeant faiblement vers une fonction ¢ dans L?(R%, w}). Ensuite v, = dy¢ p.p.
dans R? .

Maintenant pour toute fonction ¢ dans D(R?), ¥ > 0,
< Oop = U, Y Spir2),pR2) =< 0P = Oubn, ¥ >pr2),p®2) T < 02én — U, ¥ >pi(r2),D(R2)

= —/_ (go—&n)&cwdxdy+/ (Uer — 0&n) Ydxdy
R?2 R?2

¥ ¥
+ < Ugp — Us — (U'cr - azgn)—l_a (0 >D’(]R§_),’D(]R3_)

> _/ (QD - §n)3x¢d$ dy+ < Uer — Uy — (ucr - 8x§n)+: (0 >D’(R3_),D(R?,’_) .
R

2
+

< O — Ui, ¥ >pi(r2),D(R2)

> lim [—/
n— +0oo R

11 s’ensuit que 0, — u, est une distribution positive sur ]Ri, d’ou I'existence d’une
mesure positive v sur R2 avec 9,¢ = u. + v. En plus, v est définie par :

(QD - fn)3x¢d$dy+/ (ucr — Ux — (ucr - awfn)+)wdxdy = 0-

2 2
+ R

Ve D(RE), &> 0,0(¢) = lim [ (ue — o) ddady.

n—-+oo 2
R+

D’ou le résultat. [ |

On définit
A={(z,y) € Ru(z,y) < uel,

Proposition 10. Sous les notations précédentes, on a v(A) = 0.

Preuve Considérons pour tout m > 1, les ensembles

1
Amzumzl{(:v,y) € R ;u.(z,y) < Ucr_a}a

on a alors
A = UleAm
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4.4. Le probléme dual

Comme {A;,}mm>1 est une suite croissante d’ensembles v-mesurables alors

V(A) = v(Up>14n,) = lim v(A,).

m—00

A ce stade, il suffit de montrer que v(A4,,) = 0.

Pour ce faire,

0 = lim (ter — Uy ) (Uer — 02&n) " dxdy

n— +0o 2
RY

> li - *2 cr :Uni
> lim Am(ucr Us )" (Uer — Opn) dxdy
1

m2 n— +0o Am

= i1/(Am) > 0.

m2

Ceci achéve la démonstration.

Proposition 11. Le couple de fonctions (u.,v.) défini par le théoréme (11) est

unique.

Preuve Soient (u.,vy) et (&, .) deux solutions définies comme dans le théo-
réme (11) et soient {p,}>°; et {1, }5°, deux suites minimisantes de (4.27) (dans

V(R2,wi)/r) telles que :

L. {0y}, et {O0y1n}o, convergent fortement vers v, et 0, respectivement

dans L*(R%).

2. {ue — (Uer — Oppn) T 122, €t {tier — (Uer — Oz00n) T }2°, convergent vers u, et i,

fortement dans L*(R? ) et faiblement dans L*(R? ).

3. lim

(ter — Uy ) (Uer — Opon) dxdy =0 et

n—aoQ 2
R

lim

(Ucr - ﬂ*)2(ucr - 8951/}71)_ dzdy=0.

n—00 2
R

On a pour tout & dans V(K% , wi) /g,

En soustrant ces deux égalités, on obtient que pour tout & dans V(R? , w1)/g,

I

2
+

J
J

s(u)0s€dady+ [ v.0,6dsdy-+b(E) =0

2 2
¥ RY

g(ﬂ*)axﬁdacdy—i-/ 0,0,6dxdy~+b(§) =0.
R

2
+

2
R
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4.4. Le probléme dual

On note, aprés avoir remplacé & par ¢, — ¥y,

(*>=/Ri

On obtient :

(9(1) = 9()) Dulipn — ) dady + / (00 — ) By (0 — ) d dy.

2
R

(*) = /l:% (g(u*) - g(a*))[(ucr - (ucr - amgpn)—'—) - (UCT - (UCT - ax¢n)+)] dx dy

2
+

[ (g = 9@~ Bupn)” ~ (e = O} ] dvdy

A ~
+ [

2

R+

+ A(v*—@*)(a*—ay¢n)dxdy.

2
+

(Vs — D) (Oypn —U*)d.l‘dy+/ (v, — 0,) dzdy

2
R+

Il découle de (x) = 0 que :

A (g(u’*) - g(ﬂ*))[(ucr - 8“0”)7 - (ucr - azwn)i] d:L‘dy =

3_\ ~~ >

- /]1&2 (g(u*) - g(a*))[(ucr - (uc'r - 8x§0n)+) - (ucr - (uc'r - 8x¢n)+)] déL‘dy

(vs—104) (Oypn—vs) d dy—/

R

(U*—@*)dedy—/ (ve—8.) (5.—By50) d v d y.

2
R3

g

Soit

2 2
+ +

In = A (g(u*) - g(ﬂ'*))[(ucr - 8$(Pn)_ - (ucr - az¢n)_l dﬂ?dy

iL
+1 . _
= VT i (ter — ) (Uer — Opipn) " dady
R+

v~

- %H (Uer — a*)Z(uCT — Opty) dzxdy
R%

1
— 7_2{— (Uer — u*)Q(ucr — Oppn) dzxdy
%

1
+ i (Ucr - U*)2(Uc'r - awwn)i d:L‘dy

— ]1_12

n n?
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4.5. Erreur de troncature

ou
1
Ii = y+1 (ter — T )* (Uer — Opion)” dady
1
+ y+2 (Uer — u*)z(ucr — Optp) dzdy,
2 R?I—
1
1721 = i (ucr - a*)z(ucr - 8an)_ dxdy
2 R2+
1
+ y+2 (Uer — Us)* (Uer — Opipn)” da dy.

En se servant des propriétés de deux suites {¢,}5%, et {1,}2,, on obtient que la

suite {I2}%°, converge vers zéro quand n tend vers linfini. Ensuite, la croissance

de la fonction g entraine que la suite {I,}5°; admet une limite négative quand n
tend vers U'infini. Il s’ensuit que la suite positive {I}}°° , admet une limite négative
quand n tend vers 'infini. D’ot la convergence de {I1}°°, vers zéro quand n tend
vers 'infini.

Finalement, par passage a la limite sur n, il vient :

(9(us) — g())(us — @) =0 p.p. dans R et (v, —0,)*> =0 p.p. dans R:.

Mais comme ¢ est croissante alors u, = u, p.p. dans Ri, v, = U, p.p. dans Ri. [ ]

4.5 Erreur de troncature
Dans toute la suite on supposera que R, = R, = R, on notera Qr =| —

R,R[x]0,R[ et inf Fgr(&)=Lg ot
[x]0, Rl et _inf 'Fr(€)=Lg o

Fr(&) = G(@zf)dxdy—i-%/ (0,)*dzdy+ /My | Zédux,
o I,

Qr

pour tout £ dans V(Qpg).

Dans le deuxiéme chapitre, on a montré l’existence d’un unique couple (ug,vg)
dans L3(Qgr) x L*(Qg) tel que :

1
tu= [ (Gt~ ungtun) - 307 ) dady.
Qr

Ensuite on a prouvé dans le quatriéme chapitre 'existence d’un unique couple (u, v)
dans (L*(R%) N L3(R2)) x L*(R%) tel que :

L= inf F(@) = / (G(u) —ug(u) — 11)2) dzdy,
EEV(R? wi) R 2

2
+
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4.5. Erreur de troncature

ou

() = /

Dans cette partie, on s’intéresse a estimer la différence entre (u,v) et (ug,vg) en
norme L3 x L? (erreur de troncature).

Pour ce faire, on montre que :

e {L,}r est une suite croissante majorée par L.

e Si pour tout R > 1 on désigne par (Ug, Vr) le prolongement de (ug,vg) par zéro
dans R? alors (Ug, Vi) est une suite de Cauchy dans L*(R%) x L*(R%).

Afin d’établir ces résultats, on choisit deux réels strictement positifs R, R’ tels que
1<R<R.

On commence par démontrer le premier point. D’aprés la définiton de F, on a
Fr(&) < Fr(€) et ceci pour tout £ dans V(Qp) (Qr C Qp et "V(Qr) C V(Qr)").
Donc, par passage a la limite inf sur V(Qx ), on trouve

G(axg)dxdy+%/ (0,)*dzdy+ /My | ZEda.
R Ty

2 2
+ +

inf F < inf Fp = Lp. 4.53
V() R(f) = e () R (f) R ( )
Ensuite
Lr= inf Fr(&) < inf Fg(§). 4.54
661( ) (5) ce 1(QR’) (f) ( )

Une combinaison de (4.53) et (4.54) entraine que Lr < Lx. De la méme maniére,
onalgp<LCL.

Il s’ensuit que {L}r converge vers une limite qu’on note [ < L.

Pour le second, pour tout élément £ dans V(Qx ), on a :

/g(u;ﬁ&@dmdy%—/ vrOyEdzdy +b(€) =0,
Qr

Qr
/

Par conséquent, on a :

g(uR:)awgdxdy+/ vpoy€dxdy+b&) =0.

RI QRI

| (0tun) ~ gtuwasg dzdy+ [ (on - ve)d,€dady
Qr Qr
+ / (—9(up)0x€ —vR0y€)dxdy = 0.
Qpr\ 2
Soit &7 une suite dans V (Qg) telle que

, 1
Lp < FR/(&IE) < Lp + ﬁ
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4.5. Erreur de troncature

En remplacant & par ff’ et en passant a la limite, on obtient :

+1 . N
/ (9(ur) — g(up))up dzdy — VT lim (Uer — uR)Q(ucr — 89555) dzxdy
Qr

n—-+0o00 Qr

+ / (UR—UR')UR'dﬂdeU'*'/ (—g(up)up —vi)dzdy
Qr Qp\Qr
y+1

2

uzrVR’(QR’ \ QR) =0.

Il s’ensuit que lim (ther — uR)*(Uer — awgfj')* drdy < +oo et

n—-+0o0o Qr

/(Q(UR)—Q(UR'))UR'dmdy—i-/ (vg — VR )vp dzdy

Qr

/ g(ur)up —v3)dzdy > 0. (4.55)
QR/\QR

D’autre part, on a :

1
*CR’ — ,CR — ( UR/ — (UR) — (U,RI — uR)g(uR) + i(URI — ’UR)2> d.’L‘dy

I,
= / ) = g9(ur))ur + (v — vr)vr)dady
J

1
+ (G(uRI) —upg(up) — 51}%) dzdy. (4.56)

R’\QR

L’inégalité (4.55) entraine :

1
Lr—Lr 2> / (G(UR') — G(ur) — (ur — ur)g(ur) + E(UR’ — UR)2> drdy
Qr
1
+ / (G(uR/)+—U%,) dzdy
Qp\ Qg 2

- [ 2+ (6(UR) ~ GUR) ~ U~ Un)g(U) + 3 Vie = V") dzdy

Ensuite, I'inégalité

v+1

VS, le R; 8, t < Uy, G(S) o G(t) - (S - t)g(t) > |S - t|3

jointe a la croissance et la convergence de la suite {Lg}r entraine que que (Ug, V)
est une suite de Cauchy dans L*(R?% ) x L?*(R? ). D’ou Pexistence d’un couple (U, V)
dans L*(R%) x L*(R?) tel que (Ug, Vi) converge vers (U, V) dans L*(R? ) x L*(R? ).
D’un autre coté, comme pout tous s,t de R tels que s, < u,., on a :

7+1

(-t = L=t = Lt — 0,

G(s) = G(t) = (s —t)g(t) = 2
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4.5. Erreur de troncature

alors
1
i |UR/—UR|2d$dy
1 1
S ,CRI—,CR-l-i ‘URI—UR‘Sd.%dy-Fi UR(URI—UR)2d.1‘dy
6 R?I— 2 R?f—
+1 +1 ’
< ‘CR’_‘CR—i_,YT \UR:—UR\?’dacdy—i—%(/ |UR‘3d£L'dy)
R2 R2

X (/ |UR,—UR|3d:Edy> ,
R2

+

et la suite Ug converge vers U fortement dans L*(R? ).

Puisque Uy converge vers U dans L?(R?) alors il existe une sous-suite extraite de
Ur qui converge presque partout vers U. Ensuite, U < u.. p.p. dans ]REL entraine
que U < u p.p. dans R2.

Soit & un élément dans V(R? ,w;). On sait d’aprés le deuxiéme chapitre que :

/]R (9(UR)04€ + Vzd,€) dx dy + b(€) = 0.

2
On calcule :
| [(9Ur) — g(U))0:€ + (V& — V)0 €] dxdy
R%

v+1 2

< 5 [2uey(Ur —U) + (Ug —U)* + 2Ug(U — Ug)]0,¢| dz dy

R%

+ / (Ve —V)0,&|dxdy

RZ

< (y+1) [Ucr”UR - U||0,2,R1||awf||o,2,m +[|Ur — U||(2),3,Ri||awf||o,3,m

2 Ullone U = Unlloe 19:€lloez | + Vi = Vo 1€l

Ainsi, (U, V) appartient & (L*(R%) N L*(R%)) x L*(R%), U < u,, p.p. dans R? et
pour tout ¢ dans V(R% ,w,),

| 6@ng + Vo, dady-+bie) =o

+
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Ensuite, [ = /
R
/

1
GWU)—-Ug(U) — =V?) dxdy puisque [ = lim Lp et
i 2 R—+o0

6(0) - Ug©) + 3v* - (GO - Ung(Un) - 577 )| dray

}
1
_ % (U — Up)? + 3UUR(U — Up)]dz dy
RS
1 1
— % . [(U—UR)2—|-2UR(U—UR)]dxdy—i-E/Rz (V2 =Vi)dzdy.
+ +

On déduit qu’il existe un couple (U, V') dans ]ITI(R?F) tel que :
J

i) U < e p.p.dans R%.

iii)

g(U)(?m{fdxdy-i-/

Vo,Edady +b(E) =0.
R2

2
= +

1
inf F :Lz/ (GU—U U——V2>dxd.
v o) ©) N\ GO - Us0) — 5 Y

Ainsi on ne peut pas conclure sur 1’égalité entre (U, V) et (u,v) et par conséquent
on ne pas confirmer que lim |ug —ullozo, =0et lim |vg —vljos0, =0. =
R—4o00 ™ R—+4o00 s

2
+

4.6 Conclusion et perspectives

Ce chapitre concerne les écoulements subsoniques d’un gaz parfait établi au-
tour d’un profil mince placé en atmosphére infinie. Le probléme est décrit par une
équation non linéaire elliptique dégénérée. Afin de résoudre ce probléme, on mini-
mise la fonctionnelle représentant "l’énergie totale" du systéme. Ensuite, on prouve
'existence d’une unique solution (u.,v,) pour le probléme dual associé satisfaisant :

9z(g(us)) + 0yv. = 0 p.p. dans RZ,

Uy < Uy p.p. dans RE.

Puis dans le cas ou I’écoulement est sous-sonique, on montre I'existence d’une unique
solution du probléme initial dont le gradient n’est autre que (u,v.). Ensuite, on
prouve sous certaine condition 'existence d’une fonction ¢ liée & (u.,v.) par une
relation analogue a celle obtenue dans le cas borné. Cette condition dérive dans le
cas borné de I'inégalité de Poincaré dans Wh!. Ensuite, on donne quelques idées
pour estimer ’erreur de troncature entre la solution du probléme dual définie dans
le cas borné et celle définie sur le demi-plan.

Nos perspectives de recherche dans cette direction sont :
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e Estimer l'erreur de troncature.
e Etablir 'existence de ¢ sans aucune contrainte.
e Etablir la dépendance de (u.,v,) par rapport & M.
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