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Chapitre 1

Introduction

1 Systémes fortement corrélés

Les systémes dit fortement corrélés constituent pour les physiciens du solide
un terrain d’études privilégié, autant d’un point de vue théorique qu’expérimental.
En effet, les interactions sont a la base de propriétés électriques et magnétiques
totalement uniques de composés trés étudiés ces derniéres années. Pour ne citer que
ceux-1a, les supraconducteurs a haute température critique [1] ou les manganites
a magnétorésistance colossale [2] sont des matériaux aux capacités technologiques
extrémement prometteuses.

Ce sont les effets & N corps qui donnent lieu a ces manifestations macrosco-
piques spectaculaires mais ce sont eux aussi qui rendent cette gamme de problémes
particuliérement complexe d’un point de vue théorique. En effet, les interactions
électroniques étant loin d’étre négligeables, I'image de particules libres ou quasi-
libres ne peut plus étre le point de départ d’une description correcte de ce genre de
matériaux. En particulier, toutes les approches perturbatives de type diagramme de
Feynman ne sont pas valides ici.

Les prototypes de modéle représentatif des systémes de fermions fortement cor-
rélés se nomment modéles de Hubbard, ¢t — J ou de Heisenberg. Ces modéles, sensés
capturer la physique de basse énergie d’'un grand nombre de composés, présentent
des diagrammes de phase extrémement riches dés que l’on varie un de leurs para-
métres (dimensionnalité, importance des interactions, du désordre ...). Ces modéles
font depuis des années 1’objet d’études de plus en plus sophistiquées. La raison
principale en est qu’il n’existe pas, derriére leur apparente simple formulation, de
méthode générale pour pouvoir les résoudre. Plus précisément, il n’existe que de
rares cas particuliers ot ces modéles présentent une solution exacte que I'on peut
obtenir de facon analytique. Bien stir, nous avons maintenant un grand répertoire
de raisonnements de type champ moyen qui permettent de donner d’'un point de
vue qualitatif une bonne vision des diagrammes de phase. Cependant, il apparait
plus intéressant, dans le but d’interpréter, de comprendre et de prévoir des résultats
expérimentaux, de fournir une analyse quantitative de ce genre de modéle. C’est
pourquoi les simulations numériques sont devenues des outils indispensables de la
physique des solides modernes. L’un des exemples les plus célébres et anciens est
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celui du travail de Bonner et Fisher qui, au début des années 60, consista en la dia-
gonalisation numérique du hamiltonien d’une chaine de spins 1/2 couplant jusqu’a
onze sites puis au calcul de la susceptibilité magnétique de ce systéme en fonction
de la température |3]. Aujourd’hui encore, certains expérimentateurs comparent leur
mesures de susceptibilité avec les études de Bonner et Fisher pour comprendre et
interpréter les résultats de leurs expériences.

Plus généralement, les simulations numériques permettent de traiter avec pré-
cision les hamiltoniens modéles de systémes fortement corrélés en traitant sur un
pied d’égalité tous les types d’interaction (c’est-a-dire sans approche perturbative),
se rapprochant ainsi des vrais systémes physiques considérés.

Tout au long de ce mémoire, nous présenterons, discuterons et analyserons des
simulations numériques sur de tels hamiltoniens modéles. Nous nous intéresserons
aux systémes magnétiques quantiques autour de la physique des chaines de spin
1 (chapitres IV et V), et étudierons la transition supraconducteur-isolant dans un
systéme modéle (chapitre VI). Une grande partie du travail de thése a consisté en
I’apprentissage, le développement et le perfectionnement de ces méthodes de simula-
tion. C’est pourquoi ’aspect purement numérique occupera une part importante de
ce mémoire (chapitres II et III). Cependant, nous essaierons, a la fois dans le choix
des systémes traités et des résultats présentés, de dégager les aspects physiques les
plus pertinents.

2 Simulations numériques de systémes fortement cor-
rélés

Les simulations numériques jouent un role majeur dans 1’étude de hamiltoniens
modéles de systémes fortement corrélés. Plusieurs méthodes ont vu le jour, et nous
allons tenter de décrire les principales de facon sommaire. Il est impossible d’expli-
citer la nature de ces différentes méthodes, et nous nous contenterons d’indiquer au
lecteur intéressé quelques références clés. La premiére méthode que nous évoque-
rons est la Diagonalisation Exacte (DE) du hamiltonien, la deuxiéme tirée des idées
du groupe de renormalisation est appeléee DMRG (Density Matriz Renormalization
Group), la troisiéme concerne le développement en séries haute température (SHT)
et la derniére classe de méthodes qui sera évoquée est le Monte Carlo Quantique

(MCQ).
2.1 Diagonalisation Exacte

La méthode de Diagonalisation Exacte (DE) [4, 5] est la plus simple & mettre
en ceuvre, tout du moins dans le principe. Elle consiste a écrire la matrice du ha-
miltonien et a la diagonaliser numériquement pour obtenir le spectre entier et les
quantités désirées. Par essence exacte (aucune barre d’erreur), la DE est bien str
limitée par la taille des matrices a diagonaliser, qui croit exponentiellement avec la
taille du systéme. Prenons comme exemple une chaine de Heisenberg. Si I’on consi-
dére que la taille des matrices que ’on peut diagonaliser entiérement est de 1’ordre
de 10%, la version la plus naive d’un programme de DE peut traiter des chaines
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2 Simulations numériques de systémes fortement corrélés

de longueur maximale L = 14. Remarquons maintenant que nous pouvons utiliser
toutes les symétries possibles de notre modéle pour réduire la taille de la matrice
a diagonaliser |4, 5|. Dans 'exemple de la chaine de spins précité, il est possible de
diagonaliser indépendamment chaque secteur S* du spin total (puisqu’il commute
avec le hamiltonien); d’utiliser la symétrie de translation dans le cas d’une chaine
périodique (il y a L secteurs d’impulsion £ différents) et de se servir encore d’autres
symeétries dans des cas particuliers (par exemple la symétrie d’inversion de spin dans
S*% = 0 ou la réflexion perpendiculaire a la chaine pour les secteurs £ = 0,7). Finale-
ment, la taille des matrices a diagonaliser est grosso modo divisée par le nombre de
symeétries du systéme (de I'ordre de L dans le cas de la chaine). Gréce a ces “astuces”,
nous pouvons obtenir & I’heure actuelle tout le spectre d’une chaine de L = 22 sites.

Si l'on ne s’intéresse qu’a la physique de basse énergie, on peut ne retenir que
les états du bas du spectre. Il existe alors des algorithmes efficaces adaptés a ce pro-
bléme, par exemple 'algorithme de Lanczos |6], particuliérement intéressant pour
des matrices creuses (comme c’est souvent le cas pour les hamiltoniens de systémes
ayant des interactions a courte portée). L’idée de la méthode de Lanczos est de ré-
écrire par itérations successives le hamiltonien considéré dans une base tronquée ou
il est tridiagonal, ce qui devient beaucoup plus facile a traiter. Les valeurs propres
extrémales de cette matrice tridiagonale convergent exponentiellement vers celles du
hamiltonien étudié avec le nombre d’itérations. On peut alors obtenir I’état fonda-
mental et quelques états excités avec une précision exceptionnelle! pour des tailles
de réseaux plus importantes, jusqu’a L = 40 pour la chaine de Heisenberg.

En résumé, la méthode de DE, qui permet a priori d’obtenir toutes les quantités
physiques avec une extréme précision quel que soit le type de modéle, est limitée a
des tailles de systémes relativement faibles a cause de la limitation en mémoire des
ordinateurs actuels. Ainsi, rajouter un spin supplémentaire & une chaine de spins
1/2 nécessite de doubler la puissance de l'ordinateur. L’obtention numérique du
spectre en son entier donne accés a toute la thermodynamique du systéme alors que
la sélection par ’algorithme de Lanczos du fondamental et de quelques états excités
nous renseigne uniquement sur la physique de basse température.

2.2 Density Matrix Renormalisation Group

La méthode appelée Density Matriz Renormalisation Group (DMRG) proposée
par White [7, 8] est une combinaison entre la méthode de DE et les principes du
groupe de renormalisation. L’idée est de diagonaliser exactement un petit systéme
(par DE), et de passer itérativement a un systéme de taille légérement plus grande en
ne gardant que les états les plus “importants” du bloc initial. La sélection des états
s’effectue en choisissant les états propres les plus probables de la matrice densité
(d’ot le nom de la méthode) et non pas du hamiltonien (voir une discussion dans
la référence [8]). Bien qu’assez difficilement contrélables, les erreurs systématiques
sont faibles; les états éliminés & chaque itération étant “peu” importants au sens de
la matrice densité.

Cette méthode, qui est donc quasiment exacte, traite aussi bien les systémes frus-

1. La précision des calculs est trés souvent limitée par la précision machine.
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trés que désordonnés. Elle a cependant ses limitations: elle se borne essentiellement,
par la construction du “superbloc” succédant au bloc initial, & des systémes uni-
dimensionnels. Les multiples tentatives de 1’étendre a des dimensions plus grandes
sont en général peu fructueuses. Par contre, il est possible d’étendre la méthode
DMRG & des systémes bidimensionnels classiques par 'intermédiaire des matrices
de transfert [9)].

La méthode DMRG originelle est trés efficace pour calculer le fondamental mais
beaucoup moins pour les premiéres excitations: on obtient essentiellement la phy-
sique a T" ~ (. Par contre, en renversant les directions d’espace réel et de temps
imaginaire dans une décomposition de Trotter-Suzuki (voir chapitre II), il est pos-
sible d’obtenir des résultats & température finie. Cependant, la précision se dégrade
cette fois-ci & mesure que 'on se rapproche de 7" ~ 0 (voir par exemple les réfé-
rences [10, 11]).

Enfin, autant les corrélations spatiales dans I’espace réel sont accessibles avec
une grande précision, autant celles dynamiques ou dans l’espace réciproque sont
trés difficiles & sonder.

2.3 Séries Hautes Températures

Comme son nom l'indique, la méthode des Séries Hautes Températures (SHT)
est basée sur l'idée trés simple de développer en puissances de § (la température
inverse) les quantités thermodynamiques d’intéret, par exemple ’énergie libre. En
pratique, il est possible d’aller jusqu’aux premiéres puissances de 3 analytiquement,
mais il faut recourir pour les ordres plus grands & un calcul numérique. Le terme
d’ordre n concerne au plus n + 1 sites et peut étre calculé sur des réseaux de taille
finie (voir la publication [12] et références incluses). En effet, si I'on effectue ce
développement sur un réseau, seuls les sous-graphes connectés vont contribuer aux
quantités thermodynamiques. La méthode SHT permet de traiter a prior: tous les
modeéles possibles directement dans la limite thermodynamique. Malheureusement,
le développement est trés vite limité par la mémoire de 'ordinateur et se trouve en
pratique restreint aux hautes températures ou, dans le meilleur des cas, & une gamme
de températures intermédiaires. Dans la méme direction, il est possible d’effectuer
des séries sur un paramétre du hamiltonien a 7" = 0 [13].

2.4 Monte Carlo Quantique

Le terme Monte Carlo Quantique (MCQ) regroupe plusieurs types d’algorithmes
assez divers. Leur point commun est d’échantillonner la fonction de partition en vi-
sitant les points de I’espace des phases les plus représentatifs. Dans les méthodes a
température finie, par exemple 1’algorithme de boucle (loop algorithm) [14] ou le Dé-
veloppement en séries stochastique (Stochastic Series Expansion ou SSE [15, 16]), la
“balade” s’effectue conformément au poids de Boltzmann e™## de la configuration.
Dans les méthodes & T' = 0 (Projector Monte Carlo |17], Green Function Monte
Carlo [18| entre autres) qui nécessitent généralement une fonction d’essai initiale,
la marche est liée a un paramétre de projection vers le fondamental. Pour les sys-
témes de fermions et les systémes de spins quantiques frustrés, toutes ces méthodes
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3 Plan de thése

souffrent en général du probléme de signe: la probabilité de visiter un point de
I’espace des phases n’est pas positive et ’algorithme est complétement inefficace.
Quelques solutions permettant de se débarrasser ou d’alléger le probléme de signe
ont été proposées dans certains cas particuliers, mais il n’existe pas a I’heure actuelle
de solution générale satisfaisante. Gageons que les méthodes MCQ deviendront celles
de choix pour les simulations numériques de systémes quantiques si ce probléme est
résolu. Au cours de cette thése, nous avons développé et utilisé deux méthodes MCQ
particuliérement adaptées a I’étude de spins quantiques non frustrés: ’algorithme
de boucle en temps continu et la méthode de Développement en séries stochas-
tique. Ces deux méthodes inspirées des algorithmes de blocs (cluster algorithms)
classiques [19, 20], effectuent des mouvements non locaux dans I'espace des phases.
Il n’existe pas d’erreur systématique de discrétisation dans le temps imaginaire, la
seule source d’erreur est statistique. Grace a la puissance de ces algorithmes qui
fonctionnent en principe a 7" # 0, nous pouvons simuler de trés grands systémes a
des températures trés faibles et donc se situer principalement dans le fondamental.
Il existe méme une version de ces algorithmes qui, dans certaines conditions, simule
directement un systéme dans la limite thermodynamique et/ou & T = 0 [21]. Pour
quantifier la puissance de ces algorithmes, disons que le produit 8.N;, ou N; est le
nombre de termes du hamiltonien, peut valoir jusqu’a 107. Le “record” actuel a été
établi dans la référence [22] avec un produit de 'ordre de 2.108. L’algorithme de
boucle et la méthode de Développement en séries stochastique sont présentés dans
les deux premiers chapitres de cette thése, avec un accent particulier sur la maniére
de simuler le hamiltonien de Heisenberg. Comme indiqué dans I'introduction de ces
chapitres, cette présentation refléte la démarche de compréhension et d’apprentis-
sage de 'auteur. Nous espérons que le lecteur intéressé y trouvera a la fois la base
théorique, les références et la “boite a outils” nécessaires pour construire lui-méme
son propre code MCQ.

3 Plan de thése

Au cours de cette thése, nous nous sommes appliqués a étudier divers problémes
liés aux systémes fortement corrélés d’un point de vue numérique. Toutes nos études
sont basées autour d’algorithmes non locaux de Monte Carlo Quantique; cela consti-
tue le fil conducteur de ce travail. Ces méthodes sont actuellement les plus perfor-
mantes dans ce domaine.

Il est important de développer et d’améliorer les performances de telles méthodes
pour obtenir une compréhension de plus en plus poussée des systémes physiques.
C’est pourquoi dans ce mémoire, en paralléle de I’étude de systémes physiques aux
propriétés remarquables, un accent particulier a été posé sur la méthodologie et le
développement de telles techniques.

Les prochains chapitres présentent en détail les algorithmes de Monte Carlo
Quantique que nous avons développés et utilisés, I’algorithme de boucle en temps
continu et la méthode de Développement en séries stochastique (Stochastic Series
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Chapitre I. Introduction

Ezxpansion)?. Les résultats des calculs présentés dans les deux chapitres suivants ont
été obtenus avec ces outils trés puissants. Le lecteur non intéressé par les aspects
techniques de ces méthodes pourra passer ces chapitres en premiére lecture.

Les chapitres IV et V traitent de magnétisme quantique en relation avec la phy-
sique des systémes de Haldane. Aprés une introduction & la physique de Haldane,
nous étudions dans le chapitre IV les effets de température et de champ magnétique
sur les profils d’aimantation de chaines de spin 1 ouvertes. Nous reconstruisons en-
suite numériquement les spectres de Résonance Magnétique Nucléaire de ces chaines
et les comparons aux spectres expérimentaux réels obtenus sur YyBaNi; (Mg, Os.
Les simulations numétiques sont en excellent accord avec les résultats expérimen-
taux.

Le chapitre V propose I’étude de chaines de spin 1 faiblement couplées et s’inté-
resse a la transition de phase quantique entre la phase de Haldane et celle de Néel.
Une méthode originale est développée pour localiser et étudier les points critiques
quantiques dans le cadre de simulations Monte Carlo Quantique. Le résultat de cette
étude montre que le couplage interchaine critique est étonnamment faible, comparé
au gap de Haldane.

Enfin, dans le chapitre VI, nous quittons le magnétisme quantique pour nous
intéresser a la transition supraconducteur-isolant dans le modéle de Hubbard bo-
sonique. Pour I’étude de ce modéle, un nouvel algorithme Monte Carlo non local
de type algorithme de ver (worm algorithm) est introduit, permettant la simulation
de systémes beaucoup plus grands que dans les études précédentes. La transition
de phase supraconducteur-isolant d’un systéme pur pour une valeur du potentiel
chimique est étudiée avec grande précision. L’efficacité de cet algorithme promet
d’ouvrir une nouvelle voie dans I’étude de ce modéle en présence de désordre, 1a ou
les simulations numériques étaient limitées a cause de la petite taille des systémes
étudiés.

2. 11 est apparu pendant I’écriture de cette thése qu’il était difficile de limiter I’emploi d’an-
glicismes dans la description technique des méthodes numériques. Nous avons choisi de franciser,
souvent avec malheur, certains termes et d’en laisser certains autres en anglais selon une logique
totalement arbitraire. Je prie par avance le lecteur de bien vouloir m’excuser d’un excés dans un
sens ou dans un autre.

16



Chapitre 11

Algorithme de boucle en temps
continu

Ce chapitre décrit la méthode de Monte Carlo Quantique d’algorithme de boucle
en temps continu (continuous time loop algorithm). 1l ne s’agit pas d’effectuer une
revue exhaustive de cette méthode pour laquelle existent de trés bons écrits [14, 23].
Ce chapitre se veut plutdt pédagogique et refléte la démarche d’apprentissage et de
compréhension de ’auteur; il peut a ce titre étre utile comme introduction au sujet.
Nous allons dans un premier temps rappeler briévement la méthode de Monte Carlo
classique en évoquant les algorithmes de blocs (cluster algorithms) qui permettent
d’éviter les problémes de ralentissement critique. Puis nous passerons au cas quan-
tique & travers I’exemple le plus traité (chaine de Heisenberg antiferromagnétique)
et décrirons comment les idées des méthodes de blocs classiques ont ressurgi dans
'algorithme de boucle. Ensuite, nous présenterons la méthode en temps continu [24]
qui correspond & une discrétisation infinie dans la direction de Trotter. Aprés une
section consacrée aux valeurs moyennes d’observables, nous terminerons en évoquant
les généralisations possibles de I’algorithme de boucle.

Monte Carlo Classique

1.1 Monte Carlo Classique Standard

La méthode de Monte Carlo en physique statistique (voir références 25, 26, 27])
consiste a évaluer une intégrale' dans I’espace des phases par une somme finie sur
un certain nombre N de points x; de ’espace des phases pris avec une certaine
probabilité P(z;). La moyenne thermique d’une observable s’évalue ainsi:

N _BH(z;)O(z;)
She B (I)P(wj) )
N __BH(z .
D€ PH( I)P(l

)

0y =+ / e PI@O(2)dr

A

Prenons comme exemple le modéle d’Ising: & une température non nulle, toutes
les configurations de spins sont possibles avec une probabilité de type Boltzmann

1. ou une somme discréte dans le modéle d’Ising par exemple.



Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

exp(—BE) ou E est I'énergie de la configuration. Pour connaitre ’aimantation
moyenne, on pourrait engendrer aléatoirement plusieurs configurations en prenant
P(z;) uniforme puis calculer 'aimantation moyenne en sommant les différentes ai-
mantations pondérées par leurs poids de Boltzmann. Cette méthode est correcte
mais s’avére trop cotiteuse dans le cas oul le nombre de spins est grand, car elle
traite de maniére uniforme toutes les configurations. En fait, seule une petite partie
de 'espace des phases contribue de facon significative aux moyennes thermodyna-
miques.

L’idée de l'algorithme de Metropolis [28] est de construire une chaine de Markov
entre les configurations: on passe d'une configuration x; a une configuration z;,,
avec une probabilité de transition W(x; — x;41). Pour que P(z;) tende vers la
distribution d’équilibre P.y(z;) (distribution de Boltzmann) lorsque N — oo, il
suffit de vérifier la relation de bilan détaillé

Peq(@)W (21 = 2141) = Peq(2i11) W (T141 — ). (2)

De plus, il est nécessaire de vérifier I'ergodicité de la procédure (on doit pouvoir
passer d’une configuration a n’importe quelle autre en un nombre fini de pas). En
pratique, deux probabilités de transition sont utilisées:

(1) Metropolis W (z; — m111) = min(1,e #AE)

(2) Bain thermique W (x; — x;41) = %

ou AE = E(x;11) — E(z;) est le changement d’énergie suscité par ce mouvement
dans l’espace des phases. Dans notre exemple des spins d’Ising, le passage d’une
configuration & une autre se fait en essayant de retourner un spin. Dans le cas de
I’algorithme de Metropolis, ce renversement est toujours accepté si le systéme gagne
de I’énergie (AE < 0) et est accepté avec une probabilité exp(—BAE) dans le cas
ou il en perd.

Une fois ce retournement accepté ou non, les différentes caractéristiques (aiman-
tation, énergie, etc.) de la configuration sont stockées dans le but de calculer les
valeurs moyennes thermodynamiques d’observables sans tenir compte du poids de
Boltzmann (puisque la distribution des états suit elle-méme une loi de Boltzmann) :

©0)= x>0 3)

=1

P(xz;) n’étant la distribution d’équilibre que lorsque N — o0, il existe une erreur sur
cette moyenne qui varie en 1/v/N.

1.2 Algorithmes de blocs classiques

Les algorithmes qui ne retournent qu’un seul spin a la fois (qui font passer le sys-
téme d’un état a un autre état proche dans I’espace des phases) se révélent efficaces
lorsque les fluctuations sont faibles. Proche d’une transition de phase du second
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1 Monte Carlo Classique

ordre, ils sont beaucoup plus lents. Le systéme s’organise en domaines de spins cor-
rélés dont la taille augmente avec la température s’approchant de la température
critique (la longueur et le temps de corrélation divergent a 7,). Il faudra un temps
T ~ L? pour renverser un domaine de longueur caractéristique L (z I'exposant dyna-
mique vaut typiquement 2 pour ce genre d’algorithme). Proche de la transition, les
algorithmes ne renversant qu’un spin ne vont s’attaquer qu’aux surfaces de ces do-
maines et vont donc étre trés lents: c’est le ralentissement critique (critical slowing
down).

En réponse aux problémes de corrélation et de ralentissement critique sont ap-
parus a la fin des années 80 des algorithmes donnant la possibilité de retourner des
blocs massifs de spins de fagon cohérente: les algorithmes de blocs (cluster algo-
rithms) |19, 20]. On pourra consulter la référence [27] pour une revue pédagogique
de ces algorithmes.

Expliquons briévement le procédé dans ’exemple des spins d’Ising : partant d’une
certaine configurations de spins, on engendre a partir de celle-ci une configuration de
liens entre ces spins avec une certaine probabilité. Puis une nouvelle configuration de
spins est créée & partir de la configuration de liens. La démarche simple pour écrire
un tel algorithme est la suivante: partant d’une configuration de spins, on établit
des liens entre plus proches voisins avec une probabilité p s’ils sont paralléles et 0
s’ils ne le sont pas. Sont formés ainsi des blocs de spins ayant tous la méme valeur.
Ensuite, tous les spins d’un méme bloc sont renversés. La probabilité p d’établir
des liens est telle que la relation de bilan détaillé est vérifiee. Remarquons que
le poids thermodynamique intervient dans 1’algorithme de Metropolis au moment
de renverser le spin alors que c’est lors de la construction du bloc lui-méme qu’il
intervient : on construit une boucle de fagon stochastique.

Deux types d’algorithmes peuvent étre distingués: les algorithmes & blocs mul-
tiples (multi-cluster) ou a bloc unique (single cluster).

L’algorithme originel de Swendsen et Wang [19] est un algorithme a blocs mul-
tiples: le réseau est entiérement décomposé en blocs (chaque spin appartient & un
bloc et un seul) puis chaque bloc est renversé avec une probabilité 1/2. La proba-
bilité d’établir des liens entre spins proches voisins identiques vaut, pour vérifier le
bilan détaillé, p = 1 —e~2? (les algorithmes de blocs effectuent des changements non
locaux & partir de probabilités stochastiques locales).

Wolff [20] a proposé en 1989 un algorithme trés similaire ou cette fois-ci un seul
bloc est formé (single cluster): un spin est choisi aléatoirement et marqué comme
appartenant au bloc. On lui propose ensuite des liens avec ses plus proches voisins
de méme orientation avec la méme probabilité p = 1 —e~2#. Si, parmi ces voisins, des
liens sont acceptés, ces spins sont marqués et on leur applique la méme. Quand le
processus s’arréte, le bloc est formé et est obligatoirement retourné. Cet algorithme
est équivalent & celui de Swendsen et Wang mais s’avére plus rapide pour des grandes
dimensions d’espace (le spin initial a plus de chances d’appartenir a un grand bloc).

De tels algorithmes de blocs sont trés efficaces proches du point critique et sur-
montent le probléme du ralentissement critique. Des grands sauts dans I’espace des
phases sont effectués a chaque pas, diminuant le temps d’autocorrélation de maniére
spectaculaire. Ce phénoméne est visible dans le tableau 1.2 ol sont données les va-
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

Exposant dynamique z | Ising 2d | Ising 3d | Ising 4d

Metropolis 2.167(1) | 2.02(2) —
Swendsen-Wang 0.25(1) | 0.54(2) | 0.86(2)
Wolff 0.25(1) | 0.33(1) | 0.25(1)

TAB. II.1 — Ezposant dynamique pour le modéle d’Ising a deuzx, trois et quatre di-
mensions pour les algorithmes évoqués dans le texte (valeurs issues de la référence

[27]).

leurs d’exposant dynamique z pour le modéle d’Ising pour différentes dimensions.

Nous avons résumé de facon graphique sur la figure II.1 comment agissent les
différents algorithmes: I'algorithme de Metropolis choisit un spin et teste s’il est
énergétiquement favorable de le renverser, I’algorithme de Swendsen et Wang dé-
compose le réseau en blocs de spins identiques puis retourne certains d’entre eux et,
enfin, 'algorithme de Wolff ne construit qu’un seul bloc et le renverse.

Algorithme de Metropolis
T T T T T
TTLLT VRN N VNN
NN NN VNN AN NN NN
T T T T T
T T T T T T T
NV AN AN NV NN NV AN AN
Algorithme de Swendsen et Wang
T T et BRNMENMD T T Tl
N2 AN N VITITIL LT NN NN
NN NN T L4 L NN N N
N2 2R N VTV T T NN 2 N
T T T T TT (A NN AN
NN EIN NN VIITL L N NN NN
Algorithme de Wolff
T LT ™M T T T T LT
N2 N AN N N N2 NN NN
NN AN N NN VNN NN
LTt VT T LT NN M N
T T T T T T
N2 NN NV NN N2 NN

F1G. I1.1 — Actions des différents algorithmes (figure du miliew) sur une méme confi-
guration initiale (figure de gauche) de spins d’Ising et configuration obtenue (figure

de droite).
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2 Monte Carlo Quantique Worldline

1.3 Estimateurs améliorés

Un autre avantage des algorithmes de blocs est qu’ils permettent 1'utilisation
d’estimateurs améliorés (improved estimators). Un estimateur amélioré d’une obser-
vable physique est une observable différente qui posséde la méme valeur moyenne
que 'observable considérée mais une variance réduite [20, 27]. Les variables internes
des blocs (telle que leur taille) se révélent étre des estimateurs améliorés efficaces
pour de nombreuses quantités physiques intéressantes. Ainsi, dans ’algorithme de
Wolff, la susceptibilité est reliée de facon trés simple a la taille moyenne du bloc
20, 27]

x = B(c). (4)

La variance étant réduite, on a besoin d’effectuer moins de pas Monte Carlo en utili-
sant les estimateurs améliorés. De plus, d’un point de vue technique, il est beaucoup
plus simple et rapide d’obtenir la taille du bloc, par exemple, que de recalculer apreés
chaque pas Monte Carlo la susceptibilité de la configuration.

Plus récemment, Assaraf et Caffarel [29] ont généralisé le concept d’estimateurs
améliorés en construisant des observables qui ont méme valeur moyenne qu’une
observable désirée mais une variance nulle.

2 Monte Carlo Quantique Worldline

Le succés de l'utilisation des méthodes de Monte Carlo pour des problémes de
physique statistique classique ainsi que leur relative simplicité nous invitent a es-
sayer d’appliquer les mémes méthodes a des modéles quantiques. Le probléme qui
se pose assez rapidement est bien sir la non-commutativité des opérateurs du ha-
miltonien. Dans le calcul de la fonction de partition par exemple, il faut évaluer
I’exponentielle de sommes d’opérateurs, ce qui est impossible analytiquement dans
le cas général. Il existe plusieurs variantes de la méthode de Monte Carlo Quan-
tique (MCQ), chacune adaptée & un ou des problémes particuliers. Ici nous nous
attellerons a discuter de la méthode de Monte Carlo Quantique Worldline (ligne
d’univers), utilisée pour les problémes de spins sur réseaux. L’idée des techniques
de Monte Carlo Quantique est de ramener un probléme quantique & un probléme
classique dans une dimension d’espace supérieure. L’outil traditionnellement utilisé
pour décrire un systéme quantique de fagon classique est 'intégrale de chemin. Les
méthodes de MCQ de type Worldline utilisent la formule de Trotter-Suzuki et une
décomposition astucieuse du hamiltonien pour obtenir une représentation en inté-
grale de chemin la plus exploitable possible dans le systéme classique équivalent.
Nous allons dans cette partie poser les bases du MC(Q Worldline, en présentant
dans le détail la construction de 1’algorithme, ce qui nous permettra d’introduire les
notions et le vocabulaire nécessaire pour aborder 1’algorithme de boucle.
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

2.1 Formule de Trotter-Suzuki

On reprend la présentation de De Raedt et Lagendijk [30]. La formule de Trot-
ter [31] pour deux opérateurs H; et Hy (qui ne commutent pas en général) s’écrit:

ﬁZ

—B(H\+Hs) _ (,—LH _—LH
e AU — (¢ nite Ty 4 o

)- (5)

Suzuki généralise cette formule en 1976 [32, 33| au cas ot le hamiltonien du systéme
s’écrit comme une somme de plusieurs termes H =) 7 H;:
BH 5 b g B’
— —_— —— m
(& :(em 1...€mp) +O(W):pm+0(m) (6)
ot p, = ([T, e~m i)™ egt le mi®™me approximant a Popérateur densité p = e=PH.
On définit le mi®™® approximant & la fonction de partition comme Z,, = Trp,.
Pour avoir une forme exploitable de la fonction de partition, on insére entre chaque
exponentielle la relation de fermeture d’une base orthonormée {|v;)} et on obtient
aprés quelques manipulations:

Zm = Z ﬁ <wi<1,j)

{i;} 5=1

B B
e_EHl e_EHQ

_Byg
P .
e ‘w%p+1,j>> :

(7)

Si le partitionnement du hamiltonien et le choix de la base sont judicieux (on
essaye en général de respecter au maximum les symétries du modéle), les éléments
de matrice intervenant dans la formule (7) peuvent étre assez simples & calculer. En

posant A1 = i'%h, on remarque que (7) peut étre interprété comme suit : le systéme

¢i(2,j)> <¢i(2,j) 1/)i(3,j)> e <¢i(m)

initialement dans I’état ‘¢i(1,j)> évolue (discrétement) dans le temps imaginaire At

par application de Popérateur e 3”21 pour arriver dans I'état ‘1/)z’(2,j)> etc. La fonc-
tion de partition représente alors tous les chemins possibles: dans la limite m — oo,
on se retrouve avec l’intégrale de chemin de la fonction de partition. En fait, par la
formule de Trotter, nous avons arbitrairement introduit une nouvelle dimension dans
le systéme (la direction de Trotter) qui peut, comme nous venons de le voir, étre
interprétée comme un temps imaginaire. C’est uniquement dans la limite m — oo
que ’approximation a la fonction de partition se révéle exacte.

2.2 Exemple de la chaine antiferromagnétique

Pour illustrer de quelle maniére s’utilise la formule de Trotter-Suzuki dans les mé-
thodes de Monte Carlo Quantique, nous allons I’appliquer dans le cas d’une chaine de
spins % unidimensionnelle antiferromagnétique. On considére le modéle XXZ suivant
(les conditions aux bords sont choisies périodiques) :

N N
H:szsf f+1+S?S?+1+Jsz e (®)
i=1

=1
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2 Monte Carlo Quantique Worldline

J > 0 décrit I’anisotropie d’échange dans la direction z (J = |J,| dans nos conven-
tions correspond au cas antiferromagnétique isotrope). Notons que J, peut étre
positif ou négatif2. En supposant le nombre de sites pair, on découpe le hamiltonien
de la fagon suivante |34]:

( N/2 N/2
Hy = ZH%A,%, Hp = ZHQi,2i+1
) i:1N =1 (9)
=JY SISt
\ i=1

avec H;; = J,(SFS7 + S/S}). On regroupe les sites deux par deux et dans cette
décomposition, chaque terme dans les deux sommes Hy et Hg commute avec les
autres termes de la méme somme (interaction aux plus proches voisins). On choisit
alors comme base |S) = [S;...Sy) ot S; est la valeur de la projection du spin
suivant I’axe z (valeur propre de S?) qui peut prendre les deux valeurs :I:%. H, est
diagonal dans cette base avec pour valeur propre Ey = J Y. S;Sit1.

Le mi®™¢ approximant a la fonction de partition s’écrit :

Zm = Tr(e” B Ho o= 2 Ha o= 3 Ho = fmHB) : (10)

On insére alors, comme décrit précédemment, la relation de fermeture de notre base
entre chaque exponentielle et on effectue la trace. Il y a en tout 2m itérations de la
relation de fermeture qu’on indexe avec I'indice 7 |S7). On a alors:

- 3 R (g1 ) (5 R 5 (5 R 5
o (11)

_B _B s .
Les termes e~ m 4 et e~ m 2 sont constitués de termes commutant entre eux et qui,
appliqués sur la base |ST), ne concernent que deux spins voisins. On a donc:

-£ Y H
(ST|e‘%HA|ST+1> = (ST|e miwmpar M| G (12)
-8 X h(ir)
= e i impair
ol e—/)’h(zr <S7- T —EH“+1|S7-—|—1SZTJ:—11 (13)

On se rappelle ensuite que H4 (respectivement Hp) concerne les couples de spins
(1,6 + 1) ou 7 est impair (resp. pair) et que cet opérateur est toujours compris entre
des vecteurs (S7|...|S7T*1) ou 7 est impair (resp. pair). Finalement, on peut écrire
la fonction de partition en regroupant les deux sommes sur ¢ pair et impair avec la
somme sur 7 sous la forme suivante:

N,2m
”zlsr fa=B 5, W)
Z e i+7 pair . (14)

S2m
2. Nous modifierons ce signe plus loin par une transformation unitaire.
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

Cette fonction de partition peut étre interprétée comme celle d’un probléme classique
a deux dimensions: on a un réseau de dimensions N X 2m constitués de spins d’Ising
ST = =+1 situés aux neeuds (i,7) du réseau. L’interaction entre spins fait intervenir
quatre spins comme cela est visible dans la formule (13). La matrice de “transfert”
connectant deux spins d’'Ising voisins a l'instant 7 & deux autres a l'instant 7 4 1
s’écrit? :

(M1 (M (411 (W
e 0 0 0\
0 efm cosh(@'if‘) e sinh(@'ﬁ') 0 [T4) (15)
0 efn sinh(ﬁ;Jm”‘) elim cosh(%‘lm’") 0 1)
0 0 0 e im )

Notons que les termes non diagonaux sont dans un premier temps négatifs pour
Jz > 0 (et ne pourront plus étre interprétés comme des poids de Boltzmann). Dans
le cas des réseaux bipartites (la chaine en est un), on peut s’affranchir de ce probléme
de signe avec une transformation unitaire: on tourne un spin sur deux de 180 degrés
autour de I'axe des z et J, devient —.J,. Le “célébre” probléme de signe dans le Monte
Carlo Quantique (voir section 6.5) pour les fermions se traduit dans les problémes
de spins sur réseaux par I’impossibilité de trouver une transformation unitaire qui
rend les éléments de la matrice de transfert tous positifs®.

L’interaction effective entre ces spins d’Ising dépend de la température et il
faudra donc faire particuliérement attention lorsque nous calculerons des valeurs
moyennes.

2.3 Représentation en damier et worldlines

Une représentation graphique utile pour voir quels spins interagissent est celle du
damier [34]. Sur la figure I1.2, on a représenté le réseau bidimensionnel. La direction
horizontale représente le réseau réel: N sites sont repérés par 'indice 7, le pas dans
cette direction est celui du réseau réel et les conditions aux bords sont périodiques.
La direction verticale est celle de Trotter: on retrouve 2m sites dans cette direction
repérés par l'indice 7 (temps imaginaire), on choisit le pas égal a % pour que le
dernier site corresponde au temps imaginaire 3. Les conditions aux bords sont elles
aussi périodiques (cyclicité de la trace).

Un spin sur ce réseau interagit avec tous les spins situés sur un méme carreau
grisé sur le damier: ces carreaux correspondent au cas ¢ + 7 pair de la somme (14).
La contribution de chaque carreau grisé a la fonction de partition dépend des quatre
spins qui le composent suivant les formulations de (13) et (14): ceci est donné dans
le tableau I1.2. On voit en fait qu’il n’existe que six configurations possibles de spins

3. On se sert de la formule suivante:
@ T Y QY ]_ ]. K K
eK(SESj+S157) = (5 +2875) + (5 — 287 S}) cosh(5) + (SfS; +5;57) sinh(=;).

4. C’est le cas des réseaux non bipartites et des systémes frustrés.
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2 Monte Carlo Quantique Worldline

Temps

Espace

F1G. I1.2 — Représentation en damier de la fonction de partition (14). Ici m=2 et
N=6. Les carreauzx grisés sont ceur avec interactions: un spin sur le réseau interagit
avec tous les spins qui sont sur un méme carreau grisé que lui.

Type Configuration Poids
Type 1 e~
Type 2 e cosh(@{;')
Type 3 el sinh(@‘lm”‘)

TAB. I1.2 — Tableau des configurations possibles et des poids correspondants.

sur une plaquette en interaction, ces configurations ayant en commun un nombre
pair de spins de méme signe.

a) Les worldlines

Sur les dessins des plaquettes du tableau I1.2 sont représentées des lignes re-
liant les spins up: ce sont les worldlines (lignes d’univers). L’aimantation totale (la
composante suivant z du spin total) étant conservée a chaque tranche de temps,
on peut tracer verticalement des lignes (les worldlines) reliant les spins up pour
chaque tranche de temps. Ces lignes sont tracées sur les carreaux grisés suivant les
graphes indiqués dans le tableau précédent. Sur la figure I1.3, nous avons représenté
un exemple de configuration de spins et les worldlines correspondantes.

b) Mouvements permis

Dans le cas d’une simulation Monte Carlo classique d’un réseau de spins d’Ising,
on essaie de retourner un spin choisi aléatoirement. Ici, ce n’est pas possible car
on aboutirait & des configurations non permises (ayant des poids nuls). On va donc
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

F1G. I1.3 — Ezemple d’une configuration de spins sur le damier et son équivalent en
termes de worldlines.

Fi1G. 11.4 — Ezemple de mouvement local simple. On renverse les quatre spins de la
plaquette sans interaction en traits brisés: on modifie ainst deux spins sur chacune
des quatre plaquettes avec interactions aux alentours.

renverser plusieurs spins. Il est important de voir que si I’on renverse deux spins sur
une seule plaquette, on intervient aussi sur deux autres plaquettes en ne renversant
qu’'un seul de leurs spins, ce qui les emméne dans des configurations non permises.
On doit donc développer une chaine de spins a retourner, et s’assurer qu’on retrouve
en fin de chaine les spins de début de chaine. Ainsi, toutes les plaquettes concernées
auront au moins deux spins retournés.

La chaine fermée de spins la plus simple a réaliser est la suivante (cf. figure I1.4).
On renverse les quatre spins d’une plaquette blanche (sans interaction), renversant
ainsi deux spins sur chacune des quatre plaquettes grisées (avec interactions) les plus
proches. Ce mouvement local est accepté avec la probabilité suivante : on calcule le
poids de la configuration initiale (comme produit des poids des quatre plaquettes
grisées aux alentours) puis le poids de la configuration retournée de la méme maniére.
Si le rapport du poids final sur le poids initial est supérieur & un nombre aléatoire tiré
entre 0 et 1, on effectue ce changement. Ce mouvement local, qui vérifie la condition
de bilan détaillé, correspond au simple renversement de spin Metropolis dans le cas
classique.

On peut imaginer des mouvements plus complexes, ol les chaines de spins a
retourner seraient plus élaborées que celles des mouvements locaux. On présente
ici deux mouvements célébres: les lignes de temps et d’espace. L’idée est de tracer
une ligne dans le temps ou dans ’espace et de renverser tous les spins le long de
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3 Algorithme de boucle

F1G. I1.5 — Exemple de mouvements non locaux. On renverse les spins situés le long
d’une ligne (ici en traits brisés) dans le temps ou dans l’espace.

cette ligne (voir figure I1.5). La chaine de spins sera fermée a cause des conditions
périodiques dans les deux directions. La probabilité de transition est calculée de la
méme facon : produit des poids des plaquettes aprés renversement sur produit des
poids avant. Bien évidemment, plus le réseau sera grand dans le temps ou dans
I’espace, plus la probabilité sera faible. Bien que ce type de mouvement permette
de se déplacer de maniére assez large dans I’espace des phases, il se révéle trés peu
probable & basse température: on se trouve dans une situation de ralentissement
critique.

3 Algorithme de boucle

Au début des années 90 est apparue une nouvelle méthode [35] trés proche des
algorithmes de blocs classiques s’appliquant aux systémes quantiques. Cette mé-
thode connue sous le nom d’algorithme de boucle (loop algorithm) est par bien des
égards supérieure au Monte Carlo Worldline. L’algorithme de boucle effectue des
changements non locaux a partir de probabilités stochastiques locales. L’idée est de
construire une ou plusieurs boucles fermées de spins, et de les retourner en place de
faire des changements locaux qui ne retournent que quatre spins a la fois. Les avan-
tages de ’algorithme de boucle sont multiples : comme tous les algorithmes de blocs,
le temps d’autocorrélation est réduit et le probléme de ralentissement critique est
évité. De plus, il est possible d’obtenir des estimateurs améliorés efficaces pour les
mesures d’observables usuelles. Nécessitant moins de pas Monte Carlo (I’espace des
phases est exploré plus rapidement), on peut travailler sur des réseaux plus grands,
ce qui dans la dimension de Trotter revient & descendre plus bas en température.
Enfin, chose trés importante, il est possible dans le cadre de I’algorithme de boucle
de passer a la limite continue dans le temps imaginaire (nous reviendrons sur ce
point dans la prochaine partie).
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

Représentation graphique Découpage
G2
G253
Gl
Gl — 22 — (333

TAB. 11.3 — Représentations des découpages G*7 (notations et schémas sont tirés
de la référence [14]) ou i et j sont les types de configurations (voir tableau II.2).
Le découpage G* (i # j) s’applique auz configurations i ou j: en renversant les
deux spins sur une des deuz lignes représentées, on passe de la configuration i a la
configuration j (et inversement). Le quatrieme découpage G (appelé gel) renverse
les quatre spins sur la plaquette et ne change donc pas son type.

3.1 Construction de la boucle
a) Cas général

Nous n’entrerons pas dans les détails de la théorie générale de I'algorithme de
boucle et renvoyons le lecteur a la référence [14]. Pour se fixer les idées, on utilise de
nouveau la décomposition en plaquettes de la formule de Trotter-Suzuki proposée
dans la référence [34]. A chaque type de plaquette en interaction (chaque plaquette
grisée) est associé un découpage (breakup) qui permet en renversant deux ou quatre
spins de passer & un autre type de plaquette (voir tableau II.3). Dans une configu-
ration donnée, chaque plaquette peut donner plusieurs découpages différents avec
des probabilités différentes (dépendant du poids de la plaquette actuelle et du poids
de la plaquette aprés découpage). A chaque configuration on fait correspondre un
graphe constitué de découpages choisis de fagon stochastique. Les régles de construc-
tion des découpages assurent qu’ils se referment en boucles [14] : un graphe est donc
constitué de plusieurs boucles pouvant s’entreméler. La derniére étape consiste a
retourner tous les spins le long de chaque boucle avec une probabilité py = 1/2.

Ce processus de construction de graphe est tel qu’il est ergodique et que la
configuration obtenue aprés renversement des spins sur les boucles est permise et
vérifie la relation de bilan détaillé [14].

b) Cas particulier: application d’un algorithme de boucle unique a la
chaine de spins 1/2

La présentation de I'algorithme effectuée ici est assez fidéle & la description des
références 23| et [24]. Au lieu de décomposer notre réseau en plusieurs graphes
(algorithme & boucles multiples), nous allons donner la procédure pour construire
une seule boucle. Pour simplifier, cet algorithme & boucle unique sera présenté dans
le cas isotrope (J = J;).
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3 Algorithme de boucle

Nous allons décrire la construction de la boucle en termes de flot de la boucle
(direction de continuation de la boucle). De maniére générale, la boucle avance dans
la direction de Trotter (le temps) si le spin actuel est up et descend s’il est down,
a moins qu’elle ne saute sur un site voisin en gardant sa position dans la direction
de Trotter: ce choix dépend de la configuration de la plaquette en interaction du
spin considéré. Remarquons qu’un spin fait partie de deux plaquettes en interaction :
pour rester cohérent avec le fait qu’on avance dans le temps si le spin est up, on
considére, pour la suite, la plaquette ou le spin se trouve sur la rangée du bas s’il
est up et celle ou il est sur la rangée du haut pour un spin down.

Pour une plaquette de type 1 (voir tableau I1.2) ou les quatre spins sont de méme
signe (nombre de worldlines nul ou égal a deux), la boucle avance dans le temps s’ils
sont tous up (S7 — S ) ou recule s'ils sont tous down (ST — S7 1) : on parle de
continuation (dans le temps) forcée [24].

Pour une plaquette de type 2 ot ’on trouve deux spins identiques sur chaque
diagonale de la plaquette en interaction (worldline diagonale), la boucle est obligée
de sauter au site voisin sur la méme plaquette & temps constant (S7 — S7,; ou S]_,
selon le cas) : c’est la transition forcée.

Enfin, pour le dernier type de plaquette avec deux spins identiques sur les cotés
verticaux de la plaquette (une worldline verticale), on se trouve dans un régime de
transition optionnelle. La boucle continue dans le temps avec une probabilité p (il
avance ou il descend selon le signe du spin) ou alors saute au site voisin avec la
probabilité complémentaire. Dans le cas de la chaine de spins 1/2, cette probabilité
s’exprime simplement par le rapport entre le poids d’une configuration de type 1
ol tous les spins sont de méme signe et celui d’une configuration 2 avec une seule
worldline®: on obtient p = —2%;. Toutes ces variations de flot sont résumées dans

1+em
le tableau 11.4.

Pour les deux premiers types de plaquettes, les régles que nous venons de pré-
senter assurent que le flot ne repassera pas par elles. Dans le cas de la transition
optionnelle, cela est possible. Si la boucle repasse par une plaquette qu’elle a déja
visitée, on est forcé d’effectuer le méme choix (continuation optionnelle ou transition
optionnelle) que la fois précédente pour que I’algorithme reste cohérent.

Il suffit donc finalement de choisir un site initial aléatoirement et de lancer la
boucle plaquette par plaquette jusqu’a ce qu’elle y revienne (c’est obligatoire par
construction). De la méme facon, un site ne peut étre visité deux fois par la boucle.
Il ne reste plus alors qu’a retourner tous les spins appartenant a la boucle fermée
ainsi tracée avec une probabilité py = 1. Le bilan détaillé est assuré avec ces regles
de construction.

L’algorithme de boucle ainsi décrit est trés efficace et apporte une solution dras-
tique au ralentissement critique. Le dernier probléme majeur qui subsiste est celui
de la limite de Trotter. En général, on effectue plusieurs simulations pour différentes
valeurs du paramétre de Trotter m, puis on extrapole & la limite m — oo. Cela se

5. On le voit tout simplement avec le raisonnement suivant de changements locaux : si la boucle
continue dans le temps, cela veut dire que quand la boucle sera renversée, on passera d'une confi-
guration 2 & une configuration 1. Dans ’algorithme avec changements locaux, la probabilité d’un
tel renversement est bien égale au rapport cité.
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

Plaquette et flot correspondant Nom

t 1

Continuation forcée

pa Transition forcée

ol by

1 Transition optionnelle

TAB. I1.4 — Plaquettes et flots correspondants figurés par les fleches minces. On
obtient par symétrie entre les spins up et down les plaquettes non représentées en
se rappelant que la continuation pour un spin down correspond a un recul dans le
temps.

révéle assez long, d’autant plus que techniquement la mémoire utilisée pour stocker
les configurations de spins grandit avec m, ce qui ne permet pas d’utiliser des valeurs
de m trop élevées.

4 Algorithme de boucle en temps continu

Nous allons décrire ici la formulation en temps continu de ’algorithme de boucle.
Dans le probléme qui nous intéresse, on remarque qu’a haute température, les world-
lines sont constituées par un grand nombre de plaquettes de continuation forcée dans
le temps. Sporadiquement, une worldline saute d’un site vers son voisin (plaquette
de transition forcée ou optionnelle). L’idée est de ne s’intéresser et de ne garder en
mémoire que ces temps de transition et I’endroit (le site voisin) o “saute” la world-
line. Le reste du temps, la worldline est considérée comme droite (voir figure I1.6).
Cela revient & considérer une discrétisation de plus en plus fine ou la hauteur des
plaquettes dans le temps devient de plus en plus petite (limite de Trotter m — o).

Les intéréts de cette construction en temps continu des worldlines sont nombreux.
Le principal bien siir est de s’affranchir complétement de I’erreur systématique de
Trotter puisque nous travaillons directement dans la limite m — oco. Comme il est
remarqué dans la référence [23|, dans le cas d’extrapolation vers la limite thermo-
dynamique, on évite de prendre les limites m — co et N — oo dans le mauvais
ordre. De plus, les estimateurs améliorés (voir discussion dans la section 5.3) pour
les observables physiques qui existaient dans la formulation discréte se retrouvent
dans la formulation en temps continu. Finalement, d’un point de vue technique,
I’algorithme de boucle en temps continu est beaucoup moins gourmand en mémoire
puisqu’on ne conserve que les temps de transition (ainsi que 1’état initial du spin)
au lieu d’une configuration entiére de spins.
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4 Algorithme de boucle en temps continu

F1G. I1.6 — Discrétisation infinie du réseau : en temps continu, on ne tient compte
que des temps de transition.

4.1 Passage a la limite continue

La construction de la boucle en temps continu est en fait trés similaire a celle
utilisée en temps discret.

Nous avions vu que pour les plaquettes de type 1 ou les quatre spins étaient
identiques, la boucle devait continuer dans le sens ou elle se déplacait, c’est-a-dire
dans la direction du temps positif (respectivement négatif) si les spins étaient up
(resp. down)). Cette situation se retrouve dans le cas continu correspondant & plu-
sieurs plaquettes de type 1 a la suite: la boucle continue dans le temps si les deux
worldlines sont de méme signe (spins voisins dans le méme état).

Pour les plaquettes de transition forcée (type 2) ou l'on avait une worldline qui
sautait d’un site & un autre, la boucle était obligée de sauter sur le spin voisin
correspondant. La situation est la méme dans le temps continu: & 'instant discret
ot il existe une discontinuité de worldline, la boucle doit sauter sur le spin voisin et
continuer son chemin sur ce nouveau site dans la direction opposée.

Enfin, dans le dernier cas de la plaquette 3 ou les deux spins d’un coté de signe
sont de signe opposé a ceux de l'autre coté, la boucle avait le choix de continuer
avec une probabilité p dans la direction du temps ou de sauter avec une probabilité
1 — p sur le site voisin. En temps continu, on a deux worldlines d’état opposé cote
a cote et la boucle va sauter sur le site voisin avec une probabilité constante par
unité de temps. La distribution des temps de saut devient alors une distribution
exponentielle. La constante de temps de saut (constante de decay) correspondante
vaut

1—-p J

A= li = —
ml—rgo AT 2’

ol At = % ¢, Finalement, la densité de probabilité des temps de saut s’écrit P(7) =

_J JERIR . . -
%e 27, Le temps de saut moyen est égal a % = % Trés souvent, les temps imaginaires

sont comptés en unités de B (le réseau dans le temps imaginaire s’étend de 0 a 1) et
J

la constante de saut (homogéne a 'inverse d’un temps) sera prise égale a X = 55"
)

6. Normalement, A7 = ;- mais il y a, pour un voisin donné, une seule plaquette en interaction

sur deux de taille %
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

Temps discret Temps continu

: T \ \
_ o
. ]
o' o N
= o

1-p

TAB. I1.5 — Plaquettes et flots correspondants dans le cas discret et dans le cas
continu. Dans le cas continu, le trait plein (respectivement discontinu) correspond a
un spin up (resp. down). Les fléches représentent le sens des boucles rencontrant ce
motif.

Nous avions vu que la boucle ne pouvait repasser par des endroits déja visités,
c’est encore le cas dans la version continue: il y aura possibilité (dans le cas antifer-
romagnétique) de sauter sur un spin voisin uniquement s’il est dans un état différent
et 8’il n’a pas déja été visité par la boucle & cet instant donné.

Inspiré par les références [23, 24|, nous résumons de maniére graphique dans le
tableau I1.5 ce que deviennent les variations de la boucle en temps continu.

4.2 Description de l’algorithme

Nous allons de nouveau nous baser sur les travaux et le vocabulaire de Beard et
Wiese [23, 24] pour décrire simplement comment se construit une boucle unique en
temps continu. Partant d’un site initial & un temps initial ¢ donné, on regarde tout
d’abord I’état de tous ses spins voisins. Dans le cas d’un couplage antiferromagné-
tique, un spin voisin est accessible & 'instant ¢ s’il est dans un état différent et si la
boucle n’est pas déja passée par lui a cet instant. Pour chaque spin accessible, un
temps de transition (decay time) est calculé selon la distribution exponentielle préci-
tée. Parmi tous ces temps de transition, n’est gardé en mémoire que le plus petit et
le spin voisin correspondant. Puis, pour chaque spin voisin (accessible ou non), on
regarde quel est dans la configuration actuelle le prochain temps de transition dans
le sens de la boucle: il s’agit du temps de passage (waypoint) réseau. Se rappelant
que la boucle ne peut repasser au méme endroit, on regarde aussi pour chaque spin
voisin quel est le temps le plus proche ou la boucle est déja passée: c’est le temps
de passage boucle. On sélectionne parmi tous ces temps uniquement le plus proche
(et le spin correspondant). Enfin, on regarde le prochain temps de changement sur
le spin actuel: il s’agit de I’horizon. Il peut aussi s’agir d’un horizon réseau (dans la
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4 Algorithme de boucle en temps continu

configuration actuelle, il y a une transition sur ce site) ou d’un horizon boucle (la
boucle est déja passée par ce spin).

Muni de ces trois temps, le plus petit des trois va déterminer ’action a effectuer.
Si le plus court est le temps de transition, on crée alors une transition vers le site
correspondant & ce temps donné: la boucle saute vers le site voisin & cet instant
et repart dans la direction opposée (puisque le site voisin est forcément de signe
opposé dans le cas antiferromagnétique). On recommence alors la procédure (calcul
des trois temps et choix de ’action) a partir de ce nouveau temps et de ce nouveau
site.

Si le plus petit est le temps de passage, alors on recommence la procédure a partir
du méme site pour ce nouveau temps. En effet, & ce temps-ci, I’environnement du spin
a changé (un voisin jusque 1a accessible est devenu non accessible ou inversement)
et il est nécessaire de recalculer de nouveaux temps de passage et de transition.

Enfin, si le plus petit des trois est 1’horizon, deux cas de figures se présentent :
soit ’horizon et le temps de passage (réseau ou boucle) coincident et il s’agit d’une
transition forcée, soit I’horizon en question est tout simplement le temps de départ
de la boucle et dans ce cas-1a, la boucle se referme et ’algorithme est fini. S’il s’agit
d’une transition forcée, il peut s’agir d’une transition forcée boucle (la boucle est
déja passée par 1a) ou d’une transition forcée réseau (il s’agit d’une transition qui
existait déja avant le commencement de la boucle). Dans les deux cas, il faut effacer
cette transition, faire sauter la boucle sur le site voisin correspondant et la faire
repartir dans le sens opposé en recommencant la procédure.

Ainsi, avec cet algorithme, on est assuré sans mauvais jeu de mot que la boucle
est bouclée. Il ne reste plus qu’a stocker ses caractéristiques (taille, sites visités) et
renverser tous les spins par lesquels elle est passée avec une probabilité py = 1.

Le comportement de la boucle avec la température est le suivant : & haute tem-
pérature, les temps de saut sont grands (le temps de saut moyen est 27°/.J) et on a
essentiellement affaire a des boucles qui renversent entiérement une worldline (pas
de transition). A basse température par contre, il y a beaucoup de transitions et la
boucle est constituée de petits morceaux trés courts sur de nombreux spins. Nous
avons représenté sur la figure I1.7 un exemple de boucle obtenue avec 1’algorithme
de boucle pour une chaine antiferromagnétique de dix spins 1/2.

D’un point de vue technique, on implémente 1’algorithme de boucle en temps
continu avec des listes doublement chainées (ou des arbres) de pointeurs sur chaque
site. Chaque pointeur contient un temps de transition, et pointe vers les temps de
transition suivant et précédent ainsi que sur le pointeur du site voisin qui a le méme
temps de transition que lui. L’état d’un spin & un instant ¢ est simplement donné
par I’état a l'instant initial et la parité du nombre de pointeurs ayant des temps de
transition inférieurs a ¢ sur le site considéré. [’avantage de 1’algorithme de boucle
en temps continu est qu’on a besoin de peu de mémoire en général pour tous les
pointeurs au contraire de la version en temps discret qui nécessite de garder trace de
tous les spins. A noter que si la température est trés faible, le nombre de pointeurs
croit rapidement (puisque les temps de transition diminuent avec T') et la mémoire
nécessaire augmente.
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09 - ]
08 - ‘ ]
07 | ]
06 - ]
05 - ]
04 - ]
03 ]
02 - |- ]
01 ]
00 | ]

Temps

Site

FiGc. IL.7 — Exemple d’une boucle en temps continu calculée pour une chaine anti-
ferromagnétique de 10 spins. Les traits pleins (respectivement en pointillés) corres-
pondent & un état up (respectivement down) et donnent la configuration avant que
la boucle ne soit retournée. La boucle est elle representée a coté avec pour point de
départ le point noir.

Valeurs moyennes d’observables, estimateurs amé-
liorés

Nous avons jusque-la énoncé les régles de construction de I'algorithme de boucle.
Le but de la simulation restant tout de méme de calculer des quantités physiques,
nous discutons ici des maniéres de mesurer les différentes observables intéressantes.
Il faut pour cela repasser par la décomposition de Trotter-Suzuki et la description
en temps discret de ces différentes valeurs moyennes d’observables pour pouvoir
effectuer correctement la limite en temps continu. Nous allons énoncer le principe
dans le cas de I'énergie, puis généraliserons dans le cas d’autres observables. Une
grande partie de cette section sera aussi consacrée aux estimateurs améliorés qui,
comme dans le cas classique, se servent des propriétés de la boucle pour calculer ces
différentes valeurs moyennes.
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5 Valeurs moyennes d’observables, estimateurs améliorés

5.1 Exemple de I’énergie

Nous avons calculé la matrice de représentation de la fonction de partition (15).
Intéressons-nous maintenant a celle de I’énergie moyenne £ = (H) = %_BH dans
le cas du hamiltonien de Heisenberg antiferromagnétique. Dans la décomposition de
Trotter-Suzuki de la fonction de partition, on obtient plusieurs types de plaquettes
possédant chacune un poids thermodynamique P, (une contribution a la fonction de
partition Z,,) que nous avions listés dans le tableau I1.2. On peut définir une énergie
effective Eff = —% In(P,,) pour chaque type de plaquette. Il est important de noter
que ces énergies effectives listées dans le tableau I1.6 dépendent de la température
et donc la valeur thermodynamique moyenne de 1’énergie n’est pas simplement la
moyenne de ces énergies effectives [36]. En effet,

]. aZm 1 _ eff
(En) = =755 = 7 22 bme™"™ = (Fu) (16)

ouF,, = %(,BEff ) # E° et par conséquent la moyenne thermodynamique (moyenne
arithmétique Monte Carlo sur les configurations) s’effectue sur les quantités F,,, don-
nées dans le tableau I1.6 que I’on appellera dorénavant énergies. La “matrice énergie”
s’écrit donc, en conservant la méme base que pour la matrice (15):

- 0 0 0
o <L _--L tanh(ﬁj’°) S L coth(’BJ“”) 0
0 4im - 21 coth(g 2) im — imtanh(%f]n”) 0 (17)
4m 2m 2m 4m 2m 2m
0 0 0 J

T am

Ainsi, si ’on veut calculer I’énergie d’une configuration donnée, il suffit de som-
mer sur les différentes plaquettes qui la composent la valeur de ’énergie (donnée
par cette matrice) de la plaquette. Ensuite, comme dans le cas classique, la valeur
moyenne thermodynamique de I’énergie est simplement donnée par la moyenne des
énergies des configurations rencontrées dans la simulation Monte Carlo. Cette ma-
niére d’opérer est la méme dans tous les cas, que ’on se serve de mouvements locaux
ou de I'algorithme de boucle pour faire évoluer les configurations. Dans le cas dis-
cret, il faut effectuer la simulation pour différentes valeurs de m puis extrapoler vers
m — 00. Généralement, dans le cas d’observables qui commutent avec H, on montre
que la loi d’extrapolation est en #

Comment calculer ’énergie dans le cas du temps continu? Il suffit de calculer
les différentes énergies des plaquettes dans la limite m — co. Dans la description en
temps continu, on a une discrétisation infinie des plaquettes, ce qui se traduit par
des worldlines sur un spin sautant de temps & autre sur un spin voisin. Considérons
cas par cas ce que deviennent les énergies de chaque plaquette.

Pour deux spins voisins étant dans le méme état entre le temps t; et le temps 2o,
nous avons affaire uniquement a des plaquettes de type 1. L’énergie d’un tel motif
est toujours la somme des énergies de ces plaquettes: la hauteur d’une plaquette
étant dr = %, ilya (to— tl).% plaquettes”. Ceci correspond tout simplement 4 une

7. Pour étre plus précis, la hauteur d’une plaquette est % Mais puisque il n’y a qu’une plaquette
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

intégration dans le temps continu :

Fi = /t “Dar ==Lt — 1), (18)

Considérons maintenant le cas ol les deux spins voisins sont dans des états
différents entre ¢; et ¢y : ici n’interviennent que des plaquettes de type 2. L’énergie
de ces plaquettes devient au second ordre ﬁ - % dans la limite m — oo et on
s’apercoit, que, multiplié par le nombre de plaquettes (to — tl).%, le second terme
s’annule dans la limite de Trotter et ne va plus contribuer & 1’énergie. On se retrouve

avec simplement une intégration sur le premier terme:

g J
By = /t s = st =) (19)

Finalement, il reste le cas de la transition ot une worldline saute sur un site
voisin (plaquette 3): dans le temps continu, ceci se produit & une valeur discréte du
temps. L’énergie de cette plaquette devient dans la limite de Trotter ﬁ — % Cette
fois-ci, il n’y a qu’une seule plaquette et il n’y a plus d’intégration sur le temps
continu: le premier terme s’annule dans la limite m — oo. Finalement, 1’énergie
d’une telle transition vaut donc:

Ey=—2% (20)

En résumé, pour calculer ’énergie d’une configuration en temps continu, il suffit
d’intégrer sur le temps continu les spins voisins en comptant :l:é (le signe + (res-
pectivement —) pour des spins dans des états identiques (resp. différents)), puis de
compter de facon discréte les transitions forcées et multiplier leur nombre par —%.
Pour obtenir la valeur moyenne de 1’énergie, il suffit finalement de moyenner sur les
différentes configurations obtenues lors des simulations selon la formule (3).

Remarquons que dans le cas isotrope, nous avons une facon plus simple de cal-

culer 'énergie. Puisque (S{S7) = (S7S¥) = (S7S?), nous obtenons trés simplement

E = —%(n) ot (n) est le nombre moyen de transitions.
Plaquette 1 —= - = 0
7 Tz 2
Plaquette 2 | = — %ln(cosh(g—m)) = - = tanh(gm) —i COSJhQ(ﬂ;ﬁ)
. 2
Plaquette 3 ﬁ — %IH(SIHh(g—T{L)) ﬁ — % COth(%) m

TAB. I1.6 — Les différentes quantités nécessaires au calcul de I’énergie et de la chaleur
spécifique.

en interaction (plaquette grisée) sur deux, il y a donc effectivement (2 — tl).% plaquettes en
interaction entre t1 et to.
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5 Valeurs moyennes d’observables, estimateurs améliorés

5.2 Autres observables

On applique la technique évoquée plus haut pour 1’énergie pour calculer les va-
leurs moyennes d’autres observables: chaleur spécifique, aimantation, susceptibi-
lité...

a) Chaleur spécifique

Le fait que les interactions entre les spins d’Ising dépendent de la température
se ressent particuliérement dans le calcul de la chaleur spécifique magnétique. On a
de facon générale:

0? an ﬁ2 0% Z,, 1 0Zy
20" M2y, D7 2 2 )2 —(G,)) (21
ot Gy = 25 " (BESIT) est la correction donnée dans le tableau IL6 a la chaleur

spécifique “classique” 32 ((F2) — (F,,)?).

Que deviennent ces valeurs dans la limite de Trotter? Nous avons déja calculé les
limites des différentes plaquettes d’énergie. Il ne nous reste qu’a calculer la limite de
G, pour les différentes plaquettes. On montre facilement que seules les transitions
(plaquette de type 3) ont une contribution non nulle dans la limite de Trotter qui
vaut 5 pour chaque transition. Il suffit donc de calculer pour chaque configuration
lenergle (comme indiqué dans le paragraphe précédent), son carré et le nombre
de transitions multiplié par le facteur -; pour connaitre la contribution de cette
configuration a la valeur moyenne de la chaleur spécifique.

b) Aimantation

Si I’on veut calculer I’aimantation sur site du spin ¢ par exemple, on montre qu’il
suffit simplement d’intégrer sur le temps continu I’état du spin S7 = fo ?(T)dr ou

s¢(1) = +1/2 si le spin i est up ou down a l'instant 7 (les transitions n 1nterv1ennent
pas ici)®. Si I'on souhaite mesurer 'aimantation totale, il faut se rappeler que c’est
une quantité conservée pour chaque tranche de temps, et donc M =), si(1 = 0).
On ne se sert que de I’état initial du spin.

[’aimantation alternée n’étant pas quant a elle une quantité conservée, il faut
revenir a l'intégration sur le temps continu: My, = ), 0; fol s¢(r).dr ou 0; = £1
est le facteur alterné au site .

c) Susceptibilité

On montre trés simplement que la susceptibilité s’obtient en calculant le carré

de Yaimantation totale:
8 /& :

8. Pour plus de simplicité, on compte le temps imaginaire en unités de 8 (la borne supérieure
de lintégrale est 1).
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

On calcule de la méme maniére la susceptibilité alternée. Jusqu’ici, nous avions
calculé les valeurs d’observables sur une configuration de spins donnée, indépendam-
ment de la méthode choisie pour passer d’une configuration a une autre. Nous allons
voir que nous pouvons nous passer de ces calculs a 'aide d’estimateurs améliorés
qui sont obtenus d’apreés les caractéristiques internes des boucles de 1’algorithme.

5.3 Estimateurs améliorés

Comme nous ’avions rapidement évoqué dans le cas classique, il est possible
de se servir des propriétés des boucles que nous construisons pour construire des
estimateurs améliorés des valeurs moyennes d’observables.

a) Boucles multiples vs boucle unique

Il existe une petite différence dans le calcul d’estimateurs améliorés entre les
versions de l'algorithme a boucles multiples (multi-cluster algorithm) et a boucle
unique (single cluster algorithm).

Dans la version a boucles multiples, on construit plusieurs boucles recouvrant
tout le réseau, puis on essaie de retourner chacune d’entre elles avec une probabilité
1/2 . La contribution d’une configuration a 'estimateur amélioré de I’observable O
est donnée par sa valeur sur chacune de ces boucles

1
Omultiple = oN, Z Oy (23)

boucles b

ol IV, est le nombre de boucles.

Dans la version a boucle unique, comme le remarque la référence [20|, une boucle
est choisie proportionnellement a sa taille et il faut donc pondérer par la taille ¢ de
cette boucle dans le calcul de I'estimateur amélioré :

O,
Ounique = 7 (24)

ou O, est la valeur de ’observable dans la boucle unique.

Comment calculer la taille de la boucle? Si une boucle est constituée de tous les
spins (de toutes les worldlines) alors elle aura pour taille ¢ = N, ou N; est le nombre
total de spins. Les autres tailles de boucles se déduisent par le méme raisonnement :

il faut sommer la taille en temps imaginaire (en unités de ) de chaque segment
occupé par la boucle.

b) Susceptibilités

Comme nous venons de le voir, la susceptibilité uniforme est donnée par le carré
de 'aimantation totale. La boucle construite va dans la direction positive (respecti-
vement négative) du temps lorsque ’état du spin est up (resp. down). Puisque toute
boucle se ferme, il n’y aura aucun changement d’aimantation de la configuration
lorsque nous allons retourner cette boucle sauf si cette boucle est passée par les
conditions au bord périodiques dans le temps imaginaire: c’est ici que le nombre
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5 Valeurs moyennes d’observables, estimateurs améliorés

d’enroulement?® (winding number n,,) de la boucle va intervenir. Ce nombre peut
étre simplement vu comme le nombre algébrique de fois ou la boucle utilise les
conditions périodiques dans le temps imaginaire. On augmente ce nombre de 'unité
si la boucle passe dans le sens t = § — ¢t = 0 et on le diminue de la méme quantité
dans le cas du sens t = 0 — t = 3. Le changement d’aimantation di & la boucle va
correspondre au nombre d’enroulement n, ° de celle-ci et finalement ’estimateur
pour la susceptibilité uniforme dans la version a boucle unique s’écrit :

B nl
X——<7

1) (25)

Le calcul d’un estimateur amélioré pour la susceptibilité alternée est encore plus
simple lorsqu’on remarque [23] que la boucle saute sur un spin voisin qui est toujours
de facteur alterné opposé a celui du spin ol la boucle se trouve: ’aimantation
alternée est donc égale a la taille de la boucle (au facteur 2 prés). Par conséquence,
la susceptibilité alternée s’écrit :

xan = 55y = L) (26)

Considérons maintenant le cas de la susceptibilité généralisée que I’on peut définir
comme la transformée de Fourier espace-temps de la fonction de corrélation :

N 1 1
x(qw) = %Z/ dt/ dt's7(t)s3(t)e ol ret=) (27)

On retrouve la susceptibilité uniforme comme xy = x(0,0) et la susceptibilité
alternée xa1;. = x(7,0). On montre par les mémes raisonnements que précédemment
[37] que I'estimateur amélioré de la susceptibilité généralisée est tout a fait identique
aux estimateurs précédents si 'on définit une taille de la boucle généralisée :

N 1
gw) =Y /0 dteai=at) £ 1), (28)

Dans cette équation, f(i,t) est simplement une fonction qui vaut 1 si la boucle est
passée par le spin 7 4 I'instant ¢ et 0 sinon '*. On voit ici que le nombre d’enroulement
ny de la boucle vaut n,, = ¢(0,0) et que la taille ¢ de la boucle vaut ¢ = ¢(,0).
Ainsi 'estimateur de la susceptibilité généralisé vaut pour un algorithme a boucle

unique : y(gw) = g <M> (29)

C

9. Sans rentrer dans les détails, cette dénomination provient de ’analogie avec les intégrales de
chemin.
10. divisé par deux pour des spins 1/2.
11. Encore une fois, nous comptons tous les temps en unités de j.
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

c) Longueur de corrélation

Comment estimer la longueur de corrélation 7 Par sa définition méme, la pre-
miére méthode qui vient & I'esprit est de calculer la fonction de corrélation G(r) et
d’extraire la longueur de corrélation de sa dépendance en r. Dans un systéme de
taille finie L avec des conditions aux bords périodiques, la dépendance en £ de la
fonction de corrélation n’est plus exponentielle mais en cosinus hyperbolique. Cette
méthode est valable mais il apparait parfois quelques problémes dus aux paramétres
d’estimation dans cette procédure (voir une discussion dans la référence [23]).

Nous allons de nouveau pouvoir utiliser les estimateurs améliorés pour calculer
d’une autre maniére la longueur de corrélation par la méthode du second moment.
En supposant une dépendance exponentielle de G(r), on montre facilement [38| que
la longueur de corrélation peut s’écrire en fonction des susceptibilités généralisées :

£= 5\/ e (30)
X(

27 T+ 22.0)

avec L la taille du systéme!2. Nous pouvons donc obtenir un estimateur amélioré
pour la longueur de corrélation en utilisant les estimateurs améliorés de la suscepti-
bilité généralisée.

De la méme maniére, on peut calculer la longueur de corrélation dans le temps
imaginaire comme

_ B [ x(m0)
& = Gy m -1 (31)
’ B
qui sera utile dans la limite thermodynamique a basse température pour connaitre
le gap du systéme étudié [22].
Notons que 'on peut construire des estimateurs plus précis (de quatriéme mo-
ment, etc.) & ces longueurs de corrélation [22].

d) Autres observables

Il est possible de construire des estimateurs améliorés pour un grand nombre
d’observables. Nous n’avons jusque-la que citer les observables les plus usuelles.
Notons que !’énergie moyenne ne posséde pas & notre connaissance d’estimateur
amélioré simple (voir une discussion dans la référence [23)).

Le dernier point important & noter au sujet des estimateurs améliorés est qu’ils
peuvent étre utilisés pour réduire le probléme de signe dans le cas de certains sys-
témes frustrés (voir section 6.5).

6 (Généralisations, trucs et astuces

6.1 Dimension, signe et désordre des liens

Nous avons discuté de l'algorithme pour une chaine de spins antiferromagné-
tique: I’algorithme de boucle jouit de la propriété remarquable qu’il reste inchangé

12. Cette définition correspond bien stir & un systéme antiferromagnétique (on calcule x(g = 7)).
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S B e
PSES

-1 I i+1 -1 i i+1

FiG. I1.8 — Décomposition d’un systéme de spins 1 en un systéme de spins 1/2.
L’échange entre les spins 1/2 est le méme que celui entre les spins 1.

quelle que soit la dimensionnalité du réseau de spins considéré et quels que soient le
signe et la valeur des liens tant qu’il n’existe pas de frustration dans le systéme.

Ainsi, si I’on souhaite traiter de systémes autres qu’unidimensionnels, il suffit
simplement de changer la coordinance (le nombre de voisins) de chaque spin, de
méme si I'on considére des couplages plus longs (par exemple seconds voisins) tant
qu’ils ne sont pas frustrants. Si la valeur des liens dépend du site (J — J;), il suffit
de changer lors du calcul des temps de transition la constante de saut (A — ;).

Si un lien est ferromagnétique (J < 0), il suffit de considérer comme constante de
saut A = % Par contre, il faut maintenant choisir comme voisin accessible un voisin
étant dans le méme état (up ou down) que le spin considéré. Puisque le sens de la
boucle est dicté par ’état du spin, la boucle dans le cas d’un lien ferromagnétique
repart aprés une transition dans le méme sens. Exceptées ces deux considérations,
lalgorithme reste exactement le méme.

6.2 Valeur du spin

Nous avons jusqu’ici présenté 1’algorithme de boucle pour des spins 1/2. Com-
ment simuler des spins S plus grands?

Diverses approches ont été proposées depuis quelques années. En premier lieu,
Kawashima et Gubernatis [39, 40| proposérent de reconstruire complétement un
algorithme de boucle pour des spins 1, réeffectuant la décomposition de Trotter puis
énumérant les différents plaquettes et découpages possibles. Cet algorithme est tout
a fait valide, mais sa complexité (105 graphes différents) et le fait que la limite de
Trotter soit mal définie le rendent difficile & employer.

Une autre solution assez souvent utilisée pour simuler des spins 1 est de considérer
deux spins 1/2 que I’on force dans I’état triplet en les couplant ferromagnétiquement.
Cette facon de procéder n’est valide que dans la limite d’un couplage ferromagnétique
infini (ou au moins largement supérieur a tout autre couplage). Nous jugeons cette
méthode peu pratique car si le couplage ferromagnétique est trés fort, 'algorithme
va étre trés lent. Par ailleurs, il est difficile de controler ’erreur que 1’on effectue en
utilisant une valeur finie du couplage ferromagnétique.

Plus récemment, la solution a ce probléme & été apportée par Todo et Kato [22].
L’idée est de remplacer chaque spin S par 2.5 spins 1/2 et de symétriser leurs états en
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Chapitre II. Algorithme de boucle en temps continu

introduisant des graphes supplémentaires reliant ces spins 1/2 effectifs uniquement
pour les conditions aux bords périodiques dans le temps. Cet algorithme se situe
directement dans la limite du temps continu. Explicitons-le dans le cas de spins 1.
Chaque spin 1 S; est vu comme deux spins 1/2 s¢ et s? que nous appellerons spins
fréres. Le hamiltonien effectif d’une chaine de spins 1, par exemple, s’écrit :

H = JZ(S? +80). (8%, +80,,) = JZS?.S?+1 + sty +sts) 4+ sUst,  (32)
i i

et est représenté sur la figure I1.8. Chaque spin 1/2 est relié par un couplage Hei-
senberg aux spins 1/2 qui constituent les spins 1 voisins. Notons que les deux spins
fréres ne sont pas couplés. Pour enlever les états non physiques (de type singulet
pour les deux fréres), on considére un opérateur de projection P. Sans rentrer dans
les détails, il est montré dans la référence [22] que ’on peut faire correspondre des
graphes a cet opérateur de projection, et que ces graphes supplémentaires n’agissent
que sur les plaquettes reliant les conditions aux bords périodiques dans le temps
imaginaire.

Dans la pratique, comment marche ’algorithme? Restons dans le cas de spins
1: on considére le systéme de spins 1/2 décrit par le hamiltonien précédent, et on
construit avec les mémes regles énoncées auparavant une boucle. Lorsque la boucle
passe par les conditions aux bords périodiques (¢ = 0 ou t = ), il faut effectuer une
opération de symétrisation pour les deux spins fréres du site considéré : la boucle va
continuer son chemin de ’autre co6té des conditions aux bords dans le temps dans
la méme direction, soit en continuant sur le spin ou elle se trouve actuellement si
cela est possible, soit en sautant sur son frére si son état le permet. Dans le cas
ou la boucle a le choix (continuation sur le méme spin ou sur son frére), chaque
mouvement est possible avec une probabilité identique.

Donnons un exemple illustré en figure I1.9: la boucle va dans la direction du
temps positif (I’état du spin ot elle se trouve est donc up) et arrive au temps t = 3.
Si I’état du spin frére de autre coté (en ¢t = 07) n’est pas up, alors elle continue son
chemin sur ce spin (partie gauche de la figure I1.9). Si par contre le spin frére est up
en t = 07, deux possibilités existent : soit I’état en ¢ = 0 du spin ou elle se trouve
est lui aussi up, soit il est down. S’il est up, alors la boucle continue en ¢ = 0" sur
ce spin avec une probabilité 1/2 ou saute sur le spin frére (et y continue son chemin
en t = 07) avec la méme probabilité (partie centrale de la I1.9). Si par contre 1'état
en t = 0% sur le spin oun se trouve la boucle est down, cela signifie qu’il y a déja
eu symétrisation a cet endroit et la boucle est obligée de sauter sur le spin frére et
de continuer son chemin (partie droite de la figure 11.9). L’exemple que nous avons
donné correspondait a un avancement de la boucle dans le temps des sens positifs
et de la frontiére t = B~ — ¢t = 0%, on a bien sir la méme situation par symétrie
pour une boucle se dirigeant dans le sens des temps négatifs arrivant sur la frontiére
t=0t—=t=p4".

En dehors de cette astuce de symétrisation, 1’algorithme de boucle reste in-
changé: la construction de la boucle, les estimateurs améliorés restent les mémes.

Nous avons explicité le cas des spins 1; on généralise trés facilement pour un
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Fi1G. I1.9 — Les trois cas possibles de mouvement de la boucle auzr conditions auz
bords dans le temps imaginaire pour un systéme de spins 1. Dans les trois cas, la
worldline de droite représente le spin 1/2 ou se trouve la boucle a t = [, celle
de gauche son frere. Les fleches représentent le mouvement possible de la boucle au
niveau des conditions aux bords dans le temps.

réseau de spins S quelconques '3: chaque spin S est représenté par 2S spins fréres
couplés aux autres spins représentant les spins .S voisins. Le processus de symétrisa-
tion est généralisé: la boucle peut sauter sur un des spins fréres dans le méme état
avec une probabilité identique pour chaque spin frére accessible.

6.3 Champ magnétique

Comment traiter le cas d’un systéme soumis & un champ magnétique? Considé-
rons pour 'instant un champ magnétique suivant la direction z.

La fagon la plus simple est de ne pas tenir compte du champ magnétique lors de
la construction de la boucle mais uniquement dans la probabilité de retournement
de cette boucle. Dans le cas d’un algorithme & boucle unique, nous avions vu que
tous les spins sur la boucle étaient retournés une fois celle-ci construite (probabilité
de renversement p; = 1). Avec un champ magnétique, cette probabilité est modifiée

et devient py = Trom(Bhm) ou n,, est le nombre d’enroulement de la boucle défini

précédemment 4.

Cette méthode est trés efficace lorsque le champ magnétique est faible. Lors-
qu’il devient trop fort (typiquement Sh > 5), la probabilité de renverser une boucle
décroit exponentiellement avec le champ comme py ~ e Ph et devient vite négli-
geable. La simulation reste figée dans une méme configuration métastable pendant
un nombre important de pas Monte Carlo et le temps de corrélation augmente: on
se retrouve dans une situation de ralentissement critique dit au champ magnétique.

Principalement deux méthodes ont été proposées pour résoudre ce probléme.
Syljuasen [42] suggére de prendre en compte le champ magnétique directement dans
le poids des plaquettes et des breakups associés de l'algorithme de boucle. Cette

13. Historiquement, ’algorithme pour des spins 1 avait été présenté pour la premiére fois dans la
référence [41], mais ne contenait pas la généralisation & des spins S quelconques.
14. Si h = 0, on choisit plus simplement py =1 au lieu de 1/2.
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méthode se révéle rapidement valable lorsque le champ magnétique est trés fort,
mais semble nettement moins efficace a champs faible et intermédiaire.

Lorsqu’il est un peu plus faible (mais toujours dans le cas Sh > 5), on peut
utiliser 'astuce proposée dans la référence [43] d’imposer entre chaque pas Monte
Carlo un essai de renversement d’une worldline “pure”, ¢’est-a-dire sans transition. La
probabilité de retourner une worldline pure!® au site i s’écrit Py =1 —|—exp(2,81( FTRS)
oit E est I'énergie de lien JS7S? (calculée dans le temps imaginaire sur tous les
voisins j du site i considéré) et S, est le signe de la worldline en question. Cette
méthode permet & moindre frais de se sortir d’une configuration métastable ou le
renversement de la boucle était peu probable.

Si 'on s’intéresse maintenant & des champs magnétiques transverses (suivant
x par exemple), ces méthodes ne sont plus valables et il faut alors recourir & des
solutions plus complexes (voir référence [14] pour une discussion).

6.4 Réseau infini

Dans un article récent [21]|, Evertz et Von der Linden ont proposé de se servir
des propriétés de la boucle et des estimateurs améliorés pour calculer les observables
directement dans la limite thermodynamique et/ou a température nulle. L’idée de
base est trés simple: on considére un algorithme de boucle unique commencant
toujours au méme site. On construit la boucle et dés que celle-ci s’approche des
bords du réseau, on augmente la taille de celui-ci. Techniquement, on part d’un
réseau de petite taille (quelques sites) qu’on agrandit dés que la boucle arrive sur
un de ses cotés: pour cela, il faut utiliser des listes chainées pour les sites du réseau.
Au bout d’un moment, la boucle va finir par revenir au premier site et se refermer.
Dans ce schéma, il n’y a plus de conditions aux bords: la boucle a parcouru une
partie d’un réseau qu’elle considére infini (elle n’en a jamais vu les bords).

Pour mesurer des observables, on ne peut plus simplement calculer les valeurs
des observables, puisque la taille du réseau varie & chaque fois. Il faut se servir des
estimateurs améliorés sur la boucle pour calculer les observables intéressantes. Les
observables sont calculées ainsi directement dans la limite thermodynamique. Il n’y
a plus d’erreurs de taille finie : les seules erreurs restantes sont les erreurs statistiques
que 'on peut réduire en effectuant un nombre de pas conséquent.

De méme maniére, Evertz et Von der Linden proposent d’effectuer les calculs
dans la limite 8 = oo (réseau infini dans le temps imaginaire). Il n’y a plus de
conditions aux bords périodiques dans le temps et les temps de transition sont tirés
avec la constante A = %, s’étalonnant maintenant entre —oo et 400 au lieu de
I'intervalle [0,0].

Cette méthode donne d’excellents résultats tant que les corrélations du systéme
ne sont pas a trop longue portée. En effet, si £ la longueur de corrélation (ou la
longueur de corrélation dans le temps &; dans le cas de la limite § = o) est trop
grande, les boucles seront elles aussi trés longues et il faudra un temps de calcul
et une mémoire extrémement importants pour pouvoir simuler un réseau infini. En
pratique, on simule & la limite thermodynamique (respectivement & 7" = 0) des

15. C’est un mouvement trés semblable & celui de ligne dans ’algorithme local.
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6 Généralisations, trucs et astuces

systémes présentant une longueur de corrélation (resp. dans le temps) finie. Il s’agit
d’ailleurs d’une bonne maniére de sonder l'ordre: si le temps de calcul est énorme
avec la méthode de réseau infini, c¢’est qu’il y a de 'ordre dans le systéme!

6.5 Autres systémes, probléme de signe

Les algorithmes de boucle (en temps continu ou non) ne s’appliquent pas uni-
quement aux systémes de spins purs. Des généralisations ont été effectuées sur ces
algorithmes, principalement pour simuler le modéle de Hubbard [44] et le modéle
t—J [45, 46, 47|. Sans rentrer dans les détails de la construction et de Pefficacité de
tels algorithmes, signalons simplement que ces simulations souffrent généralement
du probléme de signe mais qu’a basse dimension, & faible frustration ou & haute
température, ces algorithmes se révélent trés efficaces.

Nous avions vu dans notre exemple de la chaine antiferromagnétique que les
termes hors diagonale de la fonction de partition étaient dans un premier temps
négatifs. Nous avions utilisé une tranformation unitaire (qui revenait a retourner un
spin sur deux) pour retrouver des termes positifs qui pouvaient alors étre interprétés
en tant que poids de Boltzmann. La raison fondamentale pour laquelle nous avions
trouvé une tranformation unitaire est que le réseau était bipartite. Malheureusement,
pour les réseaux non bipartites et tous les systémes frustrés, on ne peut trouver une
telle transformation : certains poids sont négatifs et la simulation souffre du célébre
probléme de signe. Ce probléme de signe se retrouve aussi dans les simulations
de systémes fermioniques. Notons que nous pouvons trés bien utiliser une autre
probabilité que le poids de Boltzmann (cf. équation (1)). Dans le cas d’un sytéme
présentant un probléme de signe, il est possible d’utiliser |P| en place de P comme
probabilité de transition. Dans ce cas, la moyenne d’une observable s’écrira:

(O sgn(P))
(sgn(P)) -

Le probléme majeur est que (sgn(P)) ~ eV : il faut un temps qui croit exponen-
tiellement avec [ et V, le volume du systéme, pour atteindre une bonne précision.
Cette maniére de procéder est donc trés rapidement limitée.

A T'heure actuelle, il n’existe aucune solution satisfaisante générale au probléme
de signe. C’est 1a le probléme majeur de la méthode Monte Carlo Quantique. Il a été
proposé pour les systémes fermioniques [48] ainsi que pour certains systémes de spins
peu frustrés [45] une solution en termes de mérons. Ce type de solution reposent sur
une utilisation intelligente et optimisée des estimateurs améliorés. Malheureusement,
cela n’est pas généralisable a d’autres systémes, et n’est efficace que dans une certaine
gamme de paramétres.

(0) = (33)
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Chapitre 111

Développement en séries stochastique

La méthode de Monte Carlo Quantique baptisée Développement en séries sto-
chastique (Stochastic Series Ezpansion)' que nous allons décrire dans ce chapitre a
été inventée et développée par Anders Sandvik au cours des dix derniéres années.
Contrairement a 1’algorithme de boucle principalement destiné au hamiltonien de
Heisenberg, cette méthode basée sur le développement en puissances de 5 de la fonc-
tion de partition est a prior:i applicable a tout type de hamiltonien sur réseau tant
que le probléme de signe n’existe pas ou est faible. Par sa nature, il n’existe pas
d’erreur de discrétisation ou de projection (de type erreur de Trotter). Tout d’abord
constituée de mouvements locaux |15, 49, 50|, une opération appelée loop operator
update (mouvement de boucles d’opérateurs) |16, 51| effectue des mouvements non
locaux dans I’espace des phases comme dans le cas de I'algorithme de boucle. Ces
deux méthodes sont d’ailleurs trés similaires dans le cas du hamiltonien de Hei-
senberg, mais nous verrons que la méthode SSE posséde quelques avantages dans
certains cas particuliers. Ce chapitre a pour but de présenter cette méthode mais ne
saurait remplacer les travaux [15, 16, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55| desquels nous nous
sommes largement inspirés (notamment les références [16, 51]). Nous allons dans un
premier temps décrire les considérations générales de cette méthode, puis les mou-
vements permis dans I’espace des phases en insistant sur le loop operator update
que nous expliciterons dans le cas du hamiltonien de Heisenberg. Nous expliquerons
ensuite comment mesurer les observables (statiques et dynamiques), puis effectue-
rons une comparaison qualitative avec 1’algorithme de boucle. Nous terminerons sur
une application de la méthode SSE a I’étude de la transition a température finie du
modeéle de Heisenberg ferromagnétique en trois dimensions.

Préliminaires généraux

1.1 Deéveloppement de la fonction de partition

Considérons un hamiltonien H généralement constitué d’un nombre fini R de
termes H = —)_." | H; (le signe moins est sorti pour faciliter les expressions sui-

1. Par la suite, nous abrégerons volontiers le nom de cette méthode en SSE.



Chapitre III. Développement en séries stochastique

vantes).

Dans les simulations Monte Carlo Quantique, la fonction de partition 7 =
Tre PH est la quantité de choix a échantillonner. Dans la méthode SSE, la fonc-
tion de partition est développée en puissances de 3 :

Z = i (_Tg)nTrH". (1)

Les puissances du hamiltonien peuvent étre écrites comme tous les produits possibles
des R termes du hamiltonien, chaque produit contenant n termes étant repéré par
une séquence S, de n indices 7;...iy pouvant prendre des valeurs 1 < 7 < R. La
fonction de partition s’écrit alors comme la somme sur n de toutes les séquences de

taille n possibles [15]:
Z = ZZB TrHHzp (2)

n=0 S,

HZ:1 H;, est appelée la chaine d’opérateurs (operator string) correspondant & la sé-
quence S, de taille n. Si la trace peut étre évaluée analytiquement, la valeur moyenne
statistique d’une observable peut étre calculée en faisant un échantillonage Monte
Carlo dans ’espace des séquences. C’est le cas pour un hamiltonien de Heisenberg
de spins 1/2, et nous avons alors affaire a la méthode de Handscomb [56].

La méthode SSE est plus générale et propose d’insérer une base compléte de
I'espace de Hilbert |o) pour évaluer la trace [15, 49]:

) awnﬂm 3

a n=0 S,

Une configuration Monte Carlo pour une valeur de n donnée est alors constituée
par une valeur de a et une séquence S,. Le poids de cette configuration vaut
W(a,Sy,) = ’i—rf (a| [T)-, Hi, |c) ot le produit des opérateurs Hj, est pris dans I'ordre
de la séquence S,,. Pour effectuer une évaluation stochastique de la fonction de parti-
tion, tous les poids doivent étre positifs: nous considérerons que c’est le cas dans un
premier temps pour continuer la discussion, mais nous reviendrons plus tard sur ce
probléme de signe éventuel. A ce stade, il ne reste plus qu’a échantilloner la fonction
de partition dans l'espace {«,S,,n =0...00} en vérifiant le bilan détaillé associé au
poids W (,S,,) [53]. Partant d’une valeur de la chaine d’opérateurs, d’une valeur de
n et d’un état |«) donnés, il est nécessaire d’effectuer des mouvements dans le but
d’aboutir & une nouvelle configuration (une autre valeur de n, une autre séquence
Sy, et un autre état |a)). Ces mouvements doivent vérifier la condition de bilan dé-
taillé et tous les états ayant un poids non nul doivent étre accessibles en un nombre
fini de mouvements (ergodicité de 'algorithme). Avant de décrire les mouvements
possibles, nous allons évoquer trois aspects importants: le premier concerne la puis-
sance maximale de développement, le deuxiéme décrit une représentation simple
de la chaine d’opérateurs en termes de propagation d’état et le dernier évoque la
maniére de s’assurer dans certains cas que tous les poids sont positifs.
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1 Préliminaires généraux

1.2 Limitation de la puissance de développement

A priori, il faut échantillonner toutes les puissances de n. Quand n — oo, le
nombre d’opérateurs dans S,, tend vers I'infini et il n’est évidemment pas possible
de tous les maintenir dans la mémoire de ’ordinateur. Heureusement, puisque nous
effectuons des simulations pour un nombre fini de termes dans le hamiltonien (ré-
seaux de taille finie) et que nous travaillons a température non nulle, seuls des
séquences de taille finie vont contribuer de fagon significative a la trace. Nous allons
imposer une limite maximale L sur les valeurs permises de n. Une estimation de la
valeur moyenne du nombre d’opérateurs contribuant activement a la trace est SR
(cet ordre de grandeur est tiré de la valeur moyenne de 1’énergie - voir paragraphe
a) de la section 4.1 -) et peut étre utilisée pour déterminer en premier lieu une
bonne valeur de L [50]. Comme nous le verrons plus tard, cette valeur maximale de
développement pourra étre ajustée de facon dynamique au cours de la simulation
[50].

Nous allons dorénavant travailler avec une longueur de la chaine d’opérateurs
fizée & L, les valeurs de n plus grandes que L supposées négligeables. Assurons-nous
maintenant que les séquences S,, de taille n < L sont elles aussi représentées: pour
ce faire, nous introduisons L — n opérateurs identité Hy = I dans chaque séquence
de taille n dans le but de “gonfler” artificiellement leur taille jusqu'a L. Il y a Cf’”
fagons possibles d’insérer ces opérateurs identité, et il faut en tenir compte dans la
fonction de partition :

7= zzﬁ |HHzp\a (4)

ou maintenant 1’échantillonage est effectué sur toutes les séquences de taille L fixée
et ou l'indice 7, peut désormais prendre toutes les valeurs entre 0 et .

La formule (4) est centrale dans la méthode SSE. Durant la simulation, le nombre
d’opérateurs identité va fluctuer et nous allons implicitement effectuer la somme sur
I'indice n [53]. Dans ces conditions, n représente dorénavant le nombre d’opérateurs
non itdentité dans une séquence de taille L.

1.3 Représentation de la chaine d’opérateurs

Il est possible de visualiser 1’action de la chaine d’opérateurs sur un état en
termes de propagation de cet état [15, 52]. On suivra la notation de Sandvik qui
appelle état propagé |a(l)) I’état obtenu par action des | premiers opérateurs de la
chaine d’opérateurs sur 1'état initial |o) :

=[], ). (5)

Par la cyclicité de la trace, nous avons |a(L)) = |a(0)) = |a). Chaque état pro-
pagé |a(l)) est obtenu par application du l-iéme terme de la chaine d’opérateur sur

|l = 1))
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Index de propagation
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FiG. III.1 — Ezemple d’une chaine d’opérateurs. Voir texte pour explication (nous
nous sommes inspiré de la référence [51] pour la représentation graphique).

Pour la suite, il est important de distinguer différents types d’opérateurs. 1l en
existe trois types: les opérateurs identité (type 0), les opérateurs diagonaux (type
1) et ceux non-diagonaux (type 2). Pour donner un exemple, on peut décomposer
le hamiltonien de Heisenberg dans la base {|a)} = {|S%)} comme une somme sur
les opérateurs diagonaux S7S? et non diagonaux §(S;"S; + S;S;). La séquence
d’opérateurs Sy, peut s’écrire dans ces notations [16]:

St = [t,b]. [t bl [tz beln (6)

out, =0, 1 ou 2 est le type de I'opérateur agissant entre les index de propagation
p—1 et p. b, est le numéro du lien (le couple 4,5) sur lequel 'opérateur agit (s’il ne
s’agit pas d’un opérateur identité).

On peut alors représenter de fagon graphique la chaine d’opérateurs Sy, (cf. figure
II1.1 pour I’exemple d’une chaine de Heisenberg de 4 spins 1/2). Il y aici M =4
liens et R = 2M opérateurs non identité possibles. Dans la direction horizontale,
on représente les spins (un spin up est une ligne droite, un spin down une ligne
en pointillés) et dans la direction verticale I'index de propagation. Pour chaque
valeur de I'index de propagation p, il n’y a qu’un seul opérateur. Si I'opérateur est
I'identité, rien n’est inscrit entre les index de propagation. Dans le cas d’un opérateur
diagonal ou non-diagonal, nous avons figuré une ligne sinusoidale indiquant sur quel
lien cet opérateur agit et s’il est diagonal (1) ou non-diagonal (2). L’état aprés
propagation par un opérateur diagonal est évidemment le méme, alors qu’il est
modifié par un opérateur non-diagonal. Sur ’exemple de la figure 1II.1, la chaine
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2 Mouvements possibles

d’opérateurs représentée est la suivante
810 = [2a4]1[050]2[151]3[253]4[152]5[212]6[1a3]7[0:0]8[251]9[1a3]10 (7)
et elle agit sur I'état |«(0)) = [TId)-

1.4 Deécalage des éléments diagonaux

Comme nous I’avons précédemment dit, il est nécessaire que tous les éléments de
matrice soient positifs (ou nuls) pour qu’une évaluation stochastique de la fonction
de partition soit possible: c’est le probléme de signe du Monte Carlo Quantique. La
méthode SSE ne résout pas ce probléme mais permet avec une simple redéfinition
du zéro de D’énergie de faciliter certains cas (malheureusement les plus simples).
Pour ce faire, une constante C' est ajoutée a la diagonale du hamiltonien. Cette
constante est choisie telle que tous les éléments diagonaux soient positifs ou nuls.
Bien évidemment, ce seront les éléments non diagonaux qui souffriront du probléme
de signe. Cependant, cette définition du zéro de I’énergie permet dans plusieurs cas
de simplifier 'algorithme, notamment dans la construction du loop operator update
comme nous le verrons dans le cas du hamiltonien de Heisenberg. Cette constante
C' ne change bien évidemment rien a la physique du modéle, il sera seulement né-
cessaire de faire attention a ne pas I’oublier lorsque ’on mesurera des quantités liées
directement & 1’énergie.

2 Mouvements possibles

Pour passer d’'une configuration & une autre, un pas Monte Carlo en SSE se dé-
compose en deux mouvements: d’abord, un mouvement diagonal (diagonal update)
qui échange les opérateurs identité et les opérateurs diagonaux, puis un mouvement
plus complexe de boucle (loop operator update) qui permet d’échanger les opérateurs
diagonaux et non-diagonaux.

2.1 Mouvement diagonal

Le mouvement diagonal est le plus simple. Il propose d’échanger a tout index de
propagation un opérateur identité avec un opérateur diagonal au lien b: [0,0] <> [1,b].
On opére de la facon suivante: entre chaque index de propagation p, on regarde le
type d’opérateur qui y agit. S’il s’agit d’un opérateur identité, on insére avec une
certaine probabilité un opérateur diagonal au lien b choisi au hasard parmi les M
liens possibles: [0,0], — [1,b],. S'il s’agit d’'un opérateur diagonal au lien b, on le
remplace avec une certaine probabilité par un opérateur identité: [1,b, — [0,0],.
Enfin, s’il s’agit d’un opérateur non-diagonal, il reste inchangg.

Comment calculer les probabilités d’échanges? Elles doivent vérifier la condition
de bilan détaillé [15, 53] :

P([O’O]P — [Lb]p) _ MW(a’Sn+1)

P(LH, = [00}) — W(S,) ®)
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Le facteur M provient simplement du fait qu’il y M choix possibles pour b. Notez
que l'on passe de n & n + 1 en insérant un opérateur diagonal. Pour ce type de
mouvement, il est possible d’utiliser pour les probabilités de transition ’algorithme
de Metropolis [15, 53| :

P0,0], = [1,8],) = min(l,%) = min(1, 2 <O"’g)‘_fibl )y ()
et
P([L,H], — [0,0,) = min(l,%) = min(l, 3 Ofb (_Z)TI;;I 1|ab ) (0)

ot H} est Popérateur diagonal agissant sur le lien b o la restriction de |a(l)) a été
appelée |ay(1)).

2.2 Loop operator update

Comment insérer des opérateurs non-diagonaux? De facon naive, on peut essayer
de remplacer des éléments diagonaux par des éléments non-diagonaux: [1,b] <> [2,b].
Ceci est voué a I’échec puisque aboutissant & des configurations qui ne contribuent
pas a la fonction de partition. En effet, nous avons vu que les éléments non-diagonaux
changeaient I’état propagé |« (1)) et que si, par conséquent, un seul changement non-
diagonal est effectué, la condition |«(L)) = |«(0)) ne sera pas vérifiée. La base
{]a)} étant orthogonale (dans les cas considérés en pratique), la contribution a la
trace de cette configuration serait nulle. Il faut donc considérer des mouvements
plus complexes. Le premier mouvement proposé par Sandvik est le remplacement
de deux opérateurs diagonaux sur le méme lien & deux index de propagation diffé-
rents par deux opérateurs non-diagonaux [15, 50]: [1,b],, [1,b],, <> [2,b],,[2,b]p,. Ce
mouvement, qui assure que la prochaine configuration ait un poids non nul, est en
fait trés similaire & I’algorithme local en Monte Carlo Quantique Worldline?. Ce
mouvement, comme tout mouvement local, s’avére peu efficace & basse température
et améne & des temps d’autocorrélation assez grands. De plus, il faut rajouter des
mouvements appelés ring updates (de type mouvement de ligne dans I’algorithme
MCQ Worldline) pour assurer I'ergodicité de 1’algorithme.

Pour résoudre ce probléme, Sandvik a proposé un algorithme non local trés
similaire & 1'algorithme de boucle: le loop operator update (mouvement de boucles
d’opérateurs) [16]. Nous allons présenter ce mouvement de fagon trés générale en se
basant sur les travaux [16] et [51].

[’idée du loop operator update est trés similaire & celle de I’algorithme de boucle :
en partant d’un site (d’une worldline) et d’un index de propagation choisis aléatoire-
ment, nous allons bouger une perturbation a travers le réseau de sites et d’opérateurs
jusqu’au retour au point de départ. Tous les opérateurs touchés par cette boucle fer-
mée seront modifiés.

2. En fait, il est légérement plus efficace qu’un simple retournement de plaquette du MCQ
Worldline : retourner une plaquette en MCQ Worldline revient & modifier la configuration & deux
valeurs proches (séparées par At) du temps imaginaire, alors qu’ici les deux index de propagation p;
et pa (qui peuvent étre vus eux aussi comme nous le décrivons plus loin comme temps imaginaires)
ne sont pas nécessairement proches.
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2 Mouvements possibles
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FiG. II1.2 — Ezemple d’un verter d’interaction de type 1 (diagonal) et des quatre
chemins possibles de la boucle. Chaque chemin est indiqué sur le vertex de gauche
par une fléeche, le verter de droite correspondant a [’état aprés passage de la boucle.

Il est utile, comme le font les références [16] et [51], de présenter 1’algorithme
et la construction de cette boucle en termes de vertex (les éléments non identité
de la chaine d’opérateurs). Un vertex est caractérisé par ses quatre pattes: I’état
lap(l — 1)) avant Popérateur agissant a I'index de propagation ! donne les deux
pattes du bas, ’état |ap(l)) aprés I’action de 'opérateur celles du haut. A chaque
vertex correspond un élément de matrice du hamiltonien total : {(cp(l — 1)| Hy |cp(1)).
C’est, cet élément de matrice qui va conditionner la construction de la boucle. Dans
I'exemple des spins 1/2 de la figure II1.1, nous avons isolé le vertex se situant entre
les index de propagation 4 et 5 sur la figure II1.2.

La boucle se construit de la facon suivante: nous choisissons un vertex et une
de ses quatre pattes au hasard, puis prenons aléatoirement une direction de propa-
gation (nord ou sud). Nous construisons la boucle dans cette direction et ne nous
préoccupons que des éléments non identité de la chaine d’opérateurs. Toute world-
line qui est touchée par la boucle sera modifiée si nous choisissons de renverser la
boucle (voir plus loin). A chaque fois que la boucle rencontre un vertex (un élément
non identité), il faut choisir la prochaine patte par laquelle la boucle va sortir. Nous
pouvons changer de coté du vertex (passer d’une patte gauche a une patte droite
et inversement) ou non et nous pouvons aussi changer ou non de direction de pro-
pagation. Il existe donc, comme le présente les références [51, 55|, quatre types de
mouvements possibles de la boucle représentés sur la figure I11.2. Dans cet exemple,
la boucle arrive de la patte en bas a gauche mais toutes les autres pattes d’arrivée
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sont possibles et les mouvements facilement transposables par symétrie.

Le cas le plus simple est celui ou la patte de sortie est la méme que la patte d’en-
trée (figure I11.2a) : ce chemin appelé bounce (retour) est en général toujours possible
puisqu’il ne change pas le vertex mais simplement la direction de propagation de
la boucle. Le second chemin possible (figure II1.2b) pour la boucle est d’aller tout
droit (straight) et dans notre cas résulte en un opérateur diagonal (qui est possible
si I’élément de matrice correspondant est non nul). La boucle peut aussi repartir
dans Pautre sens en changeant de coté (figure I11.2¢): c’est le chemin turn. Enfin
(figure II1.2d), la boucle peut garder la méme direction de propagation en sautant
sur le site voisin (jump).

Le chemin bounce n’est pas en général tres utile puisqu’il correspond a un retour
en arriére dans la construction de la boucle. Il peut étre possible de I’éviter dans
certains cas ou tous les éléments de matrice sont identiques (nous y reviendrons
plus loin dans le cas du hamiltonien de Heisenberg). Trés généralement, on parle
d’algorithme de boucle (loop algorithm) lorsque le chemin bounce peut étre évité et
d’algorithme de ver (worm algorithm) lorsque ce chemin est autorisé.

Nous voyons dans le cas de notre exemple que les chemins jump et turn ont ins-
tallé des vertex non-diagonaux dans la liste d’opérateurs en place du vertex diagonal
qui s’y trouvait auparavant. La construction de la boucle est terminée lorsque nous
retournons sur le vertex de départ et la patte de départ correspondante. Si la boucle
passe par les conditions aux bords périodiques dans la direction de propagation,
I'état |ap(0)) = |ap(L)) est lui-aussi modifié.

Comment choisir un des quatre chemins (la direction de sortie de la boucle)
lorsque nous arrivons devant un vertex? Il faut bien str que 'opérateur résultant
apres le passage de la boucle soit possible (c¢’est-a-dire un élément de matrice non nul)
et que le choix du chemin vérifie le bilan détaillé. La probabilité de chaque chemin est
proportionnelle aux éléments de matrice correspondant aur vertex résultants apres la
construction de la boucle [16]. Ce choix assure que le bilan détaillé est vérifié [16, 55].
Dans un article récent [55], Syljudsen et Sandvik discutent en détail d’autres jeux
de probabilités.

Dans certains cas, il n’existe qu’une seule possibilité de chemin pour la boucle: la
construction de la boucle est alors complétement déterministe et il n’y a pas besoin
de choisir aléatoirement une des pattes de sortie. Dans le cas le plus général, il faut
choisir aléatoirement un chemin. Nous discuterons dans ’exemple du hamiltonien
de Heisenberg comment se passe en détail la construction de la boucle.

Par la construction de cette boucle, nous insérons des opérateurs non-diagonaux
et ceci de fagon cohérente (le poids de la configuration aprés la boucle est toujours
non nul). De plus, nous échantillonnons en plus de la chaine d’opérateurs les états
|y lorsque nous passons par les conditions aux bords dans la direction de propaga-
tion. Par cette méthode, toutes les valeurs de n, toutes les chaines d’opérateurs Sy,
possibles et tous les états |a) sont accessibles; I'algorithme est ergodique.

2.3 Un pas Monte Carlo SSE

Dans cette section, nous résumons le déroulement d’un pas Monte Carlo et ajou-
terons quelques remarques concernant certains aspects numériques de cette méthode.
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3 Etude de cas: hamiltonien de Heisenberg

Des considérations plus techniques pourront étre trouvées dans les références [51, 55].
Partant d’une configuration d’état initial et de chaine d’opérateurs donnés, il

faut:

Faire un mouvement diagonal (diagonal update) en proposant des changements
pour chaque index de propagation. Il peut étre utile de pré-calculer les proba-
bilités du mouvement diagonal pour toutes les valeurs de n a chaque fois que
I’on change de valeur de L.

Construire une boucle (ou plusieurs, voir plus bas) avec l'algorithme décrit
dans la partie loop operator update. Durant la construction de la boucle, il est
possible de mesurer certaines quantités dynamiques [51].

Dans le cas ou l'algorithme est non déterministe, il se peut que la boucle mette
un temps trop long pour revenir & son point d’origine. Il peut alors étre utile
de renoncer a ces boucles en les détruisant si elles atteignent une longueur trop
grande (typiquement si elles touchent un nombre de vertex 10 fois supérieur
au nombre n de vertex non identité présents). On efface alors la boucle, et on
en reconstruit une autre. Il peut étre utile de refaire un mouvement diagonal
avant d’en recommencer une autre.

Dans le cas déterministe, on peut utiliser un algorithme de type Swendsen-
Wang ou toutes les boucles du réseau sont construites et chacune d’entre elles
est retournée avec une probabilité 1/2, ou alors un algorithme de type Wolff ou
une seule est construite a partir d’un point de départ aléatoire. Cette boucle
est renversée dans tous les cas.

Il peut éventuellement exister des worldlines “pures”, c’est-a-dire sans vertex
d’interaction (c’est souvent le cas a haute température ot il y a peu de vertex).
Dans ce cas, il faut proposer un changement vers un autre état de worldline
(dans 'exemple des spins 1/2, choisir up ou down avec une probabilité 1/2).
Reéaliser les mesures nécessaires (voir partie 4).

Une fois que ces points ont été effectués, il est utile d’ajuster dynamiquement
la valeur maximale de développement L. Typiquement si le nombre de vertex
non identité n est supérieur & 80 ou 90% de la valeur de L, il faut augmenter
L d’a peu pres 10 ou 20% (voir la référence [50]).

3 Etude de cas: hamiltonien de Heisenberg

3.1

Cas général

Nous allons nous intéresser dans cette section au cas du hamiltonien de Hei-
senberg anisotrope pour des spins 1/2 en présence d’un champ magnétique. Cette
partie suit assez fidélement la référence [16] ot ce modéle est utilisé pour montrer
Iefficacité du loop operator update.

La discussion sera effectuée pour un réseau bipartite quelconque (par exemple,
un réseau hypercubique en dimension d). Nous ne présentons ici que le cas de spins
1/2, cependant le méme type de raisonnement est applicable quelle que soit la taille
S du spin (les calculs sont plus longs car il y a plus de vertex d’interaction possibles
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Chapitre III. Développement en séries stochastique

dans le cas général de spins S). Les interactions seront considérées identiques pour
tous les liens du réseau, méme si la discussion reste inchangée lorsque cela n’est plus
le cas (hamiltoniens explicitement dimérisés ou désordonnés tant que le désordre
n’est pas frustrant).

Le hamiltonien de Heisenberg d’un systéme de spins 1/2 anisotrope sous champ
magnétique s’écrit :

H=Y J(S/S:+SISY+AS;S;)—h> S; (11)

ou A est I'anisotropie dans la direction z du champ magnétique et (,7) désigne une
paire de spins premiers voisins. Dans cette convention, le signe de J n’a pas d’im-
portance (nous le prendrons positif) car, comme nous ’avons vu dans le chapitre II,
celui-ci peut étre modifié par une transformation de jauge. Le signe de A refléte la
nature des interactions: A > 0 pour un systéme antiferromagnétique et A < 0 pour
un systéme ferromagnétique.

Nous allons maintenant effectuer la décomposition SSE o1l les termes du hamilto-
nien sont distribués selon les liens et non selon les spins. Par souci de simplification,
un signe moins est factorisé devant les hamiltoniens de lien et les interactions dia-
gonales décalées d’une constante C'. Le hamiltonien s’écrit maintenant de la fagon

suivante :
dL4

H=-J) (H, - Hy) (12)

ou L est la taille linéaire du réseau, d sa dimension (il y a d liens par spins et donc
M = dL% liens au total). H} est 'opérateur diagonal agissant sur le lien b reliant la
paire de spins (i,7) et H? Popérateur non-diagonal :

h
Hf = —AS,L-ZS;—F%(S;—{—S;)—{—C (13)

H} = SyS§ +S7SY. (14)

La base utilisée pour le développement SSE est la base {|a)} = {|S*)}. Il faudra
choisir la constante C' de maniére a ce que les éléments diagonaux soient positifs ou
nuls, et le fait de se situer sur un réseau non frustré nous assure que le développement
sera possible (voir une discussion dans la référence [16]).

Il ne nous reste plus qu’a appliquer les “recettes” précédemment décrites. Les
éléments de matrice non nuls utiles pour le mouvement diagonal sont :

(Tt H, [t11) = —A/4+h/(2d])+C (15)
(W Hy W) = —A/A—=h/(2d])+C (16)
(W Hy 1) = (M Hy [1) = A/4+C. (17)

Selon les valeurs du champ et de ’anisotropie, il faut choisir C' de telle maniére
que tous ces éléments soient positifs. Une discussion intéressante sur ’efficacité de
'algorithme en fonction du choix de C' pourra étre trouvée dans la référence [55].
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3 Etude de cas: hamiltonien de Heisenberg

Pour le loop operator update, il faut considérer les éléments de matrice totauz.
Les éléments diagonaux précédemment dictés ne sont pas modifiés, nous avons en
effet :

(M Hy (1) = (M1 H; [11) (18)
(W Hy W) = G Hy [ (19)
(AT H U1 = (N Hy 1) = (U1 Hy 1) = (1 Hy 1)) - (20)
Deux autres éléments de matrice interviennent alors:
(M H (1) = (ML Hp [31) = 1/2. (21)

Nous avons ici présenté les éléments de matrice permettant d’effectuer les deux
mouvements du SSE dans le cas général : il ne reste plus qu’a utiliser ’algorithme dé-
crit précédemment. Dans des cas particuliers célébres de ce hamiltonien, I’algorithme
se simplifie considérablement. Etudions par exemple les cas de systémes isotropes
ferromagnétiques (A = —1), antiferromagnétiques (A = 1) et XY (A = 0), tous
trois en absence de champ magnétique (h = 0).

3.2 Modéle de Heisenberg isotrope ferromagnétique

Nous sommes dans le cas A = —1 et h = 0. En choisissant C' = 1/4, il ne reste
que les éléments de matrice diagonaux suivants (les autres sont nuls):

(11 Hy |11) =1/2 (22)

(W HE W) = 1/2. (23)

Donc dans le mouvement diagonal, il sera possible de remplacer un opérateur iden-
tité par un opérateur diagonal uniquement lorsque les deuz spins du lien b sont
1dentiques. Les probabilités des mouvements diagonaux sont :

P(0.0], ~ 1) = min(1. 57 (24)
et
P([1,8], — [0,0],) = min(1,2(LA_4—g;rl)). (25)

Considérons maintenant le loop operator update et la maniére de choisir les
chemins lorsque la boucle arrive devant un vertex.

Si la boucle se retrouve (par exemple par la patte en bas a gauche) devant un
vertex diagonal (11| Hy [11) ou (J4| Hy |[41), le chemin bounce est a priori envisa-
geable, le chemin straight n’est pas possible (puisqu’il résulterait en I’élément de
matrice diagonal (1| Hy [{1) ou ()| Hy|T}) qui est nul), le chemin turn est lui
aussi impossible (résultant en un élément non-diagonal & valeur nulle ()| Hy [11)
ou (11| Hy|{{)) et le chemin jump est quant & lui possible (il résulte en un vertex
non-diagonal (1] H, [14) ou (1] Hy | 11)).

Si la boucle arrive devant un vertex non-diagonal, on voit par le méme raisonne-
ment que seuls les chemins bounce et jump sont autorisés.
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Chapitre III. Développement en séries stochastique

AN AN jump

F1G. II1.3 — Vertex et mouvements possibles pour le hamiltonien de Heisenberg iso-
trope ferromagnétique. Le nombre 1 (respectivement 2) indique que le vertexr est
diagonal (resp. non-diagonal) et les fleches (ainsi que le nom du chemin) indiquent
quelle est l’opération du loop operator update possible. Le vertex diagonal de gauche
peut étre transformé en vertex non-diagonal de gauche ou de droite par le chemin
de la boucle selon la patte d’arrivée (idem pour le vertex de droite).

Mais remarquons qu’en fixant C' = 1/4, tous les éléments de matrice (diagonaux
ou non-diagonaux) ont la méme valeur 1/2. Dans ces conditions, le chemin bounce
peut étre éliminé. En effet, le bilan détaillé est vérifié lorsque le seul chemin pos-
sible est le chemin jump. Par conséquent, le loop operator update est complétement
déterministe: la boucle, qu’elle rencontre un vertex diagonal ou non-diagonal, sui-
vra toujours le chemin jump et ce vertex sera alors modifié pour devenir un vertex
non-diagonal ou diagonal respectivement : [1,b] <> [2,b].

On trouvera en résumé dans la figure I11.3 les vertex et les mouvements possibles
pour le modéle de Heisenberg isotrope ferromagnétique.

3.3 Modéle de Heisenberg isotrope antiferromagnétique

Ici nous avons h = 0 et A = 1. Le choix C' = 1/4 est de nouveau judicieux. En
effet, les seuls éléments diagonaux non nuls sont (J1] H} [{1) = (1| H} [1) = 1/2.
L’insertion d’un opérateur diagonal ne se fera que lorsque les spins sur le lien seront
de signes opposés. Les probabilités P([0,0], — [1,b],) et P([1,b], — [0,0],) sont les
mémes que dans le modéle ferromagnétique.

Pour le loop operator update, on voit facilement que les seuls chemins possibles
sont bounce et turn, et comme dans le cas ferromagnétique, on peut éliminer le
chemin bounce sans violer le bilan détaillé. En ne choisissant que le chemin turn,
I’algorithme est donc complétement déterministe.

Dans la figure II1.4, on retrouvera les éléments édictés résumés.

3.4 Modéle XY sans champ magnétique

Dans le cas XY (h = A = 0), tous les éléments diagonaux ont la méme valeur
C': on insérera donc un élément diagonal quel que soit le sens des spins sur le lien.
Le choix C = 1/2 est préférable cette fois-ci car il permet d’utiliser les mémes
probabilités que dans le cas ferromagnétique pour le mouvement diagonal. De plus,
en choisissant C' = 1/2, tous les éléments de matrice diagonaux ou non-diagonaux
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3 Etude de cas: hamiltonien de Heisenberg

1 2
\/v]\'/\/. NP turn

F1G. II1.4 — Vertexr et mouvements possibles pour le hamiltonien de Heisenberg iso-
trope antiferromagnétique. Voir légende de la figure précédente I11.3.

jump

straight L,Z\A/ \NZ\J

e

FiG. II1.5 — Vertex et mouvements possibles pour le hamiltonien XY. Voir légende
de la figure I11.5.

sont égaux, et le chemin bounce dans le loop operator update peut encore une fois
étre négligé. Dans ce cas, deux chemins parmi les trois chemins straight, jump et
turn sont possibles avec une probabilité égale : ’algorithme n’est pas déterministe.

Si le vertex est diagonal avec les deux spins identiques sur le lien, les deux chemins
possibles sont straight (résultant en un vertex diagonal) et jump (résultant en un
opérateur non-diagonal). Si le vertex est diagonal avec les deux spins opposés, les
deux chemins possibles sont straight (résultant en un opérateur diagonal) et turn
(vertex non-diagonal). Si le vertex est non-diagonal, seuls les chemins jump et turn
sont possibles, résultant en un opérateur diagonal. Tout ceci est résumé dans la
figure IIL.5.
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Chapitre III. Développement en séries stochastique

4 (Observables

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté la méthode SSE pour échantillon-
ner la fonction de partition. Nous montrons ici comment mesurer les différentes
observables d’intérét. Il est important de signaler qu’il faut ignorer les opérateurs
identité lorsque nous effectuons une mesure (les opérateurs identité ne sont 1a que
pour gonfler la taille de chaque séquence jusqu’a L et n’ont pas de sens physique).
Sur la base de séquences constituées uniquement de n opérateurs avec un poids de
référence W(w,S,) = ﬁ - r (af Hp  Hi, |a), nous discutons dans un premier temps
des quantités stathues pu1s évoquons briévement les quantités dynamiques, plus
complexes a calculer.

4.1 Quantités statiques
a) Energie et chaleur spécifique

La quantité la plus simple & mesurer dans une simulation SSE est I’énergie. Avec
E = % In Z ou Z est donnée par la formule (4), on voit trés facilement que 'énergie
interne est liée au nombre moyen d’opérateurs non identité. Il suffit maintenant de
ne pas oublier le décalage C' en énergie pour chacun des M liens:

o _% (n) + MC. (26)

En dérivant une deuxiéme fois par rapport a 5, on obtient la chaleur spécifique:

= <n2> n) — ) (27)
b) Opérateurs diagonaux, corrélations statiques

Considérons un opérateur O diagonal dans la base {|a)} et soit O(p) sa valeur
propre a I'index de propagation p associée & |a(p)): O |a(p)) = O(p) |a(p)). Nous
avons tout simplement pour la valeur moyenne de O:

- <%i0<p>>. (25)

De méme maniére, les corrélations a temps égaux de deux opérateurs diagonaux O,
et Oy ont pour valeur moyenne :

(0,0,) = < Zol )Os(p > (29)

avec des notations évidentes.

4.2 Quantités dynamiques

Comment calculer des corrélations a temps non égaux (O (7)O2(0)) ? 11 faut pour
cela relier I'index de propagation au temps imaginaire. Sandvik a montré [15, 49|
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5 Comparaison avec 1’algorithme de boucle

qu'une propagation de 7 dans le temps imaginaire correspond d une distribution
binomiale pour la distance de propagation Ap. Considérons d’abord la fonction de
corrélation de deux opérateurs diagonauzr pour des index de propagation différents
séparés de Ap:

i
L

S|

Co,0,(Ap) = O1(p + Ap)Oa(p). (30)

3
Il
<)

La fonction de corrélation a des temps différents recherchée pour ces deux opérateurs
peut alors s’écrire comme la somme de cette derniére fonction de corrélation sur tous
les Ap affectés du poids binomial :

(01(1)05(0)) = < ) %(%)M(l - §>”—Apooloz(Ap>> . (31)

La susceptibilité généralisée correspondante s’obtient en intégrant sur le temps
imaginaire :

B
Xonoa = / (01(r)04(0)) dr. (32)

L’intégrale sur le temps donne trés simplement un facteur n—il et nous obtenons?® :

Xoi0, = <ﬁ(2 0)(Y 02<p>>>. 3

p=0

La généralisation de ces formules pour le cas d’opérateurs non-diagonaux est pos-
sible [15, 49].

De maniére générale, mesurer les fonctions de Green en Monte Carlo Quantique
n’est pas obligatoirement aisé. Nous avons vu dans le cadre de I’algorithme de boucle
qu’il existait des estimateurs améliorés pour, par exemple, la susceptibilité généra-
liste x(q,w). En SSE, il est aussi possible de mesurer de facon systématique ces
quantités lors du loop operator update. Nous ne détaillons pas ici cette étude qui
s’avére assez rapidement complexe, et invitons le lecteur a se référer aux travaux de
Dorneich et Troyer [51] qui présentent ce type d’opérations.

5 Comparaison avec 'algorithme de boucle

Dans cette derniére section, nous présentons les points communs et différences
entre la méthode SSE et I'algorithme de boucle, en s’intéressant plus particuliére-
ment & leur efficacité dans le cas de problémes de spins quantiques sur réseau. Une
comparaison a la fois qualitative et quantitative des deux méthodes pourra étre
trouvée dans la référence [55].

3. A noter que ces formules n’incluent pas le cas particulier n = 0. Dans ce cas trés simple, la
fonction de corrélation de la formule (30) s’écrit Co, 0, = O1(0)02(0) et les modifications dans les
formules suivantes sont triviales.
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Chapitre III. Développement en séries stochastique

5.1 Points communs

Les deux méthodes permettent d’effectuer des mouvements non locaux, et
assurent ainsi des temps d’autocorrélation faibles.

Il n’existe pas, dans les deux cas, d’erreur systématique de discrétisation (de
type paramétre de Trotter). La seule erreur est statistique.

La variation du temps de calcul en fonction de la taille du systéme est optimale
pour le SSE et ’algorithme de boucle (en tout cas la version & boucles mul-
tiples). Le temps de calcul varie comme SV ou V est le volume du systéme.
On peut dans les deux cas simuler des systémes de trés grande taille a des
températures tres faibles.

Les observables les plus usuelles (y compris celles concernant la dynamique en
temps imaginaire du systéme) peuvent étre mesurées.

A ces divers titres, la méthode SSE et 1'algorithme de boucle sont clairement les
méthodes numériques les plus puissantes et efficaces pour la simulation de systémes
de spins quantiques non frustrés.

5.2 Différences
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La méthode SSE est plus générale que 'algorithme de boucle qui n’est bien
défini que pour des systémes de type Heisenberg. Elle peut s’appliquer en
général a tous les systémes quantiques ne présentant pas de fagon “flagrante”
de probléme de signe.

Dans le cas des spins quantiques, on ne peut pas utiliser I’algorithme de boucle
si le champ magnétique ou ’anisotropie sont trop forts. Il faut obligatoirement
recourir a la méthode SSE.

La généralisation & des spins S > 1 est rapide et aisée dans ’algorithme de
boucle, plus longue dans le cas de SSE. 1l est peut-étre possible de généraliser
I’astuce de symétrisation des spins fréres dans le cadre de la méthode SSE.

[’algorithme de boucle présente de facon naturelle des estimateurs améliorés
efficaces. Grace a ces estimateurs, des calculs dans la limite thermodynamique
et directement a 7" = 0 sont réalisables. La généralisation de ces estimateurs
améliorés est certainement possible dans le cadre du SSE.

La représentation directe dans le temps imaginaire continu de I’algorithme de
boucle permet, a notre avis, de calculer les quantités dynamiques plus simple-
ment qu’avec la méthode SSE.

D’un point de vue technique, la méthode SSE est plus simple & implémenter
que l'algorithme de boucle. En particulier, il est plus facile de travailler avec
des entiers (puissances de développement) dans la méthode SSE qu’avec des
nombres décimaux (temps de saut) dans I’algorithme de boucle.



6 Application au modéle de Heisenberg ferromagnétique tridimensionnel

6 Application au modeéle de Heisenberg ferromagné-
tique tridimensionnel

Dans cette derniére section, nous présentons briévement des résultats prélimi-
naires obtenus avec la méthode SSE pour le modéle de Heisenberg ferromagnétique
isotrope en trois dimensions.

Ce modéle présente une transition de phase & température finie entre un état
paramagnétique et un état ferromagnétique, cette transition devant se situer dans
la méme classe d'universalité que le modéle de Heisenberg classique en trois dimen-
sions (voir la publication [57| et références incluses). L’utilisation des techniques SSE
devrait permettre a la fois de vérifier I’équivalence classique-quantique dans ce pro-
bléme et obtenir avec une précision accrue les exposants critiques. Trés récemment,
De Souza et Lyra [58| se sont intéressés au méme probléme.

Dans ce but, nous avons généralisé les outils du Monte Carlo classique au cas
quantique. Pour ce faire, les techniques de repondérage d’histogramme [59, 60| ont
été étendues au cas quantique, a la fois pour 'algorithme de boucle (voir chapitre II)
et la méthode SSE*. Ces techniques permettent d’utiliser des données tirées d’une
simulation effectuée a la température T, pour estimer différentes observables a une
température 77, différente de T (assez proche en pratique). La méthode d’histo-
grammes a été tres largement utilisée dans ’étude des phénomeénes critiques clas-
siques au cours des derniéres années. Notons que le travail de De Souza et Lyra [58]
utilise les mémes idées de repondérage d’histogrammes.

Il y a plusieurs facons de déterminer la température critique 7, a partir de simu-
lations Monte Carlo. Dans le chapitre V est proposée une méthode alternative pour
déterminer le point critique. Pour cette étude, nous avons utilisé une méthode plus
“classique” et calculé le cumulant de Binder [61]:

<m*>

U=1--—""_
3 < m?>2

(34)
ou m est ’aimantation du systéme. Il est bien connu que les courbes représentant le
cumulant de Binder pour différentes tailles de systémes se croisent a 7,. La valeur
du cumulant de Binder précisément au point critique est une quantité universelle.
Une attention particuliére doit étre apportée au calcul du cumulant de Binder
dans des simulations de Monte Carlo Quantique puisqu’il est imposible d’avoir accés
directement a m, seule sa composante m, suivant ’axe z est accessible. Une simple
intégration sur ’angle solide conduit & (m?) = ﬁ(ma) (pour @ pair) et le cumulant
de Binder s’écrit aussi:
5<m?>

U=1- ————.
27 <m?2 >?

(35)

La figure II1.6 représente le cumulant de Binder calculé selon I’équation (35)
pour différentes tailles du réseau tridimensionnel. Les croisements des courbes pour
différentes tailles donne une estimation 7, = 0.83905(5) de la température critique,

4. M. Troyer et F. Alet, non publié.
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F1G. II1.6 — Cumulant de Binder U en fonction de la température pour différentes
tailles de réseau pour le modéle de Heisenberg ferromagnétique en trois dimensions.
Le croisement des différentes courbes donnent une estimation de la température cri-
tique.

en bon accord avec les résultats de De Souza et Lyra [58|. Les valeurs des expo-
sants critiques que nous obtenons* sont aussi en accord avec les résultats de la
référence [58] ainsi que la classe d’universalité du modéle de Heisenberg classique
en trois dimensions [62, 63|, prouvant I’équivalence classique-quantique dans ce cas
d’étude.

Par contre, la valeur U* du cumulant de Binder au point critique obtenue U* =
0.622(1), ne concorde pas avec celle que proposent De Souza et Lyra [58|, U* =
0.4504(1). Notre résultat, contrairement & celui avancé dans la référence [58], est
en accord avec la classe d’universalité du modéle de Heisenberg classique en trois
dimensions pour laquelle les simulations Monte Carlo classique [62] estiment U* =
0.6217(8).

Notons que les simulations n’ont été effectuées qu’a quelques unes des tempéra-
tures symbolisees dans la figure II1.6 (par exemple T" = 0.838, 0.839, 0.840 pour le
réseau 96 x 96 x 96). Cette remarque prouve l'intérét et lefficacité des techniques
d’histogramme.
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Chapitre IV

Spectres RVMIN de chaines de
Haldane dopées

Systémes unidimensionnels, chaine de Haldane

1.1 Conjecture de Haldane

Les systémes magnétiques quantiques a basse dimension se révélent étre un
champ d’études fourni et surprenant. Ainsi, & une dimension, la physique des chaines
de spins antiferromagnétiques est radicalement différente pour des spins entiers ou
demi-entiers. Considérons le modéle unidimensionnel antiferromagnétique le plus
simple que ’on puisse imaginer pour des spins quantiques, le modéle de Heisenberg:

H=1J)S; Si. (1)

On prendra par la suite J > 0 comme échelle d’énergie. Depuis les travaux
de Bethe [64], nous savons que le spectre de ce hamiltonien pour des spins 1/2 ne
posséde pas de gap, et que son fondamental présente un quasi-ordre a longue distance
(la fonction de corrélation spin-spin décroit en loi de puissance). Par généralisation
tacite de ce résultat, il était naturel de croire que ce type de comportement critique
était commun & toutes les chaines de spin.

C’est Haldane qui met le feu aux poudres au début des années 80 [65, 66| en
conjecturant que la nature des chaines de spin S est différente selon la valeur de
S': pour les spins demi-entiers, on retrouve le comportement critique de la chaine
de spins 1/2 (c’est-a-dire quasi-ordre a longue portée et pas de gap de spin); pour
les spins entiers par contre, le fondamental est un liquide de spins possédant une
longueur de corrélation finie et se trouve séparé du premier état excité par un gap
de spin. L’argument de Haldane, basé sur une transformation (mapping) vers le
modéle o non linéaire, prévoit que le gap de spin se ferme exponentiellement avec S
dans la limite classique S — oo (et que la longueur de corrélation diverge elle aussi
exponentiellement avec la valeur du spin):

A(S) ~ S%™™ et £(S) ~ S7te™, (2)
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F1G. IV.1 — Relation de dispersion w(Q. = mq) mesurée par diffusion de neutrons
sur le composé CsNiCls a T = 6.2K. Le gap de Haldane est visible pour la valeur
Q. =1 du vecteur d’onde (figure extraite de la référence [67]).

indiquant la nature purement quantique du phénomene.

La transformation de Haldane est justifiée dans la limite des grandes valeurs de
S mais il est maintenant établi sans aucun doute que cette conjecture est aussi valide
pour les S entiers les plus petits: I’évaluation numérique la plus récente [22] donne
aux chaines de spins S = 1, 2, 3un gap A = 0.41048(6), 0.08917(4), 0.01002(3) et une
longueur de corrélation £ = 6.0153(3), 49.49(1), 637(1) respectivement. Bien que ne
disposant que de trois valeurs, la prévision (2) semble qualitativement vérifiée. Trés
généralement, on se référe & une chaine de spins entiers et a son gap afférent comme
chaine et gap de Haldane, et la phase magnétique associée (que nous décrirons dans
le paragraphe 1.3) est appelée phase de Haldane.

1.2 Confirmations expérimentales

Qu’en est-il d’un point de vue expérimental ? Les exemples concernent en grande
majorité des chaines de spin 1 portés en général par un ion Nickel Ni?*. L’observation
d'un gap pour des valeurs de spin plus grandes est plus difficile, car plus faible!.

Plusieurs paramétres peuvent rendre difficile une confirmation expérimentale:
tout d’abord, le systéme doit étre bien unidimensionnel. Ainsi, dans le premier
exemple de matériau présentant un gap de Haldane, CsNiCls, le couplage interchaine
J. de ordre de 1072 est déja trop grand et induit un ordre de Néel tridimensionnel
a Ty = 4.85K [69]. Le gap de Haldane est alors visible & des températures supé-
rieures par diffusion de neutrons (voir figure IV.1). C’est aussi le cas de SrNiyV,Og

1. Notons toutefois qu’il existe une réalisation expérimentale d’une chaine de spins 2 [68].
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qui s’ordonne & 7' = 8K [70].

Une anisotropie sur site (correspondant a des termes D(S?)? dans le hamilto-
nien) trop élevée peut aussi empécher une comparaison quantitative avec le mo-
déle (1). Ainsi, c’est encore la diffusion inélastique de neutrons [71, 72, 73| sur
Ni(C2HgN3)2NOy(ClO,), un composé plus unidimensionnel (J; ~ 10~*) ne s’ordon-
nant pas a basse température, qui révéle ’existence de plusieurs gaps de Haldane
dus a l'anisotropie dans ce systéme pour lequel D ~ 0.18. Si ce genre de terme est
trop grand, il peut méme emmener un systéme de la phase de Haldane vers une
phase non magnétique dite “de grand D”. De méme, un terme biquadratique de type
B(S;-Si;1)? pourrait déstabiliser la phase de Haldane. Ce terme est en général assez
faible dans les composés expérimentaux, bien qu’il soit possible qu’il ait une forte
influence dans LiVGeyOg [74] (le débat [75, 76, 77| reste entier pour ce composé).

Bien souvent, les composés présentent une combinaison de tous ces facteurs,
rendant difficile I’observation expérimentale de la physique de Haldane. A ce titre,
Y,BaNiOs [78| est une exception notable puisqu’il semble étre modélisable quasi-
parfaitement par un hamiltonien (1) de spins 1. Ainsi, ce matériau présente un
couplage interchaine négligeable (.J, inférieur & 5.107%), son anisotropie sur site est
faible D ~ 0.03 et un processus biquadratique inexistant. De plus, la valeur assez
forte de son intégrale d’échange J ~ 285K permet d’étudier assez facilement sa
phase basse température (c’est-a-dire T << A)2. Enfin, il est relativement facile de
doper chimiquement cette chaine de Haldane quasi idéale avec des impuretés non
magnétiques (Zn ou Mg), magnétiques (Cu) ou chargées (Ca); ce qui va permettre
de sonder la réponse de la phase de Haldane (et d’un liquide de spins en général) a
de telles perturbations.

1.3 Approche Solide de Liens de Valence

Nous avons briévement présenté la conjecture de Haldane et effectué une petite
revue expérimentale de matériaux pouvant la confirmer. Mais quelle est la nature
de la phase associée? Malheureusement, il n’existe pas d’argument intuitif pouvant
justifier la prédiction de Haldane: c’est un terme topologique absent ou non dans la
transformation vers le modéle o non linéaire qui différencie les théories des champs
des chaines de spins entiers ou demi-entiers. Par contre, un modéle trés proche du
hamiltonien (1) pour des spins 1 a été introduit par Affleck, Kennedy, Lieb et Tasaki
en 1987 [79]: le fondamental de ce modéle nommé AKLT est exactement connu et
permet de donner un sens physique a la phase de Haldane. En suivant la démarche
de la référence [79], nous allons d’abord donner et décrire ’état Solide de Liens de
Valence (Valence Bond Solid - VBS), puis formuler le hamiltonien dont il est le
fondamental exact.

L’approche VBS de la chaine de spins 1 est la suivante: chaque spin 1 est dé-
composé en 2 spins 1/2 symétrisés dans ’état triplet, et chaque spin 1/2 forme un
singulet avec un de ses spins 1/2 voisins (voir figure IV.2). On a affaire alors & un
solide de singulets (d’ou l'appellation Valence Bond Solid) puisque la fonction de

2. Malheureusement, le corrolaire est qu’il est impossible d’'imposer un champ magnétique de
saturation h ~ J & ce matériau.
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Fi1G. IV.2 — Image Valence Bond Solid (VBS) de la chaine de spins 1. Chaque
spin 1 est décomposé en deux spins 1/2 symétrisés (I’opération de symétrisation est
symbolisée par la figure ovale). Chacun de ces spins 1/2 forme un singulet (ligne
pointillée) avec un des spins 1/2 plus proches voisins.

corrélation singulet-singulet vaut 'unité. Il est utile de préciser immeédiatement que
cet état VBS n’est pas le fondamental de la chaine de spins 1. Par contre, Affleck et
al. [79] ont construit un modéle pour lequel 1’état VBS est le fondamental exact. 11
s’agit de:
Haxir = stz‘ -Sit1 — B(Si - Sis1)? (3)
i

au point 3 = —1/3. Le terme biquadratique 3(S; - S;;1)? qui s’ajoute n’a de sens
que pour des spins S > 1. Le préfacteur numérique 1/3 est assez petit et peut nous
laisser espérer que la correction due a ce terme est faible. C’est en effet le cas, et
il a été montré par plusieurs méthodes (voir la publication [80] pour une liste de
références) qu’il existe une phase unique (phase de Haldane) pour —1 < 8 < 1. Le
point isotrope § = 0 et le point AKLT § = —1/3 en faisant partie, une bonne image
physique du fondamental de la chaine de spins 1 est donc celle de ’état AKLT. Cet
état n’étant composé que de liens aux plus proches voisins, on voit facilement qu’il
ne présente des corrélations spin-spin qu’a courte portée et posséde donc un gap de
spin. Le calcul exact [79] donne Eaxpr = 1/1In3 et Axkrr = 0.664. Ceci nous donne
une bonne intuition de ’origine du gap et de la longueur de corrélation finie de la
chaine de spins 1.

En un mot, la physique de la phase de Haldane nous est donnée par I’état VBS;
cette approche est particuliérement utile lorsque nous considérons des chaines ou-
vertes.

1.4 Chaines ouvertes, excitations de spin 1/2

Considérons maintenant une chaine de spins 1 avec des conditions aux bords
ouvertes. Grace a l'approche VBS, il apparait immédiatement (voir figure 1V.3)
que deux spins 1/2 sont libérés par ces conditions aux bords (il n’y a plus de lien
singulet entre eux). Ceci est un cas particulier d’'un résultat général qui indique
un renforcement des corrélations magnétiques sur les sites proches d’une impureté
non magnétique dans les systémes de spins [81]. Cet effet est par exemple observé
expérimentalement dans les systémes spin-Peierls (voir par exemple la référence [82]),
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F1G. IV.3 — Approche VBS de la chaine de spins 1 ouverte. Pour les deux sites de
bords de chaine, un spin 1/2 est libéré par les conditions auz bords ouvertes (il ne
forme plus de singulet avec un spin 1/2 voisin).

bien que des travaux récents remettent ceci en cause dans des cas ou la frustration
rentre en jeu [83, 84]. Il est amusant de remarquer ici que c¢’est un résultat exact
(tout du moins au point AKLT).

Ces spins 1/2 effectifs de bord ont fait 'objet de nombreuses études (voir publi-
cation [85] et références incluses). En particulier, Kennedy a étudié numériquement
ce probléme pour la chaine de spins 1 isotrope [86]: il a montré que lorsque les
conditions aux bords sont périodiques, le fondamental est un singulet non dégé-
néré alors qu’il existe un singulet et un triplet sous le gap de Haldane lorsque les
conditions aux bords sont ouvertes. La différence d’énergie entre ces deux multiplets
diminue exponentiellement avec la taille de la chaine, donnant un fondamental dé-
généré quatre fois dans la limite thermodynamique. Kennedy montre alors que ceci
peut étre interprété dans I'image des spins 1/2 de bords comme un couplage effectif
Jot = (=) e~/ entre ces spins, résultant en triplet et singulet déja évoqués. Ici, L
est la longueur de la chaine et & est la longueur de corrélation de volume (bulk) de
la chaine de spins 1. Le singulet (respectivement le triplet) est le fondamental pour
une chaine avec un nombre pair (resp. impair) de spins. Bien que ces effets de bords
puissent paraitre anecdotiques, il est important de se rendre compte que ce sont les
degrés de liberté pertinents du systéme car toutes les autres excitations possédent
un gap (qui plus est conséquent).

Une maniére trés simple de visualiser ces excitations de spins 1/2 est de calculer
le profil d’aimantation (S7) d’une chaine ouverte. Nous 'avons représenté sur la
figure IV.4 pour une chaine de 100 spins: on y voit un maximum d’aimantation sur
les sites de bord, puis une décroissance de ces “excitations” au fur et 4 mesure que
I'on s’éloigne des bords. Il a été montré analytiquement [87] et numériquement |7,
87, 88, 89| que cette décroissance était exponentielle avec de nouveau la longueur de
corrélation de volume & ~ 6.02:

(S7) = (S)(=)Fe M. (4)

La structure antiferromagnétique alternée est conservée par le facteur (=)~ et les
simulations donnent (S7) ~ 0.532 [7]. Il a été montré que ces excitations de spins
1/2 subsistent dans toute la phase de Haldane —1 < § < 1 [85].
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F1G. IV.4 - Profil d’aimantation (S?) d’une chaine de spins 1 ouverte ¢ T =0 cal-
culé par DMRG. On voit clairement des excitations d’aimantation exponentiellement
localisées en chaque fin de chaine.

Plus récemment, Lecheminant et Orignac [90] ont fourni une analyse détaillée de
ces profils d’aimantation de chaines ouvertes par des techniques de bosonisation.

1.5 Mises en évidence expérimentales des spins 1/2 effectifs

Ces excitations de bords existent non seulement sur le papier, mais ont été
aussi observées expérimentalement, dans des composés de Haldane ou une partie
des spins 1 est remplacée par des ions non magnétiques. Ainsi la susceptibilité de
CsNi;_4Mg,Cl; augmente a basse température (voir figure IV.5) alors qu’on s’at-
tend & un comportement activé x ~ exp(—A/T) pour un systéme a gap de spin .
En fait, il s’agit tout simplement de la contribution Curie des spins 1/2 libres qui
ont été créés par le remplacement du Ni par le Mg non magnétique. Ces expériences
ont aussi prouvé que, en accord avec I'image VBS, chaque impureté non magnétique
induisait deux spins 1/2, de part et d’autre de l'impureté. Ces spins 1/2 effectifs
ont aussi été mis en évidence par Résonance Paramagnétique Electronique (RPE)
dans des chaines dopées avec des entités non magnétiques [91], magnétiques [92],
mais également dans des systémes non dopés mais “fracturés” au niveau microsco-
pique [93]. Ces spectres RPE ont été trés bien reproduits de fagcon numérique [94].
Des mesures de chaleur spécifique [95] sur YoBaNi; Mg, Os révélant une anomalie
de Schottky avaient dans un premier temps été interprétées en terme d’excitations de
spins 1, mais des études ultérieures ont montré que ces expériences pouvaient aussi
s’expliquer par les effets des spins 1/2 de bord lorsque la distribution des chaines et
’anisotropie étaient prises en compte [96].

Toutes ces études expérimentales s’étaient concentrées sur la phase basse tempé-
rature (c’est-a-dire T' < A), ou les excitations de spin 1/2 sont bien définies, sondant
la physique sous le gap de Haldane. Plus récemment, Tedoldi et collaborateurs [98]
ont démontré de trés belle maniére les effets de ces spins 1/2 pour des températures
autour du gap en effectuant des mesures de Résonance Magnétique Nucléaire (RMN)
sur YoBaNi; (Mg,Os: 'image des profils d’aimantation est directement lisible dans
les spectres RMN pour cette gamme de température. Trés bizarrement, ces spectres
ne présentent plus de pics satellites (qui prouvent 1’existence des excitations de spins
1/2) pour des températures inférieures au gap, alors que c’est précisément 1a ou ils
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F1G. IV.5 — Susceptibilité magnétique du composé CsNi;_,Mg,Cls en fonction de la
température pour le cas pur x =0 et le cas dopé x = 0.02 (figure extraite de la réfé-
rence [97]). Dans le cas pur, la susceptibilité chute exponentiellement alors qu’une
remontée de la susceptibilité est observable a basse température pour [’échantillon
dopé par des impuretés non magétiques (voir texte).

devraient étre le plus observables. Tedoldi et al. donnent plusieurs explications a
ce phénomeéne: ’élargissement observé du pic central du spectre qui “brouille” tous
les pics satellites pourrait étre di a la distribution de longueurs de chaines provo-
quée par la répartition aléatoire des impuretés. Des effets de couplage interchaine
ou d’anisotropie pourraient aussi avoir une telle conséquence.

Ces mesures RMN nous ont amené a considérer des systémes de Haldane ouverts
a des températures finies soumis & un champ magnétique (comme c’est le cas dans
les expériences de RMN), dans le but d’étudier les excitations de spins 1/2 & des
températures de ’ordre du gap, mais aussi d’essayer de comprendre les spectres
RMN pour les températures les plus basses. Dans les prochaines parties, nous allons
montrer les résultats de nos simulations sur de tels systémes.
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F1G. IV.6 — Profils d’aimantation dans Sf, = 1 pour une chaine ouverte de 29 sites
pour différentes températures en champ nul. Le profil ¢ T = 0 (cercles remplis) est
obtenu par DMRG, les autres températures par MCQ. L’enveloppe de la courbe a
T = 0 est indiquée par une ligne en pointillés.

2 Profils d’aimantation de chaines de Haldane ou-
vertes

2.1 Considérations techniques

Nous souhaitons simuler des chaines de spin 1 ouvertes, & température et champ
magnétique finis. La méthode numérique la plus adaptée est le Monte Carlo Quan-
tique (MCQ), et nous avons ici utilisé ’algorithme de boucle en temps continu (voir
chapitre II). Nous allons tout d’abord étudier de maniére qualitative I'influence de
la température puis celle du champ sur les profils d’aimantation pour une chaine ou-
verte de taille fixe, ici 29 spins. Ce nombre impair indique que le fondamental est le
triplet, trés 1égérement plus bas que le singulet. Les autres états excités sont bien au
dessus, le gap étant de ’ordre de celui de Haldane dans la limite thermodynamique
A ~ 0.5. Par la suite, toutes les énergies seront mesurées en unités de la constante
d’échange J.

2.2 Influence de la température

A cause de la symétrie par renversement du temps, ’aimantation (sur site) est
nulle en ’absence de champ magnétique. Nous avons donc étudié I'influence de la
température sur les profils d’aimantation dans le secteur S¢, = 1. Sur la figure IV.6,
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sont représentés les résultats obtenus par MCQ pour différentes températures finies
et & T = 0 par DMRG. On observe la structure alternée antiferromagnétique qui
tend & étre diminuée avec 'augmentation de la température.

Pour la température la plus basse 7' = 0.1 (bien en dessous du gap), le profil
est quasi identique & celui du fondamental obtenu par DMRG. A T = 0, la décrois-
sance de l'aimantation sur site autour du bord de la chaine est bien exponentielle
comme indiqué dans la formule (4) avec une longueur typique égale a la longueur
de corrélation de volume & ~ 6.

A haute température, ’aimantation alternée décroit de sa valeur de bout de
chaine plus rapidement, indiquant une longueur de corrélation plus faible. Aux plus
hautes températures, les spins du milieu de la chaine (autour de ¢ = 15) sont polarisés
et témoignent d’une aimantation moyenne (S?) = 1/L ~ 0.034. Dans la gamme de
températures correspondant aux expériences de Tedoldi (7" = 0.3—0.8), la structure
due aux excitations de spins 1/2 de bord est clairement visible: de tels résultats
confirment 'existence de ces excitations pour des températures au-dessus du gap,
méme si 'aimantation sur site de fin de chaine y est réduite de facon significative.

2.3 Influence du champ magnétique

En enlevant la contrainte de travail du secteur magnétique SZ, = 1, nous consi-
dérons les effets du champ magnétique sur les profils d’aimantation. Nous avons
calculé cette dépendance pour deux températures différentes T = 0.1 < A et
T = 0.526 > A (cette derniére température correspondant & une de celles utili-
sées dans les expériences de RMN).

Pour les deux profils, I'aimantation est évidemment nulle en absence de champ
magnétique. Pour 7" = 0.1, les seuls états qui vont étre affectés par le champ sont
dans les secteurs S7, = %1 du triplet. En augmentant le champ, I’état d’aimantation
totale S7, = 1 sera favorisé énergétiquement et le profil va prendre une structure
alternée, mettant en évidence I’existence des excitations de fin de chaine (voir fi-
gure IV.7). Pour des champs suffisamment grands, nous devrions obtenir des résul-
tats comparables a ceux présentés dans la partie précédente obtenus en 1’absence de
champ magnétique mais dans le secteur S7, = 1. Ceci est clairement le cas et pour
h = 0.3, on retrouve quasiment la structure & champ nul du secteur S¢, = 1 (voir
courbe & T'= 0.1 de la figure IV.6). Par contre, si le champ magnétique est trop fort
(disons h > 0.3), les états magnétiques de secteurs différents se trouvant au dessus
du gap de Haldane vont contribuer a la moyenne thermique de 'aimantation sur site
et, bien que la structure alternée soit encore bien présente, nous ne retrouvons pas
parfaitement les résultats sans champ. Cet effet est notamment observable sur les
résultats au champ h = 0.4: Paimantation sur site (S?) pour les spins impairs (qui
ont tous une valeur moyenne positive) est trés proche de sa valeur dans le secteur
S¢. = 1, alors que pour les spins pairs, (S7) est plus élevé pour h = 0.4 que dans le
secteur SZ, = 1. Ceci est particuliérement visible pour les spins pairs de milieu de
chaine.

A plus haute température T = 0.526, les effets de fin de chaine sont moins
importants, particuliérement pour les champs faibles (figure IV.8). En augmentant
la valeur du champ, principalement deux effets sont observables. Le premier est la
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F1G. IV.7 — Profil d’aimantation pour une chaine ouverte de 29 sites pour différentes
valeurs du champ magnétique a T = 0.1. L’enveloppe de la courbe a champ nul dans

le secteur SE, =1 est indiquée par une ligne en pointillés.
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Fi1Gc. IV.8 — Profil d’aimantation pour une chaine ouverte de 29 sites pour diffé-
rentes valeurs du champ magnétique a T = 0.526. L’enveloppe de la courbe pour le
champ h = 0.08 utilisé dans les expériences de Tedold: est indiquée par une ligne en
pointillés.
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3 Spectres RMN

T 0.993 0.702 0.526 0.27
E(T) | 1.57 £ 0.23 | 2.37 + 0.37 | 2.97 + 0.13 | 4.62 £ 0.11

TAB. IV.1 — Dépendance en température de la longueur de corrélation déterminée a
partir des profils d’aimantation obtenus dans un champ h = 0.08.

simple polarisation des spins de milieu de chaine, relativement peu affectés par les
effets de fin de chaine. Lorsque par la suite, nous présenterons les résultats concernant
les spectres RMN, cet effet se traduira par un déplacement positif du pic central du
spectre RMN (celui correspondant aux cas ou la sonde RMN est proche d’un milieu
de chaine). Le second effet est la polarisation progressive des spins de fin de chaine
au fur et & mesure que le champ magnétique augmente. La valeur du champ la
plus grande h = 0.08 correspond & celui utilisé dans les expériences de Tedoldi. Le
signal di aux excitations de fin de chaine apparait clairement pour ces valeurs de
température et de champ. Comme la température est assez grande, la longueur de
corrélation est petite et les effets de bord ne sont visibles que sur les premiers spins
proches de la fin de la chaine.

2.4 Estimation de la longueur de corrélation

Il existe plusieurs méthodes pour obtenir la longueur de corrélation dans des si-
mulations numeériques (voir par exemple la méthode du second moment discutée dans
le chapitre II). Ici, nous obtenons la longueur de corrélation de maniére alternative,
en étudiant la décroissance de I'aimantation sur site. Comme expliqué précédem-
ment, 'aimantation sur site décroit exponentiellement lorsque que ’on s’éloigne de
la fin de la chaine avec une échelle caractéristique reliée a la longueur de corrélation
de volume. Ici, nous avons obtenu la longueur de corrélation a température finie
&(T) en estimant cette décroissance exponentielle de la fagon suivante:

(S7) = (SDH(=)"" exp(=(i = 1)/&§(T)) + (=)" " exp(=(L = 4) /&(T))] + (Si)- (5)

L est la longueur de la chaine (nous avons effectué cette estimation numérique pour
les plus grandes longueurs de chaines disponibles L = 150 —200) et (S7) correspond
a 'aimantation induite par le champ a haute température (typiquement ’aimanta-
tion sur site des spins du milieu pour lesquels les effets de bords sont invisibles).
Les résultats présentés dans le tableau IV.1 sont en accord avec les estimations nu-
meériques plus traditionnelles [22] et les résultats expérimentaux tirés des spectres
RMN [98]. Rappelons que nous n’utilisons pas la meilleure méthode pour déterminer
la longueur de corrélation de volume: nous déterminons ici la longueur de corréla-
tion liée aux excitations de bords de chaine, qui se trouve coincider avec la longueur
de corrélation de volume.

3 Spectres RMN

Nous avons vu les effets du champ magnétique et de la température sur les ex-
citations de spin 1/2 présentes aux bords des chaines de Haldane ouvertes. Nous
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sommes donc bien armés pour reconstruire numériquement les spectres RMN de
ce genre de systémes. En particulier, nous souhaitons comparer, voire reproduire,
les mesures expérimentales de Tedoldi et al. [98] sur le composé YsBaNi;_ Mg, Os.
Pour ceci, nous décrirons en premier lieu et briévement la géométrie du composé
pour comprendre ol se situe la sonde RMN et montrerons de quelle maniére nous
avons construit les spectres numériques. Ensuite, les résultats seront présentés puis
comparés aux résultats expérimentaux. Enfin, nous discuterons finalement des ac-
cords et différences observés.

3.1 Reconstruction du spectre numérique

La méthode de reconstruction numérique des spectres RMN est ici décrite en
indiquant les approximations utilisées. Nous ne rentrerons pas ici dans les détails
d’une expérience de RMN; pour la suite, il est suffisant de savoir, pour schémati-
ser grossierement, que l'intensité du signal RMN est proportionnelle au nombre de
noyaux (dont on fait la spectroscopie RMN) qui obéissent a la résonance [99, 100 :

Kv = Hy+ A(S?) (6)

ou Hj est le champ magnétique, K une constante, v la fréquence de la résonance,
A le “champ hyperfin” et A(S?) le champ local vu par la sonde RMN. Dans les
expériences de Tedoldi , la fréquence v est fixe et c’est le champ magnétique Hy qui
varie. Pour simplifier, disons simplement que lorsque nous présenterons des spectres
RMN, I’'axe des abscisses sera directement proportionnel a I’aimantation locale vue
par la sonde RMN, le facteur de proportionnalité étant le couplage hyperfin A.

Intéressons-nous maintenant a la géométrie du composé YoBaNi;_(Mg,Os. Les
spins 1 sont portés par les ions Ni?T qui s’alignent en chaines. Les impuretés non
magnétiques Mg viennent prendre la place de ces ions et coupent donc les chaines
de Haldane, libérant les excitations de spins 1/2. Dans les expériences de Tedoldi,
la spectroscopie RMN est effectuée sur Y qui se trouve approximativement au
milieu de deux chaines: le signal RMN doit donc étre proportionnel & la somme
de 'aimantation sur site des deux Ni situés sur différents segments de chaine. La
géométrie du composé est schématisée sur la figure IV.9.

A cause de la variation assez importante des longueurs de chaine et la variation
résultante de ’aimantation sur site, les pics satellites du spectre RMN sont élargis,
comme nous le verrons plus tard. En moyennant sur un grand nombre de longueurs
de chaine, il est possible de reconstruire le spectre RMN & un facteur multiplicatif
preés.

En considérant que la distribution des impuretés non magnétiques est aléatoire,
nous utilisons une distribution géométrique pour les tailles des chaines. La probabi-
lité d’avoir une chaine de taille L est donnée par:

p(L) = z(1 - )", (7)

ou x est la concentration en impuretés. La longueur moyenne d’une chaine est don-
née par L =Y ° lz(1—z)" = 1/x—1, qui se réduit en L = 1/z si z est suffisamment
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Fic. 1IV.9 — Repésentation schématique de la géomélrie du composé

Y,BaNi;_ Mg,Os. Les chaines de spin 1 portés par Ni*t sont interrompues
par le Mg non magnétique. L’ Y, I’élement dont on fait la spectroscopie RMN, se
trouvant a peu prés au milieu de deux chaines, voit comme champ local I’aimantation
locale des deuz chaines.

petit. Conformément aux expériences de Tedoldi, nous avons pris x = 5%. La distri-
bution géométrique (7) est assez large et bien que les grandes chaines soient moins
probables que les petites, elles contribuent de fagon significative aux spectres RMN.
Nous avons donc calculé des profils d’aimantation pour des chaines de grandes tailles,
jusqu’a L = 200 pour T' # 0 par MCQ et jusqu'a L = 500 & T = 03. Ces calculs
ont été effectués pour différentes températures entre 7' ~ 0.2 et ~ 1.0 pour une
valeur du champ magnétique h = 0.08 ~ 14 Teslas correspondant aux expériences
de Tedoldi.

Les spectres RMN sont construits de la maniére suivante: en accord avec la
situation expérimentale, sont choisies aléatoirement (selon la distribution (7)) deux
tailles de chaine et la somme des aimantations des deux chaines calculée site par
site. Les deux sites dont I'aimantation est additionnée a chaque pas correspondent
aux deux spins 1 les plus proches voisins de la sonde RMN dans les expériences.
Lorsqu’une des deux chaines est terminée, nous insérons un site & aimantation nulle
(ceci correspond a 'impureté), retirons une nouvelle longueur de chaine selon (7)
et continuons le méme processus jusqu’a ce que la limite thermodynamique soit
atteinte. Le spectre RMN est alors donné par I'histogramme du champ local vu par
un atome d’Yttrium, c’est-a-dire la somme de I'aimantation sur site des deux sites
les plus proches de I'Y sur les deux chaines. Cette procédure doit étre proche de la
situation expérimentale.

Pour pouvoir comparer ces résultats aux spectres expérimentaux, il suffit de
changer d’échelle les axes x et y, ce que nous avons fait en ajustant le spectre expé-
rimental sur le premier pic satellite du spectre numérique. L’axe y étant en unités
arbitraires, ce changement d’échelle ne pose pas de problémes. Pour I'axe x, le fac-
teur d’échelle utilisé est de 'ordre de 0.8 — 0.9, ce qui correspond approximativement
au champ hyperfin 8°Y — Ni** expérimentalement déterminé & 1.3 Teslas [98].

3.2 Spectres numériques - résultats

Quel est le type de spectre auquel on peut s’attendre (au moins d’un point de
vue qualitatif) ? Le pic central correspond a la situation ou le champ local vu par I'Y

3. La probabilité d’avoir une chaine de taille L > 200 est inférieure 4 4.10~2 selon la distribution
géomeétrique.
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Fic. IV.10 — Analogie schématique entre les pics RMN et les sites d’une chaine
ouverte (voir texte). Cette figure est tirée de la référence [101].

s’annule soit parce que I'Y est proche du milieu de deux segments ot I’aimantation
sur site est proche de zéro, soit a cause de deux contributions approximativement
égales et de signe opposé.

Si I'Y est plus proche du premier site d’un segment de chaine, il doit ressentir
un champ local fort di & ’aimantation de bord de chaine et cela doit se convertir
en un déplacement positif fort par rapport au pic central dans le spectre RMN. En
supposant une aimantation quasi nulle sur 'autre chaine, nous devrions observer
un pic satellite prononcé, correspondant a la valeur de ’aimantation sur site des
premiers sites des chaines. Avec des excitations exponentiellement localisées autour
des fins de chaine, la valeur la plus probable de I'aimantation sur "autre chaine est
proche de zéro. Ce n’est pas strictement le cas et cela résulte en un élargissement
des pics satellites.

Si I'Y est proche du deuxiéme site d’une des chaines, nous devrions observer
avec le méme raisonnement un deuxiéme pic satellite dont le déplacement est cette
fois-ci négatif par rapport au pic central. La distance au pic central de ce pic satellite
doit étre plus faible. Il est alors possible d’identifier les différents pics satellites avec
I’aimantation sur site au fur et & mesure que ’on s’éloigne de la fin d’une chaine.
Ceci est tres clairement résumé dans la figure IV.10: plus on s’éloigne de la fin de la
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chaine, plus les pics satellites correspondants doivent se rapprocher du pic central.
A cause de I’alargissement significatif des pics, seuls les premiers pics satellites sont
observables.

Il est théoriquement possible avec une faible probabilité que 'Y soit proche des
premiers sites sur les deux chaines a la fois (par exemple ler site-ler site, ler site-
3iéme site ou bien 2iéme-2iéme, 2iéme-4iéme ...). Cela devrait se traduire par des
pics secondaires avec un déplacement de I'ordre de deux fois le déplacement des pics
satellites principaux. Cette situation étant peu probable, I'intensité de tels pics doit
étre faible. Dans nos calculs & 7" = 0, nous observons toutefois un pic secondaire
noté (1’) a deux fois la valeur absolue du premier pic satellite (voir figure IV.12).

Comparons maintenant nos résultats numériques a la fois a la petite explication
“théorique” que nous venons d’effectuer mais aussi aux résultats expérimentaux de
Tedoldi (figure IV.11).

Les spectres numériques sont en excellent accord avec les résultats expérimentaux
pour les trois plus grandes températures. Il faut noter toutefois que 'intensité du
pic central est toujours sous estimée dans les simulations comparées aux résultats
expérimentaux; ceci peut étre dii a une distribution différente d’impuretés. Nous
ne considérons pas de corrélations entre les impuretés dans notre modéle: nous
discuterons briévement de ce point dans la section 3.4.

Décrivons les spectres obtenus (figure IV.11): il existe un pic central pour toutes
les températures et sa position est décalée vers les valeurs positives d’aimantation
au fur et & mesure que ’on augmente la température; ceci est dii au fait que les spins
(de milieu de chaine) sont plus facilement polarisés par le champ magnétique a haute
température (voir partie 2.3). Les spectres sont plus larges a basse température car
les profils d’aimantation y sont plus développés, comme nous l’avons vu dans la
section 2.2.

En plus du pic central, plusieurs pics satellites peuvent étre observés dans la
figure IV.11: comme expliqué, le déplacement par rapport au pic central correspond
a la valeur de I'aimantation sur les sites voisins de la sonde. Nous avons numéroté
sur les spectres les différents pics satellites selon la proximité & une fin de chaine.
Il est trés clair que la structure magnétique des spins voisins d’'une impureté est
de mieux en mieux définie lorsque la température est abaissée. Par exemple, pour
la plus haute température T' = 0.993, seuls deux pics satellites sont visibles, alors
que les autres pics satellites ne peuvent étre distingués du pic central. Pour 7' =
0.526, jusqu’a six pics sont observés et davantage encore plus pour la température
la plus basse 7" = 0.27. Cette température qui correspond au spectre a 77K dans
les expériences de Tedoldi se situe en dessous du gap (environ égal a 100K pour ce
composé). Les mesures RMN montrent dans ce cas un pic unique trés large: aucun
signal de pics satellites n’est observé. Tedoldi et al. proposent [98] une explication
liée & la distribution des longueurs de chaine: cet effet est bien pris en compte
dans nos simulations et plusieurs pics satellites bien définis peuvent étre observés
a cette température. Il est quasiment certain que Pexplication est ailleurs (voir une
discussion dans la partie suivante).

Finalement, nous montrons dans la figure IV.12 le spectre obtenu & 7"= 0: on
y observe de nombreux pics bien définis. En particulier, le pic secondaire noté (1’)

79



Chapitre IV. Spectres RMN de chaines de Haldane dopées

120 - T=0.993=283K
60
O - J
T=0.702=200K 80
i 40
60 [ 0
a0 L T=0.526=150K
20
0 15
10
5
. | , | , | , g 0
-0.06 -0.02 0.02 0.06 0.1

F1G. IV.11 — Spectres RMN numériques et expérimentaux pour une concentration en
impuretés x = 0.05 a7 = 0.993, 0.702, 0.526 et 0.270. Les résultats numériques sont
obtenus avec des simulations MCQ a champ et température finis pour des longueurs
de chaines allant jusqu’a L = 200. Notons que le dernier spectre expérimental a
été obtenu avec moins de résolution que pour les autres températures (la séparation
entre les points correspond a la résolution erpérimentale).

correspond au cas évoqué précedemment ou 'Y se situe proche de deux fins de
chaines. Malheureusement, il n’existe pas de spectres RMN expérimentaux obtenus
a trés basse température qui nous aurait permis d’effectuer une comparaison avec
ce dernier calcul.

3.3 Discussion

Les résultats présentés dans ce chapitre montrent clairement que les excitations
de spins 1/2 sont observables en champ magnétique a des températures au-dela du
gap. D’un point de vue théorique, il est connu que le gap A de la chaine de spin 1
correspond & une branche a un seul magnon pour & = 7. Autour de £ = 0, un conti-
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F1G. IV.12 — Spectre RMN numérique pour une concentration en impuretés x = 0.05
aT = 0. Ces résultats ont été obtenus par DMRG a température et champ nuls dans
le secteur S7, = 1. Des longueurs de chaines jusqu’a L = 501 ont été utilisées dans
ce calcul. Le pic marqué 1' correspond a la situation ou le noyau RMN est situé a

proximité de deux fins de chaines (voir texte).

nuum a deux magnons doit commencer & une énergie proche de 2A et un continuum
a trois magnons pour k£ = 7 pour une énergie autour de 3A [102]. Il est alors logique
de s’attendre a ce que les excitations de spin 1/2 soient toujours observables jusqu’a
ce que les continua a deux et trois magnons soient peuplés thermodynamiquement,
c’est-a-dire pour des températures de I’ordre de 3A ~ 300K pour ce composé.

Des différences notables existent entre nos résultats numériques et les résultats
expérimentaux pour la température la plus basse 7' = 77K. Comme le suggérent,
Tedoldi et al. [98], anisotropie sur site ou les couplages interchaines pourraient en
principe avoir un role important. Cependant, étant donné la valeur de ces énergies
D ~8Ket J, < 2K, il est peu probable que cela ait une influence pour une valeur si
grande de la température. Le couplage interchaine en particulier, dont on sait (voir
chapitre V) qu’il peut avoir une valeur critique faible, ne semble étre pertinent qu’a
des températures trés basses (1" ~ 4K) dans les expériences de Payen et al. [103| sur
le méme composé dopé YyBaNi;_Mg,Os. De méme, les effets dus a la distribution
large des longueurs de chaine ne peuvent étre tenus responsables d’un tel désaccord.

Le caractére unidimensionnel ne pouvant étre spécialement remis en cause, il
reste possible que les expériences de RMN n’aient pas été effectuées avec une ré-
solution suffisante pour le dernier spectre* Cela n’est pas impensable étant donnée
la faible résolution expérimentale (donnée par les carrés dans la figure IV.11) pour
ce spectre a T = 77K. En effet, il semblerait que des expériences plus récentes de
RMNS sur le méme composé permettent d’observer les pics satellites absents dans

4. F. Tedoldi, communication privée.
5. J. Bobroff, communication privée.
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F1G. IV.13 — Spectres RMN numériques et expérimentaux pour une température T' =
0.526 = 150K pour des concentrations en impuretés x = 0.025, 0.05 et 0.1. Notons
ict que 'axe des x est ici le vrai champ magnétique imposé dans les expériences
RMN.

les spectres de Tedoldi et al. pour cette gamme de température située en dessous du
gap.

3.4 Dépendance au dopage des spectres RMN

Une autre source de différence entre les expériences et les calculs numériques
peut se situer au niveau de la distribution des longueurs de chaines.

Dans une série d’expériences plus récentes®, Horvati¢ et Tedoldi ont effectué
des mesures RMN sur des échantillons de Y,BaNi;_,Mg,O5 avec différents dopages
x = 0.025,0.5 et 0.1. Les résultats de leurs mesures sont montrés figure IV.13 en
traits pleins. Nous avons effectué des calculs MCQ pour différentes concentrations
en impuretés; nos résultats sont représentés en lignes pointillées. La température est
ici T'= 150K ou nous obtenons comme vu précédemment un accord correct entre
les spectres numériques et expérimentaux pour une concentration en impuretés de
z = 5%.

Etudions ces spectres briévement. Nous remarquons que pour z = 0.1, le pic
central est encore clairement visible pour le spectre expérimental alors qu’il a quasi-
ment disparu dans le spectre numérique. Cette tendance semble progressive lorsque

6. M. Horvati¢ et F. Tedoldi, non publié.
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la concentration en impuretés est augmentée. Ceci signifie que dans le composé,
les chaines sont en moyenne plus longues que dans les simulations (le pic central
recevant la contribution des milieux de chaines).

Ces résultats remettent donc en cause (en tout cas a fort dopage) le caractére
aléatoire de la répartition en impuretés dans le calcul numérique. Pour obtenir une
situation plus conforme a la réalité, on pourrait imaginer des interactions attractives
entre impuretés, formant ainsi des amas et créant de ce fait des chaines plus longues.
Ceci reste trés spéculatif.

Un autre effet & souligner” est qu’a faible dopage, les pics satellites semblent
légérement plus larges que dans les simulations. Ceci n’est pas trés rassurant pour
une détection expérimentale des pics satellites & plus basse température : étant donné
que les simulations (voir par exemple le spectre & T = 77K de la figure IV.11)
prévoient un élargissement notable du spectre, il sera encore plus difficile d’observer
des pics satellites expérimentaux encore plus larges.

Les résultats de cette derniére section montrent donc qu’il faut probablement
modifier la distribution des longueurs de chaines dans le modéle théorique si I'on
souhaite obtenir une correspondance précise entre simulations et expériences pour
une gamme plus large de dopage.

3.5 Perspectives

Les différentes perspectives ouvertes par ce travail peuvent se classer principale-
ment en deux catégories.

La premiére consiste en I’étude systématique d’impuretés dans des chaines de
Haldane, qu’elles soient magnétiques ou non. Ainsi, I'ajout de spins 1/2 dans une
chaine de spin 1 ouvre des états a I'intérieur du gap de Haldane [104] et la spectro-
scopie RMN, appuyée par des calculs Monte Carlo Quantique, peuvent permettre
de comprendre ce qu’il se passe localement autour de I'impureté. Des premiers résul-
tats® concernant la chaine Y,BaNiOs dopée avec des ions magnétiques Cu (portant
un spin 1/2) semblent montrer des spectres qualitativement proches de ceux obtenus
avec un dopage non-magnétique. Cependant, une réduction de la largeur du spectre
est notable. Des calculs Monte Carlo Quantique préliminaires semblent reproduire
ces résultats lorsque les spins 1/2 sont couplés faiblement de fagon antiferromagné-
tique avec les spins 1 les plus proches. Ce sujet constitue une piste prometteuse pour
poursuivre cette étude.

Une seconde possibilité consiste a considérer ’effet d’'impuretés non-magnétiques,
cette fois-ci dans des systémes de Haldane bidimensionnels. Comme nous le verrons
dans le chapitre V, des chaines de Haldane faiblement couplées présentent toujours
un gap de spin. Il a été suggéré (voir par exemple les références [105, 106]) que les
liquides de spin bidimensionnels pouvaient s’ordonner & 7' = 0 en présence d’impu-
retés non magnétiques, grace a la mise en ordre de moments magnétiques localisés
autour des impuretés (ici, ce sont les spins 1/2 de bord de chaine). Ce phénoméne
d’ordre par le désordre a été vérifié a la fois numériquement [107, 108, 109] et expé-
rimentalement [110, 111].

7. M. Horvatié, communication privée.
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Dans le cas du matériau PbNiyVoOg composé de chaines de spins 1 faiblement
couplées, un ordre antiferromagnétique a été observé lorsque ce composé était dopé
avec du Mg non magnétique [112|. Nous avons observé cet effet pour des chaines
de spin 1 faiblement couplées (J* = 0.02), mais la difficulté numérique de cette
étude® nous a empéché de conclure sur ’existence d’une concentration critique z,
pour lequel 'ordre antiferromagnétique apparait. Yasuda et al. obtiennent z, = 0
(c’est-a-dire que I'ordre magnétique apparait aussi faible que soit la concentration
en impuretés) par des calculs de Monte Carlo Quantique similaires aux noétres [109],
mais ces calculs sont en fait limités & x = 0.02, pour des raisons techniques analogues
a celles énoncées.

Il nous apparait que la proposition x. = 0, qui semble tout & fait correcte pour
des liquides de spins composés de spins 1/2, n’est peut-étre pas valide pour des
chaines de Haldane faiblement couplées. Pour vérifier ceci, il faudra attendre soit
de nouveaux ordinateurs plus puissants, soit une avancée algorithmique. Le résultat
d’une telle étude sera a la fois intéressant d’un point de vue théorique, mais aussi
en relation directe avec les expériences.

8.1l faut simuler plusieurs réalisations du désordre sur des systémes trés grands & trés faible
température 8 > 1000.
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Chapitre V

Chaines de Haldane couplées

1 En route vers I’ordre magnétique

Nous avons vu dans le chapitre IV que la chaine de spins 1 a pour état fondamen-
tal un liquide de spins ne présentant pas d’ordre a longue portée. D’un autre coté,
le réseau carré de spins 1 (couplés par un échange antiferromagnétique) présente lui
un ordre de type Néel & T = 0 (résultat exact obtenu dans les références [113, 114]).
Il y a donc une transition de phase a température nulle vers un état ordonné lorsque
I’on passe d’'un modéle unidimensionnel & un modéle en deux dimensions.

Il existe essentiellement deux maniéres de passer de d = 1 & d = 2: soit en
augmentant progressivement le nombre de chaines, soit en considérant un réseau
anisotrope ol les interactions interchaines sont plus faibles que les interactions in-
trachaines. Le premier cas a révélé une physique trés surprenante, celle des échelles
de spins [115]: par exemple, les échelles de spins 1/2 possédant un nombre pair
de montants présentent un gap de spin, alors que les échelles de spins ayant un
nombre impair de montants n’en ont pas. Bien qu’il existe plusieurs réalisations ex-
périmentales d’échelles de spins, la seconde situation (réseau anisotrope) se trouve
génériquement plus proche des vrais matériaux. En effet, tous les composés consi-
dérés comme unidimensionnels possédent un couplage interchaine résiduel.

Nous allons par la suite nous placer dans le cadre de réseaux anisotropes (voir
figure V.1). Les motivations d’une telle étude sont plurielles. Comme nous 1’avons
vu dans le chapitre IV, plusieurs composés répondant & la physique de Haldane
sont connus. Une étude du réle du couplage interchaine est alors directement per-
tinente pour comprendre les expériences sur ces composés. Comment se fait-il que,
par exemple, certains s’ordonnent & basse température (par exemple CsNiCls), et
d’autres non (YoBaNiOj), alors que le couplage interchaine semble négligeable dans
les deux cas? D’un point de vue théorique, cette étude se place dans le cadre des
transitions de phase quantiques, c’est-a-dire des transitions & température nulle di-
rigées par un paramétre extérieur (ici le couplage interchaine). Enfin, d’un point
de vue numérique, nous allons introduire une méthode Monte Carlo auto-adaptante
particuliérement efficace pour la recherche et ’étude de points critiques quantiques.
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F1G. V.1 — Chaines de Haldane faiblement couplées par un couplage interchaine J*.

1.1 Contexte général de cette étude

Dans cette partie le modéle suivant sera considéré, mettant en scéne des chaines
de Haldane couplées par un échange perpendiculaire J; :

Ly

H=>""[Si; Sis1;+J"Si;Siju1] - (1)

=1 j=1

Que savons-nous de ce genre de systémes? Comme présenté dans l'introduction,
nous connaissons trés bien la physique pour deux valeurs de J+: pour J+ = 0, il
s’agit de chaines de Haldane découplées (le fondamental est un liquide de spins)
alors que 'ordre antiferromagnétique de type Néel s’établit pour J+ = 1. II existe
donc une valeur J} pour laquelle 'ordre magnétique apparait.

Pour des spins 1/2 dans la méme situation, il semble maintenant établi [116,
117, 118] que J} = 0, c’est-a-dire que I'ordre apparait & 7 = 0 pour une valeur
infinitésimale du couplage interchaine. La chaine de spins 1/2 présentant elle-méme
un quasi-ordre a longue portée, il n’est pas surprenant de voir qu’une petite pertur-
bation, aussi faible soit elle, va emmener le systéme vers I’ordre magnétique.

Dans le cas de spins 1 et puisque le systéme unidimensionnel présente un gap A,
un argument naif nous donne J: ~ A il faut apporter une énergie de I’ordre du gap
pour ordonner le systéme. Nous allons voir par la suite que cet argument n’est pas
tout & fait exact. En effet, bien que J- soit non nul, il a une valeur particuliérement
faible comparée au gap de Haldane.

Les études précédentes sur ce probléme reposaient en général sur des approxi-
mations lorsqu’il s’agissait de calculs analytiques, et étaient limitées en taille ou
en précision lorsqu’il s’agissait de simulations numériques. Ainsi, Azzouz et Dou-
ot [119] obtiennent par bosonisation J- ~ 0.0019. Sakai et Takahashi [120, 121]
trouvent une borne inférieure J- > 0.025 par diagonalisation exacte couplée avec
une approximation de champ moyen. Koga et Kawakami [122] obtiennent par une
méthode de type cluster expansion J;- = 0.056(1); Kim et Birgeneau [118] trouvent
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1 En route vers ’ordre magnétique

quant & eux J;} = 0.040(5) par Monte Carlo Quantique. Seule cette derniére étude
ne reposait sur aucune approximation (si ce n’est la température finie et la discré-
tisation de Trotter) et se trouve étre la plus fiable.

Dans I’'idée de clarifier ces résultats divers, nous avons simulé ce modéle par des
techniques de Monte Carlo Quantique (MCQ) en temps continu, en proposant une
méthode particuliérement adaptée a la localisation de points critiques quantiques.
Trés récemment, en utilisant les mémes algorithmes MCQ, Matsumoto et al. [123]
ont obtenu avec une grande précision J;- = 0.043648(8). Les résultats que nous
allons présenter sont en parfait accord avec cette valeur obtenue par une méthode
plus “traditionnelle” et plus onéreuse en temps de calcul.

1.2 Contexte des transitions de phase quantiques

La transition que nous allons étudier est une transition de phase quantique
(TPQ). A l'opposé des transitions de phase thermales dirigées par la température
T, les TPQ sont controlées par un paramétre extérieur A\ qui peut renforcer les
fluctuations quantiques. Les phénomeénes critiques associés aux TPQ), lorsque A se
rapproche d’une valeur critique A, séparant une phase ordonnée d’une phase désor-
donnée & T = 0, peuvent étre influencés par le caractére quantique et donner lieu
a de nouvelles classes d’universalité. Pour une discussion poussée sur les différentes
caractéristiques des transitions de phases quantiques, on consultera le livre de Sa-
chdev [124].

La classe d’universalité est caractérisée par ses exposants critiques qui peuvent
étre définis de la méme maniére que dans le cas de transitions de phase classiques.
Dans la suite, on suivra la présentation de Troyer et al. [125]. Le paramétre critique
est I’écart au point critique ¢ = A — A, (on considére que A\ > A, correspond a la
phase désordonnée). Ainsi la longueur de corrélation diverge comme :

Ent™, (2)

définissant I’exposant critique v. Un probléme quantique en dimension d est équi-
valent & un probléme classique en dimensions d + 1 (voir décomposition de Trotter-
Suzuki au chapitre II), la nouvelle dimension étant le temps imaginaire. Ici 4 T = 0,
le systéme est aussi infini dans cette direction, et la longueur de corrélation dans le
temps imaginaire diverge d’une autre maniére :

b, 3)

ou 'exposant dynamique z n’est pas nécessairement égal a I'unité (les directions d’es-
pace et de temps imaginaire ne sont pas équivalentes). De méme ’échelle d’énergie
correspondante (le gap de spin dans notre cas) s’annule comme A ~ t*.

Enfin, parmi d’autres quantités, le paramétre d’ordre (I’aimantation alternée
ms dans notre cas) devient non nul comme m, ~ (—t)? et la fonction de corrélation
associée diverge en loi de puissance de la distance G(r) ~ r (@224 pour A = A, la
dimension d dans la formulation classique étant remplacée par la dimension effective
d+ z.
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Tous ces exposants sont liés par la relation d’hyperscaling (super-loi d’échelle)
suivante :

2= (d+z—-2+n)r. (4)

A quel type de transition de phase quantique peut on s’attendre dans notre
cas? La nature antiferromagnétique du probléme nous donne z = 1. Malgré cer-
tains doutes émis dans des études plus anciennes [126], il semble maintenant éta-
bli [125, 127] que les transitions de phase quantiques pour des systémes quantiques
antiferromagnétiques en deux dimensions sont dans la méme classe d’universalité
que les transitions de phase thermiques du modéle classique correspondant en trois
dimensions. En particulier, dans notre cas, les exposants critiques sont les mémes
que ceux du modéle de Heisenberg classique pour d = 3. Ceci est un résultat de théo-
rie des champs [128, 129, 130, 131| prouvant 1’équivalence du modéle de Heisenberg
antiferromagnétique avec le modéle o non linéaire quantique en deux dimensions,
puis avec son équivalent classique a d = 3.

Nous testerons ces prédictions par la suite, et, pour ce faire introduirons dans
la prochaine section un algorithme simple, utile pour localiser automatiquement les
points critiques quantiques.

2 Meéthodes auto-adaptantes

Comment localiser avec grande précision un point critique dans des simulations
sur des réseaux de taille finie? En général, les méthodes proviennent du domaine
du Monte Carlo classique, et sont assimilables & des croisements de cumulants de
Binder [61| ou & des maxima de cumulants généralisés [132]. Ces méthodes sont
en général combinées a des méthodes de repondérage d’histogramme (histogram
reweighting) [59, 60]. Ces méthodes sont trés précises, mais aussi trés coiteuses
car on n’a pas a priori d’estimation pour le paramétre critique. Qui plus est, les
techniques d’histogramme ne sont que peu ou pas généralisables au cas quantique
(voir une rapide présentation de travaux en cours dans ce sens dans la section 6 du
chapitre IIT).

Dans les simulations en Monte Carlo Quantique, une méthode souvent utili-
sée [127] pour localiser le point critique est de calculer le ratio £/L (€ est la longueur
de corrélation, L la taille du systéme). Au point critique, il est simple de voir par
des arguments d’analyse de taille finie que cette quantité est indépendante de la
taille du systéme. Ainsi, il suffit de déterminer ce ratio pour différentes tailles de
systémes et différentes valeurs du paramétre de transition, de tracer les courbes cor-
respondantes et de déterminer le point ou toutes les courbes se croisent. C’est par
exemple la méthode employée par Matsumoto et al. [123] dans la transition de phase
quantique qui nous intéresse. Sur la figure V.2, on observe tres bien ce croisement
autour de J} ~ 0.0436. Il est aussi possible d’obtenir les exposants critiques par un
ajustement de différentes quantités autour du point critique. Il apparait enfin clai-
rement, en comptant le nombre de points sur cette figure, que ’effort pour obtenir
cette valeur est énorme d’un point de vue numérique.

N’étant intéressé que par le point critique, on peut se demander s’il n’existe pas
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F1G. V.2 — Matsumoto et al. calculent le ratio £/ L pour différentes tailles de réseau.
Ces courbes se croisent au point critique de la transition étudiée : on lit ici J+ ~
0.0436 (figure extraite de la publication [123]).

des méthodes moins cotiteuses en termes de temps de calcul pour simuler directement
la physique du point critique. Il se trouve que ce genre de méthodes existe dans le
cadre de simulations de systémes classiques, et nous les appellerons méthodes auto-
adaptantes.

2.1 Meéthodes auto-adaptantes dans le cas classique

Pour la simulation de modéles classiques, plusieurs algorithmes s’ajustant auto-
matiquement au point critique ont été proposés. En utilisant des idées de percolation
par invasion, Machta et al. [133| ont proposé un algorithme nommé invaded cluster
algorithm ot des blocs critiques sont directement engendrés, donnant la température
critique comme un résultat de la simulation

Plus récemment, Tomita et Okabe [134] ont suggéré une méthode plus simple
pour calculer la température critique de modéles de Potts-Ising en utilisant les algo-
rithmes de blocs classique. Dans les algorithmes de Swendsen-Wang [19] ou de Wolff
|20] (voir chapitre II), ils proposent d’augmenter ou de diminuer la probabilité p de
connecter un spin a un bloc durant la simulation Monte Carlo. Le choix d’augmen-
ter ou de diminuer p, et ainsi la température, dépend de la percolation ou non des
derniers blocs rencontrés durant la simulation. Si, dans le dernier pas Monte Carlo
effectué, aucun des blocs Swendsen-Wang ne percole, cela dénote une configuration
de type haute température, et p doit étre augmentée (la température diminuée) pour
se rapprocher de 7,. Par contre, si au moins un des blocs percole, la configuration
est plutdt de type basse température, et il faut diminuer p. Ainsi, la distribution des
blocs se dirige vers celle du point critique, la relation entre la percolation de clusters
et le point critique étant connue pour ce genre de modéles classiques [135, 136].

La généralisation de ces algorithmes pour les simulations de systémes quantiques
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Chapitre V. Chaines de Haldane couplées

serait clairement trés désirable, mais se réveéle difficile pour différentes raisons. Pre-
miérement, la structure des boucles de I’algorithme du méme nom (voir chapitre II)
est plus complexe que dans le cas classique et leur relation avec les problémes de
percolation est moins claire. Pendant la création d’une boucle, il n’est pas possible
de donner la probabilité pour qu’un simple “spin” soit ajouté. Deuxiémement, ’ex-
posant critique dynamique z, qui relie les fonctions de corrélations dans ’espace réel
et le temps imaginaire, n’est en général pas connu'. Donc un engendrement direct
de boucles critiques apparait difficile.

Nous proposons alors de généraliser I’approche de Tomita et Okabe aux simula-
tions de Monte Carlo Quantique effectuées avec I’algorithme de boucle. Nous allons
montrer qu’ajuster le paramétre de transition pendant la simulation selon le fait
que la longueur de corrélation est plus grande ou plus petite qu’une certaine valeur,
permet une détermination trés précise du point critique quantique. Les exposants
critiques associés a cette transition peuvent étre aussi directement obtenus.

2.2 Description de la méthode

La méthode proposée est proche de celle suggérée par Tomita et Okabe [134].
Pendant la simulation Monte Carlo, une variable estimant & quel point le systéme
est critique, dans notre cas la longueur de corrélation &, est contintiment observée
conduisant & modifier le paramétre de controle A, selon le fait que la variable critique
satisfait ou non un certain critére. A peut étre la température 7' (comme dans la ré-
férence [134]) ou directement un parameétre du hamiltonien gouvernant la transition.
L’algorithme va alors équilibrer A & une valeur moyenne \.(L) dépendant de la taille
L du systéme, ou le critére édicté est satisfait exactement. La chose la plus difficile
dans cet algorithme est de choisir un critére numérique simple indiquant que 1’on se
trouve dans une phase ordonnée ou non. Nous discuterons le choix d’un critére effi-
cace un peu plus loin. Ayant déterminé la valeur critique A.(L) pour plusieurs valeurs
de L, il est possible d’obtenir ). en extrapolant vers la limite thermodynamique.

a) Procédure détaillée

Nous décrivons ici la méthode pour un systéme de taille linéaire L. Dans un
premier temps, il est nécessaire de choisir une valeur initiale A\g(L) pour le paramétre
de controle A. A\g(L) peut étre choisi selon une intuition physique du point critique,
ou grace au résultat d’une simulation pour un systéme de taille plus petite. Dans la
plupart des cas, il est utile de choisir A\o(L) dans une phase a longueur de corrélation
finie.

Un certain nombre Nipermm de pas Monte Carlo de thermalisation est alors ef-
fectué pour aider ’algorithme & localiser grossiérement A (L). Durant ces pas, A
est modifié par =Ag) tous les Ng, pas selon le critére que nous évoquerons plus
tard. Les Ng, pas Monte Carlo sont utiles pour “thermaliser” le systéme a la valeur
actuelle de )\ afin d’éviter des problémes d’autocorrélation entre les configurations.
Dans la référence [134], A est changé a chaque pas Monte Carlo. Tomita et Okabe

1. Dans le cas particulier de la transition de phase quantique que nous allons étudier, nous avons
z =1 (la relation de dispersion pour les ondes de spins antiferromagnétiques est linéaire).

90



2 Méthodes auto-adaptantes

argumentent que dans la limite AX — 0, I’ensemble échantillonné par ’algorithme
est asymptotiquement ’ensemble canonique, ce qui signifie que chaque configuration
est automatiquement équilibrée pour une nouvelle valeur de A\ trés proche de celle
actuelle. Il nous apparait toutefois plus sir d’effectuer quelques pas Monte Carlo
supplémentaires avant de changer A de nouveau. On peut noter que AgA n’est pas
nécessairement fixe, mais peut étre par exemple modifié linéairement de AgA & une
valeur plus petite A\ utilisée dans le reste de la simulation : cela permet de réaliser
des grands pas de A au début de la simulation ou \g(L) est loin de sa valeur critique
Ae(L).

Quand ces Niperm pas Monte Carlo sont terminés, Ny, pas de mesure sont effec-
tués avec la méme procédure : chaque Ny, pas, A est modifié d’une petite valeur fixe
+A\ et les observables (dont \) sont mesurées durant ces Ny, pas. A la fin des Ny
pas, nous obtenons une distribution de A centrée autour de la valeur critique A.(L)
pour cette taille L. Pour 'interprétation de la distribution finale de A, il est préfé-
rable d’utiliser une valeur fixe de A\ pendant les Ny,s pas de mesure. Typiquement,
on choisit AX ~ 1/V out V est le volume du systéme.

Pour pouvoir déterminer \., la derniére étape consiste a répéter ce calcul pour
différentes valeurs de L puis & extrapoler vers la limite thermodynamique. Ceci
va nous permettre d’obtenir ’exposant de la longueur de corrélation v; les autres
exposants pouvant aussi étre obtenus dans cette étape avec une analyse de taille
finie d’autres observables.

b) Choix d’un critére

Discutons maintenant d’un critére pour augmenter ou diminuer A. Dans les ré-
férences [133] et [134], deux critéres basés sur la percolation des blocs ont été in-
troduits. Ces critéres, nommés critéres d’extension et topologique dans le cadre des
simulations classiques [133|, peuvent en principe aussi étre utilisés dans les simu-
lations de MCQ avec ’algorithme de boucle: la percolation ou 'enroulement (le
winding) des boucles peuvent étre choisis pour déterminer le changement de valeur
pour A. Cependant, l'interprétation dans ce cas est moins claire : des calculs prélimi-
naires ont montré que la distribution exponentielle des tailles de boucles était large
et peu utile pour déterminer A\.. En particulier, cette distribution a peu de chances
de changer qualitativement lorsque A passe le point de transition suite aux effets de
taille finie. Un algorithme basé sur la distribution des tailles de boucles & 7" = 0 et
dans la limite thermodynamique pourrait cependant étre intéressant a étudier.

Nous préférons choisir un critére différent : A est modifié suivant une estimation
de la longueur de corrélation £ pendant les N, pas. Il s’agit du méme type de critére
que celui utilisé dans 'algorithme dit de “masse” (fized cluster algorithm) [137|. 11
est intéressant de noter que ce critére n’est pas nécessairement relié aux boucles
de I’algorithme et peut probablement étre utilisé dans d’autres simulations Monte
Carlo ne jouissant pas d’algorithme de bloc. L’algorithme de boucle est cependant
bien utile ici car il thermalise rapidement les configurations pendant les N, pas et il
permet de plus l'utilisation d’estimateurs améliorés pour la longueur de corrélation
(voir chapitre II). Il est utile d’effectuer un nombre Ny conséquent de pas pour
obtenir une bonne estimation de la longueur de corrélation. Enfin, notons que le
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détail du critére n’est utile que d’'un point de vue numérique: en effet, tous les
critéres imaginables devraient conduire a la méme valeur de J:- et des exposants
critiques. La seule chose variant d’un critére a ’autre est le préfacteur devant toutes
les lois d’échelle, ce qui va correspondre a la rapidité de I'algorithme a converger vers
le point critique. C’est dans ce sens qu’il est utile d’avoir une idée de la difficulté
numérique sous-jacente lorsque 1’on choisit un critére.

Nous allons maintenant proposer deux critéres concernant la longueur de corré-
lation. Le premier (A) est le suivant : si la longueur de corrélation calculée est plus
grande que la taille du systéme (£ > L), alors le systéme est considéré dans la phase
ordonnée et A\ est augmenté pour se diriger vers la phase désordonnée. Si £ < L, A
est diminué. Le critére de sélection est donc:

A: &=L (5)

La distribution de A est alors enregistrée, et A.(L) estimé pour chaque taille de
réseau. Ce critére donne une bonne estimation de la valeur du point critique, mais
ne réussira pas a déterminer les exposants critiques. Ceci est dii au fait qu'une esti-
mation de £ pour une taille de systéme telle que & ~ L souffre d’effets de taille finie
prononcés. En particulier, extrapolation de A (L) vers la limite thermodynamique
ne suit pas une simple loi d’échelle permettant une détermination des exposants
critiques.

Il est bien connu d’un point de vue numeérique que les corrections de taille finie
sont réduites de facon significative lorsque la taille du réseau est plusieurs fois plus
grande que la longueur de corrélation. Typiquement, si L > 6, les effets de taille
finie devraient étre trés faibles. Le second critére (B) sera donc:

B: £=7, (6)

pour limiter les corrections de taille finie.

3 Reésultats et discussion

3.1 Application aux chaines de Haldane couplées

Revenons dans cette derniére section au probléme physique. Nous allons ap-
pliquer la méthode précédemment décrite pour 1’étude de la transition de phase
quantique entre la phase de Haldane et la phase de Néel pour des chaines de spin
1 couplées. Ici notre paramétre de transition est J+: J* est augmenté lorsque la
longueur de corrélation &, dans la direction des chaines est trop faible (inférieur a L
selon le critére A ou L/6 selon le critére B) et diminué si la longueur de corrélation
est trop grande.

Nous avons utilisé 1’algorithme de boucle en temps continu (voir chapitre II)
en mettant a profit un grand nombre de ses fonctionnalités: simulations de spins
S =1 |22, estimateurs améliorés [37| pour le calcul de la longueur de corrélation
selon la méthode du second moment [38], possibilité d’effectuer les simulations a
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F1G. V.3 — Histogramme de J* obtenu pour le réseau L = 66, L, =10 a T = 0 avec
le critere B (£ = £). La distribution est piquée autour de J;-(66) = 0.0236(1).

T =0 [21] ... Le modéle (1) a été simulé sur des réseaux de taille L x L,. Pour les
tailles les plus petites, des réseaux carrés ont été étudiés a 1" = 0; pour les systémes
les plus grands L, < L (avec L, > &, ol &, est la longueur de corrélation dans la
direction transverse), des températures finies (mais bien plus faibles que le gap de
taille finie) ont été utilisés pour des raisons purement techniques.

3.2 Résultats

Sur la figure V.3 est représenté un exemple de distribution de J+ obtenu pendant
nos simulations pour L = 66 avec le critére B. La distribution est trés piquée autour
d’une valeur moyenne bien définie permettant une détermination facile de J:(L).
En principe, il est possible d’extraire de ’étude de la variation avec L de ces his-
togrammes d’autres informations liées aux exposants critiques. Malheureusement,
nous n’avons pas obtenu assez de statistiques pour exploiter une telle possibilité.

Dans la figure V.4, J (L) est représenté en fonction de 1/L pour les deux critéres
A et B. Comme nous I’avons précisé précédemment, le critére A souffre d’importants
effets de taille finie. En particulier, ce critére surestime toujours le couplage critique.
Cela peut paraitre contre-intuitif puisque la longueur de corrélation diverge a J:-.
Cependant, a cause d’effets de taille finie, I’estimation de la longueur de corrélation
ne dépasse la taille du systéme que lorsque 1’on se place assez loin dans la phase an-
tiferromagnétique. Pour un systéme fini, il y a toujours un gap qui limite la longueur
de corrélation.

Dans le but d’extraire un exposant critique, nous estimons dans un premier temps
les résultats par une loi de puissance :

JHL)=J+CL™ (7)
avec J: le couplage critique dans la limite thermodynamique et C' une constante.
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Fic. V.4 — JX(L) en fonction de 1/L pour les deuz critéres A (haut), B (bas)
utilisés. Les lignes sont les ajustements numériques a I’équation (7) et donnent J}+ =
0.0428(4) pour le critére A et J = 0.0438(4) pour le critére B. Les valeurs de J-(L)
trouvées pour le premier (respectivement second) critére sont toujours plus élevées
(resp. plus faibles) que le couplage critique.

Pour le critére B ou € = L/6, nous avons a = 1/v ou v est 'exposant de la longueur
de corrélation. Pour le critére A, a # 1/v & cause des effets de taille finie: la dépen-
dance en L de J! est non triviale. Nous obtenons J: = 0.0438(4) et v = 0.77(2)
pour le critére B, et J1 = 0.0428(4) pour le critére A. Les valeurs les plus certaines
sont bien siir les premiéres, mais on peut noter que méme avec le critére A, il est
possible d’obtenir une bonne estimation de J-.

Nous pouvons essayer d’améliorer cette estimation en incluant une correction
a Ianalyse des effets de taille finie, bien qu’elle soit nettement plus petite pour le
second critére. Par analogie avec les travaux précédents [138, 139, 140] sur I’analyse
de taille finie, nous incluons une correction au premier ordre pour la longueur de
corrélation :

= ¢ —be bt
= a(Jy — I (L) (8)

MmO

Nous obtenons alors v = 0.72(2) et J} = 0.0436(2). En principe, des termes cor-
rectifs d’ordre supérieur peuvent étre inclus, mais nous avons vérifié qu’ils étaient
complétement négligeables. La valeur de J;- déterminée est en parfait accord avec
les calculs MCQ récents de Matsumoto et al. [123|, et apparait bien plus précise et
certaine que des estimations plus anciennes [118, 119, 120, 121].

Une fois qu’une valeur correcte de J:-(L) est obtenue, des estimations plus pré-
cises des autres exposants critiques peuvent étre obtenues en effectuant des calculs
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F1G. V.5 — La susceptibilité alternée x, en fonction de L sur une échelle log-log.
L’ajustement numérique en loi de puissance (9) représenté par la ligne continue
donne n = 0.038(3).

directement a J:(L). La figure V.5 représente la dépendance en taille (en échelle
log-log) de la susceptibilité alternée y;. Selon la théorie standard d’analyse de taille
finie, la susceptibilité alternée diverge comme:

Xs(L) ~ L*77, (9)

et ce, méme avec J} (L) dépendant de L. Nous n’avons pas tenu compte ici de
corrections de la forme (8). Nous obtenons pour cette estimation en loi de puissance
n = 0.038(3).

Les valeurs obtenues de 7 et v sont en parfait accord avec les résultats de Mat-
sumoto et al. [123]. Ces exposants sont trés proches (égaux dans les barres d’erreur)
de ceux du modéle de Heisenberg classique a trois dimensions [62, 63|, confirmant
la prévision que les transitions de phases quantiques pour des systémes antiferroma-
gnétiques bidimensionnels de Heisenberg appartiennent & la classe d’universalité du
méme modéle classique en trois dimensions (voir partie 1.2).

3.3 Discussion et perspectives

Tout d’abord discutons des résultats obtenus sur le probléme physique considéré.
La valeur déterminée pour le couplage interchaine critique J;- = 0.0436(2) est de
fagon surprenante bien plus faible (un ordre de grandeur) que le gap de Haldane
Ap = 0.4106. Il n’existe a notre connaissance aucune justification de ce résultat.
Cela ne veut pas nécessairement dire que notre approximation intuitive J- ~ Ay
est irraisonnée, il y a simplement un facteur 1/10 non prévu. Bien sir, il n’est
pas possible de comparer cette valeur de J} aux couplages interchaines des vrais
matériaux. Non seulement d’autres effets rentrent en jeu (anisotropie etc.), mais
surtout nous traitons ici d’ordre bidimensionnel a T = 0, alors qu’il s’agit dans les
vrais matériaux d’ordre tridimensionnel & température finie. Il est certain que le
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couplage interchaine J;(d = 3) nécessaire a ordonner le systéme tridimensionnel
est plus faible que ce couplage critique bidimensionnel, et on peut imaginer que
J}(d = 3) est aussi d’un ordre de grandeur plus faible que J}(d = 2) = 0.0436(2)>.
Cette valeur est d’ailleurs trés raisonnable compte-tenu de ce que nous savons des
résultats expérimentaux: CsNiCls s’ordonne avec J+ = 0.017 alors que Y,BaNiO;
ne s’ordonne pas (J* < 5.107%).

Les résultats obtenus pour les exposants critiques sont quant & eux bien conformes
a notre attente: nous avons v = 0.72(2) et n = 0.038(3), comparables aux valeurs
pour le modéle de Heisenberg tridimensionnel [62, 63|. Les prédictions d’universalité
avaient déja été sondées dans des travaux précédents [123, 125, 127|. Bien entendu,
la précision est moins bonne en Monte Carlo Quantique que dans le cas de simu-
lations Monte Carlo classique en trois dimensions car les difficultés techniques sont
plus importantes dans le premier cas.

Regardons maintenant les différents avantages que peut procurer le genre de
méthodes auto-adaptantes que nous proposons. Tout d’abord, cette méthode, facile
a adapter pour I’étude d’autres transitions de phase (il s’agit d’une simple modi-
fication dans la partie principale du programme Monte Carlo), peut permettre un
gain substantiel en terme de temps de calcul. En particulier, aucune connaissance de
I’exposant dynamique z n’est nécessaire. Les autres méthodes plus “traditionnelles”,
comme 'utilisation de cumulants de Binder [61], demandent le calcul de la quantité
critique (ici la longueur de corrélation &) pour plusieurs tailles pour de nombreuses
valeurs du paramétre de controle (J1): cela apparait clairement sur la figure V.2.
La méthode que nous venons de présenter nécessite le calcul de cette quantité pour
une taille de systéme, la valeur du paramétre de controle étant automatiquement
déterminée par ’algorithme.

Commentons enfin le choix du critére: nous avons utilisé les critéres & = L et
& = L/6 pour indiquer que notre systéme était ordonné ou non. La figure V.4 in-
dique clairement que le premier critére surestime toujours J- tandis que le second le
sous-estime. On pourrait alors penser qu’un critére du type £ = L/a avec a € [1...6]
donnerait, dés les plus petites tailles, une valeur plus fiable du point critique. Cela
est tout a fait vrai puisque nous savons qu’au point critique £/L = Cte (la constante
étant ici 1/a). Cependant, nous n’avons aucune intuition de cette constante avant
d’effectuer les simulations! Cette amplitude critique dépend des détails microsco-
piques du hamiltonien (elle était par exemple inférieure a 1 dans la référence [127]),
mais aussi du rapport d’aspect (L,/L, par exemple ici) utilisé dans les simulations
(pour la méme transition de phase, Matsumoto et al. [123] trouvent une valeur
proche de 2 pour un certain rapport d’aspect). Ainsi, n’ayant aucune connaissance
de cette amplitude critique, il est préférable, au sens de notre méthode, de choisir
une valeur de a grande (6 ou plus) et d’ensuite effectuer une analyse de taille finie
plutot que de trouver empiriquement une valeur de a qui minimise les corrections
de taille finie, car proche de 'amplitude critique.

Comment poursuivre une telle étude numérique? Comme nous 1’avons déja écrit,
il nous a été impossible de trouver un critére numérique satisfaisant qui correspon-

2. Des calculs préliminaires semblent montrer que des chaines de Haldane couplées dans un
réseau cubique avec un couplage perpendiculaire J+ = 0.01 s’ordonnent & température finie.
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drait & une percolation des boucles. Cela était en particulier di & ’aspect infini du
réseau dans la direction du temps imaginaire, puisque nous avons traité d’une tran-
sition de phase quantique. Nous avons alors choisi un autre critére plus approprié.
Il apparait toutefois possible que pour une transition de phase a température finie,
il soit plus facile d’appliquer un tel critére de percolation.

Tomita et Okabe ont adapté trés récemment leur algorithme au cas de modéles
XY classiques [141]. Il pourrait étre intéressant de voir si une méthode s’approchant
davantage de cet algorithme que celle que nous venons de développer ne pourrait pas
s’appliquer au modéle XY quantique. Par exemple & deux dimensions, nous savons
que ce modéle posséde une transition de phase de type Kosterlitz-Thouless [142].
Des premiers calculs effectués avec la méthode de Développement en séries stochas-
tique (voir chapitre III, partie 3.4) combinée & un critére de percolation semblent
prometteurs pour 1’étude de cette transition.

97



Chapitre V. Chaines de Haldane couplées

98



Chapitre VI

Algorithme non local pour le modéle
de Hubbard bosonique

Dans ce chapitre, nous présenterons un algorithme Monte Carlo non local pour
un modéle de liens classique, qui est la représentation de Villain du modéle de Hub-
bard bosonique a 7" = 0. Aprés une introduction au modéle de Hubbard bosonique
et aux diagrammes de phase qu’on peut y rencontrer, nous rappellerons dans quelle
mesure une transformation de type Villain peut étre effectuée sur sa représentation
en intégrale de chemin afin de dériver un modéle classique équivalent. C’est pour
ce modeéle classique que nous avons développé un algorithme non local : nous intro-
duirons dans la seconde partie cet algorithme et démontrerons son efficacité pour
simuler le modéle équivalent pour la valeur ;1 = 0 du potentiel chimique. Enfin, nous
terminerons cette partie sur les perspectives ouvertes par 1’utilisation de ce nouvel
algorithme. Nous présenterons dans cette derniére partie des résultats préliminaires
obtenus pour la valeur g = 1/4 du potentiel chimique dans le cas pur, et pour la
valeur 4 = 1/2 dans le cas du désordre fort.

1 Motivations

Depuis la fin des années 70, ’absence de phase métallique en dimensions deux
a T = 0 est communément admise pour des électrons libres, et ce car le moindre
désordre va localiser ces électrons [143|. Par contre, lorsque les interactions entrent
en jeu, la situation apparait moins claire. Encore récemment, et selon un consen-
sus, les interactions ne semblaient pas suffisantes pour empécher cette localisation.
Cependant, ces raisonnements ont été remis en cause par les expériences de Krav-
chenko [144] qui mettent en évidence une transition métal-isolant dans des échan-
tillons bidimensionnels & haute mobilité. A I’heure actuelle, il n’existe pas d’expli-
cation théorique consensuelle pour ce phénoméne (voir la revue [145] et références
incluses).

Dans cette partie, nous ne traiterons pas de ce genre de systémes mais tra-
vaillerons autour de systémes bosoniques en dimension deux. Le cas bosonique est
relativement différent. Dans le cas pur (sans désordre), la situation est assez claire :
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a forte interaction, nous obtenons un isolant de Mott avec une probabilité entiére
d’occupation de site alors qu’une instabilité suprafluide peut prendre place lorsque
les interactions sont plus faibles. De plus en dimension deux, un nombre de phases
plus exotiques (des phases solides (7,0) ou (7,7), des phases de type supersolide - &
la fois superfluide et solide -) peuvent exister lorsque 1’on “branche” les interactions
a plus longue portée (voir par exemple la référence [146]).

Alors que sont plus courantes les transitions de phase métal-supraconducteur
ou métal-isolant, il est donc possible d’observer une transition suprafluide-isolant
directe (c’est-a-dire sans phase métallique intermédiaire) dans les systémes boso-
niques. Pour étre plus rigoureux, en dimensions deux, ce genre de systéme n’est
métallique qu’ezactement au point critique séparant les phases suprafluide et iso-
lante : la conductivité a ce point est d’ailleurs supposée universelle [147]. Des travaux
récents contestent toutefois cette image et proposent une phase bosonique métallique
plus étendue [148, 149|.

En présence de désordre, la donne peut étre changée. Qu’en est-il de ’appari-
tion, de la disparition de nouvelles phases ou encore de la possibilité d’une transition
directe suprafluide-isolant? A 'heure actuelle, il semble établi qu’a faible désordre,
une nouvelle phase dite verre de Bose vient s’intercaler entre la phase suprafluide et
Iisolant de Mott [150, 151]|. Cette phase est elle-aussi isolante! mais se caractérise
par une compressibilité non nulle. Dans le cas du faible désordre, il semble toujours
possible d’observer la transition suprafluide-isolant de Mott pour des valeurs particu-
liéres du potentiel chimique [153, 154, 155]. Par contre, la situation est complétement
changée dans le cas du fort désordre, puisque la phase isolant de Mott disparait com-
plétement au profit de la phase verre de Bose : seule une transition suprafluide-verre
de Bose peut étre observée lorsque 'on augmente les interactions [150, 151]. Nous
reprendrons plus tard ’explication de ces diverses phases de maniére qualitative.

Notons ici que la distinction entre électrons et bosons est peut-étre artificielle, une
phase supraconductrice étant tout a fait possible pour des électrons. Dans les supra-
conducteurs a haute température critique, la taille trés faible des paires de Cooper
nous invite a les envisager comme des particules bosoniques. Une relecture de nom-
breux modéles fermioniques a ’aide d’une description bosonique semble d’ailleurs
étre dans l’air du temps (théorie SO(5) projetée de la supraconductivité [156], mo-
déles bosoniques effectifs [157] etc.).

Pour finir, sont présentées ci-aprés quelques situations expérimentales ot la tran-
sition suprafluide-isolant a été observée, transition dirigée par le désordre ou non.
Des expériences sur des films granulaires mettent en évidence cette transition en
fonction de I’épaisseur des films [158, 159, 160| ou du champ magnétique [160, 161].
Les atomes d’*Helium adsorbés sur un milieu poreux [162], les réseaux de jonc-
tions Josephson [163, 164] sont aussi le théatre d’une telle transition. Plus récem-
ment, le groupe de Bloch a mis en évidence de maniére spectaculaire une transition
suprafluide-isolant dans des condensats de Bose-Einstein confinés par des rayons
lasers dans un réseau optique [165].

1. Un travail récent de Dalidovich et Phillips [152] propose toutefois une phase verre de Bose
métallique.
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2 Le modéle de Hubbard bosonique

2.1 Présentation du modéle

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au modéle “simple” (interactions
sur site uniquement) de Hubbard bosonique. Originellement introduit pour décrire
la transition de Mott, le modéle de Hubbard se réveéle pertinent pour tous les sys-
témes oul la physique est gouvernée par la compétition entre un terme cinétique de
délocalisation et un terme d’interaction, ici sur site.

Dans sa forme bosonique, le modéle de Hubbard s’écrit :

H = —tz <I>;f<bj +cc + % an(nz -1)— z:,umZ (1)

(&.7) i

avec @ (respectivement ;) I'opérateur de création (resp. destruction) d’un boson au
site 2, n; = <I>}L<I>Z- étant I’opérateur nombre de particule a ce site. Le terme cinétique
t entre en compétition avec le terme de répulsion U des particules sur site. A noter
que nous traitons ici de bosons de cceur mou, c’est-a-dire qu’il peut y avoir plusieurs
bosons sur le méme site. Enfin, le potentiel chimique p; caractérise 1’énergie sur site.

Considérons le cas non désordonné ou le potentiel chimique est le méme sur tous
les sites. A quelles phases peut-on s’attendre pour ce hamiltonien & température
nulle? Dans la limite sans interaction, les bosons sont libres et la densité est uniforme
dans tout ’espace : les bosons condensent dans le mode £ = 0 de plus basse énergie.
On a alors affaire & un ordre non diagonal (ordre dans l’espace réciproque). Nous
décrivons alors une phase superfluide ot une cohérence de phase s’établit dans le
systéme. Briser cette cohérence de phase est coliteux en énergie, et se traduit par
une rigidité p non nulle (voir paragraphe a) de la section 3.4 pour une définition de
la rigidité). A 'opposé, quand les interactions sont fortes, les particules tendent 2
se localiser sur les sites du réseau: c’est une phase isolant de Mott.

Il existe donc une transition de phase quantique entre la phase isolant de Mott
et la phase superfluide lorsque le rapport t/U est augmenté. Nous reprendrons ces
arguments lorsque nous discuterons du diagramme de phase du modéle classique
équivalent.

2.2 Simulations numériques

Il est possible en théorie de simuler directement le modéle (1) a l'aide d’algo-
rithmes Monte Carlo Quantique. En effet, ce modéle ne présente pas de probléme
de signe. En pratique, la situation est beaucoup plus complexe pour deux raisons
fondamentales. La premiére difficulté provient du fait qu’on a affaire a des bosons de
coeur mou, et qu’il peut y avoir en principe un nombre infini de bosons sur le méme
site: cela est difficile & traiter en pratique. Dans la méthode SSE (voir chapitre III)
par exemple, il faudrait calculer dynamiquement un nombre important d’éléments de
matrice, ce qui est réalisable méme si quelque peu difficile. Une solution consisterait
a imposer statistiquement un nombre faible de bosons par site en se limitant & des
valeurs petites du potentiel chimique. Une autre solution plus communément choisie
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est de considérer des bosons de coeur dur en imposant au maximum un boson par
site (cela revient a prendre U/t — oo). La seule physique intéressante a simuler est
alors donnée par I'ajout de termes d’interaction V; ou V5 a plus longue portée. Nous
n’avons pas fait ce choix ici (voir par exemple la référence [146| pour des simulations
récentes de ce type de modéles).

La seconde difficulté tient dans le fait que, méme en prenant des bosons de
coeur dur, il est difficile de simuler efficacement le terme de potentiel chimique:
la seule méthode moderne efficace est la méthode SSE. En effet, si I'on considére
la correspondance entre le hamiltonien de Hubbard bosonique et le hamiltonien
de Heisenberg (cf. référence [146] pour plus de détails), on voit que le potentiel
chimique correspond a un champ magnétique qui est mal traité par 'algorithme de
boucle (voir section 6.3 du chapitre II).

Si I'on souhaite simuler le modéle (1) sans contrainte de coeur dur, une autre
approche consiste a trouver par intégrale de chemin un modéle classique équivalent,
qui sous certaines hypothéses et restrictions générales, simplifie énormément les si-
mulations. Dans la prochaine section, nous évoquerons cette démarche puis tragerons
un diagramme de phase qualitatif dans plusieurs cas d’intérét.

3 Modéle de liens classique

3.1 Dérivation et approximations

Il a été montré dans les références [166, 167| que, sous certaines approximations,
le modéle (1) en dimension deux pouvait étre approximé par un modéle classique. Ce
modéle équivalent a été par la suite étudié par simulations Monte Carlo, notamment
dans sa forme désordonnée, dans de nombreux autres travaux [153, 154, 155, 168,
169, 170, 171, 172].

Nous n’allons pas reprendre en détails ici la dérivation de ce modéle mais allons
rapidement décrire les différentes étapes et approximations effectuées.

La plus grosse hypothése de dérivation est I'approximation de fluctuation de
phase [173]. Dans cette approximation, le champ complexe ®; dans ’équation (1)
est donné par ®; = \//Tieiei ol f; est 'opérateur de phase conjugué a 'opérateur n,.
En développant p; autour de sa valeur d’équilibre p; = n; + dp; et en supposant que
dp; reste faible, les fluctuations d’amplitude peuvent étre intégrées pour aboutir a
un modéle dit de “phase quantique” :

H= —thos(Oi —0;)+ %an — Zumz (2)
) ¢ ¢

L’hypothése physique sous-jacente dans cette approximation est que la transition
supraconducteur-isolant est due uniquement aux fluctuations de phase du paramétre
d’ordre et que ’amplitude (le gap dans le spectre d’énergie) reste finie au point cri-
tique. En termes de supraconducteurs, cela correspond a I’approximation raisonnable
selon laquelle les paires de Cooper sont considérées préformées dans la phase haute
température: il existe déja un gap pour les excitations fermioniques, bien que le
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systéme ne soit pas supraconducteur par manque de cohérence de phase.

n et 6 étant variables conjuguées n = dev il est immédiatement visible que
le hamiltonien (2) devient complexe pour des valeurs non nulles du potentiel chi-
mique. Il est possible d’effectuer alors une série de transformations pour rendre le
hamiltonien réel.

En utilisant une décomposition de Trotter-Suzuki (voir chapitre II) ou la tem-
pérature inverse [ est divisée en L, tranches de taille A7 = /L., on obtient une
représentation en intégrale de chemin ou il faudra prendre correctement la limite
AT — 0 pour retrouver le modéle (2).

On utilise ensuite 1'approximation de Villain [174] ou I'exponentielle du terme
en cosinus dans la fonction de partition est approximée comme une somme de gaus-
siennes. La formule de sommation de Poisson permet alors d’obtenir un modéle
classique en dimension trois: deux pour le nombre de dimensions dans I’espace réel,
auxquelles s’ajoute une nouvelle dimension, le temps imaginaire (voir chapitre II).
Ce modéle se révéle anisotrope dans les directions d’espace et de temps imaginaire.
Wallin et al. [167] argumentent alors que cette anisotropie ne doit pas influencer la
classe d’universalité? pour justifier finalement le modéle isotrope suivant :

VJO

cla.551que = Z 2 7T ,U,FJ%T. (3)
La fonction de partition est donnée par:

Z — Z 6_%Hclassique (4)
{3}

ou le nouveau paramétre K (voir explication plus loin) va jouer le role de température
effective.

3.2 Description du modéle

Discutons ici tous les points inclus dans ce modéle et leur relation avec le mo-
déle de Bose-Hubbard originel (1). Le hamiltonien (3) est une représentation quasi
exacte du modeéle (2), aux erreurs de discrétisation prés. Pour la grande majorité
des systémes physiques considérés, les amplitudes de fluctuation sont faibles et le
modéle (3) est alors une représentation fidéle du modéle de phase quantique (2) et
du modéle de Hubbard bosonique (1).

La température effective K représente la compétition entre termes cinétique ¢ et
d’interaction U du modéle (2). Nous avons :

t
K:ﬁ (5)

et en variant K, nous pourrons examiner les différentes phases suprafluide et isolante
du modéle de Hubbard bosonique de départ.

2. Plus précisemment, ’hypothése effectuée est qu’il n’y a pas de transition de phase en fonction
de l'anisotropie.
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La somme dans le hamiltonien classique s’effectue sur les points du réseau bidi-
mensionnel dénotés par 7 = (i,j) mais aussi dans la troisiéme direction, dénombrée
par l'indice 7 variant de 1 & L.

Les variables J = (J®,J¥,J7) sont des vecteurs qui vivent sur les liens du réseau
tridimensionnel. Les trois composantes sont des entiers pouvant varier de —oo a
+o00. En particulier, la troisiéme coordonnée J” correspond au nombre de bosons
dans la troisiéme direction (le temps imaginaire).

A ce stade, nous n’avons affaire qu’a des variables de liens libres et le probléme
reste trivial. Sa complexité apparait avec la condition de divergence nulle que doivent
vérifier les variables de liens autour de chaque site du réseau tridimensionnel :

vV.J=0. (6)

Cette condition de divergence nulle est assez typique des représentations duales [146]
trouvées dans le modéle de Villain [174]. D’ailleurs, dans le cas d’un potentiel chi-
mique uniforme entier, on retrouve exactement, en redéfinissant les variables J7, le
modéle de Villain [174] en dimension 2+ 1, qui est dans la méme classe d’universalité
que le modéle XY en dimension 2 + 1.

Le potentiel chimique p est maintenant considéré comme mesuré en unités de
U. 1l ne se couple énergétiquement qu’avec la troisiéme composante J” des variables
de liens (a la densité de bosons). On distingue deux cas: soit pur = p est uniforme
dans tout I’espace, soit uz dépend du site dans ’espace réel repéré par ¥ = (i,j):
le potentiel chimique est le méme en ce site pour toutes les valeurs de 7 dans la
direction du temps imaginaire.

Dans le deuxiéme cas, on a affaire a un systéme désordonné et il faudra simu-
ler plusieurs réalisations du désordre pour refléter la vraie physique. La notation
standard dans ce cas décompose ur en deux parties:

pr = P+ 7 (7)

ol p est la valeur moyenne du potentiel chimique et vz sa partie aléatoire. On traite
souvent le cas d’un désordre pour lequel v est uniformément distribué dans [—A,A],
avec A caractéristique de l'intensité du désordre.

Finalement, afin de recouvrer de fagon exacte le modéle (2) & T = 0, la premiére
limite & prendre est L, — co. En général, les simulations se font avec une valeur de
L, finie (ce qui correspond & une température non strictement nulle 7 ~ L~'), mais
qui diverge de la bonne maniére avec la taille L du réseau dans l’espace réel (voir
discussion au paragraphe 3.4).

3.3 Diagramme de phase

Un diagramme de phase qualitatif peut étre dressé avec des arguments simples [151,
153] que nous reprenons ici.

a) Cas non désordonné
Considérons tout d’abord le cas d’un systéme pur, c¢’est-a-dire p uniforme (A =

0). Comme précédemment évoqué, la compétition entre les termes cinétique et d’in-

104



3 Modéle de liens classique

5/2

3/2

SF

12

-2

Fi1G. VI.1 — Diagramme de phase (u,K) pour le modéle (3) non désordonné. Les
phases isolantes de Mott (IM) en forme de lobes se répétent périodiquement avec p
et font face a la phase superfluide (SF).

teraction (ici symbolisée par I'influence de la température effective K) va donner
lieu & deux phases isolante de Mott et suprafluide.

Pour K = 0, chaque site est simplement occupé par un nombre n = J, de
bosons de fagon a minimiser I’énergie sur site %nQ — pn. Les variables de lien dans
les directions de l’espace réel doivent étre nulles. On voit simplement que, dans
I'intervalle n < 1+ 1/2 < n+1, le fondamental est composé de n bosons sur chaque
site. La compressibilité x que ’on définit comme :

on
K= o (8)

s’annule. Nous avons affaire & un isolant de Mott. Il y un gap fini & la limite ther-
modynamique dans le spectre d’excitation.

Si maintenant nous accordons un peu plus de mouvement aux bosons en augmen-
tant la température effective (en augmentant ¢/U), les bosons peuvent sauter d’un
site & 'autre, gagnant de 1’énergie cinétique, mais créant une excitation particule-
trou sur deux sites voisins du réseau. En d’autres termes, le gap diminue avec la
température effective jusqu’a s’annuler pour une certaine valeur K.(u). Au-dela, les
bosons gagnent plus d’énergie par délocalisation qu’ils n’en perdent a cause de I'oc-
cupation multiple d’un site: nous entrons dans la phase superfluide. Le diagramme
de phase dans le plan (yu,K) donne alors une forme de lobe pour la phase isolant
de Mott [151]. Ce lobe se répéte périodiquement avec p chaque fois que le potentiel
chimique est augmenté de I'unité. Finalement, on obtient pour le cas non désordonné
le diagramme de phase de la figure VI.1. Ce diagramme de phase a été aussi obtenu
par des calculs perturbatifs [175, 176] sur le modéle de Hubbard bosonique (1).
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b) Cas désordonné

La situation est différente lorsque 'on introduit le désordre. Fisher et al. [150,
151] ont prédit l’existence d’une nouvelle phase isolante, appelée verre de Bose,
qui vient s’intercaler entre la phase superfluide et la phase isolant de Mott. Cette
derniére occupe une place de plus en plus petite dans le diagramme de phase au
fur et & mesure que le désordre augmente et disparait complétement au profit de la
nouvelle phase lorsque celui-ci est trop fort.

En reprenant ’argument énergétique développé dans le paragraphe précédent,
on constate qu’a K = 0 la phase isolant de Mott survit en présence de désordre
pour n —1/2 — A < u <n—+1/2+ A pour les valeurs entiéres de n.

Nous avons alors un critére qualitatif pour distinguer le désordre faible du désordre
fort: si A < 1/2, les phases de Mott existent encore (désordre faible) alors qu’elles
disparaissent si A > 1/2 (désordre fort). Bien siir, la valeur exacte de A séparant
le désordre faible du désordre fort n’est pas nécessairement égale & 1/2, mais la
discussion reste identique.

Prenons le cas du désordre faible. Pour n+1/2—A <y <n—1/2+ A, la phase
de Mott disparait car pour certains sites, il est énergétiquement favorable d’ajouter
(ou d’enlever) un boson et la compressibilité k ne demeure pas nulle. De méme,
le gap dans le spectre d’excitation s’annule. Cette phase est isolante & K = 0 car
les bosons ne peuvent pas bouger. Lorsque les termes de saut ne sont plus nuls, la
situation se révéle moins claire. Fisher et al. [150, 151] argumentent que ces bosons
supplémentaires ne peuvent immédiatement produire une phase superfluide: ils se
localisent préférentiellement sur les sites favorables si la température effective (le
terme de saut) est trop faible.

La phase correspondante posséde une compressibilité x non nulle, pas d’énergie
caractéristique (pas de gap) mais est de nature isolante (conductivité et densité
superfluide nulles) : Fisher et al. [150, 151] ont appelé cette phase verre de Bose.

Dans le cas du désordre faible, le diagramme de phase obtenu avec ces arguments
qualitatifs est donné dans la figure VI.2. Ce qui se passe exactement autour de la
pointe de chaque lobe de Mott (zones en pointillés sur la figure) n’est pas tout a
fait certain: y a-t-il une transition directe suprafluide-isolant de Mott ou faut-il
nécessairement passer par la phase verre de Bose? Il semble que ce soit la premiére
possibilité qui prévale mais nous y reviendrons plus loin, en guise de prolongement
de cette étude.

Le cas du désordre fort (disons A > 1/2) est encore plus simple dans les argu-
ments de Fisher et al. [150, 151]: les lobes de Mott sont complétement détruits et
seule la phase verre de Bose existe a basse température effective. Ce phénomeéne est
résumé dans la figure VI.3. Nous devrions donc dans le cas du désordre fort toujours
nous trouver dans une phase sans gap, présentant une compressibilité non nulle.

Plusieurs études récentes [154, 155, 172| remettent quelques points particuliers
des arguments évoqués ci-avant en doute (notamment dans le cas désordonné). Ce-
pendant, gardons a ’esprit que les diagrammes de phase tracés reflétent relativement
correctement la physique du modéle (3).
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3 Modéle de liens classique

F1G. V1.2 — Diagramme de phase (1, K) pour le modéle (3) faiblement désordonné.
Les lobes de Mott (IM) ont rétréci et s’est intercalée la phase Verre de Bose (VB).
Autour de chaque pointe de lobe, la présence de la phase Verre de Bose entre la
phase de Mott et la phase superfluide (SF) est peu certaine (zones en pointillés).

5/2

3/2

SF

12

y
=

-1/2

Fi1G. VL.3 — Diagramme de phase (u,K) pour le modéle (3) fortement désordonné.
Les lobes de Mott ont disparu et il n’existe plus que deux phases: la phase verre de
Bose (VB) et la phase superfluide (SF).
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3.4 Théorie d’échelle

Dans cette partie, nous donnerons trés succintement la théorie d’échelle dévelop-
pée dans les références [150, 151] pour les transitions de phase quantiques du modéle
de Hubbard bosonique en dimension d. Cette théorie prend pour hypothése une tran-
sition de phase continue et se sert des relations de lois d’échelle et d’hyperscaling
(super-loi d’échelle) que I’on retrouve dans toutes les transitions de phase quantique
(voir partie 1.2 du chapitre V). Nous édicterons simplement ces lois d’échelle pour
deux quantités essentielles (la rigidité p et la compressibilité k) qui nous permet-
tront d’analyser les résultats des simulations Monte Carlo et d’obtenir les exposants
critiques.

a) Rigidité
On définit la rigidité p comme proportionnelle & I'excés d’énergie libre ¢ f lorsque

la phase du paramétre d’ordre subit un twist @ dans la direction de ’espace réel. La
définition exacte donne (voir la publication [151] et références incluses) :

5f = 5p(V0)" (9)

La ridigité est proportionnelle & la densité superfluide, paramétre d’ordre de la
transition suprafluide-isolant; en particulier, elle tend vers une constante dans la
phase suprafluide et est nulle dans la phase isolante (dans la limite thermodyna-
mique).

Proche du point critique, disons & une distance § = K;(CKC, on montre que la
rigidité doit varier avec la longueur de corrélation comme:
P~ é——(d+z—2) (10)

ou l'exposant critique dynamique z indique comment la longueur de corrélation
dans le temps imaginaire diverge avec celle dans Iespace réel (voir partie 1.2 du
chapitre V).

Puisque nous effectuons des simulations a taille finie, il est nécessaire de savoir
quelle en est la traduction pour un réseau de taille L dans 'espace réel et L, dans
la direction du temps imaginaire. Par des arguments standards de théorie de taille
finie, nous obtenons [151]:

1 -~ 14 z
p= mﬂ(l}/ 6,L;/L?) (11)

ol v est 'exposant critique de la longueur de corrélation et p une fonction d’échelle.
En choisissant le rapport d’aspect :

a=1L;/L* (12)
constant au cours des simulations, on s’apercoit qu’au point critique K., la quantité:
Ld+z—2p (13)

doit étre indépendante de la taille du systéme. Il est donc possible de tracer cette
quantité pour différentes tailles de systéme; les différentes courbes se croiseront au
point critique.

108



4 Simulations Monte Carlo

b) Compressibilité

La compressibilité x définie plus avant dans la formule (8) peut aussi étre vue
comme la “rigidité dans le temps imaginaire”, le twist étant cette fois-ci imposé dans
la troisiéme direction. Les lois d’échelle s’écrivent alors [151]:

ke WD) ot k= L%(Ll/va L./L?) (14)
Ld_z 1T
ol k est aussi une fonction d’échelle. Si I’on considére toujours un rapport d’aspect «
constant, toutes les courbes de la quantité L% ?k pour différentes tailles de réseaux
vont se croiser au point critique.

c) Définitions Monte Carlo

Revenons au hamiltonien classique (3). Afin d’effectuer des simulations de type
Monte Carlo sur ce hamiltonien, nous devons définir correctement la rigidité p et la
compressibilité x en fonction des variables de liens {J}.

En introduisant formellement un twist dans la direction réelle x et en I’annulant,
la rigidité s’exprime en termes des variables de lien comme :

b= L (2 (15)

Il n’y a pas de terme de type valeur moyenne de courant () . _JZ ), car celui-ci
s’annule par symétrie.
De méme, la compressibilité x est donnée par

1 T \2 T \2
o= g ()~ (72 (16)

ot cette fois-ci (Y, Ji ) peut étre non nul a cause du potentiel chimique.

4 Simulations Monte Carlo

La dérivation du modéle classique équivalent (3) a été effectuée en partie pour
retomber sur un modéle plus simple a traiter numériquement que le vrai modéle de
Hubbard bosonique (1). Cependant, méme si les simulations Monte Carlo ont permis
d’effectuer de grands pas dans la compréhension de ce modéle, elles sont en général
limitées & de petites tailles de réseaux et ce, malgré 'utilisation de grands moyens
de calculs. Ceci vient du fait que les mouvements Monte Carlo effectués sont locaux
et n’affectent que peu de variables de liens a la fois. En d’autres termes, les temps
d’autocorrélation et d’équilibration sont considérables rapport a la nature méme du
mouvement Monte Carlo.

Pour résoudre ces problémes, nous avons développé un nouvel algorithme non
local qui diminue de fagon drastique les temps d’autocorrélation et permet de traiter
des systémes beaucoup plus grands que ceux étudiés auparavant. Autant ’algorithme
local peut étre vu comme I’algorithme Metropolis du modéle d’Ising qui ne renverse
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qu’un spin a la fois, autant ce nouvel algorithme est proche des algorithmes de blocs
et de boucles pour les systémes de spins: le lecteur des chapitres II et III sera donc
peu dépaysé.

Aprés avoir briévement rappelé en quoi consistent les mouvements de 1’algo-
rithme local et montré ses limitations, nous décrirons ce nouvel algorithme, qui sera
souvent dénommé comme un algorithme de “ver” (worm algorithm). Nous prouverons
I’existence du bilan détaillé pour cet algorithme et démontrerons son efficacité en
comparant les temps d’autocorrélation qu’il fournit a ceux obtenus avec I’algorithme
local.

4.1 Algorithme local

Avant toute chose, il est utile de définir une convention au sujet de ’orientation
du réseau. Autour de chaque site, résident six liens sur lesquels reposent les entiers
J? ot ¢ = +x, + y, £ 7. Le changement que I'on va effectuer sur J? au cours
des mouvements Monte Carlo va dépendre du fait que o est un lien entrant ou
sortant: notre convention ici sera de considérer les directions positives z,y,7 comme
porteuses des liens sortants, et les directions —x, — y, — 7 celles des liens entrants.
Cette convention est rappelée par les fleches en bas a gauche de la figure VI.4.

L’algorithme qui était jusqu’ici utilisé dans les simulations Monte Carlo du mo-
déle (3) était composé de deux mouvements locaux (voir chapitre II).

Le premier mouvement proposé est une petite boucle ot quatre variables de liens
sont changées par +1 avec une probabilité de type Metropolis. Les liens sortants
voient leurs variables de liens augmentées de 1, les liens entrants diminuées de 1
selon le sens de la boucle. Ce mouvement est représenté deux fois dans la partie
nommée A de la figure VI.4 et on observe graphiquement que la variable de lien
est augmentée de 1'unité si la fleche de la boucle est dans le méme sens que celle
de la convention édictée en bas a gauche. Ce mouvement n’est pas sans rappeler
le mouvement local consistant a renverser quatre spins autour d’une plaquette sans
interaction dans la méthode Monte Carlo Quantique Worldline présentée dans le
chapitre II.

Le second mouvement est quant & lui sensiblement identique au mouvement de
lignes (d’espace ou de temps) dans le Monte Carlo Quantique Worldline : on ajoute
(ou enléve selon le sens) une unité aux variables de liens situées sur une méme ligne
du réseau (voir partie B de la figure VI.4). Ce mouvement est nécessaire pour assurer
I’ergodicité de 1'algorithme.

Nous ne donnons pas ici la description précise des probabilités de tels mouve-
ments. Cela est peu utile, car il s’avére, comme le lecteur des chapitres II et III 'aura
deviné, que proche d’une transition de phase, ces mouvements locaux échantillonent
trés mal I’ensemble des configurations représentatives et le systéme reste figé dans
une vallée de ’espace des phases. Ainsi & basse température, les mouvements de ligne
sont treés peu probables. Les temps d’autocorrélation augmentent trés rapidement :
on se trouve dans une situation de ralentissement critique.
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A+l '

+1 -1

} x ;

-T
Yy

F1G. V1.4 — Ezemples de mouvements Monte Carlo locaux et non locaux (voir texte).

4.2 Nouvel algorithme non local

Dans le cadre des systémes de spins, la solution a ce probléme avait été apportée
par les algorithmes de blocs [14, 19, 20, 35]. Ici nous décrivons la fagon de construire
un algorithme de type bloc unique [20], trés proche dans I’esprit des algorithmes dits
de “ver” (worm algorithm) proposés dans le cadre des simulations Monte Carlo quan-
tique |16, 177| ou classique [178|. Un exemple de mouvement possible est représenté
dans la partie C de la figure VI.4.

Passons a la description de I’algorithme. Nous allons modifier les configurations
en faisant se déplacer un “ver” a travers le réseau de liens. Les liens au travers
desquels le ver passe sont modifiés pendant son trajet. Les configurations générées
durant le processus de déplacement du ver ne sont pas valides & ce moment précis
(la condition de divergence nulle des J n’est pas vérifiée), mais le deviennent a la fin
du chemin.

Les mémes conventions d’orientation du réseau au sujet des liens entrants ou
sortants sont conservées. Le changement effectué par le ver sur la variable de lien
J7, va dépendre de la nature du lien rencontré par le ver.

Si le ver sort du site repéré par (7,7) en passant par un lien sortant, alors:

Ji, = Ji.+1, o=uxy,T. (17)
S’il s’agit d’un lien entrant, nous avons:
Jo, = Ji, —1, o=-x,—y, —T (18)

Le chemin du ver peut étre décrit de la sorte. Celui-ci débute & partir d’un site
du réseau choisi au hasard (point noir sur la figure VI.4). A ce point précis, le ver a
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le choix d’aller sur 'un des six sites voisins. Pour déterminer la direction & prendre,
est calculé pour chacun des chemins , 0 = +x, + y, + 7 le poids A, défini ci-aprés
selon le bilan détaillé local. Pour A,, nous proposons un choix de type Metropolis:

A, = min(l,e_%(E{f_E")) (19)

ou E, = %Jf — pJy0, 1, est I'énergie actuelle du lien o et E! = %(J(r +1)2 — p(J, +
1), 1, la valeur de I’énergie si le ver passe a travers ce lien. Les signes plus ou moins
dépendent de la nature entrante ou sortante du lien (voir plus haut).

On peut noter dés maintenant que d’autres choix sont possibles pour A,. En
particulier, nous avons vérifié que des probabilités de type poids local :

A, = e & (20)

ou bien bain de chaleur: )
e~ x (s —Eo)

A, =

21
14+ e % (Fe—Eo) (1)
répondent aussi aux conditions (les notations pour E, et E! restent les mémes).

Le calcul des A, effectués, nous calculons les vraies probabilités p, pour la pro-
chaine direction du ver en normalisant les poids A, :

Do = W (22)
ot N =) A, est la norme. Une fois qu'une direction est choisie, nous modifions
la valeur correspondante de J, par 1 et déplagons le ver vers le prochain site du
réseau dans cette direction. De 14, la méme procédure est recommencée pour choisir
un autre site et ainsi de suite jusqu’a ce que le ver revienne a son point de départ.
C’est alors la fin du mouvement Monte Carlo.

Pour vérifier la condition de bilan détaillé, ce mouvement de ver doit alors étre
accepté ou refusé. Pour ce faire, il est nécessaire de stocker les valeurs N; et N des
normes initiale et finale qui sont les valeurs des normalisations des probabilités au
premier site avant (respectivement aprés) ce mouvement de ver. Ce mouvement est
soit accepté avec une probabilité Nl;, soit refusé et ’algorithme est relancé sur la
base de la configuration de liens précédant la construction de ce ver.

Comme mis en évidence précédemment, les configurations de liens générées du-
rant le déplacement du ver ne satisfont pas la condition de divergence nulle, mais il
est aisé de vérifier que la configuration finale remplit cette condition. Il est impor-
tant de noter que le ver peut passer plusieurs fois sur le méme lien et qu’a chaque
pas, il peut retourner sur le site du réseau ou il se situait auparavant. Cette derniére
situation correspond au chemin bounce dans la méthode SSE (voir chapitre III).

4.3 Preuve du bilan détaillé

Il est nécessaire d’une part de vérifier que I’algorithme proposé vérifie la condition
de bilan détaillé, et d’autre part de s’assurer de I’ergodicité de cet algorithme.

Donnons une preuve du bilan détaillé. Il peut étre utile de penser aux variables
de lien comme a des mesures d'un courant traversant ce lien, le signe indiquant la
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direction du courant. Le déplacement du ver peut alors étre vu comme ’envoi d’un
courant a travers une boucle fermée dans le systéme. Considérons le cas ou le ver
visite les sites {s; ...sy}, passant a travers les liens {l; ... [y }. Notons que sy est le
dernier site visité avant que le ver ne retourne en s;. Autrement dit, les liens sy et s;
sont connectés par le lien [y. Sur chaque site, nous définissons comme auparavant :

1
Ao = min(Lexp(~ (B, ~ B,,)
= min(1,exp(—AFE;, ,/K)) (23)

Ny, = > Ay, (24)

a
La probabilité de survie de ce ver v est alors donnée par:

N

AS' a
P, =P, (1-P) ][5 (25)
i=1 = S

Ici, P, est la probabilité de choisir le site s; comme le point de départ du ver et Py
est la probabilité d’effacer ce ver apreés sa construction. L’index o donne la direction
nécessaire pour aller de s; & ;1.

Si le ver v a été accepté, il faut considérer la possibilité d’annuler ce mouvement.
Déterminons la probabilité de survie d’un anti-ver U, ou le courant va exactement
dans la direction opposée, effacant le ver v. Nous avons:

N —

Pr=P,1-P)]] Asii—o (26)

v S1 v ~
i=1 Si

Dans ce cas, les sites sont visités dans l'ordre inverse, S, = sy, So = Sn—_1, - ..,
Sy = S et en général 5; = sy_;1o. Notons aussi que s; et ;11 sont connectés par le
lien I; = ly_;11 et que Sy et S, sont connectés par Iy = ;. De méme s; et Sy_;11
(ou de facon équivalente s; et s;41) sont connectés par le lien /;.

Intéressons nous maintenant au cas ou & la fois les deux vers v et ¥ sont arrivés
au site s; différent du site initial s;. Puisque les variables de liens sont modifiées
durant la construction du ver et puisque les six directions sont toujours autorisées, il
apparait que Ny, = NgN_i+2:3i sauf au premier site s;. De plus, A;, , et ZgN_iH:Si’,a
ne dépendent que de la variable de lien /; connectant les sites s; et Sy ;11 et nous
voyons que :

Asi,a
A

SN—i+1,—0

= exp(—AE;, ,/K). (27)

Notons ici que d’autres choix pour A, tels que ceux proposés plus haut conduisent
exactement au méme résultat. Pour que la condition de bilan détaillé soit vérifiée,
P,/ P; se doit de suivre la distribution de Boltzmann. Puisque le point de départ est
choisi avec une probabilité uniforme, on a Ps;;, = P5, et par conséquent :
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P, 1— P¢ N,
=2 = v - 1 —AE, ,/K 2
1— P¢ Ny

ou Ery est la différence d’énergie totale entre les configurations avant et aprés le
passage du ver v. Le meilleur choix pour obtenir un algorithme efficace est de rendre
la probabilité P¢ la plus faible possible. Nous choisissons:

N, (pas de ver)
N, (ver)

P¢ =1 — min(1,

)- (30)

Dans les deux cas qui nous concernent, la probabilité d’effacer le ver v vaut :

N,
P? =1 —min(1,=* 31
: (= (3)
et celle d’effacer 'anti-ver U:
N
P¢ =1 — min(1.-22%). 32
= 1 min(1,3*) (52)

Un tel choix de P¢ permet de satisfaire la condition de bilan détaillé puisque:

P,
Fv = exp(—AFEry/K). (33)
v
Cet algorithme de ver est ergodique puisque le ver peut effectuer des petites
boucles et des mouvements de ligne dans toutes les directions similairement & 1’al-
gorithme local, lui-méme ergodique.

4.4 Performances

Pour caractériser I'efficacité d’un algorithme Monte Carlo, il faut étudier quanti-
tativement de quelle facon I’espace des phases est visité. En particulier, cette étude
nécessite le calcul des temps d’autocorrélation de diverses quantités au cours de la
simulation Monte Carlo. La performance d’un algorithme est alors définie par son
exposant dynamique zyc, qui indique comment ces temps varient en fonction de la
taille des systémes simulés.

Pour réaliser une telle étude, nous définissons tout d’abord la fonction d’auto-
corrélation normalisée de l'observable O dans le temps Monte Carlo de la fagon
suivante :

(0(1)0(0)) — (0)*
(0% —(0)*
Ensuite, nous cherchons a calculer le temps d’autocorrélation 7o de cette quan-

tité, c’est-a-dire le temps typique pour lequel la fonction d’autocorrélation atteint

Co (t) = (34)
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des valeurs faibles. Il y a plusieurs maniéres de calculer et de définir le temps d’au-
tocorrélation. Ici nous prenons I'une des définitions les plus rigoureuses qui consiste
a approximer la fonction d’autocorrélation par une somme d’exponentielles [179] :

N
C@(t) = Zaie_ﬁ (35)
i=1
ol la somme est coupée aux N termes les plus représentatifs. En pratique, nous esti-
. N ] Lz

mons avoir assez de termes lorsque la somme ) ." , a; est proche de I'unité. Le temps
d’autocorrélation est alors défini comme le temps caractéristique de la relaxation la

plus lente:
To = max(7;). (36)

Comparons de maniére équitable les deux algorithmes. Dans le cas de 1’algo-
rithme local, un pas Monte Carlo consiste a proposer un mouvement local de boucle
par site du réseau. Pour I'algorithme de ver, le nombre d’essais est plus faible puisque
le ver ne passe pas nécessairement par tous les sites du réseau. L’effort nécessaire
pour obtenir un effet de décorrélation similaire doit étre normalisé. Pour ce faire,
le temps d’autocorrélation de I'algorithme de ver est défini de la maniére suivante
(voir les références |20, 27]) :

l
T = T@% (37)
ol Tp est le temps d’autocorrélation donné par 1’équation (36) et (I) est la taille
moyenne du ver, c’est-a-dire le nombre moyens de liens visités par le ver. L est la
taille linéaire du réseau; le facteur 3 provenant du fait qu’il y a trois liens par site
n’est pas pertinent pour la suite.

La figure VL.5 présente le résultat du calcul des temps d’autocorrélation de 1’al-
gorithme local et de celui de ver (par la formule (37)) pour la rigidité p du modéle (3)
pour i = 0 sur des réseaux cubiques L X L x L. La valeur de la température effective
est K = 0.333, trés proche du point critique (voir la référence [169] et la partie 5).
Le calcul du temps d’autocorrélation de 1'énergie 77, a également été effectué avec
I’algorithme de ver pour montrer que la dépendance des temps d’autocorrélation
envers la quantité calculée n’affecte pas le comportement général.

Alors que le temps d’autocorrélation augmente de maniére drastique avec la
taille des systémes pour 'algorithme local, 7, et g restent trés faibles (de 'ordre de
2 — 3 pas Monte Carlo par lien) pour l’algorithme de ver. Remarquons que le temps
d’autocorrélation de I'énergie 7 est toujours plus grand que celui de la rigidité 7,.

L’exposant dynamique zyc est défini par:

T~ LMo, (38)

Dans le cas de I’algorithme local, I’exposant d’autocorrélation zyc est estimé plus
grand que 4 (la dépendance du temps d’autocorrélation avec la taille du systéme est
peut-étre exponentielle - voir figure VI.5 -), tandis qu’une bien plus faible valeur
zmc =~ 0.3(1) est obtenue dans le cas de 'algorithme de ver. Ce résultat démontre
sans ambiguité l'efficacité de ’algorithme de ver (il faut bien noter I’échelle log-log
sur la figure VL.5).
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Fi1g. VI.b — Temps d’autocorrélation en fonction de la taille de réseau en échelle
log-log pour [’algorithme local et ’algorithme de ver pour uy = 0 ¢ K = 0.333. Les
lignes en pointillés indiquent des extrapolations en loi de puissance et la ligne pleine
une extrapolation erponentielle en L.

Pour mesurer autrement l'efficacité de I'algorithme de ver, il suffit plus sim-
plement de regarder la taille de réseau maximale que nous avons utilisée: il est
quasiment impossible d’équilibrer des réseaux de taille linéaire supérieure & L = 16
avec D’algorithme local alors que des réseaux de taille largement supérieure (jusqu’a
L = 80) peuvent étre simulés sans difficulté majeure avec 1’algorithme de ver. Rap-
pelons que les réseaux simulés ici sont cubiques, ce qui entraine le gain d’un facteur
3.(80/16)® = 375 pour le nombre de liens simulés!

5 Reésultats

Nous montrons ici les résultats de calculs effectués a trés grande échelle avec
I’algorithme de ver pour un point particulier du modéle non désordonné : nous avons
simulé le modéle (3) pour p = 0 autour du point critique K, ~ 0.333. La physique de
ce point est bien connue: il s’agit d’une transition entre la phase isolant de Mott et
la phase suprafluide; cette transition se situe dans la méme classe d’universalité que
celle du modéle XY en trois dimensions. L’objectif de ces calculs est de démontrer
lefficacité de ’algorithme en le testant sur ce point particulier du diagramme de
phase.

Comme nous I’avons vu précédemment, la quantité pL4t?~2 doit étre indépen-
dante de la taille du systéme au point critique. De méme, la théorie d’échelle de
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5 Résultats
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Fic. VI.6 — pL en fonction de K pour différentes tailles de réseaur. Toutes les
courbes se croisent au point critique K. = 0.33305(5). En encart: dérivée de pL
par rapport & K au point critique K. en fonction de la taille du systéme en échelle
log-log. L’extrapolation en loi de puissance (ligne en pointillés) donne v = 0.670(3)
(voir texte).

Fisher et al. [151] prévoit la relation suivante au point critique K, :

@ d+z-2 _, rl/v

dKL L (39)
entre la dérivée de la rigidité par rapport au couplage K et les exposants critiques
dynamique z et de la longueur de corrélation v. Cette relation se dérive trivialement
de la formule (11).

Nous nous attendons pour ce point particulier ;4 = 0 & avoir un exposant dyna-
mique z = 1 [151]. Les simulations sont effectuées sur des réseaux cubiques L x L x L
et la rigidité calculée selon la définition de la formule (15). La majorité des résultats
ont été obtenus en utilisant des techniques d’histogrammes [59] sur des simulations
trés longues & K = 0.333. Le calcul de :—I”( a été effectué d’apres la dérivée thermo-
dynamique de la rigidité par rapport a K:

9~ 2 (oB) ~ (B, (10)

Sur la figure VI.6, est représenté pL en fonction de K pour différentes tailles de
réseau (de L = 24 jusqu’a L = 80, tailles inaccessibles avec I’algorithme local). Nous
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voyons que toutes ces courbes se croisent trés bien pour une valeur K, = 0.33305(5),
donnant un exposant dynamique z = 1 comme prévu. Cette valeur de K, est en
accord avec des simulations Monte Carlo [169] effectuées avec 'algorithme local,
mais la précision est meilleure par au moins un ordre de grandeur.

Dans I’encart de cette figure, nous avons aussi representé ;—I’;L calculé au point
critique K, en fonction de la taille du systéme L sur une échelle log-log. En ajustant
numériquement cette courbe par une loi de puissance:

d,O _ 1/v

d—KL = AL (41)
ou A est une constante, nous obtenons v = 0.670(3) pour I'exposant critique de
la longueur de corrélation, en accord parfait avec les simulations les plus récentes
du modéle XY en trois dimensions [180]. Nous privilégions cette fagon de détermi-
ner v par rapport aux traditionnels effondrements de points sur une méme courbe
(data collapses) (voir par exemple la référence [172]), qui ménent a de plus grandes
incertitudes sur les exposants critiques.

6 Perspectives d’études et conclusion

Résumons briévement les différents points évoqués et donnons les perspectives
de simulations possibles avec ce nouvel algorithme, en insistant sur les questions
physiques pertinentes.

Nous avons introduit dans cette partie un algorithme non local trés performant
pour la représentation de Villain du modéle de Hubbard bosonique. Aprés compa-
raison de ses performances a celle de I'algorithme local utilisé jusque-la, une large
amélioration apparait tant au niveau des temps d’autocorrélation, des tailles de
systémes traités que de la précision obtenue.

Bien que nous n’ayons donné des résultats que pour u = 0, cet algorithme peut
étre appliqué de la méme maniére & d’autres valeurs du potentiel chimique, et il
est aussi possible de l'utiliser dans le cas désordonné ou p dépend du site. Dans
ces conditions, les perspectives d’études complémentaires sont grandes: en effet, la
plupart des simulations Monte Carlo étaient jusque-la limitées & de petites tailles de
réseaux. Les résultats souffrent souvent d’effets de taille finie prononcés, ce qui peut
remettre en cause leur validité. Si nous pouvons simuler des réseaux avec 100 fois plus
de sites qu’auparavant, nous pourrons probablement infirmer ou confirmer les diffé-
rentes conclusions tirées par ’analyse de données obtenues sur des réseaux de faible
taille. De plus, nous obtiendrons une précision beaucoup plus grande pour I'estima-
tion des points et exposants critiques. En particulier, les prédictions de la théorie
d’échelle de Fisher et al. [150, 151] n’ont jamais été vérifiées avec grande précision
mais sont simplement considérées dans les études précédentes comme “compatibles”
ou “non compatibles” avec les résultats des simulations Monte Carlo.

Il existe plusieurs problémes intéressants qui pourront en principe étre abordés
avec ce nouvel algorithme de ver. Bien siir la liste que nous présentons ici n’est
pas exhaustive et pourra étre complétée si de nouvelles interrogations physiques
apparaissent au cours des simulations.
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F1G. VLI.7 — Doubles pics pour l’énergie libre —In(P(e)) en fonction de l’énergie par
site pour différentes tailles de systémes (calculs effectués pour p=1/4 et « = 1/4).

6.1 Perspectives d’études dans le cas pur
a) Potentiel chimique non nul

Il serait intéressant d’effectuer des calculs a grande échelle pour le cas pur oul
i # 0. Aux points ol 4 est un entier, le modéle (3) est dans la classe d’universalité du
modeéle XY tridimensionnel, mais en change en dehors. Dans le cas ol y prend des
valeurs non entiéres, la théorie d’échelle de Fisher et al. prévoit [151] un exposant
dynamique z = 2 et des exposants critiques champ moyen: v = 1/2 et n = 0.
Les simulations précédentes ont vu ces exposants, mais avec des tailles de réseau
faibles: il est donc tout & fait possible que ce soient des exposants effectifs qui aient
été mesurés.

Des calculs préliminaires pour la valeur ;4 = 1/4 du potentiel chimique indiquent
qu’il faut en effet étre extrémement précautionneux. Pour cette valeur du potentiel
chimique, la transition de phase entre les comportements isolant et suprafluide se
situe autour de K, ~ 0.283. Nous explorons la nature de cette transition en effectuant
des simulations sur des réseaux de taille L x L x aL? avec « le rapport d’aspect.
L’algorithme de ver permet de simuler des systémes de taille bien supérieure a ceux
utilisés dans les études précédentes.

La méthode de Lee et Kosterlitz [181] est utilisée pour vérifier la nature de cette
transition. Nous calculons “I’energie libre” f = —1In P(e), oi P(e) est la distribution
de probabilité de ’énergie par site e. Proche de K., P(e) en fonction de e présente
deux pics pour les tailles de réseau simulées. Ces pics peuvent étre identifiés aux
valeurs entiéres n = 0,1, ... du “nombre” de bosons dans le systéme. Avec des tech-
niques d’histogrammes [59], cette “énergie libre” est mesurée a la température ot les
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deux pics sont de hauteur sensiblement égale. La figure VI.7 présente les différentes
courbes, décalées verticalement pour des raisons de lisibilité. Pour toutes les tailles
L des systémes étudiés, les deux pics sont de plus en plus prononcés au fur et a
mesure que L augmente. Dans la méthode de Lee et Kosterlitz [181], ces deux pics
indiqueraient une transition de phase du premier ordre. Cependant, il est également
visible sur la figure VI.7 que la séparation entre ces pics diminue avec la taille des
systémes et il est possible que cette transition soit trés faiblement du premier ordre,
voire méme du second ordre. Des calculs effectués sur des réseaux de plus grande
taille seront nécessaires pour savoir si le “gap” d’énergie entre ces deux pics subsiste
dans la limite thermodynamique.

Le rapport d’aspect o = L,/L* = 1/4 utilisé ici peut aussi avoir une certaine
importance: un autre rapport d’aspect pourrait montrer plus clairement la nature
de la transition, la limite intéressante d’un point de vue expérimentale étant o — 0.

Ne tirons pas de conclusion hative de ces premiers résultats quant a la nature de
la transition de phase pour des valeurs non entiéres du potentiel chimique; le mérite
de ces calculs préliminaires est de nous inviter a beaucoup de précautions pour la
suite des études.

b) Interactions a plus longue portée

Si I'on considére maintenant un terme d’interaction a plus longue portée dans le
modéle (2), il est encore possible d’effectuer une décomposition de type Villain sur
la fonction de partition et I’on obtient des termes supplémentaires dans le modéle
classique. Par exemple avec une interaction entre premiers voisins, se rajoute a
I'interaction entre liens via la condition de divergence nulle, un terme plus direct du

type:
1 U : : T )

(7r),T

ou la somme est effectuée sur les paires de sites 7 et 7l plus proches voisins [169].

Incorporer cette interaction supplémentaire dans l'algorithme de ver pourrait
permettre, en plus de 'intérét méthodologique certain, la mise en évidence de phases
différentes comme cela semble avoir été vu lors des simulations effectuées avec 1’al-
gorithme local [168, 169, 170].

6.2 Perspectives d’étude en présence de désordre

En présence de désordre, les perspectives d’étude sont bien plus grandes non
seulement parce que le nombre de parameétres physiques pertinents augmente mais
aussi car les simulations de systémes désordonnés demandent beaucoup d’effort nu-
mérique avec ’algorithme local, ce qui parfois a limité les études précédentes.

a) Désordre faible

Dans le cas du désordre faible, trois phases (isolant de Mott, verre de Bose et
superfluide) sont présentes et on peut se demander quelles sont les types de transition
possibles.
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Fi1G. V1.8 — Trois scénarii possibles autour de la pointe des lobes de Mott en présence
de faible désordre (voir texte). Les notations restent les mémes: isolant de Mott
(IM), verre de Bose (VB) et suprafluide (SF).

Une premiére étude intéressante serait de regarder avec grande précision ce qu’il
se passe au niveau de la pointe des lobes: y a-t-il une transition suprafluide-isolant
de Mott directe ou la transition par la phase vitreuse est-elle obligatoire? Trois
scenarii ont été envisagés jusqu’ici:

e La théorie d’échelle de Fisher et al. [151] ne prévoit pas de transition directe:

la phase verre de Bose est toujours présente a la pointe des lobes de Mott (voir
partie A de la figure VI.8).

o Kisker et Rieger [153, 154| trouvent numériquement une transition directe
exactement aux valeurs entiéres du potentiel chimique. Ces auteurs proposent,
donc un diagramme de phase proche de la pointe du lobe de Mott comme celui
présenté partie B de la figure VI.8.

e Plus récemment, Park et al. [155] étendent ce scénario et voient une transition
directe pour u entier et pour des valeurs du potentiel chimique trés proches.
Leur proposition est représentée dans la partie C de la figure VI.8.

Au travers de calculs des réseaux plus grands, nous souhaitons dégager le scénario
le plus probable et vérifier si des effets de taille finie n’ont pas masqué la physique
a la pointe des lobes de Mott. Cette étude doit étre réalisée en s’intéressant plus
particuliérement aux valeurs des exposants critiques lors des transitions.

Ainsi, Kisker et Rieger mettent en évidence une transition suprafluide-isolant de
Mott avec z = 1 et v = 0.7(1) pour g = 0 [153, 154], conduisant & une analogie
avec le cas pur en ce point. De méme, Park et al. [155] déterminent z = 2 et
v = 0.5(1) pour u = 0.3 dans le cas du faible désordre, correspondant aussi a une
méme transition champ moyen identique au cas pur.

Le fait que, pour ces résultats, le critére de Harris “quantique” [182, 183| v > %
soit violé® est assez étrange et semble signifier que le désordre, quand il est faible,
n’est pas pertinent pour ce modéle.

S’il existe, comme nous le voyons dans la figure VI.7 des gaps d’énergie assez
grands a cause d’effets de taille finie, il apparait clair qu’il faudra un désordre consé-
quent pour changer de comportement critique sur des systémes de faible taille. Il

3. Dans cette inégalité, d est le nombre de directions dans lesquelles le désordre n’est pas corrélé:
icid =2.
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F1G. VI.9 — pL? en fonction de K pour différentes tailles de réseauz. Les courbes se
croisent autour de la valeur K. ~ 0.246(1). En encart : dérivée de pL* par rapport
a K au point critique K. en fonction de la taille du systéme en échelle log-log.
L’extrapolation en loi de puissance (ligne) donne v = 1.15(3).

est alors possible que la non pertinence du désordre (lorsqu’il est faible) ne soit
qu'un artefact de taille finie. Dans ces conditions, le résultat & la limite thermody-
namique peut étre complétement différent de celui proposé dans les résultats pré-
cédents [153, 154, 155|. Ce point pourrait étre vérifié avec le nouvel algorithme de
ver.

b) Désordre fort

Dans le cas du désordre fort A = 0.5, toutes les simulations [153, 154, 155, 166,
167, 172] estiment, z = 2 (en accord avec la théorie de Fisher et al.) et v = 0.9(1). Le
critére de Harris n’est alors vérifié que comme une égalité au maximum des barres
d’erreur.

Dans le but de vérifier la validité de ces résultats, nous avons mené pour le
désordre fort A = 0.5 des calculs préliminaires pour une valeur x4 = 1/2 du potentiel
chimique sur des réseaux de taille L x L x aL* avec oo = 1/4.

Le croisement des courbes de la quantité pL? visible sur la figure V1.9 indique
une transition de phase pour K, = 0.246(1). A ce point critique, la quantité LQf—I’;,
suit une loi de puissance L'/ avec la taille des systémes (voir la formule (39)). Les
premiéres estimations conduisent a v = 1.15(3) (voir encart de la figure VI.9), une
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z=1.35 v=0.67

z=2 v=0.5

Fi1G. VI.10 — Diagramme de phase tridimensionnel (u,K,A) proposé dans la ré-
férence [172] en présence de désordre. Les régimes de faible et fort désordre sont
séparés par une ligne multicritique auzx exposants critiques inhabituels (figure tirée
de la référence [172]).

valeur bien différente des estimations précédentes. Ce résultat semble indiquer que le
critére de Harris n’est pas violé. Il faut noter que I’estimation de v dépend fortement
de la valeur du point critique K, : des calculs supplémentaires plus conséquents sont
nécessaires pour confirmer ces résultats.

c) Désordre intermédiaire?

Dans un article trés récent, Lee, Cha et Kim [172] proposent 'existence d’une
ligne multi-critique séparant les régimes de désordre faible et de désordre fort. Sur
cette ligne, 'exposant critique dynamique prendrait une valeur totalement inha-
bituelle z = 1.35(5) et celui de la longueur de corrélation la valeur v = 0.67(3),
caractéristique de la classe d’universalité du modéle XY en trois dimensions. Le
diagramme de phase que ces auteurs proposent est présenté dans la figure VI.10.

Pour comprendre ces résultats, il est, encore une fois, nécessaire de prendre d’ex-
trémes précautions quant aux effets de taille finie (le plus grand réseau simulé dans
la référence [172] a pour dimensions 14 x 14 x 20).
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Conclusion

Au cours de ce mémoire, nous avons traité des phases magnétiques (chapitres IV
et V) ou supraconductrices (chapitre VI) de différents modéles représentatifs de
systémes fortement corrélés. Ces études ont toutes été menées de facon numérique,
avec des algorithmes de Monte Carlo non locaux.

Dans les chapitres II et III, deux algorithmes de Monte Carlo Quantique (1’al-
gorithme de boucle en temps continu et la méthode de développement en séries
stochastique), considérés comme les plus sophistiqués a I’heure actuelle, ont été pré-
sentés en détail.

Dans les deux chapitres suivants, nous avons traité de systémes de spins 1. Le
chapitre IV, menant une étude en relation directe avec les expériences, était dédié
a la reconstruction numérique de spectres de Résonance Magnétique Nucléaire de
chaines de Haldane dopées avec des impuretés non magnétiques. Les résultats des
simulations sont en trés bon accord avec les spectres expérimentaux obtenus sur le
composé YyBaNi; (Mg,O5 par Tedoldi et collaborateurs.

L’étude de la transition de phase quantique prenant place dans des chaines
de Haldane faiblement couplées a I'aide d’une nouvelle méthode numérique auto-
adaptante constitue le chapitre V. Grace a cette méthode, nous obtenons avec grande
précision et peu d’effort la valeur du couplage interchaine nécessaire pour ordonner
antiferromagnétiquement ce systéme.

Enfin le chapitre VI expose un nouvel algorithme Monte Carlo Quantique non
local (dit algorithme de “ver”) destiné a 1’étude du modéle de Hubbard bosonique
dans l'approximation de phase. Son efficacité, caractérisée par un exposant dyna-
mique zyc = 0.3(1) trés faible, a été démontrée avec des simulations de haute
précision pour la valeur g = 0 du potentiel chimique. En outre, une démonstration
explicite du bilan détaillé est donnée pour cet algorithme.

Les développements naturels possibles des différentes études menées, qu’ils soient
dans le but d’ouvrir de nouvelles voies d’études ou de nature méthodologique, ont
été présentés a la fin de chaque partie.

Dans le cadre du chapitre IV, I’étude systématique de 'effet d’impuretés ma-
gnétiques dans des chaines de spin 1 a une implication directe sur les expériences
menées sur de vrais composés de Haldane dopés. Un autre axe possible d’étude est
I'ajout d’impuretés non magnétiques dans un systéme bidimensionnel (présentant
un gap) composé de chaines de Haldane couplées. La compréhension de la phase a
faible concentration en impuretés est une question d’intérét autant d’un point de
vue théorique que d’un point de vue expérimental.

La méthode auto-adaptante que nous avons présentée dans le chapitre V peut
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s’appliquer tout naturellement a d’autres transitions de phase quantiques mais aussi
a des transitions de phase thermiques. La nature des boucles dans les algorithmes
Monte Carlo Quantique et leurs propriétés de percolation constituent aussi une piste
d’études intéressante.

Enfin, le nouvel algorithme de ver introduit dans le chapitre VI pourrait avoir
des répercussions importantes dans la simulation numérique du modéle de Hubbard
bosonique (dans I’approximation de phase), pour sonder la nature des phases a la fois
dans le systéme pur et dans le systéme désordonné. Beaucoup de questions restent
ouvertes dans ce dernier cas, et nous avons indiqué a la fin de ce chapitre plusieurs
points particuliers qui peuvent faire I’objet d’études plus poussées.

Achevons cette thése sur quelques réflexions plus générales concernant I'intérét
des simulations numériques dans la physique des solides moderne. Il apparait un
peu prétentieux de considérer la physique numérique comme une troisiéme voie
indépendante, & mi-chemin entre la physique théorique “analytique” et la physique
expérimentale. Toutefois, il est certain que les méthodes numériques sont celles de
choix pour tester la validité d’une nouvelle proposition théorique mais aussi pour
faire un lien direct avec les résultats d’expériences sur de vrais matériaux. Le succés
depuis une vingtaine d’années des simulations numériques dans ces deux cadres
est di a la croissance exponentielle de la puissance de calcul des ordinateurs mais
aussi a la qualité des algorithmes développés. C’est pourquoi apparait constamment
nécessaire un effort de méthodologie pour améliorer 'efficacité des algorithmes, afin
de mieux comprendre et interpréter les résultats expérimentaux. Espérons que ce
mémoire pourra étre considéré comme une contribution valide dans ce sens.
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