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Introduction

L’approche multifractale a été initiée avec les modeles de cascades multi-
plicatives de B.Mandelbrot, [25] et [26], pour la dissipation de 1’énergie dans
le contexte de la turbulence pleinement développée.

Elle s’est développée ensuite a partir de I'étude de mesures de vitesses
d’écoulement turbulent dans les années 80 .

La vitesse dans un écoulement turbulent a une structure trés complexe (cf
[14]). En particulier des comportements irréguliers qui se produisent en des
endroits trés “rares” au sens de la mesure de Lebesgue dans R?® ont une im-

portance déterminante dans 1’évolution du phénomene turbulent.

Ainsi une approche ”traitement du signal ” a été développée, qui consiste
a étudier la régularité du signal de vitesse v. On cherche a déterminer en x, la
loi de variation de la vitesse v, c’est a dire le meilleur exposant, dit ”exposant

de Holder”, h(zo) tel que, au voisinage de xg,

[o(@o +y) = v(zo)| ~ |y|"*).

Et on s’intéresse pour h fixé a ’ensemble S;, des points o pour lesquels I'ex-
posant h(zg) a la valeur fixée h. Ces ensembles, dans le cas de signaux comme
ceux d’un signal de vitesse de turbulence, peuvent étre de mesure de Lebesgue
nulle.

Cependant si ils ne sont pas significatifs en terme de mesure, on peut cher-
cher a savoir de quelle maniere ils remplissent 1’espace, et c’est alors leur di-

mension qu’on veut calculer. Une courbe est a priori de dimension topologique
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1, et une surface de dimension topologique 2, mais que dire d’une courbe de
R? qui a son graphe inscrit dans une surface finie, est d’une longueur infinie, et
remplit I'espace presque comme une surface 7 On ne réussira pas a la recouvrir
par des segments dont la longueur totale serait finie. La dimension va donner la
taille du recouvrement optimal qu’il faudrait appliquer pour donner une juste
idée de "I’étalement” de ’ensemble.

Ainsi les physiciens ont cherché a calculer la dimension de Hausdorff d(h)
des ensembles Sy, & h fixé. Ils ont appelé la fonction h — d(h) spectre de singu-
larités. En utilisant la convention que d(h) = —oo si S, = () (ou autrement dit
si h n’est ’exposant de Hélder en aucun point zg), une fonction multifractale
est une fonction pour laquelle d(h) est finie pour deux A différents au moins.

Le calcul direct du spectre de singularité pour des signaux réels s’avere
difficile & mener numériquement étant donné le nombre infini de dimensions a
calculer.

Une formule, appelée ”formalisme multifractal” a été alors mise au point
par Parisi et Frisch (cf [13]) avec I'objectif de déterminer ce spectre. Elle

consiste a évaluer la ”fonction de structure”

Su6) = [ ola+ )~ v(a) s
R4
Si quand y tend vers 0, on a S,(y) ~ |y|*?. La fonction  est concave.

d(h) = irqlf(qh — ((q) + d).

Cette formule prise telle quelle est encore difficilement applicable sur les
signaux réels. Aussi ’équipe d’A.Arnéodo au C.R.P.P de Bordeaux a proposé
des méthodes numeériques stables a base d’ondelettes pour le formalisme mul-
tifractal. Ces méthodes ont entre autre permis de mettre en évidence que la

vitesse d’un écoulement turbulent est bien multifractale (cf [2]).

Cependant le formalisme multifractal est au départ une formule heuris-

tique, et n’est pas valide en toute généralité. Un vaste champ de recherche
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mathématique a ainsi été ouvert autour de la question des conditions de vali-

dité de la formule.

Cette these s’articule ainsi autour de la problématique du lien entre régularité
et formalisme multifractal.

Le premier chapitre présente des rappels sur différents criteres de régularités
et leurs caractérisation par transformée en ondelettes, qui sera notre principal
outil d’analyse.

Le deuxieme chapitre concerne le travail de thése proprement dit et aborde
cette problématique en examinant le lien entre non-validité du formalisme mul-
tifractal et singularités oscillantes.

Il semblait au départ avec les travaux de S.Jaffard et M.Ben Slimane sur
les fonctions autosimilaires que la validité du formalisme multifractal était
liée & une structure précise de la fonction étudiée (autosimilarité exacte ou
approchée, en un sens déterministe ou stochastique). Mais S.Jaffard dans [16]
démontre que, pour les fonctions de certains espaces Sobolev la formule est
vraie au sens de Baire, ou ”quasi-surement” (c’est dire dans une intersection
dénombrable d’ouverts denses) alors qu’elle doit étre légerement modifiée pour
les fonctions d’intersection quelconque d’espaces de Sobolev.

D’autre part, on savait déja, voir [3] et [19], qu’une cause possible de non-
validité du formalisme multifractal est la présence de singularités oscillantes,
(points ot la fonction se comporte localement comme z® sin(5)).

Nous montrons dans ce chapitre que, lorsque le formalisme multifractal
n’est pas vérifié quasi-surement, ce phénomene en est une des causes. Pour
quasi-toutes fonctions, chaque ensemble S, pour lequel le formalisme multi-
fractal ne donne pas la bonne dimension, contient un ensemble de points, ou la
fonction a un comportement oscillant, de méme dimension que S;, lui-méme.

De plus, alors que jusque-la on pensait que les comportements oscillants sur
des suites de points d’accumulation étaient exceptionnels, nous montrons que
la présence de singularités oscillantes est générique, au sens ou nous pouvons

en trouver presque-partout, dans quasi-toutes fonctions de beaucoup d’espaces
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fonctionnels

Le troisieme chapitre aborde la généralisation d’'un formalisme multifrac-
tal a des fonctions non continues. Les espaces T7'(7o) ont été introduits par
Calderon et Zygmund dans le contexte des équations aux dérivées partielles
elliptiques (voir [10]) et permettent d’obtenir un nouveau critére de régularité
ponctuelle plus faible que la notion de régularité holderienne ponctuelle puisque
les fonctions étudiées peuvent ne plus étre continues en aucun point. Nous ob-
tenons une presque-caractérisation de ces espaces grace a des relations sur les
modules des coefficients en ondelettes de leurs fonctions et une caractérisation
du nouvel exposant de régularité défini grace aux espaces T)'(zo)-

Nous montrons que la généralisation de I'exposant de Holder donnée par la
condition de Calderon et Zygmund permet de définir une nouvelle notion de
fonction multifractale qui est adaptée aux fonctions non-localement bornées.
Nous démontrons des majorations valides sur le spectre de singularités de

toutes fonctions dans ce cadre d’étude.

Le quatrieme chapitre étudie un cas particulier de fonction caractéristique
oscillante en deux dimensions qui sert de modele pour des matériaux finement
stratifiés. On montre dans un premier temps que cette fonction ne peut pas
étre rattachée a la théorie sur les fonctions oscillantes type ”chirp” en deux
dimensions et on étudie d’abord la fonction oscillante ”chirp” qu’on peut ex-
traire de la premiere fonction. On montre ensuite qu’on peut appliquer un
algorithme de seuillage des coefficients en ondelettes utilisé en traitement de
I’image pour décomposer la premiere fonction en sa partie oscillante et sa partie

non oscillante.



Chapitre 1
Préliminaires

Le but de ce chapitre est de formaliser mathématiquement les notions qui
ont été évoquées dans I'introduction et dont nous allons avoir besoin dans les

parties suivantes.

Notation : On notera dans cette thése C' ou C’ en général les constantes

qui ne dépendent que des parametres du probleme.

1.1 Notion de régularité

1.1.1 Régularité holderienne ponctuelle et uniforme

La régularité holderienne ponctuelle d’une fonction est définie de la fagon

suivante.

Définition 1.1.1. Soit o € R? et soit o un réel tel que oo > 0. Une fonction
feLE f:RY — R est C(xg) si il existe une constante C > 0 et un polynéme

loc

P,, de degré au plus [a] tel que dans un voisinage de xg,

[f (@) = Py (2)| < Cla =zl (1.1)



o} vrAariine 1. CinooVILINALTIVED

Remarquons que cette définition est locale et n’implique aucune régularité
holderienne uniforme.

L’exposant de Holder ponctuel de f en zy est hy(zg) = sup{a : f €
C% (o) }-

On a clairement que C*(z) C C% (z0) si o/ < o
D’autre part notons que si o < h(xg) alors f € C*(zy), mais on n’a pas
nécessairement f € C"@)(z;). Par exemple la fonction f(z) = |z|"In(|z|) est

dans tout C%(z,) pour a < h mais pas dans C"(zy).

Nous aurons besoin également de la notion de régularité uniforme d’une

fonction.

Définition 1.1.2. Soit o un réel non entier positif. Une fonction f : R — R
est dans C*(R?) si il existe une constante C > 0 tel que (1.1) soit vraie pour

tout o dans RY.

On peut noter que, & cause du fait que la constante de la définition 1.1.2
doit étre la méme pour tout g, I’exposant de Holder uniforme n’est pas 'infi-
mum des exposants de Holder ponctuels de la fonction. Par exemple la fonction
f définie par f(z) = xsin(1/x) est une fonction de C*(0) & Porigine et C*°

ailleurs mais son exposant de Hélder uniforme est @ = 1/2.

Pour définir les espaces C* (R4) lorsque « est entier on définit d’abord la

classe de Zygmund.

Définition 1.1.3. Une fonction f : R¢ — R appartient a la classe de Zygmund

notée C'(R?) si elle est continue et vérifie

Va,y € R [f(z+y) + f(z —y) — 2f(2)| < Cly]
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Les espaces C®(R?) lorsque « est entier sont alors donnés par la caractérisation

suivante.

Définition 1.1.4. Soit o un entier positif.
Une fonction f : R — R appartient & C*(R%) si elle vérifie

Vme N, |m|=a—1, 8f € C*(RY).

Il faut étre vigilant sur le fait que contrairement aux espaces de Holder uni-
formes, les espaces de Holder ponctuels ne sont pas stables par différentiation,
ni vis-a vis des opérateurs pseudo-différentiels classiques. Autrement dit si
f appartient & un certain C*(zg), on n’est pas certain que 0™ f soit dans
C* ™ (zy) comme on s’y attend. Par exemple la fonction z?sin(1/x) est dans
C?(0) alors que sa dérivée 2z sin(1/x) — cos(1/z) n’est méme pas continue en
0, et donc certainement pas dans C*(0).

La conséquence importante de cette non-stabilité sera le fait que I’exposant
de Holder ponctuel ne sera pas stable par différentiation ni méme intégration.
Ainsi la fonction z +— zsin(1/z) a pour exposant de Holder ponctuel en 0
h(0) = 1 alors que la primitive de cette fonction a pour exposant de Holder

ponctuel 3.

Il existe différents types d’exposants locaux pour pallier ce probleme mais
nous nous contenterons de présenter ceux qui vont étre utiles dans la suite de

ce travail.

1.1.2 Comportement oscillant : exposants de chirp et

d’oscillation

Le contre-exemple précédent = +— zsin(1/z) va ainsi servir de point de
départ pour la définition de deux exposants qui prennent en compte cette
non-stabilité par intégration.

En effet, on peut remarquer, grace au calcul suivant de [22], que la primitive

qui s’annule en 0 de 2%sin(1/2”) a pour exposant de Holder ponctuel en 0
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hh(0)=a+p8+1.

(1
s (L) at = mtawﬂsm(t?)dt
0 8 —Jo 1B+1
oathtl 1 1 [* 1
-t cos | — +M t**Peos | = | dt
B P B 0 th

ot 1 a+B8+1 ! 1
= — cos| — | + anﬂﬂl/ s®Bcos | —— ) ds
B P B 0 (sz)P

En itérant ce procédé on peut montrer facilement qu’une primitive n-

itme de z%sin(1/2z") nulle en 0 a pour exposant de Holder ponctuel h,(0) =
a+n(B+1). L’exposant de chirp (cf [22], [3]) est défini comme suit.

Définition 1.1.5. Soit f une fonction de L3S

loc*
Soit hy(xg) Uexposant de Hélder de la n-iéme primitive de f nulle en zy.
L’exposant de chirp de f en xq est

Be(xo) = lim inf hin (o)

n—00 n

- 1.

Mais dans [3] les auteurs font la remarque suivante. La fonction z sin(1/2%)+

/2 a pour exposant de Holder 1 en 0. Si 3 # 0, & partir de n = 1 on aura

|z
1+n(B8+1) > 3/2+n, et donc pour n tel que ng > 1/2, on a h,(0) = 3/2+n,

ce qui donne (.(0) = 0, et ne décrit pas le comportement oscillant en 0.

Ils en viennent donc a définir un exposant d’oscillation qui tienne compte
du comportement de la fonction pour des intégrations fractionnaires, et non

plus aprés un nombre infini d’intégrations.

Soit, hy(zo) exposant de Holder de la primitive fractionnaire d’ordre t en

zo de f € Lj5.. Plus précisément, si f est une fonction bornée, nous noterons
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hi(zo) 'exposant de Holder en zy de la fonction

fo=Id = A)"2(¢f) (1.2)

ol ¢ est une fonction C*° a support compact qui vérifie ¢(xy) = 1, et 'opérateur
(Id— A)~%? Topérateur de convolution qui consiste 4 multiplier la transformée
de Fourier de la fonction par (1 + [¢]?)7%/2.

Reprenons la fonction f : z + xsin(1/2%) + |z[>/2

. Pour t assez petit une
intégration fractionnaire d’ordre ¢ de f donnera pour f; un exposant de Holder
1+¢(B+1)en 0, & la place de ’exposant attendu 1 + ¢. Nous pouvons donc
déduire B de I’étude de I’évolution de I'exposant de Holder par intégration

fractionnaire.

Dans [3] on introduit ainsi la définition suivante, justifiée par le fait que
t — hy(zo) est dérivable & droite en 0.
On note 2 F(t)|;—q+ la dérivée & droite si elle existe d’une fonction F en un

point a.

Définition 1.1.6. soit f : R? — R une fonction bornée. Les exposants d’os-

cillation de f en un point xg sont donnés par

(h, B) = (h(xo>, %ht(xo) - 1) (1.3)

Ces exposants appartiennent a [0, +o0] X [0, +00].

Remarque 1.1.1. Si h(xg) = +oo l'exposant § n’est pas défini.
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1.1.3 Comportement en moyenne : exposant de Calderon-

Zygmund

Les exposants précédents concernaient ’étude des fonctions continues. Nous
allons étre amenés a travailler sur des fonctions non continues, ou continues
sans régularité supplémentaire. Une maniere de mesurer la régularité en un
point zy peut étre alors d’évaluer des moyennes sur des boules centrées en x.

Dans [10], Calderon et Zygmund étudient les propriétés locales des solu-
tions d’équations aux dérivées partielles elliptiques linéaires. Ils démontrent
d’une part des théoremes de régularité en des points isolés et d’autre part des

résultats du type presque partout avec le critere de régularité suivant.

Définition 1.1.7. Soit p € [1,00] et u un réel tel que u > —g.
Soit f une fonction de LY .
f appartient a T;(aco) s’il existe R > 0, P polynome de degré inférieur ou égal

auetC >0 tel que

Vp<R: (% /Hm ) — P(x)|”dm> L <o, (1.4)

Remarquons que si p = oo T% (x9) est exactement 1’espace C*(xg). D’autre
part si u est positif et f € C*(xo), alors f est dans T3'(xo) quel que soit p.

p
loc

</|w—zo|§p |f($)‘pdx); = </|a:|§2A |f(x)|”dm>;)

| :
(G ) <cp
P~ Jz—mo|<p

Donc toute fonction de L}

De plus, on a évidemment pour f dans L

d
est une fonction de T * (x).
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Examinons les premieres propriétés de ces espaces.

Dans [10], les auteurs démontrent le fait que ce sont des espaces complets

et aussi la propriété importante de stabilité par pseudo-différentation.

La proposition suivante donne des propriétés de base de ces espaces.
Proposition 1.1.1. Soient 15 € R? et p,p’ > 1.

1. T;"(xo) C Ty (xo) siu' > u > —g.

2. Ty(xzo) C Ty (xo) sip' > p.
3. Si f appartient a T} (xo) e xg), alors f appartient a T (xq) avec,

t Ty(x
pour 0 <0 <1, rtelque——%—!—

Démonstration:
1. Ce point est évident d’apres la définition 1.1.7.

2. Soit f dans Ly, et dans Tpi(x)-
D’apres I'inégalité de Holder pour 1 < p < p' et p” tel que % =141

loc

on peut écrire

( /u_%'gp |f(x) — P(x)|Pda:)% < ( / » ) P(x)\p'dx) ” (O

ol C ne dépend pas de p.

Ce qui donne donc

(5[ ILCE P(x)\pdx)’l’ o5 [ IR )’

(1.5)

S

On a donc
T3 (o) C T, (xo) sip’ > p. (1.6)

1-6
p

3. Soientogﬁgl,etrtelque%:%+
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On a d’apres I'inégalité d’interpolation,

([ ILCE P(x)\fdx)% < (% /| ICE P)is)

< (pi / )= P 7

D’ou le résultat.

Revenons sur le fait que toutes les fonctions de L? = sont dans T), ”(zo).
Pour f dans Lj,,, I'ensemble {u : f € T}(x0)} n’est pas vide. On peut donc

loc?

définir un p-exposant en x, avec

u't(wo) = sup{u : f € T;'(x0)} (1.10)

Pour p = 00, on retrouve I'exposant de Holder.

Examinons les propriétés de la fonction, définie sur [0, 1], @(zo) : ¢ —
1
u$ (7o)
Proposition 1.1.2. Soit 7y € R? et f € LT .
1. a(xgy) est une fonction croissante sur [0, 1].

2. u(zg) est une fonction concave sur [0, 1].

Démonstration: Ces propriétés découlent directement de la proposition 1.1.1.

1. D’apres le point 1 de la proposition 1.1.1 on a clairement

/

u (o) < uli(wo) sip <p.
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On a donc en posant ¢ = % et ¢’ = 1%,

1
(o) < uj(wo) sig <g.

~ Q=

u

D’ou le résultat.

2. Soient p,p’ > 1,0 < 6 < 1, et r tel que % = %4— lp;,e. On peut utiliser

I'inégalité (1.7) dans la démonstration de la proposition 1.1.1 et on a

Ou't (o) + (1 — (9)11,1},(370) < uff(z0).

En posant s = %, ¢ = %, q = 1%, on a bien

~ m\|,_.

(o) + (1 — O)uf (z0) < wu

(o).

i

Ou

~no |

Ainsi la fonction (o) est concave.

g

Remarque 1.1.2. Du point 1 de la proposition précédente, on déduit que
u'h (o) > uP(z0) = hy(x0). La fonction f : x — z* vérifie ainsi I’égalité.
Mais méme si hy(xo) # 0, on peut avoir u't(wo) > hy(xo). L’ezemple suivant

le confirme.

On note I 4 la fonction caractéristique de I’ensemble A.

Soit 0 < a <1 et p # oco.

Considérons la fonction f, : £ = 2% Y Ijp-j_o-2 9-s1(). Elle a clairement
Jj>4
pour exposant de Holder «.. Calculons son p-exposant en O et montrons qu’il

P — 1
vaut uy(0) = a+ 5.

En effet, en prenant p < 2,
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[ u@pri= [ et )
lz[<p 0<z<p >4

D’apres le théoreme de convergence monotone, on a

/ |f($)|pd$ < Z / xapﬂ[g—j,2—2j72—j]($)dx + Rp (1.12)
lz|<p §>4j0 Y 0ST<p
avec jo et I?, tels que
p
1. si27dotl 972001 < p < 270F1 . R = / z°Pdz
9—jo+1_9-2(jo—1)

2. §i 2700 < p < 2dotl _ 9ot . R =)

On pose S, tel que S, = Z/ 1P g—i_g-2 9—j1(x)dx
0<a<p

J>Jo
On a donc
Sp = [ aIp-img-21-4)(a)da
J>jo 1.13
=C Z 9—ilap+1) _ (2—1' _ 2—2j)ap+1 ( )
J>jo0
Or on a

g—i(ap+1l) _ (2—1' _ 2—2j)ap+1 — 2—j(ap+1)(1 -(1- 2—j))ap+1
Ce qui donne
9—ilap+1) _ (277 — 2~ H)ertl 9—ilap+2)

On a donc

S, ~ 2 dolar+2) (1.14)

Or d’apres la définition de p, 277 < p < 27JoF1,
Et donc il existe C' et C”' tels que
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C'pt2 < S, < CpPt2, (1.15)

D’autre part, pour R, dans le premier cas, on a

Rp — /p °Pdr = C(papH _ (27j0+1 _ 2*2(j0*1))ap+1)
2

—jo+1_9-2(jp—1)

D’apres le théoreme des accroissements finis, on a donc

0< Rp < 0(2—j0+1 _ 2—2(j0—1))ap+2 < 09— (o—1)(ap+2) < Cpocp-f-?
On a donc bien dans tous les cas
Clpap—I—Z S Sp + Rp S Cpap-I—Z'

D’apres (1.12), on a
C/pap+2 S / |f(.’l?)|pd$ S Cpap+2'
|lz[<p

Donc ici on a bien v/} (z0) = a + 7 # hs(z0) = o

Le p exposant apporte donc une information supplémentaire sur la régularité
ponctuelle de la fonction méme dans le cas ou la fonction est holderienne au

point considéré.

Nous verrons ultérieurement le lien entre le p-exposant et les autres expo-
sants qui permettent de mesurer la régularité locale.
Nous I'utiliserons aussi pour caractériser la régularité locale des fonctions

éventuellement non continues.

1.2 Analyse multifractale

L’analyse multifractale concerne 1’étude des fonctions dont la régularité

ponctuelle varie de point en point. Une approche a alors été développée qui
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consiste a étudier les ensembles de points ot la fonction a une régularité ponc-
tuelle donnée.

Il est des fonctions dont la régularité varie de point en point, et dont les
ensembles Sy, = {zo : hy(xo) = h} peuvent avoir des structures tres complexes

(ce qui est le cas par exemple des signaux de vitesse d’écoulement turbulent).

Ces ensembles sont de mesure de Lebesgue nulle. Nous allons utiliser la

notion de dimension pour les caractériser.

1.2.1 Notion de dimension

Il existe de nombreuses manieres, qui ne sont pas en général équivalentes,
de définir la dimension d’un ensemble. Les ensembles de singularités que nous
allons étudier peuvent étre denses et la dimension de Hausdorff est alors plus

adaptée que la dimension de boite.

Nous reprenons ici la construction donnée dans [9].

La premiére notion est celle de mesure s-dimensionnelle de Hausdorff.

Définition 1.2.1. Soit F C R? et s > 0.
VY > 0, on pose

H3(F) = inf {Z U« F | U;, diam(U;) < 5}
i=1 i

ot diam(U;) désigne le diamétre de U;.

La mesure s-dimensionnelle de Hausdorff de F' est H*(F) = Hm H3(F') .

6—0

On la notera aussi Mes,(F).

Proposition 1.2.1. Soit F est un borélien de R®.



1.4, AINALYOL MULIIFNRAULIALL

On a alors HYF) = ¢ Mes?(F) ot cq est linverse du volume de la boule

d-dimensionnelle et Mes la mesure de Lebesque dans R?.

On peut alors faire les remarques suivantes.

— H*(F) est une fonction décroissante de s.

— Sit>sonaalors Y |Ui|' <6753 |Ui|°
d’olt : HL(F) < 6"*H3(F) par passage & l'inf.
Ce qui donne : si H*(F) < oo alors H!(F) = 0.

On a donc une valeur critique de s pour laquelle #°(F") passe de oo a 0.

Définition 1.2.2. Sous les hypotheéses de la définition précédente, la dimen-
ston de Hausdorff de F' est

D =inf{s, H*(F) = 0} = sup{s, H*(F') = +o0}.

Pour calculer une dimension de Hausdorff on devra donc trouver cette
valeur critique pour laquelle la mesure s-dimensionnelle passe de +oo a 0.
Il est donc intéressant de pouvoir minorer la mesure s-dimensionnelle d’un
ensemble et nous utiliserons pour cela un théoréme de S.Jaffard dans [19]. Il

utilise une généralisation de la mesure s-dimensionnelle de Hausdorff.

Définition 1.2.3. Soit w : R, — R, wune fonction croissante continue qui
vérifie w(0) = 0, et A un ensemble borné de R?. Si |A| représente le diamétre

de la boule A, on pose

He() =inf (3" w(w)

(ui)ien€U

ot linfimum est pris sur tous les recouvrements possibles U de diamétre au
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plus €. La mesure H"Y de Hausdorff de A est définie comme

HY(A) = lim H(A). (1.16)

e—0

Remarquons qu’en prenant la famille de fonctions particulieres w.(z) =

(log z)?|z|% ¢ > 0, on a directement les inégalités suivantes

H™(A) = H(A),

et pour tout € > 0 tel que ¢ > ¢,
e (A) < HEE(A). (1.17)

Remarque 1.2.1. Si A wvérifie 1.17 pour un ¢ > 0, alors la dimension de

Hausdorff de A est au moins égale a c.

Le théoréme suivant démontré dans [19] va nous servir pour minorer les

mesures s-dimensionnelles de certains ensembles particuliers.

Théoréme 1.2.1. Soit \, une suite de points de T = [0,1]¢ et &, > 0. Pour

a donné on considére ’ensemble E, = limsup B(A,, £2).
N—oo

On pose w.(x) = (logx)?|z|¢. Si presque tout z (au sens de la mesure de

Lebesgue) appartient a E,, alors
Vb > a, H" /b (Ep) > 0.

En particulier la dimension de Hausdorff de E, est au moins égale a da/b.

Dans le cadre de ce travail nous allons étudier les méthodes qui ont été
mises en place pour le calcul de la dimension de Hausdorff d’'un type d’en-
semble particulier. Ces ensembles dont on souhaite évaluer la dimension de
Hausdorff sont les suivants.

Définition 1.2.4. Soit f une fonction de L2 (R?). On appelle spectre de singu-

loc

larités de f la fonction qui a un réel positif h associe la dimension de Hausdorff
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de l’ensemble Sy, = {zo : hy(xo) = h}.

Nous allons dans cette these travailler sur une méthode mise en place et

utilisée par des physiciens pour le calcul du spectre de singularités.

1.2.2 Formalisme multifractal

Les spécialistes de la turbulence ont fait I’hypothese, basée sur les considérations
heuristiques suivantes, qu’on pouvait appliquer une formule pour calculer ce

spectre. Elle peut étre justifiée de la facon suivante.

On considere une fonction f L? intégrable et les L%-modules de continuité,

appelés ici ”fonctions de structures”, pour [ qui tend vers 0 sont donnés par

S,(l) = /R Flz+1) — f(z)|"da. (1.18)

On estime leur loi de décroissance quand [ tend vers 0
[ 15+ 0 = @) s ~ 195,
R4

1 1) — a
ou autrement dit lim inf D fealf(z+1) — f(2)|%dx
—0 Inl

= (s(q)-

D’autre part, on peut partitionner R? grace aux ensembles S, avec la rela-
tion Rd = U Sh-
h

Supposons [ suffisamment petit et (o dans un S, donné. On peut supposer

encore que pour tout x dans la boule B(xy, |l|) de centre x, et de rayon |I|,

[flz+1) = fa)| ~ 1" (1.19)

Ce qui donne la contribution

/ Flz+1) — F(2)|%da ~ |10+, (1.20)
B(zo,|l])
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On peut recouvrir S, par |[|~*) boules du type B(zo, |I|). On aurait alors
une contribution de chaque intégrale | s, [f(@ + 1) = f(z)|?dz de lordre de
|1[ha=d(h)+d,

La contribution principale, qui donnerait la décroissance

[f(z+1) = f(z)|%dz ~ [1|4@

Rd

est donnée par le h tel que [ [f(z +1) — f(z)|%dz ~ |l|i%th—d(h)+d'

On aurait donc
Cr(q) = if (hg — d(h) + d).

La fonction (y étant concave, on obtient, par transformée de Legendre,
d(h) = inf(hq — (q) + d). (1.21)

La formule (1.21) est appelée formalisme multifractal.

Lorsque pour une fonction donnée, d(h) est effectivement donné par (1.21),

on dira que le formalisme multifractal est vérifié.

D’abord on peut remarquer que la formulation précédente concerne les ex-
posants de Holder inférieurs ou égaux a 1 puisqu’on n’utilise que des différences
d’ordre au plus 1.

Cette remarque peut étre levée en adoptant une formulation équivalente
de (1.21) qui fait intervenir les espaces fonctionnels auquels la fonction appar-

tient. Ainsi rappelons la définition des espaces de Sobolev H*1.

Définition 1.2.5. Soit s > 0, non entier et s = o + [s]
f € H* si et seulement si f € LY et pour tout multiindice o tel que

la| =1[s] on a :

/|aaf (+) =@ _

Ui -
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Soit (;(q) = sup{s: f € H*/4}.

Examinons le lien entre £(q) et Cr(q)-
Cs(q) est défini par

i sup e f @+ 1) — fl@)|d

1—0 Inl

= (r(a)
On a donc bien pour ¢ > 1 et (;(q) < ¢

Crlg) = C}(q) =sup{s: f € HS/q,q}_

Dans le cas ou (;(¢) > ¢, il nous suffit de modifier la formule de la fonction
de structure (1.18) en remplagant f par des différences d’ordre 2. On itérera
ainsi le procédé en utilisant des différences finies d’ordre supérieur au lieu d’une
différence d’ordre 1.

De plus si ¢ > 1 les inclusions suivantes entre les espaces de Sobolev H*4
et les espaces de Besov B (que nous pouvons voir pour le moment comme

des espaces de Sobolev précisés par un troisieme indice ¢) sont valables (cf [1]).
Ve > 0, H*"9% — B34 — H* =1
On peut donc écrire en posant ny(q) = sup{s: f € Bg/q,q}’
Vo > 1,¢(q) = n(a).

On posera comme prolongement de la fonction ¢ dans le cas o ¢ < 1 la
fonction 7.

Ainsi la formule (1.21) est équivalente a la formule
d(h) = inf (hq —7s(q) + d) . (1.22)

Nous avons donc obtenu une formulation équivalente du formalisme multi-

fractal et nous dirons que le formalisme est vérifié pour une fonction f si

d(h) = inf (hg —ns(g) + d) avec ny(g) = sup{s: f € Bileay, (1.23)
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De nombreuses fonctions vérifient cette formule, comme par exemple les
fonctions autosimilaires sous certaines hypotheéses (voir [11]), ou encore des
fonctions particulieres comme la fonction de Riemann. Stéphane Jaffard dans
[16] démontre qu’elle est vérifiée génériquement au sens de Baire (c’est a dire
dans une intersection dénombrable d’ouverts denses) dans les espaces de Besov
qui s’injectent dans les espaces de fonctions continues. Ainsi on peut considérer

que de larges ensembles de fonctions vérifient le formalisme multifractal.

Cependant toutes les fonctions ne vérifient pas le formalisme multifractal.
Dans [3] des contre-exemples sont exhibés. D’autre part dans [16], S.Jaffard
démontre que, génériquement, dans une intersection quelconque d’espaces de
Besov la formule n’est pas vraie et doit étre légérement modifiée pour per-

mettre de calculer le spectre.

La présence de singularités oscillantes est, comme nous le verrons plus
loin, une des causes principales de ce phénomene. Les contre-exemples de [3]
contiennent presque partout des points d’oscillation. Et une facon heuristique
de le comprendre peut étre donnée par l'objection immédiate suivante a la
justification de (1.21). Il n’est pas du tout évident que pour z, dans Sy, on ait
Pestimation (1.19) pour x dans B(zy, |{|). Ainsi la fonction f : z — xsin(1//x)
ne vérifie pas cette estimation quand z appartient a une boule centrée en 0.
En tout z différent de 0, f est de classe C* et ne vérifie donc pas (1.19) avec

h =1/2. 11 en sera de méme pour toutes les fonctions du type z®sin(1/z").

Dans le chapitre 2, nous étudierons plus avant la question du lien entre les

singularités oscillantes et le formalisme multifractal.
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1.3 Ondelettes

Les exposants de régularités que nous venons de présenter, ainsi que les
dimensions d’ensembles, et enfin le calcul de d(h) grace au formalisme multi-
fractal, s’averent difficiles, voire extrémement difficiles a évaluer directement.
Néanmoins leurs liens avec la transformée en ondelettes, apparue dans les
années 80 en traitement du signal, peut étre quant a lui relativement simple a
formaliser. En particulier, pour ce qui est du formalisme multifractal, ce sont
A.Arnéodo et ses collaborateurs qui ont utilisé les premiers la transformée en
ondelettes pour calculer grace au formalisme multifractal le spectre de singu-
larités d’une fonction (voir [2]).

Pour notre travail, nous allons dans la suite utiliser des bases orthonormées
d’ondelettes de L?(R?).

Leur construction dépend d’abord de la construction d’une fonction dite
”fonction d’échelle” ¢ € L?(R?) telle que la famille

(im0 25¢(2x — k), k € Z%

1. forme une base orthonormée d’un sous-espace V; de L*(R?),
2. avec Vy C V4,
3. UV = LA(RY),

JEL

4. et (N V; ={0}.

JEZ
On définit ensuite W; comme le complémentaire orthogonal de V; dans
V.

Il existe alors 27 fonctions ¢, = 1...2¢ = 1 telle que la famille
{ef) o s 2590 (o — k), k € 240 = 1..2¢ — 1)

forme une base orthonormée de W;, on les appelle ondelettes.
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L’ondelette la plus simple est ’ondelette de Haar.

Nous prendrons des ondelettes ¢ i = 1...2¢—1 qui possédent les propriétés
suivantes.

— Elle sont régulieres (d’une régularité meilleure que la fonction a analyser),
dans la classe de Schwarz (voir [27]) ou méme & support compact (voir
7).

— Elle sont bien localisées en temps et en fréquence.

— Elle sont oscillantes, c’est a dire qu’elles ont un certain nombre de mo-
ments nuls.

Nous utiliserons une normalisation L* pour les ondelettes, si bien que nous

écrirons
2)=Y Cidla—k)+ Y. O D2z —k)(i) (1.24)
kezd 1,j>0,k€Z4
0t Oy = [pa f(2) d(a — k) da et CF) = 29 [, f(z) D2z — k) d.

Nous pouvons aussi décomposer f, en utilisant le fait que les fonctions
29O (2ig —k),j €L, ke Z%i=1.20—1

forment une base orthonormale de L*(R?).

On a alors la décomposition suivante.

=Yy — k) (1.25)

7.]5
oit C) =24 [, f(z) ¥ (27x — k) da.
Pour simplifier les notations, nous ne noterons pas l'index (i) ce qui est

sans conséquence puisque nous ne nous intéresserons pas a la direction des

coeflicients.
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De plus nous utiliserons parfois les notations simplifiées suivantes. Nous

indexerons les ondelettes en termes de cubes dyadiques. Si A est le cube

A={zeR: 2 —kecl0,1]%},

nous noterons 1, (z) = ¥ (27x — k).

Pour I’étude des questions liées aux singularités ponctuelles et au forma-
lisme multifractal, les ondelettes apparaissent un outil particulierement adapté.
En effet elles permettent de caractériser de facon tres simple les espaces
fonctionnels qui entrent en jeu dans I’étude de la régularité locale et permettent
aussi de donner des criteres simples pour caractériser la régularité globale du

type Besov qui intervient dans le formalisme multifractal.

1.3.1 Espaces de régularité holderienne
Espaces 2-microlocaux

Le premier critere de régularité locale que nous avons vu est la régularité
holderienne. Il n’existe pas de caractérisation portant sur les modules des
coefficients en ondelettes des fonctions des espaces C%(zg). Ce sont les es-
paces deux-microlocaux C** (z0) introduits par J.M.Bony qui vont offrir un
cadre fonctionnel pour I’étude de la régularité holderienne ponctuelle. Leur
caractérisation par coefficients en ondelettes démontrée dans [18] est le point
de départ crucial de I’étude par ondelettes de la régularité ponctuelle. Nous
donnons ici la définition des espaces locaux (définis sur un voisinage de )

dont nous aurons besoin.

Proposition 1.3.1. Une distribution tempérée f appartient a C’;g"" st et seule-
ment il existe C' > 0 et A telles que ses coefficients en ondelettes vérifient pour
tout k tel que |k — 27xo| < A7 :

Cik| < O2739 (1 + |k — 272]) ™% (1.26)
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Les propriétés suivantes donnent la relation entre C*(zo) et C2* dans [18].

Proposition 1.3.2. Pour tout z, € R¢,

-sit<sett+t <s+s, alors C5 C CL.

= Soit s > 0, C*(zp) C Cp:°.

— Soient (s, s') tels que s+ s' > 0, alors C* C C*(xy).

Pour calculer ’exposant de Holder grace a des relations sur les coefficients
en ondelettes par l'intermédiaire des espaces Cj;f', il nous faut faire une hy-
pothese de régularité uniforme supplémentaire.

Ainsi dans le cas oli pour un § donné, f est dans C°(R¢), on a la formule

suivante pour I’exposant de Holder

|
h¢(zo) = liminf og(|eal)

. . 1.27
A=z log(277 + |zg — A) (1.27)

De cette caractérisation vient aussi la caractérisation par ondelettes, démontrée

dans [3], de ’exposant d’oscillation défini par (1.3), toujours dans le cas ou la
fonction a un minimum de régularité holderienne uniforme.

En introduisant les notions suivantes,

Définition 1.3.1. Si F' et G sont deux fonctions,

log | F| 51

F = O(G) si liminf g G| = &

et
log | F| B

log |G|

les auteurs démontrent dans [3] la proposition suivante.

F ~ G st lim

Proposition 1.3.3. Soit f € C°(R™) pour § > 0. Les exposants de singularités
oscillantes de F' en x sont (h, B) si et seulement si les coefficients en ondelettes

de f vérifient les conditions suivantes.
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1. |Cjxl = 027" + | £ — 2|") pour j — 400 et £ — =

2. Il eziste une suite (jn, 2’3—7;) telle que
@7+ | =2~ 2T et |G| ~ @7+ [ — al"). (1.28)

3. B est la borne inférieure des nombres pour lesquels (1.28) est vérifié.

Nous appelerons les suites du type (Jn, 2’3—’;) suites minimisantes pour F

en .

Frontiére 2-microlocale

On peut poursuivre I'analyse de la régularité locale en se servant pleinement
du cadre fonctionnel offert par les espaces C’j;f’.

A chaque point xy on peut associer un domaine dit 2-microlocal qui est
Pensemble des couples (s, s) tels que f € C;;f’. La connaissance de ce domaine
permet de déduire beaucoup d’informations sur la régularité locale de la fonc-
tion (cf [34] et [29]), en particulier grace a 1’étude de la frontiere de ce domaine.

Elle est définie par la fonction
s+ s(s") =sup{r: f € Co'}.

On peut la paramétrer de différentes fagons et un choix possible (cf [34]) qui
nous servira dans la suite est de paramétrer cette frontiére en (s', o(s') = s+5').
Le calcul direct de o est possible grace a la réécriture de (1.26) suivante :

Il existe une constante A telle que

VE tel que |k — 27zo| < A2 1 |Cjp| < C276F9 (277 4 k277 — 20]) ™. (1.29)

On obtient donc I'expression pour o (prise en o = 0 pour simplifier)

! —j —j )
o(s") = liminf inf s'log(2 77 + [k277]) + log |Gy

1.30
j—oo  |k|<A2i —7log?2 ( )
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Les premieres propriétés de o se déduisent facilement de la proposition
1.3.2.

Proposition 1.3.4. Soit f une distribution tempérée. La frontiére 2-microlocale
de f, o, est concave et croissante, ses dérivées a gauche et a droite sont com-

prises entre 0 et 1.

D’autre part, la connaissance de o permet de calculer d’une autre maniere

les exposants de régularité usuels.

Ainsi on peut déduire des propositions précédentes la proposition suivante

Proposition 1.3.5. Soit s' — o(s') la frontiére 2-microlocale d’une distribu-
tion tempérée f en xy. On note hy(xq) Uexposant de Holder de f en xq, (o)
Uezposant de chirp de f en xq, Bo(w0) U'ezposant d’oscillation de f en xy et oy,
la dérivée a gauche de o.
- si f € C*(RY), alors hy(xg) = —inf{s' : o(s") > 0} (et hy(zp) = +00 si
o(s") > 0 pour tout s'.)

_ Bc(xO) _ ’llm sl;ésf’)
s'——o0
-1
_ _ : a(s") — (5! -1 _
e =, i (c3is)” = it

L’étude des propriétés de la frontiere 2-microlocale, et des fonctions obte-
nues quand on la prescrit fait 'objet d’un champ de recherche dans ’analyse
de la régularité locale (cf [15] et [29]).

En particulier, le résultat de J.Lévy-Véhel et S.Seuret sur le formalisme

2-microlocal dans [34] va nous servir dans ce qui suit.

Définition 1.3.2. Soient f une distribution tempérée et sa décomposition en
ondelettes f =3 Cjxbjx et 1o € R
Jik
On pose
-60°:(0,1) =» R (J{+oc}
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0°(p) =sup{vy:36 > 0,277” < |§ — 20| < 6= |Cju| < K,2777}
- 60':(0,1) = RT J{+o0}

k , .
0" (p) = sup{vy : 36 > 0, |2—J — 20| < min(4,277°) = |Cjx| < K,2777}

- 0° est une fonction décroissante et ' une fonction croissante. On pose

6°(0) = lim 6°(p)

p—0t

0*(1) = lim 6*(p)

p—1-
— Pour e > 0,
. k .
(p) = A4, Vi > o, 279000 < | X | < 279(p—E)
Xe(p) =sup{y : Fjo, Vj 2 Jo, < g5 %l < ) (1.31)
= [Cjx| < Cpe2777}
Pour p fizé la fonction € — x.(p) est une fonction décroissante. Donc
lim x.(p) est bien définie.
e—0t
— La fonction x : (0,1) = Rt [ J{+o0} est définie par

- x(0) = 6°(0).
- p€(0.1): x(p) = lim x.(p).
- x(1) =0'(2).

X est appelé spectre 2-microlocal de f en xy.

Le théoreme suivant est alors démontré dans [34].

Théoreme 1.3.1. Soit f une distribution. Alors la frontiére 2-microlocale de

f en xy est donnée par

o(s') = inf (ps"+ x(p)) - (1.32)

Ce théoreme a de nombreuses conséquences et nous en aurons une appli-

cation dans les parties suivantes.
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1.3.2 Espaces de régularité globale
Espaces de Besov

Pour ce qui est de la régularité globale, on préferera utiliser les espaces de
Besov plutot que les espaces de Sobolev, car leur caractérisation par ondelettes
est tres simple (cf [28]).

1/p
feBy (R?) <= (Z a2 ) =¢; avec € €li. (1.33)
kezd
Les espaces de Besov sont des espaces d’interpolation, ce qui signifie ici
que si une fonction f appartlent a Bs’q et B, , elle appartient a B;:’q
=0s+(1—-0)s" et ]7
d’inclusion du type Sobolev, c’est a dire

9 0 <6 < 1. Is vérifient des propriétés

) d d
BN CB'sis>sets——=5——. (1.34)
p p P p/

Domaine de Besov d’une fonction

Savoir a quels espaces de Besov une fonction appartient nous permet de
caractériser d’une certaine maniere sa régularité globale. Nous aurons besoin
ainsi de la notion de domaine de Besov d’une fonction f, c’est a dire ’ensemble
des couples (g, s) tels que f appartienne & Bf’/q/ L. On vient de voir que les
espaces de Besov sont des espaces d’interpolation, la frontiere du domaine de
Besov sera donc une fonction concave. D’autre part les inclusions de Sobolev
nous montrent que la frontiere du domaine de Besov est une fonction croissante

s telle que, aux points ou elle existe, sa dérivée vérifie 0 < s'(q) < d.

1.3.3 Espaces de Xu

! \ I /7 . . \ .
Les espaces X;*'P7 operent une généralisation, a la fois des espaces de

Besov et des espaces deux-microlocaux.
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Ces espaces ont été introduits par Y.Meyer et H.Xu dans [36] ou encore

[31], et le théoréme suivant y est démontré.

Théoreme 1.3.2. f appartient a Xj;f"p’q st f est une distribution tempérée

et si
q

22“*%)” (Z 1CiklP(1+ |k — 2jx0|)8’f') < 400 (1.35)

JEZ kezd
— Dans le cas s'=0, X" = B>,

— Dans le cas p = ¢ = +00, la condition (1.35) devient

sup 29|05 x| (1 + |k — 2714))* < 400,
JEL k€74

ce qui est la définition de 'espace C%*'.

. ’ o . /
Nous aurons besoin de la définition locale des espaces X379,

Définition 1.3.3. On dit que [ appartient a X;;f"p’q localement, noté Xg’s"”’q

si il existe f appartient d Xg’s”p’q telle que f — f = 0 sur un voisinage de .
Et cette définition est équivalente & la proposition suivante.

Proposition 1.3.6. f appartient a Xj(’f"p’q st il eriste A > 0 tel que

Z 2(8—%)‘”' Z |Cj,k

Jj20 |k—27zq|<A27

q
p

P(1+ |k —2z0])*? | < +o0.

Examinons les premieres propriétés de ces espaces.
Dans [36] ’auteur démontre que ce sont des espaces complets et ils vérifient

les inclusions de Sobolev & s’ fixé, c’est a dire

Proposition 1.3.7. Soit o € R?. Si —00 < 51 < 59 < 00, 1 < py < py < 00,
e _ 4 o _ d

et st 81 o =52 o alors

! '
X‘;g’s »P2,9 C X;Z(l)as »P1:4 (1_36)



viAariine 1. i VILINALTIVED

Nous montrons ensuite la proposition suivante
Proposition 1.3.8. Soit 7, € R?
1. sit<sett+t <s+s, alors Xj;f'mﬂ < Xi’(f"p’q.
2. Soient —oo < s} < sh <00, 1 < py <p; <o0.
Si f appartient a X;;’Sll’pl’oo et X;ﬁ’slz’m’oo,
alors, pour tout 0 < 0 < 1, f appartient a X;;]s"p’

avec, pour 0 < 0 < 1, s = 0s) + (1 —0)sh,, s = Os; + (1 — 0)sy et
16 | 1-8

o0

p 41 p2
Démonstration: Plagons nous en xy = 0 pour simplifier les notations.
1. Remarquons que pour |k| < A27, on a 27¢(1 + |k|)¥ < C.275(1 + |k|)*.

En effet . p
281 + |K]) (- s
o T < 9its) (1 4 k)T
o k)7 =2 IR

Ort' —s' <s—tet1l+|k|>1,cequidonne

20t (1 + |k|)? .
s < i) 4 k)
R =2 (IR

Orici k| < A2 et s—t >0 et on a

jt v
2. (1+ &) <c
295(1 + |k|)s" —
Donc on a bien
V|k| < A27, 2041 + |k|)Y < C.275(1 + [k|)* (1.37)

et alors

g

S

ZQ(t—%)qj Z |Cj,k|p(1 + ‘k‘)t’p S 22(5_%)‘13 Z ‘C',k:|p(]' + ‘k|)s’P

§>0 k| < A2i §>0 k|<A2i

d’ou le résultat.

(SRS

< +00.
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2. Soient 0 <O <1lets =0s|+(1—0)sy, s =0s1+(1—0)s, et % = il+1p;20.
Nous voulons montrer que

953 (Z O .[P (1 + |k\)5’p> < 400 (1.38)
k

On a

(Z CinlP(1+ |k|)81p) - (Z |G| (1 + [K])*1%|Cy
k k

S =

(=0 (1 4 |k|)(1—0)8’2p>

(1.39)
On applique I'inégalité de Holder avec % = pil + 1]0;20.
On a alors
1
p
> 1G5l + k]
|k|< A2
1—6

0 1-6
P1 P2

< (Z |C 7 (1 + |k|>s’ﬂ°l) (Z C 7 (1 + |k|>s’2p2>
k k

(1.40)
—0
On a donc avec s = fs; + (1 — ) s, et ;‘f = z_f + d(; )’
_dys ! ’
o (Z Cou(1+ "“')”)
k
B 16
< (2(31p1d)j Z ‘Cj,k‘pl(l + |k‘)s'1;01> . (2(52p2d)j Z ‘Cj,k‘m(l + |k‘|)8'2:02)
i k

(1.41)

Or f par hypothese est dans X" et X;>*"** donc d’apres le

théoréme 1.3.2, on a bien f appartient & Xgﬂs"”""’.
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[l

Nous allons démontrer dans le troisieme chapitre de cette these que les
espaces X‘;(’f"p’q avec ' = —s permettent de caractériser les espaces T;(xo), et
nous obtiendrons ainsi une caractérisation par ondelettes du p-exposant défini
par (1.10), de la méme maniére que les espaces C** () nous ont permis de
caractériser I’exposant de Holder ponctuel.

Domaine de Xu

De méme que pour les espaces précédents, on peut envisager un domaine
”de Xu” qui est I’ensemble des triplets (p, s', s) tels que la fonction appartienne
a X;;f"p’oo. L’intersection de ce domaine avec le plan p = oo correspond au do-
maine 2-microlocal alors que l'intersection de ce domaine avec le plan s’ = 0

correspond au domaine de Besov.

Pour p fixé, comme précédemment dans le cas des espaces 2-microlocaux,
pour une fonction f donnée, on considere la frontiere du domaine Xu d’une

fonction f en un point zg, c’est a dire
s+ s,(s") =sup{s: f € X;(’f"p’oo} (1.42)

On choisit comme précédemment de la paramétrer par (s',0,(s") = s+ ¢').

Et on peut maintenant considérer la fonction de deux variables 6 : (s',p) —

o,(s).

La fonction ¢ a les propriétés suivantes.

Proposition 1.3.9. Soit f une distribution réguliére et 6 la frontiére de son

domaine de Xu.

1. ¢ est une fonction concave.
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avec (6%)9 et (a%)g qut désignent les opérateurs de dérivée partielle res-

pectivement a gauche et a droite.

Démonstration: Ces résultats sont des conséquences directes de la proposition
1.3.8 et de la proposition 1.3.7.
O

Dans [34], J.Lévy-Véhel et S.Seuret considerent des exposants définis d’une
facon équivalente pour p = 1 et d = 1. Ils ont obtenu les estimations de la pro-
position 1.3.10 dans ce cas. On peut facilement généraliser pour p quelconque

leur résultat et I’appliquer aux espaces de Xu comme suit.

On considere zy € RY, une distribution f définie sur un voisinage de zo de
diametre A > 0.

Considérons la quantité

D) =20 Y (Gl (1 [k = 2ol) (1.43)

|k—27 mo| < A2

Proposition 1.3.10. Soit f une fonction de L? . Alors

loc”

log (E?(s')%)

1. La quantité liminf ———=
j—00 —jlog2

log (E?(s')%)
~ ! — 13 3 [ ——
2. 4(s',p) = hjrgglf —jlog2
3. Vs o(s'+ %) <&(s',p) < o(s) + 4

est indépendante de la valeur de A choi-

ste.
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Démonstration: Démontrons le premier point.

Pour notre démonstration nous prendrons une famille d’ondelettes 1,
i=1,---,2¢ — 1 de classe C", avec n > s, & support compact, telle que
24124 (2 — k), i =1,---,2¢ — 1, j € Z, k € Z% forment une base ortho-

normale de L?(R%), (pour la construction de telles bases, voir [7]).

Nous utiliserons une normalisation L pour les ondelettes, et la décomposition

d’une fonction f sur cette base sera celle donnée par (1.25).

Nous supposerons enfin que les ondelettes-meéres (®) sont & support com-
pact dans B(0, M), boule de centre 0 et de rayon M, avec M > 0 fixé. Ainsi
le support de l'ondelette 1);; est inclus dans ce que nous noterons \;; =

k270 4[5, 7]

Soit B > A.

Posons

SP(s") = 205~ Z 1C kP (1 + |k — 27z])*P (1.44)

J
|k—2i @o| < B2J

Nous voulons montrer que

log (i?(s’)fl’) log (Z?(s')%)
liminf ———* =liminf ————*

1.45
j—¥00 —jlog2 j—>00 —7log2 (1.45)
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On peut réécrire (1.44) comme

) =20 3T (O + Ik — 2

|k—2izo|<A27
+ 2=5'P=d)i > |Gk P(1 + |k — 27a))°
A23 <|k—2i 0| <B2J
= ¥P(s") + 2P > 1CklP(1+ [k — 29p])*P
A2 <|k—2i 9| < B2J
(1.46)
Etudions la quantité a j fixé
9-s'p-d)j Sy 1CklP(1+ |k — 200])%P (1.47)
A2 <|k—2i 30| < B2
On peut la majorer par
o(=s'p—d)j Z 1CklP(1+ |k — ijoDs’p < 0275'Po(=s'p=d)j Z C; P
A2i <|k—2i 39| < B2 A23 <|k—2i xo|<B2J
< c2~ Y Z ‘Cj kl?
A2 <|k—2i 20| < B2
(1.48)

ou C ne dépend que de A, B et s'p.

Nous voulons maintenant évaluer la quantité pour j fixé

S ol (1.49)

A3 <|k—2 30| <B2J

Nous savons que la fonction f appartient & L} .

définition de L¥ & l'espace LP([—2B,2B]%).

Donc elle appartient par
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On a alors f(z) = f(z) pour z € [-2B,2B]%, avec f une fonction de L?(R?)
nulle en dehors de [—2B, 2B]“.

On peut donc écrire
[ @paa= [ (f@pd= [ [fPd (150)
[—2B,2B)d [~2B,2B]d

D’autre part si on note

F=Y_Cxih, (1.51)
X

la caractérisation par ondelettes des fonctions de LP(R?) nous donne qu’il
existe C' > 0 et C' > 0 tels que

CUR |f(x)|pdx)%§ / (;'éAQXA(Jf))gdx %SC’ ( / d\f(m)|pda:)%

(1.52)
ol x) désigne la fonction caractéristique du cube dyadique .
Or sur [-2B,2B]¢, on a
fx)=f(z) = > Croa(z). (1.53)
Ak N[~2B,2BJ4£0
Et on sait que le support de 1, est inclus dans A, = k277 + [_Q—JM, %]d.
Donc pour A tel que A ([—2B,2B]¢ =0, on a
Cix=0 (1.54)
Et pour A, tel que \;x C] — 2B, 2B[%, on a

On suppose maintenant que ’on prend j suffisamment grand pour que si
% < Balors A C] — 2B,2B[% et \;; C] — 2B, 2B[".
D’apres (1.50), (1.52) et (1.53), on peut écrire
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[V
S =

/ > IC\*xa(z) | da gO(/[_QBQB]d |f(x)‘1’dx)p§0.

Ak N[=2B,2B]420

(1.56)
et
% P
2
Z |é ‘2 ()2 dr < Z‘C Qw()Q dr < C
gkl XA\T Tz < PEINE: 2 < C.
k:k <B Ak N[—2B,2BJ4#£0 I
2] —
(1.57)

A Déchelle j fixé on a A = £ +10, 5] et les cubes A forment une partition.

On a alors

M)

va@)? | <0 (1.58)

S 16l ([ro@as) = [ | 3 16

k:r <B ki <B
Or
/X,\(:c)dac =274, (1.59)
Donc
Y G2 <. (1.60)
k:?’;SB
DGk < 2% (1.61)
k:QAjSB

On peut donc majorer (1.62) pour j suffisamment grand comme suit.

> CixlP < C29. (1.62)

A2 <|k—2i zo|< B2i
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Et on a alors pour (1.48),
o(=s'p=d)j > ICixlP(1+ |k —27z0)7 | <C (1.63)
A2 <|k—2i zo|<B2i
La quantité (2.22) est donc majorée par une constante qui ne dépend que
des parametres s', p, A et B.

On peut donc écrire d’apres (1.46), pour j suffisamment grand,

SE(s') < SB(s') < C + SE(s) (1.64)

et clairement par concavité du logarithme,

loa(S%(+))) < log(S%(s')) < log(C +3}(s) < C +log(4(s)).  (1.65)

Donc

C log (E?(s’)%> § log (i?(s’)%) y log (Ef(s’)%)

1.66
—jlog2+ —jlog2 = —jlog2 — —jlog2 ( )

Or si u,, et v, sont deux suites,

lim inf(u,) + lim inf(v,) < liminf(u, + v,).

D’ou
log (E?(s’)%> log (f]?(s')fl’) log (E?(s’)%)
lim inf — +liminf ——* <liminf ———* <liminf ————=.
j—oo —jlog j—r00 —jlog2 j—00 —jlog2 j—ro0 —jlog?2
(1.67)

On a donc bien 'égalité

log (Z?(s')%) log (i?(s')%)
liminf ——* =liminf ————~.
j—00 —7log?2 j—00 —jlog2
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Et la quantité

- log (E:;(S,)%’)
liminf —————~
j—o0 —7log?2
ne dépend pas de A.

Démontrons le deuxiéme point. On note

T(s') = lim inf ,
j—00 —jlog?2

Par définition on a o,(s’) = s(s') + 5" avec s(s’) défini par (1.42).

Donc pour tout € > 0, f appartient a cho

Ce qui donne, d’apres la proposition 1.3.6, il existe A tel que

sup 9i((op(s")—s'—e)p—d) Z 1CiklP(1+ [k — 20])°P < +00

J k—20 30| < A2

Donc il existe C telle que pour tout j

(! ip(—0op(s')+e)
Ej(s) < 2P\ owlE)TE
Ce qui donne, pour tout j et tout &

log (E? (s") %>

—jlog?2 > oy(s) —¢

Donc
T(s") > op(s").
D’autre part d’apres (1.68)

pour tout € > 0, il existe jp pour tout j > jo

log (E?(s’) 11'7>

—jlog2 >T(s) —¢

D’ou il existe A tel que

log (Eg(s’) %>

Up(sl)—sl—g,sl,p,oo

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)
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2 3T (O (L k= 2l <27 1)
|[k—27zo|<A27

Ce qui donne donc

i (=8'p—d-+pT(s')—pe)) Z |Cj,k|p(1 + |k — Qj$0|)s’p <1 (1.75)
[k—20 zo|<A.2

3 . &' T(s) .5
Donc f appartient & X, T2 ) 76500,

Donc T'(s") — e < 0,(s") pour tout ¢ > 0.
Donc

T(s") < op(s"). (1.76)

Avec (1.72) on a bien 0,(s") = T'(s"). Le deuxiéme point est donc démontré.

Démontrons le troisieme point en suivant toujours la méthode décrite dans
[34], avec x9 = 0 et A = 1 pour simplifier les calculs.
Soit py tel que (|k|+1)279 = 279k, Quand k varie dans [—27 + 1,27 — 1]%

pr varie dans [0,1]. On a

B = 3 2IIC

k|<2i-1

P (1.77)

Soit ¢ > 0. On note K = [1/¢], ou [.] désigne la partie entiere, et 3; = ic
avec ¢ variant de 1 a K.
Alors

K
E?(S')SZ Z 2—j(d+5’PPk)|Cj’k

1=0 k:|pr—Bi|<e

p (1.78)

On note B I'indice 3; pour lequel Z 27j(d+s,ppk)|0j’k|p est maxi-

k:|pr—Bi|<e
mal et on prend par exemple le plus petit de ces indices si il y en a plusieurs.
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On a donc

SH() < (K+1) 3 27| gy,

k:|pp—B|<e
< (K +1)2 s B£) S |0 P (1.79)
k:lpx—B|<e

Fixons n > 0.

La définition de y., pour j assez grand nous donne la majoration

Cpr— Bl <e} < 2= (xe(B)=m) (1.80)

sup{|Cjx

Déterminons le cardinal de ’ensemble B = {k : |pp — 5| < €}.

Si k appartient a cet ensemble, alors
B—e<pp<B+e

Donc
9—i(B+e) < (|k| + 1)2*]’ < 9—i(B—e)

Donc on a au plus 2741=8+¢) valeurs de k qui vérifient cette inégalité et qui
appartiennent a B.

On peut donc majorer (1.79) avec (1.80), ce qui donne
' —j(d+ps' (Bte)+xe (B)p—np-+df—d—de)
YE(s') < (K +1)277tP XeP)p—TP (1.81)

On fait tendre j vers I'infini, puis n vers 0, et enfin ¢ aussi vers 0. Alors on
obtient

op(s) > B(s' + g) +x(8) (1.82)

Or le théoréme 1.3.1 nous donne exactement la valeur du minimum de la
fonction 8 — B(s' + %) + x(B), c’est o(s" + %).
Donc on obtient la majoration

op(s') > o(s' + g) (1.83)

D’autre part, on a clairement
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S5(s) > sup (k| + 1) 72776 |0y [P
|k| <27

logX(s) _ . plog(2 + [k277]) + log |Gyl +d
= J 7 in
—jlog2 T |k|<2i —7log?2

Et d’apres (1.30), on a

o,(s') <o(s') + . (1.84)

g

Nous allons démontrer dans le troisieme chapitre de cette these que les
! 7 .
espaces X;»*P? avec s’ = —s permettent de caractériser les espaces T]}‘(xo),
et obtiendrons ainsi une caractérisation par ondelettes du p-exposant défini
A PEN / .
par 1.10, de la méme maniére que les espaces C*° (o) nous ont permis de

caractériser I’exposant de Holder ponctuel.

Ainsi nous avons maintenant grace aux ondelettes un outil d’analyse qui
nous permet d’examiner les différentes questions que nous avons soulevées
dans 'introduction. La premiere d’entre elles sera la question de la validité du

formalisme classique et de son rapport avec les singularités oscillantes.



Chapitre 2

Singularités oscillantes

2.1 Introduction

Nous allons d’abord nous intéresser a la question de la validité du for-
malisme multifractal. Remarquons que la formulation de (1.23) fait appel aux

espaces fonctionnels B"®)~¢)/P»

D loc auxquels la fonction appartient. On peut, pour

tester la validité du formalisme multifractal, examiner a quels espaces fonction-
nels B} . une fonction donnée appartient et examiner la validité en général du
formalisme multifractal dans I’ensemble constitué par l'intersection d’espaces
fonctionnels auquels la fonction appartient.

Autrement dit le formalisme multifractal défini a partir de (1.23) peut étre
formulé de la maniere équivalente suivante. Considérons une fonction f dans
>

7 et sa fonction d’échelle défini par (1.23). Soit V I’espace fonctionnel

V = m Baw—e)/pp (2.1)

Lloc
e>0,p>0

Alors f appartient a V et dire que le formalisme multifractal est vrai équivaut
a dire que
d(h) = inf (ph — n;(p) + d). (2.2)

p>0

Ainsi on peut aborder la question de la validité du formalisme multifractal

47
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en étudiant les espaces V. On les munit a partir de maintenant de la topologie

B(n(p)—f)/p,p‘

la moins fine qui rend continues les injections de V' dans les espaces B,/
b)

Ainsi, ayant adopté ce point de vue d’analyse fonctionnelle, une question
naturelle est de savoir si la conjecture de Frisch-Parisi est vraie pour ”quasi-
toutes” fonctions dans V, c’est a dire dans une intersection dénombrable d’ou-
verts denses de V.

V est en effet un espace de Baire (une intersection dénombrable d’ouverts
denses y est partout dense) bien qu’il ne soit pas un espace de Banach.

S.Jaffard dans [16] montre que la réponse est mitigée : il existe un spectre
quasi-sur mais seule une partie du spectre est donnée par la formule de Frisch
et Parisi.

Notre objectif est de donner I’explication de ce phénomene. On savait déja
(cf [3] and [19]) que le formalisme multifractal pouvait étre faux pour des
fonctions contenant des singularités oscillantes du type z" sin(=).

Nous montrerons que ce phénomene est une des causes du fait que quasi-
surement le formalisme multifractal n’est pas vérifié. Pour quasi-toutes fonc-
tions, chaque ensemble S, pour lequel le formalisme multifractal ne donne
pas la bonne dimension, contient un ensemble de points, ou la fonction a un
comportement oscillant, de méme dimension que Sy, lui-méme.

De plus, alors que jusque-la on pensait que les comportements oscillants
sur des suites de points d’accumulation étaient exceptionnels, nous montre-
rons que la présence de singularités oscillantes est générique, au sens oll nous
pouvons en trouver presque-partout, dans quasi-toutes fonctions de beaucoup

d’espaces fonctionnels (c’est le cas en particulier dans V).

Définition 2.1.1. Un espace topologique séparé est appelé espace de Baire si

toute intersection dénombrable d’ouverts denses est un ouvert dense.

Remarque 2.1.1. Si une propriété (P) est vraie dans une intersection dénombrable
d’ouverts denses, que nous noterons G, d’un espace de fonctions B qui est de

Baire, nous dirons que (P) est vraie génériquement dans B, ou que quasi-
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toutes fonctions de B vérifient (P).

Nous allons maintenant caractériser les espaces du type de celui de V.
Rappelons (cf partie 1.3.2) que la frontiére du domaine de Besov est concave

et est une fonction croissante s telle que 0 < s'(¢q) < d.

Dans [16], S.Jaffard démontre la proposition suivante.

Proposition 2.1.1. Toute fonction concave s qui vérifie 0 < s'(q) < d définit

le domaine de Besov d’une distribution f.

D’autre part la fonction d’échelle de f définie par (1.23) est reliée a s par

Pexpression 7(q) = gs(1/q).

Lemme 2.1.1. Si s est une fonction concave, la fonction n définie par n(q) =

gs(1/q) est concave.

qs(1/q) — qos(1/qo)

q — qo
et on montre que c’est une fonction décroissante. Pour cela il suffit d’écrire

Démonstration: On fixe ¢o € R. On étudie la fonction g —

qs(1/q) —qos(1/q0)  qs(1/q) —qs(1/q) +qs(1/q0) — qos(1/qo)

e 0 (s(1/q) — 5(Ufa0)

= + 5(1/q0)

— Qo
B l‘s(l/q(]) - 31(1/(10) + s(1/qo0)

4o 11
g9 4o
. . . s(q) — s
La fonction g +— s(g) étant concave, la fonction ¢ — 5(9) — 5(a0) est
q9—49

décroissante.
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Donc la fonction ¢ —

gs(1/q) — qos(1/qo)
q - qO . . . .
Donc 7 est bien une fonction concave si s est une fonction concave.

est croissante, et par suite g +—

est décroissante.

g

Nous allons étudier les fonctions f qui ont une régularité holderienne uni-
forme donnée, c’est & dire telles qu’il existe v > 0 tel que f € C7(R?). Or les
espaces B%> sont les espaces C*(R?) lorsque s > 0. La condition de régularité
uniforme sur f est vérifiée lorsque f appartient a I'un de ces espaces, c’est a
dire lorsque s(0) > 0.

Nous appellerons fonctions admissibles les fonctions 7(p) qui sont des fonc-
tions d’échelle et peuvent étre obtenues grace a (1.23). Ces définitions sont
introduites dans [16].

Proposition 2.1.2. Une fonction n(p) : RT — R est dite admissible si
s(q) = qn(1/q) est concave et vérifie 0 < s'(q) < d. Elle est dite fortement
admissible si de plus s(0) > 0.

Lemme 2.1.2. Si s est une fonction concave et croissante qui vérifie 0 <
s'(q) < d, alors il existe une valeur critique p. telle que si ¢ < 1/p., s(q) > dq
et si ¢ > 1/p., s(q) < dgq. Dans le cas dégénéré ot s(q) = sy + dg on a
1/p. = +oo.

Démonstration: La fonction § : ¢ — s(q) — dg est une fonction concave.

Donc on a I’'inégalité suivante

0= dqq__sq(qo) T < () < 5 (q0). (2:3)
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La fonction 5 est clairement décroissante étant donné que ses dérivées a
droite et a gauche sont négatives.

Si elles ne sont pas constantes, elles vérifient a partir d’un certain g,
Vg > qo,s4(q) —d < s;(q) —d<0.
Donc on peut écrire, d’apres 2.3,

s(q) — dg < sy(q0)(q — g0) + 5(¢0) — dgo-
et donc pour ¢ suffisamment grand,
s(g) —dg < 0.

Or 5(0) = s(0) > 0 par hypothése et § est continue.
Donc il existe une valeur p, telle que si ¢ < 1/p., s(q) > dg et si ¢ > 1/p,,
s(q) < dg. O

Dans la suite nous excluons le cas dégénéré p, = +o00.

Le théoreme suivant de [16] est le point de départ de ce travail.

Théoreme 2.1.1. Soit n une fonction admissible.

Soit p. tel que s(1/p.) = d/p.

Le spectre de singularités de quasi-toutes fonctions de V = Bl»=e)/pp

e>0,p>0 “p,loc
est défini sur [s(0),d/p.| et est donné par

d(h) = pigpfc(hp —n(p) + d) (2.4)

Le formalisme multifractal standard n’est pas vrai pour quasi-toutes fonctions
deV.

Si on examine le résultat précédent, en supposant pour simplifier que 7 est
dérivable (mais le résultat est vrai dans le cas général), on obtient deux parties

dans le spectre de singularités.
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Examinons quelles sont ces deux parties.

Posons f telle que f(p) = hp — n(p) + d.

f est une fonction convexe car 7 est concave d’apres le lemme 2.1.1. Son

minimum sur Ry est donné par f(pg) ou py annule f'(p) = h —7/(p).

Nous avons vu que 7’ est une fonction décroissante, donc
1. h > 7/'(p) pour p > po et f est croissante sur [pg, +00].

2. h < n'(p) pour p < py et f est décroissante sur [0, po].

Cherchons le minimum de f sur [p., +0o0].

On a deux situations :

— Soit pg > p. et dans ce cas iilf (hp—n(p)+d) = iI;(f)(hp—n(p)—i-d) = f(po)-
P2Pe p

— Soit po < p et dans ce cas inf (hp —n(p) + d) = f(pe).
PZ2Pec

Donc si on a p. < po alors 1'(po) < 7'(pe) et h < 7' (pe)-

Le nombre p, est défini par s(1/p.) = d/p.. Avec 7'(p) = s(1/p) — 5'(;#,
gL
onan(p)= d%”).
d-s'(L)

Donc pour h < —=2~ ., on a i;lf

Pe P>pe

(hp—n(p)+d) = inf(hp—r(p)+d) = f(po)-

Sinon on a igf (hp — n(p) +d) = f(pe) = hpe.-
P2Pe

La figure suivante résume le résultat.

Le spectre de singularités est donné par le formalisme multifractal (trait
d—s'(1
plein et formule d(h) i1>1£(hp —n(p) + d)) jusqu’au point h = M, en-
p> De
suite il est donné par la droite de pente p,.
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d(h)
d

pente p.

d — s'(0)

s(0) he d/pe h
La question est maintenant d’étudier le lien entre le fait que le formalisme
multifractal soit faux et les comportements oscillants pour quasi-toutes fonc-

tions.

Les contre-exemples au formalisme multifractal de [19] et [20] comprenaient
des singularités oscillantes du type f(z) = |z — :v*|”g(m) en z,.

Nous verrons que chaque fois que le formalisme multifractal est faux dans
un G5 (intersection dénombrable d’ouverts denses) construit ainsi que dans
[16], les fonctions de cet ensemble Gy contiennent des singularités oscillantes.

L’exposant d’oscillation est celui qui est défini par la définition 1.1.6. Nous
appellerons spectre de singularités oscillantes d’une fonction F' et nous note-
rons d(h, 3) la dimension de Hausdorff de I’ensemble E*#) de points ou F a

des exposants de singularités oscillantes (h, 3).

Il est clair que si h # +00

Sp=JE®?, (2.5)
B

si bien que, quel que soit 3, d(h, ) < d(h).
Nous allons étendre la méthode utilisée par S.Jaffard dans [16] pour étudier
les singularités oscillantes des fonctions d’un ensemble G5 donné dans V.
Nous montrerons que lorsque le formalisme multifractal n’est pas vérifié
pour une fonction F dans cet ensemble Gy, il existe un ensemble E#) avec

B # 0, dont la dimension de Hausdorff est exactement celle de Sj,.
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Le théoreme suivant synthétise ces résultats.

B(n(p)*f)/p,p'

Théoreme 2.1.2. Soit ) une fonction fortement admissible et V =) . loc

e>0,p>0
Soit p. tel que s(1/p.) = d/p. et g. = 1/p,.
Soit sy la dérivée a droite de s et s, la dérivée a gauche de s. On note
h d— S:i(l/pc)

c:—_

Pc
1. Soit h = s(0).

- 51 =0, alors
d(h,B) = d(h,0) =d(h).

- 51 8#0, alors
d(h7 ﬁ) = —0O0.

2. Soit h €]5(0), he).

- 81 8 =0, alors
d(h, B) = d(h,0) = d(h).

. hpe
- Si B > max(0, (d_sfq(% — 1), alors

d(h, B) < d(h).

3. Soit h € [he,d/p,].

. hp,
-8 = ———7—— —1, alors
(d—sy(1/pc))
d(h, B) = d(h) = ping (hp —n(p) + d).
_ SZ 5 ¢ [(d—52€lc/pc)) - 1, (d_sgff/pc)) - 1], G,ZOT‘S

d(h,B) < d(h).



Z.od., LIINITDRUUDUGULIUIN

4. De plus quasi-toutes fonctions de V' ont presque partout comme exposants

de singularités oscillantes (h, 5) = (d/p., m —1).
d c

Dans le cas ou s est dérivable en 1/p,, le théoréme précédent devient

B(n(p)—S)/p,p.

Corollaire 2.1.1. Soit n une fonction fortement admissible et V=) ) loc

e>0,p>0
Soit p. tel que s(1/p.) = d/p. et g = 1/p.. On suppose de plus que s est

!
N — §'(1/p.
dérivable en 1/p.. On note h, = dsi(/p)

Pe
Alors
1. Soit h = s(0).

- 51 =0, alors
d(h, B) = d(h,0) = d(h).

- 51 B#0, alors
d(ha ﬂ) = — 0.

2. Soit h €]5(0), he.

- Si 8 =0, alors
d(h,B) = d(h,0) =d(h).
- St B#0, alors
d(h,B) < d(h).
3. Soit h € [he,d/pe].
- Sif=

— 1, alors

S

d(h, ) = d(h) = inf (hp —(p) +d).

P>Pe
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- Siﬁ;«é%—l, alors
d(h,B) < d(h).

4. De plus quasi-toutes fonctions de V' ont presque partout comme exposants

de singularités oscillantes (h, 5) = (d/pe, m -1).

Le cas du corollaire 2.1.1 pour lequel on a des oscillations correspond au
cas du théoreme 2.1.1 ou le formalisme multifractal est faux. En effet, dans
le théoréme 2.1.1, h, était le point & partir duquel formalisme multifractal et
spectre réél différaient.

Dans le cas ol h < he, le point 1 du corollaire 2.1.1 nous indique qu’il peut
y avoir des singularités oscillantes mais les singularités ”cusps” (c’est & dire
f = 0) dominent.Le formalisme multifractal est alors vrai.

Par contre, dans le cas ol h > h,, ce sont au contraire les singularités
oscillantes qui ’emportent, et le formalisme multifractal tombe en défaut.

La figure suivante synthétise ces résultats .

d(h)
d

pente p.

d - s'(0)

5(0) he d/p. h

Avant de démontrer le théoreme 2.1.2, nous allons étudier le probleme plus

simple du spectre de singularités oscillantes quasi-sur des fonctions d’un espace
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de Besov donné qui sera d’abord inclus dans un espace de fonctions continues.
S.Jaffard a déja fait 1’étude du spectre de singularités (non-oscillantes) de
quasi-toutes fonctions et nous rappelons son théoréme dans [16] qui est le point

de départ de ce travail.

Théoréme 2.1.3. Soient p > 0, ¢ > 0 et s > d/p. Le domaine de définition
du spectre de quasi-toutes fonctions de B39(R?) est lintervalle [s — d/p, s] sur

lequel il est donné par
d(H) =p(H — s) +d. (2.6)

Le formalisme multifractal est vrai pour quasi-toutes fonctions de B;”q(Rd).
De plus pour quasi-toutes fonctions de B;’q(Rd), l’exposant de Holder prend
presque partout la valeur s.

Sip>1, on ale méme résultat dans LP*(R?).

S.Jaffard a démontré que dans ce cas, le formalisme multifractal est vrai
pour quasi-toutes fonctions dans cet espace. Le résultat attendu est alors qu’on
ne trouvera pas beaucoup de singularités oscillantes dans ces fonctions et le

théoréme suivant confirme en effet cette impression.

Théoreme 2.1.4. Supposons que s > g, qg>0,p>0
Soit h un élément du spectre de singularités de quasi-toutes fonctions de
B3U(RY), c’est a dire un élément de Vintervalle [s — d/p, s].
1. Si =0, alors
d(h, B) = d(h,0) = d(h).

Si B #0, alors
d(h, 8) < d(h).

2. De plus pour quasi-toutes fonctions de V [’exposant d’oscillation prend

presque-partout la valeur [ = 0.
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Nous allons étudier ensuite le cas des fonctions continues dans les espaces
de Besov qui ne sont pas inclus dans un espace de fonctions continues, c’est a
dire les fonctions de B¢ (C7 avec s < g et v <s.

S.Jaffard a déja fait I’étude du spectre de singularités (non-oscillantes) de

quasi-toutes fonctions et nous rappelons son théoréme dans [16].

Théoréme 2.1.5. Si s < d/p et v > 0, le domaine de définition du spectre de
singularités de quasi-toutes fonctions de B34(R*) N C7(R*) ou de LP*(R%) N

C7(R?) est 'intervalle [’y, dy ] ot son spectre est donné par

d—sp+vp

d(H) = (p+ d ;Sp> H. (2.7)

De plus, pour quasi-toutes fonctions de B;’q(Rd) N C7(RY) ou de LP*(RY) N

C7(R?), l’ezposant de Hilder est égal presque partout a d—s(f;wp'

S.Jaffard a déja démontré que le formalisme multifractal n’est pas vérifié
pour quasi-toutes fonctions dans ces espaces. Nous montrerons qu’on peut
alors trouver presque-partout des points de singularités oscillantes dans ces

fonctions.

Théoreme 2.1.6. Soit s < g et f € ByI(C7 avec vy < s.

Soit h un élément du domaine de définition du spectre de singularités de

quasi-toutes fonctions de B;’qﬂCW avec v < s, c’est a dire un élément de

Uintervalle [, d+;i;_sp]-

1. Sz'ﬁz%—l, alors

d(h, B) = d(h) = (p—i— d_fp) h.

Si B # % — 1, alors
d(h,B) < d(h).
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2. De plus quasi-toutes fonctions de V' ont presque partout les exposants de

singularités oscillantes

_(_d d
(h, 5) - (d-|—'y;17—sp’ d+yp—sp 1).

Pour démontrer les théoremes 2.1.2, 2.1.4, et 2.1.6 nous emploierons la
méthode décrite dans [16].

Rappelons que pour tout (h, 3) € (R")? nous avons une majoration évidente
de d(h, B) donnée par d(h, 3) < d(h).

Nous démontrerons d’abord une majoration plus fine pour le spectre de

singularités oscillantes d’une fonction continue dans un e space de Besov.

Proposition 2.1.3. Soit f telle qu’il existe un v tel que f € C7(R?) alors
d(h, ) < inf [hp — s (p)(8 +1) +d(5 +1)] (2.8)

ot 1y représente la fonction d’échelle de f.

Alors pour chaque espace fonctionnel, nous développerons les différentes
étapes suivantes.

D’abord nous étudierons une fonction particuliere a chaque espace, dite
”de saturation”, dont les ensembles de singularités S; seront les plus nom-
breux et les plus gros possibles. Nous calculerons en chaque point ses expo-
sants de singularités oscillantes et son spectre de singularités oscillantes. Nous
démontrerons que cette fonction ”sature” l'inégalité (2.8), c’est a dire que
d(h,B) = IIJI;E [hp —np(p)(B+ 1) + d(B + 1)] pour cette fonction.

Ensuite nous perturberons légerement une suite dense de fonctions dans
I’espace considéré en remplacant les coefficients en ondelettes de chaque élément
de la suite, pour les échelles 57 > j,, par ceux de la fonction de saturation.

Nous obtiendrons une nouvelle suite dense (g,). Nous considérerons alors un

A= ﬂ U B(gnarn)

mENn>m

ensemble résiduel
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ou r, est suffisamment petit pour que, a 1’échelle 7 = j,, les coefficients en
ondelettes d’une fonction dans A soit proches de ceux d’un des g,.

Pour chaque f dans A et chaque exposant de Holder A, nous démontrerons
qu’il existe un exposant d’oscillation 5 et un ensemble E*#) qui a exactement
la dimension d(h), alors que les autres ensembles E(#) ont une dimension

strictement plus petite.

2.2 Majoration du spectre de singularités os-

cillantes

Nous allons montrer dans cette partie la proposition 2.1.3 mais nous démontrerons

dans la partie 2.6 que la majoration proposée est optimale.

Commencons par démontrer le lemme 2.2.1 et la proposition 2.2.1 dont

nous allons avoir besoin dans la preuve de la proposition 2.1.3.

Nous allons démontrer le lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Soit f € C°(R?), avec § > 0.
Si f a comme exposants d’oscillation (h,B) au point x, alors pour tout

e > 0 il existe une suite (jn, ky) telle que

|2 — k2700 |PHIYE < 970 < (g — |, 27| PHLE (2.9)

et
|Cj, k| > |7 — Ky 279m | (2.10)

Démonstration:
Supposons que f a pour exposants d’oscillation (h, §) en z .
Fixons € > 0.

D’apres la proposition 1.3.3, dans le domaine |2% — x|'P+e < 277 i existe une
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suite minimisante (j,, k) telle que

(279 + £ = al) 4 ~ 29 et (G| ~ (2900 + | — o).

2in

) kn h+e
Donc pour n assez grand, |Cj, x,| > |52 — z[**=.
D’autre part on a nécessairement |22 — z['*#=¢ > 27 car sinon la suite
ne serait pas minimisante.
]

Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante, qui nous servira

ensuite dans la preuve de la proposition 2.1.3.

Soit A C R¢ et & partir de maintenant on note Mesp(A) la mesure D-

dimensionnelle de Hausdorff de A.

Proposition 2.2.1. Soient v > 0 et f € B5>(C7(RY).
Soit B>0et D>hp—sp(B+1)+d(B+1).
1. Sid—sp >0, alors
Mesp( U E®A)) = .
B'<B
2. Sid—sp<0. Alors

Mesp( U E®A)Y = 0.
B'>p

8. Dans tous les cas, Mesp(E®A) = 0.

Rappelons que ’on note H(A) la dimension de Hausdorff de 1’ensemble
AC R,

Corollaire 2.2.1. Soient y > 0 et f € By>® (N C7(R?).
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1. Sid— sp > 0. alors
H(|J E®) < hp+(d—sp)(B+1)
B<p
2. Sid—sp<0. Alors
H(|J B®) < hp+ (d—sp)(B+1).
B'>p

Montrons la proposition 2.2.1.

Démonstration: si f € By*, alors

Vi) |Ck[P2® i < . (2.11)
k

Soit D tel que D > hp — sp(8+1) +d(5+ 1) et Bjy la boule de centre 2%
et de diametre
diam(Bj ) = ‘Cj,k‘%Zw‘j_%.
Nous pouvons réécrire (2.11) avec diam(B; ;)" = |C; x[P2Ps=47 52

et ainsi

C

.j_2-

Soit A;j = JBjx et A =limsupA; = N U5, Ai-
k jeN =

v_] : Zdiam(Bj’k)D S
k

L’ensemble A est inclus dans (J;,; 4, donc

1
Mesp(A) < Z (Z diam(Bj,k)D> < CZ 7k
> \ k 1>j
Or pour j — 400, 0na », 5 — 0,
1>j

donc Mesp(A) = 0.

Doncsi z ¢ A Jjo:Vj > joVk : x ¢ By
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c’est a dire
z— k27| > |G B2F 7B

et alors

Gkl < |z — k279 p 205 +0) 5 (2.12)

— Premier cas : d —sp >0

Siz ¢ Aetdeplusz e |J E® il existe 8/ < S tel que f a pour
B'<B
exposants d’oscillation (h, §') en .

Fixons ¢ > 0, d’apres le lemme 2.2.1, il existe une suite (jy, k) telle que

|z — k. 270 |FHIYE < 97In < g — kg, 2700 P S (2.13)

o] > |2 = k2790,

n ;kn

En appliquant (2.12) en (jn, k»), on obtient

. i .2
@ — ka2 < | — k2 Bl
ce qui donne ,
@ — k2 TP < oSt p (2.14)

On a supposé que D > hp — sp(B+ 1) + d(8 + 1), donc pour ' < (3 et
d—sp>0
D> hp—sp(8' +1)+d(6 +1).

On peut donc choisir € > 0 suffisamment petit pour que

D>hp+ep+ (—sp+d)(B +1+e¢). (2.15)
Ainsi
D
h+e—-—<0.
p

Les inégalités (2.13) et (2.14) impliquent que pour tout n,

g n(rie ) te=D) < o=s+8)in v
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Ce qui donne

(ot hte-2) <549
— £ — — -S54+ —.
B +1+c¢ D P
Mais, d’apres (2.15)

1

D d
— Y(h+e—2)>—s+-.
B’+1+6)( © p) T

On a donc une contradiction. Par conséquent, si x ¢ A alors f n’a pas

de singularité oscillante de type (h, ') en z avec §' < 3.

Deuxiéme cas : d — sp < 0.

Siz¢ Aetz e |J E™P) il existe f/ > 8 tel que f a pour exposants
B'>B
d’oscillation (h, 3') en z.

Fixons € > 0, d’apres le lemme 2.2.1, il existe une suite (j,,, k) telle que
|z — kL2 I |fHre < 97in < g — ! 97In |FHE (2.16)

et
Cjr | > |z — K 27n PFe,

Or z ¢ A, donc d’apres (2.12),
o — k270 |remy < oSt g1 (2.17)

On a supposé que D > hp — sp(B+ 1) + d(8 + 1), donc pour ' > [ et
d—sp<0
D> hp—sp(f +1)+d(8 +1).

On peut donc choisir € > 0 suffisamment petit pour que
D>hp+ep+ (—sp+d)(f +1—¢). (2.18)

Ainsi
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D
h+e—— <0

et

D>hp+tep+ (—sp+d)(B +1+e¢).

On peut alors appliquer la méme démonstration que pour le cas précédent
puisqu’on n’y a besoin que de ces deux inégalités et on obtient alors une
contradiction.

Donc si z ¢ A alors f n’a pas de singularités oscillantes de type (h, 3'),

avec ' > B, en .

Sid—sp>0, Uﬁ,gﬂ E®B) c A
Mais Mesp(A) = 0, d’ou le résultat.

Dans tous les cas, si D > hp — sp(B+ 1) +d(B+ 1) et x ¢ A, alors f n’a

pas de singularités oscillantes de type (h, 3) en z.

Démontrons maintenant la proposition 2.1.3.

Démonstration: Soit f telle que f € C7(R*) v > 0. On considére (h, 5) € R2.

Par définition de la fonction d’échelle de f, f appartient a I'espace V =

N (n(p)—¢)/p:p
e>0,p>0 ~p,loc '

Soient § > 0, > 0 et p> 0.

B(n(p)—a)/p,p'

La fonction f appartient a p,loc
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Soit D5 = hp — (np(p) —e)(B+1) +d(B+1)+6 > hp— (ns(p) — ) (B +
1)+d(B+1).
On peut appliquer 1 a proposition 2.2.1 et on obtient

MesDé(E(h’m) =0
Donc pour tous 6 >0, p>0¢e >0, on a

d(h, B) < hp — (ns(p) —€)(B+1) +d(B+1) + 4.

Ce qui donne donc
d(h, ) < inf [hp — s (p)(B +1) +d(B+1)].

[l

Pour démontrer la proposition 2.1.3, on n’a besoin que de la proposition
2.2.1. On applique exactement la méme méthode pour la démonstration du

corollaire 2.2.1.

2.3 Cas B;’q avec s —% > ()

Nous allons maintenant étudier quasi-toutes fonctions de B;’q(Rd) du point
de vue des exposants d’oscillation. Avant d’aborder le spectre de singularités
oscillantes de quasi-toutes fonctions, nous allons tout d’abord examiner les

propriétés d’une fonction particuliere dite ”de saturation” .

2.3.1 Singularités oscillantes dans la fonction de satu-

ration

Une fonction de saturation dans un espace de fonctions donné (B, si

s—%>00uByNCTsis—2<0et s>y, 0uV =g, B]()’"l(opc)_g)/p’p

n une fonction fortement admissible), ainsi que les construit S.Jaffard dans

avec
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[16], est définie par ses coefficients en ondelettes. Cette fonction ”"sature” les
majorations de spectre au sens ou elle a les ensembles de singularités les plus
gros possibles dans I'espace en question.

S.Jaffard a démontré dans [16] que la fonction de saturation de B, pour
5 — % > 0 vérifie (2.2).

Nous allons maintenant examiner cette fonction du point de vue des oscil-
lations.

Nous calculerons en chaque point de (0,1)? les exposants de singularités
oscillantes (hg, By) et nous montrerons que la dimension d(hg,0) de ’ensemble
E(ho0) est exactement d(hy).

Nous montrerons alors que pour quasi-toutes fonctions et pour les mémes
exposants (hg,0) d(hg,0) = d(hg). Ce résultat ne dépend pas du choix parti-
culier du cube unité, donc il est vrai pour n’importe quel cube. En recouvrant
R?¢ par une famille dénombrable de cubes ouverts, on obtient d(hg,0) = d(hy)
pour une intersection dénombrable d’ensembles G, ¢’est a dire un Gs. Donc a
partir de maintenant nous travaillerons uniquement dans (0, 1)%.

Rappelons la définition de la fonction de saturation F' de I'espace B¢,
5— g > 0, telle qu’elle est construite dans [16].

Donnons sur (0, 1)¢ les coefficients en ondelettes cg\i) de F'. Soient j > 1 et
k€ {0,...,29 —1}9 fixés. Nous définissons J < j comme suit. Considérons la

représentation irréductible

K &k
57 =97 QLK € Z* — (2Z)" (2.19)

et a > 1 un réel; les coefficients en ondelettes de F' sont donnés par
) = Lo=sdig-4), (2.20)
]a

Les résultats suivants sont démontrés dans [16].
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Proposition 2.3.1. Soit s > Z%l. St
2 2
a=-+-+1, (2.21)
p q

alors la fonction de saturation F' dont les coefficients en ondelettes sont donnés
par (2.20) appartient a By

Nous aurons également besoin de la définition suivante donnée dans [16].

Definition 2.3.1. Un point o € R est a-approché par des dyadiques si il

existe une suite (ky, jn) telle que
ky,

Xo — —
Qin

1
- 2a.7n )

L’exposant dyadique en xy est la borne supérieure des a tels que xy est

a-approché par des dyadiques. Nous le notons «(zg).

Nécessairement «(zg) € [1, +00].

Proposition 2.3.2. Soit s > g. Si

2 2
a=>+>+1, (2.22)
p q
alors ’exposant de Holder en xy de la fonction de saturation F' dont les coef-
d d
ficients sont donnés par (2.20) est h(zg) =s — — + ———— .
P ofzo)p

Montrons la proposition suivante.

Proposition 2.3.3. La fonction de saturation F' a en tout point xqy ’exposant
d’oscillation 5 = 0.
Son spectre de singularités oscillantes est défini pour h € [s — g, s], 8=0

et donné par
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d(h, B) = d(h,0) = d(h) = hp — sp + d.

Remarque 2.3.1. La fonction F vérifie ici le formalisme multifractal, ainsi
que le démontre S.Jaffard dans [16]. Avec la proposition précédente nous démontrerons

que F' n’a dans ce cas aucun point ot son comportement est oscillant.

Démonstration:
Pour calculer les exposants d’oscillation, nous suivons la méthode contenue
dans la définition 1.1.6 et nous calculons d’abord ’exposant de Holder h; de F3,

la primitive fractionnaire d’ordre ¢ de F', définie par (1.2) dans le chapitre 1.1.2.

Calculons les coefficients en ondelettes ¢4 sur une base d’ondelettes de Fj.

Remarquons d’abord que la fonction 1~ ot 9~* = (=A) %) est encore
dans la classe de Schwarz, elle garde aussi les propriétés d’oscillation des on-
delettes ([~ (z)dz = Pt (0) = 0 ou Yt désigne la transformée de Fourier
de ¢t).

La base (43" : 2+ ¢ *(29.2 — k)) formée & partir de cette fonction mere
n’est plus orthonormée mais forme griace au systeme (¢4 : x — '(27.2 — k))
un systéme biorthogonal au sens ou < 1%, @/J;,t >=0si A#\.

La décomposition de f sur cette base s’écrit alors

) =) < Fuf > ¢5'(@).
A
Ecrivons dans cette base le coefficient en ondelettes de F;. On a

ch :2dj/Ft(a:)1b§\(a:)dx
= [ e+ gy e i (£ ae

3K (€
=9 Jt/f _|_||é|“| t/2¢ (2])6 Jd§

t ~
= [l s

(2.23)
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L’opérateur qui a T : f — g tel que §(&) = f({) W)W est un opérateur

S -
d’ordre 0 et nous savons par [28] qu’il est continu su(:i‘:s' espaces de Besov.
Une intégration fractionnaire de F revient donc a appliquer a f un opérateur
qui est le produit d’un opérateur linéaire d’ordre 0 et d’un opérateur diagonal
sur une base d’ondelettes (chaque coefficient est multiplié par 277¢).
On en déduit d’abord que la fonction F; est une fonction de I'espace de

Besov B;”’q. En effet ses coeflicients vérifient

avec &; dans ['.

Pour ¢ suffisamment petit nous avons encore s + t — % > 0. Donc B;”’q
s’'injecte dans un espace de régularité holderienne uniforme.

Ainsi le coefficient
T 1 - K
& ==2772% /f(s‘)i/a(ﬁ)d& = j—a2(3‘5‘m2(‘ﬁ” st 37 = 5

est exactement le coefficient de la fonction de saturation de ’espace B;th’q.

La fonction F; est donc I'image par 'opérateur d’ordre 0 7" de la fonction
de saturation de 1’espace B;H’q.

Remarquons que les espaces deux-microlocaux sont stables par les opérateurs
d’ordre 0.

Or comme nous 'avons vu dans le chapitre 1.3.1, le coefficient de Héolder et
le coefficient d’oscillation d’une fonction, dans le cas ou celle-ci a une régularité
uniforme donnée ne dépendent que des espaces deux-microlocaux auquels ap-
partient la fonction.

Donc on peut en déduire que la fonction de saturation de ’espace B]f”’q et
F}; ont les mémes coeflicients de Holder et d’oscillation.

Calculer le coefficient de Holder de F; revient donc a calculer le coefficient

de Holder de la fonction de saturation de B;”’q.
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d d
Ainsi en appliquant la proposition 2.3.2; on obtient hy = s+t—— 4+ ——.
P alzo)p

ht — h($0)

On a donc lim = 1 et 'exposant d’oscillation en x, est donc

5(350) _o. t—0

Pour chaque A fixé il y a un unique exposant d’oscillation 5 = 0 et ainsi

d(h) = d(h,0), d(h,0) = g avec h = s — g + aip’ ce qui donne le résultat.

2.3.2 Singularités oscillantes dans quasi-toutes fonctions

Dans cette partie nous étudions I'’ensemble G5 pour lequel le formalisme

multifractal est vrai (voir [16]).

Cet ensemble est construit dans chaque espace de Besov en partant d’une
suite dense f,, de ’espace.

fn est légérement modifiée de maniere a ce que ses coefficients soient ceux
de la fonction de saturation pour j > n. On obtient ainsi une nouvelle suite g,,.
Ensuite on choisit un réél r, suffisamment petit pour que les fonctions de la
boule B(gn,r,) aient leurs coefficients en ondelettes & ’échelle j = n proches
de ceux de la fonction de saturation.

Enfin on étudie les exposants de singularités oscillantes des fonctions de
Pensemble G suivant : A= (| U B(gn, " n)-
meNn>m
Cependant, avant d’évaluer les exposants de singularités oscillantes des
fonctions de A, nous allons d’abord démontrer des majorations les concernant.
Nous avons besoin du lemme suivant qui met en liaison la régularité holde-

rienne globale d’'une fonction f et ses exposants de singularités oscillantes.
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Lemme 2.3.1. Soit f € C° et (h, B) ses exposants de singularités oscillantes
au point Tg.
Alors h > 6(8 + 1).

Démonstration: On a f € C°, et ses coefficients en ondelettes, d’apres la

caractérisation 1.33 des espaces de Holder C?(R?) = BS™®, vérifient
\V/(j, k) : |Cj,k| < CQ_Jj.
D’apres le lemme 2.2.1, il existe une suite (k,, j,) telle que
& — k277" < |Cj

et
‘C 'n,kn ‘ S 02_5]'11 *

Ainsi
|z — k270 M <Oy, | < C270%m,
En appliquant (2.9) on obtient

_j (hte .
2 nF=s) < |C, 4| < C279

h+e
j (5+1_8)_ j
et L
+ée
— > .
R —— Ve >0
On a donc
h>6(8+1).
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Nous allons maintenant développer la méthode décrite dans I'introduction
de cette partie dans le cas de I'espace B;, avec s — % > 0.
On pose A tel que
— ; 50 o __ @
A= () U B(gn,m), avec g, une suite dense de B3 s 5 >0, telle

p 7
meNn>m
que :

1. si j > n les coefficients en ondelettes cg\i) de g, sont ceux de la fonction

de saturation F' construites dans la section précédente.

2. 1, = 55 27d/p

Le point 1 du résultat suivant a déja été démontré par S.Jaffard dans [16]

mais nous rappellerons sa preuve.

Proposition 2.3.4. Soient f € A= (| U B(gn,rn) €t (m) une suite telle
meNn>m
que f € (\B(gnys n,)- Soit F,, Uensemble des points x tels que, pour une infinité
g
de valeurs de 1,

K 1
d_ d. _ B L
dK € Z° - (22)*: |z Sn/al < o (2.24)
et soient (h,B) les exposants de singularités oscillantes de f en x € Fy,
alors
d d
1. h<h(lo)=s5s——+ —.
p oap
2. Sih=h(a), 8=0.

Remarque 2.3.2. Cette proposition nous montre que F, ¢ E®@)0) | U E®5)
W <h(a),8'<Bo(e)

avec Bo(a) = m.

Démonstration:
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Aux échelles j = ny, les coefficients en ondelettes de f sont "pres” de ceux

de la fonction de saturation F'.
On considere le coefficient en ondelettes indexé par j et k tels que j = my

et
kK
25— 9lm/a]”
On a
&) > Lot-9ig-3tmsal,
]a
L’exposant de Holder de f en xq calculé avec (1.27) est borné par
i d . 4
log(|ci”) (5 —s)i— slm/a] d d
. = - 1+0(1)) =(s— -+ —)(1+0(1)).
RSy 2 o(1) = (5= 5 )1+ o(1)

Le point 1 est donc démontré.
Par intégration fractionnaire on conserve les inégalités sur les coefficients

en ondelettes et on obtient

) > Lo(=s—tig=3tm/al,
]a

hi — h(c)

d d
hy <s+t— -+ —, ce qui donne lim i <1
ap t—0

p <
Donc 8 =0 si h = h(a).
On a donc démontré le point 2.

Montrons le point 3 :

d
J € B, s— % > 0 donc, d’apres les inégalités de Sobolev, f € C° 7, ce

qui donne en appliquant le lemme 2.3.1

h
B+1<——.

p

d d
On a supposé que h < h(a) = s — — + — donc
p ap
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et finalement

2.3.3 Estimation de d(h, 3)

Nous finissons dans cette partie la preuve du théoreme 2.1.4.

Nous allons appliquer la méthode suivante dans B,
Nous allons montrer que pour quasi-toutes fonctions de B;4, et h dans le do-

maine de définition du spectre de singularités de quasi-toutes fonctions de B},
’ensemble E"0) est tel que d(h) = d(h,0) et si 8’ # 0 alors d(h, 8') < d(h).

Pour obtenir ce résultat, nous prenons une fonction f dans I’ensemble

A= () U B(gn,rs). Cette fontion est donc un élément de l'intersection
meNn>m
dénombrable d’ouverts denses dans laquelle le théoreme 2.1.3 est valable. Donc

le spectre de singularités de f est le spectre de singularités de quasi-toutes
fonctions de I'espace B,.

Nous prenons un h dans le domaine de définition du spectre de singularités
de f (c’est a dire le domaine de définition du spectre de singularités de quasi-
toutes fonctions de I'espace B;?) et un ensemble de mesure H"* (définition
1.2.3) de Hausdorff strictement positive, qui est en fait I’ensemble F,, donné
par ’équation (2.24) (cet ensemble est fixé par la donnée de «, qui est fixé

lorsque h est fixé et par la donnée de la suite n;, qui dépend de f).
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D’apres la proposition 2.3.4, F, ¢ |J E®#) (ol I dépend de B1).
(h',B8")el

Cette inclusion nous montre que |J E™#) a aussi une mesure H®»
(h',Bhel
de Hausdorff strictement positive.

D’autre part, nous montrons que 1’ensemble U E®.A" 3 une me-
(W',B")EI/{(h,0)}
sure H"4» de Hausdorff nulle. Ainsi seul I'ensemble E(® peut avoir une

mesure H"4+ de Hausdorff strictement positive. Ce qui signifie d’apres la re-
marque 1.2.1, que la dimension de Hausdorff de £ est au moins égale &
d(h). Or E®0 a une dimension inférieure ou égale & d(h) puisque E®9) C .

(h0) est exactement d(h).

Donc la dimension de E
Nous montrons ensuite que chacun des ensembles E(#) avec 3’ # 0 a une

dimension strictement plus petite que d(h).

Soit h dans le domaine de définition du spectre de singularités de f, donc

de quasi-toutes fonctions de By, pour s — g > 0, i.e dans U'intervalle [s — %, s].

D’apres le théoreme 2.1.3, on sait que pour quasi-toutes fonctions de B,

donc pour f,
d(h) = hp — sp +d. (2.25)

d d
Soit « tel que d(h) = hp —sp+d = g, ce qui donne h = s — — + —.

p ap
Nous utiliserons les notations de la proposition 2.3.4, c’est a dire

d d
hla) =h=s5— -+ —. 2.26
(0) v (2:26)

— La fonction f est dans A= () |J B(gn,7n)- Il existe donc une suite n,
meNn>m

avec n; — oo telle que f € B(gn,,n,)-

Examinons 'ensemble F,, défini par (2.24) dans la section 2.3.2.
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d
On a 91{ ﬁ + [_ﬁ’ ﬁ] = [0,1]¢. On peut donc appliquer le

théoréeme 1.2.1 en posant a = 1/, b =1, A, = ﬁ et e, = 2% Cela
nous donne

Heasa (Fy) > 0 (2.27)

(ainsi la dimension de F}, est au moins égale a d/a).

D’autre part, la remarque 2.3.2 indique que

F, c E®@0 | | U B
W <h(@),8' <fo(c)

avec fo(a) = m.

Or
U  e"c | s
' <h(a),B’<o(a) W <h(a)
Nous avons donc
F, BP0 | sw - (2.28)
h'<h(a)

Montrons maintenant que H"/« | |J Sp | =0.
K <h(c)

Nous pouvons écrire cet ensemble |J Sy = U U  Sw)-
h'<h(a)—1/n

h'<h(a) nEN* (a)
Le théoréme suivant de [22] nous donne que I’ensemble U Swa
h' <h(a)—1/n
une dimension au plus égale a hp — £ — sp + d.

Théoréme 2.3.1. Soit f € By*™

1. Si0<s— g < h < s, lensemble {z, f ¢ C"(z)} a une dimension
de Hausdorff d’au plus hp — sp+d, et f € C*(x) pour presque tout

x.
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2. Sis— % < 0, alors, si f € By®(CY pour v > 0, l’ensemble {x :
f ¢ Chx)} aune dimension de Hausdorff d’au plus h (d*% +p).

Or, d’apres (2.26), hp—2 —sp+d=d(h) -2 = d_ . Donc pour tout n

n «
et € < 2, la mesure (£ — ¢)-dimensionnelle de Hausdorff de U Sw
W <h(a)—1/n
est nulle. On peut conclure, d’apres (1.17), que

Hewe || Sw| =0

h'<h(a)-1/n

Donc

Or, d’apres (2.27), F, a une mesure de Hausdorff H"¢/=-dimensionnelle

strictement positive et celle de |J Sy est nulle. Donc, d’apres (2.28),
h'<h(c)
E(h{(@):9) 3 yne mesure H"4/=-dimensionnelle strictement positive.

Donc, d’apres la remarque 1.2.1, la dimension de Hausdorff de E((2):0)
est au moins égale a d(h) = d/«.
Mais E*(@)0) Sh(a), Par définition la dimension de S,y est d(h),

Ce résultat est vrai pour toute fonction f dans A. Donc il est vrai pour
quasi-toutes fonctions dans B,

Nous voulons maintenant calculer la dimension de E*(®):#") quand 3’ # 0.
Fixons ' > 0.

On a d—sp <0, donc

d(h) =hp+d—sp>hp+ (d—sp)(B +1).
D’apres la proposition 2.1.3, on a

hp+ (d — sp)(8' +1) > d(h, 3.
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Donc on a bien
d(h) > hp+ (d—sp)(B' +1) > d(h, ') si ' #0.

La encore, ce résultat est vrai pour une fonction quelconque de A, donc
pour quasi-toutes fonctions dans B, .
~ Remarquons que Fy = [0,1]¢ et que si z € F; alors h(l) < s. La

démonstration précédente nous montre que Mesy( |J Si) = 0 et d’apres
h'<h
la proposition 2.3.4, si 8 # 0 alors E®#) = .

Ainsi les exposants de singularités oscillantes de f dans A, donc de quasi-
toutes fonctions de B, en presque tout point (au sens de la mesure de
Lebesgue dans R?) sont égaux a (s,0).

On vient donc de démontrer le théoréme 2.1.4.

, i o d
2.4 Cas B)'NC7 si s , <0ets>n

Notre objectif est ici d’étudier quasi-toutes fonctions de B} *NC7 si s— f—) <0
et s > v du point de vue des exposants d’oscillation.

Nous allons appliquer la méme méthode que dans la partie précédente.
Avant d’étudier quasi-toutes fonctions, nous calculons d’abord les exposants

de singularités oscillantes d’une fonction de saturation particuliere.

2.4.1 Singularités oscillantes dans la fonction de satu-

ration

Comme dans la partie précédente nous rappelons que la fonction dite de
saturation F' de I'espace B, NC7, s—g < 0 a comme coefficients en ondelettes,

avec L = [W j}, (remarquons que L < j)

cg\i) =3 —i27 s chaque coordonnée de k est un multiple de 27272.29)

cg\i) = 427%  autrement. (2.30)
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De la méme fagon que dans la partie 2.3.1, nous dirons que x est a-approché
si il existe un nombre infini de coefficients en ondelettes c&i) qui vérifie (2.29)
et tels que

277 4|z — A <279, (2.31)

Nous appellerons la borne supérieure de tous les a qui vérifient (2.31) exposant

dyadique en z et nous le noterons a(x).

Remarque 2.4.1. Ici a(z) n’est pas défini exactement comme dans la définition

2.3.1 et appartient en fait a |1, my

Dans [16], S.Jaffard montre la proposition suivante.

Proposition 2.4.1. La fonction de saturation définie par (2.29) a pour expo-
dy

sant de Hélder en zq h(zg) = .
a(zo)(d — sp + vp)

Nous allons démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.4.2. La fonction de saturation F de By*NC7, s — g <0a
d

pour exposant d’oscillation en xq B = — 1.
a(zo)(d — sp + p)

Son spectre de singularités oscillantes est donné par h € [y, ﬁ], 8=

b1 on
¥

d
_ _ d+(y—s) = 7
dh, B) = d(h) = =5=Fh et h= o Sy

Remarque 2.4.2. Dans [16], on montre que dans le cas de cet espace fonc-
tionnel, le formalisme multifractal n’est pas vrai pour la fonction de saturation
F, et nous allons démontrer avec le résultat précédent que la fonction de sa-

turation de ByiNC7, s—g < 0 a des points ou son comportement est oscillant.
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Démonstration: Appliquons la proposition 2.4.1, on obtient que h(zy) =
dry
a(zg)(d — sp+p)
De la méme fagon que précédemment, on calcule h; en remplacant s par
d(y+1t)

a(d = sp+p)’
(Remarquons que cela ne change pas la valeur de L).
d
Ainsi 8 = — 1.
a(d — sp +p)

s+t et v par v+t ce qui nous donne h; =

Il existe un unique 8 = % — 1 pour un A fixé dans [y, ﬁ] et donc

_d+(y—s)p

d(h) = d(h, B) .

2.4.2 Singularités oscillantes dans quasi-toutes fonctions

Comme dans la partie précédente, on pose A= (| |J B(gn,n), avec g,
meNn>m

une suite dense dans B;*NC7, s — g < 0, telle que :
1. Si j > n les coefficients en ondelettes cg\i) de g, sont ceux de la fonction
de saturation F' de BpiNC7, s — g < 0.

_ 1 —sn
2. r, = 2n2/‘12 .

. d
Soit f(a) = Y —— -1

Nous voulons montrer la proposition suivante .

Proposition 2.4.3. Soient f € A = () U B(gn,7n). Soit (n;) une suite
meENn>m

d’entiers telle que f € B(gn,,7n,)-
Soit J, l’ensemble des x tels que

pour un nombre infini de valeurs j prises par la sous-suite ny, il existe k qui
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vérifie (2.29) et tel que

K < L 2.32
xr — 2_J < ﬁ' ( . )
et soient (h,B) les exposants de singularités oscillantes de f en un point
T € J,.
Alors
1. sih=h(a)= 7d g < d —-1;
: = T e@ =) P = (d—sp+p)
d
2. sih < h(a), < — 1.
(@) a(d — sp+p)

D’apres [16] on sait que () ; majore I'exposant de Holder de

— vd
~ afd+(y—s)p
quasi-toutes fonctions de By?NC7, s — % < 0, en un point x € J,.

Remarque 2.4.3. Cette proposition nous montre que

J, C U E®WS) | | U EWA)
W =h(),B'<fo(a) W <h(a),B'<Bo(a)

d
avec fo(a) = ald—sp i) 1.

Démonstration:
Si f appartient & A, elle appartient & un nombre infini de boules B(gy, ),
suite notée By, .

Avec la méthode de la partie précédente, on obtient

hy < diy+t)
a(d — sp+p)
Si h = h(a),
Jim 7~ () < d -1
=0 ¢ a(d — sp+p)
d
et donc 8 < -1
a(d — sp+ vp)

On a donc démontré le point 1.

Prouvons le point 2.
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Supposons que h < h(«)
d
et montrons que § < f(«a) = —1.
(@) a(d — sp +p)

Ici (h, B) sont respectivement I’exposant de Holder et ’exposant d’oscilla-
tion de f en z.

D’autre part f € C7 donc d’apres le lemme 2.3.1,

1B+1)<h

mais h(a) = y(B(a) + 1) et h < h(a)
donc 8 < B(a). O

2.4.3 Estimation de d(h, 3)

Nous suivons ici la méme méthode que dans la partie précédente.

Nous choisissons f dans A= (| |J B(gn, ) défini dans la partie précédente.
meENn>m
Nous montrons que pour chaque h dans le domaine de définition du spectre

de f, c’est a dire dans le domaine de définition de quasi-toutes fonctions de
B;? N C7 (avec s — ]i‘f < 0), il existe un ensemble E*#) (avec § = % -1
Pexposant d’oscillation de la fonction de saturation correspondante) tel que
d(h) = d(h, B) et tel que si 5 # S alors d(h, §') < d(h).

Nous considérons I’ensemble J, qui a en fait une mesure H"4 (définition
1.2.3) de Hausdorff strictement positive.
La remarque 2.4.3 nous indique que

el U s lyl U o) e

h'=h(a),8'<p() K <h(a),8'<f(a)

Cela nous montre que 'ensemble U E®WA)Y U E®A)
h'=h(a),p' <B(a) h <h(a),f'<B(c)
a une mesure H"4» de Hausdorff strictement positive.
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Nous montrons ensuite que U EWB) et U E®5) ont
h'=h(a),f'<B(a) h'<h(a),f'<B(a)
une mesure H"4 de Hausdorff nulle. Ainsi seul I’ensemble E#) peut avoir

une mesure H"4® de Hausdorff strictement positive. Nous concluons alors que
la dimension de E("#) est exactement d(h).
Nous montrons enfin que chacun des ensembles E*'#) avec 5 # § a une

dimension strictement inférieure & d(h).

Soit h dans le domaine de définition de f, donc de quasi-toutes fonctions

7 s . d . 1, 5 dy
de By NC7, st s 5 <0,ieun élément de l'intervalle [fy, d—sp+’ypi|'

D’apres le théoréme 2.1.5 [16], pour quasi-toutes fonctions, d(h) = (p + d‘%) h.

Soit, « tel que d(h) = (p + d‘%) h= g, ce qui est équivalent &
d
h= J .
a(d — sp + p)
) ) .. dry

Nous emploierons les notations de la proposition 2.4.3 h(a) = h =

) ) a(d — sp+ yp)
Remarquons que

d
d(h) = o= h(a)p + (d — sp)(B(a) + 1). (2.34)

— Examinons J, défini par (2.32) dans la partie 2.4.2.
En suivant la méme méthode que dans la partie précédente, nous pou-
vons remarquer que le calcul de la dimension de J, est une conséquence
directe du théoréme 1.2.1 qui affirme que H™4/«(J,) > 0 (si bien que la

dimension de J, est au moins égale & d/a = d(h)).
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— Notons que
U (h,' B8") C U Sh’
W <h(a),p'<B(a) W <h(a
Nous suivons la méme méthode que dans la partie precédente, et écrivons

que

Us=Ul U s

h'<h(a neN* \ k' <h(a)—1/n

Calculons la mesure H" 4 de Hausdorft de U Shr.
W <h(a)—1/n
D’apres le théoreme 2.3.1, la dimension de Hausdorff de U Shy
W <h(a)—1/n
est inférieure a (p+ dj%) (h(a) = 1/n) = d(h) — W. Donc pour

e < W, la mesure (d(h) — ¢) de Hausdorff de U S est

h'<h(a)-1/n
nulle. Donc d’apres ’équation (1.17),
H W) U se]=0
h<h(a)—1/n
Donc
Hew | ) Sw | =0. (2.35)
h <h(a)
— Nous voulons maintenant examiner les ensembles U EW8),
W =h(a),p'<B(a)

Nous pouvons écrire

o

U EWB) — U U EWB)
h'=h(a),8'<f() n=1 \n'=h(a),8'<f(e)— %

Nous voulons appliquer maintenant la proposition 2.2.1. D’apres (2.34),
d— sp

nous avons pour 0 < € <

A(h) = > h(a)p + (d — sp)(5(0) — 7).
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Donc d’apres la proposition 2.2.1,

M€Sd(h)_g U E(h’ﬂ’) =0.
W=h(a),8'<B~1/n

Ce qui donne d’apres 1’équation (1.17),

HW(h) U EWB) | = 0.
h'=h(a),8'<f—1/n

Et on a donc,

H ) U Ee*) =0 (2.36)
W=h(a),p'<p(e)
Donc on a d’apres (2.35) et (2.36)

H w(n) (E(h(a)ﬁ(a))) > 0. (237)

On en déduit avec la remarque 1.2.1 que la dimension de Hausdorff de
EM@):8() est au moins égale & d(h) = 2.
Mais E(M@):B(@) — S, si bien que

d(h, ) = d(h(c), B(e)) = d(h).

Calculons maintenant la dimension de E®®)-%") pour ' # f(a).

D’apres le lemme 2.3.1, si (h, ') sont les exposants de f en un point z,
onaf +1< % Or pour h = h(a), on a B(a) +1 = %
Donc si 8’ > B(«a), on a d(h, f') = —o0.

Examinons maintenant le cas 0 < 3’ < («).
Avec (2.34) et d — sp > 0, on a

d(h) > hp — sp(8' + 1) + d(8' + 1).
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D’autre part, la proposition 2.1.3 nous permet d’affirmer que
hp — sp(B' + 1) +d(6' + 1) > d(h, B').
D’ou
d(h) > hp — sp(B'+ 1) + d(8' + 1) > d(h, 8') si ' # B(a).  (2.38)

~ D’autre part, J; = [0,1]¢ et si z € J; h(1) < d_s"lp7+w. On a donc d’apres

la démonstration précédente

M@Sd( U ShI)ZO

h<h(1)

et

Mesy U EWE) | = 0.
W'=h(1),8'<B(1)

Ainsi les exposants de singularités oscillantes prennent presque partout
(au sens de la mesure de Lebesgue dans R?) la valeur (h(1),5(1)) =

d d
(Tspp aaprap — 1)

Nous venons de démontrer le théoreme 2.1.6.

2.5 Cas d’une fonction d’échelle arbitraire

On considere I'espace topologique V = N B;,Z(:g_s)/ PP avec n une
£>0,0<p<o0

fonction fortement admissible.

Nous notons s la fonction associée a 1 par la définition 2.1.2.
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2.5.1 Singularités oscillantes dans la fonction de satu-

ration

Posons, avec J défini par (2.19) :

(2.39)

a(j, k) = inf (d(j ~J) - n(p)j)

p

et
a; = logj.

La fonction de saturation dans V est définie a partir de ses coefficients en
ondelettes (voir [16])

i 1 a(g
) = a2 k), (2.40)

On pose cg‘i) = 0 si le minimum dans (2.40) est —oo.

Soit, a(xg) exposant dyadique en zo (voir la définition 2.3.1).

Notons sj la dérivée a gauche de s et s; sa dérivée a droite.
S.Jaffard dans [16] fait 1’étude de la régularité hilderienne de la fonction

de saturation et nous allons utiliser ses résultats.

Proposition 2.5.1. Soit h(a) ezposant de Hélder en un point xy tel que
a(xg) = « de la fonction de saturation F définie par (2.40). Il est donné en

tout point par la formule

h(zo) = (2] wzig(fn ) Sl;p(w(s(Q) — dg) + dg) (2.41)

On a alors les différents cas suivants

. d .
2. 511 <a< —a) -
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3. si gy < @ < goiy Ma) = sup(s(q) —dg+ %).
Montrons la proposition suivante.

Proposition 2.5.2. Soit a € [1,+0].

Soient (h(a), B(a)) les exposants de singularités oscillantes aux points o

tels que (o) = « de la fonction de saturation F deV = () ~ BUW®=e/pr,

p,loc
£>0,0<p<oo
On a alors
1. sia> d—g(o)’ on a h(a) = s(0), fla) =0
. d _ dge _ d
2. 511 S a < d—s:l(qc)7 on ah(a) = % 6tﬁ(0[) = W — 1,

3. i % <a< d_f,(o), on a h(a) = sgp(s(q) —dg+ %), et B(a) =0
Démonstration:

En chaque zy on calcule h; I'exposant de Holder de la primitive fraction-
naire F; d’ordre ¢t de F'.

En suivant les mémes arguments que dans les parties 2.3 et 2.4, une intégration
fractionnaire d’ordre ¢ revient & multiplier ¢, par 277¢,

i)t SN
On a alors c&’) = J%Q“(J’k) Jt,

Soit, . |
a(j, k) = iII}f (d(] _ ‘]30_ 77(10)]) 4
et ;
p=d(1- })

p prend des valeurs discretes entre 0 et d régulierement espacées de d/j.
On a

ar(J, k) = j inf(pg — s(q) — ). (2.42)

Nous excluons le cas dégénéré p. = +oo.
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Si p. # 4oo alors s; défini par s;(q) = s(q) + ¢, pour ¢t proche de 0 et
strictement positif, est encore une fonction fortement admissible et toutes les
propriétés de s s’appliquent encore a s;.

Ainsi nous pouvons suivre la méthode décrite dans [16] pour calculer Ay, en
remplacant s par s; dans le calcul. L’exposant de Holder de la fonction de

saturation F' est alors, d’apres la proposition 2.5.1

hi(0) = inf sup (w(s:(q) — dg) + dg) .

a(xo) w>a(zo) q

On peut écrire cette relation

hi(wo) = az0) ot Gi(w) (2.43)
Fiy(w, q) = w(si(q) — dg) + dg. (2.44)

et
Gi(w) = sup (w(s(q) +t—d) —dg) = sup Fy(w,q). (2.45)

Remarquons que G; a exactement les mémes propriétés que G = GGy dans

[16] en remplagant s par s;.

Ces propriétés sont les suivantes.
Gi(w =40siw < —FF—
) d — s'(4+00)

_ : d 9.46
Gi(w) = ws;(0) si w > = 50) (2.46)

G est convexe.

Cherchons le minimum de G} sur 'ensemble {w/w > a(zy)}.

D’apres 2.46, si o > ,alors  inf Gi(w) = as(0) et on a

d— S’(O) w>a(zo)

hi(a) = 54(0)
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Supposons maintenant o < ———.
d — s'(0)
Nous allons d’abord chercher le minimum de G} sur I’ensemble [1, +00].

Etudions d’abord I’équation d’inconnue g et de parametre t > 0
s(g)+t—dg=0. (2.47)

La fonction ¢ — s(q) — dg est strictement monotone et continue, I’équation
(2.47) a donc une unique solution, que nous notons §;, finie puisque p. # +0o0.
De plus la fonction t — §; est continue étant donné que la fonction ¢ — s(q)—dg

est continue.

Rappelons que si ¢ < ¢, alors s(q) —dg > 0 et si g > ¢, alors s(¢) —dg < 0.

Ainsi

9o = qc

et
vVt > 0, ¢ > q..

Remarquons que Fy(w, ) = dg; et

Gi(w) =sup Fy(w,q) = Fy(w, @) > dqy, (2.48)
q

Si nous pouvons trouver w tel que

Gy(wp) = sup Fy(wp, q) = dg; (2.49)
q
alors nous aurons
Gi(w) > Gy(w})- (2.50)
Posons w}, = ﬁ ou s}, est la dérivée a droite de s (et s/ sa dérivée a
d qt) g9

gauche). La fonction s/, est décroissante car s est concave. Or §; > ¢., donc

~ d d
wh = Y — 2.51
0= TG S A= shia) (2:51)
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Calculons G,(w}), et pour cela nous allons calculer

~ d
su (F w, >=7~$ +t—dq) + dq.
1P +(wg, 9) d—sﬁi(qt)( (9) q) +dgq
Or t étant un parametre, c¢’est donc équivalent a calculer
~ d
Fi(w,q) — dit) = —— t — dg) + dg — dg.
Sup ( (w5, 0) —dae) = —— @) (s(q) +t —dg) + dq — dg,

La fonction s est concave, donc g; : ¢ — dg — s(q) — t est convexe et sa

dérivée a gauche est d — sj. Rappelons que par définition dg; — s(g;) —t = 0.

Ainsi, si ¢ < §; < ¢',on a
dqg—s(q) —t . . dg —s(q¢') —t
W=Dty ) < d-sya) < LD
q— g q —q

Cela nous donne que pour tout ¢ < ¢;
Fy(ws, q) — dg <0,

et pour tout ¢’ > ¢,
Ft(a;é,q') —dg; < 0.
Or
Fy(wh, @) — dd; = 0,
donc §; est un point de maximum local de la fonction ¢ — F}(LJS, q) — dg;.
Celle-ci est une fonction concave, donc si elle n’est pas constante ce maximum
est unique.
Dans tous les cas ¢; est un point de maximum global de la fonction ¢ —
Ft((";(%a q) — dgy.
Nous venons juste de démontrer que

Gy(wh) = sup Fy(wt, q) = Fi(wt, @) = di,. (2.52)
q

et trouvé un w!, = w! tel que (2.50) soit vérifiée.
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Calculons hy(zo) = ﬁ inf Gy(w).

%) w>a(zo)
Nous avons deux cas a étudier
1. 1<ax<
d — sy(qc)
2 a <
d=sy(a) = “ = d=5(0)

Etudions le premier cas.

Li1<a<-—1" .
d— SZl(qc)
La fonction ¢ — s/(q) est continue & droite en ¢.. On a ¢ — ¢. quand

t — 0, et par composition des limites, pour ¢ assez petit, (2.51) nous

donne

On peut alors appliquer (2.52) et (2.50) et on obtient

1 dq,
hi(@) = ~Gi(wh) = % (2.53)
0 b < T
S d—sy(ee) T T d—5(0)
Nous allons démontrer I’égalité suivante
1 dq
hi(a) = EGt(a) =sup | s(q) +t—dg+ — (2.54)
q

D’apres (2.51), wf < a.

Nous savons que ch) est le minimum de la fonction G; sur ’ensemble
[1,+00] et Gy est convexe.

Donc elle est strictement, décroissante sur [1, w~3] et strictement croissante
sur [wt, +00], elle est donc strictement croissante sur [cv, +00] .

Donc le minimum sur [a, +00] de Gy est donné par Gi(«), ce qui nous
donne (2.54).
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Calculons maintenant I’exposant d’oscillation dans les cas suivants :

1. Sia> ——— =
Sia> 1= 50)’ hi(c) = s(0) + t donc
i = M)
t—0 t

Alors B(a) = 0.

dgy

1
2. 8il<a< , pour ¢ suffisamment petit hy(a) = —Gy(wg) = —.
" o'

_da
d— 8;1 (QC)

Calculons, avec h(a) = d% = daﬂ, la limite

. ht - h(Oé) _ . dq~t - dQC
hm —_— = llm _—.
t—0,t>0 t t—0,t>0 at

(2.55)
Evaluons maintenant la dérivée & droite de ¢ — g; au point ¢t = 0.

G: est par définition la solution de (2.47), ce qui nous donne la relation

dqt =t+4+ S(qt).

On a donc
gy —dge _ | 5(@) —s(ee) _ 5(@) —5(e) G —dc

3 3 éjt —4qc t

La fonction s a une dérivée a droite en chaque point car elle est concave,

et pour ¢t — 0, on a donc

. qt — 4c _ ! . qr — QC)
nggod X =1+ (Sd(qc) % Hl%fgo t )’
donc
lim 9t — 4c — d
t50,>0 ¢ d—s(q.)

On peut donc réécrire (2.55) comme

hi — h dg, —d d

lim hy = M) = lim 2T % _ (2.56)
t—0,t>0 t t—=0,t>0 ot a(d — si(q.))

_ d
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d d
3. Si <a< ,
I—sya) =S a=90)
1 dq
hi(a) = =Gy(a) =sup | s(q) +t —dg+ — |, (2.57)
o q Q
lim fu = h{e) =1
t—0 t
et B(a) = 0.

2.5.2 Singularités oscillantes dans quasi-toutes fonctions

Comme dans la partie précédente, nous posons A = (| |J B(gn,7n), avec
meNn>m
gn une suite dense dans V, telle que :
1. si 7 > n les coefficients en ondelettes cgf) de g, sont les mémes que ceux

de la fonction de saturation F' construite dans V.

2. r _anlnn
LTy = .

Montrons la proposition suivante.

Proposition 2.5.3. Soient f € A = (| U B(gn,rn) et n; une suite telle
meNn>m

que f € B(gn,,Tn,) -
Soit K, l’ensemble des points x tels qui satisfont la propriété suivante :
pour une infinite de valeurs de [,

il existe K tel que

K
 9lm/a]

1

< o (2.58)

et soient (h,3) les exposants de singularités oscillantes de f en © € K,,

alors
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1. siazﬁ,(o):sihgh(a):s(O) alors B =0

2. sil<a< oS
dC

(a) sih=h(a) =% alors B < B(a)=

d .
= s @) 1

Y

y qu dQC
(b) szh<j, alors B < ey — 1

q

Remarque 2.5.1. Cette proposition nous montre que K, C U EW.8)
(h,B"ET
ot I est donné par les conditions précédentes 1, 2.(a), 2(b), 3.(a) et 3(b).
Nous aurons besoin de la proposition suivante de [16] (ou h(a) est donné

par la proposition 2.5.2).

Proposition 2.5.4. Soit [ appartenant a A et h ’exposant de Hélder de f en
xo appartenant a K,, alors h < h(«).

Démontrons maintenant la proposition 2.5.3.

Démonstration:
Considérons d’abord le cas 2.
Les mémes méthodes que dans les propositions 2.3.4 et 2.4.3 peuvent étre ap-

pliquées pour montrer le point 2.a.

Montrons maintenant le point 2.b.
La fonction f appartient a A et a (h, ) comme exposants de singularités os-

cillantes en z € K.

La fonction f appartient a V', donc d’apres les inclusions de Sobolev, f

appartient & I'espace C*(),
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En appliquant le lemme 2.3.1, nous obtenons

s(0)(B+1)<h
. dg.
et puisque h < ——, nous avons
(0]

dq.
a(s(0))

Les points 1 et 3 peuvent étre démontrés a l'aide des mémes arguments.

b <

g

2.5.3 Estimation de d(h, 3)

Concluons maintenant la preuve du théoreme 2.1.2.

Nous allons utiliser la méme méthode que dans les parties précédentes.

Nous montrons que pour tout A dans le domaine de définition du spectre
de singularités de quasi-toutes fonctions de V il existe un ensemble E"#)
(avec 8 l'exposant d’oscillation correspondant de la fonction de saturation)
tel que d(h) = d(h, B) et tel que, si 5 ¢ [W&% -1, (d*s;,h(% — 1] alors
d(h, ") < d(h).

Nous considérons K,, ensemble de dimension au moins égale a d(h), et tel
que sa mesure de Hausdorff wy() est strictement positive. D’apres la proposi-

tion 2.5.3 cet ensemble est la réunion () E®#) (ot I dépend de 7).
(W,p")el
Nous montrons que la réunion des E®5) avec (b, 5') € I a une mesure

wq(n) de Hausdorff nulle. Cela nous donne que seul E®B) peut avoir une me-
sure de Hausdorff wg,)-dimensionnelle strictement positive. On conclue que la

dimension de Hausdorff de E("#) est exactement d(h).

Enfin nous montrons que pour 3’ ¢ [(d_s,’d”("f/pc)) -1, (d_sgf’f/pc)) —1],d(h,B") <
d(h, B).
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Pour cette preuve nous avons besoin des relations suivantes entre 7 et s.

Lemme 2.5.1. Soient n: Rt — R, et s: R" — R, deuz fonctions concaves
telles que n(p) = p.s(1/p) et 0 < s'(q) < d. Alors

n(pe) = d

2. n(p) < d sip < p,.
3. n(p) > d sip> pe.
4

- My(Pe) = qe(d — s4(qe)) (avec my la dérivée a gauche de n et 1y celle d
droite)

5. 5(0) = Lim n(p).

p——+o0

~

Démonstration: Démontrons les points 1, 2 et 3. On a n(p) = p.s(1/p) et
s(1/p.) = d/p. par définition de p, (cf Lemma 2.1.2), donc 1(p.) = pc-s(1/p.) =
d.

On a s(q) —dg > 0 if ¢ < 1/p., donc

n(p) <dsip<p.. (2.59)

Réciproquement,
n(p) > d si p > p.. (2.60)

Démontrons maintenant les points 4 et 5.
La fonction s est concave donc elle est dérivable a gauche en tout point.

On a donc pour la dérivée a droite de 1 en un point p,
1 1 1
! !
p)=s|— ] ——s,|—)- 2.61
i) = (=) =~ () (2:61)
Or n(pe) = pe-s(1/p.) = d, donc le calcul de la dérivée a gauche de n donne

My (Pe) = ge(d — 53(qe))-

On a une formule similaire & (2.61) pour 7]

wi(@)-242) e
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De plus par hypothese, s, est bornée donc on peut écrire

Jlim g (p) = 5(0). (2.63)

0

Dans la preuve du théoreme 2.1.2, nos outils principaux seront les propo-
sitions 2.2.1 et 2.1.3. Elles font intervenir, a h et 3 fixés la fonction

frpe hp+(d—n(p)(B+1). (2.64)
Nous donnons maintenant les propriétés principales de f qui nous serviront
dans la suite.

Lemme 2.5.2. Soient h et 8 > 0. Pour tout p > 0 on pose f(p) = hp + (d —
n(p))(B8+1). Alors

L f(pc) = hp,.
2. La fonction f est conveze.

3. Sis(0) < #, le minimum de [ est atteint en p tel que

h

77:1 () < ﬁ

!/~
<n,(D)-
4. De plus si p; est tel que % > n,(p1), alors p1 > p et f(p1) > f(P).
5. Sipy est tel que ﬁ < n4y(po), alors po < p et f(po) > f(P).
Démonstration:

Par définition 7(p.) = d donc le point 1 est immédiat.

La fonction f est une fonction convexe comme somme de fonctions convexes.

Donc f est dérivable a droite et a gauche et ses dérivées en p valent

fip) = (8 +1) ( he) <p>) (2.65)

gr+1 M
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et
h
B0 = @+ 1) (52 - nw). (2:66)
Elle vérifie la relation suivante, pour pg < p < p1,
f(po) — f(P) fp) — (D)
.67
- < fo(B) < f4(P) - (2.67)
Supposons
h
14 (p) < r1 s Ty (P)- (2.68)
D’apres (2.66), on a
f) <0
et
fa(p) > 0

Donc, d’aprés (2.67) pour tout py < p,

f(po) = f(B),

et pour tout p; > p,

f(p1) > f(D).
Donc on a bien le minimum de f qui est atteint en p
Enfin si p; est tel que ﬂ+1 > 1, (p1), alors, d’apres (2.66), on a
fo(p1) > 0> fi(P).
Or f est convexe donc f; est croissante et on a p; > p. De plus, en écrivant

M /
on a facilement f(p1) > f(p).
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De méme si py est tel que ﬁ < n%(po), on a, d’apres (2.65), et donc

fa(po) <0 < f3(p)-

Or f est convexe donc f} est croissante et on a py < p. Donc de méme on a
directement f(po) > f(p).

Nous ne redémontrons pas le résultat intermédiaire suivant de [16].

Proposition 2.5.5. Soit h dans le domaine de définition du spectre de sin-
gularités de quasi-toutes fonctions de V. Alors avec « tel que h = h(a), on
a

d(h) = —. (2.70)

Nous étudions d’abord le troisieme cas du théoréme 2.1.2.

Cas 3 du théoréme 2.1.2.

Soit h € [P g /p ).

Prenons « tel que h = ‘% = h(a), ce qui nous donne a = %. Avec
qec = 1/pca on a
1<a< — .
d = s4(4c)

[d_sii(l/pc

L’hypothese h dans I’intervalle L ),d/ pe| est donc équivalente au cas

2 de la proposition 2.5.3.

On note p
Bla) = a(d=@) 1 (2.71)

comme dans la proposition 2.5.3.

D’apres le point 4 du lemme 2.5.1, on a

(o) = 2 = o (p) (o) +1) (2.72)
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— Rappelons que K, est défini par (2.58) dans la partie 2.5.2.

En suivant la méthode de [16], on remarque que le calcul de la dimension
de K, est une conséquence directe du théoreme 1.2.1 qui affirme que
H" /o (K,) > 0 (la dimension de Hausdorff de K, est plus grande que

d/a).

D’autre part, la remarque 2.5.1 nous indique que K, C U E(h'ﬁ'))
(W.,p")el
ou I est donné par les conditions 1, 2.(a), 2(b), 3.(a), 3(b) de la propo-

sition 2.5.3.

En appliquant la proposition 2.5.3, nous avons

K, C U E®8) U U E(h(@).8) UE(h(a),ﬂ(a)_

h'<h(a)15’<%*l B'<B(a)
Clairement U EWH) c ) Sp.
h'<h(@),'< ;e —1 W <h(a)

Comme précédemment, ’application du théoreme 2.3.1 nous donne que

la mesure w4/, de Hausdorff de U Sk est nulle. cl
W <h(c)
Montrons maintenant que |J E®™®#) a une mesure H¥¢/« de Haus-
B'<B(e)
dorff nulle.

Fixons 8’ < f(a).
D’apres le point 1 de la proposition 2.2.1, nous voulons trouver py et
e > 0 tels que d — s(1/po)po = d — n(po) > 0 et

h()po — npo) (8 + 1) +d(F' +1) < & —e=h(o)p = (2.73)

En prenant en compte (2.59), la condition d —n(pg) > 0 est équivalente a
Po < pe. On cherche donc & démontrer qu’il existe py < p,. tel que (2.73)
soit vérifié.

Pour cela nous reprenons la fonction introduite dans le lemme 2.5.2 avec
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h=h(a) et 8 =0 <p(a)
f(p) = h(a)p—n(p)(B'+ 1) +d(B' +1).
D’apres le point 1 du lemme on a f(p.) = h(a)p,, et d’apreés (2.70),

f(pe) = d(h) = 2. (2.74)

«

Montrer (2.73) est donc équivalent & montrer qu’il existe py < p. tel que

f(po) < f(pe).

Or par hypothese 8’ < (), avec (2.72), on a

h(a) h(a) )
ke Bla) + 1 > 1), (pe) (2.75)

On note p le minimum de f sur R, .
Avec (2.75), d’apres le point 4 du lemme 2.5.2, avec p; = p. on a p < p

et f(p) < f(pe)-

On peut donc trouver  avec p < pe et € > 0 (par exemple ¢ = L@=/(2) (pc)4—f ®))

tel que
f(B) < flpe) —e.

D’aprés (2.74), on a f(p.) = d(h) = 2.
On a donc trouvé py = p tel que

A(@)po -+ (d = n(p) (5 + 1) < &~

Ainsi on peut appliquer le point 1 de la proposition 2.2.1.
On obtient

Mesa _, ( U E(h(“)’ﬂ”)> = 0.

ﬂli S/BI
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Donc, d’apres 1’équation (1.17),

H W/ ( U E(Md)ﬁ')) = 0.

6”<,B’
et on a donc
H W/ U Er(@:B) ] = .

B'<B(a)

— On conclue alors que E®(®)A(@) 3 une dimension au plus égale & g =

d(h).

Or comme E(M@)F@) c G, la dimension de E((®)#(@) est exactement
de d(h).
On a
d(h(a), B(e)) = d(h(a)) = d(h).
— Montrons maintenant le deuxiéme point du cas 3.

Supposons que 3’ # [(«).
Examinons les différents cas :

1. Supposons que [’ < f(a).

On considere de nouveau
f(p) = h(a)p—n(p)(B' +1) +d(5 + 1).

La méme démonstration que pour ’ensemble [ J E®),8) nous
B'<p(a)
permet de montrer qu’il existe py < p. tel que f(po) < f(pe)-

On a alors par la proposition 2.1.3,

d(h,B') < inf f(p) < f(po) < f(pe)-
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Or f(p.) = d(h) par (2.74).
Donc on a bien dans ce cas
d(h, ") < d(h).

2. Supposons que 3’ > B(«)

On considere de nouveau
f(p) = h(a)p —n(p)(B'+ 1) +d(8" + 1).

On a deux cas possibles.

(a) Soit
, . h(a)
ﬂ > - ]-a
(P
c’est a dire ha)
« !
/BI + 1 < T]d(pc)'

Donc d’apres le lemme 2.5.2, la fonction f a son minimum en

P> peet f(p) < f(pe)-
Or d’apres la proposition 2.1.3, on a

a(h, ') < inf £(p) = 1 (7).

et de plus f(p.) = d(h) d’apres (2.74).

Donc on a bien dans ce cas

d(h, ') < f(B) < d(h).

Ce qui donne bien

d(h, ') < d(h).
(b) Soit

ho) |y o)

_ 1’
n,(Pe) n4(pe)
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ce qui est équivalent a

e
< g

N4 (Pe) < 1y (De)-

D’apres le lemme 2.5.2, la fonction f a son minimum en p,.

Donc on a
inf f(p) = (o) = © = d(h).

On peut donc seulement écrire, d’apres la proposition 2.1.3,
d(h, B) < d(h).

Cas 1 du théoréme 2.1.2.

Etudions maintenant le premier cas du théoreme 2.1.2.

Supposons h = s(0), i.e o > #,(0) :

D’apres la proposition 2.5.3, si h = s(0) ’exposant d’oscillation en z € K,

est nécessairement

B =0.

Donc en reprenant la méthode habituelle, on trouve
d(h,0) = d(h).

Remarquons qu’en fait si &~ = $(0) en un point quelconque z (pas nécessairement
un point de K, ) alors I’exposant d’oscillation en x est nécessairement 0.
En effet si f est une fonction de V, alors elle appartient & C*(¥) et d’apres

le lemme 2.2.1, on a
h s (0)
— > 5(0).
B+1~

Donc quand h = s(0) on a nécessairement

B =0.
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D’ot, si 8 # 0,
d(h,B) = —0
Cas 2 du théoréme 2.1.2.
Supposons s(0) < h < %.
C’est équivalent a avoir
d—s(1/p) ~ T d=s0)

Si on a en un point z € K, des exposants d’oscillation (h, 3), alors d’apres
la proposition 2.5.3, h < h(a) = sup(s(q) — dg + %), et si h = h(a) alors

q
I’exposant d’oscillation en z est 3 = 0.

On a donc, avec la méme méthode que précédemment,
d(h,0) = d(h).

Examinons maintenant d(h, §) pour 8 # 0.
Supposons h = h(«) = sup(s(q) — dg + %) et 5> 0.

q
Reprenons maintenant la fonction du lemme 2.5.2

f(p) =hp+ (d—n(p)(B+1).

Afin d’appliquer la proposition 2.1.3, on veut maintenant montrer qu’il

existe p tel que
f(p) < d(h)

Nous savons, d’apres (2.4) dans le théoreme 2.1.1, que

dh) = & = inf (hp— n(p) + d). (2.76)

[0 P>Pe
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Nous savons que s(0) < h < n;(p.) par hypothese et d’apres le dernier
point du lemme 2.5.1, s(0) = pg?oo n,(p)-
Donc il existe po tel que 1) (po) < b < 1 (pc)-
On a donc maintenant deux cas possibles.
1. Soit s(0) < h < 1}(pc)-
D’apres le point 5 du lemme 2.5.2 pris avec § = 0, la borne inférieure de
la fonction p :— hp — n(p) + d est atteinte en p > p,.
Ce qui nous donne donc d — n(p) < 0
On a alors pour tout 3’ > 0,

d(h, B') < hp+ (d = n(P)(B +1) < hp —n(p) +d = d(h).
On obtient pour tout 8 > 0,
d(h, B') < d(h).

2. Soit n(pc) < b < ny(pe)-
On a donc toujours gra ce au point 5 du lemme 2.5.2 pris avec § = 0,

que la borne inférieure de la fonction p :— hp — n(p) + d est atteinte en

Dec.
Supposons
h
I(a) _ 1 < ﬂl
ﬂd(pc)
ce qui est équivalent a
hla) _
i Ma(Pe)-

Donc d’apres le point 5 du lemme 2.5.2, le minimum de f est atteint en
P > pe, et comme précédemment on peut conclure, d’apres la proposition
2.1.3,

d(h, B') < f(P) < f(pc) = d(h).

Dans tous les cas on a bien pour ' > max(0, n"L((Z)) - 1),
d (¢
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d(h, B') < d(h).
Remarquons que K; = [0, 1]%.

On a montré que Mesy U Swp | =0et Mesy U E®@8) ) =o.
K <h(a) B'<Bla)
Donc les exposants de singularités oscillantes prennent, presque partout (au

sens de la mesure de Lebesgue) la valeur (h, 5) = (p%, m —1).

Nous venons donc de finir la preuve du théoréme 2.1.2.

2.6 Optimalité de la majoration

Le dernier résultat que nous voulons démontrer est 'optimalité de la ma-

joration de la proposition 2.1.3, c’est a dire le résultat suivant.
Proposition 2.6.1. 1. Soit s < g et v < s.

a) Soient f € B3N C7, et (h,B) ses exposants de singularités oscil-
P

lantes au point x.
Alors h > v(8 + 1).

(b) Pour tout (h, ) tel que h > (B + 1), il existe f € By9NC7 telle
que
A1, ) = inf [hp — s (p)(B+ 1) + (8 + V).

ot 1y est la fonction d’échelle de f définie comme dans (1.23).
2. Soit s > 4.
p

a) Soient f € B3, s — 4 > 0, et (h,B) ses exposants de singularités
p P

oscillantes au point xo. Alors h > (s — %)(ﬁ +1).
(b) Pour tout (h,[) tel que h > (s — g)(ﬁ +1), il existe f € By telle
que

d(h, 6) = inf [hp — n(p)(8 +1) +d(6 +1)].
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Nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 2.6.1. Soient s tel que s — g <0 ety tel que s>~y > 0.
On pose L = [L(Vdﬂ)pj] et § = L(Eﬂ)p.

Posons g, définie par ses coefficients en ondelettes comme suit.

cg\i) = j7§2"”' si chaque coordonnée de k est un multiple de 27271,

c&i) = 0 sinon.
1. gs, appartient a By N C.
2. Les exposants de singularités oscillantes de g, en xg € Jo sont

d
h(z0) = sty sm = ab’
— d _ 1
Bzo) = s@rom 1= — 1

8. g5 vérifie pour h =~y(B+1) et h € [v, ]
d(h, §) = inf [hp —n(p) (B + 1) +d(5 +1)]
ot 1 est la fonction d’échelle de g, définie par (1.23).
Remarque 2.6.1. La fonction g,, est en fait une légere modification de la
fonction de saturation de By? N C7 définie dans la section 2.4.1.

Démonstration:
La fonction g, appartient a B¢ N C7, puisque

; N 1/p , N
(Zk ‘CE\Z)‘p%sPid)J) < j 2 (QdL(2*7JP2(5P*d)J) »
< j2ag0=s+)igls=)ig—ni

< j2;

De plus |cE\i)| < 277, donc g5, appartient & C7.
D’ou le point 1.
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On peut écrire g; , = F' — f; ou F est la fonction de saturation définie dans
la partie 2.4.1 et fs est définie par sa suite de coefficients en ondelettes de la

fagon suivante :

cg\i) =0 si chaque coordonnée de k est un multiple de 2727(2.77)
cg\i) = j_§2_sj sinon. (2.78)

Comparons la régularité locale de F' et f; pour déterminer la régularité de

gS,’)“

D’une part f; appartient a C° car ses coefficients en ondelettes sont de

taille au plus 27%/.

D’autre part, la proposition 2.4.2 affirme que la fonction de saturation de
ByinC7, s— g < 0 est une fonction de B;*NC7, et a en z¢ € J, un exposant
. . d
de Holder h/F(.’E()) = m
Onad—sp>0ety<s.
Donc on est dans les conditions d’applications de la remarque 2.4.1. Cela

nous donne donc

vd < vd
ald+(y—s)p) ~ (d+ (v —s)p)

Etudions la fonction T : v

vd
(d+(v=s)p) "
Cette fonction est dérivable sur R, et sa dérivée est

d(d — sp)
(d+(y—s)p)?

Or d — sp > 0 donc I est strictement croissante et on a en s

I'(s) = s.

Donc pour v < s, I'(y) < I'(s).
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Donc

Donc g, a en zy € J, la régularité holderienne ponctuelle Ay, (29) =

d
he(zo) = a(d+3775)p)'

Le méme calcul que pour F' donne I’exposant d’oscillation 5 = m—l

en xg € J,. D’ou le point 2.

La méthode exposée dans [16] permet de calculer la dimension de J, grace
au théoréme 1.2.1 qui donne que H"/=(J,) > 0 (si bien que la dimension de
Hausdorff de J, est au moins égale a d/«). D’aprés le théoreme 2.3.1 ’ensemble

des points ou une fonction de B;¥ N C”7 a un exposant de Holder au plus égal

vd
a(d+(y—s)p)

des points ou l'exposant de Holder de f est exactement Wj—s)m

dimension d/a. Alors le spectre de singularités a pour domaine de définition

a a une mesure H"/= de Hausdorff nulle. Il s’ensuit que 1’ensemble

a pour

le segment, [7, ﬁ] ou

Pour chaque A pris comme exposant de Holder nous avons un et un seul j3

associé. Donc le spectre de singularités oscillantes de g, est

d(h B) = d(h) = L2 =3y,

v

Calculons maintenant la fonction d’échelle de g; .
Déterminons maintenant les espaces de Besov B;: “ auquel la fonction Gsiy

appartient.
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Il y a 24" coefficients en ondelettes de taille j=2/92=% on L = [@j],
donc >, \cf\i)Q(s’_S_’)j ”' est équivalente &
G agld+(r=s)p)ig=w'ig(s'y' ~d)j
= j—2p’/q2(7(p—p’)+5’p’—sp)j_
Il s’ensuit que
n®) = (s—v)p+p (2.79)

est la fonction d’échelle de g .

Remarquons que cette fonction d’échelle 1 de g5, n’est pas la méme que la
fonction d’échelle de la fonction de saturation de I'espace B,?(C”.

En effet en reprenant le résultat de [16] dans lequel est calculé la fonction
d’échelle 7) de la fonction de saturation de I'espace Bp? (1 C7, on a pour cette

fonction de saturation F'

) =p's if p’ <p.
(2.80)
=(s=Yp+w if p=>p
Ce n’est donc pas la méme fonction que 7.
Etudions f(p') = hp' — n(p')(8 + 1) + d(8 + 1).

f'(') = h—~(8+ 1) et nous avons les différents cas :

- h<y(B+1)
inf hp' —n(p)(6+1) +d(B+1) = —c0

—h>y(B+1)
inf hp' = n(P)(B+1) +d(B+1) = (B +1)(=sp+p +d).
Donc pour h=y(f+1) on a

d(h, ) = I}I;f(.) (hp" = n(p")(B+1)+d(B+1)).
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Démontrons la proposition 2.6.1 :

Démonstration:

1. D’abord on considere l'espace B;?NC7, s — g < 0.
Le point 1.(a) de la proposition 2.6.1 est une conséquence directe du
lemme 2.3.1.

Montrons maintenant le point 1.(b).

Fixons (h, 8) tel que
h>~(B+1) (2.81)

et nous voulons construire une fonction f € B)?N C7 qui vérifie
d(h, B) = inf (hp —n(p) (8 +1) + (6 +1)).
Définissons 7, tel que

h=(8+1). (2.82)

Il s’ensuit d’apres (2.81), et (2.82) que
Yo > 7. (2.83)

Déterminons (sg, po) tel que gsy
(a) appartienne a By?NC?
(b) appartienne a B;o% N C

(c) a (h,3) comme exposants de singularités oscillantes sur ’ensemble
J; de dimension d(h, 3) donnée par

d(h, B) = inf (hp — 1 (p)(B +1) + d(6 +1)).
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Examinons maintenant les conditions d’existence d’un tel couple (sq, po).

D’abord on définit g, ,, comme dans le lemme 2.6.1 avec Ly = [wj] ,
do = w, et les coefficients en ondelettes suivants :

cgf) =3 —22~wi chaque coordonnée de k est un multiple de 272 %o

cgf) = () sinon.

Les conditions nécessaires suivantes doivent étre vérifiées.

(a) gsoo € ByINCY.

(b) v = # (car le spectre de singularités oscillantes est défini pour
h=%(3+1)

(c) enzo € Jy f =5 —1, donc

1
0o = RS
(d) 6o = M peut étre réécrit
d(1 = o) = (=70 + So)Po (2.84)
et 0< 4§, <1

(€) Y0 < so et sopo < d avec la condition (2.84) donnent

d — vopo > d(1 — do) (2.85)

Déterminons si la condition (a) peut étre remplie.
Les coefficients en ondelettes de g5, -, vérifient |cE\’)| < 2777, Grace
A (2.83), sy € C7.

Pour que g, ,, € B,Y, il faut que

; A\ /P
5 (L ) p2r-93) T < oo

j
> (j—2p/q2dLo (27707 Q(SP—d)j)q/p < 400
J
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Et il suffit que
dLo — yopj + (sp—d)j < 0

ddg —yop+sp—d <0

ce qui nous donne

d(1—6o) > (s — 70)p- (2.86)

I nous suffit maintenant de voir si il existe un couple (sg, po) qui vérifie

les conditions précédentes.

Pour cela, nous transcrivons les conditions précédentes sur un diagramme
qui permet d’associer a chaque espace de Besov du type B> un point
dans un systeme de coordonnées & deux dimensions (les espaces B, sont
inclus dans les B,** que nous représenterons grace a ce diagramme).
Sur l'axe des abscisses nous avons le parametre en 1/p et sur 'axe des
ordonnées nous avons le parametre de régularité s.

Par exemple dans cette représentation,

I'espace C7 a pour coordonnées (0, ),

'espace B,'> a pour coordonnées (1/p,s).

Les espaces de fonctions qui sont au dessus de la droite de pente d passant
par 0 (droite que nous noterons A) s’injectent, grace aux inclusions de
Sobolev, dans un espace de fonctions continues.

D’autre part, un espace B> s’injecte dans un autre B;:’oo par une in-
clusion de Sobolev si ils sont tous les deux sur la méme droite de pente
detsil/p>1/p.

Ainsi la condition (2.84) nous indique que d(1 — dy) n’est autre que la
pente de la droite qui relie C7° a Bjo-*.

La condition (2.86) indique que cette pente doit étre au moins égale a
celle de la droite qui relie C™ a B)»>.

La condition (2.85) indique que cette pente doit étre strictement plus
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petite que celle de la droite qui relie C7° & B%p 0,59

Existe-t-il un espace de Besov qui vérifie toutes ces conditions? Nous

distinguons deux cas :

le cas d — pyo > d(1 — dy)

pente=d
pente=d — pyo //’*st)g °
/,/// B3
pente= d(1 — 7
// pente=s — yop
co ]
1/p=1/po 1/p

le cas d — pyy < d(1 — &)
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pente= d X 3287%

pente= d(1 — &) /
pente= d — pyo !

‘/‘/,/\ BZ,Q
LI

pente= s — pYo
Co :
1/p 1/p" = 0/(ddo) 1/p

Dans chaque cas on peut trouver un espace Bj0™.
Par exemple il suffit de choisir I’espace
— dans le cas d — pyo > d(1 — &g), B;>> avec sp = d;% et p=po

2—(50)

— dans le cas d — pyo < d(1 — o), Byo™ avec sq = %(T et po = Lo

27
Cela termine la démonstration du point 1.

. Examinons le cas B)?, s — % > 0.
De la méme fagon que dans le cas précédent nous voulons trouver (sg, po)

tel qu’une fonction du type g, -,
(a) appartienne a B3N C”
(b) appartienne & B4 N C"
(c) a les exposants de singularités oscillantes (h, 5) sur I’ensemble J;
de dimension d(h, §).

Si nous adoptons la méme méthode nous devons juste remplacer v par

s — g pour obtenir

(@) Fsono € By

(c) enzg e J; B=+ —1, donc
1
do = ——
(d) on peut réécrire 6y = w comme

d(1 —d) = (=70 + s0)po (2.87)
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et 0 < 50 < 1,
(€) Yo < sp et sopo < d avec la condition (2.87) nous donnent
d —Yopo > d(1 — &) (2.88)
La condition g, ,, € By s’écrit
; A\ 4/P
5 (20 I 209 ) ™ < oo
J
3 (ij/quLo (270 )P 2(sp7d)j)(I/p < 400
J
Et on peut donc dire que
dLo —Yopj + (sp — d)j <0
ddo —yop+sp—d <0
ce qui nous donne
d(1 — o) > (5 — Y0)p- (2.89)

On utilise un diagramme de la méme fagon que précédemment.
X BpS°

pente= d ,

pente= d(1 — (50)

Co

'pente= s — pYo

e 18 = 70/(d0) 1p

Pour le cas vy = # > 5 — %, on peut prendre par exemple l’espace
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Bjo* avec sg = 7023(;50 et po = %. D’otui le point 2 de la proposition

2.6.1.




Chapitre 3

Vers moins de régularité

3.1 Introduction

Les résultats précédents concernent I’étude de la conjecture de Frisch-Parisi
et de sa validité dans des espaces fonctionnels ou les fonctions ont toutes une
régularité holderienne uniforme minimale. En particulier I’étude et le calcul
des coefficients d’oscillation en un point par une méthode d’ondelettes exigent
cette régularité holderienne uniforme minimale.

Cette condition est tres restrictive pour les applications. Dans le cadre de
la turbulence pleinement développée, le passage occasionnel, a I’endroit de la
mesure de la vitesse d’un écoulement turbulent, de fins filaments de vorti-
cité correspond a des exposants de Holder négatifs (voir [4]). Pour beaucoup
d’autres problemes ou I'analyse multifractale est maintenant utilisée, il n’y a
pas de raison de faire une hypothése de continuité a priori sur les fonctions
étudiées. Et, si dans I'analyse multifractale classique, il est nécessaire de se
restreindre aux fonctions bornées, ce n’est pas pour des hypotheses techniques
qui faciliteraient la démonstration, mais parce que la définition de la régularité
holderienne ponctuelle implique que la fonction soit localement bornée.

Ainsi, si on veut étendre les techniques de ’analyse multifractale aux fonc-

tions éventuellement non localement bornées, il faut étendre la notion de

121
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régularité ponctuelle et utiliser une notion plus faible adaptée aux fonctions

non bornées.

Notre objectif est ici d’introduire et d’étudier une généralisation de 1’ana-
lyse multifractale adaptée au cadre LP, et plus précisément de montrer que
le formalisme multifractal, établi dans ce cadre, procure une majoration du

spectre de singularités pour n’importe quelle fonction.

Le critere de régularité ponctuelle que nous allons utiliser est une généralisation
de la régularité hélderienne et utilise les espaces 75'(wo) qui ont été introduits
dans le chapitre 1.1.3 avec la définition 1.4. Nous commencerons par démontrer
qu’on peut obtenir une "presque” caractérisation de ces espaces grace a des
relations sur les modules des coefficients en ondelettes de leurs fonctions. Ainsi
le p-exposant, défini par (1.10), qui mesure a p fixé 'appartenance d’une fonc-
tion aux espaces 1'(x¢), peut étre calculé grace a des relations sur les modules
des coefficients en ondelettes, ainsi que 1’était I’exposant de Holder ponctuel.

Il va maintenant jouer le role de ’exposant de Holder ponctuel pour la mesure

de la régularité ponctuelle.

Fixant u > —]i‘f et f € L] ., nous pouvons considérer les ensembles S? =

{0 : w}(w0) = u} ot v désigne le p-exposant de f. Nous montrerons que dans
le cas ou f a une régularité globale du type Besov, méme si elle est discontinue,
les majorations suivantes des dimensions de Hausdorff des ensembles S? sont

vraies.

Comme précédemment si A est un sous-ensemble de RY, Mesp(A) désigne

la mesure D-dimensionnelle de Hausdorff de A.

Proposition 3.1.1. Soit s > 0.
Soit [ € LP*0 ou Byo% avec qo # 00 si py # 00.

; da _d
Soit p > 1 tel que sozpo 7
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On suppose so > 0. Soit D > 0 tel que

d d
D > po(s —sog+— — —). 3.1
o(s =50+ =7 (3.1)

Alors
s_d
Mesp{zo: f ¢ T, *(x9)} =0.

s—d
et{z: f¢T, *(x)} a pour dimension au plus d+ (s — so)po — d%.

Remarque 3.1.1. Les seules hypotheéses [ € LP et f € B2 ne sont pas suf-
fisantes pour obtenir une majoration de la dimension de [’ensemble des points
_d

xo ot f nappartient pas a l'espace T: ?(x9)-

En effet il existe des fonctions de LP ﬂB;g’pO qui n’appartiennent G aucun
d

espace T;i’f’(:vo) quel que soit s > 0 et quel que soit xy. Par exemple la fonction
dj
iz > 259, ,(z) appartient a LP et @ BS2% avec sy < 0, mais n’appartient
ik J?
s_d
& aucun Ty *(xg) quel que soit s > 0 et quel que soit xy.

Dans le cas p = oo, on sait que le p-exposant correspond a ’exposant de
Holder ponctuel. La proposition 3.1.1 est alors une réécriture, pour le cas
So > p%, du théoreme 2.3.1 utilisé dans les démonstrations du chapitre 2
(démontré par S.Jaffard dans [22]) et pour le cas sy = p%, de ceux de S.Jaffard
et Y.Meyer dans [23], que le théoréme suivant 3.1.1 rappelle. La démonstration

de ce théoreme est d’ailleurs le point de départ de ce travail.

Théoreme 3.1.1. 1. Soit so > p% et [ € By,
Alors, pour tout h dans Uintervalle [sy — p%, Sol,

le spectre de singularités d(h) de f est majoré par

d(h) < hp — sop + d.



144 viaAariine J. v IVIULINS UL [uGuLAlvl 11y

2. Soient s >0 et gy < 1.

d
(]

Soit f € BE

Alors, pour tout h € [0, Wd"po)]’

le spectre de singularités d(h) de f est magjoré par

d(h) < sup(qo, po)h.

Dans les chapitres qui précedent le spectre de singularités est lié a 'ex-
posant de Holder. Pour ce qui est du p-exposant, nous appelons spectre de
p-singularités la fonction qui a u associe la dimension de Hausdorff de 1’en-

semble SP et nous la noterons u — d,(u).

Remarque 3.1.2. Le spectre de p-singularités permet de donner des informa-

tions plus précises en particulier sur les fonctions non continues.

Etudions A titre d’exemple la fonction caractéristique G : (x,y) — Lyjy<zot10<z<1}
avec o > 0 ou I 4 désigne la fonction caractéristique de ’ensemble A. Le spectre
de singularités h — d,(h) de G est fini si et seulement si A = 0 et vaut alors
1. Pour 1 < p < o0, le spectre de p-singularités u +— d,(u) de G est fini si et
seulement si u =0 ou u = % (du a la singularité en 0 qui donne un p exposant

_ a)

non nul) et on a d,(0) =1 et dy(3) = 0.

On peut de méme réécrire la proposition 3.1.1 pour majorer le spectre de

p-singularités.

Corollaire 3.1.1. Supposons que f € B;0% avec s > 0 et soit p > 1 tel que

so> 4 -2,
P P
Alors

dp(u) < pou+ d — sopy.
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Soit f une distribution tempérée.

On note maintenant n¢(q) = sup{r: f € B;{Z;OO} la fonction déchelle de
[ et Sy telle que 1y(q) = ¢S¢(1/q).

Nous allons & partir de maintenant considérer la classe des distributions f
telles que Iensemble {py > 1: S§(1/po) > 0} soit non vide.
Cela revient & supposer qu’il existe p > 1 tel que S;(1/p) > 0, ou de

maniere équivalente qu’il existe 6 > 0 et p > 1 tels que f € Bg’p.

On pose alors
p = sup{po : Sy(1/po) > 0}.

Et on note p? tel que

(3)-4-1

Rappelons que la fonction Sy est croissante, donc Sy(1/po) > 0 sur |0, p].
Lemme 3.1.1. 57 f € Bg”’ pour 6 > 0, alors p > p > pP.

Démonstration: La fonction f € Bg’p pour ¢ > 0, donc

S¢(1/p) >0
et par conséquent
p=p.
On a donc p p
S;(1/p) - = > ==,
+(1/p) 2> p

et donc avec (3.2), on a

Sy(1/p) - g > Sf (%) - %-

Comme la fonction x — Sy(z) — dx est décroissante, on a dans ce cas
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p>p>ph.
O

Remarque 3.1.3. Le nombre p? est l’indice critique a partir duquel pour p >

Sf(o=) e . .. .
po > pE, et tout € > 0, Bp(f(p") ° sinjecte dans LP par les injections de

Sobolewv.
La figure suivante résume les résultats du lemme 3.1.1.

pente= d

pente=d

courbe S¢(1/po) = s

vy
1/p 1/pe 1/po

\

On a alors la majoration suivante.

Théoreéme 3.1.2. Soit f une fonction de L], telle qu’il existe p > 1 et § > 0
d d

tels que f € BYP(R?).
Soit p = sup{po : Sf(1/po) > 0} et p? tel que S (p%) - =3
Alors

dp(u) < inf  (pou+d — np(po))
P>po>pl
Le cas p = +00 avec p = +o0 correspond a la majoration du spectre de
singularités usuel (c’est & dire pour 1’exposant de Holder)
d(h) < inf (ph +d —14(p))

P>Pe
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ou p. est défini comme dans le théoreme 2.1.1 ou encore comme dans
I’équation (3.2) en prenant p = oo. Elle prend en compte uniquement les
espaces de Besov auxquels la fonction appartient qui s’injectent dans des es-

paces de fonctions continues, .

Mais ici, en prenant p quelconque, on va prendre les espaces de Besov aux-
quelles la fonction appartient qui s’injectent dans LP, ce qui nous donne une
gamme d’espaces pris en compte beaucoup plus large. Nous pouvons mainte-
nant étudier par des méthodes d’analyse multifractale des fonctions non conti-
nues, comme les fonctions utilisées pour modéliser les images en traitement de

I'image.

Nous finirons avec une autre conséquence de la proposition 3.1.1 qui concerne
les séries d’ondelettes creuses. Celles-ci interviennent dans de nombreuses ap-
plications comme par exemple en traitement du signal dans [12]. Une suite

(a(J, k) jez keza) est infiniment creuse si
¥p> 0,33 alG B < co.
ik

Ou autrement dit, le réarrangement décroissant des coefficients c5 > ¢ > ... de
la suite |a(j, k)|, j € Z, est & décroissance rapide ; ou encore nous verrons que
la suite des coeflicients en ondelettes d’une fonction est infiniment creuse si

cette fonction appartient & une intersection infinie d’espaces de Besov donnée.

Le résultat suivant a été démontré dans le cas p = oo par Y.Meyer et

S.Jaffard dans [23]. Il a été suggéré dans le cas général par Yves Meyer.

On note T;°(z¢) = (| T;'(w0)

u>—24
= p

(rappelons que les espaces T;'(xo) ne sont définis que pour u > — g).
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Corollaire 3.1.2. Soit p > 1.
Soit f=>>" éj,lc'l/?j,k avec @/;j,k = 2%1/1(2% — k) une base orthogonale d’onde-
ik

lettes dans la classe de Schwarz telle que || P, ||l,= C (ondelettes normalisées
dans LP).

Supposons que

VO >0, ) |Cixl’ < +oo. (3.3)
J k

Alors la dimension de Hausdorff de {zo : f ¢ T;°(w0)} est nulle.

Pour démontrer ces résultats, il nous faut d’abord faire le lien entre les
espaces T'(7o) et les espaces de Xu définis par (1.35). Cela nous permettra
alors d’obtenir une caractérisation du p-exposant (défini par (1.10)) par des
relations sur les modules de coefficients en ondelettes. Les notations sont celles
du chapitre 1.3.

ya . o7 . . * 7
Rappelons que la caractérisation que nous utilisons ici des espaces X% P

est donnée dans la proposition 1.3.6.

Théoréme 3.1.3. Soient p > 1, s > 0 et 29 € R Soit f une fonction de
LP

loc®
d

. . \ xre . \ s—
1. Alors si f appartient a X3 splof appartient 6 Ty ”(z).

2. SifeT) " (z0) (avec f(z) = 3 Cimb(2iz — k)
1k

alors 4A > 0 tel que

9(sp—d)j

ST 1CPA+ k- Paol)F| < 400, (3.4)

|[k—27zo| < A27

sup ,
>0 ]
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Remarque 3.1.4. Remarquons que si f vérifie (3.4) alors f n’appartient pas
nécessairement a X;(’)_S’p’q pour g > 1 et en particulier pour ¢ = oo. En effet
e d
les fonctions du type f : v — 22](5_5)]’%1/)]-,,6(36) vérifient (3.4) mais ne sont
ok
pas éléments de X5 =P pour ¢ > 1.

Nous pouvons maintenant mettre en liaison le p exposant et un exposant
ip(xo) 1ié & la frontiere Xu. Nous trouvons ainsi une caractérisation du p expo-

sant grace aux coefficients en ondelettes.

Avec les notations de la proposition 1.3.10,

Théoréme 3.1.4. Soit p > 1. Soient f € L = définie sur un voisinage de

loc
zo € R? de diameétre A.

On pose
SP(s) =270 N |CafP (1 [k — 2mg|) (3.5)
|[k—27zo| < A27
et )
log (X% (s))®
ip(zo) =supy s: lim infg—(jl—Jo(g;) >0 (3.6)
Alors

1. iy(xo) ne dépend pas du voisinage de zo choisi pour f et on a
ip(xo) = —inf{s' : g, (s") > 0}.

2. u't(zo) < ip(wo) — %.

3. Si il existe 6 > 0 tel que f € BJP, alors u' (o) = ip(w0) —

hSHESH

Remarque 3.1.5. Si nous voulons démontrer que u't(zo) = ip(o) — %, Uhy-

pothese f € LY n'est plus suffisante. En effet on peut trouver des fonc-

loc

tions qui vérifient u'i (o) # ip(70) — g, comme par exemple la fonction x —
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S 02 ().
7

Nous appliquerons ensuite ces résultats pour démontrer la proposition 3.1.1,

le corollaire 3.1.1, le théoréeme 3.1.2 et enfin le corollaire 3.1.2.

3.2 Caractérisation par ondelettes des T'(x)

Il est clair que si f € T(x), alors f(z + zo) € T}(0), et de méme dans
le cas des Xj;)_s’p’l. On peut donc donc se placer sans perdre en généralité au
point g = 0.

De plus les espaces X;;f"p’q (et en particulier Xg”"” '!) ne dépendent pas de

la base d’ondelettes choisie pour les définir.

Pour notre démonstration nous prendrons une fonction déchelle ¢ et une
famille d’ondelettes ), i = 1,---,2% — 1, de classe C", avec n > s, & support
compact, telle que 29/2¢() (2x — k), i =1,--- ,2*— 1, j € Z, k € Z, forment
une base orthonormale de L?(R%), (pour la construction de telles bases, voir
[7])-

Nous utiliserons une normalisation L* pour les ondelettes, et la décomposition

d’une fonction f sur cette base sera celle donnée par (1.25).

Nous supposerons enfin que les ondelettes-meéres (®) sont & support com-
pact dans B(0, M), boule de centre 0 et de rayon M, avec M > 0 fixé. Ainsi
le support de l'ondelette 1);; est inclus dans ce que nous noterons \;; =

k277 + [5F, 7%

Nous allons démontrer le théoréme 3.1.3.

Démonstration: Démontrons d’abord le point 1.
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. _d
3.2.1 X2l T (0).

Soit f € Xg %' D’apres (1.35), on a donc

=

Z2<s-%>a‘ S ICAPA+[E) | < +oo,

720 k| <A2i

c’est a dire

P(1+ |k|)™*P < Cegp2l-sptd)i (3.7)

> Gk

k<A

ou ¢; est le terme général d’une série convergente a termes positifs.

Nous voulons montrer qu’il existe P polynome de degré inférieur ou égal a
s — %, C > 0et R> 0 tel que (1.4) soit vraie avec zo = 0.

Posons

Aif()= > Cixth(Pz —k). (38)

lk|<A2i

Les ondelettes @ étant a support compact, on peut donc écrire, d’apres
(1.25), pour tout z tel que |z| < A,

f(z) =3 Crolz = k) + 3 A;f (@) (3.9)

La partie z — Y Cy¢d(x — k) est sur chaque intervalle une somme finie de
k

_d
fonctions de classe C™ avec n > s, donc elle appartient a T; ?(0).

“+00
On doit donc maintenant examiner la fonction ) A;f(x).
Jj=0
Nous envisagerons deux cas selon les valeurs du parametre positif s :
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—sis> g, on pose

Pl)= Y D OVAN0)5 (3.10)

|N|<[s—4] J=0

Pour simplifier les notations nous écrirons VA, f = A§N) f.

L’expression (3.10) pour P est justifiée car on a toujours convergence de
+o0

> Ag-N)f(O) pour tout |N| < [s — %].
j=0
En effet, A;N)f(x) = 2Nl N 0 (0N9) (292 — k) d’apres (3.8) et les

k|<A29
ondelettes 1), ; sont a support compact, donc

A FO)] < 02N ST (04, (3.11)

k|<M

et d’autre part, d’apres (3.7), on a

2NN (O] < OV, (3.12)

k<M

Cela nous permet, d’avoir la majoration

AN £(0)] < 2Me20 V579, (3.13)

Or [N| < [s— %], donc |N|+ g — 5 <0, et puisque ¢; est le terme général
d’une série convergente, on peut donc conclure grace a (3.13) que (3.10)

est finie pour tout z.

Dans cette premiere partie nous chercherons donc a évaluer

1

+o0 ? +o0 [571%] +oo N |P
[ /| } \ZAjf@)—P(mnpdx] = /| EIENICED I IO

j=0 N=0 j=0

(3.14)

S =
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- sis<g,onposeP:0.
Dans cette deuxieme partie nous chercherons donc a évaluer, avec p < A,

“+00

+00 ,% P P
[ [ 1@ - P<x>|pdx] - [ [ 1 ar@ d:c] (3.15)
lzl<p =0 z[<plj=o
Nous étudierons le cas s > %, puis le cas s < %.
Soit J tel que
27 < p< 2t <A, (3.16)

Cas s > ¢
P
Nous allons examiner séparément les contributions dans (3.14) des termes

Ajf pour j < Jet j>J (avec J défini par (3.16)).
1. Etudions d’abord le cas j > J, ce qui correspond aux termes ”hautes

fréquences”.
Grace a une inégalité triangulaire on peut majorer (3.14) comme suit.

S =

d

+00 [s—3] N 2N\ P
[ ESE RSP UE 17
|z]<p j=J N=0 :
+00 [8—%] ) .’L‘N P ? 400 P zli
< / AP0 S|z + / D A f(x) d:v]
Z]<pli—; N=0 z[<pli—y
(3.17)

Nous allons étudier R} le terme suivant de I’inégalité (3.17).
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1
+o0 [87%] ™) .TN p !
R} = / o> AL HOFIRE (3.18)
|z]<p j=J N=0 .
Et on note R? le terme de I'inégalité (3.17) qui vaut
+00 D P
R = / S A f(@)| do (3.19)
lz|<plj—j

Nous allons d’abord étudier R}, puis R%.

— On peut majorer R} par

X [s—%} +oo ™) p|m‘|N‘p %
Ry< Y / > A r(0) (|N“)pdx (3.20)
N=0 lz|<p j=J

Or, d’apres (3.13),

+0oo +o0 i
> AéN’f(w\ <Oy gV
=7 =7 (3.21)
J(N|+d_5) T2 )
< 027N, —9) _zjej.
J:

De plus 2=/ < p < 277+1, donc 2/(N1¥579) < po=3=IN
et (3.21) devient

“+o00

—+o00
s_d_
> als0] <or Y e
i=J

=7
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On peut donc majorer R} comme suit.

[s—2] 1

P +oo
RY < Y op i MIN, [/ |x||dix:| . (3.22)
N=0 j=J lz|<p

Or on a évidemment

1
[/ |:c|N|de] ? < oI
lz|<p

d’ou, d’apres (3.22),

[s—2] 1

» +o0
Ry oMY | [ el
N=0 j=J lz|<p
+0oo
< Cpsfgiv*'N‘p‘NH% Zgj (3.23)
j=J
+00
Zé‘j] .
j=J

— D’autre part, nous allons étudier le terme suivant de (3.17)

/|$|Sp

<Cp’

1

pdx]‘”s*ii[/mgp

Jj=J

ZOO Ajf(x) pdm} ' . (3.24)

Jj=J

R =

Ajf(x)

Fixons j et k, nous avons au plus (2M)? ondelettes 1/, ;» non-nulles sur
le support de ;.

Donc nous pouvons partitionner les ondelettes de 1’échelle j en (2M)¢
ensembles P;, telles que les ondelettes d'un méme P; sont a support

disjoint.
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La convexité de la fonction z — zP donne

/zSp

> Ciwh(¥z — k)

kEP;

p
dzx

cy. > |Cj,k\p/ (27 — k)[Pdz

i€l kEP;

Ajf(x)‘pdx < CZ(/M,

el

IA

p.

< C Z 27\Cy

keQ(j,p)

(3.25)
ol k appartient & Pensemble Q(4, p) = {k : \jx [ B(0, p) # 0}.

Ce qui donne finalement

/ _IMI@P <O S (Ol (3.26)
z|<p

keQ(s.p)

Majorons 27%%/ en fonction de k pour faire apparaitre la norme (3.7)
dans (3.26).
Dans (3.26), k appartient a Q(7, p) et vérifie

(3 + 5551 ) NBO. £ 0.

D’ou
k

< M
Y <p+ =

Puisque j > J on a 277 <277 < p, et donc
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_ —Jj
5 <p+ M2
< p(1+ M).
D’ou Y
277 < % quand |k| > 1,
‘est a di ! < 4
c’est a dire, avec — < ———,
k|~ |k[+1
g-i < CP
|kl +1
Or s > 0 par hypothese, donc
PJj P’ 7
27 <L T 3.2
NCEDE (3:21)

En revenant a (3.26), on obtient donc

—djospi P
Ajf(@)Pde < C Y |CiglP2-¥2%
AIS/} ! keQ(j,p) ’ (k| + 1)

—ayi P
<C Y |C.,k|p2(sp dj__ 7
keQ(,p) (|| +1)sP

(3.28)

Ce qui donne, en utilisant (3.7)

/ A (0Pt < Cep.
lz[<p

Et on a bien, avec (3.24)

+o0o

)

i=J

p

1
p
R% < dt| <Cp*

A;f (1)

ioej] . (3.29)
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(3.17), combinée avec (3.29) et (3.23) donne

=

+o0o [s—%} N P r +0o0o
N z ]
/ Do (2if@) = D0 AN ) || de| <Cp Zej]
zl<pli—y N=0 j=J
(3.30)
2. On doit maintenant étudier le cas ou j < J.
Posons
1
[5—% J P P
/ ZA flz AM F(0 dz
lz|<plj—o N=0 j=0
1
il [s—4] N »
S;<Y Aif(a) =S AN f0) "
j=0 |7 l=I<p N=0 :
i ) (3.31)
, d ak
< Z / ||l DP sup Ajvf(x)‘ dzx
i=0 | /lel<p 2| <py| N|=[s—g]+1 J

d’apres le théoreme des accroissements finis.

Les ondelettes 1, qui interviennent dans 'intégrale vérifient

ik B0, p) # O.

Or j < J,donc p<27/+1 <2277 et on a
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k .
_ —J
‘21‘ S pt M2
< 279(142M).
Et donc
k| <1+2M.

On doit donc avoir |k| < 1+ 2M pour que I'ondelette 1; intervienne

dans ’expression de AE-N) f, ce qui donne

vz € B(0,p): AVf(x) = Y PEC; (™M) 20z — k)

|k|<2M+1

|0V 4| a pour maximum C.

On a donc
p
P .
sup A;-Vf(x)‘ < o9irls—§H+D) Y Gl
< OIS oy (3.32)
k| <2M+1

< 0Pl (g + 1)dchoi(d-sp)

puisque (3.7) est vraie.

On en déduit, avec (3.31)

j=0
J .
S Cp[s—%]-f-l-f—% Z 8],2(—5-1—[5—%]—{—1—{—%)].
7=0
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Or [s — g] +1 +;% > s, et 277 < p <277 d’on p27 est borné et donc

J
S, < Cpsp—s+[s—§]+1+§ Z 6j2(—st[5—§]+1+1%)9'
=0

J
< Cpsp—5+[s—%]+1+% Zng(—s+[s—g]+1+g)J
7=0

J
Ceils dl414d
< OpP(p27) sy [Zgﬂ']
Jj=0

-

j=0

< Cp?

On a donc bien dans ce cas

Jj=0

S; < Cp* [Z e,-] : (3.33)

Nous avons aussi majoré la partie 7 > J.

Donc on peut en déduire grace a (3.33) et (3.30) que

p

< Cp’.

U 1> Ajf(z) - Pz)Pda

z|<p =

D’ou on peut conclure avec (3.9) et le fait que z — > Cyép(z — k) est dans
k

&

S—

T, *(0), que f vérifie bien

[ 15— paypas] <
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_d
I3

(0)-

\ s sl s
D’oll on peut conclure que Xy " C T,

Cass<%

On va majorer pour j > J le terme issu de (3.15)

/|| fAjf(l‘)‘pdiE: R;.
z|<p

j=J
On peut appliquer la méme méthode que pour la majoration du terme R%

du cas précédent, car elle ne fait intervenir que 'hypothese s > 0.

On obtient donc pour ce terme la majoration

+o0 % +00
l/ Ajf(t)‘pdt < Cp* [Z sj] (3.34)
[tI<p J j=J

j:
D’autre part on va majorer le terme S intervenant dans (3.15) pour j < J.

[/t|<p i s (1) ‘pdt

J=0 J

-AIS/}
/ sup
[t|<p [t|<p

S

Sy

S =

A, f (D) ‘pdt_ (3.35)

M~

<.
Il
o

1
P

M~

A, f(t)‘pdt]

<.
Il
o

De méme que dans le cas précédent (s > g), les ondelettes qui interviennent
dans l'intégrale sont en nombre fini et on a

Ve € B(0,p) : A f(z) = Z Cixb(2x — k).

|k|<2M+1
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On a donc
p
p
sup Ajf(t)‘ <C| > [Ci
lt<p k| <2M+1
<C D |Gl
k|<2M 41

< C(4M 4+ 1)%h2i(@=sp)

puisque (3.7) est vraie.

D’ou d’apres (3.35)
J
Sy < CZpﬁejQ(%*s)j
=0
et puisque s < %,
J
Sy <Oy pre2m.
=0

Or 277 < p <277+ donc 9(5=9)7 < C'p_%“LS et on a

isj] . (3.36)

Sy <Cp°

Jj=0

Donc d’apres (3.34) et (3.36), on peut majorer (3.15) par

( [ 1@ - P(x)\pdx) <o (337)

z|<p =0
s—d
Or avec ’équation (3.9) et le fait que x — > Cyd(x — k) soit dans T, *(0),
k

on peut conclure que

( /|$ . f(z) — P(:c)|”dm) T <o, (3.38)
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. . N . . N — 1
Ce qui montre bien dans le cas ol s < %, que si f appartient & X7 P",

s—d
alors elle est dans T), *(0).

On a donc dans tous les cas démontré le point 1 du théoreme.

Démontrons maintenant le point 2 du théoréme.

3.2.2 Inclusion réciproque

s—d
Soit f € T, *(0), elle vérifie donc (1.4), c’est a dire, il existe P de degré

inférieur & s — 4, C et R tels que
p

Vo< R: / |f(z) — P(x — x0)|Pdz < Cp®P.
|z—z0/<p

Nous voulons démontrer que dans ce cas f définie avec f(z) =D > C;p¥jk
j k

vérifie (3.4).
Réecrivons cette derniére équation (3.4) lorsque f se décompose sur une

base d’ondelettes orthonormale de L?*(R%), c’est & dire

fl@)=3 ;Cy,k@,k avec 1 4(x) = 2% (2 — k)
J

R (3:9)
Cix =22 Cjs
(3.4) est équivalente au fait que la quantité suivante, avec xy = 0,
o(sp—d+)j _ _
sup———— | > [Cinl (1 + [ (3.40)

20 J |k|<A2i

soit finie.

Calculons (3.40) avec A = R et a tel que 2* < R < 24*! | Nous pouvons la

réécrire
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olsp—d+2)j | _ Jratl .
sup=———— | (Gl + 3 3 (Gl k)| (34)

>
320 =1 21*1§\k|<21

Estimons d’abord & j fixé et 1 <[ < j+a—+1,

A= Y. G

2-1<|k|<2!

P(1+ |k|)~ (3.42)

La base 1; étant orthonormée, on a

Ay =<3 Costpss D 1P sgn(Cp) (LK) Pidjs > (3.43)

J' €L kezd 20-1< k<2t

ol < .,.> désigne le produit scalaire dans L2.

_d

Or par hypothese f € T; (0), donc il existe un polynéme P de degré
inférieur & s — g, donc inférieur a [s — ;%l] (nul si s < g), tel que (1.4) soit
vérifiée.

De plus (¢;; = 29 4p(20. — k));x est une base orthonormée de L?(R%) &
support compact de régularité C™ avec n > [s — g], donc les moments d’ordre

<[s-— %] de 1 sont nuls et pour tout polynome de degré inférieur a [s — g]

/P(x)qzj,k(x)dx _ /Q%P(x; k)z/z(:r)d:c —0

Nous avons donc avec (3.43)
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Al,j =< Z Z éj’,k’lzj’,k’ — P, Z |C'-,k\p_lsgn(éj,k)(1 + 2|k|)_8p1/~1j7k >
kl

7 21-1<k|<2!
(3.44)
Orona f—P= Zzéj',k%',k — P et on pose
Jj ok
= Y G sgn(Ciu) (1 + K| (3.45)

2=tk <2t

D’out d’apres (3.44),

Ay = / (F(&) — P(x)).q1s(z)de (3.46)

Remarquons que lorsque 27! > M, g1; est a support dans la couronne
2=t M 24 M
2 27

271 < M, g;; est & support dans la boule de centre 0 et de rayon QI;M. On

de centre 0, de rayon inférieur et de rayon supérieur et lorsque

note C; ; ce support.

Ay = [ (1@ = P@)xe,, @)y (e)da.
En notant g 'exposant conjugué de p, 'inégalité de Holder nous permet de

majorer

Ay < H(f — P).xc,; (3.47)

X ‘ ‘gl,j
Lr La

Etudions ‘ ‘gl,j‘ ‘ .
La

I ~ ~ ~ q
Lo H > (Gl sgn(Cop) (1 + [K]) e

L4
20—kl <2t

o
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Donc (3.47) donne

1
q

Ay < CH(f - P).xey, Djk

X (Gl T+ k)

21-1<|k|<2!

q
La

(3.48)

car un nombre fini d’ondelettes vont se recouvrir (au plus (2M)?% comme

précédemment).

Or on a H%quLq = /2d§1|1/)(2jac —k)|%dx (3.49)
= 2%9-d / |4 (u)|?du en posant u = 272 —k  (3.50)
=(02% 4, (3.51)

Et [Cj4|70™1) = [Cj? car q(p — 1) = p,
de plus —spg = —sp — sq.

On obtient donc d’apres (3.48)

Q|-

- dia
A SC|(f = P)-xey, e - Z G50 (1 4 |k[)—sp=sap %~

2-1<|k|<2!

Et on a (1 + |k|)™P7%¢ < (1 + |k|)~*P(1 + 2-1)7%¢ car |k| > 2'~1. Donc on
peut écrire (1 + |k|)™P757 < C(1 + |k|)~*P(1 + 24) ¢

Ce qui nous donne
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S

. g 4
Ay <CI(F=P)xe, llr @+297 | Y0 (Gl +k)~P| 2777
201 < k| <2
I\—s 4 _d é
A <C N (f = P)xey llee (L+27)77.22 70 Af,
D’ou
1 G 4
AL <O (f = P)oxey Nl (1+271)7022 % (3.52)
Ay <O (f = P)oxay, I8, (1+20) P2 %% (3.53)

Nous voulons obtenir une majoration de (3.41), remarquons d’abord que

g:p—l,donc

p p_ D p
rg_r_r_ 1=—-<41. 3.54
5= 3 P+ 5+ (3.54)
D’ou on peut réécrire (3.52)
dp _ g\: spq —s
2 E 45 <O (f = Phxes, [ 2P0 +2)70 (355)

Avec I'équation (3.42) qui définit A;;, nous obtenons en sommant mainte-
nant (3.55) sur [ variant de 1 & j + a + 1,
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+a+1 J+a+l
2(op—d+ S CixlP(L+1k))™?| <C p) P, 2°Pi(142h) 7P
LY. Y Gk > 1 (F=P)xe, l7, 227 (1+2Y)
=1 2l-1<|k|<2! =1
(3.56)
Evaluons maintenant le deuxiéme membre de (3.56).
Par définition de xc, ;, on a clairement
jt+a+1 j+a+1
S (f=P)xey, I5s 277 (1+2") Z 2573 (1424)7*P / |f(t)—P(t)|Pdt.
=1 Cuj

Si on note a présent

l
By ={z € RY/le| < 7},

et

2
MBy; = {z € RY/|z| < ME},

on peut écrire

Xe, = XBy — XBiy, Si28'>M
Xe,; = XMBo, si2l< M

Soit a' tel que 2*~! < M < 2%. Pour j assez grand, on a clairement
a <j+a.
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1aJ

j+a+1 .
> 2142 / |f(t) — P(t)[Pdt
=1 Cj

j+a+1 _ j+a+1 _

< Y 2P(1+2) / [f(t) = P(t)lPdt — > 27(1 424 / |f(t) — P(t)[Pdt
lI=a’+1 B, l=a'+1 Bi_y,;
£ (1 4 ) / F(t) — PPt
=1 MBO,]‘
(3.57)

Et donc, en utilisant une transformée d’Abel, on obtient

j+a+l

S 2wl 4+ 20) / F() — P()Pdt
=1 Cij
Jj+a+1 j+a

<Y 22y [l - PP - 322y [ - PP

l=a'+1 By, l=a’

wowi [ s - PP

jta

By

<> 21427 - (12T [ | f(t) - P(t)|Pdt
I=a’ Bij
som ety [ - par -2z [ (50 - PP
Bita+t1,j

+0?”Amwﬂw—wa

d
P

Or par définition de Tps -

J

(0) (équation 1.4),

|f(t) — P(t)|Pdt < C @—j)p

l,j

By,

(3.58)
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Et donc, on obtient, s étant positif,

jratl Ha NP
S (L2 [ |f(0) - POPd <C'+C Y (B)7 21427 — (14 24) )
=1 7 I=a’'
jta
<O+ 0L (2)7[(1+2)77 — (1+2%)77)

l=a’

(3.59)
D’oti, d’apres (3.56),
jta+1 j+a
9(sp—d+ ST N G2k < CHCDY (@) P42 TP (1421 77
=1 2i-1<|k|<2! I=d
(3.60)

Or pour / tendant vers +o0,
28 \7 28 \7 1\*”
2 ) (=) ~1=(=
() - (=) ~1-(3)

Cette constante ne dépend que de s et p qui sont fixés, donc

3@ +2)T - 142 < C( 4 a—d).

l=a’

Pour obtenir la majoration de (3.41), il nous faut encore évaluer |C}|".

On a
Cro— / 24 f()(277)dx

= /2dj(f(x) — P(z))(2/x)dx car v a au moins N moments nuls.
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Or v est a support dans la boule B(0, M). Donc on peut écrire d’apres
I'inégalité de Holder,

Cjol < H(f — P).XuBo, (3.61)

< [[w2)
.

La

dj d

< 2% Et f appartient a T;_E(O),

D’apres (3.49), on a Hw(?.)
donc d’apres (1.4),

L4

Cjol < C29+574 (3.62)
(CjolP < C2oI %% (3.63)
< 0273+ apres (3.54) (3.64)
Ce qui donne finalement la majoration suivante pour (3.41),
2(p—a+F)i | st ~ _ C'j+a—-d)+C
G+ Y Y Gk | < SUE)
J I=1 2i-1<|k|<2! J
C+C'(a—d)

<C'+

<C+C'(a—4d)
(3.65)

car ici a est fixé et ne dépend que de A fixé au départ.

Donc (3.41) est donc bien une quantité finie.
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3.3 p-exposant et coefficients en ondelettes

On souhaite maintenant caractériser par ondelettes le p-exposant qui est
défini par (1.10) et démontrer le théoreme 3.1.4.

Démonstration:

log (Z?(s') 1%)

1. D’apres la proposition 1.3.10, on sait déja que liminf ————= ne

j—o0 —jlog2
dépend pas de la valeur de A et que

log (5(s)?)

op(s') = lijﬂ_l)glf ~log? (3.66)
Donc on a évidemment d’apres 3.6,
log (E?(S)TI’)
ip(zo) = sup ¢ s: lim infw >0 p = —inf{s' : g,(s") > 0}
(3.67)

. Montrons que uz}(xo) < ip(z0) — g.

On a par définition u'(zo) = sup{u : f € T;}(z0)}

Donc Vug < u%(wo), f appartient a 7% ().

Donc d’apres le théoréme 3.1.3, f vérifie (3.4), c’est a dire il existe A tel

que

o((uo+5)p—d)j

sp =———— | D7 [l (1 + [k Pa) P < o
70 J |k—2iz0|<A2i
(3.68)
D’ou
Quopj '
Sub Y. G+ Ik = 2zo]) ot | < foo. (3.69)
j>0

|[k—27zo| < A27



d.J. I'-LArJUoAINL L1 VUL CIULLIN 1O LN UINUILLE L L 1090

Donc pour tout € > 0, on a
sup 20 —)Ps [ > ICPA+ k- 27'3:0|)<“0P+“l)1 < 400. (3.70)

7>0 k=21 20| <A

. . p
Dans ce cas on a aussi puisque f € L,

sup 2(uo—€)pj Z |CxP(1 + |k — 20m|)~@ortd | < 400, (3.71)
720 k21| <A

D’ou, par définition de E?, pour tout j, pour tout € > 0,
b4 4y < coevi 3.72
j(_(uﬂ + 5)) < (3.72)

Ce qui donne pour tout € > 0,

1
log (21~ (uo + £))7 )
lim inf . > —¢ (3.73)
j—o0 —7log?2

Donc en utilisant (3.66),

o (—(uo + g)) >0 (3.74)
et donc d’apres (3.67),
d :
—(uo + 2_7) > —iy(x0) (3.75)
On a alors
) d
up < ip(xo) — ’ (3.76)

3. Remarquons tout de suite que si i,(29) = 0, alors d’apres(3.76) et le fait

que nécéssairement u't (o) > —g, on a uf(xg) = _g =i, (z0) — g_
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Supposons maintenant que i,(x) # 0 et que f appartienne a Bg’p . Nous
nous plagons au point zy = 0 et nous posons A = 1 pour simplifier les
notations mais la méme démonstration est bien sir valable dans le cas
général.

Nous voulons montrer que pour tout iy < 4,(0) alors f appartient a
' )

Pour cela nous allons utiliser le point 1 du théoreme 3.1.3 et montrer

1

d’abord que f appartient AXéo’_iO’p 7, c’est a dire montrer que

S

D220 ST (O (1K) | < oo,

J>0 k| <27
ou encore
D CiklP(1+ [K]) P < Celal-iorta (3.77)

k| <27
avec ¢; le terme général d’une série convergente.

Calculons maintenant

D Cul? (1 + [y 7P (3.78)

k|<2

On peut réécrire (3.78) comme

D IR P = [CrolP+Y S D |CialP(1+[K]) P (3.79)

k| <27 1<j 2i-1<|k|<2!

Orsi 2871 < |k| < 2!, et par hypothese i > 0, on a donc

(142 < (A +[k)) o< (@+201)

et donc
270 27H0 < (14 28)7% < (1 + |k|) T < 2% 27to (3.80)
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D’ou (3.79) est majoré par

DGO+ RN < [CiolP+> 7 D 27PIC P (3.81)

k| <29 I<j 21-1<k|<2!
Soit 0 < A < 1 dont la valeur exacte sera choisie ultérieurement.

On peut écrire (3.81)

CioP+) 0 Y 27P|CP = [CiolP+ >0 > 271P|C
I<j 2l-1<|k|<2! <05 2l-1<|k|<2!
DD
9j+1<1<j 2-1<|k|<2!
(3.82)
On a alors
DG+ IR < [Ciol + >0 D 27 r|CuP
|k| <27 1<0j 21-1<|k|<2! (3.83)

+OY ) 2|y

07 +1<I<j 21-1 < |k|<2!

D D D e (3.84)

1<0j 21— 1< |k|<2!

On note
Sp = 1Cjo

et

P, (3.85)

So= > ) 2hrC,

0j+1<1<j 21-1< | <2t
Pour majorer Sj, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.1. Pour tout 0 < iy < i,(0) et e >0,

Vi>0, [Coolr+ > Y (G2 e < CrEralirtdi - (3.86)

0<I<j 2-1< k| <2!
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Démontrons ce lemme.

Démonstration: D’apres (3.67), pour tout 0 < i1 < i,(0), g,(—i1) > 0.
Donc, d’apres le premier point de la proposition 1.3.10, on a pour tout

>0,
log (3(—i1)7 )

Fjo:Vj > > — 3.87
Jo = V) = Jo, —jlog 2 Z ¢ (3.87)
Donc
sup 200 P=T | N Oy [P(1+ () TP | < +o0. (3.88)
720 k<2

Nous pouvons réécrire (3.88) comme

Vi >0, 20T | N Oy [P (1 + [K]) TP | < C20°P (3.89)

k|<2i

ou encore en découpant la somme sur k£ sur des couronnes

Vj>0, 2077 G+ Y T Y [CialP (L [R)TP | < O
0<i<j 2l-1<|k|<2!

(3.90)

En utilisant (3.80) on obtient la minoration

Vj>0, C2OPm |G+ YT Y (G2 | < 0
0<I<j 21 <[k <2!

(3.91)
Dot

Vi >0, COP L |CyP+ YT YT |Cyulr2TP | < O2
0<i<yj 2l-1<|k[<2!

(3.92)
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Donc 'hypothese o,(—i;) > 0 entraine (3.86).

0

On peut maintenant I'utiliser avec i1 et ' > 0 tel que i1 = ip+¢’ < i, (o).
Majorons (3.84)

Ciol? +) 5 D 2 MO P < [Ciofr + 257 7 YT 27O

1<0j 2-1<|k|<2! 1<0j 21-1<|k|<2!

< 90'Pi |Cj,0|p+z Z 2—1i1p|ijk

1<0j 21— 1<|k|<2!

p

< 90e'pjgiepo(—iip+d)j
< 9(0-1)e'pjgiepo(—iop+d)j
(3.93)

Pour majorer Sz, on utilise 'hypothése que f est dans Bg’p, ce qui s’écrit
d’apres (1.33)

Z |Cj,k2(6_%)j|p =§; avec & €l (3.94)
k

Z Z 2—li0p‘0jk‘p S 2—0ji0p Z Z |C]k|p S 2—0jiop2(—5p+d)j5j'

0j+1<1<j 2l-1<|k|<2! 0j+1<I<j 2l-1<|k|<2!

(3.95)
avec d; € [*.
On a donc pour (3.83), avec (3.93) et (3.95),

2 (O

k[ <27

p(l + |kD—iop < 9(0—=1)e'pjgiepo(—iop+d); + 2((1—9)iop—5p)j2(—iop+d)j5j

< o(~iop+d)j (2<<971)s'p+ep>j i 2((1,9)%,,,5,,)]-50

(3.96)
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D’apreés (3.77), pour avoir f dans XSO’_iO’p 1 il nous faut vérifier que
(2U0—1)e"ptep)s 4 2((1_0)1'01’_‘51’)3'5]-)% est le terme général d’une série conver-
gente.

On doit donc choisir # pour avoir

0 — 1) <0
( )ff p+ep (3.97)
(1 —=0)igp—90p <0
il suffit donc d’avoir 5
-2 <h<—=+1, (3.98)
10 9

Ici 6 > 0 et 7¢ sont strictement positifs donc 1 —% < 1 et on peut prendre
0>1—%ave(:0<1.

On choisit ensuite &’ tel que ip+¢’ < 7,(20). Enfin on choisit € pour que 5

soit assez petit et qu’on puisse vérifier @ < —£+ 1. Donc (20~ De'prer)i 4
2((1=0)iop—3p)j 5]-)% est le terme général d’une série convergente et la relation(3.77)
est donc vérifiée pour f.

Donc f est élément de X[ 0P

donne qu’elle est élément de Ti"*%(()).

! et par suite le théoréme 3.1.3 nous

Donc par définition de u%(0),

AT

Or on a pris iy quelconque tel que iy < 4,(0). Donc

On a avec le point 1 de la proposition I’inégalité inverse.

Donc
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3.4 Majoration du spectre de singularités T}

Nous allons d’abord démontrer la proposition 3.1.1.

Démonstration:

Afin de simplifier les notations, nous supposerons a partir de maintenant
que f € BjoP° mais on peut démontrer avec les mémes arguments le cas
général.

Nous supposerons aussi que les ondelettes meres v sont de classe CV avec
N > s, a support compact dans B(0, M) pour M > 0. Le support d’une on-
delette 1;; = ¥(27z — k) est inclus dans \;, = k277 + [, M]d,

Notre objectif est de construire un sous-ensemble WP de R¢, de mesure

s—d
D-dimensionnelle de Hausdorff nulle, tel que si zo ¢ WP alors f € T, 7 (o).
Nous définissons deux sous-ensembles UP et V' de R? tels que U | JV P =

wP.

— Considérons UP défini comme suit.

Soit f € By»P°,

Vi, Y |CyulPo2®osomdi < Ce; avec (g;) € I'(Z). (3.99)
k
Soit Bj la boule de centre % et de rayon
diam(Byy) = |Ciul B27F (3.100)
diam(Bj,k)D = |Cj’k|1’02(?050—d)j )
et (3.99) donne
Vi) diam(B;x)” < Ce;. (3.101)
k

Si bien que clairement diam(B; ;) —j—00 0
Soit A; =JBjx and U” =limsup 4; = N U 4.
k

JENIZj
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L’ensemble J,, ; A; peut étre recouvert par |J | By et (?7) nous donne
= I>j k

Z (Z diam(By ) ) < C’Zel (3.102)

1>j 1>j

Puisque les ensembles B;; pour [ > j forment un e-recouvrement ou
€ peut étre choisi arbitrairement petit, la mesure D-dimensionnelle de
Hausdorff de UP est nulle.

Sizo ¢ UP Fjo : Vj > jo,Vk : 29 ¢ B, ce qui signifie que

(poso d)j

|$0—]€2 J|> |C]k,|D2

Donc

il < |20 — k2792020 F50), (3.103)

Nous définissons VP comme suit.

Soit A; la collection de cubes dyadiques A = k277 + [0,277)¢ et A =
Jj=+oo
U A;. Fixons j et notons C = C;. Nous notons WD I’ensemble des

c;bes A € Aj tels que

P09 (sopo—d)j’ —Dj
|C)\I‘ 2 2 2 .
MNCBA

Posons

D _
vP= ] 2MA
Aew P

et VP =limsup V;".

j—+oo

D’apres (3.99),

V7, Z Z |C)\,‘P02(sopo—d)j' < 0.

AEA; N C5A
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Ainsis il y a au plus €277 cubes dyadiques dans W;”. Donc la dimension

de Hausdorff de V¥ est inférieure ou égale & D.

Sizg ¢ VP, il existe j tel que Vj > 7o, k € Z4,

wo — k27| <2M277 = Y |Cy[ro2loro i < 97Pi - (3.104)
AN CBA

4
Montrons que si zo n’est pas dans U | J V2, alors f appartient 3 T, ” (o).
d

D’apres 3.1, on a donc a montrer que f appartient a T;_E(xo) avec s <

D d d
$0+0 p0+P'

Par hypothese zo ¢ V7, donc d’apres (3.104), il existe jo tel que Vj >
Jo,Vk € 2.4

g — k277 <2M277 = N [CyfreRloromdit < 9P (3.105)
N /N CBANEN

Par hypothese z ¢ UP| et (3.103) nous donne donc

Gl < |0 — k2770220 F 20, (3.106)

On note Jy = max(jo, jo). La fonction f peut étre écrite comme la somme

f(z) = fi(z) + fo(z) + f3(x) avec

fil) =) Cixtbin(a),

j<Jo k

R@)=>, > Cutul) (3.107)

§>Jo lmo—k2-1|<4M2~i

f3(x) = > Cjxthj (@),

j>Jo |zo—k2—9|>4M2~I
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— Remarquons que f; appartient a C™ pour n plus grand que s. Donc f;
d

appartient a T;iE (x0).

_d
Montrons que f, et f3 appartiennent & Tps ?(zg)-

_d
— Pour montrer que f3 appartient & T: ?(xp).

nous devons calculer

/ _ s (3.108)

Soit J tel que 277 < p < 277*! et a tel que 2¢ < M.
L’ondelette 1);; est par définition a support compact dans le domaine
|z — k277 < 2M277, et les cubes dyadiques Ay qui correspondent & une

ondelette non nulle sur |z — zo| < p vérifient
l2o—k277| < |z—zo|+|z—k277| < p+2M277 < 2.27742M277. (3.109)

Or par définition de f3 on a 4M277 < |2y — k27|, et donc (3.109) donne
2M277 <2277 Dot j > J + a.

Nous allons maintenant distinguer deux cas dans la majoration de (3.108) :

le cas p > pg et le cas p < pyg.

— Examinons d’abord le cas p > py.

En appliquant I'inégalité triangulaire, on a

RV

j>J+a

(/ww |<p|f3($)|pd:c)p <
. (3.110)

Fixons j et k, nous avons au plus (2M)? ondelettes 1), »» non-nulles sur

> Cix(2z — k) pdm

\wo—k2—7|>4M2-i

le support de ;.

=



J.4. MAJUNRALIUIN DU orouilnt, UL slINGULARLLIES 1 p 100

Donc nous pouvons partitionner les ondelettes de 1’échelle j en (2M)¢
ensembles P;, telles que les ondelettes d’'un méme P; sont a support
disjoint.

Comme précédemment, nous notons

Ajf = Z Cxjk-
k

La convexité de la fonction z — 2P donne

/zSp

> Ciato(2ix — k)

kEP;

Ajf(x)"’dx < CZ(/W

el

p
dx

< oY (O / (2z — k)Pda
1€l keEPR;
< C Y 27|

keQ(j,p) ( )
3.111

ou k appartient a ’ensemble

Q@, p) = {k : N\ ﬂB(:co, p) £ 0 et 4M277 < |zg—k277| < 227742279},
(3.112)

Cela nous donne donc

/Iwwolso

En utilisant (3.106) et p > po, (3.113) nous donne

p
> Cj,w(zjx—k)‘ de < C Y 27Y(CiP(CrplP .
|wo—k2—3|>4M2-] kEQ(),p)

(3.113)
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p

Z Cipp(2x — k)| d

/”””059 o—k2—i|>4M2

. ( )
<C S 29O |z — k2| o 2T )Rl

keQ(j,p)

D(p—pg)

<C Z 9(sopo—d)j |C Kl |xo — k279 o

keQ(3,p)

dp .
2~ (0P T (3.114)

. . D(p=pg)
Majorons le terme |zo — k277 20 dans (3.114).

Par définition de €2(j, p) (expression 3.112),
2

sk € Q) [ro— k27| < pt o

Puisque j > J +a, et p > 277,

o — k277| < p+2M27

(3.115)
< p(1+ M2t
On a donc
. D(p—po) D(p-po)
|zg — k277 o< Cp o (3.116)
On a ainsi la majoration pour le terme de droite de (3.111)
3 2—dj|0jk|p <C X 2(50p0—d)j|0jk|popD(I;:)p0)2 (sop— 56+
kEQ(j,p) ’ lc]E)Q(j,p) . ’
< CpﬁfD27(80p*£+d)j. Z 2(sopo—d)j|Cj’k Po
keQ(j,p)
(3.117)

En sommant (3.117) sur j et en utilisant (3.110),
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l D d . .
<f|m—m|<p\f3($)|pdx)p <C ¥ pr P2 lt 5 gl e
- j ke Omega(j,p)

j2J+a
»
<Cpwr Y 20Tt [ gbee-di|cy e |
ST k€Q(5,p)
(3.118)

+ %, on peut

3 =

En notant ¢ I’exposant conjugué de p tel que 1 =
majorer (3.118) grace a l'inégalité de Holder.
e+ 9)aj

En effet par hypothése sp— £ +¢ > 0, donc lasérie Y 27 7n s
j>J+a

est convergente.

(f » s )”

1 v
q
< Cpﬁfg ( Z 2(so%+§)qj> E : E : 2(5°p°_d)j|Cjk|p°

j2J+a J>J+a keQ(4,p)
’
< Cp%_%2_(s°_%+%w Z Z 2(80100711)1'|0j,]c Po
j>J+a ke Omega(j,p)

(3.119)
1
. —(so—-4+2)1 , P

Majorons les termes 27 w0 " # et [ Y YT 20sopo=d)i|C  |po

J>J+a keQ(j,p)

dans (3.119).

Remarquons d’abord que , avec 277 < p, on a

9055t < TRt (3.120)

(SR
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P
D’autre part, pour le terme | Y. > 2(oro=d)i|C, jPo | yemar-
J>J+a keQ(s,p)
quons encore que si k appartient a (4, p), alors le cube dyadique

correspondant A de taille 277 est contenu dans 5, ot A est le cube
dyadique de taille 277 (on note K277 son centre) qui contient z.
En effet par définition de Q(7, p),

Vo €\ |2—K277| < |o—k277 |+ |k2 7 —xg|+|zo— K277 | < 2.27942.27 74277,
Puisque zq ¢ VP,

> % 2(80po—d)j|0j g[Pe < 2-DJ
§>J+a keQ(j,p) (3.121)
< pP.

puisque 277 < p < 277+,

(3.121) et (3.120) nous permettent d’obtenir la majoration suivante du

premier membre de (3.119).

1

rdz)’ < C D_D g_d_ d D
(‘ﬁwfa;0|5p‘f3(x)| x) — p 0 p 0 pp (3122)

d , d

D _
SCp50+P0 po P

Or d’apres (3.1), s < s + p% - p% + g, et donc (3.122) donne

( / | fg(x)v’dx)’_’ <Cp. (3.123)
z—zo|<p

_d
Donc d’apres la définition 1.1.7, f3 appartient & T]: ?(xo) dans le cas

ou p > po.

— Il nous reste a étudier (3.108) dans le cas ou p < py.

On a donc p% <1 et on peut écrire1:1%+1—]%.
Appliquons I'inégalité de Holder a f|m_m0| <, [fa(@)|Pdz avec 22 et 1_1%

comme exposants conjugués. On a alors
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P

( |z—z0|<p ‘f3 )|p°daj> (pd)lp%
pd(l—%) (f|ac—170|§p | f3(2) |p0dx) »o

'ﬁ‘@

.§|’E

IN

IN

(3.124)

D’oli on peut majorer le premier membre de (3.108) par

(/ Ifz(flr)\”dm)p < pr i (/ \fg(:c)|”°dm>m (3.125)
|z—z0|<p lz—z0|<p

1
On étudie maintenant le terme de (3.124) (f|z_$0|<p |f3(x)|podx) "0

1

On apy > p, donc py > 1. Ainsi, pour majorer (f\sv—w()ISp |f3($)|podx) %0
on peut employer les mémes arguments que dans les majorations (3.110)
et (3.111) du cas précédent en changeant simplement le ”p” de ces ma-
jorations en py.

On a donc

(/ |f3(x)|p°dx) ’ <C Z Z 27 Y| C; k[P0
lz—wo0|<p j>J+a

keQ(s.p)

<C z Z 2—80P0j250170j2—dj|Cj,k|Po
j>J+a

keQ(j.p)

<C 9—50] Z Q(Sopo—d)j|0j,k‘po
j2J+a k€Q(j,p)
(3.126)
po > p > 1, et on note p; I'exposant conjugué de py. On peut appliquer
'inégalité de Holder sur (3.127), ce qui donne
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1

(/ |f3($)|p0dl') ko <C ( Z 280p1j> Z Z 2(50p0*d)j‘0j’k|p0
lz—wo0|<p

j>J+a j2J+a keQ(g,p)

Po

< 0250/ Z Z 2(80po—d)j|0j,k

J2J+a keQ(4,p)

(3.127)

Or la méme méthode que pour la majoration (3.121) nous permet de

conclure )

T—To|Sp

Et puisque 277 < p, on a

1

( /| | |f3($)|”°dx> P <optw (3.129)
z—z0|<p

On peut donc finalement majorer (3.125) comme suit

v d_d g 4D
(flw—wo|<p |f3(x)‘de> "< Cpr o p® T .
B d d D ( . )

< Cpr rF g

Or on a d’apres (3.1) s < 5o + p% - p% + g, donc

(/ Ifs(x)\”da:) ' < Cp’. (3.131)
lz—z0|<p

_d
Donc d’apreés la définition 1.1.7, f3 appartient & Tps ?(xo) dans le cas

ou p < po.

4
On a donc bien dans tous les cas f; appartient & T, ”(xo).
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— Examinons f,.

Rappelons que d’apres la proposition 3.1.3,

. _d
Karnt < 13 ).

(3.132)
Ainsi si f, appartient & X;B’s’p’l quand s < s¢ + p% - p% +

d
. s—¢ D
appartient aux espaces 1, ” pour s < so+ - — 4 4

1 alors elle
d
Po po P’

Pour montrer que f, appartient a X j;}‘s’p’l il nous suffit de trouver un

A telle que la norme suivante de f, dans X;(’)_s’p’l

1
p
D2 YT (G Tk - wo2]) (3.133)
>0 kw020 |[<A2F
soit finie.
Calculons d’abord avec fo = > Cjx¥jx et j fixé la quan-
J>jo |wo—k2—7|<4M2-7
tité suivante
207~ NIN " Oy P(1 + [k — m027]) P (3.134)
k

Or z¢ ¢ UP, donc (3.106) nous donne

L o

k/|k—202i |<4AM

p(l -+ |I€ — .’1}'02j|)_8p

< 2(Sp—d)j2(_50p+%)j

2.

. D .
o — k277 |0 (1+ |k — 262]) P
k/|k—z027 |<4M

_ dp —d)i.—;Dp
S 2( 80p+p0+$p d).72 ‘71’0

2.

. D .
1290 — k|70 (1 + |k — m27]) 0
k/|k—3027 |<4M

(3.135)
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Clairement
. D . . D .
Z 20— k| 70 (1+|k—27]) 70 = Z |k—27 0| 70 (14 |k—02]) P
k/|k—1027 |<4M k/|k—x027|<4M

est majorée par une quantité qui ne dépend pas de j.

(3.135) nous donne la majoration suivante pour (3.134)

P(L+ |k — 2027]) " < 02l Por a0 P50

9(sp—d)j Z Cik

k/|k—z02i | <4M

(3.136)
L’hypothése (3.1) nous donne —sgp + ﬁ—g +sp—d— % < 0.
Donc (3.133) est une quantité finie. Ainsi f, appartient & X5 P! et
d’apres (3.132), fo € Tps_%(;vo).
Nous avons donc que si zy ¢ Up|JVp, alors f appartient a T, _%(mo)
avecs<30—pi0+g+p%.

D
po’
Up JVp, dont 1la mesure D-dimensionnelle de Hausdorff est nulle.

o . N s—
D’ou si f appartient a 7T, ”(zo) avec s < Sg — p% + g + alors zg €

Nous pouvons maintenant démontrer le corollaire 3.1.2.

Démonstration:

Les diiférentes étapes de la démonstration seront les suivantes. D’abord
nous allons réécrire les hypotheéses du corollaire 3.1.2 en termes de normes de
Besov. Ensuite nous montrerons que pour € > 0 et n > 0,n € N la mesure
e-dimensionelle de Hausdorff de I'ensemble {zo : f ¢ Tp _%(xo)} est nulle. Et

nous concluerons.

Réécrivons les hypotheses du corollaire 3.1.2 afin d’appliquer la proposition
3.1.1.
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On supposait que

F=3"3"Cpu2v (2 — k) (3.137)
J k

et

V0> 0,> > [Cil” < +oo. (3.138)
7 k

Nous pouvons réécrire comme suit (3.137) avec

f(ﬂ?) = ZZCj,k¢’(2j$ — k) avec Cj,k = éj’kQ% (3139)
J k

Ensuite nous pouvons réécrire (3.138) avec les coefficients C;

Vo> 0,3 3275 |Cul? < +oc. (3.140)
j k

Or (3.137) est la décomposition de f sur une base d’ondelettes normalisée en
norme L. D’apres (1.33), on peut conclure avec (3.140) que f appartient a
d_d

tous les espaces Bg_”’ pour 6 > 0.

Fixons € > 0 et n un entier positif. Il existe # > 0 tel que € > On et p > 6.

Soit s = 4 — g > 0,py =6, s =n, D=c. Remarquons que I’hypothése
D > po(s — so + p% - g) est vérifiée car po(s — so + p% - g) = On . Enfin

1_110 . .
/ appartient & l'espace By, ”", donc nous pouvons maintenant appliquer la
proposition 3.1.1.
On a donc )
n_d
Mes{zo: f €T, *(x0)} = 0.
Cela nous donne

Mes{zo: f ¢ ﬂ T;_%(ato)} = 0.

neN
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r_d

s—4 s
De plus, T, "(z9) CTp " (z9) sis> ¢,
s—d
Mes{xzo: f ¢ ()Tp *(x0)} =0. (3.141)
s>0

(3.141) est vraie pour tout ¢ > 0. Nous pouvons en déduire que la dimension

s d
de Hausdorff de I’ensemble {zo: f ¢ (| Tp *(zo)} est nulle. O

s>0



Chapitre 4

Une étude de frontiere fractale

4.1 Introduction

Nous avons vu dans les chapitres précédents différentes manieres d’abor-
der le probleme de la régularité ponctuelle d’une fonction et d’effectuer une
classification des singularités ponctuelles.

Cependant de nombreuses fonctions, des la dimension 2, échappent a cette
classification méme dans des exemples tres simples de fonctions caractéristiques.
La connaissance des exposants usuels ne parait pas suffisante pour déduire la
géométrie des fonctions dans ces situations, cruciale pourtant dans les appli-
cations. Autrement dit si on considere des ouverts a frontiere fractale et qu’on
considere leur fonction caractéristique, 1’étude de cette fonction et la connais-
sance des exposants usuels ne permet pas toujours de revenir a la géométrie
de T'ouvert.

En physique, mécanique ou chimie, de nombreux phénomenes font inter-
venir des frontieres fractales. C’est par exemple le cas des problemes de rugo-
sité, des mélanges turbulents... Ainsi, I'instabilité de Raleigh-Taylor se produit
quand deux fluides sont placés I'un au-dessus de I'autre, le plus lourd au-dessus.
Si la viscosité est assez faible, les deux fluides se mélangent et développent dans

un premier temps des interfaces de type ”champignon” qui dégénerent en fila-

173
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ments tres fins et allongés.

Un exemple particulier de ces frontieres fractales est les fonctions caractéristiques
de domaine dont la frontiere est le graphe d’une fonction oscillante en un point
(graphes du type de celui de ®sin(1/2%)). On pourrait penser que ces fonc-
tions peuvent étre classifiées directement dans la classe des fonctions oscillantes
grace a leur comportement oscillant. Il n’en est rien car dans la théorie sur les
fonctions oscillantes (abordée dans le chapitre 1.1.2 et développée plus loin),
oscillation signifie d’abord compensation alternativement des parties positives
et négatives de la fonction, ce qui n’est évidemment pas le cas ici.

Notre méthode traite le cas spécifique de ces fonctions qui s’écrivent comme
la somme d’une fonction oscillante au sens de la théorie sur les fonctions oscil-
lantes (autrement dit par exemple une fonction qui est la somme d’une partie
négative et d’une partie positive qui se compensent I'une I'autre alternative-
ment) et d’une fonction de ”contours” non oscillante qui donne ’enveloppe du
domaine.

Il existe un algorithme de traitement de I'image dit d”Osher-Rudin” qui
effectue cette décomposition numériquement pour une image : il décompose
I’image en une composante dite de ”texture” et une composante dite de ” contours”
(voir [32]). Récemment Y. Meyer et A. Cohen dans [30] et [5] ont montré que
cet algorithme est presque équivalent a un autre algorithme en traitement
de 'image, 'algorithme de seuillage des coefficients en ondelettes, qui sépare
lui-aussi la fonction en une composante d’oscillation et une composante de
contours.

Nous montrerons que cette décomposition effectuée ”a la main” nous met
dans les conditions d’application de 1’algorithme et nous permet d’espérer
qu’elle sera retrouvée numériquement. Dans les quelques tests effectués, c’est

en effet le cas.

Nous allons maintenant décrire notre méthode en étudiant un exemple

particulier qui sert de modeéle pour un matériau tres finement stratifié.
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Soient a > 0, et § > «, on définit

1
G2 : (ac,y) — ]I{|y|§za+1}(x,y)0 <W>

o C(z)=1 siz€[2n,2n+1],n €N (41)
C(z) =0 sinon.
La figure suivante représente la fonction G5. Le noir représente la valeur 0
et le blanc 1.

Notre objectif est de comparer son comportement en 0 avec la fonction

Gi:(w,y) = Dy <qoti o0 (T, Y).

et de proposer une méthode pour classifier ces deux types de singularités
en (.

Nous remarquerons d’abord qu’elles ont le méme exposant de Holder ponc-
tuel et le méme p-exposant en 0. Examinant le comportement en 0 du point
de vue des oscillations, nous verrons que contrairement a ce qu’on peut a
premiere vue penser, GGy n’est pas une fonction oscillante au sens du chapitre
1.1.2. Cependant la fonction ég, issue de la décomposition Gy = % (éQ + G1>,
est quant a elle une fonction oscillante.

En étudiant de plus pres cette décomposition G = % (Gz + Gl), nous ver-
rons qu’elle sépare GG, en une partie a contours bornés et une partie oscillante.

Cela nous suffira alors pour conclure que ’algorithme de seuillage des co-

efficients en ondelettes va pouvoir s’appliquer.

4.2 Exposant de Holder et p-exposant

En ce qui concerne la régularité ponctuelle, il est clair que I’exposant de
Holder en 0 est pour G; comme G5 égal a zéro.

Examinons maintenant le p-exposant en 0 de chacune de ces fonctions.
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Fic. 4.1 -
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Lemme 4.2.1. Soit 1 < p < co. Le p-exposant en 0 de G et de G5 est %.

Démonstration: G, et G5 sont dans L, donc localement intégrables.

Posons A = 1 et p < 1 et choisissons comme norme sur R? la norme

[(z,y)| = sup(|z/, |y])-

Calculons d’abord I, = [ f‘(w DI<p \G1(z, y)[Pdzdy.

Sia>1et p<1,on aévidemment p* < p, donc
I, = // Gi(z,y)dzdy
I(zy)|<p
‘w‘a+1

/ / o dydz (4.2)

a—|—2

1 a
(p%[,,)? =Cp»
D’ot, avec d = 2, d’apres (1.4), G appartient a T%(O) et d’apres (1.10),

on a le p-exposant ug, (0) = 2.

Calculons maintenant J, = [ [ |Ga(z,y)|dzdy.

l(z,y)|<p

= / / Gs(z,y)dzdy
\(2.9) <p

p plzjot?
:/(; /|$|a+1Z [(2n+1) Z? (2n)” ]( )dydx (4.3)

-

p
_ a+1§ :
_/0 2l n>1H[<2n+1>‘ﬂ,<2n)‘5}(x)dx'



1(3 viaAariinerg 4. UING L1OUUDE U FIVUIN L1 AU 1lALE

On a p <1, donc il existe un ny tel que
1. (2n9—1)75 < p < (2ng —2) 77

2. ou bien (2n0)_% <p<(2ny— 1)_%.

On peut donc écrire

J,=S,+R,
avec
’ +1
S,= [ 2|z|* I | 1 (z)d
P /0 =1 Z: [(2n+1)‘ﬁ,(2n)‘3]($) .
n>no
et
1. R,=[" _1 2|z|*"dx dans le premier cas

(2no—1) %
2. R, = 0 dans le deuxiéme cas.

Calculons S,,.

p
_ a+1 1
% = /0 20l 3 Lnsy ,(2n)‘ff]($)d$

n>mno

On peut écrire d’apres le théoreme de convergence monotone

_1
B

Z / 2|m\°‘+1d:v
2

n>no n+1
_CZ 2n*% (2n+1)"F

n>ng

Or on a

(2n)~F — @n+1)"F = (2n)" %ﬂ2(1-a+_£y7—

(4.4)

(4.5)
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donc pour n tendant vers I’infini,

a+271

(2n)"F — (@2n+1)"F ~C@2n) F (4.9)
Et puisque la série de terme général (277,)_0%2_1 est convergente, on a

a+2

Sy~ C N (20)F L~ C(200)F (4.10)

n>no
Or d’apres la définition de ng : (2710)_71 <p< C’(Qno)_?l.
On a donc 2 constantes C' et C' telles que
C'p*t? < S, < Cp**2. (4.11)

Examinons R, dans le premier cas, c’est a dire

p a+2
R, — / Colgfotldr = C(0™ — (2n0 — 1)) (4.12)
(

2no—1)" B
On a donc bien

0< R, < Cp*t? (4.13)

Avec (4.11), on a bien dans tous les cas

C'p*t? < J, < Cp*t2. (4.14)

Donc, d’apres (1.4), G, appartient a T%(O) et on a le p-exposant ug, (0) =

=R

g

Le p exposant ne nous permet donc pas cette fois de distinguer les compor-
tements de G et Gs.
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4.3 Notion de chirp

Examinons maintenant le point de vue des oscillations. La fonction G,
semble & premiére vue pouvoir étre classifiée parmi les phénomenes oscillants.

Nous pouvons utiliser directement la notion de ”chirp” qui désigne un
phénomene oscillant au voisinage d’un point x dont la fréquence instantanée
diverge quand on s’approche de xy. La théorie des chirps est développée dans
des domaines tres variés (traitement de signaux de parole, d’ondes gravitation-
nelles en cosmologie...cf ) et en mathématiques ou plus précisément en analyse
par ondelettes, elle connait une définition précise élaborée par Y.Meyer.

Cette définition prend appui sur le modele en dimension 1 de la fonction
x — z¢ sin(x%). Nous avons vu dans le chapitre 1.1.2 que cette fonction a
des primitives plus régulieres que ce qu’on aurait pu attendre d’une simple
intégration d’ordre 1. Et en plusieurs dimensions la théorie a été développée
par H.Xu dans [36] et Y.Meyer dans [30] et [29].

C’est la définition suivante de [30] (p.104) que nous utiliserons.

Définition 4.3.1. Soit v > —n et § > 0 deux réels. Soit f une fonction
localement intégrable au voisinage de x.

On dit que f est un chirp de type (7, ) s’il existe un voisinage V' de xq tel
que, pour tout entier N, il existe une famille finie de fonctions uqn, o =

(01, ..., o) € N définies sur V telles que

flz) = Z 0%Uq N () (4.15)

la|<N

et

[ta,n (7)| < Oz — 2o 7PNH g e V. (4.16)

Cette définition nous donne bien une généralisation du cas z — 2% sin(-5)

que nous avions examiné dans le chapitre 1.1.2.
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Le théoreme suivant de [30] donne un critére de caractérisation des com-

portements chirp en un point zy = 0.

Théoreme 4.3.1. Soient 3 et v tels que B > 0, v > —n. Soit f une fonction
intégrable sur un voisinage V- = {x; |x| < o} de 0. Alors les trois propriétés

sutvantes sont équivalentes
1. f est un chirp de type (h,3) en 0.

2. |f(z)] < Colz|7 et, pour tout entier N tel que v+ BN > 0, il eziste une
constante Cy tel que pour e € (0,&9) et ¢ a support dans {z,|z| < e},

|/f/%x>w<x)dx|f;czv sup NI | grg L (4.17)

\al<N

Cherchons a voir si G est un chirp au sens de cette définition.
Prenons une fonction ¢ a support compact toujours positive, d’intégrale 1

et qui vaut 1 sur la boule de centre 0 et de rayon %, on a

Mbmww@wmm=/bmmewmwzﬁn Gz, y)dady
z,y)|<5
(4.18)

Or dans la démonstration du lemme 4.2.1, I’équation (4.14) nous donne
pour (4.18)

| / Go(z,y)p(z,y)dzdy| > C'e*F? (4.19)

Donc (G5 ne peut pas étre un chirp pour 5 # 0 au sens du théoreme 4.3.1.
La raison profonde est que dans cette définition, un chirp est une fonction
oscillante qui fait se compenser ses parties positives et négatives alors qu’ici la
fonction étant toujours positive elle ne peut pas connaitre ce phénomene.

Une fonction trés proche de G5 et qui a par contre des chances d’étre un
chirp en 0 est la fonction G telle que, avec C' défini par (4.1),
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G2, y) = Lyyjcanin) (2,9) (20 (#) _ 1) (4.20)

Nous allons établir la proposition suivante.

Proposition 4.3.1. On peut écrire Gy = % avec | f1(z,y)| < [(z,y) [P

Démonstration:

Déterminons la primitive selon z de Go qui s’annule en 0 en fixant y dans
[0,1]. On calcule

T - T 1
fi(z,y) =/0 G(u,y)dz =/0 H{\ylﬁsu}(u’ Y) (20 (W) = 1) du

x
N /o Ly <y (;H[(mn%,(zn)%](u) h H[(zn)%,(zn—l)%](u)> du

>1
(4.21)
Notre objectif est de montrer que sur un voisinage de 0
il y)] < ().
Or on a clairement
\fi(z, )| < [fi(=,0)] (4.22)

On pose ny tel que
1. (2ng—1)F <2< (2ng—2)77

2. ou bien (2ny — 2)_% <z < (2ny — 3)_%.

On peut donc écrire

fl(ili, 0) = Sl (.’L‘, 0) + R1 (SL', 0) (423)
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avec

1

(2no—1) B
Si (LE, 0) - A Z H[(2n+1)_é,(2n)7%](u) N H[(2n)7é,(2n—1)7%](u) du

n>1
(4.24)
et -
Ri(z,0) = / Go(z, 0)da. (4.25)
(2no—1)" B
Evaluons la borne supérieure de S; sur un voisinage de 0.
On a d’apres le théoréme de convergence dominé sur [0, 1],
(2n071)_%
Si(z,0) = I —1I d
1(2,0) ;0/0 < [(2n+1)’%,(2n)*%](u) [(2n)%,(2n1)%](u)) U
> y By
(2n)” B (2n—1)" 7
= / , du —/ ., du
n>no (2n+1) B (2n) B
=3 (-@n+1) P+ (2n) F+(20) Fe - (2n—1) F)
n>ng
(4.26)

(4.27)
Donc
(~@n+1)% + @) F+@2n) P - @n-1)73) ~ % (—71 _ 1) (2325
(4.28)
On a donc
57 (4.29)

Sl(.’E, 0) ~ C(Qno)_ﬁ
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Or puisque (2ny) 5 < x,on a (2n0)_%_1 < zA*1 donc
1Sy (x,0)] < Cyaf™t (4.30)

d’autre part, pour R;(z,0), on a

1. si 2ng—1)7F <2< (2ng—2)77

™|

Ry (z,0) = /(w Jdr=x— (2ng— 1)~ (4.31)

2ng—1) B
Donc, par le théoreme des accroissements finis,

z—(2n0—1)"7| < |(2no—2) "% — (2ng—1)"#| < (2ne—1)"7"! < C2PH
(4.32)

Donc dans ce cas on a bien

|Ry(z,0)] < CzPL.

1

2. ou bien (2ng —2)7F <x < (2nmy—3)7F
et

-

Rl(x,()):/ Cde=(no—1)F —2@n0—2)F 1z (4.33)
( B

2ng—1)

et de méme, par le théoreme des accroissements finis,

IRy (,0)| < C(2ne — 1) 7! < Ozt (4.34)

On a donc bien dans tous les cas avec (4.30),

i@, 9)| < |fi(,0)] < Caf* (4.35)
Donc pour N =1 on peut écrire

é2(37a y) = %(ma y)
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avec

iz, )| < |(x,y)|PT

ce qui correspond a 1'égalité (4.15) et 'inégalité (4.16) dans le cas N = 1.

0

4.4 Algorithme de décomposition

Notre objectif est maintenant de revenir a GG5. Nous allons examiner la
restriction de G5 au pavé [0, €)%, que nous noterons G5, avec 0 < ¢ < 1.

Nous pouvons écrire G5 :

1~ 1
Ga(2,y) = 5G5(2,y) + 5Gi(z,y)

avec G5 et G¢ les restrictions de Gy et Gy & [0,¢]2.

Nous avons montré que é"; est une composante dite ”oscillante”. Nous
allons montrer G§ est une composante dite ”de contour”.

La bonne notion pour ce dernier type de fonctions est celle de fonctions a
variations bornées.

Rappelons leur définition (cf [35]).

Définition 4.4.1. Soit Q un ouvert de RY.
Une fonction f de L'(SY) est une fonction d variations bornées si et seule-
ment si son gradient au sens des distributions V f est une mesure finie, c’est

a dire que sa variation totale

Flavi = sup{ / fdiv(g);g € CHw, R, |l g < 1} (4.36)

est finie.
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La fonction caractéristique d’un ouvert borné F C €2 de frontiere réguliere

appartient & BV () et sa norme se calcule en dimension 2 par la formule
elsv) = H'(OF)

Cela revient donc a calculer la longueur du contour de la frontiere de la

fonction.

Proposition 4.4.1. G5 n’appartient pas a BV.

Démonstration:
Il nous suffit de calculer la longueur de la frontiere G5 sur (x,y) € [0, ]
Celle-ci contient la courbe |y| = 2! et les segments [—(2n)7%, (2n)” 8],
[—(2n+1)" %, (2n+1) 7] pour n > [¢7#/2] (ol [z] désigne la partie entitre de
Or a < 3, donc la série de terme général n~# nest pas convergente et le
périmetre de G5 n’est pas borné.
G5 n’est donc pas une fonction de BV. 0
La fonction Gf est par contre clairement une fonction de BV sur le pavé

[0,€]?. Si on calcule le périmetre de son contour, qui est aussi la norme dans

BV de cette fonction, on obtient

P = / 1+ @+ a2t ~ e
0

Maintenant nous pouvons faire le lien avec l'algorithme d’Osher-Rudin.
L’algorithme d’Osher-Rudin est introduit pour résoudre des problemes de
débruitage d’images par Osher et Rudin dans [32]. L’idée est de décomposer
I’image bruitée en une partie dite géométrique qui contient I'image originale et
une partie de bruit qu’on veut éliminer. On écrit donc en considérant 'image
bruitée comme une fonction y d’un ouvert borné de R* & valeurs dans [0, 1]
(niveaux de gris)

y=f+on

ou n est un bruit de variance 1.
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La fonction f est 'image que ’on veut restaurer.
Une variante tres utilisée de 'algorithme d’Osher-Rudin est basée sur la

minimisation sur g € BV de la fonctionnelle suivante

K(y,9)=Ily— g |72 +nlg|sv- (4.37)

La composante f recherchée est alors le vecteur g qui minimise cette fonc-

tionnelle.

Un autre algorithme de débruitage coexistait avec ’algorithme d’Osher-
Rudin. Il s’agit de I'algorithme de seuillage des coefficients en ondelettes. L'idée
est que dans une image les éléments significatifs sont les contours. La variation
de l'intensité au voisinage de ces courbes est tres brutale et les discontinuités
tres marquées. Les coefficients en ondelettes seront alors tres grands au voisi-
nage de ces courbes, et resteront (si le bruit ne couvre pas tout) au dessus du
niveau du bruit. Le principe de I'algorithme de débruitage (dont 1'optimalité
est démontrée dans [12]) est donc de seuiller les coefficients pour éliminer les
coefficients liés au bruit et ne garder que les grands coefficients liés a I'image.

Le théoreme de Cohen-Devore-Petrushev-Xu (dans [6]) démontre que le
probléme de minimisation précédent peut étre également résolu grace a un al-

gorithme de seuillage.

Nous introduisons la définition de I’espace I..
On note A le cube avec j € Z, k € Z°,

A={zeR*: 2z —kecl0,1]%},

et A I'ensemble de tous les cubes dyadiques.

Définition 4.4.2. L’espace de Lorentz IL(A) est l'ensemble des suites (Tx)aen

telle qu’il existe une constante C telle que, pour tout € > 0,

HA € Aslan > e} < Oe.
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Ou autrement dit le réarrangement décroissant C* de |x,| vérifie

¢, <C/n,neN

Ce théoréme est le suivant.

Théoréme 4.4.1. Pour toute fonction f de BV (R?), la suite des coefficients
en ondelettes (cy) de f appartient d lespace I (A).

L’idée du lien entre 1’algorithme de seuillage peut étre donnée en rem-
placant ’espace BV par I’espace Bi’l dans (4.37). L’espace Bi’l est constitué
des fonctions qui ont leurs coefficients en ondelettes dans !, c’est un sous-

espace de BV'.

Ainsi examinons le probleme qui consiste a partir d’une suite de coefficients
Yn = Tx + 2), a retrouver la suite de coefficients z, dont on sait qu’elle ap-
partient & [!. Nous supposons que la suite de coefficients z, appartient & [? de

norme inférieure a €. Nous voulons ainsi minimiser sur x, la quantité
D Iy —axllz +e | za |l
A

Il nous suffit de minimiser terme a terme cette fonctionnelle et de prendre

3 0 sifya| <5
Ty = . .
yr — 55ign(y») sinon

Revenons a notre probleme.

Nous nous nous proposons de suivre la méme stratégie de seuillage pour le
résoudre.

La fonction ég n’est effectivement pas dans I’espace BV mais on peut re-

marquer que ég est dans l'espace B> qui contient 1’espace BV
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Définition 4.4.3. L’espace BZ1'>°(R?) est I’ensemble des distributions f qui

peuvent s’écrire
o6 0%,
oxr Oy

les fonctions f; (i = 1,2) appartenant a lespace B%*°. La semi-norme de f

f= (4.38)

est linfimum des sommes des semi-normes des f; dans B&> (Uinfimum étant

pris sur toutes les décompositions du type (4.38).

Une définition équivalente de I'espace B, '>°(R?) est donnée par la propo-

sition suivante (cf [30]).

Proposition 4.4.2. L’espace de Banach Bl11 est le sous-espace de L*(R?) tel

Z lea| < oo.

JEZ kEZ?

que

Le dual de ’espace Bl11 est l’espace de Banach Bgol’oo. Une fonction de

Bo’ol"’o est caractérisé par le fait que ses coefficients appartiennent a [*°(A).

D’aprés la proposition 4.3.1, la fonction G est une fonction de B - (R?)

avec une norme inférieure a #+!.

Appliquons maintenant une stratégie de seuillage en tenant compte de cette
information.

On veut décomposer z) = x5 + y» ol T, est alors une suite de [** et z, la
suite des coefficients en ondelettes de Gf.

Nous opérons un seuillage de taille Cef+1.

La suite obtenue par I’algorithme de seuillage ne correspond pas nécessairement,
a une fonction de BV, et donc pas nécessairement a la fonction C:’i.

Cependant on peut espérer retrouver par l’algorithme de troncature une
fonction proche de éi. C’est ce qui se passe effectivement dans les essais ef-
fectués.

Le programme utilisé est celui de Basarab Matei dans sa these “Méthodes

multiéchelles non-linéaires et applications au traitement de I'image”.



19U viaAariinerg 4. UING L1OUUDE U FIVUIN L1 AU 1lALE

Fi1ac. 4.2 — Image de départ pour les essais numériques.

On prend une fonction G§ avec € = 462.1072 et des parametres a = 2 et
[ = 6. Le blanc correspond a la valeur 1 et le noir a la valeur 0.

On obtient avec un taux de troncature Ce?*1, oli on ajuste la constante C,
une fonction qui semble étre une approximation grossiere de éi On a en effet

en tronquant fortement la transformée en ondelettes supprimé tous les détails.
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F1Gc. 4.3 — Image reconstruite apres troncature
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