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Simili anseres quoque et olores ratione commeant, sed horum uolatus cernitur.
Liburnicarum more rostrato impetu feruntur, facilius ita findentes aera quam si recta
fronte inpellerent ; a tergo sensim dilatante se cuneo porrigitur agmen largeque
inpellenti praebetur aurae. Colla inponunt praecendentibus, fessos duces ad terga
recipiunt.

Les oies et les cygnes voyagent de la méme facon, mais leur vol se voit. Ils se
portent en avant comme les liburnes en formant une pointe, ce qui leur permet de
fendre I'air plus facilement que s'ils foncaient en un front rectiligne; en arriére, ce

coin s'elargissant peu a peu, la formation s’étend et offre une large surface au vent
qui la pousse. Chacun pose le cou sur celui qui le précéde; les guides fatigués sont
recus a l'arriére—garde.

Pline I"Ancien.






Introduction : Biologie et Physique






Observations zoologiques et
définitions

Aussi éloigné de la nature soit-il, le citadin a déja été confronté aux mou-
vements collectifs d’animaux, vols de pigeons ou d’étourneaux par exemple. Ces
derniers, notamment, se déplacent en grand nombre de maniére cohérente dans les
trois directions de 1’espace. Le vol change de direction, descend brutalement, tour-
noie en remontant, puis se pose soudainement, pour repartir aussi rapidement. La
cohésion du groupe est étonnante, le spectacle superbe. Il est d’autant plus facile
d’observer les regroupements d’animaux qu’ils sont présents dans tout le régne
animal, depuis les éléphants jusqu’aux bactéries [40| et dans tous les milieux :
terrestre, aérien et marin, par exemple chez les caribous, les oies migratrices et
les orques. Enfin & I'intérieur d’'une méme famille d’espéces c’est un phénoméne

trés répandu. Ainsi 50% des jeunes poissons et 25% des adultes vivent en groupe
[73].

1 Définitions

[’étude et la compréhension de ces formes si facilement observables sont des
questions ouvertes depuis longtemps. Déja au premier siécle de notre ére, Pline
avait relaté ses observations sur les animaux [75]. Plus proche de nous, les zoolo-
gistes et les écologistes étudient de maniére quantitative les regroupements d’ani-
maux depuis plusieurs décennies. Les bancs de poissons sont ainsi scrutés depuis
les années soixante [98]. Tous les groupes d’animaux ne constituent pas pour
autant des comportements collectifs. Ainsi, plusieurs chats se repaissant d’une
poubelle dans une ruelle ont un comportement fondamentalement individuel.

Dans la littérature dédiée a 1’écologie 73], des distinctions sont faites entre
des comportements d’individus réunis par une contrainte physique externe et des
comportements réellement collectifs. Les premiers, appelé agrégations, peuvent
étre passifs. Par exemple du phytoplancton concentré dans une veine de courant
a été réuni par les processus physiques de la turbulence sans qu’il n’y ait eu aucune
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action du plancton®. L’agrégation peut étre active, c’est le cas dans I’exemple pré-
cédents des chats. Les animaux ont été attirés par la source de nourriture et s’y
sont retrouvés. Les agrégations d’animaux sont des comportements alors carac-
térisés par la nature individualiste de I'information. Chaque animal posséde une
information sur son environnement—Ile courant marin, la présence d’une source
de nourriture—et ne la partage avec nul autre. C’est le fait que I'information est
accessible a tous qui permet la réunion d’individus.

A contrario, dans les phénomeénes collectifs, aussi appelés congregation dans
la littérature anglo-saxone [73], I'information est partagée entre tous les membres
du groupe. Cette notion de partage ou de transfert d’information est au centre des
théories actuelles en écologie, en biologie, et, comme nous le verrons par la suite,
en physique. Comme dans le cas des agrégations, il existe une distinction entre
les transferts d’information passifs et actifs, distinction qui est concomitante a
celle faite entre animaux individualistes ou sociaux. Il est plus facile de définir un
transfert actif d’information : les animaux vont s’informer auprés d’un de leurs
congénéres, par exemple chez les fourmis, par le contact mutuel des antennes.
L’exemple typique de comportement collectif chez un animal asocial est le banc
de poissons, qui est aussi décrit comme un troupeau d’individualistes [46]. Ils ne
forment pas une colonie. Ainsi ils ont peu de liens génétiques entre individus, et
peu de comportements sociaux.

Les comportements collectifs peuvent se traduire de différentes maniéres. La
plus simple est le troupeau. Des individus, d’une dizaine & plusieurs milliers se
rassemblent et sont connectés, le lien de connection restant a définir. Ces groupes
sont caractérisés par des bords bien délimités, une densité interne, uniforme ou
non. Le groupe peut étre orienté, tous ses membres regardant dans la méme
direction, ou non. Il peut se mouvoir ou étre au repos. Dans tous les cas, les
individus y sont libres de se déplacer. Le troupeau peut donc étre fixe, et les
membres se déplacer de facon collective, par exemple en tournant autour du
centre du groupe [74]. C’est ce qu’on appelle des vortex dans la littérature sur le
sujet.

Les comportements collectifs peuvent mener aussi a la création de motifs phy-
siques, de constructions. Les insectes sociaux construisent ainsi des nids, orga-
nisent leurs cimetiéres [9], créent et suivent des pistes [29].

L1C’est une decription un peu simplifiée, car il existe des rétroactions de la croissance du
phytoplancton sur 1’écoulement [87]
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2 De la sociabilité des bactéries et des amibes

Notons que le concept de sociabilité est difficile & utiliser et qu’il peut mener a
des erreurs. L’une d’elle est I’hypothése qu'un mouvement collectif ne peut exister
sans la présence d’un chef ou d’un point d’attraction, un nid par exemple. Or, les
conditions d’existence des groupes interdisent généralement I'unicité de la source
d’information, soit que les circonstances physiques empéchent le repérage d’un
chef (I’eau est trop sombre pour voir le meneur d’un banc de poissons), soit que
le groupe soit trop grand pour que chaque membre soit en contact avec le chef.
La sociabilité dans le cadre des mouvements collectifs est différente de la notion
anthropomorphe. Il ne s’agit pas de trouver un chef, une hiérarchie etc., méme
s’ils existent par ailleurs.

Le transfert d’informations est le point central de la définition. Nous pou-
vons illustrer notre propos en observant le monde microscopique. Les bactéries et
certaines amibes sont sensibles a certaines molécules qui les entourent. Elles les
détectent et sont capables d’en remonter les gradients de concentrations [1, 6],
c’est-a-dire qu’elles se dirigent vers les fortes densités d’agents chimiques. Cette
propriété s’appelle le chimiotactisme. Mais elles produisent aussi certaines de ces
molécules lorsque les conditions environnementales ’exigent. Nous reviendrons
sur la définition de cette nécessité. Il y a alors une communication entre bac-
téries, communication qu’il est possible de schématiser de la maniére suivante :
une bactérie synthétise I’agent chimique ; celui-ci diffuse dans le milieu ; une autre
bactérie rencontre le signal chimique et en remonte le gradient pour atteindre la
bactérie-source. Ainsi peuvent naitre des colonies de bactéries aux formes éton-
nantes de flocons de neige, vortex ou formes chirales [40, 62, 53, 7|.

En fait, le chimiotactisme n’est qu’un facteur nécessaire a la croissance des
colonies des bactéries. Les autres facteurs sont la reproduction des bactéries, leur
mort, leur propre diffusion, ’espéce de la bactérie et la production d’un substrat
lubrifiant nécessaire a leur déplacement. Ce dernier point éclaire la nécessité des
comportements collectifs des bactéries. Leurs apparitions correspondent a des
conditions de famine et de rugosité du substrat qui rendent plus difficile la re-
cherche de nourriture. La présence de ce bain lubrifiant facilite les déplacements
de toutes les bactéries et la recherche de nourriture.

Une situation semblable existe chez une amibe, le Dictyostelium discoideum|39,
10]. Ici, il ne s’agit pas de croissance, mais de formation d’un groupe et de sa mise
en mouvement. En temps normal, Dictyostelium est une amibe individualiste.
Lorsqu’il y a une famine, elle émet une molécule, I’adénosine monophosphate cy-
clique ou AMPc [54]. Lorsqu’il y a une population d’amibes réparties sur la boite
de Pétri, I’émission simultanée de ’AMPc crée un milieu excitable sur lequel se
propage des ondes [41, 56]. Ce milieu finit par se déstabiliser, les amibes migrent
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alors toutes vers un méme point et s’agrégent en suivant des lignes de courant
s’organisant plus ou moins en étoile. A la fin de I’agrégation, les amibes (entre une
centaine et cent mille individus) sont réunies en un amas. D’abord cet amas est
immobile, mais il peut se mettre en mouvement et explorer ’espace qui I’entoure.
Il a alors I'aspect d’une limace munie d’une protubérance dans sa zone anté-
rieure. Dans la suite de ce travail, nous appelons parfois limace un regroupement
de Dictyostelium discoideum. A 'intérieur de cet étre multicellulaire, chacune des
amibes reste en mouvement. Le tas peut aussi se mettre transitoirement a tour-
ner, une zone de déplétion se créant en son centre. Lorsque la limace a trouvé les
bonnes conditions, en un certain sens nécessaires a la survie de I’espéce, elle cesse
son mouvement et se met a pousser vers le haut. Les amibes s’empilent, formant
une tige en haut de laquelle sont placées les spores. Les spores sont un état parti-
culier de ’amibe, plus résistant aux conditions environnementales. Car en méme
temps que 'agrégat multicellulaire explore I’espace, les amibes, identiques avant
I'agrégation, commencent une différenciation vers deux états distincts [11] : celles
qui forment la tige et celles qui constituent les spores. Ensuite ces spores sont
dispersées et peuvent donner naissance a des amibes-filles.

Ces deux exemples illustrent la richesse présente dans les comportements col-
lectifs. Les études traitant du sujet montrent aussi la difficulté de déterminer
I’ensemble des parameétres influengant ’existence des groupes ainsi formés. Pour
le Dictyostelium discoideum, les paramétres suivants ont été étudiés : la présence
de lumiére et le phototactisme [10], les concentrations en dioxygéne et en ammo-
niaque [11, 12], la biochimie de amibe [54], la formation d’un liquide lubrifiant
[10]. Cette liste n’est pas exhaustive.

3 Les Grandes Questions

Lorsque nous avons décrit le devenir du regroupement de Dictyostelium ou
celui d’une colonie de bactéries, nous avons parlé de bonnes conditions environ-
nementales, d’exploration de l’espace et de survie de l’espéce. Nous leur avons
prété des buts explicites. C’est exagéré. Ce qui ’est moins, c’est de considérer
I’existence des mouvements collectifs dans la perspectives de ’évolution. Il s’agit
de comprendre l'intérét des différents modes de vie des animaux, qu’ils soient
grégaires ou individualistes. A cette fin, J. Parrish et W. Hamner [73| définissent
un ensemble de points & résoudre. Ce sont les Grandes Questions :

— quel est le cotit et le bénéfice a faire partie d’une communauté ? Notamment,
les pistes de réflexion concernent la protection vis-a-vis des prédateurs, la
facilité a trouver de la nourriture et a assurer la procréation ;

— quelle est la dépendance spatiale des comportements collectifs? On peut
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considérer la position de 'individu dans le groupe et/ou la trajectoire du
groupe lui-méme dans ’espace ;

— quelles informations sont échangées entre individus ?

— existe-t-il une taille de troupeau optimale ?

Ce dernier point permet d’introduire d’autres questions sur les échelles. Ainsi on
peut se demander s’il existe des échelles privilégiées d’observation, si la dimen-
sion de l’espace a un impact sur l'existence des troupeaux. Elle rappelle aussi
que les troupeaux ont une taille bien reconnaissable du fait que les bords sont
abrupts sans qu’il y ait un confinement des troupeaux. Enfin la question concer-
nant la nature de I'information échangée entre individus introduit le probléme de
la définition des interactions dans un modéle de comportements collectifs.

Outre les questions d’éthologie et d’évolution, ’exemple du Dictyostelium dis-
coideum intéresse un grand nombre de scientifiques. En effet le comportement
collectif de cette amibe peut étre présenté comme la morphogéneése d’un étre mul-
ticellulaire composé de cellules identiques qui se différencient au cours du temps.
Cette présentation du probléme permet une analogie immédiate avec le déve-
loppement embryonnaire. Certes, la complexité entre les deux problémes n’est
pas la méme et le Dictyostelium ne permettra pas de comprendre la gastrula-
tion dans son ensemble. Cependant, c’est un systéme modéle & partir duquel
nous pouvons tester des hypothéses sur les processus morphogénétiques. D’autres
analogies possibles existent avec la biologie humaine. Ainsi ’apparition de méta-
stases des cancers est susceptible d’étre liée a des processus de chimiotactisme. De
plus, Dictyostelium est capable de discriminer parmi deux isomeéres celui qui est
carcinogénétique. Enfin ’apoptose des cellules de cet eukaryote a de nombreux
points communs avec celle des mammiféres. Ces deux derniéres études n’ont pas
de lien direct avec les mouvements collectifs mais expliquent le grand intérét porté
a Dictyostelium discoideum |86].
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L’intérét des physiciens pour les questions écologistes peut surprendre. Pour-
tant les Grandes Questions relévent directement de leurs compétences. En effet,
le travail d’un physicien théoricien est de déterminer les ingrédients minimaux
nécessaires a un modéle tels que puissent étre identifiées et mesurées des échelles
caractéristiques de temps, d’espace, etc.

1 Les modéles

La premiére classe de modéles concerne I'agrégation d’animaux. Il s’agit d’étu-
dier par exemple comment le thermotactisme des individus permet d’expliquer
les migrations de thons dans le golfe du Mexique, comment un couplage entre la
turbulence et la croissance du phytoplancton implique une présence plus élevée
de belugas dans certaines parties du golfe de Maine [38|. Mais ces exemples ne
sont pas des cas de comportement collectif.

Les comportements collectifs sont le résultat macroscopique des interactions
microscopiques. Cette idée est apparue en écologie avec la notion de proprié-
tés émergentes sous 'impulsion de A. Okubo [69]. Il s’agissait alors d’introduire
une non-linéarité dans les équations modéles. Celle-ci couple les entités micro-
scopiques du modéle entre elles et 'ordre local ainsi créé induit des propriétés
macroscopiques inattendues, non banales. En fait, ces concepts existaient en phy-
sique statistique depuis les années soixante-dix [52| mais étaient appliqués aux
systémes physiques a ’équilibre, les systémes magnétiques par exemple. La théorie
du groupe de renormalisation utilise I’idée que I’ordre contamine toutes les échelles
en méme temps. T. Vicsek [92], en 1995, a appliqué ces théories a la biologie :
en fixant les seules régles entre individus, un comportement collectif peut exister
malgré le désordre microscopique [94] — bruit ou température — et donner lieu a
des comportements dynamiques complexes. Ces notions d’auto-organisation et de
complexité [95] naissant d’interactions simples au niveau microscopique ont été
appliquées aux systémes physiques, biologiques [93], et méme aux comportements
des hommes qu'’ils soient piétons [47], ou au volant d’un véhicule [51].

Cependant la présence d’un chef, ou d’un point fixe (un nid, par exemple)
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exercant une force de rappel sur chacun des individus se retrouve dans la litté-
rature comme un ingrédient inévitable des modéles de comportements collectifs
[81]. Ces modéles sont formellement identiques a ceux dans lesquels le couplage
est global [64]. Il n’y a pas réellement de propriété émergente dans ce cas. Si nous
voulons obtenir des résultats plus probants sur les comportements collectifs, il
faut alors s’assurer que les distances d’interaction entre individus soient petites
devant la taille du troupeau, si celui-ci existe. Cette nécessité recouvre une réalité
biologique, puisque les troupeaux peuvent atteindre des nombres de participants
gigantesques, prés de 10° dans I’amas de Dictyostelium discoideum. 11 faut aussi
que le désordre microscopique, sous la forme d’'une température effective, d’un
bruit ou d’un chaos, soit d'une amplitude significative. Ces deux critéres sont tres
défavorables a ’apparition de comportements collectifs. S’ils existent malgré ces
difficultés, ils seront qualifiés de robustes.

Une autre tentation est de vouloir ajouter le plus d’ingrédients possibles aux
modéles afin d’obtenir des comportements les plus proches possibles de la réa-
lité et les plus diverses. Par exemple on peut imaginer des interactions dont les
parameétres varient de maniére non linéaire au cours du temps [82]. On peut
aussi coupler la dynamique des troupeaux a ’évolution démographique [2]. Or
la complexité des comportements physiques ne nait pas forcément d’interactions
compliquées.

Le dernier point important a souligner dans cette théorie de ’auto-organisation
est la notion d’universalité. En physique elle désigne le fait que, quels que soient
les détails microscopiques des systémes étudiés, la mesure de certaines grandeurs
macroscopiques fournira le méme résultat. Tous ces systémes peuvent alors étre
décrit par un seul et méme modéle. Il serait satisfaisant pour un physicien de
conserver cette notion en biologie. Nous avons déja des indices de cette univer-
salité biologique : les comportements collectifs traversent les espéces, les milieux.
Les propriétés des groupes sont similaires d’un animal & un autre et les compor-
tements possibles peuvent étre classés en un petit nombre de catégories.

D’un point de vue mathématique, les modéles utilisés sont de trois types. Ils
peuvent étre continus et utiliser des variables mésoscopiques eulériennes. On étu-
die par exemple la densité et la vitesse du flux de bactéries |23, 62, 53|, de fourmis
ou d’oiseaux [88] en un point. Puis, il y a I’équivalent en suivant la particule fluide
le long de sa trajectoire, on utilise alors les coordonnées lagrangiennes. Enfin, la
troisiéme famille de modéle considére chaque animal individuellement. C’est &
ce propos que C. Reynolds [79] a défini des oiseaux virtuels dont il suivait les
trajectoires. Il les appela boid, de ’anglais bird-oid. Dans la suite du texte, nous
utilisons la traduction adaptée : animoide. Les travaux de T. Vicsek et de ses
collaborateurs dont nous avons parlé précédemment font partie de cette classe.
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2 Les ingrédients d’un modéle

Pour construire un modeéle, il faut déterminer les ingrédients que nous voulons
tester. Puisqu’il y a un choix a effectuer, chaque point peut étre discuté, voire
mener a des polémiques.

Nous allons concevoir des modéles et utiliser des concepts de physique sta-
tistique. Les théories les plus abouties concernent les systémes a 1’équilibre. Cer-
tains modéles de biophysique [42, 43] sont fondés & partir de la mécanique statis-
tique hamiltonienne. Cependant, un animal est essentiellement un consommateur
d’énergie chimique et il est capable, sans stimulus apparent, de la transformer en
mouvement. En considérant le systéme qui n’est composé que des animaux, il n’y
a donc pas forcément les conservations habituelles de ’énergie, de la quantité de
mouvement et du moment cinétique : le systéme est hors d’équilibre. En revanche
le systéme composé des animaux et de la nourriture disponible doit pouvoir étre
considéré comme étant a I’équilibre. Hors d’équilibre, il y a plus de liberté pour
écrire un modéle puisqu’on peut s’affranchir alors de tout le formalisme hamil-
tonien. Cependant le cadre théorique est moins bien établi. Une voie de secours
possible réside dans la comparaison des résultats obtenus par simulation numé-
rique d’un systéme dynamique avec les prédictions a 1’équilibre. Par exemple, il
est possible de définir des comportements dynamiques ordonnés ou non, et d’étu-
dier le passage des uns aux autres en effectuant une analogie formelle avec des
phases a 1’équilibre et avec les transitions associées [60].

A quelles forces faut-il soumettre les animoides ? Il peut y avoir des champs
extérieurs : température, lumiére, etc. L’étude d’un tel ingrédient peut étre avan-
tageuse, mais n’est pas essentielle. Car les comportements dus a de telles forces
relévent des phénomeénes d’agrégations. Dans la suite de notre propos, nous n’uti-
liserons plus ce terme dans son acception écologique. Le mot agrégation servira a
désigner le processus de formation des troupeaux.

Dés qu’il y a mouvement, il y a des chocs, des transferts de quantité de mou-
vement. Lorsque le milieu est assez dense, des couplages hydrodynamiques ap-
paraissent donc. On peut définir un parametre effectif réglant I'intensité de ces
couplages : la viscosité. Nous analysons en détail I'intervention des couplages
hydrodynamiques dans les Chapitres 1 et 2.

L’interaction qui a été rapidement considérée dans les problémes de morpho-
génése est ’adhésion [43, 80]. Ainsi, la différence de tension de surface intervient
dans le tri cellulaire. De méme on peut supposer que, si un banc de poissons est
compact, c’est qu’il existe une force d’attraction entre les membres du groupe.
Cette attraction doit s’accompagner d’un terme répulsif, sinon les animoides s’en-
tasseront les uns sur les autres. Dans les modéles de tri cellulaire, cette répulsion
est comprise dans la conservation du volume de la cellule. Mais la compétition
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entre attraction et répulsion chez les poissons est similaire a celle qui existe entre
I’adhésion et la conservation du volume cellulaire. Elle doit donc pouvoir non
seulement rendre compte de la cohésion du banc, mais aussi des différentes formes
prises par le groupe.

Enfin il y a le chimiotactisme, ou tout autre lien social. Son roéle est prouvé
dans de nombreux systémes. Mais a-t-on compris 'implication de toutes les inter-
actions physiques avant d’introduire le lien social 7 La modélisation des colonies
de bactéries a montré que de nombreux éléments sont explicables sans recourir
au chimiotactisme |7]. De méme, il est possible d’étudier Dictyostelium sans l'in-
fluence de PAMPc. Ainsi, il existe une expérience [96] dans laquelle des mutants
de Dictyostelium discoideum n’émettent pas I’AMPc et sont soumis & des compor-
tements collectifs. De plus deux modéles [78] et [57] n’utilisant pas le chimiotac-
tisme mais privilégiant I’adhésion entre amibes possédent des phases de vortex.
Pourtant, la plupart des modéles sur le Dictyostelium considérent le chimiotac-
tisme comme le centre du probléme [66, 31, 72, 97| et lui attribuent la paternité
de I'agrégation des amibes (ce qui semble par ailleurs prouvé), des mouvements
de I’étre multicellulaire, de la différence de comportements des individus suivant
leur localisation dans la limace (ceux-ci sont plus actifs dans la partie antérieure
du groupe), et de la différenciation des cellules. Ces études sont essentiellement
tri-dimensionnelles et sont fondées sur la présence d’un motif spatio-temporel en
forme d’hélice du champ de concentration de ’AMPc. Ce motif n’existe pas en
dimension inférieure.

Une des tentations possibles lors de I’écriture d'un modéle est de vouloir rendre
compte de la plus large palette de résultats et ainsi de vouloir faire intervenir le
plus d’influences possibles. Dans ’exemple des amibes, il faudrait tenir compte
de la locomotion, de la viscosité, de la trainée, de I’adhérence entre cellules, de
I’adhérence entre les cellules et le substrat, des déformations et de 1’élasticité de
la paroi cellulaire, du chimiotactisme, etc. (voir [72])

Dans I’étude des modeéles des animoides, 1’outil principal est la simulation nu-
mérique. Cet outil a deux inconvénients. D’abord, I'interprétation des simulations
nécessite un cadre théorique (nous revenons sur ce probléme dans les Annexes A
et C). Ensuite, il est difficile de fixer les conditions de simulations : taille des si-
mulations et conditions aux limites. Une taille trop petite fausse les résultats par
I'intermédiaire d’erreurs systématiques (voir I’Annexes B) et il est donc difficile
de conclure [81]. Une condition aux bords mal choisie peut mener a I'observation
d’artefacts. Par exemple, I'observation d’états de rotation en géométrie confinée
ne permet pas de conclure a l'existence de vortex chez les animaux [48, 32].

Enfin, il y a le choix de la dimension. Par souci de simplicité, nous nous re-
streignons aux cas bidimensionnels. Ce n’est pas qu’une hypothése simplificatrice
puisqu’en effet des systémes vivants se déplacent collectivement sur le plan. No-
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tamment, J. T. Bonner a étudié I’étre multicellulaire de Dictyostelium a I'interface
d’une lamelle de verre et d’une couche d’huile [13]. Il en va de méme pour tous
les animaux terrestres.

3 La problématique de ce travail

Il y a essentiellement deux phénoménes dans les comportements collectifs :
d’une part la formation des troupeaux, d’autre part la mise en mouvement des
groupes. Nous désirons étudier la relation entre les deux pour des troupeaux
de trés grande taille dans un espace bidimensionnel aux conditions aux bords
ouverts, comme c’est le cas des regroupements de Dictyostelium discoideum ou
chez d’autres animaux. Mais les deux phénoménes peuvent étre décorrélés par
exemple si nous considérons un bain homogéne de bactéries. Aussi allons-nous
étudier successivement ces deux situations.

Tout d’abord nous présenterons le modéle de Vicsek lors d’une revue critique
de la littérature et nous montrerons que certains effets dus aux couplages hydro-
dynamiques ont été sous-estimés. Nous introduirons des modéles, généralisations
de celui de Vicsek, et nous en caractériserons les transitions vers la mise en mou-
vement des animoides en densité quasi-homogéne. Nous porterons un soin tout
particulier au controle de la qualité de nos résultats par la mesure des erreurs de
toute provenance. Puis nous appliquerons ces résultats a la modélisation d’une
expérience effectuée par X.-L. Wu et A. Libchaber [99].

La compréhension des couplages hydrodynamiques ayant été abordée a den-
sité quasi-uniforme, nous pourrons envisager 1’étude du probléme avec agrégation.
Nous nous placerons dans la perspective de la compréhension de Dictyostelium
discoideum. 11 s’agira de voir si nous pouvons obtenir, sans chimiotactisme, un
grand troupeau dans un espace ouvert. Les propriétés microscopiques du mouve-
ment de chacun des membres devront dépendre de leurs positions dans le groupe.
Enfin ce troupeau devra pouvoir étre immobile, en mouvement de translation ou
de rotation. En ajoutant au modéle de Vicsek un terme comparable & une force
d’adhésion, nous étudierons d’abords le lien entre mouvements microscopiques et
comportements macroscopiques, puis les propriétés de cohésion du groupe. Enfin
nous rechercherons les différents mouvements collectifs possibles.

Rappelons que nous ne recherchons pas ici a imiter la nature mais & com-
prendre les effets de la compétition entre seulement deux couplages parmi beau-
coup d’autres. Nous verrons que, malgré la nature stochastique des équations uti-
lisées, de leur simplicité et du caractere local des interactions, ’auto-organisation
des individus a lieu et qu’elle peut mener a des comportements complexes.

Enfin la motivation de ce travail réside aussi dans 1’observation de transi-
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tions de phase dans des systémes hors d’équilibre. Des travaux précédents [61]
ont montré que parler de transitions de phase dans ces systémes n’est pas un
abus de langage ni une analogie utilisée seulement par commodité. Les compor-
tements au point de transition ont toutes les caractéristiques des transitions de
phase a I’équilibre. On peut distinguer trois catégories de systémes hors d’équi-
libre. Certains de ces modéles possédent des analogues stricts a 1’équilibre et les
classes d’universalité des deux systémes analogues sont alors identiques, c’est le
cas des modéles d’Ising hors d’équilibre. D’autres modéles n’ont aucun équivalent
et possédent leur propre classe d’universalité, par exemple la percolation dirigée.
Enfin, dans la derniére catégorie, les modéles ont des analogies possibles avec
des systémes a 1’équilibre, pour des raisons de symétrie par exemple, mais pos-
sédent leurs propres classes d’universalité [60]. Cependant, nous ne pouvons que
constater les résultats numériques, n’ayant pas de cadre théorique plus élaboré.
Dans la suite de ce travail, nous prenons le parti de considérer les changements
de comportements dynamiques comme des transitions de phase, et nous espérons
vérifier a posteriori la validité de notre hypothése.
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Ce chapitre comporte une présentation du modéle inventé par T. Vicsek et
ses collaborateurs. Nous y faisons une revue des résultats déja parus sur le sujet.
Et nous profitons de cette occasion pour introduire quelques questions qui sont
issues de ces lectures. Nous abordons chacun de ces problémes dans les chapitres
suivants.

1.1 Présentation

1.1.1 Introduction

Ce premier modeéle étudié prend en compte les remarques précédentes concer-
nant la présence d’'un chef dans le cadre de ’étude des oiseaux. Supposons que
nous soyons un oiseau au sein d’une nuée d’autres congénéres, il est pratiquement
impossible que nous puissions voir soit les bords, soit un chef, soit méme que
nous puissions calculer la position du centre de masse du troupeau. Notre marge
de manceuvre dans le troupeau est réduite par la présence de voisins. Plagons-
nous maintenant en observateur du vol. Lorsque le troupeau change de direction,
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nous avons l'impression que les oiseaux situés sur les bords suivent le troupeau
exactement.

Afin de ménager ces deux contraintes, T. Vicsek et ses collaborateurs [92]
imaginent un modeéle dans lequel chaque oiseau est représenté par un point libre
de se déplacer dans I’espace. Lorsqu’il est seul, il vole aléatoirement. Dés qu’il a
des voisins, il a tendance & les suivre, mais de facon imparfaite.

IR

NI

F1G. 1.1 — Définition des voisinages d’interaction dans le modéle de Vicsek.

1.1.2 Description

D’abord, il faut définir le voisinage d’un oiseau ( voir figure 1.1 et [25] ) : un
voisin est un individu a I'intérieur d’un sous-espace caractérisé par une distance
Ry fixée et centré autour de I'individu dont on recherche le voisinage. Cette dé-
finition comporte une part d’arbitraire dans le choix de la forme du sous-espace
de voisinage et de la distance Rj.

Un premier choix est de dessiner sur ’espace un quadrillage. Nous attirons
I’attention du lecteur sur le fait que ce réseau ne contraint en rien le mouvement
des animoides : ils sont libres de se déplacer sur I’espace. Nous ne simulons pas
un gaz sur réseau. Ce quadrillage, de pas Ry, ne sert qu’a repérer les individus.
Leurs voisins sont ceux qui appartiennent aux neufs cases voisines de la leur.
Nous pouvons aussi restreindre cette définition au disque de rayon Ry entourant
chaque individu. Nous effectuerons un autre choix dans la Partie II. Dans la suite,
le voisinage du i-éme point sera noté j ~ 1.

Ensuite, T. Vicsek et al considérent que l'oiseau est infatigable. Quoiqu’il
arrive et a tout instant ¢, celui-ci vole avec une vitesse ¥¢ de module constant
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vo- Nous verrons dans le paragraphe 2.1 que cette hypothése peut aussi étre la
conséquence d’un milieux trés visqueux. Enfin, I'imperfection du vol se traduit
par la présence d’un bruit, pris blanc dans toute la suite de ce travail.

La direction de la vitesse pour le i-éme oiseau, entre les instants ¢ et ¢ + At,
suit donc la loi d’évolution :

0t = arg [Zﬁ;

ji

+n& (1.1)

ou & € [—m;7] et n € [0;1] sont le bruit angulaire et son amplitude. Puis la
trajectoire est obtenue par intégration :

It =7 + T AL (1.2)
Parution | At 9 Ry L P n T
[92] 1 |3x1072] 1 [3; 50] |[0,4;10] |]0; 1] —
[25] 1| 107' | 1 [[20;223]] [0,3;4] |[0;1]|10*—10°
ici 1 [5x107t] 1 [8; 512] 2 [0; 1] ~ 107

TAB. 1.1 — Table des paramétres utilisés lors des études du modéle de Vicsek. T’
est le temps de calcul compté en nombre de pas de temps At, L est la taille du
systéme, p = N/L? est la densité.

1.1.3 Parameétres

A priori, nous pouvons fixer le pas de temps d’intégration At, et faire varier
vp sans changer la phénoménologie du probléme. De méme, nous pouvons fixer le
rayon d’interaction, en prenant garde que voAt < Ry afin de conserver le caractére
local des interactions. Le systéme est observé au cours du temps. La durée des
simulations dans [92] et [25] n’est pas discutée. Elle dépend de I’observable étudiée
et doit étre fixée en fonction du temps d’autocorrélation 7 de celle-ci. Nous y
revenons au Chapitre 3.

Quant a D’espace, nous le voudrions infini. Nous nous sommes contentés de
tailles compatibles avec nos moyens informatiques et d’un systéme avec des condi-
tions aux limites périodiques, et c’est ce que nous faisons tout au long de cette
thése. Cela implique des effets sur les observations, effets dont nous essayons de
nous affranchir. La dimension de I’espace a aussi été considérée, et les cas uni-
dimensionnel [26, 70, 93], bidimensionnel [92, 25] et tridimensionnel [27] ont été
étudiés. Nous nous sommes restreints au cas bidimensionnel.

Des paramétres présentés dans la table 1.1, il ne reste que ’amplitude du bruit
et la densité, qui sont les paramétres de controle de nos simulations.
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Chapitre 1. Modéle de Vicsek

(a) (b)

y8 f// ff;%f?'j/ y8 Exﬁf % y
I

F1G. 1.2 — Images instantanées d’un vol d’oiseaux du modéle de Vicsek. La si-
mulation est de taille L = 16, de densité p = 2. Pour des raisons de lisibilité,
seuls 128 points sont portés sur cette figure. Les fléeches représentent les vitesses
instantanées. Le bruit est fixé a (a) : n = 0,1, (b) : n = 0,9, les autres paramétres
sont donnés dans la table 1.1.

1.1.4 Observations

D’un point de vue général et avant tout calcul, nous pouvons ajouter deux
points & cette présentation. Si nous interdisons le mouvement des oiseaux, par
exemple en fixant At = 0 dans 1.2 ou en prenant la limite vg — 0, nous obtenons
un ensemble de points munis d’une grandeur caractéristique vectorielle et sou-
mis & une interaction de type ferromagnétique. Il s’agit donc d’un analogue aux
systémes de spins de Heisenberg. La différence essentielle a vitesse non nulle est
que le systéme est maintenu hors d’équilibre. En effet, le module de vitesse étant
fixé, ’énergie cinétique reste constante & E. = NvZ/2 pour N oiseaux de masse
m = 1, alors que I'énergie d’interaction fluctue. L’énergie totale du systéme n’est
donc pas conservée.

T. Vicsek et collaborateurs observent qu’a bruit constant en variant la densité,
ou réciproquement & densité constante en changeant le bruit, il y a un change-
ment progresssif de comportement de I’ensemble des points, c’est-a-dire I’analogue
d’une transition de phase continue. Les états asymptotiques sont, & faible bruit
(respectivement & densité élevée), un groupe d’oiseaux volant dans la méme di-
rection (figure 1.2(a)), a fort bruit (respectivement & basse densité) des individus
qui se déplacent aléatoirement dans l’espace (figure 1.2(b)).
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1.2. Résultats de T. Vicsek et al.

Ce résultat est a priori étonnant en basse dimension (d < 2), puisque Mer-
min et Wagner [63] ont démontré qu’un systéme a symétrie continue comme les
analogues aux modéles XY ne peut subir une brisure spontanée de symétrie a
longue portée. Le théoréeme de Mermin-Wagner concerne les systémes a 1’équi-
libre. Il ne s’applique donc pas au modéle étudié et cela ne constitue pas un
paradoxe. Cependant, il est intéressant de comprendre le mécanisme qui stabilise
I’état ordonné. Les travaux ultérieurs ont donc été dédiés a cette compréhension.
Un autre point particuliérement intéressant est le devenir de cette transition a
faible densité p < 1, toutes les simulations étant réalisées a densité non nulle.

1.2 Reésultats de T. Vicsek et al.

Dans ce paragraphe, nous présentons les méthodes et les résultats obtenus par
T. Vicsek et al et nous les discuterons dans le paragraphe suivant.

Conformément a la théorie des phénoménes critiques a ’équilibre (voir An-
nexe A), nous devons définir un parameétre d’ordre dont les valeurs reflétent le
changement de symétrie entre les différentes phases. Au point de transition, appelé
point critique pour une transition continue, les moyennes du parameétre d’ordre
et de ses moments suivent des lois de puissance. Les exposants ainsi définis, mais
aussi d’autres grandeurs comme certaines fonctions ou certains rapports d’am-
plitudes, sont constants pour de nombreux modéles. Ceux-ci sont regroupés en
classes, appelées classes d’universalité (voir Annexes A et B). L’étude d’une tran-
sition continue correspond & la mesure des quantités universelles.

Le paramétre d’ordre utilisé pour étudier cette transition de phase a été choisi
en suivant ’analogie aux modeles XY. L’analogue de la vitesse de ’animoide
étant le spin XY, la vitesse moyenne sur ’ensemble de la population, ce qui
constitue ensuite notre paramétre d’ordre, est I’analogue de la moyenne spatiale
de 'aimantation, paramétre d’ordre ferromagnétique.

D’une configuration du systéme & une autre, la direction de ce vecteur est
différente. La moyenne d’ensemble du paramétre d’ordre est donc nulle. Pour
briser cette ergodicité, la grandeur pertinente en est donc le module :

Vo

t:

(1.3)

Il faut ensuite moyenner les moments du parameétre d’ordre. Le plus facile a
réaliser est de le faire au cours du temps; cependant, pour obtenir des configura-
tions indépendantes, il faudrait le faire aprés une durée grande devant le temps
d’autocorrélation du systéme. A notre connaissance, cette étude n’avait jamais
été réalisée. Nous y revenons au Chapitre 3, mais nous pouvons déja souligner
que des temps de simulations de 10° (voit table 1.1) sont de 'ordre de grandeur
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(a)

<>

0.75

0.5

0.25

v, 0.

F1G. 1.3 — Transition de phase dans le modéle de Vicsek. Le paramétre d’ordre
(a) et ses fluctuations (b) sont tracés le long de la transition a la taille L = 32 et
pour la densité p = 2. Le bruit critique est estimé a 7.(L) = 0,475 et les exposants
B(L) ~0,34,7 (L) ~ 2,1 et v (L) ~ 1,8. Les points proviennent des simulations.
Les traits continus sont les lois de puissance reconstruites a partir de la mesure
des exposants.

du temps d’auto-corrélation, c’est-a-dire bien trop petits pour espérer une bonne
qualité des moyennes statistiques. Ce commentaire doit étre gardé a I’esprit pour
une lecture critique des mesures des exposants.

Nous définissons enfin les fluctuations du paramétre d’ordre :

o =N ({¢") = (9)) (1.4)

T. Vicsek et al. ont vérifié que la transition étudiée est continue (voir fi-
gure 1.3), mais les lois d’échelle ne sont atteintes que pour un systéme infini. Les
effets de taille ont deux effets : le point critique est déplacé et les singularités sont
lissées. Toutes les grandeurs étudiées sont analytiques. Ces effets sont présentés de
fagon détaillée dans I’Annexe B. Le traitement que nous en montrons ici est réduit
a I’étude des premiéres déviations vis-a-vis des comportements asymptotiques, et
ne tient pas compte de possibles corrections.

La premiére difficulté est de déterminer le point critique. Le critére le plus
intuitif, celui choisi dans [92, 25], est de dire que la loi de puissance n’est valable
qu’au point critique. Pour chaque taille, et & densité constante :

() o (me(L) = m)"™, (1.5)

ot 7.(L) est choisi tel que les données portées sur un graphique (In(n.(L) — n), In({¢)))
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1.2. Résultats de T. Vicsek et al.

soient sur une droite, ou que la courbe obtenue soit le plus linéaire possible. En-
suite, les valeurs du bruit critique a chaque taille devraient converger vers le bruit
critique de la limite thermodynamique selon une loi de puissance :

Me(L) — 1e(00) o L75. (1.6)

Le point critique étant défini, il est possible de mesurer, sur le systéme le plus
grand qui a été calculé, les exposants 8 = 0,42 et v = vt = v~ ~ 2 & densité
constante. En effet, la courbe de fluctuations est symétrique par rapport au point
critique.

Puisque le comportement prés du point critique est universel, le paramétre
d’ordre suivra la méme loi de puissance quelle que soit la densité. Nous pouvons
donc renormaliser ’aimantation :

()(n,p) = f( 1 ) (1.7)

1e(p)
fl@) = (-2 (1.8)

T. Vicsek et al [25] vérifient le bien-fondé de cette assertion en vérifiant que les
courbes critiques pour différentes densités se superposent. Il est ainsi possible de
définir une ligne critique dans le plan (7, p) des paramétres de controle :

ne(p) o< p, (1.9)

ou k ~ 0,5. L’existence de cette ligne critique permet aussi de prédire la valeur
de D’exposant critique de 'aimantation & bruit constant 8, : (@) o (p.(L) — p)**.

En effet, la relation de renormalisation 1.7 permet d’écrire sur la ligne critique
p=pn) +e:

=1 (o) = (1= 25 v o)

On en déduit que 8 = B, ce qui est compatible avec les mesures.

Il reste a étudier le théoréme de fluctuation-dissipation. Le systéme étant
maintenu hors d’équilibre, il est pertinent de penser que ce théoréme ne s’applique
pas. T. Vicsek et al ont testé cette hypothése. Par définition, dans les systémes
magnétiques : y = %—A,ﬂ h—0, OU h est le champ conjugué de 'aimantation. Dans le
modéle étudié, les précédents auteurs introduisent le champ h sous la forme :

i+ = arg [Zﬁé-l—hé +né&, (1.11)

j~i
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ol € est un vecteur unitaire de direction fixée. ’aimantation et la susceptibilité
suivent alors des lois de puissance :

(p) o B, (1.12)

TN
X & (1_T> : (1.13)

avec des exposants mesurés % ~ 1,1,y ~4det v ~1.

Deux remarques découlent de ces mesures. D’abord, le théoréme fluctuation-
dissipation n’est pas vérifié. Ensuite, contrairement aux fluctuations du paramétre
d’ordre, la susceptibilité n’est pas symétrique par rapport au point critique. OQutre
les difficultés numériques, et la qualité discutable des données analysées, ce test du
théoréme fluctuation-dissipation pose de nombreuses questions. La détermination
du champ conjugué est liée a la connaissance du hamiltonien. Ici, ’existence du
champ conjugué, sa définition et la détermination des équations du mouvement
ne sont pas des évidences. Illustrons un probléme lié a ces questions. Dans le cas
du modele XY, quelle que soit la valeur de la température, il existe toujours un
champ capable d’aligner les spins du systéme. Dans le modéle de Vicsek, ce n’est
pas le cas. La définition du champ peut donc étre mis en défaut, ou bien nous
pouvons nous demander si le bruit est correctement défini. Nous revenons sur ces
questions dans le paragraphe 3.4.

1.3 Discussion

1.3.1 Conclusions des études précédentes

Les simulations ont montré que le modéle de Vicsek posséde une transition
de phase dynamique continue. Il y est possible de définir un jeu d’exposants
analogues a ceux définis dans un systéme a l’équilibre. Leurs valeurs semblent
non triviales, et différentes des exposants d’une théorie de champ moyen (voir
tableau 1.2 et le Chapitre 9). Il est de plus possible de définir une ligne critique
dans ’espace des parameétres (7, p). L’existence de cette ligne de co-dimension 1
dans 'espace des paramétres est fondamentale : elle prouve qu’il existe un nombre
infini de paramétres correspondants & 1’établissement de mouvements collectifs.
Quelle que soit la valeur du bruit (respectivement de la densité), il existe une
valeur de la densité (respectivement du bruit) telle que les oiseaux volent en
groupe. Méme s’il est impossible de déterminer la similitude exacte reliant les
parameétres expérimentaux a ceux du modéle, nous savons qu’ils existent. Ensuite
la valeur de chacun des exposants semble constante tout au long de la ligne
critique. Nous pouvons donc nous situer en un n’importe quel point de celle-ci.
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C’est aussi un argument en faveur de ce modéle et de la pertinence qu’il y aurait
a le confronter a I'expérience.

Parution B B R K
[92] 0,45(7) | 0,35(6) | — | — | — | — | —| —
|25] 0,42(3) | 0,40(5) | ~2 | ~4 | ~1]~1] 2 |045(5)

champ moyen §9 | 1/2 1/2 1 1 1 11/3|1 —

TAB. 1.2 — Tableau récapitulatif des exposants critiques du modéle Vicsek.

1.3.2 Problémes et questions ouvertes

Les études précédentes soulévent un certain nombre de questions qui méritent
d’étre étudiées de maniére plus appronfondie.

Il y a tout d’abord des questions de méthode. La définition des temps de
calcul n’est pas discutée, ni celle des conditions initiales, ni celle des temps d’éta-
blissement des régimes asymptotiques. La détermination des points critiques est
liée & la maximalisation du régime sur lequel le comportement est en loi de puis-
sance, ce qui est intrinséquement difficile a réaliser. Cette méthode néglige le fait
qu’il peut exister une taille L;,¢ en dessous de laquelle le comportement critique
n’est jamais atteint. En effet, les tailles de tels systémes étant trés petites de-
vant leurs longueurs d’autocorrélation, les fluctuations critiques sont lissées et
le systéme reste dans un état proche de celui d’'un champ moyen. Enfin, il est
possible d’aller plus loin dans la comparaison de cette transition dynamique avec
le formalisme développé pour les transitions de phase classique. Nous verrons au
Chapitre 3, que ce cadre théorique permet de multiplier les mesures indépen-
dantes d’'un méme exposant. Tous ces points permettent de mieux controler les
erreurs dans la détermination des exposants.

Nous avons vu précédemment que le modéle de Vicsek a pour limite, quand
les particules sont fixes, le modéle des spins XY de Heisenberg. Or le théoréme
de Mermin-Wagner interdit I’existence d’une brisure spontanée d’une symétrie
continue. Que se passe-t-il quand le module de la vitesse vy tend vers zéro?
D’apreés [92] et [25], la transition de phase continue & exister pour toute valeur
vo € [3x1073;3x107!]. Est-ce que cela signifie que la ligne critique tend alors vers
la ligne triviale : 7 = 0 pour toute valeur de p? La valeur de vy peut intervenir
aussi sur le temps de mise en place des comportements asymptotiques. En effet,
dans la phase ordonnée, les oiseaux peuvent étre vus comme un fluide qui s’écoule
avec une vitesse moyenne {p). Leur dynamique peut s’écrire comme une équation
de Navier-Stokes modifiée (nous revenons sur ce point au paragraphe 2.1), et
comporte donc un terme d’advection 7.V qui dépend directement de vy. C’est
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aussi ce terme qui propage 'information dans I’espace. Il est donc imaginable que
I’établissement de la phase ordonnée dépende de la valeur de vy, en changeant
la valeur des temps ou des distances d’autocorrélation. Une valeur élevée de vg
permettrait donc d’augmenter 'efficacité du mélange hydrodynamique.

Si I’existence de la ligne critique (7, p.) est fondamentale, comme nous 1’avons
souligné précédemment, elle pose aussi des questions. D’abord les valeurs de den-
sité testées descendent trés largement sous I'unité (voir table 1.1) et pourtant
des mouvements collectifs y ont été observés. Pourquoi est-ce surprenant ? Deux
points sont & rappeler : en premier lieu, un marcheur aléatoire dans un espace a
deux dimensions a une probabilité non nulle de passer en un point quelconque
du plan [50]; deuxiémement, I'interaction subie par un oiseau du modéle est
constante en tout point de son voisinage. Si nous considérons le vol d’oiseaux
dans un état ordonné placé dans le référentiel du centre de masse du vol, cha-
cun des oiseaux peut étre vu comme un marcheur aléatoire, non biaisé a cause
de la seconde remarque. Le premier point soulevé plus haut nous dit quant a lui
qu’alors tout oiseau peut sortir de la nuée, et y revenir a un instant ultérieur. Cela
est vrai quelle que soit I'intensité du bruit, seul le temps de récurrence dépend de
celle-ci. A priori, a faible densité, tout groupe doit donc se disperser, pour refor-
mer d’autres nuées, et le processus doit se poursuivre indéfiniment. Mais chacune
des nuées peut prendre une direction propre. Pour quelle raison, dans la limite
thermodynamique, la moyenne des vitesses ne serait-elle pas nulle ?

Il reste la possibilité que le raisonnement précédent concernant la fragmenta-
tion des nuées soit erroné. Or, il existe un argument de champ moyen en faveur de
I’existence d’un seuil de percolation quelle que soit la valeur de la densité. Imagi-
nons une population d’animoides répartis sur le plan. La distance typique entre
deux individus est alors 1/,/p. De plus, en considérant I’équation 1.1, le temps
de cohérence varie comme 1/7. Si I’on impose que deux particules se rencontrent
en un temps de 'ordre du temps de cohérence, nous obtenons une condition de
percolation :

n~ @ (1.14)
Vo

Certes, cette relation est compatible avec les mesures présentées précédemment
(voir table 1.2). Mais insistons sur le fait que cette relation est issue d’un raison-
nement de champ moyen et ne prend en compte ni les fluctuations de densité ni
celles du paramétre d’ordre. La coincidence du résultat de champ moyen sur un
phénomeéne critique n’est pas une vérification. Elle nous pousserait au contraire a
la méfiance, au moins en ce qui concerne la valeur de I’exposant. Enfin le raisonne-
ment de champ moyen ne dit rien sur ’établissement de ’ordre & longue distance.
Nous testons ’existence de la phase ordonnée a faible densité au Chapitre 8.

La seconde difficulté soulevée par la forme de la ligne critique est qu’a densité
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nulle, le bruit critique est nul. Il faut d’abord s’interroger sur la signification de la
limite de densité nulle. S’agissant de 1’étude de transitions de phase, ces derniéres
n’ont de sens qu’a la limite thermodynamique, c’est-a-dire pour un nombre infini
d’éléments appartenant a I’ensemble statistique étudié, ici les animoides. Ayant
un nombre d’oiseaux gigantesque, pour avoir une densité nulle, il faut avoir un
espace gigantissime : N < L% ou un espace ouvert. Le travail [25] exclut donc
I’existence de comportements collectifs en espace ouvert, ce qui est problématique
vis-a-vis de la confrontation a I’expérience : les lions tournent en rond lorsqu’ils
sont en cage, le font-ils dans leur biotope ?

Dans l'optique d’une confrontation a I’expérience, le modéle souffre de I’ab-
sence de taille caractéristique définissant les animaux. Sans taille microscopique,
il est difficile de déterminer les échelles naturelles des simulations. Pour résoudre
ce probléme nous pouvons introduire une distance minimale entre animaux. Nous
définissons ainsi un volume ezxclu. Notons qu’en géométrie confinée, dans les sys-
témes a I’équilibre, des cristaux liquides par exemple, il existe des transitions de
phase induites par I’encombrement stérique. Ce n’est pas le type de transitions
que nous voulons étudier ici. Pour les éviter, nous choisissons un volume exclu
total petit devant le volume total du systéme étudié.
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Modéles mésoscopiques
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Ce chapitre est une revue des travaux réalisés sur les modéles continus des sys-
témes de particules auto-propulsées. Le but de ces modéles était d’abord de mon-
trer analytiquement 'existence de la phase ordonnée en espace bi-dimensionnel et
de comprendre ’apparent paradoxe avec le théoréme de Mermin-Wagner. Les ré-
sultats ont été au-dela de ces espérances puisque des prédictions ont pu étre faites
concernant, la dynamique d’ensemble de ces animoides. Certaines de ces prédic-
tions nous aident & comprendre nos résultats. C’est pour cela que nous les citons.
Mais nous ne désirons pas les redémontrer, nous conseillons donc au lecteur inté-
ressé de se tourner vers les articles originaux. Quant au tout dernier paragraphe,
il contient une conséquence, non publiée jusqu’a présent, de ces travaux.

2.1 Dérivation des équations

Il y a eu au moins trois études sur les modéles continus du probléme posé par
T. Vicsek et al. Si toutes utilisent les mémes bases physiques, i.e. la mécanique des
milieux continus et I’équation de Navier-Stokes, toutes ont une approche différente
pour dériver les équations de leur modéle. Nous allons les présenter une par une
succinctement, car nous pensons que ces méthodes sont riches d’enseignements
pour la suite de notre propos. Nous procédons en suivant I’ordre historique.

Les travaux réalisés par J. Toner, Y. Tu et M. Ulm [88, 89, 90] résident dans
I’étude d’équations posées d’aprés des considérations de symétrie. Les paramétres
nécessaires sont de toutes facons phénoménologiques et sont renormalisés lors de
I’étude de la phase ordonnée. Leurs liens avec la réalité microscopique sont donc
en grande partie ignorés.
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Chapitre 2. Modéles mésoscopiques

La premiére symétrie concerne les rotations. Les équations doivent étre telles
que la phase ordonnée ne doit pas s’organiser selon une direction particuliére,
toutes les directions de ’espace doivent étre équivalentes. Ensuite I'invariance ga-
liléenne peut étre violée dans les troupeaux. En effet, dans les systémes physiques,
cette symétrie assure la conservation des lois physiques dans des référentiels en
translation uniforme. Or le modéle de Vicsek impose une interaction dépendant
des vitesses. Si on effectue une transformation de Galilée, les vitesses de chacune
des particules sont changées. Les interactions entre animoides le sont donc aussi.
La seule maniére de conserver 'interaction sur les vitesses est rompre l'invariance
galiléenne. La derniére symétrie est la conservation de particules : on suppose que
les animaux ne meurent pas, ni ne naissent durant les mouvements collectifs.

Le modéle est composé de trois équations. La premiére est formée & partir de
I'équation de Navier-Stokes. La différence est que les auteurs de [90]| autorisent
tous les termes d’ordre équivalents. Il y a donc de nouveaux termes d’ordre AV

et V27 :
O+ M (0.V) 7+ X (V) 5+ AV ([0?) = ot — B#20 — VP + DpV (V.5
+ DV + Dy (59) 74 F. (2)

La saturation des vitesses intervient via le terme av'— 8|9]?7. Si « est négatif, c’est
un terme d’amortissement. Il n’existe pas de phase désordonnée. Si « est positif,
il y a mouvement global de vitesse \/m. C’est ce dans dernier cas qu’apparait
la phase ordonnée du modéle de Vicsek, alors que le cas o < 0 ne correspond pas
a la phase désordonnée de ce méme modéle. La force de propulsion f est aléatoire
avec des corrélations ponctuelles en temps et en espace. La pression est calculée
par un développement autour de la densité moyenne p; :

Z (p—po)" - (2.2)
Enfin la quantité totale d’individus est conservée :
Op+V.(pt) =0. (2.3)

Nous avons commencé par le modéle le plus formel, tant au niveau de la pré-
sentation du modéle, de la résolution du probléme physique que des applications
biologiques. Les deux autres modéles ont été pensés plus spécifiquement pour
les bactéries, notamment en tenant compte de leurs formes anisotropes. Ainsi le
systéme d’équations développé par Z. Csahok et A. Czirdk [23] est composé de
I’équation de Navier-Stokes a laquelle les auteurs ont ajouté :

— une pression hydrostatique pogh,

— une pression due a la capillarité vV?2h,
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2.1. Dérwation des équations

une pression extérieure peg:,

— une force de locomotion F ,

— un frottement avec le substrat de temps caractéristique 7 : —%17,

— un bruit 77 gaussien de moyenne nulle et d’écart-type o.
Dans un bain homogéne de bactéries, on peut négliger la capillarité. La force
de locomotion créée par les moteurs moléculaires de la bactérie est supposée
constante :
= Vo

F=py e, 2.4
p07_€ ( )

ol pg est la densité moyenne, vy la vitesse de saturation et €, le vecteur directeur
de la vitesse de la bactérie. Les auteurs obtiennent alors le systéme d’équation
suivant :

O+ (0.V) T = —gVh — —Vpe + vV20 + 28, — ~G+7. (26
Po T T

=0, (2.5)

Ces équations ont des similitudes et des différences avec le modéle écrit par J. To-
ner et Y. Tu. Nous allons tourner notre propos vers les deux différences princi-
pales. Ce modéle ne tient compte de l'anisotropie des interactions que par la
présence de la force de locomotion. Nous verrons par la suite que les constantes
phénoménologiques de I’équation 2.1 Ay, As et A3 ont une signification physique.
Le modéle de Z. Csahok et A. Czirdék perd donc une partie des caractéristiques
probablement présentes dans les bains de bactéries. Enfin la force de locomotion
est ici constante en module, ce qui est assez réducteur pour un modéle continu.

Dans la suite de larticle [23|, Z. Csahok et A. Czirok se demandent si leur
modeéle contient l'interaction d’alignement du modéle de Vicsek. Pour cela, ils
effectuent un raisonnement de champ moyen dans lequel ils supposent que les
bactéries sont des objets uniquement géométriques, en I’occurence des cylindres de
faible diameétre, et que la dynamique a lieu en milieu trés visqueux. La contrainte
géométrique permet de ne considérer que I'angle 6 d’orientation des bactéries.
Aprés calcul, les auteurs obtiennent que # suit ’équation d’évolution suivante
pour chacune des bactéries :

Do 0.~ ). (27)
ou (f) est la moyenne des directions des bactéries voisines. En milieu trés vis-
queux, la dynamique est trés amortie, les variations du module de vitesse sont
faibles et donc la direction du cylindre €p peut étre remplacée par la vitesse o
elle-méme. Le terme d’interaction s’écrit alors (/) — ¥. Dans la limite d’une dy-
namique trés amortie, on retrouve donc 'interaction d’alignement 1.1. De plus,
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Chapitre 2. Modéles mésoscopiques

si on effectue un développement de Taylor, on obtient :
R? Vi =
) —7="2 <v217+ 27“vp> +o (2.8)

Au premier ordre, I’équation 2.6 contient donc l'interaction d’alignement grace
au terme de viscosité vV?27.

Le dernier modéle, écrit par R. A. Simha et S. Ramaswany (84, 85|, provient
directement de la théorie classique des cristaux liquides dans un écoulement hy-
drodynamique (voir par exemple le livre de S. Chandrasekhar [20]). Les auteurs
font une analogie directe entre la forme allongée de ces molécules et la géométrie
des bactéries. Ils attribuent a ces derniéres un vecteur directeur 7 et recherchent
deux états particuliers. Le premier, appelé ordre nématique, est invariant sous la
transformation 7 — —7; pour le second, appelé ordre vectoriel, cette symétrie
est rompue. Dans I'ordre nématique, les bactéries sont paralléles les unes aux
autres mais elles peuvent se déplacer de maniére équivalente dans les deux sens.
L’ordre vectoriel tient compte de la direction et du sens de déplacement. Comme
les auteurs ne sont intéressés que par les phases ordonnées, ils écrivent directe-
ment leur modéle développé au premier ordre autour de la direction principale
n et ne considérent que les fluctuations dans la direction transverse 67 :

S, 1 L1 " -
(875 + )\1’1)03”) 5774_ = 5 (’YQ + 1) aHUJ_—f—§ (’)/2 — 1) VJ_UH—O'lVJ_(Sp—{—O(VV) . (29)

Ici le terme d’advection est fixé par ’écoulement principal et la vitesse d’advection
est égale & la vitesse des animoides vy. Le terme de pression ne contient que la
pression osmotique. Observons que dans cette équation, nous retrouvons un des
parameétres d’anisotropie présents dans ’équation 2.1. Et en effet, une partie des
prédictions des articles [89] et [84] est similaire.

2.2 Corrélations a longue portée

Dans les trois modeéles, la phase ordonnée existe. Mais ce probléme d’existence
a été le plus étudié dans les travaux de J. Toner et Y. Tu. Nous allons donc nous
apesantir sur leurs résultats.

Pour déterminer la stabilité de la phase ordonnée, c’est-a-dire la phase pour
laquelle il y a un écoulement global spontané, les auteurs ont considéré le systéme
d’équations 2.1-2.3. Ils ont posé l'existence d’un mouvement de direction v, de
module vy et ont supposé que les fluctuations de module sont négligeables. Les
variations pertinentes sont alors les fluctuations de directions suivant o', . La tech-
nique utilisée est de développer les équations autour de I’écoulement principal,
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2.2. Corrélations a longue portée

puis d’effectuer un changement d’échelle suivant les directions transverses, ce qui
se traduit par la renormalisation de toutes les échelles :

T, — bz, (2.10)
) — by, (2.11)

t — bt, (2.12)
v, — vy, (2.13)
op — b dp. (2.14)

Dans le cas ou Ay = A3 = 0, les auteurs observent que les équations obtenues en
dimension deux sont symétriques sous une transformation galiléenne généralisée :
x, — x — A, t. Cela a pour effet de rendre exactement soluble la détermination
des exposants de changement d’échelle en utilisant le groupe de renormalisation :

2(d+1
z = % (2.15)
d+1
(=, (2.16)
3—2d
X = ) (2.17)
5
Le dernier exposant est particuliérement intéressant puisque, si d = 2, alors
x = —1/5. Les fluctuations de vitesse sont amorties quelle que soit I’échelle a

laquelle on observe le systéme : la phase ordonnée est stable. Ce résultat différe
fondamentalement de celui obtenu pour des systémes magnétiques, puisque dans
ce cas Y = 1 — d/2 quelle que soit la dimension. Les fluctuations sont toujours
présentes en dimension d < 2. C’est le théoréme de Mermin-Wagner [63]. Ensuite,
les auteurs discutent des corrections aux lois d’échelle en dimensions différentes
de deux. Ils montrent ainsi que les dimensions critiques supérieure et inférieure
sont respectivement 4 et 3/2. Ce dernier résultat pose probléme. En effet, sous
la dimension critique inférieure, il n’y a plus de brisure spontanée de symétrie.
Or des phénomeénes collectifs ont été observés sur des systémes unidimensionnels
(voir [70, 26, 93]). Ce modéle ne s’applique donc pas & ces exemples.

Notons que le modéle que nous avons présenté au paragraphe précédent est le
modeéle le plus général écrit par J. Toner et Y. Tu. Lors de publications antérieures
|88, 89, les auteurs n’avaient pas mentionné les termes en Ay et A3. A posteriori,
dans le cas bidimensionnel, ces termes n’interviennent que par des corrections
aux lois d’échelle. Le terme prédominant est inclus dans \; (176) v. De plus les
exposants varient peu lorsque A ~ 1, méme lorsqu’il s’agit de A;.

Dans [89], la forme des corrélations de densité et de vitesse sont particuliére-
ment étudiées. Dans I'espace de Fourier, elles s’écrivent :

(o)) = 555 (218)
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(a) (b)
clc cl/c
y 1P
1_
O (=
Q-
- cx/c
| | |
-1 -1 0 1

F1G. 2.1 — Vitesse du son en fonction de l'anisotropie. (a) : forte anisotropie
A1 = 0,75, v9/c = 1,5. Nous mesurons 6, = 35,5°. (b) : faible anisotropie A; = 0,9,
vo/c = 0,1. Nous mesurons 6,, = 84,6°. Nous nous sommes placés en coordonnées
polaires.

A [(w —vog)*+ D, qf
([7.(@w)) = [ S(;"L; qn]’ (2.19)

oit (g, q.) est le vecteur d’onde et w la pulsation utilisés dans la transformation
de Fourier, A est la variance du bruit, py est la densité moyenne et vy est la valeur
de la vitesse globale de la phase ordonnée. Enfin D, est une constante de diffusion
des équations linéarisées et peut s’écrire en fonction des parameétres de diffusion
de I’équation 2.1. Quelques conséquences sont a tirer de la forme des corrélations.
Le dénominateur S(¢,w) permet de déterminer une pulsation de résonance wy du
systéme. Il existe donc des modes acoustiques qui se propagent dans le milieu.
On définit la vitesse du son : wy = c+q. L’expression de S(§,w) fournit la relation
de dispersion et permet de calculer la vitesse :

0 . 1 9 1/2
%cq) =S (1+) “_(f cos(f,) £ li (1— M) (U_CO) cos(6,) +sin®(6,)|

oil 'angle 0, est défini par (g, q.) = (cos(f,),sin(f,)). La constante ¢ = ,/o1po
est la vitesse du son définie par la pression moyenne du systéme. Nous avons tracé
sur la figure 2.1 deux comportements possibles de la vitesse du son en coordonnées
polaires. La direction principale du mouvement (6, = 0) est I’axe des abscisses. Le
premier cas correspond aux mesures effectuées dans [89]. Le facteur d’anisotropie
est alors de 0,75. Dans la direction transverse, un seul mode apparait alors qu’il y
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en a deux dans la direction longitudinale. Imaginons maintenant que I’anisotropie
soit faible, c’est-a-dire que la vitesse globale normalisée par la vitesse du son ¢
soit petite et que A\; ~ 1. On obtient alors cy(6,)/c ~ |sin(f,)|. La courbe est
quasiment symétrique par rapport a la direction longitudinale (figure 2.1(b)).
Nous pouvons déterminer I'angle 6, tel que la vitesse du son soit maximale.
Dans le cas faiblement ordonné, 6, ~ 90°. Dans le cas fortement anisotrope, les
modes les plus rapides s’orientent dans la direction du mouvement.

Nous avons présenté deux autres modéles. Nous utilisons peu leurs résultats.
Cependant, notons que chacun d’entre eux posséde une phase ordonnée stable.
Le modéle fondé sur la théorie des cristaux liquides montre en plus qu’un ordre
nématique est instable : certes toutes les bactéries se déplacent sur le méme axe
mais il faut aussi qu’elles aillent dans le méme sens. Dans ce méme modéle, il
existe des modes acoustiques se propageant dans une phase gouvernée par ’ordre
vectoriel.

Enfin le modéle de Z. Csahok et A. Czirok posséde des phases dans lesquelles
les lignes de courant ont la forme de cercles, mais cela n’apparait qu’en géométrie
confinée. Ces vortex ont déja été observés dans d’autres simulations avec une
condition de réfléxion aux bords [32, 48].

2.3 Diffusion

Dans I'article [89], J. Toner et al s’intéressent aussi a la diffusion des particules
dans la phase ordonnée. Il s’agit de mesurer le chemin moyen parcouru par chacun
des animoides d’indice i et de vitesse v;(t) :

(ar) ()~ | t | )5 () it (2.20)

Nous désirons relier cette diffusion aux exposants déterminés plus haut. Pour
cela, il faut passer du point de vue langrangien a la représentation eulérienne :

(T;(t").7:(t")) = W', 2(t").0", 2(t"))) . (2.21)
Le terme de droite de cette relation est la corrélation des vitesses, dont nous avons
déja une expression dans ’espace de Fourier. Les auteurs de [89] se sont intéressés
a la diffusion anormale des particules dans la phase ordonnée. Dans ce cas, seules
les corrélations transverses sont intéressantes; on considére le mouvement des
particules dans le référentiel lié au centre de masse. On effectue le changement
de référentiel selon la vitesse globale, puis on calcule la transformation de Fourier
inverse des corrélations de vitesses :

exp [z(w - Uogaq”)t] A(w — voqy)*d*q dw

(vt 0) ~ [ Seo) I (2.99)

q,w
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On en déduit que la diffusion anormale suit la loi :
(A7) () oc 371, (2.23)

or ( = 3/5, exposant de diffusion vaut donc 4/3. Ce résultat est confirmé par
les mesures réalisées d’aprés les simulations numériques [89].

Tout ce que nous avons vu dans ce chapitre concerne la phase ordonnée. Nous
pouvons aussi nous placer au point critique du modéle de Vicsek. La théorie des
phénomeénes critiques impose alors la forme des corrélations a temps égaux :

(906, )-8, =0)) ~q 7 - (2.24)

D’aprés [90], les corrélations de vitesse prennent la forme dans ’espace de Fourier :
'S 'S

C(w, q‘) = ALL + ATTi y (225)

w— 2@ w + ¢* w? + g2

ou Az, et A7 sont des amplitudes indépendantes de w et de g, et A est I’exposant
nécessaire a la renormalisation du bruit; il est obtenu dans [90] en fonction des
autres exposants. On obtient alors les corrélation a temps égaux :

(Wt @)-5(t, —q)) ox g%, (2.26)
donc, au point critique :
v/v=2z—A. (2.27)
Revenons maintenant au probléme de la diffusion. Nous avons vu que nous pou-
vons calculer la diffusion des particules grace au modéle continu en effectuant un
changement de coordonnées. Nous I’avons fait dans la phase ordonnée, utilisons
le méme procédé au point critique sans séparer les directions transverses de la
direction longitudinale :

(@, 2(t").o@", 2")) = Ci' —t", Z(t") — Z(t")), . (2.28)

Si nous n’étudions que la diffusion au petit temps, alors C(¢' —t", Z(t') — Z(t")) ~
C(t' —t",0). Par intégration, nous obtenons alors :
A+d—z

(AF?) () oc #7757 (2.29)

En utilisant la relation obtenue précédemment 2.27 et la relation d’échelle B.15,
I’exposant de diffusion anormale peut s’écrire en fonction des exposants critiques :

=2 (1 - 1—) . (2.30)

4%

La relation de diffusion anormale n’a été dérivée que pour les temps courts. Mais
si la diffusion anormale est une manifestation des phénoménes critiques, nous
nous attendons a ce que la gamme de validité de cette relation diverge comme
le temps de corrélation. Au point critique d’un systéme thermodynamique, la
diffusion serait alors anormale d’exposant p pour toutes les valeurs prises par le
temps t. Nous testons ce résultat au Chapitre 3.
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Ce chapitre vise a répondre aux critiques et aux questions soulevées par les
deux précédents. Pour cela nous définissons des modéles, généralisations du mo-
déle de Vicsek.

Tout d’abord, nous introduisons une échelle caractérisant les animoides. Outre
une meilleure adéquation aux expériences, nous avons pour objectif de tester 'uni-
versalité de ces modeéles. Rappelons que deux modéles appartiennent a la méme
classe d’universalité s’ils possédent un certain nombre de grandeurs caractéris-
tiques communes, quels que soient les détails microscopiques des modéles. Cette
condition se traduit ici par I'indépendance des résultats vis-a-vis de I’échelle ca-
ractérisant les animoides.

Les résultats sur I’application du théoréme de fluctuation—dissipation [25] nous
ont faits nous interroger sur la définition du bruit introduit dans le modéle. Aussi
nous définissons une autre forme de désordre et nous étudions les comportements
de ce nouveau modéle.

Enfin, nous avons obtenu des prédictions sur le comportement diffusif des ani-
moides. Nous avons calculé ’exposant de diffusion anormale a partir des corréla-
tions des vitesses déterminées dans le cas des faibles variations de densité. Pour
nous placer dans le cadre de cette hypothése et mesurer ’exposant de la diffusion
i, nous effectuons la plus grande partie de notre étude a densité quasi-homogéne.
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Chapitre 3. Généralisation du modéle de Vicsek

L’étude des phénomeénes critiques, la détermination des points de transition et
la mesure des exposants sont des exercices difficiles et nous portons une attention
soutenue aux différentes sources d’erreurs.

3.1 Bruit et échelle

3.1.1 Interactions

La maniére la plus naturelle d’introduire une échelle caractéristique est de
définir une interaction a deux corps dépendant de la distance entre particules.
Soit fgj la force que subit ¢ sous I'influence de 7, nous écrivons la nouvelle régle
d’interaction comme la compétition entre le terme d’alignement, introduit par
T. Vicsek [92], et cette force :

0" = arg [Z (B8 + B fly) | +mét (3.1)

ji

j ~ 1 désigne le voisinage de i. Celui-ci est défini comme I’ensemble des individus
dont la distance au i-éme animoide est inférieure & Ry. Comme dans le Chapitre 1,
cette distance est fixée & 1. Les deux paramétres s et 3, assurent I’homogénéité
de ’équation et permettent de régler le poids relatif des interactions. Soulignons
cependant qu’un seul de ces paramétres est indépendant. Nous maintenons dans
ce chapitre 5, = 1.

Le couplage ﬁj est présenté comme une force. Mais nous ne sommes pas dans
un formalisme hamiltonien : f;j ne dérive pas d’'un potentiel, la détermination
des équations d’évolution ne provient pas non plus des équations de Hamilton
ou de la relation de Newton. Cependant 'action résultante de f;; est équivalente
a celle d'une force classique. Supposons que ce couplage est dirigé selon 'axe
entre chacun des centres des particules de ¢ vers j, alors ’action du couplage est
d’orienter les vitesses respectives vers chacune des particules : il y a attraction. Si
le couplage est dans 'autre sens, les animoides se repoussent ; enfin, la position
correspondant a un zéro de ﬁj est une position d’équilibre dynamique.

Nous nous attendons a ce que cette nouvelle forme d’interaction donne des
comportements critiques semblables & ceux observé au Chapitre 1 pour des points
de transitions différents. Pour les comparer, nous pouvons utiliser le bruit réduit :

e=1- 1, (3.2)

e

ou 7). est le point critique de la transition.
Nous observons effectivement des courbes similaires en fonction ¢ sur la fi-
gure 3.1. Pour étre plus précis, il faut comparer les valeurs des quantités univer-
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0.75

0.5

0.25

Fi1G. 3.1 — Influence de I'interaction a deux corps. Les paramétres d’ordre pour
les modeles Fr (A) et FO (o) sont représentés en fonction du bruit réduit, L = 32.

selles, ou attendues comme telles. Nous effectuons cette comparaison au para-
graphe 3.3.

Afin de se placer & densité quasi-homogéne, une possibilité est de prendre une
force seulement répulsive, par exemple :

g -1
fii=- [1 + exp (;—Z; - )] €ijs (3.3)
ou 745 est la distance entre les centres des particules, €;; le vecteur unitaire dirigé
de 7 & j. La distance Rgp est la distance telle que la force est diminuée de moitié.
Les modéles contenant cette force sont notés Fr, ceux qui en sont dépourvus sont
notés FO. Nous étudions dans la seconde Partie 'impact d’une force ayant un
terme attractif.

Les valeurs des paramétres utilisés sont les mémes que dans le tableau 1.1, les
parametres supplémentaires sont Rg = 0,127 et 8y = 2,5; ces choix sont discutés
dans le Chapitre 5.

3.1.2 Bruits

Lorsque nous étudions un milieu quasi-continu, une approximation généra-
lement admise est de considérer que chacune des particules est soumise & une
force aléatoire,ce que nous nommons communément bruit. Nous modélisons ainsi
I'impact de la température sur le milieu en écrivant une équation de Langevin.
Le bruit présenté dans le Chapitre 1, noté Brl dans la suite de ce travail, est un
angle aléatoire (voir ’équation 1.1 et l'article [92]), et il trouve sa justification
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Chapitre 3. Généralisation du modéle de Vicsek

dans ’analogie avec le modéle XY sans champ magnétique. Si, en revanche, nous
prenons 'optique d’une équation de Langevin, les variations de la vitesse sont
proportionnelles & une force aléatoire. Nous utilisons le paralléle entre bruit et
force pour écrire une nouvelle source de désordre. Ainsi nous suivons ce que nous
avons déja fait pour les couplages & deux corps. Pour ’animoide 7 & I'instant £,
nous obtenons :

0; = arg [Z Tj + Nitnﬁlf] : (3.4)
jvi
ol 4! est un vecteur aléatoire de module unitaire, dont la direction moyenne est

nulle et qui est décorrélé en temps et en espace, i.e. :

il =s(t—t,i—j). (3.5)

N} est le nombre de voisins de i et n Pamplitude du bruit. Nous notons cette
forme de bruit Br2.

(b) (©
0 -
04
05 A 02
1 A | € () E= il
-0.1 0 0.1 -0.1 0 0.1

F1G. 3.2 — Influence de la nature du bruit. Les cumulants de Binder (a), les
paramétres d’ordre (b) et leurs fluctuations (c) des modéles Brl (o) et Br2 (A)
sont représentés en fonction du bruit réduit, L = 128.

Un raisonnement naif serait d’admettre que ces deux modéles appartiennent
a la méme classe d’universalité, en supposant que les points-clefs de cette classe
ne seraient que l'interaction d’alignement et le maintien hors d’équilibre du sys-
téme. A petite taille, en effet, les différence sont ténues. Mais, lorsque la taille est
suffisamment grande, par exemple sur la figure 3.2, il est flagrant que les deux
formes de bruit donnent lieu & des comportements complétement différents.

Sur cette figure, en plus du paramétre d’ordre et de ses fluctuations, nous
étudions le cumulant de Binder défini par :

Gler)=1- ) (3.6)
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ol € est le bruit réduit. Le cumulant de Binder est introduit dans I’Annexe B. 1l
est généralement utilisé dans la détermination des points de transition pour les
transitions continues, car sa valeur en € = 0 est universelle, ou pour les transitions
du premier ordre car le cumulant posséde un minimum en € = 0.

Pour le bruit Brl, chacune des grandeurs mesurées est continue. En revanche,
pour Br2, toutes ont un comportement trés abrupt, probablement discontinu. Et le
cumulant de Binder n’est pas monotone. Il est visible que la nature des transitions
change en fonction du bruit. De plus, comme nous ’avons noté précédemment,
la taille du systéme simulé a un impact direct sur la forme des courbes, qu’il
faut quantifier. Dans les Annexes B et C, nous avons fait une revue des effets de
taille pour les transitions continues et pour les transitions du premier ordre. Pour
une étude plus approfondie des transitions de nos modéles, nous comparons les
résultats obtenus a 1’équilibre avec nos données.

3.2 Calculs numériques

Nous devons tout d’abord élaborer une stratégie pour I’étude numérique des
transitions. Le point crucial de tout travail numérique réside dans 1’équilibre
entre le temps de calcul que nous sommes préts a investir et la précision que
nous désirons atteindre. Cette précision est limitée par les erreurs systématiques
et les erreurs statistiques. Les premiéres sont dues aux effets de taille, et sont
traitées dans les Annexes B et C. Les secondes proviennent de I’échantillonnage
des données récoltées, et leurs déterminations sont abordées dans 1’Annexe D.
Les effets de taille finie nécessitent I’étude des systémes les plus grands possibles,
un bon échantillonage requiert d’intégrer les équations du mouvement sur de
longues périodes. Il faut concilier les deux exigences en fonction du temps de
calcul disponible. La totalité de ’étude qui suit a requis prés de 4,5 ans de calcul.
Ce temps équivaut au temps nécessaire & une machine mono-processeur ALPHA
cadensée a 850MHz.

D’abord, il faut déterminer le point de transition, en utilisant ’observation des
effets de taille comme précédemment définie. Pour cela nous considérons un état
initial dans lequel les positions des N animoides et les directions de leurs vitesses
sont choisies au hasard. Puis nous intégrons les équations d’évolution durant un
temps Tirans pendant lequel aucune mesure n’est effectuée, I’état asymptotique
se mettant en place. La durée du régime transitoire est égale au temps de dé-
corrélation du systéme, c’est-a-dire le temps au bout duquel le systéme a perdu
toute mémoire d’une configuration de départ. Mais n’en ayant aucune mesure a
ce stade de I’étude, nous avons supposé que Tians < 2N, hypothése fondée sur
la connaissance des comportements dynamiques des systémes ferro-magnétiques
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(a) (b) (©)
G o
. <¢> e
0.2¢

0.5

4 —

0.4 0.1~ 1 -L

| N | 1 | 1
0.384 0.388 0.392 0.384 0.388 0.392 0.384 0.388 0.392

F1G. 3.3 — Ajustements polynomiaux. Les courbes du cumulant de Binder (a),
du paramétre d’ordre (b) et des ses fluctuations (c) pour le modéle Brl-Fr sont
repésentées. Les ajustements sont en ligne continue et ont été déterminés pour le
voisinage n € [0,385;0,392]. L = 128.

(voir par exemple [59]) et que nous testons a posteriori.

Une fois le voisinage du point de transition repéré, nous pouvons calculer
le temps d’autocorrélation, ’exposant dynamique et les erreurs statistiques, tels
que définis dans I’Annexe D. Cependant, pour extraire ces différentes grandeurs,
une bonne répartition des points de mesure est nécessaire. Afin de pallier cette
difficulté et calculer, notamment, les dérivées et dérivées logarithmiques, nous
avons ajusté les différentes courbes par des polynomes au voisinage du point de
transition via la méthode des moindres carrés. Le choix du degré du polyndme est
de méme fait par minimisation de ’écart relatif, noté traditionnellement x? et a
ne pas confondre avec la notation habituelle de la susceptibilité (voir Annexe A).
Mais, pour deux valeurs proches du x?2, nous ne conservons que le polynéme de
degré le plus bas. Il est de plus possible de tester la qualité de ces ajustements
grace a la loi de Pearson 2
des variables aléatoires d’écart-type valant les erreurs statistiques déterminées

Xi,a en considérant que les points numériques sont

précédemment. Nous avons porté dans le tableau 3.1 les résultats du test et la
figure 3.3 montre trois exemples d’ajustement sur les trois grandeurs étudiées
principalement : le cumulant de Binder, le paramétre d’ordre et ses fluctuations.
Plus le rapport x?/ Xﬁ,a est petit, meilleur est ’ajustement. Les ajustements sont
de bonnes qualités, particuliérement pour le paramétre d’ordre. Les fluctuations
du parameétre d’ordre et le cumulant de Binder ont des variations plus importantes
et sont donc plus difficilement ajustables. Ajoutons que nous n’avons cherché un
ajustement que pour le voisinage du point de transition.

Cependant, cette méthode n’est facilement réalisable que dans le cas des tran-

211 S’agit de la loi de probabilité régissant la somme des carrés de v variables aléatoires
gaussiennes indépendantes.
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L | 16 | 24 | 32 | 48 | 56 | 64 | 96 | 112 | 128 | 144 | 200 | 256
G | 0,48 | 0,59 | 0,66 | 0,75 | 0,79 | 0,62 | 0,71 | 0,77 | 0,89 | 0,76 | 0,81 | 0,83
(o) | 0,05 | 0,04 0,13 0,03 001 |0,02]|0,02]|003]| 001 |0,03]|0,01 | 0,03
o 10,004 | 0,03 0,09 |0,07]|0,11|0,15| 048 | 0,16 | 0,06 | 0,19 | 0,20 | 0,54

TAB. 3.1 — Test du x? appliqué aux ajustements polynéomiaux. Le cumulant de
Binder, le paramétre d’ordre et leurs fluctuations ont été testés avec un risque de
premiére espéce o = 0,05, pour le modéle Brl-Fr. Chaque nombre correspond au

rapport x*/x: .,

sitions continues. Quant aux transitions discontinues, les grandeurs thermodyna-
miques ont des variations trop importantes au point de coexistence, méme a petite
taille. Dans ce cas, si nous voulons interpoler une valeur, nous effectuons une in-
terpolation linéaire, si nous avons besoin de dériver ces courbes, nous utilisons un
schéma numérique centré.

Enfin le seul algorithme nécessaire dans les simulations présentées concerne le
repérage du voisinage. En effet, le déplacement des animoides étant entiérement
libre sur un espace continu, une recherche directe des voisins d’un individu im-
plique un algorithme d’ordre N2, ou N est le nombre d’individus. Pour accélérer
I’algorithme, I’espace est découpé en boites, dans lesquelles les particules sont dis-
tribuées en fonction de leurs coordonnées. Mais il ne s’agit que d’un repérage, les
particules ne se meuvent pas sur un réseau. L’algorithme pour trouver les voisins
nécessite alors n/N opérations, ou n est le nombre d’individus dans une boite. La
taille des boites est fixée a Ry.

3.3 Reésultats et discussion

3.3.1 Bruit Brl

Nous nous sommes penchés sur deux modéles appartenant a cette catégorie.
Le premier, celui que nous avons étudié de la facon la plus intensive, comporte
une force seulement répulsive comme définie au paragraphe 3.1.1 et ainsi répond
le mieux & notre exigence d’étudier le systéme en densité quasi-uniforme. La
densité globale est fixée a p = 2, et la vitesse vy = 0,3. Nous le notons Brl-Fr. Le
second modele est le modéle originel de Vicsek. Il est étudié a relativement haute
densité (p = 2), et haute vitesse vo = 0,5, en comparaison des études précédentes
(voir le tableau 1.1). Nous espérons ainsi profiter plus efficacement du mélange
hydrodynamique. Nous notons ce modéle Br1-FQ.

Avant le présentation des résultats, nous devons discuter de la qualité statis-
tique de nos données en utlisant le cadre de ’Annexe D. Pour cela, nous avons
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(a) (b)
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F1G. 3.4 — Temps d’autocorrélation du modéle Brl-Fr au point critique. (a) fonc-
tion d’autocorrélation en échelle linéaire et en échelle semi-logarithmique (encart),
L=128. (b) temps d’autocorrélation en fonction de la taille. La ligne discontinue
correspond a la mesure de ’exposant dynamique z.

calculé la fonction d’autocorrélation temporelle p(t) en € ~ 0 pour Brl-Fr. Nous
vérifions que, excepté a trés petit temps, p(t) a un comportement exponentiel.
Cette analogie au systéme magnétique permet la définition et la mesure du temps
d’autocorrélation 7 (voir figure 3.4(a)).

7 diverge effectivement de fagon algébrique en fonction de la taille : 7 oc L, et
I'exposant dynamique vaut z = 2,65(15). Le nombre de mesures indépendantes,
comme défini par I’équation D.3, pour les tailles L € [16;64] est de I’ordre 5000;
pour L € [96;144], il est environ de 200; pour L = 200 et 256, il est inférieur a
50. Nous n’avons pas effectué ’ensemble de ces mesures dans le cas de Brl-F0.
Mais nous avons comparé quelques temps d’autocorrélation pour les plus petites
tailles (L = 8, 16) a ceux de Brl-Fr. Ils sont du méme ordre de grandeur. Nous
en déduisons le nombre de mesures indépendantes : environs une centaine pour
L < 64, une cinquantaine pour les plus grandes tailles. En ce qui concerne ’étude
des effets de taille, pour le modéle Brl-Fr, nous avons choisis douze tailles réparties
entre 16 et 256. Pour Br1-F0, nous en avons six, depuis L = 8, jusqua 128.

N’ayant ni une bonne qualité statistique des données, ni suffisament de me-
sures, nous ne pouvons déterminer directement le point critique et les corrections
aux effets de taille pour ce dernier modéle. Nous allons donc supposer que les
deux modéles appartiennent a la méme classe d’universalité, déterminer le point
critique et le cumulant de Binder universel U* d’aprés Brl-Fr, puis nous servir de
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| |
0'8.37 0.38 0.39 04

Fia. 3.5 — Effets de taille sur le cumulant de Binder du modéle Brl-Fr. Les tailles
16, 32, 64, 128 et 256 ont été représentées (de haut en bas a fort bruit).

la mesure de U* pour fixer le point critique de Brl-FO. Enfin, nous testons cette
hypothése par la comparaison des exposants de chacun des modéles.

Sur le graphique 3.5, nous pouvons observer les effets de taille finie sur le
cumulant de Binder G de Brl-Fr. En observant les intersections de ces courbes
sur les plus grandes tailles, par exemple entre les courbes calculées a L = 128 et
a L = 256, nous en déduisons le voisinage possible du point critique 7. ~ 0,39.
Nous avons représenté ensuite les valeurs de G' a différents bruits n en fonction de
la taille L sur la figure 3.6(a). Nous observons sans ambiguité possible de fortes
corrélations écartant le cumulant de Binder de sa valeur universelle U*. 1l est
important de noter que, dans la phase désordonnée G(n > n.) ~ 0,34 et que
cette valeur est atteinte, pour un systéme de taille L = 256, a n = 0,3906. Il
s’agit donc d’une borne supérieure pour la valeur du bruit critique. Considérant
la convergence des courbes & n = 0,3902 et a n = 0,3904, il est raisonnable de
penser que 7. ~ 0,3903.

Cependant, aucune mesure de correction algébrique comme montré dans I’étude
des effets de taille n’a été possible, c’est-a-dire qu’aucun ajustement suivant
I’équation B.13 ne s’est révélé raisonnable. Cela peut provenir de la pauvre qua-
lité statistique des données obtenues pour les plus grands systémes. Nous pouvons
imaginer que les termes correctifs d’ordre plus élevé ne sont pas négligeables et
qu’il faille faire intervenir d’autres exposants non pertinents. Les tailles les plus
petites sont peut-étre aussi inférieures & la taille limite au-dessus de laquelle
I’équation B.13 est vérifiée.

En prenant la valeur du bruit critique 7. = 0,3903(3), nous mesurons le cu-
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F1G. 3.6 — Détermination du point critique des modéles Brl. (a) : Brl-Fr, pour
les bruits n = 0,3890, 0,3900, 0,3902, 0,3903, 0,3904, 0,3906, 0,3910, de haut
en bas (b) : Br1-FO0, pour les bruits n = 0,471, 0,472, 0,473. La ligne discontinue
représente la valeur possible du cumulant critique U* ~ 0,384, le trait mixte figure
la valeur du cumulant dans la phase désordonnée. Les barres d’erreur portées sur
ces figures sont celles aux points critiques estimés.

mulant de Binder U* = 0,385(20) d’aprés Brl-Fr. Pour déterminer le bruit cri-
tique de Brl-FO, nous considérons la convergence du cumulant de Binder vers
U* (fig. 3.6(b)). Ici non plus, aucune convergence algébrique n’a été clairement
établie. Nous pouvons cependant définir un voisinage du point critique : 7, €
10,471; 0,473]. Dans la suite, nous supposons 7. = 0,472, et nous ne nous référons
qu’au bruit réduit e =1 — nﬂc

Nous n’avons plus qu’a mesurer les exposants définis par les équations B.7-
B.10. Pour cela, nous tragons les données en échelles logarithmiques et nous en
effectuons un ajustement linéaire. Toute droite passant par les barres d’erreur
des graphiques est jugée acceptable. Ceci nous permet de définir des erreurs de
mesure des différents exposants. Nous avons aussi pris en compte 'erreur sur la
détermination du point critique en effectuant la méme analyse pour des points
de transition compris dans les intervalles de confiance définis plus haut.

En ce qui concerne le paramétre d’ordre, la figure 3.7(a) montre que les deux
modéles ont des exposants compatibles. Pour Brl-Fr, g = 0,44(4), pour Brl-F0,
5 =0,45(4).

Les courbes des effets de taille suivantes, concernant les fluctuations 3.7(b),
les dérivées du cumulant de Binder 3.8(a) et les dérivées logarithmiques du para-
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F1G. 3.7 — Effets de taille aux points critiques des modéles Brl, détermination de
B/v et y/v. (a) : paramétre d’ordre, (b) : fluctuations du paramétre d’ordre, en
échelle logarithmique, pour les modéles Brl-Fr (o), Br1-FO (A).

métre d’ordre 3.8(b) ne permettent de conclure de maniére aussi catégorique et
les mesures des exposants qu’elles procurent sont plus entachées d’erreurs. Quant
a la dérivée des fluctuations, aucune mesure n’est raisonnablement possible. Il
y deux raisons principales & ces difficultés. D’abord, il y a les erreurs statis-
tiques. Nous avons vu que la susceptibilité magnétique souffrait d’un manque
d’auto-moyennage, il est donc diffficile de I’obtenir numériquement sur de grands
systémes et nous pensons qu’il en est de méme dans ces modéles hors d’équilibre.
Il y a d’autre part les erreurs produites lors des ajustements polynémiaux. La
pente du cumulant de Binder et de la susceptibilité divergent avec la taille au
voisinage du point critique. Il est donc d’autant plus difficile de I'ajuster que le
systéme est grand. Nous obtenons ’exposant des fluctuations , pour le modéle
Bri-Fr, T =1,40(15), pour Brl-F0, 2 = 1,70(20), ce qui reste compatible.

Nous avons deux mesures de > par les figures 3.8(a) et (b). Etudions d’abord
les données concernant Brl-Fr. Par la dérivée du cumulant de Binder, si nous
considérons toutes les tailles, nous obtenons % = 1,2(4). Toutefois, si nous nous
restreignons a L € [24;96], nous mesurons 0,9(1). La mesure d’aprés la dérivée
logarithmique du paramétre d’ordre fournit la valeur 1,0(2). Ces deux mesures
sont cohérentes entre elles. Le modéle Brl-FO donne des résultats apparemment
plus nets et plus cohérents : nous mesurons respectivement 1,04(4) et 1,00(7). La
facilité avec laquelle ces deux derniers résultats ont été obtenus trouve certaine-
ment sa source dans la valeur de vy et le plus grand mélange hydrodynamique
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Fi1G. 3.8 — Effets de taille aux points critiques des modéles Brl, détermination de
1/v. (a) : dérivée du cumulant de Binder, (b) : dérivée logarithmique du parameétre
d’ordre, en échelle logarithmique, pour les modéles Brl-Fr (o) et Br1-FO (A) et
Br1-F0 (O) pour vy = 0,3.

présent dans le second modéle. Pour tester cette hypothése, nous avons réalisé des
mesures a une vitesse inférieure : vy = 0,3. Effectivement, les courbes obtenues
sont de moindre qualité et il peut étre hasardeux de mesurer I’exposant 1/v. Sur
la figure 3.8(b), nous mesurons 1/v ~ 0,7, ce qui est comparable aux résultats
antérieurs, voir la table 1.2.

Enfin, nous pouvons effectuer des mesures directes de g et v d’aprés les varia-
tions des grandeurs thermodynamiques en fonction du bruit réduit comme écrit
dans les équations A.5 et A.6. Nous observons effectivement les lois d’échelles
attendues et mesurons les exposants sur la figure 3.9. Dans Brl-Fr (fig. 3.9(a) et
(b)), 8 = 0,40(2) et v = 1,38(5) ; dans Brl-FO (fig. 3.9 (c) et (d)), 8 = 0,34(6)
et v = 1,40(7) . Les fluctuations sont symétriques de part et d’autre du point
critique, ce qui signifie que nous n’avons besoin que d’un seul exposant v pour
caractériser la discontinuité. A nouveau et pour les mémes raisons, les fluctua-
tions du paramétre d’ordre sont les plus difficiles & mesurer. Mais, d’un modéle a
I’autre, les exposants ont des valeurs compatibles avec ’hypothése d’universalité.
Nous avons également essayé de mesurer directement ’exposant v de la longueur
d’autocorrélation £&. En remplacant dans I’équation B.1 le produit scalaire des
spins par celui des vitesses de chacun des animoides, nous obtenons une fonction
de corrélation spatiale, en coordonnées lagrangiennes, < o7} > (|7;|) représentée
sur la figure 3.10(a) pour le modéle Brl-Fr. Nous y observons une anti-corrélation
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F1G. 3.9 — Détermination des exposants (5 et v au point critique des modéles Brl.
Les courbes (a) et (b) concernent le modéle avec force de répulsion Brl-Fr, les
courbes (c) et (d) présentent les phénoménes critiques du modéle Br1-F0. (a) et
(c) : paramétre d’ordre; (b) et (d) : fluctuations du paramétre d’ordre, en échelle
logarithmique en fonction de la température réduite. Les deux courbes de chaque
figure (b) et (d) correspondent, de haut en bas, 4 ¢ < 0 et a ¢ > 0. Les traits
discontinus correspondent & la mesure des exposants. L = 128.
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F1G. 3.10 — Détermination de I'exposant v du modéle Brl-Fr. (a) : corrélation
spatiale des vitesses en échelle linéaire et semi-logarithmique (dans l’encart) au
point € = 0,05, (b) : longueur de corrélation en fonction de la température réduite,
L = 128. Le trait discontinu gras est un ajustement suivant 'inverse de la taille.

a courte distance, signature de la force de répulsion entre chaque particule. Puis
il y a de fortes variations provenant de la distance Ry de coupure des interactions.
Le comportement devient ensuite exponentiel, comme son analogue magnétique,
ce qui nous permet la définition de la distance de corrélation comme dans I’équa-
tion B.1. La figure 3.10(b) représente les variations de cette distance en fonction
du bruit réduit. Elles sont cohérentes avec un comportement en 1/|¢| que nous
attendrions d’aprés les mesures précédemment réalisées de % Cependant, la taille
du systéme utilisé (L = 128) semble trop petite pour observer le comportement
a petite valeur de . Ainsi la divergence observée ne permet pas de mesures plus
précises.

La théorie des phénoménes critiques fixe le nombre d’exposants indépendants
a deux, les autres s’en déduisant comme des combinaisons linéaires de ces deux-
14, les équations A.11 & A.13 en sont des illustrations. Nous avons réalisé des
mesures croisées de (3, v et v. Suivant cette méme théorie, ces exposants sont
reliés par I’équation B.15. Pour le modéle Brl-Fr, les valeurs mesurées fournissent :
26+ v = 2,18(9) et dv = 2,0(4) ; pour le modeéle Brl-FO : 28 + v = 2,08(19) et
dv = 2,00(14). En faisant intervenir les rapports d’exposants, nous pouvons aussi
écrire cette relation d’échelle sous la forme :

LA ) (3.7)

v v
En utilisant les mesures des rapports d’exposants, cette équation prend les va-
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leurs numériques, dans le cas Brl-Fr : 25 + 1 = 2,28(23), et, dans le cas Brl-FO :
2% + 1 = 2,60(28). Les trois premiers tests numériques de I’équation d’échelle
sont satisfaisants. Le dernier ’est moins, mais il s’agit du cas ol nous maitri-
sons le moins bien les erreurs. Nous pouvons donc en conclure que les relations
d’échelle B.15 et 3.7 sont vérifiées.

A partir de cette méme équation, nous pouvons raisonner encore d’une ma-
niére différente. Notre but est de déterminer la valeur du jeu d’exposants de la
classe d’universalité des modéles de type Brl, classe a laquelle appartiennent les
modéles Brl-Fr et Brl-F0O, au vu des différents tests réalisés précédemment. Tout
d’abord, nous pouvons fixer ¥ = 1 sans faire une hypothése hardie. D’autre part,
en tenant compte des diverses erreurs, 3 € [0,32;0,42] et v € [1,33;1,47]. La borne
inférieure de chacun des intervalles permet de réduire la borne supérieure de I’ex-
posant complémentaire via la relation d’échelle. Ainsi, les intervalles deviennent :
B € [0,32;0,34] et v € [1,33;1,36]. Un jeu d’exposants convenant & 1’équation
diophantienne B.15 peut étre :

1
=3 (3.9)
= 1. (3.10)

L’exercice de trouver des rationnels en guise d’exposants critiques est amusant.
Sur un systéme bi-dimensionnel ce n’est pas qu'un exercice académique, puisque
I’analyse par la théorie de I'invariance conforme a montré que les exposants cri-
tiques dans ces cas sont effectivement des rationnels. Sur ce sujet, on pourra
lire la revue de J. L. Cardy dans [30] et I’article original [19]. Il existe un autre
argument en faveur de ce choix. Les valeurs obtenues pour les exposants sont
systématiquement dans la fourchette basse de nos mesures.

Reconsidérons les effets de taille tels que définis dans I’Annexe B. Nous avons
vu que ’énergie libre, au point critique, peut s’écrire sous une forme homogéne,
dépendant d’une infinité de champs, certains pertinents, d’autres non. Grace a
cette équation B.4, nous dérivons la forme des premiers termes correctifs aux lois
de puissance du paramétre d’ordre et de ses fluctuations en fonction de la taille
ene=0:

(@) ~ L7 (a+bL7%), (3.11)
o ~ L¥(d+VL7%), (3.12)

ol a, b, a' et b’ sont des constantes.
. . . , B _2
Pour visualiser ces corrections, nous avons tracé (p).Lv et 0.L v en fonc-
tion de la taille sur la figure 3.11. Les courbes résultantes semblent converger
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Fi1a. 3.11 — Corrections aux effets de taille finie dans le modéle Brl-Fr. En ¢ = 0,
le trait continu est un ajustement des données avec “ = 0,14 : (a) : le paramétre
d’ordre, (b) : les fluctuations du paramétre d’ordre, L = 128.

algébriquement et il est possible de les ajuster conformément aux équations 3.11

et 3.12. Nous trouvons un exposant semblable pour les deux grandeurs : 2 ~ 0,14.
Cela peut étre une heureuse coincidence, car les mesures des termes correctifs
sont, dans d’autres systémes, tres difficiles. Elles sont notamment sensibles a la
précision de la détermination du point critique (pour exemple, voir la thése de
P. Marcq [60]). Pour lever ce doute, il faudrait améliorer les statistiques sur les
deux plus grandes tailles et/ou effectuer d’autres mesures sur de plus grandes
tailles. L’exposant des premiéres corrections w/v est petit devant 1/v, ce qui
signifie que ces corrections se font sentir méme pour les grandes tailles. C’est ty-
piquement ce qui est observé sur les figures 3.5 et 3.6 impliquant le cumulant de
Binder.

Formellement, a partir des équations d’échelles A.11 et A.13, nous pouvons
calculer les exposants A/, reliant 'aimantation et le champ magnétique, et «,

exposant de la chaleur spécifique :

= 5, (3.13)

o =P

= 0. (3.14)

La premiére valeur est surprenante vis-a-vis des études réalisées précédemment
[25] (voir tab. 1.2). Cependant elle est d’un ordre de grandeur plus conforme &
ce qui est observé dans les phénoménes critiques a 1’équilibre. Par exemple, un
systéme tridimensionnel de spins XY posséde un exposant A/ ~ 4.78 [18|.
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FiG. 3.12 — Diffusion au point critique du modéle Brl-Fr. L = 512, p = 2.

Le fait de considérer I’exposant « est plus sujet a caution. La chaleur spécifique
est la dérivée de 1’énergie par rapport au paramétre de controle a champ nul. Ici,
il semble difficile de définir une énergie. Cependant, si nous ne considérons que le
modeéle Brl-FO en taille infinie, dans la phase désordonnée, le terme d’interaction
entre les individus est strictement nul, puis augmente contintiment dans la phase
ordonnée. Nous pouvons donc imaginer une énergie d’interaction moyenne dont
la dérivée est discontinue au point critique. Cette discontinuité est habituellement
traduite par un exposant nul.

Dans le paragraphe 2.3, nous avons vu que la diffusion au point critique est
anormale et qu’elle suit une loi de puissance :

(AF?) (t) oc 1, (3.15)

ou I'exposant u de diffusion dépend des exposants critiques par la relation 2.30.
Pour mesurer cet exposant et vérifier cette relation, nous nous somme placés
au point critique du modele Brl-Fr, dans un systéme de grande taille L = 512 et
nous avons enregistré la diffusion des animoides au cours du temps. Effectivement,,
nous vérifions sur la figure 3.12 que le comportement diffusif suit une loi d’échelle
et nous mesurons u = 1,66(6) . En prenant les valeurs mesurées de I’exposant
de diffusion u et de ’exposant dynamique z, ainsi que la valeur rationnelle de
/v = 1/3 déterminée a partir des considérations sur les lois d’échelle, nous
vérifions avec une bonne précision I’équation 2.30 :

h—9 (1 _ 15) — 0,09(7) (3.16)

4%

95



Chapitre 3. Généralisation du modéle de Vicsek

B gl 1 1 B v v z o

v v 21 v

Bri-Fr | 0,44@) | 1,40(15) | 1,2@ | 1,0Q | 0,400 | 1,38() | ~ 1 | 2,65(15) | 1,66()
Br1-FO | 0,45@ | 1,70Q0) | 1,044 | 1,00(7) | 0,34() | 1,40(7)
Brl 1/3 4/3 1 1 1/3 4/3 1

TAB. 3.2 — Tableau récapitulatif des exposants critiques des modéles Brl. Les

deux premiéres lignes sont les valeurs mesurées hors terme correctif. i et V%

sont respectivement les valeurs obtenues de I’étude de la dérivée du cumulant de
Binder et de la dérivé logarithmique du parameétre d’ordre. La troisiéme ligne
contient un jeu d’exposants compatibles avec les mesures aprés soustraction des
premiéres corrections et avec les relations d’échelles.

Pour conclure, les modéles Brl subissent une transition continue lorsque le
bruit varie. Par un traitement identique a celui effectué sur un systéme a I’équi-
libre, nous avons pu nous soustraire des effets de taille finie. Ainsi, nous avons
déterminé les points critiques et les exposants de deux modéles, rassemblés au
sein de la table 3.2. Nous observons que, qu’elle que soit la force agissant sur
les distances inter-particules, les quantités universelles, exposants et cumulant de
Binder au point critique, sont conservées. Il est donc probable que nous ayons
défini une classe d’universalité. Les mesures des exposants statiques ont été réali-
sées avec une précision jusqu’a présent inégalée. Quant a I’exposant dynamique,
il s’agit de sa premiére mesure. C’est la premiére fois aussi qu’ont été observés et
mesurés le comportement diffusif critique et ’exposant associé.

Nous nous sommes convaincus d’autre part que les effets du mélange hydro-
dynamique avaient été sous-estimés dans les précédentes études, et par la méme
les corrections aux lois d’échelle et le temps d’autocorrélation. La valeur de vy, si
elle ne change que peu les courbes d’aimantation et de ses fluctuations en fonction
du bruit, influe trés fortement sur la détermination de I’exposant v. En utilisant
les relations d’échelle, nous avons pu déduire un jeu probable d’exposants. Des
corrections aux effets de taille sont compatibles avec ces valeurs. Une question
reste en suspens : les corrections sur le cumulant de Binder.

Enfin, les mesures des exposants critiques permettent de calculer ’exposant
A/B. La valeur obtenue (tab. 3.2) est trés différente de ce qui avait été mesuré
précédemment (tab. 1.2). Ce désaccord remet en question les travaux réalisés sur
I’application du théoréme de fluctuation-dissipation dans le modéle de Vicsek.
Ce théoréme mériterait donc d’étre testé & nouveau.
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3.3.2 Bruit Br2
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F1G. 3.13 — Coexistence de phases au point de transition des modéles Br2. Va-
leurs instantanées du paramétre d’ordre pour le modéle Br2 (a) et fonction de
distribution des probabilités du paramétre d’ordre ¢ des modéles Br2 (b) et Brl
(c). Les bruits réduits utilisés sont € ~ 0,1, 0,0 et 1,1. L = 64

Concernant les modéles avec un bruit Br2, le premier élément a préciser est
la nature de la transition. Nous avons vu en introduction a ces modéles que
les grandeurs thermodynamiques ont un comportement trés abrupt (fig. 3.2).
De plus, la fonction de distribution des probabilités du paramétre d’ordre est
bimodale au voisinage du point de transition. Les figures 3.13(b) et (c¢) comparent
les bruits Br2 et Brl. Lors d’une transition continue, la fonction de distribution se
déforme et change de moyenne continiiment, mais reste monomodale (fig. 3.13(c)),
contrairement a une transition du premier ordre. Si nous tracons le paramétre
d’ordre de Br2 instantané au cours du temps (fig. 3.13(a)), nous remarquons
deux valeurs autour desquelles il reste bloqué durant de longues périodes. Il y
a donc coexistence des phases : nous sommes en présence d’une transition du
premier ordre.

Contrairement aux systémes magnétiques, nous n’avons pas observé de do-
maines spatiaux dans lesquels I'aimantation est bloquée. La coexistence est ici
un phénomeéne temporel : il existe deux états de stabilités comparables qui sont
alternativement visités au cours du temps. La conséquence immédiate est que
nous pouvons éviter ’hystérése, dés que le temps de simulation est grand devant
le temps d’autocorrélation. Nous avons mesuré la fonction d’autocorrélation au
point de transition; la détermination de ce point en est discutée plus loin dans
ce paragraphe. Nous observons sur le figure 3.14 (a) que la fonction d’autocor-
rélation décroit bien exponentiellement. Comme pour le modéle Brl-Fr, nous en
déduisons une mesure du temps d’autocorrélation 7. Celle-ci est raisonnablement
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Fi1G. 3.14 — Temps d’autocorrélation du modéle Br2-Fr au point de transition.
(a) fonction d’autocorrélation en échelle linéaire et en échelle semi-logarithmique
(encart), L=128. (b) temps d’autocorrélation en fonction de la taille. La droite
en trait discontinu est un ajustement linéaire des données numériques.

linéaire (fig. 3.14 (b)). Dans le cadre des systémes a ’équilibre (voir Annexe C), le
temps d’autocorrélation dépend de la tension de surface o des états métastables :

T=L%exp (oLd_l) ,icid =2. (3.17)

Si 7 est linéaire, alors cela signifie que la tension de surface est négligeable. C’est,
donc une confirmation de I’absence de domaine. Certes, cette conclusion est per-
tinente aux tailles étudiées. Mais si la tension de surface n’est pas rigoureusement
nulle, le temps d’autocorrélation peut diverger. Il suffit que la taille du systéme
vérifie :

L> gt/0=9) (3.18)

Afin de clore cette discussion, il faudrait déterminer ou le temps de corrélation,
ou la longueur de corrélation pour des systémes de grandes tailles.

Pour controler la qualité de nos données, nous avons utilisé le calcul d’erreur
présenté dans I’Annexe D. En général, les erreurs statistiques sont ici petites. Par
exemple, sur la figure 3.15, elles sont de la taille des symboles. La plus grande
source d’imprécision avec le bruit Br2 provient des erreurs systématiques et du
nombre de mesures effectuées.

Nous avons ensuite étudié la transition sur le seul modéle Br2-Fr. Une com-
paraison préliminaire avec d’autres forces nous suggére que la transition est du
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F1G. 3.15 — Effets de taille finie sur le paramétre d’ordre du modéle Br2-Fr. (a)
< ¢ > en fonction du bruit réduit pour différentes tailles L = 64 (o), 96 (O),
128 (o) et 200 (4A), (b) maximum de la dérivée de < ¢ > en fonction de la
taille en échelle logarithmique. Le trait discontinu correspond a une loi d’échelle
d’exposant d = 2.

méme type. Les résultats sur la transition continue et leur universalité ajoutent
un argument dans ce sens.

Le second terme de 1’équation C.4 développée par Borgs et al est la réponse
linéaire du systéme au champ. Ici, le champ appliqué est le bruit. Nous observons
aussi un régime linéaire du paramétre d’ordre, régime indépendant de la taille
comme le suggére la figure 3.15(a).

Le terme suivant de cette méme équation est une tangente hyperbolique dont
I’argument dépend du volume du systéme, ce qui signifie que la pente de la courbe
au point de transition croit comme L¢. De plus cette pente est maximale en ce
point. Nos données n’ont pas la qualité requise pour une mesure précise de cette
loi de puissance. Nous observons tout de méme que le maximum de la dérivée du
paramétre d’ordre croit avec la taille. Une loi de puissance en L¢ est compatible
avec nos données (figure 3.15(b)).

Sur les cinq déterminations possibles du point de transition présentées dans
I’Annexe C, nous pouvons en tester trois. Soit ¢y la valeur du parameétre d’ordre
au point de transition :

1

s00=§[<s0>(nt+)+<so>(n§)]- (3.19)

D’aprés I'équation C.6, les bruits 7, tels que < ¢ > (n,) = o convergent expo-
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F1G. 3.16 — Effets de taille finie sur la détermination du point de transition du
modele Br2-Fr. De droite a gauche : 7, obtenu d’aprés les courbes du parameétre
d’ordre, n, d’aprés les minima de la susceptibilité, ng d’aprés les minima du
cumulant de Binder. La rangée du haut montre les données brutes, celle du bas
présente les dépendance du bruit réduit en fonction de la taille. Les droites portées

au figure (e) et (f) en sont les ajustements linéaires. Les exposants mesurés sont :
(e) : 2,2(2), (f) : 1,95(5).

nentiellement avec la taille vers le point de transition 7,. La premiére difficulté
réside en la mesure de ¢y. Nous avons opté pour effectuer cette mesure sur la
taille la plus grande que nous avons a notre disposition (L = 256). L’erreur
en ce point est de l'ordre de L=% d’aprés ce que nous avons vu au sujet de la
pente en 7;. Nous mesurons alors ¢y = 0,1163(3). Grace a cette valeur, nous
tragons les courbes 3.16(a) et (d). Nous réalisons un ajustement exponentiel sur
la figure 3.16(a) et mesurons ainsi la valeur asymptotique 7, = 0,5544. La fi-
gure 3.16(d) représente la convergence du bruit réduit en fonction de la taille
en échelle semi-logarithmique. La dépendance exponentielle est bien vérifiée pour
L > 64.

Nous avons de méme étudié les valeurs du bruit telles que les fluctuations du
paramétre d’ordre, i.e. la susceptibilité si le théoréme de fluctuation—dissipation
est conservé, et le cumulant de Binder soient extrémaux, respectivement notées 7,
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et ng. Nous vérifions que ces valeurs convergent avec la taille vers une valeur com-
patible avec notre précédente mesure. Nous mesurons respectivement 7, — 0,5543
et ng — 0,5545 (figures 3.16(b) et (¢)) ; nous admettons 7, = 0,5544(1). Si les me-
sures effectuées d’aprés le cumulant de Binder suivent la décroissance proportion-
nelle & I'inverse du volume du systéme prédite dans le cadre des ferromagnétiques
a l'équilibre (fig. 3.16(f)), la conclusion est moins évidente en ce qui concerne
les valeurs tirées de I’étude des fluctuations du paramétre d’ordre. Certes, sur la
figure 3.16(e) nous observons une loi de puissance, mais I’exposant est proche de
d=2.

Or, I’étude de Borgs et al prédit un exposant égal a 2d, dans le cas diphasique.
D’ou provient un tel écart entre les mesures et le cadre théorique ? Bien stir, nous
ne sommes pas a proprement parler dans le champ d’application des travaux
[14]. Cependant, les observations précédentes concordent avec la théorie. Nous
pouvons nous demander alors s’il existe une explication permettant a cette théorie
de rendre compte de chacune des mesures.

Il est peu probable que nous fassions une erreur de mesure de I’exposant a
cause d’une imprécision sur le point critique : nous en avons trois mesures indé-
pendantes égales a 0,02% prés. Ensuite, il ne semble pas qu’il y ait de corrections
supplémentaires intervenant sur les mesures dues au parameétre d’ordre ou au
cumulant de Binder, dés que L > 64. Cette limite inférieure semble d’ailleurs la
méme qu’elle que soit la méthode utilisée (voir les figures 3.16(d), (e) et (f)). Si
une erreur de mesure du simple au double semble exclue, qu’elle est la raison de
cette différence avec la théorie a 1’équilibre ?

Remarquons que, dans le méme article [14], sont présentés les résultats concer-
nant les transitions vers les systémes & deux phases, ou plus. Toutes les dépen-
dances en fonction de la taille sont identiques quel que soit le nombre de phases
au point de coexistence, toutes sauf celle portant sur la susceptibilité. Lorsqu’il
y a au moins trois phases en présence, |n,(L) — n;| ~ L~ Dans nos modéles,
nous avons fait une distinction entre une phase désordonnée, dans laquelle chaque
particule suit une marche au hasard, et une phase ordonnée, dans laquelle tous
les individus se dirigent dans la méme direction, quelle qu’elle soit puisqu’elle
est aléatoire. Cependant, au point de coexistence, nous pouvons imaginer que
chacune des directions possibles entre mutuellement en compétition. Il n’y aurait
donc pas deux phases possibles, mais une infinité. La levée de cette dégénérescence
permettrait d’appliquer & nouveau les résultats des systémes a 1’équilibre.

En conclusion, les modéles Br2 possédent une transition de phase du premier
ordre en variant l'intensité du bruit. Les résultats démontrés par C. Borgs et al
[14] pour les effets de taille des transitions asymétriques, 4 un nombre arbitraire
de phases a I'équilibre, s’appliquent étonnament bien a notre cas hors d’équi-
libre. Une zone d’ombre reste a lever concernant la position du maximum de la
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susceptibilié.

3.4 Conclusions et perspectives

Les modéles Brl et Br2 donnent lieu a deux comportements possibles : soit
chaque individu ignore en grande partie ces voisins et se déplace alatoirement,
soit il y a un mouvement d’ensemble des animoides. Le passage d’un cas a ’autre
posséde toutes les propriétés des transitions de phase a I’équilibre.

Pour le modéle Brl, la transition est du second ordre. Nous avons pu mesurer
le point critique, les exposants critiques et I’exposant dynamique (voir table 3.2).
Puis nous avons vérifié les lois d’échelle. Nous avons constaté ’identité des expo-
sants critiques sur deux modéles possédant des lois microscopiques différentes, ce
qui va dans le sens d’une universalité des phénoménes. Nos résultats sont sensi-
blement différents de ceux obtenus dans le passé par d’autres équipes [92, 25| ,
mais nous pensons que les temps de corrélation et les corrections aux lois d’échelle
y avaient été sous-estimés.

Le modéle Br2 posséde une transition du premier ordre. Ici aussi, tous les
résultats sont similaires a ceux d’une transition classique : régime linéaire, nature
des discontinuités, convergence exponentielle des différentes définitions des points
de transition...

On peut donc remettre en cause l'intuition selon laquelle le théoréme de
fluctuation—dissipation ne serait pas valable (voir Chap. 1), et penser plutot qu’il
s’applique. Nous avons réalisé une étude préliminaire du théoréme de fluctuation—
dissipation généralisé, dont nous donnons un énoncé dans I’Annexe A.

D’abord nous définissons le champ h respectivement pour les modéles Brl-Fr
et Br2-Fr :

0r = arg |3 (8,3 + Brfly) + MR | + g, (3.20)
=

0 = arg |30 () + By ) + MR +/\/fﬁﬁf] ) (3:21)
=

ou N} est le nombre de voisins du i-éme animoides a I'instant ¢. Puis nous défi-
nissons la réponse du systéme a chaque instant a partir du moment ¢, auquel le
systéme est soumis au champ A :

(2 (t) = ¢x(to))y,

Xez(t — to) = ; : (3.22)
et la corrélation temporelle :
Cla(t = to) = (pulto)pu(t)) = (#alto))s, » (3.23)
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F1G. 3.17 — Théoréme de fluctuation—disssipation généralisé aux modéles Brl-Fr
et Br2-Fr. (a) : modéle Brl pour un bruit 7 = 0,44 (un bruit réduit ¢ ~ —0,13)
et un champ h = 0,010. (b) : modéle Br2 pour un bruit n = 0,62 (un bruit réduit
e ~ —0,13) et un champ A = 0,005. En encart : mesure de la température effective
en fonction du bruit pour le modéle Br2-Fr avec un champ h = 0,005. Le systéme
utilisé a une taille L = 128 et une densité p = 2.

ou nous avons utilisé la définition vectorielle du paramétre d’ordre : ¢ = (v;) /vo
et l'indice x désigne la composante selon la direction du champ. Avant que le
systéme soit soumis a I'influence du champ, il est dans une phase désordonnée,
c’est-a-dire € < 0.

Alors d’une part, nous trouvons dans chacun des modéles un régime de champ
tel que la réponse est linéaire; d’autre part, sur la figure 3.17, les courbes de la
réponse en fonction de la corrélation sont effectivement linéaires. Cela signifie que
le théoréme est vérifié et qu’il est possible de définir une température effective.
Nous en montrons une mesure préliminaire sur la figure 3.17 (b). Il faudrait affiner
I’étude : diminuer les erreurs, regarder ce qui se passe dans la phase ordonnée.

Ce résultat, méme partiel, indique que ’exposant v mesuré sur les fluctuations
du parameétre d’ordre pour le modéle Brl est aussi celui de la divergence de la
susceptibilité. Nous aurions ainsi caractérisé entiérement les transitions.
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L’expérience que nous allons maintenant décrire a été réalisée par messieurs
X.-L. Wu et A. Libchaber [99]. La problématique posée est celle du mélange de
nutriments passifs au sein d’un milieu biologique. Par exemple, si nous consi-
dérons du phytoplancton confiné dans une zone particuliére de ’espace, sur la
surface de I’eau, alors nous savons que celui-ci va diffuser. Imaginons maintenant
qu’'une grande quantité de bactéries est en contact avec cette zone, nous voudrions
savoir quel sera 'impact du mouvement incessant des bactéries sur la diffusion
du phytoplancton. Pour le mesurer, des traceurs passifs ont été placés dans un
bain de bactéries et leur diffusion a été étudiée.

La présentation de cette expérience introduit le chapitre 5 dédié a la modéli-
sation des comportements expérimentaux.

4.1 Dispositif expérimental

Pour faciliter les mesures, ’expérience a été réalisée dans le plan. Ainsi les
traceurs ont été plongés dans un film de savon. Un film a l'avantage, sur un
systéme biphasique, de diminuer les pertes par dissipation hydrodynamique, la
viscosité de 'air étant une centaine de fois inférieure & celle du milieu étudié.
Pour stabiliser le film, un surfactant non ionique est dilué a la solution. Diverses
concentrations de savon, de part et d’autre de la concentration micellaire critique,
ont été testées afin d’observer d’éventuels effets sur le milieu actif et de s’en
affranchir. Le film est placé sous une atmosphére saturée d’eau pour éviter son
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desséchement. Le dispositif expérimental est conservé dans une cuve. Le fait de
placer 'expérience dans une cuve permet aussi de la protéger des mouvements de
I’air ambiant. Cette cuve est carrée et son c6té mesure 0,4cm. L’épaisseur du film
est de la taille des traceurs, les expérimentateurs s’en sont assurés en changeant
la focale d’un microscope de telle maniére a faire le point sur I'interface du film
et sur un traceur. La diffusion des traceurs est donc bien bi-dimensionnelle.

Le milieu actif est constitué d’un grand nombre de bactéries Escherichia coli.
Leur géométrie, leur mode de déplacement et leur physiologie ont été longuement
étudiés par le passé, et on pourra en trouver une revue dans le livre de H. C. Berg
|6]. Les bactéries sont de forme cylindrique, la base ayant un diamétre d’environ
1pm, la longueur étant de 2 — 3um. Leurs déplacements consistent en des pé-
riodes de translation d’une durée moyenne de 1s et de rotation durant dix fois
moins longtemps que les translations. Les bactéries bougent grace a des flagelles
qui, schématiquement, se comportent comme des fouets secoués par des moteurs
implantés a la base de la bactérie. Lorsque les moteurs tournent dans le sens
horaire, les flagelles s’enroulent sur une hélice. Par la conservation du moment
cinétique, nous pouvons écrire une force résultante longitudinale s’appliquant a
la bactérie. Lorsque les moteurs changent de sens de rotation, la bactérie se met
a tourner sur elle-méme. L’angle moyen de rotation d’une Escherichia coli est
de 68°. Les propriétés de ce type de déplacement ont été longuement étudiées,
vis-a-vis notamment du biais qu’il applique a la marche aléatoire de la bactérie,
voir par exemple [35]. La description énoncée précédemment correspond a une
bactérie solitaire et n’ayant pas subi de mutation.

Les bactéries ont aussi des comportements collectifs. Dans des conditions en-
vironnementales particuliéres, elles sont soumises au chimiotactisme (voir la réfé-
rence [1] et le Chapitre introductif). Les implications en ont été largement étudiées
en ce qui concerne la croissance de leurs colonies. A ce sujet, on pourra lire I’ar-
ticle des découvreurs de ces phénoménes [40], et la revue trés détaillée [7]. Dans
I'expérience présentée, ses auteurs [58| ont voulu s’affranchir des comportements
collectifs habituellement étudiés chez les Escherichia coli , et les ont donc placées
dans des conditions environnementales telles que le chimiotactisme n’est pas at-
tendu. Plusieurs concentrations de bactéries sont utilisées et elles sont obtenues
par dilution d’une concentration a 5,4cellules.cm=3.

Les traceurs sont des billes de polystyréne de 10 et 4um de diameétre.

Deux types de mesures ont été réalisés. Tout d’abord, la distribution des vi-
tesses des bactéries est accessible en utilisant des mutants qui produisent une
protéine émettant une flurescence verte. De telles bactéries sont observées sous
un microscope a fluorescence. Les images sont enregistrées par une caméra, dont
le temps de pose est de 0,03s, numérisées, puis traitées par ordinateur pour en
extraire les vitesses des bactéries. Ensuite le mouvement des traceurs passifs peut
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de méme étre enregistré par 'intermédiaire d’un microscope a contraste de phase.
Les expérimentateurs ont choisi le déplacement carré moyen (A7?) (¢) pour I’ana-
lyser.

4.2 Mesures et observations

A. Libchaber et X.-L. Wu ont mesuré la distribution des vitesses des bacté-
ries. Conformément aux mesures déja réalisées sur Escherichia coli [6], ¢’est une

maxwellienne : \
2v v

Pw) = — —— 4.1

(v) Ugexp( ) (1)

ol vp = 20pum.s 1. Qualitativement, les expérimentateurs observent que les bacté-
ries semblent se déplacer aléatoirement. En variant la densité de bactéries, 'aspect
du film change. Le nombre de chocs augmentent lorsque la densité croit, ce qui
semble désordonner encore plus le mouvement individuel des cellules. Cependant,
de maniére temporaire et intermittente, pour de fortes densités, on peut voir
des mouvements collectifs apparaitre sous la forme de lignes de courants et de
tourbillons. Ces structures, composées par les bactéries mémes, ont dest tailles
transverses de 'ordre de 10 a 20pm .
Les traceurs, quant a eux, subissent une diffusion anormale & temps court
(figure 4.1) :
(AF?) oc 1, (4.2)

oil p1 € [1,5;2] pour des instants ¢ < 1s. A temps long, c’est-a-dire 10 < ¢ < 300s,
la diffusion est normale : p =1 .

La premiére question a élucider est de savoir quel est le mécanisme respon-
sable de ces deux régimes diffusifs. Une premiére cause envisageable est purement
physique. Il s’agit de 'inertie. En milieu peu visqueux, un mouvement amorcé a
besoin d’un temps t, avant d’étre significativement amorti. L’équation du mou-

vement est du type :
W_ (4.3)
m— = —7. .
a -~

On en déduit donc le temps d’amortissment ¢ty = m/vy, m étant la masse du tra-
ceur. 7y est déterminé par la relation de Stokes : v = 67n R, ol n est la viscosité du
milieu. Dans cette expérience, il a été mesuré ¢ty ~ 10 5s. Ce temps est négligeable
devant le temps de pose des caméras utilisées et ne peut donc pas intervenir ici.
Par conséquent I’inertie n’est pas la source du comportement observé. De plus,
les expérimentateurs n’observent aucun mouvement des traceurs sans la présence
des bactéries. Lorsque les bactéries se déplacent, elles entrent en collision avec
les traceurs et leur fournissent de la quantité de mouvement. Tout comme dans
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F1G. 4.1 — Mesure de la diffusion de traceurs dans un bain de bactéries : déplace-
ment moyen au cours du temps pour différentes valeurs de la densité bactérienne
n = 0,67, 1,34 et 5,35 x 10'%cm~3. En encart : les abscisses et les ordonnées ont
été renormalisées par 4Dt. (Avec I'aimable autorisation de X.-L. Wu et A. Lib-
chaber).

un fluide classique, il doit étre possible de définir une température effective due
aux collisions. Si ce sont les bactéries qui sont responsables du comportement
anormale, la température trouvée devra étre trés différente de la température
ambiante.

Dans le régime brownien, il est possible de définir un coefficient de diffusion

effectif : ) 4 (A7)
, 7
D= 4 tllglo dt

Par la relation de Stokes-Einstein [34], le coefficient de diffusion dépend directe-

(4.4)

ment de la température effective du bain dans lequel se trouve le traceur :

T
~ 6mR’

(4.5)

Il a été réalisé des mesures de diffusion & densité de bactéries fixée et pour deux
diamétres de traceurs différents. Premiérement, le coefficient de diffusion semble
suivrelaloi4.5: D oc R . Deuxiément, on en déduit la valeur approximative de la
température effective : elle est cent fois plus grande que la température ambiante.
En conclusion, les bactéries sont bien le moteur du phénoméne observé.
Affinons I’étude. Les auteurs de cet article définissent un temps caractéristique
de changement de régime t., figuré par les fléches sur la figure 4.2, ainsi qu’'une
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F1G. 4.2 — Comportement du temps caractéristique ., de la longueur caractéris-
tique [, et du coefficient de diffusion D en fonction de la densité de bactéries n.
En encart : longueur caractéristique /. en fonction du temps caractéristique ..
(Avec ’aimable autorisation de X.-L. Wu et A. Libchaber.)

longueur caractéristique de diffusion définie par :

(A7) (t) = 12. (4.6)

Cette longueur est du méme ordre de grandeur que les structures organisées des
bactéries observées auparavant. De plus, en variant la densité des bactéries, les
temps et longueurs caractéristiques et le coefficient de diffusion varient dans le
méme sens. Le régime superdiffusif des temps court serait donc dii aux mouve-
ments collectifs des bactéries.

4.3 Discussion

Pour analyser de maniére quantitative les mesures effectuées, il faut avoir une
forme mathématique modélisant le comportement & deux pentes du déplacement
carré moyen des traceurs. Les paramétres d’une telle équation seraient le temps
caractéristique %, et la diffusion D. La modélisation choisie par les auteurs de
I’expérience est la suivante.

Il s’agit d’écrire une équation de Langevin adaptée a I’expérience, I’origine du
bruit étant le mouvement des bactéries. A temps long, le mouvement des traceurs
est brownien, le bruit doit donc étre décorrélé dans cette gamme de temps. En
revanche, la sur—diffusion implique un bruit corrélé a temps court. Il a été choisi
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une corrélation de type exponentiel. On obtient alors les équations :

mg = i+ f(t), (4.7)
(fly) = o, (4.8)
(F0). (1) = 413: exp (_ti) . (4.9)

Ce qui permet de déterminer le déplacement carré moyen :

4
(AF*(t)) = 4Dt [1 _ exp (T)] (4.10)

[
Grace a cette équation, les auteurs ajustent les courbes et déterminent les para-
meétres D et t.. Les ajustements obtenus sont présentés comme satisfaisants. Pour
les tester, les auteurs présentent les courbes renormalisées pas 4Dt.. En effet, on

obtient alors : 1

D1, (A1) = ti [1 — exp <—ti>] (4.11)

c

Toutes ces courbes doivent donc se superposer quand elles sont représentées en
fonction de t/t.. C’est ce qui est observés dans les marges d’erreur de 1’expérience
(voir Iencart de la figure 4.2). L’hypothése d’une corrélation exponentielle du
bruit est particuliérement forte puisqu’elle fixe le comportement & temps court
comme étant balistique :
£2
<A7"2(t)> — 4Dt_ , pourt K 1., (4.12)

Cc

— 4Dt , pourt>>t. . (4.13)

Or les mesures ne sont pas aussi restrictives. Dans une publication ultérieure
[100], les auteurs donnent une estimation de I’exposant de sur—diffusion : u =
1,7(3). Certes, une croissance quadratique n’est pas exclure, mais elle n’est pas
formellement prouvée. Dans la suite, nous distinguons la diffusion balistique, pour
laquelle I'exposant de diffusion est y = 2, de la sur—diffusion, pour laquelle :

1l<pu<?.

Les trois grandeurs, D, t. et [. varient linéairement en fonction de la densité
de bactéries, comme le suggére la figure 4.2. Si le comportement a temps court
est effectivement balistique, alors cette distance se déduit de la vitesse moyenne
initiale : [, = t.4/(72(0)). Or, cette vitesse se déduit des équations 4.7, 4.8 et 4.9 :

(72(0)) = % . (4.14)
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Puisque le coefficient de diffusion et le temps caractéristique augmentent linéai-
rement avec la densité de bactéries, et puisque la diffusion des traceurs n’a pas
été détectée en I'absence de bactéries, c’est-a-dire :

limD = 0, (4.15)
n—0
limt, = 0, (4.16)
n—0

le rapport D/t, doit rester constant. Dans ce cas, (72(0)) doit aussi étre constant
lorsque varie la densité n de bactéries. Les auteurs rapportent que c’est le cas,
dans les limites fixées par les erreurs : /(772(0)) = 5,0(1,5)um. Autre conséquence,
la longueur caractéristique doit dépendre linéairement du temps caractéristique.
L’encart de la figure 4.2 droite montre que cette dépendance peut effectivement
étre linéaire, et la pente mesurée sur cette figure (6,2um) est compatible avec la
précédente mesure.

Enfin les auteurs discutent de I’équipartition de 1’énergie dans ce systéme. A
I’équilibre, ’énergie cinétique des traceurs passifs est directement proportionnelle
a la température du bain. Ici, cela se traduit par la relation :

<17220)> _ (%)ﬁ ’ (4.17)

ol vg et Rp sont la vitesse et le rayon effectif des bactéries, et Rp est le rayon
des traceurs. Lorsque 1’équipartition de 1’énergie est vérifiée, I’exposant [ vaut
3. Précédemment, nous avons vu que, probablement, la diffusion suit la loi de
Stokes 4.5. En utilisant la relation 4.14, nous obtenons le lien entre la vitesse et
le rayon des traceurs d’une part, et le temps caractéristique d’autre part :

(72(0)) e o % . (4.18)

Le temps caractéristique, quant a lui, est la manifestation des comportements
collectifs des bactéries : t. = f(vg, Rg)- Il est donc raisonnable de penser que
I’équipartition de 1’énergie n’est pas vérifiée et que ’exposant 5 = 1. Les auteurs
en déduisent l’existence d’interactions hydrodynamiques. Cependant le raison-
nement qui méne & cette conclusion est fondé sur le postulat d’une corrélation
exponentielle du bruit. Aussi faudrait-il mesurer les vitesses des traceurs pour
différents rayons de billes.

Nous ne remettons pas en cause l’existence des correlations & temps court,
mais la nature de celles-ci. Outre la forme mathématique, ici postulée, ’origine
biologique ou physique de cette corrélation est indéterminée. Des comportements
collectifs sont observés et ils produisent une diffusion anormale des traceurs. Mais
par quel biais apparaissent-ils 7 Différents gradients peuvent agir sur les bactéries :
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gradient d’agent chimique, de température, de lumiére. Ici aucun d’eux n’est pré-
sent. Des instabilités d’origine physique peuvent mener a une auto-organisation
du milieu étudié. La convection en est un exemple fameux. Ici elle est & exclure.
De méme la pesanteur peut créer des instabilités. Mais la faible épaisseur du
film semble les limiter. Les auteurs mettent en avant des interactions d’ordre
hydrodynamique comme le moteur de l'instabilité.

Il faut rappeler que le contexte physique de cette expérience est trés riche,
riche de comportements différents, riche de questions et riche de polémiques.
Tout d’abord, le probléme du traceur passif au sein d’un fluide tri-dimensionnel,
ce qui se traduit par I’étude de I’équation de Navier-Stokes scalaire, et celui
des propriétés de mélange d’une substance inerte sont ouverts depuis prés de
cinquante ans et occupent de nombreux physiciens encore aujourd’hui. Le lecteur
pourra en trouver une revue dans [83|. La dimensionnalité de I’expérience n’en
simplifie pas I’étude physique, puisque les comportements d’un fluide en volume
ou en surface sont différents [5]. Par exemple, la vorticité d’un fluide turbulent
peut étre amplifiée par les fluctuations de vitesse dans le cas tri-dimensionnel, pas
en dimension deux. Enfin la diffusion de traceurs dans un fluide bi-dimensionel
non-turbulent doit, elle aussi, étre étudiée avec circonspection. Dans ’article [21],
des traceurs, de plus petites tailles que ceux utilisés par X.-L. Wu et A. Libchaber,
sont suivis au cours du temps et il a été observés des comportements collectifs
parmi les traceurs : des paires se forment et entrent dans une sorte de danse,
chacun des traceurs tournant autour de son compére. Cependant la diffusion reste
brownienne, et les comportements collectifs n’apparaissent quantitativement que
sous la forme de corrections logarithmiques en fonction de la distance entre les
membres d’une paire. En conclusion, I'appel a ’hydrodynamique pour expliquer
I’expérience de biophysique que nous venons de décrire n’est pas un deus er
machina .
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Le but du présent chapitre n’est pas de reproduire les résultats de ’expérience
présentée précédemment, mais de montrer que ce sont effectivement les compor-
tements collectifs qui sont la source de la diffusion anormale des traceurs. L’idée
sous-jacente a ce travail est la suivante : les conditions expérimentales sont telles
qu’il n’y a pas de phénoménes collectifs & grande échelle. Cependant, en variant
la densité de bactéries, nous nous approchons du point de transition vers la phase
ordonnée. Cette approche modifie les propriétés de diffusion des bactéries.

Nous allons de plus comparer la diffusion individuelle des bactéries a celle
des traceurs. Enfin nous allons étudier I'impact de la densité de bactéries sur les
grandeurs caractéristiques de diffusion. Mais il ne s’agit pas ici de trouver une
adéquation quantitative entre les simulations et 1’expérience, d’'une part parce
que nous travaillons & déplacement élémentaire constant, d’autre part parce que
nous ne connaissons pas les paramétres naturels exacts du couplage entrant en
jeu entre les bactéries. Cependant, nous montrons que nous pouvons attendre de
ce cadre théorique mieux qu’un accord qualitatif. Le travail que nous présentons
ici a fait l'objet de deux publications [44, 45].

La pertinence de la modélisation d’un bain de bactéries par des particules
auto—propulsées réside en deux points. Au niveau microscopique d’abord, le mode
de déplacement des bactéries est composé de périodes de translation suivie de
périodes de rotation durant dix fois moins longtemps. Le modéle de Vicsek cor-
respond a la simplification qui consiste a négliger les variations de la vitesse et
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le temps nécessaire a la rotation. Le second point provient des études présentées
dans le paragraphe 2.1. Nous y avons vu que des nématiques auto—propulsés en
milieu visqueux sont soumis & une interaction équivalente au couplage d’aligne-
ment utilisé dans le modéle de Vicsek.

5.1 Les régles d’interaction

Fixons tout d’abord les régles d’interaction entre les différents types de parti-
cules en présence. Sur un espace bi-dimensionnel sont placés des particules actives,
les bactéries, et des traceurs passifs, les billes de polystyréne. Nous avons donc
quatre types d’interactions a fixer suivant les agents : une bactérie agissant sur
une bactérie, une bactérie agissant sur un traceur, un traceur agissant sur une
bactérie, et un traceur agissant sur un traceur. Ensuite nous notons par un indice
une bactérie B et un traceur T. Un indice ¢ ou j représente une particule sans
présumer de sa nature. S’il y a deux indices, le premier représente la particule
qui subit I'action du second indice. Nous avons fait ’hypothése que toutes les
interactions sont isotropes. Les voisinages sur lesquels elles sont définies sont des
disques de rayon R;+ R; pour deux particules 7 et j. La distance entre les centres
de chacune des particules est notée en minuscule 7;;.

Les interactions entre bactéries et leurs régles d’évolution sont présentées au
Chapitre 3 et notées Brl-Fr et Br2-Fr. Elles comprennent donc un terme d’ali-
gnement, une force de répulsion et un bruit. La force d’alignement est ce que
nous pensons étre le résultat des interactions hydrodynamiques. Nous avons vu
que le choix de la force d’interaction a deux corps ne changent pas les résulats
concernant les transitions de phase de ces modéles. Cependant sa présence est
nécessaire pour la définition d’une taille caractéristique des bactéries. Nous avons
choisi une force seulement répulsive car elle simule la présence d’une pression
osmotique. De plus ’aspect du bain expérimental est homogéne en bactéries. La
nature du bruit est discutée au paragraphe 5.6. D’ici 14, nous n’utilisons que le
modéle Brl, c’est—a—dire celui pour lequel le bruit est introduit sous la forme d’un
angle aléatoire.

Considérons maintenant les traceurs et les interactions qu’ils peuvent avoir
entre eux ou avec les bactéries. Les traceurs sont passifs. En tant que tels ils n’ont
pas de vitesse intrinséque mais celle-ci est calculée en fonction des interactions
auxquelles ils sont soumis. Ils n’ont donc pas de vitesse initiale. En accord avec
I'expérience [99], ils sont dépourvus d’inertie. Dés que les interactions cessent, le
traceur est immobile.

La premiére interaction, la plus simple aussi, est une répulsion de cceur dur,
c’est-a-dire que nous imposons un volume, dit volume exclu, a l'intérieur du-
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quel il n’est pas possible de pénétrer. De maniére pratique, dés que la distance
entre centre des deux particules considérées est inférieure a la somme de leur
rayon caractéristique, nous répartissons & chacune d’entre-elles un déplacement
tel qu’apres l'interaction les particules soient tangentes I’'une a ’autre. Cependant
le déplacement imposé n’est pas forcément égal pour chacune des particules. Ima-
ginons qu’une particule soit trés massive devant ’autre, la premiére restera qua-
siment immobile, alors que la seconde s’écartera entiérement. C’est ce que dicte
I’expérience des collisions classiques entre particules. Nous introduisons donc un
parametre p;;, appelé masse réduite, mesurant I'aptitude d’une particule a ré-
percuter une collision en mouvement. Formellement, si r;; < R; + R;, alors le
déplacement est :

Gij = mij (rij — (Ri + R;)) €5, (5.1)
avec soit ¢ = T ou j =T, ou les deux. La masse réduite dépend de la nature des
particules en présence. Si ce sont deux traceurs, le déplacement est équirépartis :
purr = 0,5. Dans le cas d’un traceur et d’une bactérie, les déplacements sont
symétriques purg = 1 — upr.

L’interaction suivante provient des considérations mésoscopiques. En quelque
sorte, il y deux fluides : le film de savon, trés visqueux, et le fluide biologique
constitué des bactéries en mouvement. Les traceurs peuvent étre alors vus comme
emportés, ou entrainés par le fluide biologique. Le flux ainsi défini est 1a moyenne
locale des vitesses des bactéries. Mais pour tenir compte du fait que plus la
distance entre un traceur et une bactérie est petite, plus la force d’entrainement
est grande, nous avons ajouté des poids & cette moyenne. Le flux biologique local
autour du traceur T s’écrit alors :

1 T4
oo _ L Yy 2
L VA ( Re+Rp) (52)
j=B
TTj<RT+RB

ol tous les j sont des bactéries voisines du traceurs, et au nombre de Nt. Aucun
traceur ne peut participer a ce fluide. Le déplacement effectif du traceur dépend
aussi de la viscosité du fluide physique, de ’adhérence des bactéries a la surface du
traceur, et peut-étre d’autres effets que nous oublions encore. Aussi définissons-
nous un coefficient d’efficacité de la force d’entrainement [y, ; la vitesse du traceur
due a cette force est :

Ur = Pal e (5.3)
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Résumons les différentes interactions :
e La direction de la vitesse d’une bactérie 7 & I'instant ¢ +1 a un module constant
vy et sa direction suit la loi :

Ot = arg > (17; + ﬁfﬁj) + BeGii| + né&i (5.4)
| Tij < Ry rij < Ry + Ry

e La vitesse du traceurs 7 au méme instant est :

Ui= Y BGy + BT (5.5)
j=B,T
Tij < Rr + Rj

Dans chacune des équations précédentes, nous avons introduit un paramétre di-
mensionnel 3.

5.2 Paramétres des simulations

R() At Vo RB RT Bf Bg ﬁh n P taille
1,01,0/0,3|0,127| 0,381 | 2,5 | 1,0 | 1,0 | 0,5 | [0;10] | [32;512]

TAB. 5.1 — Parameétres des simulations du bain de bactéries.

Notre but est d’obtenir des simulations aussi proches que possibles des condi-
tions expérimentales. Une partie des paramétres en sont facilement déductibles.
Il s’agit des paramétres géométriques et cinématiques. Il n’est pas possible de si-
muler directement les populations de bactéries, ce qui représente environs 8 x 10°
individus, alors que nos plus grosses simulations comptent 5,2 x 10° particules.
Pour éviter ce probléme, nous avons effectué une similitude. Pour cela, nous
introduisons une longueur caractéristique ly et un temps caractéristique ¢y qui
permettent de ré-introduire les dimensions adéquates dans nos paramétres de

simulation :
Rbact. = ZORB,
Rtrac. = lORT7
l
Ubact. = _OUO: (58)
to

ol Ryact., Rirac. €6 Upact. sont les valeurs expérimentales des rayons des bactéries et
des traceurs et celle de la vitesse moyenne des bactéries. Le rayon des bactéries est
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masse réduite purp | entrainement
A 0 oui
B 0,5 oui
C 0,5 non

TAB. 5.2 — Jeux d’interactions testées pour la modélisation de l’expérience de
X.-L. Wu et A. Libchaber.

défini comme étant celui d’une sphére de méme volume qu’une bactérie typique.
Seule la distance [y est définie de maniére univoque par I'intermédiaire des densités
surfaciques de bactéries dans ’expérience et dans les calculs numériques :

lo= ]2 (5.9)

Phbact.

La plus faible densité surfacique utilisée dans les travaux [99] est de I'ordre de
5 x 10%cellules.cm™2, la densité utilisée dans nos simulations est de 2 animoides
par unité de surface. Cela nous permet de fixer le rayon des bactéries numériques
Ry = 0,127 et des traceurs Rt = 0,381. Le temps ¢, reste ajustable et est lié au
choix de vy. Nous avons vu dans le chapitre que cette valeur influence ’appari-
tion des phénomeénes critiques. Nous sommes donc devant 1’alternative suivante :
utiliser une vitesse la plus petite possible pour que la dynamique soit la plus
continue possible, ou une vitesse proche de 'unité pour amplifier les couplages
hydrodynamiques. Nous avons fixé vy = 0,3.

Le bruit et la densité minimale ont été choisis tels que le systéme soit désor-
donné. Le nombre de traceurs ne devant pas perturber le bain de bactéries, nous
avons fixé pr ~ 1% pg.

Enfin, il faut considérer les paramétres intervenant dans le calcul des interac-
tions. Arbitrairement, nous avons fixé certains d’entre eux. Ainsi le facteur devant
la force inter-bactéries a été choisi pour que le bain ait un aspect homogéne lorsque
nous nous situons dans la phase désordonnée (8; = 2,5). Le paramétre de la force
d’entrainement a été fixé a I'unité (5, = 1), ainsi que celui de la force de coeur
dur (B, = 1). Concernant la présence d’une force d’entrainement et de la valeur
de la masse réduite, nous avons réalisé trois tests, que nous notons A, B et C.
Les cas A et B tiennent compte de la force d’entrainement, C n’en posséde pas.
Dans le test A, les traceurs sont considérés comme étant beaucoup plus massifs
que les bactéries 3 : prg = 0. Pour B et C, I'impact des chocs est équi-réparti :
pure = ppt = 0,5. Tous les paramétres et les différents cas considérés sont résumés
dans les tables 5.1 et 5.2.

3Cela semble le cas dans I’expérience rapportée en [99]. En considérant les données fournies

dans ’article, nous en déduisons que T"r:l:ai ~ 200.

7



Chapitre 5. Modélisation de [’expérience

2 T T
1 2 3 4

F1G. 5.1 — Trajectoires d’un traceur et de deux bactéries. L’interaction choisie
est A. Le modéle utilisé est Brl-Fr avec le bruit n = 0,1. Les trajectoires vont de
gauche a droite. Les cercles représentent les voisinages d’interaction au moment
ou les bactéries (trait plein) quittent le traceur (trait interrompu).

5.3 Résultats préliminaires

D’un point de vue microscopique, les trajectoires des traceurs sont conformes
a ce que nous attendions. Sur la figure 5.1, nous avons représenté une collision
entre deux bactéries et un traceur. Nous y voyons le traceur immobile tant que
les bactéries ne l'ont pas atteint et dés qu’elles le quittent. On y observe que
les particules actives s’écartent du traceur et semblent 'entrainer sur quelques
pas de temps. Durant ces instants, le mouvement des traceurs reflétent celui
des bactéries. Notons encore que les mesures de la distribution des vitesses des
bactéries n’a pas de sens dans notre probléme puisque leurs vitesses sont fixées.
Nous ne pouvons donc pas les comparer aux mesures expérimentales.

Au niveau macroscopique maintenant, nous avons étudié de facon approfon-
die la transition de phase du mouvement collectif en fonction du bruit & densité
constante. La méme transition existe en variant la densité a bruit constant, la
phase ordonnée apparaissant & densité élevée. A faible densité, le mouvement des
bactéries est aléatoire de facon homogéne sur tout le plan. Nous nous attendons
a ce que celui des traceurs le soit aussi. Alors leurs diffusions respectives sont
normales : (A7) = 4Dt. A haute densité, les mouvements de toutes les parti-
cules sont corrélés. Leur diffusion est balistique : (A7?) oc t?. En s’approchant
du point de transition p; a partir de la phase désordonnée, la longueur de corré-
lation entre les individus va croitre jusqu’a atteindre la taille du systéme. Dans
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P - -

In(<r>>/1)

In(7)

F1G. 5.2 — Comparaison des courbes de diffusion des traceurs ou des bactéries
avec chacune des régles d’interaction. (a) régle A, (b) régle B et (c) régle C.
Trois valeurs de densité sont représentées, de bas en haut, p = 2,0, 2,5 et ,3,0.
Les courbes en trait continu sont les courbes concernant les traceurs, en trait
discontinu sont celles concernant les bactéries, L = 32.

ces régimes intermédiaires, nous pourrons observer alors des fluctuations de den-
sité, des structures transitoires sous la forme de jets ou de tourbillons. Nous y
constatons aussi des courbes de diffusion & deux comportements. A temps long,
la diffusion est normale; & temps court, elle est sur—diffusive : (A7?) o t#, avec
1~ 1,7, voir la figure 5.2.

Qualitativement, les courbes de diffusion pour les bactéries ou les traceurs,
quelle que soit I'interaction choisie, sont identiques. Il existe un décalage sur les
repésentations en échelle logarithmique. Celui-ci provient d’écarts sur la valeur
du coefficient de diffusion effectif :

(5.10)

mais ces différences ne peuvent pas étre considérées de maniére quantitative
puisque de nombreux paramétres ont été fixés arbitrairement. Le coefficient de
diffusion, mais aussi la vitesse élémentaire moyenne (|%/|(t = 0)) des traceurs dé-
pendent des régles microscopiques d’interaction. Nous construisons alors dimen-
sionnellement un temps typique de diffusion :

D
TP = — (5.11)

SN2
(|71)
que nous espérons indépendant du choix des régles. Sur la figure 5.3, nous ob-

servons ces temps en fonction de la densité. Méme s’ils sont du méme ordre de
grandeur, surtout dans la phase décorrélée, il y a des différences entre chacune
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des interactions. La comparaison de chacun de ces temps avec celui défini pour les
bactéries montre une autre facette de ces différences (encart de la figure 5.3). Alors
que les traceurs suivant l'interaction A gardent une diffusion trés comparable a
celle des bactéries, ceux régis par les régles B et C ont des comportements qui
s’écartent de celui des particules actives au fur et & mesure que nous approchons
de la transition.

6
T
T 2
rT/tB
5 g
4 |
1 3
_ i
3 D
p
0 T
2 2 3 4
14 D
p
0 \
2 3 4

F1G. 5.3 — Comparaison des temps typiques de diffusion en fonction de la densité.
Sont représentés les cas A (¢), B (O) et C (o), de méme dans ’encart pour leur
rapport au temps de diffusion des bactéries

5.4 Discrimination des meilleures régles microsco-
piques

Les derniéres remarques nous poussent a creuser davantage la comparaison
entre les régles microscopiques s’appliquant aux traceurs. Le but d’une telle com-
paraison serait de définir la meilleure régle. Mais en quel sens serait-elle meilleure ?
Meilleure devrait signifier plus naturelle, plus proche de I'expérience. Pour cela,
nous allons réaliser des tests similaires a ceux réalisés dans l’expérience de X.-
L. Wu et A. Libchaber, et les comparer entre eux. Insistons sur le fait que nous
ne recherchons pas un accord parfait entre expérience et simulations. D’une part,
parce que ce n’est pas possible, mais d’autres parts, parce que ce n’est pas souhai-
table. Nous ne cherchons pas a imiter la nature, ce qui impliquerait I'introduction
de pléthore d’autres phénoménes, mais a la comprendre.
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0.1 0.2 0.3 0.4

0.1 0.2 0.3 0.4

FiG. 5.4 — Etude de la loi de Stokes en fonction du choix des interactions :
coefficient effectif de diffusion des traceurs en fonction de 'invers du rayon des
traceurs suivant la régle A (¢), et, dans les encarts, suivant les régles B (O) et C
(o), L = 32.

Nous avons réalisé des simulations visant a tester ’emploi de la loi de Stokes.
Les expérimentateurs n’ont recherché qu’une tendance en utilisant deux rayons
de traceurs différents. Nous pouvons faire mieux en explorant toute une gamme
de rayons. Nous obtenons des résultats concordant avec la loi de Stokes unique-
ment avec l'interaction A. Dans ce cas, la courbe du coefficient de diffusion effectif
(figure 5.4) est raisonnablement linéaire en fonction de 'invers du rayon des tra-
ceurs. Les barres d’erreur que nous avons portées sur ce graphique proviennent
de la qualité de la régression linéaire effectuée sur les courbes du déplacement
carré moyen. Les autres régles voient leur diffusion augmenter avec le rayon. Ce
qui est assez compréhensible, si I’on considére que le module de I'interaction de
ceeur dur croit avec le rayon (voir ’équation 5.1). Or le mouvement des traceurs
régi par les régles B et C est essentiellement gouverné par les chocs.

Puis nous avons mesuré les caractéristiques statistiques de la vitesse des tra-

ceurs : moyenne (|v|) et variance v2_. Les variations de v2_ en fonction du rayon

rms- rms
des traceurs fournissent un test au théoréme de ’équipartition de I’énergie. Certes
celui-ci ne doit pas étre nécessairement conservé, puisque les modéles étudiés sont
hors d’équilibre. Cependant nous pouvons observer ce qu’il devient et comparer
nos résultats aux résultats expérimentaux. A nouveau, seule la régle A a un com-

portement compatible avec I’expérience. D’une part, nous trouvons que le rapport
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FiG. 5.5 — Etude de I’énergie cinétique en fonction de I'inverse du rayon des
traceurs : variance de la vitesse des traceurs suivant la régle A (o), et, dans les
encarts, suivant les régles B (O) et C (o), L = 32.

carré des vitesses est linéaire en fonction du rapport des rayons (fig. 5.5), ce qui
confirmerait les conclusions rapportées dans [99]. D’autre part, les deux autres
régles ont un comportement anormal vis-a-vis de 1’équipartition de I’énergie. La
vitesse Vs croit avec le rayon, c’est-a-dire avec la masse.

Enfin, nous avons étudié la vitesse moyenne et sa variance lorsque varie la den-
sité de bactéries (figure 5.6). Celles-ci augmentent avec la densité pour les régles
B et C. Pour A, les courbes sont légérement décroissantes. Les faibles variations
de vms sont en accord avec les expériences. En revanche, il n’y pas d’argument
a priori pour déterminer comment doivent varier les grandeurs statistiques en
fonction de la densité.

Les trois études, respectivement de loi de Stokes, de 1’équipartition de I’éner-
gie, et du comportement en fonction de la densité, sont symptomatiques de 1’ad-
ditivité de la force due au volume exclu. Les deux premiers tests nous font penser
que l'interaction A est plus adéquate. D’autres régles auraient pu étre testées.
Notamment, le paramétre de masse réduite prg peut étre relié a la taille des
particules en présence : purg = (Rp/Rr)¢. Dans la suite, nous allons étudier les
propriétés de diffusion a rayon de traceur constant et nous préférerons la régle A
aux autres regles.
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F1G. 5.6 — Caractéristiques statistiques de la vitesse des traceurs en fonction de
la densité de bactéries. A (¢), B (O) et C (o), L = 32.

5.5 Etude du régime intermédiaire

Un des points que nous avons soulevé lors de la lecture de ’article de X.-L. Wu
et A. Libchaber était que I’analyse des courbes de diffusion a été réalisée en fixant
le comportement & temps court comme étant balistique. Pour éviter ce biais, nous
modélisons les courbes par 1’équation suivante :

4Dt

(AF?)(t) = OOEESE

(5.12)
A temps long, nous retrouvons la diffusion brownienne (A7?) (t) ~ 4Dt, alors
qu’a temps court nous autorisons n’importe quel comportement anormal, dés que

pw>1:
4DtH
—9 ~
(AP ) = S

L’équation 5.12 ajuste trés raisonnablement nos courbes de diffusion. Cela nous

(5.13)

permet de déterminer le temps caractéristique de changement de régime t., la
diffusion a temps long D et la longueur caractéristique de changement de régime
le = /(A7?)(t.). Cette derniére se déduit directement de 1'équation 5.12 :

12 =2Dt, (5.14)
Nous obtenons aussi les valeurs de I’exposant de diffusion p ~ 1,7.
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F1G. 5.7 — Courbes du temps caractéristique, de la longueur caractéristique et du
coefficient de diffusion. Sont représentées les données correspondant aux bactéries
(A) et aux traceurs suivant la régle A (o), L = 32.

Les temps caractéristiques sont trés similaires entre les bactéries et les traceurs
régis par la régle A (voir la figure 5.7(a)). Pour comparer les autres grandeurs,
nous les avons normalisées de maniére a obtenir des temps, par 'intermédiaire de
la moyenne des vitesses. Deux conclusions sont a tirer des figures 5.7(b) et (c).
D’abord ces temps mesurés sur les bactéries ou sur les traceurs sont trés sem-
blables. Ceci renforce notre sentiment que le comportement des traceurs refléte
parfaitement celui des bactéries. Ensuite, ces temps sont trés différents des me-
sures directes du temps caractéristique. Or I,/ (|v]) et D/ (|v])* correspondent a
un régime microscopique balistique. Ceci confirme que les comportements collec-
tifs ne ménent pas & une dynamique balistique des traceurs.

En changeant de regles d’interaction, nous obtenons des résultats qualitati-
vement semblables (figure 5.8). Mais 1’écart quantitatif entre les grandeurs des
bactéries et des traceurs s’accroit si nous considérons la régle A, B ou C.

Dans Darticle [99], les auteurs observent une dépendance quasi-linéaire des
grandeurs caractéristiques de changement de régime en fonction de la densité de
bactéries. Or nous obtenons des courbes qui divergent & densité croissante. Ces
résultats sont-ils conciliables 7 Nous pensons qu’ils le sont. Lors des simulations,
nous pouvons approcher aussi prés que nous le voulons du point de transition p;.
Dans I’expérience, nous ne savons pas a quelle distance de p; nous nous situons.
Ainsi, nous pensons que ’expérience a été réalisée loin du point de transition.
Les grandeurs mesurées ne varient alors que tres lentement, quasi-linéairement.
De plus les longueurs caractéristiques ne dépassent pas la valeur du diamétre
des traceurs. Lorsque nous nous approchons plus prés du point de transition, la
divergence des échelles apparait. Exactement au point de transition, il ne subsiste
plus que la diffusion anormale : le temps t., la longueur I. et le coefficient de
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diffusion D sont infinis. La nature des divergences ainsi que la valeur de I’exposant
de diffusion p sont quant a elles caractéristiques du type de transition en ceuvre
dans le systéme.

(b) (©)

200

1 J<vl> v | DI’

150 A

100 -

F1G. 5.8 — Courbes du temps caractéristique, de la longueur caractéristique et du
coefficient de diffusion en fonction des régles d’interaction. Nous avons fait figurer
les bactéries (A) et les traceurs suivant les régles B (O) et C (o) , L = 32.

5.6 Influence des bruits

Nous avons vu dans le Chapitre 3 que le choix du bruit n’était pas sans
conséquence sur les transitions. Les deux modéles ont des transitions de phase
dans le plan (n; p). Mais, quand il s’agit de Brl la transition est continue, alors
qu’elle est discontinue avec Br2. Cependant toute la phénoménologie ne change
pas quand on passe d’'un modeéle & ’autre. Ainsi le comportement & temps court,
les définitions de t., [. et D et les propriétés microscopiques des traceurs sont
conservées.

Les différences apparaissent lorsque nous approchons de la densité de transi-
tion p;. Sinous étudions les grandeurs caractéristiques du régime intermédiaire en
fonction de la densité réduite ¢ = 1—p/p;, nous observons (figure 5.9) que celles-ci
suivent des divergences algébriques en s’approchant de ¢ = 0 dans le modéle Brl-
Fr. Ces divergences sont beaucoup plus rapides avec Br2-Fr. Notons que toutes les
simulations présentées dans ce chapitre ont été réalisées a petites tailles et donc
soumises a des erreurs systématiques. La nature exacte des divergences peut donc
étre difficile & mettre en lumiére. Nous ne pouvons que constater la différence de
comportement et supposer que, dans un systéme a la limite thermodynamique,
les divergences algébriques sont conservées, et que les divergences dues au bruit
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Fi1G. 5.9 — Comparaison des comportements des bactéries suivant le choix du
bruit. (a) temps caractéristique, (b) longueur caractéristique de changement de
régime et (c) coefficient de diffusion en fonction de la densité réduite en échelle
logarithmique pour les modéles Brl-Fr (A) et Br2-Fr (o), L = 32. Nous avons
ajouté un décalage sur les ordonnées des différentes courbes réalisées a partir du
modele Brl-Fr afin d’améliorer la lisibilité de la figure.

Br2 se transforment en discontinuités. Cette hypothése provient directement de
I’étude des effets de taille présentée dans le Chapitre 3.

Le temps t. et la longueur /. sont des manifestations des corrélations entre
bactéries & temps court. Ce sont donc des mesures du temps d’autocorrélation 7
et de la longueur d’autocorrélation £. Ces mesures sont indirectes, réalisées sur
de petits systémes, nous ne devons donc pas en attendre des résultats trés précis.
En régle générale, on observe que les variations du temps en fonction de la lon-
gueur d’autocorrélation suivent une loi algébrique. Dans le cas des phénoménes
critiques (voir Annexe D), c’est une loi d’échelle d’exposant z. Nous avons vu
précédemment qu’une bonne mesure de I’exposant dynamique dans nos modéles
est : z = 2,65(15). Nous avons mesuré ici que ¢, oc IS avec ¢ ~ 1,5; cette rela-
tion est vérifiée sur les bactéries et sur les traceurs qu’elles que soient les regles
microscopiques utilisées (figure 5.10(a) et encart).

Dans les transitions du premier ordre, il y a aussi une loi de puissance mais
dont I'exposant s’écrit en fonction de la dimension du systéme [67] :

T &r (5.15)

Ici d = 2, nous devons donc observer une dépendance linéaire. Nous le vérifions
par mesure directe (voir figure 3.14) et indirecte avec une précision raisonnable
(figure 5.10(b)).

Enfin, le comportement diffusif au point critique d’un systéme thermodyna-
mique est différent d’'un modéle a I'autre. Dans les chapitres 2 et 3, nous avons
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F1G. 5.10 — Variations du temps caractéristique en fonction de la longueur ca-
ractéristique de changement de régime. (a) bactéries suivant le modéle Brl-Fr, en
encart : courbes concernant les bactéries (A) et les traceurs suivant les régles A
(¢), B (O) et C (o), en échelle logarithmique. (b) modéle Br2-Fr. L = 32.

montré que la diffusion critique du modéle Brl n’est pas banale et que I’exposant
de diffusion u est relié aux exposants critiques par la relation d’échelle 2.30. Nous
avons mesuré sa valeur p = 1,66(6).

Au point de transition du modéle Br2, nous avons vu qu’il y a coexistence
des phases. Si la tension de surface due a l'interaction d’alignement est nulle,
cette coexistence est uniquement temporelle. Cela signifie que le systéme passe
alternativement d’une phase ordonnée & une phase désordonnée. C’est ce qui a
été observé jusqu’a la taille L = 512. Pour un systéme de taille infini, celui-ci
reste bloqué dans une des deux phases. Si la mesure est effectuée dans la phase
ordonnée, alors u = 2. Si elle est réalisée dans la phase désordonnée, alors y = 1.

La diffusion d’un tel systéme en grande taille, bien que finie, doit étre calculée
avec prudence. Si aucune précaution n’est prise, par exemple si la diffusion est
mesurée sur des périodes comprenant plusieurs alternances de phase, la mesure
en échelles logarithmiques fournira un exposant non banal. Or la diffusion d’un
marcheur qui alterne des périodes égales de marche aléatoire et de trajectoire
balistique est simplement polynomiale.

En conclusion deux modéles sont possibles. Les comportements des grandeurs
caractéristiques de la diffusion dans l’expérience de X.-L. Wu et A. Libchaber
correspondent a ’approche du point de transition des modéles. Dans chacun de
ceux-ci, il y a divergence des grandeurs caractéristiques avec ’augmentation de
la densité de bactéries. Ce n’est pas observé dans I'expérience. Nous supposons
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que cela est dii au fait que les conditions expérimentales sont trop éloignées du
point de transition. Ce pose ensuite la question du choix de modéles pour décrire
I’expérience. Dans le modéle Brl, toutes les divergences sont algébriques, d’expo-
sants non banales. Dans Br2, la courbe du temps d’autocorrélation en fonction
de la longueur d’autocorrélation doit rester linéaire. De plus, la diffusion au point
de transition doit étre soit brownienne, soit balistique. Seules de nouvelles expé-
riences pourraient permettre un choix sur la nature du bruit.
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6.1 Description des modéles utilisés

Dans la nature, il est rare que nous puissions considérer le systéme étudié
comme étant a densité homogéne. Nous ’avons rappelé dans l'introduction, le
probléme biologique est d’abord la formation d’'un groupe, puis celui de sa mise
en mouvement. Aprés avoir étudié cette transition de phase de I’'immobile vers
le mobile, nous allons maintenant étudier I'existence du groupe et ses évolutions
possibles lors de la mise en mouvement *

Nous cherchons donc deux ingrédients a appliquer & chacun des animoides :
I’aptitude a suivre ses voisins et la possibilité de rester proche de ses voisins. Pour
cela, nous conservons la base des modéles précédemment présentés Brl et Br2,
terme d’alignement et bruit. Nous y ajoutons un couplage d’interaction & deux
corps. Celui-ci doit posséder une partie répulsive, définissant le volume exclu de
chacun des individus, une partie attractive, introduisant la cohésion dans notre
modéle. Nous avons choisi une force linéaire par morceaux, ainsi le potentiel dont
elle dérive est harmonique (figure 6.1).

4Ce chapitre, ainsi que le suivant, a donné lieu & un article qui est actuellement en phase de
lecture par un comité de rédaction de la revue Physica D.
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F1G. 6.1 — Force utilisée pour étudier les propriétés de cohésion.

La force appliquée s’écrit, en fonction de la distance entre les centres des
animoides 7;; et le vecteur €;;, unitaire et dirigé de I'individu numéroté ¢ vers
I’individu j :

—00 si i < R,

r — i'_Re .

fij = €j i—J—EG_Re si Re<ry <Ry, (6.1)
1 SiRa<7‘z’j<R0.

Nous avons ainsi défini un animoide comme un disque impénétrable de rayon R..
La gamme suivante de distances voit I'existence d’une position d’équilibre en R,.
Au-dela de R,, l'interaction est purement attractive. Comme dans les modéles
précédent, nous avons introduit une distance de coupure Ry. Nous avons fixé les
valeurs des rayons R. = 0,2, R, = 0,5, R, = 0,8 et Ry = 1,0. Nous notons Fh
les modéles comprenant ce couplage. L’orientation de la vitesse dans chacun des
modéles, avec la force ainsi définie, devient :

0 = ag o} T+ By

i~ j~i

+ nff , pour Brl — Fh, (6.2)

0t = arg a7 +,62ﬁj + j\/;na'f] , pour Br2 — Fh. (6.3)

i~ j~i

Les bruits scalaire et vectoriel ont les mémes propriétés que dans le Chapitre 3.
Nous avons introduit deux nouveaux paramétres « et S permettant de régler le
poids relatif des termes d’alignement et de cohésion. Ils assurent aussi I’homogé-
néité des équations précédentes. Il ne faut pas confondre ces notations avec celles
des exposants critiques définie dans la Partie I.

Toutes les interactions et les sommes des équations 6.2 et 6.3 sont calculées
sur un voisinage j ~ ¢. Nous désirons éviter tout couplage global, nous avons donc
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6.1. Description des modéles utilisés

modéle | At | wvg Ro | R, | Re | Re n «a I} p N
Br1-Fh 170051 (08]0,5](0,2]][0;1] | [0;1 1 2—4 [210;213]
Br2-Fh 11005 1 08]|0,5]0,2 1 0;3] | [0;10%] | [27%2710] | [2%;214]

TAB. 6.1 — Paramétres des simulations avec cohésion.

porté une attention toute particuliére a la définition de ces voisinages. Le pre-
mier critére utilisé est ’appartenance a un disque de rayon Ry. En observant des
films de nos simulations, nous avons observé que les particules peuvent condenser
en phase cristalline avec plusieurs couches de particules voisines. Outre le fait
qu’a petite taille le rayon d’interaction peut alors contenir une grande part de
la population, le couplage devenant alors global, ces modéles présentent aussi de
multiples phases pour lesquelles le nombre de couches de voisins intervient comme
paramétre. En quelque sorte, le résultat était trop complexe, pas assez régulier et
I'interaction n’était peut-étre pas assez globale. Nous avons donc décidé de res-
treindre la définition du voisinage aux plus proches voisins. Dans une dimension
supérieure a 1'unité, en espace continu, leur détermination n’est pas simple. Nous
avons utilisé un pavage de Voronoi et avons construit un algorithme permettant
de le dessiner. Les définitions de I'un et I’autre sont fournies dans 1’Annexe E.

Comme dans la Partie I, le module de vitesse est constant et nous sommes
donc toujours devant la méme alternative pour le choix de la valeur de vy. De plus
nous avons une contrainte supplémentaire, nous recherchons des états cohésifs en
espace ouvert. Pour cela, il faut que le déplacement élémentaire vyAt soit petit
devant la distance d’équilibre R.. Ainsi il sera plus difficile & un animoide de
s’échapper de ses voisins. Conservant le pas de temps élémentaire fixé a 'unité,
nous avons choisi vg = 0,05. Cette vitesse est trés petite. Mais les transitions
de mise en mouvement étant déja caractérisées, la nécessité d’un fort mélange
hydrodynamique ne se fait pas autant sentir. Cependant, les effets de taille sur
les transitions de cohésion pourraient dépendre de vg. Ce point reste & explorer.

Avant d’étudier les comportements dynamiques des modéles présentés, ajou-
tons une remarque d’ordre méthodologique. Par la suite, nous allons suivre des
troupeaux de taille N au cours du temps en choisissant un jeu de paramétres géo-
métriques et dynamiques. L’espace aura une taille L et des conditions aux bords
périodiques. Cela nous fixera une densité globale p = N/L?. Les paramétres dy-
namiques, inclus dans les équations 6.2 et 6.3, quant a eux, ne sont pas tous
indépendants. En effet, la fonction arg est homogéne. Pour toute constante réelle
non nulle A\, et tout vecteur #, I’argument du vecteur vérifie :

arg (\i) = arg (1) . (6.4)

Parmi le triplet (a, 8,7), seuls deux paramétres sont libres. Mais, nous ne pou-
vons pas les choisir de maniére équivalente, suivant le modéle considéré. Dans
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Brl-Fh, voir I’équation 6.2, le bruit est ajouté aprés le calcul de la direction de
Iinteraction. Il est donc indépendant et les paramétres « et 8 sont liés. On peut
choisir 'un ou l'autre et fixer le second. Nous avons choisi de faire varier o en
maintenant fixé 5 = 1,0. Dans le modéle Br2-Fh, nous pouvons en choisir arbitrai-
rement deux parmi les trois; ce sera « et 3, le bruit étant fixé n = 1,0. L’ensemble
des paramétres est résumé dans le tableau 6.1.

6.2 Les différentes phases possibles

Quel que soit le modéle considéré, nous observons que les comportements
typiques sont semblables, que les changements de comportements sont aussi trés
similaires. Seules changent réellement les propriétés de mise en mouvement. Mais
nous le savons déja d’apreés ce qui précéde. Notre étude porte donc essentiellement
sur I’'un de ces modéles, Br2-Fh.

6.2.1 Description

A petite taille, nous avons répertorié six catégories de comportements pos-
sibles. Quatre d’entre elles sont portées sur la figure 6.2. Commencons par celle
qui n’y est pas représentée : le gaz. Il est constitué de particules qui suivent une
marche aléatoire, semblant ignorer leurs voisins. En augmentant la cohésion, nous
avons observé 'existence de groupes. D’abord, ils n’y a pas d’ordre particulier a
I'intérieur de ceux-ci. Nous les avons appelés gouttelettes, ou phase liquide (fi-
gures 6.2(c) et (d)). Un état encore plus cohésif implique ’apparition d’un ordre
au sein des troupeaux. Nous y reconnaissons une symétrie d’ordre six sur les po-
sitions des individus (figures 6.2(a) et (b)). Nous nommerons cette phase solide
ou cristalline.

Les deux états cohésifs présentés précédemment existent pour des troupeaux
fixes (figures 6.2(a) et (c)), ou en mouvement (figures 6.2(b) et (d)). Rappelons
que les particules simulées sont en mouvement permanent. Dans le solide immo-
bile, elles oscillent donc sans cesse autour de leur position d’équilibre.

Enfin, a petite taille, la phase gazeuse semble posséder aussi deux états dis-
tincts de mouvement. Le gaz mobile est composé de petits agrégats se déplacant
rapidement. Les petits troupeaux ne semblent pas figés, mais s’échangent des indi-
vidus. Au Chapitre 8, nous étudions plus précisemment cet état et nous essayons
de répondre a la question de son existence a la limite thermodynamique.

Notre point de vue n’a été jusque la que descriptif. Sur de petites simulations,
a densité fixée, il semble exister différentes phases de cohésion et de mouvement.
Il faut maintenant étudier les propriétés physique de chacun d’entre-elles, puis
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F1G. 6.2 — Les différents états cohésifs présents dans nos modéles. Les simulations
présentées comptent 128 animoides sur un espace de taille L = 32 et ont été
réalisées avec le modeéle Br2-Fh a bruit constant n = 1,0. (a) cristal immobile :
a = 1,0, 8 = 100,0, 20 pas de temps successifs sont tracés. (b) cristal volant :
trois instants séparés de 120 pas de temps sont représentés, o = 3,0, 5 = 100,0.
(c) gouttelette immobile : « = 1,0, § = 2,0, 20 pas de temps successifs sont
tracés. (d) gouttelette volante : & = 3,0, 8 = 3,0, 20 pas de temps successifs sont
représentés. Les fléches indiquent la direction du mouvement
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définir le type de transition qui permet de passer des unes aux autres. Enfin,
nous devons pouvoir dessiner un diagramme des phases.

6.2.2 Propriétés microscopiques

Certaines propriétés sont visuelles. Ainsi nous pouvons voir facilement s’il
existe un groupe ou non. En revanche, les propriétés de mouvement a I'intérieur
du groupe ne sont compréhensibles qu’a partir des mesures de diffusion. De plus,
certains mouvements ont des temps caractéristiques trés lents, I’observation qua-
litative ne suffit alors plus. Pour étudier les phases cohésives, nous introduisons
une grandeur dérivée de I’étude des traceurs passifs [21|. Nous prenons & un ins-
tant donné deux voisins au sens de Voronoi, nous mesurons au cours du temps la
distance entre ces deux individus et nous moyennons cette quantité :

i) =5 Tay E ) (69

B .
Cet écart, que nous appellerons écart relatif moyen, a ’avantage d’étre indépen-
dant du référentiel dans lequel on observe le troupeau. De plus, dans le cas d’un
solide idéal, nous nous attendons a ce que 1’écart relatif moyen soit constant et
égal au carré de la distance d’équilibre R%. Dans la phase liquide, il doit croitre
comme le déplacement carré moyen lors d’une diffusion brownienne.

C’est, effectivement ce que nous observons dans le cas du liquide fixe & temps
long (voir figure 6.3(a)). A temps court, nous observons une sous—diffusion : les
particules restent prisonniéres de leurs voisins durant un temps 7, dit de piégeage.
Lorsque le systéme approche du point de transition, ce temps diverge. Nous avons
défini 7 comme étant le temps nécessaire pour que 1’écart relatif soit supérieur ou
égal a la distance de coupure au carré RZ. Dans I'encart de la figure 6.3(a), nous
montrons que les courbes se superposent parfaitement lorsque nous renormalisons
le temps par 7. Toutes ces propriétés confirment notre intuition quant au bien-
fondé de I'existence de la transition étudiée.

Enfin, ce que nous avons décrit dans la phase fixe est observable aussi dans
la phase en mouvement (voir la figure 6.3(b) et 'encart associé). Cependant, la
croissance de I’écart relatif moyen n’est pas linéaire, mais elle est plus rapide.
Nous étudions cette différence au Chapitre 8.

Contrairement & la plupart des systémes a I’équilibre, il n’y a pas d’invariance
par translation dans notre probléme. Il n’y a donc pas de raison pour que les
comportements observés soient isotropes a l’intérieur des troupeaux. Pour étudier
cette possible anisotropie, nous divisons le troupeau en secteurs. Nous définissons
tout d’abord le centre de masse G du troupeau, puis le rayon carré moyen (r?);
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F1G. 6.3 — Variations de I’écart relatif moyen. 10000 animoides ont été suivis au
cours du temps sur un espace L = 400, p = 1/16 le long des transitions ((a) et
(b)) ou en fonction de leur localisation dans le troupeau ((c) et (d)), en échelle
logarithmique. Pour chacune des courbes, le modéle Br2-Fh a été utilisé avec un
bruit constant n = 1,0. (a) gouttelette fixe (o« = 1,0) du liquide vers le solide
(du haut vers le bas : 8 = 25,0, 35,0, 45,0 et 150,0). La ligne discontinue a une
pente unité. (b) gouttelette en mouvement (o = 3,0) du liquide vers le solide
(du haut vers le bas : 8 = 40,0, 55,0, 75,0 et 150,0). En encart : renormalisation
des courbes par le temps de piégeage. (c) gouttelette liquide fixe, a = 1,0 et
B = 40,0. (d) gouttelette liquide volante, o = 3,0 et § = 40,0. Dans ces deux
derniéres figures, les lignes continues concernent la globalité du troupeau, les
lignes pointillées la région centrale, les lignes discontinues la téte, les traits mixtes
I’arriére du troupeau. En encart, les mémes courbes en échelle linéaire pour la

région de téte, la droite continue sert de comparaison.
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F1G. 6.4 — Définitions des secteurs étudiés a I'intérieur d’un troupeau. Le troupeau
montré posséde 4096 membres. Il vole et la fléche figure la direction de sa vitesse.

Le cercle en trait gras correspond au rayon carré moyen 4/(r2?). Les points noirs
sont les membres des secteurs du cceur, de la téte et de la queue du troupeau.

si r; est la distance entre I'individu numéroté 7 et le point G :
() = =¥, (6.6)
N5

alors le coeur du troupeau est composé des individus dont la distance au centre
de masse est telle que r; < 1/(r?)/4. Pour définir la téte et la queue du troupeau,

nous nous servons d’un critére sur la distance au centre (r; > /(r?)) et d’un
autre sur ’angle polaire défini entre la vitesse globale du troupeau et le vecteur
du centre de masse a la particule considérée :

v = (GM;, ) . (6.7)

Si; € [—%; g], I'individu est dans la téte, si ¢; € [%T; 9{], il est a l'arriére. La
figure 6.4 est un exemple de ce découpage.

[’analyse en secteurs nous montre qu’il n’y a pas d’anisotropie tant que le
troupeau est fixe (figure 6.3(c)). En effet, pour ceux-ci la symétrie par translation
est conservée. En revanche, ’anisotropie est forte dés qu’il y a mouvement glo-
bal. La diffusion la plus rapide a lieu pour les individus qui se trouvent dans la
téte, viennent ensuite ’arriére et le centre du groupe. Ces données sont intéres-
santes, car au niveau expérimental il doit étre possible d’effectuer le méme type

de distinction.
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Les bords contraignent donc fortement la dynamique des individus. Dans ’op-
tique de la recherche de comportements asymptotiques, le coeur seul nous inté-
resse. En augmentant la taille du troupeau, ’extension d’une zone plus agitée
reste confinée sur les limites du troupeau. L’influence des bords s’estompe donc.
Nous avons 1a une présomption pour I'existence d’effets de taille finie concernant
la transition de phase liquide-solide, et un argument pour penser qu’une limite
thermodynamique existe. Tout d’abord, déterminons le diagramme des phases a
taille finie.

6.3 Détermination du diagramme

6.3.1 Définition des paramétres d’ordre et nature des tran-
sitions

En ce qui concerne la transition gaz-liquide, le parameétre d’ordre utilisé est le
nombre n de participants au plus gros agrégat normalisé par le nombre N total
d’individus. Nous définissons un agrégat comme 1’ensemble des individus connec-
tés par une relation de voisinage. L’algorithme implanté dans nos programmes
est Palgorithme de J. Hoschen et R. Kopelman [49]. Le nombre d’individus dans
un groupe pourra aussi étre appelé masse de 1’agrégat.

Dans la phase gazeuse, il n’y a pas de groupe macroscopique. Ainsi, on observe
que (n/N) ~ 0, avec des corrections en N~!. Dans la phase cohésive, le paramétre
d’ordre atteint toujours le maximum : n/N = 1.

Pour définir la transition liquide-solide, un premier critére possible est la di-
vergence du temps de piégeage. Nous avons vu qu’il est bien défini. Mais I’incon-
vénient de la mesure d’'un temps qui diverge est qu’il est difficile de prévoir le
temps de calcul nécessaire a sa mesure. Cet argument pratique nous a fait preé-
férer une grandeur construite dans le méme esprit que 1'écart relatif moyen (voir

Péq. 6.5) : 2
s (wm (- giem). 0

jri
ou les individus indicés par j sont les N;(t) voisins du i-éme point a I'instant ¢. Le
temps 7' est une constante, a taille de troupeau fixée. Pour fixer cette constante,
nous avons mesuré 7 dans la phase liquide & N = 1024. Puis nous avons choisi
T tel que T > 7. Enfin, a chaque taille de troupeau, nous calculons ce temps tel
que T o< N. L’idée est de laisser le temps a un marcheur aléatoire de traverser son
propre troupeau de part en part. Ainsi, dans la phase liquide, (A) = 1+ O(1/N).
Dans la phase solide, les écarts relatifs moyens sont quasiment constants, donc

(A) ~ 0,
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F1G. 6.5 — Nature des transitions de cohésion. Nous nous sommes placés a p =
1/16, L = 128, @ = 1,0, c’est-a-dire en phase fixe, n = 1,0 et avec le modéle
Br2-Fh. (a) paramétre d’ordre de la transition gaz-liquide. (b) paramétre d’ordre
de la transition liquide-solide. Nous avons fait figurer les seuils des transitions
Bar(L) et Brs(L). (c) distribution des masses des différents agrégats au point de
coexistence gaz-liquide, 8 = 1,0. (d) distribution du paramétre d’ordre A le long
de la transition du liquide vers le solide, 5 = 36,0 (trait continu), 5 = 48,0 (trait
pointillé) et § = 60,0 (trait discontinu).
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(a)
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F1G. 6.6 — Coexistence de phases dans la transition vers ’ordre de position. Nous
observons 5000 pas de temps des trajectoires de 512 animoides dans le référentiel
lié & leur centre de masse et duquel nous avons enlevé les mouvements de rotations
globales. Le modéle utilisé est Br2-Fh & bruit constant, n = 1,0. (a) : dans la phase
mobile, o = 3,0, § = 70,0. La fléche représente la direction du mouvement. (b) :
dans la phase fixe, a = 1,0, 8 = 50,0.

Sur les figure 6.5(a) et (b), nous observons les paramétres d’ordre de cohésion
pour les transitions du modéles Br2-Fh, mais les comportements obtenus avec
I’autre modéle sont similaires. Les courbes sont abruptes, mais rien de particu-
lier ne nous permet de préjuger de la nature de ces transitions. Si nous étudions
la distribution des valeurs du paramétre d’ordre au voisinage de la transition (fi-
gures 6.5(c) et (d)), nous observons une zone de coexistence de phase, ce qui est ty-
pique des transitions du premier ordre, comme nous le rappelons dans I’Annexe C.
Ce résultat est assez satisfaisant vis-a-vis des transitions d’états de la physique a
’équilibre puisque les transitions de liquéfaction (réciproquement d’évaporation)
et de solidification (réciproquement de fusion) sont des transitions du premier
ordre.

Lors de la transition de cohésion des troupeaux, la coexistence est essentiel-
lement spatiale : il existe sur ’espace des troupeaux de tailles différentes. Mais
c’est aussi un processus dynamique, dans le sens ot, a taille finie et & densité non
nulle, il y a des échanges entre les troupeaux et le gaz d’individus indépendants
qui les entoure et qui constitue une vapeur de pression saturante.

La coexistence de phases dans la transition liquide-solide se traduit par la
présence dans le méme troupeau de zones liquides et de zones solides. Elle est liée a
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la présence des bords et & ’anisotropie du troupeau. En effet la présence des bords
induit une certaine frustration sur la position des animoides du fait que la position
de plus grande stabilité pour un membre d’un cristal est au centre de la maille
cristalline, i.e. au centre d’'un hexagone dans le cas présent. Cette configuration
est impossible aux bords du troupeau. Lorsque la cohésion est assez forte, cette
frustration est gelée. Mais a I’approche de la fusion du cristal, le désordre apparait
13 ot la frustration est la plus grande. Les troupeaux immobiles ont des propriétés
microscopiques isotropes (figure 6.3(c)). Les parties liquides apparaissent donc
d’abord & la périphérie, alors que le cceur reste cristallin (figure 6.6(b)). Lorsqu’il
y a mouvement, la partie la plus agitée est située dans la téte (figure 6.3(d)).
Les bords latéraux peuvent donc étre solides tandis que la téte a déja fondu
(fig. 6.6(a)).

Enfin, il y a les transitions de mouvement. Nous conservons la méme méthode
que celle utilisée dans la Partie I. Le paramétre d’ordre est la vitesse moyenne sur
la totalité des individus ¢. Sur les visualisations directes des phases du modéle
Br2-Fh, nous observons un changement de comportement du gaz en augmentant
le terme d’alignement a. Des petits groupes apparaissent plus souvent, et se
déplacent aussi plus rapidement. La phase reste gazeuse, puisque le paramétre
d’ordre reste petit n/N < 1. Mais les groupes formés ont un mouvement plus
rapide qu’une simple marche aléatoire. Pour savoir si nous sommes face a une
phase particuliére, nous définissons un nouveau paramétre : la vitesse moyenne
calculée sur le plus gros agrégat C présent dans le gaz : ¢¢. Bien siir, les transitions
de mise en mouvement gardent les propriétés que nous avons étudiées dans la
Partie I. En revanche, les liens entre cohésion et mouvement n’ont rien d’évident
et sont étudiés au Chapitre 8.

6.3.2 Les diagrammes des phases

Les transitions étudiées étant du premier ordre, nous utilisons le cadre théo-
rique des transitions discontinues dans les systémes a I’équilibre (voir Annexe C).
Nous avons vu dans le Chapitre 3 que cette analogie fonctionne bien pour les
transitions de mise en mouvement et nous supposons qu’il en est de méme pour
les transitions dues a la cohésion. Pour cela, il faut d’abord déterminer les pro-
priétés asymptotiques du paramétre d’ordre, et notamment ses valeurs de part et
d’autre de la transition et au point de transition (voir Annexe C).

Dans aucune des simulations réalisées nous n’avons observé de régime linéaire
s’appliquant aux paramétres d’ordre concernant la cohésion ou I’ordre interne des
troupeaux en fonction de chacun des paramétres de controle. Nous sommes donc
enclins & penser que les transitions sont symétriques et que les valeurs asymp-
totiques des parameétres d’ordre de part et d’autre de chacune de ces transitions
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6.3. Détermination du diagramme

sont 1 et 0, et que la valeur seuil telle que définie dans I’équation C.4 vaut 1/2.

C’est donc ce critére que nous utilisons pour déterminer les points de transitions
(voir figure 6.5(a) et (b)) :

(2 ) -
(A) (Bus) =

, pour la transition gaz — liquide, (6.9)

N = DN =

, pour la transition liquide — solide. (6.10)

La difficulté premiére de ces simulations est de se placer dans le régime asymp-
totique. Pour étudier la transition liquide-solide, il suffit de former un troupeau,
les positions et les vitesses de chacun des individus étant choisies aléatoirement
a 'intérieur de celui-ci, et d’attendre sa thermalisation. Nous avons fixé le temps
de transitoire sous la forme Tirans. o< V.

Dans le cas de la transition de cohésion, nous cherchons & déterminer les para-
metres tels qu’un troupeau existe, ce qui est 1égérement différent de chercher ceux
tels qu'un troupeau se forme. Dans la premiére version, nous cherchons la limite
de cohésion, dans le second, il s’agit d’un probléme d’agrégation. Ici, nous partons
donc d’un troupeau déja formé, sans ordre intérieur. Dans la phase cohésive, une
dynamique interne se met en place, mais les individus ne quittent pas le trou-
peau. Dans la phase gazeuse, le troupeau se désagrége. Dans le chapitre suivant,
nous établissons une analogie avec une goutte qui s’évapore et nous conservons ce
vocabulaire tout au long de notre propos. La fin du régime transitoire correspond
a la fin de I’évaporation.

Les transitions étant du premier ordre, il est imaginable que le systéme reste
bloqué dans un état métastable. Lors de la transition vers le solide, le bruit in-
trinséque au modéle est suffisamment fort pour obliger le systéme a explorer tout
I’espace des phases. Dans la transition de cohésion, les états métastables possibles
sont soit un troupeau qui est trop massif par rapport a sa valeur asymptotique,
soit un troupeau qui est moins gros, le complément étant regroupé en une autre
région de I’espace. Dans le monde physique, il s’agirait de sur—évaporation. Ce der-
nier cas est le plus défavorable. Pour le quitter, il faut que les deux groupes se re-
joignent. Dans le cas des gouttelettes immobiles, celles-ci suivent une marche aléa-
toire avec une vitesse petite, non nulle puisque le paramétre d’ordre ¢ converge
vers zéro comme L~%? (nous vérifions cette assertion au Chapitre 8). Le temps
nécessaire pour quitter cet état métastable peut donc étre trés grand. Dans la
phase volante, le probléme est moins crucial, la vitesse des agrégats étant de
I’ordre de vy. Comme nous travaillons en systéme bidimensionnel, nous sommes
siirs de visiter tous les états possibles pourvu que nous attendions assez long-
temps. Ceci signifie aussi que le probléme de la cohésion tridimensionnelle est
autrement plus difficile.
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FiG. 6.7 — Diagramme des phases du modéle Br2-Fh & bruit constant, densité
globale non nulle et taille finie. n = 1,0, p = 1/16, N = 2025, L = 180. Nous
avons utilisé les notations suivantes : G pour gaz, L pour liquide, S pour solide
et V pour volant. Les diagrammes de gauche et de droite sont réalisés avec le
méme systéme mais pour des échelles du terme de cohésion 3 différentes. Les
lignes discontinues correspondent au transition de mouvement.

Si on ne comprime pas trop le troupeau a I'instant initial, I’évaporation n’est
pas explosive : ce sont plutot des petits groupes qui quittent le troupeau principal.
Nous minimisons alors les risques d’obtenir un état sur—évaporé. Le régime sta-
tionnaire atteint, nous calculons les paramétres d’ordre. les moyennes peuvent étre
effectuées au cours du temps. Mais il est aussi possible d’effectuer des moyennes
sur les réalisations différentes en changeant la condition initiale, avant évapo-
ration. Au Chapitre 7, nous vérifions que ’évaporation d’'une gouttelette méne
effectivement a létat d’équilibre. Pour déterminer les lignes de transition, nous
procédons en fixant deux paramétres et en variant le troisiéme par dichotomie.
La précision de ce processus est porté dans les barres d’erreur.

Avec le modéle Br2-Fh, a taille finie N = 2025, & densité globale fixée p = 1/16,
et & bruit constant n = 1,0, nous obtenons le diagramme de la figure 6.7. Nous y
retrouvons les traits principaux décrits précédemment : toutes les phases dont le
gaz volant. A toutes les lignes correspond une transition du premier ordre. Le seul
point vraiment étonnant concerne la déformation des lignes limitant les zones de
cohésion et d’ordre & ’approche de la transition de mouvement. Le Chapitre 8 est
dédié a I’étude et a la compréhension de cette région du diagramme des phases.

Le modéle Brl1-Fh posséde les mémes phases que le modéle Br2-Fh. Nous véri-
fions aisément le lien entre les paramétres « et 4. Conformément & nos remarques
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F1G. 6.8 — Diagramme des phases du modéle Brl-Fh a densité globale non nulle
et taille finie. p = 1/16, N = 1024, L = 128, a paramétre de cohésion constant
B = 1,0. Nous avons utilisé les notations suivantes : G pour gaz, L. pour liquide,
S pour solide et V pour volant. Les transitions de mouvement sont continues le
long des lignes en trait interrompu et elles semblent, étre du premier ordre le long
de la ligne en trait gras. La figure (b) est un aggrandissement de la figure (a)

concernant les équations 6.2 et 6.4, les transitions ont lieu a g = cste. Cette

constante dépend de ’amplitude du bruit. Lorsque nous fixons Iamplitude de
la cohésion (3, nous obtenons des transitions vers la cohésion et vers l'ordre de
position qui sont aussi du premier ordre. La mise en mouvement, quant a elle, cor-
respond & une transition continue, comme nous I’attendions. Cependant, il existe
une partie du diagramme pour laquelle cette transition est du premier ordre. Il
s’agit de la zone cristalline de la figure 6.8, a faible bruit n et faible alignement
a. A petite taille, la ligne de la transition de mise en mouvement des cristaux est
quasiment verticale, i. e. s’effectue a bruit constant, elle correspond donc & une
transition du premier ordre comme celle du modéle Br2-Fh.

Enfin, notons que, dans chacun des diagrammes représentés sur les figures 6.7
et 6.8, a certaines parties de la ligne de la transition de mise en mouvement
des troupeaux semblent correspondre des transitions de cohésion ou d’ordre de
position. Ainsi est—il possible de passer d’un liquide fixe & un liquide mobile en
passant par la phase gazeuse et d’un solide fixe a un cristal volant en passant par
la phase liquide. La route vers le mouvement semble donc passer par une phase
moins ordonnée. Le Chapitre 8 est destiné & comprendre cette remarque.
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Limite du troupeau infini sur un
espace ouvert
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Dans le chapitre précédent, nous avons mis en évidence I'existence de phases
sur des systemes de tailles restreintes et a densité globale p fixée. Tout d’abord,
nous devons prouver que ces phases, cohésives et ordonnées, existent dans la
limite thermodynamique et que ce ne sont pas de purs artefacts numériques. Cela
nécessite 1’étude des effets de taille. Ensuite nous devons nous demander si un
troupeau, dont les membres suivent un ordre positionnel ou non, peut perdurer
dans un espace ouvert. Nous appelons ce cas la limite a densité nulle, au sens ot un
espace ouvert est assimilé & un espace infini. Cette limite peut étre vue & nombre
fixé d’individus dans un troupeau. Mais nous pouvons nous demander aussi s’il
existe une limite thermodynamique (N — oo) sur un espace ouvert (p — 0). Le
but de ce chapitre est de montrer qu’il existe un diagramme des phases dans de
telles conditions. Nous n’utilisons que le modéle Br2-Fh, mais nous pensons que
cette étude est généralisable.

7.1 Evaporation d’une gouttelette

Nous avons imaginé deux méthodes pour parvenir a nos fins. La premiére ne
permet pas de conclure mais apporte des informations intéressantes sur notre
systéme. Voila pourquoi nous la présentons.

Dans le monde physique, un liquide isolé n’existe pas a densité nulle. Il est tou-
jours en équilibre avec une vapeur de pression saturante. Diminuer la densité glo-
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F1G. 7.1 — Dispersion des troupeaux. Nous avons placés des gouttelettes dans la
phase immobile gazeuse du modéle Br2-Fh (« = 1,0, § = 0,2 et n = 1,0) a faible
densité p = 1/256. (a) : temps moyen d’évaporation en fonction de la masse du
troupeau. Deux tailles sont représentées, L = 512 et L = 1024. (b) : surface
d’un troupeau en fonction de sa masse au cours d’une dispersion. Abscisses et
ordonnées ont été normalisées par la masse initiale. Les droites discontinues sont
portées a titre de comparaison.

bale, c’est effectuer une détente. Par la thermodynamique classique, nous savons
alors qu’il y a évaporation du liquide de telle maniére a atteindre un nouvel équi-
libre des pressions, ayant gardé la température constante. Précédemment, nous
avons observé l'existence de triplets de paramétres telles qu’une goutte contienne
la totalité des individus présents dans le systéme. Mais au point de transition il
y a coexistence du liquide et du gaz, donc existence d’une pression d’équilibre.

Nous voulons atteindre I’état stationnaire de la limite thermodynamique (N —
00) sur un espace ouvert (p — 0), ce qui signifie employer des systéme de taille
L > v/N.1ly a donc deux difficultés pour Iétude numérique de cet état. La
premiére est une question de temps de calcul. L’accession a 'etat stationnaire
nécessite un temps de thermalisation de ’ordre de N. Le second probléme est dii
a la mémoire nécessaire qui varie comme L2.

Une autre méthode possible est de considérer le régime transitoire. Qu’elle
que soit, la taille de la goutte, qu’elle que soit la taille de la boite qui entoure la
goutte, si elle est plongée dans des conditions qui sont opposées a son existence,
elle s’évaporera. Notre idée premiére est de dire que les effets de taille et les effets
de confinement sont négligeables dans la dynamique d’évaporation.

D’abord que peut-on dire de cette dynamique ? Dans le cas des systémes phy-
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7.1. Evaporation d’une gouttelette

siques classiques, par exemple un composé binaire, nous savons que la dynamique
d’'une goutte d’un alliage dans un autre est gouvernée par le conflit entre les
termes d’énergie volumique et surfacique. La résolution de ce probléme a mené
S. Allen et J. Cahn [3]| & écrire I'équation suivante :

Up = =YK, (7.1)

ou v, est la vitesse normale de l'interface de la gouttelette, x est son rayon de
courbure et 7y la tension de surface associée. La cohésion implique dans nos modéle
I’existence d’une tension de surface. Supposons que I’équation 7.1 s’applique,
supposons aussi que la densité locale d’animoides dans un troupeau est constante,
alors la masse d’un troupeau est proportionnelle & sa surface (en dimension d =
2) i n = pmR?, ol R est le rayon de la goutte. En intégrant 1’équation 7.1 &
partir du temps initial ¢ = 0 ou la goutte de taille initiale N est abandonnée,
nous obtenons :

n(t) = N — M, avec A = 27 pjocy - (7.2)

Nous attendons donc une décroissance linéaire de la taille de la goutte au cours
du temps.

En pratique, nous utilisons une goutte que nous avons déja thermalisée dans
un état entiérement cohésif, proche du point de transition. Nous changeons les
parameétres qui lui sont appliqués pour des valeurs correspondant a l'état gazeux.
A chaque taille de troupeau, nous calculons le temps moyen 7., nécessaire pour
atteindre cette masse. Grace a I’algorithme du pavage de Voronoi, nous calculons
aussi le périmétre moyen de la goutte a chaque taille, ce qui nous donne accés a
la surface de la goutte.

A premiére vue, ’évaporation est conforme & toutes nos hypothéses, sauf le
comportement & temps court qui est gouverné par la dilatation de la goutte (voir
figure 7.1(b) au voisinage de n/N ~ 1) et la fin du processus pour laquelle la
pression de vapeur saturante a un impact sur la dynamique (fig. 7.1(a)). Ainsi,
la masse décroit linéairement avec le temps. Aux mémes moments, masse et sur-
face sont proportionnelles. Cette derniére remarque valide I’hypothése nécessaire a
I’obtention de ’équation 7.2. De plus, les courbes pour différentes tailles semblent
se superposer, ce qui signifierait que cette méthode serait une bonne maniére d’ob-
tenir le point de transition sans effet de taille. enfin, la figure présentée concerne
des troupeaux fixes mais ces résultats sont généralisables aux phases mobiles.
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F1G. 7.2 — Tension de surface en fonction de la cohésion. (a) : en échelle linéaire,
(b) en échelle semi-logarithmique, dans le cas d’une goutte immobile régie par
le modéle Br2-Fh avec les paramétres suivants : « = 1,0, n = 1,0, p = 1/256 et
L = 512. Les points de transitions portés correspondent aux valeurs déterminées
dans les paragraphes 7.3 et 7.4

7.2 Tension de surface des troupeaux

Comme attendu, la tension de surface A mesurée tend vers zéro lorsque [
augmente (fig. 7.2(a)). Cependant, il est difficile de déterminer numériquement
la forme de cette dépendance, le temps d’évaporation typique divergeant a ’ap-
proche de la transition. Nous observons aussi des effets de taille sur les mesures
de \.

Pour pallier ces difficultés, nous pouvons construire un argument modélisant
les variations de A. Considérons que la décroissance de la masse n’est que linéaire.
Entre le temps initial ¢ = 0 et le temps final 7’ la taille du troupeau décroit depuis
le nombre total d’individus N jusqu’a la masse d’équilibre (n) :

Supposons que le temps total d’évaporation est proportionnel & la taille initiale
N ; cette hypothése est assez bien vérifiée sur la figure 7.1(a). Alors T = T/N est
le temps typique nécessaire pour que deux particules se séparent. En fonction de
T, nous déduisons des équations 7.2 et 7.3 :

A:i<1—<Ni>) . (7.4)
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Au début de la Partie II, nous avons construit une force de cohésion équivalente
a un potentiel harmonique. Le temps typique nécessaire & un marcheur aléatoire
pour quitter un tel puits est donné par : T’ o exp(AU), od AU est la profondeur
du potentiel. Avec 'expression de la cohésion 6.1, AU ~ S (R, — Ry).

Le second facteur de I’équation 7.4 est directement lié au paramétre d’ordre.
D’aprés les effets de taille des transitions discontinues des systémes a 1’équilibre
(voir I’Annexe C), celui-ci varie comme la tangente hyperbolique en fonction du
champ, ce qui est assez bien vérifié dans nos transitions (fig. 6.5) :

n

<N> ~ % [1 + tanh (aL%(8 - Bar(L)))] . (7.5)
ol a est une constante et Sgr, (L) le point de transition gaz-liquide a densité fixée.
Nous avons intégré les corrections d’ordre supérieur en fonction de la taille dans
la valeur du point de transition. Nous avons donc maintenant tous les éléments
pour déterminer les dépendances de A. En développant de part et d’autre de Bqr,,
nous obtenons :

A~ g exp [l (5 fan(L))] exp (~BAR) , pour 3 far (L),
A~ —% {1 — exp [aLd (8- 5GL(L))] } exp (—SAR), pour 8 < Bar(L).

La premiére expression est gouvernée par les effets de taille a la fois par le terme de
volume et par la valeur du point de transition. En systéme infini, nous attendons
a ce que I’évaporation soit de plus en plus difficile : A — 0. La seconde relation
ne dépend que marginalement de la taille, ce qui explique la superposition des
courbes sur la figure 7.1(a).

Les mesures de la tension de surface confirment en partie notre calcul dimen-
sionnel. Nous observons nettement le changement de régime autour de la valeur
Bar(L). Les dépendances exponentielles apparaissent aussi mais nous n’avons
pas pu vérifier la dépendance en fonction de la taille. En tout cas, I’argument ini-
tial qui nous a menés a étudier le régime transitoire pour déterminer la transition
asymptotique & la limite de densité nulle se révéle trop naif. Mais cette étude nous
a permis la mesure de la tension de surface. De plus, elle prouve le bien-fondé
de notre méthode pour thermaliser un troupeau dans le régime de coexistence
gaz-liquide, puisque nous observons que ’évaporation n’est pas explosive. Mais, &
partir d’une trempe douce des troupeaux depuis un état cohésif, nous atteignons
en moyenne ’état d’équilibre.
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F1G. 7.3 — Effets de taille finie sur les transitions dues a la cohésion. La ligne du
haut présente les résultats concernant la transition liquide-solide, celle du bas la
transition gaz-liquide a densité fixée p = 1/16, pour le modéle Br2-Fh a n = 1,0.
(a) et (d) les troupeaux sont fixes (v = 1,0); (c) et (d) ils sont mobiles (o = 3,0);
(b) et (e) ils sont mobiles, mais proches de la transition de mouvement. (b) :
a=2,1. (e) : @« = 1,75. Les lignes continues sont des ajustements exponentiels,
les lignes discontinues sont les valeurs asymptotiques.

7.3 Les effets de taille finie

Puisqu’une méthode indirecte ne permet pas de mesurer le point limite d’exis-
tence des troupeaux de taille infinie sur un espace ouvert, nous avons procédé a
une étude plus systématique des effets de taille. Nous considérons maintenant le
diagramme du modéle Br2-Fh tel qu’il a été déterminer dans le chapitre précé-
dent : & petite taille et a densité fixée p = 1/16. Nous avons vu que les transitions
vers la cohésion et vers I'ordre interne sont discontinues. Nous avons & notre dis-
position dans ce cas des prédictions concernant les systémes a 1’équilibre (voir
Annexe C). De plus, nous avons vu dans le Chapitre 3 que celles-ci semblent bien
s’appliquer a la transition de mouvement du modéle Br2. Nous avons donc étudié
les transitions présentes avec le méme cadre. Plus particuliérement, nous nous
attendons a ce que la valeur du paramétre de controle 3 telle que le paramétre
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Fi1G. 7.4 — Détente des troupeaux & masse constante. Nous étudions les points de
transition gaz-liquide du modéle Br2-Fh a bruit n = 1,0 en fonction de 'inverse
de la densité globale. (a) : phase immobile, « = 1,0, N = 64. (b) : prés de la
transition vers le mouvement, o = 1,75, N = 4096. (c) : phase mobile, o = 3,0,
N = 4096. Les lignes continues sont des ajustements exponentiels, les lignes
discontinues sont les valeurs asymptotiques.

d’ordre prenne sa valeur & la transition :
<N> (Bar) = =, pour la transition gaz — liquide,

(A) (brs)

converge exponentiellement avec la taille vers sa valeur asymptotique.

, pour la transition liquide — solide,

N — N

Nous avons réalisé cette étude pour six points bien choisis du diagramme.
Elle a requis prés de deux ans et demi de calcul; il n’était donc pas question
de déterminer le diagramme asymptotique dans son ensemble. Les points retenus
sont pris dans les phases immobile (o« = 1,0) et mobile (o = 3,0). Nous avons
choisi aussi deux points proches de la transition vers le mouvement (o = 1,75
pour la transition gaz-liquide, et o = 2,1 pour la transition liquide-solide). Cela
nous permet d’étudier la zone de forte déformation.

Dans tous les cas, nous observons une convergence des points de transition
BaL(N, p) et Bus(N, p) (voir figure 7.3). La convergence est exponentielle, sauf
lors de la transition du gaz vers le liquide fixe pour laquelle les effets de taille
ont un faible impact. Cela s’explique mieux en considérant les phases mobiles
et les travaux qui s’y rapportent, travaux présentés dans le Chapitre 2. Dans la
phase mobile, les effets de taille sont beaucoup plus prononcés. En effet, nous y
avons vu que la mise en mouvement des troupeaux implique des corrélations a
longue portée, qui se traduisent par des modes acoustiques. Une perturbation sera
alors propagée dans le milieu. Dans le Chapitre 6 nous avons vu que les effets de
taille sont dus aux frustrations aux bords. Celles-ci créent des mouvements plus
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désordonnés. Ces perturbations sont rapidement amorties dans un troupeau fixe,
alors qu’elles sont propagées dans tout le systéme lorsqu’il bouge.

7.4 Une limite aprés ’autre

L’autre effet jouant sur la détermination du point asymptotique de la cohésion
en espace ouvert est la pression de vapeur saturante. Pour en mesurer I'impact,
nous pouvons nous placer a taille de troupeau N constante et varier la taille de
I’espace L. Bien siir ce probléme ne se pose que pour la détermination de la ligne
gaz-liquide. Lorsque la transition liquide-solide apparait, il n’y a déja plus de gaz
résiduel.

Lorsque le volume de la simulation augmente, c’est-a-dire lorsque p~! aug-
mente, les points de transition sont déplacés vers des valeurs plus élevées de la
cohésion (figure 7.4). De nouveau, nous remarquons que les variations enregis-
trées sont plus importantes parmi les troupeaux mobiles. Par des ajustements
exponentiels, nous modélisons raisonnablement bien ces courbes et extrapolons
la valeur a densité nulle Bgr, (V).

Pour connaitre le point de transition thermodynamique en espace ouvert, il y
a deux fagons de raisonner. On peut considérer qu’il s’agit de détendre un sys-
téme thermodynamique, ou qu’il s’agit de prendre en compte les effets de taille
d’un troupeau en espace ouvert. Nous avons utilisé les deux méthodes. Pour cela
nous calculons un ensemble de systémes & des tailles de troupeaux différentes et
a des densités globales différentes. Ensuite, dans la premiére méthode, nous dé-
terminons pour chaque densité p la valeur thermodynamique Sqr,(p) et nous en
observons les variations. On constate sur la figure 7.5 que la détente a un com-
portement exponentiel, nous pouvons donc en mesurer la valeur asymptotique.

La seconde méthode consiste a mesurer la valeur du point de transition aprés
détente pour chaque masse de troupeau : S, (V). Ces valeurs convergent aussi
exponentiellement (fig. 7.5). Les points de transition obtenus par 'une ou l'autre
méthode sont trés proches. Nous pouvons raisonnablement penser qu’ils sont iden-
tiques. Il faut souligner que les sources d’erreur sont triples. D’abord il y a la
mesure des valeurs g, (p, N) qui dépend de la qualité statistique de chacun des
points des paramétres d’ordre. Ensuite, intervient la qualité de la dichotomie, mé-
thode employée pour mesurer Sgr(p, N). Enfin il y a la qualité des ajustements
nécessaires a la détermination de Sgr,(p), Barn (V) et Bgr. Compte-tenu de toutes
ces sources d’erreurs l'accord entre les deux méthodes est trés bon (fig. 7.5).

En conclusion, nous avons défini et étudié la tension de surface du modéle
Br2-Fh. Nous avons écrit un argument montrant qu’elle est soumise aux effets de
taille mais n’avons pas pu en vérifier I’acuité. Puis nous avons étudié les effets de
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7.4. Une limite aprés 'autre
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F1G. 7.5 — Limite thermodynamique des points de transition de la cohésion en
espace ouvert. Nous avons renormalisé les abscisses des courbes pour pouvoir les
comparer. Nous étudions les courbes la limite de densité nulle étant déja prise
(o) en fonction de la masse N, ou la limite thermodynamique étant faite pour
différentes densités p (O). (a) : @ = 1,75, on obtient les valeurs asymptotiques
suivantes Bar,(p) — 12,7 et Bar(N) — 11,7. (b) : a = 3,0, on obtient les mémes
valeurs asymptotiques par les deux méthodes Bgr, ~ 5,6. Les lignes continues sont
des ajustements exponentiels.

taille finie sur les points de transition de cohésion et d’ordre interne. Ils sont du
méme type que dans les systémes a I’équilibre. Nous avons observé les effets d’une
détente sur I'existence de la phase liquide : malgré la disparition de la vapeur de
pression saturante, les troupeaux perdurent, non seulement a petite taille de sys-
téme mais aussi dans la limite thermodynamique que nous nous sommes efforcés
d’atteindre.
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Lors des deux chapitres précédents, nous avons décrit les différentes phases
présentes dans nos deux modéles. Puis nous avons montré 1’existence d’une ten-
sion de surface, ce qui assure la cohésion des troupeaux. Enfin, nous nous sommes
placés dans la limite des troupeaux infinis a densité nulle pour laquelle un trou-
peau cohésif reste regroupé, méme dans un espace ouvert, et un cristal reste
ordonné. Les mouvements des phases n’ont jusqu’alors pas été prises en considé-
ration. C’est le sujet du chapitre présent.

Nous étudions d’abord les propriétés des mouvements des phases cohésives.
Puis nous nous intéressons a la phase gazeuse et nous discutons ’existence d’un
gaz volant. Ensuite nous étudions la transition vers le mouvement et ses relations
avec la structure interne du troupeau. Enfin nous observons sous certaines condi-
tions des états de rotation, appelés vortezx, et nous présentons une caractérisation
de ces états.
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Chapitre 8. De l’agitation microscopique au mouvement macroscopique

(a)
4 0.2
y y
2 -
O -
O -
2 -0.2 —
4
-04 —
X X
6 I I I I I I I
-2 0 2 4 6 8 -04 -0.2 0 0.2
C d
€00 (c) (d)
y y
0
400
-10 —
200 —
20 —
0 — _30 -
X X
I I I I I I
0 200 400 600 O 10 20 30 40

FiGg. 8.1 — Trajectoires du centre de masse dans les phases cohésives fixe ou
volante. (a) et (b) gouttelette fixe @« = 1,0 et 8 = 40. (c) et (d) gouttelette
volante o = 3,0 et 8 = 40. (a) et (c) sont des trajectoires totalisant 105 pas de
temps. (b) et (d) en sont les mille premiers pas de temps. Le troupeau utilisé
comporte 32 individus soumis au modéle Br2-Fh, & une densité de p = 32.
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8.1. Dynamique des phases établies
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Fi1G. 8.2 - Vitesse du troupeau en phase cohésive de part et d’autre de la transition
de mouvement en fonction de la taille. Le systéme suit le modéle Br2-Fh & une
densité globale p = 1/16. (a) a = 1,0, 8 = 20. (b) a = 3,0, 8 = 20 Les droites
correspondent aux mesures des exposants. Les échelles sont logarithmiques.

8.1 Dynamique des phases établies

8.1.1 Mouvements des troupeaux

L’observation de la dynamique macroscopique dans les états cohésifs, qu’ils
soient critallins ou non, est aisée. Il y a les troupeaux fixes, il y a les troupeaux
en mouvement.

Cependant un troupeau fixe ne 'est pas vraiment. Il se déplace avec une
vitesse normalisée ¢ = |(0;)|/vo petite, mais non nulle tant que la taille des
systémes est finie. Et sa direction fluctue beaucoup tant et si bien que le troupeau
réalise une marche aléatoire (fig. 8.1(a) et (b)). En revanche un troupeau mobile
se déplace visiblement. Pour s’en convaincre, il suffit de comparer les distances
parcourues sur chacune des trajectoires de la figure 8.1. Quantitativement, dans
la phase fixe, le paramétre d’ordre tend vers 0, en fonction de la taille & densité
globale fixée, suivant une loi algébrique d’exposant —1. De méme dans la phase
mobile, il tend vers sa valeur asymptotique ¢, avec un exposant —2,00(25). Ces
exposants confirment les propriétés d’automoyennage du parameétre d’ordre (voir
Annexe D).

Les mesures que nous présentons (figure 8.2) se sont avérées valables pour tout
troupeau ordonné ou non. Les exposants sont les mémes, les préfacteurs peuvent
étre différents. Ainsi un troupeau a un mouvement brownien dans la phase fixe,
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F1G. 8.3 — Diffusion du centre de masse pour des troupeaux cohésifs et ordonnés.
Déplacement moyen carré en fonction du temps pour un troupeau de 32 individus
dans la phase liquide (traits continus) et cristalline (traits discontinus) avec une
densité globale p = 1/16 dans le modéle Br2-Fh. (a) troupeaux immobiles o =
1,0, respectivement 3 = 40 et 8 = 65. (b) troupeaux en mouvement o = 3,0,
respectivement 8 = 40 et 8 = 95. Les droites en traits mixtes sont portées a
titre de comparaison. Les pentes sont indiquées sur la figure. Les échelles sont
logarithmiques.

mais un cristal fixe diffusera plus lentement qu’une gouttelette fixe, comme nous
pouvons l'observer sur la figure 8.3(a). La différence de mouvement macroscopique
pour les troupeaux mobiles et de cohésions différentes est marginale (fig. 8.3(b)).

Nous avons parlé des effets de taille sur la valeur de la vitesse initiale du
troupeau. Il y en a aussi sur la trajectoire des troupeaux en mouvement dans la
limite des temps longs. A temps court (figure 8.1(d)), elle est quasiment balistique,
mais & temps long, elle semble brownienne (fig. 8.1(c)). Si nous comparons la
diffusion de troupeaux volants de tailles croissantes, nous observons que le régime
brownien est atteint pour des temps de plus en plus longs (fig. 8.4). Nous avons
vu que, dans la phase mobile, les variations de la vitesse sont d’ordre N. On
s’attend a ce qu’il en soit de méme sur la direction de la vitesse. Pour le vérifer,
nous avons défini un temps caractéristique de changement de régime en suivant
la définition 5.12 mais en fixant I'exposant de diffusion a temps courts p = 2.
Nous trouvons alors une dépendance de ¢, linéaire avec la taille du troupeau N
(figure 8.4(b)).

Le lien entre trajectoire macroscopique et mouvement microscopique n’a rien
d’évident. Nous avons regardé la diffusion des individus d’un troupeau dans le
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F1G. 8.4 — Déplacement carré moyen du centre de masse de troupeaux en mou-
vement. (a) différentes tailles de troupeaux sont portées sur la figure : N = 1024,
256, 128 et 32, de haut en bas, & une densité globale p = 1/64 et avec le modéle
Br2-Fh. Les droites ont pour pentes respectives deux et un, de gauche a droite.
Les échelles sont logarithmiques. (b) : temps caractéristique de changement de
régime. Le trait continu est un ajustement linéaire des données (o).

référentiel du centre de masse. Lorsque le troupeau est cristallin, le mouvement
des individus se limite & de petites oscillations autour de leur position d’équi-
libre. Dans la phase liquide, il y a diffusion des membres du troupeau. Elle est
parfaitement brownienne en ’absence de mouvement global. En revanche, elle est
non triviale lorque le troupeau se meut. Comme ’ont montré les auteurs de [89],
les trajectoires individuelles sont corrélées, méme dans le référentiel du centre de
masse, et la diffusion associée est anormale d’exposant 4/3. Nous mesurons sur
la figure 8.5 un exposant de 1,37(3), ce qui est tout-a-fait compatible.

8.1.2 Dans le gaz

Quelle est la problématique de ce paragraphe? Nous désirons montrer qu’il
existe, ou non, une phase gazeuse en mouvement dans nos modéles. Nous avons
vu au Chapitre 1 que les études précédentes du modéle de Vicsek sans cohésion
acceptaient 1’existence de mouvement d’ensemble en faible densité. Celles-ci pré-
sentaient des résultats jusqu’a p ~ 0,3. Et la forme de la ligne critique, lors des
mémes travaux, laissait supposer qu’il en était de méme qu’elle que soit la densité.
Le bruit critique tendrait vers zéro lorsque la densité diminuait. Nous avons vu
précédemment (voir les chapitres 1 et 3) que ces études sont numériquement, plus
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Chapitre 8. De l’agitation microscopique au mouvement macroscopique

difficiles que ce que les auteurs des études originales ne le prévoyaient. Fort de
notre expérience, nous allons aborder la question du gaz volant. Si cette transi-
tion existe dans les modéles sans cohésion, elle doit étre présente dans les modéles
comportant une force de rappel entre individus. La formule contraposée est vraie
aussi. C’est pourquoi nous nous plagons & cohésion faible, mais non nulle.

Nous avons déja soulevé certains problémes a la présence d’une telle phase.
Suivant la définition du gaz, posée au Chapitre 6, les particules sont dispersées
dans le volume. Elles peuvent néanmoins former de petits agrégats. Pour que
la transition gaz-liquide soit bien définie, la taille de ceux-ci doit rester & peu
prés constante. Nous observons dans les encarts de la figure 8.6 que le paramétre
d’ordre de la cohésion (n/N) décroit effectivement comme L~ %. Nous avons donc
de petits troupeaux, sans interaction entre eux et qui ont chacun leur trajectoire
propre. A priori, il n’y a aucune raison pour que la vitesse globale ¢ soit différente
de zéro dans la limite thermodynamique. En fait, méme & petites tailles, ¢ est
marginalement différente de zéro et reste petite quelle que soit 'amplitude du
terme d’alignement.

Nous avons donc défini un nouveau parametre d’ordre de mouvement. Il s’agit
de ¢ défini comme la moyenne des vitesses prise sur le plus gros agrégat C du
gaz. Nous définissons les fluctuations associées :

<17i>iec

Yc = )
Vo

ve = n({2) - (ve)).

Au premier regard, ce paramétre d’ordre a le comportement attendu pour cha-
cune des transitions. De méme, les fluctuations - semblent avoir une disconti-
nuité & petite taille. On peut regarder par exemple les simulations & N = 256 sur
la figure 8.7.

Mais, puisque la taille du plus gros agrégat ne croit que trés peu avec la
taille du systéme, les effets de taille finie ne sont plus correctement définis. Sur
la figure 8.6, nous observons - dans chacune des phases, fixe ou mobile, définies
par le comportement a petite taille sur le modéle Br2-Fh. Dans les deux cas, cette
grandeur diminue algébriquement vers 0, mais trés lentement. L’exposant mesuré
est de 'ordre de 0,1.

Dans une transition du premier ordre, nous nous attendons & ce que les fluc-
tuations soient représentées par un pic de Dirac (pour exemple voir la figure 3.2).
Les effets de taille sont tels que le pic est de plus en plus net au fur et a mesure
que la taille augmente. Ici la discontinuité a tendance & disparaitre lorsque la
taille augmente (fig. 8.7). La forme asymptotique semble plus proche d’un saut.

Certes, il y a un changement de comportement. Mais nous ne pouvons pas y
attribuer une transition de phase. Notons que ce point de vue vaut pour la densité
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8.2. Transition de forme
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F1G. 8.5 — Diffusion individuelle dans les troupeaux mobiles et immobiles. Dépla-
cement carré moyen des 10000 membres d’une gouttelette (8 = 40,0) fixe (courbe
du bas : @ = 1,0) et en mouvement (courbe du haut : @ = 3,0). Nous avons
utilisé le modéle Br2-Fh. Les lignes discontinues correspondent aux prédictions
théoriques : pente 1 dans le liquide fixe, pente 4/3 dans la gouttelette volante.

globale p = 1/16. On pourrait imaginer qu’il y ait une densité seuil p; > 1/16
telle qu’au-dessus de celle-ci existe un gaz volant.

8.2 Transition de forme

8.2.1 Anomalies sur les effets de taille finie

Puisque les phases cohésives et cristallines existent sous la forme de troupeaux
fixes ou en mouvement, nous pouvons chercher & caractériser la transition vers
le mouvement dans chacune de ces phases avec chacun des deux modéles. Apreés
avoir lu le Chapitre 3, nous pourrions tout aussi bien nous dire que c’est com-
plétement inutile. Les transitions ont été étudiées en densité homogéne. Nous y
avons vu que ni les effets de taille, ni les caractéristiques des quantités thermo-
dynamiques ne varient en changeant la force d’interaction. Il y a cependant un
point fondamentalement différent entre ces deux études : ici chaque individu évo-
lue dans un espace a surface libre qui est contrainte par une tension de surface.
Cette derniére est elle-méme intrinséque aux troupeaux. En revanche, dans le
Chapitre 3, I’espace infini était uniformément rempli d’animaux. Au point de vue
méthode, nous n’avons étudié que le modéle Br2-Fh, mais nous pensons que les
phénomeénes montrés existent avec Brl-Fh.
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F1G. 8.6 — Vitesse du plus gros agrégat en phase gazeuse de part et d’autre de
la possible transition de mouvement en fonction de la taille. Le systéme suit le
modéle Br2-Fh a une densité globale p = 1/16. (a) a = 1,0, 8 = 0,5. (b) a = 3,0,
B = 0,5. Les encarts représentent les effets de taille sur la valeur du parameétre
d’ordre de la cohésion. Les échelles sont logarithmiques.

Tant que nous étudions les petites tailles, rien de particulier ne se passe. Le
paramétre d’ordre de mouvement suit une ligne caractéristique d’une transition
du premier ordre avec des effets de taille compatibles avec ceux que nous avons
déja vus (encart de la figure 8.8(a)). A partir d’une certaine taille de troupeaux
apparaissent deux résultats nouveaux. La figure 8.8 les illustre. Dans la zone de
transition vers le mouvement, il n’y a plus cohésion parfaite ni d’ordre cristallin.
Lorsque nous considérons une gouttelette liquide, celle-ci se désagrege, lorsqu’il
s’agit d’un cristal, il se liquéfie. L’apparition de ce désordre retarde la transition
de mouvement. Sur la figure 8.8(a), ¢ posséde un pic. Il correspond au début de la
transition lorsque le troupeau reste cohésif. Ensuite il semble qu’il y ait un régime
linéaire en fonction de l'alignement, régime qui n’existait pas en densité quasi-
homogéne. Enfin, la transition a brusquement lieu; la gouttelette est & nouveau
cohésive. Dans un solide, les phénoménes en jeu sont moins discontinus. Mais nous
observons aussi que le désordre apparait a4 I'approche de la mise en mouvement,
et que l'ordre cristallin ré-apparait lorsque le troupeau est en mouvement.
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8.2. Transition de forme

F1G. 8.7 — Fluctuations de la vitesse moyenne du plus gros agrégat dans la phase
gazeuse. Nous avons représenté les tailles N = 256, 1024, 4096, 6400, 10000 et
16384 de bas en haut, & densité globale p = 1/16 avec le modéle Br2-Fh

8.2.2 Déformations dynamiques des troupeaux

Afin de mieux comprendre ce qui se passe, nous avons suivi visuellement le
devenir d’'un grand troupeau au cours du temps a partir d’une condition initiale
pour laquelle le troupeau est entiérement regroupé et nous nous sommes placés
dans la gamme de paramétres correspondant & une gouttelette liquide. En 1’ab-
sence de mouvement d’ensemble, le troupeau semble stable, isotrope et circulaire
(figure 8.9(a)). En s’approchant du point de transition, de grandes fluctuations
sur la forme du troupeau apparaissent. L’enveloppe se déforme, s’allonge sur un
axe, se rétracte, puis se déforme sur ’axe perpendiculaire au premier. Tous les
mouvements d’enveloppe ne sont pas de symétrie deux. Lorsque le troupeau est
en mouvement, sa symétrie est plutét d’ordre trois comme sur la figure 8.9(b). Au
point de transition du modéle Br2-Fh, il y a coexistence entre les phases mobiles
et fixes. Nous pouvons donc voir des troupeaux fixes avec des déformations de
symétrie deux, ou des troupeaux mobiles de symétrie trois. La distribution des
vitesses globales est effectivement bimodale, mais avec un pic a petites vitesses
tres large.

Si nous sommes a suffisamment grande taille et suffisamment prés du point
de transition, les déformations observées deviennent de l'ordre de la taille du
troupeau. Pour un troupeau fixe, une contraction plus grande que les précédentes
méne & un troupeau en forme d’haltére, comme montré sur la figure 8.9(c). En-
suite, plusieurs scenarii sont possibles. Si la masse des troupeaux formés aux
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F1G. 8.8 — Désordre induit par la transition de mouvement dans le modeéle Br2-
Fh. Nous nous sommes placés dans les phases : (a) liquide 8 = 20,0 pour un
troupeau N = 16384 a densité p = 1/16, de méme dans I’encart pour un troupeau
N = 4096, (b) cristalline § = 84,4 pour un troupeau N = 4096. Nous avons
représenté le paramétre d’ordre du mouvement () et ceux de la cohésion ou de
'ordre cristallin (o).

extrémités de I'haltére est encore suffisamment grande, le processus de filamenta-
tion décrit précédemment se répéte. La masse de chaque sous-groupe décroissant,
ceux-ci deviennent plus mobiles, comme montré dans I’étude des effets de taille
précédente. Ils sont cependant reliés élastiquement. Des enchevétrements de fila-
ments supportant des petits groupes d’animoides peuvent alors prendre naissance
(voir figure 8.9(d)). Si la mobilité d’un sous-groupe est plus forte que 1’élasticité
du filament, ce dernier se rompt. Le troupeau initial se désagrége. Il peut y avoir
aussi fusion de filaments, puis formation d’autres sous-groupes, etc. Ce processus
meéne a des géométries trés variées, une distribution des masses des troupeaux
large et une distribution des vitesses globales large.

Pour une parfaite compréhension, il faut revenir en arriére, jusqu’au moment,
ol le troupeau est encore entier et nous demander ce qui est la cause des fluctua-
tions subies par I’enveloppe du troupeau. Nous nous sommes placés a des valeurs
de paramétres et de taille de troupeau tels que nous ayons une gouttelette liquide
cohésive. Nous enregistrons la distance moyenne des individus au centre de masse
a chaque instant rney (¢). Cette distance fluctue aléatoirement mais varie peu dans
la phase fixe (fig. 8.10(a)). Cela est dii au bruit introduit. Dans la phase en mou-
vement, Tmyq, oscille réguliérement. Nous attribuons ces battements aux modes
acoustiques dus aux corrélations hydrodynamiques, comme ’ont montré Y. Tu,
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F1G. 8.9 — Formes des troupeaux en fonction du mouvement. (a) : troupeau liquide
fixe, N = 4096, p = 1/16, a = 1,0, 8 = 20,0. (b) troupeau liquide en mouvement,
N = 4096, p =1/16, o = 3,0, § = 20,0. (c) et (d) a la transition de mouvement.
() N =16384, p=1/16, o = 1,72, B = 20,0. (d) N = 16384, p = 1/64, o = 1,83,
B = 20,0, et pour toutes les figures n = 1,0.
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F1G. 8.10 — Impact des modes acoustiques sur la forme des troupeaux. (a) :
distance moyenne au centre de masse pour des gouttelettes (5 = 40,0) fixe (o =
1,0) et mobile (o = 3,0). (b) : transformée de Fourier de e dans le cas du
troupeau en déplacement (o = 3,0). (c)
du point de transition & cohésion fixée § = 40,0. (d)
transformée de Fourier, mesuré en pas de temps. Les simulations ont été réalisées
pour un troupeau de 10000 individus pour une desité globale p = 1/16 et soumis

au modéle Br2-Fh.
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F1G. 8.11 — Comportement aux points de décohésion. A chaque taille, nous déter-
minons la valeur de ’alignement « tel que le paramétre de cohésion soit minimal.
En cette valeur de a, nous mesurons conjointement les paramétres d’ordre du
mouvement () (o) et de la cohésion (n/N) (O). Nous nous sommes placés dans
le cas d’une gouttelette 8 = 5,0.

J. Toner et M. Ulm [89]. Le son se propage au sein du troupeau et se réfléchit
sur les parois produisant les battements observés sur l’enregistrement temporel
de Tmoy €t sa transformée de Fourier (figures 8.10(a) et (b)). Cette interprétation
éclaire aussi la différence de forme entre un troupeau proche de la transition et
quasiment immobile et un troupeau en mouvement. Pour le premier, le maximum
de la vitesse du son a lieu pour une direction presque perpendiculaire a sa vitesse
globale. La vitesse du son du second posséde deux maxima dirigés de part et
d’autre de son mouvement (voir la figure 2.1). Notons au passage les échelles de
temps impliquées dans les phénoménes étudiés (figure 8.10(b)). La période du
mode principal correspond & 500 pas de temps, ce qui est long et nécessite donc
de longues simulations. Il est probable que une valeur plus élevée de vy aurait
simplifié notre travail.

Les mesures du mode principal des battements 7" ainsi que celles de la moyenne
temporelle de 7m,, nous fournissent de nouveaux critéres pour situer la transi-
tion. A I’approche de celle-ci, les deux quantités étudiées ont une singularité. Le
rayon moyen diverge au point de transition, ce qui confirme nos observations.
Le mouvement microscopique des animoides devient plus aléatoire : la période T’
diminue rapidement.

En conclusion, I’anisotropie du mouvement implique 1’existence de modes
acoustiques se propageant dans les troupeaux. Au point de transition, les fluc-
tuations du paramétre d’ordre ¢ se traduisent par 1’émission d’ondes de fortes
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Chapitre 8. De l’agitation microscopique au mouvement macroscopique

amplitudes et de direction fluctuant avec celle de . Dés que la taille est assez
grande pour que les fluctuations soient significatives, les ondes acoustiques dé-
truisent ’ordre microscopique : un liquide s’évapore, un solide fond. En fait, a
la limite thermodynamique, il est probable que, méme a forte cohésion, un so-
lide soit sublimé. En d’autres termes, un troupeau infini entiérement regroupé
n’existerait pas au point de transition vers le mouvement.

Dans cette description intervient une taille a partir de laquelle le désordre
apparait. Il est alors légitime de se demander si ce processus ne sélectionne pas
une taille de troupeau, taille définie par les amplitudes de cohésion [ et du bruit
n. Ceci impliquerait une variation continue de la taille typique des troupeaux.
La difficulté de vérifer une telle assertion est qu’il faut suivre cette ligne pour de
grandes tailles. C’est une tache qui demanderait d’énormes temps de calcul. Nous
ne I'avons pas réalisée, mais, sur la figure 8.11, nous observons les effets de taille
sur les différents parameétres d’ordre a une valeur du terme de cohésion fixée et au
point ot le désordre est maximal, c’est & dire (n/N) est minimal ou (A) maximal.
Nous constatons une dépendance de (n/N) en N~!. Donc la taille du troupeau
résiduel est quasiment constante, ici n ~ 1000. C’est la méme dépendance que
nous avons observée dans le gaz (encarts de la fig. 8.6). La différence constatée
entre les deux situations réside dans les échelles des tailles de troupeau : de I'ordre
de 20 a 50 individus dans la phase gazeuse. La seconde différence serait la nature
des variations des tailles de troupeau en changeant la cohésion.

Le dernier point a retenir de cette étude concerne les formes des troupeaux :
isotropes dans la phase fixe, triangles plus ou moins allongés lorsqu’il y a mouve-
ment. Elles proviennent de I’équilibre entre la force d’interaction a deux corps, ce
qui se traduit par une pression d’équilibre dans la description mésoscopique, et
I’alignement. Ces résultats pourraient faire ’objet d’études complémentaires en
relation avec des systémes biologiques.

8.3 Troupeaux en rotation

Nous nous sommes ensuite intéressés a l'existence de troupeaux en rotation
appelés vortexr dans la littérature. Nous avons vu dans les chapitres introduc-
tifs que ces comportements existent dans la nature. Des modéles physiques en
contiennent, voir par exemple les publications [57, 48, 32, 23|. Nous espérons
donc que notre modéle les décrivent aussi. Effectivemenent, nous en observons,
par exemple sur la figure 8.12 avec le modéle Br2-Fh. Les résultats que nous pré-
sentons ont été obtenus avec ce modéle. Mais nous avons vérifié que les vortex
sont présents dans les deux modéles. L’exemple de la figure 8.12 montre que la
rotation peut s’accompagner de déformations, ici suivant I’axe principal, et de
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F1G. 8.12 — Troupeau en rotation. Nous observons 2048 individus dans la phase
liquide (8 = 30,0) du modéle Br2-Fh, a bruit et densité fixés n = 1,0, p = 1/32.
Les neufs images se succédent de gauche a droite, de haut en bas, et sont séparées
de 250 pas de temps. Le trait plein représente ’enveloppe du troupeau a ’instant

initial.
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(a) (b)
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F1G. 8.13 — Recherche des états de vortex. (a) : moyenne des maxima sur 100
échantillons contenant 1000 événements pour les tailles N = 32, 128, 512, 2048.
(b) : angle de rotation durant I’extrémum des temps de rotation pour un troupeau
de N = 2048 individus. Nous nous sommes placés dans la phase liquide (5 = 30,0)
du modéle Br2-Fh, & bruit n = 1,0 et densité p = 1/32. Le trait discontinu
correspond a la moyenne de la vitesse global pour le méme systéme.

mouvements de translation. Dans notre modéle, la rotation solide pure d’un trou-
peau dont le centre de masse est immobile est impossible. En effet, vitesse de
rotation €2 et vitesse de translation v sont reliées : v = r€). La vitesse v étant de
module fixé, pour qu’un mouvement de rotation d’ensemble soit possible, il faut
qu’il y ait ou un profil des vitesses de rotation, ou un mouvement de translation
global, ou les deux.

Nous recherchons les vortex les plus stables possibles, c¢’est-a-dire une confi-
guration dans laquelle le troupeau reste en rotation le plus longtemps possible. Il
s’agit donc de trouver le maximum du temps de rotation d’un troupeau. Pour le
définir, nous utilisons le moment cinétique :

§=Y GM; x @, (8.1)
3

ot G désigne le centre de masse du troupeau. Dans les systémes bidimensionnels,
le moment cinétique est un nombre 3, positif si la rotation s’effectue dans le sens
trigonométrique, négatif sinon. Nous définissons le temps de rotation ™" comme
le temps durant lequel 5 ne change pas de signe. La recherche d’un temps maxi-
mal absolu est numériquement impossible. Il faudrait effectuer des simulations de
temps infini. Pour en avoir une mesure fiable, nous nous placons dans le cadre des
statistiques des événements extrémes (voir Annexe F). Nous considérons chaque
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F1G. 8.14 — Fonction de distribution des temps de vie des vortex. La fonction P
est tracée pour un troupeau de taille N = 2048. Nous nous sommes placés dans la
phase liquide (8 = 30,0) du modéle Br2-Fh, a bruit n = 1,0 et densité p = 1/32,
a un alignement : (a) faible @ = 1,60, (b) proche de la transition de mouvement
a = 1,77. En encart : dans la phase en mouvement a = 3,0. Les droites servent de
comparaison pour reconnaitre le comportement exponentiel en (a) et algébrique
d’exposant 1+ 6 ~ 1,34 en (b).

configuration telle que 5 ne change pas de signe comme un événement de variable
aléatoire t*°t. Un estimateur du maximum absolu de #*°* est la moyenne du maxi-
mum déterminé sur un échantillon de taille finie. Nous avons choisi de déterminer
le maximum max (") sur un échantillon de mille événements, et de calculer la
moyenne sur cent échantillons (max (¢*)). A aucun moment, nous n’introduisons
de coupure sur les temps considérés. Enfin nous introduisons I’angle de rotation
w parcouru en moyenne par les animoides pendant ™ :

5, GM, (1) x GM,; (¢ + )
5, GM; (1) .GM; (¢ + o)

tan (w) = (8.2)

Nous constatons que le temps de rotation et ’angle de rotation divergent
a lapproche de la transition de mouvement, pour toute valeur de la cohésion
(fig. 8.13). Les temps de rotation restent élevés pour des troupeaux en mouve-
ment. Mais ce ne sont pas pour autant des vortex puisque les angles de rotation
correspondants sont négligeables. Puis nous avons observés les effets de taille fi-
nie : les vortex sont d’autant mieux définis que le troupeau considéré est grand.
La durée de vie d’une rotation et I’angle de rotation divergent avec la taille. Cela
assure l’existence des vortex.
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Dans la phase des gouttelettes fixes, les temps de rotations sont distribués
exponentiellement (figure 8.14(a)). S’ils existent des vortex dans ces phases, ce
ne sont alors que des états de durée de vie finie, des états temporaires. De plus,
les états extrémaux suivent la distribution de Gumbel (voir Annexe F) : H(t) =
exp(—exp(—=z)). La probabilité de trouver un vortex de durée vie longue est
donc négligeable. Au point de divergence du temps de rotation, la distribution
suit une loi d’échelle, ce qui signifie qu’il est toujours possible de trouver un
vortex durant plus longtemps (figure 8.14(b)). Plus précisément, la probabilité
de tourner longtemps pour un troupeau doit suivre la distribution de Fréchet :
H(t) = exp(—z7) si 0 est 'exposant de la distribution des temps de vie. Ici,
0 ~ 0,34. Parmi les longs vortex, ceux qui durent le plus longtemps sont donc
d’autant plus probables. Comme # < 1, il est impossible de définir un temps de vie
moyen des vortex. Cette remarque fournit une justification a posteriori de notre
choix de considérer les maxima des temps de rotation plutot que leurs moyennes.
Enfin, dans la phase mobile, la distribution des temps de rotation semble suivre
une loi d’échelle similaire (encart de la figure 8.14(b)). Cependant, loin de la zone
d’existence des vortex, les fonctions de distributions semblent posséder un temps
de coupure nettement défini.

Des troupeaux en rotation existent donc bel et bien. Notons qu’il s’agit de
troupeaux entiérement cohésifs (nous sommes loin du seuil de décohésion vu dans
le paragraphe précédent), dans un grand espace (la densité glogale est faible).
Les vortex apparaissent au point de la transition de mouvement. Ceci implique
aussi que la limite thermodynamique d’un tel état ne peut pas étre définie a
paramétre de cohésion fixé puisque la décohésion intervient pour la méme gamme
de parameétre.
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Approches de champ moyen
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Ce chapitre est dédié a la présentation de deux modéles de champ moyen.
Une théorie en champ moyen a déja été publiée [22]. 11 s’agissait d’'un modéle de
gaz sur réseau pour des particules dont la vitesse était de module constant et de
direction choisies parmi les six multiples de %. Cette théorie était un analogue du
modéle de Potts a six états. Il y avait donc une transition de phase du premier
ordre.

Les modéles que nous décrivons ici sont continus en positions des particules
et directions des vitesses. Mais ils ont les défauts habituels des théories de champ
moyen puisque toutes les corrélations y sont négligées. L’accord quantitatif avec
les simulations est donc impossible. Ainsi, pour une dimension inférieure a la
dimension critique supérieure, les valeurs des points de transition et des exposants
critiques sont erronés. L’intérét de ces théories réside dans la preuve analytique de
I’existence des transitions et elles permettent une comparaison aisée de I'impact
des différents paramétres, ici : le bruit, 'alignement, la cohésion et la densité.

Dans ce chapitre, nous suivons le plan général de notre travail. Nous consi-
dérons d’abord un modéle sans cohésion, puis nous étudions les réles croisés de
I’alignement et de la cohésion.

9.1 Théorie cinétique

Les calculs présentés dans ce paragraphe ont été réalisés par E. Bertin a la
suite d'une de nos nombreuses discussions. Ils sont issus des idées de la théorie
cinétique classique. Nous modélisons les interactions entre animoides comme des
collisions & deux corps.
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L’hypothése premiére est que les positions des particules sont décorrélées des
interactions. Ainsi la probabilité de trouver n individus a l'intérieur du disque
de voisinage de rayon R, est poissonienne. La seconde hypothése est que, au
maximum, trois particules peuvent interagir. Nous ne considérons donc que les
cas a aucun voisin, un seul, ou deux voisins ; et les probabilités d’étre dans un de
ces cas valent :

_ -
dgo = € ;

G = /\6_)‘,
G2 = 1—(1+)\)€_A,

ot A\ = pr R est le paramétre de la loi de Poisson et p la densité de particules.
Notons que la probabilité g, est en fait la probabilité d’avoir au moins deux
voisins, mais dans les interactions deux voisins au plus sont considérés. Cette
définition permet de normaliser proprement les probabilités de présence. Enfin,
les vitesses avant le choc sont supposées décorrélées.

Nous considérons, comme dans les simulations, une évolution a temps discret.
Lorsqu’une particule n’a pas de voisin, la direction de la vitesse # est choisie
de fagon aléatoire. En présence de voisins, la nouvelle direction est celle de la
moyenne des vitesses des voisins a un bruit n prés. Le bruit est gaussien de fonction
de distribution w(n) et de variance 0. L’équation d’évolution est calculée sur la
probabilité P, (0) telle que la particule considérée ait une vitesse de direction 6

aprés n pas de temps :
q 7T

Poss®)= 2 + /7r do /Oo dnw(n) Pa(0,) 3" 8(0, + 1 — 0+ 2m)

v [Tty [ dy [ () Pa(0)Pa(82) X8 (661, 62) + 71— 0+ 2m)

oll les sommes sur I'indice m tiennent compte de la définition des angles & 27
prés. Pour résoudre cette équation, nous nous placons dans ’espace de Fourier :

PO) =Y ar e ap = [" dop,(0)e (9.1)

Aprés calcul, E. Bertin montre que les coefficients de Fourier suivent une relation
de récurrence entre les instants n et n + 1 :

n+l __ do 1522 p —152p2 n_.n
ap = %51%0 +qe 27 "ap +qo Ze 277 Dypayag_,, (9.2)
P

ol les coefficients Dy, sont donnés par :

ng’p = 27T6m’p,
4

w1 T

D2m+1,p
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021

0
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F1G. 9.1 — Diagramme des phases issu du modele cinétique. Les mouvements
collectifs ont lieu sous la courbe. Les droites en traits discontinus et pointillés
représentent respectivement les valeurs asymptotiques de la densité et du bruit
limites. En encart : méme figure en échelle logarithmique, nous avons utilisé
pr = 0,597 ; la droite en traits discontinus représente la loi d’exposant 1/2.

Pour rechercher les solutions stationnaires de I’équation 9.1, il est utile d’intro-

duire les incréments des coefficients de Fourier : Aa} = a} ™ — a? :
n do —Lo2k2 n —Lo2k2 n_n
Aap = %(5;9,0 + (qle 27— 1) ap +qe 27" Y Dyyanap_,, (9.3)
p

les solutions stationnaires vérifiant Aa} = 0.

Il est clair que la solution de probabilité uniforme, i.e. ay = i(sk,o, fait partie
des solutions de ce modéle pour toutes valeurs de bruit o et de densité \. La
question suivante est de connaitre la stabilité de cet état. Pour cela, on y ajoute
une petite perturbation ¢ < 1. En considérant la normalisation des probabilités
P() et le fait qu’elles doivent étre réelles, on montre que, si a; est d’ordre ¢, alors
ay, est d’ordre €*l. Cela nous permet de nous restreindre aux coefficients d’ordre
|k| < 2 pour étudier la stabilité linéaire de la solution :

4 : 16m
Adf = (@ + —@)e s — 1] af — = ge” 37 [} *af (9.4)

On obtient alors la condition suivante pour que la solution a; = 0 soit linéaire-
ment instable :
4 _1,2
(¢ + ;qg)e 27 —1>0. (9.5)

Cette relation permet de tracer le diagramme des phases (figure 9.1). Conformé-
ment & ce que nous avons déja vu, les mouvements collectifs apparaissent pour
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des densités élevées et des bruits faibles. Les mouvements collectifs n’existent
pas sous une densité limite p; ~ 0,597, pour ¢ — 0, et un bruit limite o, =
\/2In(4/m) ~ 0,695, quand p — oo. De plus, a faible densité, la ligne de transi-
tion se comporte selon une loi de puissance d’exposant 1/2, comme montré dans
Pencart de la figure 9.1. C’est la valeur mesurée par T. Vicsek et al. Ces résultats
appuient la lecture critique des travaux précédents que nous avons effectuée au
Chapitre 1 et les résultats obtenus sur les phases gazeuses du paragraphe 8.1.2.

9.2 Gaz de van der Waals

Nous désirons ici étudier I'interaction entre 1’alignement et la cohésion. Pour
cela, nous allons utilisé le point de vue de la mécanique statistique classique
développée pour I’étude de la transition d’'un gaz de van der Waals vers 1’état
liquide. La description hamiltonienne est normalement impossible ici puisque, a
tous parameétres constants, 1’énergie totale n’est pas conservée. Le probléme que
nous nous posons ici a quelque chose d’artificielle. Cependant il fournit quelques
indications sur le diagramme gaz-liquide.

Nous écrivons le hamiltonien H comportant des termes d’énergie cinétique,
d’énergie d’interaction due a la force de cohésion, de celle due a I’alignement selon
les voisins et selon un champ extérieur ho

Nm N —
7‘[:TU§+U(T1,T2,...,TN)—OZZﬁi.ﬁj—ho.zm, (96)

1,jr~v1 7
ou nous avons tenu du fait que les vitesses sont de module constant vy et nous
avons attribué a chaque particule une masse m. Simplifions chaque terme en fonc-
tion de I’hypothése de champ moyen : nous supposons que la densité en particules
est homogéne et négligeons les fluctuations de densité et de la vitesse moyenne
() = @. L’interaction de cohésion est donc supposée quasiment constante :

1 o L N
U(Tla’rQa"'aTN) ~ 52“(‘TZ_TJ|) ~ EU()a (97)
inj
+00
U = / pu(r)d®r, (9.8)

ou R, est le rayon du volume exclu. En utilisant un potentiel de Lennard-Jones
d’amplitude 5 dans un espace bidimensionnel, nous obtenons :

3
Uy = —2apf, avec a = —gﬂRg. (9.9)

L’interaction d’alignement se simplifie aisément en fonction de @ et du nombre
moyen de voisins prRZ = ps que nous déterminons ici en fonction de la surface
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du disque définissant le voisinage :

N
! Z U;.U; + ho. sz (EO + ozpsgb') ZUZ , (9.10)

4,40

—

on pose pour la suite ho + apsg = h.
La fonction de partition est définie comme :

W/l_[ddnddpZ exp ( ;) (9.11)
Les approximations réalisées fournissent le hamiltonien & une constant prés, dé-
terminés par comparaison des valeurs moyennes de I’approximation et du hamil-
tonien : aN pse? /2.

Pour effectuer I'intégration, nous supposons que les positions et les vitesses
sont décorrélées. En réalité, nous n’avons pas a faire d’hypothése supplémentaire,
car l'interaction d’alignement ne dépend pas de la position des particules tant que
la densité est homogeéne. Chaque terme du hamiltonien donne lieu donc a facteur
de la fonction de partition :

e la cohésion :

(S —bN)" exp (mw%) : (9.12)

avec b = ZR? le volume exclu et S la surface totale,

oot (2] 619

ot Iy est la fonction de Bessel de premiére espéce.

e 'alignement :

On en déduit ’énergie libre :

F i (mvo> mvo

" NET “h ) 2T

- +1+4Mn(p7 = b) +ap— (9.14)

hvg o
+ 1“I°< kT) sy

L’énergie libre du systéme doit étre minimum et concave. La vitesse moyenne
correspond au minimum d’énergie libre. La solution en est une équation auto-

I
U—(‘; L (2?) (9.15)

Nous sommes alors en mesure de déterminer le point critique en fonction de la

cohérente :

température, de la densité et de ’alignement :
svgpa = 2kT (9.16)
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F1G. 9.2 — Energie libre au cours de la transition. Nous étudions les propriétés
de compression du troupeau en mouvement. La zone de transition est comprise
entre le premier et le dernier point d’inflexion de la courbe.

et, aprés un développement autour du point de transition, les exposants 8 = 0,5
et v = 1, la transition obtenue étant continue. .’expression du point de transition
est indépendante de la valeur de la cohésion.

La seconde contrainte est 1a concavité de 1’énergie libre. Cette condition, appli-
quée a ’équation 9.14, n’est pas vérifiée sauf a introduire une zone de coexistence
de phases (figure 9.2) correspondant aux premier et dernier points d’inflexion : la
transition gaz-liquide est du premier ordre. Puisque nous avons séparé les échelles,
les transitions de phase de cohésion et celle vers le mouvement sont décorrélées.
Nous les étudions donc séparemment. En 1’absence de mouvement, nous pouvons
calculer exactement la ligne de transition. Le gaz devient instable pour ’ampli-

tude de cohésion :
kT

" 2ap(1—bp)*

Plusieurs conclusions sont & tirer de cette expression. D’abord, a densité nulle,

g (9.17)

un liquide ne peut exister. Ensuite le terme cohésion § a la transition est propor-
tionnelle & I'agitation thermique. Enfin, la ligne de transition est indépendante
de I'alignement.

Lorsque les mouvements collectifs sont en place, nous n’avons pu déterminer
une expression analytique de la ligne de transition. Mais nous pouvons facilement
la calculer numériquement. Nous obtenons alors la figure 9.3. Nous observons une
chute de la cohésion nécessaire a 1’agrégation des particules quand le mouvement
entre en jeu, c’est-a-dire que ce dernier stabilise la phase liquide.
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FiG. 9.3 — Diagramme des phases dans le modéle de gaz de van der Waals. La
ligne en trait interrompu correspond & la transition de mouvement, la courbe en
trait plein est la ligne de stabilité du gaz.

Notons que ce modéle posséde deux paramétres indépendants parmi les trois
utilisés : alignement, cohésion et température, tout comme le modeéle Br2-Fh. Nous
avons réalisé ’étude & température constante. Il est donc satisfaisant d’observer
quelques traits similaires au diagramme des phases du modéle Br2-Fh effectué a
bruit constant. Le comportement hors mouvement global est trés proche dans les
deux cas. Et c’est tout-a-fait compréhensible. Tant que nous sommes loin du point
de transition, les corrélations des vitesses sont négligeables. Seule I'interaction de
cohésion intervient donc.

Par ailleurs, la transition gaz-liquide de Br2-Fh est effectivement stabilisée
par le mouvement, mais uniquement loin de I’ébranlement des troupeaux (voir le
diagramme 6.7). Nous avons vu au Chapitre 8 qu’au point de transition les fluc-
tuations déstabilisent les phases cohésives, alors que les fluctuations sont négligées
en champ moyen. La différence la plus cruciale concerne la différence de nature
des transitions de mouvement : continue dans notre modéle de champ moyen, elle
est du premier ordre dans Br2-Fh.
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Etat de Iart

Nous avons revisité le modéle de Vicsek et avons fait la distinction entre deux
familles de modéles suivant la nature du bruit. En densité quasi-homogéne, ces
modeéles possédent une transition de phase entre un état désordonné et un état
dans lequel tous les animoides se déplacent dans la méme direction. En fonction
de la force d’interaction appliquée entre animoides, les transitions ont les mémes
propriétés. Nous constatons ainsi le principe d’universalité avec deux couplages
différents. Cependant la nature du bruit change la nature de la transition. Elle est
continue avec un bruit angulaire Brl, elle est du premier ordre dans le cas d’un
bruit vectoriel Br2. En utilisant les comportements des transitions des systémes
a I’équilibre, nous avons caractérisé la mise en mouvement dans nos modéles hors
d’équilibre. Nous avons porté un soin particulier & ’étude des effets de taille
et & la mesure du temps d’autocorrélation. Cela nous a permis de montrer que
les mesures des exposants régissant les comportements au point critique de Brl
sont soumises a des corrections importantes. Ces corrections, négligées dans les
travaux précédents, ont été difficilement mesurées. Nous en avons déduit un jeu
d’exposants compatible avec les mesures et les relations d’échelles (table 3.2). En
ce qui concerne le bruit Br2, nous avons observé que la transition suit parfaitement
les prédictions théoriques faites pour les systémes multiphasiques.

Puis nous avons simulé un ensemble de traceurs passifs dans un bain de parti-
cules actives : situation similaire & I’expérience réalisée par X.-L.. Wu et A. Libcha-
ber. Nous avons interprété la diffusion anormale des différentes particules comme
I’apparition des comportements collectifs. Nous prédisons ainsi que les variations
des grandeurs caractéristiques de la diffusion devraient diverger au point de tran-
sition et que ’expérience se situe trop loin du point de transition pour que ces
divergences aient pu étre observées.

Dans la seconde Partie, nous avons introduit une force d’interaction a deux
corps comportant une partie attractive et une partie répulsive, simulant le corps
de 'animal. Cette force nous permet d’étudier les troupeaux d’animaux. Il en
existe de quatre types. D’une part, les animaux peuvent étre libres de se déplacer
a l'intérieur du groupe, ou bien leurs positions peuvent &étre contraintes a res-
ter fixes par rapport a celles de leurs voisins. Nous appelons respectivement ces
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F1G. 1 — Diagramme des phases asymptotique en densité nulle pour le modéle
Br2-Fh en fonction des amplitudes d’alignement et de cohésion. Les points sont
les mesures effectuées lors des chapitres précédents.

phases des gouttelettes liquides et des cristaux. D’autre part, liquide et solide
peuvent étre immobiles dans 1’espace, ou peuvent se déplacer. Nous montrons
que ces regroupements existent sans effets de confinement quelle que soit leur
taille. Ils peuvent donc atteindre des tailles gigantesques. Une zone d’ombre reste
a lever : la nature des phases gazeuses. A trés faible densité le gaz ne posséde
pas de comportement collectif. Les travaux précédents montrent des mouvements
globaux pour des densités p < 1. Mais ce sont cependant des densités supérieures
a celles que nous avons testées. De plus le modéle de champ moyen issu d’une
théorie cinétique que nous avons étudié laisse penser qu’il existe une densité li-
mite en-dessous de laquelle les comportements collectifs n’existent plus. Pour
compléter nos résultats, il faudrait déterminer la valeur d’une telle densité par
les simulations numériques.

Nous avons observé que le comportement des individus dépend du mouvement
global du troupeau. S’il est fixe, le groupe est isotrope; s’il est en mouvement,
la diffusion d’une particule & ’avant du groupe est plus rapide que celle d’une
particule au centre du groupe. Cela est dii a la frustration induite par la présence
du bord du troupeau et par le fait que le mouvement global induit des modes
acoustiques principalement dirigés dans la direction du mouvement. Nous expli-
quons ainsi les phénomeénes de coexistence liquide-solide au point de transition et
I’apparition d’un phénoméme spectaculaire de décohésion et de filamentation au
point de la mise en mouvement. Nous avons commencé une étude des formes des
troupeaux et il serait intéressant de relier notre travail a des études expérimen-
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F1G. 2 — Diagramme des phases asymptotique en densité nulle pour le modéle Br2-
Fh en fonction des amplitudes de bruit et d’alignement. Les points sont les mesures

effectuées lors des chapitres précédents. La figure (a) est un agrandissement de la
figure (b).

tales. Par exemple, les observations des étres multicellulaires de Dictyostelium
discoideum montrent une anisotropie de forme due au mouvement [13].

La derniére observation intéressante concerne des états de rotation. Ceux-ci
existent dans nos modéles le long de la ligne de transition de mise en mouvement
(fig. 1 et 3 ), et nous pouvons en mesurer la durée de vie. Cependant, il reste
des questions liées aux états de vortex. D’abord, ils apparaissent le long de la
ligne de décohésion. Pour obtenir un vortex de taille arbitraire, il faudrait donc
appliquer une force de cohésion d’autant plus grande. Ensuite, nous n’observons
pas tous les états rotatifs existant dans la nature, notamment ceux qui ont une
zone de déplétion au centre. Nous avons deux explications. La premiére est que
nous ne les avons pas vus mais qu’ils existent. La seconde est qu’ils n’existent pas
dans notre modéle car, le module de vitesse individuelle étant fixé, il faut qu’il y
ait des déformations macroscopiques importantes pour autoriser les vortex. Pour
appuyer cette derniére explication, notons que nous n’observons pas non plus de
vortex parfaitement circulaire.

Enfin, nous avons déterminé quelques points du diagramme asymptotique en
densité nulle pour le modéle Br2 a bruit constant et nous en avons dessiné une
esquisse sur la figure 1. Sur celle-ci, nous retrouvons les différentes phases présen-
tées précédemment. Les lignes de transition sont dessinées de maniére a ressembler
aux observations en taille finie. Nous avons supposé que la ligne de transition gaz-
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F1G. 3 — Esquisse du diagramme des phases pour le modéle Brl-Fh. La figure (a)
est un agrandissement de la figure (b), la ligne discontinue correspond a la ligne
de transition vers le mouvement et la transition est continue sur cette ligne.

liquide est indépendante de « en I’absence de mouvement d’ensemble. Ceci est en
accord avec I’étude des effets de taille finie, qui sont marginaux dans cette zone,
et avec le modéle de champ moyen du gaz de van der Waals.

Nous pouvons transformer ce diagramme de maniére a se placer a amplitude
de cohésion constante. Les lignes du diagramme peuvent s’écrire comme |’an-
nulation d’une fonction de trois paramétres f(a, 3,n) dont deux seulement sont
indépendants. La forme des couplages du modéle Br2 permet d’en déduire que :

_ (e By _ (e
f(aaﬁ,n)_g<nan) h<6’5>

Nous obtenons alors la figure 2. Cette représentation est intéressante car, en la
comparant avec le diagramme du modéle Brl (fig. 3), nous y observons que les
deux modéles sont parfaitement similaires. Non seulement ils possédent tous deux
les mémes phases, mais aussi les mémes transitions entre phases. Un seul point
est différent : la nature de la transition de mouvement.

Pour conclure, nous avons écrit deux modeéles trés simples avec trois ingré-
dients principaux :

— ce sont des modéles stochastiques hors d’équilibre,

— nous prenons en compte les couplages hydrodynamiques,

— et les phénomeénes d’interaction du type attraction-répulsion.
Notons bien qu’il n’y a aucun lien social entre les individus et que nous avons
obtenus des comportements collectifs, complexes et robustes.
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Perspectives

Le premier travail nécessaire serait de fournir a nos études des comparaisons
expérimentales. La forme des troupeaux, la présence de modes acoustiques dans
les groupes se déplacant et la diffusion des individus en fonction de leur localisa-
tion dans le groupe sont autant de points qui peuvent étre testés qualitativement
et quantitativement. Nous pouvons nous demander aussi si les états de filaments
correspondent & une situation expérimentale.

Les groupes d’animaux et de cellules comportent souvent plusieurs types d’in-
dividus et il y a des expériences trés surprenantes concernant le tri cellulaire[80].
En introduisant deux types d’individus dans nos modéles, par exemple en défi-
nissant deux tailles d’animoides, ou deux amplitudes de cohésion, ou deux am-
plitudes d’alignement différentes, nous pourrions voir si ces phénomeénes appa-
raissent.

Certains points entiérement nouveaux restent a étudier avec les modeéles de
troupeau présentés. Notamment, nous avons étudier les propriétés de tension de
surface des groupes, nous avons aussi observé qualitativement que les filaments
ont une certaine élasticité. Nous pouvons alors nous demandé quelles sont pro-
priétés rhéologiques des troupeaux. Une expérience possible est de contraindre
un troupeau a rencontrer un obstacle et de mesurer sa réponse. Plusieurs scé-
narii sont imaginables comme la scission du groupe, I’évitement de 1'obstacle,
I’embrassement de 1'obstacle par le troupeau. Une autre étude peut consister a
attraper deux animoides du groupe, a leur appliquer une force constante et 4 me-
surer 1’élasticité du troupeau. Enfin, lorsque les troupeaux prennent la forme de
filaments, il serait intéressant de savoir ce qui se passe a l'intérieur de ceux—ci, en
terme de flux d’individus notamment.

Nous pouvons aussi apporter quelques changements aux modéles étudiés. La
vitesse des individus peut étre laissée libre. Il faudrait revenir alors a4 une des-
cription du type des équations de Langevin. On pourrait y introduire un terme
non-linéaire de saturation des vitesses, (v2 — |7|?)¥ par exemple, un terme d’ali-
gnement « (¥), une force de cohésion et une force aléatoire. Cette description
permettrait une étude plus large des états de rotation. Dans la nature, ceux-ci
prennent plusieurs formes que nous n’avons pas observées dans nos modéles Brl
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Perspectives

et Br2. Notamment ils peuvent prendre un aspect circulaire compact, ou avoir une
zone de déplétion au centre. Enfin, nous ne pouvons pas avoir de rotation solide
a vitesse constante. Nous pensons que toutes ces catégories sont observables dans
un modéle a vitesse variable.

Enfin, les modéles Brl et Br2 peuvent étre étudiés dans un espace tridimen-
sionnel. Il existe une étude de ce cas, mais elle est restée essentiellement qualita-
tive [27|. Les différentes phases cohésives, liquides et cristallines, qu’elles soient
mobiles ou immobiles doivent exister. En revanche, il est peu probable qu'un gaz
puisse exister sous forme volante. En espace bidimensionnel, un gaz volant existe
probablement (ce n’est pas prouvé) pour une densité supérieure a une densité
seuil. Le processus en cause dans cette mise en mouvement est le grand nombre
de collisions des différents agrégats entre eux. En dimension d = 3, les collisions
sont beaucoup moins probables, ce qui explique qu'un gaz en mouvement est
difficilement imaginable.

Les transitions de cohésion et de mouvement existent sans doute et leurs
natures doivent étre inchangées. Seules doivent varier les valeurs des grandeurs
critiques, exposants et valeur du cumulant de Binder. La propagation des modes
acoustiques au sein des troupeaux tridimesionnels n’a jamais été étudiée. C’est
un probléme qui peut fournir de nomreuses informations en ce qui concerne les
formes des groupes. Ainsi, nous attendons a retrouver des structures complexes
proches de celles des filaments.

L’étude du cas tridimensionnel nécessite I'introduction d’un ingrédient supplé-
mentaire. En effet, les groupes d’animaux, méme s’ils ont trois degrés de liberté
pour leur déplacement, restent surtout dans des plans et utilisent relativement
peu l'axe vertical. Si nous étendons directement les modéles bidimensionnels au
cas d = 3, le choix de la direction sera entiérement aléatoire. Il faut donc faire
intervenir 1’équivalent d’'un champ de pesanteur pour contraindre légérement le
systéme a se déplacer sur le plan horizontal.

Enfin le probléme tridimensionnel est excitant puisque I’essentiel de la biologie
se déroule dans les trois dimensions de I’espace. La morphogéneése de ’embryon,
la régénération de '’hydre, par exemple, méme s’il est possible de définir des axes
particuliers, sont tridimensionnelles. Et nous pensons que les modéles présentés
sont aisément utilisables. Leur relative simplicité en fait un outil de simulation
numérique trés puissant vis—a-vis de modéles plus globaux. De plus la physique
statistique permet une interprétation riche d’enseignements.
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Les transitions continues

Dans ce paragraphe nous allons donner une définition succincte des transi-
tions continues pour les systémes a 1’équilibre. Nous reviendrons sur ce sujet au
Chapitre B. Pour de plus amples détails on peut se reporter aux publications [55]
et [76].

Une transition de phase est une brisure spontanée de symétrie pour un systéme
a la limite thermodynamique (i.e.L — 00), entre la phase dite désordonnée ayant
une symétrie plus élevée et la phase ordonnée . Il faut donc définir un paramétre
d’ordre dont la valeur traduit le changement de symétrie en fonction du paramétre
de controle. Il s’agit, par exemple, de 'aimantation : nulle lorsque tous les dipoles
magnétiques d’un matériau sont décorrélés, non nulle lorsque le matériau est
ferromagnétique. Quant au paramétre de contréle, ce peut étre la température
T, comme dans I’exemple précédent. Dans le cadre du modéle XY, I'interaction
des spins a deux composantes s; sous champ magnétique h est décrite par le
hamiltonien :

H=-JY &5.5-hY &, (A1)
1,j~i i
J étant la constante de couplage inter-spins. [’aimantation peut alors étre définie
comme la moyenne d’ensemble du spin moyen :

1
w-(bs) »
ou la moyenne (.)g est définie par :

(S)g = %%Sexp <—Z£?> , (A.3)

la somme est effectuée sur toutes les configurations possibles [s;], kp est la constante
de Boltzmann et Z la fonction de partition :

7 = %exp (—%) : (A.4)
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Annexe A. Les transitions continues

Au point de transition, les fonctions thermodynamiques sont singuliéres. La
transition est dite continue si la dérivée premiére de 1’énergie libre est continue,
du second ordre si la dérivée seconde ® est discontinue. Le point de transition 7,
est alors appelé point critique et, a son voisinage, les quantités thermodynamiques
suivent des lois d’échelle. Successivement, ’aimantation M, la susceptibilité x, la
chaleur spécifique C et la longueur de corrélation dépendent de la température
réduite e =1 — L :

Te
M o €? sie>0 (A.5)
x o e (A-6)
C x |g]79, (A.7)
£ o e[, (A.8)
(A.9)

en I'absence de champ magnétique. L’aimantation au point critique dépend aussi
du champ de fagon algébrique :

M  h&, (A.10)

Il est possible de distinguer les exposants & gauche et a droite de la singula-
rité, mais ils sont en général égaux. Dans le cas contraire, nous les noterons, par
exemple,y~ et v". D’autres lois d’échelle avec d’autres exposants peuvent étre
définies. Leurs valeurs dépendent de la dimension d de ’espace dans lequel le sys-
téme est plongé. Lorsque d est inférieure & une dimension di™, appelée dimension
critique inférieure, alors aucune brisure spontanée de symétrie n’est possible. Si
d > di"P, le modéle est correctement décrit par une théorie de champ moyen. En
dimension intermédiaire, les fluctuations du paramétre d’ordre au voisinage de la
transition sont prédominantes et les exposants prennent des valeurs différentes de
ceux du champs moyen. Ils sont dits non-triviaux. Pour les spins XY, di* = 3 et
a'P = 4.

Le point crucial de cette théorie est que ces exposants ne dépendent pas des dé-
tails des systémes. Ainsi tous les matériaux ferromagnétiques a dip6les en rotation
libre dans un plan ont les exposants des systémes a spin de Heisenberg XY, peu
importe la composition chimique du matériau. Cette remarque empirique a été
confirmée par le développement des techniques liées au groupe de renormalisation
(RG) [52, 55|. Ainsi, il est possible de montrer que les exposants, valeurs propres
de la transformée linéarisée du groupe de renormalisation, sont indépendants des
détails microscopiques du hamiltonien. Le probléme ultérieur est donc de classer
les systémes et de déterminer les ingrédients minimaux nécessaires a ’apparte-
nance a ces ensembles appelés classes d’universalité. Ces techniques analytiques

511 est possible de définir des transitions d’ordre supérieur par analogie avec cet exemple.
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permettent aussi de relier les exposants entre eux par des relations d’échelles :

A = B+, (A.11)
a+284+y = 2, (A.12)
2—a = dy, (A.13)

Seuls deux exposants sont donc nécessaires pour décrire les propriétés statiques
d’un phénoméne critique. L’étude du paramétre d’ordre permet de fixer 3. Il est
ensuite courant de déterminer «y. En effet, dans le cadre des systémes magnétiques
a I'équilibre, il est facile de montrer que :

N 2 2
X= T (<5 > —(S) ) ; (A.14)
ou § = %225; Cette relation est appelée théoréeme fluctuation—dissipation.

L’étude de la variance du paramétre d’ordre suffit donc a déterminer le com-
portement de la susceptibilité et ’exposant .

Le théoréme de fluctuation—dissipation posséde une généralisation en dehors
de Iétat stationnaire [24]. A I'instant ¢, nous soumettons le systeme a un champ
magnétique k. Nous introduisons la réponse du systéme au champ h:

3Si(t)
0h;(to) °

Rii(t,to) = (A.15)

ol les indices 7 et j désignent les composantes des vecteurs. Alors, la susceptibilité
s’écrit en fonction de la réponse :

t
xijlt o) = [ Rt )t (A.16)
to
De plus, nous définissons la corrélation du champ :
Cij(t, to) = (Si(t)Si(to)) — (Si(1)) (S;(to)) - (A.17)

Le théoréme de fluctuation—généralisé s’écrit alors :

1 9C3;(t — to)

Rylt—ty) = o=t (A18)
Xt —t0) = 7 (C0) = Ciglt — 1)) (419

La courbe de la suceptibilité en fonction de la corrélation du champ est donc
linéaire et le coefficient directeur de cette droite est I’invers de la température du
milieu. En fait I’énoncé du théoréme que nous donnons ici est restrictif, puisque
nous supposons qu’il n’y a pas de phénomeéne de vieillissement pour des temps
t < ty. Cette hypothése convient & notre étude.
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Annexe A. Les transitions continues
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B

Etudes des effets de taille finie

Quelle que soit la nature de la transition étudiée dans I’ensemble canonique, la
taille finie du systeéme a pour effet de faire disparaitre les singularités. C’est tout-
a-fait compréhensible en considérant la définition de la fonction de partition. En
taille finie, le nombre de configurations [$;] étant fini, le nombre de termes dans
I’équation A.4 I'est aussi. La fonction de partition est donc toujours réguliére.

Soulignons que la plupart des systémes étudiés, tant numériques qu’expéri-
mentaux, sont finis. En principe, auncune transition n’est étudiée & la limite
thermodynamique. C’est dire I'importance que revét 1'étude des effets de taille.
En fonction de la nature de la transition, le traitement de ces effets sera trés
différent. Nous commencerons par les transitions continues et verront celles qui
sont discontinues dans I’Annexe C.

Les résultats présentés ci-dessous sont détaillés dans le livre édité par V. Priv-
man |76], et plus particuliérement, dans 'article intitulé Finite size scaling theory
écrit par le méme auteur. Rappelons cependant que c’est M. Fisher [37] qui, le
premier a émis I’hypothése fondatrice de cette théorie. Elle a ensuite été justifiée
analytiquement via une théorie des champs renormalisée [16, 17]. Dans la suite,
nous utiliserons les notations définies de I’Annexe A.

Au risque d’écrire une tautologie, la grandeur clef de 1’étude des effets de
taille est la taille du systéme L, et consiste en sa comparaison avec la longueur

d’autocorrélation ¢ définie par :
r

s 1 =il =r) xemp (1) (1)

A la limite thermodynamique, nous avons vu précédemment que ¢ diverge au
voisinage du point critique € ~ 07 :

€ |e]™". (B.2)

En taille finie, il existe donc toujours une valeur de la température réduite telle
que L ~ &, et pour des valeurs plus proches du point critique, £ est bornée
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Anneze B. Etudes des effets de taille finie

par L. En tenant compte de ces considérations et de la relation d’échelle B.2, la
bonne variable pour étudier les phénoménes critiques est % = Le¥, ou de facon
équivalente eLv.De plus, la partie singuliére de I’énergie libre au point critique est
une fonction homogene : f(e, h) = &% f(he=2). En utilisant la variable naturelle
que nous avons définie ci-dessus, nous obtenons I’expression de 1’énergie libre d’un
systéme fini au voisinage du point critique :

F(L,e,h) = L™4f(eLv, hLY). (B.3)

Le groupe de renormalisation nous en dit un peu plus. Les variables sont les
vecteurs propres et les exposants associés au facteur d’échelle sont les valeurs
propres de la transformée du groupe de renormalisation linéarisée. Il y en a une
infinité. Les champs & valeur propre positive sont dits pertinents, ceux a va-
leur propre nulle sont dits marginaux et ceux a valeur propre négative sont dits
non-pertinents. Les champs pertinents peuvent étre associés aux observables ha-
bituellement enregistrées : température, champ magnétique, etc. L’énergie libre
s’écrit alors :

f(L,e,h) = L fa.cL?,b.hL>  cul ™), (B.4)

ou seul un champ non-pertinent u a été inséré. Les exposants sont universels
bien siir, la fonction f I’est aussi; les détails microscopiques apparaissent via les
coefficients métriques a, b et c.

Les fonctions thermodynamiques telles I'aimantation et la susceptibilité sont
les dérivées successives de I’énergie libre en fonction du champ magnétique. En
utilisant les relations d’échelle A.11, A.12, A.13, nous obtenons alors les formes
suivantes :

N

M(a.eLv,b.hL> cul %), (B.5)
K(a.cLv, b.hL>, cul™). (B.6)

M =L
x = L

ok
v

En se plagant au point critique (¢ = 0), a des tailles suffisamment grandes pour
pouvoir négliger les champs non-pertinents, nous pouvons écrire quatre lois de
puissance permettant les mesures des rapports d’exposants g I et % :

T v

M o L7, (B.7)
x « Lv, (B.8)
aln(M) 1
Lv B.
9In(x) 1
5 Lv. (B.10)

A ce point de la théorie, il reste une difficulté a lever : la détermination du
point critique. Elle a été levée par K. Binder [8] par la définition du cumulant
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qui porte maintenant son nom. Il s’agit de définir une grandeur libre de tout
2

préfacteur dépendant de la taille. Soit la susceptibilité non-linéaire x™ = %, on

définit le cumulant de Binder comme :

nl
X
G(e, L) = — [—] . (B.11)
’ d 2
L Sl P
Les relations d’échelle et les définitions des susceptibilités linéaire et non-linéaire
permettent de montrer que :

G(e,L) =G (eL¥,ul™%), (B.12)

ol G est une fonction universelle. Au point critique, hormis les corrections dues
aux champs non-pertinents, cette fonction prend une valeur unique et universelle
U* losque la taille varie. Il suffit donc de trouver le point de croisement des
cumulants calculés pour chaque taille. En pratique, les termes non-pertinents
jouent un role non négligeable. En tenant compte des premiéres corrections, le
développement de Taylor du cumulant de Binder au point critique vaut :

G (0,ul™%) ~ U + cul ™%, (B.13)

Ne connaissant ni le point critique 7., ni la valeur universelle U*, le probléme
peut étre vu comme la recherche du couple (7,U*) pour que la courbe de
In (G(T,, L) — U*) en fonction de In(L) soit une droite. Mais c’est une méthode
difficile & mettre en oeuvre d’une part a cause de la qualité des courbes des cumu-
lants, d’autre part parce que la résolution numérique de cette minimisation peut
révéler l'existence de minima locaux. Dans la littérature (voir par exemple [18]),
I'utilisation du cumulant de Binder passe par une hypothése, en générale fondée
sur des études précédentes, concernant la valeur d’un des paramétres 7., U* ou
w. La suite de I’étude est alors restreinte a la recherche d’un seul paramétre.

Outre la détermination du point critique, le cumulant permet aussi la mesure
des exposants non-pertinent * par ’é¢tude des corrections et pertinent % grace a
la relation :

oG

5 (e L) L. (B.14)

Nous avons maintenant une méthode de détermination du point critique par
'étude des effets de taille sur le cumulant de Binder (équation B.13), une mesure
des rapports d’exposants g et T par les relations B.7 et B.8, trois mesures possibles
de % grace a B.9, B.10 et B.14. Une mesure directe des lois de puissance en fonction
de la température réduite A.5, A.6 et B.2 est aussi possible. Enfin, nous pouvons
confronter ces valeurs entre-elles, et vérifier la validité de lois d’échelle A.11, A.12
et A.13, qui sont réductibles a une seule loi ici, puisque nous n’étudions que trois
de ces exposants :

28+ =dv (B.15)
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Enfin, en ce qui concerne la détermination numérique des grandeurs thermody-
namiques, nous avons vu précédemment que ’aimantation et la susceptibilité, par
I'intermédiaire du théoréme fluctuation-dissipation, sont données par la moyenne
d’ensemble des moments de la moyenne spatiale des spins (équations A.2 et A.14).
De méme, nous pouvons calculer le cumulant de Binder :

(8*) —4(8%) (S) +6(5%) (S)" —3(5)"

G, L)=1- B.16
5 3((82)" —2(82)(5)" +(5)") (B0
Dans le cas symétrique, les moments impairs de 'aimantation s’annulent :
4
G, L)=1- (s >2. (B.17)
3(8?)

Le cumulant de Binder prend alors la forme de la kurtosis, grandeur mesurant
I’écart entre la fonction de distribution de la variable aléatoire S et la loi de
Gauss. Dans la phase ordonnée idéale, le paramétre est constamment égal a sa
valeur maximale. Par ce raisonnement simpliste, nous en déduisons la valeur du
cumulant de Binder : G(e > 0, L) ~ 2.
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C

Transition du premier ordre

Nous conserverons, dans cette annexe, le cadre des phénomeénes ferromagné-
tiques a I’équilibre. Soit un matériau a une température inférieure a la tempé-
rature de Curie T, et sous champ magnétique h. Le matériau posséde alors une
aimantation M de méme orientation que le champ externe. Si nous diminuons
I'intensité de fz, I’aimantation diminue pour atteindre sa valeur spontanée M R
sous champ nul, appelée aussi aimantation rémanente. La seule différence par
rapport & un systéme paramagnétique dont la température a été abaissée sous la
température critique est 1'orientation de ’aimantation : imposée selon h dans le
premier cas, spontanée, c’est-a-dire influencée par les seuls défauts du matériau,
dans le second. Lorsque nous imposons un champ faible et d’orientation oppo-
sée au champ précédent, nous nous attendons a ce que I'aimantation s’inverse.
En effet, le terme important du hamiltonien A.1 pour le probléme présent est :
—h > §;- Par la minimisation de ce terme, la courbe théorique du paramétre
d’ordre est donc un saut de MR a —MR.

Cependant, 'expérience montre une aimantation décroissante qui s’annule
en un champ, dit coercitif, (—i_ico). Si nous continuons & augmenter 'intensité
du champ, tous les dipdles magnétiques finissent pas s’aligner avec le champ
extérieur. Quand nous suivons le processus inverse, ’aimantation ne prend pas
les mémes valeurs. En (—h) = 0, elle vaut (—Mp), et elle s’annule en hg,. Le
cycle ainsi réalisé est nommé cycle d’hystérésis. Le chemin suivi le long du cycle
dépend de l'orientation initiale de 'aimantation. La raison principale de cette
hystérése est que, si nous inversons tous les spins d’une configuration donnée,
nous obtenons un nouvel équilibre. Sous champ, parmi les deux équilibres, I'un
est stable et l'autre instable. Loin de la transition, seule la solution stable est
atteinte par le systéme. Au voisinage de la transition, chacune des configurations
devient marginalement stable. Des domaines du matériau restent alors bloqués
dans la phase métastable. En conclusion, et c’est une des caractéristiques des
transitions du premier ordre, il y a coexistence des phases au point de transition.
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Anneze C. Transition du premier ordre

L’hystérése n’est pas la seule déviation possible du comportement asympto-
tique. Tout comme les transitions continues, les grandeurs thermodynamiques
d’un systéme de petite taille ne possédent pas de discontinuités. Prenons comme
exemple le modéle d’Ising, i.e., un ensemble de spins & seulement deux valeurs
possibles {—1;1}, & une température T et ayant un volume L% La fonction de
partition correspondant au hamiltonien A.1 peut étre réduite a :

Z(h, L) ~ eh.MR.Ld/kT + efh.MR.Ld/kT, (C.l)

ol My est 'aimantation rémanente du modéle d’Ising. On en déduit la forme du

paramétre d’ordre, sachant que M (h, L) = ﬁ% :

_ (C.2)

d
M(h, L) ~ Mgtanh <M> .
Cette relation n’est vraie que si ’on considére des systémes ot peuvent coexister
deux phases, soumises & un champ symétrique. L’étude des systémes soumis a un
champ asymétrique, ou pilotés par la température, et pouvant posséder plusieurs
phases a été réalisée par C. Borgs, R. Kotecky et S. Miracle-Solé, d’abord dans
le cas général [14], puis en une application sur le modeéle de Potts [15]. Le modéle
de Potts [77] est une généralisation du modéle d’Ising & ¢ états (le modeéle d’Ising
est un modéle de Potts & ¢ = 2), mais posséde une transition du premier ordre
dés que g > 4. Tous leurs résultats ont été obtenus pour un réseau de taille L, de
dimension d aux conditions aux bords périodiques et en considérant que 1’énergie
fondamentale et I'activité de chaque phase sont suffisamment réguliéres. Et par
un modéle de contours, les auteurs obtiennent la forme de ’aimantation prés du
point de transition h;, dans le cas d’un systéme bi-phasique dont chaque phase

est désignée par les indices + et — :

M(h,L) = Mo+ %(h ~ hy) (C.3)
| M+ XX )] tanh | {M(h — b))+ X2 (- ht)QH ,

ou My = (My(ht)+M_(ht))/2, M = (M (ht) — M_(ht))/2 et h est un paramétre
de controle, champ magnétique, température ou autre. Les termes correctifs a
cette relation sont exponentiellement petits avec la taille. Notons que nous y
retrouvons un terme semblable & celui trouvé sur le modéle d’Ising, ainsi que le
terme de réponse linéaire du systéme & un faible champ. D’autre part, loin de
la transition, ’encart entre I’aimantation & taille finie et sa valeur asymptotique
décroit de méme :

M (h, L) — M(h, L = 00)| < e(#9) 4 pel-ch=hlL?) (C.4)
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Mais le premier probléme reste la détermination du point de transition. Les
auteurs ont défini cinq mesures possibles. La chaleur spécifique est maximale au
point de transition, le cumulant de Binder, quant a lui, y est minimal. En taille
finie, ces deux extrema sont atteints en des valeurs h;(L) déplacées par rapport
au point asymptotique hy, et leurs écarts |h; —hy(L)| décroissent comme le volume
du systéme. De méme, la susceptibilité x(L) est maximale en h, et h (L) tend
vers h; :

hy(L) = hy + % +O(L34). (C.5)

Au point de transition, appelé aussi point de coexistence, le nombre de phases
est maximal. Ce point, en taille finie, tend exponentiellement vite avec la taille
vers la valeur asymptotique du point de transition.

Enfin, nous avons défini précédemment I'aimantation M, au point de tran-

sition. Soit h,,(L), la valeur du champ telle que l'aimantation en taille finie
M (L, hyn (L)) vaille My, alors

At = hin(L)] < O(e™"), (C.6)

ol a est une constante positive. Bien sfir, la derniére méthode est numériquement
la plus facile a mettre en oeuvre.

Nous avons étudié la détermination du point de transition et les propriétés
des grandeurs thermodynamiques de ces systémes. Ajoutons un mot au sujet
de leurs propriétés dynamiques. Tout comme les phénoménes critiques, le temps
d’autocorrélation dépend de la longueur de corrélation. Mais il n’y a pas de loi
d’échelle. J. C. Niel et J. Zinn-Justin [67] ont montré en théorie des champs que
cette dépendance est de la forme :

7o €7 (C.7)

En fait, ces processus sont dirigés aussi par la tension de surface des différentes
phases en présence. Ainsi, dans |71], les auteurs utilisent ’expression suivante
pour modéliser les processus dynamiques dans les systéme de Potts a 6 et 7 états
en taille finie :

7= L% exp <0Ld71) (C.8)
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D

Erreurs statistiques

Les définitions des grandeurs thermodynamiques en terme de moyennes telles
que nous les avons posées précédemment ne sont valides qu’une fois définie une
mesure au sens de Gibbs. Cela n’est pas toujours facile ni méme possible. Pour
la plupart des systémes pour lesquels les transitions de phase ont été étudiées,
tant de facon numérique qu’analytique, la difficulté réside dans la détermination
de toutes les configurations. Cantonnons-nous au probléme numérique. La mé-
thode généralement utilisée est de trouver un analogue dynamique au systéme a
I’équilibre, puis de considérer que tous les instants constituent des configurations
possibles. La moyenne temporelle est alors une approximation de la moyenne

d’ensemble : )

T
(S)(T) = T/ S(tydt — (S),. (D.1)
0
[’égalité n’est atteinte qu’a temps infini. Que se passe-t-il & temps fini ? Le sys-
téme peut trés rapidement explorer tout 1’espace des phases, mais il peut tout
aussi bien rester longtemps confiné dans un bassin d’attraction, voire bloqué sur
un point fixe ou un cycle limite ’empéchant ainsi de visiter des configurations au
poids de Boltzmann pourtant non nul.

Il nous faut donc mesurer la qualité de I’approximation réalisée lorsque nous
avons changé de définition. Intuitivement, ’écart & la moyenne de la grandeur S
est égal & ses fluctuations mesurées en nombre de mesures indépendantes :

2 2
35y = EL6F (D.2)
ind

H. Miiller-Krumbhaar et K. Binder [65] ont démontré cette égalité et défini le
nombre de mesures indépendantes 7},4 pour les systémes magnétiques a 1’équi-

libre :
T

T ==
ind 1+ 2715
ou T est le temps total durant lequel a été effectué la moyenne. 7 est le temps

(D.3)

décorrélation, c’est-a-dire le temps a la fin duquel la fonction d’autocorrélation
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s’annule :

o (S(0).50) - (87
s -

On observe, dans les systémes magnétiques que cette fonction décroit exponen-

(D.4)

tiellement suivant un temps caractéristique 7 : p(t) x exp (—f) D’autre part, 7,
appelé temps d’autocorrélation, diverge en s’approchant du point critique, ce qui
définit I’'exposant dynamique z : 7 ~ £*. En taille finie, la longueur de corrélation
étant bornée par la taille du systéme, cette équation devient au point critique :

T~ L% (D.5)

Dans le cas d’une transition du premier ordre, z = d/2.

Idéalement, & chaque valeur du paramétre de controle pour lequel les gran-
deurs thermodynamiques sont mesurées, il faudrait mesurer 7. Nous avons choisi
de nous restreindre au point critique. D’une part, cela permet de mesurer ’ex-
posant dynamique. D’autre part, nous obtenons ainsi une borne supérieure du
temps d’autocorrélation dans le régime désordonné et donc une sur—estimation
des erreurs. Enfin, 7 est le temps typique de décroissance de la fonction d’au-
tocorrélation, et non le temps de décorrélation 7. Nous définissons 7 tel que
p(7) = exp(—7/7) = 0,1%.

Cependant, la mesure des erreurs définie par 1’équation D.2 n’est pas entiére-
ment satisfaisante. En effet, a chaque grandeur mesurée, il faudrait associer un
temps d’autocorrélation. Nous avons préféré calculer un seul temps 7, mesuré
pour ’aimantation dans la suite de ce travail. Pour dériver les erreurs sur les
moments d’ordre supérieure, nous nous sommes inspirés du livre de B. Efron [33]
et de son application & un modéle de spins XY, travail mené par D. Loison et
P. Simon [59].

La méthode est la suivante. Considérons avoir obtenu numériquement la série
temporelle de longueur 7" de la variable S, pour des instants séparés de At = 1.
Soit (S) la moyenne réalisée sur cet ensemble et S; la valeur de la variable & un
instant ¢. Nous définissons les moyennes et les fluctuations tronquées comme :

- T(S)-S

St —_ ﬁ’ (D.G)
. T (82) — &7

2 t
S — (D.7)
o = N(§-387). (D.8)

Une approximation des moyennes d’ensemble s’écrit comme la moyenne des fluc-
tuations tronquées, ainsi que les erreurs :

1

g v

N

;@ (D.9)
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> (61— o)’ (D.10)

t=1

(60)* ~ (1+27)

En développant ces relations, et en considérant la limite des longues séries tem-
porelles, nous vérifions d’une part que nous retrouvons effectivement la définition
des fluctuations du paramétre d’ordre au sens des moyennes d’ensemble ; d’autre
part, nous obtenons I’expression des erreurs statistiques de la fluctuation :

(60)2 ~ L +T2f [<s4> (Y 4408 ((82) = (8)) — 4(5) ({87) — (8?) <s>)]

et, en généralisant, les erreurs sur le cumulant de Binder :
(66 ~ T [a (s — a () (5 (8%) +8(87)" (8%) — 28" (5]

Les erreurs varient donc comme la racine carrée du temps d’autocorrélation

7. Or, nous avons vu que 7 diverge algébriquement en fonction de la taille au
voisinage du point critique, nous pouvons donc nous attendre a devoir augmenter
le temps de calcul selon la méme loi. Pour obtenir des résultats & erreurs statis-
tiques égales, le temps de calcul devrait croitre comme L4#/2. Cependant, il faut
prendre en compte également le second facteur qui est composé des moments de
la moyenne spatiale des spins, ou des vitesses dans nos modéles. Les fluctuations
de ces moments peuvent donc varier avec la taille du systéme. A. Ferrenberg et al
[36] ont & ce propos défini la propriété d’auto-moyennage. A temps de calcul iden-
tique, modélisons la dépendance des fluctuations selon la taille comme une loi de
puissance L™*. Si x = d, le moyennage est dit fort ; si x = 0, il est dit absent. Bien
siir, tous les cas intermédiaires sont possibles. Nous voyons immeédiatement que si
nous étudions une grandeur & moyennage fort, il est plus rentable de calculer un
grand systéme. Alors que, dans le cas, d’un faible moyennage, il faudra augmenter
le temps de calcul pour atteindre des erreurs plus faibles. Comme exemples des
différents types de comportement des moyennes spatiales , citons ’aimantation
dont les fluctuations, dans la phase désordonnée, varient comme L~ ¢, I’énergie
moyenne qui fluctue comme L~(4=2/*) et la susceptibilité pour laquelle il n’y a
pas d’auto-moyennage.
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Pavage de Voronoi

E.1 Définition

FiG. E.1 — Définition des voisins selon le pavage de Voronoi. A gauche : pavage
complet autour du point noir; ses plus proches voisins sont en trait gras. Nous
avons représenté le cercle figurant la distance de coupure des interactions ap-
pliquées aux animoides. A droite : schéma illustrant I’algorithme récursif utilisé
pour tracer le pavage de Voronoi.

Le pavage de Voronoi est utilisé dans notre étude pour la détermination des
plus proches voisins parmi des points aléatoirement répartis sur le plan. Considé-
rons un point O. Tragons toutes médiatrices de tous les segments formés par ce
point et tous ses voisins, sans préjuger de leurs distances. Toutes les médiatrices se
coupent et les points d’intersection forment un réseau. Considérons les polygones
constitués par ces points, le polygone intérieur a tous les autres a été créé par les
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premiers voisins de O. Chacun des ces polygones minimaux constitue le pavage
de Voronoi. Outre la détermination des voisins, cette technique peut permettre la
définition du volume de chaque cellule. Ainsi la figure E.1 montre-t-elle un pavage
de Voronoi construit a partir du point noir central. Ses premiers voisins sont les
cercles en trait gras.

Le pavage de Voronoi est connu de longue date, puisque R. Descartes [2§]
I’employait déja sans en donner d’explications approfondies, ce qui sous-entends
que cette méthode était connue au XVII®siécle. Ils sont ensuite tombés dans
I’oubli. Les réseaux aléatoires ont été a nouveau étudiés par G. Lejeune-Dirichlet
et G. Voronoi. Le sujet a depuis été longuement étudié. Le lecteur pourra en
trouver une revue de ses travaux dans le livre d’A. Okabe et al [68]. Notamment
il y a des algorithmes pour déterminer ce pavage. Nous en avons écrit une version
adaptée a notre probléme.

E.2 Algorithme

La premiére partie de 1’algorithme est la détermination des voisins au sens
large. La seconde partie est un algorithme récursif de détermination du pavage
de Voronoi.

Les particules étudiées sont libres de se déplacer librement dans un espace
bidimensionel. Mais, pour les repérer, nous tragons sur ce plan un réseau régulier
de pas Ry. A chaque case ainsi définie, on associe toutes les particules qui s’y
trouvent. La premiére définition du voisinage est I’appartenance a I'une des neufs
boites entourant la particule considérée (fig 1.1). Parmi ces voisins, nous déter-
minons les animoides qui sont a 'intérieur du disque Ry. Il s’agit de la distance
de coupure de toutes les interactions.

La recherche des plus proches voisins n’est mise en place que s’il y a plus de
deux particules dans le disque d’interaction. L’algorithme récursif a pour point
de départ le plus proche animoide. Ensuite, nous considérons chaque particule les
unes apres les autres en balayant I’espace dans le sens trigonométrique. Soit O,
la particule dont nous recherchons les voisins. Supposons que /N particules notées
M soient dans le disque d’interaction, et que nous ayons déterminé les n premiers
voisins, le dernier de ceux-ci étant d’indice 7. Nous tracons la médiatrice du seg-
ment [OM;]. Le milieu de [OM;] est noté I. Nous orientons cette médiatrice et
nous fixons l’origine de 1’axe ainsi défini en I. Ensuite nous tragons les médiatrices
de [OM;] pour j > i. Toutes ces droites coupent la médiatrice de [OM;] en des
points Nj.

La cellule de Voronoi est définie comme le polygone le plus intérieur. Nous
observons alors que le voisin suivant est celui pour lequel la distance algébrique
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IN est la plus petite Sur la figure E.1, nous montrons un exemple pour lequel
le point M;,; est reconnu comme un des voisins au sens de Voronoi. Ensuite, il
suffit d’itérer le processus.
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Statistique des événements
extrémes

Cette annexe n’est que le résumé des résultats sur le sujet. Le lecteur intéressé
pour consulter la thése d’A. Baldassari [4] pour avoir plus de détails.

Le probléme consiste a déterminer les grandeurs statistiques des événements
rares ou extrémaux, c’est-a-dire la fonction de distribution de probabilité, la
moyenne, la variance etc. Soit des événements aléatoires caractérisés par une
variable X, nous étudions W,, le maximum des X; sur un échantillon de n évé-
nements .Le probléme peut s’écrire comme la détermination des deux suites (ay,)
et (by,) telles que :

Prob (W”T;“”) — H(z) (F.1)

Dans le cas de variables indépendantes et identiquement distribuées, on définit la
fonction de répartition F'(x) = Prob(X; < z). Alors la distribution limite H(z)
se déduit de F'(z) par le raisonnement suivant :

Prob(W,, < z) = F"(z) = H,(z) . (F.2)

Or H,((an+b,x) — H(x). De plus si F(z) ~ 1 alors H,(z) ~ exp(—n(1—F(x))).
Alors il suffit de trouver les suite (a,) et (b,) pour déterminer entiérement H (z).
Les résultats suivants nous sont nécessaires dans notre étude des troupeaux :

Si la variable aléatoire suit une loi de distribution exponentielle :

F(z) =1 — exp(—Ax), (F.3)

alors H, ~ exp(—nexp(—Az)). Si nous prenons a, = In(n)/\ et b, = 1/), alors
nous obtenons la distribution limite de Gumbel :

H(x) = exp(—exp(—1)). (F.4)
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Si la variable aléatoire suit une loi distribuée selon une loi d’échelle :
Flx)=1-a7" (F.5)

avec 0 > 0 alors Hy,(x) ~ exp(—nz~?. Avec les suites a, = 0 et b, = n'/?, alors
nous obtenons la distribution limite de Fréchet :

H(z) = exp(—2%). (F.6)
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Résumé

Mots-clés: mouvement collectif d’animaux, auto-organisation, transition de phase
hors d’équilibre, cohésion, diffusion anormale

Cette thése présente des modéles bi-dimensionnels stochastiques de physique hors
d’équilibre décrivant les mouvements collectifs d’animaux. Le but n’est pas la simula-
tion réaliste mais la compréhension d’un petit nombre d’ingrédients.

Dans la premiére partie, nous étudions la mise en mouvement d’une population
uniformément répartie dans ’espace. Deux transitions, ou du second ordre , ou discon-
tinue, sont observées et entiérement caractérisées. Au point de transition, la diffusion
est anormale, ce qui nous permet de modéliser une expérience de traceurs passifs dans
un bain de bactéries.

La seconde partie est dédiée a I'étude des troupeaux, fixes ou mobiles, avec un
ordre interne ou sans. Nous définissons chacune des phases par leurs propriétés mi-
croscopiques et macroscopiques de cohésion et de diffusion. Ainsi nous montrons que
ces modéles autorisent I'existence de troupeaux cohésifs arbitrairement grands sur un
espace ouvert et nous dessinons le diagramme des phases associé. Enfin, nous montrons
que I’ébranlement des troupeaux déstabilise leur structure interne et produit des formes
surprenantes et complexes de petits troupeaux reliés par des filaments.

Abstract

Keywords: collective motion of animals, self-organization, out—of—equilibrium phase
transitions, cohesive properties, anomalous diffusion

This dissertation presents two—dimensional out—of-equilibrium stochastic models of
animal collective motion. The aim of the study is not a realistic description but, rather,
the understanding of a few minimal components.

In the first part, we study how a uniformly space—distributed population achieves
macroscopic motion. Two transitions are observed and entirely characterized. One is
second order, the second is first order. At the threshold, the diffusion is anomalous,
and this allows the description of an experiment of passive beads in a bacterial bath.

The second part is devoted to the study of cohesive animal groups of arbitrary
structure : fixed or in motion, with or without internal order. We define each phase by
its diffusive, cohesive, microscopic, and macroscopic properties. We show the existence
of infinite cohesive herds in a open space and we draw the related phase diagram.
Lastly, we show that, at the onset of collective motion, the internal order of the herd
is destabilized, leading to some astonishing and complex structures.






