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Instabilités et dynamique

des ondes spirales tridimensionnelles

dans les milieux excitables isotropes.
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4.2.2.1 Lien entre la dérive en champ d’une spirale

et le comportement d’un filament de spirale
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7.3.2 Analyse de stabilté linéaire du filament droit uniformé-
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Chapitre 1

Introduction

L’une des premières observation expérimentale d’une onde d’excitation
dans un système chimique a été faite par Ostwald [60] qui, en 1900, vit
la propagation d’une onde d’excitation à la surface d’un fil de fer plongé
dans un bain d’acide nitrique piqué par une aiguille de zinc. Cette onde
d’excitation peut se propager indéfiniment le long d’un anneau et deux ondes
d’excitation qui se rencontrent s’annihilent. Dans le même système, étendu à
deux dimensions en entrelaçant des fils de fer selon un réseau carré, Susuki a
observé la propagation d’ondes spirales (voir figure(1.1))[76]. Néanmoins, la
présence de bulles dans le bain d’acide rend l’étude expérimentale des ondes
de surface extrêmement difficile.

Belousov[12] a mis au point une réaction chimique où l’on peut observer1

dans le cas où le milieu est maintenu homogène (par agitation par exemple) ,
des oscillations spontanées2 des concentrations. Ces oscillations se traduisent
visuellement par une variation de la couleur de de la solution au cours du
temps.

Afin d’étudier les structures qui pourraient se former dans ce milieu, on
peut, moyennant un dispositif expérimental adapté, se placer dans une situa-
tion où le milieu n’est plus homogène et où le seul processus physique qui
s’ajoute à la réaction est la diffusion moléculaire. On observe alors que dans
un milieu quasi-bidimensionnel des fronts d’ondes se forment spontanément
et peuvent aboutir à la formation d’ondes spirales[82, 88].

Dans le cas où le milieu n’est pas auto-oscillant, on observe qu’une per-
turbation localisée du milieu entrâıne la propagation d’une onde. Alors on
peut provoquer la formation d’ondes spirales. Ces ondes, visibles à l’œil nu,
se propagent dans le milieu avec un mouvement de rotation autour d’un

1si les concentrations des réactifs sont choisies de façon adéquate
2 Un exemple classique de système qui présente cette caractéristique est l’oscillateur de

Van der Pol.
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Fig. 1.1 – Gauche : Reproduction d’une figure de [76] (reproduite dans [84]
page 156) Images prises de la surface d’une grille de 26×26 fils de fer plongés
dans l’acide nitrique. Les parties noires correspondent à l’onde d’excitation
chimique. Les images sont prises tout les 1/8 de seconde. On distingue la
propagation de plusieurs ondes spirales en rotation uniforme. Droite : Image
tirée de [84] page 183. Superposition de six clichés d’une spirale en rotation
dans la réaction de Belousov-Zhabotinsky . Les clichés ont été pris à des
intervalles de 3 secondes.

cœur immobile, ce mouvement de rotation continuant tant que les propriétés
chimiques du milieu ne sont pas trop modifiées[82, 11].

Les études expérimentales des milieux excitables chimiques ont permis
de mettre en évidence l’instabilité de méandre[11, 38, 73] des ondes spirales
en rotation uniforme. Cette instabilité induit une modulation du rayon de
rotation de la spirale et le bout de la spirale, au lieu de décrire un cercle
décrit une trajectoire proche d’une epicyclöıde.

Ces différents comportements des ondes se propageant dans les milieux
excitables en ont fait un système modèle pour l’étude de la formation de
structures[34]. En effet, les ondes d’excitation se propageant dans la réaction
de Belousov-Zhabotinsky furent parmi les premiers exemples d’observations
expérimentales de la formation, prédite en 1952 par Turing [78], de structures
par un processus de réaction-diffusion.

Cet intérêt pour les milieux excitables a été renforcé par les similitudes
entres les ondes qui s’y propagent et les ondes observées dans certains sys-
tèmes biologiques tels que les fibres nerveuses où Hodgkin et Huxley[37] ont
décrit la propagation d’ondes d’excitation. En particulier, la propagation de
telles ondes dans le cœur et le rôle important qu’elles pourraient jouer dans
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certaines arythmies a été le moteur d’un très grand nombre d’études des
milieux excitables.

En effet, dans le cœur, des ondes d’excitation électriques synchronisent
la contraction des muscles. En fonctionnement normal, le nœud sino-atrial
envoie une onde électrique, via les fibres de Purkinje, sur l’endocarde. Cette
onde se propage alors de l’endocarde vers l’épicarde sous la forme d’une
onde d’excitation et déclenche la contraction des fibres musculaires. En 1913
Mines[57] observa la propagation d’ondes de contraction le long d’un anneau
de muscle cardiaque de chien et suggéra que l’existence de telles ondes qui
se propageraient indéfiniment dans le muscle pourrait expliquer certaines
certaines arythmies cardiaques.

Une étude récente[25] de la propagation d’ondes d’activité électrique le
long d’un anneau similaire à celui utilisé par Mines a montré des fluctua-
tions de l’intervalle de temps séparant deux passages de l’onde d’excitation.
Cette instabilité est appelée alternance et apparâıt en deça d’une longueur
critique de l’anneau utilisé. Cette instabilité qui correspond à une bifurcation
de Hopf[17] est aussi observée lors de la propagation d’ondes d’excitation le
long d’axones de calamars géants3[77, 40].

L’étude de tranches de tissus cardiaques quasi-bidimensionnelles[18] a mis
en évidence la propagation d’ondes spirales en rotation. De telles ondes ont
aussi été observées à la surface du cœur grâce à des colorants sensibles au
potentiel[33, 29] (voir figure(1.2)). Ces résultats ont renforcé une hypothèse
selon laquelle les ondes spirales pourraient jouer un rôle important dans le
mécanisme de la fibrillation ventriculaire[39]. En effet, un mécanisme pro-
posé consisterait en la succession d’une étape de tachycardie ventriculaire
où des ondes spirales se propageraient parallèlement à la surface du muscle
et à une fréquence plus élevée que celle du pace-maker naturel, entrâınant
des contractions rapides du ventricule. Ces ondes spirales se déstabiliseraient
alors et entrâınerait une activité désordonnée des muscles cardiaques similaire
à la fibrillation ventriculaire décrite par Wiggers[81].

Bien que des mécanismes purement bidimensionnels aient été proposés
pour expliquer la déstabilisation des ondes spirales et le mécanisme menant de
la tachycardie à la fibrillation ventriculaire [43], l’épaisseur du cœur pourrait
jouer un rôle important dans le mécanisme de la fibrillation ventriculaire[84].

Cette hypothèse a alors entrâıné un grand intérêt pour l’étude des pro-
priétés des milieux excitables tridimensionnels et donc des analogues tridi-
mensionnels des ondes spirales que sont les filaments de spirales. Ils consistent
en des ondes spirales bidimensionnelles mises les unes au dessus des autres le

3Ces fibres nerveuses ont beaucoup été utilisées expérimentalement car leur grande
taille facilite les expériences
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Fig. 1.2 – Gauche : photographie d’une colonie de Dictyostelium discoideum
tirée de [71] où l’on observe la propagation d’ondes spirales. Droite : onde
spirale se propageant à la surface d’un cœur de lapin observée à l’aide de
colorants sensibles au potentiel[33].

long d’une ligne (appelées en anglais scroll waves [83]). La troisième dimen-
sion permet, outre la forme du filament, un degré de liberté supplémentaire
à l’onde. En effet, on peut imposer un déphasage entre les différentes couches
qui constituent le filament. Ce déphasage est appelé twist.

Expérimentalement, on a observé de telles structures dans la réaction de
Belousov-Zhabotinsky [1, 3, 79]. Cependant, jusque récemment, l’étude de la
structure des ondes tridimensionnelles était difficile faute de techniques de
visualisation adéquates. Dans les années 90, des techniques optiques telles que
la tomographie[87] ou la reconstruction du filament à l’aide de l’analyse de
l’évolution temporelle de la projection de l’onde dans deux plans orthogonaux
[62] ont permis d’étudier la structure des ondes spirales dans les milieux
excitables chimiques tridimensionnels. Ainsi, Mironov et al.[58] ont observé
la déstabilisation d’un filament d’onde spirale se propageant dans un milieu
présentant un gradient d’excitabilité. Ce gradient d’excitabilité, imposerait
un déphasage entre les différentes couches de spirales qui constituent le milieu
et le twist ainsi créé provoquerait la déstabilisation du filament de spirale.

L’étude de la morphogénèse de Dictyostelium discoideum a mis en
évidence des structures qui pourraient êtres des ondes spirales tridimension-
nelles. En effet, lors des premières étapes de la formation de Dictyostelium
discoideum on observe des ondes spirales bidimensionnelles [51, 72] de cAMP
(voir figure (1.2) qui gouvernent l’agrégation des cellules. La suite du pro-
cessus de croissance de Dictyostelium discoideum fait alors apparâıtre des
structures filamentaires twistées[75, 19] qui pourraient être expliquées par la
présence d’ondes spirales tridimensionnelles.

Les résultats expérimentaux concernant la dynamique des ondes spirales
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dans le cœur sont plus rares et se limitent en général à l’observation des ondes
de surface[33, 29]. Les structures observées indiquent cependant que la dyna-
mique tridimensionnelle des ondes spirales pourrait jouer un rôle important
dans le mécanisme de la fibrillation ventriculaire[39].

Ces résultats expérimentaux se sont ajoutés à de nombreuses études
théoriques et numériques.

Ainsi, Keener [45], en utilisant des méthodes d’analyse fonctionnelle a dé-
rivé un modèle cinématique du filament de spirale. Dans le cadre de l’équa-
tion de Ginzburg-Landau complexe, ces prédictions ont été vérifiées en partie
par Gabbay et al.[28]. En utilisant des méthodes similaires, Biktashev, [13]
a étudié l’évolution du twist d’un filament de spirales. Dans une autre op-
tique Margerit et al.[54] ont calculé la forme des filaments d’ondes spirales
uniformément twistés dans un modèle d’interface fine.

Parallèlement, des études numériques ont mis en évidence différentes
instabilités des filaments de spirales dans les milieux excitables isotropes.
Ainsi, Biktashev [14] a mis en évidence l’instabilité de courbure des filaments
d’ondes spirales et a mis les résultats numériques en parallèle avec les résul-
tats de[45]. Cette instabilité aboutit à la formation de nouveaux filaments de
spirales et à la propagation d’ondes désordonnées. Plus récemment, Aranson
et al.[4] ont observé l’analogue tridimensionnel de l’instabilité de méandre.

A ces instabilités des filaments de spirales non twistés s’ajoutent des in-
stabilités induites par le twist imposé à l’onde spirale. Ainsi Henze et al.[36]
ont mis en évidence qu’au delà d’un twist critique, on observe la déstabili-
sation du filament droit twisté qui se restabilise sous la forme d’une hélice.
Une instabilité analogue a aussi été observée lors de simulations numériques
de milieux auto-oscillant modélisés par l’équation de Ginzburg-Landau com-
plexe [67, 59, 68]. Elle a entrâıné une modification du modèle de Keener pour
tenir compte de l’influence du twist sur la dynamique du filament[44] et pour-
rait en partie expliquer la déstabilisation d’un filament de spirales dans un
milieu présentant un gradient d’excitabilité[58].

Afin de mieux comprendre le mécanisme de la fibrillation ventriculaire,
des simulations numériques ont été effectuées dans des modèles plus réalistes.
Ainsi, afin de tenir compte de l’anisotropie des fibres musculaires du cœur et
de la rotation de ces fibres dans la direction transverse du cœur[50], Fenton
et al.[21, 22] ont effectué des simulations numériques de filaments de spirales
dans un milieu présentant une anisotropie tournante en utilisant un modèle
simplifié de l’activité électrique cardiaque. Ils ont alors observé la formation
d’ondes de twist le long du filament. Ces ondes de façon similaire à ce qui
est observé dans le cas de l’instabilité de courbure peuvent donner naissance
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à une activité désordonnée du milieu. Ces travaux ont été repris récemment
par Rappel[66] en utilisant des modèles plus réalistes de l’activité électrique
cardiaque4. Les résultats obtenus montrent que selon les modèles utilisés,
cette instabilité n’est pas toujours observée.

Dans un souci de réalisme accru, d’autres simulations ont été effectuées
dans des systèmes reproduisant la géométrie du cœur. Les résultats ob-
tenus montrent alors la propagation d’ondes similaires à celles observées
expérimentalement[5]. Dans la même optique, différents mécanismes de défi-
brillation, faisant intervenir des champs électriques ont été proposés [49].

Les résultats numériques et théoriques obtenus, bien qu’abondants, ont
été obtenus en utilisant différents modèles de milieux excitables et dans dif-
férents régimes de paramètres. Il en résulte que si certaines instabilités des
filament de spirales sont relativement bien comprises, aucune description sa-
tisfaisante des filaments de spirales n’est apparue.

Les travaux présentés dans cette thèse ont eu pour but de présenter un
portrait complet du comportement des filaments de spirales dans un modèle
déterminé de milieu excitable. Les résultats obtenus ont été mis en parallèle
avec des calcul théoriques effectués soit dans la limite de faible excitabilité
dans un modèle de front mince, soit par des méthodes perturbatives sur les
équations aux dérivées partielles du modèle de milieu excitable utilisé.

Le manuscrit s’organise de la façon suivante. Dans le chapitre 2, je pré-
sente succinctement les résultats théoriques et numériques concernant les
ondes spirales bidimensionnelles. Dans le chapitre 3, je présente les méthodes
numériques utilisées pour obtenir les résultats présentés dans la suite du
manuscrit. En particulier, je présente un algorithme qui a été utilisé pour
calculer les modes propres dominants d’un opérateur linéaire dans un espace
de grande dimension et ainsi effectuer l’analyse de stabilité linéaire des fila-
ments de spirales en rotation uniforme vis à vis de perturbations périodiques
suivant l’axe du filament.

Dans les chapitres 4 et 5, je présente les résultats obtenus sur la dyna-
mique des filaments de spirales non twistés. En particulier, je fais le lien
entre les résultats de l’analyse de stabilité linéaire des filaments de spirales
non twistés présentée dans le chapitre 4 et la forme des instabilités observées
décrites dans le chapitre 5. Les résultats obtenus montrent que selon le mode
propre qui est instable, on observe deux comportements très différents du
filament de spirales : si les modes de translation sont linéairement instables
on observe l’apparition de structures désordonnées dans le milieu alors que
si les modes de méandre est instable la bifurcation entrâıne l’apparition d’un

4Les modèles de Beeler-Reuter[10] et de Luo-Rudy[53]
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état restabilisé.
Dans les chapitres 6 et 7 je présente les résultats théoriques et numériques

obtenus sur l’influence du twist sur la dynamique des filaments de spirales
et sur son possible effet déstabilisant ou restabilisant sur les filaments. Ils
mettent en évidence un bon accord qualitatif entre les résultats obtenus par
une approche de fronts minces et ceux obtenus par un calcul des états sta-
tionnaires en utilisant la méthode de Newton décrite chapitre 3. L’analyse
de stabilité linéaire montre que le twist n’a pas d’effet restabilisant sur les
modes instables dans le cas où le filament non twisté est instable. Par contre,
dans le cas où le filament droit est stable, elle montre que le twist induit une
déstabilisation des modes de translation. Cette déstabilisation induit une in-
stabilité de sproing déjà décrite dans [36]. Je décris l’état restabilisé et la
bifurcation dans le chapitre 7 et présente un modèle phénoménologique de
filament qui a le même comportement qualitatif sous l’influence du twist que
le filament de spirales.
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Chapitre 2

Ondes spirales :

Un milieu excitable est généralement défini par le fait qu’il présente un
point d’équilibre stable et qu’une petite perturbation de cet état d’équilibre
peut entrâıner une longue excursion dans l’espace des phases[84].

Dans ce chapitre, je présente succinctement les structures se propageant
dans un milieu excitable unidimensionnel puis les ondes pouvant exister dans
un milieu excitable bidimensionnel ainsi qu’une instabilité des ondes spirales :
le méandre.

2.1 Modèles de milieux excitables :

De bonnes approximations des milieux excitables sont des modèles de
réaction-diffusion à deux variables[24] :{

∂tu = 1
ε
f(u, v) +Duε∆u

∂tv = g(u, v)
(2.1)

où l’une des variables, u a une vitesse de réaction beaucoup plus rapide
que la seconde, v. Le petit paramètre ε exprime le rapport entre les vitesses
de réaction caractéristiques des deux espèces. u est appelé propagateur et v
l’inhibiteur.

Ces modèles, dont un diagramme des phases caractéristique de la partie
réactive de (2.1) est représenté sur la figure (2.1), sont extrêmement simpli-
fiés par rapport aux systèmes réels. Néanmoins, ils reproduisent fidèlement
les comportements qualitatifs observés expérimentalement et permettent de
mettre en évidence les mécanismes qui interviennent dans la propagation des
ondes dans les milieux excitables.

L’un des premier modèles de milieu excitable est celui de Fitzhugh-
Nagumo [24] qui a été introduit pour décrire de façon simplifiée le potentiel
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d’action se propageant le long d’une fibre d’axone :{
f(u, v) = 3u− u3 − v
g(u, v) = u− δ (2.2)

Des modèles similaires ont été développés soit pour décrire des milieux
excitables particuliers1 soit pour permettre des simulations numériques plus
rapides. Ainsi, le modèle de Barkley :{

f(u, v) = u(u− 1)(u− v+b
a

)
g(u, v) = u− v (2.3)

permet des simulations rapides des milieux excitables en utilisant l’algorithme
décrit dans [7](voir section 3.1).

Dans la suite de cette section je décris le comportement d’un milieu ex-
citable homogène soumis à une perturbation d’amplitude finie et montre la
forme de la longue excursion dans l’espace des phases qu’elle peut entrâıner.
A titre d’exemple, je me place dans le cadre du modèle de Fitzhugh-Nagumo
.

Dans ce modèle, le point d’équilibre correspondant à u0 = δ et v0 = 3δ−δ3

est linéairement stable si δ < −1 et une perturbation de l’ordre de δ+1 (c’est
à dire suffisante pour amener le milieu dans la région où f(u, v) > 0) entrâıne
une longue excursion dans l’espace des phases. Dans un premier temps, u, la
variable rapide, passe sur la branche C+ afin d’annuler le terme f(u, v), alors
que v reste quasiment constant. Ensuite, le couple (u, v) suit la partie C+ de
la ligne de niveau 2 f(u, v) = 0 jusqu’à atteindre son sommet. Il y a alors
un saut de u pour rejoindre l’autre partie stable de la courbe f(u, v) = 0 :
C−. Enfin couple (u, v) relaxe lentement vers le point d’équilibre en restant
sur C−. Un exemple typique d’une telle trajectoire au cours du temps, ainsi
que l’exemple d’une relaxation exponentielle est représentée figure(2.2). On
voit alors la différence de comportement du retour à l’équilibre en fonction
de l’amplitude de la perturbation.

L’exitabilité peut alors être définie comme la capacité du milieu à pré-
senter une telle trajectoire de retour à l’équilibre lorsqu’il est soumis à une
perturbation finie.

1 Ainsi, le modèle de l’oregonator décrit la réaction de Belousov-Zhabotinsky alors que
les modèles de Luo-Rudy et de Beeler-Reuter sont des généralisation du modèle d’Hodgkin
Huxley qui décrivent l’activité électrique du cœur (Ces deux modèles font intervenir bien
plus de deux variables).

2la variable rapide u est éliminée adiabatiquement du fait de sa plus grande vitesse
caractéristique de réaction
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Fig. 2.1 – Exemple de diagramme des phases de la partie réactive d’un
milieu excitable. Le point d’équilibre, noté O, est linéairement stable. En
effet, dans les régions où f > 0, u tend à augmenter et dans les régions où
g > 0, v tend à augmenter. Ainsi toute perturbation infinitésimale de l’état
d’équilibre relaxe exponentiellement vers O. Par contre si la perturbation est
suffisamment grande pour amener le système de l’autre coté de C0 ou en
dessous du minimum local de la courbe f = 0, le retour à l’équilibre se fait
en décrivant une longue excursion dans l’espace des phases.
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Fig. 2.2 – Exemples de trajectoires de retour à l’équilibre dans le modèle de
Fitzhugh-Nagumo (δ = −1.3, ε = 0.01) pour deux perturbations de l’état
d’équilibre du même ordre de grandeur. La ligne continue représente u− u0,
lest tirets, v − v0. Sur la figure de gauche la perturbation utilisée à t = 0 est
u(0) = u0, v(0) = v0 − 0.33, sur la figure de droite, la perturbation utilisée
est u(0) = u0, v(0) = v0 − 0.32. Les amplitudes de variation de u et v sont
d’amplitudes très différentes et les temps de retour à l’équilibre diffèrent aussi
sensiblement.

Fig. 2.3 – A droite : exemple de front d’onde se propageant dans le modèle de
Fitzhugh-Nagumo pour ε = 0.01 et δ = −1.3. La ligne continue représente le
champ u − u0, la ligne pointillée, v − v0. On remarque que les fronts avants
et arrière sont très abrupts. A gauche : trait plein : trajectoire dans l’espace
des phases des champs u et v en un point de l’espace traversé par ce front.
On constate que hors des deux lignes horizontales qui sont parcourues très
rapidement, le couple (u, v) est sur la ligne f(u, v) = 0 représentée par le
trait mixte.
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2.2 Ondes unidimensionnelles :

Dans le cas d’un milieu excitable unidimensionnel des ondes d’excitation
peuvent se propager (un exemple d’onde est présenté figure (2.3)).

Dans la limite où ε est petit on peut utiliser la séparation des échelles
caractéristiques de variation de u et v pour se ramener à un problème de
dynamique de fronts et comprendre simplement la structure de l’onde so-
litaire. En effet, l’onde est composée d’un front avant d’excitation qui se
propage dans le milieu à l’équilibre, d’une région excitée, d’un front arrière
de désexcitation et d’une région de retour à l’équilibre. Dans les modèles de
réaction diffusion, le front avant correspond au passage de l’état d’équilibre à
la branche stable C+(voir ( 2.1) ) de la courbe f(u, v) = 0, la région excitée à
l’excursion sur cette branche, le front arrière au passage de C+ à C− et enfin
la région de retour à l’équilibre au retour vers O en suivant cette branche.

2.2.1 Vitesse de propagation d’un front :

Dans cette section, je présente un calcul de la vitesse de propagation d’un
front séparant la région désexcitée de la région excitée d’un milieu excitable.
Ce calcul repose sur la séparation des échelles de variation temporelles de u
et v.

Dans les régions de forte variation de u (les deux fronts), on considère
que v est constant et on note ṽ, sa valeur. Dans le front, u passe du zéro de
f̃ṽ(u) = f(u, ṽ) situé sur C± au zéro situé sur C∓. v, étant constant, (2.1)
s’écrit : {

∂tu = 1
ε
f(u, ṽ) + ε∆u

v = ṽ
(2.4)

Dans un repère se déplaçant avec le front à la vitesse c, u est invariant dans
le temps. Alors (2.4) devient une équation différentielle ordinaire :

ε
d2u

dx2
u+ c

du

dx
= −1

ε
f(u, ṽ), (2.5)

L’échelle spatiale de variation de u étant d’ordre ε, il apparâıt naturel de
remplacer x par la variable ξ = x/ε. Alors (2.5) devient :

d2u

dξ2
u+ c

du

dξ
= −f̃ṽ(u) (2.6)

La solution de (2.6) qui correspond au front dans ce nouveau repère admet
pour limite en ±∞ les deux zéros de f̃ṽ(u) : u− et u+. En utilisant une
analogie mécanique, on peut montrer qu’une telle solution n’existe que pour
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une valeur de c. En effet, on peut assimiler u à la position d’un point matériel,
ξ au temps, c à un coefficient de frottement visqueux et f̃(u) à la force qui
dérive du potentiel Fṽ(u) =

∫
f̃ṽ(u)du à laquelle est soumis le point matériel.

Alors, la solution de front correspond à la situation d’un point qui, lâché
sans vitesse initiale, d’un point d’équilibre instable du potentiel Fṽ parvient à
l’autre point d’équilibre instable au bout d’un temps infini. Une telle situation
se produit pour une seule valeur du coefficient de frottement fluide. Ainsi, c
est fixée par la forme du potentiel Fṽ(u), donc par ṽ.

En intégrant (2.6) entre ξ = −∞ et ξ = +∞ on obtient :

c

∫ +∞

−∞

(
du

dξ

)2

dξ = −
∫ u+

u−

f̃ṽ(u) du (2.7)

On montre ainsi que la vitesse d’un front dépend uniquement de la valeur de
l’inhibiteur v dans le milieu dans lequel il se propage. On note cette vitesse
cv qui est indépendante de ε.

Numériquement, on peut calculer cv à l’aide d’une méthode de tir. On
obtient la relation entre cv et v et la forme du front (voir figure ( 2.4) ).
On vérifie ainsi que l’hypothèse de front mince est valable pour des faibles
valeurs de ε et qu’on peut donc faire l’hypothèse v constant à l’intérieur du
front. En effet le front est d’épaisseur environ 1 en ξ, c’est à dire d’épaisseur
ε alors que l’échelle de variation caractéristique de v dans le référentiel en
mouvement avec le front est de l’ordre de 1

c
= O(1).

2.2.2 Hors des fronts :

Hors des fronts, on élimine adiabatiquement le propagateur u en considé-
rant que du fait de sa plus grande vitesse de réaction il est esclave de v. Les
équations (2.1) deviennent alors :{

0 = f(u, v)
∂tv = g(u, v)

(2.8)

On se ramène ainsi à une équation différentielle ordinaire pour v. Si on est
sur la branche C+(voir ( 2.1) ) de la courbe f(u, v) = 0, v croit alors que
si on est sur la branche C− de la courbe f(u, v) = 0, (u, v) relaxe vers la
position d’équilibre.

Si le milieu est faiblement excitable, on suppose que v ne s’éloigne pas de
sa valeur d’équilibre. Alors, au premier ordre en (v − v0), (2.8) devient :

∂t(v − v0) =
1

τ+

dans la région excitée. (2.9)

∂t(v − v0) = − 1

τ−
(v − v0) dans la région de retour à l’équilibre.(2.10)
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Fig. 2.4 – A gauche : vitesse de propagation d’un front plan en fonction de la
concentration de l’inhibiteur calculée dans le modèle de Fitzhugh-Nagumo
pour en utilisant comme variable spatiale la variable adimensionnée ξ. La
vitesse du front ne dépend que de f(u, v) et est donc indépendante de la
valeur de δ. A droite, forme d’un front se propageant dans un milieu où
v = 0 dans le même modèle avec δ = −1.7. La variable spatiale est ξ et on
voit ici que son échelle de variation est de l’ordre de O(1).

où τ+ est le temps caractéristique de réaction de v sur la branche C+ et τ−
le temps caractéristique de retour à l’équilibre de v sur la branche C−.

2.2.3 Onde solitaire et ondes périodiques

Dans le cas d’une onde solitaire, le front avant se propage dans le milieu
à l’équilibre, sa vitesse de propagation est donc cv0 . Le front arrière le suit à
cette même vitesse. Cette onde stationnaire est stable.

En effet, la vitesse de propagation du front arrière est une fonction crois-
sante de la valeur de v dans le milieu dans lequel il se propage(voir figure (
2.4) ) et que cette valeur de v est aussi une fonction croissante de l’intervalle
de temps entre les deux fronts (fonction décroissante de la vitesse du front
arrière).

Par exemple, si le front arrière est plus lent que cv0 , le temps pendant
lequel le milieu où il se propage a été excité augmente et par conséquent le
champ v du milieu dans lequel il se propage aussi. Le front arrière accélère
donc jusqu’à atteindre cv0 . Inversement, s’il va plus vite que le front avant, il
ralentit jusqu’à atteindre cv0 .

Dans le cas des ondes périodiques, le front d’onde avant se propage dans
un milieu qui n’a pas eu le temps de retourner à l’équilibre, ce qui modifie
la vitesse de propagation du front (le ralentit) et peut entrâıner l’apparition
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d’une instabilité : l’alternance[17].

2.3 Structure se propageant à deux dimen-

sions :

A deux dimensions dans un milieu excitable on peut observer la propaga-
tion de fronts d’ondes plans, analogues bidimensionnels des ondes solitaires se
propageant dans les milieux unidimensionnels. Si le front d’onde est coupé en
deux dans sa direction de propagation deux évolutions du demi front d’onde
sont observées selon l’excitabilité du milieu.

Dans le cas où le milieu est faiblement excitable, on observe que le front
d’onde plan devient un demi front d’onde plan animé d’un mouvement de
translation uniforme en forme de doigt. Il se propage avec une vitesse dont
la composante perpendiculaire au front est égale à la vitesse de propagation
de l’onde plane et dont la composante parallèle au front correspond à une
diminution de la longueur du front. Cette vitesse de rétraction décrôıt si on
augmente l’excitabilté du milieu.

Au delà d’une excitabilité critique où le mouvement du doigt est ortho-
gonal au demi front d’onde plan on observe que l’onde prend la forme d’une
spirale archimédienne qui est en rotation uniforme autour d’un point fixe.
Loin du centre de rotation cette onde spirale peut être vue comme un train
d’ondes périodiques se propageant radialement.

On peut expliquer ces différents comportements en utilisant un modèle
de propagation de fronts[35, 42, 47, 56]. Cette approche permet par ailleurs
d’expliquer l’instabilité de méandre des spirales dans la limite de faible excita-
bilité. Les résultats ainsi obtenus sont en bon accord qualitatif et quantitatif
avec les études numériques de milieux excitables[6, 41, 48, 86, 85]. Dans la
suite de cette section, je présente succinctement l’approche de fronts minces
pour des ondes spirales en rotation uniforme ainsi que quelques résultats
numériques obtenus directement sur les équations aux dérivées partielles.

2.3.1 Approche de fronts minces :

2.3.1.1 Vitesse d’avancée d’un front courbe

Si on se place dans la limite ε petit, on peut réduire la dynamique d’un
milieu excitable à celle de deux lignes représentant les fronts d’ondes avant
et arrière de l’onde d’excitabilité. Pour cela il faut connâıtre la vitesse de
propagation d’un front courbe. Si on considère que l’onde d’excitation est
faiblement courbée, de rayon de courbure ρ et se propage avec une vitesse
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normale constante cn alors (2.1) devient en utilisant un système de coordon-
nées polaire dont le centre est le centre de courbure du front et en remplaçant
r par ξ = (r − ρ)/(ε) :

cn
ε
∂ξu =

1

ε
f̃ṽ(u) +

1

ε
∂ξξu+

1

ρ+ εξ
∂ξu (2.11)

Comme le rayon de courbure est grand devant l’épaisseur du front, cette
équation se ramène au premier ordre en ε/ρ à (2.6) en remplaçant c par
c− ε/ρ. Donc la vitesse normale de propagation d’un front de courbure κ =
1/ρ est :

c(v, κ) = cv − εκ (2.12)

où cv est la vitesse du front plan définie par (2.7) .

2.3.1.2 Équations des fronts avants et arrière de la spirale :

Fig. 2.5 – Droite : Vision schématique de l’onde spirale dans un modèle
d’interface fine. ω est la pulsation de l’onde, Rtip, le rayon de rotation de
l’onde et ρ est le rayon de courbure des fronts au bout de la spirale. La
région où le milieu est excité est noté D+, la région de retour à l’équilibre est
noté D−. Gauche : schéma expliquant la relation (2.14). O est le centre de
rotation de la spirale, le trait plein noir est le front (avant ou arrière) à un
instant t0, le trait pointillé est la position de ce front à l’instant t0 +dt : c’est
le résultat de l’application d’une rotation de centre 0 et d’angle ωdt au front
à l’instant dt. Pour que le front se propage à l’identique, il faut que pour tout
point N du front à l’instant t0, il existe un point M , proche de N tel que son
image par l’avancée du front pendant dt : M ′ = M+cn(M)~n(M)dt soit égale
à l’image de N par rotation de centre 0 et d’angle ωdt :N ′ = N + ωr~eθdt.
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On considère une onde spirale en rotation uniforme à la pulsation ω et on
cherche à déterminer les équations vérifiées par ses fronts avants et arrières.
Afin de simplifier le calcul on fait dans un premier temps les hypothèses
suivantes :

1. On suppose que le milieu est faiblement excitable et qu’on peut utiliser
l’hypothèse de faible excitabilité pour décrire l’évolution de v.

2. Le milieu a eu le temps de revenir à l’équilibre entre un passage du front
arrière et le passage suivant du front avant, ce qui fait que la vitesse
normale du front avant est cv0 − εκ.

Dans un premier temps, on établit l’équation qui exprime que le mouve-
ment des deux fronts qui composent la spirale est un mouvement de rotation
uniforme :

cn(M)~n− ωr~eθ ∈ D (2.13)

où M est un point du front, cn(M)~n, la vitesse normale du front en ce point,
et D, la tangente au front en M . Cette équation exprime que le mouvement
normal d’un point du front doit correspondre au mouvement de rotation d’un
autre point voisin du front(voir figure (2.5)). Cette équation cinématique,
valable pour les fronts avant et arrière s’écrit plus formellement :

cn(M) = ωr~n.~eθ (2.14)

En se plaçant dans un système de coordonnées polaire3 et en utilisant
(2.12) on obtient que le front avant paramètré par θ+(r) vérifie :

rω =

(
cv0 +

ε

r
∂r

[
r2∂rθ+√

1 + (r∂rθ+)2

])√
1 + (r∂rθ+)2 (2.15)

Entre le front avant et le front arrière, (u, v) évolue en obéissant à (2.9).
Alors, comme cv dépend linéairement de v pour v proche de v0 : cv = cv0(1−
Bτ+(v − v0)), (2.14) devient pour le front arrière :

rω =

(
cv0(1−Bθ− − θ+

ω
) +

ε

r
∂r

[
r2∂rθ−√

1 + (r∂rθ−)2

])√
1 + (r∂rθ−)2 (2.16)

On a ainsi établi les équations (2.15,2.16) vérifiées par les fronts avant
et arrière d’une onde spirale en rotation uniforme dans un milieu faiblement

3Le vecteur tangent à une courbe paramètrée par θ(r) est ~t = (−rθr~er+~eθ)/(1+r2θ2
r)

1/2

et que la courbure vaut :−1
r ∂r

(
r2∂rθ√

1+(r∂rθ)2

)
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excitable. Afin de fermer le problème, il faut encore donner la condition de
raccord entre les deux fronts.

Dans le cas où le rayon de rotation de l’onde spirale est du même ordre
de grandeur que la largeur du de l’interface fine, l’approximation d’interface
fine perd sa validité dans la région de raccord entre les fronts. Alors, une
étude du système de réaction-diffusion dans la région proche du bout de la
spirale, utilisant un développement en puissances ε montre qu’au premier
ordre, les deux front se raccordent au centre de rotation en faisant un angle
∆θ[42, 46, 47].

Dans le cas contraire, c’est à dire dans la limite de faible excitabilité,
les fronts avant et arrière de la spirale se rejoignent en un point situé à la
distance Rtip du centre de rotation (voir ( 2.5) ) de la spirale. En ce point,
la tangente aux fronts est orthoradiale, ∂rθ± y présente donc une divergence.
La vitesse normale d’avancée du front y étant nulle, la courbure du front au
bout de la spirale, κtip, est égale à : cv0/ε = κtip. Cette condition implique
que ∂rθ±(r) se comporte comme :(

κ−1
tip

2Rtip(Rtip + κ−1
tip)

)1/2

(r −Rtip)
−1/2, (2.17)

au point de raccord entre les fronts avant et arrière.
Les équations (2.17,2.15,2.16) deviennent en introduisant ψ± = r∂rθ± et

en utilisant les quantités adimensionnées suivantes : ρ =
cv0
ε
r, Ω = ε

cv0
2ω :

Γ+Ωρ = (Γ+)3/2 +
1

ρ

(
ψ+ + ψ+

3
)

+
(

1 + (
ρ

α
)2
)
ψ′+ (2.18)

Γ−Ωρ = −
(

1− Bε

c2
v0

θ+ − θ−
Ω

)
(Γ−)3/2 +

+
1

ρ

(
ψ+ + ψ−

3
)

+
(

1 + (
ρ

α
)2
)
ψ′− (2.19)

ψ±(ρ ≈ ρtip) =

(
ρtip

2ρtip(ρtip + 1)

)1/2

(ρ− ρtip)−1/2 (2.20)

Ce système d’équation ne dépend que du paramètre Bε
c2v0

et peut être résolu

numériquement en utilisant une méthode de tir (voir figure2.6).
Dans la limite de faible excitabilité, on peut intégrer analytiquement ces

équations [35] en utilisant le fait que Rtip � κ−1
tip . Les résultats obtenus sous

ces hypothèses mettent en évidence que le comportement de l’onde spirale
dépend essentiellement de la dynamique des fronts au voisinage de la région
de raccord entre les front avant et arrière. Cette partie de l’onde spirale tend
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Fig. 2.6 – Gauche : Fréquence de rotation de la spirale en fonction de Bε
c2v0

.

Droite : Comparaison entre la valeur de la vitesse du bout de la spirale
calculée numériquement par une méthode de tir et sa valeur asymptotique
calculée au voisinage de la limite de propagation des ondes spirales.δB =
( (B−Bc)ε

c20
). L’asymptote est alors ctip−as = 1− δB/K avec K ≈ 0.63[35].

à prendre au point de raccord entre les fronts une vitesse tangentielle et un
rayon de rotation instantanée qui dépendent uniquement de l’excitabilité du
milieu dans lequel elle se propage. En particulier, on constate que le rayon
de rotation de l’onde décrôıt quand l’excitabilité du milieu augmente.

2.3.2 Méandre bidimensionnel :

Une instabilité des ondes spirales consiste en une modulation du rayon
de rotation de la spirale à une fréquence autre que sa fréquence de rota-
tion. Cette instabilité, appelée méandre a été observée expérimentalement
dans la réaction de Belousov-Zhabotinsky [11] et numériquement dans de
nombreuses études numériques[86, 85].

2.3.2.1 Analyse de stabilité linéaire :

Afin de développer des modèles réduits de la dynamique des ondes spirales
et de mieux comprendre les mécanismes d’instabilités, on étudie la stabilité
linéaire des ondes spirales en rotation uniforme dans les milieux excitables[8].

Cette onde spirale est invariante dans le temps dans le référentiel tournant
à la même pulsation que la spirale. Alors en utilisant comme coordonnées r
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Fig. 2.7 – Ligne de niveau des champs u et v a=0.4 b=0.01 eps=0.01 u=0.2
0.5 0.8 v=0.1 0.2 0.3 ; on voit bien la différence d’échelle de longueurs.

et φ = θ − ωt, (u(r, φ, t), v(rφ, t)) vérifient :{
0 = ∂tu = ω∂φu+ 1

ε
f(u, v) + ∆u

0 = ∂tv = ω∂φv + g(u, v)
(2.21)

Alors, les champs u et v ainsi que la pulsation ω peuvent être déterminés
précisément en utilisant une méthode de Newton (voir figure (2.7)) et en
discrétisant les opérateurs différentiels sur une grille polaire.

Une fois la solution stationnaire (u0, v0, ω) calculée on linéarise l’opérateur
d’évolution en temps autour de cette solution stationnaire dans le référentiel
en rotation avec la spirale et on étudie la stabilité linéaire de perturbations
de la forme : {

ũ1(r, φ, t) = eσtu1(r, φ)
ṽ1(r, φ, t) = eσtv1(r, φ)

(2.22)

De telles perturbations sont solutions du problème linéarisé si elles véri-
fient le problème aux valeur propre :

σ

(
u1

v1

)
=

(
ω∂φ + 1

ε
∂uf(u0, v0) + ∆ 1

ε
∂vf(u0, v0)

∂ug(u0, v0) ω∂φ

)(
u1

v1

)
= L

(
u1

v1

)
(2.23)

Ce problème aux valeurs propres peut être discrétisé sur la grille polaire
utilisée pour le calcul des solutions stationnaires. Comme on s’intéresse à la
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Fig. 2.8 – Trajectoire du bout de la spirale dans le modèle de Barkley pour
ε = 0.025 et b = 0.01 et a = 0.528 (haut gauche), 0.592 (haut droite), 0.57
(bas gauche), et 0.616(bas droite).

stabilité des perturbations, il suffit de déterminer les modes propres domi-
nants, c’est à dire ceux dont le taux de croissance, la partie réelle de σ est
la plus grande. Ceci peut être fait très précisément en utilisant l’algorithme
exposé section 3.4. On détermine ainsi les n ≈ 30 modes propres de plus
grands taux de croissance.

Du fait des symétries de l’équation (2.1) , invariance par translation dans
l’espace et dans le temps, ∂φ(u0, v0), (∂r+i1

r
∂φ)(u0, v0) et (∂r−i1

r
∂φ)(u0, v0)

sont des modes propres de L avec pour valeurs propres respectives 0, iω et
−iω(voir annexe B).

L’analyse de stabilité linéaire conduite numériquement met en évidence
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qu’outre ces trois modes propres liés aux symétries du problème deux modes
propres complexes conjugués jouent un rôle important dans la dynamique des
ondes spirales. Ces deux modes propres deviennent instable, c’est à direRe(σ)
devient positif, quand le méandre apparâıt. Ces deux modes sont appelés
modes de méandre.

2.3.2.2 Numérique direct :

Une étude numérique directe en utilisant l’amplitude de l’oscillation du
rayon de rotation de la spirale comme paramètre de la bifurcation, permet de
mettre en évidence que l’instabilité de méandre dans un régime faiblement
non linéaire correspond à une bifurcation de Hopf[41, 9].

Les résultats des simulations numériques directes mis en parallèle avec
l’analyse de stabilité linéaire[8] montrent que la forme des pétales de la tra-
jectoire d’une spirale qui méandre sont liés au rapport des fréquences ω de
rotation de la spirale en rotation uniforme et ω1 du mode de méandre. Si
ω > ω1 on observe des pétales à l’intérieur, si ω = ω1 on observe une onde
spirale en rotation dans un référentiel en translation uniforme.

2.3.2.3 Explication du méandre dans un modèle de fronts minces :

L’hypothèse d’une spirale se propageant dans un milieu à l’équilibre (2)
qui a été utilisée pour établir (2.15, 2.16) n’est vérifiée que si ω1τ− � 1. Dans
le cas contraire, la spirale se propage dans un milieu qui n’a pas eu le temps
de revenir à l’équilibre. Il faut alors tenir compte de la valeur v+(r)du champ
v sur le front avant. Les équations (2.15, 2.16) deviennent alors en utilisant
(2.9, 2.10) :

rω =

(
c(v+(r)) +

ε

r
∂r

[
r2∂rθ+√

1 + (r∂rθ+)2

])√
1 + (r∂rθ+)2 (2.24)

rω =

(
c(v−(r)) +

ε

r
∂r

[
r2∂rθ−√

1 + (r∂rθ−)2

])√
1 + (r∂rθ−)2 (2.25)

v+(r) = v0 + (v−(r)− v0) exp(−2π − (θ+ − θ−)

τ−ω1

) (2.26)

v−(r) = v+(r) +
θ+ − θ−
τ+ω1

(2.27)

Ces équations peuvent être résolues analytiquement dans l’hypothèse de
faible excitabilité ou numériquement de la même façon que (2.15, 2.16)[61].
Il vient alors que le front avant se propage dans un milieu dont l’excitabilité
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Fig. 2.9 – Ω (gauche) et ρtip (droite) en fonction de Bε
c20

pour différentes valeurs

du temps caractéristiques de retour à l’équilibre τ− sur la courbe C− : en trait
continu τ− = 0, le front avant se propage dans un milieu qui est à l’équilibre,
en tirets τ− = 10 et en trait mixte τ− = 15. Ces courbes ont été obtenues en
résolvant les équations (2.15,2.16,2.26,2.27) à l’aide de la méthode suivante.
A ρtip fixé, on cherche Ω et B pour la spirale se propageant dans un milieu
où l’inhibiteur à une concentration v(r). A l’aide de la spirale ainsi calculée
on détermine le champ v qui serait vu par le front avant et on réitère le
processus avec le champ ainsi calculé jusqu’à ce que l’on atteigne un point
fixe. Cet algorithme de point fixe ne converge pas pour de grandes valeurs de
l’action du front arrière sur le front avant.

décrôıt avec le rayon (voir figure (2.9)). Ce gradient d’excitabilité au bout de
la spirale permet, dans le cas où l’hypothèse d’interface fine reste valable au
point de raccord entre les fronts, d’expliquer qualitativement l’instabilité de
méandre[35].

En effet, si on considère un petit déplacement d du bout de la spirale vers
l’extérieur, il va se propager dans un milieu moins excitable. Par conséquent
son rayon de rotation va être augmenté de δR qui est fonction du gradient
d’excitabilité au bout de la spirale. Si δR < d, la spirale va se restabili-
ser et relaxer vers son état de rotation uniforme. Par contre si δR > d, la
perturbation d est amplifiée et la spirale est instable. On observe alors une
modulation du rayon de rotation de la spirale au cours du temps avec une
fréquence différente de la fréquence de de rotation de l’onde stationnaire et
la spirale méandre.



Chapitre 3

Méthodes numériques

L’étude numérique de la dynamique des ondes spirales tridimensionnelles
qui est présentée dans la suite de cette thèse s’est faite suivant deux axes.
Dans un premier temps, j’ai étudié numériquement la stabilité linéaire des
filaments de spirales par rapport à des perturbations périodiques le long du
filament.

A cette analyse de stabilité linéaire s’est ajoutée une série de simulations
numériques directes des filaments d’ondes spirales afin de d’observer l’évolu-
tion des filaments de spirales linéairement instables ainsi que l’état restabilisé
quand il existait.

Ici, je présente le modèle de réaction-diffusion qui a été utilisé, les simula-
tions numériques directes et les méthodes numériques utilisées pour l’analyse
de stabilité linéaire : l’une pour le calcul des états stationnaire l’autre pour
le calcul des modes propres dominants d’un opérateur linéaire de rang élevé.

3.1 Choix du modèle de réaction diffusion :

La plupart des calculs numériques effectués dans cette thèse l’ont été dans
le cadre du modèle de Barkley[7] :{

f(u, v) = u(u− 1)(u− v+b
a

)
g(u, v) = u− v (3.1)

Deux raisons ont guidé ce choix. La première est qu’il a été utilisé pour de
nombreuses expériences numériques, ce qui permet de tester la validité des
codes. La seconde est qu’il permet d’effectuer des simulations rapides(voir
section 3.2.2).

Par ailleurs, pour des raisons de commodité j’écris le système (2.1) sous
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la forme alternative : {
∂tu = 1

ε
f(u, v) + ∆u

∂tv = g(u, v)
(3.2)

ce qui correspond au changement de variables spatiales :

x→ xε−1/2. (3.3)

3.2 Simulations numériques directes

Les simulations numériques sont effectuées sur une grille uniforme, de
pas dx, le schéma d’intégration temporelle est Euler explicite en temps. Le
Laplacien en un point est évalué à l’aide d’une formule de différence finie qui
utilise les plus proches voisins ainsi que les deuxièmes plus proches voisins.
Cette formule réduit les effets de l’anisotropie de grille et en dépit du plus
grand nombre d’opérations nécessaire à l’évaluation du Laplacien permet de
prendre un plus grand pas de temps à pas de grille fixée.

3.2.1 Évaluation du Laplacien :

Dans le cas des milieux isotropes, on utilise une évaluation du Laplacien
en un point utilisant les plus proches voisins ainsi que les deuxièmes plus
proches voisins[20]. A deux dimensions, si on repère un point de la grille par
ses coordonnées i, j, alors le Laplacien en (i, j) d’un champ u vaut :

∆ui,j = −20ui,j + 4(ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1)

+ ui+1,j+1 + ui+1,j−1 + ui−1,j+1 + ui−1,j−1 (3.4)

Cette formule de Laplacien limite l’anisotropie de grille. En effet, l’erreur
faite est à l’ordre dominant, de la forme :

E9 points =
dx2

12
∇4u+O(dx4) (3.5)

Cette expression est invariante par rotation des axes de la grille, contraire-
ment à l’erreur qu’on aurait en utilisant l’approximation classique du Lapla-
cien à 5 points :

E5 points =
dx2

12
(∂x4u+ ∂y4u) +O(dx4). (3.6)
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A trois dimensions, on utilise de façon similaire une formule de Laplacien
à 19 point[20] au lieu de 7 :

∆ui,j,k = −24ui,j,k

+ 2(ui+1,j,k + ui−1,j,k + ui,j+1,k + ui,j−1,k + ui,j,k+1 + ui,j,k−1)

+ ui+1,j+1,k + ui+1,j−1,k + ui+1,j,k+1 + ui+1,j,k−1

+ ui−1,j+1,k + ui−1,j−1,k + ui−1,j,k+1 + ui−1,j,k−1

+ ui,j+1,k+1 + ui,j+1,k−1 + ui,j−1,k+1 + ui,j−1,k−1 (3.7)

L’erreur à l’ordre dominant vaut :

E19 points =
dx2

12
∇4u+O(dx4) (3.8)

et est comme dans le cas bidimensionnel invariante par rotation.

3.2.2 Euler explicite en temps.

Les simulations numériques directes ont été effectuées en utilisant un
schéma d’intégration temporelle Euler explicite en temps. Ce schéma consiste
à approcher une solution de (u(x, y, z, t), v(x, y, z, t)) de (2.1) à l’instant ndt
par ses valeurs sur les points de la grille : ui,j,k(n) qui obéit à :{

ui,j,k(n+ 1) = ui,j,k(n) + dt× (1
ε
f(ui,j,k(n), vi,j,k(n)) + ∆ui,j,k)

vi,j,k(n+ 1) = vi,j,k(n) + dt× g(ui,j,k(n), vi,j,k(n))
(3.9)

Dans le cas des formules usuelles de Laplaciens, la limite de stabilité [63]
d’un schéma Euler explicite en temps est dtmax = dx2/6 à trois dimensions.
En utilisant la formule du Laplacien à 19 points, la limite de stabilité est
dtmax = 2.5dx2/8. Ce gain dans le pas de temps maximal qui peut être pris
compense alors le nombre d’opérations supplémentaires requis pour effectuer
l’évaluation du Laplacien.

Dans le cas du modèle de Barkley, il est possible de diminuer notablement
le nombre d’opérations nécessaire à un pas en temps. En effet, dans ce modèle,
l’état désexcité (qui dans les milieux excitables occupe souvent une grande
partie de l’espace) correspond à u = 0. Alors, en faisant l’approximation
que le propagateur s’il est inférieur à un seuil ζ est nul, on peut utiliser un
algorithme qui réduit de façon remarquable le nombre d’opérations nécessaire
à un pas en temps. Je présente dans la figure (3.1) cet algorithme dans le
cas unidimensionnel où des conditions aux bords périodiques sont utilisées.
On voit que dans ce cas, le nombre d’opérations nécessaires à chaque pas de
temps est de 2 multiplications quand le champ u est inférieur à ζ alors que
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c a chaque pas de temps, les valeurs de k et kp sont interverties

c (elles sont alternativement 1 et 2)

kp=3-k

do i=1,nx

if(u(i).lt.zeta)then

c u<zeta

u(i)=D*lap(k,i)

v(i)=(unmoinsdt)*v(i)

c unmoinsdt=1-dt

else

c u>zeta

vth=bsura+unsura*v(i)

c vth=(b+v(i))/a sert lors

c de l’evaluation de f

c evaluation de la contribution de u(i) au laplacien de ses plus

c proches voisins au pas de temps suivant.

lap(kp,i)=lap(kp,i)-2.*u(i)

lap(kp,i-1)=lap(kp,i-1)+u(i)

lap(kp,i+1)=lap(kp,i+1)+u(i)

c pas en temps euler explicite

v(i)=v(i)+dt*g(u(i),v(i))

u(i)=u(i)-dt*f(u(i),vth)-D*lap(k,i)

c g(u,v)=u-v

c f(u,v)=u(u-1)(u-vth)=u(vth+u(-(1+vth)+u)

c D=dt/dx**2

endif

enddo

lap(kp,nx)=lap(kp,nx)+u(1)

lap(kp,1)=lap(kp,1)+u(nx)

lap(k,0:nx+1)=0

k=kp

Fig. 3.1 – Partie d’un programme de simulation numérique directe d’un mi-
lieu excitable unidimensionnel décrit par le modèle de Barkley correspondant
au pas de temps. Cet algorithme est la reproduction de celui présenté dans
[7].
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si u > ζ il est de 5 + 2 = 7 multiplications et de 7 + 5 additions. Ce gain de
temps est encore augmenté dans le cas des milieux excitables bidimensionnels
et tridimensionnels car l’évaluation du Laplacien demande plus d’opérations.

3.3 Calcul des états stationnaires :

3.3.1 Position du problème

Afin d’étudier la stabilité linéaire des filaments de spirales uniformément
twistés en rotation uniforme autour d’un axe Oz, il faut dans un premier
temps calculer les états stationnaires qui leur correspondent. Les solutions
sont de la forme :{

u(r, θ, z, t) = ũ(r, φ = θ − ωt− τwz)
v(r, θ, z, t) = ṽ(r, φ = θ − ωt− τwz)

(3.10)

où ω est la pulsation de la spirale et τw, le twist qui lui est imposé. Comme
(u, v) sont solutions de (2.1) , (ũ, ṽ) vérifient :{

0 = ω∂φũ
1
ε
f(ũ, ṽ) + ∂r2ũ+ ( 1

r2 + τ 2
w)∂φ2ũ+ 1

r
∂rũ

0 = ω∂φṽg(ũ, ṽ)
(3.11)

On discrétise ce système sur une grille polaire de (NR × Nφ + 1) points
centrée en O, en utilisant des différences finies du second ordre pour les
dérivées spatiales, et on impose qu’à la frontière r = NRdr du domaine,
le gradient de u lui soit tangent. Alors, (3.11) devient un système de de
(2× (NR ×Nφ + 1)) équations réelles à (2× (NR ×Nφ + 1) + 1) inconnues.
L’inconnue supplémentaire qui correspond à la valeur de ω. Afin de lever l’in-
détermination due à l’invariance par rotation du problème, on fixe la valeur1

de u au point de coordonnées (NR, Nφ). On obtient ainsi un système non
linéaire de (2× (NR ×Nφ + 1)) équations à (2× (NR ×Nφ + 1)) inconnues.
Ces équations peuvent être résolues à l’aide d’une méthode de Newton.

3.3.2 Implémentation de la méthode de Newton :

Formellement, l’équation (3.11) s’écrit :

~0 = F(~V ) (3.12)

où F est une fonction de (2 × (NR × Nφ + 1)) variables à valeurs dans

R
(2×(NR×Nφ+1)) et où les (2×(NR×Nφ+1)) composantes de ~V correspondent

1On choisit en général de la fixer à u=0.5 dans le cas du modèle de Barkley afin de
fixer l’intersection d’un front avec la frontière du domaine
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Fig. 3.2 – A gauche, principe de la méthode de Newton dans le cas d’une
fonction d’une variable à valeurs dans R : les xi représentent les estimations
successives du zéro de y(x). A droite, log10(‖F( ~Vn)‖2) en fonction du pas de
Newton lors de calculs de solutions stationnaires. Les courbes marquées par
des o et des + ont pour point de départ des résultats de simulations numé-
riques directes, les courbes avec des ∗ et des � ont pour point de départ des
solutions stationnaires déjà calculées par une méthode de Newton. L’éloigne-
ment plus grand dans les deux premier cas provient essentiellement des point
situés aux limites du domaine. La décroissance est exponentielle jusqu’à ce
que l’erreur soit de l’ordre de la précision de l’ordinateur (ici on obtient une
précision de l’ordre de 10−11 en utilisant des calculs en double précision, alors
que l’erreur numérique due au manque de chiffres significatifs est de l’ordre
de
√

(10−15)2 × 160× 80× 2 ≈ 10−13)

aux valeurs du champ ũ sur les points de la grille de coordonnées autres que
(NR, Nφ), à la valeur de ω et aux valeurs de ṽ sur tous les points de la grille.

On prend pour point de départ ~V0, a priori proche de la solution cherchée2,
ensuite on calcule une suite ~Vn en utilisant la récurrence suivante :

~Vn+1 = ~Vn − λDF−1F( ~Vn) (3.13)

où DF est la différentielle de F prise en Vn et où λ est un réel compris3 entre
0 et 1. Ceci revient à considérer que F est égale à son développement limité
au premier ordre en ~Vn et à calculer ~Vn+1 comme solution du problème ap-
proché. Géométriquement, cela consiste à approcher la courbe d’une fonction

2C’est soit le résultat d’une simulation numérique directe sur une grille cartésienne
qu’on a transposé sur la grille polaire, soit une solution stationnaire calculée par une
méthode de Newton pour des valeurs des paramètres proche de ceux pour lesquels on
cherche un état stationnaire.

3La méthode de Newton à proprement parler utilise λ = 1 et la convergence est alors
hyper-exponentielle, ici on a utilisé λ = 0.5 pour éviter que l’algorithme ne diverge lors
des premiers pas. Ce choix fait que la vitesse de convergence n’est plus qu’exponentielle,
mais assure la convergence
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par sa tangente en ~Vn ( 3.2) . Cette méthode peut très bien ne pas conver-
ger. Néanmoins, si V0 est suffisamment proche de la solution cherchée, les
approximations successives de la solution convergent exponentiellement (voir
figure 3.2).

La seule difficulté qu’elle présente ici est que chaque pas nécessite de ré-
soudre un système linéaire de (2× (NR ×Nφ + 1)(environ 104) équations, ce
qui est très coûteux en temps de calcul en utilisant des méthodes classiques
telles que le pivot de Gauss. On utilise donc une méthode de calcul de solu-
tion approchée itérative, telle que la méthode du gradient-biconjugué [64] ou
la méthode du résidu minimum généralisée (Generalized minimum residual
method, GMRES)[69]. En général on obtient par ces méthodes4 une solution
approchée du système linéaire avec une précision suffisante dans l’optique
d’une méthode de Newton(erreur relative de l’ordre de 10−4 en un nombre
d’itération relativement faible (quelques dizaines d’itérations suffisent).

3.3.3 Performances de l’algorithme utilisé :

En utilisant cette méthode, on arrive à annuler l’opérateur d’évolution en
temps discrétisé avec une précision de l’ordre de 10−10 en norme euclidienne
(une simulation numérique directe aboutit, au mieux, à une précision de
l’ordre de 10−2 sur la même grille).

Cette précision, pour une grille5 de Nr × Nφ = 80 × 160 est atteinte
en environ une demi heure de calcul sur une station de travail DEC alpha
en partant d’une estimation produite par simulation numérique directe et
en environ 10 minutes en partant d’une solution calculée pour des valeurs
proches des paramètres.

3.4 Analyse de stabilité linéaire :

3.4.1 Position du problème :

Une fois un état stationnaire (u0, v0, ω), calculé, on en étudie la stabilité
vis à vis de petites perturbations périodiques suivant l’axe Oz du filament de
la forme : {

ũ1(r, θ, z, t) = u1(r, φ = θ − ωt− τwz)ei(σt−kzz)

ṽ1(r, θ, z, t) = v1(r, φ = θ − ωt− τwz)ei(σt−kzz)
(3.14)

4Les procédure utilisées proviennent de la bibliothèque de procédures LAPACK
5Expérimentalement, j’ai constaté que si le ratio Nr/Nφ est trop grand la méthode de

Newton ne convergeait pas. Un ratio de l’ordre de 1/2 assure la convergence de l’algorithme
de Newton et a toujours été utilisé.
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Alors, la linéarisation de (2.1) autour de (u0, v0, ω) donne le problème
aux valeur propres vérifié par σ(kz) et u1(r, φ), v1(r, φ) :

σ(kz)u1 = (−k2
z + 2iτwkz∂φ)u1 + (ω1∂φ + τ 2

w∂
2
φφ +∇2

2D)u1+
+ [∂uf(u0, v0)u1 + ∂vf(u0, v0)v1]/ε

σ(kz) v1 = ω1∂φv1 + [∂ug(u0, v0)u1 + ∂vg(u0, v0)v1]
(3.15)

Formellement, ce problème s’écrit :(
u1

v1

)
= Lkz

(
u1

v1

)
(3.16)

La continuité de Lkz par rapport à kz implique que les modes propres et
valeurs propres de Lkz sont des fonctions continues de kz, ce qui permet de
définir des branches de modes et de valeurs propres. je présente dans la suite
la méthode numérique qui a été utilisée pour calculer ces branches.

3.4.2 Méthode de calcul des modes propres dominants :

Le problème linéaire est discretisé sur la grille polaire en utilisant des dif-
férences finies du second ordre. On calcule alors les modes propres dominants
en utilisant une méthode présentée par Goldhirsch et al., dans [30] et déjà
utilisée dans [6]. Elle repose sur le fait que l’exponentielle d’un opérateur
linéaire L a les mêmes modes propres que L et que les modes propres de plus
grands module de exp(L) sont les modes propres de plus grande partie réelle
de L.

3.4.2.1 Principe de la méthode :

Soit L, un opérateur linéaire dans un espace de dimension N , on cherche à
en calculer les modes propres dominants. On note e1, ...eN , ses modes propres,
λ1...λN , les valeurs propres associées avec Re(λi) > Re(λi+1).

On considère un vecteur arbitraire x0. Dans un premier temps, on consi-
dère x1 = (1 + dtL)t0/dtx0 avec dt choisi suffisament petit pour que les com-
posantes de x0 suivant les modes propres de plus grands module (qui sont
dans le cas étudié ici les modes propres de partie réelle la plus négative) ne
soient pas amplifiés. Cette opération permet de suprimer la contribution des
modes propres de partie réelle la plus négative de façon exponentielle6.

Dans une seconde étape on calcule la restriction G(L)m de G(L) à l’espace
E engendré par les x1, ...xm où xi = G(L)i−1x1 et m un entier arbitraire.
On diagonalise alors G(L)m. Les vecteurs propres de G(L)m ainsi obtenus

6Pour dt suffisament petit, (1 + dtL)t0/dt est une bonne approximation de exp(Lt0)
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sont de bonnes approximations des modes propres dominants de L ainsi que
le montre une vérification a posteriori qui permet de déterminer la valeur
propre asociée.

3.4.2.2 Calcul de G(L)m et d’une base de E

Comme, E n’est pas stable par G(L), la restriction de G(L) à E n’existe
pas. Néanmoins on peut la définir comme la composée de G(L) et de la pro-
jection orthogonale sur E, le produit scalaire utilisé étant une discrétisation
du produit scalaire usuel de deux fonctions :

(u.v) =
nr∑
i=1

∑
j = 1nθu(i, j)v̄(i, j)idr2dθ. (3.17)

Le choix naturel d’une base de E serait de prendre les x1, ...xm. Ce choix,
présente cependant un inconvénient majeur. En effet, les vecteurs de base
ainsi obtenus sont essentiellement dirigés suivant les quelques modes propres
dominants de L, il en résulte une impr’ecision dans le calcul des vecteurs
de base et de la matrice de G(L)m. Afin de palier à cet inconvénient, on
construit (f1...fm), une base orthonormée de E de la façon suivante. f1 = x1,

yi = G(L)fi (3.18)

fi+1 =
yi −

∑
k=1 i(fk.yi)fk

‖yi −
∑

k=1 i(fk.yi)fk‖2

(3.19)

Alors l’expression de G(L)m dans (f1...fm) est du fait de la définition de la
restriction utilisée ici :

gi,j = (fi.yj) (3.20)

3.4.2.3 Choix de G :

Le choix naturel de G serait de prendre G(X) = X afin de limiter le
temps de calcul. Néanmoins, ce choix dans le problème étudié ne convient
pas. En effet, les valeurs propres de L de plus grand module sont de l’ordre
de 105. Ainsi, au bout d’un faible (4 ou 5) nombre d’itération de G(L), la
projection du bruit numérique7 sur les modes propres de plus grand module
est suffisamment amplifiée pour empêcher le succès de la méthode.

C’est pourquoi, il apparâıt judicieux de choisir G de façon à empêcher le
développement des modes propres de plus grand module. J’ai choisi, d’utiliser
G(X) = (1−dtX)t1/dt ≈ exp(−t1X), t1 étant choisi suffisamment grand pour

7de l’ordre de 10−14 en double précision
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que G(L) diffère de façon significative de l’identité et suffisamment petit pour
limiter le temps de calcul (Une valeur typique de t1 est 0.5). Ce choix, d’une
part empêche le développement des modes propres de plus grand module,
d’autre part réduit la contribution des modes dont le taux de croissance est
le plus négatif et ainsi améliore la précision de l’algorithme.

3.4.2.4 Évaluation du nombre d’opérations nécessaire

Une fois discrétisé sur une grille polaire, L est une matrice creuse dont
le nombre d’éléments non nuls est d’ordre (Nφ × Nr) = Nrφ. Donc chaque
itération de l’opérateur (1 + mathcalLdt) demande un nombre d’opération
de l’ordre de Nrφ. Si on se place à dr constant (dr ne change pas d’ordre
de grandeur), le pas dt maximal qui ne soit pas instable est de l’ordre de
(drdφ)2 ≈ Nrφ Donc, le calcul des n modes propres dominants de L demande
de l’ordre de n×Nrφ ×Nrφ opérations en virgule flottante.

Ce résultat est à comparer avec le nombre d’opération nécessaire au calcul
des modes propres d’un opérateur de rang Nrφ par des méthodes classiques.
Elles demandent en général de l’ordre de N3

rφ opérations. On voit alors que
pour des petites valeurs de n par rapport à Nrφ, cette méthode est beaucoup
plus rapide que les méthodes classiques.

A cet avantage, s’ajoute le fait que vu la valeur de Nrφ ≈ 1.4 104, il est in-
envisageable, faute de mémoire suffisante, d’effectuer une réduction complète
de L sur une station de travail classique. En effet elle demanderait de stocker
N2
rφ ≈ 108−9 réels, alors que l’algorithme proposé ne demande de stocker que

n×Nrφ ≈ 106−7 réels.

3.4.3 Performances et vérification du code utilisé :

3.4.3.1 Performance :

Le code développé permet de calculer les 10 premiers modes propres do-
minants de l’opérateur Lkz sur une grille Nr × Nφ = 60 × 120 avec une
précision de l’ordre de 10−6 en environ 10 heures de calcul sur une station de
travail DEC alpha et en 1/2 heure de calcul en utilisant l’ordinateur vectoriel
NECSX5 de l’IDRIS.

3.4.3.2 Vitesse de convergence :

Des tests de l’algorithme ont montré que la précision obtenue par cet
algorithme augmente de façon exponentielle quand l’un des paramètres t0, t1
ou m est augmenté.
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3.4.3.3 Validité des résultats :

Les symétries du problèmes imposent l’existence de trois modes propres
marginalement stables de l’opérateur Lkz . Ils (voir B) correspondent à l’in-
variance par rotation et translation du problème et sont des extremas de
leurs branches respectives. Les résultats numériques mettent en évidence trois
modes propres dont le taux de croissance est de partie réelle presque nulle.
L’un est de module 10−8 et correspond au mode de rotation, deux autres sont
complexes conjugués et ont pour taux de croissance ±iω pour kz = ∓τw à
une erreur de 10−4 près et correspondent aux modes de translation. La moins
bonne précision obtenue pour les modes de translation peut être expliquée
par le fait que la boite sur laquelle sont effectuées les simulations numériques
n’est pas infinie, ce qui fait que le problème n’est pas strictement invariant par
translation. Cette hypothèse apparâıt d’autant plus réaliste que les calculs de
spectres effectués sur des boites de tailles différentes mettent en évidence une
augmentation sensible de la précision obtenue quand la boite est plus grande.
Une interpolation exponentielle des résultats obtenus met en évidence que le
taux de croissance des modes de translation obtenu pour une boite de taille
infinie serait égal à ±iω avec une erreur de l’ordre de 10−6.



42 CHAPITRE 3. MÉTHODES NUMÉRIQUES



Chapitre 4

Analyse de stabilité linéaire des
filaments de spirales non
twistés

Dans ce chapitre, je présente les résultats numériques obtenus sur la dyna-
mique des filaments de spirales non twistés. Cette étude a consisté d’une part
en une analyse de stabilité linéaire des filaments d’ondes spirales en rotation
uniforme, d’autre part en une étude des états restabilisés qui apparaissent
quand les filaments droits sont instables.

Dans une première section, je présente le comportement des ondes spi-
rales bidimensionnelle pour ce domaine d’étude. Ensuite, je présente quelques
résultats analytiques permettant de lier le comportement des ondes spirales
bidimensionnelles en présence d’un champ électrique à la stabilité du filament
de spirales. Enfin, je présente les résultats de l’analyse de stabilité linéaire
effectuée numériquement. Dans le chapitre suivant, je décris l’évolution du
filament de spirale et les états restabilisés (s’ils existent) observés quand les
filaments de spirales sont instables.

4.1 Panorama bidimensionnel :

L’étude présentée ici a été faite en utilisant le modèle de Barkley (voir
section 3.1) qui fait intervenir trois paramètres : a, b, ε. Je me suis limité
à faire varier un seul des trois paramètres : a, les deux autre étant fixés. Ce
choix se justifie par le fait qu’il permet d’observer une plus grande variété de
comportement d’ondes spirales qu’en faisant varier b et par le fait qu’il permet
de garder le pas de discrétisation spatiale constant, ce qui serait impossible
en faisant varier ε. Quelques simulations numériques ont été effectuées pour
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d’autres valeurs de b et de ε afin de vérifier que les résultats obtenus ne
dépendent pas de la valeur de b choisie.

Pour les valeurs de b et ε considérées (b = 0.01, ε = 0.025), la nature de
l’onde observée à deux dimensions dépend de a. Les différents comportement
de l’onde peuvent se résumer ainsi :

– a < 0.36 : propagation de doigts d’excitation en translation uniforme.
– 0.36 < a < 0.494 : propagation d’onde spirales en rotation uniforme. Le

rayon de rotation du bout de la spirale est du même ordre de grandeur
que la largeur de la région excitée.

– 0.494 < a < 0.57 : propagation d’onde spirales méandrant, les pétales
du méandre sont dirigés vers l’extérieur

– a = 0.57 : propagation d’une onde spirale en rotation uniforme dans
un repère en translation uniforme.

– 0.57 < a < 0.615 : propagation d’onde spirales méandrant, les pétales
du méandre sont dirigés vers l’intérieur.

– 0.615 < a < 1.0 : propagation d’onde spirales en rotation uniforme. Le
rayon de rotation du bout de la spirale est petit devant la largeur de la
région excité.

4.2 Prédictions théoriques :

4.2.1 Comportement des modes à petite longueur d’onde :

Je présente ici une relation liant le comportement des branches de transla-
tion, de méandre et de rotation à grande longueur d’onde aux modes propres
à gauche et d̀roite de l’opérateur Lkz=0. Cette relation est le résultat du calcul
perturbatif suivant.

Soit (u1, v1), un mode propre de Lkz=0 auquel est associée la valeur
propre, non dégénérée, σ1. Alors pour kz faible, on s’attend à ce qu’un mode
propre de Lkz soit de la forme (u1 + δu1, v1 + δv1) et que la valeur propre
associée soit de la forme σ1 +δσ1, où (δu1, δv1) et δσ1 sont petits. En écrivant
le problème aux valeurs propres (3.15) pour (u1 +δu1, v1 +δv1) et en utilisant
le fait que (u1, v1) est mode propre de Lkz=0 on obtient à l’ordre dominant :

σ1

(
δu1

δv1

)
+ δσ1

(
u1

v1

)
= Lkz=0

(
δu1

δv1

)
−
(
k2
zu1

0

)
(4.1)

L’équation (4.1) multipliée par le mode propre à gauche de Lkz=0 associé à
la valeur propre σ1 donne alors :

δσ1 = −k2
z

(ũ1.u1)

(ũ1.u1) + (ṽ1.v1)
(4.2)
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Fig. 4.1 – Diagramme de phase bidimensionnel du modèle de Barkley pour
ε = 0.025. Les lignes de transition sont indiquées par des traits pleins (gras
ou fins). La région où on observe des doigts en translation uniforme est notée
TW, la région où on observe des ondes spirales en rotation uniforme est
notée RW, la région où les spirales méandrent est notée MW, la ligne mixte
désignée par MTW correspond au régime de paramètre où l’onde spirale
est en rotation dans un référentiel en translation uniforme. Les traits plus
fins utilisés pour délimiter les lignes de transition indiquent que leur position
dans le plan n’a pas été déterminée précisément
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FILAMENTS DE SPIRALES NON TWISTÉS

Fig. 4.2 – Repère utilisé pour l’établissement de l’équation (4.5). Le filament
moyen est le trait gras, I est le centre de courbure du filament et ρ, son rayon
de courbure.

Cette relation est valable pour tous les modes propres de Lkz , et est
particulièrement intéressante dans le cas des modes de translation ainsi que
le montre la section suivante.

4.2.2 Dérive en présence d’un champ électrique et sta-
bilité des modes de translation :

4.2.2.1 Lien entre la dérive en champ d’une spirale et le compor-
tement d’un filament de spirale courbé :

Soit un milieu excitable dans lequel le propagateur est soumis à un champ
électrique ~E dirigé suivant ~ex et supposé faible, les équations (2.1) de-
viennent : {

∂tu = 1
ε
f(u, v) + ∆u− E∂xu

∂tv = g(u, v)
(4.3)

On sait que la solution de cette équation est une spirale en rotation dont le
centre de de rotation se déplace à une vitesse constante[48, 65] proportionelle1

au champ E. On note dans la suite les coefficients de proportionnalités α‖ et
α⊥ :

(vx, vy) = (α‖, α⊥)E. (4.4)

Maintenant, considérons, un filament de spirale, uniformément courbé
de rayon de courbure ρ. On peut a priori supposer que dans chaque plan
perpendiculaire au filament, on observe une onde spirale en rotation et que
cette onde est indépendante du plan considéré (c’est à dire de son abscisse
curviligne le long du filament). Alors, en se plaçant dans le repère Oxy,

1Expérimentalement, ce résultat a été observé dans la réaction de Belousov-
Zhabotinsky [70, 74]
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dont l’axe Ox est la normale principale au filament dirigée vers le centre de
courbure et dont l’origine O est située sur le filament(voir figure 4.2), (2.1)
devient pour x < ρ :{

∂tu = 1
ε
f(u, v) + ∆2Du− 1

ρ−x∂xu

∂tv = g(u, v)
(4.5)

Dans le cas d’un filament faiblement courbé, il est légitime de considérer
que dans la région du bout de la spirale, ρ� x. Alors, à l’ordre zéro en x/ρ,
cette équation devient :{

∂tu = 1
ε
f(u, v) + ∆u− 1

ρ
∂xu

∂tv = g(u, v)
(4.6)

On retrouve la forme de (4.3). Il vient alors, en admettant que la dyna-
mique de l’onde est gouvernée par celle du bout de la spirale, que si une spirale
en présence d’un champ faible dérive dans le même sens que le champ, le fi-
lament va tendre à s’allonger. De façon similaire, si on considère un filament
droit qui est localement perturbé, on peut s’attendre à ce que la perturba-
tion s’amplifie. Donc dans ce cas on peut s’attendre à ce que le filament soit
instable.

4.2.2.2 Dérive en champ d’une onde spirale en rotation uniforme :

La relation entre le comportement d’un filament faiblement courbé et la
dérive en champ d’une onde spirale peut être appliquée quantitativement aux
modes de translation dans le cas d’une spirale en rotation uniforme. En effet
dans ce cas, il existe une relation entre la vitesse de dérive de l’onde spirale
et le comportement des branches de translation pour les grandes longueurs
d’onde(équation (4.2)) :

σt = iω − (α‖ − iα⊥)k2
z +O(k4

z). (4.7)

Dans la suite de cette section, j’établis cette relation.
A cette fin, je réécris l’équation (4.3) dans un référentiel tournant en

translation uniforme dans le laboratoire. Puis, en utilisant la même méthode
que [45], je donne une condition sur la vitesse de translation pour que la
solution de l’équation obtenue soit proche de la solution stationnaire dans le
cas où le champ est nul.

Dans un référentiel tournant à la pulsation ω, le terme E∂xu devient :

− E∂xu = −E(cos(φ+ ωt)∂ru−
1

r
sin(φ+ ωt)∂φu

= −E
2

(ei(ωt+φ)(∂r + i
1

r
∂φ)u+ c.c) (4.8)
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Et donc (4.3) s’écrit :{
∂tu− ω∂φu−∆u− 1

ε
f(u, v) = −E

2
(ei(ωt+φ)(∂r + i1

r
∂φ)u+ c.c)

∂tv − ω∂φv − g(u, v) = 0
(4.9)

Si on se place dans un référentiel tournant en translation uniforme, à la
vitesse (ẋ0, ẏ0), le terme ∂t obtenu dans le référentiel tournant immobile est
remplacé par :

∂t − ẋ0∂x − ẏ0∂y = ∂t −
1

2
((ẋ0 − iẏ0)ei(ωt+φ)t(∂r + i

1

r
∂φ) + c.c.) (4.10)

Donc dans le référentiel en translation l’équation (4.9) devient :


∂tu = (1

2
((ẋ0 − iẏ0)ei(ωt+φ)t(∂r + i1

r
∂φ) + c.c.))u+

+ ω∂φu+ ∆u+ 1
ε
f(u, v)−

− E
2

(ei(ωt+φ)(∂r + i1
r
∂φ)u+ c.c)

∂tv = 1
2
((ẋ0 − iẏ0)ei(ωt+φ)t(∂r + i1

r
∂φ) + c.c.))v+

+ ω∂φv + g(u, v)

(4.11)

Ainsi, on a obtenu la forme de l’équation (2.1) dans un référentiel tournant
en translation uniforme. On cherche maintenant à savoir à quelle condition
on observe dans ce référentiel une spirale en rotation, c’est à dire à quelle
condition sur (ẋ0, ẏ0), la solution de (4.11) est proche d’une spirale en rota-
tion uniforme à la pulsation ω. On écrit donc que la solution de (4.11) s’écrit
sous la forme : (

u
v

)
=

(
u0(r, φ)
v0(r, φ)

)
+

(
δu(r, φ, t)
δv(r, φ, t)

)
(4.12)

où (u0, v0) est la solution du problème stationnaire et où (δu, δv) est du
même ordre que E. Au premier ordre, l’équation (4.11) donne :

∂t

(
δu
δv

)
= L

(
δu
δv

)
+
ẋ0 − iẏ0

2

(
ut
vt

)
− E

2

(
ut
0

)
+ c.c., (4.13)

où, (ut, vt) est le mode propre de translation de L associé à la valeur propre
iω (voir équation (B.12)).

Cette équation peut être multipliée à gauche par le mode propre à gauche
de L associé à la valeur propre iω, noté (ũt, ṽt). Alors, comme ∂t est auto
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(a) (b)

Fig. 4.3 – Parties réelles(a) et imaginaires(b) des taux de croissance des
branches de rotation •,translation + et méandre o pour une spirale en rotation
uniforme à grand rayon de rotation (a = 0.44, b = 0.01 et ε = 0.025. Les
modes de translation sont linéairement instables pour des petites valeurs de
kz : kz ∈ [0.0.84].

adjoint pour le produit scalaire considéré2, comme (∂t − L)(ũt, ṽt) = 0, on
obtient :

ẋ0 − iẏ0 = E
(ũt, ut)

(ũt, ut) + (ṽt, vt)
. (4.14)

On voit alors que pour de faibles valeurs de E, la vitesse de dérive est
proportionelle à E et vaut (ẋ0, ẏ0) = (α‖, α⊥)E, où :

α‖ − iα⊥ =
(ũt, ut)

(ũt, ut) + (ṽt, vt)
. (4.15)

Cette relation, comparée avec la relation (4.2) appliquée aux modes de
translation montre que la courbure des branches de translation au voisinage
de kz = 0 peut être déterminée en étudiant la dérive de la spirale dans un
faible champ électrique. On a pour kz proche de 0 :

σt = iω − (α‖ − iα⊥)k2
z +O(k4

z) (4.16)

En particulier, cette relation montre que si la spirale dérive dans le sens
opposé au champ, alors pour des perturbations de grandes longueurs d’ondes
les modes de translation seront linéairement instables.

2Le produit scalaire, (u.v) =
∫ ∫

u∗vdxdy, ne fait pas intervenir d’intégration tempo-
relle.
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(a) (b)

Fig. 4.4 – Parties réelles(a) et imaginaires(b) des taux de croissance des
branches de rotation •,translation + et méandre o pour une spirale en rotation
uniforme à grand rayon de rotation (a = 0.5, b = 0.01 et ε = 0.025. Les
modes de méandre sont instables à kz = 0 et sont restabilisés à petit kz. Les
modes de translation sont linéairement instables pour des petites valeurs de
kz : kz ∈ [0.1.03].

4.3 Analyse de stabilité linéaire :

Les résultats de l’analyse de stabilité linéaire des solutions stationnaires
du système d’équations aux dérivées partielles (3.11) montrent que, selon
la valeur de a, trois types de comportements des branches de rotation, de
translation et de méandre se dégagent. Dans un premier cas, les modes de
translation sont instables pour des petites valeurs de kz alors que les modes
de méandre (stables ou instables à kz = 0) se restabilisent, dans un second le
scénario inverse est observé et enfin on observe que les modes de translation
et les modes de méandre se restabilisent pour de petites valeurs de kz.

Dans tous les cas, la branche de rotation présente une courbure négative
en kz = 0 et garde toujours une forme parabolique. Certains résultats présen-
tés ont été obtenus en effectuant l’analyse de stabilité linéaire de solutions de
l’équation des ondes spirales en rotation uniforme (3.11) qui sont instables
vis à vis du méandre.

4.3.1 Modes de translation instables, modes de méandre
se restabilisant

Cette situation est observée au voisinage(a ∈ [0.36, 0.57 ± 0.005]) de
la limite de propagation des ondes spirales bidimensionnelles. Dans ce cas,
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on observe pour de petites valeurs de kz que les branches de translation
deviennent instables et que leur partie réelle (le taux de croissance) présente
une courbure positive en kz = 0. Par contre, la partie réelle des branches de
méandre présente une courbure négative en kz = 0.

Pour de plus grandes valeurs de kz on observe alors deux scénarios dis-
tincts.

Dans un premier cas, le taux de croissance des modes de méandre continue
de décrôıtre alors que le taux de croissance des modes de translation passe
par un maximum puis décrôıt jusqu’à ce qu’ils deviennent stables pour une
valeur finie de kz. Ce scénario est toujours celui qui est observé dans le cas où
les modes de méandre sont stables à kz = 0(voir figure (4.3)). Dans le cas où
les modes de méandre sont instables, ce scénario perdure pour a ∈ [0.49, 0.51]
(voir figure(4.4)).

Dans un second cas, on observe que les modes de translation atteignent
leur maximum pour une valeur de kz = kz1 très proche de zéro (comparé à
la valeur de kz pour laquelle le maximum est obtenu dans le cas précédent)
alors que les modes de méandre atteignent un minimum local en kz1 puis
puis voient leur taux de croissance augmenter. Ce scénario apparâıt quand
les branches de translation et les branches de méandre sont très proches l’une
de l’autre dans le plan complexe et semble donc provenir d’un phénomène
d’hybridation des modes propres ainsi que le montre la figure (4.5).

4.3.2 Modes de translation stables et modes de méandre
se déstabilisant :

Pour a ∈ [0.57, 0.79], on observe que les modes de translation ont une
courbure négative en kz = 0 alors que les modes de méandre présentent une
courbure positive en kz = 0. Dans ce cas, le taux de croissance des modes de
translation est toujours une fonction décroissante de kz alors que le taux de
croissance des modes de méandre atteint un maximum pour une valeur finie
de kz puis décrôıt. Alors, on observe trois cas qui dépendent de la position
des paramètres par rapport à la ligne de méandre.

Quand la spirale bidimensionnelle est instable vis à vis du méandre (figure
(4.6)), la branche de méandre est instable pour kz ∈ [0, kzmax]. Quand on
est suffisamment proche de la ligne de méandre (a ∈ [0.616, 0.684]), le mode
de méandre est instable pour un intervalle fini de longueurs d’ondes [kzmin 6=
0, kzmax].

Enfin au delà d’une valeur critique de a (ac = .684), la branche de méandre
est toujours linéairement stable.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4.5 – Parties réelles (a) et imaginaires (b) des taux de croissance des
branches de translation (+), méandre (o) et rotation (•) pour a = 0.52,
b = 0.01 et ε = 0.025. Pour les mêmes valeurs des paramètres, (c) agrandis-
sement de (a) au voisinage de l’origine. On voit que la courbure des modes
de translation est positive au voisinage de l’origine alors que celle des modes
de méandre est négative. Par contre pour de plus grandes valeurs de kz on
observe que les modes de méandre se déstabilisent alors que les modes de
translation se restabilisent. La figure (d) qui représente les courbes σt(kz) et
σm(kz) dans le plan complexe pour des valeurs de kz proche de zéro indique
qu’il s’agit d’un phénomène d’hybridation des modes propres de l’opérateur
Lkz
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(a) (b)

Fig. 4.6 – Parties réelles(a) et imaginaires(b) des taux de croissance des
branches de rotation (•), translation (+) et méandre (o) pour une spirale
en rotation uniforme à grand rayon de rotation (a = 0.59, b = 0.01 et ε =
0.025. Les modes de méandre sont instables stables à kz = 0 et leur taux de
croissance est croissant pour des petites valeurs de kz et ils se restabilisent à
grand kz. Les modes de translation sont restabilisés à petit kz.

(a) (b)

Fig. 4.7 – Parties réelles(a) et imaginaires(b) des taux de croissance des
branches de rotation (•), translation (+) et méandre (o) pour une spirale en
rotation uniforme à grand rayon de rotation (a = 0.67, b = 0.01 et ε = 0.025.
Les modes de méandre sont stables à kz = 0 et sont linéairement instables
pour kz ∈ [0.31, 0.69] Les modes de translation sont restabilisés à petit kz.
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(a) (b)

Fig. 4.8 – Parties réelles(a) et imaginaires(b) des taux de croissance des
branches de rotation (•), translation (+) et méandre (o) pour une spirale
en rotation uniforme à grand rayon de rotation (a = 0.7, b = 0.01 et ε =
0.025. Les modes de méandre sont stables à kz = 0 et, bien que leur taux
de croissance soit croissant pour des petites valeurs de kz, sont linéairement
stables pour tout nombre d’onde. Les modes de translation sont restabilisés
à petit kz.

4.3.3 Modes de translation stables et modes de méandre
se restabilisant :

Cette situation où la courbure des modes de méandre et des modes de
translation en kz = 0 est négative n’est observée que dans le cas des ondes
spirales de très petit rayon situées loin de la ligne de méandre. Dans ce cas,
les modes de translation et les modes de méandre sont toujours linéairement
stables. Un exemple de spectres obtenus dans ce cas est présenté figure (4.9).

4.4 Comparaison avec les résultats obtenus

par la dérive dans un champ électrique :

Il est intéressant de comparer les résultats obtenus numériquement avec
les courbures prédites en utilisant (4.16) et le taux de dérive d’une onde spi-
rale soumise à un champ électrique constant de faible amplitude. Les résultats
de cette comparaison sont présentés dans le tableau (4.1). Les données obte-
nues montrent un bon accord entre les courbures des modes de méandre et la
vitesse de la dérive en champ. Par ailleurs, les résultats obtenus en utilisant
directement (4.2) sont aussi en bon accord avec les résultats de l’analyse de
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Fig. 4.9 – Parties réelles(gauche) et imaginaires(droite) des taux de crois-
sance des branches de rotation •,translation + et méandre o pour une spirale
en rotation uniforme à grand rayon de rotation (a = 0.9, b = 0.01 et ε =
0.025). Les modes de méandre sont stables à kz = 0 et leur taux de croissance
décrôıt avec kz. Il en va de même pour les modes de translation

a ω1 a b Re(σm(0)) Im(σm(0)) c d α‖ α⊥
0.44 1.161 1.9 0.82 -0.161 0.980 -1.6 0.78 -1.97 0.84
0.48 1.377 3.2 0.44 -0.007 1.254 -3.7 1.10 -3.0 0.49
0.66 1.756 -2.41 0.75 -0.071 1.89 1.89 0.33 2.44 0.77
0.7 1.784 -1.63 0.83 -0.157 1.94 1.04 0.21 1.62 0.83
0.8 1.805 -0.87 0.70 -0.332 1.84 0.08 -0.06 0.854 0.71
0.9 1.769 -0.65 0.61 -0.341 1.72 -0.25 0.089 0.66 0.61

Tab. 4.1 – Les modes de translation au voisinage de kz = 0 se comportent
comme iω1 + (a+ ib)k2

z et les modes de méandre comme σm(0) + (c+ id))k2
z .

La spirale bidimensionnelle quand elle est soumise à un champ électrique
~E = E~ex dérive avec une vitesse E(α‖~ex +α⊥~ey). On constate que la prédic-
tion (4.16) du comportement des modes de translation est bien approchée.
Par contre le lien entre le comportement des modes de méandre à petit kz
et la dérive en champ prédit par Aranson et al.[4] n’est pas vérifié, même
qualitativement.
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stabilité linéaire.
D’un point de vue plus qualitatif, on constate un accord entre le signe de

la courbure des modes de translation de l’onde spirale stationnaire en rotation
uniforme à l’origine et le sens de dérive de la spirale méandrant soumise à
un champ électrique. Comme l’analyse de stabilité linéaire est faite sur les
ondes spirales en rotation uniforme alors que le calcul de la dérive en champ
se fait en soumettant l’onde spirale méandrant à un champ électrique, il n’y
a, a priori aucune raison à cet accord qualitatif. Cependant, près de la ligne
des MTW, le méandre peut être vu comme la superposition du mouvement
de rotation uniforme de la spirale à un mouvement de translation circulaire
du centre de rotation de l’onde. Dans ce cas, on pourrait s’attendre à ce que
le mouvement induit par le champ ~E se superpose au mouvement induit par
le méandre. On s’attendrait alors à un accord quantitatif significatif entre le
taux de dérive des ondes spirales méandrant et la courbure des branches de
translation.

Des comparaisons quantitatives ont été effectuées et ont montré un désac-
cord très important entre le mouvement de translation induit par le champ et
la courbure des branches de translation. En particulier le taux de dérive dans
la direction transverse au champ était d’un ordre de grandeur plus petit que
la courbure des parties imaginaires des branches de translation en kz = 0.

4.4.1 Généricité des résultats :

Afin de vérifier que les résultats obtenus par l’analyse de stabilité linéaire
(en particulier l’inversion de la courbure des modes de méandre et de trans-
lation en kz = 0 quand ωm(kz = 0) = ω1) ne sont pas dus au choix des
paramètres, j’ai effectués quelques calculs des spectres en fonction de kz pour
d’autres valeurs de b et la même valeur de ε. J’ai alors pu constater que l’in-
version du signe de la courbure des modes de méandre et de translation se
produisait toujours quand ωm(kz = 0) ≈ ω1.



Chapitre 5

Etude des instabilités des
filaments de spirales en
rotation uniforme :

Les résultats de l’analyse de stabilité linéaire mettent en évidences deux
situations où les filaments de spirales en rotation uniforme sont instables.

Dans le premier cas présenté ici, les modes de translation présentent une
courbure négative en kz = 0. Alors les simulations numériques effectuées
montrent que le filament droit de spirales est instable et la bifurcation obser-
vée n’aboutit pas à un état restabilisé. Les conditions aux limites imposées
au système ne jouent aucun rôle sur l’évolution du filament1.

Dans le second cas, le mode de méandre est instable pour un intervalle de
nombres d’onde fini. On observe alors que le filament de spirale est instable.
La bifurcation aboutit à un état restabilisé et est, comme la bifurcation de
méandre bidimensionnel, une bifurcation de Hopf. Dans ce cas, on observe
que les conditions aux limites influent sur l’état final observé.

5.1 Instabilité de courbure des spirales en ro-

tation uniforme :

Dans le cas où le mode de translation est instable pour kz ∈ [0, kzmax],
on constate que si l’on effectue des simulations numériques dans une bôıte
de taille supérieure à 2π/kzmax, le filament droit est instable.

1Cette affirmation est vraie modulo le fait qu’une bôıte de taille H au bords de laquelle
on impose des conditions de type gradient nul permet à des perturbations de longueur
d’onde 2H de se développer alors que si on impose des conditions périodiques, la longueur
d’onde maximale qui peut se développer est H.
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Fig. 5.1 – Filaments instantanées de spirales observés à des intervalles de
temps réguliers au cours d’une simulation numérique. Les paramètres du
milieu sont a = 0.44, b = 0.01, ε = 0.025, ce qui correspond au spectre
représenté figure (4.3). La taille de la bôıte est 128×128×120, le pas d’espace
dx est égal à 0.2, des conditions au bords de type gradient nul sont utilisées
sur les parois latérales alors que des conditions au bords périodiques sont
utilisées en haut et en bas de la bôıte. Un résultat relativement similaire
serait obtenu dans une bôıte deux fois moins haute aux parois de laquelle des
conditions aux limites de gradient nul sont imposées.

On observe alors toujours le même scénario, déjà décrit par Biktashev
et al.[14] : une petite perturbation du filament droit se courbe de plus en
plus, s’allonge et grandit jusqu’à atteindre les parois latérales de la bôıte de
simulation numérique. Il se divise alors en deux filaments qui grandissent2 et
suivent la même évolution dans le temps que le filament initial. Aucune resta-
bilisation n’est observée et l’état final observé est désordonné (figure(5.1)).

2Si l’un d’entre eux est trop petit, il disparâıt
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5.2 Instabilité de méandre tridimensionnel :

Dans cette section, je présente les résultats d’une étude systématique de
l’instabilité de méandre tridimensionnel. Cette étude a consisté en deux série
de simulations numériques directes des milieux excitables. L’une a été faite,
pour quelques valeurs de l’excitabilité du milieu, dans des bôıtes de simulation
d’extension verticale variable afin de faire varier le nombre d’onde du mode
instable. L’autre série a été effectuée et en faisant varier l’excitabilité du
milieu dans des boites de simulation de taille constante. Ces deux séries de
simulations ont permis de déterminer la nature de la bifurcation. L’influence
des conditions aux limites imposées aux parois supérieures et inférieures de la
bôıte de simulation a aussi été étudiée : les simulations ont été effectuées en
utilisant soit des conditions aux limites périodiques soit des conditions aux
limites de type gradient nul.

5.2.1 Description du régime transitoire

L’état initial utilisé au cours des simulations consistait en des spirales bi-
dimensionnelles mises les unes au dessus des autres et légèrement perturbées.
On a observé que la nature de la perturbation utilisée avait une influence sur
le régime transitoire qui amenait à l’état stationnaire final. J’ai utilisé essen-
tiellement trois types de conditions initiales qui donnaient lieu à trois types
distincts de régimes transitoires dans le cas où des conditions aux limites
périodiques étaient utilisées :

1. Le premier, de la forme uin(x, y, z) = u2D(x, y)(1+α cos(kzz)), vin(x, y, z) =
v2D(x, y)(1 + α sin(kzz)), où α est de l’ordre de 10−2 résulte en un fi-
lament instantanée initial en forme d’hélice de faible amplitude et de
nombre d’onde kz. Dans ce cas, on observe que l’hélice grandit à vitesse
uniforme jusqu’à atteindre un état restabilisé où le filament instantanée
a la forme d’une hélice.

2. Le deuxième, de la forme uin(x, y, z) = u2D(x, y)(1+α cos(kzz)), vin(x, y, z) =
v2D(x, y)(1 + α cos(kzz)) résulte en un filament initial dont la paramé-
trisation est : x(z) = x1 cos(kzz), y(z) = y1 cos(kzz). Dans ce cas on
observe que le filament instantanée, dans un premier temps, crôıt en
gardant sa forme en zig-zag jusqu’à ce qu’il atteigne un état apparem-
ment stationnaire. Cet état stationnaire se déstabilise et le filament
instantannée restabilisé final est une hélice de même nombre d’onde
que le filament en forme de zig-zag.

3. Le dernier type de condition initiale est de la forme uin(x, y, z) =
u2D(x, y)(1 + αe(z−z0)2/L2

), vin(x, y, z) = v2D(x, y)(1 + βe(z−z0)2/L2
).
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Dans le cas où α = β, le filament instantanée initial s’inscrit dans
un plan et on observe alors la croissance d’un filament en forme de
zig-zag qui après une instabilité secondaire prend la forme d’une hélice.
Dans le cas où α 6= β, le filament instantanée ne s’inscrit pas dans un
plan et on observe alors la croissance d’un filament hélicöıdal. Dans
ces deux cas, le nombre d’onde du filament hélicöıdal final correspond
au nombre d’onde du mode le plus instable linéairement qui peut se
développer dans la bôıte de simulation.

5.2.2 Conditions aux limites périodiques

Dans cette section, je décris l’état final observé quand des conditions
aux limites périodiques sont utilisées et je présente les résultats d’une étude
systématique de la bifurcation de méandre tridimensionnel.

5.2.3 Description de l’état restabilisé :

Quand on utilise des conditions aux limites périodiques, on observe que
le filament instantanée prend toujours une forme d’hélice dont le rayon est
constant au cours du temps. L’axe de cette hélice est en rotation uniforme
autour d’un axe fixe alors que, dans le référentiel du laboratoire, l’hélice est
en rotation uniforme à une fréquence incommensurable avec la fréquence de
rotation de son axe de symétrie. On constate par ailleurs que le rayon de
l’hélice est égal à l’amplitude du méandre du bout de la spirale dans un plan
horizontal. Par conséquent c’est un paramètre caractéristique de l’amplitude
du méandre tridimensionnel. De façon plus quantitative, on observe que la
fréquence de rotation de l’axe de l’hélice est, dans le cas d’un méandre de
faible amplitude, très proche de la fréquence de rotation de la spirale station-
naire bidimensionnelle alors que la fréquence de rotation de l’hélice dans le
référentiel du laboratoire est proche de la différence entre la partie imaginaire
du taux de croissance du mode de méandre dont la longueur d’onde est égale
au pas de l’hélice et la fréquence de rotation de la spirale bidimensionnelle
stationnaire.

Afin de déterminer la nature de la bifurcation observée j’ai effectué deux
études systématiques des états restabilisés. Dans la première, j’ai utilisé une
bôıte d’extension verticale constante, forçant ainsi le nombre d’onde de du
mode instable qui peut se développer, et j’ai fait varier l’excitabilité du milieu
via a. Dans la seconde, j’ai maintenu a constant et fait varier le nombre d’onde
du mode instable qui peut se développer dans la bôıte de simulation en en
variant l’extension verticale.
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Fig. 5.2 – Etat restabilisé pour a = 0.684, b = 0.01 et ε = 0.025 dans une
bôıte de simulation de 0.2(128 × 128 × 130) en utilisant des conditions aux
limites périodiques. Haut droite : Trait mixte : axe de symétrie, trait continu
épais : filament instantanée à un instant donné, traits pointillés : trajectoires
du bout de la spirale dans quatre plans également espacés. Bas droite : trait
grisé : vue de dessus de la trajectoire du filament instantanée dans un plan
horizontal, cercles en traits épais : vue de dessus du filament instantanée
à 7 instants successifs. Le rayon tracé en trait continu épais relie le centre
de symétrie du filament instantanée à sa trace dans le plan où est tracée
la trajectoire du bout de la spirale. Gauche : isosurface u = 0.5 de l’état
restabilisé.



62
CHAPITRE 5. ETUDE DES INSTABILITÉS DES

FILAMENTS DE SPIRALES EN ROTATION UNIFORME :

Fig. 5.3 – (a) : Carré du rayon de l’hélice formée par le filament instantanée
en fonction de l’excitabilité du milieu a pour des simulations numériques
effectuées dans une boite de simulation de taille 0.2(128 × 128 × 130) (2
longueurs d’onde du mode instable y sont présentes) avec b = 0.01 et ε =
0.025. (b) :Pour a = 0.684, b = 0.01 et ε = 0.025 : + : Carré du rayon de
l’hélice formée par le filament instantanée en fonction du nombre d’onde du
mode de méandre déstabilisé (cette courbe a été renormalisée pour que le
maximum du carré du rayon de l’hélice ait la même valeur que le maximum
du taux de croissance de la branche de méandre (o)).

Les résultats obtenus par cette étude étaient en bon accord avec les ré-
sultats de l’analyse de stabilité linéaire. En effet, dans la valeur de a cri-
tique obtenue par l’analyse de stabilité linéaire en interpolant linéairement
les spectres entre deux spectres calculés était de aclin = 0.684 alors que la
valeur critique de a obtenue par les simulations numériques directes était de
acdir = 0.685. De la même façon, pour une valeur de a fixée, l’intervalle de
nombres d’onde pour lesquels le filament de spirale est linéairement instable
était en bon accord avec l’intervalle [kzmin, kzmax] de nombre d’ondes pour
lesquels on observe un état restabilisé où la spirale méandre à trois dimen-
sions.

Une étude de la bifurcation montre qu’à taille de bôıte fixée (c’est à dire
à kz fixé), le comportement de l’amplitude du méandre tridimensionnel se
comporte au voisinage du seuil ac comme

√
|a− ac|. De façon similaire, à

a fixé, au voisinage des nombres d’onde critiques minimaux et maximaux
l’amplitude du méandre tridimensionnel se comporte respectivement comme√
kz − kzmin et

√
kzmax − kz. Ces résultats mettent en évidence que la bifur-

cation de méandre tridimensionnel conserve le caractère de bifurcation de
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Hopf de la bifurcation de méandre tridimensionnel.
L’étude à kz fixé a montré que le comportement de l’amplitude du méandre

en
√
|a− ac| perdure pour des valeurs relativement grandes de l’écart au seuil

(voir figure(5.3)).
Par contre à a fixé la comparaison des taux de croissance et du carré

de l’amplitude du méandre montre qu’il y a un décalage entre le maximum
du taux de croissance en fonction de kz et le maximum de l’amplitude en
fonction du nombre d’onde (voir figure(5.3)). Ce décalage s’accompagne d’une
différence importante entre les pentes R2/(kz − kzmin) et R2/(kzmax − kz)
observées aux bornes de l’intervalle de nombre d’ondes où le filament droit
est linéairement instable. Ce phénomène, dont l’origine ne peut être attribuée
à une dissymétrie du spectre de stabilité linéaire, tend à disparâıtre pour de
faibles valeurs de l’écart au seuil3.

Afin de mieux comprendre ce décalage, et d’écrire une forme normale
de la bifurcation, il serait intéressant d’effectuer un étude systématique des
valeurs des pentes R2/(kz− kzmin) en fonction de kzmin et en particulier d’en
étudier le comportement pour les petites valeurs de kzmin (en faisant varier
a par exemple).

Cette étude, dans le régime de paramètre exploré ici, est impossible. En
effet, elle demanderait de considérer des filaments très longs dans un ré-
gime de paramètre proche de la ligne de méandre bidimensionnel. Or dans
ce cas, les harmoniques du mode de plus grande longueur d’onde pouvant
se développer dans la boite de simulation seraient très instables et se déve-
lopperaient, empêchant ainsi l’observation de filaments restabilisés de petit
nombre d’onde.

5.2.4 Conditions aux limites de type gradient-nul

Dans le cas où des conditions aux limites de type gradient nul sont uti-
lisées, on observe dans chaque plan horizontal un mouvement de méandre
classique. L’amplitude de ce mouvement de méandre est dans ce cas, fonc-
tion de z et est bien approchée par | cos(kzz)|. Ainsi dans certains plans
horizontaux, le mouvement du bout de la spirale est un mouvement de ro-
tation uniforme classique. Le filament instantanée à un instant donné a une
forme en zig-zag dont l’axe médian est en rotation uniforme autour d’un
point fixé. Le mouvement du filament instantanée autour de son axe médian

3Pour a = 0.684, on observe que le carré de l’amplitude du méandre tridimensionnel
en fonction de kz a une forme parabolique. Néanmoins une comparaison avec les résultats
de l’analyse de stabilité linéaire est impossible car dans ce cas l’intervalle de nombre
d’onde où l’onde est linéairement instable et l’intervalle où l’instabilité est observée lors
des simulations numériques directes est trop important
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Fig. 5.4 – Pour a = 0.684, b = 0.01 et ε = 0.025 dans une boite de simulation
de taille 0.2(128× 128× 130) en utilisant des conditions aux limites de type
gradient nul : gauche : en trait mixte : axe médian du filament instantanée, en
trait épais : filament instantanée en forme de zig-zag, en tirets : trajectoires
du bout de l’onde spirale dans quatre plans horizontaux également espacés.
On voit que dans l’un des plans, le mouvement de la spirale est un mouve-
ment de rotation uniforme. Droite : en tirets, trajectoire de l’axe du filament
instantanée vue de dessus, en trait plein, filament instantanée vue de dessus
à des instant régulièrement espacés en temps.

est un mouvement de rotation uniforme à une pulsation proche de la partie
imaginaire du mode de méandre de longueur d’onde le pas du zig zag.

On peut facilement expliquer ce résultat dans le régime faiblement non
linéaire. En effet, dans ce régime on peut supposer que l’état final est très
bien approché dans le repère en rotation à la pulsation de l’état stationnaire
par la somme de la solution stationnaire et d’une petite perturbation qui est
colinéaire aux deux modes de méandre instables.

u = uo(r, φ) + Au1(r, φ)ei(kzz+ω1t) + Āū1(r, φ)e−i(kzz+ω1t) +

+ Bū1(r, φ)ei(kzz−ω1t) + B̄u1(r, φ)e−i(kzz−ω1t) (5.1)

v = vo(r, φ) + Av1(r, φ)ei(kzz+ω1t) + Āv̄1(r, φ)e−i(kzz+ω1t) +

+ Bv̄1(r, φ)ei(kzz−ω1t) + B̄v1(r, φ)e−i(kzz−ω1t) (5.2)

où A et B sont complexes et petits devant 1, (u1, v1) est le mode de méandre
de l’opérateur Lkz de longueur d’onde kz et de valeur propre associée σmr +
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iωm. Cette solution doit satisfaire aux conditions aux limites de type gradient
nul (∂zu = 0) sur les plans z = 0 et z = L = 2π/kz. On montre facilement
que cette condition se traduit par A = B̄.

Le filament instantanée est l’intersection des deux isosurfaces u = 0.5,
v = 0.75vth. Dans le cas du filament en rotation uniforme, dans le repère
tournant, sa position est constante et on la note en coordonnées polaires
r0, φ0. Dans le cas de l’état final il est alors légitime de supposer que sa
position est paramétrée en coordonnées polaires par : φtip(z) = φ0 + δφ(z, t)
et rtip(z) = r0 + δr(z, t) où δφ et δr sont du même ordre de grandeur que A.
Ils vérifient alors le système d’équations linéaires suivant :

0 = ∂ruoδr + ∂φuoδφ+ A(u1e
i(kzz+ω1t) + u1e

i(−kzz+ω1t)) +

+ Ā(ū1e
−i(kzz+ω1t) + ū1e

i(kzz−ω1t)) (5.3)

0 = ∂rvoδr + ∂φvoδφ+ A(v1e
i(kzz+ω1t) + v1e

i(−kzz+ω1t)) +

+ Ā(v̄1e
−i(kzz+ω1t) + v̄1e

i(kzz−ω1t)) (5.4)

où les valeurs des champs u0, v0, u1 et v1 ainsi que de leur dérivées sont
prises au point de coordonnées φ0, r0. Alors en écrivant Au1(φ0, r0) = aue

iφu

et Av1(φ0, r0) = ave
iφv et en résolvant le système linéaire on obtient :

δφ =
4

∂ruo∂φvo − ∂rvo∂φuo
×

× (−∂φvoau cos(ω1t+ φu) + ∂rvoav cos(ω1t+ φv)) cos(kzz) (5.5)

δr =
4

∂ruo∂φvo − ∂rvo∂φuo
×

× (∂φuoau cos(ω1t+ φu)− ∂ruoav cos(ω1t+ φv)) cos(kzz) (5.6)

Comme au et av sont du même ordre que A, cette expression conduit à un
filament instantanée en forme de zig-zag en rotation uniforme dans le repère
en rotation avec l’état stationnaire, ce qui est en accord avec les résultats
numériques.

5.3 Cas où les spirales bidimensionnelles méandrent :

Dans le cas où les spirales bidimensionnelles méandrent, les résultats de
l’analyse de stabilité linéaire ne s’appliquent pas aux filaments droits de spi-
rales car ceux ci ne sont pas l’état stationnaire autour duquel l’analyse de
stabilité linéaire a été effectuée. Donc a priori on ne peut étudier la dyna-
mique des filaments de spirales qu’à l’aide de simulations numériques directes.
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Cependant, l’analogie entre la dérive en champ et l’instabilité de courbure
des filaments de spirales est encore vérifiée dans ce cas. On vérifie en effet
que si la spirale (méandrant) dérive dans le même sens que le champ, alors
le filament de spirale est instable vis à vis de l’instabilité de courbure et on
observe le même scénario que celui décrit section 5.1. On constate par ailleurs
que la transition entre les filaments stables et les filaments instables vis à vis
de l’instabilité de courbure se passe sur la ligne des MTW(voir figure (4.1)) et
correspond au lieu dans l’espace des paramètres où les courbures des modes
de translation changent de signe.



Chapitre 6

Filaments de spirales twistés
droits :

L’introduction d’une troisième dimension donne un degré de liberté sup-
plémentaire. On peut introduire un déphasage entre les spirales qui consti-
tuent le filament de spirales. Ce déphasage est appelé twist et peut être vu
comme une torsion du filament de spirales.

Expérimentalement, de telles situations sont observées dans la réaction de
Belousov-Zhabotinsky dans des gels où on a introduit un gradient d’excita-
bilité entre les différents plans horizontaux qui constituent le milieu[58]. On
pense aussi les observer dans les compagnies de Dictyostelium discoideum
[19].

Dans le cœur, les filaments de spirales twistés apparâıtraient du fait de
l’anisotropie tournante des fibres musculaires du cœur[21, 22].

6.1 Détermination de l’état stationnaire dans

le modèle de front mince :

On cherche dans cette section à déterminer la forme du front d’onde d’un
filament de spirale twisté ainsi que sa vitesse de rotation. En se plaçant
dans l’approximation d’interface fine et dans la limite de faible excitabilité
je détermine les équations vérifiées par les fronts d’ondes d’un filament de
spirales uniformément twisté puis j’en calcule numériquement les solutions
stationnaires. Un calcul similaire a été effectué analytiquement par Margerit
et al.[54] dans un modèle d’interface fine dans la limite de forte excitabilité.
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Fig. 6.1 – Image du front d’onde d’un filament de spirale twisté obtenu par
une simulation numérique directe.

6.1.1 Vitesse de propagation d’un front courbé :

Dans le cas des filaments de spirales, le front n’est plus une ligne mais
une surface. De façon analogue à ce qui a été fait pour les spirales bidimen-
sionnelles, on cherche à déterminer la vitesse de propagation du front. Si les
rayons de courbure principaux du front sont égaux et valent ρ, on se place
dans le repère dont l’origine est le centre de courbure de la surface en co-
ordonnées sphériques. L’équation (2.1) devient pour la variable u, après le
changement de coordonnées r = ρ+ ξ

ε
:

−c
ε
∂ξu =

1

ε
f(u, v) +

1

ε
∂ξξu+

1

ε
(

2

ρ+ ξε
∂ξu) (6.1)

Alors dans ce cas la vitesse du front courbé est égale à :

cn = c0(v)− ε2

ρ
(6.2)

Dans le cas où les deux rayons de courbure principaux du front ne sont pas
égaux, on considère qu’au voisinage du front la valeur du champ u, ne dépend
que de la distance du point au front. Alors, on obtient1 :

cn = c0(v)− ε(κ1 + κ2), (6.3)

où κ1 et κ2 sont les deux courbures principales du front.

1Les calculs sont détaillés dans l’annexe C
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6.1.2 Filaments de spirales twistés en rotation uniforme :

De la même façon qu’au chapitre 2, si l’onde est en rotation uniforme au-
tour de l’axe Oz, en utilisant un système de coordonnées cylindriques l’équa-
tion suivante est vérifiée en tout point M de la surface :

cn(M)− ωr~eθ.~n = 0, (6.4)

où ~n est la normale à la surface en M.

Alors en paramétrant la surface d’onde par θ(r, z) = θ(r) + z/a = θ(r) +
τwz, l’équation (6.4) s’écrit2 :

rω = co(v)

√
1 +

(r
a

)2

+ (rθr)2 +

+
ε

r

√
1 +

(r
a

)2

+ (rθr)2 ×

× ∂r

 r2θr√
1 +

(
r
a

)2
+ (rθr)2

 (6.8)

En considérant les fronts avant et arrière paramètr’es respectivement par
θ+ et θ−, en notant ψ± = r∂rθ± et en utilisant les quantités adimensionnées
suivantes : ρ = co

ε
r, Ω = ε

co2ω et α = co
ε
a (6.8) devient pour le front avant :

Γ+Ωρ = (Γ+)3/2 +
1

ρ

(
ψ+ + ψ+

3
)

+
(

1 + (
ρ

α
)2
)
ψ′+ (6.9)

et pour le front arrière :

2La somme des courbures principales d’une surface paramètrée par θ(r, z) vaut :

κ1 + κ2 =
−1
r

[
∂

∂z

r2θz√
1 + r2θ2

z + r2θ2
r

+
∂

∂r

r2θr√
1 + r2θz

2 + r2θr

]
(6.5)

(6.6)

Dans le cas d’un filament de spirale uniformément twisté, cette formule devient :

κ1 + κ− 2 = −1
r
∂r

 r2θr√
1 +

(
r
a

)2 + (rθr)2

 (6.7)
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Γ−Ωρ = −
(

1− Bε

c2
0

θ+ − θ−
Ω

)
(Γ−)3/2 +

+
1

ρ

(
ψ+ + ψ−

3
)

+
(

1 + (
ρ

α
)2
)
ψ′− (6.10)

où

Γ± = 1 +
( ρ
α

)2

+ ψ±
2 (6.11)

De la même façon qu’au chapitre 2, on peut, si le rayon de rotation de
l’onde spirale est grand devant ε (en utilisant les variables adimensionnées,
ceci revient à ce que ρ soit grand devant 1), déterminer le comportement
de θ± au point de raccordement des deux fronts en utilisant le fait qu’en ce
point les vecteurs tangents au front d’onde sont dans le plan engendré par ~eθ
et ~ez. Alors, la normale au front d’onde est portée par ~er. On obtient donc
qu’au point de raccord entre les fronts avant et arrière est cn(M) = 0. Donc
après renormalisation des distances on trouve qu’au voisinage du bout de la
spirale :

θ±(r) = (ρ− ρtip)1/2

√
2

ρtip(ρtip + 1)
(1 + ρ2

tip/a
2). (6.12)

Dans le cas où cette condition n’est plus valable, Margerit et Barkley[54] ont
effectué un calcul perturbatif similaire à celui fait dans [42, 46, 47] qui permet
de déterminer précisément la forme du filament de spirale twisté.

6.1.3 Calcul numérique de la solution :

Ces équations (6.9, 6.10) peuvent être résolues numériquement par une
méthode de tir. Dans ce cas, on obtient que le comportement de la pulsation
de la spirale à Bε/cv0 constant en fonction du twist est quadratique pour
de faibles valeurs du twist et devient linéaire quand le twist est augmenté
(voir figure (6.2)). Sur cette figure, on voit que la fréquence de rotation de la
spirale augmente de façon sensible quand le twist est augmenté alors que le
rayon de rotation diminue de façon sensible.

Il faut alors tenir compte de l’interaction du front avant de l’onde spirale
avec le passage précédent du front arrière. Alors en utilisant les équations
(2.26, 2.27) pour déterminer les valeurs de l’inhibiteur v sur le front avant et
en utilisant la même méthode que dans la section 2.3.2.3 on peut calculer la
forme de l’onde spirale twistée. Il vient alors que les comportement de ω et
de ρtip sont modifiés de façon sensible(voire figure (6.3)).
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Fig. 6.2 – Pulsation de l’onde spirale twistée Ω (gauche) et rayon de l’onde
spirale ρtip (droite) en fonction du twist τw pour une même valeur de l’ex-
citabilité B = 0.4. Les valeurs de ρtip et Ω ont été calculées à l’aide d’une
méthode de tir.

Fig. 6.3 – Pulsation de l’onde spirale twistée Ω (gauche) et rayon de l’onde
spirale ρtip (droite) en fonction du twist τw pour une même valeur de l’ex-
citabilité B = 0.426 et deux valeurs du temps caractéristique de retour à
l’équilibre du milieu τ− = 0. (en tirets) et τ− = 15. en trait continu épais.
Dans le premier cas, l’interaction du front avant avec le passage précédent
de l’onde d’excitation est nul. On voit que lorsqu’on tient compte de l’inter-
action, le rayon de rotation de l’onde semble tendre vers un minimum pour
une valeur du twist. Cependant, la méthode numérique utilisée pour tenir
compte de l’interaction ne permet pas de calculer la forme des ondes pour de
plus grandes valeurs du twist.
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6.2 Approche asymptotique à petit twist

Dans cette section, ainsi que dans la suite du chapitre, on se place dans le
cadre général d’un milieu excitable modélisé par les équations aux dérivées
partielles (2.1).

Pour de faibles valeurs du twist imposé au filament de spirale, il est pos-
sible en utilisant le même genre de méthodes que Keener [45], basées sur l’al-
ternative de Fredholm[15], de déterminer le comportement de ω1 en fonction
de τw pour de petites valeurs de τw. On considère U0(r, θ − ω1t) = (u0, v0),
une solution stationnaire correspondant à une spirale bidimensionnelle en ro-
tation uniforme. Alors pour de faibles valeurs du twist τw, on s’attend à ce
que la solution stationnaire soit de la forme :

U(r, θ, z, t) = U0(r, θ−ω1t−δω1t− τwz)+δU(r, θ−ω1t−δω1t− τwz) (6.13)

On injecte alors l’expression de U dans (2.1). En utilisant le fait que U0 est
solution du problème stationnaire à twist nul et en faisant un développement
limité au premier ordre significatif on obtient :

−δω1∂φU0 = LδU + τ 2
w∂φφ

(
u0

0

)
(6.14)

d’où en multipliant à gauche par le mode adjoint de L associé à l’invariance
par rotation, l’expression de δω1 en fonction de τw :

δω1 = − (ũφ.∂φφu0)

(ũφ.∂φu0) + (ṽφ.∂φv0)
τ 2
w (6.15)

On s’attend donc à ce que la fréquence de rotation de la spirale augmente
quadratiquement avec le twist. Ce résultat est en accord qualitatif avec les
calculs effectués dans le modèles de fronts mince.

6.3 Calcul des états stationnaires :

Le calcul des états stationnaires, solutions du système d’équations aux
dérivée partielles (3.11), correspondant aux filaments de spirales twistés ef-
fectué suivant la méthode décrite en (3.3) permet de déterminer l’évolution
de la fréquence de rotation de la spirale et du rayon de rotation du bout de
la spirale en fonction du twist (voir figure(6.4)). Ce calcul met en évidence
un bon accord qualitatif entre le comportement de la fréquence de rotation
calculée numériquement et la prédiction asymptotique (6.15). Par ailleurs, le
comportement de ω1(τw) en fonction de τ est qualitativement très proche de



6.3. CALCUL DES ÉTATS STATIONNAIRES : 73

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 6.4 – Pulsation(a) et rayon(b) de rotation du bout de l’onde spirale
stationnaire dans un plan horizontal en fonction du twist τw pour a = 0.44,
b = 0.01 et ε = 0.025. Ces valeurs des paramètres correspondent à une
onde spirale de grand rayon de rotation. Pour de petites valeurs du twist,
la pulsation de la spirale est bien approchée par ω(τw) = 1.1645 + 4.4469τ 2

w.
Un calcul du coefficient de τ 2

w à l’aide de (6.15) donne 4.445. Pulsation(c)
et rayon(d) de rotation du bout de l’onde spirale stationnaire dans un plan
horizontal en fonction du twist τw pour a = 0.8, b = 0.01 et ε = 0.025. Ces
valeurs des paramètres correspondent à une onde spirale de petit rayon de
rotation. Pour de petites valeurs du twist, la pulsation de la spirale est bien
approchée par ω(τw) = 1.805336 + 0.72048τ 2

w. Le calcul en utilisant (6.15)
donne un coefficient de τ 2

w égal à 0.7203.
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celui obtenu dans le modèle de front mince. Par contre, le rayon de rotation
de la spirale calculée numériquement a un comportement qualitatif qui pour
de grandes valeurs du twist est différent de celui prédit dans le modèle d’in-
terface fine sans interaction. En effet, dans ce modèle, on observe que que le
rayon de rotation décrôıt quand le twist est augmenté alors que les spirales
calculées par la méthode de Newton appliquée aux équation (2.1) voient leur
rayon de rotation crôıtre en fonction du twist au delà d’une valeur limite du
twist. Ce désaccord pourrait provenir du fait que le front avant se propage
dans un milieu qui n’a pas eu le temps de revenir à l’équilibre. En effet, dans
le modèle de front mince, quand on tient compte du fait que le front avant
se propage dans un milieu qui n’a pas eu le temps de revenir à l’équilibre,
le rayon de rotation de l’onde spirale twistée semble présenter un minimum
pour une valeur critique du twist imposé au filament (voir figure 6.3).

6.4 Analyse de stabilité linéaire des filaments

de spirales twistés

Dans cette section, je présente les résultats de l’analyse de stabilité linéaire
des filaments de spirales twistés. J’y distingue deux cas. Dans le premier
cas j’étudie la stabilité linéaire d’une onde spirale twistée dans le régime
de paramètre où le rayon de rotation de l’onde spirale est petit, dans cette
situation, le filament de spirale non twisté est stable vis à vis de l’instabilité de
courbure et de méandre tridimensionnelle. Dans le second, je me place dans
un régime où le rayon de rotation de la spirale est du même ordre de grandeur
que le rayon de courbure du bout de la spirale. Dans ce cas, le filament de
spirale non twisté est instable vis à vis de l’instabilité de courbure.

6.4.1 Petit rayon :

Dans un premier temps, on s’intéresse à l’effet du twist sur les filaments de
spirales dans un régime de paramètre où les filaments de spirales non twistés
sont stables. On se place donc dans le régime de paramètre a > 0.684. Afin
de limiter l’interaction entre les modes de méandre et les modes de rotation
on se place loin de a = 0.684.

Dans ce cas, on observe que du fait de l’invariance par translation B.3.2,
les deux branches de translations prennent respectivement la valeur ±iω en
kz = ∓iω. Par ailleurs, ainsi que celà est montré en B.3.3, ces points parti-
culiers des branches de translation continuent d’en être des maxima.

A mesure que le twist augmente, on observe qu’un maximum secondaire
des branches de translation apparâıt pour τw ≈ 0.33, ce maximum est situé
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Fig. 6.5 – Lignes de niveau des champs u = 0.1, 0.2, 0.4, 0.6 et 0.8 (haut) et
v = 0.1, 0.2, 0.4 et 0.6 (bas) des ondes spirales twistées solutions de (3.11)
pour a = 0.8, b = 0.01, ε = 0.025 et τw = 0. (gauche) et τw = 0.4 (droite). On
constate que dans le plan horizontal, il y a un élargissement du front d’onde
d’excitation quand le twist est augmenté et que la valeur du champ v sur le
front avant de la spirale est légèrement plus élevée dans le cas du filament
twisté que dans le cas du filament non twisté (sur la figure de droite la ligne
de niveau v = 0.1 est absente alors que sur la figure de gauche elle est visible,
en fait, dans le premier cas, le minimum de v est de l’ordre de 0.098, alors
que dans l’autre il est de l’ordre de 0.11).



76
CHAPITRE 6. FILAMENTS DE SPIRALES TWISTÉS
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Fig. 6.6 – Partie réelle des taux de croissance des modes de rota-
tion (•), translation (+) et méandre (o) en fonction de kz pour a =
0.8, b = 0.01 et ε = 0.025 et différentes valeurs du twist : τw =
0.0 (a), 0.2 (b), 0.35(c) et 0.45 (d).Les parties imaginaires ne sont pas re-
présentées.
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à distance finie de kz = τw et a initialement un taux de croissance néga-
tif. A mesure que le twist est augmenté, le taux de croissance de ce maxi-
mum secondaire augmente jusqu’à devenir positif pour une valeur critique de
τw ≈ 0.345. On observe alors que pour un intervalle de nombre d’ondes, les
modes de translation sont déstabilisés. La stabilité du mode de rotation et
des modes de méandre n’est pas modifié de façon notable par l’accroissement
du twist.(voir figure(6.6)).

Plus près de la ligne de méandre tridimensionnel, en restant dans le ré-
gime des spirales de petit rayon (a = 0.7), on observe sensiblement la même
évolution des branches de translation, de rotation et de méandre à mesure
que le twist est augmenté. En particulier, le taux de croissance maximal des
modes de méandre n’est pas modifié sensiblement par le twist.

6.4.2 Grand rayon

Dans le cas où le rayon de rotation de la spirale est grand (ou du même
ordre de grandeur) devant le rayon de courbure du bout de l’onde spirale,
l’évolution des spectres de stabilité linéaire est sensiblement différente de ce
qui est décrit plus haut.

Le spectre de stabilité linéaire à twist nul est sensiblement différent de
celui observé à petit rayon. En effet, les modes de translation sont déstabilisés
à petit nombre d’onde.

Lorsque le twist est augmenté, on observe que l’extremum des taux de
croissance des branches de translation à ∓iω en kz = ±τw est bien observé.

Dans le cas d’un filament faiblement twisté, le taux de croissance maximal
des branches de translation est sensiblement augmenté alors que le taux de
croissance maximal des modes de méandre, lui aussi, augmente sensiblement
et est obtenu pour kz ≈ ±τw.

Quand, le taux de croissance des modes de méandre devient proche de
0 pour kz = ±τw, on observe un phénomène d’hybridation des modes de
translation et des modes de méandre déjà décrit en4.3.1 (voir figure (4.5)).
Ici, la courbure des branches de translation au voisinage de kz = ±τw s’inverse
et leur taux de croissance présente un maximum positif et est positif pour
kz = ∓τw et pour kz = 0. Les modes de méandre deviennent alors les modes
les plus instables linéairement.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 6.7 – Partie réelle des taux de croissance des modes de rota-
tion (•), translation (+) et méandre (o) en fonction de kz pour a =
0.44, b = 0.01 et ε = 0.025 et différentes valeurs du twist : τw =
0.0(a), 0.1(b), 0.14(c) et 0.19(d). Les parties imaginaires ne sont pas repré-
sentées.



Chapitre 7

Instabilité de sproing

Dans ce chapitre, je présente les états restabilisés observés lors de la dé-
stabilisation d’un filament de spirale soumis au twist. Dans le cas où l’onde
spirale a un grand rayon de rotation, le twist n’a pas d’effet sur l’évolution de
l’onde spirale et on observe toujours l’instabilité de courbure des filaments
de spirales non twistés. Par contre dans le cas d’un filament de spirale de
petit rayon de rotation on observe que le filament de spirale, stable quand il
est soumis à un twist nul, devient instable au delà d’un twist critique. Une
instabilité analogue a été observée par Henze et al. [36] lors de simulations
numériques de milieux excitables tridimensionnels où par Rousseau et al. [67]
dans l’équation de Ginzburg-Landau complexe1.

Dans une première section, je présente les résultats de simulations numé-
riques directes effectuées avec le même dispositif expérimental que dans [36] :
la longueur d’onde déstabilisée est égale au pas du twist imposé au filament
de spirale.

Dans la section suivante je présente les résultats de simulations numé-
riques effectuées dans une situation où des modes de longueur d’onde autre
que le pas du twist imposé au filament peuvent se développer.

Enfin, je présente un modèle phénoménologique de filament moyen qui
décrit qualitativement la bifurcation observée.

1Cette équation modélise un milieu auto-oscillant et s’écrit :∂tA = A + (1 − iα)∆A −
(1 + iβ)|A|2A.



80 CHAPITRE 7. INSTABILITÉ DE SPROING

Fig. 7.1 – Gauche : trait continu : trajectoire du bout de la spirale dans un
plan horizontal. Droite : transformée de Fourier temporelle de la trajectoire
du bout de la spirale dans le plan. Les paramètres sont a = 0.8, b = 0.01 et
ε = 0.025. Le twist imposé dans la bôıte de simulation est τw = 0.381.

7.1 Instabilité de sproing à kz = 0 :

7.1.1 Protocole numérique :

Afin de mieux comprendre l’instabilité de sproing décrite dans [36], il est
apparu nécessaire d’étudier systématiquement le comportement d’un filament
de spirales soumis à un twist croissant. Ceci a été fait grâce à une série de
simulations numériques directes. Ces simulations ont été effectuées dans des
bôıtes de simulations d’extension verticale, H, variable où un tour de twist
était imposé au filament de spirales. Le twist imposé était alors τw = 2π/H
et était maintenu constant au cours de la simulation grâce à l’emploi de
conditions aux limites périodiques. Dans cette situation on s’attend au vu
de l’analyse de stabilité linéaire des filaments de spirales twistés (voir figure
6.6) à ce que le seul mode instable qui puisse se développer dans la bôıte de
simulation corresponde à kz = 0 dans le référentiel tournant twisté, c’est à
dire à une longueur d’onde de H dans le référentiel du laboratoire.

Deux types de conditions initiales ont été utilisées. D’une part j’ai utilisé
une condition initiale constituée soit de spirales bidimensionnelles empilées le
long de l’axe vertical. J’introduisais alors le twist en les tournant d’un angle
dépendant de z autour de leur centre de rotation estimé numériquement.
D’autre part, j’ai utilisé comme condition initiale le résultat d’une simulation
numérique effectuée sur une grille d’extension verticale légèrement différente
(une différence usuelle était de l’ordre de un à cinq pas de grille) et interpolée
linéairement sur la nouvelle grille.
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Fig. 7.2 – (a) : Carré du rayon de l’hélice formée par filament moyen en
fonction du twist imposé au filament droit τw. Les paramètres utilisés sont
ceux de la figure (6.6), à savoir a = 0.8, b = 0.01 et ε = 0.025. (b) : Twist local
le long du filament moyen restabilisé τ en fonction du twist imposé τw. La
droite en trait continu est la droite d’équation τ = τw. La droite horizontale
en pointillés est la droite d’équation τ = τc.

De ces deux types de conditions initiales, le premier était en général le plus
éloigné de l’état stationnaire recherché, mais aboutit au même état restabilisé
que la seconde2.

7.1.2 Résultats :

Les résultats des simulations numériques directes obtenus sont en très bon
accord avec les résultats de l’analyse de stabilité linéaire. En effet, on observe
que le twist critique au delà duquel le filament de spirales est linéairement
instables (τw = 0.350) est très proche ce celui pour lequel l’état restabilisé
observé n’est pas un filament de spirales droit uniformément twisté (τw =
0.352).

Dans le cas où le filament droit est linéairement stable on observe que la
vitesse de retour à l’état stationnaire se fait exponentiellement avec un taux
de décroissance qui est égal à la partie réelle du mode le plus instable à kz = 0.
Au delà du twist critique, on observe que le filament droit se déstabilise et
l’évolution temporelle aboutit à un état quasi stationnaire.

Cet état stationnaire peut être décrit, comme dans [36], comme étant un
filament moyen en forme d’hélice en rotation lente de rayon constant, autour

2C’est à dire à chaque fois qu’une comparaison a été effectuée entre les deux types de
condition initiale.
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τw ωm ω1(τw)− Im(σt(kz = 0)) ω1(τw) ωs τ ω1(τ)
0.50 0.053 0.049 1.973 1.91 0.353 1.892
0.45 0.061 0.059 1.943 1.88 0.347 1.889
0.40 0.066 0.066 1.916 1.88 0.347 1.889
0.355 0.063 0.063 1.891 1.88 0.349 1.890

Tab. 7.1 – Pour différentes valeurs du twist imposé au filament droit initial
τw, pulsation du du filament moyen restabilisé ωm, différence entre la pul-
sation du filament droit twisté stationnaire et la partie imaginaire du mode
propres de translation à kz = 0, pulsation du filament droit stationnaire
ω1(τw), pulsation de la spirale dans le référentiel en translation avec le fila-
ment moyen, twist le long du filament restabilisé τ et pulsation du filament
droit auquel un twist τ serait imposé ω1(τ).

duquel tourne le filament instantanée, qui, lui aussi, est une hélice de même
axe et de rayon variable au cours du temps.

En effet, dans un plan horizontal, dans le référentiel du laboratoire, la
trajectoire de la spirale peut être vue comme un mouvement de rotation
uniforme autour d’un point en translation circulaire lente (par rapport au
mouvement de rotation du bout de la spirale) (voir figure (7.1) . Il est alors
légitime de considérer que le lieu de ces points est le filament moyen. On
observe alors qu’en deca du seuil, ce filament moyen est une droite alors qu’au
delà il prend la forme d’une hélice dont le rayon, R varie comme

√
τw − τc

(voir figure (7.2)) et dont le pas est égal à la hauteur de la bôıte de simulation.
Le filament instantanée est alors paramétré par :{

x = R1 cos(ω1t+ τwz + φ) +R cos(ωmt+ τwz)
y = R1 sin(ω1t+ τwz + φ) +R sin(ωmt+ τwz)

(7.1)

où R1 et ω1 sont proches du rayon et de la pulsation du filament de spirales
twistés et où ωm est petit devant ω1(voir table 7.1).

En utilisant les résultats exposés dans l’annexe D et en particulier l’équa-
tion (D.6), il est possible de calculer le twist local du filament de spirale après
restabilisation :

τ =
2π

H(1 + (2πR/H)2)
=

τw
1 + (Rτw)2

(7.2)

il vient alors de façon évidente que la déstabilisation du filament droit en une
hélice aboutit à un relâchement de la contrainte de twist le long du filament.
Une étude quantitative montre alors que pour des valeurs relativement faibles
de l’écart au seuil, le twist est approximativement maintenu constant(voir
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figure (7.2)) à une valeur proche de τc. On remarque par ailleurs que la
pulsation de la spirale dans le référentiel en translation avec le filament moyen
est approximativement maintenue égale à la pulsation du filament de spirale
droit auquel le twist τ serait imposé.

7.2 Instabilité de sproing à kz 6= 0

Dans cette section, je décris les résultats obtenus lors de simulations nu-
mériques où le nombre d’onde qui est linéairement instable et qui peut se
développer dans la bôıte de simulation n’est pas égal à 0 dans le référentiel
tournant twisté. Dans une première sous-section je présente les résultats ob-
tenus dans la situation où un seul mode est instable. Les résultats obtenus
lors de l’analyse de stabilité linéaire imposent que l’on se place dans un ré-
gime de paramètre proche du seuil de stabilité des modes à kz = 0 et donc
proche du seuil de stabilité du filament twisté de longueur infinie.

Dans la deuxième sous-section, je présente les résultats de simulations
numériques effectuées dans une bôıte de simulation où plusieurs (5) modes
instables, dont le mode à kz = 0 peuvent se développer dans la bôıte de
simulation.

7.2.1 Cas où un seul mode instable peut se développer
dans la bôıte de simulation :

Dans ce cas, le même comportement qualitatif que dans la section (7.1)
est observé. En effet, après un long régime transitoire3 le système atteint un
état restabilisé. Cet état est analogue à celui qui a été observé dans un milieu
régi par l’équation de Ginzburg-Landau Complexe [67]. Une paramétrisation
du filament instantanée est alors :

x+ iy = R1e
iω1t+τwz +R2e

iω2t+(τw−kz)z+φ2 (7.3)

où R1 ≈ 0.31 et ω1 = 1.85 sont respectivement proches des rayon et pulsation
du filament twisté droit et où R2 ≈ 0.1 et ω2 = −0.047 sont petits devant R1

et ω1. Dans ce cas, le calcul du filament moyen est impossible car l’erreur dans
des calculs du centre de rotation instantanée de l’onde spirale dans un plan
horizontal est du même ordre de grandeur que la taille du filament moyen.
Cependant, la forme de la paramétrisation du filament instantanée indique
qu’on peut considérer le filament de spirales comme un filament instantanée
en rotation rapide autour d’un filament moyen en forme hélice de nombre

3La durée du régime s’explique par la proximité du seuil d’instabilité
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d’onde τw − kz et en rotation lente à la pulsation ω2(ici ω2 = −0.047, alors
que ω − Im(σt(kz)) = −0.056).

7.2.2 Cas où plusieurs modes instables peuvent se dé-
velopper dans la bôıte de simulation :

Dans cette section, je présente les résultats de simulations numériques
effectuée dans le cas où plusieurs modes instables (5) peuvent se développer
dans la bôıte de simulation. Deux types de condition initiales ont été utilisées :

– Le premier type de condition initiale consiste en un empilement de
spirales bidimensionnelles empilées les unes au dessus des autres et
déphasées de façon à obtenir un filament droit auquel plusieurs(5) tours
de twist sont imposés

– Le second type de condition initiale consiste en un empilement de plu-
sieurs(5) filaments hélicöıdaux restabilisés obtenus par une simulation
numérique directe où un seul tour de twist est imposé au filament droit.

Dans ce cas (pour les deux valeurs du twist imposé τw = 0.357 et τw =
0.45), après un régime transitoire très long (plusieurs centaines de périodes
de rotation de l’onde spirale bidimensionnelle), on observe la restabilisation
du filament moyen en une structure stationnaire. Cette structure est indé-
pendante de la condition initiale utilisée et est stable (elle reste identique à
elle même pendant plusieurs centaines périodes de rotation de l’onde spirale)

Cette structure stationnaire, peut être paramétrée dans chaque plan com-
plexe par :

x+ iy =
∑
i=1..n

Rie
iωit+kzit (7.4)

où les Ri sont constants au cours du temps et du même ordre de grandeur
que le rayon de rotation de l’onde spirale, les kzi sont tous du même signe
que τw et où les ωi(kzi) sont de la forme ω + kzic(voir 7.3), avec c constante
réelle. Il vient alors que que la paramétrisation (7.4) peut être réécrite plus
explicitement sous la forme :

x+ iy = eiωtf(z − ct) (7.5)

Ainsi, le filament moyen se comporte comme une onde se propageant à
la vitesse c = −0.174 dans un référentiel en rotation très lente (la pulsation
de la rotation lente est, dans le cas présenté ici est de 0.0093). Cette vitesse
de phase est très différente de la vitesse de propagation d’une onde plane qui
est de l’ordre de 2.9 dans le régime de paramètre étudié ici.

Un calcul direct du twist local le long du filament montre qu’il est ap-
proximativement constant en temps et en fonction de z. Sa valeur moyenne
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Fig. 7.3 – Gauche : transformée de Fourier spatiale du filament moyen resta-
bilisé à un instant donné. Les amplitudes des modes sont constantes au cours
du temps. Droite : pulsation des modes de Fourier en fonction de kz (o), on
voit que les ωi sont situés sur une droite d’équation ω = −0.174kz + 0.0093.

est significativement plus faible que celle observée dans le cas où seul le mode
de nombre d’onde kz = 0 est instable.

7.2.3 Comparaison avec les résultats obtenus dans les
milieux oscillants :

A la suite de l’étude de l’influence du twist sur la dynamique des filaments
de spirales dans les milieux excitable effectuée par Henze et al.[36], des études
ont été effectuées dans les milieux auto-oscillants. Ces études numériques
ont été faites avec l’équation modèle de Ginzburg-Landau qui est utilisée
pour décrire un milieu oscillant au voisinage du seuil d’oscillation. Comme
le passage d’un milieu excitable à un milieu oscillant se fait par une simple
variation des paramètres du modèle de réaction et comme dans les milieux
oscillant on observe la propagation d’ondes spirales, il apparâıt intéressant
de comparer les résultats présentés ici avec ceux obtenus dans le cadre de
l’équation de Ginzburg-Landau Complexe.

Rousseau et al.[67], et Nam et al.[59]ont mis en évidence qu’un vortex
twisté est déstabilisé au delà d’un twist critique. Cette instabilité aboutit
à la formation d’un filament hélicöıdal et est une bifurcation de Hopf. Aux
différences de protocole numérique près, ces résultats sont très similaires avec
ceux présentés ici dans le cas où seul un mode de la branche de translation
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Fig. 7.4 – Gauche : vue en perspective du filament moyen obtenu lors
d’une simulation numérique effectuée dans une bôıte de simulation de taille
(349 × 128 × 128)0.2 dans laquelle 5 tours de twist ont été imposés (τw =
0.4501). Les paramètres sont a = 0.8, b = 0.01 et ε = 0.025. Dans ce ré-
gime de paramètre, 5 modes instables peuvent se développer dans la bôıte
de simulation. Droite : haut :Vue de dessus du filament moyen dans le même
régime de paramètre. Cette forme du filament est invariante dans le temps
(sur une échelle de temps de plusieurs centaines de rotation de l’onde spi-
rale). Bas : en traits continus fins : trajectoires du bout de la spirale dans
trois plans horizontaux, en traits continus et tirets épais, vue de dessus du
filament instantanée respectivement au début et à la fin de l’intervalle de
temps sur lequel est observé la trajectoire du bout de la spirale dans les plan
horizontaux. (la forme du filament instantanée, du fait du mouvement de
rotation de l’onde spirale varie légèrement).
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peut se développer dans la bôıte de simulation. La différence la plus remar-
quable qui apparâıt lors de la comparaison des résultats obtenus réside dans
le fait que la vitesse de phase du filament hélicöıdal observé dans le cas de
l’équation de Ginzburg-Landau est nulle alors que dans le cas des milieux
excitable elle n’est pas nulle(voir table7.1)[59, 68]. Cette différence de com-
portement pourrait s’expliquer par la différence de comportement entre un
filament de spirale faiblement courbé dans un milieu excitable et dans un
milieu régi par l’équation de Ginzburg-Landau.

En effet, dans le cas de l’équation de Ginzburg-Landau Complexe, la
vitesse normale d’un filament de spirale faiblement courbé est dirigée suivant
la normale au filament 4 alors que dans un milieu excitable elle admet une
composante suivant la binormale. Cette composante suivant la binormale
permet alors d’expliquer le mouvement de rotation du filament hélicöıdal
observé dans les milieux excitables.

Dans le cas où plusieurs modes peuvent se développer, les différences de
protocole laissent plusieurs questions sans réponse. En effet, les travaux de
Rousseau et al.[67] mettent en évidence l’existence d’une bifurcation secon-
daire des états restabilisés en forme d’hélice qui prennent alors la forme de
super-hélices dont la forme est similaire la structure présentée section 7.2.2.

Néanmoins, les simulations numériques présentées ici n’ont jamais permis
d’observer de filament de spirale purement hélicöıdal dans des bôıtes de si-
mulations où plusieurs modes instables peuvent se développer dans la bôıte
de simulation alors que Rousseau et al.[67] les ont observés. Cette différence
pourrait s’expliquer par le fait que les simulations numériques présentées ici
ont été faites à une distance finie du seuil d’instabilité et que le seuil d’insta-
bilité secondaire est déjà dépassé. Néanmoins, cette hypothèse demanderait
à être confirmée, ou infirmée, par des simulations numériques au voisinage du
seuil d’instabilité dans des bôıtes de simulations ou plusieurs modes instables
peuvent coexister.

4Ce résultat exposé dans [28] provient d’une étude perturbative similaire à celle effectuée
par Keener[45]. Cette étude perturbative ne fait apparâıtre aucun couplage entre le twist et
le mouvement du filament moyen alors que la bifurcation de sproing met en évidence qu’un
tel couplage existe. Il est donc difficile de s’appuyer sur une telle approche. Néanmoins
comme l’absence de dérive suivant la binormale au filament provient des symétries de
l’équation de Ginzburg-Landau et de la forme particulière de la solution d’onde spirale
, on peut supposer que cette absence de vitesse de dérive suivant la binormale continue
d’exister pour de grandes valeurs du twist.
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7.3 Modèle phénoménologique de filament :

La bifurcation de sproing est qualitativement très proche de l’instabilité
de fil de téléphone ou du phénomène de sur-enroulement de l’ADN[55]. Ces
deux derniers phénomènes sont en partie gouvernés par l’élasticité. Il est alors
naturel d’essayer de décrire le comportement du filament de moyen à l’aide
d’un modèle phénoménologique qui se baserait sur les modèles élastiques des
fils soumis à la torsion[52, 31]. Je présente dans cette section un modèle
simple de filament qui, d’un point de vue qualitatif, reproduit assez bien le
comportement d’un filament de spirales soumis au twist.

7.3.1 Modèle :

Dans le cas des filaments non twistés, Biktashev[14] a évoqué une ana-
logie entre le comportement des filaments et une ligne élastique qui aurait
une élasticité négative ou positive selon que le filament est instable ou stable
vis à vis de l’instabilité de courbure. L’idée directrice du modèle présenté
ici est d’étendre cette analogie au cas des filaments de spirales twisté. Ar-
bitrairement, je suppose que le filament de spirales se comporte de façon
relaxationnelle et tend à minimiser l’énergie :

E =

∫
ds
[
EL + Eττ

2 + Eκκ
2
]

(7.6)

où τ est le twist local du filament, κ la courbure du filament et EL, Eτ et Eκ
des grandeurs caractéristiques du milieu. EL est soit positive soit négative
selon que le filament de spirales est stable ou instable vis à vis de l’instabilité
de courbure. Il indique, quand il est positif, que le filament tend à minimiser sa
longueur. Le terme en Eτ indique que le filament tend à essayer de minimiser
le twist qui lui est imposé. Enfin le terme en Eκ a été introduit pour éviter
une déstabilisation des modes de petites longueurs d’onde.

Dans la suite de cette section, je présente quelques résultats qui peuvent
être obtenus en utilisant un tel modèle et montre que ces résultats sont en
accord qualitatif avec l’étude numérique qui a été effectuée ici.

7.3.2 Analyse de stabilté linéaire du filament droit uni-
formément twisté :

Dans cette section, on étudie la stabilité linéaire du filament droit uni-
formément twisté de hauteur infinie par rapport à des perturbations pério-
diques suivant l’axe du filament. La position du filament moyen est décrite par
(x(z, t), y(z, t)). La position du filament instantanée est donnée par l’angle φ
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que fait le vecteur normal au filament moyen le liant au filament instanta-
née projeté dans le plan horizontal avec le vecteur ~ex (voir figure(7.5)). Dans
le cas où le filament est droit et uniformément twisté : φ0 = ωt + τwz et
x = y = 0.

Fig. 7.5 – Le point M est un point du filament moyen, le point N est le
point du filament instantanée correspondant. φ est l’angle que fait le projeté
sur le plan horizontal du vecteur ~NM avec ~ex.

Alors, le twist local du filament vaut d’après (D.1) :

τ =
φ′ − A/(1 + x

′2 + y
′2))

1 + (x′ cosφ+ y′ sinφ)2
(7.7)

A = x′x′′ sinφ cosφ+ x′y′′ sin2 φ− y′x′′ cos2 φ− yy′′ cosφ sinφ (7.8)

où ∂z(.) = (.)′ et ∂t(.) = (.̇). Comme on s’intéresse à la stabilité linéaire du
filament droit, x et y sont petits et φ = φ0+φ1 avec φ1 petit. Il vient alors qu’à
l’ordre dominant l’énergie du filament devient après quelques simplifications
algébriques :

E =

∫ H

0

dz

(
EL +

1

2
(El − φ

′2Eτ )(x
′2 + y

′2) + Eτφ
′2 − 2EτAφ

′
)

+

+

∫ H

0

dzEκ(x
′′2 + y

′′2)

−
∫ H

0

dz
(
Eτφ

′2(x
′2 cos 2φ+ 2y′x′ sin 2φ− y′2 cos 2φ)

)
(7.9)

A =
1

2
[x′y′′ − y′x′′ + sin 2φ(x′x′′ − y′y′′)− cos 2φ(x′′y′ + x′y′)] (7.10)
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L’application du principe variationnel à cette expression de l’énergie donne
alors les expression des équations dévolution de x, y et φ1 linéarisées autour
de l’état stationnaire qu’est le filament droit :

ẋ = x′′(EL − τ 2
wEτ )− 2Eττwy

(3) − 2Eκx
(4) (7.11)

ẏ = y′′(EL − τ 2
wEτ ) + 2Eττwx

(3) − 2Eκy
(4) (7.12)

φ̇1 = Eτφ
′′
1 (7.13)

L’équation (7.13) est, à l’ordre linéaire, découplée de (7.11,7.12). Elle
exprime que le twist tend à rester uniforme.

Les équations (7.11,7.12) sont indépendantes de la phase φ0.

On en cherche des solutions de la forme x = axe
−ikzz+σt, y = aye

−ikzz+σt.
Il vient alors que :

axσ = −ax(EL − τ 2
wEτ )k

2
z − iay2Eττwk3

z − ax2Eκk4
z (7.14)

ayσ = −ay(EL − τ 2
wEτ )k

2
z + iax2Eττwk

3
z − ay2Eκk4

z (7.15)

On s’est ramené à un problème aux valeurs propres pour σ qui peut être
résolu facilement. On obtient que les valeurs propres de ce système sont en
fonction de kz :

σ = −(EL − τ 2
wEτ )k

2
z − 2Eκk

4
z ∓ 2Eττwk

3
z (7.16)

avec pour mode propre associé :(
ax
ay

)
=

(
1
±i

)
. (7.17)

A kz = 0, les deux modes propres obtenus correspondent aux modes
propres de translation. Le premier correspond dans le référentiel tournant
twisté au mode propre obtenu pour kz = τw et pour pulsation −iω. Le se-
cond au mode propre obtenu pour kz = −τw et pulsation iω. Il vient alors
que pour certaines valeurs de EL, Eτ et Eκ, le spectre de stabilité linéaire
obtenu correspond bien qualitativement aux spectres qui ont été obtenus au
chapitre précédent. En particulier, on observe qu’a mesure que le twist est
augmenté, un maximum secondaire de la branche de translation apparâıt et
devient instable(voir figure 7.6). Cependant ce modèle ne fait pas apparâıtre
de variation des parties imaginaires des modes de translation et il ne permet
pas d’obtenir un accord quantitatif sur la forme des spectres.
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Fig. 7.6 – Partie réelle des taux de croissance des modes de translation
calculés en utilisant le petit modèle de filament pour τw = 0.2 (a), τw = 0.34
(b), τw = 0.353 (c), et τw = 0.4 (d) en fonction de kz. Les valeurs de EL, Eτ et
Eκ utilisées sont respectivement 1, 3.595 et 1.378. Ces valeurs sont les même
que celles utilisées figure 7.7. D’un point de vue qualitatif, le comportement
des branches de translation est proche de ce qui est observé figure 6.6.
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7.3.3 Application à la bifurcation de sproing :

Dans cette section, je me limite à une version simplifiée du modèle décrit
par (7.6). En effet, je suppose que la phase φ n’intervient que par sa dépen-
dance spatiale et que le filament moyen ne peut prendre que la forme d’une
hélice. En utilisant ces hypothèses simplificatrices, je détermine l’énergie d’un
filament hélicöıdal de pas B et de rayon R.

Alors, en appliquant le principe relaxationnel, je détermine analytique-
ment la région de stabilité du filament droit et je donne une relation vérifiée
par les autres hélices stationnaires. J’utilise cette relation pour déterminer,
la taille des filaments hélicöıdaux de rayon non nul dont le pas est égal à la
longueur d’onde du twist imposé au filament. Il vient alors que la bifurcation
observée dans ce modèle simple est une bifurcation super-critique. Les résul-
tats montrent ce modèle peut approcher quantitativement le comportement
de la bifurcation de sproing. En particulier, sans paramètre ajustable on ob-
tient un très bon accord entre la pente R2/(τw − τc) calculée numériquement
et celle obtenue à l’aide du modèle.

7.3.3.1 Energie d’un filament hélicöıdal de pas B et de rayon R :

Un filament hélicöıdal de cette forme a pour longueur :

L = H

√
1 +

(
2πR

B

)2

(7.18)

et pour courbure :

κ =
1

R
(

1 +
(

B
2πR

)2
) (7.19)

D’après (D.3) le Writhe d’une telle hélice est égal à :

Wr =
H

B

(
1− 1√

1 + (2πR/B)2

)
(7.20)

Il vient alors en utilisant (D.4) que le twist local le long du filament vaut :

τ = 2π
n−Wr

L
(7.21)
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Afin d’alléger les notations, je note X = 2πR/B. Alors :

τ =
1√

1 +X2
τw −

2π(
√

1 +X2 − 1)

B
√

1 +X2
(7.22)

κ =
2πX

B(1 +X2)
(7.23)

L = H
√

1 +X2 (7.24)

Avec ces notations :

E(B,X) = L(EL + Eττ
2 + Eκκ

2)

=
H√

1 +X2
×

EL(1 +X2) + Eτ

(
τw −

2π
(√

1 +X2 − 1
)

B
√

1 +X2

)2

+

+ Eκ

(
2πX

B
√

1 +X2

)2
]

(7.25)

En posant U =
√

1 +X2 on obtient :

E =
H

U

(
ELU

2 + Eτ

(
τw −

2π(U − 1)

BU

)2

+ Eκ
4π2(U2 − 1)

B2U2

)
(7.26)

Les structures correspondant à un point d’équilibre du filament sont les
hélices de pas B et de rayon R qui vérifient :

∂RU∂UE = 0. (7.27)

Cette équation est suffisante ici dans la mesure où B ne peut prendre que des
valeurs discrètes5.

7.3.3.2 Stabilité du filament droit :

Comme ∂RU est toujours nul en R = 0, on voit immédiatement que
d’après (7.27) le filament droit twisté correspond toujours à une position
d’équilibre. Cette position d’équilibre est stable si :

∂R2U∂UE(U,B) + (∂RU)2∂UUE(U,B) (7.28)

5Dans le cas d’un filament de longueur infinie, il faudrait y ajouter la condition :∂BE+
∂BU∂UE = 0
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Fig. 7.7 – Carré de l’amplitude du sproing calculée lors des simulations
numériques (o) et calculée en utilisant l’expression (7.36) avec EL = 1, Eκ =
1.3788 et Eτ = 3.5952 en fonction de τw.

est positif en R = 0. Comme en R = 0 ∂RU = 0 et comme ∂R2U est positif
pour R = 0, cette condition se simplifie en ∂UE > 0 en U = 1 :

EL − Eτ (τ 2
w +

4π

B
τw) + 2Eκ

4π2

B2
> 0. (7.29)

Dans le cas d’un filament droit infini, cette condition doit être vérifiée quel
que soit B. En appliquant les formule du binôme à cette inéquation, on
obtient la condition de stabilité du filament droit infini :

(E2
τ + 2EτEκ)τ

2
w − 2EκEL < 0. (7.30)

Dans le cas où le filament droit infini est instable, il est instable pour 2π/B
variant entre :

kz∓ =
Eττw ∓

√
E2
τ τ

2
w − 2(EL − Eττ 2

w)Eκ
2Eκ

. (7.31)

7.3.3.3 Autres positions d’équilibre :

Equation générale : Les autres positions d’équilibre éventuelles cor-
respondent à

0 = ∂UE(U,B)

0 = ELU
4 −

(
Eτ (τw −

2π

B
)2 + Eκ

(
2π

B

)2
)
U2 −

− 4Eτ

(
(τw −

2π

B
)

(
2π

B

))
U + 3(Eτ − Eκ)

(
2π

B

)2

(7.32)
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Cette équation du quatrième degré ne présente en général pas de solution
analytique simple. Par contre dans le cas où B = 2π/τw, elle se réduit à une
équation bicarrée. Outre, cet intérêt technique, le cas B = 2π/τw présente
pour intérêt de correspondre à la situation qui a été étudiée numériquement
et dont les résultats sont présentés section 7.1. En effet, dans ce cas, on
s’intéresse aux filaments hélicöıdaux dont le pas est la hauteur de la bôıte de
simulation et la longueur d’onde du twist qui est imposé au filament droit.

Cas B = 2π/τw : Dans le cas où B = 2π/τw, on voit que le terme en
U de (7.32) disparâıt. Cette équation s’écrit alors en utilisant pour inconnue
R :

ELτ
4
wR

4 + (2EL − Eκτ 2
w)τ 2

wR
2 + 2Eκτ

2
w + EL − 3Eττ

2
w = 0. (7.33)

Le discriminant de cette équation du deuxième degré en (Rτw)2 est :

∆ = (2EL − Eκτ 2
w)2 − 4(EL)(+2Eκτ

2
w + EL − 3Eττ

2
w) (7.34)

Alors, en admettant que Eκτ
2
w < 2EL (cette hypothèse est vérifiée a poste-

riori), cette équation n’admet de solutions qui ne soient pas imaginaires pures
que si :

τw >
√
EL/(3 ∗ ET − 2 ∗ Eκ) = τc, (7.35)

et la solution qui n’est pas imaginaire pure est :

(Rτw)2 = −1 +
Eκ

2EL
τ 2
w +

√(
1− Eκ

2EL
τ 2
w

)2

+
τ 2
w − τ 2

c

τ 2
c

R =
1

τw

√√√√−1 +
Eκ

2EL
τ 2
w +

√(
1− Eκ

2EL
τ 2
w

)2

+
τ 2
w − τ 2

c

τ 2
c

(7.36)

On voit que cette expression de R correspond à une bifurcation critique à
τ = τc et que pour des faibles valeurs de l’écart au seuil, Eκ n’intervient que
par des termes en (τw − τc)3/2 alors que R se comporte comme

√
τw − τc.

Un fit effectué sur les données présentées section 7.1.2 donne en posant
EL = 1 : donne τc = 0.3529 et Eκ = 1.3788. C’est à dire EL = 1, Eκ = 1.3788
et Eτ = 3.5952. En utilisant ces paramètres, l’amplitude du sproing mesurée
numériquement est bien approchée par la courbe R(τw) (voir figure(7.7). En
particulier, la partie faiblement non-linéaire de la bifurcation (c’est à dire
quand R se comporte comme la racine de l’écart au seuil) est approchée sans
paramètre ajustable autre que la valeur du seuil.
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7.3.4 Discussion :

J’ai développé un modèle phénoménologique de filament de spirale twisté.
Bien que la dynamique relaxationnelle soit trop simpliste pour décrire de
façon satisfaisante le comportement d’un filament de spirales soumis au twist,
ce modèle reproduit bien certaines caractéristiques du comportement des
filaments de spirales soumis au twist. Ces résultats laissent donc supposer
qu’en utilisant l’analogie entre le filament de spirales et un filament élastique
soumis à la torsion il sera possible de développer un modèle de filament qui
approche bien le comportement des filaments de spirales.



Chapitre 8

Conclusion

Au cours de cette thèse, je me suis attaché à dresser un portrait de la
dynamique des filaments d’ondes spirales dans les milieux excitables. Ce tra-
vail, limité au cas simple des filaments droits dans les milieux isotropes, a
permis de mieux comprendre les différents comportements de ces filaments.
Ce travail peut être divisé en deux parties distinctes : d’une part l’étude de
la dynamique des filaments de spirales non twistés, d’autre part l’étude de
l’influence du twist sur la dynamique des filaments.

Les filaments de spirales non twistés :

La comparaison de l’analyse de stabilité linéaire des ondes stationnaires
avec les résultats de simulations numériques directes a permis de distinguer
deux types d’instabilités des filaments d’ondes spirales : l’instabilité de cour-
bure et l’instabilité de méandre tridimensionnel.

L’origine de la première instabilité est une déstabilisation des modes de
translation pour les grandes longueurs d’ondes et elle conduit à un état désor-
donné. Le lien entre cette instabilité et la dérive en champ d’une onde spirale
bidimensionnelle a été confirmé à la fois par les simulations numériques di-
rectes et par les résultats de l’analyse de stabilité linéaire.

La seconde instabilité observée dans les milieux excitables est de nature
différente. En effet, elle provient d’une déstabilisation des modes de méandre
tridimensionnels et aboutit à un état restabilisé qui a été caractérisé précisé-
ment. La bifurcation, ici, est une bifurcation de Hopf super critique, ce qui
rejoint les résultats de l’étude de la bifurcation de méandre bidimensionnel.

Les résultats de l’analyse de stabilité linéaire mis en parallèle avec l’étude
de la dérive d’une onde spirale bidimensionnelle dans un champ électrique
et des simulations numériques directes de filaments de spirales mettent en
évidence que, dans le régime de paramètre étudié, la transition entre la dé-
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stabilisation et la restabilisation des modes de translation pour de petites va-
leurs du nombre d’onde cöıncide avec la transition entre la déstabilisation et
la restabilisation des modes de méandre aux grandes longueurs d’ondes. Par
ailleurs, cette transition apparâıt quand la pulsation des modes de méandre
devient plus grande que la pulsation des modes de translation. Ce résul-
tat laisse supposer que l’interaction entre modes de méandre et modes de
translation doit jouer un rôle important dans la dynamique des filaments de
spirales.

Afin de mieux comprendre ces résultats, il pourrait alors être utile d’étu-
dier la stabilité linéaire des filaments de spirales au voisinage du point de
codimension 2 du diagramme des phases qui correspond à l’intersection de la
ligne de MTW1 et de la ligne de méandre (voir figure 4.1). Cette étude de-
manderait une modification de l’algorithme utilisé pour déterminer le spectre
de stabilité linéaire des filaments de spirales afin de déterminer la structure de
l’opérateur d’évolution en temps pour des valeurs propres dégénérées de façon
satisfaisante. Une autre approche qui pourrait amener à une explication de
ce phénomène serait une étude des filaments de spirales dans un modèle d’in-
terface fine dans la limite de faible excitabilité. En effet, dans cette limite,
le méandre est bien compris, une étude de la dérive en champ d’une onde
spirale dont le front avant interagit avec le passage du front arrière devrait
permettre de comprendre l’inversion du sens de la dérive de l’onde spirale
soumise à un champ électrique dans cette limite. Le méandre étant provoqué
par l’interaction du front avant avec le passage précédent de l’onde d’excita-
tion il est probable qu’un lien apparaisse entre le comportement des modes
de méandre et de translation aux grandes longueurs d’ondes et la dérive de
l’onde spirale dans un champ électrique.

Les filaments de spirales twistés :

La seconde partie de cette thèse a consisté en une étude de l’influence
du twist sur la dynamique des filaments de spirales. Dans un premier temps,
j’ai caractérisé les filaments de spirales twistés droits. Les calculs numériques
des solutions stationnaires des équations aux dérivées partielles présentent
un bon accord avec les résultats de l’approche de front mince pour de faibles
valeurs du twist. Pour de plus grande valeur du twist, l’étude des solutions
des équations aux dérivées partielles met en évidence un comportement qui
n’est pas prédit dans le modèle d’interface fine : une augmentation du rayon
de rotation de l’onde spirale quand le twist imposé est accru. Ce phénomène

1Les ondes spirales pour lesquelles l’instabilité de méandre se traduit par un mouvement
de translation uniforme du centre de rotation de l’onde.
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semble pouvoir être expliqué par l’interaction du front avant avec les passages
précédents de l’onde d’excitation.

L’analyse de stabilité linéaire des filaments de spirales twisté soumis au
twist a montré que les modes de translation des filaments d’ondes spirales, qui
lorsqu’ils ne sont pas twistés sont stables, devenaient linéairement instables
au delà d’une valeur critique du twist. Cette déstabilisation se produisant
pour des longueurs d’ondes finies.

Des simulations numériques directes ont alors permis de caractériser l’in-
stabilité dans le cas où seuls le mode de translation à kz = 0 est instable et
peut se développer dans le domaine de simulation. La bifurcation conduit à
la formation d’un filament hélicöıdal, en rotation lente autour duquel l’onde
spirale est en rotation rapide, ce comportement permet le relâchement de la
contrainte de twist. Une étude quantitative a permis de déterminer le carac-
tère super-critique de cette bifurcation.

Quand le domaine de simulation permet à un seul mode de nombre d’onde
non nul dans le référentiel tournant twisté de se développer et que le mode
de nombre d’onde nul est linéairement stable, le filament de spirale a un
comportement analogue. Le filament moyen prend la forme d’une hélice en
rotation lente dont la longueur d’onde est différente de la longueur caractéris-
tique du twist. Enfin quand plusieurs modes instables peuvent se développer
dans le domaine de simulation, le filament moyen prend la forme d’une onde
se propageant à vitesse constante dans le milieu. La forme de cette onde
diffère sensiblement d’une hélice et les résultats obtenus ne permettent pas
de déterminer si cette onde est due à une instabilité secondaire ou à une
compétition entre les différents modes instables lors du développement de
l’instabilité primaire.

Une analogie entre cette bifurcation et le comportement d’un filament
élastique soumis à la torsion a permis de développer un modèle phénoméno-
logique de la dynamique de filament soumis au twist. Ce modèle reproduit
assez bien les caractéristiques de la bifurcation de sproing et l’analyse de
stabilité linéaire du filament droit dans ce modèle est en bon accord avec
les résultats obtenus en utilisant les équations aux dérivées partielles. Cepen-
dant la dynamique relaxationnelle ne permet pas de bien reproduire certaines
caractéristiques de la dynamique des filaments de spirales.

Le travail présenté ici a permis de de classer les instabilités des filaments
de spirales. En particulier, j’ai mis en évidence la différence de nature entre
l’instabilité de courbure et l’instabilité de méandre tridimensionnel. L’étude
des filaments de spirales twistés a mis en évidence que l’instabilité de sproing
provient d’une déstabilisation des modes de translation et j’ai pu caractériser
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la bifurcation observée.

Perspectives :

Plusieurs prolongements à ce travail apparaissent naturellement. Ainsi,
la bifurcation de sproing dans le cas où plusieurs modes instables peuvent
se développer dans le domaine de simulation n’est pas encore bien comprise.
Des simulations numériques effectuées suivant différents protocoles2 devraient
permettre de déterminer si l’état final observé ici est le fruit d’une instabilité
secondaire ou de la compétition entre les différents modes instables lors du
développement de l’instabilité.

Une étude des modèles d’interface fine, en tenant compte du fait que le
front avant ne se propage pas dans un milieu à l’équilibre devrait permettre
une meilleure compréhension des interactions entre modes de méandre et
de translation. Enfin, le modèle phénoménologique de la dynamique du fila-
ment de spirales soumis au twist semble pouvoir être amélioré afin de mieux
reproduire les caractéristiques du filament d’ondes spirales twisté.

A ces prolongements liés à l’étude de la formation de structure dans des
géométries simples s’ajoutent d’autres travaux possibles liés à l’étude de la
dynamique des filaments de spirales dans le cœur. En effet, le cœur est un mi-
lieu dont la forme diffère sensiblement d’un parallélépipède. De plus l’orien-
tation des fibres musculaires introduit dans le processus de diffusion une
anisotropie dont l’orientation varie dans l’espace.

Ainsi, les effets de la géométrie du cœur sur la dynamique des filaments
d’ondes spirales sont encore mal compris. La courbure des parois des muscles
pourrait jouer un rôle important [16] dans le comportement des filaments
d’ondes spirales. Afin de mieux comprendre ses effets, il semble profitable
d’étudier la dynamique des filaments de spirales dans des domaines compris
entre deux sphères.

De même, les effets de l’anisotropie sur la dynamique des ondes spirales
ont été récemment étudiés. Néanmoins, aucun travail ne permet pour l’ins-
tant de comprendre les effets de l’anisotropie sur la dynamique des ondes
spirales. Ainsi, l’origine des twistons3 observés par Fenton et al.[22] est en-
core indéterminée. Des études systématiques du comportement des filaments
de spirales dans un milieu présentant une anisotropie tournante mis en paral-
lèle avec les résultats de notre étude devrait permettre de mieux comprendre
ces effets.

2Afin, par exemple d’étudier la stabilité de l’état restabilisé ‘a kz = 0 vis à vis de
perturbations de grandes longueurs d’ondes

3Ondes de twist se propageant le long d’un filament de spirales dans un milieu aniso-
trope.
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Enfin, j’espère que les résultats numériques présentés ici trouveront leur
confirmation expérimentale dans des expériences dans la réaction de Belousov-
Zhabotinsky dans des gels.
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Annexe A

Des ordinateurs vectoriels et de
la vectorisation :

Certaines simulations numériques présentées dans cette thèse ont été ef-
fectuée sur un ordinateur vectoriel NECSX5 de l’IDRIS. Les particularités du
fonctionnement de cette machine sont exposées succinctement ici (voir [2]).

A.1 Principe de fonctionnement :

Principe de fonctionnement simplifié d’un processeur classique
Une opération (une multiplication, une addition de réels en virgule flottante
par exemple) est en général décomposée en une série d’instructions élémen-
taires par le processeur d’un ordinateur. Chacune de ces opérations est effec-
tuée au cours d’un cycle d’horloge du processeur. Ainsi de façon très sché-
matique, l’addition de deux réels se décomposera de la façon suivante :

1. égalisation des exposants des deux réels qui à l’origine sont sous la
forme canonique : 0.xyz...× 10n.

2. addition des mantisses

3. mise sous la forme canonique du résultat

chacune de ces instructions durant un cycle de l’horloge du processeur. Ainsi,
une opération simple demande au processeur d’effectuer N instructions élé-
mentaires qui prennent N cycles d’horloge.

Principe de la vectorisation : La vectorisation, consiste à remplacer
le processeur effectuant chacune de ces opérations à la suite par une “châıne”
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de processeurs effectuant, chacun, une des instructions élémentaires1. Ainsi,
si on demande à la châıne de processeur d’effectuer un grand nombre d’opé-
rations similaires, à chaque cycle d’horloge, il effectuera une opération alors
que s’il n’y avait qu’un processeur, une opération serait effectuée tous les N
cycles.

Il en résulte que le nombre d’opérations similaires à effectuer est suffisam-
ment grand pour compenser le temps de mise en place de la châıne, une telle
organisation du processeur permet un gain de temps très important dans
la vitesse d’exécution des instructions. Ainsi, si on demande au processeur
d’effectuer une même opération sur tous les éléments d’un même vecteur,
la vectorisation de cette opération présente un intérêt remarquable dans la
mesure où il permet de diviser par N le temps nécessaire à cette opération.

Ce principe se retrouve dans beaucoup d’architectures classiques. Dans le
cas des ordinateurs vectoriels, elle s’accompagne d’une mise en parallèle de
plusieurs “châınes” de processeurs qui traitent chacune une partie du vecteur.
Alors le temps de traitement de l’opérations à faire sur chacun des éléments
du vecteur est considérablement réduite.

Autre particularité : Cette organisation du traitement des taches ne
suffirait pas à expliquer la différence de vitesse de traitement des vecteurs
longs lors de l’utilisation des ordinateurs vectoriels. En effet, pour que le
processeur puisse traiter les vecteurs aussi rapidement, il faut que les données
lui soit acheminées suffisamment rapidement afin qu’il ne passe pas un temps
trop important à les attendre.

A cette fin la mémoire des ordinateurs vectoriels est organisée de façon
à ce qu’une fois que le premier élément d’un vecteur est acheminé vers le
processeur, le temps de latence entre l’acheminement d’un élément du vec-
teur et les suivants soit très court (un cycle d’horloge du processeur). Cette
organisation de la mémoire permet donc d’utiliser au maximum les capacités
du processeur lors du traitement des longs vecteurs : il n’a pas à attendre
l’arrivée des données à traiter.

A.2 Contraintes liées à l’utilisation d’un or-

dinateur vectoriel :

La première contrainte qui apparâıt lors de l’utilisation d’un ordinateur
vectoriel est que pour que cet ordinateur présente des performances sensi-

1Les instructions élémentaires à effectuer sont assignées à chacun des processeurs au
début de la série d’opérations
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blement supérieures à celles d’un ordinateur classique, il faut avoir à traiter
des vecteurs longs. En effet, mis à part lors du traitement d’un vecteur long,
les performances d’un tel ordinateur sont sensiblement équivalentes à celles
d’un ordinateur scalaire, alors que lors du traitement de vecteurs longs, elles
sont bien meilleures. Donc le programme doit passer la plus grande partie du
temps de calcul dans des opérations sur des vecteurs longs.

Par ailleurs, l’optimisation des accès mémoire nécessite que lors du trai-
tement d’un vecteur, les éléments soient traités sans qu’il ne soit fat de saut
d’indice. En effet, un saut d’indice augmente sensiblement le temps d’accès à
la mémoire et donc les performances de l’ordinateur. Dans le cas du NECSX5,
les sauts d’indice pairs sont particulièrement à éviter. En effet, alors que les
sut d’indice impairs multiplient le temps d’accès à la mémoire d’un facteur
2, les sauts d’indice pair peuvent le multiplier par un facteur allant jusqu’à
16 [32].

Enfin une dernière contrainte, et non des moindres, liée à l’utilisation
d’un ’ordinateur vectoriel est que dans une boucle portant sur les indices
d’un vecteur, aucune opération ne dépendent du résultat d’une opération
précédente. En effet, sinon, quand la boucle est vectorisée, il est fort probable
que la valeur qui sera utilisée pour effectuer la seconde opération ne sera pas
celle issue de la première opération mais celle stockée en mémoire avant que
la première opération ne soit effectuée. Le résultat obtenu ne sera donc pas
celui souhaité. Un exemple simple est fourni par la boucle :

do i=1,N
a=a+x(i)*y(i)
enddo

Cette boucle peut être vectorisée par le compilateur et amener à un résultat
faux. Afin d’éviter ce problème, il faut, via une directive de compilation,
indiquer que cette boucle2 ne doit pas être traitée de manière vectorielle.

2Le compilateur fourni un fichier ou la façon dont les boucles sont traitées est indiquées.
Il est alors possible de vérifier qu’aucun problème de ce type ne se posera.
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Annexe B

Propriétés de Lkz

L’équation (2.1) est invariante par translation dans le temps et par
toutes les isométries de l’espace. Ces propriétés imposent que pour une so-
lution stationnaire donnée, toute perturbation qui correspond à une de ces
transformations est marginalement stable, c’est à dire que c’est un mode
propre de valeur propre 0 de l’opérateur d’évolution en temps linéarisé au-
tour de la solution stationnaire.

Je présente ici les calculs qui permettent de déterminer l’expression de ces
modes propres ainsi que l’expression de la valeur propre qui leur est associée
dans les référentiels utilisés pour l’analyse de stabilité linéaire.

B.1 Rappel des équations de stationnarité et

du problème linéarisé :

Le problème stationnaire dans le référentiel twisté est donné par l’équation
(3.11) {

0 = ω∂φu
1
ε
f(u, v) + ∂r2u+ ( 1

r2 + τ 2
w)∂φ2u+ 1

r
∂ru

0 = ω∂φvg(u, v)
(B.1)

Une fois la solution stationnaire dans le référentiel tournant U0(x′, y′) =
(u0, v0) calculée, on linéarise l’opérateur d’évolution en temps et on se ramène
au problème aux valeurs propres (3.15) :

σ(kz)u1 = (−k2
z + 2iτwkz∂φ)u1 + (ω1∂φ + τ 2

w∂
2
φφ +∇2

2D)u1+
+ [∂uf(u0, v0)u1 + ∂vf(u0, v0)v1]/ε

σ(kz) v1 = ω1∂φv1 + [∂ug(u0, v0)u1 + ∂vg(u0, v0)v1]
(B.2)

On note dans la suite Ũ0(x, y, z, t) la solution stationnaire correspondant
à U0(x′, y′) dans le référentiel du laboratoire. Il vient alors que Ũ0(x, y, z, t) =
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U0(cos(Φ(z, t)x + sin(Φ(z, t)y,− sin(Φ(z, t))x + cos(Φ(z, t))y) avec Φ(z, t) =
ωt+ τwz.

Formellement on écrit (B.2) : σ(kz)U1 = LkzU1.

B.2 Propriétés générales des modes propres

de Lkz et de son adjoint :

B.2.1 Cas τw = 0 :

Dans ce cas, pour toute valeur de kz, Lkz est un opérateur réel. Par
ailleurs, Lkz = L−kz . Alors on sait que si u1 est mode propre de Lkz avec la
valeur propre σ :

L−kzu1 = σu1 (B.3)

Lkzu∗1 = σ∗u∗1 (B.4)

L−kzu∗1 = σ∗u∗1 (B.5)

B.2.2 Cas τw 6= 0 :

Dans ce cas, la seule propriété remarquable de Lkz est que Lkz = L∗−kz .
La seule relation des modes et valeurs propres de Lkz est que si Lkzu1 = σu1

alors :

L−kzu∗1 = σ∗u1. (B.6)

Cette relation permet de déduire la partie du spectre de Lkz , pour kz < 0 de
celle obtenue pour les kz > 0.

B.2.3 Modes propres de l’opérateur adjoint L̃ :

Certaines relations liant la dynamique des filaments de spirales aux pro-
priétés des spirales bidimensionnelles, font intervenir le produit scalaire de
certains modes propres de L avec les modes propres de son adjoint. Néan-
moins, le produit scalaire utilisé est souvent mal défini et l’existence même
des produits scalaires est parfois sujette à caution.

Ici, nous considérons l’adjoint de L par rapport au produit scalaire défini
ainsi :

(g.f) =

∫ ∫
g∗fdxdy (B.7)

Cette définition n’a a priori aucune raison d’être valide, mais les résul-
tats numériques obtenus, montrent que dans ce cas, les modes de l’opérateur
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Fig. B.1 – (a), (b), (c) and (d), contour du module des champs u et
v du mode adjoint de valeur propre iω1 de l’opérateur d’évolution en
temps linéarisé autour d’une solution stationnaire (a) et (b) à kz = 0
et du mode propre de translation correspondant (c) et (d). Le maxi-
mum des champs est fixé à 1 et les lignes de contour sont prises
pour u, v = 0.0001, 0.001, 0.01, 0.05, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 and 0.9 (a)
et (b), u = 0.01, 0.05, 0.1, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6 and 0.7 (c) et v =
0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6 and 0.8 (d). Les paramètres ont pour valeur :
a = .44, b = 0.01 et ε = 0.025. La pulsation de l’onde spirale est ω = 1.1612.
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Fig. B.2 – (a), (b), (c) and (d), contour du module des champs u et v du
mode adjoint de valeur propre 0 de l’opérateur d’évolution en temps linéarisé
autour d’une solution stationnaire (c) et (d) à kz = 0 et du mode propre de
rotation correspondant (a) et (b). Le maximum des champs est fixé à 1 et
les lignes de contour sont prises pour u = 0.001, 0.1, 0.3, 0.5 et 0. 7 (a), v =
0.001, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6 et 0.8 (b) et v, u = 0., 0.001, 0.01, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 et
0.9 (c) et(d). Les valeurs des paramètres sont les mêmes que pour la figure
(B.1)
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adjoint sont localisés au centre de rotation (voir figures (B.2) et (B.1) ) de la
spirale et décroissent exponentiellement en fonction du rayon, ce qui garanti
d’une part la définition de ce produit scalaire, d’autre part qu’un calcul ef-
fectué sur un domaine fini sans tenir compte des éventuels termes de bord
est correct.

B.3 Modes propres marginaux liés aux symé-

tries du problème :

B.3.1 Invariance par translation dans le temps, mode
de rotation :

Si on considère une petite translation dans le temps dans le référentiel
du laboratoire, la perturbation au premier ordre de l’état stationnaire s’écrit
dans le référentiel du laboratoire :

Ũ1(x, y, z, t) = ∂tŨ0 (B.8)

Il vient alors immédiatement par changement de repère que dans le référentiel
tournant Ũ1 est proportionnel à :

U1(r, φ, t) = ∂φUo(r, φ) (B.9)

qui est le mode propre associé à la valeur propre 0 de l’opérateur linéarisé
Lkz=0.

B.3.2 Mode propre dû à l’invariance par translation

Les modes propres associés à l’invariance par translation dans l’espace
sont plus difficiles à déterminer du fait de la forme particulière du référentiel
utilisé. On considère une petite translation (x1, y1) de l’état stationnaire dans
le référentiel du laboratoire. Alors dans le référentiel tournant (dont le centre
est situé en x = 0, y = 0), la solution correspondant à la spirale translatée
devient :

U(x′, y′) = U0 ((x− x1) cos Φ + (y − y1) sin Φ, −(x− x1) sin Φ + (y − y1) cos Φ)

= U0 (x′ − cos(Φ)x1 − sin(Φ)y1, y
′ + sin(Φ)x1 − cos(Φ)y1)

= U0

(
x′ − (

x1 − iy1

2
eiΦ + c.c.), y′ + (i

x1 − iy1

2
eiΦ + c.c.)

)
(B.10)
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Alors au premier ordre en (x1, y1), dans le référentiel tournant :

U(x′, y′) = U0(x′, y′) +
x1 − iy1

2
eiΦ(∂x′ + i∂y′)U0 + c.c.

= U0(x′, y′) +
x1 − iy1

2
ei(φ+Φ)(∂r +

i

r
∂φ)U0 + c.c. (B.11)

On vérifie alors que : (
ut
vt

)
= eiφ(∂r +

i

r
∂φ)U0 (B.12)

est mode propre de l’opérateur linéarisé Lkz pour kz = −τw avec la valeur
propre iω alors que :

e−iφ(∂r −
i

r
∂φ)U0 (B.13)

est vecteur propre de Lkz pour kz = τw avec la valeur propre −iω.
Pour τw = 0, les équations (B.3) impliquent que les valeurs propres

±iω sont des extrema des branches de translation. Par contre dans le cas où
τw 6== 0, cette propriété n’est a priori pas vérifiée. Dans ce cas, un calcul
perturbatif montre que pour kz = τw + δkz la valeur propre de la branche de
translation associée à la valeur propre −iω vaut :

σt(τw + δkz) = iω +
2τw(ũt.(1 + i∂φut)

(ũt.ut) + (ṽt.vt)
δkz +O(δk2

z) (B.14)

où, (ut, vt) est le mode propre de translation de Lkz=τw et (ũt, ṽt) est le mode
propre à gauche de Lkz=τw associé à la valeur propre −iω. En effet, soit
Lkz+δkz , on peut écrire son mode propre situé sur la branche de translation
sous la forme Ut + δu, vt + δv, la valeur propre de ce mode propre s’écrivant
alors −iω + δσ. Au premier ordre on obtient alors :

δσ

(
ut
vt

)
− iω

(
δu
δv

)
= 2δkzτw(1 + i∂φ)

(
ut
vt

)
+Lkz=τw

(
δu
δv

)
(B.15)

En multipliant à gauche cette équation par (ũt, ṽt) on obtient l’équation
(B.14) .

B.3.3 Mode propre du à l’invariance par rotation tri-
dimensionnelle

Les équations (2.1) sont invariantes par rotation tridimensionnelle, donc
par un changement de repère qui correspond à une légère inclinaison de l’axe
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Oz. On s’attend alors à ce que la perturbation de la solution stationnaire
correspondant à ce changement de repère fasse apparâıtre un mode propre
particulier de l’opérateur Lkz . Dans la suite de cette section, je calcule cette
perturbation.

Considérons le changement de repère correspondant à une légère incli-
naison de l’axe vertical. Dans le repère du laboratoire la matrice de passage
correspondant est (au premier ordre) :

M =

 1 0 δψ1

0 1 δψ2

−δψ1 −δψ2 1

 (B.16)

où δψ1, δψ2 sont petits devant 1.
A la solution stationnaire U(x, y, z, t) dans l’ancien repère correspond

alors la solution U(X+δψ1Z, Y +δψ2Z,Z−δψ1X−δψ2Y, t) dans le nouveau
repère. En remplaçant U0 par son équivalent dans le référentiel tournant
twisté on obtient que la solution dans le nouveau repère a pour forme :

U = U0((X + δψ1Z) cos(Φ) + (Y + δψ2Z) sin(Φ),

, −(X + δψ1Z) sin(Φ) + (Y + δψ2Z) cos(Φ)) (B.17)

Φ = ω1t+ τwZ − τw(δψ1X + δψ2Y ) (B.18)

= Φ0 − δΦ (B.19)

En développant ces équations au premier ordre en δψ1, δψ1, on obtient :

U = U0(X cos(Φ0) + Y sin(Φ0) + δψ1Z cos(Φ0) + δψ2Z sin(Φ0) +

+ δΦ(X sin(Φ0)− Y cos(Φ0)),

, −X sin(Φ0) + Y cos(Φ0)− δψ1Z sin(Φ0) + δψ2Z cos(Φ0) +

+ δΦ(XδΦ cos(Φ0) + Y sin(Φ0))) (B.20)

Cette équation donne alors en utilisant(B.11) :

U = U0(X ′ − δΦY ′, Y ′ + δΦX ′) +

+
−δψ1Z + iδψ2Z

2
ei(φ+Φo)(∂r +

i

r
∂φ)U0 + c.c. (B.21)

On obtient alors en continuant le développement :

U = U0(X ′, Y ′)+,

+ δΦ∂φU0 +

+ Z
−δψ1 + iδψ2

2
eiΦ(∂r +

i

r
∂φ)U0 + c.c. (B.22)
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En écrivant alors δΦ en fonction de X ′ et Y ′ :

δΦ = −τw(δψ1(X ′ cos(Φ0)− Y ′ sin(Φ0)) +

+ δψ2(X ′ sin(Φ0) + Y ′ cos(Φ0)))

= +τwr(
−δψ1 + iδψ2

2
eiΦ0) + c.c (B.23)

on obtient l’expression de U dans le nouveau repère au premier ordre en
δψ1, δφ2 :

U = U0(X ′, Y ′)+,

+ (τwr(
−δψ1 + iδψ2

2
ei(Φ0+φ)) + c.c)∂φU0

+ Z
−δψ1 + iδψ2

2
ei(φ+Φ0)(∂r +

i

r
∂φ)U0 + c.c.

= U0(X ′, Y ′)+,

+ eiΦ0(
−δψ1 + iδψ2

2
)(Zeiφ(∂r +

i

r
∂φ) + τwre

iφ∂φ)U0 + c.c. (B.24)

Ainsi :

(
uinc
vinc

)
= eiΦ0(zeiφ(∂r +

i

r
∂φ) + τwre

iφ∂φ)U0 = eiΦ0

(
utilt
vtilt

)
(B.25)

et le complexe conjugué sont solutions des équations (2.1) linéarisées au-
tour de l’état stationnaire :{

(∂t + 2τw∂φz − ∂zz)uinc = (ω∂φ + τ 2
w∂φφ + ∆2D)uinc + ∂ufuinc + ∂vfvinc

(∂t)vinc = ω∂φvinc+ ∂uguinc + ∂vgvinc
(B.26)

B.3.3.0.1 Conséquence : L’équation (B.26) peut s’écrire en utilisant
l’opérateur Lkz=τw et le vecteur (utilt, vtilt) :

(Lkz=−τ − iω)

(
utilt
vtilt

)
=

(
−iτw(1 + i∂φ)ut

0

)
(B.27)

où (ut, vt) est le mode de translation (voir équation B.12). En multipliant
cette expression à gauche par le mode adjoint associé à (ut, vt), on obtient
alors que :

0 = (ũt.− i(1 + i∂φ)ut) (B.28)

et donc d’après (B.14)que les valeurs propres ±iω obtenues en kz = ∓τw
des modes de translation continuent d’être des extrémas des branches de
translation, quand le twist n’est pas nul.
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Calcul de la vitesse d’un front
courbe :

On cherche dans ce chapitre à déterminer la vitesse d’un front courbe
dans l’approximation d’interface fine. Ici, l’interface est une surface, S. On
suppose qu’au voisinage de cette surface, la valeur du champ u en un point
M ne dépend que de la distance d(M,S) de ce point à la surface.

Localement, toute surface est approchée par le sommet d’un parabolöıde
P , on détermine, à l’ordre dominant, la distance d’un point proche du sommet
au parabolöıde. On en déduit la forme de l’équation vérifiée par u(d) et ainsi
la vitesse du front.

C.1 Distance d’un point à un parabolöıde

On cherche à déterminer la distance d’un point proche du sommet d’un
parabolöıde P à ce parabolöıde. L’équation du parabolöıde est :

x = −a
2

(
y2

b2
+
z2

c2

)
(C.1)

Les deux courbures principales du parabolöıde au sommet ont pour valeurs
κ1 = 1/ρ1 = a/b2 et κ2 = 1/ρ2 = a/c2 Soit M un point de coordonnées
(ξ0, η0, ζ0) avec ‖(ξ0, η0, ζ0)‖ � ρi. Alors, la distance de M à P est la distance

de M au point N = (ξ, η, ζ) de P tel que ~MN ⊥ P . Les coordonnées de N
vérifient donc le système d’équation :

0 = (ξ − ξ0)(−aζ) + c2(ζ − ζ0) (C.2)

0 = (ξ − ξ0)(−aη) + b2(η − η0) (C.3)

ξ = −a
2

(
η2

b2
+
ζ2

c2

)
(C.4)
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COURBE :

Les équations (C.2,C.3) deviennent :

η = η0 + (ξ − ξ0)
aη0

b2
(C.5)

ζ = ζ0 + (ξ − ξ0)
aζ0

c2
(C.6)

En injectant ces résultats dans l’équation (C.4) on obtient l’équation :

0 =

(
a2

b4
+
a2

c4

)
(ξ − ξ0)2 + 2

(
aη0

b2
+
aζ0

c2
+

1

a

)
(ξ − ξ0) +

(
ζ2

0

c2
+
η2

0

b2
+

2ξ0

a

)
(C.7)

En ne gardant que les termes dominants :

ξ − ξ0 = −
(
ξ0 +

a

2

(
ζ2

0

c2
+
η2

0

b2

))
(C.8)

η − η0 = −
(
ξ0 +

a

2

(
ζ2

0

c2
+
η2

0

b2

))
aη0

b2
(C.9)

ζ − ζ0 = −
(
ξ0 +

a

2

(
ζ2

0

c2
+
η2

0

b2

))
aζ0

c2
(C.10)

On obtient alors à l’ordre dominant :

d(M, ∫) = ξ0 +
a

2

(
η2

0

b2
+
ζ2

0

c2

)
(C.11)

C.2 Equation vérifiée par u(d) :

Dans l’hypothèse d’interface fine, on sait que u vérifie dans la région du
front l’équation :

−c∂du =
1

ε
f(u, v) + ε∆u (C.12)

où cn est la vitesse normale du front et où v est considéré comme constant.
Ici, d’après (C.11), ∆u vaut en ne gardant que les termes dominants :

∆u = ∂ddu+
( a
b2

+
a

c2

)
∂du (C.13)

Ainsi, l’équation vérifiée par u(d) devient :

(−cn − ε(κ1 + κ2))∂du =
1

ε
f(u, v) + ε∆u (C.14)

Ainsi de la même façon qu’en section 2.3.1.1on en déduit que :

cn = c0(v)− ε(κ1 + κ2) (C.15)
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Quelques propriétés des
rubans. Application aux
filaments de spirales

Dans cette appendice, je définis le twist d’un ruban et je donne quelques
propriétés géométriques qui permettent de le calculer dans certains cas simples.
Ensuite, je montre comment on peut assimiler un filament de spirales à un
ruban fermé et j’utilise les propriétés des rubans pour calculer le twist des
filaments de spirales.

D.1 Twist, nombre de liens et Writhe d’un

ruban

D.1.1 Twist :

Le twist d’un ruban est le taux de rotation local de l’un de ses bords
autour de son axe médian. Mathématiquement si on note ~r(s), la position de
l’axe médian en fonction de l’abscisse curviligne[27], ~t(s), le vecteur tangent
à l’axe médian et ~p(s) le vecteur unitaire normal à l’axe médian dirigé vers
le bord du ruban, le twist noté τ vaut :

τ =

(
d

ds
(~p) ∧ ~p

)
.~t (D.1)

D.1.2 Linking number :

Un autre nombre caractéristique d’un ruban est le nombre d’enlacements
de ses bords, noté Lk. Il correspond au nombre de fois que l’un des bords
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Fig. D.1 – A gauche : illustration de la méthode de calcul du Linking number
en utilisant la projection sur un plan des deux bords du ruban. A droite deux
exemples : dans le premier cas le linking number est égal à 0 : le deux filaments
ne sont pas enlacés : on peut réduire un bord continûment à un point sans
intersecter l’autre, alors que dans le second le Linking number est égal à un :
chaque bord passe une fois à travers l’autre.

passe à travers la boucle formée par l’autre1. Il peut être calculé de la ma-
nière suivante : on projette les deux bords sur un plan et on considère les
intersections des deux bords (On ignore ici les autos-intersections d’un bord).
Si le croisement est tel que pour faire cöıncider le vecteur tangent au bord
du dessus avec le vecteur tangent au bord du dessous on doit faire tourner
ce dernier dans le sens des aiguilles d’une montre, on affecte au croisement
la valeur ε = +1, dans le cas contraire on lui affecte la valeur −1 (voir fi-
gure(D.1). Le linking number est alors égal à la somme des ε divisée par
2[27, 80]. Cette définition du Linking number est dépendante du sens dans
lequel on parcourt chacun des bords.

Ce nombre est un invariant topologique du ruban, il est invariant par
déformation continue du ruban.

D.1.3 Writhe :

Enfin un troisième nombre caractéristique du ruban est son Writhe[26].
Ce nombre de dépend que de la géométrie de de l’axe médian du ruban et
vaut :

Wr =
1

4π

∫
ds

∫
ds′

∂s~r(s) ∧ ∂s~r(s′).[~r(s)− ~r(s′)]
‖~r − ~r′‖3

(D.2)

Il est aisé de remarquer que dans le cas d’un ruban dont l’axe médian est
dans un plan, le Writhe est nul.

1On se limite au cas simple où chacun des bords ne forme pas de nœud.
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La forme (D.2) permet de définir le writhe. Cependant sa signification
géométrique n’apparâıt pas immédiatement et son calcul est assez lourd. Il
est néanmoins possible de calculer le Writhe à un entier pair près, comme
étant la surface de la sphère unitée entourée par le vecteur tangent à l’axe
médian du ruban divisée par 2π.

Ainsi dans le cas d’une hélice, de pas H et de rayon r, le Writhe vaut à
un entier pair près :

Wr = 1− 1√
1 + (2πr/H)2

(D.3)

L’une des propriétés les plus remarquables des trois nombres qui ont été
définis plus haut est que :

Lk = Wr +
1

2π

∫
τds (D.4)

Cette formule lie ainsi un invariant topologique du ruban qui est invariant
par déformation continue à une propriété de l’axe médian et à l’intégrale
d’une propriété locale du ruban : le twist.

D.2 Lien entre un filament de spirale et un

ruban :

Il existe deux définitions du filament de spirales. dans l’une on définit
le filament instantanée qui est l’intersection de deux isosurfaces de u et de
v. L’autre est le filament moyen qui est soit la région du milieu dont l’état
varie le moins au cours d’une rotation de la spirale, soit le lieu des centres
instantanée de rotation. Ces deux définitions sont équivalentes dans le cas des
spirales en rotation uniforme. On définit ainsi un ruban dont l’axe médian est
le filament moyen et dont l’un des bord est le filament instantanée. L’autre
bord étant le symétrique de ce bord par rapport à l’axe médian. Alors, le twist
du filament est le twist du ruban ainsi défini et les propriétés géométriques
du filament sont celles du ruban.

Afin de se ramener à un ruban fermé, on complète le ruban ainsi obtenu
en joignant le dessus de la boite de simulation au dessous par un ruban dont
l’axe médian est plan et qui a un twist uniformément nul. Ainsi, la partie
ajoutée au ruban ne contribue ni au twist ni au writhe du ruban : elle est
plane et non twistée (voir figure (D.2)).

On voit alors que lors de simulations dans une boite avec conditions au
bords périodiques, la somme de la contribution au Writhe du filament moyen
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APPLICATION AUX FILAMENTS DE SPIRALES

Fig. D.2 – Schéma de principe de la façon dont on peut assimiler un filament
de spirales à un ruban fermé. La boite de simulation est représentées par le
parallélépipède, les filaments moyens et instantanée dans la boite de simula-
tion sont représentés respectivement par la droite en traits pointillés et gras
et l’hélice en trait continu gras. Les lignes en traits fin pointillés et continus
complètent respectivement le filament moyen et le filament instantanée. Elles
forment un ruban non twisté dont la contribution au Writhe est nulle.

et du twist est conservée. Ainsi si le filament moyen reste droit, le twist moyen
le long de celui ci est conservé.

De même, si initialement on considère un filament moyen initial rectiligne
twisté avec un tour sur une hauteur H(Son nombre d’enlacement est égal à
un) qui prend la forme d’une hélice de rayon R, Le Writhe a alors pour valeur
(1 − cos θ) = (1 − 1/(

√
1 + 4π2R2/H2)), ce qui implique que le twist total

est égal à :

2π
1√

1 + 4π2R2/H2
(D.5)

Et donc, la longueur de l’hélice étant
√

4π2R2 +H2 le twist local, est égal à :

2π

H(1 + 4π2R2/H2)
(D.6)
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E.1 Publication

Reproduction de l’article paru dans Physical review Letters volume 85
pages 5328-5331.

Dans cette article nous présentaons les premiers résulats de l’analyse de
stabilitélinéaire des filaments des spirales twistés et non twistés qui fait l’objet
des chapitres 4 et 6 de ce manuscript.
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E.1. PUBLICATION 123



124 ANNEXE E. PUBLICATION ET PRÉPUBLICATION
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E.2 Prépublication

Article sousmis à Physical Review E
Cet article est à quelques détails près un résumé de la majeure partie des

résultats originaux présentés dans cette thèse.
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et présentent un certain nombre de schémas d’intégration temporelles
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Instabilities and dynamic of scroll waves

in isotropic excitable media.

Hervé HENRY

Abstract :Excitable systems are characterized by the existence of a stable
equilibrium point and by the fact that the return to equilibrium trajectories
can be either simply exponential or long excursions in the phase space de-
pending on the perturbation amplitude. Good approximations of excitable
media are simplified reaction-diffusions systems with two variables. Typical
examples of excitable media are the heart, the neural axons and the Belousov-
Zhabotinsky reaction in gels. In such media the spiral and plane, excitation
waves can be observed.

This thesis is devoted to the numerical study of the dynamic of possibly
twisted scroll waves (spiral waves stacked along a line) in excitable media.
First the stationary states are computed using a Newton’s method. Second
the linear stability of those states is studied, using an iterative method. Then
the restabilized states when they exist are determined via direct numerical
simulations.

The study of untwisted scroll waves shows two kinds of instabilities. The
first one corresponds to a Hopf bifurcation and is due to the 3D destabilisation
of the meander (periodic variation of the rotation radius of the spiral wave)
mode. The restabilized states are studied in detail. the second one, that
can be attributed to the destabilisation of the translation mode leads to a
disordered state.

The study of the influence of twist shows that beyond a critical value of
twist, it leads to the destabilisation of the translation modes for finite values
of the wavenumber. That instability is a Hopf bifurcation that converts the
twist of the scroll wave into Writhe (geometric deformation of the filament).
In simple cases the restabilized state is a simple helical filament whereas in
more complicated cases, the restabilized state is a stationnary structure that
can be seen as the sum of a few helices. An analogy with a twisted elastic
rod is presented.

Key words : Excitable media. Scroll waves. Reaction-diffusion. Linear sta-
bitiy. Front dynamic. Belousov-Zhabotinsky. Pattern formation.



Instabilités et dynamique

des ondes spirales tridimensionnelles

dans les milieux excitables isotropes.

Hervé HENRY

Résumé : On caractérise les milieux excitables par le fait qu’ils présentent
un point d’équilibre linéairement stable et qu’une perturbation finie peut
entrâıner une longue excursion dans l’espace des phases. Les comportements
de tels milieux sont en général bien approchés par des modèles simplifiés de
réaction-diffusion a deux variables. Des exemples de milieux excitables sont
le coeur, les axones neuronaux et la réaction de Belousov-Zhabotinsky dans
les gels. On peut y observer des ondes d’excitation planes et spirales.

Ce mémoire est consacré à l’étude numérique de la dynamique des fila-
ments (ondes spirales empilées le long du filament) d’ondes spirales, éventuel-
lement twistés, dans les milieux excitables. Dans un premier temps on calcule
les états stationnaires par une méthode de Newton, puis on étudie la stabi-
lité linéaire de ces états vis à vis de perturbations modulées suivant l’axe du
filament par une méthode itérative, enfin on détermine les états restabilisés,
quand ils existent, à l’aide de simulations numériques directes.

L’étude des filaments non twistés met en évidence deux instabilités dis-
tinctes. L’une due à la déstabilisation de la branche de méandre (modulation
périodique du rayon de rotation de la spirale) aboutit à un état restabilisé
que nous caractérisons précisément. Cette instabilité correspond à une bi-
furcation de Hopf. L’autre correspond à une déstabilisation des modes de
translation et aboutit à un état désordonné.

L’étude de l’influence du twist sur la dynamique des filaments de spirales
montre que le twist induit une déstabilisation des modes de translation à
nombre d’onde fini. Cette bifurcation de Hopf correspond à la transforma-
tion du twist imposé au filament en Writhe (déformation géométrique). Le
filament prend, dans les cas simples, une forme hélicöıdale. Dans des cas plus
compliqués il prend une forme invariante dans le temps qui est la somme de
plusieurs hélices. Une analogie avec une tige élastique soumise à la torsion
est présentée.

Mots clés : Milieux excitables. Spirales. Réaction-diffusion. Stabilité linéaire.
Filament. Dynamique de fronts. Belousov-Zhabotinsky. Morphogénèse.
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