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Chapitre 1

Introduction

L’une des premieres observation expérimentale d’'une onde d’excitation
dans un systeme chimique a été faite par Ostwald [60] qui, en 1900, vit
la propagation d’une onde d’excitation a la surface d’'un fil de fer plongé
dans un bain d’acide nitrique piqué par une aiguille de zinc. Cette onde
d’excitation peut se propager indéfiniment le long d’un anneau et deux ondes
d’excitation qui se rencontrent s’annihilent. Dans le méme systeme, étendu a
deux dimensions en entrelacant des fils de fer selon un réseau carré, Susuki a
observé la propagation d’ondes spirales (voir figure([[.T))[76]. Néanmoins, la
présence de bulles dans le bain d’acide rend 1’étude expérimentale des ondes
de surface extréemement difficile.

Belousov[I2] a mis au point une réaction chimique ot I'on peut observerf]
dans le cas ou le milieu est maintenu homogene (par agitation par exemple) |
des oscillations spontanéesf] des concentrations. Ces oscillations se traduisent
visuellement par une variation de la couleur de de la solution au cours du
temps.

Afin d’étudier les structures qui pourraient se former dans ce milieu, on
peut, moyennant un dispositif expérimental adapté, se placer dans une situa-
tion ou le milieu n’est plus homogene et ou le seul processus physique qui
s’ajoute a la réaction est la diffusion moléculaire. On observe alors que dans
un milieu quasi-bidimensionnel des fronts d’ondes se forment spontanément
et peuvent aboutir a la formation d’ondes spirales[82, KS].

Dans le cas ou le milieu n’est pas auto-oscillant, on observe qu’une per-
turbation localisée du milieu entraine la propagation d’une onde. Alors on
peut provoquer la formation d’ondes spirales. Ces ondes, visibles a 1’ceil nu,
se propagent dans le milieu avec un mouvement de rotation autour d’un

Isi les concentrations des réactifs sont choisies de facon adéquate
2 Un exemple classique de systéme qui présente cette caractéristique est I'oscillateur de
Van der Pol.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

)|

-
o
ry

25

= a=| O

st

F1a. 1.1 — Gauche : Reproduction d'une figure de [76] (reproduite dans [84]
page 156) Images prises de la surface d'une grille de 26 x 26 fils de fer plongés
dans I’acide nitrique. Les parties noires correspondent a l’'onde d’excitation
chimique. Les images sont prises tout les 1/8 de seconde. On distingue la
propagation de plusieurs ondes spirales en rotation uniforme. Droite : Image
tirée de [84] page 183. Superposition de six clichés d’une spirale en rotation
dans la réaction de Belousov-Zhabotinsky . Les clichés ont été pris a des
intervalles de 3 secondes.

coeur immobile, ce mouvement de rotation continuant tant que les propriétés
chimiques du milieu ne sont pas trop modifiées[82, [L1].

Les études expérimentales des milieux excitables chimiques ont permis
de mettre en évidence I'instabilité de méandre[l1, B8, 73] des ondes spirales
en rotation uniforme. Cette instabilité induit une modulation du rayon de
rotation de la spirale et le bout de la spirale, au lieu de décrire un cercle
décrit une trajectoire proche d’une epicycloide.

Ces différents comportements des ondes se propageant dans les milieux
excitables en ont fait un systeme modele pour 1'étude de la formation de
structures[34]. En effet, les ondes d’excitation se propageant dans la réaction
de Belousov-Zhabotinsky furent parmi les premiers exemples d’observations
expérimentales de la formation, prédite en 1952 par Turing [78], de structures
par un processus de réaction-diffusion.

Cet intérét pour les milieux excitables a été renforcé par les similitudes
entres les ondes qui s’y propagent et les ondes observées dans certains sys-
temes biologiques tels que les fibres nerveuses ot Hodgkin et Huxley[37] ont
décrit la propagation d’ondes d’excitation. En particulier, la propagation de
telles ondes dans le coeur et le role important qu’elles pourraient jouer dans



certaines arythmies a été le moteur d'un tres grand nombre d’études des
milieux excitables.

En effet, dans le cceur, des ondes d’excitation électriques synchronisent
la contraction des muscles. En fonctionnement normal, le noeud sino-atrial
envoie une onde électrique, via les fibres de Purkinje, sur ’endocarde. Cette
onde se propage alors de l’endocarde vers I’épicarde sous la forme d’une
onde d’excitation et déclenche la contraction des fibres musculaires. En 1913
Mines[57] observa la propagation d’ondes de contraction le long d’un anneau
de muscle cardiaque de chien et suggéra que 'existence de telles ondes qui
se propageraient indéfiniment dans le muscle pourrait expliquer certaines
certaines arythmies cardiaques.

Une étude récente[?5] de la propagation d’ondes d’activité électrique le
long d’un anneau similaire a celui utilisé par Mines a montré des fluctua-
tions de l'intervalle de temps séparant deux passages de l'onde d’excitation.
Cette instabilité est appelée alternance et apparait en deca d’une longueur
critique de I'anneau utilisé. Cette instabilité qui correspond a une bifurcation
de Hopf[I7] est aussi observée lors de la propagation d’ondes d’excitation le
long d’axones de calamars géantsf[72, 40].

L’étude de tranches de tissus cardiaques quasi-bidimensionnelles[I8] a mis
en évidence la propagation d’ondes spirales en rotation. De telles ondes ont
aussi été observées a la surface du coeur grace a des colorants sensibles au
potentiel[33, 29] (voir figure([[.2)). Ces résultats ont renforcé une hypothese
selon laquelle les ondes spirales pourraient jouer un role important dans le
mécanisme de la fibrillation ventriculaire[39]. En effet, un mécanisme pro-
posé consisterait en la succession d’une étape de tachycardie ventriculaire
ou des ondes spirales se propageraient parallelement a la surface du muscle
et a une fréquence plus élevée que celle du pace-maker naturel, entrainant
des contractions rapides du ventricule. Ces ondes spirales se déstabiliseraient
alors et entrainerait une activité désordonnée des muscles cardiaques similaire
a la fibrillation ventriculaire décrite par Wiggers[RT].

Bien que des mécanismes purement bidimensionnels aient été proposés
pour expliquer la déstabilisation des ondes spirales et le mécanisme menant de
la tachycardie a la fibrillation ventriculaire [43], I’épaisseur du coeur pourrait
jouer un role important dans le mécanisme de la fibrillation ventriculaire[84].

Cette hypothese a alors entrainé un grand intérét pour 1’étude des pro-
priétés des milieux excitables tridimensionnels et donc des analogues tridi-
mensionnels des ondes spirales que sont les filaments de spirales. Ils consistent
en des ondes spirales bidimensionnelles mises les unes au dessus des autres le

3Ces fibres nerveuses ont beaucoup été utilisées expérimentalement car leur grande
taille facilite les expériences
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F1G. 1.2 — Gauche : photographie d’une colonie de Dictyostelium discoideum
tirée de [[1] ou l'on observe la propagation d’ondes spirales. Droite : onde
spirale se propageant a la surface d’un cceur de lapin observée a 'aide de
colorants sensibles au potentiel[33].

long d’une ligne (appelées en anglais scroll waves[83]). La troisieme dimen-
sion permet, outre la forme du filament, un degré de liberté supplémentaire
a 'onde. En effet, on peut imposer un déphasage entre les différentes couches
qui constituent le filament. Ce déphasage est appelé twist.

Expérimentalement, on a observé de telles structures dans la réaction de
Belousov-Zhabotinsky [I, 3, I79]. Cependant, jusque récemment, I’étude de la
structure des ondes tridimensionnelles était difficile faute de techniques de
visualisation adéquates. Dans les années 90, des techniques optiques telles que
la tomographie[87] ou la reconstruction du filament & l'aide de I'analyse de
I’évolution temporelle de la projection de I'onde dans deux plans orthogonaux
[62] ont permis d’étudier la structure des ondes spirales dans les milieux
excitables chimiques tridimensionnels. Ainsi, Mironov et al.[68] ont observé
la déstabilisation d'un filament d’onde spirale se propageant dans un milieu
présentant un gradient d’excitabilité. Ce gradient d’excitabilité, imposerait
un déphasage entre les différentes couches de spirales qui constituent le milieu
et le twist ainsi créé provoquerait la déstabilisation du filament de spirale.

L’étude de la morphogénese de  Dictyostelium discoideum a mis en
évidence des structures qui pourraient étres des ondes spirales tridimension-
nelles. En effet, lors des premieres étapes de la formation de Dictyostelium
discoideum on observe des ondes spirales bidimensionnelles [61, [72] de cAMP
(voir figure ([.2) qui gouvernent ’agrégation des cellules. La suite du pro-
cessus de croissance de  Dictyostelium discoideum fait alors apparaitre des
structures filamentaires twistées|[75, T9] qui pourraient étre expliquées par la
présence d’ondes spirales tridimensionnelles.

Les résultats expérimentaux concernant la dynamique des ondes spirales
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dans le coeur sont plus rares et se limitent en général a 1’observation des ondes
de surface[33, 29|. Les structures observées indiquent cependant que la dyna-
mique tridimensionnelle des ondes spirales pourrait jouer un role important
dans le mécanisme de la fibrillation ventriculaire[39].

Ces résultats expérimentaux se sont ajoutés a de nombreuses études
théoriques et numériques.

Ainsi, Keener [43], en utilisant des méthodes d’analyse fonctionnelle a dé-
rivé un modele cinématique du filament de spirale. Dans le cadre de I'équa-
tion de Ginzburg-Landau complexe, ces prédictions ont été vérifiées en partie
par Gabbay et al.[28]. En utilisant des méthodes similaires, Biktashev, [I3]
a étudié I’évolution du twist d’un filament de spirales. Dans une autre op-
tique Margerit et al.[b4] ont calculé la forme des filaments d’ondes spirales
uniformément twistés dans un modele d’interface fine.

Parallelement, des études numériques ont mis en évidence différentes
instabilités des filaments de spirales dans les milieux excitables isotropes.
Ainsi, Biktashev [T4] a mis en évidence 'instabilité de courbure des filaments
d’ondes spirales et a mis les résultats numériques en parallele avec les résul-
tats de[d5]. Cette instabilité aboutit a la formation de nouveaux filaments de
spirales et a la propagation d’ondes désordonnées. Plus récemment, Aranson
et al.]4] ont observé I'analogue tridimensionnel de I'instabilité de méandre.

A ces instabilités des filaments de spirales non twistés s’ajoutent des in-
stabilités induites par le twist imposé a l'onde spirale. Ainsi Henze et al.[36]
ont mis en évidence qu’au dela d’un twist critique, on observe la déstabili-
sation du filament droit twisté qui se restabilise sous la forme d’une hélice.
Une instabilité analogue a aussi été observée lors de simulations numériques
de milieux auto-oscillant modélisés par I’équation de Ginzburg-Landau com-
plexe [67, b9, B8]. Elle a entrainé une modification du modele de Keener pour
tenir compte de I'influence du twist sur la dynamique du filament[d4] et pour-
rait en partie expliquer la déstabilisation d’un filament de spirales dans un
milieu présentant un gradient d’excitabilité[b8].

Afin de mieux comprendre le mécanisme de la fibrillation ventriculaire,
des simulations numériques ont été effectuées dans des modeles plus réalistes.
Ainsi, afin de tenir compte de I'anisotropie des fibres musculaires du coeur et
de la rotation de ces fibres dans la direction transverse du cceur[b], Fenton
et al.[21, 2] ont effectué des simulations numériques de filaments de spirales
dans un milieu présentant une anisotropie tournante en utilisant un modele
simplifié de I'activité électrique cardiaque. Ils ont alors observé la formation
d’ondes de twist le long du filament. Ces ondes de facon similaire a ce qui
est observé dans le cas de l'instabilité de courbure peuvent donner naissance
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a une activité désordonnée du milieu. Ces travaux ont été repris récemment
par Rappel[66] en utilisant des modeles plus réalistes de activité électrique
cardiaquefl. Les résultats obtenus montrent que selon les modeles utilisés,
cette instabilité n’est pas toujours observée.

Dans un souci de réalisme accru, d’autres simulations ont été effectuées
dans des systemes reproduisant la géométrie du coeur. Les résultats ob-
tenus montrent alors la propagation d’ondes similaires a celles observées
expérimentalement [6]. Dans la méme optique, différents mécanismes de défi-
brillation, faisant intervenir des champs électriques ont été proposés [49].

Les résultats numériques et théoriques obtenus, bien qu’abondants, ont
été obtenus en utilisant différents modeles de milieux excitables et dans dif-
férents régimes de parametres. Il en résulte que si certaines instabilités des
filament de spirales sont relativement bien comprises, aucune description sa-
tisfaisante des filaments de spirales n’est apparue.

Les travaux présentés dans cette these ont eu pour but de présenter un
portrait complet du comportement des filaments de spirales dans un modele
déterminé de milieu excitable. Les résultats obtenus ont été mis en parallele
avec des calcul théoriques effectués soit dans la limite de faible excitabilité
dans un modele de front mince, soit par des méthodes perturbatives sur les
équations aux dérivées partielles du modele de milieu excitable utilisé.

Le manuscrit s’organise de la fagon suivante. Dans le chapitre B, je pré-
sente succinctement les résultats théoriques et numériques concernant les
ondes spirales bidimensionnelles. Dans le chapitre B, je présente les méthodes
numériques utilisées pour obtenir les résultats présentés dans la suite du
manuscrit. En particulier, je présente un algorithme qui a été utilisé pour
calculer les modes propres dominants d’un opérateur linéaire dans un espace
de grande dimension et ainsi effectuer ’analyse de stabilité linéaire des fila-
ments de spirales en rotation uniforme vis a vis de perturbations périodiques
suivant ’axe du filament.

Dans les chapitres @l et [, je présente les résultats obtenus sur la dyna-
mique des filaments de spirales non twistés. En particulier, je fais le lien
entre les résultats de 'analyse de stabilité linéaire des filaments de spirales
non twistés présentée dans le chapitre [ et la forme des instabilités observées
décrites dans le chapitre B. Les résultats obtenus montrent que selon le mode
propre qui est instable, on observe deux comportements tres différents du
filament de spirales : si les modes de translation sont linéairement instables
on observe 'apparition de structures désordonnées dans le milieu alors que
si les modes de méandre est instable la bifurcation entraine ’apparition d’un

4Les modeles de Beeler-Reuter[I0] et de Luo-Rudy|[563]
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état restabilisé.

Dans les chapitres f et [ je présente les résultats théoriques et numériques
obtenus sur l'influence du twist sur la dynamique des filaments de spirales
et sur son possible effet déstabilisant ou restabilisant sur les filaments. Ils
mettent en évidence un bon accord qualitatif entre les résultats obtenus par
une approche de fronts minces et ceux obtenus par un calcul des états sta-
tionnaires en utilisant la méthode de Newton décrite chapitre B. L’analyse
de stabilité linéaire montre que le twist n’a pas d’effet restabilisant sur les
modes instables dans le cas ot le filament non twisté est instable. Par contre,
dans le cas ou le filament droit est stable, elle montre que le twist induit une
déstabilisation des modes de translation. Cette déstabilisation induit une in-
stabilité de sproing déja décrite dans [36]. Je décris 1'état restabilisé et la
bifurcation dans le chapitre [ et présente un modele phénoménologique de
filament qui a le méme comportement qualitatif sous 'influence du twist que
le filament de spirales.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION




Chapitre 2

Ondes spirales :

Un milieu excitable est généralement défini par le fait qu’il présente un
point d’équilibre stable et qu’'une petite perturbation de cet état d’équilibre
peut entrainer une longue excursion dans ’espace des phases[84].

Dans ce chapitre, je présente succinctement les structures se propageant
dans un milieu excitable unidimensionnel puis les ondes pouvant exister dans
un milieu excitable bidimensionnel ainsi qu'une instabilité des ondes spirales :
le méandre.

2.1 Modéeles de milieux excitables :

De bonnes approximations des milieux excitables sont des modeles de
réaction-diffusion a deux variables[24] :

{&tu = 1f(u,v) + DyeAu 2.1)

8tv = g(u,v)

ou 'une des variables, u a une vitesse de réaction beaucoup plus rapide
que la seconde, v. Le petit parametre ¢ exprime le rapport entre les vitesses
de réaction caractéristiques des deux especes. u est appelé propagateur et v
I'inhibiteur.

Ces modeles, dont un diagramme des phases caractéristique de la partie
réactive de (B.1]) est représenté sur la figure (B.1]), sont extrémement simpli-
fiés par rapport aux systemes réels. Néanmoins, ils reproduisent fidelement
les comportements qualitatifs observés expérimentalement et permettent de
mettre en évidence les mécanismes qui interviennent dans la propagation des
ondes dans les milieux excitables.

L’'un des premier modeles de milieu excitable est celui de Fitzhugh-
Nagumo [24] qui a été introduit pour décrire de fagon simplifiée le potentiel
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d’action se propageant le long d’une fibre d’axone :

_ B
flu,v) = 3u—u’—v (2.2)
g(u,v) = u—29
Des modeles similaires ont été développés soit pour décrire des milieux
excitables particuliersf] soit pour permettre des simulations numériques plus
rapides. Ainsi, le modele de Barkley :

{ f(u,v) = u(“ - 1)<u - UT—H)) (23)

g(u,v) =u—wv

permet des simulations rapides des milieux excitables en utilisant 1’algorithme
décrit dans [[@](voir section B.1)).

Dans la suite de cette section je décris le comportement d’un milieu ex-
citable homogene soumis a une perturbation d’amplitude finie et montre la
forme de la longue excursion dans I'espace des phases qu’elle peut entrainer.
A titre d’exemple, je me place dans le cadre du modele de Fitzhugh-Nagumo

Dans ce modele, le point d’équilibre correspondant a uy = 6 et vy = 36 —5°
est linéairement stable si § < —1 et une perturbation de I'ordre de §+1 (c’est
a dire suffisante pour amener le milieu dans la région ou f(u,v) > 0) entraine
une longue excursion dans I'espace des phases. Dans un premier temps, u, la
variable rapide, passe sur la branche C afin d’annuler le terme f(u,v), alors
que v reste quasiment constant. Ensuite, le couple (u, v) suit la partie C; de
la ligne de niveau f| f(u,v) = 0 jusqu’a atteindre son sommet. Il y a alors
un saut de u pour rejoindre 'autre partie stable de la courbe f(u,v) =0 :
C_. Enfin couple (u,v) relaxe lentement vers le point d’équilibre en restant
sur C_. Un exemple typique d’une telle trajectoire au cours du temps, ainsi
que 'exemple d’une relaxation exponentielle est représentée figure(2.2). On
voit alors la différence de comportement du retour a 1’équilibre en fonction
de I'amplitude de la perturbation.

L’exitabilité peut alors étre définie comme la capacité du milieu a pré-
senter une telle trajectoire de retour a ’équilibre lorsqu’il est soumis a une
perturbation finie.

I Ainsi, le modele de I'oregonator décrit la réaction de Belousov-Zhabotinsky alors que
les modeles de Luo-Rudy et de Beeler-Reuter sont des généralisation du modele d’Hodgkin
Huxley qui décrivent lactivité électrique du coeur (Ces deux modeles font intervenir bien
plus de deux variables).

2la variable rapide u est éliminée adiabatiquement du fait de sa plus grande vitesse
caractéristique de réaction



2.1.

MODELES DE MILIEUX EXCITABLES :

17

g<0

Y=

& >0
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Fic. 2.1 — Exemple de diagramme des phases de la partie réactive d'un
milieu excitable. Le point d’équilibre, noté O, est linéairement stable. En
effet, dans les régions ou f > 0, u tend a augmenter et dans les régions ou
g > 0, v tend a augmenter. Ainsi toute perturbation infinitésimale de I’état
d’équilibre relaxe exponentiellement vers O. Par contre si la perturbation est
suffisamment grande pour amener le systeme de l'autre coté de Cy ou en
dessous du minimum local de la courbe f = 0, le retour a I’équilibre se fait
en décrivant une longue excursion dans I’espace des phases.
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Fia. 2.2 — Exemples de trajectoires de retour a I’équilibre dans le modele de
Fitzhugh-Nagumo (6 = —1.3, ¢ = 0.01) pour deux perturbations de 1'état
d’équilibre du méme ordre de grandeur. La ligne continue représente v — uy,
lest tirets, v — vy. Sur la figure de gauche la perturbation utilisée a ¢t = 0 est
u(0) = ug, v(0) = vy — 0.33, sur la figure de droite, la perturbation utilisée
est u(0) = ug, v(0) = vy — 0.32. Les amplitudes de variation de u et v sont
d’amplitudes tres différentes et les temps de retour a I’équilibre different aussi

sensiblement.
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F1c. 2.3 — A droite : exemple de front d’onde se propageant dans le modele de
Fitzhugh-Nagumo pour € = 0.01 et 6 = —1.3. La ligne continue représente le
champ u — ug, la ligne pointillée, v — vg. On remarque que les fronts avants
et arriere sont tres abrupts. A gauche : trait plein : trajectoire dans I'espace
des phases des champs u et v en un point de ’espace traversé par ce front.
On constate que hors des deux lignes horizontales qui sont parcourues tres
rapidement, le couple (u, v) est sur la ligne f(u,v) = 0 représentée par le

trait mixte.
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2.2 Ondes unidimensionnelles :

Dans le cas d’un milieu excitable unidimensionnel des ondes d’excitation
peuvent se propager (un exemple d’onde est présenté figure (B.3)).

Dans la limite ol € est petit on peut utiliser la séparation des échelles
caractéristiques de variation de u et v pour se ramener a un probleme de
dynamique de fronts et comprendre simplement la structure de l'onde so-
litaire. En effet, 'onde est composée d'un front avant d’excitation qui se
propage dans le milieu a I’équilibre, d’une région excitée, d’un front arriere
de désexcitation et d'une région de retour a 1’équilibre. Dans les modeles de
réaction diffusion, le front avant correspond au passage de I’état d’équilibre a
la branche stable C'; (voir (R.1]) ) de la courbe f(u,v) = 0, la région excitée a
I’excursion sur cette branche, le front arriere au passage de C'; a C_ et enfin
la région de retour a 1’équilibre au retour vers O en suivant cette branche.

2.2.1 Vitesse de propagation d’un front :

Dans cette section, je présente un calcul de la vitesse de propagation d'un
front séparant la région désexcitée de la région excitée d’un milieu excitable.
Ce calcul repose sur la séparation des échelles de variation temporelles de u
et v.

Dans les régions de forte variation de u (les deux fronts), on considere
que v est constant et on note ¥, sa valeur. Dans le front, u passe du zéro de
folw) = f(u, ) situé sur C au zéro situé sur C. v, étant constant, (R.1))
s’écrit : . .

{ Ou = f(u,0)+ eAu

v = v

(2.4)

Dans un repere se déplacant avec le front a la vitesse ¢, u est invariant dans
le temps. Alors (B.4) devient une équation différentielle ordinaire :

e7u—|—c— = —gf(u,f)), (2.5)

L’échelle spatiale de variation de u étant d’ordre e, il apparait naturel de
remplacer z par la variable £ = z/e. Alors (B.5) devient :

—u+c— = — f3(u) (2.6)

La solution de (B.6) qui correspond au front dans ce nouveau repere admet
pour limite en £oo les deux zéros de fz(u) : u_ et uy. En utilisant une
analogie mécanique, on peut montrer qu’une telle solution n’existe que pour
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une valeur de c. En effet, on peut assimiler u a la position d’un point matériel,
¢ au temps, ¢ & un coefficient de frottement visqueux et f (u) a la force qui
dérive du potentiel Fy(u) = [ fi(u)du & laquelle est soumis le point matériel.
Alors, la solution de front correspond a la situation d’un point qui, laché
sans vitesse initiale, d’un point d’équilibre instable du potentiel F} parvient a
I’autre point d’équilibre instable au bout d’un temps infini. Une telle situation
se produit pour une seule valeur du coefficient de frottement fluide. Ainsi, ¢
est fixée par la forme du potentiel F;(u), donc par 0.
En intégrant (2.6) entre £ = —o0 et £ = 400 on obtient :

c/_:o <j—z>2d§ = —/f fo(u) du (2.7)

On montre ainsi que la vitesse d'un front dépend uniquement de la valeur de
I’inhibiteur v dans le milieu dans lequel il se propage. On note cette vitesse
¢, qui est indépendante de e.

Numériquement, on peut calculer ¢, a I'aide d’'une méthode de tir. On
obtient la relation entre ¢, et v et la forme du front (voir figure ( 2.4) ).
On vérifie ainsi que ’hypothese de front mince est valable pour des faibles
valeurs de € et qu’on peut donc faire I’hypothese v constant a l'intérieur du
front. En effet le front est d’épaisseur environ 1 en &, c¢’est a dire d’épaisseur
e alors que I’échelle de variation caractéristique de v dans le référentiel en
mouvement avec le front est de l'ordre de 1 = O(1).

2.2.2 Hors des fronts :

Hors des fronts, on élimine adiabatiquement le propagateur v en considé-
rant que du fait de sa plus grande vitesse de réaction il est esclave de v. Les
équations (B.I) deviennent alors :

0 = f(u,v)
{@v = g(u,v) (28)

On se ramene ainsi a une équation différentielle ordinaire pour v. Si on est
sur la branche Cy(voir ( B.]) ) de la courbe f(u,v) = 0, v croit alors que
si on est sur la branche C_ de la courbe f(u,v) = 0, (u,v) relaxe vers la
position d’équilibre.

Si le milieu est faiblement excitable, on suppose que v ne s’éloigne pas de
sa valeur d’équilibre. Alors, au premier ordre en (v — vg), (B.§) devient :

1
O:(v —vg) = — dans la région excitée. (2.9)
T+
1
Oi(v —v9) = ——(v—wp) dans la région de retour a I’équilibre(2.10)
T_
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F1G. 2.4 — A gauche : vitesse de propagation d’un front plan en fonction de la
concentration de l'inhibiteur calculée dans le modele de Fitzhugh-Nagumo
pour en utilisant comme variable spatiale la variable adimensionnée &. La
vitesse du front ne dépend que de f(u,v) et est donc indépendante de la
valeur de 0. A droite, forme d'un front se propageant dans un milieu ou
v = 0 dans le méme modele avec 6 = —1.7. La variable spatiale est £ et on
voit ici que son échelle de variation est de 'ordre de O(1).

ou 7, est le temps caractéristique de réaction de v sur la branche C, et 7_
le temps caractéristique de retour a 1’équilibre de v sur la branche C'"_.

2.2.3 Onde solitaire et ondes périodiques

Dans le cas d’une onde solitaire, le front avant se propage dans le milieu
a I’équilibre, sa vitesse de propagation est donc ¢,,. Le front arriere le suit a
cette méme vitesse. Cette onde stationnaire est stable.

En effet, la vitesse de propagation du front arriere est une fonction crois-
sante de la valeur de v dans le milieu dans lequel il se propage(voir figure (
P.4) ) et que cette valeur de v est aussi une fonction croissante de I'intervalle
de temps entre les deux fronts (fonction décroissante de la vitesse du front
arriere).

Par exemple, si le front arriere est plus lent que ¢,,, le temps pendant
lequel le milieu ou il se propage a été excité augmente et par conséquent le
champ v du milieu dans lequel il se propage aussi. Le front arriere accélere
donc jusqu’a atteindre ¢,,. Inversement, s’il va plus vite que le front avant, il
ralentit jusqu’a atteindre c,,.

Dans le cas des ondes périodiques, le front d’onde avant se propage dans
un milieu qui n’a pas eu le temps de retourner a ’équilibre, ce qui modifie
la vitesse de propagation du front (le ralentit) et peut entrainer ’apparition
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d’une instabilité : I'alternance[I7].

2.3 Structure se propageant a deux dimen-
sions :

A deux dimensions dans un milieu excitable on peut observer la propaga-
tion de fronts d’ondes plans, analogues bidimensionnels des ondes solitaires se
propageant dans les milieux unidimensionnels. Si le front d’onde est coupé en
deux dans sa direction de propagation deux évolutions du demi front d’onde
sont observées selon 'excitabilité du milieu.

Dans le cas ou le milieu est faiblement excitable, on observe que le front
d’onde plan devient un demi front d’onde plan animé d’un mouvement de
translation uniforme en forme de doigt. Il se propage avec une vitesse dont
la composante perpendiculaire au front est égale a la vitesse de propagation
de 'onde plane et dont la composante parallele au front correspond a une
diminution de la longueur du front. Cette vitesse de rétraction décroit si on
augmente 'excitabilté du milieu.

Au dela d’une excitabilité critique ou le mouvement du doigt est ortho-
gonal au demi front d’onde plan on observe que 1'onde prend la forme d’une
spirale archimédienne qui est en rotation uniforme autour d’un point fixe.
Loin du centre de rotation cette onde spirale peut étre vue comme un train
d’ondes périodiques se propageant radialement.

On peut expliquer ces différents comportements en utilisant un modele
de propagation de fronts[35, 42, @7, b6]. Cette approche permet par ailleurs
d’expliquer I'instabilité de méandre des spirales dans la limite de faible excita-
bilité. Les résultats ainsi obtenus sont en bon accord qualitatif et quantitatif
avec les études numériques de milieux excitables[d, A1, A8, &6, R5]. Dans la
suite de cette section, je présente succinctement ’approche de fronts minces
pour des ondes spirales en rotation uniforme ainsi que quelques résultats
numériques obtenus directement sur les équations aux dérivées partielles.

2.3.1 Approche de fronts minces :
2.3.1.1 Vitesse d’avancée d’un front courbe

Si on se place dans la limite € petit, on peut réduire la dynamique d’un
milieu excitable a celle de deux lignes représentant les fronts d’ondes avant
et arriere de I'onde d’excitabilité. Pour cela il faut connaitre la vitesse de
propagation d’un front courbe. Si on considére que l'onde d’excitation est
faiblement courbée, de rayon de courbure p et se propage avec une vitesse
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normale constante ¢, alors (B.1]) devient en utilisant un systeme de coordon-
nées polaire dont le centre est le centre de courbure du front et en remplagant

rpar &= (r—p)/(e) :

Cn 1~ 1 1
—Ogu = — fz(u) + —Oceu +
Ocu = — folu) + — 0O P
Comme le rayon de courbure est grand devant I'épaisseur du front, cette
équation se ramene au premier ordre en €/p a (B.f]) en remplagant ¢ par
¢ — €/p. Donc la vitesse normale de propagation d'un front de courbure xk =
1/pest:

Oeu (2.11)

c(v,K) = ¢y — €K (2.12)

ol ¢, est la vitesse du front plan définie par (2.7) .

2.3.1.2 Equations des fronts avants et arriere de la spirale :

/

Fi1c. 2.5 — Droite : Vision schématique de 'onde spirale dans un modele
d’interface fine. w est la pulsation de l'onde, Ry, le rayon de rotation de
I'onde et p est le rayon de courbure des fronts au bout de la spirale. La
région ou le milieu est excité est noté D, , la région de retour a I’équilibre est
noté¢ D_. Gauche : schéma expliquant la relation (.14). O est le centre de
rotation de la spirale, le trait plein noir est le front (avant ou arriere) a un
instant ¢y, le trait pointillé est la position de ce front a 'instant ¢y + dt : c’est
le résultat de I'application d’une rotation de centre 0 et d’angle wdt au front
a I'instant dt. Pour que le front se propage a l'identique, il faut que pour tout
point N du front a l'instant ¢, il existe un point M, proche de N tel que son
image par 'avancée du front pendant dt : M’ = M + ¢, (M)7i(M)dt soit égale
a I'image de N par rotation de centre 0 et d’angle wdt :N' = N + wrépdt.
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On considere une onde spirale en rotation uniforme a la pulsation w et on
cherche a déterminer les équations vérifiées par ses fronts avants et arrieres.
Afin de simplifier le calcul on fait dans un premier temps les hypotheses
suivantes :

1. On suppose que le milieu est faiblement excitable et qu’on peut utiliser
I’hypothese de faible excitabilité pour décrire I’évolution de v.

2. Le milieu a eu le temps de revenir a I’équilibre entre un passage du front
arriere et le passage suivant du front avant, ce qui fait que la vitesse
normale du front avant est c,, — €x.

Dans un premier temps, on établit I’équation qui exprime que le mouve-
ment des deux fronts qui composent la spirale est un mouvement de rotation
uniforme :

cn(M)1 — wréy € D (2.13)

ou M est un point du front, ¢, (M)7, la vitesse normale du front en ce point,
et D, la tangente au front en M. Cette équation exprime que le mouvement
normal d’un point du front doit correspondre au mouvement de rotation d’'un
autre point voisin du front(voir figure (£.3)). Cette équation cinématique,
valable pour les fronts avant et arriere s’écrit plus formellement :

cn(M) = wri.ey (2.14)

En se placant dans un systéme de coordonnées polairef] et en utilisant
(B-12) on obtient que le front avant parametré par 0, (r) vérifie :

€
rw = (cvo + ;87«

Entre le front avant et le front arriere, (u,v) évolue en obéissant a (2.9).
Alors, comme ¢, dépend linéairement de v pour v proche de vy : ¢, = ¢, (1 —
Bt (v —p)), (B:I4) devient pour le front arriére :

T28r0+
1+ (r0.04)?

D 1+ (rd.0,)? (2.15)

r20,0_
Tt (10,0.)

w r

rw = (cvo(l - BH) + Eﬁr

D 1+ (r9,6_)? (2.16)

On a ainsi établi les équations (B.15,2.1G) vérifiées par les fronts avant
et arriere d’une onde spirale en rotation uniforme dans un milieu faiblement

3Le vecteur tangent & une courbe paramétrée par 0(r) est t = (—16,.€,4¢&y)/(1+126%)1/2

et que la courbure vaut :_TIGT (’m)

V1+(r0,0)2
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excitable. Afin de fermer le probleme, il faut encore donner la condition de
raccord entre les deux fronts.

Dans le cas ou le rayon de rotation de I'onde spirale est du méme ordre
de grandeur que la largeur du de l'interface fine, 'approximation d’interface
fine perd sa validité dans la région de raccord entre les fronts. Alors, une
étude du systeme de réaction-diffusion dans la région proche du bout de la
spirale, utilisant un développement en puissances ¢ montre qu’au premier
ordre, les deux front se raccordent au centre de rotation en faisant un angle
AQ[A2, a6, a7).

Dans le cas contraire, c’est a dire dans la limite de faible excitabilité,
les fronts avant et arriere de la spirale se rejoignent en un point situé a la
distance Ry;, du centre de rotation (voir ( B.§) ) de la spirale. En ce point,
la tangente aux fronts est orthoradiale, 0,0+ y présente donc une divergence.
La vitesse normale d’avancée du front y étant nulle, la courbure du front au
bout de la spirale, ry;,, est égale & : ¢,,/e = kyp. Cette condition implique
que 0,04 (r) se comporte comme :

1 1/2
Ftip -1/2
r— Ry , 2.17

au point de raccord entre les fronts avant et arriere.
Les équations (2.17,2.15,2.16) deviennent en introduisant ¢y = 70,04 et

e . ’ . . ’ . C
en utilisant les quantités adimensionnées suivantes : p = —2r, 1 = —Sw :
Vo

P = ()% ) + (1 D) v (218)

r Qp = —( —%%) (T_)32 +
1
+ E<¢++¢_3)+(1+(§>2)w'_ (2.19)
1/2
~ p) = Ptip — )12
Vi(p & prip) = (zptip(ptip+1)) (p — prip) (2.20)

Ce systeme d’équation ne dépend que du parametre g_e et peut étre résolu

numériquement en utilisant une méthode de tir (voir figuref.g).

Dans la limite de faible excitabilité, on peut intégrer analytiquement ces
équations [35] en utilisant le fait que Ry > k). Les résultats obtenus sous
ces hypotheses mettent en évidence que le comportement de 'onde spirale
dépend essentiellement de la dynamique des fronts au voisinage de la région
de raccord entre les front avant et arriere. Cette partie de 'onde spirale tend
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Fia. 2.6 — Gauche : Fréquence de rotation de la spirale en fonction de g—e.

Droite : Comparaison entre la valeur de la vitesse du bout de la spiraje
calculée numériquement par une méthode de tir et sa valeur asymptotique
calculée au voisinage de la limite de propagation des ondes spirales.0 B =
(Ug_c—fc)e). L’asymptote est alors ctp_qs = 1 — 0B/ K avec K =~ 0.63[34].

a prendre au point de raccord entre les fronts une vitesse tangentielle et un
rayon de rotation instantanée qui dépendent uniquement de I’excitabilité du
milieu dans lequel elle se propage. En particulier, on constate que le rayon
de rotation de I'onde décroit quand I’excitabilité du milieu augmente.

2.3.2 Meéandre bidimensionnel :

Une instabilité des ondes spirales consiste en une modulation du rayon
de rotation de la spirale a une fréquence autre que sa fréquence de rota-
tion. Cette instabilité, appelée méandre a été observée expérimentalement
dans la réaction de Belousov-Zhabotinsky [I1] et numériquement dans de
nombreuses études numériques|86, 8i.

2.3.2.1 Analyse de stabilité linéaire :

Afin de développer des modeles réduits de la dynamique des ondes spirales
et de mieux comprendre les mécanismes d’instabilités, on étudie la stabilité
linéaire des ondes spirales en rotation uniforme dans les milieux excitables[8].

Cette onde spirale est invariante dans le temps dans le référentiel tournant
a la méme pulsation que la spirale. Alors en utilisant comme coordonnées r
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F1a. 2.7 — Ligne de niveau des champs u et v a=0.4 b=0.01 eps=0.01 u=0.2
0.5 0.8 v=0.1 0.2 0.3; on voit bien la différence d’échelle de longueurs.

et ¢ =0 — wt, (u(r,¢,t),v(re,t)) vérifient :
0= 0u=wdsu+ L f(u,v) + Au (2.21)
0= 0w = wisv + g(u,v) '

Alors, les champs u et v ainsi que la pulsation w peuvent étre déterminés
précisément en utilisant une méthode de Newton (voir figure (R.7)) et en
discrétisant les opérateurs différentiels sur une grille polaire.

Une fois la solution stationnaire (ug, vg, w) calculée on linéarise ’opérateur
d’évolution en temps autour de cette solution stationnaire dans le référentiel
en rotation avec la spirale et on étudie la stabilité linéaire de perturbations

de la forme : ot o
al L 7t = eatul T,
{ 01(r, ¢,t) = e vy (1, 9) (2.22)

De telles perturbations sont solutions du probléeme linéarisé si elles véri-
fient le probléeme aux valeur propre :

. ( w > _ (w8¢+ 0uf (1o, v0) + A 10, f (o, vo) ) ( Uy >

vy Oug(ug, vo) w0y vy

- ( Zi ) (2.23)

Ce probleme aux valeurs propres peut étre discrétisé sur la grille polaire
utilisée pour le calcul des solutions stationnaires. Comme on s’intéresse a la
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F1G. 2.8 — Trajectoire du bout de la spirale dans le modele de Barkley pour
€ =0.025 et b = 0.01 et @ = 0.528 (haut gauche), 0.592 (haut droite), 0.57
(bas gauche), et 0.616(bas droite).

stabilité des perturbations, il suffit de déterminer les modes propres domi-
nants, c’est a dire ceux dont le taux de croissance, la partie réelle de o est
la plus grande. Ceci peut étre fait tres précisément en utilisant 1’algorithme
exposé section B.4. On détermine ainsi les n ~ 30 modes propres de plus
grands taux de croissance.

Du fait des symétries de I’équation (B.1) , invariance par translation dans
I'espace et dans le temps, 0, (ug, vo), (8T+i%6¢)(u0, vg) et (ar—i%(?qg)(uo, Vo)
sont des modes propres de £ avec pour valeurs propres respectives 0, iw et
—iw(voir annexe [B).

L’analyse de stabilité linéaire conduite numériquement met en évidence
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qu’outre ces trois modes propres liés aux symétries du probleme deux modes
propres complexes conjugués jouent un role important dans la dynamique des
ondes spirales. Ces deux modes propres deviennent instable, ¢’est a dire Re(o)
devient positif, quand le méandre apparait. Ces deux modes sont appelés
modes de méandre.

2.3.2.2 Numérique direct :

Une étude numérique directe en utilisant ’amplitude de l'oscillation du
rayon de rotation de la spirale comme parametre de la bifurcation, permet de
mettre en évidence que l'instabilité de méandre dans un régime faiblement
non linéaire correspond a une bifurcation de Hopf[41, 9.

Les résultats des simulations numériques directes mis en parallele avec
I'analyse de stabilité linéaire[8] montrent que la forme des pétales de la tra-
jectoire d’une spirale qui méandre sont liés au rapport des fréquences w de
rotation de la spirale en rotation uniforme et w; du mode de méandre. Si
w > wjy on observe des pétales a l'intérieur, si w = w; on observe une onde
spirale en rotation dans un référentiel en translation uniforme.

2.3.2.3 Explication du méandre dans un modéele de fronts minces :

L’hypothese d'une spirale se propageant dans un milieu a I’équilibre ()
qui a été utilisée pour établir (.15, P.1¢) n’est vérifiée que si wi7_ < 1. Dans
le cas contraire, la spirale se propage dans un milieu qui n’a pas eu le temps
de revenir a 'équilibre. Il faut alors tenir compte de la valeur v, (r)du champ
v sur le front avant. Les équations (B.15, B.1G) deviennent alors en utilisant

(2.9, B.10) :

7"28r0+

VI + (10,0,

rw = <c(v+(r))+;ar ) 1+ (r0,04)% (2.24)

rw = (c(v_(r)) + ;ar \/% ) 1+ (ro.0-)% (2.25)
0nlr) = vt (1) vy esp(~ 2T =0, (2.26)

0, —0_

T4W1

v_(r) = vi(r)+ (2.27)

Ces équations peuvent étre résolues analytiquement dans I’hypothese de
faible excitabilité ou numériquement de la méme fagon que (2.15, B.16)[61].
Il vient alors que le front avant se propage dans un milieu dont ’excitabilité



30 CHAPITRE 2. ONDES SPIRALES :

0.14

0.12)

01}

0.08

0.06

0'08.3 0.32 034 036 0.38 0.4 8.3 0.32 0.34 ,0.36 0.38 04

F1G. 2.9 - Q (gauche) et py;, (droite) en fonction de Z5 pour différentes valeurs
du temps caractéristiques de retour a I’équilibre 7_ sur la courbe C_ : en trait
continu 7_ = 0, le front avant se propage dans un milieu qui est a 1’équilibre,
en tirets 7. = 10 et en trait mixte 7. = 15. Ces courbes ont été obtenues en
résolvant les équations (B.15,2.16,2.26,2.27) a 'aide de la méthode suivante.
A pyip fixé, on cherche €2 et B pour la spirale se propageant dans un milieu
ou 'inhibiteur & une concentration v(r). A l'aide de la spirale ainsi calculée
on détermine le champ v qui serait vu par le front avant et on réitere le
processus avec le champ ainsi calculé jusqu’a ce que 'on atteigne un point
fixe. Cet algorithme de point fixe ne converge pas pour de grandes valeurs de
I’action du front arriere sur le front avant.

décroit avec le rayon (voir figure (2.9)). Ce gradient d’excitabilité au bout de
la spirale permet, dans le cas ou I’hypothese d’interface fine reste valable au
point de raccord entre les fronts, d’expliquer qualitativement l'instabilité de
méandre[34].

En effet, si on considere un petit déplacement d du bout de la spirale vers
I’extérieur, il va se propager dans un milieu moins excitable. Par conséquent
son rayon de rotation va étre augmenté de dR qui est fonction du gradient
d’excitabilité au bout de la spirale. Si 0R < d, la spirale va se restabili-
ser et relaxer vers son état de rotation uniforme. Par contre si 0R > d, la
perturbation d est amplifiée et la spirale est instable. On observe alors une
modulation du rayon de rotation de la spirale au cours du temps avec une
fréquence différente de la fréquence de de rotation de 'onde stationnaire et
la spirale méandre.



Chapitre 3

Méthodes numériques

L’étude numérique de la dynamique des ondes spirales tridimensionnelles
qui est présentée dans la suite de cette these s’est faite suivant deux axes.
Dans un premier temps, j’ai étudié numériquement la stabilité linéaire des
filaments de spirales par rapport a des perturbations périodiques le long du
filament.

A cette analyse de stabilité linéaire s’est ajoutée une série de simulations
numériques directes des filaments d’ondes spirales afin de d’observer 1’évolu-
tion des filaments de spirales linéairement instables ainsi que I’état restabilisé
quand il existait.

Ici, je présente le modele de réaction-diffusion qui a été utilisé, les simula-
tions numériques directes et les méthodes numériques utilisées pour ’analyse
de stabilité linéaire : I'une pour le calcul des états stationnaire ’autre pour
le calcul des modes propres dominants d’un opérateur linéaire de rang élevé.

3.1 Choix du modele de réaction diffusion :

La plupart des calculs numériques effectués dans cette these 'ont été dans
le cadre du modele de Barkley|] :

{ f(U,U) = u(u— 1)(1,6— UTer> (31)

g(u,v) = u—v

Deux raisons ont guidé ce choix. La premiere est qu’il a été utilisé pour de
nombreuses expériences numériques, ce qui permet de tester la validité des
codes. La seconde est qu’il permet d’effectuer des simulations rapides(voir

section B.2.9).

Par ailleurs, pour des raisons de commodité j’écris le systeme (B.]) sous
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la forme alternative :

du = %f(u,v)+ Au
{ Ow = g(u,v) (3:2)
ce qui correspond au changement de variables spatiales :
x — ze /2 (3.3)

3.2 Simulations numériques directes

Les simulations numériques sont effectuées sur une grille uniforme, de
pas dx, le schéma d’intégration temporelle est Euler explicite en temps. Le
Laplacien en un point est évalué a I'aide d'une formule de différence finie qui
utilise les plus proches voisins ainsi que les deuxiemes plus proches voisins.
Cette formule réduit les effets de ’anisotropie de grille et en dépit du plus
grand nombre d’opérations nécessaire a I’évaluation du Laplacien permet de
prendre un plus grand pas de temps a pas de grille fixée.

3.2.1 Evaluation du Laplacien :

Dans le cas des milieux isotropes, on utilise une évaluation du Laplacien
en un point utilisant les plus proches voisins ainsi que les deuxiemes plus
proches voisins[20]. A deux dimensions, si on repere un point de la grille par
ses coordonnées 1, j, alors le Laplacien en (7, j) d’un champ u vaut :

Auij = —=20ui; + 4(uirr; + vicrg + Ui + tij1)

+ Uit1,4+1 T Ui j—1 + Uim1 541 T Uim15-1 (3.4)

Cette formule de Laplacien limite 1’anisotropie de grille. En effet, ’erreur
faite est a 'ordre dominant, de la forme :

dz? _, 4
Cette expression est invariante par rotation des axes de la grille, contraire-
ment a l'erreur qu’on aurait en utilisant I’approximation classique du Lapla-
cien a 5 points :

da?
E5 points = T (&cw + 8y4u) + O(d$4) (3.6)
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A trois dimensions, on utilise de fagon similaire une formule de Laplacien
a 19 point[20] au lieu de 7 :

Aum"k = —24ui7j7k
+ 2(Uir1 e + Witk F Witk + Witk + Wijkt1 + Uijr—1)
+ Uitk T Uir1-1.k T Wit1 5 k+1 + Uit1,5k—1
+ Uik T U1 -1k T Uim1 k1 T Uim1 5 k-1
U et T U1 k=1 T U1 k1 T Wi -1 k—1 (3.7)

L’erreur a 'ordre dominant vaut :

dx?
Eqg points — EVZLU +O(da?) (3.8)

et est comme dans le cas bidimensionnel invariante par rotation.

3.2.2 Euler explicite en temps.

Les simulations numériques directes ont été effectuées en utilisant un
schéma d’intégration temporelle Euler explicite en temps. Ce schéma consiste
a approcher une solution de (u(x,y, z,t),v(x,y, z,t)) de (B.1) a instant ndt
par ses valeurs sur les points de la grille : u; ; x(n) qui obéit a :

{ ui7j7k(n + 1) = u2-7j7k(n) + dt % (%f(uiyjyk(n), vi’j,k(n)) + Aui7j7k) (39)

Dans le cas des formules usuelles de Laplaciens, la limite de stabilité [63]
d’un schéma Euler explicite en temps est dt,e, = dz? /6 & trois dimensions.
En utilisant la formule du Laplacien a 19 points, la limite de stabilité est
dtmaz = 2.5dx*/8. Ce gain dans le pas de temps maximal qui peut étre pris
compense alors le nombre d’opérations supplémentaires requis pour effectuer
I’évaluation du Laplacien.

Dans le cas du modele de Barkley, il est possible de diminuer notablement
le nombre d’opérations nécessaire a un pas en temps. En effet, dans ce modele,
Iétat désexcité (qui dans les milieux excitables occupe souvent une grande
partie de l'espace) correspond a u = 0. Alors, en faisant I'approximation
que le propagateur s’il est inférieur a un seuil ¢ est nul, on peut utiliser un
algorithme qui réduit de facon remarquable le nombre d’opérations nécessaire
a un pas en temps. Je présente dans la figure (B.I) cet algorithme dans le
cas unidimensionnel ou des conditions aux bords périodiques sont utilisées.
On voit que dans ce cas, le nombre d’opérations nécessaires a chaque pas de
temps est de 2 multiplications quand le champ wu est inférieur a ¢ alors que
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[¢]

o o0 o o0

a chaque pas de temps, les valeurs de k et kp sont interverties
(elles sont alternativement 1 et 2)
kp=3-k
do i=1,nx
if (u(i) .1t.zeta)then
u<zeta
u(i)=Dx*lap(k,i)
v(i)=(unmoinsdt)*v (i)
unmoinsdt=1-dt
else
u>zeta
vth=bsura+unsura*v (i)
vth=(b+v(i))/a sert lors
de 1’evaluation de f
evaluation de la contribution de u(i) au laplacien de ses plus
proches voisins au pas de temps suivant.
lap(kp,i)=lap(kp,i)-2.*u(i)
lap(kp,i-1)=lap(kp,i-1)+u(i)
lap(kp,i+1)=lap(kp,i+1)+u(i)
pas en temps euler explicite
v(i)=v(i)+dt*g(u(i),v(i))
u(i)=u(i)-dt*f(u(i),vth)-D*lap(k,i)

c g(u,v)=u-v
c f(u,v)=u(u-1) (u-vth)=u(vth+u(-(1+vth)+u)
c D=dt/dx**2

endif
enddo
lap (kp,nx)=1lap(kp,nx)+u(1)
lap(kp,1)=lap(kp,1)+u(nx)
lap(k,0:nx+1)=0
k=kp

CHAPITRE 3. METHODES NUMERIQUES

FiG. 3.1 — Partie d'un programme de simulation numérique directe d’un mi-
lieu excitable unidimensionnel décrit par le modele de Barkley correspondant
au pas de temps. Cet algorithme est la reproduction de celui présenté dans

[@].
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siu > (il est de 5 4+ 2 = 7 multiplications et de 7 4+ 5 additions. Ce gain de
temps est encore augmenté dans le cas des milieux excitables bidimensionnels
et tridimensionnels car I’évaluation du Laplacien demande plus d’opérations.

3.3 Calcul des états stationnaires :

3.3.1 Position du probleme

Afin d’étudier la stabilité linéaire des filaments de spirales uniformément
twistés en rotation uniforme autour d'un axe Oz, il faut dans un premier
temps calculer les états stationnaires qui leur correspondent. Les solutions
sont de la forme :

{u(r,@,z,t) = a(r,¢ =0 — wt — 1,2)
v

v(r,0,z,t) = B(r,¢=0—wt—Tyz2) (3.10)

ol w est la pulsation de la spirale et 7, le twist qui lui est imposé. Comme
(u,v) sont solutions de (B.1]) , (@, v) vérifient :

0 = wigttf(it,0) + Opeti + (& + 72)0pe + 10,0
el A r r (3.11)
0 = wisvg(a,v)

On discrétise ce systeme sur une grille polaire de (Ng x N, + 1) points
centrée en O, en utilisant des différences finies du second ordre pour les
dérivées spatiales, et on impose qu’a la frontiere r = Ngrdr du domaine,
le gradient de w lui soit tangent. Alors, (BI1l) devient un systeme de de
(2 X (Nr x Ng+ 1)) équations réelles a (2 x (Ng X Ny + 1) + 1) inconnues.
L’inconnue supplémentaire qui correspond a la valeur de w. Afin de lever I'in-
détermination due & invariance par rotation du probleme, on fixe la valeurf]
de u au point de coordonnées (Ng, N,). On obtient ainsi un systeme non
linéaire de (2 x (Ng x Ny + 1)) équations a (2 x (Ng x Ny + 1)) inconnues.
Ces équations peuvent étre résolues a ’aide d’'une méthode de Newton.

3.3.2 Implémentation de la méthode de Newton :

Formellement, I'équation (B.IT]) s’écrit :

—

0=F() (3.12)

ou F est une fonction de (2 x (Ng X Ny + 1)) variables a valeurs dans
REXWNrxNo+1) ot ot les (2 x (Np x Ngy+1)) composantes de V' correspondent

1On choisit en général de la fixer & u=0.5 dans le cas du modele de Barkley afin de
fixer I'intersection d’un front avec la frontiere du domaine
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log(||F |}

0 10 20 30
Nembre de pas effectues

Fi1G. 3.2 — A gauche, principe de la méthode de Newton dans le cas d'une
fonction d’'une variable a valeurs dans R : les z; représentent les estimations
successives du zéro de y(z). A droite, log,(||F(V,)|l2) en fonction du pas de
Newton lors de calculs de solutions stationnaires. Les courbes marquées par
des o et des + ont pour point de départ des résultats de simulations numé-
riques directes, les courbes avec des * et des [J ont pour point de départ des
solutions stationnaires déja calculées par une méthode de Newton. L’éloigne-
ment plus grand dans les deux premier cas provient essentiellement des point
situés aux limites du domaine. La décroissance est exponentielle jusqu’a ce
que lerreur soit de I'ordre de la précision de I'ordinateur (ici on obtient une
précision de I'ordre de 107! en utilisant des calculs en double précision, alors

que l'erreur numérique due au manque de chiffres significatifs est de 'ordre
de /(1071%)2 x 160 x 80 x 2 ~ 1071?)

aux valeurs du champ @ sur les points de la grille de coordonnées autres que
(Ngr, Ng), ala valeur de w et aux valeurs de v sur tous les points de la grille.

On prend pour point de départ ‘7{), a priori proche de la solution cherchée,
ensuite on calcule une suite V;L en utilisant la récurrence suivante :

-

Vo1 =V, — ADF L F(V,) (3.13)

oll DF est la différentielle de F prise en V}, et o1 A est un réel comprisf entre
0 et 1. Ceci revient a considérer que F est égale a son développement limité
au premier ordre en V, et & calculer VJ+1 comme solution du probleme ap-
proché. Géométriquement, cela consiste a approcher la courbe d’une fonction

2C’est soit le résultat d'une simulation numérique directe sur une grille cartésienne
qu’on a transposé sur la grille polaire, soit une solution stationnaire calculée par une
méthode de Newton pour des valeurs des parametres proche de ceux pour lesquels on
cherche un état stationnaire.

3La méthode de Newton & proprement parler utilise A = 1 et la convergence est alors
hyper-exponentielle, ici on a utilisé A = 0.5 pour éviter que l'algorithme ne diverge lors
des premiers pas. Ce choix fait que la vitesse de convergence n’est plus qu’exponentielle,
mais assure la convergence
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par sa tangente en V,, ( B.9) . Cette méthode peut trés bien ne pas conver-
ger. Néanmoins, si Vj est suffisamment proche de la solution cherchée, les
approximations successives de la solution convergent exponentiellement (voir
figure B.7).

La seule difficulté qu’elle présente ici est que chaque pas nécessite de ré-
soudre un systéme linéaire de (2 x (Ng x N, + 1)(environ 10*) équations, ce
qui est tres cotuteux en temps de calcul en utilisant des méthodes classiques
telles que le pivot de Gauss. On utilise donc une méthode de calcul de solu-
tion approchée itérative, telle que la méthode du gradient-biconjugué [64] ou
la méthode du résidu minimum généralisée (Generalized minimum residual
method, GMRES)[69]. En général on obtient par ces méthodesf] une solution
approchée du systeme linéaire avec une précision suffisante dans l'optique
d’'une méthode de Newton(erreur relative de I'ordre de 10~ en un nombre
d’itération relativement faible (quelques dizaines d’itérations suffisent).

3.3.3 Performances de ’algorithme utilisé :

En utilisant cette méthode, on arrive a annuler 'opérateur d’évolution en
temps discrétisé avec une précision de l'ordre de 1071% en norme euclidienne
(une simulation numérique directe aboutit, au mieux, a une précision de
l'ordre de 1072 sur la méme grille).

Cette précision, pour une grillef] de N, x Ny = 80 x 160 est atteinte
en environ une demi heure de calcul sur une station de travail DEC alpha
en partant d’une estimation produite par simulation numérique directe et
en environ 10 minutes en partant d’une solution calculée pour des valeurs
proches des parametres.

3.4 Analyse de stabilité linéaire :

3.4.1 Position du probleme :

Une fois un état stationnaire (ug, v, w), calculé, on en étudie la stabilité
vis a vis de petites perturbations périodiques suivant I’axe Oz du filament de
la forme :

~ — — 0 _ _ i(ot—k.z)
{ul(r,ﬁ,z,t) ur(r, ¢ = 0 — wt — 1y2)e (3.14)

0(r0,z,t) = vi(r,¢ =0 —wt — 7,2)ek=2)

4Les procédure utilisées proviennent de la bibliotheque de procédures LAPACK

SExpérimentalement, j’ai constaté que si le ratio N, /Ny est trop grand la méthode de
Newton ne convergeait pas. Un ratio de ordre de 1/2 assure la convergence de 1’algorithme
de Newton et a toujours été utilisé.
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Alors, la linéarisation de (B.1) autour de (ug,vo,w) donne le probleme
aux valeur propres vérifié par o(k,) et ui(r, @), vi(r, @) :

U(k’z) u, = (—k’g + 2ika:Z6¢)u1 + (w18¢, + Tj@fw + VgD)Ul‘F
+ [8uf(u0, vo)u1 + avf(“Oa Uo)Ul]/E (3.15)
o(k.)vr = wiOyv1 + [0ug(uo, vo)ur + 9yg(uo, vo)vi]

Formellement, ce probleme s’écrit :

( ";i ) = Ly, ( 'Zi ) (3.16)

La continuité de Ly, par rapport a k, implique que les modes propres et
valeurs propres de L, sont des fonctions continues de k., ce qui permet de
définir des branches de modes et de valeurs propres. je présente dans la suite
la méthode numérique qui a été utilisée pour calculer ces branches.

3.4.2 Meéthode de calcul des modes propres dominants :

Le probleme linéaire est discretisé sur la grille polaire en utilisant des dif-
férences finies du second ordre. On calcule alors les modes propres dominants
en utilisant une méthode présentée par Goldhirsch et al., dans [B0] et déja
utilisée dans [6]. Elle repose sur le fait que I'exponentielle d'un opérateur
linéaire £ a les mémes modes propres que L et que les modes propres de plus
grands module de exp(L) sont les modes propres de plus grande partie réelle

de L.

3.4.2.1 Principe de la méthode :

Soit £, un opérateur linéaire dans un espace de dimension NV, on cherche a
en calculer les modes propres dominants. On note ey, ...ex, ses modes propres,
A1... Ay, les valeurs propres associées avec Re(A;) > Re(\iy1).

On considere un vecteur arbitraire xg. Dans un premier temps, on consi-
dere 1 = (1 + dtL)"/ %z, avec dt choisi suffisament petit pour que les com-
posantes de x suivant les modes propres de plus grands module (qui sont
dans le cas étudié ici les modes propres de partie réelle la plus négative) ne
soient pas amplifiés. Cette opération permet de suprimer la contribution des
modes propres de partie réelle la plus négative de facon exponentiellef].

Dans une seconde étape on calcule la restriction G(£),, de G(L) a 'espace
E engendré par les z1,...z,, ou x; = G(L)"'z; et m un entier arbitraire.
On diagonalise alors G(L),,. Les vecteurs propres de G(L),, ainsi obtenus

SPour dt suffisament petit, (1 + dtL)/ est une bonne approximation de exp(Lt)
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sont de bonnes approximations des modes propres dominants de £ ainsi que
le montre une vérification a posteriori qui permet de déterminer la valeur
propre asociée.

3.4.2.2 Calcul de G(L),, et d’une base de E

Comme, F n’est pas stable par G(L£), la restriction de G(£) a E n’existe
pas. Néanmoins on peut la définir comme la composée de G(L) et de la pro-
jection orthogonale sur F, le produit scalaire utilisé étant une discrétisation
du produit scalaire usuel de deux fonctions :

(u.v) = Z > j=1"u(i, j)o(i, j)idr*do. (3.17)

Le choix naturel d’une base de F serait de prendre les 1, ...x,,. Ce choix,
présente cependant un inconvénient majeur. En effet, les vecteurs de base
ainsi obtenus sont essentiellement dirigés suivant les quelques modes propres
dominants de L, il en résulte une impr’ecision dans le calcul des vecteurs
de base et de la matrice de G(L),,. Afin de palier a cet inconvénient, on
construit (fi...f,,), une base orthonormée de E de la facon suivante. f; = zy,

. Yi = D pe (Seyi) fi
fu lyi = > pmy 0(Sfyi) Jill2 (3.19)

Alors l'expression de G(L),, dans (fi...f) est du fait de la définition de la
restriction utilisée ici :

9ij = (fi-y;) (3.20)

3.4.2.3 Choix de G :

Le choix naturel de G serait de prendre G(X) = X afin de limiter le
temps de calcul. Néanmoins, ce choix dans le probleme étudié ne convient
pas. En effet, les valeurs propres de £ de plus grand module sont de I'ordre
de 10°. Ainsi, au bout d’un faible (4 ou 5) nombre d’itération de G(£), la
projection du bruit numériquef] sur les modes propres de plus grand module
est suffisamment amplifiée pour empécher le succes de la méthode.

C’est pourquoi, il apparait judicieux de choisir G' de fagon a empécher le
développement des modes propres de plus grand module. J’ai choisi, d’utiliser
G(X) = (1—dtX)"/¥ ~ exp(—t,X), t, étant choisi suffisamment grand pour

"de l'ordre de 10~* en double précision
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que G(L) differe de facon significative de 'identité et suffisamment petit pour
limiter le temps de calcul (Une valeur typique de t; est 0.5). Ce choix, d'une
part empéche le développement des modes propres de plus grand module,
d’autre part réduit la contribution des modes dont le taux de croissance est
le plus négatif et ainsi améliore la précision de ’algorithme.

3.4.2.4 Evaluation du nombre d’opérations nécessaire

Une fois discrétisé sur une grille polaire, £ est une matrice creuse dont
le nombre d’éléments non nuls est d’ordre (N4 x N,) = N,,. Donc chaque
itération de l'opérateur (1 + mathcalLdt) demande un nombre d’opération
de l'ordre de N,4. Si on se place a dr constant (dr ne change pas d’ordre
de grandeur), le pas dt maximal qui ne soit pas instable est de l'ordre de
(drd¢)* = N, Donc, le calcul des n modes propres dominants de £ demande
de l'ordre de n x N,4 x N,4 opérations en virgule flottante.

Ce résultat est a comparer avec le nombre d’opération nécessaire au calcul
des modes propres d'un opérateur de rang N,, par des méthodes classiques.
Elles demandent en général de I'ordre de N§¢ opérations. On voit alors que
pour des petites valeurs de n par rapport a N,4, cette méthode est beaucoup
plus rapide que les méthodes classiques.

A cet avantage, s’ajoute le fait que vu la valeur de N,4 &~ 1.4 10%, il est in-
envisageable, faute de mémoire suffisante, d’effectuer une réduction complete
de £ sur une station de travail classique. En effet elle demanderait de stocker
Nf¢ ~ 10379 réels, alors que 'algorithme proposé ne demande de stocker que
n X Ny~ 10677 réels.

3.4.3 Performances et vérification du code utilisé :
3.4.3.1 Performance :

Le code développé permet de calculer les 10 premiers modes propres do-
minants de l'opérateur L;, sur une grille N, x Ny = 60 x 120 avec une
précision de 'ordre de 1076 en environ 10 heures de calcul sur une station de
travail DEC alpha et en 1/2 heure de calcul en utilisant l'ordinateur vectoriel
NECSXS5 de 'IDRIS.

3.4.3.2 Vitesse de convergence :

Des tests de l'algorithme ont montré que la précision obtenue par cet
algorithme augmente de fagcon exponentielle quand I'un des parametres tg, t;
ou m est augmenté.
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3.4.3.3 Validité des résultats :

Les symétries du problemes imposent 1’existence de trois modes propres
marginalement stables de I'opérateur Ly, . Ils (voir [B) correspondent a l'in-
variance par rotation et translation du probleme et sont des extremas de
leurs branches respectives. Les résultats numériques mettent en évidence trois
modes propres dont le taux de croissance est de partie réelle presque nulle.
L’un est de module 10~® et correspond au mode de rotation, deux autres sont
complexes conjugués et ont pour taux de croissance +iw pour k, = F7, a
une erreur de 10~ pres et correspondent aux modes de translation. La moins
bonne précision obtenue pour les modes de translation peut étre expliquée
par le fait que la boite sur laquelle sont effectuées les simulations numériques
n’est pas infinie, ce qui fait que le probleme n’est pas strictement invariant par
translation. Cette hypothese apparait d’autant plus réaliste que les calculs de
spectres effectués sur des boites de tailles différentes mettent en évidence une
augmentation sensible de la précision obtenue quand la boite est plus grande.
Une interpolation exponentielle des résultats obtenus met en évidence que le
taux de croissance des modes de translation obtenu pour une boite de taille
infinie serait égal & +iw avec une erreur de l'ordre de 107°.
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Chapitre 4

Analyse de stabilité linéaire des
filaments de spirales non
twistés

Dans ce chapitre, je présente les résultats numériques obtenus sur la dyna-
mique des filaments de spirales non twistés. Cette étude a consisté d’une part
en une analyse de stabilité linéaire des filaments d’ondes spirales en rotation
uniforme, d’autre part en une étude des états restabilisés qui apparaissent
quand les filaments droits sont instables.

Dans une premiere section, je présente le comportement des ondes spi-
rales bidimensionnelle pour ce domaine d’étude. Ensuite, je présente quelques
résultats analytiques permettant de lier le comportement des ondes spirales
bidimensionnelles en présence d’un champ électrique a la stabilité du filament
de spirales. Enfin, je présente les résultats de ’analyse de stabilité linéaire
effectuée numériquement. Dans le chapitre suivant, je décris I’évolution du
filament de spirale et les états restabilisés (s’ils existent) observés quand les
filaments de spirales sont instables.

4.1 Panorama bidimensionnel :

L’étude présentée ici a été faite en utilisant le modele de Barkley (voir
section B.1]) qui fait intervenir trois parametres : a, b, €. Je me suis limité
a faire varier un seul des trois parametres : a, les deux autre étant fixés. Ce
choix se justifie par le fait qu’il permet d’observer une plus grande variété de
comportement d’ondes spirales qu’en faisant varier b et par le fait qu’il permet
de garder le pas de discrétisation spatiale constant, ce qui serait impossible
en faisant varier e. Quelques simulations numériques ont été effectuées pour
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d’autres valeurs de b et de € afin de vérifier que les résultats obtenus ne
dépendent pas de la valeur de b choisie.

Pour les valeurs de b et € considérées (b = 0.01, € = 0.025), la nature de
I’'onde observée a deux dimensions dépend de a. Les différents comportement
de 'onde peuvent se résumer ainsi :

— a < 0.36 : propagation de doigts d’excitation en translation uniforme.

- 0.36 < a < 0.494 : propagation d’onde spirales en rotation uniforme. Le

rayon de rotation du bout de la spirale est du méme ordre de grandeur
que la largeur de la région excitée.

- 0.494 < a < 0.57 : propagation d’onde spirales méandrant, les pétales

du méandre sont dirigés vers 'extérieur

— a = 0.57 : propagation d'une onde spirale en rotation uniforme dans

un repere en translation uniforme.

— 0.57 < a < 0.615 : propagation d’onde spirales méandrant, les pétales

du méandre sont dirigés vers l'intérieur.

— 0.615 < a < 1.0 : propagation d’onde spirales en rotation uniforme. Le

rayon de rotation du bout de la spirale est petit devant la largeur de la
région excité.

4.2 Prédictions théoriques :

4.2.1 Comportement des modes a petite longueur d’onde :

Je présente ici une relation liant le comportement des branches de transla-
tion, de méandre et de rotation a grande longueur d’onde aux modes propres
a gauche et droite de lopérateur L;.—q. Cette relation est le résultat du calcul
perturbatif suivant.

Soit (w1, v1), un mode propre de Lj _o auquel est associée la valeur
propre, non dégénérée, oq. Alors pour k, faible, on s’attend a ce qu'un mode
propre de L. soit de la forme (u; + duy, v; + dv1) et que la valeur propre
associée soit de la forme o1 +doq, ou (duy, dvy) et doy sont petits. En écrivant
le probléme aux valeurs propres (B.15) pour (u; +duy, v1+dvp) et en utilisant
le fait que (uq, v1) est mode propre de Ly,_o on obtient a I'ordre dominant :

Sy up \ duy kZuy
() () () ()

L’équation (f.1]) multipliée par le mode propre a gauche de Ly, _o associé a
la valeur propre oy donne alors :

_ (u].ul)

dop = —k? —
! z (ul.ul) + (vl.vl)

(4.2)
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Fi1G. 4.1 — Diagramme de phase bidimensionnel du modele de Barkley pour
e = 0.025. Les lignes de transition sont indiquées par des traits pleins (gras
ou fins). La région ou on observe des doigts en translation uniforme est notée
TW, la région ol on observe des ondes spirales en rotation uniforme est
notée RW, la région ou les spirales méandrent est notée MW, la ligne mixte
désignée par M'TW correspond au régime de parametre ou l'onde spirale
est en rotation dans un référentiel en translation uniforme. Les traits plus
fins utilisés pour délimiter les lignes de transition indiquent que leur position
dans le plan n’a pas été déterminée précisément
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F1G. 4.2 — Repere utilisé pour I’établissement de 1'équation ([.5). Le filament
moyen est le trait gras, I est le centre de courbure du filament et p, son rayon
de courbure.

Cette relation est valable pour tous les modes propres de Ly , et est
particulierement intéressante dans le cas des modes de translation ainsi que
le montre la section suivante.

4.2.2 Dérive en présence d’un champ électrique et sta-
bilité des modes de translation :

4.2.2.1 Lien entre la dérive en champ d’une spirale et le compor-
tement d’un filament de spirale courbé :

Soit un milieu excitable dans lequel le propagateur est soumis a un champ
électrique E dirigé suivant €, et supposé faible, les équations (@) de-
viennent :

{&tu = 1f(u,v) + Au— Edyu (4.3)

O = g(u,v)

On sait que la solution de cette équation est une spirale en rotation dont le
centre de de rotation se déplace & une vitesse constante[d8, 65] proportionellef]
au champ F. On note dans la suite les coefficients de proportionnalités o et
[0

(v2r v,) = (o, aL)E. (4.4)

Maintenant, considérons, un filament de spirale, uniformément courbé
de rayon de courbure p. On peut a priori supposer que dans chaque plan
perpendiculaire au filament, on observe une onde spirale en rotation et que
cette onde est indépendante du plan considéré (c’est a dire de son abscisse
curviligne le long du filament). Alors, en se plagant dans le repere Ozy,

IExpérimentalement, ce résultat a été observé dans la réaction de Belousov-
Zhabotinsky [70, [74]
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dont I'axe Ox est la normale principale au filament dirigée vers le centre de
courbure et dont 'origine O est située sur le filament(voir figure f.2), (E.1)
devient pour x < p:

ou = %f(u,v)—l—AzDu—
v = g(u,v)

2 ou
p=z Tt (4.5)

Dans le cas d’un filament faiblement courbé, il est légitime de considérer
que dans la région du bout de la spirale, p > x. Alors, a U'ordre zéro en z/p,
cette équation devient :

{&u = %f(u,v)jLAu—%axu

atv = g(u,v) (46)

On retrouve la forme de (f.3). Il vient alors, en admettant que la dyna-
mique de I'onde est gouvernée par celle du bout de la spirale, que si une spirale
en présence d'un champ faible dérive dans le méme sens que le champ, le fi-
lament va tendre a s’allonger. De fagon similaire, si on considere un filament
droit qui est localement perturbé, on peut s’attendre a ce que la perturba-
tion s’amplifie. Donc dans ce cas on peut s’attendre a ce que le filament soit
instable.

4.2.2.2 Dérive en champ d’une onde spirale en rotation uniforme :

La relation entre le comportement d’un filament faiblement courbé et la
dérive en champ d’une onde spirale peut étre appliquée quantitativement aux
modes de translation dans le cas d’une spirale en rotation uniforme. En effet
dans ce cas, il existe une relation entre la vitesse de dérive de 1'onde spirale

et le comportement des branches de translation pour les grandes longueurs
d’onde(équation (£.F)) :

op = iw — () —iay )k + O(kD). (4.7)

Dans la suite de cette section, j'établis cette relation.

A cette fin, je réécris 1'équation (f.3) dans un référentiel tournant en
translation uniforme dans le laboratoire. Puis, en utilisant la méme méthode
que [45], je donne une condition sur la vitesse de translation pour que la
solution de I’équation obtenue soit proche de la solution stationnaire dans le
cas ou le champ est nul.

Dans un référentiel tournant a la pulsation w, le terme FJ,u devient :

— Fo,u = —E(cos(¢p+ wt)0,u — ! sin(¢ + wt)Oyu
T

E . 1
_ —5(61@”"5)(&" + i;ab)u + c.c) (4.8)
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Et donc (f.3) s’écrit :

{ du — wiyu — Au—Lf(u,v) = —Z(e@H9(, +i10,)u+ c.c)

N 4.9
O — wiyv — g(u,v) = 0 (4.9)
Si on se place dans un référentiel tournant en translation uniforme, a la
vitesse (2o, %o), le terme 0, obtenu dans le référentiel tournant immobile est
remplacé par :

1 4 1
Or = o0y — o0y = 0 — 5 (0 — i)' O, + i~0g) +cc)  (410)

Donc dans le référentiel en translation 1'équation (f.9) devient :

O (3 (0 — i5)o)e"“HOND, +i1Dy) + c.c.))u+
wOpu + Au+ £ f (u,v)—
— B9, + iy u + c.c) (4.11)
O = 3((d0 — ig)e" @D, +i10y) + c.c.))v+
wigv + g(u, v)

I + i

+

Ainsi, on a obtenu la forme de I’équation (2.1]) dans un référentiel tournant
en translation uniforme. On cherche maintenant a savoir a quelle condition
on observe dans ce référentiel une spirale en rotation, c’est a dire a quelle
condition sur (o, ¥o), la solution de (.11) est proche d’une spirale en rota-
tion uniforme a la pulsation w. On écrit donc que la solution de (f.T1]) s’écrit

sous la forme :
u\ o u(r, @) ou(r, ¢,t)
()= (g )+ (R 12
ou (ug, vp) est la solution du probleme stationnaire et ou (du, 0v) est du
méme ordre que E. Au premier ordre, I’équation (£.11) donne :

du \ ou To — 1Yo [ uy E
O ( 5 ) = ﬁ( 5 ) + 5 ( v, 5\ o +c.c., (4.13)
ou, (uy, v;) est le mode propre de translation de £ associé a la valeur propre

iw (voir équation (B:13)).
Cette équation peut étre multipliée a gauche par le mode propre a gauche
de L associé a la valeur propre iw, noté (@, ¥;). Alors, comme 0, est auto
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Fic. 4.3 — Parties réelles(a) et imaginaires(b) des taux de croissance des
branches de rotation e translation + et méandre o pour une spirale en rotation
uniforme a grand rayon de rotation (a = 0.44, b = 0.01 et ¢ = 0.025. Les
modes de translation sont linéairement instables pour des petites valeurs de
k. : k. €[0.0.84].

adjoint pour le produit scalaire considéréf], comme (9; — L) (i, 0;) = 0, on
obtient : )

('U/t, ut)
(e, ur) + (Of, vy)

On voit alors que pour de faibles valeurs de FE, la vitesse de dérive est
proportionelle & E et vaut (Zo, 9o) = (o, 1) E, ot :

do— iy = E (4.14)

_ (s, ue)

() £ (5, 00) (4.15)

OéH—iaJ_:

Cette relation, comparée avec la relation (f.2) appliquée aux modes de
translation montre que la courbure des branches de translation au voisinage
de k, = 0 peut étre déterminée en étudiant la dérive de la spirale dans un
faible champ électrique. On a pour k, proche de O :

oy = iw — () —iay )k + O(k2) (4.16)

En particulier, cette relation montre que si la spirale dérive dans le sens
opposé au champ, alors pour des perturbations de grandes longueurs d’ondes
les modes de translation seront linéairement instables.

2Le produit scalaire, (u.v) = [ [ u*vdzdy, ne fait pas intervenir d’intégration tempo-
relle.
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Fic. 4.4 — Parties réelles(a) et imaginaires(b) des taux de croissance des
branches de rotation e translation + et méandre o pour une spirale en rotation
uniforme a grand rayon de rotation (a = 0.5, b = 0.01 et € = 0.025. Les
modes de méandre sont instables a k, = 0 et sont restabilisés a petit k.. Les
modes de translation sont linéairement instables pour des petites valeurs de
k. : k, € [0.1.03].

4.3 Analyse de stabilité linéaire :

Les résultats de ’analyse de stabilité linéaire des solutions stationnaires
du systeme d’équations aux dérivées partielles (B.I1) montrent que, selon
la valeur de a, trois types de comportements des branches de rotation, de
translation et de méandre se dégagent. Dans un premier cas, les modes de
translation sont instables pour des petites valeurs de k, alors que les modes
de méandre (stables ou instables a k., = 0) se restabilisent, dans un second le
scénario inverse est observé et enfin on observe que les modes de translation
et les modes de méandre se restabilisent pour de petites valeurs de k..

Dans tous les cas, la branche de rotation présente une courbure négative
en k, = 0 et garde toujours une forme parabolique. Certains résultats présen-
tés ont été obtenus en effectuant 'analyse de stabilité linéaire de solutions de
I'équation des ondes spirales en rotation uniforme (B.I1]) qui sont instables
vis a vis du méandre.

4.3.1 Modes de translation instables, modes de méandre
se restabilisant

Cette situation est observée au voisinage(a € [0.36, 0.57 £ 0.005]) de
la limite de propagation des ondes spirales bidimensionnelles. Dans ce cas,
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on observe pour de petites valeurs de k, que les branches de translation
deviennent instables et que leur partie réelle (le taux de croissance) présente
une courbure positive en k, = 0. Par contre, la partie réelle des branches de
méandre présente une courbure négative en k, = 0.

Pour de plus grandes valeurs de k, on observe alors deux scénarios dis-
tincts.

Dans un premier cas, le taux de croissance des modes de méandre continue
de décroitre alors que le taux de croissance des modes de translation passe
par un maximum puis décroit jusqu'a ce qu’ils deviennent stables pour une
valeur finie de k.. Ce scénario est toujours celui qui est observé dans le cas ot
les modes de méandre sont stables a k, = 0(voir figure (f.3)). Dans le cas ou
les modes de méandre sont instables, ce scénario perdure pour a € [0.49, 0.51]

(voir figure(f.4)).

Dans un second cas, on observe que les modes de translation atteignent
leur maximum pour une valeur de k, = k,; trés proche de zéro (comparé a
la valeur de k, pour laquelle le maximum est obtenu dans le cas précédent)
alors que les modes de méandre atteignent un minimum local en k,; puis
puis voient leur taux de croissance augmenter. Ce scénario apparait quand
les branches de translation et les branches de méandre sont tres proches I'une
de l'autre dans le plan complexe et semble donc provenir d'un phénomene
d’hybridation des modes propres ainsi que le montre la figure ({.5).

4.3.2 Modes de translation stables et modes de méandre
se déstabilisant :

Pour a € [0.57, 0.79], on observe que les modes de translation ont une
courbure négative en k, = 0 alors que les modes de méandre présentent une
courbure positive en k, = 0. Dans ce cas, le taux de croissance des modes de
translation est toujours une fonction décroissante de k, alors que le taux de
croissance des modes de méandre atteint un maximum pour une valeur finie
de k. puis décroit. Alors, on observe trois cas qui dépendent de la position
des parametres par rapport a la ligne de méandre.

Quand la spirale bidimensionnelle est instable vis a vis du méandre (figure
(B.9)), la branche de méandre est instable pour k., € [0, k,mae|. Quand on
est suffisamment proche de la ligne de méandre (a € [0.616, 0.684]), le mode
de méandre est instable pour un intervalle fini de longueurs d’ondes [k,in #
07 kzmax]'

Enfin au dela d’une valeur critique de a (a. = .684), la branche de méandre
est toujours linéairement stable.
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F1G. 4.5 — Parties réelles (a) et imaginaires (b) des taux de croissance des
branches de translation (+), méandre (o) et rotation (e) pour a = 0.52,
b =0.01 et € = 0.025. Pour les mémes valeurs des parametres, (c) agrandis-
sement de (a) au voisinage de l'origine. On voit que la courbure des modes
de translation est positive au voisinage de 'origine alors que celle des modes
de méandre est négative. Par contre pour de plus grandes valeurs de k, on
observe que les modes de méandre se déstabilisent alors que les modes de
translation se restabilisent. La figure (d) qui représente les courbes oy(k,) et
om(k,) dans le plan complexe pour des valeurs de k, proche de zéro indique
qu’il s’agit d'un phénomene d’hybridation des modes propres de l'opérateur

Ly,
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F1a. 4.6 — Parties réelles(a) et imaginaires(b) des taux de croissance des
branches de rotation (e), translation (4) et méandre (o) pour une spirale
en rotation uniforme a grand rayon de rotation (@ = 0.59, b = 0.01 et € =
0.025. Les modes de méandre sont instables stables a k, = 0 et leur taux de
croissance est croissant pour des petites valeurs de k. et ils se restabilisent a
grand k,. Les modes de translation sont restabilisés a petit k..
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Fia. 4.7 — Parties réelles(a) et imaginaires(b) des taux de croissance des
branches de rotation (e), translation (4) et méandre (0) pour une spirale en
rotation uniforme a grand rayon de rotation (a = 0.67, b = 0.01 et € = 0.025.
Les modes de méandre sont stables & k, = 0 et sont linéairement instables
pour k, € [0.31, 0.69] Les modes de translation sont restabilisés a petit k..
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Fi1c. 4.8 — Parties réelles(a) et imaginaires(b) des taux de croissance des
branches de rotation (e), translation (4) et méandre (o) pour une spirale
en rotation uniforme a grand rayon de rotation (¢« = 0.7, b = 0.01 et € =
0.025. Les modes de méandre sont stables a k, = 0 et, bien que leur taux
de croissance soit croissant pour des petites valeurs de k., sont linéairement
stables pour tout nombre d’onde. Les modes de translation sont restabilisés
a petit k..

4.3.3 Modes de translation stables et modes de méandre
se restabilisant :

Cette situation ou la courbure des modes de méandre et des modes de
translation en k, = 0 est négative n’est observée que dans le cas des ondes
spirales de tres petit rayon situées loin de la ligne de méandre. Dans ce cas,
les modes de translation et les modes de méandre sont toujours linéairement
stables. Un exemple de spectres obtenus dans ce cas est présenté figure (f.9).

4.4 Comparaison avec les résultats obtenus
par la dérive dans un champ électrique :

Il est intéressant de comparer les résultats obtenus numériquement avec
les courbures prédites en utilisant (f.14) et le taux de dérive d’une onde spi-
rale soumise a un champ électrique constant de faible amplitude. Les résultats
de cette comparaison sont présentés dans le tableau ([.1]). Les données obte-
nues montrent un bon accord entre les courbures des modes de méandre et la
vitesse de la dérive en champ. Par ailleurs, les résultats obtenus en utilisant
directement ([.2) sont aussi en bon accord avec les résultats de 'analyse de
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F1a. 4.9 — Parties réelles(gauche) et imaginaires(droite) des taux de crois-
sance des branches de rotation e translation + et méandre o pour une spirale
en rotation uniforme a grand rayon de rotation (a = 0.9, b = 0.0l et € =
0.025). Les modes de méandre sont stables a k, = 0 et leur taux de croissance
décroit avec k.. Il en va de méme pour les modes de translation

a w1 a b | Re(0,(0)) | Im(0,,(0)) | ¢ d o a)
0.44 | 1.161 | 1.9 | 0.82 -0.161 0.980 -1.6 | 0.78 | -1.97 | 0.84
0.48 | 1.377 | 3.2 |0.44 -0.007 1.254 -3.7 | 1.10 | -3.0 | 0.49
0.66 | 1.756 | -2.41 | 0.75 -0.071 1.89 1.89 | 0.33 | 244 | 0.77
0.7 | 1.784 | -1.63 | 0.83 -0.157 1.94 1.04 | 0.21 | 1.62 | 0.83
0.8 | 1.805 | -0.87 | 0.70 -0.332 1.84 0.08 | -0.06 | 0.854 | 0.71
0.9 | 1.769 | -0.65 | 0.61 -0.341 1.72 -0.25 1 0.089 | 0.66 | 0.61

TAB. 4.1 — Les modes de translation au voisinage de kz = 0 se comportent
comme iw; + (a+ib)k? et les modes de méandre comme o,,(0) + (¢ +id))k2.
La spirale bidimensionnelle quand elle est soumise a un champ électrique
E = E&, dérive avec une vitesse E (a)€z + a1 €y). On constate que la prédic-
tion (f.I6) du comportement des modes de translation est bien approchée.
Par contre le lien entre le comportement des modes de méandre a petit k,
et la dérive en champ prédit par Aranson et al.[d] n’est pas vérifié, méme
qualitativement.
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stabilité linéaire.

D’un point de vue plus qualitatif, on constate un accord entre le signe de
la courbure des modes de translation de I'onde spirale stationnaire en rotation
uniforme a l'origine et le sens de dérive de la spirale méandrant soumise a
un champ électrique. Comme 'analyse de stabilité linéaire est faite sur les
ondes spirales en rotation uniforme alors que le calcul de la dérive en champ
se fait en soumettant ’'onde spirale méandrant a un champ électrique, il n’y
a, a priori aucune raison a cet accord qualitatif. Cependant, pres de la ligne
des MTW, le méandre peut étre vu comme la superposition du mouvement
de rotation uniforme de la spirale a un mouvement de translation circulaire
du centre de rotation de 'onde. Dans ce cas, on pourrait s’attendre a ce que
le mouvement induit par le champ E se superpose au mouvement induit par
le méandre. On s’attendrait alors a un accord quantitatif significatif entre le
taux de dérive des ondes spirales méandrant et la courbure des branches de
translation.

Des comparaisons quantitatives ont été effectuées et ont montré un désac-
cord trés important entre le mouvement de translation induit par le champ et
la courbure des branches de translation. En particulier le taux de dérive dans
la direction transverse au champ était d’un ordre de grandeur plus petit que
la courbure des parties imaginaires des branches de translation en k, = 0.

4.4.1 Généricité des résultats :

Afin de vérifier que les résultats obtenus par I'analyse de stabilité linéaire
(en particulier I'inversion de la courbure des modes de méandre et de trans-
lation en k, = 0 quand w,,(k, = 0) = w;) ne sont pas dus au choix des
parametres, j’ai effectués quelques calculs des spectres en fonction de k, pour
d’autres valeurs de b et la méme valeur de €. J’ai alors pu constater que I'in-
version du signe de la courbure des modes de méandre et de translation se
produisait toujours quand w,,(k, = 0) = w.



Chapitre 5

Etude des instabilités des
filaments de spirales en
rotation uniforme :

Les résultats de 'analyse de stabilité linéaire mettent en évidences deux
situations ou les filaments de spirales en rotation uniforme sont instables.

Dans le premier cas présenté ici, les modes de translation présentent une
courbure négative en k, = 0. Alors les simulations numériques effectuées
montrent que le filament droit de spirales est instable et la bifurcation obser-
vée n’aboutit pas a un état restabilisé. Les conditions aux limites imposées
au systeme ne jouent aucun role sur I’évolution du filamentf].

Dans le second cas, le mode de méandre est instable pour un intervalle de
nombres d’onde fini. On observe alors que le filament de spirale est instable.
La bifurcation aboutit a un état restabilisé et est, comme la bifurcation de
méandre bidimensionnel, une bifurcation de Hopf. Dans ce cas, on observe
que les conditions aux limites influent sur 1’état final observé.

5.1 Instabilité de courbure des spirales en ro-
tation uniforme :
Dans le cas ou le mode de translation est instable pour k, € [0, k.mazl,

on constate que si 'on effectue des simulations numériques dans une boite
de taille supérieure a 27 /k, 4z, le filament droit est instable.

1 Cette affirmation est vraie modulo le fait qu’une boite de taille H au bords de laquelle
on impose des conditions de type gradient nul permet a des perturbations de longueur
d’onde 2H de se développer alors que si on impose des conditions périodiques, la longueur
d’onde maximale qui peut se développer est H.
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Fi1G. 5.1 — Filaments instantanées de spirales observés a des intervalles de
temps réguliers au cours d’une simulation numérique. Les parametres du
milieu sont a = 0.44, b = 0.01, ¢ = 0.025, ce qui correspond au spectre
représenté figure (f.3). La taille de la boite est 128 x 128 x 120, le pas d’espace
dz est égal a 0.2, des conditions au bords de type gradient nul sont utilisées
sur les parois latérales alors que des conditions au bords périodiques sont
utilisées en haut et en bas de la boite. Un résultat relativement similaire
serait obtenu dans une boite deux fois moins haute aux parois de laquelle des
conditions aux limites de gradient nul sont imposées.

On observe alors toujours le méme scénario, déja décrit par Biktashev
et al.[I4] : une petite perturbation du filament droit se courbe de plus en
plus, s’allonge et grandit jusqu’a atteindre les parois latérales de la boite de
simulation numérique. Il se divise alors en deux filaments qui grandissentf] et
suivent la méme évolution dans le temps que le filament initial. Aucune resta-
bilisation n’est observée et I’état final observé est désordonné (figure(p.1))).

2Si I'un d’entre eux est trop petit, il disparait
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5.2 Instabilité de méandre tridimensionnel :

Dans cette section, je présente les résultats d’une étude systématique de
I'instabilité de méandre tridimensionnel. Cette étude a consisté en deux série
de simulations numériques directes des milieux excitables. L’une a été faite,
pour quelques valeurs de I'excitabilité du milieu, dans des boites de simulation
d’extension verticale variable afin de faire varier le nombre d’onde du mode
instable. L’autre série a été effectuée et en faisant varier l'excitabilité du
milieu dans des boites de simulation de taille constante. Ces deux séries de
simulations ont permis de déterminer la nature de la bifurcation. L’influence
des conditions aux limites imposées aux parois supérieures et inférieures de la
boite de simulation a aussi été étudiée : les simulations ont été effectuées en
utilisant soit des conditions aux limites périodiques soit des conditions aux
limites de type gradient nul.

5.2.1 Description du régime transitoire

L’état initial utilisé au cours des simulations consistait en des spirales bi-
dimensionnelles mises les unes au dessus des autres et légerement perturbées.
On a observé que la nature de la perturbation utilisée avait une influence sur
le régime transitoire qui amenait a 1’état stationnaire final. J’ai utilisé essen-
tiellement trois types de conditions initiales qui donnaient lieu a trois types
distincts de régimes transitoires dans le cas ou des conditions aux limites
périodiques étaient utilisées :

1. Le premier, de la forme u;,(z, y, 2) = usp(x, y)(1+a cos(k.z)), vin(x,y, 2) =
vap(z,y)(1 + asin(k,z)), o a est de Pordre de 1072 résulte en un fi-
lament instantanée initial en forme d’hélice de faible amplitude et de
nombre d’onde k,. Dans ce cas, on observe que 1’hélice grandit a vitesse
uniforme jusqu’a atteindre un état restabilisé ou le filament instantanée
a la forme d’une hélice.

2. Le deuxieme, de la forme u;, (x, y, 2) = uap(x, y)(1+a cos(k.2)), vin(x,y, 2) =
vop(x,y)(1 + acos(k,z)) résulte en un filament initial dont la paramé-
trisation est : x(z) = xq cos(k.z), y(z) = yi cos(k.z). Dans ce cas on
observe que le filament instantanée, dans un premier temps, croit en
gardant sa forme en zig-zag jusqu’a ce qu’il atteigne un état apparem-
ment stationnaire. Cet état stationnaire se déstabilise et le filament
instantannée restabilisé final est une hélice de méme nombre d’onde
que le filament en forme de zig-zag.

3. Le dernier type de condition initiale est de la forme w;,(z,v,

z) =
U2D($,y>(1 + Oge(z—zo)Q/LQ)’ f()m<x’y72> = U2D(x,y>(1 + 66(Z_Z0)2/L2),
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Dans le cas ou a = [, le filament instantanée initial s’inscrit dans
un plan et on observe alors la croissance d’un filament en forme de
zig-zag qui apres une instabilité secondaire prend la forme d’une hélice.
Dans le cas ou a # 3, le filament instantanée ne s’inscrit pas dans un
plan et on observe alors la croissance d’un filament hélicoidal. Dans
ces deux cas, le nombre d’onde du filament hélicoidal final correspond
au nombre d’onde du mode le plus instable linéairement qui peut se
développer dans la boite de simulation.

5.2.2 Conditions aux limites périodiques

Dans cette section, je décris 1'état final observé quand des conditions
aux limites périodiques sont utilisées et je présente les résultats d’une étude
systématique de la bifurcation de méandre tridimensionnel.

5.2.3 Description de I’état restabilisé :

Quand on utilise des conditions aux limites périodiques, on observe que
le filament instantanée prend toujours une forme d’hélice dont le rayon est
constant au cours du temps. L’axe de cette hélice est en rotation uniforme
autour d'un axe fixe alors que, dans le référentiel du laboratoire, I’'hélice est
en rotation uniforme a une fréquence incommensurable avec la fréquence de
rotation de son axe de symétrie. On constate par ailleurs que le rayon de
I’hélice est égal a 'amplitude du méandre du bout de la spirale dans un plan
horizontal. Par conséquent c’est un parametre caractéristique de I’amplitude
du méandre tridimensionnel. De fagon plus quantitative, on observe que la
fréquence de rotation de I'axe de I’hélice est, dans le cas d’'un méandre de
faible amplitude, tres proche de la fréquence de rotation de la spirale station-
naire bidimensionnelle alors que la fréquence de rotation de 1’hélice dans le
référentiel du laboratoire est proche de la différence entre la partie imaginaire
du taux de croissance du mode de méandre dont la longueur d’onde est égale
au pas de I'hélice et la fréquence de rotation de la spirale bidimensionnelle
stationnaire.

Afin de déterminer la nature de la bifurcation observée j’ai effectué deux
études systématiques des états restabilisés. Dans la premiere, j’ai utilisé une
boite d’extension verticale constante, forcant ainsi le nombre d’onde de du
mode instable qui peut se développer, et j’ai fait varier I’excitabilité du milieu
via a. Dans la seconde, j’ai maintenu a constant et fait varier le nombre d’onde
du mode instable qui peut se développer dans la boite de simulation en en
variant I’extension verticale.
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Fi1c. 5.2 — Etat restabilisé pour a = 0.684, b = 0.01 et ¢ = 0.025 dans une
boite de simulation de 0.2(128 x 128 x 130) en utilisant des conditions aux
limites périodiques. Haut droite : Trait mixte : axe de symétrie, trait continu
épais : filament instantanée a un instant donné, traits pointillés : trajectoires
du bout de la spirale dans quatre plans également espacés. Bas droite : trait
grisé : vue de dessus de la trajectoire du filament instantanée dans un plan
horizontal, cercles en traits épais : vue de dessus du filament instantanée
a 7 instants successifs. Le rayon tracé en trait continu épais relie le centre
de symétrie du filament instantanée a sa trace dans le plan ou est tracée
la trajectoire du bout de la spirale. Gauche : isosurface u = 0.5 de 'état
restabilisé.
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F1G. 5.3 — (a) : Carré du rayon de I’hélice formée par le filament instantanée
en fonction de D'excitabilité du milieu a pour des simulations numériques
effectuées dans une boite de simulation de taille 0.2(128 x 128 x 130) (2
longueurs d’onde du mode instable y sont présentes) avec b = 0.01 et € =
0.025. (b) :Pour a = 0.684, b = 0.01 et € = 0.025 : + : Carré du rayon de
I’hélice formée par le filament instantanée en fonction du nombre d’onde du
mode de méandre déstabilisé (cette courbe a été renormalisée pour que le
maximum du carré du rayon de I'hélice ait la méme valeur que le maximum
du taux de croissance de la branche de méandre (0)).

Les résultats obtenus par cette étude étaient en bon accord avec les ré-
sultats de I'analyse de stabilité linéaire. En effet, dans la valeur de a cri-
tique obtenue par 'analyse de stabilité linéaire en interpolant linéairement
les spectres entre deux spectres calculés était de a.;,, = 0.684 alors que la
valeur critique de a obtenue par les simulations numériques directes était de
acqir = 0.685. De la méme facon, pour une valeur de a fixée, 'intervalle de
nombres d’onde pour lesquels le filament de spirale est linéairement instable
était en bon accord avec U'intervalle [k.min, kzmae] de nombre d’ondes pour
lesquels on observe un état restabilisé ou la spirale méandre a trois dimen-
sions.

Une étude de la bifurcation montre qu’a taille de boite fixée (c’est a dire
a k, fixé), le comportement de l'amplitude du méandre tridimensionnel se
comporte au voisinage du seuil a. comme +/|a — a.|. De fagon similaire, &
a fixé, au voisinage des nombres d’onde critiques minimaux et maximaux
I’amplitude du méandre tridimensionnel se comporte respectivement comme
Vks — Komin €t VEzmae — k.. Ces résultats mettent en évidence que la bifur-
cation de méandre tridimensionnel conserve le caractere de bifurcation de
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Hopf de la bifurcation de méandre tridimensionnel.

L’étude a k. fixé a montré que le comportement de I’amplitude du méandre
en y/|a — a.| perdure pour des valeurs relativement grandes de I’écart au seuil
(voir figure(p.3)).

Par contre a a fixé la comparaison des taux de croissance et du carré
de I'amplitude du méandre montre qu’il y a un décalage entre le maximum
du taux de croissance en fonction de k. et le maximum de 'amplitude en
fonction du nombre d’onde (voir figure(5.3)). Ce décalage s’accompagne d’une
différence importante entre les pentes R?*/(k, — komin) €t R?/(komaz — k=)
observées aux bornes de l'intervalle de nombre d’ondes ou le filament droit
est linéairement instable. Ce phénomene, dont 1’origine ne peut étre attribuée
a une dissymétrie du spectre de stabilité linéaire, tend a disparaitre pour de
faibles valeurs de I’écart au seuilfl.

Afin de mieux comprendre ce décalage, et d’écrire une forme normale
de la bifurcation, il serait intéressant d’effectuer un étude systématique des
valeurs des pentes R?/(k, — k.min) en fonction de k., et en particulier d’en
étudier le comportement pour les petites valeurs de k., (en faisant varier
a par exemple).

Cette étude, dans le régime de parametre exploré ici, est impossible. En
effet, elle demanderait de considérer des filaments tres longs dans un ré-
gime de parametre proche de la ligne de méandre bidimensionnel. Or dans
ce cas, les harmoniques du mode de plus grande longueur d’onde pouvant
se développer dans la boite de simulation seraient tres instables et se déve-
lopperaient, empéchant ainsi I'observation de filaments restabilisés de petit
nombre d’onde.

5.2.4 Conditions aux limites de type gradient-nul

Dans le cas ou des conditions aux limites de type gradient nul sont uti-
lisées, on observe dans chaque plan horizontal un mouvement de méandre
classique. L’amplitude de ce mouvement de méandre est dans ce cas, fonc-
tion de z et est bien approchée par |cos(k,z)|. Ainsi dans certains plans
horizontaux, le mouvement du bout de la spirale est un mouvement de ro-
tation uniforme classique. Le filament instantanée a un instant donné a une
forme en zig-zag dont ’axe médian est en rotation uniforme autour d’un
point fixé. Le mouvement du filament instantanée autour de son axe médian

3Pour a = 0.684, on observe que le carré de 'amplitude du méandre tridimensionnel
en fonction de k, a une forme parabolique. Néanmoins une comparaison avec les résultats
de lanalyse de stabilité linéaire est impossible car dans ce cas l'intervalle de nombre
d’onde ou 'onde est linéairement instable et l'intervalle ol 'instabilité est observée lors
des simulations numériques directes est trop important
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F1G. 5.4 — Pour a = 0.684, b = 0.01 et € = 0.025 dans une boite de simulation
de taille 0.2(128 x 128 x 130) en utilisant des conditions aux limites de type
gradient nul : gauche : en trait mixte : axe médian du filament instantanée, en
trait épais : filament instantanée en forme de zig-zag, en tirets : trajectoires
du bout de I'onde spirale dans quatre plans horizontaux également espacés.
On voit que dans I'un des plans, le mouvement de la spirale est un mouve-
ment de rotation uniforme. Droite : en tirets, trajectoire de I’axe du filament
instantanée vue de dessus, en trait plein, filament instantanée vue de dessus
a des instant régulierement espacés en temps.

est un mouvement de rotation uniforme a une pulsation proche de la partie
imaginaire du mode de méandre de longueur d’onde le pas du zig zag.

On peut facilement expliquer ce résultat dans le régime faiblement non
linéaire. En effet, dans ce régime on peut supposer que I'état final est tres
bien approché dans le repere en rotation a la pulsation de 1’état stationnaire
par la somme de la solution stationnaire et d’une petite perturbation qui est
colinéaire aux deux modes de méandre instables.

u = UO(’I", ¢) +AU1(T, ¢)6i(kzz+w1t) +Aﬂl(r, gb)e—i(kzz-i-wlt) +

+ By (r,¢)e'®*1) 4 By (1, ¢)e k=2 mrt) (5.1)
v o= wg(r, @) + Avi(r, ¢)eFHD L A (5, ¢)e— iRt |
+ Buy(r, )¢ 4 By (1, g kD) (5.2)

ou A et B sont complexes et petits devant 1, (uy,v1) est le mode de méandre
de l'opérateur Ly, de longueur d’onde k, et de valeur propre associée o, +
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iwp,. Cette solution doit satisfaire aux conditions aux limites de type gradient
nul (0,u = 0) sur les plans z = 0 et 2 = L = 27/k,. On montre facilement
que cette condition se traduit par A = B.

Le filament instantanée est 'intersection des deux isosurfaces u = 0.5,
v = 0.75vy,. Dans le cas du filament en rotation uniforme, dans le repere
tournant, sa position est constante et on la note en coordonnées polaires
ro, ¢o. Dans le cas de ’état final il est alors légitime de supposer que sa
position est paramétrée en coordonnées polaires par : ¢y, (2) = ¢o + IP(2, 1)
et rup(2) = 1o+ 0r(2,t) ot d¢ et dr sont du méme ordre de grandeur que A.
Ils vérifient alors le systeme d’équations linéaires suivant :

0 = 0rudr + Opude + A(ugelF==tert) g, ef(=keztent)y 4

+ A(I—Lle—i(kzz—l—wlt) + ﬂlei(k‘zz—wlt)) (53)
0 = 00,07 + 0pv,00 + A(Ulei(kzz+w1t) 4 ,Ulei(szz+wlt)) n
+ A(T)le—i(kzz-‘rwﬂ) + ,alei(kzz—wlt)) (54)

ou les valeurs des champs ug, v, u; et v; ainsi que de leur dérivées sont
prises au point de coordonnées ¢g, 7o. Alors en écrivant A u;(dg, ro) = a,e
et Avi(go,10) = a,e™ et en résolvant le systéme linéaire on obtient :

4
00 = Ortto0pU — OrU,0pU, X
X (—0pVoay cos(wit + ¢y) + 0rv,a, cos(wit + ¢y)) cos(k,z) (5.5)
or = 1
Or o0y — OrU,0pU,

X (OpUoty cos(wit + ¢u) — Orttoay, cos(wit + ¢y)) cos(k,z)  (5.6)

Comme a,, et a, sont du méme ordre que A, cette expression conduit a un
filament instantanée en forme de zig-zag en rotation uniforme dans le repere
en rotation avec l'état stationnaire, ce qui est en accord avec les résultats
numeériques.

5.3 Cas ou les spirales bidimensionnelles méandrent :

Dans le cas ou les spirales bidimensionnelles méandrent, les résultats de
I’analyse de stabilité linéaire ne s’appliquent pas aux filaments droits de spi-
rales car ceux ci ne sont pas l'état stationnaire autour duquel I'analyse de
stabilité linéaire a été effectuée. Donc a priori on ne peut étudier la dyna-
mique des filaments de spirales qu’a I’aide de simulations numériques directes.
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Cependant, ’analogie entre la dérive en champ et l'instabilité de courbure
des filaments de spirales est encore vérifiée dans ce cas. On vérifie en effet
que si la spirale (méandrant) dérive dans le méme sens que le champ, alors
le filament de spirale est instable vis a vis de I'instabilité de courbure et on
observe le méme scénario que celui décrit section p.1]. On constate par ailleurs
que la transition entre les filaments stables et les filaments instables vis a vis
de I'instabilité de courbure se passe sur la ligne des MTW (voir figure (f.1)) et
correspond au lieu dans ’espace des parametres ou les courbures des modes
de translation changent de signe.




Chapitre 6

Filaments de spirales twistés
droits :

L’introduction d'une troisieme dimension donne un degré de liberté sup-
plémentaire. On peut introduire un déphasage entre les spirales qui consti-
tuent le filament de spirales. Ce déphasage est appelé twist et peut étre vu
comme une torsion du filament de spirales.

Expérimentalement, de telles situations sont observées dans la réaction de
Belousov-Zhabotinsky dans des gels ou on a introduit un gradient d’excita-
bilité entre les différents plans horizontaux qui constituent le milieu[b8]. On
pense aussi les observer dans les compagnies de  Dictyostelium discoideum
(9.

Dans le coeur, les filaments de spirales twistés apparaitraient du fait de
I'anisotropie tournante des fibres musculaires du cceur [0, 22].

6.1 Détermination de I’état stationnaire dans
le modeéle de front mince :

On cherche dans cette section a déterminer la forme du front d’onde d’un
filament de spirale twisté ainsi que sa vitesse de rotation. En se placant
dans l'approximation d’interface fine et dans la limite de faible excitabilité
je détermine les équations vérifiées par les fronts d’ondes d'un filament de
spirales uniformément twisté puis j'en calcule numériquement les solutions
stationnaires. Un calcul similaire a été effectué analytiquement par Margerit
et al.[64] dans un modele d’interface fine dans la limite de forte excitabilité.
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F1G. 6.1 — Image du front d’onde d’un filament de spirale twisté obtenu par
une simulation numérique directe.

6.1.1 Vitesse de propagation d’un front courbé :

Dans le cas des filaments de spirales, le front n’est plus une ligne mais
une surface. De facon analogue a ce qui a été fait pour les spirales bidimen-
sionnelles, on cherche a déterminer la vitesse de propagation du front. Si les
rayons de courbure principaux du front sont égaux et valent p, on se place
dans le repere dont l'origine est le centre de courbure de la surface en co-
ordonnées sphériques. L’équation (B.I]) devient pour la variable u, apres le
changement de coordonnées r = p + % :

c 1 1 1 2
——Ogu = — -0, — 7) 6.1
~Ocu Ef(u7v)+essu+€(p+& <) (6.1)
Alors dans ce cas la vitesse du front courbé est égale a :
2
Cn = co(v) — €~ (6.2)
p

Dans le cas ou les deux rayons de courbure principaux du front ne sont pas
égaux, on considere qu’au voisinage du front la valeur du champ wu, ne dépend
que de la distance du point au front. Alors, on obtientf] :

cn = co(v) — (k1 + Ka), (6.3)

ou k1 et ko sont les deux courbures principales du front.

'Les calculs sont détaillés dans I’annexe
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6.1.2 Filaments de spirales twistés en rotation uniforme :

De la méme fagon qu’au chapitre B, si 'onde est en rotation uniforme au-
tour de 'axe Oz, en utilisant un systeme de coordonnées cylindriques 1’équa-
tion suivante est vérifiée en tout point M de la surface :

cn(M) —wrép.ii =0, (6.4)

ou 71 est la normale a la surface en M.
Alors en paramétrant la surface d’onde par 6(r, z) = 0(r) + z/a = 0(r) +
Twz, Péquation (f.4) s’écritf :

X (6.8)

En considérant les fronts avant et arriere parametr’es respectivement par
0. et 0_, en notant ¢y = r0,04 et en utilisant les quantités adimensionnées
suivantes : p = “r, Q = Swet a = “a (.§) devient pour le front avant :

L= o+~ + (14 ER) et 69)

et pour le front arriere :

2La somme des courbures principales d’une surface parametrée par 0(r, z) vaut :

-11]0 26, 0 r20,
K1+ Ko — | = + = (65)
1+7202 + 7202 Or \/14 20,2 + r20,
(6.6)

Dans le cas d’un filament de spirale uniformément twisté, cette formule devient :

Klt+Kk—2= ——8 |: TQH ] (6.7)
\/1—1- + (r6,)?
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B60+ —9_
I Qp = —(1-=F—=)(r_)*?
1 3 B 2 /
by (1+(a) ) (6.10)
ou )
_ P 2
r.=1+ (a) +ahy (6.11)

De la méme fagon qu’au chapitre B, on peut, si le rayon de rotation de
I'onde spirale est grand devant e (en utilisant les variables adimensionnées,
ceci revient a ce que p soit grand devant 1), déterminer le comportement
de 64 au point de raccordement des deux fronts en utilisant le fait qu’en ce
point les vecteurs tangents au front d’onde sont dans le plan engendré par €
et €,. Alors, la normale au front d’onde est portée par €,.. On obtient donc
qu’au point de raccord entre les fronts avant et arriere est ¢, (M) = 0. Donc
apres renormalisation des distances on trouve qu’au voisinage du bout de la
spirale :

1/2 2 2 2
0+(r) = (p— prip)"/ \/m(l + P/ 07)- (6.12)

Dans le cas ou cette condition n’est plus valable, Margerit et Barkley[b4] ont
effectué un calcul perturbatif similaire & celui fait dans [A2, 46, A7) qui permet
de déterminer précisément la forme du filament de spirale twisté.

6.1.3 Calcul numérique de la solution :

Ces équations (6.9, p.10) peuvent étre résolues numériquement par une
méthode de tir. Dans ce cas, on obtient que le comportement de la pulsation
de la spirale a Be/c,, constant en fonction du twist est quadratique pour
de faibles valeurs du twist et devient linéaire quand le twist est augmenté
(voir figure (B.9)). Sur cette figure, on voit que la fréquence de rotation de la
spirale augmente de facon sensible quand le twist est augmenté alors que le
rayon de rotation diminue de fagon sensible.

I1 faut alors tenir compte de 'interaction du front avant de 'onde spirale
avec le passage précédent du front arriere. Alors en utilisant les équations
(226, -27) pour déterminer les valeurs de I'inhibiteur v sur le front avant et
en utilisant la méme méthode que dans la section £.3.2.3 on peut calculer la
forme de l'onde spirale twistée. Il vient alors que les comportement de w et
de prip sont modifiés de fagon sensible(voire figure (6.3)).
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F1G. 6.2 — Pulsation de 'onde spirale twistée 2 (gauche) et rayon de 'onde
spirale py;, (droite) en fonction du twist 7,, pour une méme valeur de l'ex-
citabilité B = 0.4. Les valeurs de py;), et €2 ont été calculées a 'aide d'une
méthode de tir.
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F1G. 6.3 — Pulsation de 'onde spirale twistée 2 (gauche) et rayon de 'onde
spirale py;, (droite) en fonction du twist 7, pour une méme valeur de l'ex-
citabilité B = 0.426 et deux valeurs du temps caractéristique de retour a
I'équilibre du milieu 7_ = 0. (en tirets) et 7 = 15. en trait continu épais.
Dans le premier cas, l'interaction du front avant avec le passage précédent
de 'onde d’excitation est nul. On voit que lorsqu’on tient compte de I'inter-
action, le rayon de rotation de I'onde semble tendre vers un minimum pour
une valeur du twist. Cependant, la méthode numérique utilisée pour tenir
compte de l'interaction ne permet pas de calculer la forme des ondes pour de
plus grandes valeurs du twist.
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6.2 Approche asymptotique a petit twist

Dans cette section, ainsi que dans la suite du chapitre, on se place dans le
cadre général d’un milieu excitable modélisé par les équations aux dérivées
partielles (2.1)).

Pour de faibles valeurs du twist imposé au filament de spirale, il est pos-
sible en utilisant le méme genre de méthodes que Keener [45], basées sur 1’al-
ternative de Fredholm[I5], de déterminer le comportement de w; en fonction
de 7, pour de petites valeurs de 7,,. On considere Uy(r, 0 — wit) = (ug, vo),
une solution stationnaire correspondant a une spirale bidimensionnelle en ro-
tation uniforme. Alors pour de faibles valeurs du twist 7, on s’attend a ce
que la solution stationnaire soit de la forme :

U(r,0,z,t) = Uy(r,0 —wit — dwit — 1,2) + 0U (1,0 — w1t — dwit — Tp2) (6.13)

On injecte alors I'expression de U dans (2.1)). En utilisant le fait que Uy est
solution du probleme stationnaire a twist nul et en faisant un développement
limité au premier ordre significatif on obtient :

—5W18¢U0 = LoU + 7'3}8(]5(]5 ( 160 ) (614)

d’out en multipliant a gauche par le mode adjoint de £ associé a I'invariance
par rotation, I’expression de dw; en fonction de 7, :

dwp = —— — w
! <U¢.8¢U0) + (v¢.8¢v0)

On s’attend donc a ce que la fréquence de rotation de la spirale augmente
quadratiquement avec le twist. Ce résultat est en accord qualitatif avec les
calculs effectués dans le modeles de fronts mince.

6.3 Calcul des états stationnaires :

Le calcul des états stationnaires, solutions du systeme d’équations aux
dérivée partielles (B.11]), correspondant aux filaments de spirales twistés ef-
fectué suivant la méthode décrite en (B.3) permet de déterminer I’évolution
de la fréquence de rotation de la spirale et du rayon de rotation du bout de
la spirale en fonction du twist (voir figure(f.4)). Ce calcul met en évidence
un bon accord qualitatif entre le comportement de la fréquence de rotation
calculée numériquement et la prédiction asymptotique (B.13). Par ailleurs, le
comportement de w;(7,) en fonction de 7 est qualitativement tres proche de
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F1G. 6.4 — Pulsation(a) et rayon(b) de rotation du bout de I'onde spirale
stationnaire dans un plan horizontal en fonction du twist 7, pour a = 0.44,
b = 0.01 et ¢ = 0.025. Ces valeurs des parametres correspondent a une
onde spirale de grand rayon de rotation. Pour de petites valeurs du twist,
la pulsation de la spirale est bien approchée par w(7,) = 1.1645 + 4.446972.
Un calcul du coefficient de 72 & I'aide de (f.15) donne 4.445. Pulsation(c)
et rayon(d) de rotation du bout de 'onde spirale stationnaire dans un plan
horizontal en fonction du twist 7, pour @ = 0.8, b = 0.01 et ¢ = 0.025. Ces
valeurs des parametres correspondent a une onde spirale de petit rayon de
rotation. Pour de petites valeurs du twist, la pulsation de la spirale est bien
approchée par w(7,) = 1.805336 + 0.7204872. Le calcul en utilisant (§.15)
donne un coefficient de 72 égal & 0.7203.
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celui obtenu dans le modele de front mince. Par contre, le rayon de rotation
de la spirale calculée numériquement a un comportement qualitatif qui pour
de grandes valeurs du twist est différent de celui prédit dans le modele d’in-
terface fine sans interaction. En effet, dans ce modele, on observe que que le
rayon de rotation décroit quand le twist est augmenté alors que les spirales
calculées par la méthode de Newton appliquée aux équation (B.1]) voient leur
rayon de rotation croitre en fonction du twist au dela d'une valeur limite du
twist. Ce désaccord pourrait provenir du fait que le front avant se propage
dans un milieu qui n’a pas eu le temps de revenir a 1’équilibre. En effet, dans
le modele de front mince, quand on tient compte du fait que le front avant
se propage dans un milieu qui n’a pas eu le temps de revenir a 1’équilibre,
le rayon de rotation de l'onde spirale twistée semble présenter un minimum
pour une valeur critique du twist imposé au filament (voir figure p.3).

6.4 Analyse de stabilité linéaire des filaments
de spirales twistés

Dans cette section, je présente les résultats de 'analyse de stabilité linéaire
des filaments de spirales twistés. J'y distingue deux cas. Dans le premier
cas j'étudie la stabilité linéaire d’une onde spirale twistée dans le régime
de parametre ou le rayon de rotation de l'onde spirale est petit, dans cette
situation, le filament de spirale non twisté est stable vis a vis de I'instabilité de
courbure et de méandre tridimensionnelle. Dans le second, je me place dans
un régime ot le rayon de rotation de la spirale est du méme ordre de grandeur
que le rayon de courbure du bout de la spirale. Dans ce cas, le filament de
spirale non twisté est instable vis a vis de I'instabilité de courbure.

6.4.1 Petit rayon :

Dans un premier temps, on s’intéresse a 'effet du twist sur les filaments de
spirales dans un régime de parametre ou les filaments de spirales non twistés
sont stables. On se place donc dans le régime de parametre a > 0.684. Afin
de limiter I'interaction entre les modes de méandre et les modes de rotation
on se place loin de a = 0.684.

Dans ce cas, on observe que du fait de I'invariance par translation B.3.2,
les deux branches de translations prennent respectivement la valeur +iw en
k, = Fiw. Par ailleurs, ainsi que cela est montré en B.3.3, ces points parti-
culiers des branches de translation continuent d’en étre des maxima.

A mesure que le twist augmente, on observe qu'un maximum secondaire
des branches de translation apparait pour 7, ~ 0.33, ce maximum est situé
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F1G. 6.5 — Lignes de niveau des champs u = 0.1, 0.2, 0.4, 0.6 et 0.8 (haut) et
v =0.1,0.2, 04 et 0.6 (bas) des ondes spirales twistées solutions de (B.11)
pour @ = 0.8, b = 0.01, € = 0.025 et 7, = 0. (gauche) et 7, = 0.4 (droite). On
constate que dans le plan horizontal, il y a un élargissement du front d’onde
d’excitation quand le twist est augmenté et que la valeur du champ v sur le
front avant de la spirale est légerement plus élevée dans le cas du filament
twisté que dans le cas du filament non twisté (sur la figure de droite la ligne
de niveau v = 0.1 est absente alors que sur la figure de gauche elle est visible,
en fait, dans le premier cas, le minimum de v est de 'ordre de 0.098, alors
que dans l'autre il est de l'ordre de 0.11).
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Fic. 6.6 — Partie réelle des taux de croissance des modes de rota-
tion (e), translation (+) et méandre (o) en fonction de k, pour a =
0.8, b = 0.0lete = 0.025 et différentes valeurs du twist : 7, =

0.0 (a), 0.2 (b), 0.35(c) et 0.45 (d).Les parties imaginaires ne sont pas re-
présentées.
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a distance finie de k, = 7, et a initialement un taux de croissance néga-
tif. A mesure que le twist est augmenté, le taux de croissance de ce maxi-
mum secondaire augmente jusqu’a devenir positif pour une valeur critique de
Tw ~ 0.345. On observe alors que pour un intervalle de nombre d’ondes, les
modes de translation sont déstabilisés. La stabilité du mode de rotation et
des modes de méandre n’est pas modifié de fagon notable par I'accroissement
du twist.(voir figure(f.4)).

Plus pres de la ligne de méandre tridimensionnel, en restant dans le ré-
gime des spirales de petit rayon (@ = 0.7), on observe sensiblement la méme
évolution des branches de translation, de rotation et de méandre a mesure
que le twist est augmenté. En particulier, le taux de croissance maximal des
modes de méandre n’est pas modifié sensiblement par le twist.

6.4.2 Grand rayon

Dans le cas ot le rayon de rotation de la spirale est grand (ou du méme
ordre de grandeur) devant le rayon de courbure du bout de 'onde spirale,
I’évolution des spectres de stabilité linéaire est sensiblement différente de ce
qui est décrit plus haut.

Le spectre de stabilité linéaire a twist nul est sensiblement différent de
celui observé a petit rayon. En effet, les modes de translation sont déstabilisés
a petit nombre d’onde.

Lorsque le twist est augmenté, on observe que l'extremum des taux de
croissance des branches de translation a Fiw en k, = £7,, est bien observé.

Dans le cas d’un filament faiblement twisté, le taux de croissance maximal
des branches de translation est sensiblement augmenté alors que le taux de
croissance maximal des modes de méandre, lui aussi, augmente sensiblement
et est obtenu pour k, ~ £7,,.

Quand, le taux de croissance des modes de méandre devient proche de
0 pour k, = =47,, on observe un phénomene d’hybridation des modes de
translation et des modes de méandre déja décrit en.3.1 (voir figure (£.9)).
Ici, la courbure des branches de translation au voisinage de k, = +7,, s’inverse
et leur taux de croissance présente un maximum positif et est positif pour
k, = F1, et pour k, = 0. Les modes de méandre deviennent alors les modes
les plus instables linéairement.
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Fic. 6.7 — Partie réelle des taux de croissance des modes de rota-

tion (e), translation (+) et méandre (o) en fonction de k, pour a =
0.44, b = 0.0lete = 0.025 et différentes valeurs du twist : 7, =
0.0(a), 0.1(b), 0.14(c) et 0.19(d). Les parties imaginaires ne sont pas repré-
sentées.



Chapitre 7

Instabilité de sproing

Dans ce chapitre, je présente les états restabilisés observés lors de la dé-
stabilisation d’un filament de spirale soumis au twist. Dans le cas ou 'onde
spirale a un grand rayon de rotation, le twist n’a pas d’effet sur ’évolution de
I'onde spirale et on observe toujours l'instabilité de courbure des filaments
de spirales non twistés. Par contre dans le cas d'un filament de spirale de
petit rayon de rotation on observe que le filament de spirale, stable quand il
est soumis a un twist nul, devient instable au dela d'un twist critique. Une
instabilité analogue a été observée par Henze et al. [36] lors de simulations
numériques de milieux excitables tridimensionnels ou par Rousseau et al. [67]
dans I’équation de Ginzburg-Landau complexef].

Dans une premiere section, je présente les résultats de simulations numé-
riques directes effectuées avec le méme dispositif expérimental que dans [B6] :
la longueur d’onde déstabilisée est égale au pas du twist imposé au filament
de spirale.

Dans la section suivante je présente les résultats de simulations numé-
riques effectuées dans une situation ou des modes de longueur d’onde autre
que le pas du twist imposé au filament peuvent se développer.

Enfin, je présente un modele phénoménologique de filament moyen qui
décrit qualitativement la bifurcation observée.

LCette équation modélise un milieu auto-oscillant et s’écrit :0,4 = A + (1 — ia)AA —
(1+14B)|APA.
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Fiac. 7.1 — Gauche : trait continu : trajectoire du bout de la spirale dans un
plan horizontal. Droite : transformée de Fourier temporelle de la trajectoire
du bout de la spirale dans le plan. Les parametres sont a = 0.8, b = 0.01 et
e = 0.025. Le twist imposé dans la boite de simulation est 7, = 0.381.

7.1 Instabilité de sproing a k. =0 :

7.1.1 Protocole numérique :

Afin de mieux comprendre I'instabilité de sproing décrite dans [36], il est
apparu nécessaire d’étudier systématiquement le comportement d’un filament
de spirales soumis a un twist croissant. Ceci a été fait grace a une série de
simulations numériques directes. Ces simulations ont été effectuées dans des
boites de simulations d’extension verticale, H, variable ou un tour de twist
était imposé au filament de spirales. Le twist imposé était alors 7, = 2w/ H
et était maintenu constant au cours de la simulation grace a I'emploi de
conditions aux limites périodiques. Dans cette situation on s’attend au vu
de l'analyse de stabilité linéaire des filaments de spirales twistés (voir figure
6.6) a ce que le seul mode instable qui puisse se développer dans la boite de
simulation corresponde a k, = 0 dans le référentiel tournant twisté, c’est a
dire a une longueur d’onde de H dans le référentiel du laboratoire.

Deux types de conditions initiales ont été utilisées. D’une part j’ai utilisé
une condition initiale constituée soit de spirales bidimensionnelles empilées le
long de I'axe vertical. J'introduisais alors le twist en les tournant d’un angle
dépendant de z autour de leur centre de rotation estimé numériquement.
D’autre part, j’ai utilisé comme condition initiale le résultat d’une simulation
numérique effectuée sur une grille d’extension verticale 1égerement différente
(une différence usuelle était de 'ordre de un a cing pas de grille) et interpolée
linéairement sur la nouvelle grille.
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Fia. 7.2 — (a) : Carré du rayon de I'hélice formée par filament moyen en
fonction du twist imposé au filament droit 7,,. Les parametres utilisés sont
ceux de la figure (b.G), a savoir a = 0.8, b = 0.01 et € = 0.025. (b) : Twist local
le long du filament moyen restabilisé 7 en fonction du twist imposé 7. La
droite en trait continu est la droite d’équation 7 = 7,,. La droite horizontale
en pointillés est la droite d’équation 7 = 7.

De ces deux types de conditions initiales, le premier était en général le plus
¢loigné de I’état stationnaire recherché, mais aboutit au méme état restabilisé
que la secondef].

7.1.2 Résultats :

Les résultats des simulations numériques directes obtenus sont en tres bon
accord avec les résultats de I'analyse de stabilité linéaire. En effet, on observe
que le twist critique au dela duquel le filament de spirales est linéairement
instables (7, = 0.350) est tres proche ce celui pour lequel I'état restabilisé
observé n’est pas un filament de spirales droit uniformément twisté (7, =
0.352).

Dans le cas ou le filament droit est linéairement stable on observe que la
vitesse de retour a I’état stationnaire se fait exponentiellement avec un taux
de décroissance qui est égal a la partie réelle du mode le plus instable a k, = 0.
Au dela du twist critique, on observe que le filament droit se déstabilise et
I’évolution temporelle aboutit a un état quasi stationnaire.

Cet état stationnaire peut étre décrit, comme dans [36], comme étant un
filament moyen en forme d’hélice en rotation lente de rayon constant, autour

2(C’est a dire a chaque fois qu’une comparaison a été effectuée entre les deux types de
condition initiale.
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Tw W | wi(mw) — Im(oy(k, =0)) | wi(mw) | ws T wi (1)
0.50 | 0.053 0.049 1.973 | 1.91 | 0.353 | 1.892
0.45 | 0.061 0.059 1.943 | 1.88 | 0.347 | 1.889
0.40 | 0.066 0.066 1.916 | 1.88 | 0.347 | 1.889
0.355 | 0.063 0.063 1.891 | 1.88 | 0.349 | 1.890

TAB. 7.1 — Pour différentes valeurs du twist imposé au filament droit initial
Tw, pulsation du du filament moyen restabilisé w,,, différence entre la pul-
sation du filament droit twisté stationnaire et la partie imaginaire du mode
propres de translation a k, = 0, pulsation du filament droit stationnaire
w1(Tw), pulsation de la spirale dans le référentiel en translation avec le fila-
ment moyen, twist le long du filament restabilisé 7 et pulsation du filament
droit auquel un twist 7 serait imposé wy (7).

duquel tourne le filament instantanée, qui, lui aussi, est une hélice de méme
axe et de rayon variable au cours du temps.

En effet, dans un plan horizontal, dans le référentiel du laboratoire, la
trajectoire de la spirale peut étre vue comme un mouvement de rotation
uniforme autour d’un point en translation circulaire lente (par rapport au
mouvement de rotation du bout de la spirale) (voir figure (1)) . Il est alors
légitime de considérer que le lieu de ces points est le filament moyen. On
observe alors qu’en deca du seuil, ce filament moyen est une droite alors qu’au
dela il prend la forme d’une hélice dont le rayon, R varie comme /T, — 7.
(voir figure ([/.7)) et dont le pas est égal a la hauteur de la boite de simulation.

Le filament instantanée est alors paramétré par :

(7.1)

x = Rjcos(wit+ 1wz + @) + Rcos(wnt + Ty2)
y = Rysin(wit+ 7z + ¢) + Rsin(wyt + 7,2)

ou R; et w; sont proches du rayon et de la pulsation du filament de spirales
twistés et ou wy, est petit devant w;(voir table [7.1]).

En utilisant les résultats exposés dans ’annexe [J et en particulier I’équa-
tion (ID.G), il est possible de calculer le twist local du filament de spirale apres
restabilisation :

2w Tw

H(1+ (2rR/H)?) 1+ (Rry)?

T = (7.2)
il vient alors de fagon évidente que la déstabilisation du filament droit en une
hélice aboutit a un relachement de la contrainte de twist le long du filament.
Une étude quantitative montre alors que pour des valeurs relativement faibles
de lécart au seuil, le twist est approximativement maintenu constant(voir
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figure ([[.4)) & une valeur proche de 7.. On remarque par ailleurs que la
pulsation de la spirale dans le référentiel en translation avec le filament moyen
est approximativement maintenue égale a la pulsation du filament de spirale
droit auquel le twist 7 serait imposé.

7.2 Instabilité de sproing a k, # 0

Dans cette section, je décris les résultats obtenus lors de simulations nu-
mériques ou le nombre d’onde qui est linéairement instable et qui peut se
développer dans la boite de simulation n’est pas égal a 0 dans le référentiel
tournant twisté. Dans une premiere sous-section je présente les résultats ob-
tenus dans la situation ou un seul mode est instable. Les résultats obtenus
lors de I'analyse de stabilité linéaire imposent que l'on se place dans un ré-
gime de parametre proche du seuil de stabilité des modes a k, = 0 et donc
proche du seuil de stabilité du filament twisté de longueur infinie.

Dans la deuxieme sous-section, je présente les résultats de simulations
numériques effectuées dans une boite de simulation ou plusieurs (5) modes
instables, dont le mode a k, = 0 peuvent se développer dans la boite de
simulation.

7.2.1 Cas ou un seul mode instable peut se développer
dans la boite de simulation :

Dans ce cas, le méme comportement qualitatif que dans la section ([7.1))
est observé. En effet, aprés un long régime transitoiref] le systéme atteint un
état restabilisé. Cet état est analogue a celui qui a été observé dans un milieu
régi par ’équation de Ginzburg-Landau Complexe [67]. Une paramétrisation
du filament instantanée est alors :

T+ iy = Ryt 4 Ryeiwrt(Tu—hs)ztés (7.3)

ou Ry =~ 0.31 et w; = 1.85 sont respectivement proches des rayon et pulsation
du filament twisté droit et ou Ry &~ 0.1 et wy = —0.047 sont petits devant R,
et wi. Dans ce cas, le calcul du filament moyen est impossible car ’erreur dans
des calculs du centre de rotation instantanée de I’onde spirale dans un plan
horizontal est du méme ordre de grandeur que la taille du filament moyen.
Cependant, la forme de la paramétrisation du filament instantanée indique
qu’on peut considérer le filament de spirales comme un filament instantanée
en rotation rapide autour d’un filament moyen en forme hélice de nombre

3La durée du régime s’explique par la proximité du seuil d’instabilité
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d’onde 7, — k. et en rotation lente a la pulsation wy(ici wy = —0.047, alors
que w — Im(o(k,)) = —0.056).

7.2.2 Cas ou plusieurs modes instables peuvent se dé-
velopper dans la boite de simulation :

Dans cette section, je présente les résultats de simulations numériques
effectuée dans le cas ou plusieurs modes instables (5) peuvent se développer
dans la boite de simulation. Deux types de condition initiales ont été utilisées :

— Le premier type de condition initiale consiste en un empilement de

spirales bidimensionnelles empilées les unes au dessus des autres et
déphasées de fagon a obtenir un filament droit auquel plusieurs(5) tours
de twist sont imposés

— Le second type de condition initiale consiste en un empilement de plu-

sieurs(5) filaments hélicoidaux restabilisés obtenus par une simulation
numeérique directe ou un seul tour de twist est imposé au filament droit.

Dans ce cas (pour les deux valeurs du twist imposé 7, = 0.357 et 7, =
0.45), apres un régime transitoire trés long (plusieurs centaines de périodes
de rotation de 'onde spirale bidimensionnelle), on observe la restabilisation
du filament moyen en une structure stationnaire. Cette structure est indé-
pendante de la condition initiale utilisée et est stable (elle reste identique a
elle méme pendant plusieurs centaines périodes de rotation de I'onde spirale)

Cette structure stationnaire, peut étre paramétrée dans chaque plan com-
plexe par :

T+ iy = Z R;etwitthzit (7.4)
i=1..n
ol les R; sont constants au cours du temps et du méme ordre de grandeur
que le rayon de rotation de l'onde spirale, les k.7 sont tous du méme signe
que 7, et ou les w;(k,;) sont de la forme w + k,;c(voir [(.3), avec ¢ constante
réelle. Il vient alors que que la paramétrisation ([.4) peut étre réécrite plus
explicitement sous la forme :

z+iy=e“'f(z —ct) (7.5)

Ainsi, le filament moyen se comporte comme une onde se propageant a
la vitesse ¢ = —0.174 dans un référentiel en rotation treés lente (la pulsation
de la rotation lente est, dans le cas présenté ici est de 0.0093). Cette vitesse
de phase est tres différente de la vitesse de propagation d’une onde plane qui
est de l'ordre de 2.9 dans le régime de parametre étudié ici.

Un calcul direct du twist local le long du filament montre qu’il est ap-
proximativement constant en temps et en fonction de z. Sa valeur moyenne
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Fi1G. 7.3 — Gauche : transformée de Fourier spatiale du filament moyen resta-
bilisé & un instant donné. Les amplitudes des modes sont constantes au cours
du temps. Droite : pulsation des modes de Fourier en fonction de k, (0), on
voit que les w; sont situés sur une droite d’équation w = —0.174k, + 0.0093.

est significativement plus faible que celle observée dans le cas ou seul le mode
de nombre d’onde k, = 0 est instable.

7.2.3 Comparaison avec les résultats obtenus dans les
milieux oscillants :

A la suite de I’étude de I'influence du twist sur la dynamique des filaments
de spirales dans les milieux excitable effectuée par Henze et al.[36], des études
ont été effectuées dans les milieux auto-oscillants. Ces études numériques
ont été faites avec I'équation modele de Ginzburg-Landau qui est utilisée
pour décrire un milieu oscillant au voisinage du seuil d’oscillation. Comme
le passage d’un milieu excitable a un milieu oscillant se fait par une simple
variation des parametres du modele de réaction et comme dans les milieux
oscillant on observe la propagation d’ondes spirales, il apparait intéressant
de comparer les résultats présentés ici avec ceux obtenus dans le cadre de
I’équation de Ginzburg-Landau Complexe.

Rousseau et al.[67], et Nam et al.[b9)ont mis en évidence qu'un vortex
twisté est déstabilisé au dela d’un twist critique. Cette instabilité aboutit
a la formation d’un filament hélicoidal et est une bifurcation de Hopf. Aux
différences de protocole numérique pres, ces résultats sont tres similaires avec
ceux présentés ici dans le cas ou seul un mode de la branche de translation
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FiGg. 7.4 — Gauche : vue en perspective du filament moyen obtenu lors
d’une simulation numérique effectuée dans une boite de simulation de taille
(349 x 128 x 128)0.2 dans laquelle 5 tours de twist ont été imposés (7, =
0.4501). Les parametres sont a = 0.8, b = 0.01 et ¢ = 0.025. Dans ce ré-
gime de parametre, 5 modes instables peuvent se développer dans la boite
de simulation. Droite : haut :Vue de dessus du filament moyen dans le méme
régime de parametre. Cette forme du filament est invariante dans le temps
(sur une échelle de temps de plusieurs centaines de rotation de 'onde spi-
rale). Bas : en traits continus fins : trajectoires du bout de la spirale dans
trois plans horizontaux, en traits continus et tirets épais, vue de dessus du
filament instantanée respectivement au début et a la fin de l'intervalle de
temps sur lequel est observé la trajectoire du bout de la spirale dans les plan
horizontaux. (la forme du filament instantanée, du fait du mouvement de
rotation de 'onde spirale varie légerement).
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peut se développer dans la boite de simulation. La différence la plus remar-
quable qui apparait lors de la comparaison des résultats obtenus réside dans
le fait que la vitesse de phase du filament hélicoidal observé dans le cas de
I’équation de Ginzburg-Landau est nulle alors que dans le cas des milieux
excitable elle n’est pas nulle(voir table[l.1)[59, B8]. Cette différence de com-
portement pourrait s’expliquer par la différence de comportement entre un
filament de spirale faiblement courbé dans un milieu excitable et dans un
milieu régi par ’équation de Ginzburg-Landau.

En effet, dans le cas de l'’équation de Ginzburg-Landau Complexe, la
vitesse normale d’un filament de spirale faiblement courbé est dirigée suivant
la normale au filament | alors que dans un milieu excitable elle admet une
composante suivant la binormale. Cette composante suivant la binormale
permet alors d’expliquer le mouvement de rotation du filament hélicoidal
observé dans les milieux excitables.

Dans le cas ou plusieurs modes peuvent se développer, les différences de
protocole laissent plusieurs questions sans réponse. En effet, les travaux de
Rousseau et al.[67] mettent en évidence Iexistence d'une bifurcation secon-
daire des états restabilisés en forme d’hélice qui prennent alors la forme de
super-hélices dont la forme est similaire la structure présentée section [7.2.2.

Néanmoins, les simulations numériques présentées ici n’ont jamais permis
d’observer de filament de spirale purement hélicoidal dans des boites de si-
mulations ou plusieurs modes instables peuvent se développer dans la boite
de simulation alors que Rousseau et al.[67] les ont observés. Cette différence
pourrait s’expliquer par le fait que les simulations numériques présentées ici
ont été faites a une distance finie du seuil d’instabilité et que le seuil d’insta-
bilité secondaire est déja dépassé. Néanmoins, cette hypothese demanderait
a étre confirmée, ou infirmée, par des simulations numériques au voisinage du
seuil d’instabilité dans des boites de simulations ou plusieurs modes instables
peuvent coexister.

4Ce résultat exposé dans [28] provient d’une étude perturbative similaire & celle effectuée
par Keener[d5]. Cette étude perturbative ne fait apparaitre aucun couplage entre le twist et
le mouvement du filament moyen alors que la bifurcation de sproing met en évidence qu'un
tel couplage existe. Il est donc difficile de s’appuyer sur une telle approche. Néanmoins
comme l’absence de dérive suivant la binormale au filament provient des symétries de
I’équation de Ginzburg-Landau et de la forme particuliere de la solution d’onde spirale
, on peut supposer que cette absence de vitesse de dérive suivant la binormale continue
d’exister pour de grandes valeurs du twist.
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7.3 Modele phénoménologique de filament :

La bifurcation de sproing est qualitativement tres proche de I'instabilité
de fil de téléphone ou du phénomene de sur-enroulement de '’ADNI[BA]. Ces
deux derniers phénomenes sont en partie gouvernés par 1’élasticité. Il est alors
naturel d’essayer de décrire le comportement du filament de moyen a l’aide
d’un modele phénoménologique qui se baserait sur les modeles élastiques des
fils soumis a la torsion[bZ, B1]. Je présente dans cette section un modele
simple de filament qui, d’un point de vue qualitatif, reproduit assez bien le
comportement d’un filament de spirales soumis au twist.

7.3.1 Modeéle :

Dans le cas des filaments non twistés, Biktashev[l4] a évoqué une ana-
logie entre le comportement des filaments et une ligne élastique qui aurait
une élasticité négative ou positive selon que le filament est instable ou stable
vis a vis de l'instabilité de courbure. L’idée directrice du modele présenté
ici est d’étendre cette analogie au cas des filaments de spirales twisté. Ar-
bitrairement, je suppose que le filament de spirales se comporte de fagon
relaxationnelle et tend a minimiser 1’énergie :

E= / ds [Ep, + E.7% + Er’] (7.6)

ou 7 est le twist local du filament, x la courbure du filament et E;, E. et E,
des grandeurs caractéristiques du milieu. E, est soit positive soit négative
selon que le filament de spirales est stable ou instable vis a vis de 'instabilité
de courbure. Il indique, quand il est positif, que le filament tend & minimiser sa
longueur. Le terme en E; indique que le filament tend a essayer de minimiser
le twist qui lui est imposé. Enfin le terme en FE,, a été introduit pour éviter
une déstabilisation des modes de petites longueurs d’onde.

Dans la suite de cette section, je présente quelques résultats qui peuvent
étre obtenus en utilisant un tel modele et montre que ces résultats sont en
accord qualitatif avec I’étude numérique qui a été effectuée ici.

7.3.2 Analyse de stabilté linéaire du filament droit uni-
formément twisté :

Dans cette section, on étudie la stabilité linéaire du filament droit uni-
formément twisté de hauteur infinie par rapport a des perturbations pério-
diques suivant ’axe du filament. La position du filament moyen est décrite par
(x(z,t),y(z,t)). La position du filament instantanée est donnée par I’angle ¢
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que fait le vecteur normal au filament moyen le liant au filament instanta-
née projeté dans le plan horizontal avec le vecteur €, (voir figure([/.)). Dans
le cas ou le filament est droit et uniformément twisté : ¢y = wt + 7,2 et
r=y=0.

Fi1G. 7.5 — Le point M est un point du filament moyen, le point N est le
point du filament instantanée correspondant. ¢ est 'angle que fait le projeté
sur le plan horizontal du vecteur NM avec €,.

Alors, le twist local du filament vaut d’apres (D)) :

A/t +y?)
[ (2’ cos ¢ + ' sin ¢)? (7.7)

A = 2/2"singcosp + 2'y"sin® ¢ — y'z" cos® ¢ — yy” cos psing (7.8)

ou 0,(.) = () et 9(.) = (:). Comme on s’intéresse a la stabilité linéaire du
filament droit, x et y sont petits et ¢ = ¢g+¢@1 avec ¢ petit. 1l vient alors qu’a
I'ordre dominant ’énergie du filament devient apres quelques simplifications
algébriques :

H ]. ’ / / ’
E = / dz (EL + 5(E, —¢°E)(x? +y*)+ E¢° — 2ETA¢’> +
0
H 1 "
+ / dzE(x*+y?)
OH ! / ’
- / dz (ETgb 2(x 2 cos 2¢ + 2y'x" sin 2¢ — y % cos 2q§)> (7.9)
0
1

A = 3 [2'y" — y'2" + sin 2¢(2'2" — y'y") — cos 26 (x"y' + 2'y")]  (7.10)
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L’application du principe variationnel a cette expression de ’énergie donne
alors les expression des équations dévolution de z, y et ¢, linéarisées autour
de I’état stationnaire qu’est le filament droit :

i = 2"(Bp —12E,) — 2B, 7,y® — 2E,2® (7.11)
= o' (Bp — 72E,) + 2E,7,2® — 2E,y® (7.12)
b = E.¢" (7.13)

L’équation ([(.13) est, a l'ordre linéaire, découplée de ([(.11,[7.12). Elle
exprime que le twist tend a rester uniforme.
Les équations ([[.11[7.12) sont indépendantes de la phase ¢y.

On en cherche des solutions de la forme z = a e~ *:*17t ¢ = q e~F==Fot,

Il vient alors que :
a0 = —a,(Ep — 1Bk —ia,2E,7,k} — a,2E,k; (7.14)
ayo = —a,(Ep — 70E)k2 + ia,2E, 7.k} — a,2E,k} (7.15)

On s’est ramené a un probleme aux valeurs propres pour ¢ qui peut étre
résolu facilement. On obtient que les valeurs propres de ce systeme sont en
fonction de k, :

o=—(EL —12E.)k? — 2Bk} ¥ 2B, 7,k? (7.16)

avec pour mode propre associé :

(2)-(4)

A k, = 0, les deux modes propres obtenus correspondent aux modes
propres de translation. Le premier correspond dans le référentiel tournant
twisté au mode propre obtenu pour k, = 7, et pour pulsation —iw. Le se-
cond au mode propre obtenu pour k, = —7,, et pulsation iw. Il vient alors
que pour certaines valeurs de Ep, E. et FE,, le spectre de stabilité linéaire
obtenu correspond bien qualitativement aux spectres qui ont été obtenus au
chapitre précédent. En particulier, on observe qu’a mesure que le twist est
augmenté, un maximum secondaire de la branche de translation apparait et
devient instable(voir figure [7.§). Cependant ce modele ne fait pas apparaitre
de variation des parties imaginaires des modes de translation et il ne permet
pas d’obtenir un accord quantitatif sur la forme des spectres.
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Fic. 7.6 — Partie réelle des taux de croissance des modes de translation
calculés en utilisant le petit modele de filament pour 7, = 0.2 (a), 7, = 0.34
(b), 7w = 0.353 (¢), et 7, = 0.4 (d) en fonction de k.. Les valeurs de £y, E; et
E,. utilisées sont respectivement 1, 3.595 et 1.378. Ces valeurs sont les méme
que celles utilisées figure [(77. D’un point de vue qualitatif, le comportement
des branches de translation est proche de ce qui est observé figure b.6.
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7.3.3 Application a la bifurcation de sproing :

Dans cette section, je me limite a une version simplifiée du modele décrit
par ([(.0). En effet, je suppose que la phase ¢ n’intervient que par sa dépen-
dance spatiale et que le filament moyen ne peut prendre que la forme d'une
hélice. En utilisant ces hypotheses simplificatrices, je détermine 1’énergie d'un
filament hélicoidal de pas B et de rayon R.

Alors, en appliquant le principe relaxationnel, je détermine analytique-
ment la région de stabilité du filament droit et je donne une relation vérifiée
par les autres hélices stationnaires. J'utilise cette relation pour déterminer,
la taille des filaments hélicoidaux de rayon non nul dont le pas est égal a la
longueur d’onde du twist imposé au filament. Il vient alors que la bifurcation
observée dans ce modele simple est une bifurcation super-critique. Les résul-
tats montrent ce modele peut approcher quantitativement le comportement
de la bifurcation de sproing. En particulier, sans parametre ajustable on ob-
tient un tres bon accord entre la pente R%/(7,, — 7.) calculée numériquement
et celle obtenue a l'aide du modele.

7.3.3.1 Energie d’un filament hélicoidal de pas B et de rayon R :

Un filament hélicoidal de cette forme a pour longueur :

2
L=H/1+ (?) (7.18)

et pour courbure :
1

R(1+ (%))

D’apres (D.3) le Writhe d’une telle hélice est égal a :

(7.19)

K =

H 1
Wr=% (1 i (27TR/B)2> (7.20)

Il vient alors en utilisant (D.4) que le twist local le long du filament vaut :

n—Wr
= 27T 21
T T 7 (7.21)
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Afin d’alléger les notations, je note X = 27 R/B. Alors :

1 2m(v1+ X2 — 1)

_ - 7.9

T T irxe BVItX? (722)
2r X

_o_ A 7.23

" T B+ x?) (7.23)

L = HV1+X? (7.24)

Avec ces notations :

E(B,X) = L(EL+ E.7*+ E.x?%

H
= — X |EL(1+X)H+E, (Tw—

V1+ X2

or (VItx2—1)\
BVI+ X2 "

2r X

(i)

En posant U = /1 + X2 on obtient :

H or(U — 1)\ A2 (U2 — 1)
E=—|EU*+E e E,— 2

Les structures correspondant a un point d’équilibre du filament sont les
hélices de pas B et de rayon R qui vérifient :

OrUOyE = 0. (7.27)

Cette équation est suffisante ici dans la mesure ot B ne peut prendre que des
valeurs discretest.
7.3.3.2 Stabilité du filament droit :

Comme OgrU est toujours nul en R = 0, on voit immédiatement que
d’apres ([(.27) le filament droit twisté correspond toujours & une position
d’équilibre. Cette position d’équilibre est stable si :

OpeUOyE(U, B) + (0gU)*0yy E(U, B) (7.28)

5Dans le cas d’un filament de longueur infinie, il faudrait y ajouter la condition :0gE +
opUOyE =0
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05

Fic. 7.7 — Carré de I'amplitude du sproing calculée lors des simulations
numériques (0) et calculée en utilisant I'expression ([(.36) avec E;, =1, E,, =
1.3788 et £, = 3.5952 en fonction de 7.

est positif en R = 0. Comme en R = 0 0rU = 0 et comme Op2U est positif
pour R = 0, cette condition se simplifie en Oy > 0en U =1 :

47 47?
2
Ep — E (1o + ETw) + 2EH§ > 0. (7.29)
Dans le cas d’un filament droit infini, cette condition doit étre vérifiée quel
que soit B. En appliquant les formule du binéme a cette inéquation, on

obtient la condition de stabilité du filament droit infini :
(E? +2E.E,)1 — 2E.EL, < 0. (7.30)

Dans le cas ou le filament droit infini est instable, il est instable pour 27 /B
variant entre :

B FEX: - 2(E, — E72)E,

ko = o (7.31)

7.3.3.3 Autres positions d’équilibre :

Equation générale : Les autres positions d’équilibre éventuelles cor-
respondent a

0 = OyE(U,B)

0 = EU*— [ B —2—W)2+E 2r” U? —
- L \Tw B K B

— 4E, ((Tw - %”) (%ﬂ)) U+3(E, — E,) (%”)2 (7.32)
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Cette équation du quatrieme degré ne présente en général pas de solution
analytique simple. Par contre dans le cas ou B = 27/7,, elle se réduit & une
équation bicarrée. Outre, cet intérét technique, le cas B = 27 /7, présente
pour intérét de correspondre a la situation qui a été étudiée numériquement
et dont les résultats sont présentés section [[_1. En effet, dans ce cas, on
s'intéresse aux filaments hélicoidaux dont le pas est la hauteur de la boite de
simulation et la longueur d’onde du twist qui est imposé au filament droit.

Cas B = 27/7, : Dans le cas ou B = 27/7,, on voit que le terme en
U de ([.32) disparait. Cette équation s’écrit alors en utilisant pour inconnue
R:

EimiR*+ 2E, — E.m2)T2R* + 2B, 72 + E, — 3E,.72 = 0. (7.33)

Le discriminant de cette équation du deuxiéme degré en (R7,)? est :
A = (2B — E,72)? — 4(EL)(+2E. 72 + E;, — 3E,72) (7.34)
Alors, en admettant que E.72 < 2E; (cette hypothese est vérifiée a poste-

riori), cette équation n’admet de solutions qui ne soient pas imaginaires pures
que si :

Tw > VEL/(3% BEr — 2% E,) = 7., (7.35)

et la solution qui n’est pas imaginaire pure est :

E E 22 g2
Rw2 - 1 K 2 1 — Kk 2 w c
(R7y) —i-ZELTw—l—\/( 2ELT“’) + =
1 E E 22 g2
R = —4|-1 ~ o2  E——— L < (7.36
Tw +2ELTw+\/< QELTw> + ’7'C2 ( )

On voit que cette expression de R correspond a une bifurcation critique a
T = 7, et que pour des faibles valeurs de I’écart au seuil, E, n’intervient que
par des termes en (7, — 7.)%? alors que R se comporte comme /T, — Te.

Un fit effectué sur les données présentées section [(.1.2 donne en posant
Er =1:donnet. =0.3529 et E,, = 1.3788. C’est a dire £, =1, E,, = 1.3788
et E, = 3.5952. En utilisant ces parametres, 'amplitude du sproing mesurée
numériquement est bien approchée par la courbe R(7,) (voir figure(['.7). En
particulier, la partie faiblement non-linéaire de la bifurcation (c’est a dire
quand R se comporte comme la racine de I’écart au seuil) est approchée sans
parametre ajustable autre que la valeur du seuil.
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7.3.4 Discussion :

J’ai développé un modele phénoménologique de filament de spirale twisté.
Bien que la dynamique relaxationnelle soit trop simpliste pour décrire de
fagon satisfaisante le comportement d’un filament de spirales soumis au twist,
ce modele reproduit bien certaines caractéristiques du comportement des
filaments de spirales soumis au twist. Ces résultats laissent donc supposer
qu’en utilisant 1’analogie entre le filament de spirales et un filament élastique
soumis a la torsion il sera possible de développer un modele de filament qui
approche bien le comportement des filaments de spirales.



Chapitre 8

Conclusion

Au cours de cette these, je me suis attaché a dresser un portrait de la
dynamique des filaments d’ondes spirales dans les milieux excitables. Ce tra-
vail, limité au cas simple des filaments droits dans les milieux isotropes, a
permis de mieux comprendre les différents comportements de ces filaments.
Ce travail peut étre divisé en deux parties distinctes : d'une part ’étude de
la dynamique des filaments de spirales non twistés, d’autre part 1’étude de
I'influence du twist sur la dynamique des filaments.

Les filaments de spirales non twistés :

La comparaison de I'analyse de stabilité linéaire des ondes stationnaires
avec les résultats de simulations numériques directes a permis de distinguer
deux types d’instabilités des filaments d’ondes spirales : I'instabilité de cour-
bure et 'instabilité de méandre tridimensionnel.

L’origine de la premiere instabilité est une déstabilisation des modes de
translation pour les grandes longueurs d’ondes et elle conduit a un état désor-
donné. Le lien entre cette instabilité et la dérive en champ d’une onde spirale
bidimensionnelle a été confirmé a la fois par les simulations numériques di-
rectes et par les résultats de 'analyse de stabilité linéaire.

La seconde instabilité observée dans les milieux excitables est de nature
différente. En effet, elle provient d’une déstabilisation des modes de méandre
tridimensionnels et aboutit a un état restabilisé qui a été caractérisé précisé-
ment. La bifurcation, ici, est une bifurcation de Hopf super critique, ce qui
rejoint les résultats de 1’étude de la bifurcation de méandre bidimensionnel.

Les résultats de ’analyse de stabilité linéaire mis en parallele avec I'étude
de la dérive d’une onde spirale bidimensionnelle dans un champ électrique
et des simulations numériques directes de filaments de spirales mettent en
évidence que, dans le régime de parametre étudié, la transition entre la dé-
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stabilisation et la restabilisation des modes de translation pour de petites va-
leurs du nombre d’onde coincide avec la transition entre la déstabilisation et
la restabilisation des modes de méandre aux grandes longueurs d’ondes. Par
ailleurs, cette transition apparait quand la pulsation des modes de méandre
devient plus grande que la pulsation des modes de translation. Ce résul-
tat laisse supposer que l'interaction entre modes de méandre et modes de
translation doit jouer un role important dans la dynamique des filaments de
spirales.

Afin de mieux comprendre ces résultats, il pourrait alors étre utile d’étu-
dier la stabilité linéaire des filaments de spirales au voisinage du point de
codimension 2 du diagramme des phases qui correspond a l'intersection de la
ligne de MTWI] et de la ligne de méandre (voir figure [L.1). Cette étude de-
manderait une modification de ’algorithme utilisé pour déterminer le spectre
de stabilité linéaire des filaments de spirales afin de déterminer la structure de
I'opérateur d’évolution en temps pour des valeurs propres dégénérées de fagon
satisfaisante. Une autre approche qui pourrait amener a une explication de
ce phénomene serait une étude des filaments de spirales dans un modele d’in-
terface fine dans la limite de faible excitabilité. En effet, dans cette limite,
le méandre est bien compris, une étude de la dérive en champ d’une onde
spirale dont le front avant interagit avec le passage du front arriere devrait
permettre de comprendre l'inversion du sens de la dérive de 1'onde spirale
soumise a un champ électrique dans cette limite. Le méandre étant provoqué
par l'interaction du front avant avec le passage précédent de 'onde d’excita-
tion il est probable qu’un lien apparaisse entre le comportement des modes
de méandre et de translation aux grandes longueurs d’ondes et la dérive de
I’onde spirale dans un champ électrique.

Les filaments de spirales twistés :

La seconde partie de cette these a consisté en une étude de l'influence
du twist sur la dynamique des filaments de spirales. Dans un premier temps,
j’ai caractérisé les filaments de spirales twistés droits. Les calculs numériques
des solutions stationnaires des équations aux dérivées partielles présentent
un bon accord avec les résultats de 'approche de front mince pour de faibles
valeurs du twist. Pour de plus grande valeur du twist, I’étude des solutions
des équations aux dérivées partielles met en évidence un comportement qui
n’est pas prédit dans le modele d’interface fine : une augmentation du rayon
de rotation de 'onde spirale quand le twist imposé est accru. Ce phénomene

' Les ondes spirales pour lesquelles I'instabilité de méandre se traduit par un mouvement
de translation uniforme du centre de rotation de ’onde.
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semble pouvoir étre expliqué par 'interaction du front avant avec les passages
précédents de I'onde d’excitation.

L’analyse de stabilité linéaire des filaments de spirales twisté soumis au
twist a montré que les modes de translation des filaments d’ondes spirales, qui
lorsqu’ils ne sont pas twistés sont stables, devenaient linéairement instables
au dela d'une valeur critique du twist. Cette déstabilisation se produisant
pour des longueurs d’ondes finies.

Des simulations numériques directes ont alors permis de caractériser 1'in-
stabilité dans le cas ou seuls le mode de translation a k, = 0 est instable et
peut se développer dans le domaine de simulation. La bifurcation conduit a
la formation d’un filament hélicoidal, en rotation lente autour duquel 'onde
spirale est en rotation rapide, ce comportement permet le relachement de la
contrainte de twist. Une étude quantitative a permis de déterminer le carac-
tere super-critique de cette bifurcation.

Quand le domaine de simulation permet a un seul mode de nombre d’onde
non nul dans le référentiel tournant twisté de se développer et que le mode
de nombre d’onde nul est linéairement stable, le filament de spirale a un
comportement analogue. Le filament moyen prend la forme d'une hélice en
rotation lente dont la longueur d’onde est différente de la longueur caractéris-
tique du twist. Enfin quand plusieurs modes instables peuvent se développer
dans le domaine de simulation, le filament moyen prend la forme d’une onde
se propageant a vitesse constante dans le milieu. La forme de cette onde
differe sensiblement d’une hélice et les résultats obtenus ne permettent pas
de déterminer si cette onde est due a une instabilité secondaire ou a une
compétition entre les différents modes instables lors du développement de
I'instabilité primaire.

Une analogie entre cette bifurcation et le comportement d'un filament
élastique soumis a la torsion a permis de développer un modele phénoméno-
logique de la dynamique de filament soumis au twist. Ce modele reproduit
assez bien les caractéristiques de la bifurcation de sproing et ’analyse de
stabilité linéaire du filament droit dans ce modele est en bon accord avec
les résultats obtenus en utilisant les équations aux dérivées partielles. Cepen-
dant la dynamique relaxationnelle ne permet pas de bien reproduire certaines
caractéristiques de la dynamique des filaments de spirales.

Le travail présenté ici a permis de de classer les instabilités des filaments
de spirales. En particulier, j’ai mis en évidence la différence de nature entre
I'instabilité de courbure et I'instabilité de méandre tridimensionnel. L’étude
des filaments de spirales twistés a mis en évidence que I'instabilité de sproing
provient d’'une déstabilisation des modes de translation et j’ai pu caractériser
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la bifurcation observée.

Perspectives :

Plusieurs prolongements a ce travail apparaissent naturellement. Ainsi,
la bifurcation de sproing dans le cas ou plusieurs modes instables peuvent
se développer dans le domaine de simulation n’est pas encore bien comprise.
Des simulations numériques effectuées suivant différents protocolesf] devraient
permettre de déterminer si 1’état final observé ici est le fruit d’une instabilité
secondaire ou de la compétition entre les différents modes instables lors du
développement de I'instabilité.

Une étude des modeles d’interface fine, en tenant compte du fait que le
front avant ne se propage pas dans un milieu a I’équilibre devrait permettre
une meilleure compréhension des interactions entre modes de méandre et
de translation. Enfin, le modele phénoménologique de la dynamique du fila-
ment de spirales soumis au twist semble pouvoir étre amélioré afin de mieux
reproduire les caractéristiques du filament d’ondes spirales twisté.

A ces prolongements liés a 1’étude de la formation de structure dans des
géométries simples s’ajoutent d’autres travaux possibles liés a 1’étude de la
dynamique des filaments de spirales dans le cceur. En effet, le coeur est un mi-
lieu dont la forme differe sensiblement d’un parallélépipede. De plus 'orien-
tation des fibres musculaires introduit dans le processus de diffusion une
anisotropie dont 'orientation varie dans ’espace.

Ainsi, les effets de la géométrie du coeur sur la dynamique des filaments
d’ondes spirales sont encore mal compris. La courbure des parois des muscles
pourrait jouer un role important [I6] dans le comportement des filaments
d’ondes spirales. Afin de mieux comprendre ses effets, il semble profitable
d’étudier la dynamique des filaments de spirales dans des domaines compris
entre deux spheres.

De méme, les effets de ’anisotropie sur la dynamique des ondes spirales
ont été récemment étudiés. Néanmoins, aucun travail ne permet pour l'ins-
tant de comprendre les effets de 'anisotropie sur la dynamique des ondes
spirales. Ainsi, lorigine des twistonsf] observés par Fenton et al.[22] est en-
core indéterminée. Des études systématiques du comportement des filaments
de spirales dans un milieu présentant une anisotropie tournante mis en paral-
lele avec les résultats de notre étude devrait permettre de mieux comprendre
ces effets.

2Afin, par exemple d’étudier la stabilité de 1'état restabilisé ‘a k, = 0 vis & vis de
perturbations de grandes longueurs d’ondes

30ndes de twist se propageant le long d’un filament de spirales dans un milieu aniso-
trope.
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Enfin, j’espere que les résultats numériques présentés ici trouveront leur
confirmation expérimentale dans des expériences dans la réaction de Belousov-
Zhabotinsky dans des gels.
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Annexe A

Des ordinateurs vectoriels et de
la vectorisation :

Certaines simulations numériques présentées dans cette these ont été ef-
fectuée sur un ordinateur vectoriel NECSX5 de I'IDRIS. Les particularités du
fonctionnement de cette machine sont exposées succinctement ici (voir [2]).

A.1 Principe de fonctionnement :

Principe de fonctionnement simplifié d’un processeur classique
Une opération (une multiplication, une addition de réels en virgule flottante
par exemple) est en général décomposée en une série d’instructions élémen-
taires par le processeur d'un ordinateur. Chacune de ces opérations est effec-
tuée au cours d’un cycle d’horloge du processeur. Ainsi de facon tres sché-
matique, 'addition de deux réels se décomposera de la fagon suivante :

1. égalisation des exposants des deux réels qui a l'origine sont sous la
forme canonique : 0.xyz... x 10™.

2. addition des mantisses
3. mise sous la forme canonique du résultat

chacune de ces instructions durant un cycle de I’horloge du processeur. Ainsi,
une opération simple demande au processeur d’effectuer N instructions élé-
mentaires qui prennent N cycles d’horloge.

Principe de la vectorisation : La vectorisation, consiste a remplacer
le processeur effectuant chacune de ces opérations a la suite par une “chaine”
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de processeurs effectuant, chacun, une des instructions élémentairesf]. Ainsi,
si on demande a la chaine de processeur d’effectuer un grand nombre d’opé-
rations similaires, a chaque cycle d’horloge, il effectuera une opération alors
que 8’il n’y avait qu’un processeur, une opération serait effectuée tous les N
cycles.

Il en résulte que le nombre d’opérations similaires a effectuer est suffisam-
ment grand pour compenser le temps de mise en place de la chaine, une telle
organisation du processeur permet un gain de temps tres important dans
la vitesse d’exécution des instructions. Ainsi, si on demande au processeur
d’effectuer une méme opération sur tous les éléments d’'un méme vecteur,
la vectorisation de cette opération présente un intérét remarquable dans la
mesure ou il permet de diviser par N le temps nécessaire a cette opération.

Ce principe se retrouve dans beaucoup d’architectures classiques. Dans le
cas des ordinateurs vectoriels, elle s’accompagne d’une mise en parallele de
plusieurs “chaines” de processeurs qui traitent chacune une partie du vecteur.
Alors le temps de traitement de I'opérations a faire sur chacun des éléments
du vecteur est considérablement réduite.

Autre particularité : Cette organisation du traitement des taches ne
suffirait pas a expliquer la différence de vitesse de traitement des vecteurs
longs lors de l'utilisation des ordinateurs vectoriels. En effet, pour que le
processeur puisse traiter les vecteurs aussi rapidement, il faut que les données
lui soit acheminées suffisamment rapidement afin qu’il ne passe pas un temps
trop important a les attendre.

A cette fin la mémoire des ordinateurs vectoriels est organisée de fagon
a ce qu'une fois que le premier élément d’un vecteur est acheminé vers le
processeur, le temps de latence entre ’acheminement d’un élément du vec-
teur et les suivants soit tres court (un cycle d’horloge du processeur). Cette
organisation de la mémoire permet donc d’utiliser au maximum les capacités
du processeur lors du traitement des longs vecteurs : il n’a pas a attendre
I’arrivée des données a traiter.

A.2 Contraintes liées a ’utilisation d’un or-
dinateur vectoriel :

La premiere contrainte qui apparait lors de I'utilisation d’un ordinateur
vectoriel est que pour que cet ordinateur présente des performances sensi-

'Les instructions élémentaires & effectuer sont assignées & chacun des processeurs au
début de la série d’opérations
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blement supérieures a celles d'un ordinateur classique, il faut avoir a traiter
des vecteurs longs. En effet, mis a part lors du traitement d’un vecteur long,
les performances d’un tel ordinateur sont sensiblement équivalentes a celles
d’un ordinateur scalaire, alors que lors du traitement de vecteurs longs, elles
sont bien meilleures. Donc le programme doit passer la plus grande partie du
temps de calcul dans des opérations sur des vecteurs longs.

Par ailleurs, I'optimisation des acces mémoire nécessite que lors du trai-
tement d’un vecteur, les éléments soient traités sans qu’il ne soit fat de saut
d’indice. En effet, un saut d’indice augmente sensiblement le temps d’acces a
la mémoire et donc les performances de 'ordinateur. Dans le cas du NECSX35,
les sauts d’indice pairs sont particulierement a éviter. En effet, alors que les
sut d’indice impairs multiplient le temps d’acces a la mémoire d'un facteur
2, les sauts d’indice pair peuvent le multiplier par un facteur allant jusqu’a
16 [37].

Enfin une derniere contrainte, et non des moindres, liée a ['utilisation
d’un ’ordinateur vectoriel est que dans une boucle portant sur les indices
d’un vecteur, aucune opération ne dépendent du résultat d’une opération
précédente. En effet, sinon, quand la boucle est vectorisée, il est fort probable
que la valeur qui sera utilisée pour effectuer la seconde opération ne sera pas
celle issue de la premiere opération mais celle stockée en mémoire avant que

la premiere opération ne soit effectuée. Le résultat obtenu ne sera donc pas
celui souhaité. Un exemple simple est fourni par la boucle :

do i=1,N
a=a+x (i) *y(i)
enddo

Cette boucle peut étre vectorisée par le compilateur et amener a un résultat
faux. Afin d’éviter ce probleme, il faut, via une directive de compilation,
indiquer que cette boucle] ne doit pas étre traitée de maniere vectorielle.

2Le compilateur fourni un fichier ou la facon dont les boucles sont traitées est indiquées.
Il est alors possible de vérifier qu’aucun probleme de ce type ne se posera.
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Annexe B

Propriétés de Ly

L’équation (B.1]) est invariante par translation dans le temps et par
toutes les isométries de 'espace. Ces propriétés imposent que pour une so-
lution stationnaire donnée, toute perturbation qui correspond a une de ces
transformations est marginalement stable, c’est a dire que c’est un mode
propre de valeur propre 0 de l'opérateur d’évolution en temps linéarisé au-
tour de la solution stationnaire.

Je présente ici les calculs qui permettent de déterminer I’expression de ces
modes propres ainsi que ’expression de la valeur propre qui leur est associée
dans les référentiels utilisés pour 1'analyse de stabilité linéaire.

B.1 Rappel des équations de stationnarité et
du probleme linéarisé :

Le probleme stationnaire dans le référentiel twisté est donné par I’équation

(B.11)

{ 0 = wisutf(u,v)+ deu+ (5 +72)0su+ +0,u (B.1)

0 = wisvg(u,v)
Une fois la solution stationnaire dans le référentiel tournant Uy(2',y') =

(uo, vp) calculée, on linéarise I'opérateur d’évolution en temps et on se ramene
au probleme aux valeurs propres (B.15)

o(k)ur = (=K + 2imuk.0p)us + (w10g + 70054 + Vip)ui+
+  [0uf(uo, vo)ur + O, f (ug, vo)v1] /€ (B.2)
o(k:)vi = w1001 + [0ug(uo, vo)ur + Oug(uo, vo)v1]

On note dans la suite U (z,y, z,t) la solution stationnaire correspondant
a Up(2',y') dans le référentiel du laboratoire. 11 vient alors que Uy(z, vy, 2,t) =
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Uop(cos(P(z,t)x + sin(P(z, t)y, — sin(P(z, 1))z + cos(P(z,t))y) avec D(z,t) =
wt + Ty 2.
Formellement on écrit (B.2) : o(k,)U; = L. Uy.

B.2 Propriétés générales des modes propres
de L;. et de son adjoint :

B.2.1 Casr7,=0":

Dans ce cas, pour toute valeur de k,, Ly, est un opérateur réel. Par
ailleurs, £y, = L_j,. Alors on sait que si u; est mode propre de Ly, avec la
valeur propre o :

L',kzul = 0oup (B3)
Lpu) = o'y :
L_puy = o'uj (B.5)

B.2.2 Cas 7, #0:

Dans ce cas, la seule propriété remarquable de Ly, est que £;, = L*, .
La seule relation des modes et valeurs propres de Ly, est que si Ly u; = ouy
alors :

L_puy =o' u. (B.6)

Cette relation permet de déduire la partie du spectre de Ly_, pour k, < 0 de
celle obtenue pour les k, > 0.

B.2.3 Modes propres de 'opérateur adjoint L :

Certaines relations liant la dynamique des filaments de spirales aux pro-
priétés des spirales bidimensionnelles, font intervenir le produit scalaire de
certains modes propres de L avec les modes propres de son adjoint. Néan-
moins, le produit scalaire utilisé est souvent mal défini et I'existence méme
des produits scalaires est parfois sujette a caution.

Ici, nous considérons l'adjoint de £ par rapport au produit scalaire défini
ainsi :

(9-) Z//g*fdxdy (B.7)

Cette définition n’a a priori aucune raison d’étre valide, mais les résul-
tats numériques obtenus, montrent que dans ce cas, les modes de 'opérateur
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Fia. B.1 — (a), (b), (¢) and (d), contour du module des champs u et
v du mode adjoint de valeur propre iw; de l'opérateur d’évolution en
temps linéarisé autour d'une solution stationnaire (a) et (b) a k, = 0

et du mode propre de translation correspondant (c) et (d).

Le maxi-

mum des champs est fixé a 1 et les lignes de contour sont prises
pour uw,v = 0.0001, 0.001, 0.01, 0.05, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 and 0.9 (a)

et (b), w = 0.01, 0.05, 0.1, 0.3, 04, 0.5, 0.6 and 0.7 (c) et v

0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6 and 0.8 (d). Les parametres ont pour valeur :
a=.44,b=0.01 et e = 0.025. La pulsation de ’onde spirale est w = 1.1612.
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Fia. B.2 — (a), (b), (c) and (d), contour du module des champs u et v du
mode adjoint de valeur propre 0 de 'opérateur d’évolution en temps linéarisé
autour d’une solution stationnaire (c) et (d) a k, = 0 et du mode propre de
rotation correspondant (a) et (b). Le maximum des champs est fixé a 1 et
les lignes de contour sont prises pour v = 0.001, 0.1, 0.3, 0.5 et 0. 7 (a), v =
0.001, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6 et 0.8 (b) et v, u = 0., 0.001, 0.01, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 et
0.9 (c) et(d). Les valeurs des parametres sont les mémes que pour la figure

(BI)
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adjoint sont localisés au centre de rotation (voir figures (B.2) et (B) ) de la
spirale et décroissent exponentiellement en fonction du rayon, ce qui garanti
d’une part la définition de ce produit scalaire, d’autre part qu'un calcul ef-
fectué sur un domaine fini sans tenir compte des éventuels termes de bord
est correct.

B.3 Modes propres marginaux liés aux symé-
tries du probleme :

B.3.1 Invariance par translation dans le temps, mode
de rotation :

Si on considere une petite translation dans le temps dans le référentiel
du laboratoire, la perturbation au premier ordre de 1’état stationnaire s’écrit
dans le référentiel du laboratoire :

Uy (z,y, 2,t) = 0,0y (B.8)

Il vient alors immédiatement par changement de repere que dans le référentiel
tournant U; est proportionnel a :

Ui(r, ¢,t) = 0pU,(, ) (B.9)

qui est le mode propre associé a la valeur propre 0 de 'opérateur linéarisé

Lr—o.

B.3.2 Mode propre dii a 'invariance par translation

Les modes propres associés a l'invariance par translation dans l’espace
sont plus difficiles a déterminer du fait de la forme particuliere du référentiel
utilisé. On considere une petite translation (1, y;) de I’état stationnaire dans
le référentiel du laboratoire. Alors dans le référentiel tournant (dont le centre
est situé en x = 0, y = 0), la solution correspondant a la spirale translatée
devient :

Ulx',y) = Uy((x —x1)cos®+ (y —y1)sin®, —(x —x1)sin® + (y — y1) cos )
= Uy (2’ — cos(P)xy — sin(P)y1, ¢ + sin(P)z; — cos(P)y;)

= Uo(x'—(% ’{)—I—cc)y’—I—(%@—kcc)) (B.10)
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Alors au premier ordre en (x1, y;), dans le référentiel tournant :

U(x/7 y/) = UO(QZ,> y,) + we“’(&c/ + iay/)Uo + c.c.

2
= Uo(x’,y')+¥ei(¢”’)(&ﬂ+%8¢)%+c.c. (B.11)
On vérifie alors que :
( e ) =0, + 18¢)U0 (B.12)
Ut r

est mode propre de 'opérateur linéarisé Ly pour k, = —7, avec la valeur

propre iw alors que : .
e (0, — %%)Uo (B.13)

est vecteur propre de Ly, pour k, = 7, avec la valeur propre —iw.

Pour 7, = 0, les équations (B.3) impliquent que les valeurs propres
+iw sont des extrema des branches de translation. Par contre dans le cas ou
Tw #= 0, cette propriété n’est a priori pas vérifiée. Dans ce cas, un calcul
perturbatif montre que pour k, = 7, + 0k, la valeur propre de la branche de
translation associée a la valeur propre —iw vaut :

(i + 0h) = g 4 oL 105ue) gy (B.14)
(Tg.up) + (0. vy) ?
ou, (ug, vy) est le mode propre de translation de Ly, —,,, et (4, ;) est le mode
propre a gauche de Ly _, associé a la valeur propre —iw. En effet, soit
L. 1ok, on peut écrire son mode propre situé sur la branche de translation
sous la forme U, + du, v; + dv, la valeur propre de ce mode propre s’écrivant
alors —iw + do. Au premier ordre on obtient alors :

(50( UZ ) — W < S0 ) = 20k,T,(1 +1i0,) ( v: ) + Lp—r, ( 5o ) (B.15)

En multipliant a gauche cette équation par (7, 7;) on obtient I’équation

(B.19) .

B.3.3 Mode propre du a l’invariance par rotation tri-
dimensionnelle

Les équations (B.1]) sont invariantes par rotation tridimensionnelle, donc
par un changement de repere qui correspond a une légere inclinaison de I'axe
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Oz. On s’attend alors a ce que la perturbation de la solution stationnaire
correspondant a ce changement de repere fasse apparaitre un mode propre
particulier de 'opérateur Ly, . Dans la suite de cette section, je calcule cette
perturbation.

Considérons le changement de repere correspondant a une légere incli-
naison de I'axe vertical. Dans le repere du laboratoire la matrice de passage
correspondant est (au premier ordre) :

1 0 0
M= 0 1 o (B.16)
=01 =0y 1

ou 011, 01 sont petits devant 1.

A la solution stationnaire U(z,y, z,t) dans 'ancien repere correspond
alors la solution U (X + 81 Z, Y + 01U Z, Z — d1p1 X — d1»xY, t) dans le nouveau
repere. En remplacant Uy par son équivalent dans le référentiel tournant
twisté on obtient que la solution dans le nouveau repere a pour forme :

U = Up((X + 61 Z) cos(®) + (Y + 61o.Z) sin(P),

. —(X 40y Z)sin(®@) + (Y + d1p2Z) cos(D)) (B.17)
O = wit+ T2 — Tu(0Y1 X + G10Y) (B.18)
— By oD (B.19)

En développant ces équations au premier ordre en 011, &1, on obtient :

U = U(X cos(Pg) + Y sin(Pg) + 091 Z cos(Pp) + d1)2Z sin(Pg) +
+ dP(X sin(®g) — Y cos(Py)),
, —Xsin(®g) + Y cos(Py) — d1)1 Z sin(Pg) + 0o Z cos(Pg) +
+ 0D(X 0P cos(Py) + Y sin(Dy))) (B.20)

Cette équation donne alors en utilisant(B.11)) :
U = Up(X' —50Y",Y' +60X") +

U7+ iUsZ '
0n ;— 10709 61(¢+<I>0)(8T + E%)Uo + c.c. (B'21)
r

On obtient alors en continuant le développement :

U = Uo(Xl,Y,)+7
+ 5<I)O¢Uo +
. Zwem(&" +=0,)U + e (B.22)
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En écrivant alors d® en fonction de X' et Y :

0P = —7, (001 (X' cos(Pg) — Y'sin(Pyg)) +
+  0e (X sin(Pg) + Y cos(Py)))
—01 + 61y 40
2
on obtient I'expression de U dans le nouveau repere au premier ordre en

(Swl, (5(b2 .
U - U()(X,7Y/)+,

= 47u,7( )+ c.c (B.23)

-5 01y
+ (Twr(Mel(%w) + c.c)0yUo
+ ZM&W%)@ + %a(i))Uo +cc.
= Up(X",Y')+,
o —0 0 : ' :
n el%(M)( Ze' (0, + %%) + 7,104 ) Uy + c.c. (B.24)

Ainsi :

Vine Vtilt

( Uine ) = (2" (0, + %%) + Twrewaﬁ)Uo = ¢/®0 ( it > (B.25)

et le complexe conjugué sont solutions des équations (B.I) linéarisées au-
tour de I'état stationnaire :

(815 + ZTwaqu - azz)uinc - (Wad) + 7—3;8¢¢ + AZD)uinc + aufuznc + avainc
(at)vinc - w@wmc + auguznc + avgvinc
(B.26)

B.3.3.0.1 Conséquence : L’équation (B.26) peut s’écrire en utilisant
Vopérateur Ly ., et le vecteur (ugy, vy :

(L — i) ( Uity > _ ( —irw(larz'a¢)ut ) (B.27)

Usilt

ou (uy, v;) est le mode de translation (voir équation B.12). En multipliant
cette expression a gauche par le mode adjoint associé a (ug, v;), on obtient
alors que :

0= (T. —i(1 4 i0p)us) (B.28)

et donc d’apres (B:14)que les valeurs propres +iw obtenues en k, = F7,
des modes de translation continuent d’étre des extrémas des branches de
translation, quand le twist n’est pas nul.



Annexe C

Calcul de la vitesse d’un front
courbe :

On cherche dans ce chapitre a déterminer la vitesse d’un front courbe
dans I'approximation d’interface fine. Ici, I'interface est une surface, S. On
suppose qu’au voisinage de cette surface, la valeur du champ u en un point
M ne dépend que de la distance d(M,S) de ce point a la surface.

Localement, toute surface est approchée par le sommet d’un paraboloide
P, on détermine, a I’ordre dominant, la distance d’un point proche du sommet
au paraboloide. On en déduit la forme de ’équation vérifiée par u(d) et ainsi
la vitesse du front.

C.1 Distance d’un point a un paraboloide

On cherche a déterminer la distance d’un point proche du sommet d’un
paraboloide P a ce paraboloide. L’équation du paraboloide est :

2 2
a Y y4
= —5 (ﬁﬁ‘g) (Cl)

Les deux courbures principales du paraboloide au sommet ont pour valeurs
k1 = 1/p1 = a/b? et ky = 1/py = a/c® Soit M un point de coordonnées
(&0, M0, Co) avec |[(&o, Mo, Co)|| < pi- Alors, la distance de M a P est la distance
de M au point N = (£,1,¢) de P tel que MN L P. Les coordonnées de N
vérifient donc le systeme d’équation :

0 = (§£—&)(—al)+ (¢ — ) (C.2)
0 = (&—&)(—an)+b*(n—mn) C.3

2 2 .
¢ = -5(F+%) (1)
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Les équations ([C.2[C.3) deviennent :
o= m+(E— )Ty (C.5)
(= G- &))“g‘) (o)

En injectant ces résultats dans ’équation ([C.4) on obtient I’équation :
a’  a? a a
0= (54 )(5 &) + ($+@+ >(£—§O)+( + 1, %
(C.

En ne gardant que les termes dominants :

7)

[«=)\V)

§-& = —<§o+%(i—§+2—2)) (C.8)
n—1 = —<§0+%(i—§+z—§))% (C.9)
(—6 = —<go+g(i—§+2—§))ac—§ (C.10)
On obtient alors & 'ordre dominant :
d(Maf):fo—f-g (Z§ +i—§) (C.11)

C.2 Equation vérifiée par u(d) :

Dans I'hypothese d’interface fine, on sait que u vérifie dans la région du
front I’équation :

—cOqu = 1f(u, v) 4+ eAu (C.12)
€

ou ¢, est la vitesse normale du front et ou v est considéré comme constant.
Ici, d’apres ([C.11), Au vaut en ne gardant que les termes dominants :

a
Au = Ogqu + <b2 ) Oqu (Cl?))
Ainsi, 'équation vérifiée par u(d) devient :
1
(—cn — €(K1 + K2))O0qu = gf(u, v) + eAu (C.14)

Ainsi de la méme fagon qu’en section ZZ3.T.Tlon en déduit que :

cn = co(v) — €(K1 + K2) (C.15)



Annexe D

Quelques propriétés des
rubans. Application aux
filaments de spirales

Dans cette appendice, je définis le twist d’un ruban et je donne quelques
propriétés géométriques qui permettent de le calculer dans certains cas simples.
Ensuite, je montre comment on peut assimiler un filament de spirales a un
ruban fermé et j'utilise les propriétés des rubans pour calculer le twist des
filaments de spirales.

D.1 Twist, nombre de liens et Writhe d’un
ruban

D.1.1 Twist :

Le twist d’'un ruban est le taux de rotation local de 'un de ses bords
autour de son axe médian. Mathématiquement si on note 7(s), la position de
I’axe médian en fonction de 'abscisse curviligne[27], (s), le vecteur tangent
a I'axe médian et p(s) le vecteur unitaire normal a 'axe médian dirigé vers
le bord du ruban, le twist noté 7 vaut :

= (dii () /\ﬁ) i (D.1)

D.1.2 Linking number :

Un autre nombre caractéristique d’un ruban est le nombre d’enlacements
de ses bords, noté Lj. Il correspond au nombre de fois que I'un des bords
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/ > Lk—>Lk+1
\
T
K

Fic. D.1 — A gauche : illustration de la méthode de calcul du Linking number
en utilisant la projection sur un plan des deux bords du ruban. A droite deux
exemples : dans le premier cas le linking number est égal a 0 : le deux filaments
ne sont pas enlacés : on peut réduire un bord contintiment a un point sans
intersecter I’autre, alors que dans le second le Linking number est égal a un :
chaque bord passe une fois a travers 'autre.

passe & travers la boucle formée par I'autref]. Il peut étre calculé de la ma-
niere suivante : on projette les deux bords sur un plan et on considere les
intersections des deux bords (On ignore ici les autos-intersections d’un bord).
Si le croisement est tel que pour faire coincider le vecteur tangent au bord
du dessus avec le vecteur tangent au bord du dessous on doit faire tourner
ce dernier dans le sens des aiguilles d'une montre, on affecte au croisement
la valeur € = +1, dans le cas contraire on lui affecte la valeur —1 (voir fi-
gure(D.). Le linking number est alors égal a la somme des e divisée par
2[4, BO]. Cette définition du Linking number est dépendante du sens dans
lequel on parcourt chacun des bords.

Ce nombre est un invariant topologique du ruban, il est invariant par
déformation continue du ruban.

D.1.3 Writhe :

Enfin un troisieme nombre caractéristique du ruban est son Writhe[26].
Ce nombre de dépend que de la géométrie de de 'axe médian du ruban et
vaut :

W, — ﬁ /ds/ds,af(s) A Ost(s").[r(s) — 7(s')] (D.2)

=9

Il est aisé de remarquer que dans le cas d'un ruban dont I’axe médian est
dans un plan, le Writhe est nul.

LOn se limite au cas simple ol chacun des bords ne forme pas de nceud.
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La forme (D.2) permet de définir le writhe. Cependant sa signification
géométrique n’apparait pas immédiatement et son calcul est assez lourd. Il
est néanmoins possible de calculer le Writhe a un entier pair pres, comme
étant la surface de la sphere unitée entourée par le vecteur tangent a ’axe
médian du ruban divisée par 2.

Ainsi dans le cas d’une hélice, de pas H et de rayon r, le Writhe vaut a
un entier pair pres :

1

Wr=1- (D.3)
1+ (27mr/H)?

L’une des propriétés les plus remarquables des trois nombres qui ont été
définis plus haut est que :

1
Ly=W,+ o /TdS (D.4)

Cette formule lie ainsi un invariant topologique du ruban qui est invariant
par déformation continue a une propriété de 'axe médian et a l'intégrale
d’une propriété locale du ruban : le twist.

D.2 Lien entre un filament de spirale et un
ruban :

Il existe deux définitions du filament de spirales. dans I'une on définit
le filament instantanée qui est 'intersection de deux isosurfaces de u et de
v. L’autre est le filament moyen qui est soit la région du milieu dont 'état
varie le moins au cours d’une rotation de la spirale, soit le lieu des centres
instantanée de rotation. Ces deux définitions sont équivalentes dans le cas des
spirales en rotation uniforme. On définit ainsi un ruban dont I’axe médian est
le filament moyen et dont I'un des bord est le filament instantanée. L’autre
bord étant le symétrique de ce bord par rapport a I’axe médian. Alors, le twist
du filament est le twist du ruban ainsi défini et les propriétés géométriques
du filament sont celles du ruban.

Afin de se ramener a un ruban fermé, on complete le ruban ainsi obtenu
en joignant le dessus de la boite de simulation au dessous par un ruban dont
I’axe médian est plan et qui a un twist uniformément nul. Ainsi, la partie
ajoutée au ruban ne contribue ni au twist ni au writhe du ruban : elle est
plane et non twistée (voir figure (D.3)).

On voit alors que lors de simulations dans une boite avec conditions au
bords périodiques, la somme de la contribution au Writhe du filament moyen
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F1G. D.2 — Schéma de principe de la fagon dont on peut assimiler un filament
de spirales a un ruban fermé. La boite de simulation est représentées par le
parallélépipede, les filaments moyens et instantanée dans la boite de simula-
tion sont représentés respectivement par la droite en traits pointillés et gras
et I’hélice en trait continu gras. Les lignes en traits fin pointillés et continus
completent respectivement le filament moyen et le filament instantanée. Elles
forment un ruban non twisté dont la contribution au Writhe est nulle.

et du twist est conservée. Ainsi si le filament moyen reste droit, le twist moyen
le long de celui ci est conservé.

De méme, si initialement on considere un filament moyen initial rectiligne
twisté avec un tour sur une hauteur H(Son nombre d’enlacement est égal a
un) qui prend la forme d’une hélice de rayon R, Le Writhe a alors pour valeur
(1 —cosf) = (1 —1/(y/1+ 4n2R2/H?)), ce qui implique que le twist total
est égal a :

1
2
V/1+ 4m2R?/H?
Et donc, la longueur de I'hélice étant /4n2R? + H? le twist local, est égal a :

(D.5)

21
H(1+ 4w2R?/H?)

(D.6)
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Publication et prépublication

E.1 Publication

Reproduction de 'article paru dans Physical review Letters volume 85
pages 5328-5331.

Dans cette article nous présentaons les premiers résulats de I'analyse de
stabilitélinéaire des filaments des spirales twistés et non twistés qui fait 'objet
des chapitres 4 et 6 de ce manuscript.
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A full linesr sttty of a stroight sorcll wave in an excibble medium & preseoted. The five sigen-
mede bromches which corres pond o deformation in the third dimension of the five main modes of two-
dimemsional (20 spiml dynanics are found to phy o domimnt tole. For untwisted scroll woves, modu-
btions in the third dimension hove stoblzing of destobilizing effects on the different modes depending
on the pommeter regimes, in partinl agreement with previous predictons. The tmfluence of twizt om the
diffetent bromches iz investigated. In poricular, the sproing imfabdity & seen toarse from the twist-in-
duced deformotion of the tomsbHon brmnches above o thresheold tedst

FACS muenbers: 47230 He, 0260 —x, E7.19 Hh

Scmoll waves are three-dimensional (30) extensions of
the fam iliar spirals [1] of excitable media. They have been
directly observed in three-dimensional chemical reactions
in gels [2] and are suspected o play a role in the s g phass
of slime molds life cyele [3] and mest importan iy i ven-
tricular fibrillation [4,5]. Mumemus simulations of scroll
waves hove been performed, different instabilities hove
been noted [5—-8], and a somewhat similar phenomenalo gy
has been found for 30 complex Ginzburg- Landau vortices
[#] However, even in the simplest case of an homoge-
neous and Eotopic excitable medivm, the mechanisms of
the differ=nt instabilities, their systematics, and the influ-
ence of scmoll wave twist still appear poorly understood.
We atternpt here to bring some clarification by perfom-
ing a full linear stability analysis of stmight scroll waves
in various pamameter egimes. In contmst o earlier stabil-
ity studies [8,10], this gives access not only to the most
unstable eigenmode but also to the other, stble or wnsta-
ble, modes. In particular, this enables us to follow the free
branches of modes which emerge from the two tmunslation
maodes, the wiation zero mode and the two Hopf bifurca-
tion meander modes of 20 spial motion. As for spimls
[L1], thess are found to play the dominant role in scroll
wave dynam ics.

The excitable med wm dynamics is described in asim pli-
fied but useful way by the two-variables reaction-diffusion
Eystem

dig = Tl Fl,wlfe, il
Ao =8V + glu,w). 1)

We mestrict owmelves to the singly diffusive cose with
=10 md choose for definitencss Barkley's reaction
tems [12] with flw,ed = il — Wi — (v + 8)7a2]
glu, v) = — » which permie fast diect simulations
and oomparison with some previous msults.  Previous
experience with 20 gpirals lands us to expect that simi-
lar regults would be obtained with a different choice of
excitable kinetics. The msults should also be, at least cuali-
tatively, comparable o experiments using the Belousov-
Zhabotinsky maction [13]

5318 003 19007 /00 /8525 /53284 )51 5.00

Cur numerical method is analogous to the one used in a
previous linear stability analysis of spiral waves [L 1] We
intreduce a rotating coominate system twisted along the -
axis whem the steady scroll solution is time independent
Thatis, wessek i and & as functionsof v, h = # i
7w 2.0 and z whem (r, #, 2] are cylindrical coordinates and
Ty is the imposed twist. In these coordinates, Ecg. (1) and
i2) r=ad

oy + 2eed, — 82 = (e, + r2a), + ¥ight
t fl, el fe
v = @iy + gl ). (3

The Laplacian is two dimensional on the right-hand side
irhs) of Eq ¢3) [in (r, )] in contmst to the thee-
dimensional one in Eq. ¢ L). The twist 7, can be chosen
atwill and is notconstrained by the finite size of the simu-
lation box in the : dimcfion 28 in usual direct simula-
tions. Determining a steady scmoll rotating at the foecquency
w = @y consists of finding [ugle, b ), eglr, bl e ] that
nullifies the rh.s. of Eq. (3). Tosolve this nom linear eigen-
vale pmoblem, the rhs of Eq.(3) is discretized on a
Mg ® N, finite, To d-periodic box of radius /& using fi-
nite differences of 4th order in space for the differential
operators with rotationally symmetric bound ary con ditions
imposed at the box edge, & in|;mg = (. The nonunique-
ness of wlr, &), volr, &) brought by the montional invari-
ance of (3] is taken care of by arbitrarily setting the value
of wal M., Ny equal to 05, Therefore the discrete problem
iz mduced to finding the zero of a (2 = A, = N, valued
function of the (2 = N, = Ny 1) unknewn values of
it and vp and wy. This is solved by Mewion's method
starting from an initial guess of the solution provided by
a dimct simulation of the evolution equations. In a box of
gize 60 x [20, solutions of the discrete problem are ob-
tained with an accutacy of 10 #{ina L:nam.

Onee astend y seroll woave iy, ty, w) is found, the time
evolution ecuations (3) ane linearized around (g, o) in the
twisted rotaing frame. Setting ¢ = iy + explo (b
iz Jugle, e = vy + oexplo (b0 — ikoz]ey (e, b,

© 2000 The American Physical Society
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leads to a linear eigenvalue problem for the growth rates
ik, as 2 function of the woe vectar .,

ok = [—kT + 2iTyk:Aplin
b loug g ‘."in’.lsm t T;”]IEL
t o oo, v + B f (o, vele]d e,
ik ey = wfpry + [Aug o voley + Seg o, voe].

43

These linear equations are discretized in the same manner
as Eq. (31 We denote by £, the discrete version of the
linear operator appearing on the rhs. of Eq. i4). Beingin-
temstad in the stability of the scroll wave and in its modes
of destabilization, we focus on detemnining the eigenval-
ues of £, with the largest wal parts. This can be accu-
rmtely done by using an ierative method fully described
in [14]. Fimst, the contributions of eigenvalues with very
negative real pars are effectively suppressed by comput-
ing by itemtions v, = (1 + ¢ £, 0"y, for an arbitmry
vector v and a sufficiently large integer i, /dr and a suf-
ficiently small o7 {in the follbwing calculations, fypical
vales am 1, = 5 and o = 10 7). One then builds an
orthonomal st of vectors that spans ;.0 = (1 1

i [0 0y L S e = (1 + afr £, i} and
evaluates the restriction _E'lw of £ to this subspace.
The integer ¢,/ dr should be chosen large enouwgh to make
(1 + £, di¥ gignificantly different from the identity
btut emall encugh to limit com putation time (a8 a typical
vale, f, =(L.5 is used hemr). OCne finally computes
the n eigenvalues v, | = j = n} of the lugest real
part [Reler;) = Relr,), j < &] ad the coresponding
eigenvecios of .E_."’“'. They approximate the comespond-
ing # eigenvectors of £, with an accumcy of arder
expl— i) — o)) (m — wii]. With m = 50, we reacha
precision of more than 10°°, in computing eigenvectars
of £, (in Ly nomn |I[[£ — e8] g, v )] = 1075,

We hove determined steady rotating scmll waves and
cormputed their stability spectrum for several different pa-
rmameters of Eqs. (1) and i2) where steady spiml waves
exist and are stable. We now summarize these results be-
ginnin g with the case of wntwisted scroll waves.

For 20-spiml waves, the linear stability operator has
three marginally stable modes comin g from the symme-
tries of the dynamics: the rotation eigenmode with an
eigenvalue ecual to zem and the two tanslation eigen-
modes with pumly imaginary eigemalues ecual to & ey,
the spiral mtation frecuency. For untwisted scmoll waves,
these corespond to eigenmodes of the linearized operator
at &, = (1. The computations reported in Figs. 1-3 show
pood agreement with these expectations. For &, =0, we
find an eigenvalue of magnitude smaller than 107 which
we identify with the rottion eigenmode md two eigenval-
wesecual to = f oy withan ermor of 104 which we identify
with the tmunslation eigenmodes [L5].

For 20-spiral waves, in addition to these three marginal
eigenvalues, two complex conjugate sigenvalues cross the
imaginary maxis on the 20 meander instability line. The
comespondin g meander eigenmodes play an im portant mle
in spiral dynamics and belong to the wntwisted scroll woe
spectrum at &, = (.

The msults of our computations show that in general,
the eigenvalies with the largest real pares i the untwisted
somll wove spectmum belong o the five finie & branches
of modes ariginating from the translation , rotation, or me-
andereigenmodes of . = ). The rotation mode ap pears to
te stabilized by finite £ values. Qo the contmary, we e
observed three differnt behavios of the translation and
meander branches as a function of &, for differnt choices
of the pammeters «, &, and  characterizing the reaction
temn [l ) e in Ee. i 1)

In the first case, both the tanslations and the memder
meodes are stabilized when &, becomes nonzem, as shown
in Fig. L.

The second case & shown in Fig. 2. The translation
modes now become wnstable for low &, while the memder
modes are smbilized. This cormsponds to the “negatine
filament tension™ instability previously descrbed in [7].

A third case opposite to the pevious one is also ob-
served as shown in Fig. 3. The tanslation modes are heme
stabilized when &, becomes nonzem. On the contrary, the
real part of the meander modes grows proparfionally o
&* at ow k. before decreasing for higher wave numbes.
This qualitatively comesponds to the phenomenon reporhed
in [&]: the scwll waves can be unstable with respect to
meander at finite &, in a parameter regime wher 2D spi-
rals are stble, as shown in Fig. 3b

The fourth logical poesibility consisting of 4 destabiliza-
tion of both the tmnslation and the meander modes wroe not
observed in the present limited search.

a B
i '=I-:+(-1:!. ]
Tite, A
ol T S .
==0.1 . -
E . = ot
¥ | E o
" Eqqfe-r
03 -:u-u-ﬁg,nnﬁ
A
“"“.: “HDM“Fl-dpo,,nﬁ
-1
N 0z aa T 0z, 04
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FIF. L  ia)Realand ¢ b maginary parts of the dommnante igen-
walues of the spectrum as funchons of & temsbhon (+), 1o-
totiom (#), amd mezmder (=) bronches. The knetcs prameters
re g o= b, o= (0, ond £ o= (S and quolittively give 20
spimls with emoll core £ from the mesmder ine. Mo instability
1z ob=atved. The spiml rototion frequency 15 o = 1103 and
the width of the enciied zone between two i = (L5 Bolines fr
from the fip coresponds to o wove numiber &, == (03 A ditfor
k.= 1 of the trmsbtion brmch ghves or, = 117 & [ <0038 &
1 310&* 10 agreement with the inde pendently meoe ured dnft co-
efficers oy = (.37, o, = 1.32. A similar it for the meconder
bronch gives o, = =(LI§ & LO& & (=049 = (49 %".
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FiF. 2. ia)Realand (b timaginamy parts of the dominzmteigen -
values of the s pectium s functons of £ temsbtion ¢+ 1 and 1o-
totion ( # ) bremches. The Knetics prameters ome o = (09, & =
(WHL, and e = (b1 ond qualtiortively give a weally excitible
medium with nonmemmdering spimls. The meander modes ane
not plofted becouse thetr reml ports cie more negotive tham the
values shown The tremslation branches are wistable for low & .
With the nobifions of Fig. 1, o, = (052 « [} 58 « 12600k
for b, @21 ond oy = 08T oy = 125 Other volues ane
ar, = 0521 omd &, = (195,

We have performed some direct numerical simulations
of Eqe. (1) and (2) to observe the nonlineard evelopment of
the different instabilities [12]. When the trmnslation modes
am destabilized at low & i Fig. 2, the filament grows and
no mestabilization is observed . On the contary, a restabi-
lization at finie amplifude is observed when the meander
modes ar destabilized af finite &.. This 3D instability
thus inherits the directchamcter of the 20 meander bifur-
cation. These observations comoborate previous findings
[7.2]. Howewver, a detailed chamcterization of the nonlin-
ear dynamics is beyond the scope of the present Letter.

We now procesd and study the effect of a finite twist
(7, # ) [L&]. Ata geneml level, we noe that the spec-

(@]
e,

F-a1 S
PAT

<y o=s 05 0.7 4 % oz 05 073 4

K K

FIG. 3. Real pars of the domimnt eigenvalues of the spec-
trum ag functions of b tremelodton (4, rettion (2], ond me-
ander (#) banches. The Kinetcs porameters qualtatively give
smull core spimls closer 4o the 200 mecnder Hne in (b) tham
miak tala =007, & = ki, ond £ = (LI25. The values ob-
tonned ae ky == 200, ax = 1784, and oy - L2, oy = b8 o
be compmred with e == L780 & (=163 « (83" and o o=
15T & 1940 & (10 & 021007 for &, << 10 (b) o=
(i, fr o= 000kl and £ = (L(25. The volues obtined ome &) =
20 or = 1756, and op = 244 0y = 0077 o be
with or, = 178" & (=241 & 07504 and o, = =i(L(7] +
LRGE = (180 & 05306 for k. =22 1. 1n b the meondet mode
i=stible ot & = 0 but the meander biamch trcomes umstable of
finike & .
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tra obey ol k) = o' (k) wher the star denotes com-
plex conjugation, since £, = £, . As in the untwisted
cage, the symmetnes of the dynamics provide three known
eigenvalues, one zero eigemvalue at & = 0 for the rota-
tion eigenmode and two complex conjugate eigenvalues for
the transhtion eigenmodes: iwy até; = — 7, comespond-
ing to the eigenvector explidh )0, iy + idgupt F, ool ey 4
if g r) and —iey at k. = +r, for the complex con-
jugate eigenvector. These exact mesulis provide sensitioe
checks on the numerics.

We genemlly find that incressing the twist r,, from zero
mduces the stability of the tmnslation branches, destabi-
lizing them or amplifying the instability when they amr al-
eady unstable. The effect of twist increase appears much
less pronounced on the memnder modes. We focus hens
on the most interesting parameter egimes such as thoss
of Figs. | and 3a for which the untwisted scroll waves
am stable. A mepressntative case is shown in Fig. 4. The
kinetice parameters are those of Fig. 3a. When twist is
inceassd from zero, the zeros of Referit. 1], which cor-
espond to the translation eigenmodes, move oway from
k. =) omnd stand at &, = *r, as they should. Most im-
partantly, the translation eigenmodes emain local maxima
of Re[wr(k.1]. Beyond a threshold twisti v, =~ (.20 a sec-
ondary maximum appeats for &) close to zero. One of
the translation branches is shown in Fig. 4a for v, = (0L236
when Refer i 1] & still negative at this sscondary mai-
mum (the other translation branch can be deduced from
the one shown by mflection with mspect to the & =10
axis)l. When the twist is increased further (past 7, =~
0.3, Re[er(£.7] becomes positive at this secondary maxi-
mum. The twisted scmoll waves then become wnstable for
a finite mnge of wave numbers & shown in Fig. 4a for
7, =04, The rotation and meander branches am alsa
shown for this value of twist. One sees that the mal parts
of the two meander branches which are superimposed on
Fig. 3a for r,, = () have been split by the twist. The max-
ima around & = *0.4% for r,. = 0 have shifted aound
.48 + 7, ) but their stability has not been significantly
mod fied.

5]
0.5 -15 _ib)
i a Beg  ——
-0.08|, a5
_0'11 =05 a K 0.5
z
FlG. 4.

(a) Realand ( b) imaginzry Euﬁn of the domminamteigen-
miodes for g = (L7, b = (0, £ = (L025 (zme o= Fig. 3aiand
atwist v, = ikd: mesmder { dash-dothed line ), rototion (dotted
Tinel, ond temelobon (sohd lme) bmnches. 1n 2 one of the
tremslobion branches (bold doshed hne)is ako plotted for o twist
1, = (L2 below the instibility thresheld.
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Direct numernical simulstions show that this twist-
induced instability keads to 2 mstabilized stte in which
the scroll come itsslf accquires a helical shape. We can thus
gafely identify the present instability with the “sproing”
instability of [5] butagain a detailked study of the nonlinear
stake is best deferrad to another publication.

Our results can be partially rationalized on the basis
of previous works but also show the limimtions of some
previows theoretical suggestions. In the untwisted case,
it wag noted [17] that a weak seroll curvatue « can be
transformed away by adding aterm — £.¥ i on the ths. of
Eq. il). This mlates the curvatue-induced motion of a
weakly curved scmll wave [7, L8] 1o a 2D spiral drift in an
external field K and gives for the small & behavier of the
translation branches,

rJ'-I'.i.'\,|='£|'w| + 0 £Ey + I.I:tl:l-‘..!- (5]

Thi mlation between the tronslation modes small &, cur-
vatwme and the independently measuned drift coefficients
) and vy [19] is very well satisfied by our numerics ( see
the captions of Figs. 1-3). In the untwisted case, whether
translation modes aw stabilized or destabilzed by the in-
trodwetion of A third dimension is thus precissly relaed o
a poperty of 2D spirals, namely, their known chan ge of
drift dimection a5 kinetics parameters vary [20].

The analogous cuestion for meander modes is mome
complex than anticipated. A simple normal fom pro-
posed in [8] extends Eq. i 5) to the low & behavier of
the two complex conjugate meander bmnches o, () =
@ - 100+ (g & for ). In contrest © Eq. i5), this re-
lation & notobeyed by the data of Fig. 3. It even cuali-
tatively disagrees with the data of Fig. la since it predicts
that the low & curvature of the translation and memnder
branches redl parts are of opposite signs contrary to what
we find. Thus, a simple two-dimensional account of the
long-wavelength dependence of the meander branch re-
mains to be developed.

Far twisted scmll waves, we hove found that the mecha-
nism of the “spoing” instabiliy is a twist-induced defor-
mation of the translation branches. This coupling of twist
to the translation modes is not present in analytical caleu-
lations using averaging techniques [7,18]. We will show
elsewhere [21] that it can be malytically captured in the
weakly excitable limit using the echnicues of [17] MNev-
ertheless, the shape of the msulting franslation branches
and specially their double-peak structure shown in Fig. 4a
emain to be better undemiood. More genemlly, the pre-
cise knowledge of the important linear modes and their
behavior should allow the development of contmolled re-
duced descriptions of scroll wave nomlinear dynamics. We
also hope thatour esults and others will encournge further
experimental studies of scroll wave instabilities.

We ame grateful to A. Kama for very stimulating d -
cussions on scroll waves. We also wih to thank M.E.
Brachet, H. Chaté C. Maore, and G, Bousseau for instrue-
tive discussions. Mumerical computations wemne perfomed
in part at IDRIS.
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Seroll waves in isotropic excitable media : linear instabilities, bifurcations and
restabilized states

Hervd Henry and Vineent Haklm
Laberatoire de Physique Statistique”, Ecole Normole Supdrienrs,
& rue Lhomond, 75281 Paris Cedex 05, France
{ Deenmber 10, 3011}

Seall waves are three-dimensional analogs of spiral waves. The Enear stability spectrum of
untwited and twisted scoll waves s computed for a twoovariable reaction-diffusion model of an
excitable medinm. Different bemds of modies are seen to be unstable in different regions of pamm
eter space. The comespeonding bifurcations and bifurcated states are characterized by performing
direct muomerical smmlations.  In addition, computations of the adjoint linear stability operator
cigenmodes are also performed and serve to obtain a number of matrix clements characteriging the
kg wavelength deformations of scroll waves.

FACE mumbers @ 47.20 Hw, 82405, 87.22. 4

L INTRODUCTION

Depolarization waves In cardlac musce, ecddation waves In the Belpusov-Zhahotlnsky [BEZ) chemical medinm or
at the surface of certain metal catalyst and ¢AMP waves in colonies of slime molds are different examples of wave
prpagation in excitable media [1]. They can be described in similar mathematical terms although the underlying
pmeesses are of a very different nature. In a two-dimersional (2D or quasi-two dimensional situation, the propagation
of splral waves has been observed in these three cases as well as in other excitalle media [1,2]. Asides from their
inirinsic selemtifie interest, the potential role of these romarkable waves in cardiae arthytlmiss and fibrllation [3] has
motivated detalled studies of their properties during the past two decades. In particular, tls mechanisms of differsm
Imstablities have been Intensively Investigated as well a5 their locations determined In parameter space of simple
models [ 5] and of experiments 6],

The potential relevanoe to cardiae dysluneton of seroll waves, the thoee dimenslonal analogs of spirals, has also
been emphasized [7] but their dynamics is still less thoroughly analyzed. Visualization of the BE reaction in 30 gels
[8,9] has confirmed the exdstence of these complex waves. Numerkeal simulations have revealed that ihey are prone
to nstalilities In several parameter regimes [10-13]. In order to analyee more systematically the dilferent possible
lstablitles, we report here the resuli of eomputations of the [dl lnear stability spectrom of a stralght seroll wave
in asimple twoe-variable model of an excitalle medinm. This enables us to follow the different modes of deformation
of a seroll wave and 1o Inwstlgate which type of modes hecome wistable In diferent reglons of parameter space.
The nwxdes of the adjeint operator are also determined in order to compute the value of several opelllclenis given hy
matrlx elements amnd 1o check proposed analy ik relatlons. In addition, direct numerlcal simulations ave periormed to
imvestigate the monlinear fate of the diferent irstabilities and 1o provide a detalled charaeterization of e mstablized
hifurcated states (when they exlsi).

Insection T, we define the stiedied two-varlable reaction model and explain our memerieal methods. Some gomeral
pmperties of gpiral waves are also recalled. Then, we Arst comsider In section IIT a straight ot wisted seroll wave, Tt
15 the simplest (Lo, s-independent) extension In the third (&) dimemsion of 8 two dimensional (xy) spiral wave. Two
types of irstablitles are found. They arise either from modes oorresponding to e-dependent tramslations of the 24
spiral im the different € y-planes, the tramslation bands, or from the modes coming Tom s-deform atons of the meander
medes of the 2d spiral, the meander bands. In agreement with previous work, we show that the first instability [11,12]
type & directly related [14] to the drifi diveciion of a 2d spiral in an external feld. We also confirm that it does oot
lead to a restabilized non linear state. In contrast, the second type of istability [L5] & ot simply related 1o spival
dift and generally restabilizes in a dbtorted seroll wave,

In section IV, we consider twisted seroll waves. A 3D steady wave Is built by mwtating (ie. twisting) the 2d
spiral around its rotation center as one tramslates it along the z-direction. We find that twit exoeeding a definite
threslsld can lead to the appearance of unstable modes In the tramslation bramds of the seroll wave, This "sproimg™

“Asmsocié au ONOS et aux Universités Pars VI et VIL
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FIG. 1. Spimal bifurcation diagram for Eg. (12} with ¢ = (L0325 and the reactiom terms of ref [19]. The bald line 40 is the
mezmder threshald matability ne and sepamates steadily rotating spirals [ 55) from mesm dering sprak {M3) (abovea = (L02 the
thin line denates our less acenmte determimation of W), The line 88 marks the honndany of spimal wave exiitenos an the left
of 31 the wvave tip retracts [see eg ref [14] L The symbak alimg the line &= (L01 denot et the different parameters st which
serall waves are stndied in the present work Stars represent stable serall wanvres, crosses [ 1) and pluses{+) memmd er-unstable
serall waves, circkes (o), and [#) ransation-band-unstable scroll wavwes. 20D meandering spirals are represented by {+) and {a).

[10] instability is seen to take place a finite wavewector away from the seroll wave translation symmetry mode. We
pmovide analy tieal arguments which show that this very gemerally results rom 3D rotational nvarianee in an isotroplc
medium. Nonlinear development of thks Instability when a glngle unstable mode B present resulis in a restahllized
helical wave, a5 previosly described [10]. Properties of these nonlinear states are computed and oompared with the
limear characteristios (wavevector, equency) of the sproing instability. When several unstable modes are present in
the slmulation hox, the seroll wave core filament takes a more complex shape which s found to travel like 8 monlinear
wave of constant shape In the vertical direction. Three appendices provide the detalls of owr numerdeal algorithms, a
derivation of a general formula for spival deift in an ecternal field and iselid ribbon geometry formilas. A fourth one
e plaims the relation hetween the present caleulathons and previosly derdved averaged equations for the motlon of a
weakly curved and twisted scroll wave [16,12].
The resulis of our Hsear stability analysis have previously been shortly described in [17].

IL METHODS AND GEMNERAL RESULTS
A. Reaction-diffusion model

Two-varlable reaction dilfislon systems have been shown to describe sembquaniitatively spiral waves dynamics and
its "generic” features. They have been used in varios contexts sinee their original introduction [18] as a simplifieation
ol Hedgkin-Huxley dynamics. The analysls of siach a simple mesdel appears In any case a5 a useful st slep helore
Eoing 1o a more eom plicated description i required. We this follow 1his classic path and take for the excitahble medinm
dymamics

i =V + Tl w)fe (L}
= glu,w) (2

We only consglder the slngly diffusive case, the most relevant to cardiae physiology. For definiteness, we alo chooss
reaction terms i, o) = w(l —u)|u—[v+b)fa], g, v) =u—v as proposed in [19]. This permiis fast direct simlations
and tests of our mumerles by comparkon with previous results for spiral waves. The 2d-spim] bifurcation diagram for
this mode] is shown in Fig, 1 for variable values of the parameters o and b at a fixed valee of £ = 0025, The meander
irstablity lime (84 Is plotted with its "erbiting branch™ (large spiral core) at smaller valpes of @ than s ™ plvoting
braoeh ™ (small spiral core) sing the motations and termioology of [5). The crossing line which separates meander
trajectories with eutward petals from those with lnward petak 1s also drawn as well a8 the diverging core exEktence
boundary of spiral waves [{7).

In the following, the stability and dynamics of scroll waves are analyeed at several points along the line b = (U01,
as ¢ varles and erosses 1l dilferent Do sdares.
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B. Numerical strategy

In grder to obtaln the steady seroll waves amd compute thelr stahility spectrum, Eq. (1, 2) are wriiten In oy indrical
eoordinates with v and v lunctions of r¢ = # — of — 1,2, Land 2,

(& + Tru . — & hu = (wils +ulfas + Vap)u+ flu,v)fe (3
e = g+ glu,w) (4)

I. Slh-.mir stales

A steady seroll wave for a glven imposed twit 7, B a time independent solution of Eq. (3, 4) with ulr, &0, 2) =
wolr, &) and vir, & 1, 2) = wr,$) and rotation equency W =wy,

(Wip + el + 108 Jug + Flug, v e =0 (5
wh gt + glun, w) =0 ()

Thi nonlisear fed polm problem for the Dmetion we, oo and ponlinear elgenvalve wy s selved by using Newlon's
metld after discretkzation of Eg. (5,6), a5 detailed In appendix Al It should be noted that Eq. (5, 6) ave purely
iwo-dimensional due o ihe seroll wave translation symmetry along the = axis In the Introduced eoordinaies.

2 Linear stabdity

Onee a steady seroll wave Is obtained, ome can linearize Eq. (3, 4) amumnd it. Imafanee of Eq. (3, 4) and of the
steady state by tmmslation along the s-direction (in the introduced twisted rotating frame) ads toseck perturbations
under the form u = w + exple (k)8 — e 2]ue(r, ), v = w + explo (ke )t — ke g]inlr, $). The limar equations obeyed
Ty wy, vy and the jcomple) growth rate o[k: ) read,

iy = [—kﬁ + Hrg ke )i + (wodls + 1:3,:‘. + ﬁu:ﬁll + |3u_|r[un: iy Yy + G [, "-'[3':|'l"|-]|'lt [T
iy = why iy + (g, voluy + duglug, velty K]
or sy bolleally,

iy 2 Ty
am(m) =La, (m) (9)

B0 In a second step, the [~ 10) elgenvalues of largest real parts of £, are precisely determined [for given k., and
7,) ising an iterative algorithm [3] detailed in appendiz 43, The whaole numerical procedure Is quite simlar to
the spiral linear stahility analysis of ref, [21] and extends it to 3D, It should be noted that the twist rate 5, can be
prescribed at will so the procedure is not confined to weak twist (of course, for too large a twist, a steady seroll may
no lomger exkl and the Newton steady state finding procedure faik to converge ).

Twin points are worth emphasizing:
~taking & Fourler tramsform has eliminated the z~divection so Eq. (T, 8) are purely two-dimensional (but ke -dependent )
a5 the steady state equations (5, 6],
-eqrrelatively, each mode of the ZD-spiral I8 replaced by a hand of modes Indexed Ty (e wavevector k.

Some general properiies of the specirum ean be moted at this stage.

For zero twist, Eg. (7, &) depend only on kY so tle specirum bands are even functions of k.. Moreover, £, ka
real operator and s complex elgenvalises come In comples conjugate (e.c.) pals. So, bands of complex modes also
conee In complex conjugate pals,

For non-zero twist (1, # 0], these symmetries non-longer bold. It only remalns troe that £ = £7 5 . 50 hands
of complex modes can be grouped in pairs o (k2), ox (k) with o2k ) = o [—k:)
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¥. Direct numericad simulations md indantaness flament definition

In order to determine the bifurcation type and the fate of each instabilities, we performed direct numerical sim-
ulatlons of Eq. (1,2) as explaiped In appendix A3 In two dimemsions, it s uswal o define the spiral tip as the
intersection point of two [somewhat arbitrary) particular evel lines @ = wiip, © = tp. The spiral tip trajectory s
then a onvenkent way 1o visualize the spim] dynamies and its core Instabilities. Similarly in 3D, we choose here
1o define the istamtanesus flament as the intersection line of the two particular level surfaces u = gy = 0.5 and
= thip = OLTH0.0x — ). Tt can be tlought of as the line of spiral tipe n the different. zy-plane.

€. Special sigenmaodes

In the 2D case, there are fve dominant modes of spiral dynamics in the simple case described by Eq. (1, 2) [22) :
-one meutral mode with e = 0, the rotation mode, which comes [rom the rotational lnvariance of Eq. (3, 4).

“two complex conjugate purely imaginary modes with o = $in, the traslation medes, coming from the tramslation
Invarianee of the starting equations (1, 2)

= two somplex conjugate modes, the meander modes, corresponding o the mecillatory meander Instability the real
part of which erosses zero on the meander irstability line.

In the following, the five bands of modes originating from these special modes are oimnd 1o play the most lmportant
role In el wave dynamics In the sense that they have the largest real parts and that each Iinstability of aseroll wave
can be aseribed to one of these bands (e, the modes on a part of that partieular band acguive a positive real part).

Thus, before proceeding it Is worth recalling the expiession of these sy mmeiry eigenmodes for spirals [21] and their
stralghtforward generallzation lor seroll waves.

The rotation mode is the simplest. Diferentiation of Eq. (5, 6) directly shows that [Ssue, S, the rotation mode,
s a splution of Eq. (T, 8) Tor &, = 0 and o = (L

The elgenmodes associated Lo lnarlance wder &, p-tramslations of the spiral rotaton center are less straightlor-
wardly obtained becase the spiral 15 a time Independent solutlon In a rotating rame [with (2, ') conrdinates). A
steady epiral rotating around the origin is given by

oo, o] = Ug|eos(wy e + slnfuw, £y, —sinfey )+ coslwy ) {100}
The eorresponding spiral rotating around the point (2, 1) 15 then
Dofeosfwt ) (= — 2o ) + sln il )@ — go), —slnfunt )iz — 2o) + coslwil ) (@ — w)].
Using the (=, i) rotating coordinates, this translated spiral reads,
U’ — zoeos(wnd) — yosinfwat), i’ + zosinfwid) — weoslw)] =

Uyl - [% explioyd) + e, — [i=2 ‘2“""' meplist) + e (11}

Expanslon of Eq. (11) for small zo, 3o glves the expession of the tramslatlon modes

ey il ug Y , o | Petig F 1850 1
(m) = ( (B _r_{%'::lw) = exuplig) ( i‘-i'rL'n-t-::'&pT-'n."r) [12)
with ggenvalue fwy, and tle complex conjugate elgenvector with elgenalue —iw.

Thi computation immedately geremlizes to uniwisted scroll waves. Thi Is also the case for twisted seroll waves
bt one should recall that Eq. (§, 6) are written in a referential that rotates in tdme but ako as ome moves along the
z-axls, This meodifies the exporential factor in Eq. (11) which beoomes expliegt +7,2) to lnclixde the z-rotation. So,
for a twisted seroll wave the translation mode (i, ) 5 an elgenvector of Cp, = with elgenvalue iw . The other
[eomplex conjugate) translation egenvector (o], v} ) B assoclated 1o the ggenvalue —iwy of the ow differend Inear
aperator Cp .

A direct algebrale prool of these facts can be glven, I ones defines the two operators

T = exp (i) (& +ifrds)
M=wd+ 8, + Vi (131

a direct compitation gives the commutators
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[T, M] = —iunT — =2 (1 + 258, T
[T.84] = =T (14)

With thess motations, the fixed polnt equations reads Mg + [{up, ) = 0, wifsve + glus,ve) = 0. Actlon of T on
these two equations gives Thug + 8, F Tuy + & T =0, w Ty + .0 Tug + 8.0 T = 0. Commutations of
T anmed M (in the first ome) and T and Sa (in the seeond one) using Eq. 14 divectly show that (w,w) = [Too, Tl
satlsfos Eq. [T, 8) with ¢ = 4y and k., = —7,.

D. Left sigenvectors and scealar prodoct

The linear stability oomputation can be extended o determine the left elgenvectors of £p, We Thave found it worth in
partieular to compute the keft elgenvectors of the 20 spiral stability operator £ (Le. Cx, —o Tor ro. = 0) corresponding
o the trarslation and rotation modes since they often appear in perturbation eakeulation [16,12] (for examples, see
seetion TITA 1 and appendixzD).

We simply define the sealar product between a Jeft (4,9) and right (u,,v.) two-compopent fusetion by inesration
ovir the whole 2D space as (i, w-) + (0,0 where

o1 Ef ddgr fir, §) glr,$ [15)

The left elgenmodes of £ thus obey,
iy = [—uwid + Vipdis+ duf{u, vl /e + Suglu, vl [ 16
ofy = —wydlefy + &, g, vo My fe + B, )y (17}

The result of one such sompitation for the left tramslation elpenmrode [y, 0y) [1he solution (G, & ) for & = 2y) 1s
shown in Fig. 2. In contrast to the trandation mode (i, w), the left elgonmode [, 4 ) quickly decreases away from
the spiral core as argued in [12] and explichly obtained in tle free-boundary lmit [14,23) (but opposite o what s
supposed In [16]). This also holds for the left rotation mode (d,,70,) (the solutlon (d,, &) for @ = ) as shown In
Fig. 3. As a conseguence, the scalar product (15) between these lef Tunetions (4, #) and any tight Tmetion (e, o)
(even slowly Increasing) is well defined®. We do pot find it useli] to Indide a time integration in the scalar prodoct
as 1o [16,12].

IIL UNTWISTED FILAMENTS

Wi begin with the simplest case of seroll waves with po twist (v, = 0). In this case, the steady seroll equeations
5, 6} are clearly ddentical to those of a 2d spiral. We take as an example the parameter valoe a = 0.9, b= 001 [and
&= (L2, A steady spiral/scroll wave is found for a rotation frequemcy wy = L7, The linear spectrum of modes
arpund 1hi steady seroll Is plotted In Fig, 4 (only the upper guadrant upper &, = 0, Fole) = 0ls shown slnee the
other quadranis can be dedpeed by parlty and complex conjugation) The five translation, rotation and meander modes
of the spiral wave stand at k. = (. The steady spiral Is stable as shown by the pegative real parts of the meander
modes. As stated above, the spectrum arpund the scroll wave & organized ln several bands of modes which originates
from the spiral modes at &, = 0. Only the fve less stable bands are shown in Fig. 4. At these parameter valies,
e lenson o the thivd dimension does mot bring any Instahility [at least at the Nmear level) sinee as seen on Flg, 4
the real part of ek, ) hecomes more negative on each band as k, Inceeases. Bor other parameter walues, a straight
srroll wave can however be umstable while 2D-spiral are stable. This can happen in two diferent ways. Depending on
position In parameter space, either the translatlon or the meander hands hecome umstable Tor k. # 0. We examine
these two cases In turn In the Tollowing two subsestions.

"The fat decsr of the kit cigemmodes makes the space integmtion converge without any additional factor. Adding eme such
evtra factar as suggested in [16] would actually make all the scalar product vanih.

L]
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FIG. 2. Ceomtour plots of the tmnskhtion egeumode, (a) woomponent moduhes, (b)) v component moduolus, and of the
comepading left eigenvector | (o) woomponent moduhis, {d) v component modulus. The mavimmn value of the fickis &
set independently fir @ amd v equal to L and the comtonms are plotted for {ae = 0011, 005 01, 0.3, 04, 05 08 and LT,
(b = O, (05 01, 0.2, 0.4 06 and 08, [¢) and {d) wr = 00001, GOKL, 001, 005, &1, 0.3, 05, 0.7 ad 0.9, The
parameter values are a = (44, b= (L1 and ¢ = (L0253 The pulsation of the steady rotating spiral is w= L1612, The circlks
represent the Bmit of the simulation bos.

A, Translation band instability

The translation bands can have unstable modes for k. # 0 while the 2D spirals are stable. An example of this
plenomenon Is shown on Fig. 5 for ¢ = 044, 5= 001 and « = 0025, A qualitatively similar spectrum is obtaised oo
all points in Fig. | demoted by illed dots («) near the large ¢ore spiral existence bouwndary 3. As seen on Fig. 5§, the
Imstablity takes place for emall k, as soon as k. Is non-sero. It corresponds o the " megative lne tension™ nstability of
ref. [12]. We show below that the curvature of the translation modes at k. = 0 1s glven by the spiral diift coefficlents
in an esxternal fleld, Se, this translation hand instability is direetly related 1o the faet that 2D spiral drift opposite to
an applied external field In thls parameter egion.

1. Long worelen gth stob @ity and 2d spirad drift in an external feld

As recalled and shown in detal In appendix B, a small applied external fiold E induces a drift of the spiral rotation
center at a veloclly v such that
v=ayE+aim x B [ 18}

where wy & the spiral rotation vector. It has previously been poted [14] that a weak scroll wave curvatire acls as an
e ternal feld and therefore that a stralght scroll wave is unstable if oy < 0 sioee 8 small curvature tends Lo grow.
More precisely, the small k. behayvlor of ile two tramslation hamds s given hy

oelk:) = s + (—ap £ia) K +O(E) (19)
Eq. (19 s dmply derived by a first-order perturbative caleulation as follows. The liear elgenvalue probkeom (7, 8)
reads
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FIG. 3. Contour plots of the ratation cigenmoade, (a) wcomponent madulus, {b) v component modulus, and of the come.
sponding left eigenvectar | (o) wcomponent maduhs, (d) = component madulus, The mascimun value of the fiekds & set equal
to 1. and the comtoum are plotted for fa) w = 0001, 01, 0.3, 0.5 and 0. 7, (b) v = 0000, 0.1, 0.2, .4, 0.6 amd 0.8, {c) and [d)
w, v = ik, OO, (101, L1, 03, 0.5, L7 amd (1.9, Same parameters as i Fig. 2.
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FIG. 4. (a) Heal and [b) imaginary parts of the growth rate o[k ) 2 a function of the wavenumber &, for the translation
{+), motation [«) md meander {2) bands. The pammeter vahies are @ = 0.9, b= 001 and ¢ = 25 Fig 4a shows that
the memeder made at k; = 1 & stable and that the growth rate dexTemses an the meander bemd with k. The translation
made # also restabilinoed for finite whoes of L. The translation and memder bands are well approdmated by respectively
k) = iLTRIH-{ —085 +0L8 1) k7 and oo (k) = 03411 +41 T30+ { 025+ L0 E . The value of a0 & i good sgreement
with the independently determined pulstion of the steady seroll wavwe wy = 1769
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(a) (L)

o

FIG. 5. [a) Heal and {b) imaginary part of the growth mate ok} & a function of the wavenumber for the pammeter value
a =44, b =001, ¢ = L5 The meander made, {2 & stable and the growth rate decesses with the wavre number an the
mezmder bamad. The mades of the rotation band [o), are alsa stable. The made of the tandation band [+, are unstable for
finite vahes of k, .

e[m(:t)=—k;‘(“f;)+a:k.-n(::). (20)

For small k., the modes of the tramslation bands can be obtained by perturbation arousd the Kooewn tramslation
modes at ke = 0 [Eq. 12). For definiteness, we conslder the upper hand [which start at efk: = 0) = 4iwn) and write
ok, ) = iwy + do where o < 1 Is the spught perturbative correction,

oy _ diy
(1.’;)_(1.-._)4-(&.-[) [2”
Bubsiitwilon in Eg. (30) gives

Wi X dug Y g f 1y iy
Jd(u)+n¢ll(£1_ll)——k,(nj+ﬂk_+n(ﬁmJ [22)
The first-order expresion of do 1s obtained in a useal way by taking the sealar prodoct of Eq. (22) with the et
elgenvector [y, ) of £, o for the elgenvalue iwy (sectlonIl D)

fge —pr Bt

e 23
* g, v + (B ) %)

Eq. [(23) Iz equivalent to the announced lormala [(19) slnee the matrix cpefficlenis on 1ts rhis alao glves the spiral
diift coefliclents, as shown In appendix B (see Eq. (BL0)).

In Table I, tle spiral drifi coeflicients ey and gy am compared to the msulls of independent computations of the
curvature of o[k ) at k. = 0 Ior the trasslation bands, rom diagonalkations of O, at different values ol k.. The good
agreement between these resulis 1s a check both of the analytic formula [19) asd of owr oumerics. To recapitulate,
the tramslation bamd nstability & found to be a long wavelngth instability (e the band of ustable wavelength
starts at k., = () which iz present in the whole domain of parameters where a 2D-spiral drifis oppesite (glven our sign
conwenton in Eq. BL) to the applied Geld.

2. Nenlinear erelution of the insability

The nonlisear fate of this tramslation band istability was studied by divect dy namical simulations of Eq. (1, 2). In
tle parameter regime of Fig, b when modes of the tramslation bands are unstable for finite values of k., an initially
stralght seroll wave was ohservied 1o be umstable provided that the simulation box was large enough 10 acoommodate
an unstable mode. In agreement with previows obeervations [12], the flament was observed (o ingreasingly depart
Trom §ts stralght initlal configuration and is lengih was olserved Lo grow In the simulaton box. When the flament
eventualy collided with the houndarkes of the slmilation bow, It gplit ivdo twe Haments, This repeated again and mo
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a W o (k. = M/2 ks = M2 oy — iy
044 L1& 1.9+ 0821 —16 + (.78 —1.97 — (841
[EE] L38 32+ 041 —37 + L1k —30 — 1A%
087 L7 —2.14 + 0.85¢ 1AL + 10250 22 - 098
07 178 —L63 + 0831 104 + 0218 182 — (L83
3 LEL —iL8T + (0 108 — (1060 [EE T
08 L77 —iL65 + 8L —(1.25 — 018 0166 — (L6

TABLE [. The srall wave pulstion wy, the curature o) (k. = 0) /2 of the resl and imaginary parts of the translation band
aroumdd the translation mode eigenvahe iy, the curvature o [k, =03/2 of the real and imaginary parts of the mesmder band
amound the 20 meander eigenvalue of positive imaginary part and the drift coeffidents of the 2Despiral in am electric field
wg —fony for b= (0L0L, ¢ = 0025 and different vahes of o

FIG. 8. Instantaneous filunent evalution starting from a slightly perturbed stmight sooll for equally spaced times
[t =25, t =50, = T and § = 100.) during a simulation in a simulation b of sme (128 = 128 3 120) with a space
discretEation step dr = (L2 using periodic boundary conditions. The parametens are a = 044, & = L0 and ¢ = 025 and
romespand to the linear spectrum shawn i Fig. 5.
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restabilisation was observed. A typical ewolution I8 shown In Fig. 6. The minimum simidation box sloe which allowed
the instability develppment closely agreed with the resulis of the linear stability apalysis. For nstance, In the ease
a = Ldd, b =001, and & = (LI2H, the maximal k: of the umstable band is oblalsed to be k: = 0.84 via the lnear
slability analysls whereas ihe direct numerical simulations show a minjmal simulation box elght corresponding to
k. =0AL%

The ¢holee of oundary condltdons on the slmulation box top and hottom faees Inflee sees the mindmum hox helght
for the instahility dewelopment [bit, apart from that, was not obeerved to qualitatively modily the Instahility monlinear
development). This critical slee was Tound to be twice bigger for periodic periodic boundary condition than for mo-Rux
boundary conditlons which can accommsdate linear modes of wavelengih twloe as long as the hox helght.

B. The third dimension-induced meander instability

In the region where a 2D-spiral drifis towand an applied feld (le. ap > 0), the modes of an untwisted scroll wave
translation bamds are stable. As pointed in [15], an woiwbted seroll wave can ponetheless be ustable in a parameter
region where a 2D-spiral is stable. This happens when the meander bands are destabilized by delormation in the
zedirection as we study below.

1. Lineor onolysis

Thi Inductlon of the meander Istablity by three-dimemslonal effects 1s slown In Fig, 7. For the parameters of
Flg. Ta, all modes have megative real parts amd the scooll wave 1s stalle. However, ome sees 1lat the real part of
the modes on the meander band starts by isereasing s k. increases from sero. For the parameters of Fig. Th which
stamd ckser 1o the 2D meander boumdary, a finlte band of modes with k. # 0 bas acquired a positlve real part while
the real part of 2D spiral meander mode at k, = 0 is still negative . Thus, for these pammeter valies close to the
pvoting™ slde of the 2D meander Instahility boumndary, a 3D scroll wave B unstahle to meander while the steadily
rotating 20 spiral is st0l stable as polnted ot o [15]). On the “orbiting™ side of tle meander instability boundary,

[a] 1]
g m O,
S e .
) e 5, g ng" Kl %
. - o e o
dﬁﬂ LN onn .u*? ik o)
-a% Y 1 Ty EY:]
K, K

FIG. 7. The growth rate el (k)] a8 a function of the wavmumber for the parameter value (a) o= 0.7 and {b) a =067 (b}
The other parameter are b = (LM and ¢ = (L025. The memder mode, (a), B stable for &, = 0 both in caes {a) and {b). The
growth rate incresies an the meander band with & . Incae {a), it alvays remains negative and there is no instability. In cse
(b}, it becomes positive for k. higher than 0.30 and lower than (.89 showing the finite-k. instability of the steady scroll wave.
The rotatiom (o) and translation bands {+) are stable. In the phase diagram Fig.1 the points with a spectrum similar to the
[b) case are represented by eromses {x0).

three dimersional modulatlons have on the conirary a stabiliing effect on the meander Instahility and the 2D and
3D meander istability thresholds colnelde a8 shown on Fig 8 (note however that the tramslation band instability of
soction I A renders the semoll wave unstable for these parameters). The fact that the curvature of the tramslation

*Far the abserved largest unstabde k., numerical siumiations were not camied bng enough to observe the full nonfinesr
development of the mstability. However, it was observed with a2 box height inoresse of a single space step.

10
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FIG. 8. Heal and imaginary part of the growth mte ok.) = a finction of the warenumber for & = L0, & = (LO25 {a), {b):
a = L% (&), {d): a =052 In both cases, the real part decreases an the meander band and moreases an the tanslation band
with k: for small wlwes of k.. In the a = (L52 case, hybridization of the sgenvectors of the two bemds exchamge these trends
at slightly higher wahes of & ie. the real part of the meander band mereases whereas the real part of the translation band
decrenses. In the phase dingram of Fig. 1, the points where the Bnear spectrum is smilar to one of theie cases [with bath the
mezmader and transktion bands unstable at small k) are represented by mepresented by crcles (o)

and meander bands are of oppesite sign in Fig. & and Fig. T may lead 1o think that the fnite k. behavior of the
meander hands is ako related o 2D spiral drift (as indeed propesed in [15]). However, a guantitative computation
shows mo simple relation between the meander bands curvature at k. = 0 and tle spiml drifi cosficent as reportod
In table I. Moreover, even at the qualitative level, there B no general valldity to the oppesite slgn ruke between the
tramslation and meander bamds curvature at k. = (), as shown by the data of Fig. 4.

It iz of some interest to see how the specirum of Fig. & B tramsformed Into the gpectrum of Fig. T as one traverses
the 2D meander unstable reglon, This happens throsgh by eldization betwesn 11 tramslation and meander bands as
Mustrated In Fig. 8.

2. Hestabilized bifurmated stafes

We performed direct mumedcal simulations o examine tle ponlinear development of the meander hands instability
at k: # 0 and to ¢haracterlze the restabilised ponlinear states. For hoses of mediom slee In the s-divection as sed
In gur mumerieal slmulations, the restabilised nonlinear states strongly depend on the top and bottom bouwndary
conditions. Two different ones were lmplemented [po ok boondary conditions were always implemented on the
slde boundaries). We sed elther perlodie houndary conditlons which permit the develspment of a single pair of
umstable modes and are simpler to analyse or poe-fux boundary conditions sinee they are elearly more relevant In an
e perimental eontext. We deseribe the sesulis In turn.

Perdodic boundary condiliona,

Direct numerleal simulations were perlormed In the parameter regime of Flg. 7. Three types of inltlal conditlons
were wsed which all led 1o a stationary mestabilized seroll wave alier a tramsient regime.

Fuor the first ome, the perturbation of the steady state was chosen 1o ¢ontain the unstalle wavelengils £, The
Initial felds were ¢hosen In the form wiz, v, 2) = wole, )1 +ooos(k2)), vz, 0, 2) = venie, g )] + asln(k.2)) with

11
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il magnitede o of the 30 perturbaiion belng of order il [iexp and e correspond o a steady spiral wave which
Is stable In 2D in ths vegioe ). This perturbation transforms tle stmight unperturbed Instantanesus ilament Inio an
"helix” of small elliptical cross sectlon amd plich 2a/k.. When the wavelengih k. cormesponded (o an unstable mesde,
this hellx was olserved 1o grow and to reach a helleal restabilized stabe of perlodicity k..

A slightly more complicated time development was observed with an Indilal perturbation of the stralght seroll wave
in the lorm ulz,w, 2) = ugple, )l + acos(k 2)), vz, w2) = wp (2 @) (1 +aos(k 2)). This gives the instantameois
flament (#p(z), wr(z)) & planar “zig-zag” shape of small amplitude, £(2) = meos(k2), wlz) = poos(kz). The
wg-zag perturbation was first observed o grow belome turning ino an helical restablised state of periodicity k,. This
1_-.rpn| u:;l']t]nm development s expected on general ground in system where lelt and right progrssive wave compete [see
ag [24]).

Finally, competition between several different urstable modes (up to 4 diffevent k.) was examined with initlal
conditions sueh as w(®, ¥, 2) = wanlz, @[l + cop(—(z — zﬂ.:lijn'lt:l],u[x:y,z:l = o (E, @[l + Foepl—(z - zu:I*ng:l].
[ty pleal valwes are ||[c, @)z =001 and L. about a Tew tens of space steps). In thai case, 1t was generally ohserved
that the mest uistable wavelengih compatible with the box helght was selecied. At a gualitative level, the transbent
regime was found o mainly depend of the planar or non planar character of the inltia]l perturbed flament : When It
was planar [¢ase J = o) a dig-zag Olament st grew before taking an belleal shape, When i was mon planar, 7 # o
then an helieal Mament grew divect]y.

Close 1o the istabiity threshold, the shape of the mestalilized nstamamems Mamen B closely approsdma ted
Ty an helix of clreplar cross section, as shown In Fig 9, and s motlon can be porirayed ina way simiar to the
epleyele description of meander. The axls of the Istantaneous flament helle rotates around a fived vertical axis at
the frequency of the steady two dimensional spiral In the rotating frame where these two axes are fixed, the helical
stantaneous filament isell rotates with a frequency ¢lose 1o the imaginary part of the meander linear elgenmode
(L. the difference hetween these two fequencies is of order 107F ina strong meander regime and of oxder Wina
weak meander regime). Thus, for periedic bousdary conditions the meander am plitede 1s Tound to be Independent of
helght [2) while the phase of the epieyele motlon varkes linearly with 2.

We performed two difforent systematle stixdies In order to better charactorize 1he nature of the 3D meander bi-
Tuwation. In the Hrst one, we kept the slee of the slmalaton box corstant and varied the exeltablity sing . In
the spoond e, we kept ¢ eoostant and varied the slse of the simulation bosx, that & the wavenumber of the initial
perturhation.

At the linear level, the resulis of these divect mymerical simulations are o close agreement with the predictions of
the linear stalility analysis, both for the the istability threshold - (with an aceuracy of order 107%) and for the
ustable wavemimber range [k_(a), kg (a)].

The radlis of the Istantanesns lament helix can be taken as 8 measure of the 3D meander instahility amplitpde.
As shown in Fig. 10, it Is found to behave a5 the square root of the distance to the threshold (either |o — .| or
|k: — k< (a)]). Therefore as reported previously [15], the 3D meander Wifumation & a supereritical Hopl hifureation,
as In 20

However, 1he &, dependence of the nonlinear term gquickly beosmes important away from threshold. In Fig, 10, the
sgqiare of s moander amplitede B s compared to the growth rate of the wmstable meandor mode In s whole band
[E_f[a2), k. (a)]. A clear ssymmetry of the FB? curve is already soen, with a slope at the k_(a)-end about 3.4 times
larger tham the ks (o bend slope.

No fluz boundary conditions. Forthe box elght B wsed in our simulation (about 2 or 3 unstable wavelengths), the
houmdary conditions chosen on the top and botiom beuwndary conditions have a sirong influwence on the restabllized
glate. For no-lhm boundary conditlons, the spiral wave In each borleontal sp—plane has 8 meandering motion.
However, contrary o 1he case of perlodic oundary conditions tle meander amplitisde depends on 2 and 1s well
approcimated Ty | eos(k.2)| (see Fig. 9). This Implies In particular that In In some borisontal plines the meander
amplitude s mero and that the corresponding spiral tip performs a simple steady rotation. In the rotating rame
where these special tips are motionless, the Istantaneous llament takes a planar «g-zag shape that rotates around
Its vertlcal midline at a pulsation close 1o the Imaginary part of the wistable meander elgenmode corresponding to
the wavelength of the Rament. Thus, for no-flec boundary condition, the meander amplitude varies simusoidally with
helglit while the phase of the epieyele motlon & ndependent of helght.

Thi shape and metion are slmply understood in a weakly nonlisear deseription where the restabilized state can be
approximated as a sum of the unperturbed solution and the I uistable meander elgenmodes (o, (k) asd o7 (k)
al k)

= g (1) + [Auy i of) e¥Eeront] 4 By r, ) ef-kesrientl 4] (24)
o= t0iry) + [An (r,9) St Buy ry) kst g (25)

with w1y the elgenmode of cgenvalue o, (k,) and wy = Tnjeg, (k)] the meander requency. The no-Auwx boundary
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condition , dou = at » = 0and * = H= Za/k enforess A = B (Le. for the helght consldered, the no-Mux boundary
eonditions stabillze the state with symmetrk upward and downward propagating deformation which was observed
1o e umstable with pedodic boundary conditions). The Istantaneous flament corresponding to the Gelds [25) is
easily determined by remembering that 1t Is the Jocus « = g, © = @45 ls position ls conveniently parameterized as
x:#[zjl = xh+dx'(z,0),1 (2) = wh+ 81l 2, 1) 1slng Cartesian coordinates In the retating frame where the unperturbed
flament & standing at (x}, if,). For small |A|, one obtains

ety 0’ + Sy 0y + oos(ke 2) [2Aue™* 4 eo] =0 (26
Bovg bz’ + 8y dy + coslk.z) R Ave™ + e2] =0 {27

where {1 field uy, v, we, vo and their derivatives are evaluated at il wperturbed Dament pesition (2, 3 ). Inversion
of Eq. (26, 27) glves

dr' = wa[]::zjla.de""'-"" +ex)
iy = cos(k. 2)[Fde™ o) [28)

where o and 7 are oom plex constants which depend on wy, v and the derivatives ol ue evaluated at the point (2o, ).
Thi clearly shows the planar «lg-zag shape of the istantaneous flament slnee peints In different zy-planes dmply
differ by the real seale factor cos(k_ ). As tlme evolves, Eq. 28 also shows that the Mamend polnts Iollow scaled
ellipses In different sp-planes. Oursimulatlons show that, as for 20D meander, these ellipaes are in fact almoest ¢lreular
3

Finally, we triefly diseuss the transitlon between the restabilized mea nder reglme seen on the meander plvoting side
of 1he phase diagram (Flg. 1) and the megative Dne tension dynamics which helongs to s meander orbiting skde. Since
seroll waves do meander In this transition reglon, the evolution of seroll waves a5 seen ln diveet mmerieal simolations
15 mot directly linked to the linear spectiram of the steady scroll wave. For ecample, when the meander and tramslation
bamds are sirongly y hrldied, the tramslation bands arve only urstable for smal values of k. (Fig. 8). Nonetheless,
direct slmulations show that the meandering serell 1s unstahle and that lis core grows as In the egative e tenslon
reglme In simulation boxes small emough w only contain ustable modes of the meander hands with larger values of
k.. Thi happens on the whole small a side of the dashed wy = we line of Flg. 1. Thk line stands very close 1o the
line where the external feld drifi of meandering spim] changes dgn [25] and it & difieult to dbtinguish the two in owr
simulations. So, the link between the spical drift sign and the "negative lime tension”™ type of nstahility development
continees to lold for meandering seroll wave.

IV, INFLUENCE OF TWIST

As noted In several previos studies [T,8,10], twist is an inportant degree of freedom Trought by the excension to
A0, Tt B well-known from classie studies of elasticity [26) (and everyday experience) that straight rods and ribbons can
be destabilised by twikling them beyond a certain level. 4 somewhat similar instability was reported in ref. [10] in
numercal simulations of excliable laments. Beyond a threshold twist, the rotatlon center line of an indtlally straight
twisted Mament was oleerved to adopt an belieal configuration. Olserations of a simlar 'sproing’ [10] instability have
gince been made in the related contet of the complex Ginghurg-Landan equation vortex lines [27]. The characterities
of the excitable Alament sproing instablliiy have however remalmed somewhat unelear. In the dymamical simdations
of refl. [10], a single Mament turn was imposed Ina simulation box with perdode conditions. and the o height was
varied. A eomplicating feature of thE procedure s that both twist and the available wavelengih range are changed
at the same time. O the theoretical side, the Instability fails 1o be captured by small twist approaches [16,12] since
[12] the motion of the rotation center is not inflvenced Ly twist in this limit (see appendix D).

A excplanation can be provided by the predmity of the we = wy point o the meander threshokl line {2 noted in 2 perticnlar
limit m [14]). The argument is that i) the meander modes are dose to the translation modes when wy §8 dose to wy §i) the
ellipse should reduce to a dirde for ansdations since the translabed creular core & circudar. Ths can be explicitly seen fram
Eq. {281 Namely, Eq. [28) gives ' + iy’ = com{ k. 2)] Aler 4 i3) excplineat) + A (o + 15 Vexp{—inat)]. The explict invension
of Eq. {26, 27) shows that o + i is proportional to fvym — won ) ad therefore vanishes when when (w10 tends toward the
transhtion eigrmnode {w,vy). In ths Bmit, it ooly rexming the term propartional to o™ 4+ i3 and 81° 4 idy’ follows a circle.
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FIG. 9. fa):  view of the mestabiliwed state in the wealdy wm  blnear regime. The parametens are

a =088, b= 0.0 and ¢ = 0025, the sine of the Sumlation boc & {128 x 128) % 130 with dr = 0.2 md periodic boundary
comaditions are wsed. The dashed lnes are the trajectories of the tip of the spiml in four regulady spaced hoarimontal planes.
The bold lneg is the mstantancous helical filament. The debedotied line & the axi amund which the axs of the helical
filament ratates. {e): hlack bald crdes, projections of the ingtantaneons filanent on am horizantal plane at different times.
The bold mdius in each dirdle shaws the intantancous filament point at height = = 0. This point trajectary is also shown for
several periods of rotation {bokl deshed-dotted line: evolition between dincdes 1 and 7; thin gray line: evalution for same tine
afterwands). The pulsation of the axis of the filament & equal to wy = 174, the pubation of the meander in the rotating
frame is equal to wy = —2.159. These values are to be compared with msults of the Buear stabilty analysis @ w = 1766 and
wy = £2.194. {h): view of the retabilized state with the sane parameters ad same simulation e wing no fux oundany
comafitions. The instantancous filament hes a mig-zag shape and the ampltede of meander varies with z. [d) : back bald Enes,
projections in an harismtal plane of the nstantameos filoment at different times. The trajectory of the spiral tip in a plane
whene the amplitude of meander & maximal is ako shown for several periods of mtation [bold dashed-dotted Bne: evalution
tetween: flaments 1 and T; thin gray line: evalution for some time afterwards). Its pulsation is equal to w) = L7435 wheres
the pubation of the mstantaneous filament in the mtating fame is equal to wy = —2.15. The mean distance betwesn the
instantaneous filunent points and the central {dashedotted ) axds & B=0.4930 in the {a) (periodic bomdary condition) figure
and i = 01.4944 in the [b) no-fiue cee. The come radius of the corrsponding 20 spiral @ iy = 0.4833.

The préesent approach permiis to relleve some of these problems since the twlst 7, can he varied from zemo Lo
large walues and a whole range of wavelengils can be examined in the lnear stability eomputations (k, & simply a
parameter which ean he given any chosen value indepeodently of v.).

We restrict ourselves here mostly 1o parameter values for which a straight untwbted flament s stalile, that s on
the large @ side of the [3D) meander instability veglon. Fig, 11 shows the egueney and tip radivs for a lamily of
twisted seroll wave obtalsed by Ineroasing . mom (0o 7, at one sich parameter point (@ = (08, b = {0L0L, « = (LE2E).
The frequeney wy (7,0 Ineneases quadratically at emall twist and almest linearly Tor larger twist valises. The guadratic
behavier ai small 5y Is slmply obialned by applyleg frst order perturbatlon theory to Eq. (5, §) which gives

o2 g Bgptan}
Wl gy gy + (s, gt}

The direct computation of the matrl element ratlo on the the of Eg. (28) B In geod agreement with a divect fit

of the w(n,) curve of Fig. 11 (see caption). Analytic descriptions of the w () curve Tor larger twist values have

recently been ohtained in the free boundary limit (e — 0) hoth for small core [28] and large core seroll waves [29].
The determination of a family of increasingly twisted steady seroll waves permits to determine the evolition of the

Wi (7] = il =0) — + ) (29)
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FIG. 10 {a) : square of the amplitude of the meandering restabilimed state 2 a funetion of the parameter a. The parameters
mied are b = (01 amd & = 0025 The simulation box & {128 « 128) » 130, with dr = (.2 and periodic bomndary conditioms
are used. (b)) @ compargon of the square of the amplitude of the mesndering restabilimed state 7 multipliod by 0035 and the
growth rate of the meandering mode fefo). Same paameter regime as in (a) and a & fooed to 0.68.

[
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w
FIG. 11, Frequency wy of the scoll wave as a finction of the twist for o = 0.8, & = 001, and ¢ = 0025, The small 7,
behavrdor of the pubation can be well approdmated by w)(rg) = w{m = 03+ 0720572 for kw whies of 7, For higher vahees
of 7y, & linear behavior of wy # a function of ry, is observed. The fimtoarder perturbation result coefficient [29) & 0.7203 using
the numerically determined rotation sigmmodes of £ and of its adjoint.
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stalility spectrium with 7. The msults ol such & computation ave shewn In Fig. 12 forseroll waves of Fig. 11, As twkst
inereases, the delormatons of the tramslation bands ave partlealarly Important. As ex pected fom general arguments
[section ITB2), for n, = 0.2 (Fig. L1b), ihe iramslation bands oy, 002 are mo longer even and related by complex
conjugation. It enly remaios the lower symmetry of (k. )= o, o(—k.). O can oote also that the translation modes
with Fefe(k:)] = Ostand at k. = £ry and oo Jomger at k. = 0, In agreement with the asalytie expression glven In
section ITC . When twist is lurther Increased o 7, = 0.33 (not shown) a second maximum of Relo (k. )] appears near
k: =10, The value of Rejo(k:)] s negative at fitst at this secondary maximum, However, It increases with v, and it s
slightly pesitive at v, =0.35% (Fig. 11¢). The twisted scroll waves are tlen imstable for a finlte range of wavevecios
near k: = (. Increasing twilst Turther, enlarges the range of ustable wavelengihs and the istahility growth rate, as

shown on Fig. 114

Dynamical simulatons wported In section IV B ghow that this twkt-Indueed Instahility of the translation bands
correspond to the "sproing™ istability of rel [10]. Before deseribing these resulis, It B worth explaining why the
Istablity dees not appear avound the translation modes at k. = +5, but a findte wavevector away [rom them. This
Is a direct eomseguence of 3D rotational invarlance: a twisted seroll wave the axds of which & tilted has the same
Tregeency as one the axis of which is vertical. So, a small dlt perturbation sheuld not change the tramslation mode

elgenvalues oy to linear order. Therelore, tley remaln local exirema on the traslation bands, as i & olserved in
Fig. (12). A direct mathematieal prool [based on the same reasoning) B offered In the e section

(a) (L)

=11 [
|

]

/

||_l

| 1
4445 1 05 1
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-0.1 !' i! :
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R A I

FIG. 12, Heal parts of the mtation bemd {thin salid Gne) and the two translatiom bands {hobd dashed amd dash diotbed liwe)
as a function of the wave number k. for the same parameter valus o = 08, & = L0 and ¢ = L0I23 and different ahes of
twist 1 [almg =00k} rw = L2, (&) 7 = .35 and {d) n, =045, The translation bands have maxima at k& = $r, with a mero
growth rate. A secondary masdmumn appears an the frandation bands as the twist moeases. At a thoeshaold value of the twist

it becomes unstable &t a nom-mero value of k. .

Finally, we find it Interesting to show In Fig. 13 the twist Influence on the spectrum in the "negative e tension™

parameter regime of Fig. b, although the untwlsted seroll wave B alveady unstable In this case, Twist modifes the
gpecirum in a way that Is rather different foom that seen In Fig, 12, It mainly amplifies the instability of the large k.

part of the spectrum |

16
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[a] (1

FIfG. 13, Heal parts of the rotation bemd {thin line) and the two translation bands {dashed and dashed-dotbed) 2 a function
of the wave number k. for a = .44, b =0.01 and ¢ = 0L.025 and different values of twist : (@i, = 0., (b) 7 =01, &) 7 =014
and (d) 7 =019 . The tmnslation bands haore 2 minimmon zem growth mte for b, = $r,. The madrmm growth rate of
the trmanslation bands is incremied by twiit. The meander modesi also beoome Jes stable @ twist B inceasod,. The change in
the most nnstable band for 7, cose to (L14 appeams to be due to hybridizstion between the tmusltion and meander bands
like the one observed in Fig. 8. The results of direct numerical simulations show that twist does not qualitatively madily the
development of the mero twist instability in this regime: a " negative line tenson” growth of the filment is observed,

17
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A. Helieal destabilization and 3D rotational invarinnes

In order to demonstrate that the translation medes elgenvalues at k. = £, remaln extrema on the tramslation
bamls, we ghow tlat

der

= =0 (30)

s s T

Wee proceed 1n twoste ps. Flst, perturbation theory Is ised 10 compute the elgenvalies of modes close 1o the tramslation
moddes on the tramslation hands. For delinlteness, we consider moddes at k. = —1,+ 8k, close to the transla on ngde
[y, 1) at B, = —7, with & =iwy. Eq. (T, 8) can be written withowl appredmation,

ok, (1:: ) = [—idK + 28k 1, + Tir, Sk d,) [:“r;) o (“*) (3L

i

Secking In perturbation, uy, = w4+ fuy, v, = v + 5, one obtalns to firs order in Sk,

i ; dug Y _ 2 i LT
o (1) win (22 ) =i (3 ) £me (42 o
Multiplying by the leli eigenvecior [, %) of Cg = lor the slgenvalye iy and taking the sealar prodoct gives,

&
ik

L s ;
= o) + w1+ i) 5

Eumrdre

Thuss, the tramslation modes remain edrema on the tramslation hands, if
(i, (1 + il Jus) = 0. (34

Eq. (M) Iz a corsequence of 3D rotatlonal invarianee as we proceed o show. The perturbation corrsponding Lo
ipelining the soroll axis can be fund by sopressing the Indised seroll in the vertical seroll referential, similarly to
what was dome to determine translation modes [Eqg. (11, 13)).

e whitains,
{1} 2
(:LT‘I ) = eplifent + 7)) [: ‘;: ) =explifunt + 7wz)] frexplig)de+ —ds) + 1u-r-=xp[iwiw¢] [::2 ) (35)

and the complex conjugate mode. One can direcily check that ul:‘f:,ui';" obey the linearised time dependent equationms.
Namely,
O+ 2rudy, — O ubet = (il + 72000+ Vi ubue + [Bu [ o, vo)ubes + 8 Flus, v Joint]f¢ (36)
! = wndanl)] + Suglue, wiul! + Bogluw vojul)) (37)
Eq. 37 ghows that [uj,., o1 [Eq. (35 obey
. Bhirie —i2, (1 4 8wy
|£k._-n.—wl](“m)=( e (38)

The inhomoreneous rhe of Eq (38) comes [rom the [act that the & derivative terms In Eq. (37) act both oo the
exponentla]l prefactor and on the intrinske z dependence of w,. (Eq. (35), while in eflect only thelr action on the
i poentlal term Is taken into account in Eqg. (38) (through tle k. dependesce of Cg, ).

Eq. (38) divectly gives the souglht o thogona Tty relation (34) after multiplying both of is sides by tle leli elgenvector
[Tgy ) of L= —r, with egenvalue icy amd taking the scalar produet.
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H. The sproing bifureation

In order o study the monlinear development of the twht-Induced Instability shown in the parameter regime of
Fig. 12¢, d, we pedomed direct numerical simulations of twisted seroll waves using periodic boundary conditions at
the top and hottom of tle simulation hox.

Tweo kinds of initlal conditions were used. The sim plest one consited of two dimensional spirak stacked along the
vertical (2] axds. The iwlst was ntroeduced by rotating them around this vertical axiz. The main disadvantage of this
type of initial conditions was that they wsually are far from a stationary twisted seroll wave and [rom a restabllized
wave when It exisied. As a result, reaching the asympiotlke atiracting state could he very cosly In computational
time. In order to avold this problem we mainly used indtial econditions comstrocted sing wsults of previes direct
slmulations ona grid with the same values of the parameters and the same horloontal slee but of a different vertleal
e tension, Interpolating Hwearly the values of the o and o feld on the pew grid.

For definliermess, we describe the result for the parameters of Fig. 12,

We fist focus on the case when a single turn of twist Is inftially imposed as inrel. [10]. This case s special for the
follow ing reasons. (o one hand, the previous linear stability results (Fig. 12) show that all the potentially unstable
movides cornespond to k| < 1y On the other hand, ina box of height 5, the only possible k. values compatible with
the impesed top and bottom periodic boundary conditions are multiple of 22 (H. Therefore, for a single turn of twit
T = Za/H, there Is a slngle potentially ustable mode In the simulation box and It stands at k. = 0.

A serles of dynamical simulations were performed in boxes of varying helghts B, The initial twkt was cormspond-
lmgly varled om 1, = 03 to v, =0.5.

For low values of twkt, the twisted initial state simply evolves towand a straight iwlsted seroll wave. The imstan-
taneois Mament has an helieal shape that rotates at a lxed time Independent frequency aroumd Its wertieal axds. In
each horleontal plane, the wave 1s eeen as a spival steadily rotating amimd the helix axis.

Baeyond a threshold twist 1, the twisted Indtlal state evolves toward a more complex state, The threshold twist Is
estimated o be v = 0352 fom the direet numerleal simulations. It closely corresponds to the value (0350 obtalbed
Trome the lsear stablity analysis for the InstabDity of the k. = (0 modes [the Instabllity threshold twist at k. # 01s
7= J45) The asymptotic scroll wave state s shown In Flg, 16 lor 7, = 00381 and 1t Is qualltatbvely similar for other
values 1y 5= 7o, The stanianeous Mament takes an helical shape at each tlme. The axis of this Istantanesus helical
sha pe 18 Independent of time but s other characierlstics vary with time. The point of the insta ntapeous [lament in
a glven horkontal plape (Le the spiral wave tip In tlat plane) dosely Tollows an epleyclolda]l motion (Fig. 16) and
the Instantanesys Alament global evoluton can be accurately parameterized as

= Rycos(wd+ 72 + &) + B oos(wgf +7,2) (39)
i = R dnfwed + mez + &) + Relnfwmt + mez) ?

The pukation w, and the radius By are close to the pulsation and radius of the stationary stralght twikted seroll
The pulsailon w,, 1s found to be small compawed tow, (Table IT). The radins B & sero at the bilureation threshold.
It Ingreases and become comparable o By as v Inereases past v (Flg, 15). As Aoy remalns small compared to
Ry, the movement of te spiral tip In an orlzental plane can he deseribed as a rapld rotatlon mevenient arowsd
a slowly moving “mean” point (Fig. 16). The bifureation can this be deseribed as in vel. [10] as a transition in the
shape of these slowly moving points, the "mean filament™ | from a stralght shape toan helix of radis B (with the
same axls a5 the nstantamems Mament).

The amplitede of the sproing bifurcation can be measured by tle radivs K of the lelical mean Glamentt. The
nmumerieal simulations resulis (Fig. 15) show that § behaves as 4/ — 7. confirming the mormal Hopl type of the
hifurcatlon. The motion of a filament peint in an horkontal plame & guasiperiodie with two equencies (see Eq. 39
and Fig. 16) wyy and w,. As reported in Table I, the egquency wy closely agrees with the diference wy — e, =0
between the stationary twisted seroll pubation [wy) and the Imaginary part of the unstable moede at k. = 0, as
ex pected from a Hopl hifurcation lna miating frame. The other fregquency w, Is equal to the twisted seroll pulsation
wy at the bifuircaton point but departs mom it as ooe moves away Trom 11

Bome Insight imo the sproing bifureation and the value of w, can be galmed by computing the Iocal twist of the
restabilleed seroll wave, The mean Mament can be taken as the central curve of a ribbon, ome edee of which is the
instantaneous Mament of lengih. The keal iwlst of this fibbon s equal to (sing Bqg. (C2) and (C4) of appendiz C)

1R can be eaily camputed as N = {Hmu +J'I.,..n:|.|f2 where oo [J'I“J.:l 1% the ma-amum {min.immn:l distance of the
instamtanems filament from s acis in an horimontal plane {fmie should be counted negative value if the spiral Gp trajectory
enlaces the axi of the helioss during ne rotation period).
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T Wi |.|2|_-[ Ta) — Jm[ﬂ'j{k: = ﬂ‘:ll:l un[-:r.,:l Ly T ury [‘r",ll
[ET] 0053 0049 1973 1491 0.353 1.832
A5 0.041 10159 1.943 188 (1.347 1.889
040 0066 00166 1916 188 (1.7 1.889
01355 00463 0063 1331 138 0.349 1.?&|:||

TABLE IL For different values of the imposed twist 7, values of the pulstion of the restabifized mean filanemt wy, of the
difference between the pubation of the steady saroll wh (7)) and the imagmary part of the imstable trmuslation mode for & =0,
the pulsation of the steady semll wy{n,) , the pubation of the retabilized spiral around the mean filvnent w, the local twist
7 of the retabilized state and the caloulated comesponding pubiation w (7). One notes that w, is dose o w [7)

W -Wr 1w
T L 14 (Rn)?

(4]

where L s the mean ament length and v = 22 /H B the twist Inposed on the Indtlal stmight scroll wawve, Eq. 40
shows that sproing decreases the twlst. Moreower, when the initlal twist I8 Increased the average helle radis B also
Inereases a0 as to maintain the local twist + approdimately comstant, as shown in Fig, 155, The Megeency o, appears
1o remaln flose to the Iegquency of twisted straight seroll wave with ths valee of the loeal twkt, as shown in Table IL

It is Interesting 1o compare the ahove resulis with what happens when the Initlal condition contain n turns of twikt
glnce the nusdes withk: = §2a/H,§ =1, --- ,n—1 obey both k. < 7, and the perlodie hounda ry condiilons. A nalyzing
modemte values of the Impesed twist 7, = n2y /H requires of course to extend the box belght H proportionally 1o 60
and resticted s w0 n< 5

The simplest Interesting case oocrs when a slngle urstable mode with k| # 0 can develop in the simulatlon box.
The linear stabllity resulls shows that this can only happen clese {0 the instability threshold when the Instability
growth rate ls very low, otherwise the k. = 0 mode is also unstable. Thi is achieved, for Istance, fora = 0.8, b=
(.01 and ¢ = QLO25 and n = § Inltial turns of twkt In 8 boe of eight = 613 = de with de = .15 The single
unstable mode k: = 20 /H = LD corresponds 1o 8 wavelengih equal 1o the bex helghi B, Wiih this parameter
cholee, a direct slmulation shows that the nstalility develops. The asympiotic state Is slmilar to the previosly
deseribed one for a dngle urstable mode at k. =0, The movement of the corresponding Instanameos Hament can
e parameterized using polar coordinates In each horkontal plane Ty

£ +iy = Rpetntires | Byatiatsln—kalsy (41}

where By = (031 and wy = 185 are close to the radis and pulsation of the stralght twisted seroll and where By = 0.1
and wy = —(LMT are small compared o By and w. The wavenumber k.o = (LGS 1s equal 1o the slngle unstable
wavenumber that can develop In the simidation b, The computation of we shows that 1t Is dose of the difference
wh [T) — Tl (Ree ). In contrast to the slngle turn of twit case, the nstantaseoms Glament shape Is slightly diferent
froom an hellx slnee its radlis waries along the vertical axis. The motion can monetheless be Interpreied 1o the same
manner by considering that the seroll rotates unfomly arund a slowly moving belical mean flament of radius Ry
and pitch 27 /(v — ko).

The case where several imstable nexles of the franslation bamd can develop In the dmulation hox, can only be
studied In a box where several turns of twlst are Infilally imposed. The asym ptotle state reached Insuch a case alier
e instability development, starting from an initially twisted straight seroll wavels shown in Fig. 6. It is significantly
more complicated than in the single urstable mode case and the istantanesss flament shape & rather different from
a slmple hellx.

In each horleonial plane, the spiral dp rolates |m]Iurml_l.r around a slowly movieg point. The pesitions of these
slowly moving poinis can be numerically computed ® and wsed to consiruct the pesition of a mean Hlament. The
motion of the mean Mament Is found 1o be well parameterked In each horkontal plane by

This cam be dane by considering the mean filament 2 the mean pesition of the instantaneons filament aver a rotation period,
or by cmsidering it = the mstantameous center of rotation of the mstantameous filient in a plane or by removing the high
frequency peak i the Fourier spectrum of the instantaneous filament motion. These three methods give very similar results.
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FIG. 14, {aj: the bakl salid Bne represents the helical nstantaneous filament, the dotted Gne the mean filvunent and the
thin salid lines the quasi-cirular trajectories of the instantaneous iloment in orzmtal planes of equally spaced 2. Parametens
valwes are a =08, b = (L0 and & = 0025, the smulation beee & (128 2 128) % 110 with dr = (115, corresponding to n, = (.38
(b Fourier transform of the position of the tip of the spiml i an horzontal plane for the same parameter egime. The peak
at w = —(L.084 corresponds to the sk movwement of the mean filament in the plane while the peak at w = 1 884 corpesponds
to the mpid mtating motion of the spiml The Fourier tmnsfonn was performed using 2048 points with a time spacding of
& = 01969, (e} the thin salid line is the trajectary of the spiral tip in an horizmtal plane and the hald dashed ne & the
trajectary of the memn filament in that plane. The mean filament rotates dockwise while the fat rotation of the spiral tip B
counterclockwiie. At a given time, the prajectiom of the mean filament and instantaneans filhments on the harmontal plane are

e cemberet on the helios ax® position marked by astar.
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FIG. 15 fa){«) Hadis (i) of the helical mean filament 2 a funetion of the twist n,, for a stationary straight twisted senoll
wave and linesr interpalation of 8 for suall values of 7, — 7 (thin continnans Ene) where the computed threshald twit &
7, = 0.352. The parameters are a = (08 b= (L0 ¢ = (L0125, {b): local twit of the restabilmed filament as a funection of .

The dashed fiwe is the line of equation » = 7, the continmous Boe is the line of equation © = .

1
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FIG. 18, a= 08, & = (L1, ¢ = (L0235, the simulation box size is (128 « 128) « 349), the space step is dr= 0.2 and five tums
of twist are impmed, which comesponds to 7, = (450 {a): The bald salid ne represents the restabilized mean filament. The
instamtaneous filvment and the quasi drenlar tmjectories of mstantaneous filaments in horizontal planes are not shown. {b):
The dashed and salid bald lines represent a top view of the nstantaneons filament at two given times. The theee thin solid Tines
are typical trajectories of the sparal tip in horzontal planes. The motion of the spiral tip m each plane & the composition of a
fast connterclodowsie and a slow clockwise rotations. [c): Absalute value of the space Fourter tramsform of the mean filament 2
a function af 2. The amplitwde of each mode is constant in time while ity phase grows lnearly in time with a omatant pokation
wik:) shown in (). For the Fourer modes with an ampltude spnificantly different from meno, wik.) is a Enear function of k. .
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r+ig= E Rje"ik‘-“ﬁ-’."*h:l [42)

F=l.n

where ¢ desotes the vertleal posltion of the plane and kl_“" are the wavenmmmbers of the modes that have dewloped In
the simulation bow. Al the observed &Y' have the same slgn as 7y As seen from Eq. 42, the cormesponding modes
bave an amplitude B; which s constant in time and a phase wif + ¢ which evolves linearly in time. Moresver,
the pulsatlons w; are Inearly related to the k',‘il: Wi =+ k';”.:: as shown in Fig. 16 This, the mean Mament
parameterization can he rewritten as

r4iy=4Fiz—o) with Flz)= ¥ Ref's (43)
F=l..n

Thik explicitly shows that the mean Mament deformation pmpagates as a nonllsear wave of constant shape In the
vertleal dimctlon. It was Indeed directly checked that the mean HQlament shape did ot notlogally change ai long
times in our simulation (Le. for time Interals as long as Af = 2060). A direct computation of the twist shows that
It s almost wodform and that 1ts mean valoe 1s slgnilicantly Jower than the one obtalped when only ke =0 mode can
grow. In the case depleted In Flg. 16, the mean local twist of the restablized state Is L3237 whemas in the restablined
state when only the k. = () musde can he destabllized, the mean local twit s equal to (LT,

The stability of the simplke restabilized belices was tested In the parameter regime were the more complex state of
Flg. 16 existed. To this end, a slmlation was first perdomed with a single turn of twist 1o a box leight chosen secl
that the lnitlal twikt was equal to 7, = 045, It prodeced, as already deseribed, a restahilized belix similar 1o the one
shown in Fig. 14, Five copies of this restabilized hellx were tlen vertleally stacked. The resuliing Gwe turn helix was
used as the initial condition for 4 simulation amalogous (o the oo shown in Fig. 16, It was olserved o evolve toward
a oo plex state dentical to the one shown In Fig. 16, Thi ckarly shows that the simple hellees are unstable and
strongly sugmest that the somplex state of Fig. 16 1s the unigue attracior in this parameter mgime. We repeated this
com putation with an initial twist of §.357 and again a similar complex saie was produced.

Systematically varylng the Inlilal twist would permii io see whetler these complex states directly appear at ihe
Imstabiity threshold or arise Tom a secondary bifurcation of stable simple helical states. More gemerally, Turther
sldying the Mament shapes in longer boses with more wrstable modes would be quite Instrsetve. Both tasks reguire
mare computer tme amd power than presently available to us and should be lefi for other g odies.

V. CONCLUSION

W have searched o gain and present a general view ol seroll wave Inear Istab@ities and of their nonlinear
developments for 4 dmple model of an sotrople excltable medinm. Dilferent iy pes of insiabilities have been shown
1o arke depending upon the band of modes 1o which they helong, These different Instabllties have been fonmnd to
develop along different ways and to give rlse 1o distinetly different restabilised states that we have endeavored to
characterlze,

The negative Ine temsion type of Instability has been found to occur In the weakly excitable part of the phase
diagram and to be strictly Inked 1o 2D spiral drift in an external feld. In this respect, it seems worth to try and
better amalyze the mechanisms of spiral drift change. The meandering instability & present in 3D in alarger parameter
region than in 20, Omn the plveting meawsder glde of the phase dlagmm, seroll wave meander in 8 regime where gpirals
are steadily rotating, as previeusly noted [L5]. The long wavelength deformation of the meander band Is however mot
directly related to spiral drifi. Tlhe Introduction of twist has been found to Induce a deflormatlon of the tramslation
bhamds. Abowe a threshold twist, this gives rlse to the sproing Instablility which takes place a finite wavevector away
Trom the tramslation mode, This has heen shown to be a general conseguence of 3D rotational Invarlance and it ex plains
that the sproing hifurcatlon s not captured by small twist approaches. The bilurcated staie arlsing rom ihe growih
ol a single urstable mede bas been found to take a simple helical shape as previeusly described |1E!]. Huwogver, a more
comt plex Mament deformation has been observed to mesult Trom the growth of several unstable modes. Simulations In
larger boxes appear meeded 1o helter analyee these states,

The present study appears worth extending along several other lnes, It certalnly Is Important to lnvestigate how
the present resulis extend to more realistle modek of excltable media, specially in the cardiac physiology context. It
will also e quite Interesting to see bow rotating anisotropy [30-33]. orspatially varying properties Indsce the diferent
Istablitles or Interact with them. Deeper isights into the behavior of these complex waves In varks sltuations
may be galmed by developing amd analyzing of reduced models reproducing the basic phepomenology here unoovered.
W bope to he able o meport progress in this direction soon.  Advanees In 30 visualization [9,34) appear to render

3
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possible detailed experimental characterization of seroll wave instabilities and dynamics. We hope that the present
resulis will ako be seen as a Turther motivation to undertaking this challenging task.

APPENDIX A NUMERICAL METHODS
1. Determination of the steady state

Determining the statknary seroll waves conslsis In solving the monliwar elgemalue problem (6). To this end, the
equations are fist diseretized on a polar grid of skee (N, = N,). This provides a set of 2{N, = N, ) equations (the
valies

of the r.lus of (6) on the grid points) with 2{, x &) + 1 unkoowns (ihe values of the feld g, w on the points
of the grid and the pulsation o). This indetermination comes fom the rotational invarlance of the problem amd can
be taken care of by setting the wlue of w, (N, Ng) to0b Ope thus has o find the weros of 2(W. x N, ) non lInear
equations of 2(W- = IVg) variables.

ThE ean be dome aceurately ising Newton's metlod. The lmear operator invelved 1n Newton's method s Inerted
usng an Herative technlgue [biconjugate gradient [35]) and the garting point is elther the reult of a direct numerleal
simudation interpolated on tle polar grid or the result of a previows computation with sligltly dilfermt parameters.
We found ihat ile Newion's method always converged and ihat the convergence was ex ponenilal and allowed 1o reach
accuracies of order 107% In Ly norm® inoa fow steps [about 10 which take albout an bour using a DEC alpha PWS
SO Workstation for a grid of 80 = LE) points) whereas divect numerical simulations allowed only an aceuracy of order
unlty in Le norm,

2. Computation of the linear stability spectrum

The egenvectors of £, are denoted by ey, &5, --- and Indexed according to the real part of the eorresponding
elgenvalues oy > ox = ---. In order to accurately compute the elgenvalues of of £, of largesi real paris, we have
used anm an lterative method proposed and analyzed in [20]. I & lolefly described in this appendix and some detais
of our Implementation are provided.

The idea of the algerithm s o diagonalkee a projection of Zg, in a subspace [approcimately) spamed Ty the
elgemvectons e, - -, &, corresponding o a glven mumber o of elgensalues of largest real paris.

The algorithm proceeds in three main steps.

The first siep conskis In creating an appropriate vector &y for generating the disgonalization sulspace. A sultable
choloe E to take ¢y = exp( Ly, fixo for a generie vector o, Thi suppresses the compoments of £y on the elgenvectos
on high index [note that these elgenveriors correspond o elgenalues of large modulis]. The end consegqoence is that
trumeatlon at kevel m produces an error of order expli] Re(amey — a5)] on the representation of the i-th egenvector
(for i « m) [#]. In practice, muliplication by the exponential is approdimately achioved by computing by iterations
2= (1 +dife ot e for an arbitmry veetor 2o, a sullelaly large Dteger fo/df and a sufflelontly amall &8 to
prevent 1l e stepplyg scheme from belng unstable (this means that df & lower than 1 mas || )], bere dt = 1075).

The seeond step conskls In gemerating an appropriate sulspace E lor diagonalization. This is taken tw b the
space B spanmed by (G0, 11", 5= 0..m — 1 where {7 15 an poly momial, the choles of which ls discussed below.
Explicitly, the compitation of an orthonormal base of B and of the matrix A =a; ; of the projection of (GF{L]], on
E proceeds recurslvely as Tollows, Let x4, ..., 2o be the n st eement of the base of E and Lk, Jon = gn. Then,
at the next slep we compite:

¥n _Ei-!I nl:y“'r“. :LH"

Enal = ;
na "Fﬂ 1y E1-|....n[1"n11':|11'"1

The ¢omstrisciion ends at step o, This budlding of an orthonormalleed base of E presents the advantage of decreasing
the comtribution of the st elgenmodes in tle elements of hgher order of the base. Mherwlse, this contriboiion would
be dominant and would result in a dower accuracy In the computation. In our case, the scalar prodoct 1s defimed Ty
a diseretised verslon of the standard scalar product [15):

[AL)

“We define [l vl = Eind + )

24
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(w5, w5) = 2 3 wilie, dahu; (ir,ia) iv drdfede (A2)

[

The third step conskis In the diagonalization of an appropriate truncation of (GO, ). Sinee E Is not nvariant
under the application of (7, 1), the arthegonal projection 7, of G{£, ) onio B s considered. Tts mairi dlements
are:

Sig = (Fiag) (6 5) € {lom} = {l m} (A3)

The obtaimed matrix Is diagonalized and both ite dgenvectors and s elgenvalues are gom puted. It is checked at the
end that the kading elgenvertors of Gy arve good apprasimations of the kading elgenvectors of Zy, .

The cholee of the polynomlal 7 iz of some lmportanes. Indeed, the simplest and com putationally most efficlent
choloe would be to take (X)) = X, This would mesult in the ampliication of the contribution of the dgenmodes of
£y, of large index [le corvesponding to dgenvalues of large modulus] and, £, belng M-conditoned, would prevent
the success of the method., We have used GIX) = (14 42X, with £ chosen large enough to make G0k, )
differ slgnificantly om 1le Identlty (a typleal walhoe was £ = L5 Desplte the increase In computational cost, this
cholee slgnificantly In¢reases the accuracy of the method by decreasing the contribution of the elgenmodes of negative
eigenvalues. Using e = M), the 1 most urstable gigenmodes and eigenvalues are obtained with a good aceuracy:
lie — £x I, w e < 10—%

3. Direct numerical simulations

Direct mumerical simulations of three dimemsional excitable media were performed sing a forward Euler explicit
timestepping seheme . The difusion opemior was evaluated using finite differences and a 19 points formula [36],

Gd_tiﬁui._-i,k = —Mug
+ 2z g5 FWha e Fthene F e F e e 1)
+ Witttk + Wit i1k F e ks U2 G k-1
F o bk F ket e
+ UGt et o kot F ot ket U 1 e [Ad)

Thi metlod has two main advantages compared with the classical T polnis formula. Flrst s stabllity Dmit allows
greater time steps and therefore the computing time in spite of the additional operations lnvelved in the Laplacian
evaluation s found to be 1.3 times smaller. Second, the error made when evaluating the difusion operator is lsotrople
at the dominant order{order de? ), whereas with the T points formula it depends of the grid orientation

Ko lux boundary conditions AVu=0 are Imposed on the vertical sides of the hoe and elther no-Rux or perlodic
bommdary conditions are chosen on the top and bottom bousdarkes.,

The positon of 11 nstantameos Alament in the borlsontal planes 1s eom puted as the Intesection of 4 w = 0U5 and
aw=0THL0a — b bosurlaces.

APPENDIX Br SPIRAL DRIFT IN AN EXTERNAL FIELD

In the presence of a small external feld E, the spiral rotation center drilis at a constant veloclty proportional to
the figld magnitude but at an angle with the Geld direction [37-38] as given by Eq. (18) of the main text. The ddfi
coeflicients oy and oo have been computed in the fee boundary lmit (¢ < 1) both for small core [23] and large core
spirals [14]. ‘!’ﬁ! derive here a general formula (Eg. (BLO) below ) for the drift coefliclent & = o) + 0, as a matrix
element hetween the translation elgenvector (i, @) of £ and the corresponding right elgenvec tor (8, %) of £.

With an added external field E, Eq. (1, 2) read

=4+ [, v)fe — E.Vu, (B1)
o = gl w). (B2
We choose a coprdinate system with the #-axis along the feld direction and cormesponding polar epordinates [+ #).

We analyse the motion of 8 counterelockwise rotating spiral which & statlonary,for B =0, in the rotating referential
() with ¢ =& —wy i, Sinee &2 = cos{#) & —sin(#) (ris, the feld term E. ¥y can be writien in the rotating referent al

25
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a r.hs of BEg. (B0 ) iy —ae |
044 <2005 -0.TE -L97-034
.82 3.5 - 0.4Ti 3.4 -0.42i
07 1.59 - (.30 L&Z 083

TABLE IL For b= 0, ¢ = (125 and several values of a, the dift coefficients given by Eq. (BL0) computed using the
cigrnmaodes of £p, and of its adjoint and the drft cocficents oy — fo weasured in direct numerical simm lations.

—Efl u=—Elpos(¢ + wyt)du — slnf +wyt) fnli ),
= — B 2exp(iwt hexp(if) [ + idyu/r) + ec]. (B3

As will be seen helow, secular terms appear when the E term on the r.he of Eq. (B1)) s treated In perturhation
Their origin k, of course, the nduced spiral dift. Anticipating this phenomensn, we suppose that the spiral rotates
steadily in the frame with coordinates (¢, #) which drilis with mespect to the lab rame with coordinates [z, y). That
is

2= 2 (1) + ¢ eosld 4wy 1), [B4)
= wnlf) 4 sinfd 4w, [BaA)

and
ﬂ‘-lﬂ" = &‘-lml' + L.Jgﬁ,-. + Fotds + ]I'F:,y [Bﬁ:l

The supplementary terms proportional 1o #o and ge should be chosen o cancel the unwanted secular terms. This
determines the spiral drifi. Expliciily, we rewrlte Eq. (B6) using the rotating coordinates as

Blay = Dl p — w8y — 121y — diip) explivo, 1) expli (8, + i /r) +e.a]. (BT)

Substitition of this formula in Eq. (B1,B2) and linearkation under the form u = wplr ) + upexpiad) + oo, v=
(T, ) + vpexplicgd) + e gives,

. 'I.lr i T = i
[1.LJ|_—E:I(_LIP)—l,l'ﬂ[.ég—tm:l(ﬂl) = Ej’ﬂ(n ) [B&)
Muliiplying by the kelt ggenvector £ of elgenvalise iwy would show the need for secular terms Hwe had not introduced
the drilt terms. Here, however it gimply determines the drift as

iy uy )
(e, wed LB, T (B9)

Equivalently, this gives the sought formula for the drift eoefllonts

to—ifo=F

= )
T T T + .

APPENDIX O TWIST AND WRITHE OF A RIBBOM

We recall the definition of gquantities assoclated 1o dosed ribbons and some el mathbematical properties for
analyzing the “sproing” bifurcation. In particular we give a matlematical definition of the 1wkt and its value in the
case of a unilomly twisted ribbon with an helical central ¢ urve.

The loeal twist of a fibbon is elssically defined as [ [26])

g (ﬁ [,snm:) T ()

where £ s the unit tangent vector to the mean curve of the fibbon, & §s the curvlinear coordinate along the mean
curve and @ the unlt veetor perpendicular 1o that curve that divects the lime Intesecting one of the edges of the
ribbon. The twist measures the spatial rotation rate of the edges of the ribbon armand e mean gure.

G
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For a closed ribben, the Inking mumber Ly & the Integer which measures the entanglement of the two edges of the
ribbon. Ly 1s a topologieal invarlant which ls constant mder a eontinsous delomation of the ribbon (45 long as it
does not Intesect Haell).

The linking mumber is related to the integral of twist by a formuls [40] (which has heen popularised by Tis e na
mplegular biokeg v oombexd)

1
1.,,=WT+5[T.13 Cz)
The writhing number W depends only of the mean curve #g)ol the ribbon and 18 equal to:
4 ] e
W, = i!dafﬂﬂ*:?[ajhﬂ*i’[n :|r..|1"[.u:| Flat)] (3
in =

The tangent vector to #(8) traces a closed curve on the unit sphere as r(8) goes around the ribbon. The writhlng
mml.LhT' is also equal, up 1o an even integer, to the area enclsed on the undt sphere by this closed curve divided hy
2x [41].

An example of interest is the writhing mimber of a single turn of an helix of radivs B and pitch B (linking the
two [ree ends by a non sell Intersecting planar curve 1o obtain 4 closed curve). The tangent veclors curve encloses
a spherical cap on tle unit sphere of ormalised area equal to (1 — oos @) where & Is the angle made by the tangent
vertor with the vertieal axi. This gives the writhing number (up o an even integer which & seen to be sero by using
the contimdty of B and the fact that the writhing number of 4 stralght line 1z equal to zero),

Wreres - - [C4)

L+ (22R HI

APPENDIX I LINK WITH AVERAGED EQUATION

Inrel. [16], equations were derived for the motlon of the mean seroll Mament and the evolution of vl for & weakly
twisted and weakly curved seroll wave. Tt was subsequently noted [12] that many coellicients in el [16] original
equations were ldentically sero and that enly four non-trivial ones remained 1o be determined. This approsd: has
regently boen extended to take into acoount fiber rotation ansotropy [33].

In this appendix, we find it of some interest to explicitly relate the averaged eguations of ref [16,12] 1o the
com putations that are performed in the main part of the present paper. One coeflicient in the equations of ref. [16,12]
15 giwven by theguadratic seroll rotation eguency dependence at small twikt (Eq. (29)). Umsorprisingly, the theee other
ones are ghven by the curature of the rotation and iramslation bands around the eorresponding sym metry elgenvalues.
This explicitly confirms that the sproing instablity canmpet be captured in the limit eonsldered to derive the averaged
eqeations singe the Instability takes place a fnite distasee away Tom the manslaton symmetry elgenvalues on the
tramslation bamis.

We provide a sim ple-minded derivation of the eguations rel [16,12] using a Carteslan frame istead of the more
soplisticated intrimsic mean flament coordinates used in ref. [16]. This Imits 15 tocosider a weakly nclined Mament
bt we can proceed very similarly to the derivation of spiral drift in appendiz B and the edemsion (o mon-lsotropic
or norhomegeneous medium & straightfomvard (but not considered here).

We denote the fved Caneslan coordinates by (2,1, 2) and by (v, ¢, £) the cylindrical coordinates of a frame rotating
at the 2D spiral frequency and centered on the mean Hlament position (zq0t,2 ), wlf, 2],

= rolt, 2) + r os(d + -+ 21, £]] (D1}
W= toll, ) + reln(d + wd + i1, 2))] (2]

The eorresponding relations hetween the time and vertieal [2) derlvatives in the two mlaentiak ave thos,

ilr e = Bifs g + ey + S 8 + Buzo e + Sy (D)
Oelre = Belay + b du+ Soxpd + San 8, (M)

These relations can be rewritten sing & +1d, = ecplig+ toot +ig(, ][0 + ide/r] and introdscing we = o — o,
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By = Bk —nds — A9 24— 3 o =R, +i0,47) + c] (05)
Blop= s — dpdls — % [ R (& 48 1) + e (D3
Filey = Ficlew + (B0 By — 20985, — [Bewo ™ WG, + 00, r) +ee]
+ i [[ﬂ,waj’e""‘*‘""i‘“ (€41, +18s/r))" + c.c.]
+ élﬂm«:l’ﬁu - % [ owoe™ == (5 4 il fr) + e ]
— B pBs+ Doy [Bown T (92 LTy 4 ee] (D7)
With Eq. (DS, DT) , the governing reaction-difusion equations (1,2) become

(B — w8y — Vip) u — flu,v)fe = B Beu + % [Buwn 5B 8 0+ i fr) + e + Bu
+ (D) 0% g0 — 200w — [Bwn ™A ) ee]
+ i [[&:tmf HMunttivl (ks 4o i) u f_'.c.]
+ §|a=m|*v3uu = % [ e (a4 i) + 2]
— & 9 05u + 0 [Bawge Y (G + i8] ufr) + e (D8)
(0= )0 gl ) = A0 B + 5 [ (0, 0+ D01 + ] (D)
Fuor a weakly curved and weakly twsted scroll wave, the rhos. of Eq. (DB,DO) can be teated In perturbation starting

from the 20 spiral Belds (ue ve). At frst order, the inhomoegemseois rhs am a superpesition of time independent
terme amnd of terms oscllating at frequencles wy and 2wy . Ome can therelore seek (w,v) In perturbation as

Ray ] w 1%
1¥ 1, Tl a 1 FORRE 1
(u) =(u:)+[(u:lmll)!£u|hhﬁ 4+ +[( u:tw.l)"- R e +(”Il'nj) (DL
R

whers [u{*"' 5 i ,[u{"" h 1.11"" Fand [ul'}', uiﬂ" ) are time-independent fimetions charactorizing the thres diferent first
arder perturbative eormeeiions,
Thie Zeey Mg tlons obey

{Fuy |} . T
(iZw — L) (“Iﬁ.,.,,, ) = %[ar,mjz ( (£4(0 +‘:B¢MJ u ) (D11)
™

The operator (i%w, — £) & nvertible and the 2w, functions (w]™"", ™'Y can be determined. They simply deseribe
the Imclined crcular core which & viewed as elliptical in the chosen xy ooordinates (these terms are absent in the
flament coordinates used in ref. [16] where in effect d.uwy B vemo).

O the comrary, the wy and constant functlons arise om resonant forcing and can only be determined when
solvabllity conditions are verifed.
The wi Tunetks obey,

furi b A .
(i — £) (".‘U.. ) = S0 (‘;) ~ 38 ( ‘;;) £ 8. B ("" (Breo + g tofr) ) (D12)
Ty

Sinee [wy, ) 1s an elgenvecior of £ with elgenalue iwy, Eqg. (D12) Is solvable only if its rh.s has no component on

this elgenvector. More explicitly, one obtalns by muliplylng Eq. (D12) hy the assoclated lelt elgenvector,
(i, e} (it 82y + 2o )}

l:ﬁllul} + :ﬁllul} ﬁl |'“lJI + :ﬁllul}

The last term on the Lhs should vanish by rotational Invarlanee sinee simply inclining a twisted s¢roll cannot Induce
its drifi. This explicitly follows fvom Eq. (3) sinee

By — 82wy + 8 8w, (D13)
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(i (02, o + 02 1)) = (i, (1 + iDg)us) = 0. (DL4)

Eq. (D13) [without the last term] is the equation of motion for the mean filament obtaived in el [16,13]. In
the Imit consldersd, the mean flamen motion B independent of the seroll twikt and only depends on the flament
curvatire (&2, wy) with a coefficient which gives both the small k2 dependence of the translation hands (Eq. (23)) and
spiral drift In an external Beld [Eq. (BLO)).

The time Independent component [ml'JIJ ,utm:l of the first (0 correction (D10) obey

{0} -
() e (3) (5 i () e ()

Agaln since the rotation mode & an eigenvector with eigenvalue sem of £, this equation can be solved only i

gy U)o e e B L e Vi DI6
A = e e+ Bevar T OV T e+ Beve) T 2 T e () <

Rotational invarlanee again implies that the last term on the Lhee of Eq. (DI6) vanishes (sinee simply inclining a
seroll wave canmot change s rotatlon vequency) as expliciily shown below [(Eq. (D1&) The remainimg Eq. (DLG)
Is the equation obiained n rel. [16,12] for the seroll twist dynamic. The csefiident of (#9)* slmply describes the
twist dependence of steady seroll rotation freguency (Eq. (28)) while the cosfficient of & ¢ governs the small k¥
dependence of the rotation band [Eq. (23) with the subscript @ replaced by ]

The com putations re ported in the present paper permit to explicltly evaluate the Tour real ooefficlents which appear
in Exg. (D13, D16). For example, for o = (L8, b = (L01,« = (025, the mported results glve

lg oy B {Bgug) (g, BFpw)
Twd + (e o O e H Bt T Ty + By e ()

More generally, the two coeflicients in Eg. (D16) do pot change sign as one traverses the different reglons of the
phase diagram: a smeall twit increases the seroll rotation Megquency and a small modulation in the s~divection Incweases
the stahility of the rotatlon band modes. The complex epcllicient of Eg. (D13) I directly linked to the seooll wave
T tension stablity finstability and its real part chamge slgn as 2D spiral drifi.

Finally, it may beworth oom paring the above derivation to that of [16]. Since the Lh.sof Eg. (D10) Isa superposition
of terms with different time dependences, this is also the case of s solution and ma ny coefficlents formally ntroduced
in el [16] do not even appear 1o our derivation, as previosly poted In [12] (in a slightly different formulation). On
the other side, we have chosen a slmple parameterization lor which rotational invarlanee 15 not manilest, In contmst
to refl. [12]. This forces us to explicitly show that coefficlents which do not appear in ref, [12] vanish.

We conclude by showing that Indeed,

{fis, Vapuo) = 0. (L&)

Thi k a slmple consequence of the tramsformation property of the reaction-difusion equa tions (5, 6) wunder dilation.
Namely, (w1 + 5,0, wir(l + 1), ¢) 5 a solutlon of (5, ) with i, replaced by 171+ 4)*Vip. Expanding for
1< 1 glves the Infinitesimal version of thi traslormation

¢ (‘j‘gﬁ ) =2 (ﬁg““‘) (D18)

which can ako be divectly c¢hecked by diferemiating Eq. (5, 6) with respect to . The multiplication of Eq. (D19) on
both ddes by (g, i), the left elgemvector of £ of elgemvalue zerg, glves the desired identity [D18).
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Instabilities and dynamic of scroll waves
in isotropic excitable media.

Hervé HENRY

Abstract :Excitable systems are characterized by the existence of a stable
equilibrium point and by the fact that the return to equilibrium trajectories
can be either simply exponential or long excursions in the phase space de-
pending on the perturbation amplitude. Good approximations of excitable
media are simplified reaction-diffusions systems with two variables. Typical
examples of excitable media are the heart, the neural axons and the Belousov-
Zhabotinsky reaction in gels. In such media the spiral and plane, excitation
waves can be observed.

This thesis is devoted to the numerical study of the dynamic of possibly
twisted scroll waves (spiral waves stacked along a line) in excitable media.
First the stationary states are computed using a Newton’s method. Second
the linear stability of those states is studied, using an iterative method. Then
the restabilized states when they exist are determined via direct numerical
simulations.

The study of untwisted scroll waves shows two kinds of instabilities. The
first one corresponds to a Hopf bifurcation and is due to the 3D destabilisation
of the meander (periodic variation of the rotation radius of the spiral wave)
mode. The restabilized states are studied in detail. the second one, that
can be attributed to the destabilisation of the translation mode leads to a
disordered state.

The study of the influence of twist shows that beyond a critical value of
twist, it leads to the destabilisation of the translation modes for finite values
of the wavenumber. That instability is a Hopf bifurcation that converts the
twist of the scroll wave into Writhe (geometric deformation of the filament).
In simple cases the restabilized state is a simple helical filament whereas in
more complicated cases, the restabilized state is a stationnary structure that
can be seen as the sum of a few helices. An analogy with a twisted elastic
rod is presented.

Key words : Excitable media. Scroll waves. Reaction-diffusion. Linear sta-
bitiy. Front dynamic. Belousov-Zhabotinsky. Pattern formation.



Instabilités et dynamique
des ondes spirales tridimensionnelles
dans les milieux excitables isotropes.

Hervé HENRY

Résumé : On caractérise les milieux excitables par le fait qu’ils présentent
un point d’équilibre linéairement stable et qu’une perturbation finie peut
entrainer une longue excursion dans I’espace des phases. Les comportements
de tels milieux sont en général bien approchés par des modeles simplifiés de
réaction-diffusion a deux variables. Des exemples de milieux excitables sont
le coeur, les axones neuronaux et la réaction de Belousov-Zhabotinsky dans
les gels. On peut y observer des ondes d’excitation planes et spirales.

Ce mémoire est consacré a I’étude numérique de la dynamique des fila-
ments (ondes spirales empilées le long du filament) d’ondes spirales, éventuel-
lement twistés, dans les milieux excitables. Dans un premier temps on calcule
les états stationnaires par une méthode de Newton, puis on étudie la stabi-
lité linéaire de ces états vis a vis de perturbations modulées suivant ’axe du
filament par une méthode itérative, enfin on détermine les états restabilisés,
quand ils existent, a ’aide de simulations numériques directes.

L’étude des filaments non twistés met en évidence deux instabilités dis-
tinctes. L'une due a la déstabilisation de la branche de méandre (modulation
périodique du rayon de rotation de la spirale) aboutit & un état restabilisé
que nous caractérisons précisément. Cette instabilité correspond a une bi-
furcation de Hopf. L’autre correspond a une déstabilisation des modes de
translation et aboutit a un état désordonné.

L’étude de I'influence du twist sur la dynamique des filaments de spirales
montre que le twist induit une déstabilisation des modes de translation a
nombre d’onde fini. Cette bifurcation de Hopf correspond a la transforma-
tion du twist imposé au filament en Writhe (déformation géométrique). Le
filament prend, dans les cas simples, une forme hélicoidale. Dans des cas plus
compliqués il prend une forme invariante dans le temps qui est la somme de
plusieurs hélices. Une analogie avec une tige élastique soumise a la torsion
est présentée.

Mots clés : Milieux excitables. Spirales. Réaction-diffusion. Stabilité linéaire.
Filament. Dynamique de fronts. Belousov-Zhabotinsky. Morphogénese.
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