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Résumé.

Cette these concerne ’homogénéisation, ou limite semi-classique, des transformées de
Wigner associées & des suites bornées L? solutions d’une équation de Schrodinger ou d’un
systeme hyperbolique linéaire du premier ordre. On établit diverses équations de transport
satisfaites par les mesures de Wigner limites lorsque qu’un petit parametre tend vers zéro.

Une premiére partie résume les propriétés générales de la transformation en rappelant
son lien avec le calcul pseudo-différentiel.

Une seconde partie étudie la perturbation des hamiltoniens périodiques par des po-
tentiels réguliers apériodiques au moyen d’estimations de commutation concernant les
décompositions de Bloch.

Une troisieme partie étudie sous une hypotheése de couplage faible I’homogénéisation
de certains milieux aléatoires évoluant chaotiquement selon une dynamique réversible mais
gouvernés en moyenne par une dynamique irréversible de type Bolztmann.

Une quatrieme partie clarifie au moyen du formalisme des transformées de Wigner
un résultat connu d’existence-unicité pour la hiérarchie infinie BBGKY du probleme de
Schrodinger a N particules, N — oo, dans I’approximation de champ moyen.

Mots-clés : Limite semi-classique, mesure de Wigner, équation de Schrédinger, équation
de transport, équation de Vlasov-Boltzmann, décomposition de Bloch des hamiltoniens
périodiques, calcul pseudo-différentiel, EDP.

Abstract.

This thesis is concerned with the homogenization (or semi-classical limit) of various
Wigner transforms associated to L?-bounded sequences which solve a Schrodinger equation
or a first order linear hyperbolic system. Transport equations are derived for the limiting
Wigner measure when a small parameter goes to zero.

A first part describes the general properties of Wigner transforms and recalls their links
to pseudo-differential calculus.

A second part studies the perturbation of periodic hamiltonians by regular aperiodic
potentials by means of commutation estimates concerning Bloch decompositions.

A third part studies in the weak coupling limit a class of random media which are chao-
tically governed by reversible dynamics but statistically governed by irreversible dynamics
of Boltzmann’s type.

Using the Wigner formalism a fourth part clarifies a known result of existence-unicity
for the BBGKY infinite hierarchy of Schrodinger problem with N particles, N — oo, in
the mean field approximation.

Key-words : Semi-classical limit, Wigner measure, Schrodinger equation, transport
equation, Vlasov equation, Boltzmann equation, Bloch decomposition of periodic hamilto-
nians, pseudo-differential calculus, PDE.



Notations.

On trouvera en principe dans cette page l’ensemble des notations (standard) dont la
définition n’est pas rappelée dans le texte.

e D : fonctions infiniment dérivables a support compact C°

e D' : distributions

e S : fonctions & décroissance rapide a tout ordre de dérivation

e S’ : distributions tempérées

o P = {a = a(x; k) périodique en k tel que 270297 est borné Ya VS Vy}

e P': distributions tempérées en une variable périodiques en I'autre variable
e = : relation d’équivalence entre suites de méme limite

e Négligeable : par défaut qualifie des suites de limite nulle au sens des distributions
tempérées par rapport aux variables d’espace et de phase

e E : espace de Banach (ou encore espace vectoriel topologique)

e o(E; E') : topologie faible sur E o(E'"; E) : topologie faible étoile sur le dual E’
e F : transformation de Fourier Ff = f : £ — Jrern f(z)e 2™ dy

e Fy, : transformation de Fourier partielle pour la seule variable x

® Luniform(E) : opérateurs linéaires continus sur £ munis de la norme de la convergence
uniforme dans les bornés de £

® Lgirong(E) : opérateurs linéaires continus sur £ munis de la convergence simple
Up € Lyprong(E) 20V € E un(z) € E—0

e Lyecar(E) : opérateurs linéaires continus sur £ munis de la convergence faible
Up € Lyeak(E) > 0V € F un(xz) € 0(E; E') =0

e L™ (E) : opérateurs linéaires continus sur E bijectifs

e K(E) respectivement HS(E) respectivement TR(E) : opérateurs compacts respecti-
vement d’Hilbert Schmidt respectivement a trace sur ’espace de Hilbert F

e Noyau d’un opérateur K € £(L?) : la fonction (distribution) K (z;y) telle que
Vue Ll?  Ku:zw [K(z;y)u(y)dy



CO(RN) , CR(RN) , CO(RN) , CJ(RY) : fonctions continues sur RV respectivement
continues bornées respectivement continues a support compact respectivement conti-
nues de limite nulle a I'infini

H*(RY) : espace de Sobolev hilbertien sur RY H; . (RY) : version locale

H?, : espace de Sobolev hilbertien sur le tore TV s’identifie aux distributions Hj, (RY)

loc
périodiques

M : mesures complexes munies de la topologie faible o(M; C?)

FLY(RY) : algebre de Wiener

FI' : algebre des séries de Fourier & coefficients sommables

I'(N) : suites sommables

‘H : holomorphe synonyme analytique

~v C C contour : lacet fermé simple orienté dans le sens direct

wr : opération de périodisation selon le réseau I' C RY
par exemple pour f € L} (RY) positif wrf :  — S.er f(x + ) est toujours défini

loc
I : indicatrice d’un ensemble (borélien)

diam : diametre

O : grand o dans la notation de Landau

|...| ou # : volume ou cardinal

U : complexes de module un

GL2(R) : groupe linéaire réel des matrices 2 x 2 inversibles
J : primitive

<> : moyenne pour les applications périodiques

() : {€) = (1 + |£]*)Y/2 sous-multiplicatif

O : fin de preuve



1 Présentation de la transformation de Wigner.

Cette partie préliminaire est destinée a résumer les principales propriétés des trans-
formées de Wigner continue (w® : section 1.1) et discrete (w? : section 1.2) associées a des
familles bornées de L%(RY). Ces résultats seront utilisés par la suite sans plus de référence.
La présentation est celle de [GMMP]. L’extension au cas des "matrices-densités” détaillée
dans [LP] est abordée dans la section 1.4 en vue d’un résultat d’interversion de limites
concernant les moments.

La quantification de Weyl définit 'opérateur pseudo-différentiel a" (z;eD) de symbole
a € S'(RY x RY) sous la forme

aV(z;eD)u : z // a(an * y; e€)u(y)et 2 @) dyd¢
RN xRN 2

Lorsque a = a(§) € S'(RY) est "4 coefficients constants” I'opérateur pseudo-différentiel
a")(eD) obtenu consiste en une multiplication & travers I’isomorphisme de Fourier

a(eD)u= F a(e)Fu) : x — // a(e€)u(y)et @9 Eqy de
RN xRN
Le formalisme de Weyl est utilisé pour sa propriété d’adjonction formelle
aV(z;eD)* = (@) (z;¢D)
Dans ces notations intégrales, a et u doivent étre mis en dualité, par exemple :

a € S'(RY) = a(eD) € LIS(RY) — S'(RY))
a € C™ & dérivées a croissances lentes = a(eD) € L(S(RY)) N L(S'(RY))

{ a€S'RY xRY) = a"(z;eD) € LISRY) — S'(RY))
w € S(RY x RY) = a¥ (z;2D) € L(S'(RY) - S(RY))

Par construction, la multiplication du symbole a(z; ) par la variable de phase £ correspond
A la composition de 'opérateur a"V (x;eD) avec % :

eV, @ x+y
a(w; g) = Z|a\§maa(l‘)§a = aW(I; 5D)u T E\a|§m(ﬁ) aa(

Ju(y)

2 y=x

1.1 Cas des transformées continues.

La transformée de Wigner S'(RY) x S'(RY) — S'(RY x RY) définie par

ws(f;g) : (x;f) — /N f(gc - 5@/2)@@ + Ev/2)e+2iwv-§dv
R
est sesquilinéaire continue. Elle satisfait la propriété fondamentale

<w*(f;9)la >S,X5=<y\aw(x;5D)f >givs Va € S

7



De méme dans le cas vectoriel ou f;g € S (]RN )™ on peut définir
W) (8 [ o= e0/2) © 9 + ev/2)e "™ Sdy

comme une matrice m x m d’éléments € S'(RY x RY).
Clest alors w®(f;g) :== Tr We(f;9) € S'(RY x RY) qui tient généralement lieu de
transformée de Wigner (scalaire).

Bien sir w®(f;g) € S'(RY x RY) est d’autant plus réguliere que f;g € S'(RY) sont
réguliers par exemple

fi9€ S(RY) = w(f;9) € S(RY x RY)
fi9 € L*(RY) = w*(f; g) € CP(RY x RY)

Par la suite les arguments f et g seront toujours des fonctions de LZ(RY).
Voici les propriétés classiques de la transformation w*® :
(Adjonction) w(f;g) = we(g; f) en particulier w®(f; f) est réelle

(Transformées de Fourier partielles)
Fralu(£59)): (#56) =5 o flra!j2 4 €/)3(~' /2 + € e)
Foelw(f;9)] : (25€') = f(z —£€'/2)g(x +££'/2)

1 _
(Symétrie des variables) w*(f;g): (z;&) — g—NwE g(

(Intégrales) f;g€ L*(RY)

[, v (f59)d€ = f(@)g() [ w59 = < F(€/e)3e/e)

//RNXRN wa(f;g)d:cdgz/m 17

REMARQUE. Il faut comprendre ces relations en tant qu’intégrales généralisées car (a
ma, connaissance) w®(f; g) n’est pas systématiquement L' pour tous f;g € L?. En général,
si elle existe, I'intégrale de la distribution 7 € D'(R?) notée [pa T est définie comme la
constante vérifiant

1 ) ! (Tod +
t_dT(Z) — (/Rd T)do dans D'(R?) lorsque t — 0

(Bornes) Si f¢;¢° € L? restent bornées alors w®(f¢; g°) € S’ reste borné.

Foalw (f56°)] € CPRY; LY (RY)] de norme <|| f¢ [|.2|| ¢° ||.> reste borné
Foelw®(f¢;9°)] € Cy[RY; L' (RY)] de norme <|| f* ||2|| g° [|r> reste borné

On peut aussi remarquer < w®(f¢; ¢°)|a >, = < ¢la" (z;eD) f¢ >4 4
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ot Vopérateur o' (x;eD) € L(L?) reste borné.

(Positivité)
Pour une famille f¢ € L? bornée tout point d’accumulation de w®(f¢; f¢) € S’ est une
mesure positive finie.

Definition 1.1 On appellera mesure de Wigner w°[f] € MT(RY ]Rév) d’une famille
bornée f¢ € L2(RN) tout point d’accumulation de we(f¢; f¢) € S'(RY x RY). Il en existe
toujours au moins un.

(Localisation) Pour ¢ = ¢(z) continu borné w°[¢f¢] = |¢|2wC[f*].
Une mesure de Wigner d’une famille f¢ € L? bornée n’en dépend que localement.

(Calcul symbolique) En notant {u;v} = Veu-V,v—Vu- Ve le crochet de Poisson

W (@Y (@:6D) 5 o) = 0w (f55 ) + g (f559°)} +€Pr.

ou r. € S’ reste borné lorsque f¢; g° € L? restent bornés.

Ici ’hypothese a € S pourrait étre affaiblie en une hypothese sur la classe du symbole a.
En pratique le développement limité de w®(a" (z;eD)f%; g°) selon les puissances de € ne
sert que pour des symboles a a variables séparées peu réguliers :

w (6% ) — d(@)w (£ °) 5 0 pour ¢ € CHRY)

w(p(eD) f%.9°) — $(E)w(£%.9) = 0 pour ¢ € CY(RY)
Lt (95 6°) — Lo(@)wt (53 6°) — Vo(z).Vews (£ ¢°) 5 0 pour ¢; Vg € CH(RY)
Lwf(p(eD) 5 6°) — L6()we(f5 6°) — V(). Vawr (£ ¢7) 5 0 pour ¢; Vo € CJ(RY)

EXEMPLE. Suite compacte f¢ LN f
= Fulu? (5 FN@:€) = J*(z = <€ /2)Fo(w + €/2) 5 |1 P(@)
= w(f5 £5) S |f2(2)5(€)

EXEMPLE. Suite oscillante f© = f(-)et2m<f>/e"
= Frelur (7% )03 €) = @ - o [2) @ + £ 2)e Hreole>len
%’ |f|2(x)e—2i7r<§o|§'>/sm_1

= w(f5 ) 3 fP(2)d€) sim<1,  |f2(2)0(—&)sim=1, 0 sinon.
EXEMPLE. Suite WKB f¢ = fet?m5/c™ avec S réel presque partout différentiable

:> Fopelw®(f f)(2; &) = flz — €€ /2) [z + e€' [2)e IS lotet! /)= S @=et 2)]/e™
£ | £ (x)e2n(S@tee /2)~S(a—ce [2]/e™

= wf(f5 ) 5 [fP2)8@) sim <1, [fP@)d(E - vS(x) sim=1,



et | f1*(2)[[vs—o(z)d(§) si1l < m < 2 et si S admet presque partout

un développement limité a 1’ordre deux.

EXEMPLE. Suite ponctuelle f& = g=Vm/2 f(—%o)

= w(f% f)(2;€) = Zw'(f; (&2 =5%)

= w(f%5 %) S ([ 1f2)d(z —20)6() si0<m <1, |2z — 20)d(¢) si m =0,
et |fI2(6)(x — xg) sim =1, (0 sinon).

EXEMPLE. Suite cohérente f¢ = ¢ Nm/2 f(==2o)et2im<to>/e

= w(f f5) = Fw'(f; ) (55 )

= w(f5 ) 3 (J1f2)8(z — 20)0(€ — &) si0 <m < 1,

|fI?(x = 20)0(§ = &) sim =0, et |f|*(€ = &)d(x — o) sim =1, (0 sinon).

Point commun aux exemples : lorsque le ‘scaling’ arbitraire f¢(z — a(e)v) fé(z + B(e)v),
ou a(e) = () = /2 est défini par le parameétre d’indexation, ne correspond pas & I’ordre
de grandeur des oscillations, la limite de w®(f¢; f¢) devient triviale.

REMARQUE. Concernant 1’additivité de la transformation w® on peut mentionner :
(Additivité par les supports)

Si les mesures de Wigner w°[f¢] € M™* et w°[¢°] € M™ sont étrangeres

alors w°[f¢ + ¢°] = w°[f¢] + w®[g?].

(Additivité par produit fort faible)
Si f2 55 fetsigf 2 g alors wl[f€ + ¢°] = W[ €] + wO[¢f].

Avant d’aborder la notion de mesure de défaut, définissons les propriétés d’oscillation
a 'ordre ¢ et de compacité a I'infini.

Definition 1.2 La famille bornée f¢ € L? est dite e-oscillante respectivement co-compacte
lorsque

lim sup 6ff2 20 Voel?
e—0 >R/e

lim sup V=<4
>R

e—0

Citons les deux principaux critéres pratiques :

o si il eziste s > 0 tel que e80°f¢ € L}, est bornée alors [f¢] est e-oscillante

o si il existe a > 0 tel que |z|®f¢(x) € L? est bornée alors [f¢] est oo-compacte
REMARQUE. Concernant la conjonction des deux propriétés,

[f] est e-oscillante co-compacte
N Xe lim sup Fyal== lim sup 6f22 2% 0
e—0 >R e—0 >R/e
< limsup FakE=<) lim sup 1712 250 0
e—0 >R e—0 >R/e
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REMARQUE. [f¢] est co-compacte < |f¢|* est une famille étroitement relativement
compacte de mesures positives finies ; [ f¢] est e-oscillante co-compacte < | f¢|? et | f5|2(§)
sont deux familles étroitement relativement compactes de mesures positives finies. Si | f ’5|2(§)
est une famille étroitement relativement compacte de mesures positives finies alors [f¢] est

e-oscillante ; la réciproque est fausse en général ainsi f¢(z) = f(z+ Jr)e 27"=m € L*(R) est

g-oscillante sans que | fg\g(g) = LIf 2(£ 4+ L) soit étroitement relativement compacte

lorsque m > N = 1.

EXEMPLE. (Etat WKB) f¢ = fe?™5/¢ est e-oscillante oo-compacte pour f € L? et
S € H}., réel. Il s’agit d’hypotheses peu restrictives sur I'enveloppe f et la phase S.

Théoréme 1.1 Supposons apres extraction dans la famille bornée f€ € L? que

|[f5[> = w dans M*(RY)
we[f¢] — wP[f¢] dans S"(RY x RN)

Alors
. wP[f€)dE < p avec égalité si et seulement si [f] est e-oscillante,

WYY < RY) < timsup | £ [
avec égalité si et seulement si [f] est e-oscillante co-compacte,
auquel cas w[f](RY x RY) = lim | 7€ 1132 .
€
Noter I'encadrement de la limite faible fpx w®[f¢]dé < pet p(RY) < liminf, ¢ || £ ||3..
REMARQUE. Si f¢ € L? bornée ne posséde qu'une seule mesure de Wigner notée
w'[f] € MT(RY x RY) alors I'égalité w°[f](RY x RY) = limsup || f¢ [|7, implique

N
que [f¢] est -oscillante co-compacte, d’out | f¢|? M) /N wl[ f€]dE.
R

C’est un théoreme de convergence des densités.

(Mesure du défaut) Pour une famille /¢ € L?(RY) bornée e-oscillante co-compacte
supposée faiblement convergente vers f € L?(RY) apres extraction :

B e wlf - )= 06 '] = [f2(2)6(E) = w°[f]

ainsi la transformation de Wigner fournit une mesure du défaut de compacité L? des fa-
milles bornées e-oscillantes co-compactes.

REMARQUE. Inversement si pu > |f|%(2)do(€) avec up € MHT(RN x RY) et f € L%(RY)

alors il existe une famille f¢ %X f de masse lim | £ 12:= p(RY xRY) telle que we[f€] — p.
Les mesures de Wigner des familles bornées de L? sont donc des mesures positives finies
tout a fait arbitraires.
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1.2 Cas des transformées discretes.

Etant donné un réseau I' = a{Z+- - -+axZ C RY de cellule unité Q = a_1>(—1/3>+1/2)+
-+ an(—1/2;4+1/2) C RY définissons le réseau dual comme I'* = a?Z +---+ayZ CRY
onal-a; =6; 1<4j<N.

La transformée de Wigner discréte S'(RY) x S'(RY) — P'(RY x RY) définie par
WEf39) (@3 K) o Soer (i — ex/2)9( + ex/2)e Tk
est sesquilinéaire densément définie telle que
<wi(f;9)|la>pp=<glaV (x;eD)f >q . VYa € P

ot P = P(RY x RY) désigne un espace de fonctions tests régulieres [*-périodiques en la
variable de phase

P ={a e C®RY x RY) I'*-périodiques en k|z*0°9)a € L=(RY x RY) Vav gy}

En d’autres termes we(f;g) € P’ est une distribution tempérée en espace et périodique en
phase. Lorsque f;g € L? on peut voir w¢(f;g) comme une série de Fourier & coefficients
vectoriels dans L'(RY) tous bornés par || f ||z2|| g ||z2- Lorsque f € S et g € S’ on peut
voir we(f; g) comme une série de Fourier a coefficients vectoriels dans S'(RY) tous bornés.

L’opérateur de Weyl o' (z;eD) de symbole a € P périodique défini précédemment,
(a € P C S') s’écrit aussi

" (z;eD)u: @ = yeru(z +€7) / a(x + ev/2; k)e 5™V dk
Q*
On en déduit
a € P=d"(z;¢D) € L(SRY)) aV(z;eD) € L(H*(RY)) Vs € R

En particulier wé(f;g) € P' est bien défini pour f € S(RY) et g € S"(RY)
respectivement pour f € H*(RY) et g € H *(RY) ou s € R

Bien sir wé(f;g) € P' est d’autant plus régulier que f;g € S'(RY) sont réguliers par
exemple

fig€ SRY) = wi(f;9) € P
fig€ P(RY) = wi(f;9) € CPRY; Lipe(RY )] C L (RY x RY)

Par la suite les arguments f et g seront toujours des fonctions de L?(RY).
Voici les propriétés classiques de la transformation w? :

(Adjonction) wi(f;g) = w:(g; f) en particulier wi(f; f) est réelle.
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(Transformée de Fourier partielle)
1 A x| \E *
Foalwi(f39)]: (@ k) = —gEer- f(+a'/2+ ke +77[e)g(=2/2+ ke +77/¢)
(Périodisation)

wy(f;9) = Eyer-w™ (f;9) (75 k +77) = wr- w*(f; 9)
(Intégrales) f;g e L*(RY)

(Bornes) Si f¢;¢° € L? restent bornées alors we(f¢; g°) € P' reste borné.

Par exemple Fy,,[we(f¢; ¢°)] € CORY; L1(Q;)] de norme <|| f¢ ||z2|| ¢° ||z reste borné.
On peut aussi remarquer < we(f%; ¢°)|a >prxp=< g¢|a" (z;eD) f¢ >g5xs

ol Popérateur o' (z;eD) € L(L?) reste borné.

(Positivité)
Pour une famille f¢ € L? bornée tout point d’accumulation de we(f¢; f¢) € P’ est une
mesure positive.

Definition 1.3 On appellera série de Wigner w°[f¢] € MT(RY xRLY) d’une famille bornée
fe € LARY) tout point d’accumulation de wi(f<; f¢) € P'. Il en existe toujours au moins
un.

(Localisation) Pour ¢ = ¢(z) continu borné w?[¢f¢] = |¢|>w?[f¢].
Une série de Wigner d’une famille f¢ € L? bornée n’en dépend que localement.

(Calcul symbolique) En notant {u;v} = Veu-V,v—V,u- Vv le crochet de Poisson
wi(a" (z3D) 1% 6°) = awi(f55¢°) + 7—{as wi (£ 4°)} + €.
i
ol . € P’ reste borné lorsque f¢; g° € L? restent bornés.

Ici ’hypothese a € P pourrait étre largement affaiblie. En pratique seul servira le cas ol

a est une multiplication ou une dérivation périodique (condensé pour multiplicateur de Fou-
rier de symbole périodique). La régularité & imposer sur a pour développer we(a" (z; D) f¢; ¢°)
a l’ordre zéro ou a ’ordre un est celle précisée dans le cas des transformées de Wigner conti-
nues.

Théoréme 1.2 Supposons apres extraction dans la famille bornée f€ € L? que

|f°]* = p dans M*(RY)

w[f¢] — w°[f¢] dans P'(RY x RV)
Alors

wl[f€)dk = p,
Q*
w[f(RY x Q*) < limsup || f© ||3: avec égalité si et seulement si [f€] est co-compacte,
e—0

auquel cas wl[f¢J(RY x Q) = li_{% Al
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Noter I’encadrement de la limite faible [o. w9[f¢]dk = p avec u(RY) < liminf || f ||%,.

REMARQUE. Si f¢ € L? bornée ne posséde qu'une seule mesure de Wigner notée
wl[fe] € MHT(RY x Q*) alors Dégalité w[f¢|(RY x Q*) = limsup || f ||2. implique
N
que [f¢] est co-compacte, d’ott | f¢|? ME) Jor WO f€]dE.
C’est un théoreme de convergence des densités.

1.3 La transformée discrete comme périodisée de la transformée
continue.

A ¢ > 0 fixé la périodisation de w*(f¢;¢°) donne (comme déja dit) wi(f<;¢%) =
wor- wé(f¢; ¢g°) sans probleme de convergence lorsque les arguments f¢ et ¢g° sont L?. La
question

?
wy (%5 9°) = wp- w’(f%; ¢°)
est plus intéressante. Il n’est pas clair que l'interversion de limites (convergence en ¢ et

sommation en I'*) soit justifiée pour des familles f¢ et ¢g° seulement bornées L?.
Néanmoins :

Théoréme 1.3 Si l'une des deuzx familles bornées f¢; g° € L*(RY) est e-oscillante alors
W(f59°) = 05199 = (55 67) = w0 ()

PREUVE. Puisque les bornés dans o(P’; P) sont (métrisables) relativement compacts,
pour prouver la convergence de la famille bornée we(f¢; g°) € o(P'; P), il suffit de prouver
I’égalité des différentes valeurs d’adhérence.

Soit ¢ € C2(RY) alors I'hypothese we(f¢; g°) — w(f¢; ¢°) implique

que w*(Af%; g°) — dw’(f%; %) := w’(df%; 9°).

Pour tout test a € P vérifions la convergence uniforme en 0 < ¢ < 1 de la série
numeérique

< wi(df% 9°)|a >piyp = Voyrer //IRNXQ* w (o f% ¢°)(xs k +7")a(z; k)dudk,

alors weé(of¢; ¢°) — wr w°(of%; g°) = gror+ wO(f¢; g°) dans o(P'; P) et le théoreme 1.3 est
prouvé car les valeurs d’adhérence w?(f¢; ¢°) sont identifiées.

Etant donné R > 0 notons I'j, C I'* U'intersection (finie) de I'* avec la boule de rayon
R centrée a l’origine.

Ypgrs, //RNXQ* w; (of%; 9°) (x5 k +v")a(z; k)dmdk‘
= 1 b fe ko o e ko2 . !
= Yyegry, N //RNXQ* of (g Tt E)g (g to - g)f%wa(x s k)da'dk
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1/2 1/2
< b Fe|? “E|2 —1 . !
- /w’eRN </|5§|2R_d_5|$/| |¢f | (g)d§> </6§|2R—d—sw’ |g | (f)df) kség)* |f%wa|($ ,k)dl’

1/2
<| ¢° pfe|*(€)d raal(z's k)da!
Nl [ ([ s T PEE)  sup (73l s

ou d majore le rayon de la cellule unité *.
En remarquant

Fof= lezll g Iz sup | Fogal(2's k) € LY (da')
E *

lim sup |622(€)de "= 0
e—0 |eé|>R—d—|z!|

on obtient par convergence dominée

hm sup Yiprgrs,

//N o W (OS5 9°) (@3 k + 7 )alz; k)dzdk oo

d’ou la convergence uniforme recherchée.

O
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1.4 Cas des transformées de noyaux.

On sait bien que la représentation des opérateurs £L(L?(R")) par leurs noyaux établit un
isomorphisme d’espace hilbertien entre les opérateurs de Hilbert-Schmidt HS(L?(R")) et
les fonctions L2(RY x RY). Dans cette identification I’adjonction s’écrit K*(z;y) = K (y; )
pour tout K € L*(RY x RY).

Nous noterons K la perturbation diagonale K (z;y) = K(z — y/2;z + y/2).

La transformée de Wigner des noyaux définie par

est un isomorphisme isométrique W' € L(L?(RY x RY)) respectant ’adjonction et laissant
la classe de Schwartz S(RY x RY) ¢ L2(RY x RY) invariante

< WHK]WYL] >2=< K|L >2=< K|L >»

WIK] = WK"]

Le changement d’échelle

WeK](:) 2= W K] (5 5)

permet de retrouver les transformées de Wigner précédemment définies
w(f;9)=Wge f] VfigeL*R")
REMARQUE. On aurait pu démarrer de la définition symétrique

WK (€)= F [K(o - S50+ 2)] €)= F|[K(=6 = 5+6 - )| (@

Soit K (;y) le noyau d’un opérateur de Hilbert-Schmidt positif K € HST(L*(RY)).
Soit (e, )nen une base orthonormale de diagonalisation

K = Yhen\n ® en e 2(N)
Lorsque les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites
(i) K€ TR (L*RY))
(i) X e l}(N)
(i) K e C°[RY; L' (R))] N CORY; L' (RY)]
(i) Vapplication y — K(-;y) € L'(RY) est continue & I’origine

la valeur du noyau sur la diagonale (qu’on nomme densité) peut se définir (indépendamment
de tout choix de représentant presque partout) comme la limite

K(z;z) = ’lli_rf(l)K(x — h/2; 2 + h/2) au sens de L'(RY)
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La valeur de I'intégrale [ K (x; z)dzx du noyau sur la diagonale s’interpréte aussi comme une
norme

|, K@ia)de = lim || K(z = /23 +h/2) )= T (K) =|| A |l

= sup || K(;9) [li= sup || K(z;-) ||
yeRN Tz€RN

et
WHK] € C°RY; FLH(RY)] N CORY; FL'(RY)]

La transformation quadratique (f;g) — w®(f;g) sur L*(R") est un cas particulier de
la transformation linéaire K — W¢[K] sur le cone TR (L*(RY)) des "matrices-densités”.

Dans cette extension I’hypothese ” f¢; g¢ € L?(RY) restent bornés” devient ”Tr (K¢)
reste bornée”.

Soit A = {Fele = o(a; €) € I'[RY; CY(RY)]} Tespace de Banach
obtenu en fermant S(RY x RY) pour la norme

I Fore @ lla=Il ¢ Il oy icgn= /s,eRN sup lp(z;&)|dE’

Le dual A’ est un espace de distributions tempérées optimal pour borner W¢ puisque
| We[K] ||a#<|| K ||rr avec égalité lorsque K est positif

En notant H°[K| = W*¢[K] x G° la transformée de Husimi définie par la convolution
avec la gaussienne

€ E( e 1 —on|x|? /e —2m|€|% /e
G :G(x’g)zs_Ne @ /e p—2mIE]7/
on peut vérifier que
W¢K| — H[K] — 0 dans o(A’; A) uniformément en K € TR(L?) borné

Par ailleurs H*[K| € L' (RY x R") est une fonction positive lorsque le noyau K est positif,
d’ot :

Definition 1.4 On appellera mesure de Wigner WO[K¢] € MT (RN x RN) d’une famille
K¢ € TR (L*(RN)) bornée tout point d’accumulation de We[K¢] € o(A’; A). Il en existe
toujours au moins un.

Citons pour finir le théoréme des moments de P.L.Lions-T.Paul [LP] :

Théoréme 1.4 Supposons apreés extraction dans la famille bornée K& € TR*(L?) que

We[K?®]) — WOK?] faiblement dans A'(RY x RY)
Ke¢(z;x) — g faiblement dans M+ (RY)
S Ke(4;5) = pe faiblement dans M*(RV)

£
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Automatiquement pi, > [pv WO[K®|dE et pe > [pv WO[K|dz et HF (K| = WO[K?]

/ He[K®ldx — e / He[KF|dE — py faiblement dans les mesures
RN RN

/N WEK®|dx — g /N WEK®|dE — iy dans les distributions tempérées
R R

Légalité WO K?)(RNY x RY) = limsup Tr (Ks) est satisfaite
€€

si et seulement si les densités K*(x;x) e Kf(— —) sont étroitement relativement

compactes,
auquel cas pip, = gy WO[K|dE et pe = fgv WO[K®]dx
et [gv podr = [pnv pedé = WOKE|(RY x RY) =lim Tr (K°).

On trouve la un moyen d’intervertir limites et moments pour les transformées de Husimi
respectivement pour les transformées de Wigner :

/R lim H[K*]dz = lim /R HYK*lda
/ lim H*[K°®]d¢ = lim / HE[K#)de

/ / lim H*[K°®]dzd¢ = lim / HE[K#)dade
RN xRN
ol les intégrales sont classiques positives,

/ lim W#[K®]dz = lim / We[K#]da
RN RN

lim We[K®]d¢ = 1 (K
/RN im We K] de 1m/RNW[ |de

/ / lim W#[K*)dzd¢ = lim / We[K®|dxde
RN xRN RN xRN

ol les intégrales s’interpretent par dualité,

des lors que la famille bornée K¢ € TR (L?) est supposée g-oscillante co-compacte au
sens de la relative compacité étroite des densités K*(z;z) et rK*(¢;£). Pour la cohérence
du vocabulaire voir les remarques suivant la définition 1.2.

Un critere typique assurant 1’c-oscillation et 1’co-compacité est adapté de la définition
1.2 (cas a = s = 1) il suffit que

Tr (—e?AK®) et /N \z|? K¢ (z; v)dx restent bornés
R

1.5 Bibliographie.
Références

[GMMP]| P. Gérard, P.A. Markowich, N.J. Mauser, F. Poupaud. Homogenization limits
and Wigner transforms. Comm. Pure Appl. Math., L. :323-379, 1997.

[LP] P. L. Lions, T. Paul. Sur les mesures de Wigner. Revista Mat. Iberoamericana,
9 :553-618, 1993.

18



2 Limite semi-classique de ’équation de Schrodinger
dans un cristal.

2.1 Introduction.

On modélise traditionnellement les effets quantiques du déplacement d’un électron dans
un cristal, c¢’est-a-dire dans un milieu solide périodique, par une fonction d’onde complexe
dont les variations dans le temps sont régies par la tres célebre équation de Schrodinger de
la dynamique du mouvement
oy h? x

iha(t; T) = —%Aw(t; x) + qv()\

VO(t; z) + qV (t; 2)(t; o)

ou h désigne la constante de Planck, ¢ la charge et m la masse au repos de 1’électron étudié.
Le potentiel réel V = V (t;z) décrit d’éventuelles forces extérieures subies par le cristal a
une échelle macroscopique. Le potentiel réel v = v(3) traduit & une échelle microscopique
Paction quantique sur l’électron en déplacement, des ions situés aux points (fixes dans
le temps) du réseau cristallin. La longueur caractéristique A désigne le pas du réseau et
v = v(%) est une fonction A-périodique de la position z € R®.

Dans ce genre de probleémes issus de la physique du solide [AM] et de la physique
des semi-conducteurs [MRS] I’approche semi-classique ou limite semi-classique consiste a
considérer la constante de Planck 7 et la périodicité du cristal A comme trés petites (devant
la longueur caractéristique des variations du potentiel extérieur V' par exemple) d’ou

h—0 A—0

On peut citer [PR] pour I’étude de la situation ot les quantités % et A ont des ordres de
grandeur tres différents (A < A ou A < k) nécessitant des techniques de double échelle.
Nous nous placerons dans le cas intermédiaire ou les quantités & et A sont comparables
(h =~ A) I’équation d’évolution de la fonction d’onde prends alors la forme adimensionnée

€

isaait(t; ) = —e2AYF(t;x) + v(g)w(t; )"+ V(t2)¢" (t;2)

ou € > 0 est destiné & tendre vers zéro.

Lorsque, par un fait d’expérience, il n’y a pas moyen de connaitre la fonction d’onde
¥¢(t = 0) € L*(R3) & I'instant initial avec précision on modélise généralement 1’état initial
du systéme (1’électron) par un mélange statistique d’états purs 12 possibles (orthonorma-
lisés)

po(t =0) = Tnen AL 95 ® Yy,
Les coefficients d’occupation A; > 0 mesurent moralement les chances respectives de trouver
le systeme a l'instant initial dans les états 7, m € N, d’ou bien stir X,enA;, = 1. L’équation
de Schrodinger est alors remplacée par ’équation de Liouville matricielle

zsaapt = —52A+v(§) + V(t;z); p°
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d’inconnue, p*(t), une matrice densité.

Par la suite nous considérerons le cas des états mélangés uniquement sous la condi-

tion dite "de vrai mélange” —32neN(/\2)2 < 1. Cette condition exclut essentiellement le

cas des états purs ou tous les coefficients d’occupation sont nuls sauf un. A chaque énoncé
concernant les états purs correspond une version pour les états mélangés généralement plus
satisfaisante et plus facile a prouver.

Homogénéiser le modele c’est déterminer le comportement asymptotique lorsque e — 0
des observables physiques. La premiere difficulté consiste a lever I'indétermination dans la
plus typique des grandeurs [¢¢|? la densité de probabilité de présence. Plus généralement
une observable est une quantité quadratique réelle de la fonction d’onde

R

ot a"V est 'opérateur pseudo-différentiel de Weyl de symbole a réel.
L’étude asymptotique de la transformée de Wigner

w55 (2:6) = [ 0@ — 0/ (o + ev/2)e T
définie pour que
/Rg My = //R%XRga-wEWS;W]

est un moyen d’atteindre I’ensemble des observables limites en calculant ce qui s’appelle la
mesure semi-classique

w’[yf] = lim w" [y 7]
e—0t
L’introduction plus ou moins formelle d’un tel objet dans le cadre de la mécanique quantique
semi-classique aux alentours des années trente revient au physicien E.Wigner [WIG]. L’ap-
proche mathématique est beaucoup plus récente. La notion de mesure semi-classique ou H-
mesure ou W-mesure ou mesure de défaut (...) a été dégagée dans des travaux indépendants
par différents auteurs dont principalement P.Gérard (1990) [GX][G], L.Tartar (1990) [TAR],

P.L.Lions-T.Paul [LP] (1993). Elle offre une alternative aux développements limités formels
de Poptique géométrique valables lorsque la fonction d’onde initiale a un profil spécial [BLP].

L’application de la théorie moderne des transformées de Wigner a I’étude du mouvement
des électrons dans un cristal a fait I'objet d’une série d’articles [GX] [MMP] [PR] [GMMP]
[BP] dans lesquels le passage des équations microscopiques de la mécanique quantique
(Schrédinger, Liouville, Hartree ...) vers les équations macroscopiques de transport (Vla-
sov, Vlasov-Poisson, Boltzmann ...) de la mécanique statistique est prouvé rigoureusement
en réalisant ’homogénéisation de diverses mesures de Wigner. Décrivons plus précisément
ces résultats.

Les travaux [GX] [MMP] [GMMP] traitent du cas libre V' = 0 ou les forces extérieures
sont négligées. ’hamiltonien périodique est réduit par I’analyse de Bloch et I'introduction
des niveaux d’énergie (niveaux, bandes, modes ... sont des synonymes) dans lesquels Iétat
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global du systeme est projeté conduit a la difficulté théorique désormais bien connue des
croisements de bandes. A ce sujet il faut citer un récent article [FKG]| consacré a 1’étude
abstraite du croisement pour un opérateur différentiel modele & deux dimensions.

Les résultats de [MMP] concernent des états mélangés seulement. On y détaille précisément
les observables standard que sont 1’énergie, la concentration et le courant. Les résultats de
[GMMP] concernent des états purs ou mélangés mais uniquement loin des croisements ce
qui se traduit sur la mesure de Wigner initiale par une hypothese de concentration hors
d’un ensemble exceptionnel.

L’article [PR] aborde pour la premiére fois le cas d’un potentiel extérieur V' # 0 dans
la situation ou les parametres i et A sont tres différents. L’article [B] aborde le cas d’un
potentiel coulombien auto-consistant dans I’approximation de bande isolée. L’article [BP]
traite de milieux stratifiés dans lesquels la périodicité est supposée dans une seule direction.

Tres récemment [BMP] des résutats ont été obtenus avec un potentiel extérieur général
pour des états mélangés initialement concentrés dans un niveau isolé.

La distinction états purs/états mélangés, niveau isolé/niveau quelconque se retrouvera
dans les résultats présentés ici :

e Le théoreme 2.9 établit 'homogénéisation des transformées de Wigner dans un niveau
isolé pour des états purs sous une condition de petitesse sur || V ||« qui reste pour
I'instant une restriction technique.

e Le théoreme 2.10 établit I’homogénéisation des transformées de Wigner dans un ni-
veau isolé pour des états mélangés sous I’hypothese V € CQ(R?) et VV uniformément
continu borné. On retrouve essentiellement I’article déja cité [BMP] par une méthode
trés différente qui repose néanmoins sur les mémes ingrédients (estimations de com-
mutation et hypotheése de mélange).

o Les théoremes 2.11 et 2.12 établissent I’homogénéisation des transformées de Wigner
dans un niveau quelconque pour des états purs ou mélangés mais loin des croisements.
Ce résultat général analogue au théoreme de [GMMP] dans le cas libre V' = 0 est
peut-étre considéré comme simple (ce n’est pas mon avis) mais en tout cas n’a jamais
été publié.

e Le théoreme 2.20 établit I’homogénéisation des transformées de Wigner dans un ni-
veau quelconque (présentant un nombre fini de croisements) en une dimension d’es-
pace pour des états purs a un terme source pres qui pour 'instant s’interprete mal.

e Le théoreme 2.21 établit I’homogénéisation des transformées de Wigner dans un ni-
veau quelconque (présentant un nombre fini de croisements) en une dimension d’es-
pace pour des états mélangés de maniere satisfaisante.

Ainsi présentés les théoremes 2.9, 2.10, 2.11, 2.12, 2.20 et 2.21 apparaissent comme la
motivation principale de cette partie. On peut noter que les résultats multidimensionnels
sont valables en toute dimension éventuellement supérieur a trois. Les résultats monodimen-
sionnels découlent d’une réindexation des niveaux d’énergie (et d’objets spectraux associés)
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tres spéciale a la dimension un. Cette réindexation fait 'objet du paragraphe 2.7.

La partie 2.2 est consacrée a la décomposition de Bloch de I’hamiltonien périodique
He = —?A + v(Z) en toute dimension. La partie 2.6 illustre certaines propriétés de cette
réduction dans le cas d’une seule dimension d’espace.

La partie 2.3 (de loin la plus fastidieuse) s’intéresse aux estimations de commutation
avec le potentiel extérieur V. Certains résultats (typiquement le théoréme 2.8 et le lemme
2.3) sont donnés pour information et ne sont pas réutilisés par la suite. Ils répondent
néanmoins de maniere significative a des questions naturelles qui pourraient donner lieu
(sans quoi) a de nouvelles voies de recherche. Les propositions 2.17, 2.19 et 2.20 de méme
que les propositions 2.9 et 2.16 qui sont des syntheses seront par contre essentielles.

Les parties 2.4, 2.5 et 2.8 établissent des équations de transport limites sur diverses
transformées de Wigner. On y exploite les oscillations temporelles des solutions étudiées
selon une idée désormais classique, historiquement due a [JMR], fondée sur la division par
une lacune spectrale non nulle.
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2.2 Analyse de ’hamiltonien périodique.

Résumé. Cette partie est consacrée a 1’étude des principales propriétés de la décomposition
de Bloch des hamiltoniens périodiques. Le théoreme 2.6 s’apparente a une diagonalisation
en base orthonormale. Le théoréme 2.5 introduit 1’ensemble exceptionnel hors duquel la
réduction est réguliere. Tous ces résultats sont connus mais plus ou moins dispersés dans
la littérature. On trouvera pour finir une discussion élémentaire concernant la finitude des
lacunes en dimension deux et trois.

Etant donné un réseau I' = @{Z+- - -+axZ C RY de cellule unité 2 = @f (—1/2; +1/2)+
<o+ an(—1/2;4+1/2) C RY définissons le réseau dual comme I'* = EfZJr o+ aNZ CRY
ou: @ -a; =0 1<4,j<N.

Pour cellule unité de I'* choisissons par exemple la ‘zone de Brillouin’ définie par

Q* = { points plus proches de 'origine que d’aucun autre point de I'*} C RY

Pour un potentiel v € L®(RY) I'-périodique, ’hamiltonien (périodique) H = —A + v est
autoadjoint minoré sur L?(R"), au titre de perturbation bornée du laplacien autoadjoint
positif. L’analyse spectrale de cet opérateur repose sur la décomposition (dite de Bloch) de
I'espace L?(R") en sous-espaces propres généralisés (dits de Floquet) stables par H. On
introduit & dessein une variable continue I'*-périodique duale k£ € R".

Une application ¢ € H?(f2) se prolonge par périodicité en une application H7_ (RY)
lorsque la trace et la dérivée normale (sortante) sur les 2N faces du bord 92 sont périodiques

alu SEns a a
¥ ¥
§0|face+ = (p|face— et on ‘face—l— = - an |face—

pour tout couple (face+; face—) de faces opposées dans 0S2.

De méme une application ¢ € H?(f2) se prolonge par k-pseudo-périodicité en une ap-
plication H2.(RY) lorsque la trace et la dérivée normale sur les 2N faces du bord 99 sont
k-pseudo-périodiques au sens

a_go _e+2iﬂ'kj 8_QO

(p‘face+ - +e+227rk‘](p‘face_ et an |faC€+ = an |fa,ce—

pour le couple (face+; face—) de faces opposées une direction 1 < j < N quelconque.
On note HZ(Q) lespace des applications HZ,. qui sont k-pseudo-périodiques.

Proposition 2.1 Le laplacien —Ay de domaine D(—Ay) = HE () C L*(Q) est autoad-
joint positif a résolvante compacte sur L*(Q).

PREUVE. C’est un résultat classique d’analyse de Fourier sur le tore.
Voir par exemple [RS].
O

Proposition 2.2 L’hamiltonien H, = —Ay + v de domaine D(Hy) = HE(Q2) C L*(Q) est
autoadjoint minoré (par — || v ||« uniformément en k) a résolvante compacte sur L?(2).
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PREUVE. Ce résultat est un cas particulier du fait général : ”la perturbation d’un
opérateur autoadjoint minoré a résolvante compacte par un opérateur symétrique relative-
ment borné par zéro est un opérateur autoadjoint minoré a résolvante compacte”. Voir par
exemple [K] Ch.V. Para.4.

d

Une onde (de Bloch) de moment k& € RY est traditionnellement une fonction propre
(k) € HE(Q) pour 'hamiltonien qui dépend (I'*)-périodiquement du parametre k. La
recherche des ondes de Bloch de moment fixé équivaut a la diagonalisation en base or-
thonormale de la résolvante (a? + Hy)™' € KT[L*(Q)] (a® >|| v ||ls) Ou encore a
la réduction spectrale de —A — 4dink - V + 47%k* + v = —(V + 2ink)? + v opérant sur
le tore (de domaine fixe H;E) L’équivalence de ces réductions résulte de I'isomorphisme
© € HZ(Q) o e 2m<k>(y ¢ H,.

On écrit ainsi un continuum de probléemes propres indexé par k

Hitby (-3 k) = Ay (1K) + 0( )y k) = Ep(k)iy(-5 k)
Yy (5 k)e~27<k> T_périodique

ou E,(k),p € N, est la suite croissante infinie o(H;) C R des valeurs propres-spectrales
répétées selon leur multiplicités (toutes finies).

EXEMPLE. v = 0.

Les valeurs propres-spectrales o(Hy) = 472|k + I'*|*> C R* sont associées aux ondes de
Bloch exponentielles et2m<-k+I">

Le niveau E, est le p™“terme du réarrangement croissant des (I'*)-translatées de la
parabole k — 472|k|2. L'onde 1,(-; k) est I'exponentielle et27</k+7"> agsociée au v* =
v*(p) € I'* correspondant.

La question de la dépendance mesurable des ondes de Bloch par rapport au parametre
k est résolue dans C.H.Wilcox [WIL] :

Théoréme 2.5 (Wilcox) 3D : {(k;)\) € CN x C|| Im (k)| < C**} c C¥N x C — C
analytique tel que
o les zéros réels de D(k;-) forment une suite croissante E,(k),p € N, les multiplicités
en tant que zéros du discrimant D(k;-) ou en tant que valeurs propres-spectrales de
Uhamiltonien Hy, étant €gales et finies

min B, Tpre 00,

2 (RN),p € N, forment pour tout k une base hilber-
tienne de L*(Q) noter ,(-; k) € CY(RY) si N =1,2,3,

e les fonctions propres ¢, (+; k) € H}

e les applications k — D(k; \) k— E,(k) k — ¢,(x; k) sont I'*-périodiques,
o hors d’un ensemble fermé analytique F, C RN de dimension < N —1 donc hors d’un

fermé négligeable (par convention croissant avec p € N) les applications k — E,(k)
et k— (-3 k) € H2 (RY) sont analytiques,
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e sur chacune des composantes connezes de RY — F, (d’ailleurs en nombre fini) la
multiplicité de E, reste constante.

REMARQUE. La multiplicité de E, est constante hors de ’ensemble exceptionnel F,
donc l'intersection totale

Gs= ®" —F,) C {k e RV |E,(k) £ E,(k)  Vp#qeN)

peEN
est un domaine de non-croisement des différents niveaux (d’énergie).
La régularité globale des niveaux est précisée par le principe du minimax :
Proposition 2.3 E, est lipschitzien périodique sur RY.
PREUVE. Etant donné A €] —oo;— || v || [0n a E, = A —1/), Vp € N ou

< (A= Hp)rolp >p2

Ap(k) = sup inf
(%) ECL?,dim(E)<p $L1E [ R

TpToo 0~

est la suite croissante des valeurs propres-spectrales de 1'opérateur compact (A — Hy)™!
exprimée a ’aide du principe du minimax.
< (A= Hy) olp >
Or k — ( k) 2SO|Q0 L2
I o o
donc A, est lipschitzien au titre d’infsup d’applications uniformément (C')-lipschitziennes.
Bien stir mingn |A,| > 0 ainsi E, est lipschitzien comme \,.

g

d
est C-lipschitzien avec C'= sup || — (A — Hg) ™" || g2
keRN dk

REMARQUE. Comme toujours le principe du minimax donne une formulation non tri-
viale des différentes valeurs propres-spectrales. Par exemple on peut déduire de la preuve
un controle asymptotique des niveaux en dérivée : |VE,| < C|E, — A\|> < C**(1 + E?) ce
qui précise la constante de Lipschitz de E,.

L’asymptotique des niveaux pour les grandes valeurs est celle du laplacien :

Proposition 2.4 E,(k) ~ 4%2(%)2/]\7]32/1\7 lorsque p — 0o uniformément en k € RY
ot |B| désigne le volume de la boule unité euclidienne.

PREUVE. La formule du minimax permet de déterminer simplement 1’équivalent asymp-
totique des niveaux par comparaison avec le cas du potentiel nul. Soit (Eg)peN la suite des
niveaux pour le laplacien —A qu’on voit comme un hamiltonien avec la périodicité ['*. Nous
prouverons plus loin (proposition 2.6) le résultat pour le laplacien EJ (k) ~ 4%2(%)2/ Np?/N |
On en déduit E,(k) ~ EJ(k) grace a la borne uniforme |E,(k) — E) (k)| <[l v |-

a

Les fonctions de Wannier ¢, = [q. ¥,(-; k)dk € H*(RY) donnent Pexpression des coef-
ficients de Fourier de 1, (x;-) € L*(Q*) lorsque z varie (presque partout) :

ooz =) = [ Wyl ke <H>dk
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Elles jouent un role fondamental dans la suite pour décrire commodément les sous-
espaces H-stables de la décomposition de L?(R") suivant le :

Théoréme 2.6 (Bloch-Floquet-Wannier) L?(RY) est la somme hilbertienne des sous-
espaces V), propres généralisés définis de maniére équivalente par :

= {[ k(s K)dk |o € LAQ)} C L*(RY) ou Vy =®aer (- — 7) € LA(RY)

Notant I, € L(L*(RY)) : f = IL(f) = Zyer< flop(- =) >20p(- — ) le projecteur
orthogonal sur V,, ’hamiltonien H = —A + v de domaine naturel H*(RY) commute avec
I, € L(L*(RY)) au sens ot II,0 H = HolIl, sur D(H) donc stabilise chaque sous-espace :

H:V, C D(H) — V), est Uopérateur E,(D) au sens ot ¢ € V, = Ho = Ep(fﬁ

Nous démontrerons le théoreme 2.6 en méme temps que les propriétés additionnelles
suivantes qui seront d’un usage courant par la suite :

e ¢ € V), s’écrit de maniere équivalente comme une intégrale ¢ = [. o(k),(+; k)dk ou
comme une série @ = Xyerd (7)ep(- +7)
ou &(v) désigne le y-ieme coefficient de Fourier de o périodique. On a

| & ||L2 RN) =l o ||L2(Q*)
6 = (Sher6(1)e™> ™17 g, = 04, € L* (),
¢?: 0_/ wp(xQ -)6_2”<‘”|'>d3:
Q

e La relation d’orthonormalisation ponctuelle X cr@, (- + 7*) G, (- +7*) = 6pq
est une conséquence de l'isométrie

16 Ban= [ 1oPIgf2 = [ lofSyer-

valable pour tout o € L?(Q*).

ol +77) =1 6 [amy= [ 1o

e La composante périodique qui définit ¢ = [o. o(k),(-; k)dk = Xqera (V) op(-+7) €V,
s’obtient par périodisation o (k) = Sy-cr-@(k + 7*) G, (k + 7).
Plus généralement V¢ € L2 Pexpression k — Syecpd(k + 7*)@y(k + v*) donne la
composante périodique du projeté I1,(¢) € V.

e L'action de I'hamiltonien sur ¢ = fo. o(k)4(s k)dk = Syera (V)ep(- +7) €V
s'écrit Hp = Jo- Ep(k)o (k) (-5 k)dk = Xyer Epo () @p(- +7) € V. On a
| Ho 2@ =1l Epo |2 =Il Epd llz2@)
<HOIo >agm= | Bylof = [ B8 = minE, | ¢ |fer)
Plus généralement V¢ € L? la majoration
I Hp(¢) ||L2(RN)S|| H¢ ||L2(RN) /minEp < Cﬁe(r) | Ho ||L2(RN) /pZ/N

résulte de la proposition 2.4.
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e Si ¢ €V}, alors Hg{)@ Yrerep(V)o(-+7) €V,
ol €,(7y) est le y**™ecoeflicient de Fourier de E, périodique.
Noter qu’il s’agit d’une série de termes non orthogonaux a priori non L?-convergente.

PREUVE. On peut toujours choisir les ondes de Bloch pour que Vk € Q* les appli-
cations k-pseudo-périodiques ),(-; k) forment une base hilbertienne de L*(Q2).Lorsque la
construction se fait avec dépendance k-mesurable (une telle construction est toujours pos-
sible d’aprés Wilcox 2.5) on a 9, € L*(Q x Q*).

PREMIERE ETAPE. Vérifions I’équivalence des écritures :
V, =®ner @yl — {/ k)dk|o € L2(Q°)}

Puisque le y**™¢coefficient de Fourier de v, (7;-) respectivement de 1, (; -)et27<"0> vaut
@, (x — ) respectivement ¢,(x —y+ ) on obtient par la relation d’isométrie de Parseval :

/szer@p(m — ) Pq(z — 7+ Y)dz = / < (3 [y (5 ) e 2T > 0 da
= [ [ s ks ke H dadk = [ <y (5 ) (5 8) > oy

Qx0*
est non nul si et seulement si p =q et vy = 0,

auquel cas fo Syerlep(z — 7)Pdz =| ¢p [|Z2@n)= 1.
Ceci montre que la famille {¢,(- +7) |p € Ny € T} € L*(R") est orthonormale.
Etant donné o € L*(Q*) de coefficients de Fourier 6 € (*(T), I'égalité (V¢ € V,)

2 ~
6 £ Serd()ep(-+ ) 2 [ o)y k)dk
traduit une nouvelle fois la relation d’isométrie de Parseval .

SECONDE ETAPE. Vérifions la totalité :
1
LQ(RN) =Dpen Vp
Sip L @penV, alors Vo = [. o(k)y,(+; k)dk € V,, on a
< ¢l6 >120am)= zvep | e =1)d(z = do
=S o / / K)oy (23 k) oz — 7)e 2m<H> dadk

= lim r;oT < Z%pf(p(x — ’y)e+2m<k|’¥>‘o-(]€)¢p(;1;; k) >L2(Q><Q*)

=< (a3 K)o (k) 33 ) > 120 = < < @53 R) (25 k) > pagueny|7K) >y ) =0

En effet la série p(z;k) := S cro(z — 7)et2m<k> converge dans L?(Q x Q)
il suffit de remarquer que pour I'y C I' partie finie

| Sher, oz — y)et2im<kir 122 @x0)= /Q (/Q IS er, o(z — ,Y)e+2i7r<k|'y>|2dk) dx

= by oz —7)|? da::/ ©|?
| (Ser @ =) e 0

Ainsi < (x; k)|, (z; k) > 2(pen) €St nul presque partout en k£ € Q*, puis ¢(x;k) est nul
presque partout en k € Q* presque partout en z € 2, car ¥,(-;k),p € N, est une base
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hilbertienne de L?(f2). On en déduit
| ¢(x; k) = Sherp(@ — 1)er> ™7 | 2 0u0n =] ¢ [l12@r)= 0
L
L’orthogonal dans L?(R") de la somme @,cy V, est nul, la somme est hilbertienne.
g D P

TROISIEME ETAPE. Vérifions V'effet de la transformée de Fourier :

Ve = / k)dk €V, —0 / Wy (z;-)e2<e>dg
Par dualité < ¢|¢ >gxs= / / o (k)by (w; k) p(2) dudk
RN x Q*
= Yqer / / — v k)e(z — v)dzdk
. / / k) (@3 k) (o — v)e27<H>dydk

=%, er*//ﬂ makwm lplw = (k +7)dadk
=% er*// o(k+ )0 (@ k + 7)) F ok + %) e 2m<ekt7"> drqk,
— // RN wp T f)F SO(é-) _2m<x|£>d$d§ =< O'/ ’l/Jp 2m<z\ >dl‘|g0 >aivg

ou la formule sommatoire X.-cr«F(T)(k + v*) = EqyerT (v ) 2”<k‘7> pour T régulier
permet de passer d’'un réseau a son dual.
C’est une justification du calcul direct

<ﬁp(§) — 27€F /Q (Pp(x - 7)6—2iw<zc—'y\§>dx — /szyel“@p(flf . ,Y)e+2i7r<’y|£>e—2i7r<w\£>dx

= /pr(x; €)e2m<e> g valable si ¢, € LY(RY).
QUATRIEME KETAPE. Vérifions I’action hamiltonienne :

Vo = / BdkeV,  HOZ [ EB(R)o(k)y(; k)dk

Par dualité < Hplp > p = _/RN dAp + /RN v
k)[/RN djp(-; /-c)(—Agp + vgo)]dk = /Q* g(k;)< pr(.; k)|§0 >D’><de
=< | Ey(k)o(k)ip(-; k)dk|e > ttendu.
/Q* p(K)a (k) (- k)dk|p b, p SO attendu
Enfin mentionons H6 2 [ E,(6)a (k) (s E)dk =< o(k)u(; £)[ By (k) > pageear
Q*

=< o (k)Yp(; k)| Ep(k) >2m)= Zqerd(- — 7)ep(—7) = Zherep(1)0(- +7)

encore une fois par la relation d’isométrie de Parseval .
La convergence de la série presque partout convergente Y.ere,(7)d(- + ) dans L*(RY)
équivaut & la convergence de la série ¢ X, cpe,(7)et?7< 17> dans L*(RY). Pour E,, lipschit-
zien on sait peu de chose sur les coefficients de Fourier ve,(y) € {°°(') a fortiori sur les
sommes partielles de la série de Fourier.

g

La régularité globale des fonctions de Wannier est précisée par :
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Proposition 2.5 On a ¢, € H*(RY) et (1+|-|?)p, € L=(RY).
Plus précisément |p,| < CE(T) (14 || v ||oo) PN/ (1 + | - [2).
Les périodisés

'a7F*|95p|2 =1

@+ [Vgp* < (I Ep lloo + 1| v floo)
@ [Agp|* < (I Bp lloo + 1| v lloo)”

sont bornés.

PrREUVE. Puisque ¢,(z) = [o- ¥,(x; k)dk on remarque que

Soer(V)eplo + 1) = Soerl [ (Valty(as ke m<H1>ak2 = [ [(F,)isy(a: k) b

en particulier || (V)g, ||7.= // Vo) Up(z; k) |Pdzdk
0x Q*

Par définition de la valeur propre E, on remarque aussi
|8y 3= [ [ 18dy(@k)Pdadk = [ [ |By(k) = v(@)?lu(a; k) dadk

U B lloo + 0 l1)” [ [ (ai k) Pdzdk = (| By llow + |0 o)

On en déduit | gy 2 + | Agy [35< 1+ (I By e + || 0 lc)? et ¢, € H2(RY).
Remarque : la régularité p, € H%(RY) est un cas particulier de I'inclusion D(H) C H?(R"Y)
plus générale.

La formulation intégrale de 3,(£) = [q 1,(z;€)e 2™<€>dx est tout a fait analogue &
celle de ¢,(z) = [o- ¥p(x; k)dk. Cependant elle ne supporte pas vraiment le méme genre
d’estimation :

E'y* er* V(ﬁp(g + ’Y*)|2 = Ev*er*

/ (Vg _ 2i7rx)¢p(:v; 6)672i7r<z|§>672i7r<w\'y*>dl,|2
Q

- /Q (Ve — 2ima)y (3 ) Pda (= )

n’est généralement pas fini méme en dimension N = 1.

Avec la régularité additionnelle || V1), ||%2(Q><Q*)< oo on obtiendrait ¢, € H' mais en
général ce n’est pas le cas.

Néanmoins

_A/Q;p(g) — _ /Q A¢p(x;§)6_2i”<z|§>d$ — /Q(Ep(f) _ U(x))iﬂp($;f)6_2iﬂ<w‘£>da¢
implique
1/2 1/2
(477 )6y e (14 By lloo + 110 o) ([ (s ©)2da) ([ do)

QA+ Ep lloo + 11w lloo)

et ¢, tend vers zéro a I'infini au moins en inverse de carré.
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La proposition 2.4 montre comment la constante 1+ || E, || + || v ||c dépend de p
asymptotiquement.

On peut améliorer la décroissance 3 I'infini obtenue en bornant les périodisés wwr«|Ag,|?

V,|? en remarquant que

et T

| =A¢ lo<[ Ho [[2 + | v¢ o< (I Bp lloo + 1 v [loo) 1| ¢ 22

o €10 P©l2s €)dE = [ lofor-

de méme que

Apyl* < (1 Bp lleo + Il v ”00)2/9* jof*

IV L=< =Ag|¢ >r2<[| =A¢ [l2]| ¢ l2< (Il By lloo + | v 1lo0) | 6 IIZ2

/geRN €121 ?(€)]@p[* (€)dE = /* o2

pour tout ¢ € V,, c’est-a-dire pour tout o € L.
O

Viop|” < (Il Ep lloo + 11 v lloo) /Q jof*

REMARQUE. Plus généralement |@,| < C&¢(v)p?™N /(1 + |- |***) lorsque v € W,2>°(RY).

REMARQUE. On peut mentioner les identités

(I ©5 ||%2(]RN): [ Jaxar p(x; k) [Pdzdk = 1

| Vy ||%2(RN): J Jaxar |Vatp(@; k) *dzdk

q =< —Ap,|ep >r2RN)=< (H —v)oplep > L2(RN)= Jrv E ‘9017‘2 Jry U‘(Pp|2
< H@p‘(pp >L2(RN):|| Vop ||L2(RN) + Jrw U|§0p‘ = Jgn E, ‘QOP‘Q

| Hep ”%Z(RN): Jrw E5|¢p|2

La décomposition de Bloch associée a 'opérateur H® = —&A + v(%) se déduit de la
décomposition associée & H = H' par une simple dilatation car le probléme spectral n’est
pas modifié¢ par le changement d’échelle z <» £ :

1
L’ (RN) =OpeN V;

U@ k) = (SR (@) = ()
Vi ([ o3kl € L)} =@ner w3(- — e7) © LHRY)

IT € E(LQ(RN)) f e H;(f) =Y er< f|g0;(- —€7) >L2g0;(- —€7)

o= [ a5 K)dk € Vi, 6 = Shero ()¢5 +27) € Vi, 9(6) = ole€)5(6) € Vi

sont des écritures équivalentes
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2 € 1 ~ k "}’* — k Y
o(k) = Syeret < Plep(- +e7) >, = g_sz*eP*¢(g + ?)QPE(E + =)

Vo = /Q o(k)Ys(sk)dk € Vi H°¢ = /Q Ey(k)o (k) (5 k)dk = Syerep(1)p(-+ey) €V

H* :V; C D(H®) =V, est I'opérateur E,(¢D) au sens ot ¢ € V7 = Hep = E,(e)¢

1 k v—k
_Z * * HE —_— — AE —_— —
5N y*er gpp(g—i_ 8)¢q(8+ 5)

= 0,4 orthonormalité ponctuelle

Comme application de la réduction de I’hamiltonien périodique citons le résultat de
P.Gérard-P.A . Markovitch-N.Mauser-F.Poupaud [GMMP] :

Théoréme 2.7 On suppose que la famille u5 € L*(RN) bornée posséde une mesure de
Wigner w) = wluj] unique et concentrée dans RY x Gy 00 G5 = N,en(RY — F,) est un
domaine de non-croisement des différentes bandes.

Lorsque [u5] est e-oscillante co-compacte, localement uniformément en temps,

wi = wi(u(t);u(t)) = w) = Lpenwi[ILu5](x — tVE,(k); k) dans D'(RY x R}Y)
s> = fo. widk = Spen fo. wiILus](z — tVE,(k); dk) dans M(RY)
I u® 13— Spenwl [T ug] (RY x Q)

ot uf = uf(t) est la solution de I’équation de Schridinger périodique icOu® = Hu® valant
inttialement uj.

Remarques sur ’asymptotique spectrale du laplacien.

On sait que —Ay est diagonalisé par les exponentielles (e*27<k+7">) . ... de valeurs
propres-spectrales (472|k + v*[?),+er+ positives. Bien siir pour certaines valeurs de k € RY
Iéquation |k + v*|*> = |k + p*|? admet une solution (v*; u*) € I'* x I'* non triviale v* # u*
et la valeur propre-spectrale 472|k + v*|? = 47?|k + p*|? est alors au moins double. Sans
restriction (de généricité) sur le réseau, les multiplicités possibles ne sont pas majorées.
En dimension N = 2 pour une valeur propre-spectrale 42|k + v*|> € o(—Ay) donnée, la
discussion de 1’équation

el k+yP=lk+p P oI el p* Ly +2(k+7%)

aboutit aux notions de zones de Brillouin planes et droites de Bragg [YCV].

Soit (E?),en la suite des niveaux pour le laplacien —A qu’on voit comme un hamiltonien
avec la périodicité I'*.

Tant que la borne N € N est fixée

{k € R?|E%(k) € o(Hj) est simple pour tout 0 < n < N}

est un ouvert périodique dont la frontiere est formée de segments de droites. En dessinant
cet ensemble on se convainc rapidement de la (trés) grande complexité des croisements
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entre niveaux lorsque N augmente. Ainsi méme dans le cas en principe simple ol v = 0
I’ensemble exceptionnel de C.H.Wilcox 2.5 n’est pas trivial :

{k € R*|E2(k) € o(H}) est simple pour tout n > 0}

est un F, C R? périodique trés petit.

Sans entrer dans les détails signalons I'exemple I' = I'* = Z2 oti F, C R? ne contient
aucun point k = (k1; k) € R? de coordonnées rationnellement dépendantes (en particulier
F, est d’intérieur vide). En effet si k1 /ko € Q alors

A(p1;p2) # (15 @) € Z2 | (ks ko) + (p1;p2)|* = [(k1s k2) + (q15¢2)

.. —a+b —a—>b a+b —a+b
explicitement p; = g T PETo o E e )

convient si par définition (a;b) € (2Z)? sont tels que ki/ky = —b/a.

Typiquement I'hypothése de concentration loin de TOUT croisement formulée pour la
mesure de Wigner initiale formulée dans [GMMP]

(B3) RY x (RY — A) is a nullset of the limiting initial Wigner series measure

est une vraie restriction au sens ott R¥ — A est d’intérieur vide.

En général ’analyse de Bloch du laplacien pour une périodicité ['* artificiellement fixée
donne lieu a des problemes de théorie des nombres (arithmétique des réseaux).

Ainsi la fonction arithmétique N, (k) = #{y* € I'* ||k — v*| < r} exprime le nombre
de valeurs propres-spectrales € o(—Ay) strictement inférieures a 47212 (c’est la répartition
spectrale de —Ay) elle satisfait par construction

Vn > 1, N, (k) > n & E(k) < 4n°r?

étant entendu que le décompte des valeurs se fait traditionnellement en répétant selon la
multiplicité (voir par exemple la définition du niveau E,,).

Proposition 2.6 (Asymptotique spectrale du laplacien)

N,(k) ~ Hg“rN lorsque 1 — oo uniformément en k € RY
E,y(k) ~ 4%2(%)2/1\71)2/1\’ lorsque p — oo uniformément en k € RY

ot |B| désigne le volume de la boule unité euclidienne.

PREUVE. Si d majore le diametre (rayon) de la cellule unité Q* alors I'inclusion pour
la boule B(k;r) ouverte de centre k et rayon r

U F+9)cBkryc [ (F+@)

[v*—k|<r—d [v*—k|<r+d

s’écrit en volume ‘Lﬁ"T‘N(l —d/r)N < N, (k) < @‘TN(l +d/r)N.

Sachant Np(k) > n < E°(k) < 4m2R? et N, (k) <n < E°(k) > 47%*r? on en déduit

o3

‘LI;"TN(I +d/r)N < n= ES%k) > 4m?r?

{ IBLRN(1 —d/R)N > n = E%(k) < 4n2R>
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d’ou I’équivalent recherché Ve > 0 dN, € NVn > N,

"]
| B

Q*
Am? (NN (1 — ) < En(k) < (1 +5)47r2(%)2/Nn2/N

g

Préciser I'équivalent 2.6 est un probleme d’arithmétique des réseaux. B.Dahlberg et
E.Trubovitz ont proposé [DT] en dimension N = 2 les bornes

192+

inf N, < ZLp2 — Cste(T)r1/?

{ sup N, > lB‘T +CSte( )r 1/2
"

en particulier [Héi"n — Cste(T)nt/4,; \‘sﬁ‘ n+ C**(Mn'/4) C [inf E,;sup E,]  Vn > N(v) et
les niveaux se chevauchent & partir d’un certain rang sup E, > inf E, 4 Vn > N(v)
c’est ainsi que peut se prouver la finitude des lacunes.

Leur preuve en toute dimension /N donne un exposant o = % probablement non

optimal tel que

|
inf N, < \BLpN _ ¢ste(D)po

"

{ sup N, > |‘B|r + C3te(T)re

. * 2|0 ste
1npr < 47‘(2(%)2/]\]]92/]\[ [1 + !2% _ Cl 0(1;\1 + 0( 1+1/N)]
(1)

* ste
sup E, > 4%2(%)2/1\1102/]\] [1 HUQU? + Cl U/N + (9( 1+1/N)]

Cette information ne suffit pas & impliquer le chevauchement des niveaux lorsque N > 4.
Néanmoins pour la dimension N = 3 et les potentiels || v ||o< C3¢(I") petits (N = 3 =
2/N =1—0/N) les inégalités (1) prouvent le chevauchement des niveaux a partir d’un
certain rang.

Skriganov ([SKRI] lemma 2.2) a démontré a partir des inégalités (1) la conjecture de
Bethe-Sommerfeld des années trente concernant la finitude du nombre de lacunes sans
restriction sur la norme || v ||. Voir aussi & ce sujet [KARP].

Bien plus ([SKRI] theorem 2.1) la multiplicité du recouvrement par les niveaux tend
vers I'infini

#{p e N|E € [inf E,;sup E,]} > C*(T)VE  VE > E(v)

REMARQUE. On ne peut rien en déduire concernant la multiplicité de E, (k) € o(Hy) a
k fixé lorsque p — oo.
REMARQUE. En dimension N = 3 il serait intéressant de déterminer C&*%(w) > 0

sup,, N, > ||B||7“3+C’Ste( )r
inf, N, < |‘§*‘ — Cle(w)r

pour tout (petit) ouvert w il en résulterait la multiplicité du point de vue local

#{peN|E € E,(w)} > C*(w)WE VE > E(v;w).

33



2.3 Analyse du potentiel lentement variable.

Résumé. Cette partie est consacrée a I’étude des commutations approchées du poten-
tiel extérieur avec les projecteurs de Floquet. Les propositions 2.7 a 2.9 traitent la situation
favorable du niveau isolé au moyen d’une borne exponentielle (lemme 2.1) connue. Les pro-
positions 2.11 a 2.16 abordent le cas des niveaux quelconques. Le théoréme 2.8 prouve la
nécessité de demeurer loin des croisements. Les propositions 2.17 a 2.20 se détachent du
reste en ce qu’elles exploitent des convergences faibles. A I’exception de la proposition 2.7
tous ces résultats sont nouveaux.

La perturbation de I’hamiltonien périodique H® = —e?A + v(%) par un potentiel
(extérieur) V = V(z) lentement variable détruit 'invariance des sous-espaces de Floquet
Vi C L? a priori

3¢ = /  k)dk € VE tel que V= V() /Q o (k) (5 k)dk & Ve

Ce défaut d’invariance est controlé lorsque V € W (RY) par une borne d’opérateurs

[ V]

€
C’est le théoreme 2.7 essentiellement di & F.Poupaud-C.Ringofer [PR| . Pour étre précis
concernant I’hypothese d’isolation définissons :

sur le commutateur € L(L?) pourvu que p € N indexe un niveau E, isolé simple.

Definition 2.5 Le niveau E, est dit isolé lorsque Vk € RN E, 1(k) < E,(k) < Ep1(k) en
d’autres termes lorsque Yk € RN E,(k) € o(Hy,) est valeur propre simple de I’hamiltonien
Hy.

REMARQUE. II suffit pour cela que le niveau E, soit séparé des autres par une lacune
sup B, < inf E}, < sup E, < inf E,,; mais en dimension N > 2 cette derniere condition
est bien plus forte.

Soit K (r;y) le noyau du projecteur orthogonal IT7 € L(L?) sur Vi C L?

Ki(r:9) = Soergfle = en)aily —en) = [ g3 g Dk = kMG @)

e'e
ol K3 (3y) = Trerp(z = NTpy =) = [ Yol K)p(y; k)ak
est autoadjoint K(y; ) = K, (z;y) périodique K} (z + v;y+7) = Kp(z;y)Vy €T
(en d’autres termes IT; € £(L*) commute avec les translations selon eT')
a décroissance exponentielle | K} (z;y)| < Apyexp(—Bg)|z — yl)
lorsque le niveau E, est isolé simple d’apres le :

Lemme 2.1 |K,(z;y)| = [Srerpp(z — 1)@ (y — )| < Aexp(—Blz — yl)
PREUVE. Pour un niveau isolé simple on pourrait choisir 'onde de Bloch 9,(-; k) €

H?(Q) analytique en k. Ce faisant il n’est pas clair que la T'*-périodicité puisse étre réalisée
en méme temps que ’analycité lorsque la dimension N > 2 est quelconque. C’est pourquoi
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on préférera définir 'onde de Bloch 9,(;k) € H?*(Q) comme la I'*-périodisation d’une
détermination analytique dans la cellule 2*, pour remarquer ensuite que la quantité a
’évidence [*-périodique k — 9, (x; k), (y; k) est automatiquement analytique partout
(que 1, le soit de fait ou pas) car il s’agit du noyau du projecteur propre de Hj associé a
la valeur propre simple E, (k) € o(Hy).

L’analycité du projecteur propre associé a une valeur propre simple pour un opérateur
dépendant analytiquement d’un ou plusieurs parametres complexes est élémentaire en
théorie de la perturbation [K]. Il suffit d’écrire le projecteur comme circulation de la
résolvante sur un contour adéquat enlacant la valeur propre une fois directement

1 -1
kH—,/(A—Hk) d
I Jy

Notant 2/ =z — 7y, € Q et y =y — v, € Q des représentants de z € R et y € RY

modulo 7, €'et 7, € ' on a

IZyerep( = 7)@p(y —7) = Zgerep(@’ + 72 — V)@p (Y + 19 — 7))

= | <0yl + 9 K)o + k) >eoey | = | [ e k(s ke 2 |

car @ (z' 4+ v, — 7) est le y*™coefficient de Fourier de k — t,(z’ + 7; k) tandis que
©0p(Y' + 7y — ) est le v ecoefficient de Fourier de k — 9, (y' + 7,5 k).

Or par analycité et périodicité de k — 1, (z'; k)1, (v'; k) la formule de Cauchy au voisi-
nage de 2* donne

. V("5 k), (y's ke 2 —12) gk = /Q (s kA in) Py (y's k4 im)e 2TETIO ) gE (3)

pour tout 7 € RN petit [p| <r ot D={k+in € C" |k;neRY |n| <r} CCV est un
domaine d’analycité.

L olals BT R)e 0k < (05 05) N €710
Q*

~/Q* d’p(xI; k)w_p(?JIQ k)6_2i”k(7-‘1_%)dk S“ ¢p(37l§ k)w_p(?/; k) ||L°°(I’;y’;k€D) el
‘ < 6727rr\w7y|6+27rrdiam(9*) | 1/1p($'§ k)w_p(ylak) ||L°°7

Donc

puis

On en déduit |Z,erep(—7)@ (y—7)
c’est le résultat escompté.

Une alternative a la formule de Cauchy (3) sur un voisinage de RY pour l'application
analytique f : k — v, (2"; k), (y'; k) consiste a intégrer 'identité

0 - gin(ktinyy) _ O -\, —2im(k-in) of . of -\ —2im(k-in)
za—nj (f(k+zn)e "'7) = ok (f(k+z77)e "7)4— a—xj—za—yj (k+in)e Y
0 0
dans laquelle le terme de Cauchy-Riemman 8—f — za—f = 0 est nul, d’ou I'indépendance
Ly Yj
0 o
par rapport a 1 a savoir 8—/ flk+ in)e‘zZ”(k+Z”)7dlﬁ =0 (1<j<N).
nj /o
O
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. P [IL;; V]
Proposition 2.7 Pour V€ WH*(RY) le commutateur ¢, = i———

Viy) = V(z)

3

€ L(L?)

de noyau ¢, (z;y) = iK,(7;y) est autoadjoint de norme

— 1.
|6 Newy <l & limoipumoy= sup [ 1K)

{wey) ~ V)|,

<NV oo [ Al lexp(~B] - )

PREUVE. On utilise le controle de la norme uniforme £(L?) de I'opérateur de noyau
K(z;y) par la quantité || K ||1L/Oz(y_)L1)|| K ||E/£($_>L1) fonction du noyau. Dans le cas
T Yy

symétrique cette borne se réduit a la seule norme || K ||z 11)-

g

[T12; a¥ (25 e D))

REMARQUE. De méme le commutateur 2

€ L(L?) ot a € P, est un test
régulier périodique de noyau

aly —ey/2:k) — alz +7/2k)

72i7rk'7dk

(#;y) = iZyer K (z + €73 9) /Q

_ 1 .
= 1Y, er K, (2 + €7; y)(yg_x —7) /Q /0 Vea(z +ev/2 + ty — tx — tey; k)e 2™ dtdk

[I1;; a" (z;€D)]

est autoadjoint de norme ||

”LZ(L?)

1 .
< [ Al lexp(=B|- )Zyer sup | [ [ Vaala+ev/2+ ty; k)e " ddk

T;yeRN

< i) [ Al exp(=B -]

Sachant que [IL; V] € L(L?) est d’ordre au plus % une approximation supérieure 8%
est-elle plausible ? Non, c’est la proposition 2.8. La nature des singularités présentes dans

[II5; V] € L(L?) y est précisée au moyen de structures sur £(L?) plus faibles que la conver-
gence uniforme.

On identifie les opérateurs et leurs noyaux.

Proposition 2.8 LorsqueV € W2°(RV) ! l'asymptotique du commutateur ¢, peut prendre
diverses formes :

e Pour la norme d’opérateurs :

cp(z;y) — 1K (z; y)?VV(x) — 0 au sens de Loy form(L?)

V'V uniformément continu borné suffit.
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e Pour la convergence simple d’opérateurs :

¢y — iap(é)VV — 0 au sens de Ltrong(L?)
ot z'ap(;)VV € L(L?) est un opérateur de multiplication
£ _
avec ap 1z — [ K)(x;0 +y)ydy = [ Jgn co- Up(; k) (y — 2)1p(y; k) dydk
fonction périodique bornée, || a, ||co< [ Al - lexp(—B| - |),
de moyenne < ia, >=2 Im ([ zp,) ([ p) =i [ [ op(z)(y — )P, (y)dzdy € RY .

e Pour la convergence faible d’opérateurs :
¢ =< ia, > VV au sens de Loyear(L?)
ot < ia, > VV € L(L?) est un opérateur de multiplication.

PREUVE. Le changement de variable trivial

[Hii;v]u SN /K;(x; y)wu(y)dy — /Kg(g; §+y)V(:Jc + ayE) - V(x)u(x+sy)dy

donne 'idée du terme principal. On a

[HZ;V]U(:C) _/K;(x;y)%VV(x)u(y)dyz /ng(x;y)u(y)dy

Viy) = V(z) - (y - 2)VV(2)

avec n(z;y) = K (2;9) par définition. Or

” Tle ”ﬁ(LZ)S” ne ||L°°(y—>L}D)nL°°(w—>L71!)

dy <e || V*V |l [ AlfPexp(—BI-)

zERN

= sup /yeRN Ky (w39 fv(gy) ; o) (y —2)VV(x)

Ainsi ¢ (z;y) = iK, (z; y)%VV(x) dans Loy form (L?).

Passons & I'approximation au sens de Lgyong(L?).
Lorsque u est fixé dans H' C L? par exemple,

[ KT + 99V (@) (u(a + ) — u(@) dy]

1(Z.2 1
E/Kp(g, . +y)y.VV(x)y./0 Vu(x-l—ety)dtdy‘

1
<el| YV Il [ AlylPexp(~Bly)) [ |Vul(z +cty)dtdy

d’ou
T T T
I [ KL 9V @l + ey)dy — a9V (@u(e) s
< e[| VV looll Vu |22 /A\ [*exp(=B] - )
HE; 1% . 2
et wu —ua,(=)VV 250 Vue H'.
£ €
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Cette convergence se généralise & tout u € L? par densité de H* C L? et par la borne

[1L5; V]

d’opérateurs sur € L(L?) donnée par le théoreme 2.7.

Ainsi ¢ (z;y) ~ iap(g)VV dans Lyprong(L?).

Finissons par 'approximation au sens de Lyeqr(L?).

Lorsque f € L' est fixé, classiquement [ia,(:)f =< ia, > [ f,
en désignant par <> la moyenne des apphcatlons périodiques,
ici ¢ =< ia, > VV dans Loear(L?).

]

REMARQUE. Au moins au sens de la convergence simple le commutateur se comporte
comme une multiplication de norme || ia,(2)VV ||z@2)=| ap [l VV ||oo> 0 (lorsque

a, n’est pas identiquement nul). On s’attend intuitivement a ce que || || (27> 0 en

particulier [H’:’—zv] € L(L?) est (grossierement) non borné. Effectivement

[

liminf, , | >/ > || VV ||o> 0 car
i A% VW |l2
S anO“ WOVl o IVl
E 17 | ullZ: [

On s’intéresse maintenant aux commutations approchées (lorsque £ — 0) dans £(L?)
du commutateur ¢, lui-méme avec des opérateurs de multiplication (potentiels bornés) et
avec des dérivations périodiques (condensé pour multiplicateurs de Fourier de symboles
[*-périodiques) et avec des mélanges de ces deux cas.

Proposition 2.9 Pour V€ WH°(RY) et VV uniformément continu,

le commutateur c;, commute a peu pres || [c5; @] [|c2)— 0 avec les multiplications
¢ € Cp(RY) uniformément continues et commute d peu prés || [¢5; E(eD)] |lg@2y— 0 avec
les dérivations périodiques E continues.

Plus généralement ¢, commute a peu pres avec tout opd a" (z;eD) périodique (régulier
au sens a € P).

REMARQUE. Fondamentalement ¢; commute a peu pres avec les translations selon eI’
puisque

II[ep; Tey] ey < Ivlexp(BIﬂ)/RN Aexp(=Blz|) || VV (- + ez) = VV (') [|oo dz(— 0)
noter que la translation 7., = e*™? est une dérivation périodique.

PREUVE. Les noyaux des opérateurs autoadjoints i[c;; 7.,] respectivement i[c;; E(eD)],
respectivement i[cg; ¢], valent explicitement

V) V) =Vieten) =VE=D e, ooy
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1
=K, (v +e7;y) /0 [VV(y —tey) — VV (z + tey)]dt

V(z) +V(y) = V(z+ey) - V(y—ey)

respectivement X E(7) K, (z+ev;y)

. 1
= Sy B Ky (a +e339) [ [VV (Y = te7) = WV (@ + ten)]dt

respectivement — K (z:)[V () = V(2)][6(y) = 6(2)]

On en déduit aisément les bornes suivantes

Iegi 1 ey <l VV loo /RN || Aexp(=Bla]) | ¢(- + ex) — () [|loo da(— 0)

_ +1
I [e5s EED)] s < Soerl VEID) [ [ Aexp(=Bla]) || WV (++ea-+et7) =TV () [l dodt(— 0)

I 5] llen< [1lexp(Bl) [ Aexp(=Blal) I| TV (: +22) = YV() [l dz(—+ 0)

Lorsque la dérivation périodique E n’a pas ses coefficients de Fourier sommables il suffit
de 'approcher uniformément par des polyndmes trigonométriques par exemple. Sachant que
¢ € L(L?) est borné, les commutateurs avec ¢, de ces dérivations périodiques ultrarégulieres
approchent [c5; E(eD)] au sens de £(L?) d’ott la conclusion || [¢5; E(eD)] ||zz2)— 0 lorsque
E' est seulement périodique continu.

De méme le noyau n,(z;y) de Popérateur autoadjoint i[c5; a' (z;eD)] vaut

V{y) = V(z +e7)

ne(w39) = Sher K@ + 73 9) | ala +ev/2 k)" 1dk

Vly—e7)-V(z)

/ a(y — ev/2; k)e 2™ dk}
Q*

Dans ce calcul on se sert de la formule donnant I’action d’un opd périodique (Vf € S)

a" (z;6D)f = Zyer f(7 +£7) / a(x 4 e7/2; k)e 2™ dk
Q*

Ainsi
< 1y)|d
| 7 {22y < SUP e n= (23 y)|dy
% —v -
< sup / Yoer| ez +ey+e7) ez +27) / a(ex +ev/2; k)e 2™ dk
z€RN yERN 13 Q*

- /Q a(ex + ey + £7/2; k)e ™ dk|| K (z; z + y)|dy

‘V(sx +ey) —

1% |
- (ex) / [a(ex + ey + 7/2; k) — alex + &v/2; k)|e 2™ dk
Q*

1 .
<elYy | VV |loo \/0 /Q V.a(ex + ety + ev/2; k)e > dkdt|
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<elyl | VV [|ooll 82080 [|oo /(7)1
et

Viex+ey+ey)—Viex+ey) —Viex +ey) + Vex)
€

/ a(ex +ev/2; k)e ™ dk
Q*

< ITVV(+ey) — VV() |loo ‘/Q alex + ev/2; k)e 2™ k|

<Y VV(-+ey) — VVE) ool O602a |0 /(7)1

En sommant ces deux inégalités on aboutit a une borne possible montrant la négligeabilité
de n. en norme

I 7e [ e < €Cfte(a)/A\$|26XP(—B|~’E|)d$(8 [ VV oo + | VV (- +e2) = VV () [loo) (= 0)

g

Mentionons que tout résulte depuis I’hypothése d’isolation de la possibilité de déterminer
une onde de Bloch &k — ¢, (-; k) périodique réguliere. Ce qui précede s’adapte par exemple
au cas d’un niveau non isolé dans lequel une des ondes de Bloch aurait miraculeusement la
régularité C™ avec m > N + 1 (éventuellement m > N + 2 pour la proposition 2.8). Mais
un tel critere non fondé sur la simplicité fait défaut.

Pour nous faire une idée plus nette de 'action algébrique de ¢ € L£(L?) observons le
cas du potentiel linéaire. C’est I'objet de la proposition 2.10. Pour cela nous introduisons
la distinction entre fibres et enveloppes.

A travers I'isomorphisme de Fourier

Fora K5 (2’ y) = @5 (1)) Srer gy (y — e7)e 2
f%yK; (.T, yl) = @;(y')276r¢;(x — gfy)e-l-%ﬁs'yy

{ Wu: = [ Kp(zsy)uly)dy = yer <ulgp(-—ev) >0 (- = €7) = Drerd (7) ¢ (- +€7)
Eu: ' = [ Fro K (25 y)u(y)dy = Soer < ul@y(- —e7) >p2 ¢(2')e™™ = oy (ex’)f;(2)
ol 05(k) = Sierog(7)e™™ ™ = Yier < ulgi(- + €y) >p eji”’“ est la composante
périodique qui représente la projection ILJu € V7 sous la forme [lgu = o5 (¢-)@; € V£.

Definition 2.6 On nomme o} la (p"™°) fibre en référence d la décomposition L*>(RY) =

s;? L?(eQ)dk en "constant fiber direct integral”. C’est ce qui va contenir par la suite la
dépendance en temps et les oscillations. On nomme ¢, la (p*™¢) enveloppe. C’est fize et
plus ou moins régulier selon les différents p.

REMARQUE. L’égalité L2(RN) = fﬂ@ L?(e)dk s'entend au sens de I'isomorphisme
isométrique u € L*(RY) = uy = Yeru(z — e7)et®™ € L2(eQ x Q). Voir [RS] Vol
IV. Section XIII.16. theorems XIII.83.— XIII.88.

L’identité générale ¢ Il; + Il c, = ¢, exhibe le commutateur comme un transfert des
sous-espaces

p

@z Ve = Im (1 —115) — Im (II5) = Vs
Im (I5) = VEE = @y Ve = Im (1 - I15)
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Dans le cas spécial du potentiel linéaire on dispose d’une formulation explicite du commu-
tateur :

Proposition 2.10 Pour un potentiel linéaire noté r

([H]

PREUVE. On calcule pour V = r linéaire

u) 1 & Boer [Gp(€Q) V(€ + 7°) + VB,(e€) Gp(e€ + ) ]0(E + 7 /e)

Foal Ky (@;9) (y — )] = Fopa[Syerep(z — 1Ty —7) — rople — 1)@y — 7))

= Syer (@ )P (y — 7) — 75 (") By — 7)le ™
= E’y*eI‘* [@p(m')@(x/ + ,Y*) _ T,/(p\p(x )(pp(x + )]e—Zm x' )

(invoquer la formule sommatoire X, crT(y)e 2™ = S e cre FT(k + %) ou T = re,)
= —ie Y e [Bp (¢) VG (' +77) + Vdp(a) Gy’ +77)]e >
On en déduit

-y g Yy—x — 2’ N — * N — *\1 . —2imyy* /e
Foa[1 K (3 y) | = e HMTYS e [Bp(ea”) V gy (ea' -+ )+ V Sy (ea”) gy (e’ +74%)]e 27/
[ 7] X — . pp— o .
et F(i—"—u) : &= Syeer=[Gp(e€) V(e +77) + VG, (€6) Gp(e€ +v7)]0(€ + 7 /¢)
O
Interprétation :

N IE;r
e étant donné u € V7 écrit sous la forme 4 = o(e£)@; € V; opération iw est

_€
essentiellement une multiplication de la fibre o7 par le périodisé wr-(4,V,) suivie
d’un transfert dans V7 par échange des enveloppes ¢f et ¢y,

e étant donné u € V7 écrit sous la forme 4 = o, (€)@, € V7 'élément

FEIE ) = VPor (e [V, (c8) + ¢y (€6) e (6, B (E6)

9

a pour projeté sur V;° I'élément d’enveloppe ¢ et de fibre la (¢)-fibre de Vg, & savoir

IT; 7]
9

- (396,) dob FULIE ) = wr. (5, 6,)03 (€)% € Vg,

1557
e les opérations i—2— observées V; — V, respectivement V7 — V° sont adjointes.
€

Pour un niveau quelconque (qui n’est pas isolé simple) que devient le défaut d’invariance
mesuré par le commutateur [II5; V] € £(L?)? L’exemple du croisement de deux niveaux
en une dimension d’espace présenté comme un théoreme 2.8 négatif montre qu’il y a peu
d’espoir que [I15; V] € L(L?) soit négligeable en dimension supérieure.

Pour un niveau non isolé la non-invariance par multiplication du sous-espace de Floquet
correspondant est donc sévere :
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Théoréme 2.8 Si le croisement des deux niveauxr n et n + 1 en une dimension N = 1
d’espace a lieu alors

| L5 V] 2wy 7+ 0 | 105415 V] [ 2qz2y 7> 0
PREUVE. Preliminaire. Il suffit de minorer

liminf || [IT;; V] [|gz2)> liminf || 115 [I17; V] || gz2y= liminf || I VLG || 2z2)

Quitte & approcher uniformément V € CO(R) par des éléments € FLL(R) on suppose V &
support compact.

PREMIERE ETAPE. || IT; VI  u || 2= o5, 1 (VII;u) ”Lie
*

€ € 1 —— k Y\ *
avec o, (VIT u) : k — $E7*ep*VﬂfLu(g + ?)(pnﬂ(k + %)

- /Rff(f)a(k )T etk + " — 6B (b + 1) deE

ol o € L7 désigne la fibre de II;u € V7 C L? telle que Meu=o(e)ps € Ve C L2
(pour simplifier la notation on omet dans o la dépendance en ¢ et u). Ainsi

I VIl [ V10 gl See Nl dE =1 o llze [ V)] I Sie Il d

Seg k> Dyper-@n(k + 7" — €8) Pny1(k +77)
_ / wn T bk — ¢n+1($ k‘) +2msx£d$ _ E’yere—k%wkv/R@n(x)m(x+,y)e+2iwzagd$

SECONDE ETAPE. L’application S est périodique bornée
| See luge <I| @l K20 @ msa ” 17= 1,

Gnl” 1l
elle converge o(L%; L#) faiblement vers zéro lorsque £ — 0
(puisque chaque coefficient de Fourier tend individuellement vers zéro).
Les trois formulations de S, (périodisation, intégrale, série) sont des conséquences
générales de 'isométrie de Parseval :

Pk + 7" =€) = [ Un(w; k — e€)e2imelh=ele=2ime" gy
Grnr1(k +77) = Jo Ynr(; k)e_h’rwke_?””* dzx

{ Un(25 k — €€) = Byere =10, (3 — )
¢’n+1($; k) = 276F6+2mk7§0n+1(x - ’Y)

Remarque. Il se trouve que la convergence S.¢ — 0 est localement uniforme dans R—7Z/2
mais en général non uniforme sur R, en bref || S, |07 0 & cause des sauts des enveloppes
On €t ¢,11 aux points semi-entiers. Nous allons maintenant approfondir cette remarque en
précisant les sauts d’enveloppes.

FIN DE PREUVE. Supposons que le croisement des niveaux n et n+ 1 survienne en 0 (et
non en 1/2 cas similaire). D’apres la partie 2.6 qui détaille(ra) la situation de la dimension

un, les seuls points de croisements sont 0 et 1/2. Considérons des u € L? tels que la fibre
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1
o€ L%& soit du type ﬁﬂ?&‘” € Li avec 0 < o < 1/4 & choisir, ou ]I?S;a) est I'indicatrice de
I'intervalle périodique (0; o) + T C R.

~

Pour ¢ petit au sens eSupp(V') C (—1/4;+1/4) étudions en détail
€ € 2 +1/2 ¥ 2
| VI F= [ ] [ V(©o(k - €)See(k)de dk

+ [ 1L V€t - )iy Pa (4

Premier terme. Si 0 < k < +1/2 et k—c€ > 0 et £ € Supp(V) alors nécessairement
0 <k—¢€£<1 ainsi

|Gk + 27" — €€) — @k + 277)| < elé] fy [VA(K + 27* — et€)|dt
|Gk + 27" +1—e€) — gulk+ 27" + 1) < elé] fo [Vlk + 27" + 1 — et€)|dt

en notant \ respectivement [ le prolongement analytique de ¢, respectivement ¢,q
considéré sur (0;1).

On anticipe ici sur la réindexation discutée dans la partie 2.7 pour le cas spécial de
[ = 2 niveaux. Dans I'immédiat il suffit d’en retenir la construction des prolongements
analytiques A et [ comme 'alternance

{ A~ Yeer@nllo;1) 429 + Bprer P 1l(0,1) 127441
b~ Zv*er* @n+1ﬂ(0;1)+2~y* + Ey*er* (‘an(O;l)-l—Q'y*—l—l

a des phases de transition pres sans importance ici.
Par la régularité de A et i au sens des périodisés bornés (voir théoreme 2.15) on a

|Ss§(k)| = |E*y*€1“*95n(k + 7* - €£)¢n+1(k + 7*) - E’y*er‘*@n(k + 7*)¢n+1(k + ’Y*)|

VAP wre s P 152 + || or [ VAP 121 e[ @nial® 1157)

= cl€ () - [VAP 112 + || wr-[VAP 1) < oo

< el¢[(]] wr-

Il en résulte

/om | [ V@ (k =€) See(k)de dk

<<l ([ -1V -
= Tl 9V (s () e (VAR L2 4 ) o [ L2 ®)

Second terme. Si —1/2 < k < 0 et k —¢ef > 0 et £ € Supp(V) alors nécessairement
0 < k —¢e£ < 1 ainsi en introduisant les prolongements \ et ji précédents

{ Pk + 27" =€) — Grir(k+ 29| < elé] fy [VA(k 297 — ot6) dt
Gulk + 29" +1 =€) = Gupa(k + 27" + 1)| < elé] S VAl + 27" +1 — et€)|dt

VAP 122 + 1l e [ VA [12)

Par la régularité de et i au sens des périodisés bornés (voir théoreme 2.15) on a
|See(k) — 1] = |Syeer-Onlk + 7" — €8)Pnsa(k +77) — Eyrer Pntr(k + 7)) Pnar (b +77)|
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< el€|(Il wr-[VA? 1] @+ |@al 11347 + || -

VAP L + | @

Vil (12| wr-
Vil 7)< oc

@nl” 1122)

= el¢[(|] wr-

Il en résulte
0 ¥ ¥ 2
L) L V@0t = Skt = [ V(o (k ~ ce)de P

VAPIIL? + | wre VAL (1)

<e|oli (/R\ SIOR(E==

=& || T 120 V'V 5 (I @0 [VAP 112 + [ e« [Vl [137)? (6)

En assemblant les estimations (5) et (6) constituant (4) on conclut que || IT5, , , VIIEu ||7.
vaut a peu pres

[V [V©otk—eopaear= [ [ e [0 [ g
-1/2 JR 7 c N 1/2 Jk[/e—aje (07 N —-1/2a Jak/e—a/e

En particulier (o = ¢) on minore || TI;, |, VIT;, [|7;2 & un grand O de €? prés par SO0 LS V|2dk
en considérant des supports Supp(o) positifs et symétriquement (ce que nous ne détaillerons
pas) par +1/25 Wram%

V [2dk en considérant des supports Supp(c) négatifs.

0 k. +00 k+1
Comme annoncé lim inf || T, VIIE [[2,)> / | / V2dk + / | / V2dk > 0,
£—0 —00 k—1 0 k

cette quantité est non nulle a moins que V soit 1-périodique a support compact c’est-
a-dire nul.

REMARQUE. En fait pour 44 = I (o,1) € L*(R) (fixe) la fibre de II5uy est & peu preés
du type envisagé prédemment puisque

€ 1 kY * 1 -
o=0(ug) : k— —\/gzv*er*ui(g +)onlk+97) = —\/gﬂi(o;g)(k)wr*(%Him;s))(k)
. . £ € ¥ ~ dk
ainsi || T, VI uy |22~ / | / V(€)o(k—e€)de|2dk = / [ V(B (k—et)de P
F1/2 Jk/e—1 €

k.
[V (©)Bn(ek — &) de2dk — | |*(0£) / R

F1/2¢  Jk+1 k+1

en particulier si ¢, (0+£) # 0 alors IT7,_ [II7; V]ug 4 0 et a fortiori [II7; V]uy /4 0.
Lorsque le croisement des niveaux n et m + 1 survient a l’origine et lorsque ¢, et ¢, 41
ne tendent pas vers zéro a I'origine 2 on en déduit

non seulement || [I; V] [z 0 || 15,45 V] lle@s# 0
mais encore Ju € L? [TIE; V]u +4 0 Ju € L? [Hn+1, Viu 40

g

2Cette condition équivaut & existence d’une solution € Ker — % + v(z) — E,(0) de moyenne non
nulle.
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REMARQUE. La suite considérée 4° = ﬁﬂz@é;s)(a-)gb; € Ve C L? satisfait

| [1L5; V]u® ||z2# 0 avec || u® ||z borné || eVu ||z borné

et plus généralement (eV)*u® € L? borné pour s € N d’autant plus grand que le potentiel
de I’hamiltonien périodique est régulier.

1 L prite
2 # 214 12 214 12
En effet || eVu® ||7.= - /R]I(o;s)\ |lenl” = Ey*er*g/v* |- [*[&nl

<| (1 + ]+ *)én lloo Byer- (1 + 7)™ < 0.
On ne peut donc pas espérer compenser le défaut de commutation di a 'opérateur
[IT%; V] par des oscillations d’ordre ¢ dans I’argument u°.

Pour un niveau n non isolé (quelconque) il faut se contenter de :
Proposition 2.11 Six € C’%(RN) est supporté loin des croisements avec le niveau n alors
[I5; V]x(eD) =0  x(eD)[II5;V] — 0 dans L(L?) VYV € CY(RY)

Avant d’attaquer la preuve, et pour illustrer que seul le commutateur avec II] y est
problématique, commencons par :

Lemme 2.2 Pour VV € FL}RY) et Vx € CJ(RY) uniformément continu, respective-
ment pour Vx € FI' et VV € CP(RY) uniformément continu,

ZWEDJ — Vx(eD).VV = 0 dans L(L?)

[x(eD); V]

PREUVE. Dans le premier cas de figure || u+1iVx(eD).VVu |2

g [ PEVZXENZED) oy €yt — ) |

EERN 5

<l [, 1@ X2 o) 1 ae

o 1
<lullee [, I9VI@de [ 1l Vx(~ t6) = Vx() llo

[x(eD); V]

d’ol || 1 - VX(ED)VV ||L(L2)_> 0

grace a P'hypothese VV € FLYRY) et Vyx € CY(RY) uniformément continu.

Dans le second cas de figure || Mu +1iVx(eD).VVu ||z
€
o V(e tey) = V(e
=1 2L v enlu +en) s

| ” V( + 57) - V()

<|l ullz2 Zrer|x(7) —7-VV(+e7) [l
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[x(eD); V]

d’ou || — Vx(eD).VV || zz2y— 0

grace a P'hypothese Vx € FI' et VV € CP(R") uniformément continu.
U

PREUVE. Proposition 2.11. Preliminaire. Quitte & approcher uniformément V' € C§(RY)
par des éléments € FL(R"Y) et & approcher uniformément x € C%(R") par des polynomes

trigonométriques on suppose V' a support compact et x a support fini.
PREMIERE ETAPE.
[HE ] € ste
| ——I llean< G VV [l +e || AV [[0) (7)

[H*; V]

En effet = —cAV —2eVV.V

E
H&:V
done || 1z o 2 | AV ool Mg 12 42 | 9V ol €9 (150 |15
< ENAV floo 42 | TV oo VI En oo + 110 o) [l Eot 12
car || eV(ILEu) ||22=< —? Al u|llEu >2=< H I u|llfu > — < U(E)HZU|HZU >
< (1 Bo lloo + 1 llo) Il T [ -

SECONDE ETAPE.

[En (ED)' V]

I le@)SIVER llooll VV l721 (8)

En effet || [En(=D); Vlu [|12= / | [ V(©)atn - &)[En(en) — Enlen - e6)]de[*dn)
<l ullee [ V!N Bal- +26) - n<-> oo d < & | lz2ll VEu llscll YV [z

ou E, est plus généralement n’importe quelle dérivation périodique lipschitzienne.

TROISIEME ETAPE.
| [H® — B (eD)IVIE, [|cny < eC3(| V. |l71 +& || AV [|oo) )

En effet H°II; = E,(¢D)II;, donc

| [H® — E.(eD)|VII;, = [H%; V]II;, — [E,(eD); V]IT;, Uﬁ(Lz)

<|| [HS VL, ez + [ [Bn(€D); V] < eCrf(ll VV Iz +e || AV o) =:
eCyle(V)

grace aux estimations (7) et (8) précédentes.

QUATRIEME ETAPE.

) XEDREVE <l x| TV e (10)
En effet || [x(eD); Vi [|o=]| Syert()V(- +e7) = VJu( + &) [l
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S Eaerl XNV +7) = V) llooll w lle< e L w Iz | Vi [z ]l VV oo

FIN DE PREUVE. Soit P = ¥,,cn, 115, avec N, = {m € N| infg~ |E,, — E,,| = 0} (cet
ensemble est fini car E,, est borné et car les niveaux croissent uniformément vers l'infini).

On utilisera par la suite sans la rappeler la commutation x (e D)II; = Il x (¢ D) exacte
pour tout p € N,,. On a

| [H® — E.(eD)](1 = P))VIL, x(eD)u+ [H* — E,(¢D)|P;x(eD)VIIL;u || .2
=[| [H® — En(eD)VIL x(eD)u+ [H* — En(eD)|F, [x(eD); VT u || 2
<|| [H® — En(eD)IVIL,x(eD)u ||z + || [H® — En(eD)]P;[x(eD); VI u || 2
< ([ H =En(eD)IVIL, [lcaall X lleo e (| [H*=En(eD)IE, [l VV {looll X M) | T || 2
< eCr (V) X lloo + | VX lln) [ T [|p2=: eCR (Vi x) || T |2 (11)

car || [H® — E,(eD)|VIL, ||z < eC:*(V) par la borne (9)
et car || [H® — E,(eD)|P: || c(22)= Smen, || B — En [|o< C5F6.

Etant donné o > 0 minorant |E,, — E,| Vm & N, et |E,, — E,| Vm € N, — {n}
sur Supp(x), reprenons 'inégalité précédente dans l'autre sens :

e2C(Vix)? || e |32

>|| [H® — En(eD)](1 — Py)VIL x(eD)u + [H* — En(eD)|Pix(eD)VILu |72

= Sugm, [ 1B B Pl (VIEXED)) 4 D, [ | B Bl (x(eD)V I
Q* Q*NSupp(x)
> 0?(| (1~ POVIEX(ED) [ + | (P~ o)D)V TG )
13 £ 3 13 13 3 X ED ;V €
= o =PV (D) [ + | (7~ VI (eD)ut (B 1) KX ey )
a I3 £ £ 13 £ ED ;V 13
> O (- POVIEX(EDu [ + || (P -TE)VIEx(eDYu [ 2 | e(Ps—11) PP e )
a 13 £ £ 13 £
> O (- PV D) [ + | (B-TE)VITx (D) [3 —22° | 9V flol] W s W [

0{2

= 5 (I A =TV x(D)u |22 =26 | VV [looll Vi flz0 | T 1Z2)
en invoquant au final la borne (10).
On vient de prouver
| (1= IE)VIEX(eD)u [|2< e(1+ )C“e(V x) [ T |z (12)
Symétriquement on a

| x(eD)(1 —IL)VIL u ||2< e(1 + )C“e(V X) || s || 22 (13)
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Un moyen de le voir consiste a comparer ce nouveau terme avec celui déja traité
| x(eD)(1 = IL)VIE, — (1 - IE)VIE x(eD)u || 2

= @ -mp KE2E

w2 < e || VV ool VX |zt || T w [| 2 (etc)
On conclut par adjonction :
[I5; VIx(eD) = —{(1 — IL)VIEx(eD)} 4+ {(1 — Il )VIL x(e D)} — I [x(eD); V](1 — II7)
ainsi || [IL; VIx(eD) < 2| (1 - T[IZ()VI')H)Z%/(]ﬁD) |+ [ I [x(eD); VI(L = 1I3) |
£ £ X 3 ;
<2 (1 - TE)VIEX(ED) | 4+ | 2252

1
puis || [II5; V]x(eD) ||< e(1 + =)C:*(V;x) en invoquant (10) et (12).

o
Comme annoncé || [II5; V]x(eD) ||zr2y=|| x(eD)[;; V] || (22 tend vers zéro.
g

REMARQUE. Dans certains cas la norme désagréable || VV ||zr: (due seulement & la

seconde étape) est superflue seule || VV ||, compte. Par exemple pour le potentiel V = r
[E(eD); r]
£

linéaire la seconde étape est une égalité || lzz2y=|| VE || d’ot1 une borne sur

1 13 1 £
I 205 rx(eD) e =1 2x(eD) s r] lleces)
Proposition 2.12 Si m € N et n € N indezent des niveauz ne se croisant pas
I T 05 V] ey =11 [T VTG, (=0 YV € Gi(RY)
Avec une certaine optimalité au sens du théoréeme négatif 2.8.

PREUVE. L’estimation
inf | Ep — En| > 0 = T[T V] [l o=l [T5; VI, lles) < eCni
résulte des techniques précédentes mais une preuve simplifiée est possible.
D'abord || II5, 115 V1] ez =l T, VIE, [lezs) ensuite
inf [En, — Ep| || IG5 VI le@n < [H — En(eD)ILVIL {22

[H— E,(eD);V]

== ||, .

I e <e |l

[H — Eu(eD); V] ‘
c Hn ”L(L2)

et ce terme est borné grace aux estimations directes (7) et (8) de la preuve 2.11.
U

Proposition 2.13 Six € CF (RN est supporté loin des croisements avec le niveau n alors

1
pour tout V € CY(RY) de gradient VV € FL'(RY) la famille gX(SD)[HZ; V] € L(L?) est

bornée.
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PREUVE. Preliminaire. Régularisons V. Soit V € CJ(RY) uniformément approchable
par des éléments € FL'(RY) dont le gradient reste borné dans FL'(RY). Cest le cas
lorsque V € C2(RY) a son gradient VV € FL'(RY). Par hypothese il existe V. € FL'(R")

V-V . :
tel que € L®RY) et VV. € FL'(RY) sont bornés. Soit # € C*(RY),0 < 6 < 1,
égal a 1 dans la boule de rayon 1 et égal a 0 hors de la boule de rayon 2. Alors la coupure

1 .
V=V, % —F '0(-) € FL{(RY) de gradient borné dans FL'(R") satisfait
£ £

el AVE ||ao< € || AVE || £1a= [ [e€]0(£€)|V VL (€)dE < 2 || VVL || 51

| 2% o< B2 = [ 21— 0)(e€)|VE|(€)dE < [ |€|[VEI(€)dE =) VIV || #rs

_ Cc

V. o
ainsi e € L™(RY) est borné ou V¢ € FLL(RY) rend la constante de la proposition
€

2.11 bornée (cette constante apparait dans (11) pour la premiere fois) :

Cre(VEX) ~ Gl X Nloo + VX Nl) (I VVE Nl +e | AVE [l) est bornée

I 2x(eD) 55 Ve lleny=Il 255 VEIX(ED) llea< (1+ 5)CRe(Ves X) est bornée

Maintenant par construction de la coupure la différence
V-Ve

1 £ 1 £ C 13
I 2x (D)o V] = —x(e D) Ve ey =l x (e D)ITy; I e

V- Ve
€

[l

<2 X llool

1 1
reste bornée. Il s’ensuit que gx(sD)[H;; V] est borné dans £(L?) comme gx(sD) [IT5; V.
U

La proposition 2.11 est 1’équivalent pour un niveau quelconque de la proposition 2.7
pour un niveau isolé simple. Elle affirme la négligeabilité du défaut d’invariance loin des
croisements. Elle répond partiellement a la question : si V' commute & peu pres avec H*®
dans quelle mesure V' commute a peu pres avec la famille spectrale de H¢? En effet si
P i A= 1(_oon)(H®) désigne la famille spectrale étalée sur R de 'opérateur autoadjoint H®
(sans spectre ponctuel donc les intervalles figurant dans p® peuvent étre ouverts ou fermés
indifféremment) construite par le calcul fonctionnel ou par la relation plus explicite

1
—/ [(A—ih—H®)"'—(A+ih—H*)""]d\ — p*(b)—p°(a) dans Lieng(L?) lorsque h — 0
2 A€(ash)
alors I’accroissement p®(b) —pf(a) pour @ = min E,, < b = max E, est ni plus ni moins égal
a IIZ qui est le projecteur spectral correspondant a la portion [min E,;max E,| C o(H?)

du spectre.

Les propositions 2.14 et 2.15 qui suivent sont les équivalents pour un niveau quelconque
de la proposition 2.9 de commutation approchée pour un niveau isolé. Elles affirment que
L[IIg; V] commute & peu prés avec les multiplications et les dérivations périodiques modulo
une troncature dont la place n’importe pas. La proposition 2.16 est une synthese.
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Proposition 2.14 Six € CF (RY) est supporté loin des croisements avec le niveau n alors
pour V€ CQ(RY) et VV € FLYRY) au moins

SX(ED)M; V] VIX(eD) = 0 dans £(L)
de méme [éx(sD)[HfL; V]x(eD); V] — 0 dans L(L?)
et X(ED)[L G VIX(ED) V] 0 [Zx(eD)[M VI VI(eD) = 0 dans £(12).

PREUVE. Preliminaire. Régularisons V. Soit V € CJ(RY) uniformément approchable
par des éléments € FL'(RY) dont le gradient reste borné dans FL'(RY). Cest le cas
lorsque V € CJ(RY) a son gradient VV € FL'(RY). Reprenons la coupure V de la preuve

_ [+
de la proposition 2.13 par construction ——= € L®(R") est borné.

Alors la différence des double-commutateurs pour le potentiel d’origine et sa coupure
est négligeable

| XDV VIX(ED) — 2x(eD) I Ve VAX(ED) e

€ V- V;c 1 € c c
DI VL= e ) + D) VsV~ VANED) e
€ V- ‘/f;‘c V- ‘/;C 1 € c
< 2 | x(e D)L VI el ———=x(eD) llews) +2¢ || x(eD) el <[ VEIx(eD) lleq
V-V

(3 1 £ C
<2 x ol Y o (1 XD V1 e +2¢ | 10055 VANED) e
Le terme || x(eD)[II5; V] || z(12) tend vers zéro par la proposition 2.11 car V € CJ(RY). Le

1
terme || —[IT; V]x(eD) ||z(z2) est borné par la proposition 2.13.
£

n) e

n) e

1
11 suffit donc de vérifier || gx(aD)[[HE VAL VEX(eD) |l z2y— 0 pour la coupure seule-

ment. En d’autres termes, I'étape de régularisation achevée, on suppose V € FLL(RY).

Poursuivons par analogie dans la voie qui a précédemment mené & (12) (13) a savoir

{ I (1 = TE)VIE x(eD) [leun) < e(1+ 5)C(V3X)
(14)
I x(eD)(1 — IL)VTI, [l za)< e(1+ 3)Cr¥*(Vix)

mais en itérant une fois la commutation contre V. Le cheminement sera tres longtemps
celui de la preuve 2.11 avec partout le commutateur simple remplacé par un double.

PREMIERE ETAPE.
15 0 v eD) ey < 20+ Do (15)
D’abord || [H® — E,(eD)](1 — I, )VIL, x(e D)u || .2
=[| [H* = En(eD)[VIE x(eD)u [|2<|| [H* — En(eD)VIL, |zl X llooll T |22
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< eC*(Vix) || Mou |2 (16)
d’apres l'estimation (9) de la preuve 2.11.
Ensuite [H;J = —cAV —2eVV.V
donc | [H;; L ey (e Dyu |10
<el AV ol (1 Hg)VHEX(ﬁD%U 2 +2 | VV ool eV (1 = I VI X (e D)u || 2
SENAV floo + I VV [loo)e (1 + )CR (Vi X)
ou le premier terme (¢ || AV ||) résulte de (14) et le second (|| VV ||) du calcul :

| eV(1 = TE)VIE x(eD)u ||52=< —?A(1 — IIE)VIE x (e D)u|(1 — TIE)VIIE x (eD)u >1»
=< [H* — E,(¢D)|(1 — I, )VII, x(eD)u|(1 — I} )VII x(eD)u >p2
- < v( (1= IIE)VIE x(eD)u|(1 — TE)VIE x(eD)u > 12
+< En(sD)(l — I )VII x (e D)u|(1 — II, )VIIE x (e D)u > 12
En utilisant (16) puis (14) on obtient
1eV(1 - IL)VIEx(eD)u [[7.< eC (Vs x) | T 2] (1 = TIE)VIT x(eD)u || 2
(I Bn lloo + 1w llo) I (1 = TI) VI X(eD)u |72
<1+ PO(Vix) | T e

Enfin le majorant obtenu (g || AV || + || VV |leo)CE%(V; x) étant tout a fait analogue
a Cre(Vix) ~ Gl X llso + I VX llzzt)(l VV |l7zr +€ || AV |loo) on le note encore
Cs'(V; x) pour simplifier.

SECONDE ETAPE.

(1 = IE)VILX(ED) [le@e) < e(1+ )C“e(V X) (17)

A-IE)VIEX(ED) [l <l VEn llooll VV llzoe|l A-TE)VIE X (D) [l 222
1

<e(l+ a)Czte(V; X) résulte de (14). On conclut en invoquant (15).

TROISIEME ETAPE.

| S ~ Bu(eD): VI VIX(ED) lleqny— 0 (18)

[He; V]

D’une part | V] = —2¢|VV|?* d’autre part

| [Ba(eD): VEVIXEDu o= { [ | [ [ V©OV(E)atn — ¢ - €)xtn— ¢~ €)
[En(en) — En(en — €) — En(en — &) + Ey(en — € — &) déd€ Pdn}'/?
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<Nl [ [ IVOITVEN N XC)En(-+2€+2€) — Eu(- +2€) = Eal-+28) + Ba(-)] oo déde

Pour [¢| > R ou |¢'| > R on majore lintégrale par < 4 || Ey, |looll X llooll V 721 for [V qui
est un majorant arbitrairement petit lorsque R — oo.
Pour [£] < R et |¢'| < R on majore 'intégrale

//§,§'|<R VIV EN NI X()En(- + €€ +€€') — En(- +€€) — Bn(- +&€') + En ()] ||oo dédg’

2 AT (¢! b 2 1t ! /
<[ [ IVVEOISVENIXC) [ [ V2Eu(- +ete +et€)dtat | dede
lEhIg' <R 0 Jo
< || VV |51 sup [V?E,|
Dn

lorsque R est assez petit pour que ’ensemble des points dont la distance & Supp(x)
est inférieure & 2¢R soit contenu dans un domaine D, de régularité C? de E,. Ainsi
supp, |V2E,|(< 00) est calculé au voisinage de Supp(x) seulement.

Rappelons que E, est analytique loin des croisements avec le niveau n.

On peut remarquer que 'estimation de || [[E,(eD); V]; V]u ||z sans troncature par cette
méthode conduirait & la borne ¢ || u ||2|| V2E, ||l VV ||%,: (= 00) qui ne convient pas
car E, est seulement lipschitzien en général.

On utilisera par la suite sans la rappeler la commutation x(eD)II; = II; x(e D) exacte.
FiNn DE PREUVE. Par l'identité algébrique

([I;; V]; V] = I, V? + V2IT;, — 2V V
= (1= ) (V2 — 2VIEV)IE + 115 (V2 — 2VIEV) (1 — TI%)
+2AL V(1 —1I;)VIT, —2(1 —II)) VI V(1 — 1Y)
on obtient une décomposition de x(¢D)[[II5; V]; V]x(eD)
= {(1 —TE)x(eD)(V? — ZVH;V)x(sD)HfL} + {(1 —TI)x(eD)(V? — 2VH;V)X(6D)H?H}*

+2{(1 - E)VIEX(ED)}Y {(1 - T VIE x(eD)}—2 {x(eD) (1 — IE)VIE} {x(eD)(1 — ) VIIZ}’
en deux termes augmentés de leurs adjoints.
1 1
Puisque g(l —1II; )VII; x(eD) et gx(eD)(l — 12 )VII;, sont bornés d’apres (14)

il reste a négliger
1
| g(l —1II;)x(eD)(V? = 2VIL, V) x (e D)IT;, || (1)
1.1
< | g[Hs — E,(eD)](1 — T )x (e D) (V? = 2V, V) x (e D)TT;, || c(z2 (19)
Pour cela l'identité
[[H® — E,(eD);V];V] = [H® — En(sD)]V2 + VZ[HE — E,(eD)| —2V[H® — E,(eD)|V
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implique par composition a droite avec II; et réarrangement

[[HE — E,(eD); V]; VIIIE, = [H® — E,(eD)](1 — 1) V2IIE — 2V [H® — E,(¢D)](1 — 1) VIIE
= —[H® — E,(eD)](1 — II5) (V? — 2VILEV)ILE + 2[H® — E,,(eD); V(1 — I VI,

ce qui implique de méme par composition a droite avec x(eD) et réarrangement

LH ~ Ey(eD))(1 — T5)(V? — 2V V)T x(eD)

= o BEDEV] G v ep) - L — B Vi VI n(eD)

1
Mais le premier terme est borné par e(1+—)C:*(V; x) grace a I’estimation (17) et le second

tend vers zéro par la troisieme étape (18). Ainsi (19) tend vers zéro comme annoncé.

Pour conclure tout a fait remarquons que changer la place de la troncature dans le

résultat 1
gx(aD)[[Hi; V];Vix(eD) =0

ne produit que des termes négligeables au sens de £(L?) explicitement

( [2x(eD)[IL5; V]x(eD); V] — tx(eD)[[II5; V]; Vx(eD)
= Ix(eD)[II; V][x(eD); V] + [x(eD); V]Z[IIg; V]x(e D)

[Ex(eD)[II5; VIx(eD); V] — x(eD)[2[II5; VIx(eD); V] = [x(eD); VILIIE; V]x(eD)

L X (D)L VI VIx(eD) = {x(eD)[Z[115; Vx(eD); V]}*
On invoquera
{ I 2x(ED)IL; V] ey =1l 255 VIx(eD) |leqz) borné
| X(eD); V] le@xn— 0
O

Proposition 2.15 Six € CF (RY) est supporté loin des croisements avec le niveau n alors
pour V€ CQ(RY) et VV € FLYRY) au moins

é[[ﬂz; V1]; E(eD)]x(eD) — 0 dans L(L?) VE € C%(RN)

semblablement [%[H;, Vlx(eD); E(eD)] — 0 dans L(L?).

1
PREUVE. Preliminaire. Sachant que —[II¢; V]x(¢D) € £(L?) reste borné d’aprés la pro-
£

position 2.13, quitte & approcher uniformément E € C%(RN ) par des éléments dérivables,
on suppose E € C4(RY).
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Puisque Il commute avec E(eD) et VE(eD) exactement

(2[5 VIX(eD); F(eD)] = ~[[IT; V]; B(D)]x(D) = [L[(eD); VT x(eD)

=S [%[E(ED); V] +iVE(eD)VV; I ]x(eD) + iVE(eD)[Il5; VV]x(eD)

Or [IT;; VV]x(eD) — 0 dans £(L?) pour VV € C§(R") d’aprés la proposition 2.11
et || g[E(sD); V] = VE(D)VV |lz12— 0 d’apres le lemme 2.2,

1
Donc g[[Hfl, V1]; E(eD)]x(eD) — 0 comme annoncé.
g

Proposition 2.16 S5i x € C%O(RN) est supporté loin des croisements avec le niveau n
alors x(e D)IL;, = 115 x(e D) commute d peu prés avec les multiplications (réguliéres) avec les
dérivations (régulicres) périodiques et plus généralement avec tout opd a" (x;eD) périodique
(régulier a € P).

Semblablement Lx (e D)[II5; V]x(eD) commute & peu prés avec les multiplications (réguliéres)
avec les dérivations (réguliéres) périodiques et plus généralement avec tout opd a" (z;eD)
périodique (régulier a € P) lorsque V € CY(RY) et VV € FLY(RV).

PREUVE. Les commutations approchées avec x (e D)IIE = I1 x(¢ D) respectivement avec
Ix(eD)[II5; V]x(eD) résultent pour I'essentiel de la proposition 2.11

respectivement des propositions 2.14 et 2.15.

O

On peut se demander si le défaut de commutation [I15; V] /4 0 ne pourrait pas s’atténuer
en appliquant de nouveau l'opération [-; V]. En fait non, itérer le commutateur contre V
n’améliore rien au sens de £(L?) :

Lemme 2.3 [IL;V] - 0« [[II5;V]; V] = 0 [[[IE; V];V]; V] =0

PREUVE. Pour II projecteur on a

—I[[IL V]; VT + (1 - I[[IL V] VI - 10) = 2[IL V]

Sachant [IT; V] autoadjoint il en résulte

2 | [V lleay= 2 11 IL V] [z <I L VEV] lewe

On en déduit I'implication [[II; V]; V] — 0 = [IL;; V] — 0 et la réciproque est triviale.

Pour I’équivalence un cran au dessus nous aurons besoin d’identités intelligentes expri-
mant le triple commutateur a 1’aide du double.

v =[ILV] 42 =[ILV]?=0VIOV + VIIVII — IIV?II — VIIV

v = [[I;V]; V] = TIV2 4+ V21 — 2VIIV

v = [[IEVE V] V]

D’abord v; = Iy, + 711

Ensuite [y1; V] = [IIyy +nIL V] = H[y; V] + [IL V] + [y VIIT+ (1L V]

s’écrit aussi o = Iyy + oIl + 242
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Ensuite [v2; V] = [TIya+72114+277; V] = I[yg; VIH[IL V]ya+[vy2; VIH4+[IL V]4-2[77; V]
s’écrit aussi 13 = vz + I+ 2[v%; V] + 7172 + 2
ol [v?; V] = 1172 + 7271 découle de la différence des deux lignes suivantes

V2V =y Vi+nVy = 4719 +1nVn
V2 =[Vimln+mnVm=—vn+mVn

ainsi (73 — Iys — 3I0) = My2 +v2n.
Enfin en superposant les égalités

{ [172; V] = e V1 + (713 Ve = 4717 + 72
[v2y1; V] = Ya[y1; V] + [v2; VI = +y3m + 92

on obtient 293 = [y17 + Y271; V] = mys — v = 5[ — Mz — wIL V] — 1193 — 13

puis 2 | 3 I=2 (12 (P< S NV Il s 1] +2 0 Ml s

On en déduit I'implication [[[II¢; V]; V]; V] — 0 = [[II5; V]; V] — 0 et la réciproque est
triviale.

U

REMARQUE. On aboutit au fait bizarre : bien que I'opérateur autoadjoint H® “triple
commute”avec V exactement [[[H®; V]; V]; V] = 0 sa famille spectrale ne “triple commute”
pas avec V méme approximativement [[[II5; V]; V]; V] 4 0.

Au lieu de la norme forte || - |[z(z2) utilisée dans les propositions 2.11-2.16 on peut
rechercher des structures plus faibles dans lesquelles le commutateur [II5; V] est (serait)
négligeable pour tout niveau n. La proposition 2.17 propose une approximation motivée
par la théorie des transformées de Wigner, dans un cadre fonctionnel L?. On remarquera
que eV/2 A, est précisément le noyau dont @ est la transformée de Wigner.

Proposition 2.17 Etant donnéa = a(z; &) € L?*(RY xRN) notons A, € HS(L?) l'opérateur
T+Yy y—z
2 I

de Hilbert Schmidt de noyau (z;y) +— Wﬁﬁla( ) de norme || A. ||ms=||

a ||zzalors
[T15; V]A, — 0 dans HS(L?) vV € CJ(RY)

PREUVE. Preliminaire. Commencons par régulariser V' et a. Les applications bilinéaires
(V;a) — [II%; V] A, sont (e-équi)continues au sens ou || [II5; V]A. ||zs< 2 || V ||l @ ||z2-

Quitte & approcher uniformément V € CJ(RY) par des éléments € FLL(RY) et & ap-
procher a au sens de L? on suppose V & support compact et a € C®(RY) ® C®(RN) &
support compact a variables séparées.

PREMIERE ETAPE. Expression symbolique de [II¢; V] comme une série.
La n-fibre du projeté II5u = of (e-) @5, € V.°
*

ko

s’exprime via o (k) = Zv*er*’UI(g + ?M)_fl(k +79%)

/2
d'ot T : € 1= Syeer- (€ + L)Gn (€ +77)0n(c6)
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en bref en notation symbolique IT5, = Y. cpe @ (D)@ (e D + 7*)e 2m<1">/5 ¢ £(12)
oll cette série d’opérateurs converge dans Lsiong(L?) au moins.

M5, V] = Sy cre [@n(€D)@n(eD + *); V]e 2im<hr>/

SECONDE ETAPE. Le noyau de [IIf; V] A, € HS s’exprime sous la forme :

*

f‘;oi' /feRN V(é‘) E’Y* er= [@n(sml)a(gxl"i_fy*)_@n(gxl_Ef)a(gxl_gé‘_'_ry*)]f%zAs(ml_g_’_%; y)d€

Il s’agit d’une superposition selon v* € I'* du calcul du noyau de [x(¢D); V]K € HS a
savoir

(239) = For (xX(e2').Foua V(@) K (239)]) = V(2)-Fgpg (x(e2") Fozo| K (25 9)])

= Fab [ VOI(Er) — xlea’ — ) FuK (o' — Em)de

pour V € FLY(RY) et x € L¥(RY) et K € L2(RY xRY) appliqué avec x = @n(-)Pn(-+7*)
et K = K(x;y) = e~ 2"<*">/* A, (z;y) en conséquence.

TROISIEME ETAPE.
En remarquant Fy, A, (2;y) = eV 2e 2V F L Foypa(-; —ex’ 4+ ¢ - /2)](v)
on obtient le noyau de [II¢; V] A, € HS sous la forme exacte

(a:9) o FghePe 7 | V(€) Ser-[fu(ea!)Bulea'+7")~pu(ea’ ) fulen ~e647)]

F [ Foga(; —ex’ — " +e€ +e- [2)|(y) dé

Dans le terme Foa(-; —ex’ — v* + € + € - /2) (hyper)régulier "¢ - /2” est un parasite
désagréable par la suite (qui fait obstacle aux relations d’inversion de Fourier). On peut
I’éliminer (une fois pour toutes) en remarquant que b.(z;y) = For b [Fyza(z'sy — e2'/2))]
satisfait :

Ac(y) = A Faea(555 5%) Be(wsy) = FnFaeb (54 155

£ 3

5 V1A as<I[ [T5; VIB: |las +2 | V llcoll Ac = Be [lus

| A: — B ||%IS:|| a— b ||%2: [ J | Foza(s'sy — e2'[2) — Fyga(z' y)\de’dy —0

Ainsi le noyau exact de [II%; V]B, € HS donne une approximation du noyau de [[I5; V]A, €
HS sous la forme simplifiée :

(CU; y) — f%achEN/Ze—Qiﬂ(z’_..)y/ V(f)df Z’y*el‘* [97* (:CI) _ 07* (ac' _ ef)]a(y; _Eml _ ’Y* + 86)

£eRN
ol par définition 0. : ' — @, (z") (2’ + )

FiN DE PREUVE. Majorons la norme HS de ce terme :

L2(z'3y)
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£CRN ‘V|( )d€||2’7*€1"*

Oy (' — £6) = O, (&' — 8| || al; =2 — 7" + €€) || 2|l po )

\V[(&)I.(€)dE avec I.(£)? défini par

€ERN

@ = [ (reare By () = 00?5 =2/ ="+ 28) 1)

Oyr (2) = Oy (' — €E) ) By

< (war* al-;—a' — " +€€) |72 da’

o/ ERN

512 (! A (200
< 2/@@ (18u(2") + [8al (@ = £6)) yeer-

—9 /}c . (B

a3 —2' — " +€€) ||2. da’

a(s—k — " +¢e€) [I1» da’

Gnl?(k+ 1) + |@nl*(k + 1" — €8)) Syrer-

¢n|2:1

=4 a3 vu -

Pour vérifier que I, (£)? tend vers zéro pour (presque) tout & € RY coupons I'intégrale
définissant I.(£)? en deux :

(Z ) * *
er
/lw'zR !

<2 [ (IguP@) +|8nf (@’ — ) Syrer-
e’ >R

Oy (a') = Or (2 = £6)| || a5 —a' = 7" +€€) ||12)° dz

a(s;—2' — " +€€) ||2. da’

§4M2/

| > R—elg]

(@nl? ot M = |wr || @ |z s <

et
O, (') — 0(a' — O)| || a(; —2' — 7" +£€) [[12)" dav

Ys e
/lw’lﬁR( y*el
< (Ev*el“*Re (') = B(z" — £€) ‘) y*er

|lz'|[<R
Oy (- — £€) 12>

a)|} C T'* est fini puisque a est & support

=z — A+ &8) |32 da’

< M?YEery || 0y (-

ou Iy = {y" € I"||7*| < R+ el¢] + [Suppe
compact par construction préliminaire.

) —
(
Lorsque v* € T'* est fixé 6« € L>(RY) a ses e{-translatées tout prés d’ou

limsup I (§) < 2M / |Pn |2
>R

e—0

Puisque dans ce raisonnement, R est arbitraire, on obtient la négligeabilité du terme de
départ [ecgn V|(€)I.(€)dé par convergence dominée.
O
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1
Proposition 2.18 Pour K. € HS(L?) borné We([II5; V]K,) — 0 faiblement o(L?; L?).
£

PREUVE. En effet < We(i[II5; V]K.)|a > =< WE([IIE; V]K)|WeE (N2 A,) >0
1 e |
= 5 < WEGETE; VK ) (W (N AL) > o= ~ < il VK, |eN2 A, >ps
1 e
=< WKEMHM V]A: >ps— 0 Va € L?

car T/QKg € HS reste borné et car i[II;; V]A, dans HS tend vers zéro fortement d’apres
5

1
la proposition 2.17. Iei W*(K) : (2;€) = W' (K)(z; §) désigne la transformée de Wigner
€

des noyaux K € HS présentée dans la section 1.4.
O

Pour finir ce paragraphe consacré a I’étude du commutateur [II5; V] les propositions
2.19 et 2.20 donnent deux résultats trés similaires (presque équivalents) de commutation
approchée au niveau des fibres.

Proposition 2.19 Soient 0 € L[L*(RY) — L7 (RY)]
respectivement 7 € L[L*(RN) — L?

2 (RN)] les opérations définies par
05 &= mpSyar (s + Tay (€)
75 & S (S 4+ )by (§)
ot par hypothese
27* er*
E’)’* er*
Alors VV € CY(RY), uniformément en u;v € L*(RY) bornés, uniformément en z' € RY,

ovu(§ +ex' ()T (§ —ex'/2) — oy (€ + ea’/2)7y,, (§ —ea'/2) = O

2 GLOO(RN)
2 ELOO(RN)

2e L®RY)  Yoer-
2e L®(RY)  Zoer-

Va,-
Vb,

(o

by

faiblement dans les mesures tempérées en &, en particulier la convergence vaut dans S’.
Précisément Yo € C°(RY) a décroissance rapide

[ [otue +ea' /27 — 60/ [2) = ol + 60! 275, (€ — e [2)]0()AE+ O (20)

PREUVE. Etant donné ¢ € C°(R") & décroissance rapide, il s’agit de vérifier la conver-
gence (20) uniformément en z' € RY et uniformément en u,v € L*(RY) bornés.

Preliminaire. On va localiser ¢ et régulariser V.
1
2
|1 FErer
et donc pour X C R" borné / lo5|? < |T%| ”27*@* ZHLOO | |2
X

ou I'}, C I'* désigne une partie finie suffisamment étendue pour que

*
Remarquons avant tout |0£]?(£) < sz*er* Ay @\2(5 + %)

oy

X CUpery, (" + Q)

En notant o}, (€ + e’ /2)T, (€ — ex'/2) — 05 (€ + e2'/2)T,, (€ — €x'/2) sans les arguments
pour simplifier I’écriture :
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o Syeary [ Vi~ ol le(€)lde
<2||Zyeer

IV Mool w22l v 22 Egegrs || @ [lzoo(r 102
f

® D« / os 7' a T d
TE oo +Q*\ (V=V.)u v—vayllP()dE
<2||yer 1V = Ve llooll w llz2] v |22 Eorer-

@ [lroo (o0

. Tyery / otaTs = ol — el €10
F Jeey+ar

y*er*

o Ve llooll 2 llzzll v llz2ll @ = e llzepo,sers (120
Par somme on obtient un contr()le arbitrairement petit de

/feRN [JVu Ty — 0O TVv]w(g)dé- - [0-‘/071,7-1] - Uiﬁ/cv]wc(ﬁ)dﬁ

‘/56U7* ery (r*+0*)

en choisissant successivement

e V. € FL! approximation uniforme de V € Cf,

e '} C I' fini grand,

* . € CZ approximation uniforme de ¢ dans le compact Uy-ers (v + Q).

Cette procédure permet en régularisant V' et en localisant ¢ de réduire le probleme (20)
au cas ol o € C® et V € FLL

PREMIERE ETAPE. (Approximation Lj,.(£) fort) On a

{ U‘S/u (5) ~ anRN Y/(Tl)oﬁ(é— - 577)d77 dans Lloc(g)
T\E/u (6) ~ fneRN V(U)Ti(g - 577)d77 dans Lloc(g)

En effet I'estimation

7O = [, Voile —endn

A

1 *
e [ Vi + L =@ - a6 —enlin

ay(€) — (€ —en)[?) " dn

9

/2
ST Lo 7 1
[

’ $.7 v
< [ 1710 (Brer P E + Z ) (e

<e| Zyer

VCL*
7 e €

montre que pour tout X C RY borné
Jxlovy — o x FV()I°
[

SECONDE ETAPE. (Appr0x1mat10n L},.(€) faible)
Sachant par 'étape précédente qu’au sens de L, (§) fort

< IPx[e | VV [l Zoeer- (= 0)

Va,:

0(€ + e 2T (€ — ex'/2) = oL (€ +ea' [2)T, (€ — ex'/2)
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~ /neRN V( o (f+sx’/2 enTy(€E— ex'/2)dn /UERN V(n)02(5+5$’/2)ﬂ€,(f—8:13'/2+577)d77

on a en particulier Vo € C°
L(p) = /R Jovu(§ + e’ )27 (6 — ea'[2) — oy (E + ea’ /2)T, (€ — 2’ /2)]p(§)dE

~ [ [V)oile +ex'/2 = en/2Ti(e — ea'[2 4+ en/Dlpl + enf2) — (€ — en/2)ldeds
d’ol1 une majoration du type

o||1/2 H1/2

[Le(@)| < elTo vl [ Ve lloell VV |zl w ezl 0 llzz |2

Bl

yrer

ou I'l, ;, C I'* est une partie finie suffisamment étendue, fonction des supports bornés de ¢

et V.
Le théoréme résulte de cette borne.
O

Proposition 2.20 Soient ¢ € LIL*(RY) — L7 (RY)]
respectivement 7¢ € LIL*(RY) — L2 (RY)] les opérations définies par

05 €0 o (V28 erulex — ev)et2m€) (z; €)da
€ [y (6N/2276ru(833 — z—:'y)e”"”f) o(z;€)dx

ot par hypothése ;¢ € CPIRY — L*(Q,)].
AlorsVV € CJ(RY), uniformément en u;v € L*(RY) bornés, uniformément en z’ € RY,
ovu (€ + e’ (2T (€ — e’ /2) — o3 (§ + &2’ /2)Ty, (€ — ea'/2) = 0

faiblement dans les mesures tempérées en &, en particulier la convergence vaut dans S'.
Précisément Vo € CO(RY) a décroissance rapide

/RN [0V (€ +ea/2)T, (€ — ea'/2) — o (€ + 2’ /2)7, (§ — €2’ /2)]p(€)dE — 0

PREUVE. Preliminaire. Commencons par localiser ¢ et régulariser V.
La norme || ¢ || Lo RY 5 12(0,)] SCI2 notée brievement || v ||

Remarquons avant tout |o£|*(£) <|| v || H N2Y cru(ex — ey)e +2ine |® @)

et donc pour X C RY borné / 0212 < T%| 1| ¥ ||| w |3

ou I'y, C I'* désigne une partie finie suffisamment étendue pour que
X C Upery, (7 4+ Q)

En notant oy, (§ + ex'/2)T, (§ — ex'/2) — 05 (& + €2’ /2)T,, (§ — €2'/2) sans les arguments
pour simplifier I’écriture :
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o Syeary [ Vi~ ol le(€)lde
<20 SV lloll w2l v e Sy

¢ oo (yerar)

o Srary [ o 10vuT — 0Tyl ()l
<216 10V = Vi lloll el g2 e

@ [lLoo o0

o« Spary [ lotaTe - i lle - wl()de
L e
< 2T T WIE @ Ve llooll e lzall v llzzll @ = e lluse e crs (40
Par somme on obtient un controle arbitrairement petit de

| loTe = o E) e - [07s = uTal e €)dE

/geuv*er}(v*ﬂz*)
en choisissant successivement

e V., € FL! approximation uniforme de V € Cg,

e [} C I'™ fini grand,

e . € CX approximation uniforme de ¢ dans le compact Uyrers (v + ﬁ*)

Cette étape permet en régularisant V' et en localisant ¢ de réduire le probleme au cas
olpeC®etVeFL.

PREMIERE ETAPE. (Approximation L}, (£) fort) On a

{ O-‘S/u (g) f'qERN V( ) (§ - 577)d77 dans Lloc(g)

A

T\E/u (g) anRN V( ) u(g o E’I])dn dans Lloc(g)

En effet I'estimation

57O = [, Voile —endn

/nERN V(’I]) ~/$EQ (gN/QE,yErU(S:L‘ — 57)6-1-21'#7(5—677)) <¢($, 5)6+2i7rswn —P(z;€ — 577)) diL'd’I]‘

N/2 _ +2imy(E—en) —2imexn e
/neRN |V\( ) ”5 Yyeru(ex —ev)e 2@ Hzﬁ z; &) — W(x; & — en) @) dn
montre que pour tout X C RY borné
Jx|ovu —oix FVEE _ _simson, .. ’
o IS { [ V160 sup [ €) - V(i€ = o)y 0

Cette quantité tend vers zéro par convergence dominée en effet a n fixé

. 2
V(x5 &) — e 2N (13 € — em) LX) 0 localement, uniformément en &
supgex [[¥(2;€) — e 2™ M (25€ — el oy < 2| ¥ ||

SECONDE KETAPE. (Approxnnatlon L} .(€) faible)
Sachant par I’étape précédente qu’au sens de L;, (&) fort

0iu(€ + €' 2T (€ — ea'/2) = oL (€ +ea' [2)T, (€ — ea'/2)

61



~ [ VOoietena—enmiE—ed Din— | Vnoi(Eter A7 (E—er! 2 ey

ne
on a en particulier Vo € C°

L(p) = /RN [0%u(§ + &2’ /2T, (€ — a'/2) — 03, (§ + ea'/2)77, (€ — 2’ /2)]p(£)dE

~ [ [Vinos(e+ea /2~ enf2ym(e - ea' /2 + en/2)lp(E + en/2) - w(€ — en/2)ldédy
d’ol1 une majoration du type
1L (0)| < e[TLul I Vo llzell VV llrzill w llzell v llzll ¢ Il ] & ]

ou I'; i, C I' est une partie finie suffisamment étendue, fonction des supports bornés de ¢

et V. Le théoréme résulte de cette borne.
O
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2.4 Homogénéisation dans un niveau isolé.

Résumé. Cette partie est consacrée a ’homogénéisation des transformées de Wigner
dans un niveau isolé. L’énoncé obtenu concernant les états mélangés (théoreme 2.10) est
tres satisfaisant. La version concernant les états purs repose sur une hypothese de petitesse
sur | V' ||o probablement purement technique car le théoreme 2.9 sera démontré en dimen-
sion un sans restriction sur || V ||oo-

Supposons que p indexe un niveau isolé simple. Projetons 1’équation d’évolution de la
solution globale u de 1’équation de Schrodinger d’hamiltonien H® + V. On obtient une
équation d’évolution pour la transformée de Wigner du niveau p :

ie0yu = H*u + Vu = ie0;(Iu) = H*(ITu) + 15 (Vu)
ie0yw; (Mpu; I u) = wi (H T u; TR u) —w; (T u; HETu)4ws (I (Vu); Hhu) —w (T u; T (Viu) )
Dorénavant v = u(t) € L*(R") dépend du temps ¢ et du parametre &.
Les deux premiers termes sont facilement équivalents & —ieV E, (k) V ws (IT;u; ITou) par

la régularité analytique (C' suffit) du niveau E,. Les deux derniers termes sont (formelle-
ment) équivalents & +icVV (2)Vyws(TI5u; [I7u) moyennant des hypothéses & préciser.

Ainsi le probleme de ’homogénéisation de la transformée de Wigner du niveau p se
résume a la question : pourquoi les trois séries suivantes d’apparences similaires ont méme
limite ?

. 1 (ws (ML (Var); o) — wf (TTow; T (V)

; V(y) =V _
= syererr [ [LUVE i - SR + s utuya)dyas
1 £ 3 3 g 3 3
° - (ws (VI u; Eu) — ws (1T u; VHpu))

i Ve —ey/2)-V(z+ey/2) ., € —, € _
=Y eret? ’”// ( v/ )5 ( 1/ )Kp(x—g;y)Kg(:rJrg;z)u(y)u(z)dydz

o iVV(z)Vpws (I u; ju)

— 276F6+2i7rk'y / / _’)’VV(Q?)K; (.’L‘ . ey

— €
5K (@ + 55 2)u(y)a(z) dydz

ou le noyau K, est défini par I'expression (2).

REMARQUE. Dans ces formules intégrales, I’approximation du quotient différentiel de
V' par Paccroissement linéaire correspondant, légitime lorsque V' € W2%*®(RV), permet
d’isoler les problemes dus au potentiel extérieur (V') dans un (simple) facteur multiplicatif
(VV) quitte a remplacer V par le potentiel linéaire. C’est le lemme 2.4. Cette réduction
au cas linéaire (qui ne trouvera d’application par la suite qu’en dimension un) prolonge la
discussion de la proposition 2.10.
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Lemme 2.4 Pour V€ W»®(R") 3, le y**™coefficient de Fourier de
1 € £ £ 13 £ £ 2 £ 13
. (ws(Hp(Vu); I u) — wi (I u; Hp(Vu))) — Im wi (I, (Vu); I u)

vaut & peu prés VV (z) // Y ; ZK;(x - ?; y) K (x + %; 2)u(y)u(z)dydz

Vapprozimation s’entend au sens de L'(RY).
Le ~v*™e coefficient de Fourier de

1
. (wi(HZ(Vu); ) — wi (T u; H;(Vu))) —iVV (2) Vews (I u; T u)

— LKz + 2 2)uly)u(z)dydz

2 2

VK (x
Uapprozimation s’entend au sens de L'(RY).
PREUVE. Introduisons le quotient différentiel

Vie—ey/2+y)—V(e+ey/2+2)— (y—2z—¢ey)VV(x)

V(e ) —
QY(z5:2) !
alors
K¢ &Y. \TE g7, _
[ [P0 O e - 2Ry + T 2yl avez
= //QZ(x;y;z)K;(x—?;x—%{y)ﬁ;(aﬁ—%;x+%+z)u(z—%—Fy)ﬂ(m%—%Jrz)dydz
6 r}/ T7e 87_ —
+VV(x //—K 5 5 y) K (x + ?,z)u(y)u(z)dydz
Le premier terme dans lequel )7 figure est négligeable car dominé par
1
1V lloo [ [ Iy =2 = e7l(lyl+ |2l + |ev)
€ € € € € €
K |(z — %;x - % +y) | K| (x + g;x + % + 2)||ul(x — % +y)|u|(z + ?7 + 2)dydz

=1V I [ [ly=2 =215+ l2l + 1)

KYE oY +y)|K;|(§ _ %; g + % + 2)|ul(z — ? +ey)|ul(z + ? + e2)dydz
<e || V2V lla [ [ (yl+|zl+171)2 Aexp(— Blyl) Aexp(—Blz|) ul(a— S +ey)lul @+ S +22)dydz
de norme L'(RY) majorée par

el V2V looll w132 [ [ 1+ 121 + 7)) Aexp (= Bly|) Aexp(— Bz dydz

I1 suffit d’appliquer a @7 des inégalités d’accroissements finis.
La méme idée s applique a I'identification

de VV (2 )//(y VK- (2 — 7,y)1r<fs(a;+77 2)u(y)a(z)dydz
avec// b+5 (Z__)KE( —g,y)KE(x—k ; 2)u(y)u(z)dydz

3VV uniformément continu borné suffit.
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respectivement, avec // Viy) = Z(z —€7) K, (v — ?; y) K (x + %; z)u(y)u(z)dydz

1 yt+z ly — 2 2

suffit de remarquer |V (z+y)—V(z+2)—(y—2)VV(z+ 5 )| < 5 Il VV 0o
2

respectivement \V(x—%%—y)—\/(a:—?%—z)—(y—z)VV(ac—%ﬂ < % | VV |loo

qui sont des inégalités d’accroissements finis.
O

Nous attaquons maintenant en détail le probleme :
Oyw (I u; IEu) + VE, (k) Vewi (I5u; T u) — VV (1) Viw (T u; T u) 50
en tachant de vérifier la négligeabilité de la différence
1 1
- (wi(H;(Vu); [Du) — wi (I u; H;(Vu))) - (wz(VH;u; ) — wi (T u; VH;u))
a I’aide des hypotheses u € L? borné, H°u € L? borné, V € CJ(RY) et VV uniformément
continu borné.
La limite ¢ — 0 dans I’équation exacte :
Opw (Mo u; IEu) + V EL (k) Vew; (I u; IR u) — VV (2) Viws (T u; T u)

_ _2 (ws (HE T u; Tlou) — wi (T5u; HIw) ) + VB, (k) Vws (Tu; TEu)

—é (wj(VH;u; [Tu) — w (I u; VH;u)) — VV(2)Vews (I u; T u)

—2 Re wi(cpu; I u)

donne I’équation homogénéisée :
Owy (I u; I u) + V Ep (k) Vow) (I u; Iu) — VV (2) Viw) (I u; T u)

I;
T

= —2 Re wj(cju; I5u) = —2VV (z) Re wj( .

u; T u) (21)

P

Plus précisément le symbole wS(Hf)u; [I7u) sous-entend une extraction dans ¢ — 0,
moyennant quoi wj(II5u; IT5u) converge dans P’ localement uniformément en temps.
L’existence d’une telle extraction résulte (du procédé diagonal et) de I’équicontinuité
de la famille {w¢(Tu; TI2u) | 0 < e < 1} € C°(Ry; P'). Cette information est contenue dans
I’équation exacte sous la forme :
7 0w (ITu; II;u) € P' est borné uniformément en temps ”

C’est un critere classique d’équicontinuité en temps.

Remarquons pour commencer que le terme source —2 Re w? (cpu; ITu) admet différentes
écritures équivalentes :
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Lemme 2.5 A travers la transformée de Wigner périodique c;, et 1T sont autoadjoints

w (chu; v) = wl(u; )
w)(Meu; v) = w] (u; Ew)

lorsque v et v désignent des suites bornées dans L?,
; ; 0 €9, — a0 (0, A€ _ 0(,.€,,. _ 0(.€,,- TTE
en particulier wy(cpu; u) = wy(u; cgu) = Re wi(cyu;u) = 2 Re wg(cyu; Hu)

PREUVE. C’est un fait général si c. = ¢! € L(L?) commute & peu pres avec les opd

a" (z;eD) périodiques réguliers alors w%(c.u;v) = w?(u; c.v) car

| < wi(cou;v) — wi(u; cev)|a >pryp=< ﬁ\[aw(x; eD);c]u >gxs |

<\l w |zl v |22l [@" (2;eD); ¢ || £(z2y— O uniformément en u;v € L? bornés
Comme c; et II; commutent & peu pres avec les opd a" (z;eD) périodiques réguliers (voir

théoreme 2.9) on a

2 Re wi(cyu; ou) = wi(cou; Tou) + wi (T7u; cou)

~ wi (I cpu; u) + wi (eIl u; u) = wi (e, + e 10 )u; u) = wg(cpu; u)

Rap%elons aussi I'identité algébrique I cp + cpl1o = cp.

L(L?) reste borné lorsque V. € W2 (RN) satisfait

He, V.
Lemme 2.6 L’opérateur HZM €
€

les conditions
VV. € L®R"Y) borné eAV, € L™(RY) borné

PREUVE. Pour v € H? et v € H? appliquons (7) par dualité &
HE;‘/; HE,‘/; £ ste
e Ve s e T e s < il e O AV e 1 9V )

H*; V. . , , ,
L’opérateur HZM de domaine naturel H? C L? est un opérateur borné densément

€
défini qui s’identifie & un élément de £(L?) dont la norme reste bornée dans les conditions
du lemme.

O

Lemme 2.7 Lorsque V € WH®(RY) est lipschitzien eV ST € L(L?) reste borné.

PREUVE. Soit V. = V * p, € W2>®(RY) l'approximation par convolution avec p, =
Zp(2) ot p € CP(RY) & support compact dans la boule unité est normalisé fpv p = 1.

V-V
£

| o< VV ]leo [ VVelloSIVV [loo [ €AVE [oo<[| VV [[acll Vi ||
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(155 Ve] (115 V]

. bl 13 . . 7 . s
Notons 7;, = i——— I'analogue du commutateur ¢; = i pour le potentiel régularisé.
€

€
D’abord 7; € L(L?) reste borné d’apres la proposition 2.7.
Ensuite la différence

ETTE eTTE . € V- V; € V - va € . €
eV Il — eV Il = ie VI . I —i . eVIL +i(VV, — VV)II
reste bornée
V-V,

| eV Il — eVAILE [l o)< 2 ||

— lleoll €VIL llequz) + | VVe = VV loc

S2[[VV flo (14 || €V, [l2)

car || eVIE |l <|| Ep lloo + || v ||loo reste borné d’apres la premiere étape de la preuve
de la proposition 2.11.
Enfin (par cette méme idée) on a

| eVAILu |[7.=< —e? AL ul I u > <|| —e* Ay I u || 2] vIu || 2

avec
—? AT = (H® — E,(eD)) 1L + (E,(eD) — )5 1L,
H®; V, |Ep(eD); Ve € ETTE
= —i[ 8’ ]Hf, + z[ p(sg ) ]Hp + (Ep(eD) — v),11;
N [HE; VTE] € 2 4 ste
ol ITo € L(L?) est borné par (7) car || eAV, ||oo + || VV; [loo< C% || VV |0,

£
E,(eD);
L (BEDrv
£
On en déduit || eVTTs || 212 <[l e VI |22y +C5 || VV ||oo

avec || eVYIL |22 < Co(1+ || VV [|o), €t le lemme 2.7 est prouveé.
0

L(L?) est borné par (10) car || E, ||z + || VVz [|o< C¥%+ || VV || 0o-

Dans la source (—2 Re )w(c5u; IT5u) décomposons u = II7u+3q.,IT5u orthogonalement
w; (cyu; ou) = wi (eI u; T u) + Bgpws (cpITgu; T u) (22)
et observons les faits suivants :

o wi(cu; Eu) = w(cu; Eu) 4+ Xgpw? (I u; Tou)
L’interversion de limites (convergence en € et sommation en ¢) est justifiée par la
convergence uniforme de la série au sens faible o(P’; P) :
< wi(cqu; ) = So<qenws (G Ilgu; Tiu)|a > pixp
<[l a¥ (D) lleall & el Tou [z /Sasn || Tou |22
<Il a"(z;eD) ll el ¢ llewll yu |2l How |2 / min [ Ey|
< Cste/ min |En| < Cste/nZ/N
On suppose ici H*u € L? borné.
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° w?(c;Hf,u; H;u) = wg(H;c;H;u; H;u) =0
En effet que II7 est autoadjoint a travers w? fait Pobjet du lemme 2.5.

On invoque ensuite I'identité algébrique IIZ ¢ 117 = 0 pour annuler la transformée.

o (E, — Epw)(c;ITu; TIou) = w ([ 11z V]w; TTouw)

en tant que distribution de toutes les variables (¢; x; &) temps inclus.

Effectivement ie0;wf(c,[1zu; [T u)

= wj (Il Hu; TIou) — wi (cpu; T Hu)

+ws (cpI1g Vs Tlou) — wi (cp I u; TV v)

= wi (Ey(eD)cylgu; I u) — wi (cpzu; Ey(e D)1 u)

+w; (Ve lou; Tou) — wi (e u; VI u)

+w; ([cp; Eq(eD)|eu; TEu) + wi ([ s Vw; u) — wg (cpMgu; [T1; V]u)

~ (Bq — Ep)w) (e ou; Tu) + wl ([ Vi T u)

a un négligeable uniforme en temps pres.

L’approximation repose sur la commutation approchée [c;; E,(eD)] — 0 de la propo-

sition 2.9.

Bien siir [H;; V]= —1iec, — 0 car ¢, est borné d’apres la proposition 2.7. On en déduit
w ([T Viu I u) & (B, — Eq)wy (¢ IT5u; u) + ieyws (¢ u; I u) (23)

pq

a un négligeable uniforme en temps pres.

o [I; V] — 0= wi([egTle; Viu; Iu) = 0
Cette implication résulte de I'identité élémentaire [cpII%; V] = co[II5; V] + [cp; VITZ
dans laquelle la commutation approchée [c5; V] — 0 de la proposition 2.9 fait dispa-
raitre un terme.

Pour autant le commutateur avec un niveau ¢ quelconque [Hg; V]u € L? est-il négligeable ?
A priori non, d’apres le théoréme négatif 2.8. Le dernier point est donc concrétement inap-
plicable.

Mais (moralement) négliger w?[c5I15u; IT5u] en négligeant le terme intuitivement * plus
petit wg([c;l_[fl; V]u; IlSu) ressemble quand méme a un progres.

Poursuivons dans cette voie par itérations.

Lemme 2.8 Notons ¥"[c;IIt] = [[[I; V]; V]---; V] litéré n > 1 fois du commutateur
v =1[;V] € L(L(L?)) contre V € CJ(RY) supposé de gradient uniformément continu borné
alors :

(Ep — Eq)"w (¢ ITu; ) = w) (v [T Ju; T u)

q

en tant que distribution de toutes les variables (t; ;&) temps inclus.

PREUVE. Supposons dans un premier temps V' € W2 (RY) pour simplifier.

4Voir néanmoins I’objection du lemme 2.3.

68



Par analogie avec la preuve de I'égalité (E, — Eq)w? (c;IT5u; TIu) = wi([cIT5; Vu; 5u)

écrivons une équation d’évolution sur I'inconnue wj(y"*[c; 115 Ju; Tl u) -

ie0yw; (7" [epI1gJu; T u)
= wi (7" [c; g ] H*u; ILu
+ws (7" [ 1]V u; Tou
= wi (B (e D)y"[ep1TgJus; Tou) — wi (v [cp 1Tz |u; By (e D) u)
+wg (V" eIz Ju; T u) — wi (v [ ITg Ju; VIIZu)
+wi (Y e TgJus TTou) — wi(y" [T s [I1; V]u)
+wi (V[ I (H® — Ey(eD))u; Iu) + wi([v" ;15 ]; Ey(eD)]u; )

o (Ey = Byl (77 [e5TIe s o) + (97 T Thw) s (" [TTE (H — By (e D)) Thow)

a un négligeable uniforme en temps pres.

L’approximation repose sur la commutation approchée [y*[c;I1;]; E4(eD)] — 0 au sens
de L(L?), conséquence de la commutativité approchée de Eq(eD) avec chacun des termes
¢y, 11z et V' par la proposition 2.9.

Il reste a négliger

S T s T Hw)
wi(y" [c HE]u HgVu)

\—/v\—/v

YIS (H® — Ey(eD)) = So<ken(—1) CEVFSTIEV™ " (H® — Ey(eD))

= —Yo<ken(—1)FCRVFCTIE[H® — Ey(eD); V]

[He; ank]

~ —EEOSkSH(—l)kCSch;HE vu que E,(¢D) commute & peu pres avec V"

Hs V- k]

Or Hg[ L(L?*) reste borné d’apres le lemme 2.6 on aboutit ainsi &

wy (Y S Ju; Tu) & (B, — Eo)wy ("I Ju; TTou) + icdw} (" (¢ Ju; T u)

a un négligeable uniforme en temps pres, d’ou ’assertion par récurrence sur n > 1.

Abordons maintenant le cas ot V€ W1 (RY ) est (seulement) lipschitzien. Considérons
une approximation uniforme de V équilipschitzienne notée V. telle que eAV. € L®(RY)
reste borné.

Notons 72 [c 115 ] = [[[cf,Hfl, Vo) Ve - -+ Ve itéré m > 1 fois du commutateur ., = [-; V2] €

L(L(L?)) contre V Alors w) (v*[esTIe Ju; TTsu) = w (2 [ 115 Ju; TT5u)
car Y[ IIE] — 2 [cpl1s] € E(L2) tend Vers zéro comme || V- V |loo Par construction.
ieOyws (V2 [cp TG Ju; 15 u)
= wi (72 [ g Hou; T u
+wg (77 [ g ] Vu; T u
= wi(Ey(e D)7 [ IG]u; 1w
+wi (VAL e 1T Ju; TEu

ve [epTTE Ju; T He w)

e [ep TG Ju; T V)
oA [ans]U'E (5D)H;u)
ClesITE Ju; VT u)

—w

\—/v\—/v

s
w; (Ve
wg(
wy(
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(2 T s TTou) — wf (V2 [ TIE s [IT5; V)
(V2SI (HF — B, (D))us Iu) + wi (2[5 T1E); B, (D)Jus 1u)
ot (P TIE] Ve — Ve Tiz)
~ (By = By (v (e TgJus TTou) 4wl (37 [ef 12 s TEu) + wf (2[5 15 (HE — B (¢ D)) )

ou VP IE](H® — Eq(eD)) € L(L?) s'avere négligeable comme précédemment d’apres le
lemme 2.6 appliquable par construction de ’approximation V.. On en déduit

w? (v "“[CEHE]U u) ~ (E, — E)wl(y" [ Tz Ju; T u) + ieQpws (2 [cpTTE Ju; T w)

a un négligeable uniforme en temps pres, d’ou ’assertion par récurrence sur n > 1.
O

Tous les arguments sont rassemblés pour tirer la conclusion suivante : puisque le niveau
p isolé simple est séparé d’un niveau g # p quelconque d’au moins

inf |E, — E,| > min {inf |E, — E, 4|;inf |E, — E,11|} = a > 0,
dans I’égalité valable pour tout n > 1

AR

wg(csl_[su; TPu) = wg(i
Pt = s, g

u; [7u)

on peut passer & la limite n — oo lorsque le potentiel || V ||oo< «/2 est petit sachant
qu’alors

7" es 1]

21V Jl)”
I g e o 1 el 611 e (=) 16 a0

Il en résulte que w ( I5u; ITou) = 0 pour tout g # p, puis que wg(c;f)u; [Fu) = 0.
On vient de demontrer

Théoreme 2.9 Homogénéisation dans un niveau isolé pour des états purs.
Si p indexe un niveau isolé simple de I’hamiltonien périodique H® = —e?A + U(%) alors
pour V € CQ(RY) petit au sens
21| V Nl min {inf |Ey — Ey|s inf | By — Epya}

avec la régularité VV uniformément continu borné,
la transformée de Wigner wg[H;ug] dans le niveau p pour la solution u®

et = (H® + V)u®
uf(t =0) = us € L2(RY) borné (H®u$ € L? borné )

suit ’évolution ywl[TIuf] + V E, (k) Vwl[I5uf] — VV (2) Vew? [T uf] = 0.

La version concernant les états mélangés ne nécessite aucune restriction sur || V' || :
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Théoreme 2.10 Homogénéisation dans un niveau isolé pour des états mélangés.

Si p indexe un niveau isolé simple de ’hamiltonien périodique H® = —e2A + v(%) alors
pour V€ CQ(RY) de gradient VV uniformément continu borné,

la transformée de Wigner w)[IL; p°I15] dans le niveau p pour la solution p* = Lie  Nui ®
u; du mélange

icow; = (H*+V)u;  Viel
{us(t=0)]i € I} € L*RY) orthonormale (H®us(t = 0) € L? borné )
Yier| X <1 ELNEZ-€1|)\§|2 borné
suit I’évolution ywl[T1E p°TIE] + V E, (k) Vowd [T p L] — VV (2) Vw5 p°TIE] = 0.
PREUVE. Etant donnée (uf);c; une suite de solutions L?-orthonormales, étant donnée
une combinaison convexe Y;cr|A;| < 1, la transformée de Wigner dans le niveau p pour le
mélange p° = S Aiug @ uf € TR(L?) suit I’évolution

(0r + VE,(k)V, — VV (2)Vi)wi [T p°TIF] &= —2 Re wi[SicrAjc, (1 — 117 )ui @ [T7us]

L’approximation s’entend & un terme pres du type X;crA; NP avec Ni € S’ négligeable
uniformément en temps, uniformément en 7 € I d’apres I’étude précédente (21) appliquée
a la combinaison convexe w;[II7 p°I17] = Y Aswi [T ug; TP ug]. On obtient donc I’équation
homogénéisée

(0 + VE,(k)V, — VV (2)Vi)wlIEp T ] = —2 Re w)[SierAich (1 — T15)uf @ IT5us]

Dans le terme source décomposons 1 — II7 = 3,117 orthogonalement :

. wg[Ziel)\fc;(l — I )u; ® 5us] = Eq;épwg[zig)\’g‘c;ﬂguf ® I5us]

On suppose ici H*u¢ € L? borné uniformément en ¢ € I pour justifier I'interversion
de limites.

o (B, — EJulSier il us @ ;] = wS[EieV\ﬂCZHfI; V]ui @ I u;

i opqg i 7
en tant que distributions de toutes les variables (¢; x; ) temps inclus.

ACiad ' 0 € ET[E9/E €9/€
Précisément ie0yw;[Sier Aj eI us @ I15us]

1“prrqgt
= (By — Ep)w)[Bier A Ilgu; @ Touf] + w)[Sier ;[ 115 Vv © s

a un terme pres du type X;c; A NP avec Nf € S’ négligeable uniformément en temps,
uniformément en 7 € I. Pour plus de détails voir la justification de (23).

o w[Vier X5 [TIE; Vus @ TS us| = w)[Eier A [115; Vg @ coIlous
On mentionne ici cette relation ou le commutateur [H;; V] est isolé pour pouvoir lui
appliquer la proposition 2.17. Cette simplification qui repose sur le lemme 2.5 n’est
pas essentielle.

o w[Vier X5 [I15; Vug @ SIS us| = wr-w’[Sier A [T15; Vg @ eI us]
Pour que la série de Wigner (a la limite w?) s’écrive comme périodisation de la trans-
formée de Wigner continue (& la limite w°) il suffit d’apres le théoréme 1.3 qu’un
des arguments soit e-oscillant. Ici ¢plI7uf est e-oscillant car eV Il us est borné uni-
formément en temps, uniformément en ¢ € I, d’apres le lemme 2.7.
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On en déduit (E, — Eg)w][Sier A5 us @ MEus] = wp-w[Bie X [115; V]ug @ cSITous).

1opTrqg e

Tous les arguments sont rassemblés pour conclure.

Lorsque E—NZZ-H\/\ﬂQ < 1 est un vrai mélange,

1 1
SYierNu @ Gl us € HS(L?) est borné || K, ||zs<|| ¢ e E—Nzie[uf\?

K. =——
€7 N/ piip i

Ainsi w*([II;; V]K,) — 0 faiblement (L?; L*) en vertu de la proposition 2.18.
La division dans (E), — Eg)w?[Sie A ITus @ Ius] = 0 est possible,
d’ott wl[Xier NecE e us ® [TTu;] = 0 et I’évolution sans terme source est prouvée.

1 -pTrq e
]
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2.5 Homogénéisation loin des croisements.

Résumé. Cette partie est consacrée a ’homogénéisation des transformées de Wigner
dans un niveau quelconque. L’étude est menée loin des croisements au moyen d’une tronca-
ture. On évite ainsi ’hypothese de concentration loin des croisements pour la transformée
de Wigner initiale pour la raison que cette condition ne serait pas préservée dans le temps.
Le théoreme 2.12 obtenu pour les états mélangés ne se généralise pas facilement au voisi-
nage des croisements. En dimension un il faudrait qu’il reste conforme a I’homogénéisation
du théoreme 2.21.

Supposons que p indexe un niveau quelconque non nécessairement isolé simple.

Soit u = u?(t) € L*(RY) la solution de ’équation de Schrodinger d’hamiltonien H® +V .
Etant donné x € COO(RN ) supporté loin des croisements avec le niveau p,

quelle évolution suit w} (115 x (e D)u; I x (e D)u) = x*w (Tu; TEu) ?

Lemme 2.9 Pour V e CY(RY) de gradient VV € FL'(RY) on a
X (0wl (M TTEw) + VB, (k) Vpwd (Meu; o) — V'V (2) Viw (Mu; Tau) )
= —2 Re w)(c;x(eD)u; I x (e D)u) (24)
PrREUVE. La limite ¢ — 0 dans I’équation exacte :
0y + VE,(k)V, — VV(2)Vy,) wi (T x (e D)u; TE x (e D)u)
= ; ( s(HAIE x (e D)u; I x (e D)u) — wi (7 x (e D)u; HIT, x (e D)u ))
+VE,(k)Vwi (I x (e D)u; T x (e D)u)

—g(wg(vng (eD)u; ey (eD)u) — wi(II5x(eD)u; VT x (e D)u) )
—VV () Vs (T x (e D)u; T x (e D)u)

9 Re ( “(x(eD)u; (e DY) + wi (1 XEDE V] e D)y ))

donne 'équation homogénéisée :
(0 + VE,(k)Vy — VV(2) Vi) wl (IL x (D) u; I x (e D)u)
i\ x(eD ;V .

= —VX’VVw)(ILu; I u) — 2 Re wl (¢ x(eD)u; I x (e D)u)

= —2 Re (w?(cﬁx(sD)u ILx(eD)u) + 2(11;
qui s’identifie a (24) sachant que w{(IT5x (e D)u; I x (e D)u) = x*wg (M5u; Tow).
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Une nouvelle fois, le symbole wg(IT5x(eD)u; IT5x(eD)u) sous-entend une extraction
dans € — 0 moyennant quoi w (st(eD)u st(sD) ) converge dans P’ localement uni-
formément en temps (voir la remarque correspondante page 65).

Le terme V E,, (k) V,w (ITs x (e D)u; IIs x (€ D)u) s’obtient par la régularité analytique (C*
suffit) du niveau E, loin des croisements au voisinage du support de x,

le terme VV(x)kag(H;X(aD)u I x (e D)u) s’obtient par la régularité supposée V € C
et VV € CY du potentiel extérieur,

le terme Vx*VVw?(II5u; II5u) s’obtient en décomposant

ilx(eD); V] ix(eD); V]

I = Vx(eD)VVIL + x(eD)[I15; VV] + TI5( — Vx(eD)VV)
et en invoquant la commutation approchée x (¢ D)[II5; VV] — 0 de la proposition 2.11 pour
VV € Cf ainsi d’ailleurs que le lemme 2.2.

Seul le terme source —2 Re w?(c;x(eD)u; Il x(eD)u) sort un peu de lordinaire. La
définition de ce terme repose sur la proposition 2.13 qui borne ¢;x(eD) € L(L*) pour
V e Cf et VV € FL' au moins. Au contraire w)(cu; IT5u) serait insensé vu que cju € L?
est généralement non borné.

O

Lemme 2.10 A travers la transformée de Wigner périodique ¢, x(eD) and TI: x(e D) sont
autoadjoints

{ wg (x(eD)u;v) = wo(u, &x(eD)v)
s(ILx(eD)us v) = wi(u; IEx(eD)v)

lorsque v et v désignent des suites bornées dans L?,
en particulier w)(c;x (e D)u; x(e D)u) = wi(x(eD)u; c;x (e D)u)
= Re w)(c;x(eD)u; x(eD)u) = 2 Re w)(c;x(eD)u; I x (e D)uw)

PREUVE. Comme cx (D) et II5x(eD) commutent & peu pres avec les opd o (z;eD)
périodiques réguliers (v01r la proposition 2.16) on a
2 Re wi(cpx(eD)u; I x (e D)u)
w (e x(eD)u; I x (D)) + w (I x(e D) o x (D))

w; (I x(eD)e px(eD)u u) + wi(c px(eD)HE (D)u; u)
= wi( (SD)(HECE + 1) x (e D)u; u) + wi ([c;; x (e D)]x (e D) u; u)
:Dwg( (eD)ch(eD)u; u) + wi([cp; X (eD)]x (e D)pu; u) ~ wi(x(eD)cyx (e D)u; u)

Lemme 2.11 PourV € C§(RY) supposé de gradient VV € FL'(RY) l'opérateur Ve x (e D)IL; €

L(L?) reste borné.
PRrREUVE. Il s’agit d’une adaptation du lemme 2.7. Le role essentiel de la troncature est

de borner ¢;x(eD) € L(L?) et de rendre E,x régulier. Nous ne détaillerons pas plus.
U
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Dans la source (=2 Re )w?(c;x(eD)u; I5x(eD)u) décomposons u = Tlu + gz, IT5u
orthogonalement

wf (e x(eD)us (D)) = w (eh(e D) I5u; T (D)) + iy (e (e D) s T x (= DY)
(25)
et observons les faits suivants :

wg (epx(eD)u; IEx(eD)u) = wi(cpx (e D) u; IEx (e D))+ g pws (¢ x (e D)gu; I x (€ D)u)

L’interversion de limites (convergence en & et sommation en ¢) est justifiée par la
convergence uniforme de la série au sens faible o(P’; P) :
wi(ch(e D) (D)) ~ Socqentss (¢ (D) s sx(eDYu)la > prp
<[l a" (z;eD) || el x(eD) e || Tox(ED)u |12 /S || Tu |3,
<|l a"(z;€D) |lcz2ll x(eD) [l | Wpx(eD)u |[rell Hu |2 / min | By
On suppose ici H*u € L? borné.
Il faut de nouveau préciser ici que ¢§x(eD) € L(L?) est non trivialement borné par
la proposition 2.13.

o w (30 x(eD)ILu; I x (e D)u) = w)(IE x (e D) x (e D)L u; 1T w)
= wy(x (5D)H5 I x (e D)u; Tlu )— 0
En effet que HIE)X(ED) est autoadjoint a travers w? fait Pobjet du lemme 2.10.

o (Ep — Eg)w](c;x(eD)Igu; I x (e D)u) = w] (x(eD)cyx (e D)[TI5; V]u; Tju)
en tant que distribution de toutes les variables.
Pour démontrer cette relation nous exploiterons comme dans le cas d’'un niveau isolé
une équation d’évolution exprimant certaines oscillations en temps sous forme d’un
terme £0; négligeable.
iedyws (¢ x (e D)gu; 1T x (e D))
= wj (cpx (e D) Heu; TIox (e D)u) — wi (¢ x (e D)Tgu; Ty x (e D) Hou)
Fws (e x (e D)LV u; I x (e D)u) — wj (c;x (e D)Tu; I x (e D) Vu)
= wi(Eq(eD)cpx (e D)gu; T x (e D)u) — wi(cx (e D)gu; £, (e D) x (e D)u)
+wi (Vepx (e D)u; 7 x (e D)u) — wi(cgx (e D) u; VHEX(SD)U)
(& x(eD) T Vs T (eD)u)
+wi([c;x(eD); Ey(e D)zu; I x (e D)u) + wi([c;x(eD); VIHzu; s x (e D)u)
X (eD);us TE[x (e D); Vu) — ews (¢, x (e D)TGu; cpx (e D)u)
(Eq Ep)w,(cpx(eD)Tqu; Tl x (e D)u) + wy (x(e D) x (e D)[Mg; V]u; Tju)
w2 (x(eD)[¢;x(eD); By D)us o) + ) (x(e D) [ x(e D): VITus i)

E
S
E
S

¢ S N

8
@ M
—

Les deux dernieres expressions sont négligeables par la commutation approchée de
¢ x(eD) avec les multiplications et les dérivations périodiques conformément a la
proposition 2.16.
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On en déduit
(Ep — Eg)w, & x (e D)Iu; I x (e D)u] + iedyw[cx (e D) u; 11 x (e D) u]

~ wl(x(D) (D)L Vs TT5u) (26)

a un négligeable uniforme en temps pres.

o w)(x(eD)eyx(eD)[IIg; V]us Mu)
est une mesure supportée (en £) dans I’ensemble des croisements avec le niveau gq.
C’est une conséquence de la proposition 2.11 appliquée au commutateur [HZ; V] d’in-
dice gq.

o w)(cEx(eD)Lu; 15 x (e D)u) est nul pour ¢ grand devant p
(par exemple deés que inf |E, — E;| > 2 || V ||c0)-
En effet 1a méthode par itérations employée dans le cas d’un niveau isolé pour négliger
w] (s TTEu; T2 w) sous 'hypothese 2 || V || < inf |E, — E,| s’adapte terme & terme en
substituant c;x(eD) respectivement II°x (e D) & ¢ respectivement 1T,
PR 0( € €, TTE —
d’ott wy(c5x (e D) u; I x (e D)u) = 0 pour ¢ € N grand.
Pour ¢ € N proche de p € N la question w} (c;x (e D)ITu; I x (e D)u) < 0 reste ouverte.
On peut néanmoins énoncer ce qui précede sous la forme :

Théoreme 2.11 Homogénéisation loin des croisements pour des états purs.

Etant donné p € N un niveau quelconque de ’hamiltonien périodique H® = —62A+U(f)
il existe un ensemble fini N(p) C N tel que la transformée de Wigner wl[II5u®] dans le
niveau p pour la solution u®

et = (H® + V)u®
uf(t =0) = u5 € L>(RY) borné (H®u5 € L? borné)

suit [’évolution
X (0 [T5we] + VE, (k) V,uwd[IEuf] — VV (2) Viw? [MT5uf]) = 0

pourvu que X € C soit supporté loin des croisements dus auzr niveaux inderés par N (p).
Le potentiel V € CJ(RY) est supposé régulier au sens VV € FL'(RY).

La version pour les états mélangés est beaucoup plus satisfaisante :

Théoreme 2.12 Homogénéisation loin des croisements pour des états mélangés.

Si p indeze un niveau quelconque de ’hamiltonien périodique H® = —e?A + v(£) alors
pour V € CY(RY) de gradient VV uniformément continu borné,

la transformée de Wigner wg[H;pEH;] dans le niveau p pour la solution p° = Licr Aiué ®
u; du mélange

et = (H +Vyue  Viel
{ué(t =0)|i € I} C L*(RY) orthonormale (Hus(t = 0) € L? borné)
Yier| A <1 v ier| X[ borné
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suit [’évolution
X (0l p°TIS] + V E, (k) V,wd [T p°TI5] — V'V () Viwd[II5p°IE] ) = 0
pourvu que X € C3 soit supporté loin des croisements avec le niveau p (seul).

PREUVE. Etant donnée (u$);c; une suite de solutions L?-orthonormales, étant donnée
une combinaison convexe Y;cr|A5| < 1, la transformée de Wigner dans le niveau p pour le
mélange p° = S Aiuf @ uf € TR(L?) suit I’évolution

X0+ VEy(k)Vo—VV (2) Vi) wi [T p°TIE] &~ —2 Re w[Sier A x (D) (1-115 )us @1 x (e D) s

L’approximation s’entend & un terme pres du type X;c;A; NP avec Ni € S’ négligeable
uniformément en temps, uniformément en 7 € I d’apres 'étude précédente (26) appliquée
a la combinaison convexe wj[II>p°II5] = Yier Ajw[II5us; TIZus]. On obtient donc I’équation
homogénéisée

X0+ V Ep(k)Vo—VV (2) Vi) wg I p°I1] = —2 Re wi[Sies Aicx (e D) (1-11 ) us QI x (e D) u]
En décomposant le terme source par la méthode du théoreme 2.10 on constate :
WO Zier Xichx(eD) (1 — I )uf @ MEx (e D)uf] = Zqptol[Tae N chx (e D) s @ T x(e D)
ou grace aux lemmes 2.10 et 2.11 le terme général d’indice g vérifie
(Ep— EJu’[Sies N x(eD)ILzus @I x (e D)us] = wl[Sier X[chx (e D)L Vg @ T x (D)

= wy [Sier ;[T V]u; @cp x (e D) x (e D)u;] = wr-w’[SierA; [1Ig; V]u; @y x (e D) x (€ D) ug]
Tous les arguments sont, rassemblés pour conclure.

Lorsque —Y;er|As|?> < 1 est un vrai mélange,

eN

K, = SierXju; @ ¢ x(eD)IL x(eD)u; € HS(L?) est borné

oN/2

£ 1 £
I s <l X llooll GX(eD) lleqra) 5 Teer X1

Ainsi w*([IT;; V]K,) — 0 faiblement ¢(L?; L?) en vertu de la proposition 2.18.

La division dans (E, — Eg)wg[SicrAjc;x (e D) Tzus @ IIF x (e D)us] = 0 est possible,
d’ott wl[Eies X o x (e D)ITeu; @ T2 x (e D)us] = 0 et le theoreme 2.12 est prouvé.

U
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2.6 Le cas monodimensionnel.

Résumé. Cette partie est consacrée a la description des niveaux d’énergie en une di-
mension d’espace. La théorie des équations différentielles linéaires d’ordre deux précise
considérablement la décomposition de Bloch des hamiltoniens périodiques. Les proposi-
tions 2.24 & 2.27 détaillent une version (qu’on appelle ici discriminant) du déterminant
de Fredholm (D) général figurant dans le théoreme 2.5 de C.H.Wilcox. Les propositions
2.28 et 2.29 aboutissent au graphe des niveaux d’énergie. Les propositions 2.32 et 2.35
raffinent 1’équivalent spectral général (2.4). Le théoréme 2.13 est une remarque importante
concernant les dérivées des niveaux au voisinage des croisements. On trouvera pour finir
des exemples classiques qui illustrent la diversité possible des lacunes spectrales en une
dimension. Tous ces résultats ou presque sont adaptés du livre [MW].

On note I' = I'™* = Z C R de cellule unité Q = Q* =] — %; +%[C R.
Soit v € C°(R) un potentiel réel 1-périodique.
Pour ke R  Hp = —% + v(z) de domaine

1 - 1 1 . 1
D(Hy) = HY(@) = {6 € F@[o(+3) = *™o(~3)  ¢/(+3) = e/ (~ )} € L(Q)
définit une famille Kato-holomorphe périodique quasi-paire (H_; = C o H, o C ou C est la
conjuguaison) d’opérateurs selfadjoints minorés (par — || v || uniformément) & résolvantes

compactes sur L*((2).

La Kato-holomorphie généralise aux familles d’opérateurs non bornés dépendant d’un
parametre réel ou complexe I’holomorphie classique des opérateurs bornés définis partout,
voir T.Kato [K]. Ici toutes les propriétés des familles holomorphes de type A dans sa
nomenclature (domaine fixe) sont vérifiées car en notant Cj, la multiplication unitaire par
et2im<lk> Popérateur C_j o Hy 0 Cpp = —% — dirkZL + v(z) + 47?k? a un domaine fixe &
savoir H.

L’analyse des opérateurs différentiels ordinaires d’ordre deux elliptiques (de type Sturm-
Liouville) pour des conditions aux limites périodiques n’est pas aussi élémentaire que pour
des conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann. De fait deux solutions périodiques

indépendantes peuvent (co)exister. Ainsi pour certaines valeurs de F € R il se peut que
dim Ker(E — Hy) = 2 ou dim Ker(E — Hy ;) = 2.

Proposition 2.21 Les valeurs propres-spectrales E € o(Hy) sont réelles paires simples si
k & Z./2 mais sont simples ou doubles si k € 7/2.

Notant E,(k) Tpreo 00 la suite croissante infinie des valeurs propres-spectrales de Hy,
par la simplicité, E, est réelle analytique sur R — 7 /2.

PREUVE. Soit f une solution non nulle du probléme propre associé & et2* £ +1 sur
I'intervalle (0;1) par exemple :

[ auf=Bf ) =eE0) 1) = e p(0)

Nécessairement {f; f} est libre car si f = €?f alors d'une part f(1) = e 27 f(0) =
e?e2mk £(0) et d’autre part f(1) = e f(1) = e+ £(0) semblablement pour la dérivée
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d’une part f'(1) = e 27 f1(0) = ee %% f'(0) et d’autre part f'(1) = ¥ f'(1) = e?et* f1(0).
On aurait donc f(0) = f'(0) = 0 ce qui est absurde par I’hypothése f non (identiquement)
nulle.

Ainsi une solution générale de ’équation différentielle satisfait les conditions au bord si
et seulement si elle est proportionnelle a f.

Pour la question de la régularité, les valeurs propres simples d’opérateurs holomorphes
au sens de Kato ont une dépendance holomorphe. L’hypothese de simplicité donne a ce
résultat de théorie de la perturbation un caractere élémentaire. Ainsi I’analycité de E, sur
R — Z/2 peut étre considérée comme triviale au vu de [K]. Au contraire I'existence d’un
prolongement analytique sur tout R pour £, méme lorsque E, dégénére en une valeur
double sur Z/2 est un résultat beaucoup plus profond : (T.Kato [K] Theorem 3.9 Ch.VIL.)
"Let T'(z) be a selfadjoint holomorphic family of type A with compact resolvent defined in
a neighborhood of the real axis. All eigenvalues of T'(z) can be represented by holomorphic
fonctions on the real axis.” La proposition 2.37 détaillera ce point.

Pour un exposé auto-contenu de la théorie de la perturbation en dimension finie on peut

consulter [K] Ch.IL
U

Notons R§ € GLy(R) la résolvante & l'origine & savoir la solution de 1’équation différentielle
matricielle (RY) = (A — EB)RY  REF(0) =1 € GLy(R) ou

e[ia] o] e[ ]

e le wronskien det(RY) = 1 est constant car la trace du coefficient A — EB est nulle,

e lediscriminant A(E) = 1 Tr R{(1) donne le polynome caractéristique X2—2A(E) X +

1 de la matrice R¥(1) € GLy(R), ses racines s’appelent racines discriminantes,

e les éléments de matrice de RY sont formés des solutions normalisées y¥ et yZ de

I'opérateur —j—;#—v(:v)—Edéﬁnies par y¥(0) =1 (y¥)'(0) =0 y¥(0) =0 (v&)'(0) =
1. , ,
Evidemment RY porte bien son nom car — f"+vf = Ef < l J} ] (z) = R{ () l J}((((]])) ]

En particulier Vk € C, e*?™* sont les racines discriminantes,

si et seulement si cos(27k) est le discriminant,

si et seulement si il existe une solution k-pseudo-périodique € Ker — % +o(z) - F,
alors k € C est uniquement déterminé au signe pres modulo Z.

REMARQUE. Puisque v est réel £ € C n’est pas quelconque, '
en effet cos(27k) € R < (k € R) ou (k € Z/2 +iR) < (e**™ € U) ou (e**™* ¢ R*).

En une dimension la k-pseudo-périodicité de f se traduit de maniere équivalente par
flx +1) = et?* f(z) Vo € R ou par f(z) = et?™*2p(z) Vo € R avec p périodique.
Sauf mention du contraire périodique signifiera toujours par la suite périodique de période
un. La 0-pseudo-périodicité s’appelle périodicité. La 1/2-pseudo-périodicité s’appelle an-
tipériodicité.
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Proposition 2.22 (Floquet)
e Qu bien les racines discriminantes différent :
et2imk £ e=2k o | & 7./2 & cos(2mk) # +1,
alors il eriste une base de solutions du type {et?™*2p (z);e~%"*2p_(z)} ou pi sont
périodiques.
De plus toute solution est bornée < e**™ € U & k € R & cos(27k) €] — 1; +1].
e Ou bien les racines discriminantes égalent +1 :
et2imk = =2k = 11 & k € Z & cos(2nk) = +1,
alors toute solution est bornée si et seulement si toute solution est périodique
si et seulement si +1 est valeur propre double de RY (1)
si et seulement si R§ (1) est diagonale +1.
e Qu bien les racines discriminantes égalent —1 :
et?imk = e=%tk = 1 & k€ 1/2+7Z & cos(2nk) = —1,
alors toute solution est bornée si et seulement si toute solution est antipériodique
si et seulement si —1 est valeur propre double de RF(1)
si et seulement si RY (1) est diagonale —1.

PREUVE. C’est une propriété classique des équations différentielles linéaires a coeffi-
cients périodiques. Voir par exemple [MW] ou [CD].
O

REMARQUE. Concernant la parité du potentiel, signalons : v est pair

& Ker — % + v(x) possede une solution non triviale paire

&y est paire < y) est impaire

& Ker — % + v(z) possede une solution non triviale impaire

& Yo est impaire < 1} est paire.

Alors les solutions paires Cy; respectivement impaires Cyy forment une droite.

Si il existe une solution p non triviale (anti)périodique alors p(z) + p(—z) respective-
ment p(xz) — p(—x) est une solution paire respectivement impaire (anti)périodique, et ces
solutions avec parités spéciales ne sont pas toutes deux nulles.

On dit que —% + v(z) a la propriété de stabilité lorsque toute solution de ’équation
homogene correspondante est bornée (sur R tout entier). Lorsque v est périodique (notre
cas) la valeur du discriminant caractérise partiellement la stabilité :

Proposition 2.23 (Stabilité) —% +v(x) — E a la propriété de stabilité
si et seulement si (—1 < A(F) < +1) ou (A(E) = +1 et RF(1) = £1)
Lorsque v est réel et lorsque E complexe non réel,

—% +v(z) — E a un discriminant A(F) ¢ [—1;+1]
d’ou l’absence de solutions k-pseudo-périodiques avec k € R,
en particulier —% +v(x) — E'n’a pas la propriété de stabilité.

PREUVE. La caractérisation de la stabilité par le discriminant résulte de la classification
de Floquet 2.22. Etant donné E complexe non réel, vérifions qu’aucune solution € Ker —
d2 s .. . .. e, s .
4= +v(x) — En’est k-pseudo-périodique avec k € R. Il y a ainsi non stabilité pour la raison
que A(E) & [-1;+1].
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Effectivement —f" +vf = Ef = —f"f+ ff"=(f'f = f'f) =2i|f*Im E

implique f'f — f'f = C%* +2i [, |f|* Im E

orsi f est k-pseudo-périodique avec k € R alors f et f’ sont bornés et | f|? est périodique,
donc ’hypothése Im E # 0 impose nécessairement que f est (identiquement) nulle.

a

REMARQUE. La notion de stabilité revient historiquement a Liapounov qui le premier
I /7 . N . . 2 . L4 Vd K 7 .
a énoncé des criteres a priori pour que —dd? + v(x) ait la propriété de stabilité. Citons par
exemple les mystérieux :

o v e CY(R) réel fiv<o0 fiv<4= _W + v(x) a la propriété de stabilité

o v € C%(R) strictement négatif ]fol VIvl = Sy [0 /4l A v] + fy \v'/4v|[ N7Z=10

= —% +v(x) a la propriété de stabilité

Pour des renseignements voir [MW] Ch.IL.P46 et Ch.V.P70.

Proposition 2.24 L’application E — R (1) est holomorphe sur C solution de I’équation
différentielle
ORE(1 ( )
oF

Le discriminant A : E — 5 Tr RF(1) est holomorphe sur C réel sur l'aze réel.

+ RE(1 /RO “IBRE(f)dt = 0

PREUVE. Par une estimation de Gronwall linéaire || Ry ||<]| 1 || exp(/' | A—EB |)).
Or (RY™) — (A — EB)(R{™) = —hBRE™™ avec RY™(0) =1 ¢ GLQ(O]R)

impose la forme implicite Ry ™" = R{ — hRY / Ry (t)"'BR{ ™ (t)dt.

La régularité lipschitzienne de E — R¥(1) en Ig)ésulte

R *"(1) — Ry (1)
h

— _RE / RE IBRE—I—h / RE RE—HL (t)dt

1 1 t
sA|HnwmlHA—EanBmunwmAnA—EB—uwwt
o MIBI _ 1

1
<I P B exp(f) 1A= BB p

Re*"(1) — R7(1)

On en déduit que

h
ajo(]‘) E ! E -1 E _
2+ R (1)/0 RE(t)"'BRE(t)dt = 0

Dans ce raisonnement rien n’oblige h & étre réel ainsi E — REF (1) est C-dérivable.
0

1
+ RE(1) /0 RE(t)"*BRE+N(t)dt = 0
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Proposition 2.25 (Monotonie du discriminant) Sur R le discriminant A est stricte-
ment monotone entre deux racines consécutives de I’équation A = +1.

PREUVE. (Par une méthode de théorie de la perturbation) Par I’absurde si A n’est pas
strictement monotone sur I'intervalle ]a; b[C R ou

Afa) = -1 Ab) =+1 A(Ja; b)) C] = 1;+1]

alors A admet un extremum local E €la;b[| A(F) = cos(2nK) €] — 1;+1[.
Par analycité A ne peut pas étre constant au voisinage de FE.
Notant v C C un contour enlacant F une fois directement

1
5 Tr /()\ — Hp)'dA =1 en k = K par simplicité de la valeur propre £
z o
1
% Tr /()\ — H;)7'd\ > 2 pour k # K proche de sorte que cos(2mk) soit entouré par 7
Lz 0%

en effet o(Hy) = A~! (cos(27k)) contient un élément inférieur & E et un élément supérieur
a F par définition de I’extremum local.

1
C’est en contradiction avec la continuité de k — pym /(/\ — Hy) 'd)\ € L(L*()).
v
U

La monotonie du discriminant dans les intervalles ol ses valeurs appartiennent a (—1; +1)
fournit une description particuliéerement commode des niveaux (d’énergie).

Notant |E7*"; E7| la famille neécessairement dénombrable des intervalles disjoints sur
lesquels —1 < A < +1 avec A(E"™) = —A(E)*®) = +1, E" < E', le p*™“niveau
k +— Ep(k) est le relevement de A sur l'intervalle |E7""; B[ & travers le cosinus k €
10; 1/2[— cos(27k) €] — 1; 4+1[ noté brievement

E,(k) = A (cos(27k))

En raison du caractére localement lipschitzien

2 = [AEP™) = AEP™)| < A llyaoe (B — B
le nombre des intervalles ]El’,ni"; E;”‘“”[ est localement fini, ils sont donc présentables en
ordre croissant, _ 4
B < EJT < BN < BT VpeZ
De plus, en raison de la minoration o(Hy) C [— || v ||co; +00[ I'indexation se limite a p € N
avec au passage min Ej, Ty 00.

La stricte monotonie de la proposition 2.25 n’implique pas 1’absence de zéros pour la
dérivée, c’est pourtant le cas grace a la proposition nettement plus fine :

Proposition 2.26 (Variations du discriminant)
o A" 0 est de signe strict constant sur chaque intervalle ouvert de {—1 < A < +1} C
R en particulier A y est strictement monotone.
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o A(E)=+1 et A'(E) < 0= A" <0 surle premier intervalle ouvert de |E; +o0[N{A >
—1} C R en particulier A y est strictement décroissant.

o A(E)=—1 et A'(E) > 0= A" > 0 sur le premier intervalle ouvert de |E; +00[N{A <
+1} C R en particulier A y est strictement croissant.

e A>1 sur|—o0; Enin[C R avec Epi, > minv premiére racine de l’équation A = +1

Proposition 2.27 (Racines du discriminant) Les racines de ’équation A = £1 sont
simples ou doubles minorées par minv € R.

PREUVE. Propositions 2.26 et 2.27. Voici des identités de calcul sur le discriminant
permettant d’étudier ses variations. Elles vont induire les deux faits essentiels responsables
des propositions 2.26 et 2.27 a savoir

—-1<A<+1=A"#0
(A==xl)et (A'=0)=A"<0

Par souci de clarté on omet la dépendance en F qui est donc partout sous-entendue.

yé yi R -1 Y1 _yi d ! !
= ’ = 9 et R — — = ]_
[ Yo U ] 0 e (Ro) = 1195 — Y12

La proposition 2.24 exprime les dérivées par rapport au parametre :

ORy(1) _ l (D) oo —v() Jo vz wi(1) Jy vive — va(1) Jo i
oE vi(1) Jy 43 — v2(1) Jy 1 yi1(1) Jo y1ve — v2(1) fy v

On en déduit

{ 2A = y1(1) + y5(1)
A? =1 =3[y (1) =y (D) + vi(Dya(1)
(20" = (11(1) — (1) Ji vae — 2 (1) Jo v2 + 92 (1) Ji o3

S 2 (A = [§[y5 (1)yo(t) + 2E5ECy, ()Pde + (1 - A?) fi 2

| —20()A = [ lya (L () — BE0W gy (1)]24d8 + (1 — A2) [ 2

= (([Cwwr = ([ ([ ) A

I

"’yl(l)%/o (yl /?/2 Ya(t /?h)dt
k) [ (v [ 350 [wwe) e = 0) [ (R0 [ v~ miwntt) [ 47) at

Si —1 < A < +1 alors les formules donnant +2y|(1)A’ et —2y5(1)A’ sous forme de
carrés montrent que yj(1)A’ > 0 et y2(1)A’ < 0 en particulier A’ # 0.
De méme si A = %1 et A' =0 alors yj(1) = y2(1) =0 et y1(1) = y4(1) = A = £1,
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en particulier A" = ((fol y1y2)? — (fs v2)( Olyg)) A est non nul,
¢’était toute la difficulté de la proposition.

Maintenant pourquoi les racines de {A = +1} sont-elles minorées par min v ?

Si E < min v alors la relation (y])* = 2 [;(v — E)y1y; empéche y;(> 0) de s’annuler
sur I'intervalle ]0; 4-o00].

En effet initialement y{(0) = (v — E)y:1(0) = (v — E)(0) > 0 donc pour les petits
temps 1] est strictement croissant & compter de y;(0) = 0. Tant que y; > 0 nécessairement
y1 > 41(0) = 1 et le premier zéro de y} devrait satisfaire (y})* = 2 J;(v — E)y1y; (> 0) ce qui
est impossible donc il n’existe pas. Ainsi y; et y] sont strictement croissants sur ]0; +o00[ en
particulier y; > 1 sur ]0; +o0/.

De méme si E < min v alors la relation (v5)? = 2 f;(v — E)yayy empéche y4(> 0) de
s’annuler sur ]0; +o00| ainsi ¥, et ¥ sont strictement croissants |0; +oco[ en particulier g5 > 1
sur |0; 4-o0.

On en déduit 2A = y;(1) + y5(1) > 2 lorsque £ < minw car y; > 1 et y), > 1 sur
'intervalle ]0; +oo[ donc au point 1.

U

Proposition 2.28 (Régularité des relevements) Chaque relévement est régulier E, €

C>(1I), extrémités OI comprises, pour tout intervalle I CR —7Z/2. On a

N(E,)E} = +27/T = A(E,)
A"(E,)E? + 472A(E,) + A'(E,)E! = 0

PREUVE. Tant que la dérivée A’ ne s’annule pas I'inverse A ! est un C*°-difféomorphisme
local d’oti la régularité d’un relevement E(k) = A~! (cos(27k)).

C’est le cas tant que —1 < A < +1 alors E'(k) = —2wsin(27k)/A'(E(k)).

Si A(E) = +1 et A'(E) = 0 alors la non-nullité A”(E) # 0 cruciale (voir preuve 2.26)
permet de lever 'indétermination dans le quotient

21 sin(27k)
" A"(E)E(k)—E

E'(k) = —2msin(2nk) /A (E(k)) ~

Précisément observons par exemple un relevement k €]0;1/2[— E(k) € A~ (cos(27k))
autour d’une valeur £ = E(0+) € {A=+1}Nn{A"=0} c {A" <0} :

sin(27k)

[E(k) — E]E'(k) = _27TA/(E(k))/(E(k) - E)

B k sin(27k) 1/2 ko0t 21k
=Bk~ B = (‘4”/0 NBR))/E(k) — Ed’“> N s
o sin(27k) kot 27
=W =2T8Ew) T A

d’olt E € C'([0;1/2[) & dérivée strictement positive sur [0;1/2].
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A o®

F1G. 1 — Un graphe possible pour le discriminant.
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Sachant cela les dérivations successives dans le quotient

[sin(27k)/k]

B = =2 8 ) i

sont possibles (origine incluse) d’ott E € C*°([0;1/2]).

Enfin des relations liant les dérivées de A et E, comme celles proposées dans la pro-
position 2.28 peuvent s’obtenir en dérivant l'identité A(E,(k)) = 2w cos(27k) plusieurs
fois.

a

REMARQUE. Pour la régularité analytique voir la proposition 2.37.

Proposition 2.29 (Monotonie des niveaux)
o E, est croissant sur |0; %[ lorsque p est pair, c’est le cas du premier niveau E

o E, est décroissant sur |0; %[ lorsque p est impair, c’est le cas du second niveau E

PREUVE. C’est une conséquence des propositions précédentes en particulier de 2.26 qui
permet de dresser le tableau des variations du discriminant.
O

REMARQUE. On connait maintenant ’allure des différents niveaux. La figure 2 page 87
représente les premiers niveaux obtenus par relevement dans le discriminant de la figure 1.

On sait que —% + v(z) — E a une solution périodique (respectivement antipériodique)
lorsque A(E) = +1 (respectivement A(E) = —1) et seulement dans ce cas. Il est remar-
quable (comparer avec le résultat de C.H.Wilcox 2.5) que la multiplicité de E en tant que
valeur propre-spectrale de 1'opérateur —% + v(z) avec condition (anti)périodique coincide
avec la multiplicité de E en tant que zéro de A — 1 (respectivement de A + 1) :

Proposition 2.30 (Multiplicité) Les zéros de A? — 1 sont simples ou doubles.
Le plus petit zéro noté E;, est simple A(Epin) = +1 et A'(Epin) < 0.
Le zéro E € {A = £1} est double & —%+v(x)—E a toutes ses solutions (anti)périodiques.

PREUVE. Les identités de la preuve 2.26 montrent 1’équivalence
A=+let A'=0<y1(1) =y2(1) =0 et y1(1) = y(1) = 1

Le premier membre traduit que le zéro de A2 — 1 est double. Le second membre traduit
que Ry(1) = £1 est diagonale.

Concernant le plus petit zéro E,,;, > minv de A2 —1 la preuve 2.27 a montré que A est
strictement supérieur & +1 sur U'intervalle | — co; E,;;,| en particulier on a A(E,;,) = +1
et A'(Emin) < 0. Supposons par I'absurde que A’(E,,;;,) = 0 alors 'inégalité A" (E, ;) < 0
stricte (voir la preuve 2.26) dans le développement limité A(E) —A(Epin) ~ A" (Epin) (E—
Epnin)?/2 montre que A < A(FE,;,) = +1 au voisinage de E,,;,, d’oll une contradiction a
gauche de E,,;,.
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E(K) e

-1/2 lacune infinie

Fi1G. 2 — Le graphe des premiers niveaux et des premieres lacunes.
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REMARQUE. On peut donner de la premiere valeur propre de I’hamiltonien périodique

e TP [
lIlf _—

Emin =
€CL(R) J¢?

une interprétation intéressante en termes de zéros de solutions.
s s . . , . 2 c s, .
Etant donné v périodique réel, on dit que —dd? +v(z) ala propriété d’annulation lorsque
les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :
(i)  toute solution réelle s’annule une infinité de fois
(1)  toute solution réelle s’annule

(73i) il existe une solution réelle s’annulant une infinité de fois

alors —% + vins(x) a la propriété d’annulation pour tout potentiel v;,; < v inférieur.

On vérifie [MW] que 'objet spectral E,,;, caractérise ’annulation :
d2
|Ein; +oo[={E € R| — 72 +v(z) — F a la propriété d’annulation }

Application : la propriété de stabilité implique la propriété d’annulation.

REMARQUE. Il en résulte un critere d’annulation a priori, étant donné v périodique

2 e ’ . N . . .
réel, —L; + v(z)a la propriété d’annulation (Ep; < 0) dés que le discriminant A < +1
(mais cette condition n’est pas nécessaire il se peut que 0 soit dans une lacune C {A < —1}).

Abordons maintenant la question de ’asymptotique du discriminant pour les grandes
valeurs. Lorsque E € C tend vers l'infini en module le potentiel v apparait comme une
(petite) perturbation de la (grande) constante E. Les solutions € Ker — % +v(x) — Fa
données initiales indépendantes de E sont asymptotiquement dominées par :

Proposition 2.31 (Domination asymptotique) Pour z € R"
I R (2) [I< \/IEleXp(mx/|E|)e><p(\/|E|/0 w))  (VIEI>1)
yE(2)] < exp(e|Imv/El)exp F/ )

98 (2)] < exp(e|Imy/B ) exp(—— /||

0

PREUVE. Observons vB = l 8 8 ] comme perturbation de U = [ 1 0

] et notons

B(N _ _ +cos(zvVE)  —VEsin(zVE)
Sy’ (x) = exp(—2U) = l —sin(x\/E)/\/E —i—COS(a:\/E) ]
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la résolvante de I’équation & coefficients constants —f” + E'f = 0 dont la croissance est
connue || S¥(z) |< /|E|e**V'E! (pour |E| > 1 au moins),

(RFY + URF = vBRY & RE(z) = SE(x) + SP(x) /O " SE(r) "\ (r) BRE (r)dr

1l en résulte | R¥(z) ||< v/|Elexp(z\/|E|) + /| E / | RE(7) || exp((t — 1)/ I|E|)|v|(r)dT
puis par une estimation de Gronwall || RE(z) ||< /| E|exp(z exp (\/|E / lv|).

Le facteur (/| E| tient & la formulation matricielle du probleme dans laquelle solution
et dérivée jouent le méme role. On peut préciser la domination asymptotique des solutions
elles-mémes en explicitant le terme matriciel S§¥(z)Sg (1) v(7)BRE (1) ainsi

{ yP(t) = + cos(tVE) — J§ y () 2D (7)

yE(t) = _sin(tVE) _ ot E(T)M (r)dr

VE 0 Y2 VE

En invoquant les inégalités | cos(z)| < exp|Im(z)| et |sin(z)| < exp|Im(z)|(Vz € C) on
obtient par une estimation de Gronwall semblable a la précédente

[y (O)lexp(~Tmv/E]) < 1+ fi 2Ly () fexp(—r [ImV/E ) dr

y (Olexp(~tlmVE()/[B] < 1+ f5 Y[y (7) exp(~r|Imv/E|) /| E|dr
yE ()] < exp(t/mv/E Jexp(
\yf(t)\_mexp(t\lm\/_l)

S i)

bl Iy o)
U

En développant 2A(E) = (y¥)(1) + (y¥)(1) selon les puissances de |E| avec un reste
dominé par 2.31 on obtient I’asymptotique du discriminant avec une précision d’autant plus
grande que v est régulier :

Proposition 2.32 (Asymptotique du discriminant)

sin(vVE) e dmvE|

Qf <v > +0 g5 (W) = COS(\/E+<—U>)+O\E\—>°° (

e|]m\/E|
A(E) = cos(VE)— )

E|

e IMVE
|E[3/2

A(E) = cos(@)—% <v> _cosé# <v? > 405 50 (

REMARQUE. Dans ce genre de question la normalisation toujours possible < v >=0 a
une constante additive pres n’est pas tout a fait innocente, elle permet de “gagner”un cran

) lorsque v € W (R)

IA(E) = cos(VET < v >)| < C3'%/|E| mais |A(E) — cos(VE)| < C3/\/|E|
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Proposition 2.33 Le discriminant A est du genre zéro car

lim sup loglog || R (1) || /log|E| = lim suploglog| A(E)|/log| E| = 1/2

|E|—o0 |E|—o0

PREUVE. La majoration par 1/2 résulte de la domination 2.31. La minoration par 1/2
résulte de 'asymptotique du discriminant 2.32 pour les valeurs négatives

|A(E) — ch(ﬁﬂ < C“e(v)exp(|\/@|)/m lorsque £ € R — —o0

1
d’ou I'équivalent A(E) ~ 56\/@ puis lim loglog|A(E)|/log|E| = 1/2 lorsque E — —oo.
U

W.Magnus et W.Winkler [MW] invoquent le théoréme de factorisation d’'Hadamard (” la
série entiere f € H(C) admet une infinité de zéros dés que lim sup,,|_,,, loglog| f(2)|/log|z| &
N ”) pour prouver que les zéros de A = +1 sont infinis. M.Reed et B.Simon observent
Iensemble {A = +1} comme le spectre nécessairement non borné de 1’opérateur selfadjoint
a résolvante compacte —% + v(z) de domaine (anti)périodique. On peut vérifier que les
zéros de 'équation A = =1 sont en nombre infini sans sortir beaucoup des équations
différentielles linéaires d’ordre deux par le biais du résultat 1égerement plus général :

Proposition 2.34 (Anecdote) Soit vy € CY(R) d dépendance \-continue convergeant
uniformément vers —oo au sens supg vy — —00 lorsque A — +00.

Alors le discriminant Ay de I’équation —% + ux(z) atteint les valeurs +1 et —1 infi-
niment, d’ou l'ezistence d’une infinité de solutions (anti)périodiques.

Application a vy = v — X lorsque X — +00.

PREUVE. Admettons une propriété classique des équations différentielles linéaires d’ordre
deux. Soient deux solutions réelles —f”" +vf = —F" + VF = 0 associées a des potentiels
comparables v < V alors entre deux zéros (consécutifs) de F' on trouve un zéro de f. D’ou
le principe de comparaison : sur tout intervalle ouvert le nombre des zéros d’une solution
€ Ker — ;%+U excede a peu prés (£1) le nombre des zéros d’une solution € Ker — ;%%—V.

Soit pxe®* = y + iyy 'écriture en coordonnées polaires des solutions normalisées de
Péquation Ker — % + vy (z).

Automatiquement oy = [;1/p3 est strictement croissant,

(I'équation différentielle ) = 1/p? résulte de celle satisfaite par y; et y3) et

Ay = 1(/))\ + i)(1) cos px(1) + 1,0')\(1) sin ¢ (1) avec un coefficient 1(p,\ + i)(1) >1
2 P 2 2 PA

Si (1) atteint 0 et 7 modulo 27Z alors A, atteint +1 et —1. Vérifions que c’est le cas
infiniment lorsque A — +00 sous les hypotheses de la proposition 2.34.

Si vy < —my avec my, > 0 alors par le principe de comparaison le nombre de zéros sur
10; 1] de toute solution réelle € Ker —%-}—v,\(x) excede & peu pres ny, = max NN(0; /my /)
ainsi il existe une solution avec ny zéros sur |0; 1[.

Cette solution s’écrit toujours sous la forme py cos(py + C*).

Nécessairement ¢, (1) = [paly > (na — 1)1 > /my — 21 — 400,
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ainsi A — ¢, (1) est & valeurs positives non bornées.
Si @ est A-continu, et c’est le cas car la résolvante de ’équation est A-continue (résultat
facile de dépendance continue par rapport aux coefficients), alors par le théoréme des valeurs

intermédiaires (2Z)m et (2Z + 1)7 sont atteints infiniment.
a

Abordons maintenant le probleme inverse de I'asymptotique du discriminant, c’est-
a-dire l'asymptotique des niveaux pour les grandes valeurs. Lorsque p — oo quel est
le comportement des niveaux E,(k) uniformément en k7 concrétement quel est le com-
portement des suites croissantes E,(k = 0) et E,(k = 1/2)? L’asymptotique spectrale
s’obtient par composition dans l’asymptotique du discriminant. Plus v est régulier plus
A(E) est développé dans ’échelle des puissances négatives de F plus ’équivalent grossier

E,(k) ~ 47?p? peut étre précisé :

Proposition 2.35 (Asymptotique spectrale)
Ey,(k =0) € 2nm + O(1/n)
\/m € 2nm+ O(1/n)
VEana(k = 1/2) € (2n — )7 + O(1/n)

VB 1(k=1/2) € (2n - 1)m + O(1/n)

PREUVE. Pour une justification voir [MW] de méme pour les remarques :

REMARQUE. (Borg) L’asymptotique s’établit vite Yn >< |v| > (normalisé < v >=0)

|\/Eon(k = 0) — 2n7| << |v| > /4n
|\/Eon—1(k = 0) — 2n7| << |v| > /4n

|/ Eana(k = 1/2) — (2n — 17| << |v| > /4n — 2
|\/Bane1(k = 1/2) — (20 — )m| << |v| > /dn —2

REMARQUE. Si v € W2} (R) alors

E2n( = ) (2n) +<v>+0(1/n)
FEopn_ 1(/€—1/2)€( )7r2+<v>+(’)(1/n)

Eo,(k =0) € 2nm+ < v > /4dnm + O(1/n?)

v/ Eon-1(k =0) € 2n7+ < v > Jdnm + O(1/n?)

VEona(k =1/2) € (2n — D)m+ < v > /4nm + O(1
VEoni(k=1/2) € (2n — D)7+ < v > /An7 + O(1

n?)
n?)

/
/
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REMARQUE. Si v € W/ (R) alors

Eou(k=0) € 2n)*r’+ <v >+ < [v— <v > |2 > /4n’1? + O(1/n?)

Eop 1(k=0) € 2n)*m’+ <v >+ < |v— <v>[2> /4n’7w* + O(1/n?)
Eono(k=1/2) € 2n — 1?1+ <v >+ < |v— <v> > /4n?7? + O(1/n?)
Eon1(k=1/2) € 2n — 1?7+ <v >+ < |v— < v > [>> /4n?*7? + O(1/n?)

ExEMPLE. Application a ’asymptotique de la longueur des lacunes :

Eon(k =0) — Ey,_1(k = 0) € O(1/n) respectivement O(1/n?)
Eou_1(k =1/2) — Ey,_o(k = 1/2) € O(1/n) respectivement O(1/n?)

selon que v € W' (R) ou v € W2 (R).

REMARQUE. (Hochstadt [Ho]) Asymptotique de la longueur des lacunes :

{ FEon(k =0) — Eyn_1(k =0) € O(1/n*)
E2n_1(k = 1/2) - Egn_g(lﬁ == 1/2) € (’)(l/n"‘)

pour tout & > 0 lorsque v € C*(R).

Proposition 2.36 (Caractérisation du cas libre) Les lacunes sont toutes absentes
Uker0 (Hi) = [Epmin; 00[< v est constant < A(E) = cos(VE — C%%€) < Epyy =< v >

PREUVE. La premiére équivalence peut se lire en détail dans [MW], les autres s’en
inspirent.
O

REMARQUE. Dans le méme genre [Bo| on peut citer
”Les racines de A = —1 sont toutes doubles si et seulement si v est %—périodique”.

Le discriminant A € #H(C) n’est qu'un reflet partiel du potentiel v € C%(R) de fait
I'identité A,, = A,, pour deux potentiels v; # v, est possible. Néanmoins certaines quan-
tités comme fol v ou 01 v? sont fonctions de Ay c’est 'asymptotique du discriminant qui
le montre.

On ne connait pas de théoreme de structure énoncant un critere (nécessaire suffisant)
pour qu’un élément € H(C) soit un discriminant. Méme en se limitant & un nombre fini de
niveaux (en laissant 'asymptotique E,, (k) ~, o 4n’7? s’établir d’elle-méme) il ne faudrait
pas croire avoir une grande lattitude pour fixer la forme respective des premiers niveaux.

Ainsi (par exemple) deux niveaux différents ne peuvent étre translatés I'un de I'autre :
si les potentiels v et v + C** ont un niveau en commun noté E, alors les discriminants
A, et A, cste coincident sur le segment [E;”"”;E;”‘“”] C R donc coincident partout par
prolongement analytique. Mais d’aprés une remarque précédente A, = A, ¢ste implique
< v >=< v+ C%€ > et la constante est nulle.

Le dernier résultat de ce paragraphe concerne la géométrie (élémentaire en une dimen-

sion d’espace) des croisements de niveaux. Elle montre que s’il a lieu, le croisement est
propre. Il se fait selon deux tangentes distinctes non nulles :
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Théoréme 2.13 (Dérivées aux croisements)

Etant donné k € Z/2 ou bien E,(k) # Epi1(k) auquel cas E (k) = E,, (k) = 0 ou bien
Ey(k) = Epi1(k) auquel cas E (k=) = B, (k+) # 0 et E (k+) = E},,(k—) # 0 sont de
signes opposés.

PREUVE. Dans le cas de non-croisement E,(k) < E,.1(k) on a
A(Ey(k)) = A(Epya (k) =+1  AU(E, (k) #0  A'(Ep (k) #0
d’ott la nullité des dérivées E} (k) et E}
AN(Ep)E, = £2nvV1 — AX(E,)  AN(Ep)E,,, = £21V1— A2(E,,)
Dans le cas croisement E,(k) = E,;1(k) on a

A(Ey(k)) = A(Ep1 (k) £1, A(E, (k) = A'(Epra(k)) = 0, A"(Ep(k)) = A"(Epya (k) # 0

(k) par les relations de la proposition 2.28 & savoir

d’ou I'égalité en carré des dérivées E,(k) et E},,,(k) de part et d’autre de k par la relation
de la proposition 2.28

A”(Ep)E;2 + 472A(Ep) + A,(Ep)EII; = A,I(EP+1)E]I)2+1 + 47T2A(Ep+l) + A,(EP-H)E;I—H =0

La différence de signe tient a la monotonie inversée de deux niveaux consécutifs sur une
(demi)-période.
O

La lacune entre deux niveaux consécutifs est mesurée par

G, = Eln — B > (27)

p+1

le cas de nullité correspondant au croisement des niveaux p et p + 1.
Par la croissance-décroissance alternée des niveaux, le croisement des niveaux p et p+1
a lieu en K = 0 respectivement K = 1/2 (modulo Z) selon que p est impair ou pair.

e Sous I'hypothése d’isolation G, > 0 G,y1 > 0 le niveau E, est 1-périodique analy-
tique par simplicité, c’est la seule propriété qui se transpose au cas multidimensionnel.

e Lorsque le croisement des niveaux p et p + 1 n’a pas lieu les valeurs £ # ng?
o(Hy) sont simples, ot le nombre k est entier k¥ € Z (respectivement semi-entier
k € Z 4 1/2) selon que A(EN) = A(EJ™) = +1 (respectivement —1), et les ni-
veaux F, et E, 1 sont analytiques autour de £ par simplicité.

e Lorsque le croisement a lieu la valeur EJ" = EMT € o(Hy) est double, ol le
nombre k est entier k € Z (respectivement semi-entier k¥ € Z + 1/2) selon que
A(Eq®) = A(E*) = 41 (respectivement —1), et les niveaux E, et E,,; sont
seulement lipschitziens autour de £ vu que leurs dérivées présentent des sauts non
nuls (opposés). L’analycité est perdue a cause de l'indexation des valeurs par ordre
croissant. Ce phénomeéne général est bien connu en théorie de la perturbation. Pour
d’autres paramétrisations respectant la dérivabilité des niveaux voir par exemple [K]

Ch.II. Theorems 5.2 et 5.6 et 5.7.
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Definition 2.7 La p“™lacune (p > 1) est le segment [E]"F; E™"] éventuellement trivial.
On dit qu’une lacune est présente lorsqu’elle ne se réduit pas a un point. Par convention
la 0™¢lacune, |00; Emin] infinie, est toujours présente.

Par définition la p*™onde de Bloch 1, est un vecteur propre y,(-; k) pour Hy associé
d la valeur propre-spectrale E,(k) € o(Hy) qui dépend périodiquement de k € R et analyti-
quement de k € R —7Z/2.

REMARQUE. Les lacunes s’appelent aussi intervalles d’instabilité au sens ou VE € C,

d? . -
) +v(xz) — E n’a pas la propriété de stabilité
x
si et seulement si £ appartient a une lacune non réduite a un point

REMARQUE. Lors du croisement des niveaux p et p+ 1 en K € Z/2 le prolongement
analytique de k — ,(-; k) s’effectue autour du point K € Z/2 par k — 1,.1(-;k) & un
facteur de phase analytique pres qui contient toute la discontinuité de passage de ¥, a 1¥p41.
La proposition 2.37 détaillera ce point.
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Bestiaire.

Cette page contient des exemples célebres d’équations différentielles périodiques aux-
quelles sont restés attachés des noms de mathématiciens.

Hill : Si v est un polyndme trigonométrique non constant alors I’équation de Hill — f" +
vf = 0n’a pas de solutions (anti)périodiques f qui soient des polynémes (anti)trigonométriques.

Ince : [1+acos(2mt)]y" (t) + [bsin(27t)]y' (t) + [c+ d cos(2mt)|y(t) = 0 avec —1 < a < +1

L’équation de Ince se ramene & I’équation de Hill —f” + vf = 0 de potentiel v =
a + [ cos(2mt) + y cos(4mt)

[1 4+ acos(2nt)]?

Son importance théorique tient a ce que la plupart des exemples pour lesquels on dispose
de criteres a priori de présence ou d’absence de telle ou telle lacune sont des cas particuliers
d’équations de Ince. En particulier ces critéres ne sont pas des calculs mais des raisonne-
ments. Tous les exemples de cette page relevent du théoreme 2.14. Voir [MW] Ch.VIL

moyennant le changement d’inconnue f = [1+a cos(27rt)]’ﬁy.

Soient p(X) = 2n%aX? — wbX — d/2 et ¢(X) = 2n%a(X — 1/2)* — 7b(X — 1/2) — d/2

Théoréeme 2.14 (Ince) Si l’équation de Ince a toutes ses solutions périodiques (respecti-
vement antipériodiques) alors p (respectivement q) a une racine € Z.

Sin = max{p = 0} € N respectivement n = max{q = 0} € N (hypothése ne concernant
que a,b et d) alors il y a au plus n + 1 valeurs de ¢ pour lesquelles I’équation de Ince
présente un espace de solutions périodiques (respectivement antipériodiques) de dimension
(exactement) 1.

Sin = min{p = 0} € —N* respectivement n = min{g = 0} € —N* (hypothése ne
concernant que a,b et d) alors il y a au plus |n| valeurs de ¢ pour lesquelles ’équation
de Ince présente un espace de solutions périodiques (respectivement antipériodiques) de
dimension (exactement) 1.

2
Mathieu : ——— + ¢ cos(2mz) avec € € R*
Toutes les lacunes sont présentes.

d2
Lamé : ~ + 4K?k*m(m + 1)sn®(2K ) avec m € R

x
en notant sn le Jacobi-sinus de module k2 de période 2K = 2 [i/? dt//1 — k? sin®
(explicitement sn est l'inverse de ¢ € [0;1] — [] dt/v/1 — t2y/1 — k22 € [0; K])
Toutes les lacunes sont présentes lorsque m € R — Z.
Sim € N alors il y a au plus m lacunes. Si m € —N* il y a au plus —m — 1 lacunes.

d2
Whitaker : ~ 2 + 4rkm cos(2mz) — 2k cos(4mx) avec k € R

Toutes les lacunes sont présentes lorsque m € R — Z.
Sim € 2Z alors toutes les lacunes |Ey,_1(k = 0); Ey,(k = 0)[ sont présentes et il y a au
plus |m/| lacunes du type |Fo,_1(k = 1/2); Ean_o(k = 1/2)].
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Symétriquement si m € 2Z+1 alors toutes les lacunes |Ey,_1(k = 1/2); Eo,—o(k = 1/2)]
sont présentes et il y a au plus || lacunes du type |Es,—1(k = 0); Eo,(k = 0)[.

2
Winkler : —% + 4mkm cos(27x) + 2k* cos(4rx) avec k € R
T

Toutes les lacunes sont présentes lorsque m € R.

Le modele (Krénig-Penny) d’un potentiel ]I?&_T; +1)(0 < T < 1/2) formé d’une marche
d’escalier périodisée est le seul exemple a ma connaissance permettant des calculs expli-
cites. Malgré les discontinuités du potentiel tous les résultats exceptés les asymptotiques
2.32 et 2.35 demeurent. En particulier on peut vérifier la présence de toutes les lacunes
pour beaucoup de valeurs de 7. On peut aussi construire aisément le croisement de deux
niveaux consécutifs. Signalons :

e la coexistence de deux solutions périodiques s’écrit

6i(1—2T)\/E _ eiQT\/ﬂ € {_1;+1}

’ 1—2T\? 1—2T\?
soitEInEZtelqueEzl—i—ibﬂzr2 et( 5T )n2—|—( - ) € (n+27)*

e la coexistence de deux solutions antipériodiques s’écrit

6i(1—2T)\/E _ _eiQT\/E_—l c {_1;+1}

72 1—2T\? 1—2T\?
soitEInEZtelqueEzl—i—ibﬂzr2 et( 5T >n2+( - ) € (n+2Z+1)?

Lorsque 0 < T' < 1/2 est fixé ’équation d’inconnue entiére n € Z est tres difficile a résoudre.
Néanmoins pour réaliser la coexistence de solutions (anti)périodiques il suffit de fixer n € Z
(d’ou E) puis de résoudre a l’envers I’équation d’inconnue 0 < 7' < 1/2 sachant qu’il y a
toujours exactement une solution :

1—27\? 1—27\?
TE]O;1/2[|—>( 5T ) n2+(7> €]0; 00| est bijectif
m

96



2.7 Réindexation.

Résumé. Cette partie est consacrée au recollement régulier des niveaux d’énergie lors-
qu’il y a croisement. On peut résumer l'intérét de cette procédure aux théoremes 2.15
et 2.16 qui seront décisifs au moment de ’homogénéisation. La réindexation permet une
(ré)écriture des sous-espaces de Floquet au moyen de nouvelles enveloppes et de nouvelles
fibres auxquelles on peut généraliser les estimations de commutation des niveaux isolés.
C’est I'objet des propositions 2.39 a 2.42. On trouvera pour finir une discussion du cas
spécial ou une infinité de niveaux se croisent.

Supposons un croisement des niveaux n + 1,n+2,---,n+ {0 —1,n+ [ et pas plus.

Par hypotheése G,, > 0, G,11 = -+ - = Gpyy—1 = 0, G,y > 0 voir la définition (27).

Notons K € Z/2 le point (unique modulo Z) de non-croisement des deux premiers
niveaux n + 1 et n + 2. C’est un point de continuité pour ;. Explicitement K = 0
respectivement K = 1/2 selon que n est impair respectivement pair. Alors K +1/2 € 7. /2
est le point (unique modulo Z) de non-croisement des deux derniers niveaux n +1 — 1 et
n + . C’est un point de continuité pour v, ;.

Notons I U'intervalle K + (0;1/2) C R.

Nous allons réindexer les niveaux (d’énergie) E,, les ondes de Bloch 1, les enveloppes
de Wannier ¢, et les fibres (1-périodiques) o, en des objets analogues E,w,;\ et s plus
réguliers. Cette procédure est tout a fait spéciale a la dimension un.

Réindexation des niveaux.

Soit E € C'(R) l'application [-périodique définie par les valeurs suivantes (ET" < E <
E%) sur intervalle K + (—1/2;+1/2) C R :

([ E,ysur I —1/2
En—H—l sur I — (l - 1)/2

Enosur I —2/2
Epysur I —1/2

E, 1 sur

E,osur I +1/2
Ep_isur I+ (1—2)/2
Eppsur I+ (1—1)/2

\

C’est le recollement des différents niveaux naturellement (correctement) ordonnés.

Réindexation des ondes de Bloch.

Soit 1 € L*°[R — L*(Q)] 'application I-périodique définie par les valeurs suivantes sur
l'intervalle K + (—1/2;+1/2) C R :
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exp(+ia_y)pg sur I —1/2
exp(+ia_l+1)wn+l_1 sur I — (I —1)/2

exp(+za 2)Unio sur I —2/2
< exp(+ia_1)ps1 sur I —1/2

exp(+iag ), sur I

exp(+2a+1)wn+2 sur I +1/2

exp(+za+l_2)wn+l_1 sur I + (1 —2)/2
| exp(+iayi—1)Yppsur I + (1 —1)/2

ou les phases réelles _;, - - -, a1, g, 11, * - -, a1 seront choisies plus tard pour réaliser
1 € C*®(R) et méme 9 analytique (proposition 2.37). Notons déja que

e a_i(K) = ay(K) par continuité de 1,1 au point K
o a (K +1/2) =a_ (K +1/2) par continuité de 1, ; au point K + /2

o (ay1---aq—1) et (a—g---a_;) sont destinés & corriger les discontinuités de phase
entre les différents 1) naturellement (correctement) ordonnés

REMARQUE. De fait on pourrait supposer par lasuite « ;= --- =a 1 =y = a1 =
- = a1 = 0 quitte & incorporer les phases dans 9,1, - - -, ¥, 1, eux-mémes. Cette trans-
formation unitaire préserve la propriété fondamentale v, 1(-; k), - - -, ¥ni(-; k) C L*(Q) est

une famille orthonormale V&, mais affecte la 1-périodicité des ondes de Bloch k +— .1 (-; k)
pout tout 1 < 7 < [. Les calculs en série de Fourier seraient alors a proscrire. Tradition-
nellement les ondes de Bloch sont 1-périodiques et (largement) indéterminées a une phase
périodique (mesurable!?) prés. Ici seul ¢ est vraiment significatif or sa présentation se
base sur ¢, .1, - - -, ¥, 1, artificiellement 1-périodiques. Il convient de rétablir la [-périodicité
au détriment de la 1-périodicité, commode pour la présentation au départ, mais cause de
discontinuités.

Proposition 2.37 E et ¢ sont analytiques [-périodiques sur R.

PREUVE. (Théorie de la perturbation en dimension finie [)

Soit 7 C C un contour enlacant [E™"; E™%] C R une fois directement en évitant les
autres niveaux 7y C C — (] — Ema“] U [Emr. 15 +00[).

Le projecteur total IL(k) = 51— [ (A—H}y) 'dA € L correspondant aux niveaux n+1,n+
2, n+l—1,n+1est holomorphe de rang constant [.

D’aprés [K] Ch.Il. Para.4, il existe (un changement de base) U = U(k) € L™ ho-
lomorphe rendant k& +— U~'(k)II(k)U(k) constant. Il peut étre pris unitaire (au sens
U*(k) = U(k) Vk) car le projecteur est orthogonal (au sens I1*(k) = I1(k) Vk).

Les propriétés spectrales de la portion IT(k) HyI1(k) = HyTI(k) = 5= [, A\(A—Hy)'dX €
L de Popérateur Hy dans le sous-espace total Im II(k) sont exactement celles de 'opérateur
a(k) = U1 (k)IL(k)HI1(k)U (k) € L qui s’identifie aisément & une matrice (complexe) I x [.
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La question de la régularité des valeurs propres F,1(k),- - -, En4(k) et des projecteurs
propres II,.;(k),---, 1L, (k) associés (pour I'opérateur Hj non borné) se pose donc en
dimension finie.

L’analycité de la proposition 2.37 est un cas particulier d’'un résultat général de théorie
de la perturbation en dimension finie. Citons T.Kato [K] Ch.IL :

”Soit @ une matrice holomorphe sur un ouvert 2 C C (intersectant I’axe réel) telle que a(z)
est normale Vz € Q NR. Alors

Localement : au voisinage de tout point réel z € () il existe des paramétrisations holo-
morphes dans un (petit) disque centré en z des racines du polynéme caractéristique de a;
les projecteurs propres associés sont holomorphes; les nilpotents propres sont nuls.

Globalement : pour tout intervalle réel I C 2 il existe des paramétrisations holomorphes
dans un (petit) voisinage ouvert de I des racines du polynéme caractéristique de a; les
projecteurs propres associés sont holomorphes ; les nilpotents propres sont nuls.

Remarque : si ) est simplement connexe le nombre des paramétrisations est partout le
meéme.”

D’apreés le théoréme 2.13 autour d’un point k € Z/2 de croisement des niveaux p et p+1
la continuation analytique de E,(considéré a gauche de k) s’effectue par E,(considéré a
droite de k) et non par le prolongement 1-périodique dii & E,(considéré a droite de k) pour
la simple raison que E)(k—) # E} (k+).

On en déduit que le projecteur orthogonal [-périodique noté p donné par les suivantes
valeurs sur l'intervalle K + (—1/2;+1/2) C R est analytique sur R.

(I, sur T —1/2
My gsur I —(1—1)/2

I, o sur I —2/2

I,y sur I —1/2

I, 1 sur

I, 9 sur I +1/2
My ysur I+ (1—2)/2
ysur I+ (1—1)/2

\

D’apres [K]| Ch.II. Para. 4, pour obtenir une base orthonormale holomorphe de I'image
d’un projecteur orthogonal holomorphe p il suffit de résoudre 1’équation différentielle

du dp

—_— = U

dk  dk
puis de prendre k +— [u(k)e;];er o (e;)ier est une base orthonormale fixée de I'image de
p(0). Si le projecteur est [-périodique la base ainsi obtenue n’est peut-étre pas [-périodique.
Ici p est de rang un donc la base holomorphe k +— u(k)e réduite & un seul vecteur noté
¢ vérifie par simplicité une relation de pseudo-périodicité du type ¢(l) = et $(0) avec
¢ € R Les deux solutions k — ¢(k) et k — e *™¢(k + 1) de I’équation différentielle
d¢ _ dp

= quﬁ sont égales a I’origine donc égales partout d’ou la I-périodicité de la base modifiée
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k — e~ 2imek/ l¢(k). En conséquence il existe 1) holomorphe et I-périodique (normalisé lorsque
k est réel) vérifiant ¢(k) € Im p(k) = Ker E(k) — H,  Vk.
Par simplicité 1, est proportionnel & ¢ sur lintervalle {E, = E} d’ou 'existence de

phases analytiques réelles sur I'axe réel a_;,---, 1, a9, g1, - - -,y 1 telles que le recol-
lement, proposé pour ¥ soit [-périodique analytique.
O

REMARQUE. La simplicité pour obtenir une base holomorphe qui soit périodique n’est
pas essentielle. Sans invoquer la simplicité u(k) = U(k)p(0) ou l'isomorphisme U(k) :
Im p(0) — Im p(k) tel que p(k) = U(k)p(0)U(k) ' est solution de I'’équation différentielle
U = [p;plU U(0) = 1. Par unicité de cette équation différentielle U est pseudo-
périodique U(k+1) = U(k)U(l) Vk. Si il existe un logarithme pour U () dans le bicommutant
de U(l) alors U(l) = €*™ ou ¢ € £ commute avec p(0) puisque p(0)U(l) = U(l)p(l) =
U(1)p(0). Alors e %™#*/! commute avec p(0) donc établit un isomorphisme Im p(0) —
Im p(0). En conséquence k — U(k)e 2™/t est un isomorphisme Im p(0) — Im p(k)
holomorphe tout comme U(k) mais [-périodique.

Critere : pour définir logU(l) dans le bicommutant il suffit que le spectre Sp U(l)
n’enlace pas l'origine. Ici p est quasi-pair au sens p(—k) = C o p(k) o C ou C est la
conjuguaison (ou presque lorsque K = 1/2 il faut translater). Automatiquement U est
quasi-pair aussi en particulier U(—1) = C o U(l) o C = U(I)™! puis [C o U(])]? = 1.

Finalement Sp U(l) C {—1;+1} n’enlace pas 'origine.

Proposition 2.38 Lorsque K = 0 il eziste un vecteur propre v L%*-normalisé analytique
I-périodique sur R quasi-pair au sens (z; —€) = ¥(x; §).

Lorsque K = 1/2 il faut changer la (quasi)-parité par rapport d 'origine en une (quasi)-
parité par rapport 6 1/2 car le niveau E est alors pair par rapport d 1/2 (seulement).

PREUVE. Il ne va pas de soi que les trois qualités : analycité, périodicité et quasi-parité
puissent étre réalisées simultanément sur le recollement normalisé ) pour un bon choix des
phases «. Nous le vérifions ici élémentairement grace a la simplicité dans R — Z/2.

D’apres la proposition 2.37 soit ¢/ un vecteur propre normalisé analytique [-périodique
sur R.

Si C' désigne la conjugaison alors H_ = C' o H¢ o C pour tout § réel.

Il en résulte par simplicité V& & Z/2 (=€) = exp(ia(£))w(;€) ol a(f) est
nécessairement réel par la normalisation || ¥ (+; —&) ||z2=|| ¥(:;€) ||z2= 1 supposée.

Automatiquement la détermination continue de la phase « hérite de ’analycité de
d’ou un vecteur propre normalisé analytique

o(;€) = Y(z; §)exp(ia(£) /2)exp(—immé /l)exp(imn/2)

pourvu que les nombres m et n soient réels.
Par la périodicité supposée de 7 on a

P(5 =€ — 1) = exp(ia(& + 1))p(; &) = (=€) = exp(ia(€)) ¥ (5 €)

a(§+1) —a(§)
2

donc I'application & — est constante et vaut un entier noté m € Z.
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Par involution

¥+ —€) = exp(iar(€))1 (-5 €) = exp(icv(§))exp(—ia(—E))p(-; —E)

a(§) — a(=¢)
2

i
Pour ce choix de m et n on constate que ¢ est analytique [-périodique quasi-pair.
OdJ

donc I'application & — est constante et vaut un entier noté n € Z.

Réindexation des enveloppes.

Partant des fonctions de Wannier pour les niveaux n +1,n+2,---,n+1—1,n+1
considérés

Pny1 = /Qiﬁnﬂ(fb"; ')672m<$">d$, o Pl = /mel(l"; ')672iw<w">d$ - LQ(R)

définissons par analogie

A€ / Y(x; &+ §)e” <> dz pour 1 < j < 1
Q

REMARQUE. /A\j a la forme

(. ..etc- - .)
exp(+iag_o)Ppp—1 sur —l+ 1+ (1—2)/2—
exp(+iag_1)Pppsur —I+I1+(1—1)/2—75

[ exp(+ia ;) Ppyysur [ —1/2 -3
exp(+ia_j11)Ppy 1 sur I —(1—1)/2 -5
Xp(+ic_g)Ppie sur I —2/2 — j
exp(+ia_1)Ppy1 sur I —1/2 —j
(
(

@D

exp(+icg)Pp1 sur I —j
exp(+iaiy)Pniosur I +1/2 —
exp(+iog_o)Ppi—1 sur I + (1 —2)/2—j
exp(+iog_1)Pppsur I+ (1—1)/2—

\

exp(+ia )@y sur +1+1—-1/2—3j
exp(+ia_i41)Pnp—1 sur +1+I1—(1—-1)/2—3j
(. ..ete-- )

En particulier X<« I 5\]' ||%2= l.

Théoréme 2.15 (Régularité des enveloppes recollées)
L’enveloppe A\, est analytique sur R avec une certaine décroissance par exemple

NI S Cif/(1+[€)  VYEER
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plus généralement il existe 7 > 0 tel que |\;](€) < Cil /(1 +[€) VE e {|Im| <r} CcC.

Les périodisés worx
bornés.
L’identité Elﬁjflwr*

A2 € LER) et wr«|VAj|2 € LE(R) et wr

V2)j|2 € LE¥(R) sont

S\jP =1 est une réminiscence de o~ ¢n+j|2 =1 1<5<L

PREUVE. L’analycité de \; résulte de la é-analycité & valeurs dans L?(Q) énoncée dans
la proposition 2.37 pour 9 (-; ).

PREMIERE ETAPE. Sachant j\j(f) = / W(x; € + §)e 2m<=E> 4y avec 1 I-périodique ho-
Q

lomorphe sur une bande {|Im| < r} C C & valeurs L*(f2), on a
(1 + 471‘252)5\j(§) — / w(x’é‘ + _])(1 _ A)e—2i7r<m|§>dx
Q

= [0 = Applase+ ) e < do = [ [1 = v(@) + B+ (i€ +5)e < da

Ainsi
11+ 47T2§2H;\j|(§) <A+ ||v e + || E ||OO)€+2W|QHIm(§)\ sup || ¥ |2 < Cé}tee+27r|lm(.g)|

en particulier
1+ 47°Re(€2)| N (€) < Ceet2riime@

Lorsque £ — oo avec une partie imaginaire Im(&) bornée

€12 ~ Re(€?) ot [A;](€) < /(1 + [€)

Note : 'intégration par parties/ Y (x5 E45) Ae 2 <alE> gy = / Atp(z; E47) e 2> gy
Q Q

résulte de la (1)-périodicité & & fixé pour z — (z; € + j)e 2m<=le>

périodicité pour (€ +j) € HZ,; = Hf & € fixé,

, équivalente a la quasi-

SECONDE ETAPE. Sachant V;\j (€ / (Ve — 2imz)(z; € + j) e ™<*>dz on a
Q

VA P(E+ 1Y) = Sy

27*61"* /s;(vg o 27/71-37)1/](3;,6_'—]) e—2i7r<1“f>e—2i7rl<l‘|’y*>dl,|2

S E’Y* cr*

‘/Q(Vg—Qiﬂ'l')lﬁ(l';f—f—j) 672i7r<w|§>672i7r<w|7*>d$|2 — /Q |(V£—2’L'T('.’E)’(ﬁ($;f+j)|2dl'

< ([ [l €+g)Pde+ [ Vew(ai€ +5)Pdo)

Ainsi

VAEE+) € S [ [W(ese+)Pde+ [ [Vey(oi €+ ) Pda

E’Y* cr*

olt ¢ € WH[Re; L?(,)] par régularité locale et périodicité globale.
De méme pour les périodisés des dérivées d’ordres supérieurs.
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TROISIEME ETAPE. Pour établir I'identité ;<< wp- j\j\Q = | sachant que pour tout
1 < j <lonawp|@nii|> =1, il suffit de remarquer |\;|*(E—j+17") = |@nee)[F(E— 7 +17")
oun(§) € {n+1,---,n+1} ne dépend que de 'intervalle C R — Z/2 auquel £ appartient.

g

Réindexation des fibres.

Etant donnés o2, --,05,, C L},.(R) les fibres 1-périodiques d’un élément u € L*(R)
(au sens de la définition 2.6) soit s° 'application I-périodique définie par les valeurs suivantes
sur l'intervalle K + (—1/2;+1/2) C R :

[ exp(—ia_;)of,, sur I —1/2

exp(—ia_j41)o5 g sur I — (1 —1)/2

exp(—ia_3)05 o sur I —2/2
exp(—ia_1)og,, sur I —1/2
(—tog)oy sur I

(

exp(—io1)og o sur I +1/2

exp(—iaqy_2)os , q sur I+ (1 —2)/2
exp(—iog_1)ot,, sur I + (1 —1)/2

\

Par permutation circulaire soit s5 I'application I-périodique définie par s°(- + j) pour
tout 1 < j <1 (plus généralement pour tout j € Z par commodité). La composante s° est
(lorsque u € L*(R) varie) n’importe quelle application [-périodique L? (R). Par contre la

loc

famille finie {s5,-- -, s7} est entierement déterminée par s° :
si(k+m) = s5,,,(k) VkeR VmeZ VjeL (28)

REMARQUE. Le produit sjj\j a la forme

(. .. etc .. .)

Oy Pnyi—isur —1+T+(1—-2)/2—
o Pppsur —l+IT+(1—-1)/2 -7
(o Pnpsur I —1/2—3j
Opi1—1Pnyi—1 sur I — (1=1)/2—

Oy roPniasur I —2/2—3j
O Pnyrsur I —1/2—j
Opq1Pntr sur I —j

OpyoPniz sur I +1/2—j

O g 1Py sur I +(1—-2)/2—j
| op Py sur T+ (1—-1)/2—35
O i Pnpsur +1+1—1/2—j

O 1 Prgi—rsur +14+1—-(1-1)/2—3
(...etc...)
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En particulier $1<j<i || 554 112:= Sicjct | 054 ;8nss 3= Sicict | 05y (32000

Théoréme 2.16 (Représentation intégrale des fibres)
16 [ [SrervEu(en — e)e (w5 €)da
ot 1 € CP[Re; L*(Q)] est (méme) analytique.
PREUVE. Il s’agit d'une réécriture de la représentation intégrale des fibres d’origine :

°(k) = /Q[Eyer\/gu(&?x — e7)e" ™ e, (x; k) da n+l1<p<n+l

U
L
Pour u® € Vn+1 ® - @ Ve, € L*(R) écrit sous la forme 4f = 21<J<lon+]( )g?)nﬂ-
avec 05,1, *,05,, € Lloc(]R) 1-périodiques on vient de construire s$,---,sf € L? (R)
l-périodiques dépendant linéairement et injectivement de oy ,---, 05, telles que

{ U = Bicj<a0pi(€)Phsy = Shcjrs ()5
Heue = Sicjabngj(e)on ()05 = SiciB(e - +7)s5(e) A

avec bien sur 5\§ L €5 e1/2)(e€) par simple dilatation.

La régularité des enveloppes recollées 2.15 entraine certaines simplifications automa-
tiques (analogues a des découplages) dans les transformées de Wigner 1-périodiques we.

4
Théoréme 2.17 Pourvu que u® € V; | & GB Vie,, reste borné dans L*(R),
en notant v§ = F~[s5(e )/\j] € LA(R) borne,

wg[uf] = wg[Elstlvj] 21<J<lw [ ] = 111Tl.¢'<7z (21<J<l8 (]C + 633//2) ( — 6.73//2))
PREUVE. On calcule
]‘ ~E ! ~c !
Foz[w® (u®;u®)] = el (+2'/2 + &/e)us(—2' /2 + £ /¢)

= Shciyars; (€ + v’ [2)55(€ — ex' /M€ + ea'[2)N (€ — e’ /2)

R Siciyast(€ + ex' [2)F(€ — 2’ [2)0N ()

car chaque \ est régulier (continu borné suffit)
1 —
Fonalwi (05 u)] = FEyer @ (+2'/2+ ke + 7" [e)a (=2’ /2 + k/e + 7" /e)
= Yiciyj<iDyrer- i (k +ea'/2 +7")s5(k — ex' /2 + 7*)5\,(16 +ex' /2 + 7*)§j(k —ex' /2 + %)
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~

S’ _ ~
~ Elgi;jglzv*el‘*sf(k + €$I/2 + ’)/*)Sj(k - 5331/2 + ’)’*)/\Z/\] (k + '7*) (29)
VA2 borné suffit)

car chaque \ est régulier (le périodisé wr-

Yi<j<iFoaws (v5;v5)] = E1§j§l€%27*er*@§(+$,/2 +k/e+ ’Y*/E)@_ﬁ(_x'/? +k/e+"/e)

= Yicj<yrers5(k + €7’ /2 +97)s5(k — ex'/2 + YAk + e /2 + ’Y*)Kj(k —ex' /247"
R SicjarSyrer- 5k + ea' 2+ )5 (k — ea' 2+ 1) A Pk + 1) (30)

car chaque X est régulier (le périodisé wp-|V A2 borné suffit)
Il s’agit maintenant d’identifier (29) et (30) avec ¥1<;<85(k +ex'/2)s5(k — ex'/2).
Par translations dans le groupe cyclique a [ éléments on obtient d’apres (28)

Elﬁi;jglz’y*er* Sf(k‘ -+ ELL'I/2 -+ ’}/*)S_j(k — EZC,/Q + ’Y*)j\zij(k + ’}/*)

= SicieiSozr<isiy (b + €2 [2)55 (k — ea'/2) Smezdidj (k + 7 + ml)

= Elfi;jflsf(k + 61"/2)8_;(1{2 - gx,/Z)20§r<lZmEZS\i—r(modulo)lS\j—r(modulo)l(lf +7r+ ml)

Or dans cette derniere somme seuls les termes diagonaux ¢ = j contribuent. C’est une
conséquence de la relation d’orthonormalité ponctuelle suivante :

Ev*EF* 5\z'—'y* (modulo)lj‘j—'y* (modulo)l(l€ + ’Y*) = 61',]' (Vk) (31)

En effet sur chaque intervalle ouvert de R — Z/2 I’application
k= 5‘j—r(modulo)l(/f +r+ ml) = / w(x; k4 j)€—2i7r<z\k+r+ml>dx
Q

est, & une phase pres, du type k — G,(k +r + ml) avec n + 1 < ¢ < n + [ fonction de
I'intervalle et de 1 < j < [ uniquement.
Si i — j| € IN alors sur chaque intervalle ouvert de R — Z/2 le produit

~

)\i_r(m"dUlO)lj‘j—?‘(modulo)l(k + 7+ ml)

vaut & une phase prés un produit gbpiEqJ, (k-+7-+ml) ou les deux entiers n+1 < p; # ¢; < n+l
ne dépendent que de l'intervalle et de 1 < 435 < .

Or Xorer+@p(k +77)@g(k +77) = bpg (Vk)

c’est la propriété d’orthonormalité ponctuelle pour les fonctions de Wannier.

On en déduit I’égalité (31) recherchée.

O

REMARQUE. Il ne faudrait pas croire que les différents wo[v;?], 1 < j <, se déduisent
les uns des autres par simples translations en phase w’[v5](z;§) = f(z;€+7), 1 < j < L.
C’est faux dans I'exemple de la page 107 ou il existe 1 < j <[ tel que wo[vj-] = 0 car alors
toutes les transformées devraient étre nulles ce qui est aberrant (w°[uf] # 0 sauf trivialité).
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Néanmoins la seule limite li_I)I(l) Fokr (85(€ + e2'/2)57(€ — e’ /2)) suffit & décrire les différentes
3
transformées de Wigner

wClv)(2;€) = [A;2(€) lim Fogy, (s°(€ + e’ /2 + )57 (€ — ea' /2 + )
par simples translations dans les fibres a une enveloppe pres.

REMARQUE. La procédure de réindexation des anciennes fibres (o) en une nouvelle (s)
n’est profonde qu’au voisinage de Z/2. Loin des croisements elle présente peu d’intérét car
étant donné k & Z/2 si 2’ reste borné alors k +cx’/2 appartiennent pour € petit & un méme
intervalle ouvert de R — Z/2 d’ou

Yicj<si(k +ea'[2)s5(k — ex[2) = Yo, (k + e’ /2)05, (K — ex'[2)

Au contraire si k € Z/2 alors, 2’ restant borné, k £ ex’/2 appartiennent pour ¢ petit aux
deux intervalles ouverts adjacents de R — Z/2 situés de part et d’autre de k € Z/2 d’ou
pour %y <;<;s5(k+¢e7'/2)s5(k —ex'/2) une expression (comme fonction des anciennes fibres)
bien plus compliquée.

De méme si k = K (modulo Z) et 2’ > 0 :

Yi<j<isi(K +ex'[2)s5(K — ex'[2) = 0 (K + e’ /2)0;, 1 (K — e2'/2)

+ X< j<t/2eXD(Hi0rgj 1 — i0rg;)oy, 05 (K + ex' [2)0% o (K —ex'/2)

+20<j<l/geXp(+iOZ_2]‘_1 - ’iO[_Qj)O'Z+2j(K + 5%"/2)0’;_'_2]-_'_1 (K - 6$I/2)
(+UZ+Z(K +ex'[2)0 (K —ex'/2) sil est pair)

Par exemple si k = K (modulo Z) et 2’ < 0 :

Yi<j<is;(K +ex'[2)s5(K —e2'/2) = o, (K + €2 [2) 05, 1 (K — €2/2)

+Eo<j<l/gexp(—l-ia2j — ia2j71)0'2+2j (K + Exl/Q)O'fL_’_Qj_f_l(K — E.’L’I/Q)
+X0<j<t/2eXp(Hio_gj — i0_9j_1)05 951 (K + €2'/2) 07, o, (K — e2'/2)

(—i—o;H(K +ex'/2)0f (K —ex'/2) sil est pair)
Idem autour de £k = K + 1/2 (modulo Z).
REMARQUE. Evolution hamiltonienne libre dans les niveaux n+1, n+2, - - -, n+{—1, n+I.
1e0yu® = Heu®
L L )
wit=0)eV, @ - @V, CLR)
La dépendance temporelle de la solution

0 = Y € Ve =Ygt .j\s f/s J‘_._J‘ € L2(R
u = 1§J§l0n+j(5 )‘Pn+j— lsyslsj(‘f) ;€ Vo © D Vot C (R)
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se lit dans les fibres

Oof +iZ20oc =0 n+1<p<n+l
gs*+ilss=0 (g5 +iZ s =0 1<j<)

finalement
wy[u'] = Ty jqui[vs]
&:wo[v;] + VE(- +j)V$w°[v§-] =0 1<j5<1

C’est un premier pas vers le théoreme d’homogénéisation 2.20 lorsque V' est nul.

EXEMPLE.

Supposons que le potentiel v 1-périodique soit en fait %—périodique. L’analyse 1-périodique
respectivement %—périodique de I’hamiltonien H selon Bloch consiste a le faire agir sur
{dld(z + 1) = ¢(z)et?™* D} pour —1/2 < k < +1/2 variable 1-périodique respectivement
sur {¢|o(x + 1/2) = ¢(2)et? ™ (1/2} pour —1 < k' < +1 variable 2-périodique.

Supposons par exemple que le premier niveau d’énergie dans l'analyse %—périodique soit
isolé. Ce niveau noté E qui est réel pair 2-périodique analytique sur R (croissant sur [0;1])
correspond dans 'analyse 1-périodique a deux niveaux F; < FEy réels pairs 1-périodiques
analytiques sur R — Z/2 (E; croit sur [0;1/2] et Eq décroit sur [0;1/2]) :

1 1 1 1

BERER+1)} = (B(R): B} BiEy) = Bldy) = B(+3) = B(=)

Il suffit de remarquer que des fonctions propres u et v dans I'analyse %—périodique
Hu=Ek)u  u(x+1/2) = +u(z)et?m*1/2)
Hv=E(k+1)v  v(r+1/2) = —v(z)et?*1/2)

sont a fortiori des fonctions propres dans I’analyse 1-périodique

{ Hu=E(k)u  u(z+1)=u(z)et?™
Hv=E(k+1)v v(r+1)=uv(z)et?*

Considérons des ondes de Bloch v relatives au niveau E dans I'analyse %—périodique
Wlask+2) = (mk) v+ 1/2k) = P k)e ™D (1 9(5k) zamnm= 1)
d’ou la fonction de Wannier associée ¢(&) = jll/f P(x; &)e 2 dy = o/ P(a;§)eHm da.

Pour ondes de Bloch v (respectivement 1)) relatives aux niveaux E; (respectivement
E,) dans I'analyse 1-périodique il suffit de considérer le 1-périodisé de k € (—1/2;+1/2) —
(- k) € LE,(R) respectivement le 1-périodisé de k € (—1/2;+1/2) — (3 k+1) € L (R).

On en déduit les fonctions de Wannier associées ¢1(€) = [ +11/22 V1 (z; &) e 27 dx respec-

tivement $9(€) = [ +11/22 o (5 €)e 2™y et les sous-espaces de Floquet

Vi = L%(=1/2;+1/2)¢1 C L*(R) respectivement Vp = L% (—1/2;+1/2)@, C L*(R).

Br(€+m) = [ 129 ) motemedy = (14 (~1)7] f3/2 ) (a; ) 2mote ey
Bo(€ +m) = [7 2 0a; €+ Deimrsem2mady = [1— (—1)7] f3/ (s § + D)emrte=2mmody
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Par les supports F101(91 + Fy0999 = E(0191 + 09¢92) Voi;09 € Li(—l/Q; +1/2) ainsi
I'hamiltonien H : V] + V5, — Vi + V5 est simplement le multiplicateur de Fourier F (D).
IciM=¢ A =0!

Cette simplification ne survient que dans le cas d’un potentiel %—périodique :

Lemme 2.12 Dans le cas d’un croisement de | = 2 niveaux (seulement) E; et FEs, si le
potentiel v n’est pas %—pém’odique, alors la somme Vi + Vo C L*(R) des sous-espaces de

Floquet associés vérifie
(Vi +Va)N Ker E(D) — H = {0}

ou E désigne le recollement analytique des niveauz. Ainsi ’hamiltonien n’agit pas comme le
multiplicateur de Fourier E(D) sur un sous-espace de L? dans lequel Vi + Vy serait plongé.

PREUVE. Si p € V] + V; satisfait Hp = E(D)p alors ¢ = 011 + 09p9 avec Eio1¢; +
Ey09p9 = Eo1¢1 + Eogpy c’est-a~dire 09(€)@2(§) = 01(£)91(€ + 1) = 0 presque partout en
£ € (—1/2;41/2) + 2Z et nécessairement o109z, 1|P1|*> = dowaz|Pa|? = 0 presque partout
sur (—1/2;+1/2).

Si Xpser«|1]%(k + 29* + 1) = 0 pour une valeur de k alors Iapplication 1-périodique
[ x— Pi(x;k)e 27 3 tous ses coefficients de Fourier impairs nuls. Alors f et vf =
f"+dinkf — 4An?k* f 4+ Ey (k) f étant L-périodiques, v est 3-périodique.

Si Xcr+|@2]|?(k+27*) = 0 pour une valeur de k alors application 1-périodique g : z —
o (z; k)e= 2™k a tous ses coefficients de Fourier pairs nuls. Alors g et vg = ¢" + dirkg’ —
4m?k?g + E5(k)g étant s-antipériodiques, v est 3-périodique.

Dans le cas ou v n’est pas %-périodique, les propriétés w2Z+1|g51|2 >0 et wQZ|¢2\2 >0
impliquent la nullité des fibres o, et o, donc ¢ est nul.

O

Dans les propositions 2.40 et 2.42 qui suivent, les estimations de commutation démontrées
dans la section 2.3 pour un niveau isolé simple en toute dimension sont généralisées par
réindexation. La possibilité de déterminer une onde de Bloch réguliere est remplacée par
la proposition 2.15 affirmant ’analycité du recollement . Le but des lemmes 2.39 et 2.41
est d’adapter la décroissance exponentielle du lemme 2.1 dont toutes les bornes découlent.

Soit K¢(z;y) le noyau du projecteur orthogonal IT =1I¢_, +--- +1I¢, € L(L?)

. . — 1 Ty
K*(z;y) = /Q En+1§p§n+l¢p($; kW;( k)dk = EKI(? g)

Y;
ot K'(539) = | Susrcpcnsity s k)b (y: k)dk

est autoadjoint K (y;z) = K'(z;y) périodique K'(z +v;y +7) = K'(z;y) VyeTl
a décroissance exponentielle :

Proposition 2.39 |K!(z;y)| < Aexp(—Blx —y|)

PREUVE. Notant 2/ =2 — v, € Qet ¢y =y — vy, € Q des représentants de z € R et
y € Rmoduloy, €l'et v, €', on a

K'(z;y) = K'(2' + 959 + 7) = /Q Sni1<p<n i (25 K) By (y's k)e O dk
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L’expression N : k — X 1<p<nitp(2'; k), (Y5 k) sidentifie au noyau du projecteur total

1
ke oo /7()\ ~ Hy)"'d) € £(L?)

associé aux niveaux n+ 1,n+2,---,n+ 1 —1,n+ [ étudiés,

ot 7 C C est un contour enlacant [ET%; E,Tff] C R une fois directement en évitant le
reste du spectre v C C — (] — oo; E'**| U [E,Tj?ﬂ, oQl).

Ce projecteur de rang fini [ est holomorphe & valeurs dans £(L?) donc holomorphe &
valeurs dans HS(L?) donc son noyau, N, est holomorphe & valeurs dans L?(Q x ).

Cela étant développons ’argument de niveau isolé déja utilisé dans le lemme 2.1 :
Vo € L2(Q2 x Q)

/ / / N(z';y's k)0 (2; y')e_%”k(”’y_%)dx'dy'dk
o Ja o
= / / / N2y k+in)0(a’; y ) e BrErmOy =) gg' dy/ dk;
< Jala
pour tout n € (—r;+r) petit o D = {|Im| < r} C C désigne un domaine d’holomorphie

pour le noyau k — N(z';9'; k) € L?(2';y') ainsi

| < fou N('5 ¢/ k)e 2ROy 12)dE |0 > a0,y |
160 |22 @)

< e—27rr|’yy—7w| || N ||Loo[D—)L°°($';y’)]

puis
|/Q* En+1§p§n+l'l/]p($l; k)lﬁ_p(y', k)6—2i7rk(7y—7z)dk| < 6—27rr\w—y\e+27rr|$’_y/| ” N ||L00[D_)Loo(zl;yl)]

Pour obtenir la borne essentielle || NV || oo[p_, Lo (a73)) < 00 il faut oublier la formulation

N(»’E'; y'; k) = En+1§p§n+l¢p($’§ k)lﬁ_p(yl; k)

définie pour k£ € R seulement. Au contraire 1) € H[D — L?*(2)] permet une représentation
du noyau holomorphe

N(z'sy' k) = Sigiap (s b = §)o(y's k — )
au moyen de solutions ¥ (-; k) € Ker Hy, — E(k)(C HE C C?) bornées.

C’est la régularité (elliptique) du probléme différentiel qui permet d’améliorer
Y € H[D — L*(Q)] en v € H[D — H*(Q)] C L*®[D — L*(2)] d’ou

IN( 95 k) < T 1 Foepospoo gy < 1O N1 9 oo ipos 2y

par l'injection de Sobolev HZ < Cy élémentaire en une dimension.
4
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Proposition 2.40 Soit V € WH®(R) a dérivée uniformément continue.

1% V]

Le commutateur 1 € L(L?) est autoadjoint de norme

11S%

]
= eI IV oo [ Al lexp(=B] - ).
Il commute a peu prés au sens de L(L?) avec les multiplications (uniformément conti-

nues bornées) avec les dérivations périodiques (continues) et en général avec tout opd
a" (z;eD) périodique (régulier a € P).

K

/y_
9

Il est a peu prés égal au sens de L(L?) a iK®(z;y) anVV(J:).

(1% a" (D))
€
régulier périodique est autoadjoint de norme < C**(a) / Al - |exp(—B| - |) bornée.

REMARQUE. De méme le commutateur i L(L?) ot a € P est un test

PrREUVE. Tout découle uniquement de la décroissance exponentielle du noyau
|K'(x;y)| < Aexp(—B|x — y|) comme dans le cas d’un niveau isolé, voir le lemme 2.1.
O

Soit p§ € L(L?) V'opération qui & u € L* associe le j*™“terme ﬁjﬂ = sj(s);\j dans
I’écriture du projeté II°u sous la forme I[1¢u = 219518;(5'):\; issue de la réindexation.
(%2

6’5) ol

1
Son noyau est L5(z;y) = gL]l

1 o .
Li(z;y) = Z215.15127@6””(’7J)7/l)\j(:13 + /D) sy + /1)

est périodique L; (x+vy+7) = L} (z;y) Vv € I' a décroissance exponentielle :

Proposition 2.41 |Lj(z;y)| < Aexp(—B|z — y|)
, . 1 L
PREUVE. Etant donné v € L?(R) appartenant ou non a Ve, & --- & V2, les formules

o5 (k) = Eyere™™ < ulpp (- +7) >,

o5(k) = 1Sy er-a(® + T)gg (5 + 1)

p £

expriment la p*™fibre, n + 1 < p < n + [, comme une [-série de Fourier respectivement
une ['*-périodisation. En termes d’enveloppes recollées ces expressions se réécrivent

s°(&) = 38,ere™ ™IS, e TN u|AS (- + ey /1) >
(32)

2 DN(E+ -

13 £ 13 13

5°(8) = %Ev*er*zlgglﬂ(g +

*

comme une [['-série de Fourier respectivement une T—périodisation.
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On en déduit
1

piu T 7 Yo eTETEIN Iy 2o (- + ev/1) > A5 (7 +ev/1)
vyel’
1<J<l
l J. 7= Iyve g —J.«
Fucem s X ae+ L+ I T Ik
yrer-
1<J<l
donc le noyau L5 (z;y) = —Ll(E Q) apres dilatation s’écrit
J e Te’e
1 S — _
Li(my) =< > e 0=\ (z 4+ /05y + /1) = Si<s< /m 0;(x;€)05(y; §)d§
yer
1<J<I

1 o .
avec 0,(z; &) = = l27ep)\j(3§ — y/l)e” Himiv/l2iney/l [-périodique en &

tel que 0;(x +v/1;€) = 0;(x; £)et2imer/lg=2imiv/l VyeT

Notant ' =z —,/l € Q/l et y' =y —7,/l € Q/l des représentants de x € Ret y € R
modulo v/l € T/l et ,/l € T'/l, on a

Li(z;y) = L (@' 47/l Y+ /1) = Ticsqe @m0/t 2l /l 02" )05(y'; €)e ey g

1Lj (75 9)| < Bicsal /m 0;(x';€)0,(y'; £)e” 2w e) |

Comme dans la preuve du lemme 2.1 I'estimation exponentielle recherchée
|Lj(x;y)| < Aexp(—B|z — y|) résulte de I'holomorphie de & — 6;(-; &) effectivement :

1 .y .
e la série £ — YE%F/\]-(- — y/l)e” 2l iner/l ¢ g2 (R) définit 0, I-périodique holo-

morphe sur une bande {|Im| < r} C C par décroissance exponentielle des coefficients

de Fourier
A = /)] < Citeetemrllg=ammhllt ya e T

e la décroissance des coefficients de Fourier |\;| < C’;tee_%”"' résulte de I’holomorphie

avec croissance exponentielle de la transformée de Fourier j\j sur une bande (argument
de type Paley-Wiener) explicitement

Aj(z) = /’EER 5\3(5) +2inag e — / i(E+in)e +2ma(Etan) ge — g=2man /&R j\j(£+in)e+2inx5d§

<oy [ g/t IE) e (-ritr)
sachant, |\,|(€) < Ct/(1+1€17) V€ € {|Im| < r} vu le théoréme 2.15 on en déduit

IAj(z)] < Cf’tje_z’r”z' Vr e R
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Rappelons (alternative a la formule de Cauchy au voisinage de R) que

o (é‘ + in)e+2iﬂz(f+in)d£
¢eR 0%

. 0 \ . . +2imz(E+in) ) _
o (/gER)\](f—i—m)e de) = 2

_ 2 z : +2imx(E+in)
s ¢ (€ ime ) d¢

avec 5\]- (& +1in) — 0 lorsque |£| — oo pour tout 7 fixé, permet U'intégration par partie
9 . o
9 (A . +2imz(E+1in) déE =0

9 ) o

d’oli 'indépendance par rapport a 1 A savoir o (/ A€+ in)e’LQZ”(“Z”)dg) =0.
T \JEeR

O

REMARQUE. Il y a une analogie certaine entre ¢, <+ ;\j et 1, <+ 0; du point de vue des
représentations intégrales

{ () = Jor Yp(w; k)dk.
p(&) = Jo Yp(w; E)e 2metqy

{ Ai(@) = fia O5(a;€)dE |
(€)= Jop 03(@; € + f)e™ 0 da = fo ih(a; € + j)e " da

Proposition 2.42 Soit V € WH®(R) a dérivée uniformément continue.

e V
Le commutateur ¢ = ZM € L(L?) est de norme
€

eV
BV < 9V e [ AL lexp(-B] - .
Il commute a peu prés au sens de L(L?) avec les multiplications (uniformément conti-
nues bornées) avec les dérivations périodiques (continues) et en général avec tout opd
a" (z;eD) périodique (régulier a € P).

1l est & peu pres égal au sens de L(L?) aiL5(x; y)y — xVV(x).
€

K

[p5; 0" (z;€D)]

REMARQUE. De méme le commutateur 4 € L(L?) oli @ € P est un test

régulier périodique est de norme < C**(a) /A| - |lexp(—B| - |) bornée.

REMARQUE. Lorsque | > 2 attention! p} € L(L?) n’est ni un projecteur ni un opérateur
symétrique, son image n’est (généralement) pas incluse dans V7, ,+---+V;° ;. La représentation
piu = Y eré(y)et?min/ l/\j(- + e7v/1) avec 5§ € I?(T') est (généralement) une série de termes
non orthogonaux car les conditions < A:(- +¢&7/l)[A; >12= 0 Vy € I' — {0} imposent la
constance du [[*-périodisé de |A;|? constance (généralement) en défaut. Ces critiques dtent
tout intéret pratique aux opérations p; prises individuellement.
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De méme il ne faudrait pas croire que la régularité de la proposition 2.42 permette la com-
mutation approchée de p; avec des dérivations [-périodiques (non 1-périodiques) de fait
lorsque [ > 2 en général

il existe £ 2-périodique non 1-périodique tel que [p}; E(eD)] A0 (1 <5 <)

Nous adaptons maintenant aux opérations p; a noyaux réguliers la simplification de
calcul de la proposition 2.10 valable en dimension quelconque pour un niveau isolé simple.

[p5; 7]

Lorsque le potentiel est linéaire le commutateur ¢ = i € L(L?*) peut sécrire

comme une série X,«cp«c5(7*) ol par définition le terme général vaut symboliquement

~

&) = [\(ED)V A (eD + %) + VA;(eD)\j_ys (6D + 7)) 2T<IT">/e € £(12) (33)

Dans la proposition 2.43 la convergence est prouvée au sens de Lsmng(L2). Dans la
proposition 2.44 on ’améliore au sens de L,,; fo,m(L2) en introduisant une troncature.

u) s’écrit
3

Proposition 2.43 Pour un potentiel r linéaire F(
S INEOVA(EEFIY +i—T)+ VA ()N (e€+ 1y +i— T)a(E+1v" Je+j/e—JT/e)

'Y*EF*
1<J<1

[p5ir]

FUET0) 1 € S [ () VA (€€ +77) + VA ()N e (€€ + 7)€ + 77 /)

1 i (j— b
PREUVE. Sachant L;(ﬁ, y) = 7276F21§J§l6+2 (G J)’Y/l)\j(.f + ’)//l))\](y + ")//l)

on calcule Fyo[Lj(z;y)(y — z)] sous la forme d’une T*-périodisation

= f%z% S e 2N (@ — /DA (y = /1) = A (= /D)Xy — /1)
vyel
1<J<1
= % o e BN (&) A (y — /1) — () A (y — y/1)]e 2!
yer
1<J<I

= 3 NS+ Iy 45— T) = () A (@ + by 4 — T)]e 2
’)’*EF*
1<J<lI

~

= —ije 2y N, @)V (@ + 17 4§ — J)+ V(@) A (2 + 1y + 5 — J)Je 2y
,y*el"*
1<J<l
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1 )
en invoquant la formule sommatoire ZzyepT(%)e””k% =YXy FT(k + 1y7)

pour T" = rA; régulier. On en déduit Fo, (zLj(x, y)y ; a:)

= e My y/e [S\j(ex')VXJ($'+l7*+j—J)+V5\j(sx')iJ(sac'Hv*%—j—J)]e_%””*y/g
’)’*EF*
1<J<I

et la proposition 2.43 & u € L? fixé est prouvée.

0
Proposition 2.44 Pour x € LY (R) la série x(eD)c; = Yy-er-x(eD)c5(v") converge au
sens de la norme Lypiform(L?) uniformément en e.

PREUVE. Pour I'; C I'* partie finie || 2. grs x(eD)cf (") u 172

<[l x lIZ= / o) s [N (€)Y Ay g (66 +7) + VA () Ay (66 +77)]iU(€ + 7 f2) e

ekes
<A Wee [ o (Sl A e 7)Ao 477 (S (€ + 7/6)) d
< T Suppio | 1 X 2ol A5 ol 2 (122 sup Eomgrs [N (- +77) + [VA e P(- +77)

Supp(x)

ou I'%

Supp(x) C L™ est une partie finie telle que Supp(x) C Uyrers (v* + ).

Supp(x)

On en déduit

MIPC+77) + VA

2(+7)

*\ ]2 t NIE:
| ey XED)ER) iy < O | Ay [ne sUp Syeprs
Supp(x)
Un théoreme de Dini affirme la convergence localement uniforme des séries de termes
positifs continus de sommes (positives) continues.
1l s’applique & la série Yo« cr«|Aj|2(- + %) 4+ [VAj_ys

2(- +v*) de somme

Ey*el“* ‘/Qw(x’ §+j)€—2i7r<m|§>e—2i7r<z|'y*>dl,|2+| ‘/Q(vg_Qiﬂ_.T)w(x;§+j)e—2i7r<z\£>e—2i7r<z|'y*>dx|2

= [ Wi +9)Pde + [ (Ve = 2ima)(e;€ + ))de
Q Q

continue.
O

On peut résumer les constructions élaborées dans cette section sous la forme :
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Definition 2.8

On dira que Ny = {n+ 1;..;n + 1} C N est un paquet de niveauz croisés lorsque les
lacunes au sens de la définition (27) s’annulent successivement Gy = -+ = Gppy—1 =0
et pas plus G, > 0 et Gy > 0. A un paquet de niveaux croisés sont attachés :

o un cardinal | > 1

e un projecteur total II° =115 + --- + 115, € L(L?)

e un recollement (1 )-périodique analytique E des niveauz (1)-périodiques croisés {Epy1;- -+ ; Enyi}
e des enveloppes analytiques (;\j)lﬁ'gl recollement des fonctions de Wannier {@ni1; -+ @ni}

e enfin des opérations a noyauz réguliers (p§)i<j<i 4 commutateurs ¢; = ’L@ € L(L?)

g
bornés

Les différents paquets de niveaux croisés seront indexés par un ensemble M fini ou infini
selon que les lacunes présentes au sens de la définition 2.7 sont en nombre fini ou infini.

D’oll les objets I(m),[1¥(m),E(m) ... attachés au m*™paquet (m € M).

Le cas M fini correspond & un dernier paquet de cardinal infini (I = 0o) c’est le cas de
la réindexation infinie que nous allons maintenant aborder.
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Réindexation infinie.

Supposons un croisement de tous les niveaux a partir de n + 1.

Par hypothése G,, > 0 et G117 = Gpyo = - -+ = 0 voir la définition (27).

Notons K € Z/2 le point (unique modulo Z) de non-croisement des deux premiers
niveaux n + 1 et n + 2. C’est un point de continuité pour v,1. Explicitement K = 0
respectivement K = 1/2 selon que n est impair respectivement pair.

Notons I Uintervalle K + (0;1/2) C R.

Soit E' 'application a valeurs réelles définie sur R par E = E,,; sur l'intervalle I — /2
et par £ = E,; sur U'intervalle I + (I — 1)/2 pour tout | € N*.

Soit 7 I'application & valeurs dans L?(Q) définie sur R par ¢ = exp(+ia_;)¥ny sur
Pintervalle I — [/2 et par ¥ = exp(+iqy_1)¥ny; sur Uintervalle I + (I — 1)/2 pour tout
l e N,

ou les phases réelles -+, a_;, -+, 1,00, 041, +, 041, (noter a_1(K) = ap(K))
seront choisies comme dans la proposition 2.15 pour réaliser la proposition 2.18.

Soit s* I'application définie sur R par s° = exp(—ia_;)o;,,, sur l'intervalle I —1/2 et par
s° = exp(—ioy_1)o;,; sur lintervalle I 4 (I — 1)/2 pour tout [ € N*. Par translation soit
s; 'application définie par s¢(-+ j) pour tout j € Z ainsi la composante s° est n’importe
quelle application L, (R) tandis que la famille {s§|j > 1} s’en déduit :

£

si(k +m) = s5,,,(k) VkeR VmeZ VjeL

Jj+m
Partant des fonctions de Wannier pour les niveaux n + 1,n + 2, - - - considérés
@n—{—l — /an—{—l(xa _)672Z7r<$‘->d$, e (/A)n+l = /§2¢n+l(x, ,)6*2Z7r<:£|->dx’ e C L2(R)
définissons par analogie

A€ / Y(x; € + 7)e” <> dz pour tout j € Z
Q

REMARQUE. Le produit sj:\j a la forme

(
OpiPnisur I —1/2—j
Oy oPnyosur I —2/2 —j
Op1@Pnrsur I —1/2—

Opi1Pnsrsur I —j
OpioPnosur I +1/2—3j

O Pnpsur I+ (1-1)/2—3

\
En particulier S5y || 5545 12:= Sjo1 | 054 @n4i [132= Siv1 | 0545 13200

Théoréme 2.18 (Régularité du recollement) E et ¢ et j\j sont analytiques sur R.
Les enveloppes recollées \; € L>°(R) sont bornées.
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REMARQUE. A la différence du cas des croisements en nombre fini A; n’a aucune
décroissance a l'infini. Par ailleurs il n’est pas clair que V; soit borné sur R.

PREUVE. On a \; : £ / (€ + §)e 2" dy avec ¢ € L2[Re — L*(Q)).
Q
O

Théoréme 2.19 (Représentation intégrale des fibres)
1€ [ [SrervEu(es —e9)e g (w; €)da
ot P € CP[Re; L*(Q)] est (méme) analytique.
PRrREUVE. Il s’agit d’une réécriture de la représentation intégrale des fibres d’origine :

oy (k) = /Q[Eﬁyep\/gu(sx — &7)e ™ e, (x; k)dx pour chaque p > n + 1

]
1 1
Pourw® € Vi, @ -~ @ V;,, -+ C L*(R) écrit sous la forme 4° = Xj>107, ;(-) @5, ; avec
0% 1, 505, - € L (R) 1-périodiques on vient de construire s5,---,sf,--- € L*(R) de
normes || u° ||7, dépendant linéairement et injectivement de o5, ,,---,0%,,, - telles que

{ 0 = Nyp105, () @545 = Nizs5(e) X5
Heue = EjZIEn-I-j(‘S')O-;-i—j(‘s')@Z—kj = EjzlE(éf . +])S;(€))\§
avec bien sir 5\5 . £ > e1/2)(€€) par simple dilatation.

Soit p; € L(L?) I'opération qui & u € L associe le j**™terme @ = sj(s);\j dans

Pécriture du projeté I1°u sous la forme ITeu = Ejzlsj(s-)ﬁj.

Proposition 2.45 La série ¥j>1p5u converge vers II*u pour tout u € L*(R) au moins au
sens de (FL?)jc(R).

I Sisux(eD)piu ||r2< O3\ [Tyns | T ju 32 Vx € LP(R) VT grand devant Supp(x)

PREUVE. Fixons [ € N arbitrairement grand. Vue la forme du produit sj;\j, la série
ij_]sj-j\j s’écrit (pour J > 1/2 au moins) sur l'intervalle K + (—{/2;+1/2) C R comme :

( £ A
Y5 r0n 11142 Pn—ts142; sur I —1/2

>0 _112jPn—1425 sur I —1
EjZJUZ+2j<f3n+2j sur I —1/2
> 505 1142 Pnt1+2j sur I

X j> 105 4040 Pnorej sur I +1/2

(| Xj>s0n 1110 Pntivej sur I+ (1—1)/2
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donc
| E]>JS )‘ ||L2 [K+(=1/241/2)] Yoici<i-1 || ZJJ>J‘7n+1+z+2g€0n+1+z+2y ||L2 (I+i/2)

< Sici<iet || Bj»00m 11 iy Prrivites 172= Soici<ic1Bj>0 || 0py1tive) ||%§¢
< 208jsay || IT,  ju [

On en déduit
| Zizax(eD)piu 7=l ZizaxsiAs (22<Il X el ZizasiAi 2 suppen < O isa | Ty ju (172

lorsque J est choisi assez grand par rapport a Supp(x). Par exemple J > [ convient sil € N
est suffisamment grand pour assurer le recouvrement Supp(x) C K + (—1/2;+1/2).
]

Proposition 2.46 Si x € LY(R) et V € CY(R) alors x(eD)[p5; V] — 0 dans L(L?).
PREUVE. Quitte & approcher uniformément V' € C(R) par des éléments € FL;(R) on

suppose V' a support compact.
Par la représentation intégrale des fibres du théoreme 2.19 on a

| (% V1) llzaay=ll s5d = [ V(€)sil- = 2AC = €)d€ lzotay

= [ [ 7€) (Blas )e 2R ) = Blas - — 2 — 26)) (SrervEu(em — ey)e ™ ¢40)) dud || 12y
< / V()€ || Serveu(er — en)e™ ™ [[paaperia )

sup || 9 (; k)et 2=\ (k) — P(w; k — Ak — £€) || r2(q)

O3 oo [ 17(6)] sup || Blas )72 (k) = Bl k = AUk = <€) ooy o

pour toute partie A C R bornée.
Or ¢ € CY[Re — L*(2;)] et A € CP(R) sont continus bornés d’aprés le théoréme 2.18,
on en déduit || F([p%; V]u) || 24, par convergence dominée, d’oti la proposition 2.46.
U

REMARQUE. La norme totale

| [P5; Vu |22
| u e

S/RIV(OId«S:;g | S er-(m; kv )N k+7") =0 (@; bty =) Nk+7" =€) |l 120

est a priori incontrolable lorsque \ est seulement borné et pas du tout décroissant.
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2.8 Homogénéisation en dimension un.

Résumé. Cette partie est consacrée a ’homogénéisation des transformées de Wigner
dans une suite finie de niveaux se croisant successivement. Si [ > 1 désigne le nombre total
de croisements consécutifs la limite semi-classique est établie sur une version [-périodique
de la transformation de Wigner, qui reflete completement I'information contenue dans les
différentes transformées de Wigner 1-périodiques des [ niveaux croisés. On obtient une
équation de transport limite dans laquelle figure le recollement [-périodique analytique des
niveaux. La proposition 2.21 traite favorablement du cas des états mélangés. La proposi-
tion 2.20 aboutit a un terme source ”d’interaction” a priori non nul dans le cas des états purs.

Supposons que Ny = {n+1;n+2;---;n+l—1;n+1} C N désigne un paquet de niveaux
croisés de projecteur total II° au sens de la définition 2.8. Projetons I’équation d’évolution
de la solution globale de I’équation de Schrodinger d’hamiltonien H® + V' dans les niveaux
étudiés

1e0yu® = Héuf + Vu®
{ uf(t = 0) € L*(R)
— “ AL L A
euf = Sij<on(6)ney = Bigyas;(e)A; € Vi & -8 Vi, C LA(R)

La dépendance temporelle de la projection II°u® se lit dans la fibre I-périodique s® = s°(u?)
seule
ie0ys® (u®) = Es®(u®) + s°(Vu)

Dorénavant v = u®(t) € L*(R) dépend du temps et du parametre ¢.

La limite € — 0 dans ’équation exacte
dyw* (pju; piu) + VE(E + J) Vaw® (pju; pju) — VV (2) Vew® (pju; plu)

. — ] +1/2 . ! - E(,E £
= —iFon (x ./_1/2 [VE( +j+est')— VE(E+ j)]|ds Fysw (pju;pju)>

+1/2
+iFyg <€'- / 1/2 [VV(z +esg) — VV (z)]ds 7:%§w6(p§u;p§u)>
—2 Re w*(cju; piu)

ol we (pfu; piu) = Fp (85(6 +Jj+ea! [2)F (€ + 5 —ex [2)N; (€ + e [2) (6 - sx’/2))
donne I’équation homogénéisée

Ay’ (pfu; piu) + VE(E + §)Vow’ (piu; piu) — VV (2) Vew® (phu; piu)

[15; 7]
g

= —2 Re wo(cju;pju) = —2VV(x) Re w°(i u; piu)

olt w’ (pfu; pju) = lim Fp, (85(6 +j +ea! [2)55(E + j — ea’ [2) X (€ +ea' [2) (€ ~ sx'/?))
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Plus précisément le symbole wo(pju; pju) sous-entend une extraction dans € — 0,
moyennant quoi w® (pju; pju) converge dans S’ localement uniformément en temps. En effet
I’équation exacte montre que 0;w* (pju; pju) est borné dans S’ uniformément en temps, d’ou
I’équicontinuité en temps de la famille w® (p5u; piu) C CO(R;; ).

Nous attaquons maintenant le probléme :
O’ (s piu) + VE(E + ) Vou (pfus piu) = VV (@) Vew' (pu; piu) =
qui consiste a déterminer la limite du terme source

we (c;u; piu) = we (c5%u; piu) + we(c5(1 — I1°)u; plu) (34)

a laide des hypotheése u € L? borné, Héu € L? borné et V € CJ(R) & dérivée uniformément
continue.

Intuitivement la portion due & (1 — I1°)u est proprement isolée du point de vue de
Pénergie par une lacune (G,4; > 0 et G, > 0) donc ne devrait pas contribuer.

Pour motiver I'analyse technique du terme source w® (cj (1= II%)u; pju) % 0 débutons
par deux tentatives infructueuses mais instructives.

PRIMO. Que donnerait la décomposition orthogonale 1 —1II* = X4y, II7 employée pour
un niveau isolé (section 2.4 voir (22) plus spécifiquement) et pour ’homogénéisation loin
des croisements (section 2.5 voir (25) plus spécifiquement) ?

o & ETTE,,+ W
ie0yw* (51T u; phu)

= w* (1L, H u; piu) — wo (1 u; ps Hou) + w (11 V u; piu) — we (I u; p5Vu)

= w*(E, (e D)1 u; piu) — w (I u; E(eD + j)pju)
+w (VI u; piu) — we (ST u; Vpiu)
+w?([¢5; Ep(e D) T u; piu) + we([c5; VI u; plu)
—I—ws(cj[ﬂi; V]u;pju) — ws(cjﬂgu; [pj; Vu)
~ By — E(- + )w’ (T u; piu) + w'([c5; Ep(e D) u; piu) + w(¢5[T; Vw; piu)
a un négligeable uniforme en temps pres, d’apres les commutations approchées [pj V] —0
et [c5; V] — 0 de la proposition 2.42.

Méme si Ej, n’est pas tres régulier (lipschitzien) la commutation [c5; E,(eD)] — 0 est
valable par la proposition 2.42 donc w*([c}; Ep(e D)]II;u; p5u) — 0 n’est pas problématique.
Au contraire, sauf a introduire une troncature supportée dans R — Z/2, je ne sais pas
négliger w*(c;[I5; V]u; piu) lorsque p ¢ Ny n’indexe pas un niveau isolé simple.

SECUNDO. Que donnerait la décomposition (non orthogonale) 1 — II¢* = X¢° selon
les opérations & noyaux réguliers (notées ¢°) construites dans chaque paquet de niveaux

croisés, de la méme maniere que les opérations pj (1 < j <) ont été construites a partir
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des projecteurs Iy (n+1 < p < n+1) par réindexation (voir la définition 2.8) 7 En notant
F' le recollement analytique périodique des niveaux correspondant au paquet de niveaux
croisés auquel ¢° est associé,
ie0yw* (¢5q°u; piu)
= w®(c5¢° Hu; pju) — w(¢5q°u; pjH u) + we(c5q¢°Vu; piu) — wi(c5q°u; p;Vu)
= w*(F(eD)c5q u; piu) — we(c5q°u; E(eD + j)p5u)
+w (Vesq*u; piu) — we(c5q7u; Vpiu)
+w®([¢5; F(eD)]q u; piu) + we([c5; Vg u; piu)
+w(¢5[q"; Vu; pju) — w(c5q7u; [pj; Viu)
~ [F = B(- + j)]w’(a*u; piu) + w([c5; F(eD)g u; piu) + w(c5[¢%; Vu; plu)

a un négligeable uniforme en temps pres, d’apres les commutations approchées [pj V] —0
et [c3; V] — 0 de la proposition 2.42.

Le terme multiplicatif w®(c5[¢%; V]u; pju) — 0 n’est pas problématique vue la commu-
tation approchée [¢%; V] — 0 en fait %[qg; V] € L(L?) est méme borné. C’est maintenant le
terme différentiel w®([c5; F'(e D)]q"u; pju) qui n’est plus a priori négligeable car ¢ ne com-
mute approximativement qu’avec les dérivations 1-périodiques (voir la remarque suivant la
proposition 2.42) or F' a une période en général > 1.

Nous étudions maintenant en détail w(c5(1 — I1°)u; pfu) < 0 pour de vrai localement
par commodité technique

xw’(¢5(1 = I)u; piu) = w’(x(eD)c5(1 — II)u; p5u) olt x € C2(R)

D’abord w®(x (e D)c5(1 — I1°)u; piu) = Sy-er-w®(x(e D)5 (v*) (1 — T1%)u; p5u) car Vinter-
version de limites (convergence en ¢ et sommation en 7*) est justifiée par la convergence
uniforme de la série ¥.-cp-x(eD)c5(7*) au sens de L(L?) d’apres la proposition 2.44.

Ensuite a v* € I'* fixé, décomposons orthogonalement 1 — I1* = 3,,,c5,I1°(m) ou II¢(m)
est le projecteur total associé au m*®™*paquet de niveaux croisés selon la définition 2.8. Ou
bien M est infini en d’autres termes les lacunes sont en nombre infini, ou bien M est fini
en d’autres termes les lacunes sont en nombre fini auquel cas le dernier projecteur total
[T (max M) noté dans la suite I1°(c0) est le projecteur total de la réindexation infinie.

w®(x(eD)&5(v*) (1 = 1) u; piu) = Smenrw® (x (D)5 (v (m)u; pSu)

Lorsque les lacunes sont finies la série est finie et la relation résulte de la linéarité. Lorsque
les lacunes sont infinies I'interversion de limites (convergence en ¢ et sommation en m) est
justifiée par convergence uniforme de la série ¥, au sens des distributions tempérées
par exemple :

< w(x(eD)c;(v") (1 = II¥)w; piu) — Emem, w* (x(eD)c; (v (m)u; piu)la >,

<[l @ (z;D) [lewall i llezll x(ED)E () lewe) / Ement—aay | TE(m)u |13
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=[| " (z;D) ll el 5w 12|l X(€D)E W) ey v/ Sasniary) | T 122
<[l a" (z;D) || ezl p5u |zl x(eD)ei(v*) eyl Hou ||z / min Epgy
S Cste/n(Mf)Z

pour toute partie My C M finie ot I'entier n(M;) désigne I'indice du plus bas niveau figu-
rant dans les paquets indexés par M — M;. On a supposé ici Hfu € L? borné.

Lemme 2.13 Dans le cas ou m indexe un paquet fini :
w® (x(eD) 5 (v )T (m)u; piu) = 0
en tant que distribution de toutes les variables (t; ;&) temps inclus.

PREUVE. La décomposition (non orthogonale) du projecteur total du m*™paquet de
niveaux croisés [1°(m) = 3¢ selon les opérations a noyaux réguliers comprend un nombre
fini I(m) de termes égal au nombre de niveaux croisés :

w’ (x(eD)e; (Y )T (m)u; pju) = Sw’ (x(eD)c5(v")g"u; pju)

Par la régularité des enveloppes X et VA (continu borné suffit) et par conséquent du
symbole £ — c;(7*)(£) défini & partir de la formule (33) par

~

& (1) = \(eD) VA (D + ") + VA;(eD)X_p (D + 7°) € L(L?) (35)
on constate :

w® (x(eD) e (V) u; pju) = ()¢5 (7" (€)w’ (e > /g u; piu)
En désignant par s la fibre I-périodique de ﬁjﬂ = sjj\j et par 7, la fibre [(m)-périodique
de ¢fFu = 7, lbg on obtient par régularité de I'enveloppe /i (continu borné suffit mais le
théoréme 2.15 dit plus) :

W (D) () u ) = X(E)¢; (1) ) a(©)N () lim Figly (5(6 + ex' /2 + 77)55 (€ — ea'/2))

Vérifions maintenant que les fibres £ — s5(€) et § = 75 (§ +7*) respectivement notées
s;, et 7; pour simplifier sont orthogonales au sens

SE(E+ex'/2)TE(E —ex'/2) = 0
car proprement isolées du point de vue des énergies : en effet
1€0,s;, = E'si + 5%,
o, = Fr, + 1,
ou E et F périodiques analytiques n’ont aucune valeur commune. Or
iedy[s, (§ + €2’ /2)75(§ — ea’[2)] = [E(§ + ea'/2) — F(§ — ea'[2)]s;, (€ + ea/2)75 (€ — €2/2)
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+5u (€ +ea /)T (€ — e [2) — 53(€ + e/ 2)77,(§ — €a'/2)
~ (E — F)(€)s5(& +ea'/2)TE (€ — ex'/2)

ol 'approximation s’entend a un négligeable uniforme en temps pres.

C’est une application de la proposition 2.20 de commutation approchée au niveau des
fibres qui le dit. En effet s° et 7° sont données par des formules intégrales analogues a
celles de la proposition 2.20 avec la régularité requise pour les coefficients ¥ et ¢ d’apres le
théoreme 2.16.

On peut aussi remarquer que s° et 7¢ sont données par des formules de périodisations
analogues a celles de la proposition 2.19 avec la régularité requise pour les coefficients a7
et b d’apres le théoreme 2.15, en effet d’apres (32)

1 N o AN N v J
& : —E * *E - -_— — — £(= - — —
s f'—>8 y*er 15J51U(6+ - 5) J(€+ - e)
1 & R «
= %E”r*er*u(g + ?)av* (&) avec ay-(§) = A—yx(moduto 1)(§ +77)

On en déduit I’approximation a un négligeable uniforme en temps pres
€
(E—F)()

Enfin la nullité w®(x(eD)c;(v*)¢"u; p5u) = 0 en tant que distribution de toutes les
variables temps inclus, pour chaque ¢, implique la nullité wO(X(sD)cj (v (m)u; piu) =0
par somme et le lemme 2.13 est prouvé.

O

$u(§ +ex' [2)T(§ —ex'/2) = Oi[s,(§ +ex'/2)TL(§ — ea'[2)]

Lemme 2.14 Dans le cas d’un paquet infini :
wo(x(sD)cj(q/*)HE(oo)u;pju) =0
en tant que distribution de toutes les variables (t; ;&) temps inclus.

PREUVE. La décomposition (non orthogonale) du projecteur total de la réindexation
infinie IT°(00) = X¢° selon les opérations & noyaux réguliers comprend un nombre infini de
termes. Cette série converge (au moins) au sens de la proposition 2.45.

w”(x(eD)¢5(v*)IT* (c0)u; piu) = Zw’ (x(eD)¢5(v") 4 u; pju)

L’interversion de limites (convergence en ¢ et sommation en ¢) est justifiée par la conver-
gence uniforme de la série ¥x (e D)c5(v*)¢" au sens de £L(L*) d’apres la proposition 2.45 de
la réindexation infinie. On suppose ici H*u € L? borné.

Comme précédemment par la régularité du symbole c}(y*) défini par (35) on a

w (x(eD)¢5(v")a7us i) = x(€)¢j (v (E)w’(e >/ g u; piu)
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En désignant par s: la fibre [-périodique de 17]571 = sjj\j et par 7; la fibre (non périodique) de
Fu= 7, bg on obtient par régularité de I'enveloppe /ig (continu borné en vertu du théoreme

2.18 qui ne dit pas plus) :
WO (D) (7)) = X(€)¢)(v") (€) ()N (6) imm Ficl (o (€ +2a'/2 4+ 7)€ — ex'/2)

Comme précédemment les fibres £ — s5(€) et § — 77 (§+77) respectivement notées s;, et
72 pour simplifier sont orthogonales au sens s, (€ +¢ex'/2)7 (£ —ex’/2) — 0 car proprement
isolées du point de vue des énergies : en effet

1e0ss;, = EsS + sy,
o, = Frp + 1,

ie0y[s5 (€ +ex' [2)TE(E —ex![2)] = [E(§ + e2'/2) — F(§ — ex'[2)]s5 (£ + 2’ /2)TE(E — ex'/2)

ou FE et I’ analytiques n’ont aucune valeur commune.

C’est une application de la proposition 2.20 de commutation approchée au niveau des
fibres qui le dit. En effet s° et 7 sont données dans les théorémes 2.16 (réindexation finie)
et 2.19 (réindexation infinie) par les formules intégrales de la proposition 2.20 ou les coef-
ficients ¥ et ¢ ont (tout juste) la régularité requise.

On en déduit I’approximation a un négligeable uniforme en temps pres
€
(E—F)(€-%)

On peut remarquer que le facteur prudent (E — F)(§ — e2'/2) pourrait étre remplacé
par (E — F)(£) au sens de S’ en invoquant la croissance tempérée de F en effet F'(£) est
équivalent & C**¢¢? d’apres asymptotique spectrale (proposition 2.35). C’est un détail, ce
qui importe c’est que la division soit possible.

SS(E+ex'/2)TE(E —ex'/2) = O[5 (€ + ex' [2)TE (§ — ex’[2)]

La nullité w®(x (e D)c;(v*) ¢ u; pu) = 0 est prouvée pour chaque ¢, d’ott le lemme 2.14.
U
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Dans la source (34) il reste w(c5I1°u; p5u) & étudier.
Dans ce terme il sera pratique de supposer V linéaire. Cette réduction est rendue possible

par I’approximation de la proposition 2.42 a savoir

€

055 7]

i = VV(x)iT dans £(L?)
d’ou s 7]
wo(cjﬂsu;pju) = VV(x)wO(ipjg—’THEU;pju)

A partir de la formule de la proposition 2.43 donnant ¢} dans le cas du potentiel linéaire et
de I’expression Mew = Elgjglsjj\j =Yi<;<s (e +j)5\§ on peut calculer explicitement

Foaw® (c5I17u; piu) (€ — 7)

~

= Sycrar 55(Eten [2)F (E—ex' [2) N (E+ea’ 12— )N (E—ex' /2= ) D1 s wir- (Ary sV AS) (E+ex’ /2— )
+s7 (§+8x'/2)?(§—sx'/2)v:\j (§+5x'/2—j)§j (E—ex'[2—j)E1< 1< Tir- (/A\HJKJ) (E+ex'[2—)

Grace a la relation d’orthonormalité ponctuelle (31) figurant dans la preuve du théoreme
2.17

Enggl wlF*(j\H—JXJ) (f - J) = 51,0
on en déduit
Foaw® (5T u; phu) (€ — ) = (€ + 2’ [2)57(€ — e [2) VA (€ +ea' /2 — )N (€ — ex' /2 — j)

~

+X1<r< s§(§+6x'/2)?(f—eaj'/2)5\j(§+€m'/2—j))\j (—ex'[2—§)T1<y<i wir (5\I+JV§J) (E+ex'/2—T)

L’approximation a un négligeable uniforme en temps pres
Foaw® (5T17us pSu) (€ — ) & s°(€ + ea' /2)57(€ — ex' [2)VA;5(€ — )

+|5\j|2(§ - j)zlslsl s7(§ + 51“'/2)?(5 - 51"’/2)21931 wlr*(5\1+JV§J)(f —J)

résulte alors de la régularité des enveloppes recollées A énoncée dans la proposition 2.15.
En prenant la partie réelle

Fira2 Re w(cTTu; p5u) (€ — j) ~ VIN2(§ — §)s°(§ + 2’ /2)5°(€ — &' /2)
HNIP(E = )57 (€ +ea' /2)5 (€ — ea! /2)Thcac - VA (€ = T)
AP = ) Prcrar s5(E +ex' (25 (€ — ex' 2 Pacscrmin- (Mg VA (E — T)
FIXP(E = §)Srcraios 5°(E + e’ /2)55 (€ — e2 2) Src s ir (Aris VAS) (€ = J)
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puis
Foio2 Re w (5T u; piu) (€ = 5) = VI A€ = 4)s°(§ +ea'/2)5° (€ — ea'/2)

N2 = ) Siarain 556 + 22’ /2)57(€ — 2 /2)Shcsci e (Ari s VAS) (€ = )
15 [2(6 = ) Sicrars 5°(€ + 2 [2)55 (€ — ea’ /2)Thasar @i (s VA (E = )

car le facteur l-périodique 3 < wir- V|As[2(€ — J) est nul par dérivation de lidentité
As2(€ = J) =1 de nouveau grace a la régularité de la proposition 2.15.

Yi<s<i @i

Dans cette ultime relation il convient de bien distinguer enveloppe |\;|?(£—7) décroissante

sommable et les facteurs I-périodiques 31 << ’(ﬂlr*(:\[+ A 7)(& — J) réguliers,
des fibres s°(£ + €2’ /2)s%(£ — ex'/2) qui contiennent toutes les oscillations en temps.

Par la méthode des lemmes 2.13 et 2.14 on constate la concentration des oscillations
présentes dans s°(& + ex'/2)s%(€ + I — ex'/2) 1a ou la division par E(§) — E(§ + I) n'est
pas possible. Précisément

lii%f;o;, (s°(E+e2'/2)s5(E+ 1 —ex'/2)) =0 dans R, x R, x (Re — {E = E(-+1)})

Finalement le coefficient {-périodique continu 7 : & — 1< < wlp*(S\HJVS\J)(& —J) et
son conjugué n’interviennent qu’aux points de concentration. En remarquant

Arps(€— T +1v7) = fo(w; & + I)e2imate2imaly™=T) gy
VA€ =T+ 1y) = [o(Ve — 2imz)p(; &) e 2imae=2ima(ly"=T) gy,

on calcule
yr: € /Q G(23€ + 1) (Ve = 2ima)g(z;§)de = Srcgawir (Mg VAN E = T)  (36)
et la valeur de ce coefficient purement géométrique fonction de ’hamiltonien périodique

n’importe vraiment qu’aux deux points de I’ensemble [-périodique {E' = E(-+ 1)} C Z/2
pour chaque 0 < I < .

Conformément a la remarque suivant la proposition 2.42, 4 1 < j <[ fixé, la transformée
de Wigner wo(pju; pju) ne satisfait pas une équation d’évolution sympathique :

iy = w5 pu) (@€ — ) = A€ — ) lim Pl (s°(€ + ea! (25 (€ — ea'/2))

(0: + VE(§)V, — VV(2)Ve) f; = —2VV (2)S;

avec .
) = VIN(E = ) iy Fih (556 + 2/ /DT (€ — e'/2)

HAG (€ = D) Drcram 71(6) i Fopgy (5°(€ + ea'/2)5° (€ + 1 — ea'/2))
NP = DT 7,(6) lﬁ%f%é (s5(E+ I +ea'/2)s5(& —ea'/2))
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C’est pourquoi mieux vaut se contenter de la seule somme :

avec R
§ = V[Sigjal M€ — )] lm Fyl (5°(€ +ea' ()T (€ — 2’ [2)

+HS1<alN € = 3)] Bicrm 1(€) lim Fowr (5°(€ + €2’ [2)57 (€ + I — €' [2))
+[E15jgl|5\j|2(f —J)] Yi<r<i—1 7:(€) 1_1_1)% ‘7:%;' (s*(E+1+ 533'/2)?(5 - 533'/2))
ol le facteur d’enveloppe ¥ <;<|A;|2(€ — ) vaut 1 aprés I-périodisation (p-).
On vient de démontrer :

Théoreme 2.20 Homogénéisation pour des états purs.
Soit Ny C N un paguet de | niveauz croisés au sens de la définition 2.8 pour l'hamilto-
nien périodique H® = —82% +v(2). Soit V € CY(R) d dérivée uniformément continue.
Soit s° la fibre l-périodique représentant la projection dans les niveauz indexés par Ny
de la solution u®

ieOu® = (H® + V)u®
uf(t =0) = us € L*(R) borné (Heu5 € L? borné)

Alors la (pseudo) transformée de Wigner l-périodique
f= li—%j:‘%;’ (5°(& +ea'/2)s¥(§ —ea'[2)) € MT (R, x Re)
suit [’évolution
O f + VE(E)Vof — VV(2)Vef = =2VV(2)Zo<r<iSr
ot la source l-périodique
Si = y1(&) im Fog, (5°(€ + e’ /2)5°(€ + I — ea'/2))

+71(€) lim Fogy, (s°(€ + 1 + e’ /2)5°(€ — ea’/2))

se concentre pour tout 0 < I <l sur les deux points de l’ensemble l-périodique
{¢eR[EE) =E(E+1)} CZ/2

Les coefficients géométriques y; sont définis par (36).
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Théoreme 2.21 Homogénéisation pour des états mélangés.
Soit Ny C N un paquet de | niveauz croisés au sens de la définition 2.8 pour l'hamilto-
nien périodique H® = —82% +v(2). Soit V € CJ(R) d dérivée uniformément continue.
Soit s;, la fibre [-périodique représentant la projection dans les niveaux indexés par Ny
de la solution u;, du mélange

iedwus, = (H® + V)uS, Vn e N
{us(t = 0)|n € N} C L*(R) orthonormale (H¢uf(t = 0) € L? borné)
Yhenl s <1 %ZneN|A;|2 borné

Alors la (pseudo) transformée de Wigner l-périodique
f=1mFo, (Snendy s, (€ + €2’ /2)55(€ — ea'/2)) € LL(Ry x Re)
suit I’évolution O f + VE(§)V,f — VV(2)Vef = 0.

PREUVE. Le résultat concernant les états purs supporte une combinaison convexe
YnenA;, d’ou I'équation d’évolution

Of +VE@V.f —VV(2)Vef = =2VV(2)So<1<iSr
ou la source I-périodique
St =71(&) im Fyp, (Sneny,s7,(§ +62'/2)55 (6 + 1 — ea'/2))

7€) im Forr (Tnendy s, (€ + T +ea'/2)55(€ — e2/2))

se concentre pour tout 0 < I < [ sur les deux points de l’ensemble [-périodique {F =
E(-+1)}.

Pour un vrai mélange %EneN\/\;\Z < 1 la source St est une fonction L
fonction est presque partout nulle car supportée dans R x Z/2.

a

2
loc

positive. Cette

On préfera certainement une description de f au moyen des transformées de Wigner
1-périodiques w? dans les niveaux Ny = {n + 1;---;n + I} effectivement f(z;&) est le

recollement :
(w,[IT;, u](2;€) pour € I —1/2

wl(ITe,_ul(2;€) pour £ € T —(1—1)/2

wy[IT;, o] (z; €) pour § € I —2/2

wy[IT7, 1 u](z;€) pour § € I —1/2
| WOl ) (w; €) pour € € 1

wO[TIE pu](w; €) pour £ € T +1/2

wy Iy 4y ul(z; ) pour § € I+ (1—2)/2
| wlIT, ul(z;€) pour £ € T+ (I —1)/2

ou I est 'intervalle OUVERT I = K+10;1/2[ C R de la réindexation 2.7.
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Il faut bien remarquer que cette représentation de f dans le cas des états purs est a
priori uniquement valable dans R x R — Z/2 c’est-a-dire loin des croisements. Concernant
la mesure f, je n’ai rien dit en termes de w? au voisinage d’un point £ € Z/2. Néanmoins
dans le cas des états mélangés 1’égalité entre f et le recollement naturel des wS[HEpEH;]
lorsque n + 1 < p < n + [ varie est parfaite.

REMARQUE. On peut se demander si f est la [-périodisation de w°[IT°u].
A priori non f # wr-w°[[I°u] car

;|%(€) au moins pour & ¢ Z/2

e W] : (25€) Yicj<if (@€ + j) wr-

I suffit de vérifier I'orthogonalité w®(pfu; pju) = 0 loin de Z/2 pour i # j
alors w°[IT°u] = T1<jqw’ (Piu; piu) = i f (46 + 7)|A;2(€) par bilinéarité.
Or igdyw*(pfu; pju) ~ [E(§ +1) — E(§ + j)]w (pfu; plu)
et il reste a diviser par F(§+1)— E(£+7) lorsque c’est possible c¢’est-a-dire pour € & Z /2.

REMARQUE. Dans le cas [ = 1 d’un niveau isolé (simple) le théoréeme 2.20 donne en
une dimension d’espace le théoréme 2.9 sans la restriction de petitesse concernant || V' ||oo-
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2.9 Certains coefficients géométriques.

Résumé. Cette partie est consacrée a I’étude des coefficients géométriques figurant dans
le terme source du théoreme 2.20 d’homogénéisation des états purs. Le lemme 2.16 propose
une expression susceptible de vérification au moyen des solutions normalisées de ’hamil-
tonien périodique. La conclusion est que ces coefficients sont parfois nuls et parfois non nuls.

Etant donné v € C%(R) un potentiel réel périodique pair, supposons ’absence de [ > 2

lacunes consécutives pour I’hamiltonien périodique H :—% + v(x) et pas plus.

D’apres la définition (27) c’est dire G,, > 0 et Gpp1 =+ = Gpy1 = 0 et Gy > 0.

D’apres la proposition 2.37 soit E le recollement analytique [-périodique sur R des [
niveaux croisés.

D’apres la proposition 2.38 soit @ un vecteur propre analytique [-périodique sur R
quasi-pair.

On suppose ici que le croisement des premiers niveaux a lieu modulo Z au point 1/2 et
non a ’origine ainsi £(0) est valeur propre simple de ’hamiltonien avec domaine périodique
et le graphe énergétique F est pair. Sinon il faut remplacer la (quasi)-parité par la (quasi)-
parité par rapport au point 1/2.

Hyp(€) = E(OY(5€) _
Y(x+1;€) = p(z;£)et™ ;=€) = (z;€) = Y(2; €+ 1)
1 est dérivable

Probléme : étudier la (non)-nullité des coefficients géométriques

+1/2 __ 1 l—1

v(€) = /_1/2 Y(x; =€) (Ve — 2ima)yp(x; §)de lorsque £ € {5, R T}

D’apres la proposition 2.13 la dérivée E'(£) est non nulle lorsque & & IZ.

Lemme 2.15 Lorsque & € {%, sl Z_Tl} le coefficient géométrique
2 Y2 (O OY 0%
= = _ d
7= E'(€) /1/2 (ag or " owoe )™

s’interpréte a une constante multiplicative non nulle prés comme la moyenne de [’applica-
tion périodique
L, oY o 0y

aa Al 9z

- (@8) = 9(@;6) ;€)

REMARQUE. La (non)-nullité des coefficients v ne dépend pas d’un éventuel facteur
supplémentaire (régulier) § = () sans zéro (dans Z/2) devant ¢ puisque

o  Ox 0x0o€ o0& Ox 0xo€
PREUVE. Nous noterons 2 "et 9 _ =0et [ 2 4y = Jo brievement
: or aé- 1/2 Q :
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Par la quasi-parité

+1/2

WO = [ B~ (Ve-2imayp(as o = [ v dy-2ims [ 92 =2 (0 [ v*— aim [ 5 47)

e
En dérivant l'identité (H — E)1 = 0 on obtient
(H — E)oy = 0F (37)
Multiplions d’abord (37) par z1) d’ott
OB av” = wib (H — B)O% = a0y (H — EYy -+ 90 & — 0w 4/ + (« 0 o' — v 0/
puis 08 | au? = [ 0v/ v — 0w ¥ + [z v o = o0’ Y=

e—|—4i7T€ +
2

= [[ov' v—ov v+ ( 1) (00 o — zp)(—%;é) (38)

Multiplions ensuite (37) par ¢ d’ou

OF y* =4 (H — E)0¢Y = 0y (H — E)¢ + (0% ¢/ — 9y’ ¢

puis O [ 4 = (00 o — 00 Y2t 1fa = (€77~ 1)(0% ¢/ - 0% 9)(~5:6) (39
Dérivons enfin (39) d’ou OF 9 [ v? + 0*E [, ¢?

: 1 , 1
= dime ™ (Oep ' — O V(=5 + (et — 1)9(0y o' — Y ¥)(=5:6) (40)
Pour la simplification des termes de bord on invoquera les relations de quasi-périodicité

b(+3;€) = ey (—5;€)

P (+3:€) = e (= 3;€) ,

O(+35; &) = e M(—1; &) + 2imetHEap(—3; €)
O (+3;€) = e (=353 €) + 2ime ™Y (=55 €)

En sommant (38) (39) et (40) on obtient
OF (8/91/12—41'%/93:1,02) :—4m/ﬂa¢'¢—a¢ W

) 1
e 1) (42im(0 o — O ) (i)
o
OF

Lorsque & € Z/2 il reste OF (8/ P2 — 47I7r/ x 1/12> = —47I7r/ o' 1 — 0 4’ & condi-
Q Q Q
tion que OF = E'(§) soit non nul c’est-a-dire & & IZ.

1 -1
C’est le cas par hypothese puisque £ € {5, ceed T}

+(0Y ¥ — 09’ ¥)(—5;6) — S (00 o = 00 ¥)(~;6))
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Pour interpréter I'expression 7y ~ / oY i)' — O’ 1 obtenue on peut remarquer que la
Q
relation de quasi-périodicité générale

vy B\ L (0000 B0\, . e o (000 B
(G50 v 20 ) i (oot — v ) 0 = (o) (2L - w 28 ) i)

est une relation de périodicité lorsque & € Z /2.
O

1 -1
Au voisinage d’un point £ € {5, <o T} le graphe énergétique E est difféomorphe.

En inversant la relation £ = E(§) <> £ = £(E) le vecteur propre ¢ devient une appli-
cation analytique de la variable E telle que ¢ = ¢ (z; E) € Ker — % + v(z) — E pour tout

E.
1
En remarquant a% = E’—(f)(% le nombre a étudier se réécrit sous la forme
. [TY2 Oy Oy 0%
= (E) =2 / I _ d 41
v=vE)=2n| <8E or " VowoE ) ™ (41)

Lemme 2.16 A une constante multiplicative pres non nulle

vmatmy =0 [ (L o) b

JowE)?  fowh)?

ot yE (paire) et y¥ (impaire) sont les solutions normalisées de —% +v(z) — E, toutes

1 [—1
deuz réelles (anti)périodiques lorsque E = E() avec € € {5, e T}

PREUVE. D’apres les identités de la proposition 2.26 les solutions normalisées y¥ et
FE 17 ’ o . i . . .
y, pour l'opérateur différentiel — 7~ +v(x) — E expriment les coefficients de matrice de la
résolvante

E _ (yzE)' (yf)l EY (Y — (vEY (vE) = 1.t Com(RE—)\) = (QF)_/\ —(y;
i = [ O] b0sr-r 6 - 1 conrg - = | M)

ot ' Com désigne la transposée de la comatrice.
ORy (1) _ E L B \—1ppE 1 ‘s 1

5E —Ry (1) ; Ry (t)""BRy (t)dt de la proposition 2.24 donnant les
dérivées des solutions normalisées par rapport au parametre E a la position x = 1 se
généralise a toute position

ORy _ [ d(yy) ol) | _ [ wilows — v Joviye Yt Jo iy — v Jo v
oF o(ys) Of) y1 Jo Y3 — Y2 Jo 1y Y1 Jovive — Y2 Jo Ui
En notant a = a(E) = ¢(x = 0;E) et b = b(E) = ¢'(z = 0; E) le vecteur propre 9
s’exprime dans la base des solutions normalisées
Yp=ayi+bys Y =ayi+buy,
=00y +0bya+avy ovrva—ay2 oyl +oy fous — by fown e

oY =0a y, +0byy+ay, fyyiye—aysfiyi+byl fovz — byl v
Y oY — ' O = (y1yh — Yiye) (@ Ob — b da — a® [y y? — b* [;y2 — 2ab [y y1 y2)
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0 0

oll 0 et ’ sont des raccourcis pour 9E et £
) x )
Notons A = A(E) = ™™, En dérivant la relation A\(E(£)) = ™7 on peut remarquer
o\ 2im () 4 _ A _unEY A
N E A o (E")2 A (E")3 (E")2

B
Le vecteur propre ¢ satisfait par construction [ zE ] € Ker (R¥(1) — \F) VE.

Lorsque E n’est pas exceptionnel (£ ¢ Z/2) le noyau de dimension un se réalise par
I'image de la transposée de la comatrice

Ker (R (1) = A¥) = Im ! Com (RY(1) — \F)

par conséquent, sauf valeurs exceptionnelles, 1 est un vecteur directeur de I'image de la
transposée de la comatrice. Cette propriété permet une construction explicite du vecteur

propre % au moyen des solutions normalisées.
. . . 1 -1 , , .
Au voisinage d’une valeur exceptionnelle £ € {5, R T} fixée, observons I’évolution

de la base canonique. L’expression ”a la limite” et le symbole correspondant — signifient
dans la suite que la variable E, qui est sous-entendue dans les notations, approche la valeur
spéciale E(&) fixée.

oo [{]=[45t] omnara[{] -] ]

A un facteur multiplicatif 6 analytique pres

b A=y (1) b 1
[ ] =0 [ ?/2{1) ] ou de maniére équivalente [ . ] =0 r»y) (43)

a y1(1)

A=u(1) A - ()
Y2 (1) yi (1)

y compris pour les valeurs exceptionnelles de E. En effet les dénominateurs s’annulent alors
seulement avec une multiplicité un :

Il suffit de remarquer que les quotients analytiques sont bien définis

1 1
Ona(1) >+ [ 45 #0 () —F [ v #0
A1) | i +6)\/)\—f01y1y2 1
=) | e Tm * Com (Ro(1) = ) - fly (44)
— 1 — B 1 7
ryy) | € Im ¢ Com (Ro(1) — \) — D[ iy (45)
IONN | fol U i

Ces relations sont des cas particuliers (voir (46) plus spécifiquement) d’expressions a la
limite pour la résolvante et sa dérivée :

A — +1
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Ry(1) — +£1
! Com (Ry(1) — \) — 0

- fol Y1Y2 - fol ?J% ]
O0Ry(1) —» + 46
o(1) [ +f01 y% +f01 Y1Y2 (46)
) A B

avec
A= (Joyw)?— s ) Uo v3) — fo W2 J5 93 — 3 Jovd)
B =2y (y1y2 Jo vi — v1 Jo 1)
C =2, (viva foy3 — v2 f; v1%0)
D= (fyny)?— (o v2) o v3) + Js W3 fsv3 — v3 fyv3)

Considérons par exemple dans (43) la premiére représentation avec yZ(1) et y£(1) soit
A=y1(1)
BEEd
a 1
v oY — ) 8w:a8b—b8@—@2/'yf—b2/'y§—2ab/'y1 o
0 0 0

oo Lo PSR L[5 o)

D’apres la réécriture (41) du lemme (2.16) on obtient a la limite

(47)

alors

v=2in [V v o/ oy (48)

1/2

ob +1/2 / 1 r+1/2 7 +1/2 / o
==z F2 [ (foe) =5 [, (L) =0 Ly, ([ )

b -172 \Jo bJ-1/2 \Jo -172 \Jo

ob .. .. . s b .
On peut calculer > 2 la limite en dérivant l'identité (Ro(1) — A) .l = 0 plusieurs

fois sachant que le vecteur propre est régulier.
D’abord
da

car a la limite la matrice Ry(1) — A est nulle (voir la condition de coexistence dans la
classification de Floquet 2.22) donc la matrice ORy(1) — O\ est non inversible a la limite.

3R0(1) —0A _ l —3/\/)\ - fol Y1Y2 - fol y11 ]
A +Jo 3 —ONA+ [y 1Yo

(ORo(1) — A [ ’ ] = —(Ro(1) — A) [ ob ] =0

La nullité du déterminant s’écrit

—(%A)Q:(/Oly%x/oly%)—(/olylyzf (49)
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Ensuite

(82 Ro(1) =02 [ Z ] = —2(0Ro(1)—0N) [ SZ ]—(Ro(l)—k) [ 222 ] — —2(0Ro(1)-02) l S’Z ]

de nouveau car a la limite la matrice Ry(1) — A est nulle.
De I’égalité précédente

A—PA/A B bl _ o —ONA= fyyine —Jo i b
C D—M\||al|™ + Y3 —OMA+ [y n1y2 | | Oa

dans laquelle
1 1
a=1 et b/ ygza)\/A—/ylyz
0 0

on tire 9 9 B
4——=A-D+ — —
b +b bC

Dans le cas d’un potentiel pair les solutions normalisées vy, et y, sont paire et impaire a
la limite donc l'intégrale fol y1y2 est nulle a la limite au titre de moyenne d’une applications
périodique impaire. De méme les intégrales sur (—1/2;+1/2) des primitives de y? et y2
figurant dans (48) sont nulles & la limite. De méme 'égalité A = D = —(f; v?)(fy ¥2) &
la limite dans (47) repose sur I'imparité de I'application y? [y y3 — y2 [, ¥?. On en déduit
quelques simplifications :

_ri,2
ORo(1) = + [ +f21 2 fg v ]
2 _( 01 y%)( 01 yg) —4 fol y% fo Yo
FRo(1) = £ l —4 f3 y3 [y v1ya —(Js v (s ¥3) ] (50)

A=y (1) A/
lb]:l y2(1) ]—> +f0?/§
a 1 1

Grace aux relations (50) donnant A, B, C et D grace aux remarques précédentes concer-
nant les simplifications de parité et grace a l'identité (49) on aboutit finalement &

ob _ fo i fovnye | Jo 43 Jo vy
b o Ui 0 Y3

puis

1,2\ 1/2 1,92 1,2 1
v = signe(E')2r6? (fo y1> (fo Y1 Jo Y1y i Jo ¥5 Joyaye _ 2/0 /0 y1y2>

1 9 1,92 1,92
0 Y2 o Ui 0 Y2

ou le signe se déduit de (42). C’est un détail.
U

REMARQUE. Les vecteurs (44) et (45) sont liés a la limite a cause de la relation (49). On
obtient de ce fait au moyen de (44) et (45) qu’une seule des deux solutions (anti)périodiques
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2 1 -1
€ Ker — % +v(z)— Elorsque E = E(£) avec & € {5, RS T} Néanmoins en changeant

. oA : . . s .
le signe de — c’est-a-dire d’apres (42) en inversant la paramétrisation de E’ on les obtient

toutes. Cette remarque est conforme a la parité du graphe énergétique et plus précisément
a la quasi-parité de I’hamiltonien £ — H, avec conditions quasi-périodiques.

[’étude de la (non)-nullité des coefficients géométriques 7 se réduit donc a la question
(strictement) équivalente :

” Supposons que les deux solutions normalisées y; et y, de —% + v(z) soient toutes
deux (anti)périodiques, le nombre réel

1 2 2 .
Y Yo
+ —2)/91?/2
-A<Hﬁ Jo 3 0

est-il nul ? ”
La réponse est (malheureusement) non dans certains cas et oui dans d’autres.

e Soit v un potentiel constant alors pour les solutions y; = cos(nnz) et yo = sin(nnx)

évidentes ) )
AL 89—y
o Y1 fo Y

e Soit v le potentiel obtenu en périodisant la marche d’escalier paire I(_7,;7) de demi-
largeur 0 < T' < 1/2. La condition de coexistence de deux solutions (anti)périodiques
pour —% + v(z) — E's’écrit

il existe n € Z tel que 2TVE — 1 = nx et (1 — 2T)VE = nn + 2nZ(+1)

Alors (au prix d’un calcul fastidieux!)

LOWE? WP N[ owo . 3T(—20) (—1)
J, (fol(yf)2+fol(y5)2 2)/0y1 Y = 6B (E - 1 (L) L)) T
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3 Mesures de Wigner en milieu aléatoire.

3.1 Introduction.

Cette partie étudie le comportement asymptotique de particules quantiques évoluant
dans un milieu aléatoire sous I’hypothese dite de couplage faible ('weak coupling limit’)

_OYF g2 t x
ie——(tx) = = AP (G 2) + V(G 2)yf (6 2) + Veu(o; )Yf (4 2)

ot 2 e €
ou le potentiel aléatoire /ev(%; 2) est d’amplitude y/e. La fonction d’onde ¢ du systéme
sera analysée lorsque ¢ — 07 via sa transformée de Wigner w°[¢¢] limite. Les potentiels réels
V(t;x) et v(L; Z) jouent des roles trés différents. Ainsi V' désigne un potentiel déterministe
modelisant les forces macroscopiques en présence, tandis que v désigne un potentiel sto-
chastique modelisant 1’aléatoire du milieu a une échelle microscopique. Pour des fonctions
d’onde initiales ¢ (¢ = 0) déterministes, sous certaines hypotheses sur le comportement sto-
chastique de v, nous établirons par exemple I’équation d’évolution satisfaite par I’espérance
[ = Ew®[¢?] de la transformée de Wigner limite

OLf[Y°] + € Vo f ] = VV (7). Ve f[Y°] = B(f[¥°])

ou B est un opérateur diffusif de collision de type Boltzmann dont la section efficace dépend
fortement de ’aléatoire du milieu.

On trouve la une justification théorique du passage de la dynamique réversible de
I’équation de Schrodinger a la dynamique irréversible de I’équation de Boltzmann. L’origine
de l'irréversibilité est a chercher dans le caractere déterministe des données initiales.

Ce changement de dynamique est un probleme général qui a motivé de nombreux tra-
vaux de physiciens et de mathématiciens. On peut citer [L] pour la justification de ’équation
de Boltzmann dans le cadre des systémes statistiques de grande taille, [GAL| pour la justi-
fication de I’équation de Boltzmann dans les gaz de Lorentz ou les particules interagissent
peu selon des lois de Poisson et [S] [BBS| [DP] pour des extensions. Le couplage faible a été
étudié pour la premiere fois par [KP2| puis a été repris par [DGL] [DR] [HLW]. On peut
trouver une synthese des résultats les plus marquants dans 1’article récent de L.Erdos et
H.T.Yau [EY].

Dans toutes ces références les méthodes employées reposent sur une analyse technique
et profonde des fonctions d’ondes elles-mémes, au moyen d’itérations infinies de la formule
de Duhamel et d’éléments de théorie des graphes. L’équation limite a prouver sur la trans-
formée de Wigner limite est reconnue apres coup.

Dans [PV] F.Poupaud et A.Vasseur proposent une méthode alternative qui aborde les
équations elles-mémes sans trop se soucier de la structure fine des solutions. L.’argument clé
est une propriété d’indépendance apres un certain temps qui se rapproche de la propriété
de mélange ('mixing property’) de [KP1] [KP2]. Précisément on suppose 'existence d’un
temps 7' > 0 pour lequel v(t; z) et v(7; x) sont indépendants lorsque ¢t > 7+7'. Un avantage
de cette approche est la généralité possible du potentiel v qui n’a pas a suivre telle ou telle
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loi de probabilité ([GAL] : Poisson, [EY] : Gauss). Détaillons le principe de cette méthode.

Soit a étudier la limite de I'espérance Ew® () des solutions de I’équation d’évolution
Oyw® + Aw® = 0°(t)w*(t)

ou A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S(¢) déterministe et ou 6°(t) est
un opérateur stochastique d’espérance E6°(¢) = 0 nulle. En supposant 6°(¢) et 6°(r)
indépendants pour ¢t > 74T et en supposant les données initiales w®(¢ = 0) déterministes,
la formule de Duhamel prouve 'indépendance de 6°(t) et w®(7) lorsque t > 7 + T'. Alors

we(t) = S(eT)w(t —eT) + t S(t—71)0°(1)ws(1)dr

t—eT

E6° (t)w* (t) = E6° (t)S(eT)w*(t — eT) + E t 6°(t)S(t — 7)6° (1)w*(T)dr

_E ;T 6 (1) S (t — 7)6° (r)uf (7)dr

En itérant (une fois seulement!) la relation de Duhamel
w®(r) = S(eT)w(r —eT) + / S(r —0)8°(o)w®(0)do
T—€T

on obtient

B* (£)w (£) = » / ;T E (VB0 (£)S(t — 7) Va0 (7)) drEu (1) + (1)

3

RE(t)=E /t ;T / T_ET 0% (1)S(t — 7)05(1)S (1 — 0)0° (0)w? (0)dodr

— [ E@@)SE - 7)6°(r)) (Bur (t) — S(eT)Ew® (r — T)) dr

t—eT
Il s’agit alors de calculer

lim © [* (VR (1)S(t - 1)v/E0 (7)) dr = lim OT]E(\/EHE(t)S(T)\/EHE(t—T))dT

e=0t € Ji—eT e—0+

et de constater
lim R*(t) =0

e—0t

On peut noter que dans ce raisonnement adapté au couplage faible 'amplitude des opérateurs

0° ne devra pas excéder %

La partie 3.2 étend certains des résultats de [PV] dans le cas de caractéristiques non
nécessairement linéaires, c’est-a-dire pour une équation de Schrodinger avec potentiel extérieur
V non nul. On pourra comparer les théoremes 3.22 et 3.23 (et 'asymptotique T — o0) a
ceux de [PV].
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La partie 3.3 étudie, au moyen de la méthode exposée ci-dessus, un systeme hyperbolique
linéaire & coefficients constants
ouf

ot

t
= p(eD)u’ + vVea" (5 g; eD)u

€

perturbé par un terme stochastique /ga" (£; £; D) du type précédent traduisant 1'évolution
chaotique d’une partie du milieu. Les effets déterministes de I’environnement sont compris
dans l'opérateur (pseudo) différentiel p(¢D) antiautoadjoint.

L’origine de ce modele théorique est abondamment discutée dans l'article de L.Ryzhik-
G.Papanicolaou-J.K.Keller [RPK] (voir aussi [C]) qui précise d’'un point de vue physique
pourquoi ce genre de systéme est associé a de nombreux problémes ondulatoires (ondes
acoustiques, électromagnétiques, élastiques) dans 'approximation e — 07 de haute fréquence.

L’amplitude /¢ qui s’apparente a ’hypothese de couplage faible pour I’équation de
Schrodinger exprime le fait que les fluctuations aléatoires du milieu produisent un effet com-
parable a la dispersion occasionnée par I’environnement déterministe. La présence de termes
(pseudo) différentiels dans I'opérateur de Weyl o' s’explique simplement sur ’exemple de
I’équation des ondes ,

£
25 - (o )
oll s(ﬁ; Z) est une matrice positive stochastique (purement multiplicative). La formulation
vectorielle d’inconnue u® = (0;¢°; V¢°) méle dérivations et multiplications.

Le théoreme 3.26 (dans le cas m = 0) est une version d’un résultat de L.Ryzhik-
G.Papanicolaou-J.K.Keller [RPK] concernant des milieux dans lesquels tous les potentiels
stochastiques sont stationnaires indépendants du temps. Ici la méthode de [PV] impose for-
tement a la perturbation \/an(f; Z;eD) de dépendre du temps afin de réaliser ’hypothese
cruciale d’indépendance aprés un certain temps 7" > 0 mais I’homogénéisation finale est
similaire & celle de [RPK]. Elle est méme identique lorsque 7" — oco. On retouvera dans cet
article la forme compliquée des sections proposées ici (théoréme 3.26), et le découplage des
niveaux d’énergie loin des croisements.

La partie 3.4 tente de généraliser le théoreme précédent au cas d’un systéme hyper-
bolique linéaire & coefficients variables lorsque p(¢D) est remplacé par p"(z;eD). Le
théoreme 3.27 est un résultat partiel dans lequel surviennent néanmoins tous les éléments
caractéristiques souhaitables (essentiellement une section efficace définie au moyen de la
corrélation et du groupe). L’accent est mis sur I’aspect pseudo-différentiel mais I’obstacle
théorique réside dans la projection du systeme selon les différents niveaux d’énergie.
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3.2 Equation de Schrodinger.
3.2.1 Modeéle et résultats.

Etant donnés les potentiels réels V' et v, considérons des solutions de 1’équation de
Schrodinger
bt = —= Auf + V(x)uf + /Ev(L; E)us
2 2 (RN € (51)
uf(t =0) =u5 € L*(R"Y)
a données initiales || u7 || 2rv)< 1 bornées.
Les transformées de Wigner we®(t) = w®(u®(t); u®(t)) sont bornées indépendamment du
temps dans le dual A’ de ’espace de Banach

A= {'7:%5’90“0 = QO(.’L'; f’) S Ll[Rg']a C(())(ijv)]}

7] = . = -£ d,
| Faep Ia=ll @ lirmy cpm= |, sup Il €)\de

explicitement || w®(uf(t);u(t)) ||4#< 1 et pas beaucoup mieux.

Ainsi A" x A et plus simplement S’ x S est un cadre fonctionnel naturel pour étudier
les transformées de Wigner des états purs. On estime alors I'inconnue w* faiblement dans
A’ et les tests ¢ fortement dans A.

L’hypothese de mélange consiste a superposer des solutions de cette équation

{ ie0pus, = —5 Aug + V(z)us, + ev(L; 2ug

up(t = 0) =uj,, € LA(RY) 52)

our des données initiales {u$ |n € N} C L? orthonormalisées pour tout ¢,
p In

1
selon une combinaison convexe A° € I (N) vérifiant la condition E—NEneN()\;)Q <1

Les transformées de Wigner w*(t) = w®[E,enA5us (1) @us ()] sont bornées indépendamment
du temps, dans L? cette fois,

1 1 .
I [Zneniur (8) @ wn (D] 22= 5 Tnen(30)” [ 15 (1) llz2= FTnen(X2)* <1

Ainsi L? x L? est un cadre fonctionnel naturel pour étudier les transformées de Wigner
des états mélangés. On estime alors I'inconnue w® faiblement dans L? et les tests ¢ forte-
ment dans L2. C’est I’approche que nous adopterons.

Nous étudierons la limite semiclassique ¢ — 0 du mélange (52) au travers des trans-
formées de Wigner w®(t) = w[S,enA5us (t) ® us(t)] € L? pour les temps ¢ € RT positifs
lorsque les potentiels réels V' et v satisfont les hypotheses :

e VV est lipschitzien |VV (z) — VV(y)| <llz —y| Va;y eRY

e Vv est un processus stochastique centré < Vu(t;z) >= 0 borné L®[R}; W2 (RY)]
a termes indépendants apres un certain laps de temps 7" > 0 au sens ou pour tous
t;7 € RT tels que [t —7| > T

Vu(t;+) € W»*(RY) et Vou(r;-) € W*°(R") sont indépendants
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o R(t — 7m0 —y) =< Vu(t;z) @ Vu(r;y) > ol R est une matrice N x N nommée
corrélation

L’espérance E des probabilistes sera notée comme un crochet statistique <> ou moyenne.
Le potentiel V, les données initiales {ug, |n € N} C L? orthonormalisées, les coefficients
d’occupation X° sont implicitement supposés déterministes, en d’autres termes /zv(%;2)
est la seule source de hasard dans ce modele.

Comme d’habitude pour les processus stochastiques on omet la dépendance en ‘w € 0’
point aléatoire de l’espace probabilisé (Q; F;p) de référence sur lequel est construit le
processus Vuv. Par exemple

t x t x t x
<ot %) > désigne EVo(L: L :/ VoL D)L dp(w).
o5 %) > assigne 8o D) = [ vo(h D) Lap(w)

L’hypothese d’indépendance apres un certain temps peut étre significativement affai-
blie en supposant que le processus stochastique Vv satisfait (seulement) 'indépendance
conditionnelle

t>174+T=E(Vu(t;z)|F,) =0

ol par hypothese (F;);cr, désigne une filtration pour laquelle le processus stochastique Vv
est (F;)icr, -adapté.

Typiquement on prendra la filtration par défaut F; = o{Vuv(r;2) |0 <7 <t, 1 € RV}
définie pour tout ¢ € R, comme la tribu engendrée par les variables aléatoires Vu(r;z)
lorsque 0 < 7 <t et z € RV varient.

L’hypothése d’indépendance aprés un certain temps consiste a dire que Vu(t;x) est
indépendant de F, lorsque t > 7 + T'. Bien sir l'indépendance conditionnelle en découle
E(Vu(t;z)|F;) =< Vu(t;z) > et cette moyenne est nulle lorsque le processus est centré.

L’inconnue w®(t) est un processus stochastique borné dans L>[R}; L*(RY x RY)] solu-
tion de I’équation de Liouville (voir [LP])

+1/2
OuwF + E.V,w° — VV (2).Vew® = /_ , [VV (@ +3Dg) = IV (a))ds. Veu’

+1/2
\/_/ — = + sD¢)ds.V ¢w®

1/2
en particulier la moyenne < w® > suit I’évolution

+1/2

0 <w® >+EV, <w® > -=VV(x).Ve <w® >= VVx+asD —VV(2)]ds.Ve < w® >
3 3 13

/+1/2 Vo —+ D).V d
< U - S w > as
VG g)-Ve

1/2

Avec des notations condensées

{ (0 + A) < w® >=< O.w* > +B, < w® >

|| we ||LO°[R;F,L2(RJzVXRéV)]S 1
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ou
A=¢V, —VV(2).V;

+1/2
B. = / [VV (z + esDg) — VV (2)]ds.Ve
~1/2
+1/2
6. = 0.( \[/1/2 - —+sD§)ds Ve

Le terme B, < w® > s’avérera négligeable par la suite. Etablir une équation d’évolution
limite pour < w® > en moyenne c’est donc déterminer ’asymptotique du terme a priori
non borné < f.w* >. En fait a cause du crochet statistique (mais certainement pas sans)
< 6.w® > a une limite.

Théoréme 3.22 Sila corrélation R(t; &) = (EQE)7(t;€) a la régularité 7 € L®[R,; L'(RY)]
alors apres extraction la limite de la transformée de Wigner en moyenne < w® > pour le
mélange (52) suit ’équation d’évolution

Ohf +EVof —VV(2).Vef =olf]

ou lopérateur intégral of] = [repn o(&; (&) — f(E)]dE est défini par la section efficace

2 2 2 F2

L2 1
f(%—%;f—f)ﬂLi

RGLEE

. +00 .
Ici 7(N;€) = / #(t; €)e~ ™ dt comprend exceptionnellement une transformée de Fou-
—0Q0

rier en temps qui se limite & lintervalle (—T;+47) car la corrélation est nulle hors de
(=T;+T) par la propriété d’indépendance (conditionnelle) aprés un certain temps (7).

REMARQUE. 7 est réel car #(—t; —¢) = #(t; &) = 7(—t; ).
Nous traiterons (aussi) le probleme apparenté formellement plus simple

{ O + £.Vuwt — VV(2).Vew® = %Vu(g; 2).Vew®

| w* ||L°°[Rj’;L2(IR£’><RéV)]S 1
qui conduit au résultat suivant :

Théoréme 3.23 Si la corrélation est réguliere R € L®[R,; WL°(RY)] alors aprés extrac-
tion la limite de la transformée de Wigner en moyenne < w® > pour le probléeme (53) suit
I’équation d’évolution

Of + ENLf — VV(2).Vef = dive (/OT R(r; 7€)dr V§f>

ot la matrice fOT R(7;7&)dT est symétrique positive.
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Pour les distinguer nous appelerons “contexte quantique” le cas d’origine

+1/2 +1/2
B. / [VV (@ +esDg) = VV(@)lds.Ve  0.(0) = 7 / =%+ 5Dg)ds.Ve

1/2 1/2

et “contexte classique” le cas

1 t x

Remarquons dans les deux cas la continuité des opérateurs B ) et 9 de H! dans L?

précisément

{ | Bzp l|2< 2| VV [looll Ve [[12 (54)
| vVE0: (0 ll22<)) Vo llcll Vg 12

Par construction B.w*® est négligeable avec ou sans moyenne :

Proposition 3.47 B.w® — 0
faiblement o(H 2; H?) uniformément en temps.

PREUVE. Par dualité [B.w*(t)|p] = [w®(t)|BXe] <|| w(t) ||r2]| B¢ ||L2 ou

+1/2 ! = !
| B ll=l [ 19V @+ e58) = VV (@)ds. Ve (w:€) o)

+1/2 r— /
< [, Il EVepw€) lser< el o e
0

Dans le paragraphe suivant nous préciserons en quel sens (voir théoréme 3.25) 'opérateur
A s’identifie au générateur infinitésimal d’un groupe S, unitaire sur L2. En anticipant sur
ce résultat appliquons la formule de Duhamel pour I’évolution linéaire 0, + A de second
membre 0, w® + B.we. Pour plus de détails sur la formule de Duhamel on peut consulter le
livre de A.Pazy [P]. On obtient une formulation intégrale de I’équation d’évolution :

t

we(t) = Sa(eT)w(t—eT) + Sa(t—7)0:(7)w(1)dr + t Sa(t—7)Bcw(T)dT (55)

t—eT t—eT
De méme :
t
w*(t) = Sa(t)w / Salt = 1)) (T)dr + [ Salt =) Bt (r)dr
0

Cette relation exprime l'inconnue w® au temps ¢t comme une fonction des temps compris
entre 0 et ¢ (seulement) en particulier :
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Lemme 3.17 Pour toute opération S déterministe
t>7+el =< 6.(t)Sw (1) >=0

PREUVE. Par la formule de Duhamel, pourvu que les données initiales soient déterministes
(plus généralement Fy-mesurable), le processus stochastique (w®(t))cr, est (F;)-adapté
des lors que (0. (t)):wcr, est (F)-adapté ce qui constitue une hypothese sur le processus V.
Alors pour S déterministe (plus généralement F,-mesurable) on a

E (0:(t)Sw® (1) F7) = E(0:(8)| F7) Swe(r)

car la variable aléatoire Sw*(7) est F,-mesurable.
Par hypothese E (0.(t)|F,) = 0 lorsque ¢t > 7 + €T
On en déduit E (6. (t)Sw.(7)|F,) = 0 puis

< E(0.(t)Swe(7)|F;) >=< 0.(t)Swe(1) >=0
Il

En appliquant I'opération 6. (¢) puis en moyennant (55) on obtient

0. (t)w* (t) = 0:(t)Sa(eT)w* (t — T)

+ t 0. (t)Sa(t — )0 (7)w* (T)dT + t 0.(t)Sa(t — 7)Bw® (7)dT

t—eT t—eT

¢ t
< O (H)w(t) >= / o< 0.(t)Sa(t—7)0.(T)w (1) > dr7+ < 0.(t)Sa(t—7)B.w® (1) > dr
t—e t—e
(56)
ou la décorrélation des facteurs 60.(t) et w®(t — ¢T') énoncée dans le lemme 3.17 permet
d’annuler le terme < 6.(¢)Sa(eT)w®(t —eT) >= 0.

On en déduit une décomposition de < #*w® > sous la forme

< 0.()wf(t) >= /t 0. ()Sa(t — ) Bt (r) > dr + Cu(t) + N (1)

—eT

+/OTL(7') (<w(t—er) > — <w(t) >)dr + (/OTL(T)dT> < wt(t) > (57)

{ C.(t) =< fttng 0.(t)Sa(t — 7)0:(7) (we(7)— < w(7) >)dr >
N(t) = ftt_ET < O0:(t)Sa(t — 7)0 (1) >< we (1) > —éL(t_TT) < w(r) >dr

L’expression de 'opérateur limite L dépend du contexte

e dans le contexte classique

L*(1)¢ = Zi<iyj<n O {Ri,j(T; Tf)asjéo(xf)} = dive (R(1;7§) V(25 €))
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dans le contexte quantique
L(r)p= [ #mme™ iy
neRN

x e—2i7r7'772/2 4 $,§ e+2i7r'rn2/2 — $,§ — e—2i7r'rn2/2 — o(z; é— + e+2i7r'r772/2
P, ¥
et

</T L*(T)dT) 0= %/HERN A ((f -n)? (5)2;n> ()47 ((52)2 B (5_;77)2;77) ()

0 2 2

A ((5 -n)?  (?

2 <(§)2 (€ +n)?
2 2

;n)w(x;f—n)—f 5 T g ;n><p(:v;€+n) dn

ou I'intégrale en temps fOT est transformée en %ffg par la parité 7(—t; —=§) = 7(¢; ).
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3.2.2 Préliminaire sur les équations de transport.

Considérons 1’équation hyperbolique linéaire du premier ordre sur I'intervalle de temps
I =Ry dans l'espace RY & source nulle

Owu + div(au) + apu = 0 forme conservative
0w + a.Vu + aju = 0 forme non conservative
ay = ap + div(a)
Les coefficients a € L2 (I x RV )N et ag € L, (I x RY) sont supposés réguliers au sens ol

la(t;x) — a(t;y)| < U(t)|x — y| Vr;y e RN Vte I avecl e Ly (I)

Pour des résultats beaucoup plus fins on pourra consulter [CB].

Le flot (¢;7;8) = X (t|z;8) = 2+ [ a[r; X (7|z; 5)]dT est bien défini localement lipschit-
zien sur I x RY x I, il satisfait

i (tlzys) = alt; X (] 5)]
OX (t|z; ) = —a(s;2) + [L Valr; X (1|23 8)].22 (7]; s)dr (58)
oo (tlzys) = e + [ Va[r; X (r|z; 5)]. 2 (7]2; s)dr

ol (€;)1<i<n désigne la base canonique de RY.

Le jacobien j = det VX € L, (I x RN x I) est donné par

loc
¢
itz 8) = exp / (diva)[r; X (r]z; 8)]dr
S
Les dérivées spatiales du flot sont localement lipschitziennes en temps

|52; |t 8) < exp(|| 1 [[zoesiey [t — s1)

o: (t + hlz;s) — F-(tlw; 8)| < R Iz ey exp (Il 1 zoe(siesnyy (1 — 5|+ [A])
(59)
Les changements de variables inverses

©: (ty) = [ X(ty;0)] 71 (Hx) = [t X (0]z;1)]

sont localement (bi)lipschitziens ©; 07" € Wi (I x RY),
et méme globalement (bi)lipschitziens en espace localement en temps

VO e L[ L*RY)] VO telL®

loc

[1; L%(RY)]

loc

Le changement d’inconnue u =vo Ot € L} (I XRY), v =uo00O € L,.(I x RY) est
une transformation bijective. Les formulations faibles sur v ou sur v sont équivalentes :

// u[—0wp—a.Viptagp| = / upp(0;-) Vo € CHIXRY) ou encore Vo € WHe(IxRY)
IXRN RN
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équivaut a
// . v[—0yp+(ago®) | = /N vop(0;-) Vo € CHIXRY) ou encore Vo € WhHe(IxRY)
IxR R

1

1oe(RY) est une donnée initiale fixée.

ouuy=vy €L

Théoréme 3.24 (Méthode des caractéristiques)
Il y a existence-unicité pour les solutions faibles u € L} (I x RY) du probléme
Owu + div(au) + apu = 0
u(t =0) =uy € L, (RY) donné

interprété sous forme variationnelle
O — Vo +ag] = [ uep(0;) Vo€ CHIXRY
[ ] ulte—aVetapl = [ ue0:)  VeeClIxRY)

Il s’agit de la solution u = u(t;x) = ug|X (0|z;1)]exp (— gag[T;X(ﬂx;t)]dT) donnée par
la méthode des caractéristiques.
Théoréme 3.25 (Groupe unitaire et générateur)

Soit a € L, (RV)N lipschitzien indépendant du temps a divergence nulle (pour simpli-
fier).

L’opérateur Au = div(au) est essentiellement antiautoadjoint sur D(A) = CZ(RY) C
L*(RN). Sa fermeture Au = div(au) de domaine

D(A) = D(A*) = {u € L*(RY) | div(au) € L*(RY)} ¢ L*(R")

ot la divergence div(au) est interprétée au sens des distributions,

est le générateur infinitésimal d’un groupe unitaire sur L2(RYN) qui est la composition
par le flot

{ S(t) : f(z) € LX(RY) — f(X(0]z;1)) € L*(RY)
S*(t) : f(z) € LARY) — f(X(t|z;0)) € L*(RY)

REMARQUE. Lorsque la divergence div(a) n’est pas nulle a priori

1 .
I f ||%2(RN):/|f°@|2|Je| =|| fOG-GXP(i/lea) 172y Z f o © |12y

I'isométrie est perdue a cause du jacobien |Jg| # 1 du changement de variables.

Nous utiliserons le théoréme 3.25 pour I’évolution hamiltonienne 0, +&£.V, — VV (2).V,
sur 'intervalle de temps RY dans I'espace R*Y = RY x RY.

Definition 3.9 Pour a(z;€) = [§;—VV(z)] € RY x RN le flot (hamiltonien) sera noté
X (t|z,&0) = X(t|z, &) = [P(t|x,&); Q(t|x,&)] comme un couple position-vitesse défini sur
I xRY x RY tel que

8tP = +Q

0,Q = -VV(P)
Alors S3(t) : f(z;€) € L*(RY x RY) = f(X(t|z,€)) € L*(RY x RY) donne le groupe
unitaire de générateur infinitésimal A = €.V, — VV(2).V¢ sur L*(RY x RY).

Par la suite C5%(l) désignera diverses constantes uniquement fonction du temps 7" > 0

fixé et de la constante de lipschitz [ pour le potentiel VV'.
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3.2.3 Preuves.

Les propositions 3.48, 3.50, 3.51, 3.52 de ce paragraphe sont consacrées a 1'étude des
termes négligeables de la décomposition (57). A chaque fois on distinguera le contexte clas-
sique du contexte quantique.

Pour différencier le crochet statistique des crochets de dualité o(H®; H=*) on notera
[W ] la forme bilinéaire exprimant I’action de la distribution (tempérée) W sur le test .
[’adjonction notée * correspond a ce crochet de dualité bilinéaire non sesquilinéaire.

Proposition 3.48 [/ . < 0.(t)S(t — 7)B.w®(7) > dr — 0
faiblement o(H 2; H?) uniformément en temps.

PREUVE. Dans le contexte classique B, est nul, il n’y a rien a faire. Dans le contexte
quantique :

B = — fjll//;[VV(x +esDg) — VV(x)|ds. V¢
Vel (t) = — [ V(L £ + sDg)ds.Ve
Par dualité

/t 0.8t — ) Bt (r)dr g

—eT

- /fET [0 () [VEBLS4(t = )b (r)] dr

< Vel BISi(t — m)vebz(t)e > sup | I w® |2 < Ve || BESH(t — 7)vVebZ(t)g ||z

tit—eT
or || BISH(t = T)Vet: ()¢ [|2< 2 || VV [lool| VeSH(E — T)VEOZ () [|2< 2 || VV [l
t 1 4
(196X llo (6 =) 1 V0l () 1 e+ 11 0P e (6= 7) 1 T e () 11 1

Cette borne s’obtient en développant la dérivation V¢ dans chacun des facteurs de :

VeSi(t — m)vVeb: (t)e
+1/2 t P(t—rT|x, , — ,
= vz ([ o T i Tt - 70, 9:6)) (@ - i)
Finalement en invoquant les inégalités (59) a savoir

|a§X|(t - T|$,f) < exp(l‘t — 7—|) < C%te(l)
10cP|(t — 7|z, €) < 1|t — Tlexp(l[t — 7]) < £C3te(l)

on en déduit
| VeSh(t —1)VEd: ()@ [|22< CF() || Vo llwre|l @ | a2 (60)
O

Proposition 3.49 (Equicontinuité)
La famille < w® >C CO[R};0(L?; L?)] est équicontinue. Il existe dans (< w® >) des
extractions o(L?*; L?)-convergentes localement uniformément en temps.
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PREUVE. Puisque < w® >€ L? est borné indépendamment de ¢ et t € RT pour prouver
que la famille d’applications {< w® > |0 < & < 1} C C°[R{"; 0(L?; L?)] est équicontinue
il suffit de vérifier que la famille de nombres {[< w® > |¢] |0 < & < 1} C C%(R") lest
pour tout ¢ dans une partie dense. Alors Ascoli affirme la relative compacité au sens de
CP [R;0(L?; L*)] car les valeurs prises par < w® > appartiennent & un borné o(L?; L?)
donc & un métrique compact. C’est pourquoi il existe des extractions o (L?; L?)-convergentes
localement uniformément en temps.

D’abord pour ¢ régulier [< w® > |p] € L®°(R/) est équilipschitzien (uniformément en
¢) sur Uintervalle de temps |¢7T'; 00[. En effet on a

O [<w® > |p]=[0 <w® >|p|=[-A<w >+ < b.w >+B. <w > |p],

et il découle de ’égalité (56) et des majorations (54) et (60) que

[< 0w > || =< é t . [wE(T)\\/eE@;(T)S,’Z(t — T)Veb:(t)p + VeBIS(t — T)\/EO:(t)SO] dr >

t—e

1 t
< sup fJwt e = [l VEOL(R)Si(t = TIVEG: (e + VEBISi(t — T)VED: (D) |12 dr

(t—eT3t) € Ji—
< Vo [leoll VeSTH(E = T)VEOL ()@ |2 +2 1| VV looll VeSi(t — T)VEO ()@ |12
< CFM)A+ [ Vo [lwiee + [ VV loo)? || @ |22
On en déduit

[0 < w® > [g] | <|| A% |le2 +CT () (1+ | VU lwreo + | VV [lo)” [l @ [l 222

Ensuite pour ¢ régulier [< w® > (t +eT)— < w® > (t)|p] tend vers zéro uniformément
en t € RT lorsque ¢ — 0. En effet on a

t+eT
[<w® > (t+eT)— < w® > (t)|p] =/ [—A <w® >4+ < 0w >4+B. <w > |¢]
t

t+eT
< swp e [ | —A"+0+ Blolls
(t—eT;t) t

. 1
<o (I14% lua + 72 1 90 el Ve 2 42 1 9V sl Ve I )
d’apres les majorations (54).
Enfin pour ¢ régulier [< w® > |¢] est équicontinu sur l'intervalle de temps Rt au titre
de limite uniforme de la famille [< w® > (- + €T')|¢] équilipschitzienne.
4

Proposition 3.50 (Extraction) Aprés extraction
JEL(T) (< wi(t —eT) > — < we(t) >)dr — 0
faiblement o(H 2; H?) uniformément en temps.
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PREUVE. Par dualité
VOT L(7) (< wi(t—er) > — < wf () >) dﬂwl _ /OT (< wi(t—er) > — < wi(t) > |L* (1) dr

or L*(7)p € L? est borné (Vo € H?) indépendamment de 7 € [0; T7.
Apres extraction au sens de la proposition 3.49 il y a convergence a 7 fixé, d’ou ’assertion

par convergence dominée.
O

Proposition 3.51 Le terme C. de la décomposition (57) est négligeable
C. — 0 faiblement o(H~2; H?) uniformément en temps.

PREUVE. Proposition 3.51 dans le contexte classique. Dans ce cas on a

{ VEO:(t) = =Vu(55 £).Ve
Sa(t) : f(z;8) = f (X (t]z,))

Par dualité

[, 0-3att = Do arle] =L [ [w ()IVEOE (D)3 (¢~ n)VERL ()] dr

—eT g

Explicitons /e0%(7)S% (t — 7)\/eb:(t)p

t P(t— 7|,
- 9% 0.9 { oo P, 9o - i)}
= Scigentin(S Dopu s T 90 (x4 - 2, €)X (0 - 71, )
+21§;j§Naﬂ(g; g)vajv(g; M) : éa&.P(t — 7|2, €)0, (X (t — 7|, £))

Dans les estimations qui suivront des dérivées par rapport a x et £ porteront sur les
facteurs de flot g, X (t—7|z, &) et 19, P(t—7|x, €) ce qui est problématique vu qu’a priori le
flot est seulement une fois dérivable (par hypothése VV est seulement lipschitzien). C’est
pourquoi il convient de régulariser les facteurs de flot. Le plus simple consiste a vérifier
qu’ils sont faiblement dépendants des variables (z, &) par exemple :

t—

-
- 8&@(75 = O)

1
O, X (t — 7|z, &) = 0, X (t = 0) ga&.P(t —7lx, &) ~
Précisément les dérivées du flot satisfont d’apres (58) la relation
t
a&X(ﬂ:L‘, 5) = a&X(t = O) + /) VG'[X(T|$5 5)] ) a&.X(T‘IIJ, f)dT

ol pour simplifier la notation 0 X (t = 0) désigne le 2N-vecteur nul sauf pour ce qui est
de la composante N + ¢ qui vaut un, en particulier

|0, X (t = T|z,8) — 0, X (t =0)| <[t — Tlexp(l|t — 7]) < SC:?te(l) (61)
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De méme on a .
P(t2.6) = | 9,Q(r[z.)dr

en particulier d’apres les inégalités (59) on obtient
t—T
0 P(t = 7]2.6) = (=)0 QE = 0) < [ 105Q(12.€) — %Q(t = 0)]

t—T
< [ Tul- lexp(t] - |) < E2C5<(0) (62)
0
En notant K7 (¢;7)¢ la régularisation de \/e6%(7)S% (t — 7)\/eb*(t)p c’est-a-dire

LU T O oo 61— i, )

. T X
K (t;m)p = ElSZ’;J’SNaiU(g; g)ajv(;

t— t P(t—r|z,§)
€

+i<iji<N— av( )@'ajv(g, )8§j‘P(X(t_T|$a§))

les majorations (61) et (62) précisent
I VebZ(7)Sa(t = T)IVEbX () — KI(t;7)¢ [l2<[| Vo [[iya0e eCF() [ ¢ Il (63)

On vient de constater (Vi € H?) avec ou sans moyenne

[/tth 0= (t)Sa(t — T)GE(T)wE(T)dip] ~ 1/jET (K (t; 7)w®(T)|] dT

€

[/t;T 0:(t)Sa(t — )0 (1) <w(r) > d7'|€0] ~ é/t;T (K. (t;7) < w®(1) > |¢]dr

Par différence on obtient

C() ] = [/;T < 0.(£)Sa(t — 7)0.(T)wr (1) > — < 0.(8)Sa(t — T)0.(7) >< wi(r) > drlg

[ Klsmu(n) > - < Ki(tim) ><w'(r) > el dr (64)

Pour analyser cette quantité qui serait nulle sans le positionnement des crochets nous itérons
la formule de Duhamel (55)

we(1) = Sa(eT)w (1 —eT) +/ (1 —o0) da+/ A(T — o) Baw®(0)do

d’ou
K. (t;7)w (1) = K (t; 7)Sa(eT)w® (1 — eT)
+ /rTsT Ks(t; T)SA(T — U)Hs(a)wg(a)da' + /TTET Ks(t; T)SA(T _ U)Bg’wg(O')dO'

et
K.(t;7) < w (1) >= K. (t;7)Sa(eT) < w® > (1 —£T)

+/T_ TKE(t; T) < Sa(T — 0)b.(0)w (o) > do + /T_ TKE(t; T) < Sa(T — 0)B.w®(0) > do
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Par différence on obtient

< K (t;m)w (1) > — < K (t;7) >< w(1) > (65)
—/ (t;7)Sa(r — 0)0:(0)w(0) > — < K (t;7) >< Sa(r — 0)0:(0)w (o) > do
+ < K (t;7)Sa(T — 0)Bew®(0) > — < K (t;7) >< Sa(T — 0)B.w®(0) > do

T—eT

car les deux termes < K, (t;7)S4(eT)w* (1 —eT) >=< K. (t;7) > Sa(eT) < w* > (1 —€T)
se compensent grace a la décorrélation du lemme 3.17.

Ainsi [C.(t)|p] donné par (64) est approximativement (Vo € H?) une combinaison
linéaire finie de termes du type (65)

\/_é t dTé/TT_gTdU[ (t;7)Sa(T — 0)Veb(o)w ()|‘P]

1 T
te - / dr= / do [K.(t;7)Sa(7 — o) Bow® ()]
g Jt—eT g Jr—eT

dans lesquels la moyenne figure en diverses positions.

Vus les facteurs /¢ et ¢ apparus par itération de la formule de Duhamel, la négligeabilité
[C.(t)|¢] — 0 pour tout ¢ € H? résulte du lemme 3.18 suivant. La densité H*> C H? et la
borne C.(t) € H~? déduite de (64) permettent de généraliser o € H? en ¢ € H?. Ce détail
technique n’est d’ailleurs pas essentiel.

Lemme 3.18 Pour tout ¢ € H3
la famille B*S* (1 — o) K (t;7)p € L? est bornée
la famille \/e0} (0)S* (T — o) K*(t;T)p € L? est bornée

PREUVE. Dans le contexte classique B, est nul, il reste /0 (0)S% (7 — o) K (t; )¢

= Bicenvu( % Do =208, L PEZ 008 o o(xXt—olr.€)
P a5 PO 288055, PO 200 00— ol )

donc

I Vet (0)Sa(m — o) KX (1) |2 <[l Vv [lool VeSa(T — o) KZ(t;7)¢ [[22

1 1
<I'Vo el @ [l (II Z0P(1 = 012,8) lloo + || ZOP(t = 0l2,8) [loo + [ 0 X (t — 02, ) ||oo>

Cette borne s’obtient en développant la dérivation V. dans chaque facteur.
En invoquant les inégalités (59) précisément

1 1
|| g8§P(T — U|$a€) ”ooS“ gagp ||oo (7- — O') < C%te(l)
| X (t = 0l2,€) looSI| IeX [l (¢ = 0) < C(1)
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et
1 1 ste
I Z0eP(t — 0]z, &) loo<|| Z0¢P [l (¢ — 0) < Cre(l)

On en déduit
| Veb:(0)Sh(r — o) KX (t; )¢ (|2 < CF(L) || Vo [fy2eoll 0 |13 (66)

O

PREUVE. Proposition 3.51 dans le contexte quantique. Dans ce cas on a

{ Vel (t) = — [1Z Vu(L; £ + sDg)ds. Ve
Si(t); f(=; E)Hf( (tlz,€))

Comme précédemment explicitons /€07 (7)S% (t — 7)/€0*(t)p

+1/2
_/ - —+5D§)ds

1/2
1/2 Pt — .
Vel ma ([ vl M s Vep(Pl = 70,60 ) (@1 = 71, €) |
T X

+1/2 1 a:,af
= Sicen [ |, 00 T+ sDe)ds F AT (@t — 7l €)

w +1/2 t P(t— 7|z, —
azso) = [ 005 PEE IO |y asTagp(Pl — e, €)5) - 06 X (1~ 7, €

-1/2 €
+1/2 1 t P(t—rlz,§) .
— — . . e~ 0000 37 ) P _ .
+/1/2 ~0e. P (t —7|z,€) Vajv(s, . + s1)dsOg, p(P(t — 7|z, €);m)

en omettant dans la notation Az’f(n) la dépendance en .

Dans Af,’f(n) nous régularisons les facteurs de flot comme dans le contexte classique en
approchant
{ |0, X (t — 7|z,8) — 8, X (t = 0)| < eCjte(l)
|0, P(t]2,€) — (¢~ T)%Q(t =0)[ < &*C*(l)

d’oul une régularisation K7 (¢;7)¢ du terme /e6*(7)S% (t — 7)\/e0(t)p définie par

+1/2

Ki(67)e = Sicgen | [ 0w(55 2 + sDe)ds Fa [ BL Q- 7/, €))
neR

1/2

avec

+1/2 t p(t_7-|$ 5) —
z,€ _ s ? _ .
B = [ (G an)dsd G PPt — e, €);n)

=T ot PE=TI2,E) ~
(L T TIES) (Pt — .
+/1/2 E 828]1)(8, - + sn)ds0g; (P(t — 7|z, £);m)
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En utilisant I'isométrie de Fourier L? et la conservation de la norme par le changement
de variables (z;&) — (P;Q)(t — 7|z, &) de jacobien unité on obtient

I VEO:(r)Sat — 7)VebX (e — KX ()¢ |72
<[ Vo |5l T‘%é[Az’é( ) = By (MIQ(t — 712, 6)) 72

+1/2
V0l o L O T s Q)ds TG (P Q)0 X (¢~ 71P5Q) - 0 X (=)

1/2
t—71 P — 9

QU =0)) - Vou(5; = + Qs p(P; Q) PaPdQ
< 2080 | V0 el

Il en résulte 'estimation analogue de (63)

I Vb (T)Si(t — T)VebZ (t)p — KX (1)@ ||r2< eCTe() || Vo [yl @ a2

et la proposition 3.51 dans le contexte quantique continue de se prouver par la méthode du
cas classique en adaptant le lemme 3.18 :

+(Z06Q( —7IP;Q) -

Lemme 3.19 Pour tout ¢ € H?
la famille \/207 (0)S% (T — o) K (t;T)p € L? est bornée
la famille B:S} (1 — o) K> (t;7)p € L* est bornée

PREUVE. Remarquons d’abord
| Ve0:(0)Si(r — o) K (t7)¢ |2 <|| Vv [loll VeSh(T — 0)KZ (5 7)¢ |12

| BESH(T — o) KZ(t;7)p |2 < 2 || VV [lool| VeSA(T — o) KX (t57)¢p || 12
avec VeSi(m—o)Kr(t;7)e

/ _
= Yi<ij<n Ve {/H 2 (= Pr—ozf) , sD¢)ds Fy 2 [BEH(Q(E — 7, 5))}

~1/2 € €

Développons ensuite la dérivation V. dans chaque facteur. Cette opération est formellement
compliquée par la présence de la transformation de Fourier (.7-";0;) dont il faut dériver

Pargument (Q(t — 7|x,&)) et U'intégrande (B;ff(n)). Ce calcul aboutit a ’analogue de (66)
a savoir
| VeSa(r — ) K2 (67 lso
1 1
< Vo Byaee (Il 296P e (= 0) | Z06P(t = 012,€) o + 1| B X (¢ = 712, |1

<GP 1 Vo el @ 1

Proposition 3.52 Le terme N, de la décomposition (57) est négligeable
N. — 0 faiblement o(H~?; H?) uniformément en temps.
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PREUVE. Proposition 3.52 dans le contexte classique.

< V(DS (VAR (D) > ¢ = dive < Vo5 Dywu L T, g (x (1l ) >

R R R )
= Y1<izj<nOg {Ri,j(t ; T§ Pli— e &) - x)aijD(X(t - Tl f.))}

193

1 t—7 P(t—7lz, ) —
= Sicyen 8 Pl 712, €) - VR, (T T TEO Z0 o1 - 7la, )

(T T 09 (X (1 71, )) - X (¢ - i, )

t —
égale L:(—T)gp ou par définition
£

L(7)e = Tacugen -0 Plerla, € - VR (r; DD =005 o X ez, €)
Ry TEPO =090 (X (e, €)) - 0 X (el )
Par dualité
1 st t— t—
Nl = [ [< wh(r) > L (— D) — L(— )| dr

= [ < wrt—en) > 11200 - Deldr < [ Lo - L) e dr

et la négligeabilité [N, (t)|¢] — 0 résulte (Vo € H?) du lemme suivant par convergence
dominée :

Lemme 3.20 Pour tout ¢ € H? L:(t)e = L*(1)e
fortement dans L? & T fizé avec une borne L? localement uniforme en 7.

PREUVE. Par la régularisation des facteurs de flot 0, P(eT|z,€) et 9, X (7|2, &) A
laide des inégalités (61) et (62) on démontre & la maniére de la preuve de la proposition
3.51 approximation

P _
L; (T)e =~ Elgi;jngaiRi,j(T; (erjz, &) x)asﬂ’(X(gT‘xa £))
Ry DETBE = 005 0 oK (erla )

au sens de L? localement uniformément en 7, sous Uhypothése R;; € LS [R; WH (RY)]
pour un test ¢ régulier, par exemple ¢ € H?.
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Maintenant a 7 fixé

P(et|z,€) — x Pletl|z,§) — 2)
5

)0 o(X (eT|,€)) + Riyj(T; . )0¢;0¢; (X (7|2, €))

—70; Ry j(1;7€)0g;0(w, &) — Ry j (13 7€) 05, 0¢,0(, &) || 1269 O
en étant borné par exemple par (1 +7) || Rij ||wre (7) || @ || a2
En effet pour vérifier cette convergence nous distinguerons les grands £ des petits.

|| Ta,'Ri’j(T;

Pour & grand on a
o [JiesrT?0iR: ;1 (7;7€) |0 01 (2, §) + | Ri (75 7E) |0k, O, 0| (2, &) dwd€

<|| Rij e ?[0g; | 05|
N Bag e () [ [ 71060 2,€) 410 Dol €) e

o [ Jesrm 1Rl (r; PEREEED) 0 P (X (erle, €))

+|R "2(7__ (ST‘.’L‘,g)—x
1,J ) c

)|0; 0, I* (X (e7 |z, €))dzdE

<l Ryi %100 2|9 0[2(x, 0. 0¢. 0|2 (0, £)dad
SN Rig e @) [ [ 7100006 + 10060l (2, €) e
car [Q(er[z,€) — €] < &7 || YV |l implique [Q(er]z,€)] > Ig] = e || VV [l

Pour &£ borné on a
2
° ff‘gKR‘TBR,J( -M)g)@ (X (eTl|z,§)) —T@iRi,j(T;Tg)(?gj(p(x,g)‘ dzd§

- / /§|<R ‘T@-Rz-,j(f; T+ efe)0 (2, & + €g:) — TO R, (13 7E) Og; (2, 5)\2 dzd¢

Y 2
o [ fie<n |Rij(r; B0 0 0(X (67|, €)) — Rij(75 7€) O, O, p(, €)| devd

iz

oﬁfg=fg(x;§):§(P(ST‘:U"S)_JJ— )=——/ do/ VV[P(|z,€)]

2
Rij (1578 + €f:) 0,0, 0(x,§ + €9:) — Rij(7;76)0g, 06, 0 (2, {f)‘ dxdé

=L [ Q= DVVIPC O < TV | (67
et . = 0:(5:) = 2 (X (el ) = (5,8) = = [ alX(12, ) <71V oo +11 Q 1)
<7l YV lloo e +27 | VV ) 71 +7) [ VV ||os +7R (68)

On conclut par un résultat d’analyse générale exprimant la continuité des translations
dans L' par exemple :
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Lemme 3.21 Vf € L! f(z+ g.(x)) L, f(x) lorsque e — 0,
st g, lipschitzien tend uniformément vers zéro.

PREUVE. Pour F' régulier

/|f(x+gs($))—f($)ld$ <|f=F [l +/|f($+gs($))—F(x+gs($))|d~’v+ |9 llooll VE ||

Le changement de variable bilipschitzien z — z + g.(z) a pour jacobien un nombre de
limite 1 d’ou I’équivalent

J1F(@+g.(@) = Fla + g.(@))ldo ~ [ 1f(2) = F(@)|do
On en déduit
limsup ['|f(z+ g (2)) — f(@)ldz < 2| f = F ][

g

PREUVE. Proposition 3.52 dans le contexte quantique.
Pour expliciter < /e0(7)S% (t — 7)1/€0%(t) > a ¢ fixé nous reprendrons —/e*(t) sous
la forme

t x
@Hv(gagﬂL?)(ﬂ—U(gag - 7)%0
alors /207 (7)S%(t — 7)\/E0:(t) ¢
t T

= Syss [ dn [ dnfo(m)o( S e E eremnoriagi i )
’ neRN 7 €ERN € €

1,1 1.1
o (Pl—rloe+ 2y - rine+ )+ 7)

ou s et s’ décrivent indépendamment {—1; +1} cette somme comprend quatre termes signés.

La moyenne a ¢ fixé fait apparaitre une intégration contre do(n + 7')dndn’ qui simplifie
un peu les exponentielles oscillantes d’ou

< VRSt = WA (D) > o= (T

g)w

avec par définition LY (7)¢p

Par dualité

1

Nl =2 [ [<wrtn) > 1

t—1T =T
) —L*(

= [ < wtt—en > Lo - el < [ 1200 - L0 e dr

et la négligeabilité [V (t)|¢] — 0 résulte (Vo € H?) du lemme suivant :
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Lemme 3.22 Pour tout ¢ € H? L (1) — L*(1)e
fortement dans L? & T fizé avec une borne L? localement uniforme en 7.

PREUVE. La borne || LX(7)¢ |[z2< 4 || ¢ |12 / |(7;m)dn repose sur I’hypothése

f
neRN |
formulée dans le théoreme 3.23 & savoir 7 € L*®[R;; L'(R")]. Pour la convergence

FLe(r)e = LT llee< Bow | FIT0) 1A (73123 8) M2y

avec

€ i eT|z,§)—T)/€ 51 LT SN
A (rinla;§) = VB ere /g (Plerls, €); Q(erla,€) + 2 ) — ¥y (¢ + 2)

nous distinguerons comme précédemment les grands & des petits :
S
o [ [ lele+Zhdsas < [ [ (g )dude
€I>R 2 €|>R—{n]
s
o [ [ Iel(Perls, ) Qerls,€) + Ddude < [ | 1 (; ) e
€1>R 2 €12 R—ln|—e7[|V Voo

car |Q(e7|z,§) —&| <eT || VV || implique [Q(eTl|z, )| = [§] —e7 || VV ||

e

2
dxdg

AT ODley ((Plerls, €); Q(erlz, €) + 5 ) — ey (w6 + 2T

e

avec | fo| < 72| VV ||o €t |ge] < T(1 +7) || VV ||oo +7R d’aprés (67) et (68).

2
dxdg

. S
€—|—2z7r’r)6fsg0 <$,£ + 777 + Sg,g) - 90(33; g)

Comme précédemment dans le contexte classique on déduit du lemme 3.21 la conver-
gence dans L*(z; &) de AS (75 n|z; €) vers zéro a 7 et 1) fixés, d’out I'assertion par convergence
dominée.

4
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3.2.4 Exemple de potentiel stochastique.

On construit ici une famille de processus stochastiques v = v(t; z) satisfaisant
t>1+1 T €RY = E(v(t;2)|F,) =0

<v(t;z)otsa")y >=rt -tz —a')
ou F; =co{v(r;z) |7 <tz € RV} est la filtration par défaut.

Soient (ay)ier, (At)ter, (be)zerny, (Bz)gerny quatre processus stochastiques centrés du
second ordre (L?) indépendants dans leur ensemble. On suppose < A;Ay >= Oy et
< BB, >= 0, de tels exemples se réalisent (aisément) dans la classe des processus
gaussiens alors A; et A} sont automatiquement indépendants (¢ # ¢'). On suppose a; nul
lorsque t ¢ [0; 1]. Posons

v(t;x) = /RaTAt_TdT /RN by B,y dy
D’abord la moyenne < v(t; z)v(t';2") >

_ , |
= [ fon < >< Ao > drdr' [ [ <bby >< Broy By > dydy

= / < Qrly _pyr > dT/ < byby gty > dy
R RN

est une fonction (r) des variables (séparées) t' —t € Ret ' —z € RV.

Ensuite lorsque ¢’ > ¢ +1 I'expression v(t'; ') = [jo.1 a7 Ay —-d7 [gw by By —ydy ne dépend
de A qu'en des temps t' — 7 €|t;4+00| pour lesquel Ay, est indépendant de F; donc
E(v(t';2")|F) = 0.

On peut le vérifier rigoureusement en intervertissant les intégrations (Fubini)

<otz ) >= /IR/RN < Ay_ra:byBy _yp > drdy = /]R/RN < Ay_r >< a;byBy_yp > drdy

pour tout ¢ € L*®(F;) supposé Fi-mesurable,

ou la moyenne < Ay_ra,b,By_yo >=< Ay_, >< a;byBy_yp > est scindée par
indépendance.

Bien siur la nullité de < v(t';2')¢ > pour tout ¢ € L*®(F;) équivaut a la nullité
E(v(t';2")|F;:) = 0 de Pespérance conditionnelle.

La morale de cet exemple : méme si v(¢; z) et v(¢';2") ne sont pas a priori indépendants
lorsque ¢ > t + 1 ils contiennent des facteurs centrés qui eux le sont.

REMARQUE. Supposant a; nul lorsque ¢ ¢ [0; 1] et b, nul lorsque |x| > 1, la construction
de v(t; x) par convolution montre que les trajectoires du processus v héritent de la régularité
locale des trajectoires des processus a et b. Par exemple si a et b sont (presque strement) a
trajectoires C? alors v est (presque siirement) & trajectoires C? en bref v € C?. Exception
faite de ’hypothese de support compact (et de I'hypotheése d’indépendance) les processus
a et b sont tout a fait quelconques. Leurs trajectoires peuvent étre supposées réguliéres.
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3.3 Systemes hyperboliques linéaires a coefficients constants.
3.3.1 Modeéle et résultat.

Considérons des solutions d’un systeme hyperbolique linéaire du premier ordre a M

dimensions
g0t = p(eD)uf + /ea" (£; Z;eD)us (69)
uf(t = 0) = us € LA(RY)M

a données initiales || u§ ||2< 1 bornées.

L’inconnue u® = u®(t;x) € CM est un vecteur complexe & M dimensions.

L’opérateur pseudo-différentiel a coefficients constants p = p(&) est matriciel complexe
M x M antiautoadjoint p* = —p lipschitzien.

La perturbation a" (£; % eD) est 'opérateur de Weyl d’un symbole matriciel complexe

M x M antiautoadjoint a* = —a ayant la régularité

Jurern SUDgeR SUDgeRN ‘a‘zlg%’gdx < 1 pour tout 0 < |a| < 2m

- (70)
SUDseRr Jor crN SUPgeRrN 7‘8%65&;&;#;5) dz’ <1 pour tout 0 < |a] < 2m

ou l'entier m € N est moralement 'ordre de croissance polynomiale du symbole a pour la

variable de phase. Ici et dans toute la suite a désigne la transformée de Fourier Fo,a en

espace. L’hypothese d’antisymétrie a* = —a n’est pas vraiment essentielle. Elle intervien-

dra uniquement dans ’ordre d’apparition des indices attachés au terme de corrélation qui

figure dans le calcul des sections efficaces du théoréme 3.26.

REMARQUE. Pour que les inégalités (70) soient satisfaites il suffit que
0207 al(t; 7;€) < pa(z)(E)™  VaVB avec ¢, € L} (RY)

Ce critere se rapproche des hypotheses usuelles concernant les classes de symboles.

[’aléatoire du milieu est modélisé par la perturbation a" (£;
Le symbole a est un processus stochastique centré < a (z
des inégalités (70) satisfaisant la propriété de corrélation

< @i (25 ) ary (T3 y31) >= Rijea(t — 732 — y;€5m)
< ai( 2 Qana(T; Y5 m) >= Rijra(t — m52"€n)do (2" +¢/)

~ (TIIH-

f D) comme suit.
Z;eD) >= 0 borné au sens

(71)

oll R est une matrice & M* entrées, de transformée de Fourier en espace R,
et la propriété d’indépendance (conditionnelle) apres un certain temps 7" > 0 au sens

t
t>7+el=E (aw(g; g;eD)U-"E) =0
Wn

ol (Ft)ser, désigne la filtration par défaut du processus a

REMARQUE. La corrélation (71) sera uniquement invoquée sous la seconde forme, a
travers la transformation Fourier.
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Nous étudierons la transformée de Wigner W#(¢) matricielle des solutions du probléme
(69) dans le cadre fonctionnel L? x L? c’est-a-dire pour un mélange

We(t) = WeEnen AL up () @ ug, (1))
{ug,, | n e N} ¢ L*(R¥)™ est orthonormale pour tout &

L’étude de W*(t) sera limitée & RV x Q olt Q@ = Q¢ C RY est un domaine (ouvert) de
stricte hyperbolicité dans lequel p € L(CM) se diagonalise bien

p= ’izlskSM)\ka € L(CM)

I1; projecteur propre orthogonal 113 = I, = II;
A valeur propre réelle

A et Il sont lipschitziens dans 2

(73)

Le critere typique pour pouvoir diagonaliser p avec la régularité escomptée consiste a
supposer la simplicité \; < --- < Ajs des valeurs propres dans 2 au moins.

Par le principe du minimax les valeurs propres A présentées en ordre croissant et répétées
selon la multiplicité héritent du caractere lipschitzien de p. Ainsi il y a un prolongement
partout lipschitzien sur RV de la valeur \; au départ définie dans le domaine €2 seulement,
d’olt V) € L®°(RM)V.

Pour le projecteur propre II; on se contentera d’un prolongement par zéro hors du
domaine Q ainsi ITj, est partout défini sur RY, d’ou IT, € L® (RN )M*M,

Tant que ’homogénéisation € — 0 est étudiée dans RY x € ces prolongements ne sont
pas essentiels, ils sont invisibles a la limite. On les considérera comme des commodités
d’écriture.

L’opérateur p(eD), les données initiales {u3, |n € N} C L? orthonormalisées, les co-
efficients d’occupation A® sont implicitement supposés déterministes, en d’autres termes
vea" (L 2:eD) est la seule source de hasard dans ce modele. En particulier I'inconnue
We(t = 0) est initialement déterministe ce qui interviendra dans la validité du lemme 3.23.

Le systéme (69) s’analyse classiquement par projections dans les différents niveaux
(d’énergie)

eI, (eD)uf = i\, (e D)1, (eD)u® + \/EHP(ED)CLW(E; = eD)uf (1<p< M)

il en résulte
[AplE+eD/2) = Ny (E—eD)?)

£
OWe, -

€
Wpap

1. t x . . 1. . t x .
=W [Ty (eD)a™ (Z; Z5eD)uss My(eD)u] + 7= [, (eD)us; Wy(eD)a™ (5 =5 eD)u]

ou Wy, = Well,(eD)u®; 11, (e D)uf] est par définition la transformée de Wigner ma-
tricielle dans le p*™*niveau. C’est un processus stochastique borné L®[R;"; L*(RY x RY)]
dont I’évolution limite en moyenne est décrite par le :
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Théoréme 3.26 Sous les hypothéses (69) (70) (71) (72) (73).

Apres extraction la transformée de Wigner en moyenne < Wy > converge faiblement
o(L?; L?) localement uniformément en temps pour chaque 1 < p < M wvers une solution f,
de ’équation d’évolution limite

Oudy + VX&) Vafy =2 Re [ o(E8)fylt:: )

—2 Re Yi<q<m /EGQ 0p.a(&E) f,(t; x; €)dE dans D' (RS x RY x Q)

ot o,(&; €) est lopération de multiplication qui a la matrice W associe la matrice M x M
de terme général d’indice (i,n) égal

<21Sq§M[Hp(§)]z‘,j[Hq(g)]k,zéj,k,l,m(/\p(f) A(€);€— & ﬂ, £2L§)Wm,n>

2,n

ot 0,.4(&;€) est Uopération linéaire qui a la matrice W associe la matrice M x M de terme
général d’indice (i,n) égal &

([Hp(f)]i,j[Hp(é.)]m,nﬁ{j,k,l,m()‘ll(g) — X(8);€ =& % 5 )Wk,l>

‘ m

2,M

Bien stir Re désigne ici la partie réelle matricielle 2 ReX = X + X*.

Les indices 7, k, [, m correspondant aux produits de matrices varient de 1 a M.

La notation R comprend exceptionnellement une transformation de Fourier en temps

P +oo .
R(X; 25 ¢5m) = / R(r; o' & m)e” ™ dr

qui se limite a l'intervalle de temps (—7"; +7") car la corrélation est nulle hors de (—77;+7)
par la propriété d’indépendance (conditionnelle) apreés un certain temps (7).

REMARQUE. On démontrera aussi (proposition 3.57) le découplage des niveaux d’énergie
en moyenne :
< W >— Yicpemfp dans o(L? L) (RY x Q)

localement uniformément en temps apres extraction,
et les relations (proposition 3.59) de projections limites :

fp =1L fplly = fpll, =11, fp (1<p< M)

REMARQUE. [RPK] mentionne que 1’équation d’évolution limite préserve la positivité
des matrices a cause des relations

R,],kl(tﬂf & ) Rklz,j( —z';&m) = ],zlk( —z';&;m)
R,g,kl <a”alk>

—Sg k0% Riges >0 Vz € CMXM
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EXEMPLE. L’équation des ondes 02¢° — A¢® = /ediv (s(f; f)V(ﬁg) a données initiales
déterministes ¢°(t = 0) € L?(R") bornées, oll s désigne une matrice N x N symétrique
positive, s’écrit comme un systéme a M = N + 1 dimensions d’inconnue u® := (0;¢°; V¢°)
du type (69) avec

we=i| ¢ ¢ e Gho=0 10 o]

Bien siir a n’est pas antisymétrique car la norme || u® ||2.= [gv [0:0°]> + Jav [VOF]? n'a
aucune raison d’étre conservée dans le temps. On peut aussi calculer le symbole de Weyl
explicitement :

0 (E1§i§Ni &iSij + %3z'8i,j)1<j<N (t;z) ]
0 0 o

at;z;€) = [

a(t; a5 €) = i l 8 o $I)é§+ ) ]

Néanmoins en supposant u® € L? borné uniformément en temps, la méthode que nous
allons développer pour démontrer le théoreme 3.26 s’applique terme a terme. La seule
différence réside dans la formulation des sections efficaces ou il faudra parfois permuter les

indices figurant dans R.
La réduction de I'opérateur des ondes p est bien connue dans Q = RY — {0} :

—Zp = /\1H1 + /\QHQ + /\3H3 € L((CM)
1=1I; +1II, + II3 EL(CM)

avec

A(€) = —(€] [T, (&) est le projecteur orthogonal sur (1; —¢/|¢]) € C¥

A2(€) =0 [T, (&) est le projecteur orthogonal sur (0;&4) ¢ CM
&) = +|¢| I13(€) est le projecteur orthogonal sur (1;+£/|¢]) € CM

_£ £

| oTE 0 0 | TE

H1 - 5 H2 = H3 = 5
_ £ ¢ _ 8B £ ¢
G 0 1=l MG

En indexant les éléments des matrices a M = N + 1 dimensions de 0 a N on peut
remarquer que la corrélation figurant dans les sections efficaces du théoreme 3.26 s’écrit
aussi

ml
ml

Rt Opl€) = 2436 ~& 515518 —o v 68, S (00l0) — 26— B)

lorsque m=n=0et 1 <k;l<N (et vaut zéro sinon)

o1 S est la transformée de Fourier spatio-temporelle de la corrélation associée au processus
stochastique purement multiplicatif s, explicitement

g'()\; z') = /

—00

+oo

S(t, xl)e_%m»‘dt

< sip(t;2)s(Ty") >= Sipja(t — 752" )60 (2" + 3
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3.3.2 Formules préliminaires.

Nous exprimerons par la suite 'action de I'opérateur a"' de Weyl

@ (& EeD)u o o [ [ ot B euly)e eV edyd

(74)
T(aw(z, Zf,eD)u) &' = [oern a(5m;ex’ — n/2)i(a’ — n/e)dn

a travers la transformation de Wigner sous forme analytique
Wela" (5 2 eD)usv] = Fo fyery (L5 m5€ + €2’ /2 — 0/2) Fou Welu; v] (2" — n/e;€ —n/2)dn

Welu; a' (L5 25 eD)v] = Fog frery ForaWelu;v](a’ — n/e; € +n/2)a* (L m; € — e’ [2+ 1/2)dn
(75)

ol a désigne comme toujours la transformée de Fourier Fo,a en espace.

Le crochet de dualité des distributions (tempérées) matricielles sera noté par la suite
[W|p] pour toute distribution matricielle W et tout test matriciel . Par définition le
nombre [W|p] € C est 'intégrale de la distribution Tr (W - ¢) a support compact lorsque
© est a support compact. A I'exception du terme a* = —a ’adjonction notée * correspondra
toujours au crochet bilinéaire (WW; ) — [W|p] non sesquilinéaire.

3.3.3 Analyse.

ieme

L’équation d’évolution satisfaite par la transformée de Wigner du p*“™niveau a ¢ fixé

s’écrit sous la forme

1
atWIiP + V/\P(g)vzwpg,p = N; + 2 Re ElS‘ISM%IS,q
avec

{ It = WeIL,(eD)a ( 2. e D), (e D)us; I, (e D)uc]

Ng =iy, (. +11/22[V/\ (€ +52') = VA (E)]ds Fora W (25 €))

Nous I’étudierons en moyenne seulement

1
O < Wy, > +VA(8). Ve, < W, , >=< Ny > +2 Re 21<q<M\[ <I, >

car sans la présence du crochet statistique le second membre 7[5 ¢ 'a généralement pas

de limite.

Par construction NV, est négligeable avec ou sans moyenne :
Proposition 3.53 N; — 0 faiblement o(HY; HY) uniformément en temps.

PREUVE. Par dualité [N£|¢] = [Fo. NE| Fort]
< //da: df/ (VA (€ + es3”) — V() |ds| ForaW; | (3" €) | Fipn (Vo) (a5 € d’dE

166



<[ Wyp llr2

L2
S'

) 1/2
= l/x'eRN (/&RN | Foea (Vo) (2 '/+ " (VA (€ + esa’) — VA, (€)|ds df) dx}

Pour un test ¢ € H' on obtient la négligeabilité [N:|¢] — 0 par convergence dominée
(vu V), € L*™) et par continuité des translations dans L7, , aprés avoir régularisé .
0

Fk(V.p) / L [VM(€+ es2') = Ty (€)1ds

1 +1/2 ,
Fil(Vap) [ o [V(E+esa) =V (©)lds

L2

Le théoreme 3.26 constitue donc un calcul de la limite lorsque € — 0 du seul terme
problématique

1
El<q<Mf < IE >c DI(Rt+ X Riv X Qf)

L’évolution suivie par la transformée de Wigner dans le p**™*niveau est un cas particulier
du plus général :

A€ +eD/2) — A€ —eD)/2)

oWe, —i - Wep
:%WE[Hq(sD)aW(g z eD)us; I, (gD)u]+7W€[H o(eD)u*;ILy(eD)a (g f;sDW]

= ﬁRﬁ?,q
ou W¢ = We[Il,(e D)u®; I, (e D)uf] est par définition la transformée de Wigner matri-
cielle de I'interaction des niveaux p et q.

Avec les opérations conjuguées issues de (74) et (75)
{ O5(t) : W= Fops fer T (€ +e2'/2)a(L;m; € + e /2 — 0/2) Fopo W (' —n/e;€ —n/2)dn

0,(t) : W Forly [rerw FoaW (2" — nfe; € +n/2)a*(L;m; € — ea’ /2 + n/2)IL, (€ — ea’/2)dn)

on exprime

R; (t) = 05 (t)W*[u; I, (e D)u] + 5;(t)WE[Hq(sD)u; u]

Avec le groupe unitaire S5 (t) = exp (if)\q(£+ eD/2) —it), (€ — eD/Q)) € L(L?) on
mesure leffet d’une translation rétrograde —e7T" en temps dans I'inconnue W7, via la formule
de Duhamel

1 t
Wen®) = SyaTIWGy(t = eT) 22 | 85,0 = 1) o(r)dr

= S5 (ET)WE(t —&T) (76)

/th p,q t T 05( )WE[U, IT (ED)U]( )dT—I——/ p,q t 7—)0 ( )WE[H (ED)U, U,]( )

t—eT
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En appliquant I'opération ;(t) et en moyennant (76) on obtient

T2 (1) = B(OWE, () = 05(8)SC, (eT)WE, (¢ — eT) (77)
+% [ 00856 = 15 s Ty e DY)

+% /t :T 0 (1) S (t — 7)8 (1) WE Ty (e D)u; u) (r)dr

puis
1 1 1
% < I;,(I(t) >= % < HZ(t)W;p(t) >= g /t— . < Hz(t)S;,q(t_T)OZ(T)WE[u; Hp(&TD)’U,](T) > dr
+§ t;T < 9;(15)55,11(75 — T)gi,(T)Wg[Hq(sD)u; ul(T) > dr (78)

car la décorrélation des facteurs 65 (¢) et W, (¢t —T') annule en moyenne le terme singulier

1 & & &
JEO S} ETIWi, (¢ = <T)

Plus généralement :

Lemme 3.23 Pour toute opération S déterministe
t>T74+el =< 07(t)SW; (1) >=0 (1<p;q;r < M)

PREUVE. Il s’agit mot pour mot de 'argument 3.17 détaillé dans la partie précédente.
L’hypothese décisive est le caractere déterministe des données initiales.
O

Nous démontrerons le théoreme 3.26 en décomposant

1 £
% <L, () >=C (t)+ < N ,(t) >+E; (1) (79)

+f YK, (7)< Wolws TL(eD)u] > (t — er)dr + | "L o (7) < WelL(eD)us u] > (¢ — er)dr

Coa=1 [ <0085t = 1)65) (Wl T (el — < Wi Ty (eD)u] >) (7) > dr

P c

T oS (6 — () (WD) us ul— < WEIL(eDYusu] >) (r) > dr

et
Nig == [ (6500500 = 7057 = K5 (57)) < Wi L, (eD)u] > (7)dr
—|—l t (Og(t)S;,q(t - T)p;(T) - Lt 7')) < Well,(eD)u; u) > (7)dr

g Jt—eT
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€ Lt € l—7 €
Epo== [ (< Kialtir) > =Kpu(==)) < WelusThy(eD)u] > (r)dr
1 st . t—1 .
+ @meﬂ>—gﬁjrﬁ<mqm@mwm>mm
t—eT

ot les opérations K, (t;7) et Ly (t;7) sont définies par

. i LY -7 t—=7
K, (t7): W — . dn . dv et?™ " exp (z A(E—m) —1 )\p(§)>
NI (T e Y e n_Y
et
. i IEY t—=7 t—T7
Lot W [ an [ dver i e (i Daye =) = i5=0,(0))

0, (€)a(; 1€ — W (36 = 1 + )@ (5056 + )T (€)

ol les opérations limites K, ,(7) et L, ,(7) sont définies par des intégrales portant sur le
seul domaine utile €2

Ky o(r) : W — + Y d€ exp (im)g(€) — iTAy(€))
([Hp(f)]i,j[nq(g)]k,lﬁf',k,l,m(T;f - g; ¥; #)Wm,n(l’; f)) .
et |
Lyo(m): Wi — | d€exp (itAg(§) — iTAp(€))

£eN
R e e e LA0)

2,n
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3.3.4 Preuves.

Les propositions 3.54, 3.58 et 3.60 de ce paragraphe sont consacrées a I’étude des termes
négligeables de la décomposition (79). Les expressions analytiques des opérateurs b, et S,
et de leurs composés s’obtiennent en itérant les formules suivantes issues de (74) et (75) :

05(t) = W = Foar Jpern Tp(€ + €2 /2)a(L;m; € + ex' /2 — n/2) FoW (2! — n/e; € —n/2)dn

0=(t) = W = Foar foery FoaW (&' +n/e;€+n/2)I,(E + e’ /2 + n)a(L;n; € + ea’ /2 EL 77)/2)d77
80
Sealt) : W = Foli {exp (1A (€ + ea'/2) —itAy (€ — ea'/2)) FraWV (2'5€) |
(81)
S o0 2 Wi For {exp (122 (§ + 2'/2) — it (€ — ea'/2)) FaW (a'56) }
Ce faisant on peut dors et déja remarquer qu’il s’agira toujours d’équations intégrales
portant sur la transformée de Wigner L? vue & travers I'isomorphisme Fy, isométrique.

Proposition 3.54 Le terme C; , de la décomposition (79) est négligeable
Cp o — 0 dans S" uniformément en temps.

PRrREUVE. Commencons par une borne :

Fok (05(7)"S5,(t — 7)765(1) ") (82)
v v t—=T ex! t—7 ex!
= [ [dnavFgew + T+ ek S+ e (zTW T kiU 7)>

ex! t ex’ n ex’ ex’ v
II il A2 el I el et 7
p(E+ 5 +n+u)a(6,n,£+ 5 +2+1/) &+ 5 +v)a (6 v; €+ 5 +2)
est majoré en module par
_ v n vy.,t ex’ n . ex! v
dndv| Flol@ + L+ Zie+ L4 Dyja(Simpe+ = + 2 =
[ [nanFgelw + 1+ e+ Do Dlalime+ S+ T n)lalCrvie+ 5+ )

—//dndu Dyy#a|(b ;€ + % + 2+ ) [(Do)mal (5 ;€ + 5 + )
§+E$+ﬂ+]/> <§+E_Z" %)m

F.(a's&mv) (5 (@ + 2 + g)>2’"<§+ + )" Frael(a t2

(D2)?"al (£ m:€) |<Wa|<§;u;s>
S e T
n

Fa (O™ (D)) (@' + L + S5+ + 2)

Ui Z)

U
+Z St g

ou

E+Z+21+v) ]m[ ]’”
E+3+5m(F+2+5] LE+T+HMW(T +5+5)
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est borné par la sous-multiplicativité (z + y) < v/2(x)(y) Vz;y € RY.
En prenant la norme L?(z';€) on obtient
105(7)"Sp4(t = )05 (8)" ¢ L2 < C*(a) || (€)™ (D)™ ¢ |1

symétriquement, || 5;(7')*5;(1(15 — T)*Hg(t)*cp |2 < C**(a) || (f)Qm(Dw)Qmw |22

ste ste su $>2ma| (t’ Uk f)
ouc =¢ teﬂg /776RN geRN <f>m ‘
Par dualité [ ]
Cha
= é /;T [Welu; I (eD)ul(r) — < Welu; Ty (eD)u] > (7)]05()" S5, (t — 7)"05()" ] dr
% t:T [Wey(eD)u; u)(r) — < W[ (eD)us u] > (7)[0, (1) S5, (t — 7)"05(t)"¢] dr

= 2(751&;171“)-75) [ Welu; 1y (e D)u] [l 2] 0 (7)"Sp4(8 = 7)"05(8)" 122

+2 sup || We[My(eD)us u] ||2]| (1) "S5 o (t = 7)*05(t) " |12

(t—eT';t)
< 21 65(7)"S; o (t = )65 (8) @ Iz +2 1| 8, (7)"S; o (t = 7)°65 (1) 12
< C*(a) | (€)*™(Ds)*" [|12< 00

D)l (t; m; €)
ou C*te C** su su [(Da LA
( ) telg neRN ge]RIJ)V <£>m !

Connaissant cette borne sur C} , et puisque le but est uniquement d’établir la négligeabilité

[sz,q|g0] %0 on peut se permettre de régulariser a dans C} , par I'intermédiaire des termes
0, et 07 dans lesquels a figure pour que

D,)*mal(t; o';
sup sup [{Dz)?mal(t; 25 €)

dz' < oo
teR Jo'€RN ¢cRrN <f>m

alors dans l'identité obtenue a partir de (77) en itérant la formule de Duhamel

1 t 1 T
Cio= VE Sigram{< - /t <Ot = T)0(r) > - / L Su(r = 0)R; (o) dodr >

g
1 rt . . . 1 r7 . i
— /tiET < 0,(t)S, ,(t —7)0 () > - /TET < S, (1 —0)R; (o) > dodr}
1 t —€ 1 T
+ve Li<r<m{< - /t—sT < 0,(t)S,,(t = 71)0,(T) > . /T_ET S (T — 0)RE (0)dodT >
1 g £ e —€ 1 /7 - .
— |, <OWS =T > 2 [ <S8y —0)R; (o) > dodr)
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on reconnait en facteur de y/¢ des termes du type
1 t 1 T 12 3 13 £ 13 (3
= /t c / B (0)S° (=)0 (1)S" (7 = 0)05 (o)W ML} (eD)u; Iy (= D)u (o) dordr

dans lesquels la moyenne figure en diverses positions. Le symbole 1 dans [I(¢D) indique
que le projecteur peut ou non figurer.

Ces termes vont tous s’avérer bornés uniformément en temps. Leur produit par /¢ tend
donc vers zéro comme annoncé et la proposition 3.54 est prouvée. En effet

F /tt ) é /_T 05 (4)S°.(t — 7)65(7) S (1 — 0)65 (o) We[IT} (e D) u; I (e D) ] (0)d0d7'|<,0]

= é /t ;T dfé / ;T do [WE[IL} (e D)u; T} (e D)ul (o) |6(0)"S° (7 — 0)"05(r)"S%.(t — 7)"05(t)" ¢ ]

(t;t—2¢€T)

< sup || WEIh(eD)u; Ty (eD)u] |22 07(0)"S° (7 — ) 05(7)"S% (¢ — 7)"05(1)" || 12

<|| 07(0)"S". (7 — )"0, (r)"S7.(t — 7) "0, () " |2

or en itérant (80) et (81) on calcule

Foie (955(0)*55..(7 — o) 0(7)" 5S¢ (t — T)*H;Z(t)*w)
—///d dv d\ Fy, (’+Q+5+5-§+Q+Z+A)H (§+€—xl+ +v+A)
- NV AA TP\ T T T 8Ty Ty Tl T Hm TiTy
ot ex’ n ex’ T exr’ v ex’ o ex’ A
Y R M (E+— /\—--——/\HT—/\—;)\;——
a(g,n,§+ STyt ), (E+ vt )a(a,u,§+ STt ML (64 —+ )a(e £+ 5 +2)

2

Cette quantité est majorée en module par

exp (I 00+ 55 4+ ) =i e - 0 e (T ae+ ) =i Tae - )

A A
[ [ [dndviniFriol + 2+ 2+ Se+d+ 2+ 2)

t "oy ex! v ex’ A

al(Lome L B8 LT v &
Ql(Sme+ 5+ S v Nal(S e+ T+ 5+ V(SN E+ S+ )

:///dndyd/\Fg S &1 NG & myvs N Ho (2! & m5 05 \)

[(Da)*ral(fm €+ 5 + 2+ v+ A) [(Do)*mal (5 vs €+ 55 + 5+ A) [(Do)™al (506 + 5+ 3)

E+L+T+v+N)m (E+EZ+5+0)m €+ + 5)ym
S Yy Ayym Ao n A
<2(x +6+5+6)) €+ +2+ 5) |.7:%$g0|(:v+ + + &+ o +2+2)
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ou

Fs(xl;f;n;l/;)\):[ s Sk ) A)]
2

€ g5+ E +5+5+

(E+Z +2+ ) ]m
E+T+5+0MWNT +5+5+3)
l E+5+3) r
(E+3+5+ DM +3+5+3)

sont tous trois bornés par la sous-multiplicativité (z + y) < v/2(z)(y) Vz;y € RY.
En prenant la norme L?(z';€) on obtient

107(0)" 2 (1 = 0)"03(7)"SZ.(t = 7)* 05 (1) |2 < C*(a) || (€)™ (Da)™™ ¢ |1

G:(a";&mv; N) = l

H. (2", &nv;0) =

D \3m g (4 -
ol Cste(a) — Cste Sup/ sup |<D$> al(ta ; g) d77

teR JnERN gerN (&m

1
Proposition 3.55 — < R, , >€ S’ est borné uniformément en temps.

NG
PREUVE. Vue la décomposition

1 EYA/E €
%Rp’q El<r<M\/—0qW +70PW

1 1 -
il suffit de borner —=6; W/  symétriquement —HiWqu en moyenne dans S’ pour tous
E 9. ﬁ b)

1 <p;q;r < M. Or d’apres (78) aux indices pres on a

% < O(OWE (1) >= % / ;T < B(8)S5 (¢ — )6 ()W us Ty (eD)ul (r) > dr

1 st
+g < 0;(t)S; , (t—T)H (r)We[Il,(eD)u; u)(r) > dr
t—eT
ou 0:(7)*S; (t —71)* 0 (t)*¢ € L? est borné Vo € S d’apres le tout début de la preuve
précédente.
U

Proposition 3.56 (Equicontinuité)

Pour chaque 1 < p < M la famille < W;,, >C CO[R}; o(L? L?)] est équicontinue. 1l
existe dans (< W5, >) des extractions o(L?; L*)-convergentes localement uniformément en
temps.
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PREUVE. C’est une redite de ’argument d’équicontinuité détaillé dans la partie précédente
au moment de la proposition 3.49.
O

Proposition 3.57 (Orthogonalité en moyenne) Lorsque 1l < q # p < M sont différents
< W;, >— 0 dans D'(Rf x RY x Q)

PrREUVE. En tant que distribution de toutes les variables temps inclus :

RE
i[A(E+eD/2) = N(§ —eD/2)] < Wy, >=¢e0, < W, > +e < % >0

1 ...
car —= < R,  >€ S’ reste borné d’apres la proposition 3.55,
8 bl

donc i(Ag — Ap)(§) lim, o < Wy, >= 0 par continuité de )\, et A, partout.
En restreignant a ’ouvert (2 la division par A\; — A, devient possible, d’ou 1’assertion.
a

Par construction avec ou sans moyenne :

Proposition 3.58 Le terme N; , de la décomposition (79) est négligeable
Ny, — 0 dans S" uniformément en temps.

PREUVE. L’opérateur K (t;7), respectivement L7  (¢;7), s’obtient en remplacant ez’
par zéro dans 0,(t)S; ,(t — 7)0;(7), respectivement dans 6,()S, ,(t — 7')516,(7'), ainsi qu’on
le voit dans la formulation (82) par exemple. Le terme N;, mesure la différence entre

& € & . € E nE . . y .
05(1)S, ,(t —.7')0(1 (7) respectivement 05(t)S; ,(t — 7)0,() et sa limite formelle. Nous I'esti-
merons précisément par dualité

1 t
_ = / dr / dn / dv
E Jt—eT RN RN

[Nziqw]

14 14
Foe < Welu; I (eD)u] > (732" — g - e g = e (@3 & m; V)]

1 rt , n 1% n v ‘ , ]
- £ ]._.[ D N : —_— = = PR — sT e Cone
+€ t_ETdT/RNdn/RNdu[F%x<W[ JED)usul > (132 - 8,5 2+2)|6€ (' &m;v)

avec
/ d—T ex’ t—7 ex - /
al (@3 & m;v) = exp (2 A€ =n+ =) —i——X (6 - 7)) Foop(@';€)
ex' .t ez’ ex! T ! y
.t_T .t—T _ R t T v
—exp (’l - A(E—m) —i )\p(f)> f%;gp(x’;g)ﬂp(g)a(g; n; g—n)Hq(f—n)a(g; y;g—n—g)
et
! t—T gx' t—7 8.17'
BLT(a" & myv) = exp (2 A&+ = —m) —i - Ap(€ — 7))
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ST, o & v e, e, .t er’ 1
a’(gal/;g 2 +2)HP(€ 2 )f%ang(.T,f)Hp(f-i- 2) ( a a§+ 2 2)

—exp (I = ) — TN (0)) @ (536 + DT (€ Fibolas Ol S35 — 1)

Nous allons vérifier [ [ || a7 ||r2(yr¢) dndv — 0 en détail. En analysant 57 de la méme
maniere on aboutit ainsi a la conclusion

J< [ [ el ez + 11 857 sy dnd — 0

p,q

et la proposition 3.58 est prouvée.

Pour cela décomposons

ex’' t—r ex’

.= 5o (L= 1+ ) =TT - ) PRV Ol +

avec
1 ! '
ai=/0 (5+67x)3f&(£;77;§—77+88;) (€~ 77+%U)&(T, Vi€ — 77—%'*'682:6)038
1 ! '
+/0 Hp(§+%)&(§;n; - 68;) (& — n+%) ( v; € — 77—%+€8; )ds
et / /
Olg — exp (Zt — T)\q(é- —n+ g) — Zt__T/\p(é‘ _ £)> f(;lgp(xl,f)
2 € 2 0T
!/ t ;
I1,(§ + )al=im & = MILy(€ = n+ - )a(ZiviE = = 3)

T -7 —1, (0 .t v

—ep (LT )~ 12T (0)) Frkeles L@ ey S vs6n )

Moralement o exprime I’erreur commise en remplacant ez’ par zéro dans les (deux) fac-
teurs a figurant dans . tandis que o correspond & 'approximation dans les facteurs IT et \.

En controlant les exponentielles imaginaires et les projecteurs orthogonaux par 1,
a! se majore en module par

'

. </ 5 est’! eV EsT
all < [0l Comé —n+ Sy Cimie = - L+ E)as
[l me—n+ ZE) el Civsg =g - L+ 2
al(=;mn; —)|0¢al(—; v; - = s

0 gana -n 3 n 2 2

=/0 (ang)Z’”(fS)ZmFs(sx’;E;n; v)ds

[(Dy)2mdeal(%;m; € — n+ S2) (Dy)™al (Z; 056 —n — 5 + S5)
(€ —n+=m)m (E—n—5+ &W

1 !
+ [P R (st s mv)ds
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[(Dy)2mal(tm; € — 0+ E2) (DyymOeal(Zv;€ —n — % + €2
(E—n+=5)m (E—n—-5+55)m

(E—n+ “;’>]’” l(f—n— Lt —>]’”
() (my(=y () () (v) (=

ou

F.(2'; & mv) = l

est borné par sous-multiplicativité.
En prenant la norme L?(x;&) on obtient

€ — ste m m
/]I f%;(vzeo)a; 2y dnd < 2C<(a) || (€)™ Do)V o |12

2m(9 al(t; D, y?ma|(r: v:
Cste( Cste Sllp/ Sllp 3 ‘( U )d77 sup sup |< w> ‘( ) :6) dv
teR JNERN ¢cRN <f>m TER JVERN RN <f>m
Il reste & négliger . Pour simplifier la présentation nous ferons comme si les toutes
matrices commutaient (c’est bien stir faux en général) ainsi les exponentielles imaginaires
et les projecteurs se trouvent regroupés (dans G7). Avec cet abus de notation, dont le seul

but est d’éviter ’estimation facteur par facteur des produits matriciels non commutatifs,
«? se majore en module par

(Da)?mal (L5 € = ) [(Da)yma|(Z;v; € —n — %)
(& —mm (E—n—5)m

F(&mv)(€)" [ Foap(a'; €)||GE (2" €)|

ou

M V) = il : <§—77—%> " est borné par sous-multiplicativité
riemo) = e | | omt] e Hiplicativité,

et

t— ex' t—7 ex'! ex! ex'

wle—n+ 5~ e - 5 e+ (e -+ %)

GY(a";€) = exp (z 5

T

t—T t—
_ . A(E— ) — i
oxp (e ) -

En prenant la norme L?(z';€) on obtient

M()) T ()14 (€ = 1)

(D,)?mal (4 7; €)

az 2y dndy < C%%(a / Ggf_l 2 sup d
[ ] 10 iy dndv < @) [ 1 G2 Fe lun sup “= ey
ou —
Dg)™al(;v;€)
Cste a :Cste su su |< z » ¥ dl/
(a) (r@g VERN §ERIJ)V (&m

Lorsque 7 est fixé || G7 Fy 1o ||2— 0 en restant borné par 2 || Fyr ||r2. Clest la
continuité des translations dans L?, . Par 'hypothese (70)

loc*®
Bl (g e
o sup LDl (E:6)
tER ¢eRN <§)m

e Li(n)
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la convergence est dominée d’ott [ [ || o2 ||2(wy¢) dndv — 0 ce qu’il fallait démontrer.
0

Les propositions 3.54 et 3.58 prouvent ’approximation

1 . 1 . t x
NG <L, >= NG <W [Hp(sD)aW(g; g;eD)Hq(eD)u; IL,(eD)u] > (83)

1 st
~ —/t < K, (t;7) >< Welu; Tl (eD)u] > (7)dr

€ Jt—eT
1 gt
+g < L; (t;7) >< We[lly(eD)u; u] > (7)dr
t—eT' ’

On peut alors invoquer I'hypotheése de corrélation sous la forme
< i j(t 25 E)ara(T3y'5n) >= Rijea(t — 72'56m)80(2" + o)

appliquée au test dans la formulation duale de ’équation (83),

d’ou l'intégration contre dy(n + v)dndy responsable de la disparition par moyenne de
2img 1Y

I’exponentielle oscillante e , en bref

t—-7

—Iae-m) -

<K, (t7)> W /

neERN

dn exp (Z Ap(f))

< Hp(f)&(é; n; € — g)ﬂq(ﬁ - n)&(g;" V'€ — g)W(x; £) >

ME))

t—T1 t—T

Ag(E—m) —i

=+ dn exp (7,
neRN

(I N M€ = Mt Rikaan (3756 = 356 = D) Wi (536))

%,n

et
t—=T t—=T
<Ly (t7) > W / dn exp (Z MN(E—m)—i )\p(f))
neERN
.t — T
< T()a(Z5m: € = DW (23§ = m)a (505 € = DL () >
t—T t—7
== [ dnexo (i D06 = ) = T, (0))
neERN
A t—1 n n
(I sl (€0 Bt =756 = T36 = D Wa(s€ = m))
Rappelons que a* = —a est antiautoadjoint .

Nous allons maintenant réduire les formulations intégrales précédentes au seul domaine
utile 2 en invoquant la construction du prolongement des projecteurs propres de p a
I’extérieur de €2 par zéro.

Proposition 3.59 We[Il,(¢D)u; u] — IL,(§)We[u;u] — 0
faiblement o(L?*; L?) uniformément en temps.
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PREUVE. Par dualité

[W* T, (e D)u; u] — T (§)W=[u; ]| @] = [ ForaW*[TTy (e D)u; u] — Ty (€) Fora W[ u]| Figh o]

— // §+ 83;’/2 (5)) F%,;UW&[’U,; u]( g)F%I(P( §)d$,d§
<|| We |l 2ll Fomep(a's€) (g (€ + €2'/2) — To(€)) llrerse)

< ([ ([ a2 = P Al 561 )

tend vers zéro pour ¢ régulier par convergence dominée et continuité des translations dans
L%, Or Well,(eD)u;u] — T, (§)We[u;u] € L? est borné uniformément en temps, d’out
’assertion.

g

Proposition 3.60 Le terme E; , de la décomposition (79) est négligeable
E; = 0 dans S' umformement en temps.

PREUVE. Par construction du prolongement de II, par zéro a ’extérieur de {2 on a

. t—71
< Kp,q(t; 7) = Kpq( - -) >

donc le terme E; q S€ réduit a la contribution due a Lz(f()l a savoir

1 /¢ .
[— /t_ET (< Lp,q(t; T) > —Ly4(

€

t—1T1

)) < Wlly(eD)usul > (r)arly|

=<2 [ WAy ulr) — MWl ()] (< Lyft57) > ~Lpgl=0)) ] dr >

=< [ (Vg Dyus ] = 1177w ) (¢ = &) 7)) > (54)

avec

I(7)p = —Tgv_o(€) /‘5 o B0 (2g(6) = T, (€ + D))
([Hp(f + O)ig M (€ + Olmn Rkt (T3 & € + €/2, € + E/2)[0(; € + g)]"’p)k,l
de norme L? majorée par || I(7)p ||1

@Zm\ffl(ﬂf;f+§/2;€+§/2)l (€+¢/2)
(

< >
(£ +&/2)2m E+E> ()

fo €0 14 oo (€48

dz’

DN2m R (7 ' £
S Cste || <€>2m€0 ||L2 /:E Sup |<DI) Rl(T,fL‘ ’€7€)

"ERN RN (&)

La corrélation hérite par moyenne des inégalités (70) supposées sur a précisément

D,)*"R|(t; 2'; €
sup |{Dz)*™ R (t; 23 §; )

(Em) RN (Emmm € L®[Ry; L' (RY)]
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Par convergence dominée sur l'intervalle de temps (0;7) le terme (84) tend donc vers
zéro uniformément en temps (¢) d’apres la négligeabilité faible o(L?; L?) énoncée dans la
proposition 3.59.

u

Proposition 3.61 Dans D'(Rf x RY x Q) au moins
/ o) < Welw I (eD)u] > (t — er)dr — (/ K, (r )m) < WE, (1) >

/ L, (1) < We[ll,(eD)u;u] > (t — eT)dr — (/ Lp,q(T)dT> < Wg, (@) >
0 0 ’
PREUVE. Dans la décomposition par linéarité

/OT K, o(17) < Weu; I, (eD)u] > (t — eT)dT + /OT L, (m) < We[lI(eD)u;u] > (t — e)dr

- ( / ' K,,,q(f)d7> <WE (1) > + ( / ' L,,,q(T)dT> < W) >
+ / (< We,> (t—er)— < WE, (1) >) dr (85)
+ / Lpo(7) (< WE, > (8 —e7)— < WE,(8) >) dr (86)

T
S, /0 Kpo(r) < WE, > (t—er)dr + /0 Lpg(r) < WE, > (t—er)dr  (87)

les termes diagonaux (85) et (86) sont négligeables dans S’ localement uniformément en
temps d’apres I’équicontinuité de la proposition 3.56 quitte a extraire,

tandis que les termes non diagonaux (87) sont négligeables dans D'(R; x RY x )
d’apres la proposition 3.57, peut-étre pas localement uniformément en temps, mais ce n’est

finalement pas génant.
O

Le théoreme 3.26 est prouvé en rassemblant ’analyse due aux propositions 3.54, 3.58,
3.60 et 3.61 des différents termes de la décomposition (79).
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3.3.5 Asymptotique T — oo.

Si f, désigne la limite de < Wy, > pour chaque 1 < p < M on peut chercher dans
I’évolution limite

Ocfp +VA(8).Vafyp = UT[fp]ISPSM

ol o[ fpli<p<m = X1<q<m 2 Re /_ dg

£ERN
(N @it Ry (T0(6) = A58 - & 555 55 ) (i)
~ (IOl T Rt (THE) = T (E €~ ¥; ) Uts0)

a faire tendre vers l'infini le temps 7" jusqu’alors fixé.

REMARQUE. Cette formulation du théoreme 3.26 ou 1" apparait dans la section efficace
or|fpli<p<m correspond au scaling du probléme 69 de départ sous la forme

{ 0 = p(eD)u + V' (o £ e D)
wt(t =0) = uj € L2(RV)M

ou le temps apres lequel il y a décorrélation est normalisé
t>7+1=> E(aw(t;x;sD)U-"T) =

Le but de ce paragraphe est de proposer certaines hypotheses sur les valeurs propres et
la corrélation autorisant le passage a la limite 7" — oco.

Supposons les valeurs propres de p radiales croissantes sur Q = RY — {0} précisément
MR =R A, >0sur R, 1<k<M)
Supposons une croissance a I’infini
da > 0 tel que A\g(r) > r* lorsque 7 — 00

et une régularité en temps de la corrélation en conséquence

n2m A Y Y o
In > g tel que <w>n/a sup <x> ‘R|(wa$a€a77) c Li[Rw;Loo(Ri\:)]

(Em)ER2N (&mmm

REMARQUE. Il s’agit d’une restriction supplémentaire a la régularité du méme genre
héritée des hypotheses (70) par moyenne

N2m| 1 el £
wp VIR 6 )

(&m)eR2Y ymmm € L¥[R;; L' (R,)]

Alors :
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Proposition 3.62 or[f] — 0u[f] faiblement o(L?; L?) lorsque T — oo,

\ +00 gt
ol Ooo| fpli<p<m = Xi<g<m 2 Re /_Oo dw /gN—ld X(\§|)

+ (I @A @l (56 - & 75558 (i)

IR0

(I @i (456~ 555 Uia(s:9)

2,n

ol le symbole £ vaut pour )\(;1 (Ap(€)) u partout ou il figure.

Mentionnons une autre maniere (condensée) de noter cet opérateur intégral :

_ gl
Uoo[fp]ISpSM = Yi<g<m 2 R /ZERN dg \ (|€|)
(IO @i (056 - &5 ) (8 (30 = 20) )
e+E ¢4t

- (I @Ry (06 - 6555 T) et (4(6) = 2(©)

2,m
PREUVE. Nous étudierons la convergence dans L? = L?(€) du terme modele

E+¢ £+£> it

£ERN 2

on i€ [ HOMEETR (Th(0) - TrEre - &5
lorsque ¢ € C®(RY — {0}) est fixé.

Par le changement de variables radial £ = ru < d¢ = r¥~ldrdu on a

ori€o [ du [ aro@UOEOTA(To(0) - Tr e -6 55 ) o
Par le changement de variables r = A\ ! (% + AQ(E)) < Tdr = AZ(E;) on a
o0 N B z 7\ .N-1
omi€o [ [T dodgmOmOR (w6555 ) DT e ()
> P

La limite formelle 7' — oo dans cette intégrale est justifiable par convergence dominée

AOTOMER ( -8 §+€’ f—;s) N )]I{Ap(r)—/\q(g)}(;) < F(&8)Gy(r)H(E; w)’zgf
avec )
N2 | ([ ye ol + £
p(w) = (W)*  sup () <"§]>%T‘"(2077,>f”, &) sommable par hypothese
(a'3€m) RN
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= 2m
~ (&%) o
F(&é = | —2— borné par sous-multiplicativité
(€=
(r)2mpN-1 ’
Gp(r) = ) (&) borné par le support compact du test
P

H(§w) = [fo/ar

Par la relation w = TX,(r) — TAg(§) c’est-d-dire £ = A" (—% + )\p(r)) ou r est borné

par le support du test, on sait que
(&) < C¥(p) (w)¥* (bien sir lorsque T > 1 est minoré)

vue la croissance supposée des valeurs propres a l'infini,
en d’autres termes H est borné dans les conditions de I'intégration.
Finalement :

‘@(S)H(QH(Q ( & §’€+§’§;§> e )H{Apm—xq@}(%) Coa ><§>"3

Lorsque T' — oo la convergence éventuelle de o dans L? = L%(€) est donc dominée par
(&)™Cs%(p) fg p € L2(£). Maintenant a £ fixé l'intégrale sur SV~ x R définissant o7 (€)

Pq i
tombe aussi sous le coup du théoréme de convergence dominée car (§)~"Cs(p)p(w) €
LY (w;u).

La limite formelle T'— oo se trouve ainsi justifiée :

foo B EFE E+E [N
( —)0'00 /SNldU/ dw{P ) (§)R(w,§ ga 2 ; 2 ))\/(‘g‘)ﬂ f)

ol le symbole ¢ vaut pour A * ()\q(g)) v partout ol il figure.

Pour le terme positif dans or[fpli<p<ap il faudrait aussi étudier en toute rigueur la
convergence dans L? = L?(£) du terme modele correspondant

or : &= ¢(€) /EERN H(LETR (T)\p(f) B WG . u) b3
c’est-a-dire la convergence de l'intégrale numérique
[ HOM@TR (T8 - Tr @56 - & 55558 )

oo = A £+§ §+¢& g
- SNfldu/foo de(g)H(f)R( 5 67 ; 9 )/\,(|§DHAq(§ €3}
ol le symbole & vaut pour A, ' (A,(€)) u partout ot il figure. L’analyse est similaire.
0
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3.4 Systemes hyperboliques linéaires a coefficients variables.

3.4.1 Modeéle et résultat.

Considérons la généralisation du systeme hyperbolique linéaire précédent

{ edu® = p(eD)uf + /ea” (E Z:eD)u®
“(t=0)=us € L*>(RV)M

au cas des coefficients variables

edpuf = pV(x;eD)uf + ea" (L £ eD)us
{ uf(t =0) = u5 € L2(RV)M (88)

L’inconnue u® = uf(t;x) € CM est un vecteur complexe & M dimensions initialement
borné dans L2(RY)M indépendamment de & > 0.

[’opérateur pseudo-différentiel & coefficients non constants p" (x; D) est 'opérateur de
Weyl d’un symbole matriciel complexe M x M antiautoadjoint p* = —p satisfaisant

0208 p|(z;€) < Cile(e)™  VavB (89)

La seule antisymétrie symbolique n’implique pas que I'opérateur p" (z; D) de domaine
C>(RY) soit essentiellement antiautoadjoint sur L?(RY) ce que nous devrons donc supposer

W(x;eD)* = —p" (x;eD) est essentiellement antiautoadjoint (90)

On peut citer le critére proposé dans [GMMP] il suffit qu’il existe o € R tel que

0200l (5€) < C5(€)7 P Yavs
| det pl(z;£) > CH(EINT lorsque [€] - oo

La perturbation o' (%; 2;eD) est 'opérateur de Weyl d’un symbole a* = —a matriciel
complexe M x M antiautoadjoint ayant la régularité

SUD;er JorerN SUPgeRN %dm’ < 1 pour tout 0 < || < 2m

(91)

651-9? 7'
sup 1 RN SUD¢cRN IL‘gwmc’ < 1 pour tout 0 < |a| < 2m et tout g
teR Ja/eR £ER (€

ou l'entier m € N est moralement ’ordre de croissance polynomiale du symbole a pour la
variable de phase. Ici et dans toute la suite a désigne la transformée de Fourier Fo,a en
espace.

REMARQUE. Seul un nombre fini de § dans (91) serviront (par l'intermédiaire des

lemmes 3.25, 3.26, 3.27 et 3.28). On ne restreint donc pas la généralité en normalisant a 1
toutes les constantes.
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Comme précedemment ’aléatoire du milieu est modélisé par la perturbation aW(f; Z;eD)
en supposant que le symbole a est un processus stochastique centré < aw(g; 2,eD) >=0
borné au sens des inégalités (91) satisfaisant la propriété de corrélation

{ < (625 ) ap (1543 m) >= Rigea(t — 750 = y;61) (92)
< Gyj(t 2 ) k(T3 95 m) >= Rijpa(t —7525&n)00(2" +y')
ol R est une matrice & M* entrées, de transformée de Fourier en espace R,

et la propriété d’indépendance (conditionnelle) aprés un certain temps

ta:'

t>74+el=E (aw(g; E,ED)|JT§> =0

ot (F;)ier, désigne la filtration par défaut du processus a"

Nous étudierons la transformée de Wigner W¢(¢) matricielle des solutions du probléme
(88) dans le cadre fonctionnel L? x L? c’est-a-dire pour un mélange

WE(t) = We[Snen AL ug (1) © ur, (1))
Unen| Al <1 7 Znen| A * < 1 (93)
{ui, IneN} C LZ(RN) est orthonormale pour tout €

en nous limitant & un domaine  C RY xRY (ouvert) dans lequel p € L(C") se diagonalise
bien
P = iElSkSM)\ka € L(CM)
II; projecteur propre orthogonal 112 = I, = IT;
A, valeur propre réelle
A, et Il sont localement lipschitziens dans €2

(94)

Comme précédemment I'opérateur p' (z;eD), les données initiales {uin,In e N} C L?
orthonormalisées, les coefficients d’occupation A* sont implicitement supposés déterministes,
en d’autres termes \/za" (%; 2;eD) est la seule source de hasard dans ce modele. En parti-
culier I'inconnue W¢(¢t = 0) est initialement déterministe.

Contrairement au cas des coefficients constants I’hypothése (90) sur p ne suffira pas,
nous utiliserons une propriété additionnelle d’ellipticité

il existe a > 0 tel que || p" (z;eD)u ||12> o || (€D)™u ||1> Vu € S(RY) (95)
ol m € N est l'entier figurant dans (91) alors :

Proposition 3.63 (Conservation de la norme pour les groupes unitaires)
pV(z;eD) + /ea" (L;%;eD) est essentiellement antiautoadjoint sur L*(RY) d’ou

| " (@) (2= w*(t = 0) [|2

I (#" (@52D) + Vo (5532D) ) w#(0) o=l (" (552D) + V20" (55 552D) ) it = 0) |1
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PrEUVE. D’aprées [K| Ch. V. Para. 4. la perturbation d’un opérateur (essentiellement)
autoadjoint par un opérateur symétrique relativement borné par 1 strictement est un
opérateur (essentiellement) autoadjoint .

Ici ip" (x;eD) est (essentiellement) autoadjoint par hypothese et iv/ea" (£;2;eD) est
symétrique par la symétrie symbolique (ia)* = (ia).

Pour ¢ petit la borne relative de iy/ea" (t;£;eD) par rapport a ip" (x;eD) devient

e’ g’

inférieure & 1 par Dellipticité supposée de p car

t x eC**(a
I Vaa (4 2 eDu < VEC ™ (a) | D)l VoD | ¥ (D |1
D.)™al (t:n:
ot C**(a) := C** sup/ sup (Do) ™al(t; 7€) dn en vertu du lemme :
teR JNERN ccRN <§>m

Doyal (o
Lemme 3.24 || " (Z;eD)u [[r2< C* | (1 = Ay u 2 [ sup KDx)mal(n: ) ;-
€ NERN ¢cRN <€>m

PREUVE. En effet

w T —1 ~ ! a1
LoDy =gl [ sex’ — n/2)a(x’ —n/e)d
a” (Z;eD)u = Fg, ey a(n;ex’ —n/2)a(z" —n/e)dn

Dy)ma(n;ex’ — n/2
gy [ DT —up,

€RN (ex' —n/2)™ (=5 m)((e-)™0) (2" — m/e)dn

(e(z’=n/e) +n/2
(e(z" =n/e))n)

m
ou F.(z';n) = [ >] est borné par sous-multiplicativité.

On en déduit

. , (D,)mal(n:)
f(aW Z:eD u) gCSte/ eVl (z' — n/e) sup —L P>
7 (" Crepp) <€ [ el —nfe) sup FEE
puis
w & ste m |(D$)ma|(77,§)
—;eD 2 < C eD 2/ sup —————>2d
I (CeDhull< O ) @D e [ sup FETE
]
Proposition 3.64 (Estimation a priori)
t x
| aW(g; —3eD)u (1) [l < G (a) | p" (z;eD)uf || 2
PREUVE. En effet
a || (D)™ u (t) [[r2<|| p" (2; e D)us (2) ||z
w wet T £ wet T e
<l (" (52D) + VEa" (55 Z3D) ) uh(t) e +VE || " (53 Z3eD)ur(0) 2o
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|| (" @32D) + VEa" (55 552D) )t llzn +VE [l 0¥ (53 Z3eD)uc (1) s

GRS

x
9

t x t x
<|| p" (w52 D)us [l12 +VE || @ (55 Z5eD)us 122 +VE || 0™ (55 Z5eD)u (1) |1

\/gcste (0,)

<l p" (w;eD)ui 2= + I 0" (2;D)ui |22 +vEeC*(a) || (D)™ u" (t) ||22

donne

Cste(a) a+\/gcste(a)

Wy .. D £ )
o a—\/EC’Ste(a) ||p (.’E,E )ul ||L

t 1y g ste m, &g
| aw(g; sieD)w () [lr2< © “(a) || (D)™ us (t) ll=<

Dans le cas des coefficients variables la projection du systeme (88) dans les différents
niveaux (d’énergie) n’est pas facile. En notant {a;b} = V¢a.V,;b — V,a.V¢b le crochet de
Poisson matriciel on peut citer [GMMP]

o [We;p| = —e0,W* + 2y/e Re W¢(a) u®; uf)

+ (Ws(qus; ue) — pWe (us; UE)) + (Wg(ug;pwug) — W (us; U,g)p*)

— 0 dans D'(R, x RY x RY)

ainsi toute valeur d’adhérence L®[Ry; L*(RY xR} )]-faible étoile pour la famille bornée

We € L=[Ry; L*(RY x RY)] commute avec p.

(W (. £. ., E(n1Ee MW (e £ e(,W(tl.x. E. 7€
.« oW = We (" (z;eD)us;u®) + We(us; p” (z;eD)uf) 49 Re We(a™ (25 Z;eD)us; uf)
€ va
€ __ € . el €. Wwe WE.Q.D €.,,E

_PWE=Wep AW = WEp} g WET G SeD)usiel) | e

€ 2i NG

ou R € S'(RY x RY) est négligeable uniformément en temps.

II . el _ €. I

dans D'(R; x ) au moins,
ou IT est un des projecteurs propres (94) de valeur propre associée .

IT + IIRII

On remarquera 'annulation du terme singulier gH (pW* — W¢p) II par produit avec

le projecteur II car IIp = pIl = AIl ou A est diagonal.

e Tous calculs faits :

H{p;We} — {WephlI
2

= (A TIWEIL} + [IWEIL; {A; TIMI — II{A; I}

1 _
+ HW"‘H;EElngM/\k(—l)(H—Hk)H{Hk;Hk}H + S°

avec (—1)M=1) = 1 6i TT = T, et (—1)U=1) = 41 si TT # 1T,

186



ou S¢ est une fonction linéaire continue des commutateurs [W¢; 11|, 1 < k < M,

S% = [W& T {A; ITHI — I{A; T} (W ]

1
+§Elgk§M/\k( IV IT[We ] VI = IT VI [WE; 1) V,ITTT

+I{IL; (W& T HI + H{[W#; 1] ; 1L T )
D’aprés une remarque précédente W¢ commute a peu pres avec p lorsque € — 0
donc aussi avec les projecteurs propres. Les commutations approchées [W¢; 11| — 0
dans D'(R; x ) rendent S¢ négligeable dans D'(R; x 2). Le calcul explicite de S*

montre que la régularité localement lipschitzienne des projecteurs propres dans )
suffit lorsque W*¢ € L? est borné uniformément en temps.

e Il en résulte :

We(a" (%5 2;eD)uf; uf)

OIIWSIL — {\; IIW?I1} — 2 Re I o 11 — C(IW-II)
— 0 dans D'(R; x ) (96)

1
oit C(TIW*I) := |TIWIT; {\; TIHT — TT{\; TT} + §zlg,CSMA,C(—1)<H:Hk>11{11k; IT, }I1

Théoreme 3.27 Sous les hypothéses (88) (89) (90) (91) (92) (93) (94) (95).

La transformée de Wigner en moyenne < W¢ > des solutions du mélange (93) déterminé
par des données initiales orthonormalisées (u3 ) telles que || p" (z;eD)ug,, ||>< 1 satisfait
I’équation d’évolution

8 < IWeIL > —{A; < IWCIL >} — C(< W >) — TINIT = 2 Re

([ ar [ Rt~ & 55 e Ol @5 < W S (6i€)E) T

2,M

T L — — =
1t ([T [ B = & S S e Dl < W (55 OGE) T

avec IIN°II — 0 dans D'(R; x )

ou IT désigne un des projecteurs propres (94) de valeur propre associée .
Apres extraction < W& > converge dans D'(Ry x Q) vers une solution f du probléme

QILfII — {\ TIfTI} — C(ILfII) = 2 Re

([ ar [ Rt~ & 55 e Ol @D (s i €)E) T

2,n

-l ( Lar | Rijum(Ti€ = & 2557 )[e”p(ﬂm5)];',:;[6_”’(90;f)]m,nfk,z(t;x;?)d§> 11
0 €

i,n

ot fH = Hf = HfH et f = EISkSMkaHk-
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D’apres ’approximation (96) le théoreme 3.27 constitue un calcul de la limite en moyenne
Wszn )\ W;.E;D € €
Enendna” (G 5 EDNG O Wl s (R, Q).

g? n

VE

Pour simplifier ’écriture nous omettrons dans toute la suite la répétition de la combi-
naison convexe X, ey, correspondant au mélange. Par exemple il faut comprendre

du terme singulier II

t t
Wela" (= E; eD)uf; uf] comme WX, enAea" (=; E; eD)u; ® u;]
e e e’ e

REMARQUE. La famille < ITW*II > bornée dans L*(R) x RY) uniformément en temps
est équicontinue dans C°[R;; D'(2)] d’apres I’équation d’évolution du théoréme 3.27. Elle
est donc équicontinue dans C°[Ry; o (L?; L?)(9)].

Aprés extraction < IWEIL >€ o(L? L?)(2) converge localement uniformément en
temps et la limite est continue en temps a valeurs dans o(L?; L?)(2). Par contre, méme apres
extraction, la matrice globale < W¢ > ne converge (a priori) pas localement uniformément
en temps mais seulement dans D'(R; x €2).
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3.4.2 Analyse.

We(a" (£ & eD)us; u)
NG
sur L*(RY) de générateur infinitésimal p" (z;eD) antiautoadjoint par hypothese (90).
Ce groupe noté t € R — S¢(t) € L(L*(RY)) sera appelé groupe exact au sens ou
il mesure précisément 1’effet d’une translation rétrograde —e7' en temps dans I’inconnue

We(t) via la formule de Duhamel

Pour étudier 11 IT en moyenne nous utiliserons le groupe unitaire

We(t) = SE(T)W*(t — T) (97)

1 ¢ € € € 1 t € ne €
+ /HT S* (¢ =)0 (W ()T + /HT SE(t — )8 ()W (r)dr

ou par définition

0°(t) : W Fo /

neERN

a(ﬁ; 1§ +ex' /2= n/2) FgaW (' — n/e; € — n/2)dn

_ __t
0(t): W Fole [ FaaW o /e & +nf2)a (S5 € = ea' /24 n/2)dn
ne
Se(t — 7) est Popération linéaire qui & W¢[u; v] associe W*[S®(t — 7)u; S*(t — 7)v]

Autant dans le cas des coefficients constants p" (z;eD) = p") (D) il est possible (et
facile) de donner du groupe exact une réalisation symbolique S®(t) = (eﬁ”)w(sD), autant
dans le cas des coefficients variables il est peu pratique d’envisager e<P comme un symbole.
L’obstacle majeur est que chaque &-dérivation augmente la &-croissance

€|l—oo

ng t tyt n
% (es7) "~ =P (-0¢p)

C’est pourquoi nous considérerons au lieu du groupe exact une approximation symbo-
lique e (; x;eD) par convolution
£

X
t t
ex(g) = X *e=’

. 1 x & N N s e i s

ol x = x(z;¢) = WXO(—; 2) avec xo € CP(RY X Re ) fixé d’intégrale 1 de sorte que
r rr

167 t o

|8$8?ex(g)\ <[ 020 x || VaVj (98)

Lorsque 7 — 0" on dira que x approche 'unité.

t— .
Pour simplifier e;zV(TT; x;eD) = (x * etTp)W(x; eD) sera noté e}’ (t — 7) par la suite.

t - =T
De méme (ep);V(—T;x; eD) = (X*etTpp)W(x; eD) sera noté (ep)Y (t —7) ot la lettre
€

e seule désigne le groupe matriciel ¢t € R — e € L(CM).
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Les notations a!” et a. seront des raccourcis pour a” (£; Z;¢D) et a(%; £;€).

En intégrant I’évolution
5% {Wele) (¢ = Tyus (r); el (t — 7)u (7))}
= VeW*[ey (t — m)al (T)u(7); ey (t — T)u(7)]
+VEWS ey (t — m)us () ey (¢ — T)a (T)us(7)]
+We (e P — (ep)}) (¢ — T)uf (7); € (¢ — T)us (7)]
+Wwe [e;V(t — 7)u(7); (ef(VpW — (ep)ycv) (t —7)u(7)]

on obtient 'effet d’une translation rétrograde —eT" en temps a I’aide de ’approximation

symbolique e;’(V au prix de termes parasites

We(t) =we [efcv(sT)uE(t —eT); efcv (eT)u(t — eT)] (99)

*% Weley (t = m)al (T)u(r)s ey (t = T)us (7)]dr

s [ sl = e (o e

+i tth WE[( " (ep)zv) (t— T)ug(T)mch(t — 7)u’(7)]dr
”% t;T Welel (t — 7)u(1); (e;VpW — (ep);") (t — 7)us(1)]dr

dus au défaut de calcul symbolique généralement non nul

ex(t—T)#p — (ep)x(t —7) = (x* € = ") #p — x x (€= 7p)

Par I’analogue de la proposition 3.23 de la partie précédente, I’hypothese d’'indépendance
conditionnelle apres un certain temps implique que 6 (t) et W¢(t —eT') sont décorrélés d’ou

< O (W)Weley (eT)u(t — eT); ey (eT)u (t — €T)] >=0
En moyennant 'identité obtenue en appliquant 6¢(¢) a (99) on en déduit
< O(OWEt) > < Weal (t)us(t); us(t)] >
Ve N Ve

“% ;T < Welal (t)ey (t — m)al (T)u(7); € (t — 7)us(7)] > dr

(100)

+ % ;T < Welal (#)el (t — T)us(r); el (t — m)al (T)us(r)] > dr

1 t €W w _ e w
4= < wela (1) 2 (ep)y
€ Ji—er Ve

(t —T)us(r)sey (¢t — T)us(7)] > dr
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t <ngwgﬁ—ﬂmux%p;;W%a—ﬂm@n>m

1
+-
g Jt—eT

D’ou le programme en perspective :

e négliger le défaut de calcul symbolique
Welal () SEZ B (¢ = mus(7); e (= T (7)] S 0

w W

WelaW () (t — m)us (7); T2 (1 — 7)us(r)] 5 0

NG

e scinder la moyenne dans les termes dominants

< Ws[agv(t)efcv(t —7)a¥ (7)uf(7); e;V(t —7)us(7)] >

€

< WE[aZV(t)e;V(t — T)uf(7); ezv(t —7)al (T)uf(1)] >

< OF(t)WE(t) >
VE

intégral issu de la corrélation R appliqué a < W¢ >

e déterminer I'asymptotique de la moyenne a l'aide d’un opérateur
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3.4.3 Preuves.

Dans les propositions 3.65 et 3.66 qui suivent les estimations techniques permettant de
boner dans L? la composition itérée des symboles sont toutes regroupées dans des lemmes
3.25, 3.26, 3.27 et 3.28 qui seront démontrés plus tard dans la partie 3.4.4.

La composition des symboles se note classiquement par un # diese ainsi le symbole a#b
composé des symboles a et b pour la quantification de Weyl vérifie

(a#b)" (z;eD) = a" (z;eD) o bV (z;¢D)

Il existe une multitude de formulations intégrales pour a#b qui sont plus ou moins bien
adaptées selon la régularité des facteurs a et b. Citons par exemple (Va;b € S)

a#b(@:6) = [ [ Framea(a's €)b(o + € /2;€ — ea[2)e 7% ¢+ 278 4y
a#tb(w;€) = [ [ alo — 2€'/2: + 0/ 12) Faneh(a's €277 2 i g’
a#b(@: &) = [ [ a(vi&+en/Dbini € — ev/2)e 0 dndy
a#b(z; €) = / / / / (x4 y; € +en/2)b(x + 2 € — ev/2)e HW e TN Gy dndy

Etudions d’abord le défaut de calcul symbolique :

Proposition 3.65 Uniformément en temps

r W, W (om\W
limsup | < We[al (t) P (p)

e—0 L \/g

<rC(psa) 1 (€)™ ¢ llell p"ui [l

fim sup -< Welal" (t)e)) (t — T)us(7); “ pW\;g(ep)’V‘V (t —7)u(r)] > |¢:

(t—T)u(r)sey (¢ — T)u(7)] > |

< G (psa) 1 (€)@ el p" ||z

ex#p - (ep)x

NG

ExFED — €x.P ex-p — (ep)y (t
VE VE

La partie négligeable avec ou sans moyenne n’est guere problématique :

PREUVE. Lorsque ¢ — 0% le symbole (t—7) comprend une partie négligeable

(t — 7) et une singularité — 7) non bornée a x fixé.

GEVPW - (exp) W

VeE

= [l - peta st )

[wqagm) (t = Pue(r)s e (¢ — 7)) |¢]
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<V sup | W el et — P)dtotta () #2TP P oy |
(t;t—eT) €
< Vel et = o (# TSP gy |

exFHp — ex.p(

tend vers zéro car e} (t — 7)F#p#a.(t)# t —7) € L? est borné d’apres le

lemme 3.28 suite a la remarque (98).

Pour estimer la contribution de la singularité nous utiliserons le groupe exact et une
itération de la formule de Duhamel.

Par I’hypothese d’indépendance conditionnelle apres un certain temps on sait que 6°(t)
et We(t — €T') sont décorrélés d’ou

(exp)w\/_g (ep)ff (t — 7)S*(eT)us (1 — £T); e;?/(t —7)S(eT)u’ (T —eT)] >=0

A la formule de Duhamel du groupe exact (97) réécrite avec d’autres temps

< ¢F(OWF]

We(r) = S*(eT)W*(r — &T) (101)
i/:ETSE(T—a)ef(a)WE )do + —/T S (7 =)0 (o)W (0)do

(exp)” — (ep)Y t

VE

appliquons successivement 6°(t) et — 1) et e} (t — 7) on en déduit en

moyenne

< Wea¥ (¢) (exp) \/_g (eP)y (t — ) (r); € (¢ — T)us(r)] >
= é / T_ST < Welal (t) ((exp)w - (ep)ff) (t—7)S*(1—0)al (o)uf (0); ) (t—7)S*(r—0)u (0)] > do
+§ TT_ET < Wela" (t) ((exp)w - (ep)zv) (t—7)S¢(1—0)us(0); ey (t—7)S* (1—0)al (o)u (0)] > do

Par dualité

ll /:ET < WE[CLZV(t) (exp)” — (ep)x (t— T)US(T);eW(t — ) (r)] > drle

£ \/g X
—< % ;T dTé [ dolW(s* (7 — 0)al ()u(0); S°(r — o)u (o)

ey (t — T)Fo#tac(t)# (ex-p — (ep)y) (t —7)] >
+< é ;T dTé [ dolWIS*(r — o)t (0); 5°(r — 0)al¥ (o) o)

| ex(t = T)#pAtac(O)F# (ex-p — (ep)y) (t = 7)] >
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<2 sup || WS*(1 — 0)a; (0)u(0); S*(T — o)u(0)] o2

(t—2¢T;t)
I €t = T)#patac(t)# (ex-p — (ep)y) (t = 7) ||z
< 2|l e (t — m)tp#a(O)# (exp — (ep)y) (t = 7) 2 sup | au® 22

t—2eT'st

D’apres I'estimation a priori de la proposition 3.64 eV u® € L? est borné uniformément,
en temps par p"Vu§ € L2,

Il s’agit maintenant de vérifier que la différence e,.p — (ep), non négligeable a x fixé
lorsque € — 0 est (arbitrairement) petite uniformément en ¢ lorsque x approche 1'unité

limsup | €3 (¢ — 7)#kpatac (£)## (ex-p — (ep)y) (¢t = 7) llz2< rC**(p;a) || (€)*"¢ ||2
£—
En remarquant que f = e,.p—(ep), hérite de la régularité (89) supposée pour p a savoir

020, p(; €)
(em

on peut appliquer le lemme 3.27 dans lequel la borne proposée

9 f
(6)

est finie. Il en résulte I’approximation au sens de L? fort :

6; (t - T)#@#as (t)# (ex.p — (ep)x) (t _ 7—)

€ L*(RY xRY)  Vavp

< Ca5(P) Il X llwarsn

t .
A /neRN eyt — 726+ ) (z; €+ g)&(g; 7€) (ey.p — (ep)y) (t — T3 25€ — g)eﬂzmwgdn

ou par construction

(ex-p — (ep)y) (t—T;2;8) = //XO y;v)e(t—r;z—ry; E—rv) (p(x; &) — plo — ry; € — rv)) dydy
En particulier on a

lim sup | e (t — 7)#p#ac(t)# (exp — (ep)y) (t — 7) |2

] imxn/e * N t
= lim sup II///dydl/e+2 " dnex(t—f;x;@rQ)@(x;§+Q)a(g;n;ﬁ)x()(yw)

e—0
e(t—r;x —ry; € — g — V) ( (x; € — —) plz—ry; € — = —7"1/)) | L2(zs6)
= rlimsup | ///dydv eTmIlE dner(t — 13 € + 5)90(93; £+ §)d(£; 1;€)Xo(y; v)
e(t—mx—ry;E— = —rv) /l(y.Vx + v.Ve)p(z — rsy; € — g — 75v)ds || L2(zy¢)
2m 1
<ril [ [ [tes Dol e 1P <g§',ff’” Sy ot | [ R dyvn s
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ou

(€ —F —rsr)™&™

F, = (€ + 22 () () est borné par sous-multiplicativité
V. +v.V —rsy;§— 1 — ;
G, = (.Vs +v f)p(i reyi€ =5 —rsv) est borné par (y){v) sup |Lp($,€)|
<€ — 2 TSV>m (z;6)ER2N <€>m

On en déduit

lim sup | ex(t — T)Fp#ac(t)# (exp — (ep)y) (t = 7) |2

<7 1€ e [l Il {=)(€)™  xo [l < sup |%|) (sup /%RN ESEI;RIJ)V |<Dz>22il£t;n;€)dn>

(a:6)eR2N teR

g

Etudions ensuite la scission de la moyenne.

Lorsque € — 0 la moyenne < W¢[al” (t)el) (t — 7)al’ (T)us(7); €} (t — T)u(r)] > dépend
approximativement de < W¢ > (1) seule. En d’autres termes dans une factorisation la
position du crochet statistique <> importe peu.

Notons EZ (t — 7) Popération linéaire qui & We¢[u; v] associe W*[elY (t — T)u; e} (t — 7)v].
Proposition 3.66 Uniformément en temps au sens de S’ on a

1/: <OEWE(t— (W (1) > — < B (D) EL(t — )0 (r) >< We(r) > dr — 0

& Jt—eT
1 € —€
g/ < 0°(t)Es(t —7)0 (T)We(1) > — < O°(t)E(t —7)0 (1) >< We(7) > dT — 0
t—e
PREUVE. Appliquons 6°(t)E5(t — 7)0°(7) a I'identité (101) éventuellement moyennée,
on obtient

0° () EL(t — 7)0°(T)We(7) = 0°(t) E(t — 7)0° (1) S*(eT)W*(T — €T)

+% /TTET 0°(t) B<(t — 7)6°(7)S° (1 — 0) (0)W*(0)do
+% /t:T 0° (1) By (¢ — 7)0°(1)S° (r — 0)F (o) W*(0)do

et

0 (1) B (t — 7)° (1) < W > (r) = 0 () B (£ — 7)6° (7)S°(eT) < W* > (1 —eT)
e / 0F (1) = (t — 7)6F (1) < S°(7 — 0)0F (0)W*(0) > do
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t

+% | EWE(E=7)0°(7) < $°(7 = 0)F ()W (0) > do

Par différence les termes
< O () B (t—7)0°(7)S (eT)W*(7—€eT) >=< 0°(t) E} (t—7)0° (1) > S°(eT) < W* > (7—¢T)
se compensent :
< OQR)EL ([t —7)0°(T)WE(T) > — < O°()ES(t — 7)0° (1) >< We(T) >

T

_
N \/g T—eT
<O () EL(t —7)0°(1) >< S (1 — 0)0°(0)W*(0) > do

< Qs(t)E;(t — 7-)95(7-)85(7- _ U)QE(U)WE(O') > do
L
\/g T—T
[ < OB - @S = o (0 (0) > do

T

[ < FOBG =) < =T () >t

Pour négliger cette quantité intégrée de 7 =t — 71" a 7 =t il suffit de borner le terme
typique

/t e / . — (1) SE (1 — 0V (0)WE (0)dodT
Or
[0°() E5 (t — 7)6°(7)S" (7 — 0)0° (o) W* (o) |¢]
= WS (7 — o)l (0)u (0); S (r — 0)uf (0)]|€} (t — T)Fptar (t) ey (t — 7)#a.(7)]
<|l ex(t = T)#p#tac ) Fey(t — T)#ac(r) [z sup || ol w ||

t—2eT'5t

S CSte(a) || X ||W10N+10m,1 || <£>2maalc?§N+10mg0 ||L2 ( S;l]; || CLZVUE ||L2
t—2eT't

est borné d’apres la preuve du lemme 3.25 suite a la remarque (98).

De méme pour I'opération symétrique 6°(t) £ (t — 7)6 () on exprime

é/ti . < Qf(t)E;(t — T)@E(T)WE(T) S _ < 95(t)E;(t _ 7')55(7) S W) > dr

au facteur /¢ prés comme une combinaison linéaire de termes du type

/t T € /r T HE(t - )0 (7)S* (1 — 0)6°(0)W*(0)dodr

[0°() E=(t — 7)0°(7)S" (7 — 0)0° (o) W* (o) |¢]
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= [We[S*(1 — 0)al (0)u(0); S°( — o)u (0)]|al (7) e}, (t — T)FpHta. (t)fhe, (t — 7)]
<|| ax(r)#tel(t — T)#pttac (W) #e(t —7) |12 sup || ol g2

(t—2eT5t)

< C"(a) || x llwsowssons || (€L Iz sup || alor |
(t—2eT;t)
est borné d’apres la preuve du lemme 3.26 suite a la remarque (98).
La proposition 3.66 est prouvée en invoquant l’estimation a priori de la proposition
3.64.
(l

Etudions ’asymptotique finale :

Introduisons
K@) Wt [ R =8 S e s Dliale™ 05 Dl Won )€
et
L)W — [ Rijum(ri€— & 08 S8 o ()] e (03 ) Wi (5 E) E
EERN 2 2

Proposition 3.67 Uniformément en temps

lim sup E /;T (<orEz - o) > k(=

e—0 g

T)) <W¢ > (T)d7'|g0]

limsup E /;T (<O - T () > —L(=D)) < W7 > ()arly]

tendent vers zéro lorsque x approche l’unité pour tout ¢ € S.

PREUVE. Par dualité

[1 /;ET << 0°(t)E5(t — 7)6° (1) > —K(t _

T)) < WS (r)drlp

€ €
é/ <We > (1) < e}t — 7)#o#a (t)H#e, (t — T)#a (1) > _K*(t_TT)(p i
<[ < eyl - et et - i) > -k () o dr
< eC*(a) || x [lwrowsoma || (€)2mOIN 1m0 || 5
+/ / - [121(rsm:€ = n/2:€ = n/2) ™™ — x * e | (2:€) ] (x; €) e
+/0 /neRN HIRI(T;U;E— n/2;€ —n/2)|er™ — x x e P|(x; € — n)|¢|(z;€) . dndr
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en effet

< ex(t = T)Fptac(t) ey (t — 7)Fac(T) > N =Py
< < || € (t = T)Fpdtac (t)Fex (t — T)F#ac(7)

—// (z; §+ += ) (x; £—|— += )&(n;§+g)ex(:ﬂ £— n+y)d(u f——) +2’”ﬂ_dndu e >

2 2 2 2 2
Vs imx 1Y
< [ [ exlmsrgtg)ela s+g+3)alm e+ )ex(@: E 3 +2)alv E~ D)e = E dndy
2 2 2
_ * (e I . Z . _n +2z7rwﬂﬂdd R
[ [ € @iet g3 pla s+ 5+ 5)aln; €+ Delws €=+ 2)alvs €= )e ndv > s
le premier terme est borné par le lemme 3.25 d’ot le majorant en eC5(a) || (€)*™0,%" 1" ¢ || 2,

le second terme est simplifié par la propriété de corrélation (92) qui fait apparaitre une
intégration contre dy(n + v)dndv responsable de la diparition par moyenne de l'intégrale

) ntw
oscillante et?™ %

On en déduit

lim sup E [ (<00 - () > ~K(T)) < W > (n)arle

e—0 g

T Do)*™R|(r; m;€;€ _rp —rp m
<[ . (;E%gv“ e )) e = X € 7103 ) (€ lol(53€) 2y i

(Dz)*™ R\(7; n; €; m
[ (;%gv > @'5;”“)) Il Pl E-nE ™ 3€) uncgy

Lorsque x approche I'unité e*™ — y x e — 0 en restant borné. On conclut par
convergence dominée en remarquant

(&m)ERN ()

€ L®[R,; L'(RY)]

De méme pour 'opération symétrique 6¢(t)E<(t — 7)8" (1) on trouve
X

2 (BT > 1) <> (el
< I s - e et = 7) > I (e s dr

< eC™(a) || X llwrowsioma ]| (€)™ 0pg ™ |12

dndt

T A
+ [ R me = /26— /2l ™ = xxe @€+ gl €+ ),
0 ’HERN L(xig)
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T A
+/0 /neRN H‘R|(T§77§f—77/2§§—77/2)\6”1’—X*e+7p|(x;§)|<p\(x;§+n)

L2(ase) 19T

QmaION—I—lOm

ol le majorant eC**(a) || x ||wiov+1om.1]| (€) ¢ || 2 résulte du lemme 3.26.

g

Dans les relations précédentes la présence du temps 7 € (t —€T’;t) au lieu de ¢ importe
peu :

Proposition 3.68 Dans L®[R;; S'(RY x RY)]-faible étoile

l/t;TK(t—T) < W¢ > (r)dr — </0TK(T)d7-) <We> (t) =0

9 9

1/:ETL(t_T) <W¢ > (r)dr — </TL(7')dT> <W¢>(t)—0

9 9 0

PRrREUVE. Il s’agit de la continuité faible des translations en temps sachant que les deux
quantités étudiées

VOTK ou L()(< W > (t—er)— < W& > (t))d7|g0]

sont bornées dans S’ uniformément en temps par exemple car

| VOTK ou L(r)(< W& > (t— er)— < W= > (t))d¢|gp] < 2/0T | K* ou L*(r)g |12 dr

2')’™ || (75 2'; €€)
<20 (€)™ |12 / /wE]RN é~s€1ﬁ£ GEG dz'dr < oo
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3.4.4 Lemmes de calcul pseudo-différentiel.

On justifie ici les bornes L? concernant la composition des symboles a(*) et egc*) contre le
test (hyper)régulier ¢ € S. Les estimations proposées évitent toute hypothese de décroissance
sur eq) € W mais utilisent comme compensation la régularité (91) sur a.

Lemme 3.25
| e*#p#a.HeHac(z;€)

— *( e QZ . QZA Z ._QZA._Q-}—ZM&U
/neRN/yeRNe(x,§+2+2)<ﬂ(x,§+2+2)a(n,§+2)e(3:,§ 2+2)a(1/,§ 2)6

ntv

€ d']’]dl/ ||L2(:E;§)

<§>2maalc?£N+ 10m

< eCste || € ||%,V10N+10m,oo(RszXRé_V)” ¥ ”L?(Ré\’xRé\’)

- ( / qup 10" B al(n:€) dn)

2

|al<10N | JneRY ¢ern @

Lemme 3.26
|| al#e #p#aHe(z; )

— a*(v: T e* (- n_r . N Vs e ¥ e v +2iwzﬂgdd
~/neRN/yeRNa(V’§+2)e (.’L‘,§+2 2)@(37,54‘2 2)0'(7755 2)6(37,5 9 2)6 7)I/||L2(x;§)

< eC™ | € [liyron s1ome ey sy | €€ a1 Il aiay xey)

— 2
[(02)*™0¢ a|(n; §)
ol 10N (/neRN gselﬁgf)v m o

REMARQUE. Les exposants (10N +10m...) proposés (largement non optimaux) n’ont au-
cune importance. Seules comptent les 2m dérivations spatiales dans a voir I’hypothése (91).

PREUVE. Lemmes 3.25 et 3.26.
En itérant la définition du # diese on calcule

e*#o#a.Fetta (z;€) = / e 2™V dudUe 2™V dvdVe 2™ dydY e ™2 dzdZ

. eU Y 7 eU ev Y 7, =z 7z
e(m+7,§+V—§+§)go(x+7+5,§—u+V—5+5)a(g—y,§—u+5)

EV Y Z .z Y

e(:v—5—5y+sz,§—u+§+§)a(g+z,§—u+§)

et . . . .

ai#e HpHaHe(z; €) = /eiQWUUdudUeﬂ””VdvdVefm"yyddee*m”Zdde
T U Z. ., eU  ev A eV €y A
a(g+§,§+V+2)e (x+ 5t 2,§ u+V+2)cp(:E+ 5 2,6 u—|—2)
VA
a(g—i—z;{-‘—u—i—Y)e(a:—l—%—i—sz;f—u—i—Y—5)
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En introduisant ¢ = Fy,a on obtient les formulations desquelles les lemmes 3.25 et 3.26

découleront
e #Ho#HaAefta.(1;€) = /e_2”“[]dudUe_Zi”“VdvdVe_%WWddee”i”nTJrVdndu

. el n v eU ev n v Ew
e*(z + 5 ,§+2+2+V+ew)<p(x+ 5 T3 ,§+2+2 u+V + 2)
~o v eU ev . n v EW, , i
et
arte* #otaHe(x; &) = /e’Qi”“UdudUe’%”VdvdVe’%““’dedWe”i”ﬂ?dndy
S el U N_Y g% U n_V_ Y _ew
a (y,§+2 u+V)e (x+ 5 +ev+W; §+2 5 u+V )go(x—l— 5 Te; §+2 5 TUtS T )
Y welw— Y. Q vV
A€~ % —welz— 26~ 12— %)

Nous nous contenterons de borner e*#oF#a.#efta, car la version symétrique a’#e* #pH#a. #e

s’analyse de méme.

Dans l'intégrale oscillante donnant e*#p#a.#e#a. nous ferons jouer aux couples de
variables (u; U), (v; V), (w; W) et (n; v) des roles différents. Soit n > N un entier excedant

la dimension.
" #p#acH#eta (z;€)
= /e‘””“UdudUe_Zi””VdvdVe_Zi”“’dedWe“i”nTJrV dndv I (uU;vV; wW;nv)

U eU
avec I (uU;vVi;wW;nv) = e*(x+8—;§+g+z+V+sw) (x+— 5 +— §+2+5—u+V+ 5 )
i v eU ev U EWw, , n
a(77,§+2 u)e(x 5 5 +W;¢€— s tg—u 2)a( ;€ 5 U Ew)
1 1

en dérivations

En convertissant les multiplications ()’ (wyntom

—2itoV e—2i7rwW
_ _—2imwW
)

o) (S ) =m0 (S ) = e o (S

on obtient e*#o#a.H#e#a.(x;&)

2z7ruUd dU e T2V dasd ZimwW dapd i v
_/ udU e vdV e~ ;U We+2lmni—d77dng(uU;UV;wW;nV)
(v)n (wyrtzm

avec Jg(uU;vV;wW;m/) = (Oy)"(Ov)™(Ow )" T2 I (uU; vV ; wW s ).
1 1
En convertissant les multiplications , ,
U (Vyrezm s (W)

en dérivations

—2imrwW

e—2i7ruU oirul] 9 6—22'7er vimoV e P
<6u>n ( ) —e” 1T ’<av>n+ m <<V>n+2m> —e 1TV ’<aw>n < <W>n ) —e” 1TW ’

)
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on obtient e*#pf#ta.#e#a.(x;§)

_/e ~2imul gy, dU e~ 27V dudV e~ 2Z7rwdedWe+2mz"+
(uym(U) (o) (Vynt2m (w)n2m()n

dndv K. (uwU;vV; wW;nv)

. . . — n n n+2m n n+2m n
avec K. (ull; oV wWsnp) = ((u)™(0)" (w)" ™) (0,)"(0,)™ ™ (Ou) ( ORORTRS
Je (uU; vV wW e o

(uU; oV wWs v) les dérivations 0,, 0,, 0,, portant sur le dénominateur ne font

(u)™{v)™(w)nt2m
qu’améliorer la sommabilité en u, v, w précisément e*#p#a.#e#a. est en définitive une
combinaison finie de termes du type

Dans

e 2™V dudU eV dvdV e~ 2™V dwdW ., 1ty
e T2 dndy L (wU; vV wW s )
/ ()" () (Vym2m (w)rt2m (W)

82,"56*@—{——62[ ;§+g+Z+V+aw)65"+2m (24— 5 +— §+2+§—u+V+ ) g&(n;&g—u)
85"+4m (x — —62 — —621) + W;€ — —+ 5 u— —)82"d(1/;£— g —u — ew)

ol 9y désigne & chaque fois une dérivation dans les deux variables de poids total < n,
ol L°°(uU vV;wW;nv) désigne un facteur borné.

Il en résulte

du dU dv dV dw dW

e opactettac] (5:6) < Ol e ysmmen [ Fe i v o iy e
0 (Do) al (13 € + % — u) |927(Da)mal (v € = § — u — cw)
€+5—wr = T—u—cu)"
e e+ S et Ty us v+ 5
Fo— (E+3—u) ]m[ (-7 —u—cw) m
e Ve RNm] (€I —u VP n®)

est borné par sous-multiplicativité.

On en déduit

. _ ste 9 du dU dv dV dw dW
e Hotactetal (2:6) < C |l e [Bymsame [ Cay (T (o) (V37 (e 7y 14

U
‘(g Y \( +62 +§ §+2+§—u+V+

wup [EDPal(6) 102 (D)l (v:6)
EeERN <5>m £eRN <§>
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Reste & prendre la norme L2.

I " #ottacttedtac [|L2< C || € [fysnramee | (€)* 0™ 0 ||

— 2
. ( / up 18 {D2"a|(3:€) dn)
n

|a|<2n ERYN ¢cRN (&m

L’essentiel du lemme 3.25 est acquis. En appliquant la borne précédente au développement
limité

I, — I U U w
0 —/ —[e +2;§+Q+z—H/+55w)<p(a:+i = 6+ 5 +——u+V+i)
2 2 2 2 2 2
o €+1/ Je( esU €8U+W§ 7)+l/ 5sw)&( € n " asw)]ds
a(m; ——u)e(r — — — — E—=—+ - —u— — ———u—
A 2 2 ST 2 2 e

de forme tout a fait analogue a I, apres dérivation dans les facteurs e* et ¢ (et @) on obtient
le premier terme du développement limité de e*#p#a.#e#a. au sens de L? :

| e* #oFacFetta— (e #oH#attedtar) = [|2< 0 || € [[fysmramrse || (€)™ ||

2
192 (Day?™al (1;€)
d
5, (o o O

Lemme 3.27

| e topacttfme) = | e'(@me+ Dela e+ Dalme)f(me— et/ dn iz

pLON-+10m ¢ |0 ( )2 al(n; €)
< eCote I AR T 2m 410N +10m / 3 d
B e e Rt A ST
Lemme 3.28
| e*#oftacHt(ed#tp — e-p) |l L2(e)
10N+10m
S ECSte || e ||%}V10N+10m,oo(RéVXRéV)|| % ||L°°|| < >2m810N+10mg0 ||L2(]R£DVXR§V)

|5a< z)°™al (n; €)
al< 10N </neRN i m dn)

PREUVE. Lemme 3.27.
En itérant la définition du # diese on calcule

e #Ho#HaAf(r;€) = /e_Qi”“UdudUe_%”VdvdVe_Qi“yYddee_Zi”Zdde
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. €U Y 7 eU ev Y Z, o Z e Y
e (x4 eV =S )plot o+ EutV—o D a(C —ys E-ut o) f(atez E-ut)

En introduisant @ = Fy.a (et aussi par conséquent ¢ = Fy,e pour compenser) on
obtient les formulations desquelles le lemme 3.27 découlera

e* #@#ag#f(l', 5) — / e—2i7ruUdudU€—2i7erdvdve—l—Ziﬂmn/Edne—Ziwww’ dﬂf,

e’
2

o(ats £+ 1 —u—V )il E—u- ) fla— 5+ 556~

!
n—u—V—g)

eU n
% - . v V i
e*(z+ 5 ,§—|—2+ + 5 5

Dans l'intégrale oscillante donnant e*#y+#a.#f nous ferons jouer aux couples de va-
riables (u; U), (v; V) et (n;z") des roles différents. Soit n > N un entier excédant la dimen-
sion.

e*#(p#ag#f(x; é-) — / e—ZiWUUdudUe—ZiwuVdvdve—l—%wxn/edne—%ﬂzx'dx/IE (U,U, UV; 7735')

!

U
avec I (uU;vVinx') = e*(x + %;6 + g +V + %)(ﬁ(ﬁ’;f—F g —u—1V)
ex' eU ev n ex!
a(ﬂa§—u—7)f($—7+ 5 a§—§—U—V—7)
1
En convertissant les multiplications —— et —— en dérivations

{w» (o)
n 672MUU _ —2imuU n 6721'7er _ 2wV
<8U) ( <U,>n )—6 a<aV> ( <’U>n )—6 3
on obtient

e—QiWUUdudU €—2i7erdUdV
(u)™ (v)"

avec J. (uU;vV;inx') = (Oy)" (0v)" L. (uU; vV na').

1 1
En convertissant les multiplications et en dérivations

Oy (V)nam

e*#gp#ag#f(x; 5) _ / e+2i7rwn/sd,r,e—2i7rz$'dx/JE(uU; UV; nx/)

—2imulU

0 () = 2, g ()

on obtient

672i7ruUdudU 6—2i7erd,UdV
(wrU)" (o) (V)rtm

e #HottaAtf(v;€) = / e 2N/ dpe= "2 do! K, (wU; vV na')

e KL(uUoVs) = (0" (o) 000+ (L))

(u)™ (v
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Je(uU;0V;na')
(u)™(v)™
la sommabilité en u, v précisément e*#p#a.#f est en définitive une combinaison finie de

termes du type

e~ 27U dudU e~ 27V dudV Siman /e D — 0 !
/ <u>"<U>n <’U>"<V>n+m e’ ! d77€ d.’IZ'ILE (UU, UV) 82 fe (;1;_|__, é‘_|_ +V—[— 5

Dans les dérivations 0,, 0, portant sur le dénominateur ne font qu’améliorer

)

n A n - ex! ntm eU ew ex!
83’590(;5’;5—}—5—u—V)aga(n;g_u_T)azL+ f(z __+ f———U—V—T)
ou 0y désigne a chaque fois une dérivation dans les deuX varlables de poids total < n,

ou LX(uU;vV) désigne un facteur borné.

A ce stade le plus simple pour voir e*#¢#a.#f dans L? consiste encore & séparer les
variables (z;z') duales afin d’invoquer I'inversion de Fourier L*(RY).
Ainsi en changeant V en V — - :

672i7rUUdU,dU e*Qi”“VdvdV
(w{U)"  (oyV)"

n % eU n —2inzx’
8§’§e (ac+7;§+§+V) (/z’ERN T(uU;vV;né x')e ? dac') (

avec

et 2men/e qn L2 (uU; vV)

e Hotat] (@6 ~ [

4n+mf U v . n
@W‘)m

z! S _E_.fl <V>n e+i7rv5$’
T(uUsoViné:a) = B9 g —u=V+ )0l €~ o G e —

On peut majorer 7" en module par

ex' . [(Day0gal(n; € —u — %)
( §+——U—V+7) <£_ _s_w’>m

b M ex! Kllﬁzmé?aKn;ﬁ)
(‘”’§+§_“_V+7)f€‘ﬁ£v BER

0w T
fe= [<v—%’><%>]
(€—u—*F) ]’”
E+T—u—V 120 (Z )V — =)
(E—1—u-V) ]m
€+ T—u—V 1))

Exl n m m 2
IT| < FGHA— )" ()"0 ¢

< O Km0,y g

ou

6.~ |

- |

sont tous trois bornés par sous-multiplicativité.

Reste a prendre la norme L2.

| e*#p#tac#f L
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<O e flwenss |

gintm f du dU dv dV
£l [ || T(uU; 0V 518 ') [l

@ () )" (o) (V)

84n+m Dw/Qm\aa :
Cste ” e ||W2noo|| ||L || < >2m 3n+2m(‘0 || » Aax (/n sup ‘( ) ga‘(n g)dn)

< > la|<n ERN ¢cRN <§>m

L’essentiel du lemme 3.27 est acquis. En appliquant la borne précédente au développement,
limité

I. -1, d_, esU n est'. ., n . est’
2= [ e+ Srie+ T4V + 200+ 1 - u = V)aln:€ )
esU Esv est' ds
Pl S e Ty STy D

de forme tout a fait analogue a I, apres derlvatlon dans les facteurs e* et f (et @) on obtient
le premier terme du développement limité de e*#p#a.#f au sens de L? :

a4n+m+1 f

e

0 {D2)?mal (n; )
5 o g

”Loo“ < >2ma3n—|—2m—|—1

| e #p#tac#f— (€ #o#tacttf)]e=o lL2< eC™ | € lwansroc | ¢ [lee

0

PREUVE. Lemme 3.28.
En retranchant a la formulation intégrale du 4-diese des lemmes 3.25 et 3.26 la fomula-
tion intégrale du 3-diese du lemme 3.27 on obtient

e*#Hofta.H#(e#p — ep)(z;€) = / e 2™V dudUe 2™V dvdVe 2™ dydY e 2 2 dzdZ

. eU Y eZ eU Y eZ =z ez
e'(z + §—§+7)<ﬂ($+7—5y+ ,f—u—§+7) (g—yﬁ—U‘F?)

Y Y eZ
)[p(a:+z;§—u+V+§)—p(:r+z 5 utV+—+2

Y 7
e(:r——+z;§—u+V+—+— 7t

2 2 2 )

1 . . . .
. / ds / =27 GudU =27V dudV e~ 2 Y dydY e~ 27 dzd 7

ez eU Y eZ «x ez

e (z+ af— +7)<P( +7—5 Y+ ,§—u—5+7)a(——y,§—u+7)
Y A Y A
e(x—;-l—zf—u-l—V—i—Q +%)(UV — ZN¢)p (:L'+z——,§—u+V+ 2—|-587)

En introduisant @ = Fy,a (et aussi par conséquent ¢) on obtient finalement
' #oftat#(e#tp — e.p)(z;§)
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— % /1 ds / efinuUdudUef%'/erdvdvef2i7rwWdde€+2iwnwdne+2iwxax’ diE,
0

i eU. n o o W, . n (1—-¢e) W, . ex!  eW
ez + 58t g+ 5+ )Pl o+ ut )a(mé —u— <+ —5-)
£V n eW ESV n esW
——4w;f————— —)(v.V,—W.V ———a——— V
e(x 5 +w; € 573 u+V+ 5 )(v.V, e)p(x+w 5 ;€ 5 g UtV

Le lemme 3.28 découle de cette formulation par la méthode du lemme précédent.

O
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4 Limite semi-classique dans ’approximation de champ
moyen.

Résumé. Cette partie développe, a l'aide des résultats de [LP] sur les transformées
de Wigner des noyaux, une remarque de H.Narnhofer et G.L.Sewell concernant 1'unicité
de la hiérarchie infinie (BBGKY) obtenue comme limite du probleme de Schrédinger a
N particules lorsque N — oo. Dans ’approximation de champ moyen le potentiel est
d’amplitude approximative N. Dans I’approximation semi-classique la constante de Planck
e — 0 tend vers zéro. Ici (théoreme 4.28) aucune relation n’est supposée entre ces deux
parametres. L’existence pour un potentiel peu régulier découle du théoreme des moments
énoncé a la fin de la section 1.4. L’unicité pour un potentiel trés régulier (et plus précisément
la majoration du lemme 4.35) est présentée succintement en appendice dans [NS].

4.1 Le probleme, le théoréme.

Dans I’espace a d = 3 dimensions nous noterons les N-uplets de variables d’espace et
de phase sous la forme

r=z" = (z;---xy) € RN  £=€V=(&---&y) e R)Y
Pour alléger 1’écriture la copie N fois de L*(R?) sera notée L*(R%)N.

Soit ¥ € C[Ry; L?(R%)M] solution du probléme de Schrédinger & N particules avec
condition initiale factorisée :

Yf =9 (t;zy--ray) €Collzy €R--zy e R et £ € Ry
Vet =0)=¢5® - Q% € L2(RH)N ol {¢, -+, d%} C L*(R?) est une famille orthonormale
i = —SAY" + Vi

ou le laplacien A = A, +---+ A, est somme de Nd dérivées partielles.

1
Par hypothese V = NElsi;éjSNv(aci — ;) est somme de N (NN — 1) potentiels obtenus a

partir de v € L®(R?) supposé réel pair. En particulier V' est réel borné symétrique.

Soit w®[1] la transformée de Wigner usuelle dans 'espace a dN dimensions

W] (g -z € EN) / Ve (z — gv/Q)E(x + 80/2)e+2iwv.§dv

(RN

= Jigays U (T1—ev1 /2 - - sy —eun [2)UF (T14Ev1 /2 - - - myFevy [2)e TGN EN) gy L gy

et soit w§[1?] sa symétrisation sous le groupe Sy des permutations

£ 4 1 £ £ 1 £ £ £ £
wgly®] = mzae&vw [V]e = mzaesNU} [5] = W*lp]
£ 1 e £
p = ﬁzaesN?/JS ® Ve
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ol classiquement f, désigne I'application (u;---un) — f(uo1)- - Us(n)) Obtenue par la
permutation o € Sy des variables dans I'application f. La notation W€ désigne la trans-
formation de Wigner des noyaux définie dans la section 1.4.

REMARQUE. Initialement

w Pt (t = 0)] = Wo[gi] ® - - - © W*dy]

1

Wit = 0)) =

YoesyWedom)] ® - - @ Wo g ()]

Pour tout 1 < K < N définissons sur 'espace a dK dimensions la transformée de
Wigner symétrisée partielle

Wlv ] el o [ sk

= //(Rd)N_KX(Rd)N_K w[Y)(z1 - an; € En)dTt - dondErepn - dén
C’est encore la transformée de Wigner usuelle w5 [¢°] = W¢[p%] du noyau symétrisé partiel

£

1 e €
Pr(T1 T3y YK) = mzaesN //(Rd)N_KX(Rd)N_K Ye®@Ypd(Tr1 = Yr41) -+ - d(Tn = Yn)

1
ﬁEUESN /(Rd)N—K Ye(T1 @i Zregr 2N YR (Y1 YK 21 AN )dzr s dey

REMARQUE. Initialement

Wiyt = 0)] = 2 Soes, Weldi] © - © W¥ld o]
- N]:f!K!Eléh#---;«éz’KSNWEWZ] ® - @ W ¢, |
Pt =0)(z1-zx;y1°yx) = %EUESNW@) ® ¢y (T3 91) + By © Boay (215 Yic)
= N ]:”K!Zlgmé___#mg,vqs_fl ® ¢, (z1;91) - - 65, ® & (2x; YK
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Théoreme 4.28 Supposons les données initiales orthonormalisées e-oscillantes co-compactes
au sens ou

eV @, -+, eVey C L?(RY) restent bornés indépendamment de e et N
|- |65, -+, | - [¢5y C L2(R?) restent bornés indépendamment de € et N

Supposons v € WhH™(R4) lipschitzien.

Apres extraction dans (€; N) — (0;00) la transformée de Wigner symétrisée partielle
wi[1F] converge pour chaque K > 1 dans o(A'; A) localement uniformément en temps
lorsque (g; N) — (0;00) vers une mesure de probabilité fr solution de la hiérarchie infinie
avec donnée initiale factorisée :

fx € CORy; ME((R)™ x (Rd)K)]
fkt=0= @ flt

1<k<K

//(Rd)KX(Rd)K fK - 1

//Rd n frr1drx1déxi = fr

Oifr +E5 Vofx = 221<k<K// v(7r —Y)-Ve, frii(x K y|e%; m)dydn (102)

ded
ot ME((RE x (RK) est le cone des mesures positives symétriques par rapport auz
couples de variables (x1;&1) -+ - (2 Exc)-

Lorsque v est plus régulier, © € LL(RY), par unicité de la hiérarchie infinie fx est
factorisée pour tout temps :
X L)

1<k<K

ou f1 résout I’équation de Viasov
Oufr + &€V f1 =2 / / Vu(z — y) f1(y; n)dydn. Ve fi
Rd x R4

REMARQUE. L’hypothese © a support compact est un critere agréable pour controler la
croissance des dérivées

1
lim sup —log || 0"v ||p~< 00
n—oo Tl

Je pense que le théoréme reste valable sous cette condition moins mais néanmoins tres
restrictive.

REMARQUE. La propriété d’unicité pour la hiérachie infinie sans effet différentiel (c’est-
a-dire lorsque Vv.V, est remplacé par v) a été largement étudiée méme pour des potentiels
non bornés. Voir par exemple [BGM] et [EY]. Lorsque la factorisation a I'instant initial se
transmet a tout temps on parle parfois de ” propagation du chaos ”

Commencons par préciser ce que deviennent les propriétés de la transformée de Wigner
usuelle apres symétrisation et intégration partielle.
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Lemme 4.29

[ oy 51 =1
I foes e 105151 = e
O] + € Vouily) = LIV (z +Dg/2) — V(5 — eDe/Dwly]
0w [u7) + € Vi [07) = 1 - [Viao (& + €De/2) — Vi & — < De/2)we 7]
#2010 Suane [ [ [0(my+eDe, /2)~v(os—y—e De, (2w 671" ylE"; iy

PREUVE. Les moments d’ordre un et deux des transformées de Wigner se calculent
exactement en fonction des noyaux :

[ [wile= [ [l = Trp =1

1 1
car Tr p° = < Voes, [ IWel? = 17%oesy [ 15t =0) = Tr (= 0),

3 & 3 3 1 3 1 3 1
[ [ sl =1 we ) 1= g W o= =5 1 2 o= i
1 1
car || 0 3= g Sowresil < V505 >0 [ = o Sorresyl < U5(t = 0)p(t = 0) >12 |
£ - 1 & & & 1
=|| p°(t = 0) [|7.= WZU;TESN| < ¢oyldra) >re 2] < by B7(n) > 2= N

Il est bien connu que la transformée de Wigner assure le passage de 1’équation de
Schrédinger a I’équation de Liouville [LP]. De icdyy)¢ = —%Aws + V* on déduit d’abord
eo)s = —%Ad)f, + V2 par invariance de ’équation de Schrodinger sous le groupe Sy
c’est-a-dire par symétrie du potentiel V' puis

OwelYy] + £ Vow[yr] = gf«%é (V(z +e£'/2) = V(z — e /2)]| Frew® [¢;](2; )
Ce terme se note aussi [V (z + D¢ /2) — V(z — D¢ /2)Jwe ]

ou encore f+11/22 VV(z + esD¢)ds.Vews[yg].

1
Il suffit de sommer selon o € Sy pour obtenir ’évolution de wg[y°] = ﬁEae sy WYL

Dans I’équation d’évolution satisfaite par wg[y°], 'intégration partielle [ [dzsxdésk
par rapport aux variables (x4 -2n) € (RON K et (Exy1---&n) € (RN K peut se
justifier rigoureusement par dualité, on aboutit ainsi a ’équation d’évolution satisfaite par
w5 [1°]. Nous ne détaillerons pas cette procédure classique.

U

Précisons maintenant comment se traduisent les hypotheses initiales d’s-oscillation et
d’oo-compacité sur le noyau partiel p% en tout temps.
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Lemme 4.30 Le noyau p5 € TRY[L?(R?)X] représente un opérateur positif sur L? a
trace tel que
Tr p’j{ =1
/ |2 p (z; 2)dz = || - [9° [[2< KC*(1 + [t])
(RE)E
Tr (<e*Asf) = 5 | vt < KO

PREUVE. Les invariants physiques du probleme de Schrodinger sont célebres :

/(R . [y = / (R [y (t = 0)? propriété de groupe unitaire

/( RN 1€ eVY©? + VI[ye|? = C*¢ conservation de 'énergie

d

%/( |- P[p*]? = 2¢ Im / x)z.Vy© (z)dz propriété du viriel

—t 11197 2@y <| €VY© (| 2@ayn

Les bornes initiales
L evaio [ levonE<cteer [ PIgE -, [ ] Plosl < o
qui impliquent
1 2 te . 1 e 2 ste
eV (= 0) By < O et || [97( = 0) 2o < €
se généralisent a tout temps ¢ € R sous la forme
1 2 te ., L e 2 ste
~ 1eVE @) po@ayn < O et || [°(F) llzogayy < € (1 + [t])
En effet d’une part
[1evu = [levust =0 +2 [ Vv =0 -2 [ Vig?

< [1eVP = 0P + 4[| V oo [ 1995 = 0) +4N [ v |

et d’autre part
€ € ¢ € € ste
117 <[l [ - [9°(t = 0) |2 +/0 | eVY© ||2<|| |- |5 (t = 0) ||2 +VNC*t

Enfin les traces [igayrc [2]?pf (2; x)dx et Tr (—e®Apj) se calculent explicitement & I'aide
de la fonction d’onde

1
/(Rd)K |z*pi (w3 2)dz = ﬁEUGSN /(Rd)N Si<n<rc |z’ |5 () dw
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= 1 €12 20 1e12
= m&gkskzge&v /(R) |z [?|9° 7 = 21<k<KEU€SN /Rd)N XA
= K 210812 = K 21,112
= Nioesy /(Rd)N [Zo P71 = G E1<hen /(Rd)N e
et ,
Tr (—£*Apic) = 17 80esy Dicken || Va5 II7:
1 1
= ﬁEISkSKEJESN ” 5VU(19)’(/15 ||%2 N‘21<k<KzgesN || EV 1/)8 ||%2
K K
= NiTeesy I eVo ¥ |IZ.= N ZI<kEN | eVt I
O

Lemme 4.31 La famille {w5[v¢]} C C°[Ry; 0(A'; A)] est équicontinue donc relativement
compacte dans CP [Ry; a(A'; A)].

PREUVE. On sait que w5 [y°(t)] € A’ est borné indépendamment de (¢; N) et ¢t € R
par la propriété de trace Tr p5(t) = 1 bornée. Ainsi {w%[vf]} C CO[R;;o(A’;A)] est
équicontinu pourvu que {< wi[v]l¢ >} C C°(R;) le soit pour tout ¢ dans une partie
dense de A. Alors Ascoli affirme la relative compacité au sens de CP [R;; o(A’; A)] car les
valeurs prises par w[¢?] appartiennent a un borné C o(A’; A) donc & un métrique compact.

C’est pourquoi il existe des extractions o(.A’; A)-convergentes localement uniformément en
temps.

Or < wi[Yf]|p >€ L*(R;) est équilipschitzien pour ¢ régulier car
€ € € € € el e K i 00
Oy < wi [Vl >=< Qw5 [V°]lp >=< wi[V]|€" .V > +§ < Oplp >€ L*(Ry)
reste borné, ol

= Viao (@ + £De/2) — Vi — eDe/2) s 1]

Op = N[

12(1- D) cker [ [, ol@i—y+eDe/2)~v(ax—y—eDe, [2) s [97](": 1€ )y

Cette borne est la seule propriété restant a vérifier pour obtenir I’équicontinuité du lemme
4.31. On suppose a cette fin .7-7%5190 e Cx.

Dabord | < wic[¥]|6". Vo > | <|| wic[¥F] [l € Vap lla est borné.
Ensuite Ké < Viky(@ 4+ eDe/2) — Viky(x — eDe/2)|wi [¢Ff] | >

=§zlgi¢jgx / / [v(zi—;+e€/2—e€}/2) —v(zi—a;—e&) /2+e€; /2)| Fyt o (w; €) i (w; —e€) dade’

< Srcigien | V0 o [ [ 16— &1 Fzdel: €) 155 (@ —e€ ) dode
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< O || B oo rayll Vo llooll ¢ [la diam Supp(}"(;og(p) est borné.
7; £ £
Enfin < = [ [[o(ox —y+eDe./2) = v(wn — y =D, /2) i o [0¥] (" 9165 )yl >
i . )
= g/[U(l‘k—y‘%Dk/?)—U(xk—y—EDk/2)]f%ng§(+1[w 125 y| D) Foep(x™; DX)dae™ dD" dydn

= 2/[v(xk—y+5Dk/2)—v(xk—y—sDk/Q)]ﬁi(H(xK;y\—sDK;())f%glgpuK;DK)dedDKdy

<90 lloell B llegie sll @ lla Tayon Supp(Filg) et bomé.
Rappelons que p désigne la perturbation diagonale p(x;y) = p(z — y/2; 2 + y/2)

et que || p [leop—ry = A llcoe—ry= Tr (p) pour tout noyau p positif (voir section 1.4).
U

En fait le détail de la preuve de I’équicontinuité conduit aussi a ’équation limite
13 £ g £ Z.
< Qwic[¥] + €5 Vauwi [¥r]le >= - < Oply >

—< O fk + §KszK|<p >=2< ElgkgK//VU(xk - y)-vfka—i—l(xK; y‘éK; n)dydm(ﬂ >

Au lieu d’établir des bornes il suffit de vérifier les convergence correspondantes. On obtient
ainsi I’équation d’évolution (102) apreés extraction faible o(A’; A) dans w5 [¢°] localement
uniformément en temps. La limite fx est continue a valeurs o(A’;.A) bornée dans les
mesures donc continue pour la topologie faible des mesures.

Lemme 4.32 Aprés extraction dans (; N) — (0;00), la limite fx(t) en tout temps des
transformées de Wigner symétrisées partielles wi [1)°(t)] vérifie les égalités de moments :

=1
/‘/(Rd)Kx(Rd)K fK

//Rded fK+1d33K+1de+1 = fK

PREUVE. En tout temps le noyau partiel p% est e-oscillant co-compact grace aux bornes

K
Tr (—2Ak) = 3 | eV |[fa< KO

ste
|22 pi (3 )dr = = || | - [¢° [[7< KC™(1 + [t])
(RA)K N

Donc le théoreme des moments de P.L.Lions-T.Paul (voir section 1.4) concernant la limite
des moments et les moments de la limite s’applique en tout temps :

//w;[we(tn://vvf[pf D=1~ [ [wWlsl= [ [ )=
| [ wiclvr Oldarcaderss = [ [ Wolb (Oldarcsdéacis = wicv? (0)
— //fKH(t)diﬂKﬂdeH = fk(t)

Plus précisément, pour cette derniere convergence qui concerne les moments partiels, on
peut :
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— soit appliquer le théoreme des moments 1.4 en considérant le temps ¢ et les va-
riables (z1;&1) - - - (zk; €x) comme des parametres (vu que le critere d’e-oscillation et
d’oco-compacité global implique le critere d’e-oscillation et d’oo-compacité pour les
variables (zx11; &k 1) partielles)

— soit remarquer I'inégalité de convergence faible entre mesures positives

//fK+1d$K+1d§K+1 < fx

qui est en fait une égalité car les masses totales des deux membres sont égales (& un).
O

Lemme 4.33 Aprés extraction lorsque (¢; N) — (0;00), la limite fx(t = 0) au temps
initial des transformées de Wigner symétrisées partielles w [ (t = 0)] est factorisée :

fkt=0)= @ filt=0)

1<k<K

PREUVE. Par définition de 'extraction, fx(t = 0) est la limite de w% [¢°(t = 0)] lorsque
e — 0 et N — oo sans condition en particulier

lim lim wi[y°(t = 0)] = fx(t =0)

e—=0 N—oo

Il savere que lim wi [ (t=0)] = &) wi[¢°(¢t = 0)] est factorisée, d’olt I'assertion.
N—o00 1<k<K

En effet de proche en proche

Wil (¢ = 0)] = < Frgken W61
iUt = 0)) = =gy Sreomsen W8] o0 €)W 7)o )
= il = 0] @ il (e = 0)) - gy Seken V6] © WG}
il (= 0 = =g e W e W ) o W 6]
- V=g = 0 ®utlu = 0] wifye(e = )
b Sk WGl WIS O W [65] Drcinsen W 8]0 W 5] 01 (5]

NN —1)(N —2)
+We[gf] @ We[g5] @ We[g7] + We[g]] @ We[g5] ® W¥[¢]}

Plus généralement a K fixé on observe pour des raisons de combinatoire élémentaire la
convergence au sens de A’ fort uniformément en ¢ :

wi [ (t=0)]— & wi[v*(t=0)] — 0 lorsque N — oo

1<k<K
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En effet la différence

N - K!

Wil (t=0)] - —7—N* @ wilY(t=0)]=-——7—SW¢;]® - @ Wg,]
: 1<k<K :
est définie comme une somme portant sur les K-uplets 1 < 4y,---,1x < N non injectifs,
N — K!

donc tend vers zéro comme N¥ —1 lorsque N — oo a K fixé, puisque les termes

N!
sommés sont bornés dans A’ fort.

O
Nous abordons maintenant la question de 1'unicité de la hiérarchie infinie du théoreme
4.28 sous I’hypothese © € LL(R?). Soit 7 > 0 une borne du support compact de ©.

Introduisons le groupe de translations de générateur infinitésimal £.V,
S@t): f(z;8) = flz — 18 €)

et I'opérateur K (¢;7) = S(t — 7)A défini par le second membre de (102)
A= Aginy: f@EHH ) E1gkgK//Rded Vu(zr — y).Ve, f (2™ y[€5n)dydn

La formule de Duhamel ® donne la solution (inhomogene) de I’évolution linéaire 9;+£.V,,
de second membre Afg ., sous la forme

fr(t) = S()fx(0)+ /OtS(t —T)Afg 1 (T)dr = S(t) fx(0) + /OtK(t; T) fr41(T)dT

Apreés m itérations fi(t) est fonction des valeurs initiales fx(0)--- fxim 1(0) aug-
mentée d’'un reste égal a

/ K1) K (b ) - - Kt ) fictom (b )t - - - (103)

ou l'intégration porte sur le volume de temps {0 < t,, < tp1 < - <ty < t; < t} de
mesure t™/m/.
Si ce reste tend vers zéro la hiérarchie possede par linéarité la propriété d’unicité :

Le lemme 4.35 qui suit propose une estimation (subtile!) du reste dans laquelle les itérations
sont compensées, a un facteur géométrique pres, par le volume de temps t™/m/!.

L’itération un grand nombre m de fois de ’action de K a savoir

K1) g () : (25565 — ElskSK//Rded Volzg —y — (t — 7)&]

SPour plus de détails sur la formule de Duhamel on peut consulter le livre de A.Pazy [P].
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Ve S (7" = (¢ = 7)€ y1€"5 ) dydn

N 2im [z —(t—7)&k - K K. K,
= EISkSK//Rded Vo(y)et ety gy (Ve fiesr) (Tlx —(t—=T7)E%5y[¢ ,77) dydn
engendre un grand nombre de dérivées dans tous les sens sur fx .
On opte pour une représentation de I'opérateur K a travers I’isomorphisme F de Fourier
(global c’est-a-dire en toutes les variables d’espace et de phase) de sorte que les itérations

engendrent dans cette représentation un grand nombre de multiplications. Pour simplifier
on gardera les mémes notations pour les variables duales du c6té Fourier.

FIKED) fien (0] : (@%565) = Sigkarc [ To). [ + (¢t = 1)l
Ffren (7la" =y yl€" + (t — 7)2'30) dy
sera noté avec la simplification d’écriture i1 := —(t — 7)x k41 sous la forme
FIK(57) frens (7)) = Sichsc [, dnress Vol@res) 657 + (¢ = m)a" ],

ffK+1 (7_|xK+1 _ 5ka+1|€K+1 + (t N T)xK—H)

ot (0k)1<k<k est la base canonique de (R*)X vu comme R?-module.

Lemme 4.34 (Calcul des itérations.)
FIK(tt1) - K(tm15tm) frrm(tm)] =
Yi<ki<K dz g1 Vo(zggr ) JEE + (8 = t1)25
Si<ko<kr1 0042 V(T r12) [E572 + (= )22 = (81 — t2) 0k, Trer 1]y

Yi<ks<K+2 d-TK+3ﬂ(xK+3)'[§K+3 + (t—t3)x™ ™ — (t1 — t3) 0, T — (to — 13) Ok T ity

Elgkm§K+m—1 d$K+mﬂ($K+m)-[§K+m + (t - tm)l‘K+m - E1§l<m(tl - tm)(sklxKH]km
F fk4m (tm; T — S emO T €T+ (= ) 2™ = Siciam (b — tm)ékll'KH)

avec la simplification d’écriture Ex ym = —(t — ty) T pm pour tout m > 1.

Lemme 4.35 (Majoration des itérations.)

m

t _
‘f/K(t; t) - K (tm15tm) frem (L )dty - - - di | (£ 27 65) < — | Vo |7

sup S|[E5T 4+ (¢ — t)a" |+ [[€5T™ 4+ (8 — tn) 2™ — Siciam(tt — tm) Ok T x4 |

ot le sup porte sur Tgi1 € Supp(0) - - - T € Supp(0),
ot la somme Y discréte porte sur1 < ki< K---1<k, <K+4+m-—1,
avec le sous-entendu des temps 0 < t,, <---<t; <t.

F [ K1) Kbt Ficom(tm)ts -t (15:57565) < CRE(0™ | T 7 169 +4]2% )"

218



PREUVE. En effet la majoration
‘[fKer + (t = tm) 2™ = Sigem(t — tm)éklxK‘Fl]km‘ < ES| + ta™| + 7t + 1 <ctcm Tt Ok =,

< [[€5] + tlz" | + rt] (1 + S1<icmOr—km)

résulte d’une part de |t; — t,,| <t, |0k, <1, [2xp| <1,
et d’autre part de

1<k < K =[5 4 (8 — tn) 2" 5™y, = [€5 + (= tm)a "], < [EF] +t[2"]
K+1<ky,<K+4+m-—1=[5" 4 (t —t,)x5™) = (tr,—x — tm)Tk,, <71

On en déduit
SIEFH + (¢ = t) 2™ ey |- |5 + (= tw) 2™ ™ — Sicicm (b — tm) Ok, T xc41]k, |

< [1€5] + tlz™ |+ rt]™S(1) (1 4 ky—ka) (1 + Oky—ks + Okais) - - (1 + Okymtos +** + Ok s =)
= [|€¥| + t|zX| + rt]™2" T (m + K/2) /T (K/2)

ou la somme X discrete portesur 1 < k1 < K---1<k,, <K-+m-—1.
L’égalité combinatoire

S(1) (L + Oky=ko) (1 + Oky=ks + Oky=ks) ==+ (L + Oky=y ++* + Ok 1 =k)

= 2"I(m + K/2)/T(K/2) = [[ (K +2k)

0<k<m

se vérifie élémentairement par récurrence sur m > 1.

Or 2™T'(m + K/2)/T(K/2) "~ m!mK/2~19™ /T (K/2) est asymptotiquement majorée
par Csleml4™.

Le controle des itérations énoncé dans le lemme 4.35 résulte de cette majoration et de
la propriété des solutions étudiées

| Fficsm lloo= [ [ ficomda™mdgitm =1
O

Contre un test ¢ € S tel que F~lp € C le reste (103) tend vers zéro lorsque m — oo
pour les petits temps :

‘< [ K00 K (t35) - K (b5 tm) () -~ i >‘

= ‘< f/K(t; t1) - K(tme1;tm) fr4m (tm)dty - - -dtm|.7:_1<p >‘
< ORI VoI //[|5K| + |+ ™ F | (@ €5)da dg™

< Gt || Vo llp L+ 8)(r + 7)™ | F7' [l

ot 7, > 0 borne le support compact de F .
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Ainsi la nullité de tous les fx a 'instant initial se propage dans le temps :
<fekt=0)p>=0 VK =< fg(t)p>=0 Vo  Vte[0;T,(p)]

ot T, () > 0 vérifie 47, (¢) | Vo [l (1+To(@))(r +7,) < 1.
Quitte a déplacer l'origine des temps, on obtient en itérant le raisonnement la nullité
des fx en tout temps a partir de la nullité au temps initial.
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Résumé.

Cette these concerne ’homogénéisation, ou limite semi-classique, des transformées de
Wigner associées & des suites bornées L? solutions d’une équation de Schrodinger ou d’un
systeme hyperbolique linéaire du premier ordre. On établit diverses équations de transport
satisfaites par les mesures de Wigner limites lorsque qu’un petit parametre tend vers zéro.

Une premiére partie résume les propriétés générales de la transformation en rappelant
son lien avec le calcul pseudo-différentiel.

Une seconde partie étudie la perturbation des hamiltoniens périodiques par des po-
tentiels réguliers apériodiques au moyen d’estimations de commutation concernant les
décompositions de Bloch.

Une troisieme partie étudie sous une hypothese de couplage faible I’homogénéisation
de certains milieux aléatoires évoluant chaotiquement selon une dynamique réversible mais
gouvernés en moyenne par une dynamique irréversible de type Bolztmann.

Une quatrieme partie clarifie au moyen du formalisme des transformées de Wigner
un résultat connu d’existence-unicité pour la hiérarchie infinie BBGKY du probleme de
Schrodinger a N particules, N — oo, dans I’approximation de champ moyen.

Mots-clés : Limite semi-classique, mesure de Wigner, équation de Schrédinger, équation
de transport, équation de Vlasov-Boltzmann, décomposition de Bloch des hamiltoniens
périodiques, calcul pseudo-différentiel, EDP.

Abstract.

This thesis is concerned with the homogenization (or semi-classical limit) of various
Wigner transforms associated to L2-bounded sequences which solve a Schrodinger equation
or a first order linear hyperbolic system. Transport equations are derived for the limiting
Wigner measure when a small parameter goes to zero.

A first part describes the general properties of Wigner transforms and recalls their links
to pseudo-differential calculus.

A second part studies the perturbation of periodic hamiltonians by regular aperiodic
potentials by means of commutation estimates concerning Bloch decompositions.

A third part studies in the weak coupling limit a class of random media which are chao-
tically governed by reversible dynamics but statistically governed by irreversible dynamics
of Boltzmann’s type.

Using the Wigner formalism a fourth part clarifies a known result of existence-unicity
for the BBGKY infinite hierarchy of Schrédinger problem with N particles, N — oo, in
the mean field approximation.

Key-words : Semi-classical limit, Wigner measure, Schrodinger equation, transport
equation, Vlasov-Boltzmann equation, Bloch decomposition of periodic hamiltonians, pseudo-

differential calculus, PDE.
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