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Résumé

L’objet de cette these est d’étudier les systemes linéaires sur le champ algébrique
des fibrés quasi-paraboliques sur une courbe algébrique.

Soit X une courbe algébrique projective, lisse et connexe sur le corps des
nombres complexes et soit I un ensemble fini de points de X. Un fibré quasi-
parabolique F sur X est un fibré vectoriel sur X muni de la structure supplémentaire
suivante : en tout point p de I on fixe un drapeau de la fibre vectorielle E,. Pour ces
fibrés, Seshadri a introduit une notion de semi-stabilité, qui dépend du choix d’un
systeme de poids pour chaque drapeau fixé. Avec cette définition de semi-stabilité
parabolique il construit un espace de modules de fibrés paraboliques semi-stables.
Cet espace de modules est muni naturellement d’un fibré en droites ample, de type
fibré déterminant. De plus, ’étude du groupe de Picard du champ algébrique des
fibrés quasi-paraboliques de Pauly, Laszlo et Sorger, montre que les fibrés amples
sur ce champ algébrique sont des fibrés de type déterminant parabolique.

Dans la premiere partie de cette theése, nous montrons que la puissance ¢-iéme
du fibré déterminant parabolique sur I’espace de modules des fibrés paraboliques
semi-stables (au sens de Seshadri) est un systeéme linéaire sans points de base, des
que £ est supérieur ou égal a un entier £y, que nous déterminons et qui ne dépend que
du rang des fibrés vectoriels sous-jacents. Ce résultat est di a Faltings, Le Potier
et Popa dans le cas classique des fibrés sans structure parabolique. Notre résultat
repose sur l’existence d’un analogue (quasi-)parabolique du schéma des quotients
de Grothendieck. Nous construisons ce schéma en stratifiant le schéma des fibrés
quotients et démontrons une estimation de sa dimension, qui permet de déterminer
un entier £y, indépendant de la structure quasi-parabolique fixée.

Dans la seconde partie nous étudions le lieu de base des systeémes linéaires sur le
champ algébrique des fibrés quasi-paraboliques. Nous montrons, griace au théoreme
obtenu dans la premiere partie, que ce lieu est exactement le lieu des fibrés quasi-

paraboliques instables, pour un choix de poids déterminé par le systéeme linéaire.
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Introduction

Soit X une courbe algébrique projective lisse et connexe sur C et I un
ensemble fini de points de la courbe. Un fibré quasi-parabolique sur X en [
est un fibré vectoriel algébrique sur X muni d’un drapeau de la fibre vec-
torielle aux points p € I. La donnée de cette structure supplémentaire sur
les fibrés vectoriels a été introduite par Seshadri en 1980 dans [Me-S], pour
étudier les représentations du groupe fondamental de la courbe affine X \ I.
Dans cet article, il obtient une généralisation du théoréme de Narasimhan
et Seshadri qui établit une correspondance entre fibrés vectoriels stables et
représentations irréductibles de 71 (X). Seshadri définit un fibré parabolique
comme un fibré quasi-parabolique dont les drapeaux sont pesés; avec cette
donnée il introduit une notion de semi-stabilité parabolique déterminée par
le systéme de poids et obtient le méme type de correspondance entre fibrés
paraboliques stables et représentations irréductibles du groupe fondamental

de la courbe pointée.

Plus récemment, en 1990, Simpson a introduit [Si] une définition de
fibré parabolique, équivalente & celle de Seshadri : un fibré parabolique est
une filtration réelle ‘périodique’ de faisceaux localement libres sur X. Cette
définition a été utilisée par exemple dans les travaux de Maruyama et Yoko-
gawa [Ma-Y], [Y], de Boden et Hu [B-H] et Boden et Yokogawa [B-Y 2]. Les
résultats obtenus dans ces travaux sur les espaces de modules des fibrés para-
boliques ont eu d’importantes applications & d’autres domaines, par exemple
a la théorie des fibrés de Higgs [B-Y 1], ou encore aux fibrés vectoriels : la
démonstration de King et Schofield de la rationalité d’espaces de modules

des fibrés vectoriels repose sur les résultats de [B-Y 2].



ii Introduction

Comme pour les fibrés vectoriels, les espaces de modules des fibrés para-
boliques ne permettent de paramétrer que les classes d’équivalence de fibrés
semi-stables et ne sont pas munis d’'une famille universelle. Toutefois on
peut faire appel a la théorie des champs algébriques. Dans cette direction,
Pauly, Laszlo et Sorger décrivent le champ de modules M%P%" des fibrés
quasi-paraboliques comme double quotient de certains groupes algébriques
de dimension infinie : le théoreme d’uniformisation. Ce résultat a été établi
d’abord pour les fibrés vectoriels [Be-Las|, puis étendu aux fibrés quasi-

paraboliques [Pal] et généralisé aux G-fibrés quasi-paraboliques [Las-So].

En utilisant la description du théoreme d’uniformisation, Laszlo et Sorger
ont calculé le groupe de Picard de M. Leur résultat permet en particulier
d’associer la classe d’isomorphisme d’un fibré inversible sur le champ M9P%"
a un systéme de poids pour la structure quasi-parabolique fixée. L’étude des
systémes linéaires sur M%" et plus généralement sur le champ MZ*" des
G-fibrés quasi-paraboliques est liée & la description de certains espaces vecto-
riels, les blocs conformes, qui apparaissent en théorie conforme des champs.
Dans leurs travaux, Pauly pour G = SL, et Laszlo et Sorger pour G un
groupe algébrique simple et simplement connexe montrent qu’il existe un
isomorphisme entre les espaces des sections globales de fibrés inversibles sur
MquaT et les blocs conformes. Ceci étend un résultat de Beauville et Laszlo
[Be-Las| obtenu dans le cas non parabolique et permet de calculer la dimen-
sion des espaces vectoriels des sections globales d’un fibré inversible par la

formule de Verlinde.

Ce travail est consacré & une étude effective de ces systéemes linéaires.
Soit M(n;(p)),(c:(p)) I'espace de modules des fibrés paraboliques sur X en I,
de rang r, déterminant trivial, drapeaux de type (n;(p)) et poids («;(p)) en
p € I. Quand le type quasi-parabolique est fixé, on le note M, (). Cet

espace de modules est muni d’un fibré inversible L, (,)) ample, que I’on ap-

ai(p
pelle fibré déterminant parabolique, en analogie avec le fibré déterminant D

sur I’espace de modules M des fibrés vectoriels. Dans le premier chapitre de
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cette these nous construisons des sections globales de L?cx(p))’ les fonctions
théta paraboliques d’ordre n. Pour produire ces sections, nous étendons la
construction des fonctions théta pour D sur M et aussi celle des fonctions
théta paraboliques de Pauly [Pa2] pour le cas r = 2. Nous décrivons le lieu
des zéros de ces sections et montrons que, comme dans le cas des fibrés
vectoriels, il est lié & la condition de semi-stabilité. Le résultat principal de
la premiére partie affirme que les fonctions théta paraboliques d’ordre suffi-

samment grand engendrent le fibré L, (p))-

Théoréme 1 Supposons I # 0 et soit £ un entier tel que

= [2]

Alors le systéme linéaire |L?o£(p))| est sans points de base.

Rappelons que quand I est vide, la construction de Faltings [F] de l’es-
pace de modules M des fibrés vectoriels sur X de rang r et déterminant
trivial a pour conséquence que le lieu de base des fonctions théta d’ordre /
suffisamment grand est vide.

Une version effective de ce résultat a été démontrée par Le Potier [LP] : dans
cet article, il montre que le lieu de base est vide, dés que £ > %(g —1), ou
g est le genre de la courbe X.

Récemment, Popa [Po],[Po-Ro] a obtenu une meilleure borne de l'ordre ef-
fectif, indépendante du genre de la courbe : il démontre une majoration de
la dimension du schéma des quotients de Grothendieck et ce résultat lui
permet de calculer 'ordre effectif £y = sup{[r?/4],7}.

Rappelons aussi que pour 7 = 2, ce résultat est dii &4 Raynaud [R].

Le point de départ pour notre démonstration est la méthode de Popa.
Dans le cas parabolique, on est amené & étudier des analogues du schéma
des quotients, construits par une stratification naturelle induite par la struc-

ture parabolique, qui correspond a la stratification de la grassmannienne en
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cellules de Schubert. Nous montrons une estimation de la dimension de ces
schémas de quotients paraboliques (théoréme 1.3.1) qui étend le résultat de
Popa et Roth sur le schéma Quot : la démonstration repose sur un argu-
ment de récurrence sur le nombre de poids de la structure parabolique et le
résultat de [Po-Ro] correspond au cas ou tous les poids sont nuls et donne
le premier pas de I'induction.

La structure de la démonstration est particulierement lisible dans I’exemple
des fibrés de rang 2 munis d’une structure parabolique, explicité dans 1’ap-

pendice B.

Le théoréme 1.3.1 permet de déterminer l'entier £y = [r?/4], qui ne
dépend ni du genre de la courbe, ni du degré du diviseur parabolique, ni
de la structure quasi-parabolique. On retrouve ainsi le résultat de Pauly
[Pa2] pour les fibrés paraboliques de rang 2. D’autre part, le calcul pour la
structure parabolique triviale étant le calcul de Popa, si I’'on suppose I = ()

on retrouve entier £y de [Po-Ro].

Dans le deuxieme chapitre de la thése, consacré au champ algébrique
MIPT des fibrés quasi-paraboliques, nous précisons le lien entre le lieu de
base du systéme linéaire des fonctions théta associées a («;(p)) et la condi-

tion de (a;(p))-semi-stabilité parabolique.

D’apres les travaux de Pauly, Laszlo et Sorger, on peut associer a un
systéme de poids (a;(p)) pour la structure quasi-parabolique fixée la classe
d’isomorphisme d’un fibré inversible L, (p)) sur le champ M%P". La donnée
de (;(p)) détermine le sous-champ fermé de MP?" qui parametre les fibrés
paraboliques (a;(p))-instables. On note By, ()
fibré L4, (p)) détermine aussi un sous-champ fermé de M%P“", a savoir le lieu

y ce fermé. D’autre part, le

de base du systeme linéaire des sections globales, que 'on note B(L 4, (p)))- Le
second chapitre traite la comparaison de ces deux fermés. Nous y montrons

le résultat suivant.

Théoréme 2 Soit ¢y = [%] et £ un entier tel que £ > £y. Alors les sous-



champs fermés B(Eai(p))) et Bia;(p)) de M sont isomorphes.

Nous obtenons au passage une caractérisation de la (o;(p))-semi-stabilité
par les fonctions théta : on montre que on peut identifier le lieu («;(p))-

instable et le lieu de base des fonctions théta d’ordre £y associées aux poids

(ci(p))-

Dans le premier chapitre, nous avons introduit la définition de fibré pa-
rabolique de Simpson. Dans le second chapitre, nous faisons référence a la
définition originale de Seshadri. Pour en faciliter la lecture, la démonstration
de Yokogawa de I’équivalence entre les deux définitions de fibré parabolique

a été rappelée dans 'appendice A.

Le premier chapitre de cette theése fait 'objet d’un travail pour publica-

tion. Pour cette raison, il a été rédigé en anglais.
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Chapter 1

Theta functions on the

moduli space of parabolic
bundles

1.1 Introduction

Let X be a smooth, connected projective curve of genus g > 2 over the
field of complex numbers and I a finite subset of points of X. Let MP"
denote the moduli space of semistable parabolic vector bundles of rank r,
trivial determinant and fixed parabolic structure at I. There is a natural
ample line bundle £P%" on MP?", which is the analogue of the determinant
bundle D on the moduli space M, of vector bundles on X of fixed rank and
determinant ([N-Ra] theorem 1, for rank 2, [Pal] theorem 3.3, for any rank).
In this chapter we determine an integer 4 such that, if £ > £;, then £Po7®*

is globally generated.

The analogue problem in the classical case has been studied by Faltings,
Le Potier and Popa. For vector bundles, there are natural global sections
(of each power h) of the determinant bundle, that are called theta functions
(of order h). Faltings has shown that such sections do generate D®", for
h > 0 [F], and an effective bound on h has been given by Le Potier [LP].
Recently Popa has produced a considerably better bound, in the sense that

1
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it does not depend on the genus g of the curve [Po].

The parabolic case in rank 2 has been studied by Pauly [Pa2]. He pro-
duces sections of the parabolic determinant £P*" on the moduli space of
semistable parabolic bundles of rank 2 and trivial determinant. They gen-
eralize the sections of type theta of the determinant line bundle. Moreover,
under the assumption that the parabolic subset I has small and even cardi-

nality, he proves that these sections generate the line bundle £P4".

The main result of this chapter can be stated as follows.

Theorem 1.1.1 Suppose it is I # O and let £ be an integer such that

2 [2]

Then the linear system |LPY®| is base point free.

We are actually going to prove that, for ¢ given by this bound, there
exist global sections, the parabolic analogues of theta functions, generating
£Per®t These sections are obtained generalizing Pauly’s method [Pa2] and
will be called parabolic theta functions. They are associated with parabolic
bundles whose rank, degree and parabolic invariants depend on the invari-
ants of the bundles parametrized by M?*" and on the order £. Let M, denote
the moduli space of semistable parabolic bundles with which we associate

parabolic theta functions of order 4.

The idea of the proof is to show that, under this assumption on £, for
each point x of the moduli space MP%", the dimension of the subscheme of
points of M, whose associated parabolic theta function vanishes at z, is

strictly smaller than dim(M}).

Our method of proof is inspired by Popa’s beautiful ideas [Po]. An es-

sential step in his proof is the estimate of the dimension of Grothendieck’s
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Quot scheme (see also [Po-Ro]). This allows him to estimate the dimension
of the family of bundles, that are images of a morphism from a fixed vector
bundle E.

In order to treat the parabolic case, given a point F, of M), we first show
how to identify the zeroes of the associated section with the points E, of
MP  admitting a nonzero parabolic morphism to Fy. Particular care has
then to be taken in order to understand the family of such morphisms for
which we construct a scheme which can be seen as a parabolic analogue of
Grothendieck’s Quot scheme. This scheme parametrizes quotient bundles of
a parabolic bundle F,, whose induced parabolic structure is of fixed type.
It is constructed as a locally closed subscheme of the scheme of quotients by
flattening stratifications (depending on the parabolic structure). An essen-
tial point in the proof of theorem 1.1.1, is that we can give an upper bound
for the dimension of this scheme, which depends on the induced parabolic
type (actually only on the induced parabolic degree). This dimensional esti-
mate is proved in theorem 1.3.1. It somehow extends the result of Popa and
Roth [Po-Ro] to the parabolic case and actually relies on their computation

for the vector bundle case.

We then work out the computation of an effective order ¢ for base
point freeness, by applying Lange’s results on families of extensions to the

parabolic context.

1.2 Parabolic bundles

A quasi-parabolic bundle (E,(fp)per) on X with quasi-parabolic structure

at I is a filtration f, of locally free sheaves
E=E@u 2 Egg) 2+ 2 Epy,) 2 Bty = E(-p),

forall p e I.
The positive integers n;(p) = deg(E(p,;)/E(p,i+1)) are called multiplicities of
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(E, (fp)per) at p and I, is the length of the filtration f,. Let r;(p) denote

> =1 mi(p)-

Let E > G bea quotient bundle of E. Then a quasi-parabolic structure
on E induces a quasi-parabolic structure on G: let hy; be the injection
Ep,i
induces a filtration at each parabolic point

< E and denote G(,; = Im(ghp,;). Then the quotient morphism

G= G(Pal) 2 G(I%Q) D2 G(p,lp) 2 G(p,lp—l—l) = G(—p).

By considering the distinct locally free sheaves of each filtration, this de-
fines a quasi-parabolic structure on G. It is induced by the one on FE in
the sense that the morphism ¢ is naturally compatible with the filtrations.
Dually, there is a natural induced quasi-parabolic structure on a subbundle
H s B: if 7 = coker (j), then it is obtained by letting Hy, ;) = ker(mhy;).
In other words, Hy, ;) = H N Ep 5.

We denote by (V”,(fpyn)per) (vespectively, (V', (f;/l)pej)) the quasi-
parabolic structure induced by (E,(fp)per) on a quotient bundle V" (re-
spectively, a subbundle V).

A parabolic bundle E, on X is a quasi-parabolic bundle with, for all

p € I, a sequence of real numbers
0 <ai(p) <az(p) <--- <alp) <1,

attached to the filtration at p. These numbers are called parabolic weights.
It is convenient to introduce Simpson’s definition [Si] of a parabolic bundle
as a filtered vector bundle. In the notations of [Ma-Y], [Y], a parabolic
bundle is:

- for all « € R, a locally free sheaf £, on X and an isomorphism

jo: Ba(=_p) = Bat1,
pel

- for all «, B € R, such that a > 8, an injective morphism zaE;ﬂ By —
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Ejg, such that the diagram

~a,o+1

7
Ea+1$> E,

1

Ea(_ Epejp)(—> E,

commutes,
- a sequence of real numbers 0 < a1 < ay < -+ < @ < 1, such that

-0
ZE*

is an isomorphism E, = E,, for all a € |a;_1, o).
As a convention, for a parabolic bundle E, and o € R*, the sheaf
E = Ej is called the underlying vector bundle and the morphisms of the

parabolic structure will be denoted by i%: = z'%’*o and 7%: = coker (i%).

Let E, and F, be parabolic bundles on X, with parabolic structure at
I. A morphism ¢ : E — F is parabolic if, for all o € R, the composition

TE@i% is the zero morphism. This produces a morphism

0 E,—2-F E/Eq —>0
|
| @
\ 7r}’§

0 Fy F F/Fy——>0

that will be denoted ¢, : E, — F,. The notation ¢, : F, — F,, means that

 is parabolic.

Consider the sheaf defined by
Hom(E,, Fy)(U) = {‘PI;{ c By — F*\Z/l}-

By definition of parabolic morphism, it is a subsheaf of Hom(E, F) and for
all open subset Y C X, such that INU = (), it actually is Hom(E,, F,)(U) =
Hom(E, F)(U). Thus the quotient sheaf is a torsion sheaf with support at I,
that can be described, by [B-H], lemma 2.4, in terms of the parabolic struc-
tures of F, and F: suppose for simplicity that I = {p} and let (a1,...,q)
be the weights, nZE* = deg(Ey; [ Eq,,,) the multiplicities of E,, (B1,...,5n)
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the weights, n = deg(Fp,/Fp,,,) the multiplicities of Fi. Then there is a

short exact sequence
0 — Hom(E,, F,) — Hom(E, F) — TE.,F. — 0, (1.1)
where 75, F, is a torsion sheaf supported at p of degree

(X, TE, F.) = Z nf*nf*.
This is a consequence of the fact that a morphism ¢ : £ — F' is parabolic,
if and only if the linear map over the parabolic point

$p = (‘Pi,j) : @ Eai/Eai+1 — @ F/Bj /F/Bj+1
i J

is such that ¢;; = 0, for all o; > B;. Hence the fiber of 75, , at p is
isomorphic to

@ (Eai/Eﬂéi+1)v ® Fﬂj /Fﬂj+1'

a¢>ﬂj
For a general parabolic subset I, the degree of the torsion sheaf 75, r, can

be computed as
(X, 75,k Z Z n (p)n;” (p)-
be z(p)>BJ(p)

Let x(Ey, Fy) denote x(Hom(Ey, Fy)). By Riemann-Roch formula and the

exact sequence (1.1), this Euler characteristic can be computed as
X(E., Fy) = rk(E) deg(F) — 1k(F) deg(E) + 1k(E) tk(F)(1 - g) — h°(7g..F.)-

The group of global sections HY(Hom (E,, F)) is the group of parabolic mor-
phisms, Hom(E,, F,). The first cohomology group H!(Hom(E,, F,)) is, by
[Y] lemma 1.4, isomorphic to the group of isomorphism classes of parabolic
extensions of F, by F, and is denoted by Extl(E*,F*). By definition, a
parabolic extension is a short exact sequence

Tx P«

0 E! E, B 0,

two parabolic extensions being isomorphic, if there is a parabolic isomor-

phism of extensions.
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Recall the definitions of the parabolic invariants of E,. Let d = deg(F)
and r = rk(E); the parabolic degree of E, is defined as the real number

deg(FE,) = deg(F) + Z Z ni(p)a;(p

pel i=1

that can also be computed as the integral

1 0
/ deg(Ey)da + r|I| = / deg(E,)da.
0 -1

The parabolic Hilbert polynomial is

P(E(m).) = deg(E(m).) + (1 — g) = deg(Ex) + r(m + 1 —g)

deg(FE,)

and the parabolic slope is defined as p(E,) = "

Let E, be a parabolic bundle and £ —» G a quotient vector bundle.
Consider the parabolic structure obtained by the induced quasi-parabolic
structure, weighted as the one of F,. This parabolic structure is said to
be the one induced on G by FE, and will be denoted by G.. Dually, all
subbundle H — FE has an induced parabolic structure, that will be denoted
by H,. Recall the notations of the induced quasi-parabolic structure. For
allp € I and i = 1,...,1,, consider the integers n;(p) = deg(G()/Gi+1))-
They verify 0 < nj(p) < ni(p) and nj(p) +--- + n; (p) = 1k(G). Then we

can easily check the equality

deg(G.) = deg(G) + Z Z n} (p)a;(p

pel i=1
Remark 1.2.1 For all parabolic structure G, (respectively, H,), such that
E, - G, (respectively, H,, — E,) is parabolic, it is deg(G.) < deg(Gy)
(respectively, deg(H,) > deg(H,)).

Definition 1.2.2 A parabolic bundle E, is semistable if, for all quotient
bundle E — G it is u(E,) < p(Gy). A semistable bundle is stable if the

inequality is strict, whenever G is a nontrivial quotient of E.
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Suppose, to simplify the formulation of the following basic facts, that
I={p}.

It is easily seen, that the (semi)stability of a parabolic bundle, as a
function of the weights, just depends on their differences. More precisely,

let F, be the bundle with same quasi-parabolic structure as F, and weights
0<0<h << +---+d_1<1,

where §; = aj+1—a;. Then F, is (semi)stable if and only if F,/ is (semi)stable.
Thus we can (and will) assume in the following that the smallest weight at
each parabolic point is zero. With the notations of [B-H] this means that
we represent the weights in the face dyW of W.

It will be useful to remark that this assumption allows to write the parabolic
degree as

deg(E,) = deg(E) + > _ > ni(p)d;(p)-

pEl i>j

As it is shown in [Me-S], § 2 (see also [S], troisitme partie, II), the
(semi)stability condition actually depends on rational weights, i.e. there is
a rational system of weights (o, ..., a]), such that E, is (semi)stable if and
only if it is (semi)stable with respect to the weights (/). For this reason,

in what follows we consider rational weights.

With the notations of [B-H] for the variation of the (semi)stability con-
dition, for a fixed quasi-parabolic structure there exists an open subset of
W such that, for any system of weights in this open subset, the condition of
semistability is equivalent to the condition of stability. Actually, this open
subset is the complement of a union of hyperplanes [Me-S], that we will call
Seshadri walls. Writing the weights (o) as rational numbers o; = 9, these
hyperplanes are given by the equations h = (r, k deg(E,)), for some integer
h > 2.
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1.3 The schemes of quasi-parabolic and parabolic

quotients

Let (E,f) be a quasi-parabolic bundle at p, of rank r and multiplicities
(n1,...,m;). Consider the set of quotient bundles G of E, whose induced
quasi-parabolic structure is of fixed type (nf,...,n}), that is if (G, fg) is
the induced structure, then fg € Flagnzlz,__.,n;:(Gp). In fact this set can
be equipped with a natural algebraic structure: in the first part of this
section we construct a subscheme of Grothendieck’s scheme of quotients,

parametrizing quotient bundles of fixed induced multiplicities.

The same construction applies to the case of quotients of a parabolic
bundle E,. This produces a scheme parametrizing quotient bundles of fixed

induced parabolic type.

Let Quot,» 4»(E) be the scheme of quotients of E of rank r” and degree
d" and let Quotyy 4 (E) denote the open subscheme of quotients E 5 G,
such that G is a locally free sheaf. Denote by mx, mg the projections of
X x Quot% 4(E) on X and Quot 4 (E) respectively and 7% (E) » G the
universal quotient. The morphism h; : E(;y — E produces an injective mor-
phism 7% h; of locally free sheaves on X x Quotyy 4 (E) and the image of the
composition w7 (h;) is a subsheaf G;) of the universal family of quotients G:

5 (h 5 (h
ey By X g, I

-l

93" G2)° g

There is a flattening stratification of Gy on X x Quoty, ;. (E). Thus we

can write the scheme of locally free quotients as a disjoint union

P!
Quotgu’d// (E) = H le

v1=0

where, set theoretically, the scheme @), consists of those quotients that can
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be seen as points of Quot,. 4r_,, (E(2)) via the induced surjective map:
q
Qul = {[E —» G] S Quot?n’du (E)| deg(G(Q)) — dlI _ Vl}-

Restrict the filtration of the universal family to the stratum @),, and consider
the sheaf G(3) as an Oxxq,,-module. Then there is a flattening stratification

of @y, with respect to the family G(3), hence we can write:

7_II

Qlll — H Ql/11/2'
ve=0
Thus, taking flattening stratifications of each stratum, we end up with a

stratification of Qu,...;_,, with respect to G(;;1):

,rll
Qul...ui_l = | | Qul...ui_lt/i-
v;=0

Remark 1.3.1 Let vy, ..., 1; be positive integers such that vy +---+v; > r'.
Then the stratum @,,..,, is empty.

This is straightforward, since there is a natural isomorphism G 1) =

G(—p) = G @ 15 Ox(—p).

Thus, the induced quasi-parabolic type on quotients gives a stratification

of Grothendieck’s scheme of locally free quotients

,,.II

Quot,?//,d,/ (E) = H Qul...ul,l-

vi+-4v—1=0

Definition 1.3.2 Let (nf,...,n}) be integers, such that 0 < n < n; and
n{ +---+n] =r". We define the scheme of quasi-parabolic quotients of
(E, f) of type (nf,...,n}) as the stratum Quy..y  and will denote it by

Quot‘(lfl’%,d,, (E, f).
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Let I C X be a finite subset of points and (E, (fp)per) a quasi-parabolic
structure on E. Then quotient bundles of E of rank r, degree d” and fixed
induced quasi-parabolic type are parametrized by a locally closed subscheme
of Grothendieck’s scheme of quotients. Let ((n)(p))per) be integers such
that, for allp € I, itis 0 < nj(p) < n;(p), foralli =1,...,l, and Y, ni/(p) =
. We define the scheme of quasi-parabolic quotients of (E, (fp)per) of type

((”;’(P))pe 1) as the intersection

Quot(fl ) .0 (Bs (Fpper) = (] Quot{lit, ), 1o (B fp).

pel

Let F, be a parabolic structure on a vector bundle F at I:

E D Ea D Eoy D+ D Eay D E(-) p).
pel
The construction of the scheme of quotients of F, of fixed induced parabolic
structure is completely analogue to the construction of the scheme of quasi-
parabolic quotients. It is enough to consider flattening stratifications of the

families G,,:

TR ri(i)

..—>7TXEa2C—>7TXEa1(—> *FE.
i’”og iﬂ’al iﬂ
Gas© Gan € g

The strata are here determined by the Hilbert polynomials at the weights
«;. This fixes the parabolic Hilbert polynomial of the quotients, since this
is determined by the Hilbert polynomials at each weight. There are more
useful multiplicities than the quasi-parabolic ones, that we introduce here,
since they better fit to the parabolic filtration. For a point of a stratum,
represented by a quotient bundle G,, let nj,, be the positive integer de-
fined by deg(Go,) = d" — nj, and in general nj, the integer such that

deg(Go;) = deg(Ga,;_,) — ng,- In analogy with the quasi-parabolic multi-

plicities, we will denote rg, = > % | ng.

By letting oy = 0 the parabolic degree d can be viewed as a polynomial



12 Chapter 1. Theta functions on the moduli space of parabolic bundles

in the weights, in fact it can be computed as

L+1

1 " "

d, =d" + E Mg, Oi—1-
=1

The parabolic structure induced on a quotient bundle G of E, is de-
termined by the decreasing step function, that we denote by s,, associated
with the collection of the degrees at each weight, that is the parabolic degree

function

a > 5o = deg(Gyp).

Remark that, if s, and s, are the parabolic degree functions of quotient
bundles V and W of E, of same rank r”, for all 8 € R it is s143 = sg —7"|I]
and the same holds for s/, hence the function s, — s, is periodic of period 1

and

B+1
/ 8o — shda = deg(V,) — deg(W,).
B

Definition 1.3.3 We define the scheme of parabolic quotients of E, of rank
r"" and induced parabolic type s, as the stratum corresponding to the parabolic

degree function s, and will denote it by Quotl”. (E,).

s

Remark 1.3.4 This construction allows to consider an algebraic structure
on a scheme parametrizing parabolic quotient bundles, with possibly differ-

ent underlying quasi-parabolic structures.

For instance, consider a parabolic bundle E, on X at I = {p, ¢} of rank
r and weight 0 < a1(p) = a1(¢) = @ < 1 and suppose its underlying quasi-
parabolic structure is such that n;(p),ni(q) > r”, for i = 1,2. Let s, be a
parabolic degree function of quotient bundles of E of rank r” and degree d”,
defined by sg = d"” and s, = d" — r".
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d” Sx

d' —

d" _ 2,,.!!

Then the function s, corresponds to r” + 1 quasi-parabolic structures,

i.e. as a set Quotr,, 5. (Ey) is the following disjoint union

H QHth]I:(Z/ k) dr (Ea fp) N QuOt((Ip’l’W k, k ,dr’ (E .fq)

Let d,» . denote the minimal parabolic degree of a rank " quotient bun-
dle of E. We denote by 5, a parabolic degree function whose parabolic

degree is d,» ,, that is f£)1 Soda = d .

For a parabolic structure * on E, we denote by *' a parabolic structure
obtained from * by dropping one weight. For instance, consider the parabolic

structure obtained by dropping the highest weight ay:

ED Ea DBay D+ D Eay , DE(=) p).
pel

Then a parabolic degree function s, for quotient bundles of rank 7" com-
pletely determines the parabolic degree function for the structure *' and
we denote it by s’,. This means that the stratum Quot?;’ s, (Ex) naturally
is a substratum of the scheme Quotp,, o ( E,). Remark that the parabolic

degree of these strata are such that

0 0
/ shdo = / Sqda — (af, — aL,l)ngLH. (1.2)

-1 —1
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Remark 1.3.5 Consider a parabolic degree function s, for which the last
multiplicity is maximal, that is ng, = min{na,,,,r"|I|}. Let d{ denote
the parabolic degree of this stratum and d”, denote the parabolic degree of
the stratum s,. Then equality (1.2) is

"
ar4+1°

dl, =d] — (ap —ap—1)n
Let E — V be a quotient vector bundle of E of rank r”. Denote by
d, = deg(V,) and d, = deg(V,s) the parabolic degrees with respect to the
structures induced by * and *' respectively. Then there exists an integer n

for which equality (1.2) can be written as

J*I = Cj* — (aL — aL_l)n.

n

. . . . I,
ar,; 18 maximal, it is n n < 0.

Note that, since we assume that n ani1

This translates into the following inequality, on the differences of parabolic

degrees

N —dy =d! —d, — (ap —ap_1)(n ——n) <d! —d,. (1.3)

*/ ap41
In particular, if V is in a stratum corresponding to the minimal parabolic
degree d,» ,, inequality (1.3) and the fact that for all quotient bundle V' it
is deg(V%) < dy» , imply the following inequality

W dpn = dl) — deg(Vy) < dl] —deg(Vi) < d) — dprr .

U

We still denote by d” the parabolic degree of the stratum s,. We want

to prove the following estimate for the dimension of the parabolic strata.

Theorem 1.3.1 With the notations above, it is

dim(Quot?)" (E.)) <r'"(r — ")+ r(d] — dyn ).

7'”,5*

Remark 1.3.6 This estimate depends on the parabolic invariants of the
stratum. In Appendix B we study the example of rank 2 parabolic bun-
dles and show how, under some hypotheses, it is possible to get an estimate

depending on the invariants of the underlying vector bundles of the stratum.
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Proof: The proof goes by induction on the number of weights. For L = 0
the statement is given by the estimate of Popa and Roth [Po-Ro], theorem

4.1 on the dimension of Grothendieck’s scheme of quotients.

We have to prove that the statement holds for L weights, provided it
holds for L — 1 weights. We prove it in two steps. The first one consists in
proving the statement for L weights and under the assumption that nl Lt

is maximal. The second step consists in drawing the general case from the

first step.

First step
Consider the parabolic structure %' obtained from * by dropping ay. We
still denote by s, the parabolic degree function induced by s, with respect

to the structure *. Then there is an obvious inequality

dim(Quot?;"

Ils

(E*)) < dim(QUOtpgT/ (E*’))

and since the parabolic structure *’ has L — 1 weights, the statement for the
estimate of the dimension of Quot? ,’fr , (E*/) holds by the induction hypoth-

esis. From this inequality and remark 1.3.5 it follows

dim(Quot?". (E.))

;r-”
< dim(Quot?;", (E*f)) <r'(r—r")+r(dl, —dw )
<r ( — ")+ r(d] — dp y).

This proves the statement for the strata of a parabolic structure with L

weights, whose last multiplicity is maximal.

Remark 1.3.7 We have actually proved that the statement holds for all
strata for which there is an i € {1,..., L + 1} such that ng_ is maximal.
This is due to the fact that the parabolic strata are obtained by successive
flattening stratifications and do not depend on the “origin” chosen for the

filtration of the parabolic bundle. This translates into an isomorphism

Quot?, (E.) = Quot?s . (E[3].)

T'”
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for all 6 € R, where E[d], is the parabolic bundle E, shifted by § (see [Y],
definition 1.1) defined by (E[d]+)a = Eats and s[d]. is the shifted parabolic

degree function, that is s[6]q = Ssta-

Second step
We have to show that the result still holds when the multiplicities ny, are
such that no one of them is maximal. Of course, since 7" > 0 there is a

nonzero multiplicity. Without loss of generality, we can assume that it is
0 < ny, < min{ng,,r"|I|} < ng,.

We are going to need to add a (harmless) vector bundle in the filtration of

E,, in order to conclude for the second step of the proof.

Lemma 1.3.8 There exists a vector bundle E on X such that E D E D E,,
and deg(E) = deg(Eq, )+nl, for which, if we consider the parabolic structure
% obtained from * by adding E to the structure * with weight & €]0, a1[, that
is if % is given by
EDE=FE;D Ey DBy, D+ D Ey, DE(-) p),
pel

then it is
dim(Quot?}’ (E,)) = dim(Quot?}". (E3)),

!S5« r',8z
where 83 1is the parabolic degree function with same values as s, at all

a € {ag,...,ar} and 35 = d" = 3.

This lemma allows to finish the induction argument. Fix a parabolic
structure * as in the lemma and consider ¥ the parabolic structure obtained
from % by dropping ag. The parabolic structure ¥ has L weights and the
stratum associated with 57, has maximal first multiplicity. Remark that the

parabolic degree dZ, of the stratum 37, is such that

u u 1! ~ I
v =dz =d, +an,, -
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d”

- " .
d" —n Sx, 8%

dll ’I"”‘I|
[¢3] ar—1 ar 1
a 1+a

We have the inclusion
Quotyy'; (Ez) C Quotp,’f7"~, (Eyr).
From this inclusion and lemma 1.3.8 we get the inequality

dim(Quoty,", (Ex)) = dim(Quoty)"s (Ez)) < dlm(Quotp,, & (E;:)).

7"” ,’.Il 3

By the first step of the induction argument, the last dimension is less
than or equal to

r(r ="+ r(dg — dpn z).

Let sz be a parabolic degree function realizing the minimal parabolic degree
d.n 3. By remark 1.3.5, it is

1 " 7
U d II,;I S d; - d;,

T

where d; is the parabolic degree of some vector bundle V of the stratum
5z. Moreover, if we denote by d, the parabolic degree of V with respect to
the original parabolic structure *, since the structure * has one weight more

than , it is dz > d,. Thus we get
g—:/ - dru’;l S d{k, - CL; S dfkl - J*
Recalling the expression of df, we get the inequality
dlm(Quotff,‘fr (B) <r"(r—7r") +r(d] + anl, —d,)

<" —r") +r(d] — dp 4 + ang,).
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Then in order to get the inequality of the statement it is enough to remark

that, according to lemma 1.3.8, we can choose & as small as we like. g

Proof of lemma 1.3.8: It will be enough to prove that

dim(Quot}y’, (E.)) < dim(Quot?”; (Ex)),

,rll ,rll

that is, to find some subscheme of the substratum associated with s; with
same dimension as the stratum associated with s,. Let () be an irreducible
component of Quotf,a,’rs* (E,) of maximal dimension and let V' be a quotient
bundle of E, representing a point of (). By assumption on the function s,
it is

deg(Eo, /E(— Zp =MNay T+ Nagyy >
p€el

deg(Va, /V(— Zp =ny, + +naL+1
pel

and moreover, since ng, > 0, it is ng, + -+ +ng, < r"|I|. Translating

this into quasi-parabolic conditions, this means that there are some p € I
such that aq(p) = a1 and at p the induced parabolic structure is a strict

inclusion in the fiber of V:

a
Eyp Vo

2

On the other hand, we can add the missing generators of V}, at such points:
we can choose a subset I' C I of points such that a;(p) = a1 and at these
points add a linear subspace H, o to Ep o, with rk(H,2) = rk(V,/V,2) for

which the composition
Hpo @ Epp — Ep > Vp

has rank 7" and 7, rk(Hp2) = ng,. It is enough to choose the vector

space Hp o as the image of a section of the surjective linear map

Ep > Vp[Vpo
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The parabolic structure * is obtained by enriching the flags of the quasi-

parabolic structures at the points of I’ in the following way:
Epy D Hpa® Epp D EpaD -2 D Epy, D0

with weights (c;(p)) = (&, a1(p), ..., o, (p))- This means that V' represents
a point of the substratum Quoty,’; (Ez). Allis left to check is that this is

true in an open neighbourhood of V in Q).

By semi-continuity of the rank, the composed linear map
Hp’g @ Ep,g — Ep - W

has rank r, for all vector spaces W in an open neighbourhood U, of the
isomorphism class of the fiber V,, in the grassmannian G, = Grass,»(FE,).
Hence the induced quasi-parabolic filtration is of the same type, for all
vector bundle in an open neighbourhood of V. Recall that all the points of

the parabolic strata are vector bundles and consider, for all p € I’, the map
T Tp
&:Q— Gy, [E—W]w[E, > W,
Let Q' be the open subscheme of @ defined as the intersection

Q=) U

pel’

Since @ is irreducible, we have dim(Q') = dim(Q) and by construction @’

is a subscheme of Quotfff;; (E3). O

1.4 Sections of the line bundle £P%"

Let MP%" denote the moduli space of parabolic bundles on X of rank r,
trivial determinant and parabolic structure at the points I of multiplicities

((n1(p)s ..., m,(p))per) and weights

0< ai(p) =0 < az(p) <az(p) <--- <ap) <1
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Let ((d1(p),.--,di,—1(p))per, k) be strictly positive integers such that, for all

e
j=2,...,lp, the weights at p can be written as o;(p) = % Zdh(p).

A family &, of parabolic bundles at I, of rank r, trivial determinant, mul-
tiplicities ((n;(p))per) and weights ((d;(p))per, k) parametrized by a scheme
S is a vector bundle £ over X xS of rank r, such that det(€) = Oxxgs and, for
allp € I, quotient bundles Q;(p) of &y} g, of rank ri(p) = n1(p)+- - -+ni(p),
such that, by letting K;(p) denote the kernel

mi(p)

Qi(p) 0,

then K;(p) C Ki—1(p) for all ¢ = 1...,l, — 1. The family is parabolic in
the sense that, for all s € S the vector bundle &, has the quasi-parabolic

0 —= K;(p) = ker(m;(p)) — &|p}xs

structure
Esp DK1(p)s D - D Ki—1(p)s DO

and weights ((d;(p))per, k). Actually the family £ has a weighted filtration,
induced by the quotients Q;(p), that is

E=& D 551(1,) D---D 551(1,)+...+51p_1(p) D6 =EQ ﬂ}@x(—p),

d;
where §;(p) = li p) and Q;(p) = €/&s, (p)+-16;(p)- Suppose that the family
1s semistable and let ¢g : S — MP* the modular morphism. Suppose that

= Z > “ni(p)d;(p) € Z and let LP9"(£,) be the line bundle on S defined as

pel 1>
the tensor product

LPY(E,) = (det Rms€)®F @ ® ®(det Qj ())®%®) @ (det Eltqpxs)®°
pel j
Here € is an integer depending on the parabolic structure defined by

ZZnZ p)+k(1—9) =) di(p).

pEI >] pel j

Theorem 1.4.1 (/N-Ra/, theorem 1, for rank 2; [Pal], theorem 3.3, for
arbitrary rank) There exists a unique ample line bundle L£P*" over MP"

such that, for all semistable parabolic family £, parametrized by S, it is

B0 = L7 (E.).
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In the case of rank two parabolic bundles, Pauly gives in [Pa2] a method
to produce sections of LP% of type theta. In what follows, we extend his

method to the rank r case and produce sections of £P9®" for all h € N.

Let &, Fi be families of parabolic bundles on I, parametrized by S, of
quotients and flags respectively

00— Ea 25825 Qo —0 0 K;i(p) = Epyxs — Qi(p) = 0,

0— Fa L}'p—i’SQg — 0 0= Ki(p) = Fipyxs = Qj(p) = 0.
A morphism ¢ : £ — F of vector bundles is parabolic if, for all a € R™T,
the composition p!, i, is the zero morphism. The sheaf of parabolic homo-
morphisms is a locally free subsheaf of Hom(E, F), that will be denoted by
Hom(Ex, Fi). The quotient sheaf coker (Hom(Ey,Fi) — Hom(E,F)) is a
family of torsion sheaves parametrized by S whose support is contained in

the parabolic subset I, that we denote by T¢, ,.

The sheaf Hom(E,, F,) is the family on S parametrizing the sheaves of
parabolic morphisms between bundles of the families, that is for all s € S

there is a natural isomorphism
Hom(Eyxyy Fus) = Hom(Ex, Fi)s.

Let F be a vector bundle on X of rank hk such that

deg(F Z Z ni(p )+ hk(g —1)

pEI 1>]

and let F, be a parabolic structure at I of multiplicities
((hd1(p),- .., hdy,—1(p), hk — th ))per)

and weights ((d;(p))per, k). Let 7% F, be the constant family of parabolic
bundles of value F, parametrized by S. For s € S, let &, denote the

parabolic bundle of &, over s. Then it is
X(g*saF*)
= rhk(pu(Ees) + (9 — 1)) — hk deg(€s) + rhk(1 = g) = > > nf*(p)nl™ (

pel i>j

=1 Y nip)d;(p) — Y Y ni(p)hd;(p) =0.

pel i>j pel i>j
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Fix a basis of F), = @Fp,j/Fp,jH and let T¢, r, denote the family of

J
torsion sheaves of the short exact sequence of parabolic morphisms

0 = Hom(E., % F,) — Hom(E, 7% F) B Te. . — 0. (1.4)

Lemma 1.4.1 With the notations above, it is

det Rrg Hom(E,, w5 F,) = LP(E,)®".

Proof: By the short exact sequence (1.4) there is a natural isomorphism
det Rrg Hom(Ey, w5 Fy) = (det Rrs Hom(E, 7% F)) ® (det RrsTe, 1) -

By Serre duality theorem, [Pa2], lemma 3.4, there is an isomorphism

det Rmg Hom(E, 7% F) = det Rrs€¥ @ n%x F = det Rns€ @ nx (F¥ ® Kx).

The vector bundle det £}« s is independent of ¢ € X and by [Pa2], lemma
3.5 it follows that

det Rms€ @ 7 (FV R Kx) = (det Rﬂ'sg)@hk ® (det 5|{q}xs)®—deg(FV®KX)'
Now, since the degree of F¥ ® Kx can be computed as

deg(F" ® Kx) = bl deg(Kx) — deg(F) = hk(g — 1) = = 3~ 3" (o) p)

the first determinant bundle is isomorphic to

det Rrs Hom(E, 7% F) = (det Rrg&)®*
®(det €|{q}x5)®% EpEI Ei>j ni(p)dj (p)+hk(1—g) )
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The sheaf T¢, , is a family of skyscraper sheaves supported at I, hence the

sheaf R17T5*7:€*’ F, 18 zero and there is an isomorphism

lp—1

5. Te. . =D P Kip)" © ogh .

pel j=1

Thus the second determinant can be computed as follows

(det RmsTe, 7.)" = det @pg@lf’ e K;i(p)" ®Ohdj(l’)
> @ @7 det(K;(p)’ ® 0Py 2 @, @ (det k;(p)Y)Oh ),

By definition, it is K;(p) = ker(m;(p)) and this yields the isomorphism

lp—1 Ip—1

Q) Q) (det k;(p)")*"4P) 2= (X) (X) (det Q;(p)) " P)@(det £, )= 4 P).

pel j=1 pel j=1
The lemma then follows from the fact that, for all p € I there is a natural

isomorphism det €415 = det £ 1,115, and the equality

sz p)+hk(L—g) —h> > dj(p)

pEI ©>7] peEl 3

Let F be a quasi-coherent Ox«g-module, flat over S. Recall how one
obtains a complex that is quasi-isomorphic to RrgF. By the relative version
of Serre A theorem, there is an integer mg such that, if m > mg, the natural

evaluation morphism
K() = ’/T;(Ox(—m) ® 7r§(7rX*.7-"(m) —q» F

is surjective. Since deg(Ox(—m)) < 0, it is g, Ky = 0 and if we denote
by K1 = kergq it is 75, K1 = 0 as well. Moreover the higher direct image
sheaves £1 = R'ng, K1, Lo = R'ws, Ky are locally free. Hence the short
exact sequence

0 KliKo F 0

yields the long exact sequence in cohomology

Rlmg,i
0——7ng,F — Rng,K; —* R'nrg, Ky — Rng, F —=0
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and there is a natural isomorphism det RrgF = det Lo ® det LY.

Let 0 = £1 = Lo — 0 be a complex of locally free sheaves on X x
S, quasi-isomorphic to Rmg Hom(E,, 7% Fy). The hypothesis on the Euler
characteristic x(Ess, Fx) = 0, for all s € S, is equivalent to the assumption
that the locally free sheaves £; have same rank and the morphism of vector
bundles det v : det £; — det Ly defines a section of (det £1)Y ® det Lo =
det Rrg Hom(E,, m% F.) = LP7(£,)®h, that we denote by Hf;* This section

is zero at a point s € S, if and only if
dim(Hom(&,, F,)) = dim(Ext! (&,,, Fy)) # 0.

To show that this produces a section of the line bundle on the moduli
space MP?" recall its construction (see, for instance, [Pal], theorem 2.3). Let
@ be the scheme of quotients of rank r and trivial determinant of O§(n) (—n),
where P is the Hilbert polynomial of such quotients and n is an integer,
n > 0. Let Q denote the open subset of Q) of locally free quotients, F the

universal family of quotients on X x Q and F), the flag varieties bundle of
multiplicities (n1(p), ..., n,(p))
(p)
Fy = Flag(n p),....m, () (Fiip}x) —

Let Q;(p) denote the universal quotients on F, and let R be the fibred
product of the F),’s, for p € I, over Q. We still denote by F, and Q;(p) the
universal families obtained by pullback to R. The parabolic family F,, with
parabolic quotients (Q;(p)), is locally a universal family of parabolic bun-
dles. Let R*% be the open subscheme of R of semistable parabolic bundles.

Then MP is obtained as the good quotient of R** for the natural action of

SL(P(n)).

Consider the line bundle £P%"(F,) on R*. By [Pal], theorem 3.3 it de-
scends to the moduli space MP?%". The section 9;: is SL(P(n))-invariant,
thus it descends to a section of £P"®? that will be called parabolic theta

function (of order h) associated with the parabolic bundle F.
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Remark 1.4.2 The question arises, whether the theta function associated
with a general parabolic bundle F is the zero section. In the classical vector
bundle case the answer is provided by a result in an unpublished work of
Hirschowitz. In the parabolic case this fact still holds, as soon as the rank of
F, is big enough. This fact follows from the proof of the base point freeness

of the linear system of the parabolic determinant.

1.5 Zeroes of parabolic theta functions

Let F, be a semistable parabolic bundle on X at I, of rank r, trivial
determinant, multiplicities ((n;(p))per) and weights ((d;(p))per, k). For a

parabolic bundle F, on X at I, of rank ¢k, slope u(FEy) + g — 1, multiplic-
l—1

ities ((£dy(p), ..., Ldy,—1(p),&(k — > di(p)))per) and same weights as E,,
i=1
the parabolic theta function associated with F} is zero at the point of MP"

represented by E,, if and only if Hom(E,, F,) = H*(Hom/(E,, F,)) # {0}.
Ip—1

Let d,(p) = k — Z d;(p) and let M, ép “" denote the moduli space of equiva-

i=1
lence classes of semistable parabolic bundles F,, with which we can associate

parabolic theta functions of order £. Recall that its dimension is given by
dim(M,"") = (¢k)*(9 = 1) + Y deay (p),...a, (o) + 1
pel
where we denote by d, .., the dimension of the flag variety
Flag,,,...n, (C™ 7).

Recall that this dimension can be computed as dy,,...n, = Z nin;.

1>7

Let 7" be an integer such that 0 < " < r and let £.» denote the family

of isomorphism classes of stable parabolic bundles F, such that there is a

morphism ¢, : E, — F, of rank r”/. We prove in this section that whenever
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£>r"(r —r") and £ > 7, then

dim(En) < (k) (g = 1) + D deay (p), ..t ()
pel

This will prove theorem 1.1.1 since if I # () then k > 2 and

T 2
sup {r"(T -7, —} < [—] .
o<r!" <r k 4

Then there exists a nonempty open subset U of the moduli space Mép ar

such that for all F, representing a point of U it is Hom(E,, Fy) = 0.

1.5.1 Images of parabolic morphisms

Let ¢4 : B, — F, be a morphism. The image of ¢ is a quotient bundle
of E, denote it by V' = Im(p) and let V, be the induced parabolic structure
via the quotient morphism E, —» V. The subbundle V' of F generated by V'
inherits a natural parabolic structure as well, via the injective morphism to
F,. We want to compare these two induced parabolic structures. Note that,
if the support of the quotient sheaf V'/V does not intersect the parabolic
subset I, the two parabolic structures necessarily have the same multiplici-
ties.

Suppose for simplicity that I = {p} and let nj = deg(V,._,/Va.) be the
multiplicities of the parabolic structure induced on V' by F, and n] =

deg(Va,_, /Va;) be the multiplicities induced on V by E,.

Proposition 1.5.1 With these notations, it is

deg(V) + % Z(r" —rj)d; < (1.5)
J

Z(r" —r5)d;.
J

1
deg(V) + % Z(r" —r5)dj < deg(V') +

J

| =
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In particular, the following inequality holds

deg(V4) < deg(V5).

Proof: We are actually going to prove that deg(V/Vy,) > deg(V'/V,.), for

alli=1,...,1. In fact, this inequality can be rewritten as
T DT
Jj<i Jj<i

for all . The underlying vector bundle V' is the saturation of V' in F and
so deg(V) < deg(V’). From these facts inequalities (1.5) follow.

Let 7 € {1,...,1} and denote o; = . The morphism ¢ is parabolic, so
Vo = Im(p,) and the diagram (1.6) commutes. From this we deduce the

commutative diagram (1.7), hence a morphism j, : Vo — V' xp F, = V.

E F (1.6)
\ /
V = Im(p)
@
\ /
Vo = Im(pa)
F.C F (1.7)
| |
Vo V¢ F
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The morphism j, is such that {},j, is injective, so it is injective as
well. Thus the cokernel 7, has rank zero. Denote by G, = coker (iy) and
Go = coker (V, — F,) and let % : G, — G be the morphism of the induced
parabolic structure on G. From the commutativity of the cube, we deduce
the morphisms v : 7, — 7 and i, : G, — G’ as well as 7, — G, this

translates into the diagram (1.8).

0 0 (1.8)
0 0
0 V V! T 0
0 Va ]‘ ............ - Volt To 0
0 ‘ 4 F el 0
4
O Va Fa Gla 0
e
Ga  ——— Ga
0 0
0 0

By the snake lemma it follows that the morphism 7, — G, is injective
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and its cokernel is isomorphic to G,. These morphisms are such that in the
diagram (1.8) each horizontal and vertical diagram is commutative. Start-
ing over this process from the vertical diagram of weight « thus obtained,
we can add the corresponding vetical diagram of weight 1. Now, the first
nontrivial horizontal diagram is (1.9) and the morphism 7 % 7, = 7 is an

isomorphism.

This means that u is injective, v is surjective, so
deg(Vy) — deg(Va) = deg(a) > deg(r) = deg(V"’) — deg(V),

which is exactly the inequality we wanted to prove.

Remark 1.5.2 Use the notations for the multiplicities introduced in the
second section, to construct the scheme of parabolic quotients. Then the

same proof shows the following inequalities:
deg(V3) < deg(V) + deg(V;) — deg(V’) < deg(V), (1.10)

that is the parabolic structure induced on V is less generic than the parabolic

structure induced on V.
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1.5.2 Parabolic extensions

Let F., F) be families of parabolic bundles, parametrized by a scheme
S. We want to describe a parameter space for isomorphism classes of non-

splitting parabolic extensions of type

0—=Fl,—=F, —=F —0,

for s € S. This is actually a consequence of Lange’s results [L], so we just

introduce the argument needed to adapt them to the parabolic case.

Let 75 be the projection X x § — S and Rimg, Hom(F!,F!) be the
higher direct image sheaves, for : = 0,1. For s € S, denote by

i Rimg, Hom(FY, Fl) ® k(s) — H'(Hom(F. ,, FL,))

*57Y xg

the natural base change morphism. The condition that ’7'; is an isomorphism
for all points s € S will be shortened in Rimg, Hom(F!, FL) commutes with

base change.

Let p: 8" — S be a morphism of schemes and denote by
E.(S') = H'(S', R'msr, Hom(u* F, " F})).

Then E, actually is a functor from the category of S-schemes to the category
of sets. In fact, let v : §” — S’ be a morphism of schemes over S. This

gives a map E,(S’) — E.(S”) by composition of the natural map
H°(S', R'wgr, Hom(u* FY, w* FL)) — HO(S",v* Rlwgr, Hom(u* F.!, u* F))
and the morphism induced in cohomology by the base change morphism
v Rimg, Hom(u* F!, i* FL) — Rlmwgn v* Hom(u* F!, u* FL).

Since it is v* Hom(p*Fl, p*F.) = Hom(v*u*Fl!,v*u*F.), this gives the
morphism E, (S') — E.(S").
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Proposition 1.5.3 (/L], proposition 3.1) Suppose that R'ws, Hom(F!, F.)
commutes with base change fori = 0,1. Then the functor E, is representable

by the bundle associated with the locally free sheaf R'ms, Hom(F!, F1)V.

Let PE,(S’) denote the set of invertible quotients
Rlng, Hom(u* F!, u*FL)V — L.

This defines a functor from the category of S-schemes to the category of sets.

Proposition 1.5.4 ([L], proposition 4.2) Suppose that R'rg, Hom(F", F!)
commutes with base change for i = 0,1. Then the functor PE, is repre-

sentable by the projective bundle P(R'wg, Hom(F!, FL)V).

This result is applied in the proof of theorem 1.1.1 in the following way.

Suppose that, for all s € S, there is an isomorphism induced by base change
Rlrg, Hom(F!, F!) ® k(s) = H* (Hom(F{,, Fy,))

and HY(Hom(F!,,F.,)) = 0. Then the sheaves R'rg, Hom(F!,F.) com-
mute with base change for i = 0,1 , the sheaf R'ng, Hom(F", F.) is locally
free over S and its fibre over a point s is isomorphic to H'(Hom(FY , F.,)).
By proposition 1.5.4 the projective bundle associated with the first higher
direct image sheaf R'ng, Hom(F",F!)V parametrizes isomorphism classes
of nonsplitting parabolic extensions of parabolic bundles of the family F”

by parabolic bundles of the family F..

1.5.3 Proof of theorem 1.1.1

We first prove the theorem for generic weights of 0yW: suppose that the
weights ((d;(p))per, k) do not lie on any Seshadri wall.
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Counsider the stratification of £.» given by the quasi-parabolic invariants

of the images of parabolic morphisms. Let E((ng (m)per),d De the family of

el
isomorphism classes of stable parabolic bundles Fy, guch that there exists a
morphism ¢, : E, — F, for which the vector bundle Im(y) = V has degree
d” and the induced parabolic structure on V', the saturation of V in F,
has multiplicities ((n}(p))per). The parabolic morphism ¢, gives rise to a

commutative diagram

0 0
0 Vv v, T 0
|
0 v F, G’ 0
G, =—G
0 0

and so the exact sequence in the second column is a nonsplitting parabolic

extension. The bundle G, has rank ¢k — r”, parabolic multiplicities

((d1(p) = ni(p), - - -, by, (p) — mi, (P))per)

and if t = deg(7), then deg(GQ) = deg(F) — (d" + 1).

Let VE( L)per)d b be the family of isomorphism classes of parabolic
bundles V of degree d” + ¢, multiplicities ((n}(p))per), such that there exists
a stable bundle Fy and a morphism ¢, : F, — F, for which Im(y) generates
V' as a subbundle of F. Any such bundle is an extension of a torsion sheaf
7 of degree t by a quotient bundle V of E and by inequalities 1.10 of remark

1.5.2, if the quotient morphism ¢ induces the parabolic structure V,, then

deg(V,) <d" + Z Z n;

pEI 1>]

it is
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Denote by d! the right hand side of this inequality. This condition implies
that the quotient E — Im(yp) is a point of a finite union of parabolic strata of
the scheme Quot,» 4 (E), that we denote by Q((n’i (p))per),d”- More explicitly,
it is the union of those strata that correspond to functions s, for which
f_ol sqda < d”. By the computation of theorem 1.3.1, its dimension is
bounded by

dim(Q(nt (), ),a) < 7 (r = ")+ r(d] — dpr ), (1.11)

where d,» , is the minimal parabolic degree of a rank " quotient bundle of E.

Remark that in the generic case it is 7 NI = () and then it is enough

tpar

prs, (Ex), corre-

to consider those quotient morphisms of the stratum Quo
sponding to the fixed multiplicities ((n}(p))per). In any case, we draw the

following estimate for the dimension of the family:

dim(Vz(n,i(p))pEI%du’t) < ’f'”(’f' _ ’f'”) + ,,,(d{kl _ drll,*) + t’/‘”.

Let g((n;(p))pe 1)@, be the family of isomorphism classes of parabolic
bundles G, of rank k—r", degree ¢k(u(E,)+g—1)—(d"+t) and multiplicities
((¢d;(p) — nl(p))per), which are parabolic quotients of a stable bundle F, by
a bundle V; (S Vé(n:;(p))pel);d”,t'

the underlying vector bundles and denote it by G. This family is bounded.

Consider the family of isomorphism classes of

In fact, since any bundle G of G is quotient of some parabolic stable bundle
F,, if we consider a rank n quotient bundle G — H, there is a constant
h(n) such that u(H) > h(n). This condition ensures the boundedness of G.
Thus there exists a scheme S and a vector bundle { on X X S such that,
for all G of the family G there is an isomorphism G =2 H,, for some s € S.
By [BP-Gr-Ne|, lemma 4.1, we can suppose that the generic bundle of the
family G is semistable, i.e. dim(G) < (¢k —r")%(g — 1) + 1.

For all p € I, let ¢p : {p} x § — X x S denote the inclusion morphism and

consider the bundle in flag varieties

Fp = F1a8td) (o)~} (p).....td, (0) i, (o)) (1p7L)-
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Let F denote the fibred product over X x S of the bundles F,. Recall that

its dimension is given by

dim(F) = dim(S) + > ) " (¢di(p p))(£d;(p) — nj(p))-
pel 1>j
This family parametrizes quasi-parabolic bundles, whose underlying vector
bundle is isomorphic to Hs, for some s € S. Thus G (p)),er)art 18 @

bounded family and moreover it is

A (G (p))pe 1), 1)
< (k= 1" (g = 1) + 1+ X e s 2o (Udi(p) — ni(p)) (¢d; (p) — n(p))-

Let 8((712 (p))per),d,t denote the family of isomorphism classes of stable
parabolic bundles F,, which are parabolic extensions of a bundle G, €

Gt @penar e by a bundle Vi€ Vi) g

Lemma 1.5.5 Let F, be a stable parabolic bundle and

0 F! F -

F! 0

a parabolic extension. Then Hom(F), F}]) = 0.

Proof: If there were a nonzero parabolic morphism ¢, : F]' — F., there
would be an endomorphism of F,, that is i.@.p« : Fx — Fy, which is not a
multiple of the identity. O

From this lemma it follows that h°(Hom(G«,V/)) = 0 and as a conse-
quence the dimension of H'(Hom/(G.,V/)) = Ext!(G,, V/) is constant for all
V! of Vé(n,i (P))per)sd” and G, of g((n; (9)per),d,t- Therefore we can compute
the dimension of the first cohomology group as the opposite of the Fuler
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characteristic:
dim(Ext!(G., V)

=D (tdi(p) — ni(p))n(p) — (k —r")(d" +1)

p€El i>j
+r"(Ck(g — 1+ p(Ey)) — (d" +1)) +r"(tk —r") (g — 1)
= —0k(d" +1) + 2r"tk(g — 1) — 7" (g — 1) + r"tku(E,)

+ 33 (Udi(p) - nl(p)) (v

p€el i>j

Proposition 1.5.4 then gives the following bound for the dimension of the
family of extensions
(it 0))per) 1)
< AV pen,are) T UG @i en.are) + b (Hom (G, Vi) —
The computation then goes as follows:
dm(E(n; (p))pe 1), )
< dlm(Q((nl (p))peI) d”) + ’f’”t + (Ek — 7",/)2(9 — 1)

+) 0 (edi(p p))(d;(p) — nfi(p)) + 1 — Lk(d" +t) + r'"lhp(E,)
p€l >3
(20 — ") (g — 1) + D (Udi(p) — ny(p) — 1
pEl i>j
= (£k)*(9 — 1) + dim(Q(n (o), e),ar) + D, O di(p)ed;(p)
pel i>j
=3 nip) — tkd" + t(r" — Ck) + " Ckp(E,)
pel i>j

= (ék)2(g -1+ Z d€d1(p),---,15dzp(p) + t(’r" —Llk) + dim(Q((n,i(p))pEI);d")

pel
i’ + 303 o)y ) - - 3 mip)ds 1)
pel i>j7 pel 1>j

The right hand side of the inequality should be read as
dim(M,"*") — 1+ t(r" — £k) + dim(Qnt () e 1))

i + 3 Y oy p) - 3 S milp)ds ()

p€el i>j p€l 1>j



36 Chapter 1. Theta functions on the moduli space of parabolic bundles

!

By assumption it is £k > r > r” and ¢t > 0, so to prove the theorem it is

enough to show that

dim (Q(nt (p)er)a) <
fkd" + Y Y me)di(p) - — D D malp)d; (v)).

p€el 1>j pel i>j
We can rewrite the right hand side as £ k(d! —r"u(E,)). Thus, by inequality
1.11 it will be enough to show that

P = 1) 4 r(d! = dws) < CR(d! — 1" p(BL)),
that we can rewrite as

T”(T _ 7,,//) S (gk _ T)(d: — d'l‘”,*) + ek(d,rl[’* _ TIIH(E*)). (1.12)

By assumption it is £ > ¢ and by remark 1.5.2 d! is greater than or

equal to the minimal parabolic degree d, ,. So in order to get inequality

1.12 it is enough to show that
r'(r —1") <Lk(dp » — " u(Ey)).

This inequality is trivial, when " = r, since in this case both sides are

equal to zero.

Remark 1.5.6 Suppose r" is strictly less than r. Then it is £ < £k(d» . —
"' u(Ey)). In fact, let V be a quotient bundle of rank 7" and minimal
parabolic degree d,» .. The level k of the parabolic structure is such that
ku(Ey) € Z and moreover kr” u(V,) = k deg(V,) is an integer as well. Hence
the difference kr”(u(Vi) — p(Ey)) is an integer, which is strictly positive

since F, is stable. Then we draw the inequality

C< L k" (Vi) — u(Ey)) = Lk(dyr s — " p(Ey)).
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By this remark inequality 1.12 for the nontrivial case 7’ < r follows from
the assumption £ > 7' (r — r"). This finishes the proof of theorem 1.1.1 for

generic weights.

We are left with the case in which the weights ((d;(p))per, k) of the
parabolic structure are on a Seshadri wall and the bundle E, is strictly
semistable. Let E, = Ey, D FEi, D -+ D Ep, D 0 denote a Jordan-
Holder filtration of E,, that is each quotient Ej,/Ep41, is a stable bundle
of parabolic slope pu(Fy). By the previous computation, for each h there is
an open subscheme U}, of the moduli space M, ép “" such that, for all stable
bundle F, whose isomorphism class is in Uy, it is Hom(Ep,/Ep41,,Fy) = 0.
Since the moduli space M, ép “" is irreducible, the open subscheme U = N _ U},
is nonempty and by definition, for all stable bundle F, whose isomorphism
class is in U it is Hom(E,, Fy) = 0.

This finishes the proof of the theorem.

This bound for the order of base point freeness does not depend on the
degree |I| of the parabolic divisor and extends the result of Popa and Roth
for the classical case as well as the result of Pauly for rank 2 parabolic bun-

dles with generic parabolic divisor of small degree.
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Chapitre 2

Lieux de base et

semi-stabilités paraboliques

2.1 Introduction

Le résultat obtenu au chapitre précédent dans le cadre de la théorie des
espaces de modules des fibrés paraboliques peut étre lu dans le contexte de
la théorie du champ de modules des fibrés quasi-paraboliques. Apres avoir
rappelé les définitions de champ algébrique (sur le corps C), de fibré inver-
sible sur un champ algébrique et de section d’un fibré inversible, I’extension
au champ algébrique des fibré quasi-paraboliques des méthodes vues au pre-
mier chapitre n’est que formelle, une fois explicité leur (pseudo-)fonctorialité,
mais joue un role important dans la démonstration du résultat principal de

ce chapitre.

Soit M = M?’,’f " le champ algébrique des fibré quasi-paraboliques en
I de drapeaux de type v = (n;(p)). Soit @ = (a;(p)) un systéme de poids
pour cette structure quasi-parabolique et soit M3’ le sous-champ ouvert
de M, paramétrant les fibrés quasi-paraboliques a-semi-stables. Notons M,
I’espace de modules et L, le fibré déterminant parabolique sur M,. On note

L, le fibré inversible sur M tel que, si
0: M — M,

39
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est le morphisme de champs de la propriété universelle de 1’espace de mo-

dules, alors £a| Mss = 0" L.

On note [£LZ"| le systéme lindaire sur le champ algébrique M associé
aux sections d’ordre n et B(LZ®™) son lieu de base. Soit ©,(n) le sous-
espace linéaire des sections de type théta d’ordre n, étudiées au premier
chapitre et B(0,(n)) son lieu de base. Soit B, le sous-champ fermé de M
complémentaire de M5%. Alors le théoreme 1.1.1 obtenu pour I'espace de

modules se traduit dans le résultat suivant.

Corollaire 2.1.1 Pour tout £ > %] on a des monomorphismes de champs

B(LEY) < B(O©4(£)) < Ba.

Dans ce chapitre nous montrons que la condition de semi-stabilité para-
bolique en fait détermine le lieu de base de tout le systéme linéaire [£2|,

pour tout entier £ suffisamment grand. Le résultat principal est le suivant.

Théoreme 2.1.2 Soit £ un entier tel que £ > [ﬁ] Alors les sous-champs

1
fermés B(LEY) et B, de M sont isomorphes.

2.2 Le champ algébrique des fibrés quasi-paraboliques

Nous ne rappellerons ici que les définitions de base de la théorie des
champs algébriques, pour laquelle nous ferons référence essentiellement &
[Lau-MB] et & [So]. Nous choisissons le point de vue de [So| et introdui-
sons les champs algébriques comme pseudo-foncteurs (contravariants) de la
catégorie des schémas affines sur C, notée (Af f,c), dans la catégorie (Gpd)
des groupoides, qui vérifie certaines propriétés. Rappelons que un groupoide

est une catégorie A dans laquelle pour tout couple d’objets (4, A’) tous les
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éléments de Hom 4(A, A) sont inversibles.
La structure de champ algébrique pour le pseudo-foncteur des fibrés quasi-
paraboliques est bien connue [Pal], [Las-So]; on en rappelle le pseudo-

foncteur sous-jacent.

Un pseudo-foncteur X : (Aff/c)® — (Gpd) est la donnée, pour tout
schéma affine U = Spec(A) défini sur C, d’un groupoide Xy et, pour tout
morphisme ¢ : U' — U, d’un foncteur ¢% : Xy — Xy, qui vérifie les pro-

priétés suivantes, sur la compatibilité aux morphismes composés :

- pour tout ¢’ : U” — U’, il existe un isomorphisme de foncteurs

/

€5 ' x0% = (09')%-

- pour tout ¢"” : U" — U", les isomorphismes ey rendent commutatif le

diagramme de foncteurs

"' x 0y — "2 (9%

| |

* ! II)*

(@' " x0x — (p¥'¢")%.

Un champ est un pseudo-foncteur pour lequel :

- pour tout schéma affine U et tout couple d’objets (z,z') de Xy, le

préfaisceau d’ensembles sur le site (Af f;y7) défini par

(¢ :U" = U) = Homz,, (¢%(2), px(z))

est un faisceau;
- toute donnée de descente est effective.

Un champ est algébrique, s’il vérifie deux conditions supplémentaires,

sur le morphisme diagonale et sur la représentabilité par un schéma.
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Le champ M, , que 'on notera dans la suite M, associe & un schéma
affine U défini sur C le groupoide des familles de fibrés quasi-paraboliques
de déterminant trivial et structure quasi-parabolique en I de multiplicités
(n1(p);...,n,(p)) en p € I. En utilisant les notations introduites au chapitre

1, section 3, le pseudo-foncteur du champ M sera noté :
U My ={(&,0,(mi(p)))}-

Rappelons que £ — X x U est un fibré vectoriel de rang r, le morphisme

0 : det(€) = Oxxy est une trivialisation du déterminant et les morphismes

. . , mi(p)
quotients, qui seront notés € y,1xy — Qi(p), sont de rang r;(p) = Z ni(p)-
J<i
Ceci permet de voir les quotients (7;(p)) comme la donnée, pour tout p € I,
d’une section oy, du fibré sur U en variétés de drapeaux Flag,, ;) (Epxv)-
Dans la suite on utilisera aussi la notation (€, §, (o)) pour une famille quasi-

parabolique sur U.

Bien entendu, on note {(&, 6, (m;(p))) } la catégorie dont les objets sont les
triplets qui définissent une famille de fibrés quasi-paraboliques paramétrée
par U. Il reste & expliciter les morphismes de cette catégorie et il sera évident
qu’il s’agit d’'un groupoide.

Soient (&, 4, (mi(p))) et (£',4", (wi(p))) deux familles quasi-paraboliques pa-

ramétrées par U, pour lesquelles on note

mp: & —» 5|{p}><U,

7r;, &> 5|I{p}><U

les morphismes surjectifs aux points paraboliques et

i (p) : ker(m;(p)mp) = &,
1 (p) : ker(mj(p)m,) — &'

2

les morphismes injectifs canoniques. Un morphisme j : (£,4, (m(p))) —
(€',0', (mi(p))) est un isomorphisme j : £ = £’ de fibrés vectoriels sur X x U
qui vérifie les conditions suivantes, de compatibilité aux trivialisations et

aux drapeaux :
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- le morphisme det(j) rend commutatif le diagramme

det det(j)

det(&') ;

(€)

Oxxu

- les morphismes m;(p)m,jti(p) et mi(p)mpji;(p) sont nuls.

Remarque 2.2.1 Cette derniére condition signifie que, en munissant la
structure quasi-parabolique d’un systéme de poids «, le morphisme j in-
duit un isomorphisme de familles paraboliques. Alors le pseudo-foncteur

sous-jacent au champ algébrique M est isomorphe & M5L™" défini par :

U= MYy =A{(€, 6, (mi(p)), (e (p)))},
o on dénote (&, 6, (m;(p)), (e;(p))) une famille parabolique paramétrée par

un schéma U.

2.3 Fibrés inversibles sur M9

En vertu de [Lau-MB], proposition (13.3.6), un fibré inversible £ sur le
champ algébrique X est la donnée (pseudo-)fonctorielle d™un fibré inversible;

autrement dit, c’est la donnée suivante :

- pour tout schéma U et tout objet z de Xy, d’un fibré inversible L,
sur U et, pour tout morphisme f € Homg, (z,2'), d’un isomorphisme Ly :
L, = L, de fibrés sur U ;

- pour tout morphisme de schémas ¢ : U’ — U, d’isomorphismes (fonc-

toriels) €, qui rendent commutatif le diagramme

(@)
Lot@) == ¢* Ly

%;(f)l lw*ﬁf

Fol) 2
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Cette donnée doit en plus vérifier une condition de compatibilité aux

morphismes composés :

- pour tout morphisme ¢’ : U”" — U’ et tout objet z de Xy, I"isomor-

phisme €, () se factorise fonctoriellement selon le diagramme :

€,,(T)
Loy (@) = (0¢")*La
canggl TcanPic
€, (p%(z)) " @' e, (T) .
Lotz pp(e) — =" Lo (a) —— > ¢ 0" Ly

Un exemple de fibré inversible sur le champ M est le fibré déterminant
en cohomologie, noté D, défini sur un objet m = (&,d,m;(p)) de My par
le fibré inversible det RmyE. On peut aussi voir ce fibré comme le pullback
du fibré déterminant sur le champ Mgy, des fibrés vectoriels de rang r et

déterminant trivial par le 1-morphisme de champs
o: M= Mg,

qui consiste a oublier la structure quasi-parabolique.

D’autres exemples de fibrés inversibles sur le champ M sont donnés

par les déterminants paraboliques, notés det Q;(p), définis sur 'objet m par

det Qi(p), ou Q;(p) est I'image de m;(p).

Une section 0 € H(X, L) est la donnée, pour tout schéma U et tout
objet z de Xy, d'une section o, € HO(U, L;) telle que, pour tout f €
Homy,, (z,2') on ait Loy = 0 € HY(U, L) et, pour tout ¢ : U' — U on
ait p*oy = €,(2)0 3 (2)- Ces deux conditions se lisent dans la commutativité

des diagrammes (2.1) et (2.2).

L (2.1)
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£p(x) «
‘Ccp*}:(m) ? 4 Ly Ly (2 2)
o
T S : U

Choisissons un systeme de poids paraboliques, ce qui revient & peser les
drapeaux : pour tout p € I et tout i =1,...,1, — 1, on fixe o;(p) € R tels
que 0 < a1(p) < az(p) < --+ < ag,—1 < 1. On suppose que les poids soient
rationnels et de plus qu’ils puissent s’écrire a;(p) = '”T(m, pour un méme
entier positif k. On choisit le plus petit entier positif k, tel que ku(E,) € Z,
pour tout fibré parabolique de déterminant trivial et rang r, muni d’une
structure parabolique de drapeaux de type v = (n;(p)) et poids a = (a;(p)).
Rappelons que les propriétés usuelles des fibrés paraboliques assurent que
ces conditions ne sont pas restrictives pour la condition de semi-stabilité
choisie : §’il y a un point parabolique p pour lequel ag(p) > 0, il suffit de
translater la structure parabolique, et cela ne change pas la condition de
semi-stabilité ; de plus on peut choisir des poids rationnels, cela résulte de
I’étude de Seshadri de la variation de la condition de semi-stabilité ; pour la
derniére condition sur I'entier k, il est évident que cela revient a écrire les

poids a;(p) = % avec un dénominateur convenable.

Ainsi, la condition de semi-stabilité de Seshadri pour les fibrés vectoriels
quasi-paraboliques est déterminée par des poids entiers (a;(p)) et un entier k,
le niveau de la structure parabolique. Dans la suite nous pourrons confondre

les poids de Seshadri @ = («;(p)) et la donnée des entiers (k, (a;(p))).

D’aprés le théoréme 1.1 de [Las-So], & un systéme de poids a on asso-

cie I’élément du groupe de Picard du champ M, qui représente la classe
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d’isomorphisme du fibré inversible

lp—1

Liaimy =D © R) ) det Q;(p)® (@) -ai1w)),

pel i=1

Dans la suite on notera d;(p) les entiers positifs a;(p) — a;—1(p).

Soit M2’ le sous-pseudo-foncteur de M défini par la condition suivante :
les objets de MJ?,; sont les familles quasi-paraboliques semi-stables pour le
systeme de poids «. Puisque la semi-stabilité parabolique est une propriété
ouverte sur les familles de fibrés quasi-paraboliques, le pseudo-foncteur M3?
définit un sous-champ ouvert de M. Le champ B, est alors défini comme le
champ complémentaire de M}’ dans M. Rappelons que la propriété univer-
selle de I'espace de modules grossier M, permet de définir un morphisme de
champs algébriques

0: M} — M,,

le morphisme d’oubli de la structure de groupoide de M37’;;.

D’apres le théoréme 3.3 de [Pal] sur le fibré déterminant parabolique L,
sur I'espace de modules M,, la restriction du fibré £, a I'ouvert M}’ est

isomorphe a 0* L4, (p))-

La méthode utilisée au premier chapitre pour obtenir des sections de
type théta du fibré déterminant parabolique L., permet de construire des
sections, du fibré L, sur le champ algébrique M. D’autre part on dispose
du résultat suivant, d’extensibilité des sections sur ’espace de modules, qui

est conséquence de 'estimation de la codimension du lieu instable.

Proposition 2.3.1 ([Pal], proposition 5.2, [Be-Las], proposition 8.4) Pour

tout entier h, on a un isomorphisme canonique (4 scalaire prés)

H°(M,, L®") = HO(M, LER).
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2.4 Une caractérisation de la semi-stabilité para-

bolique

Nous allons pouvoir considérer deux sous-champs algébriques de M, I'un
déterminé par la condition de a-semi-stabilité, ’autre par le systéme linéaire

Lal-

Soit X un champ algébrique et £ un fibré inversible sur X et considérons
le sous-pseudo-foncteur de X, que I'on notera X(L£), défini sur U par la sous-
catégorie pleine de Xy ayant pour objets les z tels que, pour tout u € U, il
existe une section o € HO(X, L) telle que o;(u) € Ly, \ {0}. Cette condi-
tion est ouverte sur U et par conséquent X(L) est un ouvert de X. Le fermé
complémentaire de X(L£) dans X sera noté B(L) et on I'appellera lieu de base

du systéme linéaire |L|.

Pour les systémes linéaires |£&"| sur M on utilisera les notations sui-
vantes. Le champ ouvert de M sera noté M, et son complémentaire, le

sous-champ fermé défini comme le lieu de base de |L%"|, sera noté B(LZh).

La proposition suivante donne une caractérisation de la a-semi-stabilité
parabolique par un critére de trivialité cohomologique du faisceau des mor-
phismes paraboliques, analogue & celle démontrée par Nori [S2] pour les
fibrés vectoriels.

. 2
Soit fo = |7 ].

Proposition 2.4.1 Pour tout n > £y le fermé B, est isomorphe au lieu de
base B(Oqy(n)) des fonctions théta d’ordre n.

Démonstration : D’aprés le corollaire 2.1.1, il suffit de montrer que, pour

tout U et pour toute famille quasi-parabolique m = (&, ¢, (m;(p))) paramétrée
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par U, s’il existe une section de type théta op, d’ordre n, telle que op, ,, (u) #

0, pour un u € U, alors le fibré quasi-parabolique &, est («;(p))-semi-stable.

Soit F un fibré parabolique de rang nk, tel que

lp—1

’I‘kZZnZ p)a;— 1+ —1)

pel =2

muni d’une structure parabolique en I de multiplicités

((ndy (), ..., ndy, 1 (p) mk — 3" dj(p))per)
J

et de poids . Soit op, : U — Lo&™ la section associée a Fl. Alors op, (u) # 0
si et seulement si le faisceau des morphismes paraboliques Hom/(E,,, Fy) est
cohomologiquement trivial. Montrons que cette condition implique que le

fibré parabolique &, est semi-stable.

Soit & = E - E" un quotient de E de rang r” et munissons-le de
la structure parabolique E!, induite par ¢. Le morphisme quotient induit

également un morphisme injectif de faisceaux
Hom(E!, F,) < Hom(E,, F,)
et donc un morphisme injectif de groupes de cohomologie
H°(Hom(E!,F,)) = Hom(E!, F,) — H°(Hom(E,, F,)) = Hom(E,, F,).

Puisque par hypothese le groupe H®(Hom(E,,F,)) est trivial, les deux
groupes le sont. On en déduit l'inégalité x(EY, F,) < 0. Or la formule de
Riemann-Roch, la suite exacte (1.1) et le calcul du degré du faisceau de

torsion Tgr g, , nous permettent de réécrire cette inégalité
* 9Lk

"nk(p(Ey) +g—1) —nk deg(E") +7"nk(1 — g) (2.3)
— Z Z nE” ) <0.
pEl i>j

Fi

Alors, si on explicite les multiplicités n; j

(p) = nd;(p) et on divise par entier
positif nk 'inégalité (2.3) se réécrit

u(Ey) — u(E") —TkZZ i ()i (p) <

pel i>j
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autrement dit, le quotient E” ne déstabilise pas E,. O

2.4.1 Identification du lieu instable et du lieu de base

Cette partie est consacrée & la démonstration du théoréme 2.1.2. D’apres
le corollaire 2.1.1 et [Lau-MB] corollaire 3.7.1, il suffit de montrer que le

morphisme ¢ de champs

Mgf% Moy

e

M

est un épimorphisme. On va montrer qu’il existe une présentation
P:R— Mgy,

par des fibrés quasi-paraboliques a-semi-stables.

La construction de l'espace de modules de [N-Ra] et [Pal] permet de
décrire une présentation du champ M. On note Ox (1) le fibré ample Ox (p'),
pour un point p’ € X \ I. Soit Qu le schéma des quotients de rang r et
déterminant trivial du fibré OL™) (=), ot P(N) = r(IN + 1 — g) est le
polynoéme de Hilbert de ces fibrés. Soit Qx l'ouvert de QQn des faisceaux
O§(N)(—N) 2 E localement libres tels que H' (X, E(N)) = 0 et ¢ induit
un isomorphisme sur les sections globales CP(N) — HO(X, E(N)). Soit F le
fibré universel sur 1y x X et pour p € I notons F, le fibré en variétés de
drapeaux

Fy = Flag,, ) (Fiipixay) = O

et Ry le produit fibré sur 2y des fibrés F,. Alors on a un morphisme
Py:Ry - M

défini par la famille universelle F et les fibrés universels des quotients sur

F,, notés Q;(p). Alors une présentation de M est donnée par

P:R=][Rn - M.
N
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On en déduit des présentations de M, ¢ et de M’ :

RS M58
Ra,ﬁ Ma ¥4

)

obtenues par produit fibré au-dessus de M.

Pour montrer que ¢ est un épimorphisme, il suffit de montrer que, pour
N > 0, les fibrés quotient de Oi(N)(—N ) qui n’annulent pas des sections
de E?Z sont a-semi-stables, c’est a dire que les points de R, ¢, représentent

des fibrés quasi-paraboliques a-semi-stables.

Soit m un entier m > 0 et soit ¢, : Ry — G, le plongement de Ry

dans le produit de grassmanniennes

Ip—1
Gm = Grassp(m) (H %(X,0x(m—N)® CPM) x H Grass,, CP(N))

défini par

q

o (OX(=N) S E,(By = Bpa D+ D Bpy, 20)) = (¢ (@:(p))

ou ¢’ et (¢;(p)) sont induits par q :
HOY(X,Ox(m — N)) ® CPM™ % B(m — N),
gi(p) : C*™) — B(N) — Ep/Ep;.

De plus, le morphisme ¢, est SL(P(N))-équivariant, pour ’action naturelle

de ce groupe sur Ry et G,.

Considérons le fibré L sur G,, défini par

I 1
L = (detU)®™) ® ®(det Ui (p))B%®.

pel i=1
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Ici e est I'entier défini par

1
e= 3 S milp)di(p) + K1~ g) ~ 32 ds(0)
pel 1> pel j
de la définition du fibré déterminant parabolique et les fibrés det U et det U;(p)

sont les générateurs du groupe de Picard de G,,.

Alors le fibré ¢y, L est isomorphe a

lp—1
L' = (det Rrqy F)®* © Q) ) (det Qi(p))*®) © (det Fiyr gy ) **.
p€el =1
Or, puisque F est la famille universelle sur X xQy, le déterminant det |,y » g,
est trivial, en vertu du théoréme see-saw. On en déduit un isomorphisme
L'=., 7, ot f est la famille quasi-parabolique universelle paramétrée par
Rn-
Par conséquent pour tout point r de R ¢, il existe une section de (@1, L)®*
qui ne s’annule pas en r et est SL(P(N))-équivariante. On en déduit que

tout point de R ¢, est un point L-semi-stable de la grassmannienne G, .

D’apreés la proposition 1.13 de [Su2], qui généralise au rang quelconque la
proposition A.11 de [N-Ra] et permet de construire I’espace de modules des
fibrés paraboliques, les points de Ry, ¢, sont alors des points a-semi-stables,
dés qu’on choisit les entiers N et m suffisamment grands. Ceci termine la

preuve du théoreme 2.1.2.
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Annexe A

Deux définitions équivalentes

de fibré parabolique

La notion de fibré quasi-parabolique a été introduite par Seshadri [Me-S].
Dans ce travail il définit une structure quasi-parabolique sur un fibré vec-
toriel F sur une courbe projective lisse et connexe X comme la donnée
supplémentaire de drapeux de la fibre vectorielle de E' en un nombre fini de

points de la courbe.

Soit I un ensemble fini de points de la courbe X et E un fibré vectoriel
sur X de rang r. Une structure quasi-parabolique sur £ en I est la donnée

pour tout point p € I d’un drapeau f, de la fibre de E en p :
E,=FEy1 DEpsD:-D Ep,lp DE Jpt1 = 0.

Les entiers positifs n;(p) = rk(Ep;/Epi+1) sont appelés multiplicités en p

de la structure quasi-parabolique et 'entier [, est la longueur du drapeau
%
fp- On notera r;(p) = an (p) le rang des quotients de E, induits par les
j=1
drapeaux, i.e. ri(p) = rk(Ep/Ep it1)-
Nous utiliserons la notation (E, (fp)per) pour un fibré quasi-parabolique

sur X en I. Le type quasi-parabolique en p est détérminé par le type de

drapeau, c’est a dire par la variété de drapeaux Flag Ey).
p ) p nl(p),...,nlp(p) P

53
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La remarque suivante, due & Simpson, permet de voir un fibré quasi-
parabolique (E, (fp)per) comme la donnée de filtrations du fibré E par des
sous-faisceaux localement libres de méme rang.

Soit 7p; le morphisme quotient E, = E,; — E,1/E,; et 1, le morphisme
surjectif naturel £ — E,. Notons g, ; le morphisme quotient composé ;7
et B, le sous-faisceau ker(gp;) — E. Il est évident que E, ;) = E
et Egi,41) = ker(E — E,) = E(—p), pour tout p € I. Montrons que
Ep,i+1) C Egp,iy pour tout ¢ =1,...,1,.

En effet, I'inclusion Ej ;11 C Ej; induit une application linéaire surjective
que l'on note j, ;41 :

Tp,it+
0—Epit1 —Ep —> p/Ep,i-I-l —0

‘ ijp,i+1

0 Ep; Ey e Ep/E ia—0

et de la commutativité de ce diagramme on déduit 7, ; = jp ;417 i11. Cette

factorisation entraine alors I’inclusion
Epiv1) = ker(jp,it17p,it1mp) > ker(mpit1mp) = Ep -

Ainsi un fibré quasi-parabolique (E, (fp)per) peut étre défini par la donnée

d’une filtration
E=Ep1) D Epa DD By D Epg,+1) = E(-p),

pour tout point p € I. Avec cette définition, les multiplicités sont les degrés

des faisceaux de torsion & support en p, c’est a dire

ni(p) = deg(Ep.i)/Ep,it1))-

Un fibré parabolique est un fibré quasi-parabolique (E, (fp)per) pour
lequel on pése les espaces vectoriels de chaque drapeau f, : c’est la donnée,
pour tout point p € I, d’une suite de nombres réels (a;(p)) que l'on appelle

poids paraboliques, tels que

0 < ai(p) <az(p) <---<ay,lp) <1
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On note (E, (fp)per, (2 (p))per) un fibré parabolique.

Montrons I’équivalence de cette définition et la définition de Simpson,

que nous avons utilisée au premier chapitre.

Soit (E, (fp)per, (i (p))per) un fibré parabolique et considérons les filtra-
tions de faisceaux localement libres associées 4 la structure quasi-parabolique
sous-jacente. On peut peser les faisceaux des filtrations, ce qui revient a uti-

liser pour ces mémes filtrations la notation :
E = Eal(p) D Ea2(p) DD Eazp(iﬂ) D E(—p).

Ainsi & tout poids parabolique en p on peut associer un faisceau localement
libre de la filtration. Etendons cette association & tout l'intervalle [0, 1] en
définissant E,(p) = E,,(p), pour tout a €]a;—1(p), ai(p)]. Il reste & montrer

comment obtenir une seule filtration du faisceau E. Soit « € [0, 1] et posons
Eo = () Ea(p).
pel

Cette intersection est en fait le produit fibré au-dessus de E des morphismes

injectifs E,(p) — E. On obtient ainsi une filtration
E:Eal DEag Do DEaL DE(—ZP) :El,
pel

ot {a,...,ar} = Uper{ai(p),...,ay,(p)}, et on peut étendre & R cette
filtration, en posant Eqi1 = Ea(— Y ,crP)-

Pour établir ’équivalence des deux définitions, il reste & montrer com-
ment on associe un drapeau f, de E, et un systéme de poids (a;(p)), pour

tout point p de I, & une filtration de faisceaux localement libres
E=FEa D Ea, D+ D Eay D E(-) _p) = Ei.
pel

Nous allons d’abord identifier les poids paraboliques associés & chaque point,

pour ensuite en déduire les drapeaux.
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Pour tout « et p € I, on note (E,/E;), la fibre en p du faisceau de
torsion E,/FE;. On pose

a1(p) = sup{a ; (Ea/Er)p = (E/E1)p}-

On détermine ensuite ay(p) par la condition

ag(p) = sup{a (Ea/Er)p = (Ea,(p)/E1)p}

et ainsi de suite. Une fois déterminé quels sont les réels qui sont “pesant” en
p, on peut retrouver les drapeaux de la facon suivante. Les espaces vecto-
riels F,; définis par (Ey,(p)/E1)p sont naturellement des sous-espaces vec-
toriels de (E/E1), = E,. De plus, puisque o;(p) > o;—1(p) on a un mor-
qui induit une application linéaire injec-

phisme injectif Eai(p) — Eai71(p)’

tive Ep,i — Ep,i—l-



Annexe B

L’exemple des fibrés de rang

deux

Dans cette partie on compare ’estimation du théoreme 1.3.1 de la di-
mension des strates paraboliques et 1’estimation de Popa et Roth de la di-
mension des schémas de quotients de Grothendieck, dans le cas des fibrés
paraboliques de rang 2 et déterminant trivial. Pour cet exemple, on pense a
une structure quasi-parabolique sur un fibré vectoriel comme un cas parti-

culier de transformation élémentaire.

On note FE un fibré vectoriel sur X de rang 2 tel que det(E) = Ox, muni
d’une structure parabolique sur X en I, telle que a(p) = @ pour tout point

parabolique :

E D> E' D> E(-D).

Ici D = Z p dénote le diviseur parabolique. On traite le cas d’'un divi-

pel
seur de degré pair et on note n = 2n' = deg(D) = |I|. Les degrés minimaux

pour les fibrés quotient de E et E’ seront notés d(E) et d(E') respectivement.

Dans ce qui suit on suppose que le fibré E et la structure parabolique,
c’est & dire F’, soient génériques : on supposera que F et E’ sont des fibrés
vectoriels semi-stables et génériques dans les espaces de modules M3 o,

et Ms o, (D), au sens suivant. D’apres les résultats de Maruyama [L-N]
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corollaire 3.2 et de Mukai et Sakai [Mu-Sa| les dimensions des schémas des
quotients de degré minimal sont les suivantes : si le genre g de X est pair,

pour tout fibré F et tout fibré E’ on a
dim(Quot; 4z (E)) = dim(Quoty 4z (E')) = 1;

si le genre g est impair, pour tout fibré E dont la classe d’équivalence est
dans un ouvert dense U de 'espace de modules M ¢, et pour tout fibré E’
dont la classe d’équivalence est dans un ouvert dense U’ de Ms 04 (-p)y on
a:

dim(Quot, 4 gy (E)) = dim(Quotl,d(E,)(E')) =0

et si les classes de E et E' sont dans les fermés My 0, \U et My o, (_py\U’

respectivement, on a :

dim(Quotl,d(E) (E)) = dim(Quotl,d(E/)(E')) =1.

Cela résulte de la stratification des espaces de modules de [L-N] section 3,

et de l'existence d’'un isomorphisme ¢, qui respecte cette stratification
or: My oy (—p) = Ma,0x

qui & la classe d’équivalence d’un fibré E’ associe la classe d’équivalence du
produit tensoriel E'® L, ol £ est un fibré inversible tel que L& L = Ox (D).
Dans ce qui suit on supposera E et E' génériques, i.e. que les schémas
des quotients minimaux aient dimension minimale, ou encore que d(E) soit

maximale.

Remarquons que dans ce cas d(E) = d(E') + n'. En effet, d(E) est
constant, dans la strate U. Or, pour tout E’ de I’espace de modules M0y (-p)
on a

d(E' ® L) = d(E') + deg(L) = d(E') + !,

d’ou on déduit que d(E) = d(E') +n'.

Soit s, la fonction degré parabolique d’un fibré quotient de E ayant

structure parabolique induite minimale, i.e. s = d” et s = d” — n. Cela
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correspond aux sous-fibrés de E qui sont sous-fibrés de E’'. Le degré para-

bolique de cette strate est d” = d".

Supposons que le genre g de X soit impair. Dans ce cas les schémas des
quotients minimaux ont dimension nulle. On voit alors que, pour des fibrés
E et E' génériques dans U et U’ respectivement, les structures paraboliques
induites sur les fibrés minimaux ne peuvent étre que génériques, en tout
point parabolique. En effet, puisque tout fibré E dans U n’a qu’un nombre
fini de quotients de degré minimal, alors les structures quasi-paraboliques
pour lesquelles un fibré quotient de degré minimal aurait degré parabolique
non générique sont en nombre fini et par conséquent pour E’ générique toute
structure induite est générique. Le méme argument montre que la structure
induite sur un quotient minimal de E’ est générique, pour E générique dans
U. Ainsi la fonction degré parabolique associée & un fibré quotient de F de

degré minimal d(F) est la fonction
S(E). : s(E) = d(E), s(E)a = d(E)

pour tout £ dans un ouvert dense de U. De méme, la fonction degré para-

bolique d’un fibré quotient de E' de degré minimal d(E') est la fonction
s(E"y : s(E"g =d(E') +n, s(E")g = d(E'),

pour tout B’ dans un ouvert dense de U’.

Soit @ un fibré quotient de E tel que le degré induit par la trans-
formation élémentaire soit minimal : deg(Qsz) = d(E'). Alors, puisqu’il
n’y a qu'une strate dans le schéma des quotients minimaux de E’, on a
deg(Q) = d(E') + n. Par conséquent la différence de degrés paraboliques
d — deg(Q.) est égale & d" —n — d(E").

Soit s’ la fonction degré parabolique de la strate d’un fibré L, quotient
de E :
sl sy =deg(L), s5 = deg(La)-
Alors la différence des degrés paraboliques de la strate fixée s, et de la strate

sl se calcule de la fagon suivante :
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0
2!~ deg(L.) = [ [sp ~ s}ds

a—1 - 0
- / (@~ )~ deg(La)ldg + [ ("~ deg(L)]dp

=a(d" —n —deg(La)) + (1 — &)(d" — deg(L)).

Ainsi la différence des degrés paraboliques est une fonction affine du
poids «, qui tend vers la différence de degrés, si on fait tendre la structure
parabolique vers les strucutures triviales, i.e. @ — 0 ou a — 1.

Rappelons que, par définition de degré minimal, pour tout fibré quotient

E — L, que 'on suppose non minimal ni en degré 0 ni en degré & on a :
d’" —deg(L) < d" —d(E); d'—n—deg(La) <d' —n—d(E").

Cela se traduit dans le diagramme suivant, qui décrit les différences d —
deg(L.) de degrés paraboliques de la strate fixée s, et de degrés paraboliques

des autres strates, en fonction du poids fixé & € [0, 1].

d" — d(E) g=2k+1
d” —n— d(EI)\
d" —n — d(E) \

ap ay 1

Les segments tracés en noir représentent les différences de degrés para-
boliques de la strate s, et des strates des fibrés minimaux s(E), et s(E'),,
en fonction de a.

De ce diagramme on voit en particulier que la fonction degré parabolique
3, telle que l'intégrale fgl(sa — 3q)da soit maximale est la fonction s(E'),
pour tout & tel que 1 > & > «f, et la fonction s(E,), pour tout & tel que

0 < & < agp. On en déduit que le degré parabolique minimal est d; . = d(F),
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sia<agetdi=dE)+n=d(E)+n,sia>qap.

On a vu que dans le cas de structure parabolique générique et g im-
pair les schémas des quotients minimaux ont dimension nulle. Or si @) est
une composante connexe du schéma Quot, 4 (E) dont les poins génériques
représentent des fibrés vectoriels, d’apres la preuve de [Po-Ro] théoréme 4.1

et théoréeme 3.1, Popa et Roth montrent que
dim(Q) < dim(Quot,» 4z (E)) + r(d" — d(E)).

On en déduit que la dimension des composantes connexes () des strates

paraboliques du schéma Quot d’un fibré E de rang 2, vérifient
dim(Q) < 2(d" — d(E))

et une estimation analogue vaut pour les strates paraboliques du schéma des
quotients de F'.
D’apres la preuve du théoreme 1.3.1, ’estimation de la dimension des strates

paraboliques s’écrit
dim(Quot?™ (E)) < 2(d! — dy..) (B.1)
Alors si @& est petit, I’estimation (B.1) est ’estimation de Popa et Roth
dim(Quot?™ (E)) < 2(d" — d(E)

qui résulte du plongement Quot?’y (E) < Quoty 4(E). Si « est proche de
1, Vinégalité (B.1) sécrit

dim(Quot}’, (E))
<2(d] —diy) =2(d" —d(E) —n') =2(d" —d(E)) — n

c’est & dire 'estimation attendue, si ’on suppose que les n points parabo-

liques soient génériques.
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Supposons maintenant que le genre g de X soit pair. Dans ce cas la di-
mension minimale des schémas des quotients minimaux est aussi maximale.
Ainsi, pour toute structure parabolique il y a un fibré quotient £ — @ de
degré minimal deg(Q) = d(F) pour lequel la structure parabolique induite
est non générique, et de méme pour les fibrés quotients minimaux de FE'.
On voit alors que le degré parabolique minimal est strictement supérieur
a d(E') + n, pour tout poids @ de la structure parabolique. Le diagramme
suivant, représente les différences d! — deg(L,), ou L est un fibré minimal

en degré 0 ou en degré a.

g =2k

d" — d(E)
d" —n+1—d(E’)¥
d" —n—d(E")

d" —n+1—d(E)

d'"—n —d(E)

En suivant la preuve du théoréeme 1.3.1, puisque la strate s, correspond

aux multiplicités génériques pour les quotients de E’, on s’attend & obtenir

une estimation satisfaisante de dim(Quot?’y (E)) par le théoréme de Popa

et Roth c’est & dire
dim(Quot} (E.)) <
dim(Quot; g (E")) <1+ 2(d" —n — d(E'))
Or il est clair que
14+2d —n—dE")) =1+2(d" —d(E)) —n < 1+2(d —di ).

Ainsi l'estimation de I’énoncé 1.3.1 ne donne pas d’estimation optimale.
Toutefois on retrouve une codimension attendue égale & n de la strate
Quotzl’:lsi(E*) dans le schéma Quot, 4 (E).

Soit maintenant s, une fonction degré parabolique qui correspond a

une strate parabolique intermédiaire, c’est & dire 0 < sy — sz < n. La
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démonstration du théoréme 1.3.1 suggere d’estimer la dimension de cette

strate en considérant une sous-strate, pour une structure parabolique
E>EDE' > E(-D),

telle que deg(E) — deg(E') = n — s5. On voit dans ce cas que, pour traiter
les strates paraboliques comme des transformations élémentaires, il faudrait
faire d’autres hypothéses sur le fibré E. Cet exemple ne sera pas traité ici,
nous nous limitons & tracer le diagramme des différences des degrés para-
boliques, pour la strate de la fonction s(m),, définie par s(m)y = d” et

s(m)g=d" —n'.

d" — d(E) 4’ -7 — d(E)

&' — (d(E") +n) & -

N3

—d(E)

De ce diagramme on remarque immédiatement que, pour tout 5 € [0, 1]

on a l'inégalité
dy —di, < B(d" — d(E)) + (1 - p)(d" —n' — d(E'))

et que pour produire une meilleure approximation il faut étudier les trans-
formations élémentaires intermédiares, comme la preuve du théoreme 1.3.1

le suggere.

L’étude des exemples dans le cas des rangs supérieurs est plus com-
pliquée. 11 est clair que les variétés de Schubert sont utiles pour comprendre
(ou méme pour définir) les strates quasi-paraboliques, mais pour pouvoir ap-
pliquer cette théorie en vue d’une description compléte des schémas QuotP*”
et & une estimation de leur dimension, il faudrait pouvoir caractériser d’une

part 'image des morphismes

ep : Quotyy g (E) — Grass(E,p, ")
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et d’autre part les sous-schémas

Quotgf,‘z,_k)’d,, (E, fp) N Quot?f,?ik’k)’d,, (B, fq) = Quotin 4 (E),

au moins pour des points paraboliques génériques.
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