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Introduction

L’objet de cette these est de commencer la généralisation de la théorie arithmétique des
D-modules, développée par Pierre Berthelot, a la log-géométrie. Les log-schémas ont été in-
troduits par Jean-Marc Fontaine et Luc Illusie pour démontrer les conjectures de Fontaine
sur les représentations galoisiennes définies par la cohomologie étale p-adique des var-
iétés a réduction semi-stable sur un corps de valuation discrete complet. Kazuya Kato
a repris cette notion pour la développer de maniere systématique ([Kat89], [Kat94]), de
sorte que l'on parle maintenant de structures logarithmiques de Fontaine-Illusie-Kato. Un
log-schéma (X, M) est un schéma usuel X muni d’une log-structure, c’est-a-dire d’un cou-
ple (M, a), ou M est un faisceau de monoides commutatifs pour la topologie étale, et
a: (M,+) = (Ox, x) est un morphisme de faisceaux de monoides tel que a=10% = O%.
Intuitivement, se donner une log-structure revient a se donner des “logarithmes” pour cer-
taines fonctions sur le schéma. L’exemple de base d’une log-structure est donnée par un
diviseur a croisements normaux sur un schéma X : dans ce cas, la log-structure est définie
par le sous-faisceau des fonctions inversibles en dehors du diviseur. On peut généraliser a la
catégorie des log-schémas la plupart des notions usuelles, notamment celles d’immersions
fermées, de morphismes log-lisses, log-étales, ... Signalons enfin que les log-structures don-
nent naissance aux formes différentielles et aux connexions a péle logarithmique.

Les D-modules arithmétiques développés par Pierre Berthelot ([Ber74], [Ber96], [Ber00])
permettent d’étendre hors de la caractéristique 0 les résultats de base de la théorie classique
des Dx-modules, c’est-a-dire des modules sur 'anneau des opérateurs différentiels Dx. En
niveau 0, la construction de Pierre Berthelot s’appuie sur la notion d’idéal a puissances
divisées ; ces puissances divisées sont des opérateurs qui remplacent les opérateurs z* /k!
non définis en caractéristique strictement positive. Imitant [EGA] IV, (16.8), il construit
un faisceau d’opérateurs différentiels Dg?), engendré librement par les dérivations, et tel
que la donnée d’une connexion intégrable sur un Ox-module soit équivalente a celle d’une
structure de Dg?)—module a gauche.

L’action du morphisme de Frobenius F', lorsque la base est annulée par une puissance
d’un premier p, I’a ensuite amené a affaiblir la notion de puissances divisées a un niveau m
quelconque (m entier). En effet, le théoreme de descente de Cartier (voir [Kat71], théoréeme
5.1) établit que pour S de caractéristique p, X lisse sur S, F': X — X' le morphisme de
Frobenius relatif, le foncteur F™* établit une équivalence de catégories entre la catégorie des

Ox~modules et celle des O x-modules munis d’une connexion intégrable a p-courbure nulle.
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Si un Ox,-module & est lui-méme muni d’une connexion intégrable V', 'image inverse de
V' par F' est encore la connexion canonique a p-courbure nulle de F*E’. Pierre Berthelot
a montré dans [Ber00] que I'information supplémentaire que constitue V' n’est en réalité

(1)

pas perdue en appliquant F™, puisqu’un nouveau faisceau DY’ agit alors sur F*E’. Plus

(0)

précisément, il a montré que F™* établit une équivalence de catégories entre D,/-modules
et D&)—modules. Ce processus s’itere, et ’on obtient une équivalence de catégories entre

Dg?éis)—modules et Dg(m+s)—modules (cf [Ber00], théoreme 2.3.6.). Signalons en outre que
les faisceaux Dg(m) forment un systeme inductif dont la limite redonne le faisceau Dx des
opérateurs différentiels usuels.

Apres avoir généralisé la définition des faisceaux Dgn) aux log-schémas, en suivant la
méthode de Kazuya Kato pour le niveau 0, nous nous intéresserons a l’action du Frobenius
sur les Dg(m)—modules a gauche, pour établir un théoreme de descente analogue a celui de

Pierre Berthelot. Détaillons un peu mieux a présent le contenu de ce manuscrit.

Dans le premier chapitre, nous faisons quelques rapides rappels sur les notions de log-
structures et de puissances divisées.

Le deuxieme chapitre est consacré a la construction et a I’étude des premieres propriétés
des anneaux Dg(m) pour un log-schéma. Le faisceau Dg?z) est obtenu en dualisant les voisi-
nages a puissances divisées partielles nilpotentes P§(7(m), de l'idéal de la factorisation de
Kato de 'immersion diagonale (X, M) — (X?*, My:). Les formules sont généralement plus
complexes que dans le cas classique, mais les résultats de base s’étendent ici sans probleme.
Nous montrons par exemple que D(;”) est encore engendré par les opérateurs d’ordre au
plus p™.

Le troisieme chapitre commence I’étude de "action par le morphisme de Frobenius, qui
est complétée au chapitre suivant. Comme dans le cas classique, le morphisme de Frobenius
(plus précisément un relevement de ce morphisme) induit une élévation du niveau, définis-
sant ainsi un foncteur £* de la catégories des Dg?f)—modules vers celle des Dggnﬂ)—modules.
Par contre le théoreme de descente établi par Pierre Berthelot (cf [Ber00], théoreme 2.3.6.)
est en défaut dans le cas logarithmique. Une différence essentielle est que le morphisme de
Frobenius n’est généralement pas plat (voir I’exemple donné par Arthur Ogus dans [Ogu94],
page 24), mais 'obstruction principale réside dans I’application résidu définie également par
Arthur Ogus dans [Ogu94]. Cette application est définie comme suit. Notons (X*, M*)
le (S, L)-log-schéma dont le schéma sous-jacent est X (au-dessus de S) et dont la log-
structure est I'image inverse de L. Nous avons alors Qk/s s Q%X*7M*)/(57L). D’autre part
f se factorise en f = f*ou, avecu: (X, M) — (X*, M*) et f*:(X*, M*) — (S,L). Nous
avons donc la suite exacte suivante :

Q(IX*,M*)/(S,L) - Q(1)(,M)/(S,L) — Rx s,y = 0

avec R(x ) s0) = Q%X7M)/(X*7M*). L’application d : Ox — Q(IX,M)/(S,L) se factorise a



travers Q%X*7M*)/(57L), donc 'application composée Ox — R(x ar)/(s,r) est nulle. L’application
résidu d’une connexion logarithmique V: £ — £ ® Q(1X7M)/(S7L) est définie comme la com-
posée (idg @ r) o V. Celle d’une connexion définie par une donnée de descente de X a
X' est nulle puisque celle de d I’est. Une condition nécessaire pour qu'un Ox-module
muni d’une connexion intégrable a p-courbure nulle provienne d'un Ox,-module est donc
la nullité de I'application résidu. Afin de contourner cette obstruction, nous reprenons les
constructions effectuées par Pierre Lorenzon dans sa these ([Lor97], [Lor00]). Ce dernier
substitue au faisceau structural Ox une Ox-algebre indexée qu’il note A%, et remplace Ox:
par la sous-Ox-algebre indexée By g des sections horizontales de AY pour une certaine
connexion canonique. Il obtient alors un théoreme de descente de type Cartier entre AY-
modules indexés munis d’une connexion intégrable et p-intégrable et By,s-modules indexés.
Nous généralisons ces constructions a un relevement de la puissance m-ieme du Frobenius
(notre théorie fonctionne donc modulo p™ et pas seulement modulo p), pour établir une
équivalence de catégories entre AY @0, Dg(m)—modules (indexés) et ng?g@@)(, Dg?,)—modules
(indexés) dans le chapitre 4 (théoreme (4.3.1)).

Dans le cinquieme chapitre, nous déduisons de cette équivalence de catégories la fini-
tude de la dimension cohomologique des faisceaux Dg;n), dans le cas ou la log-structure est
définie par un diviseur a croisements normaux.

Enfin, le sixieme chapitre constitue une annexe dans laquelle nous faisons quelques
rappels sur les algebres AY et Bx/s de Lorenzon.
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Chapitre 1

Rappels et conventions générales

Dans ce chapitre, nous faisons quelques rappels sur les schémas logarithmiques de Fontaine-
[llusie-Kato d’une part (en renvoyant a l'article de K.Kato [Kat89]), et sur les opérateurs
différentiels de niveau m de Berthelot d’autre part (les références étant dans ce cas [Ber74],
[Ber78| pour les puissances divisées usuelles, et [Ber96] pour les puissances divisées par-
tielles).

1.1 Schémas logarithmiques

Tous les monoides considérés sont supposés commutatifs et unitaires. On utilisera en
général une notation additive. Un morphisme de monoides conserve 1’élément unité. Pour
un monoide M, on notera M9" le groupe associé a M.

Définition 1.1.1. Soit X un schéma. Une pré-log-structure sur X est une paire (M, «)
ou M est un faisceau de monoides pour la topologie €tale et o : (M,+) — (Ox, X) est un
morphisme de monoides.

Définition 1.1.2. Un morphisme de schémas munis de pré-log-structures : (X, M, a) —
(Y, N, 3) est une paire (f,h) ot f : X — Y est un morphisme de schémas et h : f~'N — M

est un morphisme de faisceaur de monoides tels que le diagramme suivant commute :

FIN Ly

f‘l(ﬁ)l la

~YOy) o Ox

Définition 1.1.3. Une pré-log-structure sur X est appelée log-structure si o induilt un
isomorphisme : o 1(0%) = O%.

On identifiera souvent a™'(0%) C M a O% via cet isomorphisme. Par exemple,
I'inclusion O% — Ox définit la log-structure triviale sur un schéma X.
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Définition 1.1.4. On appelle log-schéma un triplet (X, M, a), ou X est un schéma usuel
et (M,a) une log-structure sur X. On appelle morphisme de log-schémas un morphisme
de schémas munis de pré-log-structures.

On notera simplement (X, M) le log-schéma défini par la log-structure (M, o).

Proposition 1.1.1. Le foncteur d’inclusion de la catégorie des log-schémas vers celle des
preé-log-schémas admet un adjoint a gauche défini par M* = M ©,-1(01) Ok

M*® est appelée la log-structure associée a la pré-log-structure M.

Définition 1.1.5. Un monoide est dit intégre s’il vérifie : << Pour tous a,b,c € M,
ab = ac = b= c¢ >>. Une log-structure M sur X est dite intégre st M est un faisceau
de monoides integres. Elle est dite cohérente si, localement pour la topologie étale, il existe
un monoide de type fint P et un morphisme Px — Ox dont la log-structure associée est
isomorphe a M. Enfin, une log-structure est dite fine si elle est cohérente et integre ; on
dit alors que le log-schéma correspondant est fin.

Soit f: X — Y un morphisme de schémas. Soit (N, 3) une log-structure sur Y. On
définit la log-structure image inverse de N sur X, et 'on note f*N, la log-structure associée

-1
a la pré-log-structure f~' N, munie de 'application f~1 NV L 10y — Ox.

Définition 1.1.6. Une immersion fermée de log-schémas est un morphisme de log-schémas
i (X, M) — (Y,N) tel que le morphisme de schémas sous-jacent soit une immersion fer-
mée et que 1" N — M soit surjectif. Elle est dite exacte lorsque cette derniére fleche est un
isomorphisme.

Définition 1.1.7. Un morphisme de log-schémas f : (X, M) — (Y, N) est dit strict si
f*N — M est un isomorphisme.

On dispose dans le cas logarithmique d’une notion de log-lissité analogue a celle de
lissité pour les morphismes de schémas.

Définition 1.1.8. Un morphisme f : (X, M) — (S, L) est dit log-lisse si le morphisme

de schémas sous-jacent est localement de présentation finie et si f est formellement log-
lisse, ie f vérifie la condition suivante : pour toute tmmersion fermée exvacte nilpotente

(Y,N) = (Y',N') au-dessus de (S, L), Uapplication naturelle
Homs,r)((Y', N'), (X, M)) = Homs..)((Y,N), (X, M))
est surjective, localement sur Y.

Remarque : pour un morphisme strict, étre log-lisse équivaut a étre lisse ([Kat89], prop.(3.8)).
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1.2 Opérateurs différentiels de niveau m

1.2.1 Puissances divisées

Nous renvoyons a [Ber74] ou [Ber78] pour plus de détails.

Définition 1.2.1. Soient A un anneau commutatif, I C A un idéal. On appelle structure
d’idéal a puissances divisées sur I une famille v = (7, )n>0 d’applications de I dans A qui
vérifie les conditions suivantes :

(i)Vx €1, volz) =1, ni(x) = x et y,(x) € I pour tout n > 1,

(i) Va,y € I, ¥n > 0, ya(z +y) = Y 7(2)(y),

i+i=n
(tti)) Yo € I, Ya € A, ¥n >0, v,(ax) = a"vy,(z),
. m-+n
() Ve € I, Vm,n € N, v, (2)y,(z) = o Ymtn (),

nm!

W%m@)-

() Vo € 1, ¥, € N, 3y (2)) =

On dit que (7, v) est un PD-idéal de A. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur v, on note
en général 2" I'élément v, (). La condition (iv) entraine que n!y,(z) = 2 ; si A est une
Z [nZ-algebre pour un certain n > 2, I est alors un nilidéal.

Définition 1.2.2. Soient (A, 1,7) et (A", I',7") deux anneauzr munis de PD-idéauz. On
appelle PD-morphisme un homomorphisme d’anneaux ¢ : A — A" tel que ¢(1) C I' et
Oy () = v (d(x)) pour tout x € I et tout n € N.

Soient (R,a,«) un anneau muni d’un PD-idéal et ¢ : R — A un homomorphisme
d’anneaux. On dit que la PD-structure o s’étend a A s’il existe une PD-structure @ sur
aA (nécessairement unique) telle que ¢ : (R,a,a) — (A, aA, @) soit un PD-morphisme. Si
(R,a,a) et (A, I,7v) sont des anneaux munis de PD-idéaux et ¢ : R — A un homomor-
phisme d’anneaux, on dit que la PD-structure v est compatible a « si a s’étend a A, et s’il
existe sur aA + [ une PD-structure prolongeant @ et .

Proposition 1.2.1. Soient (R,a,a) un anneau muni d’un PD-idéal, A une R-algébre,
I C A un idéal. Il existe une R-algébre P,(I) munie d’un PD-idéal I dont la PD-structure
est compatible @ o, et un R-homomorphisme p : A — P,(I) tel que o(I) C I, qui soient
universels pour les R-homomorphismes (A, 1) — (B, J,§) envoyant I dans un PD-idéal
(J,68) dont la PD-structure est compatible a o.

La A-algebre P,(I) munie de son PD-idéal canonique est appelée enveloppe a puissances
divisées, ou PD-enveloppe, de I.
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1.2.2 Coefficients binomiaux modifiés

Définition 1.2.3. Soit m un entier naturel firé. Si k' et k" sont des entiers, on note
k=K +k' etk=p"qg+r, K =p"¢ +71'", k" = p™q¢" +r" les divisions euclidiennes de
kK et k" par p™. On définit alors les coefficients :

k q!
(1.1) & }(m) = 7

(1.2) < l]j’ >(m) N (l]:’) { ’f’ }(:)

Si aucune confusion n’en résulte, I'indice (m) sera omis. Pour m = 0, on a simplement

Uiy~ () (i),

Rappelons les résultats établis dans [Ber96] (1.1.3) :

pour tout k :

Lemme 1.2.1. (i) Pour tous m,k,k' € N on a

k k
{ L' } €N, < i > EZ(p).
(m) (m)

(i1) Soient j et ¢' < q trois entiers positifs. Si j > m ou siq<p on a

Pq > }

. e 77 \.

7l (p)
<pq )

(iii) Quels que soient les entiers positifs j,r < p’ et q on a

Pa+r .
; €L, .
< g >(m) (r)

Soit £ € N. On note k = Zaipi sa décomposition en base p, et o(k) = Z a;. Alors
| i i
vp(k!) = ﬁ(k —o(k)).

1.2.3 Puissances divisées partielles

La référence pour ce paragraphe est [Ber96].
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Définition 1.2.4. Soient m un entier positif firé, A une Zyy-algébre et I C A un idéal.
Une PD-structure partielle de niveau m (ou m-PD-structure) sur I est la donnée d’un PD-
idéal (J,~) C I tel que y est compatible @ la PD-structure canonique de (p) et 1™ 4-pl C J
(ou IP™) désigne I'idéal engendré par les éléments x*" lorsque x parcourt I).

On dit que (/,J,v) est un m-PD-idéal. La donnée d’une m-PD-structure permet de
définir sur I des opérations de puissances divisées partielles comme suit : si n € Z, on pose
n=p"qg+ravec 0 <r < p™ la division euclidienne de n par p™, alors

;E{n}(m) — xrryq(mpm) i
Ces opérations vérifient des relations analogues a celles des puissances divisées :

() Ve eI, 2% =1 et 21 = 2,
Vee I, Vk>1, 2% e Tet V> pr, ot e J,
(ii) Vo € I, Va € A, Vk € N, (az)*¥ = aba ik},

cen k ’ "
(iii) Ve,y € I, VE € N, (z + y)I¥ = Z < i/ > p Iyt
(m)

kl+klI:k
! "
(iV) Yz € [’ Vk/,k” € N, x{k'}:g{k"} _ { k ;I;Ik } x{k'-l-k"}’
(m)
!
(v) Vo € I VK, k" € N, () = 00 2 avec O}, = L

(q/!)k”q//! '

Lorsqu’aucune confusion n’en résulte, nous omettrons I’'indice m.

Soient (A, I,7v)et (A, I',4") deux anneaux munis de m-PD-idéaux. Un m-PD-morphisme
o (AL J,y) = (A1, J"4") est un PD-morphisme ¢ : (A, J,v) — (A", J',7') tel que
o(l)yC I

Proposition 1.2.2. Soient A une Z-algébre et I un idéal de A. Il existe une A-algebre
Pioy(I) et un m-PD-idéal (1,171 ¢ Piny(I) tel que TPq,)(I) C 1, qui soient universels
pour les homomorphismes d’anneaus A — A’ envoyant I dans un m-PD-idéal (I',.J',~")
de A’

L’algebre P,,(/) munie de son m-PD-idéal canonique (1, 1,71 est appelée enveloppe
a puissances divisées partielles de niveau m (ou m-PD-enveloppe) de (A, ).

Pour m = 0, on retrouve les constructions précédentes. Si m’ > m, une m-PD-structure

peut étre vue comme une m'-PD-structure. La propriété universelle des enveloppes a puis-
sances divisées entraine donc qu’elles forment un systeme projectif :

.= P(m-l—l)([) — P(m)(]) — ... P(o)([) = P([)
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1.2.4 Multi-indices

Nous noterons k le multi-indice (ky, k2, ..., k) € N" et 1, ou g; le multi-indice dont tous les

éléments sont nuls sauf le -eme qui vaut 1.

Pour k£ € N, on définit |k| = Zl@ Dans tout le document, j < k£ < [ signifie :

=1
Ji < k; < l; pour tout . Sin € N, k < n signifiera que k; < n pour tout .



Chapitre 2

Opérateurs différentiels
logarithmiques de niveau m

2.1 Voisinages a puissances divisées de niveau m

Les voisinages a puissances divisées partielles de niveau m définis par P.Berthelot dans
[Ber96] se généralisent au cas logarithmique, en suivant la méthode introduite par K.Kato
dans [Kat89] pour le niveau 0. On a la proposition suivante :

Proposition 2.1.1. Soit le diagramme commutatif :

(X, M) (Y,N
\ /
(S,L)

ou 1 est une immersion fermée entre log-schémas fins et S est muni d’une PD-structure
(J, @) au-dessus de Z,), compatible aux puissances divisées de p. Soient m et n deux
entiers positifs ou nuls.

Alors il existe une factorisation de v par une immersion fermée exacte me) (X, M) —
(Ag(m)’a(Y),M(”m)), ou l'idéal T de X dans Ag,’(m)’a(Y) est muni d’une m-PD-structure

(Z,]) compatible a (J, ), telle que AR 0, vérifiant la propriété universelle suivante :

pour toute immersion fermée exacte 1, : (X1, My) — (Y1, N1), ou lidéal I, de X, dans Y;
est muni d’une m-PD-structure (fl, [l1) compatible a (J, «) et telle que Z{nH} =0, et tout

diagramme commutatif de la forme :

(leMl)C o (K;Nl)

| | |

(X, M) Z (Y, N)

(A},(m),a(y% M(nm))

K3

)
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il existe un unique m-PD-morphisme u : (Y1, N1) — (AK,’(m)’a(Y),M(”m)) factorisant ce
diagramme.

Si p est localement nilpotent sur'Y, on a une proprieté analogue pour (Ax (m)a(Y), M(m))
sans condition de nilpotence sur I;.

Démonstration : d’apres Kato ([Kat89], prop.(4.10)), i se factorise localement pour la
topologie étale comme suit :

(X, M) : (Y,N)
S~ o

(Z,Mz)

avec ¢’ : immersion fermée exacte, g log-étale et My fin.

Dans la catégorie des schémas, i’ : X — Z est une immersion fermée au-dessus de S.

On peut donc considérer A% ( (Z) le voisinage a puissances divisées partielles de niveau
’ m),oz

m et d’ordre n associé. On le munit de la log-structure image inverse de celle de Z par le

morphisme canonique h : A’y (m) (Z) = Z. On note M(”m) cette log-structure.

Soit 7 : X — A% (m) J(Z) 'immersion fermée canonique. Comme Mg, = 7h*My; >
i’*MZ = M (car 7' est exacte), j : (X, M) — (A”X7(m)7a(Z), M(”m)) est une immersion fer-
mee exacte.

Vérifions que la propriété universelle annoncée est satisfaite. Considérons le diagramme

commutatif :
(X1, My)S = (Y1, V1)
(X, M) i (Y, N)
(AnX,(m),a(Z)7M(nm)) . (Z7 MZ)
ou 7; est une immersion fermée exacte entre log-schémas fins, et (Y7, V1) est muni d’une
m-PD-structure telle que f}{n—l—l} = (0. Comme g est log-étale, 1; est exacte, et M; et Ny

sont fins, il existe un unique morphisme u : (Yi, Ny) — (Z, Mz) tel que le diagramme
suivant commute :

(X1, My) s (Y1, V)
(X, M)

(Z,Mz) —2—(Y,N)

La propriété universelle des voisinages a puissances divisées de niveau m, dans la catégorie
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des schémas, fournit alors un morphisme v : ¥; — A% (m)

o(Z). Comme Mgy = h*Mz, u
permet de définir un morphisme v : (Y1, Ny) — (A”X7(m)7a(Z), M(”Tr)) rendant commutatif le

diagramme suivant :

(XhMl)( i (}/17N1)

J |

(X, M) : (Y,N) o

\/\ gohT
(AnX,(m),a(Z)’ M(nm))
L’unicité se déduit de celle du cas classique (non logarithmique) et de celle de u. Grace

a cette propriété universelle, on peut recoller ces constructions locales, ce qui acheve la
démonstration pour 'ordre n. Le cas de AX’(m)@(Y) se traite de la méme maniere. O

2.2 Application a la diagonale

2.2.1 Voisinages a puissances divisées de la diagonale

Soit (5, L) un log-schéma fin muni d’une PD-structure (J, «), avec J quasi-cohérent. On
considere un log-schéma fin (X, M), log-lisse au-dessus de (S, L). On suppose que a s’étend
a X. L'immersion diagonale A : (X, M) — (X?, M=) vérifie les hypotheses de la propo-
sition précédente. On peut donc définir les voisinages a puissances divisées de niveau m et

n ~

d’ordre n correspondants, que 'on notera (A% (m)> Fm),f(m),Ifm), []). Si p est localement
nilpotent sur S, on peut en outre définir (Ax (), M(m),f(m),f(m), []) les voisinages a puis-
sances divisées de niveau m.

On notera Ax m)(r) et A% (m)(r) les constructions analogues pour I'immersion
(X, M) — (X" Mxr+1), et Py (m)(r) le faisceau d’anneaux correspondant :

A},(m)(r) = Spec <7D§(,(m)(r)>
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Les projections canoniques py = py ., pour ke {0,1}, de (A% (m)? M(”m))
sur (X, M) sont des morphismes stricts de log-schémas.

Démonstration : on veut montrer que p!M ~ M(”m) pour 1 = 0 et ¢+ = 1. Notons Zx
(respectivement Ifm)) le quotient de M (respectivement M(”m)) par O% (respectivement
Py (m)*). Comme I'immersion (X, M) — (A?m),M(”m)) est exacte, donc stricte, on a

Tx ~ ij/,P;f,(m)* ~ I0 (voir [Kat89], 1.4.1). D’ou le diagramme commutatif :
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1 —P% )" —=piM Ix 0

o

(m) Ly 0

On en déduit immédiatement que py M — M(”m) est un isomorphisme. O

2.2.2 L’application pu

L'immersion j,) : (X, M) — (A”X7(m), M(”m)) est fermée et exacte, d'idéal 77,). On a donc
la suite exacte suivante :

¢ . Anm . ]nm *
21) 0 — (i)™ (L4 i) = (i)™ My = M — 0
ou )\?m) est la réciproque de M(”m) — 73}}7(771) = ON}(,(m) sur P§7(m)*. L’immersion diago-

nale A admet deux rétractions (X* Mx:) = (X, M), qui induisent deux rétractions pg
et py de J(my- Pour tout a € M, po(a) et pi(a) ont méme image dans M, donc la suite

exacte (2.1) implique I’existence d’un unique élément ,Lb?m)(a) € (jfm))_l(l + j(?n)) tel que
pila) = pi(a) + Al (1(m)(a)-

On définit de méme p(yy : M — j(_nf)(l +Zimy)-

On voit immédiatement que les applications () et [£{ysy SODE des homomorphismes de
monoides. Que deviennent ces applications lorsque 'on fait varier m et n ?

Soient m un entier fixé et n et n’ des entiers tels que n > n’. La propriété uni-

1
verselle des voisinages a puissances divisées fournit une immersion fermée canonique sz) :
n n!

(A%(m), M(”T;)) — (A}(m), M(”m)), qui commute a TGmys Jomy> €Y PR () p}j:(m). On a:

i?,’:)*(ﬁf,(m)*(a)) = i?;:)* (Pg,(m)*(a) + )\?m)(/l?m)(a))) .

Donc
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De méme pour m > m', on a une application canonique ¢ ., : (A% X (') M(” ,))

(A},(m)v M(”m)) On a alors
P?,*(m')(a) = @ﬁfm (P?,*m)(a))
= o (D0, (m) (@) + Al (146 (@)
= Po.(m) (@) + (Pl 0 Al (14 (@)
= Po.(m)(@) + (Anry © €5 ) (1my (@)
= P0.(m)(@) + Ay (P (11 (@)

Par unicité, on en déduit que g, (a) = @5, i (femy(a)).

2.2.3 Description locale

On conserve les notations précédentes. Soit T un point géométrique. La log-lissité de
(X, M) — (S, L) assure l'existence d’un systeme de coordonnées logarithmiques locales
mi,...,mqg € Mz au voisinage de x (ie dlogmy, ..., dlogm, forment une base de Q(lxﬁM)/(&L)’E).
On fixe une immersion fermée exacte ' : (X, M) — (Z, Mz) au voisinage de z (correspon-
dant a la factorisation de Kato, [Kat89], prop.(4.10)).

Proposition 2.2.1. Pour 1 < i < d, on note u; = ,u?m)(mi), et ;; = u; — 1. Alors
{Q{E}(m)}lklﬁn est une base de P}l(’(m)j sur Oxz (pour les deux structures d’algébre).

Démonstration : elle est analogue a celle faite par Kato ([Kat89],prop.(6.5)) pour les PD-
enveloppes. On commence par montrer que 7y, ..., g forment un systeme de coordonnées de
Z sur X, puis on utilise la description des m-PD-enveloppes dans le cas non logarithmique.

O

2.2.4 Fonctorialité

Nous reprenons les notations de 2.2.1, et supposons donnés en outre un (5, L)-log-schéma
fin log-lisse (Y, N) tel que « s’étende a Y, et un (S, L)-morphisme f : (Y, N) — (X, M).
La propriété universelle des enveloppes a puissances divisées fournit un m-PD-morphisme
f*73 ) 73 ) pour tout entier n et tout entier m. Les propositions suivantes montrent
que Ce morphlsme naturel est un isomorphisme lorsque f correspond a un changement de
base ou lorsque [ est log-étale.

Soit (X M) un (S,
g: (5 L) = (5, L), on
(X
)=

L)-log-schéma fin log-lisse. Nous considérons un changement de base
U g est un m-PD-morphisme. Soient (X', M') = (X, M) x(s,1)(5', L")
M) et (57, L") au-dessus de (9, L) dans la catégorie des log-schémas
(X, M) la premiere projection.

le prodult fibré de
fins, et ¢’ : (X', M’

?
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Proposition 2.2.2. [l existe, pour les deux structures d’algébres (droite et gauche), des
isomorphismes Oxi-linéatres canoniques : g’*P}/S(m) = Pkis (m)-

Démonstration : la propriété universelle satisfaite par A”X7(m) fournit un morphisme
(A},7(m),M’?m)) — (A”X7(m),M(”m)) factorisant ¢'(1) : (X'%, Mxz) — (X?* My2). On a
donc une fleche naturelle g’*pg(m) — 73§,7(m). Pour vérifier que c’est un isomorphisme,
nous pouvons travailler localement, et donc fixer une factorisation de Kato (7, Mz) de
A (X, M) — (X? My2). Notons ¢ : (X, M) — (Z, Mz) I'immersion fermée exacte cor-
respondante, et h : (7, Mz) — (X?, My2) tel que h o1 = A. Par construction P ) €st
I’enveloppe a puissances divisées de niveau m et d’ordre n de I'immersion fermée X — Z.
Posons (Z', Mz) = (Z,Mz) X(s,1) (S’, L'). Nous avons le diagramme commutatif suivant :

fl
(X', M) (Z,Mz) x(s,y (S, L) UL (S, L)
g' ! D g
(XvM)C i (ZvMZ) 5 (X27MX2) o (SaL)
f

Comme go f'= fog' = (fop;oh)o(i0g'), il existe un unique morphisme ¢ : (X', M') —
(Z, Mz) x(s,) (S, L") tel que n'01’ = iog' et myoi' = f'. D’autre part : (Z, Mz) X (x2 m,,)
(X/27MXI2) ~ (Z, Mz) ><(X27MX2) <(X2,MX2) X(8,L) (Sl, L/)) ~ (Z, Mz) X(8,L) (Sl, L/). La
deuxieme projection fournit donc un morphisme h': (Z, Mz) X s,y (S, L") = (X'?, Mx»2).
Comme h est log-étale, h' I’est aussi. Nous avons donc le diagramme suivant :

flopo,z‘

(X', M") L (2, My) % (spy (S, L) —& (X'2, My») (5", L)

J o O J'(1) O g

N e T
A

Comme (X, M) X(zy) ((Z,Mz) x(sp) (5", L)) = (X, M) x(sr) (', L) = (X', M),
le carré de gauche est cartésien. Donc 7’ est une immersion fermée exacte et h' o' = A’.
Donc (X', M") <y (Z,Mz) x(s,y (5, L") LN (X'?, Mx ) fournit une factorisation de Kato
de A’. De nouveau, P%, . , est 'enveloppe a puissances divisées de niveau m et d’ordre
n de 'immersion fermée X' < Z'. La description locale des m-PD-voisinages d’ordre n
donnée en (2.2.1) entraine alors immédiatement le résultat annoncé dans la proposition. O
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Proposition 2.2.3. Si f : (Y,N) — (X, M) est log-étale, alors le morphisme naturel
f*73§}7(m) — 73;}7(m) est un isomorphisme.

Démonstration : f étant log-étale, on a l'isomorphisme f*Q(l)& My/(8,L) Q(IYN)/(SL). 1l
suffit donc d’utiliser la description locale donnée dans la proposition (2.2.1) pour conclure.

O

2.3 Faisceaux d’opérateurs différentiels

Imitant la construction de [EGA] IV.16, nous allons définir les faisceaux d’opérateurs dif-
férentiels en dualisant les faisceaux de parties principales P} (m)" Nous définirons leur
structure d’anneaux pour ensuite la décrire en coordonnées locales.

2.3.1 Définition

Définition 2.3.1. Les faisceaux d’opérateurs différentiels sont définis comme dans le cas
classique par :

Dg(mg = Homo Py, (m)«PX (m)> Ox)
oy = |J oyl

n€eN

Pour ¢ € DEZL) on définit ¢ : M x Ox — Ox par (cf [Ogu94]) :

n?

be(aa ) = ¢(M?m)(“)P?,(m)*(f’7))-

Notations : pour tout @ € M et tout x € Oy, on écrira simplement ¢'(z) = ¢°(0,z) et
¢o(2) = ¢'(a, ).

2.3.2 Loi de composition dans Dg(m)

Nous voulons définir une structure d’anneau sur Dg(m). Comme dans le cas non logarith-

mique, le produit de P € ngT)L et P € Dg?z, sera défini dans Dg(n,2+n‘ a l'aide d’une

“factorisation” 56;;31 de pog: X ~ X% xx X? — X? (cf [Ber96], proposition 2.1.3). Apres
(m)

avoir construit cette application 58’:)/, puis défini le produit dans Dy, nous étudierons

(m)

la structure d’anneau de Dy’ en coordonnées locales et montrerons que ce faisceau est
engendré par Ox et un nombre fini d’opérateurs (proposition (2.3.1)).
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A. L’application 5@7’1”)/

On cherche une application : A% (m) XX A”X/( ) A”+(” ) qui commute avec pg o @ X* —
X2

On considere le diagramme suivant :

(X, M)

X, (m)? M(% ) 1 (A% (my MX (1))
0 pgl(m)
Comme pg:(m) o ]Z";In) = P{(m) © jfm), il existe un unique morphisme de log-schémas w :

!

(X, M) — (A% (m) XX DX () MZ:TZZ)/) tel que mow = j@ln) et mo 0w = j(,,). De plus w est
une immersion fermée exacte, car mg et m; sont des morphismes stricts (en effet, pg/(m) et

! A . 4 0 ¢
P () sont eux-mémes stricts, comme nous I’avons montré dans le lemme (2.2.1)).
b

On a donc le diagramme suivant :

(X, M) = (A% () Xx AnXI,(m)7 M:)

hnth/

(X2 xx X2, M)

idx !
(X?, Mx:)
Po,2
jn+nl hpant
(XaM)C—>(An+(n) M(n+)n) : (X% N)

. ' hn hoi ~
Ce diagramme commute, car X < (A% (m) Xx A% (m)) "% X2 % X2 5 X3 nlest autre

que 'immersion A’ : X — X3 et pgz 0 A’ = A. D’autre part, grace a la description locale
de 73” donnee par la proposition (2.2.1), on voit que les faisceaux Py (m) SONt plats sur
Ox pour les deux structures d’algebres. On en déduit comme dans [Ber96] (démonstration
de la proposition 2.1.3., page 213), que P} X, (m) DOx 73”,' X (m) est muni d’une m-PD-structure
d’ordre au plus n 4+ n’ sur Z,, Roy 73” my T+ Py X (m) @0x Z,, compatible 2 Z,, et a Z,,,. Par
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la propriété universelle des voisinages a puissances divisées de niveau m, il existe donc
!

un unique morphisme 99?7’:)/ : (A},(m) Xx A% (n); M(Zl)‘) (A”+(” Y M(n‘")” ) factorisant le
diagramme.

On note 5?; 77” " )~ Py X,(m) ®Ox P I( m) le morphisme de faisceaux correspondant.

B. Composition dans D

Définition 2.3.2. Soient ® € DE(T)L et U e D(m) On définit le composé ® o U dans

Dg( 71+n, comme suit :

,Pn-l-n 5"m"/ n’ Zd@"p

7

Pour voir comment se comporte la composition vis-a-vis de I'application ® — ®°, il

faut commencer par calculer 5?77’171),(#2?_)71,(@)) pour a € M.

Lemme 2.3.1. 5nn (k1{ () = [ (@) ® ,u?;n)(a) pour tout a € M.

Hm)

Démonstration : m est fixé, on 'omettra dans les notations. Soit a« € M. L’application
w: (X, M) — (A% xx A%, M™") est une immersion fermée exacte et admet pour rétrac-
(X2 X2 M) S (XP, Mys) 5 (X, M)
(ou les pi sont les projections canoniques). Donc pour tout ¢ # j, il existe un unique
tijla) € 14+ Ker(w*) tel que ¢i*(a) = ¢*(a) + AMuij(a)) (ou A est la réciproque de
a: M — PP @ P sur les inversibles).

~

. , ] ’
tions les composées ¢ : (A% xx A%, M™™) —F

En sommant on obtient la relation : A(u;;(a)) + Apjk(a)) = AMuir(a)), soit encore :
(2.2) fij(@)pjk(a) = pix(a) pour {3, k}={0,1,2},

D’autre part, on peut reprendre la construction de 6™ en remplacant Po,2 par p;,; pour
© # j, ce qui amene a la définition de ¢; ; :
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n n’ n,n’ hn X hpt
(AX XX AX7M ' )

pi,n-l-n'

(X, )
Or pi = po o pij = p1 0 pri, donc ¢; = pontns 0 Gij = Pitn' © Ppi. D'ou :
q;"(a) = &7 ;(PY g (@)
= 75004 (€) + At (pinnr (@)
= q;"(a) + M7 j(pntn (a))).
Par unicité on en déduit que ¢} ;(ttnin(a)) = pij(a).

Comme ¢, n’est autre que &' la relation (2.2) s’écrit :

!

5 (i (0)) = 851t (@) 85 1t (@),
5 (@) = (tn(@) © 1)(1 © proe(a)),
5 (o (@)) = 10(@) @ pine(a),

comme annoncé dans le lemme. O

Les lemmes suivants sont les analogues de ceux obtenus par Ogus en niveau zéro (cf

[Ogu94]).

Lemme 2.3.2. Soient ® € Dg?fg, U e DEZ)L,, a,a’ € M et x € Ox. Alors :

a) ®(d',ax(a)r) = ax(a)®(a + d, z),
b) (®oW)(a,z) = ®(a, ¥ (a,z)).

Démonstration (cf lemme (1.1.4) dans [Ogu94]) : a)
' (d', ax(a)z) = (ul™ (a')p{)"( )
= 0(pl™) (@ )p{n) (ax(a))pis)" (x))
= (™ ()pl7) (ax(a)
= ax(a)®(u" (a + a')p{2) " (x))
= ozX(a)CI)b(a +d',z).
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b) On note ®°(z) pour ®"(a,z). On considere le diagramme suivant, dans lequel a est
fixé :
M(T)(a)p(lm),*

n n ’ U
m m)x m m)* ®Z/
#(n+)n'(a)p§,n)+n’ ;u“(nm) (ll)@ld 1“‘51 )(a)p(lyn)
n+n' n ! n
7DX,(m) i 7DX,(m) Qox 7DX,(m) 4o 7DX,(m) Ox

8(rm)

Le triangle de droite commute par définition de ®’. Le carré du milieu commute : si
e € 77 ) alors /AL )( )p(lfz)*(lll(e)) = M;m)(a) R V(e) = (1d® \Il)(/,agzm)(a) @ ud)(e). Enfin,
le carré de gauche commute car pour z € Oy :
(17(@) @ id) o (a7 (@)py 7)) = (7 (@) @ i) () (@)p ()
= u(a) @ p (a)pl) (@),
et
)y (e ()P () = O 0 (@) (P ()
= (M( (a) @ u (@) (1 @ p{7)" ()
= 1" (@) © (@i ().

Le composé du haut est ® o U’ et celui du bas (® o ¥)?, d’ou le résultat annoncé dans le
lemme. O

C. Description en coordonnées locales

Soit {my, ..., m, } un systeme de coordonnées logarithmiques locales de (X, M) sur (5, L)
i.e. {dlog(m,),...,dlog(m,)} forme une base de Q! . On a vu précédemment que
g g (X,M)/(5,L)

{77{ }}|k|<n est alors une base de 73” ) sur Ox,oun; = H{or )(mz) —1. On note {94 }jgj<n
la base duale de Dg(i

Lemme 2.3.3. Soit k = p™q+r, avec 0 < r; < p™ pour tout j, le résultat de la division
euclidienne de k par p™. Alors :

a) & <Z7: njmj,1) =¢ @)

n A
) 2 )= ()2 o ti= ax(m).



CHAPITRE 2.
26

OPERATEURS DIFFERENTIELS LOGARITHMIQUES

DE NIVEAU M

Rappel : la notation 0 < &' < k signifie que 0 < k% < k; pour tout j.

Démonstration (cf lemme (1.1.5) dans [Ogu94]):

<k> <§ :n]m], ) <k>

a) nous avons :

)

H ML%L)(mJ)nJ)

J

[+ 1)7”)

J

Iy (V)

J p;=0

H Z <n]> qu,n{pj

i p,=0

ou g, est le quotient de la division euclidienne de p; par p™,

avec (m) =0si k; > nj,
k;

b) Soient a = Zn]m], a = 0et x =1. Dapres le lemme 2.3.2, 8<k>(0 ala)) =

J

a(a)d (a,1). Donc 9.

n n E
<k>(07 i_) = i_g! (E)

¢) Commengons par calculer 58;?)/@{&}). On part de la relation :

Sy (1) = 5(Tr)

Par suite on a :

D)@ (1 +m)—1
=+ Q1 +1Qn.
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Spm () = o () car 67 est un m-PD-morphisme
= (77¢®77i—l-m®1_|_1®m){k¢}

ks .
= ) < N >(m®m){ N1 @+ @ 1)
a+8=k

. ;< 5 el (Zﬁ< Y e @1))

Apres réindexation, on obtient :

n,n' k; kz kz -« o a
Sy ) = Y < o >< 5 >qa'< M on) e n)m™ o)
a+pB+y=k;
k‘i kZ — a
_— <a>< ; > I g gl 8
a+pB+y=k;
- ¥ < ki >< ki —a >qa!{ a+y }{ a+tf } e L)
« I} « «
a+p+y=k;
_ (kz (kz - a) Qa+w!f1'a+ﬁ!nl{a+w} ® m{aw}‘
a I} q;!
a+pB+y=k;

On en déduit que :
|

|
, EN (k= o\ Yoty Latp
o {k}y _ & ary —orl  {atn} {et8}
wa= 3 (o) (5502 e,

a+B+y=k

Comme J_,, o Q<z> est défini par la composée d_;, o (id @ Q<§€>) o 5?77’173/, on obtient :

qli!
Q<1> © Q<z> = liQ<1> +(li+1) !Q<l+z>'

qi;+1
!
Donc (/; + 1) ;Q<1+§¢> = Q<1> (Q<gi> — ;).
qli+1-
. /! . o .
En multipliant par — le résultat du c) s’en déduit par récurrence sur |k|. O

i

Remarque : le ¢) du lemme ci-dessus implique que 9% =0 en caractéristique

<6>() =<g;>(1)

Y
p. En effet, dans ce cas nous avons 9%, , — 9., 5 = H Jc.> — J) qui est égal, d’apres

(1)

le lemme, a p! 8<p5 5 = 0. On en déduit que la connexion canonique associée a un Dy -

0)

module & (pour la structure de D’-module sous-jacente) est de p-courbure nulle. En effet,
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la p-courbure de V est 1(V)(9) = V(9)? — V(9®) (avec les notations de [Ogu94],1.2.1 : si
0 = (D,d) est une dérivation logarithmique, et Fx est le morphisme de Frobenius absolu,
alors 9) = (D?, F% 0§ + DP~' 0 §) est encore une dérivation logarithmique). Notons {d;}
la base duale de {dlogm,}. Alors V(0;) = (id @ §;) o V = Q<5i> et a}p) = 0;. Donc, en
vertu de ce qui précede, ¥(V)(9;) = 0.

Lemme 2.3.4.
_<E,> O—<E”> = 7 o ' Y AT — ’_ Yek>-

Démonstration : d’apres les calculs faits précédemment, on a :

. n,n’ E E_ o g .y a!gk”! adb—E"

atp=k" 7 T T £
sig{-ﬁ:kﬂ SE?

et 0 sinon.

k % — & — k" 4G
Depos 00 s (™) =, TR
Deprs 0 Deprs (™) E+E —k k—F 9!

soit sup{k’, K"} <k <K + K&,

et 0 sinon.

Donc

D’ou la formule du lemme. a
Nous voyons en particulier que : Q<&’> 0 Q<&u> = Q<&,/> 0 Q<&’>'
Remarque : comme dans le cas non logarithmique, nous retrouvons les formules suivantes

1) Si k' et k" sont & supports disjoints : O prs 00 s = D prypis-
2) Formule de Taylor :

(2.3) Pour tout z € Oy, p?*(m)(x) = Z Q<&>($)ﬂ{k}-
|E|<n
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Si s € M, on peut expliciter cette formule pour ,u?m)(s) comme suit :

(2.4) =D Jas (s, D™

|k|<n
3) Action de Ox a droite sur Dg;n) :
E (m).
(2.5) Pour tout = € Ox, 9.7 = Z . 0 cpis ()0 dans DY
i<k B
Proposition 2.3.1. Dg(m) est engendré par Ox el les operateurs o, 5, 0pe 5r - Ocpme s

1 <2< r, ces derniers commutant deux a deuz.

H (0. > — ki) pour tout
o<k <k
k < p (cest-a-dire k; < p pour tout j). Le lemme 2.3.4 permet d’écrire en outre 9 ;.
sous la forme Q<&> = Q<k1§1> 0 Q<k2£2 > '“Q<kr§r > sans ambiguité. Dans la suite de la
démonstration, on se passera donc de multi-indices.

Démonstration : d’apres le ¢) du lemme 2.3.3, 9_;, =

|Z§“_||©

Soit j € {1,...m — 1}. On consideére dp> pour p/ <k < p'*1. On peut écrire k sous la
forme k=p’ +bavec0 <b<p'(p—1). Ona:

k .
_ Z 7! @' !
Tt = ety B D= B) i e
) El glg,! k! 1 o
Le coefficient de 0> dans cette somme est : T = D] car k < pt < p™. Or
k! 1 < : 1
» (pj!b!) = - 1(k —o(k)—p +o(p!) —b+0(b)) = E(—O‘(k) + 1+ 0(b)). Comme
k!
kE=p +bavech < (p— 1)p onao(k)=o(b)+1 donc v, <J—’b’ = 0. Donc le coefficient
p71b!

de O<i> est inversible. Par récurrence sur k et 7, on en déduit que d<i> s’obtient a partir
de O<15,...0<,m-15 pour tout k < p™.

Si k> p™, on écrit k sous la forme k = p™ + b avec b > 0. Alors

k

Ocpm>Ocr> = Z TR - L0t
o\ — ym)I, | 1
i=maz{p™,b} (k L)'(L P )(5 b) q;'

k’ qb!qpm!_ k' qb!

= —. Or
pmIbl ! p™ 1! gp!

Le coeflicient de 0. dans cette somme est :
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Up (#g) = (k= o (k) =" + o(p") — b+ o(b) + 0 — 7(@) — @ + o (a)
= L okt 1t o(b) + @ — ola) — ai + olar).

Comme k = p™ +bon a g = q + 1 et rp =1, (avec des notations évidentes). D’autre
part o(l) = o(q) + o(r;) pour tout entier [. On en déduit que o(b) — o(q) = o(k) — o(qr).

Pog! 1
D’ou v, BRI UL R ——(1 4+ @ — gx) = 0. Donc le coefficient de d<i~ est inversible.
pm1bl g ! p—1
Par récurrence sur k, on en déduit le résultat de la proposition. a

Proposition 2.3.2. «) gng(m) est un anneau commultatif.
k‘/ k‘//

Dans cet anneau : Q<&’> OQ<E/> = < = —ilc_'_ Q<E+&u>.

= (m)

—

b) Si S est localement neethérien, alors Uanneau DUm) =I'(U, Dgz,n)) est nethérien a gauche

et a droite pour tout ouvert affine U de X.

La démonstration est strictement analogue & celle du cas non logarithmique (cf [Ber96],

p.218).

2.4 Fonctorialité

Les propositions qui suivent sont la version duale de celles énoncées dans le paragraphe
2.2.4 a propos des voisinages de la diagonale, dont nous reprenons les notations.

Pour f: (Y,N) — (X M), le morphisme naturel f*73 ) = Py definlt par dua-
(m

lité un morphlsme Dyn — f D . On en déduit par passage a la hmlte un morphisme

DY —>fDX.

Soit (X, M) un (5, L)-log-schéma fin log-lisse. Nous considérons un changement de base
g: (S, L") = (S5, L),ou g est un m-PD-morphisme. Soient (X', M') = (X, M) x(s,)(S", L")
le prodult fibré de (X, M) et (S, L") au-dessus de (S, L) dans la catégorie des log—schémas
fins, et ¢’ : (X', M') — (X, M) la premiere projection.
(m)

Proposition 2.4.1. Le morphisme naturel Dy~ — g’*Dg(m) est un isomorphisme.

Démonstration : c’est une conséquence de la proposition (2.2.2). O
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(m)

Proposition 2.4.2. Si f : (Y,N) — (X, M) est log-étale, alors le morphisme Dy’ —
f*Dg;n) est un isomorphisme.
Démonstration : c’est une conséquence de la proposition (2.2.3). O

2.5 Que se passe-t-il lorsque m varie ?

2.5.1 Applications p,, ,

Soient n,m et m' des entiers tels que m’ > m. Une m-PD-structure définit une m’-PD-
structure. Pour k € N, on note k = p™q+r=p™'¢ + 1 avec 0 <r < p™ et 0 < ¢ < p™,
les résultats de la division euclidienne de k par p™ et p™ respectivement. On a alors

|
oy = q/' {k}om) | La propriété universelle des m/-PD-enveloppes logarithmiques fournit
q-
un unique morphisme @7, (Ag,’(m), M(”m)) — (Ag,’(m,), M(”m,)) factorisant le diagramme
. I
suivant : (X, M)C (m) (A”X7(m), M(”m))
idx homy

T

Jot h(m’)

(X7 M)C%m (AnX,(m’)7M(nm’)) (X25MX2)

En coordonnées locales, on a la base {Q{k}(m') }Hej<n (respectivement {n{&m }|&|<n) de P m
(respectivement P§(7(m)) sur Ox. Les éléments de ces bases vérifient : n{k} q" n{k}

Par dualité les m—PD—morphismes T X mry Py fournlssent des homomor-
phismes Ox-linéaires p7™ Dg 71 — Dg& n) D’apres la relatlon précédente :
(2.6) D) = Lo

. n —<&>(m) q &>(ml) °
L ‘s 4 St ' t tatif
e carré : Pyl P () ®0x P ey €5t commutatif.
e’ Ot O
73?7'(7;”) o PX (m) ®ox 73”

m

(m) et

On en déduit que les homomorphismes p? , sont compatibles au produit dans Dy
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Dg(m/), et définissent donc des homomorphismes canoniques de faisceaux d’anneaux filtrés
J— Dg(m) — Dg(m ),

2.5.2 Relation avec @’

On rappelle que pour ¢ € ngT)L on a défini ® : M x Ox — Ox par ®(a,z) =

q)(/igzm)(a)p(m)*(:c)). Un calcul rapide montre que Mﬁf”)(a) = gofnfm,(pglml)(a)) pour tout

1,n

a € M. Soient a € M et x € Ox. Alors :

P (@) (a,2) = ® ol (0 (@)pl7)" ()
= @ (0 (@) (W7 (2)) )

= & (u" (a)p])" ()
= ®’(a, z).

Donc pfmm,(q))l’ =’

Lemme 2.5.1. Pour tout ¢ € Dg;n), P () = @,

2.6 PD-stratifications logarithmiques de niveau m

La notion de PD-stratification de niveau m défini par Berthelot ([Ber96], (2.3)) s’étend
naturellement au cas logarithmique. Tout se passe avec les log-schémas comme dans le cas
classique, mais nous donnons ici quelques détails pour plus de commodité.

Définition 2.6.1. Soient (X, M) — (5, L) un morphisme log-lisse au-dessus de Z,), el €
un Ox-module. Une m-PD-stratification (ou PD-stratification de niveau m) ¢ sur & rela-
tivement a (S, L) est la donnée d’une famille compatible d’isomorphismes P (m)-linéaires

ou les produits tensoriels sont pris respectivement pour les structures droite et gauche de
P}7(m), satisfaisant les conditions suivantes :

(Z) Eo = [dg,

(i1) pour tous n,n’ le diagramme

!k
5(7;7,) (En-l- n'! )

73}}7(m) ® P}Z(’(m) ®E - E® P}Z(’(m) ® 73}}7(m)

Piim ®E® P;{"(m)

dont les fleches sont obtenues par extension des scalaires grace a ’homomorphisme 5(;’;)‘
défint en 2.3.2 A. et aux homomorphismes naturels :
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%" % PEy = Pxom = Pim © Px )

m

est commutatif.

Cette derniere condition, appelée condition de cocycle, peut s’énoncer d’une autre
maniere. On note ¢, : A% (m)(Z) — A% (m) I’lhomomorphisme correspondant a la pro-

jection de X?® sur X? d’indices i et j. Alors 2.6.1 (ii) équivaut a la condition (ii’) :
Pour tout n, gg5(en) = qgi(en) © ¢75(en)-

De la méme facon que dans le cas classique, un homomorphisme Ox-linéaire p : &€ — F
entre modules munis de m-PD-stratifications est dit horizontal s’il commute aux isomor-
phismes ¢,,.

Proposition 2.6.1. Soit £ un Ox-module. Les données suivantes sont équivalentes :

a) une structure de Dgz,n)-module a gauche sur € prolongeant sa structure d’'Ox-module,
b) une famille compatible d’homomorphismes Ox-linéaires 0, : € — € o, P§(7(m) (ce
dernier €tant considéré comme un Ox-module par Uintermédiaire de la structure droite de
P§7(m)), telle que 8y = Ide et que pour tous n,n’ le diagramme suivant soit commutatif :

, Id®5"7’n”/ ,
£ @o, P " € B0y Pk () D0x P m)
6’n+n/ 8,QId
£ 9, & ®@X ,P;L(,’(m)

¢) une m-PD-stratification ¢ = (e,,) sur &.

De plus un homomorphisme Ox-linéaire p : £ — F entre deux D&m)-modules a gauche est

D&m)-linéaire st et seulement s’il commute auz homomorphismes 0, (respectivement aux
isomorphismes e, ), i.e. s’il est horizontal.

Démonstration : la méthode est analogue a celle utilisée dans le cas classique (cf [Ber74], 11
4.1-4.2), aussi nous nous contenterons ici de rappeler comment 1’on passe d’une structure
a autre.

Une structure de Dg(m)—module a gauche sur un Ox-module £ définit une famille com-
patible d’homomorphismes g, : Dg(mT)L Ro, € = &, ou le produit tensoriel est pris pour la
structure droite de O x-module de DEZ)L, iy €tant lui-méme Ox-linéaire pour la structure
gauche. Cette donnée équivaut par adjonction a celle d’une famille d’homomorphismes
Ox-linéaires

0,:&— HomoX(Dg)ug) S E® 7J;L(m)’
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(m)

ou le faisceau Hom est pris pour la structure gauche de Dy, et est considéré comme O x-

(m)

module pour la structure droite de D"’ ; la commutativité des diagrammes 2.6.1b) traduit

(m)

alors 1’associativité de l'action de Dy’ sur €. Les isomorphismes ¢,, sont les factorisations
Py (m)—linéaires des 0,,, et la commutativité de 2.6.1b) correspond a la condition de cocycle.

En coordonnées logarithmiques locales, 'application 8, est celle qui associe a une section
x € & son développement de Taylor (d’ordre n) :

(2.7) Oul@) = ) Depor @™,
|k|<n

L’expression de ¢, s’en déduit aussitot par linéarité, et on vérifie que c’est un isomor-
phisme en remarquant que son inverse est donné par

elz®l) = Z (—1)|&|Q{&} ®@ D ps -
|&|<n
O

Les m-PD-stratifications permettent de munir les faisceaux ® et Hom d’une structure
de Dg(m)—modules a gauche, comme le précise le corollaire suivant :

Corollaire 2.6.1. Soient £ et F deux Dg}n)-modules a gauche.
(m)

(1) 1l existe sur le produit tensoriel £ Rp, F une unique structure de Dy ' -module a gauche
telle que, pour tout multi-indice k et toutes sections x de € et y de F, on ait :

Deps-(r@y) = Z{

i<k

[

} DeinT @0 fis-y-

Jes .

(i1) 1l existe sur le faisceau Homo, (€, F) une unique structure de D&m)-module a gauche
telle que, pour tout multi-indice k, tout morphisme ¢ : &€ — F et toute section x de £, on
ait :

@es?)) = S0 4}y (o100

L =
i<k

Afin d’établir les théoremes de descente dans le chapitre 4, nous aurons besoin d’opéra-
teurs différentiels a coefficients dans une Ox-algebre. Nous rappelons donc ici les construc-

tions de Berthelot (cf [Ber96], 2.3.4. sq).

Soit B une Ox-algebre commutative. On dira qu’une structure de Dg;n)—module a
gauche sur B est compatible a sa structure d’algébre si la structure de Ox-module sous-
jacente a la structure de Dgrn)—module est celle qu’induit la structure de Ox-algebre, et si
les isomorphismes ¢, : 73;‘(7(m) @B = B® P§(7(m) de la m-PD-stratification correspondante
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sont des isomorphismes de P (m)—algébres.
Compte-tenu de (2.7), cette derniere condition de compatibilité au produit s’exprime en
coordonnées locales par la formule de Leibniz

ey WhoeB kel 04,00 =3{ f bau oy ..

z
i<k

(m)

Etant donnée une O x-algebre B munie d’une structure compatible de Dy ’-module a

, . . . m .
gauche, nous pouvons définir sur le produit tensoriel B @p, Dg( ) une structure canonique
de faisceau d’anneaux. Plus précisément, nous avons la proposition suivante (proposition

2.3.5. de [Ber96]) :
(m)

Proposition 2.6.2. Soit B une Ox-algébre commutative, munie d’une structure de Dy -
module a gauche compatible avec sa structure de Ox-algebre. Il existe alors sur le produit
tensoriel B @o Dg(m) une unique structure de faisceau d’anneaux telle que les morphismes
B — BRe,D g( ), b—b®1, etD ™) — B®o Dg( ), P — 1® P soient des homomorphismes

d’anneauz, que (b®@ 1)(1 ® P) =b® P pour tous b € B et P € Dg&r ), et que, pour tout
systéme de coordonnées locales sur X, tout multi-indice k et tout b € B on ait

k
(1©94s).(001) =) { n }Q<&—z>b ® 0

(A

(m)

Si B’ est une B-algebre commutative munie d’une structure compatible de Dy
gauche, telle que B — B’ soit Dg;n)-linéaire, le morphisme B @0, Dg(m) — B' ®oy Dgz,n) est

un homomorphisme d’anneauz.

-module a

Remarque : la donnée d’une structure de (B ®o, Dg(m))—module a gauche sur un B-
module & est équivalente a la donnée d’une m-PD-stratification dont les isomorphismes
en : Pk X, (m) ®Ox £ € Qoy Py X (m) Sont semi-linéaires par rapport aux isomorphismes

Py ®Ox B = B ®o, P m de la m-PD-stratification de B.

La notion de stratification permet de définir un foncteur image-inverse dans la caté-
gorie des D™)-modules & gauche, de la méme maniére que dans le cas classique (cf [Ber00],
paragraphe 2.1). On considére un diagramme commutatif de morphismes de log-schémas

fins : (X, M) ——=(Y,N)

|

(S,L)—— (T, K)
avec (X, M) et (Y, N) log-lisses sur (S, L) et (T, K') respectivement. Nous avons vu dans
2.2.4 que ce diagramme induisait par fonctorialité un autre diagramme commutatif :

(AX,(m)7 M(m)) - (AY, ? N(m))
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ou les fleches verticales sont les projections canoniques. Si F est un Oy-module, la

donnée d’une structure de D&m)—module a gauche sur F équivaut d’apres la proposition

(2.6.1) a celle d’'une m-PD-stratification (1,)nen avec 1, @ ¢GF — ¢ F. Le faisceau

image inverse f*F est alors muni de la m-PD-stratification image inverse définie par

en = (f < [)*(na) : p}(f*F) = p5(f*F). On obtient donc sur f*F une structure canoni-
(m)

que de DY"”-module a gauche. De plus, si F' est un second Dy*’-module a gauche, un
morphisme Oy-linéaire ¢ : F — F' est D%,m)—linéaire si et seulement s’il est compatible
aux m-PD-stratifications. Ainsi le foncteur f* s’étend en un foncteur, encore noté f*, de

(m) (m)

la catégorie des Dy ’-modules a gauche dans celle des DY ’-modules a gauche.

Si on a le diagramme commutatif complété : (X, M) S (Y,N)—=(2,0)
(S,L)— (I K)— (U, J)

avec (7, O) fin et log-lisse sur (U, .J), alors, pour tout D(Zm)—module a gauche G, I'isomorphisme
de transitivité (f* o g*)(G) ~ (go f)*(G) est D&Tn)—linéaire.



Chapitre 3

Elévation du niveau par Frobenius

Nous étudions le foncteur image inverse associé a un (S, L)-morphisme F' : (X, M) —
(X', M') dans le cas ou F' est un relevement de la puissance s-eme du morphisme de

(m)

Frobenius relatif exact. Nous montrons que I'image inverse d’un DY,’-module a gauche est

munie d’une structure naturelle de Dg(m+s)—module a gauche.

3.1 Notations

Soient m > 0, (S, L), (T, K) deux log-schémas fins munis de m-PD-idéaux quasi-cohérents
(as,bs,vs) et (ar,bp,yr), et (S, L) — (T, K) un m-PD-morphisme. On suppose vérifiées
les conditions suivantes (qui impliquent les conditions analogues sur (5, L)) :

(i) p est nilpotent sur 7,

(11) p € ar.

On note bl le sous-PD-idéal bs + pOs C as, muni des puissances divisées prolongeant vs
et les puissances divisées canoniques de (p). De la méme maniere on définit b, C ay.

Soit Sp le sous-schéma fermé de S défini par ag, qui est de caractéristique p. On le
munit de la log-structure Ly image inverse de L par le morphisme canonique Sy < S
(donc (So, Lo) — (S, L) est une immersion fermée exacte). Si (X, M) est un (S, L)-log-
schéma fin, on note (Xo, My) sa réduction sur (Sp, Lg) : c’est un log-schéma fin. De plus,
comme l'immersion (Sg, Lo) — (5, L) est exacte, elle est integre, donc Xy est le produit
fibré usuel dans la catégories des schémas. Remarquons enfin que (Sg, Lo) — (5, L) et
(Xo, My) — (X, M) sont des nilimmersions, puisque ag est un m-PD-idéal.

Pour s > 0, on note (Xés), Més)) le (So, Lo)-log-schéma déduit de (Xo, M) par le s-eme

itéré du Frobenius absolu de (Sp, Lg). On a donc le diagramme commutatif suivant :
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3.2 Situation

On se donne :

(a) un (So, Lo)-log-schéma fin log-lisse (Xo, M), un (7o, Ko)-log-schéma fin log-lisse (Yo, Ng)
de dimension relative r sur (Ty, Ky), et un (74, Ko)-morphisme fq : (Xo, My) — (Yo, No) ;
(b) un (S, L)-log-schéma fin log-lisse (X, M) relevant (Xo, M) ;

(c) un entier s > 0 et un (7', K')-log-schéma fin log-lisse (Y', N’) relevant (YO(S), Nés)) ;

(d) un (7, K)- morphisme F:(X,M)— (Y',N') relevant le (g, Ko)-morphisme

Féy oy oy © Jo = f) Fey, o) /(50,5 (01 9 (xPmy o (v NEY est déduit
de fo par fonctorlahte)

Nous noterons F : (X?, Mxz2) — (Y'?, Ny2) le morphisme induit par F, T (res-
pectivement Z') I'idéal de la diagonale dans (X?% Mx:) (respectivement (Y’Q,Nylz)) et
(Py (m+s)’ I I) (respectivement (Py, I’ I’))

)-

de niveau m +s de Z (respectlvement m de 7'

I’enveloppe a puissances divisées partielles

3.3 Elévation du niveau par Frobenius

Considérons le diagramme suivant :

(X7 M)(: (AX,(m)a M(m)) (XQ, MX?)
Po,(m) P1,(m)
F
(Y, N — Ay (m), N(/m)) (Y%, Nyr)

D —
Po,(m) Pl (m)

La propriété universelle des voisinages a puissances divisées partielles de niveau m fournit
un PD-morphisme Fa : (Ax (m), Mm)) — (Ay/7(m),N(/m)). Par ailleurs, nous avons un
morphisme canonique @y, mts : (Ax (m)s Mm)) = (Ax (mts)s Mimas)), qui vérifie p(,)(a) =
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©rmts(H(m+s)(@)) pour tout a € M. Nous allons montrer que Fa se factorise via (Ax (),
M(m-l—.s))-

Proposition 3.3.1. (i) Sous les hypothéses précédentes, ['homomorphisme FX induit un
unique PD-morphisme :

(I)* : FA_lpy;7(m) — pX,(m—}—s)

envoyant FA_lf’ dans T + bsZ.
(it) Pour tout n >0 on a : o (F 11’/{ hm ) C j{”}(m+s)

Démonstration : I’énoncé est local sur (X, M), on peut donc supposer que (X, M) et
(Y', N') sont affines et qu’il existe des coordonnées logarithmiques locales by, ...,b. € Ny

sur (Yo, No).

On note wq : (Yy,Nj) — (Yo, No) le morphisme déduit de la projection canonique
(YO(S), Nés)) — (Yo, No). Soient b, ..., b. des sections de N’ relevant les sections w(b;) de
Ny. Les sections by, ..., b] forment alors un systeme de coordonnées logarithmiques locales
sur (Y’, N'). Soient ay, .., a, des sections de M relevant les sections f;(b;) de Mj.

t;» =ozy:(b)€(')y/ x; —Ozx( )EOX
On pose : ur = ,u(m)(b’) € 73*, (my et ¢ ui = ,MZ( i) € 73*

n. =u;—1€73, i =u; —1 € Py
HE} om

m—I—s

m+s

On sait qu’alors {n"** ™} (respectivement {n!&+9}) est une base de P 1 (m) (TESPEC-

tivement P, )) sur Oy (respectivement sur Ox). Considérons le diagramme suivant :

m+s
(Xo, Mo)© (X, M)
\Q\ (So,Lg)
(1/0, 0) ( 0 M/) U F
Yo No)/ \0*
(Yg, Ny (¥, ')
]
(To, Ko)© (T,K)

Nous avons :
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igo (b)) = (f5 o F(Yo No)/(To, AO)) 0" (0
=(fo o FYO No)/(TO,KO))( (b_))
= f5(p°b:)

:psfo( )
= p’iga:)
i)

= lo(P a;

)

, . iy aX . .
Notons 3 la composée : ig' M —~—= i7'Ox —> Ox,. Comme l'immersion fer-

mée (S, Lo) — (S5,L) est exacte, il en est de méme pour 5. Donc My ~ M =
iglM Bp-10% (’)}0. Donc il existe ¢,d € ﬁ_l((’)}o) tels que F*(b)) + ¢ = p°a; + d et
B(c) = B(d). Comme Xy — X est une nilimmersion, i3 : i5'Ox — Oy, induit une surjec-
tion ig'O% — O%,, donc 371(0%,) = a;*(O%) est un sous-groupe, et on peut prendre
¢ = 0. Ainsi, pour tout i, il existe e; € M* tel que F*(b!) = p°a; + €, et B(e;) = 5(0) = 1.
On Ve’ut ‘Ca‘Llculer FK('/]Z’»)/: Fi(f%m)(bi)) - 1. Montrons que FK(/,L?m)(b;)) = /,f(m)(F*(b;))
I;ar Ele?m(t)lon fh(m) (F*(b})) est I'unique élément = de P om) tel que pi(m)(F*(bi)) = pa(m)(F*( -
(m)(2). Or :

Py (F7(07)) = FX 0 p'T (1) (57)
= F} (PIS,(m)(bg) + Mm)(uﬁm)(bé)))
= Po,om) (F7(05)) + Ay (FR (111 (B)))-

Done g (F7*(b)) = Fg(uzm)(b;)) On en déduit que :

Or e; € M~, donc M(m+s)(€ ) = O (m+ts) (] (Tr+s)( €i) — P (m+s)( €i)) = PT,(ers)(OéX(@i))
p37(m+s)(ax(ei))_l. Comme ((¢;) = 1 = j(ax(e;)), on peut écrire ax(e;) sous la forme
1+ f; avec f; € asOx. D’ou :

/u’(m-l-s)(ei) py{,(m+s)(1 + f)pg (m+s) (1 + f')_l
>{m—}—s( —I_f) pOm—I—s(l—I_f))pO'rr—I—s(l—l_f)
Lmts) (i) =

(»
<P1 (m+s Po (m—l—s)(f )) Po J(m+s) (1 + f)
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On peut donc écrire /,L(m_|_5)(€i) sous la forme (; + 1 avec (; € agJ; (ou J; est le noyau de
I'immersion fermée canonique (X, M) < (Ax (mts), M(mts))). Dot :

FAM) = @pmps(ul (14+G) = 1)
= @;,m—l—s(u?s —I_ Clu?s - 1)
= G ((1 )+ Gl = 1)

ps—1

Comme p € ag divise (l;{:) pour tout k£ compris entre 1 et p* — 1, on peut ré-écrire

cette derniere relation sous la forme : FX(n!) = @:n,m+s(flfs + 0;) avec 6; € agJ;. Donc

m m+s m m m
FX(P7) = @ mys(mf + 07 + p&) avec & € asJ{ . Or pas C bg, donc p¢; € bgJy .
Dot : Fx(n*") = @%7m+s(nfm+s + 0;) avec 0; € bgJ?" . Ce résultat entraine le (i) de la
proposition, puisque P 1 (m) €8t par construction ’enveloppe a puissances divisées usuelle

de I'idéal engendré par les n/*"

r

(ii) L’idéal T et engendré en tant que Oy/-module par les sections Hn’{”i} m)

=1
r

avec Z n; > n. Pour prouver I'assertion (ii), il suffit donc de montrer que, pour tout n,
=1
o*(niihem) € T 9 Cela se fait de maniére strictement analogue au cas non logarith-

mique ([Ber00], p.39). O

On a donc un morphisme @ : Ay (45 — Ay (m)- On notera aussi ® : A% X (mts)
A?,( ) les morphismes induits par passage aux voisinages infinitésimaux. Rappelons que
les voisinages a puissances divisées de la diagonale sont définis a partir d’une exactifi-
cation locale de celle-ci. Soit 3 : (Y',N') — (Z', Nz) une immersion fermée exacte,
g : (Z',Nz) — (Y'?, Nyr2) un morphisme log-étale, tels que ¢’ o 7' = A’. Alors A§,7(m)
est 'enveloppe a puissances divisées partielles de niveau m classique de Y’ — Z' et
Nl? ) = h*NZl ou h' : A$,7(m) — 7', Soit (ZhMZl) = (Z/,NZ/) ><(Y127NY’2) (XQ,MXz).
Alors la projection canonique (Z;, Mz ) — (X?, Mx2) est log-étale. Comme FjoA = A'oF,
la propriété universelle du produit fibré fournit une immersion fermée (X, M) — (71, My, ).
Si celle-ci n’est pas exacte, on considere une exactification (X, M) — (Z, Mz). On obtient

le diagramme commutatif :

(X7 M)C% (AnX,(m{—s)’M(nm—l—s)) — (Z MZ) (X27MX2)

(Y, N (A% () N'y) =7 (2, Nz) — (Y"?, Ny»2)

(3
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Le morphisme de log-schémas (7', Mz1) — (Y%, Ny ) est log-étale, donc la composée F'oh
est unique. Comme M(”m_H) = h*My, l'application h*F"*Nyz — h*My permet de définir

une application CI)*N’?m) = O*hW*Ny ~ W*F*Ny — h*My = Mg, 1o,

obtient un morphisme de log-schémas ® : (A?WH_S), (”m+s)) — (A§,7(m), N’?m)).

de sorte que l'on

Corollaire 3.3.1. Si F est un D&T)-module, il existe une structure naturelle de DE?"I_S)-

module sur F*F.

Démonstration : soit (&, )n>0 la m-PD-stratification sur F correspondant a sa structure
de D%,T’f)—module a gauche : ¢’ : p’?*(m)f%p’g*(m)f. Alors (®*¢!)),>0 fournit une (m + s)-
®*e!

PD-stratification sur F*F : Pllmgs) FF = CI)*p’?*(m)}— = q)*p’g*(m)f > Poimis) T
c’est-a-dire une structure de Dgn—l_s)—module a gauche. d

Corollaire 3.3.2. Pour F = D&,), la structure de Dg;n)-module de F*D§,O,) permet de
définir un morphisme 11 : Dg;n) — F*Dg,o,), P— P(1®1).

3.4 Description en coordonnées locales dans le cas de
la caractéristique p

Lorsque (S, L) est de caractéristique p, on peut expliciter la structure de Dgzn—l_s)—module

de F*F comme dans le cas classique.

Proposition 3.4.1. On suppose ici que (S,L) = (T, K), (X,M) = (Y,N), as = 0 et
que I = F(SX’M)/(S’L). Soient ay,...a, des coordonnées logarithmiques locales sur (X, M),
ay, ...a, les coordonnées correspondantes sur (X', M'), i = pi(m+s)(ai) =1 et i = pif,,,(ai) —
1. Alors :

(i) L’homomorphisme ®* : P nom) = Px mts) défini dans la proposition (3.3.1) vérifie :

pour tout k € N".

1) St F est un D(n?)-module a gauche, la structure de D(m+s)-m0dule a gauche de F*F
X g9 s X g

est caractérisée par les relations :

.. 188, 0o f siplk
(32) Oessy 100 = { T

sinon
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Démonstration : ici (5, L) = (So, Lo) est de caractéristique p, et F' est le s-eme itéré du

morphisme de Frobenius relatif de (X, M) sur (5, L). On a donc : F*(al) = p°a; et

= Umts)(P°a;) — 1

:u(m+5)(ai P—1
=(m+1)" -1
=P

Donc
o= <n;{ki}(m)) — o* <m{m(n;pm)[q¢])

Sy m+s [q1]
=i '(nf )

{P°ki}(mts)

k3

car p°k; = p"*toq; + p°r; avec 0 < p*r; < p™ 5. D’ou 'assertion (7).

Soient ¢’ = (&!) la m-PD-stratification logarithmique de F et ¢ = (g,,) celle de F*F.
Alors pour tout f' € F, e (1@ f) = 6,(f) = ZQ/<5>(m) f'® Q’{&}(m) (d’apres la rela-
k

tion (2.7) du paragraphe 2.6). En posant f =1 ®_f’, on obtient : e,(1 @ f) = 0,(f) =
ZQ<&>(m+S)f ® Q{&}(m“). Orl®f=0*(1® f') et e, = ®*(c)) par construction, donc la
k

formule (3.1) entraine la formule (3.2). O

Le corollaire suivant nécessite seulement de supposer que Og est annulé par une puis-
sance de p.

Corollaire 3.4.1. Le morphisme 11 : Dgzrn) — F*D&,) défini dans le corollaire (3.3.2) est
surjectif (lorsque la base S est annulée par une puissance de p).

Démonstration : lorsque la base est annulée par p, la formule (3.2) entraine que H(Q<pmﬂ>(m) )
=1® Q<£>(O) et H(Q<&>(m)) = 0 si p™ ne divise pas k. Donc II est surjectif. Si 'on sup-
pose maintenant que la base est seulement annulée par une puissance de p, nous pouvons
considérer la réduction (So, Lo) de (S, L) modulo p, et (Xo, My) = (So, Lo) X (s,0) (X, M).
Comme p € ag, p est nilpotent, donc la surjectivité de Il : Dg?;) — F()*Dg,) entraine celle

de 11 : DY — DY), O



44

CHAPITRE 3. ELEVATION DU NIVEAU PAR FROBENIUS




Chapitre 4

Descente par Frobenius

Dans le cas classique, Pierre Berthelot a montré que le foncteur image inverse par le s-eme
itéré du Frobenius établit une équivalence de catégories entre Dg??)—modules et DE?H'S)—
modules (cf [Ber00], théoreme 2.3.6). Dans le cas logarithmique, ce résultat est en défaut,
comme I’a remarqué Arthur Ogus (cf [Ogu94]) dans le cas de la descente de Cartier. En
effet, on a comme condition supplémentaire la nullité de ’application résidu, introduite par
Ogus. Rappelons brievement la définition de cette application. Notons (X, M*) le (S5, L)-
log-schéma dont le schéma sous-jacent est X (au-dessus de ) et dont la log-structure est
I’image inverse de L. Nous avons alors Qi’/s = Q%X*7M*)/(57L). D’autre part f se factorise
en f= f*ou,avecu: (X,M)— (X*,M*)et f*: (X*,M*) — (S5, L). Nous avons donc la

suite exacte suivante :
xcemnypsiny =~ Lxonysn) = Roxansy = 0

avec R(xary/sn) = Q%X7M)/(X*7M*). L’application d : Ox — Q(IXM)/(S’L) se factorise a
travers ‘Q(IX*,M*)/(S,L)? donc 'application composée Ox — R(x ary/(s,r) est nulle. L’application

résidu d’une connexion logarithmique V: £ — £ ® Q(IX7M)/(S7L) est définie comme la com-

posée (1dg @r)o V.

Le résidu de la connexion sous-jacente a un Dg)—module n’est pas toujours nul, comme
le montre 'exemple suivant. Considérons la droite affine X = Spec(Z,[t]), munie de
la log-structure M associée a N — Z,[t], | — t. Soit F un Ox-module localement li-
bre de rang 1, de base e. Munissons F de la connexion définie par 8<1>(0).e = ae avec
a€Z,aNp=1(Ve=ae®dlogl). Comme pldcps, = <15, 0...0(0<1>, —p+1)=
O<i>() 0+ -0(O<1q —pt+1), ona pldeys, (€) = a(a—1)...(a—p+1)e. Orpdivisele produit

ala—1)...(a— 1
afa—1)...(a—p+1) et F est sans p-torsion, donc d¢y> , (€) = ( ) p!( Pt )e,
et F est muni d’une structure de Dg;)—module. Par ailleurs, le résidu rvy envoie e sur

(tdr @r)oV(e) = (idr @r)(ae @ dlogl) = ae # 0. Par réduction modulo p, on obtient un

exemple de D; -module de résidu non nul (puisque a A p = 1) en caractéristique p.
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Afin de lever cette difficulté, nous allons utiliser les constructions de Pierre Lorenzon.
Dans sa these (voir [Lor97] et [Lor00]), Lorenzon associe canoniquement a une log-structure
sur un schéma X une algebre AY : c’est I'algebre associée a 1’extension

Ex=(0—0y — M} —TI¥ —0)

ou I est le quotient de M$’ par I'action de O%. Nous renvoyons a ’annexe pour des rap-
pels plus détaillés. Nous montrons que cette Ox-algebre 73 -indexée possede une structure
de Dg;n)—module, ce qui nous permet de définir de nouveaux anneaux f)gm%, pour lesquels
nous établissons un théoreme de descente (4.3.1). Pour simplifier, nous établirons ici une

équivalence de catégories entre ﬁg??%—modules et ﬁg?? r-modules, plutot qu’entre ﬁg&m; *).

modules et ﬁg?f?z—modules.

Notations : nous considérons un log-schéma fin (X, M) log-lisse au-dessus de (.5, L). Soit
dx (ou simplement §) la projection canonique MY — Z3°. Pour s € MY, nous noterons
es la base sur Oy de “45)7?6(5) définie par s (cf annexe).

4.1 L’anneau ﬁg(mz)

(m)

Nous allons montrer que 'algebre A% possede une structure naturelle de Dy 7-module.

(m)

Pour m fixé, nous pourrons alors définir ’anneau DY 7 par :
k)

DY

Ags? ®OX,I DEZT,L%

(si M est un faisceau sur X, alors M7 est le faisceau induit dans le topos localisé X7, ou

T=T%).

4.1.1 Structure de Dg(mz)-module de AY
(m)

D’apres le lemme (2.2.1), AY est muni d’une structure naturelle de D7-module. En effet,
comme 1’a souligné Lorenzon dans sa these (cf [Lor97]), si f: (X, M) — (Y, N) est un
morphisme strict, alors f*Ay" — A% est un isomorphisme. On a donc les isomorphismes
d’algebres 79/ -indexées : p; AY — %}(,(m) — poAY (les faisceaux I et Iip}y(m) sont iden-
tiques). Ces isomorphismes sont compatibles pour n variable par construction et vérifient

la condition de cocycle, ce qui définit bien une structure de Dg;n)—module I -indexé.

Nous pouvons décrire cette structure en coordonnées locales. Pour cela, rappelons
tout d’abord que nous avons construit en 2.2.2 une application [omy - Mx — j7H 1+ J),

(m)) a pour idéal J. Comme j7*(1 + J) est un groupe
(multiplicatif) et [{m) €St un homomorphisme de monoides, H o) s’étend a MY
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Lemme 4.1.1. Pour tout multi-indice k et tout s € MY :

(4.1) D eps-es = Doy (5, Des

Démonstration : on note d; 1’extension des scalaires de AY a pi(AY), et 6 sa composée avec

~

'isomorphisme pi(AY) — p5(AY). Dans AY 5 vu comme sous-faisceau de M3 A Of,

1
= (u(s)pg(s),1)  par définition de u
= (p5(s), p(s))  carpu(s) €57 (1 +J) C I P (m

Il
N
3
=3

(s), ZQZE>(S’ 1)tk par la formule de Taylor (2.3)
k

(p3(s), Po0ps (5, 1))n™

pS(Qi@> (s, 1)68)77{&}-

2
=5 b5, D (5, 1))
2

Donc d ;. .€, = Qi&>(s, Des. a

On en déduit que, pour tout a € Oy,

(4.2) 0 ps-(aes) = Qib(s, a)es.
En effet :

Il
AN
.
IA
£

Donc I'indexation est préservée.
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4.1.2 L’anneau ﬁg(m%

Lemme 4.1.2. Le Dg(% module AY vérifie la formule de Leibniz.

Démonstration : soient a,b € Ox et s,t € MY.

O ps-(aesbes) = 0y (abegy )
a<k>(5 + 1, ab)ests
= 0> (1{my(s + 1)pi(ab
= i ((m) (8) 1y (D)1 a)pi(b))eset
= 0ps ((1{my ()91 (@) (u{y (1)PT(D))) €56

-3 {}

i)
Rt

<k { :
O
(m) gp

Donc la structure de Dy r-module de A est compatible a sa structure de Ox z-algebre,
dans le sens ou ’a défini Berthelot ([Ber96], (2.3.4)). 1l existe donc ([Ber96], prop.(2.3.5))

sur @gm% =AY ®@ox - D&m% une unique structure de faisceaux d’anneaux telle que les appli-
cations AY — ﬁg&m%, a—a®1 et ng% — @g&m%, P +— 1 ® P soient des homomorphismes,
et que, pour tous a € AY, P € D(m) et k, on ait les relations : (¢ ®@1)(1®@ P)=a® P et

(100 4)ao1) = Z{ g a0,

i<k S

(d

[

Il
|
jes .

oo |3
H/_/
|

A

Vv
—_
Q
D)
W
N—
|
A
o
-
Vv
—
o~
)
&
N—

|

4.2 Le cas de la caractéristique p

Dans ce paragraphe, nous supposons que la base S est annulée par p. Nous définissons
dans ce contexte une Ox-algebre I -indexée BA/S’ munie d’une action de Dg(,) a gauche
com})atlble a sa structure d’ (’))S algebre et établissons une équivalence de catégories entre

Dy 7-modules a gauche et BX/S R0y Dg(’),f modules & gauche (théoreme (4.2.1)).

4.2.1 L’anneau ﬁg?,)z

Nous reprenons les notations du chapitre précédent (cf 3.1 et 3.2). Dans sa these, Pierre
Lorenzon définit 1'algebre Bys comme la sous-algebre Z3¥-indexée des sections horizon-
tales de A%, pour une connexion canonique dy4 (cf annexe). Nous allons généraliser cette
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définition en posant :

BX/S HomD (m) (F*D)?,)I,Agp>

Dans le corollaire (3.3.2), nous avons construit un morphisme II : D&m) — F*D(}?,). Dans
le cas de la caractéristique p, la description locale donnée en (3.4.1) montre que ce mor-
phisme est surjectif et que son noyau K est engendré localement par les sections d_,.. -,
0<s<m-—1letl<i<d(oudestlerang de Q(lX7M)/(S7L)). La surjectivité de II implique
I'injectivité du morphisme 1 : B&T% — AY défini par ¢¥(g) = ¢(1 ® 1). La description
locale de K implique que Bg(n;g peut étre décrite via b comme ’ensemble des sections a de

.Agptellesquea<p6>a—OpourtoutO<s<m—1ettout1<L<d Pour m =1, BX/S

est ainsi 'ensemble des sections a de AY telles que d__ ..a = 0 pour tout 1 <7 <d ; on

retrouve donc 'ensemble des sections horizontales de AY considéré par Lorenzon. Pour

m = 0, on peut poser par convention Bg?/)s = AY (notation qui peut préter a confusion,
puisque A% ne dépend pas de la base S, mais qui donne plus de cohérence a la notation

Dg?,)f introduite ci-dessous).

Le faisceau Bg’;g est muni d’une structure d’Ox: r-module a gauche par multiplication

a droite sur F*Dg,)z

Lemme 4.2.1. B%g est une sous-Ox 1-algébre unitaire de A% .

Démonstration : la seule chose a vérifier est la stabilité par le produit. Utilisons la des-

cription locale : si z,y € BX/S, il suffit de montrer que ¥(z)¥(y) (produit dans AY) est
encore dans I'image de ¥, c’est-a-dire qu’il est annule par les J_. e, pour 0 < s <m—1
et 1 <1< d. Or (a)y(y) = x(l R y(l @ 1) et AY vérifie la formule de Leibniz, donc le

résultat est immédiat. De méme, J_,. es1=0 pour tout 0 < s < m — 1 et tout 7, donc

(m)
1€ By /5" O
Définition 4.2.1. Soit m un entier fixré. On pose @g?‘)l = Bg% Q04 Dg?’)l'
On peut munir Bg?/% d’une structure de Dg?,)l—module a gauche par la multiplication a
droite sur F *Dg??’f. Afin de définir sur ﬁg??l une structure d’anneau analogue a celle de

Dg??%, montrons que Bg:% satisfait la formule de Leibniz. Soient z,y € Bg:% Nous devons
, . k
vérifier que ng(o).(:ﬁy) = Z{ h } a’<2> ,1;(?<k >0 Y- Comme nous disposons d’un
2<k - 0)

morphisme injectif B — A% il suffit de vérifier que les images par ¥ des deux
p ] X/S X q ges p
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membres de 1’égalité précédente sont les mémes. Nous avons :

U Qi (29)) = (Do (o)) (1 21)
= (ay) (19 2o, )
= (x )( S (1@1)) d’apreés la formule (3.2)
= pmps ( )(1®1)
9

mk
- & }(m)a o (LD 1) Dy s (w18 1),

Or 8<Z> (z(1®1)) = (H(Q<i>(m))) et H(Q<i>(m)) = 0 si p™ ne divise pas 1, H(Q<i>(m)) =

i

1® Q;p_mb(o) sinon. On obtient donc, en observant que { P E } = { % } :
(m) = /(0

W (a/<k> (2 y)) - Z
-5 {4}, ) (o)

; } a/<]> L a<k ]>() Y
(0)

Pk /
{ e } :C(1®Q<j>(0) y(1 ®a<1c —i>( ))
J (m) -

Il
©-
=
A
[Eced
—N—
S, |3~

O
HO)

Ainsi, il existe sur DY, ; une unique structure de faisceau d’anneaux telle que les applica-

tions Bg% — ﬁg’)')l’ r—= @1 et Dg?,)’f — ﬁg?,)’z, P — 1® P soient des homomorphismes
et que, pour tous = € Bg(n/l?g, P e Dg?,)z et k on ait les relations : (z®@ 1) (1@ P)=z® P

et (100 ) (z®1) =) { k } (Ocpin-) @Dy -

i<k S

4.2.2 Les foncteurs F et G
A(m)

Nous allons construire tout d’abord deux foncteurs entre la catégorie des Dy 7-modules a

5(0) (™)

gauche et celle des DY, ;-modules a gauche. Nous noterons ces catégories Dy 7 — mod et

ﬁg?,)f — mod respectivement. Nous construirons ensuite deux morphismes de foncteurs &;
et & afin de montrer que F et G sont inverses I’'un de 'autre.
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Le foncteur I : ﬁg(m% — mod — ﬁg??z — mod est défini en généralisant la construction

de ng Si € est un ﬁg?f%—module, on pose :

Comme précédemment, on dispose d’un morphisme injectif ¥¢ : F(E€) — &, qui identifie

F(&) a la partie de € annulée par les sections 0 0 < s < m—1. Par restriction

—<pg;>
des scalaires, BX/S agit sur £. Encore une fois, la form(ule de Leibniz assure que I'image de
F(&) est stable pour cette action, donc F (&) est un sous—Bg(n/lg—module de €. Le faisceau
F(&) est par ailleurs muni d’une structure de Dg?,)l—module a gauche par multiplication a
droite sur F *Dg?’)l‘ Pour vérifier que ces deux structures sont compatibles, et définissent

ainsi une structure de ﬁg?,)l—module, il faut vérifier que 9’ ;. .(b.g) = (1® 0. )(b®1).9 =

Z{ % }( )(—/<k—i>/'b)' (_’<i>.g). Nous avons d’une part :
0

(0ps-(b-9) (1@ 1) = (bg)(1 ® ys)
=0 pmps- ((b.9)(1 @ 1)) car b.g est Dg?j%—linéaire
= Opmps- (D1 @ 1).9(1 @ 1))
= <Q<pmk>b(1 ® 1)) g(l®1) car € est un I—module

- Z { pi_} (Qpmpis-b(1 @
- (m)
k
= Z{ i }(o) (Q<pm(@—z)>-b(1 ®1)) ®epmj>

car b € Bg(n/l?g, donc 9, my_;.b(1 ® 1) = 0 si p™ ne divise pas p™k — 1. Nous avons d’autre
part :

. }()<_’<&_i>-b><1®1> d10d.,)

|~
IA
|25~
—N—
[ |
——
B
P
A=
ES
Ly
vV
[
N—
|
A=
.
vV
Ne)
N—”’
Py
—_
&
—_
N—
Il
—N—
[ |~
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k ,
S DL EH SRCANSUITIET M) IR
E > = 7(0)

car 1 @ 8’<Z> = (Qepmjs)

k /
= 7 (0)

(0)

Réciproquement, si F est un Dy, r-module, on pose :

G(F) = AY @yom F.

X/s

Le morphisme injectif v : Bg?/l?g — AY se factorise en Bg?;)s — Ox71 Qo0 , Bg?/l?g — A%.

On a donc G(F) ~ AY @ gty F*F. Comme F*F est muni d’une structure de Dg’n)_
X/s
module a gauche (d’apres le corollaire (3.3.1)), le faisceau G (F) est muni d’une structure

de ﬁg?f%—module a gauche par extension des scalaires. Compte-tenu de la description locale

donnée en (3.2), on a, pour tous a,b € AY :

(48 0us,,)- (08 ) = ady,, (0018 1))

Remarque : si s <m —1,alors 0., .(b® [) =0 pe. 5 (b) @ f.

Définissons a présent les deux morphismes de foncteurs & : GoF — Idﬁgzl%_mod et

£ Ids0 04 = FoG. Nous avons vu que pour tout @g(m%—module &, il existe un

X1 ’
morphisme injectif Bg?;g—linéaire e : F(E) — £. Par extension des scalaires on en déduit
un morphisme & (£) : Fo G(€) = AY @z F(E) — &, dont il faut vérifier la @g(m%—
X/s ’

linéarité. Comme & (€) est AY-linéaire par construction, il suffit en fait de vérifier la



4.2 Le cas de la caractéristique p 53

D&T}—linéarité. Soient a € AY, f € F(E) et k un multi-indice. On a

k /
ACICHNTEY) EANE {p;-} Doy (@) © Do S
pmi<k (m)

= (19 8gs,, )@@ 1) L)
= 0y, (aelf)
= Q<@>(m) 3 (5) (a ® f)

O

Si l'on identifie F (&) a la partie de £ annulée par les 9 0<s<m-—1,le mor-

=<pg; >
phisme &; (£) n’est autre que a @ e — a.e.

Soit F un ﬁg?,)l—module. Pour définir & (F) : F — F o G(F), il suffit de remarquer

que le morphisme B;}Lg—linéaire F = G(F), f = 1® f se factorise a travers FoG (F). En
effet F o G (F) est la partie de G (F) annulée par les sections d_,. &> (m ,0<s<m—1,et

Q<&>(m) (1 ® f)=0sip™ ne divise pas k. On a donc un diagramme Commutatlf

F G(F)

FoG(F)
Comme & (F) (f)(1 & a<]> ) =1® a<]> .f et que l’action de Dg?’)l sur FoG(F) =
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Hom ., (m) Y ,) G (F) ) est donnée par ’action a droite sur F*D(O,) on vérifie aisément
D X'\T> P X1

X, T ’
que & (F) est DA,)I linéaire.

4.2.3 Le projecteur P

Soit £ un ﬁg;nz)—module. Suivant la méthode classique ([Kat71]), nous allons construire
localement un projecteur P : &€ — F(&) (avec F(E) identifié a son image par ¢g). On se
place sur un ouvert /' muni d’un systeme de coordonnées logarithmiques locales, et 1’on

pose :
k
P=D (D,

k<p™

Remarque : compte-tenu de la structure d’anneau de Dg??%, nous avons P = H P; avec

Pi = Z (_1)kQ<kQ¢>(m)'

k<p™

7

Lemme 4.2.2. Soit j € I3, Pour tout x € £, P(x) € F(£),.

Démonstration : calculons 9_,;_ >m © P. Comme les J_; ., commutent deux a deux, nous

Ieple;>(m OP HP Oa<ps> o P; —HP o Z - ) a<pl§i>(m)oQ<k§i>(m).
i# o ) ];éz‘ k<pm
Nous pouvons donc omettre les multi-indices, et considérer :

avons : 0

U o J! Gk
k%;( 1 0cpt> © Oci> = ,;( Y ]-:m%pz,k} (k+p' =G =PI =R gl
:p fp mm{i ’ .(_1.)kﬂ . O<j>
2 T =G - PG )

car qu! =q!=¢q!=1

-1 P =14pt P -1
=2 2t )

j=pt k=j—p! J=p" k=j—p
= A+ B.

En posant &' = k — j 4+ p', nous obtenons donc :
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pm—1
( 1)] p]l
A= 2 Zk” (¥ —k/ G-

J= p

= 4 pl i
=3 (e () o () o
j=pt \k'=0
:()7

P =14t [plp™ -1 o e
s= Y | X v (h)] v (D)oo

Rappelons que v, (GV )) - pi (o(K) + o(N — K) — o(N)). Nous avons donc :
((;»:pl (o16)+ ol =)~ o0) = (14 oG =#) = ol). Orj = p +8

avec 0 < b <p' —1, et p! < p™, donc o(j) = (b)—l—l. D’ou :

., <<]1>> = L o)1+ 14 o(p" £ b—p))

p p—1
(o(p™ +b—p') = a(b)).

p—1

Orp™ —p! =pllp =)™+ .dp+ 1) =(p— D" +p" 7 +..+p), et b < p,
1
donc v, <<]1>) = 1(( —1)(m—1)) =m—1>1. En caractéristique p, nous pouvons
p pP—
donc en conclure que B = 0.

Nous avons donc montré que 9_,;_ > m) oP =0 pour tout 7 € {1,...d} et tout I <m—1,

ce qui implique que pour tout z € & : P( )eF(E). O
Proposition 4.2.1. P est un projecteur de € sur F(E) compatible a la graduation.

Démonstration : d’apres la proposition 2.3.1, si 0 < k < p™, alors d_,, peut s’écrire
comme produit de Q<p]£€>, avec 1 <i<det0<j<m—1. Donc pour tout z € ]F(E)j et
tout 0 < £ < p™, nous avons J ...z = 0. Nous en déduisons que P(z) = J,,.¢ = . La
proposition découle par suite du lemme précédent. B O
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4.2.4 Les applications Il¢ et Wg.

Reprenons les notations de Lorenzon. Rappelons que my, ..., my forment un systeme de
coordonnées logarithmiques locales de (X, M) sur (S, L), et que ¢ désigne la projection
canonique M9 — I = M9 /O%. Pour k € N?, nous désignerons par 6% la base locale
€3 kym; de Aggz kiS(mi)” Nous noterons aussi 6% 1’automorphisme A% -linéaire de A% associé

a 0%, ainsi que 'endomorphisme A% -linéaire induit par multiplication sur un A%¥-module

M.

Soit M un Ox-module I -indexé. Pour toute section j € I et tout multi-indice k, on
note M(—k); = M _5(3 kim;)- Suivant toujours la méthode classique, nous allons utiliser

le projecteur P pour construire un isomorphisme £ = @y,mF(E) (—k), grace auquel nous
montrerons que & (€) est lui-méme un isomorphisme.

Le lemme suivant reste valable en dehors de la caractéristique p.

Lemme 4.2.3. Pour tout entier k;, on note k; = p"q; +r;, 0 < r; < p™, le résultat de la
division euclidienne de k; par p™ .

St g >0, alors Q<&>(m) 6L = q,! <k> ge .
L .
Sij 20, alors 9y, 071 = g (~1)¥ (—Jré >9 I,

d
Démonstration : d’apres le lemme 4.1.1, a<k> bl = 8<k> (Z Jimg, 1) §i = =g, (k) i

d’apres le lemme 2.3.3.

De méme,
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Or n; est nilpotent, donc

=3 ("

n=0
+co .
= Z(_l) Qn!< J >772{ 3
n=0 n
j kE+j5—1 4
Donc Q<&>(m) H~1 = (_1)|&|2&! <—+i )9_1. .

(m)

Considérons un YNDX -module Z%-gradué €. Pour tout U étale sur X, toute section
j € T(U,I¥) et toute section e € T'(U, j*€) = T(U,E)), 7 0D s () € (U, E;_s5(5 kima))-
Donc P o el_ﬁ 00 ys(e) € F(U,F(S)j_é(zkimi)) = I'(U,F(E)(—>_ kim;);). Nous noterons
F(£) (—k) pour F(€) (— - om).

Définition 4.2.2. On définit les applications llg et Ve comme suit :

k<pm k<pm

el
Ye @ [F(g) (—E) — g, @&<pml‘&i—> Z H&I&.

k<p™ k<p™

Nous allons montrer que ces deux applications sont inverses I'une de 1’autre.
Lemme 4.2.4. Hg ¢] \Ilg = [d@kqﬂn[F(S) (_E)

Démonstration : nous avons

1 ,
Ilg o \P5(@Z<pm$i) = Z Po Ok 0 Q<&>(m) Z 0lx;

k<p™ 2<p™
1
= Z Poﬁoad@( ) 0 0(x;)
k,j<p™
= Z ( 1)|Z|Q<i>( ) © gk Oa<k>( 091(5’71')
k,j,i<p™
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Il s’agit de montrer que : (_1)|1|Q<i>(m) 0 Ok 0 Q<&>(m) 0 0L = Idye)-;). Or

o)
a<p™

[l

lo~ |~

{=sup{0,k—;}
b k
= < l_l>0_®a<,> car { 7 }zlen niveau m pour k < p™.
{=sup{0.k—j} ~— ~ -
Nous avons donc :
1 k 7
(_1)|Z|Q<2>( ) © ok © a<k>( ) © 9L = Z (_]‘)|Z|Q<’L>('m) © ok © Z (k - l) 0200
k,i<p™ k,i<p™ {=sup{0.k—j} "~ ~

Or z; € F(E) (—j), donc d_,,.x; = 0 pour tout 0 <[ < p™. Et [ =0 n’est obtenu que si
k—j <0, cest-a-dire si k£ < j. D'ou :

Neo Ve(esma) = 32 | 30 S04} )ocs 004

- () S (4

o~ |@A

)02_EQ<1> ('fj_)
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2 (50 (50 6))-
J<p™ \k<j 1<j-k -
- Z (@) o)
J<p™ \k<j
J<p™
O
Lemme 4.2.5. Ve olle = [ds.
Démonstratlon :
Ueollg(x Z@koPo oa<k> )(x)
k<pm
1
=Y o | Y (-1 1)l |a<]> 0 75 © Dt ()
k<p™ J<p™
- 1
=Y (—1)lilgt o (Q@ 0 ﬁ> 00 ps ()
k,j<p™
- Z Z | 6t o ({ ]; }Q<J—i>'9_&OQ<z>) 0 e ()
kj<p™ i<; B -
a7 —1+k—1
= Z Z | |9k ( 1)|l—1| (l L.‘|‘_ )9—&) oa<2> Oa<k>("ﬂ)
kj<p™ i<; J—1

-y > Y ( 3’_*%*)Q<Doa®<x>

k<p™i<p™ 2<l<p

ki<p =t

La formule du triangle de Pascal permet de montrer que

p—1—2

CoYRC

1'=0
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Nous en déduisons (en posant j' = j — i) que :

k=1
veotiery = Y (0H (T T o va o)
k,i<p™ -
. d .
gf(k+p™—1-1 Ak =11
Comme (-0 (27 T o oo 0 = [T (U T o

=1
nous pouvons nous passer des multi-indices et calculer simplement :

(k+p" =1
Z (_1)Z< pk >a<i> 0 Ock>.

ka<p™

Nous avons :

(k+p™—1;
Z (_1)Z< pk )a<i> 0 O<k>

ki<pm

Skt —1-i) & I g
- <—1>2( ) . | oo
2z D S [ T

i+k

=2 X “4)< ’ )@+k—0%bﬁﬂa—kﬂ&b

ki<p™ l=mazx{i,k}

2(p™m-1)  min{lp™-1} mn{lp™-1} .
(k+p" —1— [ k
=2 > (T )oers
k kJ\l—1

=0 k=maz{0,l—p™+1} =l—k

l pm—=1) pm—-1 pT—1

S35 55 SIS S ol 3

—k {=pm k=l-pm+1:=l—k
m

a) Calcul de b

Nous allons montrer que b; = 0 pour tout [ > p™ en caractéristique p. Nous pouvons écrire
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. pil GC)pil(_l)«k—l—pmk—l—i)(lfi)

k=l—pm+41 i=l—k
pm—1 pm—1—I+k .
e Sk+pt—1—1—53+k\ [k
_ E _ 1)k E _ 1\
- (=1) <k> : (=1) ( k )(J)
k=l—pm+1 7=0

en posant 3 =1 — [ + k.

N .
(N — kN [k
Considérons By = E (—1)]< I+ )() pour N > 0 et & > 0. On montre

: k J
=0
par récurrence sur N + k que By = 1 pour tous N, k. En appliquant ce résultat a
p—1
)
— o] — SRR 1k
N=k+p 1 —12> 0, on obtient : b = g (—1) <k>

k=l—-pm+1

P -1 m
Montrons que b; = 0 en caractéristique p. Sil = p™, on obtient : bym = Z (—1)r"* (p > =

k
k=1
0, car p divise <pk ) pour 1 <k <p™ —1.Sil>p™, on obtient :
p—1 I
b= >, (- (k)
k=l—-p™m+41
pm—1
[—1 [—1
- 2 () 65)
bl k k—1
> -1 = 11
= —1)iktL _1)-k
() T o)
k=l—-p™ k=l—p™+1

= (=) (pin__11> + (=1t <ll__p}n)

=m0y (),

pr—1

L’entier ( B
pr—1

[—1=p"+bavec 0 < b < p™ — 3, nous avons : (1—|—X)l_1 :(1—|—X)pm(1—|—X)b =

> est le coefficient de XP"~! dans le polynéme (1 + X)'~1. Or, en posant

(14 XP")(1+ X)® en caractéristique p, ce qui implique que (pm )= 0. Nous pouvons

donc conclure que b; = 0 en caractéristique p.
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b) Calcul de ¢

On peut écrire :

wey ()

k : !
Comme ( > = 0 pour 7 > k+ 1, on retrouve By = 1. Donc a; = Z(—l)l_k< > = do .
J

k
k=0
c¢) Conclusion
pm—1 2(p™—1)
Nous avions : Weollg(x) = Z ad s () + Z b0 ;s (), donc We o llg(x) = = pour
=0 l=pm
tout z € £. Donc Vgeollg = Ids. O

Proposition 4.2.2. Pour tout f)g?f%-module £ :

€ = BpepmF (€) (—F).
En appliquant ce résultat a & = A%, nous obtenons le corollaire suivant :
Corollaire 4.2.1. A% est une Bx,s-algebre I3 -graduée localement libre de type fini.

Nous avons donc généralisé les résultats de Lorenzon a un niveau m quelconque.

4.2.5 Descente par Frobenius

Théoréme 4.2.1. Le foncteur G : F = AY @ om F de la catégorie des ﬁg?,)J-modules

X/s
dans la catégorie des Dg:,n%-modules est une €quivalence de catégories, admettant le foncteur

F pour quasi-inverse.

Démonstration : nous voulons montrer que les morphismes de foncteurs & : Go F —
[dﬁg("f%—mod et & Mﬁgg) _—mod — F o G sont des isomorphismes. D’apres la proposition
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4.2.2, nous avons :

GoF(€) = AY Dy F(£)

/s

12

D B&%(—@ 0% | @gem F(E)

X/s
k<pm

@9’“@15‘ (—k)

5

12

Cet isomorphisme n’est autre que a ® e — a.e, c’est-a-dire & (&).

Le morphisme de foncteurs &; est défini par factorisation du morphisme F — Agp® y F =
X/S

G(F), f—1® f. Comme @ 0L X/S k), on peut écrire de maniere unique un
k<p™
élément x de FoG (F) C G (F) sous la forme: = = Z o T avec Ty € BX/S( E)@Bg(n;)sf.
k<pm

Comme z € F o G(F), Onaa<p6>$—0pourtout0<5<m—1ettout 1 <5 <d,
ce qui revient a dire que d_,,.x = 0 pour tout j non nul tel que j < p™ (compte-tenu

de la description de D(T,n)

Dejsot = Z 8<]> Z Z{ } (8<Z_i>.l9&)(ﬁ<i>.:c&). Comme z < j < p™

k<p™ k<p™ 1<j

en termes de générateurs vue dans la proposition (2.3.1)). Or

et z;, € B);/S( k)® .7-" on sait que d_;.zx = 0 pour tout z non nul. Donc 8<]> T =

Z (Q<j>.(9&) T = Z <E> 0% ), (d’apres le lemme (4.2.3)). Donc x; = 0 pour tout j # 0,
] j i J

k<p™ k<p™
J<p". Dotuz=uz€ BX/S( ) .7: BX/S ® 5 .7: F. Donc & (F) est surjectif.

D’autre part, la fleche F — A% .7: f—1® f est injective, car AY est localement
X/S

libre sur BX/S, donc & (F) aussi. On en conclut que ce dernier est un isomorphisme. O

4.3 Descente sur une base annulée par p"' (N > 1)

5(0)

Avant de pouvoir définir correctement dans ce cas l’anneau Dy, ;, nous aurons besoin
b

d’établir quelques propriétés préliminaires concernant le foncteur F et ’algebre Bg;r/g
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4.3.1 Le foncteur F
(m)

Comme dans le cas de la caractéristique p, nous définissons pour tout Dy 7-module & :

C’est un Dg?,) r-module a gauche pour I'action de Dg?,)z a droite sur F*Dg?,)z. En notant K

le noyau du morphisme II : D&m% — F *Dg?,)z, nous avons la suite exacte suivante :
(m) «19(0)
0K —=Dy;— "Dy —0.

Nous pouvons donc de nouveau décrire F(E) comme la partie de € sur laquelle I'action de
K est triviale, via I’application injective ¥¢ : g — ¢g(1®1).0n vérifie que ¢ fait de F(&) un
sous-Ox r-module de €. Mais nous ne disposons plus de description de X en coordonnées
locales.

Pour £ = A¥, nous définissons ainsi :
BY)s = F(AY) = Homypn (F DY) 7 AY).

Proposition 4.3.1. Soient £ et F deux Dg?f%-modules a gauche. Il existe un morphisme
Ox z-lin€aire naturel : F (&) ®0xi 1 F(F) —F (5 Rox.z .7:)

Démonstration : remarquons tout d’abord que I'isomorphisme naturel yg :

Hompg(wf% (D&m%, E) 5 € est Dg??%—linéaire lorsque I’on munit le premier terme de la struc-

ture de Dg?f%—module a gauche définie par la multiplication a droite sur Dg?f%, et ceci

pour tout Dg?f%—module a gauche &. Dire qu’une section e de & est 'image d’un élément

¢ de F(&) revient a dire que yz'(e) (noté simplement e dans la suite) se factorise par

: DYy — F*DY)
DY)

|

*
D )s’I

£

Nous avons un morphisme naturel F(E)@oX,F(f) — EQoy F déduit de s 1 F(E) — &€
et vr @ F(F) — F. Nous voulons montrer que ce morphisme se factorise par ¢egr :
F(€ ®o, F) = ERoy, F. Soient e et f deux sections de £ et F respectivement, telles que
e=c¢collet f= f o II. Nous voulons montrer que ’application e ® f : Dg(m% — & Qo F
se factorise par 1I.

L’application e @ f est obtenue comme la composée suivante :

i m m) ¢ € m 15 m) tagl
,Dg(n?l)' dD—®>1 ,Dgs,% ®OX,I ,Dg(,l)' dD—®> ,Dg(,l)' ®@X,I &E—¢ ®Ox,z ,DE(I 8/ & Q¢ Oxz1 fa



4.3 Descente sur une base annulée par p"¥ (N > 1) 65

ol ¢ désigne le morphisme de transposition défini par Berthelot dans [Ber00] (proposition
1.3.1). Rappelons que v¢ est un isomorphisme de Dg?f%—bimodules qui vérifie v¢(1 @ x) =

x®1 et que les structures de Dg??%—modules a gauche de DE??%@OX’IS et de S®Ox,z Dg(m% sont

(m)

données respectivement par celle de DY ;7 et par la structure produit tensoriel de celles de

Dg(m% et de £. Toutes les fleches intervenant dans la composée ci-dessus sont D&@—linéaires,

et 'image de 1 par cette composéeest : 1 - 1 ®@1 = 1®e— e®1 — e® f. Nous
obtenons bien I’application e ® f. Nous voulons montrer que ce morphisme se factorise par
I1. Considérons le diagramme suivant, dans lequel la colonne de gauche correspond a la
composée précédente :

Dy s DY)
1dp®1 \\
(m) (m) idp @Il (m) n(0) " e (©) o ro(m)
DX ®Ox DX DX ®OXFDX' ~ FDX' ®0x DX
}
|
idp®e id@Tl /’
/
/
¥
P ®o, € O DY) ®o, F*DY)
Ve |1 /
E®ed
£ plm) : £ =)
®ox Py ide QI ®ox X!
de®f ~
°® O 1de® f
E Qo F

Il suffit de factoriser la partie haute de ce diagramme (c’est-a-dire (id @ 1I) 0 4" o (idp ®
IT) o (¢dp @ 1)). Considérons le nouveau diagramme :
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Dg(m) idp®1 Dg(m) o, D&m) idp@I1 D&m) co. F*Dg?,)
v 1|
(po*pgfm)) Doy DY) —2 D) 00, DY
Nl 1d®I1

DY) @0, F*DY)
Comme v’ o (1dp @11) = (Il®@udp)oy et (id@ 1) o(Ilowdp) = II®I, il suffit de montrer que
la composée de gauche se factorise par F*Dg?,)J. Par linéarité y o (id @ 1)(P) = P.(1 ® 1)
pour tout P € Dg(m). Rappelons que Dg(m) = U Dg(mT)L L’homomorphisme Dg(mT)L —

neN
p0- DY) @0, po. DY), P s P.(101 e d dps-(101) = Ely. e,
Po«Px ,QoxPoxPx ) L (1®1) envoie Ocp> SUr —<&>-( ®1) i —<1>®—<l>'
itj=k N T
Il est donc dual de 'homomorphisme de multiplication
PoxPY () B®0x PoxPX () = PX (m)
o i ; oL 1+ it
n @ ntd) o gl = { " } )
Or ¢: 73”,7(0) — 73;‘(7(m) est un homomorphisme d’algebres, donc le carré :
PP () @ PoxPY () — P om)
PR¢ ¢
P0*7D§(,7(0) & PO*P§(,7(O) v p§/7(0)
est commutatif. On en déduit que y’ fournit par dualité la factorisation cherchée. O

Proposition 4.3.2. (i) ng est une sous-Ox r-algébre unitaire de A% .
(ii) Pour tout ﬁg??%-module a gauche &, le faisceau F (&) est un sous-Bg?%-module de £.

Démonstration : (ii) la proposition précédente appliquée a &€ = AY et F noté € fournit
une fleche Bg% R0y F(€) — F(AY ®oy £). Comme la multiplication par les scalaires

AY R0, € — & est ng%—linéaire pour la structure produit tensoriel (d’apres la formule de

Leibniz), le foncteur F fournit une fleche Dg?,)l—linéaire F(AY ®o, &) = F(E).

(0)

(1) Le faisceau Ox est muni d’une structure naturelle de DY;-module a gauche, ce qui
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définit un morphisme Dg?,)—linéaire Dg?? — Ox:, P — P.1. On obtient donc un morphisme

Dg(m)—linéaire F*Dg?,) — F*Ox:. La composée Dg(m) 1, F*Dg?,) — F*Oxr ~ Ox — AY est
Dg(m)—linéaire, et envoie 1 sur 1. Donc 1 € Bg?}?g Le reste est un cas particulier du (ii). O
Remarque : Bgé et F(&) pour un ﬁg??%—module & sont munis d’une structure de Dg?’),f
modules. Nous voulons montrer que celle-ci est compatible avec la structure d’anneau
(respectivement de B%g—module) de Bg% (respectivement de F(&)). Pour cela, nous
utiliserons une étude locale du foncteur F, menée dans les paragraphes suivants.

4.3.2 Exactitude de F
A(m)

Proposition 4.3.3. Le foncteur F est un foncteur exact sur la catégorie des Dy 7-modules
a gauche .

(m)

Démonstration : nous avons supposé que p est nilpotent sur Og. Soit £ un ﬁX 7-module.

Nous allons montrer que Sxtq(F*Dg?,)I, £) = 0 pour tout ¢ > 1 par récurrence sur Ientier

H(m)

n tel que p"& = 0. Sin =1, alors £ est un Dy r-module. D’apres sa description locale,

Dg(m% (respectivement D&Tz)z) est plat sur Ox 1 (respectivement Oy, 7). D’apres la propo-

L
1 en résult Dl .
en resulte que Dy 'z ®D§<7%

(F*D() 5) ~ RHom <D<m> & ) 5)
X1 - p%?z Xo,Z X1

L
sition (2.4.1), nous avons Ox, 7 @0y , F*Dg??z ~ FO*DE?,)I.
’ ’ 0

)

F*Dg(,)z - F*DES T Donc RHomD(m)

X, T
5). L’équivalence de catégories établie en caractéristique p im-

H(m)

X1

= RHomy (F*D()

plique que le foncteur Homn ,om) (F*D( ) ) est exact sur la catégorie des Dy

-modules.
Xo,Z Xo L7 oI

Or ﬁ&?z est plat sur Dg?;) puisque -Ag;?,m est libre sur Ox , en tout point, donc tout DE(O?I—

module injectif est injectif sur D&TZ)I On en déduit que Ewt;(m) (F*DE?{I,E) = 0 pour
X,
tout g > 1.

Supposons que p"t'& = 0. Nous avons alors la suite exacte suivante : 0 — p"€ —
£ L &/p"& — 0, qui induit la suite exacte longue : 0 —» Hom(F*DX,I, prE) —
Hom(F*Dg)I, €) — Hom(F=D) ;. E/prE) — Ext'(F*DY) 1, p"€) — Eat! (F*DE(,)J, £) =

.. D’apres ce qui précede et ’hypothese de récurrence, nous en déduisons que

Extq(F*Dg(,)I,E) = 0 pour tout g > 1

(m) (F*Dg?,)l, £) est un foncteur exact. O

Donc le foncteur F : £ — HomD
X,T

(m)

Remarque : nous avons montré en particulier que pour un D} 7-module £ tel que p€ = 0,

nous avons F (&) ~ Fy (£).
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4.3.3 Etude locale de F

On se restreint a un ouvert muni de coordonnées logarithmiques locales my, ... ,m4. Pour
un Dgg%—module a gauche &, la structure de A% -module de &£ et le morphisme injectif
e : F(E) — € permettent de définir une fleche :

DFE (k) — €

\I}g k<pm

k<p™

Proposition 4.3.4. Cette fleche est un isomorphisme.

(m)

Démonstration : considérons la suite exacte de ﬁXJ—modules a gauche :
0—=pE&—=E—E/pE =0

Comme le foncteur F est exact, on obtient le diagramme commutatif suivant :

o BFE (k) P FE) (k) DEENE) (-,

k<p™ k<p™ k<p™

“ijfl ‘Iigl \Dé‘/pé‘l

0 p&E £ E/pE 0
Par récurrence sur 'entier n tel que p”€ = 0, on se ramene au cas ou p€ = 0. Comme
F(E) ~Fy (€) et ¥g = Uy e dans ce cas (les éléments 0; € AY commutent au changement
de base strict), on est ramené a la proposition (4.2.2). O

Corollaire 4.3.1. A% est localement libre de type fini sur B%L, de base les sections 0%
pour k < p™.

Démonstration : il suffit d’appliquer la proposition (4.3.4) a & = AY. O

Corollaire 4.3.2. (i) Soient (S1,L1) — (S,L) un morphisme strict de changement de
base, Iy : X1 — X le morphisme déduit de F' : X — X' par changement de base,

f: X1 = X et f:X] = X' les projections canoniques. Alors pour tout Dg(m%-module £
nous avons :

fPF (&) =T (f€).

(ii) En particulier f’*Bgn;?g — BE(TT)/Sl'
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Démonstration : (i) La formation des faisceaux d’opérateurs différentiels commute au
changement de base ; nous avons donc un morphisme naturel : f*F (&) — F; (f*&). Pour
montrer que c’est un isomorphisme, nous pouvons nous placer sur un ouvert muni de
coordonnées locales, et utiliser la proposition (4.3.4). Celle-ci nous dit que :

P F(&) (~k)tt = ¢,

k<p™

et PF(fE)( —k)OF = fE.

k<p™

Comme le changement de base est strict, les sections 6, correspondent aux images inverses
des sections . Le premier isomorphisme implique donc que :

@ FoF(E) (—k)0F =5 f*€.

k<p™

Or f'" et f correspondent au méme changement de base (51, L) — (5, L), donc on vérifie
que f*€ ~ f*€. On obtient donc I'isomorphisme :

P rFE) (~k)oE = @ Fi (7€) (k)05

k<p™ E<p™

dont chaque composante correspond au morphisme naturel f*F(&) — Fy (f*€). O

4.3.4 Les foncteurs F et G

Dans le paragraphe 4.3.1, nous avons défini, pour tout ng%—module &, le faisceau F (&) =

Hom (F*D&)I, 5), et ’avons muni d’une structure de Dg?,)’z—module a gauche. Si &
( 1)

est un DXJ—module, nous pouvons en outre définir une action de Bg?;g a gauche sur F(£)

r: (b.g)(l®1)=1(b).g(l®1) pour b € Bg?/lg et ¢ € F(&). Nous allons montrer que
ces deux structures sont compatibles, ce qui, dans le cas particulier ou € = A%, nous
permettra de définir I’anneau

~(0 m 0

DY), = By o, DY
Proposition 4.3.5. Pour tout @g?f%-module a gauche &, les actions de Dg?’)l et de Bg?/lg
définies a gauche sur F(E) sont compatibles.

Démonstration : il s’agit de montrer que les isomorphismes ¢’ : p!*F (&) — p,*F (&) de
la PD-stratification de niveau 0 de F (&) sont Compatibles a la structure de Bg/g—module a
gauche. Comme dans le cas particulier ou &€ = A%, nous disposons d’un morphisme injectif

Bg?;g—linéaire Ye: F(E) = &, g g(1®1). En notant (&,)nen la m-PD-stratification sur
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(m)

& correspondant a sa structure de Dy 7-module a gauche, nous avons donc le diagramme :

P o) ®ox F(E) PX m) @ox €

F(€) ®oy P10 € @ox PX (m)
Montrons que ce diagramme est commutatif. D’apres la formule (2.7) du paragraphe 2.6,

pour tout e € £ et tout = € P§(7(m), ona: e (z®e)=zxe,(lRe) =2 Z Q<&>.e ®Q{&}.
|k|<n

Soient g € F(&) et y € P%1(0)- Nous voulons montrer que (en o (¢* @Ue))(y @ g) =

(Ve @ p*)oe! )y @ g), ou ¢* est le morphisme d’élévation du niveau par Frobenius défini

dans la proposition (3.3.1). Nous avons d’une part :

(eno (9" @) (Y@ g) = en (" (y) @ ¥(9))
=&, (¢"(y) ® (g o 1))

= ¢*( Za<k> goH)@n{k}

k| <n

=¢"(y) ¥ _(goTlody) @'t

k| <n

en notant dj la multiplication a droite par a<k> dans D( ™). Nous avons d’autre part :

(v@¢)oe)(y@g) = a¢) |y 0y, -90nY

l71<n
=Y (god;oll) ¢ (yn'i¥)
|l|<n

=¢"(y) Y (god;oll) @ ¢ (n'1V)
l71<n

en notant d la multiplication a droite par 8<]> dans F*Dg;')z
(W)Y D D (@ (D)) (g o d o 1) @ ™
li|<n [El<n

) > g Y 0 (@ (@ D)d;oll [ @t

k<n \ |j]<n

11 suffit donc de comparer Il o dj, et Z Q<&>(¢*(ﬂl{i}))d; oll. Ces deux applications étant

|| <n



4.3 Descente sur une base annulée par p"¥ (N > 1) 71

(m)

clairement Dy 7-linéaires a gauche, il suffit de comparer les images de 1 : Il o dg(1) =

(@) et | D O (@ (N ds ol | (1) = Y 0y (6°(0'1) 1 @ 0 ;.. Comme

HES i<
l’application Ox-linéaire 1II : D&m% — F*Dg?,)z est définie par dualité a partir de 1 ® ¢*
F*P%i o) = P ymy» o0 @t 10y Z 0 ps (@7 '{]})) ® 8<]>, ‘ou ’égalité cherchée.

|i]<n

Ainsi, le diagramme vu plus haut est commutatif. Par hypothese sur £, les isomor-
phismes ¢, : P}7(m) Roy € AN ERoy P}l(’(m) sont compatibles a sa structure d’A%-module.
Si les fleches horizontales ¢* @ ¢ et e @ ¢*ne sont pas injectives en général, elles le de-
viennent par passage a la limite projective, ce qui permet de conclure que les ¢! sont

compatibles a la structure de Bg’;g—module de F(E). En effet, considérons 'application

@ lim (F (&) (k) ®o,, 73?(/,(0))5 — 1}_@ (€ @ox p;fv(m))f

o
<p™ k<pm T

PDye @2, = Y 0y @ ¢ ()™

r,k r.k

C’est un morphisme de B&?}?g@ox,'Pn/’(0)—modules, que nous noterons Ag. Dans le cas de la
caractéristique p, ¢*(Q’{3}) = ﬂ{pml}. Si l'on note k = p™q+r, 0 < r; <p™, lerésultat de la
k

-1
- } un inversible.
r

division euclidienne de k£ par p™, on a Q{E} =u ﬂ{pmi}ﬁ{ﬁ}, avec u = {
Donc ﬂ{&} = ¢*(u Q’{i})ﬁ{ﬁ}. Donc Ag est un isomorphisme en caractéristique p. Dans le
cas oll la base est seulement annulée par p" (N > 1), une récurrence sur N analogue a
celle effectuée dans la démonstration de la proposition (4.3.4) permet de montrer que Ag
est encore un isomorphisme. O

La proposition (4.3.5) permet de munir le faisceau ﬁg?’),f = Bg% @0y Dg?,)z d’une
unique structure de faisceau d’anneaux telle que les applications Bgé — DX,I, f =
f®1 et Dg?,)z — ﬁg?,)z, P — 1 ® P soient des homomorphismes, et que, pour tous

fe B;’;L, P e Dg?')z et k, on ait les relations (f®@1)(1@ P) = f@Pet (100, )(f®1) =

S{ ey oot

A

La proposition (4.3.5) montre en outre que F définit un foncteur de la catégorie des

H(0)

ﬁg&% modules a gauche dans celle des Dy -modules a gauche.

Comme dans le cas de la caractéristique p, nous définissons pour tout @g?? r-module F
le faisceau :

G(F) =AY @yom F

X/S
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(m)

Ce faisceau est muni de la structure de Dy 7-module définie par extension des scalaires

a partir de la structure de F* BX/S Qo D( ) module de F*F (on a encore ici G(F) =~
Y ®F*B F F). Posons II(J ;) = ZQE’Z®Q<Z> € F*DE(,)J avec ag; € Ox. On a

alors (Q®Q<@>)'(b®f) (a®a<k> 1®f Z Z { .

i<k J
pour tous a,b € AY, f € F et tout multi-indice k.

<k—1> ( )abl®Ql<l>f7

Jes . |3~
H/_/
2
QJ
I

Corollaire 4.3.3. Le foncteur G est exact.
Démonstration : c’est un corollaire du corollaire (4.3.1). O

Le morphisme de foncteur §; : G o F — Id50m _ 4 est défini de la méme facon qu’en

~ X1 = ~
caractéristique p. La Dg(m%—linéarité de & (&) pour un Dgtn%—module & se montre par un
calcul analogue a celui effectué en caractéristique p, en utilisant les notations introduites

ci-dessus pour II(J_,., ).

Nous voulons définir & (F) : F — Fo G(F) = HomD (m) <F* )&,I,Agp @ 4 .7:>
/s
A(0) 0)

pour un DY --module F. Une section f de F définit une unique application D ;-linéaire
DE?I)I — F telle que 1 — f. Par image inverse par le Frobenius, on obtient une appli-
cation Dg;n%—linéaire F*DE?)I — F*F. Par composition avec la fleche F*F — G(F) =~

AY ®F*B F F, on obtient une application D( ) -linéaire & (F)(f) : F*Dg?,{z — G(F).

Montrons que &(F) est Dg(,)z—hnealre : &(F) (2 eis f) est définie par image inverse a

partir de DE?{I — F, 1= 0_.,.f, donc |&(F )(Q’<J>f) (1®1)=1®3J,.f- De méme

E(F)(f) est définie par image inverse a partir de DE?{I — F, Ocjs = 9. f, done

Q/<1>-52(F)(f) (1 ® 1) = [52( )(f)]( ® a<]>) =1® Q/ j>-f- Donc 52(‘?')(Q/<J>f) =
Q’<]>fg(f)(f) Comme &(F) est clairement B);/?s linéaire, on a bien un morphisme de

- FoG.

foncteurs &, : Id 500 ,~mod

Remarque : par construction &(F) est un factorisation du morphisme F — G (F) qui
envoie une section f sur la section 1 ® f (via ¢gr) : F o G(F) — G(F)).

4.3.5 Descente par Frobenius

Théoreme 4.3.1. Le foncteur F établit une équivalence de catégories entre la catégorie
des Dgz,n%-modules et celle des Dg??f-modules.
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Démonstration : nous pouvons raisonner de la méme maniere qu’en caractéristique p (voir

théoreme (4.2.1)). Soit € un ﬁg?f%—module. D’apres la proposition (4.3.4), nous avons :

GoF(€) = AY By F(€)

/S

~ | @B BY(—k) 65 | @y F(E)

X/s
k<p™m

@9’“@15‘ (—k)

E

12

Cet isomorphisme n’est autre que a @ e — a.e, c’est-a-dire & (€). Donc &; est un isomor-
phisme de foncteurs.

Soit F un ﬁg?,) rmodule. Nous avons remarqué que £2(F) est une factorisation du
morphisme F — G( F)= A% ® .7: f—=1® f. La proposition (4.3.4) implique que :

F)~ @ FoG(F)(—k)b*

k<pm

et
G(F) = A @pim F P BY A~k D, F = P o=@ F(-k)

k<p™ k<p™

L’isomorphisme obtenu sur les composantes donne la bijectivité de &(F). Donc & est un
isomorphisme de foncteurs. a

Remarque : Si les log-schémas considérés sont munis des log-structures triviales, alors
AY = Ox, I = (0), et les opérateurs différentiels coincident avec les opérateurs de
niveau m usuels. Par ailleurs, la section 0%, pour k& € N?, désigne la base locale €5 km,; de

?Ekié(mi)' Ici espym, = (Zk m;, 1) dans M AN Or = O% A Ox ~ Oy, donc les sections
0% correspondent a des éléments 1nvers1bles de Ox, que nous noterons t£. La proposition
(4.3.4) s’écrit alors : Oy ~ @ BX/S k)t Comme on sait que B;;?g est une sous-

k<pm

Oxr-algebre de AY = Ox et que Ox = @ Ox/( k)t—, on en déduit que BX/S = Ox.

k<p™
Nous retrouvons donc le théoreme d’équivalence de catégories établi par P.Berthelot dans

[Ber00] (théoreme 2.3.6.).

Remarque : on peut faire les mémes constructions sur les fibres ; un raisonnement ana-

(m)

logue fournit alors une équivalence de catégories entre la catégorie des D w-modules T/~

H(0)

indexés et celle des Dy, E,—modules Ig(pi—lndexes.
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Chapitre 5

Dimension homologique des faisceaux

D\

Nous nous proposons d’utiliser le théoreme d’équivalence de catégories établi au chapitre
précédent pour montrer que les faisceaux D&?’n) sont de dimension homologique finie. Nous
nous limiterons dans ce chapitre au cas des structures logarithmiques définies par un di-

viseur a croisements normaux.

5.1 Le niveau zéro

5.1.1 La structure de Dg(m)-module a droite de w(x i

On considere f: (X, M) — (S, L) log-lisse. Soit Q(IX7M)/(S7L) le faisceau des 1-formes dif-
férentielles logarithmiques de (X, M) relativement a (S5, L). On note d son rang, et 1’on
d

pose wW(x, M) =A Q(lX M)/(S.L)" C’est un faisceau localement libre de rang 1.
Nous noterons wy et Dg(m) les faisceaux associés classiquement au schéma usuel X (sans
log-structure).

Supposons que X est un S-schéma lisse de dimension relative d, et que la log-structure
M est définie par un diviseur a croisements normaux relatif D, somme de composantes
lisses D;, 1 <1 < r. Notons U = X\ D l'ouvert complémentaire et j : U < X I"immersion
canonique. Sur U, la log-structure est triviale donc wix ary = Juj"wix,my = Joj'wx. Le
faisceau Dg(m) agit a droite sur ce dernier (cf [Ber00], 1.2.1). Notons (X*, M*) le log-
schéma défini par la log-structure triviale sur X. Par propriété universelle des enveloppes
a puissances divisées classiques, il existe un morphisme P§*7(m) — P§7(m) pour tout entier n.
D’apres la description en coordonnées locales des faisceaux Py “(

m) €t P§7(m), ce morphisme
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est clairement injectif. On a donc la suite exacte :
0 = PXum) = Px,om)y > C =0

Par définition des log-structures, C' est a support dans le diviseur, donc Homo, (C,Ox) =

)

0. Donc DE;,)M),TL — Dg(mT)L Donc DE;,M) agit sur wyx par restriction des scalaires. Montrons
en coordonnées locales que w(x,a) = j«J"wx est stable par cette action.

Soit V' un ouvert affine de X, rencontrant g composantes Dy,...,D,. L’injection
w(x,mM) = J«J wx correspond localement a l'application I'(V,wix ) = T'(V,wx sz, qui
a une section s associe sa restriction a U. Soit y € UNV. Soit a € Ox, telle que
sy = adlogmy A .. .dlogm, Adt,4 1 A ... A dty. Dans j.j*wx, on a dlogm; = t;ldti, donc
sy, = (aty!.. A7N)dty AL A dty. D’apres [Ber00], théoreme 1.2.3, on a donc s,.0 ;. =
(—1)|&|Q<&> (ati'.. .tq_l)dtl/\. ..Adtg pour tout multi-indice k. Comme Q<l>.(t1_1 .. .tq_l) =
7 s (p+ 1)) = (=DM q, tr'. .. t;* pour tout multi-indice [ (cf démonstration

du lemme (4.2.3)), la formule de Leibniz assure que d_;,.(a it .t;') ne possede que des
poles d’ordre au plus un en t;,... ,#,. Donc s,.0_;. est encore un élément de wix ). O

5.1.2 Le faisceau tangent

Proposition 5.1.1. Soient (X, M) — (S5, L) un morphisme log-lisse de log-schémas fins,
d le rang de Q(IX,M)/(S,L)} et Tix,m) = (Q(IX7M)/(S7L))V le faisceau tangent relatif de (X, M)
sur (S, L).

(i) Il existe un homomorphisme canonique T(x pry — D()?,)p induisant un isomorphisme

(5.1 (T S DY

entre l'algebre symétrique de Tix ) et le gradué associ€ a Dg?) pour la filtration par Uordre.

(i1) L’application Dg?) — Ox, P — P.1 fait du complexe de Spencer :

d
Dg?)@@ox ANTxmy = — DE?) Rox Tx.m) — DE?)

-linéaire de Ox.

une résolution Dg?)

Démonstration : (i) soit ¢ : (X, M) — (Ak(o), M(lo)) I'immersion fermée exacte de (X, M)
dans son premier voisinage a puissances divisées de niveau zéro. On note [ son idéal.
Pour tout a € 77)1(7(0), on pose qNb(a) = a — pyi*(a) ou py et p; sont les projections de
A%{,(o) sur X déduites des projections canoniques de X? sur X. Alors qg(a) e I. En
effet 1* o ng'(a) = i*(a) — " o pt 0 1*(a) = 1*(a) — i*(a) = 0. Par composition avec la
projection canonique 7 : I — I/I1%© = [/I® on obtient un morphisme Ox-linéaire
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¢ Py~ 1/ 12

L’ apphcatlon ¢ définit alors une dérivation logarithmique Ox — I/I. Rappelons que
H(b) = (pi(b) = n(pi(b) — py(b)) pour tout b € O, et que ¢ (m) = ${july (m)) pour tout
m € M ‘Il est clair que c’est la dérivat,ion‘universelle‘. ,On a donc <b : 73)1{7(0) — Q(lX7M)/(S7L),
Ox-linéaire, de noyau pjOx. On en déduit par dualité un morphisme :

vl Ty — DY
0 — Jodg

Explicitons ¢ et ¥ en coordonnées locales. Soit {1,7,...74} la base de Py (0),7 Sur

Oxz associée aux coordonnées logarithmiques locales (pour les deux structures d’algebre).
Dans cette base I = (n1,...,n4). Pour la structure gauche, a € Py (0)7 s'écrit a =

Polo) + ZPS(%)m. Donc :

¢la) =m (pé(wo) + Zd:pé(wi)m —py o (po(o) + Zl;pé(fm)m)>
— 7 (po (z0) + Zpo — pi( $O)>
= ;pé(fm)ﬂ(n)
= gpé(xi)qb(n)

Or ¢(1:) = p(u(mi) — 1) = ¢ (mi) — ¢(1) = dlog(m;). Donc ¢(a Zpo ) dlog(m;).
Donc ¢ est surjectif de noyau p;Ox, et le morphisme W s’écrit \Il(a) = Q<s¢>(0) On
peut donc identifier, via W, les éléments de la base {J;} de T x ) duale de {dlogm;} avec

ceux de la base duale de {772} correspondants, ie 9; = J

morphisme T x ar) = grlpg()

Donc ¥ induit un iso-

. Il en résulte un homomorphisme S(7x ) — gng?), que

=g >()'

nous noterons encore W. On vérifie en coordonnées locales que ¥ est un isomorphisme de
faisceaux d’anneaux.

(ii) La démonstration est analogue au cas non logarithmique (cf [Ber00], prop (4.3.1)

page 97). O

(0)

5.1.3 Dimension homologique de Dy

Nous reprenons ici la démonstration de Berthelot (cf [Ber00], pages 101 et 102). Comme
dans le cas non logarithmique, le lemme suivant est vérifié.
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Lemme 5.1.1. Soient (S, L) un log-schéma fin, (X, M) un (S, L)-schéma fin, log-lisse, et
d le rang de Q(IX7M)/(S7L).

(i) Le morphisme wix,m) Poy Dg?) — w(x,m) défini par la structure de Dg?)-module a droite

de w(x ) fait du complere de de Rham Q'(X7M) ® Dg?) de Dg?) (vu comme Dg?)-module a
(0)

gauche) une résolution D
(i) Pour i # d, Sxt;(o)(OX,Dg?)) = 0, et il existe un isomorphisme de Dg?)-modules a
X

-lin€aire a droite de w(x ary placé en degré d.

droite
(5.2) Extiyo (Ox, DY) % wixan

Proposition 5.1.2. Soient R un anneau neethérien régulier de caractéristique p, S =
Spec(R) muni d’une log-structure fine L. Soit X = Spec(A), lisse au-dessus de S, muni de
la log-structure M définie par un diviseur a croisements normaux D, dont les composantes
irréductibles sont lisses au-dessus de S. Soient d la dimension des fibres de X au-dessus
de S, et r = sup dimQOg s (f désigne le morphisme (X, M) — (S, L)).
sEf(X)
Alors Dg?) =I'(X, Dg?)) est de dimension homologique €gale a 2d + r.
0

Démonstration : comme dans le cas classique, on commence par montrer que dim Dy

g?) = 2d + r, en utilisant la proposition (5.1.1). Pour montrer ’égalité il suffit

dim grD
de reprendre I’exemple donné dans [Ber00] et que nous rappelons ici. Soient y € f(X) un
point tel que dimQg, = r, s1,...5, € Mg, C Og, une suite réguliere de générateurs.
Alors il existe un point fermé xz € X d’image y dans S et de codimension d dans sa fibre,
tel que I'on puisse trouver un systeme de coordonnées logarithmiques locales my,...my4 en
x relativement a (S, L). Posons t; = ax(m;). Alors les sections s1,...s,, et les sections
t7,...t5 (puisque l'on est en caractéristique p) appartiennent au centre de Dg?), de sorte

que le Ox-module a support ponctuel € = Ox ./(s1,...,5,,1],...,t) a une structure

naturelle de Dg?)—module. D’apres le lemme (5.1.1), nous avons E.rt;l)g?) (Ox, Dg?)) >~ WX M)-

Or sq,...,s.,t" ... .15 est une suite réguliere sur w x . : nous vérifions donc facilement
) s Ory U1y s bg (X, M),z »

que Ext;%j')r(g,@g?)) # 0. Ainsi £ =T'(X, ) fournit 'exemple cherché. O
X

ot . g (m)
5.2 Description des algebres et BX/S
Nous supposons ici que la base S est réguliere, de caractéristique p et munie de la log-
structure triviale. Lorsque X est un schéma ncethérien lisse sur S de dimension relative d,
muni de la log-structure définie par un diviseur a croisements normaux relatif D, somme
de composantes lisses D;,; 1 <1 <r,ona: Ig(pi = 77, ou q est le nombre de composantes
auxquelles appartient le point x de X. Eventuellement g = 0 ; dans ce cas on a la log-

structure triviale et A - = Oxz Si D; admet une équation globale fi et si 0, désigne
la section de AY, de degre 1, € I'(X,Zp,) définie par f;, alors AY_ est 1'algebre des
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);/s

polynomes de Laurent en 6y, ..., 8, sur Ox z, quitte a ré-indexer les D; (cf [Lor97], page
15). L’algebre A% ; est donc réguliere.

Décrivons a présent les fibres de 1’algebre Bgr/% (ce qui suit est une généralisation d’un
calcul aimablement communiqué par Luc lllusie et Pierre Lorenzon) Rappelons que Bg(n;g
est la partie de AY sur laquelle I'action de K = Ker(Dg;n) 5 ,)) est triviale. La
description locale de II en caractéristique p montre que X est localement engendré par les
0 pee,> pour 0<s<m-—1letl<j<d Soit 7 la cloture séparable de k(x), et 7

celle de k(2'). 1l existe alors une fleche T — &' qui rend commutatif le diagramme suivant

sections ¢

X 7 X'
Désignons encore par g le nombre de branches du diviseur D au point z de X. On choisit des
coordonnées locales 11, ... ,14 telles que D : ¢y ...1, = 0. La log-structure M admet alors la
carte locale suivante : N — Ox z, €; — 1; (ou ¢; est le g-uplet dont tous les termes sont nuls
sauf le i-eme qui vaut 1). On note my, ... ,my, les coordonnées logarithmiques locales corre-
spondant a ey,..., e, (on a ax(m;) =t;). Pouri > g+1, quitte a remplacer ¢; par 1+t;, on
peut supposer que {; € O, et poser m; = ay (¢ ) Notons T =1 (9 1= pour 1< < d

(a1n5173:1p0urz>q—|—1) et Ry = Oxi (07 Hp N 9_ 7q+17" 7 ]
pour tout entier m compris entre 0 et m. Si 'on note Am/ lanneau engendre sur O};' -

/

par tq+17 . 7t§ , alors R, est l'algebre des polynémes de Laurent en Gp Gp sur

Ao On peut remarquer de plus que, pour m’ = m : R, = OX',E’[H' 0. P ,1 <1 <gq.

K3

Nous allons montrer que Bg?/zgf = Ru[m1,. .. 7).

Montrons tout d’abord que :
Rolri, .. ]~ Ro[Thy oo T/ (TF = 40777, TP — 007"

avec T1,...,T, g indéterminées et ¢, = tfm € Oxiz. On a une application surjec-
tive canonique : 3 : Ry/[Th,... . T,] = Rulm,..., 7], Ti — 7. Chaque polynome
Tfm - H;pm’ pour 1 < i < ¢, appartient au noyau de (3, puisque Z-p — 07 P =
" Qi_pm —t Qi_pm = 0. Réciproquement, considérons un polynéme P(T1,... ,Tq) dans
le noyau de 3. Comme Tlpm —t) Hl_pm est unitaire, le polynéme P peut s’écrire sous la

forme P(Ty,..., T,) = (T¥" =, 0,"")Q(Ty, ..., Ty)+ Y Pi(Ta,... , T,)T}* avec P, €

0<ip <p™
Ryi[Ts, ..., T,]. Chaque polynome P; (T3,...,T,) peut lui-méme s’écrire sous la forme
(T7" — 14,0;7)Q;, (T4, ..., T,) + Z Py i,(Ts, ..., T,)T:. En réitérant le procédé, on
0<ig <p™
p—1
voit que P(T,...,T,) = Z (Tfm—t;ﬂ;pm)Qi(Tl,... —I-Z Z aj, . ,,]qul quq avec

1<i<g i=1 ji=
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g p"-1 g p™m-1
. X bt ]q —
aj,,....j, € Ry Onobtient donc P(r,...,T g g Ay i i e T g g Ajy....
=1 ;= =1 j;=

t]fGl_jl ...tquq_jq. Comme les t{l ...téq, pour 0 < 7; < p™, sont linéairement mdependants

sur Ry, on en déduit que aj . ; = 0 pour tout (ji,...,7,), et donc que P € (Tp -

4oy, TP =167 ). Done Ryl ... 7] & Rou[Th, ... T/ (TF —the7" TP —
to-P").
9”q

Montrons maintenant que B;’;g_ = Ry(m1,...,7,] par récurrence sur l’entier m’. Pour
m' =0,0naBY)s =AY, = Ox (00,07, ... 0,071 > Oxuzolty,... 10, 00,07, ... 0,0,
= Ro[m1,...,7,], ce qui fonde la récurrence.
Supposons que B);/s—l) = Rp—1[m,...,7,] pour un certain entier m’ > 1, m' < m .
Comme BX/SE C BX/S%), un élément y de Bg;r/”g_ s’écrit de maniere unique sous la forme
y = Z a;rl avec ay € Ryu_y et 71 = 7'1[1 ...Tqu . On calcule alors 8<p ‘g 5 Y

1€N4,0<I<pm
pour 1 <5 <d:
m '_1
I
b= 3T { s G
0<I<p™ k=0
I 1
= Y @ sa)T! + 1By, T
0<I<p™
b

Or Q<p —1g;>T 'l = a ’—1§J>( I tl) Tet a<k>( [711) a<k>( Lax(1)) = ax(I )a<k>
(=1+4+1,1)=ax(/ )8<k>(0, 1) = 0 pour tout k # 0, en particulier pour k = p™'~ 'e;. Donc

I g !
Q<pm/_1§j>.y = Z (Q<pm/_1£j>.a1)z . Siy e B;’?}S),E’ alors Q<pmr_1§]>.y = 0. Comme les
0<I<p™
éléments 71, pour 0 < I < p™, sont linéairement indépendants sur R,,,_y, on en déduit que
(*) - Q<pm/_1gj>.oq = 0 pour tout 1 < 5 < d. Chaque aj s’écrit de maniere unique sous la
m/—1 m'—1

ml—l
forme : a5 = g ClLJQJp avec ay j € OX',E'[tZ;H ,...,t5 ]. Montrons que a7 ; =0

Jera
pour tout J non divisible par p. Nous avons, pour tout 1 <5 < g¢:

1
o me —1
Q<pm’—1éj>-al — § aI,JQ<pm’—1£J>-Q

JeZa
=1 ' mioa (™Y1 — J) — 1 m'_
J;>0 J;<0 p

, m'—IJ, .
Pour J; > 0, le coefficient binomial <p , 1]> est le coefficient de X?™ ™" dans le polyndme
T
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(1 + X)pm/_lji =(1+ Xpm/_l)‘]ﬂ, donc il est égal a J;. Pour J; < 0, le coefficient binomial

am/—1 1—-—J)—1 m!—1 m!—1
(p ( ) 1]) ) est le coeflicient de X7 dans le polynome (1 4 X )P™ — (=%)-1 =
P
+oo

(1+ X701 4 X)~ = (1 4+ X7 7)) 37 (X%, Lest done égal & (1 — J;) +
k=0

(—1)pm1_1. Si p est impairou m’ = 1, on obtient —.J; ; sinon on obtient 2—.J; = —.J; (mod 2).

La condition (*) implique alors que ay j.J; = 0 pour tous I, .J,j. Donc a; ; = 0 des que p ne

. . s e . . me, pm/—l pm’—l
divise pas J, comme désiré. Ainsi a; = E ar, 0 avec ay j € (’)lef[tqﬂ N VI

JEeZ4

! !
N m m ’ . LRN .
Il reste a montrer que ayy € Ox/z[th,,,... ,t; ]. Chaque aj s’écrit de maniere unique

Kgt1 pm,_l Ky pm,_1 . .
sous la forme a7y = E bt ! Sty avec by € Ox/z ne faisant in-

g+1
KeNd—qa
tervenir que les ¢ premieres coordonnées ty,...,t, (nous omettons les indices I et .J

pour simplifier les notations). Pour j > ¢+ 1, la condition J_ m—1, y.ar = 0 s’écrit
=7

Z (Q<pm/—1£]>.aI7J)Qme = 0, ce qui entraine que J
Jeza
introduites plus haut, on obtient donc en vertu du lemme (2.3.3) :

- m'—1 . ’
b [X]p t]x'q+1 pm L t]&"dpm/_l -0
K pm/_l g+1 R | -

KeNd—q

<pmi—te 5 1] = 0. Avec les notations

m’—1

K;p o
Comme K; > 0, nous avons comme précédemment : ! = K. On voit ainsi que
j ’ j

pm'—l

K; bk = 0 pour tout K et tout 7 > ¢+ 1. On en déduit que bx = 0 des que p ne divise

pas K. Donc ary € Oxiz [tg:l, . ,tsm |, ce qui acheve la démonstration.
En particulier pour m’ = m, on obtient que Bg’;gf = Ry[m,...,7] = Ox' 5 [Hfm, Hl_pm, e
07, 0.7 T, Tyl

Proposition 5.2.1. Soit S un schéma régulier de caractéristique p, muni de la log-structure
triviale. Soit X un schéma neethérien lisse sur S, de dimension relative d, muni de la log-
structure définie par un diviseur a croisements normauz relatif D, somme de composantes
lisses D;, 1 <1 <r. Alors on a :

Vo= Oxalbh 070, ..., 0,071 et BYL_ = Oxm[00" 077" 07" 07 m, ).

5.3 Le niveau m

Lemme 5.3.1. Reprenons les notations précédentes, avec S localement neethérien. Alors

g?,)j, = Bg?;?gf Q01 Dg?,)j, est de dimension homologique finie pour tout entier

m supérieur ou €gal a 1.

l’anneau D
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(0)

Démonstration : nous avons montré que Dy, est de dimension homologique finie (cf propo-
sition (5.1.2)) en utilisant le gradué associé a la filtration par I'ordre. Un raisonnement ana-

H(0)

logue pour D}, _, montre que celui-ci est de dimension homologique finie. En effet, d’apres

la proposition (5.2.1), nous avons : B%gi = Rulr,...,7) ~ Ru[Ty,... ,Tq]/(Tlpm -
thuyt, .. ,qum —tiu;') avec R, = Oxrzlur,ui’sy. .. uq,uq_l] et u; = Gfm pour 1 <1 <g.
La dérivée partielle de Tip —thu;! par rapport a ¢} est —u;', pour 1 <7 < ¢ ; comme —u;

est inversible, on en déduit que les localisés de BX/SE sont essentiellement lisses au-dessus

de Ogz, qui est régulier. Par suite, BE(W/%E est réguliere. a

Remarque : si a désigne la dimension de (’)55, alors R,, est de dimension au plus a+d+gq.
Donc BX/Sw ~ R[Ty, ..., T/ (TP —thuit,. ..
plus a + d + q.

m _ . . .
TP — thug ) est aussi de dimension au

Corollaire 5.3.1. Sous les mémes hypothéses, ['anneau E(E) = A??,z Rox 5 Dg(mf) est de

dimension homologique finie.

Démonstration : c’est un corollaire du lemme (5.3.1) et de la deuxieéme remarque qui suit
le théoreme (4.3.1). O

Proposition 5.3.1. Soient R un anneau neethérien régulier de caractéristique p, S =
Spec(R) muni de la log-structure triviale L. Soit X = Spec(A), lisse au-dessus de S,
muni de la log-structure M définie par un diviseur a croisements normaux D, somme de

composantes réqulieres Dy, ..., D,. Alors 'anneau Dg;n) =T (X, Dg(m)> est de dimension
homologique finie.

Démonstration : Soit M un D( )—module de type fini. Posons M’ = ﬁg(m% Q@ pm M. Alors
’ X,z

M’ est un D( )—module de type fini. D’apres le corollaire (5.3.1), il admet une résolution
projective de type fini :

0= M, —...=>My— M —0

Localement gp_ = Oxz[01,07",...,0,,071], donc Agpf est fidelement plate sur Ox z.

S5y Vs

Donc ﬁg(mf) = X_ R4 D( l est fidelement plat sur Dg(l Il existe donc des D(X l—modules
projectifs de type fini M; tels que la suite :

0> My —...>My— M —0

soit exacte (cf [Bou6l], proposition 12 p.53). Donc Dg(mf) est de dimension homologique
(m)

finie. Comme Dy’ est cohérent, et que les fibres sont de dimension bornée (cf remarque

ci-dessus), on en déduit que tout Dg&m) module de type fini admet une résolution projective
de longueur bornée. On s’affranchit de I’hypothese de finitude par un ar%ument analogue
a celui donné par Malgrange dans [Mal76] (théoreme 4.1.5.). Ainsi D

dimension homologique finie. d

est lui aussi de



Chapitre 6

Annexe

Nous redonnons dans cette annexe la construction de l'algebre A% associée a un log-
schéma, telle que I’a définie Pierre Lorenzon dans sa these ([Lor97] et [Lor00]).

Soit (X, Mx) un log-schéma. Notons Z% le quotient de M%’ par l'action de O% et
§: MY — I% la projection canonique.

Définition 6.0.1. L’algébre AY associée au log-schéma X est la Ox-algébre I -indeaée
associée a Uextension Ex = (0 = O% = MY — I — 0) ; ainsi AY = MY A Orsr, ot
Oz = Ox X I et N désigne le produit contracté de MS" par O1 (cf [Lor97], chapitre I,
2.1.).

Remarque : Lorenzon a changé de terminologie entre [Lor97], ou il emploie le terme
d’algebre graduée et [Lor00], ou apparait celui d’algebre indezée, mieux adapté, et que
nous reprenons ici.

A% dépend fonctoriellement de X. Si f : (X, Mx) — (Y, My) est un morphisme de
log-schémas, on a un morphisme de Ox-algebres indexées A“;’[p : AV — AY au-dessus
du morphisme ¢ : f71 77 — T3F défini par f. Si f est strict, alors ?p est un isomorphisme.

Ezxemples : (a) Si la log-structure de X est triviale, alors Ay = Ox ;
(b) Soient X un schéma ncethérien régulier et Y un diviseur a croisements normaux sur
X, union de composantes régulieres Y;, 1 <i < r. Alors I{ = @/_,Zy,. Si Y; admet une
équation globale f;, et si 0; désigne la section de A% de degré ¢; € I'(X,Zy,) définie par
£, alors pour k € I'(X,T%) on a AY, = O~

Soit U étale sur X. Toute section s de M$’ sur U trivialise le O} -torseur Mg(i), com-
posante de degré §(s) de M%’, et fournit donc une base du Op-module inversible 'Ag?,é(s)v
notée e;.

Nous rappelons a présent la définition de I’algebre Bx /s ainsi que le résultat de descente
obtenu par Lorenzon.
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Proposition 6.0.2. ([Lor97], prop. I1.1.6.) Soit f : (X, M) — (S5,L) un morphisme
de log-schémas. Sur le Ox-module T3 -indexé A%, il existe une unique connexion dg
relativement a (S, L) telle que, pour toute section s de M9 sur U étale sur X on ait :

da(es) = es @ dlogs.

Si 'on identifie Aggjé(s) a Op au moyen de la base eg, la connexion d4 sur .Agfé(s) est
définie par la forme différentielle dlog(s), c’est-a-dire que 'on a d4(a) = da+ adlog(s) pour
toute section a de Ox sur U.

Proposition 6.0.3. ([Lor97], prop. 11.1.7.) (a) La connexion d4 est intégrable et multi-
plicative.

(b) St S est de caractéristique p >0 et f: (X, M) — (S, L) est un morphisme log-lisse de
log-schémas fins, alors d4 est p-intégrable.

(¢) Etant donné un carré commutatif : (X', M) g (X, M)

f! f

(5 L) ———(5,1)
le morphisme canonique g*AY — AY, est horizontal pour les connexions g*(day,s) et
da :
x!/s!

Définition 6.0.2. Soit f : (X, M) — (S, L) un morphisme log-lisse de log-schémas fins.
On définit Bxs comme la sous-algébre I -indexée (AYF)? des sections horizontales de AY

(cf [Lor97], chapitre 11, 1.8.).

Théoréme 6.0.1. ([Lor97], 11.3.3.) Soit f : (X, M) — (S,L) un morphisme log-lisse
de log-schémas fins. On suppose que S est de caractéristique p > 0. Le foncteur F —
F @By s AY de la catégorie des Bxs-modules indexés localement libres de type fini dans
la catégorie des A% -modules indexés localement libres de type fini a connexion intégrable
et p-intégrable est une équivalence de catégories.
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