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Chapitre 1

Présentation des travaux






1.1 Introduction

Ce travail est divisé en deux axes de recherches. Le premier axe concerne ’étude de quelques
systemes d’équations aux dérivées partielles non linéaires issus de la modélisation macrosco-
pique des composants semi-conducteurs. Le deuxiéme axe de recherche est consacré a 1’étude
de quelques problemes d’identification. Nous nous intéressons en particulier & deux types de
problémes d’identification. Le premier concerne la reconstruction des données sur le bord pour
des problémes elliptiques. Le deuxiéme type de problémes auquel nous nous somines intéressés
est celui de l'identification des frontiéres dans des problemes gouvernés par des équations ellip-
tiques.

La recherche menée pendant plusieurs années dans I’étude des systémes d’équations
modélisant les semi-conducteurs nous a conduis & la rédaction d’une théorie sur les conditions
suffisantes pour la convergence des systémes discrets de dérive-diffusion [54]. Dans ce travail
nous discutons la construction de solutions approchées. En particulier, la construction de suites
{u(m)}m par un processus du type Gummel :

V- eVu™ = Fum=Y),

Nous présentons des critéres de stabilité et de consistance pour vérifier la convergence de ces
suites dans le cas de I'unicité de la solution du systéme dérive-diffusion [56]. Dans les mémes
conditions, nous montrons un théoréme permettant ’obtention des estimations d’erreurs.

Comme la théorie présentée dans la premiere partie de ce travail réduit I’analyse de la conver-
gence d’un schéma d’approximation & ’analyse de la convergence des méthodes de discrétisation
des équations découplées, nous appliquons ces résultats dans le cas ou les équations sont ap-
prochées par la méthode des éléments finis. Nous montrons ’existence d’une solution discrete et
nous construisons des estimations des solutions indépendemment du parametre de discrétisation.
En particulier nous montrons que les approximations du potentiel restent uniformément bornées.
Des estimations d’erreurs en sont alors déduites. Vue la régularité de la solution [33], celles-ci
sont de lordre de h3~°.

Un des problémes d’identification des données sur le bord auquel nous nous sommes intéressés
est le probleme de Cauchy pour des équations elliptiques. Il s’agit de reconstruire des données
sur une partie Iy de la frontiere I' de Pouvert 2 afin d’obtenir la trace observée sur une autre
partie I'y de T. Etant données les fonctions vy sur Ty et g sur I's appartenant respectivement a
H%(Fg) et H%(Fl), et f appartenant & L?(£2). On cherche 9 € H'(f2) solution du probléme aux
limites [25] :

—VK()Vy = f dans

0
(P) B_Z = g sur TIUT;
P = wvg sur T'1UT,.

La méthode que nous présentons est basée sur des résultats de Kozlov-Mazya-Fomin [41].
C’est une méthode itérative permettant une construction de la solution via la résolution d’une
suite de problémes aux limites bien posés. Apres la présentation d’une transformation permet-
tant la réduction du probléme non linéaire en un probléme linéaire, auquel on peut appliquer
lalgorithme itératif [36], et une suite d’équations non linéaires scalaires [25], nous montrons un



résultat de convergence de cet algorithme [35] et nous présentons une formulation en équations
intégrales des problémes que nous avons & résoudre, ainsi que leurs approximations par des
éléments de frontiere [36]. Ce travail se termine par une étude de I'implémentation de cet algo-
rithme tenant compte des propriétés des systémes obtenus apres discrétisation [49].

Notre travail sur les problemes de frontiéres libres a démarré par ’étude du probleme de
Iidentification de la zone de dépletion d’un semi-conducteur de type MESFET en utilisant les
techniques des inéquations variationnelles [55]. Nous approchons ce probléme par des techniques
d’optimisation de forme permettant de déterminer la frontiere libre séparant la zone de dépletion
et la région de neutralité de charges, ainsi que les autres parametres physiques notamment le
potentiel et la densité de charges électriques [2].

Le probleme de I’identification de la zone de dépletion se pose d’une facon générale dans la
modélisation des jonction pn. Apreés avoir reformulé ce probléme sous forme d’une inéquation
variationnelle, nous proposons son écriture selon les techniques du controle et nous utilisons la
méthode des éléments finis pour approcher ce probléeme. L’originalité de ce travail consiste en
I'utilisation des nceuds sur la frontiére libre comme inconnus, ce qui donne lieu & un systeme
algébrique non-linéaire. Pour résoudre ce systéme, nous proposons deux algorithmes [22] .

Un autre travail entrant dans le cadre de 1’étude des probléemes d’identification concerne
I’étude théorique et ’approximation numérique du probléme d’écoulement stationnaire & tra-
vers une digue rectangulaire en milieu poreux non homogene [18]. L'objet est de déterminer
la zone mouillée ainsi que la vitesse de filtration du liquide & I'intérieur de la digue . Nous
utilisons une paramétrisation du domaine, un choix de régularité minimale sur la fonction pa-
ramétrisante permet de montrer ’équivalence avec un autre probléme. Nous proposons alors une
nouvelle formulation de ce dernier, basée sur la méthode d’optimisation de forme, permettant
I’étude de D’existence de la solution avec moins d’hypotheses de régularité sur le ceefficient de
perméabilité que dans les travaux antérieurs, ensuite nous étudions I’approximation du probléme
par la méthode des éléments finis [16].

Nous terminons ce document par la présentation d’une nouvelle méthode d’approximation
numérique du probléme d’écoulement non stationnaire & travers une digue en milieu poreux
homogeéne [17]. Une discrétisation temporelle de I’équation du mouvement de la frontiére libre
permet d’étudier un probléme stationnaire & chaque instant. Ce dernier est reformulé en un
probléeme d’optimisation de forme. Nous étudions 'existence d’une forme optimale et nous
présentons quelques résultats numériques.

Nous donnons maintenant un peu plus de détails concernant ces travaux

1.2 Convergences des systemes discrets de dérive-diffusion

Considérons le systeme de Van Roosbroeck, modélisant le comportement électrique d’un
semi-conducteur a 1’état stationnaire, qui consiste a chercher le triplet {u,n,p} tel que :

V-eVu = ¢g(n—p—N) (1.1)
V- (D,Vn —pu,nVu) = R (1.2)
V- (DpVp+pppVu) = R (1.3)



avec u,n, p satisfaisant les conditions aux limites mixtes suivantes :
v-Vu=v-Vn=v-Vp=0 zely (1.4)
U= Ug, N = Ng, P = Pg Ud,Nd,Pqd données pour z € I'p,

ou v est le vecteur normal sortant. Nous considérons des choix de la frontiére I'p, supportant
les conditions de Dirichlet, tels que les solutions du systéme (1.1)-(1.5) ne sont pas suffisamment
réguliéres. Pour le cas ol I'intersection de I'p et I'y se fait & angles plats, il est connu [33] que
{u,n,p} € [W1’4*‘5(Q)]3 ,0 < § < 1 mais pas dans [HQ(Q)]3

1.2.1 Résultats de convergence

Dans ce qui suit nous nous restreignons au cas ou R = 0. Apreés une renormalisation et en
introduisant les variables Slottboom, 1, p définies par :

n=ne", p=pe ", (1.6)

le probleéme s’écrit. Trouver (u,n, p) : & — R3, tels que :

V-eVu = ne* —pe " - N (1.7)
V(') = 0,
V- pp(e7¥Vp) = 0. (1.9)
avec les conditions aux limites
U=Ug, N =1Ng,Pp=pqg onlp, (1.10)
v-Vu=v:-Vnp=v-Vp=0 onTly. (1.11)

Ce probléme admet la formulation variationnelle suivante : Trouver (u, 7, p) € {ug, M4, pa} &
(H})? tel que

<EV’U,, V’U) + <,,7€u’ U) - <peiua U) = <N7 U)
(un€*Vn, V) 0 Y(v,@,) € (Hp)? (1.12)
(Hpe™"Vp, Vi) = 0.

o Hh = {ve H'(Q)/v =0 on I'p}

La principale contribution de ce travail est de démontrer sous des conditions moins restrictives
que celles considérées dans [47] et [48], qu’une suite d’approximation du systéme (1.12) peut étre
utilisée pour obtenir 1’existence de solutions du probléme (1.7)-(1.9). En plus cette méthode nous

permet d’analyser la convergence des approximations indépendamment du type de discrétisation
utilisée [54].

La méthode proceéde comme suite. Nous considérons une suite {tm, 7tm, Pm}m>1, de solution
approchant le systéme de Van Roosbroeck. Basé sur {u,, nm, pm }, nous définissons

i = iy € HY @ ug, } (113

(eVii, Vv) = (q(nm — pm — N),v),Yv € H5(9),



N =Ty € Hp, ® ng, (1.14)
(Dn V71, V) — (un iV um, Vo) = 0,Yv € H5(), ’
(DpVP, Vo) + (ppVium, Vo) = 0,Yv € H} (). )

11 est clair que (1.13), (1.14) et (1.15) est une version découplée du systéme dérive-diffusion
(1.12). Chaque équation est & résoudre par rapport & une variable (continue) principale, les
autres étant fixées dans leurs formes discrétes. Nous avons alors

Théoréeme 1.2.1 Si (un, N, Pm) est tel que (U, o, Pm) € [Wl’p]?’, p<4, (p=4-9), avec
{um}m uniformément bornée dans Lo (Q2) et

lm ||y — Gp)|12 = Hm ||ng — 2yl = Im ||pn — dnll =0,
m—r0o0 m—r0o0 m—ro0

alors une sous suite de {tm, Nm, Pm} converge dans H*(Q). La limite est une solution du systéme
(1.1)-(1.5).
Remarque 1.2.1

1. La suite {um,}m converge vers u si la solution est unique.

2. Le théoréme 1.2.1 implique qu’une sous-suite d’une approzimation donnée (Um, Nm, Pm)
converge vers une solution du probléme du semi-conducteur si :

(a) les approzimations ny, et py, approchent respectivement les solutions n(upm) et p(um)
des équations de continuité écrites en fonction de up,.

(b) L ’approxzimation u,, du potentiel est proche de la solution ., de l’équation de Poisson
avec les ny, et p,, données.

3. L’analyse de la convergence d’un schéma de discrétisation est donc réduite a l'analyse de
la convergence des méthodes de discrétisation des équations découplées.

Nous allons maintenant énoncer un théoreme sur lequel seront basés nos résultats d’estimations
d’erreurs.

Théoréme 1.2.2 Sous les conditions du théoréme 1.2.1 et si le semi-conducteur est proche de
Déquilibre thermique (i.e. unicité de la solution [56]) alors
1. La suite (Um, i, Pm) converge dans H' vers la solution du systéme (1.1)-(1.5).

2. 1l existe une constante C' tel que
[u = umll1,2 < Clltm — umll12 + Inm — 2m|l + l[lpm — Dmll] (1.16)

Soient u, m, p, 1, p des fonctions associées a une solution exacte du systéme (1.1)-(1.5). Etant
donnée une approximation u’, on désigne par n(u'), p(u') les densités d’électrons et de trous
obtenus par la résolution des équations de continuité avec ce potentiel u'.

Soit 7(u) = g[n(u) — p(u) — N] et soient L, L' les opérateurs définis par :

13 N i f L—_1> &, respectivement ol
V- (eVE) =f, z € X &(z) =u4(z), 2 €Tp; v - VE=0, sur T'y.

La démonstration du théoreme 1.2.1 est une conséquence du lemme suivant avec quelques esti-
mations élémentaires :



Lemme 1.2.1 Soit {up}m une suite de fonctions continues, telle que ||um|loco < b, et

lim = L () 12 = 0, (1.17)
alors il existe une sous-suite de {Up, }m telle que (Um ,n(Unm), P(um)) converge dans H' vers une
solution du systéme (1.1)-(1.5).

Ce lemme utilise quelques estimations a priori, en particulier nous montrons que

Lemme 1.2.2 Si ¢ € HY(Q) alors e¥ € L,,1 < p < oco. De plus il existe une constante c,

dépendante de p telle que
e[ < Cecll9li (1.18)

Une clé de la démonstration du lemme 1.2.1 est le résultat, sur la continuité H', suivant

Lemme 1.2.3 (Continuité H' ) Soient u, u' deuz potentiels électrique tels que ||u|oo, [|u']|00 <
b, et n, p, ', p' les fonctions solutions des équations de continuité associées. Alors n, p, 7', p'
vérifient :

IV =)+ V(e =)l < CIV(u—u)[([IValls + | Vnlls) (1.19)
ou C dépend de b.

Ce lemme, les relations exprimant la dépendance continue des densités n et p du potentiel
électrostatique associé et le résultat de Quasi-Monotonie suivant permettent de montrer le
théoréme 1.2.2.

Lemme 1.2.4 Supposons que la fonction N(z) est uniformément bornée et que ||ul|oo, ||U]00 <
b. Les solutions des équations de continuité 0,7, p, p' vérifient inéquation suivante

(u—u',ne* —n'e” —pe= + ple™) > —CoC1||V(u — o) (1.20)
ou C1 = C(||Vp|ls+IVnll3), avec C une constante dépendante de b, et Cy dépendante du domaine
Q

1.2.2 Application : discrétisation par éléments finis

Nous présentons 1'étude de D’existence et les estimations d’erreurs pour une discrétisation
par éléments finis sur les équations du modéle dérive-diffusion. Un résultat du principe du
maximum discret est la clé de I’étude de D'existence. Les résultats précédents et le théoréme
1.2.2 en particulier, constituent le point de départ de I’analyse des erreurs d’approximation.

Considérons une triangulation réguliere 7, de €2 ou les triangles T' sont supposés non
dégénérés. Soit V), un sous espace d’éléments finis de H}j et ugp, Ndn et pgn les interpolés des
données sur le bord. Le probléme discrétisé correspondant au probleme (1.12) est alors le sui-
vant :

Trouver (up, N, pr) € (Udh, Ndh, Pan) © (Va)? tel que

(eVup, Vup) + (npe™™, vp) + (ppe” ", op) = (N, vp)
(e""Vnn, Ven) = 0 Y(vp,n,%n) € (Vi)?
(e “"Vpn,Vipp) = 0. (1.21)



L’existence d’une solution du probléme discrétisé (1.21) est montrée en utilisant la théorie de
degré topologique dans les espaces de dimensions finies, ou il suffit de démontrer que la so-
lution est bornée pour que l’existence en découle (La borne ne doit pas obligatoirement étre
indépendante de h). En travaillant sur les équations de continuité, nous montrons, en utilisant un
résultat du principe du maximum discret, (cf. [19]), que up, mp, ph, nn €t pp, sont uniformément
bornées.

Considérons l'opérateur F; défini par :

F: X, — X,

Ugp — Up,
oll uy, est calculé comme suit : Nous cherchons 1, pr, € (an, pan) @ (Vi)? solutions de

(e"nVn,, Vep) = 0, V(en ) € (Vi) (1.22)
(e Vpp, Vipp) = 0, (1.23)

puis uy, est calculée comme solution du probleme :

{ Trouver up, € ugn @ Vp (1.24)

(eVup, Vop) — t{npe™, vg) + t{ppe™"", vp) = t(N,vp) Yvp € Vj.
Nous avons alors

Lemme 1.2.5 Si la triangulation Tp est telle que pour tout T € Ty les angles de T sont
inférieurs a %, alors tout point fize de Fy est tel que

(i) lInlloo < Mdllees Nlonlloo < llpall e

(ii) [Vun| < C

(ii) ||nnllp; Ipallp < Clp), ot C et Cpy sont indépendantes de h et Cp) dépend de p pour
tout 1 <p < oo

Ce lemme permet I'utilisation de la théorie du degré topologique pour montrer la premiére
assertion du Théoréme suivant :
Théoréme 1.2.3 Sous les hypothéses du lemme 1.2.5 nous avons
1. le probléeme discrétisé (1.21) admet une solution {up, g, pn}, Vh,
2. La suite {up, Nn, pr}n admet une sous suite qui converge vers une solution {u, n, p} du
systéme (1.12)
3. Si le semi-conducteur est proche de [’équilibre thermique alors la suite {up, np, pptn

converge vers {u,n,p}, la solution unique du systéme (1.1)-(1.5) avec les estimations d’er-
reurs suivantes :

lu = uplliz < CVh (1.25)
In—nnll12 < Chz* (1.26)
lo—pnlli2 < Ch3~* (1.27)
In—nal < CVh (1.28)
lp—pull < CVh (1.29)



La démonstration de la deuxiéme assertion de ce théoréme est basée sur les résultats du
théoréme 1.2.2 concernant la convergence des approximations. Ces résultats nécessitent que les
approximations soient bornées uniformément. Nous montrons alors qu’il existe C' indépendant
de h tel que ||upl|leo < C.

La derniére partie du théoreme est obtenue en choisissant uy,, = up, Ny = np = ey, Py =
pp, = e “rpy dans le théoreme 1.2.2 et en estimant |Gy, — up||1,2, [|[n(un) — nall et ||p(un) — pall,
ou up = Lil(’n,h — Ph — N)

1.2.3 Remarques et autres résultats

Notons que notre analyse est suffisamment générale pour étre utilisée pour d’autres méthodes
d’approximations. Une application & une méthode d’approximation par des éléments finis mixtes
avec estimations d’erreurs est faite dans [51].

Un intérét de I'analyse précédente est que si on connait, dans le cas ou le taux de recombinai-
son R est nul, des résultats de convergence des méthodes d’approximation de chaque équation
du systeme de dérive-diffusion, on peut montrer un résultat de convergence globale et montrer
ainsi l'existence d’une solution du systéme.

Nous avons montré, en utilisant la théorie du degré de Leray-Shauder, un autre résultat
d’existence dans le cas ou R # 0 (voir [33]). Récemment, nous avons généralisé ce résultat
au cas du modele dérive-diffusion avec terme d’avalanche dans R et mobilité non constante
s’écrivant sous la forme : Trouver (u,7, p) solution de

-V - (eVu) +gn; (e“/UTn — e_“/UTp> =gN dans €,
=V (pn Ur e“/UTVn) = —Q(u,m,p)(np—1)+g dans Q,

-V upUTe_“/UTVp)=—Q(u,n,p)(np—1)+g dans (2,
Uu=ug, p=pg, N=nqgsur I'p, v-Vu=v-Vn=v-Vp=0sur I'y.

(1.30)

Nous avons montré qu’'une solution de ce systéme peut s’obtenir comme un point fixe d’'un
opérateur S défini sur un convexe construit a I’aide de quelques résultats d’estimation a priori sur
(u, 7, p). L’existence du point fixe est obtenue par le théoréme de Schauder dont les hypothéses
sont vérifiées en utilisant quelques résultats d’analyse convexe (voir [23]). Dans le cas ou certains
changements de conditions aux limites se font & angles plats, nous démontrons (voir [21]) que le
systéme (1.30) admet une solution unique. Ce résultat généralise ceux obtenus dans [56, 65].

11 est & noter que les variables de Slotboom (u,7, p) ont ’avantage de garantir la positivité
des densités de charge méme si on tient compte de la présence d’erreurs numériques. Leur
avantage principal est que chaque équation est formellement monotone et auto-adjointe par
rapport a la variable associée (les autres variables étant considérées comme données). Cependant,
I’approche numérique avec les variables de Slotboom est considérée comme non pratique a cause
des probleémes de dépassement de capacité (underflow-overflow) dus & la présence de I’exponentiel
(e “r et e*r). Nous avons montré que ces difficultés peuvent étre contournées en utilisant une
technique ”d’échelonnement” [50]. Une autre difficulté concerne le choix du schéma pour résoudre
I’équation de Poisson non linéaire. Nous avons analysé et comparé différentes méthodes de type
quasi-Newton dans [52, 53, 50].



1.3 Meéthodes itératives pour le probleme de Cauchy

1.3.1 Probléme non linéaire

Nous allons étudier le probléme non linéaire (P;) qui est posé dans un ouvert 2 dont le
bord est continu et C'! par morceaux est partitionné en quatre parties I'g,T'1, 'y, '3 de mesures
positives. Nous avons deux données sur la frontiere I'y (Dirichlet et Neumann) étant donnée
une fonction f; appartenant & L%(Q) ¢; appartenant & H %(I‘Z) et 1; appartenant & H %(I‘Z) On
s’intéresse donc & déterminer la fonction u appartenant & H'(Q) solution du probléme (P;)

( -V -Kw)Vu = fi sur
u = ¢ sur I'
U = ¢o sur T
K(u) ? = 1y sur Ty
u
| K(u) o = 13 sur Ts.

L’utilisation du changement de variable suivant :

w(u) = /u K (t)dt. (1.31)

conduit & la recherche d’un w(u), solution de :

([ —Aw(u) = f1 dans
w(u) = / " K@it s T
el ww = [CK@a s T
8“(;(:) = oy sur Ty
\ &gl(/u) = Y3 sur TI's.

Le probléme est donc ramené & un probléeme de Cauchy pour des équations elliptiques linéaires.
Une fois que la solution du probléme (P2) est calculée on obtient w(u(X;)) pour tout point X;
du domaine . Alors pour obtenir la solution de notre probléme initial (P;), il suffit de résoudre
une suite d’équations non linéaires scalaires :

w(u(X:)) — / " eyt = o. (1.32)

Nous pouvons des maintenant distinguer deux cas possibles :

1. Cas ou une primitive G de la fonction K est connue, le probléeme (1.32) devient alors :
trouver Y; solution de
w(u(X;)) — G(Yi) = 0. (1.33)

Cette solution peut étre calculée en utilisant les méthodes de résolution des équations non
linéaires scalaires (Newton, quasi-Newton).
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2. Cas ou on ne peut pas obtenir une expression analytique de la primitive de la fonction
u
K : on approche d’abord 'intégrale / K (t)dt par une expression G, en utilisant une

méthode d’intégration numérique (Trapezes, Simpson...), puis on cherche une solution Y;
de I’équation non linéaire scalaire

w(u(X;)) — Ga(Yi) =0,. (1.34)

1.3.2 Le probleme linéaire

Revenons maintenant au probléme de Cauchy (P), qui a suscité la curiosité de beaucoup
de chercheurs sur le plan théorique et numérique [44, 57, 58, 39, 36]. Il existe deux grands
groupes d’approches pour ce type de problémes. Le premier comprend les méthodes basées
sur sa réduction a une classe de probléemes bien posés au sens de Tikhonov [43, 44] et les
méthodes utilisant des fonctions paramétriques [61, 62]. L’autre groupe consiste en les méthodes
itératives [40, 41, 37, 36] qui ont lavantage de ne pas nécessiter de sélection de parameétre
comme dans le premier groupe. Un des inconvénients de ce dernier groupe est ’eventuelle nombre
important d’iterations nécessaire pour la convergence. La relaxation de la donnée sur le bord
nous a permis la construction d’un algorithme tres rapide comparé & celui proposé par Kozlov
et al. [41].

Considérons donc le probléme de Cauchy, écrit sous la forme suivante : Trouver u solution
de

—Au=f dans Q, wr, =vi, ur, =v2, Gur, = g2, Gur, = gs, (1.35)

ou f, v1, ve, go et g3 sont données. Nous supposons que ces données assurent I’existence d’une
solution u dans €.

1.3.3 Description de P’algorithme

Nous construisons une suite d’approximation de la solution du probléme (1.35) par le schéma

itératif suivant : Etant donnée vg, une approximation initiale de la solution u sur I'y qui doit étre

(2n)

bien évidemment compatible avec les autres données, nous calculons u'“™, pour n > 0, comme

solution du probléme

—Aul®m = [ in Q, u|(1?‘:) = U(n)’ uflg?) = U1, 8,,U|(1%Z) = 92, 8,,U|(1%:) = 93, (1.36)
avec v(0) = g et
o™ = 9u‘(1%n_1) +(1-0)v™Y  for n>1. (1.37)
0

u(27+1) et alors obtenue comme solution de :

At = f dans ©, 0,u Y = B, Wl = v, Wl = 0y, 0uEHY = g,
(1.38)

Dans I'équation (1.37), 6 est un parameétre positif qui doit étre ajusté pour assurer et accélérer

la convergence du schéma itératif. Notons qu’on retrouve un schéma similaire & celui proposé
dans [41] en prenant 6 = 1.
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1.3.4 Etude de la convergence

Dans le théoréme suivant nous présentons les conditions sous lesquelles 'algorithme (1.36)-
(1.38) converge.

Théoréme 1.3.1 Il eziste une constante positive 8* € (1,2] telle que, pour tout 6 € (0,6%] la
suite u™ définie par (1.36)-(1.38) converge vers la solution du systéme (1.35) indépendemment
de la valeur initiale vyg.

L’argument clé de la démonstration du résultat précédent tient au fait qu’on rameéne le
probléme de la convergence au bord I'y pour tout 6 € (0,0*]. Ceci est résumé dans le lemme 1.3.1.
Avant de présenter ce résultat donnons quelques définitions et notations. En premier lieu, nous
introduisons I’espace de Hilbert suivant :

HY?(Ty,Ty) = {v € HY*(T'y), 3w € H*(Q),w = 0 sur I'; and w = v sur Iy}

et la norme || - || associée au produit scalaire < -,- >, défini sur H'/?(I'y,T';) par
L, >= / VR - VRydz, Ve, € H/(T,T), (1.39)
Q

ot Popérateur R est défini par : Vi € H'/? (To,T1), R est la solution de
—A{ =0 dans Q, {r,=%, {r, =0, 9,£=0 sur Iy UTs. (1.40)

Nous montrons que
Lemme 1.3.1 Pour 0 > 0, si la suite {ugg)} converge dans H'/?(Ty,T'1), alors la suite {u(™}
converge dans H(Q) vers la solution de (1.35).

Nous introduisons maintenant I'opérateur qui nous permet de ramener I’étude de la conver-
gence de {u(™} & la convergence de {“\(1%:)} sur le bord T'y. Soit T l'opérateur défini sur

Hl/Q(PO,Fl) par
% € H'*(Tg,T1) — T4 = wyr,

ou w est la solution de
_Ag = 0’ 81/5‘1_‘0 = aI/R/(mF()’ g\I‘l = O’ §‘F2 = 07 auf\I‘g = O‘ (141)

Cet opérateur satisfait les propriétés données dans le lemme suivant :

Lemme 1.3.2 Supposons que Q est un ouvert borné de frontiére Lipschitzienne alors
(i) L’opérateur T est inversible.
(i) Ja > 1, Vo € HY2(To,Ty), ||T9[l < |9l < af[T]|-

Nous définissons alors Ty, notre opérateur de transfert sur le bord I'y, par

Ty: H'/?(To,T1) — HY*(Ty,Ty)

W — Ty =0T + (1 — ). (142)

Posons maintenant
a=inf{8 > 1,[[|| < BITY[, V¢ € H/*(To,T1)} (1.43)

et désignons par o(Ty) ’ensemble des valeurs propres de Tp, alors
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Lemme 1.3.3 [opérateur Ty vérifie les propriétés suivantes :

(i) Ty est symétrique pour tout 6,

(i) Ty définie positif pour 8 tel que 0 < 0 < o?/(a® — 1) si > 1,

(iii) Vo € HY/2(To, 1), [|Tyepl| < ||9l| pour 0<0 <2,

(iv) si @ # 0 alors 1 & o(Tp).

Ces résultats et le résultat de convergence des approximations successives définies & partir
des opérateurs linéaires symétriques et définis positifs, voir Krasnosel’skii et al. [42] page 66,
nous permettent de montrer le lemme 1.3.1. Nous montrons aussi que §* = min{2,a?/(a?® —1)}.

Remarque 1.3.1
— Comme nous montrons que 0* > 1, nous prouvons en méme temps, mais d’une facon
différente de celle de Kozlov et al. [41], que l’algorithme proposé dans [41] est convergent.
— Dans léquation (1.37) le parameétre de relazation peut varier a chaque itération on rem-
place le calcul de v™ par

n n 2n— n n—
p(™ = g )u‘(ro Rt (1 -6 ))U‘(FO V' for n> 1 (1.44)

Afin d’accélérer la convergence (voir résultats numériques) nous avons proposé dans notre
article [36], un calcul automatique d’un paramétre optimal & chaque itération. Ce paramétre
0 =6tV est défini par
9(n+1) B <e(2n)’ e(2n) _ e(2n+1)>
d - ;
[e@nt+1) — e(zn)“%Z(FO

)

Vn > 1. (1.45)

0 peut étre choisi arbitrairement dans ]0,6*].

1.3.5 Approximation

Il est important de faire remarquer ici que

(2n) sur T.

1. Résoudre le probléme (1.38) nécessite la connaissance de d,u

2. Le calcul de 95n+1) nécessite uniquement la connaissance de la restriction de la solution
sur le bord I'y.

3. Les problémes aux limites (1.36) et (1.38) sont du méme type et peuvent étre reformulés en
équations intégrales qu’on peut discrétiser en utilisant la méthode des éléments frontieres
(BEM).

4. La méthode BEM utilise les informations sur le bord et réduit ainsi la dimension du
probléme de un. Elle permet aussi I’obtention simultanée du potentiel et de la densité de
courant sur le bord, ce qui évite I'utilisation d’une approximation supplémentaire de la

dérivée normale de w.

1.3.6 Formulation en équation intégrale

Considérons le probléme aux limites suivant

Au = 0 in €,
w = f on Tp, (1.46)
du = g on Ty
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Le principe de la méthode des équations intégrales est basé sur la recherche d’une solution
élémentaire, ou fonction de Green, de 'opérateur de Laplace. En dimension 2, nous avons

2ru(z), €N
/F {u(y)0y, log|z — y|} dsy — Oy, u(y) log |z — yldsy = { w(z)u(z), =€l (1.47)
0, z & Q

ou w(z) est I'angle solide. En séparant les parties connues des parties inconnues dans la formule
précédente nous donnons une représentation intégrale du probléme (1.46) de la forme

AyY(z) =F(z), z€Tl (1.48)

ou lopérateur A : Ly(T') — Lo(T') est défini par

w(z)p(w) —/ o(y)Ovy loglw—yldsy+/ o(y)log |z — yldsy, z €Ty,
Ap(z) = T o (1.49)
- /F P9, log |z~ ylds,+ [ plu)logla — yids,, z €T,
N

I'p

le second membre F(z) est défini pour tout = € I par

~ [ gtwtogle —yids,+ [ )ovylogla — yids,, €Ty,
F(z) = o Lo (1.50)
—/ g(y) log |z — yldsy+/ f(y)ovylog|z — y|dsy — w(z)f(z), = €Tp,
FN FD
et
T
() = { g(z)(;) e (151)

L’application de la représentation (1.48) & chacun des problémes (1.36) et (1.38) conduit &
la résolution alternative des deux systémes suivants :

AW(Z”) (z) = F(2n) (z), zel, (1.52)

Ayp® ) (g) = FCr+D(g) gz €T, (1.53)

ot les opérateurs A;,i = 1,2, les fonctions F(™ et 4™ sont définies en fonction des conditions
aux limites associées & chacun des problemes (1.36) et (1.38).

En inversant les équations intégrales (1.52) et (1.53) nous obtenons 1" et 42"+ Ainsi
nous avons pour tout n > 0, u(™ (z) et 8,u(™ (z), Vz € I. La substitution de ces valeurs dans
’équation (1.47) donne u(™ (z), Vz € Q.

1.3.7 Implémentation

Notons que les opérateurs A;, 7 = 1,2 dépendent uniquement du type et non des valeurs des
conditions aux limites. Nous utilisons cette remarque pour construire une méthode de résolution
trés rapide des systémes discrets associés & (1.52) et (1.53). La subdivision du bord en m éléments
0R); et 'approximation de u et de sa dérivée normale ¢ = Ju/0v par des constantes prenant la
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valeur u; et ¢; au milieu z;, de chaque 0€2;, ménent & une version discrete de (1.47) sur chaque
noeud £ de la forme

m m
> Hyup = G (1.54)
=1 =1
Nous obtenons donc une version discréte de (1.36) et (1.38) de la forme :
AU k) = plk) (1.55)

AU = p{b), (1.56)

Les matrices A; et Ay sont factorisées, a la premiere itération, sous la forme A; = L1 Ry, Ay =
LsRs ou Ly, Ly sont des matrices triangulaires inférieures et R, Ro sont matrices triangulaires
supérieures. Seuls les seconds membres bgk) et bgk) sont recalculés pour k > 1. Les approximations
Uk) et UE+1) sont obtenues par descente-remonté qui nécessite uniquement m? opérations au
lieu de (m3 + 3m? — m)/3 pour la méthode de Gausse (traditionnellement utilisée pour ce type
de matrices [30, 38]). En considérant le rapport des nombres d’opérations, nous définissons le

taux théorique d’accélération S,; par

k(m? + 3m? —m)

—
ut m3 + 3km2 —m

qui est de l'ordre de k lorsque m est assez grand et k trés petit devant m.

1.3.8 Résultats numériques

Soit 2 = (0,1) x (0,1) avec T'g = {0} x (0,1) , Ty = {1} x (0,1), T's = (0,1) x {0}U(0,1) x {1}
et I'y = (. Nous considérons le probléme

V-exp(T(z,y)) VT (z,y) = 0 dans
T (z,y) = In(3-92) sur I'y
exp(T(z,v))0,T (z,y) = 2 sur Ty
eXP(T(way))al/T ($ay) = g(w,y) sur 1-‘3
ou g(z,y) = _(2) : z z 2 . La solution exacte de ce probléme est T'(z,y) = In(2 + 22 — 32).

Les tableaux suivants montrent lefficacité de la méthode itérative (1.36)-(1.38) ainsi que
Pefficacité de I'implémentation proposée. D’autre résultats numériques comprenant une étude
comparative de différents solveurs ainsi qu'une étude de l’application de ’algorithme (1.36)-
(1.38) dans différentes configurations peuvent étre consultés dans [36, 25, 49]

Dans les deux tableaux, C'PU; représente le temps CPU nécessaire pour atteindre la conver-
gence en résolvant les systémes linéaires par une méthode directe, C'PU;y celui qu’utilise
I'implémentation décrite ci-dessus.

D’apres le tableau 1.2, nous remarquons que, pour une précision donnée, 'influence du
nombre délements sur le nombre d’iterations est négligeable (ce qui n’est pas le cas pour § = 1).
Nous remarquons aussi que I'implémentation proposée de notre algorithme avec 8 calculé d’une
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N CPU1 CPU2 iterl iteT‘Q Su Sut
160 | 10.626669 | 1.019920 | 509 | 509 | 10.42 | 49.17
320 | 359.87070 | 7.797264 | 556 | 556 | 46.15 | 90.38
640 | 7941.743 | 49.65107 | 605 | 605 | 159.95 | 158.45
1280 | 83403.59 | 365.9648 | 665 | 665 | 227.90 | 260.51

TaB. 1.1 — Temps CPU pour § =1
N CPUl CPUQ k‘l k‘g Su Sut
160 | 0.2147200 | 6.2439995E-02 | 8 | 8 | 3.44 | 7.08
320 | 5.600288 0.708 8 | 8 | 791 | 7.51
640 86.55 10.39 8 | 8 | 833|774
1280 | 946.4974 118.37 718|799 7.87

TAB. 1.2 — Temps CPU pour 6 calculé dynamiqueent par (1.45)

facon dynamique est pratiquement k fois plus rapide que 1'utilisation brute d’une méthode di-
recte. Dans ce cas le taux théorique S,; prédit le taux réel S, = CPU;/CPU; (sauf pour
m = 160 ou m n’est pas assez grand. Dans le cas ou 8 = 1, les deux taux Sy et S, sont tres
proches pour les grands systémes. D’autres résultats peuvent étre consultés dans [49, 25]

1.4 Identification de la zone de Dépletion dans les MESFET

Le comportement électrique d’un semi-conducteur de type MESFET peut étre décrit par le
probléme de frontiére libre suivant :

Au=— dans Q
{ U = Uy sé;j?("Dl"D,a,,u =0 sur 'y (1.57)
u<w dans D et u=w dans C (1.58)
{ V.(PU=9)Vw) =0 dans Q (1.59)
w=wg sur 'p,0,w =0 sur I'y

oi1 © est un ouvert borné de R? simplement connexe de frontiére assez réguliére. I'p et I'y sont
telles que 92 = I'p U 'y. Les fonctions données uy et wy > 0 sont assez régulieres. ¢ et 3 sont
des constantes strictement positives.

Les inconnues & déterminer sont le potentiel u, le quasi-potentiel w, un ouvert C' de Q et D tel
que D=0 -C.

1.4.1 Formulation

Considérons la fonctionnelle coit 7, définie, pour tout w € L*°(2), par :

7.(C) /Q((u—w)+)2+/c(u—w)2, VO € Uy, (1.60)
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ol v1(x) = max(0,v(z)) et u est la solution du probléme (1.57) associé & C.
Une formulation du probléme (1.57)-(1.59) comme un probléme d’optimisation de forme s’écrit :

Trouver (u,w,C) tel que :
(u, C) est solution du probléme (1.62), (1.61)
w est solution du probléme (1.59),

ou le probléme (1.62) est défini par :

Trouver (u,C) tel que :
Ju(C) = odnt Ju(C7) (1.62)

s/c: wu est solution du probléme (1.57),

avec U,y ’ensemble des parties mesurables de ).
Nous avons alors

Proposition 1.4.1 Le probléme d’optimisation de forme (1.61) et le systéme (1.57)-(1.59) sont
équivalents

Nous nous intéressons dans la section suivante & I’étude de I’existence et de 'unicité de la solution
de ce probléme.

1.4.2 Existence et unicité pour le probleme d’optimisation de forme

Considérons les espaces suivants :

U ={ueHY(Q)/u=uqg surTp},
W ={weHY(Q)/w=wq sur p},
Hi, ={ve H(Q)/v=0 sur I'p}.

Considérons 'opérateur 7 qui & w € D fait correspondre T (w) solution du probléme (1.59)
associée a u telle que (u,C) est une solution du probléme (1.62). Alors tout point fixe w de T
est tel que (u,w,C) est une solution du probléme (1.61). Il suffit donc de montrer que 7 admet
un point fixe. Considérons 1’ensemble D défini par :

D={weW,0<w<y et [[wlia <o}

avec 7 = maz(wq) et « est tel que Vw € D ||T (w)|[1,0 < o (existence de o est démontrée dans
54)).

Il est facile de voir que D est un ensemble convexe fermé borné de H'(Q) et que 7 (D) C D.
En montrant que les solutions (u,C) et 7 (w) existent et sont uniques dans U x U,y et W
respectivement nous prouvons que

Lemme 1.4.1 L’opérateur T est bien défini.

Nous avons muni ’ensemble U4 de la topologie définie par :

Cr, — C dans U,y ssi x¢, — xc dans H (1.63)
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ot H = {xc¢ € L%(Q), C C N}, qui est un fermé borné dans L?(2).
Soit Q5 = {y € IR?/ 11€1§f2|$ —y| < 4}, alors pour tout xc € H on a:
T

/ xel? <u(@-G), VG, (1.64)
Q-G
/Q e(@ +h) — xe(@) < u(Qs — ), V5 >0, (1.65)

ou  est la mesure de Lebesgue. L’utilisation du théoréme suivant qu’on peut consulter dans [3] :

Théoréme 1.4.1 Soit 1 < p < oo, un ensemble K C LP(Q) est un précompact dans LP(2) ssi
Ve > 030 et G C N tel queVu € K,Yh € R"/ |h| <6

/ Ju(@)P < e (1.66)
[

G
[ - a@p < (167)
Q

ot u(z) = u(z) siz €Q, u(x) =0 siz € R" — Q.
nous permet de montrer que 7 est un précompact de L?(f2). Nous avons alors
Lemme 1.4.2 U,y est un compact pour la topologie définie par (1.63).

En utilisant ce résultat et le théoreme d’Egorov [10], nous démontrons que
Lemme 1.4.3 L’opérateur T est compact dans D.

Les hypothéses du principe de Schauder étant vérifiées, on conclut que 7 admet un point
fixe dans D ce qui prouve ’existence d’une solution du probléme d’optimisation de forme (1.61).

En utilisant ce dernier lemme et le fait que la fonctionnelle cotit J est continue par rapport
a toutes ces variables, nous prouvons le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.2 Le probléme d’optimisation de forme (1.61) admet une solution unique
(u,w,C) dans U X W X Uyg.

1.4.3 Remarques et autres résultats

Des résultats numériques incluant une étude comparative de la formulation en optimisation
de forme (1.61) et d’une écriture du probléme sous forme d’inéquation variationnelle, sont faits
dans [2].

Sous certaines hypotheses simplificatrices, le comportement d’un transistor a effet de champ
(TEC) peut étre décrit par le probléme a frontiére libre :

Au = —€xp dans Q, (1.68)
u=ugsur 'p, u=0sur "'y UT, (1.69)

ou I'p est une partie de la frontiere 92 (contactes électriques), I'y = IQ\T'p, u4 est une fonction
réguliere donnée, & > 0 est une fonction réguliére donnée, D est la région de déplétion, C' = Q\ D
est la région de neutralité de charge et I' = C' N D est une frontiére libre & déterminer.
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En considérant les espaces suivants : H5(O) = {v € HYO), v = 0 sur 00 UT'p} et
U(0) = ug+H}L(0), avec O peut étre C ou D et H'(O) est 'espace de Sobolev muni de la norme
||-/l1,0 et en définisssant O4q = {¢ € C' ([0, L];[0,1]), |¢'| < c} et Upg = {T(9), ¢ € Oqq}, nous
associons a ce probléme un probléme d’optimisation de forme, qui consiste & trouver (u*,u*,I'™*) €
U(D) x U(C) X Upg :

J(T*) = min J(T),
(SO) Telyq
(u*,u*) est la solution de (1.70)-(1.71).

ou la fonctionnelle coit J est :

et les problémes (1.70)-(1.71) sont donnés par trouver (u,u) € U(D) x U(C) :

/ VuVy dx = / év dz, Vv € H) (D), (1.70)

D D

/ ViVy dz =0, Vv € Hy(C). (1.71)
C

En utilisant des résultats a priori sur la régularié de la frontiére libre nous montrons que le
probléme (SO) est équivalent au probléme (1.68)-(1.69). Nous montrons aussi que

— L’ensemble U,y est compact ;

— L’application J est semi-continue inférieurement.
Ceci nous permet de conclure que

Théoréme 1.4.3 Le probléeme d’optimisation de forme (SO) admet une solution dans Uyg.

Le calcul du gradient de forme ainsi que ’approximation du probléme (SO) en utilisant les
éléments frontiéres sont faits dans [1].

1.5 Etude d’un probléme d’identification de frontiére dans les
jonctions pn

L’objectif de ce travail est 1’étude du probléme suivant, modélisant le comportement
électrique d’une jonction PN,

([ —Au = N dans 9,
Au = 0 dans €2,
Au = 0 dans o,
u = V1 dans 4,
] U = Vo dans Qg, (1.72)
U = Vi sur I'p,,
u Vo sur I'p,,
\ % =0 surly
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dont les inconnues sont le potentiel électrique u et les deux frontieres bilatérales I'1, 'y délimitant
la zone de dépletion 2. Nous montrons que ce probléme admet une solution en le reformulant
en un probleme d’inéquation variationnelle. Il est facile de voir que le potentiel u est solution
d’un probléme 4 double obstacle V; et V5.
Soit D = QUQUDs et U = {’U € HY(D), v=Vy sur'p, et v = Vy sur I‘DZ} . Considérons
le convexe K défini par
K={welU, V,<v<V}.

Nous écrivons alors le probleme (1.72) sous la forme de l'inéquation variationnelle sui-
vante [2] :
trouver u € K telle que

/Vu-V(v—u)dxz/N(v—u)dx Vv € K. (1.73)
D D

Nous montrons alors en utilisant les résultats de Lions-Stampacchia [45] que
Théoréme 1.5.1 Pour N € L™ le probléme (1.73) admet une solution unique.

Dans cette formulation les frontiéres libres n’apparaissent plus comme inconnues, elles sont
obtenues implicitement par la comparaison de la solution & V; et V5. Nous l'approchons en
utilisant la méthode des éléments finis qui permet de ramener le probleme discret & un probléme
de programmation quadratique dans R""* [29], oli nj, est le nombre d’inconnues (degré de liberté).

L’avantage des inéquations variationnelles est de travailler sur un domaine fixe et donc un
maillage fixe ce qui nécessite un seul stockage de la matrice Ay. Un inconvénient majeur de
P’utilisation des inéquations variationnelles est que la frontiére libre n’est pas déterminée direc-
tement, nous ne pouvons pas la déterminer d’une facon trés précise. Le moyen le plus simple
pour la déterminer ici est la comparaison avec les obstacles. Comme la zone de dépletion est pe-
tite par rapport au domaine fixe, un maillage trés fin est nécessaire pour identifier les frontieres
libres, ceci est un autre inconvénient. Pour éviter ce probléme, nous proposons dans ce qui suit
des méthodes qui permettent d’identifier directement la frontiére libre méme avec des maillages
grossiers. Nous nous intéressons désormais & 'identification des frontieres libres I'; et 'y du
probléme suivant, équivalent au probleme (1.72) (voir [22]),

— Ay = N dans Q,u = V; sur I'y,u = V5 sur [y, g_u =0 sur 90N (1.74)
v

1.5.1 Paramétrisation et formulation du probleme

Nous considérons la paramétrisation suivante du domaine (2

Q(a,ﬂ)z{(w,y)ERZ: O<y<l, aly) <z < pBy) pour tout yE[O,l]}.

Notons I'(a, 8) la frontiére du domaine Q(«, 3) et

I'(a) = {(w,y) €eR?: z=a(y),0<y< 1} C (e, B),
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I (B) = {(w,y) €ER’: z=p@y),0<y< 1} C I'(e, B)

ou les fonctions paramétrisantes o et 8 sont des éléments de ’ensemble des fonctions admissibles
noté U,y défini de la facon suivante

Ung = {(a,ﬂ) € (C*0,1))%, a1 <oly) <arx<as<Py) <as Vyelo,1],
/ N(z,y) dedy = 0, |a(y) — a(@)] < asly — 7,

1B(y) = B@H)| < asly =gl Vy,7 €0, 1]}

ou aj, ...,ag sont des constantes données. Le probléme (1.74) s’écrit

Ju

— Au = N dans Q(a, ), u = Vi sur 'y (a),u = Va sur I'y(5), ™

=0sur (e, 8).  (1.75)
Notons que les inconnues de ce probléme sont le potentiel u et les deux frontieres I'; («) et T'o(5).
Une formulation faible du probleéme (1.75) s’écrit

/ Vu-Vde:/ Nuvdz Yv e H (Q(a, B)),
Q(a,B) Q(a,B) (1.76)

u="Vp sur I'y(a), u="V,sur I'y(5).

L’approximation du probléme (1.76) par la méthode des éléments finis, méne au probléme
approché suivant :

trouver a = (a1, .-, amy1)?, B= (B, Bmr1)l € R™ ! et u = (u1, ...,un(h))T € R™™ tels
que

(oo uj/ Vo, - Ve dudy = / Nepdzdy — 1=1,...n(h), (1.774)
Qh(azﬂ) Qh(ahvﬂh)
n(h)
) > ujbila) = Vi L=1,m+1, (LTTi) () )
j=1
n(h)
> uibi(B) = Va I=1,...,m+1. (1.77iii)
\ j=1

ot aj = ap(y;) et Bj = Bu(y;), 3 = 0,1,...,m(h), les fonctions ap, B, € C°(0,1) sont po-
lynoémiales par morceaux de degré 1 et la famille (¢4, ..., ¢n(h)) est une base d’élément fini.

Comme les vecteurs « et [ font partie des inconnus, le systéme algébrique (1.77) est non-
linéaire.

1.5.2 Description des méthodes de résolution

Nous exposons, dans ce qui suit, deux méthodes de résolution du probléme (1.77). Une
premiere méthode consiste & écrire (1.77) sous la forme F(U) = 0 ot U = (u,a,3)T. En se
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donnant un vecteur initial U® = (u°,a®, )7, nous pouvons calculer une approximation U* en
utilisant des méthodes de type Quasi-Newton. Le test d’arrét le plus naturel est |[U*+! —U*¥|, <
d, ou d est la précision désirée. Comme notre but principal est de calculer « et 3, nous adoptons
le test d’arrét suivant
[oF Tt — oF| o + B! — ¥ < 6, (1.78)

ol |a|oe = maxi<j<m+1|ej|- Nous montrons numériquement que ce test est suffisant. La
premiere méthode est donnée dans ’algorithme suivant
Algorithme 1.5.1

1. u%,a% B° données, k=0

2. Trouver (u¥, ok, B¥) solution de (1.77 i)-(1.77 iii)

3. Sile test (1.78) est satisfait, aller a 5

4. k=k+1aller a2

5. Trouver u* solution de (1.77 i) dans Q(c*, BF).

La deuxiéme méthode est basée sur le découplage de la partie du systéme algébrique (1.77)
contenant les valeurs du potentiel (1.77 i) de la partie contenant les noeuds de la frontiere libre
(1.77 41) et (1.77 44) qui peut s’écrire sous la forme G(a, ) = 0. Ceci rameéne le probléme &
la résolution d’une facon alternative d’un probléme linéaire et d’un probléme non-linéaire dont
la dimension est trés inférieure & celle du probléme de départ. Ce découplage introduit une
difficulté : la matrice jacobienne ne peut étre calculée directement puisque le systéme ne s’écrit
qu’implicitement en fonction des inconnues. L’algorithme correspondant & cette méthode est le
suivant.

Algorithme 1.5.2
1. a°, 8% données, k=0
2. Trouver u* solution de (1.77 i) dans Q(ca*, B)
3. Trouver (c**1, BET1Y) solution de (1.77 ii)-(1.77 iii)
4. Sile test (1.78) est satisfait fin
5 k=k+1 allera 2

Remarque 1.5.1 Pour la premiére méthode F(U) = 0, la méthode de Newton peut étre utilisée
car la matrice jacobienne peut étre calculée tandis que dans la seconde méthode, nous ne pouvons
pas calculer cette matrice puisque G(w, B) est déterminée implicitement par la résolution d’un
systéme linéaire.

Nous comparons le résultat de la méthode de Broyden [12] avec une variante de I’algorithme
proposé par Eirola et Nevanlinna [20] que nous décrivons dans algorithme suivant :

Algorithme 1.5.3 Méthode EN (MEN)
Initialisation : ug, Hy arbitraires,
Pour k=0,1,2,... :

pr = —HpF(uyg),
a = Flug+pp) — Fug),
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fr = Hps,

(pr — Hrar) fi
fkTQk ’

P = —Higp1F(ug),

Ug41 = Uk + Dk,

Hpyn = Hp+

fin.

L’utilisation de l'algorithme 1.5.2 revient & I’approximation de 1’équation de Poisson assu-
jettie & I'une des conditions aux limites sur I'y U I's (condition de Neumann dans I’algorithme
1.5.2), et la condition de Neumann sur le reste du bord suivi par la résolution d’un probléme
non-linéaire écrit en fonction de l'autre condition aux limites sur I'y UT'; ou les inconnues sont
les noeuds des frontiéres libres. La résolution du systéme non-linéaire nécessite uniquement la
valeur de u ou de sa dérivée normale sur I'y UT'y et non les valeurs de u & I'intérieur de €.
Nous pouvons obtenir ces valeurs en utilisant une formulation en équations intégrales et une
approximation par éléments frontieres. Nous exposons, dans la section suivante, des résultats
numériques en utilisant les formulations décrites auparavant, d’autres résultats peuvent étre
consultés dans [22].

1.5.3 Résultats numériques

/ ——— Domaineinitial ; q
0 Domaine optimal B
t N Domaine exact /
051 // _
-1 g 4
el b b b b b ol e e
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 0 50 100 150 200 250 300
Fic. 1.1 — Forme du domaine. Fi1c. 1.2 — Erreur sur les frontiéres libres.

Considérons le probléme
ou
—Au = N dans €, v hsur 092, u=g;y sur 'y, u=gosurl'y
v

ou le domaine 2 est donné par 2 = {(w,y) eR?: —1<y<1 a@y)<z< ﬂ(y)} avec « et

B sont deux fonctions qui seront définies sur [—1, 1] pour chaque test que nous allons présenter.
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Les frontiére I'y et I'y sont données par

Ty={(z,y): -1<y<Lz=a)}, Ti={(=y): -1<y<1 z=75(y)}

et
90 =T, UTyU{(z,~1): a(-1) <z <B(1}U{1): a(l) <z<B1)}.

_ OUeg

Posons N = 0 et considérons uez(z,y) = z? — y%, h(z,y) = %=(z,y), (z,y) € 00, g1(z,y) =

Uex(iﬂay), (CC,y) € Pl’ et 92(33ay) = uez‘(may)a (:L'ay) €.
Dans le premier exemple, nous nous intéressons a reconstruire les deux frontieres I'y et I'o

pour « et § définies sur [—1,1] par

y+3
aly) ===, Bly) =———

Les formes du domaine sont représentées dans la Figure 1.1. La Figure 1.2 montre la
décroissance de l'erreur absolue ||T'; — €7 || + ||T2 — 47| ot T4 et TY®" sont les nouvelles
frontiéres calculées & chaque itération.

05 il

,\ Domaineinitial X
0 % Domaine optimal ER
N Domaine exact 4

051 H

Fi1a. 1.3 — Forme du domaine. F1G. 1.4 — Erreur sur les frontiéres libres.

Dans le deuxieme exemple, nous considérons que

2 2
aly) = W et Aly) = %

Dans la Figure 1.3, nous reconstruisons les frontiéres I'y et I'y qui délimitent le domaine opti-
mal. La Figure 1.4 montre la décroissance de ’erreur absolue des frontieres libres en fonction
du nombre d’itérations. Nous remarquons que dans les deux exemples, I’algorithme converge
indépendamment du domaine initial. L’identification des frontieres est excellente. Une étude de
différents type de jonction pn & une dimension est faite dans [24]. Une analyse compléte des

algorithmes présentés dans cette section, incluant plusieurs exemples & deux dimensions, est
faite dans [22].
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1.6 Une nouvelle formulation du probleme de la digue non ho-
mogene

Nous considérons le probléeme d’écoulement permanent & travers une digue rectangulaire en
milieu poreux non homogene. La digue sépare deux bassins de niveaux H; et Hy (voir figure 1.5).

A
(0,b) (a,b)
D
H,
\
Iy
T
Q  Hl
[y

(Ua U) FZ (CI,, U)
Fia. 1.5 — Digue en milieu poreux

Le probléme consiste & déterminer la charge hydraulique u et la zone mouillée Q2 de la digue
D (voir [59]).

trouver (u, ) solution de
V- (K Vu) =0 dans Q
u=Hysur[';, u=Hosurl's, u=ysur'yUIl;5
K% =0sur 'y UT';

(P)

ou K = K(z,y) désigne le coefficient de perméabilité.

Des études du probléme (P) utilisant les techniques des inégalités variationnelles et quasi-
variationnelles ont été faites (voir [4], [5], [27] et [46] ). Une approche duale en optimisation de
forme du probléme (P) utilisant une formulation primale et une autre duale de I’équation d’état
a été faite dans [31]. Cette approche permet de tenir compte d’une condition supplémentaire sur
la ligne d’immergence I'y dans le cas d’une digue non rectangulaire.

Friedman et Huang [27] ont montré que, si le coefficient de perméabilité K est une fonction
dans L®°(D) vérifiant ’hypothese (H) :

(H) /K(w,y)%dwdygo V¥ € D(D) ¥ >0,
D Y
la frontiere libre est définie par une fonction continue (y = ®(z)). Dans la méme référence,
ils ont justifié que ’hypotheése (H) est vérifiée pour tout coefficient K dans L™ (D), croissant
par rapport & la deuxiéme variable. La décroissance de la frontiere libre a été montrée, pour
différentes régularités du coefficient K (voir [6], [9] et [14]).

25



Une formulation du probléme (P) en optimisation de forme s’écrit :
[ trouver Q* € O, solution de J(Q*) = Qie%f J(Q)
ad
ou J(Q2) = %fl—‘s (ua(z,y) — y)? do et ug est solution de
(P1) < V- (K Vu) = 0 dans Q
(PE)X u=H;surT;, u=Hysurl'3, u=ysurly
K% =0sur Ty UT5

\

Une approche numérique du probléme (P1) dans le cas d’une digue homogene (K constante) a
été faite par Begis et Glowinski([8]).

L’étude de l'existence de la solution de ce probleme nécessite la construction d’une topologie
adéquate sur la famille de domaines ©,4, qui assure la compacité de cette derniere ainsi que la
continuité de la fonctionnelle J sur 44 (voir [32]). La continuité de ce type de fonctionnelle J
nécessite une classe de domaines dont la frontiere libre est paramétrisée par une fonction tres
réguliére, au moins C'! (voir [7]). Cependant, cette régularité n’est pas toujours vérifiée dans
le cas ou le coefficient K est dans L*°(D) et vérifie I'hypothese (H), et par conséquent (P1) ne
permet pas de mieux approcher (P). Pour pallier & ce probléme, nous introduisons une autre
fonctionnelle qui permet d’étudier le probléme d’optimisation de forme avec moins d’hypothese
de régularité sur la frontiere libre.

Définissons I'espace U,q4 et la famille de domaines ©,4 par

Uw = {p€C([0,d]) / |p(x)—o(@)| <Colz—3'| Vz,2' €0,d]
©(0) = H1 , ¢(a) > Hs et ¢ est décroissante sur [0,a]}

Ouq = {Q(SD) / pE Uad}

ou Cy > 0 donnée.
Pour un domaine Q(¢) € ©,44, nous montrons, en utilisant le fait que Yo € Uyq, |¢'| < Co p-p.
(voir [26]), que le probléme (P) est équivalent au probléme (P’) suivant :

trouver (u, Q(p)) solution de
V- (K Vu) =0 dans Q(p)
u=HysurT';, u=HysurTs, u=ysurly, u(z,p(z)) = p(z) sur|0,aq]
K% =0sur T, UT5

(P')

Ceci nous permet de prendre comme formulation en optimisation de forme le probleme

Minimiser J(2(¢)) pour tout Q(p) € B4y

ot J(Qp)) =3 [ (uvalz, o(x)) — ¢(z))’ dz

et uq est solution de
V- (K Vu) = 0 dans Q(p)

(PE)X u=HysuwrT'y, w=Hysurl's, u=ysurly
Kg—g =0sur 'y UT;

\

L’équivalence entre (P) et (PO) est obtenue, sous certaines hypothéses de régularité
supplémentaires sur K. Dans le cas échéant la formulation (PO) représente un moyen efficace
d’approximation de (P).
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Proposition 1.6.1 On suppose que K(z,y) = K(z) VY(z,y) € D et que K € C*%(]0,a]) o >
0
alors le probléme (P) est équivalent & (PO).

1.6.1 Existence du domaine optimal

Soit U® € HY(D) vérifiant : U® = Hy sur I'y, U® = Hj sur Tzet U® = y sur {a} x [Ho,b).
On définit Vo(Q2) = {v € H'(Q) / v|r,ursur, = 0} et on considére la formulation faible :

(PV) trouver w € Vp(Q2)
Jo KVw.Vv dz = — [ KVU°. Vv dz Yo € V()

Notons que u = w + U? est solution de (PE) pour tout w solution de (PV).
Soit F l’espace suivant :

F={(Qw(Q)) / Q€ Ougetw(Q)est la solution de (PV)sur}.
Le probléme d’optimisation de forme (PO) peut s’écrire :
(PO) Minimiser J(Q,w(2)) pour tout (Q,w(2)) € F

Notons 3 un prolongement dans H(D) de 1 € H' (), Q, = Q¢n), @ = Q¢), wn = w(€y,) et
w = w(). Nous définissons la convergence de Q,, vers ) par

Q, — Q <= ¢, — ¢ uniformément sur [0,a] quand n — oo
Nous considérons alors sur F la topologie définie par la convergence suivante :

Q, — Q

w(Q) — @w(Q) faiblement dans H'(D)  quand n — oo
(1.79)

Pour montrer l'existence d’une solution du probléme (PO), nous démontrons d’abord le

(Qn, w(Qy) — (2,w(Q)) = {

lemme suivant :

Lemme 1.6.1 Pour toute suite ((y,wy))n dans F, les assertions suivantes sont vérifiées
(1) il existe une sous-suite de (), dans ©guq, notée encore (Uy)n et Q un élément de O4q
tels que 0, — Q
(ii) il ezxiste ¢ > 0 indépendante de n telle que

||wn||1,§2n < C|wn|1,ﬂn (1.80)

(iii) il eziste (@y)n une suite de prolongement de (wy,), dans H' (D), qui converge faiblement
dans H'(D) vers une limite notée W
(iv) la restriction de W a Q est solution du probléme (PV') sur Q.

Ce qui nous permet de prouver que

Lemme 1.6.2 L’espace F est compact pour la topologie définie par ( 1.79).
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Pour conclure nous montrons que J est semi-continue inférieurement sur F. Nous avons alors le
résultat suivant

Théoréme 1.6.1 On suppose que K € L*®(D) et qu’il existe § > 0 tel que K(z,y) > B p.p
(z,y) € D
alors le probléme (PO) est bien posé et admet au moins une solution dans F

1.6.2 Remarques et autres résultats

Dans I’étude précédente, nous avons considéré le cas ou le coefficient K est dans L*°(D) et
vérifie 'hypothése (H). Lorsque cette derniére n’est pas vérifiée, la frontiére libre peut étre une
courbe qui n’est pas le graphe d’une fonction y = ®(z). La formulation et ’étude précédentes
sont-elles toujours valables pour cette classe de digues? Cette question nous été adressée par
le Professeur J. Haslinger, aprés la lecture de notre article [18], qui nous a orientés vers son
article [31] ou cette situation est illustrée dans l’exemple 6-2. En utilisant des résultats de
Caffarelli et Friedman [13] qui ont montré que, dans ce type de situation, la frontiére libre est
définie par une fonction z = ®(y), nous avons montré que ’approche que nous proposons reste
valable, quitte & faire un bon choix de ’espace des fonctions admissibles [16]. En effet, si nous
notons par (a, L) le point d’intersection de I'y et I's, nous pouvons définir I's par :

I's ={(z,y) / z=4(y) ye€[L Hl}
et donc Q=Q(L,¢) =10,a][ x]0,L]U{(z,y) /| 0<z<9Y(y), L<y<H;}.
Définissons alors ’ensemble des fonctions admissibles de par
Usa = {9 €C([HH)) / |9y) 9| <Coly—y'| Y,y € [Hy, Hi]
Y(H) =0, ¢<a et Yy, =a},

ou Cj est une constante, strictement positive, donnée. La famille des domaines admissibles G)zd
sera définie, dans ce cas par

O2s = {QL, %) / (L,9) €Uy}

avec
Uy ={(L,y) | H<L<Ci<Hi and o €UL}

ou (7 est une constante, strictement positive, donnée. Ceci nous permet de prendre comme
formulation en optimisation de forme le probléme suivant :

Minimiser J(2(L, 1)) pour tout Q(L,v) € ®§d
\ 1 [
o B =5 [ (ualb.1) ~ ) dy
et uq est solution de
(PO2) ¢ (V- (KVu)=0 dans Q(L,%)
u = H; sur Iy
(PE) { u = Hy sur I's
u=1y sur Iy
ou
{ L % =0 sur FQ U F5.
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La topologie que nous considérons sur @Zd est construite a partir de la convergence uniforme
des fonctions paramétrisantes des domaines 62(1 et de la convergence des hauteurs L dans R.
La convergence de 2, = Q(Ly, ¢,) vers Q = Q(L, ¢) est définie dans ce cas par

¢n — @ uniformément sur [0, a]

Q Q =
n {Ln — L dans [HQ,Cl].

Définissons maintenant 1’espace
Fo={(Qw() / Q € ©2; and w()est la solution de (PV) sur Q}.
Le probléme d’optimisation de forme (PO2) peut s’écrire
Minimiser J5(2,w(€2)) pour tout (Q,w(Q)) € Fo. (1.81)
Nous considérons alors sur F» la topologie définie par la convergence suivante :

Q, —Q

~ ~ 1.82
Wy, — @ faiblement dans H'(D). (182)

(Qn,wn) — (Qw) = {

La preuve de 'existence d’une solution de (1.81) est comme précédemment réduite & montrer

la compacité de Fo pour la topologie définie (1.82) et que Jy est semi-continue inférieurement
sur Fo.

La compacité de Fo utilise les mémes arguments que dans la section précédente. La

démonstration de I’assertion (ii) du lemme 1.6.1 n’est plus valable puisqu’elle se base sur la

décroissance de la frontiére libre qui n’est plus assurée dans ce cas. Nous montrons ce résultat

d’une autre fagon en utilisant le fait que dans ce cas la frontiere libre est le graphe d’une fonction
z = 1(y) et nous avons

Lemme 1.6.3 Pour tout w € Hp () inégalité suivante est vérifiée
lwll1,0 < V1+a? | g-

Pour la continuité, notons que I'intégration dans la fonctionnelle cofit

1

H,
Jo(L, p) = §/L (u(e(y),y) —y)* dy.

est prise sur un intervalle variable dépendant de L. Par conséquent la continuité de Jo ne peut
étre obtenue directement & partir des résultats de [34] comme pour le cas précédent. Pour
contourner ceci, nous écrivons Jo dans une autre forme plus adaptée. En effet, comme u(a,y) =
y Yy € [Ha, L] et ¢(z) = a Yz € [Hy, L], nous avons

RE.0) =i0) =5 [ (o)) ~)* dy

Par conséquent les résultats de [34] peuvent étre utilisés & la fonctionnelle j.
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1.6.3 Quelques résultats numériques

Nous présentons ici quelques résultats numériques, d’autres résultats incluant une étude de
la convergence des approximations ainsi que des résultats de comparaison avec la méthode des
inéquations variationnelles sont présentés dans [16]. Le probléme d’optimisation de forme est
approché par la méthode des éléments finis [P;. Le probléme discret correspondant est résolu par
une méthode du gradient avec projection.

Données géométriques : Hy = 3.22, Hy = 0.84 et a = 1.62.

Dans la figure 2a nous avons tracé les formes successives correspondantes au cas d’une digue
formée de deux couches verticales de perméabilités constantes K = 0.7 sur [0,0.8] x [0, H1] et
K = 1.5 sur [0.8,a] x [0, H;]. La frontiére optimale est atteinte au bout de 20 itérations avec un
cotit égal & 6.65107%. On remarque que la frontiere optimale n’est pas réguliere sur I'interface.

Dans la figure 2b nous avons tracé les formes optimales correspondantes au cas d’une digue
formée de deux couches horizontales de perméabilités K = 1.5 sur [0,a] x [2.5, H1] et pour trois
différentes valeurs de K sur [0,a] X [0, 2.5].

1.7 TUne approche du probléeme d’écoulement non stationnaire
dans une digue homogene

Nous considérons le probleme d’écoulement non stationnaire & travers une digue rectangulaire

en milieu poreux homogeéne. La digue sépare deux bassins de niveaux H;(t) et Ha(t), t € [0, 7]

T > 0, tels que Hy(t) < Ho(t) < bVt € [0,T] (voir figure 1.7). Nous notons par 2(t) la zone
mouillée de la digue D =]0,a[x]0,b[ et par ¥; = I';x]0,T|, i = 1, ..., 5, les limites géométriques
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du domaine Qx]0,T[. Notons que la frontiere libre 35, qui sépare la zone mouillée et la zone
seche de la digue, est a priori inconnue. Sachant que la frontiére libre 35 est le graphe d’une

(0,b) (a,b)
Hi(t

&(t)
D) Q@) Ny

Ho(th ~ 7~
[3(t)

(0;0) T2(t) (a,0)

Fic. 1.7 — Digue en milieu poreux a l'instant t.

fonction p(z,t) et qu’elle est soumise & des conditions de déplacement qui permettent d’établir
I’équation du mouvement (1.83), dite équation de Lagrange (cf. [59])

e 0p Opdu Ou
Kot~ oodz 0y S (1.83)

le probléeme consiste 4 déterminer la charge hydraulique » de l'eau a l'intérieur de la digue D
ainsi que la fonction ¢, solution du probléme :

Au(z,y,t) = 0 dans Qx]0,T[
o(z,0) = po(z) dans [0,a], u(z,y,t) = Hi(t) sur Xy,
(P) u(z,y,t) = Ho(t) sur X3, wu(z,y,t) =y sur Xy U X5

@ZOSHI‘EQ, 88¢—a—¢a—u—@sur25

on K ot 010z dy

Des études de I’existence et de I'unicité de la solution de ce probléme, utilisant les inéquations
variationnelles et quasi-variationnelles, ont été faites dans [15, 28, 64]. Une approche numérique
du probléme basée sur une quasi-linéarisation de ’équation du mouvement de la frontiere libre
a été aussi faite dans [63]. Récemment, Sweilam a fait une étude du probléme, utilisant une
approche en controle optimal (cf. [60]). Notre travail est une extension des résultats obtenus dans
[18, 16], pour I’étude de I’écoulement non stationnaire. Nous proposons une nouvelle méthode
d’approximation numérique du probléme, basée sur une discrétisation temporelle de ’équation
du mouvement de la frontiere libre.

Considérons (t,), une partition uniforme de l'intervalle [0, 7] telle que ¢, = nAt pour n =
1,...,N. Nous utilisons le schéma d’Euler implicite suivant pour la discrétisation de 1’équation
du mouvement de la frontiere libre :

¢n+1(z) — pn(T) _ E (&Pn—kl(x) Oupi1(z,y) _ Oupi1(z,y)

> sur I'sp41 (1.84)

At € oz oz dy

ou g;(xz) = ¢(z,t;) et ui(z,y) = u(z,y,t;) pour i = 1,...,N et s, est la frontiere libre &

. o . K At
Pinstant ¢,1. Définissons la fonction g, sur D par g,(x,y) = y — @n(x) et posons y = ——.
€
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En utilisant des calculs élémentaires nous obtenons :

—0Gn _ 8'Uln—|—1
L (ghe)? P

sur ['s 41 (1.85)

9n

1+ (Pni1)?
le probléeme devient : étant donnée ¢q, trouver (u41,@n+1) solution du probléeme (P,y1) a

ol Vp41 est la normale extérieure & I's 5, 1.1. Maintenant, si on pose Gy 1 = sur D,

Pinstant 5,41 :

trouver (up+1, Yn+1) tel que  Auyiy =0 dans Qp4q
Upt1 = Hypqq sur Dypp1, Uy = Hogqq sur 'y 541,

Up+1 = Y Sur F4,n+1 U F5,n+1 (186)
ou 1 ou 1

n—+ = ( sur PZ,TH—I, 1 n+ = —Gn+1 sur I‘5,n+1_

ov v

Dans la suite, nous allons omettre ’indice n + 1.

Remarque 1.7.1 Les techniques utilisées dans [5, 11, 46] pour étudier le probléme d’écoulement
en régime stationnaire et qui ont permis de ramener ’étude a un probléme avec inéquations
variationnelles et quasi-variationnelles sur un domaine fixe, ne sont plus applicables pour le
probléme (1.86); puisque la condition de Neumann sur T's est non homogéne et de plus son
second membre dépend explicitement de la frontiére libre T's. Nous allons alors reformuler (1.86)
en un probléme d’optimisation de forme.

Définissons ’espace U,q des fonctions admissibles et la famille de domaines ©,4 par

Uw = {9€C([0,a]) / |p(x)— ()| < Co|z —2'| Va,2' €[0,d]
©(0)=Hy <b, ¢(a) > Hy et ¢ est décroissante sur [0, al}

Ous = {Q¢) / ¢ € Una}

En utilisant les mémes techniques que dans [16], nous pouvons reformuler (1.86) en un probléme
d’optimisation de forme de la facon suivante :

[ Minimiser J(¢) pour tout ¢ € Uyg
a

1
ou J(p) = 5/0 (up(z, () — o(z))?dz et U, est solution de

Au=0dans Q(p), u=Hyswrly, w=Hysurl's, u=ysurly
(PE)! ou
{ ov

(1.87)

=0 sur I'y, ug—u = —G(p) sur I'5
v

Remarque 1.7.2 De la méme facon que dans la preuve de la proposition 1.6.1, I’équivalence
entre (1.86) et (1.87) peut étre obtenue sous condition que le probléme (P) admet une solution
(u, @) avec @ € Uyq. Dans le cas échéant, le probléme (1.87) représente un moyen d’approzima-
tion de (1.86).
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1.7.1 Existence du domaine optimal

Soit UY € H(D) vérifiant : U® = Hy sur I'y, U = Hy sur 'y et U® = y sur {a} x [Ha,b].
On définit Hp(Q) = {v € H(Q) / v|r,ursur, = 0} et on consideére le probléme suivant :

trouver w € Hp(Q)

(PV) ,u/ Vw.Vu dx =
Q

G(p)vdo — u/ VU Vv dz Vv € Hp(Q)
Ts Q
Notons que v = w + U est solution de (PE) pour tout w solution de (PV). Soit F Iespace

suivant :

F={(Q,w()) / Q€ Opgetw(N)est la solution de (PV)surN}.

Le probleme d’optimisation de forme (1.87) peut s’écrire :
Minimiser J(Q,w(2)) pour tout (Q,w(Q)) € F. (1.88)

L’espace F sera muni de la topologie définie par la convergence suivante :
si ((Qn,wn))n est une suite de F et (Q,w) € F, tel que Q, = Q(py,) et Q = Q(¢) nous avons

(Q,wp) — (Qw) <= ¢, — puniformément sur [0,a] et @, — & faiblement dans H'(D)
(1.89)

oll W, et @ sont respectivement des prolongements dans H'(D) de wy, et w.
L’existence d’une solution de (1.88) est obtenue d’une fagon analogue a 1’étude du probléme
d’écoulement stationnaire. Il faut tenir compte ici du terme G(¢) qui intervient dans le second
membre de 1’équation d’état et qui dépend explicitement de la frontiére libre. Ceci nécessite

I'utilisation du lemme suivant.

Lemme 1.7.1 (i) Soit ((Q,,wy))n une suite minimisante de J sur F, il existe une constante

¢, indépendante de n, telle que
|wn|1,Qn <c (1.90)

(ii) Soit ((wpn,Q))n une suite qui converge vers (w,2) dans F, alors

lim G(pp)vdo = G(p)vdo Vv e HYD) (1.91)

== J Ty, Ts

En se basant sur ce lemme et le lemme 1.6.1, nous montrons le résultat suivant.

Lemme 1.7.2 Les deux assertions suivantes sont vérifiées
(1) J est semicontinue inférieurement sur F.
(ii) Si ((wn, %)) une suite minimisante de J sur F alors il eziste une sous suite notée
encore ((wn, Qp))n et un élément (w, Q) de F tels que (wn, Q) — (w, Q).

Ceci nous permet de prouver le résultat d’existence suivant :

Théoréme 1.7.1 Le probléme (1.88) est bien posé et admet au moins une solution dans F
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1.7.2 Quelques résultats numériques

Pour t, donnée, le probléeme d’optimisation de forme est approché par la méthode des
éléments finis IP;. Le probléme discret correspondant est résolu par la méthode du gradient avec
projection d’Uzawa. Pour tester la faibilité de 1’algorithme, nous avons traité deux exemples qui
présentent ’évolution de la frontiere libre du régime statique jusqu’au régime permanent, dont
le premier a été traité par [63].

Dans la figure 2(a), on remarque que le régime stationnaire est atteint au bout de 4 itérations,
pour les données physiques et géométriques suivantes : H; = 1., Hy = 0.167, a = 0.667,e = 0.4,
K=1.,T=4.et At =0.4.

Dans la figure 2(b), le régime stationnaire est atteint au bout de 7 itérations, pour les données
physiques et géométriques suivantes : Hy = 3.22, H, = 0.84, a = 1.62, ¢ =0.02, K = 0.1, T = 4.
et At =0.2.

091

08

15— 1206

07+

- =12
——— 14
06+

(a) (b)
FiG. 1.8 — Résultats numériques.
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