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Introduction générale

Les exemples de mouvements induits par la gravité sont nombreux et se rencontrent dans des phé-
nomènes naturels aussi variés que les avalanches de neige [Hermann, Issler et Keller, 1993; Hop�nger,
1983; Naaim, 1995; Sampl, 1993], les nuées ardentes [Delinger, 1987; Valentine et Wohletz, 1989] et les
écoulements gravitaires sous-marins [Benjamin, 1968; Laval, Cremer, Beghin et Ravenne, 1988; Middleton
et Hampton, 1976; Mulder, Savoye, Piper et Syvitski, 1998; Ravenne et Beghin, 1983].

En bordure des plate-formes continentales, les accumulations de sédiments peuvent être déstabilisées
lors d'épisodes catastrophiques. L'excès de masse, dû à la présence des sédiments, constitue la force
motrice du mouvement. Ce mouvement peut être décomposé en trois phases :

La phase I est celle de l'initiation de l'écoulement et de son accélération. Elle est caractérisée par
un taux de sédiments érodés supérieur à celui de sédiments déposés.

La phase II peut être une période durant laquelle l'érosion et le dépôt des sédiments sont égaux.
L'écoulement se dilue et les sédiments sont maintenus en suspension par la turbulence.

La phase III est celle de la décélération de l'écoulement. La sédimentation domine l'érosion.
Lorsque l'écoulement atteint les plaines sous-marines son arrêt est dû principalement : ① à la
perte d'excès de masse par incorporation de �uide ambiant et la chute de particules ; ② à son
étalement ; ③ à la dissipation de la turbulence.

Ces phénomènes aboutissent donc à l'accumulation, sur les plaines sous-marines, de nombreuses
couches de sédiments appelées � turbidites �. Ces dépôts sont à l'origine de nombreux réservoirs pé-
troliers pour une grande part récemment découverts. C'est pourquoi l'étude des processus régissant leur
mise en place suscite actuellement un intérêt grandissant, en particulier, dans le domaine de la simulation
numérique.

Cette thèse propose deux axes de travail :

1. développer des méthodes numériques de simulation adaptées à la sédimentation des dépôts gravi-
taires au sens large (et non uniquement turbiditiques).

2. mettre au point une méthode de calage des résultats du modèle sur des données réelles et expéri-
mentales. L'identi�cation des conditions initiales et des paramètres physiques qui en découle permet
alors de tester des scénarios d'écoulements.

La modélisation des processus gravitaires contribue à une meilleure compréhension de la dynamique
de ces processus et permet de quanti�er l'impact des paramètres externes, tels que la morphologie du
bassin, la nature et la quantité des apports de sédiments, sur la géométrie et l'extension des dépôts.

Cette thèse comporte quatre parties :

La première partie présente une revue bibliographique complète pour l'essentiel, mais non exhaustive,
de la sédimentation gravitaire.

Le premier chapitre est consacré à la description des phénomènes gravitaires naturels sous-marins.
Ce chapitre témoigne de la complexité et la grande variabilité des phénomènes en jeu. La classi�-
cation proposée nous à conduit à limiter nos travaux à l'étude des suspensions turbulentes.

Au chapitre 2, nous montrerons comment au � �l du temps �, les modélisations mécaniques se
sont enrichies et complexi�ées, depuis les approches les plus � rustiques � (stationnaires et sans
dimensions) jusqu'aux derniers développements rendus possible par les progrès de la modélisation
numérique.

1



Introduction générale

Dans la deuxième partie nous proposons une formulation simple des équations du mouvement des
écoulements gravitaires ; approche que nous avons nommée � objet-écoulement �. L'argument prin-
cipal de la formulation est issu d'observations expérimentales : l'écoulement est assimilé à un objet
géométrique déformable, paramétré par des grandeurs caractéristiques liées à l'écoulement (vitesse
moyenne de l'objet, dimensions de l'objet, fraction volumique des sédiments). Pour caractériser
l'évolution temporelle de ces variables, nous avons considéré que l'écoulement gravitaire d'un vo-
lume �ni de mélange de particules était le re�et du bilan entre les forces extérieures, l'étalement dû
aux forces de pression d'une part ; l'incorporation du �uide ambiant et le dépôt et/ou l'érosion des
particules d'autre part.

Le modèle P, issu, lui, de considérations phénoménologiques, est présenté au chapitre 3.

Une formulation en relation plus étroite avec les équations de la mécanique des �uides est exposée
au chapitre 4. Elle repose sur une méthode de décomposition du champ de vitesse (translation�
déformation) et apporte des corrections à la formulation P. Elle constitue le modèle T.

Le chapitre 5 traite du problème des fermetures du modèle (conditions aux limites). Il s'appuit sur
la signi�cation physique des phénomènes mis en jeu (érosion, incorporation de �uide : : : ).

La troisième partie est consacrée à l'étude des solutions associées aux modèles développés dans la
seconde partie.

L'étude analytique des systèmes di�érentiels, à l'aide de solutions asymptotiques du temps, fait
l'objet du chapitre 6. Elle montre l'évolution des solutions pour des temps longs et la cohérence des
solutions numériques obtenues.

L'expérimentation numérique, présentée au chapitre 7, montre le bon comportement quantitatif
du modèle. Elle permet également de déterminer les principaux paramètres (conditions initiales,
paramètres physiques et paramètres de contrôle) qui gouvernent le développement dynamique des
écoulements ainsi que la formation des dépôts (pro�l et extension).

La dernière partie a pour but de valider notre démarche à l'aide d'une méthode inverse, elle présente
des applications à des cas réels.

Dans le chapitre 8, nous recherchons, à l'aide d'expériences sur des modèles réduits en canal im-
mergé, les paramètres physiques et/ou les conditions initiales associés au modèle.

En�n, au chapitre 9, l'étude de l'e�ondrement de terrain de Nice 1979 permet de tester et de
proposer divers scénarios d'écoulements et de valider certaines hypothèses.

Bonne lecture !
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Première partie

Sur la sédimentation gravitaire

Les phénomènes de sédimentation sous l'action de la gravité sont complexes et font appel à deux
grandes disciplines : la mécanique des �uides et la géologie. Ils ont été étudiés tant par des ingénieurs et des
hydrodynamiciens que par des géologues. L'étude de ces phénomènes a engendré une réelle communication
interdisciplinaire.

La littérature de chacune de ces disciplines contient de nombreuses références à des articles d'autres
disciplines. Cependant le nombre important de publications ainsi que la diversité des approches conduit à
une certaine confusion dans les dé�nitions. C'est ainsi que, bien que de nombreuses classi�cations soient
proposées pour les phénomènes agissants en eaux profondes, celles-ci ne sont pas toujours très cohérentes.

Pour cette raison, le premier chapitre reprend quelques notions de base sur les processus sédimentaires
en milieu marin profond. Il sera consacré à la description des mécanismes de transport et de support des
sédiments. À l'issue de cette première étape, faisant le point sur la terminologie des phénomènes, nous
serons en mesure de dé�nir une classi�cation générale des écoulements gravitaires.

Le chapitre 2 présentera une revue non exhaustive des di�érentes approches utilisées en mécanique
pour modéliser les écoulements gravitaires et leurs dépôts.
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La matière est toujours pareille,

mais le mouvement la modèle sans cesse di�éremment.

San-Antonio.

Chapitre 1

Classi�cation des processus de

sédimentation en eaux profondes

Les di�érents matériaux et écoulements se combinent en plusieurs classes de mouvement de masse.
Une revue des publications révèle qu'il existe une grande variété de classi�cations des processus et des
mécanismes associés. Nous proposons de détailler ici les caractéristiques de ces écoulements.

La description de la structure et des caractéristiques des dépôts des écoulements est reportée à l'an-
nexe A page 251. Elle permet de mieux comprendre l'imbrication entre les processus gravitaires et les
dépôts qui en résultent.
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On peut classer en trois grands groupes les phénomènes capables d'éroder, de transporter et de déposer
des matériaux en eaux profondes :

1. Les processus de resédimentation ;
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Chapitre 1. Classi�cation des processus de sédimentation en eaux profondes

Fig. 1.1 � Les trois groupes de processus opérant en milieu marin profond (d'après Stow [1986]).
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1.1. Processus de resédimentation

2. les courants de fond semi-permanents ;

3. les courants super�ciels avec décantation pélagique. (cf. Figure 1.1 page 6).

Cette classi�cation est basée sur le comportement mécanique de l'écoulement (variant d'élastique à �uide
visqueux en passant par plastique), les mécanismes de transport et de support des sédiments. (cf. Ta-
bleau 1.1 page 7).

Il ne faut toutefois pas perdre de vue que les di�érents processus listés dans cette classi�cation ne
constituent en fait qu'une partie des phénomènes réels. Dans la réalité, les di�érents processus de transport
et de dépôt peuvent opérer simultanément, successivement ou individuellement comme l'ont montré
expérimentalement Middleton [1966a,b, 1967] et Ravenne et Beghin [1983] (cf. �gure 1.2). Ainsi un

Fig. 1.2 � Interaction et continuité des processus opérant en eaux profondes, en relation avec leur principal

dépôt sédimentaire (cf. annexe A page 251). L'échelle horizontale correspond au temps et/ou à la distance

de la source, l'échelle verticale descendante à la concentration de l'écoulement. Les faciès idéalisés qui

résultent du dépôt des di�érents événements sont également indiqués (d'après Pickering et al. [1986]).

changement de l'état physique de la masse des sédiments par rupture de la cohésion des grains et par une
importante incorporation d'eau, entraînera une transition d'un écoulement par glissements (slides) à un
processus de courants gravitaires. La transition de l'écoulement à débris (debris-�ow) en un écoulement
liqué�é ou �uidisé et en un courant turbiditique se fait par plusieurs remodelages et dilutions du courant.

En�n pour de très faibles concentrations et de très faibles vitesses, un courant turbiditique peut être
dévié de sa trajectoire par la force de Coriolis. À ce stade l'écoulement peut être classé dans les courants
de fond ou courants de contour qui sont plutôt gouvernés par la circulation thermique des eaux marines
profondes que par les e�ets gravitaires de leur charge en sédiments.

1.1 Processus de resédimentation

Dans l'appellation � processus de resédimentation �, on inclut donc tous les processus qui déplacent
par des forces gravitationnelles, vers le bas, sur le fond de la mer, des sédiments d'une eau peu profonde
à une eau plus profonde. Parmi ces processus de resédimentation, la plupart présentent des analogies
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avec les processus de pente sur le continent, les avalanches de neige [Hermann et al., 1993; Naaim, 1995],
et avec les processus pyroclastiques des éruptions volcaniques explosives [Delinger, 1987; Valentine et
Wohletz, 1989]. Ces derniers ont été abondamment étudiés par les géomorphologues, les vulcanologues,
ainsi que par les sédimentologues. On notera toutefois qu'à la di�érence des courants océaniques et des
�euves, où le transport des particules est assuré par les masses d'eau, dans les écoulements sédimentaires
gravitaires c'est l'excès de charge dû aux sédiments en suspension qui, sous l'in�uence de la pesanteur,
engendre l'écoulement et déplace les masses d'eau dans lesquelles ces sédiments sont dispersés. L'eau est
dans ce cas un partenaire passif dans le mélange.

Ces processus de resédimentation ont été étudiés sous di�érents aspects : des expériences en labora-
toire, quelques observations directes d'événements, des simulations numériques et des analyses des dépôts
résultants. Il est évident que dans la nature, les processus de resédimentation sont extrêmement com-
plexes, et ne sont pas facile à modéliser mathématiquement. Cependant quelques propriétés importantes
se dégagent :

Le comportement mécanique : Les mouvements de masse (mass-�ows) comme les éboulis rocheux,
les glissements de terrain, sont caractérisés par un comportement général élastique. Les coulées de dé-
bris boueux (debris-�ows) se comportent de manière plastique. Les courants gravitaires, incluant les
écoulements granulaires (grain-�ows), les écoulements liqué�és (lique�ed-�ows), les écoulements �uidisés
(�uidized-�ows) et les courants turbiditiques (turbidity currents) relèvent d'un comportement proche du
�uide visqueux avec toutefois des viscosités très variables.

La cohésion ou non-cohésion des matériaux impliqués : Dans la nature, les matériaux impliqués
dans ces phénomènes sont granulaires, non cohésifs (ex. sable, gravier) ou à dominante cohésive (ex. argile,
boue). Cela in�uence le type de mouvement et de comportement. Les sédiments boueux ont tendance au
glissement plutôt qu'à l'éboulement. En ce qui concerne les phénomènes non cohésifs, comme par exemple
les debris-�ows sableux, deux paramètres supplémentaires interviennent : les forces de frottement et les
collisions entre les grains (mécanisme de support). Ces derniers couleront donc moins loin que les debris-
�ows boueux, qui eux sont cohésifs. Là encore, la plupart des écoulements naturels ont un comportement
mixte : granulaire�cohésif.

Les mécanismes de support des sédiments : L'écoulement du mélange eau-sédiments continue tant
que la contrainte de cisaillement générée par le mouvement est supérieure à la résistance de frottement
de l'écoulement, et tant que la chute des grains ou des clastes est empêchée par un des mécanismes de
support [Pickering, Hiscott et Hein, 1989]. Ces mécanismes peuvent être :

� La turbulence du �uide, à grand nombre de Reynolds et nombre de Froude densimétrique (inverse
de la racine carrée du nombre de Richardson) plus grand que l'unité ;

� Le �ottement des clastes induit par la matrice haute densité du courant ;

� La pression de dispersion produite par les collisions inter-granulaires ;

� Le mouvement du �uide créé par la surpression due au liquide interstitiel, prisonnier ou s'échappant
des pores ;

� Les forces internes, de friction ou de cohésion de la masse des sédiments en mouvement.

Lors des premières dé�nitions des courants sédimentaires gravitaires, la distinction était faite entre
quatre processus : les écoulement à débris, les écoulements liqué�és (originellement appelés écoulements
�uidisés), les écoulements en grains et les courants turbiditiques [Middleton et Hampton, 1973]. On peut
également trouver des dé�nitions basées sur la nature rhéologique, la composition et la concentration des
écoulements (cf. �gure 1.3 page ci-contre). Dans ces publications les termes mud�ows et debris �ows sont
parfois employés indi�éremment.

Nous allons maintenant détailler les caractéristiques des processus de resédimentation listés dans le
tableau 1.1 page 7. Nous nous attarderons plus particulièrement sur les écoulements à débris et les courants
turbiditiques qui bien qu'imbriqués et passant par les états d'écoulements liqué�és et d'écoulements en
grains apparaissent être les seuls écoulements capables de transport sur de longues distances et de faibles
pentes. Ils présentent donc un intérêt majeur du point de vue géologique.
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1.2. Glissements de terrain

Fig. 1.3 � Diagramme de dé�nition des courants sédimentaires gravitaires : écoulement à débris (1, 2, 3,

4 ; cf. section 1.3), Grain-�ow, Courant turbiditique. Comportement : C= cohésif-plastique, V= visqueux-

�uide, G= granulaire-collisionnel. L'écoulement s'approche du pôle C par augmentation de son contenu

en argiles, du pôle V par augmentation de son contenu en eau, du pôle G par augmentation de son contenu

en clastes, et du taux de cisaillement (d'après Shultz [1984]).

1.2 Glissements de terrain

(slides)

Ce sont des � écoulements � rocheux constitués par le mouvement de matériaux relativement non
consolidés, avec de di�érentes sortes de fragments de roche de taille variable. L'écoulement est caractérisé
par des fractures de cisaillement le long de plans de cisaillement discrets avec de faibles déformations
inertielles.

1.3 Écoulements à débris

(debris �ows)

Normalement, le terme � débris-�ow � indique la présence de fragments dont la taille présente une
grande variation allant de �ns à grossiers.

Les écoulements à débris sont des dispersions de sédiments hautement concentrés, fortement visqueux
dans lesquels des éléments hétérogènes (sables, graviers, galets et blocs) sont maintenus en suspension
par une matrice argileuse.

Le cisaillement est distribué partout dans la masse ; ces écoulements possèdent une limite de rigidité
et ont un comportement d'écoulement plastique [Hampton, 1972]. Les écoulement à débris subaquatiques
présentent de nombreuses analogies avec les processus de pente sur le continent, avec les avalanches
de neige lourde [Sampl, 1993], et avec les processus pyroclastiques des éruptions volcaniques explosives
[Battaglia, 1993; Delinger, 1987].

Les écoulement à débris sont le résultat d'un certain type de rupture de pente. Hampton [1972]
a montré qu'ils constituaient le lien logique entre les slides de haute densité (1,5�2,4 g�cm�3) et les
courants turbiditiques de basse densité (1,03�1,12 g�cm�3).

En e�et, lorsque les débris parcourent la pente sous forme de glissements (slides), ils accumulent de
l'eau, puis se liqué�ent ou se dilatent, augmentant ainsi la mobilité de l'écoulement. On passe alors de
l'écoulement nommé � avalanche à débris � (debris avalanches) à l'écoulement nommé � écoulement à
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Chapitre 1. Classi�cation des processus de sédimentation en eaux profondes

débris �. Lorsque la boue et les débris sont con�nés entre deux parois latérales et se déplacent dans un
chenal par pulsations régulières, l'écoulement est parfois nommé debris torrent.

On pourra se référer à la classi�cation e�ectuée par Shultz [1984]. On distingue sur le diagramme de
la �gure 1.3 page précédente qu'il existe quatre types d'écoulement à débris :

1. L'écoulement à débris plastique : écoulement laminaire avec une rigidité élevée et des interactions
visqueuses ;

2. L'écoulement à débris riche en fragments de roches : écoulement laminaire avec une rigidité élevée
et des collisions ;

3. L'écoulement à débris pseudo-plastique à charge visqueuse : écoulement laminaire ou turbulent avec
une faible rigidité et des interactions visqueuses (quantité de �uide importante) ;

4. L'écoulement à débris pseudo-plastique à charge inertielle : écoulement laminaire ou turbulent avec
une faible rigidité et des collisions (quantité de clastes importante).

1.3.1 Source

L'apparition des écoulements nécessite au départ un important apport de boue non consolidée et
de fragments rocheux. Bien que les écoulements à débris soient le résultat de rupture de pente, leur
source directe est souvent soit les Slides, soit les Slumps [Mulder, Savoye, Syvitski et Cochonnat, 1996;
Shanmugam, Lehtonen, Straume, Syvertsen, Hodgkinson et Skibeli, 1994]. Les mécanismes à l'origine de
ces ruptures peuvent être, par exemple, des tremblements de terre [Takahashi, 1981].

1.3.2 Composition

De nombreuses études des pentes marines ont montré l'importante capacité des écoulements à débris
à transporter de grands volumes de matériaux sur de longues distances et des pentes faibles. La plupart
de ces écoulements sont mieux connus dans le cadre sub-aérien [Pierson, 1981; Takahashi, 1981], où ils ont
des densités entre 2�2,5�103 kg�m�3 et sont capables de transporter des rochers de plus de 2,7�106 kg.
La compétence (competence) de ces écoulements augmente avec la densité de la matrice, mais également
avec la concentration en éléments grossiers (cf. section 1.3.6.3 page 17 et [Hampton, 1979]).

Dans la nature, les écoulements à débris, étant des écoulements diphasiques contenant des éléments
hétérogènes, ont des compositions très variables. La taille des particules varie des matériaux les plus �ns
jusqu'aux très gros blocs, supportés dans une matrice de �nes particules dispersées.

1.3.3 Pro�l

Les écoulements à débris ont une manière caractéristique de se déplacer. L'écoulement est constitué
d'une succession de lames avec une partie frontale raide chargée de gros blocs. Hampton [1972] a réalisé
des expériences pour simuler les écoulements à débris en environnement sous-marin. D'après ces travaux,
on peut idéalement dé�nir trois régions, de l'avant vers l'arrière de l'écoulement :

� La première région, la � tête � ou le � museau � est bombée, constituée de fragments rocheux non
triés, souvent classés de façon inverse (inverse grading). Takahashi [1981] suggère que ce ren�ement
résulte du chargement en particules grossières de cette tête qui a tendance à ralentir et à augmenter
en volume. Sa hauteur dépend de la pente du chenal ou du cône sous-marin sur lequel le écoulements
à débris se déplace.

� La seconde région est une zone d'eau boueuse au mouvement complexe, contenant des galets et des
petits blocs.

� En�n la région �nale est de l'eau à concentration élevée en boue avec du sable et des galets.

Il peut exister de plus, à vitesse élevée ou à fort gradient de pente, une zone de cisaillement inverse, créant
une zone hautement turbulente. En e�et, une �ne couche à la surface de la tête est cisaillée dans une
direction opposée à celle de l'écoulement. Les régions médianes et �nales de l'écoulement à débris sont
alors recouvertes par un épais � manteau � de nuage turbulent (cf. �gure 1.4 page ci-contre). Ce manteau
turbulent s'apparente à un courant turbiditique.
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1.3. Écoulements à débris

Fig. 1.4 � Pro�l idéalisé d'un débris �ow rapide surmonté d'un nuage en suspension turbulente (d'après

Hampton [1972]).

contraintes
cisaillement
interne

de

bouchon rigide

profil de vitesse

Fig. 1.5 � Pro�l idéalisé d'un écoulement à débris, suivant la rhéologie de Bingham. A gauche : coupe

longitudinale de l'écoulement montrant le � bouchon rigide �, les zones d'écoulement, le pro�l des vi-

tesses. A droite : distribution des contraintes de cisaillement interne. Ici, l'écoulement est soumis à des

contraintes de cisaillement signi�catives à son interface supérieure (générées par la résistance de friction

du �uide sus-jacent) contrairement aux écoulements à débris sub-aériens. Le � bouchon rigide � �otte

dans le courant avec des zones de cisaillement au-dessus et en dessous (d'après Stow [1986]).
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Une coupe de la partie dense d'un écoulement à débris est souvent idéalement représentée par la
présence de deux zones. Lorsque les écoulements à débris se mettent en mouvement, la contrainte de
rigidité limite est dépassée, les déformations (i.e. l'écoulement) commencent dans la zone basale où la
contrainte de cisaillement est la plus élevée (cf. �gure 1.5 page précédente). A cet endroit on rencontre
un écoulement complexe avec des mouvements de glissement, de roulement, de rebond. Plus haut dans
l'écoulement, où les contraintes de cisaillement sont faibles, le matériau est transporté sous forme d'un
� bouchon rigide � (rigid plug) ; Le dépôt a lieu par épaississement vers le bas de ce bouchon, jusqu'à
ce que la masse se � gèle � entièrement.

1.3.4 Vitesse

Des écoulements à débris ont été observés à des vitesses comprises entre 0,5 et 20 m/s (1.8�72 km/h).
Cette plage étendue est due en particulier :

� Au triage ;

� À la géométrie du chenal (incluant la sinuosité) ;

� À la pente ;

� À la taille du courant.

Ces vitesses élevées pourraient être caractéristiques d'écoulement turbulent. Cependant, il existe peu de
références à la turbulence dans les écoulements à débris.

Bagnold [1954, p. 60] indique que la présence de particules argileuses tend à dissiper les tourbillons.
Ceci est également souligné par Johnson [1970, p. 442] dans l'étude de boues de kaolin�eau. Dans

ses observations d'écoulements à débris, Johnson suppose que les oscillations de l'interface écoulement�
�uide ambiant présentes dans de nombreux mud�ows sont le résultat de cisaillements turbulents. Mais
dans la plupart des cas, la turbulence est atténuée par la présence des argiles et des silts suspendus.
Enos [1977] dans son étude des écoulements à débris comme matériaux de Bingham, a tenté d'expliquer
la transition entre le régime laminaire et le régime turbulent, mais ses observations paraissent manquer
d'indications concluantes. Des écoulements turbulents ont aussi été observés dans le cadre subaérien par
Pierson [1981] sur les pentes du Mont Thomas.

En conclusion, il ne semble pas qu'il existe de critère approprié permettant de dé�nir la limite entre
le régime laminaire et le régime turbulent dans les écoulements à débris.

1.3.5 Pente

Bien que les écoulements à débris se produisent essentiellement sur des pentes fortes, il est important
de noter qu'ils ont aussi la capacité de s'écouler sur des pentes faibles, supérieures à seulement 0,5o

[Rodine et Johnson, 1976].
En e�et, même sur de faibles pentes, il ne faut qu'une petite quantité (environ 5%) de matrice

interstitielle (ex. boue ou eau) pour permettre aux écoulements à débris de s'écouler [Hampton, 1975,
1979].

1.3.6 Mécanismes de support des particules

Le mouvement des écoulements à débris est délicat à modéliser. Dans la nature, la gamme de pro-
priétés rhéologiques des écoulements à débris est très large. Par exemple, si le gradient de pente est fort,
l'écoulement va avoir tendance à mincir et à glisser puis à redonner naissance à un écoulement à débris
plus rapide avec un nuage turbulent en suspension (cf. �gure 1.6 page ci-contre).

Leur comportement se situe donc dans une zone �uide viscoélastoplastique (cf. �gure 1.7 page sui-
vante), étant plus ou moins cohésif-plastique, visqueux-�uide et granulaire-collisionnel [ Shultz, 1984 et
Pickering et al., 1989, p28].

Du fait de la nature non Newtonienne des écoulements à débris, il est di�cile de trouver des lois va-
lables pour tous les régimes, car les écoulements à débris présentent une grande variabilité de constituants
et donc de propriétés �uides.
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1.3. Écoulements à débris

Fig. 1.6 � Écoulement à débris mouvant sur une faible pente, et qui, sous augmentation du gradient de

pente donne naissance à un slump mince, qui a son tour se transforme en écoulement à débris rapide

surmonté d'un nuage en suspension turbulente (d'après Stow [1986]).

´

Fig. 1.7 � Positionnement de la rhéologie des écoulements à débris.
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Chapitre 1. Classi�cation des processus de sédimentation en eaux profondes

Pour rendre compte des observations expérimentales plusieurs mécanismes de support de particules
ont été proposés :

� La pression de dispersion produite par les collisions inter-granulaires ;

� La rigidité de la matrice due à la cohésion de la masse des sédiments en mouvement ;

� Les forces de friction et de �ottabilité induites par la matrice haute densité du courant ;

� La turbulence à grand nombre de Reynolds (Re = �ul

�
où � est la viscosité dynamique) et nombre

de Froude densimétrique (Fr =
q

�

��
u2

gh
inverse de la racine carrée du nombre de Richardson) plus

grand que l'unité, pour certains courants importants [Pickering et al., 1989].

1.3.6.1 Pression de dispersion

La plupart des mécanismes qui se cachent derrière la dynamique des écoulements à débris étaient
inexpliqués jusqu'à ce que le concept de pression de dispersion (dispersive stress) soit proposé par Bagnold
[1954]. A partir d'expériences sur des particules soumises à un cisaillement dans un cylindre en rotation,
il dé�nit deux régimes :

� Visqueux ;

� Inertiel.

Dans le régime inertiel (cf. section 1.8.3 page 23), les contraintes sont engendrées par les collisions des
particules lorsqu'une couche bouge pour dépasser l'autre couche adjacente. La contrainte normale générée
par ce processus est la pression de dispersion.

Par une analyse semblable à celle de la théorie cinétique des gaz, Bagnold montre que cette contrainte
normale est proportionnelle au carré des taux de déformation et au carré du diamètre des particules
[Bagnold, 1954; Hugot, 1997].

Cependant d'après les observations d'écoulements à débris actuels, il paraît certain que la pression de
dispersion ne constitue pas le seul mécanisme impliqué dans le support des particules de sédiments. En
e�et, des débris ont été observés �ottant alors même que l'écoulement était statique, indiquant par là la
présence d'un autre mécanisme de support.

1.3.6.2 Rigidité de la matrice

Le fait que des particules dans un écoulement stationnaire n'aient tendance ni à chuter, ni à remonter
à la surface implique, comme l'a observé Johnson [1970], qu'il existe un mécanisme de support en plus des
forces de dispersion, que Johnson appelle � rigidité de la matrice � (matrix strength). L'origine exacte
de cette rigidité n'est pas très claire.

D'après Hampton [1975], le réseau de particules d'argiles �oculées présent dans tout le �uide serait
responsable de cette rigidité. La �oculation est le résultat de forces attractions existant entre deux parti-
cules d'argiles. La force minimale requise pour casser ce réseau de particules �oculées a été dé�nie comme
étant la rigidité de la matrice. Une des implications inhérentes à cette théorie est qu'elle rend nécessaire
la présence d'argiles pour qu'il existe une rigidité dans l'écoulement.

Hampton [1979] a également montré que cette rigidité est entre autre fonction de la minéralogie des
argiles ainsi et du taux de cisaillement. En e�et, d'après ses expériences sur la compétence des boues,
il trouve que cette dernière décroît après cisaillement de la suspension. Il en déduit qu'il y a présence
d'une rigidité de la matrice dans les débris �ows. Celle-ci est en partie fonction du taux de cisaillement,
puisqu'elle décroît et persiste quand le cisaillement cesse.

Davies [1986] ne partage pas ce point de vue, et soutient que lorsque l'écoulement est stationnaire,
c'est la structure ferme du mélange qui transmet l'excès de poids des particules au lit. Cependant par
dé�nition, lorsque l'écoulement commence, la limite de rigidité a été dépassée, et il n'existe donc plus de
matrice qui puisse transférer les contraintes au sol. Tout excès de poids se traduit par une augmentation
du taux de cisaillement de l'écoulement.
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1.3. Écoulements à débris

1.3.6.3 Flottabilité et compétence

Parmi tous les mécanismes de support des particules, la �ottabilité apparaît constituer le mécanisme le
plus évident [Hampton, 1975, 1979; Johnson, 1970; Middleton et Hampton, 1976; Pierson, 1981; Rodine et
Johnson, 1976]. Dans la théorie généralement acceptée, la matrice est composée d'un mélange homogène
d'argiles, d'eau et de silts �ns. Les clastes présents dans l'écoulement sont dispersés dans ce �uide. La
�ottabilité (dans le sens Archimédien) est le poids du �uide déplacé. Rodine et Johnson [1976] supposent
néanmoins que la �ottabilité est déterminée par le déplacement total du matériau qui inclut la matrice
et les particules de taille inférieure aux clastes en question.

Il existe plusieurs formules exprimant la compétence des écoulements à débris. Pour éviter toute confu-
sion, on dé�nit la � compétence transportée � (transport competence [Pierson, 1981]) comme étant la taille
moyenne des plus grosses particules qui peuvent être transportées par l'écoulement et la � compétence sus-
pendue � (suspended competence [Hampton, 1975]) comme la taille maximale des particules qui puissent
être suspendues dans le mélange de débris. Les di�érentes formulations sont détaillées dans l'annexe B
page 267.

Une des faiblesses de ces analyses réside dans la non prise en compte de la contribution de la pression
de dispersion. On peut, de plus, se demander si le fait que la pression du �uide interstitiel soit supérieure
à la pression hydrostatique peut augmenter la �ottabilité. En e�et, même si la pression interstitielle met
de 20 minutes à plusieurs heures pour se dissiper dans un dépôt [Pierson, 1981], un milieu en déformation
continue où les pores sont continuellement cassés et reformés, risque fort de dissiper très rapidement tout
excès de pression interstitielle (cf. section 1.8.3 page 23). Le �uide et les grains s'ajusteront aux excès de
pression.

1.3.6.4 Classement inverse

L'étude de la tête des écoulements à débris montre que les plus grosses particules ont tendance à
se déplacer latéralement et verticalement, produisant ainsi un classement inverse (reverse ou inverse

grading) des particules dans l'écoulement [Middleton et Hampton, 1976; Takahashi, Nakagawa, Harada
et Yamashiki, 1992]. Ce phénomène de migration des clastes sur les bords de l'écoulement est parfois
appelé � ségrégation �. En outre, dans certains dépôts, il a été observé des séquences où le classement des
particules était de �n à la base à grossier au sommet [Fisher et Mattison, 1968; Naylor, 1980]. Il existe
peu d'analyses qualitatives pour expliquer les mécanismes qui se cachent derrière le classement inverse.

On a pensé que la pression de dispersion de Bagnold [1954] était un des principaux mécanismes
responsables de la ségrégation. En e�et, l'expression de la pression de dispersion (composante normale)
montre qu'elle est directement proportionnelle au carré du diamètre des particules et du gradient des
vitesses. Ainsi une augmentation du diamètre des particules implique une augmentation de la pression
de dispersion. De même, une augmentation du gradient de vitesse (ou du taux de déformation) implique
également une augmentation de la pression de dispersion. Par conséquent, près du lit de l'écoulement,
où les gradients de vitesse sont élevés, la pression de dispersion est élevée et provoque un mouvement
ascendant des particules.

Fisher et Mattison [1968], en se basant sur le principe de Bernouilli, expliquent le granoclassement
inverse comme étant le résultat du mouvement des particules, à partir d'une région de haute pression, au
bas de l'écoulement, vers une région de basse pression, en haut de l'écoulement.

Une autre explication avancée repose sur le principe du tamisage cinétique (kinetic sieving) : les
particules les plus �nes se déplacent entre les particules les plus grosses et les transportent donc vers le
haut.

Il existe peu de publications qui approchent de manière analytique la ségrégation [Savage et Lun, 1988;
Takahashi, 1980, 1993]. Citons néanmoins, Takahashi [1980, 1993] qui tente d'expliquer ce phénomène
par le modèle de �uide dilatant de Bagnold [Hugot, 1997].

17



Chapitre 1. Classi�cation des processus de sédimentation en eaux profondes

1.4 Coulées de boue

(mud�ows)

Comme le terme l'indique, les mud�ows représentent des écoulements de matériaux �ns et cohésifs.
Ils se di�érencient des écoulements à débris par la taille des particules en suspension qui, dans ce cas,
ne présente pas de grandes variations. Les mud�ows sont en e�et caractérisés par la présence d'au moins
50% de particules de la taille des sables, silts, et argiles.

Ces écoulements ont été essentiellement observés dans le cadre subaérien. La première référence aux
mud�ows (coulées de boue) est due à Mc Gee [1897], ils étaient alors appelés sheet �oods (littéralement :
inondations en nappes, résultat du débordement des �euves dans les plaines d'inondation).

1.5 Écoulements en grains

(grain �ows)

Ces écoulements aussi appelés grain �ows sont des mélanges quasi-viscoplastiques de grains non cohé-
sifs, où la pression de dispersion et les interactions granulaires assurent la dispersion des particules et en-
gendrent la mobilité du mélange. Le pro�l des vitesses est pratiquement parabolique avec la présence d'un
scellement de grains non cisaillés se déplaçant passivement au-dessus d'un plan actif de cisaillement. La
présence d'une pente relativement importante est nécessaire pour que le mouvement soit auto-entretenu ;
dès que celle-ci diminue, l'énergie potentielle et cinétique de l'écoulement devient inférieure à l'énergie
dissipée par les frottements et la turbulence ; l'écoulement cesse alors rapidement [Lowe, 1976a].

Il y a donc nécessité d'une pente importante (supérieure à 17�22o, i.e. supérieure à l'angle de repos)
pour engendrer et maintenir ces phénomènes, ce qui explique leur extension limitée.

1.6 Écoulements �uidisés

(�uidized �ows)

Les écoulements �uidisés ou �uidized �ows sont caractérisés par le fait que les particules non-cohésives
(sables ou silts) sont maintenues en suspension par la surpression due au �uide interstitiel. Cette surpres-
sion est créée par le mouvement ascendant de la phase �uide qui s'échappe à travers la fraction solide ;
l'écoulement a, alors, un comportement semblable à celui d'un �uide hautement visqueux [Lowe, 1976b].
Les seuls sédiments susceptibles d'être transportés par ce processus sont des sables ou des silts faiblement
compactés.

Ce type d'écoulement peut être déclenché par un ébranlement qui provoque une rupture de la cohésion,
une perte de contact entre les grains et un e�ondrement de l'empilement. Dès lors, l'écoulement apparaît,
et cela même sur des pentes relativement faibles (supérieures à 2�3o). L'écoulement s'arrête de bas en
haut, lorsque la surpression baisse, c'est à dire lorsque le �uide interstitiel s'échappe. C'est un processus
qui ne se produit pas habituellement de manière indépendante.

1.7 Courants turbiditiques

(turbidity currents)

Le courant turbiditique est un type de courant de densité ou de courant gravitaire [Simpson, 1982] dans
lequel le �uide le plus dense est une suspension turbulente de sédiments relativement diluée. Beaucoup
d'autres types de courants de densité existent dans la nature, les panaches d'eau chargée en boue à
l'embouchure des �euves [Mulder et al., 1996], les tempêtes de poussières, les fronts des brises marines,
les avalanches de neiges poudreuses [Hermann et al., 1993; Naaim, 1995], les nuées ardentes causées par
les éruptions volcaniques [Delinger, 1987; Valentine et Wohletz, 1989], et les courants verticaux de densité
causés par les panaches de cendres volcaniques tombant à travers l'atmosphère et les océans.
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1.7. Courants turbiditiques

Les courants de turbidité sont le type principal de transport des sédiments dans les océans, mers et
lacs, les plus importants et peut-être les mieux connus des processus de resédimentation. Ils ont été très
étudiés en laboratoire et en théorie.
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Fig. 1.8 � Le tremblement de terre de Grand Banks, le 18 Novembre 1929, et les ruptures de câbles qui

en suivirent. Les �èches indiquent la position ou la projection de la position des ruptures de câbles sur

le pro�l longitudinal du fond marin, le long du passage supposé emprunté par l'écoulement. Les rapports

(p. ex. 1 :20) indiquent les gradients de pente. Les temps (p. ex. 00 :59) indiquent la durée écoulée entre

le tremblement de terre et les ruptures de câbles. La vitesse du courant (calculée d'après les ruptures)

est indiquée par le diagramme supérieur. Les lettres G et T correspondent respectivement aux dépôts de

gravier (à la base du talus continental) et aux turbidites (sur la plaine abyssale) (d'après Hsü [1989]).

L'observation de courants de densité dans les lacs, de petits courants turbiditiques dilués naissant
à la tête des canyons [Daly, 1936] et de la rupture soudaine, imprévue mais séquentielle, des câbles
télégraphiques sous-marins [cf. [Heezen, Ericson et Ewing, 1954; Heezen et Ewing, 1952] et �gure 1.8], sont
autant de témoignages de l'existence et de l'importance des courants turbiditiques. De plus, l'omniprésence
de leurs dépôts caractéristiques, appelés turbidites, démontre qu'ils ont fréquemment lieu dans tous les
milieux marins profonds.

1.7.1 Source

L'initiation de l'écoulement se produit de l'une des quatre façons suivantes :

1. Par la transformation des slides, des slumps ou des debris �ows à l'occasion par exemple d'un
ressaut hydraulique (hydraulic jump) par mélange avec l'eau de mer [Allen, 1971; Komar, 1971;
Mulder, 1993; Ravenne et Beghin, 1983] ;

2. Par l'instabilité de masses importantes de sables apportés par les courants à la tête des canyons
sous-marins [Mulder et al., 1996; Pickering et al., 1989] (cf. �gure 1.9 page suivante) ;

3. Par les tempêtes remuant les couches de sédiments non-consolidés et la constitution d'une couche
marine profonde avec de la boue en suspension concentrée (bottom nepheloid layer) (cf. �gure 1.10
page 21) ;

4. Directement par les sédiments en suspension apportés dans la mer par les rivières ou l'eau de fonte
des glaciers. Dans ce dernier cas, on a l'exemple d'un courant hyperpycnal, qui est un courant
turbulent généré à l'embouchure d'un �euve lorsque la charge solide en suspension est su�sante
pour que la densité de l'ensemble eau douce-sédiments en suspension excède la densité de l'eau de
mer. Dès lors, le �ux turbide plonge, suit le fond, l'érode et s'auto-entretient pour former un courant
de turbidité [Piper et Savoye, 1993].
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Chapitre 1. Classi�cation des processus de sédimentation en eaux profondes

Fig. 1.9 � Modèle conceptuel du courant turbiditique catastrophique, résultant d'une rupture de pente. En

haut : Pro�l du bassin, illustrant les principaux éléments géomorphologiques et les principaux processus

liés au courant gravitaire. En bas : Vue de dessus du système (d'après Rothman et al. [1994a]).
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1.7. Courants turbiditiques

Fig. 1.10 � Illustration de la couche néphéloïde de fond : Les tempêtes, remuant les sédiments non conso-

lidés, créent des courants turbiditiques très dilués (lutite �ows) qui se déplacent sur le fond des océans ou

le long des interfaces de densité. De plus, ils sont parfois conduits par l'eau froide cascadant le long de la

pente. L'amincissement des �èches, en largeur, indique une baisse de la concentration (d'après Pickering

et al. [1989]).

Selon la manière dont l'écoulement est initié et selon l'apport en sédiments, deux types majeurs de
courants de turbidité peuvent être di�érenciés [Ravenne et Beghin, 1983] :

1. Les courants de vie relativement longue (du type courant turbide), ce dernier type d'écoulement
pouvant être stationnaire ou uniforme.

2. Les courants de vie relativement courte (du type bou�ée turbide)

Parker [1982], en utilisant l'analyse dans le plan de phase, montre théoriquement que ces deux types
de courants correspondent à deux états � d'équilibre � :

1. Un état à basse densité et faible vitesse ;

2. Un état à haute densité et haute vitesse, appelé � catastrophique �, ayant assez de puissance pour
générer des canyons sous-marins.

Cette distinction se rencontre également pour le mouvement des avalanches. L'état catastrophique cor-
respond aux avalanches lourdes ou de plaques, alors que l'état de faible vitesse correspond aux avalanches
poudreuses [Hop�nger, 1983].

1.7.2 Pro�l

Les observations des courants de densité atmosphériques et pyroclastiques [Delinger, 1987; Hermann
et al., 1993; Hop�nger, 1983; Sampl, 1993; Valentine et Wohletz, 1989] ainsi que les expériences sur
les bou�ées de densité subaquatiques [Benjamin, 1968; Laval, 1988; Laval et al., 1988; Middleton et
Hampton, 1976; Ravenne et Beghin, 1982, 1984] ont montré que les courants turbiditiques développaient
une structure longitudinale caractéristique (cf. �gure 1.11 page suivante) avec une tête (head), un cou
(neck), un corps (body) et une queue (tail).

La tête des courants de turbidité a une forme particulière et est soumise à un écoulement particulier.
Dans le plan parallèle à l'écoulement, la tête apparaît lobée, avec des divergences locales par rapport à
la direction principale de l'écoulement, et avec un arrangement dans le sens de la largeur de lobes et de
fentes régulièrement espacées [Allen, 1971; Simpson, 1972]. A l'intérieur de la tête, il existe un écoulement
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Fig. 1.11 � Coupe longitudinale simpli�ée d'un écoulement turbiditique, faisant apparaître les quatre

régions caractéristiques : tête, cou, corps, queue (d'après Pickering et al. [1989]).

de type circulatoire vers l'avant et vers le haut. Les plus gros grains tendent à se concentrer dans cette
région.

Le corps correspond à la partie derrière la tête, où l'écoulement est toujours uniforme en épaisseur.
Des phénomènes de dépôt ont lieu dans le corps lorsque la tête érode le sol. Sur des pentes supérieures à
1,24o, la tête est plus épaisse que le corps, alors que sur des pentes inférieures, le corps est plus épais que
la tête [Komar, 1971]. Cette observation est importante puisqu'elle détermine le type de sédiment qui va
déborder dans les environnements chenalisés.

En�n, la queue est la partie où l'écoulement s'amincit rapidement et devient très dilué.
Le mélange entre l'écoulement et l'eau ambiante à l'interface supérieure produit une couche d'entraî-

nement diluée. Ce mélange, ainsi que la sédimentation et la séparation de parties de la suspension au
niveau du cou ralentissent et éventuellement, arrêtent l'écoulement turbiditique. Pour un courant turbi-
ditique moyen, les plus gros sédiments sont déposés dans un intervalle de temps de quelques heures, alors
que la sédimentation complète de la queue contenant des grains �ns prend une semaine [Kuenen, 1967].
Les courants turbiditiques sont donc des événements rares et de courte durée à l'échelle géologique.

1.7.3 Vitesse

Les courants turbiditiques qui apparaissent dans les océans sont d'échelle supérieure de plusieurs ordres
de grandeur à ceux réalisés dans les laboratoires. Aussi, le champ sur lequel ces résultats expérimentaux
peut être appliqué est problématique. Dans la nature, les ruptures séquentielles de câbles télégraphiques
sous-marins sont le signe de passage des courants turbiditiques à forte concentration et constituent une
source d'information importante.

L'exemple classique est celui du tremblement de terre du Grand Banks en 1929 (cf. �gure 1.8 page 19)
qui déclencha un énorme e�ondrement, suivi d'un courant turbiditique qui parcourut plusieurs centaines
de kilomètres sur la plaine abyssale de Sohm [Heezen et Ewing, 1952]. La vitesse maximale atteinte par ce
courant était d'environ 25 m/s (90 km/h) [Kirwan, Doyle, Bowles et Brooks, 1986; Kuenen, 1952]. De même
en France, un glissement sous-marin se produisit à l'aplomb de l'aéroport de Nice en 1979, produisant
un courant turbiditique de haute densité atteignant des vitesses supérieures à 20 m/s (72 km/h). Au pied
du talus continental (à environ 50 km) ces vitesses se stabilisent à moins de 5 m/s (18 km/h) [Bowen,
Normark et Piper, 1984; Mulder, 1993; Mulder et al., 1996; Piper et Savoye, 1993; Stow et Bowen, 1980] ;
l'écoulement est alors dilué.

1.7.4 Dimension caractéristique

Une idée de la largeur et de l'épaisseur des courants turbiditiques, de la distance qu'ils parcourent
peut être déduite de la topographie des dépôts résultants. Les levées naturelles des chenaux sous-marins
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sont dues (c'est l'hypothèse la plus probable) au débordement des courants turbiditiques chenalisés. De
tels écoulements doivent donc être épais de plusieurs dizaines à plusieurs centaines de mètres [Komar,
1969; Stow et Bowen, 1980]. Les tentatives faites pour estimer les caractéristiques physiques des courants
turbiditiques de faible densité par Bowen et al. [1984]; Stow et Bowen [1980] montrent qu'ils varient en
épaisseur de quelques mètres jusqu'à plus de 800 m dans le cas d'écoulements complètement chenalisés.

La longueur des chenaux en eaux profondes et l'étendue des plaines abyssales indiquent toutes deux la
capacité des courants turbiditiques à se déplacer sur des distances allant jusqu'à 4000�5000 km [Chough
et Hesse, 1976; Piper, Stow et Normark, 1984].

1.8 Classi�cation hydromécanique

Comme nous l'avons vu précédemment, les di�érents matériaux et écoulements se combinent en plu-
sieurs classes de mouvement de masse. Ces di�érents processus vont être classi�és de manière à ce que le
comportement mécanique sous-jacent à chacun d'eux puisse être identi�é.

Les courants gravitaires seront séparés en trois groupes majeurs :

� Les suspensions de sédiments ;

� Les écoulements hyperconcentrés (hyperconcentrated �ows) ;

� Les écoulements granulaires (granular �ows).

Toutes les formes d'écoulements impliquant de l'eau et des sédiments peuvent être inclues dans un de
ces groupes. Pour bien appréhender cette classi�cation, il est essentiel de bien connaître les caractéristiques
de ces écoulements.

1.8.1 Suspensions de sédiments

Pour de faibles concentrations, ces écoulements se comportent essentiellement comme un �uide Newto-
nien laminaire ou turbulent. Lorsque la concentration augmente, les interactions particulaires augmentent
et déjà, le comportement de l'écoulement s'écarte de celui d'un �uide Newtonien. Si des argiles sont pré-
sentes dans l'écoulement, elles commencent, par la présence de forces électro-chimiques, à former des
�ocons. Ces derniers tendent à donner une rigidité à l'écoulement avec une limite de rigidité (yield

strength). Une déformation du �uide n'est alors possible que si les contraintes appliquées permettent de
rompre ces liaisons électro-chimiques (�uide à seuil ou �uide de Bingham). Ce concept de limite de rigidité
nous amène à considérer une autre classe d'écoulement.

1.8.2 Écoulements hyperconcentrés
(hyperconcentrated �ows)

Ces écoulements sont principalement caractérisés par des concentrations massiques en solides (argiles)
comprises entre 40 et 80%, et par une limite de rigidité (cf. section 1.8.1). Cette rigidité initiale est typique
de nombreux �uides non-Newtoniens. La concentration pour laquelle cette rigidité existe dépend du type
de minéralogie des argiles, ainsi que de la distribution en taille des particules. Cependant, il a été relevé
des limites de rigidité dans des expériences sur des suspensions de smectites où les concentrations étaient
inférieures à 3% [Hampton, 1972]. Pour d'autres minéraux argileux, elles étaient plus élevées.

Certains auteurs, considérant que les hautes concentrations impliquent forcément la présence d'une
limite de rigidité, incluent les écoulements à débris (argileux) dans les écoulements hyperconcentrés
[O'Brien et Julien, 1985]. On trouve donc parfois regroupée sous ce nom des écoulements comme les
mud �ood ou non cohesive mud�ow.

1.8.3 Écoulements granulaires
(granular �ows)

Ce sont des écoulements à haute concentration solide, associés aux matériaux granulaires (sables) où
la densité du �uide interstitiel est faible et où l'écoulement principal est gouverné par les forces inter-
particulaires, les collisions et les frictions. Ces écoulements sont soumis à des processus de déformation
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continue. Le �uide interstitiel maintient une pression équivalente à la pression hydrostatique à travers
l'écoulement. Un excès de pression se dissipe immédiatement, car l'eau interstitielle peut s'écouler libre-
ment.

Savage [1984], propose une classi�cation des écoulements granulaires qui est une extension de la
classi�cation de Bagnold [1954]. C'est ainsi qu'il dé�nit trois régimes d'écoulements :

� Quasi-statique : le régime quasi-statique est l'état naissant de l'écoulement, où le comportement
est à prédominance plastique. Lorsque les contraintes appliquées au milieu granulaire sont telles
que les liaisons de friction sont rompues, la masse commence à se déplacer. Cet écoulement, prin-
cipalement con�né par des liaisons de cisaillement le long de plans de cisaillement, met en jeu des
blocs (composés de multiples particules) en mouvement les uns par rapport aux autres. Ce sont ces
déformations lentes, maintenues pendant une longue période de temps, qui dé�nissent ce régime.

� Visqueux : Lorsque la concentration en particules ainsi que les taux de déformations sont plus
faibles, et que le �uide interstitiel joue un rôle dominant dans la détermination de la viscosité
de l'écoulement, on parle alors de régime visqueux [Bagnold, 1954]. Des auteurs, comme Davies
[1986], considèrent que certains types d'écoulements à débris (sableux) entrent dans cette catégorie
d'écoulements granulaires.

� Inertiel : Le régime inertiel est caractérisé par l'écoulement rapide de matériaux granulaires où les
interactions particulaires dominent dans les transferts de quantité de mouvement de l'écoulement,
le �uide interstitiel jouant un rôle mineur.

Plusieurs auteurs supposent que les écoulements à débris, ainsi que les debris slides sont des écou-
lements inertiels [Bagnold, 1954; Takahashi, 1981]. D'autres écoulements très inertiels tels que les
avalanches de pierres appelées Sturzstroms [Hsü, 1975] sont caractéristiques de ce régime. Du fait
de leur grande inertie, ces écoulements sont capables de remonter les �ancs des vallées sous-marines.

1.9 Conclusion

Ce premier chapitre a montré la grande variabilité et diversité des � écoulements � associés au trans-
port des sédiments par resédimentation.

Les propriétés des écoulements sont très fortement liées à la nature des matériaux mis en jeu. Ces
derniers peuvent êtres des sables ou des graviers qui sont des sédiments non cohésifs, ou au contraire des
boues ou des argiles qui sont des sédiments cohésifs.

Les concentrations en sédiments jouent également un rôle prépondérant dans la détermination du
type de mouvement. Dans la nature, on rencontre aussi bien de faibles concentrations, comme dans les
courants turbiditiques, que des concentrations très élevées, comme dans les écoulements à débris.

Le comportement de l'écoulement est fonction des mécanismes de support des particules dont les plus
importants sont :

� la rigidité de la matrice ;

� les collisions ou frictions inter-granulaires ;

� la turbulence.

En�n, il est important de remarquer la grande variabilité des échelles associées aux phénomènes, ce qui
peut être problématique pour une modélisation. En e�et, les échelles de temps associées aux mécanismes
de support sont de l'ordre de la seconde. Les évènement durent, eux, plusieurs heures ou plusieurs jours.
En�n, entre les évènements, il peut s'écouler plusieurs années ou milliers d'années. Les échelles d'espace
sont également variées. Celles associées aux mécanismes de support sont de l'ordre du millimètre, du
centimètre ou du mètre, alors que celles associées aux événements sont decamétriques ou kilométriques.

Ce chapitre a permis de mieux comprendre les di�érents mécanismes de transport gravitaire en eaux
profondes. Les courants turbiditiques, ainsi que les écoulements à débris, semblent être les processus de
sédimentation gravitaire majoritairement responsables des dépôts marins profonds, fait qui est con�rmé
par l'étude des dépôts et de leurs caractéristiques (cf. annexe A page 251). En e�et, ce sont les seuls
capables de transporter les sédiments sur de longues distances et de faibles pentes.

Dans les chapitres suivants nous nous limiterons à l'étude des suspensions turbulentes de sables (sé-
diments non-cohésifs).
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S'il n'y avait que le temps,

les choses ne pourraient exister que successivement.

S'il n'y avait que l'espace,

les choses ne pourraient exister que simultanément.

La matière unit la fuite inconstante du temps

et la rigoureuse immobilité de l'espace.

Schopenhauer.

Chapitre 2

Une petite histoire de la modélisation

Ce chapitre présente une revue bibliographique de la modélisation mécanique des écoulements gravi-
taires sub-aquatiques.

On peut di�érencier essentiellement quatre approches pour la modélisation déterministe des écoule-
ments contenant des particules :

L'approche empirique ou phénoménologique : Les modélisations e�ectuées selon cette approche
sont fondées, non seulement sur la théorie, mais également sur l'expérience. Une étude de sensibilité
permet de sélectionner les paramètres dont l'in�uence sur les résultats de la modélisation physique est la
plus importante. Ces paramètres sont ensuite combinés par analyse dimensionnelle. Les formules obtenues
contiennent des constantes qui sont ajustées par les résultats des expériences.

L'approche mécanique des milieux continus : On suppose que les propriétés matérielles d'un en-
semble de particules peuvent être représentées par des fonctions continues et, que le milieu peut être
divisé indé�niment sans perdre ses propriétés dé�nissantes. Dans cette approche la notion de particules
ou de granules discrets n'est pas conservée.

L'approche discrète : On considère dans ce cas un ensemble de particules de taille �nie (idéalement
des sphères rigides ou élastiques) et on tente de déduire les lois gouvernant le comportement mécanique
de l'ensemble complet. On a alors recours à des fonctions statistiques telles que la fonction de probabilité
de présence d'une particule ou d'un grain.

L'approche particulaire : On considère, ici encore, un ensemble de particules de taille �nie (idéale-
ment des sphères rigides ou élastiques) mais, cette fois, on simule directement la quantité de mouvement
de chaque particule.

Nous montrerons, comment au � �l du temps �, les modélisations mécaniques se sont enrichies et
complexi�ées, depuis les approches les plus � rustiques � (stationnaires et sans dimensions) jusqu'aux
derniers développements permis par la modélisation numérique.
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Dans le cas des événements catastrophiques on peut discerner trois phases séquentielles d'écoulement :

La Phase 1 comprend l'initiation de l'écoulement et son accélération. Durant cette phase, l'érosion do-
mine la sédimentation ;

La Phase 2 constitue la phase d'écoulement proprement dit, qui peut être à vitesse constante si la pente
est uniforme. Durant cette phase, l'érosion et la sédimentation interviennent de façon à peu près
égale ;

La Phase 3 correspond à une décélération de l'écoulement. Durant cette phase, la sédimentation l'emporte
sur l'érosion.

2.1 Premiers pas

Les premières modélisations des courants turbiditiques tentèrent de répondre à trois questions essen-
tielles :

1. Quelles vitesses atteignent-ils?

2. Quelle est leur densité?

3. Quelle est leur concentration?

La plupart des travaux de recherche expérimentaux et théoriques e�ectués par des ingénieurs dans les
années 60-70 ont été consacrés à une classe restreinte de courants gravitaires : Ceux de la phase 2 dont la
vitesse est constante et qui sont composés de suspensions diluées à grains �ns [Middleton, 1966c]. Comme
la plupart de ces études n'ont pas pris en considération les e�ets d'érosion / sédimentation, elles ont reçu
peu d'attention de la part des géologues. Néanmoins, la section suivante se propose de précise l'esprit de
ces travaux.

2.1.1 Modélisation stationnaire et uniforme de la vitesse en une dimension

Daly postula, en 1936, l'existence de courants turbiditiques dans les océans a�n d'expliquer la présence
des canyons sous-marins. Il supposa en e�et, que ces canyons étaient le résultat du pouvoir érosif de ces
courants.
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2.1. Premiers pas

2.1.1.1 Un modèle dérivé de l'équation de Chézy

Considérons l'équation semi-empirique de Chézy donnant la vitesse moyenne de l'écoulement dans un
chenal �uviatil :

U = C
p
rs (2.1)

où U est la vitesse moyenne de l'écoulement ; r le rayon hydraulique (� profondeur du chenal) ; s la pente
et C une constante empirique. Cette équation est valable pour des écoulements de �uide en canal ouvert
(c'est à dire applicable aux rivières et aux torrents par exemple).

En intégrant le fait que la masse volumique apparente d'un objet dans l'eau est �� = � � �f , Daly
[1936] développa une formule reliant la vitesse à la densité de l'écoulement, la profondeur du courant, et
la pente :

U = C
p
hsd (2.2)

où h est l'épaisseur moyenne de l'écoulement et d le contraste de densité entre l'écoulement et le �uide
ambiant.

Kuenen [1952] obtint expérimentalement, pour la constante C, une valeur d'environ 140 cm
1=2�s�1 pour

des écoulements turbiditiques. Par ailleurs, la constante C peut être calculée en fonction du coe�cient
de friction adimensionnel de Darcy�Weisbach, f :

C =

r
8g

f
(2.3)

où g est l'accélération de la gravité.
La formule de Daly (équation (2.2)) n'est pas réellement applicable lorsque les densités des deux

�uides (du mélange et du �uide ambiant) sont du même ordre de grandeur, ce qui est précisement le cas
des écoulements turbiditiques peu denses. De plus, sur de très faibles pentes, elle conduit à des valeurs
de vitesse pratiquement nulles, alors que le courant peut posséder une vitesse appréciable.

La prise en compte de la friction à l'interface entre le courant et le �uide ambiant permet d'améliorer
le modèle.

2.1.1.2 Prise en compte de la friction interfaciale

En considérant qu'une rivière est une forme de courant de densité dans lequel la di�érence de masse
volumique, �� = �� �f , entre l'écoulement et le �uide ambiant (air) est grande, et dans lequel il y a très
peu de résistance de friction à l'interface supérieure, Middleton [1966c] détermine, à l'aide de la dé�nition
(2.3) du coe�cient de Darcy�Weisbach, la vitesse d'un courant de densité par une formule analogue à
celle de Daly :

U =

s
8g0

f(1 + a)
� hs (2.4)

où g0 est l'accélération apparente de la gravité (g��=�) et a un coe�cient de friction fonction du nombre
de Reynolds et du nombre de Froude.

Cette équation est obtenue en écrivant simplement l'équilibre entre le poids apparent et la résistance
de friction stationnaire donnée par l'équation de Darcy�Weisbach :

��hlLg sin �| {z }
Poids apparent

=
f

4
(1 + a)�

U

2

2

(L+ 2h)l| {z }
Force de friction de Darcy-Weisbach

tenant compte de la friction
à l'interface supérieure

où � est l'angle de pente ; L la largeur moyenne de l'écoulement et l sa longeur moyenne.
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Chapitre 2. Une petite histoire de la modélisation

Apparaît alors le rapport hL

L+2h
, appelé rayon hydraulique, qui peut être approximé par h moyennant

l'hypothèse L� h (on suppose alors que le canyon est beaucoup plus large que haut).
Le coe�cient a est introduit pour prendre en compte la friction à l'interface supérieure de l'écoulement.

De nombreux auteurs ont repris cette formule (e.g. [Bowen et al., 1984; Komar, 1971, 1977]), d'autres
(e.g. [Pickering et al., 1989, p. 16]) ont tenté de séparer le coe�cient de friction total en deux parties :

� f0 attribué à la friction basale (et latérale dans le cas d'écoulements chenalisés) ;

� f1 attribué à la friction sur l'interface supérieure.

Tous les auteurs sont d'accord sur le fait que les variations de f0 sont les mêmes que dans un écoulement
en canal ouvert. Pour un sol hydrodynamiquement rugueux, f0 est indépendant du nombre de Reynolds
(Re = Uh=� où � est la viscosité cinématique du sous-écoulement), mais dépend du rapport de la taille
des éléments rugueux à l'épaisseur de l'écoulement. Il peut être calculé par la formule :

f0 =
1

33

�
log10

�
33�h

hr

���2
(2.5)

où hr est l'échelle verticale caractéristique des éléments rugueux et � un coe�cient empirique � 0,1.
En revanche, les facteurs contrôlant la valeur de f1 sont plus incertains. Certains auteurs ont trouvé

que f1 dépendait du nombre de Froude densimétrique (Fr = U=pg0h , inverse de la racine carrée du nombre
de Richardson Ri) et était indépendant du nombre de Reynolds. D'autres ont conclu qu'il dépendait non
seulement du nombre de Froude, mais aussi du nombre de Reynolds (dans ce cas f1 diminue quand le
nombre de Reynolds augmente). Toutefois l'e�et du nombre de Reynolds, s'il y en a un, semble être du
second ordre.
Pour de petites valeurs du nombre de Froude, le mélange à l'interface entre le �uide ambiant et le sous-
écoulement est très faible, cela même si l'écoulement est turbulent ; la résistance est donc relativement
faible. Inversement, pour des nombres de Froude plus grands que l'unité, le mélange devient important,
la résistance à l'interface augmente [Ellisson et Turner, 1959].

L'équation (2.4) a été véri�ée expérimentalement pour des écoulements composés de suspensions
d'argile, et pour des solutions d'eau salée, où le contraste de densité était peu important (�� < 0:1) et
où la pente était faible (s < 0:3). Il apparaît que l'écoulement devient rapidement super-critique (Fr > 1)
lorsque la pente s augmente. L'hypothèse d'un courant uniforme et stationnaire n'est plus possible. En
e�et, à cause du mélange important à l'interface supérieure, la densité du courant décroît et son épaisseur
s'accroît.

2.1.1.3 Évolution de la vitesse de la tête

En remarquant que le nombre de Froude peut être écrit, en utilisant l'équation (2.4), sous la forme :

Fr =

s
8s

f(1 + a)

Middleton véri�a expérimentalement que la vitesse de la tête du courant, Ut, suivait la loi
5 :

Ut = Ct
p
g0ht (2.6)

où ht est l'épaisseur moyenne de la tête de l'écoulement et Ct un coe�cient de friction dont la valeur est
estimée à 0.74 par Benjamin [1968] et 0.71 par Keulegan [1946].

Il étudia les positions relatives de la tête et du corps par la relation :

Ut
U

= Ct

r
ht
h

1

Fr
(2.7)

5. On remarquera que la relation (2.6) est indépendante de la pente ; La tête du courant n'est pas en mouvement du fait

de la composante de gravité agissant dans le sens de la pente, mais du fait de la pression piézométrique plus élevée dans le

courant que dans le �uide ambiant [Benjamin, 1968].
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Pour de grandes valeurs du nombre de Froude, le corps du courant se déplace plus vite que la tête,
Ut=U < 1, et cette dernière devient plus épaisse que le corps de l'écoulement. Le �ux de sédiment arrivant
dans la tête est relevé à l'intérieur de celle-ci et renvoyé dans le corps par l'intermédiaire des vagues
générées immédiatement derrière la tête. Ce type d'écoulement, à nombre de Froude élevé, se rencontre
dans les canyons sous-marins, qui ont des pentes importantes. Lorsque le nombre de Froude diminue, le
rapport Ut=U augmente, la tête se déplace plus vite que le corps. Dans ce cas, le courant de turbidité
ne peut être stable [Komar, 1971], il doit y avoir compensation de la baisse du nombre de Froude par
augmentation du rapport ht=h a�n de maintenir le corps et la tête à la même vitesse.

2.1.1.4 Prise en compte de l'érosion

Pour tenir compte du fait que la concentration varie dans le courant, Johnson [1966] a l'idée d'in-
troduire dans son équation la vitesse de chute des particules d'une certaine taille, transportées par le
courant :

U = C1

s
shg0

�
1� W

sU

�
(2.8)

où W est la vitesse moyenne de sédimentation et C1 une constante empirique.
Par l'intermédiaire du facteur (1� W=sU), lorsque la vitesse moyenne de chute des particules, W , est

plus petite que la composante verticale de la vitesse sU , ces dernières fournissent de l'énergie au courant
proportionnellement au produit : (sU �W ) fois la concentration des particules. Johnson modélisa donc
les phénomènes d'érosion / dépôt de façon implicite :

W = sU ) Transport
W > sU ) Dépôt
W < sU ) Érosion

2.1.1.5 Une théorie plus complète

Les formules décrivant les courants turbiditiques stationnaires uniformes (équations (2.2), (2.4), et
(2.8)) étant peu satisfaisantes, certains auteurs ont développé des modèles plus complexes [Bowen et al.,
1984; Lüthi, 1980].

Comme pour les jets �uides, la hauteur des courants turbiditiques évolue en fonction de la distance
qu'ils parcourent. Ils incorporent de l'eau au niveau de l'interface supérieure (cf. section 4.4.4 page 92).
Lüthi [1980] propose ainsi, pour tenir compte de ce phénomène, la formule :

E +
f

8
(1 + a) =

1

Fr2

�
tan � � W

U

�
(2.9)

où E est le taux d'entraînement de �uide ambiant (dh=dx). Par la suite, grâce à ses travaux expérimentaux,
Lüthi [1981] montre que la hauteur du courant augmente linéairement sur une pente nulle 6.

On remarquera que les formules (2.2), (2.4), et (2.8) ne sont en fait que des cas particuliers de cette
équation plus générale. En e�et, si l'on néglige la sédimentation des particules, et si l'on suppose que le
taux d'entraînement du �uide ambiant est implicitement pris en compte dans le terme f(1+a), on retrouve
la formule (2.4) développée par Middleton [1966c]. De même, si l'on néglige le taux d'entraînement du
�uide ambiant à l'interface supérieure, on retrouve la formule (2.8) proposée par Johnson [1966].

2.1.1.6 L'étalement du courant : Une seconde dimension

Les formules précédentes ne considérant qu'une seule dimension, ne sont applicables qu'à un type
particulier de courants turbiditiques : ceux qui sont chenalisés.

6. Le résultat h � x est un résultat conforme à la théorie de similitude des jets (cf. section 4.4.1 page 90).
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Chapitre 2. Une petite histoire de la modélisation

En remarquant que l'épaisseur du courant diminuait lorsque celui-ci s'élargissait, Johnson [1966] a dé-
veloppé, à l'aide d'un bilan d'énergie, une formule empirique pour la composante latérale de la vitesse
V :

V =

r
1

2
g0h (2.10)

ce qui permet une modélisation de la vitesse des courants turbiditiques en deux dimensions, et un élar-
gissement de la théorie à une classe plus large de courants.

2.1.1.7 Bilan de ces approches

Toutes ces méthodes sont basées sur l'équation (2.1) de Chézy. Bien que la validité de cette équation
soit bien établie pour les écoulements de rivière, sa capacité à représenter réellement les processus phy-
siques des courants turbiditiques est limitée.
Les principaux points faibles de ces méthodes résident dans le fait qu'elles ne prennent pas en compte :

� Les variations de densité et de concentration dans l'écoulement ; la densité est, par exemple, prise
constante à une valeur comprise entre 1:05�2:0 g=cm3 selon les cas ;

� La vitesse du courant sur des pentes nulles (U2 est proportionnelle à la pente s) ;

� Les variations de vitesse dans les autres directions ;

� Le caractère souvent hautement instationnaire et non uniforme de ces écoulements.

En�n, elles ne renseignent pas sur le type de dépôt obtenu.
Néanmoins, bien que ces méthodes soient basées sur l'hypothèse peu réaliste [Siegenthaler et Buh-

ler, 1985] de courant stationnaire et uniforme (i.e. U est invariant suivant x et dans le temps t), elles
permettent en fait de déterminer quelques caractéristiques des courants gravitaires :

� Soit la distance parcourue par un courant pour une densité donnée ;

� Soit, par méthode inverse, la densité probable de l'écoulement pour une distance parcourue.

Les constantes empiriques sont obtenues par calage sur des expériences ou sur des cas réels (e.g. l'évene-
ment de Grand Banks, cf. �gure 1.8 page 19). Le calage des valeurs de la vitesse sur les points de rupture
de câbles sous-marins est incertain ; ces derniers pouvant avoir été sectionnés, non pas par le début de
l'écoulement, mais par usure progressive due au passage de l'écoulement entier.

En outre, un autre atout de ces modèles est leur forme analytique simple dont la résolution est
instantanée. Il est donc possible de les appliquer de fçon économique en matière de temps calcul.

2.1.2 L'approche énergétique

En 1962, Bagnold proposa une approche radicalement di�érente de celle dérivée de Chézy. Dans son
analyse, il n'essaie nullement de déterminer les équations du mouvement de la dynamique du �uide, mais
s'intéresse aux bilans d'énergie.

2.1.2.1 Le critère d'auto-suspension de Bagnold

Le modèle proposé par Bagnold [1956, 1962, 1963] (cf. �gure 2.1 page suivante) consiste en une
suspension de solides glissants, pour le mouvement moyen desquels il écrit l'équation de conservation de
l'énergie. De cette équation, il déduit un critère pour prédire si un courant turbiditique sera capable ou
non de mouvement soutenu.

Ainsi, en dé�nissant la puissance gravitationnelle 7 disponible ! d'un courant turbiditique par :

! = (�s � �w) g�hU sin � (2.11)

(où �s et �w sont respectivement la masse volumique de la phase solide et de la phase �uide et � la fraction
volumique solide en suspension), la puissance nécessaire !n pour maintenir la charge en suspension :

!n = (�s � �w) g�hW (2.12)

7. par unité d'air.
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vitesse du �uide �u

= �U �W sin �

W sin � = glissement

W
W cos �

vitesse des particules �U

�

���
�
gm cos �

���
�
gm sin �a.

���
�
gmW sin2 � = perte par glissement

���
�
gmW cos2 � = puissance disponible

���
�
gmW� = somme

���
�
gm �U sin �

�b.

Fig. 2.1 �Modèle énergétique de Bagnold. a. Forces et vitesses relatives agissant sur le mouvement moyen

de la suspension : m masse totale de tous les sédiments suspendus ; � densité des sédiments par unité d'air ;

� densité du �uide ; � angle de pente ; �U vitesse moyenne de transport des particules ; �u vitesse moyenne de
l'écoulement ; W vitesse constante de sédimentation des grains. b. Puissances impliquées (d'après Bagnold

[1962]).
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Chapitre 2. Une petite histoire de la modélisation

(où W est la vitesse de sédimentation) et en�n la puissance dissipée !� par la friction basale �b (il n'est
pas tenu compte de la friction à l'interface supérieure) :

!� = U�b (2.13)

il déduit la condition sur la puissance suivante (modi�ée d'après [Bagnold, 1956]) :

! � !n + !� (2.14)

Ce critère est appelé � critère d'auto-suspension �. Dans tous les courants turbiditiques, le mécanisme
qui maintient les particules de sédiments en suspension provient de la composante verticale ascendante de
la turbulence du �uide, qui est principalement produite par la friction à l'interface entre l'écoulement et
le sol, d'une part, et le �uide ambiant, d'autre part. Bagnold a ainsi montré que les courants turbiditiques
pouvaient se maintenir sous forme d'auto-suspension, dans le sens où les sédiments n'ont besoin de
dépenser qu'une partie de l'énergie du �uide ambiant, et sont, à la fois, la cause du mouvement de
l'écoulement et maintenus en suspension par le mouvement qu'ils ont provoqué.

2.1.2.2 Dé�nition de l'auto-suspension

L'auto-suspension est un processus où l'écoulement s'auto-entretient, et où il atteint un état d'équilibre
dynamique dans lequel :

1. L'excès de densité de sédiments en suspension conduit l'écoulement ;

2. L'écoulement génère la friction et la turbulence du �uide ;

3. La turbulence maintient les particules en suspension et ainsi de suite (cf. �gure 2.2).

p
v02 � u?

��

u? � w

u? =

q
f

8
U

Fig. 2.2 � Diagramme conceptuel expliquant l'auto-suspension. Quand le gain en énergie gravitationnelle

est égal à la perte d'énergie, l'écoulement est auto-entretenu. Les grains ayant pour vitesse de sédimenta-

tion w sont maintenus en suspension par les �uctuations de vitesse verticale d'intensité moyenne
p
v02

approximées par u? (d'après Middleton [1976]). u? est relié à la vitesse du corps U , qui est dé�nie par la
relation (2.4) (d'après Pickering et al. [1989]).

La seule condition pour garder la boucle intacte est que la perte d'énergie par la friction soit compensée
par un gain en énergie gravitationnelle lorsque le courant descend la pente. Avec ce modèle théorique,
les courants turbiditiques peuvent se déplacer sur de longues distances sans érosion ni dépôt appréciable,
tant que le gradient de pente reste constant.
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2.1.2.3 Conclusions et révision du critère de Bagnold

Le critère d'auto-suspension de Bagnold (équation (2.14)) a été discuté par plusieurs auteurs (e.g.
[Middleton, 1966c; Pantin, 1979]). En e�et, il semble que l'auto-suspension veritable ne soit pas courante
dans la nature, elle ne se produirait que pour les écoulements turbiditiques épais, de faible concentration,
transportant des particules �nes sur des pentes faibles [Middleton, 1966c]. Pour les autres types de
courants turbiditiques, une partie de la charge en suspension se dépose.

Pantin [1979], remarquant que les rivières étaient capables de maintenir une charge en suspension
même lorsqu'il n'y avait plus d'excès d'énergie gravitationnelle, estima que l'énergie nécessaire à maintenir
la charge en suspension provenait indirectement de l'énergie dépensée contre la friction basale.

Il a ainsi redé�ni un nouveau critère d'auto-suspension :

! � !� (2.15a)

ex!� � !n (2.15b)

avec ex un facteur e�cace reliant la puissance dépensée contre la friction basale à la puissance disponible
pour maintenir les sédiments en suspension (� 0:01) [Pantin, 1979].

Ce faisant, il corrige la surestimation de l'énergie disponible faite par Bagnold, en tenant compte du
fait que seul une petite partie de l'énergie de l'écoulement est disponible pour supporter les sédiments
(env. 2% d'après [Pickering et al., 1989]) ; le reste étant dépensé pour surmonter la friction aux interfaces
supérieures et inférieures, pour produire la turbulence ainsi que de la chaleur. La plus grande partie de
l'énergie disponible ne contribue donc pas à suspendre les grains. Pantin [1979] arrive à des conclusions
proches de celles de Middleton [1966c] : La densité de l'écoulement est la principale variable qui gouverne
l'apparition ou la pérennité de l'auto-suspension. En dessous d'une densité critique, qui varie en fonction
de la pente, de l'épaisseur du courant, de la taille des grains, et du coe�cient de friction, l'écoulement va
s'a�aisser et déposer ses sédiments. Au-dessus de cette densité critique, le courant va exploser, croître en
densité et en vitesse, et atteindre l'auto-suspension. Cette dernière situation ne se rencontre que pour les
sédiments plus petits que le sable �n. Le nouveau critère d'auto-suspension (équations (2.15a) et (2.15b))
constitue donc une condition nécessaire mais non su�sante.
Ainsi, il apparaît donc que les conclusions de certains auteurs, comme Komar [1977], sur l'évolution
des vitesses et des concentrations, snt discutables, puisqu'elles supposent la validité du critère d'auto-
suspension de Bagnold (équation (2.14)).

2.2 Modèles instationnaires à une dimension

Comme on l'a dit plus haut, les écoulements gravitaires sont des phénomènes instationnaires. Les
propriétés de l'écoulement, tel que sa vitesse, ses dimensions (longueur et hauteur), ne sont pas constantes
dans le temps.
Pour obtenir un modèle purement instationnaire 8, ces approches supposent, qu'à un instant particulier
donné, il n'existe pas de variation horizontale des propriétés de l'écoulement.

Beghin [1979], en se basant sur ses observations expérimentales et en reprenant les études des bou�ées
� thermiques � atmosphériques, fut le premier à utiliser cette approche pour les mélanges particules�
�uide 9.

2.2.1 Variation du volume de l'écoulement

La di�érence fondamentale qui existe entre le déplacement d'un écoulement gravitaire �ni et celui d'un
corps solide dans le même �uide ambiant, réside dans le phénomène d'entraînement qui prend naissance à
l'interface de l'écoulement [Beghin, 1979]. L'écoulement, au fur et à mesure de son mouvement, entraîne

8. Dont les variables ne dépendent que du temps

9. Le champ d'application des études de Beghin concerne les avalanches de neige, où les particules sont des particules de

neige et le �uide de l'air. Néanmoins, ses études théoriques et expérimentales sont réalisées, pour des questions d'échelle,

sur des écoulement sub-aquatiques. Ces résultats sont donc en lien direct avec notre problème.
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une certaine quantité de �uide ambiant qui se mélange au �uide interne : le volume total de l'écoulement
croît, tandis que sa densité tend vers celle du �uide ambiant.

Le volume par unité de surface A de l'écoulement évolue selon l'équation suivante :

dA

dt
= Uel (2.16)

avec l la longueur de l'écoulement et Ue, la vitesse d'entrainement
La forme exacte de la vitesse d'entraînement est variable d'un modèle à l'autre. Elle est, en général,

reliée à la pente, et via, la di�usion turbulente, à la vitesse moyenne de l'écoulement. Elle peut être, ou
non, fonction du rapport des densités du mélange et du �uide ambiant 10.

Pour s'a�ranchir des variations longitudinales, et relier la hauteur et la longueur de l'écoulement, il
faut supposer que l'écoulement conserve sa géométrie durant le mouvement, c'est-à-dire que le rapport
h=l est constant, h représentant la hauteur de l'écoulement, l sa longueur [Beghin, 1979; Dade, Lister et
Huppert, 1994].

On retrouve ici, comme dans l'approche de Lüthi [1980] (cf. équation (2.9) page 29), le fait que la
hauteur de l'écoulement croît en fonction de la distance parcourue.

2.2.2 Modélisation instationnaire de la vitesse en une dimension

La formulation de l'évolution de la quantité de mouvement résulte de la seconde loi de Newton [Beghin,
1979; Cannon et Savage, 1988, 1990; Dade et al., 1994; Erlichson, 1990; Hungr, 1990] : la variation de la
quantité de mouvement du volume de �uide est égale à la somme des forces extérieures appliquées à ce
volume. Ici encore, le bilan est di�érent de celui d'un corps solide 11. Le volume de l'écoulement n'étant
pas constant dans le temps, il faut en tenir compte dans l'expression de la quantité de mouvement 12.

D'une manière générale, les forces en jeu sont :

� La composante motrice de la gravité ; approche de Beghin [1979], où la force de friction turbulente
au sol est supposée négligeable devant la force de traînée due à l'entraînement du �uide ambiant à
l'intérieur de l'écoulement, et ce, dès que la pente dépasse quelques degrés.

� La friction turbulente le long du sol ; approche de Dade et al. [1994].

� Une combinaison de forces linéaires (forces visqueuses, forces de Coriolis) et non-linéaires (friction
turbulente) ; approche de Kirwan et al. [1986]).

La variation de quantité de mouvement de l'écoulement est donnée par :

d

dt
((1 + kv)AU) = g0A sin � � CfU

2l (2.17)

où U est la vitesse moyenne de l'écoulement ; kv le coe�cient de masse virtuelle ; g0 l'accélération apparente
de la gravité (g��=�) ; � la pente et Cf le coe�cient de friction.

Le coe�cient de masse virtuelle, kv , qui permet de prendre en compte la quantité de mouvement as-
sociée au mouvement du �uide ambiant, lors du passage de l'écoulement, peut, dans le cas d'un cylindre
elliptique, être approximé par h=l [Dade et al., 1994]. Dans le cas limite où h=l� 1, kv est négligeable.
Dans le cas où l'accélération (terme de gauche) est négligeable, on retrouve une forme modi�ée de l'équa-
tion de Chézy (cf. équation (2.4)).

2.2.3 Sédimentation

Quelques unes des ces approchent tiennent comptent des variations de la fraction volumique en parti-
cules, �, au sein de l'écoulement [Beghin et Olagne, 1991; Dade et al., 1994; Pantin, 1979]. Elles permettent

10. On reviendra plus en détail sur le phénomène d'entraînement ou d'incorporation d'eau dans les sections 4.4.4 page 92

et 5.5 page 124 de la partie suivante.

11. Pour un solide, tel par exemple une aile d'avion, il y a présence d'un sillage, qui ici est négligeable : L'écoulement de

�uide ambiant autour de la suspension peut se décomposer, à un instant donné, en un écoulement autour d'un corps solide

de même forme que l'écoulement gravitaire et en un �ux de �uide ambiant à travers l'interface de celui-ci. La couche limite

créée ne peut subsister ; elle est immédiatement � absorbée � par l'écoulement.

12. La traînée de l'écoulement proprement dit est négligeable, mais celle qui correspond à l'accélération du �uide ambiant

lors de son incorporation dans l'écoulement ou de son mouvement autour de celui-ci ne l'est pas forcément.
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2.3. Les apports de l'hydrodynamique

d'inclure les changements continus de la force motrice de gravité, lors du dépôt des particules.
L'hypothèse clé consiste à supposer que la turbulence est su�sante pour maintenir, dans tout l'écou-
lement, une distribution uniforme de la fraction volumique des particules. Les particules chutant à la
vitesse de sédimentation Vs, le bilan de fraction volumique � s'écrit :

d

dt
(A�) = �Vs�l (2.18)

2.2.4 Conclusions

Ces méthodes, bien que demeurant fort simples, donnent de meilleurs résultats que les approches
précédentes. La raison en est simple, elles prennent en compte l'essentiel des processus physiques du
phénomène gravitaire :

� La variation du volume due à l'incorporation d'eau ;

� La variation de la quantité de mouvement sous les forces motrices de gravité et de friction ;

� La perte progressive du moteur gravitaire par la sédimentation.

Un autre avantage de ces approches est que l'évolution de l'écoulement est entièrement décrit par
des équations di�érentielles. On peut par intégration directe, trouver la solution analytique de problèmes
simpli�és :

1. phase d'accélération : sous la force motrice de gravité [Beghin, 1979] ;

2. phase de conservation : où la vitesse de sédimentation est négligeable [Dade et al., 1994] ;

3. phase de décélération : où la gravité a perdu son pouvoir moteur par incorporation du �uide ambiant
[Beghin, 1979] ou par sédimentation des particules en suspension [Dade et al., 1994].

Pour les cas plus complexes, il est possible de trouver une forme dimensionnelle correcte des solutions
[Dade et Huppert, 1995; Huppert, 1998]. L'expression des solutions obtenues est le plus souvent analytique,
le calcul est rapide.

La fait de ne pas tenir compte des variations spatiales régnant dans l'écoulement constitue une des
principales limitations de cette approche.

Remarque 1

Ces études ont montré que la vitesse du front suivait une loi décroissante en fonction de la position du
front :

Uf � x
� 1
2

f
(2.19)

Comme le remarque Beghin [1979], dans le cas particulier où la pente est très faible ou nulle, l'e�et
d'étalement par gravité 13 devient prépondérant et les équations précédentes ne sont plus valables. Cette
phase particulière de l'écoulement sur pente nulle a été étudiée tant expérimentalement que théoriquement
par Benjamin [1968]; Huppert [1982]; Huppert et Simpson [1980]; Simpson et Britter [1978]. Il apparaît
néanmoins que la loi de décroissance de la vitesse reste identique à celle de l'équation (2.19). Il semble
donc di�cile de faire la distinction entre les deux types de mouvement [Communication personnelle de
B. Dade, 1999].

2.3 Les apports de l'hydrodynamique

En 1960, Plapp et Mitchell, ainsi que Hinze [1960] développèrent des modèles originaux, basés sur
la théorie de la couche limite turbulente et les méthodes intégrales, inspirés des travaux réalisés sur les
transferts de chaleur en convection libre. Ils furent ainsi les premiers à considérer l'hydrodynamique des
courants turbiditiques à l'aide des équations stationnaires de conservation de la masse et de la quantité
de mouvement.
Leur représentation des écoulements gravitaires prend en compte les variations horizontales des propriétés
de l'écoulement, mais suppose toujours qu'il n'existe pas de variations verticales. En e�et, l'écoulement est

13. E�ondrement de la suspension sous son propre poids.

35



Chapitre 2. Une petite histoire de la modélisation

supposé avoir une intensité su�sante pour maintenir une distribution verticale uniforme de ses propriétés.
Les deux sections suivantes présentent succinctement le cadre général de la théorie de la couche limite et
des méthodes intégrales. Les sections 2.3.3 page ci-contre et 2.3.4 page 39 présentent respectivement les
versions stationnaires et instationnaires des modèles dérivés de ces méthodes.

2.3.1 Théorie de la couche limite � Écoulement quasi-parallèle

Cette théorie, qui sera reprise en détail dans la section 4.3 page 83, est utilisé de façon courante
en aéronautique et en hydrodynamique. Elle permet, moyennant quelques hypothèses importantes, de
simpli�er considérablement les équations d'évolution de l'écoulement. Les simpli�cations de la théorie de

�

Æ, Épaisseur
du courant

Bord du courant

Pro�l de vitesse

Pro�l de concentration

z

x

Fig. 2.3 � Courant turbiditique traité comme une couche limite turbulente d'épaisseur Æ. Les pro�ls de
vitesse et de densité sont indiqués, ils sont utiles au traitement théorique (d'après [Plapp et Mitchell,

1960]).

la couche limite ne sont applicables que dans le cas où les gradients transversaux, @=@z, sont négligeables
devant les gradients longitudinaux, @=@x.
L'échelle de vitesse caractéristique v normale à la paroi est alors beaucoup plus petite que l'échelle de
vitesse caractéristique u parallèle à cette paroi. On a donc :

v � u (2.20)

Cette relation entre les composantes de la vitesse est une conséquence de l'équation de continuité et
de la faible valeur de l'épaisseur, h, qui correspond à l'échelle de longueur caractéristique verticale du
courant, devant la longueur caractéristique, l, dans la direction longitudinale, x, de l'écoulement. Comme
l'écoulement est mince, il est clair que le mouvement se fera principalement parallèlement au sol. Il est
alors possible de négliger l'accélération verticale de l'écoulement.

2.3.2 Méthodes intégrales

Les méthodes intégrales constituent le deuxième outil permettant une grande simpli�cation du pro-
blème. L'intégration verticale des équations du mouvement réduit le nombre de variables. On supprime
en e�et toute variation verticale dans l'écoulement.

2.3.2.1 Hypothèses de similarité

Une des hypothèses permettant de mener à bien l'intégration verticale des équations de conservation
est que les variables (u, la vitesse et �, la fraction volumique) maintiennent des pro�ls similaires dans la
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2.3. Les apports de l'hydrodynamique

direction, x, de l'écoulement. Il est alors possible de dé�nir une variable de similitude �, tel que :

u(x; z; t) = U(x; t)�u(�) (2.21a)

�(x; z; t) = �(x; t)��(�) (2.21b)

avec � =
z

h(x; t)
(2.21c)

Les fonctions �u et �� sont supposées être des fonctions de � seul. L'intégration verticale des variables, u
et �, est e�ectuée suivant z entre z = 0 et z = 1. Les nouvelles variables U(x; t), �(x; t) et h(x; t), qui
sont les grandeurs moyennées sur la verticale, sont dé�nies par les intégrales (moments) suivantes :

U(x; t)h(x; t) =

1Z
0

u dz

0
@ 1Z

0

�u d� = 1

1
A (2.22a)

U(x; t)�(x; t)h(x; t) =

1Z
0

u� dz

0
@ 1Z

0

�u�� d� = 1

1
A (2.22b)

U2(x; t)h(x; t) =

1Z
0

u2 dz

0
@ 1Z

0

�2
u
d� = 1

1
A (2.22c)

2.3.2.2 Facteur de forme

Comme on peut le voir, les intégrations précédentes sont conditionnées par la valeur d'intégrales du

type
1R
0

�(�) d�.

Ces intégrales sont appelées � facteurs de forme �. A priori, elles nécessitent des données expérimentales
pour être calculées. Une approximation grossière, mais très utilisée, consiste à considérer la fonction �
sous la forme 14 :

�(�) =

(
1 si 0 � � � 1;

0 si � > 1:
(2.23)

Les intégrales
1R
0

�(�) d� sont alors égales à 1.

2.3.3 Modèles stationnaires non-uniformes

Cette approche a essentiellement été développée durant les années 80. Outre les deux pionniers Hinze
[1960]; Plapp et Mitchell [1960] précédemment cités, de nombreux auteurs ont travaillé tant théorique-
ment, qu'expérimentalement sur cette méthode, citons : Akiyama et Stephan [1985, 1988]; Chu, Pilkey
et Pilkey [1979]; Fukushima, Parker et Pantin [1985]; Parker [1982]; Parker, Fukushima et Pantin [1986];
Parker, Garcia, Fukushima et Yu [1987]; Siegenthaler et Buhler [1985].

Le fait que ces approches soient stationnaires 15, les destine plus particulièrement au traitement des
écoulements gravitaires continus (écoulements hyperpycnaux).

2.3.3.1 Équations d'évolution

Les équations d'évolution considérées dans cette approche résultent de l'intégration transversale des
équations stationnaires de la mécanique des �uides (c'est-à-dire les équations de conservation de la masse,

14. Ce modèle de fonctions nommées top-hat par Turner [1973] ou slab par Pantin [1979], correspond à des fonctions de

Heaviside modi�ées et semble donner de bons résultats.

15. Cette approche qui ne considère que des variations spatiales mais non temporelles, peut être vue comme un

� complément � de l'approche précédente (section 2.2 page 33) qui ne considérait que des variations temporelles mais

non spatiales.
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de la quantité de mouvement et d'un scalaire passif, la fraction volumique).
Sous les hypothèses de la couche limite turbulente 16 et à l'aide des hypothèses de similitude et des
hypothèses sur les pro�ls de vitesse et de concentration énoncées précédemment, ces équations s'écrivent :

Conservation de la masse

d

dx
(Uh) = Ue (2.24)

où Ue est la vitesse d'entrainement et h la hauteur de l'écoulement.
On retrouve ici, au second membre, le terme d'incorporation d'eau à l'interface entre l'écoulement et

le �uide ambiant.

Conservation de la quantité de mouvement

d

dx
(U2h) = �1

2
g0

d

dx

�
�h2

�
+ g0 sin ��h� u2

?
(2.25)

avec � la fraction volumique moyenne des sédiments et u? la friction turbulente.
Le premier terme, d=dx(U2h), correspond à la variation de quantité de mouvement du volume hdx

dans la direction x. Le premier terme, dans le membre de droite de l'équation, représente les e�orts de
pression agissant sur une colonne de �uide. Ce sont ces forces qui tendent à rendre l'interface plane. Le
terme, g0 sin ��h, est le terme classique de gravité, moteur de l'écoulement. En�n, le dernier terme du
membre de droite, correspond aux forces de friction turbulente (tenseur de Reynolds).
Dans le cas où l'écoulement est uniforme, les termes de dérivée en x sont nuls, et on retrouve le résultat
de Middleton [1966c], à savoir, une forme modi�ée de l'équation de Chézy (cf. équation (2.4)).

On peut remarquer que Plapp et Mitchell [1960] utilisent pour la modélisation des contraintes de
cisaillement sur la paroi inférieure dans l'équation (2.25), la formule de Von Kàrmàn [1921] pour le
cisaillement dans un écoulement turbulent sur une paroi lisse et plane. Or celle-ci n'est valable que pour
des nombres de Reynolds (basés sur l'épaisseur du courant et la vitesse maximale) inférieurs à 105. Pour
de plus grands nombres de Reynolds (allant jusqu'à 109 dans le cas du courant turbiditique de Grand
Banks en 1929), le cisaillement est vraisemblablement sous estimé.

Conservation de la fraction volumique

d

dx
(U�h) = ET � �bVs (2.26)

où ET est le taux d'entrainement des sédiments ; �b la fraction volumique des sédiments au bas de
l'écoulement, en z = b et Vs la vitesse de sédimentation.

Cette équation quanti�e les changements du taux de sédiments dans la suspension. Les termes du
second membre représentent le �ux de sédiments à travers le lit :8><

>:
si (ET � �bVs) > 0 ) érosion;

si (ET � �bVs) = 0 ) préservation;

si (ET � �bVs) < 0 ) dépôt:

Le terme ET correspond à l'entraînement des sédiments par la turbulence, qui ayant la dimension d'une
vitesse

�
L

T

�
, est souvent modélisé par un terme de la forme VsE

?

T
, où E?

T
est un taux adimensionnel

d'entraînement. On trouvera une discussion sur la modélisation de ce terme dans la partie suivante, à la
section 5.4 page 117.

En réalité, la plupart des études théoriques sont e�ectuées en supposant E?

T
nul ou constant [Chu

et al., 1979; Parker, 1982; Parker et al., 1986].

16. On peut se référer à la partie suivante et à la section 4.3 page 83 et aux suivantes pour les détails concernant la

simpli�cation de ces équations.
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L'approche de Plapp et Mitchell [1960] est semble-t-il incomplète. Le �ux de sédiments est modélisé
comme étant log-linéairement dépendant des contraintes basales. En e�et les auteurs écrivent p. 987 :
: : : one would expect that for a given bottom material the rate of pick-up of sediment would increase

with increasing shear. Cette supposition, où � rate of pick-up � est pris dans le sens � taux de sédiments
arrachés du lit �, ne tient pas compte de la tendance des sédiments en suspension à chuter.

Les variations du �ux de sédiments doivent dépendre en fait du taux net de sédiments arrachés, i.e.
du taux de sédiments arrachés du lit moins le taux de chute des sédiments déjà en suspension.

2.3.3.2 Conclusion

Les équations, (2.24), (2.25) et (2.26) peuvent être combinées en un système di�érentiel sur U; h et �,
puisque les variables ne sont fonction que de la variable spatiale x. Comme précédemment, la résolution de
ce types d'équations est relativement aisée : on peut obtenir les solutions exactes de problèmes simpli�és,
ou les solutions numériques pour des problèmes plus complexes où de nombreux paramètres sont variables.

À noter que la forme des équations est conditionnée par la donnée et le choix des pro�ls de vitesse
et de concentration (Par exemple, Plapp et Mitchell [1960] se basent sur des pro�ls qui sont des versions
modi�ées des pro�ls de vitesse et de température pour les transferts de chaleur turbulent en convection
libre, tels que ceux proposés par Eckert et Drake [1959, �2, chap. 11]). Les travaux expérimentaux de
Parker et al. [1987] montrent que l'approximation du top-hat donne des résultats satisfaisants avec une
erreur de moins de 25%.

À noter que la plupart des modèles ignorent l'étalement latéral (c'est-à-dire transverse par rapport à
la direction de l'écoulement), qui dans les courants réels non con�nés, mène à une dissipation plus rapide
de l'énergie cinétique.

Bien entendu, la faiblesse majeure de ces méthodes réside dans l'hypothèse d'un écoulement sta-
tionnaire, ce qui n'est pas toujours réaliste et conduit à des concentrations élevées. Comme remarqué
précédemment, ces modèles stationnaires, sont plus particulièrement destinés au calcul des écoulements
gravitaires générés à l'embouchure d'un �euve (courants hyperpycnaux). Les conditions à la limite du
modèle sont directement reliées au débit du �euve, qui peut ne pas être stationnaire.

2.3.4 Équations d'ondes longues � modèle de Saint Venant

Avec le développement continu des moyens et des méthodes informatiques, il a été possible, à la �n
des années 80, de faire réapparaître la variable temps t, qui, pour des raisons de complexité et de coût de
calcul, avait été négligée dans les modèles précédents. On obtient alors les équations de Saint Venant ou
équations d'ondes longues 17 :

@h

@t
+

@

@x
(Uh) = Ue (2.27a)

@

@t
(Uh) +

@

@x
(U2h) = �1

2
g0
@

@x

�
�h2

�
+ g0�h sin � � u2? (2.27b)

@

@t
(�h) +

@

@x
(U�h) = ET � �bVs (2.27c)

La di�érence entre le système (2.27) et les équations (2.24),(2.25) et (2.26) du système stationnaire réside
dans la présence, au premier membre, des variations temporelles du volume (équation (2.27a) : @h=@t),
des variations temporelles du �ux de quantité de mouvement (équation (2.27b) : @=@t(Uh)), des variations
temporelles du volume de sédiments (équation (2.27c) : @=@t(�h)).

2.3.4.1 Conclusion

Il ne faut pas perdre de vue que, comme pour le modèle stationnaire présenté à la section 2.3.3 page 37,
les résultats des modèles � ondes longues � sont conditionnés par le choix judicieux des pro�ls de vitesse
et de concentration.

17. Cette terminologie d'� ondes longues � tient du fait de la similarité de ces équations avec les équations du mouvement

des grandes ondes de gravitation [Landau et Lifchitz, 1971, �13, chap. I].
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Les modèles d'� ondes longues � permettent d'obtenir une description, à la fois spatiale et temporelle,
des propriétés de l'écoulement [Bonnecaze, Hallworth, Huppert et Lister, 1995; Bonnecaze, Huppert et
Lister, 1993; Huppert, 1998; Sparks, Bonnecaze, Huppert, Lister, Hallworth, Mader et Phillips, 1993] et
cf. �gure 2.4). Les méthodes de résolutions numériques sont un peu plus complexes puisqu'elles néces-
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Fig. 2.4 � Exemple de simulation monodimensionnelle d'écoulement gravitaire par la méthodes des � ondes

longues �. La �gure montre les pro�ls, u(x; t), déterminés numériquement à di�érents temps adimension-
nels, pour l'e�ondrement d'une suspension de particules sur pente nulle (d'après [Bonnecaze et al., 1993]).

sitent la résolution de systèmes d'équations aux dérivées partielles (e.g. méthodes des caractéristiques et
[Bonnecaze et al., 1993; Lin et w. Shen, 1984])

Les temps de calcul sont en conséquence plus longs : à titre d'exemple pour le modèle bidimensionnel
� ondes longues � développé conjointement à l'ipg et au cea par Heinrich, Mangeney et Boudon [1998,
1999] pour les écoulements pyroclastiques, les simulations durent pendant environs deux jours pour un
événement comme l'éruption du Montserrat sur une grille de 500�500 points 18 et avec une station de
travail actuelle [Communications personnelles de A. Mangeney et P. Heinrich, 1999].

Ces temps de calcul importants constituent une des limites de ces méthodes pour les applications
géologiques, où les séquences de dépôt sont formées de plusieurs milliers d'évènements s'étendant sur des
dizaines de kilomètres, sur des échelles de temps de l'ordre de la dizaine de milliers d'années.

Néanmoins, ces modèles rendent possible la représentation verticale des propriétés des dépôts tel que
le classement granulométrique. À ce titre, notons que le modèle développé à Stanford par [Zeng et Lowe,
1997], en réintroduisant des variations verticales des propriétés des colonnes de �uide par un modèle de
sédimentation multi-couche 19 permet ce type de prédiction. Ces modèles sont donc très utiles pour les
prédictions sur un événement.

2.4 1990�1999 : Les années Navier�Stokes

Pour étudier les transports sédimentaires dans les rivières, l'hypothèse de mélange passif permet
de déterminer les pro�ls de vitesse et de concentration en sédiments indépendamment du système des
équations du mouvement. Dans les travaux sur les écoulements gravitaires cités précédemment, la présence
des sédiments a été supposée sans e�et sur la dynamique du courant, sinon dans le terme de gravité de
l'équation de conservation de la quantité du mouvement (cf. par exemple équation (2.27b)). Or, comme
Plapp et Mitchell [1960] le remarquèrent, les courants turbiditiques sont des courants convectifs naturels,

18. Une maille correspondant à 10 mètres, la distance totale parcourue n'excède pas 5 km.

19. Ce modèle tient compte, entre autre, de la présence de di�érentes tailles de grains de sédiments. Ce qui fait que les

particules les plus grosses � voient � la suspension comme un mélange dont la viscosité e�ective tient compte de la présence

des plus petites particules [Zeng et Lowe, 1992]
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où la présence des sédiments en suspension a un e�et majeur sur la dynamique de l'écoulement [Chu
et al., 1979]. On a vu par exemple que les particules sont mises en suspension dans l'écoulement par
la turbulence générée par celui-ci, et la turbulence est entretenue par la vitesse de sédimentation des
particules et la friction basale (cf. section 2.1.2 page 30 sur l'auto-suspension).
Les équations précédentes sont donc quelque peu incomplètes. Conceptuellement, si l'on s'intéresse à la
dynamique de la sédimentation, le mouvement des particules solides et du �uide ne peut être considéré
comme l'écoulement d'un �uide à constituant unique.
Les équations élémentaires du mouvement sont écrites pour chaque constituant (cf. section 2.4.1), c'est-à-
dire pour la phase �uide et la phase solide des particules de sédiments. Elles sont ensuite combinées pour
donner les équations correspondant au �uide composite (cf. 2.4.2 page suivante). En réalité, la plupart
des approches considèrent les courants gravitaires comme des �uides à deux composants ; c'est-à-dire les
particules de sédiments (solides) sont traitées comme un constituant �uide avec une fraction volumique,
�.

2.4.1 Traitement avec deux phases dissociées (modèle à deux �uides)

On considère la fraction volumique en particules (ou grains de sédiments), �, dé�nie comme étant le
rapport entre le volume occupé par ces grains Vp et le volume total :

� =
Vp

Vp + Vf
(2.28)

avec Vf volume de �uide.
La fraction volumique du �uide est dé�nie par :

�f = 1� � (2.29)

Le traitement statistique des équations de conservation phasiques est traité dans divers ouvrages [Monin
et Yaglom, 1971; Simonin, 1991a].

2.4.1.1 Conservation de la masse

L'équation de conservation de la masse pour un volume in�nitésimal d'eau s'écrit (avec la convention
d'Einstein de sommation sur l'indice muet) :

@

@t
(�f (1� �)) +

@

@xi
(�f (1� �) ufi) = 0 (2.30)

où �f est la masse volumique du �uide ; � la fraction volumique des particules (1 � � = �f ) et ufi la
ie composante de la vitesse du �uide.

Pour les particules solides, l'équation de continuité prend la forme :

@

@t
(�p�) +

@

@xi
(�p�upi) = 0 (2.31)

avec �p la masse volumique des sédiments ; � la fraction volumique des particules et upi la ie composante
de la vitesse des particules.

Ces deux équations, (2.30) et (2.31), peuvent être utilisées directement (e.g. [Herard et Simonin, 1990;
Simonin, 1991a; Valentine et Wohletz, 1989]) ; elles permettent une résolution complète des équations de
conservation de la masse pour un mélange diphasique, compressible. Concernant les techniques mathé-
matiques et numériques de résolution de ces équations pour les �uides multiphasiques, le lecteur pourra
consulter [Ha-Minh-Hiêu, 1996; Stewart et Wendro�, 1984].

2.4.1.2 Conservation de la quantité de mouvement

L'approche la plus complète pour la modélisation du mouvement d'écoulement chargé en particules,
est celle de Herard et Simonin [1990]; Simonin [1991a]; Valentine et Wohletz [1989]. Même si ces modèles
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ne sont pas destinés à être appliqués aux écoulements gravitaires sous-marins, ils peuvent néanmoins
servir à les décrire 20.

La conservation de la quantité de mouvement est appliquée à chaque phase :
� la phase �uide :

@

@t
(�f (1� �) ufi) +

@

@xj
(�f (1� �)ufiufj) = (1� �)

�
�fBi �

@pf
@xi

�
+

@

@xj
�f
ij
+ Ff [ufi � upi] (2.32)

avec pf la pression de la phase �uide, Bi la ie composante des forces volumiques (e.g. gravitation, Coriolis),

�f
ij
la composante ij du tenseur des contraintes du �uide, Ff la force d'interface, fonction de la vitesse

de glissement [ufi � upi].
� la phase solide :

@

@t
(�p�upi) +

@

@xj
(�p�upiupj) = �

�
�pBi �

@pp
@xi

�
+

@

@xj
�p
ij
+ Fp [ufi � upi] (2.33)

L'indice p remplace l'indice f et indique les variables liées aux particules.
Les modèles dé�nis par les équations (2.30), (2.31), (2.32) et (2.33) sont extrêmement lourds à résoudre.

C'est pourquoi on travaille le plus souvent sur des grandeurs moyennes de l'écoulement : on obtient ainsi
le modèle dit du � �uide composite � exposé dans la section suivante.

2.4.2 Le �uide composite

Les équations d'évolution considérées sont les équations classiques de la mécanique des �uides, c'est-
à-dire les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et d'un scalaire passif, la
fraction volumique, écrites pour les grandeurs moyennes dé�nissant le mélange.

2.4.2.1 Dé�nitions de grandeurs moyennes au sein du mélange

Masse volumique moyenne La densité moyenne du mélange, �, aussi appelée densité moyenne de �f
et �p pondérée par les volumes respectifs de chaque phase est dé�nie par [Monin et Yaglom, 1971] :

� = �f (1� �) + �p� (2.34)

Dans le cas d'un mélange à n constituants, la formule précédente, est généralisée par :

� =
X
n

�n�n

Vitesse massique moyenne du mélange vi, la ie composante de la vitesse massique moyenne, est
dé�ni comme étant la moyenne pondérée de upi et ufi par les fractions massiques, soit :

�vi =
�f
�

(1� �)ufi +
�p
�
�upi (2.35)

De même dans le cas où n constituants sont présents, la formule précédente est généralisée à :

�vi =
X
n

�n�nuni

Vitesse volumique moyenne du mélange La dé�nition de la vitesse volumiquemoyenne du mélange,
ui, est parfois utilisée :

ui = (1� �)ufi + �upi (2.36)

Sa généralisation à n espèces, est :

ui =
X
n

�nuni

20. Le modèle de Valentine et Wohletz [1989] est appliqué aux écoulements pyroclastiques ; les articles de Herard et Simonin

[1990]; Simonin [1991a] présentent des modèles génériques pour les écoulements multi-phasiques.
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2.4.2.2 Conservation de la masse

L'équation de conservation de la masse totale du mélange est :

@�

@t
+

@

@xi
(�vi) = 0 (2.37)

Cette équation est une combinaison linéaire des deux équations phasiques (2.30) et (2.31) dans lesquelles
on a substitué les dé�nitions de la masse volumique moyenne (équation (2.34)) et de la vitesse massique
moyenne (équation (2.35)).

Remarque sur l'hypothèse d'incompressibilité On peut supposer que chacune des phases est
incompressible, ce qui s'exprime par :

�f = cte �p = cte

Les équations phasiques (2.30) et (2.31) se simpli�ent alors en :

@

@t
(1� �) +

@

@xi
((1� �) ufi) = 0 (2.38)

@�

@t
+

@

@xi
(�upi) = 0 (2.39)

La combinaison linéaire de ces deux équations mène à :

@

@xi
(�upi + (1� �) ufi) = 0

soit en utilisant la dé�nition (2.36) de la vitesse volumique moyenne :

@ui
@xi

= 0

La divergence de la vitesse volumique moyenne est alors nulle. D'un point de vue des méthodes de réso-
lutions numériques, le fait qu'il n'existe plus de dépendance en temps, pose problème pour un traitement
implicite de l'équation. Il faut donc considérer que l'une des phases est compressible, par exemple celle
du �uide ambiant [Séminaire edf, 1997].

2.4.2.3 Modélisation de la vitesse de la phase solide

Une approche classique, pour modéliser le �uide composite, consiste à simpli�er le bilan de quantité de
mouvement de la phase solide (cf. (2.33) page précédente). On remplace ce bilan de quantité de mouvement
par une modélisation de la vitesse des grains de sédiments, a�n de n'avoir plus qu'une équation de quantité
de mouvement à résoudre. La vitesse des grains de sédiments peut être modélisée principalement par trois
approches :

1. les deux phases ne se déplacent pas l'une par rapport à l'autre [Sampl, 1993] :

up = uf = v (2.40)

Ceci est peu réaliste, puisque la vitesse de chute des particules n'est pas toujours négligeable (par
exemple lorsque le �uide décélère).

2. le mouvement des grains ne di�ère de celui du �uide moyen porteur que par la composante de chute
verticale w [Chu et al., 1979; Hermann et al., 1993] :

up = v + w (2.41)

Bien que plus réaliste, cette approche ne tient pas compte des gradients de concentration qui se
développent dans le courant, et qui, pour des particules de petite taille (e.g. argile), tendent à
s'uniformiser (e.g. sous l'e�et de l'agitation thermique des molécules du �uide).
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3. le mouvement des grains di�ère de celui du �uide porteur par la composante de chute verticale et
une composante di�usive :

up = v + w � D

�
r� (2.42)

où D est le coe�cient de di�usion des particules. Cette modélisation peut être justi�ée de façon
théorique par un bilan simpli�é des forces agissant sur les particules (cf. annexe 5.2 page 108).
Intuitivement, on comprend que les particules suivent le mouvement de l'écoulement, avec toutefois,
un glissement vertical dû à la chute des particules dans l'eau et un gradient de concentration tendant
à uniformiser cette dernière (ce gradient est en fait souvent négligeable).

On notera en outre que les équations (2.40), (2.41) et (2.42) ne sont valables que dans le cas où l'inertie
des particules est négligeable (lorsque les lignes de courants sont peu courbées), ce qui n'est pas toujours
exact pour les courants gravitaires qui comportent des zones de haute vorticité.

2.4.2.4 Modélisation de la conservation de la fraction volumique

On suppose les particules incompressibles :

�p = cte (2.43)

Les modèles de vitesse des particules permettent de simpli�er l'équation (2.31) de conservation de la
masse.

1. Dans le cas où les deux phases ne se déplacent pas l'une par rapport à l'autre, en substituant
l'équation (2.40) dans l'équation (2.31), on obtient :

@�

@t
+

@

@xi
(�vi) = 0 (2.44)

2. S'il est tenu compte de la vitesse de chute des grains de sédiments sous la forme de l'équation (2.41),
on obtient :

@�

@t
+

@

@xi
(�vi) = � @

@xi
(�wi) (2.45)

3. En reportant le modèle de vitesse (2.42) dans l'équation de conservation de la masse des particules
(2.31), on obtient [Naaim, 1995; Zhiming, 1995] :

@�

@t
+

@

@xi
(�vi) =

@

@xi

�
D
@�

@xi

�
� @

@xi
(�wi) (2.46)

2.4.2.5 Modélisation de la quantité de mouvement du �uide composite

En ayant dé�ni des grandeurs moyennes telles que la masse volumique et la vitesse, il est possible
d'écrire l'équation de conservation de la quantité de mouvement du �uide composite [Naaim, 1995; Sampl,
1993; Zhiming, 1995] :

@

@t
(�vi) +

@

@xj
(�vivj) = �Bi �

@p

@xi
+

@

@xj
�ij (2.47)

où p est la pression ; Bi la ie composante des forces volumiques (e.g. gravitation, Coriolis) et �ij la
composante ij du tenseur des contraintes.

Cette équation est obtenue par addition des deux équations de quantité de mouvement phasique (2.32)
et (2.33), avec l'hypothèse (2.40) sur les vitesses des phases. Les quantités moyennes telles que la pression
et les contraintes sont données par :

@p

@xi
= (1� �)

@pf
@xi

+ �
@pp
@xi

�ij = �f
ij
+ �p

ij

Ff [ufi � upi] = �Fp [ufi � upi]
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Dans le cas où l'on souhaite prendre en compte les in�uences de la sédimentation sur la dynamique
du �uide composite, on utilise l'hypothèse (2.41) sur la vitesse de la phase solide et on obtient (version
modi�ée de Hermann et al. [1993]) :

@

@t
(�vi) +

@

@xj
(�vivj) = �Bi �

@p

@xi
+

@

@xj
�ij �

@

@xj

�
�
�p
�f

�

1� �
wiwj

�
(2.48)

2.4.2.6 Quelques mots sur les contraintes visqueuses du mélange

Concernant la modélisation des contraintes du mélange, la plupart des auteurs supposent que la
concentration en particules de sédiment est su�samment faible pour que le �uide composite se comporte
de manière Newtonienne [Hermann et al., 1993; Naaim, 1995; Sampl, 1993; Skogseth, 1999; Zhiming,
1995]. Les contraintes sont alors des fonctions linéaires des gradients de vitesse, ce qui implique que la
viscosité dynamique est indépendante des gradients de vitesse.

Les contraintes prennent ainsi la forme classique donnée par la loi de comportement d'un �uide
visqueux de viscosité dynamique � [Landau et Lifchitz, 1971; Sampl, 1993; Zhiming, 1995] :

�ij = �

�
@vi
@xj

+
@vj
@xi

�
� 2

3
�
@vk
@xk

Æij (2.49)

Pour un mélange incompressible, la divergence du champ de vitesse @vk

@xk
est nulle, le dernier terme de

l'équation (2.49) l'est donc aussi.
En considérant le cas extrême où le couplage entre les grains de sédiments et le �uide ambiant est très

important, c'est à dire le cas où seule la di�usion turbulente cause un mouvement relatif entre les grains,
d'autres auteurs [Hermann et al., 1993; Naaim, 1995] estiment que les termes de di�usion moléculaire
sont très faibles devant les termes de di�usion turbulente, et de ce fait, ils les négligent. Il n'y a alors
pas dans ce cas de prise en compte des contraintes visqueuses du mélange lorsque l'on tient compte de la
turbulence.

Cependant, il ne faut pas perdre de vue que le comportement dynamique d'une suspension concentrée
est di�érent de celui d'un �uide visqueux classique [Goodman et Cowin, 1971], dans la mesure où, à
l'équilibre, et contrairement aux �uides classiques, ce mélange peut supporter des contraintes de cisaille-
ment. Il a donc un comportement intermédiaire entre celui des solides (il supporte des contraintes de
cisaillement à l'équilibre) et celui des �uides (il s'écoule, c'est à dire qu'il n'a pas de con�guration de réfé-
rence privilégiée). Ce cas peut être traité par des modèles rhéologiques du type de � �uide de Bingham �
ou � �uide à seuil � [Assier-Rzadkiewicz, 1997; Hugot, 1997; Rzadkiewicz, Heinrich, Savoye et Bourillet,
1998].

2.4.2.7 Forces extérieures volumiques

Les forces extérieures se résument le plus souvent à :

� La gravité :

� ~B = �~g (2.50)

� La force de Coriolis. Souvent considérée comme étant du second ordre, elle peut tout de même
avoir une in�uence sur le développement de courants relativement continus [Kirwan et al., 1986].
La contribution de la force de Coriolis aux forces volumiques est donnée par :

� ~B = �
~v (2.51)

avec

8><
>:
� masse volumique du �uide composite


 tenseur de Coriolis

v vitesse moyenne massique
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Le tenseur de Coriolis est dé�ni par :


3D =

0
@ 0 2! sin� �2! sin�
�2! sin� 0 0

�2! cos� 0 0

1
A (2.52)

avec

(
! vitesse angulaire de rotation de la planète

� latitude

La contribution 2D à � ~B est donc :

� ~B =

�
2! sin�vz

� 2! sin�vx

�
(2.53)

2.4.2.8 Quelques mots sur la turbulence

De nombreux écoulements gravitaires sont turbulents. Pour prendre en compte les e�ets de la turbu-
lence, on a recours à la théorie statistique de la turbulence. La première méthode statistique fut proposée
par Reynolds [1894]. Il supposa que les écoulements turbulents pouvaient être décrits par des moyennes
d'ensembles, sans considérer les détails de chaque réalisation de l'écoulement. Ainsi le champ de vitesse,
v, est décomposé en une partie moyenne �v et une partie �uctuante v0. Cette décomposition, dont les
axiomes sont rappelés dans l'annexe D page 273, est appelée � décomposition de Reynolds �. Les champs
décomposés sont les suivants :

v = �v + v0 � = ��+ �0

p = �p+ p0 � = ��+ �0
(2.54)

(Les �uctuations de masse volumique sont reliées à celles de la fraction volumique par � = �f+�(�p��f )).
Ces décompositions sont reportées dans les équations du mouvement dont on prend la moyenne. Le
traitement de ces équations est repris dans la section 4.2 page 81. Les équations moyennes régissant
l'évolution des quantités moyennes intervenant dans l'écoulement, sont :

Conservation de la masse :

@�

@t
+

@

@xi
(�vi) = 0 (2.55a)

Conservation de la fraction volumique :

@�

@t
+

@

@xi

�
�vi
�
= � @

@xi

�
�wi

�
+

@

@xi

�
D
@�

@xi
� �0v0

i

�
(2.55b)

Conservation de la quantité de mouvement :

@

@t
(�vi) +

@

@xj
(�vivj) = �Bi �

@p

@xi
+

@

@xj

�
� ij � �v0

i
v0
j

�
(2.55c)

Du fait de la non-linéarité des équations (termes du type @=@xj(vivj)), des termes supplémentaires du

type �0v0
i
et v0

i
v0
j
apparaissent dans les équations de conservation de la fraction volumique (2.55b) et de

conservation de la quantité de mouvement (2.55c). Ces termes, corrélations d'ordre deux, représentent
des �ux turbulents, et sont en fait dépendant de corrélations triples, du type v0v0v0, qui à leur tour
sont fonctions de corrélations d'ordre quatre etc : : : Il y a alors un problème de fermeture : Il y a plus
d'inconnues que d'équations. Il faut alors trouver des équations complémentaires pour fermer le système.
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Ce qui est obtenu moyennant une hypothèse sur les corrélations d'ordre plus élevé, que l'on exprime en
terme de corrélations d'ordre moins élevé [Larchevèque, 1995; Zaleski, 1995].

Le fait de transformer les corrélations d'ordre deux en contraintes, et de les regrouper avec les autres
contraintes moyennes existantes préconditionne déjà la forme de la modélisation. L'idée est de suivre
la même démarche que celle adoptée lors de la formulation de la loi de comportement Newtonienne.
L'écoulement turbulent serait donc analogue à celui d'un �uide de viscosité �T . On obtient alors la loi
dite de Boussinesq, appelée aussi loi de viscosité tourbillonnaire.

La turbulence joue un rôle essentiel dans les processus de sédimentation dont on est loin, aujourd'hui
encore, de maîtriser tous les e�ets. Elle peut, en e�et, aussi bien remettre les sédiments en suspension
et retarder leur chute, que les accélérer vers le sol et conduire à un dépôt plus rapide [Deutsch et Si-
monin, 1991; Hoyal, Depinto, Atkinson et Taylor, 1995; Simonin, 1991b; Simonin, Viollet et Méchitoua,
1990]. C'est pourquoi la conception d'un modèle de turbulence adapté au traitement des suspensions est
actuellement un sujet faisant l'objet de nombreux travaux de recherche.

Seuls quelques uns des modèles d'écoulements gravitaires présentés plus haut peuvent prendre en
compte des écoulements turbulents [Felix, 1998; Hermann et al., 1993; Naaim, 1995; Sampl, 1993; Skog-
seth, 1999; Zhiming, 1995].

Pour un modèle à 1 équation, on a recours à l'équation de transport de l'énergie cinétique turbulente,
k = v0

i
v0
i=2, qui est la partie diagonale du tenseur de Reynolds [Hugot, 1996] :

@k

@t
+ vj

@k

@xj| {z }
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j
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i
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(2.56)

Il est néanmoins nécessaire d'ajouter au système d'équations, une relation empirique sur une lon-
gueur caractéristique associée à la turbulence pour relier l'énergie cinétique turbulente à la viscosité
turbulente 21.

Pour un modèle à 2 équations [Hermann et al., 1993; Sampl, 1993], on peut avoir recours, comme
précédemment, à l'équation de transport (2.56) sur l'énergie cinétique turbulente, k, et à une équation sur
le taux de dissipation, ", c'est le fameux modèle k�". Hermann et al. [1993] utilisent des équations légè-
rement modi�ées par rapport au modèle classique pour tenir compte de la présence des forces gravitaires
et de la vitesse de sédimentation (pour plus de détails cf. également [Hugot, 1996]). D'autres modèles à
2 équations existent, à titre d'exemple citons le modèle de Mellor�Yamada appliqué par [Felix, 1998] et
le modèle rng 22 utilisé par [Skogseth, 1999]. Ainsi, la représentation adéquate des processus turbulents
des écoulements gravitaires permet de rendre compte de phénomènes complexes comme par exemple les
instabilités de Kelvin�Helmholtz qui se créent à la surface de l'écoulement [Furnes, 1999; Skogseth, 1999]

2.4.3 Conclusions sur les modèles

Les modèles précédents conduisent à un système d'au moins trois équations aux dérivées partielles
(s'il n'est pas tenu compte de la turbulence), qui déterminent l'évolution de trois variables : la masse
volumique moyenne �, la vitesse moyenne, v et la fraction volumique �. Ce sont des modèles à au moins
deux dimensions (direction de l'écoulement et direction verticale). La prise en compte de cette seconde
dimension rend possible la représentation verticale (cf. �gure 2.5 page suivante) des propriétés de l'écoule-
ment (distribution des particules, composante verticale de la vitesse) qui est essentielle pour la simulation

21. Cette longueur caractéristique, l, est habituellement déterminée par une relation empirique simple, analogue à celle

utilisée pour la longueur de mélange, notion introduite par Prandtl [1925]. D'une manière générale, les modèles à 1 équation

donnent des résultats assez bons pour les couches de cisaillement simple ; ces méthodes sont donc utilisées avec succès

pour les calculs de couches limites de parois. Néanmoins, pour les écoulements plus complexes, l n'est plus aussi facile à

déterminer. Plusieurs auteurs ont tenté de développer des formules pour le calcul de l dans des cas généraux. Elles sont

évaluées dans un article de Rodi [1980] qui conclut que ces formules sont complexes et gourmandes en temps de calcul. Il est

donc préférable d'utiliser une seconde équation qui détermine l. On utilise alors des modèles du type k�l énergie cinétique

et longueur de mélange [Speziale, 1987].

22. ReNormalization Group based k�" model
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densité

Fig. 2.5 � Exemple de simulation en deux dimensions par une méthode � Navier�Stokes � (d'après Assier-

Rzadkiewicz [1997]).

de la fraction volumique (ou de la concentration) dans le courant, et le classement dans les dépôts. D'un
point de vue géologique, c'est là l'apport majeur de ces modèles.

Il est évident que ces systèmes sont très lourds à résoudre numériquement, principalement parce qu'ils
nécessitent de mailler tout l'espace et de simuler en chacun des points du maillage. Pour exemple, le
modèle nasavof modi�é par Assier-Rzadkiewicz [1997] nécessite pratiquement une semaine de temps
calcul 23 pour simuler des grilles de 200000 cellules environs, correspondant à seulement une dizaine de
kilomètres [Communication personnelle de S. Assier, 1999 et Assier-Rzadkiewicz, Mariotti et Heinrich
[1997]; Rzadkiewicz et al. [1998]]. Les temps de calculs sont du même ordre de grandeur pour le code
développé à Stanford par Felix [1998] [Communication personnelle de M. Felix, 1999].

Du point de vue de la modélisation proprement dite, il est nécessaire de rappeler certaines hypothèses
de ces modèles :

� Les phénomènes d'érosion�sédimentation, qui in�uent de manière importante sur la dynamique de
l'écoulement, sont rarement intégrés dans les modèles (seul le modèle de Naaim [1995] traite de
l'érosion). Or, sous certaines conditions, la neige du couloir d'avalanche ou les sédiments du lit d'un
canyon sous-marin sont entraînés par l'écoulement augmentant ainsi considérablement sa masse, sa
vitesse et donc sa distance de dépôt.

� Les concentrations ou les fractions volumiques en particules sont supposées être très faibles ; ces mo-
dèles ne sont donc applicables qu'à une gamme réduite d'écoulements, ceux avec une concentration
peu élevée.

Il faut cependant noter que toutes les modélisations citées ci-dessus n'ont pas pour but de simuler les
écoulements gravitaires sous marins.

23. Sur une plate forme dec-Alpha.
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Ainsi seuls les modèles de Zhiming [1995], Assier-Rzadkiewicz [1997], Felix [1998] et Skogseth [1999]
modélisent ce type d'écoulement. Pour leur part, Delinger [1987] et Valentine et Wohletz [1989] traitent le
cas des écoulements pyroclastiques (donc avec en plus des transferts de chaleur). Quand à Sampl [1993],
Hermann et al. [1993] et Naaim [1995], ils étudient les avalanches de neige aérosols.

Les types d'écoulements simulés n'ont pas les mêmes caractéristiques physiques, et ne sont donc pas
traités dans la même optique :

� Ces écoulements, bien que hautement turbulents (turbulence développée), ont des nombres de Rey-
nolds di�érents, en moyenne :8><

>:
� 105 pour les écoulements sub-aquatiques

� 108 pour les avalanches poudreuses

� 1010 pour les écoulements pyroclastiques

� Pour les écoulements sous-marins du type turbiditique, la di�érence de densité entre le �uide am-
biant et le mélange est faible, contrairement aux écoulements subaériens où cette di�érence est
élevée.

� D'un point de vue géologique, l'intérêt majeur d'un modèle pour les écoulements gravitaires sous-
marins, réside dans la prédiction des dépôts sédimentaires, en incorporant la présence de di�érentes
lithologies et leur répartition au sein du dépôt. La modélisation des avalanches poudreuses a un
autre but : celui de l'étude des dommages qu'elles peuvent causer ; l'attention est donc centrée sur
la prédiction de la vitesse et de la pression.

2.5 L'approche directe : des modèles hors de prix

Cette approche est essentiellement utilisée pour l'analyse des écoulements dont la concentration est
élevée [Campbell, 1998], pour lesquels l'approche de la section 2.4 page 40 n'est pas complètement satis-
faisante. On simule directement la quantité de mouvement de chaque particule.

2.5.1 Une description �ne des phénomènes

An niveau microscopique, les grains, dont la distribution est non uniforme, subissent des collisions
inélastiques, perdant ainsi leur énergie à chaque contact, et interagissent constamment avec la matrice
�uide en échangeant leurs quantités de mouvement. Du fait de ces interactions indirectes entre les par-
ticules produites par le �uide ambiant (interactions hydrodynamiques), le mouvement des particules est
chaotique. Ce mouvement se caractérise par des �uctuations par rapport à la vitesse moyenne. Contraire-
ment à la turbulence dans les �uides monophasiques, ces �uctuations de la vitesse des particules existent
même si l'écoulement est lent. Elles induisent également des �uctuations dans la phase ambiante à cause
des conditions aux limites sur les vitesses aux interfaces.

Le degré de ces interactions varie avec la concentration en particules du mélange. Lorsqu'un grain en
approche un autre, il y a augmentation locale de la pression du �uide et expulsion dans les interstices
adjacents. Lors de son explusion, le �uide dissipe de l'énergie et, en même temps, amortit les collisions
des particules, tout en perdant encore de l'énergie par transfert de quantité de mouvement. Lors de la
collision de deux particules, Davies, Serayssol et Hinch [1986] montrèrent que lorsque les deux sphères
s'approchent l'une de l'autre, le �uide inter-particulaire est expulsé et la pression s'accroît violemment,
il en résulte une répulsion élastique des particules. Ces résultats montrent que les particules approchent
un état d'équilibre gouverné par les e�ets de la viscosité, et qu'une pression �uide négative se développe
lorsque les particules s'écartent.

2.5.2 Application aux écoulements gravitaires

La modélisation des écoulements granulaires nécessite une extension de ce comportement microsco-
pique à celui de collisions multiples comme on en rencontre dans les écoulements gravitaires.
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La description microscopique de la dynamique des particules, combinée avec les approximations sta-
tistiques, a été une des approches utilisées pour tenter de modéliser les écoulements granulaires. Ces
essais ont été principalement réalisés dans le cas des écoulements granulaires secs [Lun, Savage, Je�ery
et Chepurniy, 1984; Mc Elwaine, Nishimura et Nohguchi, 1998; Straub et Valentine, 1998; Zheng et Hill,
1996]. L'approche est semblable à celle utilisée pour la dynamique des gaz [Gatignol et Dudeck, 1995] où
l'écoulement est représenté par un système de sphères élastiques interagissant fortement (collisions). Ces
théories des micro-structures analysent en détail la dynamique des collisions de particules individuelles.
Ensuite, à l'aide des moyennes statistiques, il est possible de déterminer les propriétés continues des écou-
lements. Toutefois, cette technique est actuellement controversée [Coussot, 1999], puisqu'il semblerait
que le comportement dynamique de ces écoulements concentrés soit en grande partie déterminé par les
conditions aux limites (conditions de drainage : : : ) et non par les conditions d'équilibre locales.

Un des problèmes majeurs de l'application directe de ces théories aux écoulement gravitaires réside
dans l'hypothèse de l'écoulement sec. En e�et, dans ce cas, il n'y a pas a prendre en compte les interactions
�uides-particules, ce qui simpli�e le problème 24.

La théorie de Bagnold [1954] constitue une première analyse de ces écoulements. Bagnold raisonne sur
des sphères de �ottabilité nulle ; et, comme il ne considère que les conditions géométriques et cinétiques,
les interactions du �uide et des particules n'apparaissent pas dans ses équations.

Ackermann et Shen [1982] [et Shen et Ackermann [1982]] proposent une théorie où ils tiennent non
seulement compte des collisions inélastiques et de la friction de surface des particules, mais également de
la dissipation visqueuse dans le �uide interstitiel sous la forme d'une traînée lorsque les grains se déplacent
à travers le �uide les contenant [Hugot, 1997].

D'après ce qui précède, il apparaît que l'approche directe permet une analyse détaillée des écoulements.
Il en résulte que pour qu'un modèle de la dynamique des écoulements gravitaires soit complet, il doit
prendre en compte sa nature frictionnelle, collisionnelle et visqueuse, ainsi que les interactions �uide-
sédiments.

Avec le développement des moyens informatiques, des super-calculateurs et du calcul parallèle, ces
approches qui simulent le mouvement de chaque particule de l'écoulement, seront de plus en plus acces-
sibles.

2.6 Résumé, conclusions et position du problème

Lors de l'élaboration de modèles numériques pour le comportement dynamique des écoulements gra-
vitaires, la variété des domaines d'application et par conséquent des paramètres à prendre en compte
nécessite des approches spéci�ques.

Dans le cas des courants gravitaires sous-marins, les modèles existants permettent une bonne com-
préhension de la mécanique de transport de l'écoulement et des processus de dépôts. Le comportement
dynamique des écoulements gravitaires a en e�et été étudié tant à partir de modèles stationnaires et uni-
formes, relativement simples, qu'à partir de modélisations plus complexes permettant de décrire �nement
la phénoménologie de ces écoulements.

L'approche basée sur des modèles uniformes et stationnaires du type de celui de Middleton [1966c]
s'avère rapidement insu�sante. En e�et, cette approche ne permet pas de prévision des dépôts caracté-
ristiques résultant des écoulements : elle ne décrit que le comportement d'un point dans un écoulement
stationnaire de hauteur constante et horizontalement in�ni. De plus les modèles associés à cette ap-
proche sont souvent monodimensionnels, ne tiennent compte ni des variations spatiales, ni des variations
temporelles qui se développent au sein de l'écoulement.

L'approche � instationnaire pure �, qui, elle non plus, ne considère pas les variations spatiales de
l'écoulement, lui semble préférable, car les processus physiques principaux peuvent lui être incorporés.
Elle permet de rendre compte de manière satisfaisante des trois phases de la dynamique de l'écoulement :
la phase d'accélération�érosion, la phase de transport�conservation et la phase de décélération�dépôt.

L'approche du type � couche limite stationnaire �, qui élimine les variations verticales de la distri-
bution des sédiments et des propriétés de l'écoulement, permet cependant de modéliser les gradients de

24. Le �uide interstitiel est de l'air et on peut donc utiliser l'hypothèse �f � �s, ce qui simpli�e grandement les calculs.
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densité et les gradients de hauteur qui se développent longitudinalement du fait de la sédimentation
et de l'entraînement du �uide ambiant à l'interface supérieure. Elle constitue en cela une alternative
intéressante à celles précédemment citées.

La prise en compte du temps mène aux modèles du type � ondes longues �. Comme pour l'approche
� couche limite �, les propriétés de l'écoulement sont intégrées sur la hauteur. Ces modèles constituent
donc la simpli�cation, par une approximation bi-dimensionnelle de ce qui est en réalité un processus
tridimensionnel complexe. Il faut donc ne pas sous estimer leurs limitations. Ils rendent compte néanmoins
de manière très satisfaisante de la dynamique des écoulements gravitaires.

Dans les trois types de modèles précédents, la description de la turbulence de l'écoulement est souvent
grossière. Cette dernière joue pourtant, comme on l'a vu, un rôle majeur dans le transport des particules
et doit être modélisée de façon satisfaisante comme c'est le cas dans les approches du type � Navier-
Stokes �. Selon cette approche, les variables décrivant le mouvement de l'écoulement sont des fonctions
du temps et des trois dimensions de l'espace.

Il est ainsi possible de rendre compte de la présence de concentrations élevées à la base de l'écoulement
et de la formation d'une suspension de faible densité au-dessus de cet écoulement basal dense. Dans le
cas de suspensions multicomposants (multi-granulométrique) il est tout à fait imaginable que celles-ci
puissent, grâce à la turbulence, franchir un obstacle ou déborder d'un canyon sous-marin, se séparant
ainsi de la partie dense contenant les grains grossiers.

Cependant, les séquences de dépôts gravitaires sont généralement déposées par une série d'écoulements
gravitaires de di�érentes magnitudes et durées. Les classements répétés dans les séquences d'épaisseur
substantielle, comme on en observe dans les a�eurements, indiquent clairement une succession d'écou-
lements. En raison de leurs temps de calculs numériques excessifs, les approches � ondes longues � et
� Navier�Stokes � semblent donc peu adaptées à la simulation de courants gravitaires en géologie où il
existe de longues périodes de temps et/ou des grandes échelles spatiales.

Il va de soi que la complexi�cation des modélisations en vue de décrire de plus en plus �nement les
écoulements va de pair avec une augmentation des temps de calculs requis.

Cette revue bibliographique a montré que pratiquement toutes les techniques mathématiques et mé-
caniques de modélisation ont été utilisées à un moment ou un autre pour prédire les propriétés des
écoulements gravitaires et les dépôts qui en résultent 25.

Toutes ces considérations montrent l'intéret de trouver un juste compromis entre les méthodes � cou-
che limite stationnaire � et les méthodes � instationnaires pures � qui semblent plus adaptées à la si-
mulation des écoulements gravitaires sur des échelles géologiques, que les méthodes � ondes longues � et
� Navier�Stokes �.

L'objectif est donc de construire une nouvelle approche pour aboutir à un modèle d'écoulements
gravitaires ayant des applications potentielles en géologie. Ce modèle devra permettre la prédiction de
certaines caractéristiques des dépôts gravitaires telles que l'épaisseur et la géométrie du dépôt en fonction
de la forme du bassin.

En�n, il semble que, quelque soit l'approche considérée, un e�ort soit à entreprendre pour modéliser
les phénomènes d'érosion�sédimentation, phénomènes encore mal compris et rarement modélisés. C'est
pourquoi, notre modèle s'attachera tout spécialement à dé�nir des conditions aux limites permettant de
tenir compte de ces phénomènes.

25. À titre anecdotique, on peut citer aussi l'approche fractale utilisée par Rothman et al. [1994a] (cf. aussi [Hiscott et Firth,

1994; Rothman, Grotzinger et Flemings, 1994b; Turcotte, 1989]), les automates cellulaires [Avolio, Gregorio, Mantovani,

Passuto, Rongo, Silvano et Spataro, 1999; Crisci, Francia, Gregorio, Rongo et Spataro, 1999; Masselot et Chopard, 1998;

Miyamoto et Sasaki, 1997], la logique �oue [Nordlund, 1996; Nordlund et Hern, 1999].
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Deuxième partie

L'objet-écoulement : un modèle pour les

écoulements gravitaires �nis

La partie précédente a montré combien il était di�cile de prendre en compte simultanément les
variations temporelles et spatiales des propriétés physiques d'un événement. Dans cette partie, motivés par
la réduction des temps calculs qui est indispensable pour une application géologique d'une modélisation
numérique, nous proposons une formulation simple des équations régissant les écoulements gravitaires de
volume �ni : l'objet-écoulement.

Le chapitre 3, propose un modèle dont la dérivation est basée sur des arguments phénoménologiques
et physiques (modèle P).

Le chapitre 4 revient en détail sur des phénomènes physiques relativement bien connus à l'échelle de
la mécanique des milieux continus et du point de vue de la mécanique des �uides en particulier, pour les
intégrer au niveau � moyen � de l'événement et de l'objet-écoulement. À cette occasion des précisions et
des corrections sont apportées à la formulation du modèle P proposé au chapitre 3. Le modèle obtenu
par intégration des équations d'ondes longues et à l'aide d'une méthode de décomposition du champ de
vitesse, constituera le modèle T.

Le chapitre 5 traite du problème des fermetures du modèle. En e�et, il apparaît dans les équations du
modèle, en plus des inconnues recherchées, mais déterminées par les équations, de nouveaux paramètres
inconnus résultant principalement des conditions aux limites. Le problème de fermeture est de relier ces
nouvelles inconnues introduites aux inconnues du problème.

Un soin particulier est apporté à énoncer distinctement les hypothèses et les processus pris en compte,
en se basant tant sur des arguments théoriques que sur l'expérimentation des phénomènes.
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All models are wrong, but some are usefull.

Georges Box.

Chapitre 3

Un modèle phénoménologique en

couche mince : l'objet-écoulement

Le modèle présenté ici est dérivé de celui exposé dans [Hugot, Zaleski et Joseph, 1999a], repris et
modi�é dans [Hugot, Zaleski et Joseph, 1999b].

La démarche que nous avons adoptée pour obtenir un modèle mathématique simple pour les écoule-
ments gravitaires turbulents et dilués est la suivante :

1. L'argument principal du modèle est issu d'observations expérimentales : l'écoulement peut être
assimilé à une forme géométrique simple, paramétrée par deux longueurs (en deux dimensions).

2. On considère que l'écoulement gravitaire d'un volume �ni constitué d'un mélange de particules
re�ète l'équilibre entre :

� la force motrice de gravité ;

� la friction turbulente ;

� les forces de pression ;

� l'entraînement du �uide ambiant ;

� le dépôt ou l'érosion des sédiments.

3. L'évolution de l'objet écoulement peut alors être décrit quantitativement en terme de variations
temporelles de :

� la vitesse moyenne U ,

� la vitesse d'étalement Ul,

� la hauteur h,

� la longueur l,

� et la fraction volumique des particules en suspension �.
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3.1 Choix de la géométrie de l'écoulement

Les observations expérimentales [Beghin, 1979; Benjamin, 1968; Hop�nger, 1983; Hop�nger et Tochon-
Danguy, 1977; Laval, 1988; Laval, Cremer, Beghin et Ravenne, 1988; Middleton et Hampton, 1976; Ra-
venne et Beghin, 1983, 1984] montrent que les écoulements gravitaires d'un volume �ni de sédiments
développent une structure longitudinale caractéristique (cf. �gure 1.11 page 22 et section 1.7 sur la
description des écoulements gravitaires dilués �courants turbiditiques). Cette structure se retrouve éga-
lement lors des simulations numériques �nes bidimensionnelles, en x et en z, du type Navier�Stokes (cf.
�gure 3.1 et [Assier-Rzadkiewicz, 1997; Furnes, 1999; Skogseth, 1999])

Densité

Fig. 3.1 � Pro�l numérique d'un courant gravitaire de volume �ni. Les �èches indiquent la direction et la

valeur du vecteur vitesse, les codes couleurs correspondent à la valeur de la fraction volumique (d'après

Skogseth [1999]).

Ces considérations conduisent à l'idée que l'on peut aboutir à un modèle fort simple en supposant
que l'écoulement est un objet géométrique déformable, ayant une morphologie imposée, paramétrée par
deux variables :

� h(x), sa hauteur ;

� l(z), sa longueur.

Le fait de dé�nir la géométrie de l'écoulement permet de donner une expression analytique de h(x) et
l(z). On suppose donc :

Hypothèse 1

La forme géométrique de l'écoulement, en deux dimensions, est supposée semblable à celle d'une demi-
ellipse (cf. �gure 3.2 page suivante).
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3.2. Hypothèses supplémentaires et dé�nitions

�

l

h
~U

�

Fig. 3.2 � Géométrie et variables de l'objet écoulement, représentée ici en deux dimensions sous forme

d'une semi-ellipse.

Ce choix, certes arbitraire, a cependant été motivé par la simplicité et la symétrie de cette forme
géométrique. Il n'est ainsi nécessaire de quanti�er qu'une des deux longueurs caractéristiques de l'objet.
La pertinence de ce choix a de plus été con�rmée par les travaux expérimentaux de Beghin [1979],
Hop�nger [1983] et Laval [1988] et les travaux théoriques de Huppert et Simpson [1980] ou Didden et
Maxworthy [1982].

L'équation de la surface de l'objet est donnée par :

x2

l2
+
z2

h2
= 1 (3.1)

En x = l, c'est-à-dire aux extrémités de l'ellipse, la hauteur est nulle, z = 0. Au centre de l'ellipse, en
x = 0, la hauteur de l'écoulement est z = h.

En trois dimensions l'écoulement a la forme d'un demi-ellipsoïde.

3.2 Hypothèses supplémentaires et dé�nitions

Nous exposons ici les dé�nitions et les hypothèses physiques nécessaires à la dérivation du modèle.
Les hypothèses seront reprises plus en détails dans le chapitre suivant.

3.2.1 Hypothèses

Hypothèse 2 (Couche mince)

La hauteur de l'écoulement, h �échelle de longueur caractéristique verticale du courant� est petite de-
vant la longueur de l'écoulement, l�échelle de longueur caractéristique dans la direction de l'écoulement :

l� h (3.2)

Cette hypothèse correspond à l'hypothèse de la couche limite. Elle implique que le mouvement se fera
principalement parallèlement au sol. Pour plus de détails, on se reportera au chapitre suivant page 85.

Hypothèse 3 (Turbulence)

Le nombre de Reynolds, Re, est grand. Le �uide, au sein de la suspension, est turbulent. Les termes
visqueux sont négligeables exceptée la dissipation visqueuse due à la turbulence.

La transition entre les régimes laminaires et turbulents est caractérisée par le nombre de Reynolds,
Re :

Re =
�Uh

�

Il quanti�e le rapport des e�orts inertiels aux e�orts visqueux. Il est probable que très rapidement, après
le déclenchement de l'écoulement, les forces de friction, d'abord visqueuses ou visco-plastiques, deviennent
turbulente (Inversement, à la �n de la phase iii, lorsque l'écoulement a ralenti, la force de friction n'est
plus turbulente mais visqueuse).
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Hypothèse 4 (Boussinesq)

La suspension est supposée su�samment diluée, pour justi�er l'utilisation de l'approximation dite de
� Boussinesq � :

�p � �f
�f

�� 1 (3.3)

Les variations de densité due à la présence des particules sont négligeables sauf dans les termes facteurs
de la gravité.

En e�et, lorsque la grandeur (�p � �f )� est petite devant la grandeur �f , il est possible de négliger
(�p � �f )� dans les termes d'inertie, tout en le conservant dans les termes de gravité (cf. page 78 du
chapitre suivant pour plus de détails).

Hypothèse 5 (Uniformité et homogénéité)

La densité du �uide ambiant est uniforme :

�f = Cte. (3.4)

Le �uide ambiant et le �uide de l'écoulement sont miscibles en toutes proportions et la répartition des
densités dans la suspension est homogène (les processus de mélange entre le �uide ambiant et le �uide
de la suspension sont isobares : : : et adiabatiques).

Hypothèse 6 (Vitesse des particules)

La vitesse des particules Up (phase solide) au sein de l'écoulement est supposés égale à la somme de la
vitesse du �uide U et de la vitesse de chute des particules vs :

Up = U + vs (3.5)

3.2.2 Dé�nitions

D'après le choix de la géométrie, le volume de l'écoulement par unité de largeur V est dé�ni par :

V = Clh (3.6)

avec le facteur géométrique :

C =
�

2
(3.7)

La surface de contact écoulement�substrat, par unité de largeur, est donnée par :

@Vi = 2l (3.8)

La surface de l'interface écoulement��uide ambiant, par unité de largeur, est :

@Vs = C(h+ l) (3.9)

On rappelle que la fraction volumique des particules, �, est dé�nie par :

� =
Vp
V

(3.10)

où Vp est le volume de particules.
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3.3. Mouvement de l'objet

3.3 Mouvement de l'objet

La variation de la quantité de mouvement de la bou�ée, en deux dimensions, sous l'hypothèse de
Boussinesq (hypothèse 4) est :

d

dt
((1 + CA)V U) =

��

�f
�V g sin � +

1

�f
�t@V (3.11)

où CA est le coe�cient de masse ajouté, � l'angle de pente et �t la friction turbulente.
La variation temporelle de quantité de mouvement est égale à la somme de la composante longitudinale

de la gravité e�ective et de la force de friction turbulente le long de la surface de l'écoulement. Cette
équation est équivalente à la seconde loi de Newton pour un système ouvert.

CA, le coe�cient de masse ajoutée, correspond à une masse virtuelle de �uide autour de l'écoulement
entraînée par l'accélération de ce dernier [Turner, 1973, p. 191]. Dans le cas d'un cylindre elliptique, CA
peut être approximé par :

CA =
2h

l
(3.12)

Pour les écoulements minces comme ceux que l'on considère, c'est-à-dire véri�ant l'hypothèse 2 (h� l),
le coe�cient CA peut être négligé. CA peut, également, être négligé lorsque la densité de l'écoulement est
nettement supérieure à celle du �uide ambiant ou lorsque les vitesses sont faibles (phase de décélération)
[Beghin, 1979].

L'analyse dimensionnelle de l'équation (3.11) permet de déduire la dimension de la friction �t :

[�t] =

�
M

LT 2

�

soit :

[�t] =

�
M

L3

� �
U2

�
(3.13)

�t peut donc a priori être supposé de la forme 26 :

�t = ��fCD jU jU (3.14)

Les frottements turbulents sont proportionnels au carré de la vitesse moyenne de l'écoulement.
On remarque que les gradients de pression sont absents de l'équation (3.11). Ceci est dû à la géométrie

symétrique de l'� objet écoulement � (cf. �gure 3.2 et hypothèse 1). En e�et, ils n'ont pas d'e�ets dissy-
métriques sur le mouvement moyen de la bou�ée. Une des conséquences d'un tel modèle pour la quantité
de mouvement est qu'il ne peut y avoir de mouvement moyen soutenu sur des surfaces parfaitement
horizontales (� = 0o).

En�n on notera que la vitesse, U , détermine la position X du barycentre de l'objet à chaque temps,
t, par :

dU

dt
= X (3.15)

3.4 Déformation de l'objet

La vitesse d'étalement Ul de la suspension suit l'équation d'évolution :

d

dt
((1 + CA)V Ul) =

1

2

��

�f
�h2g cos � +

1

�f
�tl@V (3.16)

26. On verra dans la section 3.7 que cette forme n'est pas satisfaisante.
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dl

dt

@V

dl

dt

Forces de pression

h

Fig. 3.3 � Étalement de l'objet écoulement sous les forces de pression. Ul correspond à la vitesse d'étale-

ment, dont les pro�ls sont antisymétriques. Les traits pointillés indiquent la géométrie initiale de l'écou-

lement, les traits pleins la géométrie de l'écoulement après un temps �ni, lors d'un mouvement à volume

constant, sous l'in�uence de la pression.

La variation temporelle de la quantité de mouvement associée au champ de vitesse des déformations
est égale à la somme de la composante longitudinale des e�orts de pression et de la force de friction
turbulente le long de la surface de l'objet.

�tl, la friction turbulente du mouvement d'étalement est supposée de la forme (cf. argument dimen-
sionnel (3.13)) :

�tl = �fCD jUljUl (3.17)

L'écoulement s'allonge à la vitesse, Ul :

dl

dt
= Ul (3.18)

Les inconnues liées au front peuvent être déterminées d'après les équations (3.15) et (3.18) par :

� la vitesse du front, Uf :

Uf = U +
dl

dt
= U + Ul (3.19)

� la position du front, Xf :

Xf = X + l (3.20)

3.5 Volume de l'objet

3.5.1 Préliminaires : Argument dimensionnel

Les transferts de masse peuvent, d'une manière générale, être quanti�és par une équation de bilan
contenant un terme de �ux du type :

dM

dt
= Q@V (3.21)

où Q est une �ux de masse par unité d'aire et @V la surface traversée par ce �ux.
L'analyse dimensionnelle du �ux de masse Q, de l'équation 3.21, montre que :

[Q] =

�
M

L2T

�
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3.5. Volume de l'objet

que l'on peut réécrire sous la forme plus évocatrice suivante :

[Q] =

�
M

L3

��
L

T

�
(3.22)

Le premier crochet, dans le membre de droite, a la dimension d'une masse volumique, le second, la
dimension d'une vitesse. Il s'agit donc pour chaque phénomène de transfert de masse de trouver :

� une masse volumique caractéristique du phénomène,

� une vitesse caractéristique associée au phénomène.

3.5.2 Variation du volume de l'objet

Le volume d'eau est :

Vf = (1� �)V

Le volume de particules :

Vp = �V

La masse totale de l'écoulement est dé�nie par :

M = �fVf + �pVp (3.23)

L'équation 3.23 peut être réécrite, en utilisant la dé�nition (3.10) de la fraction volumique :

M = �f (1� �)V + �p�V

= �fV + �(�p � �f )V

D'après l'hypothèse de Boussinesq (hypothèse 4), la grandeur (�p � �f )� est petite devant la grandeur
�f . La variation de la masse de l'écoulement est donc conditionnée par la variation de la masse de �uide.

Le rapport des volumes de particules et de �uide est donné par :

Vp
Vf

=
�

1� �

que l'on peut écrire dans le cadre de l'approximation de Boussinesq :

Vp
Vf

� �

Sous les hypothèses de Boussinesq, la variation du volume de l'écoulement est donc principalement due
aux variations du volume d'eau de l'écoulement, le volume de particules, lui, étant négligeable.

Le �uide ambiant s'incorpore à l'écoulement par sa surface supérieure @Vs, comme le montre la
�gure 3.4, il n'intervient donc qu'un �ux d'eau :

� Ef : Flux correspondant à l'entraînement et à l'incorporation de l'eau à l'interface supérieure de
l'écoulement.

La variation du volume de l'écoulement est alors déterminée par :

dV

dt
= Ef@Vs (3.24)

La variation temporelle du volume est égale au taux d'entraînement du �uide ambiant le long de l'interface
supérieure. Cette équation est donc une simpli�cation de l'équation de bilan de la masse totale (équation
de continuité) sous l'hypothèse 4.

69



Chapitre 3. Un modèle phénoménologique en couche mince : l'objet-écoulement

@Vs

Ef , Incorporation de �uide ambiant

Fluide ambiant

Suspension

Fig. 3.4 � Incorporation du �uide ambiant le long de l'interface supérieure de l'objet écoulement. Les traits

pointillés indiquent la géométrie initiale de l'objet écoulement, les traits pleins la géométrie de l'objet après

incorporation de �uide ambiant. Les �èches représentent les �ux entrants de �uide.

3.5.3 Entraînement de l'eau

En se basant sur l'argument dimensionnel (3.22), on a :

Ef =

�
L

T

�

En considérant comme caractéristique du phénomène la vitesse moyenne de l'écoulement U , le taux
d'entraînement de �uide ambiant, Ef , le long de l'interface supérieure, @Vs, peut s'écrire :

Ef = UE?

f
(3.25)

où E?

f
est un taux adimensionnel d'entraînement. Ce taux est fonction du nombre de Richardson, Ri,

comme on le précise à la section 5.5 du chapitre sur les fermetures du modèle.
L'équation (3.24) d'évolution du volume de l'objet écoulement peut donc s'écrire :

dV

dt
= UE?

f@Vs (3.26)

3.6 Transferts de particules

L'écoulement échange des particules avec l'extérieur. Il faut ici considérer deux e�ets séparément :

@Vi

�

Fluide ambiant

Suspension

Sédiments

Dépôt

Ds

Érosion

Es

Fig. 3.5 � Sédimentation et érosion le long de l'interface inférieure de l'objet. Les �èches indiquent les

�ux de particules. Le �ux entrant correspond à l'érosion, le �ux sortant à la sédimentation.

� La sédimentation ;

� L'érosion.

Néanmoins ces deux e�ets sont pris en compte dans une seule équation. Comme le montre la �gure 3.5,
deux �ux de particules interviennent essentiellement entre l'objet et le substrat :

� Ds : �ux sortant correspondant à la chute des sédiments hors de l'écoulement (sédimentation) ;
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3.6. Transferts de particules

� Es : �ux entrant correspondant à l'arrachement des sédiments du sol (érosion).

La variation du volume des particules est donnée par :

d

dt
(�V ) = (Ep �Dp)@Vi (3.27)

où @Vi est la surface inférieure de l'écoulement. La variation temporelle du volume de particules est égale
au bilan des taux d'entraînement et de sédimentation le long du lit.

Le second membre de l'équation (3.27) correspond aux �ux de particules à travers la surface @Vi et
détermine si l'objet écoulement dépose ou érode des particules. On note, F , ce �ux :

F = (Ep �Dp) (3.28)

8><
>:
si F < 0 ) il y a dépôt,

si F = 0 ) il y a préservation,

si F > 0 ) il y a érosion.

(3.29)

La dimension de ce �ux est celle d'une vitesse :

F =

�
L

T

�
(3.30)

3.6.1 La sédimentation

Les sédiments en suspension chutent, hors de l'écoulement, par e�et gravitationnel, essentiellement
lors de la phase de décélération (phase iii) de ce dernier. Le taux de sédimentation, Dp, intervenant dans
le bilan de volume des particules, est donc être supposé fonction de :

� la vitesse de sédimentation vs (e�et gravitationnel), fonction ou non de la présence d'autres parti-
cules, i.e. de la fraction volumique ;

� la fraction volumique �b de l'écoulement immédiatement au dessus du lit.

Le �ux Dp peut être modélisé, d'après l'argument dimensionnel (3.30), par :

Dp = vs�b (3.31)

Les termes sont, en e�et, évalués juste au dessus du lit pour éviter les comportements singuliers. Ainsi,
b est une distance très proche du lit tel que : b� h.

3.6.2 L'érosion

Comme nous l'avons souligné plus haut, un écoulement, essentiellement dans sa phase d'accélération
(phase i), est capable d'éroder, le long de sa surface inférieure @Vi, les sédiments présents sur sa trajectoire.

Intuitivement, on sent que l'érosion est fonction de la di�érence entre la friction basale et une contrainte
critique qui détermine si des sédiments d'une certaine taille peuvent être ou non érodés. L'érosion semble
donc être, par l'intermédiaire de la contrainte basale, une fonction de la vitesse de l'écoulement.

En se basant sur l'argument dimensionnel 3.30, le taux d'entraînement des sédiments Ep peut se
décomposer de la manière suivante :

Ep = UE?

p
(3.32)

où E?
p
est un taux adimensionnel d'entraînement des sédiments.

3.6.3 Équation de transferts des sédiments

D'après les équations (3.31) et (3.32), la conservation du volume de particules s'écrit :

d

dt
(�V ) = (UE?

p � vs�b)@Vi (3.33)
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Chapitre 3. Un modèle phénoménologique en couche mince : l'objet-écoulement

3.6.4 Aggradation et dénudation du lit

Æ

�

h

Fluide ambiant

Sédiments

Dépôt Gravité

Fig. 3.6 � Épaisseur déposée, Æ, associée à l'objet écoulement représenté ici sous forme ellipsoidale.

On note Æ l'épaisseur du dépôt. La variation du volume de particules, �V , de l'objet écoulement dé�nie
le volume déposé Vd :

Vd = � 1

1� �

d

dt
(�V )

= � 1

1� �
F

= � 1

1� �
(UE?

p � vs�b)@Vi (3.34)

où � est la porosité. Les conditions de dépôt sont déterminées par les trois cas suivant :8><
>:
érosion si F < 0

conservation si F = 0

aggradation si F > 0

(3.35)

La �gure 3.6 illustre le cas d'un écoulement en dépôt.

3.7 Conclusion et formulation du modèle P

Le modèle obtenu, que nous dénommerons � modèle P � est le suivant [Hugot et al., 1999a] :

Mouvement de l'objet :
d

dt
(V U) =

��

�f
g�V sin � � ktU

2@V (3.36a)

Étalement de l'objet :
d

dt
(V Ul) =

1

2

��

�f
g�h2 cos � � ktU

2
l
@V (3.36b)

Incorporation de �uide :
dV

dt
= UE?

f
@Vs (3.36c)

Érosion & Sédimentation :
d

dt
(�V ) = (UE?

p
� vs�b)@Vi (3.36d)

dX

dt
= U;

dl

dt
= Ul (3.36e)

Ce modèle est valable sous les hypothèses énoncées à la section 3.2.1, c'est-à-dire pour des écoulement
gravitaires �nis (hypothèse 1), dilués (hypothèse 4) et turbulents (hypothèse 3).
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3.7. Conclusion et formulation du modèle P

3.7.1 Discussion

Le système constitué des équations (3.36a) (en considérant la friction turbulente �t = �fCD jU jU
nulle) et (3.36c), est celui considéré par Beghin [1979].

Le système constitué des équations (3.36a), (3.36c), (3.36d) est celui considéré par Dade, Lister et
Huppert [1994], mais augmenté du �ux associé à l'érosion�di�usivité (terme UE?

p).

La caractéristique essentielle du modèle P est d'introduire deux nouveaux phénomènes :

1. Comme le remarque [Beghin, 1979], dans le cas où la pente est faible ou nulle, l'e�et d'étalement
par gravité �e�ondrement de la suspension sous son propre poids� devient prépondérant :

g sin � � g cos � (3.37)

Cet e�et négligé dans les deux approches citées précédemment, est ici pris en compte dans l'équa-
tion (3.36b), qui quanti�e les déformations dues à l'e�ondrement de la suspension sous les forces de
pression hydrostatique.

2. En�n, les transferts de particules dus à l'érosion et/ou la réduction de la sédimentation par la
di�usivité turbulente sont pris en compte par le terme UE?

p
présent dans l'équation (3.36d)

3.7.2 Mise en défaut et modi�cation du modèle P

Le modèle précédent n'est, en réalité, pas complètement satisfaisant. Il peut être très simplement
mis en défaut en considérant la cas d'une pente nulle (� = 0), cas étudié tant expérimentalement que
théoriquement par Benjamin [1968]; Huppert [1982]; Huppert et Simpson [1980]; Simpson et Britter [1978]

Le fait que la pente soit nulle implique que l'équation (3.36a) est identiquement nulle si la vitesse
initiale U(t = 0) est nulle. Il n'y a donc pas de mouvement moyen de l'objet, son barycentre ne se déplace
pas.

Tous les termes contenant la vitesse U sont nuls. En particulier, l'équation d'évolution du volume
devient :

dV

dt
= 0

Ce qui signi�e que le mouvement a lieu à volume constant. Ce fait semble peu probable. En e�et, la
conservation du volume n'est pas conforme aux expérimentations de Beghin [1979]; Laval [1988], ni aux
modèles de Bonnecaze, Huppert et Lister [1993]; Huppert [1982]; Huppert et Simpson [1980] développés
pour des expériences du type dam-break.

De plus, la conservation du volume de sédiments s'écrit, dans le cas d'un mouvement moyen nul :

d

dt
(�V ) = �vs�b@Vi

Ceci signi�e que la suspension est uniquement en sédimentation, et que la di�usion turbulente n'a plus
d'e�et sur la mise en suspension des particules. Or, même s'il n'y a pas de mouvement moyen, le champ
de vitesse associé à l'étalement peut être turbulent et peut su�re à empêcher les sédiments de chuter.

Cependant, le front de l'écoulement est en mouvement à la vitesse Ul. C'est pourquoi, il semble
nécessaire d'introduire dans le modèle P des corrections relatives au champ de vitesse.
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Pour les deux raisons évoquées plus haut, le modèle P peut être reformulé de la manière suivante
[Hugot et al., 1999b] :

d

dt
(V U) =

��

�f
�V g sin � � kt(U + Ul)U@V

d

dt
(V Ul) =

1

2

��

�f
�h2g cos � � kt(U + Ul)Ul

dV

dt
= (U + Ul)E

?

f@Vs

d

dt
(�V ) = ((U + Ul)E

?

p � vs�b)@Vi

La vitesse caractéristique du mouvement n'est plus U , mais la somme U +Ul. Les termes, comme le �ux
volumique d'eau Ef (équation (3.25)), le taux d'érosion Ep (équation (3.32)), qui ne contenaient que la
vitesse U en facteur, sont maintenant associés à la vitesse caractéristique U +Ul, c'est-à-dire à la somme
de la vitesse moyenne et de la vitesse d'étalement �déformation. Dans le cas d'une vitesse moyenne
U nulle, le modèle est alors capable d'incorporer le �uide ambiant le long de son interface supérieure
proportionnellement à Ul, et de maintenir les particules en suspension.

On voit ici les limites de l'approche phénoménologique. En e�et, il n'est pas certain que la correction
proposée prennent réellement en compte toute la réalité du phénomène. C'est pourquoi, le chapitre suivant
propose une base théorique plus directe au modèle � objet-écoulement �.
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La science comporte un risque d'erreur, mais s'applique à la réalité.

Les mathématiques sont nécessairement justes, mais cette certitude ne

s'applique qu'aux mathématiques, et non à l'usage que l'on peut en faire.

Ivan Ikeland.

Chapitre 4

Compléments théoriques au modèle de

l'objet-écoulement

On propose ici une base théorique plus solide pour le modèle objet. La démarche suivie est simple et
naturelle. La formulation classique des milieux continus pour le couplage de deux �uides ne permet d'ob-
tenir des résultats numériques de dépôts qu'au prix de calculs numériques longs [e.g. Assier-Rzadkiewicz
[1997]; Felix [1998]; Naaim [1995]; Skogseth [1999]; Zhiming [1995]].

Néanmoins, à partir de cette formulation que nous appellerons � problème complet �, nous applique-
rons la première simpli�cation qui s'appuie sur la théorie de la couche limite, les pro�ls semblables et les
méthodes intégrales. Elle permet d'aboutir au modèle dit d'� ondes longues � pour le problème de deux
�uides couplés.

Encore coûteux à résoudre [e.g. Bonnecaze et al. [1993]; Zeng et Lowe [1997]], puisque contenant des
termes de dérivées spatiales et temporelles, on propose ensuite de simpli�er ce problème en intégrant les
équations sur la longueur. On impose, pour cela, une géométrie simple mais variable à l'écoulement (hy-
pothèse 1 page 64). À l'aide d'une décomposition du mouvement, on obtient alors une formulation simple
en dérivées temporelles décrivant l'évolution de cet objet géométrique et de ses propriétés physiques.

La méthode utilisée repose donc essentiellement sur trois considérations :

� un argument théorique : celui de la théorie de la couche limite, des pro�ls semblables et des méthodes
intégrales.

� un argument issu d'observations expérimentales : l'écoulement peut être assimilé à une forme géo-
métrique simple, paramétrée par deux longueurs, comme cela a été exposé à la section 3.1 page 64.

� un argument théorique, issu de la théorie aérodynamique des pro�ls minces [Darrozes et François,
1982, Chap. vi] : sous certaines conditions le mouvement peut être décomposé en deux parties : une
partie symétrique et une partie antisymétrique.
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4.1 Position du problème

On considère le problème dé�ni par la �gure 4.1. Le système de coordonnées est choisi avec l'axe
x1(x) le long du sol dans le sens de la pente et l'axe x3(z) est dirigé normalement au lit, vers le haut. Les
domaines considérés sont les suivants :

h1

h2

H

0

x3(z)

x1(x)

➀

➁

➂
�

Fig. 4.1 � Formulation du problème complet sur un domaine fermé

� Le domaine ➀ est constitué par la suspension de sédiments étudiée qui est en mouvement ; sa
hauteur est h1 ;

� Le domaine ➁ , qui est composé d'eau � pure �, représente la mer ; son épaisseur est h2. L'épaisseur
totale des milieux ➀ et ➁ est H , qui est constante ou non. Si l'on néglige les couplages avec l'air,
H n'est fonction que de x (il n'y a pas de raz de marée) ;
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� Le domaine ➂ correspond au lit de sédiments et forme la topographie du fond marin. Sa déviation
par rapport à l'horizontale est notée �.

Lorsque l'écoulement de la suspension a lieu sous une faible profondeur d'eau, il n'est pas correct de
négliger le mouvement du �uide supérieur dans le milieu ➁ . Nous nous proposons de traiter ici ce cas.

Le problème à résoudre est donc celui du couplage de deux �uides incompressibles, soumis à la gravité
g, à un champ de pression p?, et avec les contraintes � , dont on suppose pour le moment qu'elles sont
newtoniennes. On ne précise pas plus à ce stade la forme du tenseur des contraintes, on peut seulement
supposer une loi de comportement du type Newtonien :

�ij = �
@ui
@xj

c'est-à-dire que les contraintes sont des fonctions linéaires des gradients de vitesse. La prise en compte de
la présence des particules dans l'expression de la viscosité sera discutée dans la section 5.1 page 108 sur
les fermetures. Les lois de comportement pour les écoulements concentrés sont présentées dans [Hugot,
1997].

Les équations du mouvement sont les suivantes :

@ui
@xi

= 0 (4.1a)

@ui

@t
+
@uiuj

@xj
= �1

�

@p?

@xi
+

1

�

@�ij

@xj
+ gi (4.1b)

@�

@t
+
@�uj
@xj

=
@�vsÆj3
@xj

+
@

@xj

�
k
@�

@xj

�
(4.1c)

avec les conditions limites :

u = v = 0 en z = 0 u = 0 en z = H (4.2)

L'équation (4.1c) correspond à l'équation de transport d'un scalaire passif avec un terme source. L'analogie
avec les transferts thermiques est ici complète [Schlichting, 1979, chap. xii].

4.1.1 Pression hydrostatique

Le problème statique permet classiquement de faire apparaître des termes de pression hydrostatique,
c'est-à-dire les termes de pression qui équilibrent les �uides au repos, qui seront ensuite retranchés au pro-
blème complet. En e�et, intuitivement il est clair qu'une partie de la pression exercée par l'eau ambiante
sur notre suspension provient du poids de cette colonne d'eau.

Pour un domaine au repos dans le champ de pesanteur uniforme, l'équation de bilan local de quantité
de mouvement se réduit à :

�gi =
@ps
@xi

(4.3)

où � est la masse volumique du milieu considéré et ps la pression hydrostatique. En considérant le milieu ➁ ,
en notant �2 la masse volumique du milieu ➁ et en écrivant la pression p? de l'équation (4.1b) sous la
forme ps + p, où p est la pression résiduelle, on obtient :

@p?

@xi
= �2gi +

@p

@xi
(4.4)

l'équation de quantité de mouvement (4.1b) s'écrit alors :

@ui
@t

+
@uiuj
@xj

= �1

�

@p

@xi
+

1

�

@�ij
@xj

+

�
1� �2

�

�
gi (4.5)

On écrit maintenant les équations pour chacun des �uides ➀ et ➁ . On note �1 la masse volumique du
�uide ➀ .
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h1

h2

H

0

x3(z)

x1(x)

➀

➁

Fig. 4.2 � Problème hydrostatique. Les deux �uides sont en équilibres, la pression exercée par le milieu

➁ sur le milieu ➀ est égale au poids de la colonne d'eau.

Problème dans le milieu ➁

@ui
@xi

= 0 (4.6a)

@ui
@t

+
@uiuj
@xj

= � 1

�2

@p

@xi
+

1

�2

@�2ij
@xj

(4.6b)

Problème dans le milieu ➀

@ui
@xi

= 0 (4.7a)

@ui
@t

+
@uiuj
@xj

= � 1

�1

@p

@xi
+

1

�1

@�1ij
@xj

+

�
1� �2

�1

�
gi (4.7b)

@�

@t
+
@�uj
@xj

=
@�vsÆj3
@xj

+
@

@xj

�
k
@�

@xj

�
(4.7c)

4.1.2 Hypothèse de Boussinesq

Par analogie avec les transferts thermiques, on peut faire l'approximation de � Boussinesq � dans le
�uide composite (le mélange).

Hypothèse 7

Les variations de densité dues à la présence des particules, sont négligeables sauf dans les termes fac-
teurs de la gravité g. Les propriétés du �uide, telles que la viscosité, la masse volumique, les propriétés
thermiques, restent inchangées 27 [Eckert et Drake, 1959, p. 8] et [Schlichting, 1979].

L'hypothèse de Boussinesq est une hypothèse issue des transferts thermiques. C'est ici, l'excès de
masse qui joue le rôle d'excès de température. L'approximation est valable, en thermique, pour :

�(T � T0)� 1

L'analogue du coe�cient de dilatation :

� = �0(1� �(T � T0))

27. On verra dans la section 5.1 page 108 que l'on peut améliorer cette représentation, en dé�nissant la viscosité comme

une fonction de la fraction volumique.
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est ici :

� = �i

�
1 + �

�p � �i
�i

�

L'approximation est donc ici valable pour :

�
�p � �i
�i

� 1

ce que l'on traduit par :

�� 1

le terme
�p��i
�i

étant d'ordre 1.
On constate donc que l'excès de masse intervient par l'intermédiaire de la fraction volumique, �. Pour

� = 0, il n'y pas d'excès de masse, c'est-à-dire pas de sédiments (c'est le cas du milieu ➁ ). En pratique,
l'approximation de Boussinesq est valable pour � < 0; 1.

On note �i la densité du �uide interstitiel et �p celle des particules. Par dé�nition :

�1 = �i + (�p � �i)� (4.8)

Sous l'hypothèse 7 page précédente, on considère donc que �1 � �i dans les termes autres que la gravité.
L'équation (4.7b) se simpli�e en :

@ui

@t
+
@uiuj

@xj
= � 1

�i

@p

@xi
+

1

�i

@�1ij

@xj
+

�
1� �2

�i

�
gi (4.9)

4.1.3 In�uence du �uide interstitiel

Le �uide interstitiel et le �uide ambiant contribuent à réduire la gravité. Dans le cas où il y a mélange
entre le �uide ➁ (�uide ambiant) et le �uide ➀ (suspension), cette di�érence de densité apparaîtra
également au niveau du �ux d'incorporation de �uide ambiant. On note �a, �i et �p la densité de �uide
ambiant, du �uide interstitiel et des particules. Par dé�nition :

�1 = �i + (�p � �i)� (4.10a)

�2 = �a (4.10b)

soit :

�1 � �2 = (�p � �i)�+ (�i � �a)

= (�p � �i)�[1� 
] (4.11)

avec la contribution, 
 :


 =
(�a � �i)

(�p � �i)�
(4.12)

On pose :

�g0 = �g
�p � �i
�i

(4.13)

L'équation de quantité de mouvement (4.9) se met sous la forme :

@ui
@t

+
@uiuj
@xj

= � 1

�i

@p

@xi
+

1

�i

@�1ij
@xj

+ g0i�[1� 
] (4.14)
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1

2

a

1

2

a

m0

m0

u; �

u0; �0

Fig. 4.3 � Illustration du mouvement dû à la turbulence. À cause du mouvement de mélange turbulent, les

particules �uides sont constamment transportées à travers le plan a�a : La masse m0 traversant le plan
a�a, par unité de temps et d'aire, dans le direction ascendante, provient du plan 1�1, où la vitesse est

u et la fraction volumique est � et est transportée jusqu'au plan 2�2. Pour un écoulement stationnaire,

la même quantité de masse m0 doit être transportée du plan 2�2, où la vitesse est u0, et la fraction

volumique �0, au plan 1�1 (d'après Eckert et Drake [1959]).
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4.2. Traitement turbulent

4.2 Traitement turbulent

Les écoulements considérés dans les applications pratiques sont le plus souvent turbulents [Schlichting,
1979]. Le mot � Turbulent � signi�e qu'il existe, dans le mouvement, des �uctuations irrégulières et
aléatoires (mouvement des tourbillons ou de mélange) qui se superposent au mouvement principal (cf.
�gure 4.3 page ci-contre). Par exemple, la vitesse, en un point �xe de l'espace, ne reste pas constante
avec le temps, mais suit des �uctuations hautes fréquences, très irrégulières. Contrairement à la théorie
cinétique des gaz, ce ne sont pas ici des molécules individuelles,mais véritablement des � poches de �uide �
de di�érentes tailles qui subissent ces �uctuations. La taille de ces poches de �uide, qui s'agrègent et se
désagrègent continûment, détermine les � échelles de la turbulence � ; leur taille est déterminée par des
conditions externes associées à l'écoulement. On peut voir la taille de ces structures, par exemple, dans
les vents qui balayent un champ, sur les images satellite de la terre : : :

Ces �uctuations sont extrêment complexes et di�ciles à traiter mathématiquement. Il faut retenir que
ces �uctuations, même si elles ne dépassent pas quelques pour cents, in�uent néanmoins, de manière im-
portante, sur l'évolution de l'écoulement et sur l'équilibre des forces 28. En e�et, les �uctuations de vitesse
in�uencent le mouvement moyen d'une manière telle que celui ci semble présenter une augmentation de
résistance à la déformation. En d'autre mots, la présence de �uctuations se manifeste comme si la viscosité
était augmentée d'un facteur cent, mille, ou même plus [Schlichting, 1979, part d]. Cette augmentation
de la � viscosité apparente � de l'écoulement est le concept central de toutes les considérations théoriques
sur le mouvement turbulent.

Comme dans la plupart des cas, on considère donc que la turbulence est pleinement développée. En
conséquence, on se restreint à l'étude des grandeurs moyennes du mouvement turbulent, puisque, de par
la complexité des �uctuations turbulentes, une formulation complète est pratiquement impossible.

Pour pouvoir décrire un mouvement turbulent en termes mathématique, il est commode de le décom-
poser en � mouvement moyen � et � mouvement �uctuant � ou � tourbillonnaire �. Cette décomposition
a été proposée en premier par [Reynolds, 1894]. On note a, la moyenne d'ensemble d'un champ ~a, et a0

sa partie �uctuante. On obtient donc les relations suivantes pour le champs de vitesse et de pression :

~ui = ui + u0
i

~p = p+ p0 (4.15)

de même, pour le fraction volumique :

~� = �+ �0 (4.16)

Les �uctuations de la masse volumique du mélange sont reliées aux �uctuations de fraction volumique
par la relation :

�1 = �i + (�p � �i)� (4.17)

où �i la densité du �uide interstitiel et �p celle des particules de la suspension.
Les propriétés de calcul sur les grandeurs moyennes et �uctuantes sont rappelées dans l'annexe D

page 273 sur les axiomes de Reynolds, la plus importante de ces propriétés étant que la moyenne d'une
grandeur décrivant une �uctuation est nulle.

Nous allons maintenant rechercher les équations du mouvement que satisfont les moyennes d'ensemble
de la vitesse, de la pression et de la fraction volumique.

4.2.1 Continuité

En introduisant les décompositions moyennes��uctuations (4.15) dans l'équation (4.7a), et en en
prenant la moyenne d'ensemble 29, on obtient :

@ui
@xi

= 0 (4.18)

28. C'est ce mouvement de mélange qui est responsable des forces de traînée agissant sur les bateaux ou les avions, mais

également des fortes pressions sur les ailes d'avions : : : sans elles les avions ne pourraient pas voler.

29. On prend ici des moyennes d'ensemble, car prendre des moyennes temporelles n'aurait pas beaucoup de sens dans le

cas instationnaire qui nous intéresse !
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et on en déduit :

@u0
i

@xi
= 0 (4.19)

Les valeurs moyennes des composantes de la vitesse et les composantes �uctuantes de la vitesse satisfont
à l'équation de continuité incompressible.

4.2.2 Quantité de mouvement

De la même manière, en introduisant les hypothèses (4.15) dans l'équation(4.14), et en prenant la
moyenne, on obtient :

@ui
@t

+
@uiuj
@xj

= � 1

�i

@p

@xi
+

1

�i

@�1ij
@xj

+ g0i�[1� 
]�
@u0

i
u0
j

@xj
(4.20)

Les termes linéaires des composantes �uctuantes tels que @u
0

=@t et @
2
u
0

=@x2, de même que les termes mixtes
u � u0, s'annulent (cf. propriétés de la décomposition de Reynolds dans l'annexe D page 273). Par contre,
les termes quadratiques du type u0 �u0 subsistent dans les équations, on trouve une interprétation physique
de ce qu'ils représentent dans [Schlichting, 1979, p. 560].

On voit ici, que l'équation (4.14) page 79 ne di�ère, de l'équation ci-dessus, que par des corrélations
doubles du type u0

i
u0
j
regroupées au second membre. Les composantes de la vitesse moyenne d'un écou-

lement turbulent véri�ent donc la même équation que les composantes de la vitesse d'un écoulement
laminaire, sous réserve que le tenseur des contraintes laminaires soit augmenté d'un terme de contrainte
supplémentaire, que l'on note :

� 0
ij

= ��u0
i
u0
j

(4.21)

Ce tenseur de contraintes supplémentaires est appelé � tenseur des contraintes de Reynolds � [Tennekes
et Lumley, 1972]. Ces contraintes sont dues aux �uctuations turbulentes. Puisque ces termes s'ajoutent
aux termes visqueux classiques et ont une in�uence similaire sur l'écoulement, on dit souvent qu'ils sont
dus à la � viscosité turbulente �. On verra même dans la section 5.3 page 113 sur les fermetures que
ce concept de viscosité turbulente est à la base des premiers modèles de fermeture pour le tenseur de
Reynolds : : :

4.2.3 Fraction volumique

En�n, en utilisant les décompositions (4.16) et (4.15), l'équation de transport de la fraction volumique
(4.7c) devient :

@�

@t
+
@�uj
@xj

=
@�vsÆj3
@xj

+
@

@xj

�
k
@�

@xj

�
�
@�0u0

j

@xj
(4.22)

Ici encore on note que l'équation (4.7c) page 78 ne di�ère de cette équation que par la présence, au second
membre, de corrélation double du type �0u0

j
. La fraction volumique moyenne d'un écoulement turbulent

�comme d'ailleurs n'importe quel autre constituant passif tel que la chaleur, les espèces chimiques�
véri�e donc la même équation que la fraction volumique d'un écoulement laminaire, sous réserve que le
�ux de masse volumique soit augmenté d'un terme supplémentaire que l'on note :

F 0
j
= ���0u0

j
(4.23)

Le �ux de masse est ici la somme du mouvement moléculaire, du mouvement gravitaire et du mouvement
turbulent (cf. �gure 4.4 page ci-contre).

Dans la mesure où ces termes s'ajoutent aux termes de di�usion moléculaires classiques et ont une
in�uence similaire, on dit qu'ils sont dus à la � di�usivité turbulente �. Ici encore ce concept de di�usivité
turbulente sera à la base des premiers modèles de fermeture (cf. section 5.4.2.2 page 122).
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z

vs�

���0u0
j

Fig. 4.4 � Sédimentation et di�usion des sédiments.

L'analogie entre les équations (4.21) et (4.23) est frappante, tout laisse à penser que les particules
sont transportées par la turbulence de la même manière que l'est la quantité de mouvement.

Les résultats obtenus pour le milieu ➁ sont identiques :

@ui

@xi
= 0 (4.24a)

@ui
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= � 1
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@xi
+

1
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@�2ij
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�
@u0

i
u0
j

@xj
(4.24b)

4.3 Théorie de la couche limite

La théorie de la couche limite permet, par analyse dimensionnelle des équations du mouvement, de
réduire le nombre de termes de ces dernières, en ne conservant que ceux qui sont dominants.

4.3.1 Préliminaires

Le pro�l de vitesse de l'écoulement étudié (cf. �gure 4.5 page suivante) présente des parties similaires à
celles rencontrées dans des pro�ls d'écoulements bien connus théoriquement (cf. �gure 4.6 page suivante).
Lorsque le �uide s'écoule le long de la paroi son pro�l s'apparente à celui d'une � couche limite � (cf.
�gure 4.6 page suivante, partie A.). Dans la partie centrale, entre les �uides ➀ et ➁ , la distribution de
vitesse correspond à celle d'une � couche de cisaillement � ou d'une � couche de mélange � (cf. �gure 4.6
page suivante, partie B.). En�n, loin de la paroi, le �uide ➁ , mis en mouvement par le �uide ➀ , acquière un
pro�l semblable à celui d'un � jet libre � (cf. �gure 4.6 page suivante, partie C.). Le jet et la couche de mé-
lange appartiennent à ce qu'on nomme les écoulements � libres �, ils ne sont contraints par aucune paroi !

Si la profondeur de �uide est grande, le pro�l sera, de façon simpli�ée, celui d'un � jet de paroi � (cf.
�gure 4.7 page 85). La recirculation du �uide ➁ est alors négligeable. D'un coté le �uide s'écoule le long
d'une paroi, son pro�l est celui d'une couche limite, alors que de l'autre coté de l'écoulement, le �uide
➀ se mélange avec un �uide ambiant au repos, ce qui correspond à un � jet libre �. La distribution de
vitesse acquise est donc celle d'une couche limite le long de la paroi (cf. �gure 4.6 page suivante, partie
A.), et celle d'un jet libre (cf. �gure 4.6 page suivante) à une certaine distance de cette dernière.
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Chapitre 4. Compléments théoriques au modèle de l'objet-écoulement

u(z)

x3(z)

A.

B.

C.

Fig. 4.5 � Pro�l de vitesse réel simpli�é d'un écoulement gravitaire.

u(z)

x3(z)x3(z)x3(z)

A. B. C.

Fig. 4.6 � Pro�ls théoriques d'écoulements classiques en mécanique des �uides. A. Couche limite. B.

Couche de cisaillement. C. Jet libre.
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4.3. Théorie de la couche limite

u(z)

x3(z)

A.

C.

Fig. 4.7 � Pro�l de vitesse réel simpli�é dans le cas d'une profondeur d'eau in�nie.

Les écoulements turbulents libres sont plus faciles à traiter mathématiquement que les écoulements
turbulents de paroi. En e�et, bien souvent, la friction turbulente est beaucoup plus grande que la friction
laminaire et ce dans tout l'écoulement. On peut, en conséquence, négliger complètement cette dernière
dans les problèmes d'écoulements libres turbulents, ce qui n'est pas le cas dans les écoulements de paroi
où il faut prendre en compte le voisinage immédiat de la paroi, i. e. la sous-couche visqueuse.

Les hypothèses de la couche limite sont les suivantes :

Hypothèse 8

L'épaisseur, Æ, de la couche limite est petite par rapport à une dimension L de l'écoulement :

Æ � L (4.25)

Les gradients transversaux sont donc beaucoup plus importants que les gradient longitudinaux :

@

@x
� @

@z
(4.26)

À priori la longueur L, correspond à la longueur de l'écoulement, et Æ, l'épaisseur de la couche limite,
correspond à sa hauteur. En adimensionnel, L est choisi tel que @u=@x soit d'ordre 1. En fait, toutes les
autres grandeurs sont supposées d'ordre 1, jusqu'à preuve du contraire : : :

En fait, bien que les écoulements libres di�èrent des écoulements de paroi, comme on vient de le voir,
on peut les traiter dans le cadre de la couche limite [Tennekes et Lumley, 1972, chap. 4]. Ils sont tels
que les gradients transversaux sont plus importants que les gradients longitudinaux. On applique donc
les hypothèses de la couche limite à l'ensemble du domaine considéré.

Remarque 2

Nous n'avons considéré qu'une seule échelle verticale de longueur Æ. En réalité il existe au moins deux
longueurs caractéristiques verticales : l'une est associée à la vitesse ou à la quantité de mouvement, que
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Chapitre 4. Compléments théoriques au modèle de l'objet-écoulement

l'on note Æu, et l'autre est associée à la fraction volumique, notée, Æ�. Et il n'y a, a priori, pas de raisons,
dans le cas général de �uides miscibles, que Æu et Æ� soient égales ! En e�et les pro�ls de vitesses et de

u(z)

x3(z)x3(z)

�(z)

Æ� Æu

Fig. 4.8 � Épaisseurs caractéristiques associées aux pro�ls de vitesse et de concentration théoriques sim-

pli�és.

concentrations (cf. �gure 4.8) peuvent ne pas coïncider [Eckert et Drake, 1959, p. 174], et alors Æ� 6= Æu.
Ce résultat peut être visualisé via des modélisations analogiques ou des modélisations numériques basées
sur des modèles du type Navier�Stokes.

En pratique, on suppose, Æu = �Æ� où � est une constante, et on pose même Æ� � Æu pour simpli�er
les calculs [Eckert et Drake, 1959, p. 312]. Tout se passe alors comme si les �uides n'étaient pas miscibles.
On ne rend pas compte des variations de la hauteur Æ� : diminution liée à la chute des sédiments, lorsque
l'écoulement est très ralenti ; augmentation par di�usion turbulente : : :

4.3.2 Échelles caractéristiques

On note U0, l'échelle de vitesse dans la direction principale x de l'écoulement et V0, l'échelle de vitesse
dans la direction transversale z.

La présence des termes turbulents nécessite d'introduire une échelle supplémentaire qui correspond
à l'échelle des �uctuations de vitesses. On note u? cette échelle, et on suppose qu'elle est la même dans
chaque direction, on a donc :

u0u0 � u0v0 � v0v0 � u2
?

(4.27)

Nous avons supposé que l'échelle associée aux �uctuations de vitesse est la même dans chaque direction
(équation (4.27)). Ceci implique, via l'équation (4.19) de continuité sur les �uctuations, qu'il existe une
échelle de longueur, �, associée à la turbulence, qui est la même dans chaque direction (cf. �gure 4.9 page
suivante). La turbulence est isotrope.

La présence de particules au sein de l'écoulement introduit deux échelles : celle associée à la fraction
volumique moyenne �, que l'on note �0, et celle associée aux �uctuations notée �?.

La gravité introduit deux nouvelles échelles, ses deux composantes que l'on note g0
x
, composante

suivant x, et g0
z
, composante suivant z. La composante longitudinale, g0

x
, est dé�nie par :

g0x = g0 sin �
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4.3. Théorie de la couche limite

Æ

x3(z)

�

�

L

u(z)

Fig. 4.9 � Illustration des échelles de longueurs caractéristiques associées à l'écoulement.

La composante transversale g0z est dé�nie par :

g0z = g0 cos �

Ces deux grandeurs sont reliées par :

g0x
g0z

= tan � (4.28)

Dans le cas où l'écoulement a lieu sur une pente faible, on a au premier ordre :

� � 1; sin � � �; cos � � 1

Les composantes de la gravité véri�ent alors :

g0
x
� g0� (4.29)

et :

g0
z
� g0

leur rapport est :

g0x
g0z
� � (4.30)

En�n, pour analyser les termes de dérivée temporelle, on introduit une échelle caractéristique de
temps, t0 (elle correspond au temps caractéristique des termes d'inertie et est donc d'ordre L=U0, cf.
annexe E page 275 pour plus de détails).

L'analyse dimensionelle du système turbulent, constitué des équations (4.18), (4.20) et (4.22), permet
de dé�nir, sous les hypothèses de la couche limite, l'ordre de grandeur des rapports caractéristiques
suivants (cf. annexe E page 275 pour plus de détails) :

V0 = O
�
U0

Æ

L

�
(4.31)
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Chapitre 4. Compléments théoriques au modèle de l'objet-écoulement

Le rapport Æ=L étant très petit devant 1, on a v � u, le mouvement a lieu principalement suivant x.

U0

u?
= O

�
L

Æ

�1=2
(4.32)

L'intensité de la turbulence est d'un demi-ordre de grandeur, mesuré en termes de Æ=L, moindre que la
vitesse dans l'écoulement.

Re = O
�
L

Æ

�3=2

(4.33)

La viscosité n'a alors pas d'e�et sur l'écoulement et peut être négligée.
La pente est alors reliée aux dimensions caractéristiques de l'écoulement par :

� = O
�
Æ

L

�
(4.34)

�0

�?
= O

�
L

Æ

�1=2

(4.35)

L'intensité des �uctuations de fractions volumiques, �?, est donc d'un demi ordre de grandeur, mesuré
en terme de Æ=L moindre que la fraction volumique dans l'écoulement.

Vs

u?
= O

�
Æ

L

�1=2

(4.36)

La vitesse de chute des particules doit donc être d'un demi ordre de grandeur, mesuré en terme de Æ=L,
moindre que l'intensité de la turbulence.

Vs
U0

= O
�
Æ

L

�
(4.37)

La vitesse de chute des particules est donc d'un ordre de grandeur, mesuré en terme de Æ=L, moindre que
la vitesse dans l'écoulement.

Rig = O (1) (4.38)

Le nombre de Richardson reste donc borné. Si ce n'était pas le cas (par exemple lorsque � ! 0, pente
nulle), il ne pourrait pas y avoir de mouvement turbulent soutenu.

4.3.3 Simpli�cation des équations du mouvement

On note u1 et v1 les composantes de la vitesse dans le milieu ➀ , �les mêmes lettres sont utilisées dans
le milieu ➁ , mais avec un indice 2� et on utilise la notation (4.21) page 82 pour le tenseur de Reynolds.
Le problème à résoudre devient (cf. annexe E page 275 pour plus de détails) :

88



4.4. Dérivation des équations d'ondes longues couplées

Pour le milieu ➀ :

@u1
@x

+
@v1
@z

= 0 (4.39a)

sur z : �g0z�[1� 
] =
1

�i

@p

@z
(4.39b)

sur x :
@u1
@t

+
@u1u1
@x

+
@u1v1
@z

= � 1

�i

@p

@x
+

1

�i

@� 01xz
@z

+ g0x�[1� 
] (4.39c)

@�

@t
+
@�u

@x
+
@�v

@z
=
@�vs
@z

� @

@z
�0v0 (4.39d)

Pour le milieu ➁ :

@u2
@x

+
@v2
@z

= 0 (4.40a)

sur z :
@p

@z
= 0 (4.40b)

sur x :
@u2
@t

+
@u2u2
@x

+
@u2v2
@z

= � 1

�2

@p

@x
+

1

�2

@� 02xz
@z

(4.40c)

La théorie de la couche limite a permis de réduire le nombre de termes dans les équations en ne
conservant que ceux dont l'ordre de grandeur est le plus élevé.

4.3.4 Pression à l'interface

L'équation (4.40b) indique que la pression 30 p est indépendante de z dans le milieu ➁ . On prend par
exemple p = p(z = h1) que l'on note p0, qui n'est fonction que de x ; on reporte dans (4.40c) qui devient :

@u2
@t

+
@u2u2
@x

+
@u2v2
@z

= � 1

�2

@p0
@x

+
1

�2

@� 02xz
@z

(4.41)

On peut déduire, en intégrant (4.39b) entre z et h1, la forme de la pression dans le milieu ➀ :

p(z) = p(z = h1) + �ig
0
z

Z h1

z

�[1� 
] dz (4.42)

Par raccord 31 des pressions entre les milieux ➀ et ➁ , on a p(z = h1) = p0, où p0 est la pression à
l'interface.

En reportant (4.42) dans (4.39c), l'équation de quantité de mouvement pour le milieu ➀ devient :

@u1

@t
+
@u1u1

@x
+
@u1v1

@z
= � 1

�i

dp0

dx
� g0z

@

@x

Z h1

z

�[1� 
] dz +
1

�i

@� 01xz
@z

+ g0x�[1� 
] (4.43)

4.4 Dérivation des équations d'ondes longues couplées

Pour aller un peu plus loin, et pour obtenir un modèle plus simple, il est nécessaire de faire des
hypothèses supplémentaires (assez fortes !). On suppose ainsi que, non seulement les pro�ls de vitesse et
de fraction volumique sont semblables, mais encore on choisit ces derniers de façon à pouvoir intégrer les
équations du mouvement sur la hauteur. Les variables de l'écoulement ne seront ainsi plus des variables
de z, mais des grandeurs moyennées sur la � hauteur � de l'écoulement.

30. pression résiduelle, cf. équation (4.4)

31. Les pressions se raccordent à l'interface entre les �uides ➀ et ➁ si l'ont considère qu'il n'y a pas de pression surfacique,

et la pression p(z = h1) est la pression, p0, à l'interface.
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Chapitre 4. Compléments théoriques au modèle de l'objet-écoulement

4.4.1 Constats préliminaires

Nous avons vu (équation (4.32) page 88) que les deux échelles de vitesses, U0 et u?, étaient reliées
par :

U2
0

u2?
= O

�
L

Æ

�

Il est nécessaire que le rapport U0=u? soit constant pour qu'il y ait similarité. Si les ordres de grandeurs
de la turbulence et du mouvement moyen changeaient constamment, l'écoulement ne pourrait pas être
similaire. La turbulence doit conserver la même importance relative lorsque l'écoulement évolue.

Le fait que U0=u? soit constant, implique via (4.32) que le rapport L=Æ l'est aussi. Le fait que les échelles
caractéristiques de vitesse longitudinale,U0, et transversale V0 soient reliées par l'équation (4.31), implique
que les variations de vitesse longitudinale et transversale suivent la même loi. La vitesse transversale à
l'in�ni ou entre les deux �uides, n'est donc pas nulle. Nous verrons plus loin que cette constatation est la
clef du concept de vitesse d'entraînement.

4.4.2 Paramètre de similitude

Dans l'étude des équations du mouvement sous les hypothèses de la couche limite, nous avons supposé
que l'évolution du mouvement était déterminé par des échelles locales (de longueurs, de vitesses : : : ).
Pour un paramètre adimensionnel A, on peut donc écrire :

A = f

�
z

Æ
;
Æu?
�
;
Æu?
k

: : :

�
(4.44)

Les approximations développées précédemment sont valables pour :

Æu?
�
!1 ;

Æu?
k
!1

Dans ce cas limite, la dépendance, supposée monotone, de f par rapport à Æu?=� et Æu?=k disparait, puis-
qu'une fonction monotone ne peut pas rester �nie, si elle ne devient pas asymptotiquement indépendante
de paramètres très petits ou très grands. La seule échelle signi�cative restante est donc Æ, et toute quan-
tité adimensionnelle peut être exprimée en fonction du paramètre z=Æ, appelé paramètre de similitude et
noté �.

A = f(�) avec � =
z

Æ
(4.45)

Lorsqu'il est exprimé en fonction de l'échelle Æ, le paramètre adimensionnel A est alors invariant par
rapport à x.

4.4.3 Pro�ls semblables

Les résultats précédents sont appliqués aux paramètres u et � qui sont supposés maintenir en première
approximation des pro�ls semblables dans la direction x3(z), quand ils évoluent dans le temps ou dans
la direction de la pente x1(x). On écrit :

u(x; z; t) = U(x; t)F
�z
Æ

�
(4.46a)

�(x; z; t) = �(x; t)G
�z
Æ

�
(4.46b)

Comme le montre l'équation (4.32) page 88, l'échelle des �uctuations de vitesse, et donc le tenseur de
Reynolds, sont proportionnels à l'échelle de vitesse longitudinale. On peut alors aussi bien choisir u? que
U comme échelle de vitesse caractéristique. On écrit :

�u0v0 = U2(x; t)F?

�z
Æ

�
(4.47)
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4.4. Dérivation des équations d'ondes longues couplées

Il faut garder à l'esprit que max(F?) 6= 1, mais plutôt max(F?) = O (Æ=L), d'après la relation (4.32).
De même, le terme de di�usion turbulente des �uctuations de fraction volumique peut être exprimé

par :

��0v0 = U(x; t)�(x; t)G?

�z
Æ

�
(4.48)

Ici encore max(G?) 6= 1, mais est un O (Æ=L) d'après les relations (4.32) et (4.35).
La longueur caractéristique Æ est dé�nie par :

Æ(x; t) =

Z
Æ

0

u(x; z; t) dy

U

Z 1

0

F (�) d�

(4.49)

Le fait de n'avoir qu'une seule longueur caractéristique pour les échelles verticales (cf. remarque 2 page 85),
entraîne que l'on a également :

Æ =

Z
Æ

0

� dy

�

Z 1

0

G d�

Le fait de supposer les variables u et � similaires impose des conditions sur les grandeurs moyennes
U , � et Æ. Ces conditions sont obtenues en remplaçant les équations (4.46a), (4.46b), (4.47) et (4.48)
dans les équations de continuité, de quantité de mouvement et de la fraction volumique, et en utilisant
le changement de variable :

� =
z

Æ
d� =

1

Æ
dz (4.50)

avec :

@�

@t
= ��

Æ

@Æ

@t

@�

@x
= ��

Æ

@Æ

@x

@�

@z
=

1

Æ
(4.51)

Les conditions de similitudes ainsi que les substitutions sont e�ectuées dans l'annexe F page 283.
En utilisant la condition limite v(z = 0) = 0, l'équation de continuité, intégrée entre z = 0 et z,

s'écrit 32 :

v(z; t) = �
Z z

0

@u

@x
dz0 = �Æ @U

@x

Z �

0

F (s) ds+ U
@Æ

@x

Z �

0

sF 0(s) ds (4.52)

où la dérivée @F=@� est notée F 0.

32. On utilise les résultats de dérivabilité d'une intégrale par rapport à un paramètre :

Soient � et � des fonctions numériques dérivables, alors la fonction :

g : x 7!

Z �(x)

�(x)

f(t; x) dt

est continûment dérivable et, pour tout point x0,

g0(x0) =

Z �(x0)

�(x0)

@f

@x
(t; x0) dt + �0(x0)f(�(x0); (x0))� �0(x0)f(�(x0); (x0))

.
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Chapitre 4. Compléments théoriques au modèle de l'objet-écoulement

4.4.4 Vitesse transversale et Développement du concept d'entraînement

Comme nous l'avons dit plus haut, le fait que le rapport Æ=L soit constant implique, via l'équation
(4.52), que la vitesse transversale, à l'in�ni ou entre les deux �uides, n'est pas nulle, puisque l'on obtient,
par intégration de l'équation de continuité :

v(1; t) = �@ÆU
@x

Z 1

0

F d�

Nous ne sommes pas ici dans un cas où Æ=L ! 0, (ce qui est le cas par exemple dans un sillage). Il faut
donc spéci�er la forme de la vitesse v(x; z; t) pour fermer le problème. On suppose la vitesse v, semblable,
on peut donc écrire :

v(x; z; t) = V (x; t)K(�)

Le fait que Æ=L soit constant entraîne via l'équation (4.31) sur les échelles de vitesse, que :

V (x; t)

U(x; t)
= C1

où C1 est une constante dont on peut même préciser qu'elle est d'ordre Æ=L.
On remarque donc qu'il est possible de choisir pour la loi V , des fonctions proportionnelles à U .

Le second terme de l'équation (F.6) indique que U est également proportionnelle à @Æ=@t, via une
constante d'ordre Æ=L (le temps caractéristique du mouvement est d'ordre L=U0, d'après l'équation (E.8)
page 277).

On peut donc dire que V est également proportionnelle à @Æ=@t via une constante d'ordre 1. On écrit
alors pour V :

V (x; t) � CU(x; t) + C 0
@Æ

@t
(4.53)

où :

C = O
�
Æ

L

�
(4.54)

, et

C 0 = O (1)

Tout ceci a un caractère très heuristique !

Remarque 3

La démarche suivie ici (arguments de similitude et dimensionnels) est similaire à celle utilisée pour l'étude
des jets pariétaux et les panaches stationnaires par Ellisson et Turner [1959]; Morton [1959]; Turner [1986].

Dans le cas stationnaire des jets plans et des couches de mélange, on trouve le rapport Æ=L constant

et respectivement U � x�
1=2 et U � cte [Tennekes et Lumley, 1972, p. 134] ; V suivant la même loi. On

peut alors écrire :

V (x; t) � Æ

L
U(x; t) = Ve

et expérimentalement le rapport Æ=L est trouvé de l'ordre de 6� 10�2 [Tennekes et Lumley, 1972, p. 127].
La vitesse, Ve, proportionnelle à la vitesse longitudinale au sein du jet, est appelée vitesse d'entraîne-

ment puisqu'elle correspond bien à un �ux entrant, à une incorporation d'eau, dans le jet : : :
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4.5. Équations d'ondes longues couplées

4.4.5 Intégration transversale des équations du mouvement

La démarche classique en mécanique des �uides consiste à résoudre les équations précédentes pour
déterminer les pro�ls universels F; F?; G et G?, en fonction de x et de t, ceci en supposant les coe�cients
A;B;C;Di et Ei constants.

C'est un travail ardu dans la mesure où les intégrales liées à la quantité de mouvement et à la masse
ajoutée ne sont pas constantes (problème de fermeture). En e�et, la quantité de mouvement n'est pas
conservée puisque l'énergie potentielle représentée par les termes de �ottabilité est convertie en énergie
cinétique, impliquant une augmentation continuelle de la quantité de mouvement. La masse de sédiment
n'est, elle non plus, pas conservée, à moins de supposer un équilibre local, au bas de l'écoulement, entre
les termes de di�usion turbulente et les termes de sédimentation (cas d'écoulements conservatifs).

La démarche adoptée par la suite est un peu di�érente. Dans notre approche, nous allons plutôt
rechercher les propriétés et les équations véri�ées par les grandeurs moyennes U , � et Æ. Nous allons
donc :

1. dans un premier temps, intégrer les équations de continuité (4.39a) et (4.40a), de quantité de
mouvement (4.43) et (4.41) et l'équation (4.39d) de la fraction volumique sur la hauteur.

Contrairement au cas où l'on considère le �uide supérieur au repos, ou du moins où l'on connait
la forme de son écoulement, on ne peut pas, ici, e�ectuer de raccord asymptotique avec Æ ! 1
[technique classique en hydrodynamique, cf. Schlichting, 1979, p. 159]. En e�et, les intégrandes ne
s'annulent pas au delà de Æ !

Le problème dans le milieu ➀ sera donc intégré de z = 0 à z = h1, et le problème dans le milieu ➁

de z = h1 à z = H .

La variable de similitude dans le milieu ➀ est �1, telle que :

�1(z) =
z

h1(x; t)
; �1(0) = 0 et �1(h1) = 1 (4.55)

h1 étant dé�ni identiquement à Æ par l'équation (4.49) page 91.

On suppose les pro�ls de vitesse et de concentration semblables. D'après l'équation (4.46a), on peut
écrire dans chaque �uide :

ui(x; z; t) = Ui(x; t)Fi (�i) i = 1; 2

Le pro�l de concentration véri�e l'équation (4.46b) :

�(x; z; t) = �(x; t)G
�z
Æ

�
2. dans un second temps, choisir des pro�ls de vitesse et de concentration en accord avec les résultats

expérimentaux (cf. page 289) : nous utiliserons l'hypothèse de pro�l la plus simple appelée top-hat
par Turner [1973] ou slab par Pantin [1979]. Ce sont des pro�ls du type � fonction de Heaviside �.

Le détail de la méthode est reporté à l'annexe G page 287. L'intégration des équations est présentée
page 288. Les conditions aux limites sont spéci�ées page 289. Les pro�ls utilisées sont page 290.

L'intégration mène aux équations d'ondes longues, qui font l'objet de la section suivante.

4.5 Équations d'ondes longues couplées

Les équations de conservation de la masse sont :

@h1
@t

+
@

@x
(h1U1) = �ve1 (4.56a)

@h2
@t

+
@

@x
(h2U2) = ve2 (4.56b)
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Chapitre 4. Compléments théoriques au modèle de l'objet-écoulement

Les équations de quantité de mouvement :

@

@t
(h1U1) +

@

@x

�
h1U

2
1

�
= �h1

�i

dp0
dx

� 1

2
g0z

@

@x

�
h21�[1� 
]

�
+ g0xh1�[1� 
] + U2

1 (F1?(1)� F1?(0)) (4.56c)

@

@t
(h2U2) +

@

@x

�
h2U

2
2

�
= �h2

�2

dp0
dx

+ U2
2 (F2?(1)� F2?(0)) (4.56d)

L'équation de conservation de la fraction volumique :

@

@t
(�h1) +

@

@x
(�h1U1) = �vs�G(0)� U1�G?(0) (4.56e)

L'utilisation des méthodes de similitude, de l'analyse dimensionnelle et des méthodes intégrales ont donc
permis de passer d'une formulation où les variables étaient fonctions de x; z et t à une formulation où les
variables ne sont plus fonctions QUE de x et t ! Ce qui constitue une avancée appréciable ! Du point de
vue purement numérique, il n'est plus nécessaire de mailler et de résoudre suivant la hauteur z, on gagne
donc en temps de calcul. On a par contre perdu toutes les informations sur les variations verticales des
variables.

4.5.1 Équation d'onde longue combinée et consorts

Le système, tel qu'il est dé�ni par (4.56), est encore lourd à résoudre, puisqu'il porte sur chaque
milieu. On peut, en fait, astucieusement combiner les équations. Les propriétés du �uide ambiant (vitesse
et profondeur) peuvent, en e�et s'exprimer en fonction des variables de la suspension. Si l'on néglige les
couplages avec l'air, qu'il n'y a pas de raz de marée �c'est-à-dire que la surface du �uide ambiant reste
plane� la profondeur d'eau totale ne varie pas en fonction du temps :

h1(t; x) + h2(t; x) = H(x) (4.57)

Il est alors possible, d'après les équations (4.56a) et (4.56b) d'écrire, avec la condition limite (G.29) :

@

@x
(h1U1 + h2U2) = 0

soit :

h1U1 + h2U2 = f(t)

où f(t) est uniquement une fonction du temps. Le domaine étant fermé, pour tout temps t, il n'y a pas
de �ux en x = 0, car on n'� ajoute � pas de �uide. Les vitesses véri�ent donc la condition limite 33 :

U1(t; x = 0) = U2(t; x = 0) = 0 8t

on déduit :

h1(t; x)U1(t; x) + h2(t; x)U2(t; x) = 0 (4.58)

ce qui signi�e que le �ux dans une section est toujours nul. Les surfaces dé�nies par les Uihi sont opposées
(cf. �gure 4.10 page suivante).

33. Dans le cas d'un �ux constant le résultat n'est pas tout à fait le même. On a :

h1U1 = cte h2U2 = 0 8t

soit :

h1U1 + h2U2 = h0U0 8t

on aura bien de même :

@

@t
(h1U1 + h2U2) = 0

mais on récupère par le biais de h2U
2

2
des termes en h0U

2

0
et en h0U0U1 dans l'équation de quantité de mouvement.
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4.5. Équations d'ondes longues couplées

U2(x)

U1(x)

h2(x)

h1(x)

Fig. 4.10 � Illustration de la condition de �ux nul dans une section (équation (4.58)).

On peut maintenant simpli�er les équations de quantité de mouvement du système (4.56). En ajoutant
une combinaison linéaire 34 de (4.56c) et (4.56d), et en utilisant (4.57) et (4.58), sous la forme h2 = H�h1,
on obtient :
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h1
H
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En utilisant le fait que les contraintes entre les deux �uides, ou de part et d'autre de l'interface, ne
subissent pas de discontinuité (condition limite (G.15) sur les contraintes en h1), on a :
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1� h1
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1� h1
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h1
H
U2
2F2?(1) +

�
1� h1

H

�
1� �i

�2

��
U2
1F1?(1)

(4.59)

Remarque 4

Si une fois de plus, on utilise l'hypothèse de Boussinesq (cf. section 4.1.2 page 78), mais en considérant
cette fois-ci que ce sont les variations de densité entre le �uide ambiant et le �uide interstitiel qui sont
négligeables (sauf dans les termes de gravité), les termes de pressions sont nuls, puisque �i = �2. l'équation

34. On multiplie (4.56c) par h2 et on lui retranche (4.56d) multiplié par h1.
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Chapitre 4. Compléments théoriques au modèle de l'objet-écoulement

(4.59) devient :
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4.5.2 Cas limite d'une profondeur in�nie

Une simpli�cation importante consiste à considérer le cas où la suspension se déplace sous une profon-
deur d'eau in�nie. Cette approximation est justi�ée lorsque, par exemple, l'écoulement atteint les plaines
sous-marines qui sont à des profondeurs supérieures au millier de mètres. Le pro�l de vitesse réel dans
le �uide, u(z), est alors de celui de la forme de la �gure 4.7 page 85 plutôt que de celui donné par la
�gure 4.5 page 84. Ces simpli�cations sont obtenues par l'analyse dimensionnelle de l'équation (4.59).
Utilisons l'équation (4.58) sous la forme :

h2U2 = �h1U1

soit :

U2 = �h1
h2
U1

On a donc :

h2U
2
2 =

h1

h2
h1U

2
1 (4.60a)

et :

U2
2 =

�
h1
h2

�2
U2
1 (4.60b)

Les termes inertiels de l'équation (4.59) s'écrivent alors, d'après l'équation (4.60a) :�
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en utilisant la dé�nition (4.57) de H :
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Dans le cas où la suspension se déplace sous une hauteur d'eau in�nie, les hauteurs véri�ent la
condition :

H � h1 (4.61)

Cette condition peut être déterminée expérimentalement. Elle est estimée, par exemple, à environ 10%
(h1=H � 0; 075) par Bonnecaze et al. [1993]; Britter et Linden [1980]; Britter et Simpson [1978]; Huppert
[1998]; Huppert et Simpson [1980]; Rottman et Simpson [1983].

Le terme inertiel, en utilisant le développement limité de 1
1�x au second ordre pour jxj � 1, s'écrit :
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4.5. Équations d'ondes longues couplées

Le terme de friction turbulente en �2 = 1 (z = H), d'après l'équation (4.60b) est au plus égal à :

h1
H
U2
2F2?(1) =

�
h1
H

�3
1

1� h1=H
U2
1F2?(1)

soit en utilisant le développement limité de 1
1�x au premier ordre :

=

�
h1
H

�3

U2
1F2?(1)

(4.62)

Le terme de friction turbulente à la surface de l'eau est donc d'ordre trois en h1=H.
L'équation d'ondes longues combinées (4.59) peut donc s'écrire en première approximation, en négli-

geant les termes en (h1=H)
2
; comme :
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Le terme d'inertie, ainsi que les termes de friction turbulente surfacique, du �uide ➁ , présents dans
l'équation (4.59) sont négligeables.

En seconde approximation, puisque h1=H � 1, les facteurs (1� h1=H) peuvent être considérés d'ordre 1.
L'équation (4.59) peut être approximée par :
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+ U2
1 (F1?(1)� F1?(0)) (4.64)

Le couplage � inertiel � avec le �uide supérieur est alors complètement négligé, tout se passe comme
s'il était immobile. Le courant crée une perturbation qui, du fait de la grandeur du domaine du �uide
supérieur, reste négligeable. Le seul couplage subsistant provient du terme de pression du milieu ➁ : le
�ux de quantité de mouvement est � conditionné � par la hauteur totale d'eau pour véri�er la condition
à la limite (4.58). Les vitesses moyennes U1 et U2 véri�ent alors :

U2

U1

� h1
H

soit d'après (4.61) :

U2

U1

� 1

La vitesse du milieu ➁ peut être considérée comme nulle, en moyenne, ou, du moins, comme n'ayant pas
d'e�et sur la dynamique de l'écoulement suspensif. l'équation de quantité de mouvement du milieu ➁ se
réduit à un équilibre de pression.

Le �uide dans le milieu ➁ est alors traité comme étant le sillage du �uide ➀ . On est alors dans le cas
où h2=L ! 0, l'épaisseur du sillage diminue jusqu'à devenir négligeable par rapport à h1 qui elle croît.
On peut retrouver le résultat de l'équation (4.64) en se plaçant dans le cadre de la théorie de la couche
limite classique [Schlichting, 1979] :

� Lors de l'étape d'intégration de 0 à h1 de l'équation (4.43), on peut prendre la limite h1 ! 1,
car dans toutes les intégrales, l'intégrande s'annule hors de la couche dé�nie par h1 ; le champ de
vitesse est nul pour z > h1.

� La résolution est d'autant plus triviale : Le domaine d'intégration est �xe. Les signes intégrales et
dérivations peuvent être directement permutés.
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Chapitre 4. Compléments théoriques au modèle de l'objet-écoulement

4.5.3 Fluide interstitiel = Fluide ambiant

Du fait du mélange permanent entre le �uide ambiant et la suspension, on peut considérer le cas limite
où �i=�2 ! 1 et où, 
, dé�ni par l'équation (4.12) tend vers 0.

On obtient alors la forme la plus simple, des équations d'ondes longues ou de Saint Venant :
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�+ U2

1 (F1?(1)� F1?(0)) (4.65)

En réalité, cette situation se rencontre rarement . Le �uide interstitiel de la suspension provient d'une eau
peu profonde (et moins salée). Lorsque l'écoulement suspensif atteint les plaines sous marines, le �uide
ambiant a souvent une densité di�érente de celle des eaux de surface qui constitue le �uide intersticiel.

4.6 Discussion

Le modèle d'ondes longues à deux �uides, tel qu'il est posé par (4.56), ou encore le modèle d'ondes
longues combinées dé�ni par (4.59), bien que déjà très simpli�é, semblent conduire à des résultats remar-
quables (cf. section 2.3.4 page 39).

Ils sont basés sur les méthodes intégrales qui sont directement issues de l'aérodynamique 35.
Ils rendent compte de l'essentiel de la physique du phénomène. Les étapes cruciales dans leur formu-

lations sont :

� L'analogie forte entre les transferts thermiques et les transferts de masse (cf. section 4.1, 4.1.2 et
4.2.3) ;

� Le choix des pro�ls de vitesses et de concentrations (cf. section 4.4.3 et annexe G.2) ;

� Le choix des conditions aux limites (cf. section 4.4.4 et annexe G.2.1).

Les systèmes complets, non-stationnaires, non-uniformes, restent cependant lourds à résoudre numéri-
quement (cf. section 2.3.4 page 39). Il est donc nécessaire de simpli�er encore plus les modèles précédents.

Dans ce but on se propose d'intégrer les équations du mouvement longitudinalement, ceci a�n de
supprimer la dépendance des variables par rapport à x, et a�n d'obtenir une formulation uniquement
fonction du temps t.

La démarche proposée est la suivante :

1. En se basant sur des observations expérimentales et des résultats de simulations numériques du type
Navier�Stokes, il apparaît que l'écoulement s'inscrit dans une forme géométrique simple. On peut
caractériser cette dernière par deux échelles de longueurs : h, échelle caractéristique transversale,
représentant la hauteur de la suspension et l, échelle caractéristique horizontale, représentant la
longueur de la suspension. On considère donc, comme indiqué dans la section 3.1 page 64, que
l'écoulement a lieu à géométrie imposée et variable (cf. hypothèse 1 page 64).

2. La di�érence de vitesse entre la � tête � et la � queue � de la suspension, qui permet de caractériser
l'évolution des déformations via l'évolution de la longueur caractéristique l, est prise en compte en
décomposant le champ de vitesse U en :

� un champ correspondant à la translation de la géométrie dans le repère global ;

� un champ, asymétrique dans le repère lié au barycentre de la géométrie, correspondant aux
déformations dans ce repère.

Cette décomposition de vitesse, utilisée dans la théorie aérodynamique des pro�ls minces [Darrozes
et François, 1982, Chap. vi] apparaît naturellement lors de l'écriture des équations du mouvement
dans le repère lié au barycentre de l'objet.

3. L'intégration des équations du mouvement (des équations d'ondes longues en particulier) sur la
longueur caractéristique de l'écoulement permet de s'a�ranchir des variations longitudinales des
propriétés de l'écoulement en supprimant la dépendance de ces variables par rapport à x. On
obtient ainsi une formulation du problème en temps sur U;� et h.

35. les avions sur lesquels nous volons sont passés à la moulinette des méthodes intégrales à un moment ou à un autre de

leur conception [Lagrée, 1999].
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4.7. Décomposition et intégration des équations d'ondes longues

4. L'intégration du champ de vitesse dans le repère lié à l'objet permet de quanti�er les variations de
la longueur caractéristique.

Nous nous proposons de mettre en ÷uvre cette démarche dans la section suivante.

4.7 Décomposition et intégration des équations d'ondes longues

L'intégration des équations d'ondes longues par rapport à x doit être e�ectuée entre X � l et X + l,
où X est la position du barycentre géométrique de l'objet-écoulement. Pour pouvoir utiliser simplement
les propriétés de symétrie de l'objet, les équations du mouvement seront écrites dans le repère lié au
barycentre géométrique de l'objet. L'intégration sera alors e�ectuée entre �l et +l.

On propose ici une méthode de décomposition du problème par une formulation translation�déforma-
tion, en faisant apparaître des propriétés de symétrie et d'antisymétrie du champ de vitesse.

4.7.1 Préliminaires

La vitesse relative entre la queue et la tête de l'écoulement suspensif n'est pas nulle : elle caractérise
l'évolution de la longueur de l'objet. Les forces extérieures appliquées à l'objet sont la gravité, les frot-
tements (visqueux ou turbulents), la pression. Intuitivement, on sent que la gravité (motrice) va induire
un déplacement global de l'objet ; les variations de gravité entre le tête et la queue sont négligeables,
g est constant. La force de pression, symétrique sur la surface de l'objet, puisqu'on a choisi un objet
symétrique, via la gravité (pression hydrostatique), va induire un e�ondrement symétrique de l'objet.

Les deux cas limites suivants illustrent parfaitement ce phénomène :

� Dans le cas où la pente est égale à �=2, l'axe �x est orienté suivant la verticale descendante. La
gravité se projette entièrement suivant cet axe. La résultante de la gravité suivant �z est nulle, ce
qui entraîne l'annulation des forces de pression.

� Dans le cas limite où la pente est nulle, la force motrice de gravité suivant �x est également nulle. Il
n'y a pas de mouvement global de l'objet, mais uniquement un étalement dû aux forces de pression
(cf. �gure 2.4 page 40).

L'idée consiste donc à décomposer le mouvement principal selon deux mouvements (cf. �gure 4.11
page suivante). On considère le repère R? en mouvement, à la vitesse du barycentre géométrique de
l'objet, par rapport à R.

Hypothèse 9

Le mouvement principal de la suspension peut se décomposer en :

1. un mouvement de corps rigide, ici une translation dans le repère global R, qui correspond au
mouvement du barycentre géométrique de l'objet sous la résultante des forces gravitaires ;

2. un mouvement de déformation dans R?, qui est dû aux forces de pression, et qui comme nous le
verrons, a une in�uence indirecte sur le mouvement du barycentre (choix d'un objet symétrique).

4.7.2 Changement de référentiel

Le changement de référentiel est dé�ni par :

t = t? �x = ��Q�x? + �c(t) (4.66)

avec la matrice de rotation 36 :

��Q =

2
4�1 0 0

0 �1 0

0 0 1

3
5 et ��Q ��Qt = ��I (4.67)

36. Rotation d'angle � d'axe z. Dans le cas bidimensionnel, c'est une re�exion.
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O

z

x

A. Problème dans R

=

O

z

x

�c(t)

B. Translation dans R

+

O

z

xx?

z?

O?

C. Déformations dans R?

Fig. 4.11 � Décomposition du mouvement dans R (A), en un mouvement de corps rigide (translation)

dans R (B) et un mouvement de déformation dans R? en mouvement par rapport à R (C). En pointillés,

la con�guration avant la transformation, en traits pleins, la position après la transformation.

Le vecteur �c(t), dé�nissant la translation, sera dé�ni par la suite. D'après (4.66), les vitesses sont reliées
par :

�U = ��Q �U? + _�c(t) (4.68)

L'introduction de la matrice ��Q permet aisément d'identi�er les termes d'entraînement, liés à _�c(t), et les
termes de mouvement relatif dans R?, liés à �U?. On dé�nit la vitesse de la translation, qui n'est fonction
que du temps, par :

�UT = _�c(t) (4.69)

L'équation (4.68) s'écrit alors :

�U = ��Q �U? + �UT (4.70)

D'après l'équation (4.66) on peut relier les dérivées spatiales par :

@x?

@x
= ��Qt (4.71)

Les propriétés des champs de vitesse sont les suivantes (cf. �gure 4.12 page suivante) :

� Le champ de vitesse UT , lié à la translation est indépendant de x?. Il véri�e donc :

UT =
1

2
(U(x?) + U(�x?))

UT (�x?) = UT (x?) (4.72)

� Le champ de vitesse U?, asymétrique par rapport à z?, est tel que :

U? =
1

2
(U(x?)� U(�x?))

et :

U?(�x?) = �U?(x?) (4.73)
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4.8. Équations intégrées

O? +l�l U?

O? +l�l UT

O? +l�l U

Fig. 4.12 � Décomposition du champ de vitesse au sein de l'objet écoulement. Cas où UT > U?(�l),
c'est-à-dire où tous les points de l'objet se déplacent positivement suivant x?.

La hauteur de l'écoulement, puisque l'objet est symétrique par rapport à z?, véri�e :

h(�x?) = h(x?) (4.74)

La fraction volumique est supposée uniformément répartie :

�(�x?) = �(x?) (4.75)

On suppose les fonctionnelles (lois d'entraînement, comportement etc : : : ), ainsi que les autres scalaires
objectifs 37.

4.7.3 Décomposition et intégration

Le détail de la méthode de décomposition des équations est reporté à l'annexe H page 295.
La section H.2 page 299 présente l'intégration du système décomposé. Elle est e�ectuée à l'aide :

1. de la théorie de similitude exposée précédemment dans les sections 4.4.1 page 90 et 4.4.5 page 93 ;

2. de la spéci�cation de pro�ls en accord avec les observations d'écoulement. (cf. annexe H.2.2 page 302)

4.8 Équations intégrées

Nous exposons ici les résultats de l'intégration e�ectuée dans l'annexe H page 295.
On rappelle la dé�nition du paramètre a, qui correspond à l'abscisse adimensionnelle pour laquelle��U?� + UT

�� s'annule (cf. �gure 4.13 page suivante) :

a =

8><
>:
�1 si 1 � U

T

U?

1 si 1 � �U
T

U?

�U
T

U? sinon

(4.76)

37. C'est-à-dire que le changement de repère ne change pas leur forme [cf. Gatignol [1996] pour plus de détails].
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Chapitre 4. Compléments théoriques au modèle de l'objet-écoulement

O? +1�1 U?

O? +1�1 UT

O? +1�1 Ua

Fig. 4.13 � Signi�cation physique du paramètre a. Exemple de champ de vitesse décomposé au sein de

l'objet écoulement. Ici la vitesse U s'annule en une abscisse a entre la � tête � et la � queue � de l'objet,

causant un recul du point � = �1, puisque U?(�1) > UT , soit U(�1) < 0.

Problème sur h(t) :

�

2

dlh

dt
= Cl

�
U? � a2U? � 2aUT

�
(4.77)

Problème sur �(t) :

�

2

d�lh

dt
= �2vsl�G(0)� l�G?(0)

�
U? � a2U? � 2aUT

�
(4.78)

Problème sur UT (t) :

�

2

dUThl

dt
� 4

3

h2

H
UTU? =

�

2
hlg0

x
�[1� 
] + l (F?(1)� F?(0))�

2U?UT

�
1� a2 � h

H

2

3

�
1� a2

�3=2�

+U?2

�
�2

3
a3 � h

H

�
�1

4
arcsina+

1

2
a
�
1� a2

�3=2 � 1

4
a
�
1� a2

�1=2��

+UT2

�
�2a� h

H

�
� arcsina� a

�
1� a2

�1=2���
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Problème sur U?(t) :

1

3

dU?lh

dt
� hUT2 +

1

2

h2

H
UT2 � 1

4

h2

Hl
U?2 =

1

2
g0zh

2�[1� 
]� 1

3
g0z
h3

H
�[1� 
] + l (F?(1)� F?(0))�

2U?UT

�
1

2
a2 � h

H

�
�1

3

�
1� a2

�3=2
+

1

3

��

+U?2

�
1

3
+

1

3
a3 � h

H

�
�

16
+

1

8
arcsina+

1

8
a
�
1� a2

�1=2 � 1

4
a
�
1� a2

�3=2��

+UT2

�
1 + a� h

H

�
�

4
+

1

2
arcsina+

1

2
a
�
1� a2

�1=2���

4.9 Conclusion et formulation du modèle T

Nous proposons d'étudier dans cette section les simpli�cations des équations intégrées précédentes
pour des cas particuliers d'écoulement. Le modèle T est formulé en considérant l'approximation d'une
hauteur d'eau in�nie h=H � 1. Nous comparerons la forme du modèle obtenu au modéle P proposé dans
la section 3.7 page 72.

4.9.1 Approximation pour le cas d'une hauteur d'eau in�nie (modèle T)

On se place ici dans le cas où h=H � 1. Les équations (4.77) sur h(t) et (4.78) sur �(t) sont inchangées :

Problème sur h(t) :

�

2

dlh

dt
= Cl

�
U?(1� a2)� 2aUT

�
(4.79)

Problème sur �(t) :

�

2

d�lh

dt
= �2vsl�G(0)� l�G?(0)

�
U?(1� a2)� 2aUT

�
(4.80)

Les équations de quantité de mouvement se simpli�ent en :

Problème sur UT (t) :

�

2

dUThl

dt
=
�

2
hlg0x�[1� 
] + 2l (F?(1)� F?(0))

��
1� a2

�
U?UT � 1

3
a3U?2 � aUT2

�
(4.81)

Problème sur U?(t) :

1

3

dU?lh

dt
� hUT2 =

1

2
g0zh

2�[1� 
] + l (F?(1)� F?(0))

�
a2U?UT +

1

3

�
1 + a3

�
U?2 + (1 + a)UT2

�
(4.82)

Ce modèle sera référencé par la suite comme étant le modèle T. Sa di�érence essentielle avec le modèle
P dérivé à la section 3.7 page 72, provient de l'introduction de termes mixtes, fonctions de U? et UT ,
dé�nissant un couplage entre le mouvement de translation et le mouvement de déformation (étalement).

Dans les équations (4.79) et (4.80) la vitesse caractéristique est dé�nie par le terme mixte : (U?(1 �
a2)� 2aUT ). L'incorporation d'eau et la di�usion de particules dans l'objet sont proportionnelles à cette
vitesse, c'est-à-dire : 8>><

>>:
�2aUT si a = �1
U? si a = 0

U?

�
1 +

�
U
T

U?

�2�
sinon

(4.83)
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Chapitre 4. Compléments théoriques au modèle de l'objet-écoulement

4.9.2 Cas du mouvement global positif

Ceci correspond au cas où UT � U?, tous les points de l'objet se déplacent positivement. Le paramètre
a est alors égal à �1 dans les équations puisqu'en e�et les intégrales étaient évaluées sur l'intervalle [�1; 1]
(cf. équation (4.76)).

Problème sur h(t) :

�

2

dlh

dt
= C2lUT

L'incorporation d'eau est proportionnelle à la vitesse globale de l'objet : l'incorporation plus élevée de U
sur la partie aval de l'objet est compensée par une incorporation moins élevée de U sur la partie amont.
La résultante est 2UT . Ce résultat correspond à celui trouvé pour le modèle P lors de la dérivation de la
conservation du volume (équation (3.36c) pour un volume V = �

2
lh).

Problème sur �(t) :

�

2

d�lh

dt
= �2vsl�G(0)� 2l�G?(0)U

T

Dans ce cas particulier, la vitesse caractéristique associée à la di�usivité des sédiments est UT . Ce résultat
est conforme à celui trouvé pour le modèle P lors de la dérivation de la conservation de la fraction
volumique (équation (3.36d) pour un volume V = �

2
lh).

Problème sur UT (t) :

�

2

dUThl

dt
� 4

3

h2

H
UTU? =

�

2
hlg0x�[1� 
] + l (F?(1)� F?(0))

�
U?2

�
2

3
� h

H

�

8

�
+ UT2

�
2� h

H

�

2

��
(4.84)

Le cas où h=H � 1 mène à :

�

2

dUThl

dt
=
�

2
hlg0

x
�[1� 
] + l (F?(1)� F?(0))

�
2

3
U?2 + 2UT2

�
(4.85)

La formulation du modèleT introduit, dans les termes de friction turbulente de l'équation de conservation
de la quantité de mouvement de la vitesse moyenne UT , des termes de couplages avec le mouvement
de déformation U?. Ces termes n'étaient pas pris en compte dans le modèle P. Ces derniers ne sont
négligeables que dans le cas où UT � U?.

Problème sur U?(t) :

1

3

dU?lh

dt
� hUT2 +

1

2

h2

H
UT2 � 1

4

h2

Hl
U?2 =

1

2
g0zh

2�[1� 
]� 1

3
g0z
h3

H
�[1� 
]

+ l (F?(1)� F?(0))

�
2U?UT

�
1

2
� h

H

1

3

��
(4.86)

Le cas où h=H � 1 mène à :

1

3

dU?lh

dt
� hUT2 =

1

2
g0
z
h2�[1� 
] + l (F?(1)� F?(0))

�
U?UT

�
(4.87)

La formulation du modèle T est di�érente de celle du modèle P pour l'équation de conservation de la
quantité de mouvement associé à la vitesse de déformation U?. La formulation introduit des couplages
avec le mouvement par l'intermédiaire de termes inertiels (UT2). La friction turbulente est dé�nie par un
terme mixte U?UT . Ces termes n'étaient pas ceux pris en compte dans le modèle P.
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4.9. Conclusion et formulation du modèle T

4.9.3 Cas de l'étalement pur

Ce cas correspond à UT = 0 et a = 0 (cf. équation (4.76)). Il n'y a pas de mouvement global de l'objet.
Ce cas particulier, qui correspond à une pente nulle, avait permis de mettre en défaut la formulation du
modèle P (cf. section 3.7.2 page 73).

Problème sur h(t)

�

2

dlh

dt
= ClU?

L'incorporation d'eau se fait proportionnellement à la vitesse de déformation de l'objet (vitesse d'étale-
ment). Ce phénomène n'était pas pris en compte par le modèle P.

Problème sur �(t)

�

2

d�lh

dt
= �2vsl�G(0)� l�G?(0)U

?

La vitesse caractéristique associée à la di�usion des particules est U?, résultats que le modèle P n'était
pas en mesure de retranscrire.

Problème sur U?(t)

1

3

dU?lh

dt
� 1

4

h2

Hl
U?2 =

1

2
g0
z
h2�[1� 
]� 1

3
g0
z

h3

H
�[1� 
] + l (F?(1)� F?(0))U

?2

�
1

3
� �

16

h

H

�
(4.88)

Dans le cas où h=H � 1, l'équation se simpli�e en :

1

3

dU?lh

dt
=

1

2
g0zh

2�[1� 
] + l (F?(1)� F?(0))
1

3
U?2 (4.89)

On retrouve ici une forme classique de la friction turbulente qui est proportionnelle à la vitesse au carré.
Le modèle T retranscrit donc de façon satisfaisante la dynamique de l'écoulement dans le cas parti-

culier d'une pente nulle.

La formulation du modèle T est donc plus générale que celle du modèle P et contient, en partie, la
formulation de ce dernier. Le modèle P constitue en e�et une approximation du mouvement de l'objet
pour le cas particulier d'un mouvement global positif UT � U?, lorsque les forces de pression sont
négligeables.
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Ainsi se dessinait comme en pointillé le grand réseau

du savoir empirique : celui des ordres non quantitatifs

M. Foucault.

Chapitre 5

Fermetures du modèle

Lorsque l'on cherche à déterminer l'écoulement via le système d'équations developpé dans les chapitres
précédents, on fait apparaître en plus des inconnues du problème un certain nombre de paramètres,
résultant principalement des conditions aux limites, eux aussi inconnus a priori.

Alors que les inconnues du problème sont déterminées via le système d'équations du modèle puisqu'on
a autant d'inconnues que d'équations, il n'en est pas de même des paramètres introduits en spéci�ant les
conditions aux limites.

A�n de lever cette indétermination et de résoudre ce que l'on appelle le problème de la fermeture du
modèle, il est nécessaire de relier les paramètres inconnus aux inconnues du modèle.

Les termes modèle représentant les inconnues doivent avoir la dimension physique (et les proprié-
tés tensorielles) du terme inconnu qu'ils remplacent. Ils doivent également respecter les propriétés de
conservation et d'invariance particulière de ce terme (par exemple la condition d'incompressibilité). La
formulation est guidée intuitivement par la signi�cation physique des mécanismes mis en jeu, nécessaire
pour faire un choix entre les diverses approximations possibles 38.

Sommaire

5.1 Viscosité d'une suspension diluée de particules . . . . . . . . . . . . . . 108

5.2 Vitesse de sédimentation des particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.2.1 Calcul de vs0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.2.2 Calcul de vs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

5.3 Friction turbulente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

5.3.1 Viscosité turbulente et modèle à 0-équation . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.3.2 Connexion à notre problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.3.3 Spéci�cation de la longueur de mélange et de la viscosité turbulente . . . 116

5.4 Transferts de particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.4.1 Distribution verticale des sédiments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.4.2 Retour et application à notre problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

5.5 Incorporation de �uide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

5.5.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

5.5.2 Application à notre problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

5.6 Modèle T fermé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

38. Lumley [1978] a systématisé cette approche, sous le nom de � modélisation invariante �, en introduisant un ensemble

de principes et d'hypothèses qui permettent d'engendrer systématiquement des approximations cohérentes des paramètres

inconnus. La � modélisation invariante � introduit de nombreuses constantes numériques qu'il n'est pas toujours possible

de caler sur des expériences. En pratique, des simpli�cations peuvent généralement être amenées par l'intuition physique

des phénomènes agissants, ce qui permet de ne retenir que les termes dominants. On suppose que les moments d'ordre élevé

ont une in�uence moindre que les moments d'ordre inférieur. On obtient alors des formulations analogues à celles proposées

plus anciennement sur des bases intuitives.
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5.1 Viscosité d'une suspension diluée de particules

Un des facteurs les plus importants dans la détermination de la viscosité d'une suspension de sédi-
ments, qu'elle soit � lourde � ou � légère �, est la fraction volumique (concentration en particules). En
e�et, la viscosité de l'écoulement change durant son mouvement à cause, notamment, de la sédimentation,
de l'érosion et de l'incorporation de �uide ambiant.

Beaucoup de recherches ont été e�ectuées sur les relations viscosité�concentration des suspensions.
Il existe des lois logarithmiques [Mooney, 1951] et des lois en puissances [Einstein, 1956; Krieger et
Doughtery, 1959; Lee, 1969].

La relation la plus importante est la formule théorique d'Einstein [1956] pour les sphères rigides
uniformes :

�? = 1 +B� (5.1)

avec

8>>><
>>>:
�? = �=�f viscosité relative où

(
� viscosité de la suspension

�f viscosité du �uide interstitiel

B viscosité � intrinsèque � = 2; 5

� fraction volumique en sédiments

Il a été montré que l'équation (5.1) n'était valide que dans le cas des suspensions diluées de sphères sans
interactions particulaires (� � 0; 05), ce qui correspond à la gamme d'écoulements à laquelle nous nous
intéressons.

Des extensions, qui tiennent compte des variations de taille et de forme, ont été proposées pour des
concentrations plus élevées que celles étudiées par Einstein. Elles sont présentées dans [Hugot, 1997] qui
traite des écoulements concentrés.

5.2 Vitesse de sédimentation des particules

La vitesse de sédimentation d'une particule est fonction de sa taille, de sa forme, de sa densité, ainsi
que des propriétés du �uide ambiant, telles que sa viscosité et sa densité.

De plus, dans une suspension, dès que la concentration dépasse un certain seuil, la vitesse de chute
d'une particule est in�uencée par la présence des autres particules. A tire d'exemple, deux phénomènes
peuvent se produire [Mirza et Richardson, 1979; Patwardhan et Tein, 1985; Richardson et Meikle, 1961;
Zeng et Lowe, 1992] :

� Les grains, en chutant, créent un mouvement ascendant de �uide ambiant, qui peut entraver la
chute d'autres grains, voir même pour les particules très �nes, les faire s'élever .

� Les grains grossiers chutent plus vite que les grains �ns. La suspension apparaît donc, pour les
grains grossiers, plus visqueuse que le �uide pur.

La vitesse de sédimentation est donc déterminée en deux étapes : après avoir dé�ni la vitesse de
sédimentation vs0 d'une particule seule dans un �uide pur in�ni (vitesse de chute libre ou free fall velocity),
la vitesse de sédimentation vs, sera calculée en tenant compte de la présence des autres particules par
l'introduction de la fraction volumique.

5.2.1 Calcul de vs0

5.2.1.1 Méthode de Stokes

La vitesse de sédimentation vs0 peut être trouvée, en première approximation grâce à un bilan simple
des forces agissant sur une particule.
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5.2. Vitesse de sédimentation des particules

Cas général. On considère une particule solide sphérique isolée de diamètre d et de masse volumique
�p, lâchée sans vitesse initiale dans un �uide au repos de masse volumique �f et de viscosité dynamique
� et en mouvement sous l'e�et de la gravité g. La vitesse de la particule n'a qu'une seule composante up
suivant l'axe vertical. Cette particule matérielle est soumise, en simpli�ant, à son poids et aux forces de
frottement exercées sur elle par le �uide. C'est à dire essentiellement à la poussée d'Archimède et à une
force de friction fonction de la vitesse relative entre la particule et le �uide.

Pour la forme de la force de résistance subie par une boule en mouvement lent dans un �uide visqueux,
on se référera à l'ouvrage de Landau et Lifchitz [1971, pp. 81-86]. On fait l'hypothèse que le nombre de
Reynolds est petit, i.e. que les e�orts dominants sont visqueux.

En négligeant l'accélération de la particule, on peut écrire pour une sphère de diamètre d :

1

6
�d3�pg| {z }
Poids

� 1

6
�d3�fg| {z }

Archimède

� 3��d (up � uf)| {z }
Friction

= 0

En réarrangeant, la vitesse de sédimentation vs0 = up � uf peut se mettre sous la forme :

vs0 =
1

18

�p � �f
�

gd2 =
1

18

�p � �f
�f

g
d2

�
(5.2)

où vs0 est appelée vitesse relative de sédimentation ; � = �=�f étant la viscosité cinématique. Cette forme
de la vitesse de sédimentation est valable pour des particules de diamètre inférieure à 100�m (intervalle
de Stokes). On gardera également à l'esprit les limitations de cette formule qui n'est valable que pour des
mélanges dilués à faible nombre de Reynolds (Rep � 1) 39.

Cas de particules de petite taille. Dans le cas de particules de petite taille (e.g. argiles), ce bilan
simpli�é n'est plus valable. En e�et, ces dernières se maintiennent en suspension en dépit de la gravité.
Le phénomène physique responsable de ce maintien est l'agitation thermique des molécules du �uide qui
entrent sans cesse en collision avec la particule suspendue [Lhuillier, 1995]. Sur les petites particules, ces
chocs incessants su�sent à contrecarrer l'e�et de la gravité. Le bilan des forces est alors modi�é. Dans
le cas d'un mélange dilué, les vitesses concernant une particule isolée sont remplacées par les vitesses
moyennes, et s'il y a np particules par unité de volume du mélange, on peut écrire :

4

3
�a3 (�p � �f ) g| {z }
Poids / Archimède

� 6��a (up � v)| {z }
Résistance

� kBT
rnp
np| {z }

Agitation thermique

= 0

où a est le rayon équivalent de la particule ; kB la constante de Boltzmann ; T la température du �uide ;
v sa vitesse moyenne. soit par analogie entre le nombre de particules et la fraction volumique, en passant
à la limite :

up = v +
2

9

a2

�
(�p � �f ) g �

D

�
r�

Et en tenant compte de l'équation (5.2), on a :

up = v + vs0 �
D

�
r� (5.3)

5.2.1.2 Méthode de Van Rijn

Van Rijn [1984] propose une extension de la formule de Stokes :

vs0 = 10
�

d

(�
1 + 0:01

�p � �f
�f

d3

�2
g

�1=2
� 1

)
(5.4)

39. même si ce n'est pas le cas pour les courants turbiditiques, cette formule est souvent utilisée pour leur modélisation.
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� Pour des particules dont le diamètre est compris entre 100�1000�m, le second terme du crochet est
petit devant 1. La vitesse de sédimentation peut être approximée par :

vs0 =
1

20

�p � �f
�f

d2

�
g (5.5)

cette forme de la vitesse de sédimentation est très proche de celle proposée par Stokes (équation
(5.2)).

� Pour des particules dont le diamètre est supérieur à 1000�m, le second terme du crochet est très
grand devant 1, on obtient la forme simpli�ée :

vs0 = 1:1

�
�p � �f
�f

gd

�1=2
(5.6)

5.2.1.3 Méthode de De Dietrich

Dietrich [1982] a développé une équation empirique à partir de données sur la sédimentation de
particules naturelles de forme arbitraire :

vs0 =

��
�p � �f
�f

�
g�W?

�1=3
(5.7)

où W? suit la loi :

lnW? = �3:7617+ 1:92944� (lnD?)� 0:09815� (lnD?)
2 � 0:00575� (lnD?)

3 + 0:00056� (lnD?)
4

le paramètre de similitude, D? (diamètre adimensionnel), est donné par :

D? =
1

8

�
�p � �f
�f

�
g
d3

�2

5.2.1.4 In�uence de la turbulence

Les e�ets de la turbulence sur la sédimentation des particules sont liés aux interactions de ces particules
avec les structures locales de l'écoulement. La turbulence joue donc un rôle essentiel dans le processus de
sédimentation. Elle peut aussi bien remettre les sédiments en suspension et retarder leur chute, que les
accélérer vers le sol et mener à un dépôt plus rapide [Deutsch et Simonin, 1991; Hoyal, Depinto, Atkinson
et Taylor, 1995; Simonin, 1991; Simonin, Viollet et Méchitoua, 1990]. Les modèles traitant des couplages
�uides turbulents�particules sont relativement complexes et ne seront pas présentés. Cependant, comme
pour la méthode de Stokes, il est possible de prendre en compte la turbulence en simpli�ant le bilan de
quantité de mouvement d'une particule. Le problème revient ici à prescrire une force de friction non-
linéaire dépendant du nombre de Reynolds des particules. Un modèle fréquemment utilisé [Burnage et
Moon, 1990; Lhuillier, Saintlos, Karl et Burnage, 1996a,b; Wang et Maxey, 1993] est celui dérivé du
modèle de Odar et Hamilton [1964], basé sur les équations de Basset�Boussinesq�Oseen (ici simpli�ées) :

�

6
d3(�p + Ca�f )

dup
dt

= �1

2
Cd�f

�

4
d2 jup � uf j (up � uf ) +

1

6
d3(�p � �f )g

où Ca est le nombre d'accélération ; Cd le coe�cient de friction. Le cas stationnaire conduit à :

vs0 =

s
�p � �f
�f

d

Cd
g (5.8)

Le coe�cient Cd est donné par une relation empirique fonction de la valeur instantanée du nombre de
Reynolds des particules [Clift, Grace et Weber, 1978, p. 111] :

Cd =

8<
:

24

Rep
(1 + 0; 15Rep)

0;687
si Rep � 1000

0; 44 si Rep � 1000
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5.2. Vitesse de sédimentation des particules

5.2.1.5 Comparaison

Stokes éq. (5.2)

Dietrich éq. (5.7)

Turbulent éq. (5.8)

Turbulent Rep = 10 éq. (5.8)

Van Rijn éq. (5.4)

Van Rijn éq. (5.6)

d, diamètre en m

v s
0
,
en
m
/
s

Fig. 5.1 � Comparaison des vitesses de chute libre, vs0 (en m�s�1), en fonction du diamètre de la particule,

d (en m), par les formules de Stokes (équation (5.2)), de Dietrich (équation (5.7)) et de Van Rijn (équation

(5.4) et (5.6)).

La �gure 5.1 donne une comparaison des vitesses de chute libre prédites par les formules de Stokes
(équation (5.2)), de Dietrich (équation (5.7)) et de Van Rijn (équation (5.4) et (5.6)), pour un large
éventail de particules de diamètre d, allant de 1�m (argiles) à 1 cm (graviers) 40.

Pour des particules plus petites que les silts (d � 4�m), les formules de Stokes et de Van Rijn sont
consistantes et fonction du carré du diamètre. La formule de Dietrich prédit, elle, une augmentation de
la vitesse de chute libre, qui peut être interprétée comme résultante du phénomène de �oculation.

Les formules de Van Rijn (5.4) et de Dietrich (5.7) sont consistantes avec la formule de Stokes pour
des particules d'un diamètre supérieur à 4�m (silts), et ce, jusqu'à des diamètres inférieurs à 0.2 mm
(sables �ns) : ces formules suivent pratiquement la même loi de puissance, la vitesse de sédimentation est
proportionnelle au carré du diamètre des particules.

Au delà d'un diamètre de 0.2 mm, la formule de Stokes prédit des vitesses trop élevées. Les formules
de Dietrich et de Van Rijn restent consistantes jusqu'à des diamètres de 5 mm. Les lois de sédimentation
sont alors des fonctions de la racine carrée du diamètre des particules.

On voit ici que l'équation (5.6) proposée par Van Rijn [1984] est dérivée de l'équation (5.8) pour
C�1
d

= 1:1, soit un nombre de Reynolds proche de 100.
Les lois (5.4) et (5.7) sont pratiquement équivalentes sur le domaine de diamètres de particules qui

nous intéresse.

5.2.2 Calcul de vs

Après avoir adopté une des deux lois (5.4) ou (5.7) pour la vitesse de sédimentation d'une particule
isolée dans un �uide pur, il faut maintenant tenir compte de l'in�uence de la présence d'autres particules
dans le voisinage immédiat de la particule en sédimentation.

5.2.2.1 Cas général

Les expériences de Richardson et Zaki [1954] ont montré que, pour des suspensions monomériques
mettant en jeux des populations de particules de taille unique, la vitesse de chute des grains pouvait être

40. cf. annexe C page 271 pour les classi�cations granulométriques.
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exprimée en fonction de leur fraction volumique � dans le mélange, par la loi :

v? =
vs
vs0

= (1� �)n (5.9)

Rep

argiles silts sables graviers

d, diamètre en m

Fig. 5.2 � Variation du nombre de Reynolds des particules Rep, en fonction du diamètre des particules,

d. La vitesse de sédimentation est prise en compte suivant la formule de Dietrich. Les lignes de tirets

séparent les classes granulométriques (cf. tableau 5.1).

L'exposant n a été établi par analyse dimensionnelle et con�rmé expérimentalement par Richardson
et Zaki [1954] et Richardson et Meikle [1961]. Le dispositif expérimental consistait en un tube dans lequel
sédimentait une suspension de particules. L'exposant n est une fonction :

� du rapport du diamètre des grains, d, au diamètre du tube, D ;

� du nombre de Reynolds des particules dans un �uide de viscosité � :

Rep =
�fvs0d

�
(5.10)

La variation du nombre de Reynolds des particules, Rep, en fonction du diamètre des particules est donnée
par la �gure 5.2. Le tableau, de la présente page, indique les valeurs typiques du nombre de Reynolds des
particules associées à chaque classe granulométrique dé�nie dans l'annexe C page 271.

Classe Diamètre (�m) Nombre de Reynolds des particules

Argiles � 4 Rep � 10�4

Silts 4 � d � 63 10�4 � Rep � 0:29
Sables 63 � d � 2000 0:29 � Rep � 302

Graviers � 2000 Rep � 302

Tab. 5.1 � Ordre de grandeur du nombre de Reynolds associé aux classes de particules.

Pour des particules sphériques, les valeurs de n, déterminées expérimentalement, sont les suivantes :

n =

8>>><
>>>:
4; 65 + 19; 5 d

D
pour Rep < 0; 2�

4; 36 + 17; 6 d

D

�
Re�0;03p pour 0; 2 � Rep < 1

4; 45Re�0;1
p

pour 1 � Rep < 500

2; 39 pour 500 � Rep
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5.3. Friction turbulente

Les valeurs critiques du nombre de Reynolds des particules ne coïncident pas avec les valeurs des classes
granulométriques.

5.2.2.2 Simpli�cation

Rep

silts sables graviers

n

Fig. 5.3 � Variation du paramètre n (correction de la vitesse de sédimentation) prédit par la loi de

Richardson, en fonction du nombre de Reynolds des particules. Les lignes de tirets séparent les classes

granulométriques (cf. tableau 5.1 page ci-contre).

Dans notre cas �où on ne considère pas un tube mais un écoulement� le diamètre D s'apparente
à la section basale du courant de gravité, qui a pour dimension l (cf. notation de la �gure 3.2 page 65,
par exemple). Il est vraisemblable que le rapport d

l
soit très petit et puisse être négligé. L'exposant n

peut, alors, être considéré comme étant seulement fonction du nombre de Reynolds des particules. Le
paramètre n suit alors la dé�nition suivante :

n =

8>>><
>>>:
4; 65 pour Rep < 0; 2

4; 36Re�0;03
p

pour 0; 2 � Rep < 1

4; 45Re�0;1p pour 1 � Rep < 500

2; 39 pour 500 � Rep

(5.11)

La �gure 5.4 page suivante montre l'in�uence de la fraction volumique � sur la vitesse de sédimentation
calculée par la méthode de Dietrich.

Pour les très faibles concentrations, inférieures à 0.05, la vitesse de sédimentation n'est pas modi�ée.
Dès que les concentrations sont de l'ordre de 0.1 (10%), il faut tenir compte d'une correction. Par exemple,
comme l'indique la �gure 5.4 page suivante, pour une fraction volumique de 0.2, la vitesse de sédimentation
est réduite de plus de 50% (pour des particules de diamètre d = 100�m, Rep = 1:117, n = 4:4 et
v? = 0:37).

5.3 Friction turbulente

Il ne s'agit pas, ici, d'e�ectuer à proprement parler une fermeture turbulente. En e�et, toutes les
grandeurs turbulentes ont déjà été spéci�ées par l'analyse dimensionnelle, puisque nous n'avions qu'une
seule échelle de vitesse, U0, et une seule échelle de longueur, h. Il s'agit en fait de relier la fonction F?,
introduite par l'équation (4.47) page 90, à des paramètres plus � classiques � de la turbulence.
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vs0

� = 0:001

� = 0:01

� = 0:1

� = 0:2

d, diamètre en m

v s
,
en
m
/
s

Fig. 5.4 � In�uence de la fraction volumique, �, sur la vitesse de sédimentation de Dietrich, prédite avec

la correction de Richardson (cf. équations (5.9) et (5.7)) en fonction du diamètre des particules.

5.3.1 Viscosité turbulente et modèle à 0-équation

Pour un modèle à 0-équation, aucune équation de transport n'est résolue pour calculer les quantités
turbulentes, le tenseur de Reynolds est directement rattaché aux grandeurs moyennes de l'écoulement. Le
problème des fermetures pour les lois sur la turbulence est souvent traité comme celui de la détermination
des lois de comportement d'un �uide turbulent : Les contraintes de Reynolds, sous l'hypothèse de la
viscosité turbulente de Boussinesq, s'écrivent sous la forme :

� 0ij = �u0
i
u0
j
= �T

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
(5.12)

où �T est la viscosité turbulente (qui n'est pas une propriété du �uide). Cette dernière est donnée par :

�T =
l20
t0

(5.13)

l0 étant une échelle de longueur de la turbulence et t0 une échelle de temps de la turbulence. Le forma-
lisme de la viscosité turbulente s'est avéré très utile, mais ne traduit pas toujours �dèlement l'essence
physique des phénomènes en jeu. En e�et, l0 et t0 doivent être spéci�és empiriquement. Les lois pour
l'échelle de longueur de la turbulence et l'échelle de temps de la turbulence ne sont pas des fonctions uni-
verselles, mais dépendent des con�gurations d'écoulement considérées. Les milieux turbulents ne peuvent
être traités comme des milieux continus non Newtoniens, car ils ne satisfont pas nécessairement au prin-
cipe d'indi�érence matérielle [lum70] et l'énergie turbulente ne peut être maintenue que par un apport
extérieur d'énergie ; mais l'on s'écarte ici de notre problème, qui est relativement plus simple : : :

Le premier modèle à 0-équation, basé sur l'hypothèse de la viscosité turbulente a été formulé par
Prandtl [1925]. Il repose sur la théorie de la longueur de mélange qui porte son nom. La viscosité turbulente
est spéci�ée par :

�T = l20

����@u@y
���� (5.14)

où l0 = �y est la longueur de mélange, � est la constante de Von Kármán et y est la distance normale à la
paroi solide [ cf. par ex. Schlichting [1979, chap. xix] pour plus de détails]. Ce modèle n'est formellement
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5.3. Friction turbulente

valable que dans le cas d'écoulements turbulents cisaillés minces �et près de la paroi� et lorsque la vitesse
moyenne est unidirectionnelle [Speziale, 1996].

5.3.2 Connexion à notre problème

La fonction F? nous a permis de relier le tenseur de Reynolds �u0v0 à la vitesse moyenne de l'écoule-
ment U(x; t) par la relation :

�u0v0 = U2(x; t)F?(�)

D'après les équations (5.12) et (5.14), on peut dé�nir F? par :

F? =
�T
U2

@u

@y
=

�
l0
U

�2 ����@u@y
���� @u@y (5.15)

Grâce aux hypothèses de la viscosité turbulente et de la longueur de mélange, la fonction F? est reliée
aux gradients de vitesse de l'écoulement.

On comprend maintenant pourquoi F?(� = 1) est souvent négligeable. Les gradients de vitesse au
sommet de l'écoulement sont très faibles (cf. �gure 5.5).

Pour la fermeture de notre problème, nous considérerons que :

F?(1) = 0 (5.16)

u(y)

y

@u

@y

����
z=0

@u

@y

����
z=h

Fig. 5.5 � Pro�l de vitesse réel simpli�é.

Les valeurs maximales du gradient sont obtenues au bas de l'écoulement. On suppose :

F?(0) = maxF? (5.17)

L'étude des ordres de grandeur de la vitesse u et des �uctuations de vitesse u0 (équation (4.32) page 88)
montre que :

maxF? = O
�
h

L

�
(5.18)
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L étant l'échelle caractéristique de longueur dans la direction principale, h l'échelle caractéristique de
longueur dans la direction transversale.

Pour notre problème nous considérons donc, d'après les équations (5.17) et (5.18), que F?(0) est une
constante d'ordre h=L, soit :

F?(0) = C0 (5.19)

où C0 est un O (h=L)

Remarque 5

C0 peut être rapproché du coe�cient de friction turbulent kt dé�ni par :

u2? = ktU
2

Ce coe�cient de friction turbulent peut être décomposé en deux parties kt1 et kt2 :

1. kt1, qui correspond à la friction de paroi de l'écoulement homogène :

kt1 =
�b
�U2

où �b est le cisaillement basal dans un jet de paroi. Les mesures e�ectuées sur ces écoulements par
Schwarz et Cosart [1961] fournissent :

Cf =
�b

1
2
�u2max

= 0; 01109

Soit :

kt1 =
�umax

U

�2 Cf
2

Le rapport umax

U
étant typiquement égal à deux, on peut considérer que :

kt1 � 2Cf (5.20)

2. kt2, qui correspond aux e�ets des sédiments sur le pro�l de vitesse (chute, strati�cation etc.). Ce
coe�cient peut être une fonction :

� du nombre de Richardson Ri (dé�ni par l'équation (5.45)) ;

� du rapport vs

u?
.

Certains auteurs, comme Akiyama et Stephan [1985, 1988], proposent la relation suivante :

kt2 = CRi
vs
u?

(5.21)

Cette relation est relativement peu satisfaisante dans le mesure où elle introduit des singularités :
lorsque u? ! 0, c'est-à-dire lorsque l'écoulement ralentit, le coe�cient kt2 !1.

5.3.3 Spéci�cation de la longueur de mélange et de la viscosité turbulente

Dans notre étude, nous avons dé�ni la vitesse u(x; z; t) par U(x; t)F (�) (équation (4.46a) page 90).
On peut dé�nir F?(0) par :

F?(0) =

�
l0

h

�2 �
@F

@�

�2
�����
�=0

Le choix d'un pro�l simpli�é pour F e�ectué à la section G.2 page 289, conduit à :

F?(0) =

�
l0
h

�2

(5.22)
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On déduit des équations (5.22) et (5.18) l'ordre de grandeur de la longueur de mélange associé à notre
problème :

l0 = O
 �

h

L

�1=2
h

!

la longueur de mélange est d'un demi ordre de grandeur, mesuré en terme de h=L, moindre que la hauteur
de l'écoulement. L'ordre de grandeur de la viscosité turbulente peut être donné par :

�T = maxF?O(Uh) = O
�
h2
U

L

�
(5.23)

5.4 Transferts de particules

Il s'agit de relier les fonctions G, liée au pro�l de la fraction volumique (équation(4.46b)) et G?, liée
au pro�l de di�usion de la fraction volumique par la turbulence (équation (4.48)), aux autres paramètres
connus de l'écoulement, pour pouvoir, par la suite, �xer les conditions à la limite en z = 0 (équations
(G.18) et (G.19) page 290).

Comme nous l'avons souligné (cf. 2 page 25 page 26), un écoulement, essentiellement dans sa phase
d'accélération (phase i), est capable d'éroder les sédiments présents sur sa trajectoire. Lors de la phase
iii, sa décélération conduit au dépôt progressif de la suspension.

La spéci�cation des conditions aux limites sur la fraction volumique dans un écoulement turbulent
est une étape critique pour représenter le transport des sédiments et consitue un axe de recherche actif,
qui semble ne pas avoir rencontré de solutions complètement satisfaisantes, même dans le cas simple
d'écoulements stationnaires [Fredsøe et Deigaard, 1992]. La majorité des études est basée sur le transport
des sédiments par des écoulements en canal qui s'apparentent à des écoulements du domaine �uviatile.
Nous utiliserons ces résultats.

Dans le cas général, les sédiments peuvent, soit chuter, soit être érodés suivant les contraintes à la base
de l'écoulement, la distribution, le type et la taille des particules, et leur aptitude a être érodés [Olsen,
1997]. Intuitivement, on sent que la di�érence entre la friction basale �dépendant de l'écoulement� et
la contrainte critique �dépendant du type de sédiments� doit déterminer si oui ou non des sédiments
d'une certaine taille peuvent être érodés. L'entraînement a lieu lorsque la contrainte basale est supérieure
à la contrainte critique des sédiments. Le taux d'entraînement est alors proportionnel à la contrainte en
excès. Si la contrainte basale est inférieure à la contrainte critique, il y a dépôt.

5.4.1 Distribution verticale des sédiments

Il convient d'abord d'étudier la distribution des sédiments au sein de l'écoulement. L'évolution de la
fraction volumique au sein de l'écoulement est déterminée par l'équation (4.39d) page 89. À l'équilibre
�stationnarité et uniformité de l'écoulement�, on peut écrire :

@�vs
@z

� @

@z
�0v0 = 0

ou :

�vs � �0v0 = 0 (5.24)

avec les conditions limites �(1) = 0 et �0v0(1) = 0 (cf. section G.2.1 page ??). La sédimentation est
égale au dépôt.

5.4.1.1 Di�usivité turbulente

La di�usivité turbulente caractérise le transport des particules par le mouvement turbulent. La pre-
mière étape, dans la fermeture du problème, est de spéci�er une fermeture pour le �ux turbulent de
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fraction volumique. Par analogie au concept de viscosité turbulente, ce terme peut être considéré comme
étant dû à la � di�usivité turbulente � �T (section 4.2.3, page 83) :

�0v0 = ��T
@�

@z
(5.25)

La fermeture porte maintenant sur �T . Classiquement, par analogie avec les transferts thermiques (ana-
logie de Reynolds [Schlichting, 1979, xii f.3.]), la di�usivité peut être reliée à la viscosité turbulente par
la dé�nition du nombre de Schmidt turbulent :

ScT =
�T
�T

(5.26)

La valeur du nombre de Schmidt turbulent rend compte de la di�érence de transport entre les particules de
sédiments et les � particules � de �uide (structures cohérentes de �uide ou tourbillons) par les �uctuations
turbulentes. Il n'est pas constant et n'est pas a priori égal à 1. Les raisons pour lesquelles ScT dévie de
l'unité sont exposées dans [Fredsøe et Deigaard, 1992, pp. 230�234].

Sa diminution peut être due à la sédimentation des particules, à une relaxation due au temps que met
une particule à atteindre la vitesse du �uide [Simonin, 1991].

Son augmentation peut être due aux forces centrifuges qui ont plus d'e�et sur les particules (dont
la densité est supérieure à celle du �uide) que sur les � particules � de �uide elle-même [Simonin, 1991;
Van Rijn, 1984; Wang et Maxey, 1993]. Csanady [1963] relie le temps caractéristique des tourbillons, �t,
au temps caractéristique du mouvement turbulent � vu � par les particules, �p, dans la direction normale
au mouvement moyen, par la relation (ici simpli�ée) :

�p
�t

=

 
1 + 4C�

�
vs
u?

�2!�1=2

L'inverse du nombre de Schmidt turbulent peut alors être approximé, au premier ordre, par :

Sc�1
T

= 1 + 2C�

�
vs

u?

�2

(5.27)

Cette forme correspond à celle retrouvée par Van Rijn [1984] pour laquelle le calage sur les travaux
expérimentaux de Coleman [1981], donne pour 0:1 � vs=u? � 1, une valeur de C� égale à 1. La di�usivité
des sédiments est alors toujours plus élevée que celle du �uide.

Van Rijn [1984] inclue également, dans les processus modi�ant le nombre de Schmidt turbulent, des
e�ets d'amortissement de la turbulence du �uide dûs à la présence des particules (modi�cation de la
constante de Von Kármán), en particulier à concentration élevée.

D'après la dé�nition (5.26) du nombre de Schmidt turbulent, l'équation (5.24) se met sous la forme :

�vs + Sc�1
T
�T
@�

@z
= 0 (5.28)

5.4.1.2 Distribution de Vanoni (distribution à l'équilibre)

La forme de la viscosité turbulente précisée par l'équation (5.14) n'est valable, nous l'avons vu, que
près de la paroi. Elle permet d'écrire la friction turbulente basale de l'écoulement sous la forme (loi
logarithmique de vitesse) :

u? = �y
@u

@y
(5.29)

On suppose que la distribution des contraintes turbulentes dans l'écoulement peut être exprimée par
(écoulement stationnaire en canal) :

� 0 = � 0b

�
1� z

h

�
(5.30)
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où � 0
b
représente la friction basale et est égale à u2?, h étant la hauteur totale de l'écoulement. En substituant

les équations (5.29) et (5.30) dans l'expression de la viscosité turbulente (5.14), l'équation d'équilibre de
la fraction volumique (5.28) s'écrit :

�vs + Sc�1
T
�u?z

�
1� z

h

� @�
@z

= 0 (5.31)

Supposons, dans un premier temps, que la vitesse de sédimentation est une constante, que le nombre de
Schmidt turbulent est constant et égale à 1 (en e�et, la spéci�cation du nombre de Schmidt en fonction
d'autres paramètres de l'écoulement, comme la fraction volumique, rendrait obligatoire l'intégration nu-
mérique). Le choix de ScT = 1 est arbitraire, il signi�e que les particules de sédiments sont di�usées, par
la turbulence, comme les tourbillons, ce qui constitue une approximation grossière. Avec ces hypothèses,
l'équation (5.31) s'intègre pour donner :

�b
�be

=

�
1� �

�

�b
1� �b

�Z
(5.32)

Cette distribution est appelée distribution de Vanoni (ou de Rouse), le paramètre Z = vs=�u? est le
nombre de Rouse [1938]. La fraction volumique �b est une concentration de référence à une distance b
au dessus du sol (cf. équation (G.16) page 290). La forme de la distribution est très sensible au choix du
niveau de référence b, à la fraction volumique, �be, associée à ce niveau et aux variations du nombre de
Rouse [Fredsøe et Deigaard, 1992; Van Rijn, 1984].

5.4.1.3 Utilisation de la fraction volumique basale à l'équilibre

La méthode, fréquemment utilisée pour les écoulements en canal ouvert et qui a donné lieu à de
nombreuses publications, est de spéci�er la concentration basale de l'écoulement à l'équilibre, �be.

�be est souvent exprimée, par des lois semi-empiriques, sous forme d'une loi de puissance de la friction
turbulente basale � 0

b
(ou de la vitesse de friction basale u2?, cf. équation (5.30) et (5.29)), c'est-à-dire par

une formule du type :

�be � � 0p
b
� u2p

?
(5.33)

où p est un exposant qui varie entre 1 et 15 suivant les formules considérées. On peut trouver une revue
bibliographique de ces méthodes dans [Garcia et Parker, 1991]. Cette formulation n'est valide que dans
le cas où les sédiments couvrant le lit sont identiques à ceux de la suspension.

Il existe deux théories qui s'a�rontent quand à l'utilisation de la fraction volumique à l'équilibre pour
calculer les paramètres de la suspension hors équilibre :

1. utilisation de �be pour la spéci�cation d'une condition à la limite sur la fraction volumique à la
base de l'écoulement hors équilibre ;

2. utilisation de �be pour la dé�nition du �ux turbulent (condition limite de gradient).

Théorie 1 : Utilisation de �be pour la spéci�cation d'une condition à la limite sur la fraction volumique
à la base de l'écoulement hors équilibre :

�b = �be (5.34)

Il est donc supposé que �b est la même fonction dans des conditions d'écoulement que dans le cas
d'équilibre. Pour exemple Van Rijn [1984] propose une formule (ici simpli�ée) dérivée de l'étude la
couche de saltation :

�b = 0:015
d

b

T
3=2
?

D?

(5.35)
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avec

8>>>>><
>>>>>:

T? =
u
02
?
�u2

?cr

u2
?cr

paramètre de transport

u0? vitesse de friction basale liée aux grains ( 6= u?)

u?cr vitesse de friction basale critique

D? = d
�
�p��f
�f

g

�

�1=3
diamètre adimensionnel des particules

La vitesse de friction basale critique, u?cr, est reliée à la contrainte critique basale dé�nie par
Shields :

u?cr =
�c

�p � �f
= �0gd

où �0 est le paramètre de Shields [[Shields, 1936] in : [Cao et Lerche, 1994; Van Rijn, 1984]], fonction
du diamètre des grains et dont les valeurs sont données dans le tableau 5.2.

Type de lithologie Taille des grains (mm) Valeur de �0

Galet > 4,000 � 0; 05
Granule 2,000 � 4,000 � 1; 040
Sable très grossier 1,000 � 2,000 � 0; 040
Sable grossier 0,500 � 1,000 � 0; 035
Sable moyen 0,250 � 0,500 � 0; 030
Sable �n 0,125 � 0,250 � 0; 040
Sable trè �n 0,062 � 0,125 � 0; 060
Silt grossière 0,020 � 0,062 � 0; 15
Silt �ne 0,004 � 0,020 � 0; 500
Argile < 0,004 � 1; 000

Tab. 5.2 � Paramètre de Shields (contrainte critique adimensionnelle).

La comparaison de la contrainte basale �b, et de la contrainte critique �c, permet de dé�nir les
critères d'érosion�dépôt : 8><

>:
si �b > �c ) érosion,

si �b = �c ) préservation,

si �b < �c ) dépôt.

Il est également possible, par une formule du type (5.32), de calculer la distribution des sédiments
�(z). La dé�nition de la distribution de particules permet de dériver les conditions à la limite sur
les �ux de particules au bas de l'écoulement. Une équation de la forme (5.25), sous couvert de la for-
mulation de la di�usivité turbulente, �T , permet de calculer le �ux turbulent de fraction volumique.
Cette méthode est employée par Fredsøe et Deigaard [1992]; Smith et McLean [1977]; Van Rijn
[1984].

Théorie 2 : Utilisation de �be pour la dé�nition du �ux turbulent (condition limite de gradient). Cette
méthode développée originalement par Parker [1978] et repris par Parker [1982] pour les écoulements
turbiditiques repose sur les arguments suivants : le �ux de sédiments, F , est dé�ni par :

F (y) = �vs � �0v0 (5.36)

À l'équilibre, le �ux de sédiments, F (b), à la base de l'écoulement est nul (équation (5.24)) :

F (b) = �vsjb � �0v0
��
b
= 0
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En dé�nissant un taux adimensionnel d'entraînement des sédiments, Es, dans la suspension par la
turbulence par 41 :

vsEs = �0v0
��
b

(5.37)

l'équilibre de la suspension, en reportant l'équation (5.37) dans F (0), entraîne :

Es = �be (5.38)

C'est ici la forme de Es qui est supposée être la même hors ou à l'équilibre. Es est fonction de la
friction basale, et du nombre de Reynolds des particules suivant :

Rp =
(��
�
gd)

1=2d

�

où � est la viscosité cinématique de l'eau, et d est le diamètre des particules du lit.

À titre d'exemple Parker, Fukushima et Pantin [1986] ont proposé la fonction semi-empirique sui-
vante pour le taux adimensionnel d'entraînement des sédiments de diamètre allant 0,06�1,00 mm :

Es =

8>><
>>:
0; 3 si Z > Zm;

3� 10�12Z10

�
1� Zc

Z

�
si Zm > Z > Zc;

0 si Zc > Z:

(5.39)

avec

Zm = 13; 2 Zc = 5 Z = R1=2
p
 

où

 =
u?
vs

La fonctionEp(Z) est très raide. Ceci qui indique que l'érosion a un comportement assez � explosif �.
Le terme vs�jb contenant la fraction volumique basale hors équilibre �b, est estimé par le rapport
r = �b=�, où � est la fraction volumique moyennée sur la hauteur (cf. par ex. section 4.4.1 page 90
sur la théorie des pro�ls similaires). D'après la distribution de Vanoni, r est dé�ni par :

r =
1Z 1

�b

�
1� �

�

�b
1� �b

�Z
d�

(5.40)

En pratique r est souvent approximé par des relations semi-empiriques.

r =

"
1 + 31; 5

�
u?
vs

��1;46#
(5.41)

Les tests expérimentaux e�ectués sur cette formule ont montré qu'elle était valable sur un intervalle
tel que 5 < u?=vs < 50 [Parker et al., 1986]. Cette formule, développée pour les écoulements à
surface libre, doit être modi�ée pour tenir compte de la di�érence de pro�l de concentration entre
les écoulements à surface libre (�uviaux) et les courants gravitaires. De façon plus simple, r peut
être approximé par une constante [Parker, 1982] comprise entre environ 1,6 [Parker et al., 1986] et
2 [Parker, Garcia, Fukushima et Yu, 1987].

La méthode du gradient a été utilisées par Akiyama et Stephan [1985, 1988]; Fukushima, Parker et
Pantin [1985]; Parker et al. [1986, 1987]

41. Ce choix peut sembler arti�ciel dans la mesure où de simples arguments phénoménologiques tendent plutôt à associer la

vitesse de l'écoulement (la contrainte basale en particulier), plutôt que la vitesse de sédimentation, au phénomène d'érosion

(cf. section 3.6.2 page 71).
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u?=vs

r

Fig. 5.6 � Variation de la fraction volumique proche du lit

L'interêt principal de ces deux méthodes réside dans le fait que les conditions d'équilibre, et �be
en particulier, fournissent une moyenne pour l'évaluation de la fraction volumique basale �b ou pour
l'évaluation du coe�cient d'entraînement Es. On suppose donc que la même relation reste applicable
dans le cas des suspensions hors équilibre. Dans ce cas �b 6= �be (ou Es 6= �be, dans les méthodes de
gradient) et est évalué comme une fonction des paramètres de l'écoulement par la relation d'équilibre.
Le �ux de sédiments est alors di�érent de zéro et est donné par une relation (5.24) ou (5.36) dans les
méthodes de gradient.

5.4.2 Retour et application à notre problème

Pour ce qui est de notre problème, nous supposons que les sédiments sont rendus disponibles par leur
mobilisation dans la couche de saltation et nous n'introduisons pas de contrainte critique.

5.4.2.1 Fraction volumique basale

La fonction G a été introduite par l'équation (4.46b) page 90. La valeur �(t)G(0) spéci�e, dans notre
modèle, la valeur de la fraction volumique au bas de l'écoulement.

En se basant sur la distribution de Vanoni (équation (5.32)) et les résultats dérivés par Parker [1982]
(équation (5.41)), puis con�rmés expérimentalement par [Parker et al., 1986, 1987], on suppose que la
fraction volumique basale peut être approximée comme étant une part constante de la fraction volumique
moyenne. On écrira :

�b

�
= G(0) = C3 (5.42)

où C3 est une constante d'ordre 1.

5.4.2.2 Di�usion turbulente des particules

Il s'agit de relier la fonction G?, introduite par l'équation (4.48) dans la théorie de similitude, aux
autres paramètres de l'écoulement. La fonction G? relie le terme de di�usion turbulente des particules, à
la vitesse moyenne et à la fraction volumique moyenne par :

��0v0 = U(x; t)�(x; t)G?(�)
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Par analogie avec le concept de viscosité turbulente (équation (5.25)) et grâce à l'analogie de Reynolds
permettant de dé�nir le nombre de Schmidt turbulent ScT (équation (5.26)), on dé�nit G? par :

G? =
Sc�1

T
�T

U�

@�

@z

Compte tenu de la dé�nition de la viscosité turbulente (5.14), on peut aussi écrire :

G? =
Sc�1

T
l20

U�

����@u@y
���� @�@z

�(y)

y

@�

@y

����
z=0

@�

@y

����
z=h

Fig. 5.7 � Pro�l de fraction volumique réel simpli�é.

Les valeurs maximales du gradient de fraction volumique et de vitesse sont obtenues au bas de l'écou-
lement (cf. �gure 5.7 et 5.5 page 115). On suppose donc :

G?(0) = maxG?

Dans notre étude, la fraction volumique �(x; z; t) a été dé�nie par �(x; t)G(�) (équation (4.46b) page 90).
Compte tenu de l'estimation (5.23) de �T , on obtient pour G?(0) :

G?(0) = Sc�1
T

maxF?
@G

@�

����
�=0

Le choix de pro�l simpli�é pour G, e�ectué à la section G.2 page 289, mène à :

@G

@�

����
�=0

= �1

soit :

G?(0) = �Sc�1
T

maxF?

L'équation (5.27) permet de déterminer l'ordre de grandeur du nombre de Schmidt turbulent. L'ordre

de grandeur du terme vs=u? est donné par l'équation (4.36), c'est un O (h=L)
1=2. Le nombre de Schmidt
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turbulent est donc de la forme :

Sc�1
T

= 1 +O
�
h

L

�

On suppose pour notre problème de fermeture que :

Sc�1
T

= C4 (5.43)

où C4 est une constante d'ordre 1.
G?(0) est donc du même ordre que maxF?, c'est-à-dire :

G?(0) = O
�
h

L

�

La fermeture sur G?(0) est la suivante :

G?(0) = �C0C4 (5.44)

où C0 est dé�ni par l'équation (5.19).

5.5 Incorporation de �uide

L'entraînement du �uide ambiant par l'écoulement est une propriété importante, qui distingue les
écoulements gravitaires des écoulements �uviatiles. Cet e�et d'entraînement d'eau a pour conséquence
d'augmenter le volume de l'écoulement et de réduire la concentration en particules dans l'écoulement.

5.5.1 Préliminaires

Le concept de l'entraînement a été exposé à la section 4.4.4 page 92 et utilisé pour la modélisation des
équations d'ondes longues (cf. section G.3.2 page 293). Il est basé sur des considérations dimensionnelles
et des arguments de similitude. Il s'agit ici de déterminer le facteur C reliant la vitesse d'entraînement à
la vitesse moyenne du �uide (cf. équation (4.53) page 92). On présente également un complément d'étude
permettant de dé�nir les paramètres in�uant sur ce phénomène.

Dans les courants gravitaires, la composante de la gravité suivant la normale à la pente à un e�et
inhibiteur sur le mélange de la suspension avec le �uide ambiant [Hop�nger, 1983; Turner, 1986]. On
suppose donc que C n'est plus une constante d'ordre h=L, mais une fonction, que l'on notera E, dépendant
du nombre de Richardson généralisé, comme dé�ni par Ellisson et Turner [1959] :

Ri =
�p � �f
�f

gh cos �

U2
(5.45)

Ce nombre caractérise les e�ets stabilisants de la di�érence de densité entre l'écoulement suspensif et le
�uide ambiant sur l'� interface � par l'importance relative des forces gravitaires (numérateur) et inertielles
(dénominateur). Lorsque le nombre de Richardson dépasse une valeur critique, qui est proche de l'unité,
l'écoulement est dénommé subcritique. L'entraînement devient faible.

Ellisson et Turner [1959] et Turner [1986] montrent que E est une fonction � forte � de Ri et peut
être représentée par :

E =
E0 � 0:1Ri

1 + 5Ri
(5.46)

Lorsque Ri! 0, E atteint la valeur constante E0 égale à 0:08 [Turner, 1986]. E0 représente la valeur de
l'entraînement pour un �uide pur. Les mesures expérimentales semblent également bien concorder avec
une relation exponentielle du type :

E = E0e
�kRi (5.47)
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éq. (5.46), E0 = 0:075

éq. (5.47), E0 = 0:075; k = 5

éq. (5.48)

éq. (5.49), E0 = 0:075

Ri

E

Fig. 5.8 � Taux d'entraînement du �uide ambiant.

où E0 = 0:08, et k est une constante.
Ces relations ont été calibrées sur des travaux expérimentaux, pour des valeurs de Ri inférieures à 0.4

[Ellisson et Turner, 1959].
On trouve dans la littérature d'autres formules empiriques pour déterminer l'entraînement de l'eau le

long de l'interface supérieure. À titre d'exemple, dans :

� Fukushima et al. [1985]; Parker et al. [1986] :

E =
0; 00153

0; 0204+Ri
(5.48)

D'après l'équation (5.48), lorsque Ri approche zéro, E atteint une valeur constante de 0,075 (elle
correspond aux E0 des autres formules). Lorsque Ri tend vers l'in�ni, l'entraînement prédit par
l'équation (5.48) décroît comme Ri�1.

� Parker et al. [1987] :

E =
E0�

1 + 718Ri
12=5

�1=2 (5.49)

Lorsque Ri tend vers zéro, E est égale à E0. E0 est estimée à 0,075 [Parker et al., 1987]. Lorsque
Ri est grand, E peut être approchée par [in : Parker et al. [1987]] :

E = 2:8 � 10�3Ri�6=5 (5.50)

Ces formules sont calibrées expérimentalement jusqu'à des nombres de Richardson égaux à 100, elles
reproduisent également de façon satisfaisante les données expérimentales de Ellisson et Turner [1959].
Ces di�érentes formules sont représentées sur la �gure 5.8.

La variation de l'entraînement en fonction d'autres paramètres de l'écoulement, comme le nombre de
Reynolds en particulier, n'a pas été clairement établie. Ce dernier semble être sans e�et sur E [Ellisson
et Turner, 1959].

En�n, citons la loi dérivée expérimentalement par Beghin [1979] pour des particules dont le diamètre
est de 10�m :

E = 10�2� + 0; 2 (5.51)
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Fig. 5.9 � Points expérimentaux et fonction d'entraînement dé�nie par Beghin [1979] en fonction de la

pente.

Pente 5o 10o 15o 20o 25o 45o 60o 75o 90o

E 0.24 0.26 0.32 0.39 0.45 0.65 0.8 0.95 1.1

Tab. 5.3 � Valeurs expérimentales de la fonction d'entraînement dé�nie par Beghin [1979] en fonction

de la pente.

où � est l'angle de pente en degrés. Cette loi a été calibrée d'après les valeurs reportées dans le tableau 5.3.
Elle est représentée sur la �gure 5.9. À noter que cette loi n'est pas de l'ordre de grandeur estimée par la
théorie de similitude sur les jets, pour lesquels on trouve E0 � 0:075, mais est de l'ordre de deux à trois
fois plus élevée. En e�et, elle est calculée à partir de la variation de volume de la tête d'un écoulement
(cf. �gure 8.2 page 182), dont les échelles caractéristiques ne sont pas celle de la théorie de similitude.
Elle n'est pas fonction de la granulométrie, ni des paramétres dynamiques, mais est une fonction directe
de la pente.

5.5.2 Application à notre problème

Les formules développées pour quanti�er l'entraînement ou l'incorporation du �uide ambiant sont
nombreuses et de formes diverses : lois de puissances ou lois exponentielles. Elles ont cependant en commun
le fait d'être des fonctions du nombre de Richardson :

� Lorsque Ri tend vers zéro (régime supercritique), les e�orts gravitationnels sont négligeables dans
le processus de stabilisation, le coe�cient d'entraînement tend vers une valeur constante qui est
dé�nie pour le �uide pur.

� Lorsque Ri devient grand ou tend vers l'in�ni (régime subcritique), les e�orts gravitationnels sont
dominants par rapport aux e�orts inertiels dans le processus de stabilisation, résultant en une
diminution du coe�cient d'entraînement.

On adoptera simplement la relation suivante qui rend compte de manière satisfaisante des deux ca-
ractéristiques exposées précédemment :

E =
C1

C2 +Ri?
(5.52)
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où C1 et C2 sont deux constantes et Ri? est la nombre de Richardson modi�é dé�nit par :

Ri? =
�p � �f
�f

gh cos �

(UT + U?)2
(5.53)

Lorsque Ri? est très grand, l'incorporation est proportionnelle à C1Ri
�1
?
. Lorsque le nombre de Richardson

tend vers zéro, l'entraînement est constant et tend vers le rapport C1=C2 qui est d'ordre h=L.

5.6 Modèle T fermé

On rappelle la dé�nition du paramètre a (cf. équation 4.76 page 101) :

a =

8><
>:
�1 si 1 � U

T

U?

1 si 1 � �U
T

U?

�U
T

U? sinon

Problème sur la hauteur h(t) :

�

2

dlh

dt
=

C1

C2 +Ri

�
(1� a2)U? � 2aUT

�
l

Problème sur la fraction volumique �(t) :

�

2

d�lh

dt
= �l

�
C0C4

�
(1� a2)U? � 2aUT

�
� 2vsC3

�

Problème sur la vitesse du barycentre UT (t) :

�

2

dUThl

dt
=
�

2
hlg0x�[1� 
]� 2lC0

��
1� a2

�
U?UT � 1

3
a3U?2 � aUT2

�

Problème sur la vitesse de déformation U?(t) :

1

3

dU?lh

dt
� hUT2 =

1

2
g0
z
h2�[1� 
]� lC0

�
a2U?UT +

1

3

�
1 + a3

�
U?2 + (1 + a)UT2

�

Sous forme développée, le système s'écrit :

_h = �h
l
U? +

E

C

�
U?
�
1� a2

�
� 2aUT

�
(5.54a)

_� = � �

Ch

��
U?
�
1� a2

�
� 2aUT

�
(C0C4 �E)� 2C3vs

�
(5.54b)

_UT = g0x�[1� 
]� 1

Ch

�
1� a2

�
(2C0 +E)U?UT +

2a

Ch
(C0 +E)UT2 +

2

3

C0

Ch
a3U?2 (5.54c)

_U? =
3

2
g0
z

h

l
�[1� 
] +

a

Ch
(2E � 3CC0a)U

?UT +
3

h

�
h

l
� C0 (1 + a)

�
UT2

� 1

Ch

�
E
�
1� a2

�
+ CC0

�
1 + a3

��
U?2 (5.54d)

_l = U?; _X = UT (5.54e)

avec le coe�cient E :

E =
C1

C2 +Ri

et C = �=2, un facteur de forme géométrique.
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Troisième partie

Sur le comportement qualitatif du

modèle

Le modèle établi dans la partie précédente est constitué d'un système d'équations di�érentielles et
d'un ensemble de relations algébriques. Les variables du système sont des fonctions du temps. Dans le cas
général d'un écoulement réel, les solutions exactes de ce système ne sont pas accessibles analytiquement.

Il est cependant possible, pour ce type de système, de trouver analytiquement des solutions exactes ou
du moins des solutions asymptotiques du temps (t!1), qui permettent en sus de tester la consistance
du modèle numérique (présenté à l'annexe I) sur les temps longs. Ce point fera l'objet du chapitre 6. Ces
solutions ne renseignent cependant pas sur les phases transitoires de l'évolution de l'écoulement.

L'accès à l'expérimentation numérique permet de tester la réponse du modèle théorique par rapport
aux di�érents paramètres, dont notamment les conditions initiales. Le chapitre 7 montre le bon compor-
tement quantitatif et permet de déterminer les paramètres les plus in�uents du modèle.
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La matière est indi�érente au repos ou au mouvement,

autrement dit elle n'est originalement portée ni vers l'un ni vers l'autre.

Schopenhauer.

Chapitre 6

Propriétés du système dynamique et

exemples de solutions analytiques

Nous présentons dans ce chapitre une étude analytique des modèles P et T représentés par des
systèmes d'équations di�érentielles non-linéaires. Pour cette étude, nous ferons appel le plus souvent à
des techniques classiques d'analyse locale, qui permettent :

� d'obtenir une image qualitative globale des solutions du système non-linéaire, par l'analyse des
points critiques.

� de trouver la forme de solutions asymptotiques du temps (t!1), par des arguments de � balance
dominante �.

L'étude est accomplie sur di�érents types d'écoulements et montre l'évolution des solutions lorsque
l'on prend en compte de nouveaux phénomènes.
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Chapitre 6. Propriétés du système dynamique et exemples de solutions analytiques

6.1 Préliminaires

On rappelle le modèle T :

hauteur :

_h = �h
l
U? +

E

C

�
U?
�
1� a2

�
� 2aUT

�
(6.1a)

fraction volumique :

_� =
�

Ch

��
U?
�
1� a2

�
� 2aUT

�
(C0C4 �E)� 2C3vs

�
(6.1b)

vitesse moyenne :

_UT = g0x�[1� 
]� 1

Ch

�
1� a2

�
(2C0 +E)U?UT +

2a

Ch
(C0 +E)UT2 +

2

3

C0

Ch
a3U?2 (6.1c)

vitesse d'étalement :

_U? =
3

2
g0z
h

l
�[1� 
] +

a

Ch
(2E � 3CC0a)U

?UT +
3

h

�
h

l
� C0 (1 + a)

�
UT2

� 1

Ch

�
E
�
1� a2

�
+ CC0

�
1 + a3

��
U?2 (6.1d)

_l = U?; _X = UT (6.1e)

Le coe�cient d'entraînement E est donné par :

E =
C1

C2 +Ri

, les paramètres C0; C3 et C4 sont respectivement les coe�cients de friction, de fraction volumique basale,
de Schmidt turbulent. Le paramètre a est dé�ni par :

a =

8><
>:
�1 si 1 � U

T

U?

1 si 1 � �U
T

U?

�U
T

U? sinon

La constante C = �=2 est un facteur de forme géométrique.
Le système modélisant l'écoulement peut donc être mis sous la forme :

dx

dt
= f(x); x(t0) = x0 (6.2)

où x est un vecteur formé des inconnues h;�; UT ; U?; l et X :

x = (h;�; UT ; U?; l; X)t

C'est un système dit autonome : La variable de dérivation n'apparaît pas explicitement dans le second
membre de l'équation. Le système est donc invariant par translation t ! t + a. L'espace formé des
variables h;�; UT ; U?; l et X est appelé espace des phases. La fonction f présente des singularités pour
h0 = l0 = 0.

Nous avons utilisé deux méthodes d'analyse locale [Bender et Orszag, 1978] :

1. l'analyse des points critiques ;

2. la recherche de solutions asymptotiques.

Les principaux éléments de ces méthodes sont reportés en annexe K page 325.
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6.2. Exemple du glissement de terrain indéformable

6.2 Exemple du glissement de terrain indéformable

Le premier cas physique que nous nous proposons de traiter peut s'apparenter à un glissement de
terrain indéformable, sans transfert de masse, soumis à une force de friction quadratique. Le solide
n'incorporant pas d'eau :

E = 0 (C1 = 0)

Étant indéformable et n'échangeant pas de particules avec le support (C3 = C4 = 0) :

h � h0; l � l0; � � �0

La vitesse d'étalement est par dé�nition identiquement nulle :

U? � 0

et d'après l'équation (H.15), pour UT � 0 on a a � �1. Le système (6.1) se réduit à l'unique équation
(6.1c) qui peut être mise sous la forme 42 :

_UT = G�KUT2 (6.3)

avec G = g0
x
�[1� 
] et K = 2C0=Ch, tous deux positifs.

6.2.1 Points critiques

Sur des pentes non nulles (G > 0), il existe un point critique :

U+ =
p
G=K

Ce point critique, U+, correspond à la vitesse stationnaire dé�nie par Middleton [1966] (cf. équation (2.4)
page 27).

Remarque 6

Sur des pentes décroissantes, G! 0 et U+ = 0.

6.2.2 Linéarisation

La linéarisation au voisinage du point critique, U+, consiste à e�ectuer la substitution U
T ! U+ + ",

où "! 0. L'équation (6.3) linéarisée s'écrit :

_" = �2KU+"

La solution est de la forme :

" = Ae�2KU+t

La valeur propre associée à la solution est �+ = �2KU+, et �+ 2 R
�
� . Le point critique U+ est un

point critique stable pour le système linéarisé (théorème 1 de l'annexe K page 325) et pour le système
non-linéaire (théorème 2).

On pose UT (t0) = U0. Les conclusions sur le comportement global de la solution sont les suivantes :

� Si U0 > U+, alors U
T (t)! U+ lorsque t!1,

� Si U0 = U+, alors U
T (t) = U+ pour tout t,

� Si 0 � U0 < U+, alors U
T (t)! U+ lorsque t!1,

L'analyse des points critiques a permis de voir la façon dont la condition initiale U0 a�ecte le comporte-
ment de UT (t) lorsque t!1. Pour connaître le vitesse à laquelle UT (t) tend vers l'in�ni ou vers U+, il
faut utiliser d'autres méthodes d'analyse locale.

42. L'étude est la même pour les modèles P et T.
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Chapitre 6. Propriétés du système dynamique et exemples de solutions analytiques

6.2.3 Solutions asymptotiques sur pentes variables

Pour a�ner l'analyse locale, on étudie le comportement des solutions sur des pentes (sin �) variant
comme X#, où # � 0 (pentes décroissantes ou constantes). On recherche, lorsque t ! 1, l'exposant �
du premier terme de solutions de la forme de séries de Frobenius [Bender et Orszag, 1978, Chap. Three] :

x = t�
1X
n=0

ant
�n (6.4)

Comme _X = UT , on a la relation suivante :

�X � 1 = �U

La pente suit donc la loi :

sin � � t#(�U+1) (6.5)

En reportant cette forme dans l'équation (6.3), on obtient (équilibre de G et K) :

UT � t
�#

#�2 (6.6)

Sur des pentes décroissantes (# < 0), quelles que soient les conditions initiales, la vitesse de l'écoule-
ment décroît comme une puissance du temps lorsque t ! 1. Sur des pentes constantes (# = 0), le
comportement asymptotique de UT est indépendant du temps et est constant. Cette constante est U+.

6.2.4 Solution exacte

En�n, il est possible de trouver une solution analytique de l'équation (6.3). Cette équation est du type
de Riccati 43. dont la solution générale est :

W =
�1
2U+

+ Ce2KU+t

La solution générale de l'équation (6.3) est donc :

UT = U+ +
2U+

2CU+e2KU+t � 1

La constante C est spéci�ée par les conditions initiales UT (t0) = U0, et mène à la solution :

UT = U+ �
2U+(U0 � U+)e

�2KU+t

(U0 � U+)e�2KU+t � (U0 + U+)e�2KU+t0

Cette solution est reportée sur la �gure 6.1 page suivante, ainsi que le comportement asymptotique (6.6)
et des solutions numériques.

6.3 Exemple d'un écoulement de densité non-miscible

Le cas physique que nous proposons de traiter ici peut s'apparenter à un écoulement de densité
turbulent non-miscible. Il n'y a donc pas d'incorporation d'eau :

E = 0 (C1 = 0)

et pas de transfert de particules :

� � �0 (C3 = C4 = 0)

43. Équation de la forme : _X = AX2 +BX +C.
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6.3. Exemple d'un écoulement de densité non-miscible

0 . 0 1

0 . 1

1

1 0

0 . 1 1 1 0 1 0 0

Comportement asymptotique

Solution numérique U0 = 0

Solution analytique U0 = 0

Solution numérique U0 = 4

temps en s

v
it
es
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en
m
/
s

Fig. 6.1 � Solutions numériques, exactes et asymptotiques pour le cas d'un glissement indéformable soumis

à une force de friction quadratique sur pente constante (# = 0). Les solutions UT sont des fonctions du

temps t. Les solutions numériques et exactes pour U0 = 0 sont confondues.

Le volume étant constant, la relation suivante s'applique :

(hl)_= 0

La forme du système est la suivante :

_hl + h _l = 0 (6.7a)

_UT = g0
x
�[1� 
]� 2

C0

Ch

�
1� a2

�
U?UT + 2
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Ch
aUT2 +

2

3
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a3U?2 (6.7b)
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g0z
h

l
�[1� 
]� 3a2
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1

h

�
h

l
� C0 (1 + a)

�
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Ch

�
1 + a3

�
U?2 (6.7c)

_l = U?; _X = UT (6.7d)

Ce système véri�e les conditions de Cauchy-Lipschitz lorsque h 6= 0 et l 6= 0.

6.3.1 Points critiques

Le système sous la forme (6.7) n'admet pas de points critiques, puisqu'en e�et pour h 6= 0 et l 6= 0 les
seconds membres de (6.7b) et (6.7c) ne sont jamais nuls 44.

Le système doit être repris sous sa forme originale qui est :

_hl + h _l = 0

hl _UT = hlg0
x
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]� 2
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C
l
�
1� a2

�
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C0

C
alUT2 +

2

3

C0

C
a3lU?2

hl _U? =
3

2
g0
z
h2�[1� 
]� 3a2lC0U

?UT + 3 (h� C0l (1 + a))UT2 � C0

C
l
�
1 + a3

�
U?2

_l = U?; _X = U

44. Il existe des points critiques sans les équations (6.7d), c'est-à-dire pour U?
6= 0 et UT

6= 0. Ces points ne rendent

stationnaires ni la position, ni la longueur. Ce sont des points à vitesses constantes.
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Chapitre 6. Propriétés du système dynamique et exemples de solutions analytiques

Les points critiques sont tels que U? = 0 et UT = 0 (équation (6.7d) page précédente). Le système véri�é
par les points critiques se simpli�e en :

0 = G0xhl

0 =
3

2
G0zh

2

où G0x = g0x�[1 � 
] et G0z = g0z�[1 � 
]. Le point critique est : (l = l1; h = 0; UT = 0; U? = 0), où la
notation �1 correspond à une valeur quelconque de la variable lorsque t!1.

6.3.2 Linéarisation au voisinage du point critique

On e�ectue la substitution :

l! l1 + "l

h! "h

UT ! "U

U? ! "U?

Nous choisissons le paramètre a = �1, en supposant que "U

"U?
! c; c � 1, c'est-à-dire que les vitesses

tendent vers zéro à la même � vitesse � ou du moins de façon telle que limt!1 UT � limt!1 U?.
Pour l1 6= 0, le système devient :

_"h (l1 + "l) + _"l"h = 0

"h _"U = G0
x
"h � 2

C0

C
"2
U
� 2

3

C0

C
"2
U?

"h(l1 + "l) _"U? =
3

2
"2hG

0
z � 3 (l1 + "l)C0"U"U? + 3"h"

2
U

_"l = "U? ; _"X = "U

Au voisinage du point critique, en négligeant les termes d'ordre supérieur, le système s'écrit :

_"h = 0

"h _"U = G0
x
"h � 2

C0

C
"2
U
� 2

3

C0

C
"2
U?

"hl1 _"U? =
3

2
"2hG

0
z � 3l1C0"U"U?

_"l = "U? ; _"X = "U

Ce système n'est pas linéarisable. Il faut donc avoir recours à une autre méthode pour connaître le
comportement du système au voisinage du point critique.

6.3.3 Solutions asymptotiques sur pentes variables

Nous cherchons ici encore des solutions de la forme de série (équation (6.4)) sur des pentes variant
comme X# (# � 0). La pente suit la loi du temps (6.5).

Lorsque t!1, le point critique peut être approché de deux façons :

1. soit tel que UT � U? et a = �1 ;
2. soit tel que UT < U? et a = �U

T

U? .

Nous traiterons ici le cas où a = �1. L'équation (6.7a) (conservation du volume) implique la relation
suivante entre les exposants de h et de l :

�h = ��l
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6.4. Écoulements de densité miscible

L'équation (6.7d) conduit à :

�U? = �l � 1 = ��h � 1

Il existe di�érents régimes d'écoulement, qui correspondent à l'importance relative des di�érents termes
des équations (6.7b) et (6.7c). On note :

_UT|{z}
inertie (i)

= g0x�[1� 
]| {z }
gravité (ii)

� 2
C0

Ch
UT2

| {z }
friction (iii)

� 2

3

C0

Ch
U?2

| {z }
friction (iv)

(6.12a)

_U?|{z}
inertie (i)

=
3

2
g0z
h

l
�[1� 
]| {z }

gravité (ii)

� 3
C0

h
U?UT

| {z }
friction (iii)

+ 3
1

l
UT2

| {z }
friction (iv)

(6.12b)

Il s'agit d'étudier tous les cas d'équilibre entre les di�érents termes. Seuls les cas résumés dans le ta-
bleau 6.1 véri�ent les arguments de balance dominante, sous l'hypothèse UT � U? lorsque t!1.

Balance Dominante Pente (#) �U �X �h �l �U?

(6.12a)�(ii)�(iii) et (6.12b)�(ii)�(iii)�(iv) # = 0 � 1
7

6
7

� 2
7

2
7

� 5
7

(6.12a)�(ii)�(iii) et (6.12b)�(ii)�(iii) � 1
2
� # 1�4#

�7+4#
�6

�7+4#
2�2#
�7+4#

�2+2#
�7+4#

5�2#
�7+4#

(6.12a)�(ii)�(iii) et (6.12b)�(i)�(iii) �1 � # � � 1
2

�#
#�1

�1
#�1

�#
#�1

#

#�1
1

#�1

(6.12a)�(ii)�(iii) et (6.12b)�(i)�(ii) �3 � # � � 1
2

1
3
3#�1
2�#

1
3

5
2�# � 1

3
1
3

� 2
3

(6.12a)�(iii)�(iv) et (6.12b)�(i)�(iii) # � �1 � 1
2

1
2

� 1
2

1
2

� 1
2

(6.12a)�(iii)�(iv) et (6.12b)�(i)�(ii) # � �3 � 2
3

1
3

� 1
3

1
3

� 2
3

Tab. 6.1 � Facteur de contrôle, fonction de la pente #, pour le cas
d'un écoulement de densité non-miscible.

Cette étude succincte montre donc l'importance de la pente sur le comportement qualitatif de l'écou-
lement. Suivant le pro�l de cette dernière, les comportements asymptotiques sont ou non fonction de #.
On peut distinguer trois con�gurations d'écoulement :

1. Pour des pentes constantes (# = 0) et pour des pentes faiblement décroissantes (# � 1
2
), le mouve-

ment est dominé par un équilibre gravité�friction ;

2. Pour des pentes dont la décroissance est modérée, le mouvement moyen est dominé par un équilibre
gravité�friction, et le mouvement d'étalement soit par un équilibre inertie�friction, soit par un
équilibre inertie�gravité ;

3. Pour des pentes dont la décroissance est forte, le mouvement moyen est dominé par un équilibre
friction�friction, et le mouvement d'étalement soit par un équilibre inertie�friction, soit par un
équilibre inertie�gravité.

Le comportement asymptotique sur pente constante (# = 0 et � = 3o), ainsi que les solutions numé-
riques associées, sont reportés sur la �gure 6.2 page suivante 45.

6.4 Écoulements de densité miscible

Ce cas correspond physiquement à une bou�ée de densité ou une suspension pour laquelle il n'y a pas
de sédimentation 46. Les écoulements sont tels que :

E 6= 0 (C1 6= 0; C2 6= 0)

45. Les conditions initiales sont les suivantes : h0 = 0:2, V0 = 0:1, UT
0

= U?
0
= 0:01, �0 = 0:03, C0 = 0:01, � = 5o.

46. Par exemple sur des pentes trop importantes pour que les sédiments restent en place.
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Chapitre 6. Propriétés du système dynamique et exemples de solutions analytiques
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Fig. 6.2 � Solutions numériques et asymptotiques pour le cas d'un écoulement de densité non-miscible sur

pente constante (# = 0). Les solutions sont des fonctions du temps t. Les lignes pointillés sont les solutions
numériques et les lignes pleines les solutions asymptotiques du temps (cf. tableau 6.1 page précédente pour

# = 0).

Il n'y a pas de transfert de particules avec le sol :

C3 = C4 = 0

La fraction volumique, �, n'est cependant pas constante, mais véri�e l'équation :

(�hl)_= 0

6.4.1 Points critiques

Le seul point critique est (U?; UT ; l; h; �) = (0; 0; l1; h1; 0). Le système n'est pas linéarisable au
voisinage de ce point.

6.4.2 Solutions asymptotiques sur pentes variables

Les termes du premier ordre des solutions du système P, sous la forme de séries (6.4) et sur des pentes
variant comme X# (# � 0) sont reportés dans le tableau 6.2.

�U �X �h �l �U? ��

�3+4#
9�4#

6�2#
9�4#

6
9�4#

6�2#
9�4#

�3+2#
9�4# 2�6+#

9�4#

Tab. 6.2 � Facteur de contrôle, fonction de la pente #, pour le cas d'un écoulement de densité miscible

(d'après [Hugot et al., 1998, 1999]).

Sur des pentes décroissantes ou constantes, l'écoulement est en expansion volumique et décélère en se
diluant. Ces comportements asymptotiques sont retrouvés dans le cas du modèle T.

Le comportement asymptotique sur pente constante (# = 0 et � = 3o), ainsi que les solutions numé-
riques associées au modèle T (cas a = �1), sont reportées sur les �gures 6.3, 6.4 et 6.5 page 144 47.

47. Les conditions initiales sont les suivantes : h0 = 0:1, V0 = 0:1, UT
0

= 0:1, U?
0
= 0:2, �0 = 0:2, C0 = 0:005, C1 = 0:001,

C2 = 0:02, � = 5o.
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6.4. Écoulements de densité miscible
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Fig. 6.3 � Solutions numériques et asymptotiques pour les vitesses dans le cas d'un écoulement de densité

miscible sur pente constante (# = 0). Les solutions sont des fonctions du temps t. Les lignes pointillées
sont les solutions numériques du modèle T (cas a = �1) et les lignes pleines les solutions asymptotiques
du temps (cf. tableau 6.2 page précédente pour # = 0).
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Fig. 6.4 � Solutions numériques et asymptotiques pour la hauteur et la longueur dans le cas d'un écou-

lement de densité miscible sur pente constante (# = 0). Les solutions sont des fonctions du temps t.
Les lignes pointillées sont les solutions numériques du modèle T (cas a = �1) et les lignes pleines les

solutions asymptotiques du temps (cf. tableau 6.2 page ci-contre pour # = 0).
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Chapitre 6. Propriétés du système dynamique et exemples de solutions analytiques

La �gure 6.4 page précédente montre le comportement de h et l. On retrouve ici, au début du mou-
vement, une très courte phase à volume constant (slumping d'après Huppert et Simpson [1980]) où
l'écoulement n'incorpore pratiquement pas de �uide. Les exposants véri�ent �h = ��l. Cependant très
rapidement l'incorporation de �uide devient dominante, et l'écoulement est en expansion volumique.

0.0001

0.001

0.01

0.1

0.1 1 10 100 1000

�

temps en s

Fig. 6.5 � Solutions numériques et asymptotiques pour la fraction volumique dans le cas d'un écoulement

de densité miscible sur pente constante (# = 0). Les solutions sont des fonctions du temps t. Les lignes
pointillées sont les solutions numériques du modèle T (cas a = �1) et les lignes pleines les solutions

asymptotiques du temps (cf. tableau 6.2 page 142 pour # = 0).

La fraction volumique diminue sous les e�ets de dilution de l'écoulement avec le �uide ambiant.

6.5 Suspensions (système complet)

Le système sous sa forme complète permet de simuler le comportement d'une suspension turbulente
de particules. Les coe�cients Ci sont alors tous di�érents de zéro.

6.5.1 Points critiques

Les points critiques sont recherchés sur le système (6.1). En étudiant cette forme du système, les
conditions de Cauchy-Lipschitz imposent l 6= 0 et h 6= 0 48

Les équations (6.1e) imposent :

UT = 0; U? = 0

En reportant dans les seconds membres de (6.1e), le système véri�é par les points critiques devient :

0 = 2
�

Ch
C3vs

0 = g0
x
�[1� 
]

0 =
3

2
g0
z

h

l
�[1� 
]

(

48. L'étude des cas l = 0 et h = 0 est peu intéressant, ils correspondent à des écoulements sans hauteur ou sans longueur !
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6.5. Suspensions (système complet)

Le système n'admet qu'un seul point critique :

� P1 : (U? = 0; UT = 0; h = h1; l = l1;� = 0)

Il est cependant intéressant de remarquer qu'il existe une combinaison de vitesses UT et U? qui annule
le second membre de l'équation de conservation de la fraction volumique (6.1b) :

U?
�
1� a2

�
� 2aUT =

2C3

C0C4 �E
vs

Pour le cas a = �1 on a :

UT =
C3

C0C4 �E
vs

Cette vitesse illustre un écoulement sans perte ni gain de particules, elle est à rapprocher au critère
d'� auto-suspension �. Elle ne correspond pas à un point critique du système, et ne peut donc pas se
maintenir.

6.5.2 Étude du système linéarisé

On e�ectue alors la substitution suivante :

l! l1 + "l

h! h1 + "h

UT ! "U

U? ! "U?

�! "�

On suppose dans un premier temps, comme dans la section 6.3.2 page 140, que "U

"U?
! c; c � 1. Le

paramètre a est alors égal à �1.

6.5.2.1 Linéarisation au voisinage de P1

Pour l1 6= 0 et h1 6= 0, le système devient :

_"h = �h1 + "h
l1 + "l

"U? + 2
E

C
"U

_"� =
2

C

"�
h1 + "h

["U (C0C4 �E)� C3vs]

_"U = g0
x
[1� 
]"� �

2

C
(C0 +E)

"2
U

h1 + "h
� 2

3

C0

C

"2
U?

h1 + "h

_"U? =
3

2
g0z[1� 
]

h1 + "h
l1 + "l

"� �
1

C
(2E + 3CC0)

"U"U?

h1 + "h
+ 3

"2
U

l1 + "l

_"l = "U? ; _"X = "U

La linéarisation du système au voisinage de P1 est :

_"h = �h1
l1

"U? + 2
E

C
"U (6.15a)

_"� = �2C3

C

vs
h1

"� (6.15b)

_"U = g0x[1� 
]"� (6.15c)

_"U? =
3

2
g0z[1� 
]

h1

l1
"� (6.15d)

_"l = "U? ; _"X = "U (6.15e)
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Chapitre 6. Propriétés du système dynamique et exemples de solutions analytiques

On note le vecteur " = ("U? ; "U ; "h; "l; "�; "X)T . Le système précédent se met sous la forme :

_" =M" (6.16)

avec :

M =

0
BBBBBB@

0 0 0 0 h1

l1
G0z 0

0 0 0 0 G0
x

0

�h1

l1
2E
C

0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 � Vs

h1
0

0 1 0 0 0 0

1
CCCCCCA

(6.17)

et

G0
z
=

3

2
g0
z
[1� 
]; G0

x
= g0

x
[1� 
] et Vs = 2

C3

C
vs (6.18)

6.5.2.2 Valeurs propres associées à P1

Pour étudier le comportement du système linéarisé au voisinage de P1, il est nécessaire de déterminer
les vecteurs propres de M :

det(M � �I) = ��5
�
� Vs
h1

� �

�
= 0

Les valeurs propres de M sont notées :

� �i = 0, i = 1; : : : ; 5 (ordre 5) ;

� �6 = � Vs

h1
(ordre 1).

La solution de (6.16) est :

" =

5X
i=1

Pi(t) + e�6tP6(t)

où les P (t) sont des colonnes de polynômes.
On est dans le cas (c) du théorème 1 : �6 2 R

�
� et �i = 0. Pour conclure sur la stabilité du point

critique, il est nécessaire de rechercher les vecteurs propres de M .

6.5.2.3 Vecteurs propres associés à P1

Recherche des vecteurs propres associés à � = 0. On cherche V véri�ant (M � �I)V =MV = 0

MV = 0 , "U?=0; "U=0; "� = 0

On choisit les trois vecteurs :

V1 = (0; 0; 1; 0; 0; 0)T ; V2 = (0; 0; 0; 1; 0; 0)T ; V3 = (0; 0; 0; 0; 0; 1)T

La dimension de l'espace propre associé à ker(M � �I) est de 3. Cette dimension est inférieure à l'ordre
de multiplicité de la valeur propre � = 0 qui est elle égale à 5. Le sous-espace propre ne génère donc pas
5 solutions distinctes. Le point critique est instable pour le système linéarisé.

Il faut rechercher V 2 ker(M � �I)2, c'est-à-dire tel que (M � �I)2V = 0.

(M � �I)2V =M2V = 0 , "� = 0

On choisit les vecteurs :

V4 = (1; 0; 0; 0; 0; 0)T ; V5 = (0; 1; 0; 0; 0; 0)T
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6.5. Suspensions (système complet)

Recherche du vecteur propre associé à � = � Vs

h1
. On recherche ici V véri�ant (M � �6I)V = 0

(M � �6I)V = 0 ,

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

"U? = �G0z h1l1
h1

Vs
"�

"U = �G0x h1Vs "�

"h =
�
2E
C
G0
x
� h

2
1

l2
1

G0
z

�
h
2
1

V 2
s

"�

"l = G0
z

h1

l1

h
2
1

V 2
s

"�

"X = G0x
h
2
1

V 2
s

"�

On choisit pour "� le rapport adimensionnel
V
2
s

g0h1
, on obtient le vecteur :

V6 = �
�
G0
z

g0
h1

l1
Vs;�

G0
x

g0
Vs;

�
2
E

C

G0
x

g0
� h21
l21

G0
z

g0

�
h1;

G0
z

g0
h1

l1
h1;

V 2
s

g0h1
;
G0
x

g0
h1

�
(6.19)

6.5.2.4 Solutions et Conclusions

La recherche des valeurs propres et des vecteurs propres a permis de trouver 6 solutions linéairement
indépendantes. Les solutions générales sont générées par les vecteurs 49 :

X1 = V1e
�1t = V1

X2 = V2

X3 = V3

X4 = (V4 + (M � �4I) tV4) e
�4t = V4 +MtV4

X5 = V5 +MtV5

X6 = V6e
�6t

Comme on l'a vu à la page précédente, lors de la recherche des vecteurs propres, le point critique est
instable pour le système linéarisé puisque la dimension du sous-espace propre associé à la valeur propre
� = 0 est inférieure à l'ordre de multiplicité de cette dernière (cf. théorème 1 page 325). Le fait que
�6 2 R�� indique que le point est stable dans la direction de V6. Les trajectoires de phase approchent le
point critique dans la direction V6, mais l'on ne sait pas ce qui se passe dans les autres directions.

Le signe des composantes du vecteur V6 (cf. équation (6.19)) permet de préciser que pour le système
linéarisé et dans la direction de V6, le point critique est approché :

� Par valeurs inférieures pour UT et U? ;

� Par valeurs inférieures ou supérieures suivant le signe de
�
2E
C

G
0

x

g0
� h

2
1

l2
1

G
0

z

g0

�
pour h ;

� Par valeurs supérieures pour les autres variables.

En considérant l'approximation :

G0
z

g0
� cos �; et

G0
x

g0
� sin �

, le vecteur V6 se réécrit :

V6 =

�
�h1
l1

Vs cos �;�Vs sin �;
�
2
E

C
sin � � h21

l21
cos �

�
h1;

h1
l1

h1 cos �;
V 2
s

g0h1
; h1 sin �

�

L'analyse des deux premières coordonnées du vecteur montre que la vitesse de phase suivant UT et
U? ne peut être du même ordre de grandeur que si la condition suivante est respectée :

h1
l1

� tan � (6.20)

49. La base formée des vecteurs Vi n'est pas orientée, une base orientée serait (V4; V5; V1; V2;�V6; V3).
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Chapitre 6. Propriétés du système dynamique et exemples de solutions analytiques

Cette condition n'est pas sans rappeler l'équation (4.34) obtenue lors de l'analyse dimensionnelle des
équations de Navier-Stokes à la section E.2 page 88.

Si cette condition n'est pas remplie lors du mouvement �une diminution de la pente doit être com-
pensée, soit par une diminution de la hauteur, soit par une augmentation de la longueur�, on se trouve
soit dans un cas où le mouvement global (gravité) est dominant et la vitesse de phase selon UT plus
élevée, soit dans un cas où le mouvement d'étalement (pression) est dominant et la vitesse de phase selon
U? plus élevée.

La condition (6.20) et cette di�érence de type de mouvement in�uent également sur les vitesses de
phase associées à la position du centre de gravité X , à la longueur l et à la hauteur h.

Sous la condition (6.20), les vitesses de phase suivant X et l sont du même ordre. Le mouvement à
dominante � gravité � donne une vitesse de phase plus élevée suivant X que suivant l. Inversement le
mouvement à dominante � pression � a une vitesse de phase plus élevée suivant l que suivant X .

La vitesse de phase suivant h changera, elle, de signe suivant le signe de :

2
E

C
sin � � h21

l21
cos � (6.21)

L'analyse dimensionnelle découlant du concept d'entraînement ((4.54) section 4.4.4 page 92) avait permis
de relier E aux dimensions caractéristiques h et L, par E � h

L
. Dans le cas de l'équation (6.20), la vitesse

de phase associée à la hauteur est très faible et possiblement nulle 50. Dans le cas d'un mouvement à

dominante � gravitaire �, la vitesse de phase est ici positive
�
2E
C
sin � � h

2
1

l2
1

cos �
�
, contrairement au cas

d'un mouvement dominé par l'étalement où la vitesse de phase change de signe
�
2E
C
sin � � h

2
1

l2
1

cos �
�
et

est négative.
Il n'est pas possible de conclure sur la nature du point critique pour le système complet non-linéaire,

il faut ici encore employer d'autres méthodes d'analyse locale.
Ces résultats auraient pu être trouvés également en intégrant directement le système linéaire (6.15).

L'intégration de (6.15b) mène à :

"� = Ae�
Vs

h1
t

où A est une constante. En considérant la condition initiale �0 =
V
2
s

g0h1
à t = 0, on obtient :

"� =
V 2
s

g0h1
e�

Vs

h1
t

Puisque "� � 0, les équations (6.15c) et (6.15d) montrent que "U et "U? sont des fonctions croissantes du
temps. On retrouve ici le fait que le point critique est instable. Un perturbation autour du point critique
est donc ampli�ée dans les direction de UT et U?.

On trouve par intégration des autres équations :

"U? = U?

0 +
G0
z

g0
h1
l1

Vs

�
1� e�

Vs

h1
t

�

"U = U0 +
G0
x

g0
Vs

�
1� e�

Vs

h1
t

�

"h = h0 + 2
E

C

��
U0 +

G0x
g0
Vs

�
t+

G0x
g0
h1

�
e�

Vs

h1
t � 1

��
� h1
l1

��
U?

0 +
G0z
g0
h1
l1

Vs

�
t

+
G0
z

g0
h1
l1

h1

�
e�

Vs

h1
t � 1

��

"l = l0 +

�
U?

0 +
G0z
g0
h1
l1

Vs

�
t+

G0z
g0
h1
l1

h1

�
e�

Vs

h1
t � 1

�

"X = X0 +

�
U0 +

G0
x

g0
Vs

�
t+

G0
x

g0
h1

�
e�

Vs

h1
t � 1

�
50. Une vitesse de phase, associée à h, nulle, signi�e que h demeure constant.
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6.5. Suspensions (système complet)

Pour conclure, cette étude de cas inclue également le cas théorique d'une suspension où la di�usivité est
nulle ou négligeable (C4 = 0), puisqu'en e�et ce paramètre n'intervient que dans des termes non-linéaires.

6.5.3 Solutions asymptotiques sur pentes variables

Les études de Hugot et al. [1998, 1999] ont montré le changement radical du comportement de la
fraction volumique �, lors de la présence d'un terme de sédimentation dans le modèle P. En e�et, le
terme de contrôle des variations de cette variable est une exponentielle.

6.5.3.1 Exemple

Étudions le cas simpli�é du modèle T lorsque C4 = 0 et a� �1. Ce cas correspond à un écoulement
où l'étalement est dominant et où la di�usivité des sédiments est faible.

_h|{z}
(i)

= � h

l
U?

| {z }
(ii)

+
E

C
U?

| {z }
(iii)

(6.22a)

_� = � �

Ch
[U?E + 2C3vs] (6.22b)

_UT|{z}
(i)

= g0
x
�[1� 
]| {z }
(ii)

� 1

Ch
(2C0 +E)U?UT

| {z }
(iii)

(6.22c)

_U?|{z}
(i)

=
3

2
g0z
h

l
�[1� 
]| {z }
(ii)

+
3

h

�
h

l
� C0

�
UT2

| {z }
(iii)

� 1

Ch
(E + CC0)U

?2

| {z }
(iv)

(6.22d)

_l = U?; _X = UT (6.22e)

Les équations (6.22e) impliquent comme dans les autres études :

�U? = �l � 1; �U = �X � 1

Les arguments de balance dominante appliqués à l'équation (6.22a) de conservation du volume imposent :

�h = �l (6.23)

Ces mêmes arguments appliqués à (6.22d) montrent que (6.22d)�(i) � (6.22d)�(iii) � (6.22d)�(iv), soit :

�U = �h � 1 (6.24)

L'équation (6.22c) est, elle, véri�ée pour (6.22c)�(i) � (6.22c)�(iii), mais elle n'apporte pas d'indication
supplémentaire sur les �i. Intuitivement, on sent que les forces gravitaires vont devenir plus faibles du
fait de la perte de charge de l'écoulement. L'équation (6.22b), reste, elle indéterminée.

Pour connaître la forme des �i il est nécessaire de raisonner également sur les � amplitudes � des
solutions, en considérant des formes de solutions :

x = Axt
�x (6.25)

L'équation (6.22a) permet de déterminer :

AU?

Ah

=
C(�h + �l)

E
(6.26)

et l'équation (6.22c) :

AU?

Ah

= �C(�h + �l + �U )

2C0
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Chapitre 6. Propriétés du système dynamique et exemples de solutions analytiques

La résolution, en considérant les équations (6.24) et (6.23), mène à :

� = �h =
1

3 + 4C0
E

(6.27)

et 0 � � � 1=3. Les comportements asymptotiques sont maintenant des fonctions des paramètres du
modèle.

La solution pour � ne doit plus, elle, être cherchée sous la forme de la série (6.4), mais sous la forme 51 :

� � es(t); _� � s0(t)es(t) (6.28)

où s(t) est une fonction de t. En reportant les formes de solution (6.25) et en utilisant la relation (6.26)
entre les amplitudes, l'équation (6.22b) de la fraction volumique s'écrit :

_� + �

�
2�t�1 +

2C3

C

vs
Ah

t��
�
= 0

En reportant la solution � sous la forme de (6.28), on obtient :

s0(t) � �2�t�1 � 2C3

C

vs
Ah

t��

soit :

s(t) � �2� ln t� 2C3

C

vs
Ah

1

��+ 1
t��+1

Le comportement asymptotique de � est donc :

� � t�2�e
� 2C3

C

vs

A
h

1
��+1

t
��+1

(6.29)

Les résultats sont synthétisés dans le tableau 6.3 pour des solutions de la forme Y = esY (t).

sU sX sh sl sU? s�

(�� 1) ln t � ln t � ln t � ln t (�� 1) ln t �2� ln t� 2C3
C

vs

Ah

1
��+1 t

��+1

Tab. 6.3 � Comportement asymptotique pour le cas d'une suspension pour le modèle T (cas a = 0). Le

paramètre � est égal à 1

3+
4C0
E

.

6.5.3.2 Application

Le comportement asymptotique sur pente constante (# = 0 et � = 3o), ainsi que les solutions numé-
riques associées au modèle T (cas a = 0), sont reportés sur les �gures 6.6, 6.7 et 6.8 page 152 52. La valeur
des paramètres utilisés est donnée dans le tableau 6.4.

C0 C1 C2 C3 �

0:005 0:001 0:02 0:5 5
17

Tab. 6.4 � Paramètres utilisés pour calculer les facteurs de contrôle
(cf. tableau 6.3) pour le cas d'une suspension.

51. Cette forme est en fait la forme générale sous laquelle toutes les solutions doivent être recherchées. Le cas de recherche

de solutions de la forme t�, n'est que le cas particulier où s(t) � � ln t.
52. Les conditions initiales sont les suivantes : h0 = 0:1, V0 = 0:1, UT

0
= 0:5, U?

0
= 0, �0 = 0:2, � = 5o.
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6.6. Conclusions
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Fig. 6.6 � Solutions numériques et asymptotiques pour les vitesses dans le cas d'une suspension. Les

solutions sont des fonctions du temps t. Les lignes pointillées sont les solutions numériques du modèle T

et les lignes pleines les solutions asymptotiques du temps (cas a = 0) (cf. tableau 6.3 page précédente).

Les solutions numériques atteignent relativement lentement les solutions asymptotiques. Ces dernières
ont été calculées dans le cas particulier où a � �1. Les solutions numériques sont calculées pour �1 �
a � 0. On voit ici l'importance des termes du second ordre (a 6= 0). Ces termes n'apparaissaient pas dans
le modèle P.

La �gure 6.7 page suivante montre le comportement de h et l. On retrouve ici encore la très courte
phase à volume constant où l'écoulement s'e�ondre et n'incorpore pratiquement pas de �uide (phase du
mouvement (6.22a)�(i) � (6.22a)�(ii)). Très rapidement l'incorporation de �uide devient dominante, et
l'écoulement est en expansion volumique.

On remarque que le décroissance de la fraction volumique est exponentielle (� 2C3
C

vs

Ah

1
��+1 � 0).

Il existe une phase de transition (. 10 s), où l'écoulement s'étale (cf. �gure 6.7 page suivante) et
accélère (cf. �gure 6.6) avec un rapport de forme non constant. L'écoulement commence ensuite à ralentir
et gon�e. Les comportements asymptotiques de UT ; U?; h et l ne sont atteints que beaucoup plus tardi-
vement, lorsque la fraction volumique est devenue très petite et que toutes les particules ont chutées hors
de l'écoulement.

Cette phase de transition est de plus grand intérêt pour les géologues, puisque l'essentiel du dépôt a
lieu pendant cette période (cf. �gure 6.9 page 153).

6.6 Conclusions

L'étude analytique conduite dans ce chapitre a permis d'appréhender le bon comportement qualitatif
des modèles P et T dans des cas particuliers d'écoulements. Elle a également permis de montrer la
consistance du modèle numérique associé sur les temps longs à l'aide des solutions asymptotiques.

Le système T exhibe une beaucoup plus grande variété de comportements au voisinage des points
critiques que le système P étudié dans Hugot et al. [1998, 1999]. Ces comportements sont essentiellement
conditionnés par :

� La valeur des constantes Ci, qui par annulation permettent de simuler des types particuliers d'écou-
lements gravitaires [Hugot et al., 1998, 1999],

� Le pro�l de pente, c'est-à-dire la forme de fonction sin � [Hugot et al., 1998, 1999],

� L'importance relative de la vitesse moyenne de l'objet UT par rapport à la vitesse d'étalement U?,
c'est-à-dire la valeur du paramètre a.

151



Chapitre 6. Propriétés du système dynamique et exemples de solutions analytiques
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Fig. 6.7 � Solutions numériques et asymptotiques pour pour la hauteur et la longueur dans le cas d'une

suspension. Les solutions sont des fonctions du temps t. Les lignes pointillées sont les solutions numériques
du modèle T et les lignes pleines les solutions asymptotiques du temps (cas a = 0) (cf. tableau 6.3

page 150).
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Fig. 6.8 � Solutions numériques et asymptotiques pour la fraction volumique dans le cas d'une suspension.

Les solutions sont des fonctions du temps t. Les lignes pointillées sont les solutions numériques du modèle

T et les lignes pleines les solutions asymptotiques du temps(cas a = 0) (cf. tableau 6.3 page 150).
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Fig. 6.9 � Volume de particules déposées par seconde et par unité de largeur prédit par le modèle T.

Le modèle T introduit des termes correctifs importants lorsque UT � U?. Ces termes étaient négligés
dans le modèle P.

De plus, cette étude a mis en évidence l'importance du soin qu'il faut apporter à la modélisation de
la partie transitoire des écoulements.

En e�et, la fraction volumique est une fonction exponentielle décroissante du temps contrairement
aux autres variables qui ont un comportement en puissance du temps. Les comportements asymptotiques
de UT ; U?; h et l sont donc atteints beaucoup plus tardivement, lorsque la fraction volumique est devenue
très petite et que toutes les particules ont chutées hors de l'écoulement.
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Nous avons trouvé une étrange empreinte sur les rivages de l'inconnu.

L'une après l'autre, nous avons élaboré de profondes théories, pour

rendre compte de son origine. Finalement, nous avons réussi à

reconstituer la créature qui a déposé cette empreinte.

Et voilà ! c'était la nôtre.

A. S. Eddington.

Chapitre 7

Sur les aspects qualitatifs du modèle

Nous e�ectuons ici des expériences numériques avec le modèle T. Ces expériences mettent en évi-
dence l'in�uence de chacun des paramètres, ou de chacune des conditions initiales, sur l'évolution des
écoulements.
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7.1 Préliminaires

Nous avons choisi d'e�ectuer les expériences numériques sur des plans inclinés dont la pente est
constante et de 5o. Cette pente relativement faible correspond à la limite de pente inférieure pour laquelle
le mouvement d'étalement ne peut plus être négligé. Le protocole expérimental est donné par la �gure 7.1
page suivante.

granulométrie pente volume hauteur longueur vit. moy. vit. ét. fraction vol.
d � V0 h0 l0 U0 U?

0 �0

90 �m 5o 2� � 10�2 0:1 0:4 0:0 0:0 0:05

Tab. 7.1 � Conditions initiales par défaut des expériences numé-
riques 155



Chapitre 7. Sur les aspects qualitatifs du modèle

l

h

�

Fig. 7.1 � Protocole expérimental des expériences numériques.

Le tableau 7.1 page précédente donne les conditions initiales des expériences.

coe�cient de
friction incorporation d'eau fraction volumique Schmidt turbulent
C0 C1 C2 C3 C4

0:01 0:00153 0:0204 1: 1:

Tab. 7.2 � Paramètres par défaut des expériences numériques

Le tableau 7.1 page précédente donne les paramètres du modèle. Les valeurs de C1 et C2 sont les
valeurs bibliographiques d'après Fukushima, Parker et Pantin [1985]; Parker, Fukushima et Pantin [1986]
(cf. section 5.5 page 124).
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7.2. Sensibilité aux paramètres

7.2 Sensibilité aux paramètres

Nous évaluons d'abord la sensibilité du modèle
vis à vis des paramètres.

7.2.1 Sensibilité au coe�cient de fric-

tion C0

Le paramètre C0 correspond au coe�cient de
friction turbulente. Il intervient dans trois équations
d'évolution : celle de U , celle de U? et celle de �

(terme de di�usivité). Nous avons étalonné les essais
avec quatre valeurs de C0 (cf. tableau 7.3).

E1 E2(D) E3 E4

C0 0; 05 0; 01 0; 005 0; 001

Tab. 7.3 � Valeurs du coe�cient de friction (D =

valeur par défaut du modèle).
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Fig. 7.2 � Sensibilité au coe�cient de friction C0.

Vitesse du front en fonction de la position du front.

La �gure 7.2 montre l'évolution de la vitesse
du front en fonction de la position du front. Une
augmentation du coe�cient de friction entraîne une
baisse de la vitesse. La dépendance de la vitesse du
front à ce paramètre n'est pas linéaire. En e�et, la
vitesse du front est composée de la somme de la vi-
tesse moyenne U et de la vitesse d'étalement U?.
Comme le montre la �gure 7.3 la partition des vi-
tesses évolue également avec ce coe�cient à cause
du couplage des deux équations de quantité de mou-
vement.

Les coe�cients de friction élevés entraînent un
mouvement à dominante de translation, alors qu'au
contraire, les faibles coe�cients de friction entraî-
nent un mouvement à dominante d'étalement.
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Fig. 7.3 � Sensibilité au coe�cient de friction C0.

Rapport adimensionnel U=U? en fonction de la posi-

tion du front.
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Fig. 7.4 � Sensibilité au coe�cient de friction C0.

Hauteur en fonction de la position du front.
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L'augmentation du coe�cient de friction entraî-
ne dans un premier temps un e�ondrement plus im-
portant de l'écoulement (cf. �gure 7.4 page précé-
dente). La croissance est cependant plus importante
après, lorsque Xf � 4.
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Fig. 7.5 � Sensibilité au coe�cient de friction C0.

Longueur en fonction de la position du front.

Comme remarqué plus haut, l'augmentation de
la friction réduit la vitesse d'étalement (cf. �gure 7.3
page précédente). En conséquence la longueur croît
moins rapidement (cf. �gure 7.5).
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Fig. 7.6 � Sensibilité au coe�cient de friction C0.

Rapport adimensionnel h=l en fonction de la position

du front.

On retrouve sur la �gure 7.6 l'e�ondrement plus
important de l'écoulement, puis la croissance plus
rapide de la hauteur que de la longueur.

Les valeurs élevées du coe�cient de friction per-
mettent, dans un premier temps, en augmentant la
di�usivité des particules, de garder une fraction vo-
lumique plus élevée (cf. �gure 7.7). Cette dernière
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Fig. 7.7 � Sensibilité au coe�cient de friction C0.

Fraction volumique en fonction de la position du

front.

chute cependant plus brutalement à la �n du mou-
vement, puisque les vitesses décroissent beaucoup
plus rapidement (cf. �gure 7.2 page précédente).
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Fig. 7.8 � Sensibilité au coe�cient de friction C0.

Rapport adimensionnel du volume de particules dé-

posées au volume initial de particules (sections de

50 cm).

L'augmentation du coe�cient de friction ralen-
tit (et peut même inhiber) la sédimentation. Cette
dernière est cependant plus brutale lorsqu'elle a com-
mencée. Les faibles valeurs de la friction mènent à
des dépôts plus allongés.

En conclusion, les variations du coe�cient de
friction se répercutent plus sur les variables dyna-
miques telles que les vitesse U et U? et sur la frac-
tion volumique �, que sur les variables géométriques
telles que h et l. L'augmentation du coe�cient de
frictionmène à des dépôt nettement plus � trapus �.
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7.2.2 Sensibilité au coe�cient d'in-
corporation de �uide C1

Le paramètre C1 correspond à l'un des deux co-
e�cients d'incorporation de �uide ambiant (E =
C1=(C2+Ri)). Il intervient dans toutes les équations
d'évolution. Nous avons étalonné les essais avec qua-
tre valeurs de C1 (cf. tableau 7.4).

E1 E2(D) E3 E4

C1 0; 005 0; 001 0; 0005 0; 0001

Tab. 7.4 � Valeurs du coe�cient d'incorporation de

�uide ambiant (D � valeur par défaut du modèle).
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Fig. 7.9 � Sensibilité au coe�cient d'incorporation

C1. Vitesse du front en fonction de la position du

front.

L'augmentation du coe�cient d'incorporation de
�uide réduit sensiblement la vitesse du front dans
un premier temps (cf. �gure 7.9). Cette tendance
s'inverse lorsque le front est à une distance de plus
de 6 m.

La diminution de ce coe�cient entraîne un mou-
vement avec une dominante de translation un peu
plus importante (cf. �gure 7.10).

Lorsque l'incorporation de �uide est plus im-
portante la hauteur croît plus rapidement (cf. �-
gure 7.11).

La longueur de l'écoulement n'est pas sensible
au coe�cient d'incorporation de �uide. L'évolution
de l est dominée par l'étalement (cf. �gure 7.12).

Le rapport h=l chute beaucoup plus rapidement
pour les coe�cients d'incorporation de �uide faibles
(cf. �gure 7.13 page suivante). Le rapport de forme
peut être croissant pour les coe�cients élevés.

Les coe�cients d'incorporation de �uide élevés
entraînent une sédimentation plus douce (cf. �gu-
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Fig. 7.10 � Sensibilité au coe�cient d'incorporation

C1. Rapport adimensionnel U=U? en fonction de la

position du front.
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Fig. 7.11 � Sensibilité au coe�cient d'incorporation

C1. Hauteur en fonction de la position du front.
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Fig. 7.12 � Sensibilité au coe�cient d'incorporation

C1. Longueur en fonction de la position du front.
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Fig. 7.13 � Sensibilité au coe�cient d'incorporation

C1. Rapport adimensionnel h=l en fonction de la po-

sition du front.
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Fig. 7.14 � Sensibilité au coe�cient d'incorporation

C1. Fraction volumique en fonction de la position du

front.

re 7.14). Les pro�ls de dépôt associés sont plus éta-
lés (cf �gure 7.15).
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Fig. 7.15 � Sensibilité au coe�cient d'incorporation

C1. Rapport adimensionnel du volume de particules

déposées au volume initial de particules (sections de

50 cm).

En conclusion, les variations du coe�cient d'in-
corporation d'eau ont principalement un e�et géo-
métrique, notamment sur la hauteur de l'écoule-
ment h. Les pro�ls de dépôt sont peu ou pas sen-
sibles aux variations de ce paramètre.

7.2.3 Sensibilité au coe�cient de frac-
tion volumique basale C3

Le paramètre C3 correspond à la partition de
fraction volumique basale. Il intervient exclusive-
ment dans l'équation d'évolution de la fraction volu-
mique� (terme de sédimentationC3vs). Nous avons
étalonné les essais avec quatre valeurs de C3 (cf. ta-
bleau 7.5). Les valeurs élevées de la fraction volu-

E1 E2 E3 E4

C3 5 2 0; 5 0; 2

Tab. 7.5 � Valeurs du coe�cient de fraction volu-

mique basale C3

mique basale mènent à des écoulements plus lents
qui s'arrêtent plus rapidement (cf. �gure 7.16 page
ci-contre). La force motrice de gravité � s'essou�e �
plus rapidement.

La diminution de ce coe�cient engendre des écou-
lements plus rapides pour lesquels la composante de
translation peut être importante et dominante (cf.
�gure 7.17 page suivante).
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Fig. 7.16 � Sensibilité au coe�cient de fraction vo-

lumique basale C3. Vitesse du front en fonction de

la position du front.
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Fig. 7.17 � Sensibilité au coe�cient de fraction vo-

lumique basale C3. Rapport adimensionnel U=U? en

fonction de la position du front.
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Fig. 7.18 � Sensibilité au coe�cient de fraction vo-

lumique basale C3. Hauteur en fonction de la posi-

tion du front.

Les faibles valeurs de la fraction basale entraînent
des écoulements qui, dans un premier temps, s'ef-
fondrent de façon plus importante (cf. �gure 7.18).
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Fig. 7.19 � Sensibilité au coe�cient de fraction vo-

lumique basale C3. Longueur en fonction de la po-

sition du front.

La longueur des écoulements est peu sensible
aux variations de la fraction volumique basale (cf.
�gure 7.19).
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Fig. 7.20 � Sensibilité au coe�cient de fraction vo-

lumique basale C3. Rapport adimensionnel h=l en
fonction de la position du front.

Les valeurs élevées de la fraction volumique ba-
sale engendrent des facteurs de forme décroissants
(cf. �gure 7.20). Pour des valeurs plus modérées, le
facteur de forme peut devenir croissant. À noter que
des valeurs très faibles peuvent engendrer des fac-
teurs de forme pratiquement constants en fonction
de la position.

La fraction volumique est très sensible aux va-
riations de la fraction volumique basale. Les faibles
valeurs entraînent une diminution très douce de la
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Fig. 7.21 � Sensibilité au coe�cient de fraction vo-

lumique basale C3. Fraction volumique en fonction

de la position du front.

fraction volumique, les valeurs élevées, une diminu-
tion très abrupte (cf. �gure 7.21).
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Fig. 7.22 � Sensibilité au coe�cient de fraction vo-

lumique basale C3. Rapport adimensionnel du vo-

lume de particules déposées au volume initial de par-

ticules (sections de 50 cm).

Les pro�ls de dépôt sont très sensibles aux va-
riations de la fraction volumique basale. Les faibles
valeurs engendrent des dépôts très étendus, la sé-
dimentation pouvant même être inhibée. Les va-
leurs élevées engendrent des dépôts � trapus � (cf.
�gure 7.22).

En conclusion, les variations du coe�cient de
fraction volumique basale se répercutent de façon
importante sur toutes les variables de l'écoulement,
aussi bien géométriques, que dynamiques et cela
bien que ce coe�cient n'intervienne directement que
dans une équation d'évolution, celle de la fraction
volumique �. Les pro�ls de dépôt obtenus sont sen-

sibles aux variations de ce coe�cient puisqu'il in-
tervient dans le facteur de contrôle de la fraction
volumique (cf. équation (6.29) page 150).

Il joue un rôle déterminant dans la formation du
dépôt.

7.2.4 Sensibilité au coe�cient de dif-
fusivité C4

Le paramètre C4 est l'analogue de l'inverse du
nombre de Schmidt turbulent. Il quanti�e le rapport
de la di�usivité turbulente des particules à la visco-
sité turbulente du �uide. Il intervient exclusivement
dans l'équation d'évolution de la fraction volumique
� (terme d'érosion). Nous avons étalonné les essais
avec quatre valeurs de C4 (cf. tableau 7.6). Les va-

E1 E2(D) E3 E4

C4 5 1 0; 5 0; 1

Tab. 7.6 � Valeurs du coe�cient de di�usivité C4

(D = valeur par défaut du modèle).
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Fig. 7.23 � Sensibilité au coe�cient de di�usivité

C4. Vitesse du front en fonction de la position du

front.

leurs élevées de la di�usivité augmentent la distance
parcourue par les écoulements (cf. �gure 7.23).

Les fortes valeurs peuvent entraîner une domi-
nante de mouvement de translation (cf. �gure 7.24
page ci-contre).

Les di�usivités élevées entraînent un e�ondre-
ment de la hauteur un peu plus important (cf. �-
gure 7.25 page suivante).

Les di�usivités élevées réduisent l'étalement des
écoulements dans une faible proportion (cf. �gu-
re 7.26 page ci-contre).
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Fig. 7.24 � Sensibilité au coe�cient de di�usivité

C4. Rapport adimensionnel U=U? en fonction de la

position du front.
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Fig. 7.25 � Sensibilité au coe�cient de di�usivité

C4. Hauteur en fonction de la position du front.
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Fig. 7.26 � Sensibilité au coe�cient de di�usivité

C4. Longueur en fonction de la position du front.
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Fig. 7.27 � Sensibilité au coe�cient de di�usivité

C4. Rapport adimensionnel h=l en fonction de la po-

sition du front.

Le facteur de forme diminue de façon plus im-
portante pour les di�usivités élevées (cf. �gure 7.27).
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Fig. 7.28 � Sensibilité au coe�cient de di�usivité

C4. Fraction volumique en fonction de la position

du front.

Une di�usivité élevée augmente la distance de
transport de la fraction volumique, la décroissance
de celle-ci étant plus douce (cf. �gure 7.28).

L'augmentation de la di�usivité engendre des
dépôts plus allongés. La sédimentation peut être in-
hibée.

En conclusion, comme pour la fraction volumique
basale, la di�usivité est un paramètre important du
transport des sédiments par les écoulements. Les
variations sont répercutées sur l'évolution de toutes
les variables de l'écoulement, bien que ce paramètre
n'intervienne que dans l'équation de conservation la
fraction volumique. Les pro�ls de dépôt sont sen-
sibles aux variations de ce paramètre.
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Fig. 7.29 � Sensibilité au coe�cient de di�usivité

C4. Rapport adimensionnel du volume de particules

déposées au volume initial de particules (sections de

50 cm).

7.3 Sensibilité aux conditions ini-

tiales

Nous testons ici la sensibilité du modèle vis à
vis des conditions initiales.

7.3.1 Sensibilité au facteur de forme
h0=l0

Le paramètre h0=l0 quanti�e la forme de l'ob-
jet géométrique. Nous avons étalonné les essais avec
quatre valeurs de h0=l0 (cf. tableau 7.7).

E1 E2 E3 E4

h0

l0
1 1

2
1
4

1
16

Tab. 7.7 � Valeurs du facteur de forme h0=l0.

La vitesse du front est sensible quantitativement
au facteur de forme. Les rapports les plus élevés
donnent les vitesses les plus élevées (cf. �gure 7.30).

Les valeurs faibles du facteur de forme peuvent
engendrer des écoulements à dominante de transla-
tion (cf. �gure 7.31).

La valeur minimale de la hauteur est la même
quelque soit le facteur de forme (cf. �gure 7.32).
Après l'e�ondrement la croissance est également la
même.

Les hauteurs sont croissantes et tendent à suivre
la même loi (cf. �gure 7.33 page suivante).

La valeur minimale du rapport h=l est obtenue
pour le rapport h0=l0 maximum (cf. �gure 7.34 page
ci-contre).
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Fig. 7.30 � Sensibilité au facteur de forme h0=l0.
Vitesse du front en fonction de la position du front.
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Fig. 7.31 � Sensibilité au facteur de forme h0=l0.
Rapport adimensionnel U=U? en fonction de la posi-

tion du front.
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Fig. 7.32 � Sensibilité au facteur de forme h0=l0.
Hauteur en fonction de la position du front.
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Fig. 7.33 � Sensibilité au facteur de forme h0=l0.
Longueur en fonction de la position du front.
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Fig. 7.34 � Sensibilité au facteur de forme h0=l0.
Rapport adimensionnel h=l en fonction de la position

du front.
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Fig. 7.35 � Sensibilité au facteur de forme h0=l0.
Fraction volumique en fonction de la position du

front.

La fraction volumique diminue plus rapidement
pour les écoulements à faible facteur de forme (cf.
�gure 7.35).
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Fig. 7.36 � Sensibilité au facteur de forme h0=l0.
Rapport adimensionnel du volume de particules dé-

posées au volume initial de particules (sections de

50 cm).

Les faibles valeurs du facteur de forme induisent
des dépôts plus précoces et � trapus �. Les valeurs
élevées engendrent des dépôts plus allongés (cf. �-
gure 7.36).

En conclusion, le facteur de forme h0=l0 n'en-
gendre pas de variations qualitatives des solutions.
Les variations sur les variables sont asymptotique-
ment faibles. Seul le pro�l de dépôt semble être mo-
di�é pour les facteurs de forme faibles.

7.3.2 Sensibilité au rapport U0=U?
0

Le paramètre U0=U?

0
quanti�e l'importance re-

lative de la composante � translation � par rap-
port à la composante � étalement �. Nous avons
étalonné les essais avec trois valeurs de U0=U?

0
(cf.

tableau 7.8). Nous avons cependant gardé la vitesse
initiale du front constante : U0 + U?

0 = 0; 11.

E1 E2 E3

U0 0; 055 0; 01 0; 1

U?
0 0; 055 0; 1 0; 01

U0

U?

0

1 1
10

10

Tab. 7.8 � Valeurs du rapport U0=U?

0
.

D'une façon générale, les résultats ne sont pas
modi�és quantitativement. Les vitesses de front les
plus importantes sont atteintes par les écoulements
à dominante de translation (cf. �gure 7.37 page sui-
vante).
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Fig. 7.37 � Sensibilité au rapport U0=U?

0
. Vitesse du

front en fonction de la position du front.
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Fig. 7.38 � Sensibilité au rapport U0=U?

0
. Rapport

adimensionnel U=U? en fonction de la position du

front.

Après une distance transitoire, l'écoulement se
rééquilibre pour atteindre sensiblement la même va-
leur du rapport U=U? (cf. �gure 7.38).
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Fig. 7.39 � Sensibilité au rapport U0=U?

0
. Hauteur en

fonction de la position du front.

Les écoulements à dominante de translation ont
un e�ondrement légèrement plus limité (cf. �gu-
re 7.39).
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Fig. 7.40 � Sensibilité au rapport U0=U?

0
. Longueur

en fonction de la position du front.

L'évolution de la longueur est peu a�ectée par
les variations du rapport U0=U?

0
(cf. �gure 7.40).

Le facteur de forme h=l suit pratiquement la même
loi (cf. �gure 7.41 page ci-contre).

L'évolution de la fraction volumique� n'est qua-
litativement pas modi�ée par les variations du rap-
port U0=U?

0
(cf. �gure 7.42 page suivante).

Les pro�ls de dépôt sont peu modi�és (cf. �-
gure 7.43 page ci-contre). Un rapport U0=U?

0
élevé

implique un pro�l de dépôt un peu plus étalé (la
distance de transport est en e�et légèrement plus
importante).
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Fig. 7.41 � Sensibilité au rapport U0=U?

0
. Rapport

adimensionnel h=l en fonction de la position du

front
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Fig. 7.42 � Sensibilité au rapport U0=U?

0
. Fraction

volumique en fonction de la position du front.
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Fig. 7.43 � Sensibilité au rapport U0=U?

0
. Rapport

adimensionnel du volume de particules déposées au

volume initial de particules (sections de 50 cm).

En conclusion, le rapport U0=U?

0
est sans in�uence

importante sur le comportement des variables et sur
le pro�l de dépôt.

7.3.3 Sensibilité à la fraction volumi-

que initiale �0

Le paramètre �0 permet de quanti�er le volume
initial de particules (concentration). Nous avons éta-
lonné les essais avec quatre valeurs de �0 (cf. ta-
bleau 7.9).

E1 E2 E3 E4

�0 0; 00625 0; 0125 0; 025 0; 05

Tab. 7.9 � Valeurs de la fraction volumique initiale

�0.
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Fig. 7.44 � Sensibilité à la fraction volumique ini-

tiale �0. Vitesse du front en fonction de la position

du front.

L'évolution qualitative de la vitesse de front n'est
pas a�ectée par la fraction volumique initiale (cf. �-
gure 7.44). Cependant, d'un point de vue quantita-
tif, les variations sont très importantes du fait de la
di�érence de la force motrice gravitaire. Les valeurs
de vitesse les plus élevées sont atteintes par les écou-
lements les plus concentrés. Ce comportement est
con�rmé par les observations expérimentales [Laval,
1988; Laval, Cremer, Beghin et Ravenne, 1988].

Ce sont également les écoulements concentrés
qui ont une dominante de translation maximale (cf.
�gure 7.45 page suivante).

Les écoulements dilués s'e�ondrent moins que
les écoulements concentrés (cf. �gure 7.46 page sui-
vante).

La longueur est une variable peu sensible à la
fraction volumique initiale (cf. �gure 7.47).
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Fig. 7.45 � Sensibilité à la fraction volumique ini-

tiale �0. Rapport adimensionnel U=U? en fonction

de la position du front.
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Fig. 7.46 � Sensibilité à la fraction volumique ini-

tiale �0. Hauteur en fonction de la position du

front.
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Fig. 7.47 � Sensibilité à la fraction volumique ini-

tiale �0. Longueur en fonction de la position du

front.
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Fig. 7.48 � Sensibilité à la fraction volumique ini-

tiale �0. Rapport adimensionnel h=l en fonction de

la position du front.

Les écoulements concentrés atteignent des fac-
teurs de forme plus faibles (cf. �gure 7.48).
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Fig. 7.49 � Sensibilité à la fraction volumique ini-

tiale �0. Fraction volumique en fonction de la posi-

tion du front.

La diminution de la fraction volumique est plus
rapide pour les écoulements dilués (cf. �gure 7.49),
ceux-ci ont en e�et une vitesse plus faible.

Les écoulements dilués sédimentent plus rapide-
ment que les écoulements concentrés (cf. �gure 7.50
page ci-contre). Les dépôts sont plus allongés pour
les écoulements concentrés. Ce résultat est conforme
aux observations expérimentales [Laval, 1988; Laval
et al., 1988].

En conclusion, la fraction volumique initiale a
une faible in�uence qualitative sur l'évolution des
variables, sauf sur le pro�l de dépôt. Les variations
quantitatives sont cependant très importantes.
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Fig. 7.50 � Sensibilité à la fraction volumique ini-

tiale �0. Rapport adimensionnel du volume de par-

ticules déposées au volume initial de particules (sec-

tions de 50 cm).

7.4 Sensibilité aux � processus

de contrôle �

Nous testons ici la sensibilité du modèle vis à vis
de facteurs externes à l'écoulement (cf. section A.1
page 251 sur les processus de contrôle).

7.4.1 Sensibilité à la pente

Nous avons étalonné les essais avec quatre va-
leurs d'angle de pente (cf. tableau 7.10).

E1 E2 E3 E4

� 15o 10o 5o 1o

Tab. 7.10 � Valeurs de l'angle de pente

La pente ne semble pas introduire de modi�ca-
tion du comportement qualitatif de la vitesse du
front (cf. �gure 7.51). Les vitesses les plus élevées
sont atteintes sur les pentes les plus fortes.

Plus la pente est forte, plus le mouvement de
l'écoulement tend à devenir translationel (cf. �gu-
re 7.52).

L'e�ondrement des hauteurs est plus important
sur les pentes faibles (cf. �gure 7.53). En e�et, la
composante de pression qui en est responsable est
plus importante.

La croissance de la longueur est plus importante
sur les pentes faibles que sur les pentes fortes. En
e�et, l'étalement est dominant sur les pentes faibles
(cf. �gure 7.54).
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Fig. 7.51 � Sensibilité à la pente. Vitesse du front

en fonction de la position du front.
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Fig. 7.52 � Sensibilité à la pente. Rapport adimen-

sionnel U=U? en fonction de la position du front.
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Fig. 7.53 � Sensibilité à la pente. Hauteur en fonc-

tion de la position du front.
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Fig. 7.54 � Sensibilité à la pente. Longueur en fonc-

tion de la position du front.
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Fig. 7.55 � Sensibilité à la pente. Rapport adimen-

sionnel h=l en fonction de la position du front.

Sur les pentes fortes, les écoulements ont des
facteurs de forme moins élevés que sur les pentes
faibles (cf. �gure 7.55).
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Fig. 7.56 � Sensibilité à la pente. Fraction volu-

mique en fonction de la position du front.

L'évolution de la fraction volumique est plus
douce sur les pentes fortes (cf. �gure 7.56). En ef-
fet, les vitesses étant plus élevées, les particules sont
maintenues plus longtemps en suspension.
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Fig. 7.57 � Sensibilité à la pente. Rapport adimen-

sionnel du volume de particules déposées au volume

initial de particules (sections de 50 cm).

Les dépôts sont plus � trapus � sur les pentes
faibles et plus étendus sur les pentes fortes (cf. �-
gure 7.57).

En conclusion, la pente n'introduit pas de mo-
di�cation qualitative dans l'évolution des variables.
Son in�uence majeure s'exerce sur le pro�l de dé-
pôt et sur l'évolution de la longueur de l'écoulement.
Son in�uence quantitative est importante.
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7.4.2 Sensibilité à la granulométrie

Nous avons étalonné les essais avec quatre va-
leurs de granulométrie (cf. tableau 7.11).

E1 E2 E3 E4

d 50�m 100�m 500�m 1000�m

Tab. 7.11 � Valeurs de la granulométrie
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Fig. 7.58 � Sensibilité à la granulométrie. Vitesse

du front en fonction de la position du front.

Le modèle rend bien compte du fait que les sé-
diments les plus �ns sont transportés sur des dis-
tances plus importantes (cf. �gure 7.58). Les écou-
lements de sédiments plus �ns atteignent également
des vitesses plus élevées, puisque l'excès de charge
est maintenu sur de plus grandes distances. Ce com-
portement est en accord avec les observations expé-
rimentales [Laval, 1988; Laval et al., 1988].
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Fig. 7.59 � Sensibilité à la granulométrie. Rapport

adimensionnel U=U? en fonction de la position du

front.

Les écoulements de sédiments les plus �ns peuvent
atteindre des mouvements à dominante de transla-
tion (cf. �gure 7.59).
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Fig. 7.60 � Sensibilité à la granulométrie. Hauteur

en fonction de la position du front.

Les écoulements chargés en sédiments plus gros-
siers s'e�ondrent moins que ceux chargés en sédi-
ments �ns (cf. �gure 7.60). La hauteur de la sus-
pension est plus importante pour les écoulements
de sédiments �ns.
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Fig. 7.61 � Sensibilité à la granulométrie. Longueur
en fonction de la position du front.

La longueur est relativement peu sensible à la
taille des sédiments (cf. �gure 7.61).

Les écoulements contenant des particules �nes
ont des facteurs de formemoins élevés (cf. �gure 7.62
page suivante).

L'évolution de la fraction volumique est très va-
riable et nettement plus douce pour les écoulements
de sédiments �ns (cf. �gure 7.63 page suivante).
Comme nous l'avons vu précédement le comporte-
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Fig. 7.62 � Sensibilité à la granulométrie. Rap-

port adimensionnel h=l en fonction de la position

du front
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Fig. 7.63 � Sensibilité à la granulométrie. Fraction

volumique en fonction de la position du front.

ment asymptotique de � est fonction de la vitesse
de sédimentation vs (cf. équation (6.29) page 150).
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Fig. 7.64 � Sensibilité à la granulométrie. Rapport

adimensionnel du volume de particules déposées au

volume initial de particules (sections de 50 cm).

Les pro�ls de dépôt sont très sensibles à la taille
des particules. La sédimentation est instantanée pour
les particules les plus grossières (cf. �gure 7.64).
Pour les particules �nes le dépôt est très allongé. Ce
comportement est conforme aux observations expé-
rimentales [Laval, 1988; Laval et al., 1988].

En conclusion, la taille des particules est un pa-
ramètre de contrôle des plus importants. Condition-
nant le facteur de contrôle de la fraction volumique
par l'intermédiaire de la vitesse de sédimentation
(cf. équation (6.29) page 150), il joue un rôle dé-
terminant dans la formation du dépôt. Son rôle est
également prépondérant pour l'évolution des autres
variables.
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7.5 Conclusions

Cette étude a permis de mieux appréhender la physique du modèle à partir de son comportement
qualitatif.

Les tests e�ectués ont montré la cohérence et la bonne réponse physique du modèle aux di�érents
paramètres. Les comportements du modèle sont en accord avec les observations expérimentales [Laval,
1988; Laval et al., 1988].

Les paramètres physiques contrôlent le comportement qualitatif des écoulements. Leur valeur in�ue
tant sur la dynamique que sur la géométrie et l'extension des dépôts.

Les conditions initiales, telles que le facteur de forme (h0=l0), l'importance relative des vitesses
�
U0=U?

0

�
et la fraction volumique initale �0, n'engendrent pas de modi�cations fondamentales du comportement
qualitatif des écoulements. Les variations quantitatives peuvent cependant être très importantes.

La pente apparaît être un facteur de contrôle quantitatif important. Mais c'est la granulométrie qui
semble être le facteur de contrôle le plus important. Son in�uence sur la dynamique de l'écoulement, la
géométrie et l'extension des dépôts est tant qualitative que quantitative.

Nous présentons à ce titre des résultats préliminaires pour un mélange de deux tailles de particules
(500 �m et 100 �m). Une équation de transport de la fraction volumique est écrite pour chaque type de
particules. Le calcul des vitesses de sédimentation est inspiré des modèles théoriques de sédimentation
stationnaire de Mirza et Richardson [1979]; Richardson et Meikle [1961]; Zeng et Lowe [1992], pour les
suspensions multi-composantes. Les particules les plus grosses � voient � la suspension comme un mélange
dont la viscosité e�ective tient compte de la présence des plus petites particules.

m

m

m

m
/
s

Fig. 7.65 � Mélange de deux tailles de particules. % G = pourcentage de particules de 500 �m, % F =

pourcentage de particules de 100 �m. Vitesse en fonction de la position du front (à gauche). Hauteur en

fonction de la position (à droite).

Les essais sont e�ectués avec les paramètres par défaut du modèle. Divers pourcentages respectifs de
particules sont testés pour une fraction volumique totale de 0,05. Nous retrouvons ici, le fait que l'addition
d'un faible pourcentage de particules �nes augmente la distance de transport (cf. �gure 7.65 à gauche).
Ceci est en accord avec les travaux expérimentaux de Gladstone, Phillips et Sparks [1998].

Si les écoulements contenant plus de particules �nes s'e�ondrent de façon plus importante, leur crois-
sance volumique est, elle aussi, plus importante (cf. �gure 7.65 à droite).

Nous retrouvons également le phénomène d'augmentation de la distance de transport des particules
grossières lors de la présence de particules �nes dans la suspension (cf. �gure 7.66 page suivante à droite) :
la sédimentation des particules grossières est inhibée.

Ceci se retrouve sur les histogrammes de dépôt (cf. �gure 7.67 page suivante) conformément aux
expériences de Gladstone et al. [1998].
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mm

Fig. 7.66 � % G = pourcentage de particules de 500 �m, % F = pourcentage de particules de 100

�m. Évolution de la fraction volumique en fonction de la position. À gauche : particules �nes. À droite :

particules grossières.

mm

Fig. 7.67 � % G = pourcentage de particules de 500 �m, % F = pourcentage de particules de 100 �m.
Histogramme de répartition du sable. À gauche : particules �nes. À droite : particules grossières.
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Quatrième partie

Mise en ÷uvre d'une méthode inverse

pour l'identi�cation des paramètres et

le test de scénarios

Lors de la construction d'un modèle, il faut répondre à deux questions [Fullana, 1997] :

1. Parmis l'éventail des modèles possibles, il faut trouver une forme fonctionnelle générale du modèle.
Ce point a été l'objet de la seconde partie.

2. Il faut ensuite, pour une forme donnée du modèle, déterminer les paramètres (Ci).

Ces paramètres physiques ont été introduits par les fermetures. Pour un certain nombre de raisons,
ces derniers peuvent prendre des valeurs très di�érentes. Ce ne sont pas dans notre cas des paramètres
universels.

Dans cette optique, une méthode inverse est développée (cf. annexe L page 327) pour pouvoir caractéri-
ser les paramètres associés à un écoulement. Cette méthode permet également l'estimation des conditions
initiales, ces dernières constituant une des incertitudes majeures des modélisations en géosciences.

La méthode inverse est appliquée à des expériences sur des modèles réduits en canal immergé au
chapitre 8. Elle permet une estimation des paramètres physiques et/ou des conditions initiales associées
au modèle.

Le dernier chapitre présentera une application du modèle à un analogue réel : l'e�ondrement de terrain
conséquent aux travaux de remblais de l'aéroport de Nice, en 1979. À l'aide de la méthode inverse, nous
serons en mesure de tester divers scénarios d'écoulement et de valider certaines hypothèses.
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L'esprit humain est naturellement porté à supposer dans les choses plus

d'ordre et de ressemblance qu'il n'y en trouve ; et tandis que la nature est

pleine d'exceptions et de di�érences, l'esprit voit partout harmonie,

accord et similitude.

F. Bacon.

Chapitre 8

Application d'une méthode inverse à

des modèles réduits expérimentaux

bi-dimensionnels

Alors que le comportement qualitatif du modèle théorique a été étudié et est physiquement correct,
nous proposons maintenant de tester son comportement quantitatif.

Nous appliquons dans ce chapitre la méthode d'inversion, exposée dans l'annexe L page 327, à des
données de modèles réduits analogiques provenant de trois sources :

� Expériences à pente variable (données de Beghin [1979]) ;

� Expériences à granulométrie variable sur pente nulle (données du cemagref) ;

� Expériences à pente variable, granulométrie variable et masse variable (données de Laval [1988]).

Les modèles réduits analogiques présentés modélisent des écoulements gravitaires dont la densité est
supérieure à celle du milieu ambiant homogène (eau pure). Ce sont des écoulements dilués 53.

Les tests sont e�ectués suivant deux axes :

1. Inversion partielle des conditions initiales ;

2. Inversion totale des conditions initiales et des paramètres physiques.

L'optimisation partielle des paramètres physiques n'est pas présentée, car elle donne une vision assez
pauvre de la réalité physique. En e�et, le modèle numérique direct ne tient pas compte des phénomènes
physiques associés aux conditions aux limites et aux conditions initiales. La discussion de cette incompa-
tibilité est e�ectuée en annexe M page 347.

De plus, les expériences de Laval [1988] fournissent deux jeux de données :

� la vitesse du front en fonction de la position du front ;

� l'histogrammes de dépôt.

Nous comparerons donc les résultats obtenus dans le cadre d'inversion unique (données de vitesses unique-
ment ou données de dépôts uniquement) aux résultats de l'inversion simultanée des données de vitesses
et de dépôts.

Pour un modèle donné (système d'équations T), nous recherchons donc les conditions initiales et/ou
les paramètres qui engendrent les données (solutions numériques du modèle) les plus proches possibles
des données expérimentales.

53. Comme le précise Beghin [1979], il est di�cile d'obtenir des �uides de forte densité miscibles à l'eau pure et de viscosité

su�samment réduite pour respecter l'hypothèse d'un nombre de Reynolds élevé.
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8.1 Préliminaires

Nous rappelons ici les caractéristiques des inversions partielles et totales.

8.1.1 Inversion partielle sur les conditions initiales

Nous appliquons ici la méthode d'inversion partielle exposée et testée à l'annexe L.5.3 page 340. Le
but est de trouver des conditions initiales optimales pour le modèle. En e�et, dans les problèmes réels, les
valeurs des observations sont entachées d'une erreur expérimentale inévitable, ce qui fait que les valeurs
initiales des variables du système peuvent être prises aussi comme inconnues du problème. Se superpose
à ce problème une incompatibilité du modèle numérique et du protocole expérimental (cette question est
détaillée dans l'annexe M page 347).

Nous introduisons donc les conditions initiales dans le problème d'identi�cation. C'est-à-dire que nous
proposons ici de rechercher une origine � virtuelle � du mouvement, compatible avec le modèle théorique.
Les paramètres physiques du modèle sont �xés (cf. tableau 8.1).

coe�cient de
friction fraction volumique incorporation d'eau Schmidt turbulent
C0 C3 C1 C2 C4

0.004 1 0.00153 0.0204 1

Tab. 8.1 � Paramètres physiques.

On inverse sur quatre conditions initiales h0; U0; U
?
0 et �0, le volume restant �xé. L'espace de recherche

des modèles contient au moins (103)4 = 1012 modèles, si l'on considère que l'on veut une précision de 103

sur les conditions initiales.
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8.1.2 Inversion totale

La technique de la section précédente permet de retrouver les conditions initiales compatibles avec le
modèle en gardant les valeurs par défaut pour les paramètres physiques du modèle.

Ces paramètres physiques ne peuvent être raisonnablement gardés identiques pour toutes les expé-
riences :

� Les pro�ls de vitesse sont, entre autres, des fonctions de la pente ; le coe�cient de friction C0 ne
peut rester constant.

� Les pro�ls de fraction volumique sont des fonctions de la granulométrie et de la pente, la fraction
volumique basale C3 ne peut rester constante ;

� La di�usivité des particules est fonction de leur granulométrie, par l'intermédiaire de la vitesse de
sédimentation (cf. par ex. équation (5.27) page 118).

L'inversion porte maintenant sur neuf paramètres. En considérant que l'on cherche à échantillonner
au moins 1000 valeurs par intervalle pour ces neuf paramètres, l'espace de recherche des modèles contient
au moins (103)9 = 1027 modèles, soit 1012 fois plus de modèles que lors des inversions partielles.

8.2 Expériences en canal de Beghin (1979)

Les expériences réalisées par Beghin ont pour application l'étude des avalanches de neige poudreuses.
Pour des raisons de dimensionnement des expériences, les essais sont e�ectués en canal noyé et le rapport
de densité ��=� n'est pas respecté. Cependant, la valeur du nombre de Froude densimétrique, qui est un
paramètre important à respecter pour une similitude, est conservée [Beghin, 1979].

8.2.1 Présentation des expériences

8.2.1.1 Dispositif expérimental

Le canal utilisé par Beghin [1979] est schématisé sur la �gure 8.1. Ce canal fermé avait été précé-
demment utilisé par Tochon-Danguy et Hop�nger [in : [Beghin, 1979], et [Hop�nger et Tochon-Danguy,
1977]].

Fig. 8.1 � Schéma du canal expérimental utilisé par Beghin (d'après Beghin [1979])

181



Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels

Le canal est en plexiglas, et permet de visualiser tous les phénomènes. Ses dimensions générales sont :

� 30 cm de largeur ;

� 50 cm de profondeur ;

� 300 cm de longueur.

L'inclinaison est réglable jusqu'à des pentes de 40o.
La suspension est préparée dans une petite section séparée de la section d'essai par une vanne

� guillotine �. Cette vanne en plexiglas isole les deux sections sur toute la hauteur du canal. Ce mo-
dèle de vanne présente sur d'autres l'avantage de déplacer très peu de �uide à l'ouverture [Beghin, 1979].

La section de préparation est divisée horizontalement en deux parties qui communiquent entre elles :

1. La partie supérieure est remplie d'eau pure a�n d'égaliser les pressions de part et d'autre de la
vanne. Des tubes de trop plein sont également installés pour éviter toute surpression dans le canal
lors du remplissage.

2. La partie inférieure est remplie de �uide lourd. Sa contenance est relativement faible : la section est
de 230 cm2, soit 11,5 cm de hauteur et 20 cm de longueur (la largeur du réservoir étant la même
que celle du canal d'essai).

En�n un système d'agitateurs à hélice permet, pour les �uides lourds composés de solides en suspension
dans l'eau, un brassage e�cace de �uide a�n de limiter le phénomène de sédimentation durant la période
de préparation de l'expérience. Cependant, l'agitation est supprimée 1 à 2 minutes avant le déclenchement
de l'écoulement a�n de n'avoir dans le canal que des �uides au repos.

8.2.1.2 Mesures

Beghin s'est intéressé à l'évolution globale de la bou�ée (hauteur, longueur, vitesse du front) d'un point
de vue quantitatif. Les mesures sont e�ectuées par analyse de clichés photographiques de l'écoulement.

Fig. 8.2 � Exemple d'évaluation par Beghin de la hauteur H et de la longueur L d'une bou�ée à partir

de son pro�l réel obtenu sur photographie (d'après Beghin [1979]).

En traçant le contour de chaque bou�ée, il évalue sa hauteur et sa longueur, en ayant recours, parfois,
à un lissage lorsque l'interface est très irrégulière et présente des excroissances marquées (cf. �gure 8.2).

La vitesse du front de la bou�ée est obtenue par interpolation à partir de deux photos successives en
repérant la position du front. La fréquence de prise de vue (1 ou 2 photos à la seconde) permet de suivre
l'écoulement pendant une quinzaine de secondes, c'est-à-dire sur des distances d'environ 150 à 200 cm
[Beghin, 1979].

8.2.2 Caractéristiques des essais sélectionnés

Beghin utilise trois types de �uides lourds. Nous n'en avons retenu qu'un, celui qui correspond à des
suspensions de sable, pour lequel les phénomènes de sédimentation sont présents. Le sable utilisé a une
granulométrie moyenne de l'ordre de 10�m (silts).
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Les densités sont de l'ordre de 1; 02 et cela ne semble pas augmenter la viscosité des suspensions
[Beghin, 1979]. Les écoulements sont donc dans le régime dit de � Boussinesq � (cf. section 4.1.2 page 78).
La fraction volumique associée est �0 � 0:01212.

Les �uides étant au repos, la vitesse initiale peut être considérée comme nulle. Les essais sélectionnés

d (�m) � V0 h0 l0 U0 �0

10 1.02 0.023 0:115 0:2 0 0:01212

Tab. 8.2 � Conditions initiales expérimentales des expériences réalisées par Beghin. V0 est le volume par

unité de largeur.

ont donc tous les mêmes caractéristiques physiques (cf. tableau 8.2). Le paramètre variable est la pente,

NoExpérience Ep0 Ep7,5 Ep10 Ep15 Ep20 Ep25

pente 0o 7.5o 10o 15o 20o 25o

Tab. 8.3 � La pente est le paramètre variable de ces essais de Beghin.

qui prend des valeurs comprises entre 0o et 25o. Les caractéristiques des essais sont résumées dans le
tableau 8.3.
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Fig. 8.3 � Vitesse du front en fonction de la position du front : données de Beghin [1979].

Les valeurs expérimentales de la vitesse du front en fonction de la position du front sont représentées
sur la �gure 8.3.

On remarque une faible dispersion des résultats pour les pentes comprises entre 7,5o et 15o. De même
les courbes pour 20o et 25o sont chevauchantes à partir de 1 m. Le comportement de l'écoulement sur
une pente nulle est bien di�érencié.

8.2.3 Inversion partielle sur les conditions initiales

Nous cherchons ici les conditions initiales optimales des essais de Beghin [1979]. Les reconstructions
de la dynamique sont représentées sur la �gure 8.4 page suivante.

Les conditions initiales optimisées sont données dans le tableau 8.4 page suivante. Les courbes sont
bien ordonnées, mais dans l'intervalle de recherche que nous nous sommes spéci�é, nous ne trouvons pas
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Fig. 8.4 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Vitesse du front en fonction de la position du

front : données de Beghin.

Exp. N pente h0 U0 U?
0 �0 coût

0:01� 0:2 0� 0:2 0� 0:2 0:01� 0:01212

Ep0 0o 0:0100015 9:20145e� 06 0:0594399 0:0100013 0.00924026
Ep7.5 7.5o 0:01 8:47679e� 07 0:173075 0:01 0.498137
Ep10 10o 0:0100001 2:54365e� 09 0:19997 0:0100002 0.684063
Ep15 15o 0:01 4:52644e� 07 0:199988 0:01 1.42619
Ep20 20o 0:01 8:89335e� 08 0:199996 0:01 0.899213
Ep25 25o 0:01 4:24092e� 09 0:199997 0:01 1.11307

Tab. 8.4 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Conditions initiales des reconstructions : données

de Beghin.
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8.2. Expériences en canal de Beghin (1979)

de solutions quantitativement satisfaisantes (sauf pour le cas de la pente nulle) : les bornes des intervalles
de recherche sont atteintes. Deux hypothèses peuvent être avancées :

� L'intervalle de recherche est trop restreint (vitesse U?
0 et �0), la fraction volumique pouvant peut-

être être plus faible, vu le temps de repos des suspensions (1 à 2 minutes d'après Beghin [1979]) ;

� Les paramètres physiques ne sont pas appropriés. C'est ce que nous testerons avec l'inversion totale.

8.2.4 Inversion totale
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Fig. 8.5 � Inversion totale. Vitesse du front en fonction de la position du front : données de Beghin.

Les reconstructions de la dynamique sont représentées sur la �gure 8.5. Elles sont plus satisfaisantes.

Exp. N pente h0 U0 U?
0 �0 coût

0:01� 0:2 0� 0:2 0� 0:2 0:01� 0:01212

Ep0 0o 0:0167223 0:0141182 0:000537024 0:0100648 0.0056886
Ep7.5 7.5o 0:0212493 0:0167562 0:0031736 0:0113362 0.00337393
Ep10 10o 0:020228 0:00664605 0:000147234 0:0115446 0.00113907
Ep15 15o 0:017784 0:00640913 0:00157676 0:0114513 0.00749722
Ep20 20o 0:0320016 0:00538109 0:0206913 0:0101975 0.00506541
Ep25 25o 0:0552437 0:08649 0:00640086 0:0108819 0.00292053

Tab. 8.5 � Inversion totale. Conditions initiales des reconstructions : Données de Beghin.

Les conditions initiales des reconstructions, ainsi que l'erreur relative moyenne, sont indiquées dans le
tableau 8.5. Les hauteurs initiales sont relativement classées de façon croissante en fonction de la pente.

Exp. N pente C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 10 0:0001� 2 0:001� 1 0:1� 10

Ep0 0o 0:00929503 9:7507 0:000126956 0:786517 2:95926
Ep7.5 7.5o 0:00667552 7:15184 0:379487 0:99947 0:958652
Ep10 10o 0:0341069 2:34327 0:401776 0:995232 2:23261
Ep15 15o 0:00679486 8:10644 0:749612 0:970846 2:37235
Ep20 20o 0:0908345 8:51691 0:346096 0:91746 0:10014
Ep25 25o 0:0264586 5:47774 1:10513 0:97792 2:94868

Tab. 8.6 � Inversion totale. Paramètres physiques des reconstructions : Données de Beghin.

Les paramètres physiques optimisés sont reportés dans le tableau 8.6.
Certaines valeurs des paramètres atteignent les bornes de l'intervalle de recherche. Il n'y a pas de

classement apparent des résultats.
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Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels

Certaines valeurs des paramètres sont peu réalistes :

� Le coe�cient de friction C0 pour les expériences Ep20 et Ep25 est compris entre 0,025 et 0,09.

� Le rapport des coe�cients d'incorporation d'eau C1 et C2 varie entre 0.37 et 1.10, alors qu'il est
spéci�é expérimentalement, pour des écoulements stationnaires, à 0.075.

On peut avancer trois hypothèses pour expliquer ce fait :

1. Les données étant très bruitées, il n'est pas sûr que le minimum trouvé corresponde au jeu de
données réelles, le minimum réel étant � caché � par le bruit.

2. Les données contraignent trop peu le modèle ;

3. Le nombre de minima est trop élevé, et la méthode inverse n'est plus e�cace.

8.2.5 Conclusions

Les inversions partielles sur les conditions initiales ont montré la capacité du modèle à reconstruire
qualitativement les données dynamiques (courbes bien ordonnées).

L'inversion totale, rendant possible la recherche des paramètres, permet des reconstructions quanti-
tatives plus satisfaisantes. Le manque de données, ou le bruit, ne permet cependant pas de contraindre
su�samment les paramètres pour les identi�er clairement.

8.3 Expériences du cemagref (1998)

Nous avons à notre disposition un jeu de données sur des expériences en canal sur pente nulle réalisées
au cemagref et fournies aimablement par Mohamed Naaim.

8.3.1 Caractéristiques des essais sélectionnés

Les conditions expérimentales sont les mêmes pour chacun des essais (cf. tableau 8.7). La longueur et

pente � V0 h0 l0 U0 �0

0o 1:02 0:09 0:3 0:3 0 0:01212

Tab. 8.7 � Conditions initiales expérimentales des expériences réalisées au cemagref.

la hauteur du réservoir sont de 30 cm. Le volume par unité de largeur du réservoir est de 900 cm3.

NoExp. Mb22 S23 S32 Mb34 Mb62 S70

d (�m) 0-50 = 22 23 32 30-40 = 34 40-70 = 62 70

Tab. 8.8 � Caractéristiques des expériences réalisées au cemagref. BV indique que le matériau utilisé

est des billes de verre, S indique que le matériau est du sable.

Les caractéristiques de ces essais sont résumées dans le tableau 8.8.
La �gure 8.6 page suivante représente les données de la position du front en fonction du temps.
Les suspensions de sables sont plus rapides que les suspensions de micro-billes, et cela pour une

granulométrie identique (cf. �gure 8.6 page ci-contre à gauche). Ces expériences mettent en évidence
l'importance de la friction �uide-grain qui intervient par l'intermédiaire de la vitesse de sédimentation.

8.3.2 Inversion partielle sur les conditions initiales

Nous cherchons les conditions initiales optimales des essais.
Les reconstructions de la dynamique sont représentées sur la �gure 8.7 page suivante. L'accord est

très bon.
Les conditions initiales optimisées sont données dans le tableau 8.9 page ci-contre. Les suspensions de

micro-billes ont une hauteur initiale plus faible que les suspensions de sable, à granulométrie équivalente.
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Fig. 8.6 � Position du front en fonction du temps : données du cemagref.
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Fig. 8.7 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Position du front en fonction du temps : données

du cemagref.

Exp. N Gran. h0 U0 U?
0 �0 coût

0:01� 0:3 0� 0:2 0� 0:2 0:01� 0:01212

Mb22 0-50 = 22 0:0499369 1:09454e� 06 0:075694 0:0100011 0.000692401
S23 23 0:0704105 0:00490816 0:0320298 0:0100316 0.000778687
S32 32 0:0321123 0:0556435 0:0158392 0:010007 6.79119e-05
Mb34 30-40 = 34 0:0293494 0:0602198 0:0154668 0:010018 0.00022852
Mb62 40-70 = 62 0:0522732 0:0427394 0:000605346 0:011433 3.01818e-05
S70 70 0:0193574 0:117465 1:6062e� 05 0:0100018 0.00180894

Tab. 8.9 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Conditions initiales des reconstructions : Don-

nées du cemagref.
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Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels

8.3.3 Inversion totale

Nous recherchons ici les paramètres physiques et les conditions initiales optimaux.

s

m

s

m

Fig. 8.8 � Inversion totale. Position du front en fonction du temps : données du cemagref.

Les reconstructions de la dynamique sont tracées sur la �gure 8.8. Elles sont satisfaisantes.

Exp. N Gran. h0 U0 U?
0 �0 coût

0:01� 0:3 0� 0:2 0� 0:2 0:01� 0:01212

Mb22 0-50 = 22 0:0631604 0:030346 0:00323462 0:0103673 6.41558e-05
S23 23 0:0634125 0:0261502 0:00636112 0:0102247 0.000686504
S32 32 0:0551037 0:0302691 0:018536 0:0101666 1.30782e-05
Mb34 30-40 = 34 0:0854307 0:00314485 0:00465976 0:0101792 3.1888e-05
Mb62 40-70 = 62 0:0926745 0:000814694 0:00125782 0:0100013 1.35664e-05
S70 70 0:085675 0:0151735 0:000638824 0:0117882 1.70823e-05

Tab. 8.10 � Inversion totale. Conditions initiales des reconstructions : Données du cemagref.

Le tableau 8.10 contient les conditions initiales optimisées. Les hauteurs initiales sont approximative-
ment classées en fonction de la granulométrie.

L'erreur relative moyenne est faible, indiquant une bonne reconstruction des données.

Exp. N Gran. C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 5 0:0001� 2 0:001� 0:1 0:1� 10

Mb22 0-50 = 22 0:0087441 4:20102 0:00686378 0:0785333 4:63492
S23 23 0:0072585 0:938685 0:0031063 0:0994796 4:43864
S32 32 0:00324116 1:0749 0:00511325 0:0716374 2:52982
Mb34 30-40 = 34 0:00287456 0:700163 0:00650588 0:0583585 0:476028
Mb62 40-70 = 62 0:00115122 0:798617 0:00282074 0:0425335 2:64702
S70 70 0:00181977 0:563085 0:0433166 0:0719752 0:105285

Tab. 8.11 � Inversion totale. Paramètres physiques des reconstructions : Données du cemagref.

Les paramètres physiques reconstruits sont reportés dans le tableau 8.11. La �gure 8.9 page ci-contre
représente la répartition des valeurs des coe�cients pour les six expériences.

Les variations de valeur les plus importantes sont sur la di�usivité des particules C4. Le coe�cient
de friction C0 est relativement bien contraint dans un intervalle vraisemblable sur toutes les données.
Les coe�cients d'incorporation de �uide (C1 et C2) sont d'un ordre de grandeur raisonnable sauf pour
l'expérience S70. La fraction basale C3 est relativement bien contrainte sauf pour l'expérience Mb22.
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8.4. Expériences en canal de Laval (1988)

Fig. 8.9 � Inversion totale. Répartition des valeurs des coe�cients pour les six expériences du cemagref.

8.3.4 Conclusions

Ici encore, les inversions partielles ont permis une reconstruction qualitative satisfaisante, par la
recherche de conditions initiales compatibles avec le modèle théorique.

L'inversion totale a permis une reconstruction quantitative correcte des données. Les données étant
moins bruitées que pour les expériences de Beghin [1979], les paramètres physiques sont ici mieux
contraints (cf. �gure 8.9).

8.4 Expériences en canal de Laval (1988)

Laval [1988] a entrepris de modéliser des écoulements de type � bou�ée turbide � a�n de mieux
comprendre les phénomènes qui régissent la mise en place des séries turbiditiques et l'édi�cation des
éventails subaquatiques profonds. Ses travaux sont dans la lignée de ceux e�ectués par Beghin [1979] et
Ravenne et Beghin [1983].

8.4.1 Présentation des expériences

8.4.1.1 Dispositif expérimental

Les expériences se déroulent dans un bassin rempli d'eau, dont un des côtés est en plexiglas pour
permettre les observations. Le modèle réduit est immergé dans ce bassin. Il se compose d'un grand canal
en plexiglas dont les dimensions sont :

� 20 cm de largeur ;

� 35 cm de hauteur ;

� 400 cm de longueur.

L'inclinaison de ce canal permet de reproduire des pentes comprises entre 0o et 10o.
Un réservoir, destiné à recevoir le �uide dense et d'une capacité maximale de 11 litres, est �xé à l'une

des extrémités du canal. L'autre extrémité du canal est laissée libre (cf. �gure 8.10 page suivante).
Le �uide dense est libéré dans le canal par une vanne � guillotine � étanche. En�n, deux agitateurs

verticaux assurent la mise en suspension des particules de sable.
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Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels

Fig. 8.10 � Canal et système d'agitation, immergés dans le canal, utilisés par Laval (d'après Laval [1988]).

8.4.1.2 Mesures

Les essais réalisés par Laval permettent l'étude de la répartition du sable déposé dans le canal (sédi-
mentation).

Après chaque écoulement le sable déposé est récupéré dans chacun des huit secteurs de 50 cm dé�nis
sur toute la longueur du canal, ainsi que dans le réservoir. La mesure des quantités de sable recueilli dans
chaque secteur permet de déterminer le pourcentage de sable récupéré dans le canal et dans le réservoir
par rapport à la masse totale de sable initialement injectée.

Il est alors possible :

� de calculer la masse de sable transportée au delà des limites du canal (di�érence entre la masse
initiale et la masse déposée dans le canal et le réservoir) ;

� de calculer la densité de l'écoulement à la sortie du réservoir (di�érence entre la masse initiale et la
masse déposée dans le réservoir) ;

� de tracer les courbes de répartition des dépôts dans le canal. Ces courbes correspondent au lissage
de l'histogramme de répartition du sable dans les huit secteurs du canal.

8.4.2 Caractéristiques des essais sélectionnés

Plusieurs types de suspensions ont été utilisés par Laval. Nous n'avons retenu que les essais avec
du sable en suspension dans de l'eau pure, et dont l'excès de densité par rapport au �uide ambiant
est uniquement dû au sable (suspensions pures). Les essais de sable en suspension dans une eau salée
(suspensions mixtes) n'ont pas été utilisés.

Le sable est un sable naturel, essentiellement quartzeux, de densité 2,6 g/cm3.
Parmi les nombreux essais de Laval, nous n'avons retenu que les essais pour lesquels les mesures de la

vitesse et l'histogramme de répartition du sable étaient disponibles. Ces essais permettent de quanti�er :

� l'in�uence de la taille des grains ;

� l'in�uence de la pente ;

� l'in�uence de la masse initiale.

Pour tous ces essais le volume initial de la suspension est de 8 litres.
Les essais ont tous en commun les conditions initiales données par le tableau 8.12 page suivante.
Les caractéristiques spéci�ques des essais sont résumées dans le tableau 8.13 page ci-contre.
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V0 h0 l0 U0 �0

0:04 0:12 0:33 0 0:03125

Tab. 8.12 � Conditions initiales expérimentales communes des expériences réalisées par Laval. V0 est le

volume par unité de largeur.

Caractéristique NoExp. d (�m) pente masse de sable (g) �0 �0s

granulométrie E41 56 1o 650 0:03125 0:0275
E48 71 1o 650 0:03125 0:0225
E39 90 1o 650 0:03125 0:02375
E47 112 1o 650 0:03125 0:018125
E46 142 1o 650 0:03125 0:00875

pente E39 90 1o 650 0:03125 0:02375
E34 90 3o 650 0:03125 0:02375
E37 90 5o 650 0:03125 0:024375

masse E39 90 1o 650 0:03125 0:02375
E57 90 1o 300 0:014375 0:0075

Tab. 8.13 � Conditions initiales expérimentales des expériences réalisées par Laval. �0s est la fraction

volumique en sortie de réservoir calculée à partir de la masse déposée dans le réservoir.

mm
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/
s

Fig. 8.11 � Vitesse du front en fonction de la position du front (à gauche) & lissage de l'histogramme

de répartition du sable (à droite) : Expériences à granulométrie variable de 56 �m à 142 �m (données de

Laval [1988]).
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Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels

La �gure 8.11 page précédente représente les données de la vitesse du front en fonction de la position
(à gauche) et le lissage de l'histogramme de répartition du dépôt de sable (à droite) pour les expériences
à granulométrie variable.

Les comportements asymptotiques sont bien marqués et di�érenciés au delà de 1,5 m. Sur le premier
mètre, les courbes sont peu ordonnées, ce qui re�ète la variabilité des conditions initiales, comme le sou-
ligne les mesures de fraction volumique e�ectuées par [Laval, 1988] à la sortie du réservoir (cf. tableau 8.13
page précédente).
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Fig. 8.12 � Vitesse du front en fonction de la position du front (à gauche) & lissage de l'histogramme de

répartition du sable (à droite) : Expériences à pente variable de 1o à 5o(données de Laval [1988]).

La �gure 8.12 représente les données de la vitesse du front en fonction de la position (à gauche) et le
lissage de l'histogramme de répartition du dépôt de sable (à droite) pour les expériences à pente variable.

Les comportements asymptotiques sont relativement similaires. La di�érence de vitesse plus marquée
quantitativement pour la pente de 5o peut être expliquée, ici encore, par une faible variation de la fraction
volumique.
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Fig. 8.13 � Vitesse du front en fonction de la position du front (à gauche) & lissage de l'histogramme de

répartition du sable (à droite) : Expériences à masse variable de 300 g à 650 g (données de Laval [1988]).

La �gure 8.13 représente les données de la vitesse du front en fonction de la position (à gauche) et le
lissage de l'histogramme de répartition du dépôt de sable (à droite) pour les expériences à masse initiale
variable. Les comportements asymptotiques sont similaires.

En�n, notons que ces résultats sont qulitativement tout à fait cohérents avec les expériences numé-
riques du chapitre précédent.
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8.4.3 Inversion partielle sur les conditions initiales

8.4.3.1 Préliminaires

Comme nous l'avons souligné précédemment, le modèle numérique n'est pas compatible avec le pro-
tocole expérimental du fait de la forme parallélepipédique du réservoir, fermé sur l'arrière. De plus, les
paramètres initiaux, entachés d'incertitudes, jouent un rôle essentiel sur le développement quantitatif de
l'écoulement.

Dans les expériences, l'arrêt des agitateurs introduit une incertitude sur la fraction volumique initiale
�0. Laval [1988] a, lors de ses expériences, calculé la fraction volumique �0s des écoulements à la sortie
du réservoir.

La fraction volumique initiale réelle �0r de l'écoulement est donc comprise entre �0 et �0s.

�0r h0

E39t 0.03125 (�0) 0.12
E39s 0.02375 (�0s) 0.12
E39sh 0.02375 (�0s) 0.8

E46t 0.03125 (�0) 0.12
E46s 0.00875 (�0s) 0.12
E46sh 0.00875 (�0s) 0.11

Tab. 8.14 � Conditions initiales des tests préliminaires.

Le tableau 8.14 contient les valeurs de �0r et h0 des trois tests e�ectués pour les deux essais E39 et
E46 (les autres conditions initiales sont celles données par les tableaux 8.13 page 191 et 8.12 page 191,
les paramètres physiques sont ceux par défaut du modèle donné par le tableau 8.1 page 180) :

1. On teste d'abord les conditions initiales théoriques (E39t et E46t) ;

2. On considère les fractions volumiques de sortie du réservoir comme conditions initiales (E39s et
E46s) ;

3. En�n, on considère que l'on peut superposer une correction de la hauteur initiale (E39sh et E46sh),
telle que les écoulements à grains �ns et concentrés s'e�ondrent de façon plus importante (cf.
section 7 page 155 sur le comportement qualitatif des écoulements).
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Fig. 8.14 � Tests préliminaires sur l'in�uence de la fraction volumique initiale et la hauteur initiale :

vitesse du front en fonction de la position du front (à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition

du sable (à droite). cf. tableau 8.14 pour la dé�nition des paramètres.

Comme le montre la �gure 8.14, les deux valeurs extrêmes de la fraction volumique engendrent des
variations de comportement quantitatif importantes sur la dynamique et le dépôt de l'écoulement. Une
fraction volumique plus faible, induite par une sédimentation prématurée dans le réservoir, semble plus
appropriée comme condition initiale (E39s�sh et E46s�sh).
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Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels

Les plus gros écarts apparaissent au début de la reconstruction. La sensibilité du modèle par rap-
ports aux variations des conditions initiales est importante. Les conditions initiales ont donc un impact
quantitatif très important sur la dynamique de l'écoulement.

À noter le bon accord des comportements asymptotiques expérimentaux et numériques. Les para-
mètres physiques du modèle théorique peuvent cependant être ajustés pour un accord parfait.

Nous cherchons les conditions initiales optimales des essais à l'aide des données dynamiques et des
histogrammes de dépôt.

8.4.3.2 Expériences à granulométrie variable
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Fig. 8.15 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Vitesse du front en fonction de la position du

front (à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à granulométrie

variable (données de Laval [1988]).

Les reconstructions sont satisfaisantes tant pour la dynamique que pour l'histogramme de dépôt. Les
courbes se croisent au même point (cf. �gure 8.15) et respectent les di�érences de granulométrie.

mm

m
/
s

Fig. 8.16 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Vitesse du front en fonction de la position du

front (à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à granulométrie

variable (données de Laval [1988]).

Pour les granulométries plus fortes, les reconstructions sont également satisfaisantes (cf. �gure 8.16).
Les conditions initiales optimisées sont donnés dans le tableau 8.15 page suivante. D'une façon géné-

rale, les fractions volumiques �0s de sortie du réservoir, calculées par Laval, sont retrouvées.
Les coûts des reconstructions (erreurs relatives moyennes) sont donnés dans le tableau 8.16. Elle est

généralement plus importante par rapport aux données de dépôt que par rapport aux données de vitesses.
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Exp. N Gran. h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E41 56 0:0416297 0:0459388 0:016588 0:0275001 0:0275
E48 71 0:045538 0:0433825 0:0100282 0:0225 0:0225
E39 90 0:0688808 0:0326815 0:00638918 0:0237502 0:02375
E47 112 0:0703163 1:05334e� 07 0:0641818 0:018125 0:018125
E46 142 0:038048 0:1 0:00380032 0:00875007 0:00875

Tab. 8.15 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Conditions initiales des reconstructions : Ex-

périences à granulométrie variable (Données de Laval [1988]).

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E41 0.12998 0.0744209 0.1022
E48 0.11864 0.293766 0.206203
E39 0.0721724 0.416926 0.240141
E47 0.0427459 0.534956 0.288851
E46 0.114801 0.112675 0.113738

Tab. 8.16 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Coûts des reconstructions : Expériences à

granulométrie variable (Données de Laval [1988]).

8.4.3.3 Expériences à pente variable
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Fig. 8.17 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Vitesse du front en fonction de la position

du front (à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à pente

variable (données de Laval [1988]).

Les reconstructions sont satisfaisantes tant pour la dynamique que pour l'histogramme de dépôt (cf.
�gure 8.17).

Les conditions initiales optimisées sont reportées dans le tableau 8.17 page suivante. Les fractions
volumiques �0s de sortie du réservoir sont retrouvées. À noter les conditions initiales très proches pour
les essais E39 et E34. La di�érence de comportement de l'essai E37 est du, plus qu'à la pente, à des
conditions initiales (fraction volumique, vitesse de front : : : ) sensiblement di�érentes de celles des autres
essais.

Les coûts des reconstructions (erreurs relatives moyennes) sont données dans le tableau 8.18. Ici,
encore l'erreur relative est plus importante par rapport aux données de dépôt.
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Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels

Exp. N pente h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E39 1o 0:0688808 0:0326815 0:00638918 0:0237502 0:02375
E34 3o 0:0682102 0:00311035 0:0413778 0:0237501 0:02375
E37 5o 0:0598572 0:000884278 0:0217054 0:024375 0:024375

Tab. 8.17 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Conditions initiales des reconstructions : Ex-

périences à pente variable (Données de Laval [1988]).

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E39 0.0721724 0.416926 0.240141
E34 0.0821506 0.477862 0.280006
E37 0.131656 0.351176 0.241416

Tab. 8.18 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Coûts des reconstructions : Expériences à pente

variable (Données de Laval [1988]).

8.4.3.4 Expériences à masse variable
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Fig. 8.18 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Vitesse du front en fonction de la position

du front (à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à masse

variable (données de Laval [1988]).

La �gure 8.18 montre les données reconstruites pour les expériences à masse variable. L'accord est
satisfaisant.

Les fractions volumiques initiales (cf. tableau 8.19 page suivante) correspondent aux fractions volu-
miques de sortie de réservoir calculées par Laval.

Les coûts des reconstructions (erreurs relatives moyennes) sont donnés par le tableau 8.20 page ci-
contre. L'erreur relative moyenne esr plus importante par rapport aux données de dépôt que par rapport
aux données de vitesses.

8.4.3.5 Conclusions

La recherche de conditions initiales compatibles avec le modèle théorique permet de reconstruire d'une
façon qualitativement satisfaisante les données de vitesse et les histogrammes de dépôt.
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8.4. Expériences en canal de Laval (1988)

Exp. N mass h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E39 650 0:0688808 0:0326815 0:00638918 0:0237502 0:02375
E57 300 0:0651664 2:20557e� 07 0:0581487 0:00750001 0:0075

Tab. 8.19 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Conditions initiales des reconstructions : Ex-

périences à masse variable (Données de Laval [1988]).

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E39 0.0721724 0.416926 0.240141
E57 0.0570893 0.296091 0.176589

Tab. 8.20 � Inversion partielle sur les conditions initiales. Coûts des reconstructions : Expériences à

masse variable (Données de Laval [1988]).

8.4.4 Inversion totale

La question qui se pose naturellement est de savoir si la performance des inversions totales des expé-
riences de Beghin [1979] et du cemagref est due au grand nombre de paramètres libres, ou si c'est bien
la dynamique du système qui a été retrouvée.

Les expériences réalisées par Laval [1988] fournissent deux jeux de données : un sur la vitesse du front,
un sur l'histogramme de répartition des dépôts.

Nous nous intérésserons dans une premier temps à l'inversion totale sur :

� le dépôt seul ;

� la dynamique seul.

Les inversions sur la dynamique seule permettent de tester des reconstructions dans les mêmes conditions
que les expériences précédentes.

Dans un second temps, nous comparerons ces résultats à l'inversion simultanée des données de vitesse
et de dépôt.

8.4.4.1 Inversion sur les histogrammes de dépôt

Expériences à granulométrie variable La �gure 8.19 représente les reconstructions. Les histo-
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Fig. 8.19 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Vitesse du front en fonction de la position du front

(à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à granulométrie

variable (données de Laval [1988]).
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Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels

grammes de dépôt (données inversées, à droite) sont reconstruits de façon satisfaisante. La reconstruction
des vitesses n'est, elle, pas satisfaisante.
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Fig. 8.20 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Vitesse du front en fonction de la position du front

(à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à granulométrie

variable (données de Laval [1988]).

La même remarque que précédemment s'applique aux granulométries plus fortes (cf. �gure 8.20).

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E41 0.208716 0.00396111 0.106338
E48 0.256229 0.00321802 0.129724
E39 0.28602 0.00255748 0.144289
E47 0.374164 0.0023252 0.188245
E46 0.254794 0.0208403 0.137817

Tab. 8.21 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Coûts des reconstructions : Expériences à granulo-

métrie variable (Données de Laval [1988]).

Les coûts des reconstructions sont reportés dans le tableau 8.21. Si l'erreur relative par rapport aux
données de dépôt est faible, elle est cependant très élevée pour la dynamique.

Exp. N Gran. h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E41 56 0:075135 0:0836652 0:0125098 0:0305005 0:0275
E48 71 0:0175162 0:0255705 0:0990124 0:0265557 0:0225
E39 90 0:0363854 0:000703746 0:0983237 0:0238341 0:02375
E47 112 0:0102184 0:0847634 0:0801825 0:0252603 0:018125
E46 142 0:0103524 0:0921751 0:0223731 0:00876912 0:00875

Tab. 8.22 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Conditions initiales des reconstructions : Expériences

à granulométrie variable (Données de Laval [1988]).

Les conditions initiales optimisées sont reportées dans le tableau 8.22. Les hauteurs initiales ne sont
pas classées. Les fractions volumiques initiales sont supérieures aux fractions volumiques de sortie du
réservoir mesurées par Laval.

Le tableau 8.23 page suivante contient les paramètres physiques optimisés. Les coe�cients de friction
restent bornés à des valeurs vraisemblables. Les histogrammes de dépôt ne semblent pas bien contraindre
les paramètres.
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8.4. Expériences en canal de Laval (1988)

Exp. N Gran. C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 5 0:0001� 2 0:001� 1 0:1� 10

E41 56 0:00677792 1:9641 0:0791532 0:0999924 0:408396
E48 71 0:00755473 0:41265 0:0476927 0:23101 1:35174
E39 90 0:00411752 0:489316 0:0772558 0:0514843 1:18132
E47 112 0:0180915 0:27701 0:0982285 0:105387 1:45021
E46 142 0:00100905 0:223401 0:0236927 0:0744117 2:32268

Tab. 8.23 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Paramètres physiques des reconstructions : Expé-

riences à granulométrie variable (Données de Laval [1988]).

Expériences à pente variable Les données inversées sont très bien reproduites (cf. �gure 8.21, à
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Fig. 8.21 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Vitesse du front en fonction de la position du front

(à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à pente variable

(données de Laval [1988]).

droite). Les reconstructions de la dynamique ne sont pas satisfaisantes (cf. �gure 8.21, à gauche).

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E39 0.28602 0.00255748 0.144289
E34 0.0837176 0.000496422 0.042107
E37 0.0886796 0.00175098 0.0452153

Tab. 8.24 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Coûts des reconstructions : Expériences à pente

variable (Données de Laval [1988]).

La tableau 8.24 indique l'erreur relative moyenne des reconstructions. Elle est faible par rapport au
données de dépôt, mais élevée par rapport aux données dynamiques.

Les conditions initiales optimisées sont reportées dans le tableau 8.25 page suivante. Les hauteurs sont
classées.

Les paramètres physiques optimisés sont reportés sur le tableau 8.26 page suivante. Ces paramètres
sont relativement tous classés, sauf C2.

Expériences à masse variable La �gure 8.22 représente la reconstruction des données inversées
uniquement sur l'histogramme de dépôt. La restitution des vitesses est qualitativement satisfaisante.

Les coûts des reconstructions sont reportés dans le tableau 8.27 page suivante. La minimisation unique
de l'erreur relative par rapport au dépôt ne permet pas de minimiser l'erreur relative par rapport à la
dynamique.
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Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels

Exp. N pente h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E39 1o 0:0363854 0:000703746 0:0983237 0:0238341 0:02375
E34 3o 0:0503514 0:00951511 0:0751758 0:0266034 0:02375
E37 5o 0:0579812 0:00103597 0:0874691 0:0307241 0:024375

Tab. 8.25 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Conditions initiales des reconstructions : Expériences

à pente variable (Données de Laval [1988]).

Exp. N pente C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 5 0:0001� 2 0:001� 1 0:1� 10

E39 1o 0:00411752 0:489316 0:0772558 0:0514843 1:18132
E34 3o 0:00643828 0:752026 0:0846235 0:136214 0:696908
E37 5o 0:00940663 0:852022 0:0904278 0:0501975 0:287066

Tab. 8.26 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Paramètres physiques des reconstructions : Expé-

riences à pente variable (Données de Laval [1988]).
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Fig. 8.22 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Vitesse du front en fonction de la position du front

(à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à masse variable

(données de Laval [1988]).

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E39 0.28602 0.00255748 0.144289
E57 0.171172 2.08219e-05 0.0855965

Tab. 8.27 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Coûts des reconstructions : Expériences à masse

variable (Données de Laval [1988]).

Exp. N mass h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E39 650 0:0363854 0:000703746 0:0983237 0:0238341 0:02375
E57 300 0:0205674 0:0276121 0:0502514 0:0141938 0:0075

Tab. 8.28 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Conditions initiales des reconstructions : Expériences

à masse variable (Données de Laval [1988]).
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8.4. Expériences en canal de Laval (1988)

Le tableau 8.28 page ci-contre donne la valeur des conditions initiales optimisées.

Exp. N mass C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 5 0:0001� 2 0:001� 1 0:1� 10

E39 650 0:00411752 0:489316 0:0772558 0:0514843 1:18132
E57 300 0:0105639 0:450679 0:0772544 0:2321 1:99712

Tab. 8.29 � Inversion sur les histogrammes de dépôt. Paramètres physiques des reconstructions : Expé-

riences à masse variable (Données de Laval [1988]).

Le tableau 8.29 donne la valeur des paramètres physiques optimisés.

Conclusion En conclusion, l'inversion unique sur l'histogramme de dépôt permet de restaurer une
image qualitative satisfaisante de la dynamique.

Elle ne permet cependant pas de reconstruire l'évolution en vitesse des écoulements de façon quanti-
tativement satisfaisante.

8.4.4.2 Inversion sur les données de vitesse

Expériences à granulométrie variable La �gure 8.23 représente les reconstructions. Les vitesses
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Fig. 8.23 � Inversion sur les données de vitesse. Vitesse du front en fonction de la position du front

(à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à granulométrie

variable (données de Laval [1988]).

(à gauche), données inversées, sont reconstruites de façon très satisfaisante. Si pour les expériences E41
et E48, les dépôts sont corrects, il n'en va pas de même pour l'essai E39.

La �gure 8.24 page suivante présente les reconstructions pour les granulométries plus importantes.
Les reconstructions de vitesse sont très correctes. Le pro�l de dépôt est correct pour l'essai E47, mais
non pour l'essai E46.

Le tableau 8.30 page suivante donne le coût des reconstructions (erreur relative moyenne). La valeur
très élevée de la reconstruction du pro�l de dépôt pour l'essai E46 est en partie due au fait qu'il n'y a
pas de calage sur tous les points. D'une façon générale l'erreur est plus importante par rapport au dépôt
que par rapport á la dynamique.

Les conditions initiales optimisées sont reportées dans le tableau 8.31 page suivante. Les hauteurs
initiales sont classées. Les fractions volumiques sont di�érentes des fractions volumiques de sortie du
réservoir.

Le tableau 8.32 page suivante donne les paramètres physiques optimisés. Il n'existe pas de classement
apparent. Le coe�cient de friction C0 semble être classé, mais atteint des valeurs aberrantes pour l'essai
E46. Les paramètres de la reconstruction de l'essai E41 sont proches des valeurs par défaut du modèle.
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Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels
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Fig. 8.24 � Inversion sur les données de vitesse. Vitesse du front en fonction de la position du front

(à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à granulométrie

variable (données de Laval [1988]).

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E41 0.00148466 0.0187623 0.0101235
E48 0.00235142 0.477242 0.239797
E39 0.00204794 0.586048 0.294048
E47 0.00620839 0.486376 0.246292
E46 0.000196392 17.4306 8.71539

Tab. 8.30 � Inversion sur les données de vitesse. Coût des reconstructions : Expériences à granulométrie

variable (Données de Laval [1988]).

Exp. N Gran. h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E41 56 0:0143585 0:0370432 0:0457365 0:0282206 0:0275
E48 71 0:0128836 0:0634561 0:0453181 0:0307774 0:0225
E39 90 0:0147896 0:0672427 0:0438521 0:0242904 0:02375
E47 112 0:0386823 0:0566964 0:00156029 0:0182562 0:018125
E46 142 0:0471847 0:00050264 0:0319889 0:0282971 0:00875

Tab. 8.31 � Inversion sur les données de vitesse. Conditions initiales des reconstructions : Expériences à

granulométrie variable (Données de Laval [1988]).

Exp. N Gran. C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 5 0:0001� 2 0:001� 1 0:1� 10

E41 56 0:00408683 0:289372 0:000920683 0:0304323 0:840285
E48 71 0:00765683 0:510604 0:00310927 0:827304 3:66079
E39 90 0:0010157 0:438505 0:000406825 0:00491159 1:08065
E47 112 0:0240474 0:941598 0:0178259 0:846215 4:83875
E46 142 0:0998859 0:983187 0:000217478 0:0422714 4:99624

Tab. 8.32 � Inversion sur les données de vitesse. Paramètres physiques des reconstructions : Expériences

à granulométrie variable (Données de Laval [1988]).
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8.4. Expériences en canal de Laval (1988)

Expériences à pente variable La �gure 8.25 donne les reconstructions des essais sur pente variable.
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Fig. 8.25 � Inversion sur les données de vitesse. Vitesse du front en fonction de la position du front

(à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à pente variable

(données de Laval [1988]).

Les reconstruction dynamiques sont satisfaisantes (à gauche). La reconstruction des dépôts n'est correcte
que pour l'essai E34.

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E39 0.00204794 0.586048 0.294048
E34 0.00362987 0.132987 0.0683084
E37 0.00296042 0.759332 0.381146

Tab. 8.33 � Inversion sur les données de vitesse. Coût des reconstructions : Expériences à pente variable

(Données de Laval [1988]).

Le tableau 8.33 indique le coût des reconstructions. Seul l'essai E34 a une faible valeur relative
moyenne.

Exp. N pente h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E39 1o 0:0147896 0:0672427 0:0438521 0:0242904 0:02375
E34 3o 0:0383915 0:00151462 0:0278451 0:0259246 0:02375
E37 5o 0:0122424 0:00908559 0:0739724 0:0243781 0:024375

Tab. 8.34 � Inversion sur les données de vitesse. Conditions initiales des reconstructions : Expériences à

pente variable (Données de Laval [1988]).

Les valeurs des conditions initiales optimisées sont reportées dans le tableau 8.34.
Le tableau 8.35 page suivante contient les valeurs des paramètres physiques optimisés. Les valeurs de

C3 sont proches pour les trois essais.

Expériences à masse variable La �gure 8.26 page suivante représente les reconstructions pour les
expériences à masse variable. La dynamique de l'écoulement est reproduite de façon satisfaisante. Si le
pro�l de dépôt est bon qualitativement, il ne l'est pas du point de vue quantitatif.

Le tableau 8.36 page suivante indique le coût des reconstructions. L'erreur relative par rapport à la
dynamique est minimisée de façon satisfaisante. Ce n'est pas le cas de l'erreur par rapport au dépôt.

Le tableau 8.37 page suivante donne les conditions initiales optimisées des reconstructions. Les frac-
tions volumiques respectent le rapport de masse.
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Chapitre 8. Application d'une méthode inverse à des modèles réduits expérimentaux bi-dimensionnels

Exp. N pente C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 5 0:0001� 2 0:001� 1 0:1� 10

E39 1o 0:0010157 0:438505 0:000406825 0:00491159 1:08065
E34 3o 0:0145636 0:579059 0:0197553 0:245761 2:41031
E37 5o 0:00296843 0:497491 0:000100017 0:0135666 4:99646

Tab. 8.35 � Inversion sur les données de vitesse. Paramètres physiques des reconstructions : Expériences

à pente variable (Données de Laval [1988]).
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Fig. 8.26 � Inversion sur les données de vitesse. Vitesse du front en fonction de la position du front

(à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à droite) : Expériences à masse variable

(données de Laval [1988]).

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E39 0.00204794 0.586048 0.294048
E57 0.0031965 0.46526 0.234228

Tab. 8.36 � Inversion sur les données de vitesse. Coût des reconstructions : Expériences à masse variable

(Données de Laval [1988]).

Exp. N mass h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E39 650 0:0147896 0:0672427 0:0438521 0:0242904 0:02375
E57 300 0:0180365 0:000139127 0:0914509 0:0143606 0:0075

Tab. 8.37 � Inversion sur les données de vitesse. Conditions initiales des reconstructions : Expériences à

masse variable (Données de Laval [1988]).

Exp. N mass C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 5 0:0001� 2 0:001� 1 0:1� 10

E39 650 0:0010157 0:438505 0:000406825 0:00491159 1:08065
E57 300 0:00760343 0:651924 0:000100075 0:00384073 4:81459

Tab. 8.38 � Inversion sur les données de vitesse. Paramètres physiques des reconstructions : Expériences

à masse variable (Données de Laval [1988]).
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8.4. Expériences en canal de Laval (1988)

Les valeurs des paramètres optimisés sont données dans le tableau 8.38 page ci-contre. Si les ordres
de grandeur de certains paramètres sont voisins, il n'apparaît pas de lien évident en fonction de la masse
initiale.

8.4.4.3 Conclusions

Nous avons ici testé l'inversion totale (inversion des paramètres physiques et des conditions initiales).
L'inversion sur l'histogramme de dépôt, si elle permet de donner une image qualitative satisfaisante

de la dynamique des écoulements, ne permet pas de reproduire quantitativement les évolutions de vitesse.
Les données de l'histogramme du dépôt sont des données � pauvres � (cf. section L.5 page 337). Ce sont
des données moyennées sur des sections de 50 cm. De plus, ce ne sont pas des variables directes de la
résolution du modèle direct.

De la même façon, si l'inversion sur les vitesses conserve un bon agencement qualitatif des dépôts, elle
ne permet pas de reproduire quantitativement ces derniers.

Il se pose vraisemblablement un problème de manque de contraintes. Les solutions trouvées (pro-
bablement des minima locaux de l'optimisation) qui reproduisent quantitativement la dynamique, ne
respectent pas les pro�ls de dépôt, inversement les solutions qui reproduisent les dépôts ne respectent pas
les données dynamiques.

À la lumière de ces résultats, on peut remettre en question les inversions sur les données de Beghin
[1979] et du cemagref, qui ne sont e�ectuées que sur des données dynamiques. Les pro�ls de dépôt
obtenus respecteraient-ils les données expérimentales?

8.4.4.4 Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt

Expériences à granulométrie variable La �gure 8.27 représente les reconstructions pour les ex-
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Fig. 8.27 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Vitesse du

front en fonction de la position du front (à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à

droite) : Expériences à granulométrie variable (données de Laval [1988]).

périences à granulométrie variable. Elles respectent qualitativement et quantitativement les données de
façon très satisfaisante.

Le �gure 8.28 page suivante représente les reconstructions pour les expériences à granulométrie plus
grossière. Ici encore, la concordance entre les données et les reconstructions est bonne.

Le tableau 8.39 page suivante indique l'erreur relative moyenne des reconstructions. Elle est sensi-
blement la même par rapport aux données dynamiques et aux données de dépôt, ce qui montre que la
minimisation est homogène par rapport aux deux jeux d'observations.

Les conditions initiales optimisées sont reportées dans le tableau 8.40 page suivante. Elles sont rela-
tivement homogènes.

Les paramètres physiques optimisés sont donnés dans le tableau 8.41 page suivante. Seul les coe�cients
d'incorporation (C1 et C2) semblent être mal contraints. L'ordre de grandeur des autres paramètres est
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Fig. 8.28 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Vitesse du

front en fonction de la position du front (à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à

droite) : Expériences à granulométrie variable (données de Laval [1988]).

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E41 0.00168507 0.00218106 0.00193306
E48 0.00477669 0.00591286 0.00534477
E39 0.00492185 0.00506672 0.00499429
E47 0.0139815 0.0133732 0.0136773
E46 0.0404692 0.0358719 0.0381705

Tab. 8.39 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Coût des

reconstructions : Expériences à granulométrie variable (Données de Laval [1988]).

Exp. N Gran. h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E41 56 0:0187975 7:70827e� 05 0:084511 0:0302626 0:0275
E48 71 0:0168179 0:0603857 0:0647241 0:0276895 0:0225
E39 90 0:0255066 0:0572306 0:0488197 0:0247997 0:02375
E47 112 0:0339194 0:0573671 0:00930482 0:0298902 0:018125
E46 142 0:0226777 0:0672904 0:0147787 0:0305735 0:00875

Tab. 8.40 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Conditions

initiales des reconstructions : Expériences à granulométrie variable (Données de Laval [1988]).

Exp. N Gran. C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 5 0:0001� 2 0:001� 1 0:1� 10

E41 56 0:00311222 0:383601 0:0033775 0:242084 2:0498
E48 71 0:00279783 0:43317 0:0197943 0:674154 2:12088
E39 90 0:00148021 0:406198 0:00570002 0:00968049 1:22763
E47 112 0:00193269 0:614329 0:0282571 0:0131652 2:70871
E46 142 0:00100569 0:481447 0:0389401 0:00873097 1:99831

Tab. 8.41 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Paramètres

physiques des reconstructions : Expériences à granulométrie variable (Données de Laval [1988]).
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relativement le même. Le coe�cient de friction C0 est relativement bien contraint entre 0.001 et 0.003.
La fraction volumique basale, C3, reste voisine de 0.5. Le rapport des di�usivités, C4, est de l'ordre de 2.

Expériences à pente variable La �gure 8.29 représente les reconstructions pour les expériences à
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Fig. 8.29 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Vitesse du

front en fonction de la position du front (à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à

droite) : Expériences à pente variable (données de Laval [1988]).

pente variable. Les reconstructions sont très satisfaisantes quelque soit la pente.

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E34 0.00616253 0.00108971 0.00362612
E37 0.0040421 0.00236376 0.00320293
E39 0.00492185 0.00506672 0.00499429

Tab. 8.42 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Coût des

reconstructions : Expériences à pente variable (Données de Laval [1988]).

Le tableau 8.42 indique l'erreur relative moyenne de chacune des reconstructions.

Exp. N pente h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E39 1o 0:0255066 0:0572306 0:0488197 0:0247997 0:02375
E34 3o 0:031322 0:0615674 0:0568007 0:0289951 0:02375
E37 5o 0:026408 0:00151053 0:0642536 0:0258842 0:024375

Tab. 8.43 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Conditions

initiales des reconstructions : Expériences à pente variable (Données de Laval [1988]).

Les conditions initiales optimisées sont reportées dans le tableau 8.43.
Les paramètres physiques des reconstructions sont donnés par le tableau 8.44 page suivante. Les

ordres de grandeur sont moins homogènes. Le coe�cient d'incorporation de �uide C1 est mal contraint.
La di�usivité C4 est plus faible que pour les données précédentes. Le paramètre C3 reste cependant voisin
de 0,5.

Expériences à masse variable Les reconstructions pour les expériences à masse variable sont re-
présentées sur la �gure 8.30 page suivante. La restitution est quantitativement excellente. Le coût (erreur

207
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Exp. N pente C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 5 0:0001� 2 0:001� 1 0:1� 10

E39 1o 0:00148021 0:406198 0:00570002 0:00968049 1:22763
E34 3o 0:0060331 0:615311 0:0181813 0:0213137 0:35707
E37 5o 0:0125746 0:352085 0:00925127 0:0888649 0:433529

Tab. 8.44 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Paramètres

physiques des reconstructions : Expériences à pente variable (Données de Laval [1988]).
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Fig. 8.30 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Vitesse du

front en fonction de la position du front (à gauche) & lissage de l'histogramme de répartition du sable (à

droite) : Expériences à masse variable (données de Laval [1988]).

Exp. No erreur relative moyenne
/dynamique /dépôt /moyenne

E39 0.00492185 0.00506672 0.00499429
E57 0.00689368 0.00106977 0.00398172

Tab. 8.45 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Coût des

reconstructions : Expériences à masse variable (Données de Laval [1988]).

Exp. N mass h0 U0 U?
0 �0 �0s

0:01� 0:2 0� 0:1 0� 0:1 �0s � 0:03125

E39 650 0:0255066 0:0572306 0:0488197 0:0247997 0:02375
E57 300 0:0365825 0:0452938 0:00477619 0:013961 0:0075

Tab. 8.46 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Conditions

initiales des reconstructions : Expériences à masse variable (Données de Laval [1988]).
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8.4. Expériences en canal de Laval (1988)

relative moyenne) des reconstructions est très faible aussi bien par rapport aux données dynamiques que
par rapport aux données de dépôt (cf. tableau 8.45 page ci-contre).

Les conditions initiales optimisées sont données dans le tableau 8.46 page précédente. On retrouve ici
le fait que les suspension les plus diluées s'e�ondrent moins vite (cf. section 7.3.3 page 167 sur les tests
de sensibilité à �0).

Exp. N mass C0 C3 C1 C2 C4

0:001� 0:1 0:2� 5 0:0001� 2 0:001� 1 0:1� 10

E39 650 0:00148021 0:406198 0:00570002 0:00968049 1:22763
E57 300 0:00828632 0:827591 0:0259406 0:0313473 2:28323

Tab. 8.47 � Inversion simultanée sur les données de vitesse et les histogrammes de dépôt. Conditions

initiales des reconstructions : Expériences à masse variable (Données de Laval [1988]).

Le tableau 8.47 contient les paramètres physiques optimisés des reconstructions. Si les paramètres C3

et C4 ont sensiblement la même valeur que pour les expériences précédentes, les valeurs du coe�cient
d'incorporation d'eau ou de friction sont relativement di�érentes.

8.4.4.5 Conclusions

La méthode d'inversion totale simultanée permet la reconstruction des données de vitesses et des
histogrammes de dépôt de façon très correcte.

Fig. 8.31 � Inversion totale. Répartition des valeurs des coe�cients pour les huits expériences de Laval

[1988].

La �gure 8.31 représente la répartition des valeurs des coe�cients pour les huits expériences. L'inver-
sion simultanée sur les données de vitesse et de pro�ls de dépôt a permis de mieux contraindre les valeurs
des paramètres qui sont alors moins dispersées.
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8.5 Conclusions

L'inversion partielle sur les conditions initiales (recherche de conditions initiales compatibles avec le
modèle) a permis de montrer le bon comportement qualitatif du modèle sur un grand nombre de modèles
expérimentaux dont les caractéristiques variables sont :

� la pente [Beghin, 1979; Laval, 1988] ;

� la granulométrie [Laval [1988] et données cemagref] ;

� la masse initiale [Laval, 1988].

Dans le cas de conditions initiales compatibles, le comportement quantitatif du modèle est satisfaisant,
les vitesses restent cependant légèrement surestimées au début du mouvement. Ce fait peut, semble-t-il,
être expliqué :

� par le mouvement du �uide supérieur qui est négligé dans le modèle ; c'est un problème courant des
modèles simples [Bonnecaze, Huppert et Lister, 1993; Huppert, 1998].

� par un problème plus général d'incompatibilité des protocoles expérimentaux et numériques (cf.
annexe M page 347).

L'inversion totale (conditions initiales et paramètres physiques) permet une reconstruction qualita-
tive très correcte des données. Les caractéristiques asymptotiques des données expérimentales sont bien
reproduites.

Cette méthode appliquée uniquement à des données dynamiques (vitesse du front en fonction de la
position du front ou position du front en fonction du temps) ou uniquement à des données d'histogrammes
de dépôt ne permet pas d'identi�er les paramètres des écoulements. En outre, il est apparu que :

� Des jeux de paramètres permettent de reproduire de façon très satisfaisante la dynamique des écou-
lements (position�temps ou vitesse-position) sans pour autant reproduire la géométrie et l'extension
des dépôts ;

� Inversement, des jeux de paramètres permettent de reproduire de façon très satisfaisante les pro�ls
de dépôt sans que la reconstruction dynamique soit satisfaisante.

L'inversion simultanée, dépôt�dynamique, est donc apparu essentielle :

� pour une reconstruction satisfaisante à la fois des données dynamiques et des données d'histo-
grammes de dépôt.

� pour une meilleur estimation des paramètres physiques. En e�et, l'espace des modèles admissibles
(modèle direct + conditions initiales + paramètres physiques) est plus restreint, et l'on réduit donc
le nombre de solutions du problème d'optimisation : les paramètres peuvent être mieux évalués.

La réussite de l'inversion dépend donc en grande partie de la qualité et de la quantité des observations
dont on dispose. En e�et, plus celles-ci sont nombreuses, meilleure est la qualité de l'estimation des
paramètres et de la reconstruction.

Soulignons également trois points :

1. Les données plus bruitées ont été plus di�ciles à reconstruire car :

� il existe, semble-t-il, plus de minima locaux ;

� le vrai minimum global peut être � caché � par le bruit.

2. L'espace de recherche des paramètres est très grand. Des progrès sensibles peuvent être e�ectués :

� par restriction de l'espace de recherche des paramètres dont les bornes sont maintenant mieux
estimées ;

� par la mise en ÷uvre d'une inversion contrainte (par exemple, telle que le rapport C1=C2 = E0,
cf. section 5.5 page 124).

3. L'inversion simultanée nécessite une mise en ÷uvre plus complexe. Nous l'avons traitée de façon
triviale par la somme des deux fonctions de coût (somme des erreurs relatives moyennes de chaque
reconstruction par rapport aux données).

En�n, du point de vue du modèle théorique, il apparaît que la valeur de la fraction volumique basaleC3

est souvent proche de 0,5. Les sédiments ne sont donc pas répartis uniformément sur toute la longueur et la
hauteur (i.e. sur tout le volume) de l'objet mais sur la moitié de son volume. La valeur souvent supérieure
à 1 de l'inverse du nombre de Schmidt turbulent C4 va dans ce sens. On entrevoit ici les limitations dues
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8.5. Conclusions

à la forme géométrique de l'objet qui ne prend pas en compte les variations longitudinales des variables
physiques (il serait préférable d'avoir deux longueurs caractéristiques : une pour la tête (plus concentrée),
une pour la queue (plus diluée).
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La limite du savoir, ce serait la transparence parfaite des représentations

aux signes qui les ordonnent.

M. Foucault.

Chapitre 9

L'e�ondrement de Nice, 1979

L'e�ondrement de Nice a eu lieu lors des travaux de remblais pour l'extension de l'aéroport. C'est le
type même d'événement catastrophique. L'Institut Français de Recherche pour l'Exploitation de la Mer
(ifremer) a contribué à l'étude de cet événement en e�ectuant des campagnes océanographiques sur
cette zone avec en particulier des carottages, des plongées et des études numériques. L'abondance des
données disponibles sur cet événement nous a conduit à l'utiliser dans le cadre de cette thèse.

Tout en permettant de tester et valider le modèle théorique, cette partie propose di�érents scénarios
d'écoulement et tente d'apporter des réponses sur la nature de l'écoulement.
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Chapitre 9. L'e�ondrement de Nice, 1979

Fig. 9.1 � Contexte géographique, montrant la morphologie du cône sous-marin. Localisation des ruptures

de câbles d'après Piper et Savoye [1993] : en pointillés les câbles rompus, en traits pleins, les câbles non

rompus. Le � indique la localisation de l'e�ondrement.
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9.1. Contexte géologique

9.1 Contexte géologique

Le système du cône sous-marin du Var est composé d'une longue vallée qui aboutit à la plaine abyssale
Ligure. Le plateau continental est très étroit le long de la Côte d'Azur et est pratiquement absent au
large de Nice. Douze canyons entaillent le talus continental et se rejoignent à une profondeur de 1650 m
pour former la vallée sous-marine du Var. Le canyon du Var est le plus important, il est directement relié
à la rivière du même nom.

La vallée sous-marine se décompose en trois parties (cf. �gure 9.1 page précédente) :

� La vallée supérieure (upper fan valley) est orientée vers le Sud-Est sur 12 km à partir de la con�uence
du canyon du Var et du canyon du Paillon jusqu'au début du talus continental, à environ 2000 m
de profondeur.

� La vallée intermédiaire (middle fan valley) s'étend vers l'Est sur 50 km jusqu'à un mur de diapir
de sel. Elle s'oriente alors vers le Sud-Sud-Ouest. Sa morphologie est complexe. À la base du talus
continental, la vallée n'est plus con�née sur sa partie gauche (Est). Elle se divise alors en deux
sous-chenaux (chenal Sud et chenal central) séparés par la ride médiane 54. La levée Nord est peu
élevée et discontinue. Elle est entaillée, plus bas, par un troisième chenal (chenal Nord), qui rejoint
le chenal central vers 2200 m.

La ride sédimentaire du Var borde le Sud de la vallée intermédiaire. Sa hauteur décroît de 350 à 50
m.

� La vallée inférieure (lower fan valley) traverse la partie Sud du mur de diapir et alimente un petit
lobe dans la partie extrême Nord de la plaine abyssale Ligure. Le long de la vallée inférieure, les
levées formant la ride sédimentaire du Var ne dépassent pas 20 m.

9.2 Description de l'événement et Points de contrainte

Un e�ondrement de terrain a eu lieu le 16 Octobre 1979, au large de l'aéroport de Nice. Les causes
exactes du déclenchement de l'e�ondrement ne sont pas encore bien déterminées. Il semble que ce soit
la conjonction de la présence de sédiments sous-consolidés et de l'action humaine lors des travaux de
remblais de l'aéroport [Mulder, Savoye, Piper et Syvitski, 1998a].

9.2.1 Estimation du volume et des matériaux impliqués

L'e�ondrement est constitué de sédiments silteux et argileux sous-consolidés. S'ajoutent à cela les
divers matériaux de remblais de l'aéroport (sables et silts), dont l'épaisseur atteint 20-25 m par endroit.

Le volume total impliqué dans l'e�ondrement semble être d'au moins 8�106 m3 [Gennesseaux, Mau�ret
et Pautot, 1980; Habib, 1994].

Le haut des séquences Pléistocène est situé, à cet endroit, à 80 m en dessous du fond sous-marin.
La profondeur de l'e�ondrement (loupe d'arrachement) a été estimée à 30-50 m par Habib [1994]. Le
glissement est donc vraisemblablement constitué essentiellement de sédiments Holocènes 55.

L'e�ondrement n'est pas situé directement à l'embouchure du Var, mais à quelques kilomètres à l'Est.
Il a emprunté dans un premier temps un canyon secondaire (cf �gure 9.2 page suivante) qui rejoint le
canyon du Var à une profondeur de 1000�1100 m [Mulder, Syvitski et Skene, 1998b]. La distance à la
source est alors comprise entre 5,8 km et 6,7 km. Ce canyon est incisé sur une profondeur comprise entre
25 et 40 m, sa largeur est de 150�300 m [Mulder, Savoye et Syvitski, 1997].

Après le déclenchement, le glissement, dont la densité initiale était élevée, s'est rapidement étalé,
désagrégé et a incorporé de l'eau de mer. La concentration est devenue su�samment faible pour qu'il y
ait écoulement à proprement parler [Mulder et al., 1997].

54. La nature de cette ride n'est pas claire. Elle peut être due à des dépôts en un point où les écoulements divergent, ou

à des restes érosionels [Piper et Savoye, 1993].

55. Mulder [1993] a lui estimé que les sédiments impliqués sont Pliocène et Quaternaire (Pléistocène et Holocène) et sur

une épaisseur de 20 m.
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Chapitre 9. L'e�ondrement de Nice, 1979

Fig. 9.2 � Localisation de l'e�ondrement et du chenal emprunté (d'après Mulder et al. [1998a]).
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9.2. Description de l'événement et Points de contrainte

9.2.2 Estimation de la position en fonction du temps d'après les ruptures de
câbles

Le courant gravitaire a sectionné deux câbles de télécommunications lors de son passage dans la vallée
inférieure. Le premier câble a été sectionné 3 h 45 après le déclenchement, le second 8 heures après. Le
câble situé le long du �anc Sud de la ride sédimentaire du Var n'a pas été sectionné. L'e�ondrement a
également engendré un raz de marée sur la côte (tsunami).

Les positions des câbles peuvent être estimées d'après leur profondeur respective (cf. �gure 9.1 page 214
et tableau 9.1).

Câble 1 Câble 2

heure de rupture 3h45 8h
profondeur (m) 2480�2545 �2600

position estimée (km)

Mulder [1993] 80 110
Piper et Savoye [1993] 95 122,5
Mulder et al. [1997] 100 120
Savoye a 90,65 114,04

Tab. 9.1 � Estimation de la position des ruptures de câbles

a Communication personnelle, 1999.

La rupture du câble 1 n'a pas eu lieu exactement dans l'axe du chenal du Var, mais plus à l'Ouest
de 5-6 km [documents ifremer], à une latitude Nord de 43o21'.05 et une longitude Est de 8o01'. La
bathymétrie est comprise entre 2480 et 2545 m [cartes isobathes 20 m ifremer]. La distance à la source
est alors comprise entre 83,3 et 87,3 km. Ces données di�èrent peu des données de Mulder [1993] : 80 km,
de Piper et Savoye [1993] : 95 km et Mulder et al. [1997] : 100 km.

Le second câble semble avoir a été sectionné à une profondeur proche de 2600 m. La distance à
la source est de 112 km. Cette valeur est proche de celle estimée par Mulder [1993] (110 km) ou par
Mulder et al. [1997] (120 km). Sa position a été récemment recalculée à partir des nouvelles compilations
bathymétriques et de la détermination du trajet supposé de l'e�ondrement. Elle est de 114,04 km.

Les gradients de pente à cet endroit sont très faibles (<0.002), ce qui peut expliquer les imprécisions
sur la distance à la source.

La di�érence des temps de rupture (4 h 15) et la distance entre les deux câbles (21 km) permet de
donner une estimation de la vitesse moyenne du courant entre les deux câbles. Elle est de l'ordre de 5
km/h. Cette valeur est faible. Elle semble de plus associée à de faibles valeurs de la fraction volumique
(<0.015 d'après Piper et Savoye [1993]). Il est vraisemblable que la rupture n'ait eu pas lieu exactement
à l'arrivée de l'écoulement, mais après une action prolongée de l'écoulement ayant causé son déplacement
et son étirement, comme le suggère le rapport de réparation [Communication personnelle de B. Savoye,
1999].

La di�érence entre l'heure de rupture du premier câble et l'heure du déclenchement, permet de donner
une estimation de la vitesse moyenne de l'écoulement dans la partie amont de la vallée du Var. La vitesse
est de l'ordre de 23 km/h. Cette vitesse est relativement peu signi�cative, puisque dans cette partie de
la vallée, l'écoulement est très instationnaire et atteint vraisemblablement des vitesses instantanées plus
élevées.

9.2.3 Estimation des épaisseurs sédimentées d'après les carottes

Les nombreuses études réalisées par l'ifremer ont permis de prélever un grand nombre de carottes
(cf. �gure 9.3 page suivante) durant les campagnes de mer Nicasar, Prenice, Casanice, Monicya,
Same et Essam2.

L'analyse de ces carottes et la recherche d'une possible signature sédimentaire associée à l'e�ondrement
de Nice est détaillée dans l'annexe N page 351. Le tableau 9.4 page 220 synthétise les résultats.
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Fig. 9.3 � Localisation des carottages e�ectuées par l' ifremer. � : carottes retenues ; 
 : carottes incer-

taines ; � autres carottes.
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9.2. Description de l'événement et Points de contrainte

m

m

Fig. 9.4 � Pro�l reconstitué de la hauteur de sédiments déposés, estimée d'après les carottes ifremer. Les
points indiquent un endroit où l'écoulement était vraisemblablement érosif. Les traits pointillés indiquent

des épaisseurs sédimentées qu'il n'est pas certain de pouvoir associer à l'événement de Nice. Les traits

pleins sont considérés comme des dépôts résultants de l'e�ondrement.
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9.2. Description de l'événement et Points de contrainte

Les épaisseurs sédimentées considérées comme résultantes de l'e�ondrement de Nice, sont représentées
en fonction de la distance à la source sur la �gure 9.4 page 219 et reportées dans le tableau 9.2.

Nocarotte épaisseur estimée (m) position (km)

KCA20 0.05 33,6
KCA2 0.06 38
KNI26 <0.2 62,6
KNI27 <0.2 65,3
KCA7 0.34 87,3

Tab. 9.2 � Hauteur de sédiments déposés estimée d'après les carottes et considérée comme possiblement

résultantes de l'e�ondrement

9.2.4 Estimation de l'érosion d'après les plongées

L'érosion de la base des �ancs du canyon du Var a fourni une importante masse supplémentaire de sédi-
ments. Ces phénomènes ont été observés directement lors des plongées réalisées par l'ifremer. On trouve
parfois des sur-creusements, se manifestant par des encorbellements de quelques mètres [communication
personnelle de Savoye, 1999 et [Pautot, 1988, plongée 12]].

À cette érosion directe, se superposent les e�ondrements de blocs, centimétriques à métriques, subsé-
quents au passage de l'écoulement [communication personnelle de Savoye, 1999 et [Pautot, 1988, plongée
7, 9, 11, 12 et 14]].

Les plongées 8 et 13, e�ectuées dans le canyon emprunté par l'e�ondrement de Nice, montrent que
celui-ci est entaillé dans de la vase récente. Il est également comblé d'un chaos de blocs de vase, instables
et anguleux.

En�n, on note la présence de blocs constitués de calcaire clair qui ne proviennent pas des parois, qui
sont constituées, elles, de marnes bleues.

9.2.5 Estimation de la hauteur de l'écoulement

Les observations e�ectuées lors des plongées dans le bas du canyon du Var et dans la vallée supérieure
du Var, six mois après l'e�ondrement de Nice, indiquent une limite abrupte de l'érosion des �ancs à une
hauteur de 50 m [communication personnelle de Savoye, 1999 et [Pautot, 1988, plongée 12]]. Sur les �ancs
du canyon, on trouve des petits cailloux plaqués sur une hauteur de près de 30 m [Savoye, Cochonat,
Bourillet et Cayocca, 1997]. On retrouve de la bioturbation à des hauteurs de 60�90 m [communication
personnelle de Savoye, 1999 et [Pautot, 1988, plongées 6, 9 et 11]]. Ces hauteurs donnent une estimation
de la hauteur � érosive � du courant.

En�n, lors de ces plongées sous marines, une pièce de métal, probablement une partie d'un bulldozer
transportée par l'écoulement, a été retrouvée dans le canyon du Var, à une profondeur de 1500 m, sur
une terrasse dont la hauteur par rapport au fond du canyon est de l'ordre de 25 m [Communication
personnelle de Cochonnat, Savoye, 1999 et Pautot [1988, plongées 17]]. Cette pièce est située à 15 km de
la zone d'e�ondrement. On peut donc supposer que l'écoulement avait une hauteur d'au moins 30 m.

L'analyse des carottes (KCA3, KS6, KMO9 : : : ) situées sur la partie Ouest de la ride sédimentaire
du Var semble indiquer que l'événement n'a pas débordé [Piper et Savoye, 1993]. La hauteur de la ride
fournit donc la limite supérieure de hauteur que l'écoulement peut atteindre. Le pro�l de hauteur de la
ride a été grossièrement reconstitué d'après des cartes bathymétriques de l'ifremer et les articles de
Mulder et al. [1997]; Piper et Savoye [1993], il est schématisé sur la �gure 9.5 page suivante.

Dans les parties dépressives de la ride, à l'Est de la longitude E7o42' (55,4 km), Piper et Savoye [1993]
ont noté des surfaces d'érosion et de possibles dépôts de sable. Elles indiquent un débordement limité.

En�n le mur de diapir de sel, situé à la longitude E8o05' (� 92 km), et dont la hauteur est comprise
entre 30 et 60 m, ne semble pas avoir été a�ecté par un dépôt récent [analyses sismiques de Piper et
Savoye [1993]]. Ce dernier est cependant situé latéralement plus à l'Est par rapport à la vallée principale.
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Chapitre 9. L'e�ondrement de Nice, 1979

m

m

Fig. 9.5 � Pro�l reconstitué de la hauteur de la ride sédimentaire du Var. Observation : B = Bulldozer ;

D = Diapir

9.2.6 Estimation des modélisations antérieures

Plusieurs études, incluant des modélisations numériques, ont été appliquées à l'e�ondrement de Nice.
Elles ont permis de tester di�érents scénarios et di�érents paramètres associés à l'écoulement.

La première estimation des vitesses de l'écoulement a été faite par Gennesseaux et al. [1980], d'après
les temps de rupture des câbles (cf. �gure 9.6 page suivante).

Les estimations de vitesses faites par Mulder [1993] en utilisant une approche visco-plastique sont
également reportées sur la �gure 9.6 page ci-contre. Ces vitesses sont associées à des hauteurs constantes
d'écoulement comprises entre 11 et 18 m.

Le modèle de Piper et Savoye [1993] est basé sur l'équation de Chezy (cf. équation (2.4) 2.4 page 27).
En se basant sur les estimations de hauteurs et de concentrations dérivées des observations, ils peuvent
ainsi déduire les vitesses en plusieurs points de la vallée.

En�n, des modèles plus complexes existent. Le modèle de Mulder et al. [1997] combine l'approche
visco-plastique et l'approche de Chezy 56. En imposant une hauteur variable à l'écoulement, plusieurs
paramètres de l'écoulement, comme la vitesse (cf. �gure 9.6 page ci-contre), le dépôt et l'érosion, peuvent
être reconstruits. L'épaisseur érodée est ainsi estimée être maximale à environ 17,5 km de la source, avec
des valeurs comprises entre 7 et 11,5 mètres. Suivant les cas testés, l'épaisseur maximale déposée, qui
coïncide avec la hauteur maximale de l'écoulement, est comprise entre 2 et 6 mètres.

9.3 Paramètres de la modélisation

La �gure 9.7 page 224 donne une localisation du trajet emprunté par l'e�ondrement (trajet a, qui
correspond au chenal Sud). Le trajet b sera utilisé à la section 9.5 page 237, il correspond au chenal Nord.

56. cf. l'article original pour plus de détails sur le modèle utilisé.
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9.3. Paramètres de la modélisation
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Fig. 9.6 � Estimations des vitesses données par les précédentes modélisations (cf. texte et [Gennesseaux

et al., 1980; Mulder, 1993; Mulder et al., 1997; Piper et Savoye, 1993] pour plus de détails). Les barres

d'erreurs correspondent aux valeurs minimales et maximales des di�érents scénarios testés.

9.3.1 Pro�ls bathymétriques

Nous avions à notre disposition deux pro�ls bathymétriques :

� un pro�l bathymétrique discrétisé par pas d'espace �xe de 25 m à partir de la source [ifremer et
Assier, 1999], soit un maillage d'environ 7000 points. Un maillage lissé (ML) de 44 points en a été
extrait.

� un pro�l bathymétrique �n (MF), fourni par l'ifremer, dont le pas d'espace est de 100 m (1201
points).

Les deux pro�ls sont représentés sur le �gure 9.8 page 225, ainsi qu'un autre maillage grossier (MG) ayant
servi aux tests numériques (cf. Annexe O page 355).

Des tests numériques ont été e�ectués sur ces maillages (cf. Annexe O page 355).
Les résultats des modélisations (cf. Annexe O page 355) sont quantitativement sensibles aux données

de maillage. Pour des questions de temps calcul 57, nous avons e�ectué les simulations sur le maillage lissé
(ML), qui cependant respecte les gradients moyens de pentes.

Le talus continental est abrupt avec une pente comprise entre 6 et 11o. À la con�uence du canyon du
Var et du canyon du Paillon, la pente n'est plus que de 2o. Dans la vallée inférieure elle est de l'ordre de
0,1o[Piper et Savoye, 1993].

9.3.2 Volume initial de sédiments

Le volume initial de l'e�ondrement a été estimé à au moins 8�106 m3 par Gennesseaux et al. [1980];
Habib [1994].

Dans le cadre de notre modélisation, pour des questions de validité du modèle (lois de comportement
liée aux fortes concentrations, turbulence) nous ne nous plaçons pas au point exact de départ de l'e�on-
drement. Le volume de l'écoulement est donc supérieur à la valeur donnée par Gennesseaux et al. [1980];
Habib [1994], qui est, elle, considérée comme un volume minimum.

57. L'algorithme utilisé impose, lors de la résolution numérique, de � passer � au moins une fois dans chaque maille pour

conserver la précision. Il peut s'en suivre une réduction inutile du pas de temps, lorsque, par exemple les gradients entre

deux mailles successives sont pratiquement constants.
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Chapitre 9. L'e�ondrement de Nice, 1979

Fig. 9.7 � Localisation du trajet emprunté par l'e�ondrement (trajet a, qui correspond au chenal Sud). Le

trajet b correspond en partie au chenal Nord. Localisation des ruptures de câbles d'après Piper et Savoye

[1993] : en pointillés les câbles rompus, en traits pleins, les câbles non rompus.

Volume estimé de sédiments
dans l'e�ondrement initial à la con�uence Paillon�Var déposés

8�106 m3 3-10�107 m3 15�108 m3

Tab. 9.5 � Estimation des valeurs du volume de sédiments dans l'e�ondrement
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9.4. Mise en ÷uvre

m

m

Fig. 9.8 � Pro�l bathymétrique reconstitué de la vallée du Var, le long d'une section 2D. Les maillages

(MF) et (MG) sont superposés.

Si l'on prend en compte les observations faites dans le canyon secondaire (cf. section 9.2.1 page 215),
on peut estimer que s'ajoute à cela un volume de sédiments compris entre 20�90�106 m3, dû à l'érosion
du canyon. Ce volume ajouté, augmente le volume de sédiments dans l'écoulement à 3�10�107 m3.

Le volume maximum de sédiments impliqués dans l'écoulement (volume estimé de sédiments déposés)
peut être calculé d'après les observations de Piper et Savoye [1993]. Mulder et al. [1997] considère que
l'événement a déposé en moyenne une couche de sable de 10 cm sur les 120 premiers kilomètres de la
vallée, soit sur une surface de 1500 km2. Le volume de sédiments impliqué est de 15�107 m3. Le sable ne
constituant qu'une fraction du matériel transporté par le courant (env. 10%), le volume impliqué réel est
plus proche de 15�108 m3 [Mulder et al., 1997].

9.4 Mise en ÷uvre

Les études précédentes se sont attachées à trouver des conditions initiales et des paramètres d'écoule-
ment permettant de reconstruire de façon satisfaisante la dynamique de l'e�ondrement et en particulier
de respecter les temps de rupture des câbles.

Les principales questions auxquelles nous tenterons de répondre sont :

� La reconstruction de la dynamique est-elle su�sante pour pouvoir reproduire de façon satisfaisante
les épaisseurs sédimentées?

� Les temps de ruptures des câbles peuvent-ils être réellement pris comme points de contrainte pour
la position de la tête?

� Les épaisseurs de sédiments observées dans les carottes sont-elles bien associées à l'e�ondrement de
Nice?

Nous testerons ces di�érentes hypothèses en imposant di�érentes contraintes aux modélisations de
l'écoulement.

Nous e�ectuerons ainsi :

1. des inversions partielles : estimation des conditions initiales. En e�et, les études des sections précé-
dentes ont montré, que, bien qu'un très grand nombre d'observations ait été e�ectué, le choix de
conditions initiales pour l'e�ondrement reste problématique car incertain.

2. des inversions totales. Elles permettent à la fois une estimation des paramètres physiques du modèle
et des conditions initiales.
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Chapitre 9. L'e�ondrement de Nice, 1979

9.4.1 Inversion partielle contrainte par la dynamique (rupture des câbles) :
Estimation des conditions initiales

Nous proposons ici de rechercher les conditions initiales (volume, hauteur, vitesses) associées à l'ef-
fondrement en imposant comme contrainte le respect des temps de rupture des câbles. Nous appliquons
la méthode d'inversion partielle telle qu'elle est dé�nie à l'annexe L.5 page 337.

coe�cient de
friction fraction volumique incorporation d'eau Schmidt turbulent
C0 C3 C1 C2 C4

0.004 1. 0.00153 0.0204 1.

Tab. 9.6 � Inversion partielle : paramètres physiques (non inversés).

Les paramètres physiques du modèle sont rappelés dans le tableau 9.6. La valeur du coe�cient de
friction (C0) correspond à la valeur de référence des précédentes études [Bowen, Normark et Piper, 1984;
Komar, 1969; Mulder et al., 1997; Piper et Savoye, 1993; Zeng, Lowe, Prior, Wiseman et Bornhold,
1991] et [Hsü, 1989, p. 96]. Les coe�cients d'incorporation d'eau (C1 et C2) proviennent de la littérature
[Fukushima, Parker et Pantin, 1985; Parker, Fukushima et Pantin, 1986]. Les valeurs de C3 et C4 sont
celles estimées aux sections 5.4.2.1 page 122 et 5.4.2.2 page 122.

Nous avons testé trois scenarios d'estimation de la position de rupture des câbles correspondant aux
estimations du tableau 9.1 page 217.

� Estimation inférieure :
câble 1 câble 2

position (m) 80000 106000

� Estimation intermédiaire :
câble 1 câble 2

position (m) 90650 114040

� Estimation supérieure :

câble 1 câble 2

position (m) 100000 120000

Ces tests permettent de dé�nir un encadrement des conditions initiales.

position volume hauteur vit. moy. vit. ét.
des câbles V0 h U Ul

inf. 40363.7 5.16682 3.71343 3.48752
int. 66480.1 91.6573 0.547196 3.68483
sup. 79004.4 89.5009 0.716612 3.31155

Tab. 9.7 � Inversion partielle sur la dynamique : conditions initiales

Le tableau 9.7 donne les conditions initiales des reconstructions. Les volumes et les hauteurs sont
classées : Les positions de câbles les plus proximales imposent un volume et une hauteur d'écoulement
plus faibles que les positions de rupture plus distales.

Les volumes initiaux de sédiments associés à ces écoulements sont compris entre 58 1,6�107 et 3,2�107
m3. Ils sont en bon accord avec les estimations de la borne inférieure du tableau 9.5 page 224.

La reconstruction des données dynamiques est satisfaisantes (cf. �gure 9.9 page suivante à gauche et
erreur relative du tableau 9.8 page ci-contre). Le comportement asymptotique dé�ni par les paramètres
physiques du tableau 9.6 est en accord parfait avec l'estimation inférieure de la position de rupture
des câbles. Les couples de points des estimations intermédiaires et supérieures ne correspondent pas au

58. Le volume de sédiments est relié au volume de l'écoulement par V0s = L�0V0 = 400V0, où L = 2000 m est la largeur,

�0 est la fraction volumique, V0 est le volume de l'écoulement par unité de largeur et V0s est le volume 3D de sédiments.
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Fig. 9.9 � Inversion partielle contrainte par la dynamique (rupture des câbles). Position du front en

fonction du temps (à gauche) ; Vitesse en fonction de la position (à droite)

position erreur relative moyenne
des câbles /dynamique /dépôt /moyenne

inf. 1.08299e-13 5.77622 2.88811
int. 0.000267021 20.4958 10.248
sup. 0.00179596 29.6456 14.8237

Tab. 9.8 � Inversion partielle sur la dynamique : coût

comportement asymptotique dé�ni par le jeux de paramètres physiques du tableau 9.6 page ci-contre.
Une recherche des paramètres physiques est ici nécessaire pour a�ner la reconstruction.

Les vitesses reconstruites sont, dans la partie distale, du même ordre de grandeur que les prédictions
des modèles antérieurs (cf. �gure 9.9, à droite).

Les positions de rupture de câbles plus distales (int. et sup.) impliquent des vitesses plus élevées
(vitesses instantanées maximales de l'ordre de 35 m/s) que pour les positions de rupture proximales
(vitesses instantanées de l'ordre de 17 m/s).

L'essai e�ectué avec l'estimation de position proximale donne des vitesses en très bon accord avec les
estimations de Mulder et al. [1997] dans la partie distale de la vallée du Var.

m

m

m

m

Fig. 9.10 � Inversion partielle contrainte par la dynamique (rupture des câbles). À gauche : Hauteur en

fonction de la position, les pointillés représentent la hauteur de la ride sédimentaire du Var. À droite :

Épaisseurs déposées.
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Les hauteurs d'écoulement prédites (cf. �gure 9.10 page précédente à gauche) montrent que l'écou-
lement reste bien con�né par la ride sédimentaire du Var sur les 50 premiers kilomètres. Il déborde
largement au delà de 55 km. Ce fait est conforme aux observations de Piper et Savoye [1993].

Les pro�ls de dépôt prédits par les trois modèles sont semblables (cf. �gure 9.10 page précédente à
droite). Pour les modèles avec estimations des points de rupture intermédiaires et supérieures, l'épaisseur
maximale déposée est de 60 cm. Pour le modèle calé sur les estimations inférieures des point de rupture,
l'epaisseur maximale déposée est proche de 40 cm.

Ces valeurs sont du même ordre de grandeur que les estimations faites d'après certaines carottes (cf.
�gure 9.10 page précédente à droite). Elles sont quantitativement plus proches des valeurs des carottes
KCA5 et KSE3 (autour de 0.8 m, cf. tableau 9.4 page 220 et �gure 9.4 page 219).

Elles sont, par contre, beaucoup plus faibles que les valeurs prédites par le modèle de Mulder et al.
[1997], dont le maximum d'érosion est compris entre 7,5 et 11,5 m. Le maximum de dépôt est estimé
entre 2 et 6 m à 60 km de la source.

Les valeurs de dépôt prédites par notre modèle ne coïncident cependant pas, du point de vue des
positions, avec les épaisseurs estimées d'après les carottes les plus certaines (cf. erreur relative sur le
dépôt dans le tableau 9.8 page précédente). On propose trois hypothèses pour expliquer ce fait :

� Les épaisseurs estimées d'après les carottes ne sont pas à attribuer à l'e�ondrement de Nice.

� Les points de contrainte imposés par les ruptures de câbles ne sont pas corrects et ne doivent pas
être attribués au passage du front.

� Les paramètres physiques par défaut ne correspondent pas à cet écoulement.

Nous essaierons d'examiner la validité de ces hypothèses dans la suite de l'analyse.

Conclusion Nous avons testé ici trois scénarios de position de rupture des câbles et recherché les
conditions initiales respectant ces données.

Les conditions initiales estimées permettent de reconstruire les contraintes dynamiques de façon très
satisfaisante, et cela avec les paramètres physiques estimés et utilisés dans la littérature. Ces conditions
initiales sont en très bon accord avec les observations et les études précédentes, mais elles varient tout
de même d'un facteur deux en fonction de la position estimée des ruptures des câbles. Les estimations
précises du volume ou de la hauteur initiale basées uniquement sur les points de rupture sont donc pour
le moins hasardeuses.

De plus, la prédiction des épaisseurs déposées, bien quelle soit du même ordre de grandeur, ne coïncide
pas avec les mesures relevées sur les carottes.

La prochaine section propose de rechercher les conditions initiales associées à l'écoulement pour que
celui-ci respecte les épaisseurs sédimentées.

9.4.2 Inversion partielle contrainte par le dépôt : Estimation des conditions

initiales

Nous recherchons ici les conditions initiales (volume, hauteur, vitesses) associées à l'e�ondrement en
imposant comme contrainte le respect des hauteurs sédimentées estimées à la section 9.2.3 page 217. Les
paramètres physiques du modèle sont �xés (cf. tableau 9.6 page 226).

Nous avons testé trois scenarios d'estimation des épaisseurs sédimentées :

� prise en compte des 5 points estimés.

� prise en compte de 3 points : Les doublets sont retirés. Ce test, en éliminant les doublets, évite
d'imposer un poids double sur ces points.

� prise en compte de 2 points : Le dernier point est retiré. Ce test permet de quanti�er l'in�uence du
point distal sur la reconstruction.

Le tableau 9.9 page ci-contre donne les conditions initiales des reconstructions qui sont représentées
sur la �gure 9.11 page suivante. Les conditions initiales sont très proches. Le volume de sédiments associé
est proche de 1,6�108 m3. Il est en accord avec les estimations du tableau 9.5 page 224, mais correspond
cette fois-ci à la borne supérieure.

L'inversion à 2 points montre que, pour l'inversion à 5 points, l'épaisseur de dépôt la plus distale
contraint faiblement la reconstruction, celle-ci étant essentiellement contrainte par les 4 premiers points.
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dépôt V0 h U Ul

5 points 417405 5.00001 0.171782 4.9182
3 points 411191 5.00001 1.48103 4.99713
2 points 418217 5 0.562268 4.94125

Tab. 9.9 � Inversion partielle sur le dépôt : conditions initiales
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Fig. 9.11 � Inversion partielle contrainte par le dépôt. Épaisseur déposée.

L'essai à 3 points, en imposant un poids équivalent sur toutes les épaisseurs déposées, modi�e peu le
pro�l de dépôt.
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Fig. 9.12 � Inversion partielle contrainte par le dépôt. Position du front en fonction du temps à gauche

et vitesse en fonction de la position du front à droite

La �gure 9.12 représente les reconstructions de la dynamique de l'écoulement.
La rupture du câble 1, basée sur la position du front, a lieu alors que celui-ci a déjà parcouru 125 km,

soit environ deux heures quinze après son passage (cf. 9.12 à gauche). Ces reconstructions ne sont pas
satisfaisantes.

La vitesse du front est largement surestimée, par rapport au estimations bibliographiques, en partie
distale de la vallée du Var (cf. 9.12 à droite).

Nous proposons deux explications de ce phénomène :

1. La vitesse nécessaire pour rendre compte des dépôts est une vitesse locale au bas de l'écoulement.
C'est elle qui conditionne le mode de dépôt. Cette vitesse est ici plus élevée que la vitesse moyenne
de l'écoulement. Cette di�érence de vitesse, peut être due à la zone proche du lit où les propriétés de
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l'écoulement ne sont pas celle dé�nie par les propriétés moyennes des modèles [Branney et Kokelaar,
1998].

2. Les paramètres physiques, ici �xés, ne sont pas adaptés à cet écoulement.

Conclusion Nous avons testé des scénarios imposant le respect des hauteurs sédimentées et recherché
les conditions initiales respectant ces données.

Les volumes de sédiments estimés sont plus importants, mais encore en accord avec les estimations
de la littérature.

Si les conditions initiales estimées permettent de reproduire qualitativement et quantitativement de
façon correcte les pro�ls de dépôt, les contraintes dynamiques ne sont, elles, plus respectées. La rupture
du câble 1 a lieu alors que le front a déjà dépassé celui-ci de 125 km.

A�n d'expliquer cet écart, nous proposons, dans les sections suivantes, de rechercher les paramètres
physiques associés à l'e�ondrement.

Nous introduisons donc, en plus des conditions initiales, ces inconnues dans le problème d'optimisation.

Remarque 7

L'inversion partielle des conditions initiales sur des données simultanées de positions de rupture des câbles
et d'épaisseurs sédimentées aboutit à une solution mathématique peu satisfaisante : Il n'y a pas de solution
mathématique réaliste pour les paramètres physiques imposés. Les résultats ne sont pas présentés ici. Il
montrent la complexité du problème de l'inversion simultanée des données qui est étroitement dépendant
de la forme de la fonction de coût.

9.4.3 Inversion totale contrainte par la dynamique

Nous appliquons la méthode d'inversion totale telle qu'elle est dé�nie à l'annexe L.6 page 341. Nous
recherchons simultanément les conditions initiales et les paramètres physiques des écoulements. Nous
reprenons les trois scenarios de position de rupture des câbles de la section 9.4.1 page 226.

position coe�cient de
des friction fraction volumique incorporation d'eau Schmidt turbulent
câbles C0 C3 C1 C2 C4

inf. 0.00438277 4.92716 0.00383679 0.00437233 1.15281
int. 0.00392785 3.38918 0.0001057 0.0014115 1.01757
sup. 0.00511242 4.47436 0.00160652 0.0809908 1.9982

Tab. 9.10 � Inversion totale sur la dynamique : paramètres physiques.

Les paramètres optimisés sont reportés dans le tableau 9.10. La valeur du coe�cient de friction C0

est comprise entre 0,004 et 0,005 pour une valeur de référence de 0,004 lors de précédentes études [Bowen
et al., 1984; Komar, 1969; Mulder et al., 1997; Piper et Savoye, 1993; Zeng et al., 1991] et [Hsü, 1989, p.
96]. Le coe�cient de fraction volumique basale C3 atteint des valeurs comprises entre 3,4 et 5 indiquant
des écoulements très concentrés à leur base. Les coe�cients d'incorporation d'eau C1 et C2 sont moins
bien contraints. L'essai avec les estimations inférieures de la position de rupture donne un rapport C1=C2
égal à 0,87 pour 0,075 dans les cas stationnaires référencés dans la bibliographie. Les essais avec les
estimations intermédiaires et supérieures donnent respectivement 0,0748 et 0,0198. Le coe�cient C4 est
compris entre 1 et 2.

Les conditions initiales optimisées sont indiquées dans le tableau 9.11 page suivante. Elles ne sont
pas classées. Le volume initial de sédiments est respectivement pour chaque essai de 1�108, 2.5�108 et
3.3�107 m3. Ces volumes sont raisonnablement proches des volumes estimés dans le tableau 9.5 page 224.

Les reconstructions de la dynamique sont très satisfaisantes et respectent très correctement les points
de contrainte (cf. �gure 9.13 page suivante à gauche). Les estimations de vitesses sont du même ordre
de grandeur que les prédictions des modèles antérieurs (cf. �gure 9.13 page ci-contre à droite). Les
prédictions basées sur les estimations inférieures de la position de rupture des câbles sont en accord avec
les prédictions de Mulder et al. [1997], sauf en partie proximale. Les estimations basées sur les positions
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position volume hauteur vit. moy. vit. ét.
des câbles V0 h U Ul

inf. 258102 10.7148 2.18114 0.737448
int. 620166 5.52794 0.400489 1.53555
sup. 83555.2 10.027 4.19329 1.24565

Tab. 9.11 � Inversion totale sur la dynamique : conditions initiales
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Fig. 9.13 � Inversion totale contrainte par la dynamique. Position du front en fonction du temps (à

gauche). Vitesse en fonction de la position (à droite).

intermédiaires sont plus en accord avec les prédictions de Piper et Savoye [1993]. Les estimations basées
sur les positions supérieures sont, elles, plus en accord avec les prédictions de Mulder [1993].
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Fig. 9.14 � Inversion totale contrainte par la dynamique. Hauteur en fonction de la position. Les pointillés

représentent la hauteur de la ride sédimentaire du Var (à gauche). Épaisseurs déposées (à droite).

Bien que la dynamique des écoulements soit tout à fait satisfaisante, l'évolution des hauteurs de
l'écoulement (cf. �gure 9.14 à gauche) et les pro�ls de dépôt (cf. �gure 9.14 à droite) exhibent une très
grande variabilité et sont peu conformes aux observations. En particulier, l'essai basé sur les positions
de rupture inférieures prédit un débordement immédiat de l'écoulement à partir du 20e kilomètre. Pour
les deux autres essais, l'écoulement reste con�né par la ride sédimentaire du Var sur les 50�60 premiers
kilomètres.

Les épaisseurs déposées atteignent des valeurs plus importantes que lors de l'inversion partielle. Les
maxima de dépôt sont compris entre 1.5 et 2.5 mètres. Ces valeurs correspondent à la borne inférieure
des estimations du modèle de Mulder et al. [1997]. Cependant, les pro�ls de dépôt ne sont pas du tout en
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position erreur relative moyenne
des câbles /dynamique /dépôt /moyenne

inf. 1.0779e-13 5.36236 2.68118
int. 1.07071e-14 9.47002 4.73501
sup. 6.35858e-13 648.856 324.428

Tab. 9.12 � Inversion totale sur la dynamique : coût

accord avec les estimations faites à partir des carottes comme le montrent les valeurs de l'erreur relative
du tableau 9.12. Ils ne coïncident pas non plus avec les estimations d'érosion aux alentours de 20 km.

Il est donc possible de reproduire les contraintes dynamiques sans reproduire les épaisseurs sédimen-
tées. Nous retrouvons, ici, un fait rencontré précédemment à deux reprises :

� lors du développement de la méthode d'inversion (cf. section L.7 page 344) ;

� lors de l'application de cette méthode à des expériences sur des modèles réduits (cf. section 8.5
page 210).

Conclusion En conclusion, nous avons testé ici les trois scénarii de position de rupture des câbles et
recherché à la fois les conditions initiales et les paramètres physiques respectant ces données.

Si la recherche des paramètres physiques a permis de reconstruire précisément les positions de rupture
des câbles et notamment les comportements asymptotiques, les résultats des inversions montrent qu'il
existe alors plusieurs combinaisons de volume initial�hauteur initiale�vitesse initiale qui reproduisent les
données de façon satisfaisante.

L'incertitude sur la position de rupture des câbles ne semble donc pas constituer une contrainte
su�sante pour l'estimation des conditions initiales. Ce fait est con�rmé par la diversité des pro�ls de dépôt
obtenus pour les trois reconstructions. Ces pro�ls ne coïncident pas avec les observations d'épaisseurs
sédimentées déduites des carottes.

Les estimations des propriétés des écoulements basées uniquement sur les points de rupture sont donc
sujettes à caution.

9.4.4 Inversion totale contrainte par le dépôt

Nous nous intéressons ici à l'inversion totale sur les données de dépôt. Nous reprenons les trois scenarios
d'estimation des épaisseurs sédimentées (cf. section 9.4.2 page 228).

dépôt C0 C3 C1 C2 C4

5 points 0.0158818 0.200001 0.00516767 0.00801326 0.284233
3 points 0.0079981 3.09067 0.0447543 0.0883515 3.26716
2 points 0.01426 0.306757 0.00866824 0.0468711 0.344153

Tab. 9.13 � Inversion totale sur le dépôt : paramètres physiques.

Le tableau 9.13 donne les paramètres physiques optimisés. Ils varient peu pour les inversions sur 5 et
2 points, montrant ainsi la faible in�uence du dernier point lors des inversions sur 5 points. L'inversion
sur 3 points, en imposant un poids équivalent sur toutes les épaisseurs déposées, modi�e les valeurs des
paramètres. Les valeurs de C0 sont dans des bornes raisonnables. Les autres paramètres varient d'un
ordre de grandeur.

Le tableau 9.14 page ci-contre indique les conditions initiales optimisées. Le volume est plus important
pour les inversions sur 2 et 3 points. Le volume initial de sédiments est compris entre 4,3�107 m3 (inv. à
5 points) et 1,17�108 m3 (inv. à 3 points). Ces volumes sont dans l'intervalle des volumes estimés dans
le tableau 9.5 page 224.

La reconstruction du pro�l de dépôt est satisfaisante pour les trois essais. La suppression des doublets
(inv. à 3 points) rehausse sensiblement le pro�l de dépôt par rapport à l'inversion à 5 points.
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dépôt V0 h U Ul

5 points 108100 5.0482 4.37153 3.18806
3 points 292495 5.24024 3.71525 4.1852
2 points 187780 7.63435 3.84415 3.65152

Tab. 9.14 � Inversion totale sur le dépôt : conditions initiales
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Fig. 9.15 � Inversion totale contrainte par le dépôt. Épaisseur déposée.

dépôt erreur relative moyenne
contraint /dynamique /dépôt /moyenne

5 points 0.055592 0.0276835 0.0416388
3 points 0.462537 0.0208134 0.241675
2 points 0.152343 0.0187958 0.0855703

Tab. 9.15 � Inversion totale sur le dépôt : coût
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Les coûts globaux des modèles ( (cot dynamique + cot dpt)/2) sont beaucoup plus faibles que lors des in-
versions précédentes sur la dynamique (cf. tableau 9.12 page 232).

L'épaisseur de dépôt est ici une variable qui contraint mieux l'ensemble des paramètres et des va-
riables physiques de l'écoulement que les temps de passage aux câbles. Elle permet de respecter plus
d'observations.
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m

Fig. 9.16 � Inversion totale contrainte par le dépôt. Position du front en fonction du temps (à gauche).

Vitesse en fonction de la position (à droite).

Cependant, comme précédemment, la donnée unique des épaisseurs de dépôt ne permet pas de re-
construire de façon satisfaisante les observations dynamiques (cf. �gure 9.16, à gauche). La rupture du
câble 1 a lieu entre 10 minutes et 1 heure après le passage du front qui est alors à une distance de 20
kilomètres du câble (cf. �gure 9.16 à gauche). La rupture du câble 2 a lieu 4 heures après le passage du
front, ce dernier est alors à une distance comprise entre 30 et 100 kilomètres du câble (cf. �gure 9.16 à
gauche).

Les vitesses prédites sont en accord avec les estimations des études précédentes sur les 60 premiers
kilomètres. Elles sont ensuite supérieures (cf. �gure 9.16, à droite).

m

m

Fig. 9.17 � Inversion totale contrainte par le dépôt. Hauteur en fonction de la position. Les pointillés

représentent la hauteur de la ride sédimentaire du Var.

L'évolution de la hauteur prédite par l'inversion sur cinq points est peu vraisemblable et cause un
débordement immédiat de l'écoulement (cf. �gure 9.17).
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Conclusion Nous avons testé les trois scénarios imposant le respect des hauteurs sédimentées dans le
cadre de l'inversion totale (recherche des conditions initiales et des paramètres physiques respectant ces
données).

Les volumes initiaux de sédiments estimés sont en très bon accord avec les estimations faites dans le
tableau 9.5 page 224. Cependant, si les inversions sont mieux contraintes, les prédictions sur la position
du front semblent encore peu satisfaisantes. Ceci nous conduit donc à e�ectuer des inversions totales
simultanées sur les données de temps de rupture des câbles et des données de dépôt.

9.4.5 Inversion totale contrainte par la dynamique et le dépôt

L'inversion totale est ici réalisée en imposant de respecter les contraintes sur la dynamique et le dépôt.
Les contraintes sur la vitesse sont imposées par les barres d'erreur suivantes :

câble 1 câble 2

position 80�100 km 106�120 km

Les contraintes sur le dépôt sont constituées par les 5 points d'épaisseurs de sédiments relevés sur les
carottes.

coe�cient de
friction fraction volumique incorporation d'eau Schmidt turbulent
C0 C3 C1 C2 C4

0.032841 0.203134 0.0129835 0.00111847 0.200005

Tab. 9.16 � Inversion totale sur la dynamique et le dépôt : paramètres physiques.

Les paramètres physiques optimisés sont donnés dans le tableau 9.16. La valeur élevée du coe�cient
de friction peut s'expliqué par une rugosité importante associée au fond. Les valeurs des coe�cients d'in-
corporation d'eau sont élevées. La faible valeur de la fraction volumique basale C3 indique une répartition
peu homogène de la fraction volumique dans l'écoulement.

volume hauteur vit. moy. vit. ét.
V0 h U Ul

71571.6 5.00026 3.51874 4.31302

Tab. 9.17 � Inversion totale sur la dynamique et le dépôt : conditions initiales

Les conditions initiales sont reportées dans le tableau 9.17. Le volume initial de sédiments associé
est de 2,9�107 m3. Cette valeur correspond à la borne inférieure de la valeur du volume estimée dans le
tableau 9.5 page 224.

La �gure 9.18 page suivante représente les reconstructions de la position du front en fonction du temps
(à gauche) et la hauteur sédimentée (à droite). L'accord avec les données est satisfaisant. Le dernier point
de dépôt est moins bien respecté. Ceci peut être expliqué par les positions très proches des autres points
de contrainte qui ont, alors, un poids double (comme nous l'avons vu aux sections 9.4.2 page 228 et 9.4.4
page 232).

La hauteur de l'écoulement croît très vite, causant vraisemblablement un débordement à partir du
25ekilomètre.

La quanti�cation de ce débordement est di�cile à estimer dans la mesure où, comme le montre la
�gure 9.20 page suivante, la hauteur de l'écoulement h est associé à des valeurs très faibles de la fraction
volumique. Une hauteur plus caractéristique, et causant le débordement d'une masse de sédiments plus
signi�cative, serait par exemple la hauteur h0 de la �gure 9.20 page suivante. Elle reste cependant à
déterminer théoriquement.

Les vitesses sont, sur les premiers 30 kilomètres, beaucoup plus faibles que les estimations faites
lors des précédentes études (cf. �gure 9.19 page suivante à droite). La décélération de l'écoulement est
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Fig. 9.18 � Inversion totale contrainte par la dynamique et le dépôt. Position du front en fonction du

temps (à gauche). Épaisseur déposée (à droite).
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Fig. 9.19 � Inversion totale contrainte par la dynamique et le dépôt. Hauteur en fonction de la position,

les pointillés représentent la hauteur de la ride sédimentaire du Var (à gauche). Vitesse en fonction de la

position (à droite).
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Fig. 9.20 � Correspondance entre la hauteur de l'écoulement et les pro�ls de fraction volumique � et de

vitesse U .
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9.5. Étude complémentaire

cependant moins rapide à cause, en partie, du gain de sédiments par érosion, phénomène qui n'était pas
pris en compte dans certaines des approches précédentes. Les vitesses sont en accord avec les prédictions
de Mulder et al. [1997] entre le 30e et le 80ekilomètres. Elles sont supérieures aux prédictions de Piper et
Savoye [1993] au niveau des points de rupture des câbles.

mm

Fig. 9.21 � Inversion totale contrainte par la dynamique et le dépôt. Nombre de Richardson en fonction

de la position (à gauche). Nombre de Reynolds en fonction de la position (à droite).

L'évolution du nombre de Richardson (cf. �gure 9.21 à gauche), indique que l'écoulement est super-
critique sur les 90 premiers kilomètres : il incorpore de l'eau de façon relativement constante. Au delà
l'incorporation d'eau diminue et l'écoulement devient subcritique.

Les nombres de Reynolds, basés sur la hauteur du courant, prédits par le modèle sont compris entre
1�109 et 2�109 (cf. �gure 9.21 à droite). Ces valeurs sont très supérieures aux valeurs prédites par Mulder
et al. [1997] (vraisemblablement publié avec une erreur). Il sont du même ordre de grandeur que ceux de
l'e�ondrement de Grand Banks.

Conclusion En conclusion, une reconstruction satisfaisante des données n'a été possible que par l'in-
version totale (paramètres physiques + conditions initiales). L'inversion simultanée sur les données de
position du front en fonction du temps et les données de hauteurs sédimentées apparaît être nécessaire
pour contraindre su�samment ces paramètres.

Les résultats sont en bon accord avec les points de rupture des câbles. Les vitesses instantanées
sont plus faibles que celles estimées lors des précédentes études. Leur décroissance est cependant moins
rapide : les vitesses estimées dans la partie distale de la vallée du Var sont alors supérieures aux estimations
précédentes.

Les épaisseurs de sédiments observées dans les carottes peuvent être attribuées à l'e�ondrement. Le
pro�l de dépôt complet est représenté sur la �gure 9.22 page suivante.

Le volume de sédiments impliqué dans l'écoulement à la con�uence du canyon du Paillon et du canyon
du Var est estimé à 2,9�107 m3, indiquant qu'un volume de sédiments d'environ 2�107 m3 avait été érodé
dans le chenal distributaire.

9.5 Étude complémentaire

Une partie de la masse principale de l'e�ondrement a semble-t-il été déviée de la vallée principale du
Var pour emprunter une vallée située plus au Nord [Communication personnelle de B. Savoye, 1999]. Le
trajet b est représenté sur la �gure 9.8 page 225. Le pro�l bathymétrique correspondant est donné par
la �gure 9.23 page suivante. Nous proposons de déterminer l'évolution d'une masse correspondant à une
fraction de la masse principale déterminée à la section précédente. Les fractions étudiées sont 1/2, 1/3 et
1/4.

Les positions atteintes par le front sont sensiblement les mêmes quelque soit la fraction de la masse
initiale (cf. �gure 9.24 page suivante à gauche).
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mm

m

Fig. 9.22 � Inversion totale contrainte par la dynamique et le dépôt. Pro�l de dépôt obtenu (à gauche).

Évolution de la fraction volumique (à droite).

m

m

Fig. 9.23 � Pro�l bathymétrique associé au trajet b. Le pro�l en pointillé est donné à titre indicatif, il

correspond à celui de la vallée du Var.

m

m
/
s

s

m

Fig. 9.24 � Trajet b. Position du front en fonction du temps (à gauche). Vitesse en fonction de la position

du front (à droite)
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Les vitesses suivent la même évolution (cf. �gure 9.24 page ci-contre à droite), avec des vitesses
maximales instantanées de l'ordre de 8,5 m/s. Notons que le centre de gravité s'arrête, pour les trois
simulations, au 49ekilomètre. L'écoulement ne parvient pas à remonter la pente, fait en accord avec
l'étude des données de dépôt et de sismique de Piper et Savoye [1993].

m

m

m

m

Fig. 9.25 � Trajet b. Épaisseur déposée.

Les épaisseurs déposées sont de l'ordre de 5 cm (cf. �gure 9.25). Pour la fraction de masse la plus faible
(1/4), le dépôt est plus trapu. Bien que le centre de gravité de l'écoulement s'arrête, la distance excessive
de dépôt est due à la non prise en compte de la pente au niveau local de l'avant de l'objet-écoulement.
Cependant, le pro�l de dépôt obtenu est à mettre en correspondance avec celui que l'on obtiendrait si
l'écoulement était dévié vers la plus grande pente.

mm

m

Fig. 9.26 � Trajet b. Hauteur en fonction de la position (à gauche). Nombre de Richardson en fonction

de la position (à droite).

La �gure 9.26 indique que l'écoulement devient très rapidement supercritique, causant une augmenta-
tion rapide de la hauteur de l'écoulement (cf. �gure 9.26). Au delà du 70ekilomètre l'écoulement devient
subcritique. N'incorporant plus d'eau, sa hauteur s'e�ondre lentement par étalement.

9.6 Conclusions

Le test des di�érents scenarios d'écoulement ont montré l'importante variabilité des résultats obtenus.
Ils sont principalement fonction :

� de la discrétisation du pro�l bathymétrique (cf. annexe O page 355) ;

� de la position des points de rupture des câbles ;
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� du nombre de carottes utilisées comme points de contrainte pour le dépôt.

Il apparaît clairement qu'une reconstruction satisfaisante de la dynamique n'est pas su�sante pour
reproduire de façon correcte les épaisseurs sédimentées.

Inversement, le respect des épaisseurs sédimentées n'implique pas non plus une reconstruction satis-
faisante de la dynamique, et en particulier, ne permet pas de respecter les temps de passage sur les câbles,
même si ceux-ci sont incertains.

La reconstruction la plus satisfaisante à été obtenue par l'inversion totale (estimation des paramètres
physiques et des conditions initiales) sur des données simultanées d'épaisseur de dépôt et des positions
de point de rupture des câbles. L'estimation des épaisseurs sédimentées a permis d'utiliser les positions
de point de rupture des câbles comme des contraintes faibles, à l'aide de barres d'erreur.

L'inversion simultanée sur des données de position du front en fonction du temps (données dyna-
miques) et des données de dépôt apparaît être indispensable pour une bonne estimation des paramètres
physiques et des conditions initiales.

Les épaisseurs sédimentées relevées dans les carottes sont reproduites de façon satisfaisante avec des
paramètres physiques et des conditions initiales d'écoulement réalistes. Elles apparaissent donc être la
résultante de l'e�ondrement de 1979. Les autres carottes, répertoriées comme � incertaines �, nécessite-
raient vraisemblablement des volumes de sédiments trop importants ainsi que des vitesses trop élevées
pour respecter les temps de rupture des câbles. Des tests complémentaires doivent êtres e�ectués.

Ces résultats sont cependant à prendre en compte avec certaines précautions, si l'on tient compte :

1. des limitations du modèle qui sont principalement :

� la bi-dimensionalité ;

� l'hypothèse de faibles concentrations.

2. des incertitudes liées aux données de dépôt. Les carottes sont d'ailleurs situées selon des positions
assez diverses : fond de chenal, dordure latérale, levée centrale, vallée distale).

3. du fait que les valeurs des paramètres physiques ne sont que des valeurs moyennes sur toute la
reconstruction (ils sont indépendants du temps). Ces derniers sont en réalité des variables de la
pente, de la granulométrie, etc. (cf. remarque page 181)

En�n, le modèle théorique a montré sa capacité à reproduire des événements catastrophiques impor-
tants menant à des dépôts signi�catifs. Nous l'avons également utilisé comme � outil � prédictif pour
estimer les caractéristiques de l'évolution d'une fraction de masse de l'e�ondrement suivant un autre
trajet. Les résultats obtenus sont en accord avec les observations bibliographiques de Piper et Savoye
[1993].
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Conclusion générale

Nous avons présenté dans cette thèse une méthode originale pour la simulation des écoulements gra-
vitaires catastrophiques dilués. Le développement conjoint d'une méthode inverse a montré l'application
potentielle de cette approche sur des cas réels. Ce document comporte de quatre parties dont nous donnons
ci-dessous les conclusions respectives.

Partie I

Au premier chapitre, nous avons décrit les écoulements associés au transport des sédiments en
domaine marin profond. Ces écoulements sont complexes et exhibent une très grande variété de com-
portements qui sont principalement fonction des mécanismes de support des particules dont les plus
importants sont :

� la rigidité de la matrice ;

� les collisions ou frictions inter-granulaires ;

� la turbulence.

Sur la base de la classi�cation que nous avons proposée en �n de chapitre, nous avons limité nos travaux
à l'étude des suspensions turbulentes.

Le second chapitre a consisté en une étude bibliographique des modèles mécaniques appliqués à la
sédimentation gravitaire, qui par ordre de complexité croissante sont :

� L'approche uniforme et stationnaire ;

� L'approche instationnaire pure ;

� L'approche du type � couche limite stationnaire � ;

� L'approche du type � ondes longues � ;

� L'approche du type � Navier-Stokes � ;

Ce chapitre a montré la nécessité de trouver un juste compromis entre les méthodes � couche limite
stationnaire � et les modèles � instationnaires purs � qui semblent plus adaptées à la simulation des
écoulements gravitaires sur des échelles de temps géologiques, que les méthodes � ondes longues � et
� Navier�Stokes � qui restent encore trop coûteuses en temps de calcul.

Partie II

Dans le troisième chapitre, nous avons construit, sur la base d'un raisonnement phénoménologique,
un modèle mathématique simple (système d'équations di�érentielles) pour les écoulements gravitaires
(modèle P). L'originalité de ce travail réside dans le traitement de l'écoulement sous la forme d'un objet
géométrique déformable. Le modèle obtenu intègre principalement deux nouveaux phénomènes :

1. l'e�et d'étalement par gravité (e�ondrement de la suspension sous son propre poids) qui devient
prépondérant sur pentes faibles ou nulles,

2. les transferts de particules dus à l'érosion et/ou la réduction de la sédimentation par la di�usivité
turbulente.
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Conclusion générale

Une nouvelle approche théorique, présentée au quatrième chapitre, a permis une formulation d'un
modèle plus complet,T, en lien direct avec les équations du type ondes longues. Elle repose essentiellement
sur deux considérations :

1. un premier argument théorique, celui de la théorie de la couche limite, des pro�ls semblables et des
méthodes intégrales.

2. un second argument théorique, inspiré de la théorie aérodynamique des pro�ls minces, qui permet
de décomposer le mouvement en :

� un mouvement de translation de la géométrie dans le repère global ;

� un mouvement de déformation dans le repère lié au barycentre de la géométrie.

Cette formulation, qui demeure relativement générale, permet l'intégration aisée dans le modèle de phé-
nomènes connus au niveau des équations générales de la mécanique des �uides.

L'intérêt de ce chapitre est double :

� il montre dans quelle mesure des hypothèses simpli�catrices peuvent conduire à des modèles et quels
phénomènes physiques, liés aux écoulements gravitaires, ceux-ci représentent ;

� il apporte corrections et généralisation au modèle P.

Les fermetures du modèle ont été présentées au cinquième chapitre. Elles sont formulées à l'aide
d'arguments dimensionnels et en référence aux inconnues classiques de la mécanique des �uides (viscosité
turbulente, nombre de Schmidt turbulent...).

Partie III

Le sixième chapitre a été dédié à l'étude analytique des solutions asymptotiques du système d'équa-
tions di�érentielles, associées à di�érents types d'écoulements sur des pentes variables. Elle a permis
d'appréhender le bon comportement qualitatif des modèles et a montré :

� que l'introduction d'un nouvel élément (couplage des vitesses du modèle T) apporte une augmen-
tation de généralité par une plus grande variété de comportements ;

� le bon comportement du code numérique sur les temps longs ;

� la nécessité d'une résolution instationnaire complète de l'historique de l'écoulement, puisqu'une
grande part des sédiments est déposée durant une phase transitoire pour laquelle les comportements
asymptotiques des variables dynamiques (vitesses) et géométriques (hauteur et longueur) ne sont
pas atteints.

Au septième chapitre, à l'aide de tests numériques, nous montrons le bon comportement qualitatif
et la cohérence du modèle. Ces tests ont également permis une hiérarchisation du rôle des conditions
initiales, des paramètres physiques et des paramètres de contrôle par rapport au développement qualitatif
et quantitatif des écoulements, à la géométrie et à l'extension des dépôts résultants. Ces types de tests,
qui doivent être étendus, peuvent aider à la compréhension de la mise en place des dépôts.

Partie IV

Dans le huitième chapitre, la mise en ÷uvre d'une méthode inverse nous a permis d'identi�er les
paramètres physiques de modèles réduits expérimentaux à partir de la donnée simultanée d'observations
de vitesse et de volume de sédiments déposés. Nous avons ainsi montré la capacité du modèle à reproduire
quantitativement des expériences en canal immergé.

Par ailleurs, nous avons montré l'existence de jeux de paramètres permettant une reconstruction très
satisfaisante de la dynamique des écoulements (position�temps ou vitesse-position) mais ne permettant
pas la restitution de la géométrie et l'extension des dépôts. Inversement, d'autres jeux de paramètres
permettent de reproduire de façon très correcte les pro�ls de dépôt sans que, pour autant, la reconstruction
dynamique soit satisfaisante.

Dans le dernier chapitre nous avons traité du cas de la reconstruction des données d'un cas réel
à partir d'observations : l'e�ondrement de Nice en 1979. C'était un problème inverse délicat à résoudre
dans la mesure où de nombreux paramètres (paramètres physiques et conditions initiales) sont inconnus
et, où l'érosion et le dépôt des sédiments in�uencent fortement la dynamique du mouvement. Ici encore,
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seule la donnée simultanée de contraintes sur la dynamique (position des points de ruptures de câbles)
et les dépôts (épaisseurs sédimentées estimées d'après les carottes) permet une bonne reconstruction.

Outre l'aide à l'interprétation des dépôts par la validation d'hypothéses sur l'origine de certaines sé-
quences, nous avons utilisé le modèle comme outil prédictif (pro�l de dépôt dans un chenal latéral).

En guise de conclusion, malgré quelques limitations, dues à la simpli�cation géométrique de l'écoule-
ment, ce modèle constitue une bonne approximation des phénomènes gravitaires instationnaires. Grâce
à ses temps de calcul réduits, il est envisageable de simuler des séries d'événements �même plusieurs
événements en parallèle� et ainsi, de former des séquences de dépôts multi-événementielles.

Simple et complet, il constitue un premier pas vers la compréhension quantitative de l'impact des
paramètres externes �tels que la nature et la quantité des apports en sédiments, la géométrie du bassin�
sur la dynamique des courants gravitaires et l'organisation des séquences de dépôt. Il peut être utilisé
pour reconstruire les processus de sédimentation et les dépôts qui en résultent.

Perspectives

À la vue des résultats encourageants du modèle, des études complémentaires pour une meilleur com-
préhension des processus gravitaires sous-marins pourraient être orientées selon les grands axes suivants :

1. Le passage à des écoulements concentrés (cohésion entre les particules ; interactions visqueuses entre
les particules de sédiments et le �uide les englobant ; collisions entre les particules), en intégrant les
résultats d'une étude bibliographique des lois de comportement de ce type d'écoulement [Hugot,
1997] 59 ;

l1 l0

h

l

L

Fig. 1 � Exemple de géométrie d'objets : à gauche exemple d'objet asymétrique ; à droite exemple d'objet

à trois dimensions.

2. La formulation du modèle pour d'autres types d'objets géométriques dont des objets tridimension-
nels (cf. �gure 1) ;

3. Le passage à des écoulements comportant plusieurs granulométries, dont les résultats préliminaires
présentés à la section 7.5 page 173 sont encourageant.

59. À partir de la démarche de développement du modèle théorique, l'intégration de ces lois est relativement aisée puisqu'en

lien direct avec la mécanique des �uides classiques.
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Résumé

Nous proposons dans cette thèse un modèle mathématique simple adapté à la sédimentation des
dépôts gravitaires en eaux profondes. L'écoulement est traité comme un objet géométrique déformable.
Les principaux mécanismes physiques pris en compte par le modèle sont : 1. La turbulence ; 2. L'étalement
dû aux forces de pression ; 3. L'incorporation de �uide le long de l'interface suspension��uide ambiant ;
4. La sédimentation de particules ; 5. L'érosion de particules.

Les solutions analytiques asymptotiques du système di�érentiel non-linéaire montrent la consistance
des solutions numériques sur les temps longs. Les tests numériques permettent de quanti�er l'impact
qualitatif et quantitatif des paramètres physiques du modèle, des conditions initiales et des paramètres
de contrôle (pente, granulométrie).

Une méthode d'inversion est mise en ÷uvre pour l'identi�cation des conditions initiales et/ou des pa-
ramètres du modèle. L'inversion partielle (détermination des conditions initiales) appliquée à des modèles
réduits expérimentaux montre le bon comportement qualitatif du modèle et cela même hors du domaine
de validité strict de ce dernier. L'inversion totale (identi�cation des paramètres physiques et détermina-
tion des conditions initiales) montre le bon comportement du modèle d'un point de vue quantitatif au
niveau des vitesses de l'écoulement et des épaisseurs déposées. La méthode d'inversion est appliquée à
l'e�ondrement de l'aéroport de Nice en 1979 pour tester des scénarios d'écoulement. Contrainte par les
ruptures de câbles et/ou les épaisseurs déposées, elle permet, par exemple, d'estimer le volume initial ou
les paramètres physiques de l'e�ondrement (coe�cient de friction, nombre de Schmidt turbulent modi�é,
etc.).

Malgré quelques limitations, principalement dues aux simpli�cations géométriques de l'écoulement, ce
modèle complet constitue un premier pas vers la compréhension quantitative de l'impact des paramètres
externes �tels que la nature et la quantité des apports en sédiments, la géométrie du bassin� sur la
dynamique des courants turbiditiques et l'organisation des séquences de dépôts qui en résultent. Grâce
à ses faibles temps de calcul sur micro-ordinateur, il est envisageable de simuler des séries d'événements
et de former ainsi des séquences de dépôt multi-événementielles. Il peut être utilisé pour reconstruire les
processus de sédimentation et les dépôts résultants.

Mots-clés: écoulement gravitaire catastrophique / objet écoulement / équations di�érentielles / inversion
/ modèles réduits / analogue réel / turbidites.

Abstract

In this thesis, we propose a simple mathematical model for the sedimentation of gravity deposits in
deep water. The �ow is considered as a deformable geometrical object. Main physical features of the
model include : 1. Turbulence; 2. Spreading due to pressure forces; 3. Water incorporation at the
suspension�ambient �uid interface; 4. Particles settling; 5. Particles erosion.

Asymptotic analytical solutions of the non-linear di�erential system show the consistency of long
times numerical solutions. Numerical tests allow the quanti�cation of the impact of physical parameters,
initial conditions and controlling parameters (slope, granulometry).

An inverse method is developed in order to identify initial conditions and/or model parameters. Partial
inversion (initial conditions identi�cation) applied to small-scaled models, shows the good qualitative
behaviour of the model, even out of its validity range. Total inversion (physical parameters and initial
conditions identi�cation) shows the good quantitative behaviour of the model on velocities and deposit
thicknesses. Application of the inverse method to the Nice 1979 gravity �ow (south�France), constrained
by cable breaks and/or deposit thicknesses, leads, for example, to initial volume estimation or �ow
physical parameters (friction coe�cient, modi�ed turbulent Schmidt number, etc.).

Despite some limitations, due to the geometrical simpli�cation of the �ow, this complete model consti-
tutes a �rst step towards quantitative comprehension of the impact of external parameters on catastrophic
gravity �ow dynamics and on the organization of subsequent deposits. Due to its very short computa-
tional times, it is foreseeable to simulate series of events and therefore to form multi-event depositional
sequences. It can be used to reconstruct the sedimentation processes and the resulting architecture of
deep-water reservoirs.

Keywords: catastrophic gravity �ow / �ow object / di�erential equations / inversion / small-scaled
model / real analogue / turbidites.
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Ils croient qu'ils sont heureux parce qu'ils sont immobiles.

Tristan Bernard

Annexe A

Dépôts et caractéristiques des dépôts

Notre discussion est centrée sur la description des mécanismes de transport des sédiments sur de
longues distances en eaux profondes. Bien que la structure des sédiments déposés dépende pour une
grande part de ces processus, elle dépend également du mode �nal de dépôt, des déformations post-dépôt
et d'un certain nombre de facteurs externes à l'écoulement regroupés sous l'appellation � processus de
contrôle �. C'est pourquoi, dans cette section, nous allons nous intéresser à la nature des dépôts des
sédiments dans les milieux marins profonds, modernes et anciens, et aux enseignements que l'on peut
tirer des processus �nals de dépôt.
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A.1 Contrôle des processus de dépôt

Il existe di�érentes variables interagissantes qui contrôlent les processus, les modes et les taux de
sédimentation en eau profonde. Ainsi la stabilité des sédiments déposés dépend de l'angle de pente, du
taux de sédimentation, des contraintes répétées (causées par exemple par les séismes). Mais elle est aussi
in�uencée par des facteurs océanographiques tels que les courants et les vagues internes, le fort taux de
carbone organique présent dans le sédiment (dû à l'eau profonde anoxique), la génération de gaz dans le
sédiment causé par la décomposition des organismes.

On peut e�ectuer une classi�cation de ces variables. Les plus importantes sont :

� L'apport et le type de sédiments ;

� La taille et la géométrie du bassin ;

� L'eustatisme et le changement local du niveau de la mer ;

� La tectonique des plaques et le tectono-eustatisme ;

� La circulation océanique ;
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Fig. A.1 � Croquis schématique soulignant la variété des processus physiques contrôlant la sédimentation

en eaux profondes (d'après Stow et al. [1985]).

252



A.1. Contrôle des processus de dépôt

� La chimie de l'eau de mer.

D'autres phénomènes à échelle plus importante peuvent intervenir comme le climat global, les taux
relatifs de génération et de destruction de la croûte océanique. On trouve un résumé sur les contrôles de
la sédimentation en haute mer dans Bouma, Normark et Barnes [1985]; Stow et al. [1985] et Pickering,
Hiscott et Hein [1989, pp. 69-87]. La présente section dressera un bref rappel des variables de contrôle
ayant une in�uence majeure sur les données de la modélisation de courants gravitaires à savoir l'apport
et le type de sédiments, le changement local du niveau de la mer (eustatisme) et la tectonique.

A.1.1 L'apport et le type de sédiments

Les matériaux terrigènes sont les plus abondants dans le monde, avec respectivement deux et dix
fois plus de boues que de sables et de graviers en volume. Ils constituent également le principal type de
sédiments redéposés [Pickering et al., 1989, p. 70]. La granulométrie (cf. annexe C) ainsi que le volume
et le taux d'alimentation en sédiments (la quantité de sédiments disponibles) a�ectent le processus et
la distance de transport et donc, la géométrie des dépôts (architecture des faciès et la taille des dépôts
sous-marins).

Ainsi, les systèmes deltaïques �uviaux de grande taille comme le Gange, l'Indus, le Bengale et le
Mississippi apportent rapidement une grande quantité de sédiments sur le plateau continental [Reading
et Richards, 1994]. La disponibilité de ces matériaux pour la resédimentation de bas de pente dépend de
la hauteur de la mer et de la largeur du plateau.

Les cônes de déjection (fans) allongés qui sont développés à la suite d'un apport, moyen à élevé, de
sédiments de faibles tailles, constituent un autre exemple de l'in�uence fondamentale de la taille des
grains et du volume de sédiments sur l'architecture des faciès et la taille des dépôts. Les cônes radiaux
résultent, eux, d'un apport de sédiments plus faible, contenant plus de sable que de boue [Stow et al.,
1985].

En�n, le nombre et l'espacement des points sources pour une marge donnée déterminent si un cône
de déjection simple ou isolé se développe, si un système de fans chevauchants est produit, si le bassin est
complètement ou partiellement rempli [Reading et Richards, 1994].

A.1.2 L'eustatisme et le changement local du niveau de la mer

Fig. A.2 � Liaison entre niveau de la mer et développement des courants turbiditiques (d'après Shanmu-

gam et al. [1985]).

Les �uctuations du niveau de la mer n'a�ectent pas seulement la sédimentation dans les environne-
ments continentaux et marins peu profonds, mais in�uencent aussi véritablement les structures des dépôts
en eaux profondes [Ravenne et Ponsot-Jacquin, 1993]. Les sources côtières, telles que les rivières ou les
courants littoraux, peuvent avoir, durant les périodes de bas niveau marin, accès direct aux pentes du
bassin (cf. �gure A.2 C de la présente page), ou au contraire, un accès indirect pendant les périodes de
haut niveau marin (cf. �gure A.2 A) [Shanmugam et al., 1985]).
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Fig. A.3 � Paramètres régissant les variations eustatiques (d'après Granjeon [1996]).

Les changements de niveau marin peuvent être globaux (on parle alors d'eustatisme, cf. �gure A.3),
ou locaux. Les �uctuations eustatiques apparaissent lorsque que l'un des trois paramètres géométriques
suivants varie [Granjeon, 1996; Morner, 1976] :

1. Le volume total des bassins océaniques ;

2. Le volume d'eau dans les océans ;

3. La forme de la surface de la mer.

Toutefois, les �uctuations régionales résultant des mouvements tectoniques locaux et des corrections
ou des anomalies isostatiques, ont un e�et plus important et donc localement plus signi�catif que les
changements eustatiques.

A.1.3 La tectonique des plaques et le tectono-eustatisme

Le cadre tectonique principal dans lequel a lieu la sédimentation marine comprend (cf. �gure A.4 page
ci-contre) :

� Les marges matures passives ;

� Les marges de rifts actifs ;

� Les marges convergentes avec ou sans systèmes d'arc ;

� Les marges transformantes ;

� Les mers marginales et les bassins d'arrière-arc ;

� Les bassins océaniques et intracratoniques.

Ces éléments exercent un contrôle du premier ordre sur la nature et le type de sédiments en a�ectant
les taux de remontée et de dénudation, le réseau de drainage, la plaine côtière, la largeur et l'inclinaison
de la marge continentale, la réserve en sédiments grossiers, la morphologie des bassins, et les variations
locales du niveau marin. Les paramètres tectoniques spéci�ques ont une in�uence importante sur la taille
et la géométrie interne du bassin (i.e. l'espace disponible pour accueillir les sédiments), en incluant la
pente de la base de la marge et du plancher du bassin. Ils déterminent donc, indirectement, le pro�l de
dépôt initial du bassin récepteur [Ravenne et Ponsot-Jacquin, 1993].

Le type et la fréquence de l'activité sismique et des failles, à la fois dans les zones sources originales et
les zones de transfert, sont aussi de première importance, dans la mesure où ils in�uencent la fréquence
et le volume des écoulements gravitaires. Ils conditionnent également le remplissage et l'agencement
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Fig. A.4 � Schéma des plus grandes unités tectoniques et morphologiques de la croûte terrestre. On peut

distinguer : Les marges convergentes avec (1) ou sans (2) systèmes d'arc ; (3) Les bassins d'arrière-arc ;

(4) Les bassins océaniques ; (5) les bassins intracratoniques (d'après Guillemot [1986, ch. 4.6]).

séquentiel dans le bassin [Ravenne et Beghin, 1983]. Par exemple, dans les marges matures passives, les
tremblements de terre, bien que peu fréquents mais de grande échelle, produisent d'importants slumps
qui engendrent à leur tour des debris-�ows et des courants turbiditiques. Inversement, les tremblements
de terre sont fréquents dans les marges actives, et par là même ne permettent pas une accumulation
sédimentaire importante dans la zone de transfert. Il n'en résulte que des écoulements, certes nombreux,
mais de faible volume.

A.1.4 La taille et la géométrie du bassin

La géométrie et la taille du bassin recevant les sédiments constituent également des variables impor-
tantes, puisqu'elles imposent la forme du système de dépôt, et donc la distribution en trois dimensions
des faciès et séquences. La morphologie des zones de transfert ne doit pas non plus être négligée. En e�et,
le pro�l d'équilibre et ses ruptures potentielles dépendent de la largeur et du gradient de la plate-forme,
ainsi que du gradient de pente du bassin récepteur [Ravenne et Ponsot-Jacquin, 1993].

Les bassins de faible pente, ayant un apport de sédiments élevé, vont avoir tendance à être suralimentés,
et en conséquence à déborder dans les bassins voisins. Les cônes sous-marin qu'ils contiennent sont
morphologiquement peu développés.

Cependant, les bassins les plus courants sont de type sous-alimenté, bien qu'avec le temps ils tendent
à se remplir complètement. Les plaines abyssales, ainsi que les grandes étendues des talus continentaux
et pentes océaniques, demeurent sous-alimentées. Les grands fans, morphologiquement bien développés,
de type radiaux à allongés, sont caractéristiques de ces bassins [Reading et Richards, 1994].

A.2 Caractéristiques des dépôts

Il existe dans la littérature scienti�que plusieurs centaines d'articles décrivant à travers le monde
des sédiments marins profonds de tous âges et de tous modes d'agencement. Une analyse des structures
sédimentaires par carottage et a�eurement permet de reconstituer les processus à l'origine des dépôts.
Une synthèse de ces données, basée sur une série de modèles de faciès, constitue l'approche la plus
e�cace. On s'attache ici à décrire précisement les dépôts d'écoulements à débris (débrites) et les dépôts
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d'écoulements turbiditiques (turbidites). Il est également intéressant d'examiner les dépôts laissés par les
écoulements de type granulaire, �uidisé.

A.2.1 Débrites ou dépôts d'écoulements à débris

Il existe de nombreuses points de vue sur la manière dont l'écoulement cesse dans l'environnement
sous-marins après son initiation.

Par exemple, Terzaghi suppose que le matériau granulaire se dépose et expulse l'eau interstitielle,
ce qui implique un écoulement de courte durée. À l'opposé pour Hampton [1975, 1979] la présence des
argiles accroît la rigidité de la matrice qui supporte les grains (ce qui entraîne une vitesse de sédimentation
plus faible) et empêche donc le �uide interstitiel de s'échapper. L'écoulement se poursuit avant que l'eau
interstitielle en soit expulsée. l'écoulement à débris dure donc plus longtemps.

Le dépôt des écoulements à débris a lieu principalement dans deux situations lorsque lors de son
déplacement l'écoulement atteint soit des pentes de plus faibles gradients, soit des aires moins con�-
nées que le chenal dans lequel il s'écoulait. Dans chacun des cas, les composantes horizontales du poids
tendent à s'équilibrer avec les frictions internes et externes. Dans les écoulements à débris, les sédiments
et l'eau forment un milieu hétérogène. Dans la phase de dépôt, lorsque le cisaillement continu s'arrête,
c'est l'écoulement tout entier qui ralentit, le �uide dissipe graduellement la pression interstitielle qu'il
développe : À partir d'un certain point, les solides chutent dans l'écoulement. Ce processus de sédimen-
tation est di�érent de celui rencontré dans les rivières, où la sédimentation est causée par la dissipation
de la turbulence qui suspendait les particules.

Les débrites (dépôts d'écoulements à débris, ou olistostromes, blocs géants plurimétriques à pluridé-
camétriques) sont de composition très variable dans la nature. Elles peuvent être à dominante boueuse
avec uniquement des galets et des gros blocs éparpillés, aussi bien qu'à dominante clastique avec une
matrice boueuse inférieure à 5%.

L'épaisseur du dépôt peut atteindre plusieurs dizaines de mètres, et paraît être positivement corrélée
avec la taille maximale des débris.

La présence de particules grossières peu classées au sein de la matrice argileuse indique avec certitude
que l'on se trouve en présence d'un dépôt résultant d'un écoulement à débris.

Dans la nature, on peut trouver une séquence simple avec grano-classement inverse puis normal (cf.
�gure A.5), ce qui indique le dépôt d'un seul événement.

Dans les débrites, les éléments sont généralement répartis au hasard dans la matrice [Laval, 1988], ou
bien organisés suivant toute ou une partie de la séquence standard illustrée dans le modèle (cf. �gure A.5) :

i Laminations de cisaillement ;

ii Déformations faillées, slumpées, convolutées ;

iii Matrice riche en débris avec ou sans �gures d'échappement d'eau.

Ces divisions re�ètent la dynamique complexe des écoulements à débris :

� En bas de l'écoulement, un mécanisme de glissement entraîne un cisaillement basal (i).

� L'avancement continu du courant, alors qu'il est en phase de dépôt à la base, produit une zone
de propagation de plis et de failles dans la couche située immédiatement au-dessus de la zone de
cisaillement (ii).

� En�n la dernière division (iii) représente le � bouchon rigide � qui a été transporté vers le bas de
pente. Son dépôt rapide entraîne un échappement de l'eau interstitielle vers le haut et le dévelop-
pement de tubes d'échappement d'eau pratiquement verticaux.

Dans certains dépôts anciens, il est possible de trouver des rochers isolés de très grande taille étran-
gement situés. Cette forme de signature est assez caractéristique des écoulements à débris. Parfois, dans
les dépôts, les particules allongées sont alignées dans la direction de l'écoulement [Fisher, 1971]. Ceci
a été interprété comme une indication sur la nature laminaire des écoulements à débris [Enos, 1977].
Certaines débrites ont été décrites comme étant couplées à la fois verticalement et horizontalement avec
une turbidite les coi�ant ([Einsele, 1991; Guillocheau, 1996] et cf. �gure A.6 page suivante).

En�n, à partir de l'épaisseur des di�érentes structures et de leur composition, on peut déterminer la
distance du dépôt à la source. Les séquences les plus épaisses, contenant les éléments les plus grossiers,
se trouvent proches de la source. Elles sont appelées � débrites proximales �. Les séquences les plus �nes,
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Fig. A.5 � Modèle de faciès resédimenté pour une débrite, montrant les séquences de structures types. La

taille des grains croît de gauche à droite. Les barres d'échelle ne donnent qu'une indication de l'épaisseur

d'une unité typique, qui en pratique peut varier considérablement (d'après Stow [1986]).

Fig. A.6 � Modèle conceptuel pour les écoulements à débris proximaux et distaux, évoluant en un courant

turbiditique de haute puis basse densité (d'après Einsele [1991]).
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composées de grains �ns et souvent surmontées d'une turbidite, sont les plus éloignées de la source. Elles
sont appelées � débrites distales � (cf. �gure A.6 page précédente).

Un pro�l longitudinal théorique de la �n distale du dépôt d'un écoulement à débris a été proposé
par Johnson [Johnson, 1970, p. 453]. En supposant que l'écoulement à débris soit une simple substance
plastique avec une limite élastique de ciasillement �y et une densité apparente 
d, il obtient :

x = �2�y


d
ln

�
cos


d

2�y
y

�
(A.1)

Ce pro�l est donné, sous forme adimensionnelle, à la �gure A.7. On retrouve une forme � en bulbe � qui

Fig. A.7 � Pro�l théorique du nez d'un dépôt d'écoulement à débris, avec X= 
d

2�y
x et Y= 
d

2�y
y (d'après

Johnson [1970]).

est très proche des pro�ls du nez de nombreux dépôts d'écoulements à débris, d'écoulements de laves
solidi�ées et de certains landslides [Johnson, 1970].

A.2.2 Dépôts d'écoulements en grains

Majoritairement composés de sable, les dépôts résultant de ce type d'écoulement sont uniformes,
massifs, à sommet plat, et non granoclassés si ce n'est parfois à la base [Lowe, 1976].

On peut distinguer les di�érentes étapes qui ont lieu durant le dépôt (cf. �gure A.8 page ci-contre) :

1. Le grano-classement inverse dû aux collisions inter-granulaires et/ou à la pression de dispersion ;

2. Le dépôt rapide en masse dû à l'accroissement de la friction inter granulaire.

Quand la concentration en particules est élevée, les particules sont plus proches les unes des autres,
les collisions entre les particules sont plus fréquentes, et les mouvements sous l'in�uence des forces gravi-
tationnelles et des forces du �uide sont inhibés, il en résulte alors un faible classement.

Toutefois, dans le cas d'écoulements en grains à densité modi�ée, i.e. dont la densité du �uide in-
terstitiel est plus élevée que celle du �uide ambiant (à cause, par exemple, de la présence de plus petits
grains), les dépôts résultants peuvent être très di�érents [Lowe, 1976]. Ils s'apparentent alors plus aux
séquences basales (R1�R2) des turbidites de haute densité du modèle de Lowe (cf. section A.2.4 page 260
et [Lowe, 1982]).
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1

2

Fig. A.8 �Modèle de faciès resédimenté pour un écoulement en grain, montrant les séquences de structures

types. La taille des grains croît de gauche à droite (d'après Middleton et Hampton [1976]).

2-a

1

2-b

Fig. A.9 �Modèle de faciès resédimenté pour un écoulement �uidisé, montrant les séquences de structures

types. La taille des grains croît de gauche à droite. (d'après Middleton et Hampton [1976]).
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A.2.3 Dépôts d'écoulements �uidisés

On suppose que la séquence de structures types de dépôt des écoulements �uidisés résulte de (cf.
�gure A.9 page précédente) :

1. La décélération de l'écoulement due à une baisse de la surpression du �uide interstitiel, conduisant
à un dépôt massif faiblement classé ;

2. L'échappement du �uide interstitiel pendant et/ou après le dépôt, entraînant la formation :

2�a. de structures en coupelles (dish structures),

2�b. de convolutions et de �gures d'échappement d'eau se terminant par des petits volcans de sable
au sommet de la séquence.

A.2.4 Turbidites ou dépôts de courants turbiditiques

Trois modèles distincts de turbidites, chacun possédant sa propre séquence standard de structures,
ont été identi�és comme étant le résultat du dépôt d'un courant turbiditique unique, avec dans certains
cas modi�cation de l'écoulement dans son dernier stade. Les séquences des turbidites à gros grains, à
grains moyens, à grains �ns seront décrites à partir des �gures A.10 page suivante, A.13 page 264, et A.16
page 265. Les séquences complètes illustrées par ces �gures sont rarement rencontrées dans la nature.
On trouve plutôt des séquences partielles où le haut, le milieu ou la base sont absents [Reineck et Singh,
1980, pp. 466-481]. Le grano-classement normal est commun [Siegenthaler et Buhler, 1985], avec toutefois
un grano-classement inverse fréquent à la base des turbidites épaisses à gros grains et à concentration
élevée, et un classement séquentiel entre les straticules de silts dans les turbidites à grains �ns.

A.2.4.1 Turbidites grossières (séquence de Lowe)

De nombreux auteurs ont proposé des séquences de structures pour les turbidites contenant des
graviers et du sable grossier (e.g. [Hein, 1982; Lowe, 1982]). On ne présente ici que l'arrangement proposé
par Lowe [1982] (cf. �gure A.10 page ci-contre). On remarque tout d'abord une subdivision en deux
classes granulométriques, avec à chaque fois couche de traction, tapis (carpet), et dépôt de la suspension :

� Graviers (R1�R2�R3) ;

� Sables grossiers (S1�S2�S3).

Ainsi on peut distinguer pour la structure (R1�R2�R3) :

1. Un dépôt rapide dit � en masse � dû à l'accroissement de la friction inter granulaire ;

2. Un grano-classement inverse dû aux collisions des grains (la concentration est élevée) et/ou à la
pression de dispersion ;

et/ou

Un développement et une sédimentation successive de � tapis de traction � (traction carpet et cf.
�gure A.11 page 262), produites par le cisaillement du �uide les surmontant (structure R2) ;

3. Un dépôt de la suspension grain à grain (structure R3).

Pour la structure (S1�S2�S3) :

1. Un léger transport par traction (structure S1) ;

2. La formation de strati�cation irrégulière par alternance du dépôt de la charge de fond et de la
charge en suspension (� tapis de traction � : structure S2) ;

3. L'échappement du �uide interstitiel pendant et/ou après le dépôt de la suspension, formant des
tubes, des cuvettes et d'autres �gures d'échappement (structure S3).

Cette séquence de structures types incorpore parfois, à son sommet, une phase de basse densité
composée de sables �ns : Tt (traction)�Td�Te (dépôt). On trouve, en réalité, le plus souvent dans les
séquences observées des successions multiples du type S1�S2�S3�S2�S3�S3�S3�Tt [cf. �gure A.12 page 263
et [Lowe, 1982]].
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Fig. A.10 � Modèle de faciès resédimenté pour une turbidite à haute concentration (Séquence de Lowe),

montrant les séquences de structures types. La taille des grains croît de gauche à droite. Les barres

d'échelle ne donnent qu'une indication de l'épaisseur d'une unité typique qui, en pratique, peut varier

considérablement (d'après Lowe [1982]).
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Fig. A.11 � Origine de la couche de � tapis de traction �. (A) Les interactions granulaires à la base d'un

courant turbiditique de concentration élevée, produisent un grano-classement inverse dans l'écoulement.

(B) La sédimentation continue de la suspension produit un tapis de traction dense qui est soutenue par

la pression de dispersion et cisaillée par l'écoulement supérieur. (C) La partie supérieure du tapis de

traction se �ge (segment vertical sur le pro�l de vitesse), le cisaillement étant concentré à la base du

tapis. (D) La zone de cisaillement cesse entièrement de bouger et devient soudée au lit. La répétition de

ces processus conduit à des divisions de strati�cations à grano-classement inverse (croquis d'après Lowe

[1982], explications basées sur Hiscott et Middleton [1980]).
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Fig. A.12 � Séquence virtuelle de dépôt, résultant d'une succession d'écoulements.

A.2.4.2 Turbidites moyennes (séquence de Bouma)

Les écoulements turbiditiques de concentration moyenne transportant du sable et de la boue mènent
à un dépôt un peu di�érent de celui d'une turbidite de haute concentration. Ils sont donc le résultat de
processus de dépôts di�érents [Pickering et al., 1989, p. 21].

Bouma [1962] est le premier à proposer la séquence qui est maintenant devenu le modèle classique des
turbidites à grains moyens (cf. �gure A.13 page suivante). Cette séquence peut être interprétée comme le
résultat de la décélération d'un courant turbiditique de relativement faible concentration avec un dépôt
rapide granoclassé A, suivi des divisions B : laminations parallèles à grains moyens (sable), C : laminations
de rides, D : laminations parallèles à grains �ns (silt), représentant les dépôts sédimentés durant les hauts
à faibles régimes de l'écoulement [Lüthi, 1980]. La dernière division, E, (boue �ne) est due au dépôt de
la queue du courant turbiditique mélangée avec la sédimentation pélagique et hémipélagique. L'absence
de division avec des mégarides (i.e. rides supérieures à 0.5 m) entre les divisions B et C a été discutée
par de nombreux auteurs, on peut consulter un résumé dans Pickering et al. [1989, p. 20].

Cette séquence est parfois considérée comme étant l'équivalente des structures S3-Tt-Td-Te du modèle
de turbidite de haute densité de Lowe (cf. �gure A.14 page suivante), avec S3 = A, Tt = B-C, Td = D
et Te = E.

Près de la source, toutes les structures sont présentes, contrairement à l'aval où les intervalles inférieurs
sont manquants (cf. �gure A.15 page 265). Les structures supérieures peuvent également être supprimées
par l'érosion, due aux passages d'autres courants gravitaires ou due aux courants de fonds. Un autre
dépôt peut alors se produire. Les séquences résultantes présentent alors des intervalles manquants : ceux
du haut, ou à la fois, ceux du haut et du milieu [Macdonald, 1986].
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A

B

C

D

E

Fig. A.13 �Modèle de faciès resédimenté pour une Turbidite classique (Séquence de Bouma), montrant les

séquences de structures types. La taille des grains croit de gauche à droite. Les barres d'échelle ne donnent

qu'une indication de l'épaisseur d'une unité typique qui, en pratique, peut varier considérablement (d'après

Stow [1986]).

Fig. A.14 � Diagramme montrant les changements d'organisation dans une turbidite (d'après Lowe

[1982]).
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A

B
C
D
E

B
C

Fig. A.15 � Diagramme schématique représentant l'interprétation d'une séquence de Bouma en fonction

de la distance à travers le bassin, et du déclin de l'écoulement. Les turbidites commençant avec les divisions

B et C représentent le dépôt de courants progressivement plus lents, ce qui peut être dû à une augmentation

de la distance parcourue à travers le bassin (d'après Reineck et Singh [1980]).

Fig. A.16 � Modèle de faciès resédimenté pour une turbidite de faible concentration (Séquence de Stow),

montrant les séquences de structures types. La taille des grains croit de gauche à droite. Les barres

d'échelle ne donnent qu'une indication de l'épaisseur d'une unité typique qui, en pratique, peut varier

considérablement (d'après Stow [1986]).
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A.2.4.3 Turbidites �nes (séquence de Stow)

Les écoulements faiblement concentrés, transportant principalement des matériaux de la taille des
silts et des argiles, déposent également des séquences régulières lorsque leurs vitesses décroissent [Stow
et Bowen, 1980]. Le modèle théorique (cf. �gure A.16 page précédente) est supposé être le résultat de la
chute et de la traction de la suspension (T0-T2), d'un tri par le cisaillement des grains de silts et des
�ocons d'argile dans la couche limite basale (T3-T5), de la retombée de la suspension (T6-T8). Beaucoup
de turbidites à grains �ns ne développent que partiellement cette séquence [Piper et Stow, 1991]. Celles
qui sont boueuses et excessivement épaisses présentent une séquence plus complexe avec une répétition
multiple de certaines divisions.

Remarque 8

Les séquences complètes de ces �gures (A.5, A.8, A.9, A.10, A.13 et A.16) sont rarement rencontrées
dans la nature. On trouve plutôt des séquences partielles où, le haut, le milieu ou la base sont absents
[cf. �gure A.14 page 264 et [Reineck et Singh, 1980, pp. 466�481]].

A.3 Conclusion

L'approche géologique, par l'analyse des dépôts anciens (organisation verticale des faciès, évolution
amont-aval), nous a renseigné sur le mode �nal de dépôt de ces écoulements.

Il est ainsi apparu que la concentration a un e�et majeur sur le type de dépôt obtenu [Middleton,
1967].

Les dépôts sédimentaires formés par les dispersions de faible concentration, où les particules sont à
de grandes distances les unes des autres, sont généralement bien ordonnés, et développent des structures
internes à strati�cations planes ou entrecroisées dues à l'importance des processus tractifs sur le fond.

A l'inverse, quand la concentration en particules est élevée, les particules sont plus proches les unes
des autres, les collisions entre les particules sont plus fréquentes, et les mouvements sous l'in�uence des
forces gravitationnelles et des forces du �uide sont inhibés, ce qui se traduit par un faible classement dans
le dépôt.
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Compétence

B.1 Modèle de Rodine et Johnson 1976

En supposant qu'un bloc est approximativement ellipsoïdal, son volume total est :

V =
4

3
�(abD)

où a, b et D sont les trois axes principaux (demi-longueur, demi-largeur et demi-hauteur). Soit �c la
masse volumique du clast, son poids total est :

~P =
4

3
��c(abD)~g

D'après le principe d'Archimède, la force de �ottabilité agissant sur un bloc est égale au poids du
volume de matériau déplacé. Soit n la portion de volume submergée du clast et �df la masse volumique
du débris �ow, la �ottabilité est :

~F = �4

3
��df (nabD)~g

La force exercée par la matrice sur le clast est calculée d'après les résultats obtenus pour le cas d'une
sphère [Johnson, 1970, p. 464] (cf. �gure B.1.A). La pression exercée par un matériau plastique sur la
partie submergée d'une sphère peut être calculée approximativement en ignorant cette partie, comme si
la sphère avait un côté plat (cf. �gure B.1.B). En�n, la pression solution, exercé par la matrice sur un
cylindre lisse et plat avec une section circulaire, peut être utilisée pour calculer la pression exercée par le
matériau plastique sur la sphère (cf. �gure B.1.C). L'aire de la partie plate est :

A = �r2 = �(R2 � y2)

(d'après les notations de la �gure B.1.D), la force verticale exercée par le matériau sur la sphère est :

R = �r2�yy

Pour un clast ellipsoïdal on obtient donc :

R = �(ab)�yy

Les contraintes exercées par le matériau plastique sur un cylindre lisse et plat sont données par [Johnson,
1970, p. 479] :
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Fig. B.1 � Simpli�cation du calcul de la �ottabilité d'une sphère (d'après Johnson [1970]).

�yy = �(2 + �)k

où k est la rigidité de la matrice.
On peut donc réécrire R sous la forme [Johnson, 1970, p. 481] :

R = ��(ab)(2 + �)k

ou encore Rodine et Johnson [1976] :

R = ��(ab)cf(�)

où c est la cohésion et f(�) est fonction de l'angle apparent de friction, �, et qui varie de 6,1 pour � = 0o,
à 62,0 pour � = 30o [Rodine et Johnson, 1976].

En équilibrant le poids avec la �ottabilité et la rigidité de la matrice, on obtient :

4

3
�g�c(abD)| {z }
poids

=
4

3
�g�df (nabD)| {z }
�ottabilité

+�(ab)cf(�)| {z }
rigidité

En isolant D, on obtient la hauteur maximale des clastes qui peuvent être supportés :

D =
3

4

cf(�)

(�c � n�df )g
(B.1)

B.2 Modèle de Hampton 1975

Le volume d'une sphère est :

V =
4

3
�R3
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B.3. Modèle de Hampton 1979

Le poids d'un clast sphérique est donc :

~P =
4

3
�R3�c~g

D'après le principe d'Archimède, l'expression exacte de la �ottabilité est égale au poids du volume de
la matrice �uide déplacé, soit :

~F = �4

3
�R3�m~g

La force exercée par la rigidité de la matrice sur le clast est obtenue, comme pour le modèle de Rodine
et Johnson, par la théorie de la plasticité appliquée à un cylindre posé sur un demi plan in�ni de plastique
[Johnson, 1970, p. 464]. D'après Hampton [1975], la formule suivante est une bonne approximation pour
calculer la force supportant des grains de sable submergés dans un mélange d'eau et d'argile :

R = �11:2k�R2

L'équilibre des forces s'écrit donc :

4

3
�R3�cg| {z }
poids

=
4

3
�R3�mg| {z }

�ottabilité

+11:2k�R2| {z }
rigidité

En e�ectuant une résolution sur D, on obtient la compétence du mélange (compétence suspendue), c'est-
à-dire la taille des plus gros grains qui puissent être supportés par un mélange d'eau et d'argile :

Dmax =
8; 8k

(�c � �m) g
(B.2)

B.3 Modèle de Hampton 1979

Plus tard en 1979, le concept de compétence est étendu par Hampton pour inclure les e�ets de
l'excès de pression interstitielle sur le support des particules dans la matrice. Il suppose en e�et que
la pression totale peut être séparée en deux composantes : la première composante est similaire à celle
des �uides Newtoniens, c'est à dire à la pression hydrostatique ; la seconde, qui représente l'excès de
pression interstitielle est due au chargement non drainé d'eau par les argiles et les fragments grossiers.
Cette composante additionnelle de pression accroît le gradient de pression, ce qui se traduit par une
augmentation en �ottabilité et en compétence. Ceci entraîne que lorsque la concentration en particules
grossières croît, la �ottabilité croît également.

Le poids d'un grain sphérique est donné par la relation :

~P =
4

3
�R3�g~g

La force d'Archimède est égale au poids du volume de �uide déplacé. En considérant que ce �uide est com-
posé essentiellement d'eau et de particules d'argiles en concentration volumique Ca (i.e. la concentration
en clast est négligeable), sa masse volumique est :

�m = (1� Ca) �f + Ca�a

La force de �ottabilité est donc :

~F = �4

3
� (1� Ca) �fR

3~g � 4

3
�Ca�aR

3~g
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que l'on peut réécrire :

~F = �4

3
�R3�m~g

La force exercée par la rigidité de la matrice garde la forme :

R = �(cte)k�R2

En équilibrant les forces on obtient :

4

3
�R3�gg| {z }
poids

=
4

3
�R3�mg| {z }

�ottabilité

+(cte)k�R2| {z }
rigidité

qui donne :

Dm =
(cte)k

(�g � �m) g
(B.3)

Hampton appelle Dm la compétence fondamentale. Son expression est similaire à celle donnée par l'équa-
tion (B.2), exception faite de �m qui est di�érent.

Une extension de l'équation (B.3) pour un mélange de plusieurs particules avec une concentration
volumique de grain grossiers Cg est :

Dd =
(cte)k

(�g � �df )g
(B.4)

où �df = Cg(�g � �m) + �m. Le terme Cg(�g � �m) tient compte du poids des grains transférés dans
la matrice qui vont augmenter la pression de l'eau interstitielle. L'expression de Dd est très proche de
l'expression donnée par Rodine et Johnson [1976] (cf. équation (B.1)).

Le rapport Dd=Dm donne :

Dd

Dm

=
1

1� Cg
(B.5)

Ce qui implique qu'il est théoriquement possible d'accroître la �ottabilité d'un mélange en accroissant
la charge en particules grossières, revenant à augmenter la compétence.
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Granulométrie

Tab. C.1 � Échelle granulométrique en mm. � = � log2(d=d0) est
la transformation logarithmique sans dimension de cette échelle,
avec d diamètre du grain en mm, d0 la taille de grain standard de
1 mm Mc Manus [1963].

Taille Classi�cation de Classi�cation de
mm �m � Wentworth (1922) Friedman & Sanders (1978)

Très gros blocs
2048 -11

Gros blocs
1024 -10

Blocs moyens
512 -9 Galets

Petits Blocs
256 -8

Gros galets R
128 -7 U

Petits Galets D
64 -6 I

Très gros cailloux T
32 -5 E

Gros cailloux S
16 -4 Cailloux

Cailloux moyens
8 -3

Cailloux �ns
4 -2

Gravillons Cailloux très �ns
2 -1
2 -1

Sables très grossiers Sables très grossiers
1 1000 0 A

Sables grossiers Sables grossiers R
0.5 500 1 E

Sables moyens Sables moyens N

suite à la page suivante
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suite de la page précédente

Taille Classi�cation de Classi�cation de
mm �m � Wentworth (1922) Friedman & Sanders (1978)

0.25 250 2 I
Sables �ns Sables �ns T

0.125 125 3 E
Sables très �ns Sables très �ns S

0.063 63 4
Silts très grossières

0.031 31 5
Silts grossières

0.016 16 6 L
Silts Silts moyennes U

0.008 8 7 T
Silts �nes I

0.004 4 8 T
Silts très �nes E

0.002 2 9 Argiles S
Argiles
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Le désordre est le meilleur serviteur de l'ordre établi.

Sartre.

Annexe D

Axiomes de Reynolds

Les grandeurs physiques liées à un écoulement turbulent �uctuent rapidement dans le temps et dans
l'espace. Elles peuvent être considérées comme des fonctions aléatoires du temps et de l'espace sur un
ensemble de N réalisations de l'écoulement turbulent, toutes soumises aux mêmes conditions initiales et
aux limites.

Pour toute variable aléatoire f , qui prend la valeur fi au point x et à l'instant t dans la ie réalisation,
on dé�nit la moyenne d'ensemble par :

hf(x; t)i = lim
N!1

"
1

N

NX
i=1

fi(x; t)

#
(D.1)

On peut aussi dé�nir la moyenne temporelle (d'avantage utilisé en pratique) sur une fenêtre de durée
2� par :

�f(x; t) = lim
�!1

�
1

2�

Z �

��
f(x; t+ �) d�

�
(D.2)

Travaillant dans le cas d'écoulements turbulents développés, on supposera que les systèmes sont er-
godiques, c'est à dire que les deux moyennes coïncident.

Les deux opérateurs de moyenne dé�nis ci-dessus véri�ent les propriétés suivantes, aussi appelées
axiomes de Reynolds :

Propriété 1 Soient deux processus aléatoires f et g et une constante � �xée, l'opérateur moyenne hi est
linéaire :

hf + gi = hfi+ hgi (D.3)

h�fi = �hfi (D.4)

Propriété 2 Si f est constant alors :

hfi = f (D.5)

Propriété 3 L'opérateur de moyenne hi commute avec les opérations de dérivation partielle spatiale et

temporelle (ou de manière équivalente avec la limite et l'intégration), c'est à dire que :�
@f

@t

�
=

@

@t
hfi (D.6)

et que pour toute direction i : �
@f

@xi

�
=

@

@xi
hfi (D.7)
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Propriété 4 Pour deux processus aléatoires f et g on a :

hhfigi = hfihgi (projectivité) (D.8)

Ces axiomes de moyenne su�sent à justi�er la plupart des calculs de moyenne e�ectués sur les équa-
tions de la mécanique des �uides et de Navier Stokes en particulier. Il en résulte immédiatement que si
l'on pose :

f 0 = f � hfi (D.9)

alors :

i.

hhfii = hfi (D.10)

ii.

hf 0i = hf � hfii = hf � hhfii = 0 (D.11)

iii.

hhfihgii = hfihgi (D.12)

iv.

hhgif 0i = 0 (D.13)

Par la suite on utilisera le plus souvent les moyennes d'ensemble, qui pour alléger les notations seront
notées avec une barre.

(d'après Larchevèque, 1995 ; Zaleski, 1995)
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Le demandeur a besoin de se �gurer deux conditions.

D'abord qu'il s'avoue : � Je me trompe. En dehors de ce que je dis, il y a

d'autres choses. �
Ensuite qu'il pense : � Il y a une autre parole et une autre sagesse,

meilleures et supérieures que je ne connais pas. �
Donc, nous savons que la question est la moitié de la science.

Djalâl-ud-Dîn Rûmî, Fîhi-mâ-fîhi.

Annexe E

Étude dimensionnelle des équations du

mouvement sous les hypothèses de la

couche limite

On cherche à simpli�er les équations du mouvement sous l'hypothèse Æ � L.

Sommaire

E.1 Continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275

E.2 Quantité de mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

E.2.1 Projection sur x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

E.2.2 Projection sur z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278

E.3 Conservation de la fraction volumique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

E.1 Continuité

@u

@x
+
@v

@z
= 0 (E.1)

Le terme @u=@x est d'ordre U0=L, et @=@z étant d'ordre 1=Æ, pour que les deux termes de l'équation de
continuité (E.1) soient du même ordre de grandeur (principe de moindre dégénéréscence ou de balance
dominante [Zaleski, 1995]), il faut imposer :

V0 = O
�
U0

Æ

L

�
(E.2)

Le rapport Æ=L étant très petit devant 1, on a v � u, le mouvement a donc lieu principalement suivant
x.

Si l'on note u1 et v1 les composantes de la vitesse dans le milieu ➀ , �les mêmes lettres sont utilisées
dans le milieu ➁ , mais avec un indice 2� les équations de continuité sont alors :

@u1
@x

+
@v1
@z

= 0 (E.3a)

@u2
@x

+
@v2
@z

= 0 (E.3b)
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E.2 Quantité de mouvement
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i
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(E.4)

E.2.1 Projection sur x

En projection sur x l'équation (E.4) s'écrit 60 :

@u

@t
+
@uu

@x
+
@uv

@z
= � 1

�1

@p

@x
� @u0u0

@x
� @u0v0

@z
+ �1

@2u

@x2
+ �1

@2u

@z2
+ g0

x
�[1� 
] (E.5)

On va maintenant étudier les ordres de grandeur des di�érents termes de cette équation. En utilisant les
deux échelles u? (équation (4.27)) et g0

x
� g0� (équation (4.29) page 87), on peut écrire :
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(E.6a)
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(E.6c)
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(E.6e)
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(E.6g)

�1
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(E.6h)
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] �
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Æ2

u2
?

�
u2
?
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(E.6i)

L'ordre du terme turbulent (E.6e) par rapport au terme turbulent (E.6f) est :

O
�
Æ

L

�

Dans le cadre des hypothèses de la couche limite Æ=L� 1, ce terme de contraintes normales de Reynolds
est donc négligeable par rapport au terme de cisaillement turbulent (E.6f).

Pour qu'il y ait un écoulement principal dans la direction x, il faut que les termes d'inertie (E.6b)
et (E.6c) soient, au moins, du même ordre que le plus grand des termes turbulents (E.6e). Il faut donc
imposer :

U0

u?
= O

�
L

Æ

�1=2
(E.7)

60. Pour alléger les notations on a supprimé l'indice 1 pour les composantes de la vitesse
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E.2. Quantité de mouvement

L'intensité de la turbulence est donc d'un demi-ordre de grandeur, mesuré en termes de Æ=L, moindre que
la vitesse dans l'écoulement.

Pour que l'on puisse quanti�er les variations temporelles de quantité de mouvement, le terme (E.6a)
doit être du même ordre que les termes turbulents, et donc que les termes d'inertie. Le temps caractéris-
tique est donc tel que :

t0 = O
�
Æ

u?

U0

u?

�
= O

 "
Æ

L

�
U0

u?

�2
#
L

U0

!

Comme le montre l'équation (E.7) le rapport entre crochets est d'ordre 1, donc :

t0 = O
�
L

U0

�
(E.8)

Pour que les e�orts gravitaires soient e�ectivement moteurs de l'écoulement, il faut qu'ils soient
également du même ordre de grandeur que le plus grand des termes turbulents ou que les termes d'inertie.
Il faut donc imposer que :

�g�0 = O
�
u2
?

Æ

�
(E.9)

ou d'après l'équation (E.7) :

�g�0 = O
�
U2
0

L

�

En utilisant l'équation (E.7), on trouve que le terme d'e�ort visqueux (E.6g) est d'ordre �=Æu? par
rapport au plus grand des termes turbulents. L'inverse de ce rapport dé�nit le nombre de Reynolds de la
turbulence :

Re =
Æu?
�

(E.10)

Si l'écoulement est turbulent en tout point, le nombre de Reynolds est grand, Æu?=� ! 1, le terme
visqueux (E.6g) est alors négligeable.

L'ordre du second terme visqueux (E.6h) est, en utilisant l'équation (E.7) :

O
 

1

Re

�
L

Æ

�1=2
!

Pour que ce terme soit négligeable, et soit de l'ordre de grandeur, Æ=L, du plus grand des autres termes
négligés (E.6e), il faut que l'ordre de grandeur du nombre de Reynolds soit :

Re = O
�
L

Æ

�3=2

(E.11)

La viscosité n'a alors pas d'e�et sur l'écoulement et peut être négligée. Il existe cependant une échelle de
longueur �=u où cette approximation n'est plus valable. Cette longueur, �=u, est petite devant Æ.

Si la condition (E.10) n'est pas véri�ée, le terme de cisaillement visqueux (E.6h) doit être conservé
dans l'équation (E.4).

On ne précise pas pour le moment l'ordre de grandeur du terme de pression, il sera déterminé par la
suite.
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E.2.2 Projection sur z

En projection sur z, l'équation (E.4) s'écrit :
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On étudie les ordres de grandeur des di�érents termes.

On utilise la relation (E.8) pour l'estimation du temps caractéristique t0 :
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On utilise les relations (E.9) et
g
0

x

g0
z

� � (équation (4.30) page 87) pour l'estimation de l'ordre de la gravité :

g0
z
�[1� 
] � g0�0 �

�
1

�

�
u2
?

Æ
(E.13i)

On a supposé que la pente était faible, c'est-à-dire que � � 1. Alors, 1=� � 1 et le terme gravitaire
(E.13i) est plus grand que le plus grand des deux termes turbulents (E.13e). Il doit exister un terme pour
l'équilibrer. Le seul terme dont le choix reste libre, est le terme de pression. Il faut donc imposer :

p

u2?
= O

�
1

�

�

Si l'on reporte maintenant ce résultat dans l'équation (E.6d) page 276, il faut imposer :

Æ

L

1

�
= O(1)

pour que les termes de pression soient de l'ordre des termes les plus grands. La pente est alors reliée aux
dimensions caractéristiques de l'écoulement par :

� = O
�
Æ

L

�
(E.14)

On suppose que la condition (E.7) est véri�ée. On peut donc écrire indi�éremment U
2
0=L ou u

2
?=Æ.
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E.3. Conservation de la fraction volumique

Les termes d'inertie (E.13a), (E.13b) et (E.13c) sont négligeables devant le terme gravitaire (E.13i),
puisque le terme entre crochet est d'ordre Æ=L. Le terme turbulent (E.13e) se raccorde au second ordre avec
les restes des termes de pression�gravité du premier ordre (raccord asymptotique en posant p = p0+"p1,
cf. [Bender et Orszag, 1978; Gatignol, 1995; Levy, 1996]).

En�n, il est possible d'estimer l'ordre de grandeur du nombre gradient de Richardson (gradient Ri-

chardson number) dé�ni par :

Rig = gz
@�=@z

(@u=@z)2

L'ordre de grandeur de Rg est :

O
�
g0z

�0Æ
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0
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�

soit d'après (E.9)

Rig = O
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�
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�

Æ

L

�

D'après l'estimation de l'ordre de grandeur de � par l'équation (E.14), on obtient :

Rig = O (1)

Le nombre de Richardson reste donc borné. Si ce n'était pas le cas (par exemple lorsque � ! 0, pente
nulle), il ne pourrait pas y avoir de mouvement turbulent soutenu.

Si Rig > 0, le gradient de densité est stabilisant [Tennekes et Lumley, 1972, p. 98 ; Drazin et Reid,
1997, p. 323 ou Triton, 1977, p. 287]. Les instabilités entre les �uides ➀ et ➁ sont des instabilitées du
type de Kelvin�Helmotz [Furnes, 1999; Skogseth, 1999], mais auquel on superposé un champ de gravité.
Dans le cas où �2 > �1, l'analyse des modes propres de vibration montre que la � surface � séparant les
deux �uides est oscillante mais stable [Drazin et Reid, 1997, chap. 4,23,29,44].

Les termes visqueux, sous la condition (E.10) sur le nombre de Reynolds, sont également négligeables.
Au premier ordre on a donc les deux équations de quantité de mouvement :
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E.3 Conservation de la fraction volumique
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On étudie les ordres de grandeur des di�érents termes de l'équation (E.16) :
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Le terme turbulent (E.17g) est négligeable devant le terme turbulent (E.17f) lorsque Æ=L� 1.
Pour que les termes d'inertie (E.17a), (E.17b) et (E.17c) soient du même ordre de grandeur que le

plus grand des termes turbulents (E.17h) il faut imposer :

U0
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�0
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L
= O(1)

en utilisant le résultat (E.7) page 276, on obtient :
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(E.18)

ou

�0

�?
= O

�
U0
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�

L'intensité des �uctuations de fractions volumiques, �?, est donc d'un demi ordre de grandeur, mesuré
en terme de Æ=L moindre que la fraction volumique dans l'écoulement.

Pour que les termes de di�usivité moléculaire soient négligeables, il faut qu'ils soient du même ordre
de grandeur que le plus grand des termes négligés, à savoir le terme turbulent (E.17g) :
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On dé�nit le nombre de Schmidt par :

Sc =
�

k
(E.20)

en utilisant également la dé�nition du nombre de Reynolds (E.10), et en reportant dans (E.19) :

Sc = O
�

1

Re

�0

�?

L

Æ

�

Compte tenu de l'estimation de l'ordre de grandeur du nombre de Reynolds (E.11) et de l'équation (E.18),
l'ordre de grandeur du nombre de Schmidt est donné par :

Sc = O(1) (E.21)
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En�n pour que le terme de sédimentation (E.17d) soit présent dans les équations, il faut imposer :
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soit :
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(E.22)

La vitesse de chute des particules doit donc être d'un demi ordre de grandeur, mesuré en terme de Æ=L,
moindre que l'intensité de la turbulence.

A l'aide de (E.7), on peut estimer les ordres relatifs de la vitesse de chute des particules et de la vitesse
au sein de l'écoulement :
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�
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L

�
(E.23)

La vitesse de chute des particules est donc d'un ordre de grandeur, mesuré en terme de Æ=L, moindre que
la vitesse dans l'écoulement.

Sous les hypothèses de la couche limite l'équation de fraction volumique s'écrit :
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Les sciences sont des langues bien faites, dans la mesure même où les

langues sont des sciences en friche.

M. Foucault.

Annexe F

Conditions de similitude

Le fait de supposer les variables u et � similaires impose des conditions sur les grandeurs moyennes
U , � et Æ.

Sommaire

F.1 Équation de continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

F.2 Équation de quantité de mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284

F.3 Équation de la fraction volumique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284

Ces conditions sont obtenues en remplaçant les équations (4.46a), (4.46b), (4.47) et (4.48) dans les
équations de continuité, de quantité de mouvement et de la fraction volumique, et en utilisant le change-
ment de variable :

� =
z
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d� =

1

Æ
dz (F.1)

avec :
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F.1 Équation de continuité

En utilisant la condition limite v(z = 0) = 0, l'équation de continuité, intégrée entre z = 0 et z,
s'écrit 61 :

v(z; t) = �
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F (s) ds+ U
@Æ

@x

Z
�

0

sF 0(s) ds (F.3)

où la dérivée @F=@� est notée F 0.

61. On utilise les résultats de dérivabilité d'une intégrale par rapport à un paramètre :

Soient � et � des fonctions numériques dérivables, alors la fonction :

g : x 7!

Z �(x)

�(x)

f(t; x) dt

est continûment dérivable et, pour tout point x0,

g0(x0) =
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.
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F.2 Équation de quantité de mouvement

En reportant le résultat précédent dans l'équation de quantité de mouvement (4.43) page 89, on peut
évaluer les di�érents termes :
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L'équation de quantité de mouvement suivant x s'écrit :
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Pour que les pro�ls F; F? et G soient universels, c'est-à-dire que les pro�ls soient les mêmes en tout
point x, il faut que les coe�cients de ces fonctions universelles soient constants. Les coe�cients non
répétitifs sont :
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(F.6)

où A;B;C;D et E sont des constantes. La première condition n'est pas surprenante, elle con�rme ce que
nous avions déjà supposé, à savoir que Æ=L est constant (soit Æ � x). Le dernier terme contient le nombre
de Richardson qui doit donc être constant, ce qui est bien compatible avec l'équation (4.38). On peut
même ajouter que la constante E est de l'ordre de Æ=L.

F.3 Équation de la fraction volumique

En reportant le résultat (4.52) dans l'équation de conservation de la fraction volumique (4.39d)
page 89, on peut évaluer les di�érents termes :
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F.3. Équation de la fraction volumique

L'équation de conservation de la fraction volumique s'écrit alors :
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Pour que les pro�ls F;G et G? soient universels, il faut que les coe�cients non répétitifs soient constants,
soit :
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Les trois premières conditions étaient déjà imposées par l'équation de quantité de mouvement. La dernière
condition est bien compatible avec l'équation (4.37) page 88, reliant les ordres de grandeur de la vitesse
de chute des particules et de la vitesse moyenne de l'écoulement. On peut ajouter que la constante E1

est de l'ordre de Æ=L.

285



Annexe F. Conditions de similitude

286



Pour l'e�cacité, les hypothèses sous-tendant un système doivent être :

(1) découvertes, (2) testées, (3) éventuellement contestées, (4)

éventuellement rejetées, et (5), il faut construire un système débarrassé

des postulats qui pourraient avoir été mis en cause.

A. Korzybski.

Annexe G

Intégration transversale des équations

du mouvement

Contrairement au cas où l'on considère le �uide supérieur au repos, ou du moins où l'on connait la
forme de son écoulement, on ne peut pas, ici, e�ectuer de raccord asymptotique avec Æ ! 1 [technique
classique en hydrodynamique, cf. Schlichting, 1979, p. 159]. En e�et, les intégrandes ne s'annulent pas au
delà de Æ !

Pour que les intégrales aient un sens, on choisit les échelles caractéristiques Æ correspondants aux
hauteurs respectives de �uide, h1 et h2.

Le problème dans le milieu ➀ sera donc intégré de z = 0 à z = h1, et le problème dans le milieu ➁ de
z = h1 à z = H .

La variable de similitude dans le milieu ➀ est �1, telle que :

�1(z) =
z

h1(x; t)
; �1(0) = 0 et �1(h1) = 1 (G.1)

h1 étant dé�ni identiquement à Æ par l'équation (4.49) page 91.
Dans le milieu ➁ , la variable de similitude est dé�nie par :

�2(z) =
z � h1(x; t)

h2(x; t)
; �2(h1) = 0 et �2(H) = 1 (G.2)

h2 étant dé�ni par :

h2 =

Z H

h1

u2 dz

U2

Z 1

0

F2(�) d�

On suppose les pro�ls de vitesse et de concentration semblables. D'après l'équation (4.46a), on peut
écrire dans chaque �uide :

ui(x; z; t) = Ui(x; t)Fi (�i) i = 1; 2 (G.3)

Le pro�l de concentration véri�e l'équation (4.46b).
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G.1 Intégration des équations du mouvement

G.1.1 Intégration de l'équation de continuité

Dans le milieu ➀ , il faut donc évaluer l'intégrale :

Z
h1

0

�
@u1
@x

+
@v1
@z

�
dz = 0

qui d'après l'équation (4.52) et en utilisant le changement de variable dé�ni par (4.50), est :

v1(h1)� v1(0) = �h1
@U1

@x

Z 1

0

F1 d� + U
@h1

@x

Z 1

0

�F 01 d�

soit avec la condition limite v1(z = 0) = 0 :

v1(h1) = �h1
@U1

@x

Z 1

0

F1 d� + U1

@h1
@x

Z 1

0

�F 01 d� (G.4)

De même, dans le milieu ➁ , avec la condition limite v2(H) = 0 on obtient :

�v2(h1) = �h2
@U2

@x

Z 1

0

F2 d� + U2

@h2
@x

Z 1

0

�F 02 d� (G.5)

G.1.2 Intégration de la quantité de mouvement

L'équation (F.5), intégrée dans le milieu ➀ en tenant compte du fait que dz = h1d�, s'écrit :

�U1

@h1
@t

Z 1

0

�F 01 d� + h1
@U1

@t

Z 1

0

F1 d� + h1U1

@U1

@x

Z 1

0

F 2
1 d� � U2

1

@h1
@x

Z 1

0

�F1F
0
1 d�

� h1U1

@U1

@x

Z 1

0

F 01

Z
�

0

F1 dsd� + U2
1

@h1
@x

Z 1

0

F 01

Z
�

0

sF 01 dsd� = U2
1

Z 1

0

F 01? d�

� h1
�i

dp0
dx

+ g0x�h1[1� 
]

Z 1

0

G d� + g0z[1� 
]h1
@h1�

@x

Z 1

0

Z 1

�

G dsd�

+ g0z[1� 
]�h1
@h1
@x

Z 1

0

�Gd� (G.6)
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Pour le milieu ➁ , on obtient de façon similaire :

�U2

@h2
@t

Z 1

0

�F 02 d� + h2
@U2

@t

Z 1

0

F2 d� + h2U2

@U2

@x

Z 1

0

F 2
2 d� � U2

2

@h2
@x

Z 1

0

�F2F
0
2 d�

� h2U2

@U2

@x

Z 1

0

F 02

Z �

0

F2 dsd� + U2
2

@h2
@x

Z 1

0

F 02

Z �

0

sF 02 dsd�

= U2
2

Z 1

0

F 01? d� �
h2

�2

dp0

dx
(G.7)

G.1.3 Intégration de l'équation de conservation de la fraction volumique

En utilisant le résultat (F.8), l'intégrale s'écrit :

h1
@�

@t

Z 1

0

G d� ��
@h1
@t

Z 1

0

�G0 d� + U1h1
@�

@x

Z 1

0

FG d� � U1�
@h1
@x

Z 1

0

�FG0 d�

��h1
@U1

@x

Z 1

0

G0
Z

�

0

F dsd� + U1�
@h1
@x

Z 1

0

G0
Z

�

0

sF 0 dsd�

= U1�

Z 1

0

G0
?
d� + vs�

Z 1

0

G0 d� (G.8)

G.2 Choix des pro�ls

Comme nous l'avons exposé plus haut, les inconnues du problème ne sont pas pour nous les pro�ls
universels Fi et G, mais les grandeurs moyennes hi; Ui et �. Pour accéder aux équations d'évolution de
ces grandeurs, il faut pouvoir calculer les intégrales des fonctions Fi et G, également appelées facteurs
de forme. Il est donc nécessaire de connaître la forme exacte de ces fonctions. Ceci conduit à choisir des
pro�ls de vitesse dans les milieux ➀ et ➁ (fonctions Fi) et un pro�l de concentration dans le milieu ➀

(fonction G).

G.2.1 Traitement des conditions limites

G.2.1.1 Conditions limites sur la vitesse

Dans le milieu ➀ , (cf. �gure 4.5 page 84), la vitesse, u1, doit véri�er les conditions limites :

u1(z = 0) = u1(z = h1) = 0 (G.9)

ce qui implique que F1 véri�e les conditions limites :

F1(�1 = 0) = F1(�1 = 1) = 0 (G.10)

Dans le milieu ➁ , les conditions limites sur u2, sont :

u2(z = h1) = u2(z = H) = 0 (G.11)

ce qui implique que F2 véri�e les conditions limites :

F2(�2 = 0) = F2(�2 = 1) = 0 (G.12)

G.2.1.2 Conditions limites sur les contraintes

Les pro�ls Fi? ne seront pas dé�nis analytiquement, leur forme exacte sera précisée dans la section 5.3
page 113.
Cependant, on peut remarquer que le terme � 01xz(0) correspond aux frottements le long du sol. Bien que
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l'on ait imposé l'adhérence à la paroi (u(z = 0) = 0), ce terme n'est pas nul ! Il faut donc imposer la
condition suivante sur F1? :

F1?(�1 = 0) 6= 0 (G.13)

Le terme � 01xz(h1) (ou U
2
1F1?(�1 = 1)) correspond à la friction entre les milieux ➀ et ➁ , qui la plupart

du temps est négligeable devant le terme de friction au sol, � 01xz(0), mais n'est cependant pas nulle. La
continuité des contraintes entre les deux �uides (on suppose qu'il n'y a pas de tensions super�cielles à
l'interface) implique :

� 02xz(h1) = � 01xz(h1) (G.14)

soit :

�2U
2
2F2?(�2 = 0) = �iU

2
1F1?(�1 = 1) (G.15)

La surface en �2 = 1 (z = H) est une surface libre.

G.2.1.3 Conditions limites sur la fraction volumique

Les termes de la fraction volumique en z = 0 sont en fait évalués juste au dessus du sol en b, comme les
contraintes. Ceci permet d'éviter des comportements singuliers pouvant découler du fait d'avoir négligé
la di�usion moléculaire. La fraction volumique n'est donc pas nulle en z = 0 (cf. �gure 4.8 page 86). Pour
que l'approximation soit valable, il faut que :

b� h1 (G.16)

La fraction volumique véri�e :

�(z = 0) 6= 0 �(z = h1) = 0 (G.17)

Le pro�l G véri�e donc :

G(�1 = 0) 6= 0 G(�1 = 1) = 0 (G.18)

Le terme turbulent �0v0(h1) est supposé nul puisqu'au delà de z = h1 il n'y a plus de particules, donc
plus de �uctuations associées à la fraction volumique. À la base de l'écoulement, on se place, une fois de
plus, en z = b pour éviter tout comportement singulier. Le terme �0v0(0) n'est pas nul. On peut donc
écrire les conditions aux limites sur G? sous la forme :

G?(�1 = 0) 6= 0 G?(�1 = 1) = 0 (G.19)

G.2.2 Pro�ls

L'hypothèse de pro�l la plus simple appelée top-hat par Turner [1973] ou slab par Pantin [1979]
consiste à choisir des pro�ls du type � fonction de Heaviside � modi�ée (cf. �gure G.1 page suivante).

On nomme cette fonction � fonction chapeau �. Elle est notée � et est dé�nie par :

�]a;b](�)

(
1 si a < � � b

0 si � � a ou � > b
(G.20)

Remarque 9

On peut choisir des pro�ls plus complexes (cf. �gure G.2 page ci-contre), mais toujours en accord avec les
données expérimentales. Par exemple, Plapp et Mitchell [1960] proposent pour la vitesse, le pro�l F (�) =
1:69�1=7(1� �)2, qui peut être approximé près de la paroi par F (�) = 1:69�1=7, et pour la concentration,
la pro�l G(�) = 1� �1=7. Ces pro�ls sont conformes aux pro�ls en convection libre turbulente qui sont :
F (�) = 1:86�1=7(1� �)4 et G(�) = 1� �1=7 [Eckert et Drake, 1959, p. 324].

Hinze [1960] a pour sa part, e�ectué des calculs avec les trois pro�ls de concentrations suivants :

G(�) = 1� �, G(�) = e�4�, G(�) = e�4�
2

.
Il apparaît cependant que le top-hat est une très bonne approximation dans presque tous les cas

d'écoulements [Parker, Garcia, Fukushima et Yu, 1987].
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�
ba0

1

�]a;b](�)

Fig.G.1 �Graphe d'une fonction � chapeau � ( top-hat ou slab). Le symbole bullet indique que la fonction
prend cette valeur à la discontinuité.

1:86�
1=7

(1� �)
4

1:69�
1=7

(1� �)
2

1:69�
1=7

A. B.

e
�4�

e
�4�2

1 � �
1=7

1� �

Fig. G.2 � Exemple de pro�ls analytiques adimensionnels de vitesse (A.) et de concentration (B.).

Les fonctions F1; G et F2 sont donc dé�nies par :

F1(�1) =

8><
>:
0 si 1 � �1

1 si 0 < �1 < 1

0 si �1 � 0

(G.21)

G(�1) =

8><
>:
0 si 1 � �1

1 si 0 � �1 < 1

0 si �1 < 0

(G.22)

F2(�2) =

8><
>:
0 si 1 � �2

1 si 0 < �2 < 1

0 si �2 � 0

(G.23)

G.3 Évaluation des intégrales

Les fonctions F1; g et F2 sont des fonctions discontinues. Elles présentent des singularités en 0 ou 1. On
rappelle que la dérivée d'une fonction de Heaviside est la masse de dirac 62 Æ, au point de discontinuité.
La fonction �F 01(�) est donc égale à �Æ1 (cf. �gure G.3 page suivante). Les intégrales (ou facteurs de
formes) ont les valeurs suivantes :

62. A ne pas confondre avec les notations précédentes oû Æ représentait l'épaisseur de la couche limite.
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Fig. G.3 � Évaluation des facteurs de forme.
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Z
�

0

F (s) ds = �

Z 1

0

F d� = 1

Z 1

0

�F 0 d� = �
Z 1

0

Æ1 d� = �1
Z 1

0

F 2 d� = 1

Z 1

0

�FF 0 d� = 0

Z 1

0

F 0
Z �

0

F dsd� =

Z 1

0

�F 0 d� = �1Z
�

0

sF 0(s) ds = �F � �

Z 1

0

F 0
Z

�

0

sF 0 dsd� = �
Z 1

0

�F 0 d� = 1

Z 1

�

F (s) ds = 1� �

Z 1

0

Z 1

�

F dsd� =
1

2

et Z 1

0

�Fd� =
1

2

La fonction F dans les intégrales précédentes peut être remplacée par les fonctions F1; G et F2 sauf
pour : Z 1

0

G0 d� = �G(0)

Les grandeurs moyennes sont alors dé�nies par :

U1h1 =

Z
h1

0

u1 dz et

Z 1

0

F1(�) d� = 1 (G.24a)

�(x)h1 =

Z
h1

0

� dz et

Z 1

0

G(�) d� = 1 (G.24b)

U2h2 =

Z
H

h1

u2 dz et

Z 1

0

F2(�) d� = 1 (G.24c)

G.3.1 Simpli�cation des équations de continuité

En remplaçant dans les équations de continuité (G.4) et (G.5), on obtient :

v1(h1) = �h1
@U1

@x
� U1

@h1
@x

= � @

@x
(h1U1) (G.25)

De même, dans le milieu ➁ , avec la condition limite v2(H) = 0 on obtient :

�v2(h1) = � @

@x
(h2U2) (G.26)

G.3.2 Utilisation du concept d'entraînement

En utilisant les résultats de la section 4.4.4 page 92 et, en particulier, l'équation (4.53), on peut dé�nir
les vitesses v1(h1) et v2(h1) :

v1(h1) =
@h1

@t
+ ve1 (G.27)

où la vitesse d'entraînement ve1 est une fonction de la vitesse moyenne du �uide, de la forme CU1. En
remarquant que @h2=@t varie en sens opposé de v2(h1) on a :

v2(h1) = �@h2
@t

+ ve2 (G.28)
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Les vitesses d'entraînement véri�ent :

ve1 = ve2 (G.29)

Les équations de continuité (G.25) et (G.26) peuvent se mettre sous la forme :

@h1
@t

+
@

@x
(h1U1) = �ve1

De même, dans le milieu ➁ , avec la condition limite v2(H) = 0 on obtient :

@h2
@t

+
@

@x
(h2U2) = ve2

G.3.3 Simpli�cation des équations de quantité de mouvement

L'équation de quantité de mouvement (G.6) se simpli�e en :

U1

@h1

@t
+ h1

@U1

@t
+ h1U1

@U1

@x
+ h1U1

@U1

@x
+ U2

1

@h1

@x
= U2

1

Z 1

0

F 01? d� �
h1

�i

dp0

dx
+ g0x�h1[1� 
]

+ g0
z
[1� 
]h1

1

2

@h1�

@x
+ g0

z
[1� 
]

1

2
�h1

@h1
@x

soit :

@

@t
(h1U1) +

@

@x
(h1U

2
1 ) = U2

1 (F1?(1)� F1?(0))�
h1
�i

dp0
dx

+ g0z[1� 
]
1

2

@

@x
(�h21) + g0x�h1[1� 
]

De même, dans le milieu ➁ , l'équation (G.7) devient :

@

@t
(h2U2) +

@

@x
(h2U

2
2 ) = U2

2 (F2?(1)� F2?(0))�
h2
�2

dp0
dx

G.3.4 Simpli�cation de l'équation de conservation de la fraction volumique

En reportant les valeurs de facteurs de forme dans l'équation (G.8), on obtient :

h1
@�

@t
+�

@h1
@t

+ U1h1
@�

@x
+�h1

@U1

@x
+ U1�

@h1
@x

= U1�

Z 1

0

G0? d� � vs�G(0)

soit :

@

@t
(�h1) +

@

@x
(�h1U1) = �U1�G?(0)� vs�G(0)
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Ce que nous faisons n'est jamais compris et n'est toujours accueilli que

par les louanges ou la critique.

Nietzsche.

Annexe H

Décomposition et intégration des

équations d'ondes longues

La section H.1 présente la méthode de décomposition des équations d'ondes longues à l'aide du
changement de référentiel exposé à la section 4.7.2 page 99.

La section H.2 page 299 présente l'intégration du système décomposé. Elle est e�ectuée à l'aide de la
théorie de similitude exposée précédemment dans les sections 4.4.1 page 90 et 4.4.5 page 93.

Sommaire

H.1 Décomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295
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H.1 Décomposition

Nous e�ectuons ici la décomposition des équations d'ondes longues à l'aide du changement de réfé-
rentiel exposé à la section 4.7.2 page 99.

H.1.1 Décomposition de la continuité

L'équation de continuité en � ondes longues � est :

@h

@t
+

@

@x
(hU) = ve1(jU j)

Quelque soit le sens de l'écoulement, il y a bien incorporation d'eau en fonction de la valeur absolue
de la vitesse. On suppose donc que la vitesse d'entraînement, ve1, est une fonction linéaire de jU j. On
utilisera la forme suivante pour la vitesse d'entraînement : ve1 = CjU j (cf. section 4.4.4 page 92), où C
est une constante positive que l'on dé�nira par la suite dans la section 5.5 page 124.

En substituant la décomposition de vitesse (4.70) et en utilisant l'équation (4.71), on obtient :

@h

@t
+Qt

@

@x?
(hQU?) + UTQt

@h

@x?
= C

��QU? + UT
�� (H.1)
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H.1.2 Décomposition de la conservation des particules

L'équation de conservation des particules en � ondes longues � est :

@�h

@t
+

@

@x
(�hU) = �vs�G(0)� jU j�G?(0)

Comme pour l'équation de continuité, le terme de �uctuation de la fraction volumique a été modi�é
pour des raisons évidentes de signe. On reviendra sur ce point dans la section 5.4.2.2 page 122 sur les
fermetures. L'équation précédente se réécrit :

@�h

@t
+Qt

@

@x?
(�hQU?) + UTQt

@

@x?
(�h) = �vs�G(0)�

��QU? + UT
���G?(0) (H.2)

H.1.3 Décomposition de la quantité de mouvement

On repart de l'équation (4.63) de la page 97, qui est une première approximation de l'équation d'ondes
longues dans le cas d'une grande profondeur. On considère que les variations de densité entre le �uide
ambiant et interstitiel sont négligeables sauf dans les termes de gravité (cas de l'approximation de Bous-
sinesq, cf. remarque 4 page 95). L'équation de conservation de la quantité de mouvement en � ondes
longues � est :

@

@t
(hU) +

�
1� h

H

�
@

@x

�
hU2

�
= �

�
1� h

H

�
1

2
g0
z

@

@x

�
h2�[1� 
]

�
+

�
1� h

H

�
jU jU (F?(1)� F?(0))

+ hg0x�[1� 
] (H.3)

Ici encore, pour des raisons évidentes de signe, le terme de friction turbulente U2 a été modi�é en jU jU .
On reviendra sur ce point dans la section 5.3 page 113.

Le terme de dérivée temporelle se décompose trivialement en :

@

@t
(hU) =

@

@t

�
hUT

�
+
@

@t
(hQU?)

Le terme d'inertie en :

@

@x

�
hU2

�
=

@

@x

�
hUTU

�
+

@

@x
(hQU?U)

= UT

�
UTQt

@h

@x?
+Qt

@

@x?
(hQU?)

�
+Qt

@

@x?
(hQU?QU?) +Qt

@

@x?
�
hQU?UT

�
= 2UTQt

@

@x?
(hQU?) + UTUTQt

@h

@x?
+Qt

@

@x?
(hQQU?U?)

Il est ici nécessaire d'étudier le signe de jU jU sur l'intervalle [�l; l], car il peut exister une abscisse où
U? +UT , c'est-à-dire U , s'annule, comme le montre le �gure H.1 page suivante. Le mouvement du point
de � queue � n'est plus dans le sens positif, l'arrière de l'écoulement � recule �.

Soit a? l'abscisse négative où U = U? + UT s'annule 63 :

��U? + UT
�� =

(
�U? � UT si x? � a?

U? + UT si x? � a?
(H.4)

Le cas particulier où a? � �l (resp. a? � l) implique que
��U? + UT

�� est positif (resp. négatif) sur tout
l'intervalle [�l;+l]. Il sera simplement obtenu en faisant a? = �l (resp. a? = +l).

Le terme turbulent de l'équation (H.3) s'écrit donc di�éremment sur les intervalles [�l; a?] et [a?; l].
On étudie trois cas :

� Cas 1 : x? � a?, la somme U? + UT est négative, le terme turbulent s'écrit :

�U?2 � UT2 � 2U?UT

63. Les résultats seraient les mêmes pour a? � 0, mais le cas a? � 0 est plus naturel, puisque comme on le verra par le

suite, il correspond à un mouvement du barycentre de l'objet dans le sens positif des x? (cf. page 101)
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H.1. Décomposition

O? +l�l U?

O? +l�l UT

O? +l�l Ua?

Fig. H.1 � Autre exemple de champ de vitesse décomposé au sein de l'objet écoulement. Ici la vitesse U
s'annule en une abscisse a? entre la � tête � et la � queue � de l'objet, causant un recul du point x? = �l,
puisque U?(�l) > UT , soit U(�l) < 0.

Le terme transformé par Q, mais pour x? � �a (Q est une ré�exion, l'image de [�l; a?] est [�a?; l]),
est :

�QQU?2 � UT2 � 2QU?UT

� Cas 2 : a? � x? � �a?, la somme U?+UT est toujours négative, le terme turbulent s'écrit également :

U?2 + UT2 + 2U?UT

Le terme transformé est :

QQU?2 + UT2 + 2QU?UT

� Cas 3 : �a? � x?, la somme U? + UT est positive, le terme turbulent s'écrit :

U?2 + UT2 + 2U?UT

Le terme transformé par Q, pour x? � a?, est :

QQU?2 + UT2 + 2QU?UT

On reporte les résultats précédents dans l'équation (H.3), la décomposition des autres termes du
second membre étant triviale, on obtient :

@

@t

�
hUT

�
+
@

@t
(hQU?) +

�
1� h

H

��
2UTQt

@

@x?
(hQU?) + UTUTQt

@h

@x?
+Qt

@

@x?
(hQQU?U?)

�

= �Qt

�
1� h

H

�
1

2
g0
z

@

@x?
�
h2�[1� 
]

�
+ hg0

x
�[1� 
]

+

�
1� h

H

�
(F?(1)� F?(0))

8><
>:
QQU?2 + UT2 + 2QU?UT pour x? � a?

QQU?2 + UT2 + 2QU?UT pour a? � x? � �a?

�QQU?2 � UT2 � 2QU?UT pour � a? � x?
(H.5)
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On peut remarquer qu'une partie de cette équation présente une symétrie matérielle.

Soit S cette symétrie, il existe M(S), un groupe de matrices ��M , tel que cette partie de la loi (H.5)

reste inchangée lorsqu'elle est composée par ��M . La matrice ��Q appartient à ce groupe.

On note la partie symétrique de la loi (H.5) parA(x?). D'après la dé�nition (4.67) de Q et les équations
(4.72) et (4.73), A(x?) véri�e :

A(�x?) = A(x?) (H.6)

A(x?) comprend tous les termes qui ne changent pas de signe par la transformation. Ces termes sont
les termes composés un nombre pair de fois par Q et/ou Qt, sauf pour les termes turbulents, lorsque
jx?j � �a?, où ce sont les termes composés un nombre impair de fois qui ne changent pas de signe.

On note par B(x?) la partie antisymétrique. B(x?) véri�e :

B(�x?) = �B(x?) (H.7)

B(x?) comprend tous les termes qui changent de signe par la transformation. Ces termes sont les termes
composés un nombre impair de fois par Q et/ou Qt, sauf dans les termes turbulents, lorsque jx?j � �a?, où
ce sont les termes composés un nombre paire de fois qui changent de signe. Leur contribution volumique
est nulle, ils vont donc s'annuler lors de l'intégration longitudinale.

D'après (H.7), l'équation (H.5), suivant x? (ou x), peut se mettre sous la forme :

A(x?) + B(x?) = 0 8x? , A(x?)�B(x?) = 0 8x?

Soit :

, A(x?) = 0 et B(x?) = 0 8x? (H.8)

L'équation de quantité de mouvement se décompose donc en :

@

@t

�
hUT

�
+

�
1� h

H

�
2UT

@

@x?
(hU?) = hg0

x
�[1� 
]

+

�
1� h

H

�
(F?(1)� F?(0))

8><
>:
�2U?UT pour x? � a?

U?2 + UT2 pour a? � x? � �a?

2U?UT pour � a? � x?
(H.9a)

@

@t
(hU?) +

�
1� h

H

��
UTUT

@h

@x?
+

@

@x?
(hU?U?)

�
= �

�
1� h

H

�
1

2
g0
z

@

@x?
�
h2�[1� 
]

�

+

�
1� h

H

�
(F?(1)� F?(0))

8><
>:
�U?2 � UT2 pour x? � a?

2U?UT pour a? � x? � �a?

U?2 + UT2 pour � a? � x?
(H.9b)

H.1.4 En résumé

On a tenté de montrer qu'il y avait équivalence entre le problème ondes longues sur h; U et � dé�ni
par :

Problème sur h :

@h

@t
+

@

@x
(hU) = C jU j (H.10a)
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Problème sur � :

@�h

@t
+

@

@x
(�hU) = �vs�G(0)� jU j�G?(0) (H.10b)

Problème sur U :

@

@t
(hU) +

�
1� h

H

�
@

@x

�
hU2

�
= �

�
1� h

H

�
1

2
g0z

@

@x

�
h2�[1� 
]

�
+

�
1� h

H

�
jU jU (F?(1)� F?(0))

+ hg0x�[1� 
] (H.10c)

et le problème décomposé sur h; UT ; U? et �, dé�ni par :

Problème sur h :

@h

@t
+

@

@x?
(hU?) + UT

@h

@x?
= C

��U? + UT
�� (H.11a)

Problème sur � :

@�h

@t
+

@

@x?
(�hU?) + UT

@

@x?
(�h) = �vs�G(0)�

��U? + UT
���G?(0) (H.11b)

Problème sur UT :

@

@t

�
hUT

�
+

�
1� h

H

�
2UT

@

@x?
(hU?) = hg0

x
�[1� 
]

+

�
1� h

H

�
(F?(1)� F?(0))

8><
>:
�2U?UT pour x? � a?

U?2 + UT2 pour a? � x? � �a?

2U?UT pour � a? � x?
(H.11c)

Problème sur U? :

@

@t
(hU?) +

�
1� h

H

��
UTUT

@h

@x?
+

@

@x?
(hU?U?)

�
= �

�
1� h

H

�
1

2
g0
z

@

@x?
�
h2�[1� 
]

�

+

�
1� h

H

�
(F?(1)� F?(0))

8><
>:
�U?2 � UT2 pour x? � a?

2U?UT pour a? � x? � �a?

U?2 + UT2 pour � a? � x?
(H.11d)

avec U = U? + UT .

H.2 Intégration longitudinale des équations d'ondes longues dé-

composées

L'intégration du système (H.11) sera e�ectuée à l'aide de la théorie de similitude exposée précédem-
ment dans les sections 4.4.1 page 90 et 4.4.5 page 93.

Dans un premier temps, on va donc spéci�er une variable de similitude. Les pro�ls seront ensuite
supposés semblables et l'on donnera leur expression ainsi que les conditions aux limites qu'ils doivent
véri�er. Le problème pourra alors être intégré et les intégrales calculées.
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H.2.1 Similarité

La méthode est la même que celle exposée dans la section 4.4.1 page 90. Les variables du problème
(H.11) sont notées avec un~ .

H.2.1.1 Variable de similitude

L'échelle signi�cative restante est l qui a été introduite par le choix de la forme géométrique de
l'écoulement. Toute quantité adimensionnelle peut donc être exprimée en fonction du paramètre x

?

=l,
paramètre de similitude, noté � :

� =
x?(t)

l(t)
(H.12)

On utilisera le changement de variable :

x? = l� d� =
1

l
dx? (H.13)

et :

@�

@x?
=

1

l

@�

@t
= ��

l

dl

dt
+

1

l

dx?

dt
(H.14)

et on note a l'abscisse où
��� ~U? + ~UT

��� s'annule :
a = a

?

=l; �1 � a � 0 (H.15)

H.2.1.2 Pro�ls semblables

Les paramètres ~h; ~�; ~UT et ~U? sont supposés maintenir approximativement des pro�ls semblables
suivant x?, quand ils changent dans le temps. On écrit donc :

~h(x?; t) = h(t)H(�) (H.16a)

~�(x?; t) = �(t)F(�) (H.16b)

~UT (x?; t) = UT (t)J (�) (H.16c)

~U?(x?; t) = U?(t)G(�) (H.16d)

H.2.1.3 Problème intégré sur h(t)

L'équation (H.11a), en utilisant le changement de variable (H.13) et les dé�nitions (H.16), se réécrit :

Hdh

dt
� h

l

dl

dt
�H0 + h

l

dx?

dt
H0 + h

l
U? (HG)0 + h

l
UTH0 = C

��U?G + UT
�� (H.17)

Les conditions de similitude sont données par :

h

l

dl=dt
dh=dt

= A1

h

l

dx?=dt
dh=dt

= A2 (H.18)

h

l

U?

dh=dt
= B1

h

l

UT

dh=dt
= B2 (H.19)��U?G + UT

��
dh=dt

= B3 (H.20)

où les Ai et Bi sont de constantes.
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L'équation intégrée entre �1 (x? = �l) et +1 (x? = +l)se met sous la forme :

l
dh

dt

Z +1

�1
H d� � h

dl

dt

Z +1

�1
�H0 d� + h

dx?

dt

Z +1

�1
H0 d� + hU?

Z +1

�1
(HG)0 d� + hUT

Z +1

�1
H0 d�

= Cl

�Z
a

�1

�
�U?G � UT

�
d� +

Z +1

a

�
U?G + UT

�
d�

�
(H.21)

H.2.1.4 Problème intégré sur �(t)

D'après l'équation (H.11b) et en utilisant les équations (H.16), le problème sur � devient :

d�h

dt
HF � h

l
�
dl

dt
� (HF)

0
+
h

l
�
dx?

dt
(HF)

0
+
h

l
�U? (HFG)0 + h

l
�UT (HF)

0

= ��G?(0)
��U?G + UT

��F � vs�G(0)F (H.22)

L'équation intégrée entre �1 et +1 est :

l
d�h

dt

Z +1

�1
HF d� � h�

dl

dt

Z +1

�1
� (HF)

0
d� + h�

dx?
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Z +1
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(HF)

0
d� + h�U?

Z +1
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(HFG)0 d�
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�1
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0
d� = �vsl�G(0)
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� l�G?(0)

�Z
a

�1

�
�U?G � UT

�
F d� +

Z +1

a

�
U?G + UT

�
F d�

�
(H.23)

H.2.1.5 Problème intégré sur UT (t)

D'après le système (H.16), l'équation (H.11c) peut être mise sous la forme :

dUTh

dt
H� h

l
UT

dl

dt
�H0 + h

l
UT

dx?

dt
H0 + 2

h

l
UTU? (HG)0 � 2

h2

Hl
UTU?H (HG)0 = hg0x�[1� 
]HF

+

�
1� hH

H

�
(F?(1)� F?(0))

8><
>:
�2U?GUT pour � � a

U?2G2 + UT2 pour a � � � �a
2U?GUT pour � a � �

(H.24)

L'équation intégrée entre �1 et +1 est :

l
dUTh

dt

Z +1

�1
H d� � hUT

dl

dt

Z +1

�1
�H0 d� + hUT
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H
UTU?
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+ l (F?(1)� F?(0))

�
�2U?UT
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1� hH
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�
G d�

�
(H.25)
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H.2.1.6 Problème intégré sur U?(t)

En�n, en utilisant les équations (H.16), l'équation (H.11d) se réécrit :

dU?h

dt
HG � h

l
U?

dl

dt
� (HG)0 + h

l
U?

dx?

dt
(HG)0 + h

l
UT2H0 � h2

Hl
UT2HH0 + h

l
U?2

�
HG2

�0 � h2

Hl
U?2H

�
HG2

�0
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2
g0z
h2

l
�[1� 
]

�
H2F

�0
+

1

2
g0z
h3

Hl
�[1� 
]H

�
H2F

�0

+

�
1� hH

H

�
(F?(1)� F?(0))

8><
>:
�U?2G2 � UT2 pour � � a

2U?GUT pour a � � � �a
U?2G2 + UT2 pour � a � �

(H.26)

Comme on l'a vu, lors d'une intégration longitudinale, le choix d'un objet symétrique a pour e�et d'annuler
les contributions extérieures symétriques, comme par exemple les forces de pression qui se répartissent
sur la surface de l'objet. L'intégration de la loi antisymétrique n'est e�ectuée que sur un demi-objet, de 0
à +1 (x = +l), ceci de façon à récupérer un e�et volumique qui aurait disparu si l'intégration avait porté
sur tout l'objet.

Comme a � 0, les intégrales sur les termes turbulents sont coupées en �a � 0.

l
dU?h

dt

Z +1

0

HG d� � hU?
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0
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H
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]
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0
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�
H2F
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�
2U?UT
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0

�
1� hH

H

�
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�
1� hH

H

�
G2 d�
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Z 1
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�
1� hH

H

�
d�

�
(H.27)

H.2.2 Choix des pro�ls & symétries

Il faut maintenant spéci�er les pro�ls H;F ;J et G pour calculer les équations intégrales d'évolution
de h(t);�(t); UT (t) et U?(t).

Le pro�l H doit être choisi en accord avec les observations de la section 3.1 page 64 sur les pro�ls
d'écoulement. Il correspond à l'équation adimensionnelle de la surface de l'objet écoulement, c'est-à-dire
au demi-cercle :

H = (1� �2)
1=2 (H.28)

Ce pro�l est symétrique et est une fonction paire de �.

Le pro�l F , associé à la fraction volumique, est choisit sous la forme d'une fonction � chapeau � entre
�1 et +1 :

F = �[�1;1](�) (H.29)

(cf. �gure G.1 page 291, pour a = �1; b = +1). Cette fonction est paire. Le fait de choisir une fonction
paire assure que le centre de gravité et le barycentre géométrique de l'objet écoulement coïncident. Il n'y
a pas de déplacement de masse entre l'avant et l'arrière de l'objet, la masse est uniformément répartie au
sein de l'objet sous les e�ets du mélange turbulent.

Le pro�l J , associé à la vitesse symétrique, est choisi égal à 1, entre �1 et +1, puisque ~UT , n'est
fonction que de t. La vitesse UT est uniforme dans R?.
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Le pro�l G, associé au champ de vitesse antisymétrique (déformation ou étalement) dans le repère lié
a l'objet, doit être antisymétrique. Il doit, également, être nul en zéro (cf. �gure 4.12 page 101), ce qui
correspond à un point d'arrêt [cf. par exemple écoulement de Hiemenz dans Schlichting [1979, p. 95]]. On
choisit dans un but de simplicité :

G = � (H.30)

Ce pro�l est impair et compatible avec les conditions aux limites spéci�ées par l'équation (4.73) de la
section 4.7.2 page 99 (antisymétrie). De plus, comme le montre la �gure 2.4 page 40, il correspond rela-
tivement bien aux pro�ls de vitesses obtenus par des simulations � ondes longues �.

On peut maintenant évaluer la valeur du paramètre a pour laquelle
��U?� + UT

�� s'annule :
a = �U

T

U?

Le paramètre adimensionnel U? est toujours positif. Le signe de a est donc déterminé par UT . Pour
UT � 0 (translation positive de l'objet), a est négatif, comme on l'avait arbitrairement choisi dans la
section H.1.3 page 296. On peut donc dé�nir a par :

a =

8><
>:
�1 si 1 � U

T

U?

1 si 1 � �U
T

U?

�U
T

U? sinon

H.2.3 Intégration

A partir des formes explicites des pro�ls, il est possible de calculer les intégrales des équations (H.21),
(H.23), (H.25) et (H.27).

On rappelle que :

� la dérivée d'une fonction paire (resp. impaire) est une fonction impaire (resp. paire) ;

� le produit d'une fonction paire par une fonction impaire est une fonction impaire ;

� l'intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle centré en zéro est nulle ;

� l'intégrale d'une fonction paire sur un intervalle centré en zéro est égale à deux fois la valeur de
l'intégrale sur un demi intervalle.

Les propriétés des facteurs de forme sont données dans le tableau H.1.

Tab. H.1 � Propriétés de symétrie des facteurs de forme. Seules
les fonctions dont on calcule e�ectivement l'intégrale sont données
explicitement.

Fonction paire impaire Valeur Équation(s)

H �
�
1� �2

�1=2
(H.21), (H.27) & (H.25)

F � 1 (H.23)
G � � (H.21), (H.25) & (H.27)
H0 � (H.21), (H.25) & (H.27)

�H0 � ��2
�
1� �2

��1=2
(H.21) & (H.25)

HH0 � �� (H.27)

HF �
�
1� �2

�1=2
(H.23)& (H.25)

HG � �
�
1� �2

�1=2
(H.25) & (H.27)

GF � (H.23)
G2 � �2 (H.25) & (H.27)

suite à la page suivante
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suite de la page précédente

Fonction paire impaire Valeur Équation(s)

HG2 � �2
�
1� �2

�1=2
(H.25) & (H.27)

(HF)
0 � (H.23)

(HG)0 � (H.21), (H.25) & (H.27)

� (HF)
0 � ��2

�
1� �2

��1=2
(H.23)

� (HG)0 � (H.27)

(HFG)0 � (H.23)�
FH2

�0 � (H.27)�
HG2

�0 � (H.27)

H (HG)0 � 1� 2�2 (H.25)

H
�
FH2

�0 � �2�
�
1� �2

�1=2
(H.27)

H
�
HG2

�0 � 2� � 3�3 (H.27)

Il n'est nécessaire que de calculer les intégrales paires pour les problèmes sur h;� et UT ; tandis que le
problème sur U? requière le calcul des intégrales paires et impaires. On utilise le changement de variable :

� = sin� d� = cos� d� et

8><
>:
� = 1, � = �

2

� = 0, � = 0

� = �1, � = ��

2

Les formules :

sin(2 arcsin�) = 2�
�
1� �2

�1=2
cos arcsin� =

�
1� �2

�1=2
et les résultats sur les intégrales de Wallis :

In =

Z �=2

0

cosn � d� =

Z �=2

0

sinn � d�

I2p =
(2p)!

22p(2!)2
�

2
I2p+1 =

22p(p)!

(2p+ 1)!

soit :

I2 =
�

4
I3 =

2

3
I4 =

3

16
�

On obtient pour les intégrales :

� dans l'équation sur h : Z +1

�1
H d� =

�

2

Z +1

�1
�H0 d� =

Z +1

�1
��2

�
1� �2

��1=2
d� = �2

Z �=2

0

sin2 � d� = ��
2

Z +1

�1
(HG)0 d� = 2 [HG]10 = 2

�
�
�
1� �2

�1=2�1
0

= 0
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Z +1

�1

��U?G + UT
�� d� = Z a

�1

�
�U?G � UT

�
d� +

Z +1

a

�
U?G + UT

�
d�

=

Z
a

�1

�
�U?G � UT

�
d� +

Z �a

a

�
U?G + UT

�
d� +

Z +1

�a

�
U?G + UT

�
d�

= �U?

Z a

�1
G d� + UT

Z �a

a

d� + U?

Z +1

�a
G d�

= 2UT

Z �a

0

d� + 2U?

Z +1

�a
G d�

= U? � a2U? � 2aUT

� dans l'équation sur � : Z +1

�1
HF d� =

Z +1

�1
H d� =

�

2

Z +1

�1
�HF 0 d� =

Z +1

�1
�H0 d� = ��

2

Z +1

�1
(HFG)0 d� =

Z +1

�1
(HG)0 d� = 0

Z +1

�1
F d� = 2

Z +1

0

d� = 2

Z +1

�1

��U?G + UT
��F d� = U? � a2U? � 2aUT

� dans l'équation sur UT : Z +1

�1
H (HG)0 d� = 2

Z +1

0

�
1� 2�2

�
d� =

2

3

Z �a

a

d� = �2a

Z �a

a

H d� = 2

Z �a

0

�
1� �2

�1=2
d� = 2

Z � arcsin a

0

cos2 � d� =

Z � arcsina

0

(1� cos 2�) d�

=

�
�+

1

2
sin 2�

�� arcsina

0

= � arcsina+
1

2
sin(�2 arcsina) = � arcsina� a

�
1� a2

�1=2
Z �a

a

G2 d� = 2

Z �a

0

�2 d� = �2

3
a3

Z �a

a

HG2 d� = 2

Z �a

0

�2
�
1� �2

�1=2
d� = 2

Z � arcsina

0

sin2 � cos2 � d�

= �1

2
[sin� cos3 �]� arcsin a

0 +
1

4
[�]� arcsina

0 +
1

8
[sin 2�]� arcsina

0

=
1

2
sin arcsina cos3 arcsina� 1

4
arcsina� 1

8
sin2 arcsina

= �1

4
arcsina+

1

2
a
�
1� a2

�3=2 � 1

4
a
�
1� a2

�1=2
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Z 1

�a
G d� =

1

2
� 1

2
a2

Z 1

�a
HG d� =

Z 1

�a
�
�
1� �2

�1=2
d� =

Z �=2

� arcsin a

sin� cos2 � d� = �1

3

�
cos3 �

��=2
� arcsin a

=
1

3
cos3(� arcsina) =

1

3

�
1� a2

�3=2
� dans l'équation sur U? : Z +1

0

HG d� =
1

3

(équation précédente pour a = 0)

Z +1

0

� (HG)0 d� =
Z +1

0

�
�
1� �2

�1=2
d� �

Z +1

0

�3
�
1� �2

��1=2
d� =

1

3
�
Z �=2

0

sin3 � d� = �1

3

Z +1

0

H0 d� = [H]
1

0 = �1

Z +1

0

HH0 d� = �
Z +1

0

� d� = �1

2

Z +1

0

�
HG2

�0
d� =

�
HG2

�1
0
= 0

Z +1

0

H
�
HG2

�0
d� =

Z +1

0

2� � 3�3 d� =
1

4

Z +1

0

�
H2F

�0
d� =

�
H2
�1
0
= �1

Z +1

0

H
�
H2F

�0
d� = �2

Z +1

0

�
�
1� �2

�1=2
d� = �2

Z �=2

0

sin� cos2 � d� = �2

3

Z �a

0

G d� =
1

2
a2

Z �a

0

HG d� =

Z �a

0

�
�
1� �2

�1=2
d� =

Z � arcsin a

0

sin� cos2 � d� = �1

3

�
cos3 �

�� arcsina

0

= �1

3

�
cos3 arcsina� 1

�
= �1

3

�
1� a2

�3=2
+

1

3

Z 1

�a
G2 d� =

Z 1

�a
�2 d� =

1

3
+

1

3
a3
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Z 1

�a
HG2 d� =

Z 1

�a
�2
�
1� �2

�1=2
d� =

Z 1

� arcsin a

sin2 � cos2 � d�

= �1

4
[sin� cos3 �]

�=2
� arcsin a +

1

8
[�]

�=2
� arcsina +

1

16
[sin 2�]

�=2
� arcsin a

=
�

16
+

1

8
arcsina+

1

8
a
�
1� a2

�1=2 � 1

4
a
�
1� a2

�3=2
Z 1

�a
d� = 1 + a

Z 1

�a
H d� =

1

2

�
�+

1

2
sin 2�

��=2
� arcsina

=
�

4
+

1

2
arcsina+

1

2
a
�
1� a2

�1=2
Ces résultats sont reportés dans les équations (H.21), (H.23), (H.25) et (H.27). La forme obtenue est
donnée dans la section 4.8 page 101.
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L'intelligence ne représente clairement que le discontinu.

H. Bergson

Annexe I

Mise en ÷uvre d'une méthode de

résolution numérique

Le modèle est constitué d'un système d'équations di�érentielles non linéaires et de relations algébriques
qui évoluent dans le temps. Bien que, dans des cas fort simples, il existe des solutions qui soient accessibles
par le calcul analytique (c'est ce que nous verrons au chapitre 6 page 135), la résolution nécessite la plupart
du temps la mise en ÷uvre d'une méthode numérique qui permet de trouver une solution approchée dans
pratiquement tous les cas.

Sommaire
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I.5.3 Contrôle de la taille du pas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315

I.6 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

I.1 Structure du programme

Le programme est développé en c++, et repose sur la notion d'objet et de classe [Masini, Napoli,
Colnet, Léonard et Tombre, 1990]. La classe est l'entité conceptuelle qui décrit l'objet. Sa dé�nition
sert de modèle pour construire ses représentants physiques appelés instances. Une instance est un objet
particulier qui est créé en respectant les plans de construction donnés par sa classe. Celle-ci joue donc le
rôle de moule permettant de reproduire autant d'exemplaires que nécessaire.

Deux sables de di�érentes granulométries sont, par exemple, deux instances d'un même objet � particule �.
Une classe permet la description d'une famille d'objets ayant même structure et même comportement.

Elle regroupe un ensemble de données et un ensemble de procédure ou de fonctions. Chaque classe possède
donc une double composante :

� Une composante statique : les données, qui sont des champs nommés, ou attributs, possédant une
valeur. Les champs caractérisent l'état des objets pendant l'exécution du programme.

� Une composante dynamique : les procédures, appelées méthodes, qui représentent le comportement
commun des objets appartenant à la classe. Les méthodes manipulent les champs des objets et
caractérisent les actions pouvant être e�ectuées par les objets.
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A l'instar de ce modèle, la dé�nition d'une classe comprend deux parties :

1. la dé�nition des champs d'une part,

2. la dé�nition des méthodes d'autre part.

La méthode objet présente donc entre autre l'avantage de créer des composants �exibles et réutilisables
de part en part dans le code. Le choix du c++ a été motivé par le fait que ce langage supporte à la fois
le paradigme orienté objet �bien qu'il ne soit pas très strict� sans compromettre l'e�cacité numérique,
cette dernière découlant du c.

La �gure I.1 page suivante donne une vision globale de la structure du programme avec les relations
entre les di�érentes classes.

Il existe quatre grandes parties distinctes :

1. Une partie � maillage �, qui est construite à partir de la donnée d'un �chier de topographie carté-
sienne x; z non régulier. Elle permet de construire un maillage curviligne constitué de segments de
di�érentes longueurs.

2. Une partie � objet-écoulement �, qui regroupe les objets tels que la géométrie de l'objet-écoulement,
le �uide et le type de particules le constituant, ainsi que les données dynamiques. C'est sur ces
données que porte la résolution.

3. Une partie � dépôt �, qui peut être vue comme un des résultats du programme.

4. Une partie � résolution �, qui sera détaillée dans la section I.5.1 page 312. Elle permet le lien entre
l'objet-écoulement, le maillage et le dépôt.

L'ensemble est initialisé par un �chier de données reporté dans l'annexe J page 319.

I.2 Réalisation du maillage

Un langage à objet constitue le cadre idéal pour la réalisation d'un maillage [Müller, 1994; Sylvain,
1996]. On construit un ensemble de classes dont la fonction est le remplissage et la manipulation des
informations géométriques qui dé�nissent le maillage.

La donnée d'entrée est une liste de points de coordonnées cartésiennes (x; z). Le point constitue l'entité
géométrique de base. Deux objets points permettent de construire un segment, qui contient en plus une
information sur la distance entre les deux points, l'angle qu'il forme avec l'horizontale (pente de la maille)
: : :

En deux dimensions, le maillage proprement dit est constitué d'une liste des segments. Il contient en
plus des informations sur sa longueur totale (somme de la longueur des segments le constituant).

Le maillage a ainsi un caractère très générique, il ne contient aucune information autre que géomé-
trique.

I.3 Construction de l'objet-écoulement

L'objet-écoulement est l'objet qui regroupe les données physiques du modèle. Il est constitué de quatre
objets :

� une objet � �uide �, qui contient les données relatives au �uide ambiant (viscosité, masse volumique
: : : ).

� un objet � particule � qui dérive de l'objet � sédiment �. Cet objet contient, en plus des informa-
tions contenues dans � sédiments �, des données telles que la vitesse de chute libre et un ensemble
d'options de calcul.

� un objet � géométrie � qui contient les informations sur la géométrie de l'objet comme sa hauteur,
sa longueur, ainsi que sa surface et la longueur des di�érentes interfaces : : :

� un objet � mouvement � qui regroupe les données telles que la position et la vitesse.

Un ensemble de méthodes permet d'accéder aux paramètres physiques tels que le nombre de Reynolds,
le nombre de Richardson.
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Annexe I. Mise en ÷uvre d'une méthode de résolution numérique

I.4 Formation du dépôt

Le dépôt est un objet construit par la résolution, comme la perte ou le gain de particule de l'objet
écoulement. Il est cependant complètement indépendant de l'objet-écoulement. Il est constitué d'un objet
� sédiment �.

I.5 Résolution numérique des équations di�érentielles

Cette partie constitue le lien entre l'objet-écoulement, le maillage et le dépôt. C'est avant tout un
solveur d'équations di�érentielles. Elle permet d'obtenir un ensemble discret de valeur xn (variables de
l'objet-écoulement) qui correspond à un ensemble discret de valeur tn. Cette ensemble est une approxi-
mation de la valeur continue x(t).

En e�et, le système étudié est un système d'équations di�érentielles non linéaires du premier ordre
(la dérivée d'ordre la plus élevée est première) de la forme :

dx

dt
= f(t;x)

Le problème n'est cependant pas complètement spéci�é tant que les conditions à la limite ne sont pas
spéci�ées. Les conditions à la limite sont des conditions algébriques sur les valeurs des fonctions xi. Elles
peuvent simplement retranscrire le fait que certaines variables prennent certaines valeurs numériques ou
bien, de façon plus complexe, spéci�er des relations (linéaires ou non linéaires) entre les variables.

C'est généralement la nature des conditions à la limite qui détermine si telle ou telle méthode numé-
rique est appropriée à la résolution du système d'équations di�érentielles.

Les di�érents types de conditions à la limite peuvent être divisés en deux catégories :

� Les problèmes à valeur initiale, où tous les xi sont spéci�és à une valeur de départ t0, et où on
souhaite trouver x à un point tf �nal, ou en un nombre �ni de points discrets intermédiaires.

� Les problèmes à deux points, où les conditions à la limite sont spéci�ées en plus d'un point t. En
général, certaines des conditions sont spéci�ées en t0 et les autres en tf

Notre problème est un problème à valeur initiale. On �xe les conditions de � départ � (vitesse, position,
hauteur, longueur) de l'écoulement :

x(t0) = x0

Pour résoudre numériquement un problème à valeur initiale, il est nécessaire de récrire les termes de
dérivée, dx=dt, de façon discrète, c'est-à-dire pour des pas �nis �x et �t, et de multiplier les équations
par �t. On obtient alors des formules algébriques pour la variation de la fonction xi lorsque la variable
indépendante t est � avancée � d'un pas de taille�t. Dans le cas limite où �t! 0, ou du moins où � est
très petit, on obtient une bonne approximation de la solution de l'équation di�érentielle. L'application
littérale de cette procédure conduit à la méthode d'Euler. Les méthodes plus sophistiquées sont néanmoins
basées sur la même idée : ajouter des petits incréments à la fonction correspondant à la dérivée (membre
de droite des équations) multipliée par le pas.

I.5.1 Les méthodes de Runge-Kutta

La méthode de résolution choisie appartient à la classe des méthodes de Runge Kutta. Ces méthodes
ont l'avantage de ne pas poser de problème d'initialisation d'algorithme, d'être précises et relativement
simples à mettre en ÷uvre [Romanelli, 1965]. Elle est une adaptation de la méthode présentée dans
[Press, Teukolsky, Vetterling et Flannery, 1992, Chap. 16]. Suivant les recommandations de cet ouvrage,
la résolution numérique est composée de trois parties :

1. Une partie de résolution proprement dite, qui est l'implémentation numérique de la méthode de
Runge-Kutta d'ordre 4. Pour une valeur de départ donnée, elle donne la valeur itérée x(tn + h).

2. Une partie de contrôle de la qualité du résultat. Elle détermine si le résultat est acceptable ou
non. Dans ce dernier cas elle spéci�e une taille de pas plus petite et relance la résolution jusqu'à
l'obtention d'un résultat compatible avec le critère de précision.
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3. Une partie interface, qui coordonne les deux parties précédentes entre elles et avec le reste du code
numérique.

I.5.2 Principes

Comme nous l'avons brièvement vue, la méthode d'Euler est une méthode à un pas, pour laquelle
les valeurs (tn+1; xn+1) sont obtenues en ne connaissant que (tn; xn). Le problème est de rechercher une
valeur approchée de x(tn + h) où h est l'accroissement.

Runge a été le premier à montrer qu'il était possible d'éviter les di�érenciations successives des séries
de Taylor tout en conservant la précision. La méthode de Runge-Kutta est un algorithme établi pour
approcher la somme de la série de Taylor :

x(tn + h) = x(tn) + hx0(tn) +
h2

2!
x00(tn) + : : :

Mais à l'opposé de cette somme formelle, la méthode ne fait pas appel à la dé�nition explicite, non plus
qu'au calcul, des dérivées d'ordre supérieurs à un. On obtient la formule approchée à l'aide de plusieurs
évaluations des dérivées premières entre tn et tn + h [Romanelli, 1965].

L'idée sous-jacente est d'utiliser des évaluations de la fonction f dans l'intervalle (tn; xn) et (tn+1; xn+1).
L'évaluation des dérivées de la série de Taylor est contournée en évaluant f un certain nombre de fois
supplémentaire dans l'intervalle. Le problème revient alors à déterminer un ensemble de paramètres pour
obtenir un résultat d'ordre aussi élevé que possible.

Les méthodes de Runge-Kutta propagent donc la solution sur un intervalle en combinant l'information
de plusieurs pas de type Euler et ne font donc pas appel au calcul de dérivées d'ordre supérieur à un.

La forme générale de la méthode est donc :

xn+1 = xn +

vX
i=1

wiki (I.1)

où les wi sont des poids à déterminer, v est le nombre d'évaluations de la fonction f(t; x) et les ki véri�ent
les équations explicites :

k1 = hf(tn; xn)

k2 = hf(tn + c2h; xn + a21k1)

k3 = hf(tn + c3h; xn + a31k1 + a32k2)

...

qui peut être mis sous la forme :

ki = hf

0
@tn + cih; xn +

i�1X
j=1

aijkj

1
A ; c1 = 0; i = 1; 2; : : : ; v (I.2)

On remarque tout de suite que lorsque v = 1, seul k1 intervient et la formule (I.1) mène à la formule
d'Euler.

La recherche des paramètres inconnus se fait en développant, xn+1, en puissance de h et en identi�ant
ces puissances au développement en série de Taylor de la solution recherchée.

Pour les méthodes explicites les paramètres wi; ci et aij véri�ent en plus les relations [Lapidus et
Seinfeld, 1971, Chap. 2] :

vX
i=1

wi = 1 (I.3)

ci =

i�1X
j=1

aij ; i 6= 1; i = 2; : : : ; v (I.4)
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Classiquement, on introduit une représentation simpli�ée des coe�cients sous la forme d'un tableau :

c AL

wT

où AL est la matrice triangulaire inférieure formée des multiplicateurs aij , le vecteur c contient les
incréments ci, et le vecteur transposé w

T , les v valeurs des poids.
En�n, pour chaque valeur de v (nombre d'évaluation de f), il existe un p maximal qui correspond à

l'ordre 64 maximal de la méthode pour lequel le système de paramètre inconnu admet des solutions. Si
l'on note N(v) cette valeur [Lapidus et Seinfeld, 1971, Chap. 2] :

N(v) = v; 1 � v � 4 (I.5)

et

N(5) = 4; N(6) = 5; N(7) = 6 (I.6)

N(8) = 6; N(9) = 7 (I.7)

En d'autres termes, des formules d'ordre 1 à 4 peuvent être obtenues avec un nombre d'évaluations de
f égal à l'ordre, mais lorsque l'on souhaite un ordre plus élevé, cela demande plus d'évaluations, dont le
nombre est borné par v + 2 [Press et al., 1992, Chap. 16]. Les méthodes de Runge�Kutta sont souvent
spéci�ées par le couple (p; v).

x(t)

t0 t0 +
1
2
h t0 + h

Fig. I.2 � Exemple d'une méthode Runge�Kutta (2,2) et d'une méthode d'Euler. La méthode (2,2) est

précise au second ordre et nécessite deux évaluations de la dérivée : la dérivée au point de départ, qui

permet de calculer le point intermédiaire, puis la dérivée au point intermédiaire qui est utilisée pour le

calcul sur tout l'intervalle. Le point vide représente la valeur obtenue par la méthode d'Euler.

Par exemple, pour une méthode (2,2),
on utilise la valeur de f au point intermédiaire pour calculer sur l'intervalle complet (cf. �gure I.2).
La méthode utilisée le plus fréquemment est (4,4) [Ha-Minh-Hiêu, 1996, Chap. ix]. Dans cette mé-

thode, il faut réaliser 4 évaluations des dérivées premières pour obtenir une valeur approchée à l'ordre h4

de la somme de la série de Taylor. Par exemple, la forme de Runge est :

k1 = hf(tn; xn)

k2 = hf

�
tn +

1

2
h; xn +

1

2
k1

�

k3 = hf

�
tn +

1

2
h; xn +

1

2
k2

�
k4 = hf (tn + h; xn + k3)

64. Une méthode est appelée d'ordre p si son erreur est un O(hp+1).
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et

xn+1 = xn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

I.5.3 Contrôle de la taille du pas

Pour qu'une méthode d'intégration soit e�cace, elle nécessite de changer la taille du pas h, pour
optimiser le temps de calcul tout en conservant la précision.

En e�et, dans bien des cas, le pas ne peut rester constant lors de la résolution. Le choix d'un grand
pas de calcul, lorsque la solution varie très rapidement, mène à des instabilités de l'algorithme ou à une
erreur trop grande [Ha-Minh-Hiêu, 1996, Chap. ix]. Inversement, le choix d'un petit pas peut s'avérer
être très pénalisant en temps de calcul, lorsque la solution varie très lentement. Les gains résultants de
l'implémentation d'une méthode à pas variable, ne se comptent pas en dizaines de pourcent ou en facteur
deux, mais parfois en facteur dix, cent ou plus [Press et al., 1992, Chap. 16].

Le gestion de la taille du pas se fait généralement par le biais de l'estimation de l'erreur de troncature 65.
La méthode classique consiste à doubler les pas. Chaque pas est pris deux fois :

� une fois comme un pas complet, on avance de t à t+ 2h par un pas de longueur 2h ;

� une fois comme deux demis pas, on avance de t à t+ 2h par deux pas successifs de longueur h.

Le sur-coût de cette double évaluation est un facteur 1,375 [Press et al., 1992, Chap. 16]. La comparaison
des deux solutions (développements limités) donne une estimation de l'erreur de troncature. C'est sur
cette dernière que l'on e�ectue un contrôle en véri�ant qu'elle n'est ni trop grande (pas de résolution trop
grand), ni trop petite (pas de résolution trop petit).

Pour notre part, nous avons préféré à cette méthode, les méthodes dites embedded Runge�Kutta

formulas (méthodes que nous nommerons � encapsulées �), qui sont souvent deux fois plus e�caces.
Comme nous l'avons vu, au delà de l'ordre 4, les méthodes de Runge-Kutta demandent un nombre

d'évaluations de fonctions, plus élevé que l'ordre désiré. Cependant, l'idée des méthodes � encapsulées �
est que lorsque l'on cherche la valeur xn+1 par un processus nécessitant v; v � 4 évaluations, il est
possible de construire également, grâce aux mêmes évaluations de f (aux mêmes ki) et donc sans sur-
coût supplémentaire, des méthodes d'ordre inférieur [Lapidus et Seinfeld, 1971, Chap. 2].

Nous utilisons ici, une méthode (5,6), pour laquelle il existe une autre combinaison des six fonctions
évaluées qui donne une méthode d'ordre 4, donc une méthode (4,6). La di�érence entre les deux estima-
tions de x(t+h) peut être utilisée comme estimateur de l'erreur de troncature et servir à ajuster la taille
du pas. Le sur-coût est de seulement deux évaluations de f .

La forme générale d'une méthode de Runge�Kutta (5,6) est, d'après les équations (I.1) et (I.2) :

k1 = hf(tn; xn)

k2 = hf(tn + c2h; xn + a21k1)

...

k6 = hf(tn + c6h; xn + a61k1 + � � �+ a65k5)

et

xn+1 = xn + w1k1 + w2k2 + w3k3 + w4k4 + w5k5 + w6k6 +O
�
h6
�

(I.8)

La forme de la méthode � encapsulée � (4,6) est :

x?n+1 = x?n + w?1k1 + w?2k2 + w?3k3 + w?4k4 + w?5k5 + w?6k6 +O
�
h5
�

(I.9)

L'estimateur d'erreur est :

� � xn+1 � x?n+1 =

6X
v=1

(wi � w?i ) ki (I.10)
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621

125
594

0 512
1771

w? 2825
27648

0 18575
48384

13525
55296

277
14336

1
4

Tab. I.1 � Paramètres des méthodes de Runge�Kutta (5,6) et (4,6) utilisées (d'après Press et al. [1992,
Chap. 16]).

Les valeurs des constantes sont données dans le tableau I.1.
L'étape suivante consiste à conserver l'erreur estimée par la relation I.10 page précédente entre les

bornes désirées. D'après les développements (I.8) et (I.9), l'erreur � est de l'ordre de h5. Si l'on prend
un pas h1 qui conduit à une erreur �1, alors le pas h0 qui aurait conduit à l'erreur �0 désirée est estimé
par :

h0 = h1

�����0

�1

����
1
5

(I.11)

Cette équation peut donc être utilisée de deux façons :

� Si �1 est plus grand que �0, l'équation (I.11) indique comment décroître la taille du pas qui a
échoué, avant de le recommencer ;

� Si �1 est plus petit que �0, l'équation permet d'augmenter en toute sécurité la taille du pas pour
le prochain pas calculé.

Le fait que la résolution porte sur un vecteur x, implique que l'on ait autant de calculs d'erreur que
de variables de résolutions, mais pour un seul pas h. Le choix du pas est donc conditionné par le calcul
de la variable dont l'erreur est la plus restrictive.

I.5.3.1 Erreur locale

Du fait des di�érents ordres de grandeur des variables de résolution, il est nécessaire de calculer des
erreurs relatives. En e�et, une variable comme la fraction volumique �, reste toujours inférieure à un,
tandis que, par exemple, la position peut être de l'ordre du millier de mètres. Il est donc utile d'introduire
une échelle associée à chaque variable. Celle-ci est choisie de la forme :

�0 = "jxnj (I.12)

L'erreur est donc redimensionnée par rapport à la valeur de départ de la variable 66. Il est alors possible
d'imposer une valeur constante de l'erreur relative.

I.5.3.2 Erreur globale

La forme (I.12) ne borne que l'erreur faite sur chaque pas individuellement.
Il est également nécessaire de diminuer l'erreur globale qui apparaît par accumulation des erreurs,

entre le début et la �n de l'intégration, lorsque celles-ci sont toujours de même signe. On choisit la forme
suivante :

�0 = "jhf(tn; xn)j (I.13)

65. Termes non calculés du développement en série de Taylor.

66. Pour éviter les comportements singuliers qui peuvent apparaître près de zéro, il est nécessaire d'ajouter également un

zéro numérique de l'ordre de 10�30. on peut ainsi simuler des écoulements avec une vitesse intiale nulle.
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I.6. Conclusions

Le fait de choisir �0 proportionnel à h, implique que plus on va faire de pas, plus l'erreur devra être
petite.

L'équation (I.11) doit alors être modi�ée puisque �0 � h. L'exposant est alors de 1
4
:

h0 = h1

�����0

�1

����
1
4

(I.14)

I.5.3.3 Erreur glocale

L'estimateur d'erreur de la résolution est donc la combinaison des équations (I.12) et (I.13) :

�0 = " (jxnj+ jhf(tn; xn)j) (I.15)

Le choix du pas h0 qui réalise l'erreur�0 est e�ectué suivant le critère le plus restrictif des deux équations
(I.11) et (I.14) :

h0 =

8>><
>>:
Sh1

����0

�1

��� 15 si �0 � �1 (détente)

Sh1

����0

�1

��� 14 si �0 < �1 (compression)

(I.16)

I.5.3.4 Compléments

Le contrôle de la taille du pas a été e�ectué pour assurer la précision de la discrétisation des équations
di�érentielles et de la méthode de résolution. Une autre imprécision peut provenir de la discrétisation
du support (maillage). Un trop grand pas h peut parfois faire que la résolution saute des mailles. On
introduit donc une contrainte supplémentaire qui impose à la résolution de � passer � au moins une fois
dans chaque maille.

En�n, il est possible de faire de l'extrapolation locale. La valeur xn+1 est précise au cinquième ordre,
c'est-à-dire un ordre plus élevé que la valeur au quatrième ordre x?n+1. L'extrapolation locale consiste à
accepter xn+1, bien que le calcul de l'erreur ne concerne que la valeur au quatrième ordre 67.

I.6 Conclusions

Le programme informatique a été réalisé en c++. Ce langage orienté objet o�re un maximum de
possibilités de réutilisation du code et un maximum de �exibilité : des parties de codes peuvent être
modi�ées indépendemment. Ce langage étant normalisé, la portabilité entre plate�formes et compilateurs
est maximale 68.

Le système di�érentiel est résolu numériquement par une méthode de Runge�Kutta d'ordre (4,6).
Cette méthode simple et �able permet une estimation de l'erreur de troncature et un contrôle du pas
d'intégration par l'adjonction d'une forme de Runge�Kutta encapsulée d'ordre (5,6). L'intégration est
donc réalisée par pas variable (compression�détente) en assurant la précision relative choisie de chacune
des variables.

Le système peut être résolu pour un grand nombre de problèmes, dont la complexité empêchait toute
résolution manuelle.

67. Un ordre plus élevé ne signi�e pas toujours une plus grande précision.

68. Le code a été compilé sur les plate�formes suivantes :

� mips-sgi-irix5.3, compilateurs : MIPSpro Compilers: Version 7.2.1 et MIPSpro Compilers: Version 7.30

� i386-redhat-linux, compilateur : gcc version egcs-2.90.29 980515 (egcs-1.0.3 release)

� sparc-sun-solaris2.5.1, compilateurs : CC: WorkShop Compilers 4.2 30 Oct 1996 C++ 4.2 et gcc version

2.7.2.2
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[...] l'ordinateur ne possédant en lui aucun génie propre spontanément

inventif, tout doit lui être dit.

J.-G. Ganascia

Annexe J

Exemple de Fichier de données du

programme

#$HEADER

#_____________________________________________________________

#

# Copyright : Institut Francais du Petrole - 1996-1998

# Project : Ecoulements Gravitaires

# Objet Ecoulement

#

# Author : Alexandre Hugot

# Language : ascii

#_____________________________________________________________

#

# File : $RCSfile: FichierDonneType.don,v $

# Revision : $Revision: 3.1.2.1 $

# Date : $Date: 1998/11/18 00:46:57 $

# Description : FICHIER DE DONNEES TYPE.

#_____________________________________________________________

#

#$END

#_____________________________________________________________

#

#

# FICHIER DE DONNEES TYPE

#

# le caractere '#' permet les commentaires

#

# MAIS :

#

# !! NE PAS CHANGER L'ORDRE DES VARIABLES !!

# !! NE PAS LAISSER DE LIGNES BLANCHES !!

#_______________________________________________________________

#

#

# FICHIER DE MAILLAGE

#
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# Fichier de maillage cartesien

TopographieType.don

#

#______________________________________________________________

#

# FICHIERS DE RESULTAT

#

# Fichier de resultats

ResultatsType.dat

#

#______________________________________________________________

#

# GEOMETRIE DE L'ECOULEMENT

#

# Demi Ellipse :

#

# demi grand axe (longueur -> m)

1.

#

# demi petit axe (largeur -> m)

0.1

#

# hauteur (m)

0.1

#

#_______________________________________________________________

#

# PARAMETRES INITIAUX

#

# temps initial (temps -> s)

0.

#

# position suivant x (longueur -> m)

0.

#

# vitesse suivant x (vitesse -> m / s)

0.

#

# vitesse d'etalement suivant x (vitesse -> m / s)

0.

#

#_____________________________________________________________

#

# FLUIDE AMBIANT

#

# masse volumique (rho -> kg / m3)

1000.

#

# viscosite dynamique (mu -> kg / m s)

0.001

#

#_____________________________________________________________

#

# Nombre de TYPE DE PARTICULES
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#

1

#_____________________________________________________________

#

# PARTICULES

#

# masse volumique (rho -> kg / m3)

2600.

#

# diametre (longueur -> m)

0.0005

#

# fraction volumique initiale (ss dim)

0.03

#

# angle critique de repos (angle -> degres)

30.

#

# PARAMETRE DU DEPOT

#

# porosite dans le depot (ss dim)

0.44

#

# Possibilite d'Erosion : (O)ui ou (N)on

O

#

# Possibilite de Sedimentation : (O)ui ou (N)on

O

#

# Methode Vitesse de sedimentation : (S)tokes ou (D)ietrich

D

#

#

#_____________________________________________________________

#

# PARAMETRES ECOULEMENT

#

# coefficient de friction (ss dim)

0.008

#

#

# coefficient de friction Up/Down (ss dim)

0.

#

#

# Fraction basale C3 * phi (ss dim) 1.6

1.6

#

# Entrainement du fluide Ambiant : (O)ui ou (N)on (c1/(c2+Ri))

O

#

# C1 0.00153

0.00153

#
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# C2 0.0204

0.0204

#

# Diffusivite des particules (ss dim)

# C4 1.

1.

#

#_______________________________________________________________

#

# PARAMETRES DE LA RESOLUTION NUMERIQUE

#

# Variation de h : (O)ui ou (N)on.

O

#

# Variation de l : (O)ui ou (N)on.

O

#

# pas de temps (temps -> s)

# (donner une estimation, il est ajuste automatiquement)

0.1

#

# parametre de convergence sur phi (1.e-8)

1.e-8

#

# parametre de CV (precision de l'integration) de RK

# Pour des ecoulement tres instationnaire (U = 0),

# mettre une petite valeur

# Plus il est petit plus les resultats sont precis

1.e-8

#

# Pas de temps minimal autorize (peut etre = 0.) 1.e-20

1.e-32

#

#

#______________________________________________________________

#

# OPTIONS GRAPHIQUES

#

# Generation de fichiers graphiques : (O)ui ou (N)on

O

#

# Visualisation directe des resultats : (O)ui ou (N)on.

O

#

# TYPE DE SORTIE GNUPLOT :

# Type Postscript : (O)ui ou (N)on.

O

#

# Type LaTeX : (O)ui ou (N)on.

O

#

# Type Gif : (O)ui ou (N)on.

O

#
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# Reference Experimentale : (O)ui ou (N)on.

N

#

# Nom du fichier experimental :

ExperienceType.dat

#

#

#_____________________________ FIN _________________________________

@
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Enseigner sans système rend l'apprentissage di�cile

Le Talmud.

Annexe K

Méthodes d'analyse locale

On considère le système autonome :

dx

dt
= f(x); x(t0) = x0 (K.1)

Nous avons utilisé deux méthodes d'analyse locale :

1. l'analyse des points critiques ;

2. la recherche de solutions asymptotiques.

Nous rappelons ici les principaux éléments de cours auxquels nous ferons appel.

K.1 Analyse des points critiques

Nous avons suivi la méthode générale d'étude des systèmes non-linéaires autonomes, qui repose sur
l'analyse des points critiques. Elle se décompose en trois étapes :

1. Trouver les points critiques du système, c'est-à-dire les points qui annulent le second membre de
l'équation (K.1) ;

2. E�ectuer une analyse locale du système au voisinage des points critiques :

� Dans de nombreux cas, le système exact peut être approximé par un système linéaire au
voisinage du point critique :

_x = Ax (K.2)

dont les solutions sont de la forme :

x(t) =
X
i

e�itPi(t)

où les �i sont les di�érentes valeurs propres de la matrice A avec mi l'ordre de multiplicité
associé et Pi(t) une colonne de polynôme de degré inférieur ou égal à mi � 1.

� Des méthodes matricielles permettent d'identi�er la nature des points critiques du système
linéarisé. Elles reposent sur deux théorèmes. Le premier concernant le système linéarisé 69 :

Théorème 1

(a) Si 8�i, Re(�i) < 0 ) Le point critique est asymptotiquement stable pour le système li-

néarisé (système (K.2)).

69. La notation Re signi�e partie réelle.
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(b) Si 9�i0 , Re(�i0 ) > 0 ) Le point critique est instable pour le système linéarisé.

(c) Si 8i, Re(�i) � 0 et si 9i0, Re(�i0 ) = 0

)

8><
>:
si dimE�i0 = mi0 ; le point critique est asymptotiquement stable pour le système

linéarisé.

si dimE�i0 < mi0 ; le point critique est instable pour le système linéarisé.

(E�i est le sous-espace propre associé à la valeur propre �i;
mi est l'ordre de multiplicité de la valeur propre �i):

Les valeurs propres donnent une image qualitative de l'expansion ou de la contraction de
l'espace des phases. Les valeurs propres négatives indiquent un comportement stable, tandis
que les valeurs propres positives donnent une idée de la sensibilité aux conditions initiales. En
e�et, deux trajectoires de phase générées par deux conditions initiales proches Æx0 = x10�x20
s'ecarterons comme Æx(t) � Æx0e

�t.

Le second théorème utilisé concerne la validité de la linéarisation :

Théorème 2 (Théorème de Liapounov)

(a) Si 8�i, Re(�i) < 0 ) Le point critique est asymptotiquement stable pour le système non-

linéaire (système (K.1)).

(b) Si 9�i0 , Re(�i0 ) > 0 ) Le point critique est instable pour le système non-linéaire.

(c) Si 8i, Re(�i) � 0 et si 9i0, Re(�i0 ) = 0 ) On ne peut pas conclure pour le système

non-linéaire.

3. Assembler les résultats de l'analyse locale pour obtenir une image qualitative globale des solutions
du système non-linéaire.

K.2 Recherche de solutions asymptotiques

La technique consiste ici à présupposer la forme des solutions lorsque t ! 1. Généralement nous
supposerons que la solution peut être approximée asymptotiquement par une série de la forme [Bender
et Orszag, 1978, Chap. Three] :

x � t�
1X
n=0

ant
�n

Nous chercherons à déterminer l'exposant � en supposant a0 6= 0. Nous ferons alors appel aux argu-
ments de � balance dominante �, qui permettent d'identi�er les termes qui sont négligeables à la limite
asymptotique. Les étapes de la méthode sont :

1. Éliminer tous les termes qui sont négligeables et remplacer l'équation exacte par une relation asymp-
totique ;

2. Remplacer la relation asymptotique par une équation en remplaçant le symbole � par un symbole
= et résoudre l'équation résultante. La solution de cette équation satisfait la relation asymptotique,
mais ce n'est cependant sûrement pas la seule fonction qui le fasse ;

3. Véri�er que la solution obtenue est cohérente avec l'approximation faite en 1 ;

4. En�n montrer que l'équation obtenue en factorisant la solution de 2 a des solutions qui varient
moins rapidement que cette dernière.

On peut alors conclure que le facteur de contrôle 70, mais non le comportement dominant 71 obtenu par
la relation de balance dominante, est le même que celui de la solution exacte.

70. Le facteur de contrôle (controlling factor) est la composante changeant le plus rapidement dans le comportement

dominant.

71. Le comportement dominant (leading behavior) est le comportement asymptotique du premier terme de la série in�nie

représentant le comportement local de la solution.
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La statistique est la première des sciences inexactes

E. & J. Goncourt.

Annexe L

Application d'une méthode inverse :

identi�cation des paramètres et des

conditions initiales

Nous proposons de traiter ici du problème de l'identi�cation de paramètres à partir de données expéri-
mentales ou réelles (méthode inverse). À partir de ces données expérimentales ou réelles et du modèle que
nous avons développé, nous cherchons le vecteur de paramètres qui permet de représenter au mieux ces
données. Cette méthode a déjà été utilisée avec succès dans de nombreux domaines comme la géophysique,
la mécanique des �uides et la statistique.

Ce chapitre présente la méthode utilisée et son application à des données synthétiques.
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Annexe L. Application d'une méthode inverse : identi�cation des paramètres et des conditions initiales

L.1 Position du problème

L'inversion de données d consiste à déterminer, à partir de ces dernières, et parmi une collection
de modèles dépendant d'un ensemble de coe�cients �, le jeu de coe�cients qui optimise une certaine
fonction de coût J . Cette fonction dé�nit la distance entre les données et les prédictions d'un modèle. On
recherche donc son minimum global (s'il existe).

L'inversion de données nécessite donc [Fullana, 1997] :

1. un ensemble de données d. Elles peuvent être d'origine expérimentale ou réelle, ce sont alors des
observations. Elles peuvent être d'origine numérique, on parle alors de données synthétiques ;

2. un ensemble de modèles donné par la fonctionnelle F du modèle et par les variations des paramètres
� = f�1; : : : ; �ng ;

3. une fonction de coût J fonction des paramètres �i ;

4. une procédure pour obtenir le jeu optimal de coe�cients �op qui minimise la fonction de coût.

La solution de ce problème est appelée minimum global.

L.1.1 Fonction de coût

La fonction de coût dé�nit la distance entre les données et les prédictions du modèle. Le critère le
plus utilisé pour mesurer l'écart entre une prédiction et la valeur observée correspondante est celui des
moindres carrés. Ce critère repose sur l'hypothèse de normalité de la distribution des erreurs expérimen-
tales [Tarantola, 1987]. Il est dé�ni par :

J =

mX
i=1

(di � Fi(�))
2

(L.1)

où m est le nombre de données sur lequel l'identi�cation est e�ectuée, di représente la valeur de l'obser-
vation i, la fonctionnelle Fi correspond à la valeur du modèle direct au point i.

Pour notre part, nous avons utilisé le critère suivant

J =
1

m

mX
i=1

�
di � Fi(�)

di

�2

(L.2)

Nous reconnaissons dans la dé�nition (L.2) le critère classique des moindres carrés (L.1). Le fait de
diviser par la valeur di, fait que l'on minimise l'erreur relative sur chaque point di.

La fonction de coût peut être interprétée comme suit :

J = 0 lorsque la prédiction Fi(�) est égale à la donnée di.

J = 1 lorsque la prédiction Fi(�) est égale en moyenne au double de la donnée.

Fn

Fn+1

Fi

di

Fig. L.1 � Approximation linéaire des résultats du modèle direct entre deux pas de temps n et n+ 1.

Ne disposant pas d'échantillonnage numérique �xe (la méthode de résolution du modèle direct est à
pas de temps variable) et les données expérimentales ou réelles étant rarement uniformément réparties
spatialement ou temporellement, nous utilisons une approximation linéaire des résultats entre deux pas
de temps, pour obtenir la valeur numérique coïncidant avec les observations (cf. �gure L.1).

Si le modèle mathématique est linéaire par rapport aux coe�cients �, la fonction de coût J est
quadratique et la convergence des méthodes gradients est assurée.
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L.2. Méthode du recuit simulé

Cependant, la recherche du minimum de la fonction de coût admet très rarement une solution analy-
tique. On fait le plus souvent appel à des procédés itératifs : à partir de la valeur initiale �0, on construit
une suite �0; �1; : : : ; �k; : : : .

L.1.2 Problèmes linéaires et non-linéaires

Si le modèle n'est pas linéaire par rapport aux paramètres �, l'analyse de la solution n'est pas directe.
Les problèmes d'optimisation peuvent être grossièrement classés en deux catégories :

� Les problèmes avec un minimum, appelés problèmes linéaires, puisque la solution est obtenue par
linéarisation du problème.

Les méthodes d'optimisation linéaire sont presque toutes basées sur la condition d'optimalitée, qui
peut se réduire, dans le cas d'optimisation sans contrainte, à rJ = 0. La valeur �k+1 est souvent
dé�nie à partir de la valeur �k et d'un pas et d'une direction de descente de façon à ce que :
J (�k+1) � J (�k).

Les problèmes faiblement non-linéaires d'inversion sont habituellement résolus à l'aide de techniques
de linéarisation qui dépendent fortement de la précision des estimations initiales des paramètres du
modèle [Rothman, 1985]. La fonction de coût peut alors être minimisée e�cacement, mais le risque
de trouver un minimum local plutôt que global peut être élevé.

Dans le cas où l'on n'a pas ou peu de contraintes sur la valeur des paramètres initiaux cette méthode
a donc de fortes chances d'échouer.

� Les problèmes avec plus d'un minimum, qui ne peuvent être résolus de la manière précédente
sans l'adjonction d'hypothèses importantes. En e�et, pour un modèle très non-linéaire, la seule
connaissance du modèle linéarisé, ne donne aucune connaissance a posteriori dans l'espace des
paramètres, il n'est pas certain que l'on puisse trouver un minimum global. Il est alors nécessaire
de faire de l'inversion non-linéaire.

En�n, l'exploration de l'espace des paramètres peut être e�ectuée de deux façons :

Méthodes systématiques : On dé�nit une grille sur l'espace des modèles, et l'on calcule les modèles
en chaque point de la grille. On a souvent recourt à une linéarisation du problème.

Méthodes de Monte Carlo : L'espace des modèles est exploré de façon aléatoire 72, sans avoir recourt
à une linéarisation du problème.

La taille de l'espace des paramètres croît comme Np où p est le nombre de paramètres à inverser et N
le nombre de valeurs que peuvent prendre les paramètres. L'optimisation systématique est donc souvent
numériquement irréalisable à cause de la taille trop importante de l'espace des paramètres 73 [Tarantola,
1987].

L.2 Méthode du recuit simulé

Nous utilisons ici une approche non-linéaire : l'optimisation est réalisée en utilisant une méthode issue
de la famille du recuit simulé (simulated annealing).

L.2.1 Algorithme de Métropolis

La méthode du recuit simulé est une méthode de Monte Carlo qui a été utilisée initialement pour
optimiser les circuits de puce d'ordinateurs et résoudre le problème du traveling salesman par Kirkpatrick,
Gelatt et Vecchi [1983]. Elle est basée sur l'algorithme de Métropolis utilisé en mécanique statistique pour

72. La génération de nombres aléatoires sur micro-ordinateur (machine déterministe !) est à utiliser avec précaution. Les

� moteurs � aléatoires sont souvent basés sur des méthodes de congruence : modulo un entier. Sur certaines implémentations

de compilateur, le modulo du � moteurs � standart n'est que de 32767. Il n'est alors pas possible de générer de longue suite

de nombres aléatoires ayant les propriétés statistiques nécessaires pour les méthodes de Monte Carlo. Le générateur de

nombres aléatoires doit donc être programmé. À ce sujet on peut lire [Press et al., 1992, Chap. 7].

73. Pour �xer les idées, supposons un modèle dont la résolution nécessite 1 seconde. On souhaite inverser 5 paramètres

(p) pouvant prendre 100 valeurs (N). Le nombre de simulations à réaliser par une méthode systématique est de 1010. Le
temps calcul nécessaire à la résolution du problème est de 317 années !
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simuler les systèmes atomiques à l'équilibre (équation d'état) [Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller
et Teller, 1953] :

À chaque pas de cet algorithme, les positions des atomes sont perturbées de façon aléatoire. Le
changement d'énergie �E du système est calculé et deux cas peuvent se présenter :

1. Si �E � 0, la perturbation est acceptée et la con�guration avec le déplacement est utilisée comme
point de départ pour le prochain pas.

2. Si �E > 0, le cas est traité de façon probabiliste : La probabilité que le déplacement soit accepté
est :

P (�E) = e

�
� �E
kBT

�
(L.3)

où kB est la constante de Boltzman et T la température. Cette condition est implémentée en choi-
sissant un nombre aléatoire a uniformement distribué entre 0 et 1. Si a � P (�E), la perturbation
est acceptée, sinon la con�guration originale est conservée comme point de départ du prochain pas.

Le processus de recuit simulé consiste à [Kirkpatrick et al., 1983] :

� faire � fondre � (melting) : à haute température les molécules se déplacent librement les unes par
rapport aux autres et l'on détruit la structure du système ;

� puis refroidir : l'agitation thermique des molécules diminue, elles perdent leur mobilité.

Si le refroidissement est su�samment lent et si les conditions d'équilibre sont maintenues (temps
de recuit), le système atteint l'état de cristal pur, qui correspond à l'état d'energie minimale du
système. Par un refroidissement trop brusque (trempe ou quenching), le système atteint un état
métastable avec une énergie plus élevée.

La connexion aux problèmes inverses est directe : la fonction de coût J est utilisée à la place de
l'énergie E.

La caractéristique essentielle de cet algorithme est de pouvoir � s'échapper � de minima locaux.
Cette méthode, ainsi que des variantes, a été utilisée avec succès dans de nombreux domaines comme la

géophysique [Rothman, 1985, 1986], les mathématiques combinatoires, l'analyse de données, le traitement
d'image, l'apprentissage des réseaux de neurones, la biologie, la physique, la �nance [Ingber, 1993].

Les principaux avantages de la méthode sont :

� De pouvoir traiter des fonctions de coût possédant des non-linéarités et des discontinuités (la mé-
thode ne nécessite pas d'évaluation du gradient de la fonction de coût) ;

� De pouvoir imposer des conditions aux limites et des contraintes sur la fonction de coût ;

� De se mettre en ÷uvre numériquement de façon simple par rapport aux autres algorithmes d'opti-
misation non-linéaires ;

� De garantir statistiquement de trouver la solution optimale (ergodicité).

Nous ne traiterons pas ici des propriétés statistiques de la méthode, le lecteur interressé peut consulter
[Ingber, 1993; Rothman, 1985, 1986; Tarantola, 1987] 74

La méthode présente cependant quelques faiblesses, elle peut :

� être très gourmande en temps de calcul, surtout si l'on utilise la méthode standard (le refroidissement
doit être très lent) ;

� perdre sa propriété d'ergodicité lors de l'utilisation d'algorithmes de refroidissement trop brusques
(quenching), pour lesquels il n'y a pas de guarantie statistique de trouver la solution optimale
[Ingber, 1993].

L.2.2 Couplage à la méthode du simplex

La variante du recuit simulé que nous avons utilisée est celle présentée dans [Press et al., 1992]. Elle
allie à la méthode du recuit, la méthode de � descente du simplex � (downhill simplex) due à Nelder et
Mead [1965] 75. Elle permet ainsi une convergence e�cace au voisinage du minimum.

74. Nous n'avons pas d'estimation d'erreur sur les paramètres prédits, c'est à dire pas de réponse à la question : � Quelle

est la probabilité que le jeux de paramètres selectionnés soit correct? � (likelihood of the parameters given the data). La

méthode des moindres carrés assure ce maximum de vraisamblance, si les erreurs mesurées sont indépendantes et distribuées

normalement avec une déviation standard constante.

75. À ne pas confondre avec la méthode du simplex utilisée en programmation linéaire.
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Le simplex est une �gure géométrique qui est constituée, en dimension N , de N + 1 points. En deux
dimensions le simplex est un triangle. Si un point du simplex non-dégénéré 76 est pris comme origine,
alors les N autres points dé�nissent des vecteurs qui génèrent un espace vectoriel de dimension N .

L'algorithme du simplex consiste simplement à déplacer les points associés à une valeur élevée de la
fonction de coût vers les points où la fonction de coût est plus basse.

�

J

�

J

�

J

Fig. L.2 � Mouvement du simplex (exemple monodimensionnel). En abscisse la valeur du paramètre, en

ordonnée la valeur de la fonction de coût associée. À gauche : ré�exion ; au centre : expansion ; à droite :

contraction. Le bout de la �èche indique la position après déplacement.

Trois types de transformations sont utilisées (cf. �gure L.2) :

1. La ré�exion ;

2. Si la ré�exion est possible, l'expansion ;

3. La contraction.

L'algorithme du simplex déplace donc ses points sur la topographie de dimension N jusqu'à rencontrer
un minimum (au moins local).

La mise en ÷uvre dans l'algorithme du recuit simulé est la suivante :

1. à une température de recuit T donnée, on ajoute une variable aléatoire qui suit une distribution
logarithmique, à chacune des fonctions de coût associée aux points du simplex ;

2. on soustrait une variable aléatoire similaire à la fonction de coût du point qui est déplacé par la
méthode du simplex.

Comme l'algorithme de Métropolis, cette méthode accepte toujours une descente (fonctions de coût de
valeur moindre), et parfois accepte une remontée associée à des fonctions de coût de valeur plus élevée.

À une valeur donnée de température, le simplex s'étend sur une échelle qui a approximativement la
taille de la région qui peut être atteinte à cette température, il est ensuite perturbé, et rééchantillonne
de nouveaux points de façon approximativement aléatoire.

Lorsque T ! 0 lentement, il est hautement probable que le simplex � tombe � dans une région
contenant le plus bas minimum relatif rencontré.

Pour T = 0, la méthode se réduit à la méthode du simplex.

L.3 Problème des minima locaux

Le fait de ne trouver qu'un minimum local est principalement dû :

1. au choix des paramètres numériques de l'algorithme d'inversion (nombre de simulations, paramètres
de convergence : : : ) ;

2. au choix de la valeur initiale et des bornes de l'intervalle de recherche des paramètres d'inversion ;

3. au manque d'observations (manque de contraintes).

76. Qui contient un N-volume �ni.

331



Annexe L. Application d'une méthode inverse : identi�cation des paramètres et des conditions initiales

Il faut souligner la di�érence entre les dé�nitions de la valeur initiale �0 du jeu de paramètres et
les conditions initiales dans l'intégration d'un système d'équations : dans un problème d'optimisation, la
valeur initiale d'un jeu de paramètres est ce qui permet de démarrer l'algorithme d'optimisation [Fullana,
1997]. Cette valeur est très importante car le minimum d'une fonction de coût peut en dépendre.

Le succès de la méthode dépend donc d'une bonne initialisation.

L.3.1 Le problème de la température initiale
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Fig. L.3 � Schéma montrant l'in�uence des conditions initiales de l'algorithme d'optimisation. Les lignes

représentent les isovaleurs de la fonction de coût dans le plan formé de deux paramètres d'inversion. À

faible température initiale, les initialisations dans le quart supérieur droit (�) risquent de mener invaria-
blement au minimum local de cette zone, tandis que les initialisations e�ectuées dans le quart inférieur

gauche (Æ) mènent au minimum local situé dans cette zone.

La �gure L.3 montre un cas �ctif de distribution de la fonction de coût en fonction de deux paramètres.
La recherche du minimum va être très fortement liée aux conditions initiales de l'algorithme d'optimi-

sation lorsque la température initiale est très faibles. Les �uctuations d'énergie associées aux points du
simplex seront également très faible. La �gure montre le cas de deux initialisations di�érentes, qui ont de
grandes chances d'échouer à faible température 77. L'initialisation � mènera au minimum local situé dans
le quart supérieur droit de la �gure. L'initialisation Æ a, elle, de fortes chances de mener au minimum
local situé dans le quart inférieur gauche.

Pour remédier à ces problèmes, on peut envisager trois solutions :

1. Le fait de choisir une distribution des valeurs du simplex plus large (cercles pointillés) peut également
améliorer les résultats, puisque l'on explore d'emblée une zone plus vaste de l'espace des paramètres,
mais elle n'assure pas la réussite de la recherche. Dans notre méthode, les paramètres initiaux sont
construits à partir des bornes supérieures et inférieures de l'intervalle de recherche.

77. Dans le cas d'une méthode gradient cette initialisation échouerait à coup sûr.
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2. En augmentant le nombre d'itérations à température constante (temps de recuit), la recherche peut
être plus fructueuse, puisque le simplex explorera une plus grande partie de l'espace des paramètres.

3. Mais la façon la plus satisfaisante demeure le choix d'une température initiale plus élevée, qui
permettra de � remonter � les forts gradients d'energie. Le simplex pourra ainsi se déplacer, dans
le coin supérieur gauche.

L.3.2 Échelle des températures critiques

Comme l'a montré Rothman [1985, 1986], il existe une température critique pour laquel l'algorithme
du recuit simulé commence à converger beaucoup plus rapidement. Comme le remarque l'auteur, un grand
nombre d'itérations (évaluations de la fonction de coût) doit être passé au voisinage de cette température.

Supposons que l'algorithme ait démarré sur la �gure L.3 page ci-contre, la température initiale étant
su�samment élevée pour permettre de localiser la zone de plus basse énergie, en haut à gauche. E�ectuons
un grossissement de la zone en question et supposons qu'elle puisse être schématisée par la �gure L.4
page suivante. Cette dernière montre un exemple schématique de problème où il peut exister plusieurs
températures critiques.

Les deux paramètres ont des températures critiques di�érentes, qui sont fonction de la courbure de
la fonction de coût au voisinage des minima locaux. À une température donnée, le temps de recuit pour
chacun des deux paramètres n'est donc pas le même.

L'algorithme doit passer su�samment d'itérations autour d'une température critique qui doit per-
metter de passer à gauche ou à droite de l'énergie dont la valeur est 100 (trait gras). La valeur de la
température doit donc ici être élevée et en tous les cas supérieure à 1. Une fois la zone délimitée par les
traits gras identi�ée, la température peut baisser.

Pour déterminer convenablement quelle � poche � dont l'énergie est inférieure à 1, contient le minimum
global, il faut à nouveau passer su�samment d'itérations à une température proche de 1, pour permettre
de sauter de l'une de ces poches à l'autre. Cette température correspond à une seconde température
critique.

Ce schéma met en évidence la sensiblité de la fonction de coût aux di�érents paramètres. Ici, des
bornes convenables pour le paramètre 1 peuvent être (et doivent être !) déterminées à haute énergie et
haute température. Inversement, les bornes du parmaètre 2, ne peuvent être convenablement déterminées
qu'à basse température et basse énergie.

De plus, le nombre de températures critiques a de fortes chances d'augmenter comme le nombre de
termes de la fonction de coût.

Ces considérations nous conduisent directement au problème de la forme de la fonction de recuit.

L.3.3 Choix de la fonction de recuit

La recherche de la forme de la fonction de recuit est une étape délicate et essentielle de la méthode.
C'est elle qui en grande partie assure la convergence de la méthode, puisqu'elle permet de laisser un temps
su�sant pour redistribuer les paramètres (temps de recuit).

Pour des baisses modestes de la température, c'est à dire des fonctions de coût variant faiblement,
la forme logarithmique suivante assure l'ergodicité et le succès de la méthode [Ingber, 1993; Rothman,
1985] :

T (k) =
T0
ln k

(L.4)

où k est le nombre de perturbations, et T0 la température initiale qui doit être su�samment élevée. Cette
forme a été utilisée par Rothman [1985, 1986] pour des fonctions de coût dont la di�érence était de l'ordre
de 11%.

L'auteur insiste sur le fait que la température initiale et la température critique doivent être détermi-
nées avec précautions. Pour cela, on a souvent recours à quelques tests.

Les techniques de quenching utilisent des fonctions dont la décroissance est plus rapide.
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Fig. L.4 � Schéma montrant le problème des échelles de la fonction de coût en lien avec les températures

critiques (cf. texte pour les explications).
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La forme peut être soit exponentielle :

T (k) = T0e
(c�1)k; 0 < c < 1 (L.5)

soit :

T (k) = cT (k � 1); 0:5 < c < 0:9 (L.6)

Press et al. [1992] proposent de nombreuses formes pour la fonction de recuit, comme par exemple :

T (k) = T0

�
1� k

km

�n
; n = 1; 2; : : : (L.7)

où km est le nombre total d'itérations que l'on s'est �xé.

éq. (L.4)

éq. (L.5),c = 0:99

éq. (L.5),c = 0:999

éq. (L.7),n = 2

éq. (L.7),n = 4

éq. (L.8),c = 0:5

k

T

Fig. L.5 � Exemple de fonction de recuit pout T0 = 1.

Ces di�érentes fonctions sont tracées sur la �gure L.5.
Pour notre part, nous avons considéré les paramètres du modèle comme de véritables inconnues, pour

lesquelles nous ne tentons pas de donner d'estimations. Les minima locaux semblent être très nombreux.
Il est donc nécessaire de commencer les simulations avec des températures élevées. L'estimation de la
fonction de coût doit cependant être précise, puisque des variations importantes des paramètres n'en-
trainent parfois que de petites variations de la fonction de coût. Il est nécessaire de simuler des basses
températures. Nous avons, après de nombreux tests, opté pour une technique de quenching douce :

T (k) = cnT0; 0:5 < c < 0:9 (L.8)

et n est dé�ni par :

nk0 � k < (n+ 1)k0; où k0 correspond au temps de recuit. (L.9)

La fonction de recuit choisie, bien que fort simple, présente entre autres avantages :

1. de simuler à des températures à la fois très élevées et très basses, les simulations à basse température
permettant une estimation précise des paramètres,

2. de rendre la méthode relativement générale, et de ne pas demander de calage propre à chaque
expérience.

Ce n'est certes pas la fonction la plus économique !
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L.4 Données synthétiques

Les données synthétiques sont des données engendrées par la simulation numérique d'un modèle
mathématique (modèle direct) dont on connait les coe�cients �.

Leur construction vise à mimer des expériences. C'est une étape importante du point de vue de la
méthodologie dans le mesure où l'on peut :

� ajuster et tester la convergence de la méthode d'inversion ;

� déterminer approximativement si le nombre d'observations est su�sant pour contraindre un telle
méthode.

La première étape dans le mise en ÷uvre d'une méthode d'inversion est de véri�er que cet algorithme
d'inversion � tend � bien à sélectionner un modèle qui permet de reproduire de façon satisfaisante les
données expérimentales (cela sans tenir compte de la valeur des paramètres d'inversion). Il s'agit donc
ici de véri�er uniquement que l'écart entre les valeurs observées et les valeurs générées par le modèle est
� très petit �. On obtient alors un jeu de paramètres qui, sur tous les jeux testés, minimise la fonction
de coût.

Cela n'est cependant pas su�sant, rien n'assure que ce minimum soit global : il peut être local. La
seconde étape de validation permet en partie de lever cette incertitude.

Pour tester la convergence de la méthode d'inversion vers la sélection d'un modèle qui minimise
globalement la fonction de coût, il faut connaître la valeur des parametres d'inversion (paramètres du
modèle). L'idée est donc de se donner un jeu de paramètres d'inversion �d

i
(paramètres synthétiques

recherchés), de réaliser une simulation avec le modèle direct pour générer des observations (données
synthétiques).

On cherche alors, comme pour la première étape, parmis n modèles, le modèle qui reproduit au mieux
ces données synthétiques. On peut s'assurer que le minimumobtenu est le minimum recherché puisque l'on
connait les paramètres d'inversion. Le minimum est bien global lorsque le jeu de paramètres d'inversion
trouvé est identique au jeu de paramètres synthétique �d

i
.

Le tableau L.1 regroupe un exemple de conditions initiales du modèle et les valeurs des paramètres
ayant servis à générer des données synthétiques. Nous travaillerons sur cet exemple. Les données ne sont
pas bruitées. Ces derniers permettent de synthétiser un ensemble de 140 points d'observation 78 sur les

V0 h0 U0 U?
0 �0

val. initiale 0.05 0.14 0.01 0.01 0.03125

C0 C3 C1 C2 C4

val. initiale 0.004 1 0.00153 0.0204 1

Tab. L.1 � Conditions initiales et paramètres physiques des données synthétiques.

variables du modèle telles que la vitesse, la position, le volume déposé : : :
Nous avons selectionné trois jeux de d'observation (cf. �gure L.6 page ci-contre) :

Observations 1 : 33 points sur la position du front en fonction du temps, soit moins d'un quart des
points,

Observations 2 : 10 points sur le volume déposé en fonction de la position (moins d'un quart des points),

Observations 3 : 33 points sur la position du front en fonction du temps et 10 points sur le volume
déposé en fonction de la position.

Le nombre de points pour les observations 1 est largement supérieur au nombre d'observations expéri-
mentales ou réelles.

Les données 1 permettent de tester des contraintes imposées directement sur la dynamique.

78. Les paramètres numériques du solveur (modèle direct) utilisés pour générer les données synthétiques sont :

Pas de temps initial Cv sur � Précision de l'intégration

0.1 10�8 10�8
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Fig. L.6 � Données synthétiques sur la position du front en fonction du temps (à gauche). Les points

doubles représentent les points sélectionnés. À droite points selectionnés pour le taux de récupération

(volume de particules déposé/volume initial de particules) sur des sections de 50 cm.

Pour les données 2, les contraintes sont imposées sur le dépôt (taux de récupération). Le nombre de
points de contraintes est faible.

En�n, les données 3 ajoutent aux données 1 des contraintes sur d'autres variables de l'écoulement :
les volumes déposés. On testera leur in�uence sur la convergence de la méthode.

L.5 Inversion partielle

Nous e�ectuons ici des tests d'inversion partielle. Nous discutons dans un premier temps du problème
des minima et de la contrainte du modèle.

Dans un second temps, nous appliquerons la méthode d'inversion non-linéaire dans le cadre de l'in-
version partielle :

� sur les cinq paramètres Ci du modèle ;

� puis sur les quatres conditions initiales h0; U0; U
?
0 et �0.

Les conditions initiales de la méthode d'inversion sont reportées dans le tableau L.2. Le nombre d'éva-

Nombre Température Temps de recuit Tolérance
de simulation initiale (en itérations) sur la fonction de coût

2�104 0.01 1,5�103 10�10

Tab. L.2 � Paramètres de l'inversion partielle.

luations (nombre de modèles simulés) est �xé à 2�104 (� 20 minutes de temps cpu). Dans certains
cas (conditions initiales de la méthode d'inversion mieux estimées) la convergence est plus rapide, et le
nombre d'évaluations peut être réduit à 104.

L.5.1 Minima locaux et couplage

Comme nous l'avons vu, les inversions sont sensibles à la façon dont est initialisée la méthode inverse.
Des minima locaux, très fortement associés aux conditions initiales, peuvent être très simplement mis en
évidence à l'aide de l'algorithme du simplex pour une température nulle. Le tableau L.3 page suivante
donne un exemple de paramètres obtenus lors d'une telle inversion sur les trois jeux d'observations.

La �gure L.7 page suivante, montre les reconstructions sur la dynamique et le dépôt.
La première remarque est que les allures des courbes sont très satisfaisantes, et que la méthode

d'inversion linéaire du simplex rétablit très facilement un comportement qualitatif satisfaisant. Les com-
portements asymptotiques sur la position du front en fonction du temps sont retrouvés.
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C0 C3 C1 C2 C4

vrai 0.004 1 0.00153 0.0204 1
int. de rech. 0.001�0.1 0.2�5 0.0001�0.1 0.001�0.1 0.1�10

inv. O1 0.00788784 0.744542 0.00144141 0.033693 0.238708
inv. O2 0.00923051 1.16859 0.00934111 0.0245899 1.95895
inv. O3 0.00348952 1.01351 0.00106499 0.00550012 1.1115

Tab. L.3 � Paramètres physiques lors d'inversion partielle : exemples de minima locaux

ms

m

Fig. L.7 � Reconstruction de la position du front en fonction du temps et du taux de récupération : exemple

de minima locaux lors d'une inversion partielle.

coût dynanique (X = f(t)) coût dépôt (% de récuperation) moyenne

inv. O1 1.45651e-05 0.161921 0.0809605
inv. O2 0.0349032 0.0845239 0.0597136
inv. O3 0.00111705 0.000985687 0.00104357

Tab. L.4 � Valeur des fonctions de coût des minima locaux
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L.5. Inversion partielle

La seconde remarque concerne le couplage des contraintes [Pianelo, 1999]. Par la donnée simultanée
d'observations de vitesse et de dépôt, la forme de la fonction de coût est modi�ée, et elle permet de
sélectionner un meilleur modèle (cf. tableau L.4 page ci-contre), et ce, bien que les données de dépôt
soient � pauvres � 79.

Nous insistons ici sur ce fait, puisque tout au long de la phase de test de la méthode d'inversion, il
est apparu que :

� Des jeux de paramètres permettent de reproduire de façon très satisfaisante la dynamique des
écoulements (position�temps) sans pour autant reproduire la géométrie et l'extension des dépôts ;

� Inversement, des jeux de paramètres permettent de reproduire de façon très satisfaisante les pro�ls
de dépôt sans que la reconstruction dynamique soit satisfaisante.

La double contrainte, dépôt�dynamique, apparaît donc être essentielle à une reconstruction satisfai-
sante des paramètres.

L.5.2 Inversion partielle sur les paramètres

L'inversion partielle sur les paramètres permet d'identi�er les paramètres physiques Ci (friction, dif-
fusivitée : : : ) d'un écoulement.

En considérant que l'on cherche à échantillonner au moins 1000 valeurs par intervalle pour les cinq
paramètres, l'espace de recherche des modèles contient au moins (103)5 = 1015 modèles.

C0 C3 C1 C2 C4

vrai 0.004 1 0.00153 0.0204 1
int. de rech. 0.001�0.1 0.2�5 0.0001�0.1 0.001�0.1 0.1�10

inv. O1 0.00399347 0.99974 0.00153072 0.0203777 0.997039
inv. O2 0.00751676 0.981876 0.00605638 0.0599915 0.575092
inv. O3 0.0040001 0.999993 0.00153002 0.0204003 0.999894

Tab. L.5 � Paramètres physiques : inversion partielle sur les paramètres.

Les reconstructions sont satisfaisantes sauf sur le jeux de données O2 (cf. tableau L.5). Nous sommes
ici en présence d'un minimum local. Les simulations ne sont pas assez longues (quenching), les temps de
recuit, le nombre d'itérations ne sont pas adaptés pour ce type de données (manque de contraintes).

ms

m

Fig. L.8 � Reconstruction de la position du front en fonction du temps et du taux de récupération :

inversion partielle sur les paramètres

79. Ici, le taux de récupération n'est pas une variable directe de la résolution du modèle : il est calculé à partir de la

somme du volume déposé sur des sections de 50 cm, de la position et de la longueur de l'objet. L'information n'est qu'une

information � moyenne �.
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Nous retrouvons ici le fait que les données de dépôt sont des contraintes faibles sur les paramètres
dynamiques de l'écoulement, sauf sur C3 dont la valeur est satisfaisante. Le pro�l de dépôt est reconstruit
de façon très satisfaisante (cd. �gure L.8 page précédente)), bien que les valeurs des autres paramètres
ne soient pas les bonnes. Le paramètre C3 est celui qui est le mieux contraint par les données de dépôt,
puisqu'en e�et, il intervient directement dans l'équation de conservation de la fraction volumique.

coût dynamique (X = f(t)) coût dépôt (% de récupération) moyenne

inv. O1 5.1132e-11 8.67636e-07 4.33843e-07
inv. O2 0.0122979 0.000592246 0.00644508
inv. O3 3.79162e-12 0 4.82319e-09

Tab. L.6 � Valeur des fonctions de coût

L'inversion simultanée O3 sur les données dynamiques et de dépôt donne ici encore des résultats
sensiblement meilleurs (cf. tableau L.6).

Les paramètres Ci induisent des variations de comportements qualitatifs importants (cf. section 7.2
page 157), générant des pro�ls de courbes variés. L'algorithme d'inversion permet de sélectionner des jeux
de paramètres qui reproduisent bien le comportement asymptotique.

L.5.3 Inversion partielle sur les conditions initiales

Dans les problèmes réels, les valeurs des observations ont une rreur expérimentale inévitable, ce qui
fait que les valeurs initiales des variables du système peuvent également être considérées comme des
inconnues du problème [Fullana, 1997].

Nous avons donc également choisi de tester la méthode sur le problème d'inversion partielle des
conditions initiales.

Cette méthode permet en e�et d'estimer les conditions initiales d'un écoulement pour un jeu de
paramètres physiques Ci, donné et �xé. Elle constitue un outil essentiel pour les géosciences, où les
données initiales sont rarement connues.

L'inversion est e�ectuée sur la hauteur initiale, le volume restant �xé, la longueur initiale associée
est donnée par l0 = V0=h0 (c'est-à-dire que nous inversons le rapport de forme), la vitesse moyenne U0,
la vitesse d'étalement U?

0 et la fraction volumique �0. Le modèle direct est très fortement non-linéaire
par rapport à ces paramètres. De petites variations des conditions initiales entraînent des variations
quantitatives importantes (cf. section 7.3 page 164).

L'espace de recherche des modèles contient au moins (103)4 = 1012 modèles, si l'on considère que l'on
veut une précision de 103 sur les conditions initiales.

hauteur vitesse moy vitesse étal. �

vrai 0.14 0.01 0.01 0.03125
int. de rech. 0.02�0.2 0�0.1 0�0.1 0.025�0.035

inv. O1 0.139991 0.00999001 0.0100133 0.0312537
inv. O2 0.136822 0.0116187 0.0219061 0.0312912
inv. O3 0.139999 0.0100038 0.0100319 0.0312532

Tab. L.7 � Conditions initiales. Les paramètres initiaux sont ceux utilisés pour générer les données

synthétiques.

Le tableau L.7 donne la valeur des conditions initiales obtenues obtenus pour l'inversion partielle sur
trois jeux de données. Les vraies conditions initiales sont retrouvées.

Les reconstructions sur la dynamique et le dépôt sont très satisfaisantes (cf. �gure L.9 page suivante)
et les fonctions de coût ont des valeurs très faibles et voisines (cf. �gure L.8 page ci-contre).

La méthode permet retrouver de façon satisfaisante les conditions initiales, les paramètres du modèle
étant �xés.
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Fig. L.9 � Reconstruction de la position du front en fonction du temps et du taux de récupération :

inversion partielle sur les conditions initiales.

coût dynamique (X = f(t)) coût dépôt (% de récupération) moyenne

inv. O1 7.66736e-12 5.00278e-08 2.50177e-08
inv. O2 1.72336e-05 1.52321e-06 9.37841e-06
inv. O3 4.21526e-09 2.26474e-08 1.34313e-08

Tab. L.8 � Valeur des fonctions de coût.

L.6 Inversion totale

Nous e�ectuons ici des tests d'inversion totale. Nous recherchons simultanément les cinq paramètres
Ci et les quatre conditions initiales h0; U0; U

?
0 et �0 qui permettent de reproduire les données synthétiques

de façon optimale.
Comme à la section précédente, nous commencerons notre discussion par la mise en évidence de

minima locaux.
Nous commenterons ensuite les résultats de la méthode d'inversion totale appliquée aux trois jeux de

données synthétiques.
L'inversion porte maintenant sur neuf paramètres. En considérant que l'on cherche à échantillonner

au moins 1000 valeurs par intervalle pour ces neuf paramètres, l'espace de recherche des modèles contient
au moins (103)9 = 1027 modèles, soit 1012 fois plus de modèles que lors des inversions partielles !

Nombre Température Temps de recuit Tolérance
de simulation initiale (en itération) sur la fonction de coût

6�104 0.1 4�103 10�10

Tab. L.9 � Paramètres de l'inversion totale

Le nombre de simulations a donc été augmenté ainsi que le temps de recuit (cf. tableau L.9). Le temps
cpu est d'approximativement 60 minutes. La température initiale a été choisie plus élevée pour permettre
un meilleur échantillonnage de l'espace des paramètres.

L.6.1 Minima locaux et couplage

La méthode de mise en évidence de minima locaux est la même que celle utilisée à la section L.5.1
page 337.

Le tableau L.10 page suivante donne un exemple de paramètres obtenus lors d'une telle inversion sur
les trois jeux d'observations. Les conditions initiales sont reportées dans le tableau L.11 page suivante.
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C0 C3 C1 C2 C4

vrai 0.004 1 0.00153 0.0204 1
int. de rech. 0.001�0.1 0.2�5 0.0001�0.1 0.001�0.1 0.1�10

inv. O1 0.00100145 1.3548 0.00207254 0.0138488 0.308115
inv. O2 0.0138483 1.73769 0.0220842 0.0338598 1.49676
inv. O3 0.017216 1.82154 0.0294873 0.0234385 1.79458

Tab. L.10 � Paramètres physiques obtenus lors d'inversion totale : exemples de minima locaux

hauteur vitesse moy vitesse étal. �
h0 U0 U?

0 �0

vrai 0.14 0.01 0.01 0.03125
int. de rech. 0.02�0.2 0�0.1 0�0.1 0.025�0.035

inv. O1 0.0808288 0.0806776 0.0197512 0.0332244
inv. O2 0.15397 0.0777174 0.086761 0.0332322
inv. O3 0.143389 0.0781288 0.0787599 0.0336602

Tab. L.11 � Conditions initiales obtenues lors d'inversion totale : exemples de minima locaux
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Fig. L.10 � Reconstruction de la position du front en fonction du temps et du taux de récupération :

exemples de minima locaux d'une inversion totale.
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La dynamique est reconstruite de façon très satisfaisante pour les observations O1 (cf. �gure L.10
page précédente), mais les paramètres (paramètres physiques et conditions initiales) ne sont pas les bons
(cf. tableaux L.10 et L.11). Le pro�l de dépôt obtenu n'est pas satisfaisant. On retrouve ici le problème
d'essais dont la dynamique est satisfaisante sans pour autant reconstruire la dynamique.

Si le pro�l de dépôt est très correct pour les observations O2 et O3, la dynamique n'est pas, elle,
reconstruite de façon satisfaisante.

coût dynanique (X = f(t)) coût dépôt (% de récupération) moyenne

inv. O1 3.69575e-05 0.588871 0.294454
inv. O2 0.0603819 0.0850108 0.0726964
inv. O3 0.0659524 0.0851145 0.075533

Tab. L.12 � Valeur des fonctions de coût des minima locaux

Le tableau L.12 donne le coût des trois reconstructions.

L.6.2 Résultats de l'inversion totale

Les reconstructions dynamiques sont ici encore très satisfaisantes pour les données O1 et O3 (cf.
�gure L.11). Les paramères obtenus sont proches des valeurs réelles.

Néanmoins, la reconstruction du dépôt pour les données O1 est moins bonne qu'avec les données O3.
Les données O2 ne contraignent pas su�samment les paramètres et la reconstruction dynamique s'en
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Fig. L.11 � Reconstruction de la position du front en fonction du temps et du taux de récupération :

inversion totale.

trouve moins satisfaisante.
Seule la donnée simultanée de contraintes sur la dynamique et le dépôt permettent une reconstruction

satisfaisante.

C0 C3 C1 C2 C4

vrai 0.004 1 0.00153 0.0204 1
int. de rech. 0.001�0.1 0.2�5 0.0001�0.1 0.001�0.1 0.1�10

inv. O1 0.00385718 (3,5%) 1.00577 (0,5%) 0.00160115 (4,6%) 0.0208635 (2,3%) 1.02633 (2,6%)
inv. O2 0.00516746 (29%) 1.46209 (46%) 0.00609 (298%) 0.0482364 (136%) 2.10283 (110%)
inv. O3 0.00427806 (6,9%) 0.96553 (3,4%) 0.00152429 (0,3%) 0.0210726 (3,3%) 0.448785 (55%)

Tab. L.13 � Paramètres physiques. Les paramètres initiaux sont ceux utilisés pour générer les données

synthétiques.
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hauteur vitesse moy vitesse étal. �
h0 U0 U?

0 �0

vrai 0.14 0 0 0.03125
int. de rech. 0.02�0.15 0�0.1 0�0.1 0.025�0.035

inv. O1 0.134421 (4%) 0.00138685 (86%) 0.0176313 (76%) 0.0343334 (9,8%)
inv. O2 0.142555 (1,8%) 0.0626827 (526%) 0.0942357 (842%) 0.0321593 (2,9%)
inv. O3 0.141163 (0,8%) 0.010483 (4,8%) 0.008526 (14%) 0.0310991 (0,5%)

Tab. L.14 � Conditions initiales. Les paramètres initiaux sont ceux utilisés pour générer les données

synthétiques. Les erreurs relatives sont indiquées entre parenthèses.

Les tableaux L.13 et L.14 donnent les valeurs des paramètres et des conditions initiales des inversions
totales sur les trois jeux d'observations.

La plupart des paramètres sont retrouvés sans grand écart par rapport aux paramètres synthétiques.
Le paramètre le moins bien contraint est C4. À noter que, même si la vitesse initiale moyenne U0 et
la vitesse initiale d'étalement U?

0 ne sont pas très bien respectées pour les données O1, la somme des
deux composantes (i. e. la vitesse du front), elle, l'est. En e�et, comme nous l'avons vu à la section 7.3
page 164, la valeur relative initiale est sans grand e�et sur le développement de l'écoulement.

Nous voyons ici que, lorsque le nombre de paramètres à déterminer est élevé, il y a risque de surdéter-
mination (over�t). Dans le cas précédent d'inversion partielle, le minimum global était facile à déterminer,
car les minima locaux étaient moins nombreux. Toute valeur d'initialisation des paramètres �0 conduisait
au même résultat. Ici, la précision des paramètres obtenus est plus sensible à l'initialisation. Le temps
de recuit, ainsi que le nombre total de simulations, devrait être sensiblement augmenté pour éviter tout
e�et de quenching.

coût dynanique (X = f(t)) coût dépôt (% de récuperation) moyenne

inv. O1 7.36524e-10 0.00671677 0.00335838
inv. O2 0.024156 0.00061798 0.012387
inv. O3 3.74829e-06 0.00287217 0.00143796

Tab. L.15 � Valeur des fonctions de coût : inversion totale

Le tableau L.15 donne la valeur de la fonction de coût pour chaque reconstruction.

L.7 Conclusions

La méthode d'inversion non-linéaire développée permet une estimation des paramètres et/ou des
conditions initiales d'un écoulement.

L'optimisation des conditions initiales ouvre la voie pour l'application de la méthode à des cas réels.
La concordance entre la reconstruction et les données synthétiques est pour le moins surprenante à la

vue du grand nombre de minima, et cela, bien que les paramètres initiaux ne soient pas estimés (valeurs
non physiques) et peu contraints (grand intervalle de recherche).

Les données d'observation de vitesses permettent de reconstruire l'évolution dynamique des écoule-
ments de façon satisfaisante. Toutefois, pour les contraintes d'inversion que nous nous sommes imposées
(temps calcul et non-estimation des paramètres initaux), les pro�ls de dépôt reconstruits ne sont pas
toujours satisfaisants.

En e�et, il est apparu que :

� Des jeux de paramètres permettent de reproduire de façon très satisfaisante la dynamique des
écoulements (position�temps) sans pour autant reproduire la géométrie et l'extension des dépôts ;

� Inversement, des jeux de paramètres permettent de reproduire de façon très satisfaisante les pro�ls
de dépôt sans que la reconstruction dynamique soit satisfaisante.

Il existe donc un risque, non exclu, de trouver un minimum local.
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L.7. Conclusions

L'adjonction de données sur le dépôt, même moyennées, a permis de s'a�ranchir de cette di�culté et
de proposer une reconstruction satisfaisante de la dynamique et du dépôt. Les paramètres et les conditions
initiales sont alors mieux respectés.

La double contrainte, dépôt�dynamique, apparaît donc être essentielle pour une reconstruction sa-
tisfaisante des données.

En�n, notons que d'un point du vue purement numérique, la méthode d'inversion montre la robustesse
du modèle numérique de résolution du modèle T qui est capable d'encaisser la simulation d'écoulement
très divers et parfois non physiques.
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Une accumulation de faits n'est pas plus une science qu'un tas de pierres

n'est une maison.

Poincaré.

Annexe M

Sur les incertitudes et incompatibilités

entre les protocoles expérimentaux

numériques et analogiques

D'après ce qui précède, le modèle numérique ne constitue qu'une première approche pour la prise en
compte de la complexité des phénomènes physiques expérimentaux et réels.

Nous présentons ici les di�érents points d'incompatibilité.

Sommaire
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M.1 Turbulence?

Les nombres de Reynolds, basés sur la hauteur et la vitesse du front, sont compris entre 5000, au
début du canal expérimental, et 10000, en �n du canal. Ces valeurs sont relativement faibles. Une version
du modèle, incorporant les frottements visqueux 80, a été testée, et montre que ces derniers sont sans

80. Il faut alors ajouter une force visqueuse dont la forme est :

�
@2u

@y2

L'intégration, pour le passage aux équations d'ondes longues fournit :

��
@u

@y

����
y=0

dont l'ordre de grandeur est :

��
U

h

La décomposition du mouvement en translation�déformation est simple puisque la force est linéaire. Dans l'équation du

mouvement moyen, il faut ajouter :

���
l

h
UT
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Annexe M. Sur les incertitudes et incompatibilités entre les protocoles expérimentaux numériques et analogiques

e�ets notables sur la dynamique de la suspension (cf. �gure M.1), dans le cas des essais en canal. En e�et,
les écoulements sont plutôt dans une phase gravité�inertie, la friction entrant peu en compte.

m

m
/
s

Fig. M.1 � Exemple de quanti�cation des e�ets visqueux pour les expériences de Laval (L39, EX1 C0 =

0:004, h0 = 0:07, EX2 C0 = 0:04, h0 = 0:07)

M.2 Incertitudes sur les conditions initiales

Dans ces expériences, les sédiments sont mis en suspension par des agitateurs. Ces derniers créent un
mouvement turbulent dans le réservoir. Ce dernier permet aux sédiments d'être maintenus en suspension.
L'énergie turbulente de la suspension n'est donc pas nulle. Ce fait peut être pris en compte en considérant
des vitesses initiales non nulles.

Dans certaines expériences, les agitateurs sont arrêtés une à deux minutes avant l'ouverture de la vanne
pour que les �uides soient au repos [Beghin, 1979, p 25]. Dans ce cas, un phénomène de sédimentation
se produit. La fraction volumique initiale �0 dans la suspension est di�érente de la fraction volumique
à l'ouverture de la vanne �0s, comme l'a mesuré expérimentalement Laval [1988]. Il est probable qu'une
diminution de la hauteur se superpose à cet e�et.

Les conditions initiales sur la fraction volumique sont donc incertaines.

M.3 Incompatibilité des conditions aux limites

Il existe trois points essentiels sur lesquels les modèles réduits expérimentaux et le modèle numérique
ne sont pas compatibles du point de vue des conditions aux limites.

où � est le facteur de forme associé. Dans l'équation des déformations :

��
l

h
U?
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M.3. Incompatibilité des conditions aux limites

M.3.1 Rapport h=H

Comme l'ont soulignées de nombreuses études (cf. section 4.5 page 93 et[Bonnecaze, Huppert et
Lister, 1993; Britter et Linden, 1980; Britter et Simpson, 1978; Huppert, 1998; Huppert et Simpson, 1980;
Rottman et Simpson, 1983]), le rapport h=H, où h est la hauteur de l'écoulement et H la profondeur d'eau,
conditionne de façon importante l'évolution des écoulements. La condition pour laquelle l'écoulement
(courant de retour) du �uide supérieur peut être négligé est déterminée expérimentalement par :

h

H
� 0; 075 (M.1)

Les valeurs du rapport h=H pour les expériences sont en :

� Expériences de Beghin [1979] : h=H = 0.1 (sortie de réservoir) à 0.3 (�n du canal).

� Expériences de Laval [1988] : h=H = 0.23 (sortie de réservoir) à 0.15�0.25 (�n du canal) suivant la
pente.

Il semble donc que les hauteurs des écoulements atteignent rapidement des valeurs où elles sont condi-
tionnées par la profondeur du canal.

M.3.2 E�et � couvercle �

L'e�et de la présence d'un couvercle, au dessus du réservoir, sur le développement de la suspension
a été quanti�é par Laval [1988, p. 95]. Lors des essais e�ectués avec couvercle, les vitesses atteintes par
la suspension sont plus faibles sur les deux premiers mètres du bassin d'essai. Cet écart de vitesse est de
l'ordre de 10%.

il y a recirculation de �uide pur, sous le couvercle (courant de retour, [Laval, 1988, p. 95]). Ce courant
a pour e�et de détacher la queue du fond du réservoir. On peut imaginer, que pour respecter cette
condition, la vitesse moyenne initiale de la suspension soit non nulle.

Sur les deux premiers mètres, il y a donc un phénomène physique, dû au montage expérimental, qui
n'est pas pris en compte par le modèle numérique.

Il existe deux méthodes pour traiter ce problème :

1. Soit on � retire � les points expérimentaux.

2. Soit on introduit une � pénalité � dans la fonction de coût. Cette pénalité doit être décroissante,
et s'annuler lorsque l'on est su�samment loin du réservoir d'injection. Typiquement pour les expé-
riences de Laval, l'� e�et couvercle � introduit des di�érences de vitesses jusqu'à deux mètres du
réservoir. On peut donc introduire, pour les points dont l'abscisse est inférieure à deux mètres, une
pénalité linéaire de la forme :

� = �0; 15 �X=2 + 1; 15 (M.2)

M.3.3 E�et � paroi �

Dans le modèle numérique, il n'est pas tenu compte de la paroi gauche du réservoir. La suspension nu-
mérique s'étale � librement � des deux cotés. L'étalement de la suspension dans les essais expérimentaux,
est contrainte par cette paroi.

Laval : �abilité de la pesée du sable : 600/8 sections = 75 g de sable par section de 50 cm.
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Il faut tirer parti du pouvoir de l'÷il humain.

Treinisch

Annexe N

Description des carottes

L'e�ondrement de Nice est l'événement catastrophique le plus récent de la vallée du Var. Sa signature
sédimentaire, si elle est présente, doit être recherchée dans les sommets des séries sédimentaires. Il est à
noter que durant l'année 1994 a eu lieu une crue exceptionnelle du Var. Cette crue peut également avoir
laissé, par la formation d'un courant dense (hyperpycnal), un enregistrement sédimentaire signi�catif.

En�n, les études géologiques montrent que les dépôts �uviaux Pléistocène du Var sont plus grossiers
que les dépôts modernes. La décharge du Var était sans doute plus importante durant cette période. Les
dépôts Holocène plus vieux de 4 ka sont, par contre, de granulométrie plus �ne que les dépôts modernes
[Piper et Savoye, 1993].

Sommaire
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Les carottes sont décrites de haut en bas. La couleur des sédiments donne un estimation de la datation :

� Glaciaire = gris�vert

� Holocène = brun

Les phénomènes gravitaires sont des phénomènes de resédimentation, leur datation est donc probléma-
tique.

N.1 Campagne Nicasar

Les interprétations sont basées sur les �ches de liaison lithothèque de Savoye [1996], les rapports de
Zanella [1995] et Migeon [1997], les interprétations sont personnelles et n'engagent que l'auteur...

KNI 27 : Flanc amont d'une dune.

� 0 à 20 cm, sables �ns à débris coquilliers.

� 20 à 95 cm, présence de bancs d'argiles, plus ou moins sableux, épais en moyenne de 5 cm.
Ces derniers alternent avec des bancs de sables �ns dont les limites inférieures et supérieures
ne sont pas très nettes.

La séquence 20�95, par l'alternance grès�argile, semble être caractéristique d'une succession de
petits événements (courant hyperpycnaux?). La signature sédimentaire de l'e�ondrement de Nice,
si elle est présente, ne peut être que le banc supérieur de sables �ns.
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Annexe N. Description des carottes

KNI 26 : Flanc aval, près de la crête de la même dune.

� 0 à 20 cm, petits niveaux sableux de forme lenticulaire à grains très �ns. Présence également
d'argiles, dont la couleur est plus brunâtre que celle des argiles du reste de la carotte qui elles
sont dans les couleurs grisées.

� 20 à 280 cm, sables très �ns, en bancs ne dépassant pas 2 à 3 cm, au milieu d'argiles. Coquilles
de Ptéropodes.

Comme pour la carotte KNI 27, les bancs de sables très �ns intercalés dans les argiles, indiquent une
succession d'événements. Seul le banc supérieur de sables très �ns peut être associé à l'e�ondrement
de Nice.

KNI 24 : Flanc aval de la même dune.

� 0 à 30 cm, argiles brunes à passées sableuses. De 24 à 30 cm, le banc d'argile contient des
coquilles de Ptéropodes.

� 30 à 140 cm, bancs de sables bien délimités, peu nombreux et d'épaisseur moyenne de 2 cm.

Pas d'évidence de l'événement.

N.2 Campagne Prenice

Les carottes PKSxx ont été datées, elles appartiennent au Pléistocène supérieur [analyse biostratigra-
phique de Muller [1989]]. Il n'y a pas d'évidence de dépôt récent. La carotte PKS10 est dans le chenal.
Les carottes PKS11, PKS12 et PKS13 ont été prélevées dans les �ancs du chenal. La carotte PKS14 est
localisée dans la plaine en dehors de l'éventail sous marin. Pas de données sur les carottes PKS15 et
PKS16.

N.3 Campagne Casanice

Les interprétations sont basées sur le rapport d'exploitation de la campagne casanice de Guillaume
et Savoye [1990] et les datations du nanoplancton e�ectuées par Muller [1991]. Les carottes appartiennent
au Pléistocène supérieur.

KCA01 : Prélevé sur le prisme sédimentaire central à l'extrémité Sud (con�uence du canyon du Paillon
et du canyon du Var).

� 0 à 43 cm, silts �ns plastiques clairs.

� 43 à 247 cm, silts �ns plastiques de la même couleur, mais nettement moins gorgés d'eau et
de plus en plus denses.

Il n'y a pas d'évidence de dépôt.

KCA02 : Ride sédimentaire, limite septentrionale de la vallée.

� 0 à 6 cm, sables �ns sans grano-classement apparent, reposant par une base franche sur un
niveau de vase beige brune.

� 6 à 53 cm, vase beige brune avec injection et lentilles de sable. Présence de petits bancs sableux
à base franche.

� 53 à 81 cm, sables granoclassés positifs, avec de nombreux graviers de 1 à 1.5 cm de diamètre
à la base et au sommet.

La séquence 53�81 indique le dépôt d'un événement massif à base érosive. Il est peu probable que
ce soit l'e�ondrement de Nice. La carotte est située à l'Ouest du Cirque Marcel. Cette zone est
également alimentée par d'autres canyons (cf. carte 9.3 page 218) qui sont vraisemblablement à
l'origine de cet événement. La seule signature sédimentaire possible de l'e�ondrement de Nice est
le banc de 6 cm de sables �ns au sommet de la séquence. En e�et, ce banc est séparé du reste de la
séquence par une zone de sédimentation normale hémipélagique d'âge Holocène [Muller, 1991].

KCA04 : Pente continentale au large de Monaco.

� 0 à 47 cm, silts bariolés bruns à beiges, avec des passées silteuses plus grossières.
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N.4. Campagne Monicya

� 47 à 121 cm, silts �ns plastiques.

� 121 à 164 cm, silt �ns avec laminations texturales �nement sableuses au sommet. Grano-
classement positif de sables grossiers très coquillier à la base.

La séquence 121�164 con�rme l'alimentation par le Cirque de Marcel d'un événement massif, déjà
rencontré dans la carotte KCA02? Pas d'évidence de dépôt de l'événement du Var.

KCA05 : Vallée sous-marine du Var, extrémité orientale de la ride médiane.

� 0 à 73 cm, sables �ns légèrement silteux.

� au delà de 73 cm, il semble que la carotte ait été remaniée.

Le sommet de la séquence indique le présence d'un événement sableux unique, est-ce dû à l'e�ondre-
ment de Nice? Une corrélation peut être possible avec les événements massifs provenant du Cirque
de Marcel?

KCA07 : Ride sédimentaire du Var, à la limite entre le glacis et la plaine abyssale (rive gauche de la
vallée sous-marine du Var)

� 0 à 34 cm, sables �ns micacés sans grano-classement apparent, contenant, près de sa base, des
galets mous et centimétriques d'argile.

� 34 à 39 cm, argiles. Présence d'une lentille silteuse.

Le banc 0�34 indique la présence d'un événement sableux ayant érodé en amont des argiles et formé
des galets mous, qui peut être attribué à l'événement de 1979.

KCA20 : Vallée sous-marine du Var, bordure méridionale de la ride sédimentaire médiane (près de
KS04).

� 0 à 5 cm, sables �ns sans granoclassement apparent.

� 5 à 13 cm, alternance sables et argiles organisées en un réseau de laminations �nes et complexes
(présence de poches de sables �ns?).

� 13 à 23 cm, sédiments argileux avec poches de silts.

Évidence d'un événement sableux de 5 cm au sommet, avec injection dans le banc inférieur?

KCA03 : Située sur la Ride sédimentaire du Var, cette carotte con�rme qu'il n'y a pas eu de déborde-
ment de l'événement de 1979 sur cette partie de la levée.

N.4 Campagne Monicya

Les interprétations sont basées sur le rapport d'exploitation de Savoye et Guillaume [1990] et les
datations e�ectuées par Muller [1991].

KMO2 : Baies des Anges. Terrasse située sur la rive gauche du canyon du Var.

� pas de sous ensembles délimités.

Pas d'information sur l'e�ondrement.

KMO7 : Glacis au pied de la pente continentale au large de Menton, au Nord de la vallée sous-marine
du Var.

� 0 à 96 cm, sables très �ns avec des silts au sommet. Base franche.

� 96 à 101 cm, silts bruns foncés puis vase beige brune claire.

Situé relativement loin du chenal distributaire du Var, et en pied de pente, il est peu probable (fait
corroboré par les datations) que le banc 0�96 soit dû à l'e�ondrement de Nice. Cette carotte est de
plus, vraisemblablement, située dans une zone sous l'in�uence directe d'un autre canyon.

N.5 Campagne Same

Les interprétations sont basées sur le rapport de Au�ret, Kerbrat et Muller [1988].

KS3 : Vallée à l'aval du Var, sur une ride.

� 0 à 348 cm, unique unité de sables �ns à moyens (grano-classement). à la base du dépôt,
à partir de 310 cm, on trouve des galets mous d'ordre centimétrique, constitués de boue
marneuse. Présence de cheminée d'échappement de �uide.
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Annexe N. Description des carottes

Les galets mous semblent provenir de l'érosion d'un dépôt sédimentaire daté du Pléistocène supé-
rieur. Il y a des doutes sur la qualité du carottage. Est-ce la trace de l'e�ondrement?

KS4 : Levée interne du canyon de Var.

� 0 à 20 cm, boue marneuse

� 20 à 32 cm, boue gravelo-sableuse.

� 32 à 46 cm, boue marneuse à nanofossiles.

le banc 32�46 est daté de l'Holocène. La trace de l'e�ondrement doit, a priori, être recherchée au
dessus de cette unité? Pas d'évidence de l'événement.

KS11 : Terrasse au pied du �anc Est de la ride du Var.

� 0 à 530 cm, sédiments couleur brun jaunâtre. Laminations.

Il n'y a pas d'évidence de dépôt.

KS12 : Terrasse au pied du �anc Est de la ride du Var.

� 0 à 110 cm, boue marneuse de couleur brun jaunâtre. Laminations perturbées par des défor-
mations synsédimentaires.

Pas d'évidence de dépôt.

KS6 : Située au sommet de la ride sédimentaire du Var, elle ne présente pas d'évidence de dépôt d'un
événement récent. Il semble qu'il n'y ait pas de débordement de l'événement de 1979.

N.6 Campagne Essam2

EMG2-5 : Vallée sous-marine du Var, bordure méridionale de la ride sédimentaire médiane (près de
KS04).

� 0 à 9 cm, vase argileuse et débris coquilliers. Oxydation ocre.

� 9 à 30 cm, silts avec deux niveaux centimétriques de sables �ns gris. Présence de laminations
sableuses importantes.

Pas d'évidence de l'événement de Nice? Doute sur l'orientation de la carotte.

KSE03 : Vallée sous-marine du Var (près de KS04).

� 0à 86 cm, vase mélangée à du sable. Marques d'oxydation olive, rouge, gris, brun...

� 86 à 95 cm, sables grossiers gris sombre.

� 95 à 107 cm, silts �ns.

Carotte très perturbée, contenant beaucoup d'eau (pistonnée?).

KSE04 : Vallée sous-marine du Var (près de KS04).

� 0 à 8 cm, vase argilo-silteuse.

� 8 à 37 cm, silts �ns, de teintes variables, avec poches et passées (1 cm, 0,5 cm) de sable grossier
de couleur gris-rouge.

� 37 à 46 cm, ensemble essentiellement silteux.

Pas d'évidence de l'événement.
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Il n'y a rien d'accablant comme de voir déjà de l'endroit que l'on quitte,

celui qu'on atteindra le soir ou le lendemain

T. Monod.

Annexe O

Comparaison des résultats de

modélisation sur maillages

topographiques �ns, grossiers et lissés :

cas de l'e�ondrement de Nice

Il s'agit ici de mieux appréhender l'impact de la précision de données naturelles, telles que la topo-
graphie sur les résultats. Nous examinerons à cette occasion la relation entre le maillage et le temps cpu
consommé par le modèle numérique.
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O.1 Maillages utilisés

Nous présentons ici un exemple de modélisation de l'e�ondrement de Nice sur di�érentes discrétisations
de la topographie. Nous avons à notre disposition :

1. un pro�l bathymétrique �n, fourni par l'ifremer, dont le pas d'espace est de 100 m.

2. un pro�l bathymétrique calculé par pas d'espace �xe de 25 m, à partir de la source [ifremer et
Assier, 1999].

Nous avons extrait de ces données trois maillages tests (cf. �gure O.1 page suivante) :

MF: Le maillage �n correspond à la topographie �ne 1, sans traitement.

MG: Le maillage grossier a été construit à partir des minima et des maxima locaux de la topographie
�ne. Son pas d'espace est compris entre 500 m et 2 km. Le dépliage de ce maillage montre que sa
longueur est identique à celle du maillage (MF) : �(LMF �LMG) � 7m, puisqu'en e�et les gradients
de pentes sont très faibles.
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Annexe O. Impact de la topographie sur les résultats de modélisation : cas de l'e�ondrement de Nice

m

m

Fig. O.1 � Pro�l bathymétrique reconstitué de la vallée du Var, le long d'une section 2D. Pro�ls de

topographie �ne (MF), grossière (MG) et lisse (ML).

ML : Le maillage lisse est extrait 81 du pro�l bathymétrique 2. Son pas varie entre 1 km �lorsqu'il y a
de forts gradients de pente� et 10 km �lorsqu'il y a de faibles gradients de pente. Il est d'un point
de vue des gradients de pente en tous points identique au pro�l 2.

Les di�érences entre les pro�ls (MF) et (MG) sont peu visibles à l'÷il nu (cf. �gure O.1). Le maillage
(ML) reproduit les gradients de pente de façon satisfaisante.

Le maillage grossier n'est constitué que d'approximativement 12,8% des éléments du maillage �n (cf.
tableau O.1). Le maillage lisse n'est, lui, constitué que de 44 éléments, ce qui ne représente qu'environ
3,7% du nombre de mailles du maillage �n.

Maillage Fin Maillage Grossier Maillage Lisse

1201 éléments 154 éléments 44 éléments

Tab. O.1 � Constitution des maillages

Dans les zones où le gradient de pente varie peu avec l'espace, le maillage grossier (MG) constitue une
approximation satisfaisante du maillage (MF) (cf. �gure O.2 page suivante). Le maillage (ML) restitue
correctement le gradient de pente.

Cependant, à une échelle �ne, le maillage �n (MF) contient parfois des variations hautes fréquences qui
sont moins bien restituées par le maillage grossier (MG) et ignorées par le maillage (ML) (cf. �gure O.3
page ci-contre).

O.2 Données de la modélisation

Les paramètres et les conditions initiales de la modélisation sont reportés dans le tableau O.2 page
suivante. Ils sont proches des paramètres par défaut du modèle (cf. annexe J page 319).

81. C'est en fait l'inverse, le pro�l bathymétrique 2 avait, semble-t-il, été construit en discrétisant de très grands éléments.
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O.2. Données de la modélisation

m

m

Fig. O.2 � Pro�ls de topographie �ne (MF) grossière (MG) et lisse (ML), grossissement.

m

m

Fig. O.3 � Pro�ls de topographie �ne (MF), grossière (MG) et lisse (ML), grossissement.

C0 C1 C2 C3 C4

0.008 0.00153 0.0204 1. 1.

V0 h0 U0 U?
0 �0 d

10:4 21 0.41 0.41 0.2 200 �m

Tab. O.2 � Paramètres et conditions initiales de la modélisation
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O.3 Sensibilité au temps de calcul

La précision de l'intégration est �xée à 10�6 pour les trois calculs.

Maillage Fin (MF) Maillage Grossier (MG) Maillage Lisse (ML)

11.81 1.21 0.92

Tab. O.3 � Temps cpu des simulations sur maillage �n et grossier.

Les temps de calcul (utilisateur) sont reportés dans le tableau O.3. Le temps cpu sur maillage grossier
ne représente que 10,24% du temps cpu sur maillage �n. Sur le maillage lisse, le gain est un peu plus
important, puisque ce temps ne représente plus que 7,79% du temps sur maillage �n et 76,03% du temps
sur maillage grossier.

Nb. de pas de temps Maillage Fin Maillage Grossier Maillage Lisse

Accepté 391 133 118
Repris 728 36 9
% R/A 186% 27% 7,5%

Tab. O.4 � Nombre de pas de temps accepté et nombre de pas de temps repris pour conserver la précision

sur l'erreur de troncature et sur le maillage.

Comme le montre le tableau O.4, pour un maillage �n le pas de temps est fréquemment réduit (plus
de deux fois sur une) pour imposer à l'algorithme de � visiter � toutes les mailles. Le choix que nous
avons fait sur l'algorithme peut donc s'avérer pénalisant. Il peut s'en suivre une réduction inutile du pas
de temps lorsque, par exemple, les gradients entre deux mailles successives sont pratiquement constants.
Cette méthode permet néanmoins de conserver la précision des résultats vis à vis du support 82. Pour
le maillage lisse, les pas de temps repris ne sont pas dus au maillage mais à l'erreur de troncature (cf.
section I.5.3 page 315).

O.4 Résultats

Comme nous l'avions vu à la section 7.4.1 page 169, la topographie est un des facteurs de contrôle les
plus importants dans le développement de l'écoulement.

Les simpli�cations e�ectuées sur le maillage (MG), bien que respectant les minima et les maxima
de gradients, se font ressentir de façon importante sur la dynamique de l'écoulement 83. De très faibles
di�érences de gradients engendrent des di�érences signi�catives sur l'évolution de la position du front en
fonction du temps (cf. �gure O.4 page suivante).

Ces di�érences sont également ressenties dans le calcul de la vitesse du front en fonction de la position
(cf. �gure O.5 page ci-contre). Les variations de vitesses, bien qu'en phase, n'ont pas la même amplitude
(cf. kilomètre 20, �gure O.5 page suivante).

Les grandeurs géométriques sont également a�ectées par cette simpli�cation dans la partie distale (cf
�gure O.6 page 360).

En�n, le pro�l de dépôt n'est pas, lui non plus, insensible à ce changement de taille des mailles (cf.
�gure O.7 page 360).

82. La simulation sur maillage grossier peut être vue comme une simulation où il n'y aurait pas de condition imposant

une réduction du pas de temps en fonction du maillage.

83. Il ne s'agit pas ici de problèmes de précision du modèle numérique de résolution des équations di�érentielles.
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Fig. O.4 � Position du front en fonction du temps
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Fig. O.5 � Vitesse en fonction de la position du front
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Fig. O.6 �Hauteur en fonction de la position. Les pointillés représentent le hauteur de la ride sédimentaire

du Var.

m

m

Fig. O.7 � Épaisseur déposée.
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O.5 Détermination de la précision imposée par le maillage �n

(MF)

Les précisions relatives, ainsi que les temps cpu et les nombres de pas de temps associés, sont reportés
dans le tableau O.5

Précision Temps cpu Nb. de pas de temps %
Accepté Repris R/A

10�2 12.03 345 781 226%
10�4 12.04 359 778 216%
10�8 11.54 542 569 104%
10�10 14.29 958 353 36%

Tab. O.5 � Nombre de pas de temps accepté et nombre de pas de temps repris pour conserver la précision.

La discrétisation très �ne du maillage (MF) impose d'elle-même une précision supérieure à 10�8 ! Les
�gures page suivante montrent la relative insensibilité des résultats à la précision imposée.
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Fig. O.8 � Position du front en fonction du temps
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Fig. O.9 � Vitesse en fonction de la position du

front

m

m

Fig. O.10 � Hauteur en fonction de la position. Les

pointillés représentent la hauteur de la ride sédi-

mentaire du Var.

m

m

Fig. O.11 � Épaisseur déposée.
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O.6 Conclusion

Comme nous avons pu le constater sur un cas réel, le pro�l bathymétrique est un facteur de contrôle
important. Ses variations à haute fréquence ont un impact non négligeable sur la dynamique et la géo-
métrie de l'écoulement, ainsi que sur l'extension et la géométrie des dépôts résultants.

m

m
/
s

m

m

Fig. O.12 � À gauche : Pro�ls de topographie �ne (MF), grossière (MG) et lisse (ML), grossissement au

voisinage du kilomètre 20. À droite : Vitesse du front en fonction de la position.

De très faibles changements de pro�ls de pente (cf. �gure O.12), sans engendrer de di�érences qua-
litatives, peuvent conduire à des di�érences quantitatives importantes sur la dynamique et le pro�l de
dépôt.

En privilégiant la précision des résultats, l'algorithme est pénalisé sur les topographies dont les varia-
tions doivent être représentées �nement. Sur les topographies relativement uniformes, un gain de temps
de calcul important peut être obtenu en simpli�ant le maillage 84.

En�n, l'intérêt d'utiliser une topographie �ne (MF) est discutable si l'on considère les incertitudes
sur d'autres paramètres, tels que le trajet exact de l'écoulement ou la taille des particules. Les erreurs
relatives entre les trois simulations sont inférieures à 20 %. Les résultats restent voisins.

Ces considérations nous ont conduit à choisir la topographie lisse (ML) pour les tests d'inversion.
Cette dernière restitue de façon satisfaisante les gradients de la vallée du Var.

84. Une simulation sur une seule maille ou sur cent mailles représentant cette maille donne exactement le même résultat,

mais le temps calcul n'est cependant pas le même !
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Glossaire

On trouve ici des dé�nitions de termes géologiques et mécaniques.

A�eurement : Partie d'un terrain visible à la surface de la terre.

Anoxique : (eau) Absence d'oxygène libre utilisable par les êtres vivants. L'anoxie d'un milieu marin
s'explique généralement par une stagnation des eaux ; la matière organique y fermente alors, en
condition anaérobies, et peut s'accumuler dans les sédiments.

Argile : Terme désignant soit un minéral (= minéral argileux), soit une roche composée pour l'essentiel
de ces minéraux.

1. Minéraux argileux (cf. Annexe C) : Phyllosilicates hydratés, se présentant en très petits cristaux
(quelques �m, en plaquettes hexagonales ou parfois en �bres). Ces minéraux sont très nombreux
avec principalement : la kaolinite, l'illite.

2. Roches argileuses : Roches sédimentaire à grain très �n (classe des lutites), contenant au moins
50% de minéraux argileux, auxquels peuvent s'ajouter d'autres minéraux très divers.

Bassin océanique : Les bassins océaniques occupent l'espace situé entre les dorsales et les marges conti-
nentales. En s'approchant d'un continent, deux cas peuvent se présenter :

1. Celui-ci est bordé par une fosse océanique, sillon large de quelque 100 km et profond de 8 à
11 km (cas des marges actives, avec subduction). Cette fosse reçoit les apports terrigènes, qui
s'y sédimentent et ne vont pas plus au large dans l'océan.

2. Il n'est pas bordé par une fosse océanique (cas des marges continentales passives) et les apports
terrigènes, qui transitent par les canyons sous-marins, s'étalent sur le glacis continental en delta
sous-marins, et s'avancent assez loin dans le bassin océanique en formant les plaines abyssales.
(cf. marge continentale).

Bingham : (�uide de) cf. Non Newtonien.

Carpette de traction : Les origines de la couche de � carpette de traction � d'après la �gure page
suivante.

A : Les interactions granulaires à la base d'un courant turbiditique de concentration élevée, pro-
duisent un grano-classement inverse dans l'écoulement.

B : La sédimentation continue de la suspension produit une carpette de traction dense qui est
soutenue par la pression de dispersion et cisaillée par l'écoulement supérieur.

C : La partie supérieure de la carpette de traction se �ge (segment vertical sur le pro�l de vitesse),
le cisaillement étant concentré à la base de la carpette.

D : La zone de cisaillement cesse entièrement de bouger et devient soudé au lit. La répétition de ces
processus conduit à des divisions de strati�cations à grano-classement inverse tel la structure
S2 de la trubidite de Lowe (cf. � A.2.4).

Cisaillement : (contraintes de, plan de : : : )

1. En tectonique : plan de cassure, et déplacement suivant ce plan, dans une masse rocheuse.

2. En physique : Composante de la contrainte dans le plan de la surface d'application (aussi
appelée contrainte tangentielle).

Clast : Fragment de cristal, de fossile, ou de roche inclus dans une roche.
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Glossaire

Fig. 1 � Les origines de la couche de � carpette de traction �

Compaction : Création d'un état compact par l'action naturelle du tassement des roches au cours du
temps.

Cône de déjection : Accumulation, en éventail élargi vers le bas, des matériaux transportés par un
torrent, là où il perd sa vitesse et où sa compétence diminue.

Cône sous-marin : Accumulation sous-marine, en éventail élargi vers le bas, sur le glacis continental
et jusque dans la plaine abyssale (là où ils perdent leur vitesse et où leur compétence diminue), de
sédiments terrigènes transportés par des courants de gravité descendus par des canyons sous-marins.

Continuité : (équation de) Équation de conservation de la masse.

Coriolis : (force) Force qui s'exerce sur les corps en mouvement à la surface de la Terre et par rapport
à elle du fait de leur inertie et de la rotation du Globe autour de son axe.

Débrites : Dépôt de debris-�ow cf. � A.2.1

Déformation : 1. Élastique : Déformation réversible (susceptible de retour à l'état initial) qui dispa-
raît complètement quand la pression cesse d'exercer son action.

2. Plastique : Déformation permanente et proportionnelle à la pression.

3. Visqueuse : Déformation permanente et fonction du temps, qui peut avoir lieu même si la
contrainte est relativement faible.

Distal : Éloigné d'un lieu pris comme référence. Par exemple, turbidites distales : déposées loin des
sources d'apports terrigènes. Ant. proximal.

Élastique : cf. déformation.

Énergie : (potentielle et cinétique) C'est la capacité de fournir du travail. L'énergie potentielle est l'éner-
gie résultant de la position d'un corps par rapport à un autre ou de deux parties relatives d'un même
corps. L'énergie cinétique est l'énergie due au mouvement. Sa variation au cours du mouvement est
égale au travail des forces appliquées (conservatives ou non).

Eustatisme : Changement d'ensemble du niveau des mers dû à la formation ou fusion des calottes
glaciaires, ce qui modi�e le volume des océans, à l'écrasement des fosses marines, ou au changement
d'accrétion des fonds océaniques, ces phénomènes modi�ant la forme et la capacité des bassins
océaniques.

Floculation : Agrégation de particules dans l'eau, due à des forces attractives interparticulaires.

Fluctuation : (de vitesse) Pour un écoulement turbulent, on dé�nit u la vitesse instantanée, U la vi-
tesse moyenne sur une période de temps su�samment longue pour intégrer un grand nombre de
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�uctuations. La vitesse instantanée des �uctuations est u0, dé�nit par :

u0 = u� U

Ce sont ces vitesses �uctuantes qui sont importantes pour les phénomènes de dissipation de l'énergie,
de transfert de masse et de chaleur dans la turbulence.

Fluidisé : (écoulement) cf. � 1.6.

Friction : (vitesse de) Vitesse permettant de présenter de manière non dimensionnelle le pro�l des vi-
tesses moyennes pour les écoulements turbulents.

Froude : (nombre de) Nombre caractérisant le rapport des forces inertielles aux forces gravitationnelles :

Fr =

r
u2

h

Pour les écoulements diphasiques, on utilise d'avantage le nombre de Froude densimétrique :

Fr =

s
�u2

��gh

On distingue deux états d'écoulement :

1. subcritique avec Fr < 1 ;

2. supercritique avec Fr > 1.

Granoclassement ou grano-classement : (graded bedding) A l'intérieur d'un sédiment détritique, clas-
sement des grains selon une taille décroissant du bas vers le haut.

Granulométrie : Classement des sédiments selon la proportion des grains de di�érentes dimensions (cf.
Annexe C).

Hémipélagique : Se dit d'un dépôt sédimentaire marin formé par la lente accumulation sur le fond
d'organismes pélagiques et de �nes particules détritiques. Ce type de dépôt est souvent intercalé
entre les turbidites.

Fig. 2 � Comparaison entre les pro�ls de vitesse laminaires et turbulents dans un tube
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Laminaire : (écoulement) Écoulement caractérisé par le glissement des couches de �uide les unes sur les
autres. Le régime laminaire est opposé au régime turbulent.

En régime laminaire, le rapport entre la vitesse maximale et la vitesse moyenne vaut 2, alors qu'en
régime turbulent ce rapport prend des valeurs considérablement plus basses, variables suivant la
vitesse moyenne (cf. �gure page précédente).

Lamination : Disposition des constituants d'un sédiment en �nes lames (env. 1 mm). Elles peuvent être
dues à l'action des courants sur le fond sous-marin, et s'observent notamment dans les turbidites,
surtout distales (intervalles B, C et D de Bouma).

Longueur de mélange : Longueur l sur laquelle les tourbillons macroscopiques de vitesse u0 conservent
leur vitesse. Elle permet, dans la théorie de Prandtl, de déterminer la viscosité turbulente :

�T = u0l

Marge continentale : Région immergée de la bordure d'un continent faisant le raccord avec les fond
océaniques. On distingue les marges continentales passives, où le passage de la croûte continentale
à la croûte océanique se fait au sein de la même plaque lithosphérique, et les marges continentales
actives, où la croûte océanique s'enfonce par subduction sous la croûte continentale. Une marge
passive comprend de l'intérieur à l'extérieur (i.e. en s'éloignant du rivage) :

1. Le plateau continental, zone plane, légèrement inclinée vers la mer , large en moyenne de 80
km, profond de 200 m tout au plus ;

2. La pente continentale (ou talus continental), large de 45 km en moyenne et dont la profondeur
va de 200 à 4000 m (pente : 5o), entamée ça et là par des canyons sous-marins ;

3. Le glacis continental à pente très faible (moins de 1o) qui va de 4000 à 5000 m et se raccorde
aux bassins océaniques.

Dans une marge active, le glacis continental est remplacé par une fosse marginale large de 80 à 100
km et dont la profondeur atteint 11 km (zones les plus profonde des océans). Ce type de marge
est marqué par une activité sismique importante. Un cas plus complexe de marge active est celui
où, entre la pente continentale et la fosse marginale, existe un arc insulaire, de nature également
continentale, qui ménage, entre lui et la côte, un bassin marginal (= mer marginale).

Matrice : Dans une roche présentant des éléments de grande taille, c'est la partie qui englobe ces derniers,
et qui peut être composée d'éléments plus petits ou d'une masse indi�érenciée.

Newtonien : (�uide) Fluide dont la viscosité est constante quel que soit le gradient de vitesse, et dont
la loi de comportement s'écrit :

� = �
@u

@y

Non Newtonien : (�uide) La plupart des liquides à structure moléculaire complexe ont un comporte-
ment non Newtonien. La loi la plus simple rencontrée dans le cas des liquides viscoplastiques est
celle du �uide de Bingham dont le comportement est Newtonien au-delà d'une contrainte seuil �y,
de telle sorte que la loi de comportement s'écrit :

� = �y + �
@u

@y

Pélagique : 1. Se dit d'un animal ou d'un végétal marin qui ne vit pas sur le fond, mais qui nage
(necton) ou qui �otte (plancton).

2. Par extension, s'applique aussi à des roches sédimentaires qui ne contiennent que des fossiles
pélagiques.

Perméabilité : Aptitude d'un milieu à se laisser traverser par un �uide. La loi de Darcy relie le volume
de l'écoulement par unité de temps q, à la section A d'un échantillon, au coe�cient de perméabilité
k et au gradient hydraulique i :

q = kAi
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k est calculé par la relation :

k =
�ql

A (P1 � P0)

avec l longueur de l'échantillon, P1 pression d'entrée, P0 pression de sortie.

Plastique : cf. Déformation.

Porosité : La porosité d'un sédiment est dé�nie comme le rapport du volume des pores au volume total
du sédiment, exprimée comme un pourcentage.

Proximal : Proche d'un lieu pris comme référence. Par exemple turbidites proximales, car déposées près
des sources d'apports terrigènes. Ant. distal.

Pyroclastique : S'applique aux débris de roches magmatiques éjectés par les volcans.

Reynolds : (nombre de) Nombre caractérisant le rapport des forces inertielles aux forces visqueuses.

Re =
�ul

�

Cette quantité est non dimensionnelle, et permet de distinguer deux états d'écoulement :

� quand Re est faible l'écoulement est laminaire

� quand Re est fort l'écoulement est turbulent.

Rhéologie : Étude des déformations et des vitesses de déformation des matériaux qui sont soumis à des
contraintes.

Richardson : (nombre de) Inverse du carré du nombre de Froude.

Rigidité : cf. � 1.3.6.2.

Solide de Hooke : Solide qui se déforme linéairement avec les contraintes.

�ij = �"llÆij + 2�"ij

Cette loi traduit le comportement des matériaux élastiques isotropes, elle est connue sous le nom
de loi de Hooke. Les coe�cients � et � sont les coe�cient de Lamé.

Silt : Mot anglais désignant les sédiments détritiques meubles dont le grain est compris entre 1/256 mm
(3.9 �m) et 1/16 mm (62.4 �m) (classe des lutites, cf. Annexe C) ; Il désigne aussi fréquemment les
roches sédimentaires plus ou moins consolidées qui en dérivent.

Stationnaire : (écoulement) Écoulement dont les caractéristiques ne varient pas dans le temps.

Subcritique : (écoulement) Écoulement caractérisé par une surface libre lisse et plate et sur laquelle les
vagues générées par un quelconque processus sont rapidement amorties (Fr < 1).

Supercritique : (écoulement) Écoulement pour lequel les forces gravitationnelles sont insu�santes à
stabiliser la surface (Fr > 1).

Surpression : Pression supérieure à la pression hydrostatique devant régner normalement à une pro-
fondeur donnée, due à des e�ets ajoutés à ceux de la gravité, tels que la compaction des couches
argileuses.

Terrigène : (On devrait dire terrigénique ou terrigénétique) Se dit de tout élément �guré (fragment de
roche, minéral, : : : ) qui a été arraché à une terre émergée par l'érosion, ainsi qu'aux sédiments qui
en sont constitués.

Turbidite : cf. � A.2.4.

Turbiditique : (courant) cf. � 1.7.

Turbulence : Aspect macroscopiquement désordonné du mouvement d'un �uide, cf. Laminaire.

Uniforme : (écoulement) Écoulement dont les caractéristiques ne varient pas dans l'espace.

Viscosité : Caractéristique d'un corps dont le mouvement des molécules est soumis à des forces de
frottement intermoléculaires, qui se traduit par la résistance que ce corps, déformable de façon per-
manente, oppose aux forces qui lui sont appliquées. Elle entraîne au sein d'un �uide en mouvement
un déperdition d'énergie. La viscosité dynamique ou absolue est notée �. On utilise également la
viscosité cinématique dé�nie par :

� =
�

�
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Visqueux : cf. Déformation.

Vorticité : La turbulence est toujours associée à un caractère localement tourbillonnaire appelé encore
champ aléatoire de vorticité ! où :

! = r� u
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Nomenclature

Les notations sont données par ordre alphabétique et par chapitre. Les crochets indiquent la dimension
de la variable ; Les numéros d'équation et de page renvoient à la première apparition de la variable dans
le chapitre.

Chapitre 1

Fr nombre de Froude densimétrique
�q

�

��
u2

gh

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 16

Re nombre de Reynolds
�
�ul

�

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 16

Chapitre 2

�� partie moyenne de � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.54) page 46
�0 partie �uctuante de � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.54) page 46

a coe�cient de friction fonction du nombre de Reynolds et du nombre de Froude . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.4) page 27

d contraste de densité entre l'écoulement et le �uide ambiant . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.2) page 27

ex facteur e�cace (� 0:01) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.15b) page 33

f coe�cient de friction adimensionnel de Darcy�Weisbach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.3) page 27

f0 coe�cient de friction attribué à la friction basale (et latérale dans le cas d'écoulements chena-
lisés) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.5) page 28

f1 coe�cient de friction attribué à la friction à l'interface supérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 28

g accélération de la gravité
�
LT�2

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.3) page 27

g0 accélération apparente de la gravité (g��=�)
�
LT�2

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.4) page 27

h épaisseur moyenne de l'écoulement [L] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.2) page 27

hr échelle verticale caractéristique des éléments rugueux [L] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.5) page 28

ht épaisseur moyenne de la tête de l'écoulement [L] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.6) page 28

k énergie cinétique turbulente (partie diagonale du tenseur de Reynolds)
�
L2T�2

�
. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.56) page 47

kv coe�cient de masse virtuelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.17) page 34

l longeur moyenne de l'écoulement [L] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 27

p pression du mélange
�
ML�1T�2

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.47) page 44

pf pression de la phase �uide
�
ML�1T�2

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.32) page 42

r rayon hydraulique (� profondeur du chenal) [L] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.1) page 27

s pente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.1) page 27

ui ie composante de la vitesse volumique moyenne du mélange
�
LT�1

�
. . . . . . . éq. (2.36) page 42
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u? vitesse de friction turbulente
�
LT�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.25) page 38

ufi ie composante de la vitesse du �uide
�
LT�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.30) page 41

upi ie composante de la vitesse des particules
�
LT�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.31) page 41

vi ie composante de la vitesse massique moyenne du mélange
�
LT�1

�
. . . . . . . . . éq. (2.35) page 42

A volume par unité de surface de l'écoulement
�
L2
�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.16) page 34

Bi ie composante des forces volumiques
�
LT�2

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.32) page 42

C constante empirique
h
L

1
2 T�1

i
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.1) page 27

C1 constante empirique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.8) page 29

Cf coe�cient de friction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.17) page 34

Ct coe�cient de friction de la tête de l'écoulement (0.74 d'après Benjamin [1968] et 0.71 d'après
Keulegan [1946]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.6) page 28

D coe�cient de di�usion des particules
�
L2T�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.42) page 44

E taux d'entraînement de �uide ambiant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.9) page 29

ET taux d'entrainement des sédiments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.26) page 38

Ff force d'interface
�
ML�2T�2

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.32) page 42

Ji di�usion moléculaire ou transport par les �uctuations
�
L3T�3

�
. . . . . . . . . . . . éq. (2.56) page 47

L largeur moyenne de l'écoulement [L] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 27

Pk création�destruction d'énergie par le tenseur de Reynolds
�
L2T�3

�
. . . . . . . . éq. (2.56) page 47

U vitesse moyenne de l'écoulement
�
LT�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.1) page 27

Ue vitesse d'entrainement
�
LT�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.16) page 34

Uf vitesse du front
�
LT�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.19) page 35

Ut vitesse de la tête du courant
�
LT�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.6) page 28

V composante latérale de la vitesse
�
LT�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.10) page 30

Vf volume de �uide
�
L3
�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.28) page 41

Vp volume occupé par les particules
�
L3
�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.28) page 41

Vs vitesse de sédimentation
�
LT�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.18) page 35

W vitesse moyenne de sédimentation
�
LT�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.8) page 29

� coe�cient empirique � 0,1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.5) page 28

" dissipation d'énergie
�
L2T�3

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.56) page 47

� variable de similitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.21) page 37

� fonction de similitude (facteurs de forme) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.23) page 37

� angle de pente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 27

� viscosité dynamique
�
ML�1T�1

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.49) page 45

� masse volumique moyenne du mélange
�
ML�3

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.34) page 42

�f masse volumique du �uide
�
ML�3

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.30) page 41

�p masse volumique des particules
�
ML�3

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.31) page 41

�s masse volumique de la phase solide
�
ML�3

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.11) page 30

�w masse volumique de la phase �uide
�
ML�3

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.11) page 30

�ij la composante ij du tenseur des contraintes du mélange
�
ML�1T�2

�
. . . . . . éq. (2.47) page 44

�b friction basale
�
ML�1T�2

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.13) page 32

�f
ij

composante ij du tenseur des contraintes du �uide
�
ML�1T�2

�
. . . . . . . . . . . éq. (2.32) page 42

� fraction volumique solide en suspension (cf. page 41) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.11) page 30

�b la fraction volumique des sédiments au bas de l'écoulement en z = b . . . . . . . éq. (2.26) page 38
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�f fraction volumique du �uide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.29) page 41

! puissance gravitationnelle disponible par unité d'aire
�
MT�3

�
. . . . . . . . . . . . . éq. (2.11) page 30

!n puissance nécessaire pour maintenir la charge en suspension par unité d'aire
�
MT�3

�
. . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éq. (2.12) page 30

!� puissance par unité d'aire dissipée par la friction basale
�
MT�3

�
. . . . . . . . . . éq. (2.13) page 32

� fraction volumique moyenne des sédiments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.25) page 38


 tenseur de Coriolis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éq. (2.51) page 45

Chapitre 3

h hauteur de l'objet [L] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 64

l longueur de l'objet [L] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 64

vs vitesse de chute des particules
�
LT�1

�
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Résumé

Nous proposons dans cette thèse un modèle mathématique simple adapté à la sédimentation des
dépôts gravitaires en eaux profondes. L'écoulement est traité comme un objet géométrique déformable.
Les principaux mécanismes physiques pris en compte par le modèle sont : 1. La turbulence ; 2. L'étalement
dû aux forces de pression ; 3. L'incorporation de �uide le long de l'interface suspension��uide ambiant ;
4. La sédimentation de particules ; 5. L'érosion de particules.

Les solutions analytiques asymptotiques du système di�érentiel non-linéaire montrent la consistance
des solutions numériques sur les temps longs. Les tests numériques permettent de quanti�er l'impact
qualitatif et quantitatif des paramètres physiques du modèle, des conditions initiales et des paramètres
de contrôle (pente, granulométrie).

Une méthode d'inversion est mise en ÷uvre pour l'identi�cation des conditions initiales et/ou des pa-
ramètres du modèle. L'inversion partielle (détermination des conditions initiales) appliquée à des modèles
réduits expérimentaux montre le bon comportement qualitatif du modèle et cela même hors du domaine
de validité strict de ce dernier. L'inversion totale (identi�cation des paramètres physiques et détermina-
tion des conditions initiales) montre le bon comportement du modèle d'un point de vue quantitatif au
niveau des vitesses de l'écoulement et des épaisseurs déposées. La méthode d'inversion est appliquée à
l'e�ondrement de l'aéroport de Nice en 1979 pour tester des scénarios d'écoulement. Contrainte par les
ruptures de câbles et/ou les épaisseurs déposées, elle permet, par exemple, d'estimer le volume initial ou
les paramètres physiques de l'e�ondrement (coe�cient de friction, nombre de Schmidt turbulent modi�é,
etc.).

Malgré quelques limitations, principalement dues aux simpli�cations géométriques de l'écoulement, ce
modèle complet constitue un premier pas vers la compréhension quantitative de l'impact des paramètres
externes �tels que la nature et la quantité des apports en sédiments, la géométrie du bassin� sur la
dynamique des courants turbiditiques et l'organisation des séquences de dépôts qui en résultent. Grâce
à ses faibles temps de calcul sur micro-ordinateur, il est envisageable de simuler des séries d'événements
et de former ainsi des séquences de dépôt multi-événementielles. Il peut être utilisé pour reconstruire les
processus de sédimentation et les dépôts résultants.

Mots-clés: écoulement gravitaire catastrophique / objet écoulement / équations di�érentielles / inversion
/ modèles réduits / analogue réel / turbidites.

Abstract

In this thesis, we propose a simple mathematical model for the sedimentation of gravity deposits in
deep water. The �ow is considered as a deformable geometrical object. Main physical features of the
model include : 1. Turbulence; 2. Spreading due to pressure forces; 3. Water incorporation at the
suspension�ambient �uid interface; 4. Particles settling; 5. Particles erosion.

Asymptotic analytical solutions of the non-linear di�erential system show the consistency of long
times numerical solutions. Numerical tests allow the quanti�cation of the impact of physical parameters,
initial conditions and controlling parameters (slope, granulometry).

An inverse method is developed in order to identify initial conditions and/or model parameters. Partial
inversion (initial conditions identi�cation) applied to small-scaled models, shows the good qualitative
behaviour of the model, even out of its validity range. Total inversion (physical parameters and initial
conditions identi�cation) shows the good quantitative behaviour of the model on velocities and deposit
thicknesses. Application of the inverse method to the Nice 1979 gravity �ow (south�France), constrained
by cable breaks and/or deposit thicknesses, leads, for example, to initial volume estimation or �ow
physical parameters (friction coe�cient, modi�ed turbulent Schmidt number, etc.).

Despite some limitations, due to the geometrical simpli�cation of the �ow, this complete model consti-
tutes a �rst step towards quantitative comprehension of the impact of external parameters on catastrophic
gravity �ow dynamics and on the organization of subsequent deposits. Due to its very short computa-
tional times, it is foreseeable to simulate series of events and therefore to form multi-event depositional
sequences. It can be used to reconstruct the sedimentation processes and the resulting architecture of
deep-water reservoirs.

Keywords: catastrophic gravity �ow / �ow object / di�erential equations / inversion / small-scaled
model / real analogue / turbidites.


