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THESE

« Cataleptique
Elan cyclopéen
Zone inhospitaliere
S’en sortira demain
Qu'il est loin le soleil »

Bertrand Cantat

Le mot le plus important, peut-étre, du titre de cette thé&séeemotefficace:
il a deux aspects, un aspect temporel, il faut aller le pltespossible, et un aspect
spatial, il faut consommer le moins possible de mémoire.déetarations d'in-
tention peuvent sembler ambitieuses, mais c’est en garddig idée a I'esprit
gue nous avons développé et mené des expeériences surrdgfargorithmes de
calcul formel.

Si le calcul numérique s’attache a résoudre des problenmtifiques en cal-
culant des solutions approchées, le calcul formel dévelales réponses exactes.
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Seulement, les architectures des processeurs actuetssiruites pour le calcul
numérigue ; et méme si une machine possede, en général yiesde représen-
tations pour les nombres, les nombres a virgule flottantesshbmbre®ntiers
ceux-ci n’en restent pas moins des outils d’approximatimeffet, les nombres
flottants, d’'une part, sont les chiffres significatifs, esdad, d’'un nombre décimal
alors que les nombres entiers, d’autre part, sont les ehiffr's moins significa-
tifs, généralement dans I'écriture binaire, d'un entidatie Néanmoins, il est
possible, a I'aide de ces outils, de construire des représens exactes, pour les
entiers ou les décimaux au moins, les réels étant en gémanaicendants. Par
exemple, il est possible d’obtenir une précision, a priifinie, en représentant
un entier relatif par une liste d’entiers machine ; une aigkée est d’adopter une
représentation modulaire, ou un entier est représentéepaestes modulo un en-
semble d’entiers plus petits.

Depuis quelques années, I'extension de ['utilisation defdlimatique dans
tous les domaines de recherche scientifique et techniquadigttpar un besoin
croissant de puissance de calcul. L'augmentation de lasstedes microproces-
seurs ainsi que de leur capacité mémoire n'est plus suffigamir couvrir ces
besoins. La mise en commun des ressources de plusieursgeacg, dans une
méme machine, ou a l'aide de réseaux a haut débit, est a méfoerda I'aleph
nécessaire. Il est donc vital d’employer ces ressourcgamailele, et de bien les
employer ; en particulier, il s’agit de réduire les commuatiens entre processeurs
pour favoriser le calcul, et de réagir dynamiquement auédihces de caracté-
ristiques et de charge des processeurs.

En pratique, le probléme principal que nous cherchons aidésest le calcul
d’'une forme canonique de trés grandes matrices creusedfiienés entiers, la
forme normale de Smith, pour étre a méme de résoudre ou d& coewprendre
les systémes éqguations linéairegu’elles représentent. Par « trés grandes », nous
entendons un million d’inconnues et un million d’équatioa®st-a-dire mille
milliards de termes. De tels systemes sont méme, en gémapssibles a sto-
cker actuellement. Cependant, nous nous intéressons gaiemes dans lesquels
beaucoup de ces termes sont identiques et valent zéro ; lendaans ce cas de
systémecreux par opposition a un systéme dense. Il suffit, alors, de stdels
autres variables. La limite actuelle sur le nombre de ceaabias, permettant de
calculer avec ces systemes, semble étre de I'ordre de sqsettipaines de mil-
lions d’éléments. Enfin, nous travaillons avec des nomhmgers. Cela induit un
calcul exact mais impliqgue deux problemes principaux : péeement, la taille
des entiers n'est pas bornée a priori puisque I'ensemblemtixeys est infini et,
deuxiémement, les opérations entiéres sont limitées\isidn n’est pas toujours
définie par exemple). Pour résoudre ces problémes, nougptamesons, dans un



premier temps, dans une structure algébrique plus petaetetisant toutes les
opérations classiques, worps fini Un corps fini est simplement une extension
d’'un ensemble d’entiers modulo un nombre premier. La retcoctson de la solu-
tion entiére a partir des solutions plus petites est enselitivement aisée.

Dans ce cadre, la thése que nous défendons peut donc se résusner
Associée a une arithmétique rapide et un parallélisme poetaldrdonnancement
dynamique, la résolution exacte de trés grands systemesrbséaeux peut étre
envisagée en pratique.

La premiére étape pour réaliser ce projet est donc d’avariomplémenta-
tion efficace des corps finis. Dans la premiére partie, noysgsans une méthode
pour construire et utiliser les corps finis (83) et la comparensuite a différentes
méthodes existantes (84).

Ensuite, la deuxiéme partie s'attache a décrire difféseemtéthodes de calcul
du rang (le nombre d’équations indépendantes) de matnieases a coefficients
dans un corps fini. En effet, nous verrons que le calcul du eshgne brique es-
sentielle au calcul de la forme de Smith. Le premier chagituelie des variantes
de la méthode d’élimination de GauR3 (85). Le deuxieme clepttrdie des algo-
rithmes itératifs pour calculer le rang : les méthodes de d<ry§6). Le dernier
chapitre de cette partie définit précisément des domainégepiés de ces deux
types de méthodes (87).

Dans la troisieme partie de ce document, nous développonsunehalgo-
rithme fortement paralléle pour le calcul de la forme noerd# Smith, adapté au
cas des tres grandes matrices creuses. Aprés un état dethedgsractuels pour
le calcul de cette forme canonique (88), nous proposons umeh@lgorithme
pour le calcul parallele du polynéme minimal entier d’'unetnica creuse syme-
trique (89) puis son application au calcul de la forme noena Smith (810).

La derniére partie, enfin, justifie les choix des structueedahnées employées
(811) et décrit les modules, formés des algorithmes préseqtie nous avons im-
plémentés pour différents logiciels (§12).

Pour conclure cette introduction, nous présentons le dadieiel du calcul
formel dans lequel nous travaillons, Linbox, puis le modi#geprogrammation
paralléle que nous avons choisi, Athapascan-1 (82).
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L'objectif de ce chapitre est double. D’'une part, nous présenplusieurs bi-
bliotheques de calcul formel spécialisées dans différdmtsaines. Notre but est
de pouvoir utiliser, pour chaque partie de nos algorithraelsibliotheque la plus
performante sur ce point. Dans cette optique, le projet binbommun au CNRS
a Grenoble et & la National Science Foundation aux Etats Unis@aaada, s'in-
téresse a la définition d’interfaces communes pour bikdigties de calcul formel.
Nous le présentons dans la prochaine section.

D’autre part, aprés une bréve étude des langages de progtammparalléle,
nous choisissons Athapascan-1 comme interface. Nous mentiams la suite
gue ce modele nous parait le plus adapté, a la fois en terrmprdssion du pa-
rallélisme pour les algorithmes irréguliers du calcul fetiffordonnancement est
dynamique) et en terme de modéle de codt (dans le modéle giascan-1, le
tempsetl’espace mémoire sont bornés).

2.1 LINBOX

De nombreuses bibliotheques de calcul formel spécialiséstert actuel-
lement. Par exemple, les bibliotheques GMP [75] pour l'anétique entiére a
précision arbitraire, ou encore NTL [153] pour I'arithmétegpolynomiale, sont
guasiment des standards. Ces bibliotheques sont écrit€soenC++ pour des
raisons d'efficacité. Java est une autre piste pour écralgorithmes les plus
efficaces, mais ne semble pas encore compétitif [14 - Bématal. (1999)]. A
'opposé des bibliothéques pointues, on trouve des systeéomplets de calcul
tels que Maple [36, 114, 35], Mathematica [175], Axiom [178] plus spécifi-
guement, GAP [67]. Ces plates-formes sont trés répandudsetssantes par leur
simplicité d’utilisation et le vaste répertoire de leursgibilités. Toutefois, les dif-
férents algorithmes qui composent leur noyau ne sont pasregrag les meilleurs
du moment. En outre, ces systémes sont en général intexpMdés nous si-
tuons exactement au milieu de ces deux approches : nousngotiler parti des
implémentations de base les plus performantes pour éesralgorithmes spé-
cifiqgues les plus performants, puis les compiler et lessatildans les systemes
de calculs les plus simples. De plus, ce niveau parait ad¢upuet!’introduc-
tion de parallélisme dans le cas d’algorithmes irrégutigaralléliser a grain trop
fin est inefficace dans notre cas, les communications étarg Ergement pré-
pondérantes. A ce niveau, en effet, les algorithmes de Ici&lonel manipulant
des matrices, des polyndmes, par exemple, possédent umsuffisant. Enfin,
I'écriture d’algorithmes dans ce modéle se fait donc de evanjénérique pour
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pouvoir inter-changer les bibliotheques, afin de tirer leumiparti de leurs pos-
sibilités pour différents cas de figure. Non seulement ledlenes algorithmes de
base sont choisis et garantissent les meilleures perfaesanl’algorithme, mais,
en outre, un méme code peut alors étre réutilisé dans towsmsesnduisant un
confort de programmation majeur.

Logiciels de Calcul Formel

GAP

Package SimpHom
)
Algorlihmes

N

Maple Mathematica

E
i

Interface Linbox Parallélisme
| : \
// \ )

Bibliotheques spécialisées

\

L

NTL

FIGURE 2.1 — Le projet Linbox

Le projet CNRS-NSF Linbox [108 - Linbox Group (2000)], regroopidJni-
versité de Calgary, le Washington College dans le Maryléad,aboratoire de
Modélisation et Calcul a Grenoble, le Laboratoire Informaé et Distribution a
Grenoble, I'Université de I'Ontario de I'Ouest, I'Université Belaware, et I'Uni-
versité d’état de Caroline du Nord, s’inscrit dans ce cadur pi@velopper des
algorithmes de calcul de polyndmes minimaux, de formes atasde matrices,
de résolution de systémes linéaires et d’équations didjgmanes, par exemple.
L'organigramme 2.1 représente ce cadre de travalil.

Par ailleurs, il existe de nombreuses autres approchesl@aalcul formel
paralléle, J-L. Roch et G. Villard en font une étude exhaedtians [144 - Roch
et Villard (1997)]. Nous pensons que I'approche de LinboXasglus efficace et
la plus évolutive car elle est construite de maniere génénmpur pouvoir utiliser,
puis changer, les bibliothéques spécialisées les plusnpeaihtes. C’est donc dans
ce cadre que nous développons nos algorithmes pour la aotistr des corps fi-
nis, I'algébre linéaire creuse et le calcul de formes noesde matrices.
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Dans les sections suivantes, nous présentons brievemaéitlietheques spé-
cialisées que nous utilisons.

2.1.1 GMP

GNUmp,GNU Multiprecision PackagE’s - Granlund (2000)], est une biblio-
theque implémentant des nombres entiers signés, des nonaiennels, et des
nombres a virgule flottante en précision arbitraire. Tolgesfonctions ont une
interface normalisée. GNUmp est congu pour étre aussi rapiegagssible en
utilisant les mots machine comme type arithmétique de baisaytilisant des
algorithmes rapides, en optimisant soigneusement le cssiemeleur pour les
boucles intérieures les plus communes, et par une attegdiograle sur la vitesse
(par opposition a la simplicité ou a I'élégance). Nous uditis principalement les
fonctionnalités entieres de GMP (mpz), a savoir les opératie base (addition,
multiplication, division) ainsi que le test de primalitéopabiliste de Miller et
Rabin [139 - Rabin (1980)].

2.1.2 NTL

NTL, A Library for doing Number Theorj153 - Shoup (2000)], est une bi-
bliotheque C++ fournissant des structures de données elgaithmes pour des
nombres entiers signés de longueur arbitraire. Les stegimplémentées sont
des vecteurs, des matrices, et des polyndmeZ& swrsur des corps finis. Larith-
métique entiére utilise GMP. Nous utilisons NTL pour compaarenarithmé-
tique sur les corps finis.

2.1.3 ALP

ALP, Algébre Linéaire pour les Polynbmgkl6 - Mourrain et Prieto (2000)],
est une bibliotheque de classes C++ pour le calcul sciamifief symbolique
consacrée a l'algébre linéaire et polynomiale. Elle conitées classes de vec-
teurs, de matrices, de monémes, de polynémes et d’algaghme résolution
d’équations. Elle utilise plusieurs bibliotheques exésret spécialisées, comme
GMP, MPFR, umfpack, Lapack, RS, MPSolve. Nous l'utilisons mpoomparer
notre arithmétique sur les corps finis. Des algorithmes dritde rang sont aussi
implémentés dans ALP, mais seulement pour matrices densesuériques.
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2.1.4 GIVARO

Givaro, [70 - Gautier (1996)], est une bibliotheque C++ powdkeul formel.
Elle utilise GMP pour définir une extension des entiers mackim précision ar-
bitraire. Elle définit des structures vectorielles, mattles et polynomiales ainsi
gu’une structure de nombres algébriques. Elle est dévémpp commun aux la-
boratoires LMC et LID. Ainsi, nous utilisons ses fonctiontesi vectorielles et
matricielles de base pour implémenter nos algorithmes.

Nous avons aussi développé un module de théorie des nomhresgsocal-
culs de construction des corps finis (voir chapitres 3 et 2 gue des modules
d’arithmétique sur les corps finis.

2.1.5 SPARSELIB++

SparselLib++, [137 - Pozo et al. (1996)], est une bibliotee@4++ pour les
calculs creux efficaces. Le progiciel se compose des clatseasatrices pour
plusieurs formats de mémoire creux (par exemple ligne-cessg, colonne-com-
pressé et formats de coordonnées) et fournit les fonctlnésae base pour ma-
nipuler ces matrices creuses. Les BLAS [46 - Dongarra et a88Qf18ont utilisés
pour les exécutions numériques (par exemple le produiticeatiecteur creux).
Divers pré-conditionneurs numériques généralement ésildans les résolutions
itératives de systémes linéaires sont inclus dans la Hiiglgque. Nous I'utilisons
pour ses formats de matrices creuses.

2.1.6 LEDA

LEDA, A Library of Efficient Data Types and Algorithriisl2 - Mehlhorn et
Naher (1999)], est une bibliotheque C++ de structures deé@kmet d’algorithmes
de combinatoire. Elle fournit une collection considératgestructures de données
et d’algorithmes sous une forme qui leur permet d’étre eggdgar des non-
experts. Dans la version en cours, cette collection inclptdpart des structures
et algorithmes classiques du domaine. LEDA contient desaimations efficaces
pour chacun de ces types de données, par exemple, piles @&aEdd pour des
files d’attente prioritaires, tables dynamiques d’adrgsgsdispersé parfaityna-
mic perfect hashingpour les dictionnaires... Un atout majeur de LEDA est son
implémentation des graphes. Elle offre les itérationsdseds telles que “pour
tous les nceuds v d’'un graphe G” ou encore “pour tous les voiside W ; elle
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permet d’ajouter et d’effacer des sommets et des arétas,ndémipuler les ma-
trices d’'incidence, etc.

2.2 QUEL LANGAGE DE PROGRAMMATION PARALLELE ?

L'utilité des machines paralleles est aujourd’hui unamimeat reconnue par la
communauté scientifique. De plus, I'évolution rapide de ¢hmelogie en ce qui
concerne l'architecture matérielle et les réseaux et tple les machines symé-
triques multiprocesseurstout comme les interconnexions « rapides » de stations
de travaif, sont de plus en plus performantes et répandues.

Ainsi, la programmation de telles machines commence a depepulaire,
comme en témoigne la multiplicité des langages parallgbesallélisation auto-
matique dans certains langages de programmation logiqo®¢{f, annotations
pour une extraction implicite du parallélisme (HPF [79], &t 3]), créations de
fils d’exécution concurrents dans les langages a base degsus|égers (biblio-
theque Pthreads [81], Java [129], OpenMP [43]), créatiopbabes de processus
communicants par échanges de messages (PVM [160], MPI [T}, PKI? [121],
Athapascan-0 [23]), créations explicites de taches coantes (Cilk [19], NESL
[18], Athapascan-1 [32, 65, 49, 33]), réalisation d’'une miéeuirtuelle parta-
gée permettant une programmation parallele des machinesreime distribuée
(Linda [71, 30]), etc.

Dans cette section, nous tirons parti de I'étude de F. Galiléees langages
pour déterminer le plus a méme de répondre a nos besoins.

Ces langages facilitent la description du parallélismeemun dans I'applica-
tion, en général par une transposition sous forme de grd&piseite, I'obtention
de performances résulte de I'ordonnancement (placemdatet’exécution) des
taches qui sera effectué ; certains de ces langages gaemttisurs performances
tant temporelles que spatiales par un modéle de colt as&mfig, la portabilité
de ces systemes résulte de la capacité de 'ordonnancersiedigpter aux condi-
tions particulieres de I'exécution, c’est-a-dire essalgiment a la machine héte.
F. Galilée a réalisé une étude exhaustive des langagesébesalle haut niveau
dans sa thése [65 - Galilée (1999), Chapitre 2]. Nous en repsdedableau ré-

*SMP, Symmetric Multi-Processars
t'Réseaux” NOW, Network of Workstationsou ‘grappes” COW, Cluster of Workstations
de stations de travail.
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capitulatif.

Nous entendons par langages de « haut niveau » les langaged off ordon-
nancement automatique des taches et dans lesquels lastippb sont exprimées
en ne faisant aucune hypothése sur la machine sur laquedidi@u I'exécution.
Nous remarquons que la modélisation de I'exécution d’'undiGgin par un
graphe permet de définir la sémantique des accés aux donnd@ssocier un
modele de colt au langage. Afin de régler les accés concuéréamtaémoire, les
taches de calcul doivent étre synchronisées. Ces synehtanis sont, so@xpli-
cites comme par exemple pour les langages a base de processissdageour
Cilk, soit implicites et déterminées a partir de la déclaration par les taches des
acces a la mémoire qu’elles effectuent, comme dans Jade @pagban-1. On
parle alors de langages effectuant une analydéotde données

angeoe | T | St Mol O M
pro?et;iii (Ijé69ers % qltj:ﬁloqiies % SMP
L x distribuse
Modéle BSP X X durée diSslxillD)ueg o
NESL | e €| mdmaie | distribuse
Ok | Broparaloiel ™€ | mémers| WP
Athapascan-1. | 10! Z8 CORnees & amore | ditfibuée

TABLEAU 2.1 — Comparaison de différents langages de programmatratigia
de « haut niveau » [65 - Galilée (1999)]

Enfin, le parallélisme peut étre de typesérie-parallele »si les synchronisa-
tions entre les taches sont effectuées par fratrie : la thehe est seule capable
de synchroniser ses filles, et cette synchronisation ebatgsur 'ensemble des
filles créées. Par exemple, une tache créant du paralléisaide d’'une séquence
est bloguée jusqu’a la terminaison du calcul de tous lesaiénte la séquence.
Le parallélisme peut, d’autre part, étre de typemboité »lorsque les acces aux

tLa notion de tache mére/tache fille correspond au contexteéé¢ion de la tAche : la mére de
la tche créée est la tache qui exécute I'instruction ddioréa
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données partagées effectués par les filles constituentusaessemble des acces
effectués par la tache mére. Par exemple, si deux tachesed@at a aucune don-
née en commun, alors ces deux taches n’ont aucune contdameicédence et
peuvent étre exécutées dans un ordre quelconque l'une pRortaa 'autre et
donc, en patrticulier, en parallele. Si, par contre, ellezdent en commun a une
méme donnée et si I'un des acces est une écriture ou unetidreralors il y a
contrainte de précédence entre les taches : elles doivexdaiter séquentielle-
ment et une synchronisation doit étre insérée entre cestéebgs.

Nos applications sont des calculs matriciels sur de gran@dgsass. Un mo-
dele de colt garantissant une durée et surtout une tailleom&rornées est
indispensable. En outre, nos algorithmes doivent pouvekésuter sur diffé-
rents types de machines, afin de toujours profiter des meslieatériels. En-
suite, nos matrices sont creuses mais elles ne sont pasfemntérés structurées.
Le comportement précis des algorithmes peut n’étre confaulgxécution, du
fait de cetteirrégularité des données. Un ordonnancement dynamique et spé-
cialisé est alors nécessaire pour augmenter les perfoemsahNous avons donc
choisi Athapascan-1 comme langage de programmation daratia effet, il per-
met d’adapter I'ordonnancement, tout en garantissant Méeugion bornée en
temps et en mémoire et, d’autre part, il est développé aud#dice ID, permet-
tant ainsi un suivi aisé. Enfin, son utilisation est simplésgu’il s’agit d’'une
bibliotheque C++ augmentée de seulement deux mots ¢iésk: et Shared .
Athapascan-1 est étudié plus en détails dans la sectiomsaiva

2.3 ATHAPASCAN-1

2.3.1 INTERFACE DE PROGRAMMATION

Tout d’abord, dans Athapascan-1, le parallélisme est aselit'utilisateur
définit ses taches de calcul et les données partagées. Rbseréela, deux mots
clés seulement sont nécessaires.

Fork permet de lancer I'exécution en parallele des taches delch&s para-
meétres de construction d’un objedrk permettent de spécifier I'algorithme d’or-
donnancement choisi pour cette tache. Toute classe C+€qarssun opérateur
void operator() peut étre lancée en paralléle paork (c’est cet opérateur
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qui sera exécuté en parallele).

Shared permet de spécifier les acces keature (.read() ) ou écriture
(.write() ) ou modification(lectures et/ou écrituresaccess() ) effectués
par la procédure. Cette spécification est réalisée paoration d'un suffixe au
mot cléShared :

Shared_r pour un acces en lecture,

Shared_w pour un accés en écriture,

Shared_r_w pour un accés en modification,

Shared_cw pour une écriture cumulative par plusieurs procédures.

Pour expliguer ces fonctionnalités, nous proposons un pberélimination de
GauR sur matrice dense, stockée par lighes

2.3.2 ELIMINATION DE GAUSS AVEC ATHAPASCAN -1

Nous donnons ici a titre d’exemple le code Athapascan-1 pélimination
de Gaul3 exacte sur une matrice dense, a priori non inversible.

Code 2.3.1Elimination de Gauf avec Athapascan-1

1 struct SearchPivot {

/Il pivot_ row : la ligne de recherche
Il : le numéro de ligne courante
/I rank . le rang actuel

5 /I permutation : indique lindice du prochain pivot
void operator() (Shared_r<vector<int> > pivot_row,
int i, int n_col,
Shared_cw<add_int, int> rank,
Shared_ws<int> permutation) {
10 /I recherche un élément non nul dans la ligne
/I ajoute 1 au rang si un élément non nul est trouvé
/I indique I'emplacement de ce pivot.
for(int k = 0; (k<n_col) &&
(pivot_row.read()[kK] == 0); ++k)
15 if (K < n_col) {
permutation.write( new int(k) );
rank.cumul( 1 ) ;
} else

$Pour plus delétails, le manuel de programmation Athapascan-1 est dabtii cette ad-
dresse : http ://www-apache.imag.fr/software/athl/manual
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permutation.write( new int(-1));
20 }
%

struct EliminateRow {
void operator() (Shared_r<vector<int> > pivot_row,
25 Shared_r_w< vector<int> > elim_row,
int i, int n_col,
Shared_r< int > permutation);
/I La ligne elim_row est éliminée a l'aide de la ligne
/I de pivot. Ne fait rien si permutation == -1.

30 }
struct ComputeRank {
/I rank . le rang en sortie
/I n_row, n_col : les dimensions de la matrice
35 /I Mat : une matrice dense stockée
/1l par lignes partagées

/I Les opérations sont effectuées en place sur Mat.
void operator() (Shared<int >& rank,
vector<Shared<vector<int> > >& Mat,
40 int n_row, int n_col) {
vector< Shared<int> > permutation(n_row);
int last = n_row - 1;
for (int i=0; i<last;++i) {
permutation[i] = Shared<int>(0);
45 /I Recherche d'un pivot non nul
Fork<SearchPivot> () ( Mat[i], i, n_col,
rank, permutation[i]) ;
for(int k=i+1; k<n_row; ++k)
/I Elimination des lignes suivantes
50 Fork< EliminateRow >() ( Mat]i],
Mat[k], i, n_col,
permutation[i] );

}
permutation[last] = Shared<int>(0);
55 Fork<SearchPivot>() ( Mat[last], last, n_col,

rank, permutation[last]);

Nous n’avons pas choisi d’ordonnancement particulier, demtachesork
sont créées par le constructeur par déf&atrk<task>() ) qui utilise ici I'or-
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FIGURE 2.2 — Graphe de dépendance : élimination 4
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donnancement par défaut (algorithme de liste, de type ¢@tor). Nous voyons
aussi I'utilisation d’'une variable en écriture cumulativee chaque fois qu’un pi-
vot non nul est découvert, est accumulé dans la variabignk par la fonction
add_int

A l'aide de la seule description des accés des procéduresra dennées,
Athapascan-1 est capable de tirer le graphe de flot de donoga®gramme et
ainsi le parallélisme maximal de I'algorithme. Le graphe page 34 donne une
partie du graphe généré par Athapascan-1 pour I'exécuti@etda@gorithme sur
une matricet x 4. Les ellipses sont les taches de calculs, les rectanglédeson
données partagées. Une fleche provenant d’'un rectangléesiguiune lecture est
faite sur cette donnée ; une fleche provenant d’'une elligsefi& que la procédure
va écrire sur cette donnée.

2.3.3 MODELE DE coUT

Le graphe de flot de données ainsi généré par Athapascan-géfmume part
de fournir, aux politiques d’ordonnancement, une infoioratompléte sur I'exé-
cution (précédences et localités des taches et des donhéesinet d’autre part
d’associer un modele de colt a I'interface de programma@baque programme
est caractérisé par les grandeurs suivantes :

— Ty, le travail, qui correspond au nombre d’instructions exées, identique
au nombre de nceuds du graphe et a la durée sur un processeidchies
sont considérées de durée unitaire et peuvent allouer awplke quantité
bornée de mémoire.

- T, la longueur du chemin critique du graphe, correspond a téedde
I'exécution sur un nombre infini de processeurs.

— T, la durée de I'exécution sur un nombre infinpd&ocesseurs.

— 81, 'espace mémoire requis par une exécution séquentielte exécution
correspondant a un parcours du graphe en profondeur d’gbordarcou-
rant les taches filles selon leur ordre de création, c’'alitéde gauche a
droite dans les représentations classiques du graphe).

- S,, 'espace mémoire total requis par une executiorpguocesseurs.

— ¢, le nombre de processeurs virtuels émulés sup lpgocesseurs réels de
la machine (afin de pouvoir majorer la latence des commuaitatsoit par
du calcul soit par d’autres communications [29 - CarissitAQ), Section
2.2.3)).

— h, le délai d’accés a distance d’un bit de donnée. Ce délaigteritoorné
en utilisant des processeurs virtuels, comme présentd@ansarp et al.
(1996)] (» dépend de et deg).
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— (4, le volume total d’acces distants. Cette valeur reprédardemme sur

tout le graphe d’exécutiofiy des tailles des données accédées en lecture

directe.

— C4, le volume d’accés distant effectué par un plus long cheraimscte
graphe (selon ce critere d’acces).

— o, lataille du graphé&-, c’est-a-dire le nombre de nceuds et d’arétes.

Il est possible, a I'aide de ce modele de colt, de garantiutaedet la consom-
mation mémoire de toute exécution en fonction de la stratégirdonnancement
utilisée [65 - Galilée (1999), Section 6.4] et [49 - Doreille 999, Section 5.4] :
par exemple, une politique d’'ordonnancement de type « giout(vol de travail)
donne les bornes suivantes :

7, < DERC G ey 4820 (o)

D D D
Sy, < 514 q0(Tw + hCy)

Il est possible, en utilisant une autre politique d’ordamement, d’obtenir les
bornes suivantes dans le cas d’'un graphe série-paralléle :

Ti + hCy + QO(TOO + hCy)
p p

Sp S qSl

p =

2.3.4 CONCLUSIONS

Les techniques d’ordonnancement en ligne de type « gloyton bes proces-
seurs sont maintenus au maximum en activité, permettetieutidre des efficaci-
tés en temps quasi-optimales, de I’ordrezpélaL T,.. Ensuite, différentes variantes
des algorithmes gloutons permettent de garantir une majorde la consomma-
tion mémoire. Dans le cas de la résolution de trés grandescemtreuses, ces
deux aspects sont primordiaux et, dans la suite, nous notisoses de ces bornes
pour nos algorithmes paralléles.

Enfin, la bibliothéque Athapascan-1 est principalemenimésia la program-
mation des machines a mémoire distribuée, mais I'implantaitant entierement
portable, les machines a mémoire partagée de type SMP petyaiement étre
exploitées (la portabilité repose sur la couche AthapaSagui-repose sur MPI et
une bibliotheque de processus lIégers de type POSIX).
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Outre les ensembles infinis, mais dénombrables, le calauidigpermet aussi
de calculer dans des ensembles finis abstraits tels queussgsoupes d& ou
encore les corps finis et leurs extensions algébriques.

En effet, il est souvent intéressant, pour résoudre un @noblde calcul exact,
de le résoudre modulo un ou plusieurs entiers au lieu de teidés directement
sur les entiers en précision arbitraire. De hombreux avastegsultent de cette
approche. Par exemple, elle permet de limiter le tempsgidiee mémoire néces-
saires lorsque des expressions intermédiaires utilisetrog grands coefficients
entiers. En particulier, cela est le cas pour les calcul®dad normale de matrice
gue nous verrons dans la troisieme partie. Un autre pointuessides moduli ne
dépassent pas la valeur maximale des entiers machine |tedsaae nécessitent
plus que quelques cycles. Il est alors plus avantageuxed®fér plusieurs calculs
modulaires plutdt qu’un seul calcul avec une représemtdtdiorde des entiers en
précision arbitraire. Enfin, les calculs modulaires sontveat indépendants les
uns des autres et permettent donc une parallélisationsietgifficace. Dans tous
les cas, il est de la plus grande importance de pouvoir imghéen de maniere
efficace une arithmétique modulaire. En outre, il est utile gette arithmétique
soit efficace pour des entiers les plus grands possible, afimiter le nombre de
moduli différents.

Enfin, certains algorithmes travaillent sur des corps firafactorisation d’en-
tiers, par exemple, peut nécessiter de travailler modulm@.partie des calculs de
forme normale de matrices nécessite aussi de travailleulnaolés petits nombres
premiers avec des algorithmes probabilistes. Le probléstgue la probabilité de
réussite est souvent liée a la taille du corps. Il est alossipte de continuer a tra-
vailler avec ces petits nombres premiers tout en plongeaobips dans une de
ses extensions, de plus grande taille. La encore, il edtdatposséder des implé-
mentations efficaces de ces extensions.

C’est pourquoi nous nous intéressons dans cette partierardids représen-
tations des entiers modulaires et des extensions de corpsg|finsoient les plus
efficaces possibles.
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CONSTRUCTION DES CORPS FINIS

« Quand quelqu’un vous dit : "Je me tue a vous le dire", laissaréurir. »

Jacques Prévert
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Définitions 3.0.1

Rappelons tout d’abord quelques définitions et propriéésscorps finis que
nous utiliserons par la suite. Nous renvoyons le lecteur a idmazure (1997)],
par exemple, pour plus de détails :

— Un corps est un anneau non vide dans lequel tout élément non nul
posseéde un inverse. L'ensemble des inversibles d’'un ensémise
notéF*.

— Le corps des nombres rationnéset les corpsZ/pz, pourp premier,
sont appelésorps premiers

— Les corps finis sont appelésrps de Galois Ils sont noté€F(¢), ou
g est le cardinal du corps.

Définitions 3.0.2

— Lecardinal d'un corps fini est son nombre d’éléments.

— Soitun corps F; le noyau de 'homomorphisme de groupe n.1
deZ dans F est'ensemble des multiples d’'un engier 0. Cet entier
est appelé laaractéristique du corps IF.

— Dans un groupe multiplicatif fini, pour chaque éléménil existe un
plus petit entier non nuin, tel que f™ = 1. Cet entier est appelé
I’ ordre de I'élémentf. Par extension, I'ordre d’'un élément inversible
d’un corps fini est son ordre dans le groupe des inversibles.

— Un générateur d’'un groupe multiplicatif fini de cardinah est un
élément d’ordréeh.

— Un groupe multiplicatif estyclique si il possede au moins un géné
rateur.

A} %4

Un exemple de corps fini est 'ensemtdg 7z, des entiers modulo un nombre
premierp; il est de caractéristique et de cardipalConsidérons/;z. Alors, par
exemple3 est un générateur cat = 3,32 =2,3=6,3*=4,3>= 5,3 = 1.
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3.1 CONSTRUCTION DES CORPS DE GALOIS

Construire un corps fini, c’est différencier ses élémentsa&tuler avec eux.
Nous montrons tout d’abord qu’il suffit d’étudier les corpsipiers et de consi-
dérer les autres comme des extensions de ceux-ci. Ensaite,montrons des
méthodes effectives pour calculer dans ces corps.

Propriétés 3.1.1

— Si la caractéristique d’'un corps est non nulle, c’est un nmyre-
mier.

— Sila caractéristique d’'un corps fini est non nulle, le caalidu corps
est une puissance de la caractéristique.

— Tous les corps finis de méme cardinal sont isomorphes.

— Le cardinal de tout sous-corps d’un corps fini est un divigkucar-
dinal du corps.

— L'ordre de tout élément d’un corps fini est un diviseur du aaatidu
groupe des inversibles du corps.

— Le groupe des inversibles,*IFd’un corps fini IF= GF(q) est cyclique
de cardinalg — 1.

Ainsi, comme les corps finis de méme cardiga+ p™ sont tous isomorphes,
il suffit d’en connaitre un pour les connaitre tous. Par exengwit P un poly-
néme irréductible de degré dansZ/,z[X], I'ensemble Z7, [X]/P peut étre
muni d’une structure de corps et est de cardiftalUne construction classique de
I'arithmétique dans un corps fini est donc d'implémer#gyz, de chercher un po-
lynéme irréductibleP, dansZ/,z[ X | de degré, puis de représenter les éléments
de GF(p™) par des polynébmes, ou des vecteurs, et d'implémenter lastiqés
arithmétiques comme des opérations modukt P. Cette méthode est utilisée
dans la bibliotheque NTL [153 - Shoup (2000)], par exemple.

Une autre idée [154 - Sibert et al. (1990)] consiste a utiliaaterniére pro-
priété 3.1.1 : le groupe multiplicatif des inversibles d’'ump=fini est cyclique,
c’est-a-dire qu’il existe au moins un générateur et que tpest génére par les
puissances de ce générateur. |l s’agit de représentegéleegts inversibles par un
indice, leur puissance, et zéro par un indice spécial. Asingiest un générateur du
groupe multiplicatif d'un corps finkF(q), tous les inversibles peuvent s'écrire
De plus, comme ce groupe est cyclique, il suffit de considpeen;i, un intervalle
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de tailleq pour générer 'ensemble des inversibles. Les opératiatisvatiques
classiques sont alors grandement simplifiées, en utiliagorbposition suivante :

Proposition 3.1.2

SoitGF(g) un corps fini. Soiy un générateur d€F(q)*. Alorsg? ! =
ler(g)- En outre, si la caractéristique diF(q) est impaire, alorsg‘%1 =
—1gr(q) €t dans le cas contrairégpeny = —ler(2n)-

Preuve de 3.1.2 L'ordre deg diviseq — 1 doncg?™" = lg(,. Si le corps est
de caractéristiqu, alors, comme dan&/,7Z[X], 1 = —1. Sinon%;* € Z et donc

g% € GF(g). Or comme on est dans un corps, I'équatibh= 1 posséde au plus

deux racines] et —1. Or g est un générateur donc l'ordre geestqg — 1 et non
T —1

pasq2;1. La seule possibilité restante st = —1. O

Cela donne le codage suivant pour un élémest GF(q) Si GF(q) est généré
parg :

0 six=0
g—1 siz=1
1 Siz = ¢

En particulier, dans notre codage, notgns ¢ — 1 le représentant dig(,). Nous
notons aussi_; I'indice de —1¢z(,) ; il vaut & siGF(q) est de caractéristique im-
paire ety — 1 sinon. Ce qui donne la possibilité d’écrire simplement leSrations
arithmeétiques.

— La multiplication et la division d’inversibles sont reggigement une addi-
tion et une soustraction d’indices modyle- 1.

— La négation est donc simplement 'identité en caractgtis et 'addition
deq;—1 modulog — 1 en caractéristique impaire.

— L'addition est I'opération la plus complexe. Il faut I'ifgmenter en utilisant
les autres opérations, par exemple de cette maniérg’:etig’ sont deux
éléments non nuls d’un corps figit + ¢’ = ¢*(1 + ¢’~*). En construisant
une tablet_plusl][], de tailleg, des successeurs de chaque élément du corps,
I'addition est implémentée par une soustraction d’indigg,accés a une
table et une addition d’indices.

Dans le tableau 3.1, page 45, nous montrons le calcul de cestiopérsur les
indices, en considérant une seule table de tajleelle des successeurs. Au cha-
pitre suivant, nous proposons une autre implémentatiat, plusieurs tables de
plus grandes tailles (section 4.1.3, page 63), qui permatentéduire le nombre
de tests et de calculs. Nous nous intéressons ici a la cortégptiexicalcul en utili-
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Opération Eléments Indices Codt

+/- Tests Acces
Multiplication  ¢° x ¢ i+j(—79) 1.5 1 0
Division g/ i—j (+9) 15 1 0
Négation —q i—i 1 (+q) 15 1 0
Addition g +q k=j—1i(+9q)

N
[ERN

i+ t_plusllk] (—q) 3
Soustraction ¢ — ¢ k=j—i+i_; (&9
i+t plusl[k] (—=g) 3.75 275 1

TABLEAU 3.1 — Opérations sur les inversibles avec générateur en éasticue
impaire

sant le moins de mémoire possible, en considérant des égmléatoires. Nous
indiquons le codt des calculs en nombre d’additions et dsteactions (+/-), en
nombre de tests et en nombre d’acces dans une table.

(x-y+50 >= 1) * (x-y+50 <= 100) ———

FIGURE 3.1 — Répartition dg — i + ‘15—1 lorsques et j varient del ag — 1, pour
g =101
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Nous avons compté 0.5 additions ou soustractions pour un mgdidns le cas
de la multiplication, la division, la négation et I'additialans le corps fini; en ef-
fet, dans la moitié des cas, il n’est pas nécessaire d’ajautke retirerg pour que
I'indice résultant soit compris entfeetq. Le cas de la soustraction dans le corps
fini nécessite une étude plus fine. Dans ce gas; +i_; est compris entreg et

32—5 et ne nécessite un ajout ou une soustractiopglee dans 2 cas sur 8 comme le
montre la figure 3.1, page 45. On en déduit un totd! e0.25 +1 + 0.5 = 3.75
additions ou soustractions &t+ 0.75 + 1 = 2.75 tests. Il est possible de re-
duire le nombre d’additions et soustractions, par exemplemplacani + = par
1+ — ’1;—1 et en ajoutant un test. Cependant, pour de nombreuseseataings,
un test du type > ¢ ? peut étre aussi colteux que I'opération ¢. Nous propo-
sons donc I'implémentation qui minimise le nombre totalp@mations (additions,
soustractions, tests, acces), tout en n’utilisant qu’eudestable.

Ces opérations sont signées et restent valides tant quediegs sont plus
petits que la moitié de la valeur maximale d’'un entier maghiors, si un mot
machine est codé sur 32 bits, la mantisse signée est codde bits et ces opéra-
tions sont donc valables pour un corps de taille jusqu’a &) tiest-a-dire jusqu’a
230 1 éléments. Notons qu'il est possible de travailler avec dgssote taille 31
bits en utilisant I'arithmétique non signée et en ajoutad wksts de dépassement
de capacité. En fait, la nécessité d’'une table des sucasssgulique souvent une
plus petite limite du fait de I'espace mémoire disponibid.d travaille sur des
entiers codés sur 32 bits, c’est-a-dire 4 octets, un corgaillie 22° nécessitera
déja au moin256 Méga octets.

Nous montrons I'implémentation en C++ de ces opérations apsochain
chapitre, section 4.1.2, page 61. De cette maniére, si un déneest connu, les
opérations et le stockage dans un corps fini peuvent étreesmpour cela, il
faudra générer le corps finEZ{,7 ou Zkz[X]/P) puis calculer un générateur. lI
est alors possible de précalculer les puissances sucegsiE\ce générateur pour
identifier les indices de chaque élément et stocker ainsidesspondances entre
éléments et indices a I'aide de deux autres tables de gailllee autre possibilité,
si la mémoire disponible est restreinte, ou si il y a peu deemions entre repré-
sentation interne (les indices) et représentation exi@gesetléments), est de faire
ces calculs a chaque fois qu’une conversion est nécessaire.

Le point qu'il reste donc a élucider est la construction djémérateur. On ne
sait pas, en général, trouver explicitement de générataarabrps fini donné.
Néanmoins, il est possible d’en trouver par essais sucsessiiime nous allons
le voir dans les sections suivantes.
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3.2 RACINES PRIMITIVES DANS LES SOUS-GROUPES DE Z

Un générateur du groupe des inversiblesZlgz, est appelé racine primitive
dem. Nous allons voir qu’il existe des racines primitives powrgdes nombres
premiers, ainsi que pour quelques autres nombres pagtisuinéme si dans ce
casZ/mz n'est plus un corps. Nous allons avoir besoin de I'indicatBHuler, en
particulier. Nous renvoyons le lecteur a [26 - Burton (1998#r exemple, pour
plus de détalils.

Définitions 3.2.1

— Le nombre d’entiers positifs non nuls premiers avec un entiat
plus petits quen est appelé indicateur d’Euler dem et est noté
6(m).

— Uneracine primitive d’un entierm est un entier premier avee et
d’ordre ¢(m) modulom. La plus petite racine primitive de m est
notéey (m).

Propriétés 3.2.2

[26 - Burton (1998), Théoremes 7.1 & 7.2]
— Sip est premier ek > 0 est un entier, alorg(p*) = p*~'(p — 1).
— Sim = pq etp etq sont premiers entre eux, aloggm) = ¢(p)o(q).

Propriétés 3.2.3

[26 - Burton (1998), Théorémes 8.4 & 8.10]

— Sim possede une racine primitive, alors il en a exactemggn{m)).

— Un entierm > 1 posséede une racine primitive si et seulement|si
m = 2, 4, p* ou2p* avecp un nombre premier impair ét > 0 entier.

Les théoremes de Burton nous indiquent donc dans quels caspoaivons
espérer avoir une racine primitive. Il faut maintenant elecudar au moins une.
Pour trouver une racine primitive d’'un nombre, nous avoms tabord besoin
de tester si un entier donné satisfait cette propriété. Pedaire, il suffit (!) de
posséder des algorithmes de test de primalité et de faationisd entiers, pour
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calculerg(m) puis tester si I'ordre de I'élément est bigfm) :

Algorithme 3.2.4 Test-Racine-Primitive

Entrées : — Un entierm > 0.
— Un entiera > 0.

Sorties : — Oui, sia est une racine primitive de ; Non dans le cas contraire.

1 : Si a etm ne sont pas premiers entre elibors Renvoyer ‘Non”.

2 = Pp(m) {Factorisation den et calcul par les propriétés 3.2.2, page 47}
3 : Pour tout p, premier et divisani,,, Faire {Factorisation dep(m)}

4 : Si aj)pﬂ = 1[m] Alors Renvoyer ‘Non”. {Calcul récursif par carrés}
5 : Renvoyer ‘Oui”

Théoreme 3.2.5
L'algorithme Test-Racine-Primitivest correct.

Preuve de 3.2.5 On utilise [26 - Burton (1998), Théoréme 8.1] : soit un endier
d’ordre k modulom. Alors a" = 1[m] si et seulement gi|h. On en déduit que si
I'ordre dea est plus petit que(m), comme il doit divisekp(m), nécessairement
'une des valeur% sera un multiple de 'ordre de. Dans le cas contraire, la
seule valeur possible pour I'ordre deestg(m). a

Une premiere méthode de calcul est alors d’essayer un a ure®estiers
plus petits quen, qui ne soient nil, ni —1, ni une puissance sur les entiers,
et de trouver ainsi la plus petite racine primitive ele De nombreux résultats
théoriques existent [120 - Murata (1991), 60 - Elliott et lstar(1997)] prouvant
gu’en général, il ne faut pas trop d’essais pour la trouvef,atdre de

x(m) = 0(r4(ln(r) + 1)41n2(m))

avecr le nombre de facteurs premiers distinctsmdg151 - Shoup (1992)]. En
pratique,x(m) semble étre encore plus petit; d’aprés Tomas Oliveira e Silva
[132 - Oliveira e Silva (2000)], il apparait qu’envir@0% des nombres premiers
inférieurs a8910000000000 ont une racine primitive plus petite géeet, méme,
306841261647 des plus petites racines primitives, sur 888582581120 premiers
nombres premiers, sont plus petites §@eAinsi, dans plus dé9% de ces cas, il
suffira del8 tests pour découvrir une racine primitive d'un nombre peFmi
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Une autre méthode est de tirer aléatoirement des entierspptlits quem
et de tester si ceux-ci sont une racine primitive ou non. tEdanné qu'il y a
#(p — 1) racines primitives dan#,/,z pour p premier, la probabilité d’en trou-
ver une est dé‘% et donc I'espérance du nombre de tirages pour tomber sur

une racine primitive est dg%. Ce qui nous donne une meilleure chance que
la force brute puisque Rosser et Schoenfeld [145 - Rossaheieffeld (1962),
Théoréme 15] ont montré I'inégalité suivante ©test la constante d’Eulef] ~
0.5772156649... .

5
L<ecln

En outre, comme@23092871 = 317 x 703763 n’est pas premier, nous pouvons
utiliser cette inégalité pour toutes les racines primgide nombres premiers. Il
est de plus conjecturé qe€ In(In(m)) < (my POUr un nombre infini den, cette
borne semble donc tres bonne. Ainsi, pdut m < 8910000000000, elle donne
une valeur maximale d’enviro6.78330. En pratique c’est encore mieux, puis-
gu’il y a seulemen86 nombres premiers inférieursta000000000 avecqs(’;);_ll) >
6.0.

En conclusion, I'algorithme le plus rapide nous semble déine une com-
binaison de ces deux méthodes. P80%, des nombres premiers inférieurs a
8910000000000, il fera moins det tests et dans les autres cas, il fera en moyenne
moins del1 tests.

Enfin, le cas des entiers non premiers se raméne au cas pkeftaate des
théorémes suivants :

Théoreme 3.2.6

[26 - Burton (1998), Théoreme 8.9 et Corollaire]

— Sia est une racine primitive de premier impair, alors: oua + p est
une racine primitive de* pourk > 2.

— Sia est une racine primitive dg* avecp premier impair, alors celui
dea eta + p* qui est impair est une racine primitive dg*.

Nous en déduisons l'algorithme général.

Algorithme 3.2.7 Racine-Primitive

Entrées : — Un entierm = 2, 4, p* ou2p* avecp premier impair.
Sorties : — a une racine primitive den.
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: Sim == 2 Alors Renvoyerl.

: Sim == 4 Alors Renvoyers.

: Pourb=2,3,5,6 Faire

Si Test-Racine-Primitivép, b) == ‘Oui” Alors a = b
: Tant que Test-Racine-Primitivép, a) == ‘Non” Faire
Sélectionner au hasard entrgetp — 1.

. Si Test-Racine-Primitivép*, a) == ‘Non” Alors a+ = p

: Sim == p* ou sia est impairAlors

© 0O N o o0 b~ W N PP

Renvoyera.

10 : Sinon
11 : Renvoyera + p*.

En pratique, cet algorithme, exécuté sur un pentium cadarg8 MHz, et
implémenté en utilisanGnu Multiprecision Packagecomme arithmétique, n’'a
jamais mis plus d’un dixieme de seconde pour trouver un@eggiimitive d’en-
tiers aléatoires bornés p2fi* !

3.3 GENERATEURS DES EXTENSIONS

Nous savons donc maintenant trouver un générateur pour pa poemier, et
plus généralement pour tout sous-grode:7, de Z : il faut trouver une racine
primitive. Mais sik > 1 un tel sous-groupe n’est pas un corps. Nous nous intéres-
sons maintenant aux corps finis : B&(p*) extensions des corgF (p) = Z/Z.
Pour construire une telle extension, il faut tout d’aborastouire le corps fini
GF(p), par la méthode de la section précédente, par exemple.tEn@st pos-
sible d'utiliser un polynéme de degke irréductible sur ce corps, qui définit une
extension de degrg, et donc de tailleo*, comme nous I'avons vu au début du
chapitre. Nous commencgons donc par construire I'extensiea des polynémes
puis cherchons upolyndmegénérateur de cette extension pour pouvoir coder les
éléments non plus par des polyndmes, mais par leurs indieesodage et les
opérations sont alors lesémegjue ceux des sous-groupesZieNous étudions
ici les algorithmes permettant de trouver un polynéme uoéithle possédant un
générateur simple. En premier lieu, nous avons besoin detiamde polynéme
cyclotomique.

*http ://iwww.gnu.org/gnulist/production/gnump.html
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3.3.1 POLYNOMES CYCLOTOMIQUES

Le lecteur trouvera plus de détails dans [44 - Demazure (1887)Gathen et
Gerhard (1999)], par exemple.

Définition 3.3.1
Soit un entien > 0. Len*™ polynéme cyclotomiqueest notéd,, (X)
etvaut:0;(X)=X —1let

O.(X)= [[ (X -e)pourn > 2
ke LT

Propriétés 3.3.2

— O, est un polyndéme unitaire a coefficients entiers, de degrg.
- X" —1=]]4,Oa(X).

Cette derniere propriété permet de calculer les polyndéiypestomiques de ma-
niére récursive, avec de nombreux raccourcis, comme pangge O,(X) =
Zf;ol X', pourp premier;0,,(X) = 6,(X? _1), pour p premier etr > 0;
Oun(X) = 020(X?); Ouni2(X) = Oopi1(—X); Opg(X)Oy(X) = ©y(X7P),
Si p etq sont premiers entre eux ; etc.

Ensuite, les propriétés suivantes sont utiles pour débtemies polynébmes
irréductibles, a partir des polynédmes cyclotomiques.

Propriétés 3.3.3

- Vn > 0,0,(X) estirréductible dan§)[X].

— Soienyy etn premiers entre eux. Siest I'ordre deg dansZ/nz, alors,
dansGF(q), ©,(X) est un produit de polynémes unitaires irrédug
tibles distincts de degré

On déduit directement de cette derniére propriété une métpodr calculer un
polyndme irréductible de degrédansZ/,z, : il suffit (!) de trouver un facteur
de®,-_;, puisque I'ordre de dansZ/, - 1)z estr. La factorisation est ici, par
exemple, une simplification de l'algorithme de Cantor etséatiaus [28 - Can-
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tor et Zassenhaus (1981)], puisque tous les facteurs somtédee degré [92 -
Kaltofen et Shoup (1997), Algorithme E]. Une variante de ceté¢hmde est étu-
diée dans [152 - Shoup (1994), Section 4]. Malheureusemgette méthode a
deux désavantages importants. D’'une part, la factorisgion s’avérer difficile
et d’autre part, cette méthode produit des polynémes guoegiees. En effet, pour
faciliter les calculs avec ces polynémes, il est intérelssabtenir des polyndbmes
creux, c’est-a-dire avec trés peu de coefficients non nulss@a cas, de méme
gue pour les racines primitives, la recherche systémapquées’avérer plus effi-
cace en pratigue, comme nous allons le voir.

3.3.2 POLYNOMES IRREDUCTIBLES CREUX DE GF(gq")

Nous commencons par présenter un test d’irréductibilitéa @en-Or [10 -
Ben-Or (1981)], qui est simplement une variante de I'al¢poné de factorisation
de polyndbmes de Cantor et Zassenhaus [28 - Cantor et Zasse(il®81)], sim-
plifi€ée pour nos besoins.

Algorithme 3.3.4 Test-Irréductibilité

Entrées : — Un polyndme/P € GF(q)[X].

Sorties : — ‘Oui”si P estirréductible, ‘Non”sinon.

1 : Si pged(P, P') #1 Alors Renvoyer ‘Non” {P est-il sans carré ?}
2: W=X

3 : Pour d = 1jusqu'a 9 Faire

4 W = WP

5: Si pgcd(W — X, P) # 1 Alors Renvoyer ‘Non”.

Le testde V. Shoup [152 - Shoup (1994)], par exemple, estgfficace quand
le polynéme est irréductible. En effet, il n’est pas néciessie calculer toutes les

puissances successivid¥, il suffit de vérifier lesX ™ pour tous leg; facteurs
premiers distincts de. Néanmoins, si il faut tester plusieurs polyndmes avant de
tomber sur un polynéme irréductible, cet algorithme semayééral, plus perfor-
mant puisqu’il découvrira que les précédents polynémesréductibles avec des
puissances moins grandes, et donc avec moins de calculs.

Ainsi, en utilisant ce test, il est possible de tirer des podiyes au hasard
et d’avoir une bonne chance de tomber sur un polynéme irtédecEn ef-
fet, sim,(p) est le nombre de polynémes unitaires irréductibles de dedsins
Z/oz|X], alors commeX?" — X est le produit de tous les polyndmes irréductibles
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de degré divisant, on obtient d’apres [44 - Demazure (1997), Corollaire 8.19] et
[96 - Koblitz (1987), Proposition 11.1.8] :

L <mp)= (7~ Y ) < 32)

S | =

ce qui montre que parmi les polynémes, tirés au hasard, dé degnviron un sur
r estirréductible.

Nous proposons donc l'algorithme hybride suivant produisienpréférence
un polyndéme irréductible creux, un facteur de polynémeatgchique ou un po-
lyndme irréductible au hasard, si les deux précédents reavérop difficile a
calculer. Par exemple, Coppersmith propose de prendrealgsgmes du type
X"+ ¢g(X) avecg(X) au hasard de faible degré par rapporfa9 - Coppersmith
(1984)].

Algorithme 3.3.5 Polynéme-Irréductible

Entrées : — Un corps fi niGF(q).

— Unentierr > 0.
Sorties : — Un polynéme irréductible deF(q)[X], de degré-.
1 : Pourtout a € GF(q),a # 0 Faire

2 Si Test-Irréductibilité(X" + a) == ‘Oui” Alors RenvoyerX " + a

3 : Pourd=2jusquar — 1 Faire

4 : Pour tout a € GF(q),a # 0,b € GF(q), b # 0 Faire

5 Si Test-Irréductibilité (X™ + bX¢ + a) == ‘Oui” Alors RenvoyerX " +

bX%+a

6 : Soitn < p" — 1, avecpgced(n, p) = 1 etp(n) minimal tel que l'ordre de dansZ/nz
soitr.

7 : Si ¢(n) est petit Alors

8 : Renvoyer un facteur d@,,(X) {Par [92 - Kaltofen et Shoup (1997),

Algorithme E] }

9 : Sinon

10 : Répéter

11 : SélectionnerP, unitaire de degre, au hasard dar@F(q)[X].

12 : Jusqu’a ce que Test-lrréductibilité(P) == ‘Oui”

13 : RenvoyerP.
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3.3.3 RACINES PRIMITIVES CREUSES DE GF(¢")

Nous savons maintenant trouver un polynéme irréductibleatgéd quel-
conque dansF(q). Il reste a calculer un générateur @&q"). Nous utilisons de
nouveau un algorithme probabiliste. Nous montrons toutaf@un algorithme
testant si un polynéme est générateur dif(g)[ X |]. Cet algorithme est similaire
a celui développé pour les racines primitives déans

Algorithme 3.3.6 Test-Polyndme-Générateur

Entrées : — Un polyndmeA € GF(q)[X].
— Un polyndbmeF irreductible de degré dansGF(q)[X].
Sorties : — Oui, si A est générateur de I'extensidsF(q¢)[X]/F; Non dans le cas
contraire.

1 : Si A etF ne sont pas premiers entre edbors Renvoyer ‘Non”.

2 : Pour tout p, premier et divisang? — 1 Faire {Factorisation dey? — 1}
d_q
3 SiA% = 1[F] Alors Renvoyer ‘Non”. {Calcul récursif par carrés}

4 : Renvoyer ‘Our”.

Un algorithme cherchant au hasard un générateur, une foisps construit,
est alors aisé. En outre, V. Shoup [151 - Shoup (1992), Thé®dg§ a montré que
'on peut restreindre 'ensemble de recherche a des polgsame faible degré
(O(In(n))). Toutefois, toujours par souci d’obtenir des polyndme=ugr nous
montrons a I'aide de la proposition suivante gu'il est polesile rapidement trou-
ver, sur un corps premier, un polynéme irréductible pounétd est une racine
primitive. Un tel polynéme est appel-Irréductible . Ainsi, les calculs des in-
dices pour notre représentation en seront grandemeneagsgpuisqu’il suffira
de multiplier parX !
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Proposition 3.3.7

Soit un corps fini premieZ/,z. Le nombre de polyndmes irréductibles,
F, de degrér > 2 tels queX soit un générateur deZ;z[X]/F est

minoré par :
pT —1 2w(pa T)
r 2e€w?(p,r) +5

oUw(p,r) = In(In(p” — 1)) < In(r) + In(In(p)) etC est la constante
d’Euler.

Preuve de 3.3.7 Tous les facteurs irréductibles @ _; dansZ/,7, sont de degré
r. Soit F' un tel facteur, et soi une racine dé€”. Nous considérons deux corps.
Le premier estZ,7[X] /F. Le second est une extension cyclotomiqueZgg, de
niveaup” — 1; c’est-a-dire une plus petite extensiondgz, contenant une racine
primitive (p" —1)®*™ede I'unité. Ce corpsk,- 1 (Z/pZ), est obtenu par I'adjonction
de¢ a Z/pz. D'apres [44 - Demazure (1997), Proposition 8.22); _1(Z/,7,) est
un corps &" €léments. Il est donc isomorphe &4z[X] /F . Ainsi, comme le
polyndme minimal de& est F, calculer les puissances successiveg dachant
F(§) = 0 dansR,_1(Z/yz7), revient a calculer les puissances successives de
dans ZLz[X]/F. Or, £ est une racine primitivép” — 1)*™ de I'unité, comme
racine ded,._,. Donc, aucune puissance gnférieure a” — 1 ne peut valoil
dansR,-_,(Z/yz). Alors, aucune puissance @einférieure &" — 1 ne peut valoir
1 dans Zpz[X] /F. Ce qui veut dire qu& est un générateur d&iz[X] /F.

Donc, dansZ/,z[X], les facteurs d®,._; sontles polyndmes irréductibles
gui ontX comme racine primitive. Il reste a les dénombrer.

Nous savons par la propriété 3.3.2, page 51 que le dedgde-de estp(p”—1).
En utilisant la borne 3.1, page 49, nous pouvons donc mineter ¢aleur par

r (& r 5
(" = 1)/ (I = 1)) + o).

La relation annoncée s’en déduit par le fait qu'il y“i(éir‘—l) polyndmes de degré
r facteurs de,-_;, tous distincts. O

D’'une part, sip” = 4, alors©,-_; = O3 = X? + X + 1 est le polyndme
X-irréductible de degre de Z/,7[X]. Et, d’autre part% est inférieur &
12 pour5 < p” < 232, Donc, pour les corps finis de taille comprise entet 232,
un algorithme recherchant un polynéieirréductible au hasard nécessite moins
de12r essais en moyenne. Nous donnons maintenant I'algorithimebnatrou-
ver un polynéme irréductible ayatf comme racine. C’est une modification de

I'algorithme 3.3.5, page 53 utilisant le test de racine piirait
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Algorithme 3.3.8 PolyndmeX -Irréductible

Entrées : — Un corps finiZ}z.
— Un entierr > 2.

Sorties : — Un polyndéme irréductiblé” dansZ/z[X], de degré-, ayantX comme
racine primitive.

1 : Pourtout a € Z/p7, Faire
F=X"+4+a
3: Si Test-Irréductibilité(F)=="0Oui”
et Test-Polyndme-Générate(X, F')=="0ui” Alors
4 RenvoyerF'.
5 : Pourd = 2jusqu’a r — 1 Faire
6 : Pour tout a € Z/p7,b € Z/p7,b # 0 Faire
7 F=X +bX%+a
8: Si Test-Irréductibilité(F') == ‘Oui”

et Test-Polyndme-Générate(X, F)=="0ui” Alors
9: RenvoyerX” +bX? + a.

10 : ¢pr = Qb(pr - 1)'
11 : Faire au plud 2r tentatives probabilistes de factorisation modulte © -1 (X).
12 : Si un facteurF’ de®,-_;(X) a été trouvéAlors

13 : RenvoyerF'.

14 : Sinon

15 : Répéter

16 : Sélectionner, unitaire de degre, au hasard dan&/,7[X].
17 : Jusqu’a ce que Test-Irréductibilité(F)=="0ui”

et Test-Polynéme-Générate(X, F')=="0ui”
18 : RenvoyerF'.

3.4 EFFICACITE DE L' X-IRREDUCTIBILITE

Nous avons testé cet algorithme, sur un Pentium cadencé alB33aMec 128
Mo de mémoire, pour trouver un polynéme irréductible de degr 2 dansz/,z,
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avecp etr tels que la caractéristiqueest inférieure 2'2 et la taille de I'extension
g est inférieure &2°. La limite de2?® est justifiée par le fait qu’au-dela, la mé-
moire nécessaire pour stocker la table des successeussl(ge)taurait dépassé
les 256 Mo. Les calculs ont été effectués plusieurs fois ealaur moyenne du

8 T T T T T T

L m H ~
" | m VJ‘ \ |~ w / LA ' ‘ ”

1 ; |

il M L AR AR

0 M
0 le+07 2e+07 3e+07 4e+07 5e+07 6e+07 7e+07

Taille du corps
FIGURE 3.2 — Calcul d’'un polynéme irréductible ayakitcomme générateur

Temps de calcul en secondes
N
T

— —

temps d’exécution a été retenue. Sur la figure 3.2, page 57urvpe que pour
ces cas |a, le temps de calcul n’a jamais dépasseondes.

En fait, le gain est intéressant surtout au niveau de la gépérdes tables.
C'est la que la différence entre polynémes irréductibles phcines primitives
aléatoires et polynémes creIrréductibles est importante. Nous avons testé la
génération des trois tables (une pour les successeurspunel@aque conversion),
pour des corps de taille inférieure2®, sachant que la mémoire nécessaire pour
le stockage des tables e est déja det x 3 * 222 > 100 Mo. Nous voyons
sur les figures 3.4 et 3.3, page 58, qu'’il y a gain pour chaquesargue ce gain
peut atteindre un facte@.5. En outre, le temps d’exécution de cette génération
ne dépasse pas une minute pour chacun de ces exemples dandlepolyndme
X-irréductible, et ne dépasse pas 2 secondes pour la mogtiéede
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600

Temps de calcul en secondes

Rapport de temps : Random / X-Irréductible
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FIGURE 3.3 — Génération des tables de successeurs et de conversions

Ul et filt
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FIGURE 3.4 — Rapport des temps de génération des tables
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Arithmétique des corps premiers

Nous étudions dans ce chapitre I'efficacité de I'utilisatitentables précalcu-
|ées pour I'implémentation des corps premiers. Pour celas avons implémenté
guatre classes C++Zpz GFq, GFqTabet ZpzLong Toutes utilisent les entiers
longs {ong int ). Dans la suitep sera le modulo concerné dans I'implémen-
tation deZ/,7. Zpzest I'implémentation classique avec division paGFqTab
utilise les racines primitives et quinze tables de taill&&Fq utilise aussi les ra-
cines primitives et seulement trois tables de taill@pzlongest simplement une
arithmétique sur les entiers sans aucun rapport avées résultats obtenus avec
cette arithmétique sont simplement des références. LesiaglémentationSF-
gTabet GFqfonctionnent aussi pour des corps de Galois de taille unespuie
d’'un nombre premier; dans ce cas, seule la génération des tiffere.

4.1 |IMPLEMENTATIONS

Nous présentons ici différentes méthodes pour implémeefgrdes opéra-
tions de base : I'addition, la soustraction, la négatiomugtiplication, la division,
une multiplication suivie d'une additiom & a * x + y) ou AXPY, une multiplica-
tion et une addition en place & axx+r) ouAXPYIN Dans le cadre de I'algebre
linéaire, il semble que ces deux derniéres opérationstle®plus utilisées.

4.1.1 CLASSIQUE AVEC DIVISION

Zpzest une implémentation classique des entiers modulaires :

— L'addition est une addition signée sur les entiers suitua test. Si le test
montre que le résultat est supérieur au modulo, le modulsaesitrait du
résultat.

— La soustraction est implémentée de la méme facon.

— La négation est une simple soustraction du modulo.

— La multiplication est une multiplication machine suiviei modulo ma-
chine.

— La division est une inversion implémentée par I'algoriehdiEuclide du
pgcd étendu puis une multiplication suivie d’'un modulo ; &atesib etp
sont premiers entre eux alors le théoreme de Bézout dontistéace de:
etv telsquel = ux b+ v *petdoncu * b= 1[p)|.

— AXPYest une multiplication et une addition suivies d’'un seul olodna-
chine.
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Code 4.1.1ArithmétiqueZpz

ZPZ ADD(r,a,b,p) {r = (ath); r=(r<p ?r :rp)}
ZPZ_SUB(r,a,b,p) { r = (@-b); r = (r < 0 ? r+p : 1)}
ZPZ NEG(r,a,p) {r=(@=07?0: pa),}
ZPZ_MUL(r,a,b,p) { r = (@*b); r= (r>=p 2 r % p : 1)}
ZPZ_DIVEXACT(r,a,b,p) { r = (b == 1 ? a : alb);
ZPZ DIV(r,a,b,p) { Rep g, u, v; Bezout(g, u, v, b, p);
ZPZ_DIVEXACT(r,a,9,p);
ZPZ_ MUL(r,r,u,p);}
ZPZ_AXPY(r,a,b,c,p) { r = (@*b+c); r = (r<p 2 r 1 r % p);}
ZPZ AXPYIN(r,a,b,p) { r += (@*b); r = (r<p ?2 r . 1 % p);}

Pour que les résultats soient corrects, la valeur interamédiiu AXPY ne doit pas
dépasser la taille du mot machine. Si la taille de mot maokét™, la taille de la
mantisse signée est de—1 et donc la taille du corps ne doit pas dépagser —1.
En particulier si le mot machine est codé sur 32 bits (respmuent 64 bits), alors
la taille du corps ne peut pas dépasser 46339 (respectite308r000498). En
outre, cette implémentation reste valide méme si le modekt pas premier, tant
gue les divisions se font par des éléments inversibles.

4.1.2 AVEC RACINES PRIMITIVES

GFqg est une implémentation de la représentation par l'indicdtiplicatif
d’'une racine primitive, comme décrit au chapitre précédsiatonsg une ra-
cine primitive du corp&F(q); I'indice de —1 est précalculé et noté ,, tel que
—lgr(q) = ¢"~*; enfin, lindice del est codé paf = ¢—1 et est donc noté;. Cette
implémentation utilise au moins une table prédéfinie, ldetales successeurs,
t_plusl (il est possible d'utiliser deux autres tables, pour aceélées conver-
sions). La table des successeurs est précalculée de tedleiseY:, t_plusl[i| =
jsil+ g' = ¢’, avec un cas particulier pour I'indice del, t_plus1[i_;] = 0.

Code 4.1.2ArithmétiqueGFq

GFQ_ADD(r,i,j) { // g + ¢ = g(l+g"7)
if (j==0) r=i;
else if (i==0 ) r=j;
else { r = i

r=tplusl[ (r>0)? r : r + iz 1
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GFQ_MUL(r,r,j);

}}
GFQ_SUB(r,i,j) { // g — ¢ = gi(1+¢/(-1))
if (i==0) GFQ_NEG(r,));
else if (j==0) r=i;
else { r = J-i- i1,
r=(r>0?r:r+ i
r =t plusi[ (r0)? r : r + iz 1;
GFQ_MUL(r,r,i);
}}
GFQ_NEG(r,i) { / —g¢¢ = ¢'/(-1) = g
if (i==0 ) r=0;
else {r=1i- iq1;
r=(>0)?r:.r+ i
}}
GFQ_MUL(rij) { 1/ g x gl = giti
it ((==0) || (==0) ) r =O0;
else {r=1i+]j - i
r=(r>0?r:r+ i
}}
GFQ_DIV(r,ij) { I g/ ¢8 = ¢g"
if (i==0) r=0;
else {r=1i-j
r=(@0)?r:r+ i
}}

GFQ_AXPY(r, iy, i) { I g % g2 + gi = gi(1+4 ghtiz—i)
if (j==0) GFQ_MUL(r, i1, 92);
else if ( 41==0) || ( i2==0)) r=j;

else {
r= 4+ -j- g
r=(<0)?r + ig o T,
r =t plusl[(r>0)? r : r + igl;
f@{r=r+j- ig
r=@>07?r:r+ ig;
} 1}

En pratique, latable plusl peut renvoyer un résultat auquel on a pré-soustrait
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iz. Ainsi, on gagne une opération pour le calcul de GFQ_ADD et GFQ_AXPY.
Dans ce cas, la taille du corps n’est plus limitée par la tdillenot machine, mais
par I'espace mémoire disponible. En effet, nous avons vurgabrps de taille
225 nécessite déja 128 Mo. En outre, cette implémentation ¢sbieanon seule-
ment pour les nombres premiers, mais pour tous les corps fioisvu qu’une
représentation par indices ait été construite.

4.1.3 TOTALEMENT TABULEE

GFgTabest une autre implémentation utilisant les racines pnvedti La re-
présentation est la méme que p@kg, mais plusieurs tables ont été précalculées
pour éviter de faire des tests. De méme que précédemmentten rog — 1.

La premiere table;_mul, est une table des correspondances entrg eti + j
mod g. Comme; + j peut prendre des valeurs enfiret 2g, nous avons choisi de
coder0 non plus paf, mais parg. Ainsi, la table peut étre construite pour toutes
les valeurs dé& = 7 + j de la maniére suivante :

— t_mul[k] = k pour0 < k£ < q.

— t_mullk] =k —gpourg— 1<k < 27g.

— t_mul[k] = 2q pour2g < k < 43.

De maniére analogueé,— j varie entre—g et g; la précédente table peut aussi
servir dans ce cas, il suffit de décaler les indicesjpar div = &t_mul[g]. Il faut
aussi ajouter les valeurs entr@g et —g, puisque, comme ou j peuvent valoir
2q (notre codage du zéro), en fait j varie entre—2g et 27 :

— t_mul[k] = 2g pour—g < k < 0.

On a donc, au total, une premiére table, de taijlePour la négation, on utilise de
méme un décalage par I'indice dd : t_neg = &t_mul[i_+|. Enfin, on construit
de la méme maniére une table des successeurs detta{leplusl) et une table
des prédécesseurs de taillg (t_moinsl). Avec les deux tables de conversion,
chacune de taillg, cela fait un espace mémoire total nécessairgs>gentiers.

Code 4.1.3ArithmétigueGFqTab

TAB_ADD(r,i,) {r = tmulli + t plusl[j - 1] ];}

TAB_SUB(r,i,j) {r = t_mul[i + t_moinsl[j - i] ];}

TAB_NEG(r,i)) {r = t_neq]i];}

TAB_MUL(r,i,)) {r = t_mulli + jJ;}

TAB_DIV(r,i,j) {r = t_div[i - jI;}

TAB_AXPY(r,i,j,k) {r = t_mullk + t_plusl[t_mul[i+j] - K]]; }
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De méme que I'implémentation précédente, cette implémentast valable
pour tous les corps finis. La taille de corps est toujourstémpar I'espace mé-
moire disponible, mais la nécessité de 15 longueurs de dallleu de 3, implique
une taille maximale au moins divisée par 5, par rapport gllémentation précé-
dente.

4.1.4 REFERENCE

ZpzLongest une implémentation de I'arithmétique avec les opératite base
uniquement. Les résultats ici ne veulent rien dire. Il £'agulement de fournir
une référence externe des opérations sur un type machiresde b

Code 4.1.4ArithmétiqueZpzLong

LONG_ADD(r,a,b,p) {
LONG_SUB(r,a,b,p) {
LONG_NEG(r,a,p) {r=-a}

LONG_MUL(r,a,b,p) {r=a*hb;}
LONG_DIV(r,a,b,p) {r=
LONG_AXPY(r,a,b,c,p) { r = C;
LONG_AXPYIN(r,a,b,p) { r += a * b; }

4.2 RESULTATS EXPERIMENTAUX

4.2.1 COMPARAISON AVEC ALP ET NTL

Notre but est de comparer différentes implémentationsttifaétique modu-
laire. Nous présentons tout d’abord une comparaison gé&rgvrat I'arithmétique
classique de deux logiciels pour montrer que notre impléatiem est pertinente.

Le premier logiciel, ALP [116 - Mourrain et Prieto (2000)], fémente les
opérations de la maniere la plus simple, par 'utilisatiame division (%) pour
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chaque opération.

Le deuxieéme logiciel, NTL [153 - Shoup (2000)], utilise destho&les parti-
culieres pour chaque opération. Dans le cas de I'additioe ¢4 doustraction, il
commence par calculer= a + b — p puis il ajoute ensuitg sir est négatif. Mais
ce dernier test utilise le fait que les nombres négatifs sodés en complément a
la base, le signe étant stocké dans le bit de poids fort. Atnsiécalé den — 1
bits a droite (en remplacant les bits manquants par le biighee)}y vaut0 si r est
positif et —1 (111111...111) sinon. Ensuite, en effectuant &Y bit a bit entre
0 etp ou entre—1 et p, on obtient0 si r est positif, etp si r est négatif. Il suffit
ensuite d’ajouter cette derniére valeur@our obtenir une valeur modulaire com-
prise entre) et p.

Code 4.2.1Addition modulaire dans NTL

inline long AddMod(long a, long b, long p) {
long res = a + b;
#if (NTL_ARITH_RIGHT_SHIFT && defined(NTL_AVOID_BRANCH ING))
res -= p;
res += (res >> (NTL_BITS_PER_LONG-1)) & p;
return res;
#else
if (res >= p) return res - p;
else return res;
#endif

}

Il est possible de changer cela dans NTL pour effectuer urckassique a la
place du décalage, comme dans notre implémentation ; tositfs performances
entre ces deux méthodes ne sont que trés légerement dié€rErautre part, pour
la multiplication, les calculs se font non pas en utilisasténtiers machine, mais
en utilisant I'arithmétique flottante. L'inverse gieest précalculé avec une double
précision, le calcul modulaire de:b devient alorgixb mod p = axb— | 2| xp,
ou les calculs intermédiaires se font avec I'arithmétiqoiedhte et les valeurs en-
tieres sont calculées par conversion.

Ces deux bibliotheques ainsi que nos implémentations éntanpilées par
le méme compilateur, gcc version 2.95.1 19990816, et avec@easasoptions de
compilations.

L'élément de comparaison choisi est le nombre d’opératdfiestuées. Ainsi,
Mop/sdésigne un million d’opérations arithmétiques par seco8de les figures
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FIGURE 4.1 — Comparaison avec ALP et NTL, modulo 32479
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FIGURE 4.2 — Comparaison avec ALP et NTL, modulo 3
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4.1, page 66 et 4.2, page 66, ALP et NTL désignent les implémenstatie ces
deux bibliothequesZ/,z désigne notre implémentatidpz de la section 4.1.1,
page 60, et GFg désigne notre implémentatdty, de la section 4.1.2, page 61.
Nous voyons tout d’abord, sur la figure 4.1, page 66, avec un loatutaille
moyenne, que I'implémentation la plus simple donne enviesrmémes perfor-
mances pour tous les types d’opérations (sauf la divisien)effet, le colt do-
minant est celui de la division par le modulo. Ensuite, nomgons que la mul-
tiplication de NTL est légérement meilleure que ALPZgtz : sur ultra sparc,
I'arithmétique flottante est plus rapide que I'arithméggntiére. Pour toutes les
autres opérationg,pzest meilleure que NTL. Pour les deBXPY, cela vient du
fait que NTL ne propose pas cette méthode, donc deux appetsndgadn sont
effectués au lieu d’'un seul dans notre cas. Enfin, pour ltaadila soustraction et
la négation, la seule différence entre les deux implémiensest que nous avons
défini une macro alors que NTL fait un appel de fonctioime. Le compilateur
ne doit pas réussir a passer outre I'appel de fonction soppiéire dans le cas
de NTL.

Finalement, en comparant ces trois bibliotheques ave@lémentation par
racines primitives, nous voyons que la multiplication etlision de cette der-
niére sont quasiment aussi rapides que l'addition et latemi®on dans le cas
classique. Au contraire, I'addition et la soustraction pnimes primitives sont
deux fois plus rapides que la multiplication classique s€Cf@urquoi la fonction
AXPYest bien meilleure avec racines primitives. En outre, damsi$ de modulo
trés petits, on remarque, sur la figure 4.2, page 66, que déseti€es sont encore
plus marquées, grace aux effets de mémoire cache. Nous®sumiox-ci plus en
détails dans la section suivante.

4.2.2 QUELLE ARITHMETIQUE MODULAIRE ?

Dans cette section nous présentons le nombre de milliongditpns par
seconde obtenus pour différents corps, de taille 3 a 6552as Kegardons les
performances pour la fonctiohXPY, c’est-a-dire que nous effectuons cette opé-
rations plusieurs fois, pour tous les triplets possiblegjvsons le nombre total
d’AXPY par la moitié du temps obtenu.

Il est toutefois utile de mesurer ces performances dansntexie ou plusieurs
de ces opérations sont effectuées de concert. Le produitadieces classique
nous a semblé étre un bon moyen de tester cette particuldakgorithme est la
triple boucle classique sur deux matricest B, quelconques, mais de dimensions
fixées :
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Code 4.2.2Produit de matrices

1 void matrix_product( Modulo* C, const Modulo* A,
const Modulo* B, int dim )

{
for (int i=0; i<dim; ++i)
5 {
const Modulo* Ai = &A[i*dim];
for (int j=0; j<dim; ++j)

{
const Modulo* Bj = &BJj];
10 Modulo sum =0;
for (int k=0; k<dim; ++k, Bj += dim)
MODULO_AXPY(sum, Ai[k],*Bj, sum, P);
Cli*dim+j] = sum;

15 }

Les résultats comparés des différentes implémentatiansates finis dépen-
dant de I'architecture, nous présentons des mesures pepunateice$4 x 64 sur
un IBM rs6000 cadencé a 100 MHz, un Sun ultrasparc cadencé MHZ3 un
Intel Pentium Il cadencé a 333 MHz et un Dec alpha cadencé a 40Q Bikiz
les figures 4.3, page 70, 4.4, page 71, 4.5, page 72 et 4.6, pag®idBant ces
performances, nous pouvons faire les remarques suivantes :

(1) La premiere remarque, générale, est que, pour toutesdbiectures tes-
tées, le nombre d’opérations obtenues dans le produit decemest bien supé-
rieur a celui obtenu pour 'AXPY. Cela vient de I'utilisatiore @daches mémoire
par les processeurs. En effet, comme les matrices sordqdatrs éléments sont
stockés dans les caches et les acces sont alors de codifttésGala induit qu’un
algorithme matriciel implémenté par une découpe en pdttsi{de tailles4 x 64,
par exemple) permettra aux processeurs d’effectuer papdations par seconde
gue le méme algorithme implémenté sans bloc.

(2) Sur I'IBM rs6000, le colt d’'une multiplication et d’'unédition d’entiers
machine est sensiblement le méme. Ainsi, il n'y a quasimestdeadifférence
entre Zpz et GFg. D’autre part, 'implémentation tabulée tire beaucoup mieu
parti des performances de la machine, et est méme quasiossiterformante
pour le produit de matrices sur petits corps que la versiaéféeence pzLong
n’effectuant quine seulepération machine).
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(3) Au contraire, sur les machines SUN, les deux implémentaitamec ra-
cines primitives peuvent méme étre meilleures que cettgadte ! Cela vient
des mauvaises performances de la multiplication machiesetigrs sur ces pro-
cesseurs. On voit de plus que, pour le produit de matricesplémentation par
table devient moins bonne que I'implémentat®Rq quand le corps devient trop
grand, sans doute a cause de la taille des mémoires cacheadbses qui ne
permettent plus de stocker toutes les opérations.

(4) Avec les processeurs Intel, les performances n’atégigpas la référence,
mais I'implémentation tabulée reste compétitive, cetis-d, jusqu’a une taille
de corps plus importante que pour les machines SUN, les catdrésans doute
plus grands. Néanmoins, comme ces caches sont plus grasdiffésences sont
moins importantes.

(5) Le méme comportement, enfin, est observé sur la machineadec ici
une taille de mémoire cache sans doute proche de celle des SUN.

En conclusion, nous pouvons observer deux effets de cafféeedis : I'un sur
les matrices, quand nous effectuons le produit de matrieegre sur les tables
des implémentations. Il est clair que pour de trés petitpdimplémentation
tabulée est bien meilleure que toutes les autres. Cela gsti@rement flagrant
pour le produit de matrices. Ensuite, dans le cas de 'AXPYy poutes les ar-
chitectures, mis a part I'lBM, alors que le corps devientspimand, I'autre im-
plémentation avec racines primitives est préférable. Enfinis voyons l'intérét
des méthodes avec racines primitives, tant que I'espaceoim&mécessaire reste
raisonnable ; en effet, ces méthodes permettent d’avoipeidsrmances plus de
10 fois supérieures aux performances des méthodes avemdivi
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AXPY sur IBM rs6000, 100 MHz
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FIGURE 4.3 — AXPY et produit de matrices sur IBM rs6000, 100 MHz
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FIGURE 4.6 — AXPY et produit de matrices sur Dec alpha, 400 MHz
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DEUXIEME PARTIE
ALGEBRE LINEAIRE CREUSE
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Le but de cette partie est d’étudier le calcul du rang de oedrcreuses. Une
matrice creuse, par opposition a une matrice dense, est atreendont beau-
coup d’éléments sont nuls. Le calcul du rang et, plus géeeht, la résolution
exacte de grands systéemes linéaires creux sont utiliséexpenple, en Topolo-
gie algébrique, en combinatoire ou encore en analyse Dioieinae par le calcul
de formes normales de matrices (voir chapitre 8). lls sossiautiles en cryp-
tographie pour factoriser de grands entiers ou calculedaggithmes discrets
[130 - Odlyzko (2000)].

Une premiéere approche consiste a utiliser une méthode éjd&&imination
de Gaul3. Cette méthode a une complexité arithmétique culapeele pire cas
(inférieure au cube des dimensions de la matrice) et une lexitgpspatiale qua-
dratique (inférieure au produit des dimensions). Tousefd&ns de nombreux cas,
cette méthode est relativement efficace en pratique sidatate creuse est prise
en compte. Le chapitre 5 est consacré a I'étude d’heurestigaéquentielles et pa-
ralleles adaptées au cas creux.

La deuxieme approche que nous considérons consiste &utibs méthodes
itératives. Celles-ci ont en général une complexité arétique théorique fonction
du nombre d'itérations et du nombre d’éléments non nuls delsice. Le nombre
d’éléments non nuls étant, au pire, quadratique, si le nerdlitérations est au
plus linéaire, la complexité théorique peut étre meillagwe celle des méthodes
directes. En outre, la complexité spatiale de ces méthadéswgours fonction du
nombre d’éléments non nuls. Cependant, pour ces méthedesnie de premier
ordre de la complexité arithmétique est multiplié par dessfiars constants ou lo-
garithmiques, ce qui induit, en pratique, des temps de Isaétuwvent importants.
Le chapitre 6 étudie différentes méthodes itératives pétarchiner les plus effi-
caces en séquentiel et en paralléle.

Le chapitre 7, enfin, réalise la comparaison de ces deux meshsur diffé-
rentes classes de matrices creuses, pour déterminer teuesrtes d’applications
préférentiels.
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METHODES DE GAUIMR

« Malheureusement, il est peu reconnu que les écrits sciargffites plus
valables sont ceux dans lesquels I'auteur indique clairdroegu’il ne sait pas. »

Evariste Galois
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5.1 STRATEGIES DE PIVOT ET RENUMEROTATION

Dans un corps, le rang d’'une matrice est la dimension de I'evdsgl'appli-
cation linéaire associéeA, ou encore la dimension de I'espace engendré par les
lignes (ou les colonnes) dé.

5.1.1 DU REMPLISSAGE DANS L’ALGORITHME DE GAUSS

Nous considérons ici I'élimination de Gaul3 sur matrice crelases un corps IF
pour calculer le rang. Dans la suite, pour une matricd|:| désigne la ligne d'in-
dexi de A eta;; designe I'eléement de ligneet de colonng de A. En supposant
gue la matrice est stockée par lignes, par exemple, I'algog est classique :

Algorithme 5.1.1 Gaul3-Lignes

Entrées : — une matriced € F™*".

Sorties : — lerang ded sur FF.

1:r=0

2 . A ={k,3j,a; # 0}

3 : Tantque A # () Faire

4 . ++r

5: Choisir et retirelk € A.

6 : Choisirj tel queay; # 0.

7 : Pourtout ¢ € A, # k tel quea;; # 0 Faire
8 : Ali] = Ali] — ;’—;?A[k].

9 : Retirer deA les indices dont les lignes sont devenues nulles.

10 : Renvoyerr.

Théoreme 5.1.2

Soit A une matrice creuse de" de rangr avec au plugo éléments
non nuls par ligne. Dans le pire cas, I'algorithm@aul3-Lignesiéces-
site2> ", _,(m — k) min{w2*, n — k} < 2rmn additions ou multipli-
cations sur le corps de base et au ptus unités mémoire.
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Preuve de 5.1.2 il faut considérer que le nombre d’éléments par ligne est au
plus doublé a chaque étape ; ce qui donne aumlugw?2”®, n — k} éléments par
ligne a I'étapek. La borne s’en déduit par sommation. O

Cela revient a dire qu’au cours de l'algorithme d’éliminati une matrice
creuse se remplit, jusqu’a devenir quasiment dense. Pantifjer ce remplis-
sage, on peut considérer deux phases de I'algorithme. Umegneephase tant que
la matrice restantén — k) x (n — k) est creuse, une deuxiéme phase quand cette
matrice est devenue dense. En fait, dans le pire cas, le mod'dtapes creuses
est inférieur dog,(2) puisquew?2'e(s) = n > n — k. La premiére phase est
donc rapide, puisque les étapes sont linéaire€Xen(m — k))), mais elle ne peut
durer quelog,(Z) etapes. Au contraire, la deuxieme phase est lente, puisgue le
étapes sont devenues quadratiquesqém — k) (m — k))) et qu’il peut y en avoir
de 'ordre den. La section suivante étudie différentes méthodes pourinedk

remplissage, c’est-a-dire augmenter le nombre d’étapésulease creuse.

5.1.2 HEURISTIQUES DE RENUMEROTATION

Typiguement, les méthodes de réduction du remplissagetémtédeloppées
pour le calcul numérique. Il s’agit de jouer sur le choix deopiou, de maniere
équivalente, de renuméroter la matrice pour que les bonsgswoient choisis. Ces
méthodes sont principalement issues de la théorie desegaphune matrice est
considérée comme la matrice d’adjacence d'un gréphene variable du systéme
d’équations est considérée comme étant un sommet du graghacdue valeur
non nulle est associée a une aréte. Ainsi, I'élimination d’variable du systéme
d’équations (i.e. une colonne de la matrice) correspondiaitation d’'un som-
met du graphe. Pour éliminer un sommeatu graphe, il faut tout d’abord ajouter
toutes les arétes qui relient deux voisinswieuis retirerv et toutes ses arétes
incidentes. Berman et Schnitger [13 - Berman et Schnitd®@® )], par exemple,
donnent plus de détails sur la correspondance entre graphatece. Simple-
ment, le nombre de valeurs non nulles introduites par ungeétélimination
correspond, sur le graphe, au nhombre d’arétes ajoutéesngaélimination de
sommet. Malheureusement, Yannakakis a montré que le cdlcoemplissage
minimal est NP-complet pour un graphe quelconque [176 - Yiatkia (1981)].
De nombreuses heuristiques ont toutefois été développéadiade cette idée,
et elles réduisent le remplissage tout en n’étant pas ofgm&n particulier,
deux méthodes sont principalement utilisées, la méthodelat&owitz et dif-
férentes variantes d’« ordonnancement de degré minimaktte @erniére éli-
mine a chaque étape le sommet de degré minimal. On fait alorespmndre
un sommet et son degré avec une ligne et son nombre d’élénientséthode
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de Markowitz utilise une fonction de co(t : si, a I'étaper;(k) est le degré de
la ligne (le nombre d’éléments non nuls dans cette ligne);et) celui de la
colonnej, la méthode de Markowitz choisit d’éliminer le sommet mirsant
(ri(k) — 1)(c;(k) — 1). Les travaux de Zlatev [178 - Zlatev (1992)], Duff et Reid
[51 - Duff et al. (1986)] ou encore Amestoy et Davis [4 - Amestoyleti®96)]
sont des références sur le sujet. D’autre part, [3 - Amestoy. €19299), 78 -
Hendrickson et Rothberg (1999), 94 - Karypis et Kumar (1999)4@ - Doreille
(1999), Section 8.3.2], par exemple, proposent une autrantarde réduction du
remplissage, les dissections emboitées; si cette métkddé fe remplissage de
20 a 30% dans certains cas numériques symeétriques par rappomeéthodes
de degré minimal, elle nécessite une factorisation symbelpréalable trop cod-
teuse induisant souvent une perte de performances en térapsan outre peu
adaptable au cas non inversible, non symétrique. Nous riksskubns donc pas
ici. Toujours est-il que toutes ces méthodes proviennehadalyse numérique et
ne tiennent pas compte des valeurs des éléments de la m@&tesg-a-dire qu'il
est considéré qu’une opération de type= a;; + J; * a;; ne peut pas produire
de zéro. Dans un tres petit corps fini, par exemple, cela goowetant souvent.
En calcul formel, LaMacchia et Odlyzko [102 - LaMacchia et Qdtly (1991)]
ont considéré le probléeme de réduction du remplissage mduCependant, ils
proposent une élimination de Gaul} structurée, dédiée apelication : la facto-
risation. S. Cavallar a ensuite généralisé leur approoh@urs dans le cadre de la
factorisation [34 - Cavallar (2000)]. Nous proposons ici heeristique, adaptée
de la méthode de Markowitz et utilisant quelques idées de lcahla et Odlyzko.
Cette heuristique est en deux points.

(1) D’'une part, avant le début de I'élimination, nous utifisaune des étapes
de I'algorithme de LaMacchia et Odlyzko, celle qui consisté@uire la matrice
en une matrice plus petite : si il existe une ligne (respeatient une colonne)
contenant une seule valeur non nulle, on supprime la ligte@ilonne associée
a cette valeur et le rang est incrémenté. L'étape suivantalgerithme de La-
Macchia et Odlyzko nécessite le maintien d’ensembles deditggeres (avec peu
d’éléments non nuls) et de lignes lourdes (avec plus d’édsheces ensembles
pouvant évoluer au fil de I'algorithme et permettant de dhéas pivots. Pour ne
pas introduire trop de surcolt de structures, nous avoriérprétiliser une va-
riante de la méthode de Markowitz.

(2) Etant donné que les mises & zéro ne peuvent étre prévaeslewérou-
lement de l'algorithme, notre heuristique minimise le résgage seulement a
chaque étape de calcul. Il s’agit de jouer sur les choix detpide I'algorithme
classique : a I'étapé, nous choisissons une ligrneayant un nombre minimal
d’éléments non nuls (ainsi elle introduira un nombre mididiéléments pour
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chaque élimination) puis nous choisissons une colonnetayamombre mini-
mal d’éléments non nuls (ainsi le nombre d’éliminationgsamimise). De cette
maniére, le choix de pivot colte + r;(k) < m + n tests tout au long de I'al-
gorithme, alors que le calcul de la fonction de Markowitz eddt= mw tests
et multiplications dans les premiéres étapes et deviertrgtique au fur et a me-
sure que la matrice se remplit. L'idée utilisée ici rejoirtle des minima locaux
de [146 - Rothberg et Eisenstat (1998)] utilisée pour laciasation de Cholesky
numérigue. Nous montrons les bonnes performances obteausqonjugaison
de ces deux heuristiques sur nos matrices creuses pouclg dalrang dans les
sections suivantes.

Nous présentons maintenant notre algorithme. Si nous sapptsujours que
la matrice creuse est stockée par lignes, alors le nomblkenakdéits non nuls par
ligne est facile a obtenir, mais, pour les colonnes, il fawtdlculer au fur et a me-
sure. L'algorithme est modifié€ comme suit (les degrés desncms sont stockés
dansD; et calculés lignes 6, 15 et 20).

Algorithme 5.1.3 Gaul-Lignes-Renumérotation

Entrées : — une matriced € F™*".
Sorties : — lerang ded sur FF.
cr=0
: Tant que il existe une ligne avec une seule entigg # 0 Faire
++r

Retirer la lignek et la colonnej de A.

CalculerD;, le nombre d’éléments non nuls dans la colopne

: Tant que il existe une colonne avec une seule entrige# 0 Faire

1

2

3

4

5 : Pour j =1 jusqu’a n Faire
6

7

8 ++r

9 Retirer la lignek et la colonnej de A.
10 : A = {k,3j,ax; # 0}

11 : Tantque A # () Faire

12 : ++r
13 : Choisir et retirerk € A tel que|A[k]| soit minimal.
14 : Pour tout j tel queay; # 0 Faire

15 : DécrémenteD
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16 : Choisirj tel queay; # 0 et.D; soit minimal.
17 : Pour tout ¢ € A tel quea;; # 0 Faire
. - S a’ij
18 : Ali] = A7) aij[k].
19 : Pour h == 1 jusqu’a n Faire
20 : Décrémenter ou incrémenté;, si a;;, a changé de statut.

{Devenu nul, ou devenu non-nul}

21 : Retirer deA les indices dont les lignes sont devenues nulles.
22 : Renvoyer .

Pour cet algorithme, les premiéres lignes correspondent dd'étape de La-
Macchia et Odlyzko. Ensuite, c’est I'algorithme de Gaul3 stathcuquel nous
avons ajoute les calculs dg;. La difference vient du choix de pivots. Dans l'al-
gorithme 5.1.1, page 81, ce choix était indifférent ; ici notenpns le pivot mini-
misant le nombre d’éléments de sa ligne puis le nombre déhésrde sa colonne.

5.2 RESULTATS EXPERIMENTAUX

Dans cette section, nous présentons les gains, obtenustgahaoristique, en
nombre d’opérations arithmétiques et en temps sur diftésematrices. Plus de
détails sur ces matrices sont donnés section 7.1, page 146p&wvoir comparer
les matrices entre elles, nous montrong&n de la renumérotation; s,
(respectivementp,,,) est le temps d’exécution (resp. le nombre d’opérations sa
renumérotation (le pivot choisi est le premier non nul ercparant la matrice en
largeur d’abord) etps,. (resp.op..) est le temps (resp. le nombre d’opérations)
avec renumerotation, les gains sont définis comme suit :

tpsno - tpsre
tPSno

OPno — OPre
OPno

gain(tempg = 100 *

gain(opérationy = 100

Ainsi, nous avons une normalisation du rapport. Un gain pral&teest tout de
méme un gain, un gain négatif est une perte de performaneeagaib théorique

maximal est 100.

Les expériences ont été menées daypg,, avec I'implémentatiorisFq de la
section 4.1.2, page 61, sur des machines identiques (ultcalpa 133 MHz)
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et pour deux nombres premigssun tres petit3 et un de I'ordre du demi-mot
machine5521.

5.2.1 MATRICES ALEATOIRES

Tout d’abord, nous avons testé notre algorithme sur un enlgetie matrices
creuses aléatoires de dimensidfg0 x 1000 jusqu’a5000 x 5000 avec del a
quelgues dizaines d’éléments non nuls par ligne. La figurepade 87 présente
les résultats pouun tirage aléatoire de matrices. Chaque point sur les courbes
correspond a une seule matrice. Nous avons toutefois réaisséxpériences sur
plusieurs jeux de matrices et les résultats étaient corblesaEnfin, la figure
supérieure correspond a un nombre d’éléments par ligne erdt 6, la figure
inférieure entred et 35. La figure inférieure reprend donc la partie supérieure,
pour donner une visualisation d’ensemble.

(1) Pour les matrices extrémement creuses (justj@a2 éléments non nuls
par ligne), nous observons que notre heuristique est geasioptimale. Claire-
ment, cela est di a I'astuce de LaMacchia et Odlyzko, qui persoa efficacité
dés que le nombre d’éléments par ligne dépasse

(2) Ensuite, entre@ et 4 éléments par ligne, on a une légere baisse du gain
(toujours plus de 50% de gain tout de méme!), puisque sur dé&soes aléatoires
avec beaucoup d’éléments, I'astuce de LaMacchia et Odlyasai plus appli-
cable. D’autre part, cette diminution du gain vient du faiequour les matrices
tres creuses et d'assez petite dimension, méme sans rastatiodr, le remplis-
sage n’est pas trop important.

(3) Au contraire, dés que le nombre d’éléments par ligne dé&g®de rem-
plissage est réduit de fagon spectaculaire, puisque lesgaopérations remonte
a plus de 90%. Enfin, évidemment, le gain diminue a mesure gueaérices de-
viennent plus denses.

(4) En outre, on remarque de légéres différences entre larérotation mo-
dulo 3 et la renumérotation modulih521. Comme conjecturé, le gain en opéra-
tions est meilleur pour les petits modulo. Néanmoins, lesgyain temps de calcul
sont parfois meilleurs pour les grands modulo, a nombre moy&éments non
nuls par ligne égaux. Cela vient du fait qu’'une méme matriaepas le méme
nombre d’éléments non nuls modwWet modulo65521. Ainsi, a nombre moyen
d’éléments non nuls par ligne égaux, une abscisse de la figlirpage 87 repré-
sente une matrice de dimensions plus grandes maiglee modulo65521, ce
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FIGURE 5.1 — Gain de la renumérotation sur matrices aléatoires ; leefigu bas
continue la figure du haut, sur une plus grande échelle.
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qui induit un surco(t de calcul. Ainsi, pour faire se corregpe les matrices et
non plus le nombre moyen d’éléments non nuls par ligne, difai décaler vers
la droite, de maniere progressive, les courbes modulo 3.@weralors une dif-
férence de gains pour le temps en faveur des petits moduddféeence de gains

en nombre d’opérations étant encore plus marquée.

5.2.2 MATRICES ISSUES DE BASES DE GROBNER

On observe ensuite que méme sur des matrices beaucoup phes demmme
les matrices du tableau 5.1, intervenant dans le calcul deslies Grobner [61 -
Faugere (1994)], nous obtenons une baisse importante dbreaffopérations.
Toutefois, pour f855_mat9, ce gain n’est pas assez imptogtde surco(t de la
renumérotation induit un léger ralentissement du calcuhsaus les autres cas,

nous avons noté une accélération de plus de 20%.

Matrice Eléments Dimensions Rang Gain modulo 65521 (%)
Non nuls Opérations Temps
robot24cl_mat5 12.39% 404 x 302 262 51.28 30.59
rkat7_mat5 7.44% 694 x 738 611 69.50 41/78
f855_mat9 2.77% 2456 x 2511 2331 19.88 -10{22
cyclic8_matll 9.37% 4562 x 5761 3903 37.57 20192

TABLEAU 5.1 — Gain de la renumérotation pour matrices de bases de Grobner

5.2.3 MATRICES D’'HOMOLOGIE

Ensuite, les matrices de la figure 5.2, page 89 proviennerdldulale groupes

d’homologie de complexes simpliciaux de différents grapfte- Babson et al.
(1999), 142 - Reiner et Roberts (2000)]. Ces matrices sgatgléasiment dia-
gonales et la renumérotation induit souvent un Iéger stirddimus avons mesuré
les performances de la renumérotation sur 37 de ces matnicéslo 65521. La
figure présente le nombre de matrices par intervalle de gansi, par exemple
il y a 5 matrices pour lesquelles le gain en opérations estriayr a 90%. Au
contraire, pour quelques exceptions, la renumérotatindawibméme a plus d’opé-
rations. En outre, d’autres expériences ont montré que e&sces etaient extré-
mement sensibles aux moindres variations de stratégievdeage. En effet, ces
matrices trés creuses ont une phase d’élimination linéaisez longue, puis en
quelques étapes la matrice se remplit de facon spectaeuRdr exemple, une
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FIGURE 5.3 — Remplissage, avec renumeérotation, dans la matrice .imk12
62370x51975 de rang 39535
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simple transposition de la matrice peut permettre de teanéncalcul avant d’ar-
river & la phase de remplissage et, par la méme, inverseirleSyar la figure 5.3,
page 89, nous testons la renumérotation sur la matrice mk&a.Bchangeant les
positions initiales des lignes et des colonnes (une inversignifie que la ligne
1 se retrouve a la derniére ligne, la ligne 2 a la pénultiene).Nous consta-
tons que le remplissage est tres rapide, a lieu dans lestdataiéeres itérations
et que de simples échanges de lignes ou de colonnes peudainejrsur ce type
de matrices, un remplissage jusqu’a 4.5 fois plus impor&mtonc une mémoire
minimale variant de 130 a 590 Mo. En outre, et contraireméet@icoup d’'autres
matrices, le déficit de dimension en colonnes n’induit pasemmplissage moins
important pour la transposée. Il semble trés difficile dayes une méthode géné-
rale de renumérotation efficace pour toutes ces matricesmméthodes itératives
étant plus stables, de ce point de vue, nous les comparotmsaiire 7.

5.2.4 MATRICES BIBD

100 - &~ .

a1
o
T
1

Gain de la renumérotation (en %)

1
[
o

T

1

—@— Opérations mod 65521, sur A"
—¥— Temps mod 65521, sur A"

-100

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Eléments non nuls par ligne

FIGURE 5.4 — Gain de la renumérotation sur matrices BIBD

Enfin, nous présentons les résultats de la renumérotatiatesumatrices pro-
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venant de problémes combinatoires : les matriceBalanced Incomplete Block
Design Ces matrices sont rectangulaires et tres déséquilibréesrf, avecn

trés inférieur an). La figure 5.4, page 90 présente les mesures effectuéesssur ce
matrices ainsi que sur leur transposée. Le résultat estéhnq si le nombre de
lignes est tres faible, la matrice ne se remplit pas et lam&matation n’est pas
utile.

5.2.5 METHODE DE MARKOWITZ

: : 5
Matrice Ga',n ”.‘00'”'0 65521 (/02 Matrice  Gain modulo 65521 (%)
Opeérations Temps OD&rations Temps
robot24_mb 3.99 26.00 P PP
— n2c6.b4 27.93 68.66
rkat7 m5 -19.06 44.12 ]
- [ | n2¢c6.b5 74.21 85.7Y

f855 m9 -56.24 71.96
. n2c6.b6 45.30 77.52

cyclic8_m1ll -76.72 42.61
. 1| n2c6.b7 23.63 80.69

bibd.14.7 -3.80 55.77
. 1 | n3c6.b5 41.66 78.78

bibd.15.7 6.01 51.61
. T | n3c6.b6 36.67 77.18
bibd.16.8 -1.55 47.01 )
. T | n3c6.b7 31.73 78.07
bibd.17.4 10.30 72.73 s
. L | n3c6.b8 84.02 88.65
bibd.17.8 -5.69 45.86 L
. I' | n3c6.b9 1.41 78.76

bibd.18.9 -0.30 53.81
. L | n4c5.b3 4414 62.50
bibd.19.9 -12.38 53.95 L
) n4c5.b4 64.18 78.35

bibd.20.10 5.49 60.20
. L | n4ch5.b5 61.70 83.58

bibd.22.8 5.26 60.82
. n4c5.b6 48.34 82.52
bibd.81.3 31.60 91.31 ]
n4c5.b7 41.30 86.7Y

ch6-6.b3 48.46 76.32
- | n4c5.b8 21.35 82.24

ch6-6.b4 47.72 78.16
n4c5.b9 21.45 71.43
mk9.b2 45,92 57.14 L
n4c6.b3 19.78 65.46

mk9.b3 8.95 42 .86
n4c6.b4 67.58 63.72
mk10.b2 46.58 44.44 ]
n2c6.b8 16.82 62.07

mk10.b3 69.75 77.94
I | n4c6.b13 19.96 85.41
mk11.b2 34.46 61.67 n4c6.b14 385 20.59

mk11.b3 66.19 62.81

TABLEAU 5.2 — Gain de notre heuristique par rapport a la méthode de Mo

Pour évaluer notre variante de renumérotation, nous la aconp avec la mé-
thode de Markowitz. Nous avons implémenté celle-ci de la mérariéne que
notre heuristique, c’'est-a-dire, toujours avec la preenjiitase de LaMacchia et



92

Méthodes de Gauld

Odlyzko, seule la deuxieme phase est modifiée (le choix de giffere). En effet,
nous sélectionnons le pivot de maniére a avoir moing de: tests a chaque étape
(tout d’abord une ligne de taille minimale, puis un éléme nul de cette ligne
avec une colonne de poids minimal). Au contraire, la fonctiertolt de Marko-
witz est totale (sélectionne un élément non nul tel que leytald poids de ligne
par le poids de colonne soit minimal). Elle est donc optimaleaocie étape, mais
avec un codt de calcul beaucoup plus important, commendantanc tests et
multiplications par étape. En pratique, nous constatondestableau 5.2, page
91 que la méthode de Markowitz n’gamaisplus rapide que notre heuristique.
Toutefois, pour de nombreuses matrices, le remplissagea@sst important avec
cette fonction. Le codt de calcul de la fonction de Markowgzdonc clairement
en cause. La différence est particulierement marquantel@ematrices de Grob-
ner €2 ~ 50m) ou, malgré un remplissage beaucoup plus important pag heti-
ristique, celle-ci reste plus rapide. Cela indique clagabgue notre heuristique
est loin d’étre optimale pour ce type de matrices. Au cordgrgiour les matrices
d’homologie (2 ~ 4m), notre heuristique est meilleure en renumérotation tout
en restant plus rapide. Enfin, il reste a trouver une métigédéralepour encore
améliorer le remplissage tout en accélérant I'exécution.

5.2.6 CONCLUSION

Notre heuristique est validée, puisqu’elle apparait extréent efficace en gé-
néral, tant sur des matrices tres creuses, que sur desesgihics denses.

Bien sdr, si la matrice est quasiment diagonale ou rectairguét trés dés-
equilibrée, la renumérotation n’est pas souvent efficaad, sur les plus grandes
d’entre elles. En effet, la phase de remplissage n’est lpaotudu temps pas at-
teinte pour les petites matrices. Il reste a trouver uneistiquie efficace pour ces
cas particuliers.

Enfin, le surco(t de notre méthode peut étre estimé a parta tigure 5.4,
page 90, puisque elle présente des matrices pour lesqglestiegn en opérations
est nul. En effet, pour cing de ces matrices, non transppkggsin en opéra-
tions est compris entre 5% et 5% et la perte de temps est de I'ordre d&%.
Le surcodt est donc relativement important puisque danaséalgorithme avec
renumeérotation induit donc un facteur d’envirbfi. Il reste toutefois raisonnable
par rapport a celui de la méthode de Markowitz par exemple.
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5.3 ELIMINATION MODULO p®

5.3.1 FORME DE SMITH ET NOTION DE RANG

Les précédents algorithmes sont prévus pour des matricesfficents dans
un corps. Sur les entiers, les variantes de Bareiss [8 - 8&af£968)] et de H.
Lee et D. Saunders [105 - Lee et Saunders (1995)], quand lacmafst creuse
par bandes, permettent de calculer une forme triangulai@eficients entiers
en utilisant seulement des divisions exactes. Dans la pértigage 157, nous
avons besoin de calculer le rang modulo une puissance d’nnbrgopremier. La
différence avec le calcul sur les entiers est qu’un élémeat @tre non nul sans
étre inversible, c’'est-a-dire étre un diviseur de zéro dafsz. En outre, la no-
tion méme de rang est moins claire dans un tel espace. Nous besnin d’'une
définition plus générale, mais nous n’utilisons pas la motiassique de McCoy
[66 - Gantmacher (1959)]; nous proposons plutbt une notitative aux inva-
riants de Smith.

Définitions 5.3.1

Soient un anneau euclidies et une matriced € A™*",

— Le déterminant d’'une sous-matrice carrée de dimensionde A est
unmineur de A d’ordre 1.

— Le déterminant de la sous-matrice cariée x 1..: de A est lemineur
principal de A d’ordre i.

— Lerang de A est I'ordre du plus grand mineur non nul de

Définitions 5.3.2

— Lei-éme diviseur déterminantielde A, d;(A), est le plus grand com-
mun diviseur des mineurs de dimensiox i de A, aveci del an.
Posonsiy(A) = 1.

— Lei-eme invariant de Smithde A ests;(A) = R

— La forme normale de Smith de A est la matrice diagonale
Smith(A) = S(A) = diag(s1, .. - , Smin(mn)) € A™".

di(A)
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Définition 5.3.3

Soitqg € A\{0}. Lerang de McCoy de A modulo ¢ est I'ordre du plus
grand diviseur déterminantiele A non divisible parg.

Définition 5.3.4

Soitg € A\{0}. Le rang de Smith de A modulo ¢, rang,(A), est
I'ordre du plus grand invariant de Smitthe A non divisible parg.

Dans un corps, ces deux définitions de rang coincident aveati@nrde di-
mension de I'image [66 - Gantmacher (1959)]. upar exemple, ces deux dé-
finitions peuvent étre différentes comme le montre cet exemgoit la matrice
A = [}9]. Les différents mineurs d'ordresont0 et 3, le mineur d’ordre2 est
9. Nous avons dond;(A) = 3, dy(A) = 9, maiss;(A) = 3etsy(4) = 2 = 3.
Ainsi, le rang deA surZ est2, alors que modul®, le rang de McCoy est et le
rang de Smith est. Dans la suite, nous utiliserons la dénomination “rang” pour

le rang de Smith.

5.3.2 CALCUL DU RANG DANS  Zi,:7,

Nous voulons donc calculer le rang de Smith modafloDans Ziez, il faut
donc sélectionner des pivots inversibles, tant que celpasdible, puis factori-
ser parmp. L'algorithme n’est donc pas trés différent de 'algorithisur un corps
5.1.1, page 81; par souci de simplification, nous ne donnonsaquegsion sans
renumérotation. Bien évidemment, les mémes heuristiquasapplicables.

Algorithme 5.3.5 Gaul3-mody©

Entrées : — une matriced € Z™*".
— un nombre premies et un entiere.
Sorties : — les rangs del modulop’ pour f del ae.
1:7r=0,f=0.
2 A={k,3j,ar; #0 mod p*~'}
3 : Tantque A # () Faire {Dans la boucle, les calculs sont modylt 7}
4 : A* = {k € A, 3j, ay; inversible mod p¢7/} {A*CA}
5: Tant que A* # () Faire
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6 ++r

7 Choisir et retiretk € A*.

8 : Choisirj tel queay; est inversible.

9: Pourtout ¢ € A*,7 # k tel quea;; # 0 Faire

10 : Ali] = Ali] - a,;jlaijA[k:] mod p¢~7.

11 : Mettre & jourA*.

12 : ++frang,r =r.

13 : Pour tout 4, j Faire

14 aij = "7’ {Les diviseurs de zéro sont des multiplesyde
15 : Retirer deA les indices dont les lignes sont devenues nulles.

16 : rangpe = .

Théoréme 5.3.6
Soit un entiee > (. L'algorithme Gaul3-mody® est correct.

Preuve de 5.3.6 Il est équivalent de considérer le cas ou tous les pivots sont
choisis en positiofik, k). Dans ce cas, nous avons une phase d'éliminations pour
determinerr,;, puis une phase de divisions. L'élimination peut étre vuame
une multiplication par une matrice unitaire, triangulair&rieure, d'inverse. ;.
La division est simplement une multiplication par une mmdiagonalaDj:l, ou
Dy = diag(1,...,1,p,...,p), avec le chiffre 1 intervenami,; fois.

On se place dang.7,. A a donc été factoriséed = P[[}_, L;D;AQ, ol
P et sont des matrices de permutationsiatst la forme triangulaire supérieure
obtenue aprés élimination sdr. Comme tous les éléments diagonaux non nuls
de A sont inversibles modulo une puissancepdds sont tous premiers avec
Ainsi, tous les mineurs principaux non nuls desont premiers aveg.

Notation 5.3.7

[86 - Kaltofen et al. (1990)] SIE! est 'ensemble de tous les sous
ensembles de taillede {1,... ,n}, alors pour! et J de E?, A;; est
le mineur d’ordre; pour les ligned et les colonned de A.

On utilise alors la formule de Cauchy-Binet [66 - Gantmach8bQ), Proposition
1.§2.14] :

SiC = AB, alorsVl,J € E',Ci; = Y ArxBry (5.1)

KEEp
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Les mineurs d’'un produit se déduisent donc des sommes atifgatks mineurs.
D'ou, si B = [[}_, Ly Dy, il suffit de considérer les mineurs @2A. LesL; sont
triangulaires inférieures unitaires et IBg sont diagonales, en utilisant la formule
Cauchy-Binet, on voit alors que la forme de Smith/deD, est celle deD, donc
gue la forme de Smith d® ne peut étre formée que des puissances eeque
Smith(B) = [[;-, Dy. Pour conclure sur les invariants de on utilise encore

une fois la formule, cad est triangulaire supérieure et ses mineurs principaux
sont soit premiers avee (pour lesr,. premiers d’entre eux), soit nuls (pour les
derniers). O

En pratique on travaille, a I'étapg, avec une matrice a coefficients dans
Z/ye-17. Les opérations sont exactement les mémes que sur un cermpipavec
limplémentationZpz; seulement, pour qu’une division soit possible, il faut que
le pgcd du modulo et du numérateur divise le dénominateur.

Cet algorithme est trés utile pour le calcul de la forme ndente Smith,
puisqu’il permet de connaitre les puissances des nombeesgns divisant les in-
variants en calculant modulo des petits nombres entiersffet) si les invariants
d’'une matrice ne contiennent que de petites puissancesrderas premiers, les
calculs pourront s’effectuer avec I'arithmétique rapids dous-groupes @(sec-
tion 4.1.1, page 60). Nous utilisons cette technique au cleapltr

5.4 ALGORITHMES PARALLELES

Dans cette section, nous nous intéressons a la paralléligiil’algorithme de
factorisationLU exacte sur une matrice rectangulaire quelconque, a ceeftici
dans un corps. Notre objectif étant le calcul du rang de nestiioversibles ou non
inversibles, nous relachons les contraintes Isupour obtenir une factorisation
TU, ou U est triangulaire supérieure &tpeut étre quelconque. En pratique,
peut étre calculée ou non et est creuse par blocs.

5.4.1 UN GRAIN TROP FIN

Une premiere approche consiste a employer une méthodeedpacallele
[98 - Kumar et al. (1994)] sur matrice creuse stockée paebgnespectivement
colonnes), c’est-a-dire faire en paralléle les éliminagiour les: — k£ — 1 lignes
restantes a I'étape k de I'algorithme classique. Cepentimntalculs modulaires
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sont de faible codt et, de plus, pour des matrices trés celesetaches de calcul
ainsi définies sont donc de grain tres fin. Cet algorithme ifgtilkment exploi-
table efficacement en pratique. Il faut regrouper les omé#ratpour obtenir un
grain moins fin. Une approche consiste a imiter le calcul niquéret a utili-
ser des sous-matrices. Le probleme est qu’en calcul fooaslplocs ne sont en
général pas inversibles. Il y a alors deux options. La presr@ét de rendre dyna-
mique le découpage de la matrice et de I'ajuster pour quddes Boient réduits
et deviennent inversibles. Cela induit des synchronisated des communications
importantes a chaque étape pour calculer la redistribdésrblocs. Nous propo-
sons une deuxieme méthode qui utilise des blocs non inVessiiour éviter ces
synchronisations et redistributions.

5.4.2 ALGORITHME RECURSIF PARALL ELE PAR BLOCS

Nous voulons donc construire un algorithme de calcul du rehgue I'opé-
ration élémentaire soit une opération de bloc et non uneatipérscalaire. En
outre, le découpage de la matrice en blocs doit étre réaledt Hexécution de
I'algorithme et ne pas étre modifié. Notre stratédigRBQ conserve donc une
structure par blocs, tels qu'ils ont été définis, dans le bdirditer les volumes de
communications. Nous avons choisi de décrire I'algorith@enniére récursive
pour en simplifier I'étude théorique. Le seuil d’arrét de alue est alors déter-
miné par la structure initiale de la matrice : on suppose tured une matriced
de dimensiong@m x 2n dans un corps IF. La méthode retenue consiste a diviser
la matrice en quatre blocs :

A_[NO NE
~|so SE

On effectue ensuite des factorisatiahs locales sur chaque bloc. Cette méthode
est alors appliguée récursivement jusqu’a la taille desshl®ar souci de sim-
plification, nous montrons ici I'algorithme pour une seuéation. L'algorithme
s’effectueen place c’est-a-dire que la matricé en entrée n’est pas copiée : I'al-
gorithme modifie les éléments au fur et & mesure. Nous présehigdgorithme
pour le calcul de la forme triangulaire supériedfecelui-ci peut étre aisément
modifié pour conserver la matridetelle queA = TU.

Algorithme 5.4.1 TURBO

Entrées : — une matriced € F?™*?" de rangr.

Sorties : — la matriceA transformée en place pour obtenir une forme triangulaire
supérieure de mineur principalx r inversible.
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FIGURE 5.5 — Rang récursif par blocs, étapes 1 et 2

Triangularisatiori’U du bloc NO

: On calculeL; € F™ ™ triangulaire inférieurel/; € F?*? triangulaire supérieure et

G, telles que

Ly x NO = [Ul Gl]

0 0

On peut alors lancer la mise a jour du b& parB; = Ly x N E et, enméme temps,
les calculs de mise a zéro sols dans le blocSO; c'est-a-dire que, sbO(,1_ )
désigne leg premieres colonnes dg0, il faut calculerNy = —S0O(1.¢) X Ul_1 €
F™*%. On effectue ensuite la mise a jour du reste du bloc 30= SO( ;1. +
N; x Gy et la multiplication patV; des premiéres lignes du bI@¢E pour mettre a
jour le bloc SE (E; = SE + Ny X By(1_q,)-

Triangularisatiori’U du bloc SE

: On calculeL, € F™*™ triangulaire inférieurelsy € IFP*P triangulaire supérieure et

E5 telles que

Vo B

Ly x By =
2 X I [0 0 ]
Puis de la méme facon que précédemment, on peut lancer lanjusedu blocSO
par [ 2] = Ly x I et faire les calculs de mise a zéro au-dessud’gdgour les
dernieres lignes des blod8E et NO; c'est-a-direNy = —Bi(gq1.m,1.p) X V{l

puis Hy = By(g11.mp+1.n) + N2 X Bz €02 = NO(g11.m,g+1.m) = N2 X I.
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SO

SE SO SE

5:

FIGURE 5.6 — Rang récursif par blocs, étapes 3 et 4

Triangularisations eparallele dans les blocs SO et NE

: On calculeLs, D3 € F%<4, F3 et M3, C3 € F¢%¢, H; telles que

D3 Fj

0 0

L3XF2:[ 0 0

:| etM3 X H2 = [03 H3:|

Puis mise a jour du bloc NO

O3
=M;x0
[ %, TQ} 3% Oy
et ensuite mise a zéro au-dessuslyepar N3 = —X, X Dgl et calcul deT; =

T> + N3 F5. Suivant la taille deD3 et deCs, il est possible de mettre a zéro a gauche
de Cj5 plutdt qu'au-dessus dB3 dans le bloc NO. Il faut choisir celui des deux qui
est le plus petit, pour minimiser calculs et communicatidd®in autre coté, une
implémentation paralléle peut choisir plutdt celui desxdeui est prét avant I'autre.

Triangularisation dans le bloc NO

: On calculeLy, Z, € F*** etTy, telles que

Ly % Ty = [Z4 T4:|

0 0

Permutations de lignes
I,-V>—E, sont insérés entr&;—G,—B; et O3—Cs—Hs.
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6 : Z4—T4 sont descendus au-dessouskge

Permutations de colonnes

7 . B1—Cs5—H3—F, sont insérés ent®; et G1—Lb—03—Ds—F3—7,~Tj.

Dans les figures 5.5, page 98 et 5.6, page 99 les numéros comespania
derniere étape de modification. L'algorithme global estmmoglification de celui-
ci, conservant aussi les matrices intermédialtegt les permutations des deux
dernieres étapes pour leur utilisation récursive.

Enfin, le graphe 5.7, page 100 montre les dépendances de dozmiée les
différents calculs. Ce graphe peut étre récursif pour lesutsadesL; et les pre-
mieres taches de multiplication peuvent aussi étre sudxelgi pour obtenir plus
de parallélisme. L'intérét de cet algorithme est qu'il rikdes communications

L1,UL, Gl

L2,V2, E2

M3,C3,H3

daVinciv2.1

L4,24,T4

FIGURE 5.7 — Rang récursif par blocs : graphe de dépendance des taches

puisque la plupart des calculs se font localement et quesées petites matrices
de mise a jour sont communiquées. En outre, le fait que lesilsadoient locaux
permet de tirer parti des effets de cache comme pour leotiiBljues de type
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BLAS [46 - Dongarra et al. (1990)]. Dans les sections suivantess étudions
les complexités temporelles et les volumes de communitatie notre technique.
En particulier, le tableau 5.3, page 106, montre que le delbfoe est souvent nul
(z = 0), mais que la répartition des quatre autres rangs estvaiagint homogéne.

5.4.3 COMPLEXITE ARITHMETIQUE

Nous montrons dans cette section que notre algorithme a nmglexité arith-
métique séquentielle identique a celle des meilleurs dlgoes actuels et une
complexité paralléle identique a celle des meilleurs dligores d’élimination.

Nous notonsv I'exposant de la multiplication de matrices (c’est-a-d@rnpour
la multiplication classique olog,(7) = 2.807355 pour la multiplication de Stras-
sen [159 - Strassen (1969)], le record actuel étant inféa@w 75477 [42 - Cop-
persmith et Winograd (1990)] et le minimum étant Le colt de la multiplica-
tion pour une matrice de dimensio2s x 2n s’écrit alorsM (h) = O(h*) pour
h = maz{2m;2n}.

Théoreme 5.4.2

Soit Tr0(h) la complexité arithmétique séquentielle de l'algorithme
TURBO pour une matrice rectangulaire quelconque de plus grande di-
mensiom. Alors,

2
Turno(h) < ZQM(h) + 212 = O(h¥).

Preuve de 5.4.2 :En suivant le graphe 5.7, page 100 et la description précé-
dente, I'algorithmeTURBO nécessite 4 multiplications, 1 inversion de matrice
triangulaire et 2 additions pour I'étape 1, 4 multiplicatso 1 inversion de matrice
triangulaire et 1 addition pour I'étape 2 et 2 multiplicasy 1 inversion de ma-
trice triangulaire et 1 addition pour I'étape 3 ; soit un tata 10 multiplications,

3 inversions et 4 additions de matrices de taille au quAinsi, si le colt de la
multiplication estM (h) = Kh*, le colt de l'inversion de matrice triangulaire
est alors majoré pajM (h) [2 - Aho et al. (1974), Théoréme 6.2] et on obtient la
majoration suivante sur le colt de notre algorithme :

Tu'r'bo(h) S Turbo(p) + Turbo(q) + Tm‘bo(c) + Turbo(d) + Turbo(z)
29 h\w

TK(= 2

+5 ( 2) +h
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Supposons maintenant qifig., () < K'z¥ + 222 Vx < h, avecK’ = %K.
Alors, par récurrence

w

h
Turbo(h) < K'(¢° + ¢ +2° +p” +d + 257)

+2(¢* + & + 22+ p* + d*) + B

Mais, commeyv > 2, et que tous les rangs sont positifs, on majpter ¢ + z¥
par(q+c+ z)¥ etp” + d“ par(p+ d)“. Enfin, grace a la description de la section
précédentey, p, ¢, d, z, les cing rangs intermédiaires des matribgsl,, Cs, Ds,

Z4, Vérifient :

h h
q+c+z§§ et p+d§§ (5.2)
h h
q+d+z§§ et p+c§§ (5.3)
Par les relations 5.2, on obtient alors
4K’ 29
Turvo(h) < ( 5 )hY 4+ 2R < ZM(h’) + 2h?
et, commel,,,,,(2) = 3, la récurrence est prouvée. 0

La complexité obtenue ici est donc identique a la meilleoraglexité séquen-
tielle connue pour ce probléme [80 - Ibarra et al. (1982),orééne 2.1]. L'algo-
rithme d’lbarra et al. est un regroupement de lignes en deug-snsembles. En-
suite, selon le rang obtenu sur un des sous-ensembles |l@mésnier appel ré-
cursif, la structure de la matrice est modifiée. Par notreaigage en blocs, nous
garantissons que les accés sont locaux, ce qui permet d& tivenuparti des ef-
fets de cache.

D’autre part, avec notre algorithme, nous obtenons une ait@lparalléle
linéaire, en considérant que les calculs de multiplicatieind’inversions de ma-
trices triangulaires en paralléle s’effectuent en temgarithmiquek . log,?(h)

Théoreme 5.4.3

Soit T0//(h) la complexité arithmétique paralléle de I'algorithme
TURBO pour une matrice rectangulaire quelconque de plus grande di-
mension.. Alors,

Turvoj/(h) < 3Kooh = O(h).
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Preuve de 5.4.3 Tyy0//(c) €tTur0/, (d) S'effectuent en paralléle. Nous pouvons
supposer que > d sans perte de généralité. Alors, en posant ¢, hy = p,
hs = ¢, hy = z on obtient :

Ty (h) = Koo logo®(h) + Ty (q) + Ty (p) + Ty (c) + T(2)

4
= Koo loga*(h) + Y Ty (h)
1=0

Donc, en développant sur une étape et en supposant les rangalapon obtient

Ty(h) = Ko (logs?(h) + loga?(q) + loga?(c) + logs® (p) + logs?(2))

ou Ty,(hy3), par exemple, représente le colt de calcul associé aupapgis

au range, c'est-a-dire au rang du blaC a la deuxiéme itération, de la découpe
récursive du blod” de la premiére itération. De méme que dans I'analyse du cas
séquentiel, les codts sont regroupés pour que la sommermgEsdans un groupe

ne dépasse pe@ Ainsi,onaqg + ¢ < g Dans un premier cas, gi> 1 etc > 1,
alorslog,*(q) +log,”(c) est maximal quang = ¢ = 2 pourh > 16. Sinon, si l'un

des deux est nul, le cot est en fait bornélpgs”(%). Orlog,” (%) < 2log,”(%),
pourh > 23tV2 & 21.3212. Ainsi, asymptotiquementlog,?(q) + log,(c)) <
2log,” (%) et, de méme(log,”(p) + logo*(z)) < 2logy*(%). Ainsi, la formule
devient

4
h
Ty (h) < Ko (logs?(h) + 4log22(z)) + Ty (hiy).
i,j=0
Ensuite, en regroupant alors de la méme maniere, deux paidaes chacun des
quatre groupes, on termine la preuve :

loga(h) A 80
T/ (h) < Ko 4*logy?(—) < Kopo—h < 3Ky h.
1y(h) < z:; 0g2”(;) < Kooph <3

O

Notre algorithme donne donc une moins bonne complexitéitpgmque I'al-
gorithme de Mulmuley [118 - Mulmuley (1987)]. En effet, cetiimontre que le
calcul du rang est dam$C? (avec un nombre polynomial de processeurs ce calcul
peut s’effectuer en temps parall@¥log,?(n))). Néanmoins, notre algorithme a
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un codt parallele d’ordre identique a celui que I'on obtieniden parallélisant
I'algorithme d’Ibarra et al. Enfin, et au contraire de I'alijome précédent, les
blocs ne sont pas redimensionnés pour donner des blocsiilest En pratique,
notre technique est donc intéressante puisqu’elle coesame plus grande lo-
calité des données. Nous montrons en outre, dans la secti@mt®) que cette
technique permet de réduire le volume de communicatiomsapgort aux algo-
rithmes classiques.

5.4.4 GAIN DE COMMUNICATIONS

Dans cette section, nous calculons donc le gain de commigrisabbtenu
avec notre algorithme paralléle par blocs par rapport agerdhmes classiques.
Considérons une matrice dense. Dans un premier temps, nalierét la diffé-
rence de volume de communications, sur une matrice invergibx 2n, entre
une découpe par lignes et une découpe par blocsPspirocesseurs. Prenons,
tout d’abord une découpe par lignes, en supposant que cesslgpnt réparties
cycliqguement sur le processeurs. A chaque étape la ligne de pivot doit étre
communiquée a tous les autres processeurs d’ou le volualed®tommunica-
tions :

i(P —1)(2n — k) =n(2n —1)(P — 1) = L(2n, 2n, P)

Dans le cas d’'une découpe @rblocsB;; carrés de taHI% x =L cycliquement
répartis, nous supposons en outre qu'il existe a chaque @apnoins un bloc
inversible. A I'étapék, la ligne de pivots par blocs doit étre communiquée, c’est-
a-dire que chacun deg@ — k + 1 blocs de cette ligne (leBy; pourj dek a
V/Q) doit étre communiqué auy’@ — k blocs restants de sa colonne. Ensuite,
chaque ligne restante effectue la multiplication par Erse du blocBy, puis
communique aux/@ — k autres blocs de sa ligne le produiB;;.. B;,". Pour un
bloc surP, la communication n’a pas lieu puisque ce bloc est local.dtal de
communications est donc :

(1—1) (\f k+1)(\/Q — kjﬁjﬁ (\/Zg—k)QQ—\/%Q—\/%)

k=1

_ §(2n)2\/§(1 _ %) — O(n?) = B(2n,2n, P, Q)
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En général, pour un parallélisme optimal, on choig)ae sorte que® = /Q
[49 - Doreille (1999)]. Dans ce cas la, le volume total de comications est su-
périeur a celui nécessaire par lignes. En predast (), il y a un gain de com-
munications de I'ordre dg/P : le gain est la différence de volume de communi-
cations entre la méthode par lignes et la méthode par blaised par le volume
de la méthode par lignes et vaut dans ce cas :

L(2n,2n, P) — B(2n,2n, P, P) 4

<1-———.
L(2n, 2n, P) - 3/P

Ce type de rapport est donc notre objectif dans le cas norsiine.

Nous voulons maintenant estimer le gain obtenu avec notogitiime, pour
une matrice rectangulai®n x 2n, non inversible et de rang< min{2m, 2n}.
Nous calculons alors le volume de communications, au ping; poe seule phase
(pas de récursion, juste les quatre étapes) dvpmcesseurs (un pour chaque
bloc), en fonction des cing rangs intermédiair@3( ¢, d, z, des matrices/;, V5,

Cs, D3, Z,), et en supposant que le calcul de la matAGe lieu sur le processeur
sur lequelX; doit étre. En suivant le graphe 5.7, page 100, on voit qu'it fau
alors communiquer une seule fois les blocs suivants Uy, Bi(i..q,), N1, V2, Lo,

Es, N, I, Ms, Ds, et F3. La fonction obtenue avetprocesseurs est déja assez
complexe :

mn + 2gm + 2pn + ¢* + pm + dn — pg — dg = B1(2m, 2n,r, 4) (5.4)

Si I'on a choisiC; plutét que D5 a I'étape3, il faut remplacerd par ¢ dans la
formule précédente. Pour donner une idée du gain de comatigris que cette
méthode peut générer, nous comparons cette formule avetulme de commu-
nications nécessaires pour faire le calcul par lignesPsanocesseurs, maintenant
dans le cas non inversible :

T

Z(P - 1)2n—k)=r(2n—

k=1

r+1
2

)J(P—1)=L(2n,r,P)

our = g+p+c+d+ zestle rang de la matrice. En pratique, dans le cas des ma-

trices creuses, le tableau 5.3, page 106 indique les gaiaswdbpour différentes
matrices issues du calcul de groupes d’homologie et de lies€&rébner. De
méme que précédemment, le gain est la différence de voluroedunications
entre la méthode par lignes et notre méthode récursivesédipar le volume de
la méthode par lignes. Notre algorithme n’est implémentépue des matrices
denses alors que les matrices testées sont tres creusemdigsmMous pouvons
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Matrice 2m X 2n r q p C d z Gain
mk9.b2 1260x378 343 189 102 52 O 0 -67.36%
mk9.b3 945x 1260 875 286 334 136 119 O 11.80%
ch4-4.b2 96 x 72 57 24 23 7 3 0 10.40%
ch5-5.b2 600x200 176 100 55 21 O 0 -57.97%
0
0

ch5-5.b3 600x 600 424 156 158 70 40 32.80%
ch6-6.b2 2400x450 415 225 105 85 O -123.66%
rob24_m5 404x302 262 54 141 10 57 O 9.08%
rkat7_ m5 694x738 611 95 239 130 108 39 34.0R%
f855_m9 2456 x 2511 2331 123 1064 189 164 791 34.68%
c8_mll 4562 x 5761 3903 392 1927 521 354 709 21.02%

TABLEAU 5.3 — Gain de communications pour le rang récursif par blocs

constater, en général, un fort gain de communications. Catable, seules trois
matrices nécessitent moins de communications avec la oeétbar lignes : en
effet, ces matrices sont tres rectangulaires avec donesi@étites lignes a com-
muniquer. En outre elle sont particulieres pour notre dglgore @ = z = 0).
Dans tous les autres cas, nous avons de bonnes performamegdegpmatrices
les plus carrées, nous arrivons méme aux performanceslgeritame pour ma-
trices avec mineurs principaux inversibles (le rapport nhéshodes inversibles
prévoyait un gain dé — ﬁ = 1 ~ 33%).

Toutefois, la mise en ceuvre récursive est assez délicateocarlipmiter le
surcolt de contrdle et de communications, le seuil d’areétliécoupe doit étre
assez élevé. Le parallélisme induit n’est donc pas tresisiktie et I'algorithme
est intéressant sur un nombre de processeurs relativeestrdint (4, 8, 16, ...).
Néanmoins, il y a la possibilité d’utiliser cette découpelasment pour les pre-
mieres étapes, les plus gourmandes en communications @uisashger d’algo-
rithme pour un algorithme classique dans les étapes restddautre part, cet al-
gorithme peut s’adapter facilement aux matrices creuse=: | seule restriction
gue dans ce cas, il n’est pas possible d’appliquer compételas heuristiques de
renumérotation de la section 5.1, page 81 sur la matrice gl@aams ajouter des
communications. Il est toujours faisable de les appliqoealement, dans chaque
bloc, mais avec des effets limités.

5.4.5 CONCLUSIONS

En conclusion, nous avons développé un nouvel algorithiedhation7’U
par blocs. Ses complexités arithmétiques théoriques séglie et paralléle sont
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FIGURE 5.9 — Matrice rkat7_mat5 apreés le calcul du rang par 4 blocs



108

Méthodes de Gauld

identiques a celles des meilleurs algorithmes d’élimoratictuels pour ce pro-
bleme. En outre, il est particulierement adapté aux matnem inversibles et
permet de calculer le rang de maniére exacte. Il permetedhamt, une gestion
plus souple du grain de calcul et réduit de moitié les compatitns par rapport
aux précédents algorithmes pauprocesseurs et pour un seul niveau de récursi-
vite.

D’autre part, si 'augmentation de la localité réduit le naemde communica-
tions, elle permet aussi d’augmenter la vitesse de calaulipglus grand profit
des effets de cache comme nous 'avons vu au chapitre 4. EHnfaste a étu-
dier une méthode efficace pour renumeéroter en paralleleldaras des matrices
creuses. La figure 5.9, page 107 montre le résultat d’unidérde notre algo-
rithme sur une matrice creuse issue du calcul de bases de € rGivus voyons
gu’un remplissage assez important a eu lieu dans les desdiases de cette ité-
ration. A titre de comparaison, la forndd/ finale de cette matrice, calculée avec
I'algorithme séquentiel sans renumérotation 5.1.1, page@hporte 64622 élé-
ments non nuls. Celle calculée avec I'algorithme par blécsnsif avec une seule
itération, sans renumérotation 5.4.1, page 97, comportelBXBments non nuls
(figure 5.9, page 107). Enfin, la forme calculée par I'algonghséquentiel, avec
renumérotation 5.1.3, page 84, ne comporte que 39477 élémamtsuls.



METHODES DE KRYLOV

« It is convenient to have a measure of the amount of work indatva com-
puting process, even though it be a very crude one. [...] In tise cd computing
with matrices most of the work consists of multiplications anitivg down num-
bers, and we shall therefore only attempt to count the numbaruitiplications
and recordings. »

Alan M. Turing
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Définition 6.0.1

SoitA une matrice de IF*". Lesous-espace de Kryloassocié a la ma-
trice A et au vecteur est le sous-espace vectoriel engendré par les vec-
teurs produits des puissances dear u : Krylov(A,u) = K(A,u) =
Vect{u, Au, A%u, ...} = Vect{u, Au, A%u, ... A" 1u}.

Par extension, le sous-espace de Krylov d’'une matrice nor¢east le
sous-espace de Krylov associé a la matrice augmentée de eslann
de lignes nulles.

Le premier but de ce chapitre est d’utiliser les méthodes géokipour cal-
culer le rang. En effet, celles-ci sont intéressantes daoad de I'algébre linéaire
creuse puisqu’elles considerent les matrices comméadiss noires[84 - Kal-
tofen (2000), Probléme 3], c’est-a-dire que I'on n'accéds aux éléments, seul
le produit matrice-vecteur est utilisé. L'intérét est disuld’une part, la matrice
reste creuse tout au long de I'algorithme, elle ne se rermppét D’autre part, ce
modele permet de manipuler des matrices abstraites sareseapation interne
en machine. Par exemple, une matrice diagonale est simpteme fonction qui
prend un vecteur en entrée et renvoie un vecteur dont leeétérsont ceux du
vecteur initial multipliés par les éléments diagonaux.

Le second objectif de ce chapitre est d’isoler la meilleugs dariantes de
Krylov. Habituellement, les complexités arithmétiques stminées e, c’est-
a-dire & un facteur constant prés, ou méme’kerc’est-a-dire a un facteur lo-
garithmique pres. Au contraire, nous donnons ici les conit@exrithmétiques
les plus précises possibles. Nous nous intéressons ici auglegités arithmé-
tiques exactes. En effet, la complexité@mes méthodes de Krylov est meilleure
pour les matrices creuses que celle des méthodes par dimninpar exemple.
Mais, en pratique, de grandes constantes rendent souvk®-ciemoins perfor-
mantes. Nous nous attachons donc, dans ce chapitre, a calesleonstantes
pour les différentes variantes existantes afin de déterninmeilleure implé-
mentation possible. Le chapitre suivant réalise ensuiteri@araison expérimen-
tale entre les méthodes de Krylov et les méthodes d’éliningbuisque pour
ces derniéres, seules des bornes supérieures sont coAnwestraire de Turing
[164 - Turing (1948)], et d’aprés I'analyse du chapitre 4e @aldition, une sous-
traction, une multiplication ou une division seront congst&omme une seule
opération arithmétique.

Nous montrons tout d’abord la différence entre le calcul miooé et le cal-
cul formel, puis nous décrivons les algorithmes de Lanczoas [a résolution de
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systeme et la factorisation de matrices. Nous regardongensie variante, assez
différente au premier abord, I'algorithme de Wiedemaniguwant le polynédme
minimal.

6.1 DU NUMERIQUE AU FORMEL

6.1.1 KRYLOV NUMERIQUE

Il existe de hombreuses méthodes numériques utilisantoles-aspaces de
Krylov pour la résolution de systémes ou le calcul des valeuopres. Il est
en effet possible de calculer des approximations itératoes valeurs propres
d’'une matrice par I'orthonormalisation de sous-espacdsrdev [74 - Golub et
Van Loan (1996), §89.1.1]. La méthode d’orthogonalisation denGEchmidt peut
étre employée pour cela : a partir d’'un vecteur initial on construit une base
(wy, ..., wg) de K(A,w;); voir par exemple [74 - Golub et Van Loan (1996),
89.1.1]. pour plus de détails. De maniére générique, on peutrerayu’a chaque
étape, le calcul du nouveau vecteur orthoganahe dépend que de deux de ses
prédécesseurs et non de tous [59 - Eberly et Kaltofen (19®mMnhe 2.1]. Cela
induit une récurrence a trois termes du tyhe,w; 1 = Aw; — ow; — Bjw; 1
qui permet de calculer les, avec une complexité arithmétique €HY2) ou
(2 est le cot du produit matrice-vecteur paret (2Y) < (2n) est le nombre
d’itérations. Dans le cas des matrices creuses, cette neéfyext donc étre in-
téressante, en pratique, par rapport a I'élimination de Gpuidque ce colt est
proportionnel au nombre d’éléments non nuls. En outre, édcucaumérique,
se rajoute le fait qu'il suffit souvent de peu d'itérationsupobtenir des solu-
tions approchées de bonne qualité [155 - Simon (1984), 76né&aret al. (1994),
149 - Saad (1996a)]. D’autre part, pour une matrice symédrijuon montre que
la tridiagonalisation orthonormat@” AQ = T correspond a la factorisatid@R
deK (A, w;) olw; = Qe [104 - Lascaux et Théodor (1994), §11.2]. On retrouve
ainsi la récurrence a trois termes précédente, pour calengetridiagonalisation
de A. A partir de cette tridiagonalisation, on peut résoudréddagent un systéme
linéaire avec toujours une complexité globale®Mms?) : c’'est la méthode de
Lanczos.

De nombreuses variantes existent : Lanczos, Gram-Schmadtiegut conju-
gué, etc. Elles ont des comportements différents tant cit geivue de la conver-
gence que de la stabilité [149 - Saad (1996a)].



6.1 Du numérique au formel 113

Au contraire, en calcul exact, ces différences disparaistées méthodes de-
viennent probabilistes. Lambert a montré I'équivalenceetetrois dernieres mé-
thodes [103 - Lambert (1996)]. D’autre part, Dornstetter [B@rnstetter (1987)]
puis Teitelbaum [162 - Teitelbaum (1998)] ont unifi€é, dansde formel, I'algo-
rithme de Berlekamp/Massey [110 - Massey (1969)] avecdtdigme d’Euclide
de pgcd de Polyndmes, pour le premier, et I'algorithme dliflecet la méthode
de Lanczos, pour le second. Or, I'algorithme de Wiedemanst @etre que I'al-
gorithme de Berlekamp/Massey, adapté au cas matricieli,Ansalcul formel,
toutes les méthodes sont équivalentes. Les seules difffsesont les probabilités
de réussite et les constantes de complexité arithmétigast far I'étude de ces
différences que nous cherchons la meilleure variante.

6.1.2 ADAPTATION AU CALCUL DU RANG

Avec les nombres entiers, si la convergence et la stabdisont plus de mise,
de nouveaux problémes apparaissent néanmoins :

(1) Z n’est pas un corps. Ainsi, les divisions, par exemple, ne glust pos-
sibles. Une solution est de travailler dans un corps prer#igz,.

(2) Les entiers sont discrets. Le calcul des racines carpgesexemple, est
alors beaucoup plus ardu dans un corps fini [130 - Odlyzko (200@st souvent
plus aisé de changer I'algorithme pour éviter un calcul deeacarrée.

(3) En caractéristique non nulle, il existe des vecteursapes. C’'est-a-dire
des vecteurs non nuls dont la norme est nulle. Par exeripbe4] est isotrope
dans Zh37, puisquel + 9 + 16 = 2 x 13. Au vu du lemme suivant, les chances
gue des vecteurs choisis aléatoirement soient isotropesigesent avec la taille
du corps.

Lemme 6.1.1
La probabilité qu’'un vecteur au hasard da@gg(q)™ soit isotrope est
plus petite qu{g Sin =2
1 .
1 Sin #*2

Preuve de 6.1.1 Ce résultat découle de deux théorémes de Dickson [45 - Dick-
son (1901), Théorémes 65 et 66] (repris par Laksov etc Thidiap - Laksov et
Thorup (1994)]) : sis vaut 1 ou -1 suivant qué-1)™/2 est un carré ou pas dans
GF(q), alors le nombre de vecteurs isotropes (y compris le nul) gst' sin est
impair etg"~! + s(q — 1)¢™?~! sin est pair.
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Sin estimpairg™ '/¢" = 1/¢ < 1/(¢g — 1). Sinon, le nombre de vecteurs
isotropes est inférieur g + (¢ — 1)¢™2~! lui méme inférieur &"/(q — 1) si
n > 4, car dans ce cag’/*1(¢"/%* — (g — 1)?)/(g — 1) > 0. Enfin, pourn = 2, il
y a au plu®q — 1 vecteurs isotropes ce qui est infériewqd/q. O

Pour réduire le risque d’isotropie, une premiere solutientpdonc étre de
plonger un corps fini dans une de ses extensions. Cependédtat,solution ne
fait pas disparaitre le risque, elle ne fait que le diminUere autre solution est
de modifier I'algorithme pour qu’il prenne en compte cettgngpie. Enfin, il est
souvent possible d’effectuer, aprés coup, une vérificatela validité du résultat.
Dans les sections suivantes, nous donnons de telles véoifisgtour chacun des
algorithmes.

(4) Le calcul de solutions exactes et non approchées implignnombre d'ité-
rations plus important en calcul formel, de I'ordre2ie Il est cependant possible
de réduire ce nombre par des méthodes probabilistes sidaeleala matrice, ou le
degré du polyndme minimal est faible. Dans la suite, pour powomparer les
différentes variantes, nous notclfide nombre d’itérations nécessaires. En effet,
nous verrons que ce nombre peut varier suivant les bescénsaftde de proba-
bilité de réussite élevée ou, au contraire, heuristiqueatt@icnon prouvée, par
exemple), mais estlentique pour toutes les variantame fois ce besoin défini.

(5) Le probléme suivant concerne les polyndmes minimaux ebié probabi-
liste des méthodes de Krylov.

Définition 6.1.2

Soit A une matrice de IF*" etu un vecteur de IF.

Le polynédme minimal d'un vecteuru par rapport aA, m, 4(X), estle
polynéme unitaire de degré minimal annulani.e. tel quer, 4(A)u =
0.

Par extension, le polyndme minimal d’un sous-espéqear rapport a
A, mg,4(X), est le polyndme unitaire de degré minimal annulant tous
les vecteurs d&.

Dans un corps a éléements, soient4 , le polyndme minimal del, etd; le degre
dus®™ facteur irréductible de 4 , ; avec une probabilité d’au moifg, (1 —¢ %),

on ama,, = Ty 4,4 POUr un vecteur choisi au hasard [174 - Wiedemann (1986),
Proposition 4]. Le polyndme minimal d’'une matrice peut déte obtenu de
maniere probabiliste grace a celui d’'un vecteur. La sotusiet alors d’utiliser
I'algorithme plusieurs fois, pour augmenter la probaéitie réussite autant que
nécessaire. En effet, Wiedemann assure que celle-ci adgrsiefon considere
le plus petit commun multiple des polynédmes générés paiqults exécutions
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(de[L,(1 — ¢%) aJ[,(1 — ¢ *%) pourk exécutions) [174 - Wiedemann (1986),
Proposition 4].

(6) Le dernier probléme est d’adapter ces algorithmes palguler le rang.
La structure générale des matrices va nous permettre aeleffé&, pour les al-
gorithmes de Lanczos, par exemple, si la matrice est de géifiéral, la tridia-
gonalisation peut étre menée jusqu’a ce qu'il ne reste plesdgs zéros. Le rang
est alors déduit directement. D’autre part, I'algorithmeé/edemann calcule le
polyndme minimal de la matrice. Alors, si le polyndme carasti&ue n’est que
le polynébme minimal de la matrice multiplié par une puissade X, le rang se
déduit du degré du polyndme minimal. Nous montrons, sect®mpége 137, que
ces deux conditions sont liées, qu’elles sont vérifices exergé et qu’il est en
outre possible de les assurer en préconditionnant la raatric

Dans les prochaines sections, notre propos est d'effeatudédompte des
opérations ; nous ne tenons donc pas toujours compte deasysablémes. En
particulier, la section 6.6, page 137 justifie les algorithrpeur le rang a poste-
riori.

6.2 ALGORITHMES DE LANCZOS

D’'une maniere générale, I'algorithme de Lanczos orthogsedlespace de
Krylov associé a une matrice et un vecteur aléatoire. La tdéseob Lambert
[103 - Lambert (1996)] comporte une étude extensive dedidigme de Lanczos
formel. Il prouve en outre que la méthode du gradient corguguest strictement
identique une fois les optimisations effectuées de partaeitic. Nous reprenons
certains des algorithmes qu’il a proposés, non pas pouetEsmontrer, mais pour
analyser précisément leur complexités arithmétiques.

6.2.1 CAS SYMETRIQUE

Le premier algorithme que nous proposons est une trididigatian symé-
trique. Il est directement inspiré de celui de Lambert [1Q&mbert (1996), Al-
gorithme 2.2.4]. Nous en déduisons un algorithme Las Vegas qadauler la
dimension du sous espace de Krylov associé a un veatepar I'ajout d’'une
vérification finale.
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Algorithme 6.2.1 Lanczos-Symétriqueu tridiagonalisation

Entrées : — une matrice A symétrique de taillex n a coeffi cients dans un corps IF.
— unvecteuw € IF".

Sorties : — ladimension dé(A,w) ou ‘€chec”.
Initialisation

1:0=wlw

2 v=Aw

3:7r=0

4:2=1

Orthogonalisation

5 : Tantque ¢ # 0 Faire
6 : r=r+1
7 a=wlv 2n
8 : w=v—Fw 2n
9: B =wlw 2n
10 : v:Aw—gw Q4+ 2n
11 0=p

Vérifi cation
12 : Siw == 0 Alors
13 : dm=r
14 : Sinon
15 : ‘Echec”

Cet algorithme est en fait une tridiagonalisation gdlear si I'on considére
W la matrice contenant les vecteurssuccessifs comme vecteurs colonnes, alors
WT AW est tridiagonale symétrique et vaut

o

53 01363
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Le probleme ici est que I'isotropie des vecteurs peut fairs@te que) soit nul
sans que l'orthonormalisation de I'espace de Krylov soit pléte (i.e. sans que
wy, = 0) et donc cette derniere égalité n’est pas vérifiée. Nous adons ajouté
une vérification finale testant ce fait.

Théoréme 6.2.2

Soit A une matrice symétrique dan$’i#, de polynéme minimal de de-
gréd. L'algorithmelLanczos-Symétriquest correct et nécessite au plu
d produits matrice-vecteur pad et au plus3dn opérations supplémen-
taires sur le corps IF. L'espace mémoire requis est celui rssiespour
le stockage de la matrice auquel il faut ajoufar.

1°2)

Preuve de 6.2.2 En caractéristique zéro, les vecteursforment une base ortho-
gonale dekK (A, w;), d’aprés [74 - Golub et Van Loan (1996), Théoreme 9.1.1], et
doncd est une borne supérieure de la dimensiokdd, w,). Dans les corps finis,
une différence est que I'on ne peut pas normer les vecteumncaeffectue pas
de racine carrée ; les; ne sont plus orthonormes, ils sont seulement orthogonaux
(WTW = diag(61, s, ...)). Le lecteur se reportera a [103 - Lambert (1996), Al-
gorithme 2.2.4] pour une preuve plus formelle. Dans la bouetechlculs sontn
multiplications et additions pour le premier produit sa&#x) ; n multiplications

et soustractions pour calculer le nouveaun multiplications et additions pour le
deuxieme produit scalairés); un produit matrice-vecteur et multiplications et
soustractions pour calculer le nouveau a

Il est possible de circonvenir I'échebréakdown par la méthode de prédic-
tion (lookaheadl[134 - Parlett et al. (1985), 22 - Brezinski et al. (1991)j (@03
- Lambert (1996), Section 3.2] pour le cas formel) ; celledrivk de I'algorithme
de Wiedemann que nous étudions section 6.3, page 119. Nopresétant le dé-
compte des opérations arithmétiques, nous utilisons ieivdmification, pour ne
pas ajouter trop de code. En outre, il suffit souvent de plolegeorps fini dans
une de ses extensions et de choisir alors un vecteur inérad delle-ci, pour ne
pas rencontrer de probleme d’isotropie.

6.2.2 CAS NON SYMETRIQUE

Nous donnons maintenant la version générale [103 - Lamb@®6(1 Algo-
rithme 2.4.2], non symétrique, qui nécessite I'orthogoamtilim simultanée de
deux vecteurs.
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Algorithme 6.2.3 Lanczosou bi-diagonalisation

Entrées : — une matriced € F™*",
— unvecteury € F™ non isotrope.

Sorties : — ladimension de{(A”,v,) ou ‘€chec”.
Initialisation

1 : Soitu € F*; v € F™;

2:u=0;

3: A= Ugvo

4:p=1;6= —%

5: v =4y

6:d=-1

Bi-orthogonalisation
7 : Tantque § # 0 Faire

8 : UZ%U-I-ATU Q+2n
9: 0= (ufTu) 2n
10 : Si# == 0 Alors Arréter.

11 : p=7%

12 : U = %u n
13 : d=d+1

14 : Sid > min(m,n) Alors Arréter.

15 : v=v+ Au Q+m
16 : §=—vTv 2m

Vérifi cations
17 : Si§ == 0 etu # 0 Alors RenvoyerEchec”
18 : Si§ == 0 etw # 0 Alors Renvoyer ‘Echec”
19 : Renvoyer dim=d

Pour voir la bi-diagonalisation, il faut considérer les rivasU, U etV, V. U
est la matrice des vecteurspres la ligne 8/ celle des vecteurg,}—uu. De méme,
V est la matrice des vecteursapres la ligne 15 &t celle desﬁv. On obtient
alorsUTU = I etV'V = I. Et I'algorithme assure qQUE AU = L est une
matrice bi-diagonale et aussi qué ATV = LT,
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Corollaire 6.2.4

Soit A une matrice dansF*", de polynéme minimal de deg#éL’al-
gorithmeLanczos est correct et nécessite produits matrice-vecteur
par A, d produits matrice-vecteur pat” et au plusd(5n + 3m) opéra-
tions supplémentaires sur le corps IF. L'espace mémoire rezgiiselui
nécessaire pour le stockage de la matrice auquel il faut &jout+ m.

6.3 ALGORITHME DE WIEDEMANN

Nous étudions dans cette section I'autre variante scalailggrithme de Wie-
demann. Celui-ci calcule le polynéme minimal, associé adgice, d'un vecteur
choisi au hasard. Le polyndbme minimal d’un vecteur donnargllis petite re-
lation annulant les produits des puissances de la matriee e vecteur (défi-
nition 6.1.2, page 114), le degré de ce polyndme correspondigni@nsion du
sous-espace de Krylov associé. Wiedemann généralise oétia aux séquences
linéairement générées.

Définitions 6.3.1

SoitS = (s;) une séquence de scalaires.

— Ungénérateur linéairede S est un polyndme = Z?:o p; X géné-
rant S, c’est-a-dire tel qu&/k, "4 pispy g = 0.

— Un polynéme minimal d’'une séquence de scalaires est un généra-
teur linéaire unitaire de degré minimal.
Par exemple, pour une matricé et deux vecteurs et v, on notera
Tu,A, l€ polyndme minimal de la séquence de scalait€sdu).

L'algorithme de Wiedemann projette une famille génératdin sous-espace
de Krylov K (A, u) sur la droite vectorielle engendrée par un vecteu€ette
famille étant linéairement générée (par le polynbme caretique deA, par
exemple) la suite des projections est donc une suite rédartieéaire. On peut
alors utiliser I'algorithme de Berlekamp/Massey [110 - B&g(1969)] pour geé-
nérer le polyndme minimal de cette suite. Avec une prob@hjlf,(1 — ¢ *%),
ou g est le nombre d’éléments du corps,detest le degré du®™ facteur ir-
réductible der, ,, le plus petit commun multiple des polynémes minimaux de
K (v, A, u) pourk différents vecteurs estaussi le polyndme minimal d& (A, u)
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[174 - Wiedemann (1986), Proposition 3]. Enfin, avec une gbdké [],(1 —

q %), le plus petit commun multiple des polyndmes minimaux Hésl, v) pour

h différents vecteurs estcelui de la matrice [174 - Wiedemann (1986), Proposi-
tion 4]. Dans tous les cas le polynéme obtenu, apregérations,est un facteur
du polynéme minimal de la matrice. Nous proposons ici I'aliipone calculant le
polyndme minimal ded si elle est symétriquet, en méme temps, celui calcu-
lant le polyndme minimal det” A. La seule différence est le gain d’un produit
matrice-vecteur dans le cas dé A.

Algorithme 6.3.2 Wiedemann

Entrées : — une matriceA € E™*", respectivement symétriqué € E"*". E est
un sous-ensemble fini d’'un corps IF.

Sorties : — Le polyn6me minimal det’ A, respectivement dd, sur IF ou échec.

Initialisation de la séquence des projections

1 : Soitu € IF™ un vecteur quelconque.
2.8 =ulu

Initialisation de Berlekamp/Massey
3:b=Le=1;L=0;9=1€ FX];9=1¢F[X];

4 : Pour k = 0 jusqu’a 2 min(m,n) Faire
Récurrence linéaire par Berlekamp/Massey

5 § =8+ 7, ¢iSk 25
6 Si(6 == 0) Alors

7 ++e

8 Sinon, si 2L > k Alors

9 o=p— X% 2k
10 : ++e

11 Sinon

12 p=p—30X% [/ h=0¢ 23
13 : L=k+1-L;b=4§e=1

Terminaison anticipée

14 : Sie > SeuilTerminaison Alors Arréter.

[Calcul du prochain coeffi cient, cas non-symétrique
15a: Sik pair Alors
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l6a: v = Au Q
17 a: Sk+1 = ) 2m
18a: Sinon {ou}

19a: u= ATy Q
20a: Spi1 = ulu 2n

[Calcul du prochain coeffi cient, cas symétriue

15b: Sik pair Alors

16b: v = Au Q

17b: Sk+1 = uTy 2n

18b: Sinon {ou}

19b: U =10

20b: Spy1=ulu 2n
Vérifi cation

21 : Soitz € F™ un vecteur quelconque.
[Appliquerp a A*A et z, cas non-symétriqe
22a:w = p(AtA)w
[Appliquerp & A et z, cas symétrique
22b: w=p(A).v
23 : Siw == 0 Alors

24 Renvoyeryp.
25 : Sinon
26 : ‘Echec”

Si le nombre de ces itérations est d’au fusil est possible de terminer I'al-
gorithme par anticipation [87 - Kaltofen et al. (2000)]. Efegfsi, par exemple,
le polynébme calculé reste inchangé pendant plusieurdigésaSeuilTerminai-
son), il y a de bonnes chances que ce deipolyndbme minimal. Dans ce cas,
nous arrétons le calcul et vérifions ce fait. Cette méthotiéotsement heuris-
tiqgue. Néanmoins, elle est justifiee d’une part grace a l@gialavec I'algorithme
de Lanczos et d’autre part grace aux préconditionnemeritsskction 6.6, page
137. En effet, en caractéristique zéfame s’annule que lorsque l'algorithme est
terminé. L'algorithme de Wiedemann est alors I'algorithtied_anczos avec prise
en compte du fait qué peut s’annuler, dans un corps fini, sans que I'on soit au
terme des itérations.
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6.3.1 CAS NON SYMETRIQUE

Théoréeme 6.3.3

Soit A une matrice de ", de polyn6me minimal de degte L'al-
gorithme Wiedemann non symétrique nécessite au pkis produits
matrice-vecteur par et au plustd®+2d(n-+m) opérations supplémen-
taires sur le corps IF. L'espace mémoire requis est celui rssiespour
le stockage de la matrice auquel il faut ajouter m + 3 min(m, n).
Avec vérification, il faut un supplément 8én opérations sur le corps
et 2d produits matrice-vecteur odin unités de mémoire.

Preuve de 6.3.3 Pour la complexité arithmétique : la boucle s’arréte avec te
minaison anticipée quand le degré du polyngmeeste inchangé. Son degré est
inférieur a celui du polynbme minimal dé, puisque c’en est un facteur. C’est
a dire quandt = 2d. Cette boucle a le colt suivanfgzmultiplications et addi-
tions pour le calcul de la divergenée g multiplications et soustractions pour la
mise a jour des polynﬁmes,étant une borne sur les degrésyet v ; un pro-
duit matrice-vecteurs oum multiplications et additions pour le calcul du produit
scalaire.

Pour I'espace mémoire nécessaire : il faut stoeketu, les deux polyndmes
o ety ainsi que la séquence Un troisiéme polynéme n’est pas nécessaire pour
effectuer les opérations suret . En effet, il est possible de calculer en place
la ligne 13 de l'algorithme 6.3.2, page 120,= ¢ — §b=1 X% // & = ¢, de
la maniére suivante. En réservant un espacergalés le départ pour les deux
polyndmesy et ¢, en tirant parti du fait que > 1 et en commencant par les
degrés les plus grands, il est possible de mettre ajdiipendant le calcul de
©[7] puisque celui-ci ne nécessite que la valeut)fie— z|.

Enfin, la vérification consiste a appliquer le polyndme swsulide des vecteurs
A'z. Une premiére possibilité est de les conserdernités mémoire) et le cal-
cul se fait directement avec les coefficients du polynémeorgila solution est
reconstruite en effectuant de nouveau des produits mateiceeur. On en déduit
les2dn opérations et le8d produits matrice-vecteur supplémentaires. a
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6.3.2 CAS SYMETRIQUE

Corollaire 6.3.4

Soit A une matrice symétrique dan$’f?, de polynéme minimal de de-
gré d. L'algorithme Wiedemann symétrique nécessite au pldgpro-
duits matrice-vecteur pad et 4d? + 4dn opérations supplémentaires
sur le corps IF. L'espace mémoire requis est celui nécessairelp sto-
ckage de la matrice auquel il faut ajout&n. Avec vérification, il faut un
supplément dedn opérations sur le corps etproduits matrice-vecteur
oudn unités de mémoire.

Preuve de 6.3.4 L'emploi du méme vecteur de projection a gauche et a droite
permet de diviser par deux le nombre de produits matricéeuea effectuer. En
effet, dans ce cag A%ug = (Alug)T (Alug) etud A% ug = (A'ug)T (AT ). O

6.4 ALGORITHMES DE LANCZOS PAR BLOCS

Dans cette section et la suivante, nous nous intéressonseasinns des al-
gorithmes précédents utilisant plusieurs vecteurs initen méme temps. Cela
permet de regrouper les calculs par blocs et de réduiredeiins. Leur utilité
est double ; d’'une part, cela améliore les probabilités desiée dans les petits
corps finis [170 - Villard (1997c)] et d’autre part, cela awante le parallélisme
de I'algorithme tout en conservant le méme nombre de predodtrice-vecteur.
Nous allons voir cependant que le nombre total d’'opératiogsnnte.

6.4.1 LANCZOS NUMERIQUE PAR BLOCS

Les algorithmes par blocs ont été largement étudiés darttdeature nu-
meérique [76 - Grimes et al. (1994), 131 - O’Leary (1980), 148ad5d.987)]. En
calcul exact, les algorithmes ont été étudiés dans le canpa fileux éléments,
GF(2) [40 - Coppersmith (1993), 115 - Montgomery (1995)] mais sditisables
dans d’autres corps. Nous proposons, pour mieux compreadoadtionnement
de cet algorithme, une adaptation de la version humériquediagonalisation
par blocs [74 - Golub et Van Loan (1996), §9.2.6] au cas formely paut corps.
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Celui-ci considere la tridiagonalisation orthonormale4i@es B, sont triangu-
laires supérieures) :

M, BT 0 0]
By M, :
QTAQ=T=1|¢o . . . o] avecQ’Q=1 (6.1)
: . . BﬁT
| 0 ... 0 By My
Si I'on pose@ = [X;i,...,Xp], en regroupant les colonnes depar blocs de

taille p, I'équation 6.1, se transforme et) = QT et donne la récurrence a trois
termes :AXy; = Xy, 1Bry1 + XpM, — X, BF. En outre, I'orthogonalité de
Q nous donneM; = XFAX,. Pour rendre plus claire cette explication, nous
donnons I'algorithme numérique complet.

Algorithme 6.4.1 Bloc-Lanczos-numeérique

Entrées : — une matrice A symétrique de taillex n a coeffi cients dan§.
— lataillep des blocsp = pp.
Sorties : — Tridiagonalisation par blocs de A sGr
Initialisations

1:Xy=0;,B;=0;
2 : SoitX; € C**” un bloc de vecteurs tels quel X; = I,,.
Récurrence
. My = X{TAX,
: Pour k = 1jusqu'a p — 1 Faire
Ry = AXy, — XMy, — X, 1B}
Xky1Bry1 = Ry {FactorisationQRde R}
M1 = X AX

N o o1 b~ W

6.4.2 LANCZOS FORMEL PAR BLOCS, CAS SYMETRIQUE

Par analogie avec le travail de R. Lambert sur I'algorithiassique, nous
pouvons dériver une adaptation sans racine carrée (i.efaansisationQR). Il
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faut considérer cette fois la tridiagonalisation par blesgelachant la contrainte
d’orthonormalisation en une contrainte d’orthogonai@apar blocs :RT'R =
B = diag(By, ... , B;) avecVk, B, € IFP*?, symétrique inversiblet RRT = B.
Il'y ala une différence, par rapport au cas numérique classigu lieu d’avoir des
matricesB;, triangulaires supérieures, nous avons des matrices sygoegr Cela
se comprend en considérant qu’une matrice symétrique daitda produit par
sa transposée d’'une matrice triangulaire (factorisateCdolesky, avec racines
carrées). L'information est donc bien la méme, simplemensm’effectuons pas
de racines carrées.

Dans la suite, nous aurons besoin de calculer &ewis, a I'inverse d&, B,

si elle est symétrique, peut ne pas étre diagonale par toesons, par exemple :
A=[17] et ATA=[§ 3] et AAT = [ & 7]

AT A est bien diagonale mai$AT ne I'est pas! Toutefois, il est possible d’expli-
citer les produits d& avec les colonnes de :

Lemme 6.4.2

SoitR € F™ " n = pp, une matrice orthogonale par blocs a gauche
i.e. R"R = diag(By, ... , Bp) etVk, B, € FP*? inversible.

SiR = [Wy,...,W;], groupée par blocs de colonnes, RR” = B
alorsonavk € [ 1,p] :

1. BW;, = W, By.
2. WI'B = ByWY.
Si de plusn = n alors B est inversible et on gk € [ 1,7] :
3. B-'W, = W, B; ..
4. WI'B~' = Bj'w}.

Preuve de 6.4.2:
1. R"W;, =10,...,By,...,0]" doncR(R"W}) = W,;B.
2. On transpose 1.
Sim = n, R est carrée eRT R est inversible dond& et R puis B le sont aussi.
3. B'(W,B,)B;' = B"'(BW,)B; " d'aprés 1.
4. On transpose 3.
O

Nous supposons maintenant qu’en relachant la contraint¢hdizormalité,
nous obtenons la factorisation suivante :
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M, B, 0 ... 0
By, M, - :
RTAR=T= 1|09 . . . 0 (6.2)
. - " B]_)
| 0 ... 0 By Mj

En écrivant de la méme facon que précédemment, on trBWB = RT et une
récurrence a trois termes :

BAW), = W1 Biy1 + Wi My + W1 By (6.3)

On utilise ensuite le lemme 6.4.2, page 125 :

— En multipliant cette récurrence a gauche Bgf ,, on obtient la relation :
By (Wl | AW}) = By Byg. D'ou, avecBy,_, inversible, I'on tire B, =
WkT_lAWk.

— En multipliant a gauche la relation paf!, cette fois-ci, on obtient la méme
définition pourM, : By(WI AW}) = By(My).

— On peut donc maintenant écrire larécurreGge ,— AW, = B*l(—WkMk—
Wy_1By) en remarquant qQué/y, 1By 1 = BWHL En utilisant le lemme,
on voit alors quéVy 1 — AWy, = —W;B; ' My — Wy,_1B; ! By.

En posant, = AW, — Wk,lBk‘_llBk pour réduire 'espace mémoire nécessaire,
on en déduit l'algorithme suivant :

1. B, = WL AW, = WFAW, , = WIW,
2. Vo = AWy, — Wi By By,
3. My = WTAW;, = WV,
4, Wiy = Vi, — Wi B, ' M,
Cela donne une fois les optimisations d’espace effectuées :

Algorithme 6.4.3 Tridiagonalisation-Formelle-par-blocs

Entrées : — une matrice A symétrique de taillex n a coeffi cients dans un corps IF.
— lataillep des blocsp = pp.
Sorties : — Une tridiagonalisation par blocs de A sur IF ou ‘€chec”.
Initialisation

1 : SoitW € F™*P un bloc de vecteurs quelconques.
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2: B=WTW

3: V=AW

4 : Tant que B est inversibleFaire

5: LU =B LU(p)

6 : Wo=W

7 M=wTv 2p?n

8 : W=V -WoU LM pn + 2pTR(p) + 2p?n

9: B=wTw 2p?n

10 : V=AW -W, U 'L™'B pQ + pn + 2pTR(p) + 2p%n
Vérifi cation

11 : SiAucune ligne dé¥V n’est nulleAlors RenvoyerEchec”.

Théoreme 6.4.4

Soit A une matrice symétrique dans ™. L'algorithme
Tridiagonalisation-Formelle-par-blocsst correct et nécessité < n
produits matrice-vecteur pad et au plus

7
8Ypn + ngQ +2Y(n + p)
opérations supplémentaires sur le corps IF. L'espace mémeneis

est celui nécessaire pour le stockage de la matrice auqualildjouter
3pn + 2p?.

Preuve de 6.4.4 1l faut prouver que notre supposition est fondée, c’estra-d
que lesWW,, calculés par I'algorithme sont bien orthogonaux a gauchéloas et
que la matriceR” AR est bien la matrice tridiagonale par blocs de I'équation 6.2,
page 126. On procéde par une quadruple récurrence avec tiggmsuivante, a
I'étapek :

1. V1 < < k, WI'W; = 0, orthogonalité a gauche.

2.V1 <i< (k—1), WFAW, = 0, tridiagonalité.

3. My, = W' AW}, la diagonale est correcte.

4. By = Bl = WL | AW}, les deux bandes autour de la diagonale sont cor-
rectes.

A I'étape suivante, on obtient alors :
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1. — sii = k,WE(Wk+1) = WkT(AWk — Wk—lBk_fllBlc — chBk_lMlc) Or
la récurrence 1 donn’ W, _; = 0 et I'algorithme poseB, = WI'W,
doncW/! Wy, = W AW, — M;. Or I'algorithme poséVf, = W'V, =
W AW, par la récurrence 3, et I'on obtient bi&h W, = 0.

— Deméme,si=k— 1, WL Wy, = WL AW, — By par la récurrence
1 or B, = W' | AW, par la récurrence 4.
— Enfin, sil <i < k—1,WIW;,, = WFAW,, = 0 par les récurrences 1
puis 2.
2. sii < k, (WEAW, )T = WL AW, = WE, (Wi, + WiH + Wi 1G) =
0 + 0 + 0 par I'orthogonalité.

3. Myi1 = Wi Vi = W (AW — Wi F) = W/ AW, par l'ortho-

gonalité.

4. By = Wﬂ1Wk+1 doncBy. est bien symétrique. En outWE+1Wk+1 =

WE (AW, — Wi H — W, _1G) = WL, AW, par l'orthogonalité.

Pour la complexité, nous notorﬁ%} le nombre d'itérations LU (p) est borné
par §p3 etTR(p), une résolution de systéme triangulaire, est bornégpar O

De méme que pour I'algorithme de Lanczos classique, les gmudd d’iso-
tropie apparaissent ici lorsque, n’est pas inversible. Pour ce probléme, il est
possible d’adapter les méthodes de prédiction au cas pes B0 - Coppersmith
(1993)]; pour le cas non symétrique, I'adaptation est sim@lau cas scalaire de
la section 6.2, page 115. Nous ne I'étudions pas en détailenire d’opérations
supplémentaires sera de toute fagon au moins celui de litigee symétrique, et
le nombre de produits matrice-vecteur sera multiplié par 2.

6.5 POLYNOMES GENERATEURS MATRICIELS

L'algorithme de Wiedemann par blocs développé par Coppérgail - Cop-
persmith (1994)] est une généralisation de 'algorithmé&\iedemann. La suite
des projections scalaires dg less; = vA‘u, se généralise a une suite de ma-
trices (les blocs)V AU, ol V et U sont des blocs de vecteurs. Le probleme
ici est de trouver un polynbme générateur de cette suite decesm Une pre-
miere idée est de généraliser I'algorithme de Berlekamp#&dppour des matrices
[41 - Coppersmith (1994)]; elle a été utilisée par A. Lobo [209bo (1995),

88 - Kaltofen et Lobo (1996)] pour la factorisation d’entie@ette méthode est
trés proche de I'algorithme de Lanczos par blocs 6.4.3, pa§extec prédiction.
Une autre idée est de considérer la recherche du polynémeaggmécomme la
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solution d’'un systeme linéaire de Toeplitz par blocs [83 -téfain (1995)]; M.
Doreille, par exemple, utilise cette méthode pour parakélefficacement la ré-
solution de systemes linéaires structurés [48 - Doreill®%)P Enfin, la méthode
de G. Villard [170 - Villard (1997c), 169 - Villard (1997b)] asiste a utiliser une
résolution par les approximants de Padé de B. BeckermannlLett@ahn [9 - Be-
ckermann et Labahn (1994)]; Penninga [135 - Penninga (1@9&)mparé cette
méthode avec I'algorithme de A. Lobo, dans le cas de la réealdle systemes
lineaires.

Dans tous les cas, la méthode de Wiedemann par blocs estgulert se
déduit directement de 'algorithme classique si I'on cdesé I'extension de la
définition de générateur linéaire au cas matriciel. La motie minimalité, toute-
fois, n'est plus valable. Il faudra assurer que le polynoinieiou est soubrme
de Popov[170 - Villard (1997c), Section 2] :

Définition 6.5.1

Soit D(X) une matrice polynomiale. Pour toyif soitd; le degré de la
colonnej. D(X) estsous forme de Popo\si les conditions suivantes
sont réunies :

1. Les colonnes sont ordonnées par degrés croissants

2. La matrice scalaire formée par les vecteurs des coefficidnts
terme de plus haut degré de chaque colonne est de méme rang
queD(X).

3. Le dernier elément de degde dans chaque colonne est unitaire.
Cet élément est appelé le pivot de la colorravec un indice de
ligner;.

4. Sid; = dy etj < kalorsr; < ry.

5. Le pivot est I'élément de plus haut degré dans sa ligne.

Le lecteur se reportera a [170 - Villard (1997c¢)] pour plusidaails sur la forme
de Popov et le lien avec I'algorithme de Wiedemann par blocs.

Algorithme 6.5.2 Wiedemann-par-blocs

Entrées : — un sous-ensemble fi i d’un corps .
— une matriced € E™*", respectivement symétriqué € E™*".
— unbloc de vecteur € F**P, n = pq.
Sorties : — Un polyndme matriciel générateur de la séqueitcet, U7 AT AU, ... },

respectivement générateur de la séqudtet, UT AU, ...}
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Initialisation de la séquence des projections
1: 8 =UTU

2 : Pour k = 0jusqu’a 2(%1 Faire
Récurrence linéaire par blocs
3: Calcul d’un nouveau générateur prenant en compte la piajes}.

Terminaison anticipée
4 : SiLe générateur reste inchangéors Arréter.

[Calcul du prochain coeffi cient, cas non-symétrique

5a: Si k pair Alors

6a: V =AU pQ2
7a: Spy1 =VTV 2p%m
8a: Sinon {ou}

9a: U=ATv pQ
10a: Spy1 =UTU 2p°n

[Calcul du prochain coeffi cient, cas symétriue

5b: Si k pair Alors

6b: V=AU pQ2
7b: Skr1 =UTV 2p2n
8b: Sinon {ou}

9b: u=V

10b: Sy =UTU 2p2n

La génération d’'un bloc de la séquence de matrices danelitighe nécessite
2p produits matrice-vecteur dans le cas symétrique ptoduits matrice-vecteur
dans le cas non-symétrique. Elle nécessite en quifre + m) opérations sup-
plémentaires sur le corps. L'espace mémoire requis est wétessaire pour le
stockage de la matrice auquel il faut ajoytén + m) + p.

Nous étudions maintenant la méthode de Coppersmith powrleake poly-
ndéme générateur matriciel.

6.5.1 ALGORITHME DE COPPERSMITH

Avant de passer a la version par blocs de I'algorithme deeRarhp/Massey,
nous montrons I'équivalence entre la version de Masseywerkion par blocs de
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Coppersmith dans le cas ou les blocs sont de taille 1. En pakaars I'algorithme
6.3.2, page 1204, = L, d, = k — L (on a alors, a la fin de chaque itération,
d’e < d, etdy < dy, d, etd, sont appelés les degrés nominauxgxdet ), puis
en remplacant I'incrémentation de I'exposamar une multiplication de par X

on obtient le code suivant (nous avons repris les numéraguke de I'algorithme
6.3.2, page 120 pour plus de clarté) :

Algorithme 6.5.3 Berlekamp/Massey version Coppersmith

Initialisation de Berlekamp/Massey
3:b=1d,=0;dy =0-0;0 =1€ F[X];9 =1¢€ F[X]

4 : Pour k = 0 jusqu’a 2 min(m,n) Faire

Récurrence linéaire par Berlekamp/Massey

5: 5=Sk+zgi1%5k—i

6 : » = Xt

7 : Si(0 # 0) Alors

8 : Sidy, > dy Alors

9: p=9— 3¢

10 : Sinon

11 p=p-3Y |/ v=0
12 : b=24

13 : dy=dy [/ dy =d,
14 : ++dy,

De cet algorithme, Coppersmith déduit alors I'algorithméroeel a I'aide des
degrés nominaux [41 - Coppersmith (1994)]. En effet, noussicirons mainte-
nant®(X) = (¢;(X)) = X &X' et¥ = (¢;5(X)) = > ¥, X' comme des
polyndmes matriciels eébg et Dy sont des vecteurs de degrés nominaux sur les
lignes de ces matrices, i.e. tels gue d°p;; < Dsli] etVj, d"y;; < Dyli].

Nous proposons maintenant une nouvelle version, optimigeEalgorithme
de Coppersmith. Dans la suite, nous montrons que cet versida méthode ité-
rative par blocs qui requiert actuellement le moins d’opéns supplémentaires.
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Algorithme 6.5.4 Coppersmith

Entrées : — Une suiteS de matricep x q linéairement générées par un polyndme de
degré au plusv.

— hle nombre de lignes du générateur linéaire.
Sorties : — @ € F"*P[X] un générateur linéaire poist.
1:2=1€F"P[X]; T =1¢€ F?[X]
2:Dp=0€cF";Dy=0€cF¢;B=1I,cFi*4;

3 : Pour k = 0jusqu’a 2N Faire

4 A= (Sp+ 3, belle 3,5, ) € Fhxa 2phqk
5 =XV

6 : Pour j = 1 jusqu’a ¢ Faire

7 As = {i,A;; #0}

8 Si Ag # 0 Alors

9 Sélectionnei, € Ag tel queDg[i,] Soit minimal.

10 : SiDg[i,] > Dylj] Alors

11 : Pour tout 7 € Ag Faire {Opérations sur les lignes db}
12 : ®[i] = i) — 5L I[j] 2kp
13 : Ali] = Ali] - 52 BIj] 2(a—J)
14 : Sinon

15 : Pour tout 7 # i, € Ag Faire {Opérations sur les lignes d&}
16 B[] = ®[i] — AAichI)[z'(p] 2kp
17 - Ali] = Ali] - 5 Aliy] 2(a—1)
18 : (] = U[j] - 32 Bliy] 2%p
19 : Blj] = Blj] — 2 Ali] 2(a—J)
20 : Echange®®[i ] et ¥[5]

21 : EchangeA[i,] et B[j]

22 : EchangetDe[i,] et Dy|j]

23 . ++Dy
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Une interprétation matricielle de cet algorithme est due a @bd_[109 - Lobo
(1995)]. Elle permet de donner une meilleure idée du dénoeitet de I'algorithme.
En considérant, a chaque étape, la matrice construitelAnatpartie supérieure
et A en partie inférieure, il s’agit de trouver une transformafl’, telle que

(2= )

avecU triangulaire et ordonnée de telle sorte que les degrés raamicorrespon-
dants soient en ordre croissant. Cela n’est possible emajénué si on a au moins
g lignes dansB, d’ou le choix de ce nombre dans notre algorithme. Cependant
la différence de A. Lobo, non seulement nous consen®misangulaire d’étape
en étape et n'avons donc pas besoin d’'effectuer les opgsad®triangularisation
sur les lignes dé3, mais en plus, comme les lignes Besont les anciennes lignes
de A, nous n’avons pas besoin de recalculea chaque étape. Il reste ensuite,
pour mettre a jour les polynémes, a effectuer les transfoomasurd et U :

vl [XI, O T v
|0 I F|e
A I'aide de cette formalisation, on voit en outre que tant fuest inversible, il
est possible de retrouver les mémes opérations que pogoiditime de Lanczos

par blocs sans prédiction 6.4.3, page 126. Il faut considdpets les permutations
de lignes induites,

Lt 0
Te= [—AU—lL—1 ],J
avecL et U triangulaires inférieure et supérieure telles qtie= LU. En posant

A = W,, on retrouve bien les mémes opérations : la factorisdiionet les deux
multiplications paiV,U L1,

Théoréme 6.5.5
L’algorithme Coppersmithest correct et nécessite au plus

4hpgN*+2h(qg—p)gN

opérations sur le corps. L'espace mémoire requis est cellegszire
pour la séguence auquel il faut ajout2ki(q + pNV).

Preuve de 6.5.5 Le calcul deA nécessité|Ds|| < £ produits de matrices
h x pparp x q,i.e.(2p — 1)(hq)(§) opérations, et le méme nombre d’additions
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de matricesh x ¢, d’ou un total de moins dezp)hqg opérations par itération et
doncphgN (2N — 1) pour les2N itérations.

Lamise a jour d’'un élément dieou ¥, c’est-a-dire d’'un polyndme de degré au
plusg, nécessit@% opérations. Donc, pour une ligne de longugiiles matrices
® et¥ ontp colonnes), il faukp+ 2(¢ — j) opérations en comptant les opérations
sur les matrices\ et B. Il y a h lignes & mettre a jour, d'oli(kp + 2(q — j))
opérations par colonne mise a zéro. Ensuite, il faut efezateci pour leg co-
lonnes, d'otd 7, h(kp +2(q — j)) = hg(kp + g — 1) opérations par itération.
Enfin, il y a 2N itérations au plus d’ou un total dg ;s " hq(kp +q — 1) =
hgN(2Np + 2q — p — 2). Pour finir, le nombre d’opérations est la somme de ces
deux totaux ebg N (2Np+2q—p—2)+phgN (2N —1) < 4hpgN?+2hqN (¢—p).
Pour I'espace mémoire, il fa@hq pour A et B, ainsi quehpN pourd et¥. O

Nous revenons a I'algorithme de Wiedemann. Il faut alorssihtd parametre
h. Pour obtenir un générateur minimal, nous avons vu qu'il e sous forme
de Popov. Notre algorithme garantit les conditions sur lggé&enominaux, qui
rejoignent les conditions sur les degrés des pivots de tadate Popov. Enfin, la
forme de Popov doit étre inversible et carrée et dbnre p, ce qui rejoint aussi
les conditions de Coppersmith [41 - Coppersmith (1994)ticed] pour que le
nombre d'itérations soit en/p + n/q + O(1). Pour comparer avec l'algorithme
de Lanczos, nous considérons alors gueq et queQ% est le nombre d'itérations
nécessaires.

Corollaire 6.5.6
L'algorithme Wiedemann-par-blocaon symétrique nécessité2< n
produits matrice-vecteur pad et au plus

2pY (n +m) + 47%p

opérations supplémentaires sur le corps. L'espace mémoidmen-
taire requis est d&€p(n + m) + 2pd + 2p?, oud est le degré maximal
des polynémes.
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Corollaire 6.5.7

L’algorithme Wiedemann-par-blocsymétrique nécessité < n pro-
duits matrice-vecteur pad et au plus

4 pn + 4Y*p

opérations supplémentaires sur le corps. L'espace mémoidmen-
taire requis est ddpn + 2pd + 2p?.

Preuve de 6.5.6 et 6.5.7 Le nombre d'itérations eXN = 2T, et nous avons
choisih = ¢ = p puisque nous considérons le méme bloc dpe vecteurs de projec-
tion U a gauche et a droite. Le calcul du polynéme générateur ritcdssic au

plus 4pY? opérations auxquelles il faut ajouter IE% x p*(n + m) opérations
supplémentaires pour calculer les blocs de la séquencel’®space mémoire, il

faut 2pn pour les blocs de vecteur%%p2 = 2pr pour la séquence ép(p + d)

pour les polyndmes et les matrices intermédiaires. O

Ce dernier résultat est a comparer avec le colt de I'algoattie Lanczos par
blocs 6.4.4, page 1278Ypn + 3Yp* + 2Y(n + p) opérations supplémentaires
et 3pn + 2p? unités mémoire supplémentaires. Comih& n, il y a un besoin
d’au plus3pn unités mémoires supplémentaires pour Wiedemann par hiacs (
différence était d&n dans le cas scalaire). Si le gain était4l&(n — T) dans
le cas scalaire, dans le cas par blocs de taillee gain a été multiplié par :
4Yp(n—T), mais en outre, on a gagné des petits facteurs qui rendegaritame
de Wiedemann par blocs plus rapide méme quaedY .

Nous avons donc obtenu que les algorithmes de Wiedemanrsitéoésoins
d’opérations arithmétiques que les algorithmes de Lancxesc les méthodes
suivantes, nous allons voir gu'’il est en outre possible dardier la complexité
théorique de I'algorithme de Wiedemann en utilisant desriétlymes rapides pour
le polynébme générateur matriciel.

6.5.2 APPROXIMANTS DE PADE VECTORIELS

L'idée de G. Villard [170 - Villard (1997c¢)] consiste a transfner la séquence
de matricep x ¢ en une séquence de vecteurs de dimengdi35 - Penninga
(1998)], puis a utiliser les algorithmes de B. Beckerman@.dtabahn pour trou-
ver un polyndme générateur vectoriel. En fait, l'algoritnFPHPS de B. Becker-
mann et G. Labahn [9 - Beckermann et Labahn (1994), Théorermpeutis'ap-
pliquer a notre cas [169 - Villard (1997b)].



136

Méthodes de Krylov

Nous avons alors exactemdrdlgorithme de Coppersmith 6.5.4, page 132
avecqg = 1 (des vecteurs a la place des matrices).

Limportant est que B. Beckermann et G. Labahn définissentienan al-
gorithme rapide guperfasy [9 - Beckermann et Labahn (1994), Théoréme 6.2].
Ainsi, grace a la multiplication rapide de polynémes past Fourier Transform
le polyndbme générateur sera calculé de mani@terministeavec un co(t théo-
rique en

O((p + Q)ng 1n2(pg) In 1n(pg))-

6.5.3 RESOLUTION TOEPLITZ

Une autre idée est de se ramener a la résolution d’'un systaéaéré de Toe-
plitz par blocs. En effet, il s'agit de trouver un polynémetricel ®(X) =
Zfzo ®, X! de degré borné vérifiant, pour une séqueficde matricep x g,
Vi, S;i®g + S;1P1 + ... + Siqa®q = 0. Ce probléeme s’exprime alors comme un
systéme linéaire :

[ S, Sg 1 ... S So 1T d, T (0]
Sd+1 Sd Sl (pd—l 0
: : : = |: (6.4)
Sog—1 S2a—2 .- Sa  Saa oy 0
| Soq Ssa 1 --- Sar1 Sal L o] 0]

Ce type de systeme linéaire peut étre résolu de maniéreerppid’algorithme de
Bitmead et Anderson [15 - Bitmead et Anderson (1980)] ou entalgorithme
de V. Pan et E. Kaltofen [89 - Kaltofen et Pan (1992), 90 - KaltefeRan (1994)].
Une étude exhaustive du comportement de ces algorithmeswsetdans [48 -
Doreille (1995)], par exemple. L'application de ces méthwédd’'algorithme de
Wiedemann est étudiée dans [83 - Kaltofen (1995), 170 - \dl{@®97c)]. Le po-
lyndme générateur sera donc calculé de marpévbabilisteavec un colt simi-
laire a celui de 'algorithme déterministe précédent,

O((p + ¢)’nIn*(n) Inln(n)).
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6.6 PRECONDITIONNEMENTS

Nous voulons calculer le rang d’'une matridesur un corps fini ou su@. Les
coefficients du polynéme caractéristique d’une matAcél 4, (X ), sont des com-
binaisons linéaires des mineurs dele rang deA est donc le degré dé 4 (X),
moins la plus grande puissance dedivisantIl,(X). Il est possible de calcu-
ler ce rang via l'algorithme de Wiedemann en préconditionaa[91 - Kaltofen
et Saunders (1991)]. En effet, si le polynbme caractétistigst égal au poly-
ndéme minimal multiplié par une puissance dele degré du polynéme minimal
moins sa valuation (le degré du plus petit monéme non nuBleéle rang. En
pratique, on utilise le préconditionnement proposé par Wérly & E. Kaltofen
[59 - Eberly et Kaltofen (1997), Théoréme 6.2] qui permet de & gugmenter
le cot du produit matrice-vecteur :

Théoréme 6.6.1

Soit F un sous-ensemble fini, ne contenant pas zéro, d’'un corpsiF. 50
une matriceA € F™*" de rangr. Soient deux matrices diagonale
quelconqued\ € E™*™ et D € E™*". Alors degrér pyamxaxaxn)—

valuation 7 py arxaxaxp) = T, avec une probabilité au moink —
11.n%+n
2Bl

4

En utilisant ce préconditionnement, on construit alorfgbathme de Wiede-
mann générique suivant pour le calcul du rang :

Algorithme 6.6.2 Rang-Wiedemann

Entrées : — une matrice A de taillen x n a coeffi cients dans un corps IF.
— un sous-ensembl& de IF fi ni et ne contenant pas zéro.
Sorties : — lerangr de A sur IF avec une probabilité au moifs- 11'27|lgl‘")(Réussite
de Wiedemann

1 : ChoisirA € E™*™ et D € E™*" diagonales quelconques.

[Initialisation de la Boite noire avec multiplication exgpte par les diagonalés
2 a: CalculerB = A x A x D, la matrice telle queB;; = A A Dj;.
3 a: Appliquer Wiedemannsur B. ¢ est un facteur du polynéme minimal.

[Formation d’'une Boite noire, multiplication paresséuse
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2b: C =DATAAD
3b: Appliquer Wiedemannsymétrique su€'. ¢ est un facteur du polyndme minimal.
4 : rang =degréy)—valuatior(y).

En théorie, si 'on veut calculer le rang dar#,z, il suffit de plongerA dans
une extensioF (p*) suffisamment grande. En pratique, les calculs sont plus ra-
pides sip* ne dépasse ni la capacité mémoire, ni la taille du mot macBir®n
veut calculer le rang sur des grands corps premiers, unémggitation sans table
nous permet donc de calculer efficacement sur des corpsgneds taille23? des
matrices de dimensiorz8000 x 28000 et de plus dd.8 milliard de lignes si le
corps premier est de taille proche 2fé. Au contraire, si I'on veut calculer sur un
petit corps premier, une extension est nécessaire et la agtimétique efficace
nécessite alors des tables précalculées En I'occurreredaille de2?* néces-
site déja 100 Mo (voir section 4.2.2, page 67). Cela permet bellea le rang
de matrices de dimensions maximal&s0 x 1750. L'algorithme de Wiedemann
peut toutefois étre utilisé comme une heuristique pourrg,rka valeur retournée
étant alors une borne inférieure du véritable rang. Il faitdrouver une méthode
pouvant certifier si une matrice est de rang donné. Une idée déll&d, par
exemple, est d'orthogonaliser un vecteusiu hasard a partir d’'une premiére or-
thogonalisation d’un sous-espace de Kryl§yA, u). Si z est dans le noyau de
K (A, u), alors le rang est correct avec une probabilité d’au moins

1

1--.
q

D’autre part, de maniére empirique, nous avons constatéeguprbbléemes
de mauvais conditionnement intervenaient surtout quanuhkaice contenait des
lignes ou des colonnes avec un seul élément. En combinégaditame de Wie-
demann avec la méthode de Odlyzko (voir 5.1, page 81) qui éices lignes et
colonnes, nous avons obtenu un algorithme ne renvoyanhdeneorrect sur une
extension de taill@3? qu’extrémement rarement.

6.7 QUELLE METHODE DE KRYLOV ?

Nous commencgons par un tableau récapitulatif des secondssatds diffé-
rentes complexités arithmétiques des méthodes de Krylows Bouosidérons une
matrice symétrique x n et des blocs de taille x ¢. Nous ne mentionnons pas
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le nombre de produits matrice-vecteur puisqu’il est idgudipour tous ces algo-
rithmes, et considérons de méme que le nombre d'itérafiors rang < n est
identique.

Algorithme Opérations Mémoire
Lanczos T(8n) 2n
Wiedemann YT(4Y + 4n) 2n + 37
Blocs Lanczos Y(8pn + Ip? +2(n + p)) 3pn + 3p?
Coppersmith T (4pY + 4pn) dpn + 2p? + 2p

TABLEAU 6.1 — Seconds ordres des complexités des méthodes de Krylov

Pour la résolution formelle de systemes linéaires, I'athore de Wiedemann
s'intéresse seulement aux coefficients de la récurrenest-a-dire au polynéme
minimal, mais doit ensuite reconstruire un vecteur sotuti¢algorithme de Lanc-
zos, d’autre part, ne conserve pas les coefficients maisqoestruire un vec-
teur solution pendant I'itération. Il s’en suit que, pourésolution de systeme,
I'algorithme de Lanczos est plus performant que l'algonéhde Wiedemann
[103 - Lambert (1996), 59 - Eberly et Kaltofen (1997)].

Au contraire, pour le calcul du rang d’'une matrice, ou un uactslution
est inutile, nous avons vu que I'algorithme de Wiedemanrakess plus perfor-
mant méme si I'algorithme de Lanczos nécessite un peu ma@maéamoire (la
différence est dén unités de mémoire). Cependant, la différence ici n'est pas
significative et, en pratique, on préferera I'algorithmeWiedemann lorsque la
vérification n’est pas nécessaire, par exemple si I'on ¢éaldans un corps conte-
nant beaucoup d’éléments. En effet, 'algorithme de Wiealemmécessite moins
d’opérations arithmétiques. Sil'on considére que le nandhitérationsY de l'al-
gorithme de Lanczos est la dimension du sous-espace de Ki/avu,) alors
ce nombre est aussi le degré du polynéme minimgl, et la différence d’opéra-
tions est donc déY'(n — Y) opérations si I'on utilise une terminaison anticipée.
D’autre part, dans un petit corps fini, il est possible d’augteele seuil de ter-
minaison. En effet, en pratique, pour toutes les matricesmpus avons traitées,
et pour tout corps, un seuil de terminaison proche de 20 ffstamt. Cela reste
totalement empirique pour I'instant méme si une série de gai20 polynémes
isotropes consécutifs est assez improbable (d&gg, cela risque d’arriver envi-
ron 1 fois sur un million). Un dernier avantage de I'algorighde Wiedemann est
gu'il est possible de calculer plusieurs de ces polynoneess sérification, puis
de combiner les résultats obtenus et de ne faire qu’une sétifecation finale.
En outre, il est possible de conserver les vecteurs inteainésl en mémoire jus-
gu’a un certain seuil. Quand le degré du polynéme est faibla, mermet d’éviter
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de les recalculer pour la vérification. Celle-ci n’est alpltss tres colteuse. Cette
méthode est utilisée pour le calcul sur les entiers, par plemection 9.5, page
174.

Enfin, les algorithmes par blocs nécessitent plus d’omratgue les algo-
rithmes scalaires. Toutefois, utilisés sur un corps dect@ratique2, et en prenant
p etq égaux a 32 ou 64, suivant la taille du mot machine, une aritilojone spé-
cialisée peut étre mise en ceuvre. Le colt de I'algorithmelpaslest alors divisé
par 32 ou 64. Le nombre d'opérations additionnelles devégpuivalent a celui
des algorithmes scalaires et d'un autre c6té, le colt duwytrothtrice-vecteur est
lui aussi divisé par 32 ou 64, rendant I'algorithme par blples intéressant. Le
deuxieme intérét des algorithmes par blocs est une pluslgriadépendance des
produits matrice-vecteur, induisant une parallélisapars aisée. Nous étudions
dans la prochaine section le comportement des paraliélisade I'algorithme de
Wiedemann.

6.8 PARALLELISATIONS

Dans cette section, nous nous intéressons a la paralléfiskts méthodes ité-
ratives. Une premiére approche consiste a paralléliserileenre variante, I'algo-
rithme de Wiedemann. Nous présentons ensuite la paratiéhsde I'algorithme
par blocs qui permet de réduire les communications et d’@mgen ainsi le paral-
Iélisme malgré un nombre d’opérations plus important.

6.8.1 PARALLELISATION DE L’'ALGORITHME DE WIEDEMANN

L'algorithme de Wiedemann est une boucle comportant tro@sps :
— produit matrice-vecteur; .1 = Av;, (vy = v),

— produit scalaire; 1 = utv;,1,

— mise a jour du polyndbme générateur avecsles. ., s 1.

Par passage dans la boucle, a I'étapte calcul du produit scalaire nécessite
2n opérations arithmétiques; la mise a jour du polyndbme néeeXisopérations
arithmétiques; si la matricd est creuse ave@ éléments non nuls, le produit
matrice-vecteur nécessifeopérations.

*En prenant. = v, le nombre total de produits egtduit de moitié sid est symétrique.
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Nous avons choisi de découpéren blocs bi-dimensionnels pour paralléliser

le produit matrice-vecteur et les produits scalaires [3AH@h et Giquel (1999),
Théoréme 5.5]. Le stockage utilisé pour les blocs creux elsgrie-compressé
standard [98 - Kumar et al. (1994), 150 - Saad (19961®)]n tableau de valeurs,
un tableau avec les indices de colonne correspondants atisieéne tableau de
pointeurs sur le premier élément de chaque ligne, voir 158e202). Ce for-
mat est particulierement adapté au produit matrice-vediuoutre, comme nous
avons appliqué cet algorithme sur des matrices assez grgjudgu’a 500000
lignes) et trés creuses, nous avons aussi utilisé des vea®ux intermédiaires.
A Tinitialisation, les blocs sont chargés de maniére ayaé bi-dimensionnelle
sur les processeurs. Les produits sont ensuite gérés péyarittame de liste qui
peut prendre la décision de migrer les données.

Nous avons découplé le calcul des éléments de la séquenagr deilisation
pour la mise a jour du polynébme générateur. En effet, c’etsé erise a jour qui
conditionne le nombre total de produits matrice-vecteufecier. Celui-ci n'est
pas connu au départ et Athapascan-1 ne permet pas une tesoniaaticipée de
ces taches. Il faut donc lancer de maniere asynchrone upgment de produits,
Athapascan-1 se chargeant des dépendances de donnéesis®i éajour néces-
site d’autres produits scalaires, un nouveau groupe deufisoelst relancé. Cela
induit quelques synchronisations non désirées mais patengtduire le nombre
total de produits effectués [52 - Dumas (2000)].

o — 3300040
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FIGURE 6.1 — Calcul du polyndme minimal de de@@35 d’'une matrices2370 x
51975
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Dans la figure 6.1, page 141, nous étudions les effets du dégeupai-
vant le nombre de blocs et la taille du groupement de prodsits une ma-
trice représentant les relations entre la dimension 3 einteerssion 4 du com-
plexe simpliciel associé aux couplages du graphe comple? aoinmets (cf.
[16 - Bjorner et al. (1994)]). Cette matrice est de taGl870 x 51975 avec311850
éléments non nuls et intervient dans le calcul du groupenddiogie du complexe
simpliciel. Nous calculons le polynéme minimal de de@®35 d’une matrice
carrée symétrique préconditionnée assodigd’ D, AD; ; il y a donc au moins
79070 produits parA a effectuer. Les calculs se font modali49.

Cette figure présente les temps d’exécution, en secondes) quadri-proces-
seurs Sun Ultra-It x 250 MHz. Pour cette matrice, on observe une accélération
absolue - meilleur temps séquentiel sur meilleur tempdipéea de 2,55 pour 4
processeurs. Le découpage se fait en blocs carrés, maédglilarité de la matrice
donne des blocs déséquilibrés. En effet, les meilleurdteésisont obtenus pour
un découpage en 9 blocs. Dans ce cas, nous constatons, surda djge seuls 7
blocs sont non nuls et que le nombre d’éléments par bloc darter 72 a 98718.

Il est a noter que le meilleur temps séquentiel est obterud@roupage de la
matrice. L'accélération reflete donc le surcolt dd au péiathe ainsi que le sur-
colt de structure (découpage en blocs, vecteurs creux n fajtel’accélération
compareée - meilleur temps sur 1 processeur avec la versratigda sur meilleur
temps paralléle - serait Iégérement supérieure a 3. En,distceélération est
déja intéressante méme sans découpage, ce qui illusitiéd’dt découplage des
trois phases de la boucle. Le tableau 6.2 montre les acdélé&saibtenues pour
guelques autres matrices d’homologie €st le nombre d’éléments non nuls par
ligne).

Matrice w,n X m Séquentiel 4 processeurs Accélératjon
bibd 22 8 38760, 231x319770 995.41 343.80 2.90
ch7-6.b4 5, 1512012600 412.42 240.24 1,72
ch7-7.b5 6, 35280x52920 4141.32 1865.12 2.22
mk12.b4 5, 62370x51975 7539.21 2959.42 2.55
ch8-8.b4 5,376320x117600 33 heures 10 heures 3.37
ch7-9.b5 6, 423360x317520 105 heures 34 heures 3.10
ch8-8.b5 6, 564480x376320 - 55 heures -

TABLEAU 6.2 — Accélérations sur quatre processeurs, mogizild9

Enfin, nous montrons ici des accélérations sur un quaddgsseurs ; malheu-
reusement, sur une architecture distribuée, les perfaresasont moins bonnes.
En effet, surp processeurs, et pour chaque produit matrice-vecteur pas bil
faut communiquer un total d&n,/p valeurs. Pour les matrices trés creuses, ce
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volume de communications est donc du méme ordre que le valiensalcul, in-
duisant un recouvrement insuffisant. Il est alors nécesskirparalléliser notre
application différemment. La prochaine section étudied[télisation des algo-
rithmes utilisant des polyndmes générateurs matriciels.

6.8.2 PARALLELISATION DES ALGORITHMES PAR BLOCS

De méme que l'algorithme de Wiedemann, l'algorithme de Cogpih est
une boucle comportant trois phases :

— produits matrice-vectel; . = AV;, (Vo = V),

— produits scalaire§;,; = U'Vj, 1,

— mise a jour du polyndme générateur matriciel avedles. ., S;. 1.
Cependant, dans ce cas, les produits matrice-vecteur gtddaits scalaires sont
effectués sur des blocs de vecteurs. Il devient alors pesdi paralléliser ces
deux opérations directement, par exemple en distribuantdeteurd/; sur diffé-
rents processeurs et en dupliquant le vediepour effectuer les produits scalaires
en place. Il n’y a alors plus que la communication des petitagicesS; a effec-
tuer.

Considérons une matrice creu$avect) éléments non nuls. Prenons la symé-
trique de taillen x n pour simplifier. Dans la suite, nous supposonsQuest plus
grand quen ; en effet, dans le cas contraire, il vaut mieux utiliserg@ithme de
renumérotation. Les corollaires 6.3.4, page 123 et 6.5.6, paggedus donnent
le nombre d’opérations nécessaires pour calculer son polgminimal de degré
d : 4d? + 4dn + 2d$) avec l'algorithme de Wiedemann &gd? + 4qdn + 2dS)
pour l'algorithme par blocs avecvecteurs initiaux. Le nombre d’opérations né-
cessaires croit donc avec le nombre de vecteurs initiaass gue le nombre de
produits matrice-vecteur reste constant. L'intérét deegadirallélisation est donc
de faire en paralléle ces produits puisqu’ils osnt indépatxl Le temps de calcul
des produits peut donc étre divisé par le nombre de proaesdecalcul du po-
lynbme générateur restant séquentiel. Nous avons vu daestiars précédente
que le facteur prépondérant pour des matrices creuselaxe®(n) est le pro-
duit matrice-vecteur. Pour ces matrices, avec l'algoréhparalléle par blocs, le
facteur prépondérant devient le calcul du polynéme géeeéranatriciel. Il reste
a mener des expériences pour déterminer précisément légions intéressantes
d’utilisation de ce dernier algorithme. Néanmoins, nous/pos d’ores et déja af-
firmer que 'algorithme paralléle par blocs ne sera pas ffiemee si() est un petit
multiple den, mais gqu’il sera sans doute avantageu§ st entraD(n1n(n)) et

n2.
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David et Goliath : calcul du rang de matrices creuses

Ce chapitre est consacré a la comparaisons des algorittouesepcalcul du
rang de matrices creuses. Dans la premiere section, nousahécplus en dé-
tails les différentes matrices que nous avons utilisées pEaliser cette étude et
Nous nous proposons, dans la section suivante, de détedesriomaines privi-
légiés de résolution des méthodes directes et itérativass Blons utilisé comme
arithmétigue commune I'arithmétique sur un corps flaF décrite au chapitre
4).

7.1 BESTIAIRE

7.1.1 ALEATOIRES

Cette collection est un ensemble de matrices carrées sreys@ét un petit
nombre d’éléments®(n)) non nuls modul®'®, placés aléatoirement. Nous les
avons déja utilisées section 5.1, page 81 pour étudier letssafé la renumérota-
tion.

7.1.2 HOMOLOGIE

Ces matrices sontissues de la topologie algébrique. Elesont été données
par Volkmar Welker du Fachbereich Mathematik und Inforinatila Philipps-
Universitat de Marburg en Allemagne. Un simplexe est la géisatain du tétra-
edre régulier en dimensian(un segment en dimension 1, un triangle en dimen-
sion 2, un tétraedre en dimension 3, ...). Un complexe singbli@ dimension
n est une triangulation d’'un espace, c’est-a-dire une didlece simplexes de
dimensions: pour lesquels deux simplexes sont d’intersection vide antrén
commun gu’une face de chacun d’eux (un simplexe de dimemsioh). Une ma-
trice des limitestjoundary mapd’un complexe simpliciel est une matrice conte-
nant les relations entre faces et arétes du complexe poutdiorension donnée
(par exemple, en dimension 3, les faces sont les tétraettes arétes sont les
triangles). Le calcul du rang et des invariants de Smith dent&trices intervient
dans le calcul des groupes d’homologie de ces complexes [UL@kres (1994)].
Nous utilisons trois classes de ces matrices issues de cxes@anpliciaux for-
més a partir de graphes. Ces matrices sont identifiées deni@mauivante :

e mki.bj estla matrice des limites en dimensjpdu complexe formé a partir

des couplages du graphe complétsmmets.
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e chi-k.bj est la matrice des limites en dimensipau complexe formé par
les différentes positions de tours sur un échiquier deetail k. Ces tours
doivent étre dans I'impossibilité de se prendre.

e nick.bj estla matrice des limites en dimensipdu complexe formé a par-
tir des graphes noftrconnectés & sommets (un grapheconnecté est un
graphe dans lequel, pour toute paire de sommets non adjademiste au
moins: chemins de I'un a l'autre dont les ensembles de sommets sart d
a deux disjoints).

ch4-4.b2 AAT
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" = n - -d ATA D4

FIGURE 7.1 — Echiquier 4-4, matrices des limites en dimension 2

Pour tous ces complexes, les matrices des limites sontag@wec un nombre
fixé d’éléments non nuls par ligné)(et par colonnelj. Si A; est la matrice des
limites en dimension d’un complexe, alorg = i + 1. Une ligne de la ma-
trice correspond a une face (simplexe de dimensjpane colonne correspond
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a une aréte (simplexe de dimension 1). Les éléments signifient simplement
gue telle face contient telle aréte dans tel sens; les élinaenla matrice sont
donc seulement1, 0 oul. En outre, un bon ordonnancement des faces rend ces
matrices quasiment triangulaires. De méme, les seuls étémunrs diagonale,
desLaplaciens A;A! et AL A;, valent aussi-1, 0 et 1. La diagonale de ces La-
placiens est formée, respectivement, seulemerit de seulement dé D’autre
part, ces Laplaciens ont plus que deux fois le nombre d’éisneon nuls de
A;. Pour calculer des produits matrice-vecteur avec eux, n@wens donc pas
effectué la multiplication des matrices, nous avons pleffitctué deux produits
matrice-vecteur {A4;AY)v = A;(Alv). Pour plus de détails sur ces complexes,
Voir [6 - Babson et al. (1999), 17 - Bjorner et Welker (1999ples complexes
de graphes nogconnectés, [16 - Bjorner et al. (1994), 142 - Reiner et Risber
(2000)] pour les complexes de couplages et d’échiquiemdin,g64 - Friedman
(1996)] pour I'utilisation des Laplaciens.

La figure 7.1, page 147 montre une de ces matrices, ch4-4.batiacendes
limites en dimension 2 pour I'échiquidrx 4. Elle est de dimensio®6 x 72 avec
288 éléments non nuls, 3 par ligne et 4 par colonne. Les Laplacietf et AT A
sont aussi présents, ils sont de dimensions respe®tive96 avec960 éléments
non nuls e72 x 72 avec648 éléments non nuls.

7.1.3 BASES DE GROBNER

Ces matrices sont issues du calcul de bases de Grobner. &liesnt été don-
nées par Jean-Charles Faugére du Laboratoire d’Inforaeatlq Paris 6 (LIP6), a
I'université Pierre et Marie Curie. On peut associer a un mée de polyndmes
a plusieurs variables une matrice dans laquelle les ligogsgpondent a un po-
lyndme et les colonnes correspondent a un monéme. Les éemema matrice
sont les coefficients des monémes pour chacun des polynaaséthode de
Faugere de calcul de bases de Grobner d'un systeme d’écguatidynomiales
fait intervenir le calcul du rang et d’'une forme trianguéade telles matrices sur
des sous-ensembles de polynémes intermédiaires [62 - Fea{i@®9)]. De méme
gue les matrices d’homologie, ces matrices sont quasimangtlaires avec un
bon ordonnancementPar exemple, la figure 5.8, page 107 montre la matrice

*Ces matrices sont aussppeléegirafesdu fait de la forme évoquée par leurs entrées, voir
figures 5.8, page 107 et 7.2, page 149
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numero 5 issue du systeme initial suivant [62 - Faugere (1999

—x1 + 27 + 222 + 227 + 23% + 225 + 225 + 275 + 17 =0

—T9 + 22377 + 2T7x¢ + 2T6x5 + 20574 + 20423 + 22320 + 22921 = 0
—x3 + 2x3%¢ + 22775 + 22624 + 22523 + 22479 + 22371 + x% =0
—T4 + 22375 + 22774 + 22673 + 22572 + 27471 + 22379 = 0

—x5 + 22874 + 2T723 + 2T6x2 + 22571 + 20420 + x% =0

—x¢ + 22873 + 22779 + 22621 + 22529 + 22423 = 0

—x7 + 2x3%9 + 227711 + 22679 + 22573 + xi =0

—1+ 228 + 227 + 216 + 225 + 224 + 223 + 229 + 21 =0

Un autre exemple est la matrice de la figure 7.2, page 149 isang@ddbleme
de robotique [61 - Faugeére (1994), Section 2.3].

:_ ;: v
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FIGURE 7.2 — Matrice robot24c1l_mat5

7.1.4 BALANCED INCOMPLETE BLOCK DESIGN

Ces matrices nous ont été données par Mark Giesbrecht du Depairdf
Computer Science a I'University of Western Ontario, CanadaBdlanced In-
complete Block Desigou BIBD(v, b, r, k, \) est une maniére de sélectionmer
sous-ensembles, appelés blocs, d’'un ensemblealgets distincts de sorte que
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chaque bloc contienne exactemeénbbjets distincts, chaque objet apparaissant
dans exactementblocs et chaque paire de deux objets distincts apparaidanst
exactemenh blocs. En comptant les objets, on s’apercoit gie—1) = A(v—1)

et quebk = vr; une configuration pourra donc étre désignée par seulemoést t
de ses parametreB3I BD(v, k, A) [172 - Wallis et al. (1972)]. La question est de
savoir s'’il est possible de construire telle ou telle configion. Pour répondre
a cette question, on construit une matritec Z™*™ avecm = C?, le nombre
de paires possibles, = C¥, le nombre de sous-ensembles de taill€Ensuite,
a;; = 1 si la paire associée a la ligieest contenue dans le sous-ensemblet
a;; = 0 sinon. La figure 7.3, page 150 montre la matfiéex 462 pourv = 11 et

k =5.

‘\\\ T et e e e
o o e

\\\m \\m \x\ s \\x\ \\\ 0 \x\ Py, gt

FIGURE 7.3 — Matrice BIBD pour 11 objets dans des blocs de taille 5

Ensuite il faut trouveb colonnes dans cette matrice telles que le nombre de
fois gqu’une paire apparait dans ces colonnes\e&l’est-a-dire, il faut trouver
X € Z7, avec seulemerit éléments non nuls, tel quéX = (A,...,A)’. Une
réponse partielle peut étre obtenue en calculant simplelaelang deA et le
rang de[4, (A, ..., \)T]; une réponse plus compléte peut nécessiter le calcul de
formes normales et de matrices de passage. Les matriceassmt allongées et
contiennent seulement de<t desl.

Par exemple, savoir si la configurati@y BD(22, 33,12, 8, 4) existe, est un
probleme ouvert. Nous avons pu montrer facilement, par deslsale rang, que
le systeme admet des solutions entiéres, nous ne savon$l gaste des solu-
tions avec seulementéléments non nuls et positifs.

7.2 QUEL ALGORITHME POUR LE RANG ?

Nous voulons déterminer les domaines privilégiés de caleubdg sur ma-
trices creuses pour I'algorithme de Wiedemann avec telisonaanticipée 6.6.2,
page 137 et l'algorithme de Gaul3 avec renumérotation 5.1.8,%adCe sont les
deux algorithmes séquentiels les plus rapides. Nous compaas méthodes pour
le calcul dans un corps fini de taille proche du mot machine Biveplémentation
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GFgde la section 4.1.2, page 61. Les temps ont été obtenus suraspaltc Il a
250 MHz.

Sur la figure 7.4, page 151, nous comparons les deux algosteordes ma-
trices aléatoires. Pour les matrices trés creuses, |'ééitian est bien plus perfor-
mante car il y a trés peu d’opérations dans ce cas. D’autredggrjue le nombre
d’éléments moyen par ligne dépagsde remplissage n’est plus négligeable et
I'algorithme de Wiedemann devient plus intéressant. Enegute comportement
est valide jusqu’a ce que les matrices soient quasimeneddiiétude des com-
plexités arithmétiques, théoréemes 5.1.2, page 81, 6.3.3, Zyetl6.3.4, page
123, pour une matrice: x n avecs2 éléments non nuls, montre que I'élimination
redevient plus intéressante qudnd- “* pour une matrice quelconque et quand

Q> ”72 pour une matrice symeétrique).

Au contraire, les matrices d’homologie, de Grobner ou BIBDt st#ja qua-
siment triangulaires. Nous voyons sur les tableaux 7.1, 7.23etie I'élimi-
nation de Gaul3 est alors tres performante puisque trés ppérdions sont a
effectuer. En outre, pour les matrices BIBD, par exemple, randj déséquilibre
entre le nombre de lignes et le nombre de colonnes est a tayae I'élimina-
tion puisque dans ce cas, le remplissage n’a pas le tempsfdeese Toutefois,

Matrice Q,nxm,r Gaull Wiedemann
robot24_m5 15118, 404x302, 262 0.52 1,52
rkat7_m5 38114, 694x738, 611 1.84 8.72
f855_m9 171214, 2456x2511, 2331 10.54 176.61
cyclicB_ml11l 2462970, 4562x5761, 3903 671.33 4138.77

TABLEAU 7.1 — Temps comparés, modles21, pour des matrices de Grébner

pour de tres grandes matrices, I'algorithme de Wiedemana s€me de com-
pléter I'exécution alors que I'élimination provoque un dégement de capacité
mémoire. Quand la mémoire disponible est le facteur limjtaéime le plus léger
remplissage peut ainsi anéantir I'élimination. En out@sivoyons, sur la ma-
trice ch7-7.b5 par exemple, qu’a la limite des processeltgorithme de Wie-
demann commence a étre compétitif puisque moins consomn@gemémoire
(théorémes 5.1.2, page 81 et 6.3.3, page 122).

En conclusion, nous avons testé deux méthodes pour caleubarg de gran-
des matrices creuses. Nous avons validé une heuristiquacefiiour la réduction
du remplissage et constaté que, pour les matrices fortectergemées, I'élimi-
nation de Gaul3 avec renumérotation reste étonnamment efficéautre part,
nous avons montré que I'algorithme de Wiedemann peut étcaed en pratique.
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Matrice Q,nxm,r Gaull Wiedemann
bibd 12 5 7920, 66x792, 66 0.05 0.24
bibd 17 4 14280, 136x2380, 136 0.13 0,98
bibd 13 6 25740, 78x1716, 78 0.18 0.88
bibd 49 3 55272,1176x18424, 1176 1.24 35.05
bibd 15 7 135135, 105x6435, 105 2.27 6,92
bibd 81 3 255960, 3240x85320 10.53 52877
bibd_16 8 360360, 120x12870, 120 6.18 21,63
bibd 17 8 680680, 136x24310, 136 12.66 45,30
bibd 18 9 1750320, 153x48620, 153  33.59 132.20
bibd 19 9 3325608, 171x92378, 171 72.43 289.22
bibd 20 10 8314020, 190x184756, 190 180.97 834.59
bibd 22 8 8953560, 231x319770,231 173.33 995.41

TABLEAU 7.2 — Temps comparés, moduig521, pour des matrices BIBD

Matrice Qnxm,r Gaul? Wiedemann
n4c5.b6 33145, 4735x4340, 2474 2.73 47,17
n2c6.b7 31920, 3990x5715, 2772 3.64 49146
n2c6.b6 40005, 5715x4945, 2943 6.44 64,66
n4c6.b13 88200, 6300x25605, 5440 8.92 288.57
n4c6.b12 1721226, 25605x69235, 20165 231.34 413[1.06
mk9.b3 3780, 945x1260, 875 0.26 2.11
mk13.b5 810810, 135135x270270, 134211 Dépassement 23 heures
ch7-7.b6 35280, 5040x35280, 5040 4.67 119.53
ch7-6.b4 75600, 15120x12600, 8989 49.32 412.42
ch7-7.b5 211680, 35280x52920, 29448 2179.62 4141.32
ch8-8.b4 1881600, 376320x117600, 100289 19 heures 33 heures
En paralléle avec 4 processeurs

ch7-9.b5 2540160, 423360x317520, 227870 Dépassement Hsheur
ch8-8.b5 3386880, 564480x376320, 279237 Dépassement Ssheur

TABLEAU 7.3 — Temps comparés, moduleh21, pour des matrices d’'Homologie
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Il a un bon comportement général, méme pour de petites reairit est la seule
solution quand I'espace mémoire fait défaut. Enfin, avecdses algorithmes,
nous sommes capables de traiter les plus grands systémessscorps finis. A
titre de comparaison, A. Lobo [109 - Lobo (1995), Table 2.1btésin systéeme
20000 x 20000 de 1.3 millions d’éléments non nuls shyfs.7447 en 28 heures sur
un quadri-processeussx 100 MHz avec I'algorithme de Wiedemann par blocs.
Nous obtenons des temps de calcul comparables, ou meillRRows.la matrice
ch8-8.b4, par exemple, qui a 1.8 millions d’éléments, le ted®salcul du rang
par I'algorithme de Wiedemann scalaire est de 33 heuresareséel et de 10
heures sur un quadri-processetrs 250 MHz.
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Dans cette partie, nous nous intéressons au calcul de la foommeale de
Smith entiére sur matrices creuses. Comme dans la défilit®ha, page 93, la
forme de Smith d’'une matrice est diagonale et ses élémeagsiaux sont les fac-
teurs invariants. Le théoréme de Smith précise que touteamantiere est équi-
valente a une matrice diagonale [156 - Smith (1861), 66 - Gacler (1959)] :

Théoreme (Forme normale de Smith)

Soit un anneau principad. Pour toute matriced € A™*", il existe
deux matrices unimodulaire§ et V' telles queA est équivalente a
une matrice diagonal& € A™". A = USV = USmith(A)V =
Udiag(s1,...,sr0,...,0)V, our est le rang deA, Vi, s; # 0 et
V1<i<r, sSi.

Nous nous intéressons plus particulierement a la forme déhStmimatrices
entiéres. Par exemple, si l'on considére la matrice sugyant

0 3 -3 0 0
-1 0 -2 2 1
3 6 0 -6 3
0 6 -6 0 6

ses mineurs d’ordré sont{ —6, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 6 } et doncs;(A) =
di(A) = 1. Ses mineurs d’'ordre sont{ -9, 9, —12, 12, —18, 18, —36, 36, 0,

—3,3,—6,6 } doncsy(A) = % = 3. Ses mineurs d'ordrg sont{ —108, 108,

—18, 18, —36, 36, —54, 54, 0 } et doncs(A) = £} = L& — 6. Enfin, tous ses
mineurs d’ordret sont nuls puisquél est de ran@. Ce qui nous donne la forme

de Smith deA :

[1 -5 —5 =2 2]

-2 2 1 0 0 3 -3 0 O
R R T A
—4310'360—6300001
0 -3 -1 1 0 6 -6 0 6 01 1 0 0
100 00
03000
|0 06 00
00 0O0O

Aprés un bref apercu des applications et des algorithmedcid de la forme
normale de Smith, nous proposons un nouvel algorithmepaigmnt sur le cal-
cul du rang modulo des petites puissances de nombres pseratatifférentes
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variantes d'implémentation. Cet algorithme est spécial@nadapté au cas des
matrices creuses. En particulier, il nous a permis de faiggrémier calcul de la
forme normale de Smith pour de trés grandes matrices d’Hagielo
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Etat de I'art

8.1 MOTIVATIONS

La forme normale de Smith joue un réle trés important dariad@ des ma-
trices rationnelles et polynomiales. Pour les matriceemed, elle permet le cal-
cul actuel le plus rapide du déterminant [171 - Villard (2038 - Eberly et al.
(2000)]. En analyse Diophantienne, la forme de Smith permeésbudre des sys-
temes linéaires en nombres entiers [124 - Newman (1972), 30d €hCollins
(1982)] ou des problemes de combinatoire [172 - Wallis gt1872)], voir sec-
tion 7.1.4, page 149. La forme de Smith intervient aussi enridéles groupes :
un groupe fini abélien est représenté par un ensemble donslassocié a une
matrice entiére ; la structure canonique du groupe ainsiajearactérisation de
tous ses sous-groupes peut étre déduite de la forme de Senitbtd matrice
[124 - Newman (1972), 82 - lliopoulos (1989), 25 - Buchmann e{1#197)]. De
méme, les invariants du groupe des classes d’équivalernfoerdes quadratiques
binaires définies positives permettent de calculer sore@tlainsi de résoudre le
probléme 304 deBisquisitiones Arithmeticade Gaul3 [69 - Gaul3 (1801), 77 -
Hafner et McCurley (1989)].

Enfin, comme nous I'avons vu section 7.1.2, page 146, les anviarde Smith
interviennent dans le calcul des groupes d’homologie deptexas simpliciaux
[119 - Munkres (1994)].

8.2 METHODES DIRECTES

L'algorithme classique de calcul de la forme de Smith estuamiante de I'éli-
mination de Gaul3 avec des calculs de pgcd [119 - Munkres (L2948 ligne et
une colonne sont construites de sorte qu’elles ne contiérqeéun seul méme
élément non nul a leur intersection, le pivot. Cela est séghar des éliminations
classiques successives de lignes et de colonnes. Ensuiteastre élément de
la matrice n’est pas divisible par ce pivot, la colonne deététnent est ajoutée
a la colonne du pivot et des éliminations sont effectuées goe le pgcd de ces
deux éléments devienne le nouveau pivot. Quand le pivot aldesmse tous les
coefficients de la matrice, on passe a I'étape suivante. Dérearses variantes
sont possibles pour améliorer le comportement de I'aligorét (voir par exemple
[140 - Rayward-Smith (1979)]). Néanmoins, sa complexitéipas polynomiale
car la taille des éléments croit plus vite que n'importe gqudynéme en la taille
de la matrice.
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8.2.1 KANNAN ET BACHEM

Notations 8.2.1

— Pour une matricel = (a;;), on note|[A|| = maz;;(|ai;|).

— La notationO(n) désigned(nH (n)) ou H(n) est une fonction poly-
logarithmique den.

Par exemplen. logy(n). logs(logy(n)) = O(n).

Le premier algorithme polynomial pour le calcul de la forme Simith a
été donné par Kannan et Bachem [7 - Bachem et Kannan (1979)]étioagnpar
Chou et Collins [37 - Chou et Collins (1982)]. lliopoulos [8Riopoulos (1989)],
enfin, donne un algorithme similaire calculant la forme detBm'une matrice
A € A™*™ modulo le déterminant d’une sous-matrice inversible en

O(s°1(s%))

opérations binaires, of(/) est le colt de la multiplication de deux entierd théts
ets =m+n+logs ||All.

8.2.2 A. STORJOHANN

Le meilleur algorithme déterministe est dii a A. Storjohanbi7[t Storjo-
hann (1996), 158 - Storjohann (2000)]. &iest I'exposant de la multiplication
de matrices dans un anneau (c’est-a-dire 3 pour la mubidic classique ou
logs(7) ~ 2.81 pour la multiplication de Strassen [159 - Strassen (1968)e-
cord actuel étant inférieura375477 [42 - Coppersmith et Winograd (1990)]), A.
Storjohann calcule alors la forme de Smith en réduisantllmita des matrices
bandes avec

O(m*~"nI(mlog, [|Al]))

opérations binaires.
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8.2.3 PARALLELISME

E. Kaltofen, M. Krishnamoorthy et D. Saunders [85 - Kaltofen e{H89)],
puis G. Villard [168 - Villard (1997a)] pour les matrices despage, ont proposé
un algorithme probabiliste pour calculer la forme de Smitare

O(logy” n)

opérations avec un nombre polynomial de processeurs. ['qatrt, Neumann
et Wilhemi [123 - Neumann et Wilhemi (1996)] ont étudié le caripment du
calcul parallele de la forme de Smith en pratique. Seulemisnédemblent n’en
connaitre que la version classique, de complexité non patyale.

8.3 MATRICES CREUSES ET METHODES ITERATIVES

8.3.1 M. GIESBRECHT

Si la matrice considérée est creuse, les algorithmes pitcdted de M. Gies-
brecht [72 - Giesbrecht (1995), 73 - Giesbrecht (1996)] soritlenes que ceux
de A. Storjohann, puisgu'’ils ont une complexité@ém? log, || A||) produits mat-
rice-vecteur e (m?nlog, || A|| + m3logy® ||A||) opérations additionnelles bi-
naires. M. Giesbrecht plonge la matrice dans des grandesses disparates
(rough extensiosde nombres composés puis calcule le polynbme caractéris-
tique de la matrice préconditionnée dans I'extension. Ageasx de ces calculs,
les pgcd des coefficients des polyndmes révelent les imtariie Smith avec une
forte probabilité. SK2 < n? est le colt de calcul d’un produit matrice-vecteur,
et que le résultat est désiré correct avec une probabilgérmure al — ¢, la
complexité de I'algorithme de M. Giesbrecht est :

O(Qm?logy || Al|loga e + m?nlogy ||A||logy €7t + m? logy” || Al loga €71)

Toutefois, I'algorithme n’est pas trés efficace en pratiqueait de I'utilisation
des extensions disparates.
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8.3.2 G. VILLARD

Le meilleur algorithme connu pour le calcul des invariargsSinith est ce-
lui de G. Villard [171 - Villard (2000), 58 - Eberly et al. (20JJOPar remontée-
adique, il peut déterminer ™ invariant enO(n(logy n + logy ||A[|)?logy n)
produits matrice-vecteur. Ensuite, comme il n'y a qyéog, |detA| invariants
distincts, une recherche dichotomique permet alors leutdle 'ensemble des
invariants en seulemeti!(log, n+/log, |det A|) étapes. D’ou une complexité glo-
bale en

O(Qn'5(logy n + loga ||A])** log,® n)

pour une probabilité de succésde % Cela induit le meilleur algorithme connu
pour le calcul du déterminant d’'une matrice entiére cretis@éene dense, car on
obtient alors une complexité & (n?*2) ! Toutefois, en pratique, il reste a éviter
des préconditionnements assez colteux@mn), avec des constantes assez
importantes, comme les préconditionnements Toeplitzepample).

8.3.3 VALENCE

Nous proposons un nouvel algorithme [54 - Dumas et al. (20@)),[5umas
et al. (2001)], efficace en pratique pour certaines matioasses, facilement pa-
rallélisable, évitant les extensions disparates de M. @Ge$lb par des extensions
de nombres premiers. Nous verrons que sa complexité n’esnpéieure que
celle de M. Giesbrecht, par exemple, mais, en pratique, EBestul algorithme
actuel pour calculer certaines formes de Smith.

Le prochain chapitre étudie le calcul du polynéme minimaieznbrique es-
sentielle de notre algorithme pour le calcul de la forme détsm
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Calcul parallele du polynéme minimal entier

Nous étudions dans ce chapitre le calcul du polynéme minifnakedmatrice
entiere, par I'algorithme de Wiedemann. Comme cet algmétiest valide sur un
corps, nous calculons le polyndme minimal modulo des nompremiers, puis
nous reconstruisons les coefficients entiers grace auehmoChinois (voir, par
exemple, [68 - Gathen et Gerhard (1999), Théoreme 5.8]). Nousemgons par
la définition de la valence.

Définitions 9.0.1

— Lavalenced’'un polynéme est son dernier coefficient non nul. Par
extension, laralence caractéristigued’une matrice est la valence de
son polyndme caractéristique. halence minimale ou simplement
valenced’'une matrice, est la valence de son polynéme minimal.

— Lavaluation est le degré du monéme correspondant.vatuation
caractéristique et lavaluation minimale d’'une matrice sont définies
de méme.

Pour notre algorithme de calcul de la forme de Smith, par @kenmous avons
seulement besoin de la valence et non de la totalité du poigrmainimal. L'al-
gorithme de calcul est le méme, mais, pour calculer uniquéfaesalence, nous
avons besoin de moins de mémoire.

9.1 RESTES CHINOIS

Nous calculons la valence minimale entieéved’'une matriceB (la valence
de son polynédme minimal sur les entiers) par reconstructiomoise a partir des
valences des polynémes minimaux modplgour différents nombres premiers.
L'algorithme a trois étapes. Nous calculons tout d’aborddgrd du polynéme
minimal par plusieurs essais modulo différents nombresjaes. Nous calculons
alors une borne fine sur la taille de la valence en utilisaxecgé. Nous finissons
par la reconstruction chinoise de valences obtenues mddslnombres premiers.

La premiére question est de savoir combien de nombres piedoe/ent étre
utilisés. Il faut que leur produit soit plus grand que la wake; il faut donc estimer
la taille de ce coefficient. Nous pouvons utiliser 'inégaliie Hadamard [68 - Ga-
then et Gerhard (1999), Théoréme 16.6], qui borne les mineu(d,/n)", si B
borne les coefficients de la matrice. Toutefois, cette borheairait donc une utili-
sation deO(n) nombres premiers. Il parait alors important de réduire cabre.
Dans les deux prochaines sections, nous développons dehrdaéta cette fin.
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La premiéere consiste a utiliser une terminaison anticipgesdin algorithme de
reconstruction itératif. D’autre part, pour un calcul détamiste, il est intéressant
d’avoir une évaluation plus fine. Nous montrons alors I'erngés ovales de Cas-
sini pour borner le rayon spectral de la matrice et donc lenad. Nous terminons
le chapitre par des considérations sur les probabilitésulssite de cet algorithme
et des expérimentations paralléles.

9.2 TERMINAISON ANTICIPEE

Notation 9.2.1

Soienta, b, ¢ € Z. Par la suite, nous notons = b[c|, ou parfoisa = b
mod ¢, la relation a est congru & moduloc, c’est-a-dire qu'il existe
d € Ztel quea — b = cd.

Dans les calculs que nous reportons ici, nous avons calgylié valence mi-
nimale modulap;, pour différents nombres premiers choisis au hasard aux ale
tours de2'®, ou, au pire223. Nous acceptons le résultat de la reconstruction chi-
noise des que le produit de ces nombres premiers dépassaméadmHadamard
ou la borne de Cassini, comme discuté section suivanteefmsitquand ces deux
bornes sont grandes, nous utilisons une condition prabtdbde terminaison an-
ticipée. Soitv la valence entiere et soif, le reste dev moduloM = Hlepi
pour plusieurs nombres premiers choisis au hasard. On a al@rs< v, < M
etv, = v[M]. Supposons, maintenant, que nous croyonsugue v, c'est-a-dire
gue nous supposons avoir suffisamment de nombres premi&rs iV est plus
petit que notre borne (on peut raisonnablement supposer el exemple iy
reste identique pour plusieukssuccessifs). Dans ce cas, il est possible de faire
un test probabiliste rapide de cette supposition de la masigivante : choisir
un autre nombre premier, au hasard dans un ensemble suffisamment grand, et
calculerv*, la valence minimale modulp*. Alors 0 < v* < p* etv* = v[p*].
Faire aussi la réduction, mod p*, et donc obteniw; telle que0 < v; < p*
etv; = vi[p*]. Alors, si on a bien I'égalité, = v, les deux valeurs, modulo
p* doivent aussi étre égales. Il y a deux cas. Si ces deux vateamlsilop* sont
différentes, clairement, notre calcul n’est pas terminéurldutre coté, siles deux
valeurs modulg* sont égales, alors, estv avec une bonne probabilité. Nous
explicitons cette probabilité dans le lemme suivant.
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Lemme 9.2.2

Soitv € Z et une borne supérieur® telle quev < U. SoientP un
ensemble de nombres premiers distinctBiet= {p; ... px, p*} un sous-
ensemble dé choisi au hasard. Soien/ = []\_, p; et/ une borne
inférieure telle quanin(Py) > ¢ > 1. Soientv, = v[M], v* = v[p*]
etv; = wvg[p*] comme ci-dessus. 8f = v*, alorsv = v avec une
loge(“57*)

[P

probabilité d’au moind —

Preuve de 9.2.2 La seule maniére de donner une réponse erronée est d’avoir en
méme temp® # v, etv; = v*. D’autre part, comme,, = v[M] etv, = v[p*],

alors, commeVl etp* sont premiers entre euy; doit diviser=37=. Pour finir, on

voit qu’il y a au pluslog,(“37%) nombres premiers distincts qui divisent ce quo-

tient. La probabilité d’erreur est donc au pﬂ@é‘%ﬁ puisque P| est le cardinal

de P. On termine en constatant que- v, < U — v. O

Par exemple, le pire cas donné dans le tableau 9.1, page 1@Btesti pour
une matrice avec une valence bornée Par= 117827, Nous choisissons des
nombres premiers plus grands dque 2. Forcément), le produit des nombres
premiers, est plus grand g@e ainsilog,@(%) < 379. D’autre part, il y a exacte-
ment3030 nombres premiers entt®® et 2!6, Donc, en choisissant un nombre
premier dans cet intervalle, nous avons d&% de chances d'étre correct. En
outre, en répétant ce test quatre fois, cette probabilitéuksite atteint au moins
99.97%. Enfin, en général, pour les matrices d’homologie classigaeborne est
plus proche de 0% ; dans ce cas, un seul test donne une confiance de plus de
98.5%.

9.3 OVALES DE CASSINI

Pour un calcul déterministe, ou pour des calculs paralléles borne fine
sur la taille est souvent utile. La borne de Hadamard peutuéilieée, mais elle
est souvent beaucoup trop pessimiste pour de nombreusesanateuses. C’est
pourquoi nous utilisons plutét une borne déterminée patitepies de Gershgorin
et les ovales de Cassini. Cette borne est de la fgtfn@vecs une borne sur les
valeurs propres et le degré du polynéme minimal.

Le i*™ disque de Gershgorin est centré ayret a pour rayon la somme des
valeurs absolues des autres éléments de la ligfe = >, , [a;;|), c'est-a-dire
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que le disque est la surfacg\, |\ — a;| < R;}. Le théoréme de Gershgorin
précise que toutes les valeurs propres d’'une matrice sotgémoes dans l'union
de ces disques [20 - Brauer (1946), 161 - Taussky (1948), 74lubGat Van
Loan (1996)]. Il est possible de pousser plus loin et de cg@mer les ovales de
Cassini qui produisent des bornes plus fines. Chacun de eésso@st une ré-
gion du plan complexg\, |\ — a;||A — a;;| < R;R;}. En outre, toutes les va-
leurs propres sont aussi contenues dans l'union des oyaiissjue chaque ovale
est contenu dans l'union de ses deux disques de GershgoriByaler (1947),
165 - Varga (2000)]. Par exemple, la matrice complexe

[—4 -9 9 1

A= -3 2+8 10
[ 0 7i —18J

donne les disques de Gershgorin (surfaces pleines) et lessal@ Cassini (con-
tours) de la figure 9.1, page 169 (les valeurs propres somjugds par des croix),
obtenue par I'implémentation de Varga et Krautstengl [166rg¥ et Krautsteng|
(1999)]. Une borne sur le module des valeurs propres est doteniwe par le

FIGURE 9.1 — Disques de Gershgorin (surfaces pleines) et ovales denCass

(contours)

calcul du module maximal que peut prendre un point des ovllest possible

d’utiliser des bornes plus précises sur les valeurs propmspar exemple [24

- Brualdi et Mellendorf (1994), Théoréme 6]. En pratique;, des matrices tres
creuses, les disques ou les ovales sont assez faciles kecetaonnent une borne
relativement fine.
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On obtient alors la borne suivante sur les coefficients dun@whe minimal.

Proposition 9.3.1

Soit B € C"*™ de rayon spectral borné pap. Soit mg(X) =
S m X% Alors, |valencéB)| < g% etVi € [0,d], |mi| <
max(\/dB, B)”.

Preuve de 9.3.1 :Il suffit de noter que la valence est le produit dlevaleurs
propres et quén;| < C;4° [113 - Mignotte (1989), Théoréme 1V.8§4.1]. On borne
ensuite chacun de ces coefficients faguands > d ou d%ﬁ% quandg <d. O

Pour des matrices avec des éléments de taille constaatd,sontO(n). Ce-
pendant, quand et/ou est petit par rapport a (en particulier sid est dans ce
cas), cette borne peut étre une amélioration importantegpgort a la borne de
Hadamard, puisque cette derniére serait d’ording(n) au lieu dedIn(53). C'est
le cas des matrices d’homologie. En effet, pour celles-cinel part AA* a un
polyndme minimal de trés petit degré et, de plus, nous alloirsque 3 est rela-
tivement faible card A! est a diagonale dominante.

Il reste a calculers, la borne sur le rayon spectral. Nous remarquons qu'il
est cher de calculer une limite quelconque parmi celles ot ;ientionnées ci-
dessus tout en restant strictement dans le modele de bdaige heemble qu’un
produit matrice-vecteur avel8 soit nécessaire pour extraire chaque ligne ou co-
lonne. De méme, sB = AA?, il faut alors deux produits aved. Mais, si on a
acces aux éléments de une limite pour le rayon spectral ded” est facilement
obtenue avec trés peu d’opérations en précision arbitraire

Algorithme 9.3.2 Borne-Ovales-de-Cassini

Entrées : — une matriced € C"*",
Sorties : — B € R,. Toute valeur propre de AA! est de module borné par
Centres

1 : Pour i =1 jusqu'a m Faire
20 4= Yicj<n %

Rayons
3 : Former|A4|, la matrice dont les éléments sont les valeurs absoluedétasrits ded
4 v=|Al4|"1,1,...,1]T
5 : Pouri =1 jusqu’a m Faire
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6: T = v; — |gi]

Borne de Gershgorin

71 ¢ =maxi<i<m |gil

8 : 4y esttel query, = max, [, ,] T

Borne de Cassini

9 : g esttel quer, = max;c[y p]\fi) T

10 : B =q+ \/TiTs

Dans la suite, pour une matricé € C™™, nous notons)? = max(n,m,
nombre d’éléments non nuls dg. Ainsi, 22 borne le nombre d’opérations né-
cessaires au calcul d’un produit matrice-vectelur, et d’'un produit scalaire;” z.

Théoréme 9.3.3

SoitA € C™*™ avec() comme ci-dessus. L'algorithmBorne-Ovales-
de-Cassincalcule une borne supérieure sur les valeurs propred dé,
avec moins d&€2 opérations eBn comparaisons.

Preuve de 9.3.3 Nous utilisons le fait que les valeurs propres sont dansdiuni
des ovales. Maintenant, prenogs ¢», 71, r» les deux centres et rayons d’un
tel ovale. Alors, tout point\ de cet ovale vérifie |\ — ¢1||\ — ¢ < riro
[21 - Brauer (1947), Théoréme 1]. Nous voulons connaitre lduteomaximal
d’un tel \. Dans un premier cas, 8i — ¢2| < |A — ¢1], alors|\ — go| < \/ri73 €t
donc, comme\| — |g2| < |A — gof, on obtient|A| < |go| 4 /r172. Le deuxieme
cas est exactement symétrique, en remplagapar¢;. Cela prouve donc qué,
calculée par I'algorithme, est bien une borne sur les valptopres. Enfin, I'ana-
lyse de complexité est triviale. O

9.4 DEGRE DU POLYNOME MINIMAL ET NOMBRE PREMIER
TROMPEUR

Pour calculer le polyndme minimal d’'une matrice modulo desibres pre-
miers, nous utilisons I'algorithme de Wiedemann ; mais rmalculer la valence,
nous devons connaitre le degré du polyndme entier. Pourlealce degré, nous
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choisissons des nombres premiers au hasard ; le degré cidpmdyminimal en-
tier sera le degré maximal des polyndmes minimaux moguéwec une forte
probabilité.

En effet, certains nombres premiers peuvent donner un polgrminimal de
plus petit degré. Nous les appelons nombres prerrienspeurs (bad primg. Il
faut donc borner la probabilité de tomber sur un de ces n@nbB@ur cela, nous
bornons la taille d’'un mineur de la matrice qu’un tel tromipeoit diviser.

Soitd, le degré du polynéme minimal entier d'une matrigell existe un vec-
teur v tel que le sous-espace de Krylov assoéi@ylov(u, B), soit de rang.
Ce fait est facilement prouvé en considérant, par exengplerine de Frobenius
rationnelle deB. Donc, il existe un mineur non nul, de dimensidx § dans la
matrice[u, Bu, ... , B"'u] = Ms. Un trompeur doit diviser ce mineur. Ainsi,
toute borne sui/; induit une borne sur le nombre de trompeurs. Par exemple,
soit 5 une borne supérieure sur la norme des ligneB den utilisant la borne de
Hadamard [68 - Gathen et Gerhard (1999), Theorem 16.6], on pwmerf que

|Ms| < ||ull.||Bul| . ..||Bul| < 5%\|u|\. En outre, Ozello a prouvé qu'il existait
un vecteur, avec des entrées de petites valeurs absolues, i.e. pILespmHa[g],
tel que son polyndéme minimastcelui deB, 7, 5 = 7p [133 - Ozello (1987),
Théoreme 111.4.a]. Il est alors possible de bortiet| par[$]+/n, puis |M;| par

[$1vasT =U

Une fois qu’une telle borne est calculée, il ne reste plus gh@isir des
nombres premiers dans un ensemble suffisamment grand,;ibinaura peu de
chances qu'ils divisent ce mineur. Supposons que I'on ¢s®ssles nombres pre-
miers au hasard, plus grands quélors il ne peut y avoir plus dig,(U) d’entre
eux divisantM;. La distribution des nombres premiers nous assure alorsqu’
ensembleP suffisamment large peut étre construit sans que les nomi@esgrs
soient excessivement grands. Par exemple, ces borngg, $eik°™® nombre pre-
mier, sont connues :

k(In(k) + In(In(k)) — 1) < k>2 9.1)
Pr < k‘(ln( )+ In(In(k)) — 1+ 1.8 1( (li)))) k> 13 (9.2)
pr < k(In(k) + In(In(k)) — 0. 9427) k> 15985  (9.3)
pr < k(ln( )+ In(In(k)) — 1+ 20 1( ()]1)_ 1'8) k> 27076 (9.4)

Dans la suite on notg(k) un nombre plus grand que lé™ nombre premier.
Il est possible de calculer un telen utilisant une combinaison des inégalités
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(9.2), (9.3), (9.4) de Massias et Robin [111 - Massias et Rol88q), Théoreme
A]. Nous noterons ausgi;(z) une borne inférieure sur le nombre de nombres
premiers distincts entreet z ; cette borne est facilement calculée a partir de la
réciproque dey, et de I'inégalité (9.1) de Dusart [57 - Dusart (1999)], ou erGor
partir de bornes sur(x), le nombre exact de nombres premiers plus petitsigue
[56 - Dusart (1998), Théoréeme 1.10]:

m(z) < ln:(cx) (1 + 11'3(75)2) z>1 (9.5)
X

m(z) < (@) —11 x > 60184 (9.6)

(z) < ﬁ (1 + lnzx) + lj;?i)) z > 355391 9.7)

n(z) < ln?x) (1 n 11'383)2) £ > 13320000000 (9.8)

Enfin, il esttrés important de réduit& de maniere a prendre de petits nombres
premiers. Cette borne dépend de la taille des éléments dewecet ded. Or,
commed n’'est pas connu a priori, on ne peut le borner querpdra valeur de
log,(U) peut alors étre assez grande en pratigdé:f)). Nous montrons dans
la suite qu’a partir de calculs préliminaires, il est poksithutiliser les degrés
calculés de polynémes minimaux a la placendeour affiner.

Pour prouver cela, nous avons besoin d’une généralisatitmédreme d'Ozel-
lo [133 - Ozello (1987), Theorem lll.4.a]. Il s’agit de bornetddle des éléments
d’un vecteur ayant un polynédme minimal d’au moins un certigré.

Lemme 9.4.1

Soit B une matrice symétriqgue d&**" avec un polynéme minimal suf
Z de degré&. Pour toutd < ¢, il existe un vecteur avec des éléments
entiers de valeur absolue plus petite q[Lgd tel quer, g est de degre

au moinsd.
Preuve de 9.4.1 il faut considérew = [U;, Us, ... ,U,] comme un vecteur d’in-
déterminées et former la matrice polynomiélg(U;, Us, ... ,U,) avec comme
colonnesu, Bu, ... , B4 'u. Nous savons gu’il existe au moins un vecteyr

dansZ tel que son sous-espace de Krylov assogiéylov(ug, B), est de rang
. Donc, il existe un mineur d€ d’ordred non identiquement nul. Donc, comme
d < 4, il existe un mineur d€' d’ordred non identiquement nul. Ce mineur est
un polyndme homogéne pour |€5, de degré totall. Alors, ce mineur ne peut
pas avoir plus dels"~! racines dan</sz, C Z, d’apres le lemme de Zippel-
Schwartz (voir [177 - Zippel (1993)] ou [68 - Gathen et Gerhd@P0), Lemme
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6.44]). Tout d’abord, si nous choisissons- d + 1, nous voyons qu'’il y a au plus
d(d + 1)"! racines de ce polyndme dans un espace & 1)" éléments. Donc
il doit exister au moins un vecteur,, 1) dans Z{q 1)~Z pour lequel le mineur
n’est pas nul dan&. Alors, ce vecteur, maintenant pris comme un vecteu£tie
avec des éléments positifs et négatifs de valeur absolsgplite quég] ,adonc
un polynéme minimal de degré au moihsans quoi(’;(u41)) Ne serait pas de
rangd. O

Effectivement, en prenaat= ¢, on retrouve le théoréme d’Ozello.

9.5 POLYNOME MINIMAL ENTIER

Nous donnons maintenant I'algorithme complet pour le calitupolynéme
minimal entier en terminant la section par une analyse desailités de réussite.
Nous utilisons plusieurs exécutions de I'algorithme de \Wiednn, avec calcul du
plus petit commun multiple, comme dans [174 - WiedemanngJl9Bour obtenir
une probabilité de réussite modylod’au moinsl — % Aussi, nous avons prig?
comme taille minimale de nombre premier. Ce parameétre pgeuntdvidemment
étre augmenté si nécessaire ; nous le fixons ici pour plus @gspyns sur les
bornes de nombres premiers.

Algorithme 9.5.1 Polynédme-Minimal-Entier

Entrées : — une matriced danszZ™*",
— une tolérance, telle qued < e < 1.

— une borne supérieure sur les nombres premiers pour lesquels les cal-
culs sont rapidesp > 213,

Sorties : — le polynéme minimal del, correct avec une probabilité d’au moihs e.

Ensemble initial de nombre premiers
D4 =21
:d=0;F=0,P=0;
: 8 = Borne de Cassini dd ;
cM=m {Les calculs seront rapides}

A W N P

Polynémes modulp;
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5 : Répéter

6 Choisir un nombre premiar;, avecl < p; < M. {ils sont au moingu.(M)}

7 Calculerw 4 p, par Wiedemann. & 74, avec probabilité au moirk— p%-

8 Si deg(wa,p,) > d Alors

9 d=deg(wayp,); F=A{pi}; P={wap};

10 : U= vards s’

11 : bad = logy(U) ; { au pluslog,(U) trompeurs}

12 bi =2 x bad(1 + %) + 3512; { 3512 premiers< 215}

13 : M; = borne supérieure de(b;) ; { au moinsb; premiers< M;}

14 : Si (M; > M) Alors M = M;; { Les calculs seront plus lents}
{ Les degrés seront corrects avec une probabilité au m%jins

15 : Sinon, si deg(m4p,) = d Alors

16 : F=FU{p};

17 : P=PU{map};

18 : Jusqu'a ce que ] pi > max{v/dB; 8}* et [[ (5 + ;) < e
Restes Chinois

19 : Renvoyerr, = 3¢

=1 a; X7, oll chaquey; € Z est reconstruit a partir dB et F.

THEOREME 9.1. L'algorithme Polyndme-Minimal-Entieest correct.
Soits = d max{log(5(A));log(d)}, une borne sur la taille des coeffi cients du
polynéme minimal. L'algorithme nécessite

O(d (log(s))(log(s) + log(e™'))) c’est-a-direD (nf2log(e™*))

opérations binaires en moyenne pour des entrées de tailtgarde. Il nécessite
en outreO(nlog(s) + ds) unités mémoire si tous les coeffi cients sont calculés et

O(nlog(s) + s), c'est-a-direD (n), si seule la valence est calculée.

Preuve de 9.5.1 Pour la correction, la premiére difficulté est de pouvoirisiio
des petits nombres premiers, i.e. proches de la taille du rachime, pour utiliser
les calculs rapides. Le probleme est que la borne de la 8ettig page 171 peut
étre grande a cause de I'exposanténCependant, il est possible de commencer
avec de petits nombres premiers puis d’ajuster la borne raetfa mesure que
les degrés sont calculés. En effet, considérons de nougeaacteun: tel que le
sous-espace de Krylov assocideet u, Krylov(u, B), soit de rang, le degré

du polynéme minimal entier, et supposons qu’'un nombre pemproduise un
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polynéme de degré. Alors Krylov(u, B) est de rang modulop, et doncp doit
diviser un mineuld + 1) x (d 4+ 1) desd + 1 premiéeres colonnes. Il y a au plus
,B(d+ nombres premiers de ce type. Il est alors possible d’affabotne sur la
taille des nombres premiers @elog a@ log(B).

La seconde difficulté est la terminaison de la boucle. Le pemembre
de la condition d’'arrét assure un nombre suffisant de nombresiers pour
la reconstruction. Si I'on calcule seulement la valencéa peut étre réduit de
max(y/dB, 3)¢ &, simplement3?. Le deuxi€me membre assure une probabilité
de réussite suffisamment grande. Si il yFd polyndmes du méme degré, alors
soit ils sont tous corrects, puisque gu'ils divisent foredétrie vrai polynébme, soit
ils sont tous faux. Comme la probabilité qu’un d’entre euit fax est la proba-
bilité que I'algorithme de Wiedemann ait echode) (Plus la probabilité que; ait
été trompeur, cette derniére probabilité est bornee patteone de trompeurs sur
le nombre total de nombre premiers dans notre ensembleﬂﬁ@jt

Nous nous intéressons maintenant a la complexité. La vakstdsornée par
B3%. Pour la stocker et pour stocker les nombres premiers, otnadeére équi-
valente, pour stocker ses restes modylet lesp;, nous avons besoin d@(s)
unités mémoire ((ds) pour le polyndme complet. L'algorithme de Wiedemann
n’utilise qu’un nombre constant de polyndmes et de vecturan corps premier.
Ces nombres premiers sont bornés paret donc de tailléog(M) = log(log( ))
d’aprés l'inégalité de Dusart (9.5), ce qui vadflog(d?logy(8))) = O(log(s)).
Enfin, chaque vecteur étant de taille le volume mémoire nécessaire pour les
stocker esO(nlog(s)).

Nous terminons la preuve par le temps en moyenne. A chaga#dtér’algo-
rithme de Wiedemann nécessid(2) opérations sur son corps de base, chacune
de celles-ci nécessitant au pllog(s)) opérations binaires. OF(n) = 2n? avec
la multiplication classiquel(n) = O(n'°62()) avec la méthode de Karatsuba et
I(n) = O(nln(n)In(In(n))) avec la méthode de Schénhage et Strassen [68 -
Gathen et Gerhard (1999)]. Ensuileg(s) bons nombres premiergé{élateurs)
sont nécessaires pour reconstruire la valence. Or,

1 bad

pi (M )

n bad . 1
2(1 + ;%;)bad )

Nl'—‘

donc la probabilité de réussite de— ¢ est obtenue avec au pluskl)‘;%T

O(log(%)) bons nombres premiers. Maintenant, pour chaque itératopoly-
ndme de Wiedemann est correct avec une probabilité d'au mgoiminsi, le
nombre moyen d’itérations ne dépasse pas le double du noaebrévélateurs
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nécessaires et la complexité de cette partie est donc

O (dQI(log(s))max{log(s); log(e’l)}) .

Enfin, la reconstruction par restes chinois a un colO¢h(s) log(s)) pour
chaque coefficient du polynédme [68 - Gathen et Gerhard (199@pEme 10.25],

donc enO(ds) si tout le polyndme est calculé. a

En pratique, le nombre réel de nombres premiers, plus grgameid's, et di-
visant la valence des matrices d’homologie est tres fajids plus dé0, en gé-
néral). Nous avons donc souvent pris des nombres premiges2ntet 216, ou
ils sont3030. Cela induit, au pire, seulement7% de trompeurs. Si I'on 40
polynémes, cela réduit la probabilité d’échec a moing de10~16!

9.6 PARALLELISATION

La parallélisation de ce dernier algorithme, 9.5.1, page &gdassez natu-
relle; il s’agit de lancer le calcul de la borne sur les vadepnopres en parallele
avec un certain nombre de calculs de polynédmes minimaux. ldeoiss choisi
d’ordonnancer cette premiere phase avec un algorithmeteeeli, néanmoins, un
seuil maximal de taches en attente par nceud. Cela permetatérép peu plus
les taches dans la premiére phase. En effet, seul un pettinectie taches étant
créées au début, cette astuce permet d’éviter un factel? 205mas (2000)].
Ensuite, la borne sur les coefficients du polynéme entiedpat le nhombre to-
tal de polyndbmes nécessaires, peut étre calculée. Ainsieuxi@me groupe de
polynébmes minimaux est lancé avec un algorithme de listesijae. Enfin, un
algorithme rapide de restes chinois est lancé en paralleghacun des coeffi-
cients.

Nos expériences ont été menées sur une grappe de 20 Sun Mteradyltra
Enterprise 450 avec, chacun, 4 processeurs a 250 MHz Ultt4-02& ou 512 Mo.
L'arithmétique utilisée est celle des corps fi@Eq. Les algorithmes sont intégrés
a LINBOX et utilisent AHAPASCAN comme support d’exécution parallele. Dans
le tableau 9.1, page 178, nous présentons les calculs dugmoé/minimal entier
pour un échantillon de matrices de complexes simpliciautadle m x n, avec
w €éléments non nuls par ligne et de rangur les entiers. Pour celles-ci, le degré
du polyndme minimal est trés petit comparativement a léetatlau rang des ma-
trices, ce qui permet des calculs de polyndmes minimaux fogd@extrémement
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Matrice W, M XN, T CB Rem d, bad M Um Séquentiel Parallele  Gaip
mk9.b3 4,945x1260, 875 12 2 X6 6 216 26 34 0.31 0.39 0.79
mk10.b3 4, 4725x3150, 2564, 24 3 X7 10 216 2.34.5%.7.13 1.16 0.81 1.43
mk11.b4 5,10395x17325, 10143 15 2Xx8 11 216 243252711 4.00 1.80 2.22
mk12.b3 4,51975x13860, 12440 60 3X7 13 216 210.355.7.11.13 16.68 5.55  3.01
mk12.b4 5, 62370x51975, 39535 30 4x 1 24 216 —213 37 5.7.11 34.49 11.39 3.03
mk13.b4 5,270270x135135,111463 50 4x 1 28 216 —23.211,37,52.7.11.13 149.06 4213  3.54
mk13.b5 6,135135x270270,134211 18 5X 12 24 216 210 35 52.11.13 96.11 29.41 3.27
m133.b3 4,200200x200200,168310 16 4x 1t 20 216 27.3%.5.7.11.13 94.05 33.31 2.82
ch4-4.b2 3,96x72,57 12 1 X+ 3 2l6 27.3 0.08 0.24 0.33
ch5-5.b3 4, 600x600, 424 16 3 X8 11 216 2533527 0.35 0.39 0.90
ch6-6.b4 5, 4320x5400, 3390 20 3x10 18 216 210 35 5.11 1.83 1.43 1.28
ch7-7.b4 5, 52920x29400, 22884 45 6X15 48 216 —19.17.211.37 5%.7%.11.13 45.17 10.28 4.39
ch7-7.b5 6, 35280x52920, 29448 24 5X12 27 216 27.34.52.72.11.13 23.88 7.52 3.18
ch7-8.b5 6,141120x141120, 92959 36 x4 84 216 19.17.28.39 54 73.11.13 123.18 24.85  4.96
ch7-9.b3 4, 105840x17640, 16190 96 7X16 64 216 29.19.219,310 55 74,11.13.31 82.57 15.04 5.49
ch7-9.b4 5,317520x105840, 89650 75 9x 22 111 216 —1433.C4 471.22 64.67 7.2
ch7-9.b5 6,423360x317520,227870 48 ax 24 117 216 23.19.17.224.310 54 74 112,132 775.33 106.15  7.3(
ch8-8.b4 5,376320x117600,100289 80 X 16 62 2'6 20.19.17.222.38 54 72.11.13 386.13 64.78  5.96
ch8-8.b5 6,564480x376320,276031 54 X1 78 216 —19.17.221.3%.54.72.112.13 732.44 127.57 5.74
ch8-8.b6 7, 322560x564480,279237 28 5x 14 37 216 215 34 53.7.11.13 337.72 7752 4.36
ch8-8.b7 8, 40320x322560, 40320 8 1x! 1 216 —23 10.63 10.47  1.02
ch9-9.b3  4,381024x42336,39824 144 5x10 30 216 —73.6287.C5 190.74 4510 4.23
ch9-9.b4 5, 1905120x381024,? ? 125 gy 17 76 216 —213 312 56 73 132.C; 2279.32 358.97 6.3%
n2c6.b6 7,5715x4945, 2943 63 25X 66 895 216 17.226.321 52.7.13%2.C0 55.43 3.44 16.11
n2c6.b7 8, 3990x5715, 2772 64 58X 152 4684 218 172283 355 550 73 132.C4 206.18 7.51 27.45
n3c6.b9 10, 2511x4935, 1896 60 15X40 332 216 172,29 313 58 .134.7.C,4 15.80 1.83 8.63
n4c5.b5 6, 4340x2852, 1866 60 39x103 2131 27 —216 310 516 132 1912.892.Cy; 82.76 4.04 20.49
n4c5.b6 7,4735x4340, 2474 63 82x 216 9385 218 19.17.245.310 526 7 672.592.C3,4 401.05 11.49 34.9(
n4c5.b7 8, 3635x4735, 2261 64 100263 13944 219 —17.247.313 528 11.132.592.C34 511.69 14.26 35.84
n4c5.b8 9, 1895x3635, 1374 63 62x 164 5427 218 172,235,325 523 11.132.3792.Cy 125.93 5.30 23.76
n4c6.b5 6, 51813x20058, 15228 96 44x 104 2421 27 —23.2.52009.C5 1161.39 35.35 32.8%
n4c6.b12  13,25605x69235,20165 117 35&827 157050 223 —2243.343 536 77114.132.312.C5,  66344.40 1181.61 56.15
n4c6.b13 14, 6300x25605, 5440 98 37X°87 1709 27 —231 38 58 72.112.13.312.C5 249.28 9.90 25.14

8.7

Janua fewiuiw awgQuAjod np gigjresed |noeD
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rapides. Nous indiquons la borne de Cassini, CB, le nombrenddres premiers
nécessaires pour reconstruire la valence, Rem, le degr@lgnéme minimal,
d., la borne supérieure sur le nombre de trompeiirs, une borne supérieure
pour les nombres premiers choisid, et la valence minimale;,,, indiquant le
nombre exact de trompeurs. Comme certaimgsomportent quelques dizaines
de facteurs, nous n’écrivons que les plus petits nombresipre et notong’; un
produit de: autres facteurs premiers. Dans un ads,,; définit un produit d’au
moins59 nombres premiers. En effet, ce nombrgrdacteurs premiers connus et
un autre facteur composé 8e6 chiffres que nous avons été incapables de facto-
riser. Nous rappelons qu’il y a respectivemga30, 8746, 19510, 39915 nombres
premiers entr@'® et 216, 215 et 217, 215 et 218, 215 et 219, et560821 nombres pre-
miers entre2'® et 223, Ces derniers résultats impliquent les valeurdtle

La meilleure accélération obtenue est de 56,1. En fait, mé&ihg a peu de
taches, ces accélérations paraissent un peu faibles,gmorta une accélération
optimale de 80. Une explication est un surco(t di a la scautalil réseau par un
thread spécialisé dans le noyau d’exécution Athapascan-6ff&t, un processus
par nceud s’occupe de scruter le réseau pour effectuer digtks communi-
cations. Il est alors possible d’augmenter le nombre degssacs pour diminuer
la part de celui spécialisé dans la scrutation. Toutefefe@ugmentation induit
un surcodt de gestion d’un plus grand nombre de processagékaltats du ta-
bleau 9.1, page 178 ont été obtenus avec le meilleur comprdmis processus
sur 4 processeurs, les processeurs ne pouvant alors exgjoitin maximum de
86% des ressources pour le calcul, situant, dans ce cas¢lésation théorique
maximale a 68,6. Cela rend plus acceptable notre accélédai®6,1. Notre ap-
plication, avec un faible volume de communication, n’a degas besoin d’'une
scrutation constante du réseau. Différents moyens pouireéckisurco(t de scru-
tation ont été étudiés a la suite de ce travail [29 - Caris€L999), §5.4] et seront
bientét disponibles dans Athapascan-0 (scrutation a la déepacrutation pério-
dique, ...). lls doivent étre expérimentés pour ce calcuketgttront sans doute
d’encore améliorer les accélérations.

9.7 CONCLUSIONS

En conclusion, nous avons développé un algorithme prabtibrtement pa-
ralléle pour calculer les coefficients du polyndme mininiah@ matrice a coeffi-
cients entiers. Par 'utilisation des ovales de Cassinedtaligorithme de Wiede-
mann, nous pouvons utiliser un nombre de calculs modulpieshe de I'optimal
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tout en garantissant la probabilité de réussite de I'allyore.

En outre, méme sur réseau hétérogéne, le calcul parallg®lgndome mi-
nimal entier a permis un gain de temps appréciable (d’'unen@ma 20 minutes
dans le meilleur cas) sur petites tout autant que sur grandeges. Il a en outre
mis en évidence un probléme de scrutation dans le noyaut&#xéci en validant
le support applicatif. Il reste a coupler la parallélisatite I'algorithme de Wiede-
mann avec celle-ci pour tirer le meilleur parti possible desx méthodes suivant
les tailles de matrice et I'architecture disponible. Unesgagton sera alors d’'im-
plémenter un choix automatique des ressources et desthlges par rapport a la
taille des problémes.
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Notre nouvel algorithme probabiliste ramene le calcul detenk de Smith a
des calculs modulo des puissances de petits nombres psefieconséquence,
I'algorithme ne souffre pas de la croissance des coeffigidfrt outre, les calculs
modulaires sont indépendants les uns des autres, perietirparaléllisation
aisée et effective. Selon les besoins et les ressources s tet espace, nous
pouvons choisir des méthodes itératives ou directes potaices étapes de notre
algorithme. Les idées majeures de notre approche sont gum($ utilisons le
rang modulo des puissances de nombres premiers pour dééerdes invariants
de Smith, (2) nous employons les ovales de Cassini pour iolokesbornes fines
sur les valeurs propres et (3) nous commencons par le deoeéficient non nul
(la valence) du polyndme minimal de la matrice symétriquésman précondi-
tionnéeAAt. Notre méthode est particulierement efficace quand ce poigrést
de faible degré et par conséquent rapide a calculer par lzotétde Wiedemann.
Ceci s’est avéré étre le cas, notamment, pour toutes lescesmt’homologie et
les matricesBIBD. Nous présentons une vue d’ensemble de notre algorithme
section 10.1, page 182. Nous discutons alors quelques déiailglémentation
sections 10.3, page 185, et 10.4, page 188. Une analyse asyguetmmpléte est
donnée section 10.5, page 190. Enfin, des expériences cdimgasont menées
section 10.6, page 193.

10.1 MR SMITH GOES TO VALENCE

Dans cette section, nous décrivons notre nouvel algorithooe e calcul de
la forme de Smith d’'une matrice entiere. La méthode estqdigrement perti-
nente quand le degré du polyn6me minimal4ié” est petit. Il s’agit de calculer
'ensemble des nombres premiers apparaissant dans la fden®mith, ou un
ensemble les contenant tous, puis de calculer le rang detlicenanodulo les
puissances de ces nombres premiers. Reprenons I'exertrplduatif, la matrice

0 3 -3 0 0}
-1 0 -2 2 1
A= 3 6 0 -6 3J'

0 6 -6 0 6

Les seuls nombres premiers apparaissant dans sa forme tlesemi 2 et 3. Le
rang ded modulo 7, par exemple, est 3 et c’est aussi le rang sur lesrsipilisque

7 n'est pas dans la forme de Smitl posséde donc trois invariants non nuls. Le
rang deA modulo 2 est 2 et le rang dé modulo 4 est 3, donc le dernier facteur
invariant est un multiple de 2. Enfin, le rang demodulo 3 est 1, et 3 modulo
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9, donc les deux derniers invariants sont des multiples den3retrouve bien
la forme de Smith ded : Smith(A) = diag(1,3,6,0) € Z**5. Nous donnons
maintenant cet algorithme plus formellement.

Algorithme 10.1.1 Forme-de-Smith-via-Valence

Entrées : — une matriced € Z™*". A peutétre une ‘boite noire”, c'est-a-dire que
le seul pré-requis est que les produits matrice-vecteuruahgaet a droite soient
calculables x — Az pourz € Z" ety — yA poury® € Z™.

Sorties : — S =diag(si,--- ;Smin(n,m)), la forme de Smith entiere dé.

Calcul de la Valence

1: Sin< mAlors

2 B = AAT

3 : Sinon

4 : B=ATA

5 : N = min(n,m)

6 : v = valence deB. {chapitre 9}
Factorisation

7 : Lestla liste des facteurs premiers«de
{Exceptionnellement, un facteur peut étre composé, vaitiae 10.5, page 190}

Rang et premiére estimation de la forme de Smith

8 : Choisir un nombre premier n’appartenant pas & (i.e.p 1 v).
9 : r =rang,(A). { C'estaussi le rang entier. Lespremiers invariants sont non nuls.}
10 : S = diag(s1,... ,8n), avecs; = 1 pouri < r ets; = 0 pouri > r.

Invariants non triviaux

11 : Pourtout p € L Faire

12 : S, = diag(sp,1,-- - ,5p.n), la forme de Smith det dans I'anneau locat ).
{ Voir section 10.4, page 188}
13 : S=85®5,. {i.e., s; = s;sp; pour less, ; qui sont des puissances pl¢

Renvoyer la forme de Smith

14 : RenvoyerS = diag(s; ...sn) € Z™*".

Pour prouver la validité de notre méthode, nous avons beahoithéoreme
suivant.
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Théoreme 10.1.2

SoitA une matrice d&™*". Soienf(sy, ... , s,) Ses invariants non nuls.
Sip € Z est un nombre premier divisant un degs alors p? divise la
valence caractéristique déA7 etp divise la valence minimale déA™ .
La méme chose est vraie pour les valenced td.

Preuve de 10.1.2 Soit B = AAT. L'argument s’appliquera de méme =
AT A. Soitv = valencér(B)) = valencéB). SoitC(x), le polyndme caractéris-
tigue deB, etF(z), ... Fx(x), les facteurs invariants d8. Il est bien connu que
ces polyndmes sont unitaires, entiers et que

Fy(z)|Fy()] ... |(Fx(z) = n(B)) etC(z) = [ [ Fi(x)

Soitv, = valenc€C) = valence caracteristiquB) et v; = valencgF;). Il en
découle aisément qug|vs| ... |vx = v, et quev, = []v;. Ainsi, v etv, ont les
mémes facteurs premiers. Donc la deuxieme partie du théoserdéduit de la
premiere et il est suffisant de montrer que tout nombre preapiaraissant dans
A apparait au carré dang.

En utilisant la formule de Cauchy-Binet 5.1, page 95, on reuarqueu,.,
comme coefficient du polynébme caractéristique, vérifieecadtation sur les mi-
neurs de A pour certains

=2 Bu=) ) A=), ) Ak

IeE} I€E} KEED I€EE} KEED

Ainsi, comme somme de carrés, un tel coefficient est non nakgildement si un
desA,k est non nul. Done, est le coefficient d€’(x) pour lequel = rang(A).
En outre, sp apparait dans la forme de Smith, alpisgcd(A; k), le r®me diviseur
déterminantiel del. On en conclutp?|v,.. O

Il est trivial de montrer que ce théoréme est toujours valates n’importe quel
anneau Euclidien de caractéristique zéro (en général etaajda conjugaison a
la transposition).

Corollaire 10.1.3
L’algorithme Forme-de-Smith-via-Valenazalcule la forme de Smith.

Preuve de 10.1.3 Le théoréme prouve que I'on considere les bons nombres
premiers. Il est en outre clair que la forme de Smith entiéstecemposée des
différentes formes de Smith dans les anneaux logaasliquesZ®), puisque la
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forme de Smithestla forme de Smith locale poyr a des multiples prés et que
ceux-ci sont inversibles modujo O

10.2 UN POINT SUR LA SYMETRISATION

Le choix entreA” A et AAT est trivial au vu de la proposition suivante.

Proposition 10.2.1

mara(X) etm 440 (X) sont égaux ou différent d’un factenr.

Preuve de 10.2.1 Le théoreme de Cayley-Hamilton [66 - Gantmacher (1959),
Théoréme IV.84.2] prouve que,r 4 (AT A) = 0. Alors, en multipliant des deux
cotés pard et AT, on obtientA 7 74 (ATA)AT = 0. Or A rs(ATA)AT =
AAT 741 4(AAT), ce qui veut dire que le polyndm& m4r, appliqué adA”
donne zéro. Ory 4 4 est le polyndme minimal dd A" Il s’en suit quer 4 4~ doit
diviser tout annulateur da A” et donc, en particulier, il doit diviseX 7 4r 4. De

la méme fagon, on prouve qugr 4 | X w4 4. Il N’y @ alors que trois possibilités :
SOit’]TAAT = X g1 4, SOit’ﬂ'AAT = T AT A SOitX’ﬂ'AAT = TATA- d

Ainsi, la différence de degré a un effet négligeable sur ¢atbme. Il est
donc avantageux de choisir la plus petite matrice edité et AT A, pour réduire
le coOt des produits scalaires. En outre, toute borne @édaur les coefficients de
T 4T 4 PEUt S'appliquer & ceux dey 4r et vice versa.

10.3 EVICTION DE NOMBRES PREMIERS : METHODE DU
NOYAU

Nous montrons maintenant qu’il est parfois possible deegstre la liste des
nombres premiers, puisque tous les diviseurs de la valemeedd ne sont pas
forcément dans la forme de Smith de

Considérons un nombre premjeapparaissant dans la forme de SmithAde
Nous savons qug? divise la valence caractéristique del”. Sur de nombreuses
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matrices, nous nous sommes apercu qu’en gépédivise aussi la valence mini-
male. Bien sdr, il est possible de construire un contre-gkenPar exemple, soit
A =[211]; elle a pour forme de Smith} 3|. Pourtant AA™ = ATA = [29]

et a pour polyndme minimat — 2 et pour polynéme caractéristiquie — 2)2.
Toutefois, pour toutes les matrices d’homologie que noossexaminées, tous
les nombres premiers de la forme de SmithAlapparaissent au carré dans la
valence minimale del AT et AT A.

Nous voulons donc, aprés avoir calculé la valence, déterrtenaus rapide-
ment possible si un nombre premier apparaissant sans cargela valence est
dans la forme de Smith. C’est-a-dire que nous voulons savl@rang modulo ce
nombre premier est le méme que le rang entier. Nous propodans,cette sec-
tion, un algorithme dont le temps de calcul est simplememttion du degré du
polyndme minimal deB = AAT. Cependant, cette méthode nécessite une arith-
métique entiére en précision arbitraire, au contraire agplfoche par le calcul du
rang modulop. Malgré tout, quand ce rang est grand par rapport au degté, ce
méthode peut s’avérer plus rapide.

L'idée est d'utiliser un facteuR de M = =n(B) tel queM = RN. Nous
voulons savoir si ce facteur est répété dans la forme de RiuwbdeA, i.e. si la
dimension du noyau d&(B) est le degré d& ou un multiple de ce degré. Le
prochain lemme prouve que c’est le cas quahdt N sont premiers entre eux,
puisque la dimension de I'image @é(B) est égale a la dimension du noyau de
R(B). Cela conduit & un algorithme probabiliste dsi deg(R), nous essayons
d + 1 vecteursu; choisis au hasard et nous regardons siles: N(B)u; sont
dépendants. Dans ce cas, nous savons, avec une forte pitébgb# la dimension
du noyau dek(B) estd et que dond? ne peut pas étre répéte. Alors, tout nombre
premier apparaissant sans carré dans la valende eedans la valence de M
apparaitra aussi sans carré dans la valence caractéidggud’. Un tel nombre
premier ne peut pas étre dans la forme de Smith,deus pouvons donc I'écarter.

Nous donnons maintenant I'algorithme, puis le lemme des ies et ter-
minons cette section par I'analyse de probabilités.

Algorithme 10.3.1 Dimension-du-Noyau

Entrées : — une matriced € Z™*™, A peutétre une boite noire.
— le polyndme minimal/ de AA”', et un facteuR de M.
— Une tolérance € R, telle qued < e < 1.
Sorties : — une liste d’évictionL des nombres premiers, divisant la valenceRje

mais n'apparaissent pas dans la forme de SmitHd dea liste est correcte avec une
probabilité au moing — e.

Initialisations
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]
de

&
Il

(R).

OS]

=
=R

_1
cg=[e"d].
: p un nombre premier choisi au hasard tel gue g etp { valencéM).

o o~ W N P

: Former la boite noirV (B).

Dimension Probabiliste du noyau

7 : Choisird + 1 vecteurs non nulg; € (Z/, 7)" au hasard.
8 : Pour 7 =0jusqu’'a d Faire

v; = N(B)u;.
10 : Si rang([vo,v1,...,v4]) < d + 1 modulop Alors
11 : Pour tout p premier et divisant valen¢®) Faire
12 : Si p? ne divise pas valen¢a/) Alors
13 : L=Lu{p}

Nombres premiers écartés

14 : RenvoyerL.

Bien sdr, cet algorithme peut s’appliquer pour tout factdeid/ pour écarter
le plus possible de nombres premiers. Il faut alors factotespolynéme minimal
sur les entiers ; cela peut étre réalisé efficacement siismpoie est petit par une
factorisation modulaire suivie d’une remontg@dique, voir [1 - Abbott et al.
(2000)], par exemple, pour plus de détails.

Il nous reste a prouver la validité de notre algorithme ; rauans besoin pour
cela du lemme suivant.

Lemme 10.3.2
Soit B € Z™™. Soit NJR € Z[X] premiers entre eux tels que
N(B)R(B) = 0 € Z™". Alors Im(R(B)) = ker(N(B)) et
Im(N(B)) = ker(R(B)).

Preuve de 10.3.2 D’abors, commeR(B)N(B) = N(B)R(B) = 0 I'image
d’'une des matrices polynomiales est incluse dans le noydiaagkee. Ensuite,
en utilisant [66 - Gantmacher (1959), Théoréme VI1.8§2.1], onqaeker (R(B))
etker(IN(B)) sont supplémentaires, puisqiyeet R sont premiers entre eux. La
conclusion découle alors du théoreme de la dimension : larsodes dimensions
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de I'image et du noyau d’une application linéaidéy: (Im(X)) + dim(ker(X)),
est égale a la dimension de I'espace. O

Théoreme 10.3.3
L'algorithme Dimension-du-Noyaest correct.

Preuve de 10.3.3 Soit B = AAT. B est symétrique, donc son polynéme mini-
mal M est sans carré. On suppose maintenant que ce polynéme rsestpkaic-
tible. SoientV et R deux cofacteurs d&/. Commel est sans carréy et R sont
premiers entre eux. En outre, d’aprés le lemme, 'imag&’@B) a méme dimen-
sion que le noyau d&(B). Donc le noyau dé?(B) a pour dimensiokd, ouk est

la multiplicité de R dans le polyndme caractéristique Be Alors, I'algorithme
Dimension-du-Noyane peut donner une réponse erronée gdetsi vecteurs au
hasard (les:;) sont les antécédents det 1 vecteurs dépendants (leg dans un
espace de dimensidni, sur un corps avec plus deéléments. Remarquons que
lesv; sont distribués uniformément dans I'image NMéB) si lesu; le sont dans
(Zh2)"-

Nous quantifions la probabilité d’'une telle dépendance. Bgjtn) la proba-
bilité d’'une dépendance parmwvecteurs choisis au hasard dans un espace vecto-
riel de dimensiom (j < n) sur un corpsZ/, 7, avecp €léments. Alors”(j, n) =
P(j—1,n)+ P(lesj—1 premiers sont indépendants maig'®&"est dépendait
Cela donne:

j—1
B

B~ (p—1gr

Or, commey > g, sik > 2alorsP(d+1,kd) < g%+ < g% < ¢, cOMmMe annoncé
dans l'algorithme. O

10.4 FORME DE SMITH LOCALE

La question suivante est le calcul de la forme de Smith lodalsZ®), I'es-
pacep-adique. Ce calcul est équivalent au calcul du rang moglujmour £ suffi-
samment grand. Rappelons que I'on définit le rang mogtilcomme le nombre
de facteurs invariants non nuls modwfo(voir section 5.3, page 93).
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Dans beaucoup de cas, nous réussissons a calculer ce ram@ ¢jgdgorithme
d’élimination modulgp®, 5.3.5, page 94, malgré le remplissage de la matrice. En
raison de I'explosion de la taille des calculs interméeéijiil n’est pas pertinent
de calculer directement da@s?). Aussi, nous calculons modujs et détermi-
nons ainsi une suite de rangs modpfopourk < e : (rp1;-..;7pe). Sile rang
modulop® est plus petit que, le rang deA sur les entiers, nous pouvons répéter
le calcul avec un plus grand exposantisqu’a ce que le rang modups égale
le rang sur les entiers. Dans ce cas, les exposantsda@s la forme de Smith,
c’est-a-dire les exposants gelans les;, sont totalement déterminés, ils valént
pouri del arp; inclus, puis2 pours dery,; ar,, etc.

Pour certaines matrices, cette approche par éliminatibousa cause d’'une
demande excessive en mémoire. |l est donc important d’awva@rméthode ef-
ficace pour ces cas. Une premiere idée est d'utiliser I'aligore de Wiedemann
avec un préconditionnement diagonal, pour calculer le naodulop (voir section
6.6, page 137). Si ce rang est égal au rang entier, nous savepsi@pparait pas
dans la forme de Smith. Au contraire, si ce rang est plus petits savons que des
puissances deapparaissent dans les derniers invariants mais nous naissons
pas la valeur de leurs exposants. La forme de Smith n'est alas complete. Il
faudrait avoir un algorithme de Wiedemann modupto qui permette de calculer
le rang. La méthode de Reeds et Sloan [141 - Reeds et Sloa@8)[T@lcule
un ensemble de polyndbmes annulateurs modul@/.7,. Tout polynébme annu-
lateur doit étre formé a partir de cette “base” [128 - Nortd®9@b)]. Norton et
Kurakin, en particulier, ont étudié les méthodes pour daftades polyndmes mi-
nimaux dansZ.z, [99 - Kurakin (1993), 100 - Kurakin (1994), 63 - Fitzpatrick
et Norton (1989), 126 - Norton (1995), 127 - Norton (1999a)] téfuis le calcul
du rang modulg* a partir de cette information ne semble pas aisé. Aprées plu-
sieurs expériences, il nous est apparu que la suite dessdgyoes polyndmes est
représentative de la forme de Smith. Ainsi, si le nombre peemapparait dans
lesk derniers facteurs invariants, a toute série de puissamgedahs la forme de
Smith, il semble correspondre une série particuliere dgeedales polynémes an-
nulateurs danszi,x7,. Nous n'avons pas été capable de prouver ce fait. En outre,
cela induirait de calculer modulp puissance le nombre de fois qpeapparait
dans la forme de Smith et donc de stocker au mbipslyndmes denses, ce qui
peut dépasser les capacités mémoires.

G. Villard propose alors une alternative, la méthpesdique pour calculer le
dernier facteur invariant [54 - Dumas et al. (2000), Secti@h3} et obtenir ainsi
toutes les puissances intervenant dans la forme de Snibhmiallement, il s’agit
de calculer une solution rationnelle du systeme linéaivec aine forte probabi-
lité, le plus grand dénominateur de cette soluserale dernier facteur invariant.
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Cela complete I'algorithme d’un point de vue théorique, snan pratique, cette
méthode ne fonctionne pas avec des préconditionnemegisdiax mais néces-
site des préconditionnements co(teux (souvent multippan100 le temps de
calcul d’un produit matrice-vecteur).

Un axe de recherche actuellement important est de trouvgrrdesndition-
nements moins codteux.

10.5 ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Dans cette section, nous résumons les complexités bindisgsagale ainsi
gue les probabilités de réussite des différentes partiestte algorithme. Nous
rappelons que pour une matride 2 = max(n, m, nombre d’éléments non nuls
de A), r est le rang sur les entier@,= d 44 est le degré du polynéme minimal
de AAT, s < dIn(B) est le nombre de nombres premiers divisant la valence de
ce polynébmer 447. La figure 10.1, page 191 rappelle I'organisation générale de
I'algorithme.

Dans la table 10.1, page 192, nous supposons que la valence pstitd
taille, comme c’est le cas pour les matrices pour lesquédgorithme est effi-
cace. Nous négligeons ainsi deux conséquences d’une valemgrande taille.

(1) Méme apres l'utilisation de la méthode du noyau (voitisecl0.3, page
185), il peut subsister de grands nombres premiers polendie tailleO(s). Le
codt d’'une opération arithmétique n’est alors plus urétaiais enl (s) = O(s).
Dans la table, les colts de calcul du rang et des invariantakns multipliés par
I(s) de méme que la complexité globale.

(2) Nous ne montrons pas, dans cette table, les complexitédgptactorisa-
tion : en fait, la factorisatiototale de la valence n’est pas nécessaire. En effet, i
est possible de commencer les calculs de rang avec un facteyrosé. Ensuite,
dans les deux cas, élimination et boite noire, les problendmgdtant de la non
primalité révelent les facteurs premiers de ce nombre! @aliord, dans le cas
de I'élimination, les problemes surgissent quand un piwot nul et non inver-
sible est trouvé. Le pgcd de ce pivot et de la valence inditprs deux facteurs
non triviaux. En outre, I'élimination peut reprendre mauloés deux facteurs. De
méme, dans le deuxieéme cas, la méthode de Wiedemann, |éémesbsurgissent
guand un produit scalaire non nul et non inversible est &&altia encore, le pged
indique deux facteurs non triviaux et les calculs peuveptardre modulo ces
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10.5 Analyse Asymptotique
Polyndme minimal (ou Valence)
Wiedemann Wiedemann Wiedemann
surAAT surAAT surAAT
| | |
| F T <
Borne de Terminaison Restes
Cassini Anticipée Chinois
Contréle —
. Factorisation Résultat =
partielle
Premiers Méthode Forme
Potentiels du Noyau Normale
de Smith
e Entiére
Premiers Rang
Potentiels Entier
Rang Rang Rang
modulo p | modulo p , modulop
BN BN BN
Invariant Invariant Invariant
psadique p;adique p-adique
ou ou ou
Rang Rang Rang
modulo p | modulo p | modulo p

FIGURE 10.1 — Algorithme Valence
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Etape Temps Mémoire Réussite Sect
Wiedemann O(dQlog(e™1)) O(n) 1—¢ 6.3
borne de Cassini 0(Q) O(n) 1 9.3
Restes Chinois O(s) O(n) 1 9.5
Total

Valence O(dQlog(e™)) O(n) 1—e¢ 9.5
Elimination

Rang entier O(rmn) O(n?) 1—c¢ 5.1

Rang premier O(rmn) O(n?) 1 5.1

Rang puissances O(rmn) O(n?) 1 5.3.2
Boites noires

Rang entier O(rQlog(e™)) O(n) 1—e¢ 6.6

Rang premier O(rQlog(e ™)) O(n) 1—e 6.6

Invariant O(rQlog(e ™)) O(n) 1—e¢ 10.4
Algorithme complet avec

Elimination O(srmn + dQlog(e™!))  O(n?) 1—e¢

Boites noires O(srQ2log(e™) )(n) 1—e¢

Valence

on

TABLEAU 10.1 — Complexités arithmétiques asymptotiques de I'algore Va-

lence

deux facteurs.

De plus, en général, pour les matrices d’homologie, la valerst facile a
factoriser (voir le tableau 9.1, page 178), en utilisant msrloes elliptiques, par
exemple. Nous factorisons autant que possible, ce qui fgrifnplétement pour
la plupart des matrices, pour isoler les petits nombres igrsm| est conjecturé
gue l'algorithme de factorisation par courbes elliptiqa&sermine un diviseur
non trivial d’'un nombre compogéen un temps moyen

ln(t)Qe\/In(p) Inin(p)(2+o(1))

ou p est le plus petit nombre premier divisartL06 - Lenstra (1987)]. En outre,
comme nous le voyons dans le tableau 9.1, page 178, pour leésesajue nous
avons considérées est habituellement trés petit avec de trés petits divigengrs

miers, permettant une efficacité pratique de I'algorithme.
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10.6 EXPERIENCES AVEC MATRICES D’HOMOLOGIE

Les matrices d’homologie sont décrites section 7.1.2, pa§eNdus verifions
dans le tableau 9.1, page 178 que leurs Laplacidns’ (et AT A) ont bien un
polynéme minimal de trés petit degré (jusqu’a 25 pour legptages et les jeux
d’échec, 200 pour les non-connectés).

Dans le tableau 10.2, page 193, nous comparons les temps utiexede
notre algorithme et d’autres méthodes. Nous comparonsdalats obtenus avec
la version séquentielle de I'algorithme Valence ou noulsotis I'algorithme
de Wiedemann pour calculer la valenmeis des éliminationsnodulo de petits
nombres premierg pour calculer les facteurs invariants localemept &impli-
cial Homology [53 - Dumas et al. (2000)] est un module proposé plogiciel
GAP [67 - GAP (1999)]. Il calcule les groupes d’homologie de caxres simpli-
ciaux via la forme de Smith de leurs matrices des limitesofhporte une version
séquentielle de notre algorithme ainsi qu’'une méthodelpair@ation spécialisée
pour ces matrices écrite par Frank Heckenbach. Cette deregtrune variante
de la méthode classique en précision arbitraire, mais coelladire parti de
la structure particuliere des matrices d’homologie, efiesouvent la plus effi-
cace pour ces matrices. L'entrée “Hom-Elim-GMP” dans cettetae rapporte a
cette méthode implémentée avec les entiers de la biblinth&gnu Multi Preci-
sion”. Fermat [107 - Lewis (1997)] est un systéme de calcuhfrpour Mac et
Windows. Sa routine pour la forme de Smith est une implémientate I'algo-
rithme de Kannan & Bachem [7 - Bachem et Kannan (1979)]. “HomEEMP”

Matrice Fermat Hom-Elim-GMP Valence (Eliminations)
ch6-6.b4 49.4 2.15 27.42 (6)
mk9.b3 2.03 0.21 0.95 (4)
mk10.b3 8.4 0.94 13.97 (7)
mk11.b4 98937.27 2789.71 384.51 (7)
mk12.b3 189.9 26.11 304.22 (1)
mk12.b4 Dépassement Dépassement 13161.01 (7)

TABLEAU 10.2 — Fermat vs. Hom-Elim-GMP vs. Valence-Elim

et “Valence-Elim” ont été exécutées sur un processeur §akV, Ultra-4 a 400
MHz et 512 Mo, mais Fermat n’est disponible que sur Mac ou WivsddNous
présentons ici des expériences avec Fermat sur un procdessu860 a 400
MHz et 512 Mo. Nous voyons tout d’abord que “Fermat”’ ne peut jamwaaliser
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Valence

avec “Hom-Elim-GMP”. L'explication principale est que laat#gie de pivot uti-
lisée par “Hom-Elim-GMP” est spécialisée pour les matricédmdiologie. Nous
pouvons voir également que, aussi longtemps que les ceefficiestent petits,
“Hom-Elim-GMP” est souvent meilleure que “Valence-Elim”. Effet, quand
“Hom-Elim-GMP” ne fait qu’une seule élimination, “Valencdhi” effectue une
élimination pourchaquenombre premier (le nombre de ces éliminations est indi-
gué entre parenthéses dans la colonne Valence (Elimisqtitnla table) - bien
s(r, en paralléle, cette différence s’estompe. Enfin, désagtaille des coefficients
devient importante, comme par exemple pour les matriceslrbklet mk12.b4,
“Valence-Elim” devient meilleure.

D’autre part, la version de I'algorithme “Valence” n’utéist que les méthodes
itératives peut donner des résultats partiels la ou desdépeents de capacité mé-
moire empéchent les méthodes par élimination de termines Raable 7.3, page
153 nous avons déja vu de tels effets pour le calcul du rangs Ni@sentons cer-
tains résultats partiels dans la table 10.3, page 194 : powaines matrices, nous
sommes capables de calculer le rang modulo des nombresgpsaztiainsi, I'oc-
currence de ces nombres premiers dans la forme de Smithpasaisur exposant.
Les temps indiqués sont pour le calcul séquentiel. Cesnrdtions sont toutefois
les seuls résultats connus actuellement pour ces matrices.

Matrice Temps Forme de Smith
mk13.b5 98 heures Partielle : 133991 uns & 220 puissances de 3
m133.b3 201 heures Partielle 168309 uns & 1 puissance de|(2
ch7-8.b5 180 heures Partielle ;92916 uns & 35 puissances de 3

& 8 puissances de 2 et 3
ch8-8.b4 264 heures Complete : 100289 uns

TABLEAU 10.3 — Forme de Smith via Valence avec techniques itératives

Les précédentes comparaisons des méthodes d’élimindtoim la méthode
par la valence fournissent une base pour des remarquestuéaiies :

(1) Lélimination peut étre tres efficace sur ces matricesises et structurées.
Cependant cela n’est vrai que tant que la stratégie de psictpecialisée et/ou
gu’une renumérotation est mise en ceuvre.

(2) Pour des matrices suffisamment grandes, le remplisgageau gros-
sissement des coefficients rend I'élimination plus lente gotre méthode. Pour
les plus grandes matrices, I'élimination échoue méme, aecdlune trop grande
demande en mémoire. Avec I'approche par la valence, comkinéitilisation
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de méthodes itératives, nous sommes capables de calcungemodulo des
nombres premiers, et donc la forme de Smith, de matrices@@0®0ignes, alors
gue I'élimination échoue quand le nombre de lignes est aantalirs de 50000.

(3) Un probléme ouvert est de déterminer efficacement le ramduto des
puissances de nombres premiers|), tout en utilisant des méthodes itératives
peu gourmandes en mémoire.
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Le probléme majeur aprés la définition de I'algorithmiqud&siéfinition des
structures de données les plus adaptées. Il s’agit de fairespondre des objets
mathématiques a des représentations informatiques ddasgage de program-
mation. En particulier, les ensembles mathématiques dééint des opérations
sur leurs éléments alors qu’en informatique, les opératgmnt construites en
premier lieu (procédures, méthodes) et définissent aimselesemble (leurs para-
métres admissibles). A ces problémes s’ajoutent les diffégs de performances
liées au matériel. Dans la premiére partie, par exemple, aawss vu l'influence
de la mémoire cache sur I'arithmétique.

Nous nous intéressons tout d’abord, dans ce chapitre, al€mgntation pra-
tique des ensembles mathématiques et principalementeade=| entiers modu-
laires. Nous étudions ensuite différents formats de matdoeuses afin de déter-
miner le plus efficace. Enfin, nous montrons l'utilité du cepicde boite noire,
combiné a une utilisation de la généricité et la spéciatinaifferte par les « tem-
plate » C++, pour la réutilisation efficace de code.

11.1 DOMAINES

Le probleme est donc d’associer un ensemble (par exempleusaggoupe de
7Z) et ses éléments en tant que concept mathématique a deptsonfermatiques
(type, classe, objet, instance). Cette association dat@incipalement guidée
par le besoin de performance.

Nous commencons par étudier le cas d'un sous-grouge, &7, Il s'agit
de manipuler des éléments de ces groupes, les entiers nredulaorsqu’une
opération doit étre effectuée sur ces éléments, le modut@&tite connu. La re-
présentation d’'un élément, par exemple un entier deitytpe doit alors avoir une
connaissance de I'ensemble sous-jacent, le groupe dessemdular.

Une premiere approche, pour implémenter les opérationsjstera stocker le
modulo avec chaque élément. Evidemment, 'espace mém@iessaire est alors
doublé. Pour réduire cet espace, le modulo peut étre démanéne une variable
globale (membrestatic  en C++). Dans ce cas, le modulo est unique dans un
espace de noms donné et nécessite une gestion lourde dalparal

Une réponse consiste a spécialigleacuneales structures de données (matrice
creuse, matrice dense, polyndmes creux et denses, ve@tuyen leur ajoutant
le modulo. La généricité est alors perdue.

Une autre solution a donc été privilégiée dans Linbox. Il is’dg considérer
un sous-groupe comme un véritable objet C++, contenant thirnoLes éléments
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de ce groupe ont une certaine représentation machine aiipp@s connue de |'uti-
lisateur. Celui-ci doit passer par I'objet groupe pour effier toutes les opérations
sur les éléments. Par exemple, les éléments peuvent teldtrerreprésentés par
des entiers machine, mais les opérations arithmétiquesesuentiers sont inter-
dites (en tout cas, elles ne sont pas définies a priori, du geinue de l'utilisa-
teur). Ainsi, méme dans un contexte informatique, c’estlénble qui définit ses
éléments et leurs opérations. Nous nous rapprochons du enodghématique.
Ces définitions sont éclaircies sur un exemple :

Supposons que 'on veuille additionner deux éléementZgg. Il faut tout
d’abord créer un objet représentant ce sous-groupe etraomitee modulo (il sera
d’une certaine classe C++ permettant de construire derlggs). Il faut ensuite
créer des éléments de ce groupe : la classe de I'objet graaysedonne un type
C++ pour pouvoir les déclarer, ainsi, les éléments sont consra tous les groupes
issus d’'une méme classe. Nous différons sur ce point du moaktieématique,
mais les conséquences n’en sont pas fondamentales. Puéééossnts doivent
étre initialisés : il s'agit de calculer le reste moduig et seul I'objet groupe peut
s’en charger. Enfin, le groupe effectue I'addition sur séménts :

Zpz F7(7); Il 7 est stocké

Zpz:element a, b, c;

F7.init(a,10); F7.init(b,-2); /I a recoit 3 et b, 5
F7.add(c, a, b); // c recoit 1 = (3 + 5) % 7

Dans un premier temps, cette utilisation peut sembler déctante, mais les
mémes fonctionnalités sont fournies par la syntaxe de ifamctmembres que
par la syntaxe d'opérateurs (du type a = b+c) ; souvent, sgtteaxe peut méme
clarifier les opérations effectuées, en particulier liséition ou non de variables
temporaires. Par exemple, un suffixe est ajouté aux noms de fonctions pour
spécifier qu’une opération s’effectue en place :

F7.addin(a, b); // équivalent a a += b

Les avantages de cette démarche sont multiples. Tout diabous limitons
I'utilisation mémoire tout en conservant la généricitéefticacité, par des spécia-
lisations. En effet, le sous-groupe peut alors implémedegananiére plus efficace
les opérations sur des conteneurs ou des itérateurs ; papkxeél peut implémen-
ter le produit scalaire darg/;z. L'objet, connaissant le modulo et la représenta-
tion des éléments sur 32 bits, peut ainsi ne faire gu’'unesidinitoutes Ie%
multiplications! Ensuite, nous nous rapprochons des qusamathématiques et
simplifions ainsi la hiérarchie des différentes entités gaes manipulons. En-
fin, I'extension de cette démarche a toutes les structurdsaleées de Linbox en
induit une utilisation uniforme par tous les algorithmesaieti une généricité in-
trinseque.
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Un objet d'une classe C++ proposant les opérations aritloponési sous cette
forme est appelé udomaine Dans Linbox, I'utilisation des domaines est géné-
rale, du corps fini a I'ensemble des matrices, en passanepaspaces de poly-
nomes.

11.2 MATRICES ET VECTEURS CREUX

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons au formatakagtodes
matrices creuses non structurées. Ce format doit d’'unenpaitniser I'espace
mémoire nécessaire au stockage de la matrice et d'autrenpaitniser la vitesse
de calcul des opérations sur la matrice. Les opérationsouefaisons sur les ma-
trices creuses sont de deux types : des produits matridetwrgmour les méthodes
itératives et des éliminations pour les méthodes directes.

11.2.1 ELLPACK-ITPACK ET LIGNE-COMPRESSE

D’aprés [98 - Kumar et al. (1994), Section 11.1], le format lesplapide pour
calculer des produits matrice-vecteur avec une matriogser@on structurée est
le formatEllpack-Itpack: pour une matricen x n avec un maximum dg élé-
ments non nuls par ligne, celui-ci consiste en deux matdedsillem x y, 'une
contenant les valeurs des éléments, VAL, l'autre conteranndices de colonne
des éléments, J; chaque ligne de ces deux matrices corceapare ligne de la
matrice creuse.

A VAL J
1200 0 1 2 - - 0o 1 -1 -
3045 6 N 3 4 5 6 0o 2 3 4
0700 0 7T - - = 1 -1 - -
0 80 9 10 8 9 10 — 1 3 4 -1

FIGURE 11.1 — Une matrice creuse stockée au format Ellpack-Itpack

Lafigure 11.1, page 202 montre ce format sur une magticeutes les lignes
de VAL et J ayant moins dg éléments non nuls ont donc des espaces vides; ces
espaces vides stockent une valsentinelleici —1, qui annonce la fin de la ligne.
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Le défaut majeur de ce format est que si les lignes sont déibéées, de nom-
breux espaces inutiles sont stockés dans les tableaux. Mows @onc préféré un
autre format classique, le format ligne-compressé, quaissé pas d’espace in-
utilisé dans ses tableaux. Siest le nombre d’éléments non nuls de la matrice, ce
format nécessite deux tableaux de taile 1, VAL et J, et un tableau de taille,

l. Les éléments (respectivement les indices de colonnéksockés a la suite dans
VAL (respectivement J). L'élémentdu tableau | pointe sur le premier élément de
la ligne: dans VAL et J. La figure 11.2, page 203 montre ce format4sur

VAL [1 2[3 4 5 6/7[8 9 10]

1200 0
3045 6
0700 0 — J ‘O 1‘0234‘1‘134‘
0 8 09 10

I 02|67

FIGURE 11.2 — Une matrice creuse stockée au format ligne-compressé

Ce format a, en outre, I'avantage de stocker les éléments dies espaces
mémoire contigus et, ainsi, d'accélérer les acces ménmiisgue plusieurs élé-
ments contigus sont souvent rapatriés en méme temps. Quapt@grammation
du produit matrice-vecteur avec ce format, elle est asseglsi: il suffit de par-
courir unefois les tableaux VAL et J guidé en cela par les valeurs de l.ddec
11.2.1 est un exemple d'implémentation.

Code 11.2.1Produit matrice vecteur au format ligne-compressé

1 for (i = 0; i < lsize(); ++i) {
jmax = (I[i+1] - I[i]) ;

if (jmax > 0) {
const T *pt val = & ( VAL[ I[i] ]) ;
5 const int *pt_ind = & (J[ I[i1]) ;
T auxt;

_domain.mul(auxt,
Vecteur_in[ *(pt_colind) ],
*(pt_val) ) ;
10 for (; --jmax ;)
_domain.axpyin(auxt,
Vecteur_in[*(++pt_colind)],
*(++pt_val)) ;
Vecteur_out[i] = auxt;
15 }
}
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11.2.2 FORMAT HYBRIDE

Dans le cas de I'élimination, le format ligne-compressé #tite a manipu-
ler lors des éliminations par lignes, par exemple, du fast plermutations de co-
lonnes et des insertions de nouveaux éléments non nuls. Nons donc choisi

12
0|1
veoo 0] [3AST0
3045 6|
0700 0 =
08 09 10 1
819110
13| 4

FIGURE 11.3 — Une matrice creuse stockée au format hybride

un format inspiré du format Ellpack-Itpack et du format kgoompressé. Il s’agit
dem vecteurs, un par ligne dé, chacun de la taille du nombre d’éléments non
nuls dans sa ligne associée. Chaque élément de ces vedtung @aire (valeur,
indice de colonne), ces éléments étant ordonnés par indikceslonne croissants.
La figure 11.3 montre ce format podr

Ainsi, la permutation est aisée et les éléments restentgmpiar ligne. L'al-
gorithme d’élimination est notablement favorisé par ceriat, par rapport aux
deux précédents.

Nous comparons alors ce format avec le ligne-compressé |elaas du pro-
duit matrice-vecteur. Comme implémentation du format digg@ompresse, nous
utilisons celle de SparselLib++ [137 - Pozo et al. (1996)].preduit est implé-
menté comme présenté dans le code 11.2.1, page 203. Pour k&t foybride,
limplémentation du produit matrice-vecteur est simiaiPour ce type d’opé-
rations, la différence de performances entre les formdtereg¢aveur du ligne-
compressé pour les matrices assez denses. Nous pouvons f®upbie cas de
I'algorithme de Wiedemann scalaire dans le tableau 11.1¢ 28%. Toutefois,
nous voyons sur ce tableau que cette différence restevatadnt faible (elle s'in-
verse méme pour certaines matrices trés creuses) et dome,fsrmat unique
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Matrice Qnxm,r ligne-compressé hybride
robot24_mb5 15118, 404x302, 262 1.52 1/84
rkat7_m5 38114, 694x738, 611 8.72 10,51
f855 m9 171214, 2456x2511, 2331 176.61 202.17
cyclicB_ml1ll 2462970, 4562x5761, 3903 4138.77 4834.41
bibd_22_8 8953560, 231x319770, 231 995.41 1118.38
n4c5.b6 33145, 4735x4340, 2474 47.17 51,75
n2c6.b7 31920, 3990x5715, 2772 49.46 57,10
n2c6.b6 40005, 5715x4945, 2943 64.66 72,96
n4c6.b13 88200, 630025605, 5440 351.42 288.57
n4c6.b12 1721226, 25605x69235, 20165 4546.71 4131.06
mk9.b3 3780, 945x1260, 875 2.36 2.11
ch7-7.b6 35280, 5040x35280, 5040 22850 119.53
ch7-6.b4 75600, 15120x12600, 8989 412.42  416.97
ch7-7.b5 211680, 35280x52920, 29448 4141.32 42834

TABLEAU 11.1 — Temps comparés, en secondes, de I'algorithme de Wadem
scalaire pour différents formats creux

entre produits matrice-vecteur et élimination est nééesda format hybride est
le meilleur compromis.

11.3 BOITES NOIRES

Le concept de boite noire [84 - Kaltofen (2000), Probleme Bliti#ésé dans le
cas de structures creuses. Habituellement, les algoritsomsosent qu’il existe
des méthodes permettant d’accéder aux éléments de la en@viecA[i|[j], par
exemple) ; dans le cas d’'une boite noire, I'algorithme sspp’il ne dispose pas
de I'acces aux éléments (ou que celui-ci est trés coltewndy seulement d’'une
fonction calculant le produit matrice-vecteur, par exeanplour une matrice boite
noire, ce sera I'existence d’une fonction, nommgmly, effectuant le produit de
la matrice par un vecteuv (— Au, par I'appelA. Apply (v, u)).

Ainsi, pour des matrices tres spéciales, le stockage estianmar le fait
gue seule cette fonction a besoin d’étre implémentée. Sgumsaque I'on veuille
construire une matrice comme le produit de deux autres ceatrimais que la
seule chose dont on ait besoin par la suite soit le produitetke enatrice par
des vecteurs. Au lieu d’effectuer le produit réel de ces deattioes (en général
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colteux et souvent plus rempli que les deux matrices), fitsid construire une
fonction Apply, a I'aide des fonctionsgipply des deux matrices ; c’est-a-dire que
le produit matrice-vecteufAB)v est réalisé parl(Bv). Cela est illustré par le
code suivant :

Code 11.3.1Composition de boites noires

1 template <class BBA, class BBB,
class TmpVect = GoodChoice< BBA::InVector,
BBB::OutVector >::Vector >
class BB_Composition {
5 private: /[ Composition is BBA x BBB
BBA * _amat;
BBB *  bmat;
TmpVect _inter;

10 public:

BB_Composition(BBA* a, BBB* b)
. _amat(a), _bmat(b), _inter(0) {}

15 typedef BBB::InVector InVector;
typedef BBA::OutVector OutVector;
typedef TmpVect InternalVector;

20 long n_row() const { return _amat->n_row();}
long n_col() const { return _bmat->n_col();}

template<class OutVect, class InVect>
OutVect& Apply(OutVect& outM, const InVect& inM ) {
25 _inter.resize (_bmat->n_row());
return _amat->Apply (outM,
_bmat->Apply ( _inter, inM) );

Ce concept est utilisé section 6.6, page 137 pour calculesligpme mini-
mal deAA”. En sus d’éviter le produit de matrices, la matrice prodeitidpar sa
transposée contenant souvent au moins deux fois plus ddésmon nuls qud,
le colt de calcul d’'un produit matrice-vecteur est rédugtudant! Par exemple,
la matrice ch4-4.b2 de la figure 7.1, page 147 conti¥&8téléments non nuls,
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alors que la matrice produit A” contient648 éléments non nuls et le produit
AT A, en possede60. Le co(t d’'un produit matrice-vecteur pard” est donc de
648 additions et multiplications lorsque le produit des masiest effectué et de
seulemen’76 additions et multiplications si I'on utilise la composiides boites
noires. Un exemple plus conséquent est la matrice rkat7, figitffe 5.8, page
107 qui contient seulemefB114 éléments non nuls alors queA” et ATA en
contiennent respectivemesit3376 et170028. Ainsi, I'utilisation des boites noires
permet de tirer parti de ce fait sans méme réécrire I'aligorit de Wiedemann'!
Il suffit d'implémenter I'algorithme de résolution de répemce linéaire de Ber-
lekamp/Massey (voir section 6.3, page 119) avec comme eunirégérateur sur
la séquence linéairement générée n@memplémentation du programme C++
peut alors servir, d’une part pour résoudre une récurranéaifte classique, Si
I'itérateur représente un tableau, et, d’autre part, ellg faire office d’algorithme
de Wiedemann, si l'itérateur représente la suite des vaj@ises pav’ A'u, et ce
pour n’importe quelle classe représentant une matrice #a boire. Ainsi, notre
programme Massey suppose qu’on lui fournit en entrée urssel@++ avec une
méthode %+", qui permet de déplacer le pointeur vers I'élément suidinta
séquence et une méthode€' 'qui permet d’accéder a I'élément courant dans la
séquence. Nous avons implémenté un tel itérateur pour lesshadires :

Code 11.3.2térateur pour boites noires

1 template<class BB,
class Vect = GoodChoice< BB::InVector,
BB::OutVector >::Vector >
class BB_lterator {
5 public:
typedef typename Vect:.value_type value_type;
private:
BB * _mat; // matrix A
Vect vO, v, u;
10
value_type _value;

public:

15
void operator ++() {
Il v <- Au
_mat->Apply(v, u);
/[ _value <- vONT . v
20 _domain.dotproduct(_value, vO, v);
/l exchange, u <- AMN . u0
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swap(v, u);

}

25 value_type operator *() const {
return _value;
}
h

L'utilisation est alors tres simple comme le montre I'exdenpl.3.3.

Code 11.3.Réutilisation de code avec Linbox

1 /I argv[l] : Fichier format creux
/I argv[2] : Fichier format creux
int main(int argc, char ** argv) {

5 // Un corps de taille 54
GFqg F625(5,4);

/[ Deux matrices creuses
SparseLibBB< GFq > sIBB(&F625, argv[l]);
10 HybrideBB< GFgq > hyBB(&F625, argv[2]);

/I La composition sIBB x hyBB est realisée
typedef BB_Composition< SparseLibBB< GFqg >,
HybrideBB< GFq > > Composed;
15 Composed coBB( &sIBB, &hyBB );

/I Un itérateur v AT itBBN u
I/l avec v et u vecteurs aléatoires
BB_lterator< Composed > itBB( &coBB );
20
/I Calcul du degré du polyndme minimal
/[ de la matrice sIBB x hyBB
Massey< BB_lterator<Composed> > MassMat( &F625, itBB);
long degMat = MassMat.degree();
25
/I L'algorithme fonctionne de méme sur une séquence
vector< GFq::element > sequence;

/I La séquence est générée dans ce vecteur, par exemple
30 // via un fichier ou un algorithme...
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35

/I Calcul du degré du polynéme minimal

/I générateur de la séquence

Massey< vector< GFq::element >::const_iterator > >
MassSeq( &F625, sequence.begin() );

long degSeq = MassSeq.degree();

return O;

}
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Ce chapitre présente I'organisation des implémentatioesmpus avons réa-
lisées. Le premier module concerne principalement lesridfgoes de la pre-
miere partie sur les corps finis. Ces algorithmes sont imehdés comme un
module interne de Givaro et utilisent I'arithmétique ergi@n précision arbi-
traire de GMP. La deuxiéme partie détaille I'organisatiorpdatotype de biblio-
theque pour Linbox. Les algorithmes implémentés sont gatement ceux de
la deuxiéme partie. La bibliotheque comporte en outre plusi « enveloppes »
destinées a l'utilisation de Linbox avec diverses bibkgathes spécialisées. Enfin,
les algorithmes pour la forme de Smith sont contenus dansagula que nous
avons réalisé pour GAP. Les fonctionnalités et caractéassigrincipales de ce
module sont ici brievement exposées.

12.1 CORPS FINIS DANS GIVARO

Givaro contenait déja des classes d’entiers a précisiorienfonstruites au-
dessus de GMP, ainsi qu’un module de polyndmes construitia gavecteurs.

Nous avons donc, d'une part, implémenté des algorithmespilidies de test
de primalité (algorithme de Rabin [139], algorithme de Lelmm[95] et tabulation
des premiers nombres premiers), de factorisation d’enf@dgorithmes de Pollard
[136], et Lenstra [106] — dont une version paralléle avec psgan-1 —) et de
calcul de racines primitives (algorithme 3.2.7, page 49). D&part, nous avons
implémenté des routines polynomiales de test d'irrédilitépde factorisation
sur des corps finis (algorithmes de Berlekamp [11, 12] etawées de Cantor,
Zassenhaus et Ben-Or, voir section 3.3, page 50). Ce modulesesyie plus de
3500 lignes de code.

A partir de I'arithmétique des polynémes, il est alors pbiste construire
un module d’extensions algébriques par 'implémentatimpérations modulo
un polynéme irréductible. Ensuite, nous avons implémengaonversion entre
polynéme d’entiers modulp et nombrep-adique. Par exemplé&l? + 2X + 3 est
représenté de maniéere unique en notafi@ulique paf7? + 2.7 + 3 = 66. De I3,
on peut associer un nombpeadique a chaque polynéme définissant un élément
d'un corps finiGF(p*). Deux tables de correspondances en entiers machine sont
ensuite créées entre ces nombres et les indices corresp@nigair exposant par
rapport a une racine primitive (voir section 3.1, page 43)a@ermet alors de
passer rapidement d’'une représentation a une autre.

Le schéma 12.1, page 213 résume l'organisation de ces maulietrieur
de Givaro, chacun étant implémenté comme un domaine Linbox.
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Extensions Corps
algébriques de Galois

—T

Racines Théorie des
primitives nombres

Factorisation Factorisation
de polynémes d’entiers
Irréductibilité Polynomes Primalité
p-adiques
C3F—— Utilise A~ .
Est implanté par Polynémes Entiers GMP

FIGURE 12.1 — Organisation des modules pour les corps finis dans Givaro

12.2 ORGANISATION DE LA BIBLIOTHEQUE LINBOX

La bibliothéque Linbox est I'objet logiciel du projet Linkocommun aux
universités de Calgary, du Maryland, de I'Ontario de I'oudstDelaware et de la
Caroline du Nord et aux laboratoires LMC et LID a Grenoble.

Avec Will Turner, de l'université de Caroline du Nord, nouoas réalisé le
premier prototype de la bibliothéque. Deux aspects prédembidans Linbox :
un aspect hiérarchie de classes et généricité et un aspeditlanique. Du c6té
logiciel, le travail de W. Turner se concentre sur la résligad’'un cadre de pro-
grammation alliant efficacité et maitrise de I'explosiorcdde €ode bloa}. Cela
se concrétise par la mise au point d’'« archétypes » permetéachoisir le bon
compromis. D’autre part, nous avons développé le c6té gammpar I'implé-
mentation et la définition de l'interface des structures denges (corps finis et
domaines, boites noires, itérateurs, etc.) et des algaeilidetermination des pré-
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requis). En particulier, les algorithmes d’éliminatioses klgorithmes de Lanczos,
les algorithmes de Wiedemann, décrits dans la deuxiemi phatce document
et écrits de maniere totalement générique, sont dispanibks algorithmes par
blocs nécessitent encore quelques expérimentationsietisgtions et seront dis-
ponibles dans une prochaine version.

La bibliotheque est divisée en deux parties principalesine’part, un noyau
(library) comportant les algorithmes écrits avec des entrées ggmsdriet les ob-
jets internes de base ; d’autre part, un ensemble de classegftant d’envelop-
per de maniere automatique les bibliotheques existawteppers afin que leurs
objets soient conformes aux pré-conditions supposéegpaitdorithmes Ainsi
elle peut concilier efficacité (provenant de celle des bthiques spécialisées),
généricité (pour la réutilisation du code) et maitrise dguantité de code généré
(par I'utilisation des archétypes). La partie dont je messiiargée représente ac-
tuellement prés de 10000 lignes de code.

12.3 SIMPHOM : UN PACKAGE POUR GAP

Le calcul d’Homologie de complexes simpliciaux ainsi que aew de forme
normale de Smith de matrices creuses a été assez peu tsajtéigy c’est pour-
qguoi Volkmar Welker, Frank Heckenbach, David Saunders etmémne avons
développé un module pour GAP répondant a ces deux attentes. GARGAP
(1999)], acronyme pouGroups, Algorithms and Programmingst un systeme
de calcul pour l'algébre discréete, et en particulier pouthi&orie des groupes;
les objets combinatoires et algébriques, leurs constitgtet les invariants as-
sociés sont déja implémentés dans GAP, de méme que des ralgicaul de
la forme de Smith de matrices denses (par I'algorithme dgdiann, en particu-
lier). Ce systéme nous est donc apparu comme un bon poinpaetg@ur fournir
des routines construisant des complexes simpliciaux & l@atrices aux limites
associées ainsi que des routines calculant la forme de Sénightuellement in-
compléte, de matrices creuses.

12.3.1 LA BIBLIOTHEQUE

Les fonctionnalités suivantes sont offertes :

*Un  descriptif plus détaillé est disponible a Il'adresse  suivante
http ://iwww.cis.udel.edu/caviness/linbox/library.html
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— Créer des complexes, et en construire par adjonction.
e Triangulations de variétés topologiques particuliéres.
e Classes de complexes issus des théories des groupes eaplesgr
e Classes de complexes d’ensembles partiellement ordonnés.

— Calculer les groupes d’Homologie a partir des facteursriants des ma-
trices aux limites.

— Nous offrons quatre algorithmes pour le calcul des factewaiants (la
forme de Smith) des matrices aux limites. En effet, le meili@gorithme
dépend de la matrice.

e Calcul des facteurs invariants par élimination utilisaes eéntiers ma-
chine.

e Calcul des facteurs invariants par élimination utilisags éntiers en pré-
cision arbitraire (bibliotheque GMP).

e Calcul des facteurs invariants par I'algorithme Valendésaint I'élimi-
nation pour calculer le rang modulo de petits nombres pnemie

e Calcul des facteurs invariants par I'algorithme Valendaksaint unique-
ment les méthodes itératives, mais pouvant donner dedatsiicom-
plets.

Une description plus détaillée des différentes fonctiospatiibles est don-

née dans [53 - Dumas et al. (2000)]. Nous décrivons dans lalssitpiatre algo-
rithmes implémentés.

12.3.2 LES ALGORITHMES

L'option HomologyAlgorithms du module permet de choisir I'un des
guatre algorithmes de base pour calculer les invariantde ©ption peut donc
prendre les valeurs suivantes : EliminateAlgorithm, Eliald@GMPAIlgorithm, Va-
lenceElimAlgorithm, et ValenceBBAlgorithm. Brievement, ¢bdoix de I'algo-
rithme est le suivant :

EliminateAlgorithm : c’est I'algorithme classique sur les entiers (voir sec-
tion 8.2, page 160), mais il est particulierement adapté amptexes sim-
pliciaux. En effet, connaissant la structure particuliées matrices aux li-
mites, la stratégie de pivot recherche principalement uatpinitaire. De
plus, les lignes de ces matrices contiennent peu d’élémentsuls et ceux-
ci sont trés localisés. Il est alors possible d’effectuettast rapide d’ap-
partenance a I'espace généré par les précédentes lignetelldngne est
alors simplement écartée, puisque n’influant pas sur le etge technique
améliore la vitesse de résolution dans certains cas, nla@gmente la ca-
pacité mémoire nécessaire. Les entiers sont des mots reatlein dépas-
sements éventuels de capacité du mot machine sont détet@éaéthode
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renvoie “Echec” dans ce cas.

EliminateGMPAIgorithm : il est identique a ‘EliminateAlgorithm’ mais il
utilise les entiers en précision arbitraire de GMP. Cet dlgore est plus
lent d’un facteur 2 quand la taille des mots aurait suffi.

ValenceElimAlgorithm : il utilise les méthodes itératives (la Valence, voir
chapitre 9) pour déterminer quels nombres premiers peayg@raitre dans
la forme de Smith. Il utilise I'élimination modulp® (voir section 5.3, page
93) pour déterminer les exposants des nombres premiersagggant dans
la forme de Smith. Il peut étre efficace quand ‘EliminateGMAidhm’
dépasse la capacité mémoire puisqu’il 'y a pas de grossesgedes co-
efficients modulg. Toutefois, les problemes de remplissage peuvent sub-
sister. Enfin, I'algorithme est probabiliste. Il y a un risgqgue les nombres
premiers déterminés par la Valence soient faux. L'optimcertainty-
Tolerance permet de régler la probabilité de succes désirée, en augmen
tant le nombre de nombres premiers utilisés pour calculgalence (voir
section 9.1, page 166).

ValenceBBAlgorithm : il utilise uniqguement les méthodes itératives. Dans
certains cas, seule cette méthode évite les dépassemantimnét fournit
ainsi des éléments de réponse. Toutefois, cette méthddepesr I'instant,
plus lente, en général, que les précédentes quand la mémgstepas un
facteur limitant. En outre, les résultats peuvent étrenmagets puisque nous
ne savons pas toujours calculer les exposants exacts désewpremiers
apparaissant dans la forme de Smith (voir section 10.4, pagje 1

Pour un utilisateur désirant calculer des groupes d’Home)am une forme

normale de matrices creuses, une méthodologie de calalbesid’essayer, dans
I'ordre, chacun de cesalgorithmes.

12.3.3 LES LANGAGES

Le module est écrit en GAP, Pascal et C++ et dépend de la bibtjathGMP.
Les fonctions de création de complexes sont écrites en GARdRar d’effica-
cité, les algorithmes de calcul de la forme de Smith sont®er Pascal pour les
deux premiers et en C++ pour les algorithmes Valence, unogestire général
écrit en Pascal permet l'utilisation des routines C++ etadbibliotheque GMP.
Les algorithmes Valence sont réalisés a partir de sousyéies de Givaro pour
les corps finis et Linbox pour les algorithmes de rang et deésrnormales. Le
module SIMPHOM représente plus de 2200 lignes de documentaff®@0 lignes
de code GAP, pres de 3000 lignes de Pascal et plus de 5600 ligiistdconsa-
crées aux algorithmes Valence, auxquelles s’ajoutent@ee000 lignes issues
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de différents modules de Givaro.

12.3.4 LES UTILISATEURS

Nous avons développé ce module pour trois types principautdidateurs.
Le premier est un chercheur intéressé dans le calcul de gsodiplomologie
d’'une série particuliere de complexes simpliciaux pouquets I'Homologie est
difficile a calculer. Dans ce cas, les calculs effectués p&ermodule peuvent
conduire a des conjectures sur le comportement générardeges d’homologie
de la série de complexes. Ce schéma a été appliqué avec sacs$ - Babson
et al. (1999), 17 - Bjorner et Welker (1999)] sur les matridescouplages et de
graphes nom-connectés, tout comme il a permis de prouver l'inexacétde cer-
taines conjectures théoriques (notamment par la résolpttielle de la forme
de Smith de la matrice ch7-8.b5, voir tableau 10.3, page 194)iduriéme type
d’utilisateur est un chercheur intéressé par le calcul dads normales de Smith
sur matrices creuses. Par exemple, Matthias Franz et @dtBarthel a I'univer-
sité de Konstanz, Michelle Wachs et John Shareshian a Busité de Miami, ou
encore Abdul Salam Jarrah a 'université d’état du Nouveauidylex ont utilisé
le module pour calculer des formes normales de Smith deceatcreuses. Enfin,
le troisieme type d'utilisateur est I'enseignant en togatalgébrique et combina-
toire géométrique. Volkmar Welker a utilisé le module pauraduire ces notions
dans son cours d’analyse combinatoire géométrique a Busité de Marburg.
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CONCLUSIONS ET
PERSPECTIVES

« Pour que tout soit consommé, pour que je me sente moins seul,aéktaé r
a souhaiter qu’il y ait beaucoup de spectateurs le jour de m@tation et qu'ils
m’accueillent avec des cris de haine. »

Albert Camus
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Nous avons présenté dans ce document un nouvel algorithrakepaet ef-
ficace pour le calcul de la forme normale de Smith entiere dadgs matrices
creuses. Il a permis le premier calcul de cette forme pouwiglus trés grandes
matrices. Pour arriver a ce résultat, nous avons étudiéffésahtes arithmétiques
de corps finis, les heuristiques de renumérotations polimiigation de Gaul} et
les méthodes itératives de Krylov afin de déterminer leursaioes privilégiés
respectifs. Ensuite, deux points principaux sont a retgms notre nouvelle ap-
proche de calcul de la forme de Smith : d’'une part, le nombreodaores premiers
nécessaires au calcul du polyndme minimal entier est r@duitutilisation de la
terminaison anticipée et des ovales de Cassini et, d’aaite |p Valence conte-
nant tous les nombres premiers de la forme de Smith, celagvates calculs
rapides dans des petits corps finis. De plus, le paralléligmérgl de la méthode
est important et facilement exploitable. Enfin, nous avorssau point des struc-
tures de données efficaces pour les corps finis, les matreaeses et les méthodes
itératives. Il ressort de ces travaux de recherche que :

(1) L'arithmétique la plus efficace sur les corps finis est arthmétique ta-
bulée utilisant des racines primitives.

(2) L'algorithme de Wiedemann et I'algorithme de Coppetbnmiécessitent
moins d’opérations que les algorithmes de Lanczos pourdeiadu rang.

(3) Les algorithmes d’élimination avec renumérotationtsm¥s rapides pour
calculer le rang quand le nombre d’éléments non nuls pae ligndépasse pas 5
ou 6, quand la matrice est quasiment diagonale ou quand ieyae lignes.

(4) Lalgorithme de Wiedemann est un peu moins rapide dassds précé-
dents, mais permet de calculer sur de plus grandes matrices.

(5) Lutilisation de la Valence permet le calcul de la forme 8mith lorsque
les méthodes classiques échouent.

Ces conclusions ne constituent certes pas un aboutissdemegifet, de nom-
breuses guestions demeurent pour l'instant en suspens :

(1) Comment implémenter efficacement des corps finis plusdgra Une pre-
miere piste peut étre de combiner les approches polynoetitdéulée pour rester
assez efficace tout en diminuant 'espace mémoire nécessair

(2a) Comment améliorer I'efficacité pratique, en séquéatien paralléle, de
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I'algorithme récursif d’élimination de Gaul3 par blocs surtmnecas creuses ? Une
premiére étape consiste & mettre en ceuvre une stratégieuteédenation adap-
tée au cas par blocs.

(2b) Par ailleurs, cet algorithme posséde la meilleure dexitg séquentielle
pour le calcul du rang de matrices quelconques; pour quigibss de matrices
I'utilisation de la méthode de multiplication de Strassentelle rendre cet algo-
rithme plus efficace ? D’apres Von zur Gathen et Gerhard [68 - Gath@&erhard
(1999), section 12.1], cette méthode doit pouvoir accéléoéne algorithme pour
d’assez petites matrices. En effet, ils reportent qu’etiquea, a partir d’'une taille
d’environ100 x 100, la méthode de Strassen permet de multiplier deux matrices
plus rapidement qu’avec I'algorithme classique.

(3) Des tests doivent étre menés pour les algorithmes pasaitératifs par
blocs, afin de mieux cerner leurs performances pratiquegsi@tude théorique,
ils semblent intéressants seulement sur des matrices gremses. Est-ce correct
et comment peut-on améliorer les performances de I'alyoetscalaire paralléle
sur machine distribuée ?

(4) Comment calculer complétement la forme de Smith de mikl 31133.b3
et ch7-8.b5? Pour répondre, il suffit (!) sans doute de calteilgernier invariant
de Smith. Le nouvel algorithme de G. Villard (voir section 1Gdge 188) doit
pouvoir étre rendu plus pratique et répondre a cette qurestio

(5) Comment trouver des solutions entieres positives a BRR[J) ? La forme
de Smith de cette matrice est composée de deux cent neunft et un7 et un2s.
Il doit étre possible de trouver des matrices de passagdesmptre la matrice et
cette forme diagonale pour permettre de calculer des sakigntiéres.

(6) La borne d’'Ozello sur la taille des vecteurs minimaux, lasménérale-
ment la borne de Zippel-Schwartz, semble trop pessimiste danombreux cas :
préconditionnements diagonaux pour le rang, taille denéhdés des vecteurs né-
cessaires au calcul du polyndme minimal. Comment améligette borne, au
moins pour des cas particuliers ?

(7) Comment prouver que l'algorithme de Reeds et Sloane gtdvian de cal-
culer le rang modulg® ?

(8) Quels préconditionnements peuvent étre plus rapideegymeécondition-
nements Toeplitz et garantir 'obtention du rang par leshoées itératives ?
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(9) Comment certifier rapidement qu’un rang obtenu par uniaoaé proba-
biliste est correct ?

Enfin, si le premier prototype de la bibliothéque Linbox dfitace, il reste
a implémenter de nombreuses enveloppes pour mettre en aompiusi de bi-
bliotheques spécialisées ainsi qu’a écrire les modulengttant |'utilisation de
Linbox par d’autres systemes de calcul scientifique. Si t&age pour GAP com-
mence a étre employé, une interface avec Maple et Matheamatéc exemple,
simplifierait grandement I'utilisation.
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RESUME : Depuis quelques années, I'extension de I'utilisation gddrmatique dans
tous les domaines de recherche scientifi que et techniquadsettpar un besoin croissant
de puissance de calcul. Il est donc vital d’employer les oficicesseurs eparalléle.

Le probléme principal que nous cherchons a résoudre danglwesie est le calcul d'une
forme canonique de trés grandes matrices creuses a cosf§ eigtiers, la forme normale
de Smith. Par «trés grandes», nous entendons un milliooatimues et un million d’équa-
tions, c'est-a-dire mille milliards de coeffi cients. Destelystémes sont méme, en général,
impossibles a stocker actuellement. Cependant, nous nidugssons a des systemes dans
lesquels beaucoup de ces coeffi cients sont identiquesegit\adro ; on parle dans ce cas
de systémereux Enfin, nous voulons résoudre ces systéemes de maniére exXastea-
dire que nous travaillons avec des nombres entiers ou dansturcture algébrique plus
petite et autorisant toutes les opérations classiquesoins fi ni La reconstruction de la
solution entiére a partir des solutions plus petites estigneelativement aisée.

MOTS CLES : Corps finis. Matrice creuse. Renumérotation et éliminatdenGaul3.
Méthodes itératives de Krylov. Matrice en boite noire. Aljone de Wiedemann. Forme
normale de Smith entiere. Algorithme Valence.
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ABSTRACT: In every fi eld of scientifi ¢ and industrial research, the egten of the use
of computer science has resulted in an increasing need fopating power. It is thus
vital to use these computing resourcesparallel . In this thesis we seek to compute the
canonical form of very large sparse matrices with integeffcoients, namely the integer
Smith normal form. By ‘very large”, we mean a million indetgnates and a million
equations, i.e. thousand billion of coeffi cients. Nowadaygh systems are usually not
even storable. However, we are interested in systems fahwhany of these coeffi cients
are identical ; in this case we talk ab@garsesystems. We want to solve these systems
in an exact way, i.e. we work with integers or in smaller atgéb structures where all
the basic arithmetic operations are still valid, naméilyite fi elds The rebuilding of the
whole solution from the smaller solutions is then relaiiveasy.
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