
HAL Id: tel-00002777
https://theses.hal.science/tel-00002777v1
Submitted on 30 Apr 2003 (v1), last revised 2 May 2003 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Etude expérimentale des fluctuations de vitesse, de
température et de pression en turbulence développée

Frederic Moisy

To cite this version:
Frederic Moisy. Etude expérimentale des fluctuations de vitesse, de température et de pression en
turbulence développée. Dynamique des Fluides [physics.flu-dyn]. Université Pierre et Marie Curie -
Paris VI, 2000. Français. �NNT : �. �tel-00002777v1�

https://theses.hal.science/tel-00002777v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


DEPARTEMENT DE PHYSIQUE
DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE

THESE de DOCTORAT de l’UNIVERSITE PARIS 6

Specialité : Champs, Particules, Matières

Présentée par

Frédéric Moisy

pour obtenir le grade de DOCTEUR de l’UNIVERSITE PARIS 6

Etude expérimentale des fluctuations

de vitesse, de température et de pression

en turbulence développée
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Frédéric MOISY

Etude expérimentale des fluctuations de vitesse, de température et
de pression en turbulence développée

Résumé
L’utilisation de l’hélium à basse température en turbulence développée s’avère décisive pour

l’étude des propriétés statistiques des champs de vitesse et de traceur passif, grâce à une gamme de
nombres de Reynolds inégalée et à d’excellentes conditions de stabilité. Les expériences présentées
dans cette thèse sont effectuées en géométrie confinée, entre deux disques en rotation.

Nous décrivons dans un premier temps les transferts d’énergie à travers les échelles, et en
particulier l’existence d’une tendance algébrique vers un régime asymptotique (loi des 4/5 de
Kolmogorov) dans la limite des très grands nombres de Reynolds. Nous discutons en détail la
validité de l’équation de Kolmogorov dans différentes configurations d’écoulement, et caractérisons
en particulier l’influence des grandes échelles sur un tel régime asymptotique.

Nous présentons dans un second temps de nouveaux résultats concernant des mesures fluctu-
ations de température, réalisées pour la première fois dans l’hélium à basse température. Nous
caractérisons notamment l’intermittence du scalaire passif sous l’aspect des lois d’échelles anor-
males. Nous montrons que l’évolution des exposants de fonction de structure suggère la présence
d’une saturation aux ordres élevés, signature de statistiques dominées par la présence de fronts
intenses. Nous étudions les propriétés statistiques de ces fronts, et mettons en évidence leur
répartition auto-similaire.

Enfin, nous présentons de nouveaux résultats concernant les fluctuations de pression en tur-
bulence, à partir d’une expérience originale de cavitation dans l’eau. Nous menons une étude
qualitative des structures cohérentes de basse pression dans l’écoulement en contrarotation. Nous
nous penchons ensuite sur leur contribution aux distributions de pression exponentielles, mesurées
en volume, soulignant l’importance des grandes échelles dans la description des fluctuations de
pression.

Mots-Clés : Turbulence développée, Intermittence, Mélange, Scalaire passif, Fronts,
Structures cohérentes, Tourbillons, Hélium, Anémométrie, Thermométrie, Cavitation.

Summary
The use of low temperature helium in fully developed turbulence experiments is crucial in the

study of the statistical properties of the velocity and passive scalar fields : it offers an unbeatable
range of Reynolds numbers and excellent stability conditions. The experiments presented in this
work are performed in a confined geometry, between two rotating disks.

We first describe the energy transfers from scale to scale, pointing on the algebraic trend
toward an asymptotic regime (Kolmogorov’s 4/5 law) in the limit of very high Reynolds numbers.
We discuss in detail the validity of the Kolmogorov equation in different flow configurations, and
characterise the influence of the large scales on this regime.

Then we present new results concerning temperature fluctuation measurements, performed for
the first time in low temperature helium. We characterise the passive scalar intermittency through
the anomalous scaling laws. We show that the evolution of structure function exponents suggests
a saturation at high orders, revealing statistics dominated by intens cliffs. We study the statistical
properties of these cliffs, and give evidence of their self-similar distribution.

Last, we present new results about pressure fluctuations in turbulent flows, from an original
experiment using cavitation in water. We qualitatively describe the low pressure coherent struc-
tures in this counter-rotating flow. We discuss their contribution to the skewed exponential pressure
distribution, measured in the bulk of the flow, highlighting the relevance of large scales in the
pressure fluctuation description.

Key-words: Developed turbulence, Intermittency, Mixing, Passive scalar, Cliffs,
Coherent structures, Vortices, Helium, Anemometry, Thermometry, Cavitation.
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liquide passés ensemble, mais aussi parce qu’il m’a appris à ne pas renoncer devant les difficultés,
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teux qu’ils permettent d’apprendre quoi que ce soit sur ce que
Roussel lui-même n’a pas voulu laisser entrevoir. Le goût des
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Introduction

Description statistique de la turbulence développée

Les raisons d’une approche statistique

Le succès de la physique statistique est d’être parvenue à masquer les quelques 1023 degrés de
liberté internes d’un gramme de gaz derrière quelques quantités simples et mesurables, comme la
température et la pression : il n’est pas nécessaire de connâıtre la position et la vitesse de chaque
particule lorsque seules importent quelques quantités moyennes. Cette simplification est rendue
possible grâce à l’important découplage entre les petites échelles d’un gaz (le libre parcours moyen,
λ ∼ 1000 Å) et les grandes (taille de la bôıte, ∼ 108λ).

L’ingénieur cherchera à optimiser le profil d’une voiture, au moyen de tests en soufflerie ou de
simulations numériques. Peu lui importe de connâıtre le détail des mouvements de chaque petit
élément de fluide de l’écoulement turbulent, lorsque seul compte un coefficient de trâınée, c’est-à-
dire une force de frottement moyenne. Il sera donc tentant de mener la même démarche qui a fait
le succès de la physique statistique : masquer les degrés de liberté internes et ne retenir que les
propriétés moyennes, l’analogue d’une “température” ou d’une “pression” turbulente. L’ingénieur
pourra alors se contenter de ne simuler que les grandes échelles de l’écoulement, grâce à une
modélisation ad-hoc des petites échelles.

Cependant, plusieurs difficultés (non indépendantes) surgissent dans l’application d’un tel pro-
gramme pour la turbulence :

• Un écoulement turbulent est un système dissipatif, entretenu par un apport d’énergie, et
donc loin de l’équilibre. Cet aspect rend impossibles les traitements classiques de la physique
statistique à l’équilibre (tels que la définition d’une température).

• Contrairement au cas du gaz, il semble difficile de découpler les grandes échelles (la taille
de l’avion) des petites échelles (les plus petits tourbillons) ; écouter le bruit d’un torrent de
montagne permet de se convaincre de cet aspect multi-échelle de la turbulence : toutes les
fréquences participant à ce bruit sont pertinentes dans la description de cet écoulement.

• Enfin, d’un point de vue plus technique, l’obtention de quantités comme l’énergie cinétique
moyenne 〈u2〉 implique la connaissance de moyennes d’ordres supérieurs, du type 〈u3〉 :
la non-linéarité des équations de Navier-Stokes empêche de fermer le système d’équations
moyennes, c’est-à-dire d’obtenir autant d’équations que d’inconnues.

Les écoulements turbulents présentent certains aspects propres à chaque géométrie ; ceux-
ci concernent essentiellement les grandes échelles — instabilités, structure des couches limites
etc. D’autres aspects concernent les échelles plus petites, pour lesquelles des comportements plus
génériques, peu ou pas dépendants de la géométrie, sont observés. Typiquement, la moitié de
l’énergie cinétique totale réside dans les structures à grande échelle de l’écoulement ; l’autre moitié
de l’énergie présente des propriétés plus ou moins universelles, sur lesquelles se concentrent les
tentatives de description statistique de la turbulence. Le calcul du coefficient de trâınée de la
voiture devra intégrer in fine ces deux aspects. Le nombre de degrés de liberté internes augmentant
considérablement avec l’intensité de la turbulence, on comprendra la nécessité d’une description
statistique de ces petites échelles pour la simulation de ces écoulements.



10 INTRODUCTION

Présentation générale de ce mémoire

Dans ce mémoire, nous présenterons des résultats nouveaux obtenus à partir de plusieurs expériences
portant sur les statistiques des fluctuations de vitesse et de température, réalisées dans l’hélium à
basse température, ainsi que sur les fluctuations de pression dans l’eau. L’utilisation de l’hélium
permet l’obtention d’une turbulence extrêmement développée dans une géométrie de taille réduite,
ainsi que des mesures dans d’excellentes conditions de stabilité et de rapport signal/bruit.

Ces expériences ont en commun le principe du forçage de l’écoulement turbulent, obtenu au
moyen de disques en rotation. Les expériences dans l’hélium ont été réalisées au Laboratoire de
Physique Statistique de l’ENS, avec Hervé Willaime, Patrick Tabeling, Jean Maurer et Frédéric
Belin. Les expériences de fluctuations de pression dans l’eau ont bénéficié de l’accueil du groupe
d’Eberhard Bodenschatz au Laboratory of Atomic and Solid State Physics (Cornell University,
USA), et ont été réalisées avec Greg Voth et Arthur La Porta. Enfin, quelques résultats prélimi-
naires (présentés en Annexe C) concernant des mesures de pression au voisinage d’un tourbillon
intense ont été obtenus au Laboratoire de Physique et de Mécanique des Milieux Hétérogènes de
l’ESPCI, dans le groupe de Philippe Petitjeans et José-Eduardo Wesfreid.

Nous montrerons dans un premier temps comment une approche purement statistique de la
turbulence permet de décrire de façon satisfaisante les propriétés du champ de vitesse en ce qui
concerne les transferts d’énergie à travers les échelles. Nous serons amené à vérifier une équation
fondamentale en turbulence, l’équation de Kolmogorov, décrivant le transfert moyen d’énergie à
travers les échelles, et nous nous pencherons sur son évolution vers un régime asymptotique de
turbulence pleinement développée. Dans le cas des fluctuations de température, la situation semble
un peu plus délicate : nous verrons qu’une approche statistique nécessite la prise en compte explicite
des conditions de forçage. Enfin, la dernière partie, consacrée aux structures de basse pression,
permettra d’aborder le problème délicat des interactions entre grandes et petites échelles. Nous
tenterons en particulier de montrer comment, dans nos expériences, le champ de pression semble
échapper à une description statistique indépendante des conditions de forçage.

La cascade d’énergie

Imposer à un volume de fluide de taille L un mouvement de vitesse U demande une énergie
par unité de masse ∼ U2 ; la puissance à fournir pour y parvenir pendant un temps L/U est
U3/L. Le temps nécessaire pour dissiper cette énergie est τ (d) ∼ L2/ν — environ 1 semaine pour
une voiture de 3 m. Une instabilité (un mécanisme non linéaire), capable de produire des échelles
inférieures plus rapidement, en un temps typique d’advection τ (a) ∼ L/U , aura largement le temps
d’intervenir avant que n’agisse la viscosité. Le nombre de Reynolds, défini comme le rapport de
ces deux temps, s’écrit

Re = τ (d)/τ (a) = UL/ν.

Nous voyons que dans les situations telles que Re � 1, la viscosité sera incapable de diffuser
la quantité de mouvement imposée. L’écoulement sera dominé par les effets d’inertie, et subira
des instabilités qui transféreront l’énergie à des échelles où la viscosité opère en un temps plus
raisonnable. Ce processus de transfert pourra se répéter tant que le temps de diffusion à l’échelle
considérée sera grand devant celui d’advection : nous obtenons l’image classique d’une cascade des
grandes vers les petites échelles, proposée pour la première fois en 1926 par Richardson [68].

Cascade et lois d’échelle

A grand nombre de Reynolds, lorsque les échelles contenant l’essentiel de l’énergie sont découplées
des échelles la dissipant, un transfert d’énergie prend place. Nous pouvons supposer que dans la
gamme d’échelles intermédiaires entre injection et dissipation, l’écoulement “oublie” localement la
géométrie du forçage, et se comporte statistiquement de façon homogène et isotrope.

Généralisons le raisonnement précédent à une échelle quelconque : l’énergie typique u2
r à une

échelle r sera transférée en un temps typique de diffusion τ
(d)
r ∼ r2/ν, soit en un temps typique
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d’advection1, τ
(a)
r ∼ r/ur. Tant que le temps de diffusion reste grand devant celui d’advection, le

même mécanisme de transfert d’énergie — quel qu’il soit — sera a priori à l’œuvre ; il est donc
légitime de supposer que la puissance ainsi transférée sera, en moyenne, indépendante de l’échelle

r. Ce transfert s’écrira donc ε ∼ u2
r/τ

(a)
r ∼ u3

r/r, d’où :

u3
r ∼ εr, (1)

soit un champ de vitesse dont les fluctuations typiques à une échelle r varient comme (εr)1/3.
Notons qu’à ce point, une telle description ne donne aucune direction à la cascade, tant que
l’on ne spécifie pas le mécanisme physique responsable du transfert d’énergie. L’échelle à laquelle

diffusion visqueuse et mécanisme inertiel entrent en compétition, telle que τ
(d)
r ' τ

(a)
r , s’écrira :

η = (ν3/ε)1/4 ∼ Re−3/4.

C’est l’échelle de Kolmogorov, d’autant plus petite que le fluide est peu visqueux, ou que l’énergie
injectée est importante. Le domaine d’échelles η � r � L, sur lequel les effets de dissipation
visqueuse et l’influence des grandes échelles peuvent être négligés, est le domaine inertiel. Il est
d’autant plus étendu que le nombre de Reynolds est élevé.

Dans la limite des très grands nombres de Reynolds, Kolmogorov (1941) [88] a montré que les
transferts d’énergie suivaient effectivement la loi d’échelle donnée par l’équation (1). En supposant
la turbulence statistiquement stationnaire, homogène et isotrope, il obtient une équation exacte,
la fameuse loi des 4/5 :

〈[u(x + r) − u(x)]3〉 = −4

5
εr, η � r � L (2)

où u est la composante longitudinale (suivant la séparation r) de la vitesse. L’incrément de vitesse
u(x + r) − u(x) représente la fluctuation de vitesse à l’échelle r, et les 〈·〉 dénotent une moyenne
d’ensemble. L’analyse dimensionnelle permet d’écrire l’équivalent de cette loi pour les fluctuations
caractéristiques,

〈[u(x + r) − u(x)]2〉 ∼ (εr)2/3, E(k) ∼ ε2/3k−5/3, (3)

où nous avons introduit le spectre d’énergie E(k), représentant la densité d’énergie cinétique au
nombre d’onde k. Ces deux lois sont connues sous le nom de loi des 2/3 dans l’espace des échelles,
et de loi des 5/3 dans l’espace de Fourier.

Les nombreuses vérifications expérimentales des lois des 2/3 et des 5/3 ont fait le succès de la
théorie de Kolmogorov, validant par là même l’image de la cascade d’énergie des grandes vers les
petites échelles. Cependant, passée la description classique et un peu näıve de grands tourbillons
se cassant en deux pour donner naissance à de plus petits tourbillons, les mécanismes physiques
effectivement à l’œuvre pour faire transférer l’énergie restent en grande partie obscurs. Bien que
l’on sache identifier l’étirement tourbillonaire comme la clef de cette cascade à trois dimensions2,
il reste encore beaucoup à comprendre pour lier de manière quantitative mécanismes physiques et
transferts dans le domaine inertiel.

Intermittence

La théorie de Kolmogorov repose sur l’idée de similitude, c’est-à-dire sur l’hypothèse de fluc-
tuations de vitesse distribuées de façon identique — éventuellement gaussienne — à toutes les
échelles. On sait depuis les travaux de Batchelor et Townsend, en 1949 [68], que les statistiques
du domaine dissipatif sont fortement intermittentes (alternance de zones de forte dissipation et
de zones calmes), et que cette intermittence s’accrôıt avec le nombre de Reynolds. Plus tard,
de nombreuses expériences (voir par exemple Anselmet et al. (1984) [5]) ont montré qu’il en

1Advection que l’on peut interpréter comme une diffusion à viscosité effective νr = rur, si l’on ne s’intéresse
qu’aux échelles � r.

2A deux dimensions, la cascade d’énergie est inverse, des petites vers les grandes échelles, et le mécanisme
physique associé est la fusion (en déclin) ou l’amassement (en régime forcé) de tourbillons.
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était de même pour les statistiques du domaine inertiel, l’intermittence se manifestant ici par un
élargissement des distributions d’incréments de vitesse à échelle décroissante.

Une caractérisation de l’intermittence dans le domaine inertiel peut se faire par le biais des
exposants des lois d’échelles apparaissant sur les moments

Sn(r) ∼ rζn ,

où Sn(r) = 〈[u(x+r)−u(x)]n〉 est le moment d’ordre n des incréments de vitesse sur une séparation
r, appelé fonction de structure d’ordre n. Des distributions de vitesse similaires à toute échelle
conduisent à un rapport de ces moments constants, soit à des exposants variant linéairement,
ζn = n/3 : c’est la loi dite “normale” (même s’il n’est pas dit que ces fluctuations doivent être
distribuées normalement). L’intermittence du domaine inertiel se traduit ici par un écart à cette
loi linéaire : un excès de gradients intenses conduit à des petites échelles “anormalement actives”,
et donc à des exposants d’ordre élevé inférieurs à la prédiction normale. Physiquement, on associe
cette intermittence du domaine inertiel aux fluctuations du transfert d’énergie à travers les échelles.
Soulignons ici que la loi des 4/5, qui décrit le transfert moyen d’énergie à travers les échelles, n’est
pas affectée par les fluctuations de ce transfert.

Il existe un grand nombre de modèles s’attachant à décrire l’intermittence sous l’aspect des lois
d’échelles anormales. Parmi ceux-ci se trouvent les modèles qui supposent une forme particulière
aux structures responsables des fluctuations de la dissipation d’énergie — il peut s’agir de struc-
tures responsables de la dissipation elle-même, comme les nappes ou feuillets (voir Corrsin, Lund-
gren), ou de structures retardant cette dissipation, comme les tubes de vorticité (voir Tennekes
et Lumley (1972)). Citons ici le modèle de She et Lévèque (1994) [158], qui considère les tubes
de vorticité comme les structures les plus intermittentes, dont les prédictions sont en excellent
accord avec les mesures expérimentales (voir par exemple Belin et al. (1996a) [21], Arnéodo et al.
(1996) [15]).

Une autre classe de modèle se base sur des hypothèses quant à l’évolution de la dissipa-
tion moyennée à travers les échelles. Citons simplement ici le modèle log-normal de Kolmogorov
(1962) [89] et le modèle variationnel de Castaing (1989) [41], ainsi que la famille des modèles de
cascade fractale : le β-modèle [68], et le modèle multifractal [109].

Soulignons que ces deux classes de modèles n’ont pas de lien directe avec les équations de
Navier-Stokes. A l’heure actuelle, les seuls modèles tentant d’exprimer des statistiques d’ordre
élevé à partir d’équations d’évolution concernent le champ scalaire passif.

Le mélange turbulent

Dans ce mémoire, nous nous pencherons sur un autre aspect des écoulements turbulents, également
fondamental et de grand intérêt pratique : l’étude du mélange d’un traceur passif (tel que de la
fumée, un colorant, des fluctuations de température). Ce problème a de larges applications dans
l’environnement — citons entre autres exemples la dispersion d’un polluant dans l’atmosphère,
une marée noire. . . La combustion des réactifs dans les réacteurs d’une navette est une illustration
de l’importance d’un contrôle fin des propriétés de mélange ; la turbulence est ici un phénomène
qu’il est primordial de savoir caractériser afin d’en tirer le meilleur profit.

L’approche statistique : cascade vers les petites échelles

Tout d’abord, pour rendre compte du mélange d’un champ scalaire, on peut user d’une description
analogue à celle du champ de vitesse : la cascade vers les petites échelles. Dans le cadre du champ
scalaire, cette image est beaucoup plus simple à saisir. Sur la figure 1, nous voyons une tache de
colorant déformée, étirée et repliée, qui forme avec le temps des échelles de plus en plus petites.
Après quelques itérations de ce mécanisme, les filaments (ou nappes à 3D) de colorant ainsi formés
vont concentrer un important gradient sur une faible épaisseur, qui va tendre à relaxer sous l’effet
de la diffusion.
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Figure 1: Mélange d’un colorant en turbulence bidimensionnelle (cascade inverse d’énergie) [84].
Bien que dans ce cas la cascade d’énergie s’effectue des petites vers les grandes échelles, le champ
scalaire, lui, cascade des grandes vers les petites échelles. Remerciements à M.-C. Jullien.

Notons ici qu’un tel mécanisme ne nécessite pas un champ de vitesse turbulent, c’est-à-dire à
caractère rugueux : la cascade de Batchelor illustre parfaitement ce mécanisme avec un champ de
vitesse lisse, typiquement dans un liquide visqueux à faible diffusivité thermique 3. Cependant,
les propriétés du champ de vitesse influencent grandement celles du champ scalaire, en particulier
lorsque le champ de vitesse est turbulent et produit lui-même des petites échelles. L’image physique
de la production de petites échelles pour le champ scalaire est donc très intuitive, et beaucoup
plus simple à illustrer que pour le champ de vitesse.

Dans le cas où cascade d’énergie et “cascade du scalaire passif” interviennent sur une gamme
d’échelles commune — c’est la situation qui nous intéressera dans nos expériences —, un parallèle
avec la théorie de Kolmogorov peut être effectué : la variance 〈θ2

r〉 des fluctuations de température
à une échelle r (analogue de l’énergie cinétique 〈u2

r〉) sera transférée en un temps d’advection à

cette échelle, τ
(a)
r ∼ r/ur. Pour les échelles du domaine inertiel-convectif, où n’interviennent ni

les conditions de forçage ni la diffusion thermique, on peut supposer que le même mécanisme
physique est responsable de la production de petites échelles, à un taux que l’on pourra donc
supposer constant : εθ = θ2

r/τr, d’où :

θ2
rur = εθr.

Dimensionnellement, il est possible d’en déduire la forme spectrale des fluctuations de température,

Eθ(k) ∼ εθε
−1/3k−5/3.

C’est la loi proposée par Obukhov (1949) et Corrsin (1951) [54,125], extension directe des travaux
de Kolmogorov (1941) au cas du champ scalaire passif.

Intermittence(s) du champ scalaire passif

Les fluctuations de température étant passivement advectées par le champ de vitesse turbulent,
on peut s’attendre a priori à ce qu’elles se comportent statistiquement de manière analogue au
champ de vitesse. Cependant, des études expérimentales et numériques ont montré que la situation
semblait plus compliquée, au regard de l’apparente simplicité du problème, et, sous certains as-
pects, bien moins universelle que pour le champ de vitesse. Cette difficulté se manifeste sous deux
aspects, qui sont deux facettes de l’intermittence du champ scalaire passif. D’une part, l’existence
des structures intenses — les fronts thermiques pour le champ de température —, responsables
de la persistence d’anisotropie à petite échelle, et donc de l’incapacité de la turbulence à mélanger
complètement du point de vue de l’oubli des conditions d’injection [72,78,110,141] ; d’autre part,
l’intermittence interne du champ scalaire, caractérisée par des lois d’échelle anormales, dont on sait
qu’elles existent même en l’absence d’intermittence du champ de vitesse (Kraichnan (1994) [90]).
En particulier, l’intermittence du champ scalaire apparâıt plus prononcée que celle du champ de

3Un exemple bien connu de ce mécanisme d’étirement–repliement par un champ de déformation lisse est la
transformation du boulanger [28]. On peut produire des petites échelles pour le scalaire sans nécessairement en
produire pour le champ de déformation.
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vitesse (voir par exemple Antonia et al. (1984) [8]), et le lien entre les deux, s’il existe, est encore
loin d’être élucidé.

La simplification du problème du scalaire passif est de plusieurs types : tout d’abord, le champ
étudié étant scalaire, les quantités statistiques à traiter sont beaucoup plus simples que dans le cas
du champ de vitesse vectoriel. L’équation qui gouverne l’évolution du champ scalaire (l’équation
de la chaleur pour le champ de température) est linéaire, contrairement aux équations de Navier-
Stokes, et donc beaucoup plus facile à manipuler. Enfin, d’un point de vue expérimental, la mesure
d’une quantité scalaire (qu’il s’agisse d’un champ de température ou de concentration) est a priori
plus aisée que la mesure du champ de vitesse, pour lequel on doit, le plus souvent, se contenter
d’une seule composante. Cependant, ces simplifications trouvent leur contrepartie dans d’autres
difficultés propres au champ scalaire, comme le mode d’injection des inhomogénéités, qui s’avère
beaucoup plus déterminant que la façon dont est forcée la turbulence elle-même ; de ce fait, plus
encore que pour le champ de vitesse, la pertinence d’une description statistique universelle du
champ scalaire est loin d’être acquise.

La compréhension de l’intermittence du champ scalaire passif suscite actuellement un très grand
nombre de travaux théoriques et numériques (voir Shraiman et Siggia (1999) [159], et Warhaft
(1999) [185], pour deux revues très récentes sur le sujet). La motivation initiale de ces études est
basée sur l’idée que le problème du scalaire passif constitue une version simplifiée du problème plus
général de la turbulence. On espère ainsi que la compréhension du phénomène d’intermittence du
scalaire passif ouvrira des pistes pour la compréhension de l’intermittence du champ de vitesse.

Les fluctuations de pression en turbulence

Alors que les fluctuations de vitesse semblent bien décrites par la théorie de Kolmogorov, tout
du moins en ce qui concerne les fluctuations caractéristiques, la dynamique et les statistiques du
champ de pression en turbulence restent en grande partie obscures. Du fait de difficultés à la
fois théoriques (aspect non local) et expérimentales (capteurs en volume), il existe peu d’études
consacrées à la pression en turbulence. Deux approches peuvent être envisagées :

a) La première est purement statistique, et se focalise sur l’intensité de ces fluctuations à
différentes échelles [?, 40], dans un esprit proche des travaux de Kolmogorov pour les fluctuations
de vitesse. L’idée est de lier les statistiques des incréments (ou gradients) de la pression à celles de
la vitesse, pour lesquelles la théorie de Kolmogorov a pu prédire, avec un certain succès, des lois
d’échelles (voir par exemple Batchelor (1950) [19]). L’étude, à la fois expérimentale et théorique,
de George et al. (1984) [71] présente de façon extensive les premières tentatives de modélisation
et de mesure de ces fluctuations de pression. Le lien entre gradient de pression et accélération
lagrangienne motive un grand nombre d’études numériques récentes [136].

b) La seconde approche est axée sur les structures remarquables d’un écoulement turbulent.
Elle a été initiée beaucoup plus récemment, lorsque Brachet (1990) [30], dans une étude numé-
rique du vortex de Taylor-Green, a souligné le lien entre le champ de pression et le champ de
vorticité, dont les simulations numériques avaient montré l’organisation en structures filamen-
taires (Siggia (1981) [160], Kerr (1985) [87]). La première observation expérimentale de structures
filamentaires dans un écoulement turbulent, par Douady et al. (1991) [61] (voir aussi Cadot et al.
(1995) [35]), qui a ouvert une voie nouvelle dans la compréhension de l’intermittence, a suscité
un engouement exceptionnel dans la communauté turbulente. La géométrie utilisée était celle
des disques en contrarotation. De nouveaux dispositifs expérimentaux ont été conçus (dans des
géométries similaires [60, 66] ou différentes [180]), et de nombreuses simulations numériques (voir
par exemple [77,140]) ont été réalisées, afin de comprendre le comportement du champ de pression
en turbulence, et en particulier le lien entre intermittence et structures filamentaires.

Comme nous l’avons dit, l’étude des fluctuations de pression est un terrain bien plus délicat
que celui des fluctuations de vitesse, à la fois d’un point de vue théorique et expérimental.

Les approches théoriques sont confrontées au double aspect cause et conséquence du champ de
pression. D’un côté, le champ de pression agit comme source du champ de vitesse, qu’il s’agisse
d’écoulements générés directement par une différence de pression (conduites, jets) ou par des con-
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Expérience Rλ Référence

DNS homogène-isotrope 230 Prakash et Yeung (1999) [136]
Grille 100–450 Mydlarski et Warhaft (1996) [117]
Jet axisymétrique, dans l’air 530 – 850 Anselmet et al. (1984) [5]
Jet d’hélium 200 – 1200 Chabaud et al. (1994) [45]
Soufflerie, couche limite 500 – 1 450 Saddoughi et Veeravalli (1994) [154]
Disques contrarotatifs 1000 – 2000 La Porta et al. (1999) [94]
dans l’eau (chapitre 4)
Soufflerie S1 de l’ONERA 2000–2720 (Axe) Castaing et al. (1990) [34]
(Modane) 3400 (Paroi)
Disques contrarotatifs 100–2000 (dissipatif) Zocchi et al. (1994) [191]
dans l’hélium 2000–5000 (inertiel)
Couche limite atmosphérique 2 800 – 13 000 Champagne (1977) [44]
Couche limite atmosphérique 10 000 – 20 000 Sreenivasan et Dhruva (1998) [169]

Table 1: Exemples de gammes de Rλ pour différentes expériences et simulations, classées par Rλ

maximum croissant. En caractère gras, les expériences étudiées dans ce mémoire.

ditions aux limites surfaciques (pales de disques par exemple). D’un autre côté, étant donné un
champ de vitesse à un instant donné, on peut en déduire le champ de pression par intégration
sur tout l’écoulement. Dès lors, les notions d’homogénéité et d’isotropie locales, hypothèses in-
contournables pour rendre abordables les calculs de statistiques du champ de vitesse, deviennent
clairement problématiques pour le champ de pression, intrinsèquement dépendant des conditions
de forçage à grande échelle.

En ce qui concerne les études expérimentales, la situation n’est guère plus simple. Passées
les descriptions qualitatives des structures de basse pression, une approche plus quantitative est
rapidement confrontée à la difficulté de la mesure. Deux voies sont envisageables : La première
consiste en l’utilisation de capteurs mesurant localement une force exercée à leur surface. Cette
approche souffre généralement de la perturbation de l’écoulement par le capteur et, de façon plus
problématique, de l’aspect inévitablement surfacique de la mesure d’une quantité intrinsèquement
volumique ; ces aspects seront discutés dans l’Annexe C. La seconde voie consiste en de nouvelles
techniques expérimentales de mesure volumique non intrusive, mettant à profit une propriété
physique du fluide liée à la pression4. C’est dans cette nouvelle voie que se situent les expériences de
cavitation dans l’eau que nous présenterons au chapitre 4 : nous montrerons comment la nucléation
de bulles de vapeur dans les régions de basse pression permet non seulement d’effectuer une
visualisation à seuil des structures de basse pression, mais aussi donne accès à la partie négative
des distributions de pression en volume.

Les expériences à très hauts nombres de Reynolds

Survol des expériences classiques

Pour caractériser les propriétés statistiques de la turbulence développée, et en particulier de leur
aspect supposé universel à petite échelle, le nombre de Reynolds, Re = UL/ν, n’est pas une quan-
tité très adaptée : sa dépendance explicite en la taille et la vitesse caractéristiques de l’écoulement,
et la part d’arbitraire qui leur sont attachées, rendent difficile toute comparaison entre différentes
expériences (jets, couches limites, sillages. . . ). En particulier, deux écoulements de même “in-
tensité” turbulente peuvent être advectés par des vitesses moyennes 〈U〉 très différentes. Afin de

4Citons ici, bien qu’il ne s’agisse pas de mesure du champ de pression lui-même, des mesures non intrusives
de diffusion d’ultrasons par la vorticité, dans des écoulements turbulents (Dernoncourt et al. (1998) [60]) ou au
voisinage d’un tourbillon isolé (Manneville et al. (1999) [105]).
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quantifier cette “intensité”, sans référence explicite aux quantités à grande échelle de l’écoulement,
on définit habituellement un nombre de Reynolds microéchelle (ou de Taylor),

Rλ = u′λ/ν,

où u′ = 〈u2〉1/2 est l’écart type des fluctuations de vitesse (u est de moyenne nulle), et λ, l’échelle de
Taylor, est une échelle caractéristique des corrélations de vitesse. Bien que cette écriture n’exclue
pas a priori de dépendance vis-à-vis des conditions particulières de forçage, un grand nombre de
propriétés à petites échelles de la turbulence semblent bien caractérisées par cet unique paramètre
de contrôle (voir par exemple Sreenivasan et Antonia (1997) [168]). D’après les hypothèses de
similitude de Kolmogorov, on peut montrer que ces deux nombres de Reynolds sont liés par la loi :

Rλ ∝
√

Re,

où le préfacteur dépend de la géométrie de l’expérience. Dans la suite, nous utiliserons ce nombre
pour caractériser notre écoulement, ainsi que pour comparer nos observations avec d’autres expé-
riences.

Nous avons rassemblé sur le tableau 1 quelques gammes typiques de nombres de Reynolds
microéchelle pour différentes expériences.

Les nombres de Reynolds les plus élevés sont atteints en turbulence atmosphérique [169] ;
cependant, les conditions de stabilité, le rythme diurne, imposant de ne retenir que quelques
extraits utiles du signal, ne permettent pas toujours l’obtention de statistiques importantes. De
plus, le taux de fluctuation parfois élevé peut rendre ces mesures délicates à interpréter. Un taux de
fluctuation inférieur à 20 % semble limiter les nombres de Reynolds de la turbulence atmosphérique
à Rλ ∼ 104.

En ce qui concerne les expériences en laboratoire, utilisant le plus souvent l’air comme fluide
de travail, les nombres de Reynolds les plus élevés sont atteints dans les grandes souffleries [5,154].
Cependant, celles-ci sont en grande partie vouées à l’ingénierie aéronautique, et les conditions de
contrôle et de stabilité peuvent grandement compliquer la tâche de l’expérimentateur pour l’étude
des petites échelles de la turbulence.

Les nombres de Reynolds de la turbulence de grille sont assez faibles, mais cet écoulement est
réputé satisfaire les hypothèses académiques d’homogénéité et d’isotropie de façon excellente. Les
nombres de Reynolds plus élevés accessibles en jet sont au détriment d’un taux de fluctuation
plus élevé. Citons également les expériences de souffleries cryogéniques (dédiées à l’aéronautique),
fonctionnant à l’azote gazeux, et pouvant atteindre Rλ ∼ 104 (Kilmore (1998) [63]).

Les nombres de Reynolds atteints dans les expériences à l’hélium sont parmi les plus élevés, et
surtout présentent les gammes de variation les plus larges5. Ces expériences sont les seules capables
de couvrir plus d’une décade de Rλ. On trouvera dans Donnelly et Sreenivasan (1998) [63] une
révue récente des expériences de turbulence et de convection en environnement cryogénique.

L’hélium à basse température

Afin d’atteindre de très hauts nombres de Reynolds UL/ν, plutôt que de chercher à augmenter
UL, l’alternative consiste à diminuer ν ; c’est ce que permettent les fluides à basse température,
et en particulier l’hélium autour de 5 K (voir le tableau 2).

Les plus basses viscosités cinématiques, pour les fluides classiques 6, sont atteintes dans l’hé-
lium liquide : 2.6 ·10−8 m2 s−1, soit près de 600 fois moins que dans l’air et 40 fois moins que dans
l’eau. L’autre avantage offert par l’emploi des fluides cryogéniques, et sans doute le plus important,
est la possibilité de faire varier cette viscosité, et donc le nombre de Reynolds, à géométrie fixée,
ce qui est impossible avec les fluides usuels. En faisant varier la pression et la température dans

5Citons ici le projet de construction d’un cryostat de 10 m, au Brookhaven National Laboratory [63], permettant
de couvrir des domaines Rλ = 600–4 000 en turbulence de grille, et 3 000–30 000 en convection (échelles dissipatives
non résolues dans ce dernier cas).

6Les superfluides ont une viscosité qui chute à 0 à température nulle.
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Fluide T (K) ρ (kg/m3) ν (m2 s−1)

Air 300 1.2 1.5 10−5

Eau 300 1000 1.0 10−6

Azote liquide 1 bar 77 810 2.0 10−7

Hélium gazeux 10 mbar 6 0.08
Hélium gazeux 100 mbar 6 0.8 1.8 10−7

Hélium gazeux 1 bar 6 9 7.6 10−8

Hélium gazeux 3 bar 6 42 2.8 10−8

Hélium liquide 1 bar 4 125 2.6 10−8

Table 2: Densité et viscosité cinématique de quelques fluides.

la région 4 – 6 K, 10 mbar – 3 bar (voir le tableau 2), les propriétés du fluide — et notamment sa
densité ρ — varient grandement, et permettent de couvrir une gamme de viscosité cinématique de

ν = 2.8 · 10−8 à 1.1 · 10−5 m2 s−1 ,

soit presque trois ordres de grandeur. Ainsi, dans une géométrie de petite taille (L = 20 cm), et
avec des vitesse modérées (U = 0.2–5 m/s), il est possible de couvrir plus de 4 ordres de grandeurs

Re ' 3 · 103 à 4 · 107.

L’équivalent de cette gamme est, en terme de nombre de Reynolds microéchelle,

Rλ ' 100 à 5000.

Ces valeurs maximales sont proches de celles rencontrées en turbulence atmosphérique ou
océanique, ainsi que dans les applications navales ou aérospatiales7 (Re ' 108–109). De telles
viscosités cinématiques équivalent, grosso modo, à décaler de 4 ordres de grandeur vers le bas
la gamme d’échelles de longueur en jeu dans l’écoulement, de l’échelle d’injection à l’échelle de
dissipation. Le revers de la médaille est la résolution, spatiale et temporelle, nécessaire pour étudier
les statistiques des petites échelles. A titre de comparaison, l’échelle de Kolmogorov, en turbulence
atmosphérique, est de l’ordre du millimètre, et peut atteindre le micron dans nos expériences. Cette
contrainte limite en pratique notre gamme de nombres de Reynolds à Rλ ' 100 à 2000 ; la gamme
2000 – 5000 a été explorée afin d’étudier l’évolution des les lois d’échelles anormales du domaine
inertiel, mais ne sera pas étudiée dans le présent mémoire.

Plan de ce mémoire

Chapitre premier — Les dispositifs expérimentaux dans l’hélium Nous décrirons dans
ce chapitre les dispositifs utilisés pour les mesures de vitesse et de température des chapitres 2
et 3. Après une rapide description des propriétés de l’hélium gazeux à basse température, nous
détaillerons les deux cellules expérimentales, ainsi que les aménagements spécifiques à chaque
étude. La fabrication des sondes (thermomètres et anémomètres), leur calibration et leur résolu-
tions seront décrits en détail.

Chapitre deuxième — Etude expérimentale des transferts d’énergie Nous nous con-
sacrerons à une étude détaillée des transferts d’énergie, en mettant l’accent sur l’influence des
grandes échelles et des effets visqueux à nombres de Reynolds modérés. Nous montrerons que
l’équation de Kolmogorov est remarquablement satisfaite dans la gamme Rλ = 100 – 1200, et
nous mettrons en évidence une tendance très lente vers un régime asymptotique (Re → ∞).

7A titre de borne supérieure, citons la convection turbulente solaire, dont le nombre de Reynolds avoisine
1013 [63].
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Chapitre troisième — Etude des fluctuations thermiques dans l’hélium Nous pré-
senterons dans ce chapitre de nouvelles expériences de fluctuations de température, considérées
comme un champ scalaire passif, dans l’hélium à basse température. Nous détaillerons l’étude des
deux aspects de l’intermittence du champ scalaire passif : la persistance de l’anisotropie à petite
échelle, et l’observation de lois fortement anormales dans le domaine inertiel. Nous nous pencherons
sur les caractéristiques des fronts thermiques, responsables de la persistance de l’anisotropie, et
discuterons leur influence sur les lois d’échelles anormales.

Chapitre quatrième — Une étude des structures de basse pression en turbulence
Dans ce chapitre il sera traité d’observations nouvelles concernant les filaments de basse pression
observés dans l’écoulement turbulent généré entre deux disques en contrarotation. Ces obser-
vations sont effectuées grâce à la cavitation dans l’eau, permettant d’obtenir une mesure non
intrusive des structures de basse pression en volume. Nous montrerons que la cavitation permet
d’obtenir à la partie négative de la distribution de pression en volume, non accessible par une
mesure conventionnelle.



Chapter 1

Les dispositifs expérimentaux
dans l’hélium

Dans ce chapitre, nous allons nous attacher à décrire les dispositifs expérimentaux utilisés dans
cette thèse pour les mesures de fluctuations de vitesse et de température (chapitres 2 et 3). Le
fluide utilisé est de l’hélium gazeux à une température voisine de 5 K, et la turbulence est générée
par la rotation de deux disques en vis-à-vis dans un cylindre. Deux dispositifs utilisant l’hélium ont
été conçus à partir de cette géométrie par J. Maurer et G. Zocchi (voir Zocchi et al. (1994) [191]
et Belin (1998) [24]).

Après une description rapide des propriétés de l’hélium, nous détaillerons les dispositifs expé-
rimentaux utilisés, l’environnement cryogénique et les contraintes qui y sont associées. Nous
décrirons les cellules dans lesquelles l’écoulement turbulent est généré, ainsi que les aménagements
spécifiques aux différentes études — mesures de vitesses en contra-rotation ou en couche limite
rugueuse, mesures de température en aval d’une grille chauffée.

Nous nous pencherons ensuite sur les capteurs de vitesse et de température que nous utilisons
pour les mesures locales, et les techniques associées à chacune de ces mesures. Nous approfondirons
plus particulièrement les mesures de températures, nouvellement développées pour ce travail de
thèse. Enfin, nous décrirons rapidement l’écoulement dans les différentes configurations.

1.1 Le dispositif expérimental

1.1.1 Propriétés physiques de l’hélium à basse température

Sur la figure 1.1 est représenté un diagramme de phases de l’hélium 4He. Pour des températures
supérieures à 2.2 K, l’hélium se comporte comme un fluide classique. La vitesse du son, de l’ordre
de 200 m/s, est grande comparée aux vitesses typiques en jeu dans l’écoulement que nous étudions
(de l’ordre du m/s), ce qui nous permet d’utiliser l’approximation de fluide incompressible. Nous
travaillerons dans l’hélium gazeux et dans la région inférieure de la phase supercritique, dans
un domaine de température de 4.2 à 6.5 K, et de pression entre 10 mbar et 3 bar (voir la zone
grisée sur le diagramme des phases). C’est essentiellement cette variation en pression, et donc en
densité, d’un facteur 300, qui nous permet de faire varier la viscosité cinématique sur la gamme1

ν = 2.8 · 10−8 – 1.1 · 10−5 m2 s−1.

Il est possible en théorie de travailler également dans la phase liquide 2 ; cependant, le com-
portement de nos anémomètres est assez différent dans cette phase : à haute vitesse, le régime de

1La viscosité dynamique η, elle, varie beaucoup moins, seulement d’un facteur 2 sur le domaine (P, T ) étudié.
La variation de viscosité cinématique ν = η/ρ dépend donc, pas trop près de la ligne critique, essentiellement de la
densité ρ.

2Aussi appelée hélium I, par opposition à la phase superfluide appelée hélium II.
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Figure 1.1: Diagramme de phases de l’hélium (la phase solide, non représentée, est à P > 25 bar).
Les expériences ont lieu dans le gaz. Lorsque la cellule est fermée, le gaz reste sur une ligne
isodensité, indiquée par les traits pointillés (de bas en haut : ρ = 5, 10, 20 et 40 kg/m3). Le point
critique C (5.20 K, 2.29 bar) a la densité la plus élevée qui puisse être atteinte par le gaz, ρc =
69.3 Kg/m3. Aux faibles densités, ρ <∼ 10 kg/m3, le gaz peut être considéré comme parfait (vérifiant
l’équation d’état P = ρkT/M). La zone grisée correspond aux conditions d’expérimentation.

transfert de chaleur semble changer, rendant les calibrations douteuses, et nous avons préféré nous
restreindre aux phases gazeuse et supercritique.

Pour les mesures de fluctuations de température, nous avons également besoin de connâıtre la
variation du nombre de Prandtl,

Pr = ν/κ,

défini comme le rapport de la viscosité cinématique et de la diffusivité thermique. Suffisamment
loin de la ligne critique, dans la région gazeuse, nous avons

Pr ' 0.7 à 0.9,

proche des valeurs obtenues dans la plupart des gaz ; ceci s’explique par le fait que pour un gaz,
le même mécanisme physique, l’agitation thermique, est responsable du transport de proche en
proche de la chaleur ρcpT et de la quantité de mouvement ρ~u. En revanche, à plus haute pression,
l’aspect plus “liquide” du fluide supercritique commence à se faire sentir, et le nombre de Prandtl
atteint 6.7 au point critique (le nombre de Prandtl de l’eau, à température et pression ambiantes,
vaut environ 6). Cependant, pour des raisons qui seront explicitées plus loin, les expériences de
fluctuations de température n’ont été menées pour l’instant que dans une gamme de pression
restreinte (0.3 < P < 2 bar), et nous restons dans la situation Pr ' 0.7–0.9.

1.1.2 Les cellules

Dans la plus grande des deux cellules ont été réalisées les expériences de fluctuations de vitesse
en modes contra- et co-rotatif, décrites au chapitre 2, ainsi que les expériences de fluctuations de
température en corotatif en aval d’une grille chauffante, décrites au chapitre 3. Dans la seconde
ont été réalisées des expériences en contra- et co-rotation avec obstacle, également décrites dans
le chapitre 2. Le tableau 1.1 résume quelques caractéristiques de chacune de ces cellules.
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La petite cellule

Figure 1.2: Petite cellule à l’échelle 1:3.

Nous nous contenterons ici d’une description sommaire de la petite cellule, en reportant le
lecteur à Belin (1998) [24] où la description est plus complête. Outre le rapport d’aspect légèrement
supérieur (h/D = 0.84 pour la petite, 0.65 pour la grande), la différence réside essentiellement en la
présence de 8 obstacles triangulaires dans la petite cellule, disposés radialement (voir la figure 1.2).
En corotation, la turbulence est essentiellement produite par la présence de ces obstacles.

La grande cellule

La grande cellule consiste en un cylindre en aluminium de 20 cm de diamètre, dans lequel sont
disposés en vis-à-vis deux disques, de même diamètre et distants de 13 cm (voir figures 1.3 et 1.4).
Ces disques sont munis de 6 pales de 3 cm de hauteur ainsi que d’une “jupe”, cerclage extérieur
de la hauteur des pales.

Ces disques sont mis en rotation à l’aide de moteurs (Escap) fonctionnant en courant continu, à
des puissances de l’ordre du watt — la puissance à fournir étant fonction de la vitesse de rotation et
de la densité du fluide à entrâıner. Afin de pouvoir fonctionner à basse température, ces moteurs
sont entièrement dégraissés, par nettoyage aux ultrasons. Pour diminuer les frottements, nous
allégeons la contrainte mécanique des contacts sur le rotor.

La fréquence de rotation des disques est déterminée en mesurant les oscillations de tension
induites par la rotation des moteurs à l’aide d’un analyseur de spectre (décrit en section 1.2.4).
Cette calibration doit être effectuée pour chaque densité ainsi que pour les deux modes (co- et
contra-rotation) ; on obtient typiquement 1 V pour 4 Hz.

Cellule Diamètre Hauteur h/D Particularités

Grande 20 cm 13 cm 0.65 cf. tableau 1.2
Petite 6.3 cm 5.3 cm 0.84 Obstacles triangulaires
Expérience à l’eau 20 cm 33 cm 1.65 Milieu “infini”

Table 1.1: Les différentes cellules. Les deux premières cellules concernent les expériences à l’hélium
et sont décrites dans ce chapitre. La troisième, donnée à titre de comparaisons, concerne les
expériences de cavitation dans l’eau et sera décrite au chapitre 4.
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Figure 1.3: Grande cellule vue de l’extérieur.

Figure 1.4: Grande cellule, à l’échelle 1:3. La sonde mobile et la rangée d’obstacle (figurée par les
rectangles sur la paroi de la cellule) sont utilisées dans la configuration D (voir le tableau 1.2,
p. 38).
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Figure 1.5: Schéma de la rangée d’obstacles utilisée dans les expériences de “couche limite
rugueuse” (configuration D), à gauche, et photo de ce dispositif avec une sonde fixe, à droite.

En fonction des différents types d’expériences dans cette cellule, des aménagements spécifiques
ont été réalisés : une rangée d’obstacles, pour l’étude de la turbulence dans une situation de couche
limite rugueuse, et une grille chauffante pour l’étude des fluctuations de température.

Couche limite rugueuse Nous avons disposé une rangée d’obstacles (voir les figures 1.4 et 1.5),
constituée de barreaux de section carrée, de 5 mm de coté, 6 cm de haut et équidistants de 1 cm, à
la périphérie du cylindre. Dans cette configuration, nous avons utilisé un moteur pas à pas (Escap
P310), fixé sous la cellule, permettant de déplacer une sonde à différentes distances de la paroi. La
sonde décrit un arc de cercle de rayon 5 cm. Il est donc possible d’explorer la gamme de distance
0–5 cm de la paroi, avec une précision de 50 µm.

Forçage thermique : la grille chauffante Pour l’étude des fluctuations thermiques, le forçage
thermique que nous avons adopté est celui d’une grille chauffante, en aval de laquelle sont mesurées
les fluctuations de température. Ce choix a été dicté par deux contraintes : les symétries du
forçage thermique devaient être suffisamment simples, et les fluctuations induites suffisamment
importantes pour être mesurables.

La grille est constituée d’un double réseau de fils de Nichrome (résistivité 33.5 Ω/m, indépen-
dante de la température), de diamètre d = 250µm, tendu sur un cadre rigide, de 4.5 cm × 4.0 cm.
La résistance totale du réseau est Rg = 2 × 30 Ω. La maille de ce réseau est de M = 2.0 mm,
et la solidité, définie comme le rapport de la surface masquée par les fils sur la surface totale, est
de 0.22. La grille est placée à 1.0 cm de la paroi, à 2.5 cm du disque inférieur et à 6.0 cm du disque
supérieur. La figure 1.6 est une vue d’ensemble du dispositif expérimental, et les figures 1.7 et 1.8
montrent la situation de la grille et des sondes de température dans la cellule.

1.1.3 Les cryostats

Les figures 1.9 et 1.10 représentent les deux cryostats utilisés, destinés à accueillir les deux cellules
que nous venons de décrire.

Le grand cryostat, représenté en figure 1.9, consiste en un réservoir de 200 L en acier inoxydable
contenant de l’hélium liquide dans lequel est immergé le dispositif expérimental. Le bain d’hélium
liquide est en équilibre avec sa vapeur, à 4.2 K sous pression atmosphérique (connecté au réseau du
liquéfacteur d’hélium). Le niveau d’hélium disponible est mesuré par une jauge supraconductrice.
Ce réservoir est isolé de l’extérieur par 4 enceintes gigognes, de 2 mm d’épaisseur, entre lesquelles
règne un vide moléculaire : 10−6 mbar à température ambiante, et jusqu’à 10−7 à froid (effet
du pompage cryogénique). Chaque enceinte encaisse une fraction de la différence de température
entre l’extérieur, à 300 K, et l’intérieur, à 4.2 K.

La cellule est contenue dans un dewar empli d’hélium gazeux (noté dewar intérieur sur la
figure 1.9). Afin de pouvoir stabiliser la température du gaz légèrement au-dessus de 4.2 K, ce
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Figure 1.6: Dispositif expérimental utilisé pour le forçage thermique, à l’échelle 1:3. La ligne
pointillée représente le plan équidistant aux disques. Le bras mobile n’est pas représenté ici.

(a)
(b)

Figure 1.7: (a) : Schéma indiquant la position de la grille et d’une sonde. (b) : Photographie de
la grille (vue de dessous). A droite se trouvent deux sondes fixes, distantes de 4.1 et 5.8 cm (soit
respectivement x/M ' 20 et 29), et à gauche la sonde montée sur le bras mobile.
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Figure 1.8: Dispositif grille-sonde (vue de dessus, si la sonde représentée est une des deux son-
des fixes). Localement, en négligeant la courbure, on peut adopter un système de coordonnées
orthogonal (x, y, z), tel que l’écoulement moyen soit selon x.

dewar est placé à l’intérieur d’un second dewar (noté dewar extérieur), entre lesquels règne un vide
poussé (jusqu’à 10−7 mbar). L’étanchéité des dewars est assurée à l’aide de joints d’indium. Le
transfert thermique — évacuation de la chaleur de l’hélium gazeux vers le bain d’hélium liquide —
est assuré par un pont thermique, reliant entre eux les plateaux fermant les deux enceintes.

Une fois la cellule et ses deux enceintes placées dans le cryostat, il reste une réserve d’environ
80 L d’hélium liquide. Le taux d’évaporation moyen étant d’environ 0.4 L/h, la cellule peut être
conservée à froid, en l’absence d’expérience, pendant une semaine environ. Les expériences de
fluctuation de vitesse sont régulées à une puissance typique de 1 W, et augmentent cette dissipation
de 1.4 L/h, soit environ 2 jours d’autonomie. Les expériences de fluctuation de température,
elles, peuvent consommer jusqu’à 8 L/h aux plus hautes pressions accessibles, ce qui réduit cette
autonomie à une dizaine d’heures environ (soit jusqu’à un transfert d’hélium liquide par jour).

Le petit cryostat, représenté en figure 1.10, est d’une conception quelque peu différente. Il est
constitué d’un bain d’azote liquide ouvert à la pression atmosphérique (à 77 K), dans lequel est
plongé une enceinte contenant l’hélium liquide. Les deux dewars ambiant–azote et azote–hélium
ont des doubles parois de verres épais, entre lesquelles règne un vide moléculaire. La cellule est
immergée dans le bain d’hélium liquide. Elle contient 8 L d’hélium gazeux, isolé thermiquement
de l’hélium liquide par une double enceinte, dans laquelle règne un vide cryogénique.

Transferts de chaleur cellule–cryostat

Le maintien de la température dans la cellule est assuré au moyen d’un système de régulation : la
chaleur apportée au gaz provient d’un réseau de fils résistifs encerclant la cellule, ainsi que de la
puissance fournie par les disques et dissipée par l’écoulement turbulent (échauffement local dû à
la dissipation visqueuse). Pour les expériences de fluctuation de température, la chaleur apportée
provient de la grille, et il n’est pas nécessaire d’utiliser ce réseau résistif — nous détaillerons les
transferts de chaleur dans cette situation dans la section suivante. Ce réseau de résistances est
asservi par par une sonde de température en germanium, via un pont de régulation. En régime
stationnaire, la puissance Pr apportée par ce réseau compense la puissance transférée de la cel-
lule vers le cryostat, que l’on peut écrire Pc = β(T0 − Tc), où β est la conductance thermique
cellule–cryostat. La température d’équilibre du gaz, résultant de ce bilan de puissance, est donc
contrôlée par cette conductance. Elle devra être suffisamment basse, afin de permettre de travailler
à température élevée (jusqu’à T0 ' 6.5 K typiquement) sans dissiper trop vite le bain d’hélium
liquide. Par contre, si la conductance est trop basse, la température de la cellule augmente trop
rapidement et devient impossible à réguler. C’est la raison pour laquelle la cellule est maintenue
dans une double enceinte, isolée par le vide, qui minimise la conduction. Le pont thermique, un
cylindre de cuivre d’environ 50 cm2 de section, conduit la chaleur à raison de β ' 1 W/K. Dans ces
conditions, la régulation débitera une puissance de l’ordre du watt pour maintenir la température
du gaz aux alentours de 5 K.
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Figure 1.9: Grand cryostat, à l’échelle 1:10.
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Verre

Dewars

Azote
Liquide

H�lium
liquide

Pont thermique

Cellule

Figure 1.10: Petit cryostat, à l’échelle 1:10.

Transferts de chaleur en présence de la grille chauffante

Nous allons considérer maintenant les transferts de chaleur dans le cas des mesures de température,
pour lesquelles le forçage thermique est assuré par une grille chauffante. La géométrie fermée de
notre écoulement fait que la puissance injectée par la grille tend à élever la température moyenne,
problème qui ne se pose pas en géométrie ouverte où le fluide chauffé est évacué. Les contraintes
qui en découlent imposent un compromis entre :

1. Une température moyenne du fluide pas trop élevée, dans la gamme 5–10 K, dans la région
de forte sensibilité de notre capteur (cette sensibilité chute d’un facteur 4 environ entre 5 et
10 K).

2. Un chauffage de la grille suffisant, afin d’induire des fluctuations de température d’au moins
10 mK (rapport (signal/bruit)2 d’au moins 40 dB, voir section 1.3.4).

3. Enfin, une puissance dissipée par la grille (égale, en régime stationnaire, à la puissance
transférée au bain d’hélium liquide du cryostat), raisonnable afin de manipuler pendant un
temps suffisant, typiquement de quelques heures. La réserve de 40 L d’hélium liquide du
cryostat nous permet, à raison de 1 W ' 1.4 L/h, de travailler à une puissance dissipée
maximale de l’ordre de 6 W.

Explicitons un peu ces points : la puissance dissipée par la grille est donnée par Pg = α(Tg−T0),
où la fonction α(Nu) inclut la conductivité thermique et la dimension caractéristique de la grille. Le
nombre de Nusselt, Nu, caractérise l’efficacité du transfert convectif par rapport au seul transfert
par conduction. La dépendance en la vitesse du fluide, par l’intermédiaire du nombre de Nusselt,
peut en fait être oubliée : étant en géométrie fermée, le fluide passera plusieurs fois à travers la
grille jusqu’à atteindre sa température moyenne d’équilibre T0, qui ne dépendra donc pas in fine
de la vitesse ; nous avons mesuré α '1.1 W/K. La puissance évacuée de la cellule vers le bain
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Tg T0

Tc

P P

1/α 1/β

Figure 1.11: Schéma électrique équivalent au système grille–cellule–cryostat. En régime station-
naire, les puissances transférées (analogues au courant) sont égales. On en déduit la différence de
température grille-cellule Tg − T0 (analogue à une différence de potentiel électrique)

d’hélium s’écrit comme précédemment Pc = β(T0 − Tc), où Tc = 4.2 K est la température de
l’hélium liquide, et β la conductance thermique cellule–cryostat. En régime stationnaire3, on a
Pg = Pc, le système tend donc vers une température moyenne T0 résultant de l’équilibre entre ces
deux puissances :

T0 =
αTg + βTc

α + β

Ceci est figuré sur un schéma électrique équivalent, figure 1.11. Afin de travailler à T0 suffisamment
bas (points 1 et 3) tout en induisant des fluctuations de température ∝ (Tg − T0) suffisamment
élevées (point 2), nous avons cherché à augmenter le coefficient β de transfert cellule-cryostat.
Avec un vide moléculaire entre les deux dewars, ce transfert est assuré par le seul pont thermique
supérieur (soit environ β ' 1 W/K). S’il est trop élevé, la température dans la cellule sera trop
inhomogène (élevée au centre, basse près des parois en contact avec le cryostat) et donc très
difficile à mesurer. Nous avons pu augmenter sensiblement ce coefficient de transfert en laissant
une pression résiduelle d’environ 1 mbar d’hélium entre les dewars, permettant de réduire la
différence de température T0 − Tc d’un facteur 3 environ (typiquement T0 ' 6 K) ; il semble
pour l’instant difficile de faire mieux. Dans un proche avenir, une meilleure résolution de nos
détecteurs permettra de travailler à puissance de grille bien inférieure, et donc de s’affranchir de
cette contrainte.

1.2 Mesures locales : anémométrie et thermométrie

Les mesures effectuées sont de deux types : mesures de vitesse, par anémométrie à fil chaud,
et mesures de température, par thermométrie à fil froid. Les mêmes capteurs nous permettent de
réaliser ces deux types de mesure, seul diffère l’asservissement électronique. Les capteurs habituels,
anémomètres et thermomètres, ne pouvant fonctionner dans un environnement cryogénique, nous
devons fabriquer nos propres sondes. Nous reportons le lecteur à Belin (1998) [24] pour les détails
de fabrication, nous nous contentons ici d’en rappeler les grandes lignes.

1.2.1 Fabrication des sondes

Nos sondes consistent en une fibre de carbone de 7 µm de diamètre et de résistivité environ
10 Ω/µm à basse température, tendue sur un cadre rigide d’environ 2 mm. Le choix du carbone
est motivé par son assez bonne dépendance résistivité–température et son très faible coefficient de
dilatation thermique. Le support est une fil d’acier inoxydable isolé, de 250 µm de diamètre, et
coudé sur 2 mm de large (voir la figure 1.12). Sur ce support est fixé un cadre en Invar 36 (alliage
fer-nickel), constitué de deux “L” tête-bêche, au moyen d’un collage au stycast (résine d’expoxyde,
isolante). La fibre de carbone est tendue et collée en travers de ce cadre, en suspendant un écrou
pendant la durée du séchage de la colle. Cette méthode permet d’assurer une bonne tension de la
fibre (1 g), et d’éviter les vibrations de celle-ci dans l’écoulement.

3On peut négliger ici la puissance fournie par la rotation des disques, qui contribue beaucoup moins à l’élévation
de la température moyenne dans ce cas.
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Figure 1.12: Schéma d’une sonde et de son support. Lors de dépôt métallique par évaporation, une
seconde fibre est placée perpendiculairement à la première, afin de faire un cache qui empêche le
dépôt sur la zone centrale.

Figure 1.13: Sonde avant évaporation. On distingue la fibre, horizontale, et le cache, vertical,
tendus sur le cadre en Invar. Après évaporation, le cache est ôté.
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Figure 1.14: Photos par microscopie électronique de la fibre après évaporation. A gauche : 1 cm
représente 1.3 µm. A droite : 1 cm représente 0.25 µm.

L’intérêt du cadre en Invar est de présenter un coefficient de dilatation thermique très faible,
et surtout très proche de celui du carbone4 ; ceci permet de garder la fibre correctement tendue
lors de la mise à froid. En outre, ce cadre permet de fixer à la fibre les connections électriques
sans risque de l’endommager. Ces fixations sont faites au stycast puis, après séchage, en couvrant
l’ensemble connections + branche du cadre en Invar + extrémité de la fibre d’une solution de laque
d’argent, qui assure une excellente conduction électrique.

La seconde étape consiste à effectuer un dépôt métallique sur l’ensemble de la fibre, à l’exception
d’une zone centrale “nue”, qui sera la zone sensible de notre capteur. Pour ce faire, nous disposons
un cache, en général une fibre du même type que la première fixée sur le cadre perpendiculairement
à la première fibre. Nous déposons une double couche argent + or, d’épaisseur 500 à 2000 Å, par
évaporation (sous pression 10−10 bar, et à vitesse ∼ 10 Å/s).

Le diamètre du cache impose donc la longueur de la zone sensible. La résistance de la sonde
est due essentiellement à cette zone nue, le dépôt métallique étant de résistance bien moindre
sur le reste de la fibre ; environ 1/3 de la résistance totale de la sonde est due à cette zone
sensible. Elle doit être suffisamment courte pour permettre une bonne résolution spatiale (comparée
à l’échelle de Kolmogorov η, comprise entre 1 µm et 300 µm), mais pas trop afin de ne pas
affecter la sensibilité (c’est-à-dire la dépendance résistance-température). Pour les mesures en
thermométrie, pour lesquelles la sensibilité est un critère bien plus contraignant que la résolution
spatiale (η > 40 µm aux Reynolds auxquels nous avons travaillé), nous avons utilisé des caches de
7 et 25 µm ; pour les mesures en anémométrie, les caches sont tous de 7 µm.

1.2.2 Mesures de température

Qu’ils s’agisse des mesures de vitesse ou de température, l’électronique d’asservissement consiste
en un pont de Wheatstone amplifié. Dans le cas de la température — le plus simple — il s’agit d’un
montage à courant constant (et faible), permettant la mesure des fluctuations de la résistance :
c’est la technique de fil froid. Dans le cas de la vitesse, il s’agit d’un montage à température
constante, permettant la mesure des fluctuations de puissance dissipée, nécessaire au maintien de
la température de la sonde : c’est la technique du fil chaud.

Thermométrie : pont à courant constant

Principe Le principe de la thermométrie à fil froid consiste simplement en la mesure des vari-
ations de la résistance en fonction de la température locale du fluide, tirant partie de la grande

4Le coefficient de dilatation thermique de l’Invar à température ambiante est de 2 · 10−6 K−1, à comparer aux
valeurs des métaux usuels, autour de 1 − 2 · 10−5 K−1.
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Figure 1.15: Schéma d’asservissement du pont à courant constant. Lorsque le pont est équilibré,
E=0, et Iw = I0/2.

sensibilité du carbone à basse température. Pour des variations faibles autour d’une moyenne T0,
on peut linéariser la variation de résistance [100] :

Rw = R0[1 + α(Tw − T0)], (1.1)

où Tw est la température du fil, supposée égale à celle du fluide (ce point sera discuté plus loin). Le
coefficient de résistivité α = 1/R0(∂Rw/∂T )T0 est négatif (comme pour la plupart des matériaux à
basse température). Afin de mesurer cette résistance Rw(T ), on fait circuler un courant faible Iw,
et l’on mesure les fluctuations de la tension E = Rw(T )Iw. Näıvement, plus Iw sera élevé, plus les
fluctuations de tension seront faciles à détecter ; cependant, un fort courant va chauffer la sonde
et diminuer sa résistance, et la température mesurée sera celle de la sonde et non celle du fluide.
De plus, la puissance dissipée P = RwI2

w, emportée par le fluide, conduira à une tension mesurée
E =

√
PRw qui sera essentiellement sensible au transfert de chaleur sonde–fluide, et donc à la

vitesse (c’est d’ailleurs le principe de l’anémométrie à fil chaud). Un compromis doit être trouvé,
consistant à utiliser un courant maximum sans trop chauffer le fil, afin qu’il ne soit sensible qu’à
la température — d’où le nom de thermométrie à fil froid.

Le circuit électronique La figure 1.15 représente le pont à courant constant utilisé à cet
effet. Le capteur constitue une des branches du pont, équilibré par une résistance Req (les deux
résistances Rp sont égales à 5 kΩ). On ajuste cette résistance à la valeur R0 +Rc, où R0 = Rw(T0)
est la résistance moyenne du capteur et Rc la résistance des connections (descente des fils dans le
cryostat + supports), de sorte que le pont soit à l’équilibre. Pour un fin contrôle du courant de
pont, nous utilisons une source fournissant un courant stabilisé I0, ajustable de façon numérique
entre 1 µA et 100 µA ; lorsque le pont est équilibré, on a Iw = I0/2. Le déséquilibre du pont, causé
par une variation de température, est amplifié par un amplificateur opérationnel de gain G=1000.
La tension en sortie est donc donnée par :

E = GIw(Rs(T ) − R0) = GR0Iwα(Tw − T0),

soit des fluctuations
∆E = GR0Iwα∆Tw. (1.2)

Calibration et performances

Sensibilités D’une manière générale, afin de rendre compte de la réponse du capteur aux vari-
ations de température et de vitesse, on peut écrire [100] :

∆E(T, U) = ST ∆T + SU∆U,
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Figure 1.16: Calibration d’une sonde de température, à Iw = 20 µA et ρ = 12.5 kg/m3 (P = 1.2 bar
à T = 5.6 K). Le trait continu est un ajustement par un polynôme du second degré.

où les coefficients ST = ∂E/∂T )U et SU = ∂E/∂U)T définissent les sensibilités respectives. Elles
dépendent a priori des propriétés du fluide (conductivité et diffusivité thermiques) ainsi que de
celles de la fibre de carbone.

La figure 1.16 représente les variations du signal mesuré à vitesse de rotation constante, en
fonction de la température moyenne T0 du fluide dans la gamme 4.3 – 6.7 K (il est nécessaire
d’avoir un écoulement moyen, afin d’homogénéiser la température et d’éviter d’éventuels effets de
convection). Nous constatons que localement, pour des variations de température ∆T faibles (de
l’ordre de 1 à 10 % de T0), un ajustement linéaire est tout à fait acceptable. La sensibilité de la
sonde évolue légèrement avec la température,

ST =
∂E

∂T
' −0.19 à − 0.13 V/K,

soit une diminution d’environ 50 % sur 2.5 K. D’après la linéarisation (1.2), on peut en déduire le
coefficient de résistivité de la sonde,

α =
1

R0

∂R

∂T
' 1

GIwR0

∂E

∂T
' −0.04 K−1,

ce qui est assez modeste — à titre de comparaison, les sondes de germanium et Allen-Bradley, que
nous utilisons pour mesurer la température moyenne, ont un coefficient α valant respectivement
−0.4 K−1 et −0.2 K−1 à la même température5 ; mais leurs résolutions spatiale et temporelle sont
évidemment bien moindres. Ces valeurs sont comparables à celles obtenues par Chanal (1997) [46]
(de l’ordre de −0.05 K−1) pour des mesures de thermométrie en environnement cryogénique (jet
d’hélium et convection turbulente) avec des contraintes de résolutions temporelle et thermique
cependant moins importantes.

Afin d’estimer la sensibilité en la vitesse SU , nous avons effectué des mesures à température
fixée. La figure 1.17 montre qu’à partir d’une certaine vitesse moyenne (ici 〈U〉 ' 0.4 m/s), le
signal mesuré est bien indépendant de la vitesse. Une borne supérieure de la sensibilité, pour les

5En anémométrie classique, à température ambiante dans l’air, le coefficient α des matériaux usuels (platine,
tungstène) est positif, et de l’ordre de 3 · 10−3 K−1.



1.2. MESURES LOCALES : ANÉMOMÉTRIE ET THERMOMÉTRIE 33
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Figure 1.17: Influence de la vitesse moyenne sur le signal de température mesuré. Mêmes conditions
(courant, densité), température régulée à 4.93 K. Le trait pointillé représente la valeur moyenne
pour 〈U〉 > 0.4 m/s.

faibles vitesses, peut être estimée à

|SU | =

∣

∣

∣

∣

∂E

∂U

∣

∣

∣

∣

<∼ 0.015 V / (m/s)

Pour comparer les sensibilités SU et ST , il convient de prendre en compte les fluctuations
typiques de température et de vitesse attendues. Avec un écoulement moyen de l’ordre de 〈U〉 '
0.6 m/s et un taux de fluctuation de 10 % (valeur typique en corotation), les fluctuations de
vitesse sont de u′ ' 0.06 m/s. En considérant des fluctuations de température de θ′ ' 50 mK,
nous obtenons

|SU u′|
|ST θ′|

<∼ 0.1. (1.3)

Nous sommes donc bien dans une situation où les fluctuations de température dominent la réponse
de notre capteur6.

Bien entendu, le rapport des contributions (1.3) dépend du courant Iw utilisé pour mesurer
E ; on s’attend à ce qu’il augmente avec Iw.

Afin de vérifier expérimentalement que le choix du courant est correct, nous avons réalisé
plusieurs expériences à même vitesse de rotation, en chauffant ou non la grille. La figure 1.18
représente la flatness des incréments de température Fθ(r) (moment d’ordre 4 des fluctuations
adimensionné par l’écart-type), calculée à différentes échelles r, lorsque la grille est chauffée ou
non. En l’absence de fluctuations thermiques, nous mesurons Fθ(r) < 3.4 à toute échelle, ce qui
confirme que le signal résiduel n’est pas un signal de vitesse, mais simplement un bruit quasiment
gaussien. A courant plus élevé, en l’absence de fluctuations thermiques, la valeur de la flatness serait
liée à celle des incréments de vitesse, et donc bien plus élevée. Ce test valide donc l’asservissement
en courant que nous avons choisi.

6Si l’on prend en compte la sensibilité aux fluctuations de pression SP = ∂E/∂P (dont l’origine physique est
la variation de conductivité et diffusivité thermiques, responsables des transferts de chaleur sonde–fluide), on peut
montrer que ce coefficient prend des valeurs non négligeables près de la région critique ; toutefois, les fluctuations
associées |SP p′| sont dans tous les cas négligeables par rapport à |SU u′| et |ST θ′| (d’un facteur 10−4).
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Figure 1.18: Flatness des incréments de température, Fθ(r) = 〈∆θ(r)4〉/〈∆θ(r)2〉2. Rλ=115. �:
Grille chauffée, θ′=7.5 mK. 4: Grille non chauffée. Le trait pointillé indique la valeur 3 obtenue
pour une distribution gaussienne.

Résolution Afin de déterminer le bruit propre à l’électronique d’asservissement, nous avons
mesuré la tension en sortie du circuit branché sur une résistance test de même valeur moyenne,
suivant la démarche de Cho et al. (1993) [53]. Cette tension de sortie est un bruit blanc, de valeur
typique Erms ' 40 µV, soit une résolution de

θres ' 200 µK.

La même procédure, appliquée au capteur lui-même en l’absence de forçage thermique, donne un
résultat supérieur — provenant probablement des fluctuations thermiques résiduelles induites par
la régulation de température en régime stationnaire, ou de la sensibilité aux fluctuations de vitesse.
Cette résolution de 200 µK est le principal facteur limitant de nos expériences ; ses conséquences
sur les nombres de Reynolds accessibles sont détaillées plus loin. Nous travaillons actuellement à
une amélioration de cette résolution, notamment par la mise en œuvre une détection synchrone à
haute fréquence.

1.2.3 Mesures de vitesse

La loi de King

L’asservissement que nous utilisons pour les mesures de vitesse est le pont à température constante,
dont nous allons expliquer brièvement le principe. Nous avons noté au paragraphe précédent qu’en
travaillant à courant Iw élevé, la mesure de la puissance dissipée permet d’avoir accès directement
aux fluctuations de vitesse : c’est la technique d’anémométrie à courant constant (abandonnée
aujourd’hui au profit de l’anémométrie à température constante [100]).

Nous écrivons le bilan de puissance sous la forme [75] :

RwI2
w = πlk(Tw − Tf )Nu, (1.4)

où k est le coefficient de conductivité thermique (très peu variable dans l’hélium, entre 10−2 et
2 · 10−2 W m−1 K−1, sur le domaine de pression et de température qui nous concerne) et Nu
le nombre de Nusselt (on a typiquement Nu ∼ 10). En prenant en compte la dépendance de la
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Figure 1.19: Schéma d’asservissement du pont à température constante. Le pont est alimenté par
la tension de sortie U elle-même ; il est maintenu en moyenne en léger déséquilibre.

résistance en la température (équation. 1.1), on obtient la loi de King :

I2
wRw

Rw − Rg
= a + b

√
U, (1.5)

où a et b dépendent des propriétés du fluide (conductivité et diffusivité thermiques) et de facteurs
géométriques (longueur, rapport d’aspect). On a utilisé ici le résultat Nu ' cste +

√
Re, valable à

U suffisamment élevé7.

Le circuit électronique

Si un excès de vitesse, produisant un refroidissement de la sonde et donc une augmentation de sa
résistance, est immédiatement compensé par une diminution du courant, la résistance — et donc
la température — restent constantes. Dans ce cas, la tension de déséquilibre, proportionnelle à
R0Iw , est directement reliée à la vitesse par l’équation (1.5) : c’est la méthode de l’anémométrie à
température constante, dont le schéma électrique est présenté en figure 1.198. Nous obtenons donc
en sortie une loi en :

E =

√

A + B
√

U.

Les constantes A et B sont déterminées expérimentalement, pour chaque paramètre (pression,
température) de l’expérience. Pour effectuer cette calibration, les disques sont mis en corotation,
à une fréquence f , et la vitesse au point de mesure est estimée à U = 2πrsf , où rs est le rayon de
la sonde, en supposant que l’écoulement est une rotation solide (voir la figure 1.26, p. 44).

Dans ce circuit, le signal mesuré E est la tension d’alimentation du pont elle-même. Le
pont est maintenu en déséquilibre, en choisissant une résistance Req légèrement inférieure à la
résistance de la sonde non chauffée. Le passage du courant, en chauffant la sonde, rétablit par-
tiellement l’équilibre (un anémomètre conventionnel, pour lequel α > 0, fonctionne à l’inverse).
Ce déséquilibre est le coefficient de surchauffe,

a = Rw/Req .

7Ce résultat est obtenu en toute rigueur pour un écoulement potentiel autour d’un cylindre infini [75] ; il permet
cependant de reproduire de façon très satisfaisante les données dans des conditions plus réalistes.

8Nous ne détaillerons pas le fonctionnement complet de ce pont, qui est relativement compliqué (nous reportons le
lecteur à Hinze (1975) [75]), et nous nous contenterons d’un exemple pour l’illustrer : un excès de vitesse refroidit la
sonde, donc augmente sa résistance. La tension à ses bornes va augmenter, augmentant du même coup le déséquilibre
du pont et par suite sa tension d’alimentation E. Un courant plus important va circuler, réchauffant la sonde et
diminuant sa résistance. Tout revient dans l’ordre, et l’augmentation de la tension E est directement liée à l’excès
de vitesse.
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Nous avons montré que le coefficient de surchauffe optimal est d’environ 15 % (voir Belin (1998)
[24], chapitre 2). En-deçà, le niveau de bruit devient important, et au-delà des effets de convection
peuvent intervenir.

Rapport (signal/bruit)2 Avec une surchauffe de l’ordre de 15 % et des résistances de pont de
4.7 kΩ, la tension de sortie E obtenue est de l’ordre de 5 V, soit un courant d’alimentation moyen
de l’ordre du mA. Ce courant étant de deux ordres de grandeur supérieur à celui utilisé dans le
pont de thermométrie, on peut considérer que le rapport (signal/bruit)2 est de 40 dB supérieur.
Typiquement, un rapport (signal/bruit)2 de 80-90 dB est atteint.

La mesure de vitesse

Habituellement, les anémomètres utilisés dans l’air ont un rapport d’aspect élevé, de l’ordre de
100. La composante de la vitesse le long du fil ne participe plus au transfert de chaleur, et la
puissance mesure le module de la projection de la vitesse dans le plan normal à la fibre,

√
u2 + v2.

Dans notre cas, le rapport d’aspect est de l’ordre de l’unité, et Emsellem (1996) [65] a montré
que la sonde est sensible au module total de la vitesse, Q =

√
u2 + v2 + w2, de façon quasiment

isotrope.
Cependant, dans le cas où il existe un fort écoulement moyen U dans la direction x, la vitesse

mesurée devient

Q =
√

(U + u)2 + v2 + w2 = U

√

1 + 2
u

U
+

u2 + v2 + w2

U2
' U + u + o

(

u2

U2
,

v2

U2
,
w2

U2

)

, (1.6)

où l’on a effectué un développement limité au premier ordre. Nous voyons que la sonde est sensible
essentiellement à la composante selon x : un fort écoulement moyen souligne les fluctuations de
vitesse selon sa direction. Dans la limite où les fluctuations typiques de u, v, w sont petites devant
la vitesse moyenne U , nous obtenons Q ' U + u. Nous noterons

τ = u′/U

le taux de fluctuation longitudinal, où u′ = 〈u〉1/2, et nous supposerons que u′ ' v′ ' w′

(isotropie). L’erreur commise9 dans l’équation (1.6) étant de 3
2τ2, un taux de fluctuation de 10 –

20 % permet d’écrire Q ' U + u à 1.5 – 6 % près, ce qui est très raisonnable.

Taux de fluctuation réel et apparent La seule mesure dont on dispose étant Q, on écrit
usuellement le taux de fluctuation sous la forme :

τmes =
〈(Q − 〈Q〉)2〉1/2

〈Q〉 . (1.7)

Pour τ = u′/U petit, on a Q = U + u, soit 〈Q〉 = U et 〈(Q− 〈Q〉)2〉1/2 = u′, et le taux mesuré est
bien égal au taux vrai, τmes = τ . Par contre, condidérons un taux de fluctuation vrai infini, c’est-à-
dire l’absence d’écoulement moyen. Dans ce cas, l’estimation (1.7) conduit à un taux de fluctuation
apparent de l’ordre de l’unité : en effet, la moyenne 〈Q〉 ne sera pas nulle, comme 〈U〉, mais de
l’ordre des fluctuations typiques u′. La figure 1.20 représente le taux de fluctuation apparent τmes,
par construction inférieur à 1, en fonction du taux de fluctuation vrai, qui peut prendre toutes
les valeurs entre 0 et l’infini. Nous voyons qu’il est impossible de mesurer un taux de fluctuation
supérieur à 40 % environ, correspondant à un taux réel infini10. Nous constatons qu’à un taux
mesuré de 35 % correspond un taux réel de 50 %, ce qui est une différence non négligeable. A un
tel taux de fluctuation, 〈Q〉 surestime la vitesse moyenne de 24 % et 〈(Q − 〈Q〉)2〉1/2 sous-estime
l’écart-type de 13 %. Pour des taux inférieurs à 25 %, il est cependant tout à fait légitime de
considérer que τmes ' τ .

9Nous distinguons ici l’erreur due à la linéarisation Q ' U + u de celle due à l’hypothèse de Taylor (introduite
plus loin).

10Pour un anémomètre à grand rapport d’aspect, sensible au module 2D des fluctuations, ce taux apparent limite
est de 50 %.



1.2. MESURES LOCALES : ANÉMOMÉTRIE ET THERMOMÉTRIE 37
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Figure 1.20: Taux de fluctuation réel τ = u′/U , en fonction du taux de fluctuation apparent estimé
à partir de l’équation (1.7), pour un anémomètre sensible au module 2D de la vitesse (trait pointillé
fin) ou un anémomètre sensible au module 3D (trait continu). Le trait pointillé large correspond
au cas idéal τmes = τ . Ces quantités ont été calculées à partir de distributions de Q obtenues pour
des signaux u, v, w gaussiens et non corrélés.

Hypothèse de Taylor Si nous supposons que τmes ' τ � 1, nous avons donc une bonne
mesure de la composante longitudinale de la vitesse, Q(t) = U + u(t). Dans ce cas, l’écoulement
turbulent est advecté beaucoup plus rapidement qu’il n’évolue, et les fluctuations temporelles en
un point peuvent être interprétées comme des fluctuations spatiales : l’événement u(t+δt), mesuré
à l’instant t + δt au point de mesure x0, était déjà présent tel quel dans l’écoulement à l’instant t,
à une distance Uδt en amont du point de mesure, i.e. :

u(t + δt, x0) ' u(t, x0 − Uδt).

Ceci constitue l’hypothèse de Taylor, ou de la turbulence gelée : on peut s’imaginer un champ
turbulent fixe, traversé par une sonde se déplaçant à grande vitesse. Le signal temporel obtenu
correspond bien à une coupe spatiale de ce champ de vitesse le long de la trajectoire de la sonde.
Bien entendu, cette hypothèse n’est valable que sur des temps courts devant le temps typique
pris par l’écoulement pour devenir sensiblement différent de ce qu’il était. Au-delà de ce temps,
les fluctuations temporelles ne peuvent plus être interprétées comme des fluctuations spatiales à
temps figé, et ne sont plus que des fluctuations temporelles. . .

Ainsi, l’hypothèse de Taylor nécessite, tout comme la linéarisation Q ' U + u, des taux de
fluctuations faibles. Pour ces deux approximations l’erreur commise est en τ 2, bien qu’il soit très
délicat d’estimer plus précisément l’erreur due à l’hypothèse de Taylor. Dans la suite, nous noterons
simplement τ le taux de fluctuation apparent, seul accessible expérimentalement.

Remarque sur l’hypothèse de Taylor pour les mesures de température Notons ici qu’en
ce qui concerne les fluctuations de température, la situation est beaucoup plus simple. La seule
hypothèse que nous aurons à effectuer sera, comme pour le champ de vitesse, l’hypothèse de Taylor,

θ(t + δt, x0) ' θ(t, x0 − Uδt),

où l’erreur commise est ici aussi en τ 2. Les mesures présentées dans ce mémoire ayant été obtenues
en corotation, le taux de fluctuation est très faible (τ ∼ 10 %), et l’application de l’hypothèse
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de Taylor ne pose pas de problème. Cependant, une difficulté supplémentaire provient, dans le
cas de fluctuations en aval d’une grille, du caractère stationnaire mais inhomogène du champ
de température : l’image d’une sonde traversant à grande vitesse un champ de température figé
pose clairement un problème lorsque Uδt atteint la distance grille-sonde. L’emploi de l’hypothèse
de Taylor conduit à interpréter, à tort, la stationnarité du signal temporel en homogénéité des
fluctuations spatiales qui en sont déduites.

1.2.4 Acquisition des données

Avant d’être numérisé et enregistré sur ordinateur, le signal est généralement filtré et amplifié.
Dans le cas des signaux de vitesse, la composante continue 〈E〉 est d’abord soustraite par un filtre
passe-haut, afin d’utiliser une gamme dynamique plus étendue lors de l’échantillonage.

Un filtre passe-bas (de pente 115 dB/octave) est utilisé lorsqu’il existe des bruits parasites à
haute fréquence. Dans ce cas, l’échantillonage est effectué à une fréquence au moins double de la
fréquence de filtrage, afin de satisfaire le critère de Nyquist. Une amplification, entre 10 et 40 dB
(facteur 3 à 100), est souvent nécessaire afin d’utiliser au mieux la gamme d’échantillonnage. Avant
acquisition des données, celles-ci sont contrôlées grâce à un analyseur de spectre Hewlett-Packard
3562A fonctionnant à 16 bits, permettant d’ajuster au mieux les fréquences de filtre et gain de
l’amplificateur.

Deux systèmes d’acquisition des données ont été utilisés :

Le premier est une carte DSP II (Spectral Innovations), connectée à un Macintosh Quadra 950,
permettant l’acquisition du signal sur 16 bits nominaux (mais environ 12 bits réels, soit 72 dB)
à 125 kHz. Ce système a été utilisé pour la plupart des données de vitesse présentées dans cette
thèse. Son principal défaut, outre sa résolution moyenne, est le bruit introduit par son couplage
avec la masse de l’ordinateur. Le champ électromagnétique parasite à 50 Hz induit des courants
de masse dans le circuit reliant l’ordinateur et le reste du dispositif expérimental relié à la masse.
Ces bruits parasites deviennent rédhibitoires dans le cas de faibles signaux de vitesse (turbulence
faible, en corotation par exemple).

Pour pallier ces défauts, nous avons fait l’acquisition d’un nouveau système, une carte ITC-
18 (InstruTech), connectée à un Power Macintosh G3. Cette carte permet une acquisition sur
16 bits réels (96 dB) à 200 kHz, et les données sont compressées/décompressées en temps réel lors
de l’enregistrement et de la lecture. Outre ces améliorations notables, l’avantage premier est le
couplage optique entre le signal d’entrée et la carte d’acquisition, sans contact avec la masse de
l’ordinateur, permettant de diminuer considérablement le niveau de bruit. Bien que nos mesures de
température ne permettent actuellement pas d’aller au-delà de quelques kHz et 55 dB, la réduction
du niveau de bruit grâce à ce système s’est avérée déterminante pour la mesure des fluctuations
de température.

1.3 Caractérisation des écoulements étudiés

1.3.1 Définition d’une grande échelle

Il existe plusieurs façons de caractériser les grandes échelles d’un écoulement turbulent — nous
y reviendrons longuement au chapitre 2. Nous introduirons dans un premier temps la fonction
d’autocorrélation de la vitesse :

C(r) =
〈u(x)u(x + r)〉

〈u(x)2〉 , (1.8)

(vérifiant C(0) = 1 et C(r) → 0 pour r grand). La figure 1.21a représente cette fonction, à nombre
de Reynolds relativement faible (Rλ = 370), aux grandes séparations r. Nous constatons des
oscillations périodiques, bien ajustées par une loi en

C(r) ' A cos(2πr/`) (1.9)
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Figure 1.21: (a) Fonction d’autocorrélation de la vitesse (1.8). La ligne pointillée représente le
meilleur ajustement, pour r > 5 cm, par une fonction cosinus (1.9). (b) Primitive de la fonction
C(r), à laquelle est soustrait l’ajustement défini précédemment. Fichier 154V.

pour r suffisamment grand11. Le meilleur ajustement pour cet exemple conduit à A = 0.038 et
` = 6.26 cm. Cette oscillation est la trace d’une périodicité persistante dans le signal, due au
forçage périodique par les pales. En effet, la distance entre deux pales, vue d’un cercle de rayon
rs = 6.0 cm (le rayon de la sonde), est donné par

d =
2πrs

6
,

et l’on retrouve bien d ' `. La présence de pales permet d’obtenir une vitesse d’entrâınement de
l’ordre de la vitesse du disque le plus proche (c’est-à-dire une efficacité d’entrâınement de l’ordre
de 1). Ces oscillations se retrouvent sur les fonctions de structure aux grandes séparations (on a,
pour l’ordre 2, S2(r) = 〈[u(x + r) − u(x)]2]〉 = 2u′2[1 − C(r)]) ainsi que sur le spectre d’énergie,
qui présente un pic à la fréquence 6f (où f est la fréquence de rotation des disques).

Puisque nous nous intéresserons par la suite essentiellement aux petites distances, r � `, ces
oscillations de grande longueur d’onde n’influencent en rien les résultats qui suivent : cette obser-
vation indique simplement que l’écoulement ne peut pas être considéré comme homogène (ni sta-
tionnaire12) à de telles échelles r ∼ `, mais qu’il reste cependant légitime de parler d’homogénéité-
stationnarité locale pour r � `.

Cette fonction nous renseigne sur les distances sur lesquelles le système reste corrélé. Nous
voyons qu’il n’existe pas à proprement parler d’échelle de décorrélation totale, puisque C(r) ne
tend pas complètement vers 0 aux grandes échelles (tout du moins pas sur les 25 cm représentés
ici). Ceci est probablement dû à la nature fermée de notre écoulement. En géométrie ouverte,
comme dans les écoulements de soufflerie ou en turbulence atmosphérique, C(r) tend vers 0 pour
r grand. Toutefois, cette persistance de corrélation reste faible (l’enveloppe A de ces oscillations
est de l’ordre de 4 %), et non détectable visuellement en inspectant le signal.

Plusieurs méthodes existent pour définir une échelle typique de corrélation à partir de C(r).
Des méthodes de type premier minimum, ou premier zéro de C(r), conduisent à des échelles de
corrélation typiques de l’ordre de `/2, qui sont plus le reflet de la persistance de périodicité que
de la corrélation à petite échelle elle-même. Une définition plus spécifique à la corrélation à petite
échelle est celle de l’échelle intégrale,

Λ =

∫ ∞

0

C(r) dr. (1.10)

11Notons qu’à de telles distances, l’hypothèse de Taylor n’est plus valable, et que ces corrélations doivent être
vues comme temporelles plutôt que spatiales. Ceci n’a cependant pas une grande importance pour ce qui nous
intéresse, cette distance r pouvant être vue simplement comme un temps exprimé en unité de longueur.

12On ne distingue pas homogénéité et stationnarité, puisque les fluctuations temporelles sont interprétées (via
l’hypothèse de Taylor) comme des fluctuations spatiales.



40 CHAPTER 1. LES DISPOSITIFS EXPÉRIMENTAUX DANS L’HÉLIUM

Afin que les oscillations à grande échelle n’affectent pas la convergence de cette intégrale, nous
intégrons cette fonction C(r) à laquelle est soustrait l’ajustement (1.9). La figure 1.21b représente
la primitive I(r) (intégrée entre 0 et r), qui converge correctement vers la valeur de l’échelle
intégrale pour r grand, soit dans cet exemple

Λ = 1.05± 0.02 cm.

Cette échelle ne peut pas vraiment être interprétée comme une échelle de décorrélation, puisque
C(Λ) ' 40 % : à une telle échelle, les fluctuations de vitesse sont encore largement corrélées entre
elles. Bien qu’arbitraire, cette définition présente cependant l’avantage d’être objective, en ce sens
qu’elle ne dépend pas de la forme de forçage particulière à l’écoulement.

Les différents types d’écoulement

Les écoulements que nous allons étudier dans les deux cellules sont de deux types, selon le sens de
rotation des disques : corotatif et contrarotatif. Le tableau 1.2 présente ces différents écoulements.

Cellule Mesure Mode Particularités

A Petite Vitesse CTR Obstacles triangulaires
B Petite Vitesse COR Obstacles triangulaires
C Grande Vitesse CTR
D Grande Vitesse COR Obstacles rectangulaires
E Grande Vitesse COR
F Grande Température COR Grille chauffante

Table 1.2: Les différentes configurations étudiées. “CTR” signifie contrarotatif, et “COR” corotatif.
Les cas A–C ont été étudiés auparavant dans Belin (1998) [24], et les cas D–F sont propres à ce
travail de thèse.

Les mesures de vitesse (configurations A à E), objets du chapitre 2, ont été effectuées dans les
deux cellules, en mode co- et contrarotatif. Le mode corotatif a été utilisé soit avec paroi lisse pour
une étude de la turbulence en forte rotation (configuration E), soit avec les obstacles pour une
étude de la turbulence de couche limite (configurations B et D). Enfin, les mesures de fluctuations
de température (configuration F), objets du chapitre 3, n’ont été effectuées pour l’instant qu’en
écoulement corotatif. Nous allons dans la suite caractériser les écoulements moyens dans chacune
de ces configurations.

1.3.2 Ecoulements en contrarotation (mesures de vitesse)

Lorsque les deux disques sont en contrarotation, chaque disque entrâıne une partie du fluide en
rotation et l’écoulement moyen consiste essentiellement en une couche de cisaillement circulaire.
L’éjection du fluide à la périphérie des disques et le pompage en leur centre imposent en outre
un écoulement de recirculation toröıdal, dont l’amplitude est typiquement de 1/10o de celle de
l’écoulement principal. Les deux contributions à l’écoulement moyen sont schématisées sur la
figure 1.22. Cet écoulement peut être caractérisé en introduisant le rapport des fréquences de
rotation des disques,

γ = fbas/fhaut.

Cet écoulement dépend a prioiri également du rapport d’aspect de la cellule et de la distance des
parois (voir le chapitre 4), ainsi que de la nature des disques (lisses ou munis de pales, voir Cadot
et al. (1997) [37]).

Lorsque le rapport de contrarotation vaut 1, la couche de cisaillement est centrée à mi-hauteur
de la cellule. Cet écoulement a été longuement étudié dans cette configuration dans l’eau, notam-
ment du point de vue des structures cohérentes qui y prennent place. On trouvera en particulier
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(a) (b)

Figure 1.22: Représentation schématique de l’écoulement en contrarotation (avec rapport de con-
trarotation γ = 1). (a) pompage centripète / éjection centrifuge ; (b) rotation et cisaillement
médian.

dans Cadot (1995) [36] une caractérisation des profils azimuthaux de vitesse et de fluctuations.
Au chapitre 4 nous décrirons également ce type d’écoulement dans une géométrie voisine, celle
de disques en contrarotation dans un environnement “infini”, c’est-à-dire lorsque le diamètre du
cylindre extérieur est au moins le double de celui des disques.

Lorsque le rapport de contrarotation est différent de 1, le disque plus rapide a tendance à
entrâıner une plus grande quantité de fluide et la couche de cisaillement est décallée vers le disque
le plus lent. La figure 1.23 représente la position de cette couche de cisaillement lorsque la vitesse
du disque supérieur est maintenue constante et que celle du disque inférieur augmente. Sur la
figure 1.24 sont reportées les mesures du profil de vitesse moyenne (�) et d’écart-type (barres
d’erreur), en fonction du rapport de contrarotation γ. Ces mesures ont été effectuées à l’aide d’une
sonde décentrée, située à une hauteur z = 4.7 cm (soit z/h = 0.36) du disque inférieur. Nous
pouvons distinguer trois situations :

• Pour γ < 0.6, cas (1) : la couche de cisaillement est entre la sonde et le disque inférieur
(le plus lent), et la vitesse moyenne est essentiellement fixée par le disque supérieur : on a
〈U〉 ' 2πrsfhaut = cste (indiquée par la ligne pointillée).

• Pour γ > 0.9, cas (3) : la couche de cisaillement est plus proche du disque supérieur, et la
vitesse au point de mesure est dominée par celle du disque inférieur : on a 〈U〉′ ' 2πrsfbas ∼
γ〈U〉.

• Enfin, dans le cas intermédiaire (2), la sonde se trouve au milieu de la couche de cisaillement.
La vitesse moyenne réelle y est nulle mais, comme nous l’avons vu en section 1.2.3, la vitesse
moyenne apparente est dans ce cas de l’ordre de l’écart-type des fluctuations.

L’encart de la figure 1.24 représente le taux de fluctuation apparent u′/〈U〉. Nous constatons
qu’il est maximum pour un rapport de contrarotation de γ ' 0.75 (pour une sonde centrée à
z = h/2, le taux de fluctation serait maximal pour γ = 1, i.e. en contrarotation pure). Notons ici
qu’au taux de fluctuation réel infini correspond un taux apparent d’environ 57 %, en bon accord
qualitatif avec la figure 1.20. Soulignons enfin qu’à cet endroit, bien que la vitesse moyenne soit
nulle, la lente oscillation de la couche de cisaillement conduit à une vitesse azimuthale moyenne
non nulle en valeur absolue, avec changement de signe sur des temps longs devant le temps de
rotation des disques. C’est dans cette région que la turbulence est la plus intense : une grande
partie de la dissipation y a lieu, et le nombre de Reynolds microéchelle local Rλ est maximum
pour un nombre de Reynolds grande échelle Re fixé. Nous ne travaillerons cependant pas dans
cette région de l’écoulement, du fait du taux de fluctuation trop important et de la nature très
particulière de cet écoulement.

Hors de la couche de cisaillement (situations (1) et (3)), le taux de fluctuation n’est plus que
de 15 % environ, et semble ne plus dépendre de γ. Bien que faible, ce taux reste supérieur à
ceux obtenus en corotation (voir les sections suivantes). L’emploi de l’hypothèse de Taylor (p. 36)
nécessitant des taux de fluctuation faibles, nous avons choisi de nous restreindre à un taux de 21 %
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(1)

(2)

(3)

uθ (z)

Figure 1.23: Position de la couche de cisaillement (schématisée par l’ellipse en pointillé) pour fhaut

constant et fbas croissant, et profil de vitesse azimuthal correspondant à droite. Le carré représente
la position de la sonde (hauteur z/h = 0.36) pour les mesures de la figure suivante. (1) : γ < 0.6.
(2) : γ ∼ 0.75. (3) : γ > 0.9.
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Figure 1.25: Profil de vitesse moyen 〈U〉 en fonction de la distance à la paroi y, dans la grande
cellule (configuration D). Les barres indiquent l’écart-type des fluctuations u′ . Le taux de fluctu-
ation (représenté dans l’encart) diminue de 21 à 12 % pour y croissant. La courbe représente un
ajustement par un profil logarithmique pour y < 3 cm, (en prenant une origine à y = 0.89 cm).

(voir la section 2.3.1, p. 59). Cette contrainte conduit dans ce cas à un rapport de contrarotation
γ hors de l’intervalle [0.6, 0.9]. Cette “bande interdite” dépendant de la position z/h de la sonde,
nous ne conserverons en pratique que les enregistrements dont le taux de fluctuation est suffisament
faible.

1.3.3 Ecoulements en corotation (mesures de vitesse et température)

L’écoulement en corotation est de nature très différente de celui en contrarotation. Tout comme
dans le cas précédent, il est possible d’introduire un rapport de corotation fbas/fhaut ; cependant,
nous nous sommes restreint dans toute la suite à une situation de corotation pure, i.e. fbas = fhaut.

Dans ce cas, l’écoulement principal, à une distance suffisante de la paroi, consiste essentielle-
ment en une rotation solide, entrâınée à la vitesse des disques. Tout comme dans le cas contraro-
tatif, il existe un écoulement secondaire de recirculation toröıdale, dû à l’ejection centrifuge et au
pompage axial, et dont l’amplitude est encore de l’ordre du 1/10o de l’écoulement principal. Ce
pompage axial, via le mécanisme d’étirement tourbillonnaire, à tendance à créer un léger tourbil-
lon central ; cet effet semble mesurable surtout en l’absence de parois extérieures, et pourra être
négligé ici.

Nous distinguerons dans les sections suivantes deux situations : l’écoulement en corotation
derrière une rangée d’obtacle (mesures de vitesse), et avec parois lisses (mesures de vitesse et de
température).

Turbulence derrière une rangée d’obstacles

La rangée d’obstacles (rectangulaires dans la grande cellule, triangulaires dans la petite), décrite
en figures 1.4 et 1.5, impose au voisinage de la paroi un écoulement fortement cisaillé. En déplaçant
la sonde mobile à différentes distances y de cette paroi, nous avons tracé sur la figure 1.25 le profil
radial de vitesse moyenne. Pour y < 3 cm (soit y/R < 0.3), il est possible d’ajuster ce profil par
une loi logarithmique [157] :

Uθ(y)/uτ = A +
1

κ
log y+,

où A et κ sont des constantes sans dimension et y+ = yuτ/ν la distance à la paroi exprimée grosso
modo en échelle de Kolmogorov. Nous avons choisi pour l’ajustement de la figure 1.5 une origine
à y = 0.89 cm (absorbé dans la définition de A).
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Figure 1.26: Mesures du champ de vitesse par vélocimétrie laser Doppler, effectuées dans l’eau
entre deux disques en corotation (à f=18 Hz) [162]. (a) : Profil de vitesse orthoradial, (b) : Coupe
méridienne de vitesse dans un plan vertical comprenant l’axe. Remerciements à J.-F. Pinton, F.
Daviaud et J. Burguete.

Pour y > 3 cm, nous retrouvons la décroissance radiale attendue pour un écoulement en
rotation solide : Uθ(r) = 2πrf , avec r = R − y. Les mesures présentées au chapitre 2 ont été
effectuées dans la région y = 2–3 cm, où l’écoulement est dominé par le cisaillement de couche
limite rugueuse.

Au voisinage immédiat des obstacles, le taux de fluctuation est assez élevé (jusqu’à 21 %),
comparable à ceux obtenus en contrarotation au voisinage de la couche de cisaillement. Plus loin,
dans la région logarithmique (y > 1.2 cm), ce taux n’est plus que de 12 %. Un tel taux de
fluctuation permet l’emploi de l’hypothèse de Taylor de façon très sure.

Turbulence en rotation avec paroi lisse

L’écoulement en corotation sur paroi lisse est de même nature que sur paroi rugueuse, à la différence
près que la couche limite est maintenant confinée sur une épaisseur bien inférieure aux 3 cm
précédants.

Il n’a pas été possible de mesurer un profil de vitesse dans cette configuration. La figure 1.26
représente le champ de vitesse moyen obtenu dans une expérience similaire, dans l’eau, par le
groupe de J.-F. Pinton. Nous retrouvons sur ces profils les mêmes caractéristiques que précedem-
ment : une région centrale (r/R < 0.6) en rotation solide (et écoulement méridien nul) et une
région externe (r/R > 0.6) de couche limite (et léger écoulement méridien de recirculation). Aux
nombres de Reynolds typiques de l’écoulement dans l’hélium (d’un facteur 10 supérieur à celui de
la figure 1.26), la région de transition rotation–couche limite sera bien plus proche de la paroi. Les
mesures ayant été effectuées toujours dans la région y = 2–3 cm, l’écoulement sera cette fois-ci
dominé par l’effet de rotation solide.

Turbulence en aval de la grille chauffante

L’écoulement en aval de la grille chauffante peut être considéré comme étant essentiellement ax-
isymétrique. En effet, la grille étant légèrement décentrée du plan médian, les mouvements de
recirculation toröıdaux, qui introduisent dans cette région une éjection selon ~ez et une conver-
gence radiale, peuvent être négligés au premier ordre (voir la figure 1.26). La distance sonde-grille
étant du même ordre de grandeur que la taille de la grille, il est clair que seule la composante
orthoradiale de l’écoulement est pertinente ici.

Du fait du faible diamètre des fils chauffants, la production de turbulence par la grille elle-même
n’est pas la plus importante ; l’essentiel de la turbulence provient de l’écoulement en rotation forcé
par les deux disques corotatifs. Le rôle de la grille est donc d’insérer des inhomogénéités thermiques
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sous forme de nappes chaudes dans le sillage de chaque fil. Ces nappes se mélangent en aval au bout
d’une distance typique x/M ' U/u ' 10 (pour un taux de fluctuation de 10 %), soit x ' 2 cm.
En ce sens, ce dispositif se rapproche de la mandoline utilisée dans les expériences du groupe de
Warhaft [118, 175, 183], où une fine grille chauffante est placée en aval de la grille de production
de turbulence.

La grille est alimentée à tension constante, et donc à puissance dissipée Pg = U2/Rg approxi-
mativement constante (Rg est indépendant de la température, et le transfert de chaleur, moyenné
sur toute la longueur du fil, peut être considéré comme constant). En fonction de la densité de
l’hélium gazeux (ρ = 5–50 kg/m3) et de la vitesse moyenne (U = 15–55 cm/s), on ajuste la
tension imposée de manière à induire des fluctuations de température suffisantes (on se reportera
à la section suivante pour une discussion sur les gammes de paramètres accessibles). En pratique,
on impose une tension dans la gamme 4–14 V, soit une puissance dissipée :

Pg = 0.5 à 6 W.

La température de la grille est mesurée par une fibre de carbone (du même type que celles utilisées
pour les thermomètres), collée sur la cadre, en contact avec un des fils chauffants.

Sonde Distance paroi Distance grille Longueur zone

Fixe 1 2.2 cm 4.1 cm 7 µm
Fixe 2 3.6 cm 5.8 cm 25 µm
Mobile 1–3.5 cm 1–9 cm 7 µm

Table 1.3: Caractéristiques des trois thermomètres utilisés.

Les fluctuations en aval sont mesurées à l’aide des sondes thermorésistives, dont le principe
de fonctionnement a été décrit précédemment. Trois sondes ont été utilisées, deux fixes et une
mobile, placées de part et d’autre de la grille, et dont les caractéristiques sont présentées dans le
tableau 1.3. La sonde mobile est montée à l’extrémité d’un bras pivotant, commandé par un moteur
pas à pas, comme décrit dans [188]. Selon la direction de rotation des disques, les fluctuations de
température sont mesurées par une des sondes fixes ou par la sonde mobile.

La figure 1.27 montre la température moyenne 〈Θ〉 et l’écart-type des fluctuations θ′ = 〈θ2〉1/2

en aval de la grille, en fonction de la température de celle-ci. Nous constatons que les fluctuations
varient linéairement avec la température de la grille :

θ′ ' 0.04(Tg − T0). (1.11)

Le rapport de la variance sur la température moyenne mesurée en aval de la grille, θ′/〈Θ〉, est de
l’ordre de 0.5 à une position x/M ' 29, une valeur en bon accord avec les mesures détaillées de
Warhaft (1983) [184].

1.3.4 Symétries et échelles du forçage de température

Symétries La motivation initiale du forçage thermique par une grille chauffante était la création
d’un gradient longitudinal de température. En effet, dans le cas d’un écoulement homogène et
isotrope, un comportement anormal (du point de vue de l’anisotropie à petite échelle) n’est attendu
que selon la direction du gradient moyen imposé. La taille réduite de notre dispositif expérimental
rendant très délicate la mesure de température en deux points suffisamment proches, nous sommes
contraints d’utiliser l’hypothèse de Taylor : les incréments et gradients de température que nous
mesurons sont nécessairement dans le sens de l’écoulement moyen. Cette contrainte imposerait
un gradient moyen longitudinal, lui aussi dans le sens de l’écoulement moyen. Pratiquement, ceci
exigerait un forçage non stationnaire (rampes linéaires de température dans le temps), ce qui est
très délicat à réaliser [32].

En pratique, le gradient longitudinal effectif, dû au refroidissement du sillage en aval de la grille,
est négligeable devant le gradient transverse sillage-paroi (voir la figure 1.28). Cependant, comme
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Figure 1.27: Température moyenne 〈Θ〉 (carrés) et écart-type θ′ (barres d’erreurs) en aval de la
grille (x/M ' 29. Un meilleur ajustement linéaire donne 〈Θ〉 ' 0.09(Tg − T0) (trait pointillé) et
θ′ ' 0.04(Tg − T0), avec U = 1.1 m/s, T0 =5.03 K et Pg <0.5 W (Sonde fixe 2).

nous le verrons au chapitre 3, ce gradient transverse couplé à la rotation produit également une
anisotropie longitudinale13. L’objectif de ces expériences étant l’étude des lois d’échelles anormales
et la caractérisation des fronts thermiques, le détail du gradient moyen grande échelle importe peu
ici.

Echelle du forçage Les domaines inertiel (pour la vitesse) et convectif (pour la température)
cöıncident lorsque, à nombre de Prandtl proche de l’unité, les forçages thermique et cinétique
agissent aux mêmes échelles, i.e. L ' Lθ (ou, plus spécifiquement, Λ ' Λθ).

Au voisinage immédiat de la grille, il est clair que la grande échelle pertinente est la maille
de la grille, soit Lθ ' M ' 2.0 mm. Cependant, plus en aval de la grille, le gradient transverse
sillage-paroi agit à une échelle bien plus importante, Lθ ∼ 2 cm, plus proche de la grande échelle
cinétique.

Ce point peut se vérifier en calculant l’échelle intégrale des fluctuations thermiques, définie à
partir de la fonction d’autocorrélation (analogue à (1.10)) :

Λθ =
1

θ′2

∫ ∞

0

〈θ(x)θ(x + r)〉 dr. (1.12)

Tout comme pour la fonction d’autocorrélation de la vitesse, il apparâıt des oscillations aux grandes
échelles (due à la périodicité du forçage.), que nous pouvons soustraire afin de calculer cette
intégrale. Nous obtenons :

Λθ = 7.0± 1.5 mm, Λ = 9.6± 1.0 mm, (1.13)

(ces faibles valeurs sont propres à l’écoulement en corotatif ; voir le chapitre 2 et Willaime et al.
(1999) [188]). Nous sommes donc bien dans une situation telle que Λ ' Λθ, ce qui permet de
confondre domaines inertiel et inertiel-convectif.

13Le cisaillement de couche limite étant confiné très près de la paroi, seule la rotation moyenne Ωrot intervient
ici.
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y

x
z

Ux (y)

Ux (y)

T(x)

T(y)

Figure 1.28: Gradients moyens de vitesse et de température dans le plan médian. La rotation
globale impose une vorticité ~Ωrot = Ωrot ~ez ' 〈∂Ux/∂y〉~ez, tandis que la couche limite impose une

vorticité ~Ωcl = −Ωcl ~ez. La grille impose une gradient de température moyen sillage-paroi 〈~∇T 〉 =
G~ey (ainsi qu’un gradient sillage–centre −G~ey, non représenté). Enfin, le refroidissement du sillage

en aval de la grille, dû au mélange, impose un gradient longitudinal effectif 〈~∇T 〉 = −Geff ~ex.

Contributions aux fluctuations thermiques dans l’hélium

Outre les fluctuations dues au chauffage de la grille que nous cherchons à mesurer, les autres
contributions sont de deux types :

1. Les fluctuations liées à la dissipation visqueuse. Localement, un gradient de vitesse à petite
échelle ∂u/∂x est dissipé à un taux ε ' ν(∂u/∂x)

2
. Cette puissance dissipée augmente la

température locale :

cp
∂θ

∂t
' ν

(

∂u

∂x

)2

où cp est la capacité calorifique à pression constante. Une borne supérieure de cet échauffe-
ment local est obtenue en considérant que les gradients les plus intenses sont de l’ordre de
u′/η, où u′ est l’écart-type des fluctuations de vitesse. Nous obtenons :

∆θ =
νu′

cpη
.

Dans le cas de l’hélium à basse température, avec cp ' 103 J.kg−1.K−1, on obtient ∆θ ' 1 à
10 µK, soit bien en-deçà de la résolution de notre capteur. Cette contribution est donc tout
à fait négligeable pour nos mesures.

2. Une autre source de fluctuation de température provient de l’équation d’état des gaz, qui lie
les fluctuations de pression à celles de température. En particulier, dans le cas de tourbillons
intenses, les dépressions au cœur peuvent donner lieu à une détente du gaz, et donc à un
refroidissement local :

∆θ ' T0
∆p

P0
.

Ici encore, nous pouvons donner une estimation de cet effet. Les dépressions les plus intenses
en mode contrarotatif atteignent ∆p ' −ρU 2

disq (voir le chapitre 4), où Udisq est la vitesse
périphérique des disques. Au plus, nous obtenons ∆p ' 0.1 mbar, soit des chutes de tem-
pérature de 100 µK. Ici encore, nous voyons que ces événements extrêmes sont en limite de
résolution de notre mesure.

Nous constatons donc qu’en induisant des fluctuations thermiques de typiquement θ′ ' 50 mK,
le signal mesuré est largement au-dessus des autres contributions, d’au plus 100 µK.
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La température est-elle un champ scalaire passif ?

Enfin, un dernier point d’une grande importance est l’aspect passif des fluctuations de température,
question particulièrement pertinente dans le cas où le fluide est un gaz à très basse température.
Comme nous l’avons vu, le champ de température peut être considéré comme un champ scalaire
passif à condition d’être advecté par l’écoulement, sans rétroagir sur celui-ci. Si les fluctuations de
température sont trop importantes, celles-ci créeront des fluctuations de densité et donc des forces
de flottaison, qui agiront comme un terme source du champ de vitesse.

Cet effet peut être estimé à partir de la vitesse limite de flottaison. La différence de densité
d’un élément de fluide, de dimension R3 et élevé à une température T0 + δθ, produit une force
ascendante δF ' δθρgR3/T0. Cette force est compensée par les effets de diffusion visqueuse et
thermique. La force de trâınée visqueuse, δFv ' ρνRv, conduit à une vitesse limite

vlim ' δθ

T0

gR2

ν
.

Afin que l’effet de flottaison soit négligeable devant l’effet d’advection, cette vitesse devra être
faible devant la vitesse moyenne U . En d’autres termes, les fluctuations de température devront
satisfaire

δθ

T0
� Uν

gR2
. (1.14)

Les fluctuations thermiques introduites dans l’écoulement par notre grille peuvent concentrer des
sur-températures sur une échelle du diamètre des fils chauffants, soit typiquement sur 200 µm.
Avec U ' 1 m/s et ν ' 10−7 m2.s−1, on obtient δθ/T0 � 20 %, condition largement vérifiée
dans notre expérience : les fluctuations standards sont usuellement de l’ordre de θ′ ' 20–40 mK.
Nous sommes donc clairement dans la situation d’un champ scalaire advecté passivement par
l’écoulement.

Gamme de fluctuations de température et de nombres de Reynolds

Récapitulons ici les différents domaines de paramètres accessibles dans notre expérience, et leurs
conséquences sur la gamme de nombre de Reynolds que nous allons pouvoir explorer. La contrainte
essentielle est le rapport (signal/bruit)2 de notre mesure, défini comme

RSBdB = 20 log10

(

θ′

θres

)

,

où θ′ est l’écart-type des fluctuations de température, et θres la résolution de notre capteur, estimée
à 200 µK environ. Un RSB de 40 dB semble le minimum, ce qui impose des fluctuations

θ′ > 20 mK.

La seconde contrainte est la puissance maximale dissipée par la grille pour induire les fluctua-
tions de température. En particulier, il ne nous a pas été possible de travailler à densité supérieure
à 50 kg/m3 (soit des viscosité cinématiques de l’ordre de 10−3 cm2/s) : au-delà de cette valeur, la
capacité calorifique du gaz devient telle que la puissance cédée par la grille est incapable d’induire
des fluctuations de température suffisantes. Pour la même raison, nous avons dû nous restreindre
à des vitesses moyennes inférieures à 55 cm/s, soit des fluctuations typiques de l’ordre de 5 cm/s.
Toutes ces contraintes nous ont limité expérimentalement à la gamme de nombres de Reynolds
microéchelle

Rλ = 100 à 300.

Bien que raisonnable, en comparaison avec les expériences usuelles de laboratoire utilisant de l’air,
cette gamme est pour l’instant relativement modeste — nous sommes encore loin des nombres de
Reynolds microéchelle les plus élevés atteints dans cette expérience, de l’ordre de 5000. Cependant,
nous espérons que les améliorations futures concernant la résolution de notre capteur de tempéra-
ture vont permettre d’étendre considérablement cette gamme.



Chapter 2

Etude expérimentale des
transferts d’énergie

Ce chapitre est consacré à l’étude expérimentale des transferts d’énergie en turbulence dévelop-
pée, et en particulier aux effets de nombre de Reynolds fini. Nous allons caractériser en détail la
fonction de structure d’ordre 3, à partir de mesures de fluctuations de vitesse effectuées dans la
grande et la petite cellule, pour différents écoulements (décrits au chapitre 1).

2.1 Motivations de cette étude

Comme nous l’avons souligné en introduction, la compréhension des transferts d’énergie est es-
sentielle à la construction d’une description statistique de la turbulence. L’observation de spectres
d’énergie en loi de puissance E(k) ∼ k−n, avec n ' 5/3, pour des nombres de Reynolds modérés
et dans des situations ne vérifiant pas exactement les hypothèses d’homogénéité et d’isotropie,
conduit à l’impression d’une grande robustesse de la théorie de Kolmogorov. Par extension, on
considère souvent que deux décades de lois d’échelle en k−5/3 (typiquement à Rλ ∼ 1000) garan-
tissent l’existence d’un régime de Kolmogorov, dans le sens d’un transfert d’énergie constant vers
les petites échelles.

Aux nombres de Reynolds accessibles aux expériences, la coupure visqueuse à petite échelle
et l’injection d’énergie à grande échelle limitent l’extension des lois de puissance sur une gamme

L/η ∼ R
3/2
λ . A proprement parler, la gamme d’échelle telle que S2(r) ∼ r2/3 ou, de façon à peu

près équivalente, E(k) ∼ k−5/3, n’est pas le domaine inertiel. Celui-ci est défini de façon plus
correcte comme la gamme sur laquelle la loi des 4/5 de Kolmogorov,

S3(r) = −4

5
εr, (2.1)

est vérifiée. Pour valider expérimentalement cette loi, il est utile d’introduire la fonction de Kol-
mogorov,

K(r) = −S3(r)

εr
(2.2)

(suivant une notation introduite par Sreenivasan et Dhruva (1998) [169]), qui permet d’estimer
l’écart au régime asymptotique. Un véritable domaine inertiel pourra être défini comme la gamme
d’échelle sur laquelle K(r) atteind la valeur 4/5. Il se trouve que les statistiques d’ordre pair
(spectres, corrélations) semblent bien plus robustes, bien moins sensibles aux effets de Reynolds
fini que les transferts d’énergie eux-mêmes.

La vérification expérimentale de la théorie de Kolmogorov, et en particulier la caractérisation
précise de la limite des très grands nombres de Reynolds, nécessite une étude approfondie de la
loi des 4/5 (voir Frisch (1995) [68]). L’étude expérimentale de l’intermittence, sous la forme de
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lois d’échelles anormales Sn(r) ∼ rζn (avec ζn 6= n/3), suppose souvent l’exactitude de la loi
des 4/5 (2.1), i.e. d’une loi d’échelle d’exposant ζ3 = 1. Les modèles théoriques, dont un grand
nombre s’attache à la prédiction des exposants anormaux ζn, sont en général basés sur ce résultat.
L’observation expérimentale de lois d’échelles telles que ζ3 6= 1, à nombre de Reynolds modéré
et/ou dans des situations loin de l’homogénéité / isotropie, constitue une remise en cause sévère
de la loi des 4/5, et par suite conduit à considérer l’observation de lois d’échelles anormales aux
ordres plus élevés avec beaucoup de précaution.

Dans ce contexte, une étude détaillée des transferts d’énergie à très hauts nombres de Reynolds,
avec un fin contrôle des conditions expérimentales, s’avère indispensable pour éclaircir cette situa-
tion. En particulier, la compréhension de l’évolution de ces transferts avec le nombre de Reynolds
s’avère cruciale, afin de déterminer (i) si les écarts à la loi des 4/5 sont des effets de faibles
nombres de Reynolds, et (ii) si dans la limite des très grands nombres de Reynolds un régime
de transfert d’énergie constant s’installe effectivement. En particulier, des nombres de Reynolds
Rλ = 500, 1000, 5000 sont-ils suffisants pour observer précisément la loi des 4/5 ? Etant donné un
forçage fortement anisotrope, le nombre de Reynolds minimal à atteindre est-il encore plus élevé ?

Etudes récentes relatives à l’équation de Kolmogorov

Approches théoriques L’équation originalement établie par Kolmogorov (1941) [88] concerne
une turbulence en déclin, i.e. sans forçage extérieur. Afin d’obtenir des propriétés statistiquement
stationnaires, Frisch (1995) [68] souligne l’importance de l’introduction d’un terme de force ~f ,

fournissant l’énergie à un taux moyen ε = 〈~f · ~u〉. Il obtient la loi des 4/5 en supposant la turbu-

lence homogène et isotrope, entretenue par ce terme ~f supposé, lui, statistiquement homogène et
stationnaire.

Lindborg (1996) [96] discute l’importance des gradients de pression et d’énergie cinétique à
grande échelle pour l’injection d’énergie. Hill (1997) [74] démontre l’équation de Kolmogorov en
utilisant l’homogénéité locale, sans supposer l’isotropie locale1. En outre, avec les hypothèses
d’homogénéité et de stationnarité globales, il obtient une équation de Kolmogorov généralisée,
valable également pour les échelles supérieures au domaine inertiel à très haut nombre de Reynolds.
Mann et al. (1999) [104], à partir d’une étude expérimentale de suivi de trajectoires de particules
à 3D, établissent l’équation de Kolmogorov pour la première fois dans un cadre lagrangien.

Citons enfin Qian [146, 148], qui utilise des modèles de fermeture spectraux pour étudier les
effets de nombre de Reynolds fini sur les transferts d’énergie, et en particulier sur la fonction de
structure d’ordre 3. Il met en évidence une tendance algébrique vers la loi des 4/5 avec le nombre
de Reynolds, dont l’exposant dépend du modèle de forçage spectral utilisé.

Approches expérimentales Anselmet et al. (1984), dans des expériences contrôlées en turbu-
lence de conduite (Rλ = 515) et de jet (Rλ ≤ 852), ont mené une étude détaillée des fonctions
de structure, en particulier de S3. Pour les échelles du domaine inertiel, les fonctions de struc-
ture compensées r−ζn Sn(r) présentent des plateaux “arrondis” sur une décade environ. Il en est
de même pour −S3/εr, qui semble légèrement décroissant avec l’échelle (pouvant conduire à un
exposant apparent ζ3 >∼ 1), une observation commune à un certain nombre d’expériences.

Récemment, une étude extensive de l’isotropie locale a été menée par Saddoughi et Veer-
avalli (1994) [154] en couche limite turbulente, à Rλ jusqu’à 1450. Ces auteurs observent qu’en
présence d’un cisaillement moyen S, l’isotropie locale est valide pour des échelles inférieures à
0.1L(u′/SL)3/2 ; à Rλ = 1450, ils vérifient qu’une décade de domaine inertiel complètement
isotrope est effectivement obtenue pour S <∼ 100/τη, où τη = (ν/ε)1/2 est l’échelle de temps de
Kolmogorov. Dans ces conditions, la loi des 4/5 est obtenue sur une à deux décades, avec une
précision de ± 10 % environ.

Lindborg (1999) [97], à partir de données de turbulence de grille et de jet, propose de rendre
compte de l’effet des grandes échelles en modélisant le terme instationnaire via le modèle K − ε

1Citons également Rasmussen (1999) [151], qui obtient cette équation en relâchant quelques contraintes de
symétrie supplémentaire.
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(dans une démarche analogue à celle suivie par Danaila et al. (1999b) [58] pour l’équation de
Yaglom).

Sreenivasan et Dhruva (1998) [169] ont étudié la fonction de Kolmogorov à partir de données
atmosphériques, à Rλ = 104. Cette loi est assez bien vérifiée, mais sur moins de deux décades,
ce qui conduit ces auteurs à douter de l’existence de véritables lois d’échelles dans la limite des
très grands nombres de Reynolds. Sreenivasan et al. (1999) (voir aussi Vainshtein et Sreenivasan
(1994) [176]) soulignent l’importance des grandes échelles2 sur la fonction de structure d’ordre 3.
Ils montrent en particulier qu’un filtrage passe-haut du signal de vitesse affecte grandement S3(r)
dans le domaine inertiel, jusqu’à 2 décades sous la fréquence de filtrage, alors que les quantités
paires, en revanche, sont beaucoup moins affectées à des échelles inférieures au filtrage. Cette
observation souligne l’aspect non local dans l’espace des échelles des transferts d’énergie.

Van de Water et Herweijer (1999) [186], dans une étude récente de turbulence de grille et de jet
(Rλ = 190–560 et 810), discutent les effets d’anisotropie en comparant les exposants de fonction
de structure transverses et longitudinaux. Ces auteurs vérifient à un degré assez élevé de précision
la loi d’échelle ζ3 = 1 sur S3, mais ne vérifient pas l’équation de Kolmogorov (probablement à
cause d’une estimation imprécise de la dissipation ε).

Enfin, un certain nombre d’études (voir par exemple Pinton et al. (1998) [133], Andreotti et
al. (1998) [3]) d’écoulements turbulents à haut nombre de Reynolds, dans des géométries très
anisotropes (fort cisaillement ou rotation), montrent des fonctions de structure S3 ne suivant
aucune loi de puissance, ou parfois une loi de puissance d’exposant très inférieur à l’unité.

Il est clair que toutes ces études expérimentales donnent un point de vue mitigé sur la validité de
la théorie de Kolmogorov. Bien plus que le spectre ou la fonction de structure d’ordre 2, S3 semble
“fragile” à bien des aspects : présence de bruit, convergence des statistiques, taux de fluctuation et
hypothèse de Taylor, persistence d’effets des grandes échelles sur le domaine inertiel. . . Malgré de
nombreux efforts et des expériences très contrôlées, nombre d’auteurs mettent en doute l’existence
de véritables lois d’échelles en turbulence — tout du moins aux nombres de Reynolds accessibles
expérimentalement —, et a fortiori la validité de la théorie de Kolmogorov. En particulier, la
sensibilité de S3 aux conditions de forçage, même sur les échelles du domaine inertiel, rend difficile
la comparaison entre différentes expériences. La difficulté de variations du nombre de Reynolds
à géométrie fixée, dans les expériences classiques de laboratoire, rend très délicate l’étude de
l’évolution des transferts d’énergie, et de l’éventuelle tendance vers un régime asymptotique.

Plan de ce chapitre

Nous allons dans un premier temps introduire l’équation de Kolmogorov, en mettant l’accent sur
la prise en compte explicite d’un terme de forçage. Nous présenterons le protocole de mesure,
en insistant sur le fin contrôle des conditions expérimentales (bruit, taux de fluctuation, stabilité
et convergence des moments. . . ). Nous détaillerons ensuite les mesures des fonctions de struc-
ture, et la validation de l’équation de Kolmogorov dans l’écoulement contrarotatif. Nous mettrons
en évidence la tendance algébrique vers un régime asymptotique dans la limite des très grands
nombres de Reynolds. Nous proposerons une équation modèle de la fonction de Kolmogorov, et
montrerons comment cette tendance algébrique peut être reproduite. A titre de comparaison,
d’autres écoulements ont été étudiés (turbulence derrière des obstacles, turbulence en forte rota-
tion), afin de tester la robustesse de nos observations en contrarotatif. Enfin, nous mettrons en
perspective ces résultats, en les comparant avec d’autres approches théoriques et expérimentales.

2.2 L’équation de Kolmogorov avec forçage

2.2.1 Le terme de forçage dans Navier-Stokes

Afin d’exprimer des propriétés statistiques à partir des équations de Navier-Stokes moyennées,
il est nécessaire d’avoir recours à plusieurs types d’hypothèses, en particulier concernant (i) les

2Voir aussi Yakhot (1994) [189], qui arrive à la même conclusion en raisonnant dans l’espace de Fourier.
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propriétés du champ de vitesse à petite échelle, comme l’homogénéité et l’isotropie, et (ii) l’injection
d’énergie aux grandes échelles.

(i) Afin de pouvoir prédire des quantités statistiques simples et accessibles à l’expérience, il est
très difficile de ne pas avoir recours aux hypothèses d’homogénéité et d’isotropie. Elles permettent
d’exprimer les quantités moyennes sur le champ de vitesse de façon très simple, en fonction des
seules différences de vitesse longitudinale.

(ii) En l’absence de forçage, l’énergie cinétique initiale est dissipée par les effets de la viscosité.
Il est nécessaire, afin d’obtenir des propriétés statistiquement stationnaires, de prendre en compte
un terme de force fournissant une puissance qui compense, en moyenne, cette dissipation. Cette
injection d’énergie provenant du forçage, il peut être a priori discutable d’en modéliser l’effet
localement — nous allons examiner ce point. Ceci revient à remplacer le système complet

{

(∂t + ~u · ~∇)~u = − 1
ρ
~∇p + ν∇2~u

Conditions aux limites
(2.3)

par une équation effective

(∂t + ~u · ~∇)~u = −1

ρ
~∇p + ν∇2~u + ~f, (2.4)

où la force par unité de volume ~f représente, localement, les effets des conditions aux limites. Ces
équations sont complétées par l’équation de la conservation de masse, ~∇ · ~u = 0 pour un fluide
incompressible. Bien entendu, l’équation (2.4), étant exprimée localement, est bien plus simple à
traiter que le système (2.3), explicitement écrit de façon non locale. Il ne faut cependant pas être
dupe de cette apparente simplification : l’équation (2.4) reste intrinsèquement non locale, de par
l’effet, entre autres, du champ de pression (la pression en un point peut s’exprimer comme une
intégrale sur l’ensemble du volume du champ de vitesse au même instant, et donc subir directement
les effets des conditions aux limites). Nous allons dans la section suivante nous pencher sur les
hypothèses nécessaires à une telle modélisation.

2.2.2 Forçage et injection d’énergie

Terme de force effectif

Afin de faire apparâıtre un terme de forçage effectif (2.4), nous pouvons considérer un écoulement
statistiquement stationnaire, dont le forçage parvient à installer un champ de pression et de vitesse
moyens P0(~x) et ~U0(~x). Il peut s’agir par exemple d’un écoulement turbulent dans une conduite
forcé par une différence de pression. Nous pouvons décomposer les champs de pression et de vitesse
en des parties fluctuantes p(~x, t) et ~u(~x, t), telles que 〈p〉 = 0 et 〈~u〉 = ~0, et moyennes P0 et U0.
Les 〈·〉 dénotent ici une moyenne temporelle en un point ~x. Cette démarche est analogue à la
décomposition de Reynolds (voir Pope (1999) [135]). En reportant dans les équations de Navier-
Stokes (2.3), nous obtenons une équation d’évolution pour la partie fluctuante (2.4) dans laquelle

le terme de force ~f s’écrit

~f = −~∇
(

P0

ρ
+

1

2
U2

0 + ~u · ~U0

)

+ ν∇2 ~U0. (2.5)

A la contribution visqueuse près (négligeable à haut nombre de Reynolds), cette force dérive des
champs de pression et d’énergie cinétique moyens, ainsi que de l’interaction écoulement moyen –
fluctuations turbulentes. Nous constatons qu’un écoulement purement homogène implique P0 =
cste et ~U0 =

−−→
cste, soit ~f = ~0 : il ne peut y avoir d’injection d’énergie dans cette situation.

L’inhomogénéité (et a fortiori l’anisotropie) à grande échelle de l’écoulement moyen est une con-
dition nécessaire à l’injection d’énergie, via un gradient de pression et/ou d’énergie cinétique. Par
contre, il reste a priori possible d’envisager les champs fluctuants (p, ~u) comme homogènes et
isotropes.

Notons qu’une démarche analogue est souvent effectuée pour l’équation de la chaleur (voir le
chapitre 3), afin d’introduire explicitement l’anisotropie à grande échelle. La linéarité de l’équation
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de la chaleur permet d’exprimer beaucoup plus simplement ce terme de forçage sous la forme
S = −~∇ · (~u Θ0), analogue à la contribution −~∇(~u · ~U0) de ~f .

L’inconvénient de l’écriture de ~f sous forme potentielle (2.5) est qu’elle ne peut pas conduire

à une injection volumique d’énergie : la puissance moyenne 〈 ~f · ~u〉 s’annule par incompressibilité
partout, sauf sur une surface de contrôle, où elle correspond au flux d’énergie cinétique et de
pression.

Remarque sur la force aléatoire en volume

Une façon simple de rendre compte du forçage, compatible avec une injection d’énergie en volume,
est d’imaginer l’expérience suivante : un ballon rigide étanche est entièrement rempli d’un fluide,
initialement en mouvement turbulent. Si l’on agite et tourne violemment ce ballon dans tous les
sens, il est possible d’entretenir cet écoulement turbulent par un forçage en volume. En effet, dans le
référentiel non galiléen du ballon en mouvement, il existe des forces d’inertie (forces d’entrâınement

et de Coriolis), par définition volumiques, capables d’injecter une puissance ~f ·~v. Dans le référentiel
de l’expérimentateur, l’énergie est injectée par les couches limites. De simples translations du ballon
induisent des forces d’inertie strictement homogènes, et ne provoquent aucun mouvement. En
revanche, des rotations induisent des gradients de forces, capables de mettre le fluide en mouvement
et d’injecter de l’énergie.

Considérons maintenant que notre ballon étanche est lui-même immergé dans un écoulement
turbulent extérieur, dont les grands mouvements (d’échelle supérieure à la taille du ballon) jouent
le rôle de l’expérimentateur–agitateur. Si la turbulence extérieure au ballon est statistiquement
homogène et isotrope, elle injectera à la turbulence intérieure au ballon une énergie via une force
d’inertie en volume, statistiquement homogène et isotrope. L’échelle caractéristique de cette force
sera la taille du ballon, et le temps caractéristique celui de l’écoulement extérieur à l’échelle
du ballon. Cette force pourra donc être considérée comme une force volumique aléatoire pour
l’écoulement intérieur, statistiquement stationnaire, homogène et isotrope.

Bilan local d’énergie

Pour déduire une équation d’évolution de l’énergie cinétique turbulente (par unité de masse) 1
2u2,

nous multiplions scalairement l’équation (2.4), où ~f est une force aléatoire en volume, par la
composante fluctuante ~u et nous moyennons :

∂t〈
1

2
u2〉 = 〈~f · ~u〉 − 2ν〈σijσij〉, (2.6)

où nous avons introduit le tenseur de déformation σij = 1
2 (∂iuj + ∂jui), partie symétrique du

tenseur des gradients de vitesse. Le terme d’advection de l’énergie ne contribue pas à ce bilan
local : ce terme non linéaire est conservatif, et n’est responsable que des transferts d’énergie. En
régime stationnaire, les termes de production 〈~f · ~u〉 et de dissipation 2ν〈σijσij〉 s’équilibrent :

ε = 〈~f · ~u〉 = 2ν〈σijσij〉,

où nous introduisons la puissance (par unité de masse) ε, qui représente à la fois la puissance

moyenne injectée par le forçage ~f et la puissance moyenne dissipée par les effets de la viscosité.
Bien entendu, ces deux quantités peuvent fluctuer dans le temps et dans l’espace, mais seules
importent leur valeur moyenne pour ce bilan d’énergie local.

2.2.3 Bilan d’énergie par échelle

Nous allons établir, de façon similaire à la section précédente, un bilan de puissance local, mais
cette fois-ci exprimé échelle par échelle. Nous venons de voir que l’expression locale sous-entend
la possibilité de représenter localement, par le biais d’une force volumique ~f , les effets d’injection
d’énergie.
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u1 u1

u2 u2

u3 u3

x x+r

1

2

3

Figure 2.1: Définition des fonctions de structure Dij à 2 points. Les composantes u1, u2 et u3 de
la vitesse sont prises en deux points ~x et ~x + ~r, avec ~r = r ~e1. La fonction de structure DLL =
〈u1u

′
1〉 est dite “longitudinale” (et notée S2), et les fonctions DNN = 〈u2u

′
2〉 = 〈u3u

′
3〉 sont dites

“transverses”. Les corrélations du type 〈u1u
′
2〉 sont nulles par isotropie.

L’advection d’énergie est responsable du transfert des grandes vers les petites échelles. Nous
avons vu qu’elle n’affecte cependant en rien le bilan de puissance global : elle ne participe ni à
la production ni à la dissipation. Afin de mettre en évidence cet effet de transfert à travers les
échelles, nous écrivons un bilan de puissance local, de nouveau en multipliant scalairement les
équations de Navier-Stokes par le champ de vitesse, mais cette fois-ci en deux points distants de
~r afin d’introduire explicitement l’échelle :

〈u′
j∂tui〉 + 〈u′

juk∂kui〉 = −〈u′
j∂ip〉 + ν〈u′

j∇2ui〉 + 〈u′
jfi〉.

Les champs avec prime sont pris en ~x + ~r, tandis que ceux sans prime sont en ~x. Nous faisons ici
usage de la notation tensorielle, et de la sommation sur les indices répétés.

Cette équation fait intervenir les fonctions de corrélations doubles et triples à deux points,
〈uiu

′
j〉 et 〈uiuju

′
k〉. Si nous supposons l’homogénéité et l’isotropie, il devient possible d’exprimer

cette équation en fonction des seules fonctions de structure doubles et triples en deux points (voir
la figure 2.1), plus symétriques,

Dij(~r) = 〈(u′
i − ui)(u

′
j − uj)〉, Dijk(~r) = 〈(u′

i − ui)(u
′
j − uj)(u

′
k − uk)〉.

L’équation ainsi obtenue est l’équation de von Kármán–Howarth [86]. Notons que nous avons
considéré ici la partie fluctuante du champ de pression comme isotrope, ce qui permet d’annuler les
corrélations où intervient le gradient de pression3 (〈ui∂ip〉 = −〈p ∂iui〉 = 0). Ceci n’est évidemment
plus vrai près des parois. Nous nous référons ici à l’isotropie locale, et le terme de forçage représente
les effets non locaux.

Enfin, la grande simplification due à l’isotropie est la possibilité d’exprimer ces fonctions de
structure à partir de quantités uniquement longitudinales,

S2(r) = DLL(r) = 〈[u(x + r) − u(x)]2〉
S3(r) = DLLL(r) = 〈[u(x + r) − u(x)]3〉 (2.7)

(où u est la composante selon la séparation r du vecteur vitesse ~u). Explicitons ce point simplement
pour la corrélation double : pour un champ isotrope, la fonction de structure Dij(~r) ne peut
s’exprimer qu’en fonction de tenseurs isotropes, soit δij et rirj , ce qui conduit à la seule écriture
possible :

Dij = DNNδij + [DLL − DNN ]
rirj

r2
,

où DLL = D11 est la fonction de structure d’ordre 2 longitudinale, et DNN = D22 = D33 la
fonction de structure d’ordre 2 transverse. De plus, l’expression de l’incompressibilité du champ

3On trouvera dans Hill (1997) [74] une dérivation exacte de ce résultat, basée sur l’homogénéité et l’isotropie
locale.
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de vitesse appliquée à ce tenseur, ∂Dij/∂ri = 0, permet de lier ces deux fonctions de structure
entre elles :

DNN = DLL +
1

2
r

∂

∂r
DLL.

Nous voyons donc que seule importe la fonction de structure longitudinale en turbulence isotrope4,
mesurable expérimentalement grâce à l’emploi de l’hypothèse de Taylor. Le même type de résultat
est obtenu pour la fonction de structure d’ordre 3 — nous renvoyons le lecteur à Monin et Yaglom
(1975) [115], où tous les calculs sont explicités.

Toute substitution effectuée, nous obtenons in fine un bilan de puissance échelle par échelle,
exprimé uniquement en terme de fonctions de structure longitudinales

S3(r) − 6ν
∂

∂r
S2(r) = − 4

r4

∫ r

0

r′4 〈~f · ~u′〉 dr′, (2.8)

obtenu par Novikov (1964) [122]5. C’est une généralisation de l’équation de Kolmogorov, exprimée

ici en régime stationnaire et en présence d’un terme de forçage ~f . Cette force n’intervient donc
que par le biais de la puissance moyenne injectée.

Expression du terme de forçage

Il ne nous reste plus qu’à exprimer la corrélation à deux points forçage-vitesse apparaissant dans
(2.8). Pour r = 0, nous avons vu dans la section précédente que cette équation se ramenait à un
simple bilan de puissance (sans faire intervenir d’échelle), d’où nous avions tiré la corrélation en

un point 〈~f · ~u〉 = ε. Il est nécessaire d’effectuer des hypothèses pour exprimer la corrélation en
deux points.

Nous avons dit que le forçage n’était “actif” qu’aux grandes échelles ; cette corrélation ne peut
varier de façon significative que sur des échelles grandes. Nous supposerons que cette corrélation
en deux points, lorsque la distance entre ces deux points est petite, prend des valeurs proches de
la corrélation en un point : nous aurons 〈~f · ~u′〉 ' 〈~f · ~u〉 = ε. Pour des distances très grandes, en

revanche, nous nous attendons à ce que la vitesse et la force soient décorrélées, soit 〈 ~f · ~u′〉 → 0.
L’expression la plus simple et la plus générale est un développement au second ordre :

〈~f · ~u′〉 = ε

(

1 − 1

2

r2

L2
f

+ ..

)

, (2.9)

où nous avons introduit Lf , l’échelle typique de décorrélation force–vitesse6. Ce développement
n’est valable que pour un forçage dont l’effet est confiné aux grandes échelles. Notons que cette
définition est analogue à l’échelle de Taylor pour l’autocorrélation de vitesse : elle peut s’exprimer à
partir de la courbure à l’origine de la fonction d’autocorrélation. Nous nous attendons à ce que cette
échelle soit de l’ordre de la grande échelle ; en particulier, elle ne doit pas dépendre du nombre de
Reynolds. Ce point devra être vérifié expérimentalement : en supposant ce développement valide,
nous allons dans la section suivante déterminer cette échelle.

4En particulier, si la fonction de structure longitudinale présente une loi de puissance pour les échelles inertielles,
la fonction de structure transverse doit présenter la même loi d’échelle, sur à peu près la même gamme d’échelle.
Des lois d’échelles différentes pour DLL et DNN sont donc une violation explicite de l’isotropie.

5Voir aussi l’équation (28.93) de Monin et Yaglom (1975) [115].
6Une autre façon de se convaincre de la généralité de ce développement est de considérer que cette force “agit”

essentiellement à petit nombre d’onde (i.e. qu’elle excite les modes à petits nombres d’onde du champ de vitesse),
disons kf ∼ 1/Lf . Si nous représentons cette force par f0 cos(kf r) (avec f0 tel que 2ε = f0u0, où u0 est ici la
fluctuation typique de vitesse), nous obtenons

〈fu′〉 = 〈f0δ(kf ) u∗

ke−ikr〉 = 2ε e−ikf r ,

dont la partie réelle donne bien le développement (2.9) pour r � Lf .
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Si nous substituons le développement quadratique (2.9) de cette corrélation dans l’équa-
tion (2.8), en ne retenant que le premier ordre en r2, nous obtenons :

S3(r) − 6ν
∂

∂r
S2(r) = −4

5
εr

(

1 − 5

14

r2

L2
f

)

, (2.10)

que nous appelons Equation de Kolmogorov avec forçage. Cette équation s’interprète comme un
bilan de puissance échelle par échelle. L’énergie est injectée, à un taux moyen ε, à une échelle
caractéristique Lf . Le terme en S3(r), qui couple les échelles via les interactions non-linéaires,
représente le transfert d’énergie à travers une échelle r. Enfin, le terme en S2(r) représente la
dissipation d’énergie aux petites échelles, due aux effets de la viscosité. De cette équation il
est impossible, sans hypothèse supplémentaire, d’en déduire une expression de S2(r) ou S3(r)
séparément.

Flux d’énergie Le lien entre S3(r) et le flux d’énergie, noté ε(r), peut s’écrire exactement (voir
Frisch [68]7) :

ε(r) = − 1

12

(

3 + r
∂

∂r

)(

5 + r
∂

∂r

)

S3(r)

r
. (2.11)

Par commodité, nous interpréterons cependant −S3(r)/r comme un flux d’énergie, bien que la
définition ci-dessus soit plus correcte8. Ces deux définitions se recouvrent (à un facteur près), dans
la limite des très grands nombres de Reynolds pour les échelles inertielles.

La loi des 4/5 La limite très grands nombres de Reynolds conduit à considérer une échelle
d’injection d’énergie Lf → ∞. Nous retrouvons dans ce cas (r � Lf ) l’équation de Kolmogorov
sans terme de forçage :

S3(r) − 6ν
∂

∂r
S2(r) = −4

5
εr.

Si de plus nous considérons les échelles r � η, où la dissipation visqueuse peut être négligée, nous
retrouvons la loi des 4/5 de Kolmogorov

S3(r) = −4

5
εr,

qui correspond donc [voir l’équation (2.11)] à un transfert constant à travers les échelles, c’est-à-
dire à ε(r) = ε.

A des nombres de Reynolds modérés, pour lesquels il n’existe pas de véritable séparation
d’échelles η � r � Lf , il importe donc de considérer tous les termes de l’équation (2.10). Pour
les faibles nombres de Reynolds, la loi linéaire S3(r) ∼ εr n’est pas vérifiée, et il n’existe pas de
domaine inertiel du point de vue des transferts d’énergie. Dans ce cas, la fonction de structure
d’ordre 3 est en grande partie contrainte par les échelles visqueuses r ∼ η et les grandes échelles
r ∼ Lf .

La vérification de l’équation (2.10) est fondamentale : il s’agit d’une relation exacte, dérivant
directement des équations de Navier-Stokes avec les hypothèses d’homogénéité et d’isotropie, ainsi
qu’une injection d’énergie aux grandes échelles modélisée par un forçage volumique ~f . Les hy-
pothèses d’homogénéité et d’isotropie, assez fortes, ont permis d’exprimer le flux d’énergie de façon
très simple, à partir de seules quantités longitudinales, facilement accessibles à l’expérience. Valider
cette loi permet de valider les hypothèses dont elle découle ou, tout du moins, de montrer que
les éventuels écarts à ces hypothèses sont suffisamment faibles pour conduire à des flux d’énergie
correspondant essentiellement à une situation homogène et isotrope. De plus, nous avons cherché le

7Voir aussi Andreotti (1999) [4] pour une approche lagrangienne de ce résultat.
8Précisons nos notations par rapport à Frisch [68] : le flux d’énergie y est exprimé dans l’espace de Fourier : Πk

est le flux d’énergie à travers le nombre d’onde k (vérifiant Πk = ε pour Re → ∞), et T (k) = −∂Πk/∂k le transfert

d’énergie à travers k. Dans l’espace des échelles, ε(r) est le flux spatial d’énergie ; nous le nommons ici simplement
flux d’énergie, sans ambigüıté avec Πk.
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moyen de reproduire les effets d’injection d’énergie aux grandes échelles, dus à la contribution non
locale de la pression et de l’énergie cinétique (nécessairement inhomogène), par un forçage effectif
en volume. La validation de l’équation de Kolmogorov avec forçage, et en particulier l’expression
du terme de forçage pour les échelles r <∼ Lf , permet de valider par là même la modélisation de
cette injection d’énergie par un forçage effectif local. La possibilité d’une telle modélisation est
de grande importance pour les modèles théoriques et les simulations numériques, qui ne sont pas
capables de prendre en compte explicitement les conditions aux limites de l’écoulement.

2.3 Etude expérimentale des transferts d’énergie

2.3.1 Protocole de mesure

Conf. Fichier ν × 104 Rλ 〈U〉 τ η
(cm2/s) (cm/s) = u′/〈U〉 (µm)

C 92V 11.0 715 0.64 0.21 11.2
117V 4.6 1180 0.69 0.20 5.8
133V 6.0 1280 1.08 0.17 5.3
140V 21 510 0.63 0.18 20.4
143V 21 400 0.36 0.20 29.6
152V 170 205 0.92 0.19 70.2
153V 165 140 0.40 0.20 126
156V 4.4 1590 1.31 0.20 3.4

D 4CL 5.0 1180 1.76 0.10 4.7
45CL 9.5 440 0.74 0.13 16.8
55CL 9.5 540 1.29 0.10 9.1

B 175J 10 670 1.79 0.17 56.0
181J 36 160 0.27 0.16 4.3

Table 2.1: Caractéristiques de quelques fichiers de vitesse analysés dans ce chapitre.

Les mesures présentées dans cette section ont été réalisées dans la petite et la grande cellule,
en mode contrarotatif. Dans le tableau 2.1 sont regroupées les caractéristiques de quelques fichiers
utilisés dans ce chapitre.

Dans cette section, nous allons détailler le protocole de mesure, et en particulier insister sur
les critères suivants :

• Filtrage passe-bas, dû au temps de réponse (sonde + électronique), ou filtrage spatial dû à
la taille de la sonde.

• Présence de bruit (pics parasites et bruit blanc), couplé ou non au signal de vitesse.

• Taux de fluctuation faible (limite fixée à 21 %).

• Stabilité et convergence des statistiques (à mieux que le %).

Le premier point a fait l’objet d’importantes précautions. A propos du filtrage spatial, Belin
(1998) [24], d’après des données numériques de Jiménez, montre que tant que l’échelle de Kolmo-
gorov est supérieure à lsonde/3 (où lsonde est la longueur de la zone sensible de la sonde), l’erreur
commise sur l’estimation des moments des gradients de vitesse est inférieure à 2 %.

Nous allons examiner en détail dans les sections suivantes les trois autres points.
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Les différentes sources de bruit

Afin de vérifier avec une grande précision la validité de l’équation de Kolmogorov, il est important
de contrôler finement les différentes sources possibles de bruit :

• Bruit électrique : il peut s’agir de bruit blanc, devenant important surtout à haute fréquence,
ou de pics parasites (typiquement des contaminations électromagnétiques à 50 Hz).

• Vibration mécanique de la fibre à sa fréquence propre, éventuellement couplée à la fréquence
de détachement des tourbillons en aval de la sonde.

Nous allons considérer dans cette section l’influence de bruit sur les calculs des fonctions de
structure. Nous aurons à distinguer deux cas : celui d’un bruit indépendant du signal (parasites
électroniques, bruit blanc), ou corrélé au signal (dû à une vibration mécanique de la sonde).

Bruit indépendant du signal Nous considérons que la vitesse mesurée um(t) est la somme de
la vitesse vraie u(t) et d’un bruit b(t). Dans un premier temps, nous simplifions le problème en
supposant que le bruit est indépendant du signal (〈b(t)u(t)〉 = 0) et centré. Dans ce cas, celui-ci
n’affecte que les fonctions de structure d’ordre pair ; ce bruit n’a aucune influence sur la fonction
de structure d’ordre 3. En effet, on a :

Smes
3 (τ) = 〈∆um(τ)3〉 = 〈[∆u(τ) + ∆b(τ)]3〉 = S3(τ) + 3〈∆u2∆b〉 + 3〈∆u∆b2〉 + 〈∆b3〉,

où ∆u et ∆b sont les incréments de vitesse et de bruit (∆u(τ) = u(t + τ) − u(t)). Les second et
troisième termes s’annulent car bruit et signal sont décorrélés, et le dernier terme s’annule car le
bruit est centré. Nous avons donc bien :

Smes
3 (τ) = S3(τ).

La situation est différente pour la fonction de structure d’ordre 2. Nous allons considérer deux
types de bruits : un bruit blanc et une oscillation périodique.

Dans le cas du bruit blanc (〈b(t)b(t + τ)〉 ∼ δ(τ)), la fonction de structure mesurée s’écrit
simplement :

Smes
2 (τ) = S2(τ) + 2〈b2〉. (2.12)

Le bruit se fera sentir aux petites échelles (hautes fréquences), pour S2(τ) petit.
Dans le cas d’une oscillation parasite (typiquement une contamination à 50 Hz), nous écrivons

b(t) = b0 cos(ωt). Nous avons dans ce cas 〈b2〉 = b2
0/2 et 〈∆b(τ)2〉 = b2

0[1−cos(ωτ)], soit finalement :

Smes
2 (τ) = S2(τ) + b2

0[1 − cos(ωτ)].

La fonction de structure d’ordre 2 sera donc affectée d’oscillations de période 2π/ω.

Bruit couplé au signal Cette situation se présente dans le cas d’une vibration mécanique de
la sonde. Nous pouvons considérer pour simplifier que le bruit est multiplicatif, conduisant à un
signal mesuré um(t) = u(t)[1+ b(t)]. Dans le cas d’une oscillation périodique à la fréquence propre
de vibration de la sonde, nous obtenons :

Smes
2 (τ) = S2(τ)

[

1 +
1

2
b2
0 cos(ωτ)

]

+ 〈u2〉b2
0[1 − cos(ωτ)]

Smes
3 (τ) = S3(τ)

[

1 +
1

2
b2
0 + b2

0 cos(ωτ)
]

. (2.13)

Sur le spectre d’énergie, rien ne distingue un bruit périodique couplé ou indépendant du signal :
sa signature est la même, un pic à la fréquence d’oscillation. Par contre, nous voyons que sur
la fonction de structure d’ordre 3, la conséquence en est très différente : dans le cas d’un bruit
indépendant, S2 est affecté mais S3 reste inchangé. En revanche, s’il s’agit d’un bruit couplé au
signal de vitesse, à la fois S2 et S3 sont affectés par des oscillations. Dans le cas de S3, qui reflète
une légère asymétrie dans les fluctuations de vitesse, une telle oscillation peut grandement modifier
les mesures.
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Figure 2.2: Taux de fluctuation pour l’ensemble des fichiers. Carrés : grande cellule, contrarotation.
Losanges : petite cellule, co- et contrarotation. Cercles : grande cellule, corotation derrière des
obstacles. Le trait pointillé indique la limite à τ = 0.21 (voir texte). L’ordonnée de droite indique
le taux de fluctuation réel, estimé à partir du taux apparent, d’après la figure 1.20 du chapitre 1
(p. 36).

Taux de fluctuation

Le critère d’un faible taux de fluctuation est très important pour une vérification précise des lois
d’échelle, particulièrement de la fonction de structure d’ordre 3. Pour les mesures en anémométrie
à fil chaud, nous avons vu au chapitre 1 que l’exigence d’un faible taux de fluctuation est double :
(i) il intervient pour l’estimation de la composante longitudinale à partir du module de vitesse
mesuré, et (ii) il intervient de nouveau dans l’application de l’hypothèse de Taylor, afin de convertir
les différences temporelles en différences spatiales. Alors qu’il est aisé d’estimer l’incertitude liée
au taux de fluctuation pour le premier point (elle est en τ 2), le second point est beaucoup plus
délicat. L’erreur commise due à l’hypothèse de Taylor crôıt avec la séparation ; elle est a priori
négligeable pour les séparations du domaine dissipatif, mais peut devenir problématique pour
le domaine inertiel. On peut considérer que l’hypothèse de Taylor cesse de s’appliquer pour des
distances de l’ordre de Λ/τ (Λ est l’échelle intégrale) soit ∼ 5Λ pour τ ' 20 %.

En contrarotation, les faibles taux de fluctuation sont obtenus hors de la couche de cisaillement
médiane (où l’absence d’écoulement moyen conduit à τ � 1). En ajustant la fréquence de rotation
de chaque disque, nous déplaçons cette couche de cisaillement, de sorte que la sonde se situe dans
une région de fort écoulement moyen (voir la section 1.3.2, p. 40).

Nous nous sommes fixé comme limite supérieure un taux de fluctuation de 21 %. Sur la figure 2.2
sont représentées les valeurs (Rλ, τ) de l’ensemble des données dans les différentes configurations.
Nous voyons qu’une telle sélection limite notre gamme de nombres de Reynolds accessible à

120 < Rλ < 1600.

Cette limitation est très contraignante : des nombres de Reynolds de Rλ ' 5000 sont atteints pour
des taux de fluctuation apparents de τ ' 40 %. Mais nous avons jugé dans ce cas que les difficultés
d’interprétation du signal était trop importantes pour établir de façon précise les lois du domaine
inertiel.

Convergence et stabilité des statistiques.

Cette étude ne faisant intervenir que les fonctions de structure d’ordre 2 et 3, il n’y aura pas a
priori de problèmes de convergence statistique comme pour les moments d’ordre élevé. Cependant,
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Figure 2.3: Convergence des moments d’ordre 2 et 3. (a) : évolution du moment d’ordre 3, moyenné
sur 200 échelles intégrales et normalisé par la moyenne sur tout l’enregistrement, pour un incrément
de 4 η (+) et 200 η (×). (b) : moment d’ordre 3, moyenné du début jusqu’à r. (c) et (d) : idem
pour le moment d’ordre 2. Fichier 185J. Rλ=618.

la fonction de structure d’ordre 3 étant une quantité impaire, il convient de vérifier plus partic-
ulièrement sa bonne convergence. En effet, la valeur du moment d’ordre 3 pour une séparation
donnée résulte d’un léger déséquilibre entre incréments de vitesse positifs et négatifs. L’amplitude
de ce déséquilibre peut être estimée par9 :

〈∆u3〉
〈|∆u|3〉 ,

qui est de l’ordre de 10–20 % pour les échelles r du domaine inertiel. Des enregistrements bien
plus longs sont nécessaires pour assurer une bonne convergence de 〈∆u3〉 par rapport à 〈|∆u|3〉.

Pour ces deux moments, nous avons calculé les quantités suivantes : une moyenne glissante
“locale” de Sn(r) sur 200 échelles intégrales,

S(L)
n (r; `) =

1

200Λ

∫ `+200Λ

`

[u(x + r) − u(x)]n dx,

ainsi que la moyenne calculée depuis le début de l’enregistrement,

S(M)
n (r; `) =

1

`

∫ `

0

[u(x + r) − u(x)]n dx.

Ces moments S
(L)
n (r; `) et S

(M)
n (r; `) ont été calculés pour deux incréments, r = 4 η (domaine

dissipatif) et 200 η (domaine inertiel). Ces deux quantités sont tracées en fonction de ` sur la

9Voir par exemple Malécot et al. (1999) [102], et Auriault (1999) [17].
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Figure 2.4: (a) Distribution des incréments de vitesse ∆u/σ normalisés par leur écart-type, pour
r=2500, 75 et 2.5 η (de la moins large à la plus large). (b) Intégrant du moment d’ordre 3. (c)
Primitive de (∆u/σ)3 p(∆u/σ), intégrée entre −∞ et ∆u/σ. Rλ=1090.

figure 2.3, normalisées par rapport à la valeur moyenne complète S∞
n (r) pour ` → ∞, en fonction

du temps d’enregistrement (jusqu’à 70 · 103 échelles intégrales).

Il est intéressant de noter que les moyennes glissantes (figures a et c) sont extrêmement fluc-
tuantes : même moyennées sur 200 échelles intégrales, les fluctuations restent d’environ 10 %,
quelquefois jusqu’à 40 % pour les moments à grande échelle. Bien qu’ils soient très fluctuants,
il n’apparâıt clairement aucun problème de stabilité aux temps longs (à mieux que 0.1 % sur la
durée totale de l’enregistrement).

En revanche, nous constatons que S3 (figure b) et S2 (figure d) sont très bien convergés : à
partir de 10 000 échelles intégrales (15 % de la longueur totale de cet enregistrement), ces deux
moments, pour les deux incréments 4 et 200 η, évoluent à moins de 1 % de leur valeur finale. Les
moments à petite échelle convergent légèrement plus rapidement qu’à grande échelle.

Cette bonne convergence peut se voir sur la figure 2.4, où sont représentés les distributions et
les intégrants du moment d’ordre 3 à différentes échelles.

En pratique, les enregistrements sur lesquels nous travaillons sont tous d’au moins 20 000
échelles intégrales, et nous pourrons considérer que les fonctions de structure sont convergées à
mieux que le pour cent.
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2.3.2 Extensions des lois d’échelle

Spectre et fonction de structure d’ordre 2

Le plus simple moyen d’estimer l’extension du domaine en loi de puissance est de définir un
intervalle sur lequel une telle loi est vérifiée à mieux qu’une certaine précision. Pour cela nous
traçons les fonctions de structure compensées r−ζ2S2(r/η) en ajustant la valeur de l’exposant
ζ2 afin de maximiser l’extension du plateau. Nous définissons à partir de ces figures l’intervalle
d’échelle vérifiant

r ∈ [rmin
2 , rmax

2 ], [r−ζ2S2(r)] > 0.9 max
r

[r−ζ2S2(r)]

Nous appelons W2 = rmax
2 /rmin

2 la largeur du domaine en loi de puissance, défini à mieux que
10 %.

La figure 2.7 représente l’évolution de cette largeur W2 en fonction de Rλ. Nous voyons qu’elle

crôıt approximativement comme R
3/2
λ . Cependant, un ajustement par une loi de puissance donne

un exposant légèrement inférieur, plus proche de 1.3. Il est probable que cette croissance légèrement
moins rapide provienne d’une surestimation de rmin

2 à haut nombre de Reynolds, due à un effet de

coupure à haute fréquence. Un meilleur ajustement par une loi en R
3/2
λ conduit à

W2 = 0.0024R
3/2
λ

(soit environ 1.5 log10 Rλ − 2.6 décades de loi de puissance à mieux que 10 %). Nous voyons que
pour Rλ > 250, la fonction de structure d’ordre 2 présente au moins une décade de loi d’échelle
définie à mieux que 10 % (et au moins deux décades pour Rλ > 1200). Des résultats similaires
sont obtenus en définissant W2 à partir des spectres d’énergie. Ces observations confirment que,
du point de vue des quantités paires, les lois d’échelles de Kolmogorov semblent décrire avec une
bonne précision les expériences, même à des nombres de Reynolds aussi modérés que Rλ ∼ 250-300.

Fonction de structure d’ordre 3

Sur la figure 2.8 sont représentées les fonctions de structure d’ordre 3 en fonction de l’échelle,
adimensionnées par les quantités à petite échelle uη et η, pour différents nombres de Reynolds
(Rλ = 137 à 1590). Comparées à la figure 2.6, il est clair qu’à grande échelle S3 chute plus vite
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Figure 2.8: Fonction de structure d’ordre 3, adimensionnée par la vitesse de Kolmogorov uη =
(εν)1/4, en fonction de r/η, pour différents Rλ entre 137 et 1590. La droite indique la pente 1.

que S2 (par construction, S3 → 0 et S2 → 2u′2). Il est clair que la loi des 4/5, exprimée ici sous
la forme

−S3

(εν)3/4
=

4

5

r

η
,

semble très bien ajuster ces données, pour r/η >∼ 30. Dans la section suivante, nous allons détailler
beaucoup plus précisément cette observation.

2.3.3 Vérification de l’équation de Kolmogorov avec forçage

Afin de comparer les mesures expérimentales à l’équation (2.10), nous introduisons la quantité
J(r), définie comme :

J(r) = −S3

r
+

6ν

r

∂S2

∂r
. (2.14)

Cette quantité représente le flux d’énergie à travers les échelles, incluant les effets de dissipation
visqueuse. La figure 2.9 représente cette fonction J(r), pour Rλ = 1090, ainsi que les contributions
des moments d’ordre 2 et 3. Le plateau sur −S3/r s’étend de 0.2 à 5 mm environ. En tenant
compte de la contribution visqueuse 6ν(∂S2/∂r)/r, le plateau est observé jusqu’à 0.04 mm (4 η),
soit sur près de deux décades. Nous constatons que les effets visqueux restent significatifs jusqu’à
30 η environ, où ils représentent 10 % de J(r) ; les contributions de dissipation et de transfert
s’équilibrent pour r ' 10η (r ' 0.09 mm).

Nous remarquons sur cette figure que la contribution visqueuse pour r = 2η (pas d’échantil-
lonnage) est supérieure d’environ 40 % au plateau de J(r), remontée que nous pouvons vraisem-
blablement attribuer à la présence de bruit. D’après l’équation (2.12), où nous avons considéré la
présence d’un bruit blanc non corrélé au signal, la contribution de S2 à J(r) (2.14) devient :

1

r

∂Smes
2

∂r
' 1

r

∂S2

∂r
+

2〈b2〉
r2

,
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1 0

1 0 0

1 0 0 0

1 04

0 .0010 0 . 0 1 0 0 . 1 0 1 . 0 1 0

J(
r)

  
 (

cm
2
  

s-
3 )

r  (cm)

Figure 2.9: � : J(r) (2.14) en fonction de l’échelle r, pour Rλ = 1090. Les symboles ouverts
indiquent les deux contributions à J(r) : −S3(r)/r (◦) et 6ν(∂S2/∂r)/r (�). η =9.9 µm. Fichier
90V.

où Smes
2 (r) est la fonction de structure mesurée. Comme nous l’avons souligné, un tel bruit n’affecte

pas la fonction de structure d’ordre 3. Un bruit blanc dont l’amplitude est de 20 % de la fluctuation
typique de vitesse à l’échelle r = 2η permet donc d’expliquer cet écart au plateau. Notons que,
sur un spectre représenté en coordonnées logarithmiques, un bruit blanc d’amplitude 20 % celle
du spectre d’énergie à ce nombre d’onde est indétectable.

La figure 2.10 représente la fonction J(r) pour un nombre de Reynolds légèrement inférieur
(Rλ = 720), en coordonnées linéaires, avec le meilleur ajustement (2.10) :

J(r) =
4

5
ε

(

1 − 5

14

r2

L2
f

)

, (2.15)

où ε et Lf sont les paramètres libres de l’ajustement. Nous voyons que cet ajustement reproduit
de façon remarquable les mesures expérimentales de J(r), sur une gamme d’échelles entre 8η et
900η environ ; les deux paramètres valent ici ε = 1.38 103 cm2s−3 et Lf = 0.85 cm, et le nombre
de Reynolds microéchelle est calculé à partir de cette mesure de ε. Pour des échelles inférieures,
nous retrouvons une remontée due à la présence de bruit, d’amplitude comparable à l’exemple
précédent. Sur cette gamme d’échelle, l’accord entre la fonction J(r) mesurée et l’ajustement (2.15)
est à mieux que 3 %, ce qui est excellent.

La situation à bas nombre de Reynolds est illustrée sur la figure 2.11, pour Rλ = 252. Nous
voyons que la contribution −S3/r ne présente aucun plateau, mais une simple bosse vers 0.3 cm.
A un tel nombre de Reynolds, il n’existe donc pas de régime inertiel à proprement parler, bien que
le spectre d’énergie présente la loi d’échelle E(k) ∼ k−5/3 sur une gamme importante de nombres
d’onde. Cette figure montre cependant qu’en prenant en compte le terme visqueux, la fonction
J(r) présente un plateau assez étendu, reproduit par l’ajustement (2.15) sur plus d’une décade.

S3(r) et flux d’énergie ε(r)

Dans ce qui précède, nous avons associé la constance de −S3/r à celle des transferts d’énergie.
Afin de vérifier ce point, nous pouvons également déduire des mesures de −S3/r le “vrai” flux
d’énergie ε(r) (2.11). En exprimant les dérivées spatiales sous la forme r∂/∂r = ∂/∂ ln r, et en
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Figure 2.12: ◦ : − 5
4S3(r)/r et � : ε(r) en fonction de l’échelle r. Pour la décade d’échelles centrale,

ces deux quantités se correspondent. Fichier 90V.

considérant −S3(r)/r comme une fonction de ln r, cette équation devient

ε(r) =

(

5

4
+

2

3

∂

∂ ln r
+

1

12

∂2

∂(ln r)2

)(

−S3

r

)

.

La figure 2.12 compare − 5
4S3(r)/r et ε(r) pour Rλ=1090. Nous voyons que les plateaux se cor-

respondent parfaitement, quoique sur une gamme d’échelle légèrement décalée : le domaine sur
lequel ε(r) ' ε est bien vérifié s’étend à des échelles légèrement inférieures (d’un facteur 2 environ),
lorsque commence à décrôıtre − 5

4S3(r)/r. Cependant, il est clair que le comportement semblable
de ces deux fonctions nous autorise à considérer que −S3(r)/r représente bien le flux d’énergie.

Remarque sur la détermination de Rλ

Un point important pour l’étude expérimentale de la turbulence homogène et isotrope est la
détermination précise du taux de transfert d’énergie ε, notamment afin de définir le nombre de
Reynolds microéchelle

Rλ = u′2

(

15

νε

)1/2

.

Il existe habituellement deux façons de mesurer cette dissipation :

• La première à partir de quantités du domaine inertiel, via la relation S3(r) = − 4
5εr, pour les

échelles η � r � Lf , à condition que le nombre de Reynolds soit suffisamment élevé pour
que −S3/r présente un plateau à la valeur 4

5ε.

• La seconde à partir de quantités du domaine dissipatif, via la relation 15νS2(r)/r2 → ε pour
r → 0, à condition que les échelles dissipatives soient correctement résolues, ce qui cesse
généralement d’être le cas aux plus hauts nombres de Reynolds.

A nombre de Reynolds modéré, lorsque la loi des 4/5 n’est pas encore satisfaite, la première
méthode conduit en général à sous-estimer le taux de transfert ε, et donc à surestimer Rλ. En
revanche, à plus haut nombre de Reynolds, la décroissance de S2(r) pour r → 0 tend à saturer à
la valeur du bruit, 〈b2〉, augmentant ainsi le rapport S2(r)/r2 ' 〈b2〉/r2 aux petits r ; la valeur
d’ε ainsi déterminée sera surestimée, conduisant cette fois-ci à une sous-estimation de Rλ.

Dans le cas particulier des très bas nombres de Reynolds, Rλ ∼ 100, même à très bas niveau
de bruit, les valeurs d’ε déterminées par ces deux méthodes diffèrent d’environ 40 %, soit un écart
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Figure 2.13: Echelle intégrale Λ (•) et échelle de forçage Lf (�), configuration C. Le trait pointillé
indique la moyenne 1.1 cm de ces deux échelles.

sur les estimations correspondantes de Rλ d’environ 20 %. Utiliser l’ajustement (2.15) de J(r)
pour estimer ε permet dans ce cas d’obtenir un plateau bien défini dans le domaine intermédiaire
dissipatif-inertiel, et ainsi d’en déduire la valeur de Rλ plus précisément.

L’échelle de forçage

Afin de caractériser l’influence du forçage sur les transferts d’énergie, nous avons introduit l’échelle
caractéristique Lf (2.9). Cette échelle est déterminée à partir de l’ajustement de la fonction J(r)
(2.15). La figure 2.13 regroupe les mesures de cette échelle Lf , ainsi que de l’échelle intégrale Λ
calculée à partir de la fonction d’autocorrélation, pour les expériences en contrarotation dans la
grande cellule.

Malgré une certaine dispersion, nous constatons que l’échelle de forçage Lf ne présente pas
d’évolution notable avec Rλ. Nous mesurons

Lf = 1.1 ± 0.3 cm,

une valeur très proche de l’échelle intégrale, Λ = 1.1 ± 0.15 cm. La dispersion est légèrement
inférieure pour l’échelle intégrale.

Le comportement de Lf , indépendant de Rλ, est important : il signifie que l’influence du
forçage sur le domaine inertiel est bien confiné aux mêmes échelles, et donc que la nature de
l’injection d’énergie dans notre écoulement ne change pas avec le nombre de Reynolds. Le fait que
Lf ' Λ a un coté fortuit, chacune de ces échelles ayant une part d’arbitraire dans leur définition.
Nous verrons dans la suite (section 2.4.3) que dans d’autres configurations, le rapport de ces deux
échelles peut changer.

2.3.4 Evolution de la fonction de Kolmogorov avec Rλ

Fonction de Kolmogorov

Nous avons souligné en introduction que la validation de la théorie de Kolmogorov nécessite la
mise en évidence d’un régime asymptotique dans la limite des très grands nombres de Reynolds.
Afin d’étudier l’évolution de la loi des transferts d’énergie en fonction du nombre de Reynolds,
nous introduisons la fonction de Kolmogorov, définie comme la fonction de structure d’ordre 3
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Figure 2.14: Fonction de Kolmogorov K(r) en fonction de l’échelle adimensionnée r/η, pour trois
nombres de Reynolds. 5:Rλ=120; ©:Rλ=300; 4:Rλ=1170.

adimensionnée par la dissipation ε et l’échelle r :

K(r) = −S3(r)

εr
,

où nous utilisons la valeur d’ε obtenue par le meilleur ajustement de J(r) (2.15). Sur la figure 2.14
nous avons représenté une famille de courbes de K(r) pour trois valeurs différentes de Rλ. Com-
parée à la figure 2.8, cette représentation met bien plus en évidence l’importance des effets de
coupure sur le domaine inertiel. A Rλ croissant, K(r) tend à former un plateau dans le domaine
inertiel, en accord avec la loi des 4/5 de Kolmogorov. Cependant, nous constatons que cette ten-
dance est extrêmement lente : en deçà de Rλ ∼ 1000 (ce qui est le cas de la plupart des expériences
de turbulence), il n’apparâıt pas véritablement de domaine inertiel, et à Rλ ' 1200 celui-ci s’étend
sur à peine une décade.

Nous pouvons ajuster ces fonctions de Kolmogorov en utilisant l’expression (2.10) de l’équation
de Kolmogorov avec forçage,

K(r) = −6ν

εr

∂

∂r
S2(r) +

4

5

(

1 − 5

14

r2

L2
f

)

. (2.16)

Les courbes de la figure 2.14 représentent cet ajustement pour chacun des trois nombres de
Reynolds ; les paramètres ε et Lf sont déterminés à partir de l’ajustement des fonctions J(r),
comme décrit dans la section précédente. La fonction de structure S2(r) mesurée a été utilisée
pour l’expression de la contribution visqueuse.

Là encore, nous constatons que ces ajustements reproduisent de façon remarquable nos données,
de 5 η jusqu’à Lf environ. Au-delà de Lf , la modélisation quadratique du terme de forçage cesse
d’être valide.

Modélisation de la fonction de Kolmogorov

L’écart de K(r) au plateau 4/5 provient des coupures visqueuses et de grande échelle. Pour en
comprendre l’évolution avec le nombre de Reynolds, nous pouvons modéliser les effets visqueux.
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Pour les échelles inférieures du domaine inertiel, il est possible d’utiliser la loi des 2/3 pour exprimer
la fonction de structure d’ordre 2,

S2(r) = c0ε
2/3r2/3,

où c0 est une constante sans dimension, supposée universelle à grands nombres de Reynolds,
estimée expérimentalement à c0 ' 2.0 (voir par exemple [135, 154]). Cette procédure est justifiée
par le fait que les lois d’échelle sur la variance des fluctuations de vitesse (ou, de façon équivalente,
sur le spectre d’énergie) sont généralement beaucoup mieux définies que sur les transferts. En
reportant S2(r) dans l’équation (2.2), la fonction de Kolmogorov s’écrit sous la forme :

K(r) = −4c0νε−1/3r−4/3 +
4

5

(

1 − 5

14

r2

L2
f

)

.

En adimensionnant l’échelle r par l’échelle de Kolmogorov, η = (ν3/ε)1/4, nous obtenons :

K(r/η) = −4c0

(

r

η

)−4/3

+
4

5
− 2

7

(

r

η

)2(
η

Lf

)2

.

Ainsi adimensionnée, la dépendance en nombre de Reynolds de K(r/η) n’apparâıt qu’aux grandes

échelles. Si nous exprimons l’échelle de Kolmogorov sous la forme η = bLfR
−3/2
λ , où b est une

constante sans dimension, nous obtenons enfin :

K(r/η, Rλ) = −4c0

(

r

η

)−4/3

+
4

5
− 2b2

7

(

r

η

)2

R−3
λ . (2.17)

Dans la limite des très grands nombres de Reynolds (Lf/η → ∞), la fonction de Kolmogorov
tend bien vers la valeur 4/5. A nombre de Reynolds modéré, la prise en compte des termes de
forçage et visqueux s’avère essentielle pour reproduire le comportement K(r). Afin de quantifier
l’importance de ces effets, nous allons étudier l’écart entre la loi observée et la loi asymptotique.
Cet écart peut être mesuré par le maximum de la fonction de Kolmogorov, comparé à la valeur
4/5. Nous définissons donc :

Kmax(Rλ) = max
r

K(r/η, Rλ). (2.18)

L’expression (2.17) de la fonction de Kolmogorov, où nous avons utilisé la loi des 2/3 pour la con-
tribution visqueuse et le développement quadratique pour le terme de forçage, permet d’expliciter
la position et la valeur de ce maximum en fonction de Rλ. En notant ls l’échelle de ce maximum,
telle que Kmax = K(ls), nous obtenons :

Kmax =
4

5

(

1 −
(

Rλ

Rλ0

)−6/5
)

,

ls = aLfRλ
−3/5, (2.19)

où les constantes a et Rλ0 s’écrivent sous la forme

a = b2/5(28c0/3)3/10, Rλ0 = (25a2/28)5/6.

En pratique, le paramètre Rλ0 peut être déterminé expérimentalement à partir des mesures de
Kmax(Rλ). Nous reportons à la section suivante les mesures et l’interprétation physique de l’échelle
ls, position du maximum de K(r), en terme de corrélation de vorticité. Sur la figure 2.15 est
représentée la fonction de Kolmogorov pour deux nombres de Reynolds (Rλ =140 et 1170), ainsi
que l’échelle ls du maximum de K(r). A bas nombre de Reynolds, il n’y a clairement aucune
ambigüıté pour définir ls ni Kmax. A plus haut nombre de Reynolds, nous voyons que Kmax est
très proche de la valeur 4/5, et l’estimation de ls devient plus approximative.
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Figure 2.15: • : Fonction de Kolmogorov K(r) en fonction de l’échelle adimensionnée r/η, et × :
Fonction J(r) (2.14), pour Rλ = 140 (a) et Rλ = 1170 (b). En trait pointillé, le meilleur ajustement
de K(r) (2.16). Les flèches verticales indiquent les échelles ls (position du maximum de K) et Lf .
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Figure 2.16: Evolution de Kmax en fonction de Rλ. Dans l’insert, évolution de l’écart normalisé
1− 5

4Kmax. Le trait pointillé montre le meilleur ajustement déduit de l’équation (2.19), 1− 5
4Kmax =

(Rλ/Rλ0)
−6/5, avec Rλ0 = 31.

La figure 2.16 représente ce maximum de la fonction de Kolmogorov Kmax en fonction de Rλ,
ajusté par l’expression (2.19). Nous voyons que cet ajustement reproduit de façon remarquable
nos données. Le paramètre libre Rλ0 est estimé à

Rλ0 = 31 ± 2.

Ce paramètre peut être vu comme le nombre de Reynolds en-deçà duquel il n’existe plus aucun
transfert d’énergie (i.e. Kmax(Rλ0) = 0). Sa valeur exacte dépend a priori des conditions de forçage
— nous y reviendrons ultérieurement.

Dans l’insert de la figure 2.16 est représenté, en coordonnées logarithmiques, l’écart normalisée
de Kmax à la valeur asymptotique 4/5, soit

1 − 5

4
Kmax.

Cette représentation met clairement en évidence l’existence d’une loi d’échelle avec Rλ. Le trait en

pointillé représente un meilleur ajustement par une loi en R
−6/5
λ . La dispersion devient évidemment

plus importante aux grands nombres de Reynolds, pour les plus petites valeurs de cet écart : au-
delà de Rλ ' 800, il devient inférieur à 2 %, ce qui atteint notre limite de résolution sur S3.

Ces mesures montrent clairement que la turbulence tend de façon algébrique vers un régime
asymptotique Rλ → ∞ au sens des transferts d’énergie constant à travers les échelles.

2.3.5 Une interprétation de l’échelle ls

Dans la section précédente, nous avons introduit la quantité ls, définie comme la position du
maximum de K(r), c’est-à-dire comme l’échelle à laquelle les transferts d’énergie sont les plus im-
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portants. Nous allons montrer dans cette section le parallèle qui peut être établi entre l’équation de
Kolmogorov avec forçage et l’équation de corrélation de vorticité, dérivée par Novikov (1993) [123].
La motivation est double : dans un premier temps, il s’agit d’interpréter les fonctions de struc-
ture longitudinales en terme de corrélation de vorticité, moyennant les hypothèses d’homogénéité
et d’isotropie. Dans un second temps, il s’agira de lier l’échelle typique de corrélation de vor-
ticité, obtenue par Novikov, à l’échelle ls définie à partir de la fonction de structure longitudinale
d’ordre 3. Ce second point est d’une grande importance, puisqu’il permet d’exprimer une échelle
caractéristique de la dynamique de la vorticité à partir des mesures longitudinales accessibles
expérimentalement.

Bilan d’enstrophie par échelle

Nous allons suivre une démarche parallèle à celle suivie pour établir l’équation de Kolmogorov avec
forçage : nous allons dériver un bilan d’enstrophie échelle par échelle, analogue au bilan d’énergie
échelle par échelle établi en section 2.2.3, à une différence majeure près : contrairement à l’énergie,
qui est une quantité conservée (dans la limite ν → 0), l’enstrophie n’est pas conservée à 3D, du
fait de l’étirement tourbillonnaire 10.

Nous partons de l’équation de la vorticité, qui s’obtient à partir du rotationel des équations de
Navier-Stokes avec un terme de forçage effectif fi :

∂tωi + uj∂jωi = ωk∂kui + ν∇2ωi + φi (2.20)

où le champ φi est le rotationel du champ de force volumique fi, soit φi = εijk∂jfk. Remarquons
ici que seul contribue à φi le flux d’énergie cinétique, la contribution due à la pression étant nulle.

Si nous multiplions scalairement cette équation par la vorticité au même point ωi et moyennons,
nous obtenons un bilan d’enstrophie, qui lie l’injection d’enstrophie à grande échelle 〈φiωi〉, sa dis-
sipation à petite échelle ν〈ωi∇2ωi〉 ainsi qu’un terme de production “interne”, dû à l’interaction
vorticité–déformation (étirement tourbillonnaire), agissant comme un terme source d’enstrophie ;
le lien entre cette production d’enstrophie et la skewness négative de la dérivée de vitesse a été
souligné dans Batchelor et Townsend (1947) [18].

Afin d’obtenir un bilan d’enstrophie échelle par échelle, nous multiplions cette équation par la
vorticité en un second point, ω′

j , distant de ~r du premier11. Nous utilisons ici la même convention
de champs primés pris en ~x + ~r et non primés pris en ~x. Après symétrisation, en gardant les
notations introduites dans la référence [123], nous obtenons

∂

∂t
Ωij +

∂

∂rk
αijk = 2ν∇2Ωij + 2〈φiω

′
j〉, (2.21)

où Ωij(~r) = 〈ωiω
′
j〉 est le tenseur de corrélation de vorticité, et en particulier Ωii(0) est l’enstrophie

moyenne. Nous avons défini

αijk(~r) = 〈σ′
jkωi − σikω′

j〉, σik = ukωi − uiωk, (2.22)

où σik est le flux de vorticité, combinant les effets d’advection et d’étirement de la vorticité.
L’homogénéité nous permet ici encore d’exprimer ces corrélations indépendamment de ~x. Le
tenseur αijk(~r) représente l’auto-induction de corrélation de vorticité, due à l’advection et à
l’étirement tourbillonnaire. Elle provient du couplage entre vorticité et étirement, qui agit comme
un terme source de corrélation de vorticité. Dans la limite r = 0, ce terme correspond simplement à
l’étirement tourbillonnaire, agissant comme un terme source de l’enstrophie. Le premier terme du
membre de droite traduit la diffusion de corrélation de vorticité : un maximum local de corrélation

10En turbulence 2D, où l’étirement tourbillonnaire n’existe pas puisque ~u est toujours normal à ~ω, l’enstrophie
est une quantité conservée dans la limite ν → 0, tout comme l’énergie [95].

11Mentionnons ici une démarche analogue de Antonia et al. (1998) [11], décrivant le transport des fonctions de
structure de la vorticité. L’équation d’évolution pour l’ordre 2 correspond au bilan d’enstrophie par échelle dont la
dérivation est présentée ici.
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conduit à un laplacien négatif, et donc à une diminution de cette corrélation, par diffusion vers un
environnement moins corrélé.

Là encore, les hypothèses d’isotropie permettent de grandement simplifier ce bilan d’enstro-
phie, en particulier d’exprimer le tenseur de flux d’enstrophie en fonction d’une quantité purement
scalaire, α(r), comme dans le cas de S3(r). Plus précisément, nous avons montré (Moisy et al.
(1999) [111]) qu’il était possible de lier de façon exacte cette amplitude scalaire de flux d’enstrophie
à la fonction de structure longitudinale d’ordre 3 :

α(r) =
1

24

(

r
d3

dr3
+ 8

d2

dr2
+

8

r

d

dr
− 8

r2

)

S3(r). (2.23)

Nous renvoyons le lecteur à l’Annexe A, où est détaillé le calcul. Le point important ici est qu’il
est possible expérimentalement, à partir de la simple mesure de S3(r), d’avoir accès à ce tenseur
de corrélation de vorticité.

Echelle de corrélation de vorticité

A partir du bilan d’enstrophie échelle par échelle, et en utilisant l’isotropie qui permet d’ex-
primer le tenseur de génération d’enstrophie en fonction d’une simple amplitude scalaire α(r),
Novikov (1993) [123] met en évidence l’existence d’une échelle caractéristique des corrélations
de vorticité, notée ls

12. Nous allons nous contenter de retracer les grandes lignes de ce calcul,
en notation symbolique, c’est-à-dire en oubliant les préfacteurs et les indices et en raisonnant
essentiellement par analyse dimensionnelle. Nous montrerons ensuite la façon dont cette échelle ls
peut être déterminée à partir de S3.

Ecrivons de façon symbolique le bilan par échelle (2.21) de corrélation de vorticité en deux
points :

∂t〈ωω′〉 + ∇〈uωω′〉 = ν∇2〈ωω′〉 + 〈φω′〉 (2.24)

(ici ∇ désigne la dérivation par rapport à la distance r). Le premier terme s’annule en régime
stationnaire. Le second terme correspond au flux de α, l’auto-induction de corrélation de vorticité.
Le terme de forçage 〈φω′〉 peut s’exprimer en fonction de la corrélation force-vitesse 〈fu′〉 introduite
dans la section précédente :

〈φω′〉 = −∇2〈fu′〉

(le calcul exact est présenté en Annexe A). Le développement quadratique (2.9) introduit en
section 2.2.3 permet d’écrire ce terme sous la forme

〈φω′〉 = ε/L2
f

Soulignons qu’en l’absence d’un tel développement pour prendre en compte l’injection à grande
échelle, ce terme de forçage serait nul, et il serait impossible de modéliser les effets du forçage dans
le bilan d’enstrophie par échelle : l’expression de la puissance moyenne sous la forme 〈fu′〉 = 2ε
ne fait intervenir aucune échelle caractéristique, et conduit à 〈φω′〉 = 0. L’hypothèse d’un forçage
confiné aux grandes échelles est primordiale dans cette approche.

Enfin, nous pouvons exprimer le terme de diffusion de corrélation de vorticité de l’équation
(2.24) sous la forme ∇2〈ωω′〉 ∼ −∇4〈(u − u′)2〉, soit, en utilisant la loi des 2/3 pour les échelles
du domaine inertiel, 〈(u − u′)2〉 ∼ r2/3 :

∇2〈ωω′〉 ∼ −r−10/3

L’amplitude α(r), obtenue en intégrant l’équation (2.24), est donc soumise à l’effet de diffusion
de corrélation de vorticité à petite échelle, en −r−7/3, et de forçage à grande échelle, en r. En

12L’indice “s” signifie “string”, ou “corde” de vorticité. Selon cet auteur, ls représente l’échelle typique associée
aux filaments de vorticité observés en turbulence (voir par exemple [61,83,94]).
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Figure 2.17: Echelle ls, définie comme la position du maximum de K(r), normalisée par l’échelle
de forçage Lf , en fonction de Rλ. Le trait pointillé montre le meilleur ajustement par une loi de
puissance, d’exposant -0.57 ± 0.04.

réintégrant tous les préfacteurs que nous avons oubliés ici, ceci peut s’écrire de façon exacte (voir
l’équation (25) de la référence [123]) :

α(r) = −3

2
aνε2/3r−7/3 +

1

2
ε

r

L2
f

,

où a est une constante sans dimension (a = 220c0/243 ' 1.8, et c0 ' 2.0 est la constante de la
loi des 2/3). Rappelons que cette équation n’est valable que pour les échelles du domaine inertiel.
Elle est analogue l’équation de Kolmogorov avec forçage pour l’enstrophie — à ceci près qu’elle ne
décrit pas le transfert d’une quantité conservée. Nous voyons que les deux termes qui constituent
cette auto-induction d’enstrophie se compensent à une échelle intermédiaire l∗s , telle que α(l∗s) = 0,
soit

l∗s = (3a)3/10LfRe−3/10 ' 1.7LfR
−3/5
λ .

Pour r < l∗s , on a α < 0, correspondant à la diffusion de corrélation de vorticité. Pour r > l∗s ,
c’est le terme de forçage qui domine. Il est bien entendu possible d’exprimer cette échelle ls à
partir de la fonction de structure longitudinale d’ordre 3, puisqu’il existe un lien exact entre α(r)
et S3(r) (2.23). Le plus simple consiste à considérer le zéro de α(r) comme le zéro de ∂2S3/∂r2,
c’est à dire comme le maximum de −S3(r)/r — c’est ainsi que nous l’avons défini dans la section
précédente (2.19) :

ls =

(

28

3
c0

)3/10

LfRλ
−3/5 ' 2.4LfRλ

−3/5,

où nous avons utilisé la valeur empirique c0 ' 2.0. A un préfacteur 1.5 près, l’échelle ls ainsi définie
correspond à celle, l∗s , définie à partir de α(r).

Mesure de l’échelle ls

Sur la figure figure 2.17 est représentée l’échelle ls, normalisée par l’échelle de forçage Lf , en
fonction du nombre de Reynolds microéchelle. Le meilleur ajustement par une loi de puissance sur
ls conduit à

ls = (7.1 ± 0.6)LfR−0.57±0.04
λ ,
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Figure 2.18: Fonction de Kolmogorov (extrapolée), donnée par l’équation (2.25), en prenant Rλ0 =
31 (valeur mesurée dans la grande cellule en contrarotatif), pour des valeurs de Rλ entre 50 et 5 ·
104.

soit une valeur très proche de l’exposant −3/5 = −0.6 prédit par Novikov. Il semble difficile
d’étendre cette loi d’échelle à des nombres de Reynolds beaucoup plus élevés. En effet, elle est
définie comme la position du maximum de la fonction de Kolmogorov K(r), qui tend à former un
plateau aux très grandes valeurs de Rλ ; la dispersion sur ls augmente donc avec Rλ, cette échelle
tend à devenir de plus en plus “floue”.

2.3.6 Caractérisation du domaine inertiel

Une extrapolation des effets de Reynolds finis sur la fonction de Kolmogorov est indiquée sur la
figure 2.18, où nous avons tracé la fonction

K(r/η, Rλ) = −4c0

(

r

η

)−4/3

+
4

5
− 2b2

7

(

r

η

)2

R−3
λ . (2.25)

en utilisant les valeurs c0 = 2.0 et b = 22 (correspondant à la valeur Rλ0 = 31 déterminée
expérimentalement), pour des valeurs des nombres de Reynolds Rλ couvrant la gamme 50 – 5 ·104.
Cette dernière valeur est bien au-delà de celles rencontrées dans les expériences ; en turbulence
atmosphérique, les Rλ maxima sont de 104 – 2 · 104 — voir le tableau 1 en Introduction (p. 15).

Nous constatons que la fonction de Kolmogorov n’atteint la valeur 4/5 que pour des Rλ

d’environ 1000, et ne présente un véritable plateau qu’à partir de Rλ ' 2000 — valeur bien
au-delà de la plupart des expériences de laboratoire. Les expériences typiques de turbulence de
grille dans l’air, pour lesquelles Rλ ' 100 – 400, ne présentent, selon cette modélisation, aucun
plateau, et la valeur maximale de K est inférieure de 10 à 25 % à la valeur 4/5.

Nous allons dans cette section caractériser le domaine inertiel à travers deux observables,
l’exposant ζ3 défini à partir de S3 et l’extension du domaine inertiel, et comparer nos mesures à
l’équation-modèle (2.25).

Exposant de fonction de structure d’ordre 3

Habituellement, la vérification de la loi des 4/5 se fait via l’estimation d’un exposant sur S3 :

S3 ∼ rζ3 .



2.3. ETUDE EXPÉRIMENTALE DES TRANSFERTS D’ÉNERGIE 77
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Figure 2.19: (a) Exposants de fonction de structure d’ordre 3 en fonction de Rλ. � : exposant ζ3

(de S3(r) = 〈∆u(r)3〉), et ◦ : exposant ζ∗3 (de S∗
3 (r) = 〈|∆u(r)|3〉). (b) : ζ∗3 en fonction de ζ3 ; la

droite pointillée indique ζ∗3 = ζ3.

Notons qu’à faible nombre de Reynolds, S3 est dominé par les termes de viscosité et d’injection à
grande échelle, et il n’y a pas raison d’obtenir de loi d’échelle, ni a fortiori d’exposant ζ3 = 1.

En l’absence de véritable domaine inertiel, un “meilleur exposant” ζ3 peut être estimé par deux
méthodes. La première consiste à ajuster ζ3 de telle sorte que la fonction de structure compensée
r−ζ3 S3(r) présente un plateau le plus large possible. La seconde consiste à calculer un “exposant
local” à partir de la dérivée logarithmique

ζ3(r) =
∂ ln(−S3)

∂ ln r
,

et à estimer un “meilleur exposant” ζ3 à l’endroit où l’exposant local varie très peu — typiquement
au point d’inflexion de ζ3(r) en échelles log-linéaires. Ces deux méthodes donnent des résultats
similaires, mais la seconde est bien plus sensible à la présence de bruits (notamment si S3 est
calculé sur des pas ∆r fins).

A titre de comparaison, nous avons également calculé l’exposant ζ∗
3 de fonction de structure

des valeurs absolues d’incréments

S∗
3 (r) = 〈|∆u(r)|3〉 ∼ rζ∗

3 ,

souvent introduits expérimentalement lorsque le nombre de Reynolds est trop faible pour qu’existe
un véritable domaine inertiel. Il n’existe aucun résultat exact concernant S∗

3 (r) ; cependant, l’ana-
lyse dimensionnelle — qui ne distingue pas S∗

3 de S3 —, conduit à écrire ζn = n/3, soit ζ∗3 = ζ3 = 1.
Il se trouve que les lois d’échelles sur S∗

3 sont souvent mieux définies que sur S3, pour une raison
déjà évoquée13 à propos de S2. L’existence d’une loi de puissance sur S∗

3 n’implique a priori rien
sur l’existence d’un régime inertiel pour S3.

Sur la figure 2.19a sont représentés les exposants ζ3 et ζ∗3 en fonction de Rλ, déterminés en
ajustant le plateau sur les fonctions de structure compensées. Nous constatons que les “meilleurs
exposants” ainsi déterminés sont systématiquement supérieurs à l’unité. La dispersion importante
donne une idée de la barre d’erreur (∼ 10 %) ; celle-ci provient de la faible extension de domaine
inertiel, même à de tels nombres de Reynolds. Malgré cette dispersion, il semble y avoir une légère
tendance à la décroissance vers 1 avec le nombre de Reynolds :

Rλ ∼ 400 Rλ ∼ 1400
ζ3 1.10± 0.06 1.03± 0.04
ζ∗3 1.15± 0.04 1.06± 0.04

13La fonction de structure d’ordre 3 avec valeurs absolues bénéficie en quelque sorte de la plus grande robustesse
des statistiques d’ordre pair aux effets de Reynolds fini [102].
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Figure 2.20: Exposants locaux ζ3 (�) et ζ
(v)
3 (◦). Mêmes données que la figure 2.10. Fichier 92V.

Nous constatons également une très léger effet systématique ζ∗
3 > ζ3 (disons ζ∗3 ' ζ3 + 0.04

pour ces exemples). Cet effet peut être vue sur la figure 2.19b.
Bien entendu, cette observation ζ3 >∼ 1 peut conduire à douter de la validité de l’équation

de Kolmogorov à de tels nombres de Reynolds. Pour vérifier ce point, nous pouvons comparer

l’exposant ζ3 à l’exposant ζ
(v)
3 incluant la contribution due aux effets visqueux :

−S3(r) + 6ν
∂

∂r
S2(r) ∼ rζ

(v)
3 .

Sur la figure 2.20 nous avons représenté les exposants locaux ζ3(r) et ζ
(v)
3 (r), ce dernier étant

défini comme

ζ
(v)
3 (r) =

∂

∂ ln r
ln

(

−S3(r) + 6ν
∂

∂r
S2(r)

)

.

Nous voyons sur cette figure que ζ3(r) est compris entre 0.9 et 1.1 pour des échelles r entre 45

et 270 η, soit sur un facteur 6. En revanche, l’exposant local ζ
(v)
3 (r) est beaucoup plus proche de

1 ; il est compris entre 0.9 et 1.1 pour r entre 7.4 et 270 η, soit une gamme d’échelles 6 fois plus

étendue que précédemment. La légère décroissance de ζ
(v)
3 (r) aux échelles inférieures est due ici

encore à la présence de bruit à petite échelle.
L’observation ζ3 >∼ 1 de la figure 2.19 semble donc bien être attribuable à la contribution

visqueuse. En tenant compte de cette contribution, l’exposant ζ
(v)
3 obtenu est indistingable de

1. Cette observation ne remet pas en question la validité de l’équation de Kolmogorov pour les
présentes mesures.

Modélisation de l’exposant ζ3 effectif

Afin de comparer ces mesures de ζ3 à la modélisation de la fonction de Kolmogorov que nous avons
proposée, nous avons calculé de même un exposant “effectif” à partir de la dérivée logarithmique
de −S3(r). Cet exposant ζeff

3 est défini à partir du point d’inflexion de l’exposant local représenté
en échelles log-linéaires14. Cette démarche équivaut à ajuster l’exposant ζeff

3 sur la fonction de

structure compensée −S3(r) r−ζeff
3 , de sorte que celle-ci présente un plateau le plus large possible.

14Une approche similaire a été menée par Lohse et Groehling (1996) [99], sur les exposants définis à partir des
valeurs absolues des incréments de vitesse.
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Figure 2.21: (a) : −S3(r/η)/ε = (r/η) K(r/η), d’après l’équation (2.25), avec Rλ0 = 31, et (b) :
Exposant local ζ3(r), pour Rλ entre 50 et 3200.

Sur la figure 2.21 sont représentées les fonctions de structures d’ordre 3, d’après notre modéli-
sation de la fonction de Kolmogorov (2.25), ainsi que les dérivées logarithmiques correspondantes,
pour Rλ entre 50 et 3200. Pour Rλ → ∞ l’exposant local sature effectivement vers ζ3 = 1 (il prend
des valeurs entre 0.9 et 1.1 sur un peu moins de 2 décades à Rλ = 3200). Nous voyons que pour
des valeurs de Rλ inférieures à 400 environ, il n’apparâıt aucune saturation de cet exposant local.
Bien entendu, on doit s’attendre à ζ3(r) → 3 pour r → 0 (champ lisse), ce qui n’est pas le cas
pour cette modélisation qui ne décrit que le domaine inertiel.

Dans ce tracé, le point d’inflexion de ζ3(r) apparâıt à une échelle r située au début de la zone
inertielle, et conduit à sur-estimer légèrement ζ3 par rapport à la valeur théorique ζ3 = 1. Par
exemple à Rλ=200, le point d’inflexion est à r = 37η, et ζeff

3 = ζ3(37η) = 1.06. Une résolution
numérique permet de montrer que cet exposant effectif tend vers 1 selon

ζeff
3 = 1 + 0.58(Rλ/Rλ0)

−6/5. (2.26)

Cette tendance est assez rapide, puisqu’on a ζeff
3 ' 1 à mieux que 1 % pour Rλ = 1000.

Ces calculs sont donc en assez bon accord qualitatif avec nos observations expérimentales
(figure 2.19), bien que prédisant une tendance plus rapide vers ζ3 = 1 que celle observée. La
dispersion des exposants ζ3 ne permet pas de tester le comportement algébrique (2.26). Le point
important est que notre modélisation de la fonction de Kolmogorov K(r) puisse reproduire quali-
tativement nos observations expérimentales ζ3 >∼ 1.

Extension du domaine inertiel

Nous allons maintenant examiner l’évolution de l’extension du domaine inertiel avec le nombre
de Reynolds. Cette extension peut se définir en comparant la fonction de Kolmogorov K(r) =
−S3(r)/εr à sa valeur asymptotique 4/5. En suivant les notations introduites en section 2.3.2,
Nous définissons rmin

3 et rmax
3 comme les bornes de l’intervalle tel que K(r) = 4/5 à mieux que

10 %,

r ∈ [rmin
3 , rmax

3 ], K(r) > 0.9
4

5
,

et W3 = rmax
3 /rmin

3 la largeur du domaine ainsi défini.
[Figure à inclure]
Nous pouvons, ici encore, comparer ces observations expérimentales à la modélisation de K(r)

proposée (2.25). Une résolution numérique indique que W3 croit comme

W3 ' 0.13(Rλ/Rλ0)
3/2, pour Rλ >∼ 10Rλ0

(soit 1.5 log10(Rλ) − 3.1 décades). L’exposant de cette loi d’échelle est bien entendu celui prédit

par l’analyse dimensionnelle : L/η ∼ R
3/2
λ . En revanche, la valeur du préfacteur est extrêmement
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décevante. Il faut atteindre des Rλ de l’ordre de 550 pour obtenir une décade de “vrai” domaine
inertiel. Selon cette paramétrisation, les expériences aux plus hauts nombres de Reynolds (Rλ ∼
104) présentent à peine 3 décades de domaine inertiel.

2.4 Etude des transferts d’énergie dans d’autres géométries

Nous avons montré dans la section précédente que l’équation de Kolmogorov était vérifiée avec
une grande précision dans notre écoulement entre disques contrarotatifs. D’éventuels écarts aux
hypothèses dont cette équation découle — homogénéité, isotropie et forçage aux grandes échelles
— sont donc suffisamment faibles pour conduire à un régime de transferts d’énergie effectivement
constant à hauts nombres de Reynolds.

Cependant, on peut se demander à quel point le nombre de Reynolds microéchelle est le seul
paramètre de contrôle d’un écoulement turbulent. En d’autre terme : quelle est l’influence des
spécificités d’un forçage — ses inhomogénéités, anisotropies (cisaillement grande échelle, forte
rotation etc.), ou son aspect multiéchelle (comme en couche limite) — sur les statistiques des
petites échelles à haut nombre de Reynolds ? Plus un forçage est anisotrope, plus il faut atteindre
des nombres de Reynolds élevés afin de retrouver des caractéristiques universelles aux petites
échelles ? Peut-on considérer que l’échelle Lf représente une borne inférieure, en deçà de laquelle
le forçage n’injecte plus d’énergie et où l’on retrouve une turbulence vérifiant les propriétés de
Kolmogorov ? Comment prévoir Lf pour un forçage donné ? Peut-on considérer qu’un nombre de
Reynolds du type Lfu′/ν caractérise complètement notre écoulement ?

Afin d’apporter des éléments de réponse à ces problèmes-clefs, nous allons comparer succinc-
tement quelques aspects de l’étude de la section précédente sur deux autres écoulements-types :

1. L’écoulement derrière une rangée d’obstacles, en corotation, dans la petite (configuration B)
et la grande (configuration D) cellule.

2. Un écoulement en forte rotation, dans la grande cellule (configuration E).

Nous allons tenter de caractériser les transferts d’énergie dans ces deux cas, et voir dans quelle
mesure un régime de Kolmogorov est observable à petite échelle.

2.4.1 Ecoulement derrière des obstacles

Deux écoulements derrière des obstacles ont été étudiés, dans la grande et dans la petite cellule.
Ces écoulements sont en corotation, et la turbulence est générée essentiellement par des rangées
d’obstacles fixées sur la paroi (triangulaires dans la petite cellule, rectangulaires dans la grande
— voir la description au chapitre 1). Cet écoulement peut être vu comme une couche limite sur
paroi très rugueuse. Il est décrit avec détails dans Willaime et al. (1999) [188].

Cet écoulement se caractérise par un faible taux de fluctuation, entre 9 et 12 %, avec une légère
tendance à la décroissance à nombre de Reynolds croissant. L’échelle intégrale Λ, définie à partir
de la fonction d’autocorrélation, vaut

Λ = 0.96± 0.1 cm,

sans dépendance avec le nombre de Reynolds. Cette valeur est très proche de celle obtenue en
contrarotation (Λ = 1.1± 0.15).

Nous avons représenté sur la figure 2.22 la fonction J(r) (2.14) pour Rλ = 550, ainsi que le
meilleur ajustement (2.15). Nous constatons qu’un plateau très bien défini apparâıt sur une décade
environ.

En revanche il apparâıt que l’ajustement quadratique (2.15) ne reproduit pas la fonction J(r)
aussi bien que dans le cas contrarotatif (voir par exemple la figure 2.10). L’échelle de forçage Lf

définie à partir de cet ajustement, vaut 0.18 cm, une valeur bien inférieure à l’échelle intégrale
(0.96 cm). Cette situation contraste avec le cas contrarotatif, pour lequel nous observons Λ ∼ Lf .
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Figure 2.22: Fonction J(r) en fonction de l’échelle r, en configuration D (corotation derrière des
obstacles dans la grande cellule). La courbe indique un ajustement par l’équation (2.15). Rλ = 550,
fichier 55CL.
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Figure 2.23: (a) Kmax, maximum de la fonction de Kolmogorov, en fonction de Rλ. ◦ : Petite cellule,
en mode corotatif, � : mêmes données que pour la figure 2.16, grande cellule en contrarotatif. Les
traits pleins montrent les meilleurs ajustements par une loi de puissance (2.19), avec Rλ0 ' 40
pour la petite cellule et Rλ0 ' 31 pour la grande. La droite pointillée indique la valeur 4/5 du
régime asymptotique. (b) 1 − 5

4Kmax, écart à la valeur asymptotique, en fonction de Rλ.
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Figure 2.24: W2, largeur de la loi de puissance sur S2(r) calculée à 10 % près, en fonction de Rλ,
pour différentes géométries. � : Petite cellule, corotatif derrière obstacles (B). ◦ : Grande cellule
en contrarotatif (configuration C). 4 : Grande cellule, corotatif derrière obstacles (D).

Tendance vers la loi des 4/5

Dans cette configuration, nous avons également vérifié la tendance vers le régime de Kolmogo-
rov, à partir du maximum de la fonction de Kolmogorov Kmax. Les mesures de Kmax en fonction
de Rλ sont reportées sur la figure 2.23 (dans la configuration B), où sont également reproduites
les mesures en contrarotatif (configuration D). Nous observons que dans cette configuration, une
tendance vers la valeur asymptotique 4/5 est également observée. Cette tendance est également

assez bien ajustée par une loi en R
−6/5
λ — même si la faible gamme de Rλ couverte ne permet pas

de tester précisément cette loi de puissance. En revanche, il apparâıt qu’à même Rλ, les valeurs
de Kmax obtenue dans en corotatif derrière obstacles soient légèrement en-deçà des celles obtenues
en contrarotatif. Un meilleur ajustement par la loi (2.19) conduit au paramètre

Rλ0 = 40 ± 3,

une valeur supérieure de 25 % à celle obtenue en contrarotatif (Rλ0 = 31 ± 2). Cette différence
signifie que dans cette configuration, des nombres de Reynolds microéchelle légèrement supérieurs
sont nécessaires pour atteindre une turbulence vérifiant les hypothèses de l’équation de Kolmogorov
(homogénéité, isotropie, forçage confiné aux grandes échelles). Toutefois, cette différence est faible,
et les courbes Kmax(Rλ) restent tout à fait comparables d’une géométrie à l’autre.

Extension des lois de puissance dans les différentes configurations

Sur la figure 2.24 nous avons regroupé les mesures de l’extension du domaine inertiel, W2 =
rmax
2 /rmin

2 , défini en section 2.3.2, pour les écoulements A–D.
Alors que les données en contrarotation dans la grande cellule semblent assez bien ajustées par

une loi W2 ∼ R
3/2
λ , il semble que les domaines en loi d’échelle des expériences en corotation derrière

obstacle (petite et grande cellule) croissent légèrement moins vite, avec des lois plus proches de
W2 ∼ R1

λ. La dispersion peut être attribuée en partie à une sur-estimation de rmin aux grands
nombres de Reynolds, due à un effet de coupure de notre capteur. L’extension plus faible des
lois d’échelle, à même nombre de Reynolds Rλ, corrobore notre estimation du paramètre Rλ0,
légèrement plus élevé pour les écoulement en corotation derrière obstacles.
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Figure 2.25: Exposants de fonction de structure d’ordre 3, pour l’écoulement derrière des obstacles
(Configuration D). ◦ : ζ∗3 (Avec valeur absolue), et � : ζ3 (sans valeur absolue). Fichiers CL

Exposants ζ3 et ζ∗3

Sur la figure 2.25 sont représentés les exposants mesurés pour les fonctions de structure d’ordre 3,
avec ou sans valeurs absolues, en corotatif derrière obstacles dans la grande cellule (Configuration
D). Ces exposants sont estimés à partir des fonctions de structure compensées ; les barres d’erreur,
importantes dans le cas de ζ3, sont évalués en estimant la gamme d’exposant conduisant à un
plateau raisonnablement bien défini. Cette figure est à comparer à la figure 2.19 obtenue dans le
cas contrarotatif.

Nous constatons que l’exposant ζ∗3 est assez bien défini et dépend très peu de Rλ. Nous obtenons
en moyenne :

ζ∗3 ' 1.00± 0.02

pour Rλ entre 370 et 1100. Cette observation est en bon accord avec ce que nous observons en
contrarotatif (figure 2.19).

L’exposant sans valeur absolue ζ3 est, quant à lui, beaucoup plus dispersé, mais semble mieux
défini à nombre de Reynolds croissant. Pour Rλ >∼ 800 – 1100, nous mesurons

ζ3 ' 0.89± 0.03.

Cette situation contraste par deux points avec le cas contrarotatif (figure 2.19) : (i) les exposants
ζ3 semblaient converger plus rapidement vers 1, et surtout (ii) nous observions systématiquement
ζ3 >∼ 1. La différence provient probablement de l’influence plus importantes des grandes échelles
qui affectent le domaine inertiel. Nous verrons plus loin (section 2.5.1) une modélisation possible
de cet effet.

L’importante différence entre ζ3 et ζ∗3 obtenue dans cette configuration conduit à être extrême-
ment prudent dans la définition d’un véritable domaine inertiel. L’observation ζ∗

3 ' 1 ne signifie
pas a priori qu’un régime à transfert d’énergie constant est atteint. La plus grande robustesse de
ζ∗3 ' 1 pour différentes géométries n’est pas comprise.

2.4.2 Ecoulement en rotation forte

Nous avons étudié en dernier lieu une situation délibérément inhomogène, celle d’un écoulement
en forte rotation ; cette étude a été effectuée uniquement dans la grande cellule. Ici, les parois
sont lisses et les disques tournent dans la même direction. La turbulence ainsi produite est une
turbulence de couche limite, sans échelle caractéristique d’injection d’énergie15.

15Par ailleurs, le pompage axial dû à la rotation des disques a tendance à former un tourbillon central [93, 133],
qui précesse lentement et parfois se déstabilise. Cependant, les mesures reportées au chapitre 1 (p. 44) montrent
que cet effet peut être négligé à cette distance de la paroi.
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Figure 2.26: Spectre d’énergie, pour un écoulement en forte rotation (Configuration E). Rλ ' 260.
L’insert montre le spectre compensé knE(k), pour n = 1.49, en coordonnées log-linéaires. Fichier
NV21

Le taux de fluctuation obtenu dans cette configuration est très faible,

τ = u′/U ' 6.5 à 8.5,

conduisant à des nombres de Reynolds microéchelle assez modestes (Rλ <∼ 650) même aux fréquen-
ces de rotation les plus élevées. Notons que dans une telle situation anisotrope, la définition d’un
tel nombre de Reynolds est discutable : les fluctuations typiques de vitesse sont a priori différentes
selon la direction de l’écoulement moyen et selon la direction de rotation (axe des disques). Nous
continuerons cependant à employer cette quantité, gardant à l’esprit qu’il s’agit d’une définition
basée sur l’isotropie dans une situation anisotrope.

Les spectres d’énergie dans cette configuration sont très différents de ceux obtenus en con-
trarotation ou en turbulence derrière des obstacles. Sur la figure 2.26 est représenté un spectre
d’énergie typique, pour Rλ ' 370. Il présente une loi de puissance, de pente −1.49 ± 0.02. Dans
l’insert est représenté, en coordonnées log-linéaires, le spectre compensé par k1.49 ; il apparâıt
très clairement un plateau, sur 1 décade et demie (k compris entre 4 et 100 cm−1), confirmant
qu’il existe effectivement une loi de puissance bien définie sur cette gamme. Notons également
qu’il semble exister un second régime, à plus bas nombre d’onde (sur une gamme restreinte 0.8 à
4 cm−1), présentant une loi proche de k−0.8±0.1.

La pente −1.49 est très inférieure à la valeur 5/3 de Kolmogorov. Nous observons cependant
une tendance à l’augmentation avec le nombre de Reynolds,

10−6Re 0.77 1.26 1.67 2.05 2.44 2.73 3.16
n 1.49 1.53 1.55 1.57 1.59 1.76 1.73

où n est la pente du spectre, et Re= 2πRfrs/ν (correspondant à des fréquences de rotation de 1.6
à 6.6 Hz). L’incertitude sur n est de 0.02.

Pinton et al. (1998) [133], dans une géométrie similaire à la nôtre dans l’air, montrent que
la pente du spectre évolue de -1.2, près du tourbillon central (< 0.3R) à -5/3 à plus grande
distance (0.4R − 0.7R) — et aucune loi de puissance au voisinage de la paroi. Ces observations
sont en relativement bon accord avec les pentes de spectre que nous rapportons, pour des mesures
effectuées à une distance 0.78 R du centre. Citons aussi Andreotti et al. (1998) [3], dans une
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géométrie entre disques corotatifs mais avec un pompage axial (afin de confiner un tourbillon
intense au centre), qui observe une évolution similaire : la pente évolue de -1.17 au centre à -5/3
près de la paroi, en passant par une région intermédiaire à pentes -0.5 et -2.

Afin de caractériser les transferts d’énergie dans cette situation fortement anisotrope, nous
avons tracé sur la figure 2.27 la fonction J(r) et ses deux contributions (en S2 et S3). Nous con-
statons que J(r) ne forme quasiment pas de plateau, sauf peut-être à très petite échelle. Cette
situation contraste avec l’écoulement en contrarotation, pour lequel un plateau apparâıt très net-
tement à des nombres de Reynolds équivalents (voir par exemple les figures 2.11 et 2.12). De
plus, J(r) décrôıt très lentement vers les grandes échelles, et l’ajustement quadratique (2.15) est
clairement inadapté. Il conduit dans ce cas à une échelle effective de forçage

Lf ' 0.8 ± 0.03 mm,

très inférieure à celles obtenus pour les écoulements en contrarotation et en aval d’obstacles.

Ces observations peuvent s’expliquer par l’effet de la forte rotation, qui tend à inhiber les
transferts d’énergie vers les petites échelles (la rotation tend à bidimensionaliser l’écoulement, voir
par exemple Canuto et Dubovikov (1997) [38]).

Nous pouvons interpréter les faibles valeurs de Lf de la façon suivante : Lf est défini comme
l’échelle caractéristique d’injection de l’énergie lorsque le forçage “agit” à une échelle fixée. Dans le
cas où le forçage agit sur une gamme étendue d’échelle, Lf peut être vue comme la borne inférieure
de cette gamme. En effet, un régime à transfert constant n’a de sens que “loin” (en terme d’échelle)
du forçage ; un tel régime ne peut donc apparâıtre qu’à des échelles inférieures aux plus petites
échelles auxquelles agit ce forçage.

Dans cet écoulement en forte rotation, l’injection d’énergie se fait essentiellement par la couche
limite sur paroi lisse. Idéalement, dans une telle couche limite de longueur infinie, il n’existe pas
d’échelle caractéristique à l’exception de la distance à la paroi. L’injection d’énergie a donc un
caractère multi-échelle, et ses effets se font sentir à des échelles bien inférieures l’échelle intégrale
Λ.
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2.4.3 Comparaison des différentes configurations

Rapport Lf/Λ et régime inertiel

Afin de caractériser les grandes échelles, du point de vue des corrélations des fluctuations de vitesse,
nous avons défini l’échelle intégrale Λ à partir de la fonction d’autocorrélation. L’étude détaillée
de l’équation de Kolmogorov nous a amené à définir, du point de vue des transferts d’énergie, une
nouvelle grande échelle, Lf , caractéristique de l’injection d’énergie. Nous avons montré que ces
deux échelles étaient indépendantes du nombre de Reynolds. Comment se comparent-elles pour
les différentes géométries de forçage étudiées ?

Cellule Mode Particularités Λ (cm) Lf (cm) Lf/Λ

A Petite CTR Obstacles triangulaires 0.47 ± 0.07
B Petite COR Obstacles triangulaires 0.47 ± 0.05 0.19 ± 0.1 0.4
C Grande CTR 1.1 ±0.15 1.1 ± 0.3 1
D Grande COR Obstacles rectangulaires 0.96 ± 0.1 0.18 ± 0.02 0.19
E Grande COR 0.50 ± 0.01 ∼ 0.1 ∼ 0.2

Table 2.2: Les grandes échelles dans les différentes configurations d’écoulement.

Le tableau 2.2 résume les mesures de ces deux échelles. Nous constatons que l’échelle intégrale
dépend très peu du type de forçage, mais plutôt de la dimension géométrique de l’expérience : les
écoulements A et B de la petite cellule (de rayon R = 6.3 cm) ont des échelles intégrales indis-
tingables, de 0.47 cm ; Les deux écoulements C et D dans la grande cellule (de rayon R = 10 cm)
ont des échelles intégrales très proches, d’environ 1 cm. En revanche, à même taille d’expérience,
l’échelle caractéristique de forçage Lf semble dépendre grandement du type de forçage : proche
de Λ dans le cas contra-rotatif, seulement Λ/5 en corotatif derrière une rangée d’obstacle. Dans le
cas de la turbulence en forte rotation (écoulement E, dans la grande cellule), nous obtenons une
échelle Lf encore inférieure, bien que sa définition devienne discutable (voir la figure 2.27).

Ces observations suggèrent une interprétation du rapport Lf/Λ. A même échelle intégrale Λ,
une valeur élevée de l’échelle de forçage Lf signifie que l’effet du forçage reste confiné aux grandes
échelles. Au contraire, les faibles valeurs de Lf correspondent à des situations pour lesquelles le
forçage injecte l’énergie sur une plus large gamme d’échelles, affectant ainsi le régime de transfert
constant dans le domaine inertiel. L’échelle Lf fournit une mesure de la capacité du forçage à
produire une turbulence décrite par l’équation de Kolmogorov. Elle est l’échelle en-deçà de laquelle
la turbulence peut être considérée en bonne approximation comme homogène, isotrope et forcée
essentiellement aux grandes échelles. Alors que l’échelle Λ caractérise l’énergie cinétique, l’échelle
de forçage Lf semble plus caractéristique des transferts d’énergie.

2.5 Discussion et conclusion

2.5.1 Comparaison avec d’autres approches

La caractérisation des transferts d’énergie à nombre de Reynolds modéré, et son évolution dans la
limite Rλ → ∞, fait l’objet actuellement d’un certain nombre de travaux théoriques et expérimentaux.

Nous avons cité en section 2.1 l’approche de Lindborg (1999) [97], d’après des données de
turbulence de grille (Mydlarski et Warhaft (1996) [117]) et de jet (Anselmet (1984) [5]), qui fait
usage du modèle K − ε afin de rendre compte des effets du forçage : en turbulence de grille, le
déclin des fluctuations en aval de la grille permet d’exprimer explicitement ∂tS2, l’évolution de
l’énergie cinétique, comme un terme source de l’équation de Kolmogorov. Dans nos notations,
cette approche conduit à écrire la fonction de Kolmogorov sous la forme

K(r/η, Rλ) = −4c0

(

r

η

)−4/3

+
4

5
− Cc0

(

r

η

)2/3

R−1
λ ,
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Type de turbulence Déclin Cisaillé Forçage confiné
à Lf

Forme spectrale G(k) ∼ k−2/3 G(k) ∼ k−4/3..−2/3 G(k) ∼ δ(k−1/Lf)

Contribution à K(r) (r/Lf )2/3 (r/Lf )2/3..4/3 (r/Lf )2

ls R−1
λ R

−1..−2/3
λ R

−3/5
λ

1 − 5
4Kmax R

−2/3
λ R

−2/3..−1
λ R

−6/5
λ

ζeff
3 − 1 −R

−5/6
λ −R

−5/6..0
λ R

−6/5
λ

Table 2.3: Effets de Reynolds fini sur la fonction de Kolmogorov K(r), selon Qian (1999) [148].
La dernière ligne représente l’écart à 1 de l’exposant effectif ζeff

3 que nous avons calculé à partir
de ces modèles.

Kmax(Rλ) =
4

5

(

1 − 15

4
Cc

2/3
0 R

−2/3
λ

)

, ls ∼ λ ∼ Rλ
−1,

où C est une constante. Cette équation est à comparer à notre équation (2.17) ; seule l’expression du
terme de forçage change (troisième terme). La tendance vers le régime asymptotique (Kmax = 4/5)
est également algébrique, mais plus lente dans ce cas. Il apparâıt que cet ajustement de K(r)
reproduit assez correctement les données de turbulence de grille (Rλ = 99 à 449), mais semble
moins adapté pour les données de jet (Rλ = 536, 852).

Les données rapportées par Malécot (1998) [101], obtenues en turbulence de grille (Rλ = 72–
144) et de jet (Rλ = 350–695), semblent également conduire à une tendance légèrement plus lente
vers un régime asymptotique. Un ajustement de ses valeurs de Kmax en fonction de Rλ n’est pas
incompatible avec une tendance algébrique vers la valeur 4/5, avec un exposant proche de 1/2.

Mentionnons ici une étude récente de Qian (1999) [148] (voir aussi [146,147]), qui a caractérisé
en détail les effets de Reynolds fini sur les transferts d’énergie à partir de modèles de fermeture
spectraux. L’évolution avec le nombre de Reynolds est caractérisée sur deux observables, qui
sont (dans nos notations) Kmax(Rλ) et la courbure (en coordonnées log-linéaires) de K(r, Rλ)
au voisinage du maximum r ' ls. L’effet des grandes échelles sur le transfert d’énergie dans le
domaine inertiel est généralisé sous une forme spectrale G(k) ∼ k−α, avec α = 2/3 dans le cas de
la turbulence en déclin, α = 2/3 à 4/3 dans le cas de la turbulence avec un cisaillement grande
échelle, et α → ∞ dans le cas où le forçage est confiné à une échelle, i.e. G(k) ∼ δ(k − kf ) (avec
kf ∼ 1/Lf ). C’est ce dernier cas que nous avons considéré, en supposant que l’action des grandes
échelles conduisait à une corrélation forçage-vitesse quadratique. Qian en déduit l’écart au régime
asymptotique sous la forme

Kmax(Rλ) =
4

5

(

1 − CδR
−µ
λ

)

, (2.27)

où Cδ est une constante, et l’exposant µ dépend du modèle de forçage choisi :

µ = 6α/(3α + 4) si α < 2, et µ = 6/5 si α ≥ 2.

Nous retrouvons bien l’évolution algébrique R
−6/5
λ que nous avons observé (figure 2.16), correspon-

dant au cas limite du forçage confiné aux grandes échelles (α → ∞). Les comportements de Kmax

et de ls en fonction de Rλ pour ces différents types de forçage sont résumés sur la table 2.3. Nous
retrouvons également le cas considéré par Lindborg (1999) [97] comme limite inférieure (α = 2/3).

La position du maximum ls de la fonction de Kolmogorov suit une loi d’échelle, entre R−1
λ

pour la turbulence en déclin, et R
−3/5
λ pour la turbulence à forçage confiné aux grandes échelles.

Dans tous les cas, il est possible d’étendre l’analyse proposée par Novikov (1993) [123], conduisant
à interpréter cette échelle ls comme caractéristique des corrélations de vorticité. Il est intéressant
de noter que, dans le cas de la turbulence en déclin, cette échelle cöıncide avec l’échelle de Taylor
λ ∼ R−1

λ .
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Exposant effectif de −S3(r) Dans le cadre de la modélisation de la fonction de Kolmogorov
que nous avons effectuée, nous avons pu déduire l’exposant effectif ζeff

3 , défini à partir du point
d’inflexion de l’exposant local ζ3(r). Nous avons obtenu dans ce cas ζeff

3
>∼ 1, et une évolution

algébrique par valeurs supérieures vers ζ3 = 1. Cette évolution s’est montrée compatible avec nos
mesures en contrarotation (figure 2.19), mais en désaccord avec celles en corotatif derrière des
obstacles (figure 2.25).

Dans les deux autres situations génériques considérées par Qian, nous avons également effectué
une résolution numérique afin de déterminer l’exposant effectif ζeff

3 , en suivant la même démarche
que précédemment.

(i) Dans le cas de la turbulence au déclin, l’influence du forçage, modélisées par (r/Lf )2/3, se
fait sentir jusqu’à des échelles beaucoup plus petites que dans le cas du forçage confiné, ce qui a
pour effet de diminuer de façon importante l’exposant effectif. Nous obtenons dans ce cas

ζeff
3 = 1 − 0.50(Rλ/Rλ0)

−5/6

pour Rλ � Rλ0. Le paramètre Rλ0 a été défini comme précédemment, comme le Rλ minimum
tel que Kmax soit défini (i.e. Kmax(Rλ0) = 0). L’exposant effectif tend donc algébriquement vers
1 par valeurs inférieures cette fois-ci, et plus lentement encore pour Rλ >∼ Rλ0. Pour Rλ = 10Rλ0

par exemple, nous obtenons ζeff
3 = 0.91 (à titre de comparaison, dans le cas du forçage confiné,

nous avions ζeff
3 = 1.035 pour Rλ = 10Rλ0, soit un écart relatif trois fois moindre). Nous ne

retrouvons ζeff
3 ' 1 à mieux que 1 % que pour Rλ ' 400Rλ0 (typiquement 104 à 2 · 104), ce qui

est considérable.
(ii) Pour la turbulence en cisaillement, la contribution à la fonction de Kolmogorov K(r) due

au forçage conduit à un terme (r/Lf )α, avec α = 2/3 à 4/3. La borne inférieure est identique
à la turbulence en déclin. Dans le second cas, la contribution due au terme de viscosité étant
en (r/η)−4/3, la fonction de Kolmogorov est symétrique16 par rapport à son maximum en ls.
Nous obtenons par conséquent ζeff

3 = 1, même aux faibles nombres de Reynolds. Pour les cas
intérmédiaires 2/3 < α < 4/3, nous obtenons toujours ζeff

3 < 1.
Nous constatons que cette seconde situation est en bon accord qualitatif avec l’écoulement

derrière obstacle (configurations B et D), pour lequel nous observions systématiquement ζ3 <∼ 1 et
une tendance à la croissance vers 1 avec le nombre de Reynolds (voir la figure 2.25). La dispersion
sur ces mesures ne permet cependant pas de confirmer la tendance algébrique17. Nous pouvons
cependant remarquer que la tendance ζ3 → 1 est plus lente dans le cas corotatif avec obstacle que
contrarotatif, ce qui est également en accord avec la modélisation de ζeff

3 que nous proposons.
Pour conclure, nous observons que notre écoulement en contrarotation est bien modélisé par

l’équation de Kolmogorov incluant un terme de forçage confiné aux grandes échelles. Pour l’écoule-
ment en corotation derrière obstacles, nous avons vu que l’équation de Kolmogorov était également
bien vérifiée, mais que l’expression du forçage n’était clairement pas aussi adaptée. Le terme de
forçage proposé par Qian [148], qui modélise l’effet du cisaillement sur les transferts d’énergie dans
le domaine inertiel, semble conduire à un meilleur ajustement de nos données pour l’écoulement
en corotation derrière obstacles. En particulier, il reproduit l’effet systématique ζ3 <∼ 1 à nombre
de Reynolds modéré.

Comparaison avec d’autres expériences et simulations La figure 2.28 représente une com-
pilation du maximum de la fonction de Kolmogorov Kmax en fonction de Rλ pour différentes
expériences et simulations numériques. Il apparâıt une certaine variabilité dans cette mesure, qui
peut avoir deux origines : (i) Pour les expériences, l’estimation de la dissipation à partir de la fonc-
tion de structure d’ordre 2 à l’origine peut être affectée par la présence de bruit à petite échelle,

conduisant à une sous-estimation de Kmax. (ii) La croissance en R
−6/5
λ correspond à une injection

d’énergie confinée aux grandes échelles ; celle-ci peut être plus lente dans le cas d’une injection
par cisaillement moyen (2.27), comme c’est le cas pour les données en couche limite de Saddoughi

16Symétrique en échelles logarithmiques, i.e. K(r/ls) = K(ls/r), avec ls la position du maximum de K(r).
17Citons ici une théorie récente de Holdom (1997) [76], qui conduit également à une tendance algébrique des

exposants vers leur valeur normale n/3 ; soulignons que nos observations ne concernent que l’exposant d’ordre 3.
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Figure 2.28: Compilation de valeurs de Kmax en fonction de Rλ, d’après Mann et al. (1999) [104].
Cercles pleins : données expérimentales de Mydlarski et Warhaft (1996) [117] (turbulence de grille,
Rλ = 99 à 448), Saddoughi et Veeravalli (1994) [154] (couche limite en soufflerie, Rλ = 600 et
1450), Dhruva et al. (1997) [64] (couche limite atmosphérique, Rλ = 104). Cercles vides : données
de simulations numériques compilées par Sreenivasan, incluant des résultats de Yeung (Rλ = 38) et
de Chen (Rλ = 212). Le trait plein représente l’ajustement (2.19) de nos données en contrarotatif
(voir la figure 2.16). Remerciements à J.S. Andersen.

et Veeravalli (1994) [154]. Enfin, nous remarquons que les données de simulations numériques
semblent converger un peu plus rapidement vers la valeur asymptotique 4/5 : dès Rλ ∼ 200, les
simulations semblent atteindre la valeur Kmax = 4/5. Un meilleur ajustement par (2.19) conduit à
une valeur du paramètre Rλ0 ∼ 20. Cet effet peut s’expliquer par l’aspect “idéalement homogène
et isotrope” des simulations, l’injection ayant lieu à une seule grande échelle.

2.5.2 Conclusion

Résumons les observations que nous avons effectuées dans ce chapitre.

Nos mesures de fluctuations de vitesse dans la géométrie en contrarotation, à faible taux de
fluctuation, nous ont permis de montrer que l’équation de Kolmogorov avec forçage était remar-
quablement vérifiée pour Rλ = 120 à 1200. En tenant compte de l’effet de la viscosité et du forçage
à grande échelle sur la fonction de structure d’ordre 3, nous avons montré que cette équation repro-
duit les mesures jusqu’à une précision de 3 %. La vérification précise de cette loi est fondamentale
pour une description statistique de la turbulence développée. Elle permet de valider les hypothèses
dont elle découle (homogénéité et isotropie locales, forçage confiné aux grandes échelles), ou tout
du moins de montrer que les éventuels écarts à ces hypothèses sont suffisamment faibles pour
conduire à des flux d’énergie correspondant essentiellement à une situation homogène et isotrope.

A nombre de Reynolds modéré, lorsque la loi des 4/5 n’est pas encore vérifiée, la prise en
compte de ces effets de coupure dus à la viscosité et au forçage est primordiale pour reproduire
les fonctions de structure d’ordre 3 mesurées. Nous observons que ces effets de Reynolds finis

décroissent comme R
−6/5
λ — une tendance algébrique que l’on peut prédire en supposant que

l’effet du forçage est confiné aux grandes échelles. Cette décroissance est très lente, et des nombres
de Reynolds microéchelles de l’ordre de 1000–2000 sont nécessaires pour obtenir au moins une
décade de “vrai” domaine inertiel. Ces nombres de Reynolds très élevés sont au-delà de ceux
accessibles par la plupart des expériences de laboratoire.
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Afin de mettre à l’épreuve la robustesse de ces résultats, nous avons succinctement caractérisé
deux autres types d’écoulement : une couche limite rugueuse (corotation derrière des obstacles),
et une configuration délibérément très anisotrope de forte rotation. Dans le premier cas, nous
avons montré que l’équation de Kolmogorov était également vérifiée de façon satisfaisante, mais
à des échelles inférieures, reflétant probablement l’influence du forçage sur une plus large gamme
d’échelles. Dans le second cas, la turbulence semble dominée par les effets de forte rotation pratique-
ment jusqu’aux échelles dissipatives, et il n’apparâıt pas de régime inertiel au sens de Kolmogorov
ni sur les transferts, ni même sur le spectre d’énergie, dans la gamme de nombres de Reynolds
que nous avons pu observer (Rλ ≤ 650). L’aspect multiéchelle du forçage dans ce dernier cas
ne permet pas de modéliser simplement la contribution du forçage comme dans l’écoulement en
contrarotation.

La caractérisation habituelle du régime de Kolmogorov se fait sur la détermination de l’exposant
ζ3 de la fonction de structure d’ordre 3, S3(r) ∼ rζ3 . Nous avons mesuré les exposants ζ3 de S3(r),

ainsi que ζ
(v)
3 (exposant fonction de structure incluant la contribution visqueuse). L’exposant ζ3

est légèrement supérieur à l’unité, et semble tendre vers 1 à haut nombre de Reynolds — un
comportement que l’on peut reproduire, du moins qualitativement, avec l’hypothèse du forçage
confiné aux grandes échelles. Cette observation n’est pas en désaccord avec le régime de Kolmogo-

rov, puisque nous observons un exposant ζ
(v)
3 indistingable de 1 sur tout le domaine inertiel et

dissipatif. L’observation ζ3 6= 1 peut dont s’interpréter, dans nos expériences, par une influence
des effets visqueux jusqu’à des échelles importantes du domaine inertiel.



Chapter 3

Intermittence du champ scalaire
passif

Dans ce chapitre, nous allons présenter de nouvelles expériences de fluctuations de température,
considérée comme un champ scalaire passif, dans l’hélium à basse température. Ces expériences
ont été réalisées dans la grande cellule. Les fluctuations thermiques sont mesurées en aval d’une
grille chauffante, et les disques tournent en corotation. Le dispositif expérimental est décrit au
chapitre 1.

Dans un premier temps, nous allons introduire les motivations qui nous ont conduit à étudier
les fluctuations de température en turbulence et les questions attachées à ce problème. Nous
analyserons les mesures de fluctuations de température, tout d’abord d’un point de vue statistique,
abordant le problème de l’intermittence sous l’aspect des lois d’échelle anormales et de l’anisotropie
à petite échelle. Nous nous attacherons ensuite à l’étude de la structure à petite échelle du champ
de température en tentant de caractériser les fronts thermiques, et en mettant en évidence leur
lien avec les propriétés statistiques anormales. Nous tenterons en particulier de comprendre le rôle
joué par l’existence de ces fronts dans la tendance à la saturation des exposants de fonction de
structure de la température. Enfin, nous présenterons brièvement les nouvelles perspectives et les
projets en cours pour l’étude des champs couplés de température et de vitesse.

3.1 Le champ scalaire passif en turbulence

3.1.1 L’équation de la chaleur

Dans tout ce qui suit, afin d’alléger l’exposé, nous nous limiterons au champ de température comme
cas particulier de champ scalaire passif. Bien entendu, ceci n’enlève aucune généralité au problème,
valable pour d’autres quantités scalaires advectées passivement par l’écoulement, comme le champ
de concentration d’un colorant etc. L’aspect passif signifie que la température ne rétroagit pas sur
le champ de vitesse, elle se comporte comme un traceur de l’écoulement.

Une inhomogénéité thermique est advectée par l’écoulement, et diffusée par agitation molécu-
laire. L’équation qui gouverne l’évolution du champ de température Θ(~x, t) est l’équation de la
chaleur :

∂Θ

∂t
+ ~u · ~∇Θ = κ∇2Θ + S. (3.1)

Afin de prendre en compte les conditions aux limites (les sources de chaleur), nous avons ajouté
un terme source S(~x, t), censé reproduire localement l’effet de ces conditions aux limites. Cette
démarche est similaire à celle que nous avons suivie au chapitre 2, en prenant en compte un terme
de forçage ~f dans les équations de Navier-Stokes. Idéalement, on a S(~x, t) = 0 en volume et
S(~x, t) = P/ρcp à la surface des sources fournissant une puissance thermique P . A la différence
des équations de Navier-Stokes, l’équation de la chaleur (3.1) est linéaire en Θ, et donc bien plus
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simple. Evidemment, la complexité se dissimule dans le terme d’advection par le champ de vitesse
turbulent ~u (qui, lui, est solution de Navier-Stokes), ainsi que dans le terme source S.

Forçage du champ scalaire Afin d’illustrer l’origine de ce terme source, nous pouvons décom-
poser le champ de température en une moyenne temporelle Θ0(~x) et une partie fluctuante θ(~x, t)
telle que 〈θ〉 = 0. L’équation de la chaleur pour la composante fluctuante devient :

∂θ

∂t
+ ~u · ~∇θ = κ∇2θ − ~u · ~∇Θ0, (3.2)

identique à l’équation (3.1) pour la température totale, dans laquelle le terme source effectif

S(~x, t) = −~u · ~∇Θ0 provient du couplage du champ de vitesse avec le gradient du champ de
température moyen. Ce terme source peut donc s’interpréter comme la puissance nécessaire pour
maintenir un champ de température moyen Θ0(~x) dans l’écoulement. Plutôt que de prendre en
compte explicitement les conditions aux limites, il sera plus facile par la suite de considérer un tel
terme source effectif en volume, bien plus simple à manipuler.

En l’absence de terme source (ou, de façon équivalente, pour Θ0(~x) = cste), et dans la limite de
la dissipation nulle, la température devient une quantité conservée : un élément de fluide, initiale-
ment à une température Θ1, reste à cette même température à tout temps ultérieur (DΘ/Dt = 0).
Chaque élément de fluide se trouve ainsi “étiqueté” par sa température à un instant initial, comme
il le serait par des particules de traceur. Dans ce cas, une surface isotherme Θ = Θ1 est advectée
par l’écoulement, déformée, étirée et repliée aléatoirement. Cette propriété illustre le lien étroit
qui existe entre le problème de mélange d’un champ scalaire et celui de trajectoire lagrangienne.

Signalons encore une propriété importante du champ de température : il ne peut pas exister
dans le fluide de point plus chaud (resp. plus froid) que le point le plus chaud (resp. plus froid)
imposé par les conditions aux limites. En d’autres termes, les fluctuations de températures sont
bornées dans l’intervalle imposé par les conditions aux limites (soit, en pratique, la température
initiale du fluide et la température de la source). En effet, si nous considérons un maximum local
de température, son laplacien sera négatif, et la température de ce point (le long de sa trajectoire)
évoluera selon l’équation DΘ/Dt = κ∇2Θ < 0, c’est-à-dire qu’il ne pourra que diminuer par
diffusion. Si l’on comprime une région chaude, elle ne s’échauffera pas, au contraire : en intensifiant
le gradient thermique dans la direction de compression, on augmentera la diffusion. Bien entendu,
le même raisonnement s’applique à un minimum local de température (∇2Θ > 0). Cette propriété
est importante, car elle fixe une borne aux fluctuations possibles de température, et implique une
contrainte importante sur les gradients de température. Il n’existe pas de telle contrainte pour les
fluctuations de vitesse (en raison du terme de pression).

3.1.2 Le modèle d’Obukhov-Corrsin

Equation-bilan de variance

Afin de caractériser la cascade vers les petites échelles dans le cas de la température, nous allons
calquer exactement la démarche de Kolmogorov. Nous commençons par émettre l’hypothèse qu’à
nombre de Reynolds suffisamment élevé, le comportement des petites échelles ne dépend plus des
conditions (en particulier des symétries) du forçage à grande échelle. Nous ferons donc usage des
mêmes propriétés d’homogénéité et d’isotropie pour les champs de vitesse et de température.

Nous allons écrire un bilan de fluctuations de température, analogue au bilan d’énergie obtenu
au chapitre 2. L’équivalent de l’énergie cinétique est ici la (demi-)variance des fluctuations de
température 〈θ2〉/2. L’équation d’évolution de cette variance s’obtient simplement en multipliant
l’équation de la chaleur (3.1) par θ (au même point ~x) et en moyennant :

1

2

∂

∂t
〈θ2〉 = −κ〈(~∇θ)2〉 + 〈Sθ〉.

On constate que le terme de transport de la variance θ2 ne contribue donc pas à la production
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de variance de fluctuations de température1 ; celle-ci n’est assurée que par le forçage thermique
par le biais de la corrélation 〈Sθ〉, analogue à la puissance injectée ε = 〈 ~f · ~u〉 par un forçage

mécanique ~f . Par analogie, afin de construire un formalisme parallèle à celui de Kolmogorov, nous
pouvons supposer qu’en régime stationnaire le terme source S soit tel que la “puissance” injectée,
c’est-à-dire le taux de production de variance 〈Sθ〉, soit constant et égal au taux de dissipation de
variance :

εθ = 〈Sθ〉 = κ〈(~∇θ)2〉. (3.3)

C’est là le point de départ de la description statistique du champ scalaire, d’où découle le modèle
d’Obukhov–Corrsin [54, 125] que nous allons succinctement introduire. Evidemment, cette hypo-
thèse peut sembler quelque peu arbitraire — comment concevoir un dispositif de forçage thermique
satisfaisant cette condition ?

Quelques définitions

Nous allons tout d’abord introduire quelques définitions, utiles par la suite, et en grande partie
analogues à celles introduites dans le contexte du champ de vitesse, ainsi que les approximations
dont nous ferons usage.

Le nombre de Péclet Le nombre sans dimension qui mesure l’importance relative des effets
convectifs et diffusifs est le nombre de Péclet Pe, défini comme :

Pe =
~u · ~∇θ

κ∇2θ
' ULθ

κ
, (3.4)

où Lθ est une grande échelle associée aux fluctuations de température. Ce nombre est analogue
au nombre de Reynolds pour les fluctuations de vitesse. Le rapport de ces deux nombres est le
nombre de Prandtl :

Pr =
Pe

Re
=

ν

κ
, (3.5)

qui est une propriété du fluide considéré. Ce nombre mesure l’importance relative de la diffusion
de quantité de mouvement (∼ ν) et de chaleur (∼ κ). Dans le cas qui nous intéresse, l’hélium
gazeux, nous avons, comme dans la plupart des gaz, un nombre de Prandtl proche de l’unité (plus
précisément, Pr ' 0.7).

En poursuivant l’analogie avec le champ de vitesse, il est intéressant d’introduire le nombre de
Péclet microéchelle :

Peλ =
u′λθ

κ
, (3.6)

où λθ (analogue à l’échelle de Taylor) est l’échelle caractéristique de corrélation des gradients de
température, définie par

〈θ2〉
λ2

θ

= 〈(∂θ/∂x)2〉.

Echelles de diffusion thermique Enfin, nous pouvons définir une échelle de diffusion thermi-
que, notée ηθ : c’est l’échelle en-deçà de laquelle la diffusion thermique est l’effet prédominant et les
fluctuations thermiques sont donc lissées. Pour exprimer cette échelle ηθ, il convient de distinguer
plusieurs situations, en fonction du nombre de Prandtl :

• Fluides à petit Pr (ν � κ). Dans ce cas, les fluctuations de température sont lissées avant
d’avoir pu atteindre des échelles aussi petites que l’échelle de Kolmogorov. Cette échelle
de diffusion thermique (ou échelle d’Obukhov–Corrsin) sera très supérieure à l’échelle de
Kolmogorov ηθ � η.

1Ceci suppose que le flux de variance s’annule, i.e. que le champ θ est homogène et isotrope ; la contribution
non nulle, nécessaire pour assurer l’injection d’inhomogénéités thermiques à grande échelle, est contenue dans le
terme de forçage effectif S.
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• Fluides à grand Pr (κ � ν). Dans ce cas, la cascade des fluctuations de température peut se
poursuivre au-delà de la cascade d’énergie, et on a ηθ � η (appelée échelle de Batchelor).
Pour des échelles inférieures à l’échelle de Kolmogorov, bien que le champ de vitesse soit
lisse, le champ de température peut continuer à subir des étirements-repliements, et donc
à générer des petites échelles, avant que n’intervienne la diffusion thermique. C’est dans ce
domaine (dit visqueux-convectif) que prend place la cascade de Batchelor.

• Cas intermédiaire Pr '1. C’est la situation qui nous concerne : Pour l’hélium gazeux à basse
température, nous avons Pr ' 0.7. Dans ce cas, les diffusions visqueuse et thermique inter-
viennent à la même échelle, et nous obtenons ηθ ' η.

Dans la suite, nous serons donc toujours dans une situation dite inertielle-convective, telle que
les fluctuations de vitesse et de température cascadent dans la même gamme d’échelles, soit :

η ' ηθ � r � L ' Lθ

(voir les mesures d’échelles intégrales Λ et Λθ (1.13), p. 46). Afin d’alléger encore, nous parlerons
simplement de domaine inertiel pour la gamme d’échelles satisfaisant ces conditions, et nous
confondrons échelle de Kolmogorov η et échelle de Batchelor–Obukhov-Corrsin ηθ, ainsi que les
nombres microéchelle Rλ et Peλ.

L’équation de Yaglom

Nous allons maintenant écrire l’équivalent de l’équation de von Kármán–Howarth pour le champ de
température, c’est-à-dire un bilan de puissance entre les fluctuations introduites (terme source S),
transférées (terme mixte) et dissipées à petite échelle. En multipliant l’équation de la chaleur (3.1)
par θ pris au point ~x + ~r et en symétrisant, nous obtenons l’équation de Yaglom [115] :

SθθL(r) − 2κ
∂Sθ

2(r)

∂r
= −4

3
εθr, (3.7)

où nous avons introduit les fonctions de structure de température :

Sθ
n(r) = 〈[θ(x + r) − θ(x)]

n〉 (3.8)

et la fonction de structure mixte :

SθθL(r) = 〈[θ(x + r) − θ(x)]
2

[u(x + r) − u(x)]〉 (3.9)

(u désigne la composante longitudinale de la vitesse, le long du vecteur ~r). Nous avons supposé
ici le mélange statistiquement stationnaire, et avons introduit le taux de production de variance
εθ (3.3) résultant du forçage extérieur.

Ici, malgré la linéarité de l’équation de la chaleur, on retrouve un problème de fermeture
similaire à celui rencontré pour l’équation d’évolution de l’énergie cinétique. Mais cette fois-ci, le
moment d’ordre 2 (variance) ne fait pas intervenir de moment d’ordre supérieur de la température,
mais un moment mixte vitesse-température d’ordre 3, qui traduit le transport de variance de la
température.

Des études expérimentales (Chambers et Antonia (1984) [43] en turbulence atmosphérique,
Mydlarski et Warhaft (1998a) [118] en turbulence de grille) ont montré que cette équation était
assez bien vérifiée à haut nombre de Reynolds. En turbulence de grille, à faible nombre de Reynolds,
Danaila et al. (1999b) [58] ont vérifié cette équation en incluant le terme de forçage, suivant une
démarche analogue à celle que nous avons suivie au chapitre 2 pour l’équation de Kolmogorov
(Moisy et al. (1999) [111]).

Si nous considérons maintenant, à grand nombre de Reynolds, les échelles de la gamme iner-
tielle, ηθ � r � Lθ, nous pouvons négliger le terme dissipatif et écrire l’analogue de la loi des 4/5
pour le transfert de variance :

SθθL(r) = −4

3
εθr. (3.10)
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Cette loi établit une relation linéaire2 entre la fonction de structure mixte température–vitesse et
l’échelle r. Il n’existe pas de tel résultat exact pour Sθ

3(r), la fonction de structure d’ordre 3 de la
température, analogue de S3(r) pour la loi des 4/5.

Lois d’échelle d’Obukhov-Corrsin

Cependant, l’analyse dimensionnelle nous permet de faire une prédiction sur les lois d’échelle des
spectres et fonctions de structure, toujours dans une démarche analogue à K41. Pour des échelles
du domaine inertiel-convectif, ces quantités ne doivent dépendre que des paramètres ε [m2.s−3] et
εθ [K2.s−1]. La fonction de structure d’ordre n (3.8), pour des séparations r du domaine inertiel,
ne peut donc que s’écrire :

Sθ
n(r) ∼ Cθ

n(ε
3/2
θ ε−1/2)n/3rn/3 (3.11)

pour n pair, où les Cθ
n sont des constantes sans dimension. Lorsque n est impair, l’hypothèse

d’isotropie à petite échelle conduit à Sθ
n(r) = 0 par symétrie. Si l’on introduit les exposants de

fonctions de structure ξn, définis par :

Sθ
n(r) ∼ rξn , (3.12)

on voit que l’analyse dimensionnelle conduit à la loi linéaire ξn = n/3 pour n pair, analogue à la loi
ζn = n/3 pour le champ de vitesse. En terme de distribution d’incréments de température, une telle
loi linéaire équivaut à des distributions identiques à toute échelle du domaine inertiel-convectif :
c’est ce que l’on appelle le comportement normal.

De manière équivalente, nous pouvons également introduire le spectre des fluctuations de tem-
pérature, défini comme la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation 〈θ(x)θ(x + r)〉,
qui peut s’exprimer à partir de la fonction de structure d’ordre 2 :

Eθ(k) =

∫

Sθ
2(r)eikr dr avec

∫

Eθ(k) dk = θ′2. (3.13)

Toujours en raisonnant par analyse dimensionnelle3, on peut en déduire la loi spectrale, appelée
spectre d’Obukhov-Corrsin [54, 125] :

Eθ(k) = Cθεθε
−1/3k−5/3 (3.15)

(où Cθ est une constante sans dimension), qui suit donc la même loi d’échelle que le spectre de
Kolmogorov E(k) ∼ k−5/3.

3.1.3 Comportements anormaux

Les premières expériences de champ scalaire passif, dès les années 50, se sont attachées à vérifier
ces lois d’échelle pour les fluctuations typiques, soit sur la fonction de structure Sθ

2(r), soit spec-
tralement. On trouvera dans Monin et Yaglom (1975) [115] une excellente revue de tous ces
résultats. Ils tendent à donner une image finalement assez simple de ce problème, décrit de façon
très satisfaisante par une théorie directement inspirée de Kolmogorov.

Par la suite, de nombreux écarts à cette description ont cependant été observés pour les quan-
tités d’ordre impair [110], reflétant l’isotropie, ainsi que d’ordre élevé [8], reflétant les événements
intenses. Ces comportements “anormaux” peuvent être classés en deux catégories :

2Nous avons obtenu très simplement ce résultat en Introduction, en supposant que la variance θ2
r à une échelle

r est transférée sur un temps caractéristique τr ∼ r/ur, d’où εθ ∼ θ2
rur/r.

3Rappelons ici le lien entre exposant de fonction de structure (d’ordre 2) et spectre : pour 0 < ξ2 < 1, lorsque
la loi de puissance prend place sur une gamme d’échelles suffisamment étendue, on a

Eθ(k) ∼ k−1−ξ2 (3.14)

sur la gamme de nombres d’onde correspondante.
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• Anomalies du domaine dissipatif. Elles ont été observées pour la première fois en couche
limite océanique par Mestayer et al. (1976) [110] et Gibson et al. (1977) [72], qui consta-
tent une anisotropie à petite échelle des fluctuations de température, sous la forme d’une
asymétrie des gradients de température. Cette anisotropie a été observée ultérieurement dans
des écoulements non cisaillés par Tong et al. (1994) [175], ainsi qu’en simulation numérique
par Pumir (1994c) [142]. Cette anisotropie rompt avec l’image classique d’un processus de
cascade qui oublie, degré après degré, les conditions de forçage à grande échelle.

• Anomalies, ou intermittence, du domaine inertiel4. Les lois d’échelle des fonctions de struc-
ture dans le domaine inertiel (3.12) permettent de définir des exposants qui, si les fluctuations
de température sont distribuées identiquement à toute échelle, varient linéairement avec
l’ordre. Antonia et Van Atta (1978) [7] (voir aussi Antonia et al. (1984) [8]), les premiers,
ont observé que les distributions tendaient à s’élargir à échelle décroissante, impliquant des
exposants de fonction de structure ξn inférieurs à la loi normale n/3.

Notons que la seconde anomalie est partagée par le champ de vitesse lui-même ; toutefois,
comme nous le verrons par la suite, celle-ci est bien plus prononcée pour le champ de température.
La compréhension de ces deux types d’anomalies a énormément progressé ces cinq dernières années,
grâce à d’importantes contributions théoriques et numériques :

• Kraichnan (1994) [90] a montré que les lois d’échelle anormales apparaissent pour un champ
scalaire même lorsque celui-ci est advecté par un champ de vitesse normal, c’est-à-dire
gaussien à toute échelle, et à temps de corrélation très court. L’intermittence du champ
scalaire passif apparâıt donc comme une propriété intrinsèque du mélange, indépendante de
la turbulence elle-même.

• Holzer et Siggia (1994) [78] ont mis en évidence la persistance d’une anisotropie à petite
échelle, même lorsque le champ scalaire est advecté par un champ de vitesse synthétique,
donc non intermittent. Cette anisotropie résulte de l’alignement préférentiel des fronts dans
la direction orthogonale au gradient moyen imposé, mais ces simulations montrent que de
telles structures existent également dans les autres directions, sans pour autant donner lieu
à une asymétrie.

Ces deux avancées, toutes deux basées sur l’idée que les anomalies sont des caractéristiques
du mélange d’un champ scalaire, indépendamment des propriétés de la turbulence, en font un
problème à part entière. Nous allons, dans la suite de ce chapitre, nous pencher sur ces deux
aspects de l’intermittence du champ scalaire passif, et tenter d’éclaircir le lien qui les unit, à
travers la statistique de répartition des fronts.

4ou encore intermittence interne, pour la distinguer de l’intermittence des grandes échelles, provenant
d’instabilités primaires.



3.2. ANALYSE STATISTIQUE DU CHAMP DE TEMPÉRATURE 97

3.2 Analyse statistique du champ de température

3.2.1 Protocole de mesure

Afin de caractériser les enregistrements de fluctuations de température que nous avons effectués, il
est primordial de connâıtre les paramètres associés à notre écoulement au même point (nombre de
Reynolds Rλ, échelle de Kolmogorov. . . ). Ceci ne pose pas de problème, puisque nos sondes peuvent
être asservies à la fois en fil froid pour les mesures de température et en fil chaud pour la vitesse.
L’idéal serait, pour chaque expérience (vitesse, pression, température moyenne), d’enregistrer les
données de vitesse et de température au même point.

Cette démarche est quelque peu laborieuse, mais nous avons pu nous contenter de quelques
fichiers “chandelles” : pour chaque valeur de la viscosité, nous avons calculé les caractéristiques de
l’écoulement à 3 ou 4 vitesses de rotation différentes, puis nous avons interpolé ces caractéristiques
pour les conditions précises d’enregistrement des fichiers de température. En pratique, ces fichiers
chandelles nous ont permis d’ajuster la loi

Rλ ' 2.7Pe0.5,

où Pe est le nombre de Péclet basé sur l’échelle intégrale Λθ ' 7.0 mm (voir le chapitre 1). Le
tableau 3.1 résume les caractéristiques de quelques fichiers typiques.

Fichier κ Pe = Rλ 〈U〉 θ′ 10−6 N∗

(cm2/s) UΛθ/κ (cm/s) (mK)

28 0.0091 1910 110 24.8 68.1 0.27
29 0.0097 2550 130 35.3 58.0 0.50
39 0.0075 1520 105 16.3 45.5 0.84
52 0.0070 3650 160 36.5 47.4 0.70
57 0.0014 12000 290 24.8 32.9 5.8
65 0.0017 11300 280 27.2 49.3 2.4
67 0.0017 7680 230 18.4 32.6 3.7
78 0.0017 11000 280 27.4 56.8 14.7
79 0.0017 12370 295 31.0 35.8 9.0

Table 3.1: Caractéristiques de quelques fichiers de température utilisés dans ce chapitre.

La gamme de Rλ sur laquelle nous avons travaillé est 105–295, une gamme assez restreinte
en comparaison à celle couverte pour les études de fluctuations de vitesse. Pour de tels nombres
de Reynolds, l’échelle de Kolmogorov η est comprise entre 39 et 185 µm. Ces valeurs sont assez
élevées comparées à la taille de nos sondes (7 µm), et ne posent clairement aucun problème de
résolution spatiale.

Nous avons précisé pour chaque fichier la taille d’enregistrement N ∗, définie comme

N∗ = N
fη

fs
, (3.16)

(suivant la notation introduite dans Belin et al. (1996a) [21]), où N est le nombre de points de
l’enregistrement, fs la fréquence d’échantillonnage et fη la fréquence de Kolmogorov :

fη =
U

2πη
.

Le rapport N∗ mesure en quelque sorte le nombre de points pertinents de l’enregistrement, c’est-
à-dire le nombre de points non trivialement corrélés — si l’on considère que deux points distants
de moins d’une échelle de Kolmogorov sont trivialement corrélés.

Le fichier le plus long a N∗ = 1.47 · 107 points (soit 4 heures d’enregistrement, plus de 400 000
échelles intégrales), ce qui est suffisant pour la convergence des fonctions de structure jusqu’à
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l’ordre 10 (voir Belin et al. (1996a) [21]) — ce point sera discuté ultérieurement. Les fichiers plus
courts (N∗ < 106 points, 20 minutes d’enregistrement) ont été utilisés essentiellement pour l’étude
des spectres et des distributions de fronts thermiques.

Enfin, pour chaque fichier, nous avons vérifié la stationnarité sur toute la durée de l’enre-
gistrement. En particulier, nous avons vérifié la stabilité de l’écart-type des fluctuations θ′ et
de l’“activité” du signal ∼ (∂θ/∂x)2 (voir la figure 3.1). Au besoin, nous avons pu extraire des
portions propres de signal pour le traitement.
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Figure 3.1: Ecart-type des fluctuations de température θ′ et des incréments sur 1 point
d’échantillonnage (r ' 1η) 〈[θ(x + r) − θ(x)]2〉1/2, moyennées sur 50 s ' 34 Trot. On mesure
θ′ = 56.8 mK, avec une dérive inférieure à 0.05 mK sur 1h40 d’enregistrement (soit 0.1 %), et
〈∆θ2〉1/2 = 5.08 mK avec une dérive inférieure à 0.1 mK (soit 2 %). Fichier 78, Rλ = 280.

3.2.2 Analyse spectrale

Dans un premier temps, nous allons étudier les spectres des fluctuations de température Eθ(f),
et en particulier les lois d’échelle du domaine inertiel ainsi que leur évolution avec le nombre de
Reynolds. L’emploi de l’hypothèse de Taylor permet d’interpréter les fluctuations temporelles en
termes de fluctuations spatiales, et de lier la fréquence f au nombre d’onde k = 2πf/〈U〉.

La figure 3.2 (1a et 2a) représente deux spectres de température, obtenus à deux nombres
de Reynolds différents : Rλ =160 et 295. Le rapport (signal/bruit)2 est d’environ 45 et 50 dB
respectivement. Sur ces spectres, nous distinguons clairement deux régions, un domaine en loi
de puissance que nous identifierons au domaine inertiel, sur 1 à 1.5 décades, suivi d’un domaine
dissipatif. Les domaines inertiels présentent une loi d’échelle, dont nous pouvons mesurer l’exposant
nθ,

Eθ(f) ∼ f−nθ ,

en ajustant le plateau sur le spectre compensé fnθEθ(f) (voir les figures 1b et 2b). Nous obtenons
les valeurs nθ = 1.35 ± 0.04 pour le fichier à Rλ = 160, et nθ = 1.65 ± 0.02 pour le fichier à
Rλ = 295. Ce dernier est très proche de la valeur 5/3 du spectre de Obukhov-Corrsin (3.15).
Notons la présence de pics à basse fréquence, signature de la persistance de périodicité due au
forçage par pales, de façon similaire aux spectres d’énergie du chapitre 2.

A faible nombre de Reynolds, nous observons des lois de puissance d’exposants sensiblement
inférieurs à 5/3. Bien que la gamme d’échelles soit plus réduite, il est clair qu’une loi de puissance
ajuste le spectre de façon très satisfaisante. L’obtention d’une loi de puissance avec un exposant
différent de 5/3 est difficilement compréhensible dans le cadre de la théorie d’Obukhov-Corrsin.



3.2. ANALYSE STATISTIQUE DU CHAMP DE TEMPÉRATURE 99

0 .001

0 . 0 1

0 . 1

1

1 0

1 0 0

1000

1 04

0 . 1 0 1 . 0 1 0 1 02 1 03

E
θ(f

) 
 (

m
K

2  s
)

f (Hz)

(1a)

1 0

1 0 0

1000

1 04

1 05

0 . 1 0 1 . 0 1 0 1 02 1 03

fn  E
θ(f

) 
 (

u.
a.

)

f (Hz)

(1b)

0 .001

0 . 0 1

0 . 1

1

1 0

1 0 0

1000

1 04

0 . 1 0 1 . 0 1 0 1 02 1 03 1 04

E
θ (

f)
  

(m
K

2  s
)

f  (Hz)

(2a)

1 0

1 0 0

1000

1 04

1 05

0 . 1 0 1 . 0 1 0 1 02 1 03 1 04

fn  E
θ (

f)
  

  
(u

.a
.)

f  (Hz)

(2b)

Figure 3.2: Spectres Eθ(f) et spectres compensés fnθEθ(f) de température. (1a) et (1b) : fichier
52, Rλ = 160, nθ = 1.35 ; (2a) et (2b) : fichier 79, Rλ = 295, nθ = 1.65. Les traits pleins indiquent
la pente −5/3 du spectre d’Obukhov-Corrsin (3.15), et les traits pointillés sont les plateaux des
spectres compensés, permettant de déterminer la valeur des exposants nθ. Les caractéristiques des
fichiers sont données dans le tableau 3.1.
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La figure 3.3 regroupe les exposants obtenus pour différents nombres de Reynolds, entre 110 et
300. Nous constatons tout d’abord une dispersion relativement importante des exposants, partic-
ulièrement aux bas nombres de Reynolds, entre 1.10 et 1.66, situation assez différente des spectres
de vitesse pour lesquels les exposants semblent bien moins varier. Malgré cette dispersion, et bien
que notre gamme de Reynolds soit modeste, nous pouvons noter une tendance assez nette vers la
valeur 5/3 à Reynolds croissant.

Remarquons également que, malgré la dispersion, les exposants trouvés sont systématiquement
inférieurs à 5/3. Cette situation contraste quelque peu avec celle des spectres d’énergie, pour
lesquels les exposants sont généralement légèrement supérieurs à la valeur 5/3 de la loi de Kolmo-
gorov5.

Dans les écoulements cisaillés, Sreenivasan (1996) [167] reporte une telle évolution de la pente
du spectre, de 1.3 à 1.63 (pour Rλ de 200 à 2000). Jayesh et al. (1993) [81], dans une expérience
de turbulence de grille dans laquelle les fluctuations de température sont insérées en aval de la
grille (mandoline), notent des valeurs de nθ proche de 1.3, pour des Rλ variant de 30 à 130. Ce
type de forçage thermique est assez proche du nôtre, en ce sens que la turbulence est produite en
amont de la grille chauffante, et non par la grille elle-même. Ces valeurs sont en accord avec les
nôtres, mais la figure 3.3 suggère qu’à nombre de Reynolds plus élevé la loi d’Obukhov-Corrsin
est satisfaite. Enfin, des valeurs plus importantes de Rλ ont été obtenues en turbulence de grille,
grâce à l’emploi d’une grille active, par Mydlarski et Warhaft (1998a) [118]. La gamme de Rλ

atteinte, entre 30 et 730, permet de conclure à une tendance plus rapide vers la valeur 5/3 dans
les écoulements non cisaillés.
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Figure 3.3: Exposants nθ du spectre de température en fonction de Rλ. La ligne pointillée indique
la valeur 5/3 de la loi d’Obukhov-Corrsin (3.15).

3.2.3 Densités de probabilité des incréments de température

Nous allons maintenant revenir dans l’espace physique, et nous pencher sur les statistiques des
fluctuations à une échelle donnée. Commençons par observer une portion de signal de température,
figure 3.4. D’emblée, on peut constater que l’allure de ce signal est très différente de celle d’un
signal de vitesse (voir des exemples au chapitre 2) : on y trouve beaucoup plus fréquemment des
fronts assez raides, d’amplitude élevée (deux à trois fois l’écart-type pour ces exemples). Bien que

5Nous ne pouvons cependant pas exclure que cet effet ne soit pas lié à la nature de l’écoulement en corotation
(voir le chapitre 2)
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Figure 3.4: Signal de température, normalisé par l’écart-type θ′ = 49.3 mK. Fichier 65, Rλ = 280.

ces fluctuations aient un spectre très proche d’un spectre de vitesse (l’exposant du spectre vaut
ici nθ = 1.63 ± 0.03), l’aspect général du signal diffère grandement6.

La figure 3.5 représente la distribution de ces fluctuations de température. Celle-ci est légè-
rement sous-gaussienne, avec un léger excès d’événements chauds. Il semble y avoir une certaine
variabilité dans la forme de ces distributions, et nous n’avons pas trouvé à les caractériser de
façon systématique. Toutefois, il semble qu’aux plus bas nombres de Reynolds, il y ait une légère
tendance à la dissymétrie vers les événements froids, alors qu’à plus haut nombre de Reynolds on
trouve plus souvent une dissymétrie (parfois exponentielle) vers les événements chauds.
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Figure 3.5: Densités de probabilité des fluctuations de température. La ligne pointillée représente
un ajustement par une loi gaussienne, d’écart-type 30.9 mK. Fichier 65, Rλ = 280. Légèrement
sous-gaussien : F ' 2.9 (F = 3 pour une distribution gaussienne).

6Ceci n’a évidemment rien de contradictoire : l’allure du signal est fortement liée aux événements rares et intenses
(ordres élevés) et le spectre à l’amplitude typique (ordre 2).
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Il existe des prédictions théoriques concernant la forme de ces distributions, découlant de
conditions idéalisées sur la nature du champ de vitesse et le type d’injection du scalaire. Citons
par exemple Pumir et al. (1991) [139] et Holzer et Siggia (1993) [77] qui obtiennent des ailes
exponentielles lorsqu’un gradient moyen de scalaire est imposé. Ces distributions sont clairement
liées aux grandes échelles, c’est-à-dire à la façon dont les fluctuations thermiques sont introduites
dans l’écoulement.

Mydlarski et al. (1998a) [118] obtiennent de même des distributions sous-gaussiennes dans
l’expérience de grille active, ainsi que Jayesh et al. (1991) [80] dans une expérience de couche
de mélange thermique. Marchand (1994) [107] observe des distributions proches d’une gaussienne
pour les expériences de couche limite, et proches de l’exponentielle pour les expériences dans l’axe
de la soufflerie S1 à Modane. Thoroddsen et Van Atta (1992) [174] observent des distributions
gaussiennes en turbulence stratifiée avec gradient moyen transverse. Il est manifestement difficile
de saisir une image simple et, de manière analogue aux distributions de pression du chapitre 4, il
est probable qu’il ne faille rien attendre d’universel de ces distributions de température.
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Figure 3.6: Séries temporelles d’incréments de température du signal précédent, à différentes
échelles, normalisées par θ′. r/η = 750 (a), 150 (b), 30 (c), 6 (d). Fichier 65, Rλ = 280, η = 42 µm.

Intéressons-nous maintenant à ces mêmes fluctuations en fonction de l’échelle, en étudiant les
incréments de température sur une séparation r :

∆θ(r) = θ(x + r) − θ(x),

où nous utilisons l’hypothèse de Taylor afin de déduire les différences spatiales des différences
temporelles. La figure 3.6 représente 4 portions d’incréments du même signal que précédemment,
pour 4 échelles de plus en plus petite, correspondant à des temps de 150 à 1.2 ms (soit 750 à
6 η). Au fur et à mesure que décrôıt l’échelle de l’incrément, on constate que l’amplitude moyenne
du signal diminue et que des pics d’amplitude relativement élevée se détachent progressivement.
A petite échelle, les pics les plus intenses sont de l’ordre de l’écart-type des fluctuations θ′. On
retrouve également cet aspect intermittent sur un signal d’incréments de vitesse, mais il semble
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bien plus prononcé dans le cas de la température. Nous reviendrons longuement sur la nature de
ces fronts thermiques.
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Figure 3.7: Densités de probabilité des incréments de température ∆θ(r), pour r/η = 6.5, 26, 96
et 480 (de l’intérieur vers l’extérieur), normalisés par l’écart-type des fluctuations θ′. Fichier 67,
Rλ = 230.

La figure 3.7 représente les densités de probabilité des différences de température, c’est-à-dire
les histogrammes normalisés de sorte que :

∫ ∞

−∞

p(∆θ) d∆θ = 1.

Sur la figure 3.8 nous avons représenté ces mêmes distributions, normalisées par l’écart-type des
fluctuations à chaque échelle

σ = 〈∆θ2〉1/2.

Nous observons qu’à échelle décroissante, ces pdf changent de forme, déployant des ailes de plus
en plus larges, reflétant les événements les plus intenses à petite échelle. Notons également que
les distributions, surtout à petite échelle, présentent une dissymétrie vers les événements intenses
négatifs, révélant un défaut d’isotropie à petite échelle, sur lequel nous reviendrons ultérieurement.

Une façon de représenter ces distributions d’incréments à différentes échelles est l’ajustement
par une exponentielle étirée :

p(∆θ) ∼ exp (−β(∆θ)
α
), (3.17)

à deux paramètres ajustables α et β. On a en particulier α = 2 pour une distribution gaussienne, et
α = 1 pour une distribution exponentielle. Un tel ajustement a été introduit par Ching (1991) [51]
dans un contexte de convection turbulente. La figure 3.9 montre que ces ajustements décrivent
de façon remarquable les distributions à toutes les échelles, de ∆θ ' σ jusqu’à 25σ pour les plus
petites échelles7. La figure 3.10 montre l’évolution de ces paramètres en fonction de l’échelle. Aux
plus petites échelles résolues (environ 3η dans ce cas), les incréments donnent une très bonne
approximation des gradients de température, et l’on voit que le paramètre α peut atteindre des
valeurs extrêmement basses, jusqu’à

α(r/η → 0) ' 0.24± 0.04.

7Notons qu’un ajustement exponentiel est également satisfaisant, à condition de n’ajuster que les ailes extrêmes
(∆θ/σ > 10 à la plus petite échelle sur cette figure).
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Figure 3.8: Densités de probabilité des incréments de température normalisés ∆θ(r)/σ, pour
r/η=6.5, 26, 96 et 480 (de l’extérieur vers l’intérieur). Fichier 67, Rλ =230.
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De haut en bas : r/η = 6.5 (α = 0.27, β = 9.2), 26 (α = 0.57, β = 3.46), 96 (α = 0.98, β = 1.51)
et 480 (α = 1.5, β = 0.50). Fichier 67, Rλ = 230.
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On ne rencontre pas de telles valeurs pour les distributions d’incréments de vitesse. Dans Tabeling
et al. (1996) [172] (voir aussi Belin (1998) [24]) par exemple, une compilation de valeurs de ce
paramètre pour la dérivée de la vitesse montre que, même aux plus hauts nombres de Reynolds
(Rλ jusqu’à 5000), α ne descend pas en-dessous de 0.4. Dans des simulations numériques à trois
dimensions, Pumir (1994b) [141] obtient α = 0.71 (à Rλ = 66) ; à deux dimensions, Holzer et Siggia
(1994) [78] trouvent des valeurs de α n’atteignant que 0.56 pour les gradients de températures
orthogonaux au gradient moyen (ces auteurs n’ont cependant pas effectué ces ajustements pour les
gradients longitudinaux, dont la distribution est plus large). Ching (1991) [51] mesure α ' 0.47±
0.01 en convection turbulente. Thoroddsen et Van Atta (1992) [174] observent des distributions
de dérivée de température exponentielles (i.e. α = 1) en turbulence stratifiée. Clairement, nos
distributions de température montrent un comportement extrêmement intermittent, bien qu’à des
nombres de Reynolds assez modérés (Rλ =230 dans notre exemple).

3.2.4 Fonctions de structure

Nous allons nous intéresser maintenant plus particulièrement à l’évolution des statistiques des
incréments de température à travers les échelles. Nous utilisons à cette fin les fonctions de struc-
ture (3.8), que nous définissons à partir des densités de probabilité introduites précédemment :

Sθ
n =

∫ ∞

−∞

(∆θ)
n

p(∆θ) d∆θ. (3.18)

Calculer ainsi les fonctions de structure présente l’avantage de pouvoir contrôler la présence
d’événements aberrants dans le signal (dûs à du bruit électronique par exemple), qui donnent lieu
à des incréments de température anormalement élevés.

L’obtention de lois de puissance bien définies sur les fonctions de structure d’ordre élevé ne
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Figure 3.11: Intégrants p(s)sn des moments d’ordre n, pour n = 8 (en haut) et 10 (en bas), à
l’échelle r = 80 η (au milieu du domaine inertiel). Fichier 67.
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3.2. ANALYSE STATISTIQUE DU CHAMP DE TEMPÉRATURE 107

garantit en rien la bonne convergence de ces moments8. La méthode la plus sûre consiste à vérifier
cette convergence sur l’intégrant (∆θ)np(∆θ) de la définition (3.18). Cependant, ce test s’avère
souvent trop strict : si la largeur des canaux des histogrammes est choisie trop grande, le nombre
moyen d’événements pour les canaux extrêmes est très petit (inférieur à 1), conduisant à une
impression visuelle de grande dispersion pour les valeurs extrêmes de ∆θ. Un meilleur critère
visuel, moins dépendant du choix de la largeur des canaux, consiste à vérifier la convergence des
moments sur les primitives :

In(r, ∆θc) =

∫ −∆θc

−∆θc

(∆θ)
n
p(∆θ) d∆θ, Sθ

n(r) = In(r, ∆θc → ∞). (3.19)

En pratique, si ces primitives saturent lorsque crôıt la troncature ∆θc de l’intégrant, on pourra
considérer que les moments sont bien convergés. La figure 3.11 montre les intégrants des moments
pour les ordres 8 et 10, et la figure 3.12 montre les primitives de ces mêmes intégrants ; alors que les
intégrants sont assez dispersés pour les grandes valeurs de ∆θ/θ′ et donnent l’impression de ne pas
converger correctement, les primitives, elles, saturent très raisonnablement. Il semble que l’ordre
n = 10 soit, pour ce fichier, une limite raisonnable pour calculer les fonctions de structure. Notons
que, dans cet exemple, les incréments sont calculés pour une échelle du domaine inertiel. Pour des
échelles du domaine dissipatif, la convergence est évidemment moins bonne (les distributions sont
plus larges), mais cela n’importe pas pour la détermination des exposants du domaine inertiel.
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Figure 3.13: Fonctions de structure normalisées Sθ
n/θ′n en fonction de l’échelle r/η, pour les ordres

n = 2, 4 et 6 (dans l’encart les ordres impairs n = 3 et 5). A grande échelle, Sθ
2(r)/θ′2 → 2. Fichier

52, Rλ = 160.

Les figures 3.13 et 3.14 montrent des fonctions de structure pour deux nombres de Reynolds.
Le comportement linéaire de ces fonctions de structure en coordonnées logarithmiques permet de
mesurer les exposants (3.12). La façon la plus objective de mesurer ces exposants est de procéder
de manière analogue à la détermination de nθ pour les spectres, en ajustant les exposants ξn

des fonctions de structure compensées r−ξnSθ
n afin d’obtenir un plateau le mieux défini possible

(figure 3.15 a et b). Un plateau apparâıt sur une décade d’échelle, entre 20 et 200 η à Rλ = 160,

8On pourra se reporter à Andreotti (1999) [4] pour quelques artefacts instructifs liés aux problèmes de conver-
gence.
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Figure 3.14: Fonctions de structures normalisées Sθ
n/θ′n en fonction de l’échelle r/η. Fichier 67,

Rλ = 230. Même légende que la figure précédente.

et entre 40 et 800 η à Rλ = 230. Dans ce dernier cas, nous constatons que les lois d’échelle sont
bien mieux définies ; la plus grande échelle à laquelle débute cette loi de puissance (40 η plutôt
que 20 η) est probablement attribuable à une moins bonne résolution des petites échelles dans ce
dernier cas.

Exposant d’ordre 2

Dans un premier temps, intéressons-nous à l’exposant de la fonction de structure d’ordre 2. Nous
avons vu (équation 3.14) que, pour des lois d’échelle suffisamment bien définies (c’est-à-dire sur
une gamme d’échelles suffisamment grande), celui-ci est lié à l’exposant du spectre par la relation
ξ2 = nθ − 1. La figure 3.16 compile quelques mesures de ces deux exposants, pour le même
ensemble de données que sur la figure 3.3. Nous observons, outre une dispersion comparable, un
écart systématique :

ξ2 >∼ nθ − 1.

Toutefois, pour les nθ proches de la valeur 5/3, c’est-à-dire aux plus hauts nombres de Reynolds
accessibles, nous obtenons

ξ2 ' 0.66± 0.03,

valeur très proche de 2/3. Notons que pour les valeurs de ξ2 obtenues aux petits nombres de
Reynolds, l’incertitude sur cet exposant reste faible, comme le montre la figure 3.17(a) (Rλ = 160)
sur laquelle est tracée en fonction de l’échelle la dérivée logarithmique :

d ln Sθ
n(r)

d ln r
.

Cette dérivée logarithmique définit un exposant local, et doit donc être constante, égale à la
valeur ξn, pour les échelles du domaine inertiel. Nous voyons que, même à de tels nombres de
Reynolds, la largeur du plateau permet de déterminer sans ambigüıté un exposant. En revanche,
pour les valeurs les plus faibles de nθ (jusqu’à 1.1), observées aux plus bas nombres de Reynolds
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Figure 3.15: Fonctions de structure compensées par r−ξn , en unités arbitraires, pour les deux
fichiers précédents. Les traits pointillés indiquent les plateaux, permettant de déterminer la valeur
des exposants. (a) : Fichier 52, Rλ = 160. ξ2 = 0.60±0.02, ξ4 = 0.98±0.03, ξ6 = 1.27±0.05. (b) :
Fichier 67, Rλ = 230. ξ2 = 0.69± 0.01, ξ4 = 1.18± 0.02, ξ6 = 1.38± 0.04.
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Figure 3.16: Exposant de fonction de structure d’ordre 2 en fonction de l’exposant du spectre. La
ligne pointillée représente ξ2 = nθ − 1, valable dans la limite des lois d’échelle idéales, et la croix
représente les valeurs (ξ2 = 2/3, nθ = 5/3) de la loi d’Obukhov-Corrsin.
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Figure 3.17: Dérivées logarithmiques des fonctions de structure d’ordre 2, 4 et 6, pour (a) : Rλ =
160 (fichier 52), (b) : Rλ = 280 (fichier 78). Dans ce second exemple, nous voyons que le domaine
dissipatif n’est pas correctement résolu, la dérivée logarithmique n’atteignant pas la valeur triviale
des exposants du champ lisse ξn = n.
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(Rλ ' 100), les lois d’échelle sont assez mal définies sur les fonctions de structure et, le plus
souvent, ne permettent de déterminer aucun exposant.

Exposants d’ordre plus élevé
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Figure 3.18: Exposants de fonction de structure de température ξn normalisés par ξ2. ◦ : Fichier
67, Rλ= 230 ; � : Fichier 78, Rλ= 280 ; 4 : Fichier 79, Rλ= 295 (voir le tableau 3.1 pour les
caractéristiques de ces fichiers). Les • indiquent les exposants de vitesse typiques ζn/ζ2 [24], et
la ligne pointillée la loi linéaire n/2 (K41 normalisé par ξ2 = 2/3). Le trait horizontal pointillé
représente la valeur 2.3 ± 0.1, voir texte.

n 1 2 3 4 5
ξn/ξ2 0.54 ± 0.02 1 1.36 ± 0.02 1.63 ± 0.03 1.82 ± 0.04
ζn/ζ2 1 1.43 ± 0.01 1.80 ± 0.01 2.14 ± 0.03

n 6 7 8 9 10
ξn/ξ2 1.98 ± 0.05 2.08 ± 0.06 2.17 ± 0.08 2.24 ± 0.10 2.29 ± 0.13
ζn/ζ2 2.44 ± 0.04 2.71 ± 0.05 2.97 ± 0.06 3.13 ± 0.06 3.29 ± 0.06

Table 3.2: Exposants de température ξn/ξ2, moyennés pour les trois fichiers de la figure 3.18,
et exposants de vitesse ζn/ζ2 (d’après Belin et al. (1996b) [22]). Les incertitudes sur ξn/ξ2 sont
évaluées à partir de la dispersion des exposants pour chaque fichier.

Nous allons maintenant nous pencher sur l’étude des exposants d’ordre plus élevé, caractérisant
les lois d’échelle associées aux événements rares et intenses, et en particulier à leur évolution avec
l’ordre. Afin de ne pas introduire de différence entre les moments d’ordre pair et impair, il est
usuel d’introduire les fonctions de structure des valeurs absolues des différences de température :

S|θ|
n (r) = 〈|θ(x + r) − θ(x)|n〉 ∼ rξn (3.20)

(où nous utilisons, tant qu’il n’y a pas d’ambigüité, la même notation que pour les exposants sans
valeur absolue). En outre, cette nouvelle définition peut être étendue aux ordres non entiers.
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La figure 3.18 représente ces exposants, calculés en ajustant les plateaux obtenus sur les fonc-
tions de structure compensées (les barres d’erreur sont estimées à partir de l’intervalle d’exposant
conduisant à un plateau acceptable). Ils ont été calculés pour les trois fichiers les plus longs
(N∗ > 5 · 106, voir (3.16) et le tableau 3.1), et la convergence des moments pour les échelles du
domaine inertiel a été vérifiée selon le critère de la saturation des primitives (3.19).

Comme nous l’avons dit plus haut, nous observons une certaine dispersion des exposants du
spectre et de la fonction de structure d’ordre 2. Mais il apparâıt que la normalisation par ξ2

des exposants d’ordre supérieur fait se superposer de façon très satisfaisante les exposants pour
différents fichiers. Nous n’avons cependant pas de raison forte pour justifier un tel choix9. A titre de
comparaison, les exposants de fonction de structure de la vitesse, ζn/ζ2, ont également été tracés,
en adoptant la même normalisation par l’ordre 2, ainsi que la prédiction linéaire de Kolmogorov
et Obukhov-Corrsin ζn/ζ2 = ξn/ξ2 = n/2 (en prenant ζ2 = ξ2 = 2/3).

Malgré une certaine dispersion pour les ordres élevés, on ne remarque pas d’évolution notable
avec le nombre de Reynolds sur la gamme Rλ =230–295. Le tableau 3.2 regroupe les valeurs des
exposants pour les trois fichiers, ainsi qu’une estimation des incertitudes obtenue à partir de la
dispersion.

Notons que les exposants ainsi normalisés sont proches des exposants relatifs que l’on détermine
à partir de la méthode Extended Self Similarity (ESS), introduite par Benzi et al. (1993) [26,27] :

S|θ|
n (r) ∼ S

|θ|
2 (r)ξn/ξ2 .

Bien que cette méthode conduise à des lois de puissance relatives très bien définies, nous ne l’avons
pas adoptée ici, afin de contrôler ordre après ordre la qualité et la gamme d’échelles des lois de
puissance. Lorsque les moments sont bien convergés et les lois de puissance correctement définies,
la méthode ESS et la méthode des fonctions de structure compensées conduisent aux mêmes
exposants.

Nous constatons que les exposants de la température ξn sont très inférieurs à ceux de la vitesse
ζn pour n > 2, et, a fortiori, à la prédiction Kolmogorov–Obukhov-Corrsin. Ceci signifie que les
petites échelles de la température sont plus intermittentes que celles de la vitesse. Nous discuterons
dans la prochaine section l’implication de cette observation sur la structure à petite échelle du
champ de température, et en particulier des fronts thermiques.

Les exposants trouvés sont en assez bon accord, quoique légèrement supérieurs, avec ceux
obtenus par Ruiz Chavarria et al. (1995) [153], qui ont également utilisé un exposant relatif par
rapport à l’ordre 2. Pearson et al. (1998) [132] notent que les exposants de scalaire passif sont
très proches de ceux des incréments transverses de vitesse, mais dépendent moins du cisaillement
moyen. Auriault (1999) [17] observe des exposants comparables aux notres sur les données de
la soufflerie de Modane (Rλ = 1925), et légèrement inférieurs pour les mesures en jet chauffé
(Rλ = 425–785).

Modèles des exposants de fonction de structure

Modèle de Kraichnan Dans un premier temps, comparons ces exposants de fonction de struc-
ture à quelques modèles théoriques. Le plus important est celui de Kraichnan [90], qui a ouvert la
voie à de nombreuses études très récentes, et qui prédit :

ξK
n =

1

2

√

2ndξ2 + (d − ξ2)
2 − 1

2
(d − ξ2), (3.21)

où d est la dimension de l’espace, et ξ2 est imposé par l’exposant ζ2 du champ de vitesse, qui
est un paramètre libre du modèle (i.e. ξ2 = ζ2). Pour les ordres élevés, on a ξK

n ∼ √
n, mais en

pratique (aux ordres < 10) ce comportement n’est pas observable.
La figure 3.19a représente, en coordonnées logarithmiques, les exposants normalisés (voir

tableau 3.2) pour Rλ ' 230–295, la prédiction de Kraichnan (3.21) ainsi que la loi normale n/2.

9On peut argumenter que la fonction de structure d’ordre 2 n’est pas affectée par l’intermittence de εθ , mais
seulement par celle de ε [153]. L’ordre 2 apparâıt donc comme un ordre de référence pour la température, au même
titre que l’ordre 3 pour la vitesse.
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Figure 3.19: (a) • : Exposants de fonction de structure de température ξn/ξ2 moyennés pour les
trois fichiers “longs” (cf. tableau 3.2) ; les 2 derniers points sont obtenus à partir du fichier 78. Trait
pointillé long : loi normale n/2. Trait pointillé fin : exposants ξK

n /ξ2 de la loi de Kraichnan [90]
(3.21, avec d=3, ξ2=2/3). (b) Dérivée à l’origine � : mesurée (fichier 67) ; trait pointillé long :
valeur normale 1/2 ; trait pointillé fin : loi de Kraichnan.

On constate un très bon accord avec la loi de Kraichnan pour n <4, mais un écart, bien au-delà des
incertitudes, est observé aux ordres plus élevés. Pour n ' 10, les exposants de Kraichnan varient
localement en n0.68, alors que les exposants mesurés varient avec un exposant local10 inférieur à
0.2. Cette croissance extrêmement lente des exposants mesurés suggère une saturation à n → ∞.

Si l’on se penche maintenant plus précisément sur le comportement aux petits n de la loi (3.21),
il est intéressant d’en regarder la pente à l’origine :

∂(ξK
n /ξ2)

∂n
−→ 3

6 − 2ξ2
pour n −→ 0

(pour ξ2 = 2/3, la pente à l’origine vaut 9/14 ' 0.64, à comparer à 0.5 pour la loi normale). La
figure 3.19b représente la dérivée de ξn/ξ2 pour les petites valeurs de n. L’accord entre l’expérience
et cette théorie reste raisonnable, mais l’on observe :

∂(ξn/ξ2)

∂n
−→ 0.56± 0.01 pour n −→ 0,

à comparer à la valeur 0.66 pour la loi de Kraichnan en prenant la même valeur de ξ2.
Nous observons donc que nos exposants de fonction de structure semblent en assez bon accord

avec le modèle de Kraichnan pour les ordres faibles (n < 4), mais deviennent bien inférieurs aux or-
dres plus élevés. L’origine de cet écart se comprend bien si l’on considère que ce modèle ne prend en
compte que l’intermittence du champ scalaire advecté par un écoulement gaussien à toute échelle,
i.e. non intermittent ; on peut supposer qu’un couplage entre les deux mécanismes d’intermittence
conduise à des exposants encore inférieurs (voir par exemple Boratav et al. (1998) [29]).

Coefficient d’anomalie Pour les petits ordres, Frisch et al. (1998) [69] ont mesuré le coefficient
d’anomalie γ = 2ξ2 − ξ4 dans des simulations numériques du modèle de Kraichnan pour différents
exposants ζ2 du champ de vitesse. Nos mesures conduisent à

γ ' (0.37± 0.02)ξ2,

soit γ ' 0.25±0.02 pour ξ2 = 2/3. Cette valeur est quelque peu inférieure au γ ' 0.35±0.3 obtenue
par ces auteurs11. Nous pouvons conclure que nous mesurons une intermittence légèrement moins
prononcée aux ordres faibles (événements fréquents), mais beaucoup plus prononcée aux ordres
élevés (événements rares).

10Cette observation n’implique en rien que les exposants mesurés varient effectivement selon une loi de puissance.
11A titre de comparaison, le coefficient d’anomalie du champ de vitesse, d’après nos mesures effectuées dans

l’hélium [21], vaut 2ζ2 − ζ4 ' 0.14 ± 0.01.
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Comportement aux grands ordres Nos données montrent donc une croissance extrêmement
lente des exposants pour les ordres élevés (n ≥ 6), et suggèrent une saturation pour les très grands
n. Notant ξ∞ la valeur de cet exposant asymptotique, une estimation possible est

ξ∞ = (2.3 ± 0.1)ξ2 ' 1.45± 0.1. (3.22)

Une saturation des exposants est le reflet de fluctuations dont les statistiques sont dominées
par la présence de fronts extrêmement intenses à petite échelle (Vergassola et al. (1994) [177],
Yakhot (1997) [190], Celani et al. (2000) [42]). Yakhot (1997) déduit, à partir d’hypothèse à la
Kraichnan (1994), une saturation des exposants de type bifractal. Celani et al. (2000) observent
une tendance à la saturation, à une valeur ξ∞ ' 1.4 ± 0.1 en bon accord avec nos observations,
dans une simulation numérique de cascade inverse en turbulence 2D. Nous discuterons dans la
section suivante les liens entre cette saturation et la statistique des fronts thermiques.

Notons enfin que le modèle introduit récemment par Cao et Chen (1997) [39], adapté du modèle
de She et Lévèque (1994) [158] en supposant cette fois que les structures les plus intermittentes
sont de dimension 2. Ce modèle prédit

ξn = 3 − 1

36
n − 2

(

3

4

)n/6

−
(

1

2

)n/2

+ γb

[

1 −
(

3

4

)n/6

−
(

1

2

)n/2

+

(

3

4

)n/6(
1

2

)n/2
]

(où le paramètre libre γb est lié à la corrélation entre ε et εθ), reproduit de façon excellente nos
exposants à tous ordres, avec γb ' 0.0 ± 0.1 (à de tels ordres, l’ajustement est très peu sensible à
ce paramètre). Ce modèle ne prédit pas de saturation des exposants, mais une décroissance pour
n ' 20, ce que nous ne pouvons évidemment pas vérifier expérimentalement.

Saturation des exposants de fonction de structure

L’existence d’une saturation des exposants de fonction de structure d’ordre n élevé peut être
vérifiée directement à partir des distributions d’incréments de température. En effet, pour deux
ordres n et p élevés, une saturation des exposants signifie ξn ' ξp, c’est-à-dire Sθ

n(r) ∝ Sθ
p(r) à

toute échelle r du domaine inertiel. Ceci implique que, pour deux échelles r1 et r2 appartenant au
domaine inertiel,

Sθ
n(r1)

Sθ
n(r2)

=
Sθ

p(r1)

Sθ
p(r2)

.

Les moments d’ordre élevé étant dominés par les ailes des pdf, cette condition est équivalente,
pour les incréments ∆θ suffisamment élevés — i.e. pour ceux qui contribuent le plus aux moments
d’ordre n et p — à :

p(∆θ; r1)

p(∆θ; r2)
= cste

Graphiquement, cette condition signifie que les ailes des pdf deviennent parallèles pour les événe-
ments extrêmes.

Sur la figure 3.20 nous avons tracé deux pdf d’incréments (a) et leur rapport (b) pour deux
échelles r1 et r2 du domaine inertiel. Nous constatons que, pour |∆θ| ≥ 4θ′, le rapport de ces pdf
tend effectivement à saturer vers une valeur constante (différente pour les incréments positifs et
négatifs). Les incréments de l’ordre de 4θ′ contribuent le plus, pour ces échelles et ce nombre de
Reynolds, au moment d’ordre n ' 8.

Cette observation constitue un indice supplémentaire pour conclure que, pour des ordres
supérieurs à 8, les exposants de fonction de structure tendent à saturer. Toutefois, il est clair
qu’une statistique plus importante est nécessaire pour apporter une conclusion définitive sur ce
point.
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Figure 3.20: (a) : Pdf des incréments de température, normalisés par θ′, pour deux échelles du
domaine inertiel, ◦ : r1 = 46η et 4 : r2 = 245η. (b) : Rapport entre les deux pdf de (a). Ce rapport
sature vers une constante, indiquée par les traits pointillés, pour |∆θ| ≥ 4θ′ (fichier 78).

3.2.5 Skewness et flatness des incréments de température

Nous allons maintenant caractériser l’évolution de l’intermittence à travers les échelles par le
coefficient d’applatissement Fθ(r) et le coefficient d’asymétrie Sθ(r) (nous suivrons l’usage en
nommant ces termes Flatness et Skewness), définis comme les moments d’ordre 3 et 4 adimension-
nés par la variance :

Sθ(r) =
Sθ

3(r)

(Sθ
2 (r))

3/2
, Fθ(r) =

Sθ
4(r)

(Sθ
2(r))

2 . (3.23)
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Figure 3.21: Coefficient d’aplatissement (flatness) en fonction de l’échelle adimensionnée. ♦ : Rλ =
140 (fichier 41) ; � : Rλ = 280 (fichier 65).

La courbe Fθ(r) en fonction de l’échelle r est tracée pour deux nombres de Reynolds, Rλ = 140
et 280, sur la figure 3.21. Nous obtenons des valeurs légèrement inférieures à 3 pour r >∼ 104,
correspondant à des distributions légèrement sous-gaussiennes. Pour r → 0, la flatness augmente12

puis tend à saturer à petite échelle. Cette saturation apparâıt à r ' 3η pour les données à Rλ=140,
et dès r ' 10η pour Rλ = 280. Dans ce dernier cas, il est probable qu’une résolution imparfaite
des petites échelles tende à anticiper la saturation de la flatness.

12Dans le cas de lois d’échelle très étendues, la flatness varie dans le domaine inertiel comme rγ , où γ est le
coefficient d’anomalie introduit précédemment. Sur ces tracés il n’apparâıt pas de lois d’échelle très bien définies.
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Figure 3.22: Coefficient d’asymétrie (skewness) en fonction de l’échelle adimensionnée. ♦ : Rλ = 140
(fichier 41) ; � : Rλ = 280 (fichier 65).

La figure 3.22 montre la skewness en fonction de l’échelle, pour deux valeurs de Rλ, 140 et 280.
Dans ces deux exemples, représentatifs de l’ensemble des fichiers, nous constatons une augmenta-
tion de cette quantité pour des échelles décroissantes, suivie d’une saturation aux petites échelles :
Sθ

3(2η) ' 0.6 à Rλ=140, et Sθ
3 (6η) ' 1.0 à Rλ=280. La même remarque que précédemment à

propos de la résolution des petites échelles dans le cas Rλ=280 s’applique ici.
L’augmentation de la skewness pour les échelles décroissantes, qui reflète l’asymétrie grandis-

sante des distributions de différence de température, contredit clairement les hypothèses d’isotropie
à petite échelle à haut nombre de Reynolds. En effet, l’isotropie implique des distributions symé-
triques, et donc des moments d’ordre impairs nuls. Une skewness non nulle ne peut s’expliquer
que par la présence d’un gradient à grande échelle, G. Si nous supposons que le moment d’ordre 3
ne dépend que du gradient G et, dans le domaine inertiel, des taux de transferts ε et εθ, l’analyse
dimensionnelle nous conduit à

Sθ
3(r) ' G ε1/3 εθ r5/3.

La skewness (3.23) s’écrit donc, en utilisant la loi des 2/3 pour le moment d’ordre 2 :

Sθ(r) =
Sθ

3(r)

(Sθ
2(r))

3/2
' G ε−1/6 ε

1/2
θ r2/3,

soit une décroissance pour des échelles décroissantes. Il est clair qu’un tel comportement n’est pas
observé sur la figure 3.22, au contraire : il semble même que la skewness augmente plus vite à plus
haut nombre de Reynolds (des ajustements par des lois d’échelle donnent des exposants -0.4 et
-0.5).

3.2.6 Statistiques du domaine dissipatif

Skewness et flatness des gradients de température

La limite r → 0 des moments adimensionnés introduits précédemment permet de caractériser
les statistiques du domaine dissipatif. Pour des échelles suffisamment petites, les incréments de
température donnent une bonne approximation des gradients. En pratique, les plus petites échelles
résolues pour nos fichiers sont 2–6 η. On sait qu’en général, les incréments calculés sur 2–3 η sont
très proches des gradients.
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Figure 3.23: (a) Coefficient d’aplatissement (flatness) de la dérivée de température. Le trait plein
indique une loi de puissance d’exposant R0.55

λ . (b) Coefficient d’asymétrie (skewness) de la dérivée
de température (avec un signe moins). Le trait pointillé et la barre d’erreur à 0.8±0.2 figurent les
données compilées par Sreenivasan et Antonia (1997) [168] dans différentes expériences. Le trait
pointillé est une droite de pente −1, résultat de l’hypothèse d’isotropie (3.26).

Nous pouvons définir la flatness et la skewness de la dérivée de température par

F∂θ/∂x = lim
r→0

Fθ(r) ' Fθ(2 − 3η)

(de même pour la skewness S∂θ/∂x). Ces deux moments étant théoriquement des fonctions stric-
tement croissantes pour r → 0, la présence de bruit aux plus petites échelles conduira à une
décroissance de ces moments ; dans ce cas, on pourra utiliser le maximum de Fθ(r) comme une
estimation de F∂θ/∂x. En revanche, la saturation de Fθ(r) pour r → 0 ne garantit évidemment pas
que les échelles dissipatives soient correctement résolues : un filtrage passe-bas, à nombre d’onde
' 1/rc, produit des lois d’échelle triviales (ξn = n) et une saturation des moments adimensionnés
pour r < rc, sans pour autant que les échelles dissipatives soient résolues.

La figure 3.23a compile les valeurs de flatness de dérivée de température pour l’ensemble des
fichiers. La dispersion très importante semble provenir principalement d’un rapport signal/bruit
insuffisant pour un certain nombre de fichiers ; ces valeurs doivent donc être considérées comme
des bornes inférieures des valeurs réelles de flatness. Néanmoins, malgré cette dispersion, une
tendance à l’augmentation avec le nombre de Reynolds apparâıt. Un meilleur ajustement par une
loi de puissance conduit à

F∂θ/∂x ' (0.9 ± 0.1)R0.55±0.2
λ . (3.24)

Cette évolution avec le nombre de Reynolds est en bon accord avec la très récente compilation
de Warhaft (1999) [185] (qui reprend en grande partie les données compilées par Sreenivasan et
Antonia (1997) [168]), ainsi qu’avec les données de simulation numérique de Overholt et Pope
(1996) [128].

Notons que les valeurs typiques obtenues (F∂θ/∂x ' 9± 2 à 15± 4 pour Rλ de 100 à 300) sont
très au-dessus, d’un facteur 3 environ, des valeurs typiques de flatness pour la dérivée longitudinale
de vitesse : les mesures dans l’hélium (Tabeling et al. (1996) [172], Belin et al. (1997) [23]) donnent
F∂u/∂x ' 5 à 8.5 sur la même gamme de Rλ. En revanche, la croissance de la flatness de ∂θ/∂x
avec le nombre de Reynolds semble comparable, à Rλ suffisamment élevé, avec celle de ∂u/∂x : le
meilleur ajustement donne, dans la gamme 200 < Rλ < 700 [23] :

F∂u/∂x ' 0.3R0.5
λ . (3.25)

Quand à la skewness (négative), la figure 3.23b montre une dispersion plus importante encore.
C’est aussi le rapport signal/bruit qui semble ici être en cause, la skewness étant plus sensible
encore que la flatness à une faible résolution des petites échelles. Ici encore, on peut considérer ces
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valeurs comme des bornes inférieures des valeurs réelles. On mesure

S∂θ/∂x ' −0.6± 0.3,

une valeur légèrement inférieure à celles de la compilation Sreenivasan et al. (1997) [168], qui
présente cependant une dispersion comparable. Il ne semble pas y avoir d’évolution notable avec
le nombre de Reynolds, bien qu’une légère augmentation (en valeur absolue) ne soit pas à exclure.
Les valeurs de skewness en simulation numérique [128] sont usuellement plus élevées (|S∂θ/∂x| '
1.5). Nous allons nous attarder quelque peu sur ces mesures de skewness, ce qui va nous amener
à étudier les structures qui en sont responsables, les fronts thermiques, dans la section suivante.

Skewness et anisotropie

Comme nous l’avons dit, une skewness non nulle viole l’isotropie à petite échelle du champ de
température, qui subit une influence anormalement importante des grandes échelles. En effet, si
l’on considère pour simplifier que la skewness de la dérivée dans la direction d’un gradient moyen
de température ~G = 〈~∇Θ〉 = (Θ/L) ~ex est proportionnelle à ce gradient, l’analyse dimensionnelle

conduit à un moment d’ordre 3 de la dérivée 〈(∂θ/∂x)3〉 ' G〈(∂θ/∂x)2〉. En utilisant l’équa-

tion (3.3) pour le moment d’ordre 2, on a 〈(∂θ/∂x)
2〉 ' εθ/κ, d’où :

S∂θ/∂x =
〈(∂θ/∂x)

3〉
〈(∂θ/∂x)

2〉3/2
' G

(εθ/κ)
1/2

∼ R−1
λ . (3.26)

où l’on a exprimé le taux de transfert de variance en fonction de quantités à grande échelle,
εθ ∼ Θ2U/L. Une telle décroissance de S∂θ/∂x illustre la tendance vers l’isotropie à nombre de
Reynolds croissant. Il est clair que, malgré l’importante dispersion, une telle tendance n’est pas
observée sur la figure 3.23b. Afin de caractériser la trace à petite échelle de l’anisotropie résultant
des grandes échelles, un critère important est le signe de la skewness. Il est nécessaire de distinguer
deux cas, selon la nature de l’écoulement et du forçage du scalaire :

1. Pour les écoulements non cisaillés, situation la plus simple, l’asymétrie à petite échelle
découle directement de l’asymétrie du forçage, et l’on a :

sgn
(

S∂θ/∂x

)

= sgn(G), (3.27)

et, par symétrie, les skewness des dérivées transverses S∂θ/∂y et S∂θ/∂z sont nulles. No-
tons qu’en l’absence de gradient moyen, on a évidemment une skewness nulle pour les trois
composantes.

2. Pour les écoulements cisaillés (ou en rotation), l’asymétrie du gradient thermique se couple
avec la vorticité moyenne pour donner une asymétrie à petite échelle non seulement dans
la direction du gradient, comme précédemment, mais aussi dans la direction transverse à
celui-ci. Une règle des signes en a été établie empiriquement [72, 163]:

sgn
(

S∂θ/∂x

)

= sgn
(

(~Ω ∧ ~G) · ~ex

)

, (3.28)

où ~Ω est la vorticité moyenne. En particulier, pour ~Ω = Ω~ez, on a S∂θ/∂z = 0 et les deux
autres skewness non nulles. Cette règle se comprend bien si l’on considère que les fronts,
orientés perpendiculairement au gradient moyen de température (selon l’équation (3.27)),
subissent une rotation locale et affectent également la skewness normale au gradient.

Curieusement, c’est d’abord la seconde règle (3.28) qui a été établie, par des observations en
couche limite atmosphérique [72, 110, 163] dans les années 1970. Ce n’est que bien plus tard que
l’on a réalisé (Holzer et Siggia (1994) [78], Pumir (1994b) [141]), par des études numériques, que
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même en l’absence de cisaillement moyen, l’anisotropie du forçage du scalaire conduisait à une
anisotropie persistante à petite échelle (3.27)13.

Dans la situation qui nous intéresse (voir la figure 1.28 du chapitre 1, p.45), si l’on considère que

le gradient effectif longitudinal 〈~∇T 〉 = −Geff ~ex est négligeable devant les gradients transverses

(selon ~ey), seul le couplage avec la vorticité moyenne ~Ωr ' 2f ~ez (où f est la fréquence de rotation

des disques) permet d’expliquer une skewness longitudinale non nulle. Dans ce cas, avec ~G = G~ey

le gradient sillage-paroi, la règle des signes (3.28) conduit à :

sgn
(

S∂θ/∂x

)

< 0

(soit, avec l’emploi de l’hypothèse de Taylor, sgn(S∂θ/∂t) > 0), ce qui correspond bien à ce que
nous observons expérimentalement. Nous pouvons donc interpréter la skewness négative que nous
observons comme le couplage de la rotation moyenne et du gradient transverse.

Skewness et fronts thermiques La skewness non nulle a été attribuée à l’existence de fronts
raides (cliffs, ou falaises), séparés par des rampes, dont le gradient est de l’ordre du gradient moyen
à grande échelle [72, 110]. Ces fronts, du point de vue de leur épaisseur en tout cas, peuvent être
considérés comme des objets petite échelle, et reflètent l’influence du forçage à grande échelle.
Ils ont été considérés dans un premier temps comme caractéristiques des écoulements cisaillés
seulement, puis comme caractéristiques d’un forçage avec gradient moyen même en l’absence de
cisaillement [118, 141]. Pumir (1994c) [142] note que, dans un écoulement non cisaillé, les fronts
sont également observés dans la direction normale au gradient moyen, mais par symétrie n’affectent
pas la skewness.

Plus généralement, on peut se convaincre que ces fronts thermiques interviennent systémati-
quement, même en l’absence de gradient moyen, lors de tout processus de mélange d’un champ
scalaire (voir Tong et Warhaft (1994) [175]). En effet, considérons une situation isotrope (comme
une tache initialement symétrique advectée par un écoulement turbulent, voir la figure 1 en In-
troduction). Dans ce cas, un gradient local, à échelle assez grande, provenant d’un premier grand
repliement par exemple, réunit localement et temporairement les conditions, selon l’équation (3.27),
pour générer de l’anisotropie à petite échelle, dont on sait qu’elle reflète la présence de ces fronts.
Bien entendu, en moyenne la skewness sera nulle, puisque ces gradients temporaires à assez grande
échelle peuvent intervenir selon une orientation quelconque. La signature de ces fronts n’est donc
pas nécessairement asymétrique : des distributions larges d’incréments à petite échelle sont la signa-
ture de fronts thermiques. Dans cette image, les rampes ne jouent pas vraiment de rôle ; en l’absence
de gradient moyen, elles se trouvent également orientées de façon quelconque. Ainsi, l’image “dents
de scie” (rampes + fronts) des écoulements à gradient moyen imposé peut être changée contre
une image plus symétrique en “créneaux” (plateaux + fronts) en l’absence de gradient. Le point
important, ici, est que des objets à petite échelle donnent lieu à des sauts de température de
l’ordre des fluctuations à grande échelle, même aux plus hauts nombres de Reynolds, violant l’idée
centrale de découplage petites-grandes échelles à la base de toute phénoménologie décrivant le
mélange en terme de cascade.

Nous allons dans la suite tenter de caractériser ces fronts, en particulier leur distribution
de taille et d’amplitude (saut de température). Puis nous essaierons de comprendre leur rôle et
leur influence dans l’intermittence du domaine inertiel (lois d’échelle fortement anormales), en
particulier sur la tendance à la saturation des exposants de fonction de structure que nous avons
observée.

13Pumir et Shraiman (1995) [143] et Pumir (1996b) [145] ont d’ailleurs montré qu’il en était de même pour le
champ de vitesse lui-même, mais dans une moindre mesure : A nombre de Reynolds modéré, un cisaillement moyen
à grande échelle conduit également à une asymétrie de la vorticité à petite échelle, sur la gamme de nombres de
Reynolds résolue (Rλ ≤ 90). La violation d’anisotropie à petite échelle n’est donc pas une particularité du champ
scalaire, même si c’est pour ce champ qu’elle est la plus prononcée.
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3.3 Analyse des fronts thermiques

Bien qu’ils aient été identifiés depuis longtemps [72] comme responsables de l’anisotropie à petite
échelle du champ scalaire, et plus généralement comme propriété générique du mélange en turbu-
lence, il existe peu de caractérisations expérimentales des fronts thermiques, notamment de leur
extension spatiale et de leur fréquence. Sreenivasan (1991) [165], dans une expérience de jet avec
colorant, souligne le caractère essentiellement grande échelle de ces objets (de par leur extension,
leur orientation normale à l’axe de compression moyen et leur fréquence d’apparition), déjà noté
par Antonia et al. (1986) [9].

Les simulations numériques ne sont pas en accord sur le point de l’épaisseur des fronts. Holzer
et Siggia (1994) [78], en turbulence 2D avec un champ de vitesse gaussien, observent une épaisseur
de front variant comme l’échelle de Taylor ; Pumir (1994c) [142] observe, lui, une épaisseur vari-
ant comme l’échelle de Kolmogorov. Les expériences en turbulence de grille de Tong et Warhaft
(1994) [175], à partir d’une étude des événements contribuant le plus à la skewness non nulle,
parviennent à la même conclusion de fronts à l’échelle de Kolmogorov.

Il n’existe pas, à notre connaissance, d’étude expérimentale des caractéristiques de ces fronts
— épaisseur, amplitude, occurrence — et de leur évolution avec le nombre de Reynolds, ni de leur
influence sur les lois d’échelle anormales du domaine inertiel ; c’est ce que nous nous proposons
d’aborder dans cette section.

3.3.1 Définition des fronts

L’observation du signal de la figure 3.4 donne clairement l’intuition de la présence de ces fronts
thermiques très raides, qui encaissent un saut de température de l’ordre des fluctuations typiques
à grande échelle. Nous avons vu que ces fronts échappent de toute évidence à une description clas-
sique en loi d’échelle, qui suppose que les sauts de température à une échelle r soient typiquement
en θ′(r/L)1/3. Sur la figure 3.24 est représenté le détail d’un front sur le signal de température et
sur sa dérivée.

Comme pour toute démarche tentant d’établir une distinction entre structure et reste, le
choix d’un critère s’impose. Le critère le plus simple consiste en un seuillage sur la dérivée de
température ; nous suivons là une démarche analogue à celle développée pour la caractérisation
des vermisseaux (voir Belin et al. (1996b) [22], Belin (1998) [24] et Willaime et al. (1998) [187]).
Notons que, contrairement à la méthode de détection des vermisseaux, qui nécessite la modélisation
du passage d’un tourbillon sur la sonde afin d’interpréter la dérivée longitudinale de vitesse en
termes de vorticité locale, le seuillage sur la dérivée de température que nous introduisons ici est
exempt de toute modélisation. Nous nous pencherons ensuite sur l’influence du choix d’un tel seuil
sur les caractéristiques de ces fronts.

3.3.2 Largeur et amplitude des fronts

La figure 3.25 résume la méthode de seuillage : on détecte dans le signal les événements dont la
dérivée de température excède (en valeur absolue) un seuil s, exprimé en unités d’écart-type :

|∂xθ(x0)| ≥ s〈(∂xθ)2〉1/2.

Cette dérivée est approximée par l’incrément à la plus petite échelle correctement résolue (que nous
avons définie comme celle à laquelle la flatness est maximale). L’amplitude du front est définie
comme δθ = |θ(x2) − θ(x1)|, telle que la dérivée ne change pas de signe dans l’intervalle [x1, x2]
avec x1 < x0 < x2 (i.e. θ(x1) et θ(x2) sont les températures extrêmes qui encadrent le gradient
maximal). La largeur du front est définie comme la distance minimale entre les points tels que la
dérivée devienne inférieure à 10 % de sa valeur maximale dans l’intervalle (voir figure 3.25b) ; ce
critère est arbitraire, mais conduit à une définition visuellement acceptable14. Notons par ailleurs

14La définition ∆ = x2 − x1, également acceptable, conduit à des largeurs de front légèrement supérieures ; les
résultats qui suivent ne dépendent pas de ce choix.
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Figure 3.24: Signal de température θ(t)/θ′ et de la dérivée temporelle de température ∂θ/∂t,
montrant un front thermique en t=9.406 s. Amplitude ' 4.3θ′, largeur ' 3ms. Fichier 65.
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Figure 3.25: (a) Seuillage sur la distribution de dérivée de température (on ne distingue pas les
événements positifs et négatifs ; s = 6 dans cet exemple, 0.5 % des événements sont sélectionnés,
dont 0.35 % d’événements négatifs). (b) Schéma de définition de la largeur d’un front sur la dérivée
temporelle de température (voir texte). Fichier 65.
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que, dans cette définition, nous ne faisons pas de différence entre gradients positifs et négatifs. Du
fait de l’asymétrie à petite échelle observée (S∂θ/∂x ' −0.6), un tel seuil conduira à un plus grand
nombre de fronts négatifs que positifs. Cependant, cet effet n’intervient pas sur les caractéristiques
que nous étudierons.
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Figure 3.26: Distributions de la largeur et de l’amplitude des fronts, pour un seuil s = 3. Fichier
65. p(∆) est représenté en coordonnées log-linéaire (1a), avec un ajustement exponentiel, et en
coordonnées log-log (1b), avec un ajustement lognormal. De même pour p(δθ/θ′) (2a) et (2b).

Les distributions des largeurs et des amplitudes ainsi définies sont représentées, pour le fichier
65 (Rλ = 280), sur la figure 3.26 en coordonnées log-log et log-linéaires. Ces figures montrent
qu’un ajustement exponentiel reproduit bien les distributions pour ∆ ≥ 〈∆〉 et δθ ≥ 〈δθ〉, mais
qu’un ajustement log-normal

p(X) =
1√

2πσX
exp

(

− [ln(X/X̄)]
2

2σ2

)

,

(avec X = ∆ ou δθ) ajuste mieux la distribution autour des valeurs les plus probables (Xmax =

X̄e−σ2

). Un tel ajustement a été introduit pour les distributions des caractéristiques des vermis-
seaux (rayon et vitesse périphérique), avec l’idée que ces objets sont l’étape ultime d’un mécanisme
de cascade15. Sans prétendre ici à aucune analogie, nous constatons que cet ajustement reproduit
également de façon remarquable les caractéristiques des fronts thermiques.

Sur les figures 3.27a et 3.28a sont représentés les histogrammes (pdf non normalisées, pour
la lisibilité des figures) des largeurs et amplitudes des fronts pour différents seuils. En vis-à-vis
nous avons tracé les évolutions des quantités moyennes et quadratiques moyennes en fonction du
seuil. Nous mesurons une amplitude de saut dans la gamme 1–5 θ′ pour un seuil variant de 3 à
13 unités rms. Cette amplitude crôıt approximativement linéairement avec le seuil, alors que la
largeur du front, elle, dépend à peine du seuil (à moins de 30 %). Nous constatons qu’à seuil plus
élevé (c’est-à-dire pour les fronts les plus intenses), les distributions sont légèrement plus piquées

15Le produit de variables aléatoires gaussiennes suit la loi lognormale, i.e. son logarithme suit une loi gaussienne.
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Figure 3.27: (a) : Histogramme des largeurs de fronts pour les valeurs de seuil s=3, 5, 7, 9, 11,
13 (de haut en bas). (b) : Largeur moyenne des fronts en fonction du seuil ; les barres d’erreur
indiquent la largeur quadratique moyenne. Fichier 78.
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Figure 3.28: (a) : Histogramme des amplitudes de fronts pour les valeurs de seuil s=3, 5, 7, 9, 11 (de
haut en bas). (b) : Amplitude moyenne des fronts en fonction du seuil ; les barres d’erreur indiquent
l’amplitude quadratique moyenne, et le trait pointillé un ajustement linéaire 〈δθ〉/θ′ ∼ γs (voir
texte). Fichier 78.
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autour de leur valeur moyenne. Nous constatons que la valeur moyenne 〈∆〉 a tendance à diminuer,
mais que la valeur la plus probable reste constante. Dans cet exemple, nous mesurons

〈∆〉 ' 0.4 mm ' 12η

〈(∆ − 〈∆〉)2〉1/2 ' 5η. (3.29)

La faible dépendance de cette largeur de front en fonction du seuil suggère clairement que les
objets ainsi définis existent bel et bien dans le signal, et ne sont pas un artefact de notre méthode
de seuil.

Si nous supposons que le signal de température est composé d’une distribution de fronts de
largeur fixe et d’amplitude variable, notre critère de détection
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∣

' 〈δθ〉
〈∆〉 ≥ s

conduit effectivement à la dépendance linéaire 〈δθ〉 ∼ s observée. En effet, un tel critère de
sélection, basé sur l’intensité du gradient de température, conduit à un biais : à seuil fixé, les
fronts les plus larges sont les plus intenses. Cet effet peut être vu sur le coefficient de corrélation
amplitude-largeur

ρ =
〈(∆ − 〈∆〉)(δθ − 〈δθ〉)〉

〈(∆ − 〈∆〉)2〉1/2〈(δθ − 〈δθ〉)2〉1/2
. (3.30)

La figure 3.29 représente ce coefficient en fonction du seuil. Il prend des valeurs relativement élevées
(entre 0.45 et 0.65), ce qui confirme bien la forte corrélation entre largeur et amplitude.

Cette première observation nous permet de conclure que les fronts thermiques, ainsi définis,
présentent une certaine dispersion d’amplitude (tout en restant de l’ordre de θ′), mais semblent
avoir une épaisseur relativement bien définie.
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Figure 3.29: Coefficient de corrélation largeur–amplitude de fronts (3.30), en fonction du seuil s.
Triangle : Rλ = 230. � : Rλ = 280

3.3.3 Forme moyenne des fronts

La figure 3.30 montre la forme moyenne du signal sélectionné, pour deux valeurs différentes du
seuil s. On voit que ces formes sont très proches ; cependant, à seuil élevé, on peut deviner une
évolution de la forme moyenne sur les extrémités, plus proche d’une forme en “marche d’escalier”
qu’à faible seuil. Cette tendance correspond bien à l’image d’un front séparant deux régions voisines
de température très différente. On retrouve visuellement cette allure de signal en créneaux sur
l’exemples de la figure 3.24.
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Figure 3.30: Forme moyenne des fronts, normalisée de telle sorte que les valeurs extrêmes soient
s(±1) = ±1. • : s = 3, � : s = 11. Fichier 65.

On peut noter également qu’il n’apparâıt pas de différence notable de forme entre les fronts
sélectionnés par gradients positifs et négatifs — la seule différence réside dans le nombre d’événe-
ments sélectionnés, voir la figure 3.25. Cette observation conforte l’image exprimée dans la section
précédente, celle de l’aspect “crénelé” du signal plutôt que “dent de scie”.

Une telle étude de la forme du signal sélectionné par un critère de seuil sur le gradient a
été effectuée par Belin (1998) [24] pour le signal de vitesse, afin de déterminer la signature car-
actéristique des vermisseaux. On observe que la forme moyenne du signal de température est plus
proche d’une marche d’escalier que celle du signal de vitesse, qui elle se rapproche d’un “S”. Le
même conditionnement sur un signal aléatoire, effectué par Belin (1998) [24], permet également de
conclure que la forme associée aux fronts thermiques est bien une caractéristique propre du signal
de température. Là encore, l’image d’un front raide séparant deux régions de température à peu
près uniforme s’en trouve confirmée.

3.3.4 Evolution de la taille des fronts avec Rλ

Le point crucial est maintenant d’étudier l’évolution de la taille des fronts ainsi définis en fonction
du nombre de Reynolds. Il semble délicat d’étudier de même l’évolution de l’amplitude de ces
fronts, puisque ceux-ci dépendent de façon importante du seuil ; un seuil fixe risque d’introduire
un biais, les distributions de dérivée de température s’élargissant avec le nombre de Reynolds (voir
la figure 3.23). Nous nous contenterons donc ici de caractériser la taille des fronts, dont nous avons
montré qu’elle était indépendante du choix du seuil.

Il est possible, à partir de la relation linéaire mise en évidence entre le seuil et l’amplitude
moyenne des fronts, d’écrire la taille moyenne des fronts en fonction de l’échelle de Taylor. Nous
définissons le nombre sans dimension γ tel que

〈δθ〉/θ′ ' γs, (3.31)

à partir d’un ajustement linéaire de l’amplitude moyenne des fronts. Dans l’exemple de la fi-
gure 3.28b, nous mesurons γ ' 0.30. Si nous supposons que les fronts sélectionnés à un seuil s ont
essentiellement un gradient (normalisé) égal à s, nous obtenons :

〈δθ〉 ' γθ′
|∂xθ|

〈(∂xθ)
2〉1/2

' γλθ|∂xθ|,
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Figure 3.31: Coefficient γ = 〈∆〉/λθ en fonction de Rλ, calculé à partir de l’ajustement linéaire

(3.31). Le trait plein représente le meilleur ajustement par une loi en R
−1/2
λ .

où nous avons utilisé la définition de l’échelle de Taylor (1.12). Donc la taille moyenne d’un front,
que l’on peut écrire 〈∆〉 ' δθ/|∂xθ| si l’on suppose un profil linéaire entre ses deux extrémités,
devient

〈∆〉 ' γλθ. (3.32)

Le facteur γ, que nous avons introduit dans l’ajustement (3.31), peut donc s’interpréter comme le
rapport de la largeur moyenne des fronts et de l’échelle de Taylor. Nous avons représenté sur la
figure 3.31 l’évolution de γ en fonction de Rλ. Malgré la dispersion et la faible gamme de nombres
de Reynolds, nous constatons néanmoins une décroissance, dont le meilleur ajustement par une
loi de puissance donne :

γ ' (5.2 ± 0.4)R−0.4±0.1
λ . (3.33)

Nous pouvons donc en conclure que, sur la gamme de Reynolds accessible, la largeur des fronts
diminue plus rapidement que l’échelle de Taylor (λθ ∼ R−1

λ ), soit un comportement très proche
de l’échelle de Kolmogorov

〈∆〉 ∼ η ∼ R
−3/2
λ .

Sur l’ensemble des fichiers, nous obtenons :

〈∆〉 ' (13 ± 3)η. (3.34)

Nous obtenons par cette démarche une largeur moyenne de fronts variant comme l’échelle de
Kolmogorov. Ce résultat a d’importantes conséquences, que nous allons discuter dans la suite.

Bien entendu, la loi d’échelle 〈∆〉 ∼ R
−3/2
λ nécessite, afin d’être confirmée, une gamme de nombres

de Reynolds plus étendue.

Remarque sur la taille des fronts

Si nous extrapolons l’ajustement (3.33), nous obtenons γ ' 1 pour Rλ ' 30± 10, valeur extrêmement
faible pour laquelle on ne peut évidemment pas considérer la turbulence comme développée. A de
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tels nombres de Reynolds, la taille des fronts est fixée par l’échelle de diffusion thermique associée
à l’étirement grande échelle S ' u′/L, soit16 :

〈∆〉 ' λ '
√

κ

S
.

Ce résultat est très cohérent : à très faible nombre de Reynolds, les fronts thermiques séparent des
structures grandes échelles non mélangées, et leur épaisseur correspond donc à l’épaisseur de la
frontière entre ces structures, donnée par l’échelle de Taylor. A nombre de Reynolds plus élevé, les
fronts séparent des structures de plus en plus petites, dont la taille suit l’échelle de Kolmogorov,

et l’on retrouve bien la loi d’échelle observée 〈∆〉 ∼ R
−3/2
λ .

Cependant, il est raisonnable de penser que pour des écoulements cisaillés dominés par une
instabilité grande échelle S = u′/L (comme à la frontière d’un jet chauffé [9]), même aux plus
hauts nombres de Reynolds, on doit retrouver une épaisseur de front attachée à l’échelle de Taylor,
et donc une loi d’échelle en R−1

λ . Ce n’est que dans les écoulements suffisamment homogènes qu’un

comportement en 〈∆〉 ∼ R
−3/2
λ peut être observé.

3.3.5 Répartition des fronts

Répartition et skewness

Un point crucial, pour la compréhension de la persistance de l’anisotropie petite échelle à haut
nombre de Reynolds, est la fréquence d’apparition des fronts, ou la fraction d’espace qu’ils occu-
pent. En effet, si l’on suppose que la skewness est dominée par la présence de fronts d’amplitude
〈δθ〉 ∼ θ′ et de largeur 〈∆〉 ∼ η, leur contribution au moment d’ordre 3 sera de (θ′/η)3. On en
déduit pour la skewness la loi

S∂θ/∂x =
〈(∂θ/∂x)

3〉
〈(∂θ/∂x)2〉3/2

' Γ(θ′/η)
3

(εθ/κ)
3/2

∼ Γ
R

9/2
λ

R3
λ

∼ ΓR
3/2
λ , (3.35)

où Γ est la fraction (linéique) d’espace occupé par les fronts, suivant ainsi la notation introduite
par Holzer et Siggia (1994) [78]. Pour être en accord avec nos données (voir la figure 3.23b), cette
loi impose une fraction Γ décroissante avec Rλ.

Pour retrouver un comportement S∂θ/∂x ' cste, il faut donc supposer que cette fraction

d’espace occupé par les fronts, responsable de cette asymétrie, diminue comme R
−3/2
λ . Nous pou-

vons relier cette fraction d’espace à la séparation moyenne entre fronts :

Γ =
〈∆〉
〈δr〉 , (3.36)

où δr est la distance entre deux fronts successifs. Dans l’analyse de la Ref. [78], l’épaisseur des fronts
suit l’échelle de Taylor λ ∼ R−1

λ , et la condition de skewness constante conduit à une distance

moyenne entre fronts 〈δr〉 ∼ R
1/2
λ , c’est-à-dire à des fronts de plus en plus rares. En revanche, nos

observations sur l’épaisseur des fronts suggèrent, pour respecter cette contrainte S∂θ/∂x ' cste,

que leur fraction volumique diminue en Γ ∼ R
−3/2
λ , impliquant une distance moyenne entre fronts

indépendante du nombre de Reynolds.

Distribution de l’espace entre fronts

Pour étudier la distance moyenne entre fronts 〈δr〉, introduisons la densité de probabilité p(δr)
de distance entre fronts. p(δr)dδr représente la probabilité pour que, ayant un front en 0, le
suivant apparaisse à une distance comprise entre δr et δr + dδr. Bien entendu, cette distribution

16Cette échelle est l’analogue du rayon de Burgers pour un tourbillon, résultant de l’équilibre entre étirement et
diffusion visqueuse.
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Figure 3.32: Extrait de signal de température (en haut), et position des fronts pour différents seuils
s = 3, 5, 7, 10, 13 ; ces positions laissent apparâıtre une répartition hiérarchique des gradients,
qui se reflète dans la distribution des écarts δr entre deux fronts successifs. Fichier 65.
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Figure 3.33: � : Distribution de la largeur des fronts p(∆), et ◦ : Distribution de la distance
d’attente entre fronts p(δr), pour un seuil s =4. Fichier 65.

dépend du seuil choisi : sur la figure 3.32 sont représentés, en-dessous d’un long extrait de signal
(correspondant à 570 échelles intégrales), des segments indiquant la position des fronts, pour 5
seuils différents. Pour le seuil le plus élevé, s = 13, seul un front est détecté sur cet échantillon de
signal.

Sur la figure 3.33 sont représentées ensemble les distributions de largeurs de fronts ∆ et de dis-
tances entre fronts δr, en coordonnées logarithmiques. Nous constatons dans un premier temps que
la distribution de δr est extrêmement large, entre 〈∆〉 ' 0.3 mm et 50 cm environ. L’histogramme
de cette distribution a été calculé avec des canaux de largeur croissante, afin de garder un nombre
moyen d’événements par canal supérieur à 1 et réduire la dispersion pour les événements les plus
rares. Par ailleurs, la valeur la plus probable de ces deux distributions cöıncide, à environ 0.6 mm :
il est naturel que la distance entre fronts soit au moins supérieure à la largeur entre fronts.
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Figure 3.34: (a) : pdfs des écarts entre fronts, pour différents seuils, en log-log. � :s=3 ; ◦ :s=5 ;
4 :s=7. Les pdf pour s=5 et s=7 ont été décalées de facteurs 10 et 100 respectivement, pour
la lisibilité. (b) : mêmes pdfs, tracées en log-linéaire. Les traits pointillés sont des ajustements
exponentiels des queues de pdf. Fichier 67.

Les figures 3.34a et b montrent les distributions p(δr/η) pour différents seuils, en coordonnées
log-log et log-linéaires. Deux comportements apparaissent clairement : sur le tracé en échelles log-
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log, nous voyons que ces pdf ont un comportement en loi de puissance, grosso modo pour r/η
= 10 à 1000, c’est-à-dire sur toute l’étendue du domaine inertiel. Pour les échelles plus grandes
(r ' 1000η), un second régime apparâıt, que l’on peut clairement ajuster par une loi exponentielle
(figure b).

0

0.5

1

1.5

2

10 100 103

µ 
= 

- ∂
 ln

 p
(δr

) /
 ∂

 ln
 δr

δr /η

Figure 3.35: Exposant local µ des distributions précédentes, pour � :s=3 ; • :s=5 (la distribution
à seuil s=7 est très bruitée). Fichier 67.

Pour les distances du domaine inertiel, les écarts entre fronts apparaissent avec une probabilité
plus importante pour les plus petits écarts, ce qui signifie que les fronts ont tendance à apparâıtre
groupés. Plus précisément, une telle distribution algébrique des intervalles du domaine inertiel
indique une répartition autosimilaire des fronts, c’est-à-dire un amassement hiérarchique des fronts.
Nous pouvons ajuster ces distributions par une loi de puissance,

p(δr) ∼ δr−µ,

dont l’exposant µ est proche de 1. La façon la plus précise de déterminer cet exposant est d’étudier
l’évolution de l’exposant local, défini comme (moins) la dérivée logarithmique :

µ = −∂ ln p(δr)

∂ ln δr

Sur la figure 3.35 est représenté cet exposant local, qui est très proche de 1 pour r = 24–300 η,
ce qui couvre effectivement tout le domaine inertiel à ce nombre de Reynolds (Rλ = 230). Cet
exposant local est assez dispersé, mais il faut noter que ce critère de la dérivée logarithmique est
extrêmement sensible.

Nous voyons qu’aux grandes échelles, les écarts entre fronts suivent une loi de Poisson, carac-
téristique d’événements statistiquement indépendants. Nous pouvons ajuster avec une excellente
précision la queue de distribution par une loi exponentielle

p(δr) ∼ exp(−δr/Lp),

où Lp est l’échelle caractéristique de la contribution exponentielle. Par construction, cette échelle
crôıt fortement avec le seuil : les fronts plus intenses sont nécessairement plus distants. Par contre,
l’échelle de coupure Lc, définie par l’intersection de la contribution exponentielle et de la contri-
bution algébrique, semble indépendante du seuil. Nous mesurons

Lc ' (2.4 ± 0.1)Λθ
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pour s = 3–9 (où Λθ ' 7.0 mm est l’échelle intégrale, définie sur la fonction d’autocorrélation).
Cette échelle de coupure de la loi algébrique, au-delà de laquelle les fronts peuvent être considérés
comme statistiquement indépendants, est donc bien liée à la grande échelle.

10-4

10-3

10-2

10-1

100

0 2 4 6 8 10 12 14

Γ 
= 

<∆
> 

/ 
<δ

r>

s

Figure 3.36: Densité liné̈ıque de fronts Γ, pour différents seuils. La ligne pointillée est le meilleur
ajustement par une exponentielle étirée ∼ exp[−βsα], avec α = 0.27 et β = 7.9. Fichier 67.

Nous pouvons maintenant déduire la fraction d’espace occupé par les fronts Γ, introduite pré-
cédemment, de la distribution d’espace entre front :

Γ =
〈∆〉
〈δr〉 , où 〈δr〉 =

∫ ∞

0

δr p(δr) dδr. (3.37)

La figure 3.36 représente cette fraction en fonction du seuil. Soulignons que la largeur moyenne
des fronts 〈∆〉 est, elle, indépendante du seuil (voir la figure 3.27).

Cette figure montre qu’un ajustement en exponentielle étirée (3.17) reproduit remarquablement
bien la dépendance de Γ en s, avec les mêmes paramètres α et β que ceux ajustant les distributions
de gradient de température (voir par exemple la figure 3.10, p. 105). Ceci peut se comprendre de
la façon suivante : Sachant que la largeur des fronts dépend peu du seuil, chaque front contribue
également à la distribution des dérivées de température ; on peut alors comprendre la loi Γ(s) en
écrivant la fraction d’espace occupé par les fronts sous la forme (voir les parties hachurées sur la
figure 3.25) :

Γ(s) =

∫

|∂xθ/σ|≥s

p(∂xθ) d∂xθ.

On peut montrer17 en effet que, pour une pdf se comportant en exponentielle étirée, l’intégrale des
ailes de cette pdf se comporte, pour s suffisamment grand, également comme une exponentielle
étirée de variable s.

Remarquons que la distribution des gradients seule ne permet en aucun cas d’en déduire la
répartition des fronts. La seule information contenue dans la distribution des gradients est la
moyenne de cette répartition (premier moment de p(δr)), c’est-à-dire la distance moyenne entre
deux fronts.

17Un changement de variable t = βxα permet d’exprimer l’intégrale de la pdf en fonction de Γ(a, x) =
R

∞

x e−tta−1 dt, dite “fonction Γ incomplète” (voir Arfken [12]), dont on peut montrer qu’elle se comporte asymp-
totiquement comme la pdf elle-même.
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Avec une loi de puissance proche de δr−1, la moyenne 18 〈δr〉 (et les autres moments) est
contrôlée par les bornes de cette loi de puissance, soit 〈∆〉 et L. Si l’on écrit, pour simplifier à
l’extrème (avec µ=1), la distribution d’écart entre fronts sous la forme :

p(δr) =

{

A/δr pour 〈∆〉 ≤ δr ≤ L,
0 sinon

(où A = ln−1(L/〈∆〉) normalise la pdf à l’unité), on obtient 〈δr〉 = A(L − 〈∆〉) ' AL, d’où :

Γ = ln(L/〈∆〉) 〈∆〉
L

∼ R
−3/2
λ ln(Rλ),

c’est-à-dire une fraction volumique qui, à la correction logarithmique près, décrôıt comme R
−3/2
λ .

Cette situation correspond bien à un nombre de front constant par grande échelle, et donc (voir
l’équation (3.35)) à une skewness indépendante du nombre de Reynolds. Nous ne prétendons pas ici
démontrer, ni même expliquer, la persistance d’anisotropie à petite échelle pour le champ scalaire.
Nous montrons simplement que celle-ci est compatible avec

• Une épaisseur de front variant comme l’échelle de Kolmogorov,

• Un nombre moyen de fronts par grande échelle (i.e. une distance moyenne entre fronts)
indépendante du nombre de Reynolds.

Une étude systématique sur une grande gamme de nombres de Reynolds est nécessaire pour
confirmer ce point.

Echelles associées aux fronts

Résumons nos observations :

1. La répartition des fronts est auto-similaire pour des distances du domaine inertiel. De plus,
nous avons montré que la largeur des fronts suit l’échelle de Kolmogorov. Ces quantités
semblent liées à l’aspect “petite échelle” des fronts, et confortent l’image classique de cascade
auto-similaire.

2. D’un autre côté, l’observation de distributions algébriques de temps d’attente conduit à un
nombre de fronts constant par grande échelle, en accord avec la persistance d’anisotropie
à petite échelle dans la limite des grands nombres de Reynolds. L’amplitude des fronts et
leur contribution à l’anisotropie sont des mesures sensibles cette fois-ci à l’aspect “grande
échelle” des fronts.

Une telle influence “mixte” sur les statistiques des fluctuations de température n’est évidem-
ment pas choquante et se comprend aisément sur la géométrie des fronts eux-même : étant sous
forme de feuillets, ces objets présentent une extension spatiale petite dans une direction (direction
de compression) et grande selon les deux autres. Ces observations confirment qu’une approche
locale dans l’espace des échelles est pertinente pour les propriétés moyennes (spectre), mais claire-
ment insuffisante pour caractériser complètement le comportement du champ scalaire passif.

Discussion sur l’influence des fronts sur les exposants de fonction de structure

Nous allons tenter de comprendre comment la présence de fronts dans le signal, dont l’épaisseur
est l’échelle dissipative, peut affecter les lois d’échelle apparaissant dans le domaine inertiel. Pour
cela, nous pouvons émettre l’hypothèse — très réductrice — que les objets responsables de ces
lois anormales sont des fronts d’amplitude δθ = θ′ et de largeur ∆ ∼ η constantes, et observer les
conséquences sur les exposants.

18Une loi de puissance en p(x) ∼ x−µ a ses moments d’ordre ≥ µ qui divergent. En pratique, une coupure à
x ∼ L sature les moments n ≥ µ à 〈xn〉 ∼ Ln. (Même remarque pour la divergence à petit x).
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Figure 3.37: Schéma représentant un front isolé (δθ = 1, ∆ ' 0.2) dans un signal régulier. Lorsque
l’incrément enjambe le front, on a ∆θ(r) ' δθ, pour r > ∆.

Prenons pour commencer l’exemple (figure 3.37) d’un front isolé, de taille r = ∆ et d’amplitude
δθ, au milieu d’un signal régulier (i.e. d’exposant ξn = n) de fluctuations typiques très petites
devant l’amplitude du front. Pour des distances r > ∆, et pour x tel que l’incrément enjambe le
front, on a θ(x + r) − θ(x) ' δθ, d’où

[θ(x + r) − θ(x)]
n ' (δθ)

n
r0

soit, si l’on suppose toujours que l’incrément enjambe le front, ξn = 0 (ainsi qu’un spectre en
k−1−ξ2 = k−1, de façon similaire à la cascade de Batchelor).

Considérons maintenant le cas d’une distribution de fronts intenses, et voyons, étant donnée la
loi p(δr) des intervalles entre fronts, quel comportement il est possible de déduire des exposants
de fonction de structure. Notant P (r) la probabilité qu’un segment de taille r enjambe au moins
un front, on a :

〈[∆θ(r)]n〉 = θ′
n
P (r).

Pour écrire P (r), considérons dans un premier temps un intervalle constant δr0 entre fronts ; la
probabilité, conditionnée par cette contrainte, vaut 1 si la taille du segment est supérieure à la
distance entre fronts, et r/δr0 sinon, soit :

P (r; δr0) = min

(

1,
r

δr0

)

.

Alors, connaissant p(δr) la distribution des intervalles entre fronts, on peut calculer la probabilité
P (r) en moyennant les probabilités conditionnelles P (r; δr) pondérées par la distribution des
intervalles δr, soit :

P (r) =

∫ ∞

0

p(δr)P (r; δr) dδr =

∫ r

0

p(δr) dδr + r

∫ ∞

r

p(δr)

δr
dδr.

On retrouve bien le résultat précédent en choisissant une répartition périodique entre fronts, c’est-
à-dire pour des intervalles distribués selon p(δr) = δ(δr − δr0).

Notons que ceci n’est vrai que si les intervalles entre fronts ne sont pas corrélés entre eux19. Ce
point peut être vérifié expérimentalement, en calculant la fonction d’autocorrélation entre deux

19Ce point est quelque peu délicat : Les fronts sont bien entendu spatialement très corrélés à petite échelle, puisque
leur distribution de temps d’attente est algébrique, signature d’un amassement hiérarchique. Ceci ne signifie pas
pour autant que les intervalles entre fronts soient eux-mêmes corrélés. il est difficile de se faire une idée sur ce point
par la simple observation des séquences d’apparition des fronts, comme sur la figure 3.32.
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intervalles i et i + n :

ρδr(n) =
〈δri δri+n〉

〈δr2
i 〉

,

où δri est le ieme intervalle (de moyenne nulle), entre les i et i+1eme fronts. On obtient expérimen-
talement ρδr(1) ' 7% et ρδr(2) ' 3%, ce qui suggère une très légère tendance à la corrélation entre
intervalles proches voisins (une sorte de sur-corrélation entre fronts, qui surviennent en cascade).
Toutefois celle-ci est suffisamment faible pour être négligée en première approche.

Si nous considérons une distribution d’intervalle δr entre fronts, pour µ < 1, de la forme

p(δr) =

{

[(1 − µ)L]−1(δr/L)−µ pour ∆ < δr < L,
0 sinon

on obtient la probabilité pour qu’un segment de taille r enjambe (au moins) un front :

P (r) =
1

µ(1 − µ)

( r

L

)1−µ

+ cste, ∆ < r < L.

En reportant cette probabilité dans l’expression des fonctions de structure, on obtient l’exposant
asymptotique :

ξ∞ = 1 − µ,

soit 0 < ξ∞ < 1, ce qui n’est pas vérifié par l’expérience. Dans le cas µ=1, on obtient

P (r) =
1

ln(L/∆)

(

1 − r

L
+ ln(r/∆)

)

, ∆ < r < L,

c’est-à-dire aucune loi d’échelle. On voit donc que l’hypothèse de fronts d’amplitude fixe et de
largeur moyenne ∼ η conduit nécessairement à un exposant asymptotique < 1 (voire à aucun
exposant pour µ=1), beaucoup plus “intermittent” que ce que nous observons (3.22). Il est donc
important de tenir compte de la distribution d’amplitude ou de largeur des fronts pour comprendre
la saturation des exposants que nous observons.

Le problème de la largeur des fronts est, d’un point de vue expérimental, délicat à aborder
lorsqu’on ne dispose que d’une série temporelle θ(t) : La méthode de seuillage sur le gradient ne
donne accès qu’aux fronts les plus raides, et les répartitions algébriques observées ne concernent
a priori que les fronts de largeur moyenne 〈∆〉 ' η. La question de la contribution des fronts plus
larges aux lois d’échelle du domaine inertiel est bien plus compliquée.

Nous voyons qu’il n’est pas possible, à partir d’un simple modèle de fronts intenses distribués
algébriquement, de reproduire la tendance à la saturation des exposants que nous observons : un
tel modèle conduit nécessairement à un exposant limite ξ∞ < 1. Afin d’expliquer cette saturation
des exposants en terme de fronts, il est nécessaire de prendre en compte soit (i) les fronts de toutes
les épaisseurs, et pas seulement les plus intenses, soit (ii) la tendance à la “sur-corrélation” des
fronts, c’est-à-dire la tendance à la corrélation des intervalles entre fronts.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats de nouvelles expériences de fluctuations de
température mélangées par un champ turbulent. De telles mesures sont effectuées pour la première
fois dans l’hélium à basse température. Bien qu’elles ne couvrent pour l’instant qu’une gamme de
nombres de Reynolds limitée à 100 – 300 (pour les raisons expliquées au chapitre 1), la perspective
d’étendre dans un futur proche cette gamme à Rλ ∼ 2000 est extrêmement encourageante.

Dans un premier temps, nous avons analysé les fluctuations thermiques sous l’aspect statistique
“classique”. Nous avons montré que le spectre de température Eθ(k) s’approchait de la loi d’Obu-
khov-Corrsin [54, 125] à nombre de Reynolds croissant (la pente du spectre croissant de 1.3 à
1.65 pour Rλ entre 100 et 300). Nous avons étudié en détail les distributions et les fonctions de
structure des incréments de température. Nous avons mis en évidence une très forte intermittence
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des fluctuations de température, se traduisant par des coefficients d’aplatissement des gradients
de température extrêmement élevés (de l’ordre de 15 ± 4 pour Rλ = 300, soit environ 3 fois plus
que pour la vitesse au même nombre de Reynolds). L’intermittence dans le domaine inertiel se
caractérise par des lois d’échelle anormales (〈∆θn〉 ∼ rξn avec ξn 6= n/3), dont les exposants sont
très inférieurs à ceux généralement observés pour la vitesse. En particulier, nous avons mis en
évidence une tendance à la saturation aux ordres élevés (n ' 10) :

ξ∞ = (2.3 ± 0.1)ξ2 ' 1.45± 0.1, (3.38)

sans variation notable sur notre (petite) gamme de nombres de Reynolds. Cette observation
nouvelle, en accord avec des résultats numériques très récents [42], suggère que les statistiques
du champ de température sont dominées par l’existence de structures très intenses à petite
échelle, les fronts thermiques. Par ailleurs, les mesures de coefficients d’asymétrie des gradients de
température, de l’ordre de −0.6±0.2 sans tendance à la décroissance avec le nombre de Reynolds,
signent un effet de persistance de l’anisotropie à petite échelle. L’origine de cette anisotropie est
l’existence de fronts thermiques, sauts de température à grande échelle affectant les statistiques à
petite échelle.

Dans un second temps, nous avons effectué une étude statistique de ces fronts thermiques. Les
mesures en un point ne procurent qu’une information très partielle du champ de température, en
comparaison des simulations numériques qui ont accès à l’intégralité du champ. En contrepartie,
ce type de mesures permet d’obtenir plusieurs centaines de milliers d’échelles intégrales, ce qui
est considérable comparé aux simulations qui doivent généralement se contenter d’une dizaine de
temps de retournement sur une bôıte L3. Nous avons donc pu effectuer des statistiques détaillées
de ces fronts, définis à partir de seuillage sur la dérivée de température. Un certain nombre de
conclusions ont pu être tirées :

1. L’amplitude moyenne des fronts (saut en température) varie entre 2 et 10 écarts-types de
fluctuations de températures θ′, croissant à peu près linéairement avec le seuil de sélection.
La largeur moyenne, elle, est quasiment constante, et varie comme l’échelle de Kolmogorov :

〈∆〉 ' (13± 3)η,

une observation en accord avec les simulations numériques [142] et les expériences [175].
Les distributions des largeurs et des amplitudes sont toutes deux bien décrites par une loi
log-normale.

2. La distribution des intervalles d’attente δr entre fronts suit une loi algébrique pour les échelles
du domaine inertiel,

p(δr) ∼ δr−µ,

suivie d’une décroissance exponentielle pour les échelles proches de l’échelle intégrale. L’expo-
sant µ est proche de l’unité, et ne semble pas varier avec le seuil de sélection des fronts. Cette
observation suggère une répartition spatiale auto-similaire des fronts.

Cette répartition fractale des événements de forte dissipation thermique20 a déjà été mise en
évidence par Sreenivasan et Meneveau (1986) [164] (voir aussi Prasad et al. (1988) [137]). Nous
pensons que cette répartition est cruciale dans la compréhension des lois d’échelle anormales, et en
particulier de la saturation des exposants de fonction de structure. L’étude de ces distributions est
rendue possible grâce aux très importantes statistiques dont nous disposons, inenvisageables en
simulations numériques — seuls quelques fronts sont visibles dans une simulation, et les statistiques
d’ordre élevé risquent d’être dominées par quelques objets particuliers.

Enfin, nous avons conclu en tentant de lier l’observation des distributions de séparations entre
fronts algébriques avec la saturation des exposants de fonction de structure. Il apparâıt que des lois
d’échelles dominées par des sauts dont les intervalles sont distribués algébriquement conduisent
à des exposants limites ξ∞ inférieurs à l’unité, ce qui est en contradiction avec nos observations.
Nous en concluons que les seuls fronts à l’échelle dissipative ne sont pas suffisants pour rendre
compte des lois d’échelles anormales observées.

20La dissipation thermique locale est généralement estimée à partir du “surrogate” ε
(loc)
θ = 6κ(∂xθ)2.
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Intermittences du champ scalaire et de la vitesse

Nos observations sur les caractéristiques (épaisseur, amplitude) des fronts peuvent être rappro-
chées de celles effectuées sur les vermisseaux [22, 83]. Ces structures tourbillonnaires intenses à
petite échelle ont été détectées et analysées à partir de seuillage sur les gradients de vitesse. En
modélisant l’impact d’un tourbillon sur la sonde, il est possible de déduire le rayon et la vitesse
périphérique maximale à partir des fluctuations longitudinales de vitesse. Leur diamètre apparent
est de 12 η, ce qui conduit à un rayon réel estimé d’environ 3 η (intervient un facteur géométrique
tenant compte de l’orientation des vermisseaux). Leur différence de vitesse, enfin, est de ∆U ∼ u′

(où u′ est l’écart-type des fluctuations de vitesse). On sait d’une manière générale que les zones de
forte dissipation se présentent sous forme de nappes — gradient de température et cisaillement.
La différence essentielle champ de vitesse et champ scalaire réside dans le fait qu’il existe une
étape suivante dans le cas des nappes de cisaillement (enroulement conduisant aux tubes de forte
vorticité), alors que les nappes de gradient thermique sont stables et diffusent.

Bien que de topologie très différente (les fronts thermiques sont 2D, les vermisseaux sont
1D), les échelles de taille et d’amplitude (température / vitesse) mises en jeu rendent ces objets
comparables21. En particulier, vermisseaux et fronts thermiques ont en commun d’échapper de la
même façon aux lois d’échelles normales θr ∼ θ′(r/L)1/3 et ur ∼ u′(r/L)1/3. De plus, la distribution
des intervalles entre ces objets intenses est algébrique dans le domaine inertiel, signature d’une
tendance à l’amassement sans échelle caractéristique autre que la grande échelle. Cet aspect est
discuté dans l’Annexe B (voir aussi Moisy et al. (2000) [114]).

Toutefois, la contribution à l’intermittence des fronts thermiques et des vermisseaux est très
différente — notons qu’une comparaison n’a de sens que du point de vue des statistiques d’ordre
pair, puisque l’asymétrie des fluctuations longitudinales de vitesse est une signature des transferts
d’énergie et non de l’anisotropie. A nombre de Reynolds égal, la flatness de la dérivée de tempé-
rature est environ 3 fois supérieure à celle de la dérivée de la vitesse — même si la présence de

ces objets intenses permet d’expliquer, dans les deux cas, l’évolution observée en F ∼ R
1/2
λ . Dans

le domaine inertiel, les exposants de la température ξn sont très inférieurs à ceux de la vitesse ζn

(on a par exemple ξ10 ' 1.45 ± 0.10 et ζ10 = 2.29 ± 0.05). Il est clair que ces objets, bien que
partageant les mêmes caractéristiques, ne contribuent pas de la même façon à l’intermittence, i.e.
ne sont pas aussi “anormaux”.

Une interprétation de cette différence d’anomalie, un peu simpliste mais tentante, peut être la
suivante : étant bidimensionnels, les fronts thermiques sentent plus l’influence des grandes échelles
que les vermisseaux, et sont ainsi capables de répercuter cette influence à des échelles plus petites,
conduisant à une intermittence accrue.

Perspectives

Nous travaillons actuellement à l’amélioration de la résolution de notre capteur. Pour l’instant, la
limitation la plus contraignante est le niveau de bruit de notre capteur, estimé à 200 µK, imposant
des fluctuations induites par la grille chauffante d’au moins à 20 mK d’écart-type. De telles valeurs
contraignent considérablement la gamme de nombres de Reynolds accessible ainsi que les temps
d’acquisition. Le développement d’une détection synchrone permettra, dans un futur proche, de
gagner un facteur 10 sur cette résolution, soit 2 décades de puissance utile. Ce gain diminuera
le niveau de fluctuations à mesurer, et donc la puissance dissipée par la grille, d’où des temps
d’acquisition bien plus importants — de l’ordre de N ∗ ∼ 108 (contre 107 actuellement). De telles
statistiques sont primordiales pour assurer une bonne convergence des moments d’ordre élevé, et
confirmer la tendance à la saturation (3.38). De façon tout aussi primordiale, une amélioration
de la résolution d’un facteur 10 augmentera la gamme de fréquences résolues d’une décade, et
donc les nombres de Reynolds maximum accessibles d’un facteur 6 environ, soit Rλ jusqu’à 2000.

21Doit-on attribuer les caractéristiques équivalentes (échelle et amplitude) des objets les plus intenses à la méthode
de détection ? On peut en effet soupçonner qu’un seuillage sur les gradients les plus élevés conduise nécessairement
à définir des objets dont la taille corresponde à l’échelle de coupure des fluctuations — rien cependant ne peut être
affirmé quant à l’amplitude de ces objets.
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Cette gamme étendue permettra de confirmer la loi d’échelle de l’épaisseur des fronts, en 〈∆〉 ∼ η.
De tels nombres de Reynolds peuvent être atteints en contrarotation, avec un écoulement moyen
important à la hauteur de la grille. L’écoulement en contrarotation évitera en outre les effets de
forte rotation, dont on peut suspecter une influence sur les propriétés de mélange observées.

Nous envisageons également la mise en œuvre d’une telle détection synchrone pour réaliser
des mesures couplées température–vitesse en un point. Les mêmes capteurs, dont la constante
de temps est de l’ordre de quelques µs, pourront être asservis alternativement en mode fil chaud
(mesure de vitesse) et fil froid (mesure de température), en imposant un courant d’entrée alternatif

Iw(t) = I
(θ)
w + I

(u)
w (1 + cos(ωt)) (où I

(θ)
w et I

(u)
w sont les courants correspondant respectivement

à chaque type d’asservissement). L’objectif de telles mesures pourra être dans un premier temps
l’étude de l’équation de Yaglom (décrivant le transfert de variance de température à travers les
échelles) et son évolution avec le nombre de Reynolds, dans une démarche similaire à celle effectuée
au chapitre 2 pour l’équation de Kolmogorov.



138 CHAPTER 3. INTERMITTENCE DU CHAMP SCALAIRE PASSIF



Chapter 4

Une étude des structures de basse
pression en turbulence

Dans ce chapitre, nous allons présenter des résultats nouveaux concernant les fluctuations de
pression en turbulence. Cette étude est le fruit d’une collaboration avec le groupe d’E. Bodenschatz,
G. Voth et A. La Porta au LASPP (Laboratory of atomic and solid states physics), à Cornell
University.

4.1 Les fluctuations de pression en turbulence

Nous avons évoqué en Introduction et au chapitre 2 l’importance de la compréhension des fluc-
tuations de pression en turbulence : à la fois pour son rôle central dans l’injection d’énergie aux
échelles du domaine inertiel, et à la fois pour son lien étroit avec les champs de déformation et
de vorticité, dont l’organisation spatiale est probablement la clef du phénomène d’intermittence.
Nous avons également évoqué la grande difficulté des études du champ de pression, d’un point
de vue théorique comme expérimental. Dans cette section, nous allons brièvement présenter les
propriétés statistiques du champ de pression, ainsi que ses liens avec la vorticité.

4.1.1 Approche statistique

Si nous adaptons les arguments dimensionnels de Kolmogorov pour estimer les fluctuations de
pression en fonction de l’échelle [115], nous pouvons écrire les fluctuations typiques de pression à
une échelle r sous la forme pr ∼ ρu2

r. A grand nombre de Reynolds, pour des échelles r suffisamment
éloignées de la grande échelle L et de l’échelle visqueuse η, seul le taux de dissipation d’énergie
intervient et l’on a u2

r ∼ ε2/3r2/3. Si l’on suppose qu’un tel découplage d’échelles est également
valide pour le champ de pression, on peut écrire :

p2
r ∼ ρ2ε4/3r4/3.

L’équivalent spectral de cette loi est, pour des nombres d’onde suffisamment éloignés de 1/L et
1/η,

Ep(k) ∼ ρ2ε4/3k−7/3.

où Ep(k) est la transformée de Fourier de p2
r. Ce spectre est plus pentu que celui de la vitesse

(k−5/3 pour la pression, et k−5/3 pour la vitesse), ce qui suggère que les petites échelles pour la
pression sont moins actives que celles du champ de vitesse. De même, la variance des fluctuations
de pression, que l’on peut relier au spectre défini précédemment,

〈p2〉 =

∫ ∞

0

Ep(k) dk,

139
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est en grande partie contrôlée par les petits nombres d’onde, c’est-à-dire par les grandes échelles1.
La modélisation du spectre de pression dans le cas d’écoulements homogènes et isotropes est

longuement discutée par George et al. (1984) [71], à partir de modèles spectraux pour le champ de
vitesse. Cette étude conduit à distinguer deux contributions à Ep(k), l’une due à l’interaction
turbulence-turbulence, en k−7/3, compatible avec les arguments dimensionnels précédents, et
l’autre due à l’interaction turbulence-cisaillement moyen, en k−11/3, plus pentue et donc masquée
aux grands nombres d’onde. Dans le cas où l’influence des grandes échelles ne peut pas être oubliée,
Albertson et al. (1998) [2] observent une loi en k−3/2 (et une fonction de structure d’ordre 2 en
r1/2), plus proche de celle du spectre de vitesse.

4.1.2 Lien pression / vorticité

Comme nous l’avons mentionné en Introduction, une motivation essentielle de l’étude des struc-
tures de basse pression en turbulence provient de son lien avec la vorticité, dont le comportement
intermittent a été souligné. Ce lien peut être mis en évidence simplement, en prenant la divergence
de l’équation de Navier-Stokes. Si nous incluons dans ces équations un terme de forçage effectif
fi, comme nous l’avons fait au chapitre 2, nous obtenons

∂t∂iui + ∂i(uj∂jui) = −1

ρ
∇2p + ν∇2∂iui + ∂ifi.

Les termes ∂iui s’annulent par incompressibilité du champ de vitesse. Cette condition permet de
plus d’écrire la divergence du terme d’advection sous la forme ∂iuj ∂jui. Enfin, le terme de forçage,
tel que nous l’avons écrit au chapitre 2 (gradient de pression et d’énergie cinétique), est également
de divergence nulle. Nous obtenons donc :

1

ρ
∇2p = −∂iuj ∂jui. (4.1)

Nous retrouvons le caractère non local du forçage dans cette équation de Poisson : L’obtention
du champ de pression par intégration sur tout l’espace de cette équation nécessite de prendre
explicitement en compte les conditions aux limites (parois, gradients de pression imposés, etc.).
L’introduction d’un forçage effectif en volume nous a permis de modéliser de façon satisfaisante
l’effet des grandes échelles sur les transferts d’énergie dans le chapitre 2, mais n’est à l’évidence
d’aucune aide pour le champ de pression.

Oublions ici les conditions aux limites, et regardons de façon locale et qualitative ce qui peut
être dit de cette équation de Poisson. En exprimant le tenseur des gradients de vitesse en fonction
de sa composante symétrique (tenseur de déformation σij = 1

2 (∂iuj + ∂jui)) et antisymétrique
(tenseur de rotation ωij = 1

2 (∂iuj − ∂jui)), nous pouvons écrire :

1

ρ
∇2p =

1

2
ω2 − 1

2
σ2, (4.2)

où ω2 = 2ωijωij est le carré de la vorticité ~ω, et σ2 = 2σijσij le carré de la déformation, dont la
moyenne volumique est liée à la dissipation moyenne d’énergie ε = ν〈σ2〉.

Ecrite ainsi, l’équation de Poisson souligne le lien entre la pression et la vorticité2. En moyenne,
déformation et vorticité s’équilibrent3 〈σ2〉 = 〈ω2〉. Localement, un déséquilibre entre ω2 et σ2 se
reflète sur le champ de pression. Statistiquement, les simulations numériques montrent que deux
tendances apparaissent dans un écoulement turbulent : (i) Dans les régions en intense rotation,
ω2 est grand devant σ2, le laplacien est très positif et la pression est localement minimale —
c’est cette propriété locale du champ de pression qui est mise à profit dans les techniques de

1Cette remarque s’applique également, mais dans une moindre mesure, à la variance des fluctuations de vitesse.
2On trouvera dans Cadot (1995) [36] une étude détaillée et pédagogique de quelques situations génériques

illustrant le comportement de la pression dans les régions de forte rotation ou de forte déformation.
3Cet équilibre peut s’écrire ε = ν〈ω2〉, mais il convient de garder à l’esprit que ce n’est pas la vorticité qui

dissipe, mais bien la déformation.
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visualisation des régions de forte vorticité par cavitation ou migration du bulles. (ii) Les régions
de fort cisaillement, telles que ω2 ' σ2, se présentent sous forme de nappes, et ne conduisent à
aucun motif remarquable sur le champ de pression. Ces nappes sont instables et peuvent s’enrouler,
concentrant la vorticité en des tubes et expulsant la déformation à leur périphérie. Notons enfin
que les zones de déformation pure, correspondant à un laplacien négatif et donc à un maximum
local de pression, sont rares et ne présentent pas d’organisation spatiale particulière.

La vorticité est une quantité au centre de la compréhension de la turbulence. Etant expéri-
mentalement très difficile à mesurer, de grands efforts sont portés sur la caractérisation du champ
de pression, en espérant que celui-ci éclaire celle-là. Cependant, ce lien n’a de sens que pour
les événements de grande extension spatiale4. L’étude de la vorticité par la pression est donc
nécessairement biaisée du côté des grandes échelles.

4.2 Etude des filaments de basse pression par cavitation

Les premières observations expérimentales des filaments de vorticité en turbulence ont été réalisées
par Douady et al. (1991) [61] dans la géométrie des disques contrarotatifs. Dans cette expérience,
la visualisation était due à la migration de microbulles d’air vers le cœur des tourbillons, en raison
du déséquilibre entre le gradient radial de pression (force centripète V ~∇p, proportionnelle au
volume), et la rotation (force centrifuge mω2r, proportionnelle à la masse) subie par une bulle
d’air. Ces observations, très riches sur la géométrie des structures, ne nous renseignent cependant
que sur le gradient de pression et non sur la pression elle-même, et ne permettent aucune mesure
quantitative en volume. Les seules mesures possibles dans ce type d’écoulement sont des mesures de
pression en paroi, en des points particuliers de l’écoulement (au milieu de la couche de cisaillement
par exemple), et apportent des informations qu’il est souvent difficile de lier aux observations en
volume.

Dans ce contexte, l’obtention d’informations — mêmes partielles — sur le champ de pression
en volume s’avère extrêmement précieuse.

4.2.1 Dispositif expérimental

Caméra 400 Hz

Lampe Tungsten

pompe

110 L

Figure 4.1: Dispositif expérimental ; le rectangle au centre du schéma représente la région de
l’écoulement étudiée.

4Un moyen de s’en convaincre, pour les fluctuations typiques en tout cas, est de comparer le spectre de la
vorticité, Eω(k) ∼ k1/3, à celui de la pression, Ep(k) ∼ k−7/3, dans le domaine inertiel. Il apparâıt clairement que
la vorticité est une quantité active essentiellement à petite échelle, alors que la pression ne l’est essentiellement qu’à
grande échelle.
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Le dispositif expérimental que nous avons utilisé pour ces expériences a été conçu par Greg
Voth et Eberhard Bodenschatz, afin d’étudier les statistiques lagrangiennes en turbulence [182].
Il consiste en deux disques tournant en contra-rotation (voir la figure 4.15), dans une géométrie
similaire à celle utilisée dans l’hélium. Le fluide utilisé ici est de l’eau.

Les disques, de 20 cm de diamètre, sont munis de 12 pales de 4.3 cm de hauteur, et distants de
33 cm. Le rapport d’aspect de ce dispositif est donc de h/D = 1.65, supérieur à celui des expériences
dans l’hélium (h/D = 0.65 dans la grande cellule, voir le tableau 1.1, p. 21). Ils sont plongés dans
une cuve de 110 L d’eau, cylindrique (48.3 cm de diamètre, 60.5 cm de hauteur) à l’exception de
deux fenêtres planes : une grande, destinée à visualiser l’écoulement sans déformation, et une plus
petite, à 90◦, pour l’éclairage. Des cylindres fixes de 25.4 cm de diamètre, maintenus par des pales
radiales, ont été également installés autour des disques, afin de réduire les importants mouvements
de recirculation qui prennent place dans l’écoulement.

(a) (b)

Figure 4.2: Représentation schématique de l’écoulement, vu comme la superposition de deux
modes : (a) pompage centripète / éjection centrifuge ; (b) rotation et cisaillement médian. Les
zones grisées représentent les régions de forte cavitation. Les zones hachurées figurent les pales
fixes et le cylindre extérieur (voir texte).

L’écoulement moyen, schématisé sur la figure 4.2, est du même type que celui décrit au
chapitre 1 (voir la figure 1.22, p. 41). Cependant, le diamètre du cylindre étant bien supérieur
à celui des disques, les parois jouent certainement très peu de rôle dans la structure à grande
échelle de l’écoulement. Cet écoulement peut être vu comme la compétition entre deux tores en
rotation opposée, provenant de l’éjection centrifuge à la périphérie des disques et du pompage
centripète au centre des disques.

f Re urms Rλ τη η λ 1
2ρU2

d

(Hz) = ΩR2/ν (m/s) (ms) (µm) (mm) (mbar)

6.5 4.2 · 105 0.72 1530 0.72 27 2.0 83
9.5 6.1 · 105 1.05 1850 0.41 20 1.7 178

Table 4.1: Domaine de paramètres, mesurés au centre de l’écoulement.

La fréquence de rotation des disques peut être choisie entre 0 et 9.5 Hz, ajustée à mieux que 1 %,
par un asservissement contrôlé par ordinateur. Cependant, afin que les fluctuations de pression
soient suffisamment intenses pour déclencher la cavitation, une vitesse limite inférieure de 6.5 Hz
est nécessaire. Le tableau 4.1 regroupe les bornes des différents paramètres pour f = 6.5–9.5 Hz.

L’utilisation de la cavitation pour sonder le champ de pression turbulent nécessite un contrôle
précis de la pression hydrostatique moyenne, ainsi que de l’ensemencement de l’eau par des mi-
crobulles d’air résiduelles. La figure 4.3 représente le dispositif utilisé à cette fin : une boucle de

5Les figures 4.1 à 4.3 sont adaptées de Voth et al. (1998) [182] et La Porta et al. (1999) [94].
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Figure 4.3: Schéma de principe du contrôle de la pression hydrostatique. La vanne est commandée
par le capteur de pression placé en haut du volume expérimental.

pompage (de débit faible comparé aux vitesses en jeu dans l’écoulement) permet de filtrer l’eau et
d’éliminer les bulles piégées en haut du volume expérimental. La pression est ajustée en pompant
sur l’interface eau/air contenue dans une chambre auxiliaire disposée sur ce circuit, permettant
ainsi de diminuer la pression hydrostatique. Une entrée d’air est assurée dans cette chambre aux-
iliaire, dont le débit est ajusté de telle sorte que la pression hydrostatique moyenne, mesurée en
haut du volume expérimental, reste stationnaire. Cette pression hydrostatique peut être descendue
jusqu’à 80 mbar, afin de s’approcher de la pression de vapeur saturante de l’eau (pv ' 30 mbar)
et ainsi de déclencher la cavitation dans les régions les plus dépressionnaires.

4.2.2 Principe de base de la cavitation
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Figure 4.4: Principe de base de la cavitation. (a) Diagramme de phase de l’eau. Localement,
la pression fluctue autour de la valeur moyenne 〈p〉, et les excursions les plus basses peuvent
atteindre la ligne de transition liquide-vapeur (pv = 30 mbar à 25oC). (b) Distribution typique
des fluctuations de pression, telles qu’observées dans des simulations numériques ou à partir de
mesures en paroi.

Sur la figure 4.4 nous avons représenté le principe de base de la cavitation. Chaque élément
de fluide du système, à chaque instant, se trouve sur une isotherme (droite pointillée verticale) à
une pression p(~x, t). Si cette pression instantanée est inférieure à la pression de vapeur saturante
(pv ' 30 mbar à 24oC), l’élément de fluide va subir localement une transition de phase liquide-
vapeur (voir la figure 4.5). Localement, une bulle de vapeur va nucléer, relâchant ainsi la tension que
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Figure 4.5: Profil radial de pression dans un tourbillon (ici de Burgers) ; la transition de
phase liquide-vapeur prend place localement dans la région telle que p(r) ≤ pv (entre les deux
traits pointillés verticaux). Une fois la bulle de vapeur nucléée, la partie pointillée du profil n’a
évidemment plus de sens.

le liquide n’était plus capable de soutenir. Une telle description est évidemment schématique : en
toute rigueur, un diagramme de phases n’a de sens que pour un système homogène et à l’équilibre
thermodynamique.

Cependant, la cavitation ex nihilo nécessite des dépressions bien en-deçà de la pression de
vapeur saturante. En effet, la barrière de pression à franchir, due à la tension de surface 2σ/R,
diverge pour des bulles de rayon nul. En général, la cavitation apparâıt à partir d’impuretés,
d’infractuosités de la paroi, ou de microbulles d’air déjà présentes dans l’eau. Dans notre expé-
rience, le filtrage continu de l’eau assure un haut degré de pureté. De plus, les parois du cylindre
extérieur sont éloignées de la partie “active” de l’écoulement. La cavitation provient donc de
microbulles d’air résiduelles, migrant vers les régions de basse pression, à partir desquelles nucléent
des bulles de vapeur [98]. Nous verrons en section 4.2.5 que l’effet de la tension de surface abaisse
légèrement la pression seuil, de quelques mbar.

Le phénomène de migration de bulles de gaz vers les régions de basse pression, augmentant la
probabilité de cavitation, a également été observé dans les expériences de Ran et Katz (1994) [150].
Nous supposerons que la densité de microbulles d’air est suffisante pour qu’aucune région de basse
pression ne soit manquée.

Les expériences ont été réalisées dans l’eau pure et dans l’eau salée (0.27 mol/L NaCl, soit
1.7 % en masse). Dans ce dernier cas, les microbulles d’air présentes dans l’eau semblent beau-
coup plus stables, et beaucoup moins susceptibles de coalescer6. Ceci nous permet de diminuer la
pression hydrostatique à des valeurs très basses. La visualisation est alors due à la migration de
ces microbulles d’air plutôt qu’à la cavitation elle-même.

4.2.3 Visualisation

La visualisation de la cavitation est effectuée au moyen d’une caméra rapide (400 Hz). L’écou-
lement est éclairé à travers le hublot plat installé à mi-hauteur sur la paroi du cylindre, et la
surface des bulles diffuse la lumière recueillie à angle droit. Deux types d’éclairage ont été utilisés :
un éclairage stroboscopique, synchronisé à la fréquence de la caméra, de temps d’exposition très
court (jusqu’à 20 µs, soit 1 % du temps d’exposition de la caméra), permettant de visualiser des
événements individuels de cavitation, et un éclairage continu, au moyen d’une lampe au tungstène,
permettant de suivre la trace des bulles advectées pendant le temps d’exposition (2.5 ms).

Afin d’étudier les statistiques des fluctuations de pression, des mesures de diffusion de lumière
à haute fréquence ont également été réalisées. La lumière diffusée à angle droit par les bulles de

6Nous ne comprenons pas réellement la raison de ce changement de comportement, mais il semble qu’il s’agisse
d’un effet de répulsion électrostatique à la surface des bulles (Craig et al. (1993) [55]). Les propriétés physiques de
l’eau restent pratiquement inchangées (la pression de vapeur saturante, la viscosité et la tension de surface évoluent
de moins de 2 % pour une telle concentration de sel).
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vapeur, dans une petite région centrale de 3 cm3, est collectée par un photodétecteur (30 kHz) et
enregistrée. Seule l’eau pure a été utilisée pour ces mesures.

4.2.4 Seuil de déclenchement de la cavitation

Une première approche, globale, pour caractériser l’apparition de la cavitation dans notre système
est d’estimer le seuil de déclenchement de la cavitation (inception index), largement utilisée en
ingénierie hydraulique (voir par exemple [14]), à partir de la pression hydrostatique maximale pmax

0

en deçà de laquelle apparaissent les premiers événements de cavitation au centre de l’écoulement.
Ce seuil est défini comme la “distance” de cette pression à pv, adimensionnée par la pression
dynamique typique du forçage :

Σi =
p0

(max) − pv

1
2ρUd

2 (4.3)

où Ud = 2πRf est la vitesse en périphérie des disques (i.e. la vitesse maximale fournie à l’écoule-
ment). L’effet de tension de surface sur la pression seuil est négligé ici. La pression hydrostatique
p0

(max) prend en compte le décalage de pression hydrostatique ρgh ' 30 mbar entre le haut
du volume expérimental, où est mesurée la pression moyenne, et son milieu, où l’on procède
à l’observation. Au voisinage des disques, la cavitation apparâıt à une pression hydrostatique
légèrement supérieure.
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Figure 4.6: Indice de seuil de cavitation (4.3) en fonction du nombre de Reynolds microéchelle. La
ligne pointillée est le meilleur ajustement par une loi de puissance R0.6

λ .

La figure 4.6 présente ce seuil de déclenchement mesuré à différents Rλ. Les valeurs obtenues
sont de l’ordre de l’unité, signifiant que la vitesse associée aux dépressions les plus intenses sont de
l’ordre de la vitesse de rotation des disques Ud. Malgré une certaine dispersion, une nette tendance
à l’augmentation apparâıt : A nombre de Reynolds croissant, le système produit des structures
dépressionnaires de plus en plus intenses en valeur relative. Un ajustement par une loi de puissance
donne

Σi ∼ R0.6±0.2
λ ,

alors que les hypothèses de similitude conduisent à Σi =cste. Notons toutefois que cet ajustement
est effectué sur une très faible gamme de nombres de Reynolds, ce qui ne permet pas d’exclure
définitivement un seuil de déclenchement constant.

Une telle dispersion des points expérimentaux peut s’expliquer par deux raisons :
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Figure 4.7: Schéma d’une bulle.

• A haut nombre de Reynolds, le taux de cavitation élevé produit des bulles en grand nom-
bre, ce qui augmente la densité de microbulles d’air devenant à leur tour site de nucléation,
augmentant ainsi la probabilité de cavitation. En effet, lors du collapse d’une bulle de cav-
itation, la vapeur d’eau se recondense en liquide, mais l’air initialement dissout dans l’eau
peut former de nouvelles microbulles stables.

• La définition de la pression hydrostatique à laquelle apparaissent les premiers événements
a un aspect subjectif. En effet, si l’on suppose que les fluctuations négatives de pression
sont distribuées de façon exponentielle, il n’existe pas à proprement parler de pression seuil
de cavitation : l’observation “pas d’événement” peut signifier “moins d’un événement par
seconde” ou “moins d’un événement toutes les 10 secondes”. . . La sensibilité et la patience
de l’expérimentateur interviennent donc quelque peu dans la définition de cette quantité.

Les résultats que nous allons présenter ici correspondent principalement à des situations telles
que la pression hydrostatique adimensionnée

Σ =
p0 − pv

1
2ρUd

2 , (4.4)

soit légèrement inférieure au seuil Σi, c’est-à-dire telle que le taux de cavitation reste suffisamment
faible pour ne pas perturber le champ de pression de l’écoulement. Les situations à très basse
pression hydrostatique (en-deçà de 0.5 Σi) seront appelées “cavitation dure” ; dans ce cas, la
visualisation des structures dépressionnaires est due essentiellement à la migration des bulles,
présentes en grand nombre, plus qu’à la cavitation elle-même.

4.2.5 Dynamique des bulles, équation de Rayleigh-Plesset

Afin de caractériser les événements de cavitation que nous visualisons, nous allons décrire succincte-
ment le comportement des bulles dans un champ de pression fluctuant. Nous allons en particulier
nous intéresser aux constantes de temps associées à la cavitation, afin de s’assurer que celle-ci
répond de façon suffisamment rapide aux fluctuations de pression. Ne connaissant pas vraiment
la nature des bulles dans le cas de l’eau salée, nous nous restreignons ici au cas de l’eau pure.

La dynamique des bulles est décrite par l’équation de Rayleigh-Plesset [134], qui exprime
l’évolution du rayon d’une bulle R(t) dans un champ de pression p∞. Cette équation est dérivée
de l’équation de Navier-Stokes à symétrie sphérique, intégrée à l’interface eau-gaz, et prenant en
compte les effets de tension de surface (saut de pression à l’interface) et de viscosité :

RR̈ +
3

2
Ṙ2 =

1

ρ

{

pi − p∞ − 2σ

R
− 4µ

R
Ṙ

}

, (4.5)

où pi est la pression interne de la bulle, que l’on peut écrire

pi(t) = pv + pg(t),

avec pv = 30 mbar (à 24◦C) la pression de vapeur saturante, et pg(t) la pression partielle de gaz
(ici de l’air) — voir la figure 4.7. A la fois pi et p∞ sont des fonctions du temps.
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Figure 4.8: (a) Rayon d’une bulle (éq. 4.7), avec la condition initiale R0 =35 µm, p∞0 = 100 mbar
(figurée par une croix). Pour R <∼ 60 µm, régime de bulle d’air ; pour R >∼ 90 µm, régime de
cavitation. La pression minimum pc, seuil de cavitation, est représentée en (b) pour différentes
conditions initiales de R0, à p0 = 100 mbar fixé.

Bien entendu, la pression extérieure, p∞(t) sera ici la pression fluctuante “locale”, si l’on
considère que le champ de pression est lisse à l’échelle de la bulle et varie sur des temps longs
comparés au temps caractéristique de la dynamique de la bulle.

Le comportement des bulles varie fortement selon qu’il s’agit d’une bulle de gaz (ici de l’air,
pi ' pg � pv) ou d’une bulle de vapeur d’eau (pi ' pv � pg). Ces deux types de bulles jouent un
rôle dans les observations que nous effectuons : les régions de basse pression concentrent et font
grossir de petites bulles d’air résiduelles présentes dans l’eau (pour p∞ >∼ pv), qui deviennent alors
centres de nucléation pour les plus grosses bulles de vapeur que nous visualisons (pour p∞ ' pv).
Nous allons décrire succinctement ce phénomène, et tenter de préciser l’échelle de temps associée.

Pression seuil de cavitation Nous allons commencer par déduire de l’équation 4.5 la pression
seuil en-deçà de laquelle une bulle d’air va pouvoir caviter. En négligeant le transfert de l’air à
travers la surface de la bulle, nous pouvons écrire une relation entre la pression interne pi ' pg et
le volume de la bulle. En admettant que l’air se comporte comme un gaz parfait à température
constante, nous avons :

pgR
3 = pg0R

3
0,

où pg0 et R0 sont des conditions initiales. Cette pression interne tend à stabiliser les solutions
de l’équation de Rayleigh-Plesset, et la bulle subit des oscillations non linéaires amorties. En
négligeant les termes dynamiques de l’équation (4.5), nous obtenons l’équilibre entre les pressions
interne et externe :

p∞ = pg + pv − 2σ

R
(4.6)

En écrivant cette même équation pour les conditions initiales précédentes (pi0 et R0) et en repor-
tant dans l’équation (4.5), nous obtenons une “équation d’état” pour la bulle :

p∞ =

(

p∞0 − pv +
2σ

R

)(

R0

R

)3

+ pv − 2σ

R
. (4.7)

Nous voyons qu’à pression externe p∞ décroissante, la bulle grossit (voir figure 4.8a), jusqu’à
atteindre le seuil de cavitation, défini comme la pression minimale :

pc = pv − 2

(

2

3

)3/2
σ3/2

R3/2(pv − p∞0 − 2σ/R)
1/2

.

Ce seuil, tracé sur la figure 4.8b en fonction du rayon initial R0, est légèrement inférieur à la pression
de vapeur saturante, en-deçà de laquelle le rayon de la bulle diverge, signature de la cavitation.
Comme nous le voyons, ce seuil est différent pour chaque bulle, dépendant de sa condition initiale
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Figure 4.9: Pulsation propre d’une bulle, éq. (4.8), en fonction de son rayon R, pour différentes
pressions extérieures p∞=100, 30, 10, -10 mbar.

(pg0, R0) particulière. Cependant, pour une distribution de rayons de bulles, les plus grosses vont
caviter en premier, imposant une pression seuil proche de pv .

Nous avons vérifié que, pour une pression hydrostatique de 100 mbar, la distribution de bulles
d’air résiduelles avaient un rayon piqué en R0 ' 35 µm. Nous obtenons donc un seuil de cavitation
moyen, pc, de 20 mbar environ.

Temps de réponse des bulles L’“équation d’état” (4.7) des bulles de gaz doit être comprise
comme une relation statique, c’est-à-dire en supposant que la bulle répond infiniment rapidement
aux changements de pression extérieurs. Afin de vérifier ce point, nous devons estimer le temps
de réponse caractéristique de la bulle. Une linéarisation de l’équation (4.5) pour une perturbation
infinitésimale autour d’un rayon moyen R0 conduit à la fréquence propre :

ω0 =

√

3(p∞ − pv)

ρR2
0

+
4σ

ρR3
0

. (4.8)

Celle-ci est représentée en fonction du rayon R0 sur la figure 4.9. La fréquence propre d’une
bulle de rayon 35 µm, sous une pression moyenne de 100 mbar, est de ω0/2π ' 25 kHz, bien
supérieure à la fréquence de Kolmogorov (3 kHz au plus, voir le tableau 4.1). Dans une dépression
de pv = 30 mbar, cette fréquence propre décrôıt à 7 kHz, ce qui est encore tout à fait satisfaisant.
En revanche, pour une dépression inférieure à pv, cette fréquence propre chute considérablement :
au moment de la cavitation, la bulle n’est plus capable de suivre les fluctuations temporelles de
pression.

Bulles de vapeur (ou de cavitation) Le comportement d’une bulle de vapeur est très différent
de celui d’une bulle de gaz, et bien plus compliqué. Nous avons maintenant à faire à une interface
liquide/vapeur, à pression voisine de la pression de vapeur saturante, mais dans une situation loin
de l’équilibre.

Dans le cas d’une pression interne constante pi = pv, les solutions de l’équation de Rayleigh-
Plesset sont très instables, et conduisent à un collapse rapide7, en un temps typique ∼ 1/ω0, ou
à une croissance infinie (après un transitoire de durée ∼ 1/ω0) selon que le rayon initial R0 est
au-dessus ou en-dessous du rayon d’équilibre instable Req = 2σ/(pv − p∞) (4.6).

Pour une grande cavité de vapeur (cavitation dure), la pression extérieure p∞ ne reste pas
constante : la région dépressionnaire, qui a donné naissance à la cavitation de cette bulle, a une
extension finie, et les plus grosses bulles de vapeur (jusqu’à 3 mm) peuvent aisément atteindre
les limites de cette région. Les hypothèses que nous avons utilisées (cavités sphériques, pression

7Dans le cas du collapse, les vitesses impliquées peuvent être extrêmement élevées — éventuellement superson-
iques —, et l’équation de Rayleigh-Plesset, qui suppose l’incompressibilité du liquide, n’est plus valable.
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Figure 4.10: Filament vertical, en éclairage stroboscopique (temps d’exposition 20 µs), 11.7 ×
6.8 cm au centre, 2.5 ms entre les deux images. Rλ = 1700, p0 = 141 mbar, Σ ' 0.7 Σi.

Figure 4.11: Filament vertical, en éclairage continu (temps d’exposition 2.5 ms), 3.5 × 2.5 cm au
centre, 10 ms entre les deux images. Rλ = 1700, p0 = 120 mbar, Σ ' 0.5 Σi.

externe uniforme et stationnaire) ne sont plus valides dans ce cas, et cette situation de cavitation
dure semble extrêmement délicate à décrire.

En revanche, dans le cas de la cavitation légère, un rapide collapse suit la nucléation de la
bulle de vapeur. Après cavitation la bulle disparâıt, sur un temps typique ω0 ' 20 µs, et nous
visualisons un simple “flash” de lumière diffusée. Ce temps typique est court devant le temps de
Kolmogorov τη (400 à 700 µs, voir le tableau 4.1), et la cavitation dans ce régime peut donc être
considérée comme un marqueur passif et instantané du champ de pression.

4.3 Visualisation et analyse des filaments

4.3.1 Observations dans l’eau pure et salée

Observation dans l’eau pure : cavitation

En éclairant l’écoulement à l’aide de la lampe stroboscopique, nous obtenons des images instan-
tanées de bulles marquant les régions dépressionaires8. A pression hydrostatique élevée (lorsque
seule les dépressions extrêmes donnent lieu à de la cavitation), nous n’observons que quelques
bulles alignées le long d’une structure. Sur la figure 4.10 nous voyons environ 2 à 3 bulles par cm,
chacune d’un diamètre de 2 mm environ. D’une image à l’autre, les bulles sont différentes, mais il
est clair qu’elles nucléent dans la même région.

Lorsque nous éclairons l’écoulement continûment, chaque image représente une moyenne d’en-
viron 100 des instantanés précédents. Nous obtenons alors une image lissée (voir la figure 4.11),
permettant d’évaluer l’extension de la région de basse pression, de 2 mm de diamètre environ dans
cet exemple.

La situation semble plus complexe à pression hydrostatique plus basse, dans le cas de la “cav-
itation dure”. Les bulles cavitantes peuvent avoir un très long temps de vie avant de collapser
(quelques ms), et ne plus avoir une forme sphérique, comme si elles grossissaient jusqu’à ce que
leur surface atteigne des régions de pression plus élevée. Ces grosses cavités de vapeur peuvent
également provenir de la coalescence de plusieurs bulles plus petites. La figure 4.12 montre un tel

8Quelques animations de filaments sont sur le site http://www.milou.msc.cornell.edu/~moisy/gallery page.html.
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Figure 4.12: Cavité croissant dans une structure, en mode de “cavitation dure”. Eclairage strobo-
scopique (temps d’exposition 20 µs), 3.75 × 3.75 cm au centre, 2.5 ms entre les images. Rλ = 1700,
p0 = 120 mbar, Σ ' 0.5Σi. Le temps d’exposition très court permet de conclure que cette grande
cavité de vapeur n’est pas un effet de moyennage.

Figure 4.13: Filament entouré de trajectoires de petites bulles d’air, en “cavitation dure” dans
l’eau pure. Eclairage continu (exposition 2.5 ms), environ 6 × 2 cm au centre, 2.5 ms entre chaque
image. Rλ = 1700, p0 = 120 mbar, Σ ' 0.5 Σi. Les couleurs ont été inversées.

exemple de grosse cavité non sphérique, croissant sur un temps de l’ordre de 10 ms. Il est clair que
de telles bulles perturbent fortement la région de l’écoulement où elles naissent, et nous n’avons
plus affaire à une mesure non intrusive.

Cependant, cette visualisation de l’écoulement à basse pression hydrostatique est utile, car elle
permet de suivre des plus petites bulles d’air, en équilibre dans l’eau, advectées par l’écoulement.
En les observant avec un éclairage continu, nous pouvons suivre les trajectoires moyennées sur le
temps d’exposition, ce qui permet d’estimer la vitesse en périphérie des grosses structures (voir
par exemple la figure 4.13). Nous verrons, en section 4.3.3, comment ces trajectoires permettent
d’estimer la vorticité des filaments.

Observation dans l’eau salée : Migration de bulles

Afin d’éviter l’effet des cavités géantes de vapeur dans le cas de “cavitation dure”, nous avons
effectué des observations avec de l’eau salée. Dans ce cas, les bulles d’air résiduelles sont plus
petites, plus stables (moins susceptibles de coalescer), et marquent l’écoulement plus précisément.

Dans cette configuration, nous pouvons faire décrôıtre la pression hydrostatique bien plus
bas que dans le cas de l’eau pure (jusqu’à 80 mbar au centre de l’écoulement), sans obtenir les
grosses cavités de vapeur décrites précédemment. La pression seuil de cavitation semble nettement
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inférieure à celle de l’eau pure. Diminuer la pression moyenne a donc essentiellement pour effet
d’augmenter la concentration et le rayon moyen de bulles d’air présentes dans l’eau. La visualisation
des filaments s’effectue maintenant plus par la migration et le grossissement des bulles d’air que
par la cavitation de bulles de vapeur.

A des pressions hydrostatiques de l’ordre de 80 mbar, le grand nombre de bulles d’air présentes
dans l’écoulement rend les images moins contrastées, mais les filaments restent très visibles.
L’augmentation de la concentration de bulles au voisinage d’un filament nous permet d’en suivre la
trace durant sa déstabilisation : les images montrent des bulles restant à l’endroit où était présent
un filament, jusqu’à 20 ms après que celui-ci a perdu sa cohérence. Nous pouvons donc, dans cette
configuration, observer la déstabilisation des filaments (voir section 4.3.3), ce qui est impossible
dans l’eau pure.

Permettant d’obtenir une visualisation de meilleur qualité, la plupart des images suivantes
ont été obtenues dans l’eau salée — mais les analyses de taux de cavitation effectuée avec le
photodétecteur ont évidemment été réalisées dans l’eau pure.

4.3.2 Répartition spatiale des filaments et mécanisme de formation
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Figure 4.14: Vue d’“artiste” de l’écoulement moyen (surfaces grisées) et des structures
dépressionaires observées. ±Ωd ~ez est la vorticité moyenne imposée due à la rotation des dis-
ques, créant un écoulement Vd(r, z)~eθ. Dans le voisinage du plan médian z = h/2 le cisaillement
−ωs(r, z)~er crée un enroulement ~vs(r, z) ⊥ ~er. Enfin, la recirculation toröıdale ωr ~eθ, due au pom-
page centrifuge, associée à une convergence des lignes de courant ~vr, est responsable de l’étirement
axial.

Nous allons dans un premier temps décrire les différents types d’objets que nous visualisons et
l’endroit de l’écoulement où ils apparaissent (voir le schéma figure 4.14).

Les structures que nous observons à l’aide de la cavitation sont essentiellement de longs fil-
aments verticaux, au centre de l’écoulement. Leur longueur est de quelques centimètres, et peut
parfois atteindre 10 cm. Leur temps de vie moyen est d’environ 30 ms, et peut aller jusqu’à 100 ms
— de l’ordre du temps de retournement 1/f ' 100–150 ms. Leur rayon, plus délicat à déterminer
puisqu’il est de l’ordre du rayon des plus grosses bulles, peut néanmoins être estimé à 2 mm. Cette
échelle se trouve être de l’ordre de grandeur de l’échelle de Taylor (1.7–2 mm, voir le table 4.1),
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Figure 4.15: Photo et schéma des tourbillons stables localisés entre les pales des disques. Ils restent
attachés au coin supérieur gauche du triangle (le disque tourne vers la droite), et ne sont respon-
sables que d’émission de bulles, sans organisation, vers la partie centrale de l’écoulement.

mais il n’est pas possible d’en vérifier la loi d’échelles, du fait du domaine très restreint de Rλ que
nous pouvons couvrir (20 %).

En périphérie de la couche de cisaillement médiane, de grandes régions de forte cavitation
apparaissent, et semblant envoyer des bouffées de bulles vers le centre. Ces objets sont moins
cohérents que les filaments verticaux observés au centre, mais semblent avoir de très grands temps
de vie (au moins de l’ordre du temps de retournement 1/f). Les parois sont trop distantes pour
être responsables de la formation de tels objets. Comme nous le verrons, ces bouffées sont vraisem-
blablement la signature de l’enroulement de la couche de cisaillement, premier stade de formation
des filaments.

Enfin, près des disques, une grande quantité de bulles est émise et envoyée dans l’écoulement
par l’effet de l’éjection centrifuge. Il apparâıt, coincés entre les pales et entrâınés à la vitesse
du disque, des tourbillons très localisés et manifestement très stables (voir la figure 4.15). Nous
pensons que ces tourbillons n’ont rien à voir avec ceux apparaissant au centre de l’écoulement, et
ne sont responsables que d’émissions de bulles sans organisation apparente.

Dépendance en la pression moyenne

Grâce aux plus basses pressions hydrostatiques pouvant être atteintes dans l’eau salée (jusqu’à
80 mbar, soit un écart au seuil d’environ 50 mbar), nous pouvons observer des structures de
dépressions moins importantes que dans l’eau pure.

Nous observons tout d’abord que les filaments verticaux apparaissent beaucoup plus longs que
dans le cas de l’eau pure, les plus grands atteignant 15–20 cm (la distance entre les disques est
de 33 cm). De plus, leur temps de vie semble également beaucoup plus long : de 30 ms dans l’eau
pure, il peut atteindre 100 ms dans l’eau salée. Ceci signifie que la dépression maximale n’est
pas constante dans le temps, mais augmente, probablement au cours de leur intensification par
étirement tourbillonnaire. Par contre, leur rayon ne semble pas dépendre de la pression moyenne,
ce qui signifie que l’extension de la dépression est très localisée radialement, alors qu’elle est plus
“floue” axialement. Le temps de vie ainsi que le temps d’attente moyen entre deux filaments sont
tous deux de l’ordre du temps de retournement, soit 100 ms.

Hiérarchie des filaments Alors que les filaments les plus intenses étaient principalement ori-
entés verticalement, les visualisations à très basse pression hydrostatique laissent apparâıtre une
population de filaments moins intenses, dont l’orientation semble beaucoup plus aléatoire. Cette
observation confirme l’idée intuitive d’une isotropie croissante à plus petite échelle.

Mécanisme de formation des filaments

Les observations précédentes permettent de construire un scénario de formation des filaments. Ce
mécanisme se comprend en supposant que l’écoulement moyen à haut nombre de Reynolds est
comparable à l’écoulement stationnaire à bas nombre de Reynolds. Bien que näıve, cette image
permet de donner une bonne idée du mécanisme de formation des filaments. Cependant, il est clair
que les fluctuations autour de l’écoulement moyen jouent un rôle crucial dans la formation des
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Figure 4.16: Bouffées, émises de la gauche vers la droite, et formation d’un filament horizontal par
enroulement de la couche de cisaillement. Eclairage continu (temps d’exposition 2.5 ms), 21.4 ×
6.8 cm, au milieu à gauche de l’écoulement, 10 ms entre deux images. Rλ = 1700, p0 = 120 mbar,
Σ ' 0.5 Σi.

structures les plus intenses. Nous allons en décrire deux étapes, l’initiation (instabilité du cisaille-
ment médian) et l’intensification (redressement et étirement tourbillonnaire). Sur la figure 4.14
sont illustrés l’écoulement moyen et ces deux étapes d’initiation et d’intensification. La dernière
étape, la disparition du filament par instabilité, est plus délicate à décrire du fait de la méthode
de visualisation par cavitation : En effet, si un filament subit une déstabilisation, sa dépression
n’est plus aussi importante, et plus aucune bulle ne nucléera lorsque la pression sera de nouveau
supérieure au seuil. Dans la section suivante nous décrirons quelques cas d’instabilités de filaments,
observés dans l’eau salée par migration de bulles.

Initiation Entre des disques contrarotatifs équipés de pales, le cisaillement est confiné dans une
couche centrale [36], dont l’épaisseur typique est d’environ d=0.15h (environ 5 cm). Le nombre de
Reynolds, basé sur le saut de vitesse ∆Uθ(r = R, z = ±d/2) à travers cette couche, vaut

Re = ∆Uθd/ν ∼ 105.

Les ordres de grandeur de vitesse que nous utilisons ici sont basés sur des mesures effectuées
par vélocimétrie laser Doppler, à f = 9 Hz, résumées dans le tableau 4.2. A de tels nombres de
Reynolds, la couche de cisaillement s’enroule par une instabilité de type Kelvin-Helmoltz. Nous
obtenons des tourbillons orientés radialement, d’une vorticité initiale de l’ordre du cisaillement
∼ ∆Uθ/∆z, que l’on peut estimer à :

ωs ∼ 40 rad.s−1

(de l’ordre de la vorticité injectée par les disques Ωd ∼ 4πf). Si les filaments étaient directement
produits par intensification de la vorticité près des disques, nous ne pourrions pas les observer
au centre de l’écoulement, puisque la vitesse axiale est essentiellement dirigée du centre vers les
disques.

Nous avons noté la présence d’événements de cavitation, à la périphérie de la couche de cisaille-
ment, qui émettent des bouffées de bulles advectées par l’écoulement radial convergeant vers le
centre. Lorsque la pression hydrostatique est suffisamment basse, on peut distinguer l’enroulement

z/ 1
2h r = 0 r = R/2 r = R

0.48 (-0.1, 0.1, 2.1) (-0.1, 1.2, 1.4) (-0.3, 2.4, 0.6)
0.24 (-0.1, 0.1, 1.5) (-0.7, 0.7, 1.3) (-0.7, 1.7, 0.3)
0 ( 0.2, 0.2, 0.0) (-1.0, 0.1, 0.2) (-1.2, 0.2, 0.0)

Table 4.2: Vitesses moyennes (Ur, Uθ, Uz) en m/s, mesurées par vélocimétrie laser Doppler à
f=9 Hz (2πRf = 5.6 m/s). Remerciement à G. Voth.
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de ces bouffées, et la formation d’un long filament horizontal (voir la Figure 4.16). Ces objets ont
un temps de vie relativement long, typiquement de l’ordre du temps de retournement 1/f ∼
100–150 ms. En utilisant un éclairage sur une tranche de 4 cm de profondeur, illuminant 6 % du
périmètre de la couche de cisaillement centrale, nous pouvons voir environ 1 événement toutes
les 3 s. Ceci conduit à un temps d’attente moyen de 200 ms entre deux filaments produits sur la
totalité de la couche de cisaillement, soit presque 1 filament par temps de retournement, compa-
rable au temps de vie des filaments. Il apparâıt donc que ce processus d’enroulement s’effectue en
permanence quelque part sur la couche de cisaillement, une fois par tour de disque environ.

Le détail du mécanisme de formation que nous décrivons ici est probablement propre à la
géométrie de notre forçage ; cet enroulement n’est certainement pas aussi intense dans la géométrie
employée dans les expériences de Douady et al. (1991) [61], du fait de la présence des parois sur
lesquelles la vitesse s’annule. Nous discuterons dans la section 4.4 l’influence de la géométrie de
forçage sur l’existence de ces structures.

Intensification La seconde étape de ce mécanisme est le redressement des filaments, advectés
par l’écoulement moyen. Cet écoulement est d’abord une convergence radiale dans le plan moyen,
puis axiale dans la direction des disques. L’orientation, vers le disque supérieur ou inférieur, suivie
par le filament dépend des oscillations de la couche de cisaillement. En effet, nous savons que cette
couche est extrêmement instable : une légère fluctuation de la vitesse de l’un des disques décale
de façon importante la couche de cisaillement vers le disque le plus lent, expliquant pourquoi en
alternance un des tores de recirculation prédomine sur l’autre, sur des temps qui peuvent être
supérieurs au temps de retournement (voir la figure 4.18). Un tel balancement de la couche de
cisaillement apparâıt clairement à très basse pression hydrostatique, en éclairant l’écoulement
par une tranche verticale et en suivant le mouvement des bulles. Nous notons au passage que la
vorticité du filament est toujours orientée dans la même direction que la rotation du disque vers
lequel il est advecté.

Si, temporairement, le tore de recirculation supérieur prédomine sur l’inférieur, la couche de
cisaillement se trouvera plus basse, et l’importante vitesse axiale ascendante advectera le filament
vers le disque supérieur (voir les figures 4.17 et 4.18). Cette advection s’accompagne d’un étirement
par le gradient axial de vitesse, dû à la convergence radiale des lignes de courant. L’oscillation de
la couche de cisaillement, manifestation de l’intermittence grande échelle, explique ainsi comment
un filament peut se trouver temporairement vertical et couper le plan médian.

L’intensification de la vorticité est causée par le gradient de vitesse le long de l’écoulement
convergent radial-axial. Ici encore, les mesures des vitesses moyennes, reportées dans le tableau 4.2,
permettent d’estimer cet effet. Le gradient axial peut être évalué par :

γz =
∂Uz

∂z
' Uz(r = 0, z = 0.48 1

2h) − Uz(r = 0, z = 0)

0.48 1
2h

' 30 s−1.

Si une structure de vorticité initiale ω0 ' 40 rad.s−1, comme estimé précédemment, subit un tel
étirement pendant un temps de retournement ∼ 1/f , sa vorticité finale sera :

ωz ' ωz0 eγz/f ' 1000 rad.s−1.

De plus, comme nous l’avons dit, lorsqu’un tore de recirculation prédomine temporairement sur
l’autre, le gradient axial de vitesse peut atteindre des valeurs bien plus importantes. La vorticité
obtenue devient quoi qu’il en soit nettement supérieure à la vorticité injectée par les disques (au
moins d’un ordre de grandeur) : les filaments se découplent du fond, et peuvent être vus comme
des tourbillons intenses dans un environnement calme.

Cette étape est celle durant laquelle nous observons les longs filaments verticaux stables. Dans
l’eau pure, nous mesurons un temps de vie moyen de 30 ms. Dans l’eau salée, où nous pouvons
observer des filaments moins intenses, le temps de vie moyen et le temps d’attente sont tous
deux d’environ 90 ms. Dans la section précédente, nous avons observé environ 1 enroulement
de la couche de cisaillement par temps de retournement. Ces deux observations permettent de
conclure que l’essentiel des filaments verticaux observés au centre, si ce n’est tous, sont produits
par l’instabilité de la couche de cisaillement.
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Figure 4.17: Redressement d’un filament, produit dans la couche de cisaillement horizontale et
étiré-advecté verticalement, vers le disque supérieur. Pendant la durée de cet enregistrement, le
tore de recirculation supérieur est temporairement plus intense (voir schéma 4.18). Sur la première
image, les lignes pointillées sont à la verticale du centre et des bords des disques. Eclairage continu
(temps d’exposition 2.5 ms, 10 ms entre deux images), image centrée de 23.4 × 7.5 cm. Rλ = 1700,
p0 = 105 mbar, dans l’eau salée.

(a) (b)

Figure 4.18: Scénario de redressement d’un filament. L’instabilité de la couche de cisaillement
(trait pointillé) peut conduire à un décalage (a) ou un balancement (b), sur des temps typiques
d’un à 3 temps de rotation des disques.
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4.3.3 Caractérisation des filaments

Mesures de circulation

Nous allons maintenant tenter de caractériser un peu plus quantitativement les filaments sta-
bles observés au centre de l’écoulement. Les caractéristiques intéressantes d’un tourbillon sont sa
circulation et sa vorticité. Celles-ci peuvent être obtenues à partir des visualisations, par deux
méthodes :

1. La première consiste à mesurer les vitesses angulaires en périphérie du filament. Pour cela,
on éclaire en continu l’écoulement à très basse pression hydrostatique (cavitation dure), et
l’on mesure la longueur des trajectoires.

2. La seconde consiste à estimer la dépression au cœur du filament connaissant l’écart entre la
pression hydrostatique moyenne et la pression seuil de cavitation.

Pour remonter des vitesses angulaires mesurées à la vorticité, nous devons recourir à un modèle
de tourbillon. Le plus simple est le modèle de Rankine, qui suppose la rotation solide d’un cœur
de rayon rc. Sa vorticité est constante dans le cœur (r < rc), et nulle en dehors. Le lien entre la
vorticité ωc et la vitesse angulaire ω(r) est donné par

{

ω(r) = 1
2ωc pour r < rc

ω(r) = 1
2ωc

(

rc

r

)2
pour r > rc.

(4.9)

Cette expression constitue une approximation correcte pour des tourbillons réels, à condition que
r ne soit pas trop proche de rc.

Connaissant le rayon de cœur, nous pouvons en déduire la circulation du tourbillon Γ =
πr2

cωc. Le suivi de trajectoires de bulles d’air9 au voisinage d’un filament permet d’estimer une
vitesse angulaire à une distance quelconque, et d’en déduire la circulation Γ = 2πr2

cω(r). Lorsque
l’étirement axial subit par le tourbillon est important, les trajectoires des bulles sont hélicöıdales,
mais ceci n’affecte pas l’estimation des vitesses angulaires.

Sur les images de la figure 4.19, avec f = 9.5 Hz et p0 = 95 mbar, nous voyons deux filaments
proches (il est difficile de dire s’ils se connectent en un seul gros tourbillon). Le rayon de ce système
à deux tourbillons peut être estimé à partir de ces images à 2 rs = 9 mm, et la durée d’un demi-tour
à 12.5 ms (5 images de 2.5 ms), c’est-à-dire :

uθ(rs) = 1.1 m/s (∼ 0.2 Ud)

ω(rs) = 250 rad/s (f = 40 Hz)

où ω(rs) est la vitesse angulaire du système. Sachant qu’un système constitué de deux tourbillons
parallèles, de même circulation Γ, tourne sur lui-même sous l’effet de l’induction de chacun des
tourbillons à une vitesse angulaire Γ/4πr2

s [20], nous pouvons en déduire la circulation et la vorticité
de chaque tourbillon. Sur la quatrième image nous pouvons estimer le rayon d’un tourbillon à rc '
1.3 mm, et nous obtenons :

Γ = uθ4πrs = 0.062 m2/s = 62 · 103ν

ωc =
Γ

πrc
= 12000 rad/s, soit f = 1.9 kHz (4.10)

où ωc est ici la vorticité au cœur de chaque brin, et Γ/ν est le nombre de Reynolds à la périphérie
du tourbillon.

Si nous faisons maintenant l’hypothèse que la pression dans le tourbillon est égale à la pression
de vapeur saturante [126], et que la pression à l’extérieur du tourbillon est la pression moyenne dans

9Nous supposons ici que la bulle agit comme un traceur, c’est-à-dire que sa vitesse est celle de l’écoulement
environnant. Ran et Katz (1991) [149] montrent que la vitesse des bulles est environ 90 % de celle de l’écoulement,
ce qui justifie cette hypothèse.
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Figure 4.19: Séquence montrant la rotation de deux brins d’un filament double, ou de deux fila-
ments proches. Eclairage continu (temps d’exposition 2.5 ms), 8.38 × 2.68 cm au centre, 2.5 ms
entre deux images. Rλ = 1850, p0 = 125 mbar, Σ ' 0.4 Σi.
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Figure 4.20: Deux filaments, celui de gauche s’enroulant autour de celui de droite. Eclairage stro-
boscopique (temps d’exposition 20 µs), 5.94 × 1.90 cm au centre, 2.5 ms entre deux images. Rλ =
1700, p0 = 135 mbar, dans l’eau salée.

le reste de l’écoulement, nous pouvons alors estimer la circulation du tourbillon. Dans le cas d’un
tourbillon de Burgers, correspondant à une distribution gaussienne de vorticité, la dépression au
cœur est liée à la vitesse périphérique maximale [36] ∆p = −0.17ρu2

θ. Pour ∆p = pv−p0 = 65 mbar,
nous obtenons:

Γ = 2πrc

(

p0 − pv

0.17ρ

)1/2

= 0.060 m2/s

ωc =
Γ

πrc
= 11000 rad/s, soit f = 1.8 kHz (4.11)

Comme nous le voyons, ces deux estimations de la circulation sont en excellent accord. Notons
que, pendant sa durée de vie d’environ 100 ms (temps de retournement), ce filament a le temps
de tourner environ 200 fois, ce qui nous permet évidemment de le considérer comme une structure
cohérente (par opposition à un “eddy” incohérent, supposé tourner typiquement 1 fois avant d’être
déstabilisé ou de diffuser).

Rappelons que les hypothèses utilisées ici sont (i) que le rayon du tourbillon est effectivement
le rayon délimité par la cavitation, et (ii) que la pression partielle d’air dans les bulles peut être
négligé10.

Comme nous l’avons vu, deux tourbillons parallèles, dont la vorticité est dans le même sens,
se propulsent l’un l’autre selon une trajectoire circulaire, à une vitesse angulaire dépendant de
la distance entre les axes et de la circulation de chaque tourbillon. Par conséquent, si les deux
filaments ne sont pas exactement parallèles, la distance entre leurs axes ne sera pas constante et
la vitesse angulaire du système variera le long de l’axe. La figure 4.20 illustre un tel cas de figure.
Cette situation intervient typiquement pour deux filaments subissant un étirement selon leur axe ;
le gradient axial de vitesse advecte et augmente la vorticité, accessoirement rapproche les axes (du
fait de la compression dans le plan normal à l’étirement), et produit au final une double hélice,
s’enroulant dans le même sens que la rotation des tourbillons eux-mêmes11.

10En toute rigueur, il faudrait également tenir compte de la modification de vitesse angulaire due à la différence
de densité entre l’eau et l’air : la conservation du moment cinétique ∼ ρr2ω2 lors de la cavitation impose une
augmentation de la vitesse angulaire ; cependant, on peut montrer que cet effet est négligeable en pratique dans le
cas de la cavitation légère [13].

11Deux artefacts peuvent également conduire à l’impression visuelle d’une double hélice : le premier est dû
aux trajectoires circulaires de petites bulles d’air dans la périphérie de filaments intenses (voir par exemple la
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Figure 4.21: Long filament vertical se déstabilisant. Eclairage continu , 16 × 5.2 cm au centre,
5 ms entre deux images. Rλ = 1700, p0 = 80 mbar, dans l’eau salée.

Instabilité des filaments

Comme nous l’avons vu en section 4.3.1, la fin des filaments n’a pu être étudiée que dans le cas
de l’eau salée à très basse pression moyenne : la migration des petites bulles d’air stables dans
le cœur des structures dépressionaires permet de garder la trace de la structure même lorsque le
minimum local de pression n’est plus aussi bas.

Lors du processus d’intensification, les filaments sont longs et d’aspect rigide. Puis se déve-
loppent des ondulations le long de l’axe du filament, provenant certainement de fluctuations de
grande échelle dans l’écoulement environnant. Ces ondulations ont parfois l’aspect de distorsions
hélicöıdales, similaires à celles décrites par Hopfinger et al. (1982) [79] : si le filament produit une
boucle (d’un rayon de l’ordre du cm), l’écoulement de rotation induit une torsion de la boucle, et
l’étirement axial concentre la courbure sur une région de plus en plus petite (voir l’exemple de la
figure 4.21). Le filament se casse en s’entortillant sur lui-même, jusqu’à ce que la pression ne soit
plus suffisamment basse pour que les bulles continuent à en marquer la structure. Nous n’avons
pas observé de signature claire de sous-structure provenant de l’éclatement tourbillonnaire.

figure 4.13), en particulier en cavitation dure. Le second est plus subtil : s’il existe une ondulation le long de
l’axe du tourbillon dont la période de rotation est de l’ordre du temps d’exposition (l’écoulement induit par une
ligne de vorticité incurvée entrâıne une rotation [20]), un effet de persistance sur l’enveloppe de l’oscillation donnera
l’illusion de deux tourbillons vrillés. Dans tous les cas, il convient d’utiliser l’éclairage stroboscopique, à court temps
d’exposition, pour étudier ces interactions entre tourbillons.



160 CHAPTER 4. UNE ÉTUDE DES STRUCTURES DE BASSE PRESSION

4.3.4 Analyse statistique des fluctuations de pression

Après avoir caractérisé de manière qualitative les événements attachés aux régions de plus basse
pression, nous avons mis à profit la cavitation pour étudier des propriétés statistiques des fluc-
tuations de pression. Il nous a été possible de sonder la distribution de pression en volume, ou
tout du moins son aile négative. Le principe de cette mesure est le suivant : en admettant que la
cavitation opère comme un seuillage local du champ de pression, c’est-à-dire :

{

p(x, t) ≤ pc ⇒ bulle
p(x, t) ≥ pc ⇒ pas de bulle,

(4.12)

où pc est le seuil de cavitation, légèrement inférieur à la pression de vapeur saturante, il devient
possible de lier la fraction de temps où l’on observe des bulles dans un volume donné à la probabilité
cumulée. En effet, dans la limite où le volume imagé peut être considéré comme ponctuel, cette
fraction de temps, ou probabilité d’observer de la cavitation, peut s’écrire :

℘(p ≤ pc; p0) =

∫ pc

−∞

f(p; p0) dp, (4.13)

où f(p; p0) est la densité de probabilité (pdf) de la pression, à pression moyenne donnée.
Bien entendu, cette densité de probabilité peut varier en différentes parties de l’écoulement.

Cependant, les mesures d’intensité diffusée que nous avons réalisées ont été effectuées dans un
volume de 3 cm3, volume sur lequel l’écoulement peut être considéré comme homogène. Dans
ce cas, nous pouvons considérer que la pdf intégrée sur ce petit volume est tout simplement
proportionnelle à la pdf en un point12. Nous pouvons donc, en faisant varier la pression moyenne,
et donc l’écart au seuil de cavitation, mesurer cette probabilité cumulée, et en déduire l’aile négative
de la pdf de pression. Cette méthode constitue ainsi une mesure, non intrusive et en volume, de
la distribution de pression pour les événements les plus dépressionnaires.

Des mesures synchronisées à la caméra rapide permettent de s’assurer que le signal lumineux
détecté correspond bien aux visualisations de filaments.

Nous reportons le lecteur à l’article Using Cavitation to measure statistics of low-pressure
events in large-Reynolds-number turbulence [94], pour la description de ces mesures et l’analyse
des résultats. Nous nous contenterons ici d’en rappeler les principales conclusions.

Nous avons reproduit, figure 4.22, la fraction de cavitation ℘(p ≤ pc). Il est clair qu’un ajuste-
ment exponentiel reproduit très bien les points expérimentaux. De cette observation, on peut en
déduire que la pdf, définie comme (moins) la dérivée, à un préfacteur près, de cette fraction de
temps, peut s’écrire sous la forme :

f(p; p0) ∼ e−(p−p0)/α,

où α est le décrément logarithmique, identique à celui mesuré sur la fraction de temps elle-même
(figure 4.22)

Lien entre distribution exponentielle et filaments

Nous allons maintenant tenter de préciser le lien entre les structures filamentaires que nous vi-
sualisons et les distributions statistiques. A cette fin, il est intéressant d’étudier la densité de
probabilité associée à chaque événement.

Nous avons réalisé une série d’observations au plus bas nombre de Reynolds accessible (f = 6.5 Hz,
Rλ = 1530, 1

2ρU2
d = 83 mbar), en faisant varier la pression moyenne, et donc l’écart au seuil de

cavitation (mesuré, en valeur relative, par le paramètre Σ = ∆p/( 1
2ρU2

d ), avec ∆p = p0 − pv). Ces
observations sont regroupées dans le tableau 4.3.

Les premiers événements (quelques bulles isolées) apparaissent à un écart au seuil adimen-
sionnée de 1.27, qui est l’indice de déclenchement de cavitation Σi ( 4.3) à un tel nombre de

12Ce facteur de proportionnalité peut être vu comme le nombre de petits cubes corrélés qui emplissent le volume
imagé, si l’on suppose que la turbulence est une somme de cubes de taille η3 non corrélés entre eux. . .
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Figure 4.22: Fraction de cavitation en fonction de la pression moyenne, pour trois fréquences
de rotation différentes (correspondant à Rλ = 1660 (◦), 1770 (�), 1880(4)). Les traits pleins
représentent un ajustement par une loi exponentielle. Cette fraction de cavitation est proportion-
nelle à la probabilité cumulée de pression ℘(p ≤ pc) (4.13). Reproduction de la figure 11 de la
réf. [94].

Reynolds (figure 4.6). Dès p0 = 132 mbar, l’observation de bulles alignées verticalement indiquent
que les dépressions les plus intenses sont bien causées par les filaments verticaux. Cette observation
persiste pour des pressions hydrostatiques moindres, marquant les régions de moindre dépression.

4.4 Discussion et Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que la cavitation s’avère être un outil robuste pour sonder
localement le champ de pression en volume, offrant la possibilité d’une visualisation à seuil du
champ de pression. De plus, lorsque le taux de cavitation reste raisonnable, cette méthode permet
l’étude statistique des fluctuations de pression, très délicate en volume.

Dans un premier temps, résumons nos observations tirées des visualisations. Les structures de
basse pression, observées par cavitation, peuvent être caractérisées comme grande échelle, pour
les raisons suivantes :

1. Leur longueur, de l’ordre du diamètre des disques pour les plus intenses, et leur orientation,
essentiellement verticale, indiquent clairement que ces objets voient les grandes échelles ;
leur rayon, de l’ordre de 2 mm, se trouve être de l’ordre de l’échelle de Taylor, mais il ne
nous a pas été possible d’en vérifier la dépendance avec le nombre de Reynolds.

No. p0 Σ = Observations
film (mbar) ∆p/( 1

2ρU2
d )

50 138 1.27 quelques bulles isolées seulement
51 132 1.20 3 à 4 bulles alignées, approx. verticalement
52 128 1.15 filament clairement visible, toutes les 10 s environ
53 119 1.05 idem.

Table 4.3: Observation des événements à Rλ = 1530 à différentes pressions hydrostatiques, dans
une image centrée de 21.4 × 6.8 cm. Eclairage stroboscopique. ∆p = p0 − pv, avec p0=119 à
138 mbar, et pv = 30 mbar.
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2. Leur temps de vie, et le temps d’attente entre deux objets, est de l’ordre du temps de
retournement 1/f . Cette observation nous a permis d’en déduire un mécanisme de formation
et d’intensification, contrôlé par l’instabilité de couche de cisaillement médiane et par l’éti-
rement axial dû au pompage centrifuge.

3. Leur vitesse périphérique maximale, enfin, est de l’ordre de la vitesse des disques Ud, et leur
dépression correspondante est ∼ ρU 2

d .

De ce point de vue, les structures les plus intenses que nous observons sont le fruit de la
géométrie particulière du forçage — dans notre cas, le cisaillement médian et l’étirement axial.
Des conclusions similaires sont obtenues à partir de mesures de pression en paroi dans cette
géométrie (Roux et al. (1998) [152], Fauve et al. (1998) [67]).

Cependant, nous avons observé que les structures filamentaires de cet écoulement ne se limitent
pas à ces filaments verticaux. Les visualisations de migration de bulles d’air, dans l’eau salée à très
basse pression hydrostatique, ont montré l’existence de structures filamentaires moins intenses, et
orientées de façon plus isotrope. Ceci suggère que les filaments plus faibles voient moins les grandes
échelles de l’écoulement.

Un telle conclusion est en accord avec les observations de Villermaux et al. (1995) [180], dans
une expérience de turbulence générée par deux grilles en oscillation dans l’eau (Rλ <∼ 300) : près
des parois, les filaments sont créés par une instabilité de couche limite (mettant en jeu une vitesse
de l’ordre de U), alors qu’en volume des filaments moins intenses apparaissent, beaucoup plus
rarement. Cette géométrie des grilles oscillantes présente elle aussi des instabilités primaires et
donc des structures cohérentes, mais celles-ci sont confinées à la surface, alors que le volume est
bien plus homogène, moins affecté par la présence de tels objets.

D’autre part, les mesures de diffusion de lumière nous ont permis d’estimer la distribution de
pression pour les événements négatifs, dans la région centrale de l’écoulement où nous observons
essentiellement les filaments verticaux. Ces distributions se trouvent être exponentielles avec un
décrément variant légèrement plus rapidement que l’hypothèse de similarité le prédit (même si
notre faible gamme de nombres de Reynolds ne permet pas d’être catégorique sur ce point). Enfin,
nous avons mis en évidence le lien entre distribution exponentielle des dépressions et filaments
intenses.

L’ensemble de ces observations permet de conclure que les ailes de ces distributions expo-
nentielles sont contrôlées par les filaments les plus intenses, objets anisotropes produits par les
instabilités primaires d’un forçage particulier. Les filaments à dépression plus faible, moins sujets
à l’anisotropie du forçage, contribuent à une région intermédiaire de cette distribution de pression.

Cette observation soulève bien entendu la question de l’universalité des fluctuations de pression
en turbulence. En particulier, existe-t-il un lien entre les distributions exponentielles que nous
obtenons, dues aux structures à grande échelle, et celles obtenues en simulation numérique homo-
gène et isotrope ?

Numériquement, Pumir (1994a) [140] note que les structures contribuant aux événements les
plus dépressionnaires sont les vermisseaux, objets petite échelle du point de vue de leur rayon
(variant comme l’échelle de Kolmogorov) — voir Jimenez et al. (1993) [82], Belin et al. (1996b) [22],
Willaime et al. (1998) [187]. D’autre part Holzer et Siggia (1993) [77], constatent qu’un champ de
vitesse gaussien (avec un spectre de Kolmogorov) produit également des distributions de pression
exponentielles, qui ne sont donc pas une propriété de la turbulence13.

Expérimentalement, ces distributions exponentielles ont également été observées, dans un dis-
positif similaire (deux disques en contrarotation dans l’eau), avec des sondes de pression montées
en paroi au niveau de la couche de cisaillement14, dans les expériences de Cadot et al. (1995) [35],
Fauve et al. (1993) [66], Abry et al. (1994) [1], Labbe et al. (1996) [93]) ; ces expériences soulignent

13Pumir (1994a) [140] souligne toutefois quelques légères différences entre les distributions de pression obtenues
d’un champ de vitesse gaussien ou turbulent.

14Lamballais et al. (1997) [91] reportent, à partir de simulations numériques, des distributions symétriques de
pression en paroi. L’assymétrie observée en paroi à la couche de cisaillement, dans les expériences entre disques
contrarotatifs, est donc bien le reflet de la présence des filaments, et non une particularité du champ de pression au
voisinage d’une paroi.
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qu’une telle asymétrie est marquée essentiellement dans la couche de cisaillement. En dehors de
cette région, il est beaucoup moins probable de rencontrer ces structures spécifiques à l’instabilité
de cisaillement moyen. Delour (1998) [59] montre qu’au voisinage des disques, de tels tourbillons
peuvent également contribuer à des événements de surpression.

Quelle synthèse tirer de ces observations ? Tout d’abord, les filaments de l’écoulement en
contrarotation ne semblent pas être une propriété de la turbulence (dans le sens turbulence pleine-
ment développée homogène et isotrope), mais plutôt de la spécificité de ce forçage15. De ce point
de vue, les filaments apparaissent comme la persistance d’instabilités primaires plutôt que pure-
ment turbulents : à nombre de Reynolds modéré, la transition vers la turbulence s’effectue par
instabilités successives des grandes échelles — enroulement de couche de cisaillement, décollement
de couche limite etc. Du point de vue de la description statistique de la turbulence, ce sont ces in-
stabilités primaires qui fournissent l’énergie, à un taux supposé constant, aux échelles inférieures.
Comme nous l’avons montré au chapitre 2, un véritable régime inertiel (i.e. à transfert moyen
d’énergie constant) n’est censé prendre place qu’à des échelles en-deçà de la gamme d’échelle in-
jectant l’énergie (dont nous avons noté la borne inférieure par Lf ). Dans la partie centrale de
l’écoulement en contrarotation, si l’effet du forçage se fait sentir jusqu’à des échelles de l’ordre
du diamètre des filaments les plus intenses, cela signifierait qu’on ne peut attendre de propriétés
statistiques universelles qu’à des échelles inférieures (ici 2 mm environ).

Cependant, l’observation de tourbillons intenses, à distribution plus isotrope, soulignent l’as-
pect générique des structures filamentaires en turbulence. Même si les filaments à grande échelle
ne sont pas une propriété de la turbulence elle-même, leur étude dans le contexte de la turbulence
reste pertinente pour deux raisons :

• La première est qu’elle permet d’étudier la dynamique de tourbillons dans un environnement
turbulent (influence mutuelle, instabilités). Ces observations restent valables appliquées à des
tourbillons de taille inférieure (tant que leur circulation reste importante devant la viscosité),
comme observés dans les simulations numérique de turbulence homogène et isotrope.

• La seconde est que les descriptions statistiques de la turbulence se focalisent généralement
sur l’intermittence interne (inertielle et dissipative), c’est-à-dire sur la répartition de la dis-
sipation de plus en plus accidentée aux échelles de plus en plus petites, étant donné un
apport d’énergie constant (stationnaire et homogène) aux grandes échelles. Cette énergie
étant injectée par le biais d’instabilités grandes échelles, l’étude des filaments dans cette
géométrie peut être vue comme un cas d’école, où l’énergie est dès le départ injectée de
façon particulièrement intermittente aux échelles inférieures.

Nous conclurons sur ce second point : quelle est l’influence de l’intermittence grande échelle
sur l’intermittence interne ? Bien entendu, toute l’intermittence ne réside pas là, puisque les
simulations nous apprennent que l’intermittence interne existe même à injection d’énergie stricte-
ment constante.

15Brachet (c.p.) souligne que la géométrie des disques en contrarotation est celle qui assure un maximum
d’hélicité injectée à grande échelle. Cette particularité se retrouve dans l’alignement systématique vorticité moyenne
– étirement moyen, conduisant à la formation de tels objets.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons exploré plusieurs aspects de la turbulence développée. Les expé-
riences réalisées dans l’hélium à basse température, exposées aux chapitres 2 et 3, nous ont permis
d’étudier les propriétés statistiques des fluctuations de vitesse et de température sur d’importantes
gammes de nombres de Reynolds. Nous avons ensuite abordé, au chapitre 4, l’étude du champ de
pression en turbulence, à la fois du point de vue structurel et statistique, à partir d’une expérience
originale de cavitation dans l’eau. Nous allons conclure ce mémoire en en rappelant les résultats
essentiels, et en présentant quelques perspectives.

Etude expérimentale des transferts d’énergie

Nous nous sommes dans un premier temps attachés à une description précise des transferts
d’énergie échelle par échelle en fonction du nombre de Reynolds, sur la gamme Rλ = 100–1600,
dans les régions à faible taux de fluctuation de l’écoulement en contrarotation. L’existence d’un
régime asymptotique universel, caractérisé par un transfert constant d’énergie à travers les échelles,
est central à la construction d’une théorie statistique de la turbulence développée. Cette étude est
rendue possible grâce à la grande variabilité de Rλ à géométrie fixée, ainsi qu’aux excellentes
conditions de contrôle et de stabilité, offertes par l’utilisation de l’hélium à basse température.

A nombre de Reynolds fini, afin de modéliser l’effet de coupure des grandes échelles sur les
transferts d’énergie, nous avons introduit un terme de forçage dans l’équation de Kolmogorov.
Nous avons montré que cette équation était remarquablement vérifiée dans cet écoulement, sur
toute la gamme de nombre de Reynolds étudiée. Nous avons clairement mis en évidence une
tendance vers un régime asymptotique (loi des 4/5), et montré qu’un tel régime ne prenait place
qu’à des nombres de Reynolds très élevés, de l’ordre de Rλ ∼ 1000–2000. Caractérisée en terme
d’écart de la fonction de Kolmogorov à sa valeur asymptotique 4/5, nous avons montré que cette
tendance était algébrique — alternative à la prédiction d’une évolution logarithmique du modèle
variationnel [41].

L’existence d’un tel régime à transfert constant est souvent remis en question, dans le cadre
d’expériences à nombre de Reynolds modéré et dans des conditions de forçage non confiné aux
seules grandes échelles (comme dans le cas d’une couche limite). Afin d’éclaircir ce point, nous
avons également réalisé quelques mesures dans un écoulement au voisinage d’une paroi rugueuse,
ainsi que dans un écoulement en forte rotation. Nous avons montré que, dans le premier cas, la
tendance vers le régime asymptotique était “ralentie”, mais que celui-ci était bien retrouvé aux
très hauts nombres de Reynolds. Nous avons caractérisé cette tendance en terme d’évolution de
l’exposant de fonction de structure apparent ζ3, tendant effectivement vers 1 aux grands Reynolds.
Nous avons proposé une modélisation de la fonction de Kolmogorov capable de reproduire cet effet.
Dans le cas de la turbulence en forte rotation, en revanche, il n’est pas clair que même aux très
hauts Reynolds ce régime de Kolmogorov soit atteint.

Ces deux dernières expériences montrent que, malgré l’évidence d’une tendance vers un régime
asymptotique décrit par la loi des 4/5, l’effet du forçage (en particulier s’il est multi-échelle) peut
rester important même aux nombres de Reynolds très élevés. De tels régimes peuvent être car-
actérisés par des exposants ζ3 différents de 1, ou éventuellement par l’absence de lois d’échelles
sur 〈∆u(r)3〉. Un fait remarquable est, dans ce cas, la surprenante robustesse des ordres plus
élevés lorsque les fonctions de structures sont représentées les unes par rapport aux autres et
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non en fonction de l’échelle [15, 26]. C’est peut-être là l’aspect le plus intriguant et le plus ex-
citant de l’intermittence : malgré une certaine variabilité des régimes de transfert d’énergie à
nombre de Reynolds modéré, les statistiques des fluctuations conservent toutefois un certain degré
d’universalité. . .

Intermittence du champ scalaire passif

Nous avons présenté au chapitre 3 les premiers résultats de nouvelles expériences de mélange d’un
champ scalaire passif réalisées dans l’hélium à basse température. Ces mesures ont été réalisées pour
la première fois dans l’hélium — les mesures de température réalisées dans l’hélium jusqu’à présent
ne concernent que des expériences de convection turbulente [63], pour lesquelles les contraintes
de résolution (spatiale et temporelle) sont bien moindres. Les contraintes de rapport signal/bruit
nous ont conduit à retenir dans un premier temps la géométrie de l’écoulement en corotation,
advectant les fluctuations de température en aval d’une grille chauffée. Ces contraintes limitent
pour l’instant la gamme de nombres de Reynolds accessible à Rλ = 100–300, mais de prochaines
améliorations nous permettront d’étendre cette gamme de façon significative — les très hauts
nombres de Reynolds accessibles dans notre expérience (jusqu’à Rλ = 1600 avec un taux de
fluctuation modéré) rendent ces nouvelles mesures extrêmement encourageantes.

Nous avons dans un premier temps conduit une analyse statistique “classique” des fluctuations
de température dans les domaines inertiels et dissipatifs. Nous avons mis en évidence une intermit-
tence très forte du scalaire passif, caractérisée par des exposants de fonction de structure ξn très
anormaux. Nos mesures suggèrent l’existence d’une saturation des exposants aux ordres élevées,
à une valeur ξ∞ = 1.45 ± 0.1. Les statistiques des incréments de température sont dans ce cas
dominées par la présence d’événements intenses à petite échelle, les fronts thermiques.

Une analyse statistique de ces fronts, dans une seconde partie, nous a permis de dresser un
certain nombre de conclusions — mais aussi de soulever de nouvelles questions. En particulier,
sur la petite gamme de nombre de Reynolds que nous avons pu couvrir, la largeur moyenne de
ces fronts semble suivre l’échelle de Kolmogorov, 〈∆〉 ' (13 ± 3)η. Par ailleurs, la répartition
de ces fronts suit une loi algébrique p(δr) ∼ δr−µ pour des intervalles δr du domaine inertiel,
avec un exposant µ proche de 1. Une telle loi est la signature d’un amassement auto-similaire des
événements intenses, sans échelle caractéristique autre que la grande échelle.

Le lien entre la répartition de ces structures intenses à petite échelle et les lois d’échelles
anormales du domaine inertiel reste ouvert. La seule présence des fronts typiques ne permet pas
de reproduire la saturation des exposants que nous observons. Celle-ci nécessite probablement la
prise en compte d’une distribution large de fronts en terme d’amplitude et d’épaisseur. L’obtention
de nombres de Reynolds plus élevés est cruciale afin de confirmer cet effet de saturation, et d’en
éclaircir le lien éventuel avec la répartition et les caractéristiques des fronts.

Une étude des structures de basse pression en turbulence

Dans le dernier chapitre, dans le cadre d’une collaboration avec le groupe d’E. Bodenschatz à Cor-
nell University, nous nous sommes penchés sur un autre aspect central des écoulements turbulents :
celui des fluctuations de pression, à la fois d’un point de vue structurel et statistique. L’expérience
a été réalisée dans l’eau cette fois-ci, dans la même géométrie des disques contrarotatifs, mais avec
des parois loin de l’écoulement central. La cavitation de bulles de vapeur dans les régions de basse
pression offre la possibilité d’une visualisation à seuil des structures de basse pression, ainsi que
de la reconstruction de l’aile négative de la distribution de pression au centre de l’écoulement.

L’étude structurelle nous a conduit à la conclusion que les événements de plus basse pression,
dans cet écoulement en contrarotation, étaient essentiellement des filaments alignés avec l’axe des
disques, issus de l’enroulement de la couche de cisaillement centrale très instable, et amplifiés
par l’étirement axial dû au pompage centrifuge. A l’exception de leur diamètre (de l’ordre de
grandeur de l’échelle de Taylor), les quantités attachées à ces objets sont clairement associées
aux grandes échelles de l’écoulement : longueur, vitesse azimutale, temps de vie, temps d’attente,
orientation, dépression. . . Ces filaments de basse pression apparaissent comme une particularité de
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cet écoulement, qui assure un alignement vorticité moyenne – étirement moyen très favorable. Par
ailleurs, dans des conditions de très fort ensemencement de l’écoulement par des bulles d’air, il
apparâıt au centre des structures filamentaires beaucoup moins intenses, orientées de façon plus
aléatoire, qui “voient” moins la structure à grande échelle de l’écoulement. Il n’est apparu aucun
lien de cause à effet entre les grands filaments anisotropes, issus d’instabilités primaires, et ces
plus petits filaments.

Dans un second temps, une étude statistique a été rendue possible grâce à la mesure de la
lumière provenant de la diffusion sur les bulles de vapeur nucléant au centre de l’écoulement. A
partir de la fraction de temps durant laquelle des bulles apparaissent, et en faisant varier la pression
hydrostatique moyenne (et donc l’écart à la pression de vapeur saturante), nous avons pu en déduire
la forme de la densité de probabilité des événements de basse pression en volume par une méthode
non intrusive — une mesure jamais réalisée jusqu’alors. Cette densité de probabilité est clairement
exponentielle, et se trouve être contrôlée essentiellement par les filaments anisotropes à grande
échelle. Bien que ces filaments ne soient pas à proprement parler une propriété de la turbulence
développée, leur signature en terme de distribution de pression se trouve cöıncider qualitativement
avec celle des vermisseaux observés dans les simulations numériques de turbulence homogène et
isotrope16. Les filaments moins intenses et plus isotropes contribuent probablement eux aussi à
une aile exponentielle de la distribution de pression, mais celle-ci est en pratique masquée par la
contribution des plus grosses structures anisotropes. Dès lors, il est clair que la largeur de cette
distribution est essentiellement liée à la géométrie particulière de l’écoulement, et ne peut sans
doute pas prétendre à un caractère universel.

Distributions de temps d’attente

Enfin, dans ce travail de thèse, nous avons relevé à plusieurs reprises l’existence de distributions
algébriques des intervalles d’attente pour les échelles du domaine inertiel : Entre les fronts ther-
miques (chapitre 3) ainsi qu’entre les gradients intenses de vitesse (Annexe B) — dans les deux cas il
s’agit d’intervalles entre surfaces d’iso-gradient sur la coupe 1D du signal (en adoptant la définition
habituelle du “surrogate” de la dissipation ε ou εθ, il s’agit là de surfaces d’iso-dissipation). De telles
distributions algébriques, dont l’exposant est proche de −1, sont la signature d’une répartition
auto-similaire des événements intenses à toutes les échelles du domaine inertiel. Cette propriété
semble également vérifiée pour les intervalles d’attente entre événements iso-vitesse.

Nous avons vérifié en Annexe B que ces distributions algébriques sont également obtenues à
partir de signaux aléatoires de spectre en loi de puissance, en effectuant des seuillages iso-signal.
Nous avons vérifié en particulier que l’exposant de la distribution algébrique était égal à celui
du spectre k−n, pour 1 < n < 3 (incluant la valeur n = 5/3 du spectre de Kolmogorov). Cette
caractéristique n’est donc pas propre aux signaux turbulents. En revanche, contrairement aux
signaux de température et de vitesse réels, un seuillage sur le gradient de ces signaux aléatoires n’a
révélé aucune distribution algébrique, i.e. aucune corrélation. Cette observation met en évidence
la spécificité d’une corrélation sur les gradients de vitesse ou de température réels, corrélation
absente des signaux aléatoires de même spectre.

Une interprétation possible de cette observation provient de la corrélation entre les événements
de valeur élevée et de gradient élevé. Dans le cas de la vitesse par exemple, cet effet peut se
comprendre intuitivement en supposant que les événements de forte vitesse dissipent plus, et con-
tiennent donc statistiquement plus d’événements de fort gradient. Cette interprétation contredit
clairement l’hypothèse de l’indépendance supposée entre grandes et petites échelles à haut nombre
de Reynolds (sweeping decorrelation hypothesis, Praskovsky et al. (1993) [138]), à la base de la
théorie de Kolmogorov. Des observations récentes de Sreenivasan (1999b) [170], portant sur des
statistiques de dissipation locale et de fonctions de structures conditionnées sur la vitesse moyenne
locale, semblent confirmer cette interprétation.

16Voir aussi les distributions obtenues par mesure locale au voisinage d’un tourbillon étiré, reportées en Annexe C.
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Quelques remarques et perspectives

Il est probable que la répartition auto-similaire des événements de forte dissipation soit liée aux
lois d’échelles anormales du domaine inertiel — cette hypothèse est discutée au chapitre 3 dans le
cas des fronts thermiques, dont l’influence sur les statistiques inertielles semble bien plus marquée
que les événements de forts gradients de vitesse. La compréhension de l’intermittence du domaine
inertiel doit dans ce cas introduire explicitement un tel couplage grandes–petites échelles. Ce
couplage va à l’encontre de l’universalité supposée (et en grande partie observée, voir Arneodo et
al. (1996) [15], Sreenivasan et Antonia (1997) [168]) de l’intermittence du domaine inertiel.

Il est clair que pour l’étude d’un tel couplage entre échelles, les outils statistiques classiques
en 2 points / 1 échelle deviennent insuffisants. De nouveaux diagnostiques en 3 points / 2 échelles
doivent donc être envisagés afin d’éclaircir ces phénomènes d’intermittence, qu’il s’agisse de la
vitesse ou du scalaire passif (voir par exemple Mydlarski et al. (1998c) [120]). Seules de telles
mesures en 3 points permettront une étude des transferts d’énergie dans l’espace des échelles sans
aucune hypothèse d’homogénéité–isotropie. Enfin, seules des mesures en 3 points seront capables
d’élucider le lien entre statistiques et structures.

En guise de conclusion, ces quelques remarques constituent une invitation à de nouveaux
efforts expérimentaux dans la direction de nouvelles mesures en plusieurs points, qui semblent
extrêmement riches et probablement porteuses d’un grand nombre de réponses aux questions que
les mesures en un point ont ouvertes.



Appendix A

Corrélations de vorticité

Dans cet appendice, nous présentons le détail du calcul introduit au chapitre 2, permettant de lier
l’amplitude d’auto-induction de corrélation de vorticité α(r) à la fonction de structure longitudinale
d’ordre 3, S3(r) = 〈[(u(x + r) − u(x)]3〉.

Le tenseur αijk(~r)

Dans ce qui suit, les champs avec prime sont pris en ~x+~r, et ceux sans prime en ~x. Nous utilisons
la notation tensorielle, avec sommation sur les indices répétés. Nous commençons par écrire une
équation d’évolution pour le tenseur de corrélation de vorticité, Ωij(~r) = 〈ωiω

′
j〉. Celle-ci s’obtient

obtient en multipliant l’équation d’évolution de ωi par ω′
j et en moyennant :

∂

∂t
Ωij +

∂

∂rk
αijk = 2ν∇2Ωij + 2〈φiω

′
j〉, (A.1)

où le champ φi est le rotationel du champ de force volumique fi dans Navier-Stokes, φi = εijk∂jfk.
Ce champ de force doit être tel que ε = 〈uifi〉 (corrélation force–vitesse en un point), et rend
compte de l’injection d’énergie, à un taux moyen ε. Le premier terme du membre de droite de (A.1)
traduit la diffusion de corrélation de vorticité. Les effets d’advection et d’intéraction vorticité–
déformation sont exprimés par le tenseur αijk ,

αijk(~r) = 〈σ′
jkωi − σikω′

j〉, σik = ukωi − uiωk, (A.2)

où σik est le flux de vorticité (antisymétrique). Le membre de gauche de (A.1) représente le
terme d’advection et d’auto-induction de corrélation de vorticité. Cette auto-induction provient
du couplage entre la vorticité et la déformation, qui peut agir a priori comme un terme source
ou puit de corrélation de vorticité. Ce terme inclut les effets d’étirement tourbillonnaire, et de
retroaction rotation–étirement.

En supposant l’isotropie, ce tenseur αijk(~r) peut être factorisé en une simple amplitude scalaire
α(r), où r = |~r|, et un tenseur isotrope de rang 3. Les seuls tenseurs isotropes de rang 3 sont de
la forme δijrk (+ 2 permutations) et rirjrk. L’icompressibilité appliquée à ce tenseur conduit à la
seule écriture possible (voir l’équation (13) de la Ref. [123]) :

αijk(~r) = α(r)
(

2δij
rk

r
− δik

rj

r
− δjk

ri

r

)

.

Pour exprimer l’amplitude scalaire α(r) en fonction de S3(r), nous n’effectuons le calcul que sur
une contraction de ce tenseur, αiik = δijαijk = 〈uiω

′
iωk〉 − 〈u′

iωiω
′
k〉. La contraction de l’équation

précédente permet d’exprimer simplement ce vecteur à l’amplitude scalaire :

αiik(~r) = 4 α(r)
rk

r
. (A.3)
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Equation de corrélation de vorticité en deux points

L’expression du vecteur αiik s’obtient à partir de l’équation d’évolution de la corrélation 〈ωiω
′
i〉,

obtenue en multipliant (scalairement) l’équation de la vorticité par ω′
i et en moyennant :

∂t〈ωiω
′
i〉 +

∂

∂rk
αiik = 2ν∇2〈ωiω

′
i〉 + 2〈φiω

′
i〉. (A.4)

Pour r = 0 on retrouve l’équation d’évolution de l’enstrophie. La corrélation vorticité–rotationnel-
du-forçage en deux points 〈φiω

′
i〉 peut s’exprimer en fonction de la corrélation force–vitesse F (r) =

〈fpu
′
p〉 :

〈φiω
′
i〉 = εilmεinp〈∂lfm∂′

nu′
p〉 = (δlnδmp − δlpδmn)〈∂lfm∂′

nu′
p〉

= 〈∂nfp∂
′
nu′

p〉 − 〈∂pfn∂′
nu′

p〉 = −∇2〈fpu
′
p〉 = −∇2F. (A.5)

L’énergie étant injectée à grande échelle, nous avons introduit au chapitre 2 un développement
quadratique de cette corrélation force–vitesse (Novikov (1964) [122]),

F (r) = ε

(

1 − r2

2L2
f

)

, (A.6)

où Lf est l’échelle caractéristique du forçage. Soulignons que ce développement n’a de sens que
pour un forçage dont l’effet est confiné aux grandes échelles. On en déduit1 la corrélation vorticité–
rotationnel-du-forçage en deux points, indépendante de r :

〈φiω
′
i〉 = 3εL−2

f .

Expression de α(r) en fonction de S3(r)

Le lien entre la corrélation de vorticité à deux points et le tenseur de corrélation de vorticité
Bij,k(~r) = 〈uiuju

′
k〉 est donné via la relation

∂

∂rk
αiik = 2∇2 ∂

∂rk
Bki,i. (A.7)

En utilisant l’isotropie, on peut lier la contraction Bki,i(~r) à la fonction de structure d’ordre 3 (voir
par exemple Monin et Yaglom [115]) :

Bki,i =
1

6

(

2S3 +
r

2

dS3

dr

)

rk

r
.

En prenant le laplacien de ce tenseur, avec la relation

∇2
(ri

r
f(r)

)

=
ri

r

(

f ′′ + 2
f ′

r
− 2

f

r2

)

,

nous obtenons finallement

αiik =
1

6

rk

r

(

r
d3

dr3
+ 8

d2

dr2
+

8

r

d

dr
− 8

r2

)

S3.

Il ne reste plus qu’à utiliser l’expression du tenseur contracté (A.3) pour obtenir :

α(r) =
1

24

(

r
d3

dr3
+ 8

d2

dr2
+

8

r

d

dr
− 8

r2

)

S3.

1Le laplacien en coordonnées sphériques est ∇2F = 2F ′/r + F ′′.
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Distributions de temps d’attente

Synthèse de signaux aléatoires

Nous avons mis en évidence au chapitres 3 (voir aussi Moisy et al. (2000) [114]), des distributions
de temps d’attente algébrique, c’est-à-dire en p(δr) ∼ δr−µ entre les événements de forts gradients
de température. Camussi et Guj (1999) [33] observent un comportement similaire à partir des
bouffées intenses en champ proche d’un jet. Ce type de distribution est également observé pour
les temps d’attente entre dépressions intenses par Abry et al. (1994) [1] (forçage par disques
contrarotatifs et mesure en paroi), avec un exposant µ ' 1.6. Dans cette appendice, nous allons
nous pencher sur cette propriété surprenante, et tenter de comprendre en quoi elle est propre aux
signaux turbulents.

Notons que nous parlons ici de “temps d’attente”, en utilisant une notation, δr, attachée à une
distance d’attente. La confusion temps/espace n’a pas d’importance ici — expérimentalement,
pour les temps petits (typiquement inférieurs au temps de retournement), les deux peuvent être
reliés linéairement par l’hypothèse d’advection gelée (hypothèse de Taylor), δr = −Uδt.

La première question est : ces distributions algébriques sont-elles une propriété de la turbu-
lence ? Ou sont-elles génériques de signaux ayant les mêmes propriétés spectrales que la turbu-
lence ? Le problème des temps d’attente apparaissant dans un signal aléatoire est un problème
très délicat, et il n’existe que peu de résultats exacts sur cette quantité (voir par exemple Derrida
et al. (1996) [62] et références incluses, et Mandelbrot (1999) [103]). La difficulté provient princi-
palement du fait que cette distribution dépend de toutes les échelles du signal, et pas seulement
de la corrélation en deux points (grosso modo : pour atteindre une valeur très positive, il faut la
conjonction d’un pic positif important juché sur une fluctuation positive de grande échelle).

Afin de tester ce point, nous avons généré un bruit aléatoire u(x), gaussien, dont le spectre de
puissance est imposé :

|û(k)|2 = E(k),

où û(k) est la transformée de Fourier de u(x). Ceci revient à imposer la fonction d’autocorrélation
〈u(x)u(x + r)〉 de ce signal, définie comme la transformée de Fourier de E(k). Pour que le signal
généré soit réel, sa transformée de Fourier doit être hermitienne, c’est-à-dire doit vérifier û∗(k) =
û(−k) (où u∗ est le complexe conjugué de u). La méthode consiste donc à générer une fonction
hermitienne vérifiant, pour k > 0,

û(k) = eiφ(k)
√

E(k),

où la phase φ(k) est uniformément distribuée entre −π et π, et non corrélée en k1, puis à effectuer

1L’examen de la phase d’un signal turbulent réel (voir par exemple Andreotti (1999) [4]) donne l’impression que
celle-ci est effectivement uniformément distribuée et non corrélée en k. Bien entendu, il n’en est à strictement parler
pas ainsi, toute la distinction entre un signal synthétique et un signal turbulent réel étant entièrement contenue
dans la phase (flux d’énergie et fonction à 3 points, distribution des incréments non gaussienne etc. . . ). Cependant,
l’allure générale de la phase réelle est difficilement distinguable d’une phase aléatoire non corrélée, ce qui justifie
cette approche.
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une transformée de Fourier inverse afin d’obtenir un signal synthétique u(x).
Afin de reproduire les spectres expérimentaux observés en turbulence, nous introduisons un

spectre synthétique en loi de puissance, suivant une E(k) ∼ k−5/3 pour des nombres d’onde k
compris entre deux coupures ki et kd, représentant respectivement la grande échelle d’injection
1/ki et la petite échelle de dissipation 1/kd (l’échelle de Kolmogorov). Nous adopterons la forme

En(k) ∼ 1

1 + (k/ki)n
e−(k/kd)4/3

, (B.1)

où le terme de coupure à grand nombre d’onde provient de l’expression de la diffusion dans
l’espace de Fourier ; nous laissons libre l’exposant n (n = 5/3 pour le spectre de Kolmogorov).
Pour une séparation d’échelle suffisante, kd/ki � 1, on retrouve la loi de puissance En(k) ∼ k−n.
La figure B.1 représente un spectre imposé (avec n=5/3) et un extrait de signal synthétisé à partir
d’un tel spectre.
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Figure B.1: (a) Spectre idéalisé de Kolmogorov (B.1) avec n=5/3, et (b) signal aléatoire obtenu à
partir de ce spectre, sur une fraction de grande échelle L (voir l’Eq. (B.2)).

Nous avons fait varier n entre 0 (bruit blanc) et 5, et nous avons choisi les coupures ki = 3
et kd = 5 · 104 (en unité de résolution spectrale ∆k), soit 4 décades environ entre la grande et la
petite échelle (et un nombre de Reynolds correspondant de Re ' (kd/ki)

4/3 ' 4 · 105).

Seuillage sur le signal

Dans un premier temps, examinons le cas du bruit blanc n=0 (avec coupure à kd), correspondant
à un bruit δ−corrélé en espace : 〈u(x)u(x + r)〉 ∼ Lδ(r). Dans ce cas, les événements franchissant
le seuil sont statistiquement indépendants, et donc distribués selon une loi de Poisson

p(δr) ∼ e−δr/δr0 ,

pour δr > 1/kd (il n’y a pas de coupure à grande échelle dans ce cas). La moyenne est donnée par
le temps d’attente caractéristique δr0, qui est fixé par la quantité d’événements sélectionnés par
le seuil s (c’est-à-dire l’aire sous la distribution entre u = s et u = ∞)

Observons maintenant le cas du spectre de Kolmogorov, n=5/3. La figure B.2 représente la
distribution2 des temps d’attente p(δr), pour un seuil s=2. Sur cette figure, nous avons représenté
les échelles de coupure, définies comme :

η =
kmax

kd
' 5.2 et L =

kmax

ki
' 9 · 104. (B.2)

2Ces distributions étant très larges, nous avons procédé comme précédemment, en calculant les histogrammes
sur des canaux à largeur variable. Pour des distributions algébriques, il est pratique d’employer des largeurs de
canaux augmentant algébriquement, permettant d’avoir un nombre moyen d’événements par canal supérieur à 1,
et ainsi de limiter la dispersion sur les événements extrêmes.
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Figure B.2: Distribution de temps d’attente δr, pour un signal synthétique de spectre E(k) ∼
k−5/3, et seuillé à s=2 rms. Cette distribution (�) est décomposée en la somme d’une contribution
exponentielle (trait pointillé) et du reste (•), essentiellement une loi de puissance. Les échelles de
coupure η et L (voir Eq. B.2) sont représentées par les flèches. Dans l’encart est représentée la
contribution en loi de puissance, compensée par δrµ, avec µ=1.7.

(où kmax = 218 est le nombre de points sur lequel a été calculée la transformée de Fourier discrète).
Nous voyons que cette distribution peut se décomposer comme la somme d’une contribution expo-
nentielle, comme dans le cas du bruit blanc, et d’une loi de puissance, dominante pour les temps
courts

p(δr) = aδr−µ + be−δr/δr0 ,

où les préfacteurs a et b dépendent, entre autre, du seuil choisi. La contribution exponentielle a
pour constante de temps, dans cet exemple, δr0 ' 0.4L, et le cross-over entre les deux régimes se
situe à 0.1 L.

La contribution en loi de puissance, mieux définie lorsque la contribution exponentielle est
soustraite, apparâıt sur plus de deux décades, entre 6 η et 1000η ' L/20 environ. L’extension
de cette loi de puissance est d’autant plus importante que l’est celle du spectre. L’exposant µ est
mesuré en ajustant le plateau sur la distribution compensée p(δr)δrµ (voir l’encart de la figure B.2)
conduisant à µ ' 1.7± 0.05 (valeur très proche de 5/3, exposant du spectre utilisé).

La temps d’attente moyen 〈δr〉, défini comme le premier moment de cette distribution, peut
également s’écrire comme la somme de ces deux contributions. Celle provenant de la loi de puis-
sance, 〈δr〉(p) va être dominée par les petites échelles (puisque l’exposant µ est supérieur à 1),
alors que celle provenant de la loi exponentielle, 〈δr〉(e) va être dominée par les grandes échelles.
On obtient :

〈δr〉 = 〈δr〉(p) + 〈δr〉(e) ' 10−3L + 10−2L.

Voyons maintenant ce qu’il advient pour différents exposants n. La figure B.3 représente les
exposants mesurés sur la distribution des temps d’attente, en fonction de l’exposant imposé sur le
spectre. Pour n → 0, le bruit tend vers un bruit blanc, et la contribution exponentielle (événements
statistiquement indépendants) recouvre progressivement la contribution algébrique, rendant diffi-
cile l’estimation de l’exposant. Pour n=0, seule la contribution exponentielle demeure, et µ n’est
pas défini.

Pour 1 <∼ n <∼ 2, l’exposant de la distribution augmente avec celui du spectre. Lorsqu’est
augmenté le seuil, c’est-à-dire lorsqu’on ne sélectionne que les événements les plus intenses, la
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Figure B.3: Exposant µ de la distribution des temps d’attente [p(δr) ∼ δr−µ] en fonction de
l’exposant n du spectre du bruit synthétique [En(k) ∼ k−n], pour deux seuils s=2 (�) et 3 (◦).

dépendance semble tendre vers µ = n ; il est difficile de vérifier ce point, car un seuil trop
élevé diminue dramatiquement la statistique, et les temps de calcul deviennent prohibitifs. La
décroissance pour n supérieur provient probablement de la forme de la coupure à petite échelle
adoptée, conduisant à l’estimation d’un exposant effectif inférieur à µ = n.

Notons que les exposants µ mesurés sont systématiquement supérieurs à 1. Soulignons ici encore
que l’observation de telles distributions algébriques n’est absolument pas triviale, et même pour
des spectres en lois de puissance sans coupure il ne semble pas exister de résultat analytique.
L’observation µ ' n en particulier, dans une petite gamme de n, ne peut se déduire d’aucune
considération d’ordre dimensionnelle. Seule la moyenne de telles distributions (le temps d’attente
moyen) est prévisible, par la fraction d’événements sélectionnés par le seuil.

Seuillage sur le gradient
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Figure B.4: Distributions de temps d’attente δr, pour un signal synthétique de spectre E(k) ∼ k−n,
et seuillé sur le gradient à s=3 rms. (a) : Spectre d’exposant n=3, et (b) : n=5/3 (cas Kolmogorov).
Pour (a), la distribution est décomposée, comme sur la figure B.2, en ses deux contributions
exponentielle et algébrique. L’ajustement par une loi de puissance donne µ = 1.30± 0.05. Dans le
cas (b), il n’y a pas de composante algébrique.
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Afin de se rapprocher des situations expérimentales, nous avons étudié le cas d’un seuillage
sur le gradient du signal synthétisé, ou, ce qui est équivalent, à synthétiser un signal selon la
loi k2E(k). La figure B.4 représente ces distributions pour deux spectres n=3 et 5/3. Dans le
cas n=3, on retrouve le même type de décomposition en contributions exponentielles (à grande
échelle) et algébriques (à petite échelle). L’exposant mesuré, µ = 1.30±0.05 , est proche de la valeur
obtenue en seuillant directement sur un signal synthétisé à partir d’un spectre E(k) d’exposant
n = 3− 2 = 1 (voir la figure B.3).

Par contre, dans le cas n=5/3, seule la contribution exponentielle demeure. Ceci peut s’inter-
préter par le fait que le spectre de puissance du gradient, en k1/3, est proche d’un bruit blanc,
dont les hautes fréquences ∼ kd sont accentuées. Il est difficile de dire s’il s’agit d’une exponentielle
pure, ou s’il existe un temps d’attente le plus probable autre que η.
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Figure B.5: Exposant µ de la distribution des temps d’attente, seuillé sur le gradient du signal,
en fonction de l’exposant n du spectre du bruit synthétique [En(k) ∼ k−n], pour deux seuils s=2
et 3. La ligne continue indique µ = n − 2. Pour n=1/3, il ne semble pas y avoir du tout de loi
algébrique ; l’extrapolation de µ = n − 2 suggère µ=-1/3 dans ce cas, signifiant l’existence d’un
léger maximum dans la distribution.

La figure B.5 regroupe les exposants µ des distributions lorsque le seuillage est effectué sur le
gradient du signal. Pour n élevé, on retrouve les exposants de la figure B.3, en remplaçant n par
n+2 (dans ce cas, on a en effet k2En(k) ' En+2(k) pour ki � k � kd). Par contre, nous observons
maintenant des exposants inférieurs à l’unité. La situation semble donc légèrement différente pour
n faible, et en particulier pour n=5/3, pour lequel il n’y a pas de contribution algébrique.

Distributions expérimentales

Comparaison signaux réels / signaux synthétiques

Nous allons maintenant comparer ces observations numériques aux signaux de turbulence réelle —
ici sur des signaux de vitesse, dont les nombres de Reynolds plus élevés permettent une estimation
des lois de puissance plus précisément que sur nos signaux de température, limités à Rλ = 300.
La figure B.6a représente, pour un fichier à Rλ=1290, une distribution de temps d’attente entre
événements présentant une vitesse longitudinale élevée (seuillée à 2 rms) ; en figure B.6b le seuillage
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Figure B.6: Distributions expérimentales de temps d’attente sur des signaux de vitesse turbulents,
à Rλ=1290 (Fichier 155V). (a) : Seuillage effectué sur la vitesse u(x), à seuil 2 rms, et (b) :
Seuillage effectué sur la dérivée longitudinale de vitesse ∂u/∂x, à seuil 5 rms. Mêmes légendes que
précédemment. η=4.5 µm, u′/U=21 %.

a été effectué sur les gradients longitudinaux élevés (seuillés cette fois-ci à 5 rms, les distributions
de gradient étant beaucoup plus larges).

Nous constatons que la figure a présente des caractéristiques semblables à celles observées
sur des signaux aléatoires ; la distribution peut être décomposée en deux contributions, l’une
algébrique d’exposant µ ' 1.7, en très bon accord avec la figure B.2, et l’autre exponentielle à
grands temps d’attente. Il est intéressant de souligner au passage que la décroissance exponentielle
aux temps longs n’est pas due a priori à l’hypothèse de Taylor, qui cesse d’être valide aux grandes
séparations : une telle décroissance exponentielle est également observée sur les signaux aléatoires.

Par contre, en ce qui concerne les temps d’attente entre gradients intenses, la distribution
algébrique observée expérimentalement, figure b, n’est pas présente sur les signaux aléatoires.
Cette loi de puissance, d’exposant µ proche de 1, apparâıt comme une spécificité des événements
de forts gradients en turbulence. Nous allons nous pencher un peu plus sur cette particularité.

Temps d’attente entre gradients élevés

Sur la figure B.7, nous représentons la distribution des intervalles d’attente entre deux événements
consécutifs de dérivée de vitesse élevée, pour 3 seuils s entre 4 et 8 (en unités d’écart-type). Nous
constatons que la partie algébrique dépend peu du seuil choisi, tandis que la partie exponentielle
en dépend de façon importante. Cet effet se comprend aisément, si l’on considère que cette partie
exponentielle contribue majoritairement (d’un ordre de grandeur) à l’intervalle d’attente moyen
〈δr〉, défini comme la moment d’ordre 1 de cette distribution. Cet intervalle d’attente moyen
entre dérivées intenses étant inversement proportionnel à la fraction du signal considérée (voir
l’équation (3.37) ainsi que la note p. 131), qui peut être ajustée par une exponentielle étirée. Nous
pouvons en déduire que l’échelle caractéristique de la contribution exponentielle augmente comme
une exponentielle étirée avec le seuil s.

Plus intéressante est la contribution algébrique aux temps courts. Nous avons représenté
l’exposant µ de cette contribution en fonction du seuil s sur la figure B.8. Nous constatons qu’aux
faibles seuils (s < 4), l’exposant n’est pas bien défini. Aux seuils plus élevés (s > 8), les statistiques
deviennent faibles et l’estimation de l’exposant approximative. Aux seuils élevés, nous pouvons
définir un exposant limite,

µ∞ = 1.00± 0.03.

La valeur de cet exposant est surprenante à plus d’un titre : (i) contrairement aux seuillages sur le
signal, elle n’est pas liée à la pente du spectre de la dérivée de température (en k−5/3k2 ∼ k1/3) ;
(ii) la valeur particulière µ = 1 permet d’écrire cette distribution p(δr) (en [L−1]) sans paramètre
dimensionné : p(δr) = A/δr, où A est une constante numérique.

Une question importante est l’évolution de cette loi avec le nombre de Reynolds. Nous n’avons
pu effectuer cette étude que dans le cas des dérivées de vitesse, la gamme de nombre de Reynolds
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étant trop restreinte dans le cas des dérivées de température. La figure B.9 représente les ex-
posants asymptotiques µ∞ (définis dans la limite de s grand) en fonction de Rλ. Mis à part aux
faibles nombres de Reynolds (Rλ < 400), nous constatons que cet exposant reste très proche de
l’unité, et ne présente pas d’évolution particulière avec le nombre de Reynolds. La valeur plus
faible, 0.5 < µ < 1 à Rλ < 400, peut s’expliquer par la trop petite gamme d’échelle sur laquelle
prend place la loi d’échelle ; dans ce cas, la contribution algébrique pentue est contaminée par la
contribution exponentielle, et l’exposant apparent est inférieur. Cette évolution est en accord avec
les observations de Gagne (1987) [70], qui obtient un exposant µ proche de 1/2 à faible nombre
de Reynolds (Rλ = 53) en turbulence de grille.
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Figure B.9: Exposant asymptotique µ∞ des distributions de temps d’attente en fonction du nombre
de Reynolds Rλ.

La robustesse de cette loi algébrique est remarquable. Son indépendance avec le nombre de
Reynolds, pour Rλ suffisamment élevé, suggère que l’effet l’amassement des gradients de vitesse
est une propriété universelle des écoulements turbulents.

Signalons ici une étude numérique de Sanada (1991, 92) [155, 156], portant sur la répartition
spatiale des événements de forte dissipation et de forte vorticité. Il obtient lui aussi des séparations
entre ces événements intenses distribuées algébriquement. Cette propriété mise en évidence ici sur
les dérivées longitudinales de vitesse semble donc bien liée à un effet réel, bien que nous ne soyons
pas en mesure de distinguer dissipation et vorticité sur notre signal.

Signalons enfin une approche alternative pour l’étude de la répartition d’événements intenses,
présentée dans le contexte des distributions de masse pour l’équation de Burgers à d dimensions,
dans Vergassola et al. (1994) [177]. Ces auteurs considèrent la dependence en le seuil s de la fonction
de masse cumulée N(s), définie comme le nombre moyen d’événements d’amplitude supérieure à
s.

Discussion

Nous pouvons conclure nos observations de seuillage sur des signaux synthétiques et réels en deux
points :

1. Des distributions algébriques de temps d’attente, pour les temps courts (inférieurs à la grande
échelle), sont observées sur les signaux turbulents réels ainsi que sur des signaux aléatoires
dont le spectre présente une loi d’échelle en k−n, avec n >∼ 1. En particulier, pour n =
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5/3, nous observons des distributions algébriques d’exposant µ ' 5/3, compatibles avec les
distributions expérimentales. Cette propriété n’est donc pas une caractéristique des signaux
turbulents.

2. Par contre, dans le cas de seuillages effectués sur les gradients, nous constatons une différence
essentielle entre signaux synthétiques et turbulents. Alors que les signaux aléatoires présen-
tent des temps d’attente quasiment statistiquement indépendants (distribution exponen-
tielle, éventuellement précédée d’une légère partie croissante), les signaux turbulents réels,
eux, présentent un effet d’amassement des gradients élevés, avec une distribution algébrique
d’exposant µ proche de 1. La répartition des gradients, pour un signal turbulent, est donc
bien corrélée à petite échelle, contrairement à celle d’un signal aléatoire de même spectre.

Ce second point suggère que les gradients élevés, en turbulence, ont des propriétés statistiques
plus proches du signal lui-même que les gradients élevés du signal synthétique. Une interprétation
possible est l’existence d’une corrélation gradient–signal, absente du signal synthétique. Le signal
synthétique étant de phase aléatoire, l’absence d’une telle correlation n’est pas surprenante. Cette
observation souligne donc l’importance de la corrélation de phase sur un signal réel, bien que
celle-ci n’apparaisse pas à l’examen de la fonction d’autocorrélation 〈φ(k0)φ(k0 +∆k)〉 d’un signal
réel, indiscernable de δ(∆k).

Une telle corrélation signal – gradient en turbulence est intrigante : elle souligne le couplage
entre grandes et petites échelles, en contradiction avec l’hypothèse de petites échelles universelles
de la théorie de Kolmogorov. Si cette interprétation est correcte, la figure B.9 indique qu’une telle
corrélation persiste même aux plus grands nombres de Reynolds. Notons qu’un tel couplage a
également été envisagée récemment par Sreenivasan (1999b) [?] ; ces auteurs ont montré que les
statistiques de quantités à petite échelle conditionnée sur la vitesse moyenne locale dépendent de
façon importante de cette vitesse moyenne. L’absence de découplage grandes–petites échelles est
d’une importance centrale pour la construction d’une théorie statistique de la turbulence.
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Appendix C

Mesures de pression dans un
vortex étiré

Introduction

Cette étude a été réalisée en collaboration avec Philippe Petitjeans, au Laboratoire de Physique
et Mécanique des Milieux Hétérogènes de l’ESPCI. Elle a bénéficié de l’interaction très enrichis-
sante de nombreux membres de ce laboratoire ainsi que du Laboratoire Ondes et Acoustique
de l’ESPCI, en particulier de Sébastien Manneville, Agnès Maurel, Eduardo Wesfreid, Frédéric
Bautosci et Grégory Baque.

Cette annexe reproduit le compte-rendu de conférence “Structure et dynamique de Vortex”, à
parâıtre dans les Lecture Notes de Springer-Verlag (Moisy et Petijeans (1999) [113]).

Experimental set-up

Q

ρgh = P0

Figure C.1: Experimental set-up.

The experiment is performed in a large water tank, and the flow is driven between two smooth
disks, 10 cm in diameter, rotating in the same sense (see figure C.1). The frequency can be adjusted
from 0 to 25 Hz. In the center of each disk, a 0.5 cm diameter hole is made which is used to create
an axial pumping. The suction is generated by gravity, from a constant level auxiliary tank, under
the main tank level. The imposed level difference h, between 0 and 90 cm, allows to impose a
depression P0 = ρgh between 0 and 90 mbar.

181
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The axial velocity from the center to a hole due to the suction ranges from 0 to 5 m/s, leading
to a mean axial velocity gradient 〈γz〉 ' 〈∂Uz/∂z〉 from 0 to 50 s−1. The combined effects of
rotation and stretching generate a strong vortex (see figure C.2), slowly precessing in the same
direction as its rotation. The stability of this vortex has been extensively studied by Manneville
et al. [106], by means of an ultrasound scattering technique [105]. An easy way to illustrate the
strength of the depression is to inject air via a small tube near the core. An air bubble gets caught
in the core without escaping through the pumping holes, which means that the vortex depression
in the center is much deeper than the Bernoulli depression 1

2ρu2
z due to the strong axial velocity.

The water leaving the auxiliary tank allows an accurate measurement of the flow rate Q (within
1 %). This flow rate is related to the mean axial stretching,

〈γz〉 =
Q

4Sd
,

where S is the hole area and d the distance between the disks. The measured flow rate lies between
0 and 3 L/min, and depends both on the imposed suction pressure and on the frequency of the
disks. In the absence of rotation of the disks, the imposed depression P0 leads to a flow rate Q0.
Varying the height of the auxiliary tank we perform a calibration Q0 = F (P0). Inverting this
calibration allows to deduce, from the measurement of Q, the actual pressure P in the presence
of the vortex.

Figure C.2: Visualization of the stretched vortex. Dye is injected in the periphery of the vortex,
through the vertical tube in the center.

The control parameters are (Ω, P0, d), where Ω = 2πf is the disk frequency. In the experiments
described in this paper the distance d has been kept fixed to 10 cm, and only (Ω, P0) are varied.

Global measurement and vortex characterization

In the absence of disk rotation, a suction pressure P0 is imposed and a constant flow rate Q0 is
measured. When the disks begin to rotate, after a few seconds, the flow rate decreases from Q0 to
a smaller value Q. From this change we can deduce the pressure change at the axis level, inverting
the calibration Q = F (P ) described above. The new pressure at the axis is then given by

P ′
axis = Paxis + P0 − F−1(Q),

We then define ∆P = |P ′
axis −Paxis| as the magnitude of this depression, which can be seen as the

additional depression caused by the presence of the stretched vortex. We will hereafter note ∆P
the vortex depression; we have ∆P=0 in the absence of disk rotation [Q = Q0 = F (P0)]. Since
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Figure C.3: Vortex depression ∆P versus disk frequency f , for two different suction pressures.
4: P0 = 10 mbar and ◦: P0 = 70 mbar. Solid lines indicate the linear regimes and dashed lines
the saturated regimes.

this procedure is based on a calibration covering the whole range of pressure and flow rate, it is
free of assumption and gives confidence in the determination of the vortex depression.

Figure C.3 shows measurements of the vortex depression ∆P for increasing disks velocity, at
two different suction depressions P0. We can see, for each case, two different regimes: the first
one, called the “linear regime”, for low disks velocity, corresponds to vortex depressions roughly
behaving as ∆P ∝ f . After some frequency limit, depending on the suction depression, a new
behavior arises, called the “saturated regime”, where the vortex depression remains constant as
the frequency is increased. This vortex depression ∆P is found to be slightly lower than the suction
depression P0.

The vortex depressions, normalized by the suction depressions, are found to collapse well, when
plotted versus the non dimensional ratio

B =

(

ρΩ2R2

P0

)1/2

, (C.1)

where R is the disk radius. ρΩ2R2 can be interpreted as the depression caused by a solid-body
rotation due to the disk rotation, in the absence of axial pumping. However, the R dependence
of B has to be checked in more detail, performing new experiments with different disk diameters.
Figure C.4 shows measurements of the normalized vortex depressions versus B, for 8 different
suction depressions P0, ranging from 20 to 90 mbar. These curves are well fitted by the empirical
formula

∆P

P0
= σ tanh

(

B − Bs

Bc

)

, (C.2)

where Bs represents the lower threshold, below which there is no measurable vortex depression,
and Bc represents the cross-over between the linear and the saturated regimes. For large values
of B, the normalized depression saturates to the limiting value σ. We obtain Bs ' 0.02 and
Bc ' 0.38, with no noticeable dependence on P0. Values of σ are found to lie around 0.85 ± 0.05.
We observe a very slow increase of σ for increasing P0, but this effect seems to be very weak (less
than 10 % for the range of P0 we have spanned) and may allow to consider σ as a constant. The
fact that σ < 1 means that the vortex never becomes strong enough to invert the flow rate, i.e.
to pump the auxiliary tank water through the holes.
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0

0 . 2

0 . 4

0 . 6

0 . 8

1

0 0 . 5 1 1 . 5 2 2 . 5

∆P
 /

 P
0

B = ( ρ Ω2 R2  / P
0
 ) 1 / 2

Figure C.4: Normalized vortex depressions ∆P/P0 versus the rotation–stretching ratio B. The
different symbols represent 8 different suction depressions P0 from 20 to 90 mbar. The full line is
a best fit by the empirical formula (C.2), with Bs = 0.02, Bc = 0.38 and σ = 0.85.

The saturation of ∆P/P0 for B > Bc can be understood in terms of rotation–stretching
interaction. For low frequencies (B < Bc), the axial suction is very efficient and highly enhances
the low vorticity level injected by the disks. In this regime the vortex becomes relatively strong.
For higher values of the frequency, the vorticity becomes important and tends to bidimensionalize
the flow, reducing the axial strain. The stretching becomes less efficient, and unable to enhance
vorticity any more. The vortex pressure tends to saturate at some ratio of the suction depression,
given by σ ' 0.85. This saturating value may result from the equilibrium between the enhancement
of rotation by stretching and the decrease of stretching by rotation.

The ∆P ∝ Ω behavior of the linear regime allows to deduce some scaling properties of this
vortex. Manneville et al [106] have shown that in this regime the circulation Γ behaves as Ω3/4.
Writing the depression as ∆P ∼ ρu2

θmax, where uθmax is the maximum azimuthal velocity, and the
circulation as Γ ∼ uθmaxrc (rc is the vortex core radius), we can deduce

uθmax ∼ Ω1/2, rc ∼ Ω1/4.

Nothing is known about the vortex properties in the saturated regime. New experiments, using
both acoustic and pressure measurements, are needed to provide more insight into these behaviors,
and to characterize in more details the transition between the two regimes.

When the frequency is increased to higher values (B ' 5), we observe a new behavior (not
shown here): The normalized vortex pressure begins to decrease from the saturated value σ down
to much lower values (around σ/2). This may be due to vortex instabilities occurring at this
higher Reynolds numbers: The vortex becomes unstable, breaks up and another one is generated.
The measured pressures then result from a time-averaged flow rate, and can be interpreted as a
mean value of the pressure due to the break up and reforming vortex. Indeed, in order to confirm
this scenario, dye visualizations are needed, but are hard to perform because of the high speeds
involved. Another explanation may come from a change in the forcing efficiency, due to the thinning
of the boundary layer at higher frequencies.

Pressure sensor and local measurements

We are now interested in more classical local measurement ot the pressure near the vortex core.
Here, the aim is to characterize the measurement itself by an invasive detector, and additionally
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1 cm

Figure C.5: The pressure probe consists of a piezoelectric transducer, placed at the end of a 200 µm
diameter capillary tube. The needle, connected to a syringe, allows to expel residual air bubbles
in the cavity, causing pressure fluctuation damping.

to estimate the vortex perturbation by the presence of the probe in this configuration.
The pressure measurements are performed using a piezoelectric transducer (see figure C.5),

5 mm in diameter, placed in a water filled cavity, connected to a small glass tube. In order to
minimize perturbations due to the presence of this probe in the flow, we make use of a fine capillary
tube, whose initial diameter is 1 mm, which can be stretched down to 50 µm. We denote φ the
tube external diameter (the internal diameter is around 0.7 φ). The viscous damping frequency is
around 105 Hz, and the vortex shedding frequency around 1 kHz for the typical velocities involved
here. The most limitating constraint is given by the resonnance frequency of the cavity, which
is above 100 Hz for the smallest diameter. The pressure probe position is controlled by a 3D
displacement system, with 1 µm accuracy. The distance from the probe to the disk axis is denoted
rs, and for the present experiments the probe is kept at mid-distance between the disks.
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Figure C.6: Typical time series of pressure. The slight overshoot following the sharp drops are due
to residual air microbubbles in the sensor cavity. fdisk=5.1 Hz, Q = 2×3 L/min, and φ = 260 µm.

Because of the slow precession, the vortex frequently sweeps in the close vicinity of the pressure
probe, causing a sharp pressure drop. Figure C.6 shows a typical pressure time series, when the
pressure sensor is at a distance rs=1 mm from the axis. In this example, the probe diameter at the
tube end is φ = 260 µm. The pressure drops can reach −80 mbar, a value rather low compared to
the solid-body rotation pressure 1

2ρU2
disk ' 13 mbar and to the mean dynamic pressure caused by

the axial stretching, 1
2ρU2

z ' 30 mbar. The mean waiting time between successive events is 1.9 s,
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Figure C.7: Distribution of pressure for two distances, circle: rs = 1 mm and square: rs = 4 mm.
fdisk=5.1 Hz, Q = 2 × 3 L/min, and φ = 260 µm.

leading to a mean precession frequency fp ' 0.5 Hz ' fdisk/10, a value in good agreement with
ultrasound scattering measurements [106].

Two distributions of the pressure fluctuations are plotted on Figure C.7, for two different
probe distances, rs = 1 and 4 mm. Pressure drops caused by the vortex sweeping account for
the large negative tails of these distributions, which can be roughly fitted by exponentials for
∆p < −15 mbar. Their width, around 3 mbar, give a rough measure of the noise level. The slight
positive tail is mainly due to an overshoot following the pressure drops, possibly caused by the
presence of residual air microbubbles in the sensor cavity.

We can see that the further the probe is from the axis, the rarer the pressure drops. However,
the slope of the negative tails remains unchanged for different values of rs. This suggests that, for
large rs, the pressure drops typically reach the same values, but the vortex sweeps less frequently
in the probe vicinity. As rs is increased, the negative tail decreases and vanishes for rs ≥ 8 mm;
this value is found to be independent of the the disk frequency, and gives a rough estimate of the
precession radius.

From the mean width ∆t of the pressure drops, we can estimate the core size rc of the vortex.
For the measurements performed with the φ = 260 µm sensor, we obtain ∆t = 160 ± 60 ms,
leading to

rc =
2πRpfp

∆t
' 1 mm.

where 2πRpfp is the mean precession velocity, typically 5 mm/s, obtained from a mean precession
radius Rp ' 6 mm and the precession frequency fp ' 0.5 Hz. Although the uncertainty is high,
this estimation of rc ' 1 mm is in qualitative agreement with measurements of Manneville et
al. [106]. It does not seem to depend on the probe diameter, at least for φ < 1 mm.

We will now address the delicate issue of the influence of the probe on the vortex characteristics.
Figure C.8 shows two pressure distributions, at the same distance from the axis rs = 3 mm, for
two different probe sizes φ = 0.26 mm and 1 mm. As in figure C.7, the negative tails can be well
fitted by exponentials, for ∆p < −15 mbar. But, in contrast with figure C.7, where the exponential
slope is not affected by the distance rs, now we can see that it is strongly decreased in the case of
the bigger probe. This clearly indicates the strong influence of the probe size on the local pressure
measurement.

It is important to determine whether this influence originates from the probe characteristics,
or from a change in the vortex itself due to the presence of the probe; both are relevant in the
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Figure C.8: Distribution of pressure for two probe sizes, at rs = 3 mm. Circle: φ = 260 µm,
square: φ = 1 mm. The best fit by an exponential exp[∆P/α] for ∆p < −15 mbar leads to
α = 17 mbar for φ = 260 µm, and α = 6.7 mbar for φ = 1 mm.

0

0 . 2

0 . 4

0 . 6

0 . 8

1

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0

∆P
 /

 P
0

r
s
  (mm)

Figure C.9: Vortex depression ∆P normalized by the imposed suction depression P0 in the satu-
rated regime (B = 1.05), versus the probe distance from the axis rs (diameter φ = 0.7 mm).
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context of pressure measurements in the bulk of turbulent flows. A detailed comparison between
global measurements, described in the previous section, and local measurements is in progress.
Preliminary results are given on figure C.9, which represents the change of the global vortex
depression with the probe distance from the axis rs. For rs > 40 mm, we obtain ∆P/P0 = σ ' 0.83,
in good agreement with the figure C.4 in the saturated regime (B = 1.05 ∼ 3Bc). When rs is
decreased down to 0, the rescaled depression falls down to ∆P/P0 = 0.45, meaning that the
vortex (time-averaged) depression is roughly twice as small as withous the probe. Even when the
probe is farther than the mean precession radius (Rp ' 8 mm), the vortex depression is strongly
decreased.

Visualization by means of dye injected in the periphery of the vortex (as in figure C.2) shows
that no instability occurs when rs is larger than a few probe diameter φ. These observations
suggest that, even when the vortex remains stable, the presence of the probe at a distance rs < 10rc

significantly decreases its strength. This clearly illustrates the long-range sensitivity of such vortex
to localized perturbation. Synchronized visualizations together with local pressure measurements
are needed to get more insight into this behavior.

Discussion and Conclusion

In this paper we have reported first results obtained with a new experiment allowing to generate a
strong and controlled stretched vortex. Two kinds of pressure measurements have been performed,
global and local.

The global time-averaged pressure measurement allows to characterize the vortex strength for
different rotation rates Ω and suction depressions P0. We give evidence of a transitional behavior
between two regimes, labeled with the non-dimensional ratio B = (ρΩ2R2/P0)

1/2, measuring
the relative magnitude of the rotation effect compared to the stretching effect. For B < Bc '
0.38, stretching highly enhances the small level of vorticity injected by the disks, and the vortex
depression is found to scale as B. For B > Bc, the strong rotation tends to saturate the stretching
efficiency, which is unable to strengthen the vortex any more. In this second regime, the vortex
depression ∆P saturates at the final value σP0, where P0 is the imposed suction depression and
σ is found to be 0.85 ± 0.05. These observations are in good agreement with those of Nore et
al. [121], who investigated both numerically and experimentally the rotation–stretching interaction
mechanisms. The originality of our experimental set-up is to keep the flow rate Q (thus the
stretching) free to adjust with the actual vorticity, giving clear evidence of the stretching saturation
effect of the strongly rotating flow. We plan to use this global pressure measurement together with
the ultrasound scattering technique [105, 106] to investigate the circulation, vorticity and vortex
radius evolution in these two regimes, and in particular to understand the observed values of the
threshold Bc and the saturation ratio σ.

Local measurements, by means of conventional invasive probes, have been performed too,
in order to investigate the relevance of bulk measurements in turbulent flows. In the particular
configuration of a strong vortex in a quiet background flow, we show that such a method provides
a reasonable measurement of the pressure drops, whose magnitude is in qualitative agreement
with values obtained via the global measurements described above. However, we give evidence of
a strong influence on both the probe size and the vortex–probe distance. These two effects are
presumably due to the probe characteristics itself, and to the perturbation of the flow caused by
the presence of the probe. This second point is illustrated by the strong decrease (by a factor 2)
of the vortex depression in the presence of the probe, even when it remains farther than the mean
precession radius.

These observations are of great importance in the context of pressure measurements in the bulk
of turbulent flows. It appears that depressions caused by vortices whose radii are smaller than the
probe size are likely to be missed, not only because of a spatial averaging effect, but essentially
by perturbation of the flow caused by the probe itself. We mention here that the use velocity
measurements by means of hot wire anemometry to detect small scale filaments [22], the mean
advection velocity (typically one order of magnitude higher than the fluctuating velocity) makes
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the advection time lower than the typical timescale of perturbation. In this case, the measurement
is believed not to be affected by the finite probe size. More work has to be done in order to clarify
what is due to a pure probe size effect, and what is due to the perturbation of the vortex in this
geometry.
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