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Avant-propos

Aimeriez-vous vivre dans un monde parfait où toute vari ét é est complexe, toute
fonction est holomorphe ? Là où on n’a jamais entendu parler de fonctions diff éren-
tiables, ou continues ? Ne serait-ce pas le rêve de chacun d’entre nous ? Imaginez-
vous maintenant ce qu’il doit y avoir à l’antipode. Que des fonctions continues,
voir localement int égrables, que de l’analyse pure et dure. Oublie és les structures
complexes, un vrai cauchemar, quoi !

Heureusement, notre monde à nous, qu’on aime tant, se trouve à mi-chemin entre
les deux. M éfiez-vous, tout g éomètre int éress é par la th éorie globale des vari ét és
rencontrera un jour ou un autre une vari ét é complexe compacte X , avec un fibr é
vectoriel complexe différentiable E dessus.

Moi, je suis un optimiste de nature. Dans une telle situation, ayant aussi les
bons r éflexes du g éomètre alg ébriste, j’aurais terriblement l’envie de simplifier les
choses au maximum. Il ne suffit que de mettre une structure de fibr é holomorphe
sur E et c’est fini ! D’accord, mais en pratique, cela, sera-t-il possible en g én éral ?
La r éponse nous ramène les pieds sur terre : NON !

Voici un contre-exemple simple. On sait qu’il existe des surfaces K3 au groupe
de Picard nul. Par ailleurs, les fibr és en droites diff érentiables là-dessus sont
param étr és par un groupe ab élien libre de rang 22. Bien évidemment, 22 est plus
grand que z éro, donc aucun fibr é diff érentiable de rang un, à l’exception notable du
fibr é trivial, n’admettra de structures holomorphes.

Cela nous amène à la question suivante :

Question 1. Quels sont les fibr és vectoriels complexes diff érentiables au-dessus
d’une vari ét é X complexe, compacte, lisse et connexe, qui admettent des structures
holomorphes ?

On a vu dans l’exemple pr écedent que la première classe de Chern joue un rôle
dans cette histoire. En effet, un fibr é E pour lequel c1(E) n’appartient pas au groupe
de N éron-Severi NS(X), c’est-à-dire, à l’image de Pic(X) dans H2(X,Z), n’aura
jamais de structure holomorphe.

Si la vari ét é de base était une courbe, il n’y aurait plus de complications, puisque
tout fibr é serait muni d’une structure holomorphe.

Donc, le premier cas vraiment non-trivial est celui d’une surface. Ici, on connaı̂t
d éjà la classification des fibr és diff érentiables. Chacun d’eux est complètement
d étermin é, à isomorphisme près, par son rang r et ses classes de Chern c1 et c2.
La question pos ée tout à l’heure se r éduit alors à savoir quels triplets (r, c1, c2) ∈
N ×NS(X) × Z sont r éalisables par un fibr é holomorphe.



VIII Avant-propos

Ce problème ainsi formul é, qui a d éjà pr éoccup é beaucoup de monde dans les
ann ées 80, fait l’objet de la première partie de ce texte de synthèse qui, lui, r éunit la
plupart de mes travaux post érieurs à ma thèse de doctorat.

La deuxième partie s’occupe de syzygies, plus pr écisement, de syzygies des
courbes. Lorsqu’on parle de cette th éorie, dont les origines se perdent dans l’ époque
de Hilbert, il y a tout un monde à d écouvrir : de la fonction de Hilbert aux r ésolution
minimales, de la cohomologie de Koszul aux propri ét és les plus intimes des vari ét és
etc.

Je vais essayer d’expliquer succinctement deux des conjectures qui ont ren-
contr é le plus d’int érêt de la communaut é math ématique, ainsi que la petite con-
tribution que j’y ai apport ée. Il va y avoir aussi quelques applications amusantes,
avec lesquelles on va voir comment ces techniques alg ébriques par essence (et qui,
je l’avoue, m’ont fait tellement peur pendant que je les apprenais) s’appliquent aux
cas concrets de calcul des gonalit és des courbes. Enfin, je vais divaguer un peu sur
la possibilit é qu’il y ait des liens faibles entre ces deux conjectures.

*

* *

Voici une petite liste des travaux personnels sur lesquels s’appuie ce texte.

I Pour la première partie :

1. Holomorphic vector bundles over primary Kodaira surfaces, Math. Z. 242
(2002) 63-73 (en collaboration avec V. Brı̂nzănescu et M. Toma).

2. On the holomorphic rank-2 vector bundles with trivial discriminant over non-
Kähler elliptic bundles, J. Math. Kyoto Univ., à paraı̂tre (en collaboration avec
V. Brı̂nzănescu).

3. Une note sur les fibr és holomorphes non-filtrables, CRAS, à paraı̂tre (en collab-
oration avec M. Toma).

II Pour la deuxième partie :

1. On the vanishing of higher syzygies of curves, Math. Z. 241 (2002) 1-15.
2. On the vanishing of higher syzygies of curves. II, Math. Z., à paraı̂tre.
3. Manuscrit en pr éparation avec J. Nagel.
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1 Sur l’existence de fibrés vectoriels holomorphes
au-dessus des surfaces non-kählériennes

1.1 Introduction

Soit X une surface complexe, compacte, lisse et connexe. Un problème clas-
sique de g éom étrie complexe est de d écider si, étant donn é un fibr é complexe
diff érentiable sur X , il y aura des structures holomorphes dessus ou non. Sous
une forme simplifi ée, le problème demande de pr éciser quels sont les triplets
(r, c1, c2) ∈ Z≥2×NS(X)×Z pour lesquels il existe un fibr é vectoriel holomorphe
E de rang r sur X , de classes de Chern c1(E) = c1 et c2(E) = c2.

Le cas où X est une surface alg ébrique est assez bien compris : grâce à [Sch],
on le sait que tout triplet comme ci-dessus est r éalisable par un fibr é holomorphe.

Contrairement à cette situation, si X est une surface non-alg ébrique, la semi-
n égativit é de la forme d’intersection sur NS(X) entraı̂ne une condition n écessaire
(cf. [BL, Th éorème 3.1], voir aussi [BF, Proposition 1.1] en rang deux) qui fait
intervenir le discriminant d’un triplet, à savoir :

∆(r, c1, c2) :=
1

r

(
c2 −

r − 1

2r
c21

)
≥ 0.

Cette condition-ci n’est pas forc ément une condition suffisante. Des contre-exemples
apparaissent d éjà dans [BL] pour les surfaces K3 de dimension alg ébrique nulle ;
nous en avons trouv é d’autres, en dimension alg ébrique égale à un (cf. Section 3).

Ensuite, il est n écessaire de faire une distinction entre diff érents types de fibr és
holomorphes. Premièrement, il y a les fibr és dits filtrables, qui admettent des fil-
trations à quotients succesifs de rang un, sans torsion, tout comme dans le cas
alg ébrique. Le discriminant d’un tel fibr é E satisfait une in égalit é forte de positivit é
(voir [BL, Th éorème 2.3], et aussi [BF, Theorem 3.1]):

∆(r, c1, c2) ≥ m(r, c1),

où

m(r, c1) := −
1

2r
max

{
r∑

i=1

(
c1
r
− µi

)2

, µ1, ..., µr ∈ NS(X),
r∑

i=1

µi = c1

}
≥ 0.

D’après le th éorème 2.3 de [BL], à l’exception d’un cas très particulier, la condi-
tion∆(r, c1, c2) ≥ m(r, c1) assure d éjà l’existence de fibr és filtrables. On se ramène
donc à l’ étude des fibr és non-filtrables.

Je me suis int éress é à ce problème dans le cas d’une surface elliptique non-
kähl érienne. J’expliquerai les r ésultats principaux que j’ai obtenus (en collaboration
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avec V. Brı̂nzănescu, avec M. Toma, ou avec les deux) et les cons équences qui en
r ésultent. Les m éthodes que j’utilise sont entièrement alg ébriques, et font appel à la
g éom étrie des revêtements des courbes.

1.2 Rappels sur les surfaces elliptiques non-kählériennes

La classification des surfaces complexes compactes d’après Kodaira a mis en
évidence l’importance des surfaces à contenu faible en courbes. Elles se regroupent

en deux classes principales, selon l’existence ou la non-existence d’une m étrique
kähl érienne. Puisque l’existence des fibr és holomorphes sur une surface qui est soit
kähl érienne, soit de la classe V II , au moins en rang deux, est presque r ésolue,
nous nous int éresserons surtout aux surfaces elliptiques non-kähl ériennes. Sig-
nalons qu’elles ne contiennent pas de courbes, autres que les composantes des fibres
des fibrations correspondantes.

Un th éorème de Brı̂nzănescu (voir [Br1, II, Lemma 1], [Br3]) montre que toute
surface X minimale, elliptique, non-kähl érienne possède une structure de quasi-
fibré, c’est à dire, toutes les fibres lisses de la fibration elliptique sont isomorphes
deux-à-deux, et les seuls fibres singulières sont des multiples des courbes ellip-
tiques. En plus, s’il n’y a aucune fibre multiple, la fibration se trivialise localement
sur la base, et devient un fibré elliptique principal. La g éom étrie de cette situation
permet de d écrire en d étail le groupe de N éron-Severi de X (cf. [Br1, I, Theorem
3.1, II, Theorem 5, III, Theorem 1], [Br3], [BU]) :

Théorème 1. Soit X une surface minimale, elliptique, non-kählérienne, et X
f

−→
B la fibration elliptique associée. Alors, les classes réduites des fibres engendrent
le sous-groupe de torsion de NS(X) et

NS(X)/Tors NS(X) ∼= Hom(JB, F
∨),

où F dénote la fibre générique, F ∨ ∼= Pic0(F ), et JB est la variété jacobienne de
B.

Pour toute classe c1(L), avec L ∈ Pic(X), la restriction de L aux fibres lisses Fb
de f d éfinit une flèche naturelle b 7→ L|Fb

∈ Pic0(Fb). Elle se prolonge à une flèche
̂c1(L) : B → F ∨. L’isomorphisme du th éorème est alors induit par le morphisme
NS(X) → Hol(B,F ∨) qui associe à la classe de Chern c1(L), la flèche ci-dessus.

Remarquons que le problème d’existence des fibr és holomorphes sur X admet
une solution triviale si B ∼= P

1. En effet, le groupe de N éron-Severi ne contient
que des él éments de torsion, ce qui entraı̂ne m(r, c1) = 0 pour tout r ≥ 2 et c1 ∈
NS(X). On en deduit l’existence des fibr és holomorphes, et même filtrables.

Le r ésultat énonc é ci-dessus nous permet de traduire tout calcul de classes de
Chern sur X en un calcul de morphismes de vari ét és ab éliennes. C’est ainsi que la
g éom étrie alg ébrique surgit dans ce cadre fortement non-alg ébrique.
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1.3 Fibrés sur les surfaces de Kodaira primaires

Par d éfinition, une surface de Kodaira primaire X est une surface non-kähl érienne
munie d’une structure de fibr é elliptique principal au-dessus d’une courbe elliptique
B. En jouant sur la g éom étrie sp éciale d’une telle surface, nous avons montr é un
r ésultat complet d’existence des fibr és holomorphes, voir [ABT] :

Théorème 2. Soient X une surface de Kodaira primaire, r ∈ Z≥2, c1 ∈ NS(X) et
c2 ∈ Z tels que ∆(r, c1, c2) ≥ 0. Alors, il existe un fibré holomorphe E de rang r
sur X , avec c1(E) = c1 et c2(E) = c2.

Le cas r∆(r, c1, c2) ∈ Z avait ét é d éjà d écid é, [To2, Proposition 1], grâce aux
images directes des fibr és en droites par des revêtements non-ramifíes de X et par
un argument de d éformation. En g én éral, r∆(r, c1, c2) n’est pas forc ément un en-
tier, mais r2∆(r, c1, c2) le sera in évitablement. Nous avons r ésolu les cas restants
∆(r, c1, c2) ∈

1
r2

Z \ 1
r
Z. Pour y arriver, nous faisons appel à des revêtements de la

courbe elliptique B par des courbes de genre deux.
De façon g én érale, si C

µ
−→ B est un revêtement de degr é r d’une courbe ellip-

tique par une courbe de genre deux, qui ne se factorise pas par une isog énie de B, la
courbeK := Ker(JC → B), est, elle aussi, une courbe elliptique. Le plongement de

C dans JC induit un revêtement compl émentaire C λ
−→ K, et encore une isog énie

µ∗ × λ∗ : B × K → JC , de degr é r2. Le noyau H de µ∗ × λ∗ est le graphe d’un

isomorphisme entre les él éments de r-torsion, B[r]
ψ

−→ K[r], anti-isom étrique par
rapport à l’accouplement de Weil.

Prenons maintenant un fibr é en droitesL sur le produit fibr éX×BC. La première
classe de Chern et le discriminant de l’image directe E = ν∗L, où X ×B C

ν
−→

X est la projection, jouissent tous les deux d’interpr étations int éressantes dans ce
contexte. Au niveau de morphismes entre des vari ét és ab éliennes, induits par les
classes de Chern en passant par le th éorème 1, on a ̂c1(E) = ̂c1(L) ◦µ∗ (voir [ABT,
Lemma 1.4]). De même pour le discriminant : r2∆(E) = deg( ̂c1(L) ◦ λ∗) ([ABT,
Lemma 2.1]).

Le processus d écrit ci-dessus peut être renvers é. Nous partons de deux courbes

elliptiquesB etK, et d’un isomorphisme d éfini sur les points de r-torsion,B[r]
ψ

−→
K[r], anti-isom étrique par rapport à l’accouplement de Weil. La vari ét é ab élienne
Jψ := (B × K)/Graph(ψ) est alors équip ée d’une polarisation principale Θψ. Si
l’isomorphisme ψ est irr éductible (voir [Ka2, Definition 1.2]), le système lin éaire
|Θψ| contient une courbe lisse de genre deux à vari ét é jacobienne isomorphe à Jψ.
Sinon, nous trouvons un isomorphisme de vari ét és ab éliennes polaris ées de Jψ dans
un produit de courbes elliptiques : cela fait partie d’une configuration carreau, [Ka2,
Definition 2.1].

La preuve du th éorème s’appuie alors sur l’interpr étation donn ée à la première
classe de Chern, et au discriminant d’une image directe en termes de morphismes de
courbes elliptiques, qu’on a invoqu ée tout à l’heure. En éliminant le cas connu r∆ ∈
Z nous nous retrouvons tout de suite, quitte à faire baisser le rang du fibr é, dans



4 1 L’existence des fibr és holomorphes

une situation comme ci-dessus. La courbe B restera toujours la courbe de base, K
sera un revêtement étale (cyclique même) de la duale d’une fibre, convenablement
choisi, et l’isomorphisme anti-sym étrique ψ sera induit par la première classe de
Chern et par le revêtement d éfini de K.

Si l’isomorphisme ψ est irréductible, nous en d éduirons un revêtement C → B
de degr é r par une courbe de genre deux et, encore, un fibr é en droites L sur le
produit fibr é Y = X×B C. La première classe de Chern modulo torsion de l’image
directe de L, et son discriminant seront égaux à ceux de d épart.

Le critère de r éductibilit é (cf. [Ka2, Theorem 2.6]) et les configurations carreaux
de Kani [Ka2, Theorem 2.3] nous aident à traiter le cas d’un ψ réductible. Dans ce
cas, nous obtenons deux revêtement étales diff érentesE1 → B, E2 → B, avec deux
fibr és en droitesL1 et L2 sur les produits fibr ésX×BE1 etX×BE2 respectivement.
Le fibr é holomorphe recherch é est obtenu en prenant la somme directe des images
directes de L1 et L2.

1.4 Fibrés de rang deux sur les surfaces elliptiques
non-kählériennes

Comme on l’a vu dans la section pr éc édente, consid érer les images directes de fibr és
en droites par des revêtements de la surface de base peut suppl éer à la m éthode de
Serre pour produire des fibr és non-filtrables. Le r ésultat qui suit montre qu’il s’agit
d’un ph énomène g én éral (cf. [AT] ; voir [F2] pour la d éfinition d’une modification
él émentaire) :

Théorème 3. SoientX une surface complexe, compacte, minimale, non-kählérienne,

qui admet une fibration elliptique X
f

−→ B sur une courbe lisse, et E un fibré vec-
toriel holomorphe non-filtrable de rang deux sur X . Alors, il existe un revêtement
C

µ
−→ B à deux feuillets, par une courbe lisse, et un fibré en droites L sur la nor-

malisée Y du produit fibréX×BC tels que l’image directe ν∗L est une modification
élémentaire de E, où Y ν

−→ X est la projection.

Le revêtement C est complètement d étermin é par le comportement de E sur la
fibre g én érique de f . Le fibr é L, quitte à le tordre par une image inverse d’un fibr é
en droites sur la courbe de base C est, lui aussi, pr écis é par les restrictions de E aux
fibres g én ériques (voir la d émonstration du th éorème de [AT]).

Signalons que l’hypothèse de minimalit é n’est pas imp érativement n écessaire.
En effet, d’après le r ésultat de [Vu], tout fibr é vectoriel holomorphe de rang
deux sur l’ éclat ée d’une surface non-alg ébrique X est une suite de modifications
él émentaires d’une image inverse d’un fibr é sur X , éventuellement tordue par un

fibr é en droites.

Le th éorème 3 r épond au besoin de d évelopper une technique unitaire de con-
struction de fibr és non-filtrables. Rappelons que l’obstruction principale pour le
problème d’existence des fibr és holomorphes consiste dans le manque de m éthodes
de construction (voir [Br3, pag. 105]). En rang deux, dès lors qu’on a franchi cet
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obstacle, la difficult é du problème va pencher vers la recherche d’interpr étations
g éom étriques des classes de Chern des images directes, tout comme on l’a fait pour
les surfaces de Kodaira. On va voir dans un cas particulier comment notre r ésultat
aboutit à une solution du problème d’existence ; cela pourrait servir d’exemple pour
d’autres cas à venir.

On s’occupe maintenant du cas ∆(2, c1, c2) = 0. Dor énavant, on ne considère

que des fibrations elliptiques X
f

−→ B sans fibre multiple. Sachant que c21 est un
entier pair, [ABT, Lemma 1.3], on exclut le cas trivial c1 ∈ 2NS(X) qui entraı̂nerait
m(2, c1) = 0. Dans cette situation, l’ énonc é du th éorème 3 est am éliorable : on peut
faire abstraction des modifications él émentaires puisque tout fibr é de rang deux de
classes de Chern c1, c2 sera une image directe d’un fibr é en droites, [AT, Remarque
4]. Ant érieurement, on avait d éjà montr é que l’existence des fibr és holomorphes
à discriminant nul sur X qui sont des images directes de fibr és en droites par des
revêtements doubles est d étermin ée par le comportement de la première classe de
Chern sur les points de 2-torsion, voir [AB, Theorem 4.1]. Ceci et l’observation ci-
dessus donnent par cons équent un critère d’existence pour les fibr és non-filtrables:

Théorème 4. Soient X une surface non-kählérienne munie d’une structure de fibré
elliptique principal de fibre F , et c1 ∈ NS(X) tel que m(2, c1) > 0. Alors, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un fibré holomorphe de rang deux sur X , à première classe de Chern
égale à c1 et discriminant nul,

(ii) la restriction JB[2]
ĉ1[2]
−→ F ∨[2] de ĉ1 au sous-groupe d’éléments de 2-torsion est

non-surjective.

La d émonstration ressemble beaucoup à celle du th éorème 2. Le discriminant
d’une image directe repr ésente ici le degŕe normalisé d’un morphisme d’une vari ét é
ab élienne principalement polaris ée dans la duale d’une fibre ; voir [AB, Section 3],
où cette notion a ét é d’ailleurs introduite pour la première fois.

Remarquons que si B était elliptique, c’est à dire, X était une surface de Ko-
daira primaire, ĉ1[2] ne pourrait jamais être surjective ([ABT, Lemma 1.3, Remark
3.1]). En revanche, si le genre de B est plus grand, on peut ais ément imaginer des
situations où la surjectivit é dêc1[2] soit v érifi ée :

Exemple 1. Soient B une courbe de genre deux, qui admet un morphisme de degr é
deux sur F ∨, et X un fibr é elliptique principal non-kähl érien sur B, de fibre F .
Soit ĉ1 induit par ce revêtement. Alors, ĉ1[2] est surjective et m(c1) = 1/2. Par
cons équent, il n’existe pas de fibr é holomorphe de rang deux sur X de première
classe de Chern modulo torsion égale à̂c1, et de discriminant nul.

Beaucoup d’autres cas, compl émentaires à celui des surfaces elliptiques non-
kähl ériennes trait é ici, ont ét é consid ér és dans des travaux plus ou moins r écents.
Par exemple, si X est soit une surface K3 soit une surface de dimension de Ko-
daira −∞, Teleman et Toma ont trouv é (voir [TT]) des conditions n écessaires et
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suffisantes pour l’existence de fibr és non-filtrables de rang deux sur X (voir aussi
[LeP], [Te], [BL]). Il est vraisemblable que des m éthodes similaires à celles qui y
sont utilis ées pourront aussi bien trancher le cas des surfaces kähl ériennes de di-
mension de Kodaira égale à un (voir [TT]).

Le cas des tores a ét é également beaucoup étudi é (voir [EL], [BF], [To1], [To3])
et le rang deux est complètement r ésolu. En somme, on n’exagère pas trop quand
on dit qu’en rang deux, après tant d’efforts, on n’est pas très loin d’une solution
complète au problème d’existence des fibr és holomorphes.

1.5 Commentaires sur la géométrie des espaces de modules

Soient X
f
→ B une surface de Kodaira primaire, L ∈ Pic(X) et c2 ∈ Z tels que

m(2, c1(L)) > 0 et 0 ≤ ∆(2, c1(L), c2) < m(2, c1(L)). Alors, tout fibr é holo-
morphe de rang deux, de d éterminant L et deuxième classe de Chern c2 est sim-
ple. De plus, l’espace de modules SX(L, c2) de fibr és à d éterminant L et deuxième
classe de Chern c2 est une vari ét é lisse, holomorphiquement symplectique, de la
dimension attendue 8∆(2, c1(L), c2) (voir [To2], [To4] ; il faut faire aussi r éf érence
au th éorème 2, afin de s’assurer que SX(L, c2) 6= ∅). On connaı̂t donc beaucoup
d’informations utiles sur la g éom étrie de SX(L, c2).

N éanmoins, il nous reste toujours des choses à r égler. Par exemple, cet espace
est-il connexe ? Enfin, est-il compact ?

On est tent é de dire OUI, au moins en dimensions petites (z éro ou deux).
Un th éorème de structure pour les fibr és de rang deux au-dessus des surfaces
algébriques elliptiques a ét é utilis é par Friedman, [F1], [F2], pour étudier la struc-
ture intime de l’espace de modules. Notre th éorème 3 n’est que son analogue non-
alg ébrique : on peut ainsi esp érer qu’il puisse mener à des r éponses concrètes à ces
questions.

En discriminant z éro, la compacit é est imm édiate. D’autre côt é, le problème de
connexit é peut être reformul é comme suit. Dans notre situation, on sait que tout
fibr é E est une image directe d’un fibr é en droites. De plus, le revêtement double Y
de X induit par E, qui est une autre surface de Kodaira primaire, ne d épend que de
la première classe de Chern de E, r éduite modulo torsion. La connexit é de l’espace
de modules SX(L, c21(L)/4) se r éduit alors à savoir si, étant donn ée une isog énie
C → B, l’espace des fibr és en droites sur X ×B C, dont les images directes sur X
sont à d éterminant isomorphe à L, est connexe.

Supposons maintenant qu’en dimension deux, qui correspond au discriminant
1/4, l’espace de modules est compact. Sinon, sans perdre la condition de lissit é, on
le remplace par l’espace de modules de faisceaux simples, qui le sera automatique-
ment ([To5]). Toute composante connexe de l’espace de modules est une surface
compacte, holomorphiquement symplectique, donc soit un tore, soit une surface
K3, soit une nouvelle surface de Kodaira. Comme, par une philosophie g én érale,
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beaucoup de propri ét és d’une vari ét é de base sont transmises aux espaces de mod-
ules de fibr és holomorphes, on s’attendrait à ce que toutes ces composantes soient
dans ce cas des surfaces de Kodaira. Le cas éch éant, il y a une question naturelle
qu’on se pose : y aurait-il une dualité de type Mukai entre la surface de départ et
l’une de ces composantes ?

J’ai expos é ici un petit nombre de problèmes qui concernent la g éom étrie des es-
paces de modules de fibr és au-dessus des surfaces de Kodaira. D’autres problèmes,
de même nature, peuvent être formul és dans le cadre plus g én éral d’une surface
elliptique non-kähl érienne quelconque.
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Springer-Verlag, 1983.
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[Vu] V. Vuletescu, Relating vector bundles on a nonalgebraic surface with those on its blow-up, An. Stiint.

Univ. “Ovidius” Constanta, Ser. Mat. 5 (1997) 111-114.



2 Sur l’annulation de la cohomologie de Koszul des
courbes projectives

2.1 Introduction

Soient V un espace vectoriel complexe de dimension finie, S = SV l’algèbre
sym étrique de V , et X ⊂ PV∗ une vari ét é non d ég én ér ée, et S(X) son anneau
de coordonn ées homogènes. On associe à ces donn ées la fonction de Hilbert qui
est d éfinie par hX(d) = dimCS(X)d pour tout entier positif d. Ce qui fait d’elle
un objet d’ étude très int éressant est son comportement polynômial pour des valeurs
assez grands de d. Cette propri ét é d écoule de l’existence d’une résolution minimale
de S(X) sur S, qui consiste en un complexe exact :

0 → Es → ...→ E2 → E1 → S → S(X) → 0

où Ep = ⊕
i>p

S(−i)api . On arrive ainsi à la d éfinition des espaces de syzygies de X ,

qui sont les composantes gradu ées des modulesEp. Les nombres entiers api portent
aussi un nom : ils s’appellent les nombres de Betti gradués de X .

Cela dit, pour d suffisamment grand, on calcule la fonction de Hilbert de X par
la formule :

hX(d) =
∑

(−1)papiC
N
N+d−i,

et on voit que l’expression du côt é droit est polynômiale en d.
La th éorie des syzygies a pour but principal d’expliquer l’interaction entre les

propri ét és intrinsèques de X et ses espaces de syzygies. Notamment, on cherche à
d écrire l’effet de l’annulation des syzygies, voir l’influence des certaines distribu-
tions des nombres entiers parmi les nombres de Betti gradu és, sur la g éom étrie de
X .

Rest ée presque immobile au fil des ann ées, la th éorie a pris un nouvel élan avec
les travaux de Green [Gr1], [Gr2] et Green-Lazarsfeld [GL1], [GL2]. Par contraste
avec le point de vue classique, ils s’int éressent aux clôtures integrales des anneaux
de coordonn ées homogènes, et aux modules qui en d érivent, plutôt qu’aux anneaux
eux-mêmes. Ceci leur permet de montrer, en faisant abondamment appel à la coho-
mologie de Koszul, tout un ensemble de r ésultats nouveaux, complètement hors de
port ée jusque là. En voici un exemple.

Théorème 5 (Green-Lazarsfeld, voir [GL1]). On suppose que la variété X est
lisse, irréductible et linéairement normale, et on choisit une décompositionOX(1) =
L1 ⊗ L2. On pose h0Li = ri + 1. Alors, ar1+r2−1,r1+r2 6= 0.

L’annulation des nombres de Betti gradu és repr ésente donc une obstruction à
l’existence des certaines systèmes lin éaires complets de dimensions donn ées. Il est
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assez naturel de penser que l’existence de syzygies non-nulles devrait entraı̂ner à
son tour l’existence des systèmes lin éaires : ce point de vue s’est av ér é être une
source fructueuse de conjectures.

Comme on le disait tout à l’heure, la cohomologie de Koszul sert d’ingr édient
principal chez Green et Green-Lazarsfeld pour calculer les espaces de syzygies des
vari ét és projectives. De façon g én érale, si X est une vari ét é complexe, projective,
irr éductible et r éduite, L un fibr é en droites au-dessus de X , V = H0(L), et F un
faisceau coh érent sur X , la cohomologie de Koszul du triple (X,F , L), not ée par
Kp,q(X,F , L), pour tout p, et tout q, est la cohomologie du complexe :

p+1∧
V ⊗H0((q−1)L⊗F) −→

p∧
V ⊗H0(qL⊗F) −→

p−1∧
V ⊗H0((q+1)L⊗F).

En adoptant les conventions de Green, [Gr1], si F ∼= OX , on va l’omettre et on
va écrire Kp,q(X,L) pour la cohomologie de Koszul.

Pour un fibr é L très ample, les espaces de syzygies de l’image de X dans PV∗,
sont calcul és à l’aide d’un complexe similaire, [Gr1, Theorem 1.b.4] :

p+1∧
V ⊗ S(X)q−1 −→

p∧
V ⊗ S(X)q −→

p−1∧
V ⊗ S(X)q+1.

Cette fois-ci, la cohomologie de ce complexe est not ée par Kp,q(S(X), V ) et,
avec les mêmes notations utilis ées au d ébut, on a ap,p+q = dimCKp,q(S(X), V ).

Il existe une relation directe entre les deux types d’espaces de cohomologie de
Koszul, qui se r éalise à travers des flèches naturelles :

Kp,q(S(X), V ) −→ Kp,q(X,L).

Pour q = 1, les flèches ci-dessus sont même des isomorphismes, ce qui donne
une description des nombres de Betti gradu és de X dans PV∗ comme étant
ap,p+1 = dimCKp,1(X,L), pour tout p. En g én éral, au-delà de q = 2, elles ne le
seront plus, sauf si L est normalement engendr é. Signalons que, pour q = 2, ces
flèches restent toutefois injectives et donc, l’annulation des espaces Kp,2(X,L) im-
plique l’annulation des nombres de Betti gradu és ap,p+2.

Analyser en d étail des espaces de type Kp,q(X,F , L), comme il l’ était fait par
Green, [Gr1], [Gr2], nous offre beaucoup plus de libert é que travailler directement
sur les nombres de Betti gradu és. Ici, nous disposons de suites longues de coho-
mologie, [Gr1], des r ésultats de type Lefschetz, [Gr1], [AN], ainsi que d’un certain
nombre de r ésultats d’annulation, [Gr1], [Gr2], [EL].

Les cas des courbes jouit d’une attention sp éciale, puisque c’est dans ce cadre-là
qu’on a pu énoncer les conjectures les plus pr écises de la th éorie (ici, sauf men-
tion du contraire, on dira toujours ”courbe” pour courbe complexe, compacte, lisse,
irr éductible). Parmi elles, on en compte deux tout en or, formul ées par Green, et
Green-Lazarsfeld. En quelques mots, elles pr édisent que des invariants fondamen-
taux des courbes peuvent s’exprimer dans le langage des syzygies. Pour les énonc és
pr écis, on aura besoin de la d éfinition suivante, voir [GL2] :

Définition 1. Soient C une courbe lisse et L ∈ Pic(C). On dit que L satisfait à la
condition (Mk) si et seulement si Kp,1(C,L) = 0, pour tout p ≥ h0(L) − k − 1.



2.1 Introduction 13

Si L est non-sp écial, l’annulation des espaces Kp,q(C,L) pour tout p et tout
q ≥ p + 3 est imm édiate. Cela d écoule d’un r ésultat encore plus g én éral montr é
par Green ([Gr1, Theorem 4.a.1] ; c’est un raisonnement à l’aide duquel on calcule
aussi la r égularit é des plong ées de la courbe C.

Compte tenu du r ésultat de non-annulation de Green et Lazarsfeld, on voit que,
dans le cas où C est munie d’un pinceau de degr é k, aucun fibr é de degr é assez
grand ne peut satisfaire à la condition (Mk). Cette remarque s’applique aussi bien à
un pinceau qui calcule la gonalit é de C, c’est à dire de degr é minimal. La conjecture
qui nous est propos ée par Green et Lazarsfeld, qu’on appelera ensuite la conjecture
de la gonalité, pr édit que la r éciproque est aussi vraie :

Conjecture 1. Si gon(C) > k, alors tout fibr é en droites sur C, de degr é assez grand
satisfait à la condition (Mk).

La conjecture a ét é d éjà verifi ée pour k = 1, 2 ([Gr1, Theorem 3.c.1]) et
k = 3 ([Ehb]). Alors, les courbes hyperelliptiques, ainsi que les trigonales sont
caract éris ées par leurs syzgygies. On va voir que la conjecture est vraie pour une
courbe g én érique dont le genre est suffissament grand par rapport à la gonalit é.

Une autre conjecture, peut-être encore plus importante, est la conjecture de
Green. Elle s’occupe du cas d’une courbe non-hyperelliptique, plong ée par son fibr é
canonique. On part toujours du r ésultat de non-annulation de Green et Lazarsfeld,
afin de remarquer que si Cliff(C) < k, alors le fibr é canonique KC ne peut pas
satisfaire à la condition (Mk), voir [GL1] ; voir [Ma1] pour la d éfinition de l’indice
de Clifford Cliff(C). L’ énonc é de la conjecture est une r éciproque de ce fait :

Conjecture 2. Si Cliff(C) ≥ k, alors KC satisfait à la condition (Mk).

La plupart des travaux parus dernièrement sur les syzygies ont pour sujet la con-
jecture de Green, voir, par exemple, [Gr1], [GL1], [HR], [Sc1], [Sc2], [Sc3], [V1],
[V2], [T] etc. L’effort que l’on fait pour la trancher n’est pas du tout surprenant,
compte tenu de sa marge d’applicabilit é très étendue. Dans l’une des sections qui
suivent, on va voir comme elle est utilis ée dans un problème concret de calcul de
gonalit é.

Il y a une relation très subtile entre l’indice de Clifford et la gonalit é d’une courbe
C. Les deux invariants sont li és entre eux par deux in égalit és, voir [CM, Theorem
2.3] :

gon(C) − 3 ≤ Cliff(C) ≤ gon(C) − 2.

L’ égalit é gon(C) − 3 = Cliff(C) n’est v érifi ée que dans des cas très sp éciaux,
comme celui des courbes planes (pour une disscusion d étaill ée sur le sujet, voir
[ELMS]). G én ériquement, on a donc Cliff(C) = gon(C)− 2. Cela nous fait penser
que, g én ériquement, il pourrait y avoir aussi une relation entre les deux conjectures.
On va enquêter sur cette possibilit é dans la toute dernière section, sans pr étention
d’aller trouver une r éponse tout à fait satisfaisante.
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2.2 Rappels sur les projections des syzygies

Parue pour la première fois dans [Ehb], dont l’auteur était très certainement influ-
enc é par Schreyer, la notion de projection de syzygies est un outil qui nous aide à
pr éserver une relation entre espaces de syzygies, voir espaces de cohomologie de
Koszul, lors des projections lin éaires des vari ét és. Le cadre de travail est le suivant.
On part d’une vari ét é X lisse, irr éductible, L un fibr é en droites sur X , globalement
engendr é, et x ∈ X un point. On note parX̃ σ

−→ X l’ éclatement de X en x, E le
lieu exceptionnel, V = H0(L), Wx = H0(σ∗L− E) ⊂ V , et enfin Lx = V/Wx.

Les morphismes de contraction d éfinis sur les puissances ext érieures de V in-
duisent un morphisme entre les deux complexes de Koszul :

p+2∧
V −→

p+1∧
V ⊗ V −→

p∧
V ⊗H0(2L)

et, respectivement,

p+1∧
V ⊗ V →

p∧
V ⊗ V ⊗ V →

p−1∧
V ⊗H0(2L) ⊗ V,

pour tout p. Ensuite, on en d éduit un morphisme injectif, pour tout p :

Kp+1,1(X,L) −→ Kp,1(X,L) ⊗ V,

dont la compos ée avec le morphisme naturel

Kp,1(X,L) ⊗ V → Kp,1(X,L) ⊗ Lx

est not ée par
Kp+1,1(X,L)

πx−→ Kp,1(X,L) ⊗ Lx.

Par ailleurs, l’inclusion deWx dans V nous en donne une autre, deKp,1(X̃, σ
∗L−

E) dans Kp,1(X,L). On d émontre assez ais ément, [Ehb], [Ap1], que l’image de πx
est en fait contenue dans Kp,1(X̃, σ

∗L− E) ⊗ Lx. La flèche

Kp+1,1(X,L)
πx−→ Kp,1(X̃, σ

∗L− E) ⊗ Lx

obtenue ainsi est appel ée le morphisme de projection. L’une de ses propri ét és
imm édiates est la suivante :

Proposition 1. SupposonsKp+1,1(X,L) 6= 0. Alors, quel que soit l’élément non-nul
a ∈ Kp+1,1(X,L), on a πx(a) 6= 0 pour x ∈ X général.

En particulier, si Kp+1,1(X,L) 6= 0, alors Kp,1(X̃, σ
∗L − E) 6= 0 pour x ∈ X

g én éral. Puisque l’annulation de la cohomologie de Koszul des fibr és σ∗L − E est
une condition ouverte sur x (voir la preuve de [Ap2, Theorem 2]), on en d éduit :

Corollaire 1. Si Kp+1,1(X,L) 6= 0, alors Kp,1(X̃, σ
∗L− E) 6= 0 pour tout x ∈ X .

Pour les courbes, ce r ésultat s’ énonce d’une manière plus simple :
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Corollaire 2. Soient C une courbe, L0 ∈ Pic(C) un fibré en droites, et x ∈ X un
point, tels que L0 +x est globalement engendré. Soit encore p ≥ 1 un entier tel que
Kp,1(C,L0) = 0. Alors Kp+1,1(C,L0 + x) = 0.

Comme il a ét é remarqu é par C. Voisin, le morphisme de projection s’exprime
facilement dans le langage de [V2]. Avec cette traduction en main, les preuves des
r ésultats ci-dessus sont imm édiates.

Enfin, signalons que le morphisme de projection peut être aussi bien d éfini dans
un contexte alg ébrique plus abstrait, voir [Ap1]. Il suffit de partir d’un module
gradu é sur l’algèbre sym étrique d’un espace vectoriel afin d’avoir un complexe de
Koszul bien-d éfini. Les r ésultats énonc és dans cette section trouvent des correspon-
dants fidèles dans ce cadre élargi.

2.3 Nouvel indice pour la conjecture de la gonalité de
Green-Lazarsfeld

Une cons équence des faits de la section pr éc édente est le suivant, voir [Ap1] :

Théorème 6. Soient C une courbe, k ≥ 1 un entier et L0 un fibré en droites sur C,
non-spécial et globalement engendré qui satisfait à la condition (Mk). Alors, pour
tout diviseur effectif D sur C, le fibré L0 + C satisfait à la condition (Mk).

En particulier, on voit que le plus petit nombre k pour lequel un fibr é en droites
L sur C ne satisfait pas à la condition (Mk), ne d épend plus de L, dès que le degr é
de L devient assez grand. Par cons équent, cet entier est un invariant de la courbe.
L’essentiel dans l’ énonc é de la conjecture est alors de montrer qu’il ne s’agit pas
d’un invariant nouveau, mais qu’il est toujours égal à la gonalit é de C.

Le th éorème 6 nous offre également un moyen concret de tester la conjecture
pour une courbe donn ée :

Corollaire 3. Soient C une courbe munie d’un pinceau g1
k, et L0 ∈ Pic(C) un

fibré non-spécial, globalement engendré, qui satisfait à la condition (Mk−1). Alors,
gon(C) = k et la conjecture de la gonalité est vérifiée pour C.

Une fois v érifi ée pour une certaine courbe, la conjecture sera vraie pour une
courbe g én érique ayant le même genre, et la même gonalit é ; cette remarque r ésulte
de la semi-continuit é des nombres de Betti gradu és, et de l’irr éductibilit é de l’espace
de modules Mg,k des courbes des genre et gonalit é fix és, voir [F]. D’ici l’int érêt
pour tester la conjecture sur des cas particuliers, convenablement choisis. On le fait
tout d’abord pour les courbes planes, voir [Ap1] :

Proposition 2. Soit C ⊂ P
2 une courbe plane de degré k+1. Alors, le fibré OC(k)

satisfait à la condition (Mk−1).

On recouvre ainsi le r ésultat classique qui nous assure que toute projection
lin éaire d’un point sur une courbe plane est un pinceau minimal sur cette courbe
(voir, par exemple, [ACGH, I, Appendix A, 1.18]).
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La proposition 2 se g én éralise au cas des courbes qui se plongent dans une sur-
face de Hirzebruch. On introduit d’abord quelques notations, que l’on utilisera en-
suite. Si Σe est la surface de Hirzebruch d’invariant num érique e ≥ 0, on d énote
par H ∈ H2(Σe,Z) la classe de Chern du fibr é OΣe

(1), et par F ∈ H2(Σe,Z) la
classe d’une fibre de la règle. On d émontre ([Ap1]) :

Théorème 7. Soit C ≡ kH + mF une courbe sur la surface de Hirzebruch Σe,
telle que k ≥ 2 et m ≥ max{ke, k + e}. Alors, le fibré OC((k− 1)H + (m− 1)F )
satisfait à la condition (Mk−1). En particulier, le pinceau g1

k induit par la restriction
sur C de la règle de Σe est minimal, et la conjecture de la gonalité est vérifiée pour
C.

Signalons que si la condition m ≥ max{ke, k + e} n’ était pas satisfaite, c’est à
dire e = 1 et m = k, alors le pinceau g1

k ne serait jamais minimal. Donc, en vue du
th éorème pr éc édent, la conditionm ≥ max{ke, k+e} équivaut à dire que la règle de
la surface Σe induit, sur chacune des courbes du système lin éaire |OΣe

(kH+mF )|,
un pinceau minimal (voir aussi [Ma3]).

Inspir és par Schreyer, [Sc2], regardons maintenant les courbes plong ées dans des
éclatements de P

1×P
1. Soient donc k ≥ 3, m ≥ k et 0 ≤ γ ≤ k−2 trois nombres

entiers, x1, ..., xγ des points g én ériques sur P
1 × P

1 et C ′ ∈ |OP1×P1(k,m)| une
courbe irr éductible, singulière, n’ayant pour singularit és que des noeuds à x1, ..., xγ .
Une telle courbe existe, voir [Sc2]. D énotons par Σ σ

−→ P
1 × P

1 l’ éclatement en
{x1, ..., xγ},E le diviseur exceptionnel,L = σ∗OP1×P1(k−1, m−1)−E etC ⊂ Σ
la transform ée stricte de C′. Avec toutes ces notations, on a :

Proposition 3. Le fibré L|C satisfait à la condition (Mk−1).

Outre l’ égalit é gon(C) = k, on en d éduit un r ésultat sur la conjecture de la
gonalit é pour les courbes g én ériques :

Théorème 8. Pour tout entier k ≥ 3, la conjecture de la gonalité est vérifiée pour
une courbe k-gonale générique de genre g > (k − 1)(k − 2).

C’est le meilleur r ésultat que l’on puisse obtenir avec les m éthodes expos ées ici.
Afin de le raffiner, il faudrait en trouver d’autres, encore plus efficaces.

2.4 Calculer la gonalité d’une courbe de Segre générique à
travers l’annulation des syzygies

Une courbe de Segre est par d éfinition une courbe plane irr éductible, pas forc ément
lisse, qui n’a pour singularit és que des noeuds, plus, éventuellement, un autre point
de multiplicit é plus élev ée en lequel la singularit é est simple. L’attention que l’on
porte à la g éom étrie de ces courbes est justifi ée par un r ésultat ancien dû à B. Segre
(voir [Se] et aussi [AC, Theorem 0.4]) qui d écrit les revêtements g én ériques de la
droite projective. Voici l’ énonc é original :
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”Date genericamente ω = 2ν + 2p− 2 rette di un fascio (ν > 2), affinchè esista
(almeno) une curva piana irriducibile di genere p ed ordine ν + n (n intero ≥ 0),
passante n volte pel centro di fascio, e di cui le ω rette date siano le tangenti (in
piunti semplici) che appartengono a questo fascio, è necessario e sufficiente che sia

n ≥
p− ν + 2

2
.”

L’hypothèse de g én éricit é lui permet de supposer que, en dehors du centre du
faisceau des droites consid ér é, la courbe dans l’ énonc é du th éorème n’a que des
noeuds pour points singuliers (voir [Se, pag. 545]). En particulier, on en d éduit que
toute courbe g én érique C de genre et gonalit é fix és se projette sur une courbe de
Segre C ′, de manière que le pinceau minimal sur C correspond à la projection du
point le plus singulier sur C ′.

Naturellement, on se pose la question suivante : sous quelles conditions la nor-
malisation C d’une courbe de Segre C ′ a-t-elle pour pinceau minimal le morphisme
induit par la projection du point le plus singulier de C ′ ?

Dans le cas où tous les points singuliers sont des noeuds, on connaı̂t d éjà
plusieurs r éponses à cette question. Par exemple, si le nombre de points singuliers
ne d épasse pas deg(C′) − 2, la situation est bien comprise, voir [ACGH, I, Ap-
pendix A, 1.20]. Pour une courbe nodale générique, à nombre plus élev é de noeuds,
les r ésultat principal de [Co] nous fournit également une r éponse positive.

Si C ′ contient effectivement un point de multiplicit é sup érieure à deux, y
r épondre devient bien moins évident. N éanmois, tout en supposant que le nom-
bre de noeuds est raisonnablement petit, grâce à l’annulation de la cohomologie de
Koszul, on peut montrer un r ésultat pour une courbe g én érique. Ici, la g én éricit é est
celle de Z. Ran : ayant fix é le degr é, le genre, et le nombre de noeuds, les courbes
qu’on étudie sont param étr ées par une vari ét é quasi-projective, irr éductible, dite de
Severi, voir [Ran, Irreducibility Theorem, p. 122].

Théorème 9. Soient x0 ∈ P
2 un point, {x1, ..., xγ} un ensemble de points génériques

du plan projectif et C ′ une courbe de Segre de degré m ≥ 6, ayant une singularité
d’ordre m− k ≤ m− 4 à x0, des noeuds à x1, ..., xγ et lisse en dehors de tous ces
points. Supposons que γ ≤ m − 3 et notons par C la normalisation de C ′. Alors,
un pinceau minimal de C est induit par la projection de x0.

L’existence d’une courbeC ′ est assur ée par [AC, Theorem 4.7]. En vue du même
r ésultat on peut remarquer qu’une courbeC′ tout comme dans l’ énonc é du th éorème
9 correspond à un point g én érique de la vari ét é de Severi.

Le th éorème 9 admet une interpr étation amusante en termes d’espaces de mod-
ules des courbes. En utilisant les notations de [AC], on considère M1

g,k ⊂ Mg le
lieu des courbes munies d’un pinceau (possiblement avec des points de base) de
degr é k. C’est une vari ét é irr éductible qui contient l’espace de modules Mg,k de
courbes k-gonales. Soit V la vari ét é de Severi des courbes de Segre de degr é m, à
γ noeuds, ayant une singularit é d’ordre (m − k) à un points fix é x0. La projection
de x0 des courbes de V d éfinit une application rationnelle :
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ψ : V −−−− → M1
g,k,

où g = (k − 1)(m− 1− k/2) − γ. Notre r ésultat nous dit que, si γ ≤ m− 3, alors
l’image de ψ rencontre Mg,k.

La strat égie de d émonstration est comme suit. En éclatant le point x0, on se
place sur la surface de Hirzebruch Σ1. La transform ée stricte de C′ est alors une
courbe nodale C ′′ sur Σ1 dont on connait le type num érique. En éclatant encore les
noeuds de C ′′, on obtient une courbe lisse C, contenue dans une surface rationnelle.
Le th éorème 9 ne sera alors qu’un cas particulier d’un r ésultat plus g én éral, voir
ci-dessous. Cela proviendra de l’annulation de la cohomologie de Koszul et d’une
remarque qui, elle, d écoule à son tour du th éorème de non-annulation de Green-
Lazarsfeld [GL1].

Remarque 1. Soit C une courbe munie d’un pinceau g1
k, telle que son fibr é canon-

iqueKC satisfait à la condition (Mk−2). Alors, Cliff(C) = gon(C)−2, gon(C) = k,
et la conjecture de Green et v érifi ée pour C.

On applique cette observation, d’ailleurs triviale, aux normalisations des courbes
nodales sur une surface de Hirzebruch ([Ap2]) :

Théorème 10. Soient e ≥ 0, k ≥ 4, m et γ des nombres entiers tels que m ≥
max{ke, k+2e} et γ ≤ m−e−2−(k−2)(e−1), {x1, ..., xγ} un ensemble de points
génériques sur la surface de Hirzebruch Σe et C ′′ ∈ |OΣe

(kH +mF )| une courbe
irréductible ayant des noeuds en x1, ..., xγ et lisse en dehors de ces points. Alors,
le fibré canonique de la normalisation C de C ′′ satisfait à la condition (Mk−2). En
particulier, Cliff(C) = gon(C) − 2 et gon(C) = k.

L’id ée de d émonstration du th éorème 10 est la suivante. Comme on le dis-
ait avant, on éclate tout d’abord la surface Σe en {x1, ..., xγ} et on note cette
nouvelle surface, et le morphisme qui vient avec, par Σ σ

→ Σe. La courbe C
sera alors plong ée dans Σ. Maintenant, on utilise la formule d’adjonction afin
de calculer le fibr é canonique de C comme provenant d’un fibr é L sur Σ, où
L = KΣ + C. Ensuite, on applique la suite longue exacte pour la cohomologie
de Koszul, [Gr1, Corollary 1.d.4], et un r ésultat d’annulation de Green, [Gr1, The-
orem 3.a.1], pour trouver un isomorphisme entre des espaces de cohomologie de
KoszulKp,1(Σ,L) etKp,1(C,KC), respectivement. On se ramène ainsi à d émontrer
un r ésultat d’annulation pour la cohomologie de Koszul surΣ (pour les d étails, voir
[Ap2]) :

Théorème 11. Soient e ≥ 0, α ≥ 2, β et γ des nombres entiers qui satisfont aux
inégalités : β ≥ max{αe, α + e} et γ ≤ β − (e − 1)α. Soit Σ σ

→ Σe la surface
éclatée de Σe en un ensemble de points génériques {x1, ..., xγ} de Σe et notons par
E le diviseur exceptionnel et L = σ∗OΣe

(αH + βF ) − E. Alors, Kp,1(Σ,L) = 0
pour tout p ≥ h0(L) − α− 1.

L’avantage d’avoir employ é l’annulation de la cohomologie de Koszul dans la
d émonstration du th éorème 9 est d’arriver en même temps à un r ésultat sur la con-
jecture de Green :
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Théorème 12. Quels que soient g et k deux nombres entiers positifs, tels que g ≥
k(k − 1)/2, la conjecture de Green est vraie pour une courbe générique k-gonale
de genre g.

Même si ce r ésultat am éliore celui de [Sc2], il n’est ni optimal, ni le meilleur
obtenu jusqu’à pr ésent. Heureusement, il y en a d’autres, beaucoup plus fins que
lui, [T], [V2]. Il l’a ét é remarqu é par C. Voisin qu’une combinaison de ces deux
articles cit és ici r ésoud la conjecture pour toute courbe g én érique, quels que soit le
genre et pour toute gonalit é, sauf pour la gonalit é maximale en genre impaire. Il
n’y a donc qu’un seul cas (peut-être le plus difficile) qui nous reste à étudier. La
conjecture de Green pour les courbes g én ériques est en position de se transformer
en un th éorème, et cela c’est pour demain !

2.5 Quelques liens entre la conjecture de la gonalité et la
conjecture de Green

Le morphisme de projection nous offre un moyen de comparer l’annulation de la
cohomologie de Koszul de fibr és sur une courbe C qui diffèrent par un diviseur ef-
fectif. Maintenant, prenons pour fibr é de d épart le fibr é canonique KC et supposons
qu’il satisfait à la condition (Mk). Dans ce cas, tout fibr é de degr é assez grand sur
C satisfera à la même condition ([Ap1, Theorem 3]). Posons c = Cliff(C) et sup-
posons que gon(C) = c+ 2. Si jamais la conjecture de Green était v érifi ée pour C,
alorsKC satisferait à la condition (Mc), ce qui entraı̂nerait (Mc) pour tout fibr é L de
degr é assez grand sur C. Cela n’est pas très loin de l’ énonc é de la conjecture de la
gonalit é, qui y pr évoit la condition (Mc+1). Cela veut dire qu’il doit y avoir un z éro
de plus parmi les espaces Kp,1(C,L) qui surgisse à un certain moment lorsqu’on
ajoute suffisament de points au fibr é canonique. Naturellement, cela nous fait penser
qu’il existe une relation directe entre les deux conjectures ; h élas, pour le moment,
nous manquons de moyens pour obtenir directement ce z éro suppl émentaire dont
on avait parl é.

Puisque nous avons échou é dans l’essai de d éduire la conjecture de la gonalit é
de la conjecture de Green, voyons si nous pourrions supposer la conjecture de la
gonalit é pour une courbeC et en d éduire l’autre. Parcourir le chemin en sens inverse
dans le raisonnement ci-dessus n’est pas envisageable, puisqu’on ne sait pas à quel
niveau l’annulation de la cohomologie de Koszul est pr éserv ée lorsqu’on soustrait
des diviseurs effectifs, au lieu de les ajouter. En revanche, on aura toujours une
chance de gagner si on se contente de comparer l’annulation de la cohomologie
de Koszul du fibr é canonique KC et l’annulation des espaces Kp,1(Y, LY ), pour
LY un fibr é de degr é assez grand, au-dessus d’une autre courbe Y , complètement
diff érente de C. Cela a ét é d éjà fait d’une manière indirecte, dans la d émonstration
des th éorèmes 9-11, voir [Ap2]. On y avait compar é les espaces Kp,1(Σ,L) qui,
eux, étaient isomorphes aux Kp,1(C,KC), avec la cohomologie de Koszul d’une
autre courbe, contenue dans la même surface Σ. Ce fait se g én éralise comme suit
([AN]).
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Théorème 13. Soient X une variété projective, lisse, irréductible, avec H1(OX) =
0, D et E deux diviseurs effectifs sur X . Notons d = h0OD(D), e = h0OE(E),
∆ = D + E et L = OX(∆). Supposons que D est lisse est irréductible et ∆
est connexe et réduit. Si Kp−e,1(D,LD) = 0 pour un entier p > e et l’une des
conditions suivantes est satisfaite :

(i) e = 0, ou bien
(ii) p ≥ d+ e,

alors Kp,1(X,L) = 0.

On applique le r ésultat ci-dessus aux courbes sur une surface K3. Soit donc X
une surface K3 et D une courbe k-gonale de genre g sur X telles qu’un pinceau
minimal sur D est induit par la restriction d’un pinceau elliptique OX(F ) sur X .
Cette hypothèse n’est pas très restrictive : il y a des exemples en tout genre et toute
gonalit é ([Kn], et aussi [Ma2, Theorem 2.1]). Consid érons F1 et F2 deux courbes
lisses distinctes du pinceau elliptique et posons E = F1 + F2. On a deg(LD) =
2g − 2 + 2k et h0(D,LD) = g + 2k − 1, par Riemann-Roch. Avec les notations
pr éc édentes, d = g et e = 2. Donc, si Kp−2,1(D,LD) = 0 pour un entier p ≥ g+ 2,
alorsKp,1(X,L) = 0. En particulier, tout en supposant que LD satisfait l’annulation
pr édite par la conjecture de la gonalit é, c’est-à-direKp′,1(D,LD) = 0 pour tout p′ ≥
h0(D,LD)− k = g+ k− 1, on aura aussi Kp,1(X,L) = 0 pour tout p ≥ g+ k+ 1.
Ensuite, pour toute courbe lisse, connexe, C ∈ |L| (dont le genre est gC = g + 2k
par adjonction) on a Kp,1(C,KC) = 0, quel que soit p ≥ g + k + 1 = gC − k + 1.
C’est exactement l’annulation pr édite par la conjecture de Green pour C.

Le même r ésultat peut s’appliquer à d’autres courbes, afin d’obtenir encore plus
de cas où la conjecture de la gonalit é entraı̂ne la conjecture de Green, dans le sens
expliqu é ici.
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