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Le couplage d’un fluide et d’une structure est un phénomene naturel qui traduit les effets de
deux milieux continus de natures différentes en action réciproque 'un sur I'autre. Pour autant qu’elle
fait intervenir des connaissances de ’élasticité et de la mécanique des fluides (qui sont porteurs de
problemes largement ouverts?), l'interaction fluide-structure n’en est pas moins un domaine & part
entiere de la physique et des mathématiques appliquées. Plus particulierement étudié dans la seconde
moitié¢ du XXeme siecle, aussi bien dans l'industrie que dans les laboratoires publics, ce sujet reste
d’intérét essentiel dans les avancées scientifiques et pratiques contemporaines.

Parmi les défis présents et futurs, 'aérodynamique et 'hémodynamique® sont & nos yeux deux des
sujets fondamentaux. L’interaction fluide-structure est dans ces domaines I'un des éléments-clés.

En aérodynamique, 'aviation civile par exemple, tout autant que l'aviation militaire, souhaite
améliorer la portance® de ses appareils, en réduire la trainée®, tout en augmentant les capacités de
ces avions. Toujours en aérodynamique, mais cette fois-ci appliqué aux ouvrages d’art, les ingénieurs
désirent éprouver les tabliers des ponts face a des vents violents, ou les piles des ponts devant des
courants fluviaux extrémes (voir la Figure 1.b). Devant la réalisabilité, la complexité et le coiit de
tests expérimentaux, la simulation numérique de ces systemes physiques de couplage fluide-structure
est indispensable.

Air Tablier du pont

=) = => => Structure

o oo i
= N - '

@ :> »au ,—-:-/-N__/-&_\/:V‘
=) = = (ﬂEeuve) ‘» i .

Fi1ag. 1 — a. Hlustration de la portance autour d’une aile d’avion. b. Coupe schématique tridimen-
sionnelle d’un pont (tablier et piles). Ecoulements de fluides autour du pont.

3Le probleme des équations de NAVIER-STOKES (régissant certains écoulements liquides) et de la régularité de leurs
solutions n’a toujours pas été pleinement résolu a ce jour (de Septembre 2002). Il est d’ailleurs considéré comme un
probléme fondamental & 'aube du XXI®™€ siécle, et rapporterait 1.000.000 $ aux personnes qui le résoudraient :
cf http ://www.claymath.org/prizeproblems/index.htm .

“Etude des écoulements sanguins.

®La portance est la dépression des écoulements d’air entre 'extrados (dessus) et I'intrados (dessous) d’une aile d’avion ;
de maniére naive, c’est la force qui porte ’avion, lui permettant de voler. Voir la Figure 1.a.

5La trainée d’un avion est sa résistance & l’air. Elle est fonction de la surface exposée & la direction de 1’écoulement.
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En hémodynamique, l'interaction fluide-structure apparait la aussi de fagon incontournable lors :

— de I'écoulement fluide-paroi du sang dans des artéres plus ou moins élastiques et perméables
(cf Figure 2.a);

— dans les écoulements particulaires des hématies (globules rouges) dans les veines (¢f Figure 2.b

et c);

lors des échanges sanguins au niveau de la pompe cardiaque ;

— lorsque les veines collabent”,. ..

Tous ces phénomenes font intervenir des couplages mécaniques entre un liquide non-newtonien et des
structures élastiques en mouvement. De plus, lorsqu'un des constituants est défaillant, comme lors
d’une malformation cardiaque, ou quand une artériole s’obstrue, il est parfois possible d’intervenir de
maniére invasive : mise en place d’un ventricule cardiaque artificiel ; pause d’un stent®. Que ce soit
avant comme apres une telle intervention, il est intéressant d’étudier ces systemes pour mieux cibler
les pathologies, et d’apporter des simulations numériques permettant d’en prévoir les comportements.

Déformation élastique h Vue selon la section d’ observation

/ de la structure

Fluide
(sang)

Structure
(veine)

Fia. 2 — a. Déformation élastique de la paroi veineuse (dont la configuration de référence est cylin-

drique) en interaction avec le flux sanguin. b. et ¢. Ecoulement particulaire constitué de globules
rouges baignés dans le sang, a l'intérieur d’une cavité veineuse proche d’une bifurcation. b. Vue
bidimensionnelle du dessus indiquant ’axe de la section d’observation et ’angle de vue. c. Vue en

profondeur selon la section d’observation et & partir de 'angle de vue.

Tous ces exemples de systemes physiques passent par une simulation numérique afin d’essayer de
prévoir, de comprendre et d’améliorer la qualité ou le rendement de ces phénomenes physiques lorsque
le cotit (temporel, humain, ou financier) des essais «grandeur nature» n’est plus raisonnable. Pour
atteindre cet objectif, une phase de modélisation de ces systémes physiques est nécessaire. Certains
sont modélisés a ’aide par exemple de systemes d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP ; voir par
exemple [DL87]), comme on les rencontre le plus souvent dans les domaines présentés précédemment.
D’autres systémes physiques sont modélisés a I’aide de systemes d’Equations Différentielles Stochas-
tiques (EDS), comme par exemple pour la lecture des signaux radars en hydrodynamique sous-marine
ou les résultats sont exposés a du bruit brownien. D’autres types de modélisation sont encore pos-
sibles. C’est néanmoins la pertinence d’approche et la consistance avec le systeme physique de départ
qui permettra de choisir le modele le plus adapté. Dans le cadre de cette thése, nous avons choisi de
considérer des systemes modélisés par des systemes d’EDP.

Un modele, méme simplifié, doit permettre d’approcher qualitativement le systéme physique qu’il
est sensé représenter. Pour cela, des choix ad hoc sont évidemment nécessaires :

— d’une part pour le fluide : qu’il soit newtonien ou non; visqueux ou parfait; compressible ou

incompressible,. . .

" Autrement dit, les parois de la veine se rapprochent jusqu’a se toucher, empéchant ainsi le passage du sang.
8Petit ressort de faible diametre, qui, placé dans une artériole, permet de la rigidifier artificiellement, et ainsi éviter
qu’elle ne collabe.
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1. Modélisation

— et d’autre part pour la structure : qu’elle soit rigide, élastique, ou hyperélastique ; mono-, bi- ou
tri-dimensionnelle ; que ce soit une poutre, une plaque ou une coque,. ..

Vient ensuite la partie de couplage entre ces modeles : 'interaction doit permettre la traduction des
échanges des efforts et de la cinétique du systéme global.

Ce couplage est alors sanctionné par un bilan d’énergie du systeme couplé. Nous sommes la au
début de 'analyse mathématique du modele. Il est ensuite intéressant de connaitre les conditions
d’existence de solutions (s'il en existe ou non), et le cas échéant, leur unicité ou multiplicité, puis leurs
propriétés éventuelles : comportement asymptotique en temps long; observabilité des solutions par
rapport a ’espace balayé par les forces extérieures ; controlabilité (exacte, approchée ou optimale) du
systeme. Ces études éventuelles peuvent permettre d’affiner la compréhension des systemes considérés,
afin de mieux confondre les résultats des simulations numériques. Ces dernieres font appel a des
méthodes numériques générales variées (comme les éléments finis ; les méthodes itératives de gradients ;
la décomposition de domaines), et aussi parfois a des méthodes tres spécifiques (méthode Arbitraire
Lagrangien-Eulérien (ALE)). Une analyse numérique des systémes ainsi discrétisés permet de connaitre
les limites de validité des applications numériques : stabilité des schémas en temps, consistance d’ap-
proximation, vitesse de convergence des solutions approchées. En retour, les simulations numériques
peuvent évidemment éclairer des pistes de recherche dans les branches plus théoriques. Ceci est d’au-
tant plus vrai que l'ingénierie industrielle et la médecine n’ont pas attendu la validation théorique de
leurs modeles pour la mise en pratique (comme par exemple en chirurgie pour la pause de stent dans
les coronaires pour soulager les voies collabées).

Nous allons par conséquent distinguer trois points fondamentaux pour notre étude de problemes de
couplage fluide-structure instationnaires : tout d’abord la modélisation, puis I’analyse mathématique,
et enfin les applications numériques.

1 Modélisation

«Prenant en compte les comportements divers des milieuz continus, elle [la mécanique
des milieux continus] englobe Uhydrodynamique, la dynamique des gaz, U'élasticité, la
plasticité et d’autres types de comportements. Elle est la clé de ce que l’on appelle au-
jourd’hui la modélisation, qui n’est autre que l’art d’analyser un phénomeéne physique
et de le décrire en termes mathématiques, ce qui permet de l’étudier avec la rigueur
propre a cette discipline. On peut alors espérer obtenir par le calcul les grandeurs mises
en jeu dans le phénomeéne considéré et les comparer aur observations expérimentales. »

G.DuvauT, issu de [Duv90].

La description mathématique d’un milieu continu se fait en donnant une loi qui lie le tenseur
des contraintes 1" & d’autres variables cinématiques ou thermodynamiques. Cette loi, appelée loi de
comportement, définit le type de milieu (fluide, élastique,...). Avec les lois universelles (conservation
de la quantité de mouvement, conservation de la masse, conservation de l’énergie, symétricité du
tenseur T'), une caractérisation compléte du milieu continu est possible.

Nous allons particulariser fortement nos choix, que ce soit pour les fluides, autant que pour les
structures. Quant & la partie de couplage, nous en indiquerons les trois points essentiels.



1.1 Modeles de fluides
Du général au particulier

L’étude et la classification des fluides reposent essentiellement sur la loi choisie pour le tenseur des
contraintes 7" modélisé de maniere tres générale par :

T=-pl+F(D)

avec p la pression eulérienne, I l'opérateur identité, F' une fonction tensorielle, D = (V¢ + V(bT) /2
le tenseur taux de déformation, et ¢ la déformation du milieu continu. Lorsque F' est une applica-
tion linéaire de D, le fluide est dit newtonien; dans les autres cas, le fluide est dit non-newtonien.
Dans ce second cas de figure, il est encore possible de distinguer au moins quatre sous-catégories :
les fluides indépendants du temps (exemple : fluide de BINGHAM), les fluides dépendants du temps
(exemple : fluide thixotropique), les fluides viscoélastiques (exemple : bitume), et les fluides différentiels
de complexité n € IN (exemple : sang).

Bien que nous nous intéressions & des systéemes physiques faisant intervenir des fluides non-new-
toniens, nous avons choisi de simplifier I’approche de modélisation, en ne considérant que des fluides
newtoniens. La loi de comportement du tenseur T' s’écrit alors :

T=-pl+2vD,
avec v la viscosité du fluide. L’équation de conservation de la quantité de mouvement nous amene a :
p(Opu+u-Vu) —vAu+Vp=F, (1)

avec p la densité du fluide, F les forces extérieures et u (respectivement p) la vitesse (resp. pression)
eulérienne du fluide. L’équation (1) ci-dessus est appelée? équation de NAVIER-STOKES si v > 0 (cas
d’un fluide visqueux), ou équation d’EULER si v = 0 (cas d’un fluide parfait ). Nous aborderons dans
cette these les deux types de modeles.

Suivant que la densité p dépend de I'espace et du temps, ou non, il est possible de distinguer les
fluides compressibles (les gaz), et respectivement incompressibles (les liquides). Nous ne considérerons
dans cette these que des fluides incompressibles. L’équation de conservation de la masse s’écrit :

divu=V.-u=0.

Nous mettons de coté les échanges thermodynamiques et nous considérons que la température est
constante (indépendante du temps et de I’espace).

Par la suite, nous distinguerons des cas ou I’écoulement est turbulent, avec le systeme des équations
de NAVIER-STOKES incompressibles (¢f Chapitre 1 et Chapitre 3 de la Partie IT ) ; et des cas ou
I’écoulement est irrotationnel, dans le cadre des fluides potentiels, autrement dit des fluides parfaits
incompressibles homogenes et irrotationnels (¢f Chapitre 2 de la Partie IT ).

Conditions de bord

Dans tout ce qui suit, le domaine fluide € est borné, et son bord 92 est suffisamment régulier.
Nous le considérons de plus bidimensionnel (mais ceci n’est pas restrictif, et ce qui est présenté ci-
apres peut étre adapté aisément a des dimensions supérieures). Selon le systéeme physique que nous
cherchons a modéliser, le fluide peut se comporter sur tout ou partie du bord du domaine, I' C 992, de

9Pour des fluides de type plus général (intégrant le cadre des fluides newtoniens), FOSDICK et RAJAGOPAL ont montré
la restriction suivante : v > 0; voir [Raj92] et la bibliographie s’y rapportant.

6



1. Modélisation

manieres completement différentes. Il s’agit alors de traduire correctement en termes mathématiques
ces comportements. Nous présentons quelques exemples de situation que nous allons exploiter dans
cette these. Nous rappelons que nous considérons des fluides dont la vitesse eulérienne u est régie
par un systéme prenant en compte I’équation (1) comme équation de conservation de la quantité de
mouvement.

Nous abordons tout d’abord des conditions de type DIRICHLET, c’est-a-dire portant uniquement
sur les différentielles en espace d’ordre 0 de u :

— u=w sur I, avec w une fonction vectorielle définie sur le bord.

Cette condition traduit le fait que le fluide avance a la vitesse w sur le bord. Il s’agit d’une
condition d’adhérence (ou non-glissement) a la paroi I', qui est de plus tout particulierement
adaptée dans le cadre d’une paroi mobile.

—u- (Ryn) = g sur I, avec Ry une matrice de rotation d’angle 6, n la normale extérieure au
domaine 2, et g une fonction scalaire.

Cette condition est I’expression d’un flux orienté suivant un angle 6 par rapport a la normale :
le fluide s’écoule donc a travers la partie I' correspondante du bord.

Si @ = 7/2[n], le flux est alors tangentiel.

Si 6 =0[n] et g =0, il s’agit alors d’un flux nul selon la normale, autrement dit, la paroi est
imperméable.

Voyons a présent une condition de type NEUMANN, c’est-a-dire portant sur le gradient de u, et
plus précisément ici portant sur le tenseur des contraintes fluides :

{—p[—i— g (Vu—i— VuT)} n=20 sur I.

Cette égalité indique qu’il n’y a pas de réaction normale sur le bord ; autrement dit, le fluide n’est pas
contraint sur I', il y est donc libre (d’entrer ou de sortir du domaine §2).

Nous pouvons effectuer une partition du bord du domaine fluide et choisir des conditions ad hoc
sur chacun de ses éléments (voir en particulier les Chapitre 2 et Chapitre 3 de la Partie II ).

1.2 Modeles de structures
Du général au particulier

Nous considérons un domaine structure €2 de référence, borné, et dont le bord 0€) est suffisamment
régulier ; il pourra étre mono- ou bi-dimensionnel. Tout comme pour les fluides, ¢’est le choix du tenseur
des contraintes qui permet de classer les types de structures. Nous commencons par nous restreindre
a l’étude d’un matériau hyperélastique, homogene, isotrope, dont la configuration de référence € est
un état naturel, et qui satisfait le principe de 'indifférence matérielle.

Nous nous plagons de plus dans le cadre de petites déformations. Nous pouvons considérer un
matériau de SAINT VENANT-KIRCHHOFF. Se donner le tenseur T' des contraintes revient a se donner
la densité T d’énergie ; pour un déplacement U = ¢ —Id fixé, celle-ci est donnée par (voir par exemple
[Cia88], Théoreme 4.4.3 page 155) :

W(BU)) =

ol \ et i sont les constantes de LAME du matériau, et E est le tenseur des déformations de GREEN-
SAINT VENANT :

[Tr(E(U)))? + pTr[E(U))?

1
E(U)=; (VU+VU' +VU'VU)

et Tr(-) Popérateur matriciel de trace. Nous présentons dans le Chapitre 1 de la Partie I I'obtention
d’un systéme en grands déplacements et petites déformations, a partir des équations de LAGRANGE
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(¢f [Arn89]). Ce modele fait apparaitre un couplage entre une EDO et un systéme d’EDP non-linéaires,
ou intervient une équation des ondes modifiée.

Nous en remarquons deux cas particuliers :

— dans le cas ou les perturbations élastiques sont nulles, nous retrouvons le cas d’un solide en
translation et en rotation.

— dans le cas ou la structure possede au moins une extrémité fixe, les degrés de liberté de la
translation et de la rotation sont imposés; seules les perturbations élastiques jouent un role.
Dans le cadre de I'élasticité linéarisée, en considérant uniquement une structure en flexion, nous
pouvons nous ramener a une équation d’ondes linéaire. Nous utilisons ce type de modele simplifié
au Chapitre 2 de la Partie II.

Conditions de bord

En ce qui concerne les structures, les conditions de bord sont primordiales; chacune d’entre elles
agit sur un élément I' C 9N de la partition du bord. 11 s’agit schématiquement de choisir entre :
— des conditions aux limites de déplacement : ¢ = ¢g sur I', avec ¢ une déformation donnée.
C’est une condition de type Dirichlet.
En particulier ¢g = 0 traduit un encastrement de la structure sur I'.

— des conditions auzx limites de traction : Tn = g, avec g une fonction vectorielle.
C’est une condition de type Neumann, portant sur le tenseur 7' des contraintes.

D’autres types de conditions au bord sont néanmoins envisageables, comme des conditions aux
limites unilatérales. Ce cadre est utilisable dans le cas de conditions portant sur une des composantes
de la déformation, pour modéliser par exemple une non-interpénétration avec un autre corps (exemple :
un ballon de baudruche qui tombe sur le sol sans pouvoir le pénétrer).

Pour les structures considérées par la suite, nous n’utiliserons que des conditions aux limites de
déplacement (voir les Chapitre 2 et Chapitre 3 de la Partie II ) ou de traction (voir la Partie I
et plus précisément la Remarque 2 du Chapitre 1).

1.3 Couplage d’un fluide et d’une structure

Ayant choisi un modele pour le fluide et un modele pour la structure, il s’agit de préciser I'in-
teraction entre ces deux systemes. Ce couplage s’effectue en trois points (voir par exemple [GM98a],

[GMOODb]) :

1. la coincidence des interfaces fluide et structure. Nous notons I'(t) cette interface!”.

L’interface est toujours constituée de particules de fluide et de structure. En particulier, c’est
le lieu de rencontre entre le formalisme lagrangien'!de la structure et le formalisme eulérien'! du
fluide. En effet, le systeme structure est écrit avec des coordonnées dépendant d’une configuration
de référence (formalisme lagrangien), tandis que le systeme fluide est écrit dans un repeére qui
suit le mouvement des particules (formalisme eulérien). A chaque instant, les interfaces fluide et
structure doivent correspondre. Pour que ceci soit possible, il faut donc préciser avec précaution
I’application qui permet de passer d’un type de coordonnée a l'autre.

2. le principe d’action-réaction a l'interface.
Celui-ci doit traduire le bilan des contraintes normales a 'interface : la différence des tenseurs
fluide et structure appliquée a la normale n est le vecteur nul sur I'(¢).

ONous rappelons que nous considérons des problémes instationnaires pour lesquels les bords des domaines dépendent
éventuellement du temps.
1 Voir I’Annexe B page 191.
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3. la condition cinématique a l'interface.
Le fluide «collanty» a la paroi structure, nous pouvons en déduire une relation entre les vitesses
des deux milieux.

L’expression des deux dernieres relations tient pleinement & la nature des milieux. La condition
cinématique est par exemple différente suivant le cas ou le fluide est visqueux (continuité des vecteurs
vitesses), ou au contraire parfait (continuité des vitesses normales et des pressions) ; voir [Hue94] par
exemple.

Nous préciserons donc lors des étapes de couplage les véritables relations a prendre en compte.

1.4 Modélisation d’un ventricule artificiel

Pour des problemes issus de la physique, il s’agit, avant de passer a la description mathématique
d’un phénomene, de représenter le systeme réel existant. Nous nous intéressons, dans la seconde partie
de cette these, a un probleme faisant intervenir un modele de ventricule artificiel d’'un coeur. Nous
indiquons ici la motivation de cette étude.

De nos jours, les maladies cardio-vasculaires constituent la premiere cause de déces dans les pays

occidentaux. La cause de mortalité la plus fréquente est plus précisément I'insuffisance cardiaque!?.

Face a ce probleme, de nombreux essais ont été conduits dans la seconde moitié du xXxeme siecle,
pour remplacer le muscle cardiaque par un substitut mécanique, sans pour autant trouver de réponses
pleinement satisfaisantes. De nombreuses études mathématiques et numériques ont dans le méme temps
été développées en hémodynamique (cf [Pes77], [RPPI7], et [FNQV99] par exemple). Nous souhaitons
effectuer un travail sur ce sujet en modélisant un ventricule artificiel et en en controlant activement
I'injection dans un certain sens a préciser. Pour cela, nous avons besoin d’introduire le contexte dans

lequel nous nous placons.

valvule aortique

areillette ganche
vahule sigmotde

vahule mitrale
oreillette droite

vahule tricuspide ventricule gauche

ventricule droit

(a) Anatomie du coeur.

F1c. 3 — Anatomie du cceur suivant une coupe ou les quatre cavités sont visibles (figure issue
de [Dec97]).

Le coeur (cf Figure 3) est un organe vital essentiellement constitué d’un muscle creux (le myocarde),
dont le role est d’assurer la circulation du sang dans l'organisme. Celle-ci est effectuée simultanément

12 2 N . . . . . N
Incapacité du coeur a fournir une circulation sanguine suffisante pour alimenter les organes en oxygene.



selon un double circuit. La partie droite du coeur assure la circulation du sang veineux (c’est-a-dire
faiblement oxygéné et chargé en gaz carbonique) recueilli par les veines caves vers 'artére pulmonaire.
La partie gauche du coeur assure quant a elle la circulation du sang oxygéné recueilli par les veines
pulmonaires vers l'artere aorte. Ainsi le coeur est constitué de deux pompes (respectivement droite
et gauche). A Tl'intérieur de chacune d’elles, le sang transite exclusivement dans une seule direction,
allant de loreillette (réceptionnant le sang) au ventricule (éjectant le sang dans l'organisme). De 1a,
nous voyons le role primordial du ventricule gauche, chargé de fournir le sang oxygéné aux organes.

Les substituts artificiels (ventricules ou cceurs totaux) ont précisément pour principal but de sou-
tenir ou de remplacer le ventricule gauche. De nombreux essais chirurgicaux ont été tentés sur les
animaux puis sur ’homme. En ce qui concerne les ventricules artificiels d’assistance cardiaque, les
premiers essais sur 'homme on été effectués des 1966 aux Etas—Unis, et en France a partir de 1986
(Pr. Carpentier). A titre d’information, nous citons deux types de famille de ces ventricules artificiels,
distingués suivant le type d’énergie utilisé : les pneumatiques (Thoratec, TCI) ou les électro-mécaniques
(Novacor). D’autre part, les premieres tentatives de placement de cceurs artificiels totaux sur 'homme
ont été réalisées aux Etats-Unis en 1969 A titre provisoire (en attente de greffe), et en 1982 A titre
définitif (cceur artificiel Jarvik 7). En France, les premiéres implantations ont été effectuées a partir
de 1986 (Pr. Cabrol), et sont aujourd’hui de 'ordre de 300 par an.

Dans le monde, quelques milliers de substituts artificiels cardiaques ont été implantés a titre tempo-
raire ou définitif. La vie de certains patients a pu ainsi étre pronlongée de plusieurs années. Néanmoins,
meéme si 'opération est maintenant maitrisée au niveau chirurgical, de nombreux problemes restent en
suspend : traitement contraignant (anticoagulant), encombrement de la prothese, dérangements liés
au bruit, source énergétique du substitut (batteries & recharger), équilibre des circulations droite et
gauche. De nombreuses études, notamment a 'aide de simulations numériques, doivent donc encore
étre menées, en particulier pour comprendre les échanges sanguins a 'intérieur méme d’un ventricule :
par exemple pour cibler les zones de recirculation (conduisant a la formation de plaques sur les parois),
éviter les hémolyses (destruction des globules rouges), ou réguler un débit sanguin déréglé.

Nous renvoyons a la Partie II de cette thése pour deux modélisations mathématiques différentes
d’un ventricule artificiel : I'une au Chapitre 2 page 115 a l'aide de fluides potentiels; 'autre au
Chapitre 3 page 131 a l'aide de fluide visqueux newtoniens.

2 Analyse mathématique

L’analyse mathématique vise a cerner les difficultés du probleme abordé, afin de choisir convena-
blement les outils nécessaires & leur étude. Au regard de la modélisation d’un phénomene physique,
parmi les questions d’intéréts, la recherche d’existence d’une éventuelle solution au systeme est pri-
mordiale. Sans cette étape (ou sans une conjecture), il n’est pas raisonnable de penser que le modele
est consistant avec I'observation. En supposant alors que le systeme possede une solution, il est tout a
fait légitime de chercher si elle est unique. L’unicité permet de caractériser entierement le phénomene
physique observé. Au contraire, la multiplicité des solutions indique un manque dans la spécification
du phénomene : il faut aller plus loin dans la compréhension du systeme physique et particulariser sa
définition pour écarter des solutions et en marginaliser d’autres.

Une étude méthodique s’attache ensuite, pour une solution donnée, a distinguer ses propriétés
éventuelles. Parmi les plus classiques, sans pour autant étre exhaustif, nous énongons :

— le comportement asymptotique en temps long.

La preuve de I'existence d’une solution en temps long apporte un élément supplémentaire sur
la consistance du modele, et permet de ne pas fixer de limite en temps a la validité du modele.
Au contraire, si la solution est instable et «explose» en temps fini, une direction de rechercher
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2. Analyse mathématique

peut étre la stabilisation ou la controlabilité du systeme.
— Iobservabilité des solutions par rapport a 1’espace balayé par les forces extérieures, ou des données
initiales.

Cette notion est particulierement intéressante pour savoir si un état est atteignable ou non.
Il est ensuite possible de s’attacher a approcher une configuration donnée du systéme physique
(1a encore, étude de controlabilité).

— la controlabilité de la solution du systeme.

Celle-ci se présente sous de multiples formes. D’une maniere générale, le controle optimal
permet a partir d’une certaine solution d’approcher une solution-cible prédéterminée (et licite).
Pour cela, une fonction (voire un parametre) de commande agit sur le systeme (par le biais de
forces distribuées dans le domaine ou de conditions au bord). Le controle est optimal dans le
sens ou il minimise une certaine fonctionnelle de cotit. Le controle est dit approché si la solution
du systeme tend vers la solution-cible dans une certaine topologie. Le controle est dit exact si la
solution-cible est effectivement atteinte exactement.

Le controle peut s’effectuer de manieres différentes : soit en «boucle ferméey (ou feedback)
si le controle est calculé a chaque instant en fonction de la solution instantanée elle-méme ; soit
en «boucle ouvertey, ou la fonction de controle a été prédéterminée (en fonctions des forces, des
données initiales et de la solution-cible).

Toutes les considérations précédentes sont valables pour un modele physique quelconque. En ce
qui concerne plus précisément les systemes couplés, une voie possible de I’étude du phénomene global
est un choix de découplage. En effet, il peut sembler cohérent de voir si chacun des sous-systeémes mis
en cause possede ou non les qualités nécessaires. Cette approche a 'avantage de mettre a profit la
méthodologie et la littérature dans les domaines respectifs en considération, et plus particulierement
ici la mécanique des milieux continus.

Dans cette these, nous nous intéressons a des phénomenes d’interaction fluide-structure; notre
principal résultat théorique sur ce sujet est I'existence de solution pour une structure en grands dé-
placements et petites déformations qui évolue dans un fluide (¢f Chapitre 1 de la Partie II ).
Dans un premier temps, nous séparons les sous-systeémes fluide et structure. Nous exploitons d’une
part des résultats déja institués concernant le fluide. Puis, d’autre part, nous établissons des résultats
d’existence et d’unicité de la solution (¢f Chapitre 2 de la Partie I ) pour le modele structure
(construit au Chapitre 1 de la Partie I ). Enfin, la procédure de recouplage analyse les difficul-
tés supplémentaires liées aux échanges entre les systémes fluide et structure (et qui nécessitent une
étude plus poussée des sous-systemes complétés de nouvelles contraintes inhérentes au couplage). Nous
présentons ci-dessous les outils utilisés pour obtenir ces résultats.

2.1 Bilan d’énergie. Découplage

Pour commencer, un préliminaire indispensable est un bilan d’énergie a priori du systeme, afin
de s’assurer que le modele est cohérent avec le systeme physique. Dans les problemes d’interaction
fluide-structure, il faut notamment vérifier que les éléments du couplage sont consistants. Il faut par
exemple tenir compte de la mobilité des domaines (voir par exemple la formule de REYNOLDS de
dérivation par rapport au temps d’une intégrale sur un domaine dépendant du temps). Ce premier
bilan permet de plus d’identifier les espaces fonctionnels dans lesquels les solutions éventuelles peuvent
étre recherchées.

Il s’agit ensuite de découpler convenablement les systémes fluide et structure, dans le sens ou l'in-
teraction réciproque impose des conditions de compatibilités ou des contraintes supplémentaires. Par
exemple, la contrainte d’incompressibilité du fluide se traduit sur la structure élastique par la contrainte
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de conservation de son volume. Ainsi, lors du découplage, nécessité par 'analyse mathématique ou
la simultation numérique, le systeme structure doit étre étudié en tenant compte de cette contrainte
supplémentaire extérieure.

2.2 Sous-systeme structure

(Ce paragraphe concerne le Chapitre 2 de la Partie I .)

Nous nous intéressons maintenant plus précisément a I’existence d’une solution au probleme d’élas-
ticité précédemment mentionné (obtenu au Chapitre 1 de la Partie I ). Le systéme en question,
sous forme faible, fait intervenir des fonctions-tests dépendant de la solution inconnue elle-méme. Ce
probleme est fortement non-linéaire et nécessite donc de choisir un espace de décomposition adéquat :
il s’agit de I’espace des vitesses. Ce dernier est identifié grace a une méthode modale : il est engendré
par les fonctions propres de 'opérateur de 1’élasticité linéarisée. Une fois réécrit le systeme de départ,
nous utilisons une méthode de GALERKIN pour montrer I'existence d’une solution au probleme de
I’élasticité.

Pour montrer 'unicité de la solution, nous employons une méthode classique. Nous effectuons la
différence entre les systemes différentiels de deux solutions éventuelles; puis apres avoir obtenu les
inégalités ad hoc, nous appliquons le lemme de GRONWALL pour conclure. Néanmoins, comme les
fonctions-tests des deux systemes différentiels dépendent des solutions respectives, la difficulté réside
dans leur choix.

2.3 Sous-systemes découplés. Systeme couplé

(Ce paragraphe concerne le Chapitre 1 de la Partie II .)

Nous considérons effectuées les études sur chacun des sous-systémes structure et fluide (nous
rappelons que nous utilisons des résultats préexistant dans la littérature concernant le fluide). Des
considérations sur les espaces fonctionnels des solutions ainsi que sur les éléments du couplage font
apparaitre un défaut de régularité pour réunir les deux sous-systemes. Nous nous restreignons donc a
un nombre fini de modes propres dans I’approximation modale de la structure élastique.

Avant de continuer avec le systeéme couplé, il faut considérer les sous-systemes découplés. Précisons-
le & nouveau, les sous-systemes découplés font intervenir des contraintes supplémentaires sur les sous-
systemes en question. Notamment pour le systéme structure, la contrainte supplémentaire de conserva-
tion de volume introduit un multiplicateur de LAGRANGE assimilable & une pression. Afin d’exploiter
cette information, nous utilisons le théoreme des fonctions implicites pour établir une relation entre
les coefficients de la décomposition modale. Ramenés a un systeme d’EDO de dimension finie, nous
obtenons l’existence d’une solution au systeme structure découplé. Par un argument de bootstrap, nous
entendons les espaces de régularité en question.

Concernant le sous-systeme fluide découplé, pour lequel des résultats préexistaient dans la litté-
rature (cf [Al87], [Bea81], [Sol77], [Sol88b], [GMO00a]), 'idée principale consiste a réécrire le systeme
de NAVIER-STOKES en coordonnées lagrangiennes, et & appliquer le théoréeme de point fixe de PICARD.

La stratégie pour l'existence d’une solution au probleme couplé global est la suivante. A un dé-
placement structure D, nous associons un couple vitesse-pression par la résolution du sous-systeme
fluide découplé. Puis nous calculons les efforts fluides, et la résolution du sous-systeéme structure dé-
couplé nous donne un nouveau déplacement Ds. Nous appliquons alors une procédure de point fixe
sur application S : D; — D3 (& nouveau par le théoréeme de PICARD).

Pour d’autres techniques d’approche de systéemes couplés fluide-structure, nous renvoyons a l'in-
troduction de la partie de couplage fluide-structure (Partie II), page 79.
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3. Applications numériques

3 Applications numériques

Les applications numériques ont pour objet d’apporter une illustration aux systemes d’EDP mo-
délisant les problémes physiques. Elles autorisent une confrontation avec les observations des systémes
physiques réels grace a des tests cohérents et incisifs. Les domaines de validité des modeles sont alors
mieux cernés. Suivant leur pertinence, des tests numériques plus poussés peuvent ensuite permettre
de mieux comprendre les phénomenes physiques.

Avant de passer a la programmation, la mise en ceuvre numérique nécessite une discrétisation
consistante et un algorithme adapté au probleme. Des méthodes de natures différentes donnent alors
des outils indispensables pour effectuer ces étapes convenablement. Nous distinguons les méthodes
numeériques générales et celles plus spécifiques a l'interaction fluide-structure et au contréle. Nous
indiquons celles que nous utilisons pour les applications numériques présentées dans cette these.

3.1 Meéthodes numériques générales
Discrétisation en temps

La méthode de discrétisation en temps que nous utilisons est celle des différences finies. Nous
utilisons d’une part le schéma d’EULER d’ordre 1 :
— pour le systéme de I’élasticité en grands déplacements et petites perturbations (¢f Chapitre 3
de la Partie I );
— et pour le systéme fluide dans le probleme d’interaction fluide-structure du ventricule artificiel
(¢f Chapitre 3 de la Partie II ).
Nous utilisons d’autre part le schéma de NEWMARK d’ordre 2 pour I’équation des ondes modifiée, dans
le probleme de couplage avec les fluides potentiels (¢f Chapitre 2 de la Partie II ).

Méthode des Eléments Finis

Nous employons la méthode des éléments finis pour la discrétisation en espace de certaines quanti-
tés. Nous utilisons des éléments P; pour les potentiels fluides dans le probleme d’interaction avec une
membrane monodimensionnelle (¢f Chapitre 2 de la Partie II ). Nous utilisons :

— des éléments P» pour la construction des matrices de masse et de raideur généralisées dans le
probleme de recherche des éléments propres généralisés d’une structure élastique (¢f Chapitre 3
de la Partie I );

— des éléments P»/P; en vitesse-pression (éléments finis de TAYLOR-HOOD) dans les équations
de NAVIER-STOKES dans le probleme d’interaction fluide-structure du ventricule artificiel (¢f Cha-
pitre 3 de la Partie II ).

Décomposition modale

Bien que des analyses modales soient envisageables directement sur des problemes couplés d’inter-
action fluide-structure (¢f [Sch92]), nous utilisons quant & nous la décomposition modale uniquement
pour les structures. Plus précisément, nous utilisons :

— les modes propres du laplacien monodimensionnel pour 1’équation des ondes dans le couplage

avec des fluides potentiels (¢f Chapitre 2 de la Partie II );

— les modes propres de l'opérateur de I'élasticité linéarisée (avec condition de NEUMANN homo-

geéne) pour la structure en grands déplacements et petites déformations (¢f Chapitre 3 de la
Partie I ).
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L’avantage de cette méthode de décomposition réside dans le fait qu’'un petit nombre de modes
propres est suffisant pour avoir une base d’approximation raisonnable et approcher convenablement
les quantités en question.

3.2 Méthodes spécifiques a I'interaction fluide-structure et au controle
Méthode ALE : Arbitrairement Lagrangien-Eulérien

Le principe de cette méthode est exposé a I’Annexe B page 191.

Cette méthode est d’un intérét capital pour les problemes ot un domaine en déformation intervient,
et s’applique tout naturellement aux problemes d’interaction fluide-structure. Elle permet de redresser
localement en temps (pour fixer les idées) un domaine espace-temps non-cylindrique pour en faire
un domaine cylindrique droit; ceci s’obtient en réécrivant les opérateurs de dérivées temporelles en
fonction de la convection du domaine.

Nous en adoptons le principe pour le déplacement de maillage dans le probleme des fluides potentiels
en interaction avec une membrane élastique (¢f Chapitre 2 de la Partie IT ). Nous utilisons par
ailleurs la méthode des caractéristiques pour la résolution des équations de NAVIER-STOKES dans le
systeme du ventricule artificiel (¢f Chapitre 3 de la Partie IT ).

Méthode de la frontiére immergée

Cette méthode est spécifique aux problemes d’interaction fluide-structure et a été introduite par
PESKIN (c¢f [Pes77], [PM89a], [PM89b]) pour la simulation numérique d’un cceur. L’idée principale
est la suivante. La structure est considérée comme baignant dans le fluide. Plutét que de résoudre
un systeme pour la faire évoluer, on considere que la structure agit sur le fluide par I'intermédiaire
d’une force portée le long de linterface. Ainsi, seul le systéme fluide est a résoudre (avec un terme
de forces supplémentaire). La méthode a pour intérét de réduire le coit des calculs. Bien qu’elle
soit habituellement utilisée sur des maillages structurés et des lattices diadiques (pour exploiter en
plus une Transformée de Fourier Rapide (FFT en anglais)), nous 'implémentons ici sur un maillage
non-structuré. Par ailleurs, les difficultés de la méthode résident dans une approximation consistante
des Diracs portés sur l'interface. Nous utilisons un modele différent de celui présenté par PESKIN
(dans [PM89a)-[PM89b]), et nous employons un maillage artificiel autour de l'interface (voir aussi la
«Fat Boundary Method» de MAURY, ¢f [Mau0l]). Nous mettons en ceuvre la méthode de la frontiere
immergée dans le probléme simplifié du comportement d’un ventricule artificiel (¢f Chapitre 3 de la
Partie 11 ).

Controle par feedback

Nous utilisons cette méthode afin de controler le systeme simplifié du ventricule artificiel grace
a l'amplitude d’injection de fluide (¢f Chapitre 3 de la Partie IT ). Pour cela, nous ramenons le
probleme au controle optimal de perturbations. Nous semi-discrétisons alors en temps les équations du
systeme en question, et nous écrivons ’équation d’état sous forme linéaire. Par ailleurs, nous considé-
rons une fonctionnelle quadratique en la variable d’état et en le parametre de controle. Nous obtenons
ainsi un systeme Linéaire- Quadratique, pour lequel un controle existe sous forme d’un feedback, c’est-
a-dire un controle dépendant directement de la variable d’état. Pour construire un tel controle, nous
avons a résoudre un systeme d’équations de RICCATI (rétrograde en temps) et a calculer les matrices
de gain de KALMAN. Cette étape s’effectuant préalablement, nous appliquons ensuite directement le
controle (obtenu pour le systéme linéarisé) sur le systeme non-linéaire.
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4. Plan de la thése

4 Plan de la theése

Dans une premiere partie, nous abordons un probleme d’élasticité en grands déplacements et petites
déformations. Nous dérivons le systeme d’équations du modele a partir des équations de LAGRANGE
(¢f Chapitre 1 de la Partie I ). Nous montrons ensuite l’existence de solution pour ce modele par
une méthode de type GALERKIN, puis 'unicité de cette solution (¢f Chapitre 2 de la Partie I );
une des difficultés du probleme est la dépendance des fonctions-tests vis-a-vis de la solution dans la
formulation variationnelle. Puis, en vue d’une application numérique, nous employons une méthode
modale pour nous ramener a un systeme de dimension finie, et nous étudions l'inversibilité de ce
dernier ; nous discutons enfin les tests d’une simulation numérique (¢f Chapitre 3 de la Partie I ).

Dans la seconde partie de cette these, nous abordons des problemes d’interaction fluide-structure.
Le premier chapitre concerne un probleme théorique : nous montrons 'existence de solution pour le
probleme couplé des équations de NAVIER-STOKES avec une structure élastique en grands déplacements
et petites déformations selon un nombre fini de modes propres (¢f Chapitre 1 de la Partie II );
nous utilisons pour cela le modele obtenu dans la premiere partie. Les chapitres suivant concernent des
applications numériques pour des modeles d’un ventricule cardiaque artificiel. Dans le Chapitre 2 de
la Partie II , nous établissons un modele d’interaction fluide-structure entre deux fluides potentiels
et une membrane en flexion, et nous présentons les tests d’une simulation numérique utilisant une
méthode ALE simplifiée. Dans le Chapitre 3 de la Partie II , nous couplons les équations de NAVIER-
STOKES incompressible avec une membrane élastique et discutons les tests d’applications numériques
utilisant la méthode de la frontiere immergée. Dans un second temps, nous effectuons une démarche
de controle par feedback sur un systeme simplifié, et présentons des résultats numériques.
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Premiere partie

Modélisation et analyse d’un probléeme
d’élasticité en grands déplacements et
petites déformations
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Introduction a la partie élasticité

Dans cette partie, nous considérons un probleme d’élasticité instationnaire bidimensionnel. Notre
motivation est issue d’un probleme d’interaction fluide-structure dans le plan. Nous souhaitons tout
d’abord modéliser un systeme physique couplant un fluide visqueux et une structure élastique faible-
ment déformable qui se déplace dans le fluide en suivant un mouvement non-négligeable de translation
et de rotation. Puis dans un second temps, nous voulons montrer ’existence de solution & ce systeme.
Nous commencons donc par aborder la modélisation des équations du mouvement du corps élastique
en grands déplacements et petites déformations dans un cadre bidimensionnel.

Adoptant la décomposition du mouvement de la structure en un mouvement rigide et une per-
turbation élastique, nous obtenons tout d’abord I'unicité de la décomposition a partir d’'un probleme
de minimisation et sous certaines hypotheses. Nous rappelons a ce propos une approche similaire,
effectuée par FRAELIS DE VEUBEKE (¢f [FDVT76]). A partir des équations de LAGRANGE, nous éta-
blissons ensuite les équations du mouvement. Celles-ci sont non-linéaires et les fonctions-tests de la
formulation faible du probleme dépendent de la solution éventuelle elle-méme. Pour contourner cette
difficulté, nous réécrivons, de maniere équivalente, les équations de dynamique de la structure suivant
chacune des composantes du mouvement (c’est-a-dire suivant la translation, la rotation, et la pertur-
bation élastique) : ceci est notamment rendu possible grace a la décomposition modale de Iespace de
travail des vitesses.

Ensuite, nous obtenons des estimations d’énergie a priori sur d’éventuelles solutions aux équations
du mouvement. Suivant une méthode de GALERKIN, nous nous ramenons a un systéme de dimension
finie, et passons a la limite par compacité en utilisant les estimations précédentes, ainsi que d’autres
plus poussées (notamment sur les dérivées secondes en temps de 1'angle de rotation). Nous obtenons
alors l'existence d’une solution (pour des données petites ou pour un temps petit) aux équations du
systeme continu en les composantes de translation, rotation et perturbation élastique du mouvement.
Nous montrons que ceci est équivalent a dire que le systéeme en le déplacement admet une solution
(toujours sous les hypotheses de petitesse des données ou du temps). Nous donnons de plus une
condition d’existence en temps long. Nous nous attachons ensuite a montrer 'unicité de la solution.
Nous suivons pour cela une démarche classique, avec néanmoins une légere complication liée au choix
particulier des fonctions-tests.

D’un autre coté, nous nous attachons a l'illustration numérique de notre modele. De nombreux
essais ont été effectués en ingénierie pour des problemes de corps en grands déplacements et petites
déformations (notamment en aérodynamique, en automatique et en robotique : par exemple pour des
déploiements de bras articulés ou de satellite). Une méthode souvent utilisée est la formulation coro-
tationnelle du probleme; celle-ci a été plus particulierement étudiée dans un cadre d’éléments finis. 11
s’agit de considérer un repeére en déplacement (translation et rotation) et de déformer les éléments du
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maillage suivant les contraintes élastiques locales. Cette stratégie a été tout d’abord employée pour
des structures allongées (de type poutre), puis plus récemment sur des corps bi- et tri-dimensionnels
(¢f [CM96a]-[CM9I6D]). Nous proposons ici une approche différente basée sur une décomposition mo-
dale, ceci dans la suite directe et naturelle de I’étude théorique précédente. Notre approche est donc
globale en espace, plutdt que locale. La principale difficulté tient a la construction numérique effective
d’un espace discret d’approximation (dont les fonctions doivent étre L2-orthogonales aux mouvements
infinitésimaux). Pour répondre a ce probleme, la maniére la plus naturelle consiste a effectuer la dé-
composition modale de la solution qui, tronquée selon un nombre fini de modes propres, nous ramene
a un probleme aux valeurs propres généralisées (qui peut étre solutionné préliminairement a la réso-
lution du systeme d’équations du mouvement). Le cadre de travail en espace est alors fixé, et il ne
reste plus qu’a résoudre un systeme d’EDO de dimension finie en les coefficients de la décomposition
modale (qui ne dépendent ainsi plus que du temps).

Le plan de cette Partie I est le suivant. Dans le Chapitre 1, nous effectuons la modélisation d’une
structure en grands déplacements et petites déformations : nous présentons d’une part une justification
a la décomposition du mouvement, et nous établissons d’autre part les équations instationnaires du
mouvement. Dans le Chapitre 2, nous commencons par énoncer les principaux résultats théoriques
de cette Partie I, puis nous démontrons I'existence et 'unicité de solution pour le systéme modélisé.
Le Chapitre 3 aborde quant a lui la mise en ceuvre numérique du modele.
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Chapitre 1
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en grands déplacements et petites
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Chapitre 1.  Modélisation d’une structure élastique en grands déplacements et petites déformations

1.0.1 Espace de Sobolev. Traces

Soient n un entier non nul et Q un ouvert quelconque de IR". Nous désignons par L?(Q2) I'espace
des (classes de) fonctions de carré sommable sur €. Soit m un entier non nul, nous définissons I’espace
de SoBOLEV H™(2) d’ordre m comme le sous-espace des fonctions de L2(§2) dont les dérivées (au sens
des distributions) jusqu’a I’ordre m sont des éléments de L2(f2) (cf [LM68] page 3). Par interpolation
des espaces de SOBOLEV d’ordres entiers (cf [LM68] page 45), nous définissons les espaces H *({2)
pour s > 0 réel. Enfin, pour 2 borné et de frontiere I' assez réguliere, nous rappelons le résultat
suivant (cf [LM68] page 47) : Pour s > 0 et p le plus grand entier tel que p < s — 1/2, Uapplication :

‘ p
u— {% ;5=0,... ,,u}, définie sur H®(Q) — HHSij*lﬂ(I’), est une application linéaire
j=0

continue ; de plus, elle est surjective (avec existence d’un relévement continu).

1.1 Décomposition de la déformation

1.1.1 Unicité de la décomposition du mouvement

Soit € un ouvert borné connexe Lipschitz de IR?, on suppose que @ désigne la surface occupée par
une structure non déformée, considérée comme la configuration de référence. On note ¢ : Q — IR? et
on appelle classiquement déformation I’application, qui par hypothese est réguliere et injective, et qui
associe & £ € Q le point image x dans la configuration déformée ¢(2). On appelle alors u = ¢ — IdIR2
le déplacement (cf Figure 1.1).

F1c. 1.1 — Configuration de référence Q et configuration déformée ¢(€2), déformation ¢ et déplace-
ment u.

On cherche ici un modeéle qui permette de décrire le mouvement d’un matériau élastique en grands
déplacements et petites déformations. Pour cela, on considere que la déformation du solide €2 est la
composée des trois applications suivantes (cf Figure 1.2) :

1. une application Py relative a une déformation élastique : QO —R? ol d est une appli-

§ —&+d(©)

cation réguliere de O dans IR? qui sera supposée petite, et qu’on appellera perturbation.

2. une rotation R4 d’angle 6 autour du centre de gravité G du solide!® : ¢ = O—é — RCT@Z =

RO¢ — ROG ot R = Ry = ( cosf —sinf > avec 0 € R.

sinf@ cosf

3. une translation 7, de vecteur 7 : { — { + 7 avec T € IR2.

13Le point G est le centre de gravité du solide dans la configuration de référence Q.

22



1.1. Décomposition de la déformation

F1G. 1.2 — Décomposition de la déformation : 1. Application de la perturbation d. 2. Composition
avec la rotation de centre G et d’angle §. 3. Composition avec la translation de vecteur .

La déformation s’écrit ainsi ¢ = 745 0 Ry 0 Pg. On a donc :
VE € Q,0(€) =Ty o Ry 0 Py(é) = Ty o Ry(€ +d(€)) = Ty(R(E+d(§) — Q) =7+ R(E+d(E) - G),
soit encore : B .

VEeQ, 9§ =7+ R(GE+AQ)) - (1.1)

En plongeant IR? dans IR?, la rotation R peut étre vue comme une rotation d’axe e,, ol e, désigne
un vecteur unitaire perpendiculaire au plan du mouvement, et d’angle 6.

On remarque que pour tout ¢ appartenant & L%(£), quel que soit le vecteur de translation 7 € IR?,
et quel que soit 'angle 6 € IR de la rotation, la perturbation d est définie de maniere unique grace
a(1.1) pard = RT(¢p—17)— é_é et ainsi d est un élément de L?(12). On va maintenant donner un critere
pour que, connaissant ¢ dans L?(£2), on puisse lui associer un unique triplet (7,6,d). On considere
I'application suivante, qui, pour ¢ donné, exprime la norme de d dans L%(Q) :

Ky : R’xR — R
— 2 — — 2
(,0) K¢<T,e>=|RT<¢—T>—G5||L2(Q)=||¢—Tr|2—2/ﬂ¢-Rag+|rG£||

et on cherche le couple (7,6) solution du probléme de minimisation :

(P) min Ky(r,0)
6 € [0,2n[
7 e R?

2
Ce probleme admet au moins une solution car K4 (7, 0) = ki (7)+k2(6), ot k1 (1) = || ¢ — 7 ||>+]| Gé I

est continue strictement convexe en 7 et tend vers I'infini & I'infini'4, et ky = —2 ¢-R96‘E est continue
Q
en 0 et 2w-périodique. Les conditions d’optimalité du premier et du deuxieéme ordres sont :
0K O’K.
a—f(T, 0)=0, aT;b(T, 0) > 0 au sens des matrices symétriques,
(1.2)
0Ky 0*Ky
W(Tﬂ):o’ W(T,G)ZO.

Or, on a d’une part :

0K

- 9 Uhe _ o =
VT € IR?, o Q/Q(gzb T) T,

— 82 K — —
V7,7 € R? O(r.0)7F = 2/ L7) -7
) ) 9 P ( ) ) ( 2 ) )

—~

i

=
3

" Autrement dit, lim k(7)) = +oo.
[l oo
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Chapitre 1.  Modélisation d’une structure élastique en grands déplacements et petites déformations

avec I la matrice identité de IR?, et d’autre part :

_ 6K¢ — sinf  cos@
Vo € IR, W . —29/¢ <—cos€ 51n0>G£ —20/(;5/\R9G§,

2 _
€ R, w(, 8.0 _290/ (Cf’se Sme)c:g _299/¢ RyGE .

v,

Q:II

062 sinf cosé

Les conditions d’optimalité précédentes sont donc équivalentes a :
1 — —
T:—/¢, /¢ARG5:O, /¢-RG§20. (1.3)
12 Ja Q Q

La premiere condition 7 = / ¢ permet de retrouver 7 en fonction de ¢. En réécrivant les deux

Y

autres conditions :

/(b/\RC—r’Z: </¢/\C—r’—§>>0059 + </¢-C—¥g>sin0 =0 |,

Q . Q _ Q . (1.4)
/(b-RGf: —(/(b/\G{)sinH + </¢-G§>COSG >0 ,

Q Q Q

il apparait que si [4¢ A C—JZ #0ou [,0- E*E # 0, on peut définir Pangle 6 de fagon unique dans [0, 27].
On associe alors a cette unique solution du probléme de minimisation la perturbation donnée par :
VEe N, dE) =RI(p—T)— CT% On remarque tout d’abord, d’apres la premiere condition de (1.3),
que d est & moyenne nulle sur Q2. D’autre part, les conditions de (1.4) peuvent étre réécrites sous la
forme :

— — — — —
/gb/\RGﬁz/d/\G{:O et /¢-RG£:/(G£+d)'G§>O . (1.5)
Q Q Q Q
On a ainsi établi la proposition :

Proposition 1. Pour toute application ¢ € L*(Q) telle que :

(/Q¢A53>2+</Q¢-C—?Z>2%O, (1.6)

il existe un unique triplet (1,0,d) € IR* x [0,2n[xL2(Q) tel que ¢ = T + R(EE +d) et tel que d
satisfait :

/Qd:O, /QdAéZ:Oet/Q(d+EJZ)-éE>o. (1.7)

En particulier, (1,0) est l'unique solution du probléme de minimisation (P), etd = RT (¢ — 1) — C—l_ﬁ)

On supposera dans la suite que ¢ satisfait (1.6), ce qui est justifié car on s’intéresse a des défor-
mations proches de déformations rigides, et dans le cas de mouvement rigide, on a d = 0 et donc

— —
Jo® - RGE = [,|GEI* > 0.
1.1.2 Une autre démarche pour la décomposition du mouvement

On mentionne dans ce paragraphe un article développant une approche similaire au travail présenté
au paragraphe précédent. Apres avoir introduit la méthode en question, on s’applique & mettre en
parallele les deux démarches.
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1.1. Décomposition de la déformation

Dans un article de 1976, voir [FDV76], FRAELJS DE VEUBEKE cherche a obtenir les équations
du mouvement d’un corps «flexible» dans un cadre tridimensionnel. Il identifie différents termes de
ces équations selon une étude heuristique. Pour cela, il décompose le mouvement du corps en un
mouvement rigide moyen et en un mouvement relatif!® de déformations élastiques.

Dans un premier temps, 'auteur consideére d’une part un repere fixe (dit inertiel), et d’autre part
un repeére dynamique qui suit un mouvement de translation de vecteur @ € IR? et un mouvement
de rotation de matrice U € SO3(IR). En se placant dans ce second repere, il observe le déplacement
relatif u = uy y, et étudie deux problemes de minimisation le concernant : 'un pour minimiser
I’énergie cinétique de ces perturbations relatives u, I'autre pour minimiser la norme de u. Cette
seconde approche fait I'objet d’une investigation plus poussée : il s’agit de déterminer le «meilleury
repere, en identifiant @ et U, de telle sorte que ||| soit minimale. FRAEIJS DE VEUBEKE montre que
ce probléme se ramene A un probléme aux valeurs propres dans IR* :

M ) (b b

T = A

m' 0/)\p B
avec M € Mjz3(IR) et 7 € R® des données, et avec b € IR? le vecteur instantané de la rotation
du repere, 8 € IR l'angle instantané de rotation du repere!S, et A une valeur propre; «lay plus
petite des quatre valeurs propres du probleme, notée A,,;,, renvoie le vecteur propre qui permet de
minimiser ||Q]|. Les cas de non-unicité éventuelle pour la matrice U (et donc pour la décomposition

du mouvement) sont liés & 'ordre de multiplicité de A;u;,. Un exemple de non-unicité est exhibé dans
le cas tridimensionnel impliquant de grandes déformations élastiques.

Dans la sous-section 1.1.1 précédente, on a suivi une démarche similaire dans un cadre bidimen-
sionnel. En présupposant la forme de la décomposition de la déformation ¢, autrement dit ¢ =
T+ R@(EZ + d), on a cherché & minimiser la norme de la perturbation élastique d en fonction de
langle 6 et de la translation 7 (de la déformation elle-méme). On n’a par ailleurs pas eu besoin d’un
référentiel dynamique. De plus, on a montré une réciproque a cette étude, a savoir que pour (7,6, d)
vérifiant certaines hypotheses, on construit une déformation ¢ acceptable suivant certaines propriétés
(¢f Proposition 1).

Pour effectuer maintenant un lien avec la méthode de FRAEIJS DE VEUBEKE, on considere le
probleme bidimensionnel de la sous-section 1.1.1 plongé dans I'espace IR3, et on identifie aisément
b = e, comme axe instantané de rotation. Avec la notation de ’angle 3 = 6, le probleme aux valeurs
propres proposé par FRAELJS DE VEUBEKE est le suivant :

M w\ (e\  (Me;+60m\ ()e;
mT 0 0 ) mle, AN

0 0
~ —
On précise maintenant le vecteur m = | 0 | et la troisiéme colonne [ 0 | de M, avec r = / GENB(E)
Q
r S

15Te mouvement rigide moyen permet de définir un repére dynamique suivant ce mouvement. La déformation élastique
est alors observée a partir de ce nouveau repére; d’ou le qualificatif de relatif pour son mouvement. Voir ci-dessous pour
de plus amples explications.
Le couple (b, 3) détermine entierement la matrice U € SO3(IR) de rotation grace & la représentation de RODRIGUES-
HAMILTON :
U = I3 + 203[b] + 2[b][b]

0 —bs b b1
ou [b]=| b3 0 —by | pour b= [ b2 ], de telle sorte qu’on a I’écriture : VX € IR, [b]X =b A X.
—b2 b1 0 bS
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Chapitre 1.  Modélisation d’une structure élastique en grands déplacements et petites déformations

.
et s = / G¢ - (). Ainsi, il ne reste que deux équations scalaire d’inconnues \ et 6 :
Q

s+r1f0 =\
r =M.

On retrouve que le cas 72 + s? = 0 est exclu, car il ne permet pas d’identifier §. Par ailleurs, dans le
cas 72+ 52 # 0, une condition supplémentaire (liée aux grands déplacements) est visiblement nécessaire
pour identifier \ et 6.

1.1.3 Cadre fonctionnel. Mouvements infinitésimaux

Suite a I'obtention de la Proposition 1, on peut maintenant préciser les ensembles dans lesquels on

XOZ{¢GL2(Q); <A¢-67£)2+(A¢A35)2#0} ,

Eoz{deﬁ(ﬂ);/d:o,/dm?g:o} :
Q Q
YOZ{dego;/(C?5+d)'C?5>0} ;

Q
Zo= R?x [0,2n[xY,

va travailler :

et on peut noter que & est le sous-espace vectoriel de L2(2) dont les éléments sont orthogonaux
(pour le produit scalaire de L2(£2)) aux translations infinitésimales et aux rotations infinitésimales

el A CTé (cf Figure 1.3).

,ReGE=0&"R,GE

=R(0 e GE)
&

FiG. 1.3 — Rotation & — RG¢ d’angle 6 et de centre G, et rotation infinitésimale & — 6’e, A G¢
d’angle 0’ et de centre G.

1.1.4 Différentielle de la déformation suivant les composantes du mouvement

On considére maintenant 'application :

H: R*’xRxL}(Q) — L*(Q
N

(T,H,d) U ¢:T+R9( €+d)

On a montré comment, pour tout élément ¢ de Xy, on peut exhiber un unique triplet (7,6,d) € Z
tel que :

¢=7+Ry(GE+d) . (1.8)
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1.1. Décomposition de la déformation

Par ailleurs, si (7,0,d) € Z¢ alors ¢ = H(1,60,d) € Xj. En effet, a partir des conditions de (1.5),
on montre que :

/ngsARc?gz/QdAcTé:o ot /Q¢-Rc7’5:/ﬂ(c75+d).5£>o :

et donc nécessairement, d’apres (1.4), que ¢ € X,.

L’application H est donc bijective de Zg sur Xg. On va montrer que c’est un C'-difféomorphisme
et étudier sa différentielle, ainsi que celle de F = H 1.

L’application H est en fait de classe C'*°, et on a en particulier :

V(7,0,d) e R2x R x &, DH(r,0,d)(7,0,d) =7 +0c, ARg(GE+d) + Rgd .  (L.9)
Or, la définition de & conduit a la décomposition orthogonale suivante :
L(Q) = (7.6 & (22 nGE) B
Alors, pour 8 € IR quelconque, on peut écrire la décomposition équivalente :
1(0) = (&, 5) 8 (7 ARyGE) & (Rpd: A € &) (1.10)

en appliquant la rotation Ry a chaque élément de la décomposition orthogonale, puis en remplacant

légitimement (Rye,, Rpe,) & nouveau par (e, e,). En prenant ensuite une perturbation d € L?(f)
— — , O , L - = N —

telle que [,(GE 4 d) - GE # 0, cest-a-dire qu’en particulier e; A G§ et e; A (G§ + d) ne sont pas

orthogonaux, on déduit de (1.10) une autre somme directe :

L*(Q) = (ez,6,) @ <e_; A Ro(GE + d)> @ (Rod; d € &) . (1.11)

Ainsi, pour un élément v € L2(), il existe un unique triplet :

f(v) = F(v),0(v),d(v)) € R? xR x & (1.12)
tel que :
v =7(v) + 0(v)e; A Rg(GE +d) + Red(v) . (1.13)
De plus, on a facilement :
V) \m/ w1
iv) = _,/v-(e—;AR@éZ) , '
JoGE + d) G¢Ja
et donc :
d(v) =RI(v—-7(v v)e; /\RQ(C—JZ—i—d))
(1.15)

o (V \m/ G§+d) éZUJ'QAR@))mRG@M))

Par conséquent, pour tout (7,0,d) € Zg, DH(7,6,d) est un isomorphisme de IR? x IR x & dans L?(Q).
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Chapitre 1.  Modélisation d’une structure élastique en grands déplacements et petites déformations

On s’intéresse maintenant a la bijection réciproque F' : X9 — Zy de H. Pour un triplet (7,60, d) € Zg
donné, et pour tout (7,60,d) € Zg, on utilise d'une part que D(F o H) = Idg,, et d’autre part (1.9);
on a alors, en notant ¢ = H(7,6,d) :

prev= [T, Do W) i rae nr@ )+ rid) = 0.4
On en déduit la proposition suivante :
Proposition 2. L’application
H: R’xRxIL*Q) — LQ(Q)_>
(1,60,d) — ¢ =17+ Ry(GE +d)

est un C'-difféomorphisme de Zg sur Xo. La différentielle DF de sa réciproque F = H™' est la
restriction de f (définie en (1.12)-(1.14)-(1.15)) de X¢ dans Zy.

Remarque 1. En se plagant dans les ensembles Xy = XogNH?*(Q), & = EgNH* (), Y = YoNH*(R),
et Zy = IR* x IR x Y, définis pour tout réel s > 0, les résultats précédents persistent. Ainsi, F est
un Ct-difféomorphisme de X, dans Zs, dont les expressions des composantes de la différentielle en un
point ¢ € X sont données par (1.14)-(1.15).

1.2 Equations du mouvement (formulation faible)

On s’intéresse a un matériau hyperélastique, homogene, isotrope, dont la configuration de réfé-
rence () est un état naturel, et satisfaisant le principe de I'indifférence matérielle. On souhaite établir
les équations du mouvement de la structure dans un cadre instationnaire. On commence par introduire
quelques notations dans un cadre général.

Dans le cadre de petites déformations, ot on se place, on peut considérer un matériau de SAINT
VENANT-KIRCHHOFF. Sa densité d’énergie pour un déplacement u fixé est donnée par (cf, par exemple,
[Cia88], Théoreme 4.4.3 page 155) :

< A

W(B(u)) = Z[Tr(E)]* + pTr[B(w))”
ol A et p sont les constantes de LAME du matériau, et E est le tenseur des déformations de GREEN-
SAINT VENANT :

1
E(u) = 5 (Vu+ Vu' + Vu' Vu)

Par ailleurs, pour un déplacement u associé a un triplet (7,6,d), on remarque que E(u) = E(d)
(en effet le tenseur des déformations ne dépend pas des mouvements rigides). On particularise notre
déformation en ajoutant ’hypotheése que Vd est petit, et on linéarise E(d) au premier ordre en Vd
en considérant :

¢(d) = = (Vd + vd”)

DO =

On définit finalement la densité W d’énergie mécanique par :

~ A

W(d) = S[Tr(¢@))* + pTrf(@)]” - (1.16)
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1.2. Equations du mouvement (formulation faible)

On se place maintenant dans un cadre instationnaire. Soit 7' > 0, alors pour un temps t € [0, 7],
on décompose la déformation ¢(-,t) a chaque instant ¢ suivant (1.1) :

VEED, b6, t) = T(t) + Rog (GE +d(£,1))

Pour obtenir le systeme d’équations satisfait par le déplacement u = ¢ — IdIRQ, on utilise les équations
de LAGRANGE (pour lesquelles on réfere & [CTDL73] ou [Arn89]). Pour cela, on note i = d;u la vitesse
de déplacement, et on choisit u (respectivement 1) comme coordonnée (resp. vitesse) généralisée!”.
On introduit la puissance instantanée T'(-, -) des forces extérieures surfaciques f et linéiques g, qui n’est

fonction que de u, par :
T(u,l’l):/f-u—i—/ g u. (1.17)
Q o9

Pour la perturbation d, on définit la densité ¥ d’énergie mécanique par (1.16), et I’énergie mécanique
instantanée W du déplacement u par :

WMM:W@:AW@

Enfin, on note E¢ = pg fQ(ﬁ)2 /2 Ténergie cinétique instantanée, ou pg est la densité de masse sur-
facique de la structure, et L(u,01) = Ec + T — W le lagrangien du systéme physique. L’équation de
LAGRANGE' s’écrit alors formellement :

VV, V(',t = 0) = V(~,t = T) = atv(-,t = O) = 8tV(-,t —_ T) =0,
T
A G%@ﬁﬁh+§%mmy>=o. (1.18)

Pour u, 0, v et v quelconques, on a facilement :

OE¢ _ 9E¢ .
aa?(u,u)v =0, a%}'l (u,a).v —pg/gu v,
(u,a).v :/f-v+/ g v, —(u,u).v =0,
0 Q o0 ou
a—W(u a).v =0
oun N

Finalement, rappelant que u = ¢ — IdIR2 ou la déformation ¢ est associée a la perturbation d, on a :

ow ., X o
v, ?i;mLu)v::/QDdMKd)LDwﬂ¢)(Dmﬂu)vﬂ::/QDdMKd)d

ot d associé & v est défini par (1.15), et ol on a utilisé ’égalité Dy¢(u) = Id. En outre, puisque :
DaW(d).b = ATr($(d)) Tr (¢ (b)) + 2pTrfE(A)s(b)]

avec o(d) = ATr(#(d)) I + 2u4(d), I désignant la matrice identité de IR2, on obtient :

ot1 on a utilisé la notation du produit contracté A : B = Tr(BT A), VA, B € M3(IR).

1"Voir [CTDL73] ou [Arn89] pour ce vocable.
18] n’y a qu’une seule équation de LAGRANGE, car u est la seule coordonnée généralisée.
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Chapitre 1.  Modélisation d’une structure élastique en grands déplacements et petites déformations

Ainsi, en insérant les expressions précédentes dans (1.18), pour un v régulier tel que v(-,0) =
v(,T)=0et Oyv(-,0) = v (-,T) =0, on a, avec d défini a partir de v par (1.15) et 1 = 9;u :

/OT <pg/ﬂ(9tu-8tv+/gf-v+/mg.v_/Qg(d):é;(a)) —0

On en déduit la formulation faible suivante du systéeme d’équations modélisant le comportement du
déplacement u associé a la perturbation d :

Vv suffisamment réguliere, avec d défini par (1.15) de facon unique,
,05/ (Opu) - v + /E(d) 4(d) = /f- \% —|—/ g-v au sens des distributions dans D’(0,T).
Q Q Q o0
(1.19)

Ce systeme est bien entendu complété par la donnée de conditions initiales :

u(,t=0)=uy et u(-,t=0)=mu;.

1.3 Estimations d’énergie pour le probléeme continu

On suppose qu'il existe un déplacement u solution du probléme (1.19). Dans un premier temps,
on établit un bilan formel de conservation d’énergie pour le systéme global, puis on recherche des
estimations d’énergie formelles pour chacune des composantes du mouvement.

On prend v = dyu = 7 + fe; A R@(éZ + d) + Rpdd comme fonction test dans (1.19). Il s’agit de
la décomposition vue en (1.13) avec ici d(v) = d;d. Le premier terme permet de retrouver I'énergie
cinétique de la structure. D’autre part, en posant :

((d,b)) :/Q(ATr(ét(d))Tr@(b))+2u¢(d) 1¢(b))
et [[Ib[[[* =((b,b)),

et en remarquant que ||| d |||* = 2/(d), on obtient finalement le bilan d’énergie suivant :

On va maintenant rechercher des estimations d’énergie a priori. Pour t € (0,7, on écrit :

d
/g-@tu:—</ g-u>— og-u
o0 dt \ Jaq o0

1 1
B() = 505l 0u(t) |32 + 511l @) I

De cette fagon, en intégrant (1.20) sur (0,¢), on a :

et on note :

E(t) = E(0) — /Bﬂg(O) -u(0) + /0 /Qf(s) -Opu(s)ds + /Bﬂg(t) ~u(t) — /0 (m(?tg(s) -u(s)ds.

On aboutit a la majoration suivante :
1 9 t
E(t) <ao+ %H fll22 00200 + ; E(s)ds | + aill 8(t) [l -1/2090) | u(®) [l 510

t
+ar [ 1108 llgsamll 9(s) s+ (121
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1.3. FEstimations d’énergie pour le probléeme continu

ou ayg = E(0) +

/ g(0) - u(())‘ est une constante qui ne dépend que des données initiales, et a; une
o0

constante telle que pour tout b € H(Q) on ait (¢f 1.0.1 page 22) :
1D [[g12000) < arll b [ g1 - (1.22)
— —
On rappelle tout d’abord que u =7+ R(G§ +d) — O ; on a ainsi :
9 9 — — 2 9
Tl <3 (I 7 W) + 11 RGE = O llinay + 11 A I3y ) - (1.23)
D’une part, il est clair que, pour toute rotation R on a une majoration uniforme :
— — 2
| RGE = O€ || () < a2

ou as est une constante qui dépend de €, et par ailleurs que :

7 :HTHiQ(m:ﬁUu)Q o ([ [oms+ronal)

<2 (117 sy + ¢ [ 11 000(6) [F20s)

<2 (II7(0) 22 o+ [ B as)

D’autre part, en utilisant le fait que b — || b ||| est une norme sur £; équivalente a la norme || - || g1

(¢f [DL72]), on note C’# une constante telle que :

2

e, Ible < cllbIP (1.24)
Alors on déduit de (1.23) la majoration suivante :

t
lale <3 (2 (17O e +7 [ B@s) 4o+ cHilall)

t
<az+6T / E(s)ds 4+ 3CT E(t)
0
avec az une constante. De cette maniere, on obtient dans (1.21) :

1 ! a 1
B) Saotp—|If 12200 722() +/0 E(s)ds + - (vll &(t) [[7r-1/2(00) + ~llu®) Hip(m>

t
1 2 2
+ 0 (1101806) ooy + [ 11066) iy

< A(T) + B(T) /0 B(s)ds + C(T) /O /O " B(r)dr ds

30,10;/7E
2

avec d’une part v € IR} & prendre assez grand tel que 1 — > 0, et avec d’autre part A(T") une

constante (qui dépend de T'), B = (1 + 3a1(T + C#/Q))/(l - 3alC#/(2'y)) >0et C =3a;T/(1—
3alC#/(2’y)) En appliquant le lemme de GRONWALL avec la fonction ¢ — E(t / E(s)ds, on

obtient que si :

fe L}0,T;L*(Q)) et ge HY0,T;H%09)) |,
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Chapitre 1.  Modélisation d’une structure élastique en grands déplacements et petites déformations

alors on a : dyu € L®(0,T; L2(Q)) et d € L>°(0,T; H'(Q)). A partir de ces régularités, et en supposant
que, pour presque tout ¢ € (0,7), d(¢,-) appartient a 'ensemble :

Y‘f:{de&;/(@%+d)~é§25>o} (1.25)
Q

pour un réel § > 0 fixé, on a par (1.4) que # € L*(0,7). Puis, on utilise les expressions de (1.14)

t (1.15) avec la vitesse v = dyu pour en déduire que 7, 9, 0:d sont bornés respectivement dans
L>(0,T), L>(0,T), et L>(0,T; L?(Q)), et ainsi finalement que 7, # et d sont bornés respectivement
dans W1 (0,T), WH>o(0,T) et W1°°(0,T; L?(2)) N L>(0,T; H()).

Remarque 2. En notant Py : H'(Q) — HY(Q) lopérateur linéaire qui associe a v ’élément d défini
par (1.15), on reprend la formulation faible (1.19), et on transpose les opérateurs agissant sur v :

/Qf-v—i—/mg-v—ps/ﬂ(attu)'v :/_ )+ V(Pu(v))

_ /pT [div(F(d))] - v+/8Q [Pao(d)n] - v

et finalement, en utilisant des fonctions v assez régulieres, on obtient le systéeme suivant, au sens des
distributions :

{ psOyu — PLdiv(a(d))] =f dans Qx (0,7), (1.26)

PIF(dn =g surdQ x (0,7T).

qui est mon-linéaire puisque Py dépend de la solution.

1.4 Dynamique de la translation, de la rotation, de la perturbation

On va maintenant écrire des équations équivalentes a (1.19) en effectuant un choix particulier de
fonctions-tests.

Pour # € IR et d € Y fixés, en suivant (1.11), on remarque que H'(Q) se décompose de la facon
suivante!”

HY(Q) = (&,5) & (A Ry(GE+d) ) & (Ryd; d €.81) (1.27)

On obtient alors les équations correspondant aux termes de chacun des sous-espaces de la somme
—
directe en prenant respectivement pour fonction-test dans (1.19) v €< €zy €y >, v E<S e, AN(GE+A) >
et v=Rd pourd € & :
— selon les translations (infinitésimales?’), on obtient, en posant pour la masse de la structure m =

ps|Q :
mT—pS/attu— /f—|—/ (1.28)
BQ

en rappelant que u =7 + R(G§ +d) — O
— en choisissant des fonctions-tests du type e, A R(G§ +d) dans (1.19), on obtient :

pS/R(CT’ngd)Aattu:/R((Tg+d)Af+/ R(GE+d)Ag . (1.29)
Q Q

[2/9]

190n rappelle que &1 = & N HY(Q).

20L,a décomposition (1.27) correspond & la décomposition de lespace des vitesses. Nous distinguons donc les translations
infinitésimales (au sens de la mécanique, qui ne sont que des translations dans le sens mathématique du terme), les
rotations infinitésimales, et les termes en Rod avec d € &;.
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1.4. Dynamique de la translation, de la rotation, de la perturbation

On écrit tout d’abord que :
Oyu — 7 = R(GE +d) + 2R,d + Royd | (1.30)

avec les opérateurs R= 96_; AR, et R= 96_; A R+ otbe, A (9?2 A R). Ceci donne une premiere
contribution :

/R(@Eer)AR(@Zer) :/R(c_¥Z+d)A{éaAR(?§+d)+é§A(éaAR( §+d))]
Q Q

J(t)

= 020E 2R [ (G4 a) A (@ A @ A (GE ) =020z
pPs Q

N R vy — — ~g NP N ,
ou on a utilisé que G§ +d et e; A (e; A (G + d)) sont colinéaires, et ou on a noté J(t) =

=
ps fo(GE +d)? le moment d’inertie de la structure & 'instant . On obtient comme terme suivant :

AR(Fg+d)AR(atd) :éR/gz(C?£+d)A(e_z>/\8td):9</Q(67>5+d)-8td>e_’
bd (I _
-5 () ®

Ainsi on a obtenu d’apres (1.30) et en rappelant que 7 est orthogonal & e, A R(CTé +d):
— d /- N —
. / R(GE+d) howu =2 (07) @ + ps / (G +d) A Od
Q Q

.
Enfin, puisque d est aussi orthogonal aux rotations infinitésimales & — e, A G¢, on a donc
d’apres (1.29) :

d — —
(9J>—i—ps/d/\@ttd:/R(Gf—i—d)/\f—i—/ R(GE+d) AN g (1.31)
dt Q 0 a9
ot1 le produit vectoriel est ici dans IR?.

finalement, pour obtenir I'équation sur la perturbation d, on prend v = Rd comme fonction-test
dans (1.19), avec d € &; :

ps/attu-Ra+/E(d) S4(d) :/f-Ra—F/ g-Rd
Q Q Q 0N
A nouveau & partir de (1.30) et en utilisant que d est orthogonal aux translations, on a :
/ dyu - Rd = / <R(G£ +d) + 2R0,d + Raﬁd> . Rd
Q Q
Or, on a d’une part :

/QR(E:Z+d).Ra :/[Gez (G +d) + 02 A (622 A (GE + )] -
_ ez /d/\d /(G§+d)

car d est orthogonal aux rotations infinitésimales, et d’autre part :

/R@td-Razé/(ez/\at —9</6td/\d>
Q
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Chapitre 1.  Modélisation d’une structure élastique en grands déplacements et petites déformations

On obtient donc :

+/Qﬁ(d):VH:/Qf-Ra+/mg-Ra . (1.32)

Le probleme (1.28)-(1.31)-(1.32) est complété par la donnée de conditions initiales :

- —
T(O) = 70, 0(0) = 90’ d(’t = 0) = d07 avec /(G§ + dO) : G§ > 07
A Q
61, 0d(,t=0)=d,,
ou : -~ B
7’0+RGO(G€+(&)—O£ =ug,
1 +R90d1 +016_Z>/\R90(G£—|—d0) =uj.

Remarque 3. La formulation variationnelle (1. 32} correspond a celle des équations du mouvement
d’un solide élastique en rotation autour de Uaze €, & la vitesse 0 écrites dans le référentiel tournant.

Remarque 4. Les équations (1.28), (1.31), (1.32) peuwvent tout aussi bien étre obtenues en consi-

dérant le lagrangien avec G =T, g = 0, g3 = d comme coordonnées généralisées; ainsi L =
oL oL .
L(q1, 92,93, 41,42,q3) et — <(9 > ~ % = 0 pour i = 1,2,3 permet de retrouver dans cet ordre (1.28),
qi qi

(1.31), et (1.32).

1.5 Approximation modale

Afin d’étudier le probleme (1.28)-(1.31)-(1.32), on propose d’utiliser une méthode de GALERKIN,
on peut se demander alors sur quel type de base il est préférable de décomposer les perturbations de
Iespace &;1. Puisqu’on a considéré la modélisation d’un matériau hyperélastique dont on a linéarisé les
expressions du tenseur des déformations au premier ordre en Vd, les fonctions propres de I'opérateur ¥
de I’élasticité linéarisée associées aux valeurs propres strictement positives sont une base naturelle de £.

D’autre part, &1 est I'espace des éléments de H!(f2) orthogonaux aux mouvements rigides infini-
tésimaux, qui forment précisément le noyau de ¥, ce qui fournit une seconde justification & ce choix.

Il apparait finalement que cette méthode de GALERKIN, introduite ici pour 'analyse du modele,
peut aussi étre utilisée pour 'approximation du mouvement solide. C’est cette démarche qui est en
particulier suivie dans le probleme d’existence d’une solution au probleme d’interaction fluide-structure
présenté au Chapitre 1 de la Partie II, ol la structure est modélisée en grands déplacements et petites
perturbations.

A partir de 13, on considere lopérateur ¥ de I’élasticité linéarisée avec condition de NEUMANN
homogene ; il est autoadjoint de L2(Q2) dans L?(f2) et possede un inverse borné compact de & dans
&, et ses fonctions propres v, i € IN, satisfont a :

{ —div(a (1)) = M\; dans Q,

o(i)n =0 sur 9Q. (1.33)

La famille (¢;),cy forme une base de HY(Q) qu’on choisit ici orthonormée dans L2(€2). On note

_
o1 = Wﬁﬂ’ Yoo = |Q‘11/2 AL et o3 =€, A G§/|| G§ ||L2 les fonctions propres associées a la

34



1.5. Approxzimation modale

valeur propre triple nulle, et engendrant Ker(X). Par conséquent, on a &1 =< ; > ;cIN*» et on choisit
d’approcher d par une combinaison d’un nombre fini NV € IN* de modes propres :

N
dy =) aj(t)
j=1

avec pour coefficients a; des fonctions régulieres qui ne dépendent que du temps.
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Existence et unicité de la solution
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Chapitre 2. FEuxistence et unicité de la solution

2.1 Résultats principaux

2.1.1 Existence d’une unique solution pour le probleme en translation, rotation,
et perturbation

On rappelle les définitions présentées au Chapitre 1, d’une part du sous-espace &, pour k = 0,1 :

5k={der(Q);/d:o,/dAéE=o} ,
Q Q

d’autre part du sous-ensemble ouvert Yy, pour £ =0,1 :

Yk:{der(Q);/deo,/gd/\gfzo,/g(aé%—d)-aé>0}CSk

Théoréeme 1.  Soient 79, 71 des vecteurs de IR?, 0y, 01 des réels, dg € Y1, d; € L*(Q), f
L2(0,T; L*(Q)) et g € H'(0,T; H-Y2(0Q)) N L*(0,T; L*(99Q)). Si ces données sont assez petites ou si
le temps T est assez petit, alors il existe une unique solution (7,0,d) au probléme suivant :

( Trouver 7€ H2(0,T), 0 € H2(0,T),
et d € H20,T; (H*(Q)))NWhee(0,T; L?(2)) N L*(0,T; H(2))
tels que pour presque tout ¢ € (0,7),d(-,t) € Y vérifiant :

m%:/f—k/ g dans (0,7)
Q o

d N — — , (2.1)
pr JOe; +ps [ dNOd | = | Rg(GE+dA)ANf+ | Ro(GE+d) A g dans D'(0,T")
Q ) o0
ps | (@) (Oud, b) 1) + 29/ dd Ab + 5/ dAb - (9)2/ (GE+d)- b)
Q Q Q

—|—/E(d) : Vb = /f- Ryb +/ g- Rgb dans L'(0,T) faible, Vb € &
Q Q 19)

avec les données initiales 7(0) = 19, 7(0) = 11, 0(0) = by, 6(0) = 61, d(0) = dg et 9, d(0) = d;.
Théoréme 2. Sous les hypothéses du théoréme précédent, si de plus £ € L?(0,00; L%(Q)) et g €

H'(0,00; H-Y/2(89)) N L?(0, 00; LY(99)), alors la solution (1,0,d) du probléme (2.1) existe pour tout
T > 0 tel que d(-,t) € Yo pour presque tout t € (0,T).

2.1.2 Existence d’une unique solution pour le probleme en déplacement

On rappelle la définition présentée au Chapitre 1 du sous-ensemble ouvert X :

X1:{¢6H1<9>; (/Q¢-FJZ>2+</Q¢A?5)2¢0}

Théoréme 3. Soient les données initiales ug € HY(Q) telle que ug + 5_)5 € X1 etu € LAQ), et
soient les forces £ € L?(0,T;L*(Q)) et g € H'(0,T; H-Y/2(8Q)) N L0, T; L' (9Q)). Si ces données
sont assez petites ou si le temps T est assez petit, alors il existe une unique solution :

ue H*0,T; (H'(Q)) nwh>(0,T; L*(Q)) N L*>°(0,T; H (Q))
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2.2. Euxistence d’une solution

au probleme suivant :

d
Vv e HY(Q), ps— </8tu-v> —|—/E(d) : Vb = /f-v+/ g v dans D'(0,7T),
dt \Jo Q 0 00
avec b obtenu & partir de v grace a (1.15) page 27,

u(-,t =0) = uy, ou(-,t =0) =uy,

telle que ¢(-,t) = u(-,t) + Idpe € Xy pour presque tout t € (0,T), et avec d défini a l'aide de la
Proposition 2 page 28.

Théoréme 4. Sous les hypothéses du théoréme précédent, et si de plus £ € L%(0,00; L2(2)) et g €
H'(0,00; H-Y2(89Q)) N L?(0, 00; L' (99Q)), alors la solution u existe sur [0,T*[ avec T* = sup{t >
0; d('7t) € YO}

2.2 Existence d’une solution

La formulation faible du probleme d’élasticité en grands déplacements et petites déformations
écrite en le déplacement u fait intervenir des fonctions-tests dépendant de la solution u elle-méme.
On contourne cette difficulté en utilisant la formulation en translation, rotation et perturbation. Pour
montrer ’existence d’une solution a ce probleme équivalent, on utilise une méthode de (GALERKIN.

On présente le plan de cette démonstration divisée en quatre parties. Dans un premier temps, on
ramene le systeme en translation, rotation, et perturbation a un systeme de dimension finie grace a
une approximation modale. Puis, on montre des estimations d’énergie supplémentaires sur les dérivées
secondes en temps de I’angle de la rotation et de la perturbation. Dans une troisieme partie, on passe a
la limite (sur la dimension de l'espace d’approximation modale) pour obtenir I'existence du probleme
continu en rotation et perturbation. Enfin, dans la quatrieme et derniere étape, on se raméne au
probleme en déplacement.

2.2.1 Existence de solution pour le probleme en dimension finie

N
Dans le cadre de approximation modale, on cherche une approximation d x(&,t) = Z a;(t)y;(€)
=1
de la perturbation d, avec : ’

— les fonctions propres v; définies en (1.33) page 34,

— et les coefficients «;(t) qui sont des fonctions régulieres qui ne dépendent que du temps.
Considérant cette approximation, on substitue son expression dans (1.31) et (1.32) pour laquelle on
choisit successivement chacune des fonctions propres d = 1;, pour 1 < i < N. On obtient alors &
partir de (1.28)-(1.31)-(1.32) le systeme suivant de dimension finie :

mﬁ‘N:/f—i—/ g
Q o0

d . — —
< (In(0)ix) + ps / dy A udy = / Roy (GE +dy) AT+ / Ry (GE+dy) n g
dt Q Q a0
1<i<N, PS(/5tth'¢i+29N/5thA¢z+éN/dN/\?/)z'—(éN)Z (G€+dN)'¢i>
Q Q Q Q

\ +/QE(dN) (VY = /Qf- Ry ;i + /mg - Ry i
(2.2)
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Chapitre 2. FEuxistence et unicité de la solution

ou l'indice N caractérise la dépendance des composantes 7, 0y, dy du déplacement uy par rapport au
nombre fini N € IN* de modes propres. Ce systéeme en dimension finie est complété par des conditions
initiales :

ot dyg (respectivement d ;) est la projection L? de dg (resp. di) sur espace EY = (¢;; 1 <i < N).

On note Hgv(m la projection orthogonale de L%(Q) sur £V. Puisque < >.cIN forme une base
hilbertienne de (&1, ((,.))) et de (L*(2), [+ .), on a :

dyo — do dans H'(Q) et dy; — d; dans L*(Q). (2.3)

L’équation de la translation 7 est en fait découplée du reste du systeme et indépendante de N.
On obtient aisément une unique solution 7y = 7 € H?(0,7) des que les données vérifient f €
L%(0,T; LY(2)) et g € L2(0,T; L*(99)) et pour des données initiales 79, 71 € IR2.

Par ailleurs, les autres équations du systéme (2.2) forment un systeme différentiel ordinaire non-
linéaire du second ordre du type :

AX)X = h(t, X, X) (2.4)
ot X' = [0,ay,...,an] € RV*! et dont on explicite facilement la matrice A(X) € Mpy,1(IR)
symétrique :

T
JIn () (Ps/dN A 1/%)
A(X) — Q 1<i<N

(Ps/ dy A %) (Psij)1<ij<n
Q 1<i<N T

ol on a utilisé le fait que la famille (1/;) est orthonormée dans L?(Q). Par ailleurs, pour BT =
N

(B,B1,...,0n5) € RN*! on note b = Zﬁﬂpi, et on a:
i=1

BT . AB = Jn(t)5% + 2psﬁ/ dy Ab+ ps/ |b|”
Q Q

— ps /Q (92 A Roy (GE + )] +2ps /Q (822 A oy (GE + dw)] - Royb + ps /Q [Royb>  (25)

= ps ||Be; A R@N(Gf + dN) —l—Rng @) >0

Ainsi, rappelant la décomposition (1.11) autour de d y, on en déduit que A(X) est une matrice définie

positive tant que fQ(C?ﬁ +dy) - CT% # 0. En appliquant maintenant le théoréeme de CARATHEODORY
(cf [CL55] page 43) dans Us x RN+ ou?!

N
Z/{5 - {(9,011,...,0[]\[) G]R‘/27TZ XRN’ZQZ¢Z GY(OS} ’
i=1

sur lequel (t,X,Y) — A~YX)h(t,X,Y) est continue pour presque tout ¢ € (0,T), alors le sys-
téme (2.4) possede une solution locale maximale unique X = (0, a1,...ay) € [T/VQ’Q(O,TN)]N—F1 pour

N
un temps T < T. En particulier, dy(-,t) = Z i (£)i(-) € Y pour presque tout ¢ € (0, Ty).
i=1

210n rappelle que Y est défini en (1.25) page 32.

40



2.2. Euxistence d’une solution

On souhaite maintenant montrer que d existe dans Yg sur un intervalle de temps indépendant
de N, et que cet intervalle est (0,7). En effet, comme dy existe sur (0,7x), si on a Ty < T, alors
nécessairement :

— ou bien la norme euclidienne de X (¢) dans IRV ! explose (tlirjr} | X ()] = oo ),
— 1IN

— ou bien dp sort de Yg .

La sortie de d hors de YS tient uniquement a ce que la condition fQ(CTé +dy)- CTé’ > 0 ne reste pas
satisfaite ; celle-ci peut étre néanmoins assurée de maniere suffisante si | X (¢)| est assez petit. Ainsi, si
on montre d’une part que | X (¢)| est borné indépendamment de N et de ¢, et reste suffisamment petit,
et d’autre part qu’il existe un temps 0 < T* < T indépendant de N tel que dy € Yg pour presque
tout ¢ € (0,77*), alors on aura que X (¢) est en fait une solution globale sur (0,7*). En repartant
de (1.31) et (1.32), de la méme fagon que pour le probleme continu, on obtient des estimations a priori
avec Jyuy borné dans L>®(0, Ty ; L2(Q)) et :

H dN HLOO(O7TN;H1(Q)) S Cik = C(f7g7 8tg7 d07d1700761,)\7%05) (26)

indépendamment de N. Puisque d(t) reste dans Yg pour presque tout ¢ < T, on en déduit, comme
pour les estimations d’énergie pour le systeme continu, que 7, 0y et dy sont bornés indépendamment
de N respectivement dans W1°°(0, Ty ), W1°(0, Tiy) et WL°(0, Tiy; L2(2))NL>®°(0, T; HY(R)), avec
en particulier :

[ (On s AN ) .00 (0,70 x (W00 (0,7 L2 (@)L (0,7 L ())) < C2 (2.7)

ot la constante C§ = C(f, g, dig, do,d1, 00,01, A, i1, ps, ) explose comme §~1. Or, en rappelant que
fc L2(0,T;L*(Q)) et g € H'(0,T; H-/2(99Q)), on a que C; et C3 sont L*(0,T), et donc que X est
borné dans tout L?(0,t) en norme euclidienne, pour ¢ < T, indépendamment de N. Par ailleurs, on
a pour tout?? ¢ € (0,Ty) :

AN [l 2 < Il do [l 220y +t OdN [ oo 0,1 02(0)) < I o [ 12() +1C5 -

Par conséquent, il existe 0 < T* < Tn indépendant de N tel que dy € YS pour presque tout
t € (0,7%). Ainsi le temps d’existence de Oy et dy est indépendant du nombre de modes propres. De
plus, si T est assez petit ou si les données sont assez petites pour que d reste dans Yg sur (0,7),
alors T* = T'. En particulier d(¢) reste dans Y‘f pour presque tout ¢t < T

Remarque 5. Puisque pour presque tout t € (0,Tx) on a dy(t) € YO et a partir de (1.14) et (1.15),
on obtient de retour dans (2.5) que :

T — p 2 2
BT . AB = pg Hﬁez A Ry (GE +dy) + Re b‘ > a(8)| B2 on st (2.8)
N NPl 2 R
ot | - | pov41 est la norme euclidienne de IRNTY. Ainsi la matrice A(X) est IRNTL-elliptique avec une

constante d’ellipticité a(d) > 0 qui est de 'ordre de .

2.2.2 Une estimation d’énergie supplémentaire

Les estimations précédentes sont insuffisantes pour passer a la limite quand N — oo dans les termes
non-linéaires. On cherche donc des majorations uniformes en N sur les accélérations Oy de I'angle de
rotation et Oydy des perturbations, pour pouvoir ensuite appliquer une méthode de compacité lors
de ce passage a la limite.

*2La solution du systéme (2.4) est continue en temps sur (0, Tn).
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Chapitre 2. FEuxistence et unicité de la solution

On considere un entier Ny € IN* qu’on précisera ultérieurement, et N > Ny. On décompose a
présent la perturbation dy par :

No—1 N
dy = 0By +wn on [N = Z oy et wy = Z ;i ;
i=1

i=Nop

BN (resp. wy) représente la partie «basses fréquencesy (resp. «hautes fréquences») de cette décom-
position. On note H fNo = (¢;; i € IN,i > Np) le sous-espace de £ composé des hautes fréquences. On
cherche maintenant des estimations séparément sur ces deux termes By et wy.

Estimation sur les hautes fréquences

2
De maniere générale, soient b un élément de H'(Q) et by = HéN(Q)(b), alors on peut écrire a

partir de (2.2) :

PS/ Oudn -by = —ps <29N/3th ANby + éN/dN Aby — (éN)Q/ (6’_6Z +dy) - bN>
Q Q Q Q
~((dxby) + [ £ Royby+ [ g Boyby
Q o0

De la, on obtient la majoration suivante :

[ uat | < [24111 il + 1611 b gy + 0PIl G+ iy sz
F Ell | bl + 2l g b ey + — Il o I b 1, (29)
s L2(Q) N llL2() s 8 llg-1/200) 11 PN |l H1(0) s N Nl .

avec aj la constante présentée en (1.22).
On utilise tout d’abord :

HY(Q 2
1w (117 < CF 11 b 1) = CEN LY 0) 10 < CF 1D 30

H(Q)
Lo L2(Q) HY(Q)
par équivalence des deux normes ||| - [[| et || - |[ ;1) sur &1, et parce que II "7 (b) =1II .y (b) pour
b e HY(Q).
+oo
Par ailleurs, pour b = Z i € HfNo on a
i=No
o
15 1) < 211 b I (2.10)

En effet, puisque la famille (1), N+ est orthonormée dans L2(Q) et que (Ai);cIN* est une suite
croissante positive, on a en premier lieu :

I - ST IR T =
1D (720 = E VS E A -
4 No .
i=Np =Ny
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2.2. Euxistence d’une solution

Puis, comme pour i et j quelconques on a ((¢,1;)) = [ — div(@(ys)) - ¥j = i Jqtbi - ¥5 = Nidij, on

a, & nouveau grace a I'équivalence de ||| - [[| et || - [| () sur & :
2
+oo +o00
2 2
S a2 = ||| S0 || = 1B 1B < CFIIb I
i=Np i=Np

En combinant les deux inégalités précédentes, on aboutit a (2.10).

2
On introduit maintenant la projection HéN(r?]){fNo (-) de L2(Q) sur EN N H fNo, et on précise que :

Vb € HY(Q), /Q Oy - f:N(ﬁfH o (b / attngNmH o (dn) b = /Q Opwn - b. (2.11)

On définit d’autre part la norme de wy dans (H1(2))" :

wN - b
low gy = sup  aen Bl

(2.12)
bert@\{o} || P llm o

De retour dans (2.9), on prend & présent by = H(‘L:i(;z}{f o (b) comme fonction-test particuliere avec
b € HY(Q). De 14, grace a (2.10) et au fait que :
vbe H'(Q), || T o, () | v

gNmeNO Hl(Q) - H HgNmeNO(b) HHl(Q) S H b HHI(Q)7

on obtient :

-bN‘ < (21611 e 115200 + 181 11 v 10y + 0121] GE + i 120

C#

C#
||g||H 1/2(aQ)+ ||dN||H1 @ | 1P g

1
+p—s||f||L2(m] T ey +

En utilisant maintenant (2.11), la définition (2.12), et en appliquant la norme L2?(0,T) en temps, on
obtient :

C#
| Ouwn [ 20,y <\ 7o pye [2” ON |l oo,y 1| 0N |20 7:22(52))
0

.. . 9 —
+ [ On ||L2(0,T) || dn ||L°°(O,T;L2(Q)) + || On ||Loo(0,T)|| G¢+dn ||L2(0,T;L2(Q))
1 a #*
+—I1f 120012202 ] + _1|| gll2orm-1200) + —Il AN 2001 @) -
ool Elliz oz | + 20 o.rs=120m) + 0 (0,1511(2)

Or, d’apres (2.7), dy et 0y sont respectivement bornés dans L°°(0,T; H(Q)) N W1°°(0,T; L?(Q)) et
Whe°(0,T) indépendamment de N, on a donc :

| Ouwn 20, ar ()yy < O3 + )\; 10 22011 AN [lzoo (0 7:22(02)) (2.13)
0

ou Cf = C(f,g,do,di1, 60,01, A\, 11, ps, 0,82) est une constante indépendante du temps, qui est affine en

1/v/ v
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Chapitre 2. FEuxistence et unicité de la solution

Estimation sur les basses fréquences

On g’intéresse maintenant & la partie Gy des basses fréquences de d 5. Pour cela, on multiplie d’une
part I’équation de la rotation infinitésimale de (2.2) par Gy, et on utilise d’autre part 9y 0y comme
fonction-test dans le systeme des perturbations issu de (2.2), et on somme membre & membre ces deux
égalités pour obtenir :

In(x)? + 2psn / dy A 9By + ps / 10 B 2
Q Q

.. — —
=0OyN </R9N(Gf+d]v)/\f+ R@N(G§+dN)/\g—ps/dN/\atth
Q Q

o0
—QPséN/ (C?ﬁ +dy) '&th) + </f Ry, 04BN +/ g - Ry, 0u BN
Q Q o0

—/F(dN) : VOufn + PS(éN)2/ (C—;—é +dy) - Oufin — QPSéN/ath A 9ttﬁN> . (2.14)
Q Q Q

Le membre de gauche de (2.14) se réécrit grace a (2.5) sous la forme :

2

In(0n)? + 2050x /Q dw A dub + ps /Q 0w = ps|[Bnez A Roy (GE -+ dw) + o dudn| , -

(2.15)
Or, pour v = fe; A R@N(C—?Z +dy) + Rgyd € L?(), on a d’apres (1.14) :

_ 1 —
Bl < 51 GE ozl ¥ sy

car dy € Y, et on a d’aprés (1.15) :
~ . —, C
1 lyagey = |V =52 A Ry (G + ) gy < (14 S )1V 2

car dy € L®(0,T; H'()), avec C qui dépend des majorations de dy dans L>(0,T; H*(£2)). On en
déduit que :
o|pn ol T 112
CY161% + G311 d [[12(0) < 1| v IIZ2() (2.16)

2
avec CF = 8%/2|| GE || 2(q et CF = 8%/2(C + 6)>.
On majore a présent le membre de droite de (2.14) en tenant compte pour le membre de gauche
de (2.15) et (2.16). Ainsi :
psCPION > + psC3|| OuBn [[72(0
< 1l (psll dn Il ayll G Iz ay
— .
1| G+ dn Igzagay |1l £ llz2ey + all € llzr-v2(o0) + 20510n111 Oy [1z2(ey )
. — .
+ [H fll2 (0 + pslOn || GE + dn z20) + 2ps10n]]] Oedn ||L2(Q)] [ Ot BN [ 120
+ [oll & ll-v2q00) + CE N AN oy 1l By iy )

(2.17)
ou on a utilisé :

0 —1
‘/QdN/\attWN' = /Q [(1 0 > dN:| ‘attWN' < || dy ||H1(Q)|| Onwn ||(H1(Q))/-
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2.2. Euxistence d’une solution

On tient compte alors de I'inégalité inverse || 0y B || 1 () < \/ANOC#H 91BN |l 12(q) valable pour les
basses fréquences, puis on integre (2.17) sur (0,7) :

psCy|| On ||iQ(OZfT) + psO3|| 0B 1720702
< sl ON [l L2l AN [l poo 0,711 () | O | 20,7001 ()
1 120yl &+ A oo iy (1€l 2022y + 1l & liaori-vaony)
2051 O ll o,z ll el 2oz ) + (I £ llzz0 iz
+psl| On ||i4(O,T)|| GE+dy Lo 0,702 () + 2Ps1| 0edN || oo 0,712 ) I On Lo (0,1)
+ [H 8 llr20,mm-1/2000)) + CY |l dy ||L2(0,T;H1(Q))] Cf\/ﬁ) | Ot BN I 20,7022 -

Grace a (2.7), on en déduit :

o . 2 o
psCPI On 1120y + pSCSI OB |I220.102(0) < Calv/ AN 96BN |l 120,200

A (2.18)
I On l12(0,1) <PS|| Ouwn [ 20,1yl AN oo 0,11 02)) + O

Synthése des majorations

On introduit la majoration (2.13) sur les hautes fréquences dans l'inégalité (2.18) pour obtenir :

0 . 2 0
psCYI| O 1120y + PSCSI 0N 17200 7,120) < Calv/Ano)ll BN 20 11200

pSC* . 2 .
=1 On |20y + PsColl O [ 20,1
VAN,

ou C} est une majoration de 4/ CfH dn [l e 07220l AN | Lo 0,711 (0)) indépendante de N. De la,
en appliquant I'inégalité de YOUNG, on a :

) cCo . 9 062
Coll fn HLQ(O,T) < 71]\ On HL2(0,T) + 2—Cf’
psCs : Cn
et Cu(v/An,)l| Oufn lr20rr2@) < 2 19BN 172 0/752(52)) + 2psCs
2

si An, est assez grand. On obtient ainsi en posant CZ = C7/2 — C;/\/An, :

CG 2 C4 2

ps < 4 _
207 2psC8

Wil 5 2 (044
psCsI1 0N 120, + 5 21| 8B 220,120

En choisissant maintenant l'indice Ny suffisamment grand, afin que C'5 > 0, alors on a que l'accé-
lération de la rotation fy est majorée dans L2(0,7) et que I'accélération Oy Bn des basses fréquences
est majorée dans L?(0,T; L?(Q2)) indépendamment de N. Puis, par (2.13), on a que 'accélération des
hautes fréquences dywy Uest aussi dans L2(0,T; (H'(2))").

Cas particulier de données petites

Dans le cas de données petites, la preuve peut étre simplifiée en ne distinguant pas les parties
hautes et basses fréquences. En repartant de (2.9) et en utilisant que fgaﬁd N by = fﬂattd N - b car
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Chapitre 2. FEuxistence et unicité de la solution

Oudy € EN, on obtient :

1 9dn [z < 2008111 0dn [l 20y + 18]I AN [ L2y + 108 Pl GE + dn [l 120
1 oy
+ p—S(H Fllr2) + arll 8 [lg-12(00)) + p—sH dn 1) -

En appliquant la norme de L2(0,T) et en utilisant les majorations sur dy et 6y présentées en (2.7),
on obtient :

1 0udn | 2oy < Co + 1108 2oyl AN [ poe(o 220 (2.19)
ou C¢ = C(f,g,do,di, 00,01, A\, 1, ps, 6,§2) est une constante indépendante du temps.
On recherche maintenant des majorations analogues pour la deuxiéme équation de (2.2) qu’on
réécrit :
.. — —
JN(t)GN = /R@N(Gf + dN) VAN f+/ RQN(GE + dN) NEg
Q 0N
. —
—2[)591\[/ (GE+dn) - Odn + ps/ Ondy ANdy .
Q Q

Or, pour presque tout t € (0,T), on a dy(t) € Y3, et donc :

— — — — —
0<Vpsd < \/p_s/Q(G§+dN) -GS < Vsl GE+ A 2 o)ll GE I 2q) < VINDI GE [l 120 -

On en déduit que :

N B ) .
il < )™ (|11 £l gy + 2051081 11 O Nl 20y | 11 GE + A [l 20
—
tarll g llg-17200) |l GE + AN [l g1y + sl Oudn [l (1) |l dn HHI(Q))
avec ay la constante présentée en (1.22). En appliquant la norme L2(0,T) & cette inégalité, on obtient :

— 2
I GE ]2

(Il + ol & Nl zoar-172(00)

10N 1207y <
. —
20511 ON [l oo (0,1 1| Oedn ||L2(O,T;L2(Q))] | GE+ AN [ oo 0,710 (02))
+psll Ouwdn || 200,71 |l A HLOO(O,T;Hl(Q))> ;

et finalement :

— 2
Il GE [l 120
T()H dn [ oo, ()| 0N 22075081 () (2.20)

ou C¥ =C(CY,C5) = C(f,g,do,d1, 00,61, A, i1, ps, 6,Q) est indépendant de N.
Ainsi, en combinant (2.19) et (2.20), on a :

| by 20y < C7 +

1 Oudn 1] 20,711 )y < Cs

— 2
. GE 2
AN e omizze) | O7 + =5 Il AN e~ opll Owdn 2oy | - (2:21)
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2.2. Euxistence d’une solution

On utilise I'inégalité (2.6) pour obtenir :

(1= C) I Oudn | 20,711 () < C6 + C1C7

2
o CF = |l dn (o2l AN [l zoe 0,701 () ] Gé | 12(q)/0% De plus, si £ € L*(0,T;L*(Q)) et
g € HY(0,T; H Y/%(89Q)), alors Cy, C5, Cg, C7 et Cg sont bornées. Finalement, si C§ < 1, c’est-a-
dire si les données sont assez petites, alors on a que dydy est borné indépendamment de N dans
L2(0,T; (H'(€))), et dans un second temps, grace & (2.20), que 6 l'est dans L2(0,T).

Remarque 6. La constante Cg ci-dessus joue un role comparable a celui de la constante Cg obtenue
dans la preuve du cadre général, puisque :

CE::— — 2 5 — 2
2| Gé IIr2(q AN 2| Gé IIraqq

1 &2 B C#H dy ||Loo(o,T;L2(Q))|| dy ||L°°(O,T;H1(Q)) 1 52 <1 _ 20#0;) .
ANy

Dans le cas général, lorsque les données ne sont pas nécessairement petites, ce sont finalement les
hautes fréquences qui permettent de contréler C§ (grice au facteur 1//An, ).

2.2.3 Existence d’une solution pour le probleme continu en translation, rotation
et perturbation

On souhaite passer a la limite quand N — 400 dans le systéme (2.2). Les informations dont on
dispose sont les suivantes : Ty = 7 est indépendant de N, et les suites (0 ) et (dy) sont respectivement
bornées dans W22(0,T) et W22(0,T; (H*(Q2))) N Whe(0,T; L?(2)) N L*°(0,T; H'(2)).

e Comme pour tout N € IN*, 7y = 7, on a directement :

mi = /Qf+/mg (2.22)

qui possede une unique solution 7 € W22(0,T) (pour des données initiales fixées).
e On réécrit la seconde équation de (2.2) :

d .
7 (JNQN—i—ps/dN/\ath) :/RQN(C—;—é—i—dN)/\f—F RGN(ZI_)§+dN)/\g . (2.23)
Q Q oN

Comme dy est borné dans W1°(0,T; L?(Q)) N L*(0,T; H*(£2)), et que :
Wheo(0, 75 L2(92)) N L0, T; H'(Q)) € H'((0,T) x Q)<>L*((0,T) x 9),

avec cette derniere injection qui est compacte, il existe donc une sous-suite?® (d,), de (dn)n qui
converge vers d dans LQ(O, T; L?(Q)) fort. De plus, 8y étant borné dans H'(0,T), il existe une sous-
suite telle que #,, — 6 dans L>°(0,T) fort. De 14, puisque J, — J dans L*(0,T) :

Jy0y — JO  dans LY(0,T)

Par ailleurs, on a d;d,, — 9;d dans L?(0,T; L*(f2)) faible, et d,, — d dans L*(0, T; L%(2)) fort, donc :

/ d, A9 d, — / dAnod  dans LY(0,7) faible.
Q Q

2 Lz , . . . . . .
3Pour la commodité de I’exposé, on indicera toutes les sous-suites par 7, ainsi que les sous-suites extraites de ces
sous-suites.
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Chapitre 2. FEuxistence et unicité de la solution

Enfin, § —— Ry est de classe C* et 6, étant borné dans HY(0,T)<5C°([0,T)), on a Ry, — Ry
uniformément dans [0,77]. De plus, on a d’une part, d,, — d dans L?*(0,T; L*()) fort, et d’autre
part d,, — d dans L2(0,T; H'(Q)) faible et donc dans L2(0,T; H/2(9Q)) faible, par conséquent :
/Rgn G¢+dy) Nf — /Rg GE+d)Af  dans L?(0,T) fort,
/ Ry, ( G£+d JANg — Rg(G§+d) g dans L%(0,7) faible.
[2/9]

Finalement, on passe a la limite dans I’équation (2.23) pour obtenir :

CZ <J0+ps/dA8td> = /R9(§+d) /\f+/ R9(5§+d) ANg  dans D'(0,T). (2.24)
Q o0

e Pour 1 <14 < N fixé, on va passer a la limite dans les équations restantes de (2.2). Puisque d x
est borné dans W22(0, T; (H'(Q)) )N L>(0,T; H(R)), on passe facilement & la limite dans les termes

linéaires :
/attd 5 - /attd p;
dans L?(0,T) faible
)vm—AA d) : Ve

D’autre part, puisque 6, — 6 dans L>(0,T) fort et d,d, — 9,d dans L?(0, T; L*(Q)) faible, on a :
0, / Ody Nb;  — 0 / dd Av;  dans L2(0,T) faible.
Q Q

Par ailleurs, comme 8y est borné dans L?(0,T), alors én — 6 dans L?(0,T) faible; donc, puisque
d,, — d dans L?(0,T; L?(f2)) fort, on a :

9n/ﬂdnAwi - é/ﬂdmm dans L'(0,7) faible .

De méme, comme on a toujours 6, — 6 dans L=°(0,T) fort et d,, — d dans L?(0,T; L*(Q)) fort,
alors :

(977)2/5]((?5 +d,) - — (9)2/9(@ +d) -y dans LQ(O,T) fort.

Enfin, par un raisonnement analogue & un précédent, on a sans peine :

/hmmf—»/&Mf
{2 & dans C°([0,T7])

/Re,ﬂﬁz'g — /Rel/)i'g
o9 09

Finalement, on est passé a la limite dans (2.2), et ainsi, pour i fixé, on a :

Ps </5ttd'¢i+29/5tdA¢i+é/dA¢i—(9)2/(ag+d)'1/Jz‘>
Q Q Q Q (2.25)
+/E(d):vwi:/f-R91pi+/ g-Ro;  dans L'(0,7)
Q Q oN

Ceci étant vrai quelque soit i, et comme &1 =< 1; >= Vect(1);), le résultat reste vrai en remplagant
1; par n’importe quelle fonction b € &;.
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Remarque 7. Pour tout N € IN* et pour presque tout t € (0,T), dn(t) appartient a Y‘ls, donc en
— — —

particulier [ody =0, [ody AGE =0 et [o(GE +dy) - GE > 6 > 0. Or, puisque dy — d dans

L2(0,T; L2(S2)) fort, on a :

— — —
p.p. t € (0,7), /dzO,/d/\G{zOet /(G§+d)-G§Z5>O,
Q Q Q

c’est-a-dire que d(t) € Y‘lS pour presque tout t € (0,T). En particulier, pour presque toutt € (0,T), on a
(1(t),0(t),d(t)) € Z;. Par ailleurs, on montre facilement que 0:d € &y et qu’au sens des distributions,

on a:
d B d —\ o
7 (/Q&gd> =0 et p </Q(3td/\G§> =0 dansD'(0,7).

Remarque 8. Concernant les conditions initiales, puisque 0 est borné dans W2°°(0,T)<-C*([0,T)),
les éléments O (0) et éN(O) ont bien un sens. En particulier, comme én — 0§ dans L?(0,T) faible, on a
0,/(0) = 0; — 0(0) et 0,(0) = g — 6(0). De méme, puisque dx est borné dans H*(0,T; (H(Q))") N
Whee(0,T; L3(R2)), on a (cf [Lio69], Lemme 1.2 page 7) d’une part dy € C°([0,T); L?(Q)) et d’autre
part O dy € CO([0,T]; (H(2))'). Ainsi dy(0) et 0;dn(0) ont un sens respectivement dans L?(S2) et
(HY(Q))' ; on a par ailleurs d,(0) — d(0) dans L*(Q) et 8;d,(0) — 8;d(0) dans (H*(Q))". Enfin,
en utilisant (2.3), on a d,(0) = d,0 — do dans H* () et 8;d,(0) = d;;y — dy dans L*(Q), et donc
on a les égalités d(0) = dg dans H*(Q) et 0,d(0) = d; dans L*(Q).

Nous avons ainsi terminé la preuve de ’existence d’une solution au probleme en translation, rotation
et perturbation. Ce résultat est présenté au Théoreme 1 page 38.

2.2.4 Existence d’une solution pour le probléeme continu en déplacement

A partir du systeme d’EDP (2.1) page 38 satisfait par la translation, la rotation et la perturbation,
et grace a leurs régularités, on va construire un déplacement et obtenir le systéme vérifié par celui-ci.
Soit un triplet :

(1,0,d) € H*(0,T) x H*(0,T) x H*(0,T; (H'(Q))") n W0, T; L*()) N L*°(0, T; H'(Q))

solution du systeme (2.1) page 38, alors d’apres la Remarque 7 et le paragraphe 1.1, on peut lui associer
une unique déformation ¢ telle que pour presque tout ¢ € (0,7) :

sinf(t) cosO(t)

On définit le déplacement u = ¢ — Idp2 qui appartient a H2(0,T; (HY(2))) n Whee(0,T; L2(2)) N
L>(0,T; H(Q)).

e Prenant la premiere équation de (2.1) page 38, on a pour tout 7 € IR? :

d
m7-T = ps— </3tu-F> :/f-F—i—/ g7 dans D'(0,7T) (2.26)
dt \Jo Q 0
car d € Y et 9,d € &, et parce qu'on a pris f € L?(0,T; L*(Q)) et g € L*(0,T; H~/2(09)).

o(,t) = 7(t) +R9(t)(CTé+d(',t)) € Xy avec Ryy =R= < cosf(t) —sinf(t) > ‘

e On considére maintenant la deuxiéme équation du systeme (2.1) page 38. Or on a :

* (Jée—;ers/dAatd) :é/(éZ+d)2e—;+ (/d/\@td>Re_;
ps Q Q Q

:/R(qud)A [éaAR(Fg+d)]+/R(Fg+d)ARatd car 9,d € &
Q) Q

:/R(c?gm)A #4622 ARGE +d) + ROd] card € &.
Q
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Alors, en rappelant que u = 7+ 1}(52 +d)— O—é et R = fe, A R, on obtient, dans la deuxieme équation
de (2.1) page 38, que pour tout 6 € IR :

pS% (/Q [ée—; AR(GE + d)] : atu>

:/Qf- [5@AR(C?§+d)]+/ g

: [ée—; A R(GE + d)] dans D'(0,T). (2.27)
o0
e On s’intéresse enfin a la troisieme équation de (2.1) page 38. On a tout d’abord, pour tout b € & :
PR — PR
dpu - Rb :/ <Gez /\R(G§+d)+R8td) -Rb:Gez-/d/\b—i—/Btd-b,
Q

Q Q Q
d .. .
—</6tu-Rb> :ee_;-/dAb+9e_;-/atdAb+/6ttd-b.
dt \ Jo Q Q Q

D’autre part, on a facilement :
. SN —
/@u-Rb:/ (07 A R(GE + d) + Royd] - (622 A Rb) = () /(G5+d b 9/6td/\b
Q Q

Ainsi, on en déduit que la troisieme équation de (2.1) page 38 s’écrit :

b € &, psi</atu-Rb>—pg/atu~Rb+/a(d):Vb:/f-Rb+/ g-Rb. (2.28)
dt \ Ja Q Q Q o0

e Finalement, en prenant v = 7+fe, /\R(CT@Z—{—d) +Rbavec 7 € IR?, 0 € R et b € £ quelconques,
et en sommant membre & membre les équations de (2.26)-(2.27)-(2.28), on obtient :

pS— (/(%u v>—ps/3tu 8tv+/ : Vb = /f V+/g v (2.29)

car Oyv = e, A 8t[R(CT§>* +d)] + Rb et :
/&gu- (? A at[R<cTé+d)]) —e- /@[R((Té +d)] A7+ R(GE+d) — O] = 0
Q Q

Par ailleurs, comme pour presque tout ¢ € (0,7), d(t) € Y¢, on a en particulier la décomposition (1.27)
page 32 de H'(Q). Ainsi, on en déduit dans (2.29) que le systéme satisfait par le déplacement u est le
suivant :

Vv € HY(Q), ps% </8tu-v> —i—/E(d):Vb:/f-v—i—/ g-v dans D'(0,7)
Q Q Q o9

avec b obtenu a partir de v grace a (1.15) page 27, et en ajoutant les conditions initiales :

u(t=0)=uo S87(0) + Ropo)(GE +d(- 1 = 0)) — OF = o + Re, (GE + dy) — OF,
(%11( :0):u1 def (O)+6t [Rg(Gf—i—d)]': =Tl+R90d1+01§AR90(§+d0).

Nous avons ainsi terminé la preuve de I'existence d’une solution au probleme en déplacement. Ce
résultat est présenté au Théoreme 3 page 38.
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Collaboration et publication

Ce travail a été effectué en collaboration avec Céline GRANDMONT et Yvon MADAY, et a fait 'objet
d’une Note aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences, ¢f [GMMO02].

2.3 Unicité de la solution

Soient f, g les forces extérieures données, et Uy et U les données initiales. On suppose qu’il existe
deux déplacements u;, i = 1,2, solutions du systéme en déplacement (rappelé ci-dessous). On indice
par ¢ les quantités associées a uy;, telles que I’angle de rotation 6;, la rotation R; = Ry, elle-méme, ainsi
que la perturbation élastique d;. Le systeme satisfait par u; est le suivant :

d
Vv e H(Q), ps— (/@ui-v) —i—/E(di) :Vb; = /f-v+/ g-v dans D'(0,7T),
dt \Ja Q Q o0
avec b; obtenu a partir de v grace a (1.15) page 27,

ui(-,t:0) :ﬁo, Otul-(-,t:()) :ﬁl,
(2.30)
tel que ¢; (-, t) = w;(-, t)—i—IdIRz € X pour presque tout ¢ € (0,7), et avec d; défini dans la Proposition 2
page 28. On remarque que la fonction-test b; dépend du déplacement u; par le biais de la relation (1.15).
De plus, grace a la Proposition 2, on peut décomposer u;(&,t) = 7;(t) + RZ(C—?Z +d;(&,t)) — £ pour
presque tout ¢ € (0,7) avec (74,0;,d;) € Z1. Ainsi, le systeme précédent peut étre réécrit de maniere
équivalente en le vecteur de translation 7; :

mﬁ‘i:/f—{—/ g dans (0,7,
Q o0N

ainsi qu’en ’angle de rotation 6; et en la perturbation d; :

d . — — ,
@(JZQZ) +ps | d; A Oud; = RZ(G€ + dz) AN+ RZ(G€ + dz) Ng dans D (0, T) ,
Q Q o

s </8ttdi-b+2éi/6tdi/\b+éi/dl-/\b—(éi)Q/(C?§+di)-b>
Q Q Q Q
—|—/E(di):Vb:/f-Rl-b—|—/ g-Rib dans L'(0,7T)faible,Vb € & .
Q Q 0N

ol on a noté J; = pg fﬂ(é_é +d;)? le moment d’inertie associé au déplacement u;.

De cette formulation, il est clair que, pour les données initiales 7;(0) et 7;(0) issues de Uy et uy,
I’équation en la translation a une unique solution dans H?2(0,T) pourvu que f € L2(0,T; LY(Q)) et
g € L?(0,T; L' (99)). On obtient alors 11 = 7o.

On s’intéresse maintenant au reste du systeme. Pour démontrer I'unicité de l'angle de rotation
et de la perturbation, on divise la preuve en cinq étapes. Les quatre premieres sont effectuées de
maniére formelle en supposant que dyd est dans L>°(0,7’;&;1). Dans la premiere étape, on réécrit le
systeme d’équations comme une égalité (¢f (2.36)) en 0 = 02 — 01 et d = dy — dy, grace au choix de
fonctions-tests adéquates et licites. On estime ensuite dans un second temps le terme de droite de cette
égalité, et plus précisément les termes des forces extérieures dans une troisieme étape. On applique
alors le lemme de GRONWALL pour conclure (dans le cas régulier) lors d’une quatrieme étape. Enfin,
la cinquieme partie de la preuve traite du cas général (o1 9;d est seulement dans L?(Q)) grace a un
argument de régularisation.
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Chapitre 2. FEuxistence et unicité de la solution

2.3.1 Etape 1. Réécriture du systeme d’équations.

On pose pour presque tout t € (0,7) :

02 1 By (G
e, N Rl(G€ + d1) + Rlatd‘

y(t) = ps ‘ = |02, + 2p59./gd1 N Od + PS/Q|atd|2 (2.31)

2
L2(Q)
d’apres (2.5) page 40. La quantité suivante sera en particulier utilisée :

i(t i . ) .
% =00J, + |9|271 + PSQ/ d; A od + pSH/ odq A Oid + pSH/ di A Opd + ps/ oid - Opd .
Q Q Q Q

D’une part, on soustrait les équations concernant les angles 65 et #1, et on multiplie la nouvelle
équation par 6 pour obtenir :

d /. . .
05 (0212~ 011) + ps / (do A Bueds — i A D)
Q

:a‘/ﬂ [Ro(GE + do) ~ Ra(GE+ )| Af46 | [Ro(GE + ) ~ Ru(GE+ )| A

oN

Puis, en faisant apparaitre les différences d = dy — d; et 8 = 65 — 01, on arrive a :

d

é— <92(J2 — Jl) + 9J1> + pse/d A Opdg + PSH/ d; A Oud
dt Q Q

:9'/ [(Ro — R1)(GE + do) + Rad| A48 | [(Ry— R)(GE+dy) + Rid| Ag. (232)
Q@ 20

D’autre part, on soustrait les équations concernant les perturbations ds et dq, et on a pour tout b €

&

s (/8ttd-b+29/6td1Ab+292/6tdAb+é/d1Ab+§2/dAb
Q Q Q Q Q

+7(61,d;,b) —T(ég,dg,b)) +/QE(d) 1 Vb = /Qf-(Rg—Rl)b—i—/an-(Rg—Rl)b, (2.33)

N . 2 e
ou on a posé 7(0,d,b) = (0)" [ (GE+4d) - b.
Q

Afin de faciliter la présentation de la preuve, on montre tout d’abord le résultat d’unicité de maniere
formelle. On suppose que 9;d est assez régulier, c’est-a-dire : 9;d € &; pour presque tout ¢t € (0,7"). A
la fin de la preuve, on utilise un argument de régularisation (cf Etape 5).

Utilisant ’hypothese précédente, il est maintenant licite de prendre b = 9;d dans I’égalité (2.33) :

s (/8ttd-8td+29/8td1A&td+é/d1A8td+§2/dA8td
Q Q Q Q

$T(01.d1.0,d) — T (02, o 0,d)) + ((d,0,) = /

f- (RQ — Rl)é)td +/ g - (RQ — Rl)é)td . (2.34)
Q

o0N

On définit maintenant 7 = Fp¢ + Fg qui contient les termes des forces extérieures (provenant
de (2.32) et (2.34)) :

Fe = 9'/Q [(Rz — R1)(GE +do) + Rld] Af+ /Qf- (Ry — R1)0,d

Feg :9’/ [(RQ—Rl)(CTéerQ)JFRld}Ang/ g (Ro — R1)d,d.
oN 0N
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En additionnant terme & terme (2.32) et (2.34), on obtient :

F = [9@(&]1) +p5’9/d1 A@ttd—f—ps/@ttd8td+p59/3td1 /\atd+P59/d1 /\atd:|
Q Q Q Q

.d /. ) ) ;
162 <92(J2 _ J1)> 4 psa/ d A Oyds + psa/ 8ydy A 9yd + ps@g/ dAdd
Q Q Q

dt
. . 1d
+psT(01,d1,0¢d) — psT (62, d2,0d) + 5 ((d, d)), (2.35)

. t . -
Les termes entre crochets issus de la premiere ligne de (2.35) sont égaux a % + (9)2%. On en déduit
ainsi que :
gt) 1d
—2(d.d) = F — 2.

O 1 (@ay=F-=. (2.36)

avec :
o1 . d s .
— (2 L _
R = (9) 5 + Gdt <92(J2 J1)> +p59/ﬂd A Oda

+ pgb / ordy A 8yd + psb / d A 8d + psT (61,d1,0,d) — psT (02,d2,0,d) . (2.37)
Q Q
De plus, on écrit :

Ty, dy, ) — T (0, dy, Byd) — (9’1)2/9(62+d1)-atd— (9'2)2/9(62+d2)-atd

- —9/ [91(G5+d1) +92(G5+d2)} -8td—9192/d-8td
Q Q
en ayant utilisé, Vai,a2,b1,00 € IR, a = a9 — a1, b =bg — by :

a%bl — a%bg = albl(al — CLQ) + a1a2b1 — a2b2(a2 — al) — CLQbQCLl
= —a(a161 + agbg) — ajagb.

De cette fagon, R peut étre réécrit :

R = (9)251 + 992(J2 — Jl) + 992(J2 — Jl) + pge/gd A Oydg + pge/gatdl A Od

+ pség/d A Oid — psé/ [91(@2 + dl) + 92(@2 + dg)] - o0hd — psélég/d -oid.
Q Q Q
2.3.2 Etape 2. Estimations des termes de R.

On commence tout d’abord avec les termes qui n’impliquent ni 52, ni Oydy. On a :

(6)%4

5 pso|

_,
/(G§ +d;) - 0dg
0
— ‘19 -
< psll GE+du [ oo, 1200 | Oedr [ oo 0,12 (01017 < C16I7
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Chapitre 2. FEuxistence et unicité de la solution

avec une constante C' indépendante du temps car d; € W1>°(0,T; L?(Q2)). De la méme maniere, on
obtient :

‘9’ / dyd; A 9 d
Q

<1011l Bed1 |l oo (0.1220) 1] Oed [ 220y < CIOII] D 1] 12y -
On considere en plus que 6y € L>®(0,T), et 8;,dy € L°(0,T; L*(€2)), on a alors :

‘9é2(j2 - jl)‘ = 2p510(02|

N
/d-atd2+/(Gf+d1)-8td
Q Q

< €161 (11 d 1]z + 11 0 Il ) -
De plus, puisque d1,dy € L*(0,T; L%()) et 01,6, € L>(0,T), on a aussi :

‘a/ (01(GE + 1) +05(GE + )| - 0rd| < CIOII| D1l ] 2y
Q

et :

9192/d'8td <Ol d |2l 9d [ 2 -
Q

On traite maintenant les termes qui nécessitent une régularité supplémentaire sur les dérivées secondes
en temps :

8622 = )| = psd 6]

_, .
/(2@5 +dy+di)-dl <10l d || 2
Q

avec C1(-) € L2(0,T) car 6y € L2(0,T). De la méme maniére, il vient :

b2 [ d 00| < 1l A 120yl 0 10y < CoON d 0yl 9 0
Enfin, pour le dernier terme de R n’ayant pas encore été traité, on a :
'Q/Qd/\ Orda| < [0]]] Dpeda ez @yl d 1) < Ca(t)16]]] d @) -

avec Co(-) € L2(0,T) car Oyds € L2(0,T; (H(2))).

En ce qui concerne le terme R, on obtient finalement ’estimation suivante :

R < C 0P +10] (11 9 |2y + 11 Nl 2 ) + 1l d ]zl %A 120
+C1(®)] |20 (6] + 1| 9ed [12()) + C®)I6] Il

. 2.38
< C() (161 + || 0d [|72(0 + |1 d [1F1 (| griice & linégalité de Youna (2:38)
) 2 2
<) {16 + 1| & [[F20y + CT A1
avec toujours C(-) € L2(0,T), et en ayant utilisé (1.24) page 31 qu’on rappelle ici :
2 2
Vb e &l [Ibllinq < CTIIbIIP. (2.39)
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2.3.3 Etape 3. Estimations des termes liés aux forces extérieures.

On peut estimer les termes des forces extérieures surfaciques par :

[Fgl < ‘9/ [(32 - Rl)(CTé +d2) + R1d} A f‘ + ‘/f (R2 — Ry)od
Q Q
< 1 1120y [CHIIR: — Bal + 11 l2(ey) + 12— Ralll 0 0]

car dp € L>(0,T; L%(9)). En rappelant que sinus et cosinus sont des applications lipschitziennes, on
a ‘RQ — R1’ < 0‘02 — 01‘ et ainsi :
[Fgl < C@) (10101 + 1011 A || 2y + 101]] 0 || 20
< C) (161 + 167 + 11 d (|72 + 1 0ed [[72(
avec C(-) € L*(0,T) car f€ L?(0,T; L*(Q)).

Concernant les forces extérieures agissant sur le bord, le premier terme de Fg est facilement majoré
comme précédemment par :

. —

9/ |:(R2 - Rl)(G€ + d2) + Rld} AN g
< 10111 & 1517200 (12 = Balll GE + s ll g 200 + 1l d 15117200 )
< C16] (102 = 611 + el d [ 1)
<C (102 + 102+ cE il d1IP)

car g € L>®(0,T; H~Y/2(Q)), dy € L>®(0,T; H'(Q)), et avec les constantes a; issue de (1.22) page 31
et C’# issue de (2.39). On traite maintenant séparément?* le second terme de Fg par :

d
/ g (RQ — Rl)atd = — (/ g- (RQ — Rl)d> — Gtg . (RQ — Rl)d
o0 dt \Jaq o0

— g-(éze_;/\Rg—éle—;ARl)d

J o0
-4 (/mg (B — R1)d> - [ o (R = Rua

—/ g'(éZARz+é1€_z)A(R2—Rl))d-
o0

D’une part, on a :

o0N

Org - (Re — Rl)d‘ < Carll 9eg [ r-172 (00 |0l d |l 1 () < CO)IO]]] A ]

avec C(-) € L*(0,T) (dépendant de C’#) car dyg € L*(0,T; H~'/2(9Q)). D’autre part, on a :

[ e (67 Rat iz A R R) | < Canllg llymony (114 161) 11l
<C (102 +16F + [ al)

24Considérer |/ g (R2 — R1)0:d| < C6]|| d ||H1(Q) (puisque 9:d € £1) amenerait un terme de la forme ||| d ||| qui
a0
n’apparait pas dans le membre de gauche de (2.36).
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avec C' dépendant elle aussi de Cfé, et parce que 6 € L>(0,T).
Ainsi, pour les termes des forces extérieures, on obtient finalement :

. d
F <o) (1 + P+ 1101 [y + 1 4 1F) + 5 ([ e (e i) 2a0)
avec C(-) € L*(0,T).

2.3.4 Etape 4. Unicité de la solution réguli¢re.

En introduisant les majorations (2.38) et (2.40) dans (2.36), on obtient une premiere inégalité :

li 2 2 )12 2 2 i _
S2 (v + 11 dlIP) <O (16F + 18P +1 0d 1720y + 1l A 1I?) + 2 /mg (Ry = Ri)d ) .

En fixant maintenant ¢ty €]0,7, on integre I'inégalité précédente en temps sur lintervalle (0,t) C
(0,0) :

y(®) + 1 |* < /0 C(5) (1065)? + 16(5) % +1] 0d(5) oy + Il d(s) I[*) ds + h(t)  (2.41)

avec h(t) = /an(t) - (Ry(t) — R1(2))d(t), grace & 6(0) = 6(0) = 0, d(0) = 9,d(0) = 0, y(0) = 0, et

a R1(0) = R2(0) = I5. De plus, par le théoreme des valeurs intermédiaires, on a :

vVt € [0,T], 160(t)] < torggéct 10(s)] . (2.42)

2
E lant = %) quell it feC%0,T donc [0(t)[* <
n rappelant que (Jgg;{t]f(s)\) ()Ig?%(t(’f(s)‘ ) quelle que soit f € C°([0,77), on a donc [6(t)|* <

£ 6(s)|*). Ainsi (2.41) peut s'écrire :
Orglggtﬂ (s)|*). Ainsi (2.41) peut s’écrire

o)+l a1 < [0 (5 guas 16007 + 0P + 1 0d(6) [y + 1] () 111 ) s+ 100

t
2 ) 2 2
< [t (7 g W) + 111040 ey ],

I AC) P [l 0.) ds 4+ (D)
(2.43)
Pour la fonction h, on a :

(BB < Cll & llg-1/2(00)|O1lll d (1] < Csto max (16(s)DII] d(t) |l (2.44)

a nouveau grace a (2.42) et avec C3 dépendant seulement de aj, Cl#, et g € L°(0,T; H-'/2(0%)).
. . , . 2 N A AN P N
Par ailleurs, puisque la décomposition L“(2) = (e, ey) @ <ez N GE > @&y est équivalente & celle

de L?(Q) présentée dans (1.11) page 27 autour de di, car V¢ € [0,T],di(-,t) € Yy, il existe donc
Cp > 0 telle que :

2
VB ERYb € &, B + 11 [l < psCo|

_ —
0 A Ry(GE + di) + Rib|

L2(Q)
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On obtient finalement dans (2.43) (en rappelant ’expression (2.31) de y(t)) :

min1, o) g 96 +11 4t ez + 11 o

t .
< Co/o C(s) (ggjfs 6(0)* + || D ||i°°(0,s;L2(Q)) +1/d |’%°°(0,5;51)> ds

0<s

) 2
+ CaCato (gua, [0G)? +11d 1 e ) - (245
On choisit alors tg €]0, T assez petit tel que 0 < 9 = min(1, Cy) — CoCstp, et en posant :

z(t) = mmax 16(5)” + || Opd H%OO(O,t;LQ(Q)) +(/d H%OO(O,t;&) ;

on a :

yoz(t)g/o C(s)z(s)ds,

avec C(+) € L?(0,T). D’apres le lemme de GRONWALL, on obtient z(¢) = 0 dans (0,¢¢). La longueur tg
de cet intervalle étant indépendante du choix de l'origine, on déduit de ce qui précede que z = 0
dans (tg,2tg), et ainsi de suite dans (0,7"). Ainsi z(t) = 0 dans (0,7), et finalement on a 67 = 65 et
d; = ds (car (0) = 0). La conclusion en est que u; = uy et qu'il y a unicité du déplacement solution
(dans le cas régulier ou dyd € &; pour presque tout t € (0,7)).

2.3.5 Etape 5. Unicité de la solution.

Nous adaptons maintenant la preuve précédente au cas ou 9;d n’est plus nécessairement dans &1,
mais seulement dans L?(£2). On explicite pour cela les principales différences avec le cas régulier, tout

512\,(9) (d) projection orthogonale?® de L?(£2)
sur EN de la différence d = dy — dy. Alors dy mais aussi 9;dx sont dans &;, et il est légitime de

prendre b = 9;dx comme fonction-test dans (2.33) pour obtenir :

en gardant les notations précédentes, et en posant dy = II

s ( / Oud - Oy dy + 20 / 9yd; A Oy dy + 205 / Od A Oydy + 0 / d; A9 dy
Q Q Q Q
+é2/ dAddy + T (61,dy,0:dy) — T (fo, do, ath)> + ((d, 0,dn))
Q

:/f-(RQ—Rl)ath—i-/ g- (RQ—Rl)ath. (2.46)
Q o0

. 2
On pose (1) = ps 07 A B (GE +du)+ Ridwdn L,

que ¢/< Opd, dpdN >¢ = JoOud - 0dy = [o0udn - Odn et que ((d,0ydn)) = ((dn, Ody)) de par les
définitions de dv et de V. Alors, en additionnant ensemble (2.32) et (2.46), on a comme pour (2.36) :

pour presque tout ¢ € (0,7). On remarque

1d

s (v + Il [IP) = 7Y =R, (2.47)

11 n’y a pas de confusion possible entre di, d2 et dy en supposant que N > 3 (ce qui est raisonnable puisqu’on veut
passer a la limite N — 00).
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avec les forces FN = ]-"f]-V + fg :

Fy :9’/Q [(RQ—Rl)(cTé+dQ)+R1d] /\f—i—/ﬂf-(Rg—Rl)é)th

Fy :9’/ [(RQ—Rl)(éZ+d2)+R1d}Ag+/ g (Ry — R)ddy
[2)9] 00

et avec pour les autres termes :

21

RN = psé/ﬂdl A (8ttd — atth) + (9) E + 992(J2 — Jl) + 992(J2 — Jl) + pSH/Qd A\ 8ttd2

+ psb / A1 A Opdy + pgbo / d A didy + 2psb- / oyd A O dy
Q Q Q
—mﬁ/’PmG5+dn+ﬂxG5+dg]«Mn«—mww3/d-@dN.
Q Q

On indique ici les deux différences principales entre les expressions de R (voir (2.37) page 53) et
de RY. On peut tout d’abord noter le premier terme supplémentaire pgé d; A (Opd — Opdy) ; celui-
Q

ci provient de (2.32) et de /2 (de par la définition de yx/2). En effet, a la différence de I'expression
de /2, le terme Gfﬂdl A Opd n’apparait pas dans l'expression de yy/2; il est remplacé par le terme

éfﬂdl A Oydp ; on doit donc & présent en tenir compte. De plus, 2p592/ Oyd A Oy d N est lui aussi un
Q

terme supplémentaire dans R, mais qui disparait lorsque N tend vers I'infini (et donc n’apparait
pas dans R). Enfin, on rappelle que les deux derniers termes dans I'expression de RV proviennent de
I’expression T(él, dy,0dy) — T(ég, ds, 0, d ) explicitée lors de I’Etape 1.

Afin de traiter (2.47), on rappelle les estimations sur les différents termes de RV obtenues direc-
tement de ce qui précede dans le cas régulier (cf Etape 2) :
‘9 J1

(07| <CloP, 166(J2 — J1)| < C)I0II] d || 2.

'9’ / Dy, A ath‘ < Clil|| Budly |12y,
Q

i dAath\ < COIl d ]2yl Al 120
Q

9/ 01(GE + 1) +02(GE + )] - | < LAl Dy (120,
Q

9192/(1 : 8th‘ < Clld |2l dedn || 2 () -
Q
On traite maintenant les termes de R™ qui nécessitent des majorations plus fines :

'é/ﬂdl A (Od — Ody)| < Cl6]|| Oud — Oudn || (s ()

(ééz(jz '

~—

— 2p5(6][6] ‘/d-@tdz +/((‘:Z+d1) (Ody — Oydy + Oyd)
. 0 0

<Ol d |2y + 11 Odn |2y + || 0ed = Oedn [l 2(qy)) »

‘éAdAattd2 <c@o|(Ild—dy [[[+ [ dn []]),

‘92 / od Addy| = |0y / (8,d — 8, dn) A By d
Q Q
< Ol 0d = 0 dw [ 120l Ordn I 2 () »
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avec C(-) € L?(0,T). Pour les termes de forces, on a directement :

7] < ) (101101 + 1611 A 20 + 1611 Ay |10
avec C(-) € L*(0,T). On doit traiter fév, avec tout d’abord comme précédemment :
i

[ (e~ ) (GE + ) Ag\ < C10)d).

ot [ geire-rooay =g ([ g (- may) o0+ oDl ay Il

mais aussi avec, de maniere un peu plus fine :

‘9'/ RldAg‘ < 6| ('/ Rl(d_dN)Ag‘+ / RldNAgD
o \lJoq 0
< Co|([Ild = dn [[| + || dn [I])-

En utilisant toutes les inégalités précédentes, on arrive dans (2.47) a :

1d .
s (o +llldx I7) < 0@ (19F + 10 + 1 dw 1P + 1| v (7o
+|| d ||%2(Q) + || ord — O d ||%2(Q) + || Opd — Opdpy ||?H1(Q))’

d
#lld=an 1) + 5 ([ e (- Ry

On fixe ty €]0, T et on integre 'inégalité précédente en temps sur Uintervalle (0,¢) C (0,¢0). A partir
de (2.42), de || d ||%2(Q) =||d—-dn ||%2(Q) + || dn ||%2(Q), et de (2.44), on obtient facilement une
inégalité analogue a celle de (2.45) :

min(1, Cp) (ggggt 10(3)” + 11 0 (70 (0 o120y + || A H%OO(O,t;Eﬂ)
t
A 2 2
< Co/O C(s) (Jélggs 16(0)* + [| Qedn |70 (00220 + || AN HL°°(0,8;51)> ds

+ CoCsto (0123%3 10(s)]> + 1| dw H%oo(o,::;&)) +wn (t)

avec !

wn(t) = C’o/o C(s) (m (d—dn)(s) |[I>+1] (Od — 0dn)(5) [|72(0y
+|| (Ond — Opedn)(s) H%Hl(g))/) ds.

On pose :

an(t) = max, 10(3)]” + 11 0N [T (0 1:r2 () + 1| AN [[Toe (0,161

et en prenant maintenant ¢ty €]0, 7] assez petit de telle sorte que 0 < 79 = min(1, Cy) — CyCstp, on a
alors :

Yoz (t) < /0 C(s)zn(s)ds +wn(t).
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Chapitre 2. FEuxistence et unicité de la solution

De la, en appliquant le lemme de GRONWALL, on déduit :

Yozn (t) < wn(t)exp (/Otc(s)d3> :

De plus, comme d—d y converge fortement dans H2(0,T; (H*(Q)))NH (0, T; L2(Q))NL%(0,T; &), on
a Nlim wn (t) = 0 pour presque tout t € (0,%p). Ainsi Nlim zn(t) = 0 implique # = 0 (car 6(0) = 0)
—00 —0Q0
et :
. 2 . 2
(A [[Teeope = Jm [ 9rdn [[Lee(o:22(0)) = 0

ce qui signifie que Nlim dy =d = 0. On a alors terminé la preuve de 'unicité de I’angle de rotation

—00
et de la perturbation, et par conséquent on a montré 'unicité du déplacement solution du systeme
initial.
Collaboration et publication

Ce travail a été effectué en collaboration avec Céline GRANDMONT et Yvon MADAY.

Perspectives

On s’intéressera dans un prochain travail a 'extension du modele et des résultats a la dimension 3.
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Chapitre 8.  Approche numérique par méthode modale

Introduction

Dans les domaines de la robotique et de 1’aérodynamique, de nombreux accessoires (bras articulé
flexible, ailes d’avion; fuselage de navette) sont mis en mouvement dans de grands déplacements.
Dans le cadre de ces manceuvres, il est nécessaire de connaitre précisément les positions de chacun des
éléments. Leurs mouvements sont en fait décomposables suivant d’une part un mouvement rigide en
grandes translation et rotation, et suivant d’autre part un mouvement élastique significatif.

Ces types de mouvements hautement non-linéaires ont été étudiés et mis en ceuvre numériquement.
Une méthode fréquemment utilisée est la formulation corotationnelle du probleme; celle-ci a été plus
particulierement étudiée dans un cadre d’éléments finis. Il s’agit de considérer un repere en déplacement
(translation et rotation) et de dilater les éléments du maillage suivant les contraintes élastiques locales.
Cette stratégie a été tout d’abord employée pour des structures allongées (de type poutre), puis
plus récemment sur des corps bi- et tri-dimensionnels (voir par exemple [CM96a]-[CM96b] pour des
structures, et [FPDO1] pour une application en fluide-structure dans le domaine de I'aérodynamique).

Nous proposons ici une approche différente basée sur une décomposition modale, ceci dans la
suite directe et naturelle de 1’étude théorique précédente. Nous considérons pour cela un probleme
d’élasticité instationnaire en grands déplacements et petites perturbations pour un corps non-encastré
en dimension 2. Nous adoptons la modélisation présentée au Chapitre 1 (voir aussi [GMMO02]) qui
permet de se ramener a la dynamique de la translation, de la rotation et de la perturbation associées
a la déformation du corps élastique. La principale difficulté tient alors a la construction numérique
effective d’un espace discret d’approximation (dont les fonctions doivent étre L2-orthogonales aux
mouvements infinitésimaux). Pour répondre a ce probléme, la maniére la plus naturelle consiste a
effectuer la décomposition modale de la solution qui, tronquée selon un nombre fini de modes propres,
nous ramene a un probléme aux valeurs propres généralisées (qui peut étre solutionné préliminairement
a la résolution du systéme d’équations du mouvement). Notre approche est donc globale en espace,
plutot que locale (comme la méthode du corotationnel). Le cadre de travail en espace est alors fixé, et il
ne reste plus qu’a résoudre un systeme d’EDO de dimension finie en les coefficients de la décomposition
modale (qui ne dépendent ainsi plus que du temps). Nous proposons un algorithme de mise en ceuvre
numérique pour cette résolution.

3.1 Rappel du modele continu

Nous considérons un probleme d’élasticité instationnaire en grands déplacements et petites per-
turbations pour un corps non-encastré en dimension 2. La configuration de référence de ce solide
déformable est un ouvert borné de IR? & frontiere lipschitzienne, noté €2; son centre de gravité est
noté G. La déformation ¢ du corps est écrite sous la forme ¢ = 7+ Rg(a)c + d(x)) pour x € Q, ou
cos) —sind

7 est une translation de IR?, Ry = .
sinf cos6

> est une rotation d’angle § € IR, et d est une

application de Q dans IR? appelée perturbation. Nous référons au Chapitre 1 (¢f aussi [GMMO02])
pour la justification de cette écriture et 'unicité de cette décomposition dans des ensembles & préciser.
Nous avons par ailleurs vu que le systeme décrivant I’évolution spatio-temporelle de la déformation
est équivalent a la dynamique de la translation, de la rotation et de la perturbation associées a la

62



3.1. Rappel du modéle continu

déformation du corps élastique. Ce systeme s’écrit sur (0,7")

mT—/f—i—/ g,
o0

d <J«9+p/d/\8td> :/Rg(Gx—l—d)/\f—l—/ Ry(Gx+d) Mg,
dt 0 o9 (3.1)
Vb € &, p(/8ttd-b+2é/BtdAb+é/dAb—(é)2/(a—i—d)-b)
Q Q Q Q
+/E(d):Vb:/f-R9b+/ g Rob
Q Q o0

avec &1 'espace vectoriel suivant :

.
51:{beH1(Q);/b:o,/bAGx:o}.
Q Q

L’espace & est constitué des éléments de H'(Q) orthogonaux (pour le produit scalaire de L?(Q))
aux translations infinitésimales et aux rotations infinitésimales (c¢f Figure 1.3 page 26), et dont nous
rappelons les définitions par la suite. Nous précisons a présent les notations employées dans le systéeme
précédent. Nous avons noté f les forces surfaciques appliquées a 2, g les forces appliquées sur le bord 952
de Q, p la densité surfacique du solide, m = p|Q2| sa masse, et J = p fﬂ(a +d)? son moment d’inertie
a chaque instant t. La dérivation totale en temps est notée par un point, la dérivation partielle par 0;.
Le produit vectoriel A est celui des vecteurs de IR?. Nous plongeons néanmoins le plan < e, @) > du
mouvement dans IR? =< &, a;, €, > afin de voir Ry comme une rotation d’axe e, et d’angle 6, o e,
désigne un vecteur unitaire perpendiculaire au plan du mouvement. Ce plongement nous permettra
aussi par la suite d’utiliser opérateur e, A - (oi1 A est vu comme le produit vectoriel de IR?), agissant

a
sur b|;a,beRy etavaleur dans < e, e, >. Nous désignons par &(b) = ATr(§(b))I2 + 2ué(b)
0

le tenseur des contraintes de I'élasticité linéarisée, avec ¢(b) = (Vb + (Vb)T)/2 le tenseur du gradient
symétrisé, et (A, u) les constantes de LAME du matériau constituant le solide élastique. Enfin, pour A
matrice de M (IR), nous notons Tr(A) la trace de A, et A : B = Tr(BT A), le produit contracté de
deux matrices A, B € Ms(IR).

Au systeme (3.1) sont associées des conditions initiales qui assurent lexistence d’une solution
(¢f Chapitre 2 ou [GMMO02]), ainsi que son unicité (¢f Chapitre 2) ; nous les préciserons ultérieurement.

Remarque 9. L’équation (en fait, ’EDO) en la translation est découplée du systéme et posséde avec
des conditions initiales ad hoc une unique solution. En effet, pour une donnée initiale 7o et une vitesse
initiale T, nous avons explicitement :

vt € (0,7), T(t)zfo+71t+%/ot/os (/Qer/mg) (0) d6 ds

qui vérifie 7(0) = 1o et 7(0) = 71. Cette partie sera traitée séparément dans ce qui suit.
Les équations en la rotation et la perturbation sont quant a elles couplées, et constituent par la
suite l’essentiel de notre étude.

Remarque 10. Le systeme décrivant ’évolution du corps peut étre présenté en fonction du dépla-
cement u = ¢ — Ile2, mais 4 ce moment-la, les fonctions-tests intervenant dans le nouveau systeme
dépendent elles-mémes de la solution (voir le systéme présenté au Théoréme 3 page 38). La formulation
en translation-rotation-perturbation permet de lever cette difficulté. Néanmoins, du point de vue de la
discrétisation, il reste a construire un espace discret approrimant 1 de fagcon correcte.
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Chapitre 8.  Approche numérique par méthode modale

3.2 Discrétisation spatiale du systeme

Nous utilisons une méthode de GALERKIN pour approximer 'espace H'(f) par des espaces de
dimension finie N € IN, N > 3. Pour cela, nous définissons :

le{beé’l; /S)(Cg)c+b)~@)<>0} .
A partir de la définition de &1, pour 0 € IR et d € Y fixés, nous avons (¢f (1.27) page 32) :
HY(Q) = (e,85) & (& A Ry(Gx +d) ) & (Rebs b € &1)
Nous approximons I'espace H'(Q) par IR? x IR x Vj,, ot V, est une approximation de dimension

p = N — 3 € IN* du sous-espace &;. Pour V,, fixé, nous notons (v;)i1<i<p une base de cet espace, et
nous indigons par p 'approximation d, de la perturbation d projetée sur V), ainsi que le moment

d’inertie J, = pfg(ac + dp)Q. D’apres la Remarque 9, I'angle 6§ dépend lui aussi de 'entier p, mais
nous n’indiquerons pas cette dépendance pour alléger les notations.

Ainsi le systeme en 'angle 6 et la perturbation d projeté sur I'espace IR x V), se réécrit :
4.7, + 7 / d, A dyd, = Hy
. (3.2)
1<i<p, p&/dp/\vi + pf Oudy-v, =H;
Q Q
avec :

Hy :F0+G0—9jp
1<i<p H, :E+Gi—p<2é/gatd,,mi—(é)Q/Q(c?Hd,,)-vi)—/Qa(d,,):vw

et avec pour les coefficients ol interviennent les forces :

— —
FO:/R(;(Gx—i—dp)/\f, GO:/ Ro(GX +d,) Ag.
Q (3.3)
1<i<p Fi= [ Rgv;-f, Gi= | Rpvi-g.
Q o0

3.3 Condition d’inversibilité du systeme de dimension finie

P
En décomposant maintenant d,(x,t) = Z ), avec «a; des fonctions dépendant unique-

ment du temps, nous pouvons réécrire le syste?me (3.2) sous forme matricielle :
pB(X)X = H({ X, X) (3.4)

avec les matrices :

T
B= <‘ﬁ7 @) eEMpii(R) et M= (/Qvl . vj> i e M,(RR),
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3.8. Condition d’inversibilité du systéme de dimension finie

les vecteurs :

B=p(X)= (/ d, /\vi> €RP et H=(Hp)o<k<p € RFT,
Q 1<i<p o

.
le scalaire J = [(Gx +d,)? = J,/p, et le vecteur d’inconnues :
6
x= " emr.
p

Lemme 1. i. Si J # 0, alors det(B) = det(M) (J — T M~1 ).
ii. Si J#0etJ # BT M3, alors la matrice B est inversible et :

1

81:—< 1 —(M~'5) >
J—B-MI\-M5 (MBMIBT +(T -p-M M)

Démonstration. La matrice M est symétrique définie positive, et peut étre alors écrite M = LLT
par la décomposition de CHOLESKY avec L matrice triangulaire inférieure inversible. En posant Q =

((\/7)‘1 0

0 L1> € Mp+1(IR), nous sommes ramenés a :

T
C:QBQT:<2 i.) avec c:(\/jL)_lﬁEIRp
p

et I, la matrice identité de M, (IR). Nous avons alors :

det(B) = det(Q ") det(C)det(Q™T) = det(Q Q™ T) det(C)
= det <<\/07 2) <\/07 Z?T>> det(C) = det <‘g L2T> det(C) = J det(M) det(C).

De plus, det(C) = 1 — |¢|2. Cette égalité se montre en développant le déterminant par rapport a la
premiere ligne de C :

p
det(C) = det(I,) + Y _(—1)Fcg det(A*)
k=1

avec, pour 1 < k < p, la matrice AF = (Af])1<z~j<p € M,(IR) définie par : pour sa premiere colonne,
Akl—c,,pourl <1 < p; et pour les autres colonnes 2 < j <p,A =0;j—18i1 <k, Ak =0sit =k,

et Aij = 8;; si i > k. Nous avons alors facilement det(AF) = (— 1)’“‘101C puis le resultat escompté
pour le déterminant de C.
Nous en déduisons que det(B) = J det(M) (1 — |c[?). Or

e =(VITL)'B-(VIL) ' B=3-(JLLT)'B=5-(TM)'8,

et nous avons alors det(B) = det(M) (J — 8- M~1p).

Nous définissons maintenant :
1 =T
b= <—c cct + (1 —|e|?)I, >
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Chapitre 8.  Approche numérique par méthode modale

Ainsi nous avons CD = (1 — |c|?) 41, car ¢! (ccl) = (cTc)e! = |¢|?cT. Donc, si |¢|? # 1, ou ce qui est

encore équivalent, si 37 M~ 3 # 7, alors (1—|c|?)~!D est 'inverse de C. Sous cette méme hypothese,
nous avons alors aussi :

1 AT =1~ __ 1 j_l —CT(\/jL)_l
B = Q C Q - 1_ ‘0‘2 (_(ﬁL)—Tc L—TCCTL—l + (1 _ |C’2)L_TL_1

B 1 1 R
CJ-B-M13 <—ﬁLTc (VILTe)(VTTL™) + (T - 8- M16><LLT>1>

en tenant compte des calculs précédents. Enfin comme /7L~ Te¢ = M3, nous obtenons le résultat
de I’énoncé. O

Remarque 11. Au Chapitre 2, nous utilisons une méthode de GALERKIN pour montrer [’existence
d’une solution au systéme (3.1). Lors de la résolution du systéme de dimension finie (2.4) page 40,
la condition suffisante d’existence d’une solution au probléme continu est [(Gx +dp) - Gx # 0 (voir
linégalité (2.5) page 40 et la discussion qui la suit), c¢’est-a-dire une condition affine en les ;.

Ici, pour le systéme discret, suivant la donnée initiale Xo = X (t = 0), le déterminant det(B) doit
rester de signe constant au cours du temps (de par sa continuité en temps). Supposons-le positif pour
fizer les idées, alors la condition nécessaire et suffisante d’inversibilité du systéme, J —3T M~ 3 > 0,
est a priori une condition non-lin€aire quadratique en les «;.

3.4 Analyse modale

3.4.1 Choix d’une base d’approximation. Analyse modale

Le choix de la base (v;), <i<p de V}, peut permettre d’inverser plus ou moins rapidement la matrice B
du systeme (3.2) suivant que M est plus ou moins facilement inversible. De plus, comme la matrice de
masse M est indépendante du temps et de la variable X (puisque nous travaillons dans la configuration
de référence de la structure), l'inversion de M est un pré-calcul effectué avant ’algorithme de résolution
en temps du systéme (3.2). Il est néanmoins important que M ~! soit relativement creuse, afin de limiter
a chaque pas de temps les calculs concernant B~! (méme si cette matrice ne sera pas nécessairement
assemblée). 11 suffit pour cela de prendre la base (v;);;<, orthonormée dans L?(2); de cette facon
M=M"1=1I,

Par ailleurs, il faut construire un espace V), qui approxime l'espace &1 des fonctions de H Q)
orthogonales aux translations infinitésimales et aux rotations infinitésimales. Les éléments v;, 1 < i <
p, doivent donc satisfaire a ces contraintes.

Nous allons maintenant présenter une base naturelle au probleme qui répond a ces deux attentes.

Nous considérons les éléments propres (), ) de I'opérateur ¥ de 1’élasticité linéarisée avec condition
de NEUMANN homogene :
—div(a(¢)) = A dans Q,
{ o(y)n =0  sur 0N,

ou n est la normale extérieure au bord de 2. Nous pouvons encore caractériser ces éléments par :
vv e HY(Q), a(,v) ::/E(w):Vv:/\/w-v. (3.5)
Q Q
L’opérateur ¥ est autoadjoint de L?(2) dans L?(f2) et posséde un inverse borné compact de :

{beL%miébzonébAézzo}
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3.4. Analyse modale

dans lui-méme. Par conséquent la famille (1/;),.y des fonctions propres de . forme une base de H'(Q),
qu’on choisit ici orthonormée dans L?().

Plus précisément, le noyau de ¥ est par définition ’espace des fonctions propres associées & la valeur
propre triple nulle. En fait, nous identifions facilement qu’il est constitué de ’espace des translations
infinitésimales, engendré par ¢ = a’/(yQ\l/?@\Rg) et o2 = @/(\9]1/2]@)]32), et de l'espace des
rotations infinitésimales, engendré par g3 = e, A c?é/ I Gx l20)-

De plus, & est isomorphe & Im(X), dont nous notons encore 1;, i € IN*, les éléments. Un espace
naturel pour approximation de &7 est donc V,, = <@Z)¢>1§i§p, p e IN* et Wy = (¢0,1,%0,2) @ (Yo3) &V}
est un espace naturel pour 'approximation de H!(€).

Nous rappelons enfin que la famille des valeurs propres (\;), cIN* forment une suite croissante de
réels strictement positifs qui tend vers I'infini.

Le probléme aux valeurs propres (3.5) projeté sur le sous-espace Wy = (w;), <, $’écrit alors :

Trouver (A, m) tel que
VIV e RY, WITAr = A\WT M=

avec :
A = (a(wi,wj)),<; ;< la matrice de rigidité généralisée

et M= < / w; - wj> la matrice de masse généralisée . (3.6)
0 1<i,j<N
Nous sommes finalement ramenés & un probleme aux valeurs propres généralisées :
Trouver (A, 7) € R* x RN\ {0} tel que (3.7)
Ar =AM, '

Nous rappelons les propriétés d’orthogonalité de ces modes propres (¢f [RT92] Th.6.4.1 page 144 par
exemple) :

Lemme 2. Soient N € IN*, A, B € Mn(IR), avec A et B symétriques, et B définie positive. Soient
(i, Xi), 1 <i < N les éléments propres généralisés du probléme AX = ABX, alors :

V1<1i,7 <N, XZBXJZ(SZ] et XZAXJZ)\](SU

Démonstration. La matrice B est symétrique définie positive, et peut étre alors écrite B = LL” par la
décomposition de CHOLESKY avec L matrice triangulaire inférieure inversible. Rechercher les éléments
propres généralisés (A, X) associés au couple de matrices (A, B) est alors équivalent & rechercher les
éléments propres (\,y) de Oy = Ay avecy = LT X et C = L' AL™T. Comme C est symétrique réelle,
il existe @ € On(IR) et D € My (IR) diagonale telles que C' = QDQ ™. Nous avons y; = (Qij)1<i<n,
et donc X; = L_Tyj, 1 < j < N. Nous en déduisons facilement que :

1<i,j<N, X;-BX;=X;-LL"X; =L"X; - L"X; = y; - y; = 0y
car () est une matrice orthogonale, puis que X; - AX; = X; - \;BX; = \;6;;. U

Appliquant ce lemme au probléeme (3.7), nous avons que les vecteurs propres 7;, 1 < i < N, sont
orthogonaux pour le produit scalaire (de IR™) associé & la matrice de masse généralisée M, autrement
dit (m; - Mﬂj)lﬁi,jSN = Iy, et de la méme fagon que (m; - Aﬂj)lﬁi,jSN = diag(0,0,0,A1,...,Ap). De
plus, soit £ matrice triangulaire inférieure inversible associée a la décomposition de CHOLESKY de
la matrice M (symétrique définie positive), c’est-a-dire telle que M = LLT, et soit d’autre part
@ matrice orthogonale telle que Q'L 1AL~T(Q soit diagonale, alors d’apres la preuve du lemme
précédent, P = L77Q € My(IR) est la matrice des vecteurs propres 7;, 1 <i < N.
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N
Lemme 3. Les fonctions propres ¢; = Z Pijw;, 0 < j < p, sont orthogonales pour le produit scalaire
i=1
de L*(Q), et a(yi, ;) = Xjdij. En particulier, les ¢;, 1 < j < p sont orthogonales auz translations
infinitésimales et aux rotations infinitésimales pour le produit scalaire de L*(Q).
De meéme, les vecteurs wj, 1 < j < N sont orthogonauzr au sens du produit scalaire de RN associé
la matrice M, noté - pq. En particulier, les vecteurs propres généralisés m; associés aux valeurs propres
non nulles sont orthogonauxr pour - o4 aux vecteurs discrets des translations et rotations infinitésimales.

Démonstration. En reprenant les notations de la preuve du lemme précédent, nous avons que la j-ieme
colonne ¢; = (Q4j)1<i<n de Q correspond aux coordonnées de y; dans la base des fonctions w; ; par
conséquent, comme q; = LTXj7 la j-ieme colonne 7; = (Pjj)i<i<y de P = L=TQ correspond aux

coordonnées de X; dans la base des fonctions w;. Nous avons donc bien 9; = Z Pijjw;, 0 <j<p. 1l
i=1
s’en suit que :

VI<ij<N, [ovi-t; = < )'(ZPW:) = m; - Mmj = 0y
N
et a(%‘,% = <<Z wk) s (Z Plle[)) =Ty * A?Tj = >\j6ij .
=1

k=1
Ceci est en particulier vrai en prenant 1;, 1 < p et I'une des trois fonctions infinitésimales 1 1,

1,2 ou g 3. O

Ainsi, en choisissant <¢i>1<z’<p comme base de V},, nous avons pour la matrice B du systeme (3.4) :

-2 4)-6 )
poM g

et d’apres le Lemme 1, son inverse s’écrit :

1 1 1 —or )
B =7 (—ﬁ 86T + (7 — 18P)L,) (3:8)

Ainsi, tant que |3|? # J, la résolution du systeme (3.4) équivaut a celle de :

X = ot X, X) = %B‘l(X)H(t,X,X). (3.9)

3.4.2 Exemples illustratifs de quelques modes propres

Nous présentons dans ce paragraphe quelques illustrations concernant les modes propres d’une
structure élastique. Nous considérons pour cela une ellipse dont les axes principaux sont de taille
respective 2 x 0.7 (petit axe) et 2 x 1.0 (grand axe). Comme matériau constitutif de la structure
homogene, nous choisissons 'acier : avec comme module d’YOUNG E = 21.10%°kg/cm? et comme
coefficient de POISSON v = 0.28 (ce qui correspond aux coefficients de LAME A = 10%kg/cm? et
p=8.10°kg/cm?), cf [Cia86].

A la Figure 3.1, nous exhibons deux des trois modes propres infinitésimaux de la structure : une
translation infinitésimale (c¢f Figure 3.1(a)) et la rotation infinitésimale e, A Gx (¢f Figure 3.1(b)).
Ces modes propres ont été obtenus avec N = 58 points de discrétisation de la structure.
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1.00 ‘ ‘ 1.00
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E E 1.2
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—0.25 [ L —0.25 E 0.6 8
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0,75 :__ —— 1 g e e e B, 75 :__ = = | - |
5 - [ E 0.2
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Q.7 10837
el = ['y) o I'83 = e o w [t} [Te] '} = ] o} g} =} r o [Tl = ['ed
4 8 K 8 & 8 & 8 F 5 H 8 B R 8 8 8 & 8§ F 5 &
A S R S TT Y OfT o2 2 s =2 7
(a) Translation infinitésimale (N = 58 points). (b) Rotation infinitésimale (N = 58 points).

Fi1a. 3.1 — Seconde translation infinitésimale et rotation infinitésimale de la structure elliptique pour
N = 58 points de discrétisation.

A la Figure 3.2, nous présentons les quatriéme (Figures 3.2(a) et 3.2(b)) et dixieme (Figures 3.2(c)
et 3.2(d)) modes propres de la structure pour N = 156 points et N = 1526 points de discrétisation.

Enfin, a la Figure 3.3, nous illustrons des modes propres «hautes fréquencesy réalisés avec N =
1526 points de discrétisation de Dellipse : nous exhibons les 999-ieme (Figure 3.3(a)) et 1524-ieme
(Figure 3.3(b)) modes propres.

Implémentation

Les illustrations précédentes ont été obtenues en résolvant le probleme aux valeurs propres géné-
ralisées (3.7). Les matrices A et M ont été assemblées et calculées a partir d’éléments finis Py a l'aide
du logiciel libre FREEFEM++ (dans sa version 1.13) : voir http ://wwuw.freefem.org ou
http ://www.ann.jussieu.fr/” hecht/freefem++.htm. Les éléments propres généralisés ont ensuite été
calculés a 'aide de routines issues des librairies Fortran BLAS (voir http ://www.netlib.org/blas) et
LAPACK (voir http ://www.netlib.org/lapack).

La visualisation est effectuée avec le logiciel libre OPENDX (voir http ://www.opendz.oryg).

3.5 Algorithme de mise en ceuvre

3.5.1 Calculs préliminaires

Nous effectuons quelques simplifications dans les calculs des coefficients du systeme (3.9) afin de
synthétiser de maniere effective I’algorithme de mise en ceuvre numérique.
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(a) 4-iéme mode propre (N = 156 points) (b) 4-iéme mode propre (N = 1526 points)
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.50 .50 =
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0.25 [ — ! 025 F g —— 0.8 1

= a.8 - F 5
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==l E 0.5
-0.25 | 0.5 -0.25 | =

g E C.4
-0.50 [ 0.4 -0.50 [ —
875 F 5.0 0,75 [ == 0.2
—=1.00 :rlu|||\||||||||||||||||||'||\|||\||||\||] —=1.00 :Hn|||||\|||||||H|||||||u|||||||\|||||

[To R~ ST S =~ N S~ ST N~ ST =1 T R =T S ~ N SO -~ S S~ N1+ S = S

C\! () [ Iﬂ 2] (==} C\l wl) =~ D (2] N (=3 M~ u’,\ oy Lo} N W) [ Cl ™

TT 9 F TS S TT 9 F TS S S -~

(¢c) 7-itme mode propre (N = 156 points) (d) 7-iéme mode propre (N = 1526 points)

Fia. 3.2 — Comparaison des 4-ieme et 7-itme modes propres de la structure elliptique pour N = 156
points et N = 1526 points de discrétisation spatiale.
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(a) 999-ieme mode propre (N = 1526 points). (b) 1524-iéme mode propre (N = 1526 points).

Fia. 3.3 — Les 999-ieme et 1524-iéme modes propres de la structure elliptique pour N = 1526 points
de discrétisation.

P
Avec V, = (1)1 <;<,», nOus avons d,, = Zai W5 et :
=1
. —
Hy =Fy+Gy— 2p(9/ (GX + dp) . 8tdp

. . . (3.10)
1<i<p, H; =F+G —2p0 [ Odp At +P(9)2/ (Gx +dp) - ¥i —a(dp, ¥i) -
Q Q

e Nous nous intéressons tout d’abord aux termes liés aux forces extérieures. Pour cela, tenant
compte des relations :

(RyUYANV = (U AV)cosf — (U -V)sinb,

2

(3.11)

nous obtenons dans (3.3), pour les termes ou les forces surfaciques interviennent :

— — N — N
FO:/R(;(GX—i—dp)/\f: /Gfo+Zaj/¢jAf cosf — /Gx-f—l—Zaj/wj-f sin 6
Q Q = Je Q = Yo

et pour 1 <:i<p:
FZ‘:/Rgl/Ji-f: |:/1/Ji-f:|(3080+ |:/1/Ji/\f:|sin0.
Q Q Q

Le méme type de relations est obtenu pour le calcul des G;, 0 < ¢ < p, avec des intégrales monodi-
mensionnelles sur 0f).
e D’autre part, nous introduisons les notations :

.
V1<i,5,k <p, %Z/GX-%Z)@' et nij/lZ)jM/)k-
Q Q
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P

En tenant maintenant compte de d, = Zaiwi et des relations d’orthogonalité des ¢;, 1 < 5 < p,
i=1

d’apres le Lemme 3, nous obtenons dans (3.10) :

P P P
Hy = Fy+ Go — 2/)9251@'(% + Zaj6ji) = Fp+ Go — 2P92dz‘(% + ;)
i=1 j=1 i=1

etpour 1 <i<p:

p p P
H, =F+G;—2p0 Z anji + p(9)2(% + Z Ocj‘(sj‘i) — Z aj\jji
j=1 j=1 j=1
. p .
= F;+Gi =200 cymzi + p(6)” (i + ) — Nici -
j=1

e Nous nous intéressons maintenant plus particulierement au produit B~'H du systeme (3.9). En

notant H = (H;)1<i<p, NOUS avons :

a2 o (1 - Hy\ Hy— (- H
o7 000230 = (U gr o o) () = (ot s atr s (- o)
Or, puisque (887)H = B(3TH) = (3 - H), nous obtenons :

1

N Hy—-p-H
o6 XX) = ST (—(Ho —B-H)B+ (T~ \6!2)H> |

De plus, nous avons :

a 2 a2 P 2
J = [ (Gx+dy)" = [ |Gx|*"+2 | Gx-d,+ [ |dp]
Q pQ » Qp Q

p
— 2 —— 2
=1 Gx |l 2¢q) + 22%‘%‘ + Zzaiaj5ij =l Gx |l 2(q) + Za@-@% + i)
i=1 i=1 j=1 i=1

en tenant compte a nouveau des relations d’orthogonalité des ;, 1 < ¢ < p, et d’autre part 2 =
p g > p p

P
(B;)?* avec :
=1

J
p

V1i<j<p, ﬂjZ/de/\ijZOémij-
=1

e Nous sommes maintenant & méme d’ordonner les étapes des calculs de ¢(t, X, X) :
1] Pré-calcul des coefficients ; et n;; pour 1 <14,j <p.
2] Calcul des termes de forces extérieures : F;, G; pour 0 < 4,5 < p.
2bis] Calcul du scalaire J.
2ter] Calcul du vecteur 3 et de sa norme au carré |3|%.
3] Calcul du vecteur H : les H; pour 0 <i < p.
4] Calcul du scalaire (Hg — 8- H)/(J — |8|?).
5 Calcul de p(t, X, X).
Les étapes comportant le méme numéro peuvent étre effectuées en méme temps indépendamment les
unes des autres. Il n’est pas non plus nécessaire d’assembler chacun de ses éléments (gain de stockage
et de calculs).
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3.5.2 Semi-discrétisation en temps : schéma d’Euler
Le systeme d’EDO X = o(t, X, X ) du second ordre en temps peut étre ramené a un systeme du
premier ordre par :
X =V
V = ()O(ta Xa V) 9

Nous employons alors le schéma d’EULER explicite pour la semi-discrétisation en temps en utilisant
une subdivision t° = 0 <t = §t < ... <" =nét < ... < t° = T de l'intervalle (0,7) avec un pas
constant ot = T'/S et S € IN*. Ainsi, nous obtenons? :

xnt+l _ xn _ et
pour 0 <n <S5 -1, VnJriSt_V”
g = e XY,

avec X0 = X (t = 0) et VO = X (¢t = 0) données.

FEn ce qui concerne la translation 7 de la décomposition de la déformation, 'EDO m7 = fo + /. 208
est aussi du second ordre. Nous la traitons donc de la méme maniere par la discrétisation suivante :

Tn+1_27_n+7.n71 n
pour 1<n<S-1, m 52 :</f—|—/ g) )
Q a0

6t2 n
pour]‘gngs_la Tn+1:_</f+/ g> _|_27_n_7_n*1’
m Q o0

avec 70 = 7(t = 0) et 71 = 6t7(t = 0) + 7° données.

soit encore :

3.5.3 Discrétisation spatiale par éléments finis

Nous souhaitons construire I’espace V), discret d’approximation de ’espace £1 de dimension infinie,
avec V), composé des projetés sur IRY des p premieres fonctions propres de l'opérateur ¥ associées
a des valeurs propres non nulles. Nous ne construisons pas directement une base de V), mais nous
passons par le probleme aux valeurs propres généralisées introduit dans un paragraphe précédent.

Dans un premier temps nous approchons 'opérateur 3 de I’élasticité linéarisée par une méthode
d’éléments finis, ici Py dans notre cas. Nous supposons que N = 2M avec M € IN, M > 2. Nous

— — —
considérons £ 1 = <zl>, ey Ey = <2M>, M points distincts de © (supposé polyédrique pour
1 M
N
simplifier), et un maillage dont les sommets sont les points £ ;, 1 < i < M. Nous considérons (par
exemple) la base des fonctions chapeaux de Py suivante :

— —
V1<i,j <M, wy_1(&;)=0dijes et wyu(&j)=70iey.

De 14, 'espace W = (w;);<;<9p; €St une approximation de dimension N = 2M de l'espace H'(Q).

26Ceci est équivalent & discrétiser directement X = o(t, X, X ) par :

Xn+1 _ 2xn anl Xn anl
pour 1 <n<S—1, 50 + :np(t",X",—;it) ,

avec X° = X(t =0) et X' =6tX(t = 0) + X° données.
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Nous construisons alors les matrices de masse M = < / wi-wj> et de rigidité A =
Q 1<i,j<N

(a(wi,w;)),<; j< introduites en (3.6), et nous recherchons (par une procédure numérique) les ¢élé-
ments propres généralisés associées a ces deux matrices, solutions du probleme (3.7). Nous obtenons
alors pour 1 < j < N les vecteurs propres m; = (Pjj)i<i<n € IRV associés & leur valeur propre
respective \; € IR™". 11 suffit alors d’écarter les trois vecteurs propres «infinitésimauxy associés a la
valeur propre triple nulle, noté ici 71, w2, 73, pour obtenir une base de V,,. En effet, V}, = (m;),., n est
constitué de p = N —3 vecteurs qui sont orthogonaux entre eux d’une part, et avec les vecteurs propres
«infinitésimauxy d’autre part, pour le produit scalaire - o4 de IRY associé & la matrice de masse M.

Nous sommes ainsi ramenés au probléme (3.9) avec la matrice B~! donnée par (3.8). A chaque
étape n € {1,...,S} de résolution en temps de ce probléme semi-discrétisé au paragraphe précédent,
on reconstruit aisément :

— D’angle de rotation instantané 6" = X§ = (X")o;

b4 N p
— la perturbation d;; = Z Ximap; = Z ZX;‘LPMH e RV.
j=1 i=1 j=1 L<i<N
Pour obtenir la déformation, il faut avoir résolu ’EDO en la translation. Nous avons alors :

—
Yo<n<S8S, gb":T"—{—Rgn(Gx—i—dZ).

Remarque 12. La base des modes propres, ordonnée suivant les valeurs propres croissantes, n’est
définie de maniere unique qu’au choix d’une base du noyau pres.

En effet, soit 1 un vecteur propre non nul associé a une valeur propre A > 0, et soit k € Ker(A) \
{0pn}, alors A = A(Y+k) = ABY+ 0Bk est différent de AB(1)+ k) si et seulement si X # 0. Ainsi,
les éléments du noyau ne perturbent pas la base des vecteurs propres de Im(A). Par contre, Ker(A),
sous-espace vectoriel de dimension 3 (non dégénéré associé a la valeur propre triple nulle) n’a pas de
base fizée.

Cette remarque apparait lors de la résolution numérique du probléme aux valeurs propres généra-
lisées. Les wvecteurs propres orthonormés associés a des valeurs propres mon nulles sont définis de
manieére unique, alors que ceur du noyau, notés ki, ko, k3, sont définis a un changement de base
de IR prés. Lalgorithme de résolution numérique du probléme aux valeurs propres généralisées choisit
lui-méme un base de Ker(A) qui n'est pas nécessairement celle que nous souhaitons. Pour lever ce
probléme, nous imposons directement que ki (resp. ka, ks) soit le projeté de a/\/@ (resp. @)/\/@,
e A CZ)(/H Gx || £2(q2)) sur la base des éléments finis choisie.

3.5.4 Algorithme général

lére Etape :  Pré-calculs en rapport avec les éléments finis
— Entrées : Q, N, f, g.
— Sorties :

— matrices de masse M = ( [w; - wj)1<z' J<N de rigidité A = (a(w;, w;)) et des produits

1<i <N
vectoriels des fonctions chapeaux ( fﬂwi A wj)l <ij<N
. ~ 2 e .
— coefficients [,|Gx|* et [,Gx - w;, pour 1 <i < N;
—
— et pour chaque temps 1 < n < S, coefficients du type [wiAf, [qw;-f, [(GXAL, [of, [jqwing,

—
Joowi 8, [poGxX A8, [po8
2éme Etape :  Pré-calculs en rapport avec les éléments propres
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— 1) Recherche des éléments propres généralisés (\;, m;)1<i<n associés aux matrices M et A, or-
donnés suivant les valeurs propres croissantes, et tel que 73 est la rotation infinitésimale e, A
Gx/|| Gx || ;2()- On note P = (r1,...,7x) € My(IR).

— 2) Calculs des coefficients v; et n;;, pour 1 < j,k < p.

— 3) Calculs des coefficients des forces (comme par exemple fgm Afpour 0 < j<p).

3éme Etape :  Boucle en temps
Pour chaque pas de temps n € {1,...,S5} :
— 1) Calculs de F; et G; pour 0 < i < p.
— 1bis) Calcul de I’équivalent J du moment d’inertie.
— Tter) Calcul du vecteur 3 et de sa norme au carré |3|2.
si (T = |B*)™(T = 18*)° >0,
alors la simulation reste dans le domaine de validité
— 2) Test : (et la boucle en temps continue),
sinon arrét de la boucle en temps
(car sortie du domaine de validité).
— 3) Calcul du vecteur H.
— 4) Calcul du scalaire (Hy — - H).
~ 5) Calcul de @(t", X, X™).
— 6) Calcul de X™*1 V! par le schéma d’Euler.
— 6bis) Calcul de 771,
7) Assemblage de la déformation ¢™*1.
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Interaction fluide-structure
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Introduction a la partie de couplage
fluide-structure

Dans cette partie, nous abordons des problemes d’interaction fluide-structure instationnaires en
dimension 2 d’espace. Il s’agit de considérer des systemes physiques ol interviennent d’une part des
fluides (et plus particulierement dans nos exemples des liquides), et d’autre part des corps élastiques.
Dans ces problemes, ces deux types de milieux continus (fluide et structure) interagissent les uns avec
les autres, et ce phénomene fait partie intégrante de la modélisation.

En nous placant dans des domaines fluides bornés, nous pouvons classer les problemes auxquels
nous nous intéressons selon deux types de topologie de configuration : d’une part le cas d’un corps
élastique évoluant librement dans un fluide, et d’autre part, le cas d’'une membrane encastrée a ses
extrémités et découpant le domaine fluide en deux sous-parties.

Pour le premier type de problemes (voir Chapitre 1 de cette Partie IT), nous utilisons le systéeme
des équations de NAVIER-STOKES incompressibles, pour modéliser un fluide visqueux. A Dintérieur
du domaine fluide, nous considérons un corps élastique en grands déplacements (de translation et
rotation) avec de petites perturbations élastiques. Nous utilisons pour cela le modele analysé dans la
Partie I de cette these. Le couplage est effectué selon deux conditions au niveau de 'interface entre
le fluide et la structure : d’une part grace au bilan des tenseurs des forces selon la normale ; et d’autre
part, par une condition de non-glissement (car le fluide est visqueux) qui est traduite, dans notre
modele, par I'égalité des vitesses fluide et structure (sur Uinterface).

Nous nous intéressons a 'existence de solutions régulieres pour ce systeme couplé. Nous adoptons
pour cela une méthode modale pour décomposer les perturbations élastiques de la structure selon
un nombre fini de modes propres. Nous montrons l'existence de solutions pour ce systéeme couplé.
Dans [GMO00a], GRANDMONT et MADAY ont prouvé lexistence de solutions pour le méme type de
probleme, mais avec une structure rigide indéformable. Nous reprenons ici cette étude pour 'adapter
a notre cas en suivant une méthode de découplage. Pour cela, nous découplons temporairement les
systemes fluide et structure pour les considérer séparément, et montrer des résultats d’existence et de
régularité des solutions de ces sous-systemes. Concernant la partie fluide, nous utilisons des arguments
présentés dans [GMOOa]. Concernant la structure, nous avons a prendre en compte une condition
supplémentaire non-linéaire portant sur les coefficients de la décomposition modale, et qui provient de
I'incompressibilité du fluide (issue du découplage momentané) ; nous exploitons cette condition grace
au théoreme des fonctions implicites. Le recouplage est ensuite effectué a ’aide du théoreme de point
fixe de PICARD.

Toujours dans ce type de configuration, nous proposons un modeéle simplifié pour le couplage d’un
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corps élastique en grands déplacements et petites déformations plongé dans un fluide potentiel (voir
la fin du Chapitre 2 de la Partie II).

Nous abordons dans un second temps (voir Chapitre 2 et Chapitre 3 de la Partie IT), un autre
type de géométrie de problémes couplés fluide-structure. Nous considérons une enceinte rigide séparée
en deux cavités hermétiques a ’aide d’une membrane élastique ; chaque cavité est remplie de fluide.
Dans cette configuration, et dans le but d’élaborer des applications numériques, nous distinguons a
nouveau deux types de modélisation.

Pour une premiere modélisation, nous considérons des fluides parfaits dans chacune des deux cavi-
tés. Ces fluides sont modélisés par les équations d’EULER, et sont de plus supposés incompressibles et
irrotationnels. Nous sommes alors ramenés au cas de fluides potentiels. En ce qui concerne la structure
monodimensionnelle, nous utilisons une équation des ondes modifiée pour modéliser un comportement
élastique en flexion. Le couplage est effectué a l'interface par ’égalité des composantes normales des
vitesses et par le bilan des tenseurs projeté sur la normale. Ce dernier point fait intervenir les pres-
sions des fluides que nous obtenons a partir de la formule de BERNOULLI. De facon synthétique, notre
probleme est alors ramené a la résolution d’un laplacien dans un domaine mobile. Nous utilisons une
méthode Arbitraire Euler Lagrange (ALE en anglais) simplifiée pour mettre en ceuvre une simulation
numérique.

Pour une seconde modélisation dans le méme type de configuration (c’est-a-dire une enceinte a
deux cavités séparées par une membrane élastique), nous considérons des fluides visqueux régis par les
équations de NAVIER-STOKES incompressibles. Nous utilisons par ailleurs la méthode de la frontiere
immergée (c¢f [Pes72]-[Pes77]) pour modéliser la structure. L’idée principale consiste & baigner la
structure dans le fluide, et a modéliser les effets de cette structure sous forme d’une force appliquée
sur le fluide, et agissant suivant un Dirac porté par la structure. Nous détaillons les points délicats
de la construction de la force et du Dirac, et nous présentons les tests d’une simulation numérique
directe. Nous nous intéressons ensuite a un probleme de controle frontiere par injection de fluide. I1
s’agit d’un systeme de controle optimal sur la trajectoire de la vitesse fluide, que nous ramenons a un
probleme de type Linéaire-Quadratique®” (LQ). Nous utilisons alors un algorithme de résolution de ce
type de systeme (cf [Lew86]) : le contrdle est écrit sous forme d’un feedback, et est obtenu grace & des
matrices de gain de KALMAN et grace a la résolution d’équations de RICCATI.

Le plan de cette Partie II est le suivant. Dans le Chapitre 1, nous montrons 'existence de
solutions & un probleéme couplant un fluide visqueux et une structure en grands déplacements et petites
déformations élastiques (suivant une décomposition selon un nombre fini de modes propres). Dans
le Chapitre 2, nous présentons un systeme de fluides potentiels en interaction avec une membrane
élastique en flexion, et nous l'illustrons par des simulations numériques. Enfin, dans le Chapitre 3,
nous considérons, grace a la méthode de la frontiere immergée, le systeme d’une structure élastique
baignant dans des fluides visqueux ; nous effectuons sur le probléme couplé une démarche de controle
optimal par feedback.

2 s . , N . . s 2 N N s . . . .
"L’équation d’état du systéme semi-discrétisé en temps se rameéne & une équation Linéaire, et par ailleurs, la fonc-
tionnelle de controle est écrite sous forme Quadratique en la variable d’état et en le controle.
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Chapitre 1. Solution réguliere pour le couplage d’un fluide et d’une structure élastique

Introduction

Nous nous intéressons a un probleme de couplage fluide-structure instationnaire en dimension 2
pour lequel nous montrons ’existence d’une solution réguliere. Nous considérons une cavité rigide bi-
dimensionnelle occupée par un fluide dans lequel un corps déformable est immergé. Le fluide visqueux
et incompressible est régi par les équations de NAVIER-STOKES. La structure élastique supposée ho-
mogene et isotrope, est modélisée en grands déplacements et petites déformations par un mouvement
rigide et une perturbation (supposée petite) décomposée suivant un nombre fini de modes propres de
Popérateur de I’élasticité linéarisée. Le couplage s’effectue a I'interface par ’égalité des vitesses fluide
et structure, et par le principe d’action-réaction. En particulier, les domaines fluide et structure dé-
pendent du temps et le probleme est non-linéaire. Nous montrons ’existence d’une solution réguliere
par des arguments de points fixes.

Avant d’entrer pleinement dans le cadre de notre probleme, nous rappelons différents types de
résultats théoriques présents dans la littérature sur le couplage de structures en déplacement dans un
fluide.

Quelques résultats d’existence présents dans la littérature

Nous présentons succintement quelques références pour des problemes d’interaction fluide-structure
couplant un ou plusieurs mobiles en déplacement dans un fluide. Nous pouvons distinguer deux cas
suivant que la structure est rigide ou élastique.

Concernant les mobiles rigides, de nombreux résultats ont été obtenus ces dernieres années par des
méthodes tres variées, que ce soit en domaines bornés : [CSMT99]-[CSMT00], [DE99]-[DE00], [HS99]-
[HS00], [GLS00], [GM00a], [TT02a], [Tuc02]-[SMST02]; comme en domaines non-bornés : [Jud74],
[Ser87], [TT02b).

Dans des articles tels que [DE99], [CSMT99], et [GLS00], les auteurs montrent I’existence de so-
lutions faibles & leur probleme d’interaction fluide-structure respectifs. Ils se placent pour cela dans
des domaines spatio-temporels cylindriques (du type € x (0,7')). Ainsi, pour passer & la limite dans
les formulations faibles, il est possible d’utiliser des injections de SOBOLEV et des théoremes de com-
pacité usuels (c’est-a-dire dans des espaces définis sur des domaines cylindriques). Dans [CSMT99]
par exemple, les auteurs ont choisi un systéme de coordonnées particulier a leur probleme (qui se
déplace avec la structure), et ont pris pour domaine un ensemble incluant 'union des configurations
physiques acceptables. Dans [DE99] et [GLS00] par ailleurs, les auteurs ont utilisé le fait que le bord
extérieur du domaine fluide n’est pas déformé, et ont pu alors se ramener a un domaine cylindrique
en espace-temps en utilisant une formulation globale ‘réunifiant’ les équations de la partie fluide et de
la partie structure.

Dans [GM00a], GRANDMONT et MADAY montrent des résultats d’existence (locale en temps) de
solutions fortes, sous une hypothése de densité de structure assez grande. Les auteurs reprennent la
démarche de SOLONNIKOV (voir [Sol77], [Sol88al, [Sol88b]), BEALE (voir [Bea81]), et ALLAIN (voir
[AlI83] et [AlI8T]), et réécrivent les équations fluides en lagrangien (dans le domaine initial). De cette
facon, le domaine w(0) x (0,7T") est cylindrique. Néanmoins, la réécriture du systeéme fluide en coordon-
nées lagrangiennes modifie les opérateurs différentiels en espace. C’est ce point de vue 'tout lagrangien’
(les systemes fluides et structures sont écrits en coordonnées lagrangiennes) que nous adoptons par la
suite dans la formulation de notre probleme.

Dans [TT02al, les auteurs montrent ’existence et 1'unicité d’une solution forte a leur probleme. Ils
s’appuient sur un changement de variable du type de celui utilisé dans [IW77] (qui permet de conserver
en un sens l'écriture de 'opérateur de divergence). L’'un des principaux arguments employés suit alors
une méthode de semi-groupes.
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1.1. Présentation du modéle

Pour un mobile élastique en déplacement dans un domaine borné, [DEGLT01] présente I'existence
de solutions faibles dans le cas ou le déplacement de la structure est décomposé selon un nombre fini
de modes propres élastiques. Nous utilisons cette derniere démarche pour le mouvement élastique, en
considérant de plus le mouvement couplé rigide de la structure (a partir du modele présenté dans la
Partie I de cette these).

Nous citons a présent un cas d’existence et d’unicité de solution pour un couplage d’un systeme
fluide linéaire et d’une structure élastique de plaque. Dans [FO99a]-[FO99b], les auteurs utilisent
une technique de démonstration particuliere en travaillant dans des espaces qui dépendent du temps
instantané (comme par exemple L2(0,T; H'(2(t)))). Ils appliquent ensuite un théoreme de point fixe
de KAKUTANL.

1.1 Présentation du modele

1.1.1 Modélisation

Nous nous intéressons a un probleme d’interaction fluide-structure. Nous considérons une cavité
rigide bidimensionnelle réguliere simplement connexe non-vide remplie par un fluide visqueux incom-
pressible dans lequel un corps déformable est immergé. Soit 7' > 0. Pour ¢ € (0,7"), nous notons Q g ()
(respectivement Qg(t)) le domaine régulier fluide (resp. structure) et I'(¢) 'interface entre les deux
domaines a l'instant ¢. Nous désignons par I'g = 9Qp(t) \ I'(¢) la frontiere extérieure fixe du domaine
fluide. La Figure 1.1 présente des configurations admissibles a deux instants 0 <t < T et 0 <to <T
différents.

Instant t;> 0 Instant t,> 0

1) Q(t>) (t,)

Qe(ty)

0

" "
I I

0

F1a. 1.1 — Configuration des domaines fluide et structure & deux instants t1 et to différents (tels que
0 <t; <te <T par exemple).

Le fluide est régi par les équations de NAVIER-STOKES :

pr(Ou+u-Vu) —vAu+Vp =F dans Qp(t) x (0,

x (0,T)
V-u =0 dans Qp(t) x (0,7
T

);
u(,t=0) =ug dans Qp(0 (1.1)
u =0 sur Iy x (0,

)

),

ol u désigne la vitesse du fluide, ug sa vitesse initiale, p sa pression, pp sa densité, v sa viscosité, et F
les forces extérieures surfaciques s’exercant sur le fluide. Nous préciserons la condition de bord vérifiée
par u sur linterface I'(¢) lorsque nous aborderons le couplage.

La structure élastique est homogene et isotrope, et satisfait le principe de I'indifférence matérielle.
Nous considérons que la configuration de référence €2 est un état naturel. Par la suite, nous notons
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Chapitre 1. Solution réguliere pour le couplage d’un fluide et d’une structure élastique

G le centre de gravité du domaine 2. Nous supposons que la déformation ¢ de la structure vérifie

l’hypothése28 :
N2 N2
(/Qqﬁ/\Gf) —i—(/ﬂ(b-G{) #0. (1.2)

Cette hypothese est en particulier raisonnable pour une déformation proche d’une déformation rigide ;
— —
en effet, soit ¢ = 7+ RGE une déformation rigide avec 7 € IR? et R € SO5(IR), alors ( [t AGE)?+( [0

CTé)Z = fQ|CT£>|2 > 0. Ainsi, d’apres les résultats du Chapitre 1 de la Partie I (ou encore [GMMO02)),
nous pouvons décomposer la déformation ¢ de la structure de fagon unique selon une translation de
cosf —sinf

vecteur 7 € IR?, une rotation R = Ry = .
sinf  cos6

> d’angle 0 € [0, 27 autour du centre de

gravité G, et une perturbation relative & la déformation élastique du corps : @ — IR? ol

§ —&+d( 1)

d(-, ) est une application qui sera supposée petite, et qui vérifie :

/Qd:(), /Qd/\G§:Oet/Q(d—|—G£)-G£>O. (1.3)
Ainsi, nous pouvons écrire :
VEE(0,T)VEE R, 9(&t) = T(t) + Ry (GE + d(&,1).

Nous adoptons la modélisation suivante en grands déplacements et petites perturbations, qui a été
présentée et analysée dans la Partie I de cette these (ou encore dans [GMMO02]) :

( m%:/f—i-/ g dans (0,7)
Q 99

d . g — ,
— Jé?—i—ps/d/\@td :/Rg(G§+d)/\f+ Ro(GE+d)Ng dans D'(0,T)
Q Q oN

dt
. ; ) . (1.4)
ps /8ttd-b+20/3td/\b+9/d/\b—(0)2/(G§+d)~b>
Q Q Q Q
—|—/E(d) : Vb = /f-R.gb—l—/ g- Rgb dans L'(0,T)faible, Vb € &
. Q Q o0N

et dont nous allons préciser les notations. En ce qui concerne les parametres liés intrinsequement a
la structure, nous avons noté pg sa densité, m = pg|€2| sa masse, J(t) = pSfQ(EZ +d)? son moment
d’inertie & 'instant ¢. Les fonctions f et g désignent respectivement les forces surfaciques et les forces
appliquées au bord s’exercant sur la structure. Nous dénotons par A le produit vectoriel pour les
vecteurs de IR?. En ce qui concerne les opérateurs, la dérivée ordinaire (resp. partielle) en temps est
indiquée par un point (resp. par d;). Nous définissons pour s > 0 I'espace vectoriel €5 de la maniere

suivante :
5s={deHS(Q);/d:o,/dAc7’5=o}.
Q Q

4t — — .
Nous précisons qu’en plongeant IR? =< e, ey > dans IR pour en adopter le formalisme, toute
. ~ . — N ;. . .
rotation dans le plan peut étre vue comme une rotation d’axe e, ou e, désigne un vecteur unitaire
. . — — . . e . ;.
perpendiculaire au plan < e;, e, > du mouvement. Les rotations infinitésimales autour de G s’écrivent

alors sous la forme e, A CT@Z (c¢f Figure 1.3 page 26). Nous avons ainsi pour b € £ pour tout s > 0 :

\ﬂe]R{/b-E’:(/b)?:O, et vcem,/b-(caAc—:Z):ca</c—:Z/\b>:0.
Q Q Q Q

28Voir la condition (1.6) page 24 de la modélisation de la structure élastique.
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1.1. Présentation du modéle

De la, nous pouvons remarquer que & est le sous-espace vectoriel de H*({2) dont les éléments sont
orthogonaux (pour le produit scalaire de L?(f2)) aux translations infinitésimales et aux rotations
infinitésimales. Nous précisons maintenant, pour b € H'(Q) les définitions des tenseurs : &(b) =
ATr(§(b)) > + 2u4(b) désigne le tenseur de D'élasticité linéarisée, §(b) = (Vb + (Vb)T) /2 le tenseur
des déformations linéarisé et I la matrice identité de IR?; de plus, A : B = Tr(BT A) est le produit
contracté pour des matrices A et B de M3(IR), et (A, ) le couple des constantes de LAME du matériau.
Nous posons par ailleurs :

vd,b e H'(Q), ((d,b)) =/Q(ATr@(d))Tr@(b))+2u¢(d):¢(b)),
et Vbe HYQ), [Ib]lZ, =((b,b)).

Nous rappelons que || - [|¢, est une norme sur £ équivalente & la norme || - || 1 gy (¢f [DL72]). Nous
ajoutons enfin au systeme (1.4) les données initiales suivantes : 7(0) = 79, 7(0) = 71, 6(0) = 6o,

6(0) =01, et d(0) = dg et 9,d(0) = d; dans Q.

Remarque 13. La déformation et en particulier la perturbation sont définies sur le domaine ) de
référence. D’autre part, le domaine structure initial Qg(0) est éventuellement différent de §, mais
nous supposons qu’il existe une déformation n firée admissible qui permet de passer de Qg(0) dans
(de fagon bijective). L’application n dépend des données et forces initiales structures qui doivent étre
compatibles avec les forces initiales fluides. Pour la simplicité de l’exposé, nous supposons que 2g(0) =
Q et n = ldg. Tout particulierement, comme Qs(0) = ¢(Q,t = 0) = 7(0) + Ry(0)(G + 2 + d(2,0)),
nous supposons que d(&,t =0) =0, 0(t =0) =0 et 7(0) = —G. Le fait qu’il n’y ait pas de déformation

wniatiale doit étre cohérent avec le fait Q) est un état naturel de la structure.

Nous abordons maintenant le couplage des systemes fluide et structure. Pour cela, nous rappelons
que T'(0) = 90 (0) = 9Q5(0) = 9N et nous introduisons une application x(-,t) : QU Qp(0) — IR,
réguliere de © dans IR?, bijective de Qp(0) sur Qp(t) et de 9Q sur I'(t), et définie pour presque tout
t € (0,7). Nous supposons en plus qu’elle satisfait la propriété det(Vy) = 1 dans Qp(0). Nous en
préciserons la définition ultérieurement. Le couplage s’effectue a I'interface selon deux principes :

— P’égalité des vitesses fluide et structure a l'interface :

WX(E 0,0 = 06N =70+ [RGE+dEN)] s TO) x (0,7); (1)

— le principe d’action-réaction, qui traduit le bilan des tenseurs des contraintes normales fluide et
structure a 'interface :

g(5,1) = [pP(x(&, 1), 1) I — v(cof(Vex) Veu(x (€, 1), 1)
+Heof(Vex) Veu(x (€, 1), 1)]7)] n(x(€,1),¢) sur T(0) x (0,T), (1.6)
ou n = ny désigne la normale unitaire extérieure au domaine fluide Q ¢ (t) et qui dépend donc du

temps ; cof(A) désigne la matrice des cofacteurs de la matrice A € M3(IR); et V¢ est le gradient
en ¢ (exceptionnellement indicé ici par sa variable pour éviter les confusions).

1.1.2 Estimation d’énergie

Nous effectuons tout d’abord un bilan d’énergie pour chacun des milieux, puis pour le systeme

couplé. Pour le fluide, en appliquant le produit scalaire (v,w) +— v - w a l'équation du sys-
Qr(t)
téme (1.1) avec u comme fonction-test a chaque instant ¢, nous obtenons classiquement (¢f [GM98a]
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Chapitre 1. Solution réguliere pour le couplage d’un fluide et d’une structure élastique

par exemple) :

pr d u2+1// \Vu]2+/ (plo — v(Vu+ Vu'))n -u:/ F-u. (1.7)
2 dt Jo, Qe (t) r (1) Qe (t)

Pour la structure, en multipliant la premiére (resp. deuxiéme) équation de (1.4) par 7 (resp. 6), et
en choisissant b = RJ;d dans la troisieme équation de (1.4), nous sommons ces contributions membre
a membre, et nous obtenons (en suivant les calculs du paragraphe 1.3 page 30) :

ps d 2 ) )
2 dt/‘at(b’ Sq ’d Hgl /Qf 8t¢+/mg s . (1.8)

Pour le systeme couplé, nous sommons alors les contributions des bilans d’énergie fluide et structure
pour obtenir :

d (pr 2 P_S/ 2 / 2 2
dt( [ L Rl AN\ P AR
:/ F-u+/f-8t¢+/ (g—[(pIQ—V(Vu+VuT))n]oX)-8t<;5, (1.9)
Qr (1) Q o9

ou nous avons effectué un changement de variable a I’aide de 'application x pour ramener l'intégrale
sur I'(¢) issue de (1.7) & une intégrale sur 02 = I'(0) et en utilisant I'égalité (1.5) des vitesses a

I'interface. Nous notons E¢(t) = [%F u’ + %q 0;¢|? Pénergie cinétique instantanée du systeme
0 Q

couplé, Ep(t) = §|| d ||?;1 I’énergie mécanique instantanée liée a 1'élasticité de la structure, et Ey (t) =

v / / |Vu|? I’énergie de dissipation visqueuse. Alors, en utilisant maintenant (1.6) et en intégrant
Qp(t

sur (0,t), nous obtenons le bilan d’énergie suivant pour le systéeme couplé :

Eo(t) + Bu(t) + Fy(t) = Eo(0) + En(0 //Q F. u+//f 3

Si F e L?(0,T; L?(Qp(t))) et £ € L2(0,T; L?()), nous obtenons classiquement par GRONWALL que
la vitesse fluide est bornée dans :

L¥(0,T; L*(Qp (1)) N L*(0, T3 H' (2 (1))
et pour la structure, dans un premier temps que :
¢ € Whe(0,T; L*(Q)) et d € L>=(0,T; H (Q)).

A partir de ces régularités, et en supposant que, pour presque tout ¢ € (0,7"), d(¢,-) appartient & Y‘f,
ou ’ensemble Yg est défini pour s > 0 par :

— —
:{deé’s;/(G£+d)-G§25>0} (1.10)
Q
avec 6 > 0 un réel fixé, nous obtenons dans un second temps, en suivant la démarche du paragraphe 1.3
page 30, que 7, 0 et d sont bornés respectivement dans W1>°(0,T), W1°(0,T) et W1H>°(0,T; L*(Q2))N
L>(0,T; H(Q)).
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1.1. Présentation du modéle

Remarque 14. Si T est assez petit, ou si les données initiales et les forces sont assez petites avec
dg € Y1 ot l'ensemble Y4 est défini pour s > 0 par :

— —
Ys:{degs;/(G5+d)-G5>0} ,
Q
alors, s’il existe, d(-,t) reste dans Y1 pour presque tout t € (0,T).

1.1.3 Ecriture du systéeme fluide en variables lagrangiennes

Le systeme fluide (1.1) est écrit en coordonnées eulériennes dans le domaine Qg (¢). Nous allons le
réécrire en coordonnées lagrangiennes dans le domaine Qp(0) afin d’avoir un domaine espace-temps
cylindrique. Nous notons v (resp. ¢q) la vitesse (resp. la pression) lagrangienne définie sur Q(0). Il
s’agit maintenant de préciser 1’application x dans le domaine Q (0). Nous la choisissons de telle sorte
que :

Cc%(g,t) =v({t) dans (0,7),
X(f,O) :g’

c’est-a-dire tangente aux lignes de courant a chaque instant. De cette fagon, nous avons pour ¢ € (0,7) :

pour ¢ € Qp(0), { (1.11)

t
X(&,t) zf—l—/o v(€,s)ds dans Qp(0),

qui est bien une bijection de Q(0) sur Qp(t) qui satisfait det(Vy) = 1 dans Q(0), di a 'incompres-
sibilité du fluide et & (voir [Sol88a] pour cette égalité) :

¢ det Vy = (divu o ) det(Vy).

Nous avons aussi, en notant x = x(&,t), que u(x,t) = v(&,t) et p(x,t) = q(§,1).

Par la suite, nous aurons besoin d’étudier plus spécifiquement la dépendance de x par rapport a
la vitesse lagrangienne v, ¢’est pourquoi nous notons parfois y cette application. Nous désignons par
Vv lopérateur cof(Vyy)V (multiplication de la matrice cof(Vyy) par Uopérateur différentiel V du
gradient par rapport a la variable &) qui joue essentiellement le role d'un gradient et qui satisfait la
formule de GREEN suivante :

/ Vy-vdé = (cof(Vxy)V) - vdé = v - (cof(Vxy)ng) dS. (1.12)
Qr(0) Qr(0) 9Qr(0)

Nous effectuons maintenant formellement le changement de variable dans le systeme fluide (1.1)

et nous obtenons 29 :

prOv —v(Vy)>v+Vyg = Foyy dans Qp(0) x (0,7)
Vy-v = 0 dans Qp(0) x (0,7)
v(,t=0) = up dans Qr(0) (1.13)
v = 0 sur Iy x (0,7)

v = 7(t)+ 0 [R(CT&Z +d(&,t))| sur T'(0) x (0,7)
en ayant utilisé le fait que :

Opv(&,t) = O+ (u-V)u)(xv (&, 1), 1)

2Voir Panalogue de ce systeme dans [GMO00a] pour le cas d’un mouvement structure purement rigide.
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1.1.4 Condition de compatibilité sur la perturbation

La contrainte locale d’incompressibilité du fluide :
Vy-v=0  dans Qp(0) x (0,7)

induit une condition de compatibilité sur la déformation de la structure. En effet, d’apres la formule
de GREEN (1.12), nous avons :

0= / Vy-v= / v - (cof(Vxv)ng) dans (0,7), (1.14)
Qr(0) r'(0)

puisque v = 0 sur I'g. A T’aide de la condition (1.5) d’égalité des vitesses fluide et structure a 'interface,
nous allons traduire cette expression en terme de déformation de la structure.
En premier lieu, par la définition (1.11) de x dans Q£(0), (1.14) se réécrit :

x
= -cof(Vy)ng =0. 1.15
/ o) 3y T (1.15)

Nous choisissons a présent de définir y dans €2 de la maniére suivante :
x(,t) = x%(,t): Q — R2 dans (0,7).
§— (&)
Ainsi, comme Qg(t) = {¢(§,t); £ € Q}, nous avons pour ¢t € (0,7), x(0Q,t) = 0Qg(t) = I'(t). Nous
avons aussi %({,t) = 0p(&,t) = v(&,t) sur T'(0) x (0,7).

Nous rappelons maintenant le théoreme suivant (cf [Cia88], théoreme 2.7 — 1 page 83 dans un cadre
tridimensionnel) :

Théoreme 5. Nous nous plagons dans un cadre n-dimensionnel, ot n = 2 ou 3. Soient m € IR
donné, Q0 un domaine régulier de IR™ de bord I', de normale extérieure unitaire ng, et soit G la
fonctionnelle suivante :

6(w) =7 [ {oof(V0)mo} -

pour des applications 1) : Q — IR"™ assez réquliéres. Alors on a :

Gy) = —7r/ det(Vy)dx
Q
et la dérivée au sens de GATEAUX de la fonctionnelle G est donnée par :

DG(p)§ = —WA{(COf(V@)nO}-GdS

Preuve : La démonstration de ce théoréme dans un cadre tridimensionnel est présentée dans [Cia88] page 84.

Nous exhibons ici une preuve dans le cadre bidimensionnel. Nous supposons m = —1. Soient ¢,6 : @ — IR?

assez régulieres. Dans le cadre de la preuve, nous notons ¢ = v1 , 0= 01 , ng = " ,et V= O les
P2 ) n2 02

différentes composantes. Alors en développant la fonctionnelle H bilinéaire suivante, nous obtenons :
Oapany — O1pana 61
He0) = [ (eoftmo) o= [ (e~ e ) (1
= / [(010202 — O20201)n1 + (020101 — 0101p2)n2]

= ] [01(0102pp9 — 0202p1) + O2(0201p1 — 610192)]  par la formule de GREEN usuelle,
Q

= / (519132@2 - 519252@1 + 529251@1 - 529151@2) .
Q

88



1.1. Présentation du modéle

Nous en déduisons que H est symétrique et que :

1
G(») = §H(%<P) :/ (O19102p2 — O1pa0aip1) = / det(Vy),
Q Q
1
DG(p)f = 5 (H(0, ) +H(0,¢)) = H(p, ).
Le théoréme est ainsi démontré dans le cas n = 2. O
Dans notre cas ici,n = 2, 7 = =1, ' =T'(0), ngp = —ng et 1) = x. Ainsi d’apres (1.15), nous avons :

d B Ox B 3_)( . B
E(Q(X)) = DG(x) i /1“(0) N |F(O) cof(Vx)ngp =0 dans (0,7).

Nous en déduisons que :
GO)(E) =G(x)(t=0) dans (0,T). (1.16)
Or, nous avons dans (2 :

det(Vy) = det(RV(GE + d)) = det(V(¢ + d))

car d'une part VA, B € My(IR), det(AB) = det(A)det(B), et d’autre part det(R) = 1. Nous en
déduisons de par les expressions de G que la condition de compatibilité s’écrit finalement :

1 - N
600 =900 =5 [ X-eoll Vim0 =G(e+dy) s (0.7) i
ou xy=£&+d dans Q x (0,7),
avec G(¢ +do) = G(X)(t =0) = [ det(lz + Vdg) une constante.

Remarque 15. La condition (1.16) exprime la conservation au cours du temps de la surface du
domaine structure. D’apres l'expression (1.17), c¢’est une contrainte exclusivement sur la perturbation

-
élastique. En particulier, nous en déduisons que pour une déformation rigide ¥ = T+ RGE, cette
contrainte est automatiquement satisfaite, puisqu’alors G(x¥) = G(£) = |Q].

1.1.5 Approximation modale pour la perturbation de la déformation structure

Pour des problemes liés a la régularité des domaines fluide et structure d’une part, et a la régularité
des solutions obtenues par la procédure employée pour «résoudre le probleme fluide» d’autre part??,
nous allons effectuer une approximation de la perturbation de la déformation structure.

La modélisation de la déformation structure que nous avons choisie correspond a un matériau
hyperélastique dont nous avons linéarisé les expressions du tenseur des déformations au premier ordre
en Vd (c¢f Chapitre 1 de la Partie I pour la modélisation de la structure, ou encore [GMMO02]). Ainsi,
les fonctions propres de l'opérateur ¥ de 'élasticité linéarisée forment une base privilégiée pour la
décomposition que nous visons.

Par ailleurs, la perturbation d vérifie en particulier les conditions (1.3). Elle est en particulier
orthogonale aux translations infinitésimales et aux rotations infinitésimales, qui forment précisément

30Voir notamment le paragraphe 1.3.1 page 91 pour la stratégie de la démonstration, et le paragraphe 1.3.2 page 93 ou
les espaces de régularités sont explicités. Nous utilisons ultérieurement une vitesse v, fluide sur 'interface, de régularité
au moins H"™/?t1(0,T; H(T)) avec £ > 7+ 1/2 et 1 < r < 3/2. Ceci requitre un déplacement de la structure au moins
H"/?%2(0,T; H*(Qs(0))) avec k > r + 1. Or, pour obtenir une telle régularité en espace-temps pour la solution de
notre modele structure, il faudrait des forces fluides g au bord tres régulieres, du type HT/QH(O7 T, H’“+1/2(8§25(0))), et
notamment une pression fluide sur le bord 9€2s(0) dans le méme espace. Ceci ne permet pas de «bouclery les procédures
découplées fluide et structure pour des problémes de régularité.
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Chapitre 1. Solution réguliere pour le couplage d’un fluide et d’une structure élastique

le noyau de X. Ceci apporte une seconde justification & 'emploi des fonctions propres de ¥ associées
aux valeurs propres non nulles.

A partir de 1, nous considérons I'opérateur . de 1’élasticité linéarisée avec condition de NEUMANN
homogene ; il est autoadjoint de L?(2) dans L?(Q) et possede un inverse borné compact de & dans
&, et ses fonctions propres 1;, i € IN, satisfont :

—div(a (1)) = M\; dans Q,
{ o(i)ng = 0 sur o9,

oll ng désigne la normale extérieure unitaire & Q(*!). La famille (1), .y forme une base de H'(Q2) que

— —
nous choisissons ici orthonormée dans L? (€2). Nous notons 9 1 = \QI+/2 TZ_:W’ Yoo = \QI+/2 TZ_ZW’ et o3 =

— —
e NGE/|| GE || 12(q) les fonctions propres associées a la valeur propre triple nulle, et engendrant Ker(X).

Par conséquent, nous avons £; =< ¢); >, N+, et nous choisissons d’approcher d par une combinaison
N

d’un nombre fini N € IN* de modes propres dy = Z a;(t)y; avec pour coefficients «; des fonctions
J=1
régulieres qui ne dépendent que du temps. Nous rappelons par ailleurs que la suite des valeurs propres
est croissante et tend vers 'infini, et que Vi € IN*, A; > 0.
Nous substituons cette expression dans (1.4), et nous choisissons successivement b = 1);, pour
1 <14 < N, dans la derniere équation. Nous obtenons alors le systeme suivant de dimension finie :

m%N:/f—f—/ g
d Q oN

. — —
— (JNHN) + ps/dN A Opdn = /RGN(G§ +dy) A f+ / Ry, (GE+dn) N g
dt Q Q 0

1<i<N, ps (/Qatth-wi+2éN/QathAwi+éN/QdNAwi—(éN>2/Q<éZ+dN>-w,~>

—l—/QE(dN) VY = /Qf' Ro i +/mg'R€N¢z‘

(1.18)
ou 'indice N caractérise la dépendance des composantes 7y, 0n,dy de la déformation ¢ par rapport
au nombre fini N € IN* de modes propres. Ce systéme en dimension finie est complété par des
conditions initiales :

. ) 1.19
n(0) =71, On(0) =61, Odn(,t=0)=dn1, (1.19)

ol dyo (respectivement d 1) est la projection L? de dg (resp. dy) sur Iespace EN = (¢;; 1 < i < N).

1.2 Résultat principal
Théoréme 6. Soient les indices de régularité 1 <r < 3/2 et £ > 1 +3/2, et le temps T# > 0.

Soient les forces £ € Wh°(0,T#; L?(Q)) et F € C>([0,T#] x Qr(0)).
Soit N € IN, N > 2 tel qu’il existe un indice :

icve{l,...,N} tel que / Y;, 1o # 0.
r(0)

31Nous précisons qu’a l'interface entre Q2 et Qr(0), nous avons ng = —n;—g = —ng. Le vecteur ng, avec 'indice zéro
en gras, est la normale extérieure au domaine €2 de référence structure; tandis que le vecteur ng, avec 'indice zéro non
en gras, est la normale extérieure au domaine Qr(0) fluide (tout comme n; est la normale extérieure au domaine Qg (¢)
a linstant ¢.
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1.5. FExistence de solution au probléme couplé

Soient la donnée initiale fluide ug € H"TH(Qp(0)) telle que div(ug) = 0 dans Qp(0), ug = 0 sur
Ty, et soient les données initiales 71 € IR?, 6, € IR, d; € HZ(Q) et dy1 sa projection L? sur EN
vérifiant fanNl ‘ng = 0, telles que la condition de compatibilité suivante soit satisfaile : uor@) =
—
T+ 01e; AGE +dyipr).
Si nous supposons que la densité pg de la structure est suffisamment grande, alors il existe un

temps :
T =T(Q,ug,71,01,dy, F,f)  vérifiant 0<T<T%#,

et il existe®? :

v e Ki2(Qp(0)), Vge KR (Qp(0)),
e HT+2(0,T), = HT’+2(0,T)7 o= (Ozi)1§i§N S HT+2(0,T)7

tels que (v, q) et (1,0, «) sont solutions du probléme fluide-structure instationnaire (1.6)-(1.13)-(1.18)-
(1.19).

1.3 Existence de solution au probleme couplé

1.3.1 Stratégie de la démonstration. Présentation des problemes (F) et (S)

Pour montrer I’existence d’une solution au probleme fluide-structure (1.6)-(1.13)-(1.18)-(1.19), nous
adoptons une stratégie de découplage que nous allons ici détailler (sans préciser pour l'instant les
espaces de régularité).

Soit une application v, donnée sur I'(0) x (0,7"). Nous considérons le probleme (F) suivant :

(F): Pour v, donnée, trouver une solution (v, q) au systeme :
prOv —v(Vy)2v+Vyqg = Fox, dans Qp(0) x (0,T)

Vy-v = 0 dans Qp(0) x (0,7
v(,t=0) = uy dans Qg(0)
v = 0 sur 'y x (0,7
v o= sur I'(0) x (0,7).
D’autre part, soient hg 1, ho 2, h1,...,hy des applications définies sur (0,7"). Nous considérons le
probleme (S) suivant :
(S): Pour hgi,ho2,hi,...,hy données, trouver une solution (7n,8n,dn,cny) au systeme :

min = hoy1 dans (0,7)
J(]HN = h072 dans (O,T)

1<i<N, pg/(?tth <)y + /E(dN) : V; — cN(t)/ cof(Vxn)ng -¢; =h; dans (0,T)
Q Q o0
avec les conditions initiales (1.19),
tel que dy(-,t) reste dans Y pour presque tout ¢ € (0,7), et sous la contrainte :

1

3o cof(Vin) = G(€ +dno). (1.20)

— 2
olt Xy = {+dn, et Jo = psl| G¢ || 2(q)- L'application ¢y (-) est le multiplicateur de LAGRANGE associé
a la contrainte (1.20). Cette contrainte provient de I'incompressibilité du fluide a laquelle est associé

32Voir le paragraphe 1.3.2 page 93 pour la définition des espaces du type K7.(Qr(0)).
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Chapitre 1. Solution réguliere pour le couplage d’un fluide et d’une structure élastique

par ailleurs le multiplicateur de LAGRANGE ¢ qu’est la pression (dans le domaine fluide). Nous en
déduisons que cy(+) lui-méme est assimilable & une pression. De plus, comme (1.20) est une intégrale
en espace, le multiplicateur ¢y (+) ne dépend que du temps.

Pour les besoins de I’explication des étapes de la démonstration, nous supposons dans ce paragraphe
que (F) et (S) possedent des solutions. Soient maintenant 7x, 6y, dy donnés. Nous posons v, =
— N
N + O¢[Ro, (GE + dn)]. La résolution du probleme (F) lui associe un couple (v,q). A partir de 1,

nous définissons :
g = [qlz — v(Vyv + VyvD)cof(Vyxy)ng sur 99
hop = / f+ [ s,
Q oN
— —
hoo = /RQN(G§ +dy) /\f+/ R@N(Gf +dy) A g
Q o0

%((JN@) — Jo)On),

(1.21)

—ps | Ay A Oudy —
Q

etpour 1 <i< N :

b= [ £ Royvi+ [ g oy
Q oN
— pPs <29N/S23th A Y; —i—éN/QdN ANY; — (éN)Q/Q(é_é—de) ¢Z> . (1.22)

Nous pouvons résoudre le probleme (S) avec ces données et obtenir ainsi un triplet (7, EN,HN). Cest
sur une application du type S : (7, 0n,dn) — (Tn,0n,dN) que nous allons effectuer une procédure
de point fixe33 et ainsi obtenir une solution au probleme fluide-structure (1.6)-(1.13)-(1.18)-(1.19).

Remarque 16. Dans la procédure découplée de résolution du probléme (S), les efforts fluide s’écrivent
(g4 cn) Iz — v(Vyv 4+ Vv cof(Vxy)ng sur OQ. Il est intéressant de noter sur quelles composantes
de la déformation le multiplicateur de LAGRANGE cp, assimilé a une pression, a un effet. D’une part

nous avons :
—

/ cof(Vxv)ng :/ n=0.
T (0) ()

D’autre part, et grace a cette égalité, nous obtenons :

/ o Ry, (GE + dn) A cof(Vxy)ng = / ( )(TN + Ry (GE + dy)) A cof(Vxy)ng
IN(] IN(]

¢ —
= /( )(5 +/ OrpN) A cof(Vxy)ng car ¢y = 7N + Roy (GE +dy)et én(§,t=0) =&,
IN(0 0
= / Xv A cof(Vxyv)ng par définition de xv ,
I'(0)

'(¢)

Ainsi, comme cy ne dépend que du temps, nous avons :

/ encof(Vyxy)ng = 0 et / cnRoy (E*E +dn) Acof(Vxy)ng =0.
oN [2}9]

Nous en déduisons que cy n'a aucun role dans les efforts fluides appliqués a la translation Ty et a
langle de la rotation 0. Nous verrons par ailleurs dans la résolution du probleme (S) que ¢y a un
effet sur au moins un coefficient a; (et de la sur tous).

33Pour que la procédure soit licite, il faudra en particulier montrer que le temps d’existence des solutions du probléme
(F) est indépendant de certains parametres.
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1.5. FExistence de solution au probléme couplé

1.3.2 Existence de solution pour le probléeme (F)

L’objet de ce paragraphe est de montrer I'existence de solution au probléme (F). Le résultat est
présenté par GRANDMONT et MADAY dans [GMO00a]. Nous ne faisons que reprendre la démonstration
issue de cet article en détaillant les points nécessaires pour la partie de recouplage.

Hypothéses. Notations

Dans cette partie concernant uniquement l’existence de solution au probleme (F), nous notons
Q2 =Qp(0) et I' =T'(0) pour alléger les notations.
Soient T'> 0, 7 > 0 et £ > r +1/2. Nous définissons les espaces fonctionnels suivants : d’une part :

Vit = =P 0,1 HA(T),
K5() = H™?(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)) .

et d’autre part :

xp' = {(wa)i we K@), Voe K7@). |

Xiy={(w,q) € Xj's w(0) = w(0) = 0, wr=0, q(0)=0},
Kp(Q)= L2(0, T3 H™(2) 0 H2(0, T3 (HN(@))'),
Y’?é: {(g7p7 UbauO); g € K’?(Q)v P € K’?(Q% Vp € V’]?{ Up € HT+1(Q)7
/vb ‘ng = /Qpa div(ug) = p(t = 0)dans 2, ug|r, = 0, g = vy(t = 0)} :
r

Y= {(g.0.0,0) € Yi's g(0) =0, p(t=0)= dip(t=0)=0}.

q=0,wr € VTM, wip, = O} ,

A partir de maintenant, nous considérons un temps Ty > 0 et des indices 1 < r < 3/2 et £ > r + 3/2.
Soit v, € Vfée satisfaisant la condition [n vy - cof(V[§ + fg vp])ng = 0 pour ¢t € (0,7p). Soient enfin
ug € H™ Q) telle que div(ug) = 0 dans Q, ug = 0 sur Iy, ugr € HY(T"), et une application F assez
réguliere (C*°(IR? x [0, Ty]) par exemple).

Existence de solution au probleme (F)

Nous énongons le résultat d’existence suivant (c¢f [GMO00a], Théoreme 2) :

Théoréme 7. Sous les hypotheses précédentes, il existe Ty = T1 (8, || wo || gr+1(qy, voyr, [| v ||VTT,e,F),
0

vérifiant 0 < Ty < Tp, et tel que le probléme (F) posséde une solution v € KEFQ(Q), Vq e Kf, ().

Pour la démonstration compleéte de ce résultat, nous renvoyons a [GM00a]. Nous n’en présentons ici
que le plan, ainsi que les points nécessaires a la compréhension de notre démarche pour le recouplage.
La démonstration est composée de trois étapes. La premiere consiste en la preuve d’existence de
solution réguliere pour le systeme de (F) linéarisé en le couple (v,q) autour de (0,0). La deuxieme
étape porte sur 'estimation des termes non-linéaires. Enfin, la troisieme étape utilise un théoreme de
point fixe pour montrer I'existence d’une solution au probleme (F).

Pour la suite, nous considérons un temps 0 < T' < Tj.
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Etape 1. Nous considérons le systeéme suivant :

proywv —VvAv+Vq =g dans Q x (0,7)
div(v) =p dansQ x (0,7)
v(-,t=0) =wup dans () (1.23)
v =0 surTx(0,7)
v =uvu, surl' x(0,7)

avec les conditions de compatibilité [ v, -ng = [, p dans (0,T), div(ug) = p(t = 0) dans Q, ug =0
sur Iy, ug = vp(t = 0) sur I'. Nous avons la proposition suivante (¢f [GMO00a] Proposition 2) :

Proposition 3.  Soient 1 <r < 3/2 et £ > r+3/2. Nous définissons l'opérateur linéaire L suivant :

L: Xy — Yy
(w,q) +— (prdw —vAw+Vq, V- w, wr, w(0)).

Alors :
. , ¢ ¢ ) .
i) Uopérateur L : XTT — Yr}’ a un inverse borné ;

ii) et sa restriction L : X;’ZO — Y;’go a un inverse borné dont la norme est indépendante de T

Etape 2. Nous posons a1 (w,p) := —vAw + (V) 2w+ (V = Vi )p et ag(w) := (V — V) - w. Nous
considérons maintenant le systeme (1.23) avec :

g=Foxy+ai(v,q) et p=as(v). (1.24)

Pour appliquer la Proposition 3-ii), il faut un couple (v, q) appartenant a XSLEO, et en particulier des

conditions initiales et des conditions sur le bord I' nulles. Pour cela, il est nécessaire d’introduire
un couple (vo, qo) correcteur, car (v,q) ne satisfait pas nécessairement ces conditions. Nous écrivons
(vo,q0) = (¥p + Vo,q0) avec (Vo,qo) € X;lf que nous allons préciser. La vitesse v, est un relevement
dans K;:Q(Q) de v = vy — 2 tel que v(0) = Opv(0) = 0 et v, = 0. L’application z est définie
par z = ug|r — ([, oo(t))w(z) € V}’f, avec w une fonction réguliere telle que [pw-ng =1 et op un
relevement dans KFEFQ(Q) tel que 0g(0) = 0 et 9,00(0) = ((Vug)~TV) - ug(®**). Le couple (¥g,qo) est

alors défini comme la solution dans X;f du systeme suivant?? :

prOVo — vVAVy + Vqy = F(0) dans Q x (0,T))
div(vg) =09  dans Q x (0,Tp)
Vo = 0 sur FQ X (O,To) (125)
Vo =2 sur I' x (0, 7))
Vo(t=0) =up dans Q.

De la, en posant (v, §) = (v — vg,q — qo), nous obtenons a partir de (1.23) avec (1.24) I’équation des
«perturbations» de la trajectoire (vg,qo) satisfaite par (v,q) :

prdV — VAV + Vi =TF o Yoiv, — F(0)
+a1(vo+ Vv, q0 + §) — provy + vAyv, dans Q x (0,7)

div(v) = as(vo+ V) —div(vg) dans Q x (0,7) (1.26)
v(,t=0) =0 dans
v =0 sur ToUT x (0,7)

34Cette dernitre condition est nécessaire pour que le relevement de uo soit compatible avec 0:v(0) = 0. La vitesse
V = v — vg est définie dans ce qui suit.
%Le terme Vo est indépendant de la donnée vy, au bord car il ne dépend que de up et de F(0).
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1.5. FExistence de solution au probléme couplé

Nous avons alors le lemme suivant (Lemmes 7, 8 et 9 de [GM2000]) sur I'estimation des termes non-
linéaires :

Lemme 4. Soient1 <r <3/2 etl >r+3/2. PourT > 0 fixé, nous avons les inclusions suivantes :
V(w,q) € Xgé, ar(w,q) € KH(Q) et aa(w) € K5(Q) dune part, et Vv € K5t2(Q), Fo xy € Ki(Q)
d’autre part.

Par ailleurs, soient i € {1,2} et (vi,po) = (Vo + v, p0) € Xglf définis comme précédemment avec v}
donnés sur (0,1y). Nous avons les résultats suivants :

VR >0, 3C1,Cq,ma dépendant uniquement de R,r, et|| (vi,po) |5t 5
. To .
3C5,Cy,n34  dépendant uniquement de R,r, || vé HK;(T2(Q) et || v HVTT(,)e ;
3C5,n5  dépendant uniquement de R,r,et || v§, ||Kr+2(ﬂ) :

To

telles que VT <Ty, Vie{l,2}, V(w;p;)€ XSLEO, | (Wi pi) |Ixre < R,
’ T
nous avons d’une part les estimations en normes suivantes :

|| cq (Wi + v, pi + qo) ||K;(Q) <CyTm2,

| aa(w; + vi) — aa(vp) ||f(;(g) < O34
1P 0 Xou g~ FO) |y ) < G5

et d’autre part les estimations d’applications lipschitziennes suivantes :

[l (Wi +vo,p1+ g0) — a1 (W + V5, p2 + @) Iz ) < CaT™2[] (W1 4 v5,p1) = (W2 + V5, p2) [l
| aa(wi +vg) — aa(Wa +§) [ g7 ) < CaT™ <|| (w1 +vp) = (W2 + V5) [ gre2(o
1 oh = 0 llye)

1 o Xwi vy = F O Xwaig Mgy ) = C T (w1 + vo) = (Wa + i) ll iz -

Etape 3. Soit (wy,p1) € X;’ZO, nous définissons (wa, po) € X%ZO de la facon suivante :

(wo,p2) = L7 (F o Xwytve — F(0) + ai(w1 + vo,p1 + qo), aa(wi 4+ vo) — (V — Vy,)vo, 0, 0)
+L—1 (_pFatXO + VAXO, _vVO * Vo, 0) 0) )

ainsi que I'application Sy : (w1, p1) € XZ}ZO — (Wo,pa) € X;’ZO. Soient R; > 0 et la boule B; de X;go
définie par :

By = {(W,Q) € X%Z(); || (qu) -L (_pFatXO + VAXO’ po, 0, O) ”ng < Rl} >

t
en ayant noté pg = —div(vg) + cof(/ Vvg : Vvg). Pour Ry > 0 fixé, il existe un temps 0 < T} < Ty
0

(dépendant continfiment de Ry, || uo || gr+1(q), || vb |[yre et F)3 tel que, pour tout T' < T, S; est bien
T

définie et, par application du théoréme de point fixe de PICARD, possede un point fixe (v,q) € By,
unique solution de (1.26) dans la boule B;. Ainsi (V+ vy, G+ qo) = (v, q) est solution du probleme (F)
dans les espaces ad hoc recherchés.

3611 est important que le temps 71 dépende continiment de la norme [| vo ||VM ; ainsi, si 'on considére une boule de
T

VTT’Z de rayon M, alors pour tous les vy de cette boule, il existe un temps Ths > 0 uniforme en vy tel que Ty < Ti(vy) et
que les solutions (v, q)(v,) existent sur (0, 7). Ce point sera utilisé dans la procédure de recouplage.
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1.3.3 Existence de solution pour le probleme (S) sous contrainte

L’objet de ce paragraphe est de montrer I'existence d’une solution au probleme (S) (voir le para-
graphe 1.3.1 page 91). Apres U'introduction de notations et des hypotheses sous lesquelles nous nous
placons, nous utilisons le théoreme des fonctions implicites pour exploiter la contrainte sur le dépla-
cement et pour découpler les équations entre elles. Enfin nous montrons ’existence d’une solution en
temps petit au probleme (S).

Hypothéses. Notations

Nous commengons par présenter un lemme.

Lemme 5. [l existe une infinité dénombrable de modes propres v;, i € IN*, tels que / ¥; -ng # 0.
o0

Preuve : soit R une matrice de rotation du plan d’angle 6 # 7/2[n]. La définition de &; conduit & la
décomposition orthogonale suivante :

1 i
H'\(@) = (@, 5) & (2 £ GE) &
— — —
Or, comme fQ ez ANGE) - (e2 AN RGE) = cos [,|GE[* # 0, nous pouvons écrire la décomposition équivalente
HY(Q) = (es, e,) <e_z> A G£>®51 Par ailleurs, £ — RGE est une application de H!(Q) telle que an'R(?f =
—

e, RG«E = e. AN RG¢) - RG«E = 0. Il existe donc un mode propre ¥; tel que [, - RCT)E #0.0Or:
Q Q Q

Q’L/Ji . RG§ = —/Qdiv(E(wi)) . RG§ = /QE(’L/&) : R — /805(’(#1')1’10 RG§

De plus, nous avons d'une part 7(1);) : R = 2(A + p) cos 0Tr(£(1);)) en développant 'expression de 7, et d’autre
—
part 7(¢;)np = 0. Nous en déduisons, en tenant compte de Tr($(v);)) = div(¢;), que :

)\z‘/Ql/Ji . RCTé =2(A+p) cos@/ﬁdiv(z/}i) =—2(A+p) cosﬁ/[mwi ‘Ng .

Par conséquent, [,,; - ng # 0.
—
Enfin, nous vérifions facilement que la rotation £ — RGE n’est pas une combinaison finie de modes propres
—
(en utilisant par exemple (RGE) = 2(A+ p)(cos 0)1s et sa divergence dans €2 ou les conditions de bord sur 952).

Il existe donc un nombre infini dénombrable de modes propres 1; de 1'élasticité linéarisée tels que |, aqi-no # 0.
O

Nous pouvons maintenant présenter les notations et les hypotheses de cette partie. Soient r > 0,
Ty > 0,et N € IN, N > 2 assez grand. Soient hg 1, ho2, h1,...,hy des applications de H”/Z(O,TO*).
Nous notons ¢ un mode propre, indicé par iy € {1,..., N}, associé a une valeur propre non nulle,
tel que :

/ ¥y, "no # 0. (1.27)
[2)9]

Nous notons I I’ensemble des indices entre 1 et N différents de ig, et d’une facon générale T = (z;)
les vecteurs de taille N — 1. Nous définissons :

il
v: {1,...,N}xR¥N"I1xR — R

(j;z, xio) — (cof (V
0N

N
£+ Z:cwk(a)D ng) - 1; dg.
k=1
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1.5. FExistence de solution au probléme couplé

D’apres le Théoreme 5 page 88, nous remarquons que :

Y(J 3%, 23,) = DG(XN) - ¥ = Or; [G(XN))] (1.28)
N

en rappelant que xy =& +dy =&+ Z Yk (€). Pour une certaine fonction ® que nous préciserons
k=1

ultérieurement, nous notons, pour 1 < j < N :

57 =257, 8@) <t oy(o) = 2

pour T dans le domaine de définition de ®, et pourvu que J(ip;T) # 0.

Démonstration

Le probleme (S) que nous considérons peut étre réécrit sous la forme :

min =hpy dans (0,7})
J(]éN = h072 dans (O,TO*) (1 29)
1<i<N, [Ei]: psd;+ \a;—cnv(i;a, o;,) =h; dans (0,7%) '
G(xn) =19 dans (0,77)
N
en ayant utilisé dy = Z ;1; et tenu compte des propriétés d’orthonormalité des fonctions propres ;.

i=1
Ce systeme est complété par les conditions initiales présentées en (1.19) qui se traduisent en particulier
sur les coefficients de la perturbation par «;(0) = [odno - ¥; = 0 et ;(0) = [odn1 - ;.

L’EDO en 7y (resp. 0x) est linéaire et découplée du reste du systeéme ; nous en déduisons 'unique

solution 7 € H™/2T2(0,T¢) (resp. O € H'/?72(0,T)). Nous rappelons que R = ( Z?;Z _z:;z )

et que H'/ 2+2(O,Té‘) est une algebre. Alors, en développant les coefficients cosf et sinf en séries
enticres (normalement convergentes), nous obtenons que R € H"/>%2(0,T).

Nous nous intéressons maintenant au reste du systeme, dont nous découpons I’étude en plusieurs
étapes.

Etape 1. Nous allons appliquer le théoreme des fonctions implicites pour exploiter la condition de
contrainte. Nous définissons pour cela la fonctionnelle :

fo LTI ) L0, T5) — L(0,Tp)
@ y,) — GOw) =19,

et nous nous plagons dans un ouvert U de [L>°(0, T )]N que nous préciserons par la suite. Nous avons
£(0,0) = 0 puisque G(§) = |€2|. De plus, en appliquant le Théoreéme 5, nous avons d’apres (1.28) :

Or 7(ip;0,0) = / ¥, - no # 0 par hypothese. Par le théoréme des fonctions implicites (c¢f [Kav93]
oN
page 55 par exemple), il s’en suit qu'il existe un voisinage connexe U de 0 dans [L>°(0, TO*)]N 1 et une
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Chapitre 1. Solution réguliere pour le couplage d’un fluide et d’une structure élastique

unique application ® € C1(U; L>=(0,Ty)) tels que ®(0) = 0 et Va € U, f(a, ®(@)) = 0. De plus, si
aclet f(@,a;) =0, alors aj, = ®(@). La différentielle D® est donnée par :

Db(@) = - (0, @ 0(@) o @nfmo@) = - ()

= — (pi(@));e7 (1.30)

i€l
avec les notations introduites auparavant. En particulier :
VaelU, Alio;a B(a@) £0.

Puisque f est polynomiale (quadratique) en les «;, nous avons que D® est une fraction rationnelle
définie et de classe C'*° sur Y. Soit alors B = ETS une boule inclue dans U et soit Mp un majorant
de @ sur B. Nous pouvons maintenant préciser le voisinage U = B x B(0, M) dans lequel nous avons
appliqué le théoreme des fonctions implicites, ot B(0, M) est la boule de L>°(0,7) centrée en 0 et
de rayon Mp. Quitte a restreindre encore ce voisinage, on peut supposer que pour 1 > 0 fixé, on a :

VaeB, b= ag+ @y, €Y].
i€l

Etape 2. A partir de I'équation [E,] du systeme (1.29) associée au coefficient aj , nous obtenons

1o
I’expression du multiplicateur de LAGRANGE :

_ P8y (1) + Aj, 04 (1) — hyy (¢)

— 1.31

CN (t)
Puisque aj, = ®(a@), nous avons &, = (D®(@) (@) = D®(@) (@’) + D*® (@)?, et le multiplicateur
cn peut étre rééerit uniquement en fonction de @, a’ et @ :

_ psD2(@) (@) + psD*® (@)% + N, @(@) — by

1o
¥(io; @)

CN

En réinjectant cette expression dans les équations [F;] pour i € I, nous obtenons :

Viel, psii+ oi—hi =ceny(i;dqq) =ceny(ia)

= (pSDq)(H)a// + psDQQ(@/f + Aioq)(a) _ hio) 0i(@) . (1.32)

Nous avons en particulier :

N N
DP@) @' =) 0.,®@) & =—> ¢;(@)d;.
jel jel
Nous définissons par ailleurs la matrice M par : Vi, € I, M;;(@) = 0;; + ;(@)p;(@) ; et les vecteurs
H = (hy),c7. D et K suivant :

Viel, Di@a)=qp(@D*®@)@)?, K@) =ei@\,®@) —hy)— ;.

Les applications M, D et K sont de classe C> sur U (car ® l'est). Sous forme vectorielle, le sys-
téme (1.32) s’écrit donc :

psM@)@" = psD(a, @) + H + K(@). (1.33)
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1.5. FExistence de solution au probléme couplé

Nous allons maintenant montrer que la matrice M est inversible pour tout @ € . De I’expression de
M, nous déduisons que M — In_; est une matrice de rang 1, et donc que 1 est valeur propre d’ordre
N — 2 de la matrice M. Sa trace :

N
Te(M(@) = (N = 1) + Y _(e(@)
kel
N
nous donne sa derniere valeur propre, qui est 1 + Z((pk(a))Q, et qui est aussi finalement égale au
kel
déterminant strictement positif de M (@). Nous en déduisons que M (@) est inversible, et, & partir
de (1.33), nous pouvons écrire :
— — 1 — S
a'=F(tad)=[M@) ' 'D@ad)+—[M@)] "' (H+K@) . (1.34)
ps
Le champ de vecteurs F' est C'™ en ses variables d’espace (comme composée de fonctions C'*°) et est
mesurable et borné en sa variable de temps. Par le théoréeme de CARATHEODORY (¢f [CL55)), il
existe une solution locale maximale @ dans un intervalle (0,77) avec 0 < T} < T, pour les données
initiales @(0) = 0 et @'(0) = (;(0)),c7. De par le champ F' et 'équation (1.34), nous en déduisons que
a" € L>=(0,T7) et ainsi que @ € W2°°(0, T}).

Etape 3. Nous nous intéressons maintenant au temps d’existence de cette solution. Si 7] < Tj, alors
nécessairement || @(t) || oo (g4 — 00 lorsque ¢ — T pour t < T7. C’est pourquoi, si nous montrons
que [| @(t) || foe (o) €St borné3” indépendamment de T, alors T} = T et @ est une solution globale en
temps. Pour montrer cela, nous reprenons les équations en les coefficients de la perturbation issues du
systeme (1.29) :
{ 1<i< N, [E]: psi;+Xla; =h;i+cyOa, [G(XN)]
Gixn) =19

en tenant compte de (1.28). En multipliant [E;| par ¢; et en sommant pour ¢ = 1,..., N ces équations,
nous obtenons :

ps d VALY N N
5 (Z |dz‘|2> + <Z El|az‘|2> =Y hidi+en Y 0, [G(XN)] &
i=1 =1 z(‘izl N
= 121 hidi + cn dt G(xXn)] = ,Zl hicy
car G(xn) = |€] est une constante. Puis nous intégrons en temps sur (0,¢) avec t € (0,75). Ainsi :
N N ¢ N
ps > 1@t + > Milai(®)* = psll dni [72(g) + 2/ > hid (1.35)
i=1 i=1 0 =1
en tenant compte des conditions initiales. Or, nous avons, en notant H = (h;)1<i<n et o = (@) 1<i<n :

QHH.C'YHLI(OJ) <2HHHL20tHdHL20t
oT

< p || H ||L2(Ot)+ 2T*|| & HLQOt) par YOUNG
< ||H||L2(0t)+ ||a||L°°0T*)'
3711 s’agit bien de la norme || - HLoo(O’t) : voir pour cela [CL55], ou [GR79] page 162 pour une preuve du méme type

que celle présentée ici.
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De la, nous obtenons dans (1.35) :

21y 2 PS || - 12
H — oo o .
o | H 7200, + 5 Il a7 0,17)

N
psla()fan + Y Milai() < psll dni |I72) +

i=1

Nous en déduisons>® que :
* * PS 1 -2 2 9 2T 2
vy <1y, 7” « HLOO(O,Tl*) + A a HLOO(O,TI*) < psll di HL?(Q) + p—;H H HLQ(O,T(;‘)a

et donc que @, solution de (1.34), est bornée en norme L°°(0,¢) indépendamment de N pour tout
t < Tg. Nous en concluons que T = Tj et ainsi que @ € W2>°(0,T}).

Etape 4. Nous nous intéressons maintenant a la régularité de la solution @. D’apres les régularités de

M, D et K, nous avons [M (@)1 (D(@,a@) + K(@)/ps) € WH°(0,T;) d'une part, et [M(@)] 1 H qui
possede la régularité minimale « entre W2°°(0, T) et H"/2(0, T§) ». En supposant par exemple r < 2,
comme W2°°(0,Ty) est un espace multiplicateur de H"/2(0,Ty), nous avons alors grace a (1.34) que
a’ € H'/2(0,Ty) et @ € H'/*72(0,T;). Par un argument de bootstrap, nous obtenons le cas général :
pour 7 > 0 quelconque, si H € H"/ (0, T;) alorsa € H r/2+2 (0,T}) et par conséquent aj, aussi. Enfin,
I'expression (1.31) du multiplicateur de LAGRANGE permet d’affirmer que ¢y € H r/ 2(0,Ty).

Conclusion 1l existe une solution 7y € H'/?72(0,Ty), Oy € H'/*72(0,Ty), cy € H'/?(0,Ty) et
a; € H 2+2(0,T3) pour i = 1,..., N au systeme (1.29) pour les données initiales que nous avons
traitées.

Il en résulte la proposition suivante :

Proposition 4. Soientr > 0, Ty > 0, et N € IN, N > 2. Soient ho 1, ho2, h1,...,hn des applications
de HT/Q(O,TO*). Soit un mode propre 1;  vérifiant la condition (1.27). Alors il existe une solution
™ € H/>T2(0,T%), O € H/?>T2(0,T¢), ey € H™/2(0,T¢) etdy € H/?2(0,T¢; C®(Q)) au probléme
(S) (voir le paragraphe 1.3.1 page 91), tel que dn(-,t) € Yo pour presque tout t € (0,17).

De plus, si ho1, ho2, hi,...,hy sont dans HT/Q(O,OO) N L*°(0,00), alors la solution existe sur
Uintervalle [0, Ty | avec Ty = sup{t > 0; dn(-,t) € Yo}. .

1.3.4 Procédure de recouplage

Résultats préliminaires

Nous rappelons des lemmes dont des preuves sont présentées dans [GMO00a]; les lettres X, Y et Z
désignent ici des espaces de HILBERT.

Lemme 6. Opérateur de prolongement en temps.
i) Pour s > 0, il existe un opérateur borné de prolongement de H*(0,T;X) sur H*(0,00; X).
ii) Pour 0 <s < 7/2, s—1/2 non entier, il existe un opérateur de prolongement de l’espace :

{v € H5(0,T; X); OFv(0) = Opour 0 <k < s — 1/2}

sur H*(0,00; X') avec une norme bornée indépendamment du temps T

3Nous rappelons que (Xi);eIN* est une suite croissante de réels strictement positifs, et par ailleurs que dy1 est la
projection L?(Q) de d; sur £V.
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Lemme 7. Espaces multiplicateurs.

i) Nous désignons par X.Y ’espace des produits d’un élément de X par un élément de'Y. Pour Q2 C IR?,
les injections suivantes sont continues : 1 <r et 0<s<r H"(Q).H*(Q) C H*(Q).

ii) Soit m : X XY — Z une application bilinéaire continue entre des espaces de HILBERT, alors, pour
s>1/2,ve H*(0,T;X), etw € H*(0,T;Y), on a m(v,w) € H*(0,T;Z), et :

[ m(v,w) [l gso,m,2) < Cll v mso,rxoll W s,y 5

avec C qui dépend du temps. Cette constante peut étre rendue indépendante du temps si s < 7/2 et
si de plus v et w vérifient les conditions 0;*v(0) = 0w(0) = 0 pour 0 < k < s —1/2 et s — 1/2 non
entier.

Lemme 8. Soient Ty >0 et 0 < T < Ty. Pour v € L?(0,T; X), on définit V € HY(0,T; X) par :

V(t) = /Ot u(s)ds

i) Pour 0 <s<1/2 et0<e <1, l'opérateur v —s V est borné de H*(0,T; X) dans H*T17¢(0,T; X)
et vérifie :

1n4 HH5+1—6(0,T;X) < CoT?|[v HHS(O,T;X) )

avec la constante Cy indépendante de T < Ty.
ii) Pour 1/2 < s <1, si v(0) =0, l’estimation précédente est encore satisfaite.

Démonstration du résultat principal

Nous présentons dans cette partie la preuve de l'existence d’une solution au probleme couplé (1.6)-
(1.13)-(1.18)-(1.19). Elle s’articule selon le découplage présenté au paragraphe 1.3.1 autour des pro-
blemes (F) et (S). Nous découpons la démonstration en cing étapes.

Soient N € IN*, N > 2, le nombre de modes propres, et 1 < r < 3/2 et £ > r + 3/2 des
indices de régularité. Soient 0 < T < T# des temps avec T# arbitraire et T que nous préciserons
ultérieurement. Soit la fonction £ € W1H*°(0, T#; L2(Q)). Par la suite, nous considérons I'application
¢ : Bpy — B(0, Mp) définie au paragraphe 1.3.3. Nous supposons par ailleurs toujours que 79 = —G,
0o = 0 et dg = 0. Dans cette partie de recouplage, nous rappelons que Q = Qg(0) et 9Q = T'(0).

Etape 1. Définition de 1’élément (7.,0.,a.) et de la boule B;. Nous définissons I’application :
g0 = [20(0) Iy — v(Vug + Vue’)ng sur 99,

oll qo est la pression obtenue dans le systeme (1.25). Soient 7. et 6. les solutions dans H"/?*2(0, T#)
des systemes d’EDO respectifs suivants :

mi. = [o£0) + [5080

7.(0) =19
7el0) =7 (1.36)
Jobe = [o GENE0) + [,,GE A gy — 20501 [GE - A1 '
et 0.(0) =0
0.(0) =0;.
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N
Nous définissons d,. = Z ac,it; et o = (e i)1<i<ny comme solution dans (0, T#) de
i=1
1 < { < N, {Ec,i] : dec,i + Aiac,i - Ccﬁ(i ; 0) = hl(o) dans (Oa T#)
Joode - mo =0 dans (0,T7)
d.(t=0) =0
od.(t=0) =dm
ol o est une fonction scalaire qui ne dépend que du temps, réguliere a l'origine ¢ = 0, et telle que
o(0) = 6(0) =0 et 6(0) = G(ug) (nous précisons 'obtention de ces conditions dans la Remarque 17
qui suit). L’application ¢ — c.(t) est le multiplicateur de LAGRANGE associé a la contrainte linéaire
f 50de-no = 0. Cette derniere condition traduit la conservation de la surface [©2] au voisinage de t = 0.

A partir de son expression, en posant @, = (@e,i);c7> nous définissons (en rappelant que /. aa¥i, "o =
(107 ) 7é 0)

_ T = i1 V(5 0)
(I)c(aC) = ac,io = %e(fo BZ) 10 Z (6% 1901

iel

Nous en déduisons que D®.(a.) = —(i(0)),c7 et que D?*®.(a.) = 0. A partir de [E.;,], nous avons
par ailleurs :

dec,lo + Aloac i — hio (0) . psD®.(a.) (@) + )‘iocI)C(EC) - hio (0)
7(io; 0) 7(io; 0) '
En réinjectant cette expression dans les équations [E. ;] pour i € 1, nous obtenons :
Viel, psbei+ Xioe; —hi(0) =c.7(i; 0) = (psD®c(@c)ar + Ay, Pe(@c) — by, (0)) ¢i(0).
Sous forme vectorielle, ce systeme s’écrit alors :
pSM(O) F( O) + Fc(ac) >
avec K (a,) = (ki)ief et ki = p;(0 )()\ O (@) — hy

Ce =

,(0)). Puisque M (0) = Iy_1, nous avons :

a.” = (H(0)+ K.a.)/ps
a(0) =
a'(0) = (Jodn1 - ¥i)sct

et donc @. € H"/?>t2(0,T#).

Remarque 17. Les conditions imposées sur o se justifient de la maniére suivante. Nous demandons

= [50dc(t =0)-ng =0, et 6(0) = [,,dn1 - ng = 0 qui est vérifie par hypothése sur dyy. Cette
condmon pmment du fait que div(ug) = 0 dans Qp(t) et en particulier en t = 0. Enfin, nous imposons
une derniére condition de compatibilité ¢ o ent =0 :

g(0) = / d/(t=0) -ng = / OVoj¢—o - Mo = / OiVoji—o -no  car 9yvy(0) =0
a0 r(0) r'(0)

= —/ V- OVoji—0 = —/ droo(t = 0)
Qr(0) Qr(0)

d’aprés la construction de Vo au systéme (1.25). Or, 0100(0) = ((Vug)~TV) - ug = (cof(Vug)V) - ug
par construction (d’aprés la discussion précédent le systeme (1.25)), donc :

F(0) = — /QF(O) (cof(Vug)V) - ug = /F(O) ug - cof(Vug)ng = G(ug)

car ug = 0 sur Iy, et d’aprés les notations du Théoréme 5 (avec toujours m = —1).
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Etape 2. Définition de Papplication S5.
e Soit ’espace vectoriel suivant :

Vr = {(77976); 7,0,@ = (a;);.7 € H/*T2(0,7),
tels que  7(0) =7(0) =0, 6(0)=6(0)=0, et Viel, o0)=c,(0)= 0}
muni de la norme :
1/2

1.0,y = | 117 peszraory + 110 Bgessraoy + 301 @i Wasagoin
iel
Nous définissons la boule Bs par :
By ={(r.0.@): 7.0,a= (), € H/*(0,T),
tels que  (,0,@) — (76,00, @) € Vr et || (1,6,@) — (e, 00, @) ||y, < RQ} ,

avec Ry > 0 tel que :
|| @ || oo o,r#) + Iz < rayon(B)

ou rayon(B) est le rayon de la boule B = Bp# introduite au paragraphe 1.3.3. Cette condition requiere
la petitesse de la quantité suivante :

1
ANt (2 +162] + s <|| £0) [l 20y + Il wo || gr+1(p(0y) + || F(0) HHT(QF(O))) - (1.37)
Nous remarquons que la condition de petitesse sur £f(0), ug, et F(0) peut étre relaxée en prenant pg
suffisamment grand.

e Soient maintenant (71,0',@!) € By tel que :

(1.38)

1
i
de temps (0, 77 ). Pour cela, grace aux conditions initiales (1.38), nous utilisons le Lemme 6-ii). Il existe
7# extension de 7! — 7, dans H"/?+2(0, T#) telle que :

Nous définissons af = ®(@') € B(0, Mp). Nous commengons par prolonger ces éléments sur l'intervalle

1
I ™ ||HT/2+2(O,T#) <Cllm -7 ||Hr/2+2(0,T)
avec C' indépendante de T'. De la, comme 7. existe sur (0,7 #), T# 4 7. est une extension de 71 avec :

H T# + Te HHr/2+2(07T#) S H Te HHT/2+2(0,T#) + CH 7-1 — Tc "HT/2+2(O,T)
< H Te HH*/2+2 0,T#) +CRy
S RO - RO(T ,RQ,UO,Tl,Hl,le,f(O),F(O),Q)

avec Ry indépendant de 7. Nous notons encore 7! ce prolongement. Nous effectuons la méme démarche

pour #' d’une part, et pour chaque o), i € I, d’autre part, et nous notons encore A, resp. a}, ces

7
prolongements qui vérifient :

10 [ grszv20 74y < Ro et Vi€ L, || af |[grszeaira) < Ro-
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De par la définition de ozilo = ®(@'), nous obtenons directement?” le prolongement et une estimation
du méme type dans H'/2T2(0, T#).

e Nous définissons maintenant une nouvelle vitesse au bord I'(0) par :
w(6,1) =+ +A[R'(GE +dy)] € BP0, T#:0%(T(0))).

grace & la propriété d’algebre de cet espace, et en ayant noté R' = Ry et d}v = Zf\il a}qﬁi. En

particulier, v, € V,;;f pour tout k£ € IR*. De plus, on a :

N
|| ) ||VTT#‘L < || 7! ||Hr/2+2(O,T#) + || Rl(G£ + d}V) ||HT/2+1(07T#;HZ(F(0)))

< |1 gz ey + Cll 0 [ gr/zezo e (1 @ | grraszo ey + 1| @) HHT/2+2(O,T#)>
< C = C(Ro, (¥i)1<i<nN)

grace aux estimations précédemment obtenues sur les prolongements de 71, ! et a! = (0421)1 <N
e Par la procédure de résolution du probleme (F), nous associons maintenant a vy le couple
(v,q) = (V+vo®,§+ qo). Nous notons par un exposant b les éléments qui dépendent de v;, comme v
et SY. Le couple (¥, §) est le point fixe de "application S? associée & vy, défini sur (0,77) avec T? < T#
et T? dépendant de Ry, T, || vy [lyre s et [[ W0 [| 410 (o)) - D autre part, nous rappelons que (vo?, q0)
T#

est le couple qui permet de relever la donnée initiale ug et la vitesse au bord v, (¢f paragraphe 1.3.2).
Toutefois le peut étre pris de facon homogene par rapport a toutes les application S {’ Comme le
dépend contintiment de || vy, ||Vr;i, et qu'ici, puisque (71,0, @') € By, nous avons montré que v, est
borné par une constante dépendgnt uniquement de R (et indépendante de T'), alors il existe un temps
uniforme en vy, noté 11, tel que 0 < 171 = T1(Ry) < le < T#. Nous pouvons par ailleurs des & présent
préciser le choix du temps T du début de ce paragraphe : nous prenons T = T7.

La procédure associée au probleme (F) permet ainsi d’associer a v, un couple vitesse-pression
(v,q) tel que v € Kit2(Qr(0)) et Vg € K5(Qp(0)). Par (1.21) et (1.22), nous définissons alors
g, puis ho1, ho2, et (hi)i<i<n. Nous pouvons estimer leurs régularités. Comme Vq € K5.(Q2p(0)),
nous obtenons pour le terme en pression ¢ € H'/?(0,T; H'(Qr(0))). Pour les termes en vitesse,
comme v € KrT2(Qp(0)) ¢ L(0,T; H'+2(Qr(0))), nous en déduisons facilement la régularité de
Xv==¢&+ fgv € HY(0,T; H+2(2(0))) et ainsi celle de :

Vxv, cof(Vxy) € H'(0,T; H(Qp(0))),

dti au caractere d’algebre de ce dernier espace (¢f Lemme 7). Par ailleurs, v € L2(0,T; H™+2(Qr(0)))N
H”/”l(O7 T; L?(Qr(0))), et par interpolation, nous avons donc :

Vo € [0,1], v e HIUA200, 1, H=00+2)(QR(0))).

Nous en déduisons que le gradient Vv appartient & H™/2(0,T; H(Qr(0))) en ayant pris 6 = r/(r +2).
Finalement en appliquant le Lemme 7 sur les espaces multiplicateurs, nous obtenons tout d’abord :

Vyv = cof(Vyy)Vv € H/2(0,T; H* (Q2£(0))),

puis g € H r/ 20, T;H 1/2 (T'(0))), et par conséquent directement que hg 1, et les premiers termes de
hoo et des h; sont dans H'/2(0,T). Pour les autres termes, nous utilisons le fait que H"™/?+1(0,T) est
une algebre, et que le produit d’un élément de H r/ 2(0,T) par un élément de H r/ 2+2(0,T) est dans
H"/2(0,T). Nous en concluons que les applications h 1, ho2, et (h;)1<i<n sont dans H'/2(0,T).

399ans appliquer le Lemme 6.
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1.5. FExistence de solution au probléme couplé

Remarque 18. Dans les calculs de régularité précédents, il faut préciser la dépendance en temps
des constantes de continuité des applications de multiplication entre éléments d’espace de SOBOLEV
en temps a valeurs vectorielles. En reprenant les notations du Lemme 7, nous avons dans les calculs
précédents :

|| m(v, w) HHS(O,T;Z) <C(T)|[v HHS(O,T;X)H w ||HS(O,T;Y)

avec la constante C(T) qui dépend du temps T (car nous n’avons pas nécessairement les conditions
remplies sur les dérivées premiéres en temps a l'instant initial). Il est donc important de rappeler que
T =T, (temps d’existence de la solution du probléme (F) associé au probléeme fluide) ne dépend que
de T# et de Ry.

e Nous construisons & présent un triplet (72,62, @?). Soient 72 et 62 les solutions dans H r/2+2 (0,7)
des systemes d’EDO respectifs suivants :

m7"2 = h(),l JoéQ = h072
2(0) =79 et 62(0) =0 . (1.39)
72(0) =7 62(0) =6,

Nous considérons d’autre part @2 = (a?),.7 solution de (par analogic avec (1.34)) :

a2’ = F(t,a",a) = [M@")] " 'D@',a") + i[H(al)]fl (

" H+ K@),

avec les conditions initiales @%(0) = 0 et @*'(0) = (Jodnt - ¥i);eqs et qui est dans H"/?*2(0,T) (car
dans notre cas le second membre est dans H'/2(0,T)).

Nous définissons maintenant ’application So suivante sur laquelle va porter la procédure de point
fixe du probleme couplé :

Sy i (71,08, @) € By — (72,0%,@%) avec 72,6%,@% dans H"/?12(0,T).

De par la construction que nous avons effectuée, 'application S9 est bien définie.

Etape 3. Stabilité de Sy dans la boule Bs.
e Nous commencons par préciser une inégalité qui sera utile pour la suite. Pour 0 < T < T# et
pour V € H"/?*1(0,T) tel que V(0) = 0, nous avons (par le Lemme 8-i), avec s =0 et e = 1 —1/2) :

IV ez < CTV 2ory < CTV /2o,y (1.40)

avec 7 = 1 — /2, et C indépendante de T < T#. Nous en déduisons que pour V € H"/2+2(O,T) tel
que V(0) = V'(0) = 0, nous avons :

1V Wgerevaory = 11V Wgeregory + 11V Wz + 10V Wiz
< (CT™CT? + 1) + )| V" [|2001)

et donc que :
v ||HT/2+2(O,T) = C(T#)H v’ ||HT/2(O,T)? (1.41)

avec C(T7#) une constante indépendante de T' < T# et de V.
e Nous introduisons a présent un lemme lié & la procédure de résolution du probleme (F) :
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Lemme 9. Soient (11,01, @') € By et (v,q) le couple vitesse-pression introduit lors de la définition
de So(Tt, 01, @), alors :

VO<T<Ty, |IvIlgr2opo) + 114 llkr@eo) <C

avec C' = C(Ry, R, m1,01,dN1, 00, F).

Ce lemme tient d’une part & I'écriture (v, q) = (v + v’ + Vo, + qo) et aux définitions de chacune
de ses composantes, et d’autre part aux estimations du Lemme 4. Une preuve en est présentée dans
[GMO00a] page 633.

e Soient maintenant (7!,0',@!) € By satisfaisant aux conditions initiales (1.38), et (72,02, a%) =
So(rt, 01, @t), alors, par (1.41) :

172 = 7e llgravary < CAP 72 = e oy - (1.42)

D’autre part, en soustrayant les EDO satisfaites par 72 et 7., nous avons :
mi# )= [0+ [ (&-g)
Q oN

en rappelant que g = [gls — v(VyVv 4+ VyvT)]cof(Vxy)ng. Alors, d’apres le Lemme 9 et le fait que
f € Whee(0,7T; L?(£2)), nous obtenons :

mH 7-:2 - %C HHT/2(O7T) S Ci# - C(R17R27 u077-17017 dN17F7f) .
De la, en tenant compte de (1.42), et en rappelant que m = pg|€2|, nous avons :

pS‘Q’ H 7—2 — Te HHT/2+2(07T) S C# = C(T#7R17R27u077-17017dN17F7f) . (143)

o A présent, nous soustrayons les EDO satisfaites par 82 et . pour obtenir :

Jo(é2—éc)=/QRI(CT’Hd}v)Af—AQAf(0)+/(99R1<F£+dh)Ag—/mc?wgo

d

1 1 1 i1 7
_pS/QdN A@tth — @[(‘]N — J())e ]—|—2p591/ﬂG£-dN1, (144)

avec df; = le\il al, RV = Ry et Ji = PSfQ(C?ﬁ + d%)2. Les membres de droite sur la premiere

ligne se majorent en norme H r/ 2(0,T) de la méme maniere que précédemment par C# . Par ailleurs,
nous avons d’'une part, pour n=1—7/2>0:

En effet, nous rappelons que d}; = D icl ali; + @(61)¢i0, et que, comme ozilo =d(@') e H'/**2(0,7)
1 # . iy
i ||HT/2+2(0,T) < C(T7%,Mp,Ry). Ainsi, par le Lemme 8, nous avons

<CT".
HT/2(0,T)

/djlv A Oydy
Q

et & € C™, nous avons || «

(puisque @!(0) = 0) :

_ 1"
T < T, \ < O @ ezl @ Neraom

/ dy A Opdy ‘
Q H™/2(0,T)

1/
<CT17 a' HHT/2(O,T)
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1.5. FExistence de solution au probléme couplé

avec C' indépendante de T' < T#. Par ailleurs, nous avons & traiter les termes liés au moment d’inertie :

1 d 1 )1 7
Sl — Jo)0'] — 201 [oGE - dny
= HlfQ(QGf + djlv) ’ d}v + QHIIQ(GE + d}v) : 8td}v N 291fQG§ ~dn1
= 0" [, (G + dly) - dly + 261 [odly - )y +2[,GE - (00— 6'dx)

Par les mémes arguments que précédemment, nous avons d’une part :

< Cla@ gz
<C1"|| at’ ||Hr/2(0,T) par (1.40),

[ f, (2GE + al) - @l + 26" [l atd}VHHT/Q(O 7)

et d’autre part :

/c?g - (6'8,dY, — 0'dn1)
Q

‘ H"/2(0,T)

<C H(él —01)/Qatd}v

"

H"/2(0,T)

_1/_ d . Z)
a (/Q N1 .

. Y
S CT"(H 91 ||H7”/2(O7T) + || al ||Hr/2(O,T)) S CT”,

0, / (O dly — dn1) ‘ )
Q H™/2(0,T)

HT/Q(O,T)>

pour le méme n =1 —r/2 > 0 et avec C indépendante de T < T# et de pg.
Finalement, nous obtenons donc :

< (116" =01 |l g +

—s 2 9 # o . <1y
ps|| G§ ||L2(Q)|| 0= — 0. ||HT/2+2(O,T) < JoC(T7)]] 607 — 0. ||HT/2(O,T) a laide de (1.41),

(1.45)
<C¥ +psCTT,

grace a I’équation (1.44) et aux majorations de chacun de ses termes que nous avons présentées.

e Concernant les perturbations, 'EDO satisfaite par @2 — @, est la suivante :

@ = W(aln—lﬁ(al,al’m% (M@") K@) — Ke(@) + [M(@")]""H - H(0)) . (1.46)

Comme ® est C™ sur Bp#, D est lipschitzienne en sa premiere variable, et ® et M sont bornées,
d’ou :
T =1\—17 =1 =1’/ —1 —1/
LM @)] " D@, a”) | gr2om < Clla lgre2er <CT A 2o -

Les termes fluides issus de [M (a!)]"'K (@') — K.(@.) sont bornés comme auparavant par CZ# . Nous
allons maintenant traiter les derniers termes de (1.46) par une méme approche. Nous utilisons pour
cela la décomposition suivante :

(@)~ ~ 7 (0) = (@)™ — Iy-1) TO) + (T@) (7 -7(0).  (147)

Une décomposition analogue de [M(a')] 'K (a') — K.(@.), ainsi que le fait que ® et ses premicres

dérivées sont lipschitziennes, permettent de nous ramener aux termes de 1’étude de (1.47). Nous avons
571 . - =

alors comme M est lipschitzienne et que M(0)~! = Iy_q :

_ _ _ 1/
I [M(al)] P Inoa HHT/Q(O,T) <l a' HHT/2(O,T) <CT1"| a' HHT/2(O,T)'
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D’autre part, pour i € I, nous avons :
H-—H e CRLs — s Ry — b — )1 1 )
# O = [£ 70 10 vir [ geri- [ o ps (28 [ ol
. ! 1 o2 | A Ty 2 [ A2
201 [ dyi v+ [ <9>A«%+dN>wH4&>AG5wQ. (1.48)

Les termes des forces extérieures sont bornés par Cf , et par ailleurs, & nouveau en faisant apparaitre
les différences de termes croisés et en appliquant P'estimation (1.40), nous obtenons aisément :

.. an
<1 6" gz + 11 @ grzory) < C T
H"/2(0,T)

91/atd}vA¢i—91/dN1 N ;i
Q Q
<T@ |2y < CTT;

#/dgAm
Q H™/2(0,T)

(91)2/Q(G€+d}v) S — (91)2/QG§ 1

.. Y
S CT”(H 91 ||HT/2(O7T) + || al ||Hr/2(O,T)) S C'CZ—”7 .
H"/2(0,T)

Par conséquent, nous déduisons de ce qui précede que :

— — —9all —
1@ =T llrzry < CARN @ = lgaory par (141),

3 <piS+Tn> o (1.49)

e Finalement, a partir des inégalités (1.43) sur les translations, (1.45) sur les angles de rotation,
et (1.49) sur les perturbations, si pg est assez grand et T' choisi assez petit, alors :

| So(r, 0, @") = (7¢,6c, ) Iy, < Ra,

et donc Sy(Bs) C Bo.

Etape 4. Contraction de Sy dans la boule Bs.

e Soient (77,07,a7), j € {1,2}, deux éléments de la boule By satisfaisant chacun aux conditions
initiales (1.38). Nous introduisons les vitesses v/ et les pressions ¢/ associées aux vitesses au bord vy’
obtenues & partir des (77,67, a7). Plus précisément, (v/,¢/) = (v + vo/, @ + qo) avec vo/ = v’ + Vo
ot vy’ releve vy et (Vo,qo) reléve ug. Nous introduisons aussi R? = Ry;, et plus généralement, nous
dénotons avec un exposant j les quantités qui dépendent de (77,67, @’). Nous notons par ailleurs
(79+2,09+2 QI t2) = So(79, 07 ad).

Nous introduisons a présent un lemme lié & la procédure de résolution du probleme (F) :

Lemme 10. Il existe une constante C telle que pour (V7,§’), j € {1,2}, les couples vitesses-pressions
introduits précédemment, nous ayons :

12,8 = ) llyre < Cll o =0 Il

Ce lemme tient d’une part aux définitions de (v7, ) et de v/, et d’autre part aux estimations d’ap-
plications lipschitziennes du Lemme 4. Une preuve en est présentée dans [GMO00a] page 634 (inégalité

(59))-

Par ailleurs, nous utiliserons aussi I’estimation suivante :

[[vp® =" [lyre < CJI (72,607,387 = (71,00, @) ||y, - (1.50)
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1.5. FExistence de solution au probléme couplé

En effet, comme v/ = 77 + 0, (R’ (C—JZ + dgv))7 nous avons :

. . - - -2
re <72 =7 gz + 1| (B2 = RYGE + 8,(R*dY, — R'dy)

| vp” — v v

HVTM
<1172 = 7 oy + C (IR = B v o

+]| 0,d% — didy e + I R? = RY || grjosr oy + 1| dF —diy ||v;”v’> (1.51)
< -7 ||HT/2+2(O,T)

+C (|| R? = R ||ty + || Xy — diy ||Hr/2+2(o,T;HZ(r))> :

Nous renvoyons & [GMO00a] page 635 pour l'inégalité suivante :
| B2 = R || geaeary < CTF, Ro)l| 02 = 01 || gesaiao ry (1.52)

qui provient du développement en séries entieres de cos 8 et sinf. De plus, ® est C*° sur B, et donc
lipschitzienne, d’ou :

H d%\; — d}v HHT/2+2(07T;HZ(F)) < C <H 52 — 51 HHT/2+2(O,T) + H (I)(az) - q)(al) HHT/2+2(O,T)) (1.53)
<C|la*-a' grr2e20.1) -

Grace a (1.52) et (1.53), nous en déduisons alors de (1.51) I'estimation (1.50).

e Par une nouvelle application de (1.41), nous avons :
|74 = 7 2oy < CAN =72 gy - (1.54)

De plus, nous considérons ’'EDO satisfaite par 74 — 73 :

mE =) =13, b, = / & —g).
o0

En utilisant d’une part le Lemme 10, et d’autre part la définition des v, nous obtenons alors :

=4 -3 <2 =2 <1 -1 2 1
ps|Q| 77 =7 ||Hr/2(0,T) < C(H v5q) - (v.q) ||X;4Z + 1l %" — o ||K;§2(QF(0))>

<Cllo? = v [lyre -

A Taide de Dinégalité (1.50), nous en déduisons de (1.54) que :
pslQU 7 =7 |l ooy < CII (72,6%,@°) = (7,08, @") ||y, - (1.55)

e Concernant les angles de rotation, nous avons 'EDO suivante :

Jo(6" = 0%) = ht 5 = hi 5

— /Q[R%c?a +d) — RNGE +dy) A f+ /3932@ +df)net~ [ RIGE+dy) e
d . .
— ps /Q (d% A Oudy — dl A Dudly) = = ((J& = J0)6? = (Jh = Jo)d") . (1.50)
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Les termes concernant les forces extérieures sont traités de la méme maniere que pour la translation,
en utilisant le fait que (71,0%,at), (72,62%,@%) € By. D’autre part, en faisant apparaitre les différences
du type d?\/ — d}v, nous avons :

|favnads-anai],,,,
<C (" =a" ol & lipso + 118 =8 sz |5 o)
<cr (1@ -a" lgronll & HW(OT)

+|| a’ —a” ||HT/2(0 T)|| a' ||Hr/2(o T)) d’apres (1.40),

<CT| @ =@ ||gr/orzor)

(1.57)

D’un autre c6té, nous avons a traiter :

d

= (R = H)? = (T = J0)6") = (J}, = J)6* = k(6" = %)

+ (JE — T8 + (JY — Jo) (62 — 1), (1.58)
Or, nous avons :

(GE + d%)ad% — (GE + dy)adl|

—

QpSuN i) = /Q
/ (GE + d2)0,(d3 —dby) + / (d2 — d})a,dy,
Q Q

et ainsi :
1 . . _of  _q/ _ _
sosll 3= oy < O (13 =" llgraom +17 =T gz
_oll _1 _9/ _1/
<o1 (112 =@ |l grzor + 1@ =& g

SCT"|| @ =@ || rsavegor) -
De plus, comme en (1.40), nous avons :
16" = 0% |20y < CT| 0" = 62 || o201 < CT| 0" = 02 || sz (o1 -
De la méme facon, nous avons d’une part :

1 —
= Tl = || [(2GE+dk o+ k) (@ - ak)

—o! /
<01 @ =" ooy

H"/2(0,T)

et d’autre part :

1 1 ~ 2 2
— JIn = Jo llgrrrory = (2G¢ +dy) - dy
pPs Q

Y
< CT"| @ ||Hr/2(0,T) :

<Clla” /20,

‘HT/Q(O,T)

Donc, nous avons finalement la majoration suivante des termes de (1.58) :

|4t (3 = 2 = - o)
H"/2(0,T)

< psCT" <H a2 —al HHr/2+2(0,T) +1| 6% -6 HHr/2+2(0,T)) . (1.59)
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Nous avons ainsi traités tous les termes issus de (1.56). Nous obtenons donc :

— 2 .. ..
ps|| GE HLQ(Q | 6* - 6° HHT/2(0,T) < JoC|| " - 6° HHT/2(O,T) en appliquant (1.41),
o

~2 2 ~1 1 2 1
I| (v2,¢%) — (v',q") ||X;f + | Voo — Yo ||K;32(QF(0)) (1.60)

+psT" <H a? —at HHT/2+2(07T) +I 0> -0 HHT/2+2(0,T))}
< O+ psT)| (72, 02,a2) - (+1,00,a) ||, .

grace au Lemme 10 et aux inégalités (1.50), (1.57) et (1.59).

e Nous nous occupons maintenant des termes concernant les coefficients de perturbations. Nous
rappelons tout d’abord les EDO satisfaites par @ et @*. Pour j € {1,2}, nous avons :

@ = Pt @) = (M@)] D@ o) +

— M (@)™ (A + T @) ,

Ps
ainsi que les expressions, pour i,k € I, M;,(@) = 8, + ¢i(@)pr(@) pour la matrice, et ﬁz = hg,
D@, ") = ¢;(@)D?*® (@) (a2, et K (@) = gpl-(aj)()\i()‘l)(aj)—khgo)—)\iaf pour les vecteurs, avec :

h] :/f'Rej¢i+/ g’ Ryibi — ps <29j/3td§§/\¢i+éj/d§§/\¢i—(éj)z/(éz—ng\/)'%‘) :
Q o0 Q Q Q

Vu que @ est une fraction rationnelle C*° dont le dénominateur ne s’annule pas sur By, il en est de
méme pour les p;, et a fortiori pour les M;, et D;, qui sont donc lipschitziennes. Nous en déduisons
que :
T (=2\1—17 (=2 =2/ T =1\—175/=1 =1/
M (@) D(@”,a”) — [M@")] " D@, a") [[gr201)
92 —1 —2/ —1/
< (1@ =@ llgrraor + 113 =3 gy

Y 11/ _ol 1/
<CcTm <|| a’ —al ||Hr/2(07T) + 1 o —a' ||Hr/2(o,T)) .

De plus, en développant les termes suivants de 'EDO satisfaite par a@* — @3, nous avons :
Dy =M@ (H +K @) - (M@ (# + K @)
2 1 1 —1 — 1 2

= (M@ - M@ HHE +E @) +M@) (K@) -K @)+H -H).
Par les mémes arguments que précédemment, il est clair que 1’étude du terme D se ramene a celle
des éléments h? — h} pour 1 < i < N que nous allons détailler. Les termes liés aux forces extérieures
s’écrivent :

Dr:AfG#—RU%+[;§-GP—RWM+LJ§—gWJﬁM-

Or, nous avons d’une part une inégalité semblable & (1.52), et d’autre part le Lemme 10 et la définition
des v’ pour traiter g2 — g'. Nous en déduisons que :

D1l grr20m< © (H 02 = 0" |l g2,y + 11 (V2,6%) — (¥,¢1) ngf + 1l vo® — vo! HK;SLQ(QF((]))>
S CH (72?02562) - (7—1591’51) ||VT .

4 3

Les autres termes de h? - h% présents dans 'EDO satisfaite par @* —a® ne sont quant a eux pas contro-

lables par la densité pg, et il est nécessaire de les traiter différemment. A nouveau en faisant apparaitre
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les différences de termes croisés et en appliquant I'estimation (1.40), nous obtenons aisément :

. . _ ol _ N
< CT(|| 6% = 6" |l grsaory + 1@ =@ [l prr2gomy)

9’2/atcl§V Ay — él/atd}v A
Q Q H"/2(0,T)
o o
<CT(]| 6% - 6" HHT/2(0,T) +]a¥ -a' HHT/2(0,T))3

éQ/d?V/\zpi—él/d}V/\wi
Q Q HT/2(0,T)
@ [ G+t vi— @0 [ G+ ak) u
Q Q Hr/?((),T)

o\, ot 1
<CT(]| 6% - 6" ||Hr/2(0,T) +]|a¥ —a' ||HT/2(O,T))'

Nous avons finalement obtenu que :
| Do [l 2oy < (L+psTHO|| (72,62, @%) — (1,61, a@) ||y, -
De la, nous en déduisons :
— — —qAll —all
| @t —a HHT/2(0,T) <o(T#)|at —-a® HHT/2(0,T) par (1.41)

1 1.61
< (= +17) Cll (2023 - (0 I, o
pPs
e Finalement, a partir des inégalités (1.55) sur les translations, (1.60) sur les angles de rotation,
et (1.61) sur les perturbations, si pg est assez grand et T' choisi assez petit, alors :

H 52(7—2702762) - 52(71701761) HVT < CLH (72702762) - (7—1701761) HVT7

avec une constante de LIPSCHITZ C|, strictement inférieure & 1. Nous en déduisons que S restreinte
a la boule By est une application contractante.

Etape 5. Procédure de point fixe.

Les hypotheéses du théoreme de PICARD sont satisfaites : S5 est une application stable et contrac-
tante dans la boule By. Nous en concluons que S; possede un unique point fixe (7n, 0y, @ = (a;);c7)
dans la boule Bs. Nous avons donc montré l'existence d’une solution au probleme couplé fluide-
structure (1.6)-(1.13)-(1.18)-(1.19). Cette solution est telle que la déformation ¢ de la structure s’écrit :

¢(&,t) = TN (t) + Roy (1)

N
GE+ ai<t>wi<a>] (1.62)
i=1

avec oy, = ®(@). D’autre part, le couple vitesse-pression du fluide réécrit en lagrangien, (v + vo,q +
q0) = (v,q), est 'unique solution du probleme (F) telle que (v,q) € By est le point fixe de Sy, et
(vo,qo) est associé au relevement de ug et vy, = Op¢p.

Ceci termine la démonstration du Théoreme 6 page 90.

Remarque 19. Dans cette procédure de recouplage, nous n’utilisons pas de multiplicateur de LA-
GRANGE tel qu’il en était question dans la résolution du probléme (S). Cela se justifie car de par
lalgorithme de recouplage, nous avons oj, = ®(a). Par conséquent f(a,®(@)) = 0, soit encore
G(X) = |9] : autrement dit, la condition de compatibilité (1.17) sur la déformation de la structure
issue de lincompressibilité fluide est automatiquement vérifiée par construction.

Remarque 20. La condition de temps petit est lié au contréole de termes en déformation et en vitesse
de déformation de la structure, tandis que la condition de densité ps grande est utile pour contréler
les termes en accélérations de la structure.

112



1.5. FExistence de solution au probléme couplé

Remarque 21. Un bon exemple d’application pratique et culinaire est la préparation de la pdte a
pizza du pizzaiolo. En effet, lorsque ce dernier a aplani la pdte, il la lance au-dessus de lui pour la
«détendrey. Si nous considérons que la pate (€élastique) reste dans un méme plan (échappant quelques
instants a la gravité) inclu dans la cuisine, et que le pizzaiolo lui donne une vitesse de translation
et rotation initiale raisonnable®®, alors nous avons montré que le systéme physique n'explose pas et
posséde une solution pendant un certain temps (petit).

Collaboration

Ce travail a été effectué en collaboration avec Céline GRANDMONT et Yvon MADAY.

10 Afin que (1.37) page 103 soit satisfaite.
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Chapitre 1. Solution réguliere pour le couplage d’un fluide et d’une structure élastique
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Chapitre 2

Analyse et simulation de couplages de
fluides potentiels et d’une structure
élastique
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Chapitre 2.  Analyse et simulation de couplages de fluides potentiels et d’une structure élastique

2.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a deux modélisations de systemes fluide-structure insta-
tionnaires dans un cadre bidimensionnel. Dans ces deux problemes de couplage, nous utilisons des
fluides potentiels, qui sont parmi les modeles les plus simples de fluide.

Quant aux structures élastiques, nous différencons deux cas. Dans le premier, la structure est
monodimensionnelle et encastrée a ses deux extrémités ; nous utilisons alors une équation de type ondes.
Dans le second cas au contraire, la structure est bidimensionnelle, non-encastrée, et a la possibilité
de se mouvoir en grands déplacements tout en n’effectuant que de petites déformations élastiques; le
modele utilisé est présenté au Chapitre 1 de la Partie 1.

2.1.1 Modélisation 1 : ventricule artificiel

Nous considérons un probleme d’interaction fluide-structure instationnaire dans un domaine bi-
dimensionnel. Le bord de la cavité, remplie par les fluides, est formé d’une partie rigide et d’une
partie élastique sur laquelle on considere une équation d’ondes (pour modéliser de petits déplacements
transversaux de la membrane). Les fluides sont supposés parfaits, incompressibles, homogenes et irro-
tationnels. Les conditions de transmissions traduisent la continuité des vitesses normales et le principe
d’action-réaction a l'interface. Nous avons ainsi le modele simplifié d’un ventricule artificiel.

Apres l'obtention des estimations d’énergie qui valident en un sens le modeéle, nous présentons
une simulation utilisant des formulations ALE pour les fluides, et une méthode spectrale pour le
déplacement membranaire transverse.

2.1.2 Modélisation 2 : couplage d’un fluide potentiel et d’une structure élastique
en grands déplacements et petites déformations

Nous considérons un probleme d’interaction fluide-structure instationnaire dans un domaine bidi-
mensionnel. Une structure élastique en grands déplacements et petites déformations (voir la modéli-
sation au Chapitre 1 de la Partie I) baigne dans un fluide potentiel qui remplit un domaine borné. Ce
modele simplifié est par exemple utilisé pour les calculs d’écoulements dans une tuyere ou les calculs de
la portance d’un profil d’aile d’avion (¢f [Pir88] et [DiC00]). Nous donnons les éléments d’interaction
entre le fluide et la structure, ainsi que le bilan de conservation d’énergie du systéme physique.

2.2 Modélisation d’un ventricule d’un coeur artificiel

Nous nous intéressons a la modélisation bidimensionnelle d’un ventricule d’'un coeur artificiel. Ce
ventricule est constitué de deux poches rigides, chacune remplie par un fluide, et séparées par une
paroi élastique. La premiere poche, remplie par un fluide assimilable & une huile, posséde une entrée
qui permet une injection de fluide, et une sortie libre. La seconde cavité, remplie de sang, possede un
systeme d’entrée-sortie libres : une entrée par laquelle le sang veineux non-oxygéné (respectivement
le sang oxygéné) pénetre dans la cavité du ventricule droit (respectivement gauche), et une sortie qui
assure la circulation du sang vers l'artére pulmonaire (respectivement qui alimente 1’aorte en sang
oxygéné). Ces portes ne sont par ailleurs jamais ouvertes en méme temps.

Pour modéliser ce systeme en premiere approximation, nous considérons une cavité bidimensionnelle
rigide remplie par deux fluides potentiels homogenes séparés par une membrane élastique (voir Figure
2.1). Ainsi le caracteére non newtonien du sang, et la viscosité du fluide assimilé & une huile ne sont
pas pris en compte. Le probleme reste néanmoins instationnaire et non-linéaire (du a la mobilité
des domaines fluides et structure). Par ailleurs, dans la seconde cavité, 'alternance de I'ouverture
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2.2. Modélisation d’un ventricule d’un ceur artificiel

d’une des deux portes, ainsi que la modélisation par une méme condition au bord, permettent de ne
considérer physiquement qu’une seule porte. Enfin, seuls les déplacements transverses de la membrane
sont modélisés.

r Sortie
02 A Jibre
‘

Q) Q4t)

Q) =

L —

Entrée forcée de
fluide

Fi1G. 2.1 — Cavité remplie par deux fluides potentiels séparés par une membrane élastique.

2.2.1 Structure

Pour la structure monodimensionnelle, le déplacement transverse d (composante du déplacement
selon e, pour fixer les idées) est modélisé par une équation du type visco-élastique, ce qui se traduit
en coordonnées lagrangiennes par le systéme suivant sur U'intervalle v =]0, L[ :

ps02d — 002d — K820,d = (Tprng), dansyx]0,T]
d(z,t) =0 sur 0yx]0,T[ (2.1)
[d(.’E,O), atd(l', 0)] = [dOa dl] dans Y

ou 0 (resp. 0,) désigne l'opérateur de la dérivée partielle en temps (resp. selon la variable d’espace
x €7); (ps,0, K) est le triplet de constantes caractéristique de la membrane; (Trr, ng), est la seconde
composante du tenseur des contraintes fluides appliqué & la normale & la paroi v, et réécrit en coor-
données lagrangiennes; dy et d; sont respectivement la position et la vitesse initiales données. Pour
t € [0,T], nous posons :

X('?t): Y _>F(t)
¢ — (§d(&1))

C’est une bijection qui permet de passer aisément des coordonnées lagrangiennes (sur ) aux coordon-
nées eulériennes (sur I'(¢)).

(2.2)

2.2.2 Fluides potentiels

Nous considérons d’autre part un fluide parfait incompressible homogene et irrotationnel dans
chacune des deux cavités Q1 (t) et Qo(t). Puisque notre étude se place dans un cadre bidimensionnel,
la vitesse eulérienne u; du fluide dans Q;(t), pour i € {1,2}, s’écrit u; = V¢;, ou ¢; est une fonction
a valeurs scalaires dépendant de ’espace et du temps. Les équations vérifiées par les deux potentiels
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Chapitre 2.  Analyse et simulation de couplages de fluides potentiels et d’une structure élastique

sont les suivantes :

( —%@- =0 dans Q;(t)x]0,T[; i€ {1,2}

a¢@ = sur Fime]O, T[ ; 1€ {1, 2} , Paroi imperméable
n

0; ’

aqbl = (—]_)H'l (8 d()?_l t)) s 141 Sur F(t)X]O, T[, 1€ {1, 2} , Interface mobile (23)
n t )
¢i =0 sur T'o;x]0,T[; i€{1,2}, Sortie libre

O

% =g sur FinX]O, T[, j=1, Flux (d’entrée)
n

ou ny; désigne la normale unitaire a la paroi mobile I'(t) extérieure & Q(t) et dépendant du temps;
g est une fonction scalaire qui modélise une injection forcée de fluide dans 4(t), et dont apport
d’énergie au systeme sera abordé plus loin.

Remarque 22. Les problémes vérifiés par les potentiels sont elliptiques, et aucun opérateur différentiel
en temps n’agit sur ¢;. La dépendance en temps de ¢; tient uniquement a trois points : le flux g, la
condition limite sur linterface, et évidemment la mobilité du domaine.

Enfin, on retrouve la pression (eulérienne) P; dans chacune des cavités grace a la formule de
BERNOULLI pour un fluide parfait homogene incompressible irrotationnel :
d¢i | IVoil> | P Bilt)
+ +
ot 2 pi pi

ou p; est la masse volumique du fluide i € {1, 2}, et §;(¢) désigne une fonction constante en espace qui

(2.4)

ne dépend que du temps.

Remarque 23. La formule de BERNOULLI est obtenue en intégrant (en espace) l’équation d’FULER :

ou; VP,
a—terui-VuiJr Pil =

(régissant ’écoulement d’un fluide parfait), en réécrivant :

0

;|
2

ui-Vui:V< >+(r0tuz‘)/\uz‘ )

et en utilisant le caractére irrotationnel et l’écriture sous forme de potentiel u; = V;. De la, grice a
l’homogénéité du fluide, on obtient :

) . . |2 .
0 — ou; VPF; —v <8¢l |v¢l| + &) )

+u; - Vu; + +
(975 ! ! Pi (975 2 Pi

Ainsi on a la formule suivante en chaque point M du domaine fluide Q;(t) (simplement connexe) :

D [Voi(M,t)[>  Bi(M,t) _ Bit)
—_— M =
o M0+ 2 " pi pi
ot la fonction B;(t) est une constante en espace égale a :
;i Voi(N,t)|?
5:0) = BN, 1) = p 28 1) + o VRO Ly

pour un point N quelconque fizé dans la i-éme cavité. Elle est assimilable a une pression de référence
pour une mise a l’échelle de la pression dans chaque cavité. Dans le cas présent, chaque cavité posséde
une sortie libre, et nous pouvons considérer que le fluide passant par la paroi I'g; rejoint un réservoir
R; annexe. Nous pouvons alors choisir N situé dans R;. On peut méme aller jusqu’a prendre 3; = 0
pour i =1 et 2, mais la liberté de ces paramétres est exploitable par la suite.
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2.2. Modélisation d’un ventricule d’un ceur artificiel

2.2.3 Tenseur des contraintes
Pour un fluide parfait (donc non visqueux), le tenseur des contraintes fluides est restreint a I’expres-

sion de la pression. Dans le cas présent, c’est la différence de pression qui apparait, et son expression
réécrite en coordonnées lagrangiennes est :

TeL = —(([f1 = Pl = [Bo = P2]) o x)1d
ou x est la fonction introduite en (2.2) qui permet de passer de la position lagrangienne «y de 'interface

a sa position eulérienne I'(t), et Id est la matrice identité.

En notant g le tenseur des contraintes de la structure, le principe d’action-réaction se traduit par
I’égalité des contraintes normales a I'interface, c’est-a-dire :

Ysng = Trrng = —(([f1 — P1] — [B2 — P»]) o x)ng .

2.2.4 Synthese des éléments de couplage

. L’interface lagrangienne  de référence et
Coincidence
. Pinterface eulérienne I'(t) déformée X(-, t) LY e F(t)
des interfaces
sont en bijection a chaque instant.
Continuité des C’est une condition de type Dirichlet sur la
e . . . . . Vér-my =—Vy-ny
vitesses normales vitesse u qui se traduit sur les potentiels par (6 d 71)( )
IR T = o N
a linterface une condition de Neumann. t X thy
Bilan des Egalité du tenseur des contraintes normales
N . _ Ysng = Trrng = ([P — P2Jox
contraintes a des fluides et de celui de la structure [,8 ﬁ ])
. -6 — n
I'interface A Dinterface. ! 2170
2.2.5 Autre modélisation possible
2kl : . .
Plutét que de prendre o g sur I';,, on pourrait aussi prendre une condition entrante de
n

Dirichlet homogene : ¢; = 0 sur I';,.

A partir de 1a, on a dans la cavité numéro 1 deux entrées-sorties libres, une en I'g 1 et une en I';,.
En reprenant les idées de la remarque 23, on peut alors jouer sur la fonction ;(¢) de la formule de
BERNOULLI, pour créer des dépressions (et “aspirer la membrane”), ou des surpressions (et “gonfler”
la membrane). Pour effectuer le bilan énergétique, il suffirait de considérer les estimations avec g =0
(ainsi le terme me g Or¢1 disparaitrait), mais comme on ne considérerait plus 1 = 0, on traiterait les
termes associés provenant de la formule BERNOULLI.

Remarque 24. Par ce biais, on peut remplacer le flux d’entrée g, qui peut étre vu comme une fonction
de controle en espace et en temps (de T';, x (0,T)), par la variation de 31, c’est-a-dire un contréle qui
est une fonction scalaire dépendant uniquement du temps (dans (0,T)). Par exemple dans le milieu
cardiaque, diastole et systole sont réalisées par des variations de pression, et non par un flux de sang
1mposé en entrée.
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Chapitre 2.  Analyse et simulation de couplages de fluides potentiels et d’une structure élastique

2.3 Estimations d’énergie pour le systeme du ventricule artificiel

2.3.1 Estimations d’énergie des systemes découplés
Fonctions tests

Pour obtenir des estimations d’énergie pour chacun des deux systemes ainsi que pour le systéeme
couplé, il faut passer par une étape purement formelle. On intégre par parties les intégrales des équa-
tions des systemes découplés contre des fonctions régulieres ad hoc.

Pour la membrane, on multiplie (2.1) par une fonction-test b définie sur v x (0,7, et vérifiant
les conditions de Dirichlet homogenes b(z,t) = 0 sur dv x (0,7") ; on integre alors sur ~. Il vient par
intégration par parties :

Ps /(de) b+ K / 0, (0pd) Oyb+ o / 0, d 0,b = /(TFLno)y b pour presque tout ¢ €]0, 7.
gl gl gl g

Pour chacun des deux fluides, on multiplie I’équation de LAPLACE du systeme (2.3) par une
fonction-test v; définie sur §2;(¢), appartenant & un espace vectoriel de fonctions suffisamment ré-
gulieres, et telle que 1; = 0 sur I'g;, et on integre par parties. Il vient :

0= Vor - Vi — dd(x1,1) (n41)y 1 —/ g pour presque tout ¢ €]0, 77, (2.5)
Q1(t) T'(¢) Tin

0= Voo - Vipg + dd(x1,1) (n41)y Y2 pour presque tout ¢ €]0, 7. (2.6)
Qa(t) I'(t)

Fonctions-tests pour les fluides

On choisit ¢; = 0y¢; comme fonction test. Afin de traiter le premier terme de (2.5) ou (2.6), nous
rappelons la formule de REYNOLDS dans un cadre régulier (cf [Duv90] pages 25-26) :

Soient le domaine Q(t) de normale extérieure unitaire n et w la vitesse de la frontiere 9€Q(t) ;
pour une fonction o donnée, on a :

4 a(z,t)dr = / (Ora)(x,t) do + / aly, t)w(y,t) -ndy .
dt Jo) Q(t) a90(1)

Vi P

Utilisons cette formule avec oz, t) = 5 dans le domaine Q;(t), il vient alors :

12

2 2
o[ R a [ ITE @ancten. o) o,
Qi(t) I'(t)
(2.7)
car la vitesse du bord du domaine est nulle sur 9Q;(¢) — I'(t), et uniquement transversale sur I'(¢) et
égale & (0, Opd(x~1,1)).

Q;(t)

Remarque 25. La vitesse normale de convection du bord du domaine Q;(t) a Uinterface,

' ) . O 1 —0,d
_1yitl 1 5 i 5 y 2% — . - = !
(1) (Oed o x™7)(n41)y, est précisément égale a n u; - n41 avec Ny 1+ (9,d)2 < 1 >
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2.3. FEstimations d’énergie pour le systéme du ventricule artificiel

Traitons maintenant a I’aide de la formule de BERNOULLI le second terme commun a (2.5) et (2.6) :

/ Ad(x ™, t) (np)y (—0es) = 0ed(x~", 1) (nn)y <| V;bi : * Plp_zﬁl>

(1)

(2.8)

Ainsi finalement, grace a (2.7) et (2.8), les égalités (2.5) et (2.6) s’écrivent respectivement :

_1ld 2| fp—P|
0= 5 dt </Ql(t) | V¢ | ) ) Od ( )(ntl)y |: o1 :| /Fm g(@tgbl) (29)
d
dt

2 Bo — P
t<[¥w|vw|>+-mﬂ@< mmny[ — ] (2.10)

On a ainsi un bilan d’énergie pour chaque fluide séparément.

0=

DO | —

Fonction-test pour la structure

On prend simplement b = 0yd(-,t) comme fonction-test, qui est classique et légitime puisque
d(xz,t) = 0 au bord 0y implique 0;d(z,t) = 0. On obtient l'estimation d’énergie pour la membrane
seule :

d od
Sal1oar « K [ta@ar « 5 [1aar = [, @
g g gl (2.11)
%/—/ ~~ — .
Energie cinétique Dissipation d’énergie Energie potentielle
(par visco-élasticité) (par élongation de la membrane)

2.3.2 Estimation d’énergie du systeme couplé global a deux cavités

On somme les bilans d’énergies de la membrane (2.11), du premier fluide (2.9), et du second fluide
(2.10)

ps d 2 2, 0 d 2
2dt/y|atd| + K [P+ 55 [ 10d]

v

1 d ) 1 d )
— —po2— 2.12
4-2mﬁ<ANJVQ\>+ S Awrvmw> (212

- m/ 9(Bu61) + /ﬂmmm> (B = Pl — B2 — Po]) 0 x) (m0),] (94d)

Lin ol

en ayant réécrit en coordonnées lagrangiennes sur v l'intégrale de bord sur l'interface I'(¢). En tenant
compte de la condition de couplage pour I’égalité des tenseurs des contraintes sur l'interface, cette
derniere intégrale disparait.

A partir de la, on définit 1'énergie totale Egy,s du systeme pour tout ¢t € [0,77] :

1 2 1 2
Esyst(t) E pill Voi(t) 120,y + 3Psll O llpaiyy  + 5ol Oad (L2
i=1,2 | S —_—
Energies cinétiques Energie cinétique Energie potentielle
des fluides 1 et 2 de la membrane membranaire
élastique
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Chapitre 2.  Analyse et simulation de couplages de fluides potentiels et d’une structure élastique

D’apres ce qui précede, celle-ci vérifie 1’égalité suivante :

d
vr € (0,71, EESyst(T) = Pl/ 9(Orp1) — K/fam(atd)‘Q
~—_——— Tin ol (213)
Variation Energie Totale Apport d’énergie Dissipation

Remarque 26. Pour un systéme isolé, c’est-a-dire sans entrée de fluide (g = 0), l’énergie totale
Esysi(t) du systéme a chaque instant t est décroissante (strictement par exemple, dés que la vitesse
initiale est non-nulle). Notons par ailleurs que le terme K fy 102 (04d)|? fait intervenir la raideur de la
membrane : plus K est élevé, plus l’énergie se dissipe rapidement.

Si on integre cette variation d’énergie totale entre [tg,t1] C [0, 7], on obtient :

t1 t1
Esyst(ty) = Esyst(to) + p1 / / 90y — K / 10, (84d)
I'in Jto to v

On peut exprimer le terme lié a I'injection de fluide de différentes fagons :
1 ) soit par intégration par parties en temps :

/tt1 9(Or1) = — /tt1 (Oeg) 91 + (g(t1)d1(t1) — g(to)d1(to)) (2.14)

0 0

et en supposant qu’aux temps tg et t1 il n’y a pas d’injection de fluide, g(tg) = g(t1) = 0 sur I';,, c’est
alors la variation 0;g du flux en entrée qui est mise en valeur.
2) soit en utilisant la formule de BERNOULLI sur T';;, :

I N G e}

si on fixe la fonction 31 (t) telle que (51 —P;) < 0 (par exemple avec une pression en aval plus faible dans
le réservoir R; par lequel s’échappe le fluide), puisque le flux g est lui aussi négatif (pour une entrée
de fluide selon la normale extérieure), on voit que ce terme est positif, et apporte donc de 1’énergie au

t1 —_ P,
systeme global. En effet, / / g <¥> s’assimile a un travail de la pression entre 'entrée et la
; P1

t1 v 2 t1
sortie de la cavité, tandis que / / g (—#) est comparable au terme / / u? (u-n), issu
. t m

des estimations d’énergie des équations de Navier-Stokes dans un cadre similaire, et qui s’interprete
comme un flux d’énergie cinétique.

Finalement on obtient un encadrement de 1’énergie totale du systeme a 'instant ¢ :

ESyst tO /|a at < ESyst(tl) < ESyst tO +P1/ / at¢1
to

On constate ainsi que si g est nulle sur U'intervalle de temps [tg, 1], ¢’est-a-dire si le systeme est isolé,
alors I'énergie est bornée uniformément sur [tg,¢1], ce qui est une étape préliminaire qui peut étre
exploitable pour montrer I'existence d’une solution au probleme théorique.

Remarque 27. On posséde une information supplémentaire sur g : le flux est conservatif. En effet, le
fluide étant incompressible, on intégre les relations d’incompressibilité sur les vitesses div uy = 0 sur
Q1(t) et div ug = 0 sur Qa(t) que 'on somme aprés intégrations par parties et ainsi 4 chaque instant :

091 / Lo
_a) = R ey
/Fm ( g) /Fo,1 on To2 on
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2.4. Algorithme et résultats numériques de la simulation du ventricule artificiel

Tout le fluide entrant par 'y, a chaque instant est égal a la somme des flux entrant et sortant par I'g 1
et Lo, et il n’y a pas de modification du volume global des fluides a l'intérieur de la cavité.

2.4 Algorithme et résultats numériques de la simulation du ventri-
cule artificiel

2.4.1 Discrétisation des équations
Synthése modale pour la structure

Le déplacement transversal de la membrane est régi par le systeme (2.1). Pour la discrétisation en
espace, on utilise les N premiers vecteurs propres v; de I'opérateur stationnaire de I'élasticité linéaire
associé a notre probleme, avec des conditions au bord de Dirichlet homogenes :

—0%; =Xy dans v
Pj =0 sur 0y

Ce qui, dans notre cas 1d, est facilement explicité (en notant || la longueur de 7) :

(Mg, 1(6) = ((%) sin (%)) .

En fait, numériquement, quelques modes propres suffisent (N = 5 par exemple) pour prendre en
compte les basses fréquences et obtenir une simulation raisonnable de la membrane.

Pour la discrétisation en temps, on utilise un schéma aux différences finies stable de NEWMARK
d’ordre 2.

Formulation ALE et éléments finis pour chaque fluide

La procédure principale est la méme pour chacun des deux fluides. Seule la prise en compte des
conditions aux bords change (par exemple a l'interface). De fagon synthétique, nous avons donc &

résoudre un laplacien avec différentes conditions aux limites sur un domaine angfﬂ(tn) qui évolue en
temps. Pour un temps t,, fixé, nous approchons le laplacien par une méthode d’éléments finis (P;) sur
une triangulation du domaine €2,, donnant un maillage structuré.

Comme le domaine fluide est mobile, nous utilisons une formulation ALE (voir par exemple [Mau96]
ou [MP96]) simplifiée. En effet, comme aucun opérateur en temps n’agit sur le potentiel dans le systeme
(2.3), on n’a pas besoin de réécrire le systéme sur un domaine spatial différent, ni de faire intervenir
la convection du domaine dans le systeme discrétisé. Il suffit de résoudre un laplacien a chaque instant
dans un domaine fixé (£2,,), domaine qui lui est convecté dans une autre étape du calcul.

Le maillage est mis a jour de la maniere suivante. A partir du déplacement transversal de la
membrane, un laplacien monodimensionnel dans la direction transverse est résolu pour déformer de
maniere répartie les points dans chaque “colonne” respective du maillage structuré (cf Figure 2.2).
Ainsi "élongation des mailles d’une méme colonne est proportionnellement plus importante prés de
I'interface structure déformée que sur les bords rigides immobiles opposés.

Nous construisons la matrice éléments finis M du laplacien a partir du maillage déformé. La matrice
obtenue est symétrique; elle est définie pourvu qu’il y ait au moins un sommet parmi les points du
maillage qui rende compte d’une condition de type Dirichlet. Par ailleurs, les conditions de Dirichlet au
bord sont imposées par une méthode de pénalisation des coefficients ad hoc. Pour inverser la matrice
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M, nous employons une factorisation de CHOLESKY (en utilisant la structure de matrice-bande pour
obtenir des gains de stockage).

Une fois obtenu le potentiel ¢(-,¢,), nous retrouvons la vitesse u(-,t,) de fagon variationnelle.
Pour cela, on note w; la fonction chapeau scalaire (élément fini P; ici) associée au i-ieme sommet du
maillage ; et pour chaque couple (7, j) de sommets, on pose W;; = w;e; + w;e,, et on note W la base
formée par ’ensemble de ces fonctions vectorielles. On écrit alors :

/ uW=[ VoW
n Q?’L

avec W un élément de Vect(W) (I'espace vectoriel engendré par W). En décomposant u sur la base
W, on obtient pour le membre de gauche la matrice identité sur le maillage déformé. Tandis que pour
le membre de droite, en décomposant V¢, on aura & calculer la matrice (en séparant les coordonnées
enxety):

( Jo, (Vwi) wy | 0 ) .

0 ‘ an(ij) W

Une fois retrouvée la vitesse u(+, ¢, ), on calcule la pression P(-,t,) a partir de I'identité de BERNOULLI,
par I’équation scalaire discrétisée suivante :

¢n+1 _ ¢n Pn+1 (un+1)2
=C(t,) dans(,
A7 + o + 5 C(t,) dans

ou l'on peut faire varier C(t,) pour créer des dépressions (cf Remarque 23 page 118 et Remarque 24
page 119).

Algorithme de couplage

Nous adoptons un algorithme de couplage dit faible, ou décalé, au sens ou le probleme des fluides et
le probleme de la structure sont résolus tour a tour & chaque itération en temps (et non simultanément).

Algorithme de résolution du systéme couplé
On note d" le déplacement au temps ¢, ; M7 le maillage M;, ¢7 le potentiel ¢;, P la pression P; de
la cavité i € {1,2} au temps t,. Voici I’algorithme que nous avons adopté :

dn=L, dr, M, ¢, PP donnés au temps t,.

Résolution de la structure : — d"*1.

Calcul de la vitesse de déplacement de I'interface.

Mise a jour des maillages (par formulation ALE) : — M?H.
Calculs des matrices de rigidité pour les laplaciens.

Résolution des potentiels avec les conditions aux bords : — gb?“.

Calcul des pressions : — Pi”H.

Calcul des contraintes fluides au temps ,,41.

© ® N> oA W=

n :=n+ 1, itération suivante (aller en (1)).
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F1G. 2.4 — Isovaleurs de la pression au temps t=8.

0.54

T T T T T
Mouvement du milieu de la membrane (pour une donnee intiale non nulle)
0.5

Donnee initiale nulle --------

0.52

0.5

0.48 L L L L L
0 50 100 150 200 250 300

FIG. 2.5 — Evolution de la seconde composante du point milieu de la membrane avec et sans déplace-
ment initial (avec la longueur d’un coté de la cavité égal a 1).
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2.4.2 Résultats numériques

Nous considérons maintenant les figures 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 qui se rapportent au méme cas test,
avec en entrée de fluide une fonction de profil parabolique en espace et sinusoidal en temps et qui
s’annule pour ¢t > 150. Les déplacements sont de 'ordre du vingtieme des longueurs caractéristiques
de la cavité.

Les figures 2.2 et 2.3 présentent des photographies du champ des vitesses a trois instants diffé-
rents. La premiere (cf Figure 2.2), au temps t = 3, présente une injection de fluide dans la cavité
1 par I'ouverture libre I'g ; due a la réaction de la membrane élastique par rapport a son état initial
(déplacement non nul, mais vitesse initiale nulle); le fluide 1 commence a rentrer par I';, de facon
forcée; le fluide 2 sort librement par I'g 2. Au temps ¢t = 8 (¢f Figure 2.3.a), l'injection est plus im-
portante, si bien qu’elle implique la sortie du fluide par I'g ; ; par ailleurs, la membrane répond a cette
différence de pression et continue aussi de réagir par rapport a son écart initial & sa position d’équi-
libre. Au temps t = 13 (¢f Figure 2.3.b), le fluide 1 est toujours dans sa phase d’injection (par I';,),
et la membrane subit des efforts plus importants ; la vitesse dans le fluide 1 continue d’augmenter (en
particulier en sortie I'g 1) ; celle du fluide 2 reste sensiblement la méme, car seules les vitesses normales
sont “échangées” a l'interface I'(t).

La figure 2.4 représente les isovaleurs des pressions dans les deux cavités fluides a l'instant ¢ = 8,
coincidant avec la figure 2.3.a des vitesses au méme instant. Enfin, la figure 2.5 représente 1’évolution en
temps de 1’écart (en ordonnée) du point milieu de la membrane par rapport & son niveau d’équilibre
dans deux cas : avec ou sans déplacement initial. En particulier, la déformation suit bien la forme
sinusoidale qu’on impose en entrée pour le flux. Par ailleurs, le cas ou la position initiale de la membrane
n’est pas nulle “recolle” a celui ol la position initiale est nulle apres un certain temps a un décalage
de phase pres. Juste apres arrét de U'injection de fluide (¢ > 150), on observe une décroissance de
la position de la membrane et asymptotiquement un retour a la position d’équilibre (qui est ici la
position plane dans notre cas ou ’on n’a pas créé de différence de pression entre les deux cavités et ou
I'on a pris les fonctions 3;(t) = 0).

Parametres numériques : les densités des fluides :p; = po = 1; le triplet de constantes caracté-
ristique de la membrane (ps,0, K) = (10,1.1,0.15) ; le pas de temps At = 0.1; le nombre de modes
propres N,,,q = 10; la longueur et la largeur de la cavité L = 1; les fonctions §; = 0; les nombres de
points pour les maillages des cavités fluides (qui peuvent étre différents) :779 et 697 ; 'amplitude de
la fonction d’entrée est environ 2.

Collaboration

Ce travail sur le ventricule artificiel a été effectué en collaboration avec Yvon MADAY et Bertrand
MAURY, et a fait I'objet d’un Proceeding ([MMMO1]).
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2.5 Modélisation du couplage d’un fluide potentiel et d’une struc-
ture élastique en grands déplacements et petites déformations

La déformation d’une structure élastique en grands déplacements et petites déformations apparait
dans de nombreux problemes d’ingénierie tels qu’en automatisme (déplacements de bras mécaniques
articulés), en aérodynamique (vol d’un avion en looping par exemple), ou encore en aérospatial (lance-
ment de navettes avec leurs réservoirs de carburants). Dans ces deux derniers domaines en particulier,
I'interaction avec le fluide extérieur (ici I’air) est une partie importante pour une modélisation réaliste
du systeme physique.

On propose ci-dessous un modele simplifié d’interaction fluide-structure couplant le modele élas-
tique en grands déplacements et petites déformations présenté auparavant avec un fluide potentiel
(c’est-a-dire un fluide parfait modélisé par les équations d’EULER incompressibles, avec I'hypothese
supplémentaire que le fluide est irrotationnel). On renvoie au paragraphe 2.2.2 page 117 pour une
discussion sur les fluides potentiels.

On présente le modele simplifié suivant (cf Figure 2.6) avec ¢ le potentiel du fluide (c¢f para-
graphe 2.2.2 page 117) dépendant du temps et du point x du domaine fluide instationnaire Q p(t) :

( —A¢ =0 dans Qp(t)x]0,T;
0
g_¢ =0 sur Fimp X]O, T[ ) Paroi imperméable
8_§ = (Gu)ox ! n sur I'(t)x]0,T]; Interface mobile
(JS =0 sur I'g X]O, T[ 5 Sortie libre
0
—(b =h sur I';, X]O, T[ ; Flux d’entrée
on

avec u le déplacement de la structure élastique qui est solution du systeme d’EDP présenté au Théo-
reme 3 page 38, qu'on suppose suffisamment régulier, et par ailleurs avec x(§,t) = £ + u(&,t) la
déformation de la structure. L’application y est une carte bijective permettant de passer de la configu-
ration lagrangienne ) (supposée aussi initiale) a la configuration () de la structure a Uinstant ¢. On
ajoute la condition d’égalité des contraintes a l'interface mobile I'(¢) suivante, écrite ici en coordonnées
lagrangiennes :

_ Ve|?
g=— 5 +0ip | n| oy sur T'(0) x (0,7). (2.15)
rimp
Q) M, Sortie
. - F libre
Entrée ()
forcée [, @7 BNV .
de fluide L S avave =
S AVAYS 2
rimp
Paroi imperméable

Fi1a. 2.6 — Configuration du modele simplifié pour un probleme d’interaction fluide-structure avec un
fluide potentiel et une structure élastique en grands déplacements et petites déformations.
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A Taide des calculs détaillés au paragraphe 2.3.1 page 2.3.1, on obtient le bilan d’énergie suivant

Ld 06 <|V¢>|2 >
S Vol*|= [ h-0 L 4o, .
2dt </QF(t) | ¢| ) /Fm o /I‘(t) on 2 0

De méme pour la structure, on a d’apres les estimations d’énergie sur le systéeme en déplacement

(¢f (1.20) page 30) :
d d
i ([ome )+ Govan= [tom+ [ g om

ou on rappelle que W est la densité d’énergie mécanique élastique, et f les forces surfaciques extérieures
(telles ici que la gravité : f = —9.816; par exemple), et g les forces appliquées au bord dont I’expression
est donnée en (2.15).

Pour le systeme global, on a donc, en sommant les bilans précédents :

ps d 2) L 4 1d / 2 _/ . /
g (flowe )+ Gov@re 55 ([ 1ver)= [ oo+ [rom

et en ayant tenu compte de ’égalité des vitesse normales a l'interface ainsi que de ['égalité des
contraintes a l'interface (¢f (2.15)). Autrement dit, les variations des énergies cinétiques (du fluide et
de la structure) et de 1’énergie mécanique élastique interne a la structure sont égales aux travaux des
forces extérieures (ici la gravité et la force d’injection de fluide).

pour le fluide :

Ce systéme présente donc un modele simplifié raisonnable d’interaction fluide-structure faisant
intervenir la déformation de la structure en grands déplacements et petites déformations.

129



Chapitre 2.  Analyse et simulation de couplages de fluides potentiels et d’une structure élastique

130



Chapitre 3

Simulation du couplage fluide-structure
de fluides visqueux et d’une structure
élastique

Sommaire

3.1 Modélisation a ’aide de la méthode de la frontiere immergée . . . .. 133
3.1.1 Généralités. Cadre hémodynamique . . . . . . . . .. .. ... .. ... .. 133
3.1.2 Méthode de la frontiere immergée . . . . . . . .. ... 135
3.1.3 Choix de la fonction de forces structure . . . . . . .. ... ... ... .. 136
3.1.4 Approximations numériques de la mesure de Dirac . . . . . .. ... ... 139
3.1.5 Contrainte supplémentaire de conservation de volume . . . . . . .. .. .. 142
3.2 Simulation Numérique Directe . . . . . . ... ... ... 0. 145
3.2.1 Algorithme . . . . . . . .. e 145
3.22 Maillages . . . . . .. 146
3.2.3 Parametres op, 0s €t 0c . . . . o oo e 147
3.2.4 ler test : observation de la membrane collant & la paroi . . . . . .. . ... 150
3.2.5 2eme test : observation d’un cycle cardiaque . . . . . .. .. ... ... .. 151

3.3 Simplification du modéle fluide-structure guidé par la conservation
volumique . . . . . v i i it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 155
3.3.1 DMotivation d’un modele simplifié . . . .. ... ... ... ... 155
3.3.2 Modele simplifié . . . . . ... Lo 156
3.3.3 Condition de conservation volumique . . . . . . ... .. .. .. ...... 157
3.3.4 Expression des forces structure et de leurs différentielles . . . . . . . . .. 157
3.3.5  Algorithme synthétique de simulation numérique directe . . . . .. .. .. 160
3.4 Une démarche de contrdle par feedback . ... .............. 160
3.4.1 Motivations . . . . . ... 160
3.4.2  Objectif principal du contréle du systeme . . . . . . . .. .. .. ... ... 161
3.4.3 Systéme des perturbations . . . . . .. ... Lo 162
3.4.4 Systeme linéarisé des perturbations. Probleme de contréle . . . . . . . .. 164
3.4.5 Semi-discrétisation temporelle du systéme linéarisé des perturbations . . . 164
3.4.6 Discrétisation totale du systeme linéarisé des perturbations . . . . . . . .. 165
3.4.7 Formulation Linéaire-Quadratique du probleme de contrdle . . . . . . . .. 167
3.4.8 Controle par feedback . . . . . . ... oo 170
3.4.9 Algorithme de calculs des matrices de gain de Kalman . . . . ... .. .. 171

131



Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

3.4.10 Mise en ceuvre du controle sur le systéme en vitesse-pression . . . . . . . . 176

3.5 Résultats numériques du controle par feedback du modele fluide-
structure simplifié . . . . . .. . . L L o e e 176
3.5.1 Cadre applicatif général des tests . . . . . .. .. .. ... ... .. ..., 176
3.5.2  Triplet (ki, ko, k3) des différents tests . . . . . ... ... L. 180
3.5.3 Algorithme de parallélisation du calcul des vecteurs de Kalman . . . . . . 180
3.5.4 Variantes d’application du contrdle . . . . . . .. ... ... .. ...... 183
3.6 Conclusion. Perspectives. . . . . . . . . . . . i i ittt e e e 186

132



3.1. Modélisation a l’aide de la méthode de la frontiére immergée

Introduction

Nous nous intéressons a un probleme d’interaction fluide-structure appliqué a ’'hémodynamique,
et plus précisément concernant un ventricule artificiel. Notre approche est effectuée dans un cadre
bidimensionnel. Nous modélisons le couplage fluide-structure a 'aide de la méthode de la frontiere
immergée. L’idée principale consiste & baigner la structure dans le fluide, et & modéliser les effets de
cette structure sous forme d’une force appliquée sur le fluide, et agissant suivant un Dirac porté par la
structure. Nous avons pour cela a détailler les termes de cette force, ainsi que des fonctions régularisées
approchant le Dirac (utiles pour les calculs sur une interface discrete). Nous présentons ensuite des
simulations numériques se rapportant a notre modele. Dans un troisieme temps, nous effectuons une
démarche de contrdle optimal par injection de fluide : nous utilisons en particulier pour cela une
technique de feedback.

3.1 Modélisation a ’aide de la méthode de la frontiere immergée

3.1.1 Généralités. Cadre hémodynamique

Nous nous intéressons a un probléeme d’interaction fluide-structure bidimensionnel appliqué a ’hé-
modynamique, et plus précisément concernant un ventricule artificiel. Ce dernier, d’enveloppe exté-
rieure indéformable, est constitué de deux cavités (dont les géométries dépendent du temps) hermé-
tiquement séparées par une membrane élastique (c¢f Figure 3.1). Nous dénotons par € I'ouvert borné
constituant l'intérieur du ventricule, et par Q;(t), ¢ = 1,2, chacune des cavités dépendant du temps.
L’interface élastique entre les deux cavités est notée I'(t). Nous avons ainsi a chaque instant t € (0,7)
I'égalité ensembliste : © = Q;(¢) UT'(¢) U Qa(t). La premiere cavité 21(¢) contient un fluide huileux
accessoire dont l'injection forcée permet d’agir sur la pression et le volume de ce premier domaine
(dépendant du temps). La seconde cavité Q25(t) contient quant a elle du sang, qui peut éventuellement
s’écouler librement hors de la poche & travers une porte (exclusivement ouverte ou fermée) ; ce fluide
est néanmoins esclave du premier (huileux) dans le sens ou son volume est 1ié a celui de la premiere
cavité (cf Figure 3.1).

Entrée Sortie
libre

Fia. 3.1 — Géométrie de la configuration. Les portes I';, i = 1,2, 3,4, sont chacune exclusivement soit
ouverte, soit fermée.

En premiere approximation, les deux fluides (huile et sang) sont modélisés par un seul et méme
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fluide*! visqueux newtonien régi par les équations de NAVIER-STOKES incompressibles :

pr(Omu+u-Vu) —vAu+Vp =F dans Q(t) UQa(t) x (0,7
V-u =0 dans Q(t) UQa(t) x (0,7)

avec u la vitesse du fluide, p sa pression, pr sa densité volumique, et v sa viscosité ; les forces extérieures
sont notées F.
Le bord I'y est imperméable, c’est pourquoi nous considérons :

N
u= 0 sur I'g x (0,7).

Quant aux quatre portes, I'1, 'y, I's, et I'4, elles sont activées au choix en position exclusivement
ouverte ou fermée, de maniere cyclique ou suivant un seuil de pression. Nous distinguons deux phases
dans 'activité ventriculaire, et par conséquent, nous les modélisons de deux manieres différentes :
¢f Figure 3.2.

Entrée

Z

Injection forcée libre

Fic. 3.2 — Configurations des phases 1 et 2.

e Pour la premiere phase, nous prenons :

( T'; porte ouverte : injection forcée de fluide (huile)
u=h sur I'y x (0,7)
I'y et I'g portes fermées :  imperméabilité
u=0 sur o UTs x (0,7)
I'4 porte ouverte : sortie libre du fluide (sang)
Ju —
Voo T Pn= 0 sur I'y x (0,7)

avec h l'injection de fluide orientée suivant un angle # commandable par rapport a la normale unitaire
extérieure n (cf Figure 3.3). Autrement dit, nous avons l'expression suivante :

h(x,t) = —|h(x,t)| Rgpyn(x) sur I'1 x (0,7)

cosf —sinf
sinf cosf

avec Rg = < ) la matrice de la rotation d’angle 6 (dépendant du temps).

41 . P 12 ez . . .
Dans le ventricule artificiel que nous considérons, les densités du sang et de ’huile en question sont sensiblement les
mémes en pratique. L’hypothese sur les densités que nous effectuons semble donc assez raisonnable.
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Fi1G. 3.3 — Injection orientée de fluide d’un angle 6 par rapport a la normale.

e Pour la seconde phase, nous prenons :

I'y et I'y portes fermées : imperméabilité
u="0 sur I3 UTy x (0,7)
I’y porte ouverte : sortie libre du fluide (huile)
I's porte ouverte : entrée libre de fluide (sang)
ou —
Vo, ~Pn= 0 sur U3 x (0,7).

Il ne reste maintenant plus qu’a modéliser la structure élastique ainsi que les conditions de couplage
entre les fluides et la structure. Nous détaillons ceci dans les paragraphes suivants introduisant la
méthode de la frontiere immergée pour notre probléeme.

Remarque 28. Le bilan des tenseurs des contraintes selon la normale a la paroi justifie l'identité :

ou N
v— —pn= (vVu—pla)n= 0
5, ~ = pl2)
choisie pour modéliser les conditions d’entrée ou de sortie libre. En effet, le tenseur des contraintes
fluides T = (vVu — ply) n'a aucune opposition extérieure. Le principe d’action-réaction impose donc

la condition Tn= 0 sur le bord en question.

3.1.2 Méthode de la frontiere immergée

La méthode de la frontiere immergée a été introduite par PESKIN au début des années 1970
(cf [Pes72], [Pes77]) pour des problemes d’interaction fluide-structure en hémodynamique. L’auteur a
développé cette méthode afin de faciliter la mise en ceuvre des simulations numériques directes d’un
coeur dans son ensemble, tout d’abord de fagon bidimensionnelle (¢f [Pes77]), puis tridimensionnelle
(¢f [PM89a], [PM89b]). Depuis, cette méthode a été employée dans des domaines variés, comme par
exemple l'industrie papetiere (¢f [SG98]) pour la simulation du mouvement des fibres de pulpe du
bois dans la confection du papier.

La méthode de la frontiere immergée est utilisée lors de la modélisation de problemes d’interaction
fluide-structure. L’idée principale consiste a baigner la structure dans le fluide, et & modéliser les effets
de cette structure sous forme d’une force appliquée F sur le fluide, et agissant suivant un Dirac porté
par la structure. Les équations de fluide sont alors résolues dans le domaine fluide dans son ensemble
ainsi que dans la structure : dans notre cas, dans Q;(t) UT'(t) U Qa(t) x (0,7).

Ainsi, la méthode ne fait pas intervenir la résolution classique d’équations pour la structure ; il s’agit
de calculer des forces induites par la structure et par ailleurs de mettre a jour la position de I'interface.
Ces calculs étant d’un cott moindre a celui des résolutions classiques de certains systemes structure,
un des intéréts de la méthode est un gain important de calculs dans les simulations numériques. Les
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difficultés résident néanmoins d’une part dans un choix adapté de la fonction de forces F, et d’autre
)
part dans une approximation numérique consistante des Diracs.

3.1.3 Choix de la fonction de forces structure

Les forces de la structure agissant sur le fluide s’écrivent de la maniere suivante sous forme intégrale,
pour x € Q(t) UQa(t) et t € (0,T) :

F(x,t) = /F(t) f(s,t)d(x — X (s,t))ds, (3.1)

ou s est une paramétrisation de la structure I'(¢), dont la position est donnée a l'instant ¢ par X (s, t);
nous dénotons la mesure de Dirac par :

§: R2 — {0,1}
1 siy=0
y — { S%y_ ’

0 sinon

et par f la densité de la force structure dont nous allons détailler I’expression.
Nous considérons que la structure élastique est constituée de N € IN* fibres (c¢f Figure 3.4), notées
F,, 1 <i< N, avec N > 10 pour fixer les idées. Chaque fibre F;, ¢ = 1,..., N, peut étre consi-

X4 XN-1

X
X2 B _,—/‘\NE

rO
Fi1G. 3.4 — Constitution de la structure élastique en une suite de fibres.
dérée comme un ressort représenté par un segment de longueur r; dans sa configuration au repos

sans contraintes, et qui joint deux points X;_1 et X;. Pour i« = 2,..., N — 1, une fibre F; peut ef-
fectuer librement avec sa voisine immédiate F;_; (respectivement Fj;) une rotation d’angle 6;_1 =

angle(X;_2X;_1, X;—1X;) autour du point X;_; (resp. une rotation d’angle 6; = angle(X;_1 X;, X; X;11)
autour du point X;) ; nous considérons un angle w; de référence entre les fibres F; et F; 11 (cf Figure 3.5).
La fibre F; (resp. Fiy) possede quant & elle une extrémité fixe Xy (resp. Xy) reliée a I'y, autour de
laquelle elle peut néanmoins tourner. Les fibres sont non-pesantes et considérées comme neutres du
point de vue de la flottaison (autrement dit, la densité de la structure est égale a celle du fluide).

F1G. 3.5 — Lien entre de fibres pour 1 < i < N — 1. Parametre de longueur r;, et angle 6;.

Nous pouvons a présent donner les différents termes de ’expression de la densité de force f, dont
chacune des composantes est issue d’un potentiel.
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Composante liée a 1’élongation de chaque fibre F;

Cette contribution tend & ramener chaque fibre F; de longueur instantanée |F;| = | X; — X;_1| a sa
longueur de référence r; sans contraintes. Le potentiel de la force d’élongation est le suivant :

o N
P %3 (R
i=1

avec oy le coefficient de rigidité d’élongation (stretching stiffness en anglais). La densité de force fg
de résistance «élastique» en chaque point X, est donnée par :

VO<({<N foo=— .
> L0 > ; EN4 8Xg
Pour le cas 1 < ¢ < N — 1, nous avons en particulier :
os 0
fe =% gx (Bl =70+ (Fenl = ren)’]
et par ailleurs :
9, 3, Xo— Xy
VI<I{<N —(|F, = — (X, — Xo_ = —
SEOS s 3Xg(’ é‘) an(‘ ¢ ¢ 1’) ‘FZ’
0 0 Xop1 — Xy
tVO</I<N-—-1, —(|F = —(|Xpp1 — X = ——
€ =4t = ) 8Xg(‘ Z+1’) an(‘ {+1 Z’) ‘FZ+1’
Nous en déduisons aisément 1’expression suivante :
(|F1] i =0
’ 1 JF‘ S1 9y
X 1—-X
fe=1  oullFel = r) = oul(Fepa] = rep) 2L G <o N -1,
X | Fl ¥ Pl
os(|Fy| — ry) 2L — 2N si =N
|F]

Composante liée a la torsion entre deux fibres

De la méme maniere que précédemment, nous considérons une force qui tend & ramener ’angle
instantané 0; = angle(F;, F;11) vers I'angle d’équilibre w; de référence. Pour les vecteurs de IR?, nous

notons A le produit vectoriel et nous définissons l'opérateur * par <z> = <_y>. Nous avons en

particulier les relations suivantes :
Va,b € IR?, aAb=at-b=—-a-b'l.
Nous introduisons d’autre part les quantités scalaires suivantes :
Vi<i<N-1, B; = Bi(Xi—1, X, Xip1) = (X — Xi—1) A (Xi1 — X)) — rimipa sinw

chacune d’entre elles mesure en quelque sorte les défauts de rotation et d’élongation dus a la torsion
au point X; ; la quantité sinw; /r; est d’ailleurs liée & la courbure. Par exemple, le cas Vi, w; = 0 traduit
le modele d’une corde raide.
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Ainsi, le potentiel de force de torsion (bending en anglais) est le suivant :
o N—-1 o N—-1
b . b
Py = ? Z; [(Xl — Xifl) VAN (XfL'Jrl — Xz) — TiTi41 SlIleJZ']2 = E Z; BZ2,
1= i=

avec op un coefficient strictement positif. La densité de force f;, , de résistance a la torsion en chaque
point X, est donnée par :

g 9P
b ToX,
Or nous avons aisément pour 1 </ < N —1:
0B
<9ng1 - (Xes = Xﬁ)l ’
0By 1 1 1
X, —(Xe=Xom1)” (X1 = X)) = (Xom — Xop) ™,
= Xy — Xo_
0X¢11 (Xe = Xen)

Nous présentons ainsi les expressions détaillées de la densité de force, en distinguant £ =0 ou 1 :

oy, OB?

f,0= ————1L = —0,B1(Xs — X1)*t
b,0 > 9%, 2 2 opB1(X2 1)
1= ———+——= = —0,B1(Xyg— X —o0pBo (X3 — X
b1 5 <3X1 e opB1(Xo 2)" — 0pBa(X3 2)",
puis pour 2 < {< N —2:
f0 =2 OB, +aB‘? +aB§+1
’ 2 0Xy 0Xy 0Xy
= —0yBr1(Xo—1 — Xo—o)* — 0pBe(Xo—1 — Xer1)t — 0pBoy1(Xevo — Xow1)h,
et enfin :
f o (08X 5 , OBy, Bn_o(X Xn_3)t — oy By_1(X Xy)t
_1 = —_— = —0, _ _9 — _ — 0, _ _9 —
bN—1 > \ axn T 9Xn pBN—2(XN—2 N—3 pBN-1(XN—2 N
UbaBJQVq 1
fi v = —— —opBy_1(Xn_1 — Xn_ .
bN > Xy opBrn_1(Xn-1 N—2)

Composante liée aux extrémités encastrées de la membrane

Nous introduisons enfin une densité de force liée a ’encastrement des points Xy et Xy. Nous
considérons leurs positions de référence et initiales respectives Xo(t = 0) et Xn(t = 0) fixées. Le
potentiel d’encastrement (clamp en anglais) est le suivant :

o
Pe =7 [(Xo = Xo(t = 0)) + (X = Xn(t =0))7] ,
avec 0, > 0 un parametre. La force d’encastrement f. , au point X,, 0 < ¢ < N, est obtenue par :

JC(XQ(tZO)—X()) si EZO,

—

0 si £¢{0,N},
o(Xn(t=0)—Xy) si{=N.

f __apc _
cl — an -
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Expression de la densité de force structure

Finalement, la densité de force structure f est définie de manieére discréte en donnant sa valeur en
chaque sommet X, et s’écrit comme la somme des trois contributions précédentes :

VO<I<N, (X)) =fo="Ff 0+ f 0+ 10

3.1.4 Approximations numériques de la mesure de Dirac
Utilisations de la mesure de Dirac

La mesure de Dirac intervient essentiellement dans deux étapes distinctes de 'algorithme de mise
en ceuvre :

1. dans 'expression des forces structure exercées sur le fluide.
Au niveau des dimensions des variables d’espace : passage du 0d (la densité de force structure est
définie de maniere discrete suivant N + 1 points) au 2d (le domaine fluide est bidimensionnel).

2. dans le déplacement de la membrane a partir de la vitesse fluide.
Au niveau des dimensions des variables d’espace : passage du 2d (la vitesse fluide est définie sur
un domaine bidimensionnel) au 1d (I'interface est filiforme).

La premiere de ces étapes traduit le bilan d’action-réaction a I'interface, et doit imposer la conserva-
tion des forces. La seconde traduit la condition cinématique : la membrane baignant dans le fluide, elle
doit se déplacer a la méme vitesse que celui-ci (continuité des vitesses de part et d’autre de 'interface,
et égalité avec celle de I'interface membranaire).

Modeéle de discrétisation issue de la méthode de la frontiére immergée

La méthode de la frontiere immergée est habituellement utilisée sur un maillage structuré cartésien
carré (en 2d) ou cubique (en 3d) tensorisé selon les directions de 'espace. La méthode des différences
finies (pour la discrétisation en espace) y est alors implémentable de maniere naturelle??. 11 est alors
possible d’utiliser une seule formule pour la fonction régularisée approximant la mesure de Dirac
discrete, notée 0y, avec h un parametre de discrétisation spatiale (de 'ordre de la longueur d’une maille
d’un élément fini)*3, pour les deux étapes précédemment identifiée (bilans cinématique et d’action-
réaction).

Dans la méthode de la frontiere immergé, PESKIN propose une construction de d5 qui doit satisfaire
a plusieurs conditions :

1. la continuité de la fonction d’approximation : pour éviter les sauts au niveau de la vitesse de la
fibre, ou dans les forces structures;

2. un support compact de cette méme fonction : pour limiter le cotut des calculs;

3. linterpolation exacte des applications linéaires : pour conserver entre autres le premier moment
et le moment angulaire dans le bilan des forces sur l'interface ;

4. limiter l'interaction de chaque point de la membrane vis-a-vis d’un point adjacent par rapport
a sa propre interaction avec lui-méme ;

421 utilisation d’un maillage structuré permet de plus d’employer une méthode de Transformée de Fourier Rapide
(FFT en anglais) dans le but de diminuer encore les calculs.

43Dans un maillage structuré, h est égal & la longueur d’une maille. Dans notre cas, ol le maillage est non-structuré,
h est un parametre local en espace; d5 est une notation générique pour le Dirac discret. Notons que dans ce cas, le Dirac
discret autour du point X" est en général différent de celui construit autour du point X, 0 < i # j < N (les supports
étant généralement différents).
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5. que l'action d’un point de la structure soit indépendant de sa position dans le maillage fluide.

Ces conditions permettent sur un maillage structuré d’assurer certains points de consistance dans
la discrétisation (d’une part pour le couplage lui-méme, et d’autre part, par rapport a la discrétisation
de certains opérateurs du systeme fluide). L’ensemble des conditions précédentes permet par ailleurs,
lorsque dy, est construit de facon tensorisée suivant les directions de I’espace, de déterminer d; de facon
unique a partir d’une fonction a une variable monodimensionnelle.

De plus, c’est le méme Dirac 65, qui est utilisé lors de la discrétisation des vitesses et des forces.
Nous employons quant a nous deux méthodes différentes, et surtout sur un maillage non-structuré.

Discrétisation utilisée

e Emploi d’un maillage non-structuré Lorsque PESKIN a mis au point la méthode de la frontiere
immergée au début des années 1970, les ordinateurs étaient limités par la taille-mémoire ainsi que par
le temps d’exécution des taches. L’utilisation d’un maillage cartésien, et celle de la méthode des
différences finies (pour la discrétisation en espace), combinées a une FFT, étaient alors nécessaires
pour 'obtention de résultats raisonnables en temps de calculs et en espace-mémoire.

De nos jours**, les ordinateurs n’imposent plus ces mémes contraintes, et ces choix d’origine his-
torique peuvent étre remis en question.

Par ailleurs, afin de traiter les problémes dans des géométries complexes, ’emploi d’un maillage
structuré semble plus adapté. Dans notre cas, ’enveloppe extérieure elliptique de la cavité du ventricule
artificiel n’a pas besoin d’étre immergée dans le fluide : il est donc plus pratique de la mailler indé-
pendamment d’un maillage cartésien. De plus, seule l'interface mobile baignée entre les deux cavités
fluide est traitée par la méthode de la frontiere immergée.

Ainsi, nous avons finalement choisi de discrétiser le probleme fluide continu par une méthode
d’éléments finis P> sur un maillage non-structuré.

Nous introduisons & présent les deux types de discrétisation que nous utilisons pour les fonctions
Diracs régularisées : I'un pour la condition cinématique, I’autre pour la condition d’action-réaction.

e Choix du Dirac discrétisé pour la condition cinématique Nous abordons la discrétisation
de la condition continue de non-glissement :

X (X1 = / u(x, 1)5(x — X)dx, (3.2)
dt Q1 (1)U (1)

qui traduit la continuité du champs des vitesses a travers la frontiere immergée. En effet, la structure
étant immergée dans le fluide (et neutre du point de vue de la flottaison), le bilan cinématique a
I'interface avec le fluide visqueux se traduit par 1’égalité des vitesses de ces deux milieux. Dans [Pes77],
l'auteur propose la discrétisation naturelle suivante :

dX, (i.9)
P DL O OF
7/7]

somme ) ; sur les sommets du maillage cartésien avec u; ; la vitesse fluide au sommet (i,7), et avec
b2

le noyau régularisé 5}(:‘,]‘ )(Xg) correspondant & une approximation de d(x — Xy), et qui est pris au
sommet (i,7) . De fagon discrete, il s’agit d’'une somme finie des vitesses fluides pondérées (par un
poids proportionnel & la distance & X, poids qui dépend aussi de I'aire h? d’un élément, et du choix de

4“En Octobre 2002.
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la discrétisation du noyau 5,(1@’] )(X ¢)) prises au sommet du maillage fluide*®. Dans notre cas, pour X
fixé, nous supposons le support du noyau associé assez petit pour que u(Xy,t), vitesse fluide interpolée
au point Xp, soit une bonne approximation des vitesses fluides des éléments dans le support du noyau.
Ainsi, nous sommes ramenés a :

sans avoir & utiliser de fonction de Dirac régularisée. En notant maintenant X' = X,(t") et u"*!(x) =
u(x, t"1), nous semi-discrétisons la relation précédente par :

Xl xn

e Choix du Dirac discrétisé pour la condition d’action-réaction Les forces structures F
agissant sur le fluide, dont Iexpression en continue est donnée par (3.1) page 136, sont discrétisées
suivant les sommets des fibres de la membrane. Dans [Pes77], 'expression naturelle de la discrétisation
est (avec les notations introduites précédemment) & un sommet (7, j) du maillage cartésien :

N
Fij= ](V_ Z ’j) : (3.4)
=0

Nous adaptons cette formule dans notre cadre de maillage non-structuré en suivant la démarche
de PESKIN. Néanmoins, notre implémentation numérique avec le logiciel*® FREEFEM+4 demande
une adaptation particuliere supplémentaire pour éviter un certain surcout de calculs (notamment lié
aux sommes du type de celle présentée en (3.4)). Les fonctions éléments finis sont définies sur le
maillage non-structuré fluide (voir un exemple & la Figure 3.7.b page 146), et la somme*” de telles
fonctions est couteuse dans le sens ot méme pour des fonctions a support (petit) localisé, les opérations
sont effectuées sur la totalité du maillage. Afin de diminuer le nombre d’opérations, nous utilisons un
maillage structuré local autour de la structure (cf Figure 3.7.a page 146), noté M., et nous créons un
nouvel espace fonctionnel d’éléments finis Fj,. sur ce maillage structuré restreint M, : les opérations
sur les nouvelles fonctions sont alors nettement moins nombreuses que pour les fonctions définies sur
le maillage fluide (non-structuré) global. Par ailleurs, comme la position de la membrane dépend du
temps, nous imposons que ce maillage M. se déforme en suivant le mouvement de la membrane?®.
Nous devons donc a chaque instant ¢™ reconstruire I’espace Fj,. pour calculer les nouvelles forces issues
de la structure (la construction de Fj,. au temps ¢" étant d’un cout marginal). Une fois les opérations
effectuées dans Fj,., les fonctions résultantes sont interpolées sur le maillage global en prolongeant de
plus par 0 hors de la bande décrite par le maillage M.

De retour au calcul des forces structures, et a 'application de la méthode de la frontiere immergée,
nous fixons 'instant ¢", le maillage local M, autour de la structure et ’espace fonctionnel Fj,. ad

4512 somme des pondérations est nécessairement égale & 1, par construction du Dirac de facon tensorisée suivant les
directions de l’espace : voir plus loin la construction de la fonction ® : IR — IR (qui est d’intégrale égale & 1 sur IR).

4Pour le logiciel FREEFEMA-+, voir http ://www.freefem.org ou hitp ://www.ann.jussieu.fr/” hecht/freefem+-+.htm.
En particulier, FREEFEM++ est un logiciel libre dont le code-source est accessible, et téléchargeable gratuitement sur
internet.

“"Dans le langage FREEFEM++, une fonction éléments finis f est entierement définie par le tableau f[] de ses valeurs aux
degrés de liberté (comme dans la théorie des éléments finis). La fonction f est construite & partir de f[] par un algorithme
d’interpolation ; ainsi la somme de fonctions f+ g est plus “coliteuse” que la somme des tableaux f[]+g[]. Nous choisissons
évidemment la solution la moins “chére”, mais nous gardons le langage fonctionnel pour simplifier ’exposé.

BLes lignes du maillage structuré Mj,. sont des translatées de la ligne brisée que forme la membrane discréte.
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hoc. Nous adaptons la formule (3.4) & notre cas :

N
F(x) = (T Zofgfsh (X, —x) (3.5)

avec 5fl le noyau discret associé au Dirac, dont nous allons préciser ’expression. Nous considérons dy,,
une fonction tensorisée suivant les directions de ’espace, définie par :

x = 1 _ =z Y
Vx = <y> cR?  Ou(x) = 3 ®()2(5).

Nous employons la fonction de forme ® (cf Figure 3.6) prescrite par PESKIN pour une approxima-
tion réguliere du Dirac (pour satisfaire les conditions précédemment citées au début de cette sous-

section 3.1.4) :
1
3 (3 —2|r| + 1+ 4|r| —47"2) st || <1
— 1
(r) = S —®2—|r) sio1<r|<2 (3.6)
0 st 2<|r|.

Néanmoins?®, la fonction d;, n’étant pas d’intégrale 1 sur IR?, nous avons besoin de la normaliser

Phi() definie sur [-1,1] =———
Phi(|[) definie sur ], 2] ................

F1G. 3.6 — Fonction ® définie sur les différents intervalles.

«autour du point X, ou elle est centrée», afin d’utiliser un noyau régularisé du Dirac dont le poids
total est 1 :

VX, = <“’”f> . Vx = <x> € R,
Ye Yy

05 (Xy —x) =

WX —x) _ B(EE)e(i)
szoc 5h(X€ —x)dx fMloc O(HE) e (4

3.1.5 Contrainte supplémentaire de conservation de volume
Une condition relaxée lors de la modélisation

Lors de la présentation générale de notre modele (¢f sous-section 3.1.1 page 133), nous avons
assimilé les fluides (I'huile et le sang) a des fluides visqueux incompressibles régis par les équations

““Dans le cadre d’un maillage cartésien de pas h de discrétisation, la fonction Sn est d’intégrale 1 sur IR?. L’emploi
d’un maillage non-structuré ne permet pas de garder cette propriété.
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de NAVIER-STOKES. En particulier, la contrainte de divergence V - u = 0 doit étre satisfaite a chaque
instant ¢ € (0,T") et dans chacun des domaines 1 (¢) et Q2(t). En utilisant la méthode de la frontiere
immergée, nous avons relaxée cette condition en imposant V-u = 0 dans Q x (0,7"). Afin d’approfondir
ce point, nous rappelons que :

Vit € (0,T>, Q= Ql(t) U F(t) U Qg(t) . (3.8)

Dans le domaine structure I'(¢), la condition divergentielle sur le fluide est raisonnable si la structure
garde un volume constant 5"
et négligeable par rapport a Q1(¢) U Qa(t), et la question ne se pose pas. Nous sommes donc ramenés
a V-u=0dans Q(t) UQa(t) x (0,7). Ainsi, si pour un temps t € (0,7 fixé, nous assurons cette

condition de maniere forte, alors nous avons :

O:/ V-u:/ u1-n1+/ ug-ngz/ u-n+/ (u; —ug) -ny,
Q1 (t)UQa () o001 (t) 00 (t) [s]9) T'(¢)

en indicant la vitesse u et la normale n par le numéro de la cavité a laquelle elles se rapportent. En
prenant en compte 1’égalité des vitesses uy et ug de chaque c6té de 'interface I'(¢), il ne reste que :

/ u-n=20,
o0

c’est-a-dire uniquement la conservation du flux sur le bord du domaine ). Afin de tenir compte de
I'incompressibilité de chacun des fluides dans notre modélisation, il suffit donc d’imposer par exemple :

/ u-n=0 (3.9)
o001 (t)

: notre cas ol la structure est longiligne, le domaine est monodimensionnel

et alors / u - n = 0 sera satisfaite.
990 (1)

Contrainte de volume

Nous choisissons d’appliquer la contrainte (3.9) sur le flux d’une maniere équivalente portant sur
le volume. Ceci permet de transformer plus aisément la condition sur le fluide en une condition sur la
structure. A partir de I’égalité ensembliste (3.8), nous pouvons obtenir une relation liant les volumes
des cavités Q;(t) et Qa(t) a chaque instant ¢ € (0,7"). Nous considérons pour cela que le volume de
I'interface I'(¢) est constant indépendant du temps, et égal a Vr(o)- Par ailleurs, le volume global Vg
de fluide contenu dans le ventricule décrit par le domaine € est constant. En notant V;(t), j = 1,2, le
volume de fluide de la cavité j dépendant du temps, nous avons la relation suivante :

vt e (0,7), Vg =Vi(t) + Vr) + Va(t).

Cette relation traduit en particulier, au niveau de la modélisation, 'herméticité des cavités. Nous
devons par conséquent la conserver dans la discrétisation numérique pour ne pas faire passer artificiel-
lement numériquement un fluide d’une cavité a ’autre. Nous 'effectuons de la maniere suivante :

Vn=0,....N—1, Vg=V"" 4V + V3. (3.10)

"Dans [Pes02], PESKIN montre comment obtenir la formulation de la méthode de la frontiere immergée & partir des
équations du mouvement d’un matériau élastique incompressible.
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De plus, nous devons tenir compte des entrées et sorties de fluide sur les bords I'1, I'g, I'g et T'4.
Pour cela, il suffit par exemple d’assurer :

V=Vt Atel

avec ¢ = / u?-(—n) le flux® passant & travers les portes I'y et I'y & I'instant ¢". Nous en déduisons
' ul'y

ensuite la valeur de V2"+1 par VQ"Jrl =V - 1"+1 + V/*. La conservation globale du flux impose alors

directement (sans calcul supplémentaire) : V" = V' + At ¢ avec ¢ = / ujy - (—n) = —¢7.
I'sul'y

Expression du volume

Le volume V; de la premiere cavité peut se décomposer de la maniére suivante : Vi = A; +
As(Xo, ..., Xn), avec A; et Az des aires algébriques que nous allons préciser. Pour fixer les idées,
nous considérons que Xo(t = 0) et Xy (¢ = 0) ont leurs secondes composantes en espace nulles. Nous
définissons alors Ay comme 'aire du domaine € sous 'axe des abscisses, indépendante du temps (et
qu’il n’est pas nécessaire de calculer), et A5 laire du domaine 2 compris entre 1’axe des abscisses et la
;

membrane, et dépendant des X; pour ¢ =0,...,N. En notant X; = ( ) les coordonnées des points

Yi
de la membrane, son expression est donnée par®? :

N

N
1 1
Ay =) 5 Wi +yim1) (@i — zie1) = 5 | yNEN — Yoo + > (@i — vizio1)

i1=1 N =1 (3.11)

=5 | YNTN ~ Yoo + D XiAXi

i=1

L’identité (3.10) a satisfaire est donc ramenée a :

At = Ap(XHE X = A (XY XR) + At T (3.12)

qui est une condition quadratique en les X i"“, 1=20,...,N.

Implémentation de la contrainte volumique

Afin d’assurer de maniere exacte (& la précision-machine pres) la conservation de volume dans
la premiere cavité, nous réécrivons la formule (3.3) de mise a jour du déplacement des points de la
membrane :

n+1l __ n n+1 n

en introduisant une étape fractionnaire :

XpH2 = Xxp + Atu™(XT)

X;+1 :Xngl/Q +a"+1n1 (313)

51Pour étre comptabilisé positivement lors d’une injection de fluide, le flux est calculé avec —n, la normale unitaire
intérieure au domaine €.

52La membrane étant considérée comme rectiligne entre deux sommets, nous calculons laire & ’aide de la formule des
trapeézes sur chaque sous-intervalles [z;—1, x].
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3.2. Simulation Numérique Directe

avec 1 la normale extérieure & Q, (t"1/2), et a"*!

tant de satisfaire :

un scalaire (ne dépendant que du temps) permet-

A (@) = A3 + At ] (3.14)

qui est une condition quadratique en a1,
L’équation de (3.13) transgresse néanmoins la condition d’égalité des vitesses a I'interface dont elle
était issue. Notre correction est donc sujete a un certain domaine de validité, c’est-a-dire pour une

correction relative [|a™ !ny|/||Atu™t!|| assez petite.

Remarque 29. Suivant la démarche de la méthode de la frontiére immergée on peut imaginer 1mposer
une force de conservation de volume dérivant d’un potentiel du type — (V”Jrl Vit — At qb?)Q, avec

o; un parameétre de pondération. Néanmoins cette condition ne peut a elle seule permettre de remplir
la condition (3.10) de maniére exacte a chaque instant, mais uniquement de fagon optimale. Par
conséquent ce type d’implémentation ne peut étre employée sans une autre correction.

3.2 Simulation Numérique Directe

3.2.1 Algorithme

Nous présentons 'algorithme de résolution numérique pour la mise en ceuvre de notre probleme
discrétisé.

Algorithme de résolution numérique du probleme discrétisé

Premiere partie : Initialisation

1. Définition de la géométrie du domaine du ventricule avec ses portes.

2. Génération d'un maillage triangulaire conforme non-structuré €0}, de tout le domaine fluide.
3. Initialisation de la vitesse fluide : u® dans €.
4

. Définition de la membrane : longueurs 7; (1 < i < N) et angles w; (1 <i < N—1) de la configuration
sans contrainte. Positions initiales : XO,XIO, . ,XR,.

5. Création d'un maillage local triangulaire conforme structuré /\/l?oC autour de la membrane dans sa
position initiale.

6. Définition de la fonction de forme ® d’approximation du Dirac scalaire (défini dans RR).

Seconde partie : Boucle en temps pour n > 0

° Etape 1. Calcul des forces.

1. Calcul des coefficients scalaires des forces de densité f,,, f,, et f., en chaque point X pour
0 < ¢ < N; puis calcul du coefficient f(X*) = £, o + £, + £ associé.

2. Construction de I'espace fonctionnel 7! des éléments finis (prédéfinis au choix P; ou Ps) sur le
maillage M} . autour de la membrane dans sa position a l'instant ¢".

3. Construction de la fonction f(X[")df (X' —x) €

4. Calcul de la fonction :

loc

n ILO)]

N
loc :TZfXZ 5€ XZ_X)EEZC'

=0

5. Distribution de la densité de forces structure sur le domaine fluide : interpolation de Fj; . en F" sur
le maillage fluide 2, avec F" = 0 en dehors de la bande décrite par le maillage M. ..
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Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

e Etape 2. Résolution des équations de NAVIER-STOKES dans €}, : calcul de u™*! et pnti.
e Etape 3. Mise a jour de la membrane.

1. Calcul des points intermédiaires :
X, = Xp o+ Atumt (X

(la vitesse u™*! étant interpolée aux points X, 0 < ¢ < N.)

1

2. Calcul du coefficient a**! correctif de la conservation du volume fluide dans la cavité € (t"+1/2)

pour l'instant t"+1,

3. Calcul des points de la membrane au temps t"*! par :

1/2
X?H = X;H 2 4ot

n+1
loc

4. Déplacement du maillage M7, en fonction des X;"t'—XJ', 0 < £ < N, pour obtenir le maillage M
autour de la membrane dans sa position a I'instant ¢" 1.

e Etape 4. Incrémentation : n:=n+ 1.

3.2.2 Maillages

Nous utilisons des triangulations conformes pour construire les maillages. Nous présentons dans
la Figure 3.7 ci-contre d’une part un exemple de maillage non-structuré (932 sommets) dans tout le
domaine fluide, et d’autre part un exemple de maillage structuré qui sert pour le calcul des forces
autour de la membrane (5 lignesx 19 colonnes).

Le maillage fluide est indépendant du temps. Quant au second maillage, il est constitué de N co-
lonnes et 5 lignes (les sommets de la troisieme ligne coincidant avec les points X; de la membrane),
et il est mobile : il suit a chaque instant le mouvement de la structure. Ceci permet de calculer les
forces provenant de la structure sur ce maillage intermédiaire (plutot que sur le maillage fluide plus
important), avant de les interpoler ensuite sur le maillage fluide fixe.

oy

S AAvAC i N

QRO
AU

Fic. 3.7 — a. Maillage structuré (5 x 19 = 95 sommets) autour de la membrane. b. Maillage fluide
non-structuré (932 sommets), et maillage autour de la membrane.
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3.2. Simulation Numérique Directe

3.2.3 Parametres o0y, 0, et o,

Nous discutons ici du choix des parametres oy, o, et o., en traitant succinctement le cas de o,
pour nous intéresser plus précisément aux choix des valeurs a prendre pour o et o,. Afin de focaliser
notre attention sur ces parametres, nous ne prenons pas en compte ici la correction volumique liée a
I'incompressibilité du fluide dans chacune des cavités €21 et €.

e Les termes de forces liés aux extrémités encastrées de la membrane ne jouent pas un role fonda-
mental dans I'expression globale des forces F, puisque leur action est restreinte & une zone négligeable
bien déterminée du domaine fluide (autour de Xy et Xy).

Par ailleurs, nous imposons des conditions de Dirichlet homogenes”? sur le bord T'y, si bien que les
vitesses u”(Xy) et u”(Xy) sont nulles (a la précision-machine pres). De la, lors de la mise a jour du
déplacement de la membrane, les points X et Xy restent immobiles. Le role du coefficient o, est donc
marginal dans notre probleme. Néanmoins, le choix de tres grandes valeurs de o, peut étre néfaste si
le support de la fonction Dirac discréte est trop grand : en effet, si numériquement f.o et f. n sont
démesurés par rapport aux autres termes fy, ; et f; ¢, alors, dans une zone (de diffusion des forces) locale
autour de Xy et X, la vitesse et la pression seront erronées.

Devant le role tres restreint des termes d’encastrement des bords membranaires, nous fixons . = 0
pour la suite.

53

e Les parametres o et o, font 'objet d’une étude heuristique. Concernant leurs interprétations
physiques, nous pouvons considérer que o}, joue le role d’un coefficient de résistance a la torsion, et o
celui d’un coefficient de résistance a I’élongation. Nous pouvons donc in fine nous rattacher de loin a
des échelles de valeurs comparatives comme par exemple ’éventail des valeurs des constantes de LAME
A et p; en effet (¢f [Cia86], pages 61-62), u est le module de cisaillement, et (3A+24)/3 est le module
de compressibilité du matériau.

e Nous présentons a présent un cas-test qui nous permettra d’effectuer différents essais. Nous
considérons la situation physique introduite dans la sous-section 3.1.1 page 133 et plus généralement
dans la section 3.1. Nous nous plagons lors de la premiere phase, c’est-a-dire, lorsque les portes '
et I's sont fermées, tandis que l'injection est forcée en I'y et la sortie est libre en I'y.

Concernant la géométrie du domaine : ’enveloppe de la cavité est ellipsoidale : la longueur du demi-
grand axe est 1.5, et la longueur du demi-petit axe est 1.; les extrémités des portes sont disposées sur le

bord suivant des multiples entiers de 7/10. L’injection de fluide sur I'y est h(x,t) = —|h(x, )| Rg(n(x)
avec :
[ 295sin(6t) si0<t<0.26 _ . _
|h(x,t)| = { 90 0.26 < ¢ et 6(t) = 0.22 sin(2t);

ainsi 'injection est continue et oscille périodiquement d’environ 12° autour de la normale. Les autres
parametres sont les suivants :

pr=1, v=1/100, At=001, N =19.

La position initiale de la membrane est donnée a la Figure 3.7. Nous prenons de maniere uniforme les
angles de référence w; = 0 pour i = 1,.., N —1, et les longueurs au repos r; = [['(0)|/N pouri =1,..,N.
Une illustration de I’ensemble de cette configuration est donné a la Figure 3.8 ci-contre. Enfin, pour les
demi-petit-axe

10
aréte du maillage fluide; hpirac = Mmaz fluide le demi-rayon du disque constituant le support de la

considérations des maillages, nous prenons hpqz fluide = la longueur maximale d’une

fonction Dirac §;, définie a partir de ® <E> i himaitiage,structure = 1.10 hpjrqc la hauteur d’une couche

53Nous utilisons une méthode de pénalisation pour imposer les conditions de Dirichlet.
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du maillage “structure” autour de la membrane (c’est-a-dire la demi-hauteur du maillage M. & 5
couches).

(b,s,r,))=(70,80 0,0) [ul,u2] etp Temps= 90

AN
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F1G. 3.8 — Vitesse fluide au temps ¢t = 90 x 0.01 = 0.9 (avec o, = 70, o5 = 80).

e En premier lieu, pour o, = 0 fixé, nous effectuons ce cas-test pour différents choix de o (¢f Fi-
gure 3.9) : avec o, = 0, 10, 50, 100, 500, ou 1000.

Le cas 05 = 0 (avec o, = 0. = 0) est trés particulier puisqu’alors F = 0 : nous sommes ramenés
a résoudre les équations de NAVIER-STOKES sans force extérieure, mais avec une injection forcée et
une sortie libre. La membrane ne joue aucun role; elle est juste convectée a la vitesse du fluide. Nous
constatons sur la Figure 3.9 que la membrane suit naturellement la direction de I'injection au centre
de la cavité, mais qu’en dehors du couloir décrit par les portes d’entrée-sortie (I'y — I'y), la vitesse
fluide est faible, et la membrane reste proche de sa position initiale. Le pic entrant a ’extréme gauche
de la membrane est du a une zone tourbillonnaire du fluide liée a la forte injection.

Ce pour valeurs du d (at=092). C pour valeurs du d (at=143).

T

Stretching=
Stretching= 10 -

tretching= 50 -
Stretching= 10
Stretthing= 500
Stretchings 1000 -
Paroi extegjeure

T

Stretching=
Stretching= 10
tretching= 50
Stretching= 100
Stretthing= 500
Stretchings 1000
Paroi extegjeure

02 L L L L L 02 L L L L L
-1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 15

(a) Positions de la membrane au temps ¢ = 0.92. (b) Positions de la membrane au temps t = 1.43.

Fi1G. 3.9 — Positions de la membrane aux temps ¢ = 0.92 et ¢ = 1.43 pour différentes valeurs de o
(o0s =0, 10, 50, 100, 500, ou 1000), les autres parametres oy, o, étant nuls.
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Nous examinons & présent les cas ou o4 # 0, c’est-a-dire les cas qui nous intéressent plus particu-
lierement ou les forces de la structure interviennent. Pour o, = 500 ou 1000, nous constatons que la
membrane est nettement moins élastique et déformable que précédemment : elle est bombée extérieu-
rement a la cavité 1, avec un rayon de courbure relativement grand (comparativement aux autres). Il
s’agit d’un cas typique ou la conservation du volume de la premiere cavité serait difficilement assurée.
Nous rappelons néanmoins que nous n’assurons pas pour l'instant cette contrainte de modélisation.
Notre cas illustre plutot ici une membrane résistant fortement au fluide, mais en laissant passer a
travers elle une partie.

Les cas o5 = 10, 50 et 100 sont des cas intermédiaires qui interpolent en un sens les deux cas
précédents. Le cas o5 = 10 présente déja un comportement légérement différent de celui o3 = 0;
notamment pour de larges déplacements (& t = 1.43 par exemple), une faible résistance a I’élongation
est observable. Pour les valeurs o5 = 50 ou 100, la courbe décrite par la membrane est relativement
lisse, tout en présentant une résistance suffisante au fluide. Dans les cas o, = 10 ou 50, lorsque les tests
continuent, la structure n’est pas assez résistante au flux pres de la porte I'4 de sortie libre de fluide :
en conséquence, la membrane sort assez rapidement hors de la cavité. Cette observation est aussi
réalisable pour les cas o, = 100, 500 et 1000, mais avec une inertie plus importante de la membrane.

Ainsi, dans le cas ou o, = 0, il est raisonnable (dans le cas d’un ventricule artificiel que nous
souhaitons illustré) de prendre oy aux environs de 100 (pour avoir un comportement membranaire
assez souple).

e Nous effectuons maintenant le méme type de test avec cette fois-ci o3 = 0 fixé et le coefficient oy,
de résistance a la torsion prenant les valeurs 0, 10, 50, 100, 500, 1000 et 5000. Nous présentons les
résultats sur la Figure 3.10 a deux instants ¢ = 0.92 et ¢ = 1.29.

Ci ison pour dif valeurs du de torsion (a t=092). Ci ison pour dif valeurs du de torsion (a t=129).

' ' Bendlhg: 0 — '

Bending=\5000 -
Paroi exterisyure

Fi1G. 3.10 — Positions de la membrane aux temps ¢t = 0.92 et ¢ = 1.29 pour différentes valeurs de oy
(s =0, 10, 50, 100, 500, 1000 ou 5000), les autres parametres o, o, étant nuls.

Le cas (0s,0p) = (0,0) a déja été commenté précédemment pour illustrer le cas sans force structure
(F = 0) et sert de référence de comparaison pour une membrane infiniment relaxée d’un point de vue
élastique.

Le cas o, = 1000 impose une contrainte sur les angles ; (1 < ¢ < N — 1) relativement forte afin
qu’ils restent proches de w; = 0. Pour o, = 5000, nous constatons a t = 1.29 que le point culminant
du pic de la membrane ainsi que les extrémités de la membrane forment un triangle quasiment isocele
(un peu comme un élastique que 1'on pincerait du doigt) : les contraintes sur les angles sont beaucoup
trop fortes et sclérosent le mouvement; le flux de fluide glisse alors transversalement le long de la
membrane.
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Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

Ainsi, pour o5 = 0, des valeurs de o}, proches de 100 semblent 1a encore raisonnables par rapport
a nos attentes.

3.2.4 1ler test : observation de la membrane collant a la paroi

Nous utilisons le méme cas-test que précédemment en prenant pour les parametres o, = 70 et 05 =
80, et nous présentons a la Figure 3.11 I’évolution de la membrane au cours du temps (avec N = 19
point de discrétisation de la membrane, Figure 3.11(a) ; et N = 59, Figure 3.11(b)). Nous constatons

Evolution croissante de la membrane pour t=0. a t=1.60, pour 19 points de membrane Evolution croissante de la membrane pour t=0. a t=1.60, pour 59 points de membrane
1 T T

T T
Paroi exterieure Paroi exterieure

05 |

E L E
-1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 15

(a) Evolution pour N = 19 points (de discrétisa- (b) Evolution pour N = 59 points (de discrétisa-
tion de la membrane). tion de la membrane).

FIG. 3.11 - Evolution temporelle (croissante) de la membrane sur Iintervalle [0.1;1.6]. Positions pour
t =10 x 0.01 x m avec m = 1,...,16. Les parametres : o, = 70 et o5 = 80.

que la membrane se gonfle petit a petit en réponse a l'injection continue de fluide. A ¢t = 1.6, nous
observons 1a un cas ou la structure collabe effectivement avec la paroi : la membrane colle a la porte I'4,
si bien que notre modele n’est plus valide. Nous remarquons par ailleurs que le cas N = 19 présente
une souplesse différente du cas N = 59 : il suffit pour cela d’observer par exemple I’enveloppe convexe
des positions. Le cas N = 59 développe une réponse élastique moins ferme pour un mouvement plus
“onctueux”. Ceci est du au fait que, lorsque N tend vers I'infini, le modele tend vers un modele continu
de type poutre.

Nous prenons a présent en compte la correction volumique introduite au paragraphe 3.1.5 page 142,
selon sa seconde forme, c’est-a-dire en corrigeant 1’évolution membranaire par :

X = X+ Atu"TH (X)) + g

avec n; la normale extérieure au domaine intermédiaire Q,(t"+1/2), et a*! un scalaire ne dépendant
que du temps. Pour la correction, seuls les points X,, £ = 1,..., N — 1, sont utilisés, puisque les
points Xy et Xy n’interviennent pas dans la correction volumique (ou & un ordre négligeable). Nous
observons & la Figure 3.12(a) I'évolution du coefficient a™*! en fonction du temps pour N = 59
points de discrétisation de la membrane, dans le méme cas-test que précédemment (correspondant
aussi & la Figure 3.11(b)). Nous rappelons que la relation X! = X7 + Atu""(X}) traduit au
niveau discret la condition d’égalité des vitesses fluide et structure a l'interface. Il est donc nécessaire
que le coefficient a™*! reste relativement petit par rapport au déplacement instantané At u”“(X?)
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Evolution temporelle du coefficient alpha®{n+1}. Evolution temporelle du quotient |alpha®{n+1}|/(Delta t * |Jur{n+1}||_2).
0.0009 T T T 0.14 T T T T T

Coeff a‘lpha absoh‘J

T T
Quotient relatif
0

0.0008
0.12 ~

0.0007
0.1 - A
0.0006

0.08 ~
0.0005
0.0004

0.0003

0.0002

0.0001

00001 ‘ ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘ ‘ 002 ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘ ‘

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
(a) Evolution du coefficient o' (pour N = 59 (b) Evolution du quotient la™ |/ (At u™t ],)
points). (pour N = 59 points).

F1G. 3.12 — Evolution temporelle du coefficient o™, et de sa part relative de correction. Intervalle de
temps : [0.1;1.8]. Pour N = 59. Les parametres : o, = 70 et o, = 80.

de 'ensemble des points. De cette maniere, la condition de couplage pourra étre considérée comme
raisonnablement approchée. Le quotient relatif & considérer est donc :

o™ oy [[gz jam
[ Atar ]y Atffun ],

N-1
avec par exemple || u"™! ||, = ﬁ Z || u" (X |l[g2 la moyenne arithmétique des modules des
k=1
vitesses aux points de la membrane (sur lesquels la correction volumique agit) au temps ¢" 1. Les
résultats sont présentés a la Figure 3.12(b). Nous constatons que lerreur commise est inférieure au
centieéme (et méme & 0.005) sur l'intervalle de temps [0, 1.4], ce qui est satisfaisant. La membrane collant
a la porte I'y a partir de ¢ = 1.60 (cf Figure 3.11(b)), l'intervalle [1.4,1.6] est une zone de transition
ol la membrane est aspirée vers l'extérieur de la seconde cavité, et nous avons un pic indiquant une
correction relative d’environ 2 pourcents, ce qui reste encore raisonnable.

Ainsi, la conservation volumique effectuée au niveau de la condition de couplage d’égalité des
vitesses a l'interface est raisonnablement assurée.

3.2.5 2eme test : observation d’un cycle cardiaque

e Description du test Nous nous placons dans le cadre précédent en distinguant maintenant deux
phases dans activité ventriculaire : pendant la phase 1, il y a injection forcée de fluide (selon le
profil d’entrée présenté auparavant) a travers la porte I'y, la porte I'y étant ouverte; puis, pendant
la phase 2, le systéme est laissé libre, avec les portes 'y et I's ouvertes (voir une illustration a la
Figure 3.2 page 134). Ces deux phases forment un cycle, et nous effectuons un test sur un peu plus de
deux cycles. Les temps des changements de phase sont imposés de la maniére suivante :
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Temps Phase
0.00 <t <140 | 1:injection forcée
1.40 <t <11.80 | 2 : systeme libre
11.80 <t <13.20 | 1 : injection forcée
13.20 <t < 23.60 | 2 : systeme libre
23.60 <t <24.00 | 1 : injection forcée

Comme parameétres, nous prenons o, = 80, 05 = 90 (et toujours o, = 0), et N = 19 points de
discrétisation pour la membrane.

e Observation des positions de la membrane Nous observons en premier lieu les évolutions
temporelle des points X5 (au premier quart de la membrane), X9 (au milieu de la membrane) et X3
(au deux tiers de la membrane) ; les résultats sont présentés a la Figure 3.13 en séparant les abscisses
et les ordonnées. Nous constatons comme attendu, une allure cyclique des positions de ces points au

Evolution des abscisses des points. Evolution des ordonnees des points.

1 L L L L : 02 L L L L :
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Temps x 10{-2} Temps x 10°{-2}

(a) Evolutions temporelles des abscisses des (b) Evolutions temporelles des ordonnées des
points X5, Xi10 et Xi3. points X5, X10 et Xis.

FiG. 3.13 — Evolution en temps sur [0; 24.0] des positions des points X5, X9 et X;3. Parametres :0, =
80, 05, =90, N = 19.

cours du temps. Plus particulierement, le point X5 s’éloigne comparativement peu de son abscisse
d’origine, mais largement en ordonnée ; nous constatons de plus une chute en ordonnée juste apres le
début de la seconde phase : ceci est du a 'arrét d’injection de fluide et aux propriétés “élastiques” de
résistance a 1’élongation. Les points X9 et Xq3 ont ce méme type de réponse, mais avec un retard
du au temps de propagation de l'information. Nous présentons a la Figure 3.14 les positions de la
membrane suivant les phases du premier cycle.

e Flux et correction de volume Nous nous intéressons maintenant aux flux ¢/ = / u"tl.(—n)
r;

au niveau de la porte I'; pour i = 1,2, 3, 4. Le flux global étant conservatif, nous avons ¢?+1 —i—qbZH =

a la phase 1 (puisque ¢g+1 = gzﬁgﬂ =0) et ¢5L+1 + gzﬁgﬂ = 0 a la phase 2 (puisque gb’f“ = ZH =0),

ce que nous observons effectivement sur la Figure 3.15(a). Par ailleurs, nous constatons que pendant la

phase 2 ou le systeme est libre, les flux sont environ cinqg fois moins importants que pendant la phase 1

d’injection forcée. Les temps t = 11.80 et t = 23.60 de passage de la phase 2 & la phase 1 correspondent
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Periode 1. Evolution croissante de la membrane pour t=0. a t=1.30, pour 19 points de membrane Periode 2. Evolution decroissante de la membrane pour t=1.40. a t=11.60, pour 19 points de membrane

T 1 T T T T
Parolexlerleure
05
0

o5t ]
4 4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

(a) Phase 1 : injection forcée. (b) Phase 2 : systeéme libre.

FIG. 3.14 — Evolution temporelle (croissante) de la membrane sur les intervalles [0.1;1.3] (phase 1)
et [1.4;11.6] (phase 2). Les parametres : o, = 80, 05 = 90, N = 19.

Evolution des flux aux differentes portes Gamma_i, i=1,2,3,4. Evolution temporelle du quotient [alphar{n+1}{/(Delta t * [[ur{n+1}{|_2)
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(pour N = 19 points).

Fia. 3.15 — Evolutions temporelles des flux et du coefficient relatif de correction de volume lié a
I'incompressibilité du fluide. Les parametres : o, = 80, 05 = 90, N = 19.
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Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

a un flux d’éjection quasiment nul, mais néanmoins positif ; autrement dit, les changements de phase
interviennent avant que le sang ne ressorte® par la porte I's.

D’autre part, nous présentons a la Figure 3.15(b) I'évolution temporelle de [aT1|/(At|| u™ ! ||,),
le quotient lié a la correction de volume pour la préservation de 'incompressibilité du fluide dans la
premiere cavité. Comme discuté précédemment, ce coefficient illustre I’erreur relative du déplacement
issu de la correction volumique par rapport au déplacement sans correction. La encore, ’erreur reste
généralement inférieure & 0.03 (soit 3 pourcents d’erreur), mais augmente jusqu’a environ 0.15 (soit
15 pourcents d’erreur sans la correction) lors de deux sursauts & chaque cycle juste apres le début de
la phase 2.

e Domaine de validité Le systéme physique que nous souhaitons simuler est schématiquement
réductible a une pompe : nous injectons du fluide dans la cavité 1; la membrane doit répondre aux
efforts normaux par un déplacement et se gonfler; ceci contraint finalement le fluide dans la cavité 2
a s’éjecter. Un comportement analogue s’effectue ensuite dans le cadre relaxé de la phase 2. Dans
ces deux configurations, les fluides de part et d’autre de 'interface ont des vitesses normales égales ;
cette égalité provient de la condition de non-glissement des fluides le long de la membrane. Les vi-
tesses tangentielles ne sont quant a elles pas conservées d’'un coté a l'autre de la membrane, sinon
cela traduirait un flux a travers la structure (supposée imperméable). Or, la méthode de la frontiere

Evolution de la moyenne du cosinus du deplacement par rapport a la normale.
1 T T T

clefif
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03 | 4

02 q
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0 500 1000 1500 2000 2500

Temps x 10°{-2}

F1c. 3.16 — Evolution temporelle d'un coefficient indicateur de la proportion de déplacement selon la
normale & la membrane. Les parametres : o, = 80, o, = 90, N = 19.

immergée ne peut imposer cette non-conservation que si les forces structure agissent suffisamment sur
les fluides au niveau de I'interface. Dans notre cas, nous avons N = 19, et ainsi une distance d’environ
2 x (demi-grand-axe)/(N — 1) = 1/6 = 0.16 a l’état initial, et par ailleurs un support des Diracs
des forces structure de l'ordre de 2hpjrqc = 1/5 = 0.2. Lorsque les déformations sont importantes,
les distances entre les sommets des points de la membrane sont supérieures & 0.2, si bien qu’il existe
une zone fluide le long de l'interface ou la structure n’agit plus : le fluide peut alors librement passer
(artificiellement) d’une cavité a lautre.

D’autre part, la membrane doit se déplacer en chaque point dans le sens de sa normale en ce point.
Nous présentons a la Figure 3.16 un indicateur de la validité effective de cette condition. Il s’agit
d’observer la proportion de la vitesse normale de la membrane relativement au déplacement, soit en

A . . N ~ ’ N
58i le sang sorti du ventricule par la porte I's rentre & nouveau par cette méme porte, nous avons un phénomene
correspondant a une valve mitrale qui ne remplit pas son role.
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chaque point X, le coefficient :

<Atu"+1(XZ7) + o™y (X?H/Q)) Ty (X, ?)

| Atun1(X7) + amting (X 72) || e

Cyp =

qui correspond (puisque n; est unitaire) au cosinus de l’angle entre la normale et le déplacement
au point Xy. Pour figurer de facon globale I’évolution de ces coefficients, nous regardons a chaque

N
instant la moyenne arithmétique de leurs valeurs absolues : <Z |Cg|> /(N — 1). Nous présentons
(=1

I’évolution temporelle de cette moyenne a la Figure 3.16. Nous constatons que cette moyenne oscille
en temps aux alentours de 0.7 sur un panel moyen entre 0.5 et 1, ce qui fait que, grosso modo, pour un
point X, a un instant donné, le déplacement normal forme un angle (en valeur absolue) aux alentours
de arccos(0.7) ~ m/4 avec un panel allant de — arccos(0.5) ~ —7/3 a 7/3. Ainsi, nous en déduisons
que le déplacement membranaire (provenant de la vitesse fluide) possede une part non-négligeable
de déplacement transversal; au niveau de la modélisation, ceci indique une mauvaise contrainte sur
la vitesse fluide & l'interface; des tourbillons & cheval entre les deux cavités sont méme observables
alors qu’irréalisables dans le cadre physique d’une membrane imperméable. Ce comportement est lié
notamment au nombre insuffisant de points de discrétisation de la membrane.

Remarque 30. Dans [SG98], les auteurs utilisent un rapport hDirac/% d’environ 6.25, tandis
que dans le test précédent, nous avons environ 1—10/% ~ (0.6, soit un rapport 10 fois moins important ;
il faudrait donc utiliser environs 10 fois plus de point, soit prés de 190 points de discrétisation de la
membrane.

3.3 Simplification du modele fluide-structure guidé par la conserva-
tion volumique

3.3.1 Motivation d’un modele simplifié

Le systeme introduit a la section 3.1 page 133 modélise, a I’aide de la méthode de la frontiere
immergée, la dynamique de deux fluides séparés par une structure dans un ventricule artificiel. Nous
nous intéressons a présent a une démarche de controle sur ce systeme couplé. Lors de notre démarche,
nous allons étre amenés a calculer la différentielle DF des forces structure F en fonction de la variable X
de la position instantanée de l'interface. Nous rappelons que les forces structure apparaissent au
second membre des équations de NAVIER-STOKES sous la forme suivante (donnée en (3.1) page 136),
pour t € (0,T) :

Vx € (, F(x,t) = /F(t) f(s,t)0(x — X(s,t))ds,

avec s une paramétrisation de I'(t). Par ailleurs, X est solution de (¢f (3.2) page 140) :

X = [ u(x,t)é(x — X)dx,

dt Q
traduisant ’égalité des vitesses fluide et structure a 'interface. Ainsi, les calculs de F et de sa différen-
tielle DF présentent ainsi dans le cas général une certaine complexité. L’obtention de leurs expressions
explicites étant non-triviale, nous nous proposons, dans ce travail préliminaire, de simplifier le systeme
que nous avons jusqu’ici étudié. Nous allons considérer que la position de la structure ne dépend plus
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que d’un seul parametre réel v, qui correspond a I'amplitude instantanée de la position de I'interface.
Pour cela, nous supposons que la membrane ne varie que verticalement, en fonction de vy qui ne dé-

pend que du temps. De cette facon, la différentielle DF est ramenée a une dérivée o plus aisément

calculable explicitement. D’un autre c6té, nous demandons au degré de liberté ~ de satisfaire a la
condition de conservation du volume de fluide (3.12) dans la premiere cavité.

A partir de la, nous changeons la nature du systéme que nous avons jusqu’ici considéré. En effet,
nous rappelons que le couplage fluide-structure tient aux deux propriétés suivantes : d’une part au
bilan des tenseurs des forces selon la normale a I'interface ; et d’autre part, a la condition cinématique a
I'interface. En ce qui concerne la premiere condition, les forces structure “élastiques” (calculées a partir
de la position instantanée liée a ) sont toujours appliquées de la méme maniere : le bilan tensoriel
selon la normale a 'interface reste inchangé. Par contre, nous abandonnons la condition cinématique
classique : la position structure n’est plus mise a jour a partir de la vitesse du fluide. Cependant, le
systeme reste couplé par la condition de conservation volumique : dans ce cadre simplifié, le scalaire y
dépend de maniere affine de I'injection instantanée. Le systeme garde de plus son caracteére non-linéaire.
Par suite, le systeme simplifié, que nous allons plus amplement détailler par la suite, perd une partie

de la signification physique recherchée lors de la modélisation®®.

Conscients de ces défauts de modélisation, nous sommes néanmoins intéressés par la démarche de
controle de ce systéme couplé qui fait I'objet de toute notre attention dans ce travail préliminaire.

3.3.2 Modele simplifié

En notant L la longueur du grand axe de l’ellipse constituant la cavité, nous fixons les abscisses xg =
L
—L/2 et x; = xo + ZN pour 1 < i < N des points X; de la membrane. Soit une fonction g : IR — IR

donnée telle que g(xg) = g(zn) = 0; pour fixer les idées, nous prenons la parabole :

o) = (o — 2o ax — ).

Au temps t" fixé, nous considérons alors la membrane constituée des segments reliant les N + 1

sommets :
z T;
VO <i<N, X”:<’>:< @ >
' Y V" g(@i)
Seul le coefficient 4™ dépend du temps. Ainsi, la structure possede & chaque instant t"*! un unique

n+1

degré de liberté ~ auquel nous demandons de satisfaire ’équation :

ASh = (X LX) = A (7Y = As(7") + At ¢

de conservation du volume de fluide dans la premiere cavité (voir (3.12) page 144 pour les définitions
de ces expressions).

Remarque 31. Il est possible d’étendre ce modéle en décomposant le mouvement de la membrane

5511 est possible de prendre en compte différemment la condition cinématique classique : on peut imaginer un terme
complémentaire aux forces structure. Celui-ci jouerait le réle d’un ressort, en forcant les particules structure a suivre
les particules fluide au voisinage de l'interface. A titre d’exemple, on peut considérer un terme supplémentaire du type
k(x5 — (xF + Atu™)) dans la densité de force structure, avec k la raideur du ressort fictif, x5 la position de la structure
obtenue par conservation volumique, et x’% la position des particules du fluide.
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sutvant plusieurs fonctions de forme gi(-), 1 <k < Ny, de telle sorte que :

ZT;
N
Y0 <i<N, Xr = Zf: .
Vi 9k ()
k=1

avec les Ny degrés de liberté -y, de la membrane, qui seront fixés par les conditions cinématiques a
Uinterface et par la condition de conservation de volume.

3.3.3 Condition de conservation volumique

En adaptant l'expression (3.11) page 144 de aire A5 & notre cas, nous avons :
1 1 T; Z;
3= () ().
2 ; T2 ; v9(:) v9(xi-1)

en ayant tenu compte de yo = g(z9) = yv = g(zn) = 0. Nous définissons la quantité A, suivante qui
ne dépend que de g et de (2;)1<i<n :

Ag =

DO | =

N
Z(%’g(wzq) - xiflg(mi)) .
i=1

La condition (3.12) page 144 de conservation du volume de la premiere cavité est ramenée alors a :
APt = A A = A" 4 At = 4" A, + AtgT,

soit finalement :

At
Ag

en rappelant que ¢7 est la quantité scalaire opposée du flux passant a travers les portes I'; et I's a
I'instant ¢™.

Al = =g (3.15)

Remarque 32. La condition (3.15) de conservation volumique est ici une condition affine (tandis
qu’elle était quadratique dans la formulation (3.14) page 145).

3.3.4 Expression des forces structure et de leurs différentielles

En ce qui concerne les forces structure, leur expression est grandement simplifiée et ne dépend que
du parametre . Nous allons exhiber les coefficients f, ; et f; ;, et par conséquent obtenir ’expression
discrétisée de F donnée en (3.5) page 142.

Remarque 33. La modélisation que nous adoptons ici permet de lever deuxr problémes. Le premier
est la conservation du volume de fluide dans la premiére cavité en fonction de linjection de fluide :
cette difficulté est annihilée par la construction méme du paramétre . Le second probleme concerne
UVimmobilité des extrémités de la membrane : ce point est réglé par les valeurs g(xo) et g(xn) ; celles-ci
étant nulles, nous garantissons le non-déplacement des bords membranaires. Ainsi, notre modélisation
ramene les forces structure uniquement aux forces de résistance a l’élongation et a la torsion.
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Tout d’abord, nous notons :

) rib?
Vl<i<N, a; =z, —xi—1, bi=g(x;)—g(xic1), et ¢ = ﬁ,
A

en rappelant ’expression de la longueur d’une fibre Fj :

V1<i<N, IFi| = /(2 — 2i-1)2 +92(9(2:) — g(zi-1))% = \/ a? +~2b? .

D’une part, nous obtenons dans les expressions des forces fs; de résistance a 1’élongation données au
paragraphe 3.1.3 page 136 :

1 aj ..
os(l — — sit=0,
0= ()
T a; Tit+1 Aj+1 . .
f., = —04(1l — — 1-— 1<i<N-1
=g () aa-gE (B sasisn o
TN an ..
—04(1l — —— sii=N.
0 TR Wby

Puis, en notant que :

d(1N_ by
 \IF]) ~ @+2252

nous en déduisons la différentielle (par rapport au parametre ) :

aic17y o
o sii=0,
*\ b (0172 +1-— ﬁ)
d (@ip1ciy1 — aici)y . .
- (£) = i . 1<i<N-1,

d")/( 872) Og bi+1(0i+172+1— |;_'Zill|)_bl(cl,y2+1_ ‘;712‘) S1 RS

—aNCN7Y oy
75\ —by (CN’72+1— ‘}%) SLe= A

En ce qui concerne maintenant les termes de résistance a la torsion (présentés eux aussi au para-
graphe 3.1.3 page 136), nous avons tout d’abord :

a; a;
== ’ ‘ (’sz) " <'sz‘+1 TiTiH SN = iy + e

en ayant noté :
ViI<i< N -1, d; = ajbjy1 —ai11b; et e; = —ririp1sinw; .

En posant par ailleurs :

Vi1<i<N -1, fi=xip1—xic1 et g =g(xip1) — g(zi—1),
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nous avons f:l,lOI'S56

—b
a2
—b
fb71 = —O'b(dlf}/‘i‘el) <’}/g ) — O'b(dQ’Y‘i‘eQ) < Y 3)
fi as
V2<i< N -2
1 by i o
Tt = (dicy + e < v 1> diry + e;) <*yg'> +(di+17+6¢+1)< ’Y +2>
Op 1 _fl Qito
fov—1= —ob(dnv_27+en—2 < o ) op(dn-17 +en—1) <’ygN 1)
an In-1
fv = —op(dn-17+en-1 ( )
aN-1

F1a. 3.17 — Schéma pour les indigages qui réferent principalement soit & un point (X, d;, €;), soit a
une différence entre deux points (Fj, a;, b;), soit a une différence entre deux points séparés par un
voisin (f;, gi)-

Nous obtenons ensuite aisément les différentielles :

( d ba(2d1y + e1)
a (o) = b —agd; )
4 (£,1) = - (2(61263 —dig1)y + (e2bs — 61g1)>
d dy f1 — azds
¥2<i< N -2
a )= o bi—1(2di—1y + ei—1) — 9:(2diy + €;) + biy2(2diy1y + €iy1)
dy " —aj—1di—1 + d;i fi — airodit1
4 (fonv_1)= op (bN_Q(QdN_?V +en_2) —gn-1(2dy_17 + eN_1)>
d —an—2dN_2 +dn_1fN-1
d bn-1(2dN-17 + eN_1)>
2 (f _ ‘
d'y ( b7N) b ( —CLNfldel

56Voir la Figure 3.17. Par exemple, 'expression de fy ; fait intervenir trois sortes de termes :

— des valeurs (d;—1, €;—1) au point X,;_1 multipliées par des valeurs (a;—1, bi—1) rapportées a la fibre F;_1;

— des valeurs au point X; multipliées par des valeurs (f;, g;) rapportées aux points X;—1 et X;11;

— des valeurs (di+1, €i+1) au point X;4+1 multipliées par des valeurs (a;+2, bi+2) rapportées a la fibre Fi;o;
De la, méme si les indigages ne sont pas symétriques par rapport a l'indice i, le schéma est lui bien symétrique par
rapport a chaque sommet X;.
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Ainsi, pour un parametre 7 fixé, nous sommes a méme de calculer les f(X;), et donc la force
structure F = F(). Nous renvoyons pour cela a I'expression discrétisée de F donnée en (3.5) page 142.

Par ailleurs, pour 7 fixé, nous avons exhibé les termes nécessaires au calcul de d—(v)
Y

Remarque 34. Les coefficients a;, b;, d;, e;, f; et g; sont indépendants de v et du temps, et sont
calculés une fois pour toute. Seuls les coefficients c; dépendent de ~y par la longueur |F;|, et sont a
calculer a chaque pas de temps. Dans notre cas, nous avons plus précisément :

L 4i(N — 1)

Na g(xl) = N2 3

AN —2i +1) 8L

L 8(IN — 2i)
- di=-=, ——

2
fiEW, 9= "3

ai bz =

3.3.5 Algorithme synthétique de simulation numérique directe

Une fois I'initialisation effectuée a ’aide de ug, nous avons une position initiale de la membrane
selon la fonction de forme g et un parametre 9. Nous pouvons alors effectuer la :

Boucle en temps a chaque instant ¢, n > 0

1. Calcul des forces structure F"! 3 partir de 4.

2. Application de F™"*! au second membre des équations de Navier-Stokes . Leur résolution donne u”™+!

3. Avec le flux ¢7 de la premigre cavité, calcul de y"*! pour satisfaire 3 la contrainte de volume.

4. Mise a jour de la position de la membrane : V0 < i < N, Xi"Jrl = < ani )
7" g ()

5. Calcul du flux ¢ 3 partir de u™*'.

3.4 Une démarche de contrdle par feedback

Nous considérons le modele simplifié introduit précédemment couplant deux fluides visqueux et
une membrane immergée. Nous présentons un probléeme de controle par feedback sur ce systéeme a
partir d’une injection de fluide.

3.4.1 DMotivations

Pour préciser les motivations de la démarche de contrdle, nous considérons dans ce paragraphe le
systeme physique réel d’origine : un modele de ventricule cardiaque artificiel (présenté succintement
au paragraphe 3.1.1 page 133). Son role est de pallier aux faiblesses du muscle cardiaque déficient :
fatigue, arythmie pathologique, ou perméabilité des fermetures des valves par exemple. Nous indiquons
ci-dessous des problemes d’importance concernant la régulation du rythme cardiaque.

Nous rappelons tout d’abord le role vital du ventricule gauche : celui-ci doit alimenter les organes
en sang oxygéné, de maniere périodique et avec un rythme adapté. L’oxygénation étant réalisée au
niveau pulmonaire, ’objectif du ventricule artificiel est donc d’assurer le flux sanguin en sortie :
quantité et rythme. Le patient a en effet besoin d’un régime adapté a ses besoins (repos, activité
quotidienne, effort sportif).

Dans notre modele de ventricule, cette régulation est commandable par I'injection d’huile dans la
cavité basse (cavité 1, voir Figure 3.1.1 page 133). Suivant le remplissage, et la vitesse de remplissage
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par l'huile, le systeme est & méme d’envoyer le sang en quantité demandée avec le débit requis. Les
parametres naturels de controle peuvent donc étre 'injection u(x,t) = h(x,t) sur I'y x (0,7"), ainsi
que sa vitesse d¢h(x,t). On peut aussi penser a orienter I'injection d’huile suivant un certain angle 6(t)
(par rapport a la normale), afin de «laver» les cavités basses et hautes, c’est-a-dire pour éviter les
zones de recirculation et ’accumulation de particules fluides en des plaques.

Mise a part la régulation du flux de maniere quasi-instantanée, les médécins souleévent une question
d’ordre a long terme. A partir d’un certain age, le muscle cardiaque d’un patient s’affaiblit de fagon
naturelle au fur et & mesure des années ; de méme, 1’élasticité et la résistance des arteres et des artérioles
diminuent. On peut alors s’interroger sur les effets & long terme (pendant dix ans par exemple) d’une
pompe artificielle qui, pour un régime donné, ne diminuerait pas sa puissance. Les tissus physiologiques
pourraient étre détériorés par une usure prématurée. Des simulations numériques avec un controéle
suivant un horizon temporel infini pourraient apporter des éléments de réponses a cette interrogation.

Par ailleurs, le systeme a besoin d’étre controlé de maniere quasi-instantanée, et en fonction de
Ihistorique récent de activité (augmentation du rythme, insuffisance de la régulation). Il est donc
raisonnable de penser a utiliser un parametre de feedback, c’est-a-dire une variable d’action sur le
systeme qui est une fonction de ’observation réelle de ce qui se passe dans le ventricule.

Dans ce qui suit, nous allons nous attacher & une étude de faisabilité pour 'application numérique
d’un controéle par feedback dans notre modele introduit précédemment. L’objectif recherché est I'ap-
proche d’un comportement connu du ventricule, ceci dans des situations ou le systéeme est perturbé.
Nous appliquons pour cela un feedback suivant 'amplitude de 'injection d’huile dans la cavité basse
du ventricule.

3.4.2 Objectif principal du contréle du systéeme

Nous rappelons que 2 désigne le domaine ventriculaire dans son ensemble. Comme la structure
membranaire baigne dans le fluide, et que nous considérons que le fluide remplit entierement le ven-
tricule, il est classiquement admis dans le cadre de la méthode de la frontiere immergée d’effectuer
I’abus de notation suivant, qui consiste & dénoter  le domaine fluide dans son ensemble®”.

Par ailleurs, nous nous plagons dans le cadre de la premiere phase ventriculaire, c’est-a-dire lors
d’une injection forcée de fluide a travers la paroi I';, avec une sortie libre en I'y, et le reste du bord
T'gUT2 UT's étant imperméable. Pour simplifier les notations, nous considérons que I'g UT's UT's ne
constitue qu’un seul bord dénoté I'y.

Nous considérons le systeme :

([ pr(Ou+u-Vu) —vAu+Vp =F(y) dans Qx (0,7)
V-ou =0 dans © x (0,7)
—
u =0 sur T'o x (0,7)
u =j sur T'y x (0,7) (3.16)
0
s —pn = 0 sur I'y x (0,7)
n
u(,t=0) =1y dans Q
avec les conditions de compatibilités suivantes :
V-ug = 0 dans Q

et /j(-,t:0)~n, :—/ Up-n.
Fl I14

57 Autrement dit, les équations du fluide sont résolues & chaque instant ¢ € (0,T) dans Q = Qq(t) UT(t) U Qa2(t), y
compris dans I'(¢).
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Nous rappelons que la condition de type DIRICHLET u = j sur I'; x (0,T) traduit une injection forcée
de fluide. Le terme de forces F(vy) = F(x,~) exprime de fagon concise le fait que les forces structure
ne dépendent que de la position instantanée de la membrane et du point x € 2. Leur expression, issue
de (3.5) page 142, est donnée par :

N
F(x, :(TZ )06 (Xo(v) — %), (3.17)
=0

avec fy(y) = £y, 0(7) + £5.0(7) dont les formules sont données & la sous-section 3.3.4 page 157.
Dans notre cadre simplifié, nous avons de plus v dépendant de u par son flux dans la cavité 1 de
la maniere suivante (par analogie avec (3.15) page 157) :

10 =200+ [ "1(s) ds = 4(0) + < (/ ) . (318)

D)= Aigqsl(t) - < / () <—n>> , (319)

puisque u est nul sur le bord I's.

ou encore :

Remarque 35. Dans notre cadre simplifié, nous ne traitons plus explicitement de condition d’égalité
des vitesses fluide et structure a linterface (telle que (3.2) page 140). Le déplacement de la structure
ne répond ici qu’a injection de fluide dans la cavité 1. Néanmoins, les forces structure imposent (en
traduisant le principe d’action-réaction a la normale a linterface) le fait que le fluide doit aller a la
meéme vitesse que la structure.

L’objet de notre démarche de controle est de permettre a (u,p,~y) de se rapprocher (dans un sens
a préciser) de la trajectoire (4, p,?7) solution d’un systeme de NAVIER-STOKES du méme type :

pr(0u+u-Vu) —vAu+Vp =F(7) dans Qx (0,7)
V-a =0 dans Q x (0,7
—

u =0 sur I'p x (0,7)
u =j sur T'y x (0,7) (3.20)

V@_u —pn = 0 sur T'y x (0,7)

on
\ u(,t=0) =uy dans Q

avec une injection j et une donnée initiale Ty satisfaisant les conditions de compatibilité ad hoc. Le
coefficient 7 indicatif de la position instantanée de l'interface est donné par :

0= ([ w0 ). (3.21)

Par ailleurs, I'injection j n’est a priori pas connue , et il s’agit de la retrouver en modifiant 1'injec-
tion j grace a une correction qui provient de ’observation d’une partie du systeme.
3.4.3 Systeme des perturbations

Nous notons y = u — u la perturbation de la vitesse fluide, 7 = p — p la perturbation de la
pression, et d = v — 7 la perturbation du coefficient indicatif de la position membranaire. Toutes ces
perturbations sont a considérer relativement a I’état (u,p,7). Nous constatons que ramener (u,p, ")
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3.4. Une démarche de controle par feedback

a (u,p,7) est équivalent a ramener (y,m,d) a (6},0,0). Notre nouvel objectif est donc de controler
le systéme des perturbations en (y,7,d) pour qu’il soit proche de (6),0,0). Pour cela, nous allons
appliquer un contréle par injection de fluide a travers le bord I';. En d’autres termes, nous effectuons
une démarche de controle optimal dans le sens ot nous allons minimiser une certaine fonctionnelle,
avec comme parametre un controle frontiere.
Puisque nous avons :
u-Vu—u-Vu =(u—-u)-Viu—u)+ (u—1u)-Va+u-V(u—1u)
=y-Vy+y-Vu+u-Vy,

le systeme vérifié par les perturbations (y, ) est le suivant :

pr(Oy +y-Vy+y-Vu+u:-Vy) —vAy+Vr =F(y)-F(7) dans Qx (0,7)
V-y =0 dans © x (0,7)

—
y =0 sur 'y x (0,7)
y =j—j sur IT'; x (0,7)

0 —
v——mn =0 sur I'y x (0,7)

n
y(,t=0) =yo=1u9—u dans Q

avec les conditions de compatibilité ad hoc automatiquement satisfaites grace A celles vérifiées par j,

-1 (/F () (-n))

Le terme de forces F(y) — F(¥) peut s’écrire au premier ordre en d :

_dF

F(y) -F@) = E(V)-(v —7) +olly =71) = DF(®).(d) + o(|d])

avec DF (%) la différentielle de F par rapport a sa variable «y et appliquée au point 7. Alors, en utilisant
cette approximation au premier ordre, nous écrivons le systéeme non-linéaire des perturbations sous
forme faible de la maniere suivante®® :

j, Gg et u. Nous avons de plus :

Vz € HY(Q),z = 0 sur oyuTly,

pp/aty-z—i—pp/(y-Vy—i—y-Vﬁ—i—ﬁ-Vy)-z+y/Vy:Vz
Q Q Q

_/Q(V.Z)H/BQ <m_yg—z>-z:d/ﬂ(DFw)).z sur  (0,7).

En utilisant maintenant les conditions de bord, nous avons :

/ n—ya—y -z=0
oo\ on a

; Ry ; Yy Ry
car d’'une part z = 0 sur I'o UT'y, et d’autre part 7n —v—— = 0 sur I'y x (0, 7).
n
Nous avons par ailleurs la condition de divergence nulle :

Vg € L3 (Q), /Qq (V-y)=0 sur (0,7),

la condition initiale y(-,¢ = 0) = yyq, et la condition de DIRICHLET sur le bord I'; : y = j—Jsur
I'intervalle (0,7).

*8En particulier, le couple (u,p) n’apparait plus dans les expressions.
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Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

3.4.4 Systeme linéarisé des perturbations. Probleme de contréle

Pour pouvoir agir et controler le systeme des perturbations (y,7,d), nous allons linéariser ce
—
systeme (écrit sous forme faible) autour de ( 0,0,0), et chercher un contrdle sur le systeme linéarisé.
Nous écrivons :

(v, 7,d) = (0,0,0) + (&, o, &) + of||(dy, or, &d)]|)

Le systeme linéarisé des perturbations s’écrit alors (sous forme faible) :

. VzeHl(Q),z:ﬁ> sur I'o U T,
pp/atéy-erpF/(dy-VﬁJrEV&y)-z
Q Q

—l—u/QV&y:VZ—/Q(V-z)&r

6d/ﬂ(DF(7)) -z sur (0,7),

(3.22)
o Vgc L*Q), /q(V -dy) =0 sur  (0,7),
Q —
o oy 0 sur  I'y x (0,7),
=
[ o y(,t=0) =0 dans €,
avec de plus la condition sur le coefficient & :
did 1
—(t) = — t) - (— . 3.23
7= ([ 0 cn) (3.23)
Pour agir sur ce systeme, nous effectuons une injection de fluide a travers le bord I'; :
y =j=pp sur  I'; x (0,7), (3.24)

avec ¢ : £ — (&) une fonction de forme définie sur I'y, fixée, et indépendante du temps; et avec
i : t — p(t) une fonction scalaire ne dépendant que du temps, et influant linéairement sur le module
d’injection associé ¢. Pour ki, ko et k3 trois réels non nuls, nous considérons alors la fonctionnelle

)= [ lute)

suivante :
J2dt + an2+[&ﬁan2+kawaxof>dt
—/0 ([oy (T S (T))? + ka8, (T))?)

ol (dyy, oy, &d,,) est le couple solution du systeme (3.22)-(3.24) précédent associé a la fonction p. Nous
sommes maintenant a méme d’exprimer le probleme de controle par :

Trouver une fonction p* € L2(0,T) telle que :
Ve L*(0,T),7 (1) < T (n) (3.25)
avec (dy,,, o, &d,) solution de (3.22)-(3.24) associée a .

3.4.5 Semi-discrétisation temporelle du systéme linéarisé des perturbations

Soit t9 = 0 < t! < ... < t"¥ =T une subdivision de (0,7) en N € IN* sous-intervalles de longueur
uniforme At : Vn € {0,...,N —1},t"*! =" 4 At = nAt. Nous notons dy” (resp. &, &d" et j*) une
approximation de dy (resp. dr, & et j) au temps ¢".
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3.4. Une démarche de controle par feedback

Nous adoptons la semi-discrétisation temporelle explicite suivante pour le systeme linéarisé des
perturbations :

—

(x n=0, &0 =0 dans €,
* Vn=0,...,N —1,
R
e Vzc H'(Q),z= 0 sur [yUT}y,

PF/M z+pF/((5y" va' +u" - V") -z
+u/vay" VZ—/(V z)or" :&z"/Q(DF@"))-z,
. VgeL2(9), /QQ( ) =0,

o gyttt =j" sur I'y.

\

Nous discrétisons 'identité (3.23) sur la position membranaire par :
At

(')-dnJrl &in 4+ = ( 6yn . (—1’1)) ]
"49 I

Remarque 36. Nous avons choisi un schéma d’EULER explicite pour éviter des complications non-
triviales par la suite. En particulier, la condition de contréle est elle aussi explicite : &y™ Tt = j*. Lors
de la discrétisation totale en temps, ceci nous permettra d’avoir une écriture matricielle sous forme
d’un systéme linéaire explicite. Nous suivons en particulier [HGMP98] dans cette démarche.

3.4.6 Discrétisation totale du systeme linéarisé des perturbations

Espaces d’approximation éléments Finis

Nous adoptons une discrétisation spatiale par éléments finis. Nous notons - un parametre générique
significatif du raffinement de cette discrétisation, et qui est destiné a tendre vers 0. Pour la méthode
des éléments finis, nous pouvons considérer pour fixer les idées que h est la longueur maximale d’une
aréte du maillage.

Soit €, un maillage triangulaire conforme du domaine €2, dont nous notons I'Z, resp. Fill et 1“2,
les bords correspondant aux discrétisés des bords I'g, resp. I'y et I'y. Pour les «espaces des vitesses
fluides», nous considérons des éléments finis Ps, et nous définissons :

X, = {Z S CO(Q_h)7 Z|T € P2, VT € Qh}
I'espace d’approximation de H'(Q); nous notons 2N; = dim(X},) sa dimension®. Soit :
Y h |k
Xon = {z € Xp;z= 0 sur Foufl}

'espace d’approximation des fonctions de H'(€2) qui supportent sur les bords I'y UT'; des conditions
de DIRICHLET homogenes; nous notons 2Ny = dim(Xg,) < 2N; sa dimension. Pour 1'«espace des
pressionsy, nous considérons des éléments finis P; et nous définissons :

My = {q € C°(W); qr € P1, VT € Qp}

une approximation de L?(£2), dont nous notons No = dim(M},) la dimension.

. , N . 2 . . . . .
59,es fonctions étant & valeurs vectorielles dans IR , la dimension de X} dans IR est nécessairement paire.
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Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

Soient d'une part I1 = {1,...,2N;} et (2;);cr, une base de X}, et d’autre part le sous-ensemble Iy C
I des indices des fonctions correspondant aux éléments de Xy, de telle sorte que (z;);cs, soit une base
de Xop, ; en particulier, card (Iy) = 2Ny. Soit par ailleurs (qj)évjl une base de My,
Nous précisons encore :
1. &,i=1,..., Ny, les Ny sommets du maillage Qy, ;
2. ¢j, j = 1,...,Na, les fonctions chapeaux P; & valeurs scalaires correspondant aux ¢;, et affines
par éléments :
g O C R> — R
& — 5z‘j .
3. w;, ¢ = 1,..., Ny, les fonctions chapeaux Py a valeurs scalaires correspondant aux &; et aux
milieux des arétes, et quadratiques par éléments.

Pour fixer les idées, nous prenons :

w1 WN, 0 0
z1 = 0 ye ey RNp — 0 sy RN1+1 = w1 ye e+ 9y R2N] — e
1

comme base de X},.
Nous pouvons ainsi décomposer dy de la maniére suivante :

2N,
dy = Zé}’izz‘ = Z(S.Yizi + Z Ayizi
=1 1€y ’iEIl\I()
avec pour i = 1,...,2Ny, dy; € IR, et le second terme du membre de droite représente la contribution
No
des éléments de Fg U I’}f. En ce qui concerne les pressions, nous écrivons omr = Z(Sﬂjqj, avec pour
i=1

7=1,...,No, 57Tj € R.

Par ailleurs, nous considérons un opérateur discret R, de relevement des conditions de DIRICHLET
non-homogenes définies sur le bord F’f. A partir d’une fonction j éléments finis donnée uniquement
sur les noeuds du maillage de I'?, nous définissons Rjj 1’é1ément de X} valant 0 partout dans €,
sauf sur Fill ol thlf? = j. Ainsi, nous avons :

thZZOZi-F Z jizi € Xy, .

i€lo iell\lo

Schéma de la discrétisation totale

Nous sommes maintenant & méme de présenter le schéma de la discrétisation totale (c’est-a-dire
spatiale et temporelle) du systéme :

(& n =0, dy° -0 dans €y,
* Vn=0,...,N —1,
o Vizl,...,QNo,
n+1 _ n
PF/ u.zi_FpF/ (dyn.Vﬁ"+ﬁ".vgyn).zi
Q, At o,
—H// V&y":Vzi—/ (V-ZZ’)(Sﬂ'n—H :(Hn/ (DF(V”))ZZ,
Q, Q, Q,
o Vj=1,...,No, /qj(v-éy”“) =0,
Qp,
. yrtt o =j" sur Th,
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3.4. Une démarche de controle par feedback

avec

&in+1 — " + ﬁ < dyn X (_n)> )
.Ag F}ll

3.4.7 Formulation Linéaire-Quadratique du probleme de contréle
Ecriture sous forme matricielle

Afin d’écrire le systeme précédent sous forme matricielle, nous introduisons de nouvelles notations.
Soient la matrice de masse :

M = (/ Z; * Z]> S M2N1,2N1 (IR') ;
Qn 1<4,5<2N;

la matrice rectangulaire de la divergence :

B = (/ (V- Zi)%‘) € Moy, N, (R);
Qn 1<i<2N1,1<5<No

la matrice carrée (agissant «de X, dans Xp») du relevement Ry, :

§ij siiel\I
J = (Jij)i<i jan, € Manmam (R),  Jij = { o 1\ o

sinon ;

la matrice carrée de la dissipation liée a la viscosité :

L, = (V Vz;: Vz; € Man, 2n, (IR);

Qn > 1<i,j<2Ny

et le vecteur-ligne lié au flux d’injection :

At
W = (A_ / z; - (_n)> S M1,2N1 (R) :
g JTh j
1<j<2M:

Nous définissons maintenant les matrices et les vecteurs qui dépendent du temps (uniquement a partir
de W" ou de ™). Soient la matrice liée a la convection :

Yn=20,...,N, LZ: (pp/ (ﬁn-VZj—i-Zj-Vﬁn)-Zi) GMQNl,QNl(IR),
Qn 1<i,j<2Ny

et le vecteur des forces structure :

\V/TL:O,...,N, vVt = </ (DF(WH))ZZ> 6M1,2N1(IR)‘
Qpn 1<i<2N;
y1 omy
Par abus de notation, nous écrivons aussi dy = : € R?M et o1 = : € IR, Enfin, nous
6}’2]\[1 &TNQ

écrivons le controle :
Yn=0,....,.N—1, j"=u"p
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Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

avec o une fonction de forme définie sur T'? fixée, et u™ un réel influant linéairement sur le module
d’injection associé .

Pour écrire le systeme sous forme matricielle, nous utilisons une méthode de pénalisation® pour
imposer les conditions de DIRICHLET ; nous choisissons pour cela un réel « trés grand. Ainsi, nous
avons :

n =20, " =0 dans Qp,
% ¥n=0,... N-1, %M(dy"“ — &™)
"’(Lu —|—L?)(5yn —B&T{'nJrl _ aJ(Rth _ 5yn+1) +&invn
BT(S‘yn—f—l =0
AT =&t W oy

soit encore :

( (iyO 0
* n=0, or¥ =10 dans Q,
&Y 0
% Yn=0,...,N—1, (3.26)
A —B 0\ [y G* 0 V™\ [y 3
-BT 0o ofl|&™t)] =10 0 0 v+ (0] u",
0 0 1) \&a! w0 1 &" 0
en ayant noté d’une part 8 = aJ(Rpp) € Xp,, et d’autre part A = pA—I;M—FaJ et G" = pA—I;M—(L,,—{—L?)

des éléments de Map, 2, (IR).

Remarque 37. La pression étant résolue de maniére implicite, la valeur de or° n’a aucune utilité.
Néanmoins ici, comme dr exprime une perturbation de pression proche de 0, nous avons pris om® =0
(sans conséquence pour la suite).

Pour inverser la matrice du membre de gauche du systeme (3.26), nous utilisons un lemme :

Lemme 11. Soient N1, Ny € IN*. Soient A € Map, on, (IR) une matrice symétrique inversible, et
B € Man, N, (IR) une matrice rectangulaire telle que Ker(B) = {0}, alors la matrice carrée BTA™1B €
Mn, N, (IR) est symétrique inversible et la matrice :

A -—-B ) . _ C D
Ml = (—BT 0 > € M2N1+N272N1+N2(]R) est inversible et Ml f= <DT E> )

avec E = —[BTA7'B|™! € My, n,(IR) symétrique, D = A"'BE € Mapn, N, (IR) et C = A7 (Ioy, +

BDT) € Moan, an, (IR) symétrique elle aussi.

Preuve: o Comme A est définie, son inverse A~! 1’est aussi, et ainsi :

(VX e R, XT(BTA™'B)X = (BX)"A™'(BX) = 0= X =0)
—
(VX e R™,BX =0 = X =0)
—
(Ker(B) = {0}),

%0De maniére totalement indépendante de notre démarche, le logiciel FREEFEM+4, que nous utilisons dans ce chapitre
pour la résolution des systemes d’EDP, utilise, dans sa version 1.26, un algorithme de pénalisation pour la prise en compte
des conditions de DIRICHLET homogenes et non-homogenes.
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3.4. Une démarche de controle par feedback

et donc BT A~!B, par hypothese, est elle aussi définie, donc inversible. Par suite, E existe et est symétrique
car A lest.
e Par ailleurs, nous avons :

-BTC -BTD

Or, AD = BE par définition de D ; BT D = (BT A" B)E = — Iy, par définition de D et E; AC = I, + BDT
par définition de C implique AC — BDT = Iy, . De plus, puisque :

_ T _
M1M11<AC BDT AD BE)

BTC =BTA '+ BTA-'BDT par définition de C,
=BTA 1+ (BTA'B)EBTA™! par définition de D,
=BTA1 - BTA-! par définition de F,
nous avons finalement /\/llj\/lfl = (126\[1 IO ) Par ailleurs, C = A=' + A"'BEBT A~! est symétrique, car
No
A~! et E le sont. O

Remarque 38. La matrice My du lemme est la matrice d’un systéme écrit sous forme mizte. Le
lemme précédent correspond simplement a la reformulation des conditions inf-sup discrétes sur les
matrices A et B. Or, dans notre cas, la matrice A est symétrique et définie; l'inversion de My est
donc équivalente a la condition Ker(B) = {0}.

Par ailleurs, nous utilisons une discrétisation Pa(T) x P1(T) par élément fini T en vitesse-pression,
c’est-a-dire un élément fini de TAYLOR-HOOD ; la condition inf-sup est donc satisfaite. La matrice

</\6l1 ?) du systéme (3.26) est donc inversible puisque les hypothéses du lemme sont vérifiées.

Nous adoptons les notations du lemme avec D = —A"'B[BTA™1B]7! € Man, n,(R) et C =
A~Y(Ion, + BDT) € Mo, an, (IR). Nous définissons la matrice :

c D 0\ /G" 0 V™ cG"* 0 Cv™
A= DT E 0 0 0 0 |=|DTG" 0 DTV™| € Man,+Ny+1.2N+No+1(IR),
o 0o 1/ \w o0 1 w0 1

et le vecteur indépendant du temps :

C D O I} cp
B=|D" E o||0]=(D"8]| € Man,+np41.1(IR).
0 0 1 0 0
@,n
Nous notons le vecteur Y™ = | o™ |. Ainsi, en appliquant le lemme & un bloc d’une matrice du
(H'I’L
systéme matriciel (3.26) précédent, le systéme des perturbations s’écrit finalement :
* n=0, Yo =0 dans Qp,
* ¥Yn=0,...,N—1, Yyt = AnY" 4 Bur.

Fonctionnelle discrete de controdle

Nous suivons une démarche de controle optimal pour laquelle nous présentons maintenant la fonc-

tionnelle qui porte sur les variables Y, n =0,..., N — 1. Nous définissons alors les matrices :
L M 0 0
M = (/ qi Qj> et M=|0 M 0] ¢€Moan+Not12N+No+1(IR)
Qn 1<i,j<N> 0 0 k3

169



Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

et les matrices R et Q symétriques définies positives par :

Nous définissons la fonctionnelle :

H At N—-1 k N-1 L I L
. n 1 T3 n 2 -
V= : eRY, Ju(wY) = - > oW+ - At > (Y)TMY" + E(YN)TMYN
N-1 n=0 n=0
7
-1
1 n n n 1
=5 > (At + (yM)TQy") + S (Y N)TRYY Y.
n=0

Formulation Linéaire-Quadratique

Notre probleme de controle s’écrit alors :

Trouver le vecteur u* = (u")2-} € R tel que :
#* minimise la fonctionnelle quadratique J3 au sens suivant :
Vo = (0N} e RN, Jh(p*, Vi) < Tn(v,Yy) (3.27)
avec Y, solution du probleme linéaire :
Y)=0 et Vn=0,...,N—1, Yl =AY 4 Bo",

3.4.8 Controle par feedback

Le probleme de controle (3.27) est écrit sous forme Linéaire-Quadratique, dont le type de formu-
lation a déja été bien étudié dans la littérature. Ainsi, il existe une solution au probléme de controle
sous forme d’un feedback. Nous référons a [Lew86] pour ce résultat, ainsi que pour son algorithme de
résolution pratique ci-dessous (cf [Lew86], page 53, (2.2 — 62) et Table 2.2 — 1). Le controle est donné
sous la forme :

Yn=20,...,N —1, ut=-=K"Yy",

avec K" € M an,+No+1(IR) la matrice de gain de KALMAN, dépendant du temps, et dont I’expression
est donnée par :

Vn=0,...,N -1, K"=BTR" A"/(At+ BT R"1B), (3.28)

avec R"t1 ¢ Mon, 4 No+1,2N 4+ Ny +1(IR) la matrice de RICCATI obtenue de fagon rétrograde par :
Vn=N-1,...,0, R"=(A"—-BK")T R (A" — BK") + At(KM)TK" + Q, (3.29)

et en tenant compte de la condition finale RY donnée précédemment dans l’expression de la fonc-
tionnelle J},. Cette derniere formule (3.29) correspond a la version stabilisée de JOSEPH de 1'équation
de R1ccATI. Elle permet par ailleurs de remarquer que R™ est une matrice symétrique (qui reste définie
si At est assez petit).

Remarque 39. Dans le cadre Linéaire-Quadratique du probleme de contréle, nous utilisons un con-
trole ' € IR monodimensionnel a chaque pas de temps. Ceci apporte de nombreuses simplifications
dans Ualgorithme de résolution que nous mentionnons ci-aprés. En particulier, la matrice B est res-
treinte & un vecteur-colonne de IR*MTN2H1 ce qui fait que la matrice (AtIy + BT R B) est un réel

trivialement inversible. D’autre part, la matrice de gain de KALMAN est restreinte a un vecteur-ligne
de JR*M1HN2HL
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Remarque 40. Au niveau de la programmation, les matrices R™ et K™ peuvent étre calculées off-line,
c’est-a-dire avant la résolution du systéme en vitesse-pression (u,p,~y). De plus, il n’est pas nécessaire
de garder en mémoire les matrices R"™, qui servent uniquement au calcul de K™.

Néanmoins, le controle u™ sera calculé on-line, c’est-a-dire a partir de Y™ lors de la résolution effec-
tive du systéme des perturbations linéarisé, ou bien d partir de (u",p™,~"™) lors de la résolution du
systeme fluide en wvitesse-pression. Pour cela, il suffit de garder au plus en mémoire les N vecteurs

KO, ... kN
3.4.9 Algorithme de calculs des matrices de gain de Kalman

Avant de présenter un algorithme de calcul des matrices de gain de KALMAN, nous simplifions
certaines expressions en exploitant la disposition par blocs creuse des matrices A".

Lemme 12. Pourn =0,...,N — 1, nous avons :

R' 0 R"
K'=(K! 0 K}) e¢ R*=| 0 Ry 0 (3.30)
(R)" 0 Ry

avec d’une part :

7" = CRYC + DRyDT € Moy, an, (IR)
dn :At+,8TZn+1ﬁ GR

et avec d’autre part les expressions suivantes :

Kt = (pB"Z""'G" + T CRyTW) /d" € My, (IR)
Kg _ (ﬁTZnJern —|—ﬂTCRZ+1)/dn c R
H" =G" - 3K} € Moan, 2n, (IR)
P" =V" - K} € Man, 1 (IR)
R;L — (Hn)TZn+1Hn + (Hn)TCRZJer + WT(RZJrl)TCHn

+WTRFTW + AHKT)TKT + k1 AtM € Mon, on, (IR)
Ry = k?lAtM S MNQ,NQ(]R)
Ré‘ _ (Pn)TZn—I—an + 2(Pn)TCRZ+1

FRIT 4+ AH(KE)? 4 kiks At € R
RZ — (Hn)TZn+1Pn + (Hn)TCRZ+1

R+ (RyHYTOPWT + At(K)TKY € Mon, 1(IR) .

3 4 )

De plus, les matrices Z™+1, R’f“ et Ry sont symétriques.

Preuve: Nous prouvons ce lemme par une récurrence décroissante allant de N — 1 & 0.

e Nous rappelons que de par son expression (3.29) obtenue dans la version stabilisée de JOSEPH, la matrice
de RICCATI R™ (obtenue de maniere rétrograde) est symétrique car RY l'est.

koM 0 0
e Pour n = N, nous avons la matrice RY = 0 keM 0 qui (méme si elle ne vérifie pas la
0 0 koks

propriété de récurrence au rang N) a la décomposition en blocs présentée en (3.30) pour les matrices R™ pour
m=N-—1,...,0.

e Nous fixons n € {0,..., N — 1}. Nous supposons que R"*! posseéde la décomposition en blocs présentée
dans ’énoncé en (3.30). Nous obtenons tout d’abord K™ par son expression (3.28) : K" = (d") 'BTR" 1 A"
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avec
R71’1+1 0 RZ+1 Cﬁ
d"— At = ()t DT 0) 0 Ry 0 DTp
(' 0 myt) o
cp
— (ﬁTCRiH_l BTDRQ BTCRZ-i-l) DTﬂ _ ﬁT (CR;H_lC +DR2DT) ﬁ — ﬁTZnJrlﬁ-
0

Comme d" = (At+BTR"1B) est un scalaire, nous nous intéressons plus précisément & la quantité BT R+ A",
Nous avons par hypothese sur R™t!, et en utilisant que C est symétrique :

Ryt 0 Ryt cGr 0 Cvr

BTR™IAY = ((Cp" (DTHT 0) 0 Ry 0 prgr o DTV"
(Ry™HT 0 Ryt w0 1
RyM'eGr+RyT'W 0 ROVt 4 Ry
= ((cp)” (DT 0) RyDTG™ 0 Ry DTV

(RyHTCG™ + RyF'W 0 (RyTHTCOV™ + Ry
= (B7(CRY™'C + DRy DT)G" + BT CRY™'W 0 "(CRY™C + DRyDT)V™ + TCRy™)
= BTz G+ pTCRYT'W 0 pTZM TV 4 BTORYY)

d’ou les expressions de K7, K3 et K".
e Nous fixons & nouveau n € {0,..., N — 1}. Nous supposons que R"*! et K" s’écrivent de la méme forme
qu’en (3.30). Nous considérons maintenant ’expression (3.29) pour le calcul de R™. Nous avons tout d’abord :

(KP)TKY 0 (K7)TKY M 0 0
ALKMTK +Q = At 0 0 0 +kAt[ 0 M 0
KyKP 0 (KR)? 0 0 ks
(KP)"Kf + kM 0 (KP)" Ky
= At 0 kM 0 )
KyK?} 0 (K})?+ kiks
Par ailleurs, comme :
Cp CBK? 0 CpBKY
BK"= | DT | (K} 0 K3)=|DTBK} 0 DTBK% |,
0 0 0 0
il vient :
C(G" - BK}) 0 C(V™—pBKY) CH™ 0 CP»
A" —BK" = [ DT(G" - BK}) 0 DT(V*—-pBKY) | =|D"H™ 0 DTP"|;
w 0 1 W 0 1

nous avons alors :

(A" — BE™MT R™ ! (A" — BK™)
(H"HTC (HM'D wWT R0 Ry CH" 0 CP"

= 0 0 0 0 Ry 0 DTH™ o DTp"
(pmTc (PMTD 1 (Ry*HT 0 Ry w0 1
(HH'C (HMT'D wWT RYT'CH™ + RYT'W 0 RMMCP" + R}
= 0 0 0 RyDTH™ 0 Ry DT P

(pmTc (PmTD 1 (Ry*HTCH™ + REP'W 0 (RyHHTOP™ + REH
(Hn)TZ'n+1Hn + (Hn)TCRZLH—lW 0 (Hn)Tszran + (Hn)TCRZLH—l
+WT(RPTHTCH™ + WT R W +WT(RyHTCPr + WT R

— 0 0 0

(Pn)TZ'rH—IHn + (Pn)TCRZJer 0 (Pn)Tzn-i-an + (Pn)TCRZJrl

+HRyHTCH + RET'W +(RytHTepr + Ryt

172



3.4. Une démarche de controle par feedback

De ce qui précede, et de par 'expression (3.29) de R™, nous en déduisons :

(Hn)TZ'nJrlHn (Hn)TZHJran
+(H")TCRZ+1W+WT(RZJrl)TCH" 0 —i—(H")TCRZJrl —i—WT(RZJrl)TCP"
+WTRIFIW + At(KP)T K} + Atky M +WTRET + AH(K)TKY

R" = 0 k1 AtM 0
(Pn)Tzn-i-lHn (Pn)TZ'rH—IPn
+HPHTCR W + (RyTHToH™ 0 +(PYTCRT + (RyTHTOP
+RIPYW 4+ AtKP KD +RIT 4+ At(KF)? + ky ks At
et ainsi les formules de RY, R, RY, et R} présentées dans I’énoncé du lemme. 0

Nous explicitons maintenant les expressions de certaines matrices, afin de mieux détailler ensuite
leurs calculs. Nous rappelons tout d’abord que :

D=—(A"'B)[BT(A'B)]"" et C=A"" (I, + BD") .

Nous avons par ailleurs la matrice liée a la dissipation visqueuse, indépendante du temps :

L, = <1// Vz; : sz>
Qp, 1<i,j<2N1

= <V/Q [01(2:)101(25)1 + 02(2:)102(2;)1 + 01(2i)201(2;)2 + 62(Zi)262(zj)2]> ;

1<i,j<2Ny

N L 0 N .
d'ou L, = < 6’1 I > avec : L, = <u/ (Orw;01w; + 82w,~32wj)> , o 01 (resp. 0») indique
vl Qn 1<i,j<Ny
la dérivée partielle selon la premiere (resp. seconde) composante en espace, et I'indice 1 (resp. 2) indique
la premiere (resp. seconde) composante en espace. Nous avons ensuite les matrices qui dépendent du

temps a travers u”, et notamment les L, que nous écrivons :
n __ n n
Lc - Lcc + ch

avec Lg, faisant intervenir la convection a la vitesse u” et Ly, faisant intervenir le gradient Vu", et
dont nous allons détailler les expressions. Tout d’abord, nous considérons les matrices de convection a
la vitesse U™ en posant :

L, =<PF/ (ﬁ"'VZj)'Zz)
2, 1<i,j<2Ny

= (PF/Q ([AY01(z5)1 + U5 02(z5)1](2i)1 + [UO1(25)2 +ﬁga2(zj)2](zi)2)> ;

1<i,j <2

n

. L 0 _ — o —
d'ou L. = pr < 6‘31 n > avec : Ly, = (/ [af (01 w;)w; —i—ug(ﬁgwj)wi]) , ou uf (resp.
ccl Qn 1<i,j <N
u}) indique la premiere (resp. seconde) composante en espace de @". D’autre part, il reste les autres

termes de convection liés au gradient de u” :

Lz, :<PF / (Zj'Vﬁ")-Zi>
Qp 1<4,j<2N;

= (pF/Q ([(z;)10107 + (27)20207] (2i)1 + [(2)10105 + (2;)20:03] (Zz‘)z))

1<i,j<2Ny
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Ln Ln
Celle-ci s’écrit par blocs : Ly, = <Lflgl L292> avec :
cg3 cg4d

n _ —-=Nn n —
chl - <pF/ wj(alul )wl> cg2 — <PF/ Wy a2111 )
Qp 1<i,j<Ny Qn 1<i,j<Ny

n —=n n
ch3 = (PF/ wj(61112)wi> cgd = <pF/ Wj 82u2 > .
Qn 1<i,j<N1 Qn 1<i,j<N1

(DF(Y")) - zi > des forces, nous avons DF(¥") € IR?
h 1<i<2N;
défini en différentiant la formule (3.17) page 162 par rapport au parametre réel 7 par :

Enfin, pour les vecteurs V" = < /
Q

INOIRSNE
PR =50 3 g [t ) -]

avec

5 (BN C0) — 0] = S ER000) — %) + 80 5[5 (Xe) )]

Pour le premier terme, nous avons établi les formules pour — (f,) = — (f, ,+£; ¢) & la sous-section 3.3.4

dry dy
page 157. D’autre part, pour le second terme, nous avons en tenant compte de I’expression de X, en
fonction de v et d’apres la définition de 5fl en (3.7) page 142 :

2 (st -) = 2 (f)g e
_@('yg(wz)—y)/M @(we;w)q),(vg(wz)—y)dxdy

avec le coefficient de normalisation :

(X)) = /M q)(xz}: x)(b(’yg(mz) - y)dxdy

loc

et avec la dérivée impaire @’ de la fonction ® régularisée du Dirac donnée par (¢f Figure 3.18 et (3.6)) :

1 1—-2r .
-1+ ——==) si 0<r<i1

i N e

' (r) = d'(2—r) sio 1<r<2
0 si 2<r
—@'(—r) st r<o.

A partir de la, nous avons tous les termes utiles pour assembler les vecteurs V™.

Nous présentons maintenant un algorithme d’implémentation des matrices de gain de KALMAN.

Algorithme d’implémentation des matrices de gain de KALMAN

Etape 1. Calculs préliminaires.
1. Assembler et garder R{V = koM, Rév = koM, Ry = k1 AtM, RZ],,V = koks et Riv =0.

174



3.4. Une démarche de controle par feedback

© N o o koW

Fonction Phi -
Derivee de Phi

L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

F1G. 3.18 — La fonction ® et sa dérivée.

Assembler ppM/At, J, et calculer A~ = (ppM/At + aJ)™!; garder en mémoire ppM/At, J
et A7L.

Calculer Ry, puis 8 = aJ(Rp) ; garder (3, détruire J.

Calculer et garder W.

Assembler B, calculer A™'B puis DT = — [BT(A7'B)] " (A™'B)T'; garder DT et B.
Calculer C = A~ (Iyn, + BDT); garder C'; détruire B et A7L.

Calculer et garder DRy D™ ; détruire Ry.

Calculer et garder L, € Mn, v, (R).

-1

Etape 2. Premiere boucle; pourn =0,...,N —1:

1.

2.

Calculer et garder @ € R®M et 3" € R.

Calculer et garder V" = < DFH") - zl-> € Man, 1(R).
Qpn 1<i<2N;
3. Calculer et garder Ly, Ly, Lo, Lgs, Lega € My N, (R); détruire 5.

4. Caleuler Ly = Ly, + Lgy, puis G" = ppM /At — (L, + L) ; garder G" € Man, an, (R); détruire

L,

Etape 3.

1. Détruire L.

2. Calculer et garder (k1 At)M a partir de pp M /At.

Etape 4. Seconde boucle (rétrograde); pour n =N —1,...,0:

1. Calculer C’R?HC € Man, 2n, (R), puis Z"tl = DR,DT + CR’f“C; garder Z"+1,

2. Calculer et garder le vecteur CR} ™, le réel BT (CRYT™), le vecteur BT Z"*1, et le dénominateur
dn = At + (ﬁTZn—H)ﬂ.

3. Calculer et garder le vecteur de gain K7 = (67 Z2"+t1)G" 4 (BTCRY™HW) /d"
et Ki = ((BT 27V 4 (BTCRY))/d™; détruire d", (BT Z7H).

4. Calculer et garder la matrice H" = G" — BKY, le vecteur-colonne H™ = (H")T(CR}™) €
Man, 1(R), le vecteur P = V" — BKY et le réel P* = (P™)T(CR}™); détruire G™ et V™.

5. Sin > 0, alors : calculer et garder :

* Ry = (HW)T 27 H + H*W + (H"W)T + Ry (WTW) + AH(KP)TK} + ki AtM,
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Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

* Ry = (H"'Z"H P+ H" + (RyT 4+ Pr)WT + ALKy (KT)T,
* Ry = (PM)TZrH1pr 4 2P + R 4 At(KE)? + kiks At
détruire H™, H™, P", P", (BTCR}™) et Z"+1.

Etape 5. Destruction des données inutiles

1. Détruire C, DRy DT, (k1 At)M, 3.

A la fin de cet algorithme, il ne reste plus en mémoire que les N vecteurs K9,... K {V “Letles N
réels K9, ... ,Kév_l qui constituent les vecteurs de KALMAN.

3.4.10 Mise en ceuvre du controle sur le systéme en vitesse-pression

Les matrices-lignes de gagl de KALMAN ont été calculées pour le systeme linéarisé des perturbations
afin de ramener (dy,dr) a (0,0) par :

Vn=0,...,N —1,
Syt =g sur T

@,n
avec p'=-K"'Y"=—(K}" 0 Kj)|&m" | =—-Kly" - Kyd".
MTL
Nous appliquons néanmoins ce méme controle par feedback sur le systeme des perturbations non-
linéarisé :
y =" =) +p"e sur TP avec p" = —KPy" — Ki(y" —7"),

et donc directement :
u = @ =) 45 - KTt -0 + KR (" -] sur T,

soit enfin :
u =" K" —-a") + K§ (v -] e sur I

3.5 Résultats numériques du controle par feedback du modele fluide-
structure simplifié

Nous présentons dans cette section les résultats numériques associés au controle par feedback du
probleme d’interaction fluide-structure simplifié introduit & la section 3.3 page 155.

Nous commencons par présenter le cadre général des tests qui ont été effectués, puis les tests
eux-mémes avec leurs particularités propres. Nous présentons ensuite un procédé de parallélisation de
I’algorithme de calcul des matrices de RICCATI et des vecteurs de gain de KALMAN. Par ailleurs, nous
indiquons des variantes relatives a ’application du controle. Nous comparons enfin différents tests
entre eux : pour différentes valeurs du triplet (k1, k2, k3) de parametres de la fonctionnelle de cott J ;
pour les démarches séquentielle et parallélisée ; et enfin pour les variantes d’application du controle.

3.5.1 Cadre applicatif général des tests

Le cadre théorique ayant été présenté auparavant, nous indiquons ici les valeurs numériques choisies
pour les différents parametres et fonctions.
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3.5. Résultats numériques du contréle par feedback du modéle fluide-structure simplifié

Parametres du temps

Pas de temps At = 0.001

Indice du début des temps Np= -10

Indice du début du controle Ne= 0

Indice de la fin des temps Nrp = 100

Intervalle global de résolution [NpAt; NpAt] = [-10At; 100At]
Intervalle d’application de la perturbation [—10A¢; 100A¢]
Intervalle d’application du controle [NcAt; NpAt] = [0At; 100A¢]

Le pas de temps est choisi suffisamment petit afin que les matrices de RICCATI restent monotones
et définies pendant toute la durée de l'algorithme (c¢f [HGMP98] et [Lew86]).

Parametres liés au fluide

Demi-grand axe de la cavité elliptique Lgga = 1.5

Demi-petit axe de la cavité elliptique Lgpe = 1.

Longueur du grand axe de la cavité elliptique L =2L4y, = 3.

Viscosité v= 0.1

Densité pr = 1.

Coefficient de pénalisation pour condition de DIRICHLET a= 102

Longueur minimale d’une aréte du maillage fluide Poin, fluide = 0.2Lgpq = 0.2
Nombre de points du maillage fluide 161

Dimension de I'espace X}, (éléments Po) des vitesses dim(X,) =2N; = 2 x 597 = 1194
Dimension de l'espace M}, (éléments P;) des pressions dim(M},) = Na = 161

Nous donnons a présent I’expression de la fonction de forme ¢ d’injection forcée de fluide a travers
la porte I'y. Pour cela, nous notons A et B les extrémités du segment I'1, et nous prenons ¢ de type
parabolique par :

vx eIy = [4, B] c IR? o(x) Ax - AB Ax- AB\ 44B!
1= 14, ) T —Y - .
| AB ||? | AB|* ) Il AB ||

Parameétres de la membrane

Indice maximum des points de discrétisation N= 29
Coefficient lié a I’élongation oy = 1104
Coeflicient lié a la torsion et a la courbure op = 3.10%
—L/2
Position initiale (& t = NpAt) du point Xy = <§0> 0/
0 .
L/2
Position initiale (& t = NpAt) du point Xy = <§N> ( 0/ >
N .
Position initiale (& t = NpAt) de la membrane donnée par v ~v(t = NpAt) = —0.2

Nous donnons a présent ’expression de la fonction de forme g de la membrane :

g(x) = = (z —x0)(zN — ) sur [—-L/2,L/2].
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Aire sous la courbe de g Ay = 1.99762
Nombre de points du maillage M, autour de la structure 5x (N+1)= 150
Pas h du Dirac régularisé autour d’un point de la structure h = 0.3hin, fluide = 0.06
Diametre du support du disque du Dirac régularisé 2h = 0.12
Hauteur du maillage autour de la structure 1.8h = 0.108
Dimension de l'espace Fi,. (éléments Py)

pour le calcul des forces structure 150

Le maillage fluide et le maillage autour de la structure sont représentés a la Figure 3.19.

Maillage fluide et maillage autour de la structure

F1G. 3.19 — Maillage structuré (5 x 30 = 150 sommets) autour de la membrane. Maillage fluide non-
structuré (161 sommets).

Fonctions d’injection de fluide
La solution-cible (@, p,7) est liée & l'injection de fluide j donnée par (cf Figure 3.20(a)) :
i(x,t) = f(t) p(x) sur I'y x (NpAt, NpAt),

avec

. mt

A présent, nous nous plagons dans le cadre du systeme perturbé, dont la solution u est proche de 1,
dans le sens de la norme L?(0,7T;L?(f2)) (par exemple). Nous restons volontairement vagues sur la
«proximité» des deux trajectoires correspondantes; en effet, I’algorithme de feedback que nous ap-
pliquons est relativement robuste et permet de corriger certaines trajectoires éloignées de u. Notre
démarche est de controler les trajectoires perturbées, dans le sens du controle optimal défini a l'aide
de la fonctionnelle J (voir (3.25) page 164).

Une fois la trajectoire-cible (t,ﬁ(~,t),ﬁ(-,t),’?(t))te(oj) fixée, nous pouvons calculer les vecteurs
Kr(a,p,7y) = (K" 0 Ki'), No <m < Np. A Taide de ces derniers, le controle par feedback pourra
étre appliqué a n’importe quelle perturbation du systeme-cible.
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3.5. Résultats numériques du contréle par feedback du modéle fluide-structure simplifié

Nous considérons maintenant une solution u(-,t = 0) pour initier la démarche de controle a ¢ = 0.
Celle-ci est obtenue comme solution du systeme de NAVIER-STOKES avec une injection de fluide
associée a j(0). En entrée, nous appliquons :

i(x,t) = j(x,t) + k(t) p(x) sur 'y x [-10A¢; 100A¢]

sur l'intervalle de temps [—10A¢; 100At] = [—0.01;0.1] avec k(-) une fonction du temps qui induit la
perturbation. Nous prenons comme perturbation temporelle une fonction nulle avant un certain temps,
puis, au-dela de ce temps, sinusoidale de fréquence plus élevée que l'injection-cible :

k:(t):{ 0 si t < 3At,

0.8sin (%) sinon .

Injection-cible et injection perturbee Comparaison des injections de fluide

T T
45 Injection non-perturbee m 45
Injection perturbee =:=:=:=

San; controle (avec ‘pevlurbalicn)
Test 1.a k1=1E4 k2=1E1 k3=1E
Test 1.b k1=1E4 k2=1E1 k3=1E
Test2 k1=1E4 k2=1E1 k3=1E.
Test3 Kk1=4E5 k2=4E2 k3=1E7 -~

Injection ideale (non-perturbee) ,,,+,,

Amplitude d injection
Amplitude de | injection

25

0 0.02 0.04 0.06 008 01 0 20 40 60 80 100
Temps Temps x 10{-3}

(a) Injection-cible et injection perturbée. (b) Injections avec et sans contréle.

Fi1G. 3.20 — Fonctions d’injection de fluide, sans et avec controle.

Application du contrdle par injection

Le controle est appliqué sous la forme j(x,t) = u(t)p(x), avec p(t) obtenu par I'algorithme de feed-
back. La correction d’injection est appliquée par : u"*! = j*—j" = j"— [KP(u" — @) + K}(y" —7")] ¢
sur I'y pour n = Ng =0,..., Nr = 100.

Remarque 41. Nous n’imposons pas de condition restrictive sur la norme du contréle ni sur le fait
que linjection de fluide au niveau de la porte I'1 reste positive. Néanmoins, afin que le systéme reste
cohérent et n’explose pas a cause d’une énergie fictive due a l'injection de fluide (ou a un défaut
dans la mise en application de la méthode des caractéristiques), nous nous arrangeons pour que les
perturbations appliquées n’induisent pas d’absorption de liquide par la porte I'q.

Remarque 42. Nous rappelons qu’une fois 4, p, ¥ donnés sur tout l'intervalle de temps ot le controle

doit étre appliqué, les vecteurs de KALMAN K™ = K"(@,p,7) sont calculés une fois pour toute, et
servent uniformément aux calculs des contréles pour de nombreuses perturbations.
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‘ Type de tests ‘ k1 ‘ ko ‘ ks ‘ kiks ‘ koks ‘ Particularité ‘
Test 1.a (séquentiel) | 10* | 10 [ 10% | 10'2 109 | 1 démarche de 100 pas de temps
Test 1.b (parallélis¢) | 10* | 10 | 10% | 10'2 109 | 10 démarches de 11 pas de temps
Test 2 (parallélisé) | 10* | 10 | 10* | 108 10° | 4 démarches de 27 pas de temps
Test 3 (parallélisé) | 4.10° | 400 | 107 | 4.10'? | 4.10° | 4 démarches de 27 pas de temps

Fia. 3.21 — Tableau de parametres des tests.

3.5.2 Triplet (ki, ko, k3) des différents tests

Nous présentons ici les différents types de tests que nous classons dans un premier temps suivant
le triplet (ki, k2, k3) de parametres de la fonctionnelle de cotut J. Nous rappelons que :

* Ky est le coefficient lié & la pénalisation spatio-temporelle L2(0,T; L?(2)) de la perturbation de
la vitesse fluide;
k1ks est le coefficient lié & la pénalisation temporelle L2(0,7T) de la perturbation de la position
de la structure;
ko est coefficient lié & la pénalisation spatiale L2(€2) de la perturbation de la vitesse fluide au
dernier temps;
koks est le coeflicient lié & la pénalisation de la perturbation de la position de la structure au
dernier temps.
Les valeurs sont données au tableau de la Figure 3.21. Nous avons choisi de prendre le parametre ko =
Atk de fagon a ce que le dernier temps ne joue pas de réle particulier par rapport aux autres temps;
ainsi la fonctionnelle de cout 7}, discrete s’écrit :

K At EL! N L =
_ . N n\2 n\T" n
va=| i [ eRY, JawY) =T DD (W) ki y (Y MY
Iulel n=0 n=0

3.5.3 Algorithme de parallélisation du calcul des vecteurs de Kalman

Le calcul des vecteurs de gain de KALMAN s’effectue de maniere naturelle de fagon séquentielle : il
s’agit de résoudre un algorithme rétrograde sur un certain intervalle de temps (ici sur [0.;0.1] avec 101
pas de temps t°, ... t'09). Au regard du tableau de la Figure 3.22, rapportant les temps de calculs des
différentes étapes, il est légitime de s’interroger sur 'adaptation de I’algorithme a une quelconque pa-
rallélisation. De toute évidence, il est possible d’effectuer plusieurs sous-démarches de controéle par feed-
back sur de petits intervalles de temps successifs disjoints, plutot que sur un intervalle d’un seul tenant ;
par exemple, pour notre cas en considérant 4 sous-démarches sur les intervalles [0.; 0.025], [0.026; 0.050],
[0.051;0.075] et [0.076;0.1] plutot qu'une seule démarche sur [0.;0.1]. Néanmoins, cette méthode pos-
séde un inconvénient important. En effet, prenant le Test 1.a et regardant de maniére rétrograde (de
t =0.1 & 0.) évolution temporelle de la norme euclidienne du vecteur de KALMAN K" = (K" 0 K¥)
(¢f Figure 3.23), nous constatons que celle-ci se fixe autour d’une valeur moyenne apres les tous pre-
miers pas de temps (t = NpAt, t = (Np — 1)At, t = (Np — 2)At). Ce comportement s’explique entre
autres par la relativement mauvaise condition initiale RiVF =0 (liée & la matrice RV¥ de la fonction-
nelle 75,) de Palgorithme rétrograde : celle-ci a une influence non-négligeable notamment sur les calculs
de K {V F=l Kév L gt RiVF -1 (alors que la contribution de R} devient rapidement importante). L’in-
convénient de la méthode de découpage proposée est donc la mauvaise prise en compte des conditions
initiales lors du passage d’une sous-démarche & une autre. Or, puisque ces erreurs sont amorties apres
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3.5. Résultats numériques du contréle par feedback du modéle fluide-structure simplifié

Temps CPU
(en heures,minutes)
Calcul de (1,p,?7) et DF(¥) | Résolution de NAVIER-STOKES 23m (%)
Prétraitement des données | Assemblage de L,,L" M, J,... 08m (%)
Assemblage des matrices C et DRy DT 38m (%)
Calcul des vecteurs Test 1.a 1 démarche séquentielle
(de 101 pas de temps) ~ 8h 34m (x)
de KALMAN Test 1.b 10 démarches paralleles
(de 11 pas de temps) 10x = 2h 00m (—)
(hors assemblage Test 2. 4 démarches paralleles 2x a2 2h 20m (x)
(de 27 pas de temps) 2x = 4h 45m (—)
des matrices C' et DRyDT) | Test 3. 4 démarches paralleles 1x ~2h 25m (%)
(de 27 pas de temps) 3x ~ 4h 52m (—)
‘ Application du contréle ‘ (Tests 1, Test 2 ou Test 3) 23m (%) ‘

Fi1c. 3.22 — Tableau des temps de calculs, effectués sur : (—) des Pentium III, 800MHz, sauf (x)
effectués sur des Pentium III, 1.266GHz.

quelques pas de temps, il suffit de faire se recouvrir les différents intervalles et de garder les vecteurs
de KALMAN associés aux procédures plus avancées. Ainsi, les Test 2 et Test 3 sont réalisés avec 4 sous-
démarches en parallele sur les intervalles de temps [0;0.025], [0.024;0.050], [0.049;0.075] et [0.074;0.1],
ces intervalles se recouvrant avec leurs voisins immeédiats de 2 pas de temps. Le Test 1.b a quant a
lui été réalisé avec 10 sous-démarches en parallele sur les intervalles de temps [0;0.009], [0.009;0.019],
[0.019;0.029], [0.029;0.039],..., [0.069;0.079], [0.079;0.089] et [0.089;0.100], ces intervalles se recou-
vrant avec leurs voisins immédiats d’1 pas de temps. A la vue du tableau de la Figure 3.22 pour les
Tests 1.b, 2, et 3, les temps de calculs des vecteurs de gain de KALMAN sont :

— divisés environ par 4 (en comparant sur le méme type de machines : Pentium III, 1.266GHz),
pour les Tests 2 et 3 avec 4 sous-démarches;

— divisés environ par 8 (en ramenant la comparaison pour des machines de mémoires différentes
sur les capacités des plus performantes), pour le Test 1.b avec 10 sous-démarches effectuées en
parallele ;

ceci ne prenant pas en compte environ 20m CPU pour la lecture des matrices C' et DRy D™

Nous renvoyons a [Hei00] pour d’autres types de décompositions temporelles pour des problemes

linéaires-quadratiques.

Hormis les temps de calcul, nous prolongeons la comparaison entre les Test 1.a (séquentiel) et
Test 1.b (parallélisé). Nous observons clairement a la Figure 3.23(a) que les normes euclidiennes des ™
sont tout & fait semblables sauf au voisinage des extrémités des intervalles des sous-démarches pendant
environ 2 pas de temps. Ce défaut se répercute sur les erreurs relatives || u —u ||/|| @ || sur la vitesse
fluide, et |y — 7|/|7| sur la position structure (cf Figure 3.24). D’une part, le Test 1.a (séquentiel)
obtient des résultats plus précis avec une erreur relative sur la vitesse fluide qui ne dépasse pas
les 1%, tandis que Test 1.b (parallélisé avec recouvrement d’l pas de temps seulement) n’amortit
Perreur que de moitié en général (voire 'augmente méme légerement lorsque la perturbation agit moins
intensément). D’autre part, 'erreur relative de 1.5% effectuée sur la position de la membrane, dans le
cas avec perturbation mais sans controle, est ramenée & 0.25% avec des comportements similaires pour
les Tests 1.a et 1.b. Enfin, on peut comparer les amplitudes p™ d’injection en fonction du temps a la
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Chapitre 3.

Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

Valeur de la norme euclidienne

C 1 des normes et des vecteurs de Kalman (au cours du temps).

3500 T T T T T
Testla ---%-—
Test 1.b -}
Test2 --O--
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2500 4

2000 —

1500 —

1000 —

] 0 | 0 ] ] 0 0 ua]
500 | —

Temps x 10°-3

(a) Evolution de la norme euclidienne de K.

Pourcentage

Pourcentage du coefficient [K_3n| dans la norme euclidienne des vecteurs de Kalman (au cours du temps).

T T T T T T
Testl.a ---X--
12+

08

0.6 [

0.2

Temps x 1073

(b) Evolution du pourcentage |K%¥|/|| K™ ||.

Fic. 3.23 — Evolutions en temps de la norme euclidienne || K™ || du vecteur de KALMAN, et du
pourcentage de la contribution |K§| par rapport a || K™ ||.
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(a) Erreur relative sur les vitesses.
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Comparaison des erreurs relatives des positions de la membrane
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(b) Erreur relative sur les positions structure.

FIG. 3.24 — Evolutions en temps des erreurs relatives || u — @ || /|| @ || sur la vitesse fluide, et |y —71/|7

sur la position structure.
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3.5. Résultats numériques du contréle par feedback du modéle fluide-structure simplifié

Figure 3.26 page 185. Les remarques précédentes s’appliquent encore ici, avec les sauts au niveau des
différentes sous-démarches de controle. D’autre part, les controles sont bien en opposition de phase par
rapport a la perturbation d’injection en entrée a travers F’f, avec tout de méme un certain retard de
phase observable : alors que la perturbation s’annule en ¢ = 50At, les controles pour les cas-Tests 1.a
et 1.b ne s’annulent tous deux qu’en ¢t = 55A¢.

Par ailleurs, le Test 2 montre une insuffisance marquée dans la prise en compte des perturbations
de la position structure. En effet, pour la méme observation des vitesses et pressions fluide que pour
les Tests 1 (k1 = 10* et ks = 10), les erreurs relatives (cf Figure 3.24(a) et Figure 3.24(b)) sont
augmentées par rapport au cas sans controle! A voir le contréle mis en ceuvre pour ce cas-la a la
Figure 3.26 page 185, nous constatons que le controle va dans le sens de la perturbation et augmente
lerreur d’amplitude de 'injection. De plus, la Figure 3.23(b) indique que le facteur K§ n’est pas
suffisamment grand par comparaison avec les autres tests ou il joue 99% du réle de I'observation. Dans
ce cas-la, c’est le comportement non-linéaire du systéme provenant des équations fluide de NAVIER-
STOKES qui fait augmenter les perturbations. Ce point va nous amener a considérer de maniere plus
prépondérante 'observation de la position structure.

Quant au Test 3, nous remarquons que pour des coefficients k1, ko et k3 au moins 4 fois plus élevés
que dans les Tests 1, les erreurs relatives sont encore plus faibles (c¢f Figure 3.24(a) et Figure 3.24(Db)),
et les perturbations d’injection sont mieux amorties (voir les injections controlées sur la Figure 3.20(b)

page 179).
Nous présentons a la Figure 3.25 des illustrations pour le cas Test 1.a a différents pas de temps.
Au temps t = 0, le contréle agit pour la premiere fois mais les perturbations sont encore nulles.

Elles commencent & agir & t = 3At¢ si bien que le controle (appliqué de maniére explicite selon les
perturbations au pas de temps précédent) ne débute qu’a t = 4At (c¢f Figure 3.25(b)). Au temps
t = 26 At, les vitesses fluide ont déja récupéré la forme de I’écoulement cible u; les pressions sont
maintenant plus faibles. Au temps t = 76 At, ’état du systeme est proche de I’état visé, et I’écoulement
présente une forme homogene.

3.5.4 Variantes d’application du controle
Premiére variante : observation de la perturbation de la position structure

Nous avons déja remarqué d’une part que le coefficient K% du vecteur de KALMAN est prépondérant
dans la valeur de la norme euclidienne de K™, et d’autre part que 1'observation de la perturbation de
la position structure joue un réle plus important que I'observation des perturbations fluide qui ont
tendance, de par la non-linéarité du probleme, a augmenter les erreurs. Il est donc intéressant de se
demander ce que 'observation seule de la perturbation de la position structure peut induire comme
type de controle.

C’est 'objet du Test 1.c, effectué dans les conditions du Test 1.a, c’est-a-dire avec les vecteurs
de KALMAN calculés de manieére séquentielle. Nous appliquons la correction d’injection u™ donnée
par :

Yn=20,...,N—1, ut = —Ky&d".

Nous appliquons ce controle par feedback sur le systeme des perturbations non-linéarisé au niveau de
la porte F? : 3
Wt =" — [KP (" =] swr T

Les erreurs relatives commises sur la position de la membrane ne sont pas distingables a 1’oeil
nu par rapport au cas du Test 1.a (cf Figure 3.24(b)). Concernant les erreurs relatives aux vitesses
fluide, elles sont présentées a la Figure 3.26(a) : le graphe présente un comportement sous-optimal par
rapport au Test 1.a tout en donnant des résultats tres similaires. Ala Figure 3.26(b), les amplitudes
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Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

Vitsse at=0.001x -10 Coeff Injection= 2.24357 Gamma -0.2 Vitsse at=0.001x 4 Coeff Injection= 2.65438 Gamma -0.196132
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(a) Vitesse et pression & ¢t = —10 At (b) Vitesse et pression & t = 4 At
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(c) Vitesse et pression a t = 26 At (d) Vitesse et pression a t = 76 At
Fi1a. 3.25 — Configurations de la vitesse et de la pression du fluide & différents instants : ¢t = —10 At

(initial) ; ¢ = 4 At (premieres perturbations, avec du contrdle); t = 26 At t = 76 At (controle des
perturbations).
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3.5. Résultats numériques du contréle par feedback du modéle fluide-structure simplifié

des controles sont d’ailleurs quasiment confondues. Ceci confirme le role prépondérant de ’observation
de la position structure dans notre démarche de controle par feedback du probleme d’interaction fluide-
structure simplifié.

Seconde variante : application du contrdle suivant une injection extrapolée

Jusqu’a présent, le controle u"¢ a été appliqué sur I'injection j" & chaque instant ¢". Néanmoins,
la démarche de controle a été effectuée pour une trajectoire proche de la trajectoire-cible, et demande
a ce que j" soir assez proche de jn Plutét que d’appliquer le controle sur j" = jn + k™p avec k™ la
perturbation au temps ¢", nous proposons de ’appliquer sur une injection perturbée j, qui est controlée
au fur et & mesure du processus, et que nous allons préciser.

Nous considérons un parametre p, € [0,1] de relaxation de l'injection de fluide. Pour les temps
antérieurs au début de l'action du controle (c’est-a-dire avant le pas de temps N¢ = 0), nous prenons
I'injection perturbée :

¥n < Ne, = jl= gt
En effet, pour le temps t = NgAt, la démarche de controle débute, mais étant traité de maniere
explicite, son action ne commence qu’a t = (N¢ + 1)At. Nous indiquons maintenant les injections a
partir du moment ou le contréle rentre effectivement en action :

Vn > N¢, u"tl = o= 0- P*)jn + P*'fil )
u” —u”
avec encore u" = —K"- | p™ —p" |. De cette maniere, le controle est appliqué de maniere & prendre en
,yn _ ﬁn

compte d’une part 'injection perturbée, et d’autre part 'injection perturbée pré-controlée antérieure.
Nous avons réalisé le Test 1.d avec le parametre p, = 0.5, et dans les conditions du Test 1.a, c’est-a-
dire avec les vecteurs de KALMAN calculés de maniere séquentielle. Nous constatons a la Figure 3.26(a)

Comparaison des erreurs relatives Perturbation d injection et controles

T T
Sans controle
st 1.a k1=1E4 k2=1E1 k3=1E8 ===
st 1.c k1=1E4 k2=1E1 k3=1E8 -f-----
st 1.d k E4 k2=1E1 k3=1E8 -

T T T
15 Perturbation seule
Controle Test 1.a k1=1E4 k2=1E1 k3=1E8

Controle Test 1.b k1=1E4 k2=1E1 k3=1E8
Controle Test 1.c k1=1E4 k2=1E1 k3=1E8
Controle Test 1.d k1=1E4 k2=1E1 k3=1E8
Controle Test 2 k1=1E4 k2=1E1 k3=1E4 ---+-

1 Controle Test 3  k1=4E5 k2=4
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(a) Erreur relative sur les vitesses. (b) Amplitudes de la perturbation et des différents
controles.

FIG. 3.26 — Evolution en temps des erreurs relatives || u— 1 ||/|| @[ sur la vitesse fluide (zoom).
Evolution en temps des amplitudes de la perturbation et des différents controles.

que l'erreur relative commise sur la vitesse fluide est encore plus diminuée qu’au Test 1.a. De plus,
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Chapitre 8.  Simulation du couplage fluide-structure de fluides visqueux et d’une structure élastique

Pamplitude du controle (cf Figure 3.26(b)) est diminuée environ de moitié par rapport au Test 1.a.
Par ailleurs il y a un léger retard de phase observé dans les deux graphes précédents présentés a la
Figure 3.26 ; celui-ci est lié au parametre de relaxation qui apporte une certaine inertie dans ’injection
(en faisant intervenir les injections corrigées précédentes). Néanmoins, ce retard est moins important
que dans les Test 1.a et 1.b.

3.6 Conclusion. Perspectives

Dans un premier temps, nous avons modélisé 1’évolution d’un ventricule artificiel par un systeme
fluide-structure en utilisant la méthode de la frontiere immergée (cf section 3.1 page 133). Nous avons
ensuite présenté les tests d’une simulation numérique directe s’y rapportant (¢f section 3.2 page 145).

Dans un second temps, nous avons obtenu des résultats sur le controle par feedback du systeme
couplé simplifié introduit a la section 3.3 page 155. Néanmoins, comme nous l’avons indiqué a la
sous-section 3.3.1 page 155, le systéme n’a plus la signification physique du systéme fluide-structure
d’origine. En effet, nous rappelons que la condition cinématique issue du couplage fluide-structure
n’est plus assurée au sens suivant : la position structure donnée par le parametre v ne répond plus au
déplacement lié a la vitesse instantanée du fluide, mais répond uniquement a l'injection de fluide dans
la premiere cavité (qui est liée a la conservation volumique dans la premiere cavité).

Les résultats de controle obtenus sur ce systeme couplé non-linéaire sont néanmoins encourageants.
Apres cette étape préliminaire, nous nous intéresserons dans un prochain travail a étendre les résultats
obtenus précédemment au systéme couplé fluide-structure présenté a la section 3.1.
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Annexe A

Formulaire et rappels accessoires

A.1 Rappels de calcul vectoriel

Nous introduisons tout d’abord des notations liées a 1'utilisation calculatoire du produit vectoriel.
On définit le tenseur (g;jx)1<4,j, k<3 par les propriétés suivantes : €;; est antisymétrique par rapport a
tout couple d’indices, et £123 = 1. On rappelle que le produit vectoriel de deux vecteurs U et V de IR
s’écrit, selon la i-eéme composante (1 <7 < 3) :

(U A V)z = z’:‘iijij

avec la convention de sommation sur les indices répétés. Nous présentons maintenant des formules
usuelles utilisant le produit vectoriel.

Double produit vectoriel

VU V,WecR3 UA(VAW)=(U W)V (U-V)W

Produit mixte
VU V,WecR?  U-(VAW)=det(UV,W)=V.(WAU)
Nous rappelons maintenant le Lemme suivant sur la rotation du produit vectoriel de deux vecteurs :

Lemme 13.
VU,V € RV Q € S03(IR), QUAQV =Q(UAYV)

Preuve: Soit @ € M3(IR) une matrice quelconque, nous étudions le vecteur Q7 (QU AQV) et plus précisément
sa i-eme composante (1 <14 <3):

QT(QU AQV)]; = Qri(QU AQV)y, = QuickjiQjmUnmQur Vo
Or, 11QkiQjmQur = Eimrdet(Q) (cf [Duv90] page 270), d'ott [QT(QU A QV)]; = &imr det(Q)U,, V, =

det(Q)(U A V);. Ici, nous prenons plus particulierement Q matrice orthogonale Q@ ~* = Q7" de déterminant +1,
et on en déduit alors la formule du lemme. O
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A.2 Intégrales particulieres
Nous rappelons les formules suivantes :

Lemme 14. Soit n = 2 ou 3. Soit un ouvert borné Q de IR™ de normale n, alors :

/nzﬁ> /O—é/\nzﬁ>
Q Q

Preuve: mnous effectuons la preuve en dimension 3; le cas bidimensionnel en découlant. La premiere égalité se
montre par la formule de GREEN (pour la composante suivant e, par exemple) :

1

OZ/V-ez:/V- 0 :/ ez-n:/ Ny
Q Q 0 o0 le)

La seconde, de la méme fagon (pour la composante suivant e, par exemple) :

0= [ Ve~ [ V-we) = [ @nn.
O

Lemme 15. Soit n > 2 un entier. Soit un ouvert borné €0 de IR™ et de normale n; soient une

—
matrice A = (A;j) quelconque de My (IR) et b = (b;) une fonction a valeur vectorielle dans IR™ telles
que les intégrales qui suivent soient correctement définies, alors :

A(AV)?:/BQ(AII)-?,

ot VA,B € M,(IR), A : B = Tr(ABT) = Tr([AuBjillij) = AuBy en utilisant la convention de
sommation sur les indices Tépétés.

Preuve: il suffit d’expliciter formellement le calcul (a 'aide de la formule de GREEN usuelle) :

/“(AV)'?/QV'(AT?)/Q(VU:(AT?)*/MH'(AT?)/mAn.?

(I
Ce lemme permet de montrer la formule de GREEN présentée en (1.12) page 87.
A.3 Rappels de calcul matriciel
Lemme 16. Soientn > 2 et A,B € M, (IR), alors :
cof(AB) = cof(A)cof(B)
Preuve: on montre d’abord cette propriété pour les matrices inversibles en utilisant la formule
cof(A) = (det(A)) (A~1)T, et I'on passe par densité dans M, (IR). O
Lemme 17. Soit n > 2. Soit Q un élément de SO, (IR), alors cof(Q) = Q.
Preuve: on utilise cof(Q) = (det(Q)) (Q~1)T, det(Q) = +1, et Q1 = Q7. O
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A.4 Un aparté de calcul différentiel et de notations particulieres

De par sa définition par le théoreme des fonctions implicites (voir la définition implicite de ®
page 98), 'application ® est telle que :

U (120, TN — L0, 1)
Nous rappelons la notation que nous avons adopté pour sa variable :
Q= (1,05 1,04, 115+ ON)

et qui est susceptible de préter a confusion puisque l'indice ig a été oté.
La différentielle premiére de cette application est une matrice-vecteur ligne telle que :

Do(a@) = (00, ®(@), ..., aairl@(a), Doy P(@),..., Oay®(@)),

ig+1
si bien qu’on a le produit scalaire suivant dans RV~ :
Dd(@) @' = Z On, (@
j=1,j#0

La différentielle seconde est une matrice carrée d’ordre (N — 1) telle que :

001 (O ®)(@) .. Oy (0, ®)(@) Oy (O®)(@) ... Oy (00, ®)(@)
. aal(aaio'_lcp)(a) aaio_l(aa'io_l@(a) Ons, (00 D)@ . %N(aai(;_lcb)(a)
D) = 0y (00, OV@) o Oy Oy D)@ Oy (Ong D@ .. Doy (O D)@
00 Qay®)@ o Oy Oun @) Doy 00y @)@ s Dy (P D))

Précisons & nouveau bien le type de notation employée : D?® (@) = ([D2<1>(6)]Z-j)i Jett, Ao 1dot1, N}
On a ainsi le produit scalaire suivant :

N
[D*¢@a] @ =D*®@)(@)’ = > d o [(0a, ®)] (@)

j=1j#1o k=1,j#lo
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Annexe B

Principes introductifs a la méthode
ALE. Application aux équations de
Navier-Stokes

Si nous considérons un milieu continu en mouvement, plusieurs méthodes sont utilisables pour
I'observer et le décrire. En mécanique du solide ou en élasticité, le formalisme lagrangien est le plus
employé. Il s’agit de se donner un domaine de référence Q du milieu continu, puis de décrire I’évolution
de chaque particule £ € Q en fonction du temps t € (0,7). En mécanique des fluides, le formalisme
eulérien est le plus utilisé. Il s’agit de décrire I’évolution du domaine §2(¢) a I'instant ¢ dans un repere
qui suit le mouvement des particules x € Q(t) (et change donc & chaque instant).

Lorsqu’un systeme physique fait intervenir des structures et des fluides, les deux formalismes
(lagrangien et eulérien) sont naturellement amenés a se rencontrer. Il apparait alors nécessaire de
pouvoir passer aisément de I'un a Pautre. La méthode ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian), c’est-a-
dire Arbitraire Euler-Lagrange, est une méthode permettant de le faire. Il est par ailleurs remarquable
que cette méthode possede un intérét dans les problemes tout autant théoriques que numériques. Nous
référons a [HLZ81], [DGHS82], [Mau96], [MP96] pour des exemples d’applications numériques.

Dans ce qui suit, nous rappelons les formalismes lagrangien et eulérien avant d’introduire la mé-

thode ALE.

B.1 Description lagrangienne

Nous considérons I'ouvert (0) C IR™ (n € IN*) & I'instant initial ¢ = 0, et nous repérons®! chaque
particule M par sa position £ € Q(0) . Le point de vue lagrangien consiste a suivre cette particule au
cours du temps, et a identifier sa nouvelle position x(t) dans le domaine €(¢) a 'instant ¢ € (0,7
grace au difféomorphisme :

o(,t): QO0) — Q1) bijection de Q(0)sur (t),

de telle sorte que (¢(&, t))te(o ) ne décrit rien d’autre que la trajectoire de la particule &.
Le domaine espace-temps ©2(0) x (0,7") étant un cylindre droit, la variation par rapport au temps

oL
d’un champ lagrangien £ = £(,t) défini sur Q(0) s’écrit : E({,t). En particulier, le champ v des

81Pour simplifier la présentation, la configuration de référence est ici confondue avec la configuration initiale (mais ceci
n’est nullement obligatoire).
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Annexe B. Principes introductifs a la méthode ALE. Application aux équations de Navier-Stokes

vitesses lagrangiennes s’écrit pour tout ¢ € (0,7) :

et +T) 6D 09
T ot

v(£,t) = lim (& 1)
T—0
autrement dit comme la limite de la variation infinitésimale de la position de la particule M entre
deux instants ¢ et t + 7.
De plus, si v est connue, alors en résolvant le systeme différentiel ordinaire suivant, pour £ € Q(0)
fixé :

ot
$(§,0) =¢

nous avons la trajectoire de la particule, et ainsi :

{8¢(§,5) =v(&s) pour s e (0,7)

t
x(t) = een = &+ | viesas
~—~ ~~ 0
—_— (B.1)
Coordonnée Coordonnée Somme intégrale des
eulérienne lagrangienne vitesses lagrangiennes instantanées

B.2 Description eulérienne

Le point de vue eulérien consiste a fixer un point géométrique dans §2(t), de position x(t), et a
regarder les particules étant passées ou passant par ce point au fil du temps (dans 'intervalle (0,7)).
Nous supposons que le domaine €2(¢) est mobile et est convecté a la vitesse w = w(x,t) & chaque
instant ¢. Le domaine espace-temps €2(¢) x (0,7") n’est plus cylindrique. Par conséquent, la variation
par rapport au temps d'un champ eulérien £ = £(x,t), défini sur Q(t), s’écrit :

DE o0&

D . .
L’opérateur Di est l'opérateur de la dérivée totale en temps. Nous remarquons que la connaissance
de la trajectoire des particules n’est plus nécessaire, mais en revanche que la vitesse de convection de
domaine est indispensable.

Remarque 43. Pour un fluide régi par les équations de NAVIER-STOKES, en notant u la vitesse
eulérienne du fluide, la dérivée totale suivante :

a—u+u Vu—@
ot Dt

intervient dans ’équation de conservation de la quantité de mouvement, puisque le domaine Q(t) est
convecté a la vitesse u du fluide. Lors des estimations d’énergie, il est possible d’écrire :

10[ul> 14 5 1 5
8u~u:/ — = —— / u ——/ ul“(u-n
/Q(t)(t ) o 2 Ot 2dit ( Q(t)| | 2 8Q(t)| [F(a-n)

grace a la formule de REYNOLDS (et en supposant que tout le bord du domaine se déplace a la vitesse
du fluide). Si de plus le fluide est incompressible, il vient aisément :

/ (u-Vu)~u:l/ (u-n)lul?
Q1) 2 Jaa(
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B.3. Equivalence des descriptions lagrangienne et eulérienne

Nous retrouvons alors dans le bilan d’énergie la dérivée de l’énergie cinétique instantanée du fluide :

Du u_li / lu?

Ceci souligne l'importance du terme de convection présent dans les équations de NAVIER-STOKES pour
lobtention d’estimation d’énergie dans des espaces du type L%(0,T;Q(t)), dans le cas d’un domaine
fluide qui dépend du temps. Nous référons a [EEMY94] pour une illustration dans un probléme de
couplage fluide-structure.

B.3 Equivalence des descriptions lagrangienne et eulérienne

L’identité (B.1) exhibe cette équivalence. Ainsi, pour deux champs lagrangien £ et eulérien &
décrivant le méme champ de vecteurs, nous avons :

L(E,t) = E(9(&,1), 1) = E(x(1),1)

et puisque ¢ est une bijection, de méme : £(x,t) = L(¢71(x,1),t) = L(£,1).

B.4 Formulation ALE : Arbitrary Lagrangian-FEulerian

Dans les problemes d’interaction fluide-structure ou le domaine fluide varie, il est 1égitime de s’in-
terroger sur le choix du type de coordonnées a utiliser. Pour les applications numériques, cette question
prend tout son sens. En effet, lors de trop grands mouvements de fluide, un maillage lagrangien suivant
des particules pourrait rapidement dégénérer (des mailles pourraient se croiser), ou bien nécessiterait
un remaillage fréquent et couteux. Un maillage fixe eulérien ne prendrait quant a lui pas bien en compte
la sensibilité des déformations de surface, et sa finesse devrait dépendre de la vitesse caractéristique
de I’écoulement (une des inconnues du probleme), ce qui demanderait des hypotheses tres strictes sur
la condition CFL, et par conséquent un cott numérique la aussi important.

D’un point de vue numérique, la formulation ALE permet de pallier a certains de ces problémes
en calculant a chaque pas de temps une évolution «réguliere» du maillage sans demander un cotit trop
important. La clé en est I'indépendance du maillage a 'intérieur du domaine par rapport a la vitesse
du fluide. Par ailleurs, cette méthode est consistante vis-a-vis de la discrétisation des équations de
conservation (ce qui est fondamental dans un probléme o un fluide incompressible intervient).

B.4.1 Point de vue théorique formel

Nous décrivons maintenant de facon formelle les bases de la formulation ALE. Celles-ci reposent
sur la notion de vitesse de domaine et sur la notion de caractéristiques. Soit un temps ¢ fixé dans (0, T)
, et soit le domaine espace-temps (€2(t) X {t});c(04)-

1. Nous considérons Q(tg) comme le nouveau domaine spatial de référence, et nous supposons
connue la vitesse instantanée cy, du bord du domaine 0Q(tg) a linstant to. Les composantes
de la célérité ¢y, peuvent étre celles de la vitesse du fluide sur le bord.

2. Nous cherchons a définir la vitesse du domaine a lintérieur de celui-ci. Pour cela, nous pouvons
par exemple résoudre un probleme de LAPLACE non-homogene :

{ AY(x) =0 dans Q(to)
P(x) = c(x) sur 0Q(to)
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et prendre ¢ (x) = ¥(x),x € Q(tp). D’autres définitions de 1 sont possibles, notamment avec

d’autres opérateurs différentiels ou de relevement. Celle proposée ici a ’avantage d’imposer une

certaine régularité du déplacement a 'intérieur du domaine (puisqu’elle minimise le cout de la

fonctionnelle d’énergie 1 — / |V¢|2 sur l'espace des fonctions ¢ telles que ¥gq(,) = Cto )-
Q(

to)
Par ailleurs, I'inversion d’un laplacien est aisée numériquement, d’autant plus si la matrice de

cet opérateur est calculée lors de la résolution des équations de NAVIER-STOKES (le terme de
viscosité est ¥Au) ou des équations d’un fluide potentiel (A¢ = 0).

Nous définissons les courbes caractéristiques (a l'ordre 1) issues de chaque point x € Q(to) par
(voir Figure B.1) :

dC
{ E(x,tl,to) = ¢, (C(x,t1,t9)) pour t1 € (to,T)
C(X,to,to) =X.

Ainsi C'(x, -, to) est la courbe caractéristique issue de x € Q(tg) a linstant tg, et C(x,t1,tp) est
sa position dans Q(¢1) a l'instant ¢;. L’application C(-,t,tp) est un isomorphisme entre (t¢)
et Q(t) pour t € (to,T).

F1c. B.1 — Déformation du domaine €(t) entre les instants tg et ¢;. Caractéristique t — C(x,t,t0)
issue du point x € Q(tp). .

4.
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Nous définissons les variables ALE :
— la vitesse ALE du fluide :

Uy, (X’ t) = U(C(X, t, tO)a t) pour X € Q(t(])a C(Xv t, tO) € Q(t)
— de maniere générale un champ ALE de Q(to) :
Ly, (x,t) = L(C(x,t,t0),t) pour x € Qty), C(x,t,tg) € Q(t),

comme par exemple la pression ALE du fluide.
— la dérivée temporelle d'un champ £ sur Q(tg) au temps t = ¢ :

oL oL oC
E(C(X, t, to), t)|t:t0 — < atto (X, t) + E(X, t, to) . V£t0 (X, t))

oL
= ( 8;0 + Cto . V£t0> (X, t(]) .

‘tzto




B.4. Formulation ALE : Arbitrary Lagrangian-Eulerian

D.

Nous transposons enfin le systéme d’équations en les variables ALE. Pour les équations de
NAVIER-STOKES incompressible, on obtient a t = tg :

8ut0

(NSaLE) { ot

+ (g — c4) - Vg, — vAuy, + Vpy, = £y, dans Q(to)
V-u, =0 dans Q(t).

Pour considérer ce systéme a un temps ultérieur, il faudrait prendre en compte la modification
des opérateurs de différentiation en tenant compte de la jacobienne de I'isomorphisme C(x,t,t¢) :

Vto = (COf [VC(',t,to)]) V et Ato = Vto . Vto = (VtO)Q

avec Vi, le nouvel opérateur gradient (défini sur Q(tg)), c’est-a-dire la réécriture du gradient V
(défini sur Q(t)) en les variables de Q(t). Ainsi par exemple, en prenant tg = 0 et ¢ € (0,7") quel-
conque, nous retrouvons le systéme de NAVIER-STOKES au temps ¢ en coordonnées lagran-
giennes(!). La dénomination «Arbitraire Euler-Lagrange» provient d’ailleurs de ce que le do-
maine choisi est Q(tg), et que localement le systéeme d’équations écrit en eulérien est ramené en
variables lagrangiennes.

B.4.2 Un point de vue numérique appliqué aux équations de Navier-Stokes

Abordons maintenant un algorithme de mise en ceuvre numérique dans le cas des équations de
NAVIER-STOKES incompressible (éventuellement couplées & une structure, pour laquelle nous n’entrons
pas dans les détails). Soit une subdivision 0 = t® < t! < ... < ¥ = T de l'intervalle (0,7). Nous
notons Q" u™, p", f" et ", les variables et quantités au temps ¢". Voici alors les étapes a suivre :

1.

Soit 2" le nouveau domaine spatial de référence, avec son maillage, et ¢™ la vitesse du maillage
sur la frontiere.

La vitesse du maillage est calculée a l'intérieur de 2™ en résolvant par exemple un laplacien avec
pour condition de Dirichlet la vitesse ¢ du bord de Q™.

Construction du nouveau domaine :
Qn-i-l — {X—|— (tn-i-l _ tn)cn; x € Qn} .
Il s’agit ensuite de résoudre le probleme semi-discrétisé suivant :

n+1 - n+1 in
u (X) t::rl(?(t}: t 7t )) + (un _ Cn) . Vu"(C(x, tn-i—l’ tn))
—vAu"T (%) + Vp"T(x) =f"t(x) dans Q"1

V-u'tl(x) =0 dans Q1.

qui est la discrétisation de (N S4rg) par un schéma levant les non-linéarités, et qui nous ramene
a la résolution d’un probleme de STOKES.

Nous passons le cas échéant & la résolution d’un probleme structure avec Q"+, w1 prtl et
nous en déduisons les contraintes (normales), ainsi que la nouvelle vitesse du bord de 'interface.

Incrémentation : n — n + 1. Retour en 1.
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B.4.3 Utilisation de ces méthodes dans la these

D’un point de vue théorique, nous utilisons la méthode ALE dans un cadre particulier au Cha-
pitre 1 de la Partie IT . Nous réécrivons les équations de NAVIER-STOKES (écrites en eulérien) en
coordonnées lagrangiennes. Le difféomorphisme ¢ de passage entre 2(0) et Q(t) est obtenu a par-
tir des trajectoires des particules. L’intérét principal est de rendre le domaine fluide indépendant du
temps ; nous reportons néanmoins la difficulté®? sur les opérateurs différentiels qui dépendent alors de
la solution elle-méme.

D’un point de vue numérique, nous utilisons la méthode ALE dans un autre cadre particulier, au
Chapitre 2 de la Partie II . Dans notre cas, le domaine fluide dépend du temps, mais le systeme
d’EDP (écrit en eulérien) a résoudre ne fait pas intervenir d’opérateur différentiel en temps : la convec-
tion du domaine n’apparait donc pas dans le systéme réécrit en les quantités ALE. Néanmoins, nous
utilisons la mise a jour du maillage suivant la méthode précédemment décrite.

Enfin, et toujours d’un point de vue numérique, nous utilisons la méthode des caractéristiques au
Chapitre 3 de la Partie II , pour la résolution des équations de NAVIER-STOKES. Dans ce cas, ni
le domaine, ni le maillage fluide ne dépendent du temps. Néanmoins, nous devons prendre en compte
la vitesse de convection de I’écoulement a chaque instant et résoudre les équations soit sur 2", soit
sur Q"1 (dans notre cas, nous les résolvons sur Q7).

2 Cette difficulté est liée & notre choix du difféomorphisme ¢.
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Modélisation, analyse mathématique et applications numériques
de problemes d’interaction fluide-structure instationnaires

Résumé

Dans cette these, nous considérons des problemes instationnaires en interaction fluide-structure.
Nous nous plagons en outre dans un cadre bidimensionnel.

Dans un premier temps, nous nous attachons a étudier ’existence et 'unicité de solutions pour un
probleme d’élasticité en grands déplacements et petites perturbations. Nous introduisons ensuite ce
modele de structure dans un systéme de couplage avec un fluide visqueux : nous montrons l’existence
de solutions pour ce probleme.

Par ailleurs, nous considérons des problemes d’interaction fluide-structure en vue d’applications
numériques. Ce travail est motivé par les écoulements sanguins dans un ventricule cardiaque artificiel.
Nous effectuons deux approches distinctes : 'une a 1’aide d’une méthode ALE simplifiée, et I’autre en
utilisant la méthode de la frontiere immergée. Concernant ce dernier point, nous abordons un probleme
de controle optimal par feedback.

Mots-clés: interaction fluide-structure, couplage, Navier-Stokes incompressible, fluide potentiel, exis-
tence, unicité, structure élastique en grands déplacements et petites déformations, hémodynamique,
écoulements sanguins, controle optimal, feedback.

Modelling, mathematical analysis and numerical applications
of unsteady fluid-structure interaction problems

Abstract

In this work, we consider unsteady problems in fluid-structure interaction in a two-dimensional
framework.

First, we study existence and uniqueness of solutions for an elasticity problem in large displacement
and small strain. We then insert this structure model in a coupled system with a viscous fluid: we
prove existence of solutions for this problem.

Furthermore, we consider fluid-structure interaction problems in the aim of numerical applications.
This work is motivated by blood flows in an artificial heart ventricle. We apply two different approaches:
the first one with a simplified ALE method, and the second one by using the immersed boundary
method. For this last study, we deal with an optimal control problem by means of a feedback.

Keywords: fluid-structure interaction, coupling, incompressible Navier-Stokes system, potential fluid,

existence, uniqueness, elastic structure in large displacements small strains, hemodynamic, blood flow,
optimal control, feedback.
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