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Introduction

La mécanique statistique étudie les propriétés des systémes macroscopiques,
c’est-a-dire des systémes constitués d’un grand nombre de particules. On la sépare
traditionnellement en deux branches : la mécanique statistique hors d’équilibre et
la mécanique statistique a I’équilibre. La premiére étudie la dynamique d’évolution
vers 1’équilibre, alors que la deuxiéme concerne les propriétés de I’état macrosco-
pique d’équilibre.

Au cours de cette thése, je me suis intéressé a divers aspects de la mécanique
statistique (hors d’équilibre et a I’équilibre) des gaz froids. Les gaz froids sont des
systémes dont la température 7' est suffisamment basse pour que la mécanique
quantique joue un réle important dans les propriétés d’équilibre et de transport.
D’une part, la statistique quantique (bosonique ou fermionique) intervient dés que
la longueur d’onde thermique de de Broglie A\y = \/27h%/mkgT devient plus
grande que la distance moyenne entre les particules du gaz; les propriétés d’équi-
libre du gaz sont alors modifiées, comme en témoigne, par exemple, la transition
de phase de Bose-Einstein dans un gaz dilué de Bose ou I’existence d’une pression
cinétique dans un gaz de Fermi & basse température. D’autre part, les propriétés
de transport du gaz sont modifiées lorsque les collisions binaires entre particules
ont lieu dans le régime quantique, ol apparaissent les “effets de diffraction”, qui se
produisent dés que la longueur d’onde thermique devient plus grande que la lon-
gueur de diffusion’. Dans un gaz dilué, lorsqu’on baisse la température, on atteint
le régime de collision quantique avant celui de dégénérescence.

L’intérét de 1’étude théorique des gaz froids s’est renforcé depuis qu’il a été
possible de confiner des gaz atomiques ultrafroids (i.e. dont la température est
dans la gamme des microKelvins) dans des piéges magnétiques ou optiques [1].
Ces systémes sont bien controlés et caractérisés expérimentalement, ce qui permet
de connaitre précisément le Hamiltonien & la base de leur description théorique.
Comme il est possible d’écrire un modéle sans paramétre ajustable, la comparai-
son entre théorie et expérience peut étre quantitative. Par exemple, a la fin de
2001, I’équipe de Cornell au JILA a réalisé une expérience surprenante sur un
gaz peu dégénéré de *'Rb [2] : le gaz atomique initialement & I’équilibre dans un
piége est soumis & une impulsion radio-fréquence /2 qui couple deux niveaux in-

!La longueur de diffusion caractérise entiérement les collisions entre particules dans la limite
de basse énergie.
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ternes, déclenchant une rapide ségrégation entre atomes dans les niveaux internes
différents, avant que le gaz ne retourne définitivement a 1’équilibre. Comprendre le
mécanisme physique a 1’origine de ce phénomeéne a constitué la motivation initiale
de mon travail de thése sur le transport dans les gaz froids polarisés. On peut
en effet modéliser le systéme expérimental par un gaz froid non-dégénéré dont les
particules possédent un spin (ou un pseudo spin) 1/2, reproduisant les deux ni-
veaux internes. En généralisant la théorie cinétique de Lhuillier et Laloé |3|, nous
avons pu écrire une équation de transport qui prend correctement en compte le
champ moyen existant dans un gaz dilué polarisé de spin. Cette équation inclut
notamment le champ moyen de spin, qui résulte de I’effet de rotation des spins
identiques (ISRE) dont 'origine physique est la suivante : au cours d’une collision
binaire vers I'avant, I'indiscernabilité quantique des partenaires de collision fait
tourner les spins autour de leur somme ; dans un gaz, ’effet cumulé de nombreuses
collisions vers I'avant est alors équivalent & la présence d’'un champ magnétique
effectif ou champ moyen de spin proportionnel & la polarisation locale de spin. En
résolvant numériquement, et en partie analytiquement, I’équation cinétique obte-
nue, nous avons pu expliquer l'expérience du JILA [2| et montrer que le phénoméne
de ségrégation observé était di a la présence d’ondes de spin de grande amplitude
dans le gaz atomique. Une explication similaire a été fournie simultanément par
Oktel et Levitov [4] ainsi que par Williams, Nikuni et Clark [5].

L’observation d’ondes de spin dans un gaz non-dégénéré n’est pas nouvelle. A
la suite de leur prédiction théorique, au début des années 80, par Bashkin |6] et
par Lhuillier et Laloé |7], des ondes de spin nucléaire de faible amplitude avaient
déja été détectées dans d’autres systémes polarisés : H| gazeux [8], solution d’*He?
dilué dans de 1'*He superfluide [9] et *He] gazeux [10]. A la méme époque, Cas-
taing a montré qu’en présence d’'un fort gradient initial de polarisation de spin
longitudinale, les ondes de spin transverse apparaissent spontanément [11]. Cette
instabilité hydrodynamique est une autre manifestation de I’effet de rotation des
spins identiques (ISRE). Kuklov et Meyerovich [12] ont suggéré que cette instabilité
pourrait également étre présente dans un gaz froid piégé. En résolvant numérique-
ment une équation de transport, nous avons pu montrer que c’est effectivement le
cas — méme lorsque le gaz est relativement loin du régime hydrodynamique. Nous
avons aussi proposé une expérience sur un gaz atomique ultrafroid dans lequel
I’apparition spontanée d’ondes de spin transverse via l'instabilité de Castaing est
déclenchée par une résonance de Feshbach —i.e. une modification de la longueur de
diffusion interatomique par un champ magnétique. Ce phénoméne n’a pas encore
été observé expérimentalement.

Par la suite, je me suis intéressé au transport dans un gaz de Bose unidimen-
sionnel a température nulle. Bien que la physique & une dimension d’espace puisse
apparaitre comme un sujet théorique d’intérét un peu académique, il se trouve que
des équipes expérimentales ont récemment réussi a confiner des gaz atomiques ul-
trafroids dans des piéges tellement allongés que la dynamique devient effectivement
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unidimensionnelle [13, 14, 15]. 11 est alors trés utile de caractériser ces systémes
par leurs modes collectifs d’oscillation dans le piége [16]. Combescot et Leyronas
[17] ont imaginé une méthode permettant de résoudre les équations linéarisées de
I’hydrodynamique des gaz, a température nulle, a partir de I’équation d’état et de
calculer les fréquences des modes collectifs. En développant cette méthode, nous
avons pu obtenir les modes hydrodynamiques du gaz de Bose unidimensionnel,
a température nulle, quelle que soit I'intensité des interactions entre bosons. Les
résultats confirment ceux de Menotti et Stringari [18], qui utilisent une approche
différente.

Durant ma thése, je me suis également intéressé aux propriétés d’équilibre des
gaz froids. Ces propriétés sont entiérement contenues dans la fonction de partition.
Par exemple, ’équation d’état — qui, & température fixée, lie la pression & la densité
du gaz — s’obtient simplement en dérivant la fonction de partition par rapport au
volume du gaz. Lorsque le gaz est dilué, il est possible de développer la fonction de
partition en puissances du petit paramétre nb®, que constitue la densité n mesurée
en unités de la portée b du potentiel d’interaction, et de tronquer le développement.
On parle de développement en agrégats — un agrégat étant un groupe de particules
lies par les interactions et correspondant & une contribution bien définie a la
fonction de partition. Pour un gaz dilué, il suffit de ne garder dans le développement
de la fonction de partition que les agrégats contenant peu de particules. Lorsque
la densité augmente, les corrélations entre particules deviennent plus fortes et les
interactions jouent un roéle de plus en plus important. Si le paramétre de dilution
nb® devient de I'ordre de 'unité, il n’est plus possible de tronquer le développement
et il faut prendre en compte les agrégats les plus grands. Mayer [19] a proposé une
méthode qui permet de resommer les agrégats de toutes les tailles en les rangeant
par classes d’irréductibilité. Il a ainsi pu obtenir I'expression exacte de tous les
coefficients du Viriel? de ’équation d’état en mécanique classique. En mécanique
quantique, le probléme se complique singuliérement a cause de 'indiscernabilité des
particules, qui permet leur échange. Griiter et Laloé [20] ont développé une théorie
quantique diagrammatique — appelée méthode des opérateurs d’Ursell — qui permet
d’écrire la fonction de partition d’un gaz dilué & partir d’agrégats de particules
liées par des interactions et des cycles d’échange. Ces derniers tiennent compte de
la statistique quantique. La méthode des opérateurs d’Ursell a, par exemple, été
utilisée par Holzmann et al [21] pour calculer la modification de la température
de condensation de Bose-Einstein d’un gaz dilué en interaction. L’objectif de mon
travail de thése a été d’étendre la méthode des opérateurs d’Ursell a des systémes
qui ne sont pas dilués et dont le développement quantique en agrégats ne peut
donc étre tronqué. En introduisant une classe particuliére de diagrammes — appelés
diagrammes en arbre — qui ont la propriété de construire une exponentielle, nous
avons réussi a généraliser des résultats du développement classique en agrégats,

2Le développement du Viriel est I’écriture de I’équation d’état du gaz sous la forme d’une
série entiére de la densité, dont les coefficients sont appelés coefficients du Viriel.
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tel que le développement du Viriel de 1’équation d’état d’'un gaz dense, au cas
quantique.

Dans le formalisme des opérateurs d’Ursell, la condensation de Bose-Einstein
(BEC) d’un gaz de Bose dilué est liée a 'apparition de cycles d’échange macrosco-
piques, i.e. impliquant presque toutes les particules du gaz. Dans ce langage, nous
avons étudié le lien entre la statistique des cycles d’échange et la fraction condensée
d’un condensat de Bose-Einstein, dans la lignée du travail de Pollock et Ceperley
sur la fraction superfluide [22]. Dans un gaz de Fermi en interaction attractive,
on sait qu’il se produit également une transition superfluide si la température
est suffisamment basse. Avant la célébre théorie de Bardeen, Cooper et Schrieffer
[23] expliquant la supraconductivité d’un gaz d’électron dans un métal, Schafroth,
Blatt et Butler [24] avaient eu I'intuition que la transition superfluide était en réa-
lité une condensation de Bose-Einstein (BEC) de paires de fermions fortement liés
— les paires de Schafroth?®. Dans le formalisme des opérateurs d’Ursell, cette idée
se traduit naturellement par I'importance prise par les grands cycles d’échanges de
paires de fermions liés par les interactions. En resommant la classe correspondante
de diagrammes d’Ursell, nous avons tenté de calculer la température de transition
d’'un gaz dense de fermions en interaction attractive. Bien que ce travail n’ait pas
abouti, nous présentons néanmoins les résultats obtenus et ’état actuel des calculs
dans 'espoir qu’ils pourront aboutir bientot & partir de ces résultats.

Le manuscrit est organisé de la maniére suivante. Une premiére partie regroupe
les travaux qui traitent des propriétés de transport dans les gaz froids : je commence
par présenter la dérivation de I’équation cinétique pour un gaz froid polarisé de
spin, avant de m’intéresser aux ondes de spin et a l'expérience du JILA, puis
d’étudier l'instabilité de Castaing; le dernier chapitre de cette partie traite des
modes hydrodynamiques du gaz de Bose unidimensionnel a température nulle. La
deuxiéme partie concerne les propriétés d’équilibre : je rappelle d’abord les théories
classique et quantique du développement en agrégats dans un gaz dilué, avant de
présenter 'extension aux systémes denses classiques, puis quantiques. L’étude de
la transition superfluide dans un gaz de Fermi attractif et le lien entre statistique
des cycles d’échange et fraction condensée d’un condensat de Bose-Einstein sont
exposés en annexe. L’essentiel de mon travail de thése figure également dans les
publications [26, 27, 28, 29, 30] reproduites a la fin de ce mémoire.

3L’histoire de la théorie de la supraconductivité est décrite dans le livre de Matricon et
Waysand [25].
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Premiére partie

Propriétés de transport des gaz
froids

15






Dans cette premiére partie, nous étudions les propriétés de transport des gaz
froids. Les trois premiers chapitres concernent les gaz froids non-dégénérés de
bosons ou de fermions avec deux niveaux internes équivalents a un spin 1/2 .
Nous commencons par détailler I’obtention d’'une équation cinétique pour décrire
le transport dans ces systémes. Cette équation est ensuite utilisée pour étudier les
ondes de spin de grande amplitude qui peuvent exister dans ces gaz. Puis nous
discutons de l'instabilité de Castaing des ondes de spin transverse en présence
d’un fort gradient spatial de spin longitudinal. Le quatriéme chapitre concerne
des systémes différents : les gaz de Bose unidimensionnels a température nulle.
Nous utilisons une approche hydrodynamique pour calculer les modes collectifs
d’oscillation de ces gaz piégés.
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Chapitre 1

Equation cinétique d’un gaz froid
avec niveaux internes

La théorie cinétique des gaz a véritablement débuté lorsque Boltzmann a pro-
posé I'équation intégro-différentielle qui décrit les gaz classiques dilués et porte
son nom (voir Réf. [31], par exemple). Cette équation donne I’évolution temporelle
de la densité dans I’espace de phase & un corps, en tenant compte uniquement de
collisions binaires entre particules du gaz. Elle s’écrit comme ’équation d’évolution
libre d’une particule dans I’espace de phase — identique a I’équation de Liouville
a un corps — modifiée par un terme — appelé intégrale de collision de Boltzmann
— qui tient compte des collisions binaires et fait intervenir la section efficace de
collision.

Lorsque 1’on veut décrire un gaz dilué et non-dégénéré en mécanique quantique,
il suffit essentiellement de remplacer, dans 1’équation de Boltzmann, la section effi-
cace classique par la section efficace calculée par la théorie quantique des collisions
a deux corps. A suffisamment basse température, lorsque le gaz est encore peu
dégénéré mais que les collisions binaires se font a faible vitesse relative, 1’effet
des interactions ne se manifeste plus seulement dans une intégrale de collision lo-
cale : les termes d’évolution libre de la particule sont modifiés par le champ moyen
non-local créé par les autres particules. Ce champ moyen est trés faible dans un
gaz dilué peu dégénéré, mais il peut devenir dominant dans un gaz dense et/ou
dégénéré [32].

D’autres effets quantiques se manifestent lorsque les particules du gaz possédent
un degré de liberté interne, comme un spin 1/2 par exemple. Si un tel gaz est
polarisé, c’est-a-dire si le spin des différentes particules est en moyenne orienté
dans la méme direction, le transport est qualitativement modifié par rapport a
celui d’un mélange classique de deux gaz (dont I'un correspondrait aux particules
dont la projection du spin est +1/2 et ’autre aux particules dont la projection du
spin est —1/2) . Par exemple, la conduction de la chaleur diverge dans un gaz froid
d’3He polarisé, noté *HeT, et le gaz peut présenter un mode oscillatoire inhabituel
appelé ondes de spin transverse [33].
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Ces derniéres années, de nombreuses équipes expérimentales ont réussi a pié-
ger magnétiquement et optiquement des gaz ultrafroids d’atomes alcalins [1]. Ces
atomes possédent de nombreux états internes tels que des états hyperfins, par
exemple. Comme il est possible de manipuler ces états hyperfins avec des ondes
radio-fréquences, on peut “isoler” deux des états internes et créer un systéme équi-
valent & un gaz d’atomes a deux niveaux. En considérant ces deux niveaux internes
comme un pseudo-spin 1/2; on est ramené a I’étude d’un gaz froid polarisé. C’est
pour un tel systéme que nous voulons écrire une équation cinétique dans ce cha-
pitre.

Nous commencons par décrire en détails un gaz froid dilué dont les particules
(ou atomes) possédent deux niveaux internes. Nous écrivons ensuite une équation
cinétique pour ce systéme dans ’objectif d’étudier le transport de spin. L’équa-
tion cinétique est obtenue par trois méthodes différentes : I’ansatz d’Yvon-Snider,
I’ansatz de matrice S et 'approximation de champ moyen. Elles permettent de
confirmer la validité de ’équation cinétique ainsi obtenue et de discuter de 1’ori-
gine physique des différents termes qui la composent.

1.1 Gaz froid avec niveaux internes

Nous étudions un gaz d’atomes identiques, bosons ou fermions, avec deux ni-
veaux internes. Nous assimilons, sans perte de généralité, ces deux niveaux internes
aux niveaux d’un pseudo-spin 1/2 appelé spin dans la suite. Le gaz est supposé
non-dégénéré (n)\3. < 1, ot Ar est la longueur d’onde thermique de de Broglie des
particules et n la densité), ce qui fait que les propriétés d’équilibre sont décrites
par la statistique de Boltzmann. Néanmoins, nous supposons que la température
est suffisamment basse pour que les collisions se fassent & faible vitesse, i.e. dans le
régime quantique, ce qui se traduit par Ay > a ol a est la longueur de diffusion.

Pour décrire le transport dans ce systéme, nous allons écrire une équation
cinétique. Dans le cas d’un systéme sans niveaux internes, le probléme est bien
connu et ’équation cinétique est celle de Boltzmann. Lorsque les atomes possédent
des niveaux internes, Lhuillier et Laloé (LL) ont proposé une équation cinétique
qui généralise celle de Boltzmann [3]. L’équation cinétique LL, comme celle de
Boltzmann, est locale, c’est-a-dire que les collisions sont supposées ponctuelles.
En particulier, les termes de gradients spatiaux tels que le champ moyen de son
zéro ne sont pas présents. Ils existent, par exemple, dans les équations cinétiques
décrivant les liquides quantiques (voir I’équation cinétique de Landau pour un
liquide de Fermi [34, 32|) ou les plasmas (voir I’équation cinétique de Vlasov pour
un plasma sans collisions [35]). Dans la suite, nous dérivons une équation cinétique
qui généralise celle de LL en incluant ces termes de champ moyen. Cette équation
est d’abord obtenue en utilisant des méthodes collisionnelles proche de celle de
Boltzmann. Les termes de champ moyen sont ensuite réobtenus, pour comparaison,
par une méthode usuelle en théorie des champs.
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1.2 Méthodes collisionnelles

En mécanique statistique classique, la méthode intuitive de Boltzmann pour
obtenir une équation cinétique est basée sur I’étude des collisions individuelles. Elle
consiste & ajouter I'effet de toutes les collisions binaires se produisant en chaque
point de I’espace sur la distribution dans I’espace de phase a une particule fi(r, p).
Une autre méthode est celle consistant & fermer la hiérarchie exacte BBGKY par
un ansatz reliant la distribution a deux particules fs a celle & une particule f; (voir
Refs. [36, 37| par exemple).

En mécanique quantique, on peut opérer de maniére similaire. La distribution a
une particule f; est remplacée par 'opérateur densité & un corps p;. Comme nous
étudions des particules avec spin 1/2, 'opérateur densité & un corps agit dans
I’espace produit tensoriel de I'espace orbital et de I’espace de spin. L’équation
cinétique opératorielle s’écrit de la fagon suivante :

dp: a1 [ p d .
P in [ ,H] ~ 2 1.1
gt + (ih) Pt = c0”/?1 (1.1)
ou )
=2 pet (1.2)
2m

~

est le Hamiltonien & une particule, p I'impulsion de la particule, m sa masse, 1
I'opérateur unité dans ’espace de spin et Veat I’opérateur potentiel d’interaction
externe dii & un piége par exemple. Le membre de droite de cette équation décrit
formellement I’effet des interactions entre atomes sur I’opérateur densité & un corps.
Une telle équation ne peut étre valable que pour un gaz dilué et sur des échelles de
temps et d’espace beaucoup plus grandes que celles d’une collision. En I’absence
de membre de droite, cette équation est équivalente a celle de Schrédinger pour
un atome seul.

L’étape suivante consiste a introduire la transformée de Wigner [38, 39| p(r, p)
de p; par rapport aux variables orbitales. Ceci permettra de traiter les variables
orbitales de maniére semi-classique, ce qui est justifié pour un gaz non-dégénéré,
mais les variables internes de maniére quantique. La définition de cette transformée
de Wigner est :

/ /

pr.p) = (2nh)® [ e~ D+ ) (1.3)
(c’est une fonction classique de la position et de I’impulsion, mais un opérateur
de l'espace de spin, qu’on peut représenter par une matrice 2 x 2). On applique
la transformation de Wigner a I’équation (1.1). Ceci implique de prendre la trans-
formée de Wigner de produits d’opérateurs, ce que permet de faire la formule de
Groenewold [40, 39]. Cette formule exprime la transformée de Wigner d’un produit
d’opérateurs comme un développement infini en gradients. L’ordre zéro est sim-
plement le produit des transformées de Wigner des opérateurs. Le premier ordre
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fait apparaitre un gradient par rapport a r et un gradient par rapport a p. La
transformée de Wigner du membre de gauche de 1’équation (1.1) est alors :

(ol p), V)]

R P R
8 - r ) e
,p(r, p) + -V p(r,p) + -

_ %[Vpﬁ(r, p)-, ViV ()], + ... (1.4)

Les deux premiers termes (termes d’entrainement, “drift” en anglais) sont exacts,
le commutateur apparait & l'ordre zéro du développement en gradient alors que
I’anticommutateur n’apparait qu’a ’ordre un. Les ordres suivants sont symbolisés
par les trois points. Les deux premiers termes, ainsi que I’anticommutateur qui est
un terme de force, sont familiers dans le contexte de I’équation de Boltzmann. Le
commutateur traduit la rotation dans I’espace interne dii & un champ magnétique
effectif agissant sur les spins. Si nous voulons décrire un gaz piégé et donc garder
le terme de force obtenu au premier ordre du développement en gradient, il est
nécessaire d’obtenir la transformée de Wigner du membre de droite de I’équation
(1.1) au méme ordre du développement en gradients.

L’étape difficile dans la dérivation d’une équation cinétique est celle consistant
a donner une forme précise au membre de droite de I’équation (1.1). Il existe dans la
littérature de nombreuses propositions pour le faire. Dans la suite, nous proposons
un ansatz inspiré du travail de Lhuillier et Laloé [3] et basé sur le formalisme de la
matrice S de collision. Si naturel qu’il soit, il ne semble pas avoir ete discuté dans
ce contexte. Dans 1’objectif de pouvoir comparer nos résultats avec ceux d’une
méthode connue, nous présentons également I’approche de Yvon-Snider [41, 42].

1.2.1 Interactions indépendantes du spin

Dans un premier temps, nous considérons des interactions entre particules in-
dépendantes du spin. De plus, les collisions sont supposées élastiques. Pour chaque
canal de collision, a trés basse température, les collisions se produisent dans le
régime quantique. Elles sont alors décrites par un seul paramétre : la longueur de
diffusion en onde s notée a. Le régime quantique de collision est atteint lorsque
Ar > a, ce que nous supposons désormais. Les collisions en onde s sont isotropes
et la matrice 7' (nous suivons la définition habituelle, voir Roman [43] par exemple)
s’écrit . -2
972 fk(e) = 2

m™4m 2m?m
ot m est la masse des particules, fi(f) 'amplitude de diffusion (qui pour la dif-
fusion en onde s est indépendante de I’angle polaire 0) et k le vecteur d’onde de
collision. Les termes d’ordre a? doivent étre gardés pour pouvoir satisfaire 'uni-
tarité de la matrice S de collision (théoréme optique). On remarque qu’un gaz
non-dégénéré nA\3 < 1 et froid, i.e. dans le régime de collision quantique a < Ar,
est nécessairement dilué na® < 1. Ce qui signifie que le gaz est faiblement inter-
agissant.

T(k, k') = Ty(k, k') = — (a — ika® + ..) (1.5)
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Ansatz de Yvon-Snider

La méthode proposée par Yvon [41], puis indépendamment par Snider [42],
repose sur la hiérarchie BBGKY quantique [36] tronquée par une méthode col-
lisionnelle. Celle-ci est obtenue & partir de ’équation de Liouville-von Neumann
(voir Réf. [44] par exemple) sur I'opérateur densité & N-corps en opérant des traces
partielles successives. La premiére équation de la hiérarchie relie 'opérateur densité
a un corps p; a l'opérateur densité a deux corps py. La deuxiéme relie I'opérateur
densité a deux corps p, a 'opérateur densité a trois corps ps. Et ainsi de suite. Les
premiéres équations de la hiérarchie sont

ihdd—ile [ﬁl,ﬁl] - TTQ{[V(LQ), p2(1,2)}} (1.6)
m%+ [,52,?12] - Trg{[V(1,3)+V(2,3), @(1,2,3)}} (1.7)

ol V est le potentiel d’interaction entre atomes. La notation T, signifie que 'on
doit prendre la trace sur tout l’espace, orbital et de spin, de la particule 2. La
méthode de Yvon-Snider consiste a négliger le terme d’interaction (membre de
droite) dans (1.7). On résout ensuite cette équation tronquée en supposant que
les collisions binaires sont suffisamment séparées les unes des autres (dans un gaz
dilué) pour pouvoir utiliser le formalisme de la théorie des collisions & 2 corps.
On suppose également que les partenaires de collision ne sont pas corrélés avant
collision (équivalent du Stosszahlansatz de Boltzmann). Ceci permet d’introduire
I'opérateur de collision de Mgller Q@ = Q) qui transforme les ondes planes en
états stationnaires de diffusion entrants (voir Réf. [43] par exemple). L’opérateur
densité a deux corps s’écrit alors :

N

pa(1,2) = Q pr (1) (2) O (18)

On insére cette expression dans la premiére équation de la hiérarchie (1.6) et on
obtient

m% + [ﬁl,fh] ~ Try { [V(LQ), Oy (1) (2) QT” (1.9)

qui est de la forme de I’équation (1.1). Cette équation est valable pour un gaz dilué
de particules distinguables. Pour un gaz non-dégénéré de bosons ou fermions, elle
se généralise en :

d 1+eP N A 1 1+eP
SVoa@) = @R T 7"’”[1/12 QA1A29T}76”
G = ) { = 0., @ ane o] =
) (1.10)
ou P, est 'opérateur d’échange des particules 1 et 2, et ou :
¢ = 1 pour des bosons, e = —1 pour des fermions (1.11)
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On peut alors appliquer la transformée de Wigner a ces expressions pour aboutir a
une équation cinétique fermée sur p(r, p). Par exemple, en développant I’équation
(1.9) a lordre zéro de la formule de Groenewold, on obtient I’expression bien
connue de l'intégrale de collision de Boltzmann :

a
dt

p(ri,p1) = —/dgq% (UT(k?) p(r1, p1) f(r1,p2)

coll

~ [ #F o) pler.p) Flrn.p)) (1.12)
ou f(r,p) est la trace sur ’espace de spin de p(r,p) :

f(I‘, p) = TrS {ﬁ(n p)} (113)

et ol k est le vecteur unité dans la direction de k et 0 est 'angle entre k et k .
Nous utilisons les notations habituelles de la théorie de Boltzmann :

q = 2hk P2 =P1—9
~ ~ 1.14
pi=p— 2 +hkk p,=p—23—hkk (1.14)
ainsi que la définition des sections efficaces différentielles et totales :
ok, k') = T2 Tk K) P ; op(k) = [ K oy(k, k) (1.15)

Les termes suivants du développement en gradients font apparaitre des termes
de type champ moyen que nous n’écrivons pas ici. Ils peuvent étre trouvés dans
I'appendice de la Réf. [47].

Si nous incluons le spin et la statistique, nous devons utiliser I’équation (1.10)
a la place de (1.9). A l'ordre zéro du développement en gradients, nous obtenons
des termes d’échange qui s’ajoutent au membre de droite de (1.12) :

__/dsq % {ini'd. (k) [p(r1, p1), plry, p2)]
_ / &CF i (0) (e, D)), prLpy)] +  (1.16)

+/d2]%l a.”(0) ([/5(1'17131)7/3(1'1,P2)]+ - [13(1'1713/1)7/3(1'17P/2)]+)}

ol les sections efficaces généralisées sont définies par :

ox 8mim
et . s
ex . ex. 47*m ’ NS
o (0) = i (0) =~ T(-k.K) Tk K) (1.18)



Dans I’équation (1.16), les deux termes dans les deux premiéres lignes corres-
pondent respectivement & 1'effet de rotation des spins identiques (ISRE) vers
lavant et a 'ISRE latéral® ; les deux termes dans la troisiéme ligne correspondent
a des effets d’échange qui modifient la valeur des sections efficaces totales et dif-
férentielles. Pour des précisions sur ce dernier point voir [3]. Plus de détails sur la
limite de validité de ’équation de Yvon-Snider et sur les différents termes qu’elle
contient peuvent étre trouvés dans [45], [46] ou [|47] (en particulier 'appendice
de cette derniére référence). Nous n’écrivons pas ici les termes qui apparaissent
au premier ordre du développement en gradients car ils seront explicitement écrit
dans le paragraphe suivant, dans la limite de basse énergie.

Ansatz de matrice S

Un autre point de vue, plus proche de la méthode originale de Boltzmann, est
celui pris par Lhuillier et Lalog [3]. Il repose sur I’emploi de le matrice S de collision.
Comme les collisions sont traitées comme des “processus fermés” (on ignore les
particules “au milieu d’une collision”), il est possible d’utiliser la matrice S pour
relier exactement les opérateurs densité a un corps avant collision a ceux apres
collision. On peut généraliser 1'idée originale de LL qui concerne les opérateurs
densité & un corps dans [’espace de spin aux opérateurs densité a un corps dans
tout l’espace a une particule (orbite et spin). On obtient ’expression suivante pour
I'opérateur densité & un corps aprés collision p}] en fonction du méme opérateur
avant collision :

#(1) = Tr, {% $ pil1) pu(2) §1 %} (1.19)

ol la matrice S est reliée a la matrice 71" par :
(1:kp;2: ks | S|1:k;2:-k)) = d(ks—k)

m
a0k — ki) T(kp ki) (1.20)

-1

On écrit alors que la variation de p; durant un court intervalle de temps At (plus
grand que la durée de collision) est donnée par :

d

— ,51(1) X At ~ TTQ {

1+eﬁ6x_ [A R A ] 1+€pex,
dt coll

7 S (1) pr(2) ST = py(1) pr(2) NG
(1.21)

Nous verrons que At disparait naturellement du calcul grace a la présence d’un
carré de fonction delta de I’énergie. L’intervalle de temps At est restreint a :

LAt (1.22)
Ur

LL’ISRE est discuté dans le prochain chapitre.
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car il doit étre plus grand que la durée de collision, dont 1'ordre de grandeur est
donné par a/vr ou vy = \/kgT/m est la vitesse thermique des atomes, et plus
petit que le temps moyen entre collisions 7, pour que ’équation cinétique ait un
sens. On remarque que 'ansatz de matrice S (1.21) n’est valable que pour un gaz
non-dégénéré dans lequel :

1+ elf’ex_ R R 1+ e}/\’w R . R
Try {Tm(l) 01(2)7} = (1) +epr (1) =~ pr(1) (1.23)
Comme dans le cas de ’ansatz d’Yvon-Snider, I’équation cinétique est obtenue
en prenant la transformée de Wigner de I’équation opératorielle puis en dévelop-
pant en gradients. Ce calcul est détaillé dans ’appendice 1.5. On se contente ici
de donner le résultat. [’équation cinétique est :

A ~ 1 ~ [ rex ~
Oip(r1, p1) + % - Vep(r1, p1) + g [p(rl,pl), Ver(ey) + egn<rl)}
1

=5 [Foplen PO, Ve (T r) + gn(e0)T + egilr)) | = Lnld]  (1:22)

ol g = 4nh*a/m et n(r;) est défini par :

Alr) = / &p 5(r,p) (1.25)

Dans cette équation, comme c’est 1'usage, les termes proportionnels & la constante
de couplage g ont été écrits dans le membre de gauche. Le champ moyen contenu
dans le commutateur est appelé champ moyen de spin, celui dans ’anticommu-
tateur champ moyen de son zéro. L’intégrale de collision [.,; regroupe les termes
proportionnels au carré de la constante de couplage. Elle est donnée par :

[cou[ﬁ] = - /dsq % /d%l a? (ﬁ(r17p1)f(r17p2) - ﬁ(rhpll)f(rlup;)

+ 5o, p). plrr Pl = 5 [0, B, (e, B3], ) (1.26)

[NORING Y

ol p2, P} et p, sont définis dans I’équation (1.14). Si on néglige 'anticommutateur
obtenu au premier ordre du développement en gradients dans le membre de gauche
de (1.24), on retrouve ’équation cinétique LL [3| dans la limite de basse énergie.
Nous insistons sur le fait que I’équation cinétique est obtenue comme résultat de
deux développements simultanés : un développement en gradients dont le petit
paramétre est /i/dx Op, o dx (respectivement dp) est le gradient typique dans
'espace position (resp. impulsion) de la distribution dans I’espace de phase ; et un
développement en interaction dont le petit paramétre est a/Ar.
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1.2.2 Interactions dépendantes du spin

Jusqu’a présent, nous avons supposé que l’interaction entre atomes contenue
dans le Hamiltonien ne dépend pas du spin. Nous levons ici cette hypothése. Dans
la limite de basse énergie, il suffit de considérer quatre longueurs de diffusion : a1,
as2, ag) et ag. Les deux premieres décrivent des processus de collision entre atomes
dans le méme état interne. La troisiéme décrit un processus de collision direct
entre atomes dans des états internes différents. La quatriéme décrit un processus
de collision de transfert entre atomes dans des états internes différents. Les atomes
numérotés? échangent leur état interne au cours d’une collision de transfert, alors
qu’ils conservent leur état interne au cours d’une collision directe. Ces deux derniers
processus sont bien connus dans la théorie des collisions d’échange de spin [48]. La
matrice 7' est une matrice 4 x 4 dans I'espace de spin; & 'ordre le plus bas des
longueurs de diffusion elle est donnée par :

a (k) 0 0 0
. B2 0 dm(k) 0 0
l:a;2:08| T, |1:v:2:0)= ~ ~
(Lias2: BT [ 1y ) 2m2m 0 0 ag)(k:) ag';)(k)
~ ~(d
0 0 @k @y (k)
(1.27)
ou a, 3, v et d € {1,2} sont les indices de spin et ou :
?iaﬁ(k:) = Qap [1 - ik?aag] (128)

L’équation (1.27) remplace (1.5) quand les interactions dépendent du spin.

Equation cinétique

A partir d’ici, la dérivation de 1’équation cinétique se fait de maniére trés simi-
laire au cas ou les interactions inter-atomiques sont indépendantes du spin (voir
I’appendice 1.5), en utilisant la matrice T précédente a la place de (1.5). Le calcul
n’est pas plus difficile mais est beaucoup plus long en raison de la présence des
indices de spin. Si nous ne sommes intéressé que par les termes de champ moyen,
nous pouvons faire un calcul opératoriel plus rapide en ne gardant que les termes
de diffusion vers 'avant de ’ansatz de matrice S. Nous détaillons maintenant ce
calcul.

La matrice T" précédente peut se réécrire, a l'ordre le plus bas en longueur de
diffusion, avec des indices de spin :

(d) 0)

-~ ga ga
(a; Bl Ty |y ;0) = 5a,v5ﬁ,é—<2£3 +(1- 5a,ﬁ)5a,65m—(27f>3 (1.29)
(d)

oll o = 4mh%aqe/m et gg’t) = 47rh2a§‘é’t)/m. A Tordre le plus bas en longueurs de
diffusion, les éléments de matrice 71" sont réels. Comme nous ne voulons obtenir que

20n utilise la premiére quantification.
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les termes de champ moyen, nous ne gardons que les termes linéaires en matrice 7'
dans l'ansatz de matrice S. Le membre de gauche de I’équation (1.21) s’écrit alors

27 1+ e}/\’ex. A . . . 11+ ef’ex_
PNGL {T [T p1(1) p1(2) — pa(1) p1(2) T} T} (1.30)

ol nous avons introduit la matrice 7 appelée matrice T sur couche de masse
(“on-shell 7" matrix” en anglais). Elle est définie par :

S=1-i2nT (1.31)

En utilisant les propriétés de la trace partielle et le fait que ’opérateur d’échange
P.. commute avec la matrice 7, nous pouvons réécrire I’équation précédente sous
la forme d’un commutateur :

1

— {ET@ {(i v eP, )T ,31(2)}, ,31(1)] (1.32)

Nous voyons que le premier opérateur dans le commutateur pourrait jouer le role
d’un Hamiltonien effectif & une particule. Dans la suite, nous montrons dans quel
sens c’est effectivement le cas.

Nous considérons a présent un élément de matrice quelconque du commuta-
teur (1.32). Pour simplifier les équations, nous n’écrivons que le premier terme de
I’élément de matrice du commutateur :

2mh - A
(1ol T { (L + eP)T (@)} (D1 ph o) (1.33)

Nous calculons cet élément de matrice en introduisant trois relations de fermeture

de la forme
-/ dgpz b, A)(p, 4] (1.34)

et en utilisant I’expression (1.29) de la matrice 7. Nous obtenons

(2) 3At /d3p2/d3p3 (p1-p2)/2 ~ Elps—pa)/2)

<3 {gag (B, &l [, ') (b Bln Do, B)
8

+ (1= Ga5)9 3 (s, 8151 [P}, &) (Pa, @l pr [ P2, B)

d ~ ~
+e9L0(ps, B1p1 [P}, &) (Pa, @l pr [ P2, B)

T e(1 = 80,59 P, al [ o) <p4,ﬁ|ﬁ1|pz,ﬁ>} (1.35)
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ol ps = p1 + P2 — p3- En définissant les trois constantes de couplage suivantes

d
G = Gy + €(1 = 0a,)94 (1.36)
(avec go1 = g12) nous pouvons réécrire I’équation (1.35) comme suit :

27h
7~ X / d*py / d’p3 0(Ep,—p2)j2 — Eps—pa)/2)

Go A R
<3 22 Lo e, ) sl )
B

i e<p4,a|/31\p2,ﬁ><p3,mm|pa,a'>} (1.37)

Nous constatons donc que pour une statistique donnée de particules (bosons ou
fermions), seules trois constantes de couplage g11, g20 €t g12 jouent un role.

Dans I'appendice 1.5, nous montrons qu’en prenant la transformée de Wigner
de I’équation cinétique opératorielle puis en développant en gradients, des carrés
de fonction delta de I’énergie apparaissent. Ils sont remplacés par

BB = o) (1.38)

ou At est une durée supérieure a celle d’une collision. L’équation précédente est
bien connue en théorie formelle des collisions [43|. Elle permet de traiter le carré
d’une fonction delta de I’énergie et de faire apparaitre I'intervalle de temps At
qui va se simplifier avec celui introduit dans la définition de I'ansatz de matrice
S, équation (1.21). Ici, nous ne pouvons utiliser cette simplification dans 1’équa-
tion (1.37), car il n'y a qu’une seule fonction delta. L’idée est alors de prendre la
transformée de Wigner de I'opérateur (1.32) et de réaliser un développement en
gradients. A chaque ordre du développement, une deuxiéme fonction de conser-
vation de I’énergie 6(FE})) identique a la premiére apparait. Nous pouvons ensuite
utiliser la simplification & chaque ordre du développement en gradients (le calcul
est fait pour les deux premiers ordres, dans le cas des interactions indépendantes
du spin, dans I'appendice 1.5). Formellement donc, la quantité

27h
A—t5 (E(p1-p2)/2 — Eps—pa)/2) (1.39)

dans l'équation (1.37) est remplacée par 1, i.e. & chaque ordre du développement
en gradients mais pas nécessairement pour la série resommeée. [’élément de matrice
(1.33) devient

/d3p2/d3p3z <g;§3 X {<p47/8|151|p27ﬁ><p37a|ﬁ1|p/170/>
B

+ €<p4,O[|,51|p2,/8><p3,ﬁ|pA1|p,1,O/>} (140)
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Ce résultat peut s’écrire

(L:prL V™ (1)p (DL : pl,a) (1.41)
ou
Vamﬁf(r) = Oap Z Gor (T Y[P1(T,7) + €Gap(r, alpir, B) (1.42)
v=1,2

est le potentiel de champ moyen. Ainsi, I’équation (1.32) peut formellement
s’écrire : .
=), (1)) (1.43)

Cette équation est valable lorsqu’elle est utilisée pour calculer sa transformée de
Wigner puis développer en gradients.

Nous pouvons donc réécrire ’équation cinétique opératorielle (1.1) sous la

forme : s

% + (ih) [/31, H, + f/mf} =0 (1.44)

Nous définissons le potentiel effectif & une particule U comme la somme du potentiel

extérieur V' et du potentiel de champ moyen ymf , c’est-a-dire :

b rest ( (1 + €)gana + gi2ma €g12M21 ) (1.45)

€J12M12 (14 €)g1ing + grans

Nous obtenons ensuite ’équation cinétique en prenant la transformée de Wigner et
en développant en gradients jusqu’au premier ordre inclus. Le résultat est similaire

a I’équation (1.4) avec le potentiel extérieur Veat remplacé par le potentiel effectif
U:
) p . L. >
81&/)(1'; p) + E ’ Vrp(ra p) + E[p(r7 p)? U(I‘)],

S [Voi(r.p), V.T (1)), =0 (1.46)

Si nous suivons la procédure détaillée dans ’appendice 1.5, nous retrouvons les
mémes termes de champ moyen et nous obtenons en plus l'intégrale de collision.
L’équation cinétique s’écrit alors :

. P X L., =
8tp(r7 p) + m ' Vrp(rv p) + Zh[p(r7 p)7 U(I’)]_

— 5[V, D), VD)) = Lol (1.47)

Cette équation ressemble a celle de Landau-Silin [49, 34| pour un liquide de
Fermi normal dans un champ magnétique. Le deuxiéme terme du membre de
gauche est le terme de dérive habituel ; I’anticommutateur est un terme de force
incluant ’effet d’un potentiel extérieur et du champ moyen ; le commutateur est
un terme de précession de spin (précession de Larmor) autour d’un champ magné-
tique effectif dont 1'origine est en partie externe (effet Zeeman différentiel) et en
partie interne (champ moyen de spin).
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Evolution de la densité et de la densité de spin dans 1’espace de phase

La structure de ’équation cinétique précédente est plus explicite lorsque celle-ci
est écrite en termes de densité de particules et de densité de spin. La fonction de
distribution j(r, p) et le potentiel effectif U/(r) sont des matrices 2 x 2 dans I’espace
de spin. Nous les décomposons sur la base formée par les matrices de Pauli & et
la matrice unité 1 :

DO | —

p(r,p,t) = = (f(r,p,t)l + M(r,p,t) - &)
Ulr,t) = Up(r,t)1 + U(r,t) - & (1.48)

Lorsqu’on I’écrit en fonction de la densité dans ’espace de phase f et de la densité
de spin dans I’espace de phase M, ’équation (1.47) devient :

00 + 2 V)Vl Vol — VU - VM = 1), M)

VM= I M) (1.49)

8251\/[ + % : VrM — VrUO : va - VTU ’ fo - A coll

On voit sur ces équations que Uy joue le role d'un potentiel de piégeage global et
U celui d’'un champ magnétique effectif local autour duquel les spins précessent.
Le potentiel de piégeage effectif Uy est donné par :

Vea:t _'_ Vea:t 1 + € n
Up(r,t) 2 5 L+ 2 (g22 + g11) + 912 5
14+¢€ m
T (g22 — 911)7” (1.50)

et le champ magnétique effectif est :

Az, t t
U(I‘, t) = 7(21" >e|| + eigun;(x’ )
1+e¢

Q(r,t) = V5o — Vet [(g22 — g11)n + (922 + g11 — 2912)my ] (1.51)

2

ou la densité locale et la polarisation locale de spin sont définies comme suit :

n=mny+ny;m =mny—mn

M1 = Nar +Nig ; Moo = (N9 — Ni2) (1.52)

La base orthonormée dans l'espace de spin est notée {e, 1; e, ; e}. Les deux
premiers vecteurs définissent le plan transverse, le troisiéme la direction longitudi-
nale.

L’intégrale de collision dans 1’équation (1.47), c’est-a-dire I’équivalent de (1.26)
lorsque les interactions dépendent du spin, n’est pas écrite explicitement. Son ex-
pression est complexe et lorsque nous discuterons des ondes de spin, nous n’aurons
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pas besoin de sa forme exacte ®. A la place, nous utiliserons une expression simple
en termes d’un seul temps de relaxation. L’approximation du temps de relaxation
s’écrit

0~ fEpt) = fUrpt) oy o M(rpt) - M“(rp,t) (153)

coll — T ) “eoll — T

ou f¢7 (resp. M“?) est la densité (de spin) dans I’espace de phase, et 7 est un temps
de relaxation. On devrait normalement utiliser un temps de relaxation différent
pour I’équation sur f, celle sur M et celle sur M, . Cependant dans un gaz polarisé
non-dégénéré, on sait que ces temps de relaxation sont égaux (voir les travaux de
Meyerovich et collaborateurs [51] et ceux de Mullin* et collaborateurs [53]). De
plus, dans le prochain chapitre, quand nous étudierons le transport de spin, nous
aurons comme exemple Pexpérience réalisée au JILA |2, 54] sur le 3"Rb. Pour
cet atome, les trois longueurs de diffusion a;;, ass et a2 sont du méme ordre de
grandeur ~ a2 = 98.2ag, ol qg est le rayon de Bohr [2]. Nous n’avons donc besoin
que d’un seul temps de relaxation, dont I'ordre de grandeur est donné par :

1
~—— 1.54
’ dmal, n vy (1:54)

qui est le temps moyen entre collisions dans un gaz de Boltzmann de densité n,
a la température 7', dans lequel les collisions se produisent en onde s avec une
section efficace o ~ 47a?,. Bien que cela ne soit pas nécessaire, on peut facilement
obtenir une meilleur valeur du temps de relaxation (pour un systéme homogéne)
a partir du calcul du coefficient de diffusion de spin fait par LL [7] et exposé dans
le livre de Smith et Jensen [56]. Le résultat est :

_3Vr 1 (1.55)

T =
2
8 4majy, n vr

Finalement, I’équation cinétique que nous utiliserons pour discuter du transport
de spin dans les chapitres suivants est

— feq
8tf+%-Vrf—Von-fo—VrU~VpM:—f Tf
2U M — M
8tM+%-VrM—Von~VpM—VrU'fo— XM~ ————— (1.56)

Nous concluons cette partie en mettant en avant les différences entre cette
équation cinétique et celle de LL [3]. L’équation (1.56) contient tout le champ

3L’intégrale de collision (locale) dans la limite de basse énergie et pour des interactions dé-
pendantes du spin est obtenue dans [50].

4Trés récemment, Mullin a montré que méme dans le cas d’un gaz non-dégénéré mais avec des
interactions dépendantes du spin, les temps de relaxation transverses et longitudinaux peuvent
étre différents [52]. Dans le cas du gaz de 8"Rb, la différence est de I'ordre de 0.2%.
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moyen, c¢’est-a-dire le champ moyen de spin, également contenu dans I’équation LL,
et le champ moyen de son zéro. Elle est obtenue pour des interactions dépendantes
du spin alors que I’équation LL concerne des interactions indépendantes du spin.
Elle est cependant moins générale que 1’équation LL par certains aspects : les
collisions sont supposées se produire a basse énergie et l'intégrale de collision est
traitée par une approximation de temps de relaxation. Ces deux restrictions sont
facilement levées mais ceci n’est pas nécessaire pour la discussion du transport de
spin des prochains chapitres.

1.3 Approximation du champ moyen

Dans ce paragraphe nous réobtenons les termes de champ moyen (c’est-a-dire
le potentiel VV™/) par I’approximation usuelle du champ moyen en théorie des
champs. Le systéme est décrit par la densité de Hamiltonien suivante :

H="Hi+ Hin
> (3T UAE) - Fale) + Ve 1) )l
+ = Zgam/ﬁ 5()Y5(r) e (r) (1.57)

Les opérateurs de champs d’annihilation et de création d’une particule dans I’état
interne « sont 1, (r), ¥ (r). Ils obéissent aux relations usuelles de commutation
(ou d’anticommutation) & temps égaux pour des bosons (ou des fermions). Les
interactions dépendent des trois constantes de couplage gog = 47h%a.g/m. Il s’agit
donc d’un Hamiltonien effectif avec un potentiel d’interaction modéle valable &
basse énergie. C’est une approche usuelle dans I’étude des gaz froids : les éléments
de matrice du vrai potentiel sont remplacés par les éléments de matrice 7" & basse
énergie. Voir par exemple la méthode du pseudo-potentiel de Fermi [44]| ou la
procédure de renormalisation V' — T [55].

Nous cherchons a obtenir I’évolution temporelle de la matrice densité a un corps
Pap(r, 1’ 1) = (Y1 (', )1s(r, 1)), ou (...) est la moyenne par rapport a I'opérateur
densité & N-corps du systéme. A cette fin, nous écrivons I’équation du mouve-
ment de Heisenberg pour 9] (r’,¢)1s(r,t) en utilisant ’Hamiltonien (1.57) puis
nous prenons la valeur moyenne (...). La partie libre H; (énergie cinétique et po-
tentiel extérieur) de la densité de Hamiltonien donne ’équation de Liouville-von
Neumann :

2
ihOypas(r,r' t) = —2h— (Vi —V2) pas(r,r',t)
- (VE () = VE()) pas(r, 1, 1) (1.58)
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La densité d’Hamiltonien d’interaction H;,,; couple la matrice densité & un corps
a la valeur moyenne du produit de quatre opérateurs de champs (matrice densité
a deux corps) :

Z ra (WL (1)1 ()0 (x) Z Tl ()00, ()l (0)es(x)) - (1.59)

Si on ne s’intéresse qu’a la dynamique sur des échelles de temps grandes devant la
durée d’une collision, on peut négliger certaines corrélations et remplacer ’'opéra-
teur densité & N-corps exact par sa description réduite sous la forme d’un opérateur
densité & N-corps Gaussien [57]. La valeur moyenne du produit de quatre opéra-
teurs de champs peut alors étre calculée par le théoréme de Wick. On note que si
le gaz était condensé de Bose, on ne pourrait utiliser ce théoréme pour calculer la
valeur moyenne. En inversant le point de vue, la procédure qui consiste & remplacer
la moyenne d’un produit par le produit de la moyenne et & négliger les fluctuations
peut étre vue comme la définition de 'approximation du champ moyen. Dans le
contexte des équations du mouvement de la matrice densité & un corps, elle s’ap-
pelle approximation de phase aléatoire (“random phase approximation” (RPA) en
anglais) [56]. L’équation (1.59) devient :

Z t)pss(r, ', t) Z Pas(r, 1 )V, (r’,t). (1.60)

6=1,2 6=1,2

ou le potentiel de champ moyen (matrice 2 x 2) est :

Vo (1) = Gap ) gan (WL (1)1 (1)) + egap (¥ (£)15(x)) (1.61)

v=1,2

Le premier terme de I’équation précédente est le champ moyen direct, le deuxiéme
est le champ moyen d’échange proportionnel & e. Le potentiel effectif & une par-
ticule U(r) est la somme du potentiel extérieur V*(r) et du potentiel de champ
moyen V'™ (r). Pour faire le lien avec les résultats des paragraphes précédents, on
remarque que n,(r,t) = (! (r,t)1,(r,t)) est la densité moyenne d’atomes dans
I'état interne o = 1,2 et que les éléments non-diagonaux nis(r,t) = nj,(r,t) =
<1/JI (r,t)o(r,t)) sont les cohérences (au sens de la physique atomique et de I’op-
tique quantique, voir Réf. [58]). On retrouve alors exactement ’expression (1.45)
du potentiel effectif U. [’équation cinétique opératorielle & laquelle on aboutit est :

dpl

L+ (i) [ﬁl,H1+me =0 (1.62)

C’est ’équivalent quantique de I’équation de Vlasov (voir [37] par exemple). A
partir de 14, on procéde comme précédemment pour dériver ’équation cinétique :
transformée de Wigner et développement en gradients au premier ordre. L’équation
cinétique obtenue reproduit le membre de gauche de 1’équation (1.47). Il n’y a bien
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sur pas d’intégrale de collision car nous avons utilisé ’approximation du champ
moyen, ce qui fait que tous les termes proportionnels & a? ont été négligés. Dans ce
formalisme, I'intégrale de collision est en général ajoutée a la main sous la forme
d’une approximation de temps de relaxation [56].

1.4 Discussion

Dans ce paragraphe, nous comparons les trois méthodes différentes que nous
avons utilisées pour écrire I’équation cinétique d’un gaz d’atomes avec des états
internes : 'ansatz de matrice S (ou méthode LL), ’ansatz de Yvon-Snider (YS) et
I’approximation du champ moyen.

A Tordre zéro du développement en gradients, LL et YS donnent le méme
résultat : une intégrale de collision de Boltzmann et un champ moyen de spin.
L’approximation du champ moyen obtient le champ moyen de spin, qui ne coincide
avec les deux autres approches que dans la limite de basse énergie, a cause de
I’utilisation d’un pseudo-potentiel. Nous insistons sur le fait que ce champ moyen
de spin existe dans un gaz de Bose non-dégénéré. Dans un condensat de Bose-
Einstein (BEC), a trés basse température, ce champ moyen de spin n’existe pas,
car le champ moyen d’échange est absent. On sait en effet qu’il n’y a pas d’échange
dans un BEC car tous les bosons sont dans le méme état quantique. Il y a cependant
un mécanisme différent qui peut créer des ondes de spin : c’est le “couple quantique”
(“quantum torque” en anglais) [59], dont l'origine est purement cinétique ; il résulte
de ce qu’en mécanique quantique un gradient de la phase de chaque composante
correspond a de I’énergie cinétique qui modifie I’évolution de la phase relative et
donc de la polarisation de spin transverse [60].

Au premier ordre du développement en gradients et pour la diffusion vers
I’avant, LL, YS et 'approximation du champ moyen donnent tous le méme terme
de champ moyen de son zéro (ou champ moyen scalaire) dans la limite de basse
énergie. Plus généralement, LL et YS donnent le méme terme de champ moyen
de son zéro sans prendre cette limite. Nous n’avons pas, pour 'instant, étudié le
cas de la diffusion latérale au premier ordre du développement en gradients, ni les
ordres supérieurs du développement en gradients.

Nous insistons sur le fait que dans un gaz dilué et non-dégénéré, le champ
moyen de spin domine le champ moyen de son zéro, car le premier apparait un
ordre plus bas que le deuxiéme dans le développement en gradients. Ceci explique
que les modes collectifs de type son zéro ne se propagent pas aussi facilement que
les ondes de spin dans ce systéme.

La “démonstration” de I’équation cinétique par les méthodes collisionnelles
confirme que les résultats de 'approximation du champ moyen sont corrects a
I’ordre le plus bas en longueur de diffusion. Ce n’est pas trivial : en effet, le champ
moyen est généralement supposé jouer un role soit dans les systémes avec des in-
teractions a longue portée (équation de Vlasov pour un plasma [37]), soit dans les
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systémes dégénérés fortement interagissants décrits en termes de quasi-particules
(équation de Landau pour un liquide de Fermi [32, 49, 34]). Nous remarquons
finalement que lorsqu’on décrit un gaz dilué peu dégénéré comme un gaz de quasi-
particules (voir les travaux de Bashkin [61], par exemple), une quasi-particule est
simplement une particule dont I’énergie cinétique p*/2m est déplacée par un terme
de champ moyen local, de telle sorte que le terme de dérive “cinétique” de ’équation
de transport des quasi-particules n’est pas modifié.

1.5 Appendice : Calcul de la transformée de Wi-
gner de I’équation cinétique opératorielle

Dans cet appendice, nous détaillons le calcul de la transformée de Wigner de
l'ansatz de matrice S de ’équation (1.21). Nous allons suivre de prét un calcul
similaire présenté dans ’appendice de Uarticle de Laloé et Mullin [47]. La trans-
formée de Wigner de 'ansatz de Yvon-Snider, équation (1.9) mais sans niveaux
internes et sans échange, y est obtenue au premier ordre du développement en
gradients.

Nous définissons la matrice 7" sur couche de masse (“on-shell 7" matrix” en
anglais) 7 par

S=1—inT (1.63)

Ceci permet de réécrire le coeur de 'ansatz de 'équation (1.21) de la maniére
suivante

Spr1(1)p1(2)ST = pr(1)p1(2) = —i2nT pr (1) (2) + c.c.
+(2m)* T pi(1)pr ()T (1.64)
ol c.c. signifie le complexe conjugué du terme précédent. Les deux premiers termes
sont linéaires en la matrice 7', le dernier est quadratique. La transformée de Wigner

Fr de Popérateur qui est sous la trace dans équation (1.21) et aui est linéaire en
la matrice 7" est

Fr(R,r,P,p) = —i(2r) °h¢ / dPK / Pk K ReimT

14+ePy ~ . 1+eP.,
X<K+, k+‘TTp1<1)p1<2>T‘K7, k7> + c.c. (165)
ou
P K p k
K i=—%+— ki==+— 1.
A (1.66)

En introduisant deux relations de fermeture pour les vecteurs d’onde relatifs k; et

36



ko, le membre de droite de I’équation (1.65) est égale a

d3K d3 3 3 iK-R ua‘,r
e | 5 [ 5 f o [
X (T(k+, ki) + eT(—k,, kl)PS) 5(Ex, — Er,)

(K y ki |pr(1)p1(2) K, ko) (5(k2 — k) +ed(ks + k,)f?g) tee  (167)

ol Pg est 'opérateur d’échange dans I’espace de spin.

Nous utilisons ensuite la transformée de Wigner inverse pour faire apparaitre
dans I’équation (1.67) la transformée de Wigner j(r, p) de p; et remplacer 1’élément
de matrice du produit des p’s par :

h6/d3RI/d3rleiK-R’ei(k2kl)-r’

' Py Bk, + Ik ' P~ hk, — Ik
ﬁ(R’+r§, T 21+ 2) (R’ ; — 2) (1.68)

Lorsqu’on insére le résultat dans I’équation (1.67), on fait apparaitre une fonction
delta :

/ PR BR) _ (9035(R _ R) (1.69)

En prenant la trace sur I'espace (orbital et interne) de la particule 2, nous obtenons
finalement I’expression suivante de la transformée de Wigner Ir(ry, p1) du terme
linéaire en la matrice 7' de 'ansatz (1.21)

Ip(ry,p1) = E At/d3 /d3 /d3 /d3/<;/ /d3k' /ds )

% em,r zk k’l)r Ek;+ _Ek/
) r—r r+r
xh%—kﬂw%mm@r-Q,w)(n—jer

el — k)T (e k) (v - 5T

+ed(k) + k) k+,k’( ror )
/

p
! 1 ~ r+r, 1
+ 0(ky +k)T(—ky, k ) ( P1)P(r1—T>P2)]
+ c.c. (1.70)

avec les notations (1.14) et

r:rl—rg, ki =
+k
pl=p - 3+hrt, pr_p 9

+ E
2

2 >
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ol nous avons utilisé la définition de f comme trace sur ’espace de spin de p, voir
I'équation (1.13).

Le méme type de calcul est possible pour le terme quadratique en la matrice
T dans (1.21). On obtient I’expression suivante de sa transformée de Wigner

Ir2(ry,p1) = g At/d3 /d3 /d3 /algk’/d?’k:’/al3 !
X

eznr i(khy—k)) Ek+ _Ek/ B, _Ek’

—_ v /
. [T<k+, KT (kK5 ( o p’{) ( ot p)

S
.. / R r+1
I O L (Rt

e )T (k1) (1 -

r—r . r+r
TRk K (n )5 (r )
1.7

A Pinstar des références [45, 47|, nous supposons a présent que p(r,p) a des
variations suffisamment douces dans ’espace (sur des distances microscopiques)
pour développer le produit de p et f dans les équations (1.70) et (1.72) comme
suit :

~ / / r ~ ! !
p(r17p1/>f(r17p2/) - 5 ' v1‘1 [p(rlup/1>f(r17p/2)]
r/

+ 5 [P0 PY) Ve f(r1, py) = (Ve plrn, 1) f (1, p2) + - (1.73)

Le premier terme de I’équation précédente est local, les deux suivant constituent le
premier ordre du développement en gradients (termes non-locaux). Une équation
semblable existe pour le produit des p’s dans les équations (1.70) et (1.72).

(1) Terme local

Nous commengons par calculer le terme d’ordre zéro du développement en
gradients. Les trois intégrales suivantes apparaissent :

/d3r e T = (27)30(K); /d3r' ik’ — (9m)35(K, — k)

/ dPr’ em e = (27)35 (K + K)) (1.74)
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Les termes linéaires en la matrice T deviennent

~

I (I’l,pl 2 At/d3 /dskfl Ek —Ek/)

[ (K, — K)T(k,K,)j (r1, p1 — hk+AK)) f (r1,p1 — hk—Hk})
+ed(k] — k) T(—k,k})p (v, p1 — hk—hK)) p (ry, p1 — hk+hk))
+ed(k; + k)T'(k, k’) (ry, p1 — hk+hK)) p (ry, p1 — hk—hk])

4 O(K, + K)T(—k, k) f (r1, pr — Bk+hK)) p (r1, p1 — hk—hk’l)]
+c.c. (1.75)
Dans I’équation précédente, on remarque que des carrés de fonctions delta de

Pénergie 6(E})0(k) o [0(Ey)]” apparaissent. On utilise alors ’astuce bien connue
de le théorie formelle des collisions (voir Ref. [43], par exemple)

At
2mh
ou At est une durée supérieure & celle d’une collision, qui se simplifie avec celle

présente dans I'ansatz de matrice S (1.21). Les mémes manipulations peuvent étre
répétées avec le terme quadratique en la matrice T, elles aboutissent a :

[6(Bw)]* = 5—0(Ey) (1.76)

Ir2(r1,p1) d*q | &K §(Ey, — Ey)

[T(k K)T(k, k') (r1,p1 — hk + 1K) f (r1,p1 — ik — AK')
4T (—k, KT (k, K)*p (11, p1 — hik — BK') (11, p1 — hik + hK)
+ T (k, K)T(—k, K)*p (r1, p1 — lik + 1K) p (r1, p1 — Fik — 1K)
+ T(-k, X )T(=k,X)*f (r1,p1 — hk + hK') p (r1, p1 — hk — hk')
(1.77)

Nous allons avoir besoin de différentes propriétés générales de la matrice T
En plus des sections efficaces différentielle o (k, k') et totale or(k) définies dans
I’équation (1.15), nous introduisons les sections efficaces suivantes (voir Réf. [3])

T(-k, k) = ﬂ (o504 (k) — it (k)
) ’i87T3 fwd fwd
Tk T k) = (a;f~(i%, i) — e (k, 1%/)) (1.78)
47im?

L’unitarité de la matrice S, nécessaire & la conservation de la probabilité en mé-
canique quantique, se manifeste dans le théoréme optique :

T(k, k) 12k
2@ +CC —ImT(k k) W

or(k) (1.79)
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L’invariance par rotation dans l’espace du Hamiltonien d’interaction peut étre
utilisée pour montrer que :

T(-k,—K') =T(k,X) (1.80)

Nous calculons ensuite I'intégrale sur la norme du vecteur d’onde k’ dans les équa-
tions (1.75) et (1.77) en utilisant les propriétés mentionnées de la matrice 7. Nous
obtenons la transformée de Wigner Iy = Ir+ Iy» a Pordre zéro du développement
en gradients de 'ansatz de matrice S :

~

Iw(r1,p1) = —/d3Q%{ {UT(k)ﬁ(erl)f(rhm)

(0500 (k) [p(r1,P1), p(r1, P2)], + iTferg (K) [p(r1, P1), p(r1, P2)]_)

_/dz

+ar (k) [p(r P, A, Py)] )] } (1.81)

>

7. .\ A € exr.(1. 1 o ~
w9001, 90 01,08 + 5 (02 ) ) )L

avec les notations (1.14). Ce terme local est “I'intégrale de collision” LL [3]|. Nous
écrivons intégrale de collision entre guillemets car dans ce manuscrit la dénomi-
nation intégrale de collision est réservée aux termes quadratiques en la matrice
T alors que “I'intégrale de collision” LL contient des termes linéaires (termes de
commutateurs). Ces termes sont habituellement écrit dans le membre de gauche
de I’équation cinétique. Ils correspondent dans 1’équation précédente au champ
moyen de spin, a l'origine des ondes de spin dans les gaz froids.

La limite de basse énergie des sections efficaces est obtenue & partir de I'ex-
pression de la matrice 7" dans I'onde s (voir équation (1.5)) :

or(k) ~4ma® ok K) ~ a?
crjc"fv'd.(k) ~dra® ot
i (k) ~ —dmafk T

quand k£ — 0, voir Ref. [3]. Quand ces expressions sont introduites dans (1.81),
I'intégrale de collision de I’équation (1.26) est obtenue, ainsi que le terme de champ
moyen de spin contenu dans le commutateur de I’équation (1.24). Les autres termes
de champ moyen (champ moyen de son zéro) contenus dans I’anticommutateur vont
étre obtenus au premier ordre du développement en gradients que nous calculons
dans la suite.

(2) Termes du premier ordre

Dans cette partie, nous ne garderons que les termes du premier ordre qui sont
linéaires en la matrice T'. Les autres termes (quadratiques en la matrice T') sont
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négligeables car ils contiennent plusieurs petits paramétres (premier ordre du dé-
veloppement en gradient et carré de la longueur de diffusion a?).

(2-a) gradients r Les termes du premier ordre font apparaitre le gradient d’une
fonction delta

/d3r r et = —i(27)*V,.(k)

ce qui signifie que nous devons prendre la dérivée par rapport & k de (moins) la
fonction sous l'intégrale. Nous obtenons :

@/Cﬁq{ ReT'(k,k) V- Vi [p(r1, p1) f(r1, P2)]

2
— Vp [ReT(k, k)] - Vi [p(r1, p1)f(r1, p2)]

€ . .
+ §T(k, k) Vp - Vi [p(r1, p1)p(r1, p2))
€

= 5 Ve [T (X)) - Ve [p(r1. p1)p(r1, p2)]

+ %T(k, k)" Vp - Vi [p(r1, p2)p(r1, P1)]
— gvp [T'(k,k)*] - V¢ [p(r1, p2)p(r1, P1)] } (1.82)
(2-b) gradients r’ Les intégrales suivantes apparaissent
/ diy’ STV Y _(9m) PV 5(K] — K))
/ @iy’ eI Y (2m)PV 6(K + k) (1.83)

Nous obtenons alors :

28 [ @ 9 { ReTK) (03,21 Ver1,p2) = F(r1 ) Vel 1)
+ %T(k, —k) [p(r1,P1)Vep(r1, p2) — p(r1, P2) Vep(r1, P1)]
+ %T(k, —Kk)" [Vep(r1,p2) p(r1, p1) — Vep(r1, p1) A(r1, P2)] } (1.84)

L’expression de la matrice T' & l'ordre le plus bas en la longueur de diffusion
(voir I’équation (1.5)) est :
(2m)*T(k, k) ~ g
Elle est indépendante de k. En utilisant cette expression dans les équations (1.82)
et (1.84), nous obtenons le terme d’ordre un suivant :

2 [Vl p). Velgnien)i + onten)]
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C’est le terme de champ moyen (de son zéro) présent dans ’anticommutateur de
I'équation cinétique (1.24).

Nous avons également fait des calculs préliminaires pour comparer, de maniére
générale (i.e. sans I’hypothése de basse énergie), ’ansatz d’Yvon-Snider et celui
de matrice S dans le cas sans spin et sans échange. [’ordre 0 du développement
en gradients est le méme (intégrale de Boltzmann), I'ordre 1 linéaire en matrice
T également. Par contre, il semble que 'ordre 1 quadratique en matrice 1" soit
différent.

1.6 Appendice : Comparaison des ansatz de ma-
trice S et d’Yvon-Snider

Dans cet appendice, nous comparons ’ansatz d’Yvon-Snider (YS) a I’ansatz de
matrice S (LL) dans le cas simple ou il n’y a pas de niveaux internes et ou on
néglige I’échange (¢ = 0). La comparaison est faite en prenant la transformée de
Wigner des équations opératorielles suivantes, ot :

d (YS)

=2 VL2, 0p(n @9} (1.85)

th

coll
est ’ansatz d’Yvon-Snider, et :

(LL)

d

E1 ) = L Tr {Snn@)S - nLm@) (1.86)

coll

est ’ansatz de matrice S. Nous utilisons les mémes notations que dans I’appendice
précédent ; de plus h = 1.

1.6.1 Termes linéaires en la matrice 7T

Nous commencons par étudier les termes linéaires en la matrice 1" dans les an-
satz (1.85) et (1.86) et calculons leur transformée de Wigner mais sans développer
en gradients. Le calcul de la transformée de Wigner de (1.85) est fait dans [47] et
la partie linéaire en 7" peut s’écrire :

2. > o / ! /
I, p) = (27:)3 / &k / &k / &K, / &K / dr / drl et reitoia) T
r—r

x f(rl_ 5 ,p1”)f(r1— I'—gr,’pQw)
X {T(k_, K,)"5(k, — K,) — T(ks, K,)d(k_ — kg)} (1.87)
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La transformée de Wigner de (1.86) peut s’écrire sous une forme similaire :

2. : : ! / !
]j(ﬂLL)(rl’pl) = (27:)3 /dgkj/d?’/{/d?’ki/d?’kjé/d3r/d3r/62n~rez(k2—k1)-r
r—r

r+r
X f(rl - 2 7p1”>f(r1 - 2 7p2”)
e , 27T5(Eké —Ek_)
e
, , 27T(S(Ek£ —Ek )
Tl ik 1) T } (1.88)

Cette derniére équation est équivalente a (1.70) dans le cas ou il n’y a pas de
niveaux internes et pas d’échange.

La seule différence entre les équations (1.87) et (1.88) provient des facteurs
270(F) /At dans I'équation (1.88). Or on sait qu’a chaque ordre du développement,
en gradients du produit f(r; — r;rl, p”)f(ry — ‘”grl, p2”) apparait une deuxiéme
fonction delta de conservation de I’énergie identique & la premiére® de telle sorte

que la simplification

27

At
se produit (voir équation (1.76)). Nous avons vérifié explicitement que cette simpli-
fication se produit aux deux premiers ordres du développement en gradients, mais
il est facile de voir qu’elle se produit a tous les ordres. Ainsi, en ce qui concerne
les termes linéaires en la matrice T, les ansatz YS et LL donnent exactement la
méme contribution & chaque ordre du développement en gradients.

[6(E)]* = 6(E) (1.89)

1.6.2 Termes quadratiques en la matrice T

Nous considérons maintenant les termes quadratiques en la matrice 1" dans les
ansatz (1.85) et (1.86). Le calcul de la transformée de Wigner de (1.85) est fait
dans [47] et le partie quadratique en T' peut s’écrire :

2. . -1,/ ’ /
159 (e, py) = G ’)3 / &k / &’ / &k / &k / dr / dPr e reltieTiT
™

r_rl 2 r+r/ b *
X f(rl - 5 » P1 )f(rl - y P2 )T(k_,k’z) T(k+7k/1)

1 1
" _ 1.90
{E,g+ — By +i0% B, — By — 0 } (1.90)

®Plus précisément, le facteur §(k; — k7)d6(Ey, — Ey_)2r/At est proportionnel & §(Ejy, —
Ey)6(Ey, — Ey_)2m/At. De plus, & chaque ordre du développement en gradients, on peut calculer
les intégrales sur r et r’ et faire apparaitre des fonctions delta d(k) et d(k, — k) qui impliquent
que ky = k_ =k et kf = kb, = k'. Ceci fait apparaitre [0(Ey — Fy)]*27/At que I'on simplifie en
§(Eyx — Ek).
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La transformée de ngner de (1.86) peut s’écrire sous une forme similaire :

I;IQIL)(rl,pl) d3 d3 d?’k:/ dgk’, d3 3 / ZK,I‘ zk —kf)-r’
r+r , '
X f(r1 5 7131 ) f(r = 5 P2 DT (k- k5) Tk, ki)
2160 (Ey, — By

Cette derniére équation est équivalente a (1.72) dans le cas ou il n’y a pas de
niveaux internes et pas d’échange.

La seule différence entre les équations (1.90) et (1.91) provient des termes entre
crochets {...} dans la troisiéme ligne de (1.90) et (1.91). On remarque que si K = 0
et k!, = k| (voir la note de bas de page précédente), le terme entre crochets dans
la troisiéme ligne de (1.90) devient :

) i p
B =1 §(E — B
By — Ey +10t By — Ep —10t ZEk_Ek/JVW( k i)
P
- e E, — B}
ZEk—Ek/ +7T5( k k)
= 2m0(Ey — Ey) (1.92)

et celui dans la troisiéme ligne de (1.91) devient :

276 (Ek - Ek/)
At

Ceci permet de penser que les deux ansatz vont donner des termes identiques a

chaque ordre du développement en gradients.

Nous avons vérifié qu’a 'ordre zéro du développement en gradients, des fonc-
tions delta d(k) et 0(k, —k)) apparaissent : elles font que les simplifications (1.92)
et (1.93) se produisent. Ainsi les ansatz YS et LL donnent la méme contribution a
I’ordre zéro. Par contre, a I’ordre un, les termes qui font intervenir des parties prin-
cipales P (dans I'ansatz YS) ne disparaissent pas. En effet, a Uordre 1, la différence
entre les transformées de Wigner de ’ansatz LL et de ’ansatz YS s’écrit :

P
I:%L) _]gS) _ (QW)P’/d?’k:/dgk, T (k,X)[* Vi <m>

[f(rlapl - k/ + k)vrlf(rlapl - k/ - k)
- f(rlapl_k/_k)vrlf(rlapl_kl+k)

+ (Sl Py =k K) S Py~ k- k’))] (1.94)

Cette différence ne semble pas étre nulle.
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1.6.3 Conclusion

En conclusion, les ansatz YS et LL, équations (1.85) et (1.86), donnent les
mémes termes linéaires en la matrice 7' & tous les ordres du développement en
gradients. Ils donnent aussi les mémes termes quadratiques en la matrice T a
I’ordre zéro mais il semble que les ordres supérieurs soient différents.

1.7 Appendice : Remarques sur le champ moyen

Dans cette appendice, nous voulons faire quelques remarques générales sur la
notion de champ moyen dans I’équation cinétique. Nous commencons par discuter
du cas d’un gaz d’atomes sans spin. Le champ moyen modifie les termes de dérive
de I’équation cinétique de Boltzmann. Les termes de champ moyen sont linéaires
en longueur de diffusion et proviennent essentiellement de la diffusion vers I’avant®,
non-locaux et décrivent des processus non-dissipatifs, bien qu’ils puissent contri-
buer a la relaxation des modes collectifs, voir le phénoméne de “Landau damping”
[32]. Au contraire, I'intégrale de collision est quadratique en longueur de diffusion,
locale, et décrit des processus dissipatifs; on parle de relaxation collisionelle pour
les modes collectifs.

Dans un gaz avec spin, il faut distinguer le champ moyen scalaire ou de son zéro
et le champ moyen de spin. Le premier est semblable au cas du champ moyen dans
un gaz sans spin. Il est a I'origine des modes collectifs de type son zéro (voir Réf.
[32] pour le son zéro dans un liquide de Fermi normal). Le deuxiéme est différent
pour plusieurs raisons. Il apparait déja a ’ordre zéro du développement en gradient
comme I'ont montré LL [3]. Ceci est dii au fait que le champ moyen de spin est local
dans ’espace de position (c’est ce que 'on entend généralement par local) mais
non-local dans I’espace de spin. Dans le contexte des gaz dilués non-dégénérés, il
résulte du moyennage de l'effet de rotation des spins identiques (ISRE) [3]| qui est
discuté dans le chapitre suivant. Le champ moyen de spin donne naissance a des
modes collectifs de type ondes de spin (voir [7]| et plus loin). L’étude du champ
moyen en théorie des champs montre que le champ moyen de son zéro correspond
au terme de Hartree ou terme direct et le champ moyen de spin au terme de Fock
ou terme d’échange dans I’approximation du champ moyen.

Depuis les travaux de Bogolubov [36], on sait que méme lorsque seules les col-
lisions binaires sont considérées (ce qui est le cas ici), les corrections non-locales a
I’équation cinétique de Boltzmann impliquent des corrections en densité aux coeffi-
cients de transport appelées corrections du Viriel et aussi aux propriétés d’équilibre
du gaz. Par exemple, I’équation d’état du gaz n’est pas celle du gaz parfait. Les
résultats exacts de la mécanique statistique d’équilibre, tels que la formule de
Beth-Uhlenbeck [63] pour le deuxiéme coefficient du Viriel, fournissent alors un

6Lhuillier et Laloé ont montré que la diffusion latérale contribue également, mais cette contri-
bution est négligeable dans la limite de basse énergie [3, 62].
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test pour les équations cinétiques [64].
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Chapitre 2

Ondes de spin dans un gaz froid
polarisé

Nous discutons dans ce chapitre du transport de spin dans un gaz froid pola-
risé en utilisant I’équation cinétique obtenue précédemment. Dans un fluide non
polarisé, le transport de spin est essentiellement diffusif. Mais dans un fluide po-
larisé et a basse température, il existe des modes oscillants appelés ondes de spin.
L’objectif de ce chapitre est d’étudier les ondes de spin dans un gaz froid polarisé.

Les ondes de spin sont bien connues dans ’étude des solides ferromagnétiques a
basse température : ce sont les ondes de spin de Bloch (voir Réf. [65] par exemple).
Elles correspondent a la propagation d’une faible perturbation locale de la polarisa-
tion de spin, qui est maximale & température nulle dans un ferromagnétique, et sont
dues au champ moyen créé par “I'interaction d’échange” entre spins voisins. Des
ondes de spin existent également dans les liquides de Fermi dégénérés en présence
d’un champ magnétique; elles sont appelées ondes de spin de Silin [66, 49, 67]. Plus
étonnant est I'existence d’ondes de spin pour les gaz polarisés peu dégénérés. Ces
ondes de spin ont été prédites par Bashkin [6] et indépendamment par Lhuillier et
Laloé [7]. Elles ont également été étudiées, dans un formalisme différent, par Lévy
et Ruckenstein [68]. Suite & leur prédiction théorique, ces ondes de spin transverse
ont été observées, au cours des années 80, dans 'H| gazeux [8], dans des solutions
diluées d’*He] dans de I'*He superfluide [9] et dans 1”*He| gazeux [10]. Une intro-
duction pédagogique aux ondes de spin dans les gaz polarisés non-dégénérés peut
étre trouvée dans les Réfs. [33, 69].

A la fin de 'année 2001, I’équipe de Cornell au JILA a observé un étrange
phénomeéne de séparation transitoire d’états de pseudo-spin dans un gaz d’alcalins
ultrafroid (“anomalous spin-state segregation”) |2]. Nous montrons dans ce chapitre
que ce phénoméne s’interpréte comme ’excitation d’ondes de spin longitudinales
[4, 27, 5]. Cette interprétation a été confirmée par d’autres mesures, qui ont permis
d’observer des ondes de spin transverse dans ce gaz atomique piégé [54].

Dans I’équation cinétique, le terme & l'origine des ondes de spin est le champ
moyen de spin. A un niveau plus fondamental, le champ moyen de spin est le
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FiG. 2.1 - Sfi) et Séi) sont les polarisations avant collision (polarisations initiales) ;
Sy ) et Séf ) sont les polarisations finales.

résultat d’une moyenne sur de nombreuses collisions binaires au cours desquelles
se produit l'effet de rotation des spins identiques (“identical spin rotation effect”
ou ISRE en anglais). Dans ce chapitre, nous commengons par discuter de Deffet
de rotation des spins identiques. Nous présentons ensuite les expériences réalisées
au JILA, avant de proposer un modéle théorique basé sur I’équation cinétique.
Dans la suite, nous insistons sur certains aspects originaux des ondes de spin
observées au JILA : leur grande amplitude et leur existence dans un régime non-
hydrodynamique. Puis nous discutons de la fin du phénoméne, c’est-a-dire du
retour a 1’équilibre du gaz suite a I'excitation des ondes de spin. Finalement, en
imaginant une situation ou le systéme est dans une superposition macroscopique
des états internes, nous étudions I’évolution de la cohérence entre états internes a
I’aide de I’équation cinétique et spéculons sur sa disparition liée au phénoméne de
décohérence.

2.1 Effet de rotation des spins identiques

L’effet de rotation des spins identiques (ISRE) a été introduit par Lhuillier et
Laloé [3]. Tl s’agit d’un phénoméne microscopique qui se produit au cours d’une col-
lision binaire entre deux atomes identiques possédant des niveaux internes, i.e. un
spin 1/2 par exemple. L’effet est une conséquence de 'indiscernabilité quantique.
Il se manifeste par une rotation des spins autour de leur somme en sens opposés
pour des bosons et des fermions, voir Fig. 2.1. Si un atome avec une polarisation
dans une direction donnée traverse un gaz d’atomes identiques polarisés dans une
autre direction, la polarisation de spin de ’atome transmis précesse autour de la
direction de polarisation du gaz. C’est un cas qui rappelle un peu celui de l'effet
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Faraday ol on observe la rotation de la polarisation des photons a la traversée
d’un milieu matériel en présence d’un champ magnétique.

L’ISRE se produit essentiellement grace a la diffusion vers ’avant. En théorie
des collisions, on sait que les interférences vers I’avant sont responsables de 1’ab-
sorption des particules : c’est la signification du théoréme optique. Ce n’est pas
tout : pour des particules sans spin, les interférences vers ’avant créent des effets
de retard [70]. Pour des particules avec spin, elles impliquent, en plus, l'effet de
rotation des spins identiques.

La diffusion vers ’avant résulte d’un effet d’interférence entre ’onde transmise
et 'onde diffusée. Au cours d’une collision en onde s entre deux particules, la diffu-
sion vers ’avant est responsable d’effets proportionnels & I'amplitude de diffusion
fr(0) ~ —a, ou a est la longueur de diffusion. Au contraire, la diffusion latérale
est responsable d’effets proportionnels au carré du module de 'amplitude de dif-
fusion ; par exemple, la section efficace totale de diffusion est proportionnelle & a?.
La probabilité relative de la diffusion latérale et de la diffusion vers l'avant® est
donc d’ordre ka, ou k est le vecteur d’onde relatif des deux particules.

Dans un gaz, I’effet cumulé des collisions vers I’avant donne naissance au champ
moyen. A basse température, dans le régime de collision quantique ol ka ~ a/Ap <
1, la diffusion vers I'avant domine la diffusion latérale et le champ moyen joue
donc un roéle prépondérant. Pour des atomes sans spin, les effets de retard créent
le champ moyen scalaire a I'origine du son zéro. Pour des atomes avec spin, I'ISRE
crée, en plus, un champ moyen de spin. Ce dernier a des conséquences importantes
sur le transport & basse température dans un gaz polarisé : il est a 'origine des
ondes de spin.

2.2 Expérience de “séparation des états de spin”

Nous nous intéressons a présent & une expérience réalisée fin 2001 au JILA sur
un gaz froid piégé de 8"Rb [2|. Des atomes bosoniques de 3Rb avec deux états
hyperfins particuliers appelés |1) = |F = 1,mp = —1) et |2) = |F = 2,mp = 1)
sont confinés dans un piége magnétique en forme de cigare, voir Fig. 2.2. Les
fréquences de piégeage axiale et radiale sont w,, /27 = 7 Hz et w,q.q/2m = 230 Hz.
La direction axiale est notée Ox. La température du gaz 7' ~ 0.6 uK. C’est environ
deux fois la température de condensation de Bose-Einstein, i.e. que le gaz est peu
dégénéré. La densité au centre du piége est n(0) ~ 1.8 x 10! cm 3. La température
du gaz est suffisamment basse pour que les collisions aient lieu dans le régime
quantique. Elles sont décrites par les trois longueurs de diffusion a;; = 100.9ay,
a9 = 95.6ag et a;s = 98.2a¢, oll ay est le rayon de Bohr, qui sont bien plus petites

!'Dans le premier appendice du chapitre précédent, on donne les définitions de la section
efficace totale de collision o7 (k) ~ 4ma? et de la section efficace de collision pour la diffusion vers
Pavant 755, (k) ~ —4ma/k. Leur rapport est ka.
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F1G. 2.2 — Piége en forme de cigare utilisé dans I’expérience du JILA. Les pulsations
de piégeage axiale et radiale sont w,, = w, = 27 X 7 rad/s et wyoq = Wy, =
27 x 230 rad/s. La différence d’énergie entre les deux états internes est notée hiys.

que la longueur d’onde thermique Ar ~ 4500ay. Le temps moyen entre collisions
latérales est 7 ~ 10 ms, ce qui implique que wy,7 ~ 0.5.

En utilisant la technique des franges de Ramsey, I’équipe de Cornell au JILA
a mesuré la différence d’énergie entre les deux états internes hiryo en fonction
de la position le long de I'axe Ox, voir Fig. 2.3. Deux effets contribuent & cette
dépendance. Premiérement, I'effet Zeeman ressentit par chaque état interne n’est
pas le méme (effet Zeeman différentiel) et comme le champ magnétique dépend
de la position, puisqu’il assure le piégeage harmonique des atomes, I'effet Zeeman
différentiel dépend de z. Cet effet donne une différence en énergie de la forme
suivante [2] :

AE zeeman < % 8i Byigs = 3.23 G
AEzceman o< * i |Byias — 3.23 G| > 0.02 G (2.1)

ol By;ys est un champ magnétique de biais (valeur minimale du champ magnétique,
au centre du piége) réglable. AE .cman peut étre positif ou négatif. Deuxiémement,
le champ moyen ressentit par un atome dépend de son état interne car les trois
longueurs de diffusion sont différentes. Une bonne approximation pour la différence
en énergie due a cet effet est |2] :

AEys(r) ~ —(g11 — g22)n(r) (2.2)

C’est une quantité négative. Ces deux effets (Zeeman différentiel et champ moyen
différentiel) combinés permettent de controler la différence d’énergie entre les deux
états internes hvo = hiy + AEzceman + AEy; en jouant sur Byiqs; v ~ 6.8 GHz
est la différence d’énergie pour un atome seul en ’absence de champ magnétique.
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F1G. 2.3 — Mesure de la différence d’énergie entre les deux états internes (“offset
frequency”) 112 — 1y (en Hz) en fonction de x, la distance au centre du piége (en
pum), pour différentes valeurs du champ magnétique de biais By;.s (en G). A 3.23 G,
I’effet Zeeman différentiel est négligeable et 1’effet du champ moyen différentiel
explique que 5 soit une Gaussienne inversée. A 2.83 G, 'inhomogénéité due au
champ moyen est presque exactement compensée par I'inhomogénéité du champ
magnétique : v15 est uniforme. La figure est extraite de la Reéf. [2].
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L’allure de la courbe v15(x) est typiquement celle d’une Gaussienne inversée a cause
de la contribution AE,,, voir la Fig. 2.3. Une mesure de la courbure moyenne de
v12(x) est définie dans la Réf. [2] par :

1 h d21/12

Vaiff = % E X < 122 > (23)

Cette définition est utilisée dans la légende des courbes de la Fig. 2.4.

L’expérience proprement dite consiste en la procédure suivante. Initialement le
gaz est composé d’atomes tous dans 1’état interne |1) . Il est & I’équilibre dans le
piége. Une impulsion (“pulse” en anglais) radio-fréquence 7 /2 transfert soudaine-
ment chaque atome dans la méme superposition linéaire & amplitudes égales des
deux états internes. Cet instant est choisi comme le temps ¢ = 0. L’évolution ulté-
rieure du systéme vers 1’équilibre est étudiée en mesurant la densité locale d’atomes
dans I’état interne |1) ou |2) en fonction du temps ¢.

Il est observé, voir Fig. 2.4, que le systéme se sépare entre atomes dans 1’état
|1) et atomes dans I’état |2) : 100 ms aprés I'impulsion /2, les atomes dans 1’état
|1) (respectivement |2)) sont essentiellement détectés loin (resp. proche) du centre
du piége le long de I’axe du cigare. La densité totale locale n = n; +ns n’évolue pas
et reste toujours a ’équilibre. Aprés environ 200 ms les densités locales d’atomes
dans l'état |1) et dans I’état |2) sont a nouveau égales et a I’équilibre, comme
immeédiatement aprés 'impulsion 7/2, 4 t = 07. C’est le phénomeéne de “séparation
transitoire des états de spin”.

A la suite de cette expérience dont le mécanisme n’est pas compris [2], 'ex-
plication théorique a été fournie simultanément par trois équipes [4, 27, 5]. Nous
détaillons cette théorie dans le paragraphe suivant.

2.3 Théorie cinétique

Nous reprenons dans cette partie les résultats de la Réf. [27] et commencgons
par une discussion qualitative du mécanisme & 'origine de la séparation des états
de spin. La différence d’énergie entre les deux états internes v15 joue le réle d'un
champ magnétique effectif pour le pseudo-spin 1/2 associé aux deux états internes.
Comme ce champ magnétique effectif dépend de la position le long de ’axe du
piége, le gaz développe, a partir de ¢ > 0, un gradient spatial de polarisation
transverse de spin : des corrélations sont crées entre la position le long de ’axe et
la polarisation transverse. Le mouvement individuel des atomes dans le piége crée
des corrélations entre la vitesse et la polarisation transverse. Ainsi, une particule
se déplacant a une certaine vitesse au point x a une polarisation de spin qui
n’est pas paralléle a la moyenne locale de la polarisation de spin en z. L’effet de
rotation des spins identiques (ISRE) implique alors que la polarisation de spin
quitte le plan transverse, créant une composante longitudinale différente de zéro.
L’apparition de cette composante signale le début d’une conversion interne, ou
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F1G. 2.4 — (a) Séparation des états de spin observée dans la distribution spatiale
des atomes dans I’état |1) a différents temps (en ms) aprés I'impulsion 7/2. (b)
Idem pour l'état |2). (c¢) Profil de densité axial des atomes dans I’état |1) pour
différents temps (en ms, dans la colonne de gauche) aprés I'impulsion 7/2. Les
valeurs de v, (en Hz) sont indiquées sous chaque colonne. Les colonnes (i) & (iv)
correspondent & une densité au centre n(0) = 1.8 x 10'® ecm™3. Les colonnes (v) a
(vii) correspondent & v4pr = 0.1 Hz et & une densité au centre qui augmente de
(v) & (vii), n(0) = 0.25;1.2;2.0 x 10'® cm™3. La figure est extraite de la Réf. [2].



autrement dit, de la séparation des états de spin. Nous précisons que la séparation
apparente des états de spin n’est pas due a la séparation spatiale des atomes dans
des états internes donnés, comme c’est par exemple le cas pour la séparation de
deux espéces chimiques différentes. Au contraire, sans changer la position spatiale
des atomes, I'ISRE transfert les atomes dans des états internes qui dépendent de
leur position. Il serait donc plus correct de parler de “conversion interne”. Nous
continuons néanmoins & utiliser le terme de “séparation des états de spin”.

Pour étudier ce phénoméne quantitativement, nous allons utiliser I’équation
cinétique (1.56) démontrée dans le premier chapitre. Nous la rappelons ici :

_ feq
&f+%-%f—Vi%W@f—VJPV@A:—fTf
2U M — M
@M+%thVﬂm%M—%UVJ—7%MZ‘—7——@@

Comme le piége en forme de cigare a une fréquence de piégeage axiale w,, /21 =
7 Hz beaucoup plus petite que la fréquence de piégeage radiale w,q/27m = 230 Hz,
la dynamique du systéme est essentiellement unidimensionnelle (1D) le long de
I’axe Ox. En supposant que I’équilibre local dans les directions radiales Oyz est
rapidement établit, nous pouvons moyenner 1’équation cinétique (2.4) sur les co-
ordonnées et les impulsions radiales. Nous définissons :

P pt) = / dp,dp. / dydz p(,9, % s pyspor ) (2.5)

ainsi que les grandeurs correspondantes que sont la densité dans ’espace de phase
f(x,p,t) et de la densité de polarisation M(z, p,t). L’équation cinétique effective
1D s’écrit alors :

&tf‘f‘ %&cf - amUOapf - amU : 8plv[ = _(f - feq)/T

@M+%@M—@%@M—@U%ﬂ3gxm
~ —(M — M)/t (2.6)

ol le potentiel de piégeage effectif 1D est :

Vemt + Vemt 1 + € n
Up(z,t) = =2 L+ (ga2 + g11) + g12| —
2 2 4
1+e€ m
T (go2 — 911)I|| (2.7)

et le champ magnétique effectif 1D est :

ﬁQ(.ﬁC,t) ngm('rat)
5 el +e€ 1

U(z,t) = (2.8)
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avec .

1+e€
2

n m”
[(922 - 911)5 + (g22 + 911 — 2912)7]

FLQ(I‘, t) — ‘/26” _ Viea:t +

ou e est le vecteur unité dans la direction longitudinale. Lors de la procédure
de moyennage sur les coordonnées et les impulsions transverses, les constantes
de couplage g, sont renormalisées d’un facteur 1/2 71| (comparer les équations
précédentes aux équations tridimensionnelles (1.50) et (1.51)).

Quelques hypothéses simplificatrices sont appropriées pour décrire la situation
expérimentale de I’expérience du JILA [2]|. L’énergie de confinement magnétique
(Vo + Vo) /2 est de Vordre kT ~ 13 kHzxh, ce qui est beaucoup plus grand
que D’énergie d’interaction de champ moyen gn(0) ~ 140 Hzxh. Ceci permet de
ne garder que 1’énergie de confinement magnétique dans le potentiel de piégeage

effectif U, : . .

Up(x) ~ Vi) ; Vi) = %mwixﬁ (2.9)
L’énergie différentielle de piégeage V; — V5 ~ 10 Hzxh est encore plus petite que
celle d’interaction de champ moyen. Ceci montre que les termes de force propor-
tionnels & 0,U - 9,(f ou M), dans I'équation (2.6), sont négligeables. Par contre,
lorsque le champ magnétique effectif U n’apparait pas sous un gradient spatial,
comme dans le terme 2U x M/h, il ne peut étre négligé. Le champ magnétique
effectif U contient deux termes (voir I’équation (2.8)) : I'un est un champ ma-
gnétique effectif externe h€2/2; l'autre est un champ magnétique d’échange ou
champ moyen de spin eg;om/4 qui résulte de 'ISRE. Le champ magnétique ex-
terne est lui méme la somme d’une contribution de 'effet Zeeman différentiel et
d’une contribution de champ moyen différentiel :

hQ(x) = hQ(z)e| ~ Vi (x) — VU (2) + (gag — gu)n(z)/2ley (2.10)

ou, suivant la Réf. [2], nous avons utilisé la relation 2¢15 ~ g11 + g2o valable pour le
8"Rb et ot € = 1 pour des bosons. La valeur moyenne sur 1’échantillon du champ
magnétique effectif Q(x) = Q(z)e| est soustraite en passant dans le référentiel
tournant (référentiel de Larmor). Pour faire le lien avec les notations utilisées dans
la description de I’expérience du JILA (équations (2.1) et (2.2)), nous remarquons
que :

A2 = hl/12 — hl/o = AEZeeman + AEmf (211)

et

AEEZeemcm(x) = ‘/;xt('r)_ 16115(1,)
AEnp(z) ~ —(gu1 — ga2)n(z)/2 (2.12)

ou la derniére équation est obtenue grace a la relation particuliére des constantes
de couplage dans le cas du 8"Rb. Le facteur 1/2 de différence entre I’expression
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de AE,,; donnée ici et celle du chapitre précédent, équation (2.2), provient de la
moyenne radiale qui renormalise les constantes de couplage de ce facteur [71].

Guidés par les données expérimentales, nous choisissons une dépendance Gaus-
sienne du champ magnétique effectif :

Q(z) ~ —0Qexp —(mw?,2* /2kT) (2.13)

Le paramétre 0€) est la différence entre (2(x) au centre et au bord du nuage
d’atomes. C’est également la courbure du champ magnétique effectif au centre
du piége. Cette quantité est donc reliée & vyr; défini dans la Réf. [2]. La relation
entre 0€) et vy s dépend de la variation spatiale mesurée de €2(z). Une formule

approchée est :

47T]{]BT 9

002w o~ ———Viigy ~ 500 Ha ™! X wgp, (2.14)

Nous aboutissons finalement & I’équation cinétique effective & 1D suivante :

— feq
@J%—%@mf—mngx@pf:—f / (2.15)
oM + P 0, M — mw?,x 0,M — (Q + glgm) x M
m 2h
M — M“
~ (2.16)

L’équation précédente montre que le paramétre sans dimension caractérisant 1'im-
portance de 'ISRE est :

912n(0)7  g12n(0)

" : e =10 (2.17)

On remarque que p ~ Ar/a2, comme discuté dans le paragraphe sur 'ISRE.
La distribution dans ’espace de phase a t = 0", immédiatement aprés I'impul-
sion 7/2, est

wa2 d 1 2 /9,2 2 2
ra —p?/2p5—a® /227,
fMB(xap) (27T)2/{JBT prTe
M(z,p,t=0) = fup(z,p)ers (2.18)

ot zp = \/kgT/mw?2, et pr = v/mkgT. La densité dans I’espace de phase initiale
fus est normalisée pour donner le nombre total d’atomes NV lorsqu’elle est intégrée
sur z et p. Elle résout I’équation cinétique (2.15) et n’évolue donc pas dans le temps.
Ceci implique que la densité totale est également une constante et que le profil est
n(z) = n(0)exp (—z%/2x2), ce qui justifie a posteriori le choix d’une Gausienne
pour modéliser la dépendance spatiale du champ magnétique effectif Q(x). A partir
de maintenant, nous étudions uniquement la densité de polarisation dans I’espace
de phase M(x, p,t) et son équation cinétique (2.16).
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Nous pouvons trouver une solution analytique a cette équation pour les temps
t petit devant 7, i.e. lorsqu’on peut négliger 'intégrale de collision. On suppose
qu’on peut développer M(z, p,t) en série de Taylor du temps ¢ :

M(z,p,t) = M (z, p) + MW (2, p)t + M@ (z,p)t* /2 + ... (2.19)

et on résout 1’équation cinétique (2.16) a chaque ordre. Le résultat implique que
la polarisation longitudinale, i.e. la différence locale de population des deux états
internes, démarre comme t* :

my(z,t)  no(x) —ni(x)  egron(z) Q"(x)zf — 2 (2)r (Waat)*

n(z) n(z) T hwe Waz 48 (220)

ou Y (z) et Q"(x) sont les dérivées premiéres et secondes de €(z) par rapport
a x. Le premier facteur dans le membre de droite de I’équation précédente est
le paramétre ISRE p. Comme sa valeur pour ’expérience de JILA est de l'ordre
~ 10, il n’est pas étonnant qu’on puisse observer une séparation des états de spin
en un temps plus petit que la période axiale du piége. Le deuxiéme facteur fait
apparaitre les variations spatiales du champ magnétique effectif 2(x). En ’absence
de courbure (02 = 0), le phénoméne ne se produit donc pas. Si on utilise les
paramétres expérimentaux de la Réf. [2], on voit qu’une séparation significative
des états de spin (m) ~ n) se produit au bout de ~ 25 ms, & comparer & 30 —50 ms
expérimentalement.

Pour obtenir la solution de I’équation cinétique quelque soit le temps ¢, nous
utilisons une méthode numérique. Nous avons écrit un programme qui propage la
distribution initiale dans le temps en suivant la méthode de Lax-Wendroff [72].
Les résultats numériques sont présentés dans les Fig. 2.5 et 2.6. La premiére figure
représente 1’évolution temporelle des trois composantes de la polarisation de spin
au centre du piége, sans paramétre ajustable. La polarisation longitudinale démarre
comme prédit par I’équation (2.20), atteint son maximum vers 90 ms, puis oscille
et décroit vers zéro aprés 300 ms. Nous étudions le maximum du phénomeéne et sa
relaxation vers 1’équilibre dans le paragraphe 2.5.

La Fig. 2.6 représente I’évolution de la densité n; d’atomes dans 'état |1)
comme fonction de §§2/27 et de p. Pour comparer ce résultat a la courbe expéri-
mentale Fig. 2.4 extraite de la Réf. [2], nous donnons les équivalences approxima-
tives suivantes entre vg;rr et 6€2/27 calculées avec la formule (2.14) :

Vdiff (HZ) (59/27‘( (HZ)

7 x 0.09 —4
0 0
0.16 12
0.2 20

Lorsque la courbure 62 est nulle (colonne (b)), la séparation ne se produit pas.
Les colonnes (a) et (c) montrent l'effet de la séparation des états de spin pour
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F1G. 2.5 — Evolution temporelle de la polarisation de spin m au centre du piége;
my correspond & la différence de population entre les deux états internes; m, ; et
m | o sont les deux composantes transverses de la polarisation de spin. La courbure

du champ magnétique effectif au centre du piége 6€2/27 = 12 Hz.

50 ms A /\ TN M

90 ms A /\ /V\ /\N\
130 ms A /\ N /\
200 ms /\ /\ /\ /\

@ (b) (© (d)

F1G. 2.6 — Evolution de la densité d’atomes dans 'état |1); 0§2/27 et u valent (a)
—12 Hz, 10 (b) 0 Hz, 10 (c) 12 Hz, 10 (d) 30 Hz, 15.
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des courbures positives et négatives. Pour une courbure négative, les atomes dans
I’état interne |1) se rapprochent du centre du piége, alors que pour une courbure
positive ils s’en éloignent. La colonne (d) & ¢ = 90 ms montre ce que les auteurs
de la Réf. [2| appellent des “effets d’ordre supérieur”, qui se produisent pour des
valeurs suffisamment importantes de la courbure 62 et du paramétre ISRE pu.
Cette figure reproduit correctement les résultats expérimentaux de la Fig. 2.4. Nous
remarquons néanmoins que pour voir les “effets d’ordre supérieur”, nous sommes
obligés de prendre une valeur de la courbure au centre plus grande que la valeur
expérimentale. Ceci n’est pas nécessaire, si nous faisons les deux modifications
suivantes [73, 5] : le champ magnétique externe () n’est pas supposé Gaussien
mais pris sous forme numérique & partir des mesures expérimentales, et le temps
de relaxation 7 est supposé dépendre de la position proportionnellement a I’inverse

de la densité locale : .

() ~ drai,n(x)vr
A Theure actuelle, il n’y a pas de réelle compréhension physique de ce choix de la
dépendance spatiale pour le temps de relaxation [74]. Cependant, il semble mieux
reproduire les données expérimentales qu'un temps de relaxation indépendant de

la position.

(2.21)

2.4 Ondes de spin de grande amplitude, non-
hydrodynamiques

Le phénoméne de séparation des états de spin, discuté dans le paragraphe
précédent, peut étre vu comme la manifestation d’une onde de spin dans un gaz
polarisé. Cette onde de spin a des caractéristiques différentes des ondes de spin
habituellement observées dans les gaz polarisés [8, 9, 10]. Nous discutons ici de ces
particularités.

Les ondes de spin observées dans les années 80 1’ont été sur des spins nucléaires
[8, 9, 10]. Ces gaz sont polarisés soit par un champ magnétique externe intense
— technique dite de “force brute” — soit par pompage optique. Il est extrémement
difficile d’atteindre une polarisations de 100% avec des spins nucléaires. Les ondes
de spins usuelles sont des ondes transverses, c’est-a-dire que 1’oscillation est per-
pendiculaire a la direction du champ magnétique externe ou de la polarisation
initiale du gaz. Elles sont de petite amplitude et décrites par des équations hydro-
dynamiques. Elles ont surtout été étudiées dans le régime hydrodynamique, i.e.
le régime dominé par les collisions, mais il existe également quelques travaux sur
le régime sans collisions [75]. Nous revenons a présent sur ’hydrodynamique des
spins a la base de leur description |7, 61, 68, 67].

A partir de I’équation cinétique (1.56), nous pouvons obtenir une hydrodyna-
mique pour le transport de spin en supposant que la distribution dans I’espace de
phase reste toujours proche de sa valeur d’équilibre local. Pour pouvoir discuter
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I’expérience réalisée au JILA, nous démontrons les équations hydrodynamiques di-
rectement & partir de I’équation cinétique effective a 1D (2.16). Nous commengons
par rappeler la définition de la polarisation locale de spin :

m(zx,t) = /dp M(z, p, t) (2.22)
et du courant de polarisation le long de I'axe Oz :
i(e.0= [ do EM(ap.) (2.23)

Ce sont les deux premiers moments de la distribution M(p). Nous postulons la
forme suivante pour la densité de polarisation dans ’espace de phase :

M t) >~ Mz, p,t)+ —j(x,t 2.24
(.Z',p, ) ( » Dy ) fMB<x7p)kBTn<x).]( ) ) ( )
ou 1
M (¢, p,t) = ————m(x, t)e P/ %k 9.95
(z,p,1) BrmknT (z,t)e ( )

est la densité de polarisation dans I’espace de phase a 1’équilibre local. L’équation
(2.24) signifie que la distribution de polarisation dans I’espace de phase est égale
a la distribution a I’équilibre local (ordre 0), plus une petite correction (ordre 1)
qui est proportionnelle au courant de spin. C’est I’équivalent du premier ordre du
développement de Chapman-Enskog de I’équation de Boltzmann (voir Réf. [44], par
exemple). En introduisant (2.24) dans ’équation cinétique (2.16), nous obtenons
un systéme fermé d’équations pour la polarisation m et le courant de polarisation

J:

. m ) T
0 — (2 + g122h ) xj+ %@m + w?, rm
J
~ = 2.27
: (2.27)

Ces équations sont les équations de ’hydrodynamique des spins pour un gaz pola-
risé non-dégénéré [7, 61, 68]. Elles sont équivalentes aux équations de Leggett d’un
liquide de Fermi normal [67] et c’est pourquoi nous les appelons désormais “équa-
tions de Leggett”. La premiére équation (2.26) est exacte, elle traduit la conser-
vation de la polarisation de spin en présence d’un champ magnétique externe (2.
La deuxiéme équation (2.27) est approchée et donne 1’évolution du courant de
polarisation. Le deuxiéme terme du membre de gauche exprime la rotation du
courant de polarisation autour du champ magnétique externe et du champ moyen
de spin, le troisiéme terme représente la diffusion de spin (le coefficient de diffu-
sion est D = kgT'7/m) et le quatriéme traduit 'influence du piégeage harmonique
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des atomes. Le membre de droite de cette équation est non-nul car le courant de
polarisation n’est pas conservé : c’est une variable rapide qui relaxe vers sa valeur
d’équilibre local en un temps de 'ordre du temps moyen entre collisions 7. On
note que les équations de Leggett (2.26, 2.27) sont équivalentes a I’hydrodyna-
mique de Navier-Stokes pour un fluide sans spin, qui résulte d’'un développement
de Chapman-Enskog mené jusqu’au premier ordre (voir Reéf. [44]).

Les équations de Leggett sont en fait valables plus généralement que ne le laisse
penser la démonstration ci-dessus. Il suffit que la distribution de polarisation M(p)
dans l’espace p soit proche de ’équilibre local et/ou de 1’équilibre global [67]. On
peut donc les utiliser dans le régime hydrodynamique (quelque soit ’amplitude des
ondes) ou dans la limite de faibles oscillations quelque soit le régime (hydrodyna-
mique, sans collision ou intermédiaire). Elles décrivent, par exemple, les ondes de
spin dans le régime sans collision dans 1’*He liquide — ondes de spin de Silin [76] —
et dans 'H| gazeux [75].

Les ondes de spin usuelles sont obtenues en linéarisant les équations de Leggett
autour d’une solution stationnaire. Par exemple, en ’absence de gradient initial
de la polarisation longitudinale mﬁ et de piégeage axial, on obtient la relation de
dispersion suivante pour les ondes de spin transverse polarisées circulairement :

2
i+ pmy/2n

ou w est la pulsation du mode propre et k son vecteur d’onde. Les ondes de spin ont

une dépendance quadratique en k car le champ moyen de spin apparait a I’ordre

zéro du développement en gradients et ne fait donc pas intervenir de gradient

spatial?. Le mode longitudinal est lui purement diffusif :

w = —iDk? (2.29)

Nous revenons a présent aux ondes de spin observées dans I’expérience du
JILA. Dans ce systéme, “’'atome a deux niveaux” joue le role du spin 1/2. Il est
beaucoup plus facile d’obtenir des polarisations trés fortes dans ce systéme. Ainsi,
la polarisation avant I'impulsion 7/2 est longitudinale, car tous les atomes sont
dans I’état |1), i.e. qu’elle est de 100%. L’impulsion 7 /2 bascule la polarisation dans
le plan transverse. Le phénoméne de séparation des états de spin (voir Fig. 2.5)
correspond a ’apparition d’une polarisation longitudinale trés grande qui atteint
un maximum puis décroit vers zéro de maniére quasi-monotone. Il s’agit d’une onde
de spin longitudinale non-linéaire de grande amplitude. De plus, I'expérience du
JILA est réalisée dans un régime ol w,, 7 ~ 1, c’est-a-dire un régime intermédiaire,
ni hydrodynamique (w,,7 < 1), ni sans collisions (w,,7 > 1). Il n’y a donc pas, a

2Le champ moyen de son zéro apparait lui sous un gradient spatial et les modes collectifs qu’il
crée — le son zéro dans un liquide de Fermi, par exemple — ont une relation de dispersion linéaire
en k.

61



priori, de raison de faire confiance aux équations de Leggett. C’est en ce sens que
nous parlons d’ondes de spin de grande amplitude, non-hydrodynamiques.

Nous utilisons maintenant I’équation cinétique (2.16), et sa solution numeérique,
pour étudier la validité des équations de Leggett pour décrire la séparation des états
de spin. La Fig. 2.7 montre I’évolution temporelle de la distribution de polarisa-
tion longitudinale et transverse dans ’espace p. Pour comparaison est également
représentée la distribution de polarisation a I’équilibre local (ligne en tirets).

On observe que pour ¢ < 40 ms, la distribution de polarisation transverse est
proche de I’équilibre local et la distribution de polarisation longitudinale est proche
de I’équilibre global. Les équations de Leggett sont donc valables. Pour ¢ 2 40 ms,
la distribution de polarisation est loin de I’équilibre global et local. On ne peut
donc utiliser une description hydrodynamique dans ce cas et il faut avoir recours a
I’équation cinétique, c’est-a-dire garder toute le dépendance en impulsion p de la
distribution. Finalement, pour ¢ = 160 ms (fin de la séparation des états de spin)
I’équilibre est presque atteint et les équations de Leggett sont & nouveau valables.
Ceci montre que le phénoméne de séparation des états de spin observé au JILA
est plus proche, lorsqu’on le compare a des oscillations de densité, d'une onde de
choc que d’une onde sonore usuelle. La distribution dans I’espace p se déforme
fortement et étudier les deux premiers moments de la distribution, m et j, n’est
pas équivalent & étudier toute la distribution M(p).

Le début de la séparation des états de spin peut étre traité analytiquement
dans diverses approximations. Ceci va nous permettre de comparer les différentes
approches théoriques des Réfs. [4, 27, 5]. Nous rappelons le résultat obtenu précé-
demment (2.20), dans le cas ou I’on utilise ’équation cinétique (2.16). Pour ¢ < 7 :

4

”L||(x7 t) ngn($) kT " 2 ’ t
= Q -2 Q — 2.
n(x) 2h m () W8V () 4] (2.30)

ou on s’est servi de la définition de zr = \/kgT/mw?,.

Une deuxiéme approche possible consiste a utiliser les équations de Leggett,
qui sont valables pour ¢t < 7 — voir plus haut. Williams et al. [5] les ont résolues
analytiquement et ont ainsi réobtenu le résultat (2.20).

Une troisiéme fagon d’aborder le probléme est, suivant Oktel et Levitov [4], de
recourir aux équations de Leggett dans I’approximation hydrodynamique, dont le
domaine de validité est w,, 7 < 1. Cette approximation consiste a supposer que le
courant de polarisation de spin est en permanence trés proche de sa valeur station-
naire. Il s’agit,en effet, d’'une variable rapide qui relaxe vers sa valeur stationnaire
en environ un temps entre collisions. Cette hypothése permet de négliger le terme
0,j dans I’équation (2.27). Nous avons alors obtenu le comportement suivant pour
les “petits temps” :

mH<x’t) -~ g12n<l’) kBTQ//(x) o 2&)2361,9/(:[) (Tt)z

n(z) 2h m 41 (2:31)
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F1G. 2.7 — Distribution de polarisation longitudinale M (z = x7, p, t) et transverse

M, 1(z = zr,p,t) en x = xp = \/kpT /mw?, pour les temps ¢ = 10; 40; 85; 160 ms.
La distribution de polarisation a 1’équilibre est représentée par des tirets.
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F1G. 2.8 - Début de la séparation des états de spin au centre du piége. La simulation
numérique de I’équation cinétique est représentée par des cercles, la loi en t* avec
une ligne pleine et la loi en t? avec une ligne tiretée.

Cette équation prédit un comportement différent des autres approches et montre
clairement le role de Papproximation hydrodynamique : t* est remplacé par (¢7).
Les temps plus courts qu'un temps entre collisions 7 ne sont pas traités dans cette
approximation. Les lois en t* et en #? sont représentées dans la Fig. 2.8. On constate
que le démarrage est bien en t*.

Lorsque ¢t > 7 ~ 10 ms, les équations de Leggett dans I'approximation hydro-
dynamique peuvent étre utilisées. Il faut néanmoins tenir compte du fait que ce
qui se passe avant un temps entre collisions n’est pas décrit dans I’approximation
hydrodynamique. Un comportement correct est obtenu en faisant le remplacement
t — t — to dans I’équation (2.31), ou ¢, est de I'ordre du temps entre collisions 7.

Alors, pour ¢t > 10 ms :
my(x,t
ﬁ  (t — to)> (2.32)
Ce comportement est représenté dans la Fig. 2.9. Il reproduit correctement la
solution numérique de 1’équation cinétique pour 7 ~ 10 < ¢, mais pas aprés ~
40 ms. En effet, aprés 40 ms, la distribution M(p) est trés déformée et les équations
de Leggett ne sont plus valables.

En conclusion, la séparation des états de spin peut étre vue comme la manifes-
tation d’ondes de spin longitudinales, de grande amplitude, non-hydrodynamiques.
Leur étude quantitative nécessite 1’utilisation d’une équation cinétique ; les équa-
tions de Leggett ne sont pas suffisantes.

2.5 Décroissance du phénoméne

Jusqu’a présent, nous avons essentiellement étudié le début du phénomeéne,
lorsque 'amplitude de ’onde de spin croit et que les deux états internes se séparent.
Nous discutons a présent sa fin, lorsque les oscillations de spin décroissent et que,
finalement, le systéme retourne a 1’équilibre.
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FiG. 2.9 - La simulation numérique est représentée par des cercles, la loi en t*
par un trait plein et la loi en (f — ¢y)? avec des tirets. On remarque le bon accord
entre la loi en (t — ty)?, avec ty = 2 ms, et équation cinétique dans D'intervalle
7~ 10 <t < 40 ms.

Il est relativement facile d’obtenir I'ordre de grandeur du temps auquel la tran-
sition entre les deux régimes se produit, i.e. le temps auquel le maximum de la
séparation est atteint. Nous avons vu que pour les temps courts, la séparation est
une conséquence indirecte de la précession différentielle de la polarisation trans-
verse en différents points le long de ’axe Oz du piége; le mouvement thermique
des atomes crée des corrélations entre I'orientation transverse des spins et le signe
de la composante = de la vitesse. Pour des temps plus longs, la rotation différen-
tielle des spins est tellement grande que chaque signe de cette vitesse est associé a
un large éventail d’orientations transverses, de moyenne nulle. Clairement, 1’effet
de conversion interne sélective se moyenne alors quasiment a zéro. Pour obtenir
un ordre de grandeur du temps du maximum, nous considérons la situation simple
d’un gaz homogéne dans une boite de longueur L dans laquelle existe un gradient
linéaire de champ magnétique effectif externe €)'. Nous étudions la situation au
centre de la boite. Au temps t, les atomes initialement en x = v X t, atteignent le
centre avec une polarisation transverse qui a tourné d’un angle :

A xaext=Q vt (2.33)
Ainsi, pour des temps plus grands que
1
Vv
les orientations transverses des spins se moyennent de telle sorte que 'effet de

ségrégation apparente s’arréte. Dans le cas du gaz piégé, O ~ 6Q/L et v ~ wy, L
ou L est la taille du nuage et nous obtenons :

2T

VO Wy
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Des valeurs typiques donnent t,, ~ 100 ms en accord avec la solution numé-
rique de ’équation cinétique. Aprés ce maximum, le systéme tend a retourner vers
I’équilibre durant un intervalle de temps que nous appelons la décroissance du
phénomeéne.

Comme le montre la Fig. 2.5, la décroissance de la polarisation longitudinale
est différente de celle des polarisations transverses. Nous commengons par discuter
de la polarisation longitudinale m(x, t). Elle retourne & I'équilibre en deux étapes :
premiérement, elle décroit rapidement de sa valeur maximale & presque zéro en un
temps de I'ordre de 50 ms; deuxiémement, elle va lentement & zéro en un temps de
I’ordre de 200 ms. Pour comprendre ces comportements, nous remarquons que la
Fig.2.5 montre qu’au maximum de la séparation, les paquets d’onde (ou les nuages)
associés a chaque état interne ne se recouvrent plus que faiblement. Le systéme est
alors quasiment équivalent a deux gaz classiques dans un piége. La premiére étape
est alors facilement interprétée comme étant le mouvement libre des deux nuages
sous leffet de la force de rappel du piége. Il faut environ un quart de période
Tuz/4 = 7/2w,, = 36 ms pour aller du maximum de Doscillation au centre du
piége. En réalité, comme les deux nuages se recouvrent un peu, ils se repoussent par
I'intermédiaire du champ moyen et il faut donc un peu plus qu’un quart de période
pour atteindre la situation ou les deux nuages se recouvrent significativement?.
La deuxiéme étape commence lorsque les deux nuages se recouvrent réellement :
I’évolution ultérieur du systéme s’interpréte comme la diffusion mutuelle de deux
gaz classiques 1. Ceci se produit environ ~ 150 ms aprés I'impulsion 7 /2 initiale
et peut donc se décrire a 'aide des équations de Leggett (puisque nous avons
vérifié que le systéme est alors proche de ’équilibre local). Nous savons alors que
les modes de spin longitudinaux sont purement diffusifs, voir I’équation (2.29). Le
temps caractéristique de décroissance est donc donné par le temps de diffusion de
spin tgirp ~ L?/D, o L ~ 2,/kpT /muw2, est la taille du nuage et ou D = kgT't/m
est le coefficient de diffusion de spin. En utilisant les mémes paramétres que pour
la simulation numérique, nous trouvons que 45y ~ 200 ms, en bon accord avec la
solution numérique de I’équation cinétique.

Nous discutons & présent de la décroissance de la polarisation transverse
m, (x,t). Comme on le voit sur la Fig.2.5, elle oscille de nombreuses fois avant
de s’annuler. Aprés ~ 150 ms, lorsque la distribution dans I’espace p est proche de
I’équilibre, 1’oscillation de la polarisation transverse se produit dans le régime de

3Le fait que les deux nuages interagissent principalement par le champ moyen plutot que par
les collisions latérales est lié au régime wq,7 ~ 1 et est confirmé par la solution numérique de
I’équation cinétique. En effet, nous avons vérifié numériquement qu’enlever 'intégrale de collision
ne change pas le temps caractéristique de décroissance. Le role de l'intégrale de collision est
simplement d’amortir les résurgences de ’oscillation des deux nuages ’'un par rapport i l’autre
que I’on observe en ’absence d’intégrale de collision.

4En réalité, une instabilité de la polarisation transverse est possible dans cette situation oil
existe un fort gradient de polarisation longitudinale et un champ moyen de spin important : c’est
I'instabilité de Castaing [11]. Dans le chapitre suivant, nous vérifions qu’elle ne joue pas de role
dans l’expérience réalisée au JILA [2].
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validité des équations de Leggett. Ces équations prédisent des ondes de spin trans-
verse amorties, voir I’équation (2.28). Le temps d’amortissement est de 'ordre du
temps de diffusion de spin t4;rf ~ 200 ms, ce qui est en accord avec la solution
numérique de I’équation cinétique. La fréquence de ces ondes de spin est essentiel-
lement donnée par la fréquence de précession dans le champ magnétique externe
effectif, dont 1'ordre de grandeur est 6€2/27m = 12 Hz, voir la Fig.2.5.

2.6 Paquet d’onde “fantome” et décohérence

Nous revenons a présent sur la situation au maximum de la séparation, ol nous
avons fait I’hypothése que les deux nuages ne se recouvrent pas. Pour simplifier
la discussion, nous supposons qu’il y a un nuage d’atomes correspondant a l’état
1 centré en x = d/2, et un nuage d’atomes correspondant a ’état 2 centré en
xr = —d/2, ou d est la distance entre les centres des deux nuages®. On note dzx la
largeur de chacun des nuages; elle est telle que dx < d. Si effectivement les deux
nuages se séparent complétement, la mécanique quantique prédit que la polarisa-
tion transverse locale doit s’annuler en tout point x, car la densité de spin locale
correspond & un opérateur local dans ’espace position. Ainsi, contrairement & ce
que nous avons affirmé dans le paragraphe 2.5, le systéme n’est pas un mélange
classique de deux gaz mais une superposition macroscopique cohérente des deux
états internes.

On peut alors se demander comment se manifeste cette cohérence dans la dis-
tribution de Wigner. La réponse est bien connue [77| : la présence de la cohérence
se manifeste par la présence de ce que ’on appelle le paquet d’onde “fantome”. 11
s’agit d’'un paquet d’onde présent dans les composantes de spin transverses de la
distribution de Wigner et centré en (z = 0,p = 0). Il oscille trés rapidement dans
la direction paralléle & I'axe des impulsions, en passant par des valeurs positives
et négatives. La période des oscillations est 27wh/d (voir I'appendice 2.7), ce qui
montre que le paquet “fantéme” oscille d’autant plus vite que les deux nuages sont
éloignés. Le paquet d’onde “fantdme” existe lorsque le systéme est dans dans une
superposition cohérente des états internes et disparait lorsqu’il est dans un mé-
lange statistique des états internes. Pour une discussion plus détaillée du paquet
d’onde “fantéome”, voir 'appendice 2.7.

La question suivante est de savoir dans quelle mesure le paquet d’onde “fan-
tome” est préservé par 1’évolution temporelle de I’équation cinétique. Comme le
formalisme de la distribution de Wigner ne suppose aucune approximation en lui-
méme (il est strictement équivalent a 'utilisation des opérateurs), la question se
pose car I’équation cinétique ne reproduit pas I’évolution quantique exacte : elle
a en effet été obtenue & partir de I’équation cinétique opératorielle en tronquant
le développement en gradients de la transformée de Wigner. En d’autres termes,

5Dans I’expérience du JILA, un nuage se trouve en = = 0 et autre est formé de deux parties
situées a droite et & gauche du centre, voir la Fig. 3.1.
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nous avons fait une approximation semi-classique. Mais pour le paquet d’onde
“fantome”, la période d’oscillation dans l'espace p est 2wh/d alors que la largeur
du paquet est dz, de telle sorte que le paramétre du développement en gradients
est d/dx, qui peut étre plus grand que 1 : ainsi, notre équation cinétique n’est pas
nécessairement correcte dans ce cas. Le développement semi-classique en gradients
peut lisser les oscillations du paquet d’onde “fantéme” et introduire artificiellement
de la décohérence. Une autre source possible de décohérence artificielle® pourrait
résulter de la discrétisation de I'espace de phase — nécessaire a la résolution numé-
rique de I’équation cinétique —, qui introduit un pas de réseau dans l’espace des
impulsions plus grand que dp.

Jusqu’a présent, dans notre description théorique, le systéme (i.e. le gaz froid
piégé) est supposé étre parfaitement isolé de son environnement : il n’y a donc pas
de mécanisme de décohérence physique. Dans I’objectif d’obtenir une estimation du
temps de décohérence d’un véritable gaz piégé, nous procédons par analogie avec
une situation bien comprise de I'optique quantique : une superposition linéaire de
deux états cohérents du champ électro-magnétique dans une cavité. Dans ce cas,
on sait que la cohérence, et donc le paquet d’onde “fantéme”, disparait dés qu’un
photon en moyenne s’échappe de la cavité et fuit dans ’environnement [78|. Nous
supposons donc que la cohérence entre états internes des deux nuages atomiques
disparait deés qu’un atome quitte le piége. Dans le cas du gaz piégé ultrafroid,
un meécanisme possible est la perte d’atomes causée par les collisions a 3 corps
(“3-body losses” en anglais). Le temps nécessaire & un atome pour s’échapper du
piége est 1/azn(0)2N o ag, ~ x1072% ¢cm®/s est le taux de recombinaison a 3
corps [79], N ~ 10° est le nombre total d’atomes et n(0) ~ 2 x 10! cm™ est la
densité au centre du piége. On obtient ~ 0.1 ms qui est une estimation grossiére du
véritable temps de décohérence. C’est un temps extrémement court en comparaison
du temps caractéristique de la dynamique du systéme ~ 50 ms. Notre conclusion
est donc que, lorsque les deux nuages se recombinent, la cohérence ne joue aucun
role dans ces expériences; ceci justifie la discussion menée a propos de la fin du
phénomeéne.

2.7 Appendice : Paquet d’onde “fantéme”

Dans cet appendice, nous précisons la notion de paquet d’onde “fantome”. C’est
un phénomeéne qui se produit lorsqu’on étudie la transformée de Wigner de I’'opéra-
teur densité (I.e. la distribution de Wigner) d’un systéme dans une superposition
cohérente macroscopique. Nous commencgons par étudier 'exemple simple d’un
atome (& 1D) avec deux états internes. Nous supposons qu’il est dans un état pur

6Nous pensons que cette deuxiéme source de décohérence artificielle n’est pas un probléme
dans nos calculs numériques. Nous avons vérifié que, si on retire 'intégrale de collision pour que
I’équation cinétique devienne réversible, la polarisation de spin transverse disparait lorsque les
deux nuages ne se recouvrent plus mais réapparait lorsqu’ils se recouvrent & nouveau.
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donné par la fonction d’onde spinorielle suivante :

P(x) = vo(x — d/2)|1) + oz + d/2)[2) (2-36)

Nous choisissons la distance d plus grande que la largeur des paquets d’onde ()
(qui sont, par exemple, gaussiens). L’atome est alors dans une superposition co-
hérente macroscopique des deux états internes. La transformée de Wigner (par
rapport aux variables orbitales) de 'opérateur densité p = |1) (1| associé a cette
fonction d’onde est -

pw(z,p) = folz —d/2,p) 1) {1+ folz +d/2,p)[2)(2|
+ e PR fo(a, p) 1) (2] + e fo(z, p) |2) (1] (2.37)

ou fo(z,p) est la transformée de Wigner de |1) (¢p|-

On voit sur I’équation précédente que la distribution de Wigner est constituée
de trois paquets d’ondes. Un paquet d’onde centré en (z = d/2, p = 0) qui
correspond a I’état interne |1). Un deuxiéme paquet centré en (z = —d/2, p =0)
et qui correspond & 1’état interne |2). Ces deux paquets d’onde sont “classiques”
dans le sens ou ils ne font apparaitre que des valeurs positives de la distribution
de Wigner. Un troisiéme paquet d’onde est centré en (z = 0, p = 0) et correspond
aux cohérences entres les deux états internes (i.e. a la polarisation transverse, dans
le langage du pseudo-spin 1/2). Ce paquet d’onde oscille entre valeurs positives et
valeurs négatives avec une période 27h/d dans 'espace p. La distribution de Wigner
a donc ici des valeurs négatives. C’est pourquoi on préfére souvent parler de quasi-
distribution. Ce paquet d’onde “quantique”, dans le sens ou il fait intervenir des
valeurs négatives de la distribution de Wigner, est le paquet d’onde “fantéme”. 11
manifeste la présence de cohérences entre les deux états internes et est donc du a
des interférences quantiques.

La présence du paquet d’onde “fantome” dans I’exemple précédent ne doit rien
au choix d’un état pur ¢o(x) pour la partie orbitale. Un mélange statistique de tels
états orbitaux (par exemple un nuage thermique d’atomes), ¢’est-a-dire un mélange
statistique d’états orbitaux différents mais qui sont dans la méme superposition
cohérente des états internes, produit également un paquet d’onde “fantéme”. Un
tel état s’écrit

=S Pl (2:38

ou

Y. (@) = ¢i(x — d/2)|1) +;(x + d/2)[2) (2.39)

J
et ou les P; sont des probabilités. La transformée de Wigner de cet opérateur
densité p est

pw(z,p) = flo—d/2,p)L){1[+ flz +d/2,p)[2){2
+ e PR f(a,p)[1) (2] + €PN f (2, p) 2) (1]
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ou f est la transformée de Wigner de p = Zj Pj|v;)(1;]. On retrouve bien la méme
structure que (2.37).

Dans la situation discutée en lien avec ’expérience de séparation des états de
spin, le nuage correspondant & ’état |2) est situé en = 0 et celui correspondant
a l’état |1) est fait de deux parties en z = +d. On attend donc un paquet d’onde
“fantome” en z = +d/2.

On note que ce type de paquet d’onde oscillant est bien connu dans le
contexte des superpositions macroscopiques d’états quasi-classiques appelées “chats
de Schrodinger”. Voir par exemple les Réf. [80] et [81] pour une étude de la distri-
bution de Wigner de tels états et un modéle de I'influence de la décohérence.
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Chapitre 3

Instabilité de Castaing dans un gaz
froid piégé

Dans l'introduction du chapitre précédent, nous avons mentionné que les li-
quides de Fermi polarisés peuvent supporter des ondes de spin transverse [49, 67].
Castaing [11] a montré que dans un liquide de Fermi homogéne ot existe un gra-
dient de polarisation longitudinale suffisamment fort, les ondes de spin transverse
de grande longueur d’onde sont instables et peuvent donc s’exciter spontanément.
Ce phénomeéne est appelé instabilité de Castaing. Le mécanisme a l’origine de cette
instabilité repose sur ’existence d’un fort gradient de polarisation longitudinale et
d’un champ moyen de spin important.

L’instabilité de Castaing a surtout été étudiée dans les liquides de Fermi, tels
que I’>He & basse température, oll son observation expérimentale est indirecte : elle
repose sur des expériences de résonance magnétique nucléaire de type “échos de
spin” ou de mesures de diffusion de spin longitudinal (voir Réf. [82], par exemple).
Dans ce chapitre, nous considérons un systéme semblable & celui de ’expérience
de séparation des états de spin du chapitre précédent : un gaz froid piégé avec
deux états internes. Nous avons vu que dans ce systéme l'effet de rotation des
spins identiques (ISRE) crée un champ moyen de spin. Il est donc légitime de
se demander si I'instabilité de Castaing existe dans un gaz froid piégé [12]. C’est
a cette question que nous voulons répondre dans ce chapitre. Nous commencons
par rappeler la théorie originale de Castaing, avant d’utiliser I’équation cinétique
obtenue dans le premier chapitre pour étudier le cas d’un gaz froid piégé [28].

3.1 Instabilité de Castaing : théorie hydrodyna-
mique

Dans un article de 1984, Castaing considére un échantillon homogeéne d’*He li-
quide dans lequel reigne un gradient de polarisation de spin longitudinale. Il étudie
la stabilité des ondes de spin transverse et constate qu'un fort gradient de polari-
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sation longitudinale les rend instables [11]. Son étude repose sur les équations de
I’hydrodynamique des spins de Leggett [67]. Nous adaptons dans ce paragraphe la
théorie de Castaing & un gaz bosonique froid homogéne et quasi-unidimensionnel!
en utilisant les équations de Leggett obtenues dans le chapitre précédent, équations
(2.26) et (2.27). Nous les reproduisons ici dans le cas ou il n’y a pas de piége et ou
le champ magnétique externe est uniforme :

(3.1)

Q
&
+
\]
2
=
|
X
—
2
|
|

Ces équations sont écrites dans le référentiel de Larmor et sous une forme proche
de celle de I'article de Castaing [11]|. Dans tout ce chapitre, le paramétre ISRE p
est défini avec un facteur 1/2 de différence par rapport au chapitre précédent :

912n(0)7
= 3.2
p oF (3-2)
Le coefficient de diffusion de spin D est :
kgT
D==""7 (3.3)
m

Nous considérons un gaz dans lequel existe une polarisation longitudinale mﬁ(x)
faiblement inhomogeéne et constante dans le temps. Nous étudions alors 1'évolution
d’une petite polarisation transverse (de type onde plane) autour d’une solution
stationnaire faiblement non-uniforme :

m(z,t) = mﬁ(az)e”—l—émei(kx’wﬂ

jx,t) = —Dammﬁ(x)e||+5jei(kx""t) (3.4)

ol w est la pulsation de I'onde plane et k son vecteur d’onde. Supposer que le
gradient de polarisation longitudinale est faible revient & ne considérer que des
vecteurs d’onde k tels que kL,, > 1, ou L,, est la taille caractéristique du gradient
de polarisation longitudinale. Nous faisons I’hypothése d’étudier un mode dans
le régime hydrodynamique (i.e. tel que wrT < 1), ce qui permet de négliger la
dérivée partielle par rapport au temps du courant de polarisation 0;j ~ 0 dans
les équations (3.1). En injectant les équations (3.4) dans les équations de Leggett
(3.1), nous obtenons le spectre suivant pour les ondes de spin transverse polarisées
circulairement, :

9, m?
w= % (umﬁ/n — i) (k:2 — uk:—”) (3.5)

L+ (umj n

!Dans la suite, nous aurons en téte le cas de ’expérience du JILA [2] ot un gaz de 8"Rb est
confiné dans un piége en forme de cigare et dont on a montré dans le chapitre précédent que la
théorie cinétique est effectivement unidimensionnelle le long de I'axe.
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La relation de dispersion précédente redonne, en I’absence de gradient de polari-
sation longitudinale et lorsque ,umﬁ /n > 1, le résultat bien connu [7, 61] :

D L2 D 2
= ™ G " (30

Cette relation décrit des ondes de spin transverse faiblement amorties, en régime
hydrodynamique.

La relation de dispersion (3.5) montre qu’en présence d’un gradient de polari-
sation longitudinale la partie imaginaire w; de la fréquence propre peut changer
de signe et étre strictement positive. Ceci traduit la possibilité d’une instabilité.
La condition d’instabilité s’écrit :

0, m
k* < pk —— - (3.7)

On voit sur ’équation précédente que l'instabilité de Castaing concerne les modes
transverses de grande longueur d’onde. En réalité, I'inégalité précédente a été ob-
tenue sous I'hypothése que |k|L,, > 1, ce qui implique la condition suivante :

1 |0

L. SH

(3.8)

Pour avoir une instabilité, il est donc nécessaire d’avoir un champ moyen de spin,
i.e. un paramétre ISRE 4, et un gradient de polarisation longitudinale |9,m{|/n
suffisamment importants. Dans le cas d’'un gradient de polarisation linéaire sur
une distance L,, = Am|/|0,mj|, la condition d’instabilité devient [11] :

Amﬁ
1< — (3.9)

ol Amﬁ est la variation de polarisation longitudinale sur la taille de la boite L =

m-

3.2 Gaz froid piégé : théorie cinétique

Nous voulons maintenant tester ’existence de l’instabilité de Castaing dans
un gaz froid piégé. Kuklov et Meyerovich [12] ont été les premiers a suggéré la
présence de l'instabilité dans ce systéme. Leur étude repose sur des arguments
qualitatifs basés sur la théorie originale de Castaing. Ici, nous voulons faire une
étude quantitative dans un systéme proche des expérience du JILA [2, 54]. Pour
cela, nous utilisons ’équation cinétique (2.16) obtenue dans le chapitre précédent.

La situation que nous considérons ici est plus riche que celle originalement
imaginée par Castaing pour plusieurs raisons : (i) en utilisant ’équation cinétique,
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nous ne nous limitons pas au domaine de validité des équations de Leggett ; (ii) le
gradient de polarisation longitudinal n’est pas supposé constant mais son évolu-
tion temporelle dans le piége est calculée; (iii) nous tenons compte d’un éventuel
gradient de champ magnétique externe.

3.2.1 Equation cinétique et solution numérique

Nous considérons le méme systéme que dans le chapitre précédent : un gaz
atomique froid peu dégénéré, confiné dans un piége magnétique en forme de cigare.
Les atomes ont deux niveaux internes |1) et |2). Initialement, le gaz est constitué de
deux nuages séparés spatialement. Un nuage centré en x < 0, i.e. & gauche du centre
du piége, contient des atomes tous dans I’état interne |1), un deuxiéme nuage centré
en x > 0 contient des atomes tous dans I’état interne |2). Ceci pourrait étre réalisé
expérimentalement en préparant un nuage d’atome dans I’état |1) et un nuage
d’atomes dans D’état |2) piégés magnétiquement et séparés par une barriére de
potentiel optique abrupte au centre du piége. Lorsqu’on retire la barriére optique,
les deux nuages se mélangent et dans leur zone de recouvrement existe alors un
fort gradient de polarisation longitudinale au centre du piége (voir Fig. 3.1). Si il
est suffisamment fort, il devrait étre possible d’observer I'instabilité de Castaing,
c’est-a-dire ’apparition spontanée d’ondes de spin transverse.

L’équation cinétique (2.16) qui décrit ce systéme est reproduite ici :

_ req

of+Lo.f—mutwo,f~ L7
m T
oM + L 0,M — mw? x ,M — (Q + glgm) x M
m 2h
M — M
~ o ST (3.10)

T

Elle est résolue numériquement en utilisant un programme similaire a celui dé-
veloppé pour ’expérience de séparation des états de spin du chapitre précédent.
Nous supposons que la densité dans ’espace de phase est initialement a 1’équilibre
(voir ’équation (2.18)) :

f(@,p,t = 0) = farp(z,p) ox e~ /200" %r (3.11)

Comme cette distribution n’évolue pas sous l’action de 1’équation cinétique, la
densité locale est constante. Nous ne considérons plus & présent que 1’évolu-
tion de la distribution de polarisation dans l’espace de phase M. La distribu-
tion de polarisation initiale est supposée étre le produit de la distribution de
Maxwell-Boltzmann orientée suivant la direction longitudinale dans l’espace de
spin fyp(z,p)e; et d’une fonction continue qui vaut —1 & gauche du centre du
piége (r < —zr), +1 a droite (x > z7) et a une pente positive constante proche
du centre (—zr < = < zr). La densité d’atomes dans les états |1) et |2) qui en
résulte est représentée dans la Fig. 3.1.
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F1G. 3.1 — Densité initiale d’atomes dans 1'état |1) (trait plein) et |2) (tirets). Cette
configuration crée un fort gradient de polarisation longitudinal prés du centre du
piége (|8$m?|| /n(0) = 2/xr). La densité totale est représentée par des pointillés.

Pour démarrer l'instabilité, nous introduisons une petite perturbation trans-
verse. En effet, le bruit numérique seul ne permet pas de la déclencher. Sans perte
de généralité, la perturbation peut étre écrite sous la forme d’une onde plane (de
fréquence spatiale 1/x7) multipliée par la distribution de Maxwell-Boltzmann et
divisée par un grand nombre N > 1, typiquement entre 10® et 10° :

My 1(z,p) = fup(z,p)cos(mx/x7) /N (3.12)

C’est la forme qu’on attend intuitivement pour le mode le plus instable qui vérifie
les conditions aux bords imposées par une boite de taille environ égale a celle du
gaz dans le piége ~ x7. Le nombre N assure qu’il s’agit d’une petite perturbation.
Les paramétres utilisés dans le calcul numérique sont les mémes que lors de
I’étude de la séparation des états de spin. Le gradient de polarisation longitudinale
proche du centre du piége peut étre modifié et vaut typiquement |0,m|/n(0) ~
2/xp. Le paramétre ISRE vaut environ i ~ 5. Avec ces parameétres, nous observons
une instabilité dans les simulations numériques mais elle est sans doute trop faible
pour étre mesurée expérimentalement. Pour augmenter ’effet de I'instabilité, nous
prenons une longueur de diffusion 5 fois plus petite (a2 — a12/5) et une fréquence
de piégeage axiale 20 fois plus petite (wue — war/20), tout en gardant la densité
au centre du piege constante. Nous discutons de ces changements dans la suite.
Comme I’espace de phase est modélisé par un réseau discret fini, il est important
de distinguer une instabilité physique d’une instabilité numérique. Pour cela, il
suffit de changer la densité du maillage dans ’espace de phase. On peut toujours

se débarrasser d’une instabilité numérique en prenant un maillage suffisamment
fin.
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FiG. 3.2 — Evolution temporelle de la polarisation transverse (normalisée)
my 1(x,t)/m, 1(z,0) en différentes positions du piége : z/xr = 0 (trait plein) ; 5/25
(tirets) ; 10/25 (pointillés) ; 15/25 (tirets-pointillés). Les paramétres sont j ~ 22
WaoT = 0.6, 0Q/wae = 2, [0,m]|/n(0) = 2/2r et N = 10°.

Les résultats du calcul numérique sont représentés dans les Fig. 3.2 et 3.3.
La premiére figure montre 1’évolution temporelle de la polarisation transverse en
différentes positions proches du centre du piége, i.e. 1a ou le gradient de polarisa-
tion longitudinale est le plus prononcé. L’instabilité de Castaing y est clairement
visible : la perturbation initiale est multipliée, au maximum de 1’effet, par une
facteur comparable & N. La deuxiéme figure représente ’évolution temporelle du
logarithme de la polarisation transverse normalisée au centre du piége. Dans cette
représentation logarithmique, on distingue facilement la croissance exponentielle
de I’enveloppe, aprés un court temps de l'ordre de grandeur du temps entre colli-
sions, puis sa décroissance exponentielle.

3.2.2 Discussion

La croissance initiale de la polarisation transverse montre que l'instabilité de
Castaing se produit. Nous avons deja signalé que les résultats présentés ici sont
obtenus pour une longueur de diffusion a5 et une fréquence de piégeage w,, plus
petites que celles de I'expérience du JILA [2] (respectivement par un facteur 5
et un facteur 20). Nous avons modifié ces valeurs expérimentales de maniére a
augmenter ’effet du champ moyen de spin et donc & favoriser ’instabilité. Ceci
est réalisable expérimentalement en utilisant une résonance de Feshbach [83| pour
diminuer la longueur de diffusion?. En effet, nous rappelons que le paramétre ISRE

2Une résonance de Feshbach est une résonance de la longueur de diffusion a en fonction d’un
champ magnétique externe. A une valeur particuliére du champ magnétique, la longueur de
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F1G. 3.3 — Evolution temporelle du logarithme de la polarisation transverse nor-
malisée m, 1(0,¢)/m, 1(0,0) au centre du piége. Les deux droites permettent de
visualiser la croissance exponentielle de I'instabilité (trait plein) et la décroissance
exponentielle de ’onde de spin transverse (tirets). Les paramétres ont les mémes
valeurs que pour la Fig. 3.2.

qui mesure “I'intensité” du champ moyen de spin est inversement proportionnel &
la longueur de diffusion : g ~ Ar/a;2. Nous montrons plus loin que la condition
waeT S 1 est nécessaire pour déclencher I'instabilité de Castaing. Si nous voulons
maintenir le produit w,,7 constant lorsqu’on modifie la longueur de diffusion, il
est nécessaire de modifier la fréquence de piégeage axiale w,, proportionnellement
au carré de la longueur de diffusion, car le temps moyen entre collisions 7 est
inversement proportionnel au carré de la longueur de diffusion 7 oc aj;. Cette
facon d’augmenter le champ moyen de spin permet de rester dans le régime ou le
gaz est peu dégénéré.

Le phénoméne observé dans les Fig. 3.2 et 3.3 peut étre décomposé en quatre
étapes :

I.) Durant un temps de I’ordre de grandeur du temps entre collisions 7 ~ 0.25 s,
une description hydrodynamique n’est pas valable car le courant de polarisation
n’a pas encore pu atteindre sa valeur stationnaire. Les Fig. 3.2 et 3.3 montrent que
la polarisation transverse n’évolue pas significativement.

I1.) L’enveloppe de la polarisation transverse croit ensuite exponentiellement
(voir la Fig. 3.3). Le coefficient de ’exponentielle ¢! i.e. wy, est presque constant.
Une croissance exponentielle est caractéristique d’une instabilité. La valeur de w;
est modifiée par la présence du piége par rapport a la valeur prédite par la théorie
de Castaing du systéme homogeéne, voir I’équation (3.5). Une estimation du temps

diffusion passe par +oo. A proximité de la résonance il est possible d’annuler la longueur de
diffusion et de lui faire changer de signe.
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caractéristique de croissance de l'instabilité [12] est donnée par 'inverse de wy,
c’est-a-dire :
tinst ~ L2 /D ~1/w2 7~ 15 (3.13)

ou L,, est la taille caractéristique du gradient de polarisation longitudinale (L,, ~
x7). On retrouve I'ordre de grandeur du maximum de 'instabilité observé dans la
solution numérique de I’équation cinétique. L’instabilité ne peut se développer que
si le courant de polarisation a atteint sa valeur stationnaire, c’est-a-dire si 7 < £,
ce qui implique le condition w,,7 < 1.

II1.) La partie imaginaire de la fréquence propre w; n’est pas constante dans le
temps, mais évolue lentement car le gradient de polarisation longitudinale décroit
en raison de la diffusion de spin et de la présence du piége. Le changement de signe
de w; (passage de positif & négatif) marque la fin de la croissance exponentielle.
Une fois que w; est négative, la polarisation transverse décroit comme une onde
de spin amortie.

IV.) Le gradient de polarisation longitudinale décroit finalement jusqu’a zéro
en un temps de 'ordre du temps de diffusion de spin :

ou L est la taille du nuage (L/zr ~ 2). Kuklov et Meyerovich [46] ont signalé que, si
L > L,,, I'instabilité se développe plus vite que ne relaxe le gradient de polarisation
longitudinale, en accord avec nos calculs numériques. Une fois que la polarisation
longitudinale est nulle, w; est constante et ’enveloppe des ondes de spin transverse
décroit exponentiellement (trait en tirets dans la Fig. 3.3). Ceci se produit pour
t 2 taifs. La fréquence des ondes de spin n’est pas complétement déterminée par
la partie réelle de la fréquence propre de 'équation (3.5), car cette équation est
obtenue pour un systéme homogéne en ’absence de gradient du champ magnétique
externe. En réalité, la fréquence des ondes de spin transverse dans notre systéme
est essentiellement liée & la présence d’un champ magnétique externe inhomogéne
02 = 2w,, >~ 21 x 0.7 Hz. Nous avons vérifié que lorsque 62 = 0, la polarisation
transverse au centre du piége n’oscille pas.
Le critére d’instabilité (3.8) est qualitativement vérifié si on prend L,, ~ xp :

[Ourm > L (3.15)
a n(0) x7 '

En utilisant un gradient de polarisation longitudinale |8xmﬁ|/ n(0) = 2/xp, le cri-
tére précédent implique que le paramétre ISRE p doit étre plus grand que ~ 1/2
pour déclencher une instabilité. Nos calculs numériques montrent que le seuil d’in-
stabilité se situe a p ~ 4. Pour obtenir une instabilité significative, il faut prendre
un parameétre ISRE p environ un ordre de grandeur plus grand.

Nous discutons & présent de la pertinence du critére précédent pour ’expérience
de séparation des états de spin du JILA [2] discutée dans le chapitre précédent.
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Le gradient de polarisation longitudinale maximal est atteint au maximum de la
séparation des états de spin (i.e. vers 100 ms dans [2]). Son ordre de grandeur est
|0xmyj|/n(0) ~ 1/xr (estimé en & ~ £27/2). La valeur du paramétre ISRE étant
i~ 5, le critére d’instabilité obtenu numériquement

0:mi| _ 8

T R (3.16)
prédit ’absence d’instabilité. Nous ne savons pas si il est expérimentalement pos-
sible de réaliser une séparation totale des états de spin de telle sorte que lors du
retour a 1’équilibre des nuages atomiques, le gradient de polarisation longitudinale
soit suffisamment important pour déclencher I'instabilité de Castaing. Un trés fort
gradient, dans le cas oul u ~ 5, n’est sans doute pas suffisant pour démarrer I'in-
stabilité car la diffusion de spin est tres efficace pour annuler un fort gradient. Il
faudrait trouver une procédure permettant de maintenir un gradient constant, i.e.
de corriger la diffusion de spin, pour pouvoir observer I'instabilité de Castaing avec
la valeur expérimentale actuelle de ;1 dans I'expérience du JILA.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons confirmé la possibilité mise en avant par Kuklov
et Meyerovich [12] d’observer I'instabilité de Castaing dans un gaz froid piégé avec
deux états internes. Pour cela, nous avons eu recours 4 une méthode numeérique
de résolution de I’équation cinétique, qui permet d’aller au-dela du traitement
habituel de I'instabilité de Castaing basé sur I'hydrodynamique de spin, i.e. sur
les équations de Leggett. Nous avons aussi vérifié que l'instabilité de Castaing n’a
pas d’effet mesurable dans ’expérience de séparation des états de spin réalisée au
JILA |2], car le paramétre ISRE i, qui mesure I'intensité du champ moyen de spin,
et le gradient de polarisation longitudinale sont trop faibles. Il devrait cependant
étre possible d’observer l'instabilité de Castaing dans d’autres expériences si les
paramétres tels que la fréquence de piégeage et la longueur de diffusion a5 sont
choisis correctement. Nous suggérons alors l'utilisation de cette instabilité pour
créer spontanément des ondes de spin transverse.

Nos calculs sont également valables pour un gaz de Fermi en faisant les modi-
fications suivantes : le champ moyen de spin change de signe (a cause du facteur
e = —1) et g11 = go» = 0. L’expérience de Salomon a 'ENS sur le %Li est cer-
tainement un bon candidat, puisque la résonance de Feshbach sur la longueur de
diffusion 3 a;5 a été récemment observée [84] : ceci devrait permettre de controler
le champ moyen de spin et donc de déclencher I'instabilité de Castaing.

3Résonance de Feshbach sur la longueur de diffusion entre les états |F' = 1/2,mpr = 1/2) et
[1/2,-1/2).

79



80



Chapitre 4

Modes hydrodynamiques du gaz de
Bose unidimensionnel piégé

Ce chapitre concerne le transport dans un gaz de Bose unidimensionnel (1D)
piégé a température nulle. L’intérét d’un tel systéme est a la fois théorique et
expérimental. Au cours des derniéres années, de nombreuses équipes ont réussi a
piéger des gaz de Bose ultrafroids dans des piéges trés anisotropes [13, 14, 15].
Dans un piége en forme de cigare, si le confinement radial est suffisamment fort, le
gaz se comporte comme un systéme 1D. Les études théoriques du gaz de Bose 1D
montrent que ce systéme posséde de nombreuses propriétés intéressantes. Ainsi,
contrairement au gaz tridimensionnel (3D), la limite de fort couplage est celle de
basse densité. De plus, méme a température nulle, le systéme n’est pas condensé de
Bose-Einstein et pourtant il peut étre superfluide [85]. Un modéle particuliérement
instructif est celui de Lieb-Liniger [86] : il s’agit d’un gaz homogeéne de bosons 1D
en interaction répulsive de portée nulle g;0(z). L’intérét de ce modéle est qu’il est
intégrable par ansatz de Bethe. Lieb et Liniger ont donné la solution exacte de
ce probléme et étudié 1’état fondamental [86] et les excitations élémentaires du
systéme [87]. Leur étude confirme I’absence de condensat de Bose-Einstein (BEC)
quelque soit I'intensité de la répulsion entre bosons. Dans la limite ot la répulsion
devient infinie (g; — 00), les bosons sont impénétrables et se comportent comme
des fermions sans spin. On parle de gaz de Tonks-Girardeau [88, 89]. Girardeau
[89] a montré que dans cette limite, le gaz de Bose 1D est en correspondance
biunivoque avec le gaz de Fermi parfait a 1D : les excitations élémentaires sont
des phonons dont la vitesse est celle de Fermi. Dans la limite opposée, de faible
couplage (g1 — 0), Lieb et Liniger ont constaté que la théorie de champ moyen
du gaz de Bose, dite de Bogolubov [90], est valable. Ceci traduit 1'existence d’un
quasi-condensat dont les excitations élémentaires sont les phonons de Bogolubov.

Un outil expérimental particuliérement utile pour sonder les gaz ultrafroids pié-
gés est 'étude des modes collectifs d’oscillation [16]. Ils fournissent une information
in situ sur le gaz sans que l'on soit obligé d’ouvrir le piége et de faire des mesures
aprés un temps de vol (“time of flight” en anglais). Ils sont également importants
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d’un point de vue théorique car ils correspondent aux excitations élémentaires de
basse énergie et sont donc essentiels & la compréhension des propriétés macro-
scopiques du gaz. Pour étudier ces modes, I’hydrodynamique est une approche
théorique fructueuse. Elle permet, en effet, d’étudier des systémes fortement inter-
agissants, alors que la plupart des approches théoriques microscopiques ne peuvent
traiter que les gaz dans le régime de couplage faible. Cependant, c’est une méthode
macroscopique qui nécessite de connaitre ’équation d’état du gaz homogéne. Le
cas du gaz de Bose 1D est alors particuliérement intéressant car, comme nous
I’avons mentionné plus haut, il existe des modéles exactement solubles dont on
peut extraire I’équation d’état du gaz homogéne pour calculer ensuite les modes
hydrodynamiques du gaz piégé. C’est 'approche employée par Menotti et Strin-
gari [18]. Leur méthode de résolution des équations hydrodynamiques utilise les
régles de somme [91] et permet d’obtenir une borne supérieure a la fréquence des
modes hydrodynamiques. Dans le contexte du gaz de Fermi 3D attractif, Combes-
cot et Leyronas [17] ont proposé une méthode de résolution alternative qui permet,
en principe, d’obtenir la fréquence exacte des modes. Le but de notre travail est
I’application et ’extension de cette méthode au cas du gaz de Bose 1D piégé.

Nous commencons par discuter du gaz de Bose 1D dans la situation origina-
lement considérée par Menotti et Stringari. Dans la suite nous décrivons I’hydro-
dynamique de ce gaz et discutons son domaine de validité. Puis nous présentons
la méthode de Combescot et Leyronas qui permet de déterminer la fréquence des
modes hydrodynamiques & partir de I’équation d’état du gaz. Finalement, nous
présentons les résultats obtenus pour le calcul du mode hydrodynamique de fré-
quence la plus basse du gaz de Bose 1D piégé a température nulle [30].

4.1 Le gaz de Bose 1D piégé a T'=0

Nous étudions dans ce paragraphe le méme systéme que celui envisagé par
Menotti et Stringari [18] (MS). Ils considérent un systéme tridimensionnel (3D) trés
anisotrope qu’il est possible de faire tendre vers un systéme 1D en faisant varier un
paramétre. Plus précisément, il s’agit d’un gaz 3D de bosons, sans structure interne,
confiné dans un piége trés allongé, en forme de cigare. Le gaz est supposé étre a
trés basse température (7' = 0). Il est donc fortement dégénéré et les collisions
se produisent dans le régime quantique ou elles sont décrites par la longueur de
diffusion a > 0. Le gaz est confiné dans un piége harmonique anisotrope a symétrie
axiale!, dont la pulsation radiale w,,q = w, est trés grande devant la pulsation
axiale wy,, = w, ' w; > w,. On suppose, de plus, que la longueur d’oscillateur
radiale a; = \/h/mw, est trés grande devant la longueur de diffusion : a; > a.
Dans cette limite, Olshanii [92] a montré que la longueur de diffusion effective 1D
est donnée par a; = a2 /a. Nous définissons plus loin la densité 1D le long de 'axe

!Contrairement aux chapitres précédents, ’axe du cigare est ici pris le long de Oz.
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du piége n;(2). En changeant la densité 1D au centre du piége n;(0), on peut faire
passer continiiment le gaz d’un régime 3D & un régime 1D, dans un sens qui est
précisé plus loin.

Une quantité importante pour la suite est le potentiel chimique p du gaz ho-
mogeéne le long de I'axe Oz, i.e. lorsque w, = 0 et w,; # 0. Il est défini par :

0,

= o~ (4.1)

1
ol la dérivée partielle est prise & volume de gaz fixé et ou Ej est ’énergie de I'état
fondamental du gaz de N bosons lorsque w, = 0 et w, # 0. Le zéro du potentiel
chimique est choisi de telle sorte que p(n; = 0) = 0.

Lorsque le potentiel chimique i et le quantum d’oscillateur axial hw, sont
beaucoup plus petits que le quantum d’oscillateur radial fw, , tous les atomes sont
dans la fonction d’onde Gaussienne décrivant ’état fondamental de 1’oscillateur
harmonique radial. Les degrés de liberté radiaux sont gelés, le mouvement radial
des atomes est alors confiné aux oscillations de point zéro. A un décalage global de
I’énergie prés, le systéme est décrit par un Hamiltonien 1D et toute la dynamique
est donc unidimensionnelle. Une situation moins extréme est celle ou seuls les
degrés de liberté collectifs radiaux sont gelés. C’est-a-dire que ’hydrodynamique
du gaz est unidimensionnelle méme si les degrés de liberté microscopiques radiaux
ne sont pas gelés. Pour étre dans cette situation, il suffit d’avoir w, > w,, ce
qui permet de supposer que le systéme est en permanence a 1’équilibre local dans
les directions radiales. C’est le cas dans le systéme que nous considérons. Dans la
Reéf. [30], nous montrons que 'hydrodynamique s’écrit effectivement sous forme
unidimensionnelle et que le densité 1D n;(z) est simplement la moyenne sur les
directions radiales de la densité 3D ng(r) :

m) = [ Er =2 [ o) (42)

2
mwy

C’est pourquoi nous parlons de gaz de Bose 1D méme si le systéme de départ est
en réalité un gaz de Bose 3D confiné dans un piége en forme de cigare. En résumé,
lorsque w,; > w,, 'hydrodynamique du gaz est unidimensionnelle le long de 1’axe
du cigare et il suffit alors de connaitre I'équation d’état p(nq).

Menotti et Stringari [18] ont identifié trois régimes limites de comportement en
fonction de la densité 1D au centre du piége n;(0) :

I.) A trés haute densité n;(0)a > 1, le systéme est un condensat de Bose-
Einstein (BEC) 3D trés allongé, en forme de cigare, décrit par I’équation de champ
moyen de Gross-Pitaevskii [93|. Dans les directions radiales, le condensat est beau-
coup plus large que 'état fondamental de l'oscillateur harmonique. Les énergies
potentielles d’interaction et de piégeage dominent 1’énergie cinétique que l'on né-
glige dans 1’équation de Gross-Pitaevskii : c’est 'approximation de Thomas-Fermi
[16]. Ce régime est appelé “cigare 3D”. Dans ce cas, le potentiel chimique est relié
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a la densité 1D par :
= 2hw, (any)'? (4.3)

I1.) A densité intermédiaire n;(0)a; > 1 > ny(0)a, le gaz est un quasi-
condensat 1D 2. On peut le décrire comme la limite basse densité d'un BEC 3D
en forme de cigare, dont la dimension radiale tend vers celle de 1’état fondamental
de l'oscillateur harmonique. Les degrés de liberté radiaux sont gelés. Ce régime est
appelé “champ moyen 1D”. Alternativement, on peut le décrire comme la limite
haute densité (i.e. faiblement interagissante, voir ci-dessous) d’un gaz de bosons
répulsifs unidimensionnel. Le potentiel chimique est :

= 2hw, any (4.4)

II1.) Finalement, a basse densité 1 > n;(0)a;, le systéme est un gaz 1D de
bosons impénétrables : c’est le régime de “Tonks-Girardeau” [88, 89]. Les degrés de
liberté radiaux sont gelés. Dans ce systéme, les interactions répulsives entre bosons
sont tellement fortes que le gaz se comporte comme un gaz parfait de Fermi 1D
[89]. Le potentiel chimique est donné par I’énergie de Fermi du gaz parfait :

Rk h2(mng)?
IU/ —= g

4.
2m 2m ( 5)

Il est utile de revenir ici sur le critére permettant d’affirmer qu’un gaz est
faiblement interagissant et qu’on peut donc le décrire par une théorie de champ
moyen. On considére un gaz en dimension D dont les interactions sont décrites, a
basse température, par la constante de couplage gp proportionnelle a une énergie
par unité de volume. A 3D, g3 = 4wha/m, alors que g; = 2h%/ma; = 2h*a/ma® A
1D [92]. On cherche a former une quantité sans dimension mesurant l'intensité des
interactions, i.e. proportionnelle & gp, & partir des seules grandeurs disponibles que
sont gp, h, m et np, la densité de particules & D dimensions®. La seule possibilité
est :

mgp 1-2/D
YD = 72 np / (46)

2Un quasi-condensat est un systéme de Bose dans lequel il n’existe pas, & strictement parler,
d’ordre non-diagonal & longue portée, mais o la matrice densité & un corps décroit néanmoins
trés lentement & grande distance. Il s’agit donc d’un condensat dont la phase fluctue (voir Réf.
[94], par exemple).

30n note la différence suivante entre le gaz de Fermi et le gaz de Bose. Pour le gaz de Fermi,
le paramétre vp peut étre vu comme une estimation du rapport entre 1’énergie d’interaction
de champ moyen gpnp et I’énergie cinétique ~ FL%”L%D /m, i.e. énergie de Fermi, lorsque les
interactions sont faibles. Pour le gaz de Bose, la situation est trés différente. En effet, lorsque
les interactions sont faibles, I’énergie cinétique d’un gaz de Bose & T' = 0 est presque nulle et
le rapport entre I’énergie d’interaction de champ moyen et 1’énergie cinétique diverge. Ceci se
manifeste dans le fait que la théorie de perturbation usuelle n’est pas applicable au gaz de Bose.
1l faut utiliser une théorie plus élaborée — la théorie de Bogolubov — qui montre que I’énergie
cinétique est une fonction non-analytique de vp quand vp tend vers zéro.
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A 1D, v, oc nj ' et les interactions dominent & basse densité [86]. Ainsi, contraire-
ment & la situation & 3D ol y3 né/ 3, le systéme est fortement interagissant dans la
limite diluée (régime de Tonks-Girardeau) et faiblement interagissant dans la limite
dense (régime de champ moyen 1D). Lors du passage du régime tridimensionnel
(cigare 3D) au régime unidimensionnel (champ moyen 1D), I'hypothése a, /a > 1
permet de s’assurer que le gaz est faiblement interagissant car 3 ~ n;,/ 4 < 1. On
peut donc décrire, dans ce cas, la transition 3D — 1D par une théorie de champ
moyen telle que I’équation de Gross-Pitaevskii [93].

Dans la suite nous aurons besoin de I’équation d’état du gaz de Bose 1D ho-
mogéne, c’est-a-dire du potentiel chimique p en fonction de la densité n,. Pour
décrire la transition du régime de cigare 3D au régime de champ moyen 1D, on
utilise I’équation de Gross-Pitaevskii dans la géométrie du guide d’onde, ot w, = 0
et w; # 0. Elle peut étre résolue analytiquement dans les deux régimes limites du
cigare 3D et du champ moyen 1D [18] et conduit aux potentiels chimiques donnés
dans les équations (4.3) et (4.4). Entre ces deux limites, MS ont utilisé une mé-
thode numérique pour obtenir I’équation d’état [18|. Leur résultat numérique nous
sert dans la suite [95]. Nous utilisons également une formule analytique approchée
qui donne le comportement exact dans les deux limites et interpole & mieux que
2% entre :

p(ny) = hw, (V14 4nja — 1) (4.7)

Pour décrire la transition du régime de champ moyen 1D au gaz de Tonks-
Girardeau, nous utilisons le modéle de Lieb-Liniger [86] du gaz de bosons 1D avec
interactions répulsives g;0(z). Lieb et Liniger ont donné la solution exacte de ce
modéle quelque soit g; > 0 en utilisant 'ansatz de Bethe. L’énergie par particule
est obtenue sous la forme d’une équation intégrale. Cette équation permet d’obtenir
le potentiel chimique et montre qu’il est une fonction universelle de nia; que ’on
doit évaluer numériquement. Menotti et Stringari [18] ont calculé cette équation
d’état et nous ont donné acces a leurs résultats [95]. Dans la suite, nous utilisons
leurs données.

Dans le paragraphe suivant, nous décrivons I’hydrodynamique du gaz de Bose
1D.

4.2 Hydrodynamique

L’hydrodynamique des fluides décrit les excitations de grande longueur d’onde
et de basse fréquence dans les systémes macroscopiques & température finie ou
nulle [96]. Elle découle des lois de conservation générales et d’autres propriétés
de symétrie du systéme. Il est trés difficile d’en donner une démonstration micro-
scopique dans le cas général. Une exception est le cas du gaz dilué non-dégénéré
ou les équations hydrodynamiques usuelles sont obtenues & partir de 1’équation
cinétique de Boltzmann en faisant un développement de Chapman-Enskog (voir
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Réf. [44] par exemple). En effet, dans le régime hydrodynamique, ot wr < 1 et
kl < 1 (7 est le temps entre collisions, [ est le libre parcours moyen et w™=' (resp.
k~1) est une échelle de temps (resp. de longueur) typique sur laquelle les grandeurs
macroscopiques caractéristiques du systéme évoluent), on dispose d’un petit para-
meétre, de ’ordre ki, ce qui permet de faire un développement. L’ordre zéro méne a
I’hydrodynamique d’Euler, le premier ordre & ’hydrodynamique de Navier-Stokes,
le deuxiéme & I’hydrodynamique de Burnett, etc.

Sous leur forme générale, les équations de I’hydrodynamique du fluide parfait,
ou hydrodynamique d’Euler, & T = 0 s’écrivent :

on
N + V-(nv)=0
m‘fi_;’ ~ —V(u(n)+ V) (4.8)

ou p(n) est I’équation d’état du fluide homogéne, n la densité locale, v le champ de
vitesse et V' un potentiel extérieur, comme un potentiel de piégeage par exemple.
La premiére équation est exacte : c’est I’équation de conservation du nombre de
particules ou équation de continuité. La deuxiéme équation est approchée : c’est
I’équation d’Euler de conservation de la quantité de mouvement. Ces équations
décrivent les fluides dans lesquels les effets thermiques et la dissipation sont né-
gligeables. A température nulle ou presque nulle, ces équations sont valables pour
décrire les superfluides de Bose ou de Fermi [97], le liquide de Fermi normal, dans
le régime hydrodynamique uniquement [98], et les fluides de Bose ou de Fermi 1D,
sans gap dans le spectre d’excitation, i.e. les liquides de Luttinger [99]. Dans le cas
particulier du gaz de Bose 3D a T = 0, il est instructif de retrouver les équations
de ’hydrodynamique a partir de ’équation de Gross-Pitaevskii du condensat de
Bose-Einstein [16]. Sur cet exemple, on voit explicitement la nécessité d’étudier un
systéme méso- ou macro-scopique (i.e. tel que N > 1, ou N est le nombre total
de particules) pour pouvoir négliger le terme de pression quantique et retrouver
I’hydrodynamique du fluide parfait [91].

Nous remarquons que les équations hydrodynamiques nécessitent de connaitre
I’équation d’état du fluide homogéne pu(n). Elles ne supposent cependant pas la
validité de I'approximation du champ moyen et peuvent donc étre utilisées pour
décrire les systémes fortement interagissants, en utilisant ’équation d’état comme
donnée d’entrée. Dans la suite, nous utilisons les équations (4.8) pour obtenir les
modes hydrodynamiques du gaz de Bose 1D & partir de son équation d’état pu(n,).

4.3 Modes hydrodynamiques : modéles exacte-
ment solubles

Dans ce paragraphe nous étudions les modes hydrodynamiques, c’est-a-dire les
petites fluctuations autour de I’équilibre, du gaz de Bose décrit dans le paragraphe
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4.1. Nous rappelons la méthode développée par Combescot et Leyronas [17| (CL).
Elle consiste essentiellement & remplacer ’équation d’état exacte p(ni) par une
équation d’état approchée dont les modes hydrodynamiques peuvent étre obtenus
analytiquement.

L’hydrodynamique du gaz de Bose 1D a T" = 0 s’écrit :

ony + 0,(nv) =0

mS () + V(1) (4.9

ou r = |z|. A Iéquilibre, la densité locale ny.,(r) vérifie :

p(nieg(r) + V(1) = o (4.10)

ou 1 est la valeur constante sur tout le systéme du potentiel chimique global. En
particulier, i est égale a la valeur du potentiel de piégeage a la surface du nuage
atomique (nous prenons p(n; = 0) = 0) . Pour une petite fluctuation de densité
dny(z,t) = ny(z,t) — niey(r), nous définissons la petite fluctuation de potentiel
chimique global :

w(z, 1) = (z,1) = i = p(na(z,1) = p(naeg(r) = (Op/Onieg)oma(z, 1) (4.11)

En supposant que cette petite fluctuation se produit & la pulsation w, on obtient
iwony = 0,(N1eqV) = N1eg0,v + v0,N1e, qui avec 1'équation d’Euler iwmv = d,w
donne :

nleqagw + 0,n1eq 0w + mwz(anleq/a,u) w=0 (4.12)

La relation d’équilibre p(nie,(r)) + V(r) = i implique (Op/0n1eq)(Onieq/0r) =
—V’(r). On obtient alors :

mw?r

V()

rw” +rL'(r)uw'

L'(ryw=0 (4.13)

ot nous avons défini L(r) = In(n.,(r)) avec L'(r) = dL/dr. Nous posons w(r) =
rlv(r), avec [ = 0 pour un mode pair en z et [ = 1 pour un mode impair, et

obtenons alors :

mw?r

Vi(r)

ro” + 2L+ rL'(r)]v" — | — L' (r)v=0 (4.14)

Nous utilisons a présent le fait que le piége est harmonique V (r) = mw,r?/2 pour
aboutir a :

" + 20+ r L' (r)] — (v =)L (r)v =0 (4.15)

87



avec v° = w?/w?. Cette équation est invariante d’échelle si le méme changement

d’échelle est naturellement fait sur L(r). En particulier, elle est invariante sous la
transformation r — r/R, avec R le rayon du nuage, de telle sorte que nous pouvons
prendre ce rayon égale & 1. Plus généralement, le changement de variable y = r®
permet de modifier les constantes dans 1’équation (4.15). On obtient :

d*v dL dv v?>—1dL
—_— A —v =0 4.1
vo k(8 ge L oleL, (4.16)

ou A =1+ % Finalement, nous remarquons que L’ ne change pas si la den-
sité ny(r) est multipliée par une constante. L’échelle absolue de densité disparait
donc et nous définissons la densité réduite n(r) = nq(r)/n1(0). De la méme fagon,
nous définissons le potentiel chimique local normalisé fi(r) = u(ny(r))/u(n1(0)) ou
1(n1(0)) est relié au rayon du nuage atomique R par ju(n;(0)) = mw?R?/2. Ceci
conduit & i = 1 — r2, lorsque r est exprimé en unités de R.

La méthode de CL [17] consiste a remplacer 1'équation d’état exacte qui inter-
vient dans L par une équation d’état approchée ou modéle pour laquelle I’équa-
tion (4.16) est soluble analytiquement. Par exemple, lorsqu’on prend le modéle
dL/dy = —p/(1 — y), ’équation (4.16) se réduit a I’équation différentielle hyper-
géométrique :

d*v dv v —1
1—y)— + A — A
y( y)dy [A —y(p+ )]dy p

v=0 (4.17)

La solution générale de cette équation [100], réguliére pour y = 0, est la fonction
hypergeometrlque F(a,b; A;y), avec a et b définis para+b=p+ A — 1 et ab =
—p“—. La condition limite [17] & la surface du nuage atomique y = 1 implique
la condition supplémentaire a = —n ol n est un entier strictement positif. Dans
ce cas la solution est un polynéme. Nous obtenons alors les fréquences des modes
propres :

:l+%n(n+p+A—1) (4.18)

En particulier, le mode que nous considérons dans la suite correspond a [ = 0 et
n = 1, la solution est simplement v = (p + A)y — A, avec la fréquence :

9 a—1
Vo =oa+
p

(4.19)

C’est le mode de fréquence la plus basse. Il s’agit d’'un mode de compression, ou
de respiration, du gaz. Le modéle ci-dessus est appelé modeéle a — p. Il correspond
au profil de densité a 1’équilibre n(r) = (1 — r*)? qui résulte de la relation p =
1 — (1 — n'/P)?/2_ En particulier le cas o = 2 correspond & la loi de puissance
fi = n'/?. Les trois régimes limites du gaz de Bose 1D, i.e. cigare 3D, champ moyen
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1D et Tonks-Girardeau, satisfont ce type de dépendance entre le potentiel chimique
et la densité 1D [18|, avec les valeurs respectives p = 2, p = 1 et p = 1/2. Nous
obtenons les résultats suivants pour les modes pairs (I = 0) :

v:=2n+ 5(271 —1) (4.20)
et
V2= (1+ %)(Qn +1) (4.21)

pour les modes impairs (I = 1). Dans ce dernier cas n = 0 correspond au “mode
dipole” (i.e. a l'oscillation globale du gaz dans le piége) et w = w, comme 'exige
le théoréme de Kohn [101]. Ces résultat sont en accord avec ceux de MS.

En plus du modéle a — p considéré ci-dessus, CL ont trouvé une classe de
solutions quasi-polynomiales v(y) pour des modéles plus complexes (i.e. avec plus
de paramétres que le modéle a — p). Ces quasi-polyndémes sont des séries qui
convergent, trés rapidement. En pratique ils se comportent comme des polyndmes,
i.e. qu'on peut sans risque tronquer la série a partir d’un certain ordre, car la
variable y est restreinte 4 0 < y < 1. Les modéles correspondants sont dL/dy =
— S8 pey*/(1—y) et peuvent étre vus comme un développement de (1—y)dL/dy
en série entiére de y autour de y = 0. Ils ont en général K + 1 paramétres, en plus
du paramétre «. Dans la suite, nous utilisons le modéle K = 1 (K = 0 est le
modéle o« — p) qui a trois paramétres «, py et p;. Ce modéle est appelé modéle
quasi-polynomial & 3 paramétres. Il est solution de :

2

d“v dv
y(1 — y)d—y2 + (g2* + quy + QO)d_y + (ry+ro)v =0 (4.22)

avec ¢ = —p1,¢1 = —(A 4+ po), g0 = A, 11 = py v’~1 and rog = po%. La solution

[e%
v = ZnNzo a,y™ doit vérifier la relation de récurrence entre les a,,’s qui résulte de
I’équation (4.22), voir Réf. [17]. De plus, on impose que ay;1 = 0 ce qui permet de
déterminer la fréquence au carré du mode 2. La coupure N est choisie suffisam-
ment grande pour que la convergence soit excellente et suffisamment petite pour le
temps de calcul ne soit pas prohibitif. Dans nos calculs numériques nous utilisons
N = 10.

Les équations d’état modéles que nous considérons possédent soit 2 soit 3 pa-
ramétres. La procédure de détermination de la fréquence d’un mode consiste : (i)
a trouver le jeu de paramétre qui donne une équation d’état modéle aussi proche
de I’équation d’état exacte que possible; (ii) a calculer la fréquence du mode a
partir de ce jeu de paramétre, avec 1’équation (4.18) pour le modéle o — p par
exemple. Dans la Réf. [30], nous discutons de différentes définitions de la “proximi-
té&” de I’équation d’état modéle & I’équation d’état exacte, c’est-a-dire de différents
estimateurs a minimiser pour trouver le meilleur jeu de parameétres. La conclusion
de cette étude est que le choix d’un estimateur n’est pas crucial s¢ on corrige la
fréquence obtenue par une théorie des perturbations au premier ordre.
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4.4 Correction au premier ordre

Nous considérons ici la possibilité de corriger au premier ordre de la théorie
des perturbations la petite différence entre notre évaluation de la fréquence avec
le modéle Lo(r) (qui est soit le modéle o — p, soit le modéle quasi-polynomial a
3 parameétres) et la fréquence correspondant au véritable L(r). On peut faire cela
de maniére commode en transformant I’équation (4.16) en une équation de type
Schrédinger, grace au changement de fonction ¥ (y) = v(y)(y*no(y))*/? qui conduit
a:

d*1
_ V = 4.23
G H V=0 (4.23)
avec le potentiel effectif :
1 1, V-1 AL A(A-2)
S A S T S —— 4.24
V(y) 5L+ + ( ” +2)y+ 1 (4.24)

L’équation (4.24) est une équation de Schrodinger a énergie nulle et A%/2m = 1.
Une petite variation 0L = L — Ly implique une variation du potentiel effectif V' (y)
qui implique une modification de I’énergie calculable au premier ordre de la théorie
des perturbations usuelle. Pour rester a énergie nulle aprés correction, il faut faire
varier la fréquence au carré d’une quantité 5v? qui est juste la correction que nous
cherchons & obtenir. De maniére explicite, nous obtenons :

v —1 AL AL
o) — +—=

- ) - yW:o (4.25)

11 1
/ dy [z0L" + =L'0L' + (
0 2 2

Le terme en §L” peut étre intégré par parties. Nous utilisons la relation L = n{/ng
et écrivons ¢(y) en fonction de v(y) pour obtenir finalement :

V2 —1

5y2 1 1
— | dy (—np) y> % = / dy 0L ngy™ | v —yv'] (4.26)

@ Jo 0

Dans la suite nous utilisons cette formule pour corriger la fréquence du mode ob-
tenue soit par le modéle oo — p soit par le modéle quasi-polynomial & 3 paramétres :

2 _ .2 2
Vowr = V7 4 0V7.

4.5 Modes hydrodynamiques du gaz de Bose 1D
piégé
Nous appliquons & présent la méthode développée dans les deux paragraphes

précédents au calcul du mode de fréquence la plus basse (n =1, [ = 0) du gaz de
Bose 1D décrit dans le paragraphe 4.1. La donnée d’entrée nécessaire & ce calcul
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est I’équation d’état p(ny) pour le gaz 1D homogéne. Nous procédons de la fagon
suivante : pour chaque valeur de n;(0)a (ou de n1(0)a;), nous ajustons un modéle
(soit oo — p, soit quasi-polynomial & 3 paramétres) a I’équation d’état exacte en
minimisant un estimateur de type x? — pour plus de détails concernant la procédure
de minimisation, voir la Réf. [30] ; la fréquence du mode & 'ordre zéro est calculée
en insérant le jeu de paramétre obtenu par minimisation dans la formule donnant
la fréquence du mode pour le modéle (équation (4.18) pour le modéle o — p, par
exemple) ; nous calculons ensuite la correction a ce résultat au premier ordre de la
théorie des perturbations avec la formule (4.26).

Nous commencons par comparer les différents modéles utilisés pour calculer le
carré de la fréquence réduite v = w?/w?. La Fig. 4.1 représente v en fonction
de n1(0)a pour un systéme ot a, /a = 100. Quatre courbes sont dessinées. Elles
correspondent au modéle o — p, au modéle quasi-polynomial et au mémes modéles
corrigés au premier ordre. En réalité, le modéle quasi-polynomial & 3 paramétres
n’est utilisé qu’avec deux paramétres en fixant o = 2. Nous avons vérifié qu’il n’y a
pas de différence significative entre utiliser les trois paramétres ou seulement deux
en fixant o = 2, alors qu’il est beaucoup plus rapide et facile de ne manipuler que
deux paramétres. Ceci n’est pas trivial, comme le montre le cas du gaz de Fermi
3D attractif traité dans les Réfs. [17, 30|, ou fixer v = 2 n’est pas un bon choix.

Le nombre de points calculés est beaucoup plus grand entre le régime cigare
3D et le régime de champ moyen 1D (domaine de haute densité) qu’entre le régime
de champ moyen 1D et le régime de Tonks-Girardeau (domaine de basse densité).
Ceci est une simple conséquence du fait que nous utilisons une équation d’état
analytique dans le premier domaine (4.7), alors que dans le deuxiéme domaine nous
utilisons les données numériques de MS. Le fait d’avoir un ensemble de points fixés
pour I’équation d’état implique que le calcul d’intégrales nécessaire pour obtenir
la correction dv? est plus difficile, car nous devons alors utiliser une méthode
d’intégration numérique primitive et que, par conséquent, nous sommes limités
sur la précision et le nombre de points que nous pouvons calculer de maniére siire.
La mauvaise jonction entre les domaines de haute densité et de basse densité dans
la région du régime de champ moyen 1D est une conséquence de la valeur finie prise
pour a, /a plutot que la limite a; /a — oo. Menotti et Stringari ont mis en avant
que le régime de champ moyen 1D ne peut étre identifié que lorsque a, /a > 1.

Pour comparer nos différents calculs, nous prenons comme référence le modéle
quasi-polynomial corrigé. Nous attendons qu’il donne le meilleur résultat et qu’il
ait une grande précision, ce que montre I’étude du gaz de Fermi 3D attractif. La
différence entre cette référence et les trois autres calculs (o — p, quasi-polynomial
et a — p corrigé) est représentée dans la Fig. 4.2. Nous remarquons, qu’une fois
corrigés, les résultats des modéles a—p et quasi-polynomial sont en trés bon accord.
De plus, leur accord absolu est au niveau de 10~3 pour »2.

Le modéle o — p est exact dans les trois régimes limites : « = 2 et p = 2 dans
le régime cigare 3D, ce qui donne v? = 5/2; a = 2 et p = 1 dans le régime de
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% a_/a=100

35f N A

log(n 1(O)a)

F1G. 4.1 — Mode de fréquence la plus basse du gaz de Bose 1D piégé avec a, /a =
100. Le carré de la fréquence du mode v? = w?/w? est représenté en fonction de
log (n1(0)a). Les croix (+) correspondent au modéle a—p; les étoiles (x) au modéle
a — p corrigé; les cercles (o) au modéle quasi-polynomial ; et les diamants (o) au
modeéle quasi-polynomial corrigé.
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champ moyen 1D, d’ott v? = 3; et & = 2 et p = 1/2 dans le régime de Tonks-

Girardeau, ce qui donne v* = 4. Entre ces limites, on voit sur les Fig. 4.1 et 4.2
que le modéle o — p a des difficultés a prédire la valeur correcte de la fréquence.
C’est cette constatation qui nous a initialement poussé a utiliser le modéle quasi-
polynomial et & développer la méthode de correction au premier ordre. On peut
comprendre cette difficulté de la fagon suivante : dans le domaine de haute densité,
pour les grandes valeurs de n(0)a, le potentiel chimique est essentiellement donné
1/2 . . .
par i ~ ny'~ pour la plus grande partie du domaine de variation de n;. Alors
que pour les petites valeurs de n; (aux bords du nuage) cette dépendance devient
i ~ ni. Ce changement de comportement analytique est difficile & suivre pour
le modéle @ — p qui n’a que deux parameétres, ce qui explique les résultats peu
satisfaisants constatés.

Pour les modéles oo — p et quasi-polynomial, on obtient de bien meilleurs résul-
tats en utilisant une expression analytique de I’équation d’état (domaine de haute
densité) plutdt que des données numériques (domaine de basse densité), comme le
montre la Fig. 4.2. Cependant, les modéles corrigés s’accordent au méme niveau
de précision dans les deux domaines.

Nous comparons & présent nos résultats avec ceux de MS [18], qui utilisent une
méthode de régle de somme [91] pour obtenir une borne supérieure a la fréquence
du mode de plus basse fréquence. Nous commencons par étudier le domaine de
haute densité. Menottti et Stringari ont calculé v? comme fonction de Naa, /a?,
ol a, = \/h/muw, est la longueur d’oscillateur axiale et N est le nombre d’atomes.
Nous calculons la méme quantité en fonction de n;(0)a qui est une fonction crois-
sante de Naa, /a?. Obtenir la relation entre ces deux nombres revient a trouver
le profil de densité normalisé. Ceci peut étre fait analytiquement dans les deux
régimes limites [18] et numériquement entre. Le détail de ce calcul est donné dans
I’appendice 4.7. Nous pouvons alors représenter les résultats de MS et du modéle
quasi-polynomial corrigé, que nous pensons étre le plus précis de nos résultats, sur
la méme figure, voir Fig. 4.3. On voit que I’accord est excellent, au niveau de 1072,
Nous ne pouvons espérer un meilleur accord car nous avons utilisé une équation
d’état analytique approchée qui ne reproduit ’équation d’état exacte qu’a I'ordre
du %. Ceci se manifeste a trés haute densité (ny(0)a > 1) dans le fait que le
modéle quasi-polynomial corrigé semble prédire des valeurs de la fréquence plus
grandes que celles de MS. Ceci serait en contradiction avec le fait qu’ils utilisent
une approche de régle de somme connue pour étre une borne supérieure exacte
[91].

Pour tester notre méthode, nous calculons aussi les fréquences attendues pour
deux expériences. Nous utilisons dans ce cas 1’équation d’état exacte, c’est-a-dire la
solution numérique de I’équation de Gross-Pitaevskii 3D [95]. Pour I’expérience du
MIT [13], ot n;(0)a = 0.22, nous obtenons v? = 2.845+0.003 et v? = 2.911+0.002
pour 'expérience de ENS [14], ott n1(0)a = 0.10. Ceci est en trés bon accord avec
les résultats obtenus par MS [18] : v* = 2.85 et v? = 2.91. Pour le calcul de n;(0)a,
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-0.02F *+
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log(n, (0)a)

F1G. 4.2 — Mode de fréquence la plus basse du gaz de Bose 1D piégé avec a, /a =
100. Le carré de la fréquence du mode v* = w?/w? calculé avec le modéle quasi-
polynomial est pris comme référence. La différence entre cette référence et trois
autres calculs («— p, o — p corrigé et quasi-polynomial) est représentée en fonction
de log (n1(0)a). Les croix (+) correspondent au modeéle o — p; les étoiles (x) au
modéle oo — p corrigé; et les cercles (o) au modéle quasi-polynomial.
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High density domain

291

271

25

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
log(n, (0)a)

F1G. 4.3 — Mode de fréquence la plus basse du gaz de Bose 1D piégé dans le domaine
de haute densité (“high density domain” en anglais). Le carré de la fréquence du
mode 1? = w?/w? est représenté en fonction de log(n;(0)a). Les diamants (o)
correspondent au modéle quasi-polynomial corrigé. Le trait plein est le résultat de
Menotti et Stringari [18].
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3.1F b

log(n, (0)a,)

F1G. 4.4 — Mode de fréquence la plus basse du gaz de Bose 1D piégé dans le domaine
de basse densité (“low density domain” en anglais). Le carré de la fréquence du
mode 1? = w?/w? est représenté en fonction de log (ni(0)a). Les diamants (o)
correspondent au modéle quasi-polynomial corrigé. Le trait plein est le résultat de
Menotti et Stringari [18].

voir ’appendice 4.7.

Nous considérons finalement le domaine de basse densité. Comme dans le do-
maine de haute densité, nous devons relier la variable sans dimension que nous
utilisons n;(0)a; & Na?/a? utilisé dans la Reéf. [18]. Ceci est fait analytiquement
dans les deux régimes limites (champ moyen 1D et Tonks-Girardeau) [18] et numé-
riquement entre. La fréquence du mode obtenue avec le modéle quasi-polynomial
corrigé et celle calculée par MS sont représentées dans la Fig. 4.4. L’accord est a
nouveau trés bon.

Les résultats de MS sont en trés bon accord avec nos résultats sur toute la
gamme de densité n;(0)a. Dans le cas étudié ici, la méthode de régle de somme
[91] semble ne pas seulement donner une borne supérieure mais quasiment le ré-
sultat exact. Ceci est lié au fait que le profil de densité au centre du piége a une
dépendance quadratique en r [102]. En d’autres termes, le paramétre « est toujours
trés proche de 2. Ceci n’est pas toujours vrai. Ainsi dans le cas du gaz de Fermi
3D attractif & proximité de I’effondrement (“collapse” en anglais), la dépendance
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devient linéaire et a = 1 [17, 30].

4.6 Conclusion

L’étude des modes hydrodynamiques du gaz de Bose 1D piégé présentée ci-
dessus montre que la méthode de Combescot et Leyronas est applicable a des
systémes fortement interagissants. De plus, elle permet d’obtenir tous les modes
hydrodynamiques et pas seulement celui de fréquence la plus basse (bien qu’ici
notre étude se soit limitée & ce mode). Nous insistons aussi sur le fait que la
méthode de CL permet le calcul des modes avec une précision aussi grande que
voulue et en tout cas bien plus grandes que les précisions expérimentales actuelles.
Ceci vient de la flexibilité de la méthode : on peut utiliser des modéles avec un
trés grand nombre de paramétres (modéle @ — p & 2 paramétres; modéle quasi-
polynomial & 3, 4,... paramétres) et ensuite corriger la différence avec ’équation
d’état exacte en utilisant la théorie des perturbations usuelle & ’ordre voulu. Dans
le cas du gaz de Bose 1D, nous avons utilisé les modéles a 2 et 3 paramétres et
corrigé au premier ordre de la théorie des perturbations, ce qui est déja suffisant
pour obtenir une précision absolue de 1'ordre 1072 sur le carré de la fréquence
réduite 2.

Une autre utilisation possible de la méthode de Combescot et Leyronas est 1’ob-
tention d’informations sur I’équation d’état d’un systéme dont I’étude théorique
s’avére difficile, a partir de mesures expérimentales des fréquences des modes hy-
drodynamiques. On peut en effet imaginer d’inverser la procédure décrite dans ce
chapitre pour obtenir des formules analytiques approchées pour I’équation d’état
d’un gaz piégé étudié expérimentalement.

Notre travail montre également que ’approche de régle de somme employée par
Menotti et Stringari donne de trés bons résultats dans le cas du gaz de Bose 1D.

Concernant les possibilités expérimentales d’étude du gaz de Bose 1D, nous
confirmons 'utilité de 1’étude et de la mesure des modes hydrodynamiques pour
identifier le régime atteint. Actuellement, les expériences les plus avancées se si-
tuent dans le domaine de haute densité, & mi-chemin entre le régime cigare 3D et
le régime champ moyen 1D [13, 14, 15]. Le régime de champ moyen 1D est trés
proche d’étre atteint expérimentalement, mais celui de Tonks-Girardeau ne semble
pas a la portée immédiate des expériences.

4.7 Appendice : Profil de densité

Dans cet appendice, nous expliquons comment calculer le profil de densité a
I’équilibre n1(z) du gaz de Bose 1D a partir de ’équation d’état p(n;). Ce calcul
est présenté pour le domaine de haute densité (i.e. entre les régime cigare 3D et
champ moyen 1D) ot nous utilisons I’équation d’état analytique approchée (4.7).
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Le calcul ne pose pas de probléme avec une équation d’état connue numeérique-
ment et il se fait donc de la méme maniére dans le domaine de basse densité (i.e.
entre les régimes champ moyen 1D et Tonks-Girardeau). Le calcul du profil de
densité permet immédiatement d’obtenir le lien entre le paramétre sans dimension
Naa, /a? utilisé par MS et celui que nous utilisons n;(0)a.

A Téquilibre, la densité locale n,(z) vérifie :

1 1
u(ni(2)) + émwng =[= imngQ (4.27)
ou R est le rayon du nuage atomique. Il est & déterminer a partir de I’équation de
normalisation de la densité locale :

N = /_Z dz nq(z) (4.28)

ou N est le nombre total d’atomes piégés. De la premiére équation (4.27), on

obtient : )

m(z)a =g {(1 + ’;‘;i}fzu - %))2 - 1} (4.29)

On injecte alors cette relation dans I’équation de normalisation (4.28) pour aboutir
a:

Naa |

2
a;

X5 +5X3—-15

=0 (4.30)

polynome du 5°°¢ degré en X = a; R/a?. On reconnait dans cette derniére équation
le paramétre sans dimension de MS (Naa, /a?). La procédure consiste ensuite a
choisir une valeur de ce paramétre sans dimension et a trouver un zéro du polynoéme
(4.30) a proximité de X d’ordre 1. En injectant ce résultat dans I’équation (4.27),
on obtient le profil de densité ni(z) pour une valeur particuliére du paramétre
sans dimension Naa /a?. Le paramétre sans dimension que nous utilisons n(0)a
s’obtient facilement : 5 %2
m(0)a == (1 +5 ) (4.31)

Dans le cas de l'expérience de 'ENS [14], Naa, /a?> ~ 0.08 et la solution de
I'équation (4.30) est X ~ 0.6069, d’oit n1(0)a ~ 0.10. Pour celle du MIT [13],
Naa, /a? ~ 0.24 et donc X ~ 0.8563, d’ott n1(0)a ~ 0.22.

Dans le régime cigare 3D ou mw?R? > hw, , on obtient les formules analytiques
suivantes :

R o_ a_§(15N;LaL 1/5
a | a,
1 /15Naa, \4/5 22\2
mEe = (=) (1) (432)
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Ces formules ont déja été obtenus par MS [18|. Dans le régime champ moyen 1D
ol mw?R? < hw,, on trouve :

no_ a_§(3Nc;al>1/3
a | ay
1 /3Naa \2/3 22
ni(z)a = Z( . ) (1_ﬁ) (4.33)

Résultats déja obtenus par MS [18].
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Deuxiéme partie

Propriétés d’équilibre des gaz froids
denses
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Dans cette deuxiéme partie, nous étudions les propriétés d’équilibre des gaz
froids denses et plus particuliérement le développement en agrégats de 1’équation
d’état. Le premier chapitre concerne les gaz froids dilués et propose une revue du
développement en agrégats en mécanique classique (travaux de Ursell, Yvon et
Mayer) puis en mécanique quantique (méthode des opérateurs d’Ursell, travaux
de Griiter, Holzmann et Laloé). Le deuxiéme chapitre étudie le développement en
agrégats pour les systémes denses. En mécanique classique, les résultats de Mayer
sont détaillés avant d’étre réobtenus par une autre méthode. Cette derniére est
ensuite généralisée au cas quantique. Le premier chapitre ainsi que le début du
deuxiéme détaillent des résultats classiques, mais pas nécessairement familiers, qui
sont nécessaires a la compréhension de la généralisation a la mécanique statistique
quantique des systémes denses. Les annexes traitent de quelques applications de la
méthode des opérateurs d’Ursell : étude de la statistique des cycles d’échange dans
un condensat de Bose-Einstein et son lien avec la fraction condensée; tentative
d’étude de la transition superfluide d’'un gaz de Fermi attractif.
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Chapitre 5

Développement en agrégats dans les
gaz dilués

Les propriétés d’équilibre macroscopiques d’un systéme classique ou quantique
sont entiérement contenues dans la fonction de partition. Cette fonction, qui peut
étre vue comme une fonction génératrice, est 1’objet principal de la mécanique sta-
tistique a 1’équilibre. Par exemple, dans 1’étude d’'un gaz atomique interagissant,
la fonction de partition permet d’obtenir I’équation d’état. Dans ce chapitre, nous
nous intéressons aux gaz dilués. L’approche que nous utilisons pour calculer la fonc-
tion de partition est la théorie du développement en agrégats (“cluster expansion”
en anglais), dont 'idée principale est de développer la fonction de partition suivant
un petit paramétre qui mesure la dilution du gaz. Cette technique ne nécessite pas
de supposer que les interactions sont faibles, mais uniquement que la portée du
potentiel interatomique est courte en comparaison de la distance moyenne entre
atomes. Ceci permet de s’affranchir de problémes rencontrés lorsqu’on utilise la
théorie des perturbations, qui suppose, elle, la dilution vis a vis de I'intensité des
interactions.

Nous débutons ce chapitre par le rappel du développement en agrégats en mé-
canique classique. Cette théorie est principalement I'oeuvre d’Ursell [103], d"Yvon
[104] et surtout de Mayer [19], qui a introduit la représentation diagrammatique
du développement en agrégats. Le développement en agrégats de la fonction de
partition permet d’obtenir I’équation d’état d’un fluide classique sous forme para-
métrique : une premiére équation donne la pression en fonction d’un paramétre z
appelé fugacité et une deuxiéme donne la densité en fonction du méme paramétre.
En éliminant la fugacité terme a terme entre ces deux équations, on obtient le dé-
veloppement du Viriel de I’équation d’état. La théorie classique du développement
en agrégats est décrite en détail dans les livres de Mayer et Goeppert Mayer [19],
de Uhlenbeck et Ford [31], de Huang [44] et de Hansen et McDonald [105].

Dans la suite, nous présentons la généralisation du développement en agrégats
a la mécanique quantique, en utilisant la méthode des opérateurs d’Ursell déve-
loppée par Griiter et Laloé [20, 106]. Cette méthode utilise le formalisme de la
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premiére quantification afin de séparer les effets des interactions des effets de la
statistique quantique. Ceci conduit & introduire, en plus des opérateurs d’Ursell
qui traitent des interactions, des opérateurs de cycle d’échange qui prennent en
charge la statistique bosonique ou fermionique des atomes.

Ce chapitre sert principalement d’introduction détaillée au probléme que nous
abordons dans le chapitre suivant : le développement en agrégats pour les systémes
quantiques denses.

5.1 Meécanique classique

5.1.1 Fonction de Mayer

L’idée principale du développement en agrégats est la suivante. On définit une
fonction qui dépend de la distance relative de deux particules appelée fonction de
Mayer. Elle posséde les deux propriétés fondamentales d’étre bornée quelle que
soit la distance relative entre les particules (et donc d’étre intégrable en 0) et de
s’annuler lorsque les deux particules sont plus éloignées que la portée microsco-
pique du potentiel d’interaction. On écrit alors la fonction de partition exacte du
systéme comme une intégrale de la somme de produits de fonctions de Mayer. En
intégrant terme & terme, on montre que la fonction de partition s’écrit comme un
développement en puissances décroissantes du volume V du systéme. Si le gaz est
dilué, il suffit de se limiter aux premiers ordres du développement car il y a trés
rarement des situations ol plus de deux ou trois particules sont proches. Ces idées
sont, précisées dans la suite.

Nous considérons un systéme classique de particules de masse m contenues dans
une boite de volume fini V, avec des conditions aux bords périodiques (systéme
invariant par translation). Le Hamiltonien du systéme est la somme des énergies
cinétiques de chaque particule et des énergies d’interactions entre paires de parti-

cules :
N p?
H = g ! E Vi 5.1
— 2m + J ( )

i<j

Le potentiel d’interaction de paire V;; = V(|r; — r;|) est central. Ce potentiel est
typiquement un potentiel interatomique avec un coeur dur a courte distance et une
partie attractive de type Van der Waals a grande distance (voir Fig. 5.1). On note
b la portée microscopique du potentiel, i.e. la distance entre particules a partir de
laquelle I’énergie potentielle d’interaction est négligeable devant les autres énergies
pertinentes du probléme (telles que I’énergie cinétique moyenne par particule, etc.).
Le gaz est dilué si la distance moyenne entre particules est beaucoup plus petite
que la portée du potentiel. Ceci se traduit par :

pb® < 1 (5.2)
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0.5 1 15 2 2.5

F1G. 5.1 — Un modéle de potentiel interatomique usuel : le potentiel (12,6) de
Lennard-Jones V (r)/Vy = 4((ro/r)'* — (ro/r)%). La distance r est donnée en unité
de la taille du coeur dur ry, I’énergie d’interaction est donnée en unité de la pro-
fondeur du puits d’attraction V.

ou p est la densité numérique de particules du gaz.

Nous considérons I’ensemble grand canonique de température 7' = 1/kpf3, de
volume V et de fugacité z = ¢** ol p est le potentiel chimique. Soit Z,.(3,V, 2) la
fonction de partition grand canonique. Elle s’écrit :

+oo
ch(ﬁ,V,z) = Z ZNann(ﬁ,V7N) (53)
N=0
ou .
_ 3N . 3
Zean(B,V,N) = NN /d TeXp( ﬁ;%]) (5.4)

est la fonction de partition canonique du systéme de N particules et Ay =
/2mh?3/m est la longueur d’onde thermique de de Broglie. On définit la fonc-
tion de Mayer f;; par :

f(rij) = fij = exp(—=BVi;) — 1 (5.5)

Pour un potentiel interatomique usuel, cette fonction est partout bornée et s’annule
ou devient négligeable quand la distance entre les particules i et j est plus grande
que la portée du potentiel d’interaction (voir Fig. 5.2). La portée du potentiel est
donc la distance a partir de laquelle ’énergie d’interaction est négligeable devant
I’énergie cinétique par particule ~ kgT'.
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f(n=e V-1

0.5 1 15 2 2.5

FIG. 5.2 — Fonction de Mayer f(r) = e #V(") — 1 pour le potentiel (12,6) de
Lennard-Jones de la Fig. 5.1, avec SV, = 1. Ici, la portée du potentiel b ~ 2r.

5.1.2 Développement diagrammatique

Mayer a réussi a obtenir une expression particuliérement simple de la fonction
de partition grand canonique. L’idée est de développer la fonction de partition
canonique comme suit :

e PmiVe = T+ fy)

1<j

= 1+ (f12 + f13 + > + (f12f13 —+ f12f23 + ) + ... (56)

Il est utile de représenter chaque terme de ce développement par un diagramme.
Un diagramme a N particules est formé de N points numérotés qui représentent les
N particules et de lignes entre les paires de particules {i, j} liées par une fonction
de Mayer f;;. On écrit alors symboliquement :

Zean(B,V, N) = somme de tous les diagrammes & N particules (5.7)

Lorsqu’on détaille les premiers termes de la somme précédente (voir Réf. [108],
par exemple), on constate que la fonction de partition divisée par la fonction
de partition du gaz parfait s’écrit comme une série entiére de petit paramétre
p[dPrf(r)~pb®<1:

Zean(B,V,N) = Z% (3,V,N) x <1 + %p/dgrf(r) + ) (5.8)

o Z% = VN /NIX3N est la fonction de partition du gaz parfait.
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En général les diagrammes & N particules ne sont pas connectés. Un diagramme
est dit connecté lorsqu’on peut aller de n’'importe quel point du diagramme & n’im-
porte quel autre en suivant les liens. Une grande simplification se produit lorsqu’on
ne considére que des diagrammes connectés (ces derniers sont définis plus préci-
sément dans la suite et sont appelés diagrammes d’agrégat) : la fonction de parti-
tion grand canonique s’écrit comme l'exponentielle de la somme des diagrammes
d’agrégat. Cette propriété d’exponentiation des diagrammes connectés est un ré-
sultat général que I’on retrouve dans la plupart des expansions diagrammatiques et
qui est connu sous le nom de théoréme des diagrammes connectés (“linked cluster
theorem” en anglais) [31, 44].

Le développement en agrégats classique est le développement du logarithme de
la fonction de partition grand canonique en série entiére de la fugacité z. Il s’écrit :

nZ, & !
nvg _ Z b(T,V) (}\%) (5.9)
=1 T

ou les intégrales d’agrégat (“cluster integrals” en anglais) b,(7,)) sont définies
en suivant les conventions de Mayer et Goeppert Mayer [19]. Les premiéres sont
données par :

1
bl(T, V) == W /d3T1 =1 (510)
1 1
bQ(T, V) = @/d?’Tl d3T2 f12 = ? /dg’l"lQ f(?“lg) (511)

b3(T,V) = ﬁ/d?’ﬁ dPry drs[fizf1s + fi2fos +
+  fi13faz + fr2f13fos) (5.12)

et ainsi de suite pour [ > 4. Ces définitions comportent un facteur 1/V de telle
sorte que les intégrales d’agrégat b;(T,)) restent finies quand le volume tend vers
linfini (limite thermodynamique). C’est une conséquence de la portée b finie du
potentiel d’interaction. Il est utile de définir des diagrammes pour représenter ces
intégrales. Un diagramme d’agrégat de [ particules est formé de [ points numérotés
qui représentent [ particules et de liens entre des paires distinctes de particules.
Les liens représentent les fonctions de Mayer f;;. Les diagrammes d’agrégat sont
connectés par définition. En termes de diagrammes, la définition générale des in-
tégrales d’agrégat est :

1
b(T,V) = i x somme de tous les diagrammes d’agrégat a [ particules (5.13)

Par exemple :
1
(T, V)= —(e)=1 (5.14)



bo(T, V) = — (o—s) (5.15)

21y
by(T, V) = 5 (,;\, +AN+/. +A) (5.16)

5.1.3 Equation d’état : premiers ordres du développement
du Viriel

L’équation d’état paramétrique s’obtient facilement & partir du développement
en série entiére de z de la fonction de partition grand canonique (5.9). Elle est
constituée de I’équation donnant la pression p en fonction de z

Bp = IHZ ibmv<) (5.17)

et de celle donnant la densité p en fonction de z :

:@ i(an) mev( ) (5.18)

Les équations (5.17) et (5.18) montrent que la pression et la densité s’écrivent
comme des séries entiéres de la fugacité z. Les coefficients des séries font intervenir
les intégrales d’agrégat. Les termes en 2! ont des coefficients qui ne font intervenir
que les diagrammes d’agrégat formés de [ particules. Ces diagrammes sont non
nuls seulement si les particules forment un agrégat, i.e. si elles sont toutes proches
les unes des autres. C’est la propriété d’agrégat (“cluster property” en anglais).
Dans un gaz dilué, la fugacité z tend vers zéro et la somme des séries entiéres en
z peut étre remplacée par la somme des premiers termes seulement. Par exemple,
si on ne retient que le premier terme des séries, on obtient

Pp g =p (5.19)
T

qui est I’équation d’état du gaz parfait. De maniére générale, pour un gaz dilué,
on peut remplacer les intégrales d’agrégat par leur limite thermodynamique . On
définit alors :

Vﬂoo

Yang et Lee [107] ont montré qu’intervertir limy_,o, et >, n’est valide que dans la phase
gazeuse. Pour décrire la transition gaz-liquide, il faut prendre la limite thermodynamique en
dernier.
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En limitant le développement en fugacité aux premiers ordres dans (5.9) et (5.18),
on peut éliminer z et obtenir les premiers ordres du développement du Viriel de
I’équation d’état :

% =1+ B(T)p+C(T)p* + ... (5.21)
B(T) = —by(T)

C(T) = 4by(T)* — 2b3(T)
(5.22)

Pour une démonstration pédagogique de 'obtention des premiers coefficients du
Viriel dans I’ensemble canonique voir Mullin [108].

5.2 Mécanique quantique

Nous passons maintenant a I’étude du gaz dilué en mécanique quantique. Un
développement en agrégats en mécanique statistique quantique a été proposé par
Kahn et Uhlenbeck [109]. Il permet de traiter le cas du gaz dilué en généralisant
la définition des intégrales d’agrégat b;, mais se préte mal & une extension aux
systémes denses. Lee et Yang [110] ont développé une méthode basée sur celle de
Kahn et Uhlenbeck. Ils se référent & un systéme auxiliaire de particules vérifiant
la statistique de Boltzmann pour traiter le gaz de Bose ou de Fermi et font une
approximation de collisions binaires (“binary collision approximation” en anglais).
Cette méthode qui permet d’obtenir un développement en agrégats en mécanique
quantique pour le gaz dilué n’a pas été étendue au cas du gaz dense. Dans ’objectif
d’étudier les systémes denses, nous nous appuyons sur la méthode de Griiter et
Laloé |20, 106, 111] basée sur 'utilisation des opérateurs d’Ursell. Bien que proche
de celle de Lee et Yang, la méthode des opérateurs d’Ursell est plus compacte
et plus facile & manipuler. Dans ce paragraphe, nous rappelons cette méthode
dans le cas du gaz dilué et dégénéré |20, 106, 111]. La généralisation au cas des
systémes denses [26] est présentée dans le chapitre suivant et constitue la principale
contribution de notre travail.

5.2.1 Opérateurs d’Ursell et opérateurs de cycle d’échange

Le Hamiltonien du systéme de N particules est maintenant un opérateur :
Hy =Y Hi(i)+> Vy (5.23)

ou Hi(i) est le Hamiltonien & une particule (somme de 1’énergie cinétique et
éventuellement d’un potentiel extérieur) et le potentiel d’interaction de paire est
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Vij = V(7). La fonction de partition canonique s’écrit :

Zean(B.V, N) = Trl,__,N{SN eXp(—ﬁHN)} (5.24)

ou Sy est 'opérateur de symétrisation ou d’antisymétrisation (& N particules)
suivant que les particules sont des bosons ou des fermions. La trace se fait sur
toutes les particules numérotées de 1 & N. Nous utilisons le formalisme de la
premiére quantification pour pouvoir séparer les effets de la statistique des effets
des interactions. Nous voulons obtenir le développement en agrégats de la fonction
de partition grand canonique, i.e. '’équivalent quantique de I’équation (5.9). Pour
cela, nous définissons les opérateurs d’Ursell [106] :

Ui(1) = exp[—6Hi(1)]
Ux(1,2) = exp [0 (Hi(1) + Hi(2) + Vi2)] — Ur(1)U1(2)
Us(1,2,3) = exp[=B(Hi(1) + Hi(2) + Hi(3) + Viz + Vi3 + Va3)]
— Ux(1,2)U1(3) — U2(2,3)Us(1) — Us(3,1)Us(2)
— ()L (2T (3)
(5.25)

Tous les opérateurs d’Ursell U; pour [ > 2 vérifient une propriété d’agrégat. Par
exemple, les éléments de matrice diagonaux < ry, ry | Uy | r1,r9 > tendent vers zéro
dés que la distance | r; — ry | devient plus grande qu’une distance microscopique;
en d’autres termes, les éléments de matrice du méme opérateur en représentation
d’impulsion sont inversement proportionnels au volume du systéme. On note que
connaitre exactement ’opérateur d’Ursell U; revient a résoudre le probléme & [
corps en mécanique quantique. A ’heure actuelle, on ne sait résoudre exactement
que le probléme a deux corps.
Nous écrivons I'opérateur exponentiel de I’Hamiltonien de la facon suivante :

e = 3 S DO ()} Do )Tl ) X X Unl ) (5:26)

~
{mi} {D} m/ facteurs mh facteurs m/y facteurs

La premiére somme correspond a toutes les maniéres différentes de décomposer un
ensemble de N particules en m;) groupes ou cycles de [ particules tel que :

N
N=> Im (5.27)
=1

La deuxiéme correspond & toutes les maniéres différentes de distribuer les numé-
ros 1 & N dans les opérateurs d’Ursell. Cette écriture découle directement de la
définition des opérateurs d’Ursell (5.25). Pour N = 3, par exemple :

e PHs(L28) - = 1y(1,2,3)
+ Us(1,2)Ui(3) + Us(2,3)UL(1) + Us(3, 1)UL (2)
+ Ui (1)U1(2)U4(3) (5.28)
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Le premier terme correspond a mj = 1; les trois suivants & mj =1 et mj =1; et
le dernier a m) = 3.

On peut décomposer Sy de maniére similaire. L’opérateur de symétrisa-
tion /antisymétrisation s’écrit :

1 I
SN = ﬁ Z npa aPa (529)
{a}
ou les P, sont les opérateurs de permutation, = +1 (resp. n = —1) pour des
bosons (resp. des fermions) et par, = 1 (resp. par, = —1) si la permutation P,

est paire (resp. impaire). Toute permutation se décompose de maniére unique en
produit de cycles. Ceci permet d’écrire :

SN = Z Z Cl<)01() ><77WL2 CQ(., )CQ(, ) X... (530)
{mu} {D} my facteurs ma f;gceurs

ou les () sont les opérateurs de cycle d’échange.

5.2.2 Deéveloppement diagrammatique

En injectant les expressions (5.26) et (5.30) dans la définition de la fonction
de partition canonique (5.24), on obtient une expression simple de la fonction de
partition grand canonique comme somme de diagrammes [20, 106] :

In ch(ﬁa V, Z) = Z 2" diag fdiag Pdiag (531)

diag

La somme porte sur tous les diagrammes connectés dont nous allons briévement
décrire la construction. Un diagramme qui contribue a In Z,. est formé d’un nombre
Naiag de particules. Chaque particule est représentée par un trait horizontal ~—

et correspond a Uj. Les particules forment un agrégat (i.e. que le diagramme est
connecté). Elles sont liées soit par des cycles d’échange (“C-clusters” en anglais)
soit par des opérateurs d’Ursell (“U-clusters” en anglais). Le premier type de lien
résulte de la statistique, le deuxiéme des interactions ; 'opérateur d’Ursell Us(3, 7)
est ’équivalent quantique de la fonction de Mayer f;;. Lorsque les particules sont
liées par un cycle d’échange elles sont dessinées horizontalement a la suite les unes
des autres. Des particules liées par un opérateur d’Ursell sont dessinées les unes
au-dessus des autres avec deux traits verticaux pour un opérateur Us, trois pour
un opérateur Us, etc. :

Un(1,2) > oL ; Uy(1,2,3) o % (5.32)

I"4iqg est la valeur numérique associée a un diagramme et est obtenue en tragant sur
toutes les particules contenues dans le diagramme ; fg,, est un facteur de comptage

113



et z est la fugacité. Par exemple, pour un gaz de Boltzmann, en ’absence de cycles
d’échange [109, 110, 106] :

1 1 %
InZ,. = H+—><I + = x + ...

ol 31
AU(1,2, .0} (5.33)

C’est I’équivalent quantique, pour le gaz de Boltzmann, du développement en agré-
gats de 'équation (5.9). A partir de 1a, on peut définir les intégrales d’agrégat b,
obtenir '’équation d’état paramétrique (5.17,5.18) et éliminer z terme a terme pour
obtenir les premiers ordres du développement du Viriel (5.22). Il est formellement
possible de faire la méme chose pour le gaz de Bose ou de Fermi et donc d’obte-
nir la fonction de partition grand canonique exacte. Dans ce cas, In Z,. est donné
par la somme de tous les diagrammes d’agrégat dont les liens sont soit des cycles
d’échange (“C-clusters”) soit des opérateurs d’Ursell (“U-clusters”). Le calcul peut
étre mené analytiquement jusqu’a obtenir le deuxiéme coefficient du Viriel [106]
et retrouver le résultat exact de Beth-Uhlenbeck [63|. Des corrections de dégé-
nérescence a ce résultat sont également obtenues analytiquement dans la méme
référence.

Dans la pratique, il est plus facile de travailler avec 'opérateur densité a un
corps dans I’ensemble grand canonique p;(1) qu’avec la fonction de partition grand
canonique In Z .. Cet opérateur est défini par :

[e.e]

1
pr(l) = — Z NN TT2,...,N{€7ﬁHN(1’2""’N)} (5.34)
Zge
N=0
de telle sorte que sa trace donne le nombre moyen de particules (V). Un développe-
ment diagrammatique proche de celui de In Z,. a été obtenu par Griiter, Holzmann

et Laloé [111, 112|. Ils montrent que I'opérateur densité a un corps s’écrit :

pr(1) = Z 2" g, Tp(1) (5.35)

diag p

', est la valeur numérique associée a un diagramme de p; et est obtenue en tracant
sur toutes les particules contenues dans le diagramme sauf la particule numéro 1 :
c’est donc un opérateur dans I’espace a une particule. Le facteur de comptage est
noté g, : il est en général plus simple que dans le cas de In Z,.. Par exemple, pour
le gaz de Boltzmann :

p[(l) = ZU1(1)+22TT2{U2(1,2)}

Y

Tras{Us(1,2,3)} + ... (5.36)
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La particule numéro 1 est marquée et pour cette raison, elle joue un réle particulier.
Le terme générique du développement précédent est :

Zl

mTng, ..... l{Ul<172;37~-~;l>} (537)

avec un poids, ou facteur de comptage, 1/(l — 1)! correspondant aux distribu-
tions équivalentes des particules non marquées (2, ..., N). Dans la représentation
diagrammatique usuelle des opérateurs d’Ursell [111, 112], I'équation (5.36) est :

ok
Pour se familiariser avec ces diagrammes, nous donnons encore ’exemple du gaz
parfait de Bose ou de Fermi qui ne contient pas d’opérateurs d’Ursell [ > 2 mais
uniquement des cycles d’échange :

p[(l) = — + —— F+ ——+ ...
= 20, ()1 4+ nzU (1) + (nzUy (1)) + ...]
1—n2U (1) /i) (5:39)

Le cas général du gaz de Bose ou de Fermi en interaction est donné par 1’équation
(5.34). Comme on ne peut tenir compte de tous les diagrammes, on choisit sou-
vent une ou plusieurs classes particuliéres, dont on pense que I’effet physique est
dominant pour telle ou telle propriété. Un type de développement est par exemple :

pr = fi + o
+ s

(5.40)
[L+nfi]
| ﬂl L+nf1]
+ [Enfa-1+nf] + ...

ou f; est opérateur densité a un corps du gaz parfait, voir équation (5.39).
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Chapitre 6

Développement en agrégats dans les
gaz denses

Le chapitre précédent a permis de détailler la théorie du développement en
agrégats d’un gaz dilué. En mécanique classique, le développement se fait en puis-
sances du petit paramétre pb® — oul p est la densité d’atomes et b est la portée du
potentiel interatomique — et peut donc étre tronqué aprés les premiers ordres : il
suffit de considérer les agrégats formés d'un petit nombre de particules. Pour le
gaz quantique, il faut de plus supposer que le systéme est peu dégénéré p\3. < 1 —
ou Ar est la longueur d’onde thermique de de Broglie — pour pouvoir interrompre
le développement et ne pas tenir compte des cycles d’échange d’un grand nombre
de particules.

Nous voulons a présent aborder le probléme d’un gaz dense, ou plus générale-
ment d’un systéme dense (i.e. éventuellement d’un liquide). Dans un tel systéme,
le paramétre pb® n’est pas petit. Si de plus, le systéme est froid, le paramétre pA3,
devient lui aussi d’ordre un. Pour faire la mécanique statistique d’un tel systéme
en utilisant un développement en agrégats, il est nécessaire de tenir compte des
agrégats de toutes les tailles et on ne peut donc tronquer le développement.

En mécanique classique, Mayer a proposé une méthode de réorganisation du
développement, en agrégats qui permet de le simplifier considérablement et qui
aboutit & I’équation d’état exacte du systéme dense : tous les coefficients du déve-
loppement du Viriel sont calculables & partir de quelques intégrales de fonctions
de Mayer. Nous présentons une méthode diagrammatique — dite des “diagrammes
réductibles en arbre” — qui permet de retrouver les résultats de Mayer pour les
systémes denses. L’avantage de la méthode des diagrammes en arbre est qu’elle se
généralise au cas quantique en utilisant le formalisme des opérateurs d’Ursell [26].

Nous commencons par rappeler la théorie de Mayer du développement en agré-
gats d’un systéme classique dense, avant de présenter la méthode des diagrammes
en arbre. La généralisation & la mécanique quantique est exposée a la suite.
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6.1 Meécanique classique

Nous revenons maintenant a la mécanique statistique classique et présentons
la généralisation du développement en agrégats dans le cas d’un systéme dense
dans lequel la condition pb® < 1 n’est pas nécessairement vérifiée. Ce travail qui
est essentiellement 'oeuvre de Mayer est détaillé dans [19]. Les mémes résultats
peuvent étre obtenus par une technique de dérivation fonctionnelle exposée dans
le livre de Hansen et McDonald [105]. Van Kampen [113] a proposé une approche
simplifiée de la théorie de Mayer qui ne nécessite pas de travailler dans ’ensemble
grand canonique.

Dans ce paragraphe, nous commengons par rappeler briévement les résultats
obtenus par Mayer concernant I’équation d’état d’un systéme dense. Nous propo-
sons ensuite une méthode diagrammatique qui permet de retrouver ces résultats
et qui est généralisée dans la suite au cas quantique.

6.1.1 Equation d’état

Dans le chapitre 5.1 concernant le gaz classique dilué, nous avons défini les
diagrammes d’agrégat. Ces diagrammes contiennent des informations redondantes.
En effet, dés que [ > 3, la plupart des diagrammes qui contribuent a b; peuvent
étre construits comme des produits de diagrammes plus petits (déja contenu dans
by avec I” < 1). Cest par exemple le cas de tous les diagrammes dans le membre de
droite de I’équation (5.16), a I'exception du dernier. Il est alors utile de définir la
notion d’irréductibilité : un agrégat irréductible est un agrégat tel que si un lien,
i.e. essentiellement un by, est retiré, 'agrégat ne se sépare jamais en deux'. Au
contraire, dans un agrégat réductible, il est possible de trouver au moins un lien tel
que si on le retire, 'agrégat se scinde en deux. Comme un lien est essentiellement
un by, la réductibilité et I'irréductibilité sont définis ici par rapport aux coefficients
binaires by. Des définitions plus générales peuvent étre envisagées.

Les diagrammes d’agrégat irréductibles jouent un role particulier dans les sys-
témes denses. Ils apparaissent lorsqu’on introduit une exponentiation du dévelop-
pement en fugacité de la densité (5.18). Nous définissons le décalage en énergie A,
qui déplace tous les niveaux d’énergie & une particule p*/2m, par :

Bp e
RPN :/h_feﬁ(é’erAu) (6.1)

On peut montrer que A est donné par la série [114, 116] :

—BA =) B(T,V) (6.2)

=1

IPar définition, V3 (T, V) = e—e.
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ou les nouveaux coefficients [, sont définis par :

Bi-1(T, V) = gy * somme de tous les

diagrammes d’agrégat irréductibles a [ particules (6.3)
ou encore :
Gi-1(T,V) =1 x partie irréductible de b;(7T,V) (6.4)
Par exemple :
1
ﬁl(T, V) = V (H) = /d37'12 f('f’u) (65)

h ) = 5 () (69

De plus, on peut montrer que les agrégats irréductibles sont directement liés a
I’équation d’état a volume V fini en faisant disparaitre la variable z dans ’équation
d’état paramétrique :

P _ —Z—@TV) (6.7)

Ce résultat est démontré dans le livre de Mayer et Goeppert Mayer [114]. Une
démonstration plus générale est obtenue par Uhlenbeck et Ford [31]. Ils montrent
comment cette exponentiation des diagrammes d’agrégat irréductibles résulte, dans
ce cas aussi?, d’un théoréme général de théorie des graphes. Van Kampen [113]
obtient le méme résultat que Mayer en se placant uniquement dans 1’ensemble
canonique. Dans le calcul de Mayer, la limite thermodynamique de volume infini
est prise avant de faire la somme sur [. [’équation qui en résulte est appelée
développement du Viriel de I'équation d’état :

~> A (68)

Yang et Lee [107] ont montré que prendre cette limite pour chaque coefficient de
la série en fugacité réduit la validité des calculs a la phase gazeuse et ne permet
donc pas de décrire la transition gaz-liquide, par exemple. Un excellent exposé du
probléme de la condensation gaz-liquide peut étre trouvé dans le livre de Uhlenbeck
et Ford [115].

2En effet, I'exponentiation des diagrammes d’agrégat ou diagrammes connectés du chapitre
sur le gaz dilué est également un cas particulier d’un théoréme général de théorie des graphes
[31].
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6.1.2 Diagrammes réductibles en arbre : champ moyen

Nous définissons une nouvelle classe de diagramme. Elle va fournir une ma-
niére alternative de retrouver les résultats précédents. Parmi tous les diagrammes
d’agrégat qui contribuent a 0;, nous ne gardons que ceux qui contiennent [ —1 liens.
Ils correspondent aux diagrammes les moins connectés : si n'importe quel lien est
retiré, ces diagrammes se séparent en deux. Ils ne sont pas seulement réductibles
(dés que [ > 3), mais aussi complétement réductibles, puisque retirer n’importe quel
lien coupe le diagramme en deux. Par exemple, la partie complétement réductible
de b3 est :

V(T = % /d3r1 A’y d°rs[frafis + frafos + fisfas) (6.9)

Le dernier terme dans le membre de droite de (5.12) a été éliminé. Graphiquement,
nous représentons ces agrégats par des diagrammes en forme d’arbre tels que celui
de la Fig. 6.1. C’est pourquoi nous les appelons diagrammes réductibles en arbre.

Pour construire un tel diagramme en arbre, nous devons choisir une particule
numérotée qui joue le role de “racine”, par exemple la particule 1. Ensuite, parmi
toutes les particules j liées & la particule 1 par un lien f;;, nous choisissons celle
avec la plus petite valeur de j; soit k cette particule. La méme procédure est en-
suite répétée a partir de la particule k£ : nous identifions la particule m a laquelle
elle est reliée et qui a le numéro le plus petit et nous la placons a la suite dans
la branche. La méme opération est répétée jusqu’a ce que nous atteignons la fin
de la premiére branche qui est dessinée verticalement par convention. Nous reve-
nons ensuite le long de cette branche, en direction de la racine, et identifions la
premiére particule qui est liée & une particule hors de la premiére branche. Cette
particule est un point de branchement ou noeud de ’arbre : c’est la source d’une
nouvelle branche que nous construisons comme la premiére branche et que nous
dessinons immédiatement a droite de celle-ci. La méme construction continue et
nous ajoutons des branches successives qui sont dessinées dans 1’ordre des aiguilles
d’une montre & partir de leur source. Nous continuons jusqu’a ce qu’il n’y ait plus
de particules. Cette construction permet d’obtenir une géométrie bien définie pour
les diagrammes en arbre. Cependant des diagrammes en arbre différents peuvent
avoir la méme valeur numeérique®. Il est néanmoins utile, pour le raisonnement qui
va suivre, de classer leur contribution suivant la structure de I’arbre. Par exemple,
la partie réductible de b3 devient :

VT, V) = %(2 x{ I_.) (6.10)

(& partir de maintenant, nous incluons le facteur 1/ dans la valeur du diagramme
en arbre, de fagon a simplifier les notations).

3En fait la valeur de ces diagrammes ne dépend que du nombre de noeuds, i.e. du nombre [
de particules. Ce résultat est démontré dans la suite.
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F1G. 6.1 — Un diagramme en arbre correspondant a un agrégat de 10 particules.
[’arbre symbolise un des termes contenus dans la partie réductible en arbre de by.
La méthode de construction des branches et la numérotation des particules sont
expliqués dans le corps du texte.

Nous considérons a présent un certain diagramme en arbre et évaluons son
facteur de comptage ou poids. Il s’agit de déterminer de combien de facons diffé-
rentes on peut numéroter les particules d’un arbre tout en respectant les régles de
construction détaillées plus haut. Supposons que nous donnions des numéros aléa-
toires aux [ — 1 noeuds de ’arbre. Ceci n’est acceptable que si & chaque bifurcation,
les numéros des particules autour sont rangés en ordre croissant dans le sens des
aiguilles d’une montre. Nous appelons rq, 1o, .. les facteurs de branchement ou de
ramification des noeuds, i.e. le nombre de branches secondaires & chaque noeud.
Un diagramme linéaire n’a que des facteurs de branchement r = 1, un diagramme
avec une bifurcation binaire a un r = 2, et r prend les valeurs 3, 4, etc. quand
plus de branches partent de la méme source. Chaque noeud a donc une probabilité
1/r;! d’étre ordonné correctement. Comme il y a (I — 1)! fagons de distribuer [ — 1
particules sur les noeuds, le résultat final est que le poids d’un diagramme en arbre
est :

<ZH_:?' (6.11)

Si nous appelons Ty;q, la valeur d’un diagramme en arbre (incluant le facteur 1/V),
nous pouvons écrire l'agrégat réductible en arbre a [ particules :

I (T = Z % Tiag. (6.12)

{diag. en arbres}

En insérant cette expression dans le développement en z de la densité (5.18), nous
remarquons que plusieurs simplifications se produisent dans les coefficients et nous
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obtenons :

P:)\%{1+Z//\%XI+(Z/)\%)2<2—!><I—. +2?><})

3 1! 2!
(6.13)

+ ...+ <Z/A%)l_1 X <l_1)! XV +}

(-1 " ()

Il est maintenant possible de regrouper les diagrammes en fonction du facteur de
branchement r; & leur racine :

Nt

() e o] ]

Nous remarquons alors une sorte de propriété d’auto-similarité du développement :
a chaque noeud secondaire, nous obtenons un développement ol apparaissent a
nouveau tous les termes contenus dans p. D’ot :

p:)\ig{l—l-T—l-i.XT—lE +...+i.xm +} (6.15)

p= E{1+%|:EI+ (A%>2{+ <>3{_< +}

(6.14)

+

N[

T

Nous reconnaissons alors le développement d’une exponentielle :

z 1 1 -
P:E{1+ﬁlp+§ X [51;0]2+...+r—1! x [Brp] 1+---}

ou [3; = 2by est défini dans (6.5), et obtenons finalement le résultat trés simple :

z
P =3 P (B1p) (6.16)
T
ou encore :
—BA = Bip (6.17)

Ainsi, lorsque seuls les diagrammes réductibles en arbre sont considérés, le dé-
placement en énergie A est proportionnel & la densité. Nous retrouvons donc le
résultat usuel de ’approximation du champ moyen. La méthode utilisée est dif-
férente de Mayer et Goeppert-Mayer [114] et de Uhlenbeck et Ford [116] : elle

122



découle des propriétés de branchement des diagrammes en arbre. De plus, comme
nous le montrons plus loin, cette méthode se généralise a la mécanique quantique.

L’équation (6.17) peut évidemment étre obtenue comme cas particulier des
méthodes des Réfs. [114, 116]. 11 suffit de supposer que la seule intégrale d’agrégat
irréductible est (1. Dans ce cas, toutes les intégrales d’agrégat se réduisent a leur
valeur réductible en arbre bj*. Ces derniéres s’expriment uniquement en termes de
by = (1/2. Pour montrer cela, nous considérons 'intégrale suivante associée & un
diagramme en arbre a [ particules :

1
Tdmg. = v /dg’l“l dg’l“g...dng le---fij---fkl (618)

Chaque fonction de Mayer qui apparait dépend de la distance relative entre deux
particules :

Jij = f(|ri—1“j|) :f(ﬁj) (6-19)

Soit x;, le vecteur position relative de la particule k et de la particule précédente
dans la branche commencant a la racine. Il y a [ — 1 vecteurs x;, k = 2 a [. Nous
remarquons que chaque fonction de Mayer dépend d’un x;, et que deux fonctions
de Mayer dans le produit dépendent nécessairement de x; différents. Soit

1
R = 7(r1+r2+...+rl) (6.20)

le vecteur position du “centre de masse”. Nous faisons alors le changement de
variable suivant dans U'intégrale : de (ry, ro,..., 1;) & (R, Xo,..., X;) et le Jacobien
vaut un. Nous obtenons :

1

Tiag. = v/ng dPry...d®xy fzg) . f(2)) (6.21)

En intégrant sur la variable R, nous faisons disparaitre le facteur 1/V. Les [ — 1
intégrales qui restent se séparent de telle sorte que :

Tiiag. = /d?’xz f(xQ).../d%;l f(z) = </ d*x f(:t))l_l (6.22)

Or l'intégrale de la fonction de Mayer est ce que nous appelons aussi la premiére
intégrale d’agrégat irréductible 3;. Nous obtenons donc :

Tdiag. = (ﬁl)l_l (623)
On en déduit que la partie réductible de I'intégrale d’agrégat a [ particules s’écrit :

1
bt = TR =1 (6.24)
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ou N; est le nombre d’agrégats de [ particules et [ — 1 liens, i.e. le nombre de
diagrammes en arbre contenant [ particules :

N= ) %_ 1).! (6.25)

{diag. en arbre}

Si nous insérons la valeur correspondante de b; dans les équations (5.9) et (5.18),
nous obtenons a nouveau le résultat (6.17). De plus 'équation (6.7) devient :

Py AV p= 1 (V) (6.26)

p

qui contient une correction linéaire en densité.

La technique des diagrammes en arbre se généralise en étendant la définition
de la réductibilité /irréductibilité vis a vis de (33, (33, etc. Ceci permet de retrouver
graphiquement le résultat (6.2).

6.1.3 Résumé

En guise de résumé sur la mécanique statistique classique, nous proposons
le tableau suivant qui regroupe les différents résultats de la théorie du dévelop-
pement en agrégats du gaz classique. La colonne de gauche spécifie le type de
diagrammes considérés et celle de droite la quantité qui s’écrit comme somme de
ces diagrammes. Lorsqu’on passe d’une ligne du tableau a la suivante, le nombre
de diagrammes possibles diminue grace a des exponentiations successives.

‘ diagrammes ‘ somme des diagrammes ‘

a N particules | Z.q,, €q. (5.7)
d’agrégat | In Z,, éq. (5.17)
d’agrégat irréductibles | In(pA3./z2), éq. (6.1,6.2) et éq. d’état du Viriel (6.8)

6.2 Meécanique quantique

Nous abordons & présent le développement en agrégats d’un systéme dense
en mécanique quantique [26]. L’objectif de ce travail est de trouver un équivalent
quantique aux intégrales d’agrégat irréductibles 3; de la mécanique classique, i.e. de
résoudre le probléme de Kahn et Uhlenbeck qui remarquent & la fin de leur article
de 1938 sur les agrégats quantiques [109] : «We have not been able to generalize
this physical interpretation of the J; to the quantum theory.». Nous commencons
par traiter le cas d'un gaz de Boltzmann, c’est-a-dire que dans un premier temps
nous ne considérons pas les cycles d’échange. Le cas de la statistique de Bose ou
de Fermi est traité a la suite.
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6.2.1 Statistique de Boltzmann

Dans ce paragraphe nous considérons un gaz de particules distinguables et ne
tenons donc pas compte des cycles d’échange, i.e. qu’il n’y a pas d’opérateur de
symétrisation ou d’antisymétrisation Sy. Nous rappelons, voir I’équation (5.36),
que 'opérateur densité a un corps s’écrit alors :

p[(l) = ZUl(l) + Z ﬁTTQ,?;, ..... l {Ul<17 27 37 i l>} (627)

Dans un systéme dense, il n’est pas justifié de tronquer la série en fugacité. Il est
donc nécessaire de conserver les opérateurs d’Ursell U; & tous les ordres [ € N*.
Cependant, comme nous ’avons déja mentionné, les opérateurs d’Ursell d’ordre
[ > 3 ne peuvent étre connus exactement car on ne sait pas résoudre le probléme a
[ corps correspondant. Il est donc utile, dans un premier temps, d’obtenir une ex-
pression approchée des opérateurs d’Ursell d’ordre [ > 3 en fonction des opérateurs
U,. C’est ce que nous faisons maintenant.

Il est commode a ce niveau d’exprimer les opérateurs d’Ursell U, en fonctions
des opérateurs U, définis par [112, 21] :

Us(1,2) = /U (1)UL (2) Ua(1,2) /UL (1)UL (2) (6.28)

(pour instant nous ne précisons pas la relation entre U; et U; lorsque [ > 3,
mais nous reviendrons sur ce point plus loin). Nous remarquons que U, est défini
ici de maniére symétrique avec des racines carrées de U; de chaque coté de telle
sorte que U, soit Hermitien, ce qui n’est pas le cas dans [117]. L’introduction
de lopérateur U, a deux avantages. Premiérement, la factorisation de 1’énergie
cinétique permet de se rapprocher de la situation de la mécanique classique ou
I’énergie cinétique se factorise toujours exactement. En d’autres termes, ’opérateur
Us(i,7) est I'équivalent quantique de la fonction de Mayer fij, bien que ces deux
objets ne soient pas strictement analogues®. Deuxiémement, dans la limite de basse
énergie, il est possible d’utiliser ’approximation MIME (“momentum independent
matrix elements” en anglais) dans laquelle les éléments de matrice diagonaux de
U, sont indépendants des impulsions [117]. Pour distinguer graphiquement U, de
U,, nous utilisons deux lignes verticales pour le premier opérateur, comme dans
les Réfs. [106] et [111], mais une seule pour Us.

Partie réductible en arbre de U, et U

Pour toute valeur de [, nous définissons les opérateurs réductibles en arbre ou
. —=R . . .
opérateurs completement réductibles U, par analogie avec la partie réductible en

4En mécanique quantique les opérateurs ne commutent pas nécessairement, ce qui fait que
Pénergie cinétique peut contribuer a Uz (i, j).
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arbre des agrégats classiques b;. Comme les liens classiques correspondent aux opé-
rateurs U, en mécanique quantique et que le nombre minimal de liens d’un agrégat
de [ particules est [ — 1, nous exprimons 1’opérateur complétement réductible Uf
comme un produit de | — 1 opérateurs Us,. Nous devons de plus tenir compte du
fait que les opérateurs ne commutent pas nécessairement les uns avec les autres et

P , L. =R
symétriser en conséquence. Pour cela, nous définissons U; par une somme double :

_ 1 _ _
U,5(1,2,..,1) = _Z =T Z Usl, ) Ta(, ) . Ua(l,) (629
{ U2} {ordre opérateurs}

La premiére somme symbolise toute les fagons différentes de choisir un ensemble
de [ —1 opérateurs U de telle sorte que le produit de ces opérateurs correspondent
a un agrégat connecté minimalement. En d’autres termes, dans les diagrammes en
arbre classiques, nous remplagons chaque f;; par I'opérateur U, (i, ) correspon-
dant. La deuxiéme somme (avec le facteur 1/(l — 1)!) correspond a une moyenne
du produit des opérateurs sur tous les ordres possibles des [ — 1 opérateurs. Avec
cette définition, UlR est Hermitien et symétrique vis a vis des particules numérotées
1, 2,..., l. Par exemple :

Uy (1,2,3) = L[T(1,2)T4(1,3) + Ua(1,3)T5(1,2)]
+2[U2(1,2)U2(2,3) + Ua(2,3)Us(1,2)] (6.30)
+2[U2(1,3)U2(2,3) + Ua(2,3)Us(1, 3)]

La premiére ligne de 1’équation précédente correspond au troisiéme diagramme
classique du membre de droite de (5.16), la deuxiéme ligne au deuxiéme diagramme
de (5.16) et la derniére ligne au premier diagramme de (5.16).

Nous souhaitons & présent définir un opérateur U/® que nous appelons partie
réductible en arbre de U;. L’idée la plus évidente est de mimer la définition (6.28)

et de définir U en multipliant UZR des deux cotés par un produit d’opérateurs
/U, . Bien que ceci soit possible, il se trouve que cette définition est moins pratique
qu’une autre ol quelques unes des racines carrées de U; sont insérées a des positions
différentes. Pour introduire cette définition, nous commencgons par remarquer que
la premiére somme de (6.29) peut étre associée a un diagramme en arbre tel que
ceux de la mécanique classique (voir la Fig. 6.1), ou la particule 1 est placée a la
racine, et est représentée par un disque vide, et le reste du diagramme est construit
exactement de la méme maniére ( les fi;’s sont remplacés par des Us(i, j)’s). Le
probléme est maintenant de savoir comment “habiller” ce diagramme avec les /U, ’s
de maniére a construire un U/ correct. Nous allons faire cela progressivement, en
commencant par la racine de ’arbre. Pour la particule 1, nous choisissons de placer
un /U;(1) de chaque coté de Uf, comme dans (6.28). Nous progressons ensuite
le long des branches de I’arbre; nous considérons d’abord tous les Us(1,j)’s qui
commencent a la racine, et associons a chacun un /U (j) qui est inséré directement
A la droite de cet opérateur U, ; Pautre \/U(j) est simplement placé & la fin,
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N e
ARV
/-

1 1

FIG. 6.2 — Dans ce diagramme, les lignes simples représentent les opérateurs Us
(par opposition aux lignes doubles qui représentent les opérateurs U, dans les
diagrammes d’Ursell). La figure montre comment les v/U;’s (symbolisés par des
racines carrés va dans la partie gauche et par des rectangles dans la partie droite)

L . — . . —R .
sont insérés dans chaque produit de U,’s qui apparait dans U; pour construire un
opérateur U/

aprés tous les Us’s. Nous appliquons ensuite la méme procédure a la “deuxiéme
génération” d’opérateurs Us(j, k)’s, et insérons & nouveau un /U, (k) directement
a leur droite, un autre a la fin, etc. Nous continuons cette procédure jusqu’a ce que
tout ’arbre soit habillé d’opérateurs U;’s. La construction est représentée dans la
Fig. 6.2. Lorsque nous appliquons cette procédure d’habillement a chaque terme
du membre de droite de (6.29), nous aboutissons & un opérateur noté¢ U[. Par
exemple, pour [ = 3 :

08(1,2,3) = 1/Th(1) [U2(1,2)\/U1(2)U2(1,3) U,(3)+
+Us(1,3)\/UL(3) Us(1,2)\/U.(2)+ (6.31)
L TUs(1,2)/Th(2) Ua(2,3)/Th (3) + ] X
x+/U1(1)U;(2)U;(3)

Finalement, pour étre certain que opérateur UF soit Hermitien, nous le défi-
nissons simplement comme la partie Hermitique de U/* :

UR(1,2,...1) = {613(1,2, Rt (ﬁlR(l,Q, ...,l))T] (6.32)

DO | =

(nous montrons dans la suite que cette symétrisation n’a pas de conséquence pra-
tique car les opérateurs sont sous des traces partielles : la distinction entre U/ et
U[ n’est alors pas essentielle.).
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F1G. 6.3 — Cette figure représente un diagramme en arbre pour p;. L’ordre des
branches est déterminé par 1'ordre des opérateurs sous la trace sur toutes les par-
ticules sauf la particule 1. La premiére branche verticale correspond au premier
groupe d’opérateurs, la deuxiéme branche sur la droite au groupe suivant, etc. De
plus chaque opérateur U, est accompagné de deux opérateurs /U, ; pour simplifier
le diagramme, ils sont représentés par des demi-carrés (rectangles). Un carré entier
représente un opérateur Uj.

Trace partielle

Dans 'objectif de calculer p;, nous considérons a présent la trace partielle par
rapport aux particules 2, 3, ..., [ de 'opérateur U :

Tros. 1 {UM1,2,3,....0)} (6.33)

C’est encore un opérateur dans I'espace des états de la particule 1. Comme U/
est obtenu a partir de (6.29) en ajoutant des /U;’s & certaines places appropriées
dans chaque terme de la somme, la trace contenue dans (6.33) peut aussi s’exprimer
comme la somme de traces de produits d’opérateurs. A chacun de ces termes, nous
allons associer un nouveau type de diagrammes en arbre qui ressemble a celui de
la Fig. 6.2, mais ot l'ordre des branches refléte I'ordre des opérateurs sous la trace
(plutot que d’étre lié & la numérotation des particules).

Ordre normal L’objectif de ce paragraphe est de placer les opérateurs dans un
ordre “normal” qui peut étre décrit par un diagramme en arbre correspondant a
une contribution bien définie a la trace partielle (6.27) qui donne p;. Comme précé-
demment, le disque blanc & la racine correspond & la particule 1, mais maintenant
la branche supérieure correspond & la premiére séquence d’opérateurs qui apparait
dans la trace, la deuxiéme branche & la deuxiéme séquence, etc. Ce nouveau dia-
gramme en arbre (voir Fig. 6.3) n’est en fait pas trés différent du diagramme en
arbre initial : la seule différence est ’ordre dans lequel les branches sont placées.
Nous commencons par considérer un certain terme du membre de droite de
(6.29) et nous intéressons a sa trace partielle. Pour l'instant, nous laissons de
coté les /U,’s, et définissons la notion d’ordre “normal” pour la trace partielle
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de n’importe quel terme apparaissant dans la somme définissant U;(1, 2, ...[). Pour
obtenir cet ordre normal, la premiére étape consiste a localiser le premier opérateur
du produit qui contient la particule 1, ainsi qu’une autre particule i, Us(1,7), et
A le déplacer vers le début de la séquence d’opérateurs Us (i.e. le plus & gauche
du produit) : tous les opérateurs qui apparaissaient avant sont déplacés vers la
fin de la séquence (i.e. & droite), dans le méme ordre, en utilisant la propriété
d’invariance par permutation circulaire de la trace. La deuxiéme étape consiste a
localiser, parmi tous les opérateurs situés aprés le premier, celui qui est le premier
Us(i,7) & contenir 4, et & le déplacer en deuxiéme position, directement & droite de
Us(1,4). Ceci est possible, car si les opérateurs intermédiaires ne contiennent, pas °
la particule 1, ils peuvent étre déplacés a gauche de U,(1,4) et ensuite 4 la fin de la
séquence; si ils contiennent la particule 1, ils ne peuvent contenir  la particule j
et peuvent donc étre placés immédiatement aprés Us(i, j). La séquence commence
maintenant avec le produit Us(1,4)Us,(i, j). La troisiéme étape est similaire & la
deuxiéme : on localise & droite de Us,(i,j) le premier opérateur qui contient la
particule j, Us(j, k), et on le déplace directement au troisiéme rang de la séquence,
par la méme procédure : si les opérateurs intermédiaires ne contiennent 7 ni la
particule 1 ni la particule 7 ni la particule 7, ils sont déplacés vers 'avant puis a la
fin; si ils contiennent 1'une de ces particules, ils ne contiennent pas  la particule
k et ils sont déplacés immédiatement aprés Us(j, k). La série débute maintenant
par le produit Uy (1,7)Us(4,7)Us(j, k). La méme procédure se répéte par itération
jusqu’a ce qu’on atteigne le bout d’une branche, avec une particule qui n’apparait
dans aucun autre Us.

La suite consiste a construire une nouvelle branche et donc a sélectionner
un point de ramification. Pour cela, on revient en arriére le long de la premiére
branche, on localise la premiére particule numérotée m, dans I'opérateur Usy(m, p),
qui apparait (au moins) une deuxiéme fois dans la liste des opérateurs restant, dans
Us(m,n). Ce dernier opérateur est alors déplacé directement & droite de Uy (m, p)
et crée le point de départ d’une nouvelle branche. La nouvelle branche est alors
construite comme la premiére. Lorsque cette branche est finie, deux cas se pro-
duisent : soit la particule m apparait une troisiéme fois (ou plus) de telle sorte que
trois branches (ou plus) partent du méme point ; soit la particule m n’apparait plus
et on continue alors a revenir en arriére sur la branche principale pour trouver une
autre particule qui apparait encore dans un des opérateurs U, non ordonnés. Tous
les opérateurs sont maintenant a la bonne place et le processus s’arréte.

A présent, pour obtenir la contribution a la trace, nous devons ajouter les

5Tls ne peuvent contenir la particule i par hypothése.

6Tls ne peuvent contenir & la fois 1 et j, sinon ces deux particules seraient liées deux fois, ce
qui est en contradiction avec la structure en arbre, voir Fig. 6.2.

Tls ne peuvent contenir la particule j par hypothése.

8Les opérateurs intermédiaires ne peuvent contenir & la fois k et une des particules 1, i ou j :
par exemple, si ils contenaient k et i, ces deux particules seraient liées deux fois (directement et
par la particule j), ce qui est contradiction avec la structure en arbre.
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v/U,’s aux places appropriées. Ceci ne change pas beaucoup le raisonnement fait
pour ordonner les opérateurs Us : les v/U;’s 4 la fin du produit ne bougent pas au
cours de l'opération, alors que ceux qui suivent directement un U, se déplacent
avec lui (ceci est possible car ils ne changent pas les régles de commutation). En
conséquence, tous les opérateurs peuvent étre mis dans I’ordre normal exactement
de la méme facon que pour les Us’s seuls.

Evidemment, la numérotation des particules, a part celle de la particule 1,
n’est pas importante pour la valeur de la trace; ce qui est important, c’est la
géométrie de I'arbre puisqu’elle détermine la valeur de 'opérateur restant aprés
que la trace partielle soit prise °. C’est pourquoi un diagramme tel que celui de la
Fig. 6.3 correspond a une contribution bien définie & la trace. Une autre remarque
est que la contribution de Uf? a la trace aboutie déja & un opérateur Hermitien
dans ’espace des états de la particule 1 : par permutation circulaire sous la trace,
il est facile de montrer que le renversement de 1’ordre des opérateurs aboutit a
un arbre dont 'ordre des branches est renversé, en d’autres termes a un arbre qui
existe déja dans U et assure 'Hermiticité de la trace partielle. Ceci signifie que
la symétrisation Hermitique de (6.32) n’est en réalité pas nécessaire. Dorénavant
nous ne considérons plus que la trace de ﬁlR.

Poids des diagrammes en arbre A partir des résultats obtenus ci-dessus, nous
pouvons écrire la trace partielle de U/ comme une somme sur tous les diagrammes
tels que ceux de la Fig. 6.3. Nous voulons maintenant déterminer leur poids, i.e.
le nombre de termes de la double somme (6.29) qui correspondent & chaque dia-
gramme. Le raisonnement est analogue a celui de §6.1.2, sauf que nous manipulons
des opérateurs a la place de la numérotation des particules. Supposons que nous
attribuions des numéros aléatoires aux noeuds de ce diagramme : comme la parti-
cule 1 est toujours a la racine, ceci peut étre fait de (I — 1)! facons différentes. A
chacune de ces numérotations correspond une séquence d’opérateurs U, et donc un
terme donné de la premiére somme de (6.29). Combien de termes de la deuxiéme
somme correspondent & ce diagramme ? Pour répondre a cette question, il faut
considérer les facteurs de branchement ou de ramification rq, 7o, etc. définis dans
§6.1.2. Dans la liste des Us’s, les seuls opérateurs qui ne commutent pas sont ceux
qui contiennent une particule commune. En commencant avec n’'importe quel ordre
d’opérateurs et apreés les avoir ordonnés suivant la procédure d’ordre normal, il est
facile de voir qu’il y a une probabilité 1/(r;)! que la premiére ramification prenne
sa place normale dans la séquence des opérateurs, une probabilité 1/(r1)!(r2)! que
I’ordre normal soit obtenu aprés deux ramifications, etc. Finalement, parmi tous
les opérateurs contenus dans la deuxiéme somme de (6.29), le nombre de termes

9Cependant des arbres différents ne correspondent pas nécessairement & des résultats diffé-
rents.
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qui correspondent & chaque diagramme en arbre est :

(1—1)!

Si nous tenons compte du facteur (I — 1)! mentionné plus haut, correspondant a
la premiére somme, et du facteur 1/(l — 1)! qui est explicité dans (6.29), nous
obtenons le poids suivant pour les diagrammes en arbre :

1 (-1 (d-1)

=D =D )~ ! (6:35)

(6.34)

Pour la trace partielle de U}, le résultat est

Tros,..{U(1,2,3,...,0)} = ) <rlll-_(rj))!! Tiiag.(1) (6.36)

{diagrammes p;}

ol Tyiag (1) est Popérateur (agissant dans I'espace des états de la particule 1) qui
est obtenu par la trace partielle correspondant au diagramme avec les facteurs de
branchement r, r9, etc.

Déplacement en énergie pour p;

L’étape suivante consiste a obtenir 'opérateur densité a un corps p;. Lorsqu’on
ne retient que la partie réductible en arbre des opérateurs d’Ursell, I'équation (6.27)
devient :
p[<1) = ZU1<1> + Z2T7’2 {UQR(L 2) }

23

+ 5 Tras {U5(1,2,3) } + ... (6.37)

-1

n ﬁ Try  {UF(L, D) Y +.0) + .

En remplacant les opérateurs d’Ursell réduits par leur expression comme sommes

de diagrammes en arbre et en tenant compte des facteurs de comptage (6.35), on
voit que py s’écrit :

p[(l) = \/ZU1<1>{1 +% XT +

2 5
+%(;_:XT/D+%X£ ) (6.38)

o
+ .+ G W L= xlw +} 2U (1)

(=1 " TL(r)!
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Il est maintenant possible de regrouper les diagrammes en fonction de leur “premier
facteur de branchement” 1/(r)! et d’écrire :

%( T + 22 fT + Ql!z?ﬁET/DD + ) (6.39)

+4 <Z2T/D + ) + } 2Uy (1)

Comme dans le cas classique, nous remarquons une propriété d’auto-similarité du
développement, ce qui permet de faire apparaitre 'opérateur densité a un corps
dans le membre de droite de 1’équation :

pr(1) = +/2Ui(1 {1+Ef+ 5 xmf—mjL +
— x%—l— } V72U (1) (6.40)

7’1'

Nous reconnaissons le développement de I’opérateur exponentiel et obtenons fina-
lement :

pr(1) = /2U(1) exp (T2 {U(1,2) pr(2) })v/2U1(1) (6.41)

En introduisant la définition de I'opérateur déplacement en énergie A(1), on peut
réécrire le résultat précédent :

—BA(1) = Try {U2(1,2) pr(2)} (6.42)

. p1(1) = /U (1)ze P20 /U (1) (6.43)

La définition précédente rappelle celle de la mécanique classique (6.1) et montre
que 'opérateur déplacement de ’énergie A(1) est proche d’une “self-énergie”. Nous
trouvons donc que l'opérateur déplacement en énergie dépend linéairement de
I'opérateur densité a un corps (proportionnel a la densité) ce qui correspond exac-
tement a ’approximation du champ moyen et est équivalent a ’agrégat irréductible
(1 en mécanique classique.

Discussion physique

Le calcul précédent illustre le mécanisme physique a l'origine du champ moyen
en mécanique statistique a 1’équilibre : lorsque la particule 1 interagit avec la
particule 7, il est possible qu’elle interagisse également avec la particule j, et ainsi de
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suite. De plus, la particule test, ou n’importe quelle autre particule, peut trés bien
interagir avec plusieurs autres particules; ceci introduit des ramifications dans le
diagramme en arbre, soit a la racine soit ailleurs. Par contre il n’est pas possible de
créer des “boucles” : n'importe quelle particule peut interagir avec une ou plusieurs
de ses voisines, et ces interactions peuvent se propager plus loin par 'intermédiaire
d’autres particules, mais elles ne doivent pas revenir a la premiére particule. C’est
une hypothése similaire a celle du chaos moléculaire dans I’équation cinétique de
Boltzmann ot les recollisions sont négligées.

Nous remarquons que l’expression (6.42) fait intervenir Popérateur Us(1,2),
mais pas le potentiel Vj5, comme c’est généralement le cas dans l'approximation
du champ moyen. En d’autres termes, le champ moyen fait intervenir des éléments
de matrice d’'une exponentielle contenant le potentiel d’interaction, ou plus pré-
cisément la différence de deux exponentielles correspondant & une modification
de I’équilibre local de Boltzmann, plutét que les éléments de matrice de Vi5 lui
méme. Bien siir, si le potentiel peut étre traité au premier ordre de la théorie
des perturbations, ceci n’introduit pas de différence. Cependant, les potentiels in-
teratomiques usuels, tels que celui de la Fig. 5.1, ne peuvent pas étre traités au
premier ordre en théorie des perturbations et dans ce cas la différence est grande.
Un exemple bien connu en physique des gaz atomiques ultrafroids est celui des
atomes alcalins qui ont un puits de potentiel attractif trés profond capable de
contenir un grand nombre d’états liés. Cependant le déphasage en onde s, i.e. a
basse énergie, peut correspondre a une longueur de diffusion a soit positive (ré-
pulsion effective) soit négative (attraction effective) et cela en fonction de détails
trés fins de la forme exacte du potentiel . Un raisonnement naif en terme du
potentiel lui-méme conduit a 'idée que dans un gaz dilué d’atomes alcalins, le
champ moyen est toujours attractif. On sait expérimentalement et théoriquement
que ce n’est pas le cas : le champ moyen est attractif quand a < 0 et répulsif
quand a > 0. La maniére habituelle d’expliquer ce résultat est de remplacer le
véritable potentiel V5 par un pseudo-potentiel [44] directement proportionnel a la
longueur de diffusion a. On peut traiter le pseudo-potentiel & 'approximation de
Born et démontrer qu’il reproduit les véritables propriétés de collisions binaires &
basse énergie. Ici, nous voyons clairement que les éléments de matrice qui appa-
raissent naturellement sont ceux de Us(1,2). Ces derniers peuvent étre exprimés
en fonction des déphasages du probléme a deux corps [117]. On montre alors que
ces derniers sont proportionnels & la longueur de diffusion & basse énergie '!. Il

10En fait, méme un potentiel purement attractif peut avoir une longueur de diffusion négative.
Le signe de la longueur de diffusion dépend de la position du dernier état lié par rapport au
continuum des états de diffusion.

1Plus précisément, ceci est vrai pour la partie dominante des éléments de matrice qui dé-
pendent de la valeur de la fonction d’onde de collision en-dehors du potentiel d’interaction (i.e.
de I’état asymptotique de collision). Une autre contribution vient de la fonction d’onde a l'in-
térieur de la portée du potentiel. Cette derniére est négligeable si la portée du potentiel est
petite.
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existe également d’autres moyens de prouver le méme résultat ; par exemple, dans
le formalisme des fonctions de Green, on peut resommer une classe de diagrammes
(diagrammes en échelle) pour reconstruire la matrice 7' de collision & partir du
vrai potentiel V5 et obtenir la longueur de collision comme limite de basse énergie
des éléments de matrice T' (voir Réf. [34], par exemple).

Une autre remarque est que I’équation (6.41) montre que p; s’écrit comme
un produit d’exponentielles et pas comme ’exponentielle d’'une somme. Pour un
systéme invariant par translation, cette distinction n’est pas importante puisque
tous les opérateurs a un corps sont diagonaux dans la base des états d’'impulsion et
commutent donc. Dans les autres cas, il faut tenir compte de la non-commutativité
des opérateurs. Par exemple, I'opérateur Hermitien A ne peut pas étre exactement
interprété comme une correction a I’Hamiltonien & un corps.

Finalement, nous remarquons que le raisonnement précédent peut se générali-
ser. Ici, nous avons exprimé les parties réductibles des opérateurs d’Ursell [ > 3 en
fonction de 'opérateur irréductible Us,. Nous n’avons pas tenu compte de la partie
irréductible Uém de Uj. Tl est cependant possible d’aller plus loin et d’utiliser Uéw'
comme brique fondamentale d’une autre décomposition pour les U;’s avec | > 4.
C’est ce que nous exposons briévement dans le paragraphe ci-dessous.

Irréductibilité pour [ > 3

La partie réductible UZR(LQ,...,Z) de l'opérateur d’Ursell & [ particules
Ul(l,Q, ...l) est définie & partir d’arbres constitués de chaines d’opérateurs U,.
Par exemple, l'opérateur d’Ursell & 3 particules s’écrit comme la somme d’une
partie réductible et d’une partie irréductible :

Us5(1,2,3) = Uy (1,2,3) + Uy "(1,2,3) (6.44)

Nous allons maintenant montrer comment la notion de réductibilité peut étre gé-
néralisée : la partie irréductible Uérr' peut servir, comme Us, de brique élémentaire
pour définir la partie “réductible & Us” des opérateurs U; avec [ > 4 A partir de
produits de Us’s et de Uém’s.

L’idée de base est de construire des arbres non seulement avec des lignes re-
présentant les Us’s, mais aussi avec des triangles représentant les Uém’s. La Fig.
6.4 montre ’exemple d’un tel arbre : & chaque ramification, on peut maintenant
ajouter soit des lignes, soit le coin d’un triangle; dans ce deuxiéme cas, les deux
autres coins peuvent alors également étre connectés pour continuer la branche avec
n’importe quel produit de U,’s et Uérr"s. Une différence résulte du fait que chaque
Uérr' ajouté introduit deux nouveaux points de branchement (4 la place d’un seul
pour Us). On peut alors se demander lequel est représenté en premier dans I’ordre
des aiguilles d’une montre; il est facile de voir que ceci implique I'existence d’'un
facteur de comptage 1/2 pour chaque Uém contenu dans le diagramme. Ceci mis
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1

F1G. 6.4 — Un exemple de diagramme incluant la partie irréductible Ug”‘ de 'opé-
rateur d’Ursell & 3 particules Us, symbolisée par un triangle plein. Ce type de
diagramme contribue & un opérateur déplacement en énergie quadratique en p;.

a part, peu de choses changent si tous les facteurs de branchement qui résultent
_I . .
de U 3rr ’s sont inclus dans le facteur de comptage; en d’autres termes, dans la
. —Irr.
formule (6.25), un facteur (1/2)" est ajouté (ot ns est le nombre de U, ’s), et les

. . —Irr.
facteurs de branchement r; incluent maintenant 'effet des U 3rr ’s. En conséquence,
la propriété d’auto-similarité est & nouveau présente et le raisonnement fait dans
le cas de U reste essentiellement le méme. On trouve alors que 'opérateur A(1) :

—BA(1) = Try {Us(1,2)p:(2)} +

b Traa{ T (1,230} (6.45)

En d’autres termes, le déplacement en énergie n’est plus proportionnel a 1’opé-
rateur densité & un corps, mais contient un terme quadratique en p;. Ce terme
est ’équivalent du terme proportionnel a I’agrégat irréductible §, en mécanique

classique. De maniére similaire, on peut s’attendre a ce que la partie irréductible
—Irr. = . < . . 4 , . .
U, de U, donne naissance a une contribution au déplacement en énergie qui est

cubique en py, et ainsi de suite. Nous n’avons pas encore fait ces calculs.

Equation d’état

Nous voulons maintenant faire le lien avec la mécanique statistique classique
et notamment avec 1’obtention de I'’équation d’état d’un systéme dense. En parti-
culier, nous souhaitons montrer la similarité entre I’équation donnant 1’opérateur
déplacement en énergie (6.45) et I’équation (6.2) qui conduit a ’élimination de
la fugacité z entre (5.17) et (5.18) pour aboutir a 'équation d’état. Pour éviter
des complications inutiles, nous supposons qu’il n’y a pas de potentiel extérieur et
que le systéme est donc invariant par translation. Nous appelons p; les éléments
diagonaux de p; en représentation d’impulsion :

pk =<k ‘ Pr | k > (646)
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et uy(k) ceux de U :
ui(k) = (k| Uy | k) = e 7%

ou ex = h?k?/2m est 1'énergie cinétique d’une particule de vecteur d’onde k. Les
éléments de matrice diagonaux de U, en représentation d’impulsion sont notés :

ug(ky, ko) =< ki, ko | Us | ki, ko >

(pour le moment nous ne prenons pas 'approximation MIME), ceux de U sont
notés uz(ky, ko, k3), etc. L’équation (5.36) s’écrit alors :

pe = zui(k) [1+ 230 ua(k, k) ur (k') +

FE S Sy KK (€ () + ] (6.47)
En introduisant le déplacement en énergie A(k) par la relation
px = 2z up (k) x e AW (6.48)
nous obtenons :
e AR =14 23 v us(k, k) uy (k) + (6.49)

F2 S S us(k, KK u (K ug () + ..

Dans cette équation, le déplacement en énergie A(k) est exprimé comme une série
en puissances des populations z u;(k) du gaz parfait ; mais si nous écrivons

e PR =1 43 us(k, k) AU P

A / A "
+3 2w e us(k, KK 66[ Wrrat) Py’ P (6.50)
+...

nous obtenons une autre expression ou seules les véritables populations py appa-
raissent et ou la variable z a disparue. Finalement, il suffit de prendre le logarithme
du membre de droite de cette série pour obtenir I’expression du déplacement en
énergie A(k) comme fonction des populations et des autres déplacements en éner-
gie A(k').

Dans I'approximation MIME, les constantes d’interactions us, us, etc. se fac-
torisent a ’extérieur des sommes, le déplacement en énergie devient une constante
A indépendante de I'impulsion k, et nous obtenons simplement :

e 1 Ly N 4+ % AN 4 (6.51)

ou N = (N) est le nombre moyen total de particules, i.e. la trace de p;. Cette
équation fournit une relation implicite entre le déplacement en énergie A et la
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densité p = N/V, car us est inversement proportionnel au volume, uz est inverse-
ment proportionnel au carré du volume, etc. A partir de 1a, on peut développer le
déplacement en énergie en puissances de la densité :

—BA = Uy x p+ulV? x p? +ujV? x pP + . (6.52)

ol les nouveaux coefficients ), u}, uj, ... peuvent étre calculés terme & terme en
insérant cette relation dans (6.51) : par exemple : uy) = uy et ujy = (uz — 3ul)/2.
Encore une fois, le premier terme du membre de droite de (6.52) correspond au
champ moyen et les suivants a des corrections en densité. Cette équation est main-
tenant dans une forme identique a celle de I’équation classique (6.2). L’obtention
de I’équation d’état se fait alors exactement comme dans le cas classique, voir les
équations (6.2) a (6.8).

6.2.2 Statistique de Bose/Fermi

Le formalisme pour les particules identiques (bosons ou fermions) différe de
celui des particules de Boltzmann par la présence de cycles d’échange. Ces derniers
introduisent des lignes horizontales dans les diagrammes d’Ursell [106, 111, 112] qui
se combinent avec les opérateurs d’Ursell. Le résultat est qu’il faut tenir compte
de beaucoup plus de diagrammes pour traiter la statistique quantique. Malgré
cette grande différence, nous allons voir qu’un mécanisme trés semblable a celui
du cas des particules de Boltzmann se produit avec les bosons ou les fermions :
des corrections & I’énergie a une particule apparaissent naturellement.

Equations générales
Nous avons déja mentionné dans le chapitre consacré au gaz dilué que pour des
particules identiques, I’équation (5.36) est remplacée par :

lil
pr = f1 + T HTET

+ e

(6.53)

| L+nf1]

| LtnHHIT+n /]

+ L+nfi-HI+nf] + ...
ou f; est 'opérateur densité a un corps pour le gaz parfait :
ZUl(l)

)= ———— 6.54
ol 7 = +1 pour des bosons et 7 = —1 pour des fermions. Dans 1’équation (6.53),

les opérateurs [1 + 7 f;] résultent de la sommation sur toutes les longueurs de cycle
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| possibles (allant de { = 0 a I'infini) du produit [zU; (1)) '2. En général, dans tous
ces diagrammes, la ligne horizontale la plus basse correspond & la multiplication
d’opérateurs dans ’espace des états de la particule 1, alors que toutes les autres
lignes horizontales correspondent & d’autres particules sur lesquelles on trace.
Dans la Réf. [112], des séries infinies donnant p; dans 'équation (6.53) sont
resommeées de maniére auto-cohérente :
1+npo1]
Pr = fl + I +npr

+ [I+n f1ml+nml (6-55)
+ |1+nf1ml+nml + ...

Par exemple, le diagramme de la troisiéme ligne de (6.53), ainsi que beaucoup
d’autres diagrammes similaires, sont maintenant inclus dans le premier terme aprés
f1 dans (6.55), qui symbolise I’expression :

22% (14 nf1(1)) Tra{U2(1,2) [1+ npr(2)]} (1 +1p1(1)) (6.56)

Dans (6.55), le deuxiéme terme aprés f; est le terme d’échange du terme (6.56). Il
peut en effet étre écrit :

222 (1+ f1(1)) Tra {Ua(1,2) 0 Pur (1,2) [1 + npr(2)]} %
% (1+npi(1)) (6.57)

ou P., est 'opérateur d’échange des particules 1 et 2. Ces deux termes se re-
groupent naturellement si nous introduisons les définitions symétrisées (S : n = 1)
ou antisymétrisées (A : n = —1) de 'opérateur Us :

1+nP..(1,2)

Uy(1,2) = 5

Us(1,2) (6.58)

Pour un gaz dilué, ils ont été identifiés dans la Réf. [112] comme des corrections
de champ moyen qui ne modifient pas la température de condensation de Bose-
Einstein a 'approximation MIME. L’expression explicite du troisiéme terme est :

22 (1+n/f1(1)) Tr2 {U2(1,2) (1 +np1(1)) (1+np1(2)) x
xUs(1,2) (14 1pr(2)) (1+nps(1))} (6.59)

et comme le terme précédent, il se regroupe naturellement avec son diagramme
d’échange (qui n’est pas représenté).

12)origine du facteur 7 est que pour des fermions, chaque cycle d’échange de longueur [ introduit

un facteur (—1)L.
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XE+npg]
}IX
OXEE7neq]

F1G. 6.5 — Lorsqu’on inclut la statistique quantique, ce diagramme remplace celui
de la partie droite de la Fig. 6.2. On note la présence de facteurs statistiques

[L+npi1] -

Exponentiation

Notre objectif est maintenant d’introduire des exponentielles pour faire appa-
raitre le déplacement en énergie A(1). Pour le gaz parfait, la distribution a un
corps est donnée par (6.54) de telle sorte que :

L+n(fi)"" =0 [20]7" = nexp B (Hi(1) — p)] (6.60)

De méme :

n[L+n(f)7] " = = U, (6.61)

ou la méme exponentielle apparait , avec un exposant négatif cette fois. Pour
calculer le déplacement en énergie, il est alors naturel d’introduire des quantités
telles que 1+ n(p1)~" ou p1/(1+ np1).

Pour faire cela, nous remarquons que la ligne horizontale la plus basse de chaque
diagramme contenu dans (6.53) débute et termine avec les mémes opérateurs, en
conséquence ’équation (6.55) peut se réécrire :

pr(1) = f1(1) + 1+ nfi(1)] K1) [1+npi(1)] (6.62)

ou l'opérateur K est une somme infinie de traces partielles, contenant différents
nombres de traces de Us’s ainsi que des [1 + np;]’s dans les lignes horizontales

intermédiaires :
K= I +

A=
| 7571
+ (6.63)
+ ezl + .
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En d’autres termes, les diagrammes correspondant & K sont obtenus a partir de
ceux de p; simplement en enlevant les deux parties externes de la ligne horizontale
la plus basse : on parle d’amputation d’un diagramme. L’opérateur K est claire-
ment Hermitien comme on peut le voir en utilisant la permutation circulaire sous
la trace.

A présent, si nous multiplions les deux membres de I'égalité (6.62) par (f) "
a gauche et par (pr)~! a droite, nous obtenons :

()=o) + (M40 () K (L+n (o)) (6.64)

Si nous multiplions les deux membres par 7, ajoutons 1 et tenons compte de (6.61),
nous arrivons a :

Lty ()7 = [1+ (U) K] (1407 (6.65)
ou encore : o1
o UK (6.66)

En D’absence d’interactions, K est nul et nous retrouvons 1’équation (6.61); K
apparait donc comme une correction a zU; introduite par les interactions.
De fagon similaire a (6.60), nous définissons I'opérateur déplacement en énergie
A(1) par 13 :
L+ (npn) ™" =n [2U/(1)] 72 P20 207 (1)) 712 (6.67)

qui conduit a :

exp{—BA(1)} = (6.68)

1 1
14+ —— K (1) —/——
* \/ZUl(l) ( )\/ZU1<1)

La série qui définit 'opérateur K (1) contient donc toute I'information sur les dé-
placements en énergie pour 'opérateur densité & un corps; I’équation (6.68) est
I'équivalent opératoriel de la relation (6.49) lorsqu’on ajoute la statistique quan-
tique.

Calcul des déplacements en énergie

Notre objectif est maintenant de calculer le déplacement en énergie en fonction
de la densité, ou de 'opérateur densité a un corps p;, comme nous ’avons fait dans
le cas classique et dans le cas quantique pour des particules de Boltzmann. Ceci

13Nous aurions également pu utiliser une autre définition de I’opérateur déplacement en énergie,
en introduisant ’exponentielle d’une somme plut6ét que le produit d’exponentielles :

[1+ (77,0[)_1] = SUELDFAMD—H)

Il apparait dans la suite que, pour ces calculs, la définition (6.67) est plus pratique.
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souléve deux problémes : premiérement, nous devons construire une exponentielle
a partir de la série infinie qui donne K ; deuxiémement, nous devons comprendre
comment les opérateurs densité p; apparaissent a la place des facteurs [1 + np;(i)]
qui semblent systématiquement présent dans chaque terme de la série. Nous allons
voir que les deux problémes se résolvent simultanément et que le résultat du calcul
conduit & un regroupement systématique de tous les termes pour un systéme dense.
Pour commencer, nous considérons un cas simple ot seul le terme direct du champ
moyen est pris en compte.

Terme direct Nous prenons a présent une expression approchée de 1’équation
(6.63) pour K en ne retenant que les diagrammes qui contiennent un seul Us, un
seul Us, ... un seul U, ... et ou tous les opérateurs U; sont connectés a [ cycles

différents : II
It || T (6.69)

De plus, nous remplacons chaque opérateur d’Ursell U; par sa partie réductible en
arbre pour aboutir a I’équation :

K(1)= 22 Try{Us(1,2) [L +7npr(2)]}
+5 Tras {UF(1,2,3) ([L+ np:r(2)] [1+nps(3)]}
+... (6.70)
+ 2 T {UFR(L 1) [L+mpr(2)] -0
X [1+npr(D]} + ...

Pour simplifier le calcul, nous remplagons les opérateurs UF par leur partie non-
symétrisée U, 2 (voir 'équation (6.32)); ceci n’a pas de conséquence sur le résultat
final puisque nous vérifions a la fin du calcul que nous obtenons un opérateur Her-
mitien. Si nous représentons graphiquement les /U, ’s par des rectangles verticaux,
les U;’s par des carrés et les multiplications par [1 4 np;] par de longs rectangles
horizontaux comme dans la Fig. 6.5, alors I’équation (6.70) correspond a :

XEnei]

K1) = = XT +
1! Nz
22 2l 2! (ETDX

Nous remarquons alors le méme type d’auto-similarité que dans le cas de la sta-
tistique de Boltzmann. Il y a néanmoins deux différences. La premiére est que
I'opérateur resommé dans les branches des arbres est maintenant K, ou plus pré-
cisément zU; + K (le terme zU; est introduit par le 1 présent a chaque noeud
mais absent du premier terme de la série) ; la deuxiéme est que cet opérateur est
multiplié a droite par le facteur [1 + 7 p;], ce qui fait que nous obtenons le produit :

[2U1 + K| x [1+npi] (6.72)

141



% 1+nprm{Il+ne1]
I+nprHHI+np1] EHWMEHHM]—HMMI
a) c)

Fi1G. 6.6 — Diagrammes d’échange pour le cas | = 3; le terme direct & partir
duquel ces diagrammes sont obtenus est le deuxiéme terme du membre de droite
de 'équation (6.69).

b)

L’équation (6.66) montre que ce produit est simplement égale & p;. Nous aboutis-
sons donc & :

K(1) = /Uy(1) [exp (Tr2{U2(1,2) pr(2)}) — 1] /UL (1) (6.73)

(le —1 apparait a cause de 1’absence du premier terme du développement de 1’ex-
ponentielle dans K'). En insérant ce résultat dans (6.68), nous obtenons finalement

—BA(L) =Try {U2(1,2)ps(2)} (6.74)

qui est exactement le méme résultat que pour la statistique de Boltzmann. Nous
pouvons maintenant vérifier que le résultat est effectivement Hermitien et qu'il est
donc justifié d’ignorer la symétrisation de I'opérateur U au cours du calcul.

Terme d’échange Nous ajoutons maintenant les termes d’échange dans (6.69).
Un exemple de terme d’échange est le deuxiéme terme du membre de droite de
I’équation (6.63) : nous avons déja remarqué que ce terme est obtenu en remplacant
Us(1,2) par Uy(1,2)P,, dans le terme direct de champ moyen. Autrement dit, la
somme des deux termes (direct et échange) correspond a la substitution suivante :

Us(1,2) = Ua(1,2) [L + 0P (1,2)] = 2T57(1,2) (6.75)

Plus généralement, la question est de savoir si chaque terme de la série compléte
de (6.71), qui conduira finalement & une exponentielle, contient tous les termes
d’échange nécessaires a la substitution (6.75).

Pour construire les diagrammes qui sont les termes d’échange pour le champ
moyen, il est utile de se rappeler de I'origine de chaque diagramme d’Ursell : un
diagramme se construit de I’association d’un ensemble de U,’s (avec [ > 2) et
de cycles d’échange; dans les diagrammes que nous avons considérés jusque la,
un seul opérateur d’Ursell U; est présent, et chacune des [ particules est incluse
dans un cycle différent ne contenant aucune autre particule. Nous considérons
deux particule, ¢ et k£, qui sont initialement dans deux cycles différents; si nous
appliquons alors l'opérateur d’échange P,.(i,j) au produit des deux cycles, nous
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F1G. 6.7 — Un exemple de diagramme de corrélation ou les cycles d’échange et les
opérateurs d’Ursell se combinent pour créer une boucle. Ce diagramme fournit une
contribution qui est au-dela du champ moyen.

obtenons un cycle plus grand dont la longueur est la somme des longueur des cycles
initiaux : les deux cycles se “soudent” en un. Ceci conduit immédiatement & un
autre diagramme d’Ursell tel que les deux premiers représentés dans la Fig. 6.6 (a
et b) pour le cas particulier [ = 3. On peut alors répéter I'opération et appliquer un
autre opérateur d’échange au résultat. Le résultat est que deux cycles de plus vont
se souder en un plus grand ; de cette facon, nous obtenons un autre diagramme tel
que le dernier de la Fig. 6.6 (c). L’introduction d’opérateurs d’échange peut étre
répétée jusqu’a ce que toutes les paires de particules contenues dans les liens U,
aient été échangées, ce qui conduit a un cycle de longueur maximale [ contenant
toutes les particules. I1 y a 2/~! — 1 maniéres différentes de souder les différents
cycles : elles produisent tous les diagrammes d’échange associés au diagramme
direct initial.

Finalement, nous devons, dans chacun de ces diagrammes, remplacer U; par la
somme de produits d’opérateurs U, qui correspondent a Uff, comme nous 1’avons
fait pour les termes directs ; nous remplagons le “squelette” fournit par U; par tous
les arbres possibles. Le résultat de cette opération est le méme que pour les termes
directs : un branchement a la racine introduit un produit des opérateurs, alors
qu’un branchement a un autre noeud introduit un produit de traces partielles. La
situation n’est donc pas trés différente de celle avec les termes directs, sauf que
deux sortes de liens existes, avec ou sans échange ; la somme de la série crée donc
I’exponentielle d’'une somme. Nous obtenons finalement le résultat simple suivant

—BA(L) = Try {U2(1,2) [1 4+ nPus(1,2)] p1(2)} (6.76)

qui montre que c’est la forme symétrisée de U, qui apparait naturellement dans
I’expression du champ moyen.

Corrélations Peut on aller plus loin dans I’exponentiation et essayer d’inclure
dans le déplacement en énergie des termes tels que ceux associés au diagramme de
la Fig. 6.77 Nous avons vu que la procédure d’exponentiation impose de considérer
des opérateurs qui sont le carré, le cube, etc. de 'opérateur d’ordre le plus bas. Est-
il possible de considérer un diagramme tel que celui de la Fig. 6.7, d’y introduire des
opérateurs Us, de les remplacer par leur partie réductible en arbre et de montrer
que le résultat est le carré de 'opérateur initial 7 En fait, il semble que ce soit
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impossible. Une raison est que le carré d’un opérateur tel que celui de la Fig. 6.7
impose a la particule 1 de faire partie de cycles indépendant, une situation qui ne se
produit jamais dans un diagramme d’Ursell. Pour cette raison, nous n’avons donc
pas été capable d’exponentier le diagramme de la Fig. 6.7. Une possibilité est de
considérer cette classe de termes (ou de diagrammes) comme une petite correction
au termes de champ moyen et de la traiter linéairement, comme cela est fait dans
la Réf. [112]. Ceci est possible au-dessus de la température de condensation de
Bose-Einstein, mais pas en-dessous comme nous le montrons plus loin. Nos calculs
sont donc limités aux systémes de Bose non-condensés.

Discussion physique

Nous avons déja mentionné que I'opérateur déplacement en énergie A(1) rap-
pelle 'opérateur de self-énergie dans le formalisme des fonctions de Green a tem-
pérature finie (voir le livre de Abrikosov et al. [118], par exemple). Il est néanmoins
différent ; les self-énergies incorporent la notion de temps ou de fréquence ou de fré-
quence discréte de Matsubara, alors qu’il n’y a pas d’évolution temporelle dans le
formalisme des opérateurs d’Ursell. Seules les propriétés a 1’'équilibre peuvent étre
obtenus ce qui exclut les fonctions de réponse linéaire, les modes collectifs et les
quasiparticules. Autrement dit, seul 'opérateur densité a un corps a ’équilibre est
calculé. Il contient moins d’information car il correspond & une fonction de Green,
ou un propagateur a un corps, intégré sur toutes les fréquences. Il est néanmoins
intéressant de voir comment le formalisme réussit a reconstruire des exponentielles,
avec ou sans cycles d’échange, et qu’a la fin les expression de champ moyen se sim-
plifient en introduisant ’opérateur densité a un corps de maniére auto-cohérente.
Nous insistons également sur le fait déja mentionné que le champ moyen fait in-
tervenir directement les éléments de matrice de 'opérateur Us(1,2) qui contient
I'opérateur Vi, dans une exponentielle, et pas 'opérateur Vi, lui-méme.

Bien stir, la théorie de champ moyen n’est pas exacte : nous n’avons sommé
qu’'une classe limitée de diagrammes. De plus, nous avons remplacer les opéra-
teur d’Ursell U; par leur partie réductible en arbre Uf*. Dans le systéme de Bose
par exemple, on sait que les diagrammes de corrélation tels que celui de la Fig.
6.7 jouent un role essentiel juste au-dessus de la transition de Bose-Einstein, que
la théorie prend un caractére non-perturbatif & la température de transition et
qu’aucune limitation & un ensemble fini de diagrammes (ou une classe de dia-
gramme) n’est possible en principe [112, 119]. Sous le point de condensation, la
situation est encore plus dramatique. La raison en est que les “diagrammes en
échelle” avec M barreaux, i.e. M opérateurs Us, sont proportionnels & VM =2 ou V
est le volume, a cause de la présence d’un état peuplé extensivement (le conden-
sat), c’est-a-dire qu’ils divergent a la limite thermodynamique dés que M > 3 :
aussi faible que soit la constante de couplage entre bosons, ces termes dominent
toujours les autres a la limite thermodynamique. Une situation similaire se produit
avec les “diagrammes de bulles”. En conséquence, comme nous avons négligé tous
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ces diagrammes de corrélation, nos calculs ne sont valable que pour des systémes
de bosons non-condensés.

6.3 Conclusion

En conclusion, nous revenons sur le fait que la méthode développée ici permet
en principe d’obtenir ’équation d’état du gaz de Bose ou de Fermi. En pratique le
deuxiéme coefficient du Viriel, i.e. la premiére correction en densité au gaz parfait,
s’exprime en fonction de 'opérateur d’Ursell & 2 particules qu’on peut calculer
exactement & partir des déphasages du probléme a deux corps. Ce calcul a été fait
par Griiter et Laloé [106], qui retrouvent le deuxiéme coefficient du Viriel exact
dont le calcul original est dit & Beth et Uhlenbeck [63]. Avec les résultats obtenus
ici (voir par exemple I’équation (6.52) ou son équivalent incluant la statistique
quantique, i.e. avec la substitution (6.75)), il est trivial d’étendre la démonstration
au cas d’un gaz dense, c’est-a-dire sans supposer que la fugacité est petite. Les
ordres supérieurs du développement du Viriel dépendent des opérateurs d’Ursell
U, a [ particules avec [ > 3. Ces opérateurs ne peuvent étre connus exactement car
le probléme quantique & [ corps correspondant n’est pas résolu a I’heure actuelle. Il
serait néanmoins intéressant de comparer les résultats de la méthode des opérateurs
d’Ursell, en prenant une expression approchée des opérateurs Us, avec les résultats
partiels sur le troisiéme coefficient du Viriel obtenus par Pais et Uhlenbeck [120].

Une autre situation intéressante a considérer dans le formalisme des opérateurs
d’Ursell est celle de I"*He. A pression atmosphérique, le gaz *He se condense en un
liquide vers 4 K avant de devenir superfluide vers 2 K. La premiére transition de
phase est une transition gaz-liquide, la deuxiéme peut étre interprétée comme une
transition de Bose-Einstein, suivant 1'idée originale de London [121]. Mayer [19] a
suggéré que la transition de phase gaz-liquide en mécanique statistique classique
est liée & I'apparition d’agrégats extensifs. Plus tard, Feynman [122] a montré que
la condensation de Bose-Einstein du gaz parfait de bosons est liée & 'apparition de
cycles d’échanges extensifs. Dans le formalisme des opérateurs d’Ursell les agrégats
sont formés de deux types de liens : des liens d’interaction — les opérateurs d’Ursell
équivalents aux fonctions de Mayer de la mécanique classique — responsables de la
condensation liquide et des liens statistiques — les cycles d’échange — responsables
de la condensation de Bose-Einstein. Il est donc tentant d’appliquer la méthode des
opérateurs d’Ursell a I’étude de ces deux transitions de phase et de voir en quoi
la présence simultanée des deux types de liens modifie la transition gaz-liquide
classique et la condensation de Bose-Einstein du gaz parfait en transitions ‘He gaz
-He liquide normal (*He I) puis “He I -*He superfluide (*He II).

Il est utile, a ce point, de rappeler le travail de Yang et Lee [107] qui ont mon-
tré que pour décrire la transition de phase gaz-liquide, il est nécessaire d’étudier
I’équation d’état d’un systéme de taille finie et de ne prendre la limite thermodyna-
mique qu’a la fin des calculs (i.e. aprés avoir resommé les agrégats de toutes tailles
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[). Ils ont également montré que pour décrire cette transition de phase de maniére
exacte, et notamment pour pouvoir décrire la phase liquide, il n’est pas permis
de tronquer le développement de I’équation d’état en puissances de la densité. En
effet, a la limite thermodynamique, la pression est une fonction non-analytique de
la densité, & température fixée [115]. On ne peut donc écrire la pression comme
somme d’une série entiére de la densité, ce qui est pourtant I’hypothése a la base du
développement du Viriel (6.8). Pour obtenir une description qualitative, on peut
néanmoins écrire une équation d’état approchée et corriger le résultat par des
considérations thermodynamiques générales (voir le théoréme de Van Hove exposé
dans la Réf. [115]), comme le montre 1’exemple bien connu de la construction de
Maxwell pour I’équation d’état de Van der Waals (voir Réf. [31] par exemple). La
description de la condensation de Bose-Einstein pose également probléme, comme
nous ’avons expliqué dans le paragraphe 6.2.2. La aussi, il faut garder des agré-
gats, i.e. des cycles d’échange dans ce cas, de toutes les tailles [ et il n’est pas
possible de tronquer la série. On pourrait envisager d’écrire un modéle qualitatif,
“a la Van der Waals”, qui serait une synthése des idées de Mayer et de Feynman.
Nous ne ’avons pas encore fait et gardons ce probléme pour des travaux futurs.

Dans les appendices qui suivent, nous présentons deux applications de la mé-
thode des opérateurs d’Ursell, et plus généralement des idées du développement
en agrégats en mécanique quantique. Le premier appendice concerne la statistique
des cycles d’échange d’un condensat de Bose-Einstein (BEC) et son lien avec la
fraction condensée. Le deuxiéme présente une étude, qui n’a pas aboutie de la
transition superfluide dans un gaz de Fermi attractif.
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Annexe A

Fraction condensée et statistique des
cycles d’échange d’un condensat de
Bose-Einstein

F. London a le premier eu l'intuition que la superfluidité de 1'*He était liée
a la condensation de Bose-Einstein [121]. En formalisant cette idée, Matsubara
[123] et indépendamment Feynman [124] ont montré que la fonction de partition
canonique du liquide de Bose en interaction — i.e. un modéle de 1'*He liquide —
pouvait, avec quelques approximations, se ramener & une forme similaire a celle
du gaz parfait et donc décrire la transition superfluide A comme une condensation
de Bose-Einstein. En faisant intervenir la notion de cycles d’échange ou boucles,
ils ont écrit la fonction de partition comme une somme sur les configurations d’un
gaz de boucles (“loop gas” en anglais). Dans ce langage, la transition de Bose-
Einstein correspond a I’apparition de cycles d’échange macroscopiques, i.e. dont la
taille est proportionnelle au nombre de particules. Plus tard, Penrose et Onsager
[125] ont défini un critére précis pour la condensation de Bose-Einstein dans un
systéme en interaction et suggéré que la fraction condensée pouvait étre reliée
a Poccupation des cycles d’échange les plus grands [126]. Pour le gaz parfait, le
nombre de particules dans le condensat est donné, dans la limite thermodynamique,
par la taille du plus grand cycle d’échange occupé.

En 1986, un résultat trés intéressant a été démontré par Pollock et Ceperley
|22]. Ils ont obtenu un lien exact entre la fraction superfluide et le nombre d’enrou-
lements des cycles d’échange d’un fluide de Bose en interaction. Les enroulements
sont définis pour un systéme homogéne dans une boite avec des conditions aux
bords périodiques : ils correspondent aux cycles d’échange qui utilisent les condi-
tions aux bords pour se refermer. L’utilité de ce résultat est de permettre un calcul
tres efficace de le fraction superfluide dans la méthode Path Integral Monte-Carlo
(PIMC) [127].

L’idée a l'origine du travail présenté dans cet appendice est de relier la frac-
tion condensée d’un condensat de Bose-Einstein a la statistique des enroulements
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des cycles d’échange'. Nous commencons par rappeler des résultats connus sur la
statistique des cycles d’échange et notamment la taille des grands cycles. Nous
présentons ensuite brievement le résultat de Pollock et Ceperley sur la fraction
superfluide, avant de discuter de la relation entre la statistique des enroulements
et la fraction condensée.

A.1 Taille des cycles

Dans ce paragraphe, nous commengons par rappeler des résultats sur la sta-
tistique des cycles d’échange d’un fluide de Bose en dimension D (le plus souvent
D = 3). Nous considérons N bosons dans une boite cubique de volume V = L
avec des conditions aux bords périodiques. Leur dynamique est décrite par le Ha-

miltonien :
N

2

b;

Hy = E 2m+ E V(|rl-—rj\) (A.1)
i=1 i<j

Plutot que de travailler dans 'espace de Hilbert des états totalement symétriques
de N bosons, nous utilisons I’espace de Hilbert de N particules distinguables et
symétrisons explicitement les vecteurs d’états a ’aide de 'opérateur :

1
SN = > P (A.2)

ou les P, sont les opérateurs de permutations de N particules. La fonction de
partition canonique a température? T = 1/ s’écrit alors :

1
ZN = ﬁ ZTTLwN {Pa €76HN} (A3)

Comme toute permutation peut se décomposer de maniére unique en un produit
de cycles, on peut remplacer la somme sur les permutations par une somme sur
les configurations {m;} de cycles d’échange, a un facteur de comptage prés. Une
configuration de cycles est caractérisée par les nombres {m;, mas, ..., my} de cycles
d’échanges de taille 1, 2,...;, N. Chaque configuration vérifie :

N
N=>1Imy (A.4)
=1

La fonction de partition se réécrit :

/ 1 )
Zv=2, <H m,umz) Tra { Py ) (A.5)

{m} l

!Le travail présenté dans cette annexe a été fait en commun avec Dimitri Gangardt.
2La constante de Boltzmann k5 = 1 dans cette annexe.
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ou le prime sur la somme signifie qu’elle est prise sur toutes les configurations
{m;} de cycles d’échange qui vérifient la contrainte (A.4), et ot Pp,,; est un des
opérateurs de permutation correspondant & la configuration de cycles {m;}. Sous
cette forme, on dit que la fonction de partition décrit un gaz de boucles (ou de
cycles d’échange) [128] en interaction. Nous insistons sur le fait que le systéme de
N bosons est remplacé par un systéme de N particules distinguables qui ont la
possibilité de participer a des cycles d’échange.

A.1.1 Gaz parfait

Dans le cas du gaz parfait se produit une grande simplification car le Hamilto-
nien s’écrit comme une somme de Hamiltoniens & une particule :

Hy = Z H(j) (A.6)

En effet, dans la trace 7'y n{Pgm,} exp(—BHy)}, les contributions des particules
qui ne sont pas connectées par un cycle d’échange se factorisent :

Tri. .5 { Ppmy e P18} = H sy (A.7)
l

ou :
5= Tri{e P} (A.8)
La fonction de partition s’écrit alors [122] :

Zi=% (H m;m) (A.9)

{mi} \ 1

Cette forme obtenue par Feynman est celle attendue pour un gaz de boucles sans
interaction. A 1’aide de cette expression, on peut faire la statistique des cycles
d’échanges du gaz parfait [21, 129]. On trouve que le nombre moyen de particules
dans les cycles de taille [ est :

(A.10)

En dimension D = 3 et en l'absence de condensat, [(m;) décroit trés vite avec
| et s’annule lorsque [ > Il ~ N?/3. En présence d’un condensat, [(m;) est
encore une fonction décroissante de [, mais elle présente un plateau [(m;) ~ 1
pour lyin < I < lyer ~ N. A la limite thermodynamique, on peut montrer que
le nombre N, de particules dans le condensat est donné par la taille du plus long
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I<my>

F1Gg. A.1 - La statistique des cycles d’échange du gaz parfait homogéne en présence
d’un condensat de Bose-Einstein de N, particules. Le nombre moyen de particules
[{m;) dans les cycles de taille [ est représenté en fonction /. Les valeurs remar-
quables des longueurs de cycles sont [, ~ N?/3 et 0, ~ No. La zone grisée est
I’extrapolation du plateau entre [ = 1 et [,,x.

cycle occupé [21], i.e. la limite supérieure du plateau. La fraction condensée est

alors : N l
WO ~ % quand N — 00 (A.11)

Le comportement qualitatif de [{m;) en fonction de I, en présence d’un condensat,
est représenté dans la Fig. A.1. Bien qu’il soit tentant de dire que le condensat
correspond aux particules dans les grands cycles d’échange [129], en réalité toutes
les tailles de cycles contribuent également au condensat, mais les longs cycles
[ > lnin contribuent uniquement au condensat [130]. Les cycles qui participent au
condensat sont représentés par la zone grisée dans la Fig. A.1.

A.1.2 Gaz en interaction

Nous étudions maintenant la statistique des cycles d’échange d’un gaz en in-
teraction. Une premiére approche consiste a se ramener au cas du gaz parfait en
écrivant de maniére approchée le Hamiltonien sous la forme d’une somme de Ha-
miltoniens effectifs & une particule. C’est ce que permet par exemple de faire ’ap-
proximation du champ moyen de Hartree-Fock. Une autre approximation, mieux
adaptée a un liquide proche de la transition superfluide, consiste & écrire le Ha-
miltonien comme celui d’un gaz parfait dont les particules ont une masse effective
renormalisée par les interactions. Dans toutes ces approximations, la statistique
des cycles d’échange reste qualitativement la méme que pour le gaz parfait.

Une autre approche consiste a attaquer le probléme de front et a revenir a
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Pexpression (A.5) de la fonction de partition, valable lorsqu’il y a des interactions
entre bosons :

!

1 —
e (H ml!z’”l> Tri {Pomy ) (A.12)

{mi}

Pour calculer la trace dans ’expression précédente, on utilise, par exemple, le
formalisme des intégrales de chemin en temps imaginaire [124, 127|. La trace est
I'intégrale sur toutes les coordonnées {ry,....,ry} des particules du propagateur a
N particules :

1N {P{ml} e_ﬁHN} :/VdD'rl.../VdDrN<rp(1),...,rp(N)\e_ﬁHN|r1,...,rN>

(A.13)
En termes d’intégrales de chemin, le propagateur s’écrit :

(A.14)

I‘p(l)7.. rP(N |€76HN|I'1,... I'N>

JEG! /mN exp( /dr{z%(%)ﬂ;wm—rm})

Vi=1 a N: rlfr 0)=r;
ri(r=08)= =Ip()

ou 7 est le temps imaginaire qui va de 0 a (. Dans le langage des intégrales
de chemin, on dit que les particules se déplacent entre les temps 7 = 0 et (3
sur une trajectoire appelée un chemin. La fonction de partition est calculée en
sommant sur tous les chemins et sur tous les cycles d’échange possibles — voir
les équations (A.12), (A.13) et (A.14). En P’absence de symétrisation, i.e. pour
un gaz de Boltzmann, chaque particule se déplace sur un chemin fermé de taille®
~ Ar appelé monomére. En présence des opérateurs de permutation, i.e. pour un
gaz de Bose, les particules ont, de plus, la possibilité de participer a des cycles
d’échange. Chaque particule peut parcourir soit un chemin fermé — un monomeére
— soit un chemin ouvert qui débute la ou fini le chemin d’une particule et se
termine 14 ol commence celui d’une autre. Le premier cas est celui d’une particule
qui ne participe pas a un cycle d’échange, le deuxiéme celui d’'une particule qui
participe & un cycle d’échange — on parle de polymeére (“ring polymer” en anglais)
[127]. Un polymére est un chemin fermé constitué des chemins ouverts de plusieurs
particules & la suite les uns des autres. Ces notions seront utiles lorsqu’on discutera
des enroulements.

Les intégrales de chemin se prétent bien & des approximations et permettent de
poursuivre analytiquement le calcul de la fonction de partition comme 1’a montré
Feynman dans son célébre article sur la transition A de 1"*He [124]. Il est également,

3Le chemin a ’apparence d’une trajectoire brownienne. La taille ~ A7 est la racine carrée de
la distance quadratique moyenne parcourue par une particule.
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possible de faire un calcul exact en évaluant numériquement les intégrales de che-
min : ¢’est la méthode Path Integral Monte-Carlo (PIMC) développée notamment
par Ceperley [127] pour étudier "' He. Dans cette méthode, la fraction condensée
est évaluée en calculant la plus grande valeur propre de 'opérateur densité a un
corps, suivant le critére de Penrose et Onsager [125|. Cette maniére d’obtenir la
fraction condensée n’est pas trés précise, en raison d’un grand bruit numérique, et
demande un effort de calcul important. C’est pourquoi il est intéressant d’obtenir
un moyen simple de calculer la fraction condensée a partir de la statistique des
cycles, qui est elle facilement accessible dans un calcul PIMC.

Au cours des derniéres années, la méthode PIMC a été utilisée pour calculer
les propriétés du gaz de Bose dilué [129, 130, 131]|. Dans ces travaux, la fraction
condensée est évaluée a partir de la formule (A.11) reliant 'occupation du conden-
sat & la taille du plus grand cycle occupé. Ce résultat n’est rigoureusement valable
que pour le gaz parfait. Cependant, les calculs numériques semblent indiquer que
«la relation entre la fraction condensée et la longueur des cycles n’est pas affectée
au premier ordre par les interactionsy [21]. Dans la suite, nous proposons une ma-
niére alternative de calculer la fraction condensée basée sur la notion d’enroulement
des cycles.

Avant d’étudier les enroulements, nous remarquons qu’une alternative au for-
malisme des intégrales de chemin est la méthode des opérateurs d’Ursell. Cette mé-
thode diagrammatique permet en effet de calculer la trace dans 1’équation (A.12).
En introduisant les opérateurs d’Ursell, Griiter et Laloé [106] ont obtenu une ex-
pression de la fonction de partition sous la forme de celle d’'un gaz de boucles
en interaction, voir les équations (13) et (20) dans [106]. Les interactions entre
boucles ou cycles d’échange sont décrites par les opérateurs d’Ursell U, | > 2.
En sélectionnant correctement des classes de diagrammes, il devrait étre possible
de faire la statistique des cycles d’échange du gaz de Bose interagissant et d’aller
analytiquement au-dela de I’approximation du Hamiltonien effectif 4 une particule.

A.2 Enroulements des cycles

Le gaz de Bose homogéne que nous étudions est contenu dans une boite avec
des conditions aux bords périodiques. Dans ce paragraphe, nous allons utiliser la
topologie particuliére de ce récipient — un tore si ’espace a deux dimensions — pour
définir la notion d’enroulement des cycles d’échange. Nous commencons par résu-
mer briévement le travail de Pollock et Ceperley sur la fraction superfluide calculée
a partir de la statistique des enroulements. Nous étudions ensuite I’existence d’un
lien entre la fraction condensée et les enroulements.
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A.2.1 Fraction superfluide et nombre d’enroulement

Nous allons a présent utiliser le formalisme des intégrales de chemin introduit
plus haut pour discuter de l'influence de la topologie particuliére du récipient
qui contient le gaz de Bose. Lorsqu’un polymére correspond a un cycle d’échange
contenant beaucoup de particules, il a la possibilité de se refermer en faisant un
enroulement?, i.e. en utilisant les conditions aux bords périodiques de la boite. En
d’autres termes, un polymeére enroulé ne peut se ramener a un point par une suite
de transformations continues car la boite avec des conditions aux bords périodiques
est un espace non-simplement connexe.

A ce stade, il est utile de définir le vecteur déplacement de la particule j entre
les temps 7 =0et 3 :

B A , ,
YT /0 T L (A.13)

Il est non nul seulement si la particule j appartient a un cycle d’échange, i.e. si son
chemin n’est pas fermé. En ordre de grandeur <WJ2> ~ A% /L? pour le gaz parfait,
car une particule se déplace d’environ une longueur d’onde thermique Ay entre les
temps 7 = 0 et 3. La somme de tous les vecteurs w; est appelée vecteur nombre
d’enroulement du systéme (“winding number” en anglais) W :

N
W=)"w, (A.16)
j=1

Il décrit le nombre de fois que les chemins des N particules s’enroulent autour de
la boite avec les conditions aux bords périodiques. En ordre de grandeur (W?) ~
Ny x A\2./L? pour le gaz parfait, car les cycles les plus longs contiennent /,,,, ~ Ny
particules.

Pollock et Ceperley [22]| ont réussi & obtenir un résultat exact reliant la fraction
superfluide p,/p et la moyenne quadratique du nombre d’enroulement d’un gaz de
Bose en interaction :

ps  2m 1 (W?)
p MNan¥PD NP5
ou n est la densité de particules. Pour le gaz parfait de Bose en dimension D = 3,
on retrouve bien que la fraction superfluide est égale a la fraction condensée Ny/N
[22|. L’idée a 'origine de ce calcul est d’utiliser les conditions aux bords pério-
diques dans une direction pour se ramener a la situation physique ol le fluide est
contenu entre deux récipients cylindriques. En imposant une différence de vitesse
de rotation infinitésimale entre les deux cylindres, on définit la fraction normale
pn/p comme étant la fraction massique du fluide qui répond au mouvement des
parois du récipient. La fraction superfluide est alors p;/p =1 — p,,/p.

(A.17)

411 peut aussi se refermer sans faire d’enroulement.
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A.2.2 Fraction condensée et fraction enroulée

Nous allons maintenant établir un lien entre la fraction condensée et la statis-
tique des enroulements. Pour le gaz parfait, nous allons démontrer que la fraction
condensée est égale a la probabilité pour une particule de participer a un enrou-
lement, ce que nous appelons la fractions enroulée. Nous commencons par des
considérations générales sur le gaz en interaction.

Généralités

Penrose et Onsager [125] ont montré que ’objet fondamental a considérer dans
le calcul de la fraction condensée est 1'opérateur densité a un corps p;, dont la
définition est :

p1 =N Try . nl[pn] (A.18)

oil py = Zy exp(—BHy)Sy est l'opérateur densité 4 N corps et oit Sy =
NI=15™ P, est I'opérateur de symétrisation. Le nombre N, de particules dans
le condensat est donné par la plus grande valeur propre de p;.

Pour faire apparaitre la notion de fraction enroulée, il va étre utile de distinguer
deux espaces contenant les N particules — 1'un de volume fini V = L” et lautre de
volume infini. Ces deux espaces dont associés a la boite cubique de volume )V sans
conditions aux bords périodiques, que nous appelons boite primitive. Par exemple,
lorsque D = 1, la boite primitive est un segment de longueur L.

Le premier espace est celui de la boite avec des conditions aux bords pério-
diques : c’est la boite primitive dont on a identifié les bords opposés. C’est un es-
pace non-simplement connexe, que nous appelons espace enroulé. Lorsque D = 1,
il s’agit du cercle de périmétre L. Les objets définis dans cet espace seront signalés
par un exposant V).

Le deuxiéme espace est obtenu en “déroulant” I'espace enroulé. Il est constitué
d’une infinité de copies de la boite primitive — les boites images — attachées par
leurs bords. Lorsque D = 1, il s’agit d’une ligne infinie obtenue en collant bout
a bout les boites images, qui sont des segments de longueur L. C’est un espace
simplement connexe de volume infini, que nous appelons espace déroulé. Les objets
définis dans cet espace seront signalés par un exposant (). Un polymére enroulé
dans le premier espace correspond, dans ’espace déroulé, & un polymére ouvert
dont la premiére extrémité est dans la boite primitive et dont ’autre est & une
position image.

Il est important de réaliser que le Hamiltonien dans 1’espace enroulé H ](\}/) = Hy

est différent de celui dans ’espace déroulé H](VOO) :

N 9
o = %+§ > V(r; —1;+ Lnl) (A.19)
=1

neZb i<j
En effet, dans ’espace déroulé les interactions sont non-locales car chaque particule
interagit non seulement avec chaque autre particule mais aussi avec toutes les
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images de ces autres particules. Il existe donc des corrélations a longue portée
dans I’espace déroulé.

Nous cherchons a présent a calculer la matrice densité & un corps, i.e. le pro-
pagateur d’une particule, dans I’espace enroulé en fonction de celle dans I’espace
déroulé. Les propriétés de l'intégrale de chemin permettent d’écrire le propaga-
teur de N bosons dans I’espace enroulé en fonction du propagateur dans 1’espace
déroulé [21] :

(| exp(—BHY) Sx |X) =3 (X|exp(—BHS) Sy |X +LW)  (A.20)
W
ou X, X' e|-L L PN qésignent des vecteurs positions du systéme de N particules
et ou le vecteur W € ZPYN décrit le déplacement des particules vers les boites
images® :
n;
ny

w=| ™ (A.21)

ny

[’expression précédente permet d’écrire la matrice densité & NV corps sous la forme :

Z
PN (X5 X) = SRS p00 (A X 4 LW) (A.22)
ZN 5

En tracant sur toutes les particules sauf celle numérotée 1 et en multipliant par
N, on obtient la matrice densité & 1 corps :

PV (x,x) = Z R (X', x + Ln) (A.23)

n

ol X',x €] — L/2;L/2]P et ol on a défini le propagateur 4 une particule dans
I’espace déroulé® :

- (o0)
R(L )(X’,x+ Ln;) = %N ZUQ,---,UN fv dDrg...fv dPry
N

xply”

(A.24)
(XI, ro,...,I'ny; X + Lnl, ro + LHQ, S A LHN)

5Le vecteur n; est le nombre d’enroulement du polymére auquel participe la particule i. Ce
n’est pas la méme quantité que le nombre d’enroulement du systéme de N particules W, ni que
le déplacement w; de la particule ¢ définis dans le paragraphe sur la fraction superfluide.

6De la définition de la fonction R(Loo)(O, x) découlent les propriétés suivantes :

- R(LOO)(O,X) > 0, Vx (qui est évident lorsqu’on écrit R(LOO)(O,X) sous forme d’intégrale de
chemin)

- R(LOO)(O,X) décroit vers 0 plus vite que 1/z” quand x — oo, & V fixé (car la série de la
relation (A.23) est convergente)
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L’indice 1, est 1a pour rappeler que R(LOO)(X’ ,x) dépend de L, notamment & travers
les corrélations non-locales mentionnées plus haut. L’équation (A.23) signifie phy-
siquement que la probabilité pour une particule de se propager de x a x’ entre les
temps 7 = 0 et 7 = (3 dans I’espace enroulé est égale a 1a somme des probabilités de
le faire sans enroulement (n # 0), avec un enroulement, avec deux enroulements,
etc.

En soustrayant 1’équation (A.23) pour x’ = x = 0 de la méme équation pour
x' =0 et x # 0, on obtient :

1% 1% 00 [e9)
pr(0,0) — pi(0,x) = R (0,0) — R (0,%) (A.25)
+ Yo |[BEV(0,1) = RV (0, x4+ Ln)| |
A partir de maintenant, I'objectif est de calculer la limite de I’équation précédente
lorsque ¥V = LP — oo 7 et x = |x| — oo de telle sorte que < £. Nous voulons
montrer que dans cette limite, ’équation (A.25) devient :

n—mng ~ R™(0,0) quand N — oo (A.26)

ol n = limy_,., N/V est la densité totale et ny = limy_, o, Ny/V est la densité du
condensat. Comme d’aprés I’équation (A.23) :

n =~ p”(0,0) =" RP(0, Ln) quand N — o0 (A.27)
on en déduit que la fraction condensée est :
n 1 o
LUpN - > " R{(0, Ln) quand N — oo (A.28)

n
n#0

Le membre de droite de I’équation précédente est la probabilité pour une particule
de faire partie d’un cycle d’échange avec un nombre d’enroulement non-nul (n # 0).
C’est ce que nous appelons la fraction enroulée. C’est une quantité aisée a calculer
dans une simulation PIMC car elle est égale a la fraction de particules dans les
polymeéres enroulés. L’équation (A.28) signifie que la fraction condensée est égale
a la fraction enroulée, dans la limite thermodynamique.

Il reste & montrer que la limite de I’équation (A.25) est bien donnée par I’équa-
tion (A.26). On sait que :

lim lim p”(0,0) = lim p{(0,0) =n (A.29)

r—00 V—00 V—o0
La définition de Penrose et Onsager de la condensation de Bose-Einstein dans un

systéme homogéne montre que :

lim lim p$"”(0,x) = ng (A.30)

r—00 V—00

"C’est-a-dire aussi lorsque N — oo & densité n fixée. C’est le limite thermodynamique.
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qui traduit Pordre non-diagonal a longue portée (ODLRO). Nous allons a présent
faire deux hypothéses, dont nous discutons dans la suite, sur la fonction R(LOO) (0,x) :

(1) On suppose que limy_, R(LOO)(O,X) est une fonction lisse et décroissante
de r quand r — oo0. On peut alors utiliser un développement de Taylor de
RS-JOO)(O, x+Ln) au deuxiéme ordre dans la variable x/L et montrer que :

D no [R(LOO)(O, Ln) — R(LOO)(O,X+LI1)] ~ cte x %5 D nrto RY(0,Ln)  (A.31)

De plus, comme :

> " RP(0, Ln) (A.32)
n#0
on obtient que :
lim_lim Pﬁ%%mzm)—fﬁmaxx+Ln)::o (A.33)
o n#0

(2) On suppose, de plus, que ®

lim lim RY™(0,x) =0 (A.35)

r—00 V—00

En injectant les quatres relations (A.29), (A.30), (A.33) et (A.35) dans I’équation
(A.25), on obtient bien la limite annoncée, équation (A.26). Il reste a comprendre
dans quels cas les deux hypothéses faites sont justifiées.

Gaz parfait

Dans le cas du gaz parfait, on peut calculer explicitement R (0,x) =

limy,_ o R(LOO)(O,X) et montrer que les deux hypothéses sont vérifies. En effet, il
est possible de réécrire la matrice densité & un corps grace a la formule sommatoire
de Poisson [132] :

k.

Z/ qu exp (iq - (x + Ln))

—1 Pexp{B(e,—p)} —1
(A.36)

ou les vecteurs d’ondes k sont quantifiés dans la boite avec conditions aux bords

périodiques, les vecteurs d’ondes q forment un continuum, e;, = A’k?/2m est I’éner-

M0 x) =
A0 =53 e

€ — W

8Comme la série de la relation (A.23) converge, on remarque que lorsqu’on inverse I’ordre des
limites :
lim lim R( )(0, x)=0 (A.34)

VY —00 £—00
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gie du mode k et p est le potentiel chimique® du gaz parfait de Bose'?. D’aprés
I’équation (A.23), on voit que :

() (0 ) — dPq exp (iq - X)
R0 = [ Bt (457

L’expression précédente montre que, dans le cas du gaz parfait, la seule dépendance
(c0) . .. . 0

de R, avec L est due au potentiel chimique p, ce qui se comprend car il n’y a de

corrélations entre particules distinguables en ’absence d’interactions. En effet, en

présence du condensat, en dimension D = 3, on a :

1 1

No= o
CTe 1 B

(A.38)
On peut maintenant calculer le comportement de R(>)(0,x) lorsque x — c0

en utilisant I’équation (A.37) avec p = 0. On commence par calculer l'intégrale
angulaire sur 'orientation du vecteur q :

() (0. %) — d’q exp (iq - x)
R=0.x) = /(27r)3exp{ﬁ6q}—1

I / " gq _sinler) (A.39)

2l PP /Am _

Lorsque z — oo :

2 [ 1
R©(0, %) ~ / dg Smgm (A.40)
0

2 ~ 2
TAGT A

9Nous utilisons ici I’ensemble grand canonique pour le calcul des populations des modes
d’ondes planes. A la limite thermodynamique, il n’y a pas de différence avec les populations
calculées dans ’ensemble canonique.

0Dans le traitement standard de la condensation de Bose-Einstein du gaz parfait (voir [44]
par exemple), on écrit la densité totale comme la somme sur les populations des états k et on
remplace cette somme par une intégrale :

N 1 1 [ dq 1
VV;eXp{ﬁ(ek—u)}—l/(27r)3e><p{ﬁ(eq—u)}—1

On montre ensuite que le remplacement de la somme par Iintégrale n’est possible qu’au-dessus
d’une certaine température — la température critique. En-dessous de la température critique, le
remplacement n’est pas justifié et on identifie la différence entre la somme et 'intégrale a la
densité du condensat. En comparant avec I’équation (A.36) pour x = 0 , on voit que la différence
entre la densité totale — donnée par la somme sur k — et l'intégrale sur q est donnée par la série :

d*q exp (iq - Ln)
2 / (2m)’ exp{B(eq — )} — 1

n#0

qu’on identifie, & la limite thermodynamique, avec la densité du condensat.
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Comme 1/z est une fonction lisse, décroissante et qui tend vers 0 quand z tend
vers 0o, les deux hypothéses sont vérifiées. Ainsi, pour le gaz parfait, nous avons
montré que la fraction condensée est égale a la fraction enroulée, dans la limite
thermodynamique.

gaz en interaction

Est-ce que les deux hypothéses faites sur la fonction R(LOO) (0,x) sont valables
dans le cas général du fluide interagissant 7 En fait, on peut avancer un argument
qui montre que ces hypothéses ne sont pas vérifiées dans un liquide [133]. En effet,
dans un liquide, il existe des corrélations locales fortes'!, qui se traduisent dans
I’espace déroulé par des corrélations non-locales entre une particule et ses positions
images. On s’attend donc a ce que la probabilité pour une particule de se propager
jusqu’a une position image de sa position initiale soit plus grande que celle de se
propager _]US(;U a une autre position dans la méme boite image. Ceci signifie que la
fonction R (0, x) présente un maximum local & chaque fois que x est de la forme
Ln. Ce n’est donc pas une fonction décroissante de z, ce qui contredit la premiére
hypothése.

Ceperley [133] a évalué la fraction enroulée dans un calcul PIMC pour un
modeéle de I"*He liquide & 7" = 1 K et a obtenu 67%, alors que le résultat attendu
pour la fraction condensée est < 10%. Ceci confirme que le lien entre fraction
condensée et fraction enroulée n’est pas valable de maniére générale. Cependant,
comme il est vérifié dans le cas du gaz parfait et que les corrélations locales sont
beaucoup moins fortes dans un gaz dilué que dans un liquide, on peut s’attendre
— comme pour la relation (A.11) entre occupation du condensat et taille du plus
grand cycle occupé — a ce que 1’égalité entre la fraction condensée et la fraction
enroulée persiste au premier ordre des interactions. Pour obtenir un résultat plus
général, il serait intéressant de faire une étude précise des corrélations locales pour
modifier le calcul de la statistique des enroulements en présence d’interactions.

UPar exemple, il existe autour de chaque atome, & cause de la répulsion de coeur dur, une
sorte de cage de laquelle les autres atomes sont exclus.
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Annexe B

Tentative d’étude de la transition
superfluide d’un gaz de Fermi
attractif avec la méthode des
opérateurs d’Ursell

Dans cet appendice!, nous considérons le probléme du calcul de la température
critique de la transition superfluide d’un gaz de Fermi attractif. Ce systéme est
un modéle trés simplifié d’'un métal supraconducteur. Dans un tel métal, on sait
depuis les travaux de Bardeen, Cooper et Schrieffer (BCS) [23], que les électrons
peuvent s’attirer grace a la déformation dynamique du réseau cristallin & leur
passage et former des paires faiblement liées — les paires de Cooper — qui subissent
une condensation similaire, mais pas identique, & la condensation de Bose-Einstein.
De maniére générale, la théorie BCS permet de décrire la transition superfluide
d’un gaz dilué de fermions dont l'interaction attractive est faible.

Récemment, quelques équipes expérimentales ont réussi a piéger des gaz
d’atomes fermioniques et a les refroidir jusqu’'a des températures de 'ordre de
10% de la température de Fermi [134, 135, 14]. En utilisant des piéges optiques,
elles sont parvenues & confiner simultanément des fermions dans deux états de spin
différents, dont I'interaction en onde s n’est pas interdite par le principe de Pauli.
De plus, la longueur de diffusion entre ces deux états de spin peut étre modifiée,
grace au mécanisme de résonance de Feshbach, en appliquant un champ magné-
tique. Il est alors possible de rendre I’interaction fortement attractive et d’espérer
observer une transition superfluide analogue a celle de BCS mais dans le régime
de couplage fort [136, 84].

La possibilité expérimentale d’étudier une transition superfluide dans un gaz
de Fermi trés bien caractérisé a relancé l'intérét de la prédiction théorique de
la température de transition pour un systéme fortement attractif [137, 138]. On

!Le travail présenté dans cette annexe a été fait en commun avec Dimitri Gangardt.

161



s’attend a ce que la transition BCS, qui décrit bien le cas du gaz faiblement in-
teragissant, évolue, quand le couplage augmente, vers une transition qui ressemble
a une condensation de Bose-Einstein de paires de fermions fortement liés. Ceci
réactualise les idées de Schafroth, Blatt et Butler [24] qui avaient eu 'intuition,
dés 1954, que la transition supraconductrice était semblable & une condensation
de Bose-Einstein de paires de fermions fortement liés — les paires de Schafroth.
Dans le langage des opérateurs d’Ursell, cette idée se traduit naturellement par
I'importance prise par les cycles d’échange de paires de fermions liés par des opé-
rateurs d’Ursell Us. Dans cet appendice, nous présentons une tentative d’étude de
la transition superfluide dans le formalisme des opérateurs d’Ursell en se basant
sur I'idée de condensation de paires de fermions. Nous commencons par rappeler le
calcul de la température critique BCS dans le formalisme des fonctions de Green
a température finie [139, 118]. Ce travail est utile & la compréhension du calcul
utilisant les opérateurs d’Ursell présenté a la suite.

B.1 Fonctions de Green a température finie

Nous rappelons le calcul de la température critique 7, de la transition BCS
d’'un gaz de Fermi attractif & partir de la fonction de partition grand canonique
évaluée par la méthode des fonctions de Green a température finie [139, 118]. Ce
calcul fournira un point de comparaison avec la méthode des opérateurs d’Ursell
également basée sur 1’évaluation de la fonction de partition grand canonique.

On considére un gaz de N fermions de spin 1/2 en interaction attractive et
sans état lié du probléme a 2 corps. Les collisions ont lieu dans le régime de basse
énergie et 'interaction en onde s n’existe donc qu’entre états de spin différents.
Elle est décrite par la longueur de diffusion a < 0. En seconde quantification, le
Hamiltonien du systéme est :

!/

h?k?
_ ] i i
Hy = Z om alka T9v Z K 4+p,1 9K —p,| YK-q,| IK+q,] (B.1)
k7Oé K7q7p

ou a € {7, ]} désigne les deux états de spin. Le gaz est enfermé dans une boite
cubique de volume V = L3. L’interaction dans le Hamiltonien est décrite par gy
qui est la constante de couplage nue, i.e. I’élément de matrice du vrai potentiel V' a
basse énergie. Elle n’est pas reliée de maniére simple & la longueur de diffusion a. Le
" sur la somme signifie que I'interaction attractive modélisée par la seule constante
gy ne peut exister pour toutes les énergies. Lorsque surviendra une divergence a
haute énergie — divergence UV - il faudra donc introduire un cutoff. La fonction
de partition grand canonique a température? 7' = 1/ et a potentiel chimique p

21a constante de Boltzmann k5 = 1 dans cette annexe.
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est définie par :

Zge(Top) =Y Try N{G_B(HN_MN)} (B.2)

Le formalisme des fonctions de Green a température finie permet le calcul du
logarithme de la fonction de partition grand canonique sous la forme d’une somme
de diagrammes [139, 118| . La transition BCS est obtenue en ne retenant que la
classe de diagrammes en échelle [139, 140] :

an % % (B.3)

Lorsqu’on resomme tous les diagrammes en échelle, on obtient :

InZye=—Y {In(l-QK,v))+QK,v)} (B.4)

K,v

o Q(K,v) est une fonction de 'impulsion totale 2K de la paire de Cooper et de
la fréquence de Matsubara totale w, = 127/ de la paire, avec v entier relatif :

_ lgv| < {tanh(Bex1q/2) + tanh(fex—q/2)}/2
Q(K7 V> N % Z €K+qq+ EK—q — il/27T/ﬁq

(B.5)

ol 2q est l'impulsion relative de la paire et g, = h%*k*/2m — p. La transition
superfluide correspond a la température a laquelle apparait une divergence de Z,
Thouless [139] a montré qu’elle correspond au couple (K, v) tel que |Q(K, v)| soit
maximal et égal a 1. Il est facile de voir que |Q(K,0)| > |Q(K, v)| quelque soit
v # 0; Thouless a également montré que la divergence se produit pour K = 0
[139]. Finalement la divergence apparait lorsque :

1-QK=0v=0)=0 (B.6)

ce qui équivaut a :

L — / d3q tanh (58(]/2) (B 7)
lgv| (27T)3 2eq
dans la limite thermodynamique. On a aussi :
h2q2
€q ~ % — TF (B8)

car on sait que la température critique est beaucoup plus basse que la température
de Fermi 7. < Ty et le potentiel chimique p peut donc étre remplacé par sa limite
a température nulle, i.e. I’énergie de Fermi T». En passant a une intégrale sur
I'énergie (d3q/(27)% — v(e )da on obtient :

|gv‘y0 / Ftanh (Be/2) (B.9)




ouv(e) = /1 + ¢/Tr est la densité d’états et v, est la densité d’états a la surface
de Fermi.

L’intégrale de I’équation (B.9) est divergente a grande énergie (UV) car on n’a
pas tenu compte pour I'instant du fait que ’attraction entre fermions n’existe que
pour une certaine gamme d’énergie autour de I’énergie de Fermi. Pour traiter cette
divergence, dans un métal supraconducteur, on impose généralement un cutoff & la
main qui correspond a I’énergie de Debye des phonons du réseau cristallin. Ceci est
justifié par le fait que 'interaction attractive entre électrons est transmise par les
phonons. Dans un gaz atomique ultrafroid, il n’y a pas de raison d’imposer un tel
cutoff. Gorkov et Melik-Barkhudarov [141] ont montré comment il est possible de
resommer la matrice V' en matrice de collision® T et donc de remplacer la constante
de couplage nue gy par la constante de couplage physique g = 47h%a/m en élimi-
nant la divergence UV. On considére ’équation de diffusion de deux fermions dans

le vide : ) . e )
q
Lt 79/ B.10
lgvl gl (2m)* B*¢?/m — E (8.10)

ou P désigne la partie principale de l'intégrale et o E est une énergie positive
ou nulle, arbitraire. En effet, ’équation précédente montre que la constante de

couplage g ne dépend pas de E. On choisit donc la valeur F = 27T qui simplifie
la suite du calcul. En soustrayant (B.10) de (B.7) on obtient :

1 / d’q (tanh (B2q/2) _PL) :p/(dsq ! L (B.11)

m B (27r)3 2e, 2e, 27r)3 5—q 1 + exp(fBe,)

Cette intégrale est convergente. En passant & une intégrale sur 1’énergie et en
remplacant la densité d’état v(e) par celle a la surface de Fermi vy, on peut calculer
I'intégrale dans la limite de faible couplage ou 7. < T :

+oo
! P/ dazlﬁ ! zln{ 57 TF} (B.12)
0

glve — 21+ e DTr/T. T2 T,

oux = (e+Tr)/Tr et v ~ 1.781. On en tire I'expression suivante de la température
critique [142] :

8 1
T = 2 X uexp [ — (B.13)
e m lg] vo
C’est une expression usuelle de la température de transition BCS :
1
Tc ~ Tcm". €xXp (_ ) (B14)
19| o

3Plus précisément, il s’agit de resommer la matrice V en matrice de réaction R, qui a des
éléments diagonaux réels alors que ceux de la matrice 7' sont complexes :

Rzl(q) e [TiQ)}
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ou T,,. ~ T est ’échelle d’énergie caractéristique du systéme, qui remplace pour
un gaz atomique de Fermi la température de Debye des métaux. Cette expression
est valable lorsque T, < T.q,, i.e. lorsque |g|vy ~ |a|n'/? < 1 ot n est la densité
de particules.

B.2 Meéthode des opérateurs d’Ursell

A Tinstar des fonctions de Green & température finie, la méthode des opé-
rateurs d’Ursell permet d’écrire le logarithme de la fonction de partition grand
canonique comme une somme de diagrammes [106]. Pour pouvoir faire un calcul
analytique de la température de transition superfluide, il faut sélectionner une
classe de diagrammes d’Ursell dont on pense que l'effet est prépondérant. Nous
nous appuyons sur le calcul de Thouless, et sur certaines similarités connues entre
le formalisme des fonctions de Green et celui des opérateurs d’Ursell [21], pour
choisir de resommer la classe de diagrammes en échelle [143] :

1—fiHI=f] 1= flI= A= fi
LU e O e )
5 >< +§ X I-AFHI=AFHI=Ff] + ...

— T, {m (1 _220,(1, 2)) + 201, 2)} (B.15)

InZz, =

oll z = e est la fugacité et oil (72 est défini 4 par :

R I L= /1]
22Uy(1,2) = HH=n = 22U5(1,2)(1 — f1(1)) (1 — f1(2)) (B.16)
et ou : U1
ﬁmzﬁﬁ%ﬁ (B.17)

est I'opérateur densité a un corps du gaz parfait de Fermi.
Soit {|1))} le spectre de vecteurs propres de 'opérateur 22U,. L’équation (B.15)
devient, :

nZ,. ==Y {n(1-@2002W) + @202} (B.18)
{lv)}

On voit que In Z,. diverge si la valeur propre maximale est supérieure ou égale a 1.
Soit |p) le vecteur propre de valeur propre maximale. Supposons que cette valeur
propre maximale atteigne 1, alors :

(1 - 22@) 0y =0 (B.19)

4 Ainsi défini, U, est un opérateur non-hermitique. Ceci n’a pas d’incidence sur la suite de ce
calcul.
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Si on suppose de plus que |¢) correspond & une impulsion totale nulle, on peut
projeter sur la base des ondes planes® d’impulsion relative 2q :

(a4, —dalp) = ¢, = Z(qv —q|Us| d', =d') fy fr €% oy (B.20)
q/

ol e, = h*¢?/2m et
1

fo=alfrla) = e 11
est le facteur de Fermi-Dirac.

Il s’agit a présent de résoudre 1’équation aux valeurs propres (B.20) et de mon-
trer que la valeur propre maximale atteint 1 pour une certaine température qu’on
identifie a la température critique. Pour cela, il faut choisir une expression pour
les éléments de matrice de U;. Nous avons fait trois choix :

(i) Une approximation de basse énergie :

(B.21)

By
(@, —a|leld, —q') ~ =75 (B.22)
(ii) Le premier ordre de la théorie des perturbations [144] :
—20e, —20eq
ge P —e
(0, —q|U:2|d, —q) =~ (B.23)

% 2(eq —eg)

(iii) L’expression exacte des éléments de matrice de Us pour un potentiel V' qui
est un puits carré sans état lié.

Le premier choix (i) permet de finir le calcul analytiquement et donne une
température critique ~ Tr |g|vy, ce qui ne correspond pas a la forme attendue
(B.14). Le deuxiéme choix (ii), permet de réécrire I’équation (B.20) sous la forme :

—2Bey _ 6_2/66(1

_ gl ey
Z o f LS e o) e2Peq (B.24)
Or : e 1—f,— [ _ tanh (8g,/2) (B.25)
T exp (Beq + Bgg) — 1 exp (2024) — 1 ‘
ol g, = ¢, — . Donc :
d3q’ tanh (Be,/2) exp (26(ey —€,)) — 1
=l |/ )?® 2(eq —eq) exp (20ey) — 1 & (B-26)

Si on écrit I’équation (B.26) pour ¢ = kr = /2mu/h, on aboutit a :

1 d’q tanh (Be,/2) ¢, B.2
1 27
9] /(27?)3 2¢, Pl ( )

SLes vecteurs d’onde sont quantifiés dans une boite cubique de volume V = L3.
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Cette équation ressemble beaucoup a I’équation BCS usuelle (B.7), a deux diffé-
rences prés. Premiérement, c’est la constante de couplage physique g qui apparait
a la place de la constante de couplage nue gy. Deuxiémement, la fonction sous
'intégrale est multipliée par ¢,/¢k,. Comme ¢,/¢r, s’apparente & une fonction
d’onde pour la paire de fermions, on peut penser qu’elle va introduire naturel-
lement le cutoff nécessaire a la convergence de l'intégrale et permettre d’obtenir
directement une équation similaire a (B.11). Pour le vérifier, nous avons diagona-
lisé Popérateur 22U, numériquement pour les choix (ii) et (iii) et constaté que le
vecteur propre @, ne joue pas le role attendu : la valeur propre maximale atteint
1 pour une température critique qui n’est pas de la forme (B.14)S.

B.3 Conclusion

En conclusion, nous n’avons pas réussi a obtenir la température de transition
superfluide d’un gaz de Fermi attractif avec la méthode des opérateurs d’Ursell.
Nous avons choisi une classe de diagrammes — diagrammes en échelle — et mené
le calcul de la température critique avec divers choix pour l'opérateur U,. Dans
tous les cas, on trouve une divergence de la fonction de partition qui signale une
transition de phase liée & la formation de paires. Cependant la température critique
n’est pas de la forme attendue (B.14) dans la limite de faible couplage.

Le probléme vient donc sans doute du choix de la classe de diagrammes. En
effet, on peut imaginer qu’en considérant plus de diagrammes, il soit possible de
“faire monter” les facteurs 1— f; dans les exponentielles” et d’aboutir & un opérateur
de la forme :

22Us(1,2) = exp [ — 61— fr)(Hs(1,2) —2pu)(1 — fl)}

—exp | = A1~ f)(Hi(1) + Hy(2) = 22)(1 = ) (B.28)

a la place de :
205(1,2) = (1= f{exp | - B(H(1,2) - 2p)]
— exp | = BUH(1) + i(2) = 20|} - 1) (B29)

Il s’agirait ensuite de montrer que la valeur propre maximale de 22U, atteint 1 &
une température 7, de la forme attendue.

8Le calcul numérique a consisté & discrétiser I’équation aux valeurs propres de ’opérateur zQﬁg
pour le diagonaliser. Dans la limite thermodynamique (en faisant varier le volume du systéme)
et pour les différentes approximations (i), (ii) et (iii) des éléments de matrice de Us, nous avons
étudié le comportement de la plus grande valeur propre. C’est une fonction de Tr/T qui atteint
1 lorsque T' = T.. Nous avons vérifié que T./TF ainsi obtenu n’a pas le comportement attendu
exp(—1/|g|vo) en fonction de la constante de couplage g.

"Par une technique d’exponentiation analogue & celle employée dans le chapitre sur les sys-
témes denses.
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On peut avancer un argument basé sur le probléme de Cooper [145]. Cooper
a montré qu’il existe un état 1ié, d’énergie €.poper < 0, du probléme a deux corps
en présence de la mer de Fermi. Ceci signifie que la valeur propre la plus basse de
(1—fr)(Ho—2p)(1 — f1r) T = 0 est £qooper- On peut alors montrer que la valeur
propre maximale (vpmax) de 1’opérateur 22(72 est approximativement donnée par
I’état lié du probléme de Cooper :

meax{zzﬁg} ~ exp (B|€cooper|) — 1 (B.30)

Cette valeur propre atteint 1 lorsque :

2
T, ~ cooper ~ Tear. €XP ( — |g|1/0) (B.31)
Cet argument montre qu’on peut espérer obtenir la forme habituelle de la tem-
pérature critique BCS, en considérant une classe de diagrammes plus grande que
celle des échelles et permettant de faire apparaitre les facteurs de blocage de Pauli
1— fr directement & coté du Hamiltonien & deux corps H,. Ce calcul n’a pas encore
été fait.
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Conclusion

Dans ce manuscrit ont été exposés divers résultats sur la mécanique statistique
des gaz froids. Dans la premiére partie, concernant les propriétés de transport des
gaz avec des niveaux internes, nous avons montré comment, en généralisant la
théorie cinétique de Lhuillier et Laloé [3], on peut écrire une équation de transport
incluant tous les termes de champ moyen. Ce résultat a été obtenu en écrivant
une équation opératorielle basée sur ’ansatz de matrice .S, puis en poursuivant le
développement, en gradients de la transformée de Wigner jusqu’au premier ordre.
Il serait utile de prolonger ce travail en faisant une comparaison systématique,
aux différents ordres du développement en gradients, de I’ansatz de matrice S et
de celui d’Yvon-Snider. Ceci permettrait de connaitre le domaine de validité de
ces deux approches et d’indiquer leurs différences. Le cas échéant, on pourrait
envisager des expériences permettant de tester ces différences.

Par la suite, nous avons vu qu’une des principales conséquences de I'indiscerna-
bilité quantique sur le transport dans les gaz atomiques froids est I’effet de rotation
des spins identiques (ISRE). Ce dernier crée le champ moyen de spin responsable
de deux phénoménes discutés plus en détail dans ce manuscrit : les ondes de spin
et 'instabilité de Castaing. L'ISRE se produit lors d’une collision vers I’avant de
deux particules indiscernables dont les polarisations ne sont pas paralléles. En ex-
trapolant, il est tentant de se demander si la collision de deux solitons d’onde de
matiére dont les polarisations ne sont pas paralléles donne lieu & un effet similaire
[146]. A 'heure actuelle, nous ne disposons pas d’une réponse théorique claire. Une
expérience est sans doute envisageable car des solitons ont récemment été réalisés
a partir de condensats de Bose-Einstein attractifs [147].

Un autre prolongement théorique de notre travail serait 1’étude de la modifica-
tion du comportement des ondes de spin dans un gaz de Bose lorsque la tempéra-
ture baisse et qu’on passe d’un gaz non-dégénéré a un condensat de Bose-Einstein
a température nulle. Les ondes de spin ont été étudiées, théoriquement et expéri-
mentalement, au dessus de la transition de Bose-Einstein et & température nulle.
Le mécanisme physique est différent dans ces deux régimes et la facon dont on
passe de I'un a l'autre n’est pas connue. Nikuni et Williams [60] ont récemment
écrit une théorie cinétique qui devrait permettre d’explorer ce probléme.

Toujours dans un gaz froid avec deux niveaux internes, Lhuillier et Laloé [7]
ont prédit l'existence d’un couplage entre transport de chaleur et transport de
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spin. Il serait intéressant de mener une étude théorique détaillée d’une situation
réalisable expérimentalement mettant en évidence ce phénoméne dans un gaz ato-
mique ultrafroid piégé : par exemple, une séparation des états de spin résultant
d’un gradient de température créé en comprimant soudainement le piége.

Une des conclusions de notre travail sur les ondes de spin observées dans 1’ex-
périence du JILA |2] a été que les équations hydrodynamiques ne sont pas toujours
suffisantes et qu’il est dans certains cas nécessaire de recourir & une équation ci-
nétique. Cependant, nous avons ensuite montré, sur I'exemple du gaz de Bose
unidimensionnel, I'utilité des équations hydrodynamiques lorsque le systéme n’est
pas faiblement interagissant et qu’il est trés difficile d’écrire une équation de trans-
port microscopique. Un prolongement de ce travail sur les modes hydrodynamiques
serait d’utiliser la méthode de Combescot et Leyronas “a I’envers” pour obtenir,
a partir de mesures expérimentales des modes, des informations sur I’équation
d’état de systémes pour lesquels les théories microscopiques sont pour l'instant
impuissantes.

Dans la deuxiéme partie de ce manuscrit, consacrée aux propriétés d’équilibre,
nous avons présenté une extension de la méthode des opérateurs d’Ursell aux
systémes denses. Cette méthode permet en principe d’obtenir les coefficients du
Viriel de I’équation d’état d’un gaz dense au-dessus de la transition superfluide. Un
prolongement naturel serait de généraliser cette théorie en présence d’un condensat,
i.e. sous la transition superfluide. Pour cela, une possibilité serait de se baser sur la
méthode des “x-ensembles” de Lee et Yang [148]. Une autre approche consisterait
a généraliser sous la transition superfluide la méthode récemment proposée par
Martin et Piasecki [149].

Comme nous ’avons déja mentionné, il serait également intéressant d’utiliser
la méthode des opérateurs d’Ursell d'un systéme dense pour proposer un modéle
semi-phénoménologique de I'*He. Ce modéle présenterait les deux transitions de
phase — gaz-liquide et superfluide — et serait obtenu a partir de considérations
générales sur les agrégats dominants : les opérateurs d’Ursell d’un grand nombre
de particules sont responsables de la transition gaz-liquide et les grands cycles
d’échange de la condensation de Bose-Einstein ou transition superfluide.
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Annexe A

Ursell operators in statistical physics
of dense systems : the role of high
order operators and exchange cycles

Réf. [26]. Publié dans Eur. Phys. J. B 25, 463 (2002).
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Abstract. The purpose of this article is to discuss cluster expansions in dense quantum systems, as well
as their interconnection with exchange cycles. We show in general how the Ursell operators of order I > 3
contribute to an exponential which corresponds to a mean-field energy involving the second operator Uy,
instead of the potential itself as usual - in other words, the mean-field correction is expressed in terms of
a modification of a local Boltzmann equilibrium. In a first part, we consider classical statistical mechanics
and recall the relation between the reducible part of the classical cluster integrals and the mean-field;
we introduce an alternative method to obtain the linear density contribution to the mean-field, which
is based on the notion of tree-diagrams and provides a preview of the subsequent quantum calculations.
We then proceed to study quantum particles with Boltzmann statistics (distinguishable particles) and
show that each Ursell operator U, with n > 3 contains a “tree-reducible part”, which groups naturally
with U, through a linear chain of binary interactions; this part contributes to the associated mean-field
experienced by particles in the fluid. The irreducible part, on the other hand, corresponds to the effects
associated with three (or more) particles interacting all together at the same time. We then show that
the same algebra holds in the case of Fermi or Bose particles, and discuss physically the role of the
exchange cycles, combined with interactions. Bose condensed systems are not considered at this stage. The
similarities and differences between Boltzmann and quantum statistics are illustrated by this approach, in
contrast with field theoretical or Green’s functions methods, which do not allow a separate study of the

role of quantum statistics and dynamics.

PACS. 05.30.-d Quantum statistical mechanics — 05.20.Jj Statistical mechanics of classical fluids

1 Introduction

A widely used formalism in quantum statistical physics
is the formalism of Green’s functions [1][2][3], where the
techniques of second quantization and field theory are used
from the beginning; the notion of exchange operators of
indistinguishable particles is of course contained, but in a
completely implicit way. In the formalism of Ursell oper-
ators [4][5][6], the starting point is first quantization with
numbered particles, so that the role of exchange cycles be-
comes completely explicit: these cycles appear clearly in
all diagrams and, for instance, they are the only source
of diagrams for the ideal quantum gas. This reduces the
distance between the formalism and, for instance, numer-
ical calculations such as the PIMC method (Path Integral
Monte Carlo), where particles are also numbered and the
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Y Present address: Physics Department, University of Illinois
at Urbana-Champaign, 1110 W. Green St., Urbana, Il 61801,
USA
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exchange cycles are explicitly sampled by random choices.
Moreover, it becomes possible to assume that the parti-
cles obey Boltzmann statistics, just by “switching off the
cycles”, a task that would be difficult in the Green’s func-
tion formalism. Needless to say, this does not mean that
Green’s functions are, in general, less powerful than the
Ursell formalism! The opposite is actually closer to real-
ity: for instance, Green’s functions handle time-dependent
problems easily, while this is not the case in the Ursell for-
malism. But it remains true that, if one is interested in a
detailed discussion of the effects of quantum statistics at
equilibrium, it becomes more straightforward to resort to
the Ursell formalism.

In this article, we consider dense systems, for which
it is not necessarily possible to limit oneself to first or-
der density effects. In contrast to the situation in a dilute
gas, a given particle may interact frequently with several
others at the same time, and even liquefaction may take
place. Therefore, we will no longer ignore all Ursell oper-
ators beyond Uz, as was done in most of previous work
in this formalism; operators Us, Uy, etc. now become im-
portant. One may actually wonder what the role of these
higher order operators is in general, and why exactly it
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is possible to ignore their role in a dilute system, as was
done in [6] for instance. We will see that part of their
contribution (what we will call their tree reducible part)
groups naturally with Uy through a chain of binary inter-
actions, and builds an exponential of the mean-field en-
ergy. In other words, instead of making the problem more
complicated, this contribution of the higher order opera-
tors builds exactly the exponential of U, that is needed to
reconstruct a simple and natural expression of the mean-
field. Nevertheless, this mean-field is expressed in terms
of the matrix elements of Us, instead of the usual matrix
elements of the potential itself; in a sense, what we ob-
tain is the exponential of an exponential, since Us itself
contains exponentials of the Hamiltonian and corresponds
physically to the local change of the Boltzmann equilib-
rium. As a consequence, the logarithms that appeared in
[6], and had to be expanded to first order in density, are
actually spurious - in other words, this first order expan-
sion was actually unnecessary. In addition, the rest of the
contribution of the higher order Ursell operators, the ir-
reducible part, vanishes unless three particles (or more)
are all close together, and is really characteristic of many-
body collisions and of dense systems.

2 Classical statistical physics

In this part, we quickly review the classical cluster expan-
sion for the parametric equation of state of a fluid; we
first recall the results of classical statistical mechanics as
a point of comparison.

2.1 General formalism

The general expression of the equation of state was de-
rived by Mayer [7] and Ursell [8]; see also the books by
Uhlenbeck and Ford [9] and Hansen and McDonald [10].
A classical system of massive particles, with mass m, is
supposed to be contained in a box of finite volume V),
with periodic boundary conditions (translationally invari-
ant system); their Hamiltonian is the sum of the kinetic
energies plus the interaction energy, which is the sum over
all pairs of particles of the interparticle pair potential
Vij = V(ri —rj). An useful function in the calculation
is the Mayer function f;; defined by:
i = exp(—pVij) - (1)
This function is everywhere bounded and goes to almost
zero when the distance between particles ¢ and j is much
larger than the range of the pair potential; it is the clas-
sical equivalent of a second Ursell operator Us(i, j) [6].
The classical cluster expansion is the expansion, in the
grand canonical ensemble, of the pressure p and of the
density p of the gas in series of the fugacity z = e##, where
 is the chemical potential and § = 1/kgT is the inverse
temperature. If A is the de Broglie thermal wavelength,
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the expansion can be written as:

InZ,, l
Bp="00 =3 0T Y) ()

=1

with:
p=0_.0 (%) “Y ey (5 ®
=1

where Z,.(3,V, 2) is the grand canonical partition func-
tion; the definition of the cluster integrals b;(T,V) is the
same as that in the book of Mayer and Mayer [7]. The
first coefficients are given by:

1
bu(T,V) = 15 /d3r1 =1 (4)

1 1
bz(T, V) = W /d3’f’1 d37‘2 f12 = 5 /d37‘12 f(’l‘lz) (5)

b3 (T, V) =3 /d3T1 d®ry d®r3[fiofiz + fiafos +

+ fisfos + fi2fi3fos] (6)

and so on for [ > 4; these definitions include a 1/V factor
so that b;(7, V) remains intensive when the volume tends
to infinity.

It is useful to introduce diagrams to represent the in-
tegrals. A [-particle cluster diagram is made of [ num-
bered circles, representing the particles, between which
one draws any number of lines (also called links, and rep-
resenting the f;;’s), each line joining distinct pairs of cir-
cles. The diagram is said to be connected when one can
go from any particle to any other particle in the cluster
following the lines. The general definition of the cluster
integrals is then:

b(T,V) = llV x sum over all possible [-particle clusters
(7)
For example:
b(TV) = o (0) = 1 ®)
AR TIVARE
(T.V) = 5 (0—) )
2 21V
and:
@) =g (N + AN L+ AN
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2.2 Irreducible diagrams, energy shift and the equation
of state

It turns out that, defined in this way, diagrams carry re-
dundant information: as soon as [ > 3, most of the dia-
grams contributing to b; can be constructed as products
of smaller diagrams (already contained in by with I’ <1).
For instance, this is the case of all diagrams in the right
hand side of (10), except the last. It then becomes conve-
nient to define the notion of irreducibility: an irreducible
cluster is such that, if any line (which is essentially a b») is
removed from it, it never splits into disconnected clusters;
conversely, in a reducible cluster, it is possible to find at
least one line that, when cut, will decompose the result
into two separate clusters (since each line is essentially a
bs, reducibility and irreducibility are defined here in terms
of binary coefficients by’s, but more general definitions are
conceivable).

Irreducible diagrams play a special role if one intro-
duces an exponentiation of the fugacity expansion of the
density (3). Let us define an energy shift A, which shifts
all energy levels ey, by the relation:

— e Bla-m 1

p b (11)

It can then be shown (see [11], [12], [13], [14]) that A is
given by the series:

—BA=) BIT,V) (12)
=1
where the new coefficients 3; are defined by:
Bi-1(T,V) = m X
xsum over all irreducible I-particle clusters (13)
or, equivalently:
Bi—1(T,V) =1 x Irreducible part of b;(T,V) (14)
For example:
1
BUTY) =3 0= = [Pz ) (19)
and:
B ) = o= (/N (16)
AT

One can also show that irreducible clusters are directly
related to the equation of state (at finite volume), from
which the variable z has been eliminated:

Bp l !
PPN g1,V
. z:1l+1ﬁl( )P

(17)
The proof of this result is given in the book by Mayer and
Mayer [7]. Another method of calculation was introduced
by Van Kampen [15], with the canonical ensemble instead

of grand canonical; see also [16]. In these calculations, the
thermodynamical limit is taken before the I summation
while, here, we do not take this limit; the reason is that,
as discussed by Lee and Yang [17], taking directly the limit
for each coefficient reduces the validity of the calculation
to the gaseous phase only.

2.3 Tree-reducible diagrams; mean-field

Let us now suppose that, among all clusters contributing
to by, we keep only those having [ particles and / — 1 links.
They correspond to the minimally connected diagrams: if
any link is removed, these diagrams split into two different
diagrams. They are, not only obviously reducible (as soon
as | > 3), but also “fully reducible”, since the removal of
any line splits the diagram into disconnected clusters. For
instance, the fully reducible part of bs is:

bE(T) = %/dsh d®ry dr3[fi2fis + fiafos + fi3fa3]
(18)

from which the last term that appear on the right hand
side of (6) has been eliminated. Graphically, we will rep-
resent, these clusters by diagrams that have the structure
of a tree, such as that of figure 1, and for this reason we
shall call them “tree-reducible diagrams”.

In order to construct this tree-diagram, we have to
choose one numbered particle as the “root particle”, for
instance particle 1. Then, among all particles j that are
connected to particle 1 by a link f;;, we select that with
the smallest value of j; let us call k this particle. The same
operation is then made again from particle k: one identifies
the particle m to which it is related which has the small-
est numbering, and puts this particle as the next in the
branch; the same operation goes on until one reaches the
end of the first branch, which is drawn vertically by con-
vention. One then goes back along this branch towards the
origin and identifies the first particle which is connected
to another particle outside of the branch; this particle is
a branching point, the source of another branch, which is
built in exactly the same way, and drawn directly on the
right of the first branch. The same process continues and
one adds successive branches, which are drawn in a clock-
wise order from their source; it stops when all particles are
included in the tree. This construction provides a well de-
fined geometry for the tree-diagram but, clearly, different
tree-diagrams may have the same numerical value!. Tt is
nevertheless convenient for our reasoning below to classify
their contributions according to the various structures of
trees.

For instance, the reducible part of bz then becomes:

BE(T, V) = %(2 x{ +I_.)

! In fact, the value of these diagrams depends only on the
total number of nodes (i.e. particles) ! (see Appendix I).

(19)
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Fig. 1. A tree-diagram corresponding to a 10-particle cluster;
the tree symbolizes one of the terms that are contained in the
tree-reducible part of big. The construction method that is
used to build the branches from the structure of the integral is
explained in the text.

(from now on, we assume that the factor 1/V is included
in the value of the tree-diagram, in order to simplify the
notation).

Let us now consider a given tree-diagram and eval-
uate its weight; the question is to determine how many
different numberings are compatible with the rules that
we have used to build it. Suppose then that we put ran-
dom numbers into the | — 1 nodes that are available in
the tree. The result will be acceptable only if a correct
clockwise ordering of the particle numbers is obtained at
each bifurcation node. Let us call r1, ra, .. the branching
factors (or ramification factors) of the nodes, i.e. the num-
ber of secondary branches at each node; a linear diagram
has only r = 1, a diagram with one binary bifurcation has
one r = 2, and r takes the values 3, 4, etc. when more
branches start from the same source. Each node will then
introduce a probability 1/r;! for this correct ordering to
be obtained. Since there are (I — 1)! ways of distributing
the [ — 1 particles among the nodes, the final result is that
the weight of the tree-diagram is:

(20)

If we call Tg;q4 the value of a tree-diagram (including the
1/V factor), we can then express the tree-reducible [ par-
ticles cluster as:

(- 1)

A blR(T) = m diag.

(21)

>

{tree diagrams}

Inserting this expression into the z-expansion of the den-
sity (3), we notice that various simplifications take place

in the coefficients, so that we obtain:

oz 2/X3 (z/X3)% | 2!
AR XI+ o |2 1

(/A3 (1 =1)!
+...+ (l/— 1)‘ X H,(’r,)' X + ...

(22)

It is now possible to regroup diagrams according to the
value of the branching factor r; at their root:

(23)

One then notices a sort of self-similarity property of the
expansion: at each secondary nodes, one gets an expansion
that provides again all the terms that are contained in p.
Therefore:

0 P R S A W
w4 1l+e+ X +...+—'>< + ...
ry-

P=3 2
(24)

We now recognize the development of an exponential:

z 1 2 1 T1
p:F{l—l—Blp—}-iX[ﬂlp] +...+Ir—1!X[ﬂ1p] +}

where 81 = 2bs is defined in (15), and finally obtain the
very simple result:

z

p =~z exp (B1p) (25)

or:
—BA = Bip

Therefore, when only tree-reducible diagrams are taken
into account, the energy shift becomes exactly propor-
tional to the density; we recover what is usually called

(26)
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the mean-field approximation. The method we have used
is different from the method of refs. [11][12][13][14]; it re-
lies on the branching properties of tree-reducible diagrams
and not on the use of complex variables. Moreover, as we
will see below, the method can be transposed to quantum
mechanics.

Of course, equation (26) can also be obtained by the
same method as these references, in a particular case: one
assumes that the only non-zero irreducible cluster integral
is B1. Clearly, in this situation, all cluster integrals reduce
to their tree-reducible value blR, which can be expressed
as a product of terms by, = (1/2 (see Appendix I):

1 _
bt = TR - (27)
where N; is the number of clusters with / numbered par-
ticles and I — 1 links, i.e. the number of classical tree-

diagrams containing [ particles:

N, =

(28)

{tree diagrams}

If we insert the corresponding value of b; into equations (2)
and (3), we obtain again equation (26). Moreover, equa-
tion (17) then becomes:

by _ %ﬂl(T,V) p=1=0b(T,V)p

P (29)

which contains only a linear density correction.

3 Quantum statistical physics: Boltzmann
statistics

We now leave classical statistical mechanics and reason
within quantum mechanics; in a first step, we consider
distinguishable particles (Boltzmann particles), postpon-
ing the discussion of the effects of quantum statistics to
the next section (bosons or fermions). We first introduce
our notation and then discuss the introduction of expo-
nentials from the structure of tree diagrams.

3.1 Notation

We assume that the Hamiltonian of the system of N non-
relativistic particles is:

N
H=Y"Ho(i)+ Y Vi

i<J

(30)

where Hy (i) is the one-particle energy (sum of its kinetic
energy plus coupling to an external potential) and where
the binary interaction potential V;; is a function of the
distance between particles ¢ and j:

Vij = V(|ri —x5]) = V(ri;) (31)

As in [4], we define the Ursell operators:

Ui(1) = exp[-B Ho(1)] (32)
and:
U2(1,2) = exp [ [Ho(1) + Ho(2) + Vi2]] — Ul(l)Ulggl,)

and so on for higher order Ursell operators Us(1,2,3),
Us(1,2,3,4), etc. All the Up’s for I > 2 have a cluster-
ing property; for instance, the diagonal matrix elements
of < ry,ry | Uy | r1,r2 > tend towards zero when the
distance | ry — ra | becomes larger than some micro-
scopic distance; in other words, the matrix elements of
the same operator in the momentum representation are
proportional to the inverse volume 1/V. One can then
express the canonical partition function Zy as a sum of
products of traces of operators U;’s, each corresponding
to a given diagram. Here, since we are dealing with Boltz-
mann particles, the number of diagrams is smaller than
in [4]; exchange cycles do not occur, which is equivalent
to limit them to cycles containing one particle only - in
other words we exclude all those diagrams that contain
horizontal lines?. Going to the grand canonical ensemble,
one can then show that the logarithm of the correspond-
ing partition function Z, .. is given by the following sum
of traces:

>
z
InZge =Y 7T {U(L2,,0) (34)

=1

where the factor 1/1! corresponds to the weight of the dia-
gram, which arises because there are [! equivalent ways to
distribute I numbered particles inside the Ursell operator,
as discussed in [4].

Rather than studying a thermodynamic potential, it
is often more convenient to focus the discussion on the
single particle density operator ps(1), as in ref. [6]. One
then gets:

pr(1) = 2U1 (1) + 22 Try {Us(1,2)}

3
z

+ 5TT2,3 {U3(1,2,3)}+ (35)

Now, because particle 1 is “tagged”, it plays a special role,

so that the generic term of this series is:

l{Ul(152535""l)} (36)

m I

with a weight 1/(I — 1)! corresponding to the equivalent
distributions of all the untagged particles. In the usual
graphical representation or Ursell diagrams [4][6], where
vertical lines symbolize U; operators (for I > 2) and hor-
izontal lines exchange cycles (we have already mentioned

2 As usual, we retain the overall 1/N! factor in the sym-
metrizer, in order to avoid some well-known difficulties of clas-
sical statistical mechanics (Gibbs paradox, etc.).
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that, since here we are dealing with distinguishable parti-
cles, no cycle of length greater than one occurs), equation
(35) becomes:

mm=H4+mj+%x%-h.

At this stage, it is convenient [6][18] to express the second
rank operators Us in terms of the operator U, defined by:

Uz(1,2) = VUL (1)U (2) Ua(1,2)

(for the moment, when | > 2, we do not specify the exact
relation between an U; operator and Uy, but we will come
back to this point later). We note that, here, U, is de-
fined symmetrically, with square roots of Uy operators on
each side (U; is a positive operator), so that Us is Her-
mitian - this was not the case in [19]. The introduction
of Uy has two advantages. First, factorizing the kinetic
energy brings the formalism closer to classical statistical
mechanics, where kinetic energy always factorizes out ex-
actly; in other words, Ux(4, ) is the quantum equivalent
of f;;, although it is not strictly analogous (in quantum
mechanics operators do not necessarily commute, so that
the kinetic energy can still play a role in Uz (4, j)). Second,
in the limit of low energies, it is possible to make use of
the MIME (momentum independent matrix elements) ap-
proximation, where the diagonal matrix elements of Us
are constants - see for instance the characterization of the
diagonal elements of U, in terms of the Ursell length in
[19]. Graphically, in order to distinguish Us’s from U,’s in
diagrams, we use two vertical parallel lines in the former
case, as in [4] and [5], but only a single line for Us’s.

(37)

Ui(DUL(2)  (38)

3.2 Tree-reducible part of U; and U,

For any value of I, we now define the tree-reducible op-

erator (or fully reducible operator) UIR by analogy with
the tree-reducible part of a classical cluster b;. Since the
classical links correspond to Us operators in quantum me-
chanics, and since the minimal number of links is [ — 1,
we will express the fully reducible operator U; as a prod-
uct of | — 1 operators Us; in addition, we also have to
take into account the fact that operators do not neces-
sarily commute with each other and apply an appropriate

symmetrization. We will therefore define UIR by a double
sum:

—R
Ul (172,...,l) == Z{Ug} ﬁ X
X Z{op. orderings} Uz(., ) Uz(., ) Ug(., )

The first sum symbolizes all different ways to choose sets
of I — 1 operators Us so that the product correspond to a
minimally connected cluster - in other words, in all classi-
cal tree-diagrams, we replace each f;; by the correspond-
ing Us(i,5). The second sum, together with the factor
1/(I — 1)1, corresponds to an average of the product of all

(39)

operators over all possible orderings of these [ — 1 oper-

ators. With this definition, U, is obviously Hermitian as
well as symmetrical with respect to all particles 1, 2,..., [.
For instance:

TR(1,2,3) = 4{T(1,2T(1,3) + Ta(L,3)Ts(1,2)
+5[0>(1,2)T5(2,3) + Us(2,3)Us(1,2)]
+1[T2(1,3)05(2,3) + Us(2,3)Us(1,3)]

(40)

We now wish to define an operator UlR that we will call
the tree-reducible part of U;. The first idea that comes to
mind is to mimic (38) and to define U by just multi-

plying UIR on both sides by a product of /U;’s. This is
possible, but it turns out that this definition would be
less convenient than another slightly different possibility,
where some square root operators are inserted at different
places. To introduce this definition, we first remark that
each term in the first summation of (39) can be associ-
ated with a tree, exactly as in the classical tree of figure
1, where particle 1 is put at the root, and all the rest of the
diagram is built exactly in the same way (the f;;’s are re-
placed by Ua(i,5)’s). The problem now is how to properly
“dress” this diagram with 1/U;’s in order to build a proper
UlR; we will do this operation progressively, starting from

the root. For particle 1, we choose to put /U1 (1) on each

side of UIR, as in (38). We then progress along the branches
of the tree; we first consider all Ux(1,5)’s that start from
the root, and associate to each of them one /U;(j) that
is inserted directly on the right side of this Us operator;
the other 1/U;i(j) is merely put at the end, after all the
U’s. We then proceed to apply exactly the same method
to the “second generation” of Us(j, k)’s, and again insert
one /U (k)’s directly on their right side, another at the
end, etc.. We continue this operation until the whole tree
is dressed with Up’s; the construction is sketched in fig-
ure 2, which shows the association between the additional
U,’s and the initial Ujy’s. Applying this dressing proce-
dure to each term of the right hand side of (39) leads to
an operator that we note (A]lR. For instance, if I = 3, we
have:

U8(1,2,3) = 1/Ti(D) | Ta(1,2)/Ti (@) U2(1,3) VT (3)+
+U2(1,3)/U1(3) Ua(1,2)4/Us(2)+
+T(1,2) /T (2) Ua(2,3)\/T1(3) + ] x
x\/Ul(l)Ul(Z)Ul(S)

(41)

Finally, to make sure that the operator U/ is Hermi-
tian, we simply define it as the Hermitian part of Uj:

UR@,2,..0) = % [(7,’*(1,2,...,1) + (ZAJZR(I,2,...,Z))T]
(42)

(we will nevertheless see that, in practice, this symmetriza-
tion has no consequence on the following calculations,
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N
= 0o
/

1 1

Fig. 2. In this diagram, the single lines symbolize Us opera-
tors (as opposed to double lines which symbolize U»’s in Ursell
diagrams). The figure illustrates symbolically how 1/Ui’s (sym-
bolized as squareroots va in the left part, as rectangles in the
right part) are inserted into each product of Us’s that appears
in U7, in order to build an operator UE.

which deal only with partial traces: the distinction be-
tween Ut and U is not essential here).

3.3 Partial trace

We now study the following partial trace with respect to
particles 2, 3, ..., [:

TT2’3’___1 {UIR(1,2,3,...,Z)} (43)
which is still an operator in the space of states of parti-
cle 1. Since Uf is obtained from (39) by adding +/U;’s
at appropriate places in each term of the sum, the trace
contained in (43) can itself be expressed as a sum of traces
of products of operators. To each of these terms, we will
now associate another sort of tree diagram, which resem-
bles that of figure 2, but where the order of the branches
now characterize the order of operators under the trace
(instead of being related to the numbering of the parti-
cles).

3.3.1 Normal ordering

The purpose of this section is to put the operators in a
standard order that can be described by a tree-diagram
corresponding to a well-defined contribution to the value
of the partial trace that provides p;. As before, the open
circle at the root of the tree corresponds to particle 1, but
now the upper branch corresponds to the first sequence of
operators that occur inside the trace, the first sub-branch
to the second sequence, etc. This new tree is actually not
very different from the initial tree: the only difference is
actually the way in which the ordering of its branches is
defined.

Let us first consider a given term contained in the right
hand side of (39), and suppose that we are interested in its
partial trace - for the moment we leave aside the /Ui ’s,
and define the notion of “normal ordering” for the par-
tial trace of any term that appear in the sum defining
Ui(1,2,...1). To reach this normal ordering, the first step

O
O O

1

Fig. 3. This figure shows a p; tree-diagram where the order
of the branches now determines the order of operators inside
a trace over variables of all particles, except particle number
1; the first vertical branch corresponds to the first group of
operators, the first secondary branch on the right to the next
group, etc. Moreover, each Uz carries with it two /U opera-
tors; in order to simplify the diagrams, we represent them as
half-squares (rectangles). A full square represents a U; opera-
tor.

is to locate the first operator of the product that contains
particle 1, as well as some other particle i, Us(1,4), and
to move it to the front (the left side of the product): all
operators that occurred before are moved to the end of the
series (the right), in the same order, by using the prop-
erty of circular permutation under the trace. The second
step is to locate, among all operators now sitting after
this operator, which is the first operator U, (i,j) con-
taining 7, and to move it to the second position, directly
to the right of Usy(1,4); this is possible since, if the in-
termediate operators do not contain® particle 1, they can
be moved to the left of Uy(1,4) and then to the end of
the series; if they contain particle 1, they cannot contain®
particle j, so that they can be moved just after Uy (4, j).
The series now begins with the product Us(1,4)U2(4, j).
The third step is similar to the second: one locates on the
right of Us(i, j) the first operator that contains particle
7, Ua(4,k), and moves it directly to the third rank, by
the same method: if the intermediate operators contain®
neither particle 1 nor particle 4, nor particle j, they are
moved to the front and then to the end; if they contain one
of them, they do not contain® particle k, they are moved
just after Us(j, k). The series now begins with the prod-
uct Us(1,i)Us(i,7)Us(j, k). The same process continues
by iteration until, at some point, one reaches the end of
the branch of the tree, with a numbered particle that does
not occur any other Us.

3 They cannot contain particle i by assumption.

4 They cannot contain both particles 1 and j, since otherwise
the two particles would be linked twice, which is contradictory
with the tree structure of figure 2.

® They cannot contain particle j by assumption.

% The intermediate operators can not contain at the same
time particle k and either particle 1, or i or j: for instance,
if they contained k and 4, those two particles would be linked
twice (directly and through particle j), which is contradictory
with the structure of the tree-diagram.
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One then proceeds to construct a new branch, and
therefore to select a ramification point. For this purpose,
one goes backwards from the end along the first branch, lo-
cates the first numbered particle m, in operator Us(m, p),
that occurs (at least) a second time in the list of remaining
operators, in Uz(m,n); this latter operator is then moved
directly to the right of Uz(m,p), and creates the starting
point of another branch. The new branch is then extended
by the same method as the first. When this branch is also
finished, two cases may occur: either particle m occurs a
third time (or more), so that three branches (or more) of
the tree will originate from the same point; or particle m
does not occur anymore, and one continues to move back-
wards in the main branch to find another particle that oc-
curs again in one of the non-ordered Us’s. At some point,
all operators have been moved to their appropriate place,
and the process stops.

Now, to get the contribution to the trace, we have
to add +/U;’s at the appropriate places, but this does
not change much to the reasoning that me have made
for reaching the normal ordering of the operators: the
/Uy’s at the end of the product do not move during the
operation, while those that directly follow Us’s move to-
gether with this operator (this is possible since they do not
change the commutations rules). Consequently, all opera-
tors can be put into their normal ordering exactly in the
same way, as for Us’s only.

Obviously, the numbering of all particles, except par-
ticle 1, is totally irrelevant for the value of the trace, since
it defines dummy variables; what is important is the ge-
ometry of the tree, since it determines the value of the
operator obtained after the partial trace is taken’. There-
fore, a diagram such as that of figure 3 corresponds to a
well-defined contribution to the trace. Another remark is
that the contribution of UlR to the trace already provides
an Hermitian operator acting on particle 1: by circular
permutation under the traces, it is easy to see that the
only change induced by a reversing of the order of the op-
erators leads to a thee where the order of the branches is
reversed, in other words to a tree that already exists in U, lR
and ensures Hermiticity of the partial trace. This means
that the Hermitian symmetrization of (42) is actually not
necessary; from now on, we will therefore only consider
the trace of UJ.

3.3.2 Weights of tree-diagrams

From the results of Ehe preceding section, we can express
the partial trace of U, IR as a sum over all diagrams such as
that of figure 3; we now wish to know what their weight is,
or in other words, how many terms of the double sum (39)
correspond to each diagram. The reasoning is analogous
to the reasoning of § 2.3, except that now we are dealing
with order of operators, instead of particle numberings.
Suppose that we ascribe arbitrary particle numbers to all
nodes of this diagram - since particle 1 is always at the

" But different trees do not necessarily correspond to differ-
ent results.

root of the diagram, this can be done in (I — 1)! different
ways. To each of these numberings corresponds a given se-
quence of U, operators, and therefore a given term of the
first summation of (39). Now, how many terms of the sec-
ond summation then correspond to this given diagram? To
answer this question depends on the branching (or rami-
fication) factors rq, ro, etc. defined in § 2.3. In the list of
Us’s, the only non-commuting operators are those which
contain one common particle®. Starting from any order of
operators, and after ordering them according to the pro-
cedure of § 3.3.1, it is easy to see that there is a probabil-
ity 1/(r1)! that the first ramification will take place with
the appropriate order of chain of operators, a probability
1/(r1)!(r2)! that the right order is still obtained after two
ramifications, etc.. Finally, among all operators that are
contained in the second sum of (39), the number or terms
that correspond to each tree-diagram is:

a1 ()

If we take into account the factor (I — 1)! mentioned be-
fore (corresponding to the first summation) as well as the
factor 1/(l — 1)! which is explicit in (39), we obtain the
following weight of the tree-diagram:

1 (-1 (-1

— 1) = 4
(=1 (I =DV IT(ry)! T(r)! (45)
so that we eventually obtain:
(-1
Tras,.1{U1,2,3,..,0)} = Z A Taiag.(1)
{p1 diagrams}
(46)

where Tyi04.(1) is the operator (acting on the variables
of particle 1) that is obtained by the partial trace cor-
responding to the diagram with branching factors rq, ra,
etc.

3.4 Energy shift for p;

The next step is to obtain the one-particle density from the
previous considerations. Its expression in terms of Ursell
operators [5] (only retaining their tree-reducible part) is:

pI(]-) = ZUl(l) + Z2T7‘2 {UQR(].,2) }

3
z
+ 5 TT2,3 {U§(1,2,3) } + ... (47)

-1

+ ﬁTﬁ,..,l {UF D+ )+

Replacing the reduced Ursell operators by their expression
as sums of tree-diagrams and taking the counting factors

8 They never contain two, otherwise the diagram would not
be minimally connected.
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into account (45), we see that pr becomes:
z
1+ =

1XT+

22 | 2!
+E 5 —|——><
7
l—l

pr(1) = V2U:(1)

L B

zl—l

-

+o+

2U1(1)
(48)

It is now possible to regroup diagrams according to the
“first branching factor” 1/(rq)!, and to write:

1) = /20 (1) {1+ T T/?

1]
ZT + z2<E + %z?(E

ZUl(l)

+11
(49)

=
N

S ;
+
+

+ -

Again, we notice a self-similarity property of the expan-
sion, which makes one-particle density operators appear
on the right hand side of the equation:

zUl 1+T zl T—m-l— -+
+%XE+...

T1:

pr(l) =

2U; (1) (50)

We now recognize the development of an exponential op-
erator, and finally obtain:

pr(1) = VUL (1) exp (Tra {T(1,2) pr() V01 (1)
(51)
or:
—BA) =Try {Ta(1,2) pr(2)} (52)

We therefore find that the energy shift depends linearly
on the one-particle density operator (proportional to the
density), which corresponds exactly to the mean-field ap-
proximation.
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3.5 Physical discussion

The preceding calculation illustrates the physics that is
behind the construction of a mean-field: when the test
particle 1 interacts with another particle ¢, it is also pos-
sible that this particle interacts in turn with particle j,
and so on. Moreover, either the test particle or any other
particle may perfectly well interact with several others;
this introduces branching in the interaction tree, either
directly at the root or at any other place. What is not pos-
sible is to create “loops”: any particle can interact with
one or several neighbors, and these interactions can propa-
gate further to other particles through many intermediate
carriers, but they should never come back to the original
particle. This is very similar to the “no re-collision” as-
sumption which is behind the “molecular chaos Ansatz”
of the Boltzmann transport equation.

We note that the expression (52) involves the opera-
tor Us(1,2), instead of the potential itself Vi, as in the
usual expressions of the mean-field. In other words, the
mean-field involves matrix elements of an exponential con-
taining the interaction potential (see definition (33) of the
second Ursell operator), more precisely the difference be-
tween two exponentials (corresponding to a change of the
local Boltzmann equilibrium), instead of not merely the
matrix elements of V5 itself. Of course, if this potential
can be treated to first order, this makes no difference, as
shown by an elementary calculation. But realistic inter-
atomic potentials can not be treated properly by first or-
der perturbation theory (Born approximation), and this
exponential may actually introduce an enormous differ-
ence. A well-known illustration of this fact is given by
alkali atoms, which have a strongly attractive potential
sustaining many bound states (V12 is negative, except in
the very short range part of the potential); nevertheless,
the phase shift at zero energy may correspond, either to a
positive scattering length (effective repulsion), or to a neg-
ative value (effective attraction), depending on small de-
tails of the potential and on a very delicate balance effect
between attraction and repulsion®. A naive reasoning in
terms of the potential itself could lead to the idea that, in
a dilute gas of alkali atoms, the mean-field should always
be very attractive. Of course, this is known to be incor-
rect: the mean-field is actually repulsive when a is positive,
and attractive only when a is negative. The usual way to
understand this property is to replace the real potential
V12 by a pseudo-potential, which is directly proportional
to the scattering length a and treated to first order, a
somewhat heuristic method (since the exact reason why
using the real potential is incorrect is not so clear). Here,
we clearly see that what appears naturally is the matrix
elements of Us(1,2); as shown in [19], the latter can be
expressed in terms of phase shifts and be shown to be pro-
portional to the scattering length'® a: for instance, if the

9 Even a purely attractive potential may have a positive or
negative scattering length, depending on the position of the
last bound state with respect to the continuum.

10 More precisely, this is true for the dominant part of the ma-
trix element, which depends on the value of the collision wave
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latter is positive, we directly get a positive value for the
mean-field, without any special manipulation®®.

Another remark is that (51) and (52) give pr as the
product of exponentials, and not the exponential of a sum,
which is not the same thing if the operators do not com-
mute. For translationally invariant systems, this distinc-
tion vanishes since all the single particle operators are
diagonal in the same basis (the momentum basis), and
therefore commute. In other cases, one should be care-
ful to take into account non-commutativity of operators;
for instance, the Hermitian operator A can not be seen
exactly as a correction to the one-particle Hamiltonian.

Finally, we remark that our reasoning could be gen-
eralized. Here, we have expressed all reducible parts of
Ursell operators in terms of Us, which is its own irre-

ducible part; we have left aside the irreducible part U;M'
of Us. But it should be possible to go further, and to use

U;M' as the starting point of another decomposition of
all U;’s for I > 4; in this way, all these U;’s could give
a contribution to the energy shift A that is quadratic in
the density. More details on this calculation are given in
Appendix III.

4 Quantum statistical physics: identical
particles

The formalism for identical (Bose or Fermi) particles dif-
fers from Boltzmann particles by the inclusion of exchange
cycles. They introduce horizontal parts in the Ursell op-
erator diagrams [4][5][6], which combine with the vertical
lines associated with the Ursell operators; many more di-
agrams have to be taken into account in order to include
quantum statistics. Despite this big difference, we will see
that the formalism introduces almost the same mechanism
and that the exponential of energy corrections also appear
naturally.

functions outside of the interaction potential (asymptotic value
of the scattering states). Another contribution arises from the
wave functions inside the potential. Nevertheless, if the range
of the potential is very small, the latter contribution remains
negligible.

1 Of course, other methods to prove the same result also
exist; for instance, in the Green’s function formalism, the sum-
mation of an infinite series of ladder diagrams can be used to
construct the scattering length from the potential itself.

4.1 General equations

As shown in reference [5], for identical particles, equation
(35) should be replaced by:

Imﬂ
pr = fi1 +EafA-—I+nfi)

ey P e

Iilﬂil
.
+ [0 /il HI+n /i + ...

where f; is the one-particle density operator for an ideal
gas:

ZUl (].)
with n = +1 for bosons, n = —1 for fermions. In (53),
the operators [1 + nfi] arise from a summation over all
possible values of cycle length [ (ranging from [ = 0 to in-
finity) of the product [nzU;(1)]' - the origin of the factor
7 is that, for fermions, every exchange cycle of length [ in-
troduces a (—1)! sign into the diagram which contains it.
Generally speaking, in all such diagrams, the lowest hori-
zontal line corresponds to the multiplication of operators
acting in the space of particle 1, while all the other lines
above correspond to traced variables of other particles.
In [6], the series giving pr was re-written in a self-
consistent way, which resums in one single diagram an
infinite number of diagrams of the initial series (53):

e = 1+ 5 e
+ I1+nfllml+npzl

+ I1+nfllml+nml + ...

For instance, the diagram of the third line of (53), as well
as many other similar diagrams, are now included in the
first term after f; in (55), which symbolizes the partial
trace:

22 (1 +0f1(1)) Tr2{U2(1,2) [1 +npr(2)]} (1 + npf(é)%

(55)

In (55), the second term after f; turns out to be the
exchange term of (56), since it can be written:
222 (14 nfi(1)) Tr2 {Ua(1,2) 0 Pes.(1,2) [1+np1(2)]} x
X (1+mnpr(1)) (57)

where P, is the exchange operator between particles 1
and 2. These two terms therefore group naturally together
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XE+npg]
XEEneg]
OXEE7neq]

1

Fig. 4. With quantum statistics, this diagram replaces the
diagram in the right part of figure 2; note the presence of the
statistical [1 + npr] factors.

with the introduction of the symmetrized (S: n = 1) or
antisymmetrized (A: n = —1) form of the U, operator:

1+nP.;.(1,2)

U2S,A(172) = 2

Ux(1,2) (58)

For a dilute gas, they were interpreted in [6] as the mean-
field correction, which provides no correction to the criti-
cal temperature of the gas within the MIME approxima-
tion (see §3.1). The explicit expression of the third term
is, similarly:

222 (1+nf1(1)) Tr2 {U2(1,2) (1+npr(1)) (14 np1(2)) x
xU2(1,2) (1 +npr(2)) (1+npr(1))}

and, as the preceding term, it groups with another dia-
gram (not shown) that appears as its exchange diagram.

4.2 Introducing exponentials

Our purpose now is to introduce exponentials in order to

make energy shifts appear explicitly. For the ideal gas,

the one particle distribution is given by (54) so that, since
2

n°=1:

1+n(f1)" =0 [2U1] " =nexp[8(Hi(1) - p)] (60)
Similarly:
n L) = 1+flnf1 _.t (61

where the same exponential appears, now with a negative
exponent. To calculate energy shifts, it is therefore natural
to introduce quantities such as 1+n(p;) ! or py /(1+np1)-
To do this, we remark that the lower lines of all di-
agrams contained in (53) start and end with the same
operators, so that equation (55) can be re-written as:

pr(1) = fi(1) + 1 +nfi(1)] K1) [1+npr(1)] (62)

where the operator K is an infinite sum of partial traces,

(59)

in the horizontal lines:

(63)

In other words, the diagrams corresponding to K are ob-
tained from those corresponding to p; by simply removing
the two external parts of the lowest line (diagram ampu-
tation). The operator K is clearly Hermitian, as can be
shown by using circular permutation of operators under
the trace. There is an obvious analogy between operator
K and the self-energies in the formalism of Green’s func-
tions.

Now, if we multiply both sides of (62) by (f1) " on the
left, and by (pr)~! on the right, we obtain:

(7 =+ (1+n ()7) K (147 (007
(64)

or, if we multiply both sides by 7, add 1, and take (61)
into account:

L+n ()7 = [1+ GO T K] L+ ()] (63)
or again:
- +”7’7p1 =2U + K (66)

In the absence of interaction, K vanishes and we recover
(61); K appears therefore as analogous to a correction to
zU; introduced by the interactions, in other words to a
correction to the single particle energy.

To make this analogy more precise, by similarity with
(60), we define the energy shift operator A(1) by!%:

1+ (npr) ™t = UL (1)] /2 240 oy (1] (67)

which immediately leads to:

exp{—fAQ)}= |1+

1 1
\/ZUl(l) K(l) \/ZUl(].) (68)

The series defining the operator K (1) therefore contains
all the information on the energy shifts for the single-
particle density operator; equation (68) is the equivalent
of relation (86) of Appendix II, in an operator form, when
quantum statistics is added.

12 We could also have used another definition of the energy
shift operator, by introducing the exponential of a sum instead
of the product of exponentials:

[1 + (7][)1)71] =7 P H1(+AM) —p)

It turns out that, for the present calculation, definition (67) is

containing various number of traced Us’s as well as [1 + npr]’smore convenient.
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4.3 Calculating the energy shifts

Our purpose now is to express the energy shift as a func-
tion of the density, or of the single particle density op-
erator py, as we did in classical statistical physics. This
raises two problems: first, we have to build an exponential
from the infinite series that provides K; second, we have to
understand how the density operator p; appears, instead
of the factors [1 + npr(i)] that seem to be systematically
present in all terms of the series. We will see that the two
problems “cure each other” and that the result the calcu-
lation leads to an systematic and satisfactory grouping of
the terms for a dense system. To do this, we begin with a
simple case, where only the direct term of the mean-field
is taken into account.

4.3.1 Direct term

We now take an approximation of expression (63) of K by
retaining only the diagrams that contain one single Us,
one single Us, ... one single Uj, ... and where all the U,
operators are connected to [ different cycles:

Moreover, we replace each Ursell operators U; by its tree-
reducible part. This leads to the equation:

(69)

K(1) = 2% Tra{U2(1,2) [1 + npr(2)]}
+57 Tra5 {USH(1,2,3) (1 + npr(2)] [1 +nps (3)]}
+....

+ iy Tra, {UR (L 1) [L 4 1pr (2)] -

x[1+npr(D]} + -
(70)

For the sake of simplicity, we will even replace here the op-
erators U by their non-symmetrized part UF (see equa-
tion (42)); nevertheless, since at the end we will find an
Hermitian operator, this has no consequence on the re-
sult. Graphically, if we represent as before the +/U;’s by
vertical rectangles, U;’s by squares and multiplication by
[1 4+ np1] by long horizontal rectangles as in figure 4, (70)
then corresponds to:

(r[vx
z
. IF7e1]
X[ Fam) |T:]x
2% 2! T/Dx 2! £ .

We now notice the same kind of self-similarity of the se-
ries than in the case of Boltzmann statistics. There are
nevertheless two differences. The first is that the operator
that is resummed in the branches is now K, or actually
the sum zU; + K (the term 2U; is introduced by the 1
that is present at each node but absent as the first term

in the series); the second is that this operator is multi-
plied on the right by the factor [1 + 7 p;], so that we get
the product:
[2U1 + K] x [1+7p1] (72)
But, according to (66), this product is merely equal to p;.
We therefore have:
K(].) = 1/ Ul(].) [exp (T’I‘2 {Uz(l, 2) p[(2)}) - ].] Ul(].)
(73)

(the —1 arises because the first term of the exponential
series is absent from K). Inserting this result into (68)
finally provides:

—BA1) =Try {U2(1,2)ps(2) }

which is exactly the same result as for Boltzmann statis-
tics. We can now check that the final result is Hermitian,
so that it was indeed correct to ignore the Hermitian sym-

metrization of the operators ﬁlR.

(74)

4.3.2 Exchange term

We now add exchange terms into (69). An example of
such a term is the second term of the right hand side of
(63): we have already noticed that this term is obtained
by replacing Us(1,2) by Us(1,2)P., in the direct mean-
field term associated with the linear density term in K. In
other words, the sum of the two terms corresponds to the
following substitution:

Us(1,2) = Ua(1,2) [L +7Pos.(1,2)] = 2T5 " (1,2)
(75)

where P, (1,2) is the exchange operator for particles 1
and 2. More generally, the question is whether each term
in the whole series of terms of (71), which eventually leads
to an exponential, contains all exchange terms that are
necessary to perform substitution (75).

In order to construct the diagrams which are exchange
diagrams for the mean-field, it is useful to remember the
origin of each Ursell diagram: it arises from the associa-
tion of a set of U’s (with | > 2) with permutation cycles;
in the diagrams that we have retained so far, only one U
is present, and each of the [ particles is included in a dif-
ferent cycle, containing none of the other particles. Let us
now consider two particles, ¢ and k, that sit initially in dif-
ferent cycles; if we apply an additional exchange operator
P.,(i,7) to the product of the two cycles, it is easy to see
that we obtain a larger cycle with an length which is the
sum of the two initial lengths: the two cycles merely co-
alesce into one. This immediately leads to another Ursell
diagram, such as the two first that are shown in figure 5
(a and b) in the particular case | = 3. One can then re-
peat the operation and apply another exchange operator
to the result, which will make two more cycles fuse to-
gether into an even larger cycle; in this way still another
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%Hnm
a)

b)

T+npihm{ldnerl
El-l-anEl-l-an]-ﬂ-l-ﬂpﬂ
c)

Fig. 5. Exchange diagrams for the case [ = 3; the direct term from which these diagrams are obtained is the second term in

the right hand side of (69).

Fig. 6. An example of a “correlation diagram”, where ex-
change cycles and Ursell operators (Us’s e.g.) combine to make
a “loop”. This diagram provides a contribution which is beyond
mean-field.

diagram is obtained, such as the last shown in figure 5
(c). This introduction of exchange may be repeated until
all pairs of particles contained in U links are exchanged,
which leads to a maximum cycle of length [ containing
all of them. Altogether, 2/~! — 1 different diagrams cor-
respond to all possible ways to fuse together the various
cycles; they provide all the exchange diagrams associated
with the initial direct diagram.

Finally, we have to replace in all these diagrams U; by
the sum of product of U, operators that corresponds to
U, as we did for the direct terms; we replace the “skele-
ton” provided by U; by all possible trees. The result of this
operation is the same as for the direct terms: any branch-
ing at the root introduce a product of operators, while
branching at the other nodes introduces a product inside
a partial trace. The situation is thus not different than
before, except that two sorts of links now occur, with or
without exchange; the summation of the series then pro-
vides nothing but the exponential of a sum. We therefore
obtain the simple result:

—BA(1) =Tr2 {U2(1,2) [1 +nPes.(1,2)] pr(2)}  (76)
which shows that it is the symmetrized form of Us that
appears naturally in the expression of the mean-field.

4.3.3 Correlations

Can we go further in this exponentiation, and try to in-
clude in the energy shift terms such as that corresponding
to the diagram of figure 67

As we have seen, the exponentiation operation involves
the consideration of operators that are the square, the
cube, etc. of the lowest order operator. Could we some-
how consider diagrams such as that of figure 6, but where
Us are introduced, replace Us by a tree diagram, and show

that the result is the square of the initial operator? Actu-
ally, this does not seem to be possible. One reason is that
the square of an operator such as that shown in figure 6
would involve particle 1 to be part of two independent cy-
cles, a situation that never occurs in Ursell diagrams. For
this reason, we have not been able to exponentiate the di-
agram of figure 6. One possibility is to consider this class
of terms as small correction to the mean-field exponential
terms, to be treated linearly (as was done for instance in
[6]). This is indeed possible above the Bose-Einstein tran-
sition point, but it is certainly not correct below this point,
as we discuss below. As a consequence, the validity of our
calculations is limited to non-condensed Bose systems.

4.4 Physical discussion

The energy shift operator A(1) is reminiscent of the self-
energy operator of temperature Green’s function’s theo-
ries, but actually it corresponds to a different notion. Self-
energies include a notion of time, or frequency (or Mat-
subara discrete frequencies), while time evolution is absent
from the formalism of Ursell operators: only equilibrium
properties are obtained, which excludes notions such as
time dependent response functions, collective modes and
quasiparticles. In other words, only the equilibrium single
particle density operator is calculated, which contains less
information (integrated information over all frequencies)
than full Green’s functions. It is nevertheless interesting to
see how the formalism manages to reconstruct the energy
exponentials, with or without exchange cycles, and that at
the end the mean-field expression simplifies to introduce
the single particle density operator itself in a consistent
way. It is also worth noticing that the relevant matrix el-
ements to calculate this mean field are not those of the
bare interaction potential V75, but rather those of an op-
erator Us(1,2) that contains Vi in an exponential - we
have already discussed in § 3.5, its relation with the intro-
duction of the scattering length as the relevant parameter
to describe the interactions.

Of course, one should keep in mind that the notion
of mean-field is not exact: we have summed only limited
classes of diagrams; moreover, we have replaced the U;’s by
their reducible part U/t In the case of bosons for instance,
it is known [6][20] that correlation diagrams such as that
shown in figure 6 play an essential role just above the
Bose-Einstein transition point, and even that the theory
takes a non-perturbative character at the transition tem-
perature, so that no limitation to any finite set of diagrams
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(or of class of diagrams) is in principle possible. Below the
condensation point, the situation is even more dramatic.
The reason is that a ladder diagram with M ladders (Us
operators) and an intermediate state with an extensive
population (the condensed state) is proportional to the
YM=2 (where V is the volume), which makes it diverge
in the thermodynamic limit as soon as M > 3: however
small the interaction parameter is, these terms will always
dominate the others in the thermodynamic limit. A sim-
ilar situation occurs for the so called “bubble diagrams”.
As a consequence, since we have ignored all these correla-
tion diagrams, in their present form our calculations have
a validity that is limited to non-condensed boson systems.
Actually, one would expect that, in a condensed system,
the mean-field should include two different parts, due to
excitations and to the condensate respectively, but for the
moment we have not explored this question.

5 Conclusion

At the end of their 1938 article, Kahn and Uhlenbeck [21]
remark that “[they] have not been able to generalize this
physical interpretation of the §; [(irreducible cluster in-
tegrals)] to the quantum theory.” In the present article,
we have achieved this goal: we have provided a consis-
tent derivation of the exponentials that introduce the en-
ergy shifts A, from which the equation of state can in
turn be derived as in classical statistical physics. Actu-
ally, in the article, we emphasize how the linear density
term can be derived, but Appendix III discusses briefly
how higher order density terms could also be included.
For a classical system, our method is different, and in a
sense simpler, than that of Hansen and McDonald [10]; it
does not require any reasoning in the complex plane and
we have shown how the exponentials of p; appear rather
naturally in the calculations. The operator that plays the
basic role in all our calculations is Us(1,2); its matrix el-
ements depend on the asymptotic (long distance) proper-
ties of the two body scattering wave functions. But, in fact,
Us(1,2) contains more information than only asymptotic
wave functions and phase shifts: it also contains informa-
tion about short range effects of the potential (atoms in
the middle of a collision) as well as about bound states; it
would be interesting to explore their consequences on the
properties of the mean-field.

The Laboratoire Kastler Brossel (LKB) is Unité Mixte de Re-
cherche du CNRS (UMR 8552) et de I'Université Pierre et
Marie Curie (Paris).

APPENDIX I

In this appendix, we explain why classical tree-diagrams
consisting of [ particles all have the same numerical value,

J.N. Fuchs et al.: Ursell operators in statistical physics of dense systems

namely (8;)!!.Let us consider the following integral cor-
responding to a [ particles tree-diagram:
1
Tdmg_ = V /d37‘1 dSTz...dBTl f12...fij...fkl (77)

Each Mayer function appearing in it depends on the rela-
tive distance between two particles:

fij = f(ri —x;]) = f(ri;)

Let x5, be the relative position vector between particle k
and the preceding particle in the branch starting from the
root. There is [—1 such vectors (k = 2 to [). The important
thing to notice is that each Mayer function depends on
only one xi, and that two Mayer functions in the product
necessarily depend on different xj. Let

(78)

1
R= i(rl +ry+...417)
be the center of “mass” position vector. Then making a
change of variables in the integral from (ry, ra,..., r;) to
(R, x2,..., X;) (the Jacobian is one), we obtain:

(79)

1
Tiing. = 5 [ @R Eoain f(22) f(0)  (50)
We can then integrate over the variable R to get rid of the
volume factor. The [ — 1 integrals that are left separate so
that:

Zm“:/f“f@”“/fmf@n=(/fzﬂmy1

(81)

But the integral of the Mayer function is precisely what we
called the first irreducible cluster integral 8, (see equation
(15)), so that we finally get:

Tdiag. = (/Bl)l_l (82)

APPENDIX I

In this appendix, we emphasize the similarity between
the equation that gives the energy shift as a function of
the density and the elimination of z between (2) and (3)
that provides the equation of state. For simplicity, we as-
sume that no external potential acts on the particles, so
that translational invariance is satisfied. We call p; the
diagonal elements of pr :

pk =<k|prlk>
and u; (k) those of Uy:

(83)

ui (k) =<k | U | k >= e Per

where ey, is the single particle kinetic energy. As for the
diagonal elements of U, in the momentum representation,
we note them:

UQ(kl,kQ) =< ki, ko | Us | ki, ko >
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(for the moment we do not make the MIME approxima-
tion), us(ky,ks,ks) for those of Us, etc. Equation (35)
then provides:
px = uy(k) [z + 22 Y un(ke, ko) un (k) +
3 I 1
+% Zk' Zk” U3(k1,k2,k3) ’Lbl(k )ul(k )  RTTT
(84)
Now, if we introduce the energy shift A(k) by the relation: I
Al Fig. 7. An example of a diagram including irreducible parts
pr = 2z u1 (k) x e Ak (85) Uém of the three particle Ursell operator Us, symbolized by
) triangles, in addition to straight lines representing the Uj’s.
we obtain: Such diagrams contribute to a tern in the energy shift which
, is quadratic in pr.
6_’6A(k) =1+ zEk' UQ(kl,kz) ul(k )+
2 ! "
+Z7 Zk' Zk” U3(k1,k2,k3) Uy (k )ul(k ) + ...
(86)

In this relation, we express the energy shift A(k) as a
function of a series in power of the populations z u; (k) of
the ideal gas; but if we write:

e P09 =14 3 uz (ki ko) 745 py

A ! A "
+% Zkl Zk” u3(k17k27k3) eB[ (k )+ (k )] pk’pk”
+...

(87)

we obtain another expression where only the actual popu-
lations p,+ play a role, and from which the variable z has
now disappeared. Finally, it is sufficient to take the log-
arithm of the right hand side of this series to obtain the
expression of the energy shift A(k) as a function of the
populations as well as all the other energy shifts A(k').
In the MIME approximation, the interactions constants
u2, uz, etc. factorize out of the sums, the energy shift be-
comes a constant A that is independent of k, and one
merely obtains:
e‘ﬁA:1+uQeﬁAN+%e2BAN2+... (88)
where N = (N) is the mean total number of particles (the
trace of pr). This equation provides an implicit equation
between the energy shift A and the density p = N/V
(since us is proportional to the inverse volume, us to the
square of this inverse volume, etc.) From this result, one
can expand the energy shift in powers of the density:
A=u2N+uI3N2—|—u:1N3+... (89)
where the new coefficients u'3, u;, ... can be calculated step
by step by inserting this relation into (88); here again, the
first term in the right hand side of (89) corresponds to the
mean-field, and the following terms to density corrections.
We note the similarity between this result and the usual
elimination of z between the two z-expansions of the pres-
sure and the density, which provides the equation of state,
where only the actual density of the system appears. We

also remark that, in general, the energy shift has a con-
tribution that is linear in density, which can be called
mean-field, but also higher order density terms (density
corrections to the mean-field).

APPENDIX IIT

We have defined in section 3.2 the reducible part Uﬁ(l, 2,..,10)

of any Ursell operator U;(1,2, ...l) in terms of “trees” made
of chains of U, operators. For instance, the Ursell operator
of order | = 3 then becomes the sum of a tree-reducible
part and of an irreducible part:

U3(17 25 3)

==Irr.

=T3(1,2,3) + U3 "(1,2,3)  (90)

In this appendix, we sketch how the notion of reducibility
—TIrr.
could be generalized: the irreducible part U could be
used, exactly as Us, as a starting point to define a “Us-
reducible” part of all operators U; with [ > 4 in terms of
— —Irr.
products of Usy’s and U3TT ’s.

The basic idea is to build trees, not only with lines
that represent U,’s, but also with triangles that repre-
sent U;M"s. Figure 7 shows an example of such a tree: at
each branching point, one may now connect either lines,
or one corner of a triangle; in the latter case, the two other
corners can be used as starting points in order to extend

the branch further, with any product of Us’s and Ué”"s,

One difference is that, because each U;M', once added,
introduces two new possible branching points (instead of
a single one for a Us), the question arises as to which
one is represented first in the clockwise order; it is easy to
see that this introduces a 1/2 factor per U?T' contained in
the diagram into the corresponding weight. Otherwise, not
much is changed, provided of course all branching factors

(including those resulting from U;M' ’s) are included in the
weight; in other words, in formula (28), a factor (1/2)"s is

—TIrr.

added (where n3 is the number of U, ’s), and the ram-
—Irr.

ification factors r; now include the effect of U ’s. This
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being done, the property of self similarity appears again
in the series, and the essence of the reasoning still holds
with relatively minor changes.

Finally, one is led to the introduction of an exponen-
tial:

e—BAM) (91)
where A(1) would now be given by the sum:
—BA(1) = Tr2 {Ua(1,2)p1(2) } +

+ Tras {%Ug”u, 2, 3)p1(2)p1(3)} (92)

In other words, the energy shift would no longer be pro-
portional to the single particle density operator, but would
contain a term that is quadratic in py. Similarly, one can

expect that the irreducible part Ufr' of U4 would lead to
a contribution to the energy shift that is cubic in py, and
so on. We have not yet performed these calculations.
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We consider an ultracold gas of (noncondensed) bosons or fermions with two internal states, and we
study the effect of a gradient of the transition frequency between these states. When a 77 /2 1f pulse is
applied to the sample, exchange effects during collisions transfer the atoms into internal states which
depend on the direction of their velocity. This results, after a short time, in a spatial separation between
the two states. A kinetic equation is solved analytically and numerically; the results agree well with the

recent observations of Lewandowski et al.
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In the last few years, the study of ultracold gases has
generated a wealth of very interesting results. Spectacular
examples are given by Bose condensed gases, but gases
above their degeneracy temperature also provide exciting
and unexpected results. For instance, recent experiments
by Lewandowski ef al. [1] have shown the existence of
a remarkable phenomenon, observed when a rf pulse is
applied to a 8’Rb gas with two internal states, cooled by
laser irradiation and evaporative cooling (but not Bose con-
densed). Since the two internal states are similar to two
different species of atoms, the authors describe their ob-
servation as a ‘“segregation” between the species. They
also mention that the differential Stern-Gerlach force, due
to the magnetic gradient acting on the species, is too small
to explain the segregation, which is actually related to in-
teractions between the atoms. The purpose of the present
Letter is to show that the “identical spin rotation effect”
(ISRE) provides a qualitative and a quantitative explana-
tion of the observations.

The ISRE was introduced in [2] as a microscopic phe-
nomenon taking place during a binary collision between
two identical atoms with internal degrees of freedom, nu-
clear spins, for instance. The effect is a consequence
of quantum indistinguishability; it introduces a rotation
of each spin around their sum (in opposite directions for
bosons and fermions). For instance, if a single atom with
a spin polarization in a given direction crosses a gas of
identical atoms polarized in another direction, the spin of
the transmitted atom undergoes a rotation; this is similar
to the rotation of the polarization of photons in the Fara-
day effect. On a macroscopic scale, the effect can affect
transport properties of gases with internal states. For in-
stance, Ref. [3] considers a gas which is in a “classical”
regime in terms of equilibrium properties, but where quan-
tum effects are important in binary collisions. When the
density is sufficient to reach a hydrodynamic regime, this
work shows the existence of transverse spin waves, analo-
gous to spin waves in degenerate liquid 3He [4]. Simi-
lar predictions had been made independently by Bashkin
[5] from a more macroscopic point of view, based on the
notion of “molecular field” (or mean field)—see also the
work of Lévy and Ruckenstein [6]. Transverse spin waves
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in gases were subsequently observed in H| [7] as well as
in helium [8,9].

Another prediction made in Ref. [3] (end of Sec. 1) is
that the ISRE can also create “longitudinal oscillations”
when a 77 /2 pulse is applied to the sample, provided the
transverse spin polarization is inhomogeneous. Here we
show that the phenomenon described in Ref. [1] is pre-
cisely this effect, transposed to the pseudospin associated
with the two hyperfine levels relevant in the experiment,
as foreseen by the authors who mention a “longitudinal
spin effect” in their conclusion. The major differences are
that the experiment was performed at a density where the
hydrodynamic regime is not reached and that the spin os-
cillations are not of small amplitude.

A point which emerged from the early studies on spin
waves in gases, sometimes after vivid controversy, is that
the effect of binary collisions in a gas are well described
by a simple mean field calculation, provided one considers
forward scattering only. In condensed matter, each par-
ticle interacts at the same time with several others; it seems
natural that their individual effects should be well averaged
by the test particle so that mean field theory should apply.
By contrast, in a dilute gas, particles are “free almost all
the time”; they interact only during brief collisions, with
a single partner with which they can develop strong corre-
lations. Indeed, in atomic physics, one rarely studies col-
lision processes within mean field theory. Nevertheless, it
turns out that the average effect of many collisions in the
forward direction is equivalent to the results of mean field
theory, if one replaces the real binary interaction poten-
tial by a pseudopotential involving directly the scattering
length (using the real potential would lead to meaningless
results); the equivalence holds in the limit of low collision
energy (the ISRE in the forward direction dominates over
lateral scattering at very low energies since the correspond-
ing “cross section” 71%4 diverges [2]).

In the experimental conditions of Ref. [1], the atoms
are in an axially symmetric magnetic trap elongated in
the Ox direction. Initially the gas is at equilibrium with
only state 1 populated. One then applies a 77 /2 rf pulse
which, suddenly, puts all the atoms into the same coherent
superposition of states 1 and 2, corresponding to a uniform
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transverse polarization of the pseudospin. The system is
then left free to evolve, and one observes the time evolution
of the local densities n; and n;.

We begin with a qualitative physical discussion of the
sequence of events. Since the field gradient creates an in-
homogeneous spin precession, the gas develops a gradient
of transverse spin orientation: correlations are created be-
tween position and transverse spin orientation. The free
thermal motion of the atoms then creates correlations be-
tween velocity and transverse spin. Thus, a particle mov-
ing with a given velocity at point x gets a spin polarization
which is not parallel to the average local spin polarization,
so that the ISRE precession takes place. This makes its
spin polarization leave the transverse plane and develop a
nonzero value of its longitudinal component, with an op-
posite sign for different signs of the x component of the
velocity of the atom. The appearance of this component
indicates the beginning of an internal conversion, which
eventually results in spatial separation of the atoms in dif-
ferent internal states. We emphasize that the apparent seg-
regation is not the result of a spatial separation of atoms in
fixed internal states, as for two different chemical species;
on the contrary, without changing their spatial position,
the ISRE transfers atoms into internal states that depend
on their motion.

For a more quantitative discussion, we use a transport
equation in terms of a time ¢ dependent operator p(r, p, 1),
which depends on position r and momentum p; p is the
Wigner transform with respect to orbital variables of the
single particle density matrix; it remains a 2 X 2 operator
in the space of internal variables, corresponding to states 1
and 2. Instead of using the four matrix elements of p, it is
often convenient to replace them by a local density f and
(pseudo) spin density M in phase space defined by

pe.p.1) = S fe.p.O + M(r,p.1) - &1, (1)

where [ is the unit operator in spin space and & is the spin
operator whose three components are the Pauli matrices.
The kinetic equation for p(r, p, ¢) (see, for instance, [2]) is

~ A ] ~ ~
0P+ Veb = 3 [Vep Vel 0l +

] ”~ ~ ~
T [p’ U(rs t):l* = CO“[p] B
ih

2)

where the second term is the usual drift term (m is the
mass of the particles); the third term (anticommutator) is
the force term including both the effect of the trapping po-
tential and of the mean field created by the other atoms; the
fourth term (commutator) is a spin precession term con-
taining the ISRE as well as some other contributions that
we discuss below —this commutator is the term on which
we focus our attention in this Letter. On the right-hand
side, the collision integral I.ou[p] describes “real” colli-
sions (lateral scattering as opposed to forward scattering,
already included in the mean field); it can be obtained,
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for instance, from the Lhuillier-Lalog transport equation
[2], or even take a more detailed expression containing
“nonlocal collision terms” with r and p gradients, as dis-
cussed, e.g., in the appendix of [10] and [11]. In fact, if
we are mostly interested in a Knudsen regime, the precise
expression of I [p]is not needed. The effective poten-

tial U(r, r) is the spin operator
Ulr.1) = Ugr.01 + U(e,1) - 5, (3)
where the scalar component is defined by

VitV

€
g12
5 + g5ny + gfim + ey (ny + ny).

“4)

Here V; and V; are the external trapping potentials acting
on states 1 and 2; the g€’s have the following expressions
in terms of the usual “coupling constants” g, proportional
to the appropriate scattering lengths associated with the
various possibilities for pair interactions between atoms in
levels 1 or 2 [12]:

0

8 =84+ €8, (5

where g, and g, refer to the direct and transfer process
for two atoms in different levels. The number densities of
atoms in levels 1 and 2 are ny,; € = +1 (—1) for bosons

giin = gunl + €)/2;

(fermions). The vectorial component of U(r, 7) is

EQ(r,t H
= %e” + e%m(r,t); (6)

U(r, 1)
e| is the unit vector in the longitudinal spin direction, and
Q(r, 1) is

hQ =V, — Vi + 2g5n: — 2g1n + 2g1,(ni — na),
(7

where the total density n and spin polarization m are

n(r, 1) =fd3pf(r,p,t);
3)
m(r, ) =fd3pM(r,p,t)

and ny, = (n = my)/2. The first contribution (7) to U
acts as a “local magnetic field”; its average value over the
sample can be removed in a uniformly rotating frame. The
second contribution originates from the ISRE and is pro-
portional to the local spin polarization m (only m enters
the ISRE commutator because the 1/k divergence of 7f¥d
at low k’s [2] compensates the relative velocity factor of
the collision integral). The commutator makes M precess
around the momentum integrated local spin polarization; it
does not affect the evolution of m itself but can change the
evolution of M for each value of p.

A few simplifying assumptions are appropriate in the
experimental conditions of [1]. The confining energy is of
order kpT = 13 kHz X h which is much larger than the
mean field interaction energy gn(0) = 140 Hz X h and
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the differential trapping energy Vi — V, ~ 10 Hz X h.
In the anticommutator this allows us to retain only the
confining energy of the harmonic trap:
_l’_

= ¥ = %m[a}zx2 + w2y (¥ + 29 )
here w and w,q are the axial and radial trapping frequen-
cies. In the commutator of (2), Uy disappears, and only
the vectorial component U plays a role. The cigar shaped
trap has an axial frequency w /27 = 7 Hz, much smaller
than the radial frequency w;aq/27 = 230 Hz, so that the
system is quasi-one-dimensional along the x axis. Assum-
ing that radial local equilibrium is quickly established in
the yz plane, we introduce the on-axis value p (x, p, t) (in-
tegrated over radial momenta). When averaged over radial
coordinates and momenta, Eq. (6) becomes

Ulx, 1) = EQ(x)e)/2 + egm(x,1)/4,  (10)

where Q) =V, — V; + (g5 — g5)n/2; note that
the coupling constants are renormalized by a factor
of 1/2 upon averaging [13]; we have assumed that
20 = gh + g%.

With these assumptions the initial equilibrium Maxwell-
Boltzmann distribution f(x, p) solves the kinetic equation
(2), so that the dynamics after the pulse can be expressed
in terms of M only. When lengths are measured in units
of xp = /kgT/mw?, momenta in units of p;y = /mkgT,
and times in units of 1/w, Eq. (2) simplifies into

— eq
IM + pa,M — xa,M — —— x M = -4 — M
ho wTY

(1)
where a simple relaxation-time approximation has been
made for I, with a single parameter 7y, of the order of
the time between collisions; the local equilibrium value
M4 = m(x, 7)exp(—p2/2)/~/27. This is the equation
that we now discuss.

For small times we can use a time expansion
M(x, p,t) = MO + MWDz + MP#2/2 + ... and solve
(11) to each time order. The spin distribution immediately
after the 77 /2 pulse is unchanged, except that M©(x, p)
is perpendicular to ej. The density profile n(x) remains
Gaussian, so that the Bohr frequency Q (x) does not vary in
time. The effect of real collisions [right-hand side of (11)]
is neglected since we are interested in small time behavior
only. The result of this calculation is that m(x, ) starts

as r* with m|(|4)(x) = egHn()[Q ()nkx) + Q'(x) x
{n'(x) = xn(x)}]/2% in dimensionless form. Using the

fact that the density n(x) remains Gaussian and restoring
the units, we get

Uy

my(x, 1) _np —n _
n(x) n hw 1)) 48
(12)
The first factor on the right-hand side is of the order of the

dimensionless ISRE constant g121(0)/Aw. Since its value
in the experiment of Ref. [1] is ~20, it is not surprising
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that species separation could be observed in a time smaller
than the trap period. The second factor involves the spatial
variations of Q(x); near the center of the trap, a positive
curvature implies a positive m| (n, = n;), in accordance
with the results of [1] (7[¥d < 0). Inserting the values of
the parameters of the experiment of [1] into (12) leads to
significant species separation (m) ~ n) for ~25 ms, to be
compared with the observed 30-50 ms.

The maximum of the phenomenon can also readily be
understood. For short times, we have seen that positive ve-
locities along x correspond to one sign for the transverse
orientation, and conversely. For _times greater than 277/
VwdQ [8€) is the variation of ) (x) between the center
and the edge of the cloud], both velocity signs become cor-
related to all spin directions in the transverse plane, so that
the apparent segregation effect averages out to zero. Typi-
cal values taken from the experiment of [1] give ~100 ms
for the maximum of the phenomenon.

When, eventually, two separated species recombine un-
der the effect of the restoring force of the trap, the ISRE
plays no role anymore. The reason is merely that the op-
erator associated with transverse spin is diagonal in the
position representation (but not in the spin space), so that
it can have nonzero value only if the wave packets asso-
ciated with each internal state overlap. In the absence of
transverse polarization, the system is equivalent to a clas-
sical mixture of two gases.

Numerically, Eq. (11) can be solved by propagating the
initial distribution in time with the Lax-Wendroff method
(see, e.g., [14]), with parameters taken from Ref. [1]. The
Bohr frequency ()(x) is taken to be an inverted Gauss-
ian of depth 6() and half width x7. The dimensionless
ISRE constant is g;»n(0)/fiw = 20. The relaxation time is
7y ~ 10 ms [1], so that w7y, = 0.3. The time evolution
of the spin polarization at the center of the trap m(0, ¢) is
shown in Fig. 1, with no adjustable parameter. The longi-
tudinal spin polarization rises as predicted by (12), reaches

1
* o m”
. My
0.5f « mJ_,2
- %
0 X8 x X F 8
» 35
-0.5 X
time (ms)
Ll ® : : :
0 100 200 300 400

FIG. 1. Time evolution of the spin polarization m at the center
of the trap; m corresponds to the population difference between
the two states; m, ; and m , are the two components of the
transverse spin polarization. The center-to-edge difference in
Bohr frequency 6Q /27 is 12 Hz.
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50 ms

90 ms

130 ms

>
555>
>33 )
553 )

200 ms

(a) (® © (d
FIG. 2. Evolution of the particle density in state 1; §Q /27
and gon(0)/hw are (a) —12 Hz, 20 (b) 0 Hz, 20 (c¢) 12 Hz,
20 (d) 30 Hz, 30. Note the good agreement with Fig. 3 of [1],
including the sign of the effect and higher order effects.

a maximum around 90 ms, and then oscillates and decays
to almost zero after 300 ms. Even in the pure Knudsen
regime (1) = %), a strong maximum of my is reached
around 100 ms. Figure 1 also shows how the other compo-
nents of the polarization oscillate and decay. An interesting
feature of the experiment of Ref. [1] is that neither the hy-
drodynamic nor the collisionless regime is valid along the
axis as wTy ~ 1, so that a study of the full phase-space
dynamics is necessary.

Figure 2 shows the time evolution of n; as a function
of 8(), the variation of )(x) between the center and the
edge of the atomic cloud, and of g{,n(0)/hw. When the
curvature is zero [column (b)], no state separation occurs.
Columns (a) and (c) show the effect of spin conversion for
negative and positive curvature §() (at the center). For
negative curvature, the atoms in state 1 are pulled towards
the center of the trap, whereas for positive curvature they
are expelled from it. Column (d) exhibits what authors of
Ref. [1] call “higher order effects,” for sufficiently large
values of Q) and g1>n(0)/hw. These figures are in good
qualitative agreement with Fig. 3 in Ref. [1].

In conclusion, the ISRE plays an important role in the
dynamics of cold gases with internal states. In the experi-
ment of Ref. [1], this effect creates large longitudinal spin
oscillations in a nonhydrodynamic regime. Our calcula-
tions are also valid for fermions [15], where similar effects
could be observed, in a case where gf; = g5, = 0 and the
ISRE changes sign. Another interesting possibility is tun-
ing the effect by changing g}, at a Feshbach resonance
[16]. Finally we note that, strictly speaking, our study is
limited to nondegenerate gases; nevertheless, for noncon-
densed systems, most of the effect of degeneracy can be
included by simply replacing the Maxwell-Boltzmann dis-
tribution by the appropriate quantum distribution [17], so
that no dramatic change is expected.
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Note added.—While this Letter was being written, we
became aware of the work of Oktel and Levitov [18], who
reach conclusions similar to ours. Nevertheless, they use a
hydrodynamic expression for the evolution of the spin cur-
rent, while here we put more emphasis on the intermediate
and Knudsen regimes.
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Abstract. We consider a trapped ultra-cold gas of (non-condensed) bosons with two internal states (de-
scribed by a pseudo spin) and study the stability of a longitudinal pseudo spin polarization gradient. For
this purpose, we numerically solve a kinetic equation corresponding to a situation close to the experiment
at JILA [1]. It shows the presence of Castaing’s instability of transverse spin polarization fluctuations at
long wavelengths. This phenomenon could be used to create spontaneous transverse spin waves.

PACS. 03.75.Fi Phase coherent atomic ensembles; quantum condensation phenomena — 51.10.+y Kinetic

and transport theory of gases — 75.30.Ds Spin waves

1 Introduction

Recent experiments [1] with a trapped ultra-cold (non
condensed) Bose gas with two internal states have shown
the existence of interesting relative population dynamics.
Theoretical studies [2][3] making use of a pseudo spin de-
scription for the internal states have explained this phe-
nomenon as pseudo spin oscillations due to the “identi-
cal spin rotation effect” (ISRE) [4] which appears when
the temperature is low enough for the binary collisions
to be in the quantum regime. Alternatively, this mecha-
nism can be understood as a “spin mean-field” [5]. In a
polarized system, this implies the existence of low energy
excitations of the transverse spin polarization, named spin
waves. The prediction of spin waves in dilute gases [5][6]
as well as their observations in H| and helium [7] goes
back to the 1980’s. Shortly later, Castaing [8] showed that
a strong gradient of longitudinal spin polarization is un-
stable with respect to transverse fluctuations. His study
focused on homogeneous polarized 3He gas and assumed
that the spin waves were in the hydrodynamic regime. The
purpose of this article is to provide a quantitative study
of the existence of Castaing’s instability in an inhomo-
geneous system relevant to the experimental situation at
JILA [1]. In this experiment, neither the hydrodynamic
nor the collisionless regime for the spin oscillations are
reached. This work is motivated by the recent contribu-
tion of Kuklov and Meyerovich [9], who were the first to
suggest and study the existence of Castaing’s instability
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Département de Physique, 5 mall Gay Lussac, Neuville
sur Oise, 95031 Cergy Pontoise, France
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in this context. For completeness, one should be aware of
the numerical studies of Castaing’s instability in polar-
ized Fermi fluids, which are based on the solution of the
Leggett equations rather than the full kinetic equation
[10].

2 Kinetic equation; Leggett equations

The physical situation we consider is close to that of the
experiment at JILA [1]: ’Rb atoms (bosons) with two hy-
perfine states of interest (denoted by 1 and 2) are confined
in an axially symmetric magnetic trap elongated in the Oz
direction. The temperature 7' is about twice the critical
temperature for Bose-Einstein condensation, so that the
gas is non-degenerate (Boltzmann gas). However, the de
Broglie thermal wavelength is much larger than the scat-
tering length so that the collisions occur in the quantum
regime. It is convenient to consider the pseudo spin asso-
ciated with the two hyperfine states 1 and 2 (the basis in
spin space is denoted by {e_ 1; e 2; ¢ }). Initially the spin
polarization is longitudinal (i.e. along the “effective exter-
nal magnetic field”) and has a strong spatial gradient. For
example, on the left (resp. right) of the trap center, the
cloud of atoms is mostly in state 1 (resp. 2). This might
be achieved, for example, by preparing a cloud of atoms
in state 1 and a cloud of atoms in state 2 separated by a
sharp optical potential barrier at the center of the mag-
netic trap. After removal of the optical barrier, as the two
clouds mix, a strong longitudinal spin polarization gradi-
ent appears in the region of overlap. If it is strong enough,
one should be able to observe the appearance of a large
transverse component of the spin polarization as a result
of Castaing’s instability.

To study this system, we write an effective one di-
mensional kinetic equation [2] in terms of a local den-
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sity in phase space f(z,p,t) and (pseudo) spin density
M(z, p,t), where z is the position, p the momentum, and
t the time. The one dimensional description for an elon-
gated system is justified by the time scale separation asso-
ciated with radial and axial motions characterized by fre-
quencies wrqq and wg,; respectively. In the experiment at
JILA, Wrea/2m = 230 Hz and wg, /27 = 7 Hz [1]. The time
scales differ by more than an order of magnitude leading
to an effective dynamical averaging over radial dynamics
as described in Ref. [2][3]. We define the local density n
and spin polarization m by

n(z, ) = / dp (2, p,1)
mmﬂ=/@M@nﬂ (1)

The local density of atoms in state 1,2 is then given by
n1,2 = (n F my)/2, defining m; as the longitudinal com-
ponent of the spin polarization. We also denote g;; =
4wh?a;j/m as the coupling constants associated to the dif-
ferent scattering lengths a;; where ¢ and j = 1,2 (a21 =
a2 and m is the mass of the particles).

We now review the different terms entering the kinetic
equation (for details, see Ref. [2]). The force acting sim-
ilarly on both internal states contains three terms: the
magnetic trap, the mean-field, and the Stern-Gerlach force
(associated to a gradient of “effective external magnetic
field” £2, see below). The magnetic trap force is dominant,
so the associated potential energy is given by

Vi(z) + Va(z 1
1( );’ 2( ) — §mwiww2 (2)
where V; and V; are the magnetic trapping potentials act-
ing on states 1 and 2. The differential force can be de-
scribed in the pseudo spin picture by an “effective exter-
nal magnetic field” £2 which contains two contributions:
one due to the differential Zeeman effect and one due to
the differential mean field, so that

h2(z) = [Va(z) — Vi(z) + (922 — g11)n(z)/2]ey  (3)

where e is a unit vector in the longitudinal direction. Fol-
lowing Ref. [1], we have assumed that 2g12 ~ g11 + g22 for
simplicity. The average value over the sample of the “ef-
fective external magnetic field” is removed by going to a
uniformly rotating frame (Larmor frame). It is also crucial
to consider the ISRE which manifests itself as a “molec-
ular field” or “spin mean field” g;» m(z,t)/2, which adds
to the “effective external magnetic field” (3). Finally, the
collision integral is treated in a relaxation-time approx-
imation with a time 7 of the order of the average time
between collisions. The kinetic equation is written as

Ouf + 2 0uf —mu,w0f = ~(f = f)/r  (4)
912111)

oM + % 0:M — mw? 2 0,M — (2 + x M
~-(M-M“)/r (5)

where f¢? and M¢? are local equilibrium phase space den-
sities.

In the hydrodynamic regime close to local equilibrium,
the above equations reduce to the counterpart of the Leggett
equations [11] in the case of a Boltzmann gas [6], namely

dm+8,j =2 xm
gi2m
2h

. . kBT
O — (2 + ) X j+ 2= 8,m +w?,am

~

4= 3

(6)

where j(z,t) is the spin polarization current along Oz.
These equations are also valid in the collisionless regime
close to global equilibrium [11]. We define p = g12n(0)7/2h
as the dimensionless parameter which characterizes the
strength of the ISRE and denote D = kgT7/m as the
spin diffusion coefficient.

3 Castaing’s instability

Studying polarized 3He gas, Castaing [8] noticed that a
sufficiently strong longitudinal spin polarization gradient
is unstable against transverse long wavelength fluctua-
tions. This result was obtained by analyzing a uniform
gas (wge = 0) with a uniform precession frequency (so
that £2 = 0 in the Larmor frame) and by assuming a time
independent spin gradient. Using the Leggett equations
(6), Castaing studied the stability of this system with re-
spect to the transverse fluctuations. He assumed a small
plane wave perturbation around a slightly non-uniform
stationary solution such that

m(z,t) = mj}(z)e) + dmei(kz—wt)

j(z,t) = —Do,m{(x)e) + Sje'F— %

For circularly polarized transverse spin waves in the pres-
ence of a strong gradient of longitudinal spin polarization,
one obtains the following spectrum for the hydrodynamic
regime (O ~ 0)

w =

g (=) (= oo
(8)

Here, a mode with wave vector k is unstable if the mode
frequency w has a positive imaginary part wy, which leads
to instability when

k< ,uk(&mﬁ)/n (9)

The goal of this paper is to study Castaing’s instability
in a trapped ultra-cold gas. Using a numerical simulation,
described in the next section, we show that an instability
does occur. The situation we study is richer than the one
considered in Castaing’s original work in several aspects:
(i) with the full kinetic equation (instead of Leggett equa-
tions) we can describe spin oscillations of large amplitude,
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normalized density

Fig. 1. Initial density of atoms in state 1 (solid line) and
2 (dashed line) giving a strong gradient of longitudinal spin
polarization near the center of the trap ((?xmﬁ/n(O) = 2/zT).
The total density is also plotted (dotted line).

(ii) we are not limited to the hydrodynamic regime (for
example, regimes between hydrodynamic and collisionless
are included), (iii) the longitudinal spin polarization gra-
dient is not assumed to be constant, and (iv) we can also
include a possible gradient of the precession frequency (i.e.
the “effective external magnetic field” is position depen-
dent).

4 Numerical simulation

The kinetic equation (4,5) is solved numerically by prop-
agating in time the initial distribution in a discretized
phase-space using the Lax-Wendroff method (see e.g. [12]).
We assume that the density in phase space is initially
at equilibrium f = f° oc exp(—22/2z% — p?/2p2.), with
xr = kT /mw?, and pr = V/mkpT. As the equilibrium
distribution does not evolve in time under the action of
(4), the local density is constant and we concentrate on the
evolution of M described by the kinetic equation (5). The
initial spin density distribution M is taken as the product
of the Maxwell-Boltzmann equilibrium distribution along
the longitudinal axis and a function which equals —1 to
the left of the trap center (z < —zr), +1 to the right
(z > zr) and has a constant positive slope through the
center (—xr < £ < xr). The resulting initial density of
atoms in state 1 and 2 is shown in Figure 1. We introduce a
small initial transverse perturbation in order to start the
instability. Without loss of generality, the perturbation
can be written as a plane wave (with spatial frequency of
order 1/zr) multiplied by the Maxwell-Boltzmann equi-
librium distribution and divided by a number N/ > 1
(typically between 102 and 10°):

My 1(z,p) = f*%(,p) cos(nz/xr) /N

Parameters used in the simulation are taken from Ref.
[1]. The axial trapping frequency is wg, /27 = 7 Hz and

(10)
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Fig. 2. Time evolution of the (normalized) transverse spin
polarization m, 1(x,t)/m. 1(z,0) at different positions in the
trap: /7 = 0 (solid line); 5/25 (dashed line); 10/25 (dotted
line); 15/25 (dashed-dotted line). For this simulation p ~ 22,
WaaT = 0.6, 62/wee = 2, Bomf]/n(0) = 2/xr and N = 10°.

the time between collisions 7 ~ 10 ms, so that w,,7 ~
0.5. The “effective external magnetic field” is taken to
be an inverted Gaussian of depth d02 (|042|/wq, is varied
between 0 and 2) and half-width z7. The density at the
center of the trap is n(0) = 1.8 x 101 m~2. The initial spin
polarization gradient near the center of the trap is varied
and typically [0;m|/n(0) ~ 2/z7. For ®Rb atoms, with
a2 = 5.2x107? m and T = 0.6 uK, the ISRE parameter is
p~ 5. With these parameters, an instability can already
be observed in our simulations but is probably too weak
to be detected experimentally. To enhance the effect, we
take a scattering length 5 times smaller (a12 — a12/5) and
an axial trap frequency 20 times smaller (we; — wWaz/20),
keeping a constant density at the center of the trap. We
discuss these matters further in the next section.

As the phase space is modeled by a discrete grid with
finite size, it is important to distinguish between a physical
instability and a numerical one. This can be easily done
as only the latter will depend on the grid spacing. One
can always get rid of a numerical instability by choosing
a sufficiently tight grid.

Results of the simulation are shown in Figures 2 and 3.
The time evolution of the transverse spin polarization is
plotted in Figure 2 for different positions near the center
of the trap, where the longitudinal spin polarization gra-
dient is most pronounced. The instability is clearly visible,
owing to a large enhancement of the transverse spin polar-
ization by a large factor comparable to N. Figure 3 shows
the logarithm of the time evolution of the (normalized)
transverse spin polarization at the center of the trap. In
this representation, one can clearly distinguish the expo-
nential rise of the envelope (after a short delay of order of
the time between collisions) and its subsequent exponen-
tial decay.
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Fig. 3. Time evolution of the logarithm of the (normalized)
transverse spin polarization m, 1(0,t)/m 1(0,0) at the center
of the trap. The two lines are plotted to visualize the exponen-
tial rise of the instability (full line) and then the exponential
decay of the spin wave (dashed line). The parameters have the
same values than for the simulation of Fig. 2.

5 Discussion

The initial rise of the transverse spin polarization shows
that an instability indeed occurs. As already stated, the re-
sults presented here were obtained for a scattering length
a1z and trap frequency w,, that were smaller than in the
current experiment at JILA [1] (by factors of 5 and 20
respectively). This was done to enhance the effect of the
“spin mean-field” (to favor the instability) by increasing
the ISRE parameter pu'. As will be seen below, we have
to keep we,7 < 1, which implies scaling the axial trap
frequency with the square of the scattering length since
77! oc a?,. This procedure for enhancing the ISRE in-
sures that the gas remains non-degenerate.

The phenomenon observed in Fig. 2 and 3 may be bro-
ken down into the following four steps:

I.) During a time of the order of the time between
collisions 7 ~ 250 ms a hydrodynamic description is not
valid (the spin polarization current, which is a fast vari-
able, has not reached its stationary value yet). Figures 2
and 3 show that the transverse spin polarization does not
evolve significantly.

I1.) Then, as shown by the solid line in Figure 3, the
envelope of the transverse spin polarization rises expo-
nentially (the coefficient in the exponential wy is almost
constant in time). This is a characteristic of an insta-
bility. The value of w; (as compared to the formula ob-
tained by Castaing, see equation (8)) is modified by the
presence of the trap . An estimate of the time needed
for the instability to develop (see Ref. [9]) is given by
tinst ~ L2 /D ~ 1/w? 7 ~ 1 s (where L,, is the char-

! This could be done experimentally by using a Feshbach
resonance to decrease the scattering length, as p ~ Ar/ai2
where Ar is the de Broglie thermal wavelength.

acteristic size of the longitudinal spin polarization gradi-
ent; L, ~ zr in a typical simulation). It reproduces cor-
rectly the order of magnitude of the observed maximum
of transverse spin polarization in the simulation. The in-
stability can develop only if the spin polarization current
has reached its stationary value, so that 7 < t;,5 which
implies wq,7 S 1.

IT1.) The imaginary part of the frequency w; varies
slowly in time because the gradient of longitudinal spin
polarization is not constant but decays as a result of both
spin diffusion and the presence of the trap. The change of
sign of wy marks the end of the exponential grow. Once
wy is negative, the transverse spin polarization decays as
an ordinary damped spin wave.

IV.) The longitudinal spin polarization gradient finally
decays on a time scale of the order of the diffusion time
taigr ~ L?/D ~ 4 s where L, is the size of the cloud
(L/xT ~ 2). As emphasized by Kuklov and Meyerovich
[9], if L > L,,, the instability develops faster than the
longitudinal spin polarization relaxes, in accordance with
the results of our simulation. Once the longitudinal spin
polarization is zero, wy ceases to evolve in time, and conse-
quently the envelope of the transverse spin wave decreases
exponentially (dashed line in Figure 3). This happens for
t 2 taifr- The frequency of the spin wave is not completely
determined by the real part of the mode frequency in equa-
tion (8), as the gradient of external precession frequency,
042, and the presence of the trap are not taken into ac-
count. Actually, its order of magnitude (at the center of
the trap) is given by the external precession frequency
002 = 2wy, ~ 27 x 0.7 Hz. We have checked that when
002 /wqz = 0, the transverse spin polarization at the center
of the trap does not oscillate.

The criterion for an instability (see equation (9)) is
qualitatively verified at the center of the trap if one takes
into account the fact that wave vectors k are limited by
the presence of the trap. This forces ¥ > 27/L and the
criterion becomes

|6zm?|| 2r w

n(0) L zr

(11)

Using an initial longitudinal spin polarization gradient
é)wmﬁ/n(O) = 2/z7 and L ~ 2z implies that the ISRE
parameter p should be larger than ~ 2. In the simulation,
we found an instability threshold at p ~ 4. Obtaining a
significant instability requires a much larger value of the
ISRE parameter.

We now discuss the relevance of this criterion for one of
the experiments done at JILA (see the first article of Ref.
[1]), where spatial separation of the two internal states
was observed as a result of an initial /2 rf pulse. The
maximum longitudinal spin polarization occured at the
maximum of spin state separation and can be estimated
as |0;m|/n(0) ~ 1/z7 (at  ~ £27/2). Since the value
of the ISRE parameter is p ~ 5, our numerically obtained
criterion (u|d,mj}|/n(0) 2 8/xzT) predicts no instability.
Whether it is experimentally feasible in practice to reach
transient total (or nearly total) separation of the two spin
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states, so that, when re-mixing, the longitudinal spin po-
larization gradient would be strong enough for Castaing’s
instability to develop, is not clear. A very strong initial
gradient of longitudinal spin polarization with g ~ 5 may
not be enough to start the instability because the spin
diffusion is very efficient in decreasing a strong gradient.
One would have to maintain a strong longitudinal spin
polarization gradient in order to create an instability with
the current experimental value of p.

6 Conclusion

Our numerical simulation confirms the possibility of ob-
serving Castaing’s instability in a trapped ultra-cold gas
with two internal states, as proposed by Kuklov and Me-
yerovich [9]. We solved a one dimensional kinetic equation
numerically, and were therefore able to include effects that
are beyond the usual treatment of Castaing’s instability in
terms of a small amplitude hydrodynamic description. We
argue that Castaing’s instability was probably not relevant
for the previous experiments done at JILA [1] as both the
ISRE parameter p and the longitudinal spin polarization
gradient were too small. This does not preclude obser-
vation of the instability in future experiments if relevant
parameters like the trapping frequency and the scatter-
ing length are chosen appropriately. We suggest the use
of Castaing’s instability as a way of creating spontaneous
transverse spin waves as a result of a strong initial longitu-
dinal spin polarization gradient. Our calculations are also
valid for a non-degenerate gas of fermions (see Ref. [2]),
where similar effects could be observed, in a case where
g11 = g22 = 0 and the “spin mean-field” changes sign.

We are grateful to Franck Laloé for many useful discussions and
to Chris Bidinosti for reading the manuscript. Le Laboratoire
Kastler Brossel (LKB) est une Unité Mixte de Recherche du
CNRS (UMR 8552), de ’ENS et de I'Université Pierre et Marie
Curie (Paris).
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Abstract

We discuss the theory of spin waves in non-degenerate ultra-cold gases, and compare
various methods which can be used to obtain appropriate kinetic equations. We then study
non-hydrodynamic situations, where the amplitude of spin waves is sufficiently large to
bring the system far from local equilibrium. The full position and momentum dependence
of the distribution function must then be retained.

In the first part of the article, we compare two general methods which can be used
to derive a kinetic equation for a dilute gas of atoms (bosons or fermions) with two
internal states (treated as a pseudo-spin 1/2). The collisional methods are in the spirit
of Boltzmann’s original derivation of his kinetic equation where, at each point of space,
the effects of all sorts of possible binary collisions are added. We discuss two different
versions of collisional methods, the Yvon-Snider approach and the S matrix approach.
The second method uses the notion of mean field, which modifies the drift term of the
kinetic equation, in the line of the Landau theory of transport in quantum liquids. For
a dilute cold gas, it turns out that all these derivations lead to the same drift terms in
the transport equation, but differ in the precise expression of the collision integral and in
higher order gradient terms.

In the second part of the article, the kinetic equation is applied to spin waves (or
internal conversion) in trapped ultra-cold gases. Numerical simulations are used to illus-
trate the strongly non-hydrodynamic character of the spin waves recently observed with
trapped 8"Rb atoms. The decay of the phenomenon, which takes place when the system
relaxes back towards equilibrium, is also discussed, with a short comment on decoherence.

In two appendices we calculate the Wigner transform of the interaction term in the S
matrix method, to first order in gradients; appendix I treats the case of spin-independent
interactions, appendix II that of spin-dependent interactions.

1 Introduction

Recent experiments [1, 2] have renewed the interest in spin waves in dilute quantum gases,
in conditions where they had not been observed before. A first novelty is that these waves
were neither purely nuclear nor electronic, but involved two hyperfine atomic levels where the
nuclear and electronic spin are coupled. This difference is actually minor: the exchange effets
from which the waves originate are unaffected by the precise nature of the levels - in other
words one can, without any loss of generality, assimilate any pair of atomic states to up and
down states of a fictitious spin. The second, more important, difference is that the waves were
observed with very large amplitudes, leading to an almost complete apparent segregation of



the atoms in each internal state, and involving situations where the gas is very far from local
equilibrium; we study such situations in the present article.

In degenerate liquids, the existence of spin waves has been known for many years [3, 4]. In
dilute gases, which are non-degenerate, it took about twenty more years [5, 6] to realize that
they should also sustain similar waves, for both bosonic and fermionic systems. This came
as a surprise to some since, before, these waves had been mostly associated with the Landau
formalism for Fermi liquids, and with the notion of “molecular field” resulting from exchange
and interactions with nearest neighbors. In a liquid, a test particle remains trapped in a sort
of local cavity and interacts constantly with several neighbors, so that the notion of mean field
emerges naturally from the averaging over the effect of several neighbors. By contrast, in a gas,
the motion of a particle is often described as free flights along straight lines, interrupted by
short collisional processes, so that the physics involved is clearly very different. It nevertheless
turns out that, when averaged over all possible collisions at each point of space, the final result
of the exchange interactions in a gas and a liquid are very similar (see, for example, Ref. [7]
for a general discussion). Soon after these theoretical predictions, experimental observations
demonstrated the existence of spin waves in spin polarized Hydrogen gas [8], *He gas [9], and
dilute 3He-*He solutions [10].

The physical difference between gases and liquids has its counterpart in the different the-
oretical approaches used to derive kinetic equations. Historically, the first derivation was that
of Boltzmann, with his Stosszahlansatz (or molecular chaos Ansatz): collisions are considered
as point processes (with no duration and no spatial extent) taking place between particles
which are completely uncorrelated before collision. As a consequence, one can add at each
point of space the effect of all possible binary collisions between uncorrelated particles, as if
one was adding the effect of many “beam to beam collision experiments” in atomic physics.
This provides the famous Boltzmann equation, with a relatively complicated collision term
on the right hand side, while the drift term on the left hand side corresponds merely to a
completely free flight of particles between collisions. In the approach introduced later by
Landau for the study of degenerate Fermi liquids [11], quasi-particles are never free, since
their motion is constantly guided by a mean field created by the neighbor particles. Therefore
interactions modify the drift term while, on the other hand, the collision term is generally
treated phenomenologically, by a simple relaxation approximation. Both point of view have
their advantages. Boltzmann’s point of view does not require the use of a pseudo-potential
and therefore allows a more microscopic treatment of collisions, for instance a more precise
inclusion of lateral collisions including their full angular end energy dependence. On the other
hand, it does not encompass quantum degenerate systems, does not introduce the powerful
notion of quasi-particles, and generally speaking remains limited to dilute interacting gases.

The connection between the two points of view is provided by collisions in the forward
direction. In two body collision theory, it is well known that wave interference in the forward
direction is responsible for particle absorption (optical theorem). In addition, more physics
may be involved in this forward interference effect: for spinless particles, retardation effects
are introduced (see for instance [12]); for particles with spin, in addition, identical spin rota-
tion effects (ISRE) due to particle indistinguishability [13, 6] also take place. In many-body
transport theory, both these effects have their equivalents. The cumulated retardation effects
during collisions give rise to an average force, or equivalently to a scalar mean field (see for
instance [14] and references therein); in the kinetic equation, this corresponds to terms which
are quadratic in the distribution function, as the collision term, but contain gradients (spatial
gradients of the density as well as momentum gradients of the particle distribution); in other



words, one gets zero sound Landau type mean field terms which are naturally grouped with
the drift term on the Lh.s. of the kinetic equation. As for the identical spin rotation effects,
they average to a spin molecular field which is the equivalent of the molecular field considered
by Silin [3] and Leggett [4]; the ISRE is already present to zero order gradient expansion, as
opposed to the scalar retardation terms [13, 15|, which explains why the dispersion relation
of spin waves is different from the usual sound wave dispersion. A detailed study of forward
scattering in a binary collision can therefore lead to a microscopic understanding of the origin
of the Landau mean field (lateral scattering introduces collisional damping). From a practical
point of view, it remains true that the mean field treatment of the drift term, necessarily
associated with the use of a pseudo-potential, is often more compact and elegant than a de-
tailed study of the collisional properties in the forward direction; it is nevertheless interesting
to check precisely to what extent they are equivalent in various situations.

Our purpose in this article is twofold. First, for particles with spins, the equivalence in
question has been verified in the literature only to zero order in the gradient expansion, in
other words only for the local terms appearing in the kinetic equation. Here we wish to
derive the kinetic equation to first (non-local) order in the gradient expansion. Moreover, we
will consider the situation where the scattering may depend on the relative spin orientations
(even if this dependence was relatively weak in the experiments of the JILA group [1, 2]).
We will therefore examine in detail the properties of collisional interference in the forward
direction in this more general case; the details of the calculations are given in two appendices
(gradient expansion of the interaction term within the S-matrix collision Ansatz). Second, we
also wish to study situation where the gas is far from local equilibrium. In fact, most of the
work on spin waves in the literature deals with hydrodynamic situations where, at every point
of space, the gas is close to local equilibrium, so that a simple hydrodynamic expression of
the spin current can be used; of course, this reduces the number of variables, but at the price
of an approximation which is not necessarily justified. In fact, in the experiments in question,
the gas sometimes evolves very far from an hydrodynamic regime, which is not so surprising
since the spin waves have a large amplitude and lead to an almost complete segregation of
the two spin species. For a study of spin waves in the collisionless regime (mean-free-path
large compared to characteristic lengths), but still close to equilibrium (linear regime), see
Ref. [16].

2 Kinetic equation

We study an ensemble of identical atoms with two internal levels, obeying either Bose or Fermi
statistics. As mentioned in the introduction we can, without any loss of generality, assimilate
these two levels to two spin levels, whatever their real physical origin is. For instance, hyperfine
atomic structure states, even in a situation of intermediate magnetic decoupling, are possible;
the only important thing is that the quantum states describing the internal variables should
be orthogonal. We now derive a kinetic equation for a dilute gas of such atoms.

2.1 Collisional methods; Yvon-Snider and Lhuillier-Laloé equations

In classical statistical mechanics, Boltzmann’s intuitive method for deriving a kinetic equation
is based on the study of individual collisions; one adds the effect of all possible binary collisions
taking place at each point of space on the single particle distribution in phase-space f1(r,p).
Another point of view starts from the infinite hierarchy of BBGKY equations and closes its



first equation, which relates f; to the two particle distribution function f5, by studying the
evolution of fs during a binary collision and expressing it as some functional of f; (see for
instance Ref. [17, 18]).

The same lines can be followed in quantum mechanics, but fi(r,p) has to be replaced
by the reduced single-particle density operator pi. Since we assume here that the particles
have two internal states, which we treat as spin states, the single-particle density operator p;
acts in the product space of orbital and spin variables of one particle. The operatorial kinetic
equation has the form:

dpy 1 1. 4 d .
@y - H} ~ 2 1
o + i [ﬂl = coupl (1)
where:
N I)2 ~ N
Hy = _—1+Vvet (2)
m

is the single-particle Hamiltonian, p the momentum of the particle, m its mass, 1 the unity
operator in spin space and vert the operator describing the external forces acting on the
particle, which may be spin dependent. The r.h.s. of eq. (1) takes into account the effects of
binary interactions between the particles; it contains the result of the collisional approximation
mentioned above, and will be discussed in more detail below. The equation is only valid for a
dilute gas (n~'/3 > a, where n is the number density of the gas and a the scattering length)
and on time/length scales much greater than the duration of a collision/scattering length.

The next step is to introduce the Wigner transform [19, 20] pw (r,p) of p; with respect
to orbital variables:

/ /

pw(ep) = (200 S [ @' P - Dyl 3) Q
It is a classical function of position and momentum, but still an operator - or a 2 X 2 matrix - in
spin space. In the following, we will treat the orbital degrees of freedom semi-classically, but
not the spin degrees of freedom. For the sake of simplicity, from now on we will drop the index
W, assuming that the dependence on r and p is sufficient to signal a Wigner distribution.
One then performs a Wigner transform of equation (1), which involves taking the Wigner
transform of products of operators. This is possible by using Groenewold’s formula [21, 20],
which provides the result as a infinite series of gradient expansion: the first term is merely
the product of the Wigner transforms of the two operators, followed by product of gradients
with respect to r and p, followed by higher order gradients, etc. The Wigner transform of
the Lh.s. of equation (1) then gives:

A b . ~ i A {rext
8tp(r7 p) + m vrp(ra p) + Zh[p(r’ p)’ V (I')],

— 5[V D), VeV )] (4)
The first two terms are exact, whereas the next two are only the first orders terms in a
gradient expansion involving the external potential. The commutator is obtained to zero
order of the gradient expansion while the anticommutator occurs only to first order, followed
by higher order terms symbolized by the dots. The anticommutator corresponds to the
classical force term (describing the effect of a trap, for example), which we wish to retain in
our calculations; as a consequence, we have to include up to first order gradient expansion in
the Wigner transform of the r.h.s. of equation (1) .



The non-trivial part in the derivation of a kinetic equation begins when one gives a precise
expression to the formal r.h.s. of equation (1). This is the subject of many studies in the
literature and even the subject of books; here, we limit ourselves to a simplified discussion of
two different approaches which are appropriate for the study of spin waves. We consider only
collisions taking place in elastic channels, where the number of atoms in each internal spin
state is conserved, and begin with some simple considerations on elementary collision theory.
For each channel, at very low temperatures, collisions occur in the extreme quantum regime
where the typical s-wave scattering length a is small compared to the de Broglie thermal
wavelength Ar. In this case, collisions are well described by the isotropic s-wave, and the T'
matrix can be approximated by:

2 2
i fi(6) :

Tk, k') = (a — ika® + ..) (5)

2m2m C2m2m

(terms of order a? should be retained in order to satisfy explicitly the unitarity of the S-
matrix in the optical theorem); in this equation, m is the mass of the particles, fx(0) the
scattering amplitude which, for s-wave scattering, is independent of the polar angle 0, and k
the collision wave vector.

A first obvious remark is that the intensity of the spherical scattered wave is proportional
to the square of a, while interference effects in the forward direction between the incoming
plane wave and the spherical scattered wave are proportional to a itself. Generally speaking,
the relative magnitude of forward and lateral scattering effects is of order Ar/a, which is
large at low energies. This is why, here, we concentrate on forward scattering effects and
their relation to mean field corrections to the drift terms. Another remark is that, because
waves interfere only if they are in phase, phases and ¢ factors are important here. It turns out
that, in quantum mechanics as well as in optics [22, 23], the summation over many scatterers
in the forward direction introduces an additional i factor (which is actually the origin of
the 7 factor in the optical theorem). Hence, in every scattering channel, equation (5) shows
that no first order a interference effect occurs in the forward direction, the first contribution
arising from the second term in ika?; to first order in a, only the phase of the forward wave
is changed, not its intensity. But, if several scattering channels are open, the situation is
different, because these different phase shifts in the forward scattered waves can introduce
spin rotation. Actually, this is precisely the origin of the first order identical spin rotation
effect in the forward direction [13, 6].

2.1.1 Spin-independent interactions

We now briefly summarize two approaches that have been developed in the context of par-
ticles with spin: the Yvon-Snider approximation, which emphasizes more the relation to the
BBGKY hierarchy, and closes the infinite set of equations with an approximation suitable for
a binary collision; the Lhuillier-Laloé (or S matrix) approach, which is closer to the initial
approach of Boltzmann and makes use of the S collision matrix. We begin with the simplest
case, when the interactions are independent of spin.

Yvon-Snider An interesting method is that originally proposed by Yvon [24], then in-
dependently by Snider [25]; it provides a result which, in the literature, is often called the
Waldmann-Snider equation; the main idea is to express the collision term as the trace over a
collision partner (particle 2) of a commutator containing the binary interaction potential V3o



and a product of single particle operators modified by the unitary transformation associated
with the Mgller collision operator = Q(H):

4
dt

pi = @ 7 Vi 2 2 2] 0
coll -

This equation is valid for dilute gases of distinguishable particles; for non-degenerate gases
(nA3 < 1, where Ar is the thermal wavelength of the particles) of bosons or fermions, it
generalizes into:

d

dt
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coll
where P.,. is the exchange operator between particles 1 and 2, and where:
e = 1 for bosons, ¢ = —1 for fermions (8)

Wigner transforms can then be applied to these expressions to complete the derivation of
the closed kinetic equation for p(r,p). For instance, expanding (6) in a Groenewold gradient
expansion of the products provides, to zero order in gradients, the straightforward Boltzmann
expression for the collision term:

4
dt

p(ri,p1) = — /d?’Q% [UT(k) p(r1,p1) f(r1,p2)

coll

~ [ @E u(6) blrr.ph) Flrp5) )
where f(r,p) is the spin trace of j(r, p):

f(x,p) =Trs{p(r,p)} (10)

and where k is the unit vector in the direction of k and 6 the angle between k and k'. Here
we use the usual notation in Boltzmann theory:

q:2hk R P2=P1—q R (11)
p) =p —(a/2) + hkk' phH)=p—(q/2) — hkK
as well as the definition of the differential and total cross sections:
or(0) = (4r'm?/hY) |T(k,X)|*; or(k) = [ d2K o4 (6) (12)

Higher order terms will introduce scalar mean field terms, which we do not write here explicitly
for concision; they can be found in the appendix of ref. [14].

Now, if we introduce spin and statistics, we have to use (7) instead of (6). To zero order
in gradients, this introduces the additional exchange terms to the right hand side of (9):
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where the “generalized cross sections” are defined by:
Ta.(k) = (=87°m/h’k) Re {T(~k k)} (14)

and:
o (0) —irg™(0) = (an*m?/h*) T(—k, k) T*(k, k) (15)

In (13), the two terms in the first two lines correspond respectively to the ISRE in the forward
and lateral direction; the two terms in the third line correspond to exchange effects changing
the values of the total and lateral cross sections, as discussed in more detail in [13]. For
simplicity, we do not write the first order gradient terms, but more details on the limit of
validity of the Yvon-Snider equation and of the various terms which it contains can be found
in [26], [15] or [14] (in particular the Appendix of this last reference). Inserting the low energy
limit (5) is trivial; we write the explicit results in the next section.

Lhuillier-Laloé Another point of view, more directly in the spirit of the initial Ansatz of
Boltzmann, was employed by Lhuillier and Laloé (LL) [13]; it is based on the use of the S
collision matrix. When collisions are treated only as “closed processes” (one ignores particles
“in the middle of a collision”), it is indeed possible to use the S matrix to relate exactly the
single particle operators after and before collision. One gets the following expression for the
single particle density operator after collision p} as a function of the same operator p; before
collision:

#(1) = Try {— $ p(1) p() S ﬁ} (16)

V2
(the trace acts over orbital and spin variables of the collision partner 2) where the S matrix
is related to the collision T" matrix by:

™m

(1:kp;2: kg | S | 1:ki;2:—ki>:(S(kf—ki)—iW

Sy — k) Te,  (17)
(hk is the relative momentum of the two particles). One then approximates the rate of change
of p1 by the variation (p} — p1)/At during a short time interval ! At, which is however much
longer than the duration of a collision, to obtain:

d

dt

pr() = Ty {% 8 0(1) 51(2) 5= (1) (@) %} (13)

One should note that the S matrix Ansatz of equation (18) is only valid for a non-degenerate
gas where:

coll
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As above, the kinetic equation is obtained from equation (18) by performing a Wigner

transform followed by a gradient expansion. In Appendix I we first calculate the zero order
gradient expansion, which is given by equation (76) ; it is easy to see that it coincides exactly

} — (1) + epr(1? = (1) (19)

"We will see that At is a time which emerges naturally from the calculation through the occurrence of
square of delta functions of the energy (see Appendix I).



with the sum of (9) and (13), which shows that the Yvon-Snider and S matrix approximations
are exactly equivalent to this order. The first order gradient terms are also given in the same
Appendix; here, we only give their low energy limit by using equation (5), which provides the
following kinetic equation:

. . L. Sex R
Op(r1,p1) + - Vep(ra, o) + o e pa). V(1) + cgi(ey)]

- % [Vpﬁ(rl,pl), Ve (Ve (ry) 4 gn(r1)1 + fgﬁ(rl))} L= Teon[p) (20)

where g = 47h%a/m and 7(r1) is the local density operator integrated over velocities:

ﬁ@z/ﬁmmm (21)

In this equation, as usual, forward scattering terms linear in the coupling constant g x a
have been included in the L.h.s. The local term of the collision integral, which regroups terms
proportional to a?, is given by:

“ q » R ~
Leonlp) = — /dgf}a /ko/ a? (P(rlvpl)f(rlapz) — p(r1, py)f(r1, ph)
€

+ 5 (1,1 A, P2l — 5 [Pl P, Al P5)] ) (22)

N

where po, p} and p), are defined in (11). In addition to the anticommutator in the Lh.s.
of (20), obtained to first order in the gradient expansion, we recover exactly the low-energy
limit of the LL equation [13] with, in the Lh.s., the ISRE in the forward direction (the ISRE
in the lateral directions disappears in the low energy limit); the second line of (22) provides
the statistical terms introduced by particle indistinguishability into the total and differential
collision cross section.

2.1.2 Spin-dependent interactions

We now study the gas with spin-dependent interactions and, for a moment, consider the
particles as distinguishable. In the limit of slow elastic collisions, we need only consider four
s-wave scattering lengths: a1, ago, ag) and ag. The two first describe collisions processes
between particles that are in the same internal state; when they are in othogonal internal
states, two different processes occur for distinguishable particles: a direct collision process
without energy transfer described by ag)7 and a transfer collision process described by agtz) -
similar processes occur in the theory of spin exchange collisions [27]. The T matrix is now a
4 x 4 matrix in spin space; to lowest order in the scattering lengths, its matrix elements with

distinguishable particles are given by:

an(k) 0 0 0
lia;2:8| T |1:y:2:0) = ——— ~ ~ 2
(Lras2:p T 1iys2:0) =500 | g g7 gy gogy | @9
~ ~(d
00 (k) @YKk

where a, 3, v and § are the internal state indexes taking values {1,2} and where:
aap(k) = aag [1 — ikaqg] (24)

Equation (23) replaces (5) when the interactions depend on spin.



Kinetic equation The derivation of the kinetic equation then proceeds along the same
lines as in the previous section: we use (16) again to symmetrize the density operator and
take quantum statistics into account, but now insert (23) instead of (17) in it, calculate
the partial trace, and obtain an interaction term for the single particle density operator;
we then Wigner transform the result and use a gradient expansion limited to first order.
This calculation is similar to that of Appendix I for spin-independent interactions, but of
course more complicated; it provides more general expressions for the mean field terms and
the collision integrals. For conciseness, we limit ourselves to the mean field terms, which will
actually be sufficient for our calculations below. In this particular case, the terms can actually
be obtained more conveniently by an operatorial method, different from that of Appendix I,
as shown in Appendix II. We only reproduce the final kinetic equation:

0p(r,p) + 2 Vil p) + e, ), T ()]
~ 5[Vp(r, ), Ve ()]s = Lol (25)
where the effective single-particle potential U is:
0 — pest ( (1 + €)ga2na + gran1 €912n21 ) (26)
€912112 (1+€)guint + giane

with gog = 47rh2aa5 /m, where a9 = ag‘é) +ea§t2); it turns out that only this combination of the

direct and transfer coupling constants enters the calculation (for more details, see Appendix
I1).

This kinetic equation resembles the Landau-Silin equation [3, 28] for a normal Fermi liquid
in a magnetic field. The second term in the Lh.s. of (25) is the usual free drift term; the
anticommutator is a force term including both the effect of an external potential and of the
mean field; the commutator is a spin precession term containing effective magnetic fields from
different origins (differential Zeeman effect, spin mean field, etc.).

Evolution of the density and spin density in phase space The structure of the
distribution function, which is still a matrix in the space of internal variables, is more explicit
if we decompose p and U in the basis formed by Pauli matrices 6 and the unit 2 x 2 matrix:

ﬁ(I’, pvt) = % (f(r7p’t)i + M(I‘, pvt) ’ 6-)
Ulr,t) = Up(r,t)1 + U(r,t) - & (27)

When written in terms of the phase-space density f and spin density M, equation (25)
becomes:

8tf + % : vl‘f - VrUO : vpf - VT‘U ’ VPM coll[f7 ]
U
oM+ 2 U M-V, VM- VUV - S x M= 100 (28)

In these equations, Uy plays the role of the overall trapping potential and U is the local
effective magnetic field around which the spins rotate. The effective trapping potential Uy is



given by:

Ve:):t + Vezt 1+¢ n
Up(r,t) = 2 L+ (922 + 911) + 12| 5
2 2 2
1+4+¢€ m
+ ——(922 — 911)—H (29)
2 2
and the effective magnetic field is:
hQ(x,t t
U(r,t) = (;’ )eH + 6912“12(58’ )
1+e€ (30)

hQ(r,t) = Vi — Ve 4 2 [(g22 — g10)n + (922 + 911 — 2912)m)|

where the local density and spin polarization density are defined as:

n:nQ—l-nl;mH:ng—nl

my 1 = no1 +ni2; my g =i(ng — ni2) (31)

The basis in spin space is denoted by {e 1; e o; eH}. The two first vectors define the
transverse plane, the last defines the longitudinal direction.

The collision integral in (25), i.e. the equivalent of eq. (22) when the interactions are
spin-dependent, is not written explicitly; to simplify the calculations, and because we will
mostly study experimental situations where lateral collisions do not play a dominant role, we
limit ourselves to a simple relaxation time approximation:

I(f) ~ _f(rvpvt) - feq(rapat)_ I(M) ~ _M(I‘,p,t) B Meq(rvpat)

coll — T » “eoll — T

(32)

where f¢¢ (resp. M®) is the local equilibrium (spin) density in phase-space, and 7 is a
relaxation time. Actually, one could allow for different relaxation times for f, M and M, .
Nevertheless, in the case of a non-degenerate gas with spin-independent interactions, it is
known (Ref. [29] and references therein) that these relaxation times are equal; below we
consider a non-degenerate gas of 87Rb, for which the three scattering lengths a11, age and a0
are very close [1], so that in practice we will we only need a single relaxation time 7 given

approximately by:
1 m
~ _ 33
T 471'&%2 n\ kT (33)

Finally, the kinetic equations we will use below to discuss spin waves are:

p f—r
Ouf + - Vef =Villy- Vpf = ViU - VoM = —4—
2U M — Me
6&\/14—%-VrM—Von-VpM—VrU-fo—FxMz—f (34)

The main differences with the LL kinetic equation derived in Ref. [13] are that the full mean
field is included (not just the spin mean field), and that the equation is obtained for general
spin-dependent interactions. Nevertheless, our result is also less general, since the collisions
are assumed to occur only in the s-wave channel and that the collision integral is treated at
the relaxation time approximation level (if necessary, these two restrictions could be lifted
without any special difficulty).
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2.2 Mean field

Another way to derive the modified drift term is to directly use a mean field approximation
within field theory. The following second quantized Hamiltonian density is used to describe
a trapped ultra-cold gas of bosons or fermions:

H="H1+ Hint
hQ
= ( Vil (r) - vwa(r>+V5“(r>wl<r)wa<r)>
a=1,2
+ = Zgawf r)if (1)1s(r) da (r) (35)
a,f

The annihilation and creation field operators of a particle in the internal state a are ¥4/(r)
and wL(r). They have bosonic or fermionic equal-time commutation or anticommutation
relations. The interactions only depend on the three coupling constants g11, g12 and g9o; the
real potential V-matrix elements have been replaced by the appropriate T-matrix elements at
low-energy, according to an usual procedure in the study of cold gases (Fermi pseudo-potential
method [30], or V' — T renormalization procedure in Ref. [28]).

We wish to obtain the time evolution of the single-particle density matrix pag(r,r’,t) =
<1/1(Tl (r',t)s(r,t)), where (...) denotes the expectation value with respect to the time-dependent
N-body density operator of the system. To this end we write down the Heisenberg equation
of motion for 1/12(r’,t)¢g(r,t) using the Hamiltonian (35). The non-interacting part of the
Hamiltonian density H; gives the single-particle Liouville-von Neumann equation:

hQ
ihatpa,@(ru I'/7 t) = _% (VE - VE’) paﬁ(r7 I'/7 t)
+ (Vof””t(r) - V/@wt(r’)) pas(r,r',t) (36)

The interacting part H;,: couples the single-particle density matrix with the expectation
value of the product of four field operators (two-particle density matrix). If we are only
interested in time scales large compared to the duration of a collision, we can decompose the
averages of such products into averages of products of two operators 2. In the context of the
equation of motion for the single-particle density matrix, this approximation is often called
the random phase approximation (RPA) [31]. The interacting part of the equation of motion

then becomes:
Z Pag r, r’ t Z pa5 r, r’ t f(r,7t) (37)
5=1,2 5=1,2

where the mean field potential 2 x 2 matrix is given by:

Vo (1) = 0ap D g (WL (0)00; () + €gap (0 ()5(r) (38)

v=1,2

which contains a direct term and an exchange mean field term, proportional to e. Within
this approximation, each particle evolves under the influence of an effective single-particle

2This result can be obtained for instance from the Wick theorem. It is valid because the gas is not Bose
condensed; otherwise, the mean field could not be obtained in that way, due to the absence of the exchange
term.

11



potential U(r, ), which is the sum of the external potential V¢*(r) and the time-dependent
mean field V™ (r, t).

In order to compare this result with that of the preceding section, we note that n,(r,t) =
(Yl (r, t)1ba(x, 1)) is the average density of atoms in internal state o = 1,2 and the off-diagonal
elements nia(r,t) = n3(r,t) = <w1(r,t)¢2(r,t)> are the coherences between the internal
states, so that the effective potential U reproduces exactly the one obtained in the preceding
section, equation (26). We therefore arrive at the following operatorial kinetic equation:

%+% [ﬁl,Hﬁvmf} —0 (39)

which is the quantum equivalent of the Vlasov equation (see Ref. [18] for example); in this
equation, H is the single particle hamiltonian defined in (2) and V™ is defined by (38).
Obviously, if we Wigner transform this operatorial equation, we will obtain a kinetic equation
that is equivalent to (25), but without the collision integral. The effect of lateral collisions can
then be treated phenomenologically by adding by hand a term corresponding to a relaxation
time approximation, as usual [31]; then equations (34) are recovered and the mean field
treatment of interactions becomes exactly equivalent to these simplified equations.

2.3 Discussion

We have used three different methods to derive a kinetic equation for a gas of atoms with
two internal levels: the S matrix (or LL) Ansatz, the Yvon-Snider Ansatz (YS) and the mean
field approximation; we now summarize a comparison between the results.

To zero order in the gradients, LL and YS give exactly the same equation, containing a
Boltzmann-type collision integral and a spin mean field. As for the mean field approximation,
it provides only the spin mean field, obtained in the limit of low-energy collisions because of
the use of the pseudopotential; this limit is in full agreement with the results of the two
other methods. We note in passing that this spin mean field occurs for a non-condensed
Bose gas, but not in a Bose-Einstein condensate (BEC) at very low temperature, because
the exchange term is absent when a single quantum state is involved. In this case, there is
however a different mechanism for creating spin waves, the so-called “quantum torque” of
purely kinetic origin [32]; it arises naturally because, in quantum mechanics, any gradient
of the phase corresponds to a kinetic energy for each component which, in turn, affects the
evolution of the relative phase and therefore of the transverse spin orientation.

To first order in the gradients and for forward scattering, LL, YS and the mean field
approximation all give the same scalar mean field term (zero sound), again in the limit of
low-energy collisions for the third method. We have checked that the complete expression of
the LL and YS first order gradient terms coincide exactly for forward scattering, but not for
lateral scattering; whether or not the two methods are completely equivalent to this order is
left as an open question; for more details see [33].

In a non-degenerate dilute gas, the spin mean field generally dominates over the scalar
mean field, because it appears to lower order in the gradient expansion; it is therefore not
surprising that zero sound type collective modes should not propagate as easily as spin waves
in dilute non-degenerate gases.

To what extent collisional methods and mean field approximations are equivalent is not a
trivial question. Generally speaking, mean field theory is assumed to be valid for systems with
either long range interactions (Vlasov’s equation for a plasma [18]) or in strongly interacting
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degenerate systems described in terms of quasi-particles (Landau’s equation for a Fermi liquid
[11, 3, 28]); for a dilute gas, neither of these conditions is met. Our conclusion is nevertheless
that the equivalence is perfect to first order in the scattering length a but does not hold to
higher orders in a. We finally remark that, when describing a non-degenerate dilute atomic
gas in terms of quasi-particles (see the work of Bashkin [16], for example), a quasi-particle is
just a particle whose kinetic energy p?/2m is shifted by a local mean field term, so that the
kinetic drift term of the quasi-particle transport equation is left unchanged.

3 Spin oscillations and internal conversion

Our purpose now is to use the kinetic equation obtained in the preceding section to discuss spin
waves in ultra-cold trapped atomic gases. We first briefly review a recent experiment realized
at JILA [1] and the theoretical work stimulated by it [34, 35, 36, 37, 38]. We then discuss the
non-hydrodynamic character of the observed spin waves, which allows a comparison between
the different theoretical treatments. Finally, we describe the decay of the spin waves and
discuss the relevance of decoherence.

3.1 The JILA experiment

In a recent experiment performed at JILA , Lewandowsky et al have studied bosonic 8’Rb
atoms with two hyperfine states of interest (denoted by 1 and 2), confined in an axially
symmetric magnetic trap elongated along the Ox direction. Their experiment is described in
[1]; the temperature T" of the gas in this experiment is about twice the critical temperature
for Bose-Einstein condensation, so that the gas is not strongly degenerate and can be treated
reasonably well as a Boltzmann gas; however, since the de Broglie thermal wavelength is
much larger than the average scattering length, collisions occur in the full quantum regime.
Initially, the gas is at equilibrium with only state 1 populated. A 7/2 radio frequency pulse
is then applied, which suddenly puts all the atoms into the same coherent superposition of
states 1 and 2. The subsequent evolution of the system along the axial direction is then
monitored by measuring optically the local densities n1 and ny of atoms in each internal
state. Experimentally, one observes that the system “segregates”: after about 100 ms, atoms
in state 1 are mostly found away from the center of the trap, while atoms in state 2 move
towards the center, the total density n = n; + ng remaining practically unchanged. After
about 200 ms, the local densities of each species return to equilibrium.

In Ref. [35], this phenomenon was explained in terms of an internal conversion resulting
from the identical spin rotation effect (ISRE), which is at the origin of the spin mean field;
similar considerations were almost simultaneously provided by two other groups [34, 36].
Qualitatively, this spin oscillation can be understood as follows:

(i) the field gradient creates an inhomogeneous spin precession, so that the gas develops
a gradient of transverse spin polarization

(ii) the thermal motion of the atoms then creates correlations between transverse spin and
velocity; therefore, a particle moving with a given velocity at point x gets a spin polarization
which is not parallel to the average local polarization

(iii) the ISRE then makes its spin polarization leave the transverse plane and get a longi-
tudinal component, in a direction which depends on the sign of the velocity

(iv) this is equivalent to a velocity dependent internal conversion which, at some later
time, results in an efficient spatial separation of atoms in the two internal states.
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To study this phenomenon quantitatively, we derive from (34) an effective one-dimensional
kinetic equation in terms of the local density in phase space f(z,p,t) and spin density
M(z,p,t), by assuming that radial equilibrium is quickly established (the radial trap fre-
quency wyqq/2m is much larger than the axial trap frequency wg,/27). Integrating (34) over
radial coordinates ¥,z and momenta p,, p, provides the following equations:

8tf—|—%8xf—8xU08pf—8xU-8pM:—(f—feq)/r (40)
oM+ L o, M — 0,0, 9,M — 0,U 0, f — % x M
m
~ (M — M*)/r (41)

(every quantity depending initially on three-dimensional coordinates r and momenta p has
been integrated over radial coordinates and momenta, so that it now depends only on the
coordinate x and the momentum p = p,). In the process of radial averaging, the coupling
constants g,g are renormalized by a factor 1/2, as discussed by Levitov [34]. The three-
dimensional effective trapping potential (29) therefore becomes:

Vemt+ Vemt 1 +e n
Up(z,t) = 2 5 L+ 5 (922 + g11) + 912 1
1+e€ m
+ (922 —gn)TH (42)

and the three-dimensional effective magnetic field (30) is changed into:

AQ(x,t t
UGe.t) = ey + 2200 (43
2 4
with: 14 m
€ n
hQ(z,t) = Vg™ — Vot ¢ 5 [(922 — 911)5 + (922 + 911 — 2912)—2‘

where €| is the unit vector in the longitudinal direction in spin space.

A few simplifying assumptions are appropriate for the experimental conditions of Ref.
[1]. The confining energy (V5*' + V') /2 is of order kT ~ 13 kHzxh which is much larger
than the mean field interaction energy gn(0) ~ 140 Hzxh. This allows us to keep only the
confining energy of the harmonic trap in the effective trapping potential Uy:

Ve ) A Vs ) 1 5,

Up(z) ~ 5 = 5MWag® (44)

ext

The differential trapping energy V%t — Vi ~ 10 Hzxh is even weaker than the mean field
interaction energy. This ensures that the force terms 0, U-0,(f or M) appearing in equations
(40,41) are negligible. On the contrary, when the local effective magnetic field U does not
appear under a spatial gradient, as in the term 2U x M/A, it can not be neglected. This
effective magnetic field U is made of two terms (see equation (43)): one is an effective ezternal
magnetic field 7€2/2; the other is an exchange magnetic field or spin mean field g;om/4 which
results from the ISRE. The effective external magnetic field is the sum of the contributions
of a differential Zeeman and of a differential mean field:

hQ(x) = h Qz)ey = [V (x) — Vi (@) + (922 — g11)n(x)/2ey (45)
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where, following ref. [1], we have assumed that 2¢g12 ~ g11 + g22 for simplicity. The average
value over the sample of the effective external magnetic field can be removed by going to a
uniformly rotating frame (Larmor frame). For the numerical simulations, we need to know
the x dependence of this effective magnetic field. As the profile n(z) will be shown to be a
Gaussian (as for a non-interacting non-degenerate gas) which does not vary in time, we model
the experimentally measured effective external magnetic field by:

Q(x) = —0Qexp —(mngxQ/QkBT)eH (46)

where the parameter 05 is the variation of (x) between the center and the edge of the cloud.
Taking into account all approximations mentioned above, we finally arrive at equations:

Of + Lo, f —mwlwd,f ~—(f — f9)/7 (47)
m
oM + % M — mw? x 9,M — (Q + g12m) x M
~ —(M — Meq)/r (48)

The initial equilibrium Maxwell-Boltzmann distribution f(z,p) solves the kinetic equation
(47), so that the dynamics after the m/2 pulse can be expressed in terms of M only. In
addition, the density n(x) is obtained by integrating the equilibrium Maxwell-Boltzmann
distribution over momentum p, which shows that it is time independent; from now on, we
will only consider equation (48). The spin distribution immediately after the 7/2 pulse is
assumed to be:

M(z,p,t =0) = f(z,p)es 1 (49)

Equation (48) can be solved numerically with values of the parameters taken from Ref.
[1]: the trap frequencies are wg, /27 = 7 Hz and w,4q/27m = 230 Hz; the average time between
collisions is 7 ~ 10 ms; the temperature is T' ~ 0.6 pK; the density at the center of the
trap is n(0) = 1.8 x 10 cm™3; §Q2/27 is typically ~ 12 Hz, and the scattering lengths are
a11 = 100.9aq, ass = 95.6a¢ and a2 = 98.2ag where aq is the Bohr radius. The solution at
the center of trap is plotted in Figure 1; it shows very good agreement with the experimental
observations, without any adjustable parameter.

3.2 Large, non-hydrodynamic, spin waves

Ordinary spin waves in non-degenerate gases usually occur either in the hydrodynamic regime
or/and in a regime of small amplitudes [8, 9, 10]. One can then assume a small departure of
the spin distribution (from either local or global equilibrium); this is similar to the first order
Chapman-Enskog gradient expansion, which leads to the Navier-Stokes equations (see for
instance [30]). The result is the well known Leggett equations [4], transposed from degenerate
Fermi liquids to dilute non-degenerate gases [6]:

om+ 0,j = X m

; 50
O — (Q+ 222y 5 j4+ 519 m + w2 am ~ -1 (50)
where the spin current along Ox is defined by:
. _ p
.= [ dp EMGap) 61)
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Figure 1: Time evolution of the spin polarization m at the center of the trap (z = 0) when
02/2m = 12 Hz.

The momentum dependence has disappeared from these equations, which contain only po-
sition variables. These equations can describe spin waves, not only in the hydrodynamic
regime, but also in the collisionless regime as, for example, in liquid 3He (Silin spin waves
[39]) or in H| gas [40]. For a discussion of the hydrodynamic-like description of spin waves in
the collisionless regime of non-degenerate dilute gases, see Refs. [16, 41].

The spin waves observed at JILA were of large amplitude and occurred in the intermediate
regime between hydrodynamic and collisionless, where wq,7 ~ 1, so that there is no a priori
reason to believe in the validity of the Leggett equations; we therefore need to resort to a
numerical solution of the kinetic equation in terms of both position and momentum variables.
Figure 2 shows the results of this calculation, and the spin density distribution (longitudinal
and transverse) in p-space for different times. For comparison, the local equilibrium spin
distribution is also plotted (dashed line); we see that the spin distribution in p-space can
indeed get very distorted, which illustrates a strongly non-hydrodynamic situation. For very
short times, ¢t < 40 ms, the transverse and longitudinal spin distributions are still close to
local equilibrium (M ﬁ’q = 0), so that the Leggett equations are valid. For ¢ 2 40 ms, this is no
longer true, so that one would lose a significant part of the physics by not retaining the full
momentum dependence of the distribution. In other words, studying the two first moments
of the distribution (m and j) is not equivalent to studying the full distribution M(p). What
actually takes place is a phenomenon analogous to a density “shock wave” rather than a
“sound wave”. Eventually, for ¢t 2 160 ms (end of the “segregation”), since equilibrium is
almost reached, the Leggett equations become valid again.

The initial part of the internal conversion (or state separation) can be treated analytically
in several approximations, allowing for comparison between different approaches such as those
of Refs. [35, 34, 36]. In Ref. [35], we solved the kinetic equation analytically, for times ¢t < 7,
by expanding in Taylor series in time and obtained:

my(z,t 4
nEx) ) 91227%(1') [kf;LTQ"(x) - 2w2mx9'(x)]% (52)

where Q' and Q" are the first and second spatial derivative of (x). This formula predicts an
initial quartic in ¢ behavior, which correctly reproduces the numerical results; each power of
t corresponds to one of the four physical processes (i) to (iv) described in § 3.1.
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Figure 2: Longitudinal spin distribution M (z = xr,p,t) and transverse spin distribution

M, 1(z = zp,p,t) at position z = z¢ for t = 10;40;85;160 ms, where z7 = /kpT/mw2,
and pr = v/mkpgT. The local equilibrium spin distribution is plotted with a dashed line.
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Figure 3: Beginning of the internal conversion at the center of the trap. The numerical
simulation is plotted with circles, the t* result with a full line and the 2 result with a dashed
line.

Another approach to calculate the short time behavior is that used by Williams et al [36].
They use the Leggett equations which are valid for ¢ < 7 because the spin distribution is at
equilibrium at ¢t = 0. Solving the Leggett equations in the small time limit, where —j/7 is
negligible, they recover (52).

A third approach is to consider, following Oktel and Levitov [34]), the Leggett equations
in the hydrodynamic regime. The approximation consists in assuming that the spin current
remains close to its stationary value, which allows to neglect the term 0;j in equation (50).
Using the resulting equations, we obtain a different behavior for small times:

mH(az,t) gizn(z) kT ., ! (Tt)Q
e N 122h [ZQ (z) — 2w? 2 (z)] 1

(53)

(the effect of the hydrodynamic approximation is to replace t2 by ¢7). The t* and t? results
are plotted in Fig. 3; we see that times smaller than a time between collisions 7 can not
be dealt with in this approach. Nevertheless, after each atom has made one collision on
average, the spin current is close to its stationary value and the hydrodynamic approximation
is reasonably valid. Therefore, when ¢ > 7 ~ 10 ms, we get:

mH(x, t) N g12n(z) [kBTQ”(x) B 2w2z$9,(x)] 7'2(t . t0)2

n(zx) 2h m 4! (54)

(the parameter t( includes the accumulated effect of the retardation of the spin current j for
small time). The (¢t — t)? behavior is plotted in Fig. 4 (the reason why, after 40 ms, the
numerical solution of the kinetic equation is not well approximated by the (¢t —t¢)? law is that
the spin distribution gets very distorted, so that the Leggett equations are no longer valid).

3.3 Decay of the phenomenon

Up to this point, we have studied mostly the initial part of the phenomenon, when the
amplitude of the spin wave grows and the two species tend to separate from each other;
we now discuss its final part, when the spin oscillations decay and, eventually, the system
returns to equilibrium. A first remark is that it is relatively easy to obtain an order of
magnitude of the time at which the transition between the two regimes occurs, i.e. the time
at which the maximum of the separation takes places. For short times, we have seen that
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Figure 4: The numerical simulation is plotted with circles, the t* result with a full line and
the (t — tg)? result with a dashed line (tg ~ 2 ms here). Note the good agreement between
the (t — tg)? law and the kinetic equation in the range 7 ~ 10 ms< ¢ < 40 ms.

this separation is an indirect result of a differential precession of the transverse component of
the spin at different points along the Ox axis; the thermal motion of the atoms then creates
correlations between the transverse orientation of the spins and the sign of the  component
of the velocities. But, for long times, the differential rotation of the spins will be so large
that each sign of this velocity will become associated with a widely open fan of transverse
orientation, with almost zero average; clearly, the selective internal conversion effect will then
also average to almost zero. Let us consider the simple situation of a homogeneous gas in
a box of size L with a linear gradient of external effective magnetic field 2’. We focus, for
instance, on the situation at the center of the box. At time ¢, atoms initially at z = v x ¢t will
cross this point with a transverse orientation rotated by an angle of the order of:

A xaext=0Q vt (55)
Therefore, at times greater than:
1
t Y
Ve TRY
the transverse directions of the spins average out so that the apparent segregation effect no

longer takes place. In the case of the trapped gas, Q' ~ 0Q/L and v ~ wq, L where L is the
size of the cloud, and we obtain:

(56)

27
tm ~ \/m (57)
Typical values give t,, ~ 100 ms in accordance with the results of the simulation. After this
maximum, the system tends to return to equilibrium during a time period which we call the
decay of the phenomenon.

Fig.1 shows that the decay of the longitudinal and transverse spin polarizations are sig-
nificantly different. The longitudinal spin polarization m(z,t) returns to equilibrium in two
steps: it first quickly decreases from its maximum value to almost zero in a time scale of
the order of 50 ms; it then goes to zero much more slowly, on a time scale of the order of
200 ms. In order to understand this, we note in Fig.1 that, at the maximum of separation,
the wave packets (or the clouds) associated with each internal state overlap only little; the
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first step is then easily interpreted as the free motion of the clouds under the restoring force
of the trap. It takes a quarter of a period Ty, /4 = 7/2w,; = 36 ms to go from the maximum
of oscillation to the center of the trap. Actually, as soon as the two clouds start to overlap,
they interact through a repulsive mean field ( g > 0), so that it takes a little more time than
a quarter of a period to reach the situation where the two clouds overlap significantly 3. At
this point, the subsequent evolution of the system can be understood as the mutual diffusion
of two gases 4; this happens ~ 150 ms after the initial pulse and can again be described
by the Leggett equations (we checked on the p distribution that the system is close to local
equilibrium). The relaxation time scale is then given by the spin diffusion time 47 ~ L?/D
(where L ~ 2\/kpT/muw?, is the size of the cloud and D = kpT'7/m is the spin diffusion
constant). Using the same parameters as in the simulation, we obtain ¢45¢ ~ 200 ms, in good
agreement with the numerical result.

We now discuss the transverse spin polarization m | (z,¢). As seen on Fig.1, it oscillates
many times before going to zero. After ~ 150 ms, when the Leggett equations are valid again,
we know [6] that spin waves occur in the hydrodynamic regime. The spectrum derived from
these equations predicts damped transverse spin waves [6]. The damping time is of the order
of the spin diffusion time £4;ry ~ 200 ms, which gives an order of magnitude for the time
it takes the transverse spin polarization to go from its value at the maximum of separation
to zero. This is in agreement with the relaxation time obtained by numerically solving the
kinetic equation (Fig.1). We finally note that the frequency of the transverse spin waves is
essentially given by the external effective magnetic field precession frequency 6€2/2m = 12 Hz.

3.4 “Ghost” wave packet and decoherence

We now come back to the time at which the separation is maximum. In order to simplify
the discussion, we consider two clouds of atoms, one corresponding to state 1 and located
around x = d/2, the other corresponding to state 2 located around x = —d/2, where d is the
distance between the center of the two clouds; we note dx the width of each of these wave
packets, assuming that dx < d. In this case, elementary quantum mechanics predicts that the
local transverse spin polarization vanishes everywhere (this is because the local spin density
corresponds to an operator which is local in ordinary space). Nevertheless, the superposition
of the two wave packets remains coherent so that, rigorously speaking, the system is not
equivalent to a classical mixture of two gases, in opposition to what we have assumed in the
previous section.

One may wonder how this coherence translates in terms of the Wigner distribution. The
answer is well known: the presence of the coherence is contained in a so-called “ghost” wave
packet, which exists around the middle point between the two real wave packets (or clouds).
For spinless particles, it “carries interferences with it” [44], and reconstructs them as soon as
the real packets overlap again. For particles with spin, when the two separated wave packets
have opposite spin orientations, the ghost wave packet centered at x = 0 appears only in the

3That the two clouds interact mainly trough the mean field and not trough (lateral) collisions is confirmed
by the numerical solution of the kinetic equation. Indeed, we checked that removing the collision integral does
not change the decay time scale. The role of the collision integral is merely to damp revivals of the longitudinal
spin waves, which are observed when the collision integral is discarded.

4Actually, an instability of the transverse spin polarization is possible when there is a strong longitudinal
spin polarization gradient (which is the case when the two clouds overlap again) and a spin mean field. This
is known as Castaing’s instability [42]. In Ref. [43], we checked that it does not play a role in the experiment
done at JILA [1].
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non-diagonal spin matrix elements (transverse spin components of the Wigner distribution).
In both cases, the wave packet rapidly oscillates as a function of momentum p, taking positive
and negative values, with an oscillation period 27h/d; the further apart the two clouds, the
faster the oscillation. On the other hand, for a statistical mixture of the internal states, the
ghost wave packet does not exist. Such oscillating wave packets are well-known in the context
of macroscopic superpositions of states [44].

The next question is to what extent the ghost wave packet is preserved by the time evo-
lution of the kinetic equation. Since the Wigner formalism in itself implies no approximation
(it is strictly equivalent to the use of operators), the question arises only because our ki-
netic equation does not provide the exact quantum evolution: it was actually obtained from
the operatorial (quantum) equation for the single-particle density operator by truncating the
gradient expansion of the Wigner transform. In other words, we made a semi-classical approx-
imation. But, for the ghost wave packet, the p oscillation period is 2wh/d while the width
of the wave packet is dz, so that the parameter of the gradient expansion is d/dz, which
may be larger than 1: therefore, our kinetic equation does not necessarily remain correct for
this case; the semi-classical gradient expansion may smooth the oscillations of the ghost wave
packet, and artificially introduce decoherence. Another related source of artificial decoher-
ence® might come from the discretization of phase-space (necessary for the numerical solution
of the kinetic equation), which may introduce a lattice spacing in momentum space larger
than dp.

Up to this point, no real physical decoherence mechanism was included in our discussion:
we have assumed that the system is perfectly isolated. But this is not the case in practice.
In order to obtain an estimate of the physical decoherence time, we proceed by analogy with
a well-understood situation in quantum optics: a macroscopic superposition of two coherent
states of the electro-magnetic field in a cavity. In that case, it is known that the coherence
is lost as soon as one photon on average escapes the cavity and goes in the environment
[45, 46]. We therefore assume here that for our trapped gas, a source of decoherence comes
from the fact that atoms can leave the trap, because of 3-body collisions for example. The
time it takes one atom to leave the trap is 1/aszn(0)2N where az, ~ 4 x 1072 cmb/s is
the 3-body recombination rate constant [47], N ~ 10° is the total number of atoms and
n(0) ~ 2 x 10 ecm™3 is the density at the center of the trap. This gives ~ 0.1 ms as a
rough upper bound to the physical decoherence time, which is still much shorter than the
characteristic time scale of the spin state segregation. Our conclusion is therefore that, when
the wave packets recombine, coherence is not likely to play a role in these experiments; this
justifies our discussion in the preceding section.

4 Conclusion

We have derived a kinetic equation for a Boltzmann gas with two internal levels using dif-
ferent methods. A first conclusion which emerges from this work is that, for dilute gases at
low temperature, several significantly different theoretical approaches lead essentially to the
same result. Here we have discussed the Yvon-Snider method, with its peculiar way to close

®Concerning the second source of artificial decoherence, we think that it is not a problem in our simulations.
We checked that, when removing the collision integral so that the kinetic equation becomes reversible, the
transverse spin polarization disappears when the two wave packets do not overlap but reappears when they
mix again.
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the BBGKY hierarchy, the S matrix method which is very close to the spirit of the original
Boltzmann equation, as well as the popular mean field method. In the latter case, the equiv-
alence actually holds only in the low temperature limit, when forward scattering dominates
over lateral scattering by a factor of the order of Ay/a. Whether or not it is possible to find
experimental situations where the results of these theories are significantly different, and can
be tested experimentally, is still an open question (for instance, whether or not ISRE in lateral
collisions may become dominant).

A second conclusion is that a correct treatment of the correlations between internal vari-
ables and velocities at each point of space may be important; this is illustrated by the figures
contained in figure 2. In other words, hydrodynamic equations are not always appropriate.
What is remarkable is that the effects of local field inhomogeneity and velocities combine non-
linearly to create this almost complete separation of the two internal states; the effect is not
a segregation of states but rather an internal conversion that depends on the direction of the
velocity. It is probably even more remarkable that this effect was discovered experimentally,
without any theoretical prediction as a guide to the appropriate experimental conditions, and
appeared basically as a 100% effect from the beginning. Clearly, ISRE is not a small quantum
correction to the effect of collisions, but may dominate the entire dynamics of the quantum
gas!

It would be interesting to extend the present work in a few directions, for instance exploring
the influence of a temperature gradient on the spin current in hydrodynamical situations, as
predicted in [6]. For bosons, it would also be important to understand better how spin waves
evolve progressively from the non-condensed regime, which we have studied in this article, to
the condensed low temperature regime; the theory recently developed in [32] seems to provide
an appropriate tool for this purpose.
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APPENDICES: INTERACTION TERM OF THE S-MATRIX ANSATZ

Appendix I: spin-independent interactions

In this appendix, we give the detailed calculation of the Wigner transform of the collision
term of the S matrix Ansatz, equation (18). We will closely follow the notations of a similar
calculation done in the Appendix of Ref. [14], where the Wigner transform of the Yvon-Snider
Ansatz, equation (6) without internal levels and without exchange, is obtained to first order
in the gradient expansion. We define the on-shell T' matrix 7 by:

S=1-—i2nT (58)

and rewrite the core of the Ansatz in equation (18) as:

Spr(1)p1(2)ST = pr(1)p1(2) = —i2nT pr(1)p1(2) + c.c.
+2m)* T (V)p ()T (59)
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where c.c. is the complex conjugate of the preceding term. The first two terms of the preceding
equation are linear in the 7" matrix, the last is quadratic. The Wigner transform Fr of the
linear in 7" matrix operator between curly brackets in (18) is:

Fr(R,r,P,p) = —i(27r)5h6/d3K/d3/£ K Rinr

14€P, S . i—i—e[f’ )
< (K, k+\TwTP1(1)P1(2)Tw|K—7k—> +c.c. (60)
where: P K K
p
K, = + —: ky ==+ — 61
= E ke = E0 (61)

With two closure relations for relative wavevectors k; and ks, the r.h.s. of (60) becomes equal

to:
1 3 3 3 /3 iK-R ik
— K
2i(2ﬂ)5hﬁ/d /dfs/dkl dky e Re

X (T(k+,k1) + eT(—k+7k1)]55) 5(Ey, — Ei,)
x (K, ki|p1(1)p1(2)| K-, ka) ((5(k2 —k_)+edks + k_)PS) + c.c. (62)
where Pg is the exchange operator in spin space. Now using the inverse Wigner transform

formula, we can introduce into (62) the Wigner transform p(r, p) of p; and replace the matrix
element of the product of p’s by:

h6 f dSRI f d3T/67iK-R/ei(k27k1)-r/

xj (Rz vz P+hk21+hk2> 5 (Rz . Pfhkzlfhk2> (63)
When inserting the result into (62), a delta function appears:
/ P KK ER-R) — 95)35(R - R/) (64)

Tracing over the orbital and the spin space of particle 2, we finally obtain the following
expression for the Wigner transform I7(ri, p1) for the terms linear in 7" in the Ansatz (18):

Ip(ry,p1) = 20 2At/d3 /d3 /d3 /d3k//d3k2/d3/

el z(k2 k) I(S(Ek_;,_ —Ek/)
R r—r r+r
X [5(1{,2 —k )T(ky,ki)p <I“1 -3 7P,1/) f (rl - Tm’é)

/
bl T (ke k) (1 - T3

+ed(ky + k)T (ky, ki)p

p
r—r A r+r
+ (ks +k)T(—ky, k) f (rl — T,p'{) p (rl — T,pé’)}
4+ c.c. (65)
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with notation (11) and with:

r=ry;—ryg,; k:l::

. 66
p/=p —d+nfte. prop o (66)

The distribution f is the spin trace of p, see equation (10).
The same kind of calculation can be done for the term quadratic in the 7" matrix in (18).
It gives the Wigner transform I72(rq,p1) as:

Ipa(ry,p1) = = At/d?’ /d3 /d3 /d3k’/d3k2/d3 !

x e k)Y (B — By )o(Ey. — By)
< e xac 1) (n - S5 p ) 1 (1 T )
O I Gt )
+ eT(ky, KT (—k_, k5 p <r1 — F_Trl,p’{> p <r1 - J; rl,p’z’>
T(—k4, K)T(~k_, k)" f <r1 - F_Tr/,p'{) p <r1 — HTrpg)] (67)

As in Ref. [26, 14], we now assume that p(r,p) varies slowly in space over microscopic
distances and expand the product of p and f in (65) and (67) according to

lé(rhp/ll)f(rl:pg) - % ’ vl‘l [,5(1‘1, plll)f(rla pIZI)]
+ - : [ﬁ(rla plll)vnf(rlvpg) - (vl‘lﬁ(rlvplll)) f(I'l, pg) + ] (68)

2

The first term in (68) corresponds to the local term, the two which follow to first order in
gradients non-local terms. A very similar equation exists for the product of p’s in (65) and
(67).

(1) Local term We now calculate the zeroth order in gradients. The following three
integrals occur:

/ dPr "7 = (271)38(k); / &>’ e k)T = (27)36 (k) — Kj)

[ T — (om0, 4 k) (69)
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The linear in 7" matrix terms become:

Ir(ry,p1) = 5 At/d3 /d3k’ (Ey, — By)

X [ (K, — k)T (k, K;)p (r1, p1 — hk+hK,) f (r1, p1 — hk—hk))

+ ed(k) — K)T(=k,k1)p (r1,p1 — ik—7k}) p (r1, p1 — hk+hk))

+ed(k] + k)T (k, kl)p“ (r1,p1 — hk+hk’) ) (r1, p1 — hk—hk})

+0(K; + K)T(—k, K}) f (r1, p1 — hk-+5K,) p (r1, p1 — hk—hk’l)}

+ c.c. (70)

In the preceding equation, we note the appearance of the square of delta functions of the
energy 0(Ey)8(k)  [6(E;)]?. They are handled by the following well-known simplification

from scattering theory:

5B = 2 5(B) ()

where At is a time larger than the duration of a collision (see Ref. [48], for example), which
simplifies with the one introduced in the S matrix Ansatz (18). The same manipulations can
be done with the quadratic in 7" matrix term, they lead to:

d3

3K §(E), — Ey)

Ir2(r1,p1) = 2h

X | Tk K)T(&,K)"p (r1,p1 — ik + AK') f (v1,p1 — 7k — K')

+eT(—k,kK"T(k,K')*p (rl,pl hk—hk)ﬁ(rl,pl—hk+hk’)

+ ET(k, k/) ( k, kl) (I'l, p1 — hk + hkl) (1'171)1 — hk — hk/)

+T(-k, kKT (-k, k)" f (rl, p1 — Ak + hk’) p (rl, p1 — hk — hk') } (72)
We will now use different properties of the 7" matrix. In addition to the differential

or(k, k') and total op(k) cross sections defined in (12), we introduce, following Ref. [13], the
following cross sections:

th €ex. . __ET.
T(_ka k) - i8T3m, (Ufwd.(k) - Zwad.(k))
4
1/ / * ex.(7. I\ _ sex. 1. 1.
(K, KT(K k)" = 15— (of (b b) = irg (k&) (73)

Unitarity of the .S matrix implies the optical theorem:

T (k, k) h%k

T +cc.=ImT(k,k) = WUT(M (74)

and the rotational invariance of the interaction Hamiltonian can be used to show that:
T(—k, —k') =T(k, k’) (75)

Performing the integral over the length of wavevector k' in (70) and (72) and using the
previous properties of the T" matrix, we obtain the Wigner transform to zero order of the S
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matrix Ansatz Iy = Iy + szz

Iy (ry,p1) = — /dgq %{ [UT(k)ﬁ(rlypl)f(rl,p2)

€

t3 (0Gma. (k) [p(r1,p1), plr1, P2)]y + iTFig (k) [(r1, P1), A(r1, P2)] )

- /dzi{/ |:Uk(i€7 if/)ﬁ(rla p/1>f(r1a p/2> + %(Ulim'(iﬁ ];,) [:a(rla p/1>7pA(r1a pl2>}+

+iare® (k, k') [p(r1, P, p(r1, ph)] )] } (76)

with the notations (11). This local term is the LL “collision integral” [13]. It contains terms
linear in 7" matrix, usually written on the l.h.s. of the kinetic equation, as well as terms
quadratic in 7" matrix.
The low-energy limit of the cross sections is obtained from the low-energy expression of
the T' matrix (5):
or(k) ~ 4mra® on(k, k) ~ a?
oFa (k) ~ Ama® o () ~ 0
Twa (k) ~ —4dma/k 7% (k, k') — 0

when k£ — 0, see Ref. [13]. When introduced into (76), the collision integral of equation
(22) is obtained, as well as the spin mean field contained in the commutator in equation
(20). Other mean field terms (contained in the anticommutator) appear to first order of the
gradient expansion.

(2) First order terms We retain only first order terms that are in addition linear in T’
matrix.

(2-a) r gradients The first-order terms introduce the gradient of a delta function:
/d?’r r T = —i(271)3V (k)

which implies taking the derivative with respect to k of the function under the integral. We
obtain:

3
@ /d3q{ ReT(k,k) Vp - Ve [p(r1, p1) f(r1, p2)]

- Vp [ReT'(k, k)] -V, [p(r1,p1)f(r:, p2)]
+ ST(k,k) Vi - Vi [3(r1, 1)p(r1, p2)]

2
%vp [T'(k, k)] - Vi [p(r1,p1)p(r1, P2)]

€ * R A
+ §T(k, k)* Vp - Vi [p(r1, p2)p(r1, p1)]

- §VR 10V o, pa)otrn ) | ()
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2-b) r’ gradients e following integrals occur:

b) r' gradients The following integral
/ a3 et k)T = —i(2m)3Vy 6(K) — Kb)
[ T — iam Vi 506, + k) (78)

so that we obtain:

(2m)®

5 /d3q Vp - {RGT(ka k) [p(r1,p1)Vef(r1,p2) — f(r1,p2)Vep(r1, p1)]

€

+ §T(k7 _k) [ﬁ(rh pl)vl‘ﬁ(rh pQ) - ﬁ(rla p2>vl‘:a(r1a pl)]

#7010 [Veplri,pa) plrs. 1) — Vieplrs,pr) plrapo)] | (19

The expression of the 7' matrix to lowest order in the scattering length (see equation (5))
(27)3T(k, k) ~ g

is independent of k. Using the preceding expression in (77) and (79), we obtain the following
first order term:

5 [Voh(rs,pa), Va(gn(en)i +cgn(rn)],

This is the mean field term appearing in the anticommutator in the kinetic equation (20).

Appendix II: spin-dependent interactions (forward scattering)

In this appendix, we show how to obtain the full mean field in the case of spin-dependent
interactions, using the S-matrix Ansatz. We will limit ourselves to collisions at low-energy,
using the 7" matrix only at lowest order in the scattering lengths (equation (23)):

(d) )
. ~ S Yop Yop
<O[ ,,6| Tk ")/ ,5> = (Sa’»y(s/@ﬁw + (1 - 5a’/@)(5a75(5ﬁ77w (80)
where g&doz = Jao- In this limit the T" matrix elements are real.
As we are interested in mean field terms, we only keep terms linear in the 7" matrix in the
r.h.s. of the S matrix Ansatz, equation (18):

7 5(1) 1(2) = (1) 1 (2) T| (81)

iAt V2

2 1+ elf’ex_
i V2

i+epex.}

where we introduced the 7 matrix (the on-shell 7" matrix), whose definition is given in
Appendix I, equation (58). Using the properties of the trace on particle 2 and the fact that
the exchange operator commutes with the 7 matrix, we can rewrite the preceding equation
in the form of a commutator:

e (i b p@) )] )



It seems therefore natural that the first operator in the commutator should play the role of

an effective single-particle Hamiltonian.

We now consider a general matrix element of the preceding commutator. To simplify the

notation, we only write the first term of the commutator:

2mh - NS .
(11l T {( 4 €Pea)T 412} (D12 P )

We calculate this matrix element by introducing three closure relations of the form:

i= [ @3 b o). o
B

and by using the expression (80) of the T' matrix. We obtain:
2mh 3 3
2n)PAL / dp2 / @°p3 6(E(p,-p)/2 = Elps—pa)/2)

- {9552 (b3, alfr |l ') pa, G171 b2, )

B
t ~ N
+ (1= 6a,8)9.3(P3, Blp11Ph. /) (pa, al |2, B)
d ~ ~
+ g (b3, 811D}, @) (P, &l |2, B)

(1= 8 2)g )Pl bt ) pa. Al o2 ) |

where ps = p1 + p2 — pP3- By defining the three following coupling constants:

Yoo = g((ydoz ) Gap = ggg + 693)6 ifa#p

we can rewrite equation (85) as:

2mh
Az / d’py / &’py 8(E(p, —p3)/2 = E(ps—pa)/2)

g A )
Xy (2;[)33 {(mﬁlmp275><p37a|p1p'17a'>
5

+ €(pa, a|p1|p2, B) (Ps, B1p1|P1s 04/)}

(85)

(87)

We therefore see that, for both statistics (bosonic or fermionic), only three coupling constants

(911, g22 and g12) are involved.

Now, taking the Wigner transform of the operator (82) and expanding in gradients (see
Appendix I) introduces another delta function of energy conservation, which is present at each
order in gradients. This allows to use the “5(F)?” simplification (equation (71) in Appendix

I) to make the At disappear. The net result is that:

27h
Az O Ewi-p2)/2 ~ Eps—pa)/2)

28

(88)



gets replaced by 1. Formally the matrix element of equation (83) becomes:

g N
W%W%Z“ﬂ{mwmmmmwmw

+ cproalpalpa,8) pa. S i) | (9)
This result can be rewritten:
(1:p1, V™ (1)p1 (1)1 : ph, o) (90)
where:
() =04 Y Gan(r,7101[T,7) + €gas(r, alpr|r, B) (91)

v=1,2
is the mean field potential. Therefore, equation (82) can be written formally:
[0, ) (92)
ih -

This equation is valid provided it is used to compute the Wigner transform and do a subse-
quent gradient expansion.

In the body of the article, we define the effective single-particle Hamiltonian U which is
the sum of the external potential Vert and of the mean field potential V™. The operatorial

kinetic equation is now:

dp1 5 B 7] —
L (in)! (o1, 1+ V] =0 (93)

The kinetic equation is then derived following the procedure of Appendix I (Wigner transform
and gradient expansion up to first order); the result is:

8m@m%+% Vip(r.p) + -
D) =0 (94)

which is equal to the Lh.s. of (25).

References

[1] H.J. Lewandowski, D.M. Harber, D.L. Whitaker and E.A. Cornell, Phys. Rev. Lett. 88,
07403 (2002).

[2] J.M. McGuirk, H.J. Lewandowski, D.M. Harber, T. Nikuni, J.E. Williams and E.A.
Cornell, Phys. Rev. Lett. 89, 090402 (2002).

[3] V.P. Silin, Soviet Phys. JETP 6, 945 (1958).
[4] A.J. Leggett, J. Phys. C 3, 448 (1970).
5] E.P. Bashkin, JETP Lett. 33, 8 (1981); JETP 60, 1122 (1984) .

29



[6]
[7]
8]

[9]

[10]
[11]

[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]

[18]

[19]
[20]
[21]
[22]

[23]
[24]
[25]
[26]
[27]
[28]

[29]

C. Lhuillier and F. Laloé, J. Physique 43, 225 (1982).
K. Miyake, W.J. Mullin and P.C.E. Stamp, J. Physique 46, 663 (1985).

B.R. Johnson, J.S. Denker, N. Bigelow, L.P. Lévy, J.H. Freed, and D.M. Lee, Phys. Rev.
Lett. 52, 1508 (1984).

P.J. Nacher, G. Tastevin, M. Leduc, S.B. Crampton and F. Lalo€, J. Phys. Lett 45, 1.-441
(1984). G. Tastevin, P.J. Nacher, M. Leduc, F. Laloé, J. Phys. Lett. 46, 249 (1985).

W.J. Gully and W.J. Mullin, Phys. Rev. Lett. 52, 1810 (1984).

E.M. Lifshitz, L.P. Pitaevskii, Landau and Lifshitz Course of Theoretical Physics volume
10, Physical Kinetics, Pergamon Press (1981).

T.Y. Wu and T. Ohmura, Quantum theory of scattering, chap. A §7, Prentice Hall (1962).
C. Lhuillier and F. Laloé, J. Physique 43, 197 (1982).

F. Laloé and W.J. Mullin, J. Stat. Phys. 59, 725 (1990).

A.E. Meyerovich, Phys. Rev. B 39, 9318 (1989).

E.P. Bashkin, Sov. Phys. Usp. 29, 238 (1986).

J.A. McLennan, Introduction to Non-Equilibrium Statistical Mechanics, Prentice Hall
(1989).

D. Zubarev, V. Morozov, G. Ropke, Statistical Mechanics of Nonequilibrium Processes,
vol. I, Akademie Verlag (1996).

E.P. Wigner, Phys. Rev. 40, 749 (1932).
M. Hillery, R.F. O’Connell, M.O. Scully and E.P. Wigner, Phys. Rep. 106, 121 (1984).
H. Groenewold, Physica 12, 405 (1946).

R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, vol. I,
formula (30-18), Addison-Wesley (1965).

R.G. Newton, Scattering theory of waves and particles, Springer Verlag (1982).
J. Yvon, C. R. Acad. Sci. 246, 2858 (1958).

R.F. Snider, J. Chem. Phys. 32, 1051 (1960).

M.W. Thomas and R.F. Snider, J. Stat. Phys. 2, 61 (1970).

M. Pinard and F. Laloé, J Physique 41, 769 (1980).

E.M. Lifshitz, L.P. Pitaevskii, Landau and Lifshitz Course of Theoretical Physics volume
9, Statistical Physics, Part 2, Pergamon Press (1980).

A.E. Meyerovich, K.A. Musaelian, Phys. Rev. Lett. 72, 1710 (1994); J.W. Jeon, W.J.
Mullin, J. Low Temp. Phys. 88, 433 (1992); J.W. Jeon, H.R. Glyde, Phys. Rev. B 43,
5338 (1991).

30



[30]
[31]

[32]

[33]
[34]
[35]
[36]
[37]
[38]
[39]

[40]
[41]

[42]
[43]

[44]
[45]
[46]

[47]

[48]

K. Huang, Statistical Mechanics, Wiley, 2" ed. (1987).

H. Smith, H.H. Jensen, Transport Phenomena, chapter 1, Clarendon Press, Oxford
(1989).

T. Nikuni and J. Williams, arXiv:cond-mat/0304095 (2003); submitted to J. Low Temp.
Phys.

J.N. Fuchs, Ph.D. thesis, Université Paris VI (2003).

M.O. Oktel and L. Levitov, Phys. Rev. Lett. 88, 230403 (2002).

J.N. Fuchs, D.M. Gangardt and F. Laloé, Phys. Rev. Lett. 88, 230404 (2002).
J. Williams, T. Nikuni and C.W. Clark, Phys. Rev. Lett. 88, 230405 (2002).
T. Nikuni, J. Williams and C.W. Clark, Phys. Rev. A 66, 043411 (2002).
A.S. Bradley, C.W. Gardiner, J. Phys. B 35, 4299 (2002).

N. Masuhara, D. Candela, D.O. Edwards, R.F. Hoyt, H.N. Scholtz, D.S. Sherrill, R.
Combescot, Phys. Rev. Lett. 53, 1168 (1984).

N.P. Bigelow, J.H. Freed, D.M. Lee, Phys. Rev. Lett. 63, 1609 (1989).

A.E. Meyerovich in Prog. Low Temp. Phys. volume 11, ed. D.F. Brewer, pp. 1-73, North-
Holland, Amsterdam (1987).

B. Castaing, Physica 126B, 212 (1984).

J.N. Fuchs, O. Prévoté, D.M. Gangardt, arXiv:cond-mat /0209506 (2002); to be published
in Eur. Phys. J. D.

D. Dragoman, Phys. Lett. A285, 109 (2001).
J.M. Raimond, M. Brune, S. Haroche, Phys. Rev. Lett. 79, 1964 (1997).

S. Haroche, peme cours du College de France 2002-2003,
http://www.lkb.ens.fr /recherche/qedcav/college/college.html .

E.A. Burt, R.W. Ghrist, C.J. Myatt, M.J. Holland, E.A. Cornell, C.E. Wiemann, Phys.
Rev. Lett. 79, 337 (1997).

P. Roman, Advanced Quantum Theory, chapter 4-1, Addison-Wesley (1965).

31






Annexe E

Hydrodynamic modes of a 1D
trapped Bose gas

Réf. [30]. Soumis a Phys. Rev. A (arXiv :cond-mat/0305647).

239






Hydrodynamic modes of a 1D trapped Bose gas

J. N. Fuchs

Laboratoire Kastler Brossel, Ecole Normale Supérieure®, 24 rue Lhomond, 75231 Paris Cedex 05, France

X. Leyronas and R. Combescot
Laboratoire de Physique Statistique, Ecole Normale Supérieure*, 24 rue Lhomond, 75231 Paris Cedex 05, France
(Received June 6, 2003)

We consider two regimes where a trapped Bose gas behaves as a one-dimensional system. In
the first one the Bose gas is microscopically described by 3D mean field theory, but the trap is so
elongated that it behaves as a 1D gas with respect to low frequency collective modes. In the second
regime we assume that the 1D gas is truly 1D and that it is properly described by the Lieb-Liniger
model. In both regimes we find the frequency of the lowest compressional mode by solving the
hydrodynamic equations. This is done by making use of a method which allows to find analytical
or quasi-analytical solutions of these equations for a large class of models approaching very closely
the actual equation of state of the Bose gas. We find an excellent agreement with the recent results
of Menotti and Stringari obtained from a sum rule approach.

PACS numbers : 03.75.Kk, 05.30.Jp , 47.35.+i, 67.40.Hf

I. INTRODUCTION

Among the many experimental tools used to study Bose condensates of trapped cold atoms [1], the study of collective
modes has played a quite important role. Indeed they are of high importance both experimentally and theoretically.
On the experimental side they provide direct in situ informations on the system, which are free of the quantitative
interpretation of expansion experiments (this is of particular importance for dense systems where the standard mean
field approximation does not work). On the theoretical side the low energy collective modes are the elementary
excitations and as such they play an essential role in the physical understanding of these systems. This is clear from
the fact that they reduce to phonons for homogeneous systems.

The recent developments in this field have shown, among others, a growing interest in two different directions.
One of them is toward the study of systems with reduced dimensionality [2]. Indeed it is experimentally possible
to produce anisotropic trapping potentials which are strong enough in some directions to freeze the corresponding
degrees of freedom. In these cases the ultracold atoms are in the ground state corresponding to the motion in these
directions, since they have not enough energy to reach the related excited states. This produces systems which are
effectively one-dimensional (1D) or two-dimensional (2D). These systems are of high fundamental interest since their
physics is expected to have quite specific properties, different from those of 3D systems, which are in particular quite
relevant for condensed-matter physics. By comparison atomic gases offer particularly clean, controllable and simple
situations, quite close to model systems.

Another trend is toward the study of strongly interacting systems [2]. Indeed most of the experiments have been
performed with gases where the interactions are weak enough to be properly described by mean field theory. We
define strongly interacting systems as those for which this description is no longer valid. In 3D this corresponds to
dense gases. For Bose gases the coupling to molecular states has been observed and studied very recently in these
dense systems [3], and one can hope to obtain in this way molecular condensates. Another interest is to bridge the
gap between dilute Bose condensates on one hand, and liquid superfluid *He on the other hand where the interactions
are very strong. For Fermi gases it is also quite interesting to go to dense systems because the BCS-like transition,
which is presently very actively looked for, is expected to have a much higher critical temperature in this regime.

Very recently Menotti and Stringari [4] (MS) have dealt with the problem of the collective oscillations in a 1D Bose
gas at zero temperature, trapped in a very elongated harmonic potential well. They considered both the case of a
weakly and of a strongly interacting Bose gas. The first range covers the high to intermediate density regime, where
mean field theory is always valid at a microscopic level and the system is described by the Gross-Pitaevskii equation
[5]. The high density limit corresponds to the case where the Thomas-Fermi approximation of this equation is valid,
and the elongated gas has physically the shape of a ’3D cigar’. The intermediate density regime corresponds to the
case where, for the transverse directions, all the particles are in the gaussian wavefunction describing the ground
state of the transverse harmonic potential and only longitudinal degrees of freedom are left. This specific situation
is called the 1D mean field’ regime. For all this range the system behaves for the low frequency modes as a 1D
system, since the transverse collective degrees of freedom correspond to much higher frequencies. However for this



effective 1D behaviour the system is no longer effectively mean field (except in the intermediate density regime), i.e.
specifically the chemical potential is no longer linear in 1D density ni, although the system is still microscopically
described by 3D mean field. This is because one has to average over the transverse directions, which MS did from the
Gross-Pitaevskii equation to obtain the chemical potential p(n1) as a function of ny.

In the second range studied by Menotti and Stringari [4], the gas goes from intermediate density (where the
interaction is still weak and the 1D mean field regime applies) to low density where the interaction is effectively
strong. For all this range the gas is physically in a 1D situation, with 1D particle density n;. A famous example
of a 1D strongly interacting system is the Lieb-Liniger [6] model of hard core bosons, of mass m, interacting via a
repulsive delta potential g10(z), which they solved exactly. The paradoxical situation of a gas strongly interacting
in a dilute limit (the so-called Tonks-Girardeau limit [7]) is actually due to the behaviour of the kinetic energy. A
characteristic kinetic energy is h2k? /m, where k is typically related to the interparticle distance d by k ~ 1/d = n;.
This is small in the dilute regime compared to a typical interaction energy nigi, the ratio between these two energies
being essentially the Lieb-Liniger coupling constant v = mg;/ h%ny. For a D dimensional space the ratio behaves as
nlsz/ D, so it does not depend on density for D = 2 and decrease with density for D = 3. Specifically MS studied
the Lieb-Liniger model with p(n;) obtained numerically from the Lieb-Liniger solution. In both ranges Menotti and
Stringari used a sum rule approach to obtain the lowest frequency mode as a function of frequency. For the three
limiting cases of the 3D cigar, the 1D mean field and the Tonks-Girardeau limit, they recovered the results which
they obtained from the analytical solution of the hydrodynamic equations.

In the present paper we will use everywhere the hydrodynamic equations as a starting point. This is a quite natural
and general approach since hydrodynamics is expected to be generically valid to describe the dynamics of the system
for low frequencies and long wavelengths. In particular this approach is quite natural for dilute Bose condensates
since hydrodynamics appear as a consequence of the Gross-Pitaevskii equation. Actually this is quite clear in 3D,
but this link is more ambiguous in 1D. Anyway we will assume that in 1D hydrodynamics is a valid starting point to
obtain the low frequency collective modes of the system.

Quite recently two of us [8] (CL) considered how the fruitful hydrodynamic approach for collective oscillations in
trapped Bose condensates, developped in the mean field regime [9], could be extended for strongly interacting systems
where mean field is no longer valid. It was shown that, in this general case, the linear hydrodynamics could still
be written in a quite convenient way. This made possible to find a number of specific functional dependence for
w(n) for which an analytical or quasi-analytical solution could be obtained. Conversely in the general case it appears
possible to approximate u(n) closely enough by some of these specific cases, considered as models, to obtain a very
good approximation for the actual result, both for the frequency and the shape of the modes. This method can be
applied to any mode. The flexibility of this modeling allows even in fact to invert experimental data covering a range
of density to obtain the corresponding chemical potential p(n). Since this method is equivalent to solve in a simple
and efficient way the hydrodynamic equations, it is the purpose of the present paper to apply it to the case of the 1D
Bose gas, in order to obtain the mode frequency from the solution of the hydrodynamic equations, rather than from
the sum rule method that MS used.

The paper is organized as follows. In the following section we will recall the CL method. Actually their original
paper considered only explicitely the isotropic 3D case. So we will write the generalization to any dimension D, since
we are interested in 1D, and present the models we will use. Then in the next section we will consider the first case
investigated by MS where the gas is microscopically 3D mean field, but behaves as a 1D system for the low frequency
modes. We will show that, even if mean field does not apply at a microscopic level, the same reduction to an effective
1D problem can be obtained, by generalizing the procedure used by Stringari [10] in the case of mean field. We will
obtain explicitely the 1D effective chemical potential from the 3D u(n). Then, before turning to the case of the 1D
Bose gas, we will reinvestigate the case of the 3D mean field Fermi gas in an isotropic trap, which CL had already
considered. This has been motivated by our preliminary results on the 1D Bose gas which, although already quite
reasonable, were not as good as expected. This led us to improve our method, essentially by making a first order
correction to the result to take into account the small difference between the model p(n) and its actual value. In
order to assess the results we have considered the 3D mean field Fermi gas, for which we had direct results from the
numerical integration of the hydrodynamic equations. We have also checked the sum rule method in this case. The
final result of all this is that we obtain the mode frequency with a relative precision of at least 10~3 and often much
better. Naturally this precision, which was not looked for, is much better than necessary to compare with experiment,
and it is likely that there will be some time before it proves useful to be so precise. On the other hand there is no
reason to put aside this precision since we have it fairly easily. Moreover it gives us a very high confidence in our
results, all the more because we can use different method which agree within this precision. Finally we will turn to
the 1D Bose gas, present our results and compare them with those of MS. The excellent agreement we find is a very
good check for these two quite different procedures.



II. SOLVABLE MODELS FOR HYDRODYNAMICS

The CL approach [8] can be extended quite generally to anisotropic traps. We will not dwell here on this general
situation since we do not intend to make a specific use of it. We are only interested in very anisotropic traps.
The intermediate situation of moderately anisotropic traps is indeed not very convenient theoretically to extract
informations on the system. Experimentally it is also not so frequently used and one rather deals much more often
with very elongated or very flat traps, which are quasi 1-dimensional or quasi 2-dimensional. Let us just mention
that, in the @ — p modeling (see below), we are restricted to o = 2 in this general situation. On the other hand it is
possible to extend the use of quasipolynomial models (see below) to general anisotropic traps. We will rather show
explicitely how the CL procedure can be used in any dimension D, having naturally in mind the interesting cases D=1
and D=2. This will at the same time allow us to provide a short recall of this approach.

As MS and CL we restrict ourselves to the case of the reactive hydrodynamics where dissipation is negligible and
thermal effects can be omitted. This is valid for example at low enough temperature. In this situation we have just to
write Euler equation m dv/dt = —V[i(r,t) together with particle conservation On/0t 4+ V.(nv) = 0 for density n(r,t).
The global chemical potential fi(r,t) = u(n(r,t)) + V(r) has a contribution from the trapping potential V' (r) and a
contribution p(n(r,t)) from the fluid itself, where p(n) is the equilibrium dependence of the chemical potential on the
density, as it results from thermodynamics. At equilibrium the particle density ng(r) satisfies p(ng(r)) + V(r) = i
where [i is the constant value over the system of the global chemical potential. In particular f is equal to the value
of the trapping potential at the surface of the cloud (we take pu(n = 0) = 0) . For small fluctuations we introduce
the departure of the chemical potential from its equilibrium value w(r,t) = f(r,t) — i = p(n(r,t)) — u(ne(r)) =
(Ou/0Ong)on(r,t) where dn(r,t) = n(r,t) — no(r) is the density fluctuation. Assuming that the small fluctuations
occur at frequency w gives iwon = V.(ngv) = noV.v+ v.Vng which, together with Euler equation iwmv = Vw, leads
to:

no V2w + Vng.Vw + mw?(9ng/0p) w = 0 (1)

Let us now restrict ourselves to an isotropic trap V(r) in D dimensions, where r is the distance from the origin.
The equilibrium relation p(no(r))+V (r) = i gives (Ou/dng)(Ono/0r) = —V'(r) where V'(r) is the derivative of V(r)
with respect to r. Then for a mode with spherical symmetry w(r) = w(r) Eq.(1) becomes:

mw2r

rw” +[D—1+rL (r)|w — a0

L'(rw=0 (2)

where we have defined L(r) = In(ng(r)) with L'(r) = dL/dr. More generally a mode with an angular dependence
w(r) = Yim (0, )w(r) in 3D leads to:

g(l)  mw?r

rw” +[D—1+rL (r)|w — [T + Vi

L'(r)]w =0 (3)

where g(I) = I(l + 1). Similarly in 2D an angular dependence w(r) = exp(+ilp)w(r) gives the same equation with
g(l) = I?. Finally in 1D one gets again the same equation with g(I) = 0. In this last case it is better to rename the
variable z since it is the abscissa and goes from —R to R, where R is the cloud radius. It is then convenient to make
explicit the dominant dependence at small r by setting w(r) = r'v(r) which leads to:

mw2r

"+ R20+D—14+rL "' [——— =L’ =0 4

r” + 20+ +rL(r)]v [V,(T) JL'(r)v (4)

This equation is valid in 3D and in 2D. It is also true in 1D with [ taking only two values : [ = 0 corresponding to
the modes w(z) even with respect to z, or I = 1 corresponding to the modes odd with respect to z.

We focus now on the most common case of the harmonic trap V(r) = 2mQ?r? where Eq.(4) reduces to:

10" + 20+ D = 1+ 7L ()] — (v = )L/ (r)v = 0 (5)

with v = w?/Q2. This equation has the quite convenient property to be scale invariant, if the same change of scale
is naturally made for L(r). In particular it is unchanged under the replacement r — r/R so we can take the cloud
radius R as unity in the following. More generally the change of variable y = r“ leads only to a modification of the
constants in Eq.(5), provided again that the same change is made for L(r). One finds explicitely:

A+ (6)



where A = 1+ %. Finally we note that L’ does not change if the density n(r) is multiplied by a constant. So the
absolute scale in density disappears and we have to deal only with the reduced density 7(r) = n(r)/n(0). Similarly we
introduce the normalized local chemical potential fi(r) = u(n(r))/u(n(0)) where p(n(0)) is related to the gas radius
R by p(n(0)) = 2mQ2R?. This leads to i = 1 — r?, when r is expressed in units of R.

When one takes the model dL/dy = —p/(1 — y), Eq.(6) reduces to the hypergeometric differential equation:

2

v dv
S tA- A)—
e +[A-y(p+A)] i +p

V2 —1

v
(0%

y(1—y) =0 (7)

The general solution of this equation, regular for y = 0, is the hypergeometric function F(a,b; A;y), with a and b
defined by a+b=p+ A —1and ab= —p v’=l The boundary condition [8] at the surface of the cloud y = 1 give the

.
further condition a = —n where n is a non negative integer. In this case the solution is just a polynomial. This leads
for the normal mode frequencies to the explicit result:

w2

gz =l mdprAs) (8)
In particular for the lowest frequency mode which we will consider below, corresponding to [ = 0 and n = 1, the
solution is merely v = (p+ A)y — A, for frequency v? = a(1+ A/p). The above model, which we call the o — p model
in the following, corresponds explicitely to the equilibrium density 7i(r) = (1 — r*)P, which arises from the equation
p=1—-(1- nt/ 1’)2/ @ linking chemical potential to density. In particular for a = 2, this is merely the power law
i = /P, Actually, if we consider 1D bosons, the 3D cigar, the 1D mean field and the Tonks-Girardeau limit satisfy
precisely this functional dependence [4] fi = n'/P between chemical potential and density, with the respective values
p=2,p=1and p=1/2. This leads to the following result for the even mode frequencies (I = 0):

2

§:2n+ 5(271—1) 9)
and:

w? n

RF] :(1—1—;)(271—1—1) (10)

for the odd mode frequencies (I = 1). In this last case n = 0 gives the 'dipole mode’ (oscillation of the gas as a whole)
with frequency w = Q. These results are in agreement with MS (their result gives the even or odd frequency modes,
depending on the parity of their integer k).

In addition to the simple a — p model considered above, CL found also for v(y) a wide class of quasi-polynomial
solutions for more complex models. These quasi-polynomials are actually very rapidly converging series, which in
pratice behave as polynomials (one can safely cut them off above some order) because the variable y is restricted by
0 < y < 1. The corresponding models are dL/dy = — ZkK:O pry* /(1 — ) and can be considered as series expansion
for (1 —y)dL/dy around y = 0 with increased accuracy. They have in general K + 1 parameters in addition to a. In
the following we will only use the X' = 1 model (K = 0 is the @ — p model) which has three parameters a, pg and p;
(we will call it the 3 parameters quasi-polynomial model). It is solution of:

2y dv
y(l—y)d—?ﬁ+(q2y2+q1y+qo)@+(?"1y+7"o)11:0 (11)
with ¢ = —p1,q1 = —(A+po),q0 = A,rp = p1% and r9 = po ”za_l. The solution v = Zﬁfzo any™ is found by

solving the recursion relation [8] between the a,,’s resulting from Eq.(11). Furthermore one requires ay11 = 0 which
provides the equation allowing to find the mode frequency v2. The cut-off order N is chosen large enough to insure
perfect convergence. In practice we have taken in our calculation N = 9 or 10, which is large enough for excellent
convergence and small enough for very easy numerical calculations.

III. REDUCTION FROM A 3D TO AN EFFECTIVE 1D PROBLEM

As we already discussed in the introduction there is one clear limit where a gas cloud can be considered as a one-
dimensional system. This is the case where the transverse trapping potential is so strong, compared to temperature
or interaction, that only degrees of freedom corresponding to motion along the weak longitudinal trapping direction



are left. The transverse degrees of freedom are completely frozen, the atoms being all in the ground state with respect
to transverse motion. However there are weaker conditions under which, with respect to the modes, one has still an
effective one-dimensional physics. Indeed if we deal with low enough frequencies, the transverse degrees of freedom
will not be excited and we still have to deal only with the longitudinal degrees of freedom, which corresponds to a
one-dimensional physical situation. This occurs for very elongated cigar-shaped traps where the transverse trapping
is not too strong. This corresponds to the 3D cigar regime studied by Menotti and Stringari [4]. In their study MS
used mean field theory to obtain the effective relation between chemical potential ;1 and one-dimensional density 71
to be used in their 1D treatment. Here we want to show how this result can be extended beyond mean field, and how
in the framework of our approach we can derive the one-dimensional equation for the modes in the 3D cigar regime.
We basically follow the procedure of Stringari [10] which amounts to integrate Eq.(1) over the transverse variables.
We consider an harmonic cigar shaped anisotropic potential, very elongated along the z axis:

1
Virs,2) = gm(ind +w?2?) (12)

with w, < w, . The gas has a transverse Thomas-Fermi radius R(z) which depends on the location on the z axis. Since
on the border of the cloud the local chemical potential p(ng(r)) is zero, the equilibrium relation between potential
and chemical potential gives:

%m(wiRQ(z) +w?2?) = %mszQ (13)
where Z is the maximal extension of the cloud along the z axis. We integrate Eq.(1) over the transverse position r | ,
at fixed z, inside the disk r; < R(z). The two first terms of Eq.(1) are V(ng.Vw) = V1 (ng.Viw) + V(ng.V,w).
When the first term is integrated, from the divergence theorem it gives 27n¢.V w to be evaluated for r; = R(z).
This is zero since the density ng is zero at the cloud surface.

Now comes the fact that the transverse degrees of freedom are not excited. In this case we have locally equilibrium
in the transverse direction. This implies that the chemical potential fluctuation w(r) does not depend on r; and
depends only on z, so we have only to deal with w(z). Hence V w = 0 (at lowest order in (w,/w,)?). Then in
order to integrate V.(ng.V.w) over the transverse variable, it is more convenient to use, instead of r, the local
equilibrium chemical potential p(ng(r)) as a variable. From the equilibrium condition pu(ng(r)) + V(r) = i we have
dp = —mw?r i dr; and Eq.(1) leads us to:

wu(z) n(2) w2 Ong
[ / dp nO]Viw + V.| / dpnol.V,w + mw?w / du— =20 (14)
0 0 0

Here the integration over y goes from zero (corresponding to the cloud border) to 1(0,0, 2) = p(z) = tmw?(Z? — 2?)
which is the local chemical potential on the z axis. Since w depends only on z we have taken it out of the integral,
together with its derivatives. We are left with [du dng/dp = no(pu(z)) where ng(pu(z)) is the equilibrium density on
the z axis. Let us introduce:

w(z)
L) =l [ duna(y) (15)

The argument of the logarithm is just the transverse average [dung(u) ~ [dr i no(r) of the three-dimensional density.
We have V. exp L(z) = no(u(z))dp(z)/dz with du(z)/dz = —mw?z = —dV (z)/dz where V (z) = $mw?z? = V(0, 2) is
just the trapping potential on the z axis. Actually for our derivation we do not need an harmonic dependence on z
for the trapping potential. On the other hand it is necessary to have an harmonic dependence on r | , for our change
of variables. Taking all this into account Eq.(14) becomes:

mw2

w” + L'(z)w — V)

L'(z)w=0 (16)

This is exactly the equation we have already obtained for 1D situations. In these cases we would have defined
L(z) = Inng(z). We see that we have just to replace the one-dimensional equilibrium density no(z) by the transverse
average n1(z) = [dri no(r) = 27 [du no(u)/mw? of the three-dimensional density. This sounds a physically very
reasonable result. In the mean field case we have 1 = gng which leads to [dung(p) = p?(z)/2g and Eq.(16) becomes
explicitely for a harmonic potential:

(22 — 25" — 20 + v*w =0 (17)

A~ =



with 2 = w?/w?. This is as expected in agreement with Stringari [10]. The above mean field relation ni(z) =
mu?(2)/mw? g with g = 4nh?a/m is also in agreement with MS result y = 2fw, (ang)'/? for the 3D cigar regime.
This makes clear that our above treatment works only for this 3D cigar regime, since the transition to the 1D regime
requires to include quantum effects, which are beyond the Thomas-Fermi approximation we had to use, consistently
with hydrodynamics. Note finally that we could obviously apply the same treatment to a 2D pancake geometry.

IV. FIRST ORDER CORRECTION

As we have already explained in the introduction, we have improved the modeling used by CL and presented above
by including a first order correction to the straight model evaluation of the mode frequency. This correction will be
used in the two following sections, but we present it independently in this section for clarity. So let us now consider
the possibility of correcting to first order the small difference between our model evaluation of the mode frequency,
obtained for the model Ly(r) (this can be the a—p model or the 3 parameters quasi- polynomial model), and the actual
result corresponding to the true L(r). This can be done conveniently for example by converting Eq.(6) into a second
order differential equation which is formally identical to a Schrédinger equation (that is without first derivative). This
is obtained by the change of function ¥ (y) = v(y)(y*no(y))'/? which leads to:

——= V=0 (18)

with the effective potential:
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V(y) = §L" + 1L 24+ ( (19)
Eq.(19) is a Schrédinger equation corresponding to zero energy (and i2/2m = 1). If we have a change 6L = L — Lo,
this gives a corresponding change for V' (y) and a variation of the energy which can be calculated by conventional first

order perturbation theory. In order to keep the energy equal to zero, we have also to give a compensating variation
dv? for the frequency, which is just the correction we are looking for. Explicitely this gives:
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The §L” term can be integrated by parts (the integrated term is zero for the range of parameters we are interested
in). When one uses L' = nj/no and writes ¢ (y) in terms of v(y), one gets finally:
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V. THE 3D MEAN FIELD FERMI GAS

For the reasons presented in the introduction we study here, on the 3D mean field Fermi gas, how to improve the
results obtained [8] by CL, concentrating specifically on the lowest frequency compressional mode. The first point
to consider is how to best approach the actual fi(7i) by a model fimoq(72). This has to be done by minimizing some
estimator I of the difference between our model and the actual physical equation. Since we have been interested
in precision evaluation, the choice of the estimator I of the difference between our model and the actual physical
equation of state becomes a relevant one. We have considered mainly three estimators. The two first ones are the
pretty obvious:

= /0 dnfi(n) = fimoa(n)]? and I’ = /0 dpl(i) = Rimoa(f2)]? (22)

and there is no reason why one of them should be systematically better than the other one. Note that one way to
reconcile these two estimators would be to introduce a third one where, instead of dealing with the "horizontal’ or
'vertical’ distance between the two curves, one would consider the distance between the two curves perpendicular
to them. However, since this is somewhat more complicated and does not bring a decisive advantage, we have not



implemented this solution. On the other hand all these estimators do not introduce a specific weighting while one
could wonder for example if the high density regions are not more important than the low density ones. One possible
way to introduce such a weighting is to require that the result of the first order correction we perform is as small as
possible. However this correction Eq.(21) contains the shape of the mode itself, which is naturally not known before
we have calculated the estimator and found its minimum. A possible way out of this dilemna is to retain only the
factor in the correction which does not contain the mode and take for example:

1
1:/ dy v n|5L| (23)
0

However this estimator proved in our tests to be no better and even somewhat worse than the simpler estimators
Eq.(22). In the end this question of the estimator choice turned out to be a secondary one because, once the first order
correction is made, either of the estimators Eq.(22) is good enough and gives excellent precision. In the same spirit,
once an estimator is chosen the minimization process may be difficult when there are different minima in competition
(a well known problem in spin glasses for example). However because the corrected results are anyway very good,
there is no need to go to the precise minimum, and an approximate minimization is enough.

For the 3D mean field Fermi gas, with reduced units, the chemical potential is given in terms of the density by:

3n2/3 — 2\n

3—2X\ (24)

i =
where ) is the coupling constant which goes from A = 0 for the free Fermi gas to A = 1 when the attractive interaction
is strong enough to produce a collapse. It is given by A = 2kp|a|/7 in terms of the negative scattering length a and
the Fermi wavevector kr. Naturally the interest of this study is that we have the results of the direct numerical
integration of the hydrodynamic differential equation, which gives us a benchmark for our modeling. Even this direct
integration has a limited precision, which in our case is not extremely high because there is no reason to work for
very high precision. So CL used the classical Runge-Kutta routine with standard precision. The resulting numerical
noise can be estimated directly from inspection of their results for 2 as a function of \ and its first order difference.

We have an absolute precision of 1073 for these results on v2.
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FIG. 1. Reduced lowest compressional mode frequency v = (w/Q)? for a Fermi gas within the mean field approximation
as a function of the coupling constant A. Full line: exact result from the numerical integration of the hydrodynamic equation.
Long- dashed line: sum rule result. Short-dashed line: zeroth order @ — p model. Dotted line: zeroth order 3 parameters
quasi-polynomial model.

The results of our calculations for »2 as a function of A are summarized in Fig. 1. It is clear that all the approximate
methods give quite reasonable agreement with direct integration. So we have plotted in Fig. 2, with a much magnified
scale, the difference between our various approximate calculations and the direct integration. As found by CL the
zeroth order o — p model gives already quite satisfactory results. Indeed the maximum deviation from the direct
integration is found around A ~ 0.9. For A\ = 0.9 it gives 2 = 2.59 compared to 2.505 from direct integration. It is
easy to see why this region for A is more difficult for & — p modeling. This can be understood from the behaviour of



the equilibrium density ng(r) near the origin. Since ji = 1 — r? we have in general ng(r) =~ ng(0) + O(r?). On the
other hand at the collapse A = 1 we have du/dng = 0 and near the origin ng(r) &~ ng(0) + O(r). Near the collapse
no(r) is, so to speak, switching from one behaviour to another. So it is clear that its analytical behaviour will be
more complex and its modeling will be accordingly more difficult.
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FIG. 2. Difference Av? of the reduced mode frequency between various model results and direct integration of the hydrody-
namic equation. Open circles: zeroth order @ — p model. Open up-triangles: sum rule method. Open squares: 3 parameters
quasi-polynomial model with first estimator in Eq.(22). Open down-triangles: 3 parameters quasi-polynomial model with sec-
ond estimator in Eq.(22). Filled circles: corrected a —p model. Filled squares: corrected 3 parameters quasi-polynomial model
with first estimator in Eq.(22). Filled down-triangles: corrected 3 parameters quasi-polynomial model with second estimator
in Eq.(22).

Making use of the 3 parameters quasi-polynomial model makes a very important improvement as can seen in Fig.
1 and 2. Indeed for Ai.0.4 the results are within the noise of the direct integration, that is within 1073 from the
exact result. Then for higher A it starts to deviate with a maximum deviation of 0.03 for A = 0.9, then it gets back
essentially to the exact value at the collapse.

For comparison we have also plotted on Fig. 1 and 2 the result from the sum rule method [9], which is basically a
variational method. We have adapted it in the following way to our present problem. We start with the expression
given by MS for the monopole frequency [4] 2w,/ = —d In(r?)/dQ? (here we do not use the cloud radius as unit
length). This relation is more conveniently expressed in terms of the oscillator length I, = 1/h/m<Q as:

2oy (%) (25)

where, as above, v3; = w3, /Q? and the derivative is taken at constant number of particles N. Now, we express (r?) as
a function of l,, a and the coupling constant A defined above. In order to calculate (r?) = [ d®rr? ny(r), we make in
this integral the change of variables t = kp/k* with 372 ng(r) = k3 and k* = 7/2|al|. Using the equilibrium equation
(24), we get 7% = I3 k*2 P(\, t), with P(\,t) = A% — 2 — 2(A3 — %), After a straightforward calculation, we get:

() = = K B () (26)
N= (1) = o 5K By (27)

where F,(\) = — fo/\ dtt3 Plat)/2 9P/dt. From these two equations, we have:

dn(r?) = (F}/Fy)d\ + 1063—1" (28)
dln N = (F}/Fy)d\ + 6 % (29)



where Fy = dF,;/d\. Since we take the derivative at constant N in Eq.(25), we can eliminate dA from Eq.(28,29) and
using Eq.(25), this yields:

l/2 = 4
M™ 5 3R F}/F}F,

(30)

The calculation of v3; (i.e the monopole frequency) therefore simply amounts to calculate four integrals. As it can
be seen on Fig. 1 and 2, the sum rule method does remarkably well for Ai 0.4 where it gives results within our direct

integration noise. Then for larger A it starts to deviate and gets worse and worse when one goes to the collapse,
where the deviation reaches 0.18. This is clearly linked [11] to the fact that the density has a linear dependence on r
at the collapse, as we have seen, while the sum rule method is best suited when there is a quadratic dependence at
the center. In this respect one has to keep in mind that, even near the collapse for the trapped gas cloud as a whole,
most of the gas has a density far from the one corresponding to the collapse of an homogeneous gas, because of the
inhomogeneity caused by the trapping potential.

When we apply first order perturbative correction, as we have described above, we obtain a quite remarkable
improvement. This is seen in Fig. 2 (the results have not been plotted in Fig. 1 since they would not be distinguishable
from the direct integration ). Indeed the results we get from quasipolynomial modeling agree over the whole range
of values for A with those of direct integration, within the numerical noise of 1073. This is quite gratifying, but
perhaps not completely unexpected, taking into account that we have three adjustable parameters, plus a correction.
More surprising is that the corrected o — p model gives also results which are almost within numerical noise, though
the quasipolynomial results are slightly better. Since without correction the quasipolynomial model is clearly much
better, as it can be seen in Fig. 1, this excellent final agreement of the v — p model is perhaps partially coincidental,
although we find the same feature in the next section for the 1D Bose gas.

It is clear that the excellent agreement within 1072 of the results from the quasipolynomial and the a — p model
gives us very much confidence in the validity of the result itself within this precision. We could ignore the direct
integration and only infer the final result from what we obtain from the various models. This is naturally the point
of view that we will adopt in the next section when we will study 1D bosons.
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FIG. 3. Lines of equal values in the a — p plane for the first of the estimators Eq.(22). Starting from the minimum which
is at 3.107°, the black ellipse corresponds essentially to 3.10°,the dashed lines to 4.107°, 5.107°, 6.107°, 8.107° and 9.107°
respectively for I2. The band of open squares corresponds to the region where the reduced frequency calculated by the corrected
a — p model is within £1072 from the direct integration. This band is also shown in Fig. 4.

In this respect, as we mentionned already, it is interesting to note that the first order perturbative correction takes
essentially care of the difference which appears when we use different modeling and/or use different estimators and/or
use different minima of these estimators. In particular, as we have already mentionned, if one requires very precise
results, it is not always easy to locate the absolute minimum of an estimator. The use of the first order perturbative
correction solves this problem since, as we have seen, the dispersion of the corrected results is very small compared
to the one of the uncorrected ones. So we are allowed a little imprecision in the choice of the parameters of our
modeling, since the first order perturbative correction will compensate for the resulting error in the mode frequency.
It is naturally interesting to study this point in more details. We have done it for a worst case situation A = 0.9, a



value near a maximal dispersion of the results as we have seen. We have only considered the e — p model in order
to have only a two-dimensional parameter space. We have covered the range 1.15 < a < 1.4 , 1.65 < p < 1.9. The
lines of equal values for the first of the estimators Eq.(22) are drawn in Fig. 3. Since we are near the minimum these
lines are elliptical. One sees that the minimum is quite shallow for the direction in the oo — p plane corresponding to
the large axis of these ellipses. We have also shown in this figure the region where the corrected o — p model gives a
result within 41072 from the direct integration. It is quite satisfactory that this region goes very near the minimum
of our estimator (the difference is basically within the noise) and is essentially oriented along the large axes of the
ellipses (naturally we have generically a line in the a — p plane corresponding to any given value of v2). Again for
the corrected o — p model, we have plotted in Fig. 4 the lines of equal values for v? being respectively at +1073,
+2.1073, £5.1073 and +7.10~3 from the direct integration result v? = 2.505. We see that one can take values for
(o, p) which correspond to an estimator three times larger than the minimum and still obtain a result for v which is
at worst only within £5.1073 from the exact result. The corresponding value of the estimator shows that the average
deviation between the model and the exact u(n) is roughly 1%. This shows that, even with a modeling which is not

very precise, we can obtain a very good result for v/2.
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FIG. 4. Lines of equal values in the o — p plane for v? being respectively at =103 (dotted line), £2.103(short dashed-line),
+5.1073(long dashed-line) and +7.1073(full thick line) from the direct integration result v? = 2.505. The full thin line
corresponds to values in the o — p plane where the first order correction to the o — p model is actually zero.

When one sees the range of values for the parameters giving essentially the correct mode frequency, one may wonder
if there is not another criterium than the above estimators to find a priori the best set of parameters. An interesting
possibility in this direction is to say that the best parameters should not require any first order correction at all. So
one should use sets of parameters giving zero correction. These sets correspond to a line in the a — p plane which is
shown in Fig. 4. We have calculated the corresponding mode frequencies. We have found that, although the results
are fairly independent of the parameter set, they fall systematically slightly above, at 2.514 , compared to the correct
result 2.505 . Actually either of the estimators Eq.(22) turns out to be the best criterium to find the correct result
(the difference between these two being within the numerical noise). This is seen in Fig. 2 where both estimators
have been used.

VI. THE 1D BOSE GAS

We apply now the previously developed method to study the hydrodynamic modes of the trapped 1D Bose gas with
repulsive interactions. At zero temperature, the interactions are characterized by a single parameter: the 3D s-wave
scattering length a. The system we consider is the same as the one studied by Menotti and Stringari [4]. Namely,
this is a Bose gas in a very anisotropic trap (wj > w,) for various one-dimensional configurations. The transverse
oscillator length a; = y/h/mw, is supposed to be much larger than the scattering length a; > a. As we mentionned
already in the introduction, MS identified three limiting regimes corresponding physically to decreasing 1D densities
n1(0) at the center of the trap. At high density (n1(0)a > 1), the system is in the radial Thomas-Fermi regime (3D
cigar). In this case the chemical potential is related [4] to the 1D density by p = 2hw (any)'/?, as indicated already
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in section III. In the second regime of intermediate densities, it is convenient to introduce the effective 1D scattering
length a; related to the Lieb-Liniger coupling constant g; by g1 = 2h? /may. In the limit a; > a, Olshanii [13]
showed that a1 = a3 /a [14]. In this intermediate density regime defined by ni(0)a; > 1> n1(0)a, the gas is a 1D
quasi-condensate (1D mean-field regime) and the chemical potential is given by u = 2hw ) an; (with our conventions p
is zero for zero density). Finally at low density 1 > n1(0)a1, the gas consists of impenetrable bosons (Tonks-Girardeau
regime) where p = 7w2h*n? /2m.

Our needed input, in order to obtain the mode frequencies, is the equation of state p(nq) for the homogeneous gas
at zero temperature. For the transition between the 3D cigar and the 1D mean-field regimes (high density domain),
it can be obtained from the numerical solution of the 3D Gross-Pitaevskii equation in a cylindrical geometry [4].
Actually, it appears that the numerical results [12] can be very well approximated analytically by:

pu(ng) =hwi (V1+4nia —1) (31)

This formula gives the exact behavior in the two limiting cases (3D cigar and 1D mean-field) defined above and
interpolates very well in between (to better than 2%). In the following, we will use this approximate analytic
expression which is easier to manipulate and avoids numerical problems encountered when the equation of state is
only known for a fixed set of points. In the high density domain, we use the dimensionless variable n1(0)a to go from
one regime to the other.

The equation of state for the transition between the 1D mean-field and Tonks-Girardeau regimes (low density
domain) can be obtained from the Lieb-Liniger solution [6]. Lieb and Liniger gave a closed expression for the energy
per particle as a function of the density in the form of an integral equation. It shows that the chemical potential is a
universal function of niaq, which has to be evaluated numerically. Menotti and Stringari [4] calculated this equation
of state and made their result available [12]. In the following, we use their data. In the low density domain, the
dimensionless variable we use is n1(0)a;.

Using these equations of state, we compute the mode frequency using the following procedure: for each value of
n1(0)a (or n1(0)a;) we fit the equation of state (for ny varying between 0 and n;(0)) with an analytic model (either
a — p or 3 parameters quasi-polynomial) using one of the estimator of equation (22); the zero order mode frequency
is then obtained by inserting the value of the best set of parameters in the formula giving the mode frequency for the
analytic model (Eq.(8) for the & — p model); we then compute the first order perturbation correction to the mode
frequency.

We first discuss the different models used to compute the (squared) reduced mode frequency v? = w?/w?. Fig. 5
shows 12 as a function of n1(0)a for a system where a) /a = 100. Four curves are plotted. They correspond to the
« — p model, the quasi-polynomial model, and to the same two models corrected to first order of perturbation theory.
Actually, the 3 parameters quasi-polynomial model is used with only two parameters by fixing o = 2. We checked
that, in the case of the 1D Bose gas and unlike that of the 3D Fermi gas, it does not make a significant difference to
let the three parameters free or to set o = 2, whereas it is much faster and easier to work with only two parameters.
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FIG. 5. Lowest compressional mode of the trapped 1D Bose gas with a /a = 100. The (squared) mode frequency v? = w?/w?
is plotted as a function of log (n1(0)a). The crosses (4) correspond to the a — p model; the stars (x) to the corrected a — p
model; the circles (o) to the quasi-polynomial model; and the diamonds (¢) to the corrected quasi-polynomial model. Actually
at this scale all the symbols fall on top of each other, except for the crosses.
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There are much more points plotted between the 3D cigar and the 1D mean-field regimes (high density domain)
than between the 1D mean-field and the Tonks-Girardeau regime (low density domain). This is a mere consequence
of the fact that we used an analytic expression for the equation of state in the first domain Eq.(31), whereas in
the second one we used the numerical data of MS. Having a fixed set of points for the equation of state makes the
numerical evaluation of integrals (needed to compute the correction 62, for example) more difficult because we are
forced to use a primitive integration algorithm and, therefore, puts a limit on the precision and on the number of
points that can be calculated safely. The fact that the junction between the two domains is not perfect (in the region
of the 1D mean-field regime) is a consequence of taking a finite value for a /a instead of the limit a; /a — co. As
noted by MS, the 1D mean-field regime can only be identified provided a, /a > 1.

In order to compare our various calculations, we look now at our results with a much larger scale, which amounts
to using a magnifying glass. We take as reference the results of the corrected quasi-polynomial model. As discussed
in the preceding section we expect this reference to be the best of our results and to be very precise. The difference
between this reference and the three first calculations (o —p, quasi-polynomial and corrected oo — p models) are plotted
in Fig. 6. Two points already made when discussing the 3D Fermi gas are worth stressing again in the case of the
1D Bose gas. First, once corrected, the results of the a — p and the quasi-polynomial models agree remarkably well.
Second, their agreement is at the absolute 10~2 level for v/2.

The a — p model is exact in the three limiting regimes: « = 2 and p = 2 in the 3D cigar regime, which gives
v? = 5/2; a« = 2 and p = 1 in the 1D mean-field regime, which gives v? = 3; and o = 2 and p = 1/2 in the
Tonks-Girardeau regime, which gives v? = 4. In between these limits, it is apparent on Fig. 5 and 6 that the oo — p
model has some difficulties in predicting precisely the correct value of the mode frequency. This is what originally
motivated the use of the 3 parameters quasi-polynomial model and the development of corrections using perturbation
theory. This difficulty can actually be understood in much the same way as for the 3D Fermi gas. For example in the
transition between the 3D cigar and the 1D mean field, one finds that for large n1(0)a one has essentially u ~ ni/ 2
for most of the ny range, while for small n; this dependence turns into g ~ ny. This switch of analytical behaviour
is difficult to follow for the simple o — p model, hence the somewhat unsatisfactory result.

For the a — p and quasi-polynomial models, using an analytic expression for the equation of state (high density
domain) gives better results than using numerical data (low density regime), as can be seen on Fig. 6. This is linked
to the difficulty, mentionned above, of using purely numerical data as an entry for p(ni). However, the corrected
models agree at the same level in both domains.
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FIG. 6. Lowest compressional mode of the trapped 1D Bose gas with a /a = 100. The (squared) mode frequency v? = w?/w?
calculated using the corrected quasi-polynomial model is taken as a reference. The difference between this reference and three
different calculations (a — p, corrected o — p and quasi-polynomial models) are plotted as a function of log (n1(0)a). The crosses
(+) correspond to the e — p model; the stars (x) to the corrected @ — p model; and the circles (o) to the quasi-polynomial
model.

We will now compare our results with those of Ref. [4], first discussing the high density domain. Menotti and

Stringari calculated 2 as a function of Naa /a2, where a, = \/h/mw, is the longitudinal oscillator length and N the
number of particles. In this paper, we calculate the same quantity as a function of the more convenient n;(0)a, which
is an increasing function of Naa, /a?. Finding the relation between these two numbers amounts to obtaining the

12



normalized density profile. This can be done analytically in the two limiting regimes [4] and numerically in between.
This allows to plot the MS result for the mode frequency and our corrected quasi-polynomial result (which we expect
to be the most precise of our results) on the same graph, see Fig. 7. It shows excellent agreement, at the 10~2
level. Asking for agreement at a better level is not sensible here, as we used an analytic expression approximating the
equation of state within a few percent and not the exact equation of state. This shows up in the fact that for high
densities (n1(0)a > 1), the corrected quasi-polynomial seems to predict values of the mode frequency that are higher
than the result of MS. This would be in contradiction with the fact that the sum rule approach they used is known
to be an exact upper bound [9].

High density domain
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FIG. 7. Lowest compressional mode of the trapped 1D Bose gas in the high density domain. The (squared) mode frequency
v? = w?/w? is plotted as a function of log (n1(0)a). The diamonds (o) correspond to the corrected quasi-polynomial model.

The full line is the result of Menotti and Stringari.

As a further check on our method, we also calculated the expected frequency for two experiments. For this purpose,
the exact equation of state was used, in the form of the numerical solution of the 3D Gross-Pitaevskii equation [12].
For the experiment of Ref. [15], where n;(0)a = 0.22, we find v? = 2.845 4 0.003 and v* = 2.911 £ 0.002 for the
experiment of Ref. [16], where n1(0)a = 0.10. This is in complete agreement with the values first obtained by MS.

Low density domain
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FIG. 8. Lowest compressional mode of the trapped 1D Bose gas in the low density domain. The (squared) mode frequency

v? = w?/w? is plotted as a function of log (n1(0)a1). The diamonds (¢) correspond to the corrected quasi-polynomial model.

The full line is the result of Menotti and Stringari.

We consider finally the low density domain. As in the high density domain, we first have to relate the dimensionless

13



variable we use n1(0)a; to Na?/a? used in Ref. [4]. This is done analytically in the 1D mean-field and in the Tonks-
Girardeau regime [4] and numerically in between. The mode frequency obtained by the corrected quasi-polynomial
model and that calculated by MS are plotted in Fig. 8. The agreement is again very good.

The results of MS are in very good agreement with our result over the whole range of n1(0)a. In the case of the 1D
Bose gas, the sum rule approach [9] seems to give not only an upper bound but to be quite near the exact result. As
already discussed in the case of 3D Fermi gas, this is related to the fact that the density has a quadratic dependence
on r near the center of the trap. In other words, the parameter « is always very close to 2.

VII. CONCLUSION

In this paper we have calculated, as a function of density at the center of the trap, the frequency of the lowest
compressional mode of a 1D trapped Bose gas, taking the reactive hydrodynamic equations as a starting point. We
have considered two density regimes. In the first one the density decreases from high to intermediate, but the Bose gas
is always described microscopically by 3D mean field theory. In the high density region the Bose gas has the shape of
a 3D cigar, while in the intermediate density region the atoms are in the one-particle ground state with respect to the
transverse motion and the gas behaves as a 1D system. Nevertheless for all this regime the low frequency modes are
described by 1D hydrodynamic equations, but the effective equation of state Eq.(31) is no longer given by mean field.
The second regime that we have considered goes from intermediate to low density and we have taken the Lieb-Liniger
model to describe it, which corresponds to a 1D Bose gas going from a weakly to a strongly interacting situation.

In order to solve the hydrodynamic equations we have made use of a very recent approach which allows to find
analytical or quasi-analytical solutions of these equations for a large class of models. These model solutions allow to
approximate very nearly the exact equation of state which is the only input of the hydrodynamic equations coming
from the physical properties of the system. When in addition a first order correction has been made, we have been
able to check that this method gives the correct mode frequency with at least a relative precision of 10~ which is
more than necessary for any practical purpose. On the other hand the simplest of this model gives a very easy and
convenient analytical solution. Taken together the ensemble of these models allow to cover all the range from simple
analytical solutions to very precise numerical solutions. We have compared our results to those obtained by Menotti
and Stringari from a sum rule approach, and we have found an excellent agreement.

The method used in this paper is quite powerful. It is not restricted to the lowest frequency mode and it can be
used as well for any higher frequency mode. We have not presented the corresponding results in the present paper
only to avoid to make it oversized, but this would have been quite easy. Another interest of our method is that it is
not restricted to mean field and can be applied to any equation of state corresponding possibly to a very dense Bose
gas. For example we could very well consider the situation where the gas is dense enough so that the 1D intermediate
density situation can no longer be described by mean field [17,18]. Moreover the convenience of analytical solutions
makes it possible to invert the method [8] and to extract the effective equation of state of the gas from experimental
data on the variation of the modes frequencies as a function of the density.

We acknowledge numerous conversations with Y. Castin, C. Cohen-Tannoudji, J. Dalibard, D. Gangardt and C.
Salomon. We are extremely grateful to Sandro Stringari and Chiara Menotti for many stimulating discussions and
for providing us with their data.
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Contribution a la Mécanique Statistique Quantique des Gaz Froids

Résumé : Cette thése présente un certain nombre de résultats sur la mécanique
statistique des gaz froids. La premiére partie concerne essentiellement les gaz peu
dégénérés de fermions ou de bosons avec un spin (ou un pseudo-spin) 1/2. Nous
écrivons une équation cinétique pour un tel gaz et nous en servons pour étudier
les propriétés de transport de spin, notamment les ondes de spin et I'instabilité de
Castaing dans un piége. En utilisant une approche hydrodynamique, nous calcu-
lons également les modes collectifs d’oscillation d’un gaz de Bose unidimensionnel
dans un piége a température nulle. Dans une deuxiéme partie, nous nous intéres-
seons aux propriétés d’équilibre des gaz froids denses. En utilisant le formalisme
des opérateurs d’Ursell, nous étendons la théorie quantique du développement en
agrégats des systémes dilués aux systémes denses. Nous appliquons ensuite cette
méthode a I’étude de la statistique des cycles d’un condensat de Bose-Einstein et
a la transition superfluide d’un gaz de Fermi attractif.

Mots clés : gaz quantiques, atomes froids, équation cinétique, niveaux in-
ternes, gaz polarisés, ondes de spin, instabilité de Castaing, hydrodynamique, dé-
veloppement en agrégats, cycles d’échange, opérateurs d’Ursell

Contribution to Quantum Statistical Mechanics of Cold Gases

Abstract : This thesis presents several results in statistical mechanics of cold
gases. The first part mainly concerns non degenerate gases of fermions or bosons
with spin (or pseudo-spin) 1/2. We derive a kinetic equation for such gases and
use it to study spin transport properties, especially spin waves and Castaing’s in-
stability in a trap. Utilizing a hydrodynamic approach, we also calculate collective
modes of oscillation of a one-dimensional trapped Bose gas at zero temperature.
In a second part, we study equilibrium properties of dense cold gases. In the for-
malism of Ursell operators, we extend the quantum theory of cluster expansion
from dilute to dense systems. This method is then used to study the statistics of
exchange cycles in a Bose-Einstein condensate and the superfluid transition of an
attractive Fermi gas.

Keywords : quantum gases, cold atoms, kinetic equation, internal levels, po-
larized gases, spin waves, Castaing’s instability, hydrodynamics, cluster expansion,
exchange cycles, Ursell operators



