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Résumé

Cette thése est consacrée a 'approximation diophantienne.

Dans une premiere partie, on s’intéresse aux problémes d’irrationalité liés aux valeurs de
polylogarithmes. Aprés une syntheése des différentes approches connues concernant les valeurs
aux entiers (positifs) de la fonction zéta de Riemann, on en vient & des résultats nouveaux.
D’une part, on exhibe des changements de variables entre intégrales multiples, qui permettent
de généraliser les travaux de Rhin-Viola sur ((2) et ((3) et de relier 'approche de Beukers,
Vasilenko, Vasilyev a celle de Sorokin pour la construction de formes linéaires en valeurs de
(. D’autre part, dans un travail en commun avec Rivoal, on écrit comme solution unique d’un
probléeme d’approximation de Padé une série hypergéométrique trés générale. On retrouve
comme cas particuliers essentiellement toutes les séries qui apparaissent dans les preuves
connues dans ce contexte. Cette méthode permet, notamment, de démontrer que parmi les
nombres Liz(1/2) + log(2)?, Liz(1/2) — 3log(2)? et Lis(1/2) + £log(2)*, 'un au moins est
irrationnel (avec Lis(1/2) =02, 27 "n~%).

La deuxiéme partie de cette these se situe dans le cadre des groupes algébriques commu-
tatifs. Tout d’abord, on s’intéresse aux puissances du groupe multiplicatif : il s’agit d’étudier
les relations polynomiales entre logarithmes de nombres algébriques. La conjecture d’indépen-
dance algébrique de ces logarithmes a été traduite géométriquement par Roy. On suit cette
piste, en démontrant cette conjecture pour certaines variétés. Ensuite on s’intéresse, dans un
groupe algébrique commutatif G quelconque, & un ingrédient particulier des démonstrations
de transcendance : le lemme d’interpolation. On généralise un tel énoncé, di & Masser, en
y incluant des multiplicités. Dans le cas ou le groupe G est linéaire, la dualité de Fourier-
Borel relie le lemme d’interpolation & un lemme de zéros ; on exprime ces énoncés en termes
d’algebres de Hopf, ce qui permet de mieux percevoir leur symétrie.






Introduction

Cette these se situe dans le cadre de ’approximation diophantienne. L’objectif est d’ob-
tenir des résultats d’irrationalité, d’indépendance linéaire, de transcendance voire d’indépen-
dance algébrique (ou bien leurs versions quantitatives : mesures d’irrationalité, ...). Dans la

?
premiere partie, on s’intéresse a des constructions explicites, dans le cas des polylogarithmes.
La seconde partie est consacrée aux groupes algébriques commutatifs ; on utilise alors le prin-
cipe des tiroirs, et un “lemme de zéros” (ou un “lemme d’interpolation”) est nécessaire.

1 Indépendance linéaire et valeurs de polylogarithmes

La premiére partie de cette thése est consacrée a des problémes d’irrationalité, ou d’indé-
pendance linéaire sur (Q, de valeurs de polylogarithmes.

Tout d’abord, on présente une syntheése des résultats, et des différentes démonstrations,
connus au sujet de l’irrationalité des valeurs de la fonction ¢ de Riemann. Ceci permet de
mettre en lumiére les méthodes variées utilisées pour construire des formes linéaires en valeurs
de polylogarithmes. Deux d’entre elles sont étudiées plus particulierement dans la suite : les
intégrales multiples et les problemes de Padé.

D’une part, on exhibe des changements de variables qui relient différentes intégrales mul-
tiples, et qui généralisent ceux utilisés par Beukers [B4] et Rhin-Viola ([R3], [R4]) pour {(2)
et ((3). D’autre part, on écrit (dans un travail en commun avec Tanguy Rivoal) une série
hypergéométrique trés générale comme solution unique d’un probleme d’approximation de
Padé. On obtient ainsi deux nouveaux résultats diophantiens.

1.1 Irrationalité de valeurs de zéta

La preuve de lirrationalité de ((3) par Apéry [A10], en 1978, a suscité un grand élan
d’intérét pour les problémes d’irrationalité de valeurs de (. En 2000, Rivoal [R5] et Ball-
Rivoal [B2] ont publié une preuve de l'irrationalité (et méme de 'indépendance linéaire sur
Q) d’une infinité de {(2n + 1). L’irrationalité de ((5) est toujours conjecturale, mais Zudilin
a démontré [Z6] que parmi ((5), ¢(7), ¢(9) et {(11), I'un au moins est irrationnel.

Ces trois résultats sont démontrés dans le chapitre 1 de la thése; il s’agit du texte d’un
exposé au Séminaire Bourbaki de Novembre 2002. Dans une premiére partie, on effectue
une synthése des nombreuses preuves connues de 'irrationalité de ((3). A ma connaissance,
aucune synthese de ce genre n’existait dans la littérature. Le point de vue adopté consiste a
construire, d’une dizaine de maniéres, les nombres d’Apéry Z—Z, et & montrer comment passer
d’une construction a l'autre.

La deuxieme partie du chapitre 1 donne une preuve des théoréemes de [R5] et [B2]. Il s’agit

9



10 Introduction

d’une variante de la preuve originelle. En effet, on consideére la série

n(k-1)(k—-2)...(k—m)(k+n+1)(k+n+2)...(k+ (r+1)n)

S, = 212" S (k4 2
" ,;(J%) Rk Do .. (k+n)° ’

ol a et r sont des parametres entiers (avec 1 < r < §) et n est un indice qui tend vers l'infini.
C’est le facteur k + 5 (absent dans [R5] et [B2]) qui constitue la différence. Son intérét est
que pour a = 4 et r = 1 on retrouve les formes linéaires d’Apéry en 1 et ((3). On peut donc
espérer que certaines propriétés des nombres d’Apéry se généralisent & ces formes linéaires
(par exemple en liaison avec ’aspect modulaire des nombres d’Apéry, mis en évidence par
Beukers [BY]).

La troisitme partie du chapitre 1 contient notamment une esquisse de la preuve [Z6]
que parmi ((5), ¢(7), ¢(9) et {(11), 'un au moins est irrationnel. La nouveauté réside dans la
traduction : on utilise les notations de [R7], qui sont différentes de celles de [Z6]. La traduction
ne présente pas de difficulté théorique, mais compte tenu de la complexité technique elle n’est
pas immédiate. Ceci résume bien l'orientation de ce chapitre : donner une présentation, aussi
unifiée et cohérente que possible, des résultats connus concernant I'irrationalité de valeurs de

C.

1.2 Changements de variables dans des intégrales multiples

Une version quantitative du théoréme d’Apéry est une majoration de ’exposant d’irratio-
nalité de ((3). La meilleure connue & ce jour est 5,513891; elle est due & Rhin-Viola [R4]. Le
point crucial de leur démonstration est ’action d’un groupe sur une famille d’intégrales triples.
Au chapitre 4 (qui est & paraitre au Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux), on écrit
ces intégrales triples comme des intégrales sur une variété semi-algébrique réelle Q3 x Us, et
les transformations utilisées par Rhin-Viola découlent d’automorphismes de la variété 23 x Us
(conformément & l'esprit de la “philosophie des périodes” [K3], et en réponse & une question
de Pierre Cartier). Le méme travail est effectué pour ((2) ; le chapitre 2, qui est paru aux Pu-
blications Mathématiques de 'UFR Sciences et Techniques de Besangon, annonce ce résultat
et contient des rappels sur la notion d’exposant d’irrationalité.

La motivation initiale de ce travail était de mieux comprendre ’action du groupe de
Rhin-Viola, en 'exprimant géométriquement. Dans le cas de {(2), on obtient une variété dont
les équations sont relativement simples et symétriques. Ceci permet d’espérer construire,
par analogie, d’autres variétés auxquelles la méthode de Rhin-Viola pourrait s’appliquer.
Toutefois, & I’heure actuelle, aucune variété n’a été construite ainsi; et le cas de ((3), qui
meéne & des équations nettement plus compliquées, n’incite pas & I'optimisme.

Dans la deuxiéme moitié du chapitre 4, on construit des généralisations du groupe de
Rhin-Viola & des intégrales n-uples (ces auteurs ayant considéré uniquement le cas n < 3).
Les résultats obtenus sont résumés dans une note parue aux Comptes-Rendus de I’Académie
des Sciences, qui forme le chapitre 3.

Ces généralisations n’ont pas été obtenues grace a l'interprétation géométrique mention-
née ci-dessus, mais en exhibant des changements de variables qui préservent la forme d’une
intégrale multiple. Précisément, on définit trois familles d’intégrales multiples, et on montre
que chacune d’elles est munie d’un groupe de Rhin-Viola; I'une de ces trois familles donne,
pour n = 2 et n = 3, les groupes introduits par Rhin et Viola. Si on savait démontrer que
ces intégrales sont des formes linéaires en valeurs de (, avec un dénominateur convenable, on
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pourrait utiliser la méthode de Rhin-Viola pour améliorer ce dénominateur : ce serait une
application possible des résultats de la seconde moitié du chapitre 4.

Mais la recherche de tels changements de variables peut avoir d’autres buts. Par exemple,
le changement de variables de [0, 1]" dans [0,1]" défini par :

Tp = Yntl pSip=n mod 2,
(I =192 Yn—p)Untip
1 —vy1%2- - Ynt1—p

et z, sip#Zn mod 2

permet de démontrer le théoréme suivant :

Théoreme 1.1 L’intégrale

[Temy zp (1 = 2)N
dz, ... dz,
/[0’1]” (T —@n(l—@n (I — .. (L—z))) N

est égale, pour tout N >0, a

/ i1 ve (=)™
(0,1]" er{2,...,n} pair (L= Y1+ Yk

)N+1dy1...dyn

st n est pair, et a

/ ITies v (1 — i)™ dyn...dy
o1 (L =91 un) " Tleeta ) poir 1= Y1 ye) VT

st n est impair.

L’intérét de ce théoréme est de relier (en réponse & une question de Tanguy Rivoal) les
approches de Beukers [B4], Vasilenko [V1] et Vasilyev ([V2], [V3]) d’une part, de Sorokin
[S7] d’autre part, pour construire des formes linéaires en valeurs de (. En outre le méme
changement de variables permet de démontrer un théoréme beaucoup plus général, qui englobe
les intégrales considérées par Rhin-Viola ([R3], [R4]), Rivoal ([B2], [R5]) et Sorokin [S6].

1.3 Approximants de Padé et séries hypergéométriques équilibrées

Le chapitre 5 de la thése est un travail en commun avec Tanguy Rivoal, qui a fait I’objet
d’une prépublication de I’Université de Caen. Il est & paraitre au Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées (journal de Liouville). Considérons une série de la forme

S(z) = i (k + g)g (k—p)p(k+n+ 1)02719’
k

> )2r
ouce € {0,1} et m,a,p,0 > 0 vérifient p+ 0 +¢e < a(n+1) —1; si ¢ = 1, on suppose en
outre p = 0. Cette famille de séries englobe celles utilisées dans [N4], [B2], [R5], [R6], ... Le

résultat principal du chapitre 5 est la construction (en réponse & une question posée dans
[R6]) d’un probléme de Padé dont une telle série est solution unique. Une généralisation de
ce résultat est également donnée, qui permet d’inclure les séries de [N2] et [R7].

L’intérét d’un tel énoncé est de contribuer 4 inscrire dans un cadre conceptuel (ici celui des
approximants de Padé) les séries hypergéométriques utilisées dans les preuves d’indépendance
linéaire. En outre, il établit un lien avec les constructions de Reyssat [R2] et permet d’obtenir
de nouveaux résultats d’indépendance linéaire ou d’irrationalité :
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Théoréme 1.2 Soient p un nombre réel, et a un nombre rationnel tel que 0 < a < 1.
L’ensemble des Lis(c) —i—ul?f_(l(;!) , ot s décrit N*, contient une infinité de nombres linéairement
indépendants sur Q.

Théoréme 1.3 Au moins l'un des trois nombres Lir(1/2) + log?(2), Liz(1/2) — 5 log?(2) et
Liy(1/2) + ¢ log*(2) est irrationnel.

2 Transcendance dans les groupes algébriques

L’un des contextes dans lesquels on sait appliquer les méthodes de transcendance est celui
des groupes algébriques. La deuxiéme partie de cette these est consacrée a quelques résultats
dans ce domaine.

Tout d’abord, on considére le cas ou le groupe algébrique G est une puissance du groupe
multiplicatif G, ; il s’agit d’étudier les logarithmes de nombres algébriques. En suivant une
piste suggérée par Damien Roy [R13], on tente de décrire les points d’une variété algébrique
dont les coordonnées sont des logarithmes de nombres algébriques.

Ensuite, on considére un groupe algébrique commutatif G quelconque, et on se focalise
sur I'un des ingrédients essentiels d’une preuve de transcendance : le lemme de zéros. Plus
précisément, on étudie les lemmes d’interpolation, qui peuvent remplacer les lemmes de zéros.
Un tel énoncé, optimal & constante multiplicative pres, a été démontré par Masser [M2]. On
généralise ici ce résultat, en y incluant des multiplicités.

Enfin, dans le cas ou G est affine, on formule en termes d’algebres de Hopf les lemmes de
zéros, d’interpolation, et la dualité de Fourier-Borel.

2.1 Orbites de groupes algébriques et logarithmes de nombres algébriques

Le chapitre 6 de cette these est un article paru (en anglais) dans Acta Arithmetica.

Notons L = {A € C,exp(\) € Q*} le Qespace vectoriel des logarithmes de nombres
algébriques, et £ le sous-Q-espace vectoriel de C engendré par 1 et L. Conjecturalement,
des éléments A1,..., N\ de £ sont algébriquement indépendants (sur Q) si, et seulement si,
1,A1,...,\ sont linéairement indépendants sur Q. Damien Roy a traduit géométriquement

cette conjecture :
Conjecture 2.1 ([R13]) Soit X un fermé algébrique de C* défini sur Q. Alors

xnt'=J Encr
ECX

ot E décrit Uensemble des sous-espaces affines de C* contenus dans X et définis sur Q.

Cette conjecture signifie que les points de X & coordonnées dans L sont exceptionnels, au sens
suivant : leur présence s’explique toujours par celle d'un sous-espace affine E défini sur Q et
contenu dans X. Elle est triviale quand la variété X est linéaire ; au chapitre 6, on la démontre
quand X = V(k,m) est le cone affine au-dessus de la variété de Veronese (i.e. 'ensemble des
v-...-v € Sym*(C™), quand v décrit C™), sous I’hypothése k& > 3. Il n’y a essentiellement
aucune autre variété X pour laquelle la conjecture 2.1 soit connue. Dans le cas de la variété
V(k,m), la conjecture 2.1 s’énonce comme suit :

Théoreme 2.2 Soient k et m des entiers, avec k > 3. Soit P un polynéme homogéne, de
degré k, en m wvariables, dont les coefficients appartiennent a L. Supposons que P est la
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puissance k-iéme d’une forme linéaire (a coefficients complexes). Alors il existe une forme
linéaire ®, d coefficients dans Q, et un élément a € L tels que P = a®*.

On considére, en outre, la situation générale suivante. Soit G un groupe algébrique affine
défini sur Q, qui agit sur un C-espace vectoriel W muni d’une Q-structure. On suppose que
I’action est donnée par un morphisme de groupes algébriques p : G — GL(W) défini sur Q.
On note X une orbite sous cette action; alors X est une partie localement fermée de W.
Sous certaines hypothéses, on démontre que tout point de X N L™ appartient & un hyperplan
vectoriel de W défini sur Q. On parvient parfois & obtenir des informations plus précises sur
les points de X N L™, comme dans 1’énoncé suivant :

Théoréme 2.3 Supposons que p a une orbite Zariski-dense Y, et qu’on a 2dim(X) <
dim(W). Alors pour tout z € X N L™ il existe un sous-espace vectoriel & de W, défini sur Q,
qui contient T et est disjoint de Y.

Les théorémes généraux obtenus dans ce cadre sont déduits d’un théoreme de transcendance
da & Damien Roy [R11], qui généralise le théoréme des six exponentielles. Ce théoréme permet
de minorer le rang d’une matrice & coefficients dans £ en fonction des relations linéaires, a
coefficients dans Q, entre ses lignes ou entre ses colonnes.

2.2 Lemme d’interpolation dans un groupe algébrique commutatif

Soit G un groupe algébrique commutatif connexe sur C, plongé de maniére quasiprojective
dans PV. Soient W un sous-espace vectoriel de 1’algébre de Lie TG de G, et I' un sous-groupe
de type fini de G(C). Soient (01,... ,0y) une base de W, et (y1,... ,7) une famille génératrice
de T. Pour 7 = (11,... ,74) € N? on considére I'opérateur différentiel 0" = 0" ... ¢, qui
commute aux translations. Pour S € R; on note I'(S) 'ensemble des combinaisons linéaires
n1y1 + ...+ nyy, avec n; entier et 0 < n; < S pour tout j € {1,...,l}. On suppose que I'
est contenu dans 'ouvert {Xj # 0} de PV.

Considérons I'application linéaire ® qui a tout polynéme P sur GG, homogeéne de degré D,
associe la famille des 07 (%) (y) pour y e T(S) et T € N, |7 =74 + ... + 74 < T. Un
lemme de zéros est un énoncé qui fournit une condition suffisante (portant sur D, T', S, et en
général aussi sur les sous-groupes algébriques de G) pour que ® soit injective. Ces lemmes de
zéros sont un point crucial dans les démonstrations de transcendance dans ce contexte.

La question de la surjectivité de ® a été moins étudiée. On appelle lemme d’interpolation
tout énoncé qui fournit une condition suffisante pour que @ soit surjective. Dans le cas ou il
n’y a pas de multiplicités, Masser a démontré un lemme d’interpolation, optimal & constante
multiplicative pres. Le chapitre 7 est consacré & la preuve du résultat suivant, qui est analogue

a celui de Masser mais autorise des multiplicités :

Théoréme 2.4 1l existe une constante ¢ > 0 ayant la propriété suivante. Soient D, S, T trois
entiers strictement positifs tels que, pour tout sous-groupe algébrique H conneze, non nul, de
G on ait

Srg(I‘ﬁH) Tdim(WﬁTH) < CDdim(H) (1)

Pour tous v € I'(S) et 7 € Ne, |7| < T, soit a,, un nombre compleze. Alors il existe un
polynome P, homogene de degré D, tel que

o (55) 0) = as
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pour tous y €T(S) et T € N4, |7] < T.

La preuve de ce théoréeme suit celle de Masser. Deux outils nouveaux sont nécessaires :
une étude des fonctionnelles sur G et une analyse des sous-groupes obstructeurs.

Le fait que ® ne soit pas surjective équivaut & l'existence d’une fonctionnelle, combinai-

son linéaire des P — 0" ( (7), qui s’annule identiquement sur ’espace des polynomes

XD
homogenes de degré D. On deﬁnit, sur l'espace des fonctionnelles, des opérations de transla-
tion et de dérivation. Cette construction n’est pas évidente a priori pour deux raisons. D’une

part, ces fonctionnelles n’opérent pas sur de vraies fonctions sur G, mais sur des polynémes
P
ped
utilise 'astuce dite de Baker-Coates-Anderson-Chudnovski.

homogenes. D’autre part, le degré de 9" risque de croitre avec |7|; pour éviter ceci, on

En ’absence de mult1p11c1tes la regjartition de I" dans G est mesurée, classiquement, par un

exposant y(T', G) = ming g r(iglri(g?g ol le minimum porte sur ’ensemble des sous-groupes

algébriques H de G, distincts de GG. Cet exposant apparait dans le lemme de zéros; Masser
définit un exposant analogue qui est utilisé dans son lemme d’interpolation : p*(I',G) =

TNH % - P .
max g£g dl(m( H)) Notons H un sous-groupe algébrique non nul de G qui réalise ce maximum ;

alors dans le théoréme 2.4 (avec T = 1), il suffit de vérifier la condition (1) pour H = H.
Quand on autorise des multiplicités, il ne suffit plus en général de vérifier la condition
(1) pour un seul sous-groupe (qui dépendrait seulement de I', W et G). Il est nécessaire
d’introduire une dépendance en S, T', D. Pour cela, on construit (en fonction de I', W et G
uniquement) des sous-groupes Hi,... ,Hp_1 et des secteurs angulaires Ci,... ,Cp_1 de ]R%L,
avec p > 2, tels que :
(i) Dans le théoréme 2.4, il suffit de vérifier la condition (1) quand H est I'un des H;.
(ii) Etant donnés S, T, D, avec D > 1, il existe un indice i tel que (ll(())gg((g))’ llgg((?)) appar-
tienne a C; ; alors dans le théoréme 2.4 il suffit de vérifier la condition (1) pour H = H;.
(iii) L’ensemble {H1,... ,H,_1} est minimal au sens suivant : si on omet 'un des H; alors
la propriété (i) est en défaut.
On définit aussi des sous-groupes H; qui jouent un role analogue pour le lemme de zéros,

et on étudie le lien entre les H; et les H Iz

Les outils introduits pour démontrer le théoréme 2.4 sont susceptibles d’autres applica-
tions. Quant & 1’énoncé lui-méme de ce théoréme, il peut permettre d’obtenir de nouvelles
preuves de transcendance. En effet, supposons que G et W sont définis sur Q, et qu'on a I' C

G(Q). On considere la matrice formée par les 9™ ( = D) (v), ou P décrit une base de I'espace

C[G)%, des polynémes homogenes sur G de degré D, et (y,7) décrit T'(S) x {r € N, |7| < T}.
D’habitude, on construit une combinaison linéaire non triviale des lignes, c’est-a-dire un po-
lynéme P non nul, de degré D, qui s’annule en tout point de I'(S) & 'ordre T le long de W.
Ce polynoéme, appelé fonction auziliaire, est obtenu grace a un lemme de Siegel, un lemme de
Schwarz et une inégalité de Liouville. On conclut la démonstration en appliquant un lemme
de zéros.

Une autre méthode consiste, dans la méme situation, & faire des combinaisons linéaires sur
les colonnes. Ceci revient & construire une fonctionnelle non nulle, combinaison linéaire des
évaluations aux points de I'(S) de dérivées le long de W jusqu’a l'ordre T', qui s’annule sur tous
les polynémes homogenes de degré D. Cette fonctionnelle, appelée fonctionnelle auziliaire,
est construite grace a un lemme de Siegel, un lemme de Schwarz et une inégalité de Liouville.
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On conclut la démonstration en appliquant un lemme d’interpolation (celui de Masser si il
n’y a pas de multiplicités, le théoréme 2.4 sinon).

Grace au théoréme 2.4, on peut ainsi donner de nouvelles preuves de résultats connus (par
exemple [W4] le théoréme de Schneider sur la transcendance d’intégrales elliptiques de pre-
miere espece). Peut-étre cette méthode permet-elle, dans certains cas, d’améliorer des mesures
de transcendance 7 En outre, les fonctionnelles auxiliaires ont été utilisées (sans multiplicités)
dans [W3], pour faire un pas en direction d’une généralisation de la conjecture de Leopoldt
sur le rang p-adique du groupe des unités d’un corps de nombres (voir cependant [R12]).

2.3 Lemmes de zéros et algébres de Hopf

Supposons maintenant que le groupe algébrique commutatif G est affine, mais pas néces-
sairement connexe ; alors la composante neutre de G est isomorphe au produit d’une puissance
de G, par une puissance de Gy,. La dualité de Fourier-Borel (voir [W5] et [W8]) relie cette
situation (i.e. I', W et G) & une autre de méme nature, avec T, W et G. Elle est fondée sur
la formule suivante (qui se généralise & plusieurs variables) :

(%)t (2°€%) |,y = (%)3 G (2)

Cette dualité échange points et facteurs G,,, dérivations et facteurs (,, fonctions et fonc-
tionnelles. Elle transforme un lemme de zéros en un lemme d’interpolation (dans la situation
duale). En particulier, elle permet de déduire le théoréme 2.4 ci-dessus (dans le cas o G est
linéaire) du lemme de zéros appliqué a la situation duale.

La formule (2) a plusieurs inconvénients ; notamment, elle nécessite de choisir des coordon-
nées, et n’est pas susceptible de généralisations simples & d’autres groupes G. C’est pourquoi,
au chapitre 8, on formule la dualité de Fourier-Borel, ainsi que les lemmes de zéros et d’inter-
polation, dans un langage plus adapté aux groupes algébriques : celui des algebres de Hopf.
Précisément, on définit deux catégories C et C comme suit.

Les objets de C sont les triplets (G,T', W) ou G = Gy x G est un groupe algébrique affine
commutatif (avec Gy isomorphe & une puissance de G, et G; plongé dans une puissance de
Gm,), I est un sous-groupe de G(C) muni d’une famille génératrice (finie) v1,...,, et W est
un sous-espace vectoriel de T'G, tels qu’aucun sous-groupe algébrique G’ de G, distinct de G,
ne vérifie ' C G' et W C TG

Les objets de C sont les triplets (H, H, < -,- >) ot H = C[Gy x G1] et H = C[Gy x Gi]
sont des algebres de Hopf de type fini, commutatives et co-commutatives (avec Go et Go
isomorphes & des puissances de Gg, et Gy et G1 plongés dans des puissances de Gy,), et
< -, > est un produit bilinéaire non dégénéré, de H x H dans C, qui permet d’identifier H
a une sous-algebre de Hopf de H° (ou H° est I’algebre de Hopf duale de H).

Alors les catégories C et C sont équivalentes. Pour le démontrer, étant donné un objet
(G,I',W) de C, on note H = C[G] T'algebre de Hopf des fonctions polynomiales sur G, et
H=C(C® Sym(W), ou CI' est I’algebre du groupe I'. On définit un produit bilinéaire non
dégénéré de H x H dans C en posant, pour Re€ H,yeT et 00, ... 0% e W :

<y® (00 ....9®), R >= (s0...09R) (v) (3)
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On montre alors que (fI ,H,< -,- >) est un objet de C, et qu’on a défini une équivalence de
catégories.

Dans la catégorie C, la transformation de Fourier-Borel prend une forme particuliérement
simple : elle échange H et H.On peut aussi traduire dans la catégorie C le lemme de zéros.
Pour cela, on note Hg 1 'espace des polynémes sur G = G x G de bi-degré au plus (S,7T),
et on définit H s,7 de méme. On obtient alors I’énoncé suivant :

Théoréme 2.5 Pour tout objet (H = C[Gy x G4], H = ClGo x G1], < -+ >) de C il existe une
constante ¢ > 0 ayant la propriété suivante. Soient S,T,S,T des entiers strictement positifs,
et R € Hgr non nul tel que

< z,R >= 0 pour tout x € flgf

Alors il eziste une sous-algébre de Hopf H' = C[Go /Gy x G1/G1] de H, et une algébre de
Hopf quotient H' = C[G}, x G')] de H, telles que :

7dim(Go/Gy) gdim(G1/GY) o Tdim(Gy) §dim(é'1)

En outre, I'obstruction est un objet (H', H', < -,- >') de C. Ce théoréme traduit un lemme de
zéros dans le groupe algébrique G, et un lemme d’interpolation dans le groupe algébrique G.

Le théoréme 2.5 peut donner des idées pour I'étude de situations plus générales que celles
considérées habituellement : que se passe-t-il si on ne suppose plus H et H commutatives,
co-commutatives et de type fini? D’autre part, si G est un groupe algébrique commutatif
quasiprojectif (non affine), plongé dans PV (comme au paragraphe 2.2), dans quelle mesure
peut-on généraliser ces méthodes ?
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Séminaire Bourbaki, Novembre 2002
Exposé numéro 910

Chapitre 1

Irrationalité de valeurs de zéta
(d’apres Apéry, Rivoal, ...)

INTRODUCTION

Cet exposé est consacré aux valeurs aux entiers s > 2 de la fonction zéta de Riemann,
définie par ((s) = > 00 n % Quand s = 2k est pair, on sait que ((2k)7 2* est un nombre
rationnel, 1ié aux nombres de Bernoulli. Comme 7 est transcendant (voir I’appendice de [L2]
pour une preuve), ((2k) 1'est aussi pour tout k > 1. La nature arithmétique des ((2k + 1) est
beaucoup moins bien connue. D’un point de vue conjectural, la situation est simple :

Conjecture 0.1 Les nombres w, ((3), ((5), ((7), ...sont algébriguement indépendants sur
Q.

Cette conjecture est un cas particulier d’une conjecture diophantienne sur les polyzétas
(voir [W7] ou [C3]). Elle implique que les {(2k + 1) sont tous transcendants, donc irrationnels,
et linéairement indépendants sur Q.

Tres peu de résultats sont connus en direction de la conjecture 0.1. Le premier d’entre eux
a été annoncé par Apéry lors des Journées Arithmétiques de Luminy, en 1978 :

Théoréme 0.2 ([A10]) ((3) est irrationnel.

Apéry lui-méme n’a donné lors de son exposé (voir [M4]), et n’a publié [A10], qu'une esquisse
de sa preuve. Les détails (qui sont loin d’étre triviaux) ont été publiés par Van Der Poorten
[P4] (voir aussi [C6] et [R1]), grace & des contributions de Cohen et Zagier. Par la suite,
plusieurs autres démonstrations du théoréme d’Apéry sont parues. La premiere partie de ce
texte est consacrée a une syntheése des différents points de vue qu’on peut adopter pour le
démontrer.

La grande percée suivante date de 2000 :

Théoréme 0.3 ([R5], [B2]) Le Q-espace vectoriel engendré par 1, ((3), ((5), ¢(7), ...est
de dimension infinie.

En conséquence, il existe une infinité de & tels que ((2k + 1) soit irrationnel. On peut donner
des versions effectives de ce dernier énoncé : Rivoal a démontré [R7] que parmi les neuf
nombres ¢(5), ¢(7), ..., ¢(21), 'un au moins est irrationnel. Ce résultat a été amélioré par
Zudilin :

19
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Théoréme 0.4 ([Z6], [Z9]) L’un au moins des quatre nombres ((5), ((7), ¢(9), ¢(11) est
irrationnel.

Malgré ces développements récents, il n’existe aucun entier s > 5 impair pour lequel on sache
si ((s) est rationnel ou non.

Ce texte est divisé en trois parties. La premiére est une synthése des méthodes connues
pour démontrer l'irrationalité de ((3); l'intérét des différentes approches est qu’elles se gé-
néralisent plus ou moins facilement & d’autres situations. La deuxieme partie fournit une
preuve du théoréme 0.3, et de résultats voisins. La troisieéme est consacrée a des résultats
“quantitatifs” : mesure d’irrationalité de (3) et théoréme 0.4.

REMERCIEMENTS : Je remercie toutes les personnes qui m’ont aidé dans la préparation de
ce texte, notamment F. Amoroso, V. Bosser, N. Brisebarre, P. Cartier, G. Christol, P. Colmez,
P. Grinspan, L. Habsieger, M. Huttner, C. Krattenthaler, C. Maclean, F. Martin, Yu. Neste-
renko, F. Pellarin, A. Pulita, E. Royer, M. Waldschmidt, D. Zagier et W. Zudilin. Je remercie
tout particulierement T. Rivoal pour les nombreuses discussions trés instructives que nous
avons eues.

1 Irrationalité de {(3)

Toutes les preuves connues de l'irrationalité de {(3) ont la méme structure. On construit,
pour tout n > 0, des nombres rationnels u,, et v, ayant les propriétés suivantes :

1. La forme linéaire I, = u,((3) — v, vérifie

limsup |I,|'/™ < (vV/2 — 1)* = 0,0294372. ..
n—oQ
2. En notant d, le p.p.c.m. des entiers compris entre 1 et n, les coefficients u,, et v,
vérifient :
Uy, € Z et 2d5v, € Z.

3. Pour une infinité d’entiers n, on a I, # 0.

La conclusion est alors immédiate : si ((3) était un nombre rationnel p/q, alors 2¢d> I, serait

un entier pour tout 7, et tendrait vers zéro quand n tend vers l'infini (car (v/2 — 1)%e3 < 1,
log(dn) — 1)

- : cela

en utilisant [I12] le théoréme des nombres premiers sous la forme lim,,
contredit la troisieme assertion.

Remarque 1.1 Comme (v2 —1)*-3,233 < 1, le théoréme des nombres premiers peut étre
remplacé par lassertion plus faible d, < 3,23™ pour n assez grand, qui se démontre en utilisant
des arguments élémentaires a la Tchebychev ([N6], §8.1; [12], p. 15).

Dans la suite, on donne plusieurs constructions (§ 1.1 & 1.10) de u,, v, et I, & chaque fois
notées u; n, vin et I;n (I'indice ¢ € {R,E,R, X,C, P, TB, M} fait référence & la construction
utilisée). En fait, on construit toujours les mémes formes linéaires : a posteriori on s’apergoit
que U; n, vy et I; , ne dépendent pas de i. La preuve de cette indépendance est le plus souvent
directe. Parfois, on montre simplement que I;, = I}, ; les deux autres égalités en découlent
en utilisant l'irrationalité de ((3).

Les premieres valeurs de u,, et v, sont :

(U)o = 1,5,73,1445,33001, 819005, . ..
(vn) 0.6 351 62531 11424695
Un)n>0 = IS 4 ) 36 ) 288 PR
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Cette partie contient 1’esquisse de plusieurs preuves de U'irrationalité de {(3), notamment
celles d’Apéry [A10] (§ 1.1 et 1.2), de Beukers [B4] par les intégrales multiples (§ 1.3) ou [BY]
par les formes modulaires (§ 1.10), de Prevost [P7] (§ 1.1 et 1.2), de Nesterenko [N2] (§ 1.4
et 1.5), de Sorokin [S7] (§ 1.8), et de nombreuses variantes. Certaines preuves sont obtenues
en montrant que deux constructions différentes fournissent les mémes formes linéaires, puis en
prouvant le point (2) & I’aide de 1'une et les points (1) et (3) & 1'aide de 'autre (par exemple
en montrant que lim, o |I,|'/™ = (v2 — 1)%).

La plupart des méthodes connues pour démontrer des résultats d’irrationalité sur les
valeurs de ¢ sont liées aux polylogarithmes, définis pour tout entier £ > 1 par :

o0 n

Lis(x) = Y =,

n=1

avec |z| < 1sik =1et |z] <1sik > 2. L'idée est de construire des formes linéaires en
polylogarithmes, & coefficients polynomiaux, puis de spécialiser en z = 1. C’est la méthode
employée dans les paragraphes 1.3 & 1.9. Les formes linéaires en polylogarithmes I; ,(z) qu’on
utilise ne sont pas toujours les mémes, mais elles coincident en z = 1, pour donner les formes
linéaires d’Apéry.

Les polylogarithmes s’insérent dans la famille des séries hypergéométriques 441 F; (avec
g > 1), définies par :

(67)) (03] ‘e a

F ’ ) ’ q

im0

ot le symbole de Pochhammer est (a); = a(a+1)--- (o +k —1). Dans cet exposé, les o et

les 3; seront des entiers, les 3; étant positifs, et z sera un nombre complexe avec |z| < 1. On
adopte les définitions suivantes ([A9], §3.3 et 3.4) :

— ¢+1F4 est dite bien équilibrée siog+1 =01 +P1 =+ =0y + By;
— g+1Fy est dite trés bien équilibrée si elle est bien équilibrée et oy = %ao + 1.

_ - (O‘O)k(al)k"'(aq)kzk
) _kz:o Bk Bor

1.1 Récurrence linéaire
Définition 1.2 Soient (urn)n>0 et (VRn)n>0 les suites définies par la relation de récurrence
(n +1)3yn11 — (34n> 4+ 51n2 + 27n + 5)y, + nly,_1 =0 (1.1)
et les conditions initiales
uro =1, ur1 =95, vro =0, vr1 =6.
Une récurrence immédiate montre que les suites (ur,,) et (vr,,) sont croissantes et & termes

rationnels, avec n!3uR,n € Zet n!3vR,n € 7. En fait on verra qu’on peut remplacer n!3 par d.

Les propriétés asymptotiques des suites vérifiant la récurrence (1.1) sont faciles & détermi-
ner (voir par exemple [G1], Chapitre 5). L’équation caractéristique associée est X2 —34X +1;
elle a deux racines simples, (v/2 + 1)* et (v/2 — 1)%. L’espace vectoriel des solutions de

(0) (1)

(1.1) est de dimension deux, et admet une base formée de suites (yn ' )n>0 €t (yn’)n>0 avec
(0) (1)
limy, oo B2 — log((vZ + 1)) et limy 400 2585 — log((v2 — 1)*). La suite (y5)
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est uniquement déterminée (4 proportionnalité prés) par son comportement asymptotique ;
(0)

toutes les autres solutions de (1.1) se comportent comme (y, ). Comme (ugr ) et (vg,) sont
croissantes, on a :

lim ugl = lim vg/7 = (V2+1)* = 33,9705627 ... (1.2)
) n o0 )

n—oo

VUR,n VR,n—1
UR,n UR,n—1

n > 1. La relation de récurrence montre qu'on a A, = % pour tout n, ce qui signifie

v v — . v
PRm _ PRn-l 6 . Donc la suite (;22)
UR,n UR,n—1 N2UR,nUR,n—1 UR

une limite finie E, avec ’LLR,”E — UR,n = Zz.;n-f—l W

est une solution de (1.1) qui tend vers zéro quand n tend vers l'infini : son comportement
asymptotique est nécessairement donné par

Quand on adopte ce point de vue, on a intérét [P4] & considérer A,, = pour

est strictement croissante et tend vers

6u .
2o Ceci prouve que urnf — VR

1 nf — VR
lim ogur, UR.n = log((v2 — 1)%).

n——+oo n

Avec cette définition de ug, et vry, il n’est pas évident de démontrer que £ = ((3), et
de borner par d?l les dénominateurs de ur, et vry,. Pour ceci, une possibilité est de faire le
lien avec le paragraphe 1.2 : c’est la méthode employée dans les premiéres preuves détaillées
de T'irrationalité de ((3), qui sont parues peu apres I'exposé d’Apéry ([R1], [P4], [C6)).

L

v Y .
u;tn est la n-iéme somme partielle
n

Remarque 1.3 Le raisonnement ci-dessus montre que

de lCl, Série C(3) = Zl?;l m

La définition 1.2 s’interprete en termes de fractions continues généralisées. En effet, consi-
dérons la récurrence linéaire

Yoi1 — (34n3 + 5102 + 27n 4 5)Y, +nY, 1 = 0. (1.3)

On passe d’une solution de (1.1) & une solution de (1.3), et réciproquement, en posant Y, =

R __ VR,n

nt3y,. Si Urn et VR, sont ainsi associées a ur, et vry, alors Ty = ups est la n-ieme

réduite de la fraction continue généralisée

C(3)_6_ 1| 64 n® |
|5 117 [535 |34n3 4+ 51n% +27n +5

On peut trouver cette formule grice & un procédé général ([All], [B3], [Z4]) qui accélere
la convergence d’'un développement en fraction continue généralisée. Ce procédé s’applique,
en particulier, au développement dont les réduites sont les sommes partielles de la série
> ﬁ, ou f est un polynéme sans zéro parmi les entiers strictement positifs.

n=1
En utilisant cette méthode d’accélération de convergence, André-Jeannin a démontré [A7]
que la somme des inverses des nombres de Fibonacci est irrationnelle (voir aussi [B17] et [P8]).
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1.2 Formules explicites

Définition 1.4 Soient (up,) et (viy) les suites définies par les formules suivantes :
n 2 2
n n+k
e = 200 (1)
k=0

SO (S48 )

k=0

VEn

Sous cette forme, il est clair que ug, € Z et que ZEZ tend vers ((3). Pour démontrer ([P4],
[C6], [R1]) que 2d3 v, € Z, il suffit de démontrer que, pour 1 <m < k < n,

n n+k
+ - n\(k '
m? () (") ™ () ()
est entier. Soit p un nombre premier; la valuation p-adique v,(n!) de n! vaut Zf‘:l[l%] avec
= [(2] = vy (dn). Pour 1 <i < vy(m) on a [%] = [2=]+ 2] et pour v, (m) < i < v,(dn)

log(p)
ona[z%] < [” m]—l—[m]+1 On en déduit Vp(( )) < vp(dy)—vp(m) et vp(( )) < vp(di)—vp(m).

Il en résulte que ﬁg)(k) est un entier, et le quotient (1.4) aussi.

n
m

Montrons maintenant ([P4], [C6]) que les suites (ug) et (vgy) vérifient la récurrence
(1.1). On pose A\, = (2)2(":]9)2 pour k,n € Z, et

Anp=402n+1)(k2k +1) — 2n +1)*) A,
avec les conventions habituelles (i.e. A,y =0si k <0 ou k > n). On a alors
Ank— A1 =(n+1)N 1 — (34n® + 510 + 270 + 5) Ak + 13 N1k

En sommant sur k, on obtient que la suite (ug,,) satisfait & la récurrence (1.1). Pour la suite
(vE,n), on peut faire de méme en utilisant la suite double

Bk = A, (Zn: — + Zk: o] ,11 m,:m)> 4 50n Z(;)i(l—)l)k_l (Z) (n ;; k)

m=1 =1 m m

Ceci démontre qu’on a ug,, = URr,, et Vg, = VR, pour tout n > 0. Compte tenu des résultats
démontrés au paragraphe 1.1, on obtient une preuve de l'irrationalité de ¢(3).

La démonstration donnée ci-dessus que (ug,,) et (vg,) vérifient la récurrence (1.1) n’est
qu’une simple vérification, & condition d’étre capable d’exhiber les suites doubles A, ;, et B, 4,
ce qui n’a pas été une tache facile (voir [P4], §7). Motivés par ce probléme, plusieurs auteurs
(notamment Zeilberger) ont ensuite mis au point des algorithmes permettant d’exhiber de
telles suites doubles. On a ainsi un moyen automatique de produire des preuves d’identités
(voir [C2], [Z3], [P2]). De plus, ces preuves sont immédiatement vérifiables & la main.
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Dans les formules ci-dessus, un role central est joué par la suite double ¢, = > 1" # +
Sk, % (définie pour 0 < k < n). Elle tend vers ¢(3) quand n tend vers infini,

. . —1)n-1 .
uniformément en k. On a ¢, — Cp—1,n—1 = 3(n3()zn) et limy,_yo0 Cp = ((3) donc :
n

X 1\yn-—1
¢(3) = gz iy (1.5)

Cette série n’est pas utilisée dans la preuve de U'irrationalité de ((3), mais elle a un intérét non
négligeable puisque les ¢, ; sont au cceur des formules explicites définissant ug ; et vg . C’est
pourquoi plusieurs auteurs ont cherché des généralisations de (1.5) (voir par exemple [P4],

PG, [C7], [K2], [L3], [B12), [Ad]), parmi lesquelles ¢(5) = 33,1 S5y (St # - 522)

Mais aucune de ces généralisations n’a permis d’obtenir de nouveau résultat d’irrationalité :
la croissance des dénominateurs est trop rapide par rapport a la convergence.

Prévost a montré [P7] comment interpréter les formules explicites données dans ce para-
graphe en termes d’approximants de Padé. Posons ¢(z) = >4, m, c'est-a-dire ((3,1+x)
ou ( est la fonction zéta d’Hurwitz (voir [W10], Chapitre XIII). Pour tout n > 1, considérons
les polynémes suivants :

pe = RO - (5 )

et Qn(z) = Xn: (k> (n}:kx )(erk) Zk: 2m(3 jﬁm;m)

Alors P, est de degré 2n, Q, de degré 2n — 2, et on a P,(z)p(z) — Qun(z) = O(z 2" 1)
quand z tend vers l'infini. Cela signifie que P, et @}, sont des approximants de Padé de la
fonction ¢. Quand z est un entier n, on a p(n) = ((3) = Y1 _; -5 d’ott Py(n)p(n) — Qn(n) =
4 2
(277,—1—17;21”3,”
conclure, on a besoin d’une minoration asymptotique de ug , comme celle de la formule (1.2).

11 suffit donc de vérifier que ug,, satisfait & la récurrence (1.1). On peut utiliser A,, ; comme
ci-dessous; une autre méthode [A12] est d’utiliser des relations de contiguité entre séries
hypergéométriques balancées.

ug,nC(3) — vEn- On peut en déduire [P7] la majoration |ug ,((3) — vpy| < . Pour

—-n, —n, n+l1l, n+1

En effet, ug, sécrit 4F3< 1, 1, 1

4F3 < Qp, a1, Q3,

ag

/Bla /82, ﬂ3

;-3:0 a; = Z?Zl Bj. Si on modifie deux des sept parametres d'une série balancée, en ajoutant

ou en retranchant 1 & chacun des deux, on peut obtenir & nouveau une série balancée. Si c’est

le cas, on dit que ces deux séries sont contigues. Il y a 2 - (g) = 42 séries balancées qui sont

contigués & une série balancée donnée. Quand o est un entier négatif (ce qui signifie que

la série hypergéométrique est en fait un polynoéme), il existe des relations linéaires entre les

valeurs en 1 de ces 42 séries, dont les coefficients sont des polynémes en les parametres «y,

.-y B3 (voir [A9], §3.7). On peut [A12] déduire de ces relations de contiguité que la suite ug
vérifie la récurrence (1.1).

‘1). Une série hypergéométrique

z) est dite ([S4], §2.1.1) balancée (ou Saalschiitzienne) si 1 +
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1.3 Intégrale triple réelle

Considérons 'intégrale suivante, qui a été introduite par Beukers [B4] (voir aussi [B6]) :

(1 —u)"0™(1 —v)"w™(l —w)"
I du dv dw.
e / / / e e v
Cette intégrale converge pour tout z € C\] — 0o, 0]. Voici une esquisse de preuve de l'irratio-
nalité de ¢(3) qui utilise Ir »,(1). Les détails se trouvent dans [B4].

"(171{)”(171’)”(177‘)) sur le cube unité vaut (v/2 — 1)4,

Comme le maximum de la fonction

—w(l—uv)
on a : lou( o (1
o
lim log(Ten(1)) _ log((vV2 —1)%).
n——+o00o n
Par ailleurs, si on intégre n fois par parties par rapport & v, qu’'on change w en —=% et

1—w(1l—uv)
enfin qu’on intégre n fois par parties par rapport & u, on obtient :

Ina(1 dudvd
= [ [ [ i,

ol Pp(X) = H(X ”(1 X)™)(™) est le n-iéme polynéme de Legendre. En intégrant par rapport
a w, il vient Ig »(1 fo 1 —log uv)P (u)Pp(v)dudv. Or pour tous k,l € {0,... ,n} on peut

1—uv

écrire fol fol —10%(‘:11) ldu dv = 2a,;¢(3) + by, avec ag; € Z et d3by; € Z. On a donc :

Ir (1) = 2(ur n((3) — vr ) avec ug , € Z et 2d3vg , € Z.

Cela termine la preuve de l'irrationalité de ((3).

1.4 Série de type hypergéométrique
Posons

X -12..(X-n)?  (X—-n)? r(x)*
B = omrr ®nr T X2, X _wmEiarne L0

ou I est la fonction Gamma d’Euler, qui vérifie I'(s + 1) = sI'(s). En outre, pour |z| > 1 on
pose :

Fon®) = = 3 Ro)s. (17)

k=1

En suivant [B5], [G4] et [N2] on développe la fraction rationnelle R,, en éléments simples :

Ry(X)=Y" <(X‘f:i)2 + Xﬂjﬂ) , (1.8)

1=0

Y n+i)2 n\ (n+1 (_l)J (7; (n+])
avec o = (7)°("T)" et B = 2(-=1)" (1) (™ )Zje{o i e pouri € {0,...,n}
)= (Gor

o )2 ; voir la demonstratlon du

(ces formules s’obtiennent en remarquant que Ry, (X
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lemme 2.12 ci-dessous, ou bien [C8], [H1] ou [Z10]). En utilisant (1.8) pour exprimer (1.7) il
vient :

2~ (k+1) " —(k+1)
Isn(2) = 22% g +Z,Bz kz>:1 UEDE
= 2An(z)L13(1/z) + Bn(z)ng(l/z) + Cr(2) (1.9)

ou les polynoémes A, B, et C, sont définis par :

n
; -n, —n, n+1, n+1
An(z) = Zaizz =43 < 1 1 1 ‘z)

? 7

B,(z) = Zﬂ,z’

n

Culz) = —Zzt > (fﬁ)ﬁ(z’ fit)?)

t=0 1=t+1

Il est clair que les polynémes A, (z), d,By,(z) et d3C,(z) sont & coefficients entiers. On a
B,(1) = 0 car R, n’a pas de résidu a l'infini. En posant uy, = A,(1) et v, = —Cp(1)/2 il
vient :

Is (1) = 2(us n((3) — vs,n) avec us, € Z et Qd:;:’l)z,n € 7. (1.10)

Pour démontrer l'irrationalité de ¢(3), il ne reste plus qu’a estimer Iy ,(1). On peut le
faire en transformant I5 ,(1) en une intégrale complexe (voir le paragraphe 1.5); c’est ainsi
que Nesterenko démontre [N2] le théoreme d’Apéry.

On peut démontrer, en utilisant [Z10] I’algorithme de “creative telescoping” ([P2], Cha-
pitre 6), que I5 (1), us, et vy, satisfont & la relation de récurrence (1.1). Cela démontre
en particulier I'identité vy, = vgp.

1.5 Intégrale complexe

Soit ¢ un réel, avec 0 < ¢ < n + 1. Pour z # 0, choisissons une détermination de arg(z)
strictement comprise entre —2m et 27, et considérons I'intégrale suivante, le long de la droite
verticale Re(s) = ¢ dans C, orientée de bas en haut :

1 c+ico 2
I(C,n(z) = - ( il ) Rn(s)z_sds

2T Joioo \SIn(7S8)

1 c+100 T 1— 21‘\ 4
- (n+1=8)T(s) —sgy (1.11)
27 Jo—ine T'(n+1+s)?

cette derniére égalité provenant directement de (1.6) et de la formule classique # =
)

I'(s)I'(1 — s). La valeur de Ic,(2) ne dépend pas du choix de ¢ d’aprés le théoreme des
résidus. L’intégrale (1.11) est un exemple de G-fonction de Meijer (voir [L6], §5.2) :

42 —m, —n, n+l, n+l
Ifc,n(z)=G4,4< 0, 0, 0, 0 ‘z>
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La méthode du col (voir par exemple [D2], Chapitre IX) permet [N2] d’obtenir une esti-
mation asymptotique trés précise :

7T3/223/4
n3/2

Ica (1) = (V2 -1)"*2(1 4+ 0(n™1)).

Quand on déplace le contour d’intégration vers la droite pour faire apparaitre les poles
n+1,n+2, ..., le théoréme des résidus donne ([G3], [G4]), puisque (=%—)% = (s—lk:)2 +0(1)

sin(ws)

quand s tend vers un entier £ :
Icn(2) = Inn(2) +log(2) > Rn(k) (1.12)
k=1

En particulier pour z = 1 on obtient Ic, (1) = Is ,(1).

Par ailleurs, Nesterenko a démontré [N3] un théoréme général qui relie une intégrale
multiple réelle & une intégrale complexe; dans notre cas particulier, ce théoréeme donne
Icn(z) = Irpn(2).

On peut démontrer [N2] que Ic, (1) vérifie la récurrence (1.1) en utilisant les relations
de contiguité sur les G-fonctions de Meijer. C’est en fait une preuve parallele a celle du
paragraphe 1.2, ou on utilisait la contiguité entre des 4F3. En effet ([L6], §5.8), ces 4F3
satisfont aux mémes équations différentielles que les G-fonctions de Meijer correspondantes,
donc aux mémes relations de contiguité.

1.6 Un probleme d’approximation de Padé

Considérons [B5] le probléme suivant : trouver quatre polynémes A,, By, C, et Dy, &
coefficients rationnels, de degré au plus n, tels que :

F,(2) :== An(2)Lia(1/2) + By(2)Li1(1/2) + Dy(2) = O(z ™ 1) quand z — oo
Gn(2) := 24, (2)Li3(1/2) + Bp(2)Lia(1/2) + Cp(z) = O(z~""!) quand z — oo (1.13)
B,(1)=0
Une solution a ce probléme de Padé est donnée par les polynémes A,, B, et C, du
paragraphe 1.4 (et un polynéme D,, convenable). On a alors :
_ o) —k _ -1
Fa(2) = 2 k= Bn(k)2 ~ et n+2, 2n+2, 1 ’ >
Gn(2) = Isn(z) = — 352 Ry (k)2 "

En effet, la seconde égalité est simplement une réécriture de (1.7) et (1.9). La premiére se
démontre de maniére analogue & (1.9), mais sans dériver (1.8).

nlt an(n—l—l, n+1l, n+1l, n+1
4’3

L’équation différentielle hypergéométrique sous-jacente aux constructions des paragraphes 1.4
et 1.5 s’écrit Ly = 0, en posant
d

L=2z(6+n+1)2%6—n)? s avecé—zd—
z
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Elle admet au voisinage de linfini quatre solutions linéairement indépendantes : F,(z),
Icn(2) = Gn(z) + Fr(z)log(z), An(z) et By(z) — An(2)log(z) (voir [L6], §5.1 et 5.8, [H11]
et [G4]). Ces solutions sont reliées par la monodromie : en prolongeant analytiquement F), le
long d’un lacet qui entoure le point 1 on fait apparaitre By, (z)+ A, (z) log(1/z), puis en faisant
le tour de l'infini on obtient A, (z) (voir [O1] pour la monodromie des polylogarithmes).

Ce point de vue permet de démontrer [H11] que le probléme de Padé (1.13) a une solution
unique (& proportionnalité prés). En effet, en partant d’une solution A,, B, C,, Dy, on
montre que F;, vérifie une équation différentielle linéaire fuchsienne d’ordre 4 qu’on détermine
explicitement (en calculant ses exposants, et en utilisant la relation de Fuchs) : on trouve que
c’est Ly = 0.

Pour démontrer I'unicité de la solution de ce probléme de Padé, on peut aussi suivre [B5].
On part d’une solution quelconque, avec des polynémes A, By, C,, D, et des fonctions F, et
G- On note o; et B; les coefficients de A, et B, et on leur associe la fraction rationnelle R,
définie par (1.8). On voit alors que Fy,(z) = Y pey Ru(k)z7F et Gp(2) = — 332, Rl (k)z7F,
donc les deux premieres contraintes de (1.13) signifient que R, et sa dérivée s’annulent aux
points 1, 2, ..., n. En outre, le résidu & l'infini de R, est alors B,(1) = 0 : la fraction
rationnelle R,, est nécessairement donnée, & constante multiplicative prés, par (1.6).

1.7 Polynémes orthogonaux

Considérons ([B13], [A13]) le probléme suivant : trouver deux polynémes A, et B,, de
degré au plus n, tels que :

0 (En z) — Ap(z) log(z)) z*dz = 0 pour tout k € {0,... ,n — 1}
n(T) log(z)) z*log(z)dz = 0 pour tout k € {0,... ,n — 1} (1.14)

) )

Bu(z) - Ay (z) log(z) = / PP, Y (1.15)

ou P, est le n-iéme polynome de Legendre (comme au paragraphe 1.3). En effet, on a alors
~ ~ 2

fol (Bn(x) — An(z) log(m)) zhdr = (fo kdu) en posant u = %. La premiére condition

de (1.14) en découle immédiatement ; la deux1eme s’obtient aprés dérivation par rapport a k.

Comme on a Li;j(1/z) = (_]1 Jl), fo log? ™ l(x)zd_—zw pour tout entier j > 1, il vient :

- ~ L, ~ og(z) dz
94, (2)Li3(1/2) + Bp(2)Lis(1/2) = — /0 (Bn(z) — A, (2) log(:c)) log(z)dz 1 1)

Z—T

On définit un polynéme én(z) par :

LA — Ap(z
/ B P )log( )drc—/o An(2) = An(2) )log2(m)dm.

Z—X

Gréce a (1.15) on peut obtenir des formules explicites pour gn, En etNC'n ; on trouve les mémes
que pour A,, B, et C, respectivement au paragraphe 1.4. Donc A,, d,B, et d>C, sont &
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coefficients entiers. On obtient aussi ([B13], Corollaire A.2.3) que tous les zéros de An(z) et

B . L . .
de Z"T(f) sont réels négatifs, et entrelacés. Par ailleurs, on a :

A B Y s ~ og(z)dx
2A,(2)Li3(1/2) + By(2)Liz(1/2) + Cp(z) = —/0 (Bn(m) — An(2) log(w)) log(z)d _

zZ—X

Quand z = 1, le membre de droite se transforme (en utilisant (1.15) et en posant u = t,

v==2)enIgn(l) = — fo ! l(;g Z:’) P, (u) P, (v)dudv. En appliquant 1’estimation asymptotique

de Ig »(1) obtenue au paragraphe 1.3, on obtient une démonstration de l'irrationalité de {(3).

En fait un couple (An,B ) vérifie (1.14) si, et seulement si, il existe C), et D, tels que

(An, B,,Cyn,D n) Soit une solution du probléme de Padé (1.13). Plus précisément, la premiére
(resp. la deuxieéme) assertion de (1.13) équivaut a la premiére (resp. la deuxiéme) assertion
de (1.14) (il s’agit d’un fait général : voir par exemple [N5], Chapitre 4, §3.4). Démontrons-
le pour la deuxiéme. Soient I' un chemin qui entoure le segment [0,1] dans sens direct, et
ke{0,...,n—1}.Ona:

Ly (zﬁn(z)mgu /2) + Ba(2)Lis(1 /z)) dz = — /0 1 (En(x) — An(z) log(a;)) * log(z) dz,

2ir r

d’apres (1.16), en intervertissant les deux signes d’intégration et en appliquant le théoréme
des résidus.

11 découle de ceci que le probléme (1.14) a une solution unique (& proportionnalité pres),
donnée par En =A, et En = B,.

1.8 D’autres problemes d’approximation de Padé

Sorokin [S7] considére le probléme de Padé suivant : pour n > 0, trouver des polynomes
Tn, Upn, Vi, W, de degré au plus n tels qu’on ait :

Ip (%) := Tn(2)Le21(1/2) + Un(2)Le11(1/2) + Vou(2)Lit (1/2) + Wa(z) = O(z 1)
quand z — 00

T (2)Lig(1 — 2) + Vi (2) = O((1 — 2)"*1) quand z — 1

To(2)Li1 (1 — 2) + Uy(2) = O((1 — 2)"*!) quand z — 1,

ou pour Si,...,S, > 1 on définit le polylogarithme multiple
z™M
LeSl,...,Sk (z) = Z Wa
ni>.>nE>1 1 Tk

qui vérifie Leg 1 (1) = 2¢(3) (voir [WT]).
Sorokin démontre que ce probléme de Padé admet une solution unique, et qu’a propor-
tionnalité pres elle vérifie (pour z € C\ [0,1]) :

_ ntl v" (1 —v)"w" (1 —w)"
Ip n(z) = 2" / / / = w) n+1( ~wvw) du dv dw.

Avec cette normalisation, T), est & coefficients entiers (donc aussi d, U, d%Vn et df’LWn), d’otr :

Ip (1) = 2(up n((3) — vp,) avec up , € Z et 2dsvp , € Z.
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De plus I'expression intégrale donne facilement ’estimation asymptotique de Ip,(1); c’est
ainsi que Sorokin démontre I'irrationalité de ¢(3).

Un théoréme général de Zlobin [Z5] montre qu’on a

it [ [ [ O

d’ot I 5,(1) = Irn(1). On peut obtenir directement ce résultat en appliquant le changement

de variables ([F2], §2) définipar U =1—w, V = (1 uZ; et W =u (et qui vérifie 1 — W(1 —
UV) _ (l—ul)(l—uvw)).

—uv

11 existe plusieurs autres problémes de Padé liés & ((3) ; 'un d’entre eux [S5] fait apparaitre
Pintégrale suivante :

_ n v™(1 = ) w" (1 —
/ / / 1 w)""(1 — v)"w"(1 — w)" du dv dw.
2(1 — u + uv) — vow)" 1
Le changement de variables qui fixe u et w et change v en
en

Tu(i 7y transforme cette intégrale

/ / / 1 — uv) nill(_zv_)zv;()i;w)ndu dv dw.

Ces différents problémes de Padé fournissent tous les formes linéaires d’Apéry en 1 et ((3),
mais ils correspondent & des combinaisons linéaires différentes de polylogarithmes.

1.9 Série hypergéométrique trés bien équilibrée
On pose :

X-1...(X—n)(X+n+1)...(X +2n)
X4(X+1D4.. (X +n)*
(X —n)p(X +n+1),

(X)n1a

H,(X) = n!2(2X+n)(

= n?(2X +n)

et

o
It (2 ZHn
k=1

La série It (1) a été introduite par K. Ball (voir [R8]) dans le but de répondre & une
question de Nesterenko [N2] : trouver une preuve de l'irrationalité de ((3) analogue a celle
de Fourier ([F1], Chapitre 2, §1.1) pour 'irrationalité de e. En effet, on peut estimer Itg ,(1)
de maniére élémentaire ([Z10], Lemme 4; [R6], §5.1; voir aussi la seconde démonstration du
lemme 3 de [B2]) :

=log((vV2 - 1)%),

log(I- 1
L 08UTBA (1))
n—-+00 n

ou bien (voir le paragraphe 2.3) déduire cette estimation d’une représentation intégrale de

Itg () vue comme série hypergéométrique trés bien équilibrée :

Cpe1 n!"(3n + 2)!

It n(z) = Gnt F 7

3
F6(3n+2, sn+2, n+1, ..., n—l—l‘z_l)'

Sn+1, 2n+2, ..., 2n+42
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De plus, on a Itpy,(2) = Py(z) + Z;%:l Pj(z)Lij(1/z) avec des polynémes P, ..., P, € Q2]
vérifiant Pj(z) = (—1)7+124P;(1/2) pour tout j € {1,...,4}, Pi(1) = 0 et dy 7 Pj(2) € Z][2]
pour tout j € {0,...,4} (ceci sera généralisé au paragraphe 2.3). En particulier, on en déduit

ITB,n(l) = 2(uTB’nC(3) — UTB,n) avec 2dnuTB,n € Z et 2d;§UTB,n € 7. (1.17)
Mais ceci ne suffit pas 4 démontrer Iirrationalité de ¢(3), car (v/2 — 1)%e* > 1.

Une identité de Bailey ([Z9], Proposition 2; [S4], formule (4.7.1.3)) donne Itp,(1) =
Icy (1). Une telle identité ne peut pas avoir lieu pour tout z, car Lis(1/2) apparait dans la
décomposition en polylogarithmes de It (2) mais pas dans celle de Icy(2z). Par ailleurs
Zudilin a démontré une identité générale ([Z8], Théoreme 5) qui écrit une série hypergéo-
métrique tres bien équilibrée sous la forme d’une intégrale généralisant celles introduites par
Beukers [B4], Vasilenko [V1] et Vasilyev ([V2], [V3]). Dans notre cas particulier, cette identité
est It (1) = Ig ,(1). Enfin, en utilisant les algorithmes décrits dans [P2] on peut démontrer
que It (1) ([R6], §5.1; [Z10]), ainsi que uTg,, et vTB,, [K4], vérifient la relation de récur-
rence (1.1). On en déduit urp, = ug,, et vTBn = VEq, d'OU uTp, € Z et 2d3vrp, € Z (ce
qui est plus précis que (1.17)).

1.10 Preuve utilisant des formes modulaires

Dans ce paragraphe, on esquisse une preuve due & Beukers [B9] de lirrationalité de ¢(3).
Les outils mis en ceuvre sont exposés dans [S1] (Chapitre VII) et [Z1].

Pour 7 dans le demi-plan de Poincaré §), posons g = e?™" et considérons les séries d’Ei-
senstein Fo(7) =1—-24) -, 01(n)q" et E4(1) =1+240)", -, 03(n)g". On pose :

Blr) = o (~5Ex(r) +2E5(2r) — 3Ba(37) + 30Bs(67))
ot F(r) = %(E4(T)—28E4(27')+63E4(37)—36E4(6T)).

Alors E(7), respectivement F'(7), est une forme modulaire de poids 2, resp. 4, pour I'y(6). Si
F(1) =)",51 fng" désigne le développement de Fourier de F' & l'infini (o1 elle s’annule), on

pose f(1) =Y, B On a alors ()3 f(r) = (2im)3F(r).
Considérons la fonction modulaire pour I'g(6) donnée par :

t(T) = (M)lﬂ = q H (1_qn)12’
A(21)A(37) e
pged(n, 6) = 1
avec A(1) = q[[,>;(1 — ¢*)**. Elle n’a ni zéro ni pole dans §. Au voisinage de ¢ = 0,
t(1) = g — 12¢® + 66¢> — ... s’écrit comme une série entiére en ¢, & coefficients entiers, avec
un rayon de convergence égal & 1. Elle admet une réciproque locale, notée ¢(t) € Z[[t]]. Par
composition, on peut donc définir des suites (un,,) et (vmn) par :

B(g(t)) = Y umat" € Z[f]
n>0

et E(q(t))f(q(t)) = Z omat™ € Q[[t]] avec vy = 0 et d>vn, € Z pour tout n > 1.
n>0
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Notons, pour k € Z, wy opérateur d’Atkin-Lehner défini par (wgg)(7) = G*k/QT*kg(g—Tl).
Alors wo(E) = —FE et wy(F) = —F'. De cette seconde égalité (et d'un lemme de Hecke : voir
[W9], §5) découle la relation w_o(h) = —h, en posant h(1) = L(F,3) — f(7), ou L(F,s) est
la fonction L de F. Il vient alors wo(Eh) = Eh, c’est-a-dire que la fonction E(7)h(7) est
invariante par la substitution 7 — g—Tl.

Considérons maintenant les rayons de convergence. La fonction #(7) est ramifiée seulement
au-dessus des points (v/2 — 1)4, (v/2 4+ 1)* et co. Au-dessus de (v/2 — 1)%, le seul point de
ramification (modulo I'y(6)) est 7 = i/v/6; il est d’indice deux, et les deux branches en ce
point sont échangées par linvolution 7 +— Z:. Comme E(7)h(7) est invariante par cette
involution, on peut définir Eh comme une fonction de t au voisinage de t = (v/2 — 1), et en
fait sur tout le disque |t| < (v/2 + 1)*. Cela signifie que la série Y, <o (L(F, 3)unn — vnmn)t"

a un rayon de convergence supérieur ou égal & (v/2 4 1)*, c’est-a-dire qu’on a :

log |L(F, 3)UM,n — 'UM,n|

< log((v2—1)%).

lim sup
n—oo n

Ceci conclut la démonstration de I'irrationalité de L(F, 3). Or on peut calculer explicitement
L(F,s). En effet, quand Re(s) > 4 on a, pour tout entier j > 1 :

=14240 ) € +240¢(s)¢(s — 3)5°.

: B o3(n)
L(E4(j7),s) =1+ 240%:1 e 2 Ga

(4
On en déduit immédiatement L(F,s) = —2((s)((s — 3), d’ou L(F,3) = {(3).

Comme E(7) est une forme modulaire de poids 2 et ¢(7) une fonction modulaire, la fonction
E(q(t)) de la variable t est solution [Z2] (voir aussi [B7], p. 58) d’une équation différentielle
linéaire Dy = 0, d’ordre trois. On peut la déterminer explicitement :

4 3 o @ 3 2 d? 2 d
D= (t"—34t" + ¢ )@ + (6t° — 153t +3t)@ + (7t° — 112t + DE + (t —5).
Cette équation différentielle vérifiée par la série génératrice des un, montre qu’ils satisfont
a la relation de récurrence (1.1) : on a donc um, = ur, (voir aussi [B10]). En posant
V(t) = E(q(t))f(q(t)) on montre [Z2] que DV =5, d’ott vy, = VR p-

Une base de solutions de ’équation différentielle ®y = 0 est donnée par E(q(t)), 7(t) E(q(t))
et 72(t)E(q(t)) (voir aussi [B11], Corollaire 2). La seule solution qui soit réguliére en 0 est
E(q(t)) (& proportionnalité pres). De plus, la construction de ® montre [Z2] que c’est un carré
symétrique, ce qui peut se vérifier directement (voir [D4]).

Remarque 1.5 Le point de vue adopté dans ce paragraphe est lié “individuellement” d ((3)
(qui est vu comme valeur spéciale d’une fonction L), par opposition auz méthodes utilisées
dans les paragraphes 1.8 a 1.9, ot ((3) apparaissait comme la valeur en 1 d’un polylogarithme.

Cette preuve de lirrationalité de ((3) s’exprime naturellement en termes des séries gé-
nératrices U(t) = ) 5o unt™ et V() = >, vnt" des approximations rationnelles de ¢(3)
(voir [P5], [BY] et [C5], §5 pour d’autres preuves dans le méme esprit). L’aspect arithmétique
consiste & démontrer que les coefficients de U(t) sont entiers, et que d3 est un dénominateur
commun aux n premiers coefficients de V (¢) : c’est une majoration p-adique de ces coefficients,
pour toute place finie p. L’aspect analytique est une minoration, par (1 4+ +/2)*, du rayon de
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convergence (archimédien) de la série entiere ((3)U(¢) —V (¢). En particulier, U (t) et V () sont
des G-fonctions de Siegel. La série U(t) est une solution de I’équation différentielle Dy = 0;
la conjecture de Bombieri-Dwork prédit ([D4], [D5]; voir aussi [A6] et [D6]) que © provient
de la géométrie.

Or, pour ¢ € P1(C)\ {0, 1, (v/2+ 1), 00}, Beukers et Peters construisent [B11] une surface
K3 X; birationnellement équivalente & la surface projective S; d’équation affine 1—(1—zy)z—
tzyz(1 — z)(1 — y)(1 — 2) = 0. Ils montrent que si w; est 'unique 2-forme holomorphe sur
X, (& proportionnalité prés), et si 7y est un certain 2-cycle (constant pour la connexion de
Gauss-Manin), alors U(t) est 'intégrale de w; sur 73. En particulier Dy = 0 est ’équation de
Picard-Fuchs de cette famille de surfaces : elle provient bien de la géométrie.

1.11 Congruences

De nombreux auteurs ont étudié des propriétés de congruence sur les nombres d’Apéry
Uy, Par exemple, Chowla, Cowles et Cowles [C4] ont conjecturé u, = 5 mod p® pour tout
p > 5 premier. Cette conjecture a été démontrée par plusieurs auteurs (voir par exemple [G2],
[S9], ...). De nombreuses autres congruences ont été prouvées, pour les nombres d’Apéry et
certaines de leurs généralisations.

Notons 3,51 1q" = q[[,>;(1 — ¢?")*(1 — ¢*™)* I'unique forme parabolique normalisée

de poids 4 pour I'y(8). Pour r > 1, m > 1 impair et p premier impair, on a la congruence
suivante (qui ressemble & celles d’Atkin - Swinnerton-Dyer, voir [H7] §V1.33) :

UL g —1) ~ VoUhmpr—11) + P Ui (myr-21) =0 mod p” (1.18)

avec la convention u; = 0 si ¢ ¢ Z. Beukers la démontre [B10] en utilisant la construction
modulaire du paragraphe 1.10. On en déduit up—1 = 7, mod p, congruence dont Beukers a
2

conjecturé [B10] qu’elle est vraie modulo p?. Ceci a été prouvé par Ishikawa [I3] si p ne divise
pas up-1, puis par Ahlgren et Ono [A2] dans le cas général. Ahlgren et Ono utilisent des séries
hypergéométriques sur I, et la modularité de la variété d’équation x+%+y+ % +z+%+w+% =
0 (dont la famille de surfaces K3 considérée par Beukers-Peters est un quotient : voir [P1],
Théoréme 4).

Pour r,m > 1 et p > 5 premier, Beukers a démontré [B8], de maniére élémentaire, qu’'on a
Umpr —1 = Upppr-1_1 mod p>". La méme congruence, mais seulement modulo p”, s’interpréte en
disant que fOT U(t)dt est (vue comme série formelle en T') le logarithme d’une loi de groupe

formel sur Z qui est isomorphe & G, sur Z ([B8]; voir aussi ’appendice de [S8] ou [HT],
§VL.33).

2 Irrationalité d’une infinité de {(2k + 1)

2.1 Enoncé des résultats

Dans cette partie, on démontre les résultats suivants, dont le premier implique le théo-
reme 0.3 :

Théoréme 2.1 ([R5], [B2]) Pour £ > 3 impair, notons d; la dimension du Q-espace vecto-
riel engendré par 1, ((3), ¢(5), ..., ((£). Pour tout € > 0 il existe un entier £y tel que pour
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tout £ > £y impair on ait :

1—¢
5> —— 5 log(d).
t=T+1og(2) og(£)

Remarque 2.2 Si dans le théoréme 2.1 on remplace 14-110;;(2) par % alors [B2] on peut prendre
£y = 3.

Théoréme 2.3 ([B2]) Il eziste un entier impair £, avec £ < 169, tel que 1, ((3) et ((¢)
soient linéairement indépendants sur Q.

Ce théoréme a été amélioré par Zudilin [Z7], qui remplace 169 par 145, grice a un raffi-
nement du lemme 2.12 ci-dessous.

Les deux ingrédients essentiels de la démonstration du théoréme 2.1 sont I’absence de {(2),
¢(4), ..., (¢ — 1) d’une part, et la minoration en log(¢) de la dimension d’autre part. Seule
cette deuxieme idée est utile pour démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 2.4 ([R6]) Soient z € Q, |z| > 1, et € > 0. Il existe un entier by (qui dé-
pend de z et €) tel que, pour tout £ > Ly, la dimension du Q-espace vectoriel engendré par

1,Li;1(1/2),Lia(1/2),... ,Lig(1/z) soit minorée par H_lloﬁlog(ﬁ).

En conséquence, pour tout nombre rationnel z de valeur absolue supérieure & 1 il existe une in-
finité d’entiers j tels que Li;(1/z) soit irrationnel. Par ailleurs, quand z est un entier négatif tel
que |z| > (4£)%¢=1) Nikishin a démontré [N4] que les nombres 1, Li; (1/2), Lia(1/2), . .. , Lig(1/z)
sont linéairement indépendants sur QQ ; sa méthode a inspiré en partie la construction exposée
au paragraphe suivant. Hata a raffiné ([H4], [H5]) le résultat de Nikishin : par exemple 1,
Li;(1/z) et Lig(1/2) sont linéairement indépendants sur Q pour z < —5 ou z > 7.

2.2 Structure de la preuve

Soient a et r deux entiers, avec a > 3 et 1 < r < . Soit n > 1. Définissons R,, et S, (qui
dépendent aussi de a et r) par :

(k—rn)m(k+n+ 1),

GEm
(k—1)(k—=2)...(k—=rn)(k+n+1)(k+n+2)...(k+ (r+1)n)
kv(k+1)e...(k+n)e

R, (k) = 2n19~2r (k + g)

= 2010 (| 4 g)

et

Sn(z) = Y Ry(k)z™". (1.19)

k>1

Cette série converge absolument pour tout nombre complexe z tel que |z| > 1, car R, (k) =
O(k~2) quand k tend vers l'infini.

Les propriétés de cette série étudiées au paragraphe 2.3 permettent de démontrer les
théorémes 2.1 (en prenant z = 1 et a pair), 2.3 (avec z = 1, a = 169, r = 10 et n impair; on
utilise le théoreme d’Apéry) et 2.4 (avec z € Q, z > 1; pour z < —1 il suffirait de modifier le
lemme 2.9). Les trois preuves sont paralléles; on détaille dans ce paragraphe la structure de
celle du théoreme 2.1.

On suppose a pair; on construit des formes linéaires en 1, {(3), {(5), ..., ((a —1) grice &
la proposition suivante :
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Proposition 2.5 Supposons a pair. Notons dy, le p.p.c.m des entiers de 1 a n. Alors il existe

des nombres rationnels kg, K3, K5, ..., Kq_1 tels que :
1. On aSy(1) =ro+ k3C(3) +K5¢(5) + k7 C(7T) + ... + Ka—1{(a —1).
2. Pour tout j € {0,3,5,... ,a—1} on a limsup,_, . |r;|"/™ <2072 (2r + 1)2+1.
3. Pour tout j € {0,3,5,... ,a — 1}, le nombre rationnel dyr; est un entier.

4. 1l existe un réel rq > 0 tel que lim, \Sn(1)|1/" =1ra < TQJ;;T

En fait on conjecture que I’amélioration suivante est possible :

Conjecture 2.6 ([R6]) Dans l’assertion (3) de la proposition 2.5, on peut remplacer d par
det,

Remarque 2.7 En prenant a =4 (et r = 1), on obtient les formes linéaires en 1 et ((3) du
paragraphe 1.9, donc la conjecture 2.6 est vraie quand a = 4. Elle est démontrée aussi quand
a=06etr =1 (voir la fin du paragraphe 2.4). On ne connait pas de conséquence directe
de cette conjecture, mais une version forte de celle-ci pourrait éventuellement permetire de
démontrer que parmi ((5), ((7) et ((9), 'un au moins est irrationnel (voir la remarque 3.4).
En tout cas, il serait intéressant d’obtenir une preuve de la conjecture 2.6 grace a une inter-
prétation (par ezemple géométrique, comme au paragraphe 1.10) de ko, ..., Kq—1-

La proposition 2.5 fournit des formes linéaires en 1, ((3), ..., ((a — 1) (si a est pair). Si
cette suite de formes linéaires tend vers 0, sans étre nulle & partir d’un certain rang, alors
l'un au moins des nombres ((3), ..., {((a — 1) est irrationnel. Cette remarque sera utilisée
pour démontrer le théoréme 0.4. Ici on veut obtenir les théorémes 2.1 & 2.4, donc on a besoin
d’un critére d’indépendance linéaire, qui donne une minoration plus fine de la. dimension du
Q-espace vectoriel engendré par 1, ((3), ..., ((a—1). On va utiliser & cet effet le théoréme 2.8
ci-dessous.

La meilleure minoration qu’on puisse espérer est donnée par le principe des tiroirs, de
la maniére suivante. Soient « et [ des réels, avec 0 < a < 1 et 8 > 1. Soient 6y,... ,0;
des réels qui engendrent un Q-espace vectoriel de dimension au moins 1 — }ggggg Alors il

existe une suite (£,,) de formes linéaires en 61, ..., §; dont les coefficients entiers p; ,, vérifient
lim sup,,_, ;o |Pj|'/™ < B pour tout j et telle que limsup,,_, o [¢n(61,... ,05)|"'" < a. Es-
sentiellement, plus la dimension du Q-espace vectoriel engendré est grande, plus les formes
linéaires qu’on peut construire sont petites. On cherche une réciproque 4 cette assertion. Une
contrainte supplémentaire est nécessaire : si g—f est un nombre de Liouville, on peut construire
des formes linéaires extrémement petites méme si la dimension du *espace vectoriel engendré
est seulement 2. Ce contre-exemple ne tient plus si on demande que les formes linéaires en
01, ... ,05s ne soient pas trop petites. On a alors la réciproque suivante (pour une preuve, voir

[N1] ou [C8], §IL.1) :

Théoréme 2.8 ([N1]) Soient 01,...,0, des réels. Pour tout n > 1, soit £, = p1p X1 +...+
Ps;nXs une forme linéaire a coefficients entiers. Soient o et B des réels, avec 0 < a < 1 et

B8>1.

Supposons qu’on ait limsup,,_, , \pj,n|1/" < B pour tout j compris entre 1 et s, et

lim [£,(01,...,0,)]"" = .

n—-+00

Alors le Q-espace vectoriel engendré par 01,... ,05 est de dimension au moins 1 — }22&;3
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Pour déduire le théoréme 2.1 de la proposition 2.5 et de ce critére d’indépendance linéaire,
il suffit de considérer d2S,,(1), qui est une forme linéaire & coeflicients entiers en 1, ((3), {(5),
..+ C(a —1). On choisit a suffisamment grand, et r égal & la partie entiére de m. Alors
7" est négligeable devant ¢* (pour toute constante c), et on peut prendre [ essentiellement
égal & (2e)* = e¥11198(2)) et o essentiellement majoré par ¢, qui est de 'ordre de e—¢1°8(a),
Cela démontre le théoreme 2.1.

2.3 Quelques détails sur la preuve

Soit z un nombre complexe de module supérieur ou égal & 1. La série S,,(z) peut s’'écrire
comme une série hypergéométrique tres bien équilibrée, de la maniére suivante :

—rn—ln!a—2r (Tn)'((r + 1)” + 2)Tn+1 %

S =
nle) == (rn+1)544
7 (2r 4+ 1)n + 2, (r+%)n+2, rn+ 1, ce rn+ 1 -1
at3Ta+2 r+in+1, r+)n+2, ..., (r+1)n+2
2

Cette identité provient de simplifications dans les symboles de Pochhammer.

Représentation intégrale et estimation analytique
On a la représentation intégrale suivante, pour |z| > 1 :
a+1 "

n

_(@r+Dn+2)! iyt [T;2: 51 = ¢5) 24+t . tat1

Sn(Z) =T z 1 3dt1 .. .dta+1.
TL' r+ [0,1]a+1 (Z — tltg . ta-{—l) T+ (Z — t1 e ta,—i—l)

Cette formule (voir par exemple [R9], Lemme 1) se déduit de I’écriture de S, (z) comme série
hypergéométrique : pour |z| > 1 on applique les relations (4.1.2) et (1.5.21) de [S4], puis on
prolonge & |z| = 1 par continuité (voir la preuve du lemme 2 de [B2]). On peut aussi obtenir
une preuve directe en développant en série le dénominateur de 'intégrande ([C8], [H1]).

En calculant le maximum sur [0, 1]%! de la fonction dont on integre la puissance n-iéme,
on déduit de cette représentation intégrale ’estimation analytique suivante :

Lemme 2.9 On suppose z € R, z > 1. Le polynome
Qra,z(s) = rs®2 — (r+1)s"" 4+ (r 4+ 1)zs — rz
admet une racine unique sy € [0, 1], et elle vérifie so > % De plus, si
Prae =2 ((r+1)so = )" (r + 1 —rsp) (1 — 50)7*",

alors
2r—|—1

. 1 _
nh_)nolo|Sn(z)| /n — braz < pe

Pour démontrer ce lemme, il suffit d’adapter les preuves du lemme 2.2 de [R6] et du
lemme 3 de [B2]. On pourrait aussi donner une démonstration élémentaire de ce comportement
asymptotique, sans utiliser la représentation intégrale (comme la deuxiéme preuve du lemme 3
de [B2]). Enfin, une troisiéme possibilité serait d’écrire S, (z) comme intégrale complexe et
d’appliquer la méthode du col ; mais cette méthode est tres difficile & mettre en ceuvre quand
T, a et z sont des parametres.
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Remarque 2.10 Pour démontrer les théorémes 2.1 et 2.4, il suffit de connaitre l’existence
de la limite de |S,(2)|Y™, et sa majoration par Zf:ai_% La valeur ezacte de ¢, , n'est utile
que pour obtenir des estimations numériques précises (par ezemple pour le théoréme 2.3).

Décomposition en polylogarithmes

Pour démontrer que S, (z) est une combinaison linéaire (& coefficients rationnels) de 1,
Li;(1/z), ..., Lig(1/2) quand |z| > 1, il suffit de décomposer la fraction rationnelle R,, en
éléments simples, sous la forme suivante :

Z Z CW (1.20)

1031

ou les coefficients c; ; sont des rationnels, donnés par

a—j
o= ey (ax) RO+ (121

On a pour |z| > 1:

Sﬂ(z) = Z ,JZ k—l—’L

=0 j=1 k>1

n o a 7

P
= ZCZ]ZLIJ ]./Z ZCZJZ?,
=0 j=1 =0 j=1 q=1
d’ol
Sn(2) = Po(2) + D _ Pj(2)Li;(1/2) (1.22)
j=1
en posant
n—1 c:
=53] (H9) pi B (1.2)
=0 \i={+1j=1 Z -
et
Pj(z) = Zci’jzi pour j € {1,... ,a}. (1.24)
1=0

Bien stir, les P; et les ¢; ; dépendent aussi de n, a et 7.

Propriété de symétrie

La fonction R,, vérifie la propriété de symétrie suivante :

R, (—k —n) = (—1)*" DRy (k).



38 Chapitre 1. Irrationalité de valeurs de zéta (d’aprés Apéry, Rivoal, ...)

Cette symétrie est rendue possible par la présence des deux facteurs de Pochhammer au
numérateur de R, (k) : quand k est changé en —k — n, ils sont permutés (on applique la
formule (—a), = (=1)P(a —p+ 1)p).

L’unicité du développement en éléments simples montre que ¢; j = (—1)7+e(++le, ..
pour tous i € {0,... ,n} et j € {1,... ,a}, ce qui donne pour tout 5 € {1,... ,a} :

Pj(z) = (—1)7+em+D)+Lnp(1 /7). (1.25)

En particulier, si j 4+ a(n + 1) est pair alors Pj(1) = 0. De plus on a P;(1) =0, car Pi(1) =
> o ci1 est opposé du résidu 4 l'infini de R,, (on peut aussi faire tendre z vers 1 dans (1.22)
et constater que le seul terme qui puisse tendre vers I'infini est P;(2z)Li;(1/2)). Quand a est
pair, on obtient donc :

Su(1) = Po(1) + Po(1)(3) + P5(1)C(5) + ... + Pa 1(1)¢(a — 1).

Quand a est impair et n pair, on obtient de méme une forme linéaire en 1, ((2), ((4), ...,
¢(a — 1) dont on peut se servir pour montrer qu’une infinité de puissances de 7 sont linéaire-
ment indépendantes sur (, i.e. que 7 est transcendant. On peut aussi en déduire une mesure
de transcendance de 7, & la maniére de Reyssat [R2].

Enfin, quand a et n sont impairs, on obtient une forme linéaire en 1, {(3), {(5), ..., ((a);
c’est ce qu’on utilise pour démontrer le théoréme 2.3.

Majoration des coefficients de la forme linéaire

Lemme 2.11 Pour tout j € {0,... ,a} on a:

limsup | Pj(z)|/™ < 2972 (2r + 1)7 1.

n—-+o0o

DEMONSTRATION : On peut suivre la démonstration du lemme 4 de [B2] en écrivant la formule
de Cauchy sur le cercle C de centre —i et de rayon 1/2 :

1 i
i = g~ /C R, (1)(t + i)'\ dt.

On majore ensuite le module de I'intégrande, et le lemme en découle. Une autre preuve, qui
conduit & une majoration légérement moins précise, est donnée dans [C8] et [H1].

Estimation arithmétique

Les polynoémes Pj,... , P, sont a coefficients rationnels; on a besoin d’un dénominateur
commun pour leurs coeflicients.

Lemme 2.12 Pour tout j € {0, ... ,a}, le polynome d(ﬁ_ij(z) est a coefficients entiers.

Remarque 2.13 On peut ([Z7], §4) raffiner ce lemme, ce qui permet de remplacer 169 par

145 dans Uénoncé du théoréeme 2.8. Cependant, des exemples montrent qu’on me peut pas
P a—j a—1—j . L -

espérer remplacer dn, 7 par dp . La conjecture 2.6 signifie que pour z = 1 on a des com-

pensations particuliéres qui font chuter le dénominateur.
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DEMONSTRATION : Posons Fy(X) = (é)s")" et G5(X) = (X(}s’)%ll)" pour tout s € {1,... ,7},
ainsi que H(X) = (X;!LH et I(X) = 2X +n. Alors on a Fy(X) = >/, )J;ﬁ; avec fp.s

(—1)nP (Z) (P**™) € Z, et de méme (avec des notations évidentes) g, € Z et h, € Z pour
tous p, s. On obtient alors le développement en éléments simples de Ry, (X) = ([],_; F5(X)) -

(ITi-, Gs(X)) - H(X)*™ - I(X ) en faisant le produit des développements des facteurs. On

iq. 2X+4n 1 _ 1 1 /.
utilise les formules ﬁ;‘ =2 + X+p et X+p)(X+p) — @ —p)(X+p) + —p)(X+p) pour p 7é P

les dénominateurs n’apparaissent que par application de la seconde. Ce calcul montre que
dn ’c; j est entier pour tous i, j, ce qui achéve la preuve (suivant [C8] et [H1]) du lemme.

2.4 Quelques remarques

Soit @, un polynome & coefficients rationnels, de degré inférieur ou égal & a(n + 1) — 1.

On peut toujours considérer R, (k) = %}fg et Sp(2) =3 k> Ra (k)z~*, qui converge quand
|z| > 1. Une difficulté majeure consiste a bien choisir le polynéme Q.

Quel que soit ce choix, on peut décomposer R, en éléments simples, définir Py, ...,
P, et obtenir une décomposition de S, (z) en polylogarithmes : les formules (1.20) & (1.24)
restent valables. Pour obtenir une forme linéaire en valeurs de ¢, il faut! faire tendre z vers
1. Tous les termes de la décomposition en polylogarithmes ont une limite finie, sauf peut-étre
Py (z)Li;(1/2). C’est pourquoi on suppose P;(1) = 0, ce qui signifie que R,, n’a pas de résidu
a linfini, i.e. deg(Qn) < a(n+ 1) —2; alors la série qui définit S, (z) converge absolument deés
que |z| > 1.

En outre on souhaite? obtenir une forme linéaire en les ¢(2k + 1) seulement, c’est-a-dire
avoir P;(1) = 0 pour tout j > 2 pair. Pour assurer cela il est suffisant d’avoir une propriété
de symétrie du polynéme Q,, en Poccurrence Q,(—k — n) = (—1)4*TD+1Q, (k). Clest cette
remarque qui constitue le coeur des progreés récents ([R5], [B2]). On ne sait pas du tout la
généraliser, par exemple pour construire des formes linéaires en ((s) dans lesquelles les s
appartenant a une certaine progression arithmétique n’apparaissent pas.

La forme linéaire S, (1) ne sera intéressante que si elle tend suffisamment vite vers 0 quand
n tend vers l'infini. Intuitivement, ce sera le cas si les premiers termes de la série qui définit
S, (1) sont nuls. C’est pourquoi on cherche un polynéme @,(k) qui s’annule aux premiers
entiers, en l'occurrence entre 1 et rn; ceci signifie que @, (k) est multiple de (k — rn),. 11
s’agit en fait d’un probléme de type Padé : on demande aux polynoémes P, ..., P, d’étre tels
que

S.(2) )+ ZP (2)Lij(1/2) = O(z~™ ') quand z — oo.

Parmi tous les polynémes symétriques @y, (k) multiples de (k—rn),, (donc nécessairement
aussi multiples de (k +n + 1)), on a intérét & en prendre un de degré minimal, pour que
S, (1) soit aussi petit que possible. Si a(n+ 1) est impair, le polynéme (k —rn)pp(k+n+1)m,
a la bonne parité, et on peut considérer Q, (k) = n!*"?"(k — rn)p(k +n + 1),y : on obtient
la série hypergéométrique bien équilibrée de [R5] et [B2]. Si a(n + 1) est pair, pour obtenir le
bon signe dans la propriété de symétrie de @, on est amené & introduire un facteur k + 7,

Voir cependant la remarque 2.14.
2Sauf pour démontrer le théoréme 2.4 ; pour ce dernier, le polynéme Q,(k) = (k — rn),. convient aussi.
C’est celui qui est utilisé dans le Chapitre 2 de [R6].
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ce qui donne la série trés bien équilibrée du paragraphe 2.2. Dans les deux cas, S,(z) est la
solution unique d’un probléme de Padé (voir [H12] et [F5]).

Plus a est grand (en prenant, pour chaque a, la valeur optimale de r), plus la forme
linéaire & coeflicients entiers d3 S, (1) est petite (et la présence, ou ’absence, du facteur & 4 %
a une influence négligeable sur ce comportement). Donc si on cherche des formes linéaires en
1, €(3), ¢(5), ..., ((2€+ 1), celles obtenues avec la série trés bien équilibrée pour a = 2£ + 2
seront meilleures que celles obtenues avec la série bien équilibrée pour a = 2¢ 4+ 1 et n pair.
Ceci n’a aucune influence quand ¢ tend vers l'infini, mais peut s’avérer crucial si ¢ est fixé
(comme dans le théoréme 0.4). En outre, si la conjecture 2.6 (qui n’a aucun équivalent pour
des séries seulement bien équilibrées) est vraie alors il suffit de multiplier S, (1) par d%~!,
ce qui donne une forme linéaire encore plus petite. Pour ¢ = 4, on retrouve ainsi les formes
linéaires d’Apéry en 1 et ((3) (ce qui n’est pas le cas avec la série bien équilibrée quand a = 3).
Remarque 2.14 Pour démontrer le théoréme 2.1 on pourrait évaluer les formes linéaires en
polylogarithmes en z = —1 plutét qu’en z = 1. Ceci induit peu de changements. Le plus notable
est que log(2) = —Liy(—1) remplace le divergent Lii (1) ; pour £ > 2 on a Lig(—1) = —(1 —
21=6)¢(0). Pour a = 3 et z = —1 les formes linéaires construites au paragraphe 2.8 sont [Kj]
celles utilisées par Apéry ([A10], [P4]) pour prouver que ((2) est irrationnel. En particulier
d? suffit comme dénominateur des coefficients de cette forme linéaire. Plus généralement, la
conjecture 2.6 devrait étre valable aussi quand a est impair et z = —1.

Considérons I'opérateur différentiel hypergéométrique suivant, o1 § = z% :
L =" — g 1) —(r+1)n—1) —2(6 —n)*(6 — g +1)(6 +rn+1).

L’écriture de S, (z) comme série hypergéométrique trés bien équilibrée montre que S, (z) est
une solution de I’équation différentielle Ly = 0. Par monodromie on voit, grace a (1.22), que

. j—b
pour tout b € {1,... ,a} la fonction E?:b(—l)J_le(z) log_b)(!z) est aussi une solution de Ly =
0. En particulier pour b = a on obtient le polynéme P,, qu’on peut écrire comme polyndme
hypergéométrique trés bien équilibré (avec un petit abus de langage : ici les parametres

inférieurs —3 et —(r 4 1)n sont négatifs, mais la série 41 3F, 2 est quand méme bien définie) :

Pa(z) = (_1)r”n('rn)!(('r+ 1)n)!n!—2r—1 x
-n, —5+1, rmm+1, -—n, ..., —n
at+3Fayi2 ( - —(r+n, 1, ..., 1 z ).

L’aspect bien équilibré de ce polynéme hypergéométrique lui confere (voir [A8] ou [A9], §3.5)
la propriété de réciprocité (1.25). En effet, si y(z) est une solution de I’équation différentielle
Ly = 0 alors z"y(1/z) est aussi une solution de cette méme équation. Quant aux autres
polynémes P,_1, ..., Py, ils s’obtiennent par la méthode de Frobenius (voir [I1]) et vérifient,
eux aussi, (1.25). Toutes ces considérations valent aussi pour la série bien équilibrée de [R5]
et [B2], et permettent [H12] d’écrire celle-ci comme solution unique d’un probléme de Padé.

Un autre intérét des définitions utilisées dans ce texte est que S,(1) posséde (pour a
pair) plusieurs représentations intégrales assez simples. Tout d’abord, on a ([Z8], Théoréme
5) l'intégrale suivante, qui généralise Ir (1) et les intégrales introduites par Vasilenko [V1]
et Vasilyev ([V2], [V3]) :

=1, n
(rn)!2/ i1 2 (1= ;)
S,.(1) = dri...dzg1, 1.26

W =" oje-1 (Qa1(@1,-.. ,To1)) ™ ' (126)
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en posant Qq—1(z1,... ,Zq-1) =1 —z1(1 —z2(... (1 —z4-1)...)). Vasilyev a démontré [V3]
que si a = 6 et 7 = 1 alors cette intégrale s’écrit s} + x5((3) + K5((5) avec ddky, dokh et
d> k% entiers. Ceci prouve la conjecture 2.6 dans ce cas. Il n’est pas évident que xj, 5 et
k5 soient les Py(1), P3(1) et Ps(1) du paragraphe 2.3, mais cela découle de I'indépendance
linéaire conjecturale de 1, {(3) et {(5).

D’autre part, en appliquant a (1.26) un théoréme de Zlobin [Z5] ou le changement de
variables qui figure dans [F2] (§2) on obtient I'intégrale suivante, qui ressemble a celles utilisées
par Sorokin ([S6], [S7]) :

(rn)!2 I152) 23"(1 — x;)"dz;

S.(1) = .
n(1) nl2r /[O,l]al (1 —zy2)t (1 — zyzomsmy)™ Tl ... (=21 .. 2 2)" (1 — 2y ... )"+

1l serait intéressant d’arriver & démontrer le théoréme 2.1 en utilisant seulement des intégrales
multiples comme celle-ci (ou celle de (1.26)). Le probleme est qu’a priori on s’attend & ce
qu'une telle intégrale (a — 1)-uple soit une forme linéaire, & coefficients rationnels, en les
polyzétas de poids au plus (a — 1) (voir [W7] et [Z5], Théoréme 3). Or le théoréme 5 de [Z8]
montre que ces intégrales sont égales & S,,(1), donc seuls 1 et les valeurs de { aux entiers
impairs apparaissent.

3 Résultats quantitatifs

3.1 Exposant d’irrationalité de ¢(3)

On appelle ezposant d’irrationalité d’un nombre réel irrationnel o, et on note u(«), la borne
inférieure de ’ensemble des réels v pour lesquels il n’existe qu'un nombre fini de nombres
rationnels p/q tels que |a — 2| < L. La théorie des fractions continues ([H2], §11.1), ou
le principe des tiroirs de Dirichlet z[H2], §11.3), montre qu’un exposant d’irrationalité est
toujours supérieur ou égal & 2. Si « est algébrique, Liouville a démontré ([L5] ; voir aussi [H2],
§11.7) que p(c) est inférieur ou égal au degré de a. Ce résultat a été amélioré par Roth en
1955 : on a u(a) = 2 pour tout nombre algébrique irrationnel a (voir [F1], Chapitre 1, §7). On
a aussi p(a) = 2 pour presque tout réel «, au sens de la mesure de Lebesgue ([H2], §11.11).
A Popposé, un nombre de Liouville est un nombre dont 'exposant d’irrationalité est infini :

il est extrémement bien approché par des nombres rationnels (un exemple de tel nombre est
1
> k>1 T0F)-

Les formes linéaires d’Apéry montrent que 1’exposant d’irrationalité de ((3) est majoré
par 13,4179 (voir [F1], Chapitre 2, §5.6) ; en particulier {(3) n’est pas un nombre de Liouville.
Ce résultat a été amélioré notamment par Hata [H6] puis Rhin-Viola, qui ont démontré la
meilleure majoration de £(¢(3)) connue & ce jour :

Théoréme 3.1 ([R4]) L’exposant d’irrationalité de ((3) est majoré par 5,5139, c’est-a-dire
qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombres rationnels p/q tels que

P 1
|C(3) - 5‘ < q5,5139 :

Pour obtenir ce résultat, Rhin et Viola considérent les intégrales suivantes :

1 1 1 uhn(l _ u)ln,ukn(l _ ,U)sn,wjn(l _ U))q"
= /o /o /0 (1 — w(1 — uw))(ath=-rIn+1 dudv du, (1.27)
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ou h,...,s sont des parametres dont on fixe les valeurs de la maniere suivante : h = 16,
j=171, k=19, 1 =15, q =11, r = 9, s = 13. Si on prenait tous ces parametres égaux
a un méme entier, on obtiendrait les intégrales du paragraphe 1.3, donc la suite des formes
linéaires d’Apéry (ou, plus précisément, une suite extraite), conduisant & la méme mesure
d’irrationalité. L’intérét réside donc dans le fait de ne pas prendre tous les parameétres égaux ;
I’asymptotique obtenue pour Jé/ " est un peu moins bonne, mais on gagne beaucoup sur
les dénominateurs par lesquels il faut multiplier J,, pour obtenir une forme linéaire en 1 et
¢(3) a coefficients entiers. Ce gain provient de I'action sur des intégrales de la forme (1.27)
d’un groupe isomorphe au produit semi-direct H x &5, o H est 'hyperplan d’équation
€1+...+e5 = 0 dans (Z/27)°. D’autres interprétations de cette action de groupe se trouvent
dans [Z9] et [F3].

Remarque 3.2 Les majorations de ;1(((3)) mentionnées ci-dessus sont effectives : on peut
donner une majoration ezplicite de la hauteur max(|p|,|q|) des approzimations rationnelles
p/q “exceptionnellement bonnes”. Ceci contraste avec le théoréme de Roth, dans lequel on sait
seulement magjorer le nombre d’exceptions p/q, mais pas leur hauteur.

3.2 Irrationalité d’un nombre parmi {(5), ..., {(21)

Soit a un entier pair, avec a > 6. Dans ce paragraphe, on construit (en suivant [R7]) des
formes linéaires & coefficients rationnels en 1, {(5), ¢(7), ..., {(a+ 1). Si, aprés multiplication
par un dénominateur commun des coefficients, elles tendent vers zéro sans étre nulles & partir
d’un certain rang, alors I’'un au moins des nombres ((5), ((7), ..., ((a + 1) est irrationnel;
c’est ce qui va se produire avec ¢ = 20. On pose :

(k—n)3(k+n+1)>
(k)1

R, (k) = nloS(k + g)

et
S.(z) =

N| =

SR (k) F
k=1

On développe R, en éléments simples, ce qui définit des coefficients ¢; ; (les formules (1.20)
et (1.21) restant valables). On définit P1,..., P, & partir des ¢; ; par la relation (1.24) ; seul
Py est défini par une formule légérement différente :

On obtient la décomposition suivante exactement comme au paragraphe 2.3, mais un décalage
se produit car on dérive R,, (voir le paragraphe 1.4) :

Su(2) = Po(2) + 3. 2D By 1),
j=1

Les arguments de symétrie du paragraphe 2.3 restent valables, et montrent (car a est pair) que
Sn(1) est une forme linéaire & coefficients rationnels en 1, {(5), ((7), ..., ((a+ 1). De plus un
dénominateur commun pour ces coefficients est 2d%*2; on conjecture ([R6], §5.1) que 2d%+!
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convient aussi. La majoration de ces coefficients (qui est effectuée au paragraphe 2.3) est
inutile ici : elle servait & appliquer le critére de Nesterenko, dont on n’a pas besoin puisqu’on
applique seulement la remarque évidente qu'une forme linéaire, & coefficients entiers, en des
rationnels fixés ne peut pas étre arbitrairement petite sans étre nulle.

Le point délicat de la preuve est ’estimation asymptotique de S,(1). En effet, on ne
connait pas d’écriture de S, (1) comme intégrale multiple réelle. On utilise donc la méthode

du col. Posons
1 fetico T 3
K, = — R “Sd
n(v) 2w /c—ioo n(s) (Sin(ms)) 9

ou cest un réel avec 0 < ¢ < n+1, et u un nombre complexe tel que Re(u) < 0 et [Im(u)| < 37.
Cette intégrale est a rapprocher de celle notée Ic, (z) au paragraphe 1.5. On peut appliquer le
théoréme des résidus, pour faire apparaitre les poles de I'intégrande qui sont situés aux entiers

n+1, n+2,...Au voisinage d’un tel entier k, on a (Sinzrws))3 = ((;1,3;3 + (;(i)_k,?)z + O(s — k).
On obtient donc (voir [H8] et [Z7] pour des résultats analogues) :

Kalw) = T S Rab)(—e)* +u Y0 ROt +5 > Rak)(—e")-
k=n+1 k=n+1 k=n+1

En choisissant u = 47, le premier terme disparait, et on obtient S, (1) = Re(K, (ir)).

La méthode du col donne ([R7], Lemme 5) deux nombres complexes non nuls ¢y et «,
qu’on peut calculer, tels que K, (im) ~ con~8e*® quand n tend vers I'infini. Comme la partie
imaginaire de « n’est pas un multiple entier de m, il existe une suite strictement croissante
©(n) d’entiers tels que 'argument de coe®?™ | vu modulo 27, ait une limite autre que £ /2.
On a alors :

im IS 1/¢(n) _ Re(a)
nli)ngo |S<p(n)(1)| € :
Le choix a = 20 donne Re(a) = —22,02... d’ou Re(a) + a + 2 < 0. Donc la forme linéaire
df(n)gso(n)(l) en 1, ((5), ¢(7), ..., ((21), & coefficients entiers, tend vers 0 quand n tend vers
'infini et est non nulle pour n assez grand. Cela montre que I'un au moins parmi {(5), {(7),
..+ €(21) est irrationnel.

Remarque 3.3 Si on savait démontrer la conjecture mentionnée ci-dessus (i.e. 2d%T1P;(1)
est un entier pour tout j), on pourrait ([R6], §5.1) appliquer la méme méthode avec a = 18,
et démontrer ainsi que l'un au moins des nombres ((5), ((7), ..., ((19), est irrationnel.

3.3 Irrationalité d’un nombre parmi {(5), {(7), ¢(9) et ¢{(11)

La structure de la preuve est la méme que dans le paragraphe précédent. La différence
principale vient de dénominateurs nettement plus petits, grace & une étude fine de leurs
valuations p-adiques et & I'utilisation d’une fraction rationnelle modifiée :

= [1u21 (13 + 2u)n)!

(k) = (27n)16

TTasy (b + (12 — u)n)(13+2u)n+1'

(37n + 2k)

Pour |z| > 1 on pose Sp(z) = DI R/ (k)z—*. La décomposition en éléments simples

f{n(k) = Z}i ) Zfifj(;i)l’;n (Ii—i)f définit les ¢; ; & partir desquels on construit les polynémes
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]3](2) = ng(;i)l")n ¢ ;2 pour j € {1,2,...,10} et

35n—1 (36—7)n i

~ +1&z,
Ao--Y (2 % %1

=0 J=1 i=max((j+1)n,l+1)

On a alors Sy (2) = Py(z) + 302, 29 Py (= 2)Lij1(1/2).

Le probléme est de majorer de facon tres précise le dénominateur des rationnels ¢; ;.
En suivant la méthode utilisée pour démontrer le lemme 2.12, on obtiendrait dsg,’¢ ; € Z
pour tous 7 et 5. Une étude fine de la valuation p-adique des coefficients binomiaux permet
d’obtenir un dénominateur nettement plus petit : on trouve un entier @, “assez grand” tel
que d33nj ®,1¢; ; € Z. On en déduit directement que 2d3;,, d34,d3s, P; 1P i (2) est & coefficients
entiers pour tout j € {0,1,... ,10}. N N ~

La symétrie R, (—37n — k) = —Ry,(k) donne 23" P;(1/z) = (—1)7*1P;(z), d’ot P;(1) =0
pour j = 2,4,...,10. En outre on a P;(1) = 0 car R, (k) = O(k™2) quand k tend vers
Pinfini. Donc S, (1) est une forme linéaire en 1, ¢(5), ¢(7), ¢(9) et ¢(11). Pour l'estimer, et
démontrer qu’elle est non nulle pour une infinité de n, on transforme gn(l) en une intégrale
complexe, & laquelle on applique la méthode du col (voir [Z7], §2). On obtient les compor-
tements asymptotiques suivants quand n tend vers 'infini : lim Sup|§n(1)|1/ no<L e 22158
limsup |®,;H|1/" < e 17675 et (d3s, d3sndss, ) /™ — €203, Comme 403 < 227,58 + 176,75 on
obtient la conclusion cherchée.

Remarque 3.4 Zudilin conjecture ([Z9], §9) que des compensations ont lieu quand z = 1,
ce qui permettrait de trouver un dénominateur plus petit pour les P;(1). Peut-étre pourrait-on
alors démontrer que parmi ((5), ¢(7) et {(9) I'un au moins est irrationnel.

Remarque 3.5 En utilisant des méthodes similaires, on peut démontrer [Z7] que pour tout
£ > 1 impair U'un au moins des nombres ((£+2), ((£+4), ..., ((8£—1), est irrationnel.
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Chapitre 2

Mesures d’irrationalité de {(2) et

¢(3)

1 Résultats qualitatifs

Cet exposé est consacré a 1’étude des valeurs aux points entiers s > 2 de la fonction (
de Riemann, définie par ((s) = ), n~°. Pour s pair, on a ((s) = c,n*, ol les ¢, sont des
nombres rationnels liés aux nombres de Bernoulli. Cette formule était connue d’Euler. Or
Lindemann a démontré en 1882 que m est transcendant (voir I’appendice de [L2] pour une
démonstration). Donc ((s) est transcendant pour tout entier s pair.

En ce qui concerne les entiers s impairs, on ne connait pas d’analogue de la formule d’Euler,
et on conjecture qu’il n’y en pas (pour un énoncé précis, voir la conjecture 1.4 ci-dessous).
La nature arithmétique des valeurs de ( aux entiers impairs est beaucoup plus difficile a
déterminer. Le premier résultat dans cette direction date de 1978 :

Théoréme 1.1 (Apéry, 1978) ((3) est irrationnel.

Apéry a annoncé ce résultat [A10] lors des Journées Arithmétiques de Luminy. Les détails
de la preuve (qui sont loin d’étre triviaux) ont été publiés par Van Der Poorten [P4], grice
a des contributions de Cohen et Zagier. Par la suite, plusieurs autres démonstrations du
théoréme d’Apéry sont parues, en particulier celle de Beukers [B4]. Des versions quantitatives
ont également été obtenues; c’est 'objet des paragraphes suivants.

La grande percée suivante est due & Rivoal ([B2], [R5]) :

Théoréme 1.2 (Rivoal, 2000) Il eziste une infinité d’entiers s impairs tels que ((s) soit
irrationnel.

Le théoreme de Rivoal est en fait un peu plus précis : le Q-espace vectoriel engendré par
1 et les {(s) pour s impair est de dimension infinie. Cela signifie qu’on peut trouver une suite
infinie strictement croissante si,s2,... d’entiers impairs tels que 1, {(s1), {(s2), -..soient
linéairement indépendants sur Q. On peut donner des versions quantitatives de ce théoréme :
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Rivoal a montré [R7] que parmi les neuf nombres ((5), ¢(7), ..., {(21) I'un au moins est
irrationnel. Ce résultat a été amélioré ensuite [Z6] :

Théoréme 1.3 (Zudilin, 2001) L’un au moins des quatre nombres ((5), ¢(7), ((9), ¢(11)
est irrationnel.

Malgré ces développements récents, il n’existe aucun entier s > 5 impair pour lequel on
sache si ((s) est rationnel ou non. On est encore bien loin de ce qu’on espére :

Conjecture 1.4 Les nombres w, ((3), ((5), ¢(7), ...sont algébriqguement indépendants sur
Q. En particulier ils sont tous transcendants, donc irrationnels.

Cette conjecture est un cas particulier de la conjecture diophantienne énoncée dans [W7]
en termes de polyzétas.

2 Exposant d’irrationalité
Dans tout ce paragraphe, on désigne par « un réel irrationnel. On s’intéresse a la précision
a laquelle a peut étre approché par des rationnels.

Définition 2.1 On dit qu’un réel positif v est un exposant d’irrationalité de a si, pour tout
e >0, il n’y a qu’un nombre fini de rationnels p/q tels que

1
qu+5 )

|a—1—)|<
q

La théorie des fractions continues ([H2], §11.1), ou le principe des tiroirs de Dirichlet
([H2], §11.3), montre qu’il existe une infinité de rationnels p/q tels que |a — %\ < q%. Donc un
exposant d’irrationalité est toujours supérieur ou égal & 2.

Il est clair que si v est un exposant d’irrationalité de a alors tout v/ > v l'est aussi.
L’ensemble des exposants d’irrationalité de o est donc un intervalle fermé de R, qui est vide
ou bien de la forme [y, +oo].

Définition 2.2 L’exposant d’irrationalité de « est le plus petit élément de ’ensemble des
ezposants d’irrationalité de o ; on le note p(a). Si cet ensemble est vide, on pose p(a) = +oo.

On a toujours p(a) > 2. Si @ est un nombre algébrique (toujours supposé irrationnel),

Liouville a démontré ([L5]; voir aussi [H2], §11.7) qu’il existe une constante c(a) telle que,
c(a)

qdee(a) -
été amélioré par Roth en 1955 : il a démontré qu’on a px(a) = 2 pour tout nombre algébrique
(irrationnel) a.

pour tout rationnel p/q, on ait | — §| > Cela implique p(a) < deg(a). Ce résultat a

En ce qui concerne les nombres transcendants, la situation est moins uniforme. Posons A =
don>1 ﬁ. Ce nombre, considéré par Liouville [L5], posséde des approximations rationnelles
extrémement bonnes (obtenues en tronquant la série); on en déduit facilement qu’il vérifie
p(A) = +o0. C'est d’ailleurs de cette maniére que Liouville a montré que X est transcendant.
Une variante de cette construction permet, pour tout réel puo > 2, de construire un réel A,
(nécessairement transcendant, d’apres le théoreme de Roth) tel que p(A,,) = po-

Il faut noter que les approximations rationnelles qui interviennent dans la définition de
p(cr) sont toujours des convergents du développement en fraction continue (voir [H2], §10.15,
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théoréme 184). Quand on connait explicitement le développement de « en fraction continue, on
peut espérer mesurer avec précision la qualité des meilleures approximations rationnelles de a.

C’est le cas pour a = e : Davis a démontré (voir [F1], §5.1) que I’équation |e — 2| < %

a une infinité de solutions si ¢ > %, mais seulement un nombre fini si ¢ < % On en déduit
immédiatement que p(e) = 2.

Les exemples donnés jusqu’a présent montrent que ’exposant d’irrationalité mesure tres
grossiérement la qualité des approximations rationnelles de «. Presque tout nombre a (au
sens de la mesure de Lebesgue) vérifie y(a) = 2 (voir [K1], théoréme 32). On conjecture que
toute période « (au sens de [K3]) vérifie u(a) = 2; ceci s’applique en particulier & tous les
¢(s) pour s > 2 entier. Les seuls nombres « explicites pour lesquels on sait que pu(«) > 2 sont
des nombres construits a cet effet.

Tres souvent, lorsqu’on démontre directement qu’'un réel « est irrationnel, on peut rendre
cette preuve quantitative et obtenir une majoration de p(a). Par exemple, la preuve d’Apéry
donne £(¢(3)) < 13,41782. En revanche, bien qu’on sache montrer que e™ est transcendant,
on ne sait pas si son exposant d’irrationalité est fini. Pour plus de détails, on pourra consulter
[W6].

La méthode d’Apéry s’applique aussi pour démontrer I'irrationalité de ((2). Ce résultat
n’est pas nouveau (puisque ((2) = %2), mais il permet d’obtenir la majoration p(¢(2)) <
11,85078. Cette majoration, ainsi que celle pour ((3), a été améliorée successivement par
plusieurs auteurs ; le meilleur résultat connu & ce jour est dit & Rhin-Viola, en 1996 [R3] pour

¢(2) et en 2001 [R4] pour ((3) :
Théoréme 2.3 (Rhin-Viola) On a p({(2)) < 5,441243 et p(¢(3)) < 5,513891.

3 Groupe de Rhin-Viola

Dans ce paragraphe, on définit la structure de groupe qui est centrale dans la preuve du
théoréme 2.3. Tous les détails sur cette structure, et sur '’ensemble de la méthode mise en
jeu, se trouvent dans [R3] pour le cas de ((2). Le cas de ((3) n’est pas étudié dans la suite de
ce texte, car il est tout & fait analogue a celui de ((2), mais plus long & présenter. Le lecteur
intéressé pourra consulter [R4].

Soient h,1,j,k,l cinq entiers naturels. Rhin et Viola considérent 'intégrale suivante :

h(1 —z)iy*(1 —y)? dzd
I(h,i, j, k1) / / 2)'y"(1 —y) dzdy
(1—zy)yti-t  1—xy

C’est une intégrale convergente. Quand tous les parametres sont égaux & un méme entier NV,
on retrouve les intégrales introduites par Beukers [B4] pour donner une nouvelle preuve de
irrationalité de {(2). Beukers a démontré que dans ce cas, 'intégrale s’écrit un((2)+vy, avec
uy entier et vy rationnel. Rhin et Viola montrent que V'intégrale I(h,1, j, k,1) s’écrit toujours
sous la forme u((2) 4w, avec u entier et v rationnel qui dépendent des paramétres h, 1, j, k, . Ils
obtiennent (par des méthodes classiques) une certaine majoration du dénominateur de v, et
utilisent un groupe de transformations pour améliorer cette majoration. C’est cette structure
de groupe, et le gain arithmétique qu’ils en déduisent, qui constitue le coeur de leur méthode.
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Pour définir cette action de groupe, on travaille formellement (c’est-a-dire qu’on considére

h,i,j,k,l comme des indéterminées) et on définit a1, ... , a5 par les formules suivantes :
a; = h+1
a = i+
as = j+k
ay = k41
as = [+ h

Le changement de variables réciproque est donné par :

1

h = §(a5+a1+a3—a2—a4)

) 1

i = §(a1+a2+a4—a3—a5)

) 1

J = §(a2+043+045—014—041)
1

k= §(a3+a4+al—a5—0&2)
1

I = jlaatas+ar—on—as)

On considére l'action naturelle de &5 sur {a1,...,a5} (par permutation des indices). On

I’étend par linéarité : par exemple, pour v € &5 on a y(h) = %(a7(5) + (1) + Qy3) — Qy2) —
@y (4))- Si, dans le pentagone de sommets 1,2,3,4,5, les sommets 7(2) et y(4) ne sont pas
consécutifs, alors y(h) est 'un parmi h, i, j, k,[. Sinon, on voit facilement qu’on obtient I'une
des cing valeurs suivantes :

. 1
h+i—k = §(a5+a1+a2—a3—a4)
. 1
’L—l-_]—l = 5(0&1—}-0424-053—054—(15)
. 1
j+k—h = §(a2+a3+a4—a5—a1)
. 1
kE+l—1 = §(a3+a4+a5—a1—a2)
) 1
I+h—-35 = §(a4+a5+a1—a2—a3)

Posons S = {h,i,j,k,l,h+i—k,i+j—1,j+k—h,k+1—1i,l+h—j}. Le groupe &5 agit
transitivement sur S. Sous I’action du groupe diédral D5, ’ensemble S se décompose en deux
orbites : d’une part {h,i,j,k,l}, qui correspondent (via la position des signes moins dans
les formules ci-dessus) aux paires de sommets non consécutifs du pentagone (c’est-a-dire aux
diagonales), et d’autre part {h+i—k,i+j—1,j+k—h,k+1—1i,l+h—j}, qui correspondent
aux paires de sommets consécutifs, i.e. aux c6tés du pentagone. L’action de D5 sur {h, 1,7, k,{}
est la méme que sur un pentagone de sommets h, 1, 7, k, [ ; mais 'action de &5 ne stabilise pas

{hyi,3,k,1}.

Un point crucial de la méthode de la Rhin-Viola pour {(2) est le théoréme suivant, qu’ils
démontrent & l’aide de deux changements de variables et d’une identité intégrale liée a la
fonction hypergéométrique de Gauss :
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Théoreme 3.1 Pour l’action de G5 sur S définie ci-dessus :

— L’intégrale 1(h,i,j,k,l) est invariante par Ds.
— Le quotient % est invariant par Ss.

C’est en exploitant les valuations p-adiques du produit de factorielles hlilj!k!l!, et de ses
images sous l'action de G5, que Rhin et Viola améliorent sensiblement leur majoration du
dénominateur de v.

4 Interprétation géométrique

Dans ce paragraphe, on donne une interprétation du théoreme 3.1 en termes d’automor-
phismes. Davantage de détails, ainsi que 'interprétation analogue pour ((3), se trouvent dans
[F3].

Notons V la sous-variété algébrique affine de R® définie par les équations suivantes :

.TliL‘Q(]. + T5T3

zoz3(1 + z124

T4Ts

—_ = = e

)

)
2324(1 + zox5) =
1+ z321)
1 )

(
$5.’L‘1( + 4o

On note €2 ’ensemble des points de V & coordonnées strictement positives, et w la 2-forme
différentielle d* (z;—12;) Ad* (z;zi41) sur V, avec d* f = % pour toute fonction f. On montre
facilement que V est de dimension 2, et que w ne dépend pas du choix de l'indicei € {1,... ,5}
(en posant zy = z5 et T = 71). On peut paramétrer bijectivement €2 par )0, 1[2, ce qui permet
de faire le lien avec les intégrales du paragraphe 3 (dont on conserve les notations) :

s _ al 02 a3 04 .05
I(h,i,j,k,1) —/xl x5’ r3trytretw.
Q

On peut alors interpréter comme suit la premiere partie du théoréme 3.1 :

Théoréme 4.1 Le groupe Ds, qui agit naturellement sur R®, stabilise V, Q et w (au signe
pres).

Ce théoréme n’est pas difficile & démontrer (par exemple, on voit immédiatement que les
équations de V sont globalement stables par Ds). Il suffit alors, pour chaque y € D5, d’effectuer
un changement de variables pour en déduire la premiere assertion du théoréme 3.1.

Notons U Iensemble des (t1,... ,t5) €]0,1[> tels que t; + ... +t5 = 1, et n la 4-forme
différentielle d¢; A dtg A dtg Adty sur U. Pour tout 7 € {1,...,5} on définit une fonction z; de
Q x U dans R par la formule suivante (dans laquelle les indices sont pris modulo 5) :

1
b bty \ 2

zi(z1,--- ,T5,t1,- .. ,t5) = 35 (&> :
ti—atito

On montre, & ’aide de la représentation intégrale de la fonction I' d’Euler, la formule suivante
qui fait le lien avec le paragraphe 3 :
I(h’i’j7k7l) HTLES n' / o] 09 O3 04 05
QxU

RAGIIT (o0 + ... + o + 4)] 7y 2y 25 W N 21)
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Sous l'action de &g, le produit [ ], g n! est invariant car &5 agit sur S. Le dénominateur (o +
...+ as+4)! étant lui aussi invariant, pour démontrer la deuxiéme assertion du théoréme 3.1
il suffit de montrer que I'intégrale qui figure au membre de droite de (2.1) est invariante par
GSs5. Ceci provient du théoréme suivant (dans lequel les automorphismes sont des fonctions
algébriques) :

Théoréme 4.2 Il existe un groupe H d’automorphismes de Q x U (qui fizent, au signe prés,
w A n) et un homomorphisme de groupes surjectif m : H — &y tels que, pour tout f € H et
tout i € {1,...,5}, on ait :

Z; O f = Zﬂ,(f)—l(,i).
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Chapitre 3

Formes linéaires en polyzétas et
intégrales multiples

Résumé. Le probleme considéré ici est de définir des familles d’intégrales n-uples, munies
d’une action de groupe comme dans les travaux de Rhin-Viola ([R3], [R4]), dont
les valeurs soient des formes linéaires, sur le corps des rationnels, en les polyzétas
de poids au plus n. On généralise pour cela les approches de Vasilyev [V3] et
Sorokin [S6], en les reliant par un changement de variables. On décrit aussi une
structure de groupe pour une intégrale n-uple qui donne, pour n = 2 et n = 3,
celles obtenues par Rhin et Viola.

Abstract. The problem we consider is to define families of n-dimensional integrals,
endowed with group actions as in Rhin-Viola’s work ([R3], [R4]), the values of
which are linear forms, over the rationals, in multiple zeta values of weight at
most n. We generalize Vasilyev’s [V3] and Sorokin’s [S6] approaches, and give
o change of variables that connects them to each other. We describe a group
structure for a n-dimensional integral that specializes, for n = 2 and n = 3, to
the ones obtained by Rhin and Viola.

1 Introduction

Apres la démonstration de I'irrationalité de ((3) par Apéry [A10], plusieurs variantes ont
été proposées, parmi lesquelles celles de Beukers [B4] et Sorokin [S7]. Dans ces deux preuves,
les formes linéaires en 1 et ((3) sont écrites comme des intégrales triples :

b= [ DNy
(0,12 (1—2(1 -y =)Vt
pour Beukers, et

N (1 —z)VyV (1 —y) NN (1 -2
N) = dzdyd
S(N) /H (I—ay) V(1 —ayz)Ntt 0

dzdydz

o1
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pour Sorokin. Or on constate que ces formes linéaires coincident. Si on croit & la philoso-
phie des périodes [K3], 1'égalité de ces intégrales doit pouvoir se démontrer par une suite de
changements de variables et d’applications des régles d’additivité (par rapport & l'intégrande
ou au domaine) et du théoréme de Stokes. En I'occurrence, un seul changement de variables
suffit (voir le corollaire 2.2).

Les intégrales B(N) ont été généralisées par Vasilyev [V2], qui pose 0x(z1,... ,2,) =
1 —z0k—1(z1,... ,2n) pourn >2et k € {1,... ,n} avec dy = 1, et considere
[Tizi 2 (1 —z)™
= dz;...dz,. 3.1
0,1]n On (@1, )N " (3.)

Il démontre que pour N = 0 cette intégrale vaut 2(—1)"1Li,((—1)""!), donc est un multiple
rationnel de ¢(n), et [V3] que pour n = 5 (respectivement n = 4) et N quelconque c’est une
forme linéaire en 1, {(3) et ((5) (respectivement 1, ((2) et ((4)). Il conjecture que pour tous
n et N on obtient une forme linéaire en 1 et les valeurs de ¢ aux entiers compris entre 2 et n
ayant la méme parité que n.

D’autre part, les intégrales S(IV) sont a rapprocher de celles que Sorokin introduit [S6] en
relation avec ((2,2,...,2), quand n = 2r est pair :

/ (y1y2)™ N (yayg) TN L (1) N TThey (1 —wi)N
[0,1]" [ieta,.. mypaird — v1y2 - ye) V11

dyy...dyn.  (3.2)

Au paragraphe 2 ci-dessous, on définit deux familles d’intégrales, qui généralisent (3.1),
donc B(N), d’une part, (3.2) et S(N) d’autre part, et on montre que ces deux familles se
correspondent par un changement de variables. On montre en outre qu’un groupe agit sur ces
intégrales, de maniére analogue & ce que Rhin et Viola considéerent ([R3], [R4]) pour obtenir
les meilleures mesures d’irrationalité connues pour ¢(2) et {(3). Au paragraphe 3, on définit
une autre famille d’intégrales n-uples, qui généralise (3.1) et sur laquelle agit aussi un groupe;
on retrouve alors dans les cas particuliers n = 2 et n = 3 les groupes obtenus par Rhin et
Viola.

On adopte la définition suivante :

Définition 1.1 On dit qu’une famille de nombres I(p) € R} U {oo}, paramétrés par p € 7°,
admet pour groupe de Rhin-Viola un sous-groupe G de GLs(Z) si I(gp)/I(p) est un rationnel
(ou o00) pour tous g € G et p € Z° (avec cofoo =1). -

Dans ce texte, on considére des familles d’intégrales n-uples dont les valeurs (lorsqu’elles
sont finies) sont conjecturalement des formes linéaires sur Q en les polyzétas de poids au
plus n. On peut espérer que, pour de bons choix des exposants p, ces intégrales soient assez
petites et qu’on ait un controéle sur le dénominateur des coefficients de la forme linéaire. Alors
I’étude de la valuation p-adique des nombres I(gp)/I(p), quand g parcourt G et p un certain
ensemble de nombres premiers, peut permettre d’améliorer ce controle du dénominateur, donc
de raffiner des mesures d’irrationalité ou d’indépendance linéaire de certains polyzétas.

Davantage de détails, en particulier sur ’action des groupes de Rhin-Viola, seront donnés
dans [F3].

2 Une généralisation commune des intégrales de Vasilyev et
de Sorokin

Dans tout ce texte, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
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Pour k € {0,... ,n} et z = (z1,... ,7,) € [0,1]" on pose

k
Dy(z) = Z(—l)]xniﬂn—l e Tt

3=0
On a alors Dy(z) =1, Di(z) =1 — =z, Da(z) =1 — 2,(1 — 2p_1) et Dy(z) = 6,(z). A tout
p=(a1,... ,an,b1,... by, c2,... ,cp) € 73"~ on associe I'intégrale (éventuellement infinie)

[Trei 2 (1 — z)% lkeqe,... n—2ypaic Pe(z) dz;...dz,
[0,1]" 15— Dr(z)* er{3,...,n—1}impair Di(z) Dn(z)

Par ailleurs, & tout P = (Aq,... ,A,,B1,... ,By,Cy,... ,Cy,) € Z3>"~! on associe

oy (1 — i) P
KP=/ — dy; ... dy,.
B 0] [Tmo(1 — 9192 - &) O+ '

Cette intégrale est finie si, et seulement si', on a A > 0, By, > 0 et Z§:2 C; < Z?Zl Bj pour
tout k € {1,... ,n}. L’intérét des intégrales K (P) (donc du théoréme suivant) est qu’elles se
développent “naturellement” en séries multiples, dont on peut espérer démontrer que ce sont
des formes linéaires sur Q en les polyzétas de poids au plus n.

J(p) =

Théoréme 2.1 Pour tout p € Z*" ! on a J(p) = K(P), ou P est donné en fonction de p
par :

A, = ans1_p pour 1<k <n,

By =bpi1—f pour2<k<netB;=ap_1+by—ca—c3—...—cp,
Cr =an+1—k +bnyi—k — Ck — Chp1 — - - - — Cn, pour tout k € {2,... ,n} pair,
Cr=ck+ ki1 + ...+ Cn — an_g pour tout k € {3,... ,n} impair, avec la convention ag = 0.

Ce résultat provient du changement de variables défini par zj, = yp4+1_ pour kK =n mod 2
et T = (1_5’1:(!13’";’“13171;1”“ pour k #Z n mod 2. On peut bien stir I'inverser, donc exprimer p

en fonction de P.

Corollaire 2.2 Avec les notations de introduction, on a B(N) = S(N) pour tout N > 0,
M-y v A—ye)™
0,1] ico,... nypair(t=y1-ye)™ !

et lintégrale (3.1) est égale a f[

I Mees v (=)™
0,1]" (1—y1.yn) NV HT er{z,...,n}Pair(l_yl'"y’“)

dyi ...dy, sin est pair, et a

~rrdy: ... dy, si n est impair.

Pour N = 0, l'intégrale (3.1) vaut donc
1
Z 212 12
L>l>. >, p>1 1277 'n/2

si n est pair, et

1
272 2
L2l>.. 2l 1)/22lny1)/221 SURE l(”_l)/Ql(n_H)/Q

si n est impair. Le résultat de Vasilyev selon lequel cette intégrale égale 2(—1)" 1Li, ((—1)" 1)

se raméne ainsi & une identité linéaire entre polyzétas, qu’on doit pouvoir démontrer de
maniére combinatoire (voir [W7]).

'Noter ici ’erreur dans la version parue aux Comptes-Rendus de 1’Académie des Sciences.
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Proposition 2.3 Sin > 3, la famille (K(P)) admet un groupe de Rhin-Viola d’ordre 32,
isomorphe & (V X V) X Z/27, o0 V = Z )27 x Z]2Z est le groupe de Klein et 7Z./27 agit en
permutant les facteurs de V X V. Cela provient d’analogues des transformations o et x de
[R4], et du changement de variables défini par y, = % pour tout k € {1,... ,n}
(avec la convention yn+1 = 0).

3 Une généralisation du groupe de Rhin-Viola

A tout p = (a1,... ,an,b1,... by, c2,... ,cn) € Z3"! on associe (avec la notation &
utilisée dans l'introduction) :

[Teey 2 (1 — z5)% dz ... dz,

L(p) =
= oan  [p=o Or(z)e on(z)
On pose 0, = ¢, — b, et 0,1 = ¢c,_1 — 1 —b,_1, puis g = Q;c"+2 + ¢ — 1 — b pour tout
k € {1,... ,n — 2} avec la convention ¢; = 1 (en notant o = max(«,0)). Alors I'intégrale
L(p) est finie si, et seulement si, on a ax > 0, by > 0 et g < a1 pour tout k € {1,... ,n},

avec la convention ag = 0.

Notons ¢ I'automorphisme de Z3"~! qui échange a; et bo, ainsi que as et by, en fixant
les autres coordonnées. Notons 1) celui qui & p associe p' = (a},... ,a,,b,... b, ¢ ..., c,)

bt (] 7 n U n
défini par :

ap =apy1-g pour 1 <k <n, b =bpyo ppour2<k<netb =ap_1+b, —cy,
C;c =0ny2-k + bn—|—27k + Cnt+l—k — bn—|—17k — Gn—f pour 2< k <n-— 1)
C{,Z:a2+b2—b1.

Alors des changements de variables montrent qu’on a L(p) = L(o(p)) = L(¢(p)) pour tout
p- En outre, notons x 'automorphisme de 7271 qui fixe toutes les composantes, sauf a, et

cn qu'il échange et b, qu’il remplace par a, + b, — ¢y ; il vérifie L(p) = %!,L(X(B))

cnl(an+bn—cn)!
pour tout p € 7371 tel que ag,, by, ¢, et a, + b, — ¢, soient positifs.
Proposition 3.1 Sin > 3, la famille (L(p)) paramétrée par p € 731 admet un groupe de
Rhin-Viola d’ordre 32, isomorphe a (V x V) x Z/2Z, qui est engendré par o, ¢ et x.

Remarque 1 Peut-étre y a-t-il un lien entre les intégrales L(p) et K(P) qui permette d’expli-
quer le parallélisme entre les propositions 2.3 et 8.1 7

Pour obtenir une structure de groupe plus riche que celle de la proposition 3.1, on peut
se restreindre aux intégrales L(p) telles que c2 = ... = c¢,—1 = 0. Pour conserver I'action de o
et ¥, on doit imposer en outre a; + by = ag + b3 si n = 3, et les relations suivantes sin >4 :

ag = by et by, = ¢y, et ag + by = agyo + brio pour tout k € {1,... ,n—2}.

On note £ ’ensemble des p vérifiant ces relations; il est stable par o et 1. Notons ¢ l'au-
tomorphisme de £ qui stabilise toutes les coordonnées, sauf a,—1 et ¢, qu’il échange, b,_1
qu’il remplace par a,—1 + bp_1 — ¢, et b, qu’il remplace par a,_1 + b, — ¢,. On a alors
L(p) = Cn!(a:’:ﬁzzjicn)!L((p(;_))) pour tout p € £ tel que ap_1, bp—1, ¢y €t ap1 +bp1 — ¢y
soient positifs.
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Théoréme 3.2 La famille des L(p), pour p € £, admet un groupe de Rhin-Viola G engendré
par o, ¢ et . Plus précisément (en se restreignant auz p € € pour lesquels les quotients ont
un sens) :

— Pour n >4, le groupe G est isomorphe a (63 X 6&3) X Z/2Z, donc d’ordre 72; il laisse
L . L .
stable % sin > b, et% sin =4.
— Pour n = 3, le groupe G est isomorphe & H X S5, ot H est ’hyperplan e1+...4+¢e5 =0
de (Z/2Z)% ; il laisse stable Lip)

a1'azlazlby!b2'b3!(as -Fb3—63)!(b1 +bz—c3)!”

— Pour n =2, le groupe G est isomorphe a Gs, et laisse stable al!ag!bl!bf!((%)ﬁbr@)!'

Pour n € {2, 3}, on retrouve exactement les situations considérées par Rhin et Viola. Pour
n = 2, le groupe diédral D5 de [R3] est exactement celui engendré par 9 et 0. Pour n = 3, on
pose £ = xo, y = 1 — 1 et z = z3; la transformation 92 de [R4] est alors ¢y oo, et ¥ € Aut(€)
est donné par (popopo)?p.

Pour n = 3, un phénomeéne mystérieux se produit dans [R4] : lorsqu’on impose la relation
a1 + by = a3 + b3, ce qui permet d’avoir une action de groupe, les intégrales obtenues sont
des formes linéaires en 1 et ((3) seulement : {(2) n’apparait plus. On peut se demander si un
phénomene analogue survient pour n > 4.

Remarque 2 Dans tout ce texte, les propriétés de x et o proviennent, comme dans [R3] et [R4],

de la formule fol %dm = c!(a‘_ﬁg!_c)! 01 zc((llﬂfﬂzz;ﬁ;cdx Un analogue de cette formule,

dans lequel le dénominateur serait de la forme (1+ Bz)<t1(1 +ﬂ'm)c’+1, permettrait d’enrichir
les structures de groupe obtenues ici.

Remerciements : Je remercie Pierre Cartier et Tanguy Rivoal, dont les questions sont
a Porigine de ce travail, ainsi que Jacky Cresson et Michel Waldschmidt.

Note ajoutée aux épreuves : Le corollaire 2.2 a été obtenu, indépendamment et par
une méthode différente, par Zlobin [Z5].
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A paraitre au J. Théor. Nombres Bordeaux

Chapitre 4

Groupes de Rhin-Viola et intégrales
multiples

Résumé. Ce texte donne une nouvelle présentation, et une généralisation, des groupes
qui apparaissent dans les travaux de Rhin-Viola ([R3], [R4]) sur les mesures d’irrationalité
de ((2) et ¢(3). D’une part, on interpréte ces groupes comme des groupes d’automorphismes,
ce qui permet de déduire chacune des relations entre intégrales utilisées par Rhin-Viola d’un
changement de variables. D’autre part, on considére plusieurs familles d’intégrales n-uples, et
on montre que chacune d’elles est munie d’une action de groupe comme dans les travaux de
Rhin-Viola. De plus, les valeurs de ces intégrales sont (conjecturalement, pour certaines) des
formes linéaires, sur le corps des rationnels, en les polyzétas de poids au plus n. Ces familles
englobent beaucoup d’intégrales qui sont apparues dans 1’étude des valeurs de ( aux entiers.
On exhibe un changement de variables entre deux de ces familles, qui permet de relier les
approches de Beukers, Rhin-Viola, Vasilenko, Vasilyev d’une part, Sorokin et Rivoal d’autre
part.

Mots clés. Mesure d’irrationalité, mesure d’indépendance linéaire, groupe d’automor-
phismes, changement de variables, fonction ( de Riemann, fonction hypergéométrique de
Gauss.

Abstract. This paper gives a new presentation, and a generalization, of the group struc-
tures in Rhin-Viola’s work ([R3], [R4]) on irrationality measures of {(2) and ((3). On the one
hand, these groups are seen as automorphism groups, which makes it possible to prove all
relations betweeen Rhin-Viola integrals using changes of variables. On the other hand, several
families of n-dimensional integrals are considered, and each of them is shown to be equipped
with a group action in the same fashion as in Rhin-Viola’s work. Moreover, the values of
these integrals are (sometimes conjecturally) linear forms, over the rationals, in multiple zeta
values of weight at most n. Among these families lie many integrals that have appeared in the
study of the values of { at integer points. A change of variables is given between two of these
families, which connects the approach of Beukers, Rhin-Viola, Vasilenko, Vasilyev to that of
Sorokin and Rivoal.

Key words. Irrationality measure, linear independence measure, automorphism group,
change of variables, Riemann ( function, Gauss hypergeometric function.

o7
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Les meilleures mesures d’irrationalité de ((2) et ((3) connues & ce jour sont dues & Rhin
et Viola ([R3], [R4]) :

1(C(2)) < 5.441243 et p(¢(3)) < 5.513891.

Pour les obtenir, Rhin et Viola utilisent une famille d’intégrales doubles pour {(2) :

z k(1 _ .\J
/ / y*(l —y)? dzdy , (4.1)
l—xy yiti—t 1 —zy

et triples pour ¢(3) :

M1l—a)lyF(1—y)*27(1—2)7 daedydz ,
/ / / 1— l—q;y) )(1+th 1—(1—:cy)z aVGC]‘l‘q—l-l-s. (42)

Le point clef de leur méthode est la présence d’un groupe de transformations sur les para-
metres entiers h, i, j, k,l (respectivement h, j,k,l, m,q,r, s, avec m = k+r—h) qui multiplient
Iintégrale par un facteur rationnel. L’étude de la valuation p-adique de ce facteur rationnel
(qui est un quotient de produits de factorielles) permet d’obtenir un meilleur dénominateur
pour les coeffici[ents de la forme linéaire sur Q en 1 et {(2) (respectivement ((3)) qu’est cette
intégrale.

Dans les deux premieres parties de ce texte, on construit une sous-variété ¥V de RP (avec
p = 5 pour ((2) et p = 6 pour ((3)), un ouvert  de V (pour la topologie réelle), et une forme
différentielle w tels que les intégrales (4.1) et (4.2) s’écrivent sous la forme :

J(ai,...,0p) :/x?l...mgpw.
Q

L’invariance de (4.1) et (4.2) par le groupe diédral Dy (avec k = 5 pour ((2) et k = 8 pour
¢(3)) correspond alors & une action sur V de ce groupe. Ces constructions sont analogues 4 celle
que Pierre Cartier avait mentionnée, dans le cas de ((2), & la fin de son exposé aux douziémes
Rencontres Arithmétiques de Caen (en juin 2001). La nouveauté (en plus du cas de ((3))
est que le groupe de Rhin-Viola tout entier s’interprete comme groupe d’automorphismes de
Q x U, en posant

U={(tr,...,tx) €0,1[F 1 + ...+t = 1}.

On démontre ainsi toutes les égalités entre intégrales & partir d’automorphismes, dans I’esprit
de la “philosophie des périodes” [K3].

Un autre objectif de ce texte est d’étudier, avec autant de généralité que possible, des
familles d’intégrales dont certains cas particuliers apparaissent dans les travaux récents sur
Pirrationalité ou l'indépendance linéaire de valeurs de la fonction { aux entiers. Le point
central est la recherche de changements de variables non triviaux; ceci fournit des analogues,
pour des intégrales n-uples, des situations considérées par Rhin et Viola pour n =2 et n = 3.
Toutes les intégrales n-uples qui apparaissent dans ce texte sont (conjecturalement, pour
certaines) des formes linéaires sur QQ en les polyzétas de poids au plus n.
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Une premiere direction consiste & généraliser les intégrales de Beukers [B4] pour ((3) :

/ g (1 —2)VyN (1 —y)V2N (1 — )"
[0,1)3 (1= 2(1—y(1 —z))N*

dz dy d-=. (4.3)

Ceci a été entrepris par Vasilenko [V1] puis Vasilyev [V2] qui posent
Oon(z1,...yzp)=1—zp(1 —2p_1(1— ... (1 —z1)))
et considerent, pour N entier naturel :

Micizy (1 —z)Y  dzy...dz,

[0,1]™ 6ﬂ($13"' ’IH)N 5n($1a"' axn).

(4.4)

Vasilyev démontre que pour N = 0 cette intégrale vaut 2(—1)""1Li,((—1)""!), donc est un
multiple rationnel de {(n), et [V3] que pour n = 5 (respectivement n = 4) et N quelconque
c’est une forme linéaire en 1, ((3) et ((5) (respectivement 1, {(2) et ((4)). Il conjecture que
pour tous n et N on obtient une forme linéaire en 1 et les valeurs de { aux entiers compris
entre 2 et n ayant la méme parité que n ; cette conjecture vient d’étre démontrée par Zudilin

[Z8]. Dans la troisieme partie de ce texte, on considére une famille d’intégrales qui contient &
la fois (4.1), (4.2) et (4.4) :

[Toey zi¥ (1 — )%  day...dz,
[0,1]? 6n('7"1a"' a-Tn)c 6n('7"1a"' a-Tn)

I{ai,... ,ap,b1,... ,bp,c) = (4.5)

En supposant que les 2n + 1 exposants vérifient certaines relations linéaires, on démontre
qu’un groupe de Rhin-Viola agit sur cette famille, au sens suivant.

Définition : On dit qu'une famille de nombres I(p) € R} U {oo}, paramétrés par p € Z°,
admet pour groupe de Rhin-Viola un sous-groupe G' de GL4(Z) si I(gp)/I(p) est un rationnel
(ou co) pour tous g € G et p € Z* (avec co/oco = 1).

Dans ce texte, les nombres I(p) seront toujours donnés par des intégrales, et les facteurs
rationnels I(gp)/I(p) seront des quotients de produits de factorielles. De tels groupes sont
connus depuis_longt?emps : ils apparaissent, par exemple, dans les travaux de Bailey, Dixon et
Whipple.

Concernant la famille (4.5) (restreinte & des parametres satisfaisant certaines relations
linéaires), on exhibe deux changements de variables o et 9 qui transforment une intégrale de
cette famille en une de la méme famille. On construit aussi un analogue de la transformation
hypergéométrique ¢ de [R4], ce qui donne (pour chaque n > 2) un groupe de Rhin-Viola G,
qui dans les cas particuliers n = 2 et n = 3 se spécialise en ceux de [R3] et [R4]. Cela permet
aussi (voir le paragraphe 3.4) d’obtenir les formules (assez mystérieuses) qui définissent le
changement de variables ¥ de [R4] & partir d’autres formules de changements de variables ou
de transformation hypergéométrique, moins mystérieuses car généralisables & tout n > 2.

Toujours dans un souci de généralité, on considere dans la quatriéme partie de ce texte
la famille suivante, qui contient (4.5) et dont on montre qu’elle admet aussi un groupe de
Rhin-Viola :

[Teoi g (1 —zg)%  day...dz,
L(ai,... ,ap,b1,... ,by,co,...,cC :/ = .
(a1 mo e ) 077 [xg Ok(T1, ... s Z)% On(z1,. .. ,T0)



60 Chapitre 4. Groupes de Rhin-Viola et intégrales multiples

Une deuxiéme direction pour étudier les valeurs de ¢ aux entiers (et, plus généralement,
les polyzétas) consiste & partir de la preuve de Sorokin [S7] de lirrationalité de ((3), qui
utilise les intégrales suivantes :

xN(l — :B)Ny (1-— y)NZN(l . z)N
/[0’1]3 (1 —zy) N1 — zyz)N+1 dz dydz. (4.6)

Ces intégrales sont & rapprocher de celles que Sorokin introduit [S6] en relation avec
€(2,2,...,2), quand n = 2p est pair :

p(N+1)-1 E=DNFD)=1 (0 YN T (1 — )Y
/[] (y1y2) (y3ya) (Yn—1Yn)" [lj=1(1 — yk) dyr . dye,  (AT)
0,1]»

er{2,...,n} pair (1—wy1y2... yk)N+1

et de celles qui apparaissent dans les travaux de Rivoal ([B2], [R5]) pour r < 21 :

[Tazy v (1= yp)™
/[0 1 (1 —y1...yn)CrilN+2 dy1 ... dyn. (4.8)

Dans la cinquieéme partie de ce texte, on considére la famille suivante, qui contient ces trois
cas particuliers :

n Apg B
— 1-—- k
K(Al,...,An,Bl,...,Bn,OQ,...,Cn)Z/ Hk_lyk ( yk)

[0,1]" HZ:Q(I —Y1--.- yk)ck-l—l dyi ... dyn. (4.9)

On démontre que ces intégrales admettent un groupe de Rhin-Viola, et on exhibe (en réponse
a une question de Tanguy Rivoal) un changement de variables qui les transforme en des
intégrales de la forme :

’I’L_ ay 1— Bk
/ 7 iy 2" Z) —dz; ...dz,.
0,7 [lo=2 Ok(Tnt1-ks - n)%

Dans 'autre sens, ce changement de variables permet d’écrire toute intégrale de la forme (4.5)
sous la forme (4.9). L’intérét de cette manipulation est que les intégrales (4.9) se développent
naturellement en séries multiples. Par exemple, on transforme ainsi 'intégrale (4.3) en (4.6) :
Beukers et Sorokin construisent exactement les mémes formes linéaires en 1 et ((3).

Dans ce texte, on suppose toujours que les exposants dans les intégrales n-uples sont
entiers ; cependant tous les résultats démontrés ici sont de nature analytique et se généralisent
aisément & des exposants complexes.

Les résultats obtenus dans les trois derniéres parties ont été annoncés dans [F2].

Remerciements : Ce texte a beaucoup bénéficié de discussions avec Pierre Cartier et
Tanguy Rivoal. Je tiens également & remercier Francesco Amoroso, Jacky Cresson, Gilles
Damamme, Pierre Grinspan, Federico Pellarin, Serge Perrine, Georges Racinet, Eric Reyssat,
Georges Rhin et Michel Waldschmidt pour I'intérét qu’ils ont porté a ce travail, ainsi que le
referee pour sa lecture attentive.
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1 Le cas de ¢(2)

Dans cette partie, on donne une présentation “géométrique” du groupe de Rhin-Viola
pour ((2) [R3]. Au paragraphe 1.1, on écrit I'intégrale notée (4.1) dans I'introduction grace a
une sous-variété V, de R®, dont on note 2y I'ensemble des points & coordonnées strictement
positives. L’action de D5 sur V, (et sur Q9) traduit 'invariance de cette intégrale sous une
action de Ds. Au paragraphe 1.2, on interprete la transformation hypergéométrique de Rhin-
Viola par un automorphisme non trivial d’une variété liée & Vs. Le paragraphe suivant décrit
le groupe de Rhin-Viola tout entier comme groupe d’automorphismes de €29 x Us, ou Us est
'ensemble des (t1,... ,t5) €]0,1[° tels que ¢ + ... +t5 = 1. Enfin, le paragraphe 1.4 contient
des rappels, et quelques compléments, sur 1'action du groupe de Rhin-Viola.

Dans cette partie et dans la suivante, pour toute fonction f on note d* f = %.

1.1 La variété V, et l’invariance par le groupe diédral

Notons V, la sous-variété algébrique affine de R> définie par les équations suivantes :

z122(1 + 523

(

z9x3(1 + 124
(
(

T4y 1+ I3T1

—_ = = =

)

)
z324(1 + zox5) =

)

)

2521(1 + z422

On note €y I'ensemble des points de V5 & coordonnées strictement positives, et wo la
2-forme différentielle d*(z;_1z;) A d*(z;244+1) sur V,, qui ne dépend pas du choix de i €
{1,...,5} (voir la preuve de la proposition ci-dessous); on pose zy = x5, g = z1 et ainsi de
suite.

Proposition 1.1 La variété Vo est de dimension deuz, et le groupe diédral Ds agit dessus par
permutation des coordonnées. Cette action laisse stable Qs, ainsi que la forme différentielle
wo (au signe preés).

DEMONSTRATION : Les équations de Vs sont visiblement stables sous ’action naturelle de Ds
sur les cinqg coordonnées. Quant & la forme différentielle, elle est changée en son opposé par
les symétries, et invariante par les rotations (ce qui montre que sa définition ne dépend pas
du choix de 7 € {1,...,5}). Ceci provient, en faisant le produit extérieur par d*(z;z; 1), de
la relation suivante, elle-méme obtenue par différentiation des équations de Vs :
X (op
dx(.’IJ'Z'+1.’L'Z'+2) = —d>< (xi_lxi) — M (4.10)
Ti—1Ti42
Pour montrer que Vs est de dimension deux, on montre que la premiere, la troisieme et la
quatriéme équations qui la définissent sont indépendantes et engendrent les deux autres. Par
exemple, on peut en déduire la deuxiéme comme suit, en posant u; = z;x;41 :

uiug = (1 —usu2)(l — ugus)

1-— UQ(’LL5 + U4(1 — UQU5))

1 —uy (U5 + u4u1)

= 1—’11,2.
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Proposition 1.2 Les formules suivantes définissent une paramétrisation bijective de Qo par
dzAdy .
l—zy -

o (<1fyy(>1(1_f)my))1%
n - ((1—x)(1—y)>2

zy(l — zy)

" ((1 fym(;u_ y)xy)fl
)
(ﬂl—wﬂ—ww)i

10,1[2, dans laquelle wy correspond a

T4

e (1—a)y

DEMONSTRATION : Il s’agit de vérifications sans difficulté; la réciproque est donnée par z =

175 et y = r3z4. On a alors : dzady _ d(zy)ndy d*(z3z4) A d*(z425) = wo.

1—zy y(1-=zy)

N.B. On pourrait faire disparaitre les racines carrées dans les formules de la proposition 1.2,
en remplacant partout les z; par leurs carrés (ce qui changerait les équations de V).

Etant donnés cing nombres réels a1, ... ,as, on leur associe (pour faire le lien avec les
notations de [R3]) :

1

h = §(a5+a1+a3—a2—a4)
. 1

1 = §(a1+a2+a4—a3—a5)
. 1

J = §(Otz+a3+045—014—041)
1

k = §(a3+a4+a1—a5—a2)
1

l = 5(0&44-0454-042—(11—043)

Dans toute la suite de cette partie, on suppose que h,i,7, k,l sont entiers. Les variables
auxiliaires de [R3] s’écrivent :

) 1
h+i—k = §(a5+a1—|—a2—a3—a4)
. 1
1+ —1 = §(a1+a2+a3—a4—a5)
. 1
j+k—h = 5(042-|-0£3+Oé4—045—0£1)
. 1
k+1l—1 = 5(0&34-(144-&5—041—0&2)

1
l+h—j = §(a4+a5+a1—a2—a3)
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A Tinverse, on peut retrouver s, ... ,as a partir de h, 1, 5, k,l grace aux formules suivantes :
h+1 = aq
1+7 = a2
jt+k = a3
kE+1l = oy
l+h = a3

On oriente ()5 par la paramétrisation de la proposition 1.2. Considérons l'intégrale suivante
(qui est positive, éventuellement égale & +00) :

J(ag,... ,a5) = / eyttt wo.
Qo

D’apreés la proposition 1.2, on retrouve exactement I'intégrale notée I(h,1, j, k,l) dans [R3],

a savoir : .
/ / Yk (1 —y) dzdy
1—:cy )iti—t 1—zy

En particulier, on voit facilement (ou on déduit de la proposition 5.1) que cette intégrale
est finie si, et seulement si, les entiers h,i,j,k,l associés a a1,...,as sont positifs. De la
proposition 1.1 et de la formule de changement de variables (voir par exemple [C1]) découle
immédiatement le résultat suivant :

Corollaire 1.3 L’action naturelle du groupe diédral Dy sur (aq,...,as) laisse invariant

J(a, ... ,a5).

N.B. Cette invariance par D5 correspond aux changements de variables 7 et o de [R3].

1.2 La variété V, et la transformation hypergéométrique
Notons V, la sous-variété algébrique de R® définie par les équations suivantes :

ysys(l +yoys) = 1
Ysy1 (1 +yay2) + y1y2(l + ysys) = 1 (4.11)

On note Qy Pensemble des points de Vs & coordonnées strictement positives, et @9 la forme
différentielle y1y2ysysd™ (y1y2) A d* (y2ys) A d* (ysys) sur Qo.

Proposition 1.4 La variété V, est de dimension trois. Quand on échange yo et ys, Vo et
sont invariantes, et wy est changée en son opposé.

N.B. Quand on échange ys et y4, la variété V, est aussi invariante (voir le paragraphe 1.4).

DEMONSTRATION de la proposition 1.4 : Elle est immédiate en ce qui concerne Vo et Qo
(il suffit de développer la seconde équation de V) ; pour la forme différentielle, on prend le
produit extérieur par d* (ya2ys) A d*(ysys) de la relation d* (y1y2) — d* (y1y5) = d* (y2/ys) =
d* (y2ys) — d* (y3ys)-
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Proposition 1.5 Les formules suivantes définissent une bijection de Q9x]0,1[ dans Q :
Y2 = T2

Ys = T4

()
o (i)
()
&

Dans cette bijection, la 3-forme &9 correspond a wo A dt.

DEMONSTRATION : Soit (z1,...,%5,t) € Q2x]0,1[. Le point (y1,... ,¥5) qui lui est associé
vérifie ysys = 374, ysy1 = (1—1)T5T1, Yoys = T2T5, Yay2 = TaT2, Y1y2 = 12172 et Y5y3 = T5T3.
On en déduit immédiatement que les deux équations de Vs sont satisfaites pour le point
(y1,--- ,y5) : la seconde traduit I'identité (1 —¢) +¢ = 1.

Exhibons la bijection réciproque en posant, pour (yi,... ,ys5) € Vs :
t = y1y2(1 + y3ys), (4.12)
et en définissant (z1,...,z5) & l'aide des formules de la proposition 1.5. On a visiblement
t > 0, et aussi t < 1 d’apreés (4.11). On vérifie aisément que (z1,...,zs5,t) € Q2x]0,1],

et que les deux applications sont réciproques I'une de I'autre. En ce qui concerne la forme
différentielle, on écrit :

1—-1

1
wa ANdt = dx(¥y1y2) Ad*( yoy3) A di

= d*(y1y2) Ad™(y2y3) A (1 + y3ys)d(y1y2) + y1y2d(ysys))
= y1y2y3ysd™ (y1y2) A d* (yoy3) A d* (y3ys)-

Ceci termine la preuve de la proposition 1.5.

Corollaire 1.6 On définit un automorphisme de Q2x]0, 1] en associant d (z1, T2, T3, T4, Ts,1t)
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le point (), x5, zh, =), zk . t') défini par les équations suivantes :
p 1r#29439445+5; b

i’ = (1—$1£L‘2)t+$1l‘5(1—t)

4 = = (752
4~ (0=
Ty = w3 (%)

(

1

1— )t/
(1- t’))

N
N =

N

8
o=
|
8
N
/N
—_~
—_
|
o~
~— | &~
=
|
~~
.y
N’
v
|

De plus, cet automorphisme change la 3-forme wo A dt sur Q9x]0, 1] en son opposé.

DEMONSTRATION : Il s’agit du conjugué, par la bijection de la proposition 1.5, de 'automor-
phisme de V, qui échange y2 et ys. Bien siir, on peut aussi démontrer ce corollaire par un
calcul direct, sans utiliser la variété Vs.

Théoréme 1.7 Supposons que les entiers h,1,7,k,l associés a aq, ... ,as sont positifs, ainsi
quei+j—1letl+h—j. Alorson a :
G+7j=DW+h— )T (a,...,as) =hlilJ(ar, a5, a3, aq, az).

Ce théoréme est crucial dans la méthode de Rhin-Viola. Il s’agit de la formule notée (3.3)
dans [R3]; elle y est déduite de la représentation intégrale d’Euler de la fonction hypergéo-
métrique de Gauss :

1
(t+7 =D+ h—j)

1 . L .
m‘[(h’azajak’l): 'I(Z+]_lal+h_.73.7ak’l)

DEMONSTRATION du théoréme 1.7 : Le théoréme de Fubini et ’expression classique % =
fol t%(1 — t)®dt de la fonction Béta d’Euler montrent que le membre de gauche dans I’énoncé

du théoréme s’écrit :

F(Ozl)/ t%(a1+a2+a3_°‘4_0‘5)(1 - t)%(0‘4+a5+0‘1_a2_0‘3)$(1"1x32xg3x$4$?5w2 Adt. (4.13)
Q9 x]0,1[

La proposition 1.5 définit une orientation de Qs et montre que l'intégrale précédente vaut :
F(ozl)/(~2 it Ys Ys Ys Y s
2

La proposition 1.4 montre qu’on peut appliquer & cette intégrale le changement de variables
qui échange ys et ys (voir [C1l] pour la formule de changement de variables quand la forme
différentielle est changée en son opposé). Donc le membre de gauche du théoréme 1.7 est
invariant quand on échange as et as : il est égal au membre de droite.
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N.B. On aurait pu appliquer le corollaire 1.6 pour démontrer directement que l’intégrale
(4.13) est invariante quand on échange a2 et as.

N.B. Le groupe symétrique S5 agit sur R® par permutation des coordonnées, donc aussi sur
I’ensemble des sous-variétés algébriques de R°. Le stabilisateur de V, pour cette action est le

groupe diédral D5 ; 'orbite de V; est donc formée par douze variétés. Les J (. (1), -- , Qy(5)),

pour 7y € Gs, sont les intégrales sur ces variétés du mondme z7' 52253z 22"

1.3 Le groupe de Rhin-Viola comme groupe d’automorphismes
Notons Uj le simplexe de dimension 4 défini par :
Uy = {(t1,... ,t5) €0,1°, t; +... +t5 = 1}.
On considére sur Us la 4-forme différentielle 7, définie, pour 7 € {1,... ,5}, par :
ne = dt; Adt; 1 Adtia Aditiys,

ol on note tg = t1, et ainsi de suite. Il est immédiat que 73 ne dépend pas du choix de 3.

Sur Q9 xUs on définit des fonctions z1,. .. , z5 qui a tout point (z,t) = (z1,... , 5, t1,... ,t5)

associent :
1
tstit 2
zi(z,t) = =
lals
1
titots 2
z9(z,t) = =
2(z, 1) iy
1
lotsts 2
z3(z,1) = =z
3(z, ) 3 ( it
1
t3tats 2
t) =
z4(z,1) T4 ( e
1
tatsts 2
zs5(z,t) = ©
5(_7 _) 5 ( tats
On peut résumer ces équations sous la forme générale suivante, pour i € {1,... ,5} :
1
ti—1tt; 2
zi(z,t) = z; <M> .
tiotito

Il convient de préciser les conventions qu’on utilise pour les différentes actions de &s.
Le groupe G5 agit naturellement & droite sur ’ensemble des points (z1,-..,z5) de R, par
Y- (T1,--- 5 T5) = (To(1)5- -+ > Ty(5)) (et de méme pour I'action sur Us). On en déduit une action
A gauche de &5 sur 'ensemble des fonctions de R® dans R, par composition. Ainsi, &5 agit &
gauche sur I'ensemble des cinq fonctions coordonnées 21, ... , z5 (qui vont de R% dans R), par
(v 2i)(z) = zi(7 - 2) = 2y (2)-

Concernant les exposants a1,... ,as, il y a deux maniéres de les considérer. Ou bien on
note (a,... ,as) un point de R, et G5 agit & droite sur ’ensemble de ces points : c’est ce
qu’on fait dans ce paragraphe. Ou bien on note aq,... , a5 les formes linéaires coordonnées
sur R, et dans ce cas G5 agit & gauche sur {a,... ,as5}. Dans les deux cas, on étend cette

action par linéarité, et S5 agit sur {h,... ,l,h+i—k,... ,Il+h — j}. On reviendra sur cette
ambiguité au paragraphe 3.2.
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Théoreme 1.8 Il existe un groupe H d’automorphismes de Qo X Uy (qui fizent, au signe
prés, wy A 12) et un homomorphisme de groupes surjectif m : H — G5 tels que, pour tout
f€H ettoutie{l,...,5}, on ait :

zi° f = zn(5)-10)-

N.B. Les éléments de H sont des fonctions algébriques (au sens ou elles sont définies par
composition de fractions rationnelles et d’extractions de racines).

Corollaire 1.9 La quantité suivante ne dépend pas du choiz de v € G5 :

J(v(en), - s v(as))
vy (@) () (R) Iy (DY

Ce corollaire contient toutes les identités entre intégrales utilisées par Rhin-Viola. On peut
le déduire directement du corollaire 1.3 (qui donne I'invariance par Ds) et du théoréme 1.7
(qui donne I'invariance par ¢) ; la démonstration présentée ici le relie aux automorphismes de
Qg X U2.

DEMONSTRATION du corollaire 1.9 : Le théoréme 1.8 montre que la quantité suivante est
invariante sous 'action de Gy :

(o1 —I—...—I—a5+4)!/ 21 252 2% 2yt 28 wo A g
QoxUsy

= J(ai,... ,a5)/ e‘“ual+"'+a5t’fH_ktéH*lt?,fk7hti+l_ité+hfju4du/\772.
}0,—|—OO[><U2
En utilisant la relation
ar+...+tas=(h+i—k)+@+ij-0D+G+Ek—h)+(k+I—-0)+((+h—J)

et le changement de variables donné par t; = ut; pour tout i € {1,... ,5} on obtient :

J(o, ... o3) / e (botty) gt hobimhoyr g byt Jbk=hys B0 LER =T gyt A dt
J0,+00[?
= (h+i—Kk)G+i-D'G+E—h)Nk+1-)(1+h— ) (1,...,as).
En divisant par la quantité
(h+i—k)Me+7—-DNg+k—h)E+1—0)(+h—7)hllENT
qui est elle aussi invariante par G5 on conclut la démonstration du corollaire.

DEMONSTRATION du théoréme 1.8 : Pour v € Ds, notons f, Pautomorphisme donné par
'action diagonale de v~ € D5 sur Qy x Us, c’est-a-dire :

f'y(-'Ela--- ,$5,t1,... ,t5) = (.7)7—1(1),... ,.’E7—1(5),t7—1(1),... ,t,.y—l(5)).

Pour ¢, on définit (X1,... ,X5,T1,...,T5) = fo(®1,... ,25,t1,... ,t5) par les formules sui-
vantes, directement inspirées de celles du corollaire 1.6 et de 'action de p sur h+i—k, ... , [+
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h—j
T = &t
T, = (1 —zi1z2)te + 1125t
T3 = t4
Ty, =
T = .’L‘l.’EQtQ + (1 :L'1I5)
1
tot 2
X, = ( ots )
T5
X, = >
? (t2T2)
toTy
X2 =
’ s <t5T2)
tsTo
X =
! <t2T5>
toTH 2
X; = -
s = o (pr)
En fait les cing derniéres formules s’écrivent, pour i € {1,... ,5} :

1
_ Ti1Tita tp(i)-1te(i)te(i)+1 ) 2
Xi = 2y )
Tio1TiTit1  tyg)—1lp@)+2

Alors f, (respectivement chacun des f, pour 7 € Ds) est un automorphisme de Qs x Us

qui fixe au signe prés la forme différentielle wo A 79, et induit sur les fonctions z1,... , 25 la
permutation ¢! (resp. 77 !), c’est-a-dire qu'on a z; o f, = Zo-1(;) (1€8p. 2 © fy = 2\-1())
pour tout ¢ € {1,...,5}. Notons H le groupe d’automorphismes engendré par f, et les f,.
Chaque élément f de H induit une permutation, notée 7(f) !, des fonctions z1,... , z5. Cela

termine la preuve du théoréme 1.8.

N.B. Le fait qu’on ait 77 = t; dans la définition de f,, traduit I'invariance par ¢ de h+1i — k.
De méme, les relations T3 = t4 et Ty = t3 traduisent que ¢ échange j+k —het k+1—1. Le
niveau de ¢ s’interpréte comme le nombre d’indices i tels que T; ne soit pas 'un des t; (voir
le paragraphe suivant).

Question : Le morphisme 7 construit ici est-il injectif 7

1.4 Lien avec la présentation de Rhin-Viola

Les dix variables h, 4, j,k,l,h+i—k,i+j—1,7+k—h,k+1—1i,l4+h—j correspondent (via
la position des signes moins dans les expressions qui les définissent ci-dessus) aux dix parties
a deux éléments de l'ensemble {1,2,3,4,5}. Si on considére un pentagone régulier dont les
sommets sont numérotés de 1 & 5, les variables auxiliaires correspondent aux paires de sommets
consécutifs (donc aux cdtés du pentagone), alors que h, i, j, k,l correspondent aux paires de
sommets non consécutifs (donc aux diagonales). Le groupe &5 agit transitivement sur ces
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dix variables; pour l'action du sous-groupe Ds, il y a deux orbites : les variables auxiliaires
d’une part, et {h,1, j, k,l} d’autre part. Dans ce paragraphe, on considére a1, ... ,as comme
les formes linéaires coordonnées sur R, donc G5 agit & gauche sur les formes linéaires h, .. .,
l+h—7.

On remplace maintenant ces variables a,... ,as par des réels, et on suppose que les dix
combinaisons linéaires h, 1, j,k,l,h+i—k,i+7—1,5+k—h,k+1—1,l+ h— j sont des entiers
positifs. On conserve la méme action de G5. Notons, en accord avec [R3], ¢ la transposition
qui échange a9 et as, 7 la permutation circulaire qui envoie chaque o; sur o;41 et o la double
tranposition qui échange oy et a3 ainsi que ay et as.

D’apres le corollaire 1.9, en posant

YN
(R !y (@) () 1y (k) (1)

{(vian,... a5) =
on a pour tout y € G5 :

J(ayqys -y aym)) =E(vat,...a5)d (o, ... a5).

Dans le quotient de factorielles qu’est £(y; aq, ... ,as), des simplifications peuvent appa-
raitre (méme si ai,...,as sont génériques, ce qu’on suppose ici). Rhin et Viola appellent
niveay de v € G5 le nombre de facteurs qu’il reste au numérateur une fois celles-ci ef-
fectuées; c’est aussi le nombre de facteurs au dénominateur. Posons A; = {h,i,7,k,l} et
Ay ={h+i—k,i+j—1l,j+k—h,k+1—14,l4+h—j}; ce sont deux Ds-orbites dont la réunion
est une G5-orbite. Le niveau de «y est le nombre d’éléments de A; que v envoie dans As :
le numérateur est formé par les factorielles des éléments de A; \ v - A1, et le dénominateur
par les factorielles des éléments de Az Ny - A;. Comme A; et A sont stables sous 1'action
de Ds, le niveau de v ne dépend que de la double classe D5yDs. En particulier, les éléments
de D5 sont de niveau 0, et ceux de D5pDs de niveau 2. Plus généralement, tout élément
s’écrit comme un mot en les trois lettres ¢, 7 et ¢ ; le niveau de 7y est alors inférieur ou égal
au double du nombre minimal de ¢ qui apparaissent dans une telle écriture.

Un intérét de la méthode présentée ici est qu’elle ne privilégie pas les générateurs o,
T et . Ainsi, le théoréme 1.8 traduit 'invariance de W par D’existence d’un groupe
d’automorphismes de 2 x Us. Par ailleurs, pour chaque v € G5 de niveau 2 on peut construire
une variété Vo(v) de maniére analogue & Vo = V() au paragraphe 1.2. On démontre la
relation J (o (1), -+ 5 y5)) = &(7)J (a1, ... ,a5) de méme qu’on démontre le théoreme 1.7, en
remplacant Vo par Vo (7). D’ailleurs si on note 01 = 7" 1o I'élément de D5 qui échange o et
a5, ainsi que ag et ay4, alors on a 1}2 = 1}2(90) = 1}2(01<p). Ceci traduit que 1}2 est invariante
par 'action de o1¢, qui échange ys et y4.

En termes d’automorphismes, ce processus revient & composer & droite et/ou & gauche
Pautomorphisme de §25x]0, 1[ donné par le corollaire 1.6 par des automorphismes de 9 x]0, 1]
provenant de ceux de 2y fournis par I’action de D5. Ce point de vue conduit 4 ne pas privilégier
, mais seulement la double classe D5¢Ds : le groupe G5 est engendré par D (i.e. ensemble
des éléments de niveau zéro) et un élément, quelconque, de Ds¢Ds (i.e. de niveau 2).

Enfin, le choix de parametres effectué dans [R3] pour obtenir la meilleure mesure d’irra-
tionalité connue (qui est h = ¢ = 12, j = k = 14, | = 13) correspond, avec les notations
introduites ici, & a1 = 24, ag = 26, ag = 28, ay = 27, a5 = 25.
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2 Le cas de ¢(3)

Cette partie concerne le groupe de Rhin-Viola pour ((3) [R4]; elle est parallele & la pré-
cédente.

2.1 La variété V3 et ’invariance par le groupe diédral

Notons Vs la sous-variété algébrique quasiprojective de R* définie par 1’équation et les
inéquations suivantes :

1 1 1 1

-y +r3—T4+———+——— = 0 (4.14)
1 T2 T3 T4
T1T2T3T4 7é 0
(1 — z2)(z2 — x3) (23 — z4)(xa — 1) # O 4.15)
(122 — 1) (2223 — 1) (2324 — 1) (2421 — 1) # O 4.16)
La relation (4.14) peut étre remplacée par chacune des deux équations suivantes :
1‘1$2(I3£L‘4 — 1)(1‘3 — $4) = .TL‘3.’L'4(.’L‘1.TL‘2 — 1)(.’[72 — .’171) (417)
xox3(zy — x1) (421 — 1) = z124(2223 — 1) (23 — 22), (4.18)
et elle implique! :
z1(z3 — z4) (223 — 1) (2324 — T122) = 23(24 — 1) (2129 — 1) (2223 — T124). (4.19)
Considérons les trois fonctions a, b et ¢ qui & tout point z = (z1,... ,z4) € V3 associent
respectivement (en utilisant les relations (4.17) et (4.18)) :
O.( ) Ir3 — T4 r3x4 Ty — T
€T = =
- 19 — 1 T1To 324 — 1
b(g) _ T1Tyq4 — 1 _ I1T4 T3 — T2
o3 — 1 ToT3 T4 — T
T2T3 — T1T4
C = _— = 1 - b
(z) pr— (z)
On définit des fonctions €5 et €4, de V3 dans R, en posant :
z1 a(z) T
=—— et = —a(z)b(z). 4.20
eslz) = bz) = 6 (z) = o(@)b(z) (4.20)

On note 3 P'ensemble des points z € V3 dont les quatre coordonnées sont strictement
positives, et tels que les réels a(z), b(z) et ¢(z) associés soient eux aussi strictement positifs.
On introduit la forme différentielle suivante :

z20(z)b(z)

5 d*zi Ad*zy Ad*z3.

w3=—2

Considérons I’action naturelle du groupe diédral Dg & seize éléments sur ’octogone régulier

dont les sommets sont, dans le sens direct, z1, z2, 3, T4, i, zl—z, %, i. Elle définit une action &

! Avec équivalence si 3 # 1.
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droite de Dg sur R** (par exemple, la rotation d’un huitiéme de tour dans le sens direct envoie
(1, %9, x3,24) sur (z2,z3,Z4, i)) On en déduit une action & gauche de Dg sur 1’ensemble
des fonctions de R** (ou d’une partie de R*%) dans R : si f est une telle fonction et y € Ds,
on pose 7y - f = f o7y, c’est-a-dire :

(v- @1, za) = fly- (@1, 34))-

Proposition 2.1 La variété V3 est de dimension trois. L’action du groupe diédral Dg sur
R** laisse stable V3, Qs3, et la forme différentielle ws. De plus tout v € Dy de signature Ny
transforme €5 en sg" et fize cg.

DEMONSTRATION : Il est clair que V3 est de dimension trois, et qu’elle est stable par Ds.
Notons ¥ € Dg la rotation d’un huitiéme de tour dans le sens direct : on a ¥(z1,z9, T3, z4) =
(2, x3, T4, wl) Par ailleurs, notons o la symétrie définie par o(z1, 2, T3, z4) = (i, ;—3, %, %)
Alors ¥ échange les équations (4.17) et (4.18), alors que o fixe (au signe pres) la relation (4.14).
Par ailleurs, on a :

1 T2
a(d(z)) = I—lb@) b(I(z)) = Ea@)
a(0(z)) = a(z) b(o(z)) = ——b(z)
I1T4
Cela donne 9 - ¢5 = i, o-€5 = €5, €t 9-e66 = 06 = €4, ce qui prouve ’assertion de la

€5
proposition concernant €5 et cg. Pour obtenir la stabilité de 23, il suffit d’utiliser la relation

suivante, qu’on déduit de (4.19) :

. ma(z) . mwea(z), c(z), . . za(z)b(z), . zo3b(z)
«(V(z) =1 T3T4 =1 z3c(z) xims’ ( c(z) i Tizy

Quant A la forme différentielle, son invariance sous l’action de Dg provient de la formule
suivante, qu’on déduit de (4.14) :

1 1
((.’E4 — —)dx.’L'4 - (.Tl - —)dx.’L'l) A dXJ,'Q A dx$3 =0.
T4 1

Ceci termine la preuve de la proposition 2.1.

Proposition 2.2 Les formules suivantes définissent une paramétrisation bijective de Q3 par
10,13\Y, o Y est une partie de ]0,1[> dont la mesure de Lebesgue est nulle :

B zyz(1l — z) 2
T (( )1 —2)(1 - (1 —=y)z >)

yz( l—z (1= (1—zy)z ));
—y)(1—-2)

( 1
T (x 1_136—(1(1_—1@/) )) 1
((l—z 1x—yzz§1_—y§1—xy) ))

o =

N =
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dzAdyAndz

m, et on a :

De plus, dans cette paramétrisation, ws correspond a

z(1—z)(1—-y)(1-2) ?
51, 1) ( 2y — (1 - o9)7) )

zyz(l —z)(1 —y)(1 — 2) :
€6(21,... ,T4) ( 1-(1—-=zy)z )

DEMONSTRATION : La partie Y de ]0, 1[> correspond aux inégalités qui apparaissent dans la
définition de la variété quasiprojective V3 (voir ci-dessous). Pour (z,y, 2) €]0,1[3\Y, on vérifie
que le point (z1,... ,x4) associé appartient bien & Q3, et que les formules concernant e5(z)
et eg(z) sont correctes. Pour obtenir la bijection réciproque, on pose :

_ _ T2T3 T @
T = b(z), y = xmb z), 4= )
On a alors, d’apres (4.19) et (4.14) :
c(z) a(z)b(z)
z C(g), Yy 511‘11'4’ z T2 C(@) 3

1—(1—2y)z = 2b(z).
T1

Concernant la forme différentielle, il suffit de calculer d*z; A d*z9 A d*x3, par exemple en
I’écrivant sous la forme d* ;—; A d*(z9x3) A d*z3, et de conclure grace a ’égalité suivante :

zaa(z)b(z) _ ryz(1 —z)(1 —y)(1 — 2)
z3 —1 (1-2)1—2)1—2(0—=y) —zyz(1—y)

N.B. La partie Y est donnée par les cas particuliers suivants :

x1 =xo si, et seulement si, z3z4 =1 si, et seulement si, x = 1 — z(1 — zy);
z1zo =1  si, et seulement si, z3 = x4  si, et seulement si, y = 1 — z(1 — zy);
x9 =x3  si, et seulement si, x1 = x4  si, et seulement si, 1 — z = 2(1 — 2(1 — zy));

zoxr3 =1 si, et seulement si, 124 =1 si, et seulement si, z = y.

N.B. Les équations de V3 montrent qu’on a aussi :

T174€6(T) Tox3€6(Z)
=b =4 ———L ety=,/————. 4.21
z = b(z) zox3e5(2) v T1Z465(2) “2D
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Soient a, ... ,as six nombres réels. Pour faire le lien avec [R4], on leur associe :

1

h = 5(6!1—0&2—0&3—0&4—0154—0&6)
1

j = 5(051—}-(12—0&3—054-}-0654-056)
1

k = 5(0&14‘0(24‘0&3—044—0654—0&6)
1

I = §(a1+a2+a3+a4+a5+a6)
1

m = 5(—041+Ot2+013+a4—045+016)
1

¢ = gl-ar—az+az+astas+ag)
1

ro= gl-ar—a2—a3+as— a5+ ag)
1

s = 5(—a1—a2—a3—a4+a5+a6)

Dans toute la suite, on suppose que h,j,k,l,m,q,r,s sont entiers. Dans [R4], ces huit
entiers sont soumis aux contraintes j +¢q¢ = [+ s et h + m = k + r; ici, ces contraintes
sont des conséquences des expressions de h, ... ,s en fonction de a1, ... ,ag. Les six variables
ai,... ,0g ne sont soumises a priori & aucune relation linéaire.

Les “entiers auxiliaires” de [R4] (formules (2.8) et (4.7)) sont alors :

M = h+l—j = h+qg—s = %(al—a2+a3+a4—a5+a6)
i = j+m—-k = j4+r—h = Z(—o1+or—az+os+as+ag)
k’ = k+q—l = k—f-S—j = %( al—a2+a3—a4—a5+a6)
' = l4r—m = I+h—k = %(al—ag—a3+a4+a5+a6)
m' = m+s—q = m+j-1l = F(—oq+ay—az—oas— a5+ o)
g = q+h—-r = g+k—m = %(al—a2+a3—a4+a5+a6)
= r4+j—s = r+l—q = a1+ —a3+as— a5+ o)
s = s+k—h = s4+m—r = %( a; +as+az —ag + as + ag)

On oriente 23 par la paramétrisation de la proposition 2.2. On considére ’'intégrale sui-
vante (qui est positive, et éventuellement égale & +00) :

T(ar,... ) :/ 0 28 8% e () e () wy.
Q3

D’apres la proposition 2.2, on retrouve exactement 'intégrale notée I(h, j, k,l,m,q,r,s) dans

[R4], & savoir :
o)kl —y)*27 (1 —2)9 dzdydz
/ // 1— (1 —zy)z)rth=r 11— (1-=y)z’

D’apreés la proposition 3.1 ci-dessous (ou d’aprés la deuxiéme partie de [R4]), cette intégrale
est finie si, et seulement si, les huit entiers h, j, k,l, m, g, r, s associés & a1, ... ,ag sont positifs
ou nuls.
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Considérons I'action naturelle (& gauche) de Dg sur un octogone régulier dont les sommets
sont oy, a9, as, oy, —ay, —Qg, —a3, —a4. Par exemple, la rotation d’un huitiéme de tour envoie
a; sur o1 pour ¢ € {1,2,3} et ay sur —oy. En outre, si v € Dy C Gg a pour signature 7,
on pose v - a5 = 1,05 et 7y - ag = ap. Par linéarité, on définit une action de Dg sur I’ensemble
des combinaisons linéaires de aq,... ,a5. On voit que {h,... ,s} est alors une Dg-orbite, sur
laquelle I'action est la méme que sur un octogone dont les sommets seraient indexés par ces
entiers (dans leur ordre alphabétique).

De la proposition 2.1 découle immédiatement le résultat suivant :

Corollaire 2.3 L’action de Dg sur (a1,... ,a) laisse invariant J(aq, ... ,o6).

N.B. Cette invariance par Dg correspond aux changements de variables 9 et o de [R4].

2.2 La variété Vs et la transformation hypergéométrique

Notons V3 la sous-variété algébrique quasiprojective de RS définie par les équations et
I'inéquation suivantes :

(yo —y1 —v1yoya)(ys + y5) = (y1 — Ys)(Ya — Ys — Y2Y3ya + Y3yays) (4.22)
y1yaye(ys +y5)° = ysyays(y1 — ¥s)” (4.23)
y3ys(ys +ys)(y1 —ye) # O

Notons Q3 'ensemble des points de Vs dont les six coordonnées sont strictement positives
et vérifient :

Y1YaYs > Y2Y3Ye (4.24)
Bs (yp— 1), | B2 (4.25)
Ys Y1Y2Ys

Notons @3 la 4-forme différentielle suivante :
oy = —Y2yaved 1 A dys A d7ys A ((ysys + 1)d"ys + (ysya — 1)(d"ys + d"ys))
y2(yF +1)(yaya — 1) + (ya(yi + 1) — 1),/ L2t

Proposition 2.4 La variété Vs est de dimension quatre. Quand on échange ys3 et y% (donc

aussi ys et =) en fitant les autres coordonnées, Vs et Q3 sont invariantes, et &3 aussi au
Y3
signe pres.

DEMONSTRATION : Les vérifications sont immédiates, sauf pour la forme différentielle (pour
laquelle elles sont plus laborieuses).

N.B. On peut démontrer que @3 est invariante (au signe prés) de la maniére suivante. Le
théoréme 2.7 ci-dessous (qui est démontré dans [R4]) signifie que 'intégrale

a1, a2, a3, 04, Q5

/~ Y1 Y Y3 Ys Y5 g @s

Q3

est invariante par le changement de variables qui échange ys et y% (donc y5 et y%) en fixant yq,
Y2, Y4 et yg (voir la preuve du théoréme 2.7 pour les détails). On a donc, pour tous az, ... ,ag

tels que les dix entiers associés h, j, k,l,m,q,r,s,9g + h —r,r + j — s soient positifs :

a1, 02, O3, 04, 05 O~ a1, 09 3. 04 05 0O~/
[ Y1 Y27Y3 Ys Us Ys w3—5/ Y1 Y27Y3 Ys Ys Ys W3s
Q3 Q3
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ou &4 est I'image par ce changement de variables de @3, et ¢ = 1 si ce changement de
variables conserve ’orientation de €23, et € = —1 sinon. Donc l'intégrale de tous ces monomes
en yi, ... ,yYs contre @y — ewy est nulle : il en découle & = ews.

Proposition 2.5 Les formules suivantes définissent une bijection de Q3x10,1[ dans Q3\ Y,
ot Y' est une partie de Q3 dont la mesure de Lebesque est nulle :

Yy = I t(l - t)
1—+¢
Y2 = T2 5

i

Yys = I3 1_¢
1—+¢
Yys = 24 5
t

Ys = &5 (E) 1—¢

ye = e6(z)Vi(l—1)

Dans cette bijection, la 4-forme &3 correspond a ws A dt.

DEMONSTRATION : On note Y’ I'ensemble des (y1,. .. ,¥s) qui proviennent, par cette applica-
tion, de points (z1,... ,z4,t) pour lesquels 'une au moins des inéquations (4.15), (4.16) n’est
pas vérifiée. Tout d’abord, montrons que pour tout (z1,... ,z4,t) le point (y1,... ,ys) défini

par la proposition appartient & Q3 \ Y. On déduit de (4.14) et des définitions de a et b la
relation z3(b(z)z3 + z10a(z)) = z3(7174 — T20(2)b(Z)), qui s’écrit aussi, en utilisant (4.21) :

o1 —eo(z) _ 2ab(z) _ [z12286(2) (4.26)

z3 + e5(x) o x3T4€5(x)

La relation (4.23) découle immédiatement de (4.26). Par ailleurs, on peut traduire (4.22) par
la nullité d’une fonction affine de t. Il suffit alors de montrer que les deux coefficients de cette
fonction sont nuls, ce qui ne pose pas de difficulté & partir de (4.26) et des équations de Vs.

Pour vérifier (4.24), il suffit de voir que 224246 — 222366(2) ogt compris entre 0 et 1 d’apres

Yiyays  T1z4e5(2)
(4.21). Quant & (4.25), on peut la déduire de la relation % > (2125 — 1),/ 22 qui
elle-méme provient de (4.21).
On a donc montré que tout point (y1,... ,ys) défini par les formules de la proposition 2.5
appartient & Q3 \ Y'. Réciproquement, & tout (y1,...,ys) € 23\ Y’ on associe
1Y4Y6
t=1—y1y4+(yzy3—1),/yyy ; (4.27)
Y2Y3Ys
puis z1,...,z4 donnés par les quatre premiéres formules de la proposition 2.5. D’apres la

relation (4.24), on a yoys3 g;z;zg — y1y4 < 0 donc ¢ < 1. Pour montrer que ¢ est strictement

positif, il suffit d’aprés (4.25) de prouver la relation suivante :

— —_ Y3Y4Ys5Y6
ys — (y1y2 — 1)/ #500 128)
ys +ys + /LI

t=
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Or déduire (4.28) de (4.22) revient & démontrer :
1 1Y3Y6 6
ﬂ—yﬂm%ﬂm+yﬂ+yd—“+%nﬂgﬁﬂ—=1—yW4—2~+mw6—w% (4.29)
Y3 Y2Y4Ys Y2
et le membre de droite de cette équation s’écrit, en remplacant ys par sa valeur compte tenu

de (4.23) :
Al Ys Y1Y3Ys
(1 —yiya— )+ 1+ = —y2(ys + y5)) .
Y2 Y3 Y2Y4Ys

Cette expression est égale au membre de gauche de (4.29), puisque la combinaison de (4.22)

et (4.23) donne :
4 — Y5 1Y3Y6
1—y1ya — LI (u —y2y4-|-y4y5),/y ysys
Y2 Y3 Y2Yyays

On a donc montré que ¢ est strictement compris entre 0 et 1. Il reste & vérifier que le point
(x1,-...,z4) appartient & 3, et & démontrer les deux derniéres relations de la proposition. On
commence par exprimer ¢ de la maniére suivante, en utilisant les équations (4.22) et (4.27) :

Y2 V Y2Yy3ya

Les équations (4.27), (4.28) et (4.30) se traduisent respectivement par les égalités suivantes,
dans lesquelles les dénominateurs sont non nuls car (y1,...,yg) ¢ Y’ :

y2ys — 1  [Y2u3Ys5
yiya—(1—t)  V y13aws
(I—t)ys—tys  [ysyaysys
yiga—(1—8) Y wipe
ysysa—1 [ ysys
tyo—y1 Y1Y2Y5Y6

Les deux premiéres égalités montrent que b(z) et a(z) sont strictement positifs. De plus, le
produit et le quotient des deux premieres égalités, ainsi que le produit de la deuxiéme et de

la troisiéme, donnent :

y1((1 = t)ys — tya) (yoys — 1)

T e — - D) — (1)
v yo((1 = t)ys — tya) (y1ya — (1 — 1))
ya(y1y2 — (1 — 1)) (y2y3 — 1)
Y1y2(ysys — D((1 —t)ys —tys) = ysya(yiye — (1 —1))(ty2 — v1)

De ces trois formules on déduit immédiatement d’une part les deux derniéres relations de

Y1ya—yoys, [ L1246
la proposition, et d’autre part I'égalité (4.17). Enfin, $2Z3-0124 et égal T

Toxr3z—

d’apres (4.27), donc strictement positif par hypothése (4.24) : on a bien ¢(z) > 0. Il en
découle que le point (z1,... ,z4,t) appartient & Q3x]0, 1.
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Quant & la forme différentielle, son expression se déduit immédiatement de la formule
(4.30) pour t, et de la différentiation de cette méme formule qui donne :

1
d*y Ad™ yoAd* ysAdt = 21 /%dxyl/\dxyg/\dxy3/\((y3y4+1)dxy4+(y3y4—l)(dxy5+dxy6)).

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.5.

Corollaire 2.6 On définit un automorphisme de Q3x]0,1[ en associant & (z1,x2,3,z4,1) le
point (2, zh, 4, 2}, t") défini par les équations suivantes :

# = (1—ma(@)t+b@)(1—1)
. H1—1t)\2
SRR )
. (1— )2
o (t(l—t'))

oy = 1 <(1—t)(1—t')>%

€5 (:L‘l, P ,LE4) it
, (1—t)'\?
R T )
De plus, cet automorphisme change la 3-forme w3 A dt sur Q3x]0,1[ en son opposé, on a :

es(zh,...,z}) = i(W)%

I3 tt!

N

e6(zh,...,2y) = e6(z1,... ,74) (H)

DEMONSTRATION : Il s’agit du conjugué, par la bijection de la proposition 2.5, de ’automor-
phisme de V5 qui échange ys3 et y% On peut aussi démontrer ce corollaire par un calcul direct,

sans utiliser la variété V3.

Théoréme 2.7 Supposons que les dix entiers h,j,k,l,m,q,r,s,q +h — 1,7+ j — s associés
d ai,...,as sont positifs. Alors on a :

(g+h—r)(r+1l—-—g!lJ(a,... ,a) = b1 J(oq, g, —as, a4, —a3, ag).

Ce théoréme est crucial dans la méthode de Rhin-Viola. Il s’agit de la formule notée (4.1)
dans [R4]; elle y est déduite de la représentation intégrale d’Euler de la fonction hypergéo-
métrique de Gauss :

1
(g+h—7r)(r+1—9g)!

DEMONSTRATION du théoréme 2.7 : Le membre de gauche dans 1’énoncé du théoréme s’écrit,

1
—I(ha.]a kalama q,T,S) =

hll! I(q+h—T,j,k,T+l—q,m,’l‘,q,8).

) 5 L s s : alb! _ (lia1 _ 1\b .
d’apres le théoréme de Fubini et la relation @it = Jo t*(1 —t)°dt :
(g + ag) t%(al—a2+&3—a4+a5+ae)(1 _ t)%(&1+&2—a3+a4—a5+a6)zi¥1zgzzgs zz455(£)a556(£)a6 ws A dt.

Q3 x]0,1[
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La proposition 2.5 permet de transformer cette intégrale en I'intégrale suivante (dans laquelle
I'orientation de (23 vient de sa paramétrisation par |0, 1[?) :

['(ay +a6)/ﬁ Y1 Yo Y5 Sy s e S 3.
3

La proposition 2.4 et le changement de variables qui échange y3 et yis (donc ys5 et y%) en fixant
Y1, Y2, Y4 et yg prouvent que cette intégrale est invariante quand on échange a3z et —as en
fixant aq, ag, ay et ag. Donc (g +h —7r)!(r +1— g)!J(aq,... ,ap) Vest aussi, ce qui termine
la preuve du théoréme 2.7.

2.3 Le groupe de Rhin-Viola comme groupe d’automorphismes

Notons Us le simplexe de dimension 7 défini par :
Us = {(t1,... ,tg) €]0,1[%, t; +... +tg = 1}.
On considére sur Uj la 7-forme différentielle 13 définie par :
ng =dt; A... Adir,
dont on voit qu’elle est invariante au signe pres sous ’action naturelle de Dg sur Us.

Sur 3 xUs on définit des fonctions z1,. .. , zg qui a tout point (z,t) = (z1,... , T4, t1,... ,1g)
associent :

z1(z,t) = z

(5
—
S~
Ny
o~
(=]
o~
=)
v
)

-
[\&)
S~
ot
o~~~
3
4
oo
v
|

(
alzt) = 22 (t6t1t3t4

(

(

t3tetsgts | 2
z3(z,t) = 3
trtotyts
tal7t1ts \ 2
Z4 (ga t) =
tgtatsts
1
lotytsts \ 2
zs(xz,t) = ex(T1,...,7
(@t) = s o0 (P
1
Zs(g, t) = 66($1, - ,.’E4)(t1t2 . tg) 2
On peut résumer les quatre premieres équations sous la forme suivante, pour 7 € {1,... ,4} :
1
_ Litit3titstite )2
zi(z,t) = zi .
Liyatiprtivitivo

Notons & le groupe de Rhin-Viola, qui est isomorphe & K X &5 ou K est ’hyperplan
d’équation €1 + ...+ e5 = 0 dans (Z/27Z)3 (voir le paragraphe 2.4). On le fait agir & gauche
sur {z,...,2s, %, ,%} de la maniére suivante. Si v € ® envoie a; sur g, (;), avec
i€{l,...,5} et g; € {—1,1}, alors on pose v - z; = (2,+(;))°. Par ailleurs on pose v - z5 = 2.
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Théoreme 2.8 Il existe un groupe H d’automorphismes de Q3 x Us (qui fizent, au signe
pres, wg Ans) et un homomorphisme de groupes surjectif m: H — ® tels que, pour tout f € H
et tout i € {1,... ,6}, on ait :

ziof =n(f)"'- 2.

N.B. Les éléments de H sont des fonctions algébriques (au sens ou elles sont définies par
composition de fractions rationnelles et d’extractions de racines).

Corollaire 2.9 La quantité suivante ne dépend pas du choiz de v € ® :

N.B. Comme & est engendré par Dg et ¢ (voir le paragraphe 2.4), on peut déduire directement
ce corollaire du corollaire 2.3 (qui donne I'invariance par Dg) et du théoréme 2.7 (qui donne
I'invariance par ¢). La démonstration qui suit fait le lien avec les automorphismes de Q3 x Us.

DEMONSTRATION du corollaire 2.9 : Le théoréme 2.8 montre que la quantité suivante est
invariante sous ’action de @ :

o o o (87 (87 (87
(4CVG+7)!/Q . 21" 257 250 2y 25 P 25 Sw3 A 3
3XUs
= J{ —ug o gh I kgl gm0y st T A
= 051,---,046)] : e "u oty by t3 415" tg t7 tg u'du A ms.
0,+o00[xUs

En utilisant la relation h’' 4 ... + s’ = 4ag et le changement de variables donné par ¢/

pour tout 7 € {1,... ,8} on obtient :

= Uti

’ ’ ’o ro ’ Pl ol
J(ou, ... ,06) /]O . e (bt ty) g Wyt Tyt Koyt Byt iyt Cyr Tyt S gyt A A ditl
,+oo
RN G s T (. ., a).

En divisant par la quantité h'!5"1E"\'im/l¢" 71" IRk Img!r!s!, qui est elle aussi invariante
par @, on conclut la, démonstration du corollaire.

DEMONSTRATION du théoréme 2.8 : Pour v € Dg, notons f, Pautomorphisme donné par
I'action diagonale de y~! € Dg sur 3 x Us. Pour ¢, on définit (Xi,..., Xy, T1,...,T3) =
fo(z1,... ,za,t1,... ,tg) par les formules suivantes, directement inspirées de celles du corol-
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laire 2.6 et de Paction de @ sur b',... s :
T, = t;pourie{l,..., 4}
Ts = s
Ts = (1—mza(z))te + blz)tr
T = ma(z)te + (1 —b(z))tr
Ts = s

1
tet7 \ 2
X, =
= ()

1
t:T6\ 2
X, = e
: = o (ip)

1
1 717\ 2
X, — (7 7)
55(-7"1,"' ,-T4) 16716
1
t7T6 \ 2
X, = el
o= o (i)
On en déduit :
1
1 [t:T%\2
X1,..., X = —|—
65( 15 ’ 4) T3 <t6T6>

1
tet 2
66(X1,... ,X4) = 86(151,... ,.’E4) (Tfﬂ;)

Alors f,, (respectivement chacun des f, pour v € Dg) est un automorphisme de €23 x Uz qui

fixe au signe pres la forme différentielle w3 Ans, et agit sur les fonctions z1, ... , z5, %, ceey %, 26
comme ! (resp. y7!), c’est-a-dire qu'on a z; o f, = ¢~ - z; (resp. z; o fy =y~ ! - z) pour
tout 7 € {1,... ,6}. Notons H le groupe d’automorphismes engendré par f, et les f,. Chaque
élément f de H agit sur les fonctions zy,... , zs, %, e ,%,Zﬁ comme un unique élément de
®, noté 7(f)~!. Cela termine la preuve du théoréme 2.8.
Question : L’homomorphisme 7 ainsi construit est-il injectif?
2.4 Lien avec la présentation de Rhin-Viola

Dans ce paragraphe, on considére alternativement a1, ... , as (ainsi que leurs combinaisons

linéaires) comme des formes linéaires sur R® ou comme des nombres réels. Dans ce deuxiéme
cas, on suppose que les seize réels h, j,k,l,m,q,r,s,h+1l—j5,5+m—k,k+q—1,l+r—m,m+
s—q,q+h—r,74+j—s,s+k— h sont des entiers positifs. Toutes les actions considérées sont
des actions & gauche.

Notons @ le groupe formé par les permutations paires v de l’ensemble & dix éléments
(e1,...,a5, —ai,...,—as) qui vérifient vy - (—a;) = —7y - a; pour tout ¢ € {1,...,5}. Tout
tel élément induit une permutation v* de 'ensemble formé par les cing paires {a1, —a1}, ...,
{as, —as}. On définit ainsi un morphisme de groupes surjectif de ® dans &5, dont le noyau
K est isomorphe & I'hyperplan d’équation &1 + ...+ e5 = 0 dans (Z/27Z)5 : les éléments de K
envoient chaque «; sur (—1)%q;, ou €1,... ,e5 € {0,1} sont de somme paire.
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On a une section de G5 dans @, qui permet d’identifier ® au produit semi-direct K x Sg re-
latif & 'action naturelle de G5 sur K. Tout élément v € ® agit sur (ay,...,a5, —a1,... ,—as)
par une permutation des indices 1,2,3,4,5, composée avec un changement de signe sur un
nombre pair d’indices 7 € {1,... ,5}.

Cette action induit, par linéarité, une action de ® sur I’ensemble A; des sommes de la forme
€100 + ... + e5a5 avec €1,... ,e5 € {—1,1}. Sous cette action, ’ensemble 4; se décompose
en deux orbites, chacune de cardinal 16; celle qui servira dans la suite est ’ensemble As
des sommes €1a1 + ...+ e5a5 ou le produit des g; vaut 1. Cette ®-orbite se scinde en deux
Dg-orbites? Az et A4, chacune de cardinal 8.

Pour décrire ces Dg-orbites, on remarque qu’un élément e1aq + . .. +e5as de As est déter-
miné de maniére unique par €1, ... , &4, qui sont quelconques dans {—1,1}. Un élément de A,
peut donc étre vu comme une somme de 4 parmi les 8 termes a1, a9, a3, a4, —1, —Q2, —Qi3, —Qg,
de telle sorte que pour chaque indice ¢ 'un exactement parmi o; et —q; fasse partie des 4
termes retenus. Cette interprétation est compatible avec I'action de Dg sur I'octogone régulier
dont les sommets sont les huit termes ci-dessus. Les éléments de A3 correspondent alors aux
choix de 4 sommets consécutifs de cet octogone.

Les huit éléments de A3, quand on leur ajoute ag et qu’on les divise par 2 (ce qui ne change
rien & I’action de @, qui laisse i invariant), sont exactement les huit nombres h, j, k,1,m, q,r, s
définis ci-dessus. L’action de Dg induite sur h,... ,s est celle dans laquelle la rotation d’un
huitiéme de tour envoie h sur j, j sur k, et ainsi de suite. Quant aux huit éléments de Ay, ils
correspondent aux “entiers auxiliaires” h', ', k', I',m’,¢',r', s' (voir le paragraphe 2.1).

A Tinverse, on peut retrouver les «o; a partir de 81 = h,...,0s = s par les formules
suivantes (ou on pose By = (1, o = P2 et ainsi de suite) :

1 :
a; = 5(/@' + Bi+s — Bita — Biy7) pour 1 <1 < 4
(—1) . .
¥ = (Bi + Bi+a — Bi+1 — Bi+s) est indépendant de i € {1,... ,8};
1 .1 .
ag = E(ﬂ, + ﬂi—|—4 + ,81'4_1 + ,Bi_|_5) est indépendant de i € {1, . ,8}
L’action de ® sur ay,...,a5, —a1,... ,—as correspond au plongement de ® dans ;g

donné dans [R4] (quatriéme partie), puisque l’action sur g est triviale et qu’on a les relations
suivantes :

a1 +a¢ = h+I, noté u; dans [R4]
as+ag = j+m, noté ug
a3 +ag = k+ g, noté us
as+ag = 1+, noté uy
—a1+ag = m+ s, noté us
—as+ag = g+ h, noté ug
—ag+ag = 7r+7,noté uy
—a4+ag = s+k, noté ug
oas +ag = j+qg=1+ s, noté ug
—as+ag = k—+r=h+m, noté uyg
’Le groupe diédral Ds se plonge dans & grace a 'action de Ds sur {au, ... ,as5,—a1,...,—as} définie au

paragraphe 2.1.
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Adoptons les notations suivantes, cohérentes avec celles de [R4] et celles introduites ci-
dessus. On note ¢ I'élément de ® qui fixe a1, ag et ay, et échange ag et —as (donc aussi —ag
et as). On note 9 I'élément de Dg qui correspond & la rotation d’un huitiéme de tour dans le
sens direct : 9 envoie a; sur ;41 pour i € {1,2,3}, a4 sur —ay et as sur —as. Enfin, on note
o 1’élément de Dg qui échange a; et —ay, ainsi que az et —az; on a o as = as.

Il est crucial de remarquer que @ est engendré par Dg et . Une démonstration de ce fait se
trouve dans [R4]; on la reproduit briévement ici. Tout d’abord, on remarque que les éléments
9%, 9t 7, 9t et 93p9%p¥° appartiennent & K, et agissent chacun en changeant le signe
de quatre parmi les cinq ;. On en déduit immédiatement que K est inclus dans le sous-groupe
de ® engendré par Dg et ¢. En outre, ce sous-groupe est envoyé surjectivement sur &5, car
9*p* est un 5-cycle et ¢* est une transposition. Cela montre que ce sous-groupe est ® tout
entier.

A aig,-.. ,0p et & tout v € ® on associe le quotient de factorielles suivant :

) B hlgtEmlglr!s!
S 00) = e R Y Dby )y (@ ()

On a alors, pour tout v € @ :

J(at,... ,a8) =E(y501,... ,08)I (v(a1),... ,7(a))

Pour v € @, il peut y avoir des simplifications dans le quotient £(y;au,... ,as). Rhin
et Viola appellent niveau de -y le nombre de factorielles présentes au numérateur (ou au
dénominateur) apres ces simplifications (sans tenir compte des simplifications dues & un choix
particulier des parameétres i, ... ,ag). C’est le nombre d’éléments de A3 que 7y envoie dans
Ay : le numérateur est formé par les factorielles des éléments de A3\ 7y-.As, et le dénominateur
par les factorielles des éléments de A4 Ny A3. Comme A3 et A4 sont stables sous I'action de
Dg, le niveau de v ne dépend que de la double classe DgyDg. En particulier, les éléments de
Dg sont de niveau 0, et ceux de DgpDg sont de niveau 2. Plus généralement, tout élément v
s’écrit comme un mot en les trois lettres ¢, ¥ et o ; le niveau de «y est alors inférieur ou égal
au double du nombre minimal de ¢ qui apparaissent dans une telle écriture.

Le choix de parametres utilisé dans [R4] pour obtenir la meilleure mesure d’irrationalité
connue est h =16, 5 =17, k=19, 1 =15, m =12, g =11, r =9, s = 13. 1l correspond a
a1 =3, ae =1, a3 =2, ag = —4, a5 = 0, ag = 28. Au vu de ce choix, on peut essayer de
suivre la méthode de Rhin-Viola en utilisant seulement le sous-groupe de ® formé par les y qui
fixent {5, —as}, de maniére a ne faire apparaitre dans la preuve que des familles (a1, ... , ag)
vérifiant a5 = 0. Toutefois, cela donne une mesure d’irrationalité de ((3) strictement moins
précise que celle obtenue par Rhin et Viola.

Ce choix de parameétres semble complétement mystérieux. Zudilin a fait de nombreux
tests numériques [Z9] et n’a pas trouvé de meilleur choix; en ce qui concerne '’exposant
d’irrationalité de log(2) (qui peut se traiter parallelement & ((2) et ((3)), Nicolas Brisebarre
a essayé aussi [B16] sans plus de succes. Quand on considére les parametres ai,... ,aq, les
valeurs correspondant au choix de Rhin-Viola sont plus petites (sauf ag, qui joue un role a
part et n’intervient pas dans laction du groupe), mais pas assez pour rendre “naturel” le
choix de ces valeurs. Un autre changement de parameétres figure dans [Z9], ainsi qu’'un lien
entre les valeurs utilisées pour ((2) et pour {(3).
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3 Une généralisation du groupe de Rhin-Viola a une famille
d’intégrales n-uples

3.1 Notations

Dans toute la suite de ce texte, on désigne par n un entier supérieur ou égal a deux. Soient
a=(ay,...,ay) et b= (by,...,b,) deux n-uplets d’entiers relatifs, et soit ¢ un entier relatif.
On note z = (z1,... ,z,) les coordonnées d’un point de [0,1]", et par convention on pose
Zp41 = 0. Suivant Vasilenko et Vasilyev, on définit des réels do(z),... ,dn(z) compris entre 0
et 1 en posant do(z) = 1 et dp11(z) =1 — 2110x(z) pour k € {0,... ,n — 1}. Enfin, on pose
On+1(z) = 1. On peut aussi définir les 0y (z) par la formule suivante, pour k € {1,... ,n} :

k
5k(§) = Z(—l)kij:ﬂ]}l e T,
j=0
ou bien comme dans l'introduction par :
O0k(z1,... yxn) = 0k(z1, ... y2k) =1 — (1 — 2 1 (1 — ... (1 — 21)))-
On a alors la propriété suivante :

Ok+2 — Th+10k(z) = (1 — Tg42)dk+1(z) pour tout k € {0,... ,n —2}. (4.31)

On note w la n-forme différentielle sur [0, 1] définie par w = %

On considére, pour n > 2, des intégrales (éventuellement infinies) :

I(a,b,c) = / H (1 — zp)*w. (4.32)
[0,1]"

Proposition 3.1 Posons, pour tout k € {1,... ,n} qui a la méme parité que n, avec la
convention ag = —1 :
- n—=k
ar = ap—1 + 3 + Z b;.
j€A{k,...,n}
j=mn mod 2

Alors Uintégrale 1(a,b,c) est finie si, et seulement si, les conditions suivantes sont réalisées :

c< min ay et, pour tout k € {1,... ,n}, ap >0 et by > 0. (4.33)
RE imeds
Cette proposition est un cas particulier de la proposition 4.1 qui est démontrée dans la
quatrieme partie de ce texte.
Pour retrouver la formulation classique de ces intégrales (par exemple pour n = 2 et
n = 3), il convient de poser x = 1 —1x1, y = x2, z = x3 et ainsi de suite (on peut aussi inverser
z et y). On a alors d2(z) = 1 — zy et d3(z) = 1 — z(1 — zy); lutilisation de 1 — z comme
premiére variable permet d’avoir des formules plus symétriques dans la définition des 0y (z)
donnée ci-dessus et dans celle de la transformation v ci-dessous.
Comme dans I’ensemble de ce texte, on suppose dans cette partie que les exposants (ici
A1y..- yQp,b1,... by, c) sont entiers, mais tous les résultats (sauf bien siir ceux du para-
graphe 3.5) se généralisent au cas ol ils sont complexes.
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3.2 Définition des transformations

Pour tout automorphisme g de Z?"*1, on note :

glat,... ,an,b1,... ,bp,c) =(gla1),... ,g(an),g(b1),... ,g(bn),g(c))-

Alors g est essentiellement la transposée de g ; I’anti-isomorphisme qui & g associe g est le méme
que celui qui consiste & mettre en caracteres gras dans les articles de Rhin-Viola. La notation
g signifie que 'on pense & g comme & une permutation des lettres ai,... ,an,b1,... by, c (ou,
plus généralement, & une application qui envoie chacune de ces lettres sur une combinaison
linéaire de lettres).

Tout sous-groupe G de GLa,t1(Z) agit naturellement & gauche sur les (2n + 1)-uplets
(a,b,c) vus comme points de Z2"*! et A droite sur les mémes (2n + 1)-uplets vus comme
familles de formes linéaires sur Z?"*!. On note g quand on considére cette deuxiéme action ;
on a g¢' = ¢'g, si bien que g agit & gauche.

N.B. La méme distinction entre g et g est également utilisée dans les quatriéme et cinquiéme
parties de ce texte. Dans les deux premieres parties, on notait simplement g les éléments du
groupe de Rhin-Viola, dont on considérait des actions & droite ou & gauche.

Proposition 3.2 Notons o lautomorphisme de Z>"*' tel que & échange a1 et b, ainsi que
ay et by, et fize les autres coordonnées. Alors on a, pour tout (a,b,c) € Z?"+1 :

I(a,b,c) = I(o(a, b, c)).
N.B. En particulier, si (g, b, c) vérifie les conditions (4.33) alors o(a, b, c) aussi.

DEMONSTRATION de la proposition 3.2 : Considérons le changement de variables (encore
noté o) de [0,1]" dans lui-méme qui envoie z; sur 1 — z9, z9 sur 1 — z; et qui fixe 7y pour
tout k € {3,... ,n}. Alors o change la forme différentielle w en son opposé; on en déduit
immédiatement le résultat, grace au théoréme de changement de variables dans une intégrale
multiple (voir [C1], chapitre 1, paragraphe 4.10).

N.B. Le changement de variables o est involutif, préserve le facteur W, et vérifie

61(0(z)) = z2 et 6x(o(z)) = dx(z) pour tout k € {0, ... ,n+1}\{1}. En fonction des variables
z,1,..., utilisées couramment, il s’agit de la transformation qui échange = et y en fixant les
autres variables.

Proposition 3.3 Notons v l’automorphisme de Z*"*+1 défini par :

(a) ant1—k pour tout k € {1,... ,n}
P(br) = an-1+by—c

(by) = bpyo i pour tout k € {2,... ,n}

P(c) = ag+by—by

Soit (a,b,c) € Z2"*! un triplet tel que :
ak + b1 = agy2 + bpyo pour tout k€ {1,... ,n — 2}, (4.34)

cette condition étant supposée remplie si n = 2. Alors cette condition est aussi vérifiée par
¥(a,b,c), et on a :
I(a,by¢) = T(p(a,b,0).
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N.B. En particulier, si (a, b, ¢) est un tel triplet qui vérifie les conditions (4.33) alors (a, b, c)
aussi.

N.B. L’hypothese (4.34) signifie que ay + a1 + bg+1 ne dépend pas de k € {1,... ,n —1}.
DEMONSTRATION : Notons 9 Papplication de [0,1]” dans lui-méme qui & z = (z1,... ,%y)
associe 9(z) = (Xi,... ,Xy) défini par :

_kOn
X = Znt1 k0 k(z) pour tout k € {1,... ,n}.
On+2-k(z)
La relation (4.31) et les conventions d,,+1(z) =1 et 41 = 0 montrent qu’on a :

(1 - $n+27k)5n+17k (E)
6n+2—k(§)

1-—X; = pour tout k € {1,... ,n}.

En outre, on voit que
0k (¥ (z)) = Opa1-_k(z) pour tout k € {0,... ,n+ 1}.

Il est alors immédiat de vérifier que 1) transforme I'intégrande de I(a, b, ¢) en celle de I()(a, b, c)).
La condition (4.34) assure que les facteurs d2(x),... ,d,—1(z) apparaissent avec un exposant
nul. Pour conclure la démonstration de la proposition 3.3, il suffit de montrer que 1 laisse
stable la forme différentielle w, au signe prés. Cela découle immédiatement de la relation

déy A ... Addp = (=D)*01(z) - ... 61 (z)dz1 A ... Aday, (4.35)
valable pour tout k € {1,... ,n}, et du lemme suivant (utilisé avec k = n — 1), dans lequel on
considere les d;, ainsi que les coordonnées X1, ..., X, de 1(z), comme des fonctions de z :

Lemme 3.4 Pour tout k € {0,... ,n—1} on a :
0n(2)0n 1(2) ... bppy1(z)dXn A  AdX) = (1)FNAX, AL AAX o AdOp_gp A ... AdD,.

DEMONSTRATION du lemme : Pour k = 0, cette formule provient de la relation 1— X; = d,(z)-
Supposons que cette formule est vraie pour un indice £ € {0,... ,n — 2}, et démontrons-la
pour k + 1. Les n — k fonctions X, ... , Xg+3, 0n—k(2) Xk12, 0n—k—1(z) ne dépendent que des
n — k — 1 variables z1,... ,Z,_g_1, donc on a :

On-k(z)dX, A ANdX o AdSy 1 = —Xgyod Xy Ao ANd X3 Addy Addp k1.
En écrivant 6,,_j_1(z) =1 — Xg120,_x(z), on en déduit :
On_k(2)dXp Ao o ANdX o Adéy = —dXp Ao o ANd X3 Adéy 1 Addy k.
Cette relation permet de terminer la démonstration du lemme par récurrence.

N.B. Ce changement de variables 1 est involutif, et préserve le facteur %.

N.B. L’hypothése (4.34) est nécessaire et suffisante pour que le changement de variables 1
transforme I(a,b,c) en une intégrale de la méme forme. Sans cette hypothese, des facteurs
d2(z), ... ,0n—1(z) apparaissent au dénominateur ; c’est ce qui conduit & introduire la famille
plus générale étudiée dans la quatrieme partie de ce texte.
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I1 est facile de calculer I'ordre de la transformation o o 1/ ; on voit que c’est cinq si n = 2,
et quatre si n > 3. Comme o et 1 sont involutives, elles engendrent un groupe diédral
d’ordre 10 ou 8 (respectivement). De plus, o) est le changement de variables qui fixe les
n — 1 premieres coordonnées et remplace z, par (lsn_—(zzfj. On retrouve ainsi, pour n = 3, le

changement de variables utilisé par Beukers [B4].

Proposition 3.5 Notons ¢ lautomorphisme de Z2"t! défini par :

o(ag) = ag pour tout k€ {1,... ,n—2}U{n}
o(b) = bg pour tout k€ {1,... ,n—2}
plan—1) = ¢

bn—l +ap-1—c¢

by +an—1—c

Y
—_~
=)
i
AR
N’ N’ N’ N’ N
Il

= Qap-1

Alors on a, pour tout (a,b,c) € Z*>" ! qui vérifie les conditions (4.33) et tel que c et ap_1 +
b1 — ¢ soient positifs :

an—1'bp_1!

I(a,b,c) = 1(p(a, b c)).

C!((J,nfl + b, 1 — C).
DEMONSTRATION : Supposons que les conditions (4.33) sont réalisées, et que cet a,_1+b,_1—c
sont positifs. On a pour tout g € C\] — 00, —1] :

/1 .’Ezn_—ll(l — .’En_l)bn—l q an—l!bn—l! /1 .T%_l(]. . .,L.n_l)an_l—i—bn_lfc
Ty _ 1 —
o (14 Bzp_q)ett T Aapot +baor — o) (1 + Bap—1)en—1+1

Rhin et Viola déduisent ([R3], troisiétme partie) cette formule de la représentation sous forme
d’intégrale eulérienne de la fonction hypergéométrique de Gauss (ils 'utilisent si |3 < 1,
mais elle est vraie pour toute valeur de 8 € C\] — oo, —1] par prolongement analytique).
On peut aussi la démontrer par un changement de variables qui figure dans [D3]. On utilise

N . O -
cette formule & z1,... ,T,_9, z, fixés, avec 8 = “1’175@ On multiplie les deux membres par
n

2 (1 — zp )0 et HZ;% T3 (1 — zg)%dzy ... dzy_odz, et on intégre de 0 & 1 par rapport &
Z1y.-+ yTp—2, Ty, €n remarquant qu’on a (1 —z,)(1 4+ Bx,—1) = d,(z). Cela donne le résultat.

d.’Enfl.

3.3 Action du groupe

On souhaite faire agir sur une famille d’intégrales le sous-groupe de GLg,11(Z) engendré
par o, ¥ et . Pour cela, on suppose que (a, b, ¢), ainsi que tous les éléments de son orbite sous
laction de ce sous-groupe, vérifient les conditions (4.34) de la proposition 3.3. Ceci revient &
faire les hypothéses suivantes sur (a, b, c) :

aucune hypotheése si n = 2,
a1+ by =az+ b3z sin=3, (436)
as = by et by, =cet ag + bgy1 = agso + bgyo pour tout k € {1,... ,n—2} sin > 4.

Notons & le sous-Z-module de Z2"*! formé par les (2n + 1)-uplets vérifiant ces conditions.
Il est de rang cinq sin =2, six sin = 3, et n+ 1 si n > 4 (car les n relations qu’on impose
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si n > 4 sont indépendantes; on peut le vérifier directement, mais cela sera démontré au
paragraphe 3.4). Pour (a,b,c) € £, les conditions (4.33) de convergence se réduisent, si n > 4,
aux conditions suivantes :

ar > 0 et by > 0 pour tout k € {1,... ,n}. (4.37)

Comme o, ¥ et ¢ laissent &£ stable, ils induisent des automorphismes de £, encore notés
o, ¥ et . On note G le sous-groupe de Aut(€) engendré par ces trois automorphismes. On
montre au paragraphe 3.4 que G est isomorphe & (63 x G3) X Z/2Z sin > 4, et qu’on retrouve
les situations considérées par Rhin et Viola si n = 2 ou n = 3. C’est pourquoi on suppose,
dans la suite de ce paragraphe, qu'on a n > 4.

Notons £1 I’ensemble des (a,b,c) € £ dont tous les éléments de la G-orbite vérifient les
conditions (4.37) de convergence. La discussion qui suit le théoréeme 3.6 montre que (a,b, c)
appartient & £ si, et seulement si, ’ensemble suivant est formé de nombres positifs :
{a1,... san,b1,... by, an 1+ by 1 —Can 1 +by 1 —an,a2 +b3 —by,az +b3 —ar}sin>5,
{a1,... ,a4,b1,... ,by,a3 + b3 — c,a3 + b3 — a4,a2 + b3 — be, a3 + b3 —a1,a1 +az —c,

az +by —c,a3 +c—by,a3 +c—ar1} sin=4.

A tout (a,b,c) € £ et & tout g € @ on associe, sin > 5 :

an_l!ag!bn_l!bg!
(gan—1)Y(gaz2)!(gbn—1)!(gbs)!

Sin =4, on ne répete pas le facteur b3, c’est-a-dire qu’on pose :

£(g;a,b,¢) =

a3!a2!b3!
(gas)!(gaz)!(gbs)!’

Théoréme 3.6 Pour tout (a,b,c) € ET et tout g € G on a (avecn >4) :

£(g;a,b,¢) =

I(a,b,c) =&(g;a,b,¢) I(g(a, b, c)).

DEMONSTRATION : Il suffit de constater que d’apres les propositions 3.2, 3.3 et 3.5, le quotient

% est invariant (si n > 5) sous Paction de o, 9 et . Sin =4, il en est de méme
I(a;b,c)

azlas'bs!”

avec le quotient

Dans la suite de ce paragraphe, on omet les arguments a, b, c de €.

Pour tout vy € Dy et tout g € G on a &(yg) = &(g) car 7y permute les facteurs du numérateur
(par exemple au dénominateur de (yg) on a ¥g(a,—1) = g(¥(an—1)) quiest g(a,—1) oug(az)).
Donc £ est constant sur chaque classe de G modulo Dy4. On montre au paragraphe 3.4 que G
est d’ordre 72; il y a donc 9 classes modulo D,. Les valeurs de & en ces 9 classes sont deux &
deux distinctes (comme le prouvent les expressions ci-dessous), quand a, b, ¢ sont suffisamment
généraux. Ceci montre que Dy est exactement ’ensemble des v € G tels que £(y) = 1 (pour
a, b, c génériques).
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Quand n > 5, il y a une classe (modulo D) de niveau 1, quatre de niveau 2 et quatre de

niveau 4 :
1d) = 1
_ an—1'bp_1!
f((,D) - C!(an—l + bn—l _ C)‘
B as'bs!
V) = e b5 =)
_ a2!b3!
6(901#0—) B 0,1!((1,2 + bs — (11)!
n—1'bn_1!
E(ppoy) = T lDn Ll

apl(an—1 + bp—1 — ap)!
an_l!ag!bn_l!b3!

Se¥e) = iiar T bs — ba)ans + oy — o)
- an,l!ag!bn,l!bg!
E(ovpo) = ailcl(ag + b3 —a1)(an—1 + br—1 —¢)!
_ anfllag!bn,l!bgl
f((P'Qb(PO"‘,b) - an!bg!(an,1 +bp_1 — an)!(ag + b3 — bg)'
an_1las!b,_1!b3!
E(ppporpo) = s

aplail(an—1 + bp—1 — ay)!(az + b3 — a1)!

Quand n = 4, il y a une classe (modulo D;) de niveau 1, quatre de niveau 2 et quatre de
niveau 3 :

¢1d) =1
Elp) = %
Epy) = b2!(a2aj!zz!_b2)!
) = ey
Fepm) = a4!(a3aj!2!—a4)!
E(ppp) = b2!c!((231!aj!22!_c)!
T e
eveer) = a4!bz!czz!:ibj '— by)!
E(pppopo) = azlaz!bs!

aglar!(az + ¢ —aq)!

Les propriétés de £ sont les mémes que dans [R3] et [R4] (on suppose que les parameétres
a, b, c sont génériques) :
— Pour chaque g € G, le numérateur et le dénominateur de £(g) sont le produit d’'un
méme nombre de factorielles, appelé niveau de g.
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— La somme des entiers dont les factorielles apparaissent au numérateur est égale 4 celle
des entiers dont les factorielles apparaissent au dénominateur.

— Les entiers dont les factorielles apparaissent au numérateur appartiennent aux Dy-
orbites de a1 et b, 1. Ceux dont les factorielles apparaissent au dénominateur appar-
tiennent aux G-orbites de a,,_1 et b,_1, mais pas & leurs Dy-orbites.

Une différence par rapport aux cas n = 2 et n = 3 est que pour n > 4 les G-orbites de a,_1
et b,_1 sont distinctes. En outre, pour n = 2 et n = 3 la G-orbite de a,_1 est la réunion de
deux orbites de méme cardinal sous ’action du groupe diédral associé, alors qu’ici la situation
est plus compliquée. Pour n > 4, la G-orbite de a,,_1 est de cardinal 6, et se scinde en deux
Dy-orbites : 'une de cardinal 2 (formée de a,_1 et ag), lautre de cardinal 4 (formée de
¢, ba,a1,ay). Sin > 5, la G-orbite de b, 1 est aussi de cardinal 6, et se scinde également en
deux Dy-orbites : I'une de cardinal 2 (formée de b,_; et b3), I'autre de cardinal 4 (formée de
anp—1 + bn—l — C,a2 + b3 - b2,a/2 + b3 —a1,0p—1 + bn—l - an).

Quand n = 4, la G-orbite de bs est de cardinal 9, et se scinde en trois Dy-orbites : I'une

est réduite & b3, et les deux autres sont de cardinal 4, formées respectivement de a3 + b3 —
c,a9 + by —bg,a0 + b3 —ayi,a3+by —ag et dea; +ag —c,a2 +bs —c,a3+c—bo,a3 +c—aq.

3.4 Structure du groupe G

Dans ce paragraphe, on étudie la structure du groupe G défini au paragraphe précédent.
Pour n = 2 et n = 3, on retrouve exactement les situations considérées par Rhin et Viola.
Pour n > 4, on détermine la structure de G en le faisant agir par permutation des coordonnées
sur une variété (dans le méme esprit que dans les deux premiéres parties de ce texte).

Théoréme 3.7 Le groupe G est un groupe fini, isomorphe :
- a 65 sin=2, donc d’ordre 120 ;
- 4 Hx G5 sin =3, donc d’ordre 1920 (on note H U’hyperplan d’équatione;+...+e5 =0
dans (Z/27)5) ;
- a (63 x G3) X ZJ2Z sin > 4, donc d’ordre 72 (on fait agir Z/2Z sur G3 x G3 par
permutation des deuz facteurs).

N.B. Pour les applications arithmétiques, ce qui compte est I'indice dans G du sous-groupe
formé par les g € G tels que £(g;a,b,c) = 1 pour tout (a,b,c) € ET. Cet indice vaut 12 si
n=2,120sin =3 et 9 sin >4 (d’aprés le paragraphe précédent).

La suite de ce paragraphe est consacrée & la démonstration du théoréme 3.7, et & une
étude un peu plus détaillée de chacun de ces trois cas.

Dans le cas n = 2, posons £ = 2 et y = 1 — x1. Alors la transformation o est exactement
celle de [R3], et 9 correspond, avec les notations de [R3], & Too (i.e. 9 = 67, ou 7 est le 7 en
caracteres gras de [R3]). Donc le groupe engendré par ) et o est le méme que celui engendré par
T et o; il est isomorphe au groupe diédral Ds. Quant a la transformation hypergéométrique,
celle notée ¢ dans [R3] correspond au cas particulier n = 2 de la transformation x; définie
dans la proposition 4.5 (voir le paragraphe 4.2). Alors que cette transformation @ échange
az =147 et as =1+ h en fixant a1, as et ayq, le cas particulier n = 2 de la transformation @
de la proposition 3.5 échange a; = h+1 et as en fixant as, asz et ay. Mais le groupe engendré
par D5 et ¢ reste le méme; il est isomorphe & &5. Plus précisément DspDs5 est le méme, car
ces deux transformations ¢ sont de niveau 2. Par ailleurs, les conditions (4.36) sont vides
quand n = 2 : on retrouve exactement la situation considérée par Rhin et Viola.
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Dans le cas n = 3, posons £ = z2, y = 1 — 21 et z = x3. Alors les transformations o et ¢
sont exactement celles de [R4], et 1 correspond, avec les notations de [R4], & 92 o o (ce qui
signifie que 1) = a192). Le groupe engendré par 1 et o est donc le méme que celui engendré par
o et 92 ; il est isomorphe au groupe du carré D,. Le groupe G = < 0,1, ¢ > est donc égal au
sous-groupe de ® = < 0,9, ¢ > engendré par o, 92 et . Or on remarque que ce SOUS-groupe
est @ tout entier, car 9 € Aut(€) est donné par

¥ = (popopa)?e, cest-d-dire 9 = @(opapop)?, (4.38)

ot1 9 est 'application notée ¥ en caractéres gras dans [R4]. Ainsi, G est isomorphe & ®, donc
a H x &5 (voir le paragraphe 2.4 ci-dessus).

De plus, quand n = 3, la contrainte (4.36) est exactement ’hypotheése j + ¢ = 1+ s de
[R4]. On obtient donc exactement la situation considérée par Rhin et Viola, & une exception
pres : le groupe diédral engendré par o et ¥ est d’ordre 8, alors que celui engendré par o et
est d’ordre 16. Avec la présentation adoptée ici, il n’est pas clair a priori que ’élément 9 € GG
défini par (4.38) provienne d’un changement de variables. On peut cependant s’en douter en
calculant £(¥9;a,b,c) et en voyant que c’est 1 quels que soient a,b,c; il est alors facile par
identification de trouver le changement de variables en question.

Cette ambiguité sur le groupe diédral n’apparait ni pour n = 2, ni pour n > 4. En
effet, dans ce dernier cas, on a montré au paragraphe 3.3 que Dy = < 7,1 > est exactement
I’ensemble des g € G tels que &(g;a,b,c) = 1 pour tous a,b, c.

On aimerait obtenir un groupe dont la structure soit de plus en plus riche quand n aug-
mente; ici, le théoréme 3.7 montre qu’on n’y parvient pas. Pour enrichir cette structure, il
faudrait probablement chercher du c6té de la transformation hypergéométrique. En effet, on
utilise seulement une formule en une variable zj, et cette formule n’est valable que si un seul
facteur du dénominateur dépend de xy :

/1 T¢(1 —zp)®  daxy alb! /1 z§(1 —zp)2H07¢  day
0 )! 0

(1+ Bzx)® (1+PBzr) ca+tb—c 1+ Bzr)* (1 + Bzp)’

Une formule analogue, dans laquelle le dénominateur serait un produit de plusieurs facteurs
distincts, pourrait étre appliquée & zj pour d’autres valeurs de k que k = n — 1 (qui donne
¢ a la proposition 3.5) et k¥ = n (qui donne x, et xk, voir les propositions 4.5 et 5.5). Elle
permettrait aussi d’obtenir un analogue de ¢, c’est-a-dire une transformation hypergéomé-
trique par rapport a la variable z,,_1, pour les intégrales considérées dans les quatriéme et
cinquieme parties de ce texte.

Une autre direction est de chercher quelles contraintes on met sur les parameétres : plus
on met de contraintes et plus on a de chances que le groupe de transformations obtenu soit
gros, mais moins ’étude de la valuation p-adique des &(g; a, b, ¢) fournira d’informations. Par
exemple, si on considére uniquement le cas ou les 2n + 1 exposants sont égaux, alors les
transformations o, 1 et @ sont triviales (voir aussi la remarque qui suit la proposition 4.5).

Il y a peut-étre une direction dans laquelle le présent travail a une chance d’étre exhaus-
tif : c’est la recherche de changements de variables qui préservent la forme de l'intégrale.
Précisément, on peut espérer une réponse positive aux questions suivantes :
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Question : Soit g € GL(Z*"T!) tel que
I(a,b,c) = I(g(a, b, c))

pour tout (a,b,c) € Z2"*1. A-t-on nécessairement g = Id ou g = o, lorsque n > 3? Quand
n = 2, g appartient-il nécessairement au sous-groupe (d’ordre huit) engendré par ¢ et o 7

Question : Soit g un élément de GL(Z?"*!) qui vérifie
I(a,b,c) = I(g(a, b, c))
pour tout (a,b,c) € Z2"*! tel que
ak + bg+1 = agy2 + bgyo pour tout k € {1,... ,n — 2}.

Lorsque n # 3, g appartient-il nécessairement au sous-groupe (d’ordre huit) engendré par 1
et o 7 Quand n = 3, appartient-il nécessairement au sous-groupe (d’ordre seize) engendré par
Yeto?

N.B. Si on restreint ces questions aux éléments g € G, la réponse est positive puisque la
contrainte sur g implique &(g;a,b,c) = 1 pour tout (a,b,c) € ET.

Considérons, dans toute la suite de ce paragraphe, le cas n > 4.
Soit (a, b, ¢) un (2n+ 1)-uplet vérifiant les conditions (4.36). On pose vo, = 2(ak + a1 +

brt1) pour k € {1,... ,n — 1}; cette valeur ne dépend pas du choix de k. On pose aussi :
vy = a1+a3— Vo =a1+b — vy
vy, = a2+b2—l/oo=b1+b2—l/oo
Vg = Qk—1+ bg — Voo = @41 + bgy1 — Voo pour tout k € {2,... ,n—1}
Vp = Gp1+by—vy
Untl = Qp—1+0an — Vo
On a alors :
v+ v+ e =vp—1+Vp+ Upt1 = 0. (4.39)
Réciproquement, tout (n + 3)-uplet (vg, ... ,Vnt1,V00) qui vérifie les relations (4.39) provient

d’un (2n + 1)-uplet (a, b, c) qui vérifie les conditions (4.36), puisqu’on a :
1

Uk = Voo — Vg POUT tout k € {1,... ,n}
by = vp_1+uvp+ %Voo pour tout k € {1,... ,n}
c = b,=vp_1+v,+ 51/00 = —VUpt1+ %Voo
En outre, les conditions (4.37) s’écrivent :
Voo = 2 pour tout k€ {1,...,n},
et Voo +2v +2v;_1 > 0 pour tout k € {1,... ,n}.
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L’isomorphisme ci-dessus entre le sous-Z-module £ de Z2?"*! défini par les équations (4.36)
et le sous-Z-module F de Z" 3 défini par les équations (4.39) montre que £ est de rang n+ 1.
De plus, il permet d’identifier GL(E) et GL(F). On peut expliciter 'action de G sur F ainsi
obtenue : & fixe chaque composante, sauf vy et vy qu’elle échange ; ¥ échange vy, et v, 11—
pour tout k € {0,... ,n + 1}, et fixe vy ; @ fixe vy pour tout k € {0,... ,n— 2} U{n,oc0} et
échange v,_1 et v,,1. On peut résumer cela par le diagramme suivant, dans lequel v est la
symétrie par rapport a la droite verticale :

V2 R DECEY Vk DECEY DECEY Vn+1—k R R Vn—l
1o

o
vy — 1 Vp Vp+1

Tout élément v € G induit une permutation de ’ensemble formé par les deux triangles
{w,v1,12} et {vn_1,Vn,Vn+1}. On définit ainsi un homomorphisme de groupes surjectif de
G dans Z/27. Son noyau contient entre autres &, @, 1%a1p et @) : il est isomorphe au
groupe G3 x G3 des permutations de ’ensemble & six éléments {vg, v1, V2, Vp—1, Vp, Vpt1} qui
laissent stables les deux parties {vg,v1,v2} et {vn—1,Vn,Vn+1}. Le groupe G se plonge ainsi
dans Gg, et on voit qu'il est isomorphe & (&3 x G3) x Z/2Z. Le sous-groupe de G engendré
par o et 1 est isomorphe au groupe diédral d’ordre 8; il agit sur le carré dont les sommets
sont g, Vn,V1,Vny1 (dans cet ordre). On voit ainsi que &1 = 1o est d’ordre 4, comme le
changement de variables dont il provient.

Les exposants v introduits ici sont & rapprocher des parametres hy, ... , hp1o utilisés par
Zudilin [Z8]. Le lien est le suivant :

hy+1

2
Voo = §(h0 —2) ety = — hpyo_k pour tout k € {0,... ,n+1}.
Il y a toutefois une différence importante : ici, on considére seulement des triplets (a, b, ¢) qui
appartiennent & £. Cela signifie qu’a la condition

ak + bg+1 = agy2 + bgyo pour tout k € {1,... ,n —2} (4.40)

qui apparait chez Zudilin on adjoint (si n > 4) les hypotheses ag = by et b, = c.

Par une méthode assez différente de celle utilisée ici, Zudilin obtient [Z8] un groupe de
Rhin-Viola, isomorphe & &2, qui agit sur 'ensemble des parametres (g, b, ¢) vérifiant (4.40).
Il constate que pour n > 4 ce groupe ne contient pas d’analogue de la transformation o qui
échange z et y. Ici, les restrictions supplémentaires as = by et b, = ¢ (qui se traduisent
par la relation (4.39)) permettent d’obtenir cette transformation o. En utilisant les résultats
de Zudilin, on voit que la famille I(a,b,c), paramétrée par (a,b,c) € £, admet (si n > 4)
un groupe de Rhin-Viola G’ isomorphe & ((63 X &3) X Z/2Z) x &,_4. Ceci améliore notre
théoréme 3.7 sin > 6. Ce groupe G’ fixe v, agit sur {vy,v1, V2, Up—1,Vp, Vnt1} comme G et
sur {v3,...,Vn_2} par toutes les permutations de vs,... ,v,_9. Les éléments ¢’ € G’ tels que
I(a,b,c) = I(g'(a,b,c)) pour tout (a,b,c) € £ appartiennent & G : ce sont les éléments du
sous-groupe engendré par i et o.

Question : Peut-on démontrer que G’ est un groupe de Rhin-Viola pour la famille I(a, b, ¢)
paramétrée par £ en s’inspirant de la méthode utilisée dans les deux premiéres parties ?
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Pour répondre & cette question, la premiere étape est de considérer les coordonnées sui-
vantes, qui sont permutées par G’ :

321(1 - .’121)322

Y = €
1-— 9
1-— 1-—
- (1= 71)73(1 — 23)
z1
. .’11'1(1 —.732)(1 —.’133)2
Y2 =
(1 — .’El).’EQ
yp = (1 — o)1 — zk41) pour tout k € {3,... ,n—2}
T
_ .’En(l — xn)(l — $71—1)2 6n—2(§)
Yn-1 = 1
Ip—1 5n(£)
Yn = nmn—l(l - mn) 6n—2(§)
_ In—1Zn
Uit = M On—2(2)0n (z)

Yoo = 5n(£)_1H$k(1_$k)

avec & = (z1(1—x1)zo(l — z0)(1 — z3)%)"1/3
3
et o = (%mn_l(l — Zp1)2xn (1 — ) 73,
Notons {2 I’ensemble des points (o, - . . , Yni1,Yoo) € R*T3 ainsi obtenus quand (z1,... ,z,)

décrit ]0,1[", et V P’adhérence de Zariski de 2. Alors V est incluse dans les hypersurfaces
d’équations yoy1y2 = 1 et yp—1Ynynt1 = 1 (c’est le rdle des facteurs € et 7 dans les formules
ci-dessus). Le groupe du carré (engendré par & et 1) agit sur {2 (donc sur V) en permutant les

coordonnées : & échange yg et y1, alors que ¥ échange yi, et Y, 41k pour tout k € {0,... ,n+1}.
En outre, 'intégrande de I(a,b,c) apparait comme un monéme en les n + 3 coordonnées en
posant ay = %I/k pour k € {0,1,2,n—1,n,n+ 1,00} et o = v pour k € {3,... ,n —2}, car
ona:

n+1

Hm l—zkbk—y Hy

La variable yo, joue ici le méme role que €¢ dans la partie 2 : elle correspond au facteur

W, sur lequel le groupe agit trivialement.

3.5 Aspects arithmétiques

Dans le cas n = 3, la contrainte j + g = [ + s qui est imposée dans [R4] pour obtenir une
action intéressante de groupe permet d’obtenir des formes linéaires en 1 et ((3), alors que
sans cette hypothese ((2) peut aussi apparaitre (voir [R4], page 276). Le théoréme suivant
[Z8] montre qu’il s’agit d’un fait général ; ceci démontre partiellement une conjecture de [V3],
et répond & une question posée dans [F2].
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Théoréme 3.8 Soit (a,b,c) un (2n+ 1)-uplet d’entiers relatifs vérifiant les conditions (4.33)
de convergence, et les conditions (4.34) de la proposition 3.3. Alors I(a,b,c) est une combi-
naison linéaire, a coefficients rationnels, de 1 et des ((j) pour j entier, compris entre 2 et n,
ayant la méme parité que n.

En particulier ce théoréme s’applique aux éléments de &, sous réserve que les conditions
de convergence soient vérifiées.

4 Une famille plus générale d’intégrales n-uples

Soient a = (a1,...,ay) et b = (b1,...,b,) deux n-uplets d’entiers relatifs, et soit ¢ =
(coy...,¢p) un (n — 1)-uplet d’entiers relatifs.

Comme dans la partie précédente, on note dx(z) = 1 — zx(1 — zg—1(... (1 — z1))) pour
z = (r1,...,2n) € [0,1]" et k € {1,... ,n}. On considére les intégrales suivantes, qui sont

positives et éventuellement infinies :

HZ:I .Tzk(l - .Tk)bk dzi A...ANdz,

L(a,b,c) =
o [0,1]" [ 1=z Ok (z)e on(2)
4.1 Convergence
Aux parametres a, b, c on associe des entiers g1, ... , 9p+2 de la maniére suivante. On pose
On+2 = Ont1 =0, on = ¢ — by et pour tout k€ {1,... ,n—1}:

Qk:Q;C:_z“‘Ck—l—bka

en notant ot = max(q,0) et avec la convention ¢; = 1. On note aussi ¢; = ¢; pour i €
{1,... ,n—1} et &, = ¢, + 1.

Dans ce paragraphe uniquement, on autorise ’entier n & valoir 1. Dans ce cas, on pose
01 = —by et gg =03 =0.

Proposition 4.1 L’ntégrale L(a,b,c) converge si, et seulement si, les ay, et les by, sont tous
positifs ou nuls, et qu’on a pour tout k € {1,... ,n}, avec la convention ag =0 :

Ok < Gp—_1.

N.B. On n’utilisera donc U'intégrale L(a,b,c) que quand les ay et les by sont tous positifs ou
nuls; en revanche, on a intérét a autoriser les ¢; a étre éventuellement négatifs, c’est-a-dire a
ne pas développer une puissance de d;(z) qui figurerait au numérateur. En effet, dans certains
cas, cela reviendrait a écrire une intégrale convergente comme somme d’intégrales divergentes.

DEMONSTRATION : La convergence de I'intégrale résulte des deux lemmes ci-dessous. Mon-
trons la réciproque. Tout d’abord, s’il existe k tel que a; < —1 (respectivement by < —1)
alors pour € > 0 assez petit on restreint I'intégrale au domaine défini par zy € [0,¢] (resp.
z € [1 —¢,1]) et z; € [3, %] pour tout j # k. Sur ce domaine, on a d,(z) € [§,1] pour tout
p > 2, donc l'intégrale est déja infinie. Supposons & partir de maintenant que les a et les
by, sont tous positifs ou nuls, et qu'il existe k € {1,... ,n} tel que gy > 1+ ax_1. Dans un
premier temps, supposons k > 2. Notons p le plus petit entier naturel pair tel que gg4, < 0.
Soit € > 0 assez petit. Restreignons-nous au domaine défini par les contraintes zx_1 € [e, 2¢],
Thy Tht2s Thtds--- s Thap—2 € [1 — 26,1 — €], et z; € [%, %] pour les autres indices i. Dans ce
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domaine, on a d;_1(z) > 1—2¢ d’ott §;(z) < ce pour tout i € {k,k+2,k+4,... ,k+p—2} avec
une certaine constante ¢ > 0 indépendante de ¢. Par ailleurs, on a 3 < &;(z) < 1 pour tout i ¢
{k,k+2,k+4, ... ,k+p—2}. L’intégrale sur ce domaine est donc minorée, a une constante mul-
tiplicative prés (indépendante de €), par ¢ 4 la puissance a;_1+1 +Z§I;B2)/2(bk+2j 1= Ghaag),
qui vaut ax_1 + 1 — g < 0 (par définition de k et p). Comme ce minorant ne tend pas vers
zéro quand ¢ tend vers 0, l'intégrale L(a,b,c) diverge. Dans le cas ot £ = 1, on procede de
méme, en omettant la contrainte sur x;_; et en utilisant la convention ¢; = 1 qui apparailt

dans la définition de p;.

Lemme 4.2 Supposons que les ay et les by, sont tous positifs ou nuls, et qu’on a g < ag_1
pour tout k € {1,... ,n}, avec la convention ag = 0. Alors la fonction &,(a,b,c) définie par

nok (] g, )0k
6ulab.glo) = S )

est bornée sur [0, 1]".

DEMONSTRATION : Ce résultat est vrai pour n = 1. Soit n > 2 tel que le lemme soit vrai pour
n — 1. On peut supposer ¢, > 2. On a d,(z) > 1 —z, et d,(z) =1 — 2, + 2Ty 10, 2(z) >
$n715n72(£)a d’otr :

(5n(£)6n_1 >(1- xn)min(bn,%)(zn_l(gn_Q(&))(Cn—bn)+-

On en déduit :

€n(a,b,¢)(z) < 2o (1 — ) o il (¥, &) (@1, ... Tno1),
en posant :
a = ag pour tout k€ {1,... ,n—2}
a1 = an_1—(cn—by)”"
. = by pourtout ke {l,...,n—1}
¢, = cipourtout k€ {2,...,n—3}
o = cpot(cy—by)Tsin>4
C;z—1 = c¢p_1—1s8in>3
On a alors gj, = g pour tout k& € {1,...,n — 1} : par récurrence, &,_i(a’,b',c’) est donc

bornée. Comme on a &,(a,b,c) < &, 1(d, b, ), cela termine la démonstration du lemme.
(—log(dn(z)))PdziA.. . Adzy
T2 0x(2)

DEMONSTRATION : On procéde par récurrence sur n; le cas n = 1 est clair. Supposons le résul-

tat vral jusqu'a n — 1, avec n > 2. Alors il suffit de montrer que f[o 1 (_lolg-[(ii@)))pdd:gk/\(';g\dz"

Lemme 4.3 Pour tout entier p > 0, l’intégrale f[o 1] est convergente.

converge, car 1a ou d,(z) est proche de 0 les dx(z), pour k& # n mod 2, sont minorés
par une constante strictement positive. On découpe le domaine d’intégration en deux. La
oul—uz, < $n716n72(§)7 on écrit 571(&) = (1 - -’En) + $n$n715n72(§) > $n$n715n72($)
ce qui permet de majorer (—log(d,(z)))? par une combinaison linéaire de termes de la
forme (—log(dn—2(z)))P*(—log(zn—_1))P?(— log(z,))P*. Comme le probléme de convergence

(= log(zn))P3

se pose quand z, est proche de 1, on peut supposer que est majoré par une

constante ; on en déduit immédiatement le résultat. Dans le reste denl’hypercube, onal—z, >
Zp—10n—2(z), et on écrit d,(z) > 1 —z,. Cette fois, on majore fol_m”‘”s””@ den

par (—log(zn_16,_2(z)))P*!, et on conclut de maniére analogue.
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4.2 Définition des transformations

Notons oy, et 11, les automorphismes de Z3"~! définis comme suit : 77, échange a; et by,
ainsi que ag et by, et fixe les autres coordonnées. Quant a 1, elle est donnée par les formules
suivantes :

r(ag) = auy1_k pour tout k € {1,... ,n}

Pr(bg) = buyo_k pour tout k € {2,... ,n}

Pr(b1) = an-1— (cn—by)

Yr(ck) = anya—k +bnro—k + Cnyi—k — bnp1—k — @n—g pour tout k € {2,... ,n—1}
Yrcn) = az+by—by

Proposition 4.4 Pour tout triplet (a,b,c) € Z>"~! on a :
L(a,b,¢) = L(¥r(a,b,¢)) = L(or(a, b, c)).

DEMONSTRATION : On utilise les mémes changements de variables que dans les preuves des
propositions 3.2 et 3.3.

Proposition 4.5 Notons x1, l’automorphisme de Z3"~' défini par :

Xz (ak) ay, pour tout k € {1,... ,n—1}
Xn(bx) = bg pour tout k € {1,... ,n—1}
xzo(ck) = ¢k pour tout k € {2,... ,n—1}
xz(an) = cn

XL(bn) = bn+an—cn

xrlcn) = an

Alors on a, pour tout (a,b,c) € Z3"~! qui vérifie les conditions de convergence de la proposi-
tion 4.1 et tel que ¢, et a, + by, — ¢y, soient positifs :

an'by!
cnl(an + by —cp)

L(a,b,c) = iL(xe(a,b,0)).

DEMONSTRATION : Cela provient de la formule

/1 (=) o anlba! /1 o (1 = my)nthomen
) T b @) T = aollan + b )l Jy (1~ Gos () 10"

en raisonnant comme dans la preuve de la proposition 3.5.

N.B. En se restreignant aux (a,b,c) tels que c; = ... = ¢,—1 = 0, on voit que xr, agit sur les
intégrales I(a, b, c) de la partie 3. En fait x, appartient au groupe G défini au paragraphe 3.3.
Quand n > 4, ’hypothese b, = ¢ qui apparait dans la définition de £ fait que le quotient de
factorielles se simplifie, et x, agit sur £ comme le changement de variables o).
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4.3 Action et structure du groupe

Dans ce paragraphe, on suppose n > 3. Notons G, le groupe engendré par o, ¥1, et xr.- 11
agit sur I’ensemble & huit éléments {ay,, b, ¢y, an+by—cp, a1, b2, a1+b1—az, as+ba—b1 } comme
indiqué sur le diagramme suivant, ou 17, est la symétrie par rapport a la droite verticale :

cn &y g aq as + by — by
_ tor tor
an + by —cn &5 by, by a1+ by —as

On a deux carrés : {an, by, cp,an + by —cp} et {a1,b2,a1 +b1 —ag,a3+b2 — b1 }. On a alors un
homomorphisme surjectif de G, dans Z /27, qui & tout g € G, associe 0 si g fixe globalement
chacun des deux carrés, et 1 si g les échange. Le noyau de cet homomorphisme est isomorphe
AV xV,ouV = Z/27Z x 7/2Z est le groupe de Klein (engendré par les symétries par
rapport aux médiatrices d’un carré). L’image de G, dans Gg est donc d’ordre 32, isomorphe
a (V xV)xZ/2Z. Or action de G, sur cet ensemble & huit éléments est fidele; donc G, est
d’ordre 32.

On peut résumer les constructions de ce paragraphe dans 1’énoncé suivant :

Théoréme 4.6 La famille L(a,b,c), paramétrée par (a,b,c) € Z3"', admet un groupe de
Rhin-Viola d’ordre 32, isomorphe a (V X V) X Z/2Z, qui est engendré par deuz changements
de variables oy, et ¥y, et une transformation hypergéométrique xr..

5 Des intégrales adaptées au développement en série entiere

Les intégrales considérées dans cette partie font apparaitre au dénominateur des facteurs
1 —1y1...yg, et non des ;. C’est pourquoi il est plus naturel de les développer en séries
multiples. On montre qu’elles admettent un groupe de Rhin-Viola isomorphe & celui du pa-
ragraphe 4.3. En outre, au paragraphe 5.5 on exhibe un changement de variables qui relie ces
intégrales & celles considérées dans la partie 3 (et méme & une famille plus générale, définie
au paragraphe 5.5). Comme application, on transforme les intégrales considérées par Beukers,
Vasilenko et Vasilyev en intégrales qui se développent naturellement en séries.

Dans cette partie comme dans le reste du texte, on suppose que les exposants sont entiers,
méme si les résultats se généralisent.

5.1 Définition

A tout point y=(y1,-..,yn) €[0,1]", et & tout entier £ € {0,... ,n}, on associe le réel
ai(y) = y192 ... yx. De plus, on pose par convention y,1 = 0 et an41(y) = 0.

Soient A = (A1,...,An), B=(B1,...,B,) et C = (Cs,...,C,) trois familles d’entiers
relatifs.

On note w la n-forme différentielle sur [0,1]” définie par :
dy; A ... Ady,
(I —ea(y) - (1—as(y)...- (1 —anly))

w =

On considére les intégrales suivantes, qui sont positives et éventuellement infinies :

TTre v (1 — ) B
KAQQ=/ z
( ) a)n 1li=a(1 — ax(y)) O+t

dyl e dyn
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5.2 Convergence

Dans ce paragraphe, on autorise ’entier n a valoir 1. La condition nécessaire et suffisante
de convergence de 'intégrale K (A, B,C), dans laquelle on suppose que les exposants sont
entiers, est donnée par la proposition suivante :

Proposition 5.1 L’ntégrale K (A, B,C) est convergente si, et seulement si, les Ay et les By
sont tous positifs ou nuls, et qu’on a :

P P
Z e < Z i pour tout p € {2,... ,n}.

k=2

DEMONSTRATION : La convergence de I'intégrale résulte des deux lemmes ci-dessous. Mon-
trons la réciproque, en supposant que les A; et les By, sont tous positifs ou nuls, et qu’il existe
ptelque Y} o Cp > 14375, Bj. Soit € > 0 assez petit. Restreignons-nous au domaine défini

par les inégalités 1 —2e <y, < ... <y <y1 <l—cet ypi1,... ,yn € [3, 3] Sur ce domaine,
onae<1—ag(y < 2neet W > & pour tout k € {2,...,p}, donc % est

minoré par e (“s+1-Bk) 3 une constante multiplicative prés (qui est indépendante de €). L’in-
tégrale sur ce domaine est donc minorée par un multiple constant de eB1+P~>k=(Cit+1-Bi)
qui ne tend pas vers 0 avec ¢. Ceci démontre que l'intégrale K (A, B, C) diverge.

Lemme 5.2 Supposons que les Ay, et les By sont tous positifs ou nuls, et qu’on a 2222 Cr <
E?Zl Bj pour tout p € {2,... ,n}. Notons {,(A, B, C) la fonction dont K(A,B,C) est lin-
tégrale contre @ :

[T v (1 — i)

[Te=o(1 — an(y)) %

Alors &,(A, B, C) est une fonction bornée sur [0,1]™.

£n(A,B,C)(y) =

DEMONSTRATION : Quitte & remplacer chaque Cj, par Cy — By, pour k € {2,... ,n}, on peut
supposer By = ... = By, = 0 (puisque 1 —y; < 1—ag(y) sur [0,1]"). De méme, en remplagant
Csy par Cy — Bl, on se rameéne & By = ... = B, = 0. On a alors C5 < 0, donc l'inégalité
1 —az(y) <1—a3(y) permet de remplacer Cs par 0 et C3 par Cs + C3, qui est négatif par
hypothése. On peut donc itérer ce processus, pour se ramener au cas ou By =...= B, =0
et Co=...=Cph_1 =0, avec ), < 0. Dans ce cas, la fonction &, est évidemment bornée.

Lemme 5.3 L’intégrale

B . dy; A ... Ady,
K(0,0,0) = /[0,1]n /[0,1]" (1—aa(y) - (1—a3(®) ... (1 —an(y))

est convergente, et est égale a la série
1

.
30503t 51 (16203 I

DEMONSTRATION : Immédiat par développement en série entiére.
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5.3 Définition des transformations

Définissons deux automorphismes o et A de Z3"~! de la maniére suivante. La permutation
K associée & ok (voir le début du paragraphe 3.2) échange A; et As, ainsi que B; et B, en
fixant les autres composantes. Quant 3 ), elle est donnée par les formules suivantes (avec la
convention C; = 0) :

n+l—k
MAR) = Z B; — C; pour tout k € {1,... ,n}
7j=1
MXB)) = A,
ABi) = Bpio_ pour tout k € {2,... ,n}
MCr) = Apio g+ Bnio k— Auy1 g pour tout k € {2,... ,n}

On a alors la proposition suivante :
Proposition 5.4 Pour tout (A,B,C) € Z*" ! on a :

K(A,B,C) = K(ok(4,B,0)) = K(A4,B,0)).

DEMONSTRATION : Pour o il suffit d’appliquer le changement de variables qui échange 1, et
y9 en fixant les y, pour k£ > 3. Pour A on applique le changement de variables noté également

A, quidy = (y1,..-,Yn) associe ¥’ = (y1,...,y,) défini (avec la convention ay,y1(y) = 0)
par :
y 1 —ani1 k(y)
k _———
1 —any2-k(y)

Qg1 (y;(l—yn k)
o o L ak) = aniik(y)
pour tout k € {1,... ,n}. Pour voir que X stabilise (au signe pres) la forme différentielle w,

il suffit de remarquer que day A ... Ada, = a1(y)az(y) ... an(y)dys A ... Ady, est fixée, au

signe pres, par A. Ceci termine la démonstration de la proposition 5.4.

pour tout k € {1,...,n}. Il vérifie 1 — y; =

N.B. On voit facilement que A et ok sont d’ordre 2, et que leur composée Aok est d’ordre
4 : le groupe engendré par A et o est isomorphe au groupe diédral Dy, qui est d’ordre 8.
De plus, Aog A est le changement de variables qui fixe les n — 1 premieres coordonnées et

remplace y,, par 1_1;%/)

Notons xx ’automorphisme de Z3"~! défini par :

Xk (Ar) = Ag pour tout k€ {1,... ,n—1}

Xk (Br) = By pour tout k€ {1,... ,n—1}
Xk (Cx) = Cy pour tout k€ {2,... ,n—1}
X_K(An) = Cy

X_K(Bn) = An+ B, —Cy

Xk (Cn) = An

On a alors la proposition suivante, qu’on démontre de maniére analogue a la proposition 4.5 :

Proposition 5.5 Pour tout (A, B,C) € Z3" ! qui vérifie les conditions de convergence de la
proposition 5.1 et tel que C, et A, + B, — C,, soient positifs on a :

A'By,!
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5.4 Action et structure du groupe

Dans ce paragraphe, on suppose n > 3. Notons Gk le groupe engendré par ox, A et k-
11 agit sur ’ensemble & huit éléments {A4,,, B,,Cy, A + B, — Cp, B1,Ba, A1 + B1 — A, As +
By — A1} comme indiqué dans le diagramme suivant, ou A est la symétrie par rapport a la
droite verticale :

C, XK, A, B, Ay + By — A
o 1% 1ox
A, + B, —-C, &5 B, B A + By — Ay

On a deux carrés : {AnaBnaCn;An + B, — Cn} et {Bl,B2,A1 + By — Ay, Ay + By — Al}
Considérons I'homomorphisme surjectif de G x dans Z/2Z qui & tout g € G k associe 0 si g fixe
globalement chacun des deux carrés, et 1 si g les échange. Le noyau de cet homomorphisme
est isomorphe & V X V, ou V est le groupe de Klein. Comme ’action est fidele, on voit que
Gk est d’ordre 32, isomorphe & (V x V) x Z /27.

On peut résumer les constructions de ce paragraphe dans I’énoncé suivant :

Théoréme 5.6 La famille K(A, B,C), paramétrée par (A, B,C) € 73", admet un groupe
de Rhin-Viola d’ordre 32, isomorphe a (V X V) XZ/2Z, qui est engendré par deuz changements
de variables og et A et une transformation hypergéoméirique x k.

Question : Ce paragraphe ressemble beaucoup au paragraphe 4.3. Peut-on trouver une
explication & cette similitude?

5.5 Lien avec les intégrales de Vasilyev

Définitions

Dans ce paragraphe, on définit une famille d’intégrales qui contient les I(a,b,c) de la
partie 3 et qui correspond, par un changement de variables, aux intégrales K (A, B, C).
A tout point £ = (z1,... ,zn) € [0,1]" et & tout entier k € {0,... ,n} on associe le réel

k
Dk(@) = Z(_l)]xn$n—l Ceee Ip—j41-

Jj=0

On a alors Do(z) = 1, Dy(z) = 1 — 2, Dy(2) = 1 — (L — 1), Dlz) = dn(z) et, pour
tout k € {0,... ,n}:

Dk(@) = 5k($n—|—17ka .- amn—laxn)
= 1-z,(1—zp1(1—...(1 —zpy1-%)))-

En outre, on dispose de la relation de récurrence suivante :

Dyy1(z) = Dy(z) + (-1) ' 2pTny oo e

Soient @ = (a1,... ,ap), b= (b1,... ,b,) et ¢ = (c2,... ,cy) trois familles d’entiers relatifs.
On note @ la n-forme différentielle sur [0, 1]™ définie par :

_ HkE{Q,...,n—Q} pair Dk(&) d$1 VANPIAN dzn
er{?),... ,n—1} impair Dk (&) Dn (&) .

[N
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On considére des intégrales de la forme suivante :

[Teey zpt (1 —zp)%
0 [lp=o Dr(z)

Les intégrales J(a,b,c) sont une généralisation des intégrales I(a,b,c) considérées dans la
partie 3, puisqu’on a Dy (z) = d,(z).

J(a,b,c) =

1
Tn+1—1
transformer toute intégrale J(a, b, c) en une intégrale de la forme

/ Ti—y ug® (ug — 1)
Jitoofr  lp=o Ok (u)

grace & la relation Dg(z) = (1) 2,2, 1 - ... 41 k0 () valable pour tout k € {1,... ,n}.
Ces intégrales ressemblent & celles de la quatriéme partie de ce texte, car elles font intervenir
les 0 (u). Mais le domaine d’intégration est différent ; cette remarque ne constitue donc pas
une réponse a la question posée a la fin du paragraphe 5.4.

N.B. Le changement de variables défini par u; = pour tout 7 € {1,... ,n} permet de

dui A ... A duy,

Enoncé et démonstration du théoréme principal

Ce théoréme fait le lien entre les intégrales J(a,b,c) définies ci-dessus et les intégrales
K (A, B, C) introduites au paragraphe 5.1. On le formule ici avec des exposants entiers, mais
il se généralise au cas ol les exposants sont complexes.

Théoréme 5.7 Soit (a,b,c) € Z3"~. Définissons (A, B,C) par les formules suivantes (avec
la convention ag =0) :

A = apy1- pour tout k € {1,... ,n}

Bi = ap_1+b,—ca—c3—...—¢y

By = bpyi—g pour tout k € {2,... ,n}

Cy = apt1—k +bpr1—k —Ck — Cky1 — .. — Cq pour tout k € {2,... ,n} pair
Cr = ck+cpr1+...+c¢n—an g pour tout k € {3,... ,n} impair

Alors on a J(a,b,c) = K(A,B,C), c’est-a-dire :

f HZ:I ',I:]ack (]‘ - "Ek)bk Hk€{2, ,7172} pair Dk (E) d.’L‘l e den
0,11 HZIQ Dy, (z)e* er{3,... m—1} impair Di(z) Dn(z)

= [ | y/?k (1 —yg)P*
A" Tl (1 — a(y)) &+

Comme les fonctions qu’on intégre sont positives, I'une des intégrales du théoréme est finie
(i.e. convergente) si, et seulement si, 'autre ’est. En particulier, ce théoréme permet (grice
a la proposition 5.1) d’obtenir les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une intégrale
de la forme J(a, b, c) soit convergente.

dyl ces dyn

Ce théoréeme permet de traduire les hypothéses du théoréeme de Zudilin cité au para-
graphe 3.5, donnant ainsi des conditions suffisantes sur (4, B, C) pour que K (A, B,C) soit
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une combinaison linéaire, & coefficients rationnels, de 1 et des ((j) pour j entier, compris
entre 2 et n, ayant la méme parité que n.

L’application linéaire (a,b,c) — (A, B,C) définie dans ce théoréme est bijective, et sa
réciproque est définie (avec la convention A; = B; = C; = 0 pour j > n) par :

ar = Apyi— pour tout k€ {1,... ,n}

by = Bpyi— pourtout ke {1,...,n—1}

bp = Bi1+By— (s

A + By, — Agro — Cx — Cr41 pour tout k € {2,... ,n} pair

9
ol
Il

¢y = Ck+ Cry1— By pour tout k € {3,... ,n} impair

DEMONSTRATION du théoréme 5.7 : Il suffit d’appliquer le changement de variables défini par
les formules suivantes :

Tp = Yntl—p Sip=n mod 2,
1—ay, _
et z, = ( e p(g))ynﬂ P sip#Zmn mod 2.
1—ang1-p(y)
On a alors :

1—2, = LTy sip#Zn mod 2

P 1-— an+1—p(ﬂ) ’
p .
et Dp(z) = H(l - aj(y))(_l)ﬂr1 pour tout p € {1,... ,n}.
=1

La réciproque est donnée par :

Dy _
Yp = k2(2)Tns1k pour tout k pair,
Dy(z)

et yv = Zp41-k pour tout k impair.

On a alors :

Dy_1(z)(1 = zpi1-4)

1_ .
Yk Dr(@) pour tout k pair,
D, (—=1)*
et 1 —oyg(y) = (%) pour tout k € {1,... ,n}.

En outre, ce changement de variables transforme @ en @, au signe prés. En effet, on peut
montrer par récurrence sur k € {1,... ,n} la relation suivante :

H]E{l k*l} impair (]' - a.](y))
=2 i —dy; A ... Adyg.
ez, b} oo L= @) ’

dep, A ANdTpy1—k =

Cela termine la démonstration du théoréme 5.7.
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Corollaires

On obtient comme cas particulier du théoréme 5.7 le résultat suivant :

. 5. ’ HZ:I z{cv(l—zk)N , \
Corollaire 5.8 L’intégrale f[o 1 (@t ) N dzi...dz, est égale, pour tout N >0, a

/ [Te=s f‘//]cv(l — )V
[

dyl P dy
Oﬂl]n HkE{Q,...,n} pair (1 ~—Yr--- yk)N+1 "

si n est pair, et a

o1 (L =91 Un) " Tlieo ) poir 1= Y1 ye) VT

st n est impair.

En particulier, pour n = 3, on obtient que les intégrales (4.3) et (4.6) de l'introduction
coincident pour tout N > 0 : les preuves de Beukers et de Sorokin de lirrationalité de ((3)
utilisent exactement les mémes formes linéaires en 1 et ((3).

dzri..dz,

011" Fn (@ ) est égale a

Quand N = (0, le corollaire 5.8 montre que I'intégrale f[

/ dy; A ... Ady,
o (1 —a2(y) - (1 —ou(y)) --..- (1 —an(y))

. dyi1 A ... ANdy,
o a /[] (1) I—a®) (I —an1) (I —anly)

Sous cette forme, il est facile d’obtenir un développement en série :

1
Z ER R si n est pair,

si n est pair,

si n est impair.

1212 . .
h>l>..>1,/5>1 12 =t ny2
1 . . .
et Z 22. ]2 ] s1 n est impair.
llZlQ2---Zl(n71)/22l(n+1)/221 1°2 - (n—l)/2 (’I’L—I—l)/?

dzi...dz,
Jn(mla'"azn)
Q, de polyzétas de poids au plus n. Or Vasilyev [V2] a démontré que cette intégrale vaut

2(—1)""1Li,((—=1)""1). Pour obtenir une nouvelle preuve de cette égalité, il suffit donc de
démontrer une certaine relation linéaire sur QQ entre des polyzétas ; il existe des outils combi-
natoires & cet effet (voir par exemple [W7]).

Il est alors immédiat d’écrire l’intégrale f[o 1] comme combinaison linéaire, sur
)

En appliquant la proposition 5.4 au corollaire 5.8, on obtient des intégrales qui ressemblent
a celles utilisées par Sorokin [S6] et notées (4.7) dans I'introduction :

n N1_ N
Corollaire 5.9 L’ntégrale f[o 1] %dml ...dxy, est aussi égale a

/ (ylyZ)T(NH)*l(y3y4)(T71)(N+1)71 o (Yno1yn)N [Tp— (11— i)™
[0,1]" [Tico(X =1 ye)VH?

dyl cee dyn

sin = 2r est pair, et a

/ yI(N+1)*1(y2y3)r(N+1)—1(y4y5)(r—1)(N—|—1)—1 (yn—lyn)N HZ:1(1 . yk)Ndyl 4
[0,1]" [Ti—(I = g1 ye)VH! "

sin=2r 4+ 1 est impair.
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6 Conclusion

Un prolongement possible & ce texte serait de chercher d’autres équations des variétés qui
sont introduites dans les deux premiéres parties, pour mieux faire ressortir le parallélisme
entre ces deux situations et arriver & une compréhension aussi géométrique que possible du
groupe de Rhin-Viola. Concrétement, on peut considérer un autre plongement de ces variétés
(par exemple en prenant les z; — z; 11 et les z;x;11 comme coordonnées pour V3), ou bien
remplacer partout les z; par leurs carrés. En outre, les automorphismes qui apparaissent
dans ce texte sont toujours d’une forme assez particuliére (qui permet de faire apparaitre des
facteurs I).

Le corollaire 5.8 a été obtenu, indépendamment, par Zlobin [Z5] comme cas particulier
d’un résultat général qui écrit n’importe quelle intégrale de la forme I(a, b, c) comme produit
d’un nombre rationnel (qui est un quotient de produits de factorielles) par une intégrale de
la forme K (A, B,C). En comparant ce résultat général avec notre théoréme 5.7, on devrait
pouvoir enrichir la structure de groupe sur les intégrales I(a, b, c).
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Chapitre 5

Approximants de Padé et séries
hypergéométriques équilibrées

Résumé. Dans cet article, nous énoncgons et résolvons des problemes d’approximation de
Padé nouveaux et tres généraux dont les solutions s’expriment & 'aide de séries hypergéo-
métriques : par spécialisation, ces séries permettent de retrouver 'irrationalité de ((3), d’une
infinité de ((2n + 1), n entier > 1, et essentiellement tous les résultats de cette nature déja
présents dans la littérature. Nous présentons également deux nouvelles applications diophan-
tiennes de notre méthode.

Mots clés. Approximants de Padé, séries hypergéométriques, approximation diophan-
tienne, fonction ¢ de Riemann.

Abstract. In this article, we present and solve some very general new Padé approximant
problems, whose solutions can be expressed with hypergeometric series. These series appear
in the proofs of the irrationality of {(3), of infinitely many ((2n + 1), and in essentially all re-
sults of this kind in the literature. We also prove two new diophantine results with this method.

Key words. Padé approximants, hypergeometric series, diophantine approximation, Rie-
mann ¢ function.
1 Introduction

Les démonstrations données par Apéry en 1978 [A10] de l'irrationalité de ((2) et ((3) sont
apparues initialement comme trés mystérieuses. Néanmoins, dans [B5] et [B6], Beukers est
parvenu A les replacer dans le cadre plus connu des approximants de Padé des polylogarithmes,
définis (pour s > 1 et |z| < 1) par le développement en série entiére

LIS(Z) = Z F .
k=1
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De fagon précise, il considere les deux problémes suivants : déterminer pour tout entier n > 0
des polyndmes a, b, ¢ de degré au plus n tels que

{S(z) = a(2)Liz(1/2) + b(z)Li1(1/2) + c(2) = O(z"1) 51)

R(z) = a(z) log(z) — b(z) = O((l — z)"*1)
et des polyndomes A, B, C et D de degré au plus n tels que’

U(z) = A(2)Lia(1/2) + B(2)Lii (1/2) + C(2) = O(z ™ 1)
V(z) = 2A(2)Li3(1/z) + B(2)Lis(1/2) + D(z) = O(z~™71) (5.2)
W(z) = A(z)log(z) — B(2) = 0(1 —2) .

Remarque : étant donnée une fonction F(w) développable en série de Laurent F(w) =
:io_m an,w" au voisinage de w = 0 (avec w = z, 1/z ou 1 — z dans la suite), on note
F(w) = O(w™N*Y) sia_pm = a_juq1 = -+ = ay = 0. Il s’agit d’une majoration quand z tend

vers 0, U'infini ou 1 (suivant la valeur de w).

Les solutions de ces deux problémes et de ceux qui suivent font intervenir les séries hy-
pergéométriques 441 F, définies (pour ¢ > 1) par :

ap, A1, ...,
q+1Fq( !

e (a)k(e)r - (kg
Bi, -y Bq z) > Vo7

T Bk Bk

ou les aj, B; et z sont des complexes convenables, et (a)y = a(a+1)---(a+k — 1) est le
symbole de Pochhammer. Dans les ouvrages traitant de ces fonctions (par exemple [A9]), on
trouve les définitions suivantes :

— g+1Fy est quasi équilibrée sion + B1 =--- =g + 4

— ¢+1F; est bien équilibrée siog+1=a1 +B1=--=a,+ f,

— g+1F4 est trés bien équilibrée si elle est bien équilibrée et oy = %ao + 1.
Dans [B6], Beukers indique que la solution de (5.1) est unique (& une constante multiplicative
prés), donnée par une certaine intégrale que l'on transforme facilement en la série quasi
équilibrée suivante? :

— (k—n)n —k
= nl! — .
S(z) n ; e z (5.3)
 _pp ont n+1, n+1 , n+1 1
- @nte 3F2( M+2 , 2n+2 ‘Z ) (5.4)

Remarque : la série (5.3) n’est pas sous forme hypergéométrique. On passe a la forme (5.4)

en appliquant des formules telles que (a); = (a’j—'l),(k + 1)q-1 (pour @ > 1 et k > 0). Cette

remarque s’applique & toutes les séries ci-dessous.

!Beukers n’énonce pas la condition sur W (z) mais la condition équivalente B(1) = 0.
2Bien que cela soit un cas particulier du Théoréme 1.1 ci-dessous, nous donnons une démonstration alter-
native de (5.4) au § 5, en adaptant une technique due & Sorokin [S7].
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Beukers montre aussi [B5] que (5.2) a une solution unique (& une constante multiplicative
prés) et son argument donne immédiatement :

o0
U(z) = }: ”"-* (5.5)
k=1 n+1
a1 nl4 I n+1l, n+1 , n+1 , n+1 -1
T F (nype 4 1, 2042 , 20+2
(5.6)

et
g:di ( _ni)j) ot (5.7)

Armé de ces solutions explicites, on peut déduire les théorémes d’Apéry (voir par exemple
[B4] et [N2]). Plus récemment, en cherchant une démonstration élémentaire de l'irrationalité
de ¢(3), K. Ball a introduit la série

> E—n)n(k+n+1),

(k)n—}-l
_ nl"(3n+2)! 7 3n + 2, §n+2, n+l ,..., n+1 1
T 20@n+1B TF In+1l, 2042 ..., 2042

qui vérifie B,, = a,((3) + B, pour certains rationnels «, et 3,, alors que l'on s’attend aussi
A voir apparaitre ¢(2) et ((4). Ce remarquable phénomeéne est dii & la nature trés® bien équi-
librée de B,,.

Généralisant cette construction, le second auteur de cet article a introduit ([R6], cha-
pitre 3) la série bien équilibrée suivante, pour 1 <r < a/2 :

oo

_ k—rn)m(k+n+1)m _
Snarz — plo 2r ( N rnz k
—Tn—ln'a—2r (,rn)!a—i_l((?r + 1)” + 1)‘

) ((r+1)n+1)lett

2r+1)n+2, rn+1 Y e rn+1 1
(r+1ln+2 ,..., (r+l)n+2

= Z

Xat+2Fot1

qui se décompose elle aussi en polylogarithmes et permet de prouver qu’une infinité des
nombres ((2j7 + 1) sont irrationnels (voir également [R5] et [B2]).

Pour montrer des résultats d’indépendance linéaire de valeurs de polylogarithmes aux
rationnels, la série quasi équilibrée suivante (avec 1 < r < a), qui généralise & la fois (5.4) et
une construction de Nikishin [N4], est également introduite dans [R6], chapitre 2 :

oo
B (k—rn)pm _4 Crmed o (rn)tett
N, — plo—T § — ,—rn ja—r
merlz) =n = (k) cTr o+t 1)e
r rn+1, rn+ 1 N rn + 1 _1
atl (r+)n+2 ,..., (r+1)n+2

3La disparition de la moitié des valeurs de ¢ attendues est en fait liée seulement 3 I’aspect bien équilibré
de la série.
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Ala page 53 de [R6], est posée la question d’expliciter si possible des problémes de Padé
tels que (5.1) et (5.2) dont la solution ferait intervenir ces trois types de séries hypergéomé-
triques. Dans cet article, nous répondons positivement a cette question en construisant et
résolvant des problémes de Padé tres généraux, sur lesquels se lisent en outre les propriétés de
réciprocité des solutions dans le cas bien équilibré. Commencons par décrire le cas des séries
quasi et bien équilibrées.

Considérons des entiers n > 0, a > 1 et p,o > 0 vérifiant p+ 0 < a(n+1) — 1 et que nous
supposons fixés. Nous voulons déterminer des polynémes Py, Py et P; (pour 1 < j < a) de
degré au plus n et des fonctions S, S, R (qui dépendent de n, a, p, o) tels que

f

S(z) +ZP 2)Lij(1/2) = O(z "7 1)

{5(z) ) + Z (2)Lij(z) = O(z" Tt (5.8)

R(z) = Z(—l)j_lpj(Z)

\ j=1

log’~'(2)
G —=D!

(Ici et dans toute la suite, la fonction log(z) est définie avec sa détermination principale.)

= O((1 — z)2tD=p=o=1) |

En fait le probléme est de trouver les polynémes Py, ... , P,. En effet, quand ceux-ci sont
fixés, il existe au plus un choix pour Py, Py, S, S et R. De plus, comme Li;(0) = 0 pour tout
4 > 1, on aura automatiquement deg(Py) < n — 1 et Py(0) = 0.

Remarque : tous les problemes de Padé de cet article se traduisent par un systeme d’équa-
tions linéaires dont les inconnues sont les coefficients des polynémes. Il y aura toujours une
inconnue de plus que d’équations, ce qui implique I’existence d’au moins une solution non
identiquement nulle. Nous montrerons que la matrice du systeme est de rang maximal, c’est-
a~dire que la solution du probléme est unique & une constante multiplicative prés, ce qui sera
dans ce texte; un tel probléeme est aussi dit normal.

le sens de I'expression “unicité”

Théoréme 1.1 A constante multiplicative pres, le probléme de Padé (5.8) a une unique
solution, et elle vérifie pour tout z € C tel que |z| > 1,

(k — p k—l—n—l—l) o -k

—_~
Ut
e

N—

k=1 k)na
N C ST o
k=0
et, si z ¢] — 00, 0],
R(z) = %/C (s = p)’(’Satf o ,sq4 (5.11)

ot C est un lacet entourant les points —n,—n +1,... ,0 dans le sens direct.
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Ce résultat concerne des séries quasi équilibrées; dans le cas particulier p = o elles sont bien
équilibrées. En effet, on peut écrire (5.9) sous la forme :

—p—1 pltl(p+o+n+1)!
(p+mn+1)letl

S(z) =

+o+n+2, +1 ..., +1 _
xa+2Fa+1(p p p ‘ 1)_

p+n+2 ..., p+n+2

Remarque : On peut démontrer [H12] ce théoréme en calculant les exposants de 1’équation
différentielle associée. Mais dans la suite on utilise une méthode complétement différente.

Proposition 1.2 Pour chaque couple (p,0), notons (P;,¢(2))1<j<a la solution du probléme
(5.8) associé a (n,a,p,0) qui vérifie la normalisation (5.10), et S, ,(2), Spo(2), Rpo(2) les
quantités correspondantes. On a alors :

2"Pjgp(1/2) = (—1)2tDFTetotip, | (2) pour j € {1,... ,a}

2"Sgp(1/2) = (—1)" DTS, (2)

2"Rep(1/2) = (=1)*"*V +p+g+lR (%)

En particulier quand o = p, on a pour j € {1,... ,a} :
2"Pjpp(1/2) = (=1)*CHITIP;  (2) et 2"8,,(1/2) = (=1)*"HD S, ,(2).

Remarque : Cette proposition affirme que si a(n+1)+7 est impair alors P; , ,(1) est nul. Donc
quand a(n + 1) est impair, resp. pair, S, ,(1) est une forme linéaire & coefficients rationnels
en 1, {(3), ¢(5), ..., ((a), resp. 1, ((2), ((4), ..., {(2[a/2]) : c’est ce qui apparait dans [R5] et
[B2]. Le cas le plus simple présentant une telle dichotomie correspond & p = 0, et nous n’en
avons pas trouvé mention dans la littérature :

SO,O(l) = Z (k)];,

Démonstration de la Proposition 1.2. En changeant z en 1/z on voit que la famille
((—1)72"P; 5.5(1/2))1<j<a est solution du probleme (5.8) associé & (n,a,p,o), et les fonc-
tions associées sont 2" Sy ,(1/2), 2" S5 p(1/2) et —2" R, ,(1/z). D’apres le Théoréme 1.1, cette
solution est proportionnelle & (Pj,(2))1<j<a- Le coeflicient de proportionnalité s’obtient a
I'aide de (5.10) et de 'identité triviale (a); = (—1)¥(—a — k + 1).

Une conséquence de ces considérations est donnée par les deux théorémes suivants.

Théoréme 1.3 Soient A\, p deux réels et o un rationnel tels que (A, ) # (0,0) et 0 < a < 1.
L’ensemble

{ ALis(@) + p zzgj(f))! ,s€EN"}

contient une infinité de nombres linéairement indépendants sur Q.
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Quand X # 0, on peut supposer A = 1 dans 1’énoncé de ce théoréme. Lorsque p = 0, on re-
trouve le théoréme démontré au chapitre 2 de [R6]. Pour A = 0, on en déduit la transcendance
de log(a) et dans ce cas, la méthode est essentiellement celle utilisée par Reyssat [R2] pour
obtenir une mesure de transcendance de log(«). Notre résultat n’apporte malheureusement
aucun éclairage sur ’éventuelle indépendance linéaire de Lis(a) et log®(a) pour tout entier
s > 2. En effet, la conclusion reste vraie si pour tout entier s > 2 et tout rationnel 0 < a < 1,
il existe des rationnels cs(a) et ds(a) tels que Lig(a) = c5(a) log®(a) + ds(a).

Remarque : Le Théoréme 1.3 reste valable pour —1 < a < 0, en choisissant une détermi-
nation convenable du logarithme (voir la remarque qui suit la Proposition 2.1). En utilisant
des séries bien équilibrées, et & = —1, on obtient un résultat analogue pour ’ensemble des

ALiy(—1) + ip (S(if)f)!,

s entier impair.

Théoréme 1.4 Au moins l'un des trois nombres
1 1
Lio(1/2) +10g*(2),  Lis(1/2) - 510g*(2), Lia(1/2) + 5 log"(2)

est irrationnel.

Remarques : En appliquant la méthode de Hata [H4], on pourrait peut-étre éliminer Liy(1/2)+
%log (2) du resultat précédent. Remarquons par ailleurs que Li(1/2) = 1¢(2) — %log2 (2) et

Lis(1/2) = £¢(3) — 3(2) log(2) + £ log(2) (voir [L4]).

La démonstration du Théoréme 1.1 est donnée au § 2. Elle se décompose en trois lemmes,
chacun traduisant I'une des équations du probléme (5.8). Au § 3, nous énongons et résolvons
(Théoréme 3.1) un autre probléme de Padé permettant de traiter le cas de séries trés bien
équilibrées. Au § 4, nous généralisons les Théoréemes 1.1 et 3.1 de maniere & englober les
problémes du type (5.2) : on obtient ainsi les Théorémes 4.1 et 4.2. Au § 5, nous donnons une
solution alternative au probléme de Padé (5.1), sans passer par le Théoréme 1.1. Enfin, aux
§ 6 et § 7, nous démontrons les Théoremes 1.3 et 1.4.

2 Séries quasi et bien équilibrées
Démonstration du Théoréme 1.1. 1l est plus commode de chercher & résoudre le probleme
équivalent

,

S(z) +ZP (2)Lij(1/2) = O(z " 1)

1860 = #Fil1/2) 4 Y- 1/2)L11/2) = O (5.12)
Jj=1 -
R(Z) = Z(—l)j_lpj(z)% - O((l _ Z)a(n+1)—p_g_1)
\ 7=1 .



2. Séries quasi et bien équilibrées 111

Fixons les notations suivantes, dans lesquelles on ne présage pas du fait que les P; forment
une solution. Pour j € {1,... ,a} on écrit :

n

t

z) = E P2
t=0

On a
a ) a n (m t)
Y Pi(2)Lij(1/2) = >0 pjs —
j=1 7j=1t=0 m>1
400 a n

_ k; Y 7@73’:”;)].. (5.13)

—n Jj=1 t=max(0,1—k)

Pour k > 1, le coefficient de 2=* dans cette série est donné par la fraction rationnelle

pjt
.14
-3y (14

]1t0

Q(k)
(F)ns1
degré strictement inférieur & a(n + 1), car il n’y a pas de partie principale dans ’équation
(5.14). D’aprés 'unicité de la décomposition en éléments simples, la donnée de Py, ... , P, est
équivalente & la donnée du polynéme ). Les Lemmes 2.1 & 2.3 ci-dessous montrent que le seul
polynéme @ qui donne une solution de (5.12) est (& constante multiplicative pres)

en la variable k, qu’on peut aussi écrire sous la forme ou le polynoéme Q(k) est de

Q(k) = (k — P)p(k +n+ 1)p-

Cela démontre “I'unicité” de la solution et la relation (5.9). On en déduit facilement (5.10)
en calculant les coefficients p, ¢ grace & (5.14). L’expression de R(z) découle du théoreme des
résidus appliqué & l'intégrale de (5.11).

Lemme 2.1 Les polynomes Pi,... , P, satisfont a la premiére condition du systéme (5.12)
(avec Py bien choisi) si, et seulement si, le polynome

p
[[k—i)=(k—p), divise Q(k).
i=1
Démonstration. Le coefficient de z—* dans I’équation (5.13) est nul pour tout k € {1,... ,p}
si, et seulement si, A s’annule aux points 1,... ,p.
Lemme 2.2 Les polynomes P, ... , P, satisfont d la deuziéme condition du systéme (5.12)

(avec Py bien choisi) si, et seulement si, le polynéme

n+o
I[ E+i)=FE+n+1), divise Q(k).
1=n+1
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Démonstration. On a :

a

> _(=1)2"P;(1/2)Li;(1/z)

7j=1
2 (m t)
- Y me >y
j=1 m>1
— - Pjn—t
= 278y (-1y Lo
k:;n g t—ma%lk) (t + k)J
400 a min(n,n+k—1) Dis
_ 2k By ¢ L 5.15

Pour k > 1, le coefficient de z—* dans la série S(z) est donné par Péquation (5.15), et vaut
A(—k —mn). Donc I'existence de Py vérifiant la deuxiéme condition du systéme (5.12) équivaut
a lannulation de A en —n —1,... ,—n — g, ce qui termine la preuve du Lemme 2.2.

Lemme 2.3 Soit D un entier inférieur ou égal a a(n + 1) — 1. Alors deg(Q) < D si, et
seulement si, quand z tend vers 1, on a :

R(z) = O((1 — z)er+1)=D-1)

En particulier si D = a(n + 1) — 1 alors les deux assertions sont trivialement vraies. Si
D = a(n + 1) — 2 on retrouve une observation qui apparait dans [B5] : A est sans résidu a
'infini si, et seulement si, P;(1) = 0. Pour démontrer le Théoreme 1.1 on utilise ce Lemme
avec D = p+o.

Démonstration du Lemme 2.3. Dans un premier temps, on traduit la condition deg(Q) < D.

On a:
I £+ — 1\ (—i)*
(k+z')j_2( ¢ )kfﬂ'

>0

d’oli, en posant d = £ + j, le développement asymptotique de A(k) & Uinfini :

2
AR) =D 7

d>1

(5.16)

en notant
Aq = (—1)¢ . mmz(:a,d) ( 1)id_j . (5.17)
4= 2 2 i j Dii - .
La condition deg(Q) < D se traduit par :
A4 =0 pour tout d € {1,... ,a(n+1)— D —1}.

On déduit alors immédiatement le Lemme 2.3 de la proposition suivante :
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Proposition 2.1 On a, pour tout z € C\] — 00,0] :

19 log” '(2)
R(z) =Y (-1)4 "2y R
a>1
Remargue : la série du membre de droite converge uniformément en z, sur tout compact de
C\] — o0,0]. En outre, on peut remplacer C\] — oo, 0] par n’importe quel ouvert simplement
connexe qui contient 1 et pas 0, en prenant sur cet ouvert la détermination du logarithme qui
s’annule en 1. Bien entendu, il faut effectuer ce changement & la fois dans (5.12) (qui définit
R(z)) et dans la Proposition 2.1.

Premiére démonstration de la Proposition 2.1. Posons z = log(z). On a :

j—1
R(em)=ZP ]1'53 ]

(G —D!
i1
= D 1)i-1
JZUE; e (j -1
D) D)W G
= p]t Y EEEEYYT)
j=11=0 £>0 (7 -1t
zd-1 < n_min(a,d) <d— 1) d—j .
= —_— ) 14 Ip;(—1 J—l)
dzzl(d_l)' ZO: ~ ji—1 J,t( )
d—1
= (=)

en utilisant la formule (5.17).

Deuziéme démonstration de la Proposition 2.1. Un calcul de résidus montre qu’on a :

R(z) = — /C As)7*ds, (5.18)

Y

ou C désigne le cercle de centre 0 et de rayon 2n, parcouru dans le sens positif. En posant

u = 1/s on obtient :

R(z) = / A(1 ) exp(~

2

log()  du
2

u u

en notant C’ le cercle de centre 0 et de rayon %, parcouru dans le sens direct. Grace au
développement A(1/u) = Y ;o Aqu?, valable quand u parcourt C’, on a :

ZZ elOg A, / W 240,

d>1 £>0

Or l'intégrale est nulle sauf quand d = £+ 1, et dans ce cas elle vaut 2i7. On a donc démontré
la Proposition 2.1.

Remarque : de la relation (5.18) on déduit immédiatement que 'ordre d’annulation de R(z)
en z = 1 est égal a I'ordre d’annulation de A(k) en l'infini, diminué de 1. Ceci démontre le
Lemme 2.3, sans passer par la proposition 2.1.
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3 Séries tres bien équilibrées

Considérons des entiers n > 0, a > 1 et p > 0 vérifiant 2p < a(n + 1) — 2 et que nous
supposons fixés. Nous désirons maintenant résoudre le probléme d’approximation de Padé
suivant : déterminer des polynémes Py, Py et P; (pour 1 < j < a) de degré au plus n
(dépendant aussi de a et p) et des fonctions S, S, R tels que

rs +ZP 2)Lij(1/2) = O(z~"71)

< i — Stptl
)5@)= +Z (2)Lij(2) = O ) 5.19)

a 1
R(z) = Z(—l)ﬂlpj(z)% — O((l o Z)a(n+1)72p72)

Théoréme 3.1 A une constante multiplicative preés, le probléme de Padé (5.19) a une solu-
tion unique, et elle vérifie

N n\ (k—p)p+n+1), 4
> (++3) B, (520)
et
2) = - kafn Y (EE—p)p(n—k+1), S
P,(2) kz:%( 1) (2 k) Ha(n ) : (5.21)
De plus, pour tout 3 =1,... ,a, on a
Z"Pj(1/2) = (—1)¥ TR P(2) et 2"S(1/2) = (—1)4FIHIS(2) (5.22)

Remarque : on peut écrire (5.20) comme une série hypergéométrique trés bien équilibrée :

1 _,p"M(2p+n+2)!

S(z) =2

(2) 5% (p+n+ 1)latt
KraFoy ((2PFTHL g2 pHl o prl |
a+3Lta+2 §n+p+17 p+n+2 ..., p+n+2

Démonstration. Reprenons les notations du § 2. Les Lemmes 2.1, 2.2 et 2.3 montrent que les
solutions sont données par
i Qk)
(k)2

k=1 "+1

avec un polynéme Q(k) de degré inférieur ou égal & 2p+1 et divisible par (k—p),(k+n+1),.
Pour toute solution il existe donc un polynome 7 (k) de degré au plus 1 tel que

Q(k) = m(k)(k — p)p(k +n+1),
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En développant en éléments simples la fraction rationnelle

(k=p)plk+n+1),
(k) ’

(k)

on voit que

n

Fa(2) = Z(—l)k“w(—k)(_k ;!Z)(;(Ti ;)’!ﬂj Do »
k=0

= oY Bk e

k=0

Sur cette formule, il est clair que si 7(k) = 1 pour tout k alors P,((—1)%) # 0 (car c’est une
somme de termes non nuls du méme signe), et que si 7(k) = k + § alors P,((—1)*) = 0 (car
le changement de k en n — k change P,((—1)%) en son opposé). Dans le cas général, on peut
écrire m(k) = o + B(k + ). La condition P,((—1)*) = 0 se traduit alors par & = 0 : on a
démontré que le probléeme (5.19) a une solution unique (& constante multiplicative prés), et
qu’elle vérifie (5.20) et (5.21). On en déduit (5.22) comme dans la preuve de la Proposition 1.2.

4 Généralisations

Nous considérons maintenant deux problémes de Padé qui englobent le probleme (5.2) et
font intervenir des séries “dérivées” telles que (5.7). Considérons des entiers n > 0, a > 1,
LM > 0et p,o >0 vérifiant Lp + Mo < a(n + 1) — 1 et que nous supposons fixés. Nous
voulons déterminer des polynomes P g, FO,ma P (pour 0 <{<L—-1,0<m< M—1et
1 < j < a) de degré au plus n et des fonctions Sy, Sy, et R (qui dépendent aussi de p, o,
L, M, a, n) tels que l'on ait les M + L + 1 conditions simultanées pour £ = 0,...,L — 1 et
m=0,..., M —1:

Se(2) = Po,e(2) + (Z;riz 1) Pj(2)Lieyj(1/2) = O(z~"7)
j=1
F8n) = Pan@) + X1 (" T B i) = 0o (523
a =t j—1
R(z) := Z(_l)j—lpj(z) 1(()5 - 1()2‘;) — O((]. _ z)a(n—i—l)—Lp—Ma'—l) .

Les entiers a et n étant fixés, on note Sy(z) = Sy (Lp’i\f) (2), ete.

Théoréme 4.1 A une constante multiplicative prés, le probléme de Padé (5.23) a une unique
solution, et elle vérifie pour tout £ =0,..., L —1 :

LM ()P A (k=R 1)
(h)e=-5 ;W< G )zk

p,o

et
LM ‘ Jk—p)y(n—k+ 1))
P“( p,o >(z) =2 (1" He(n — )1 a8

k=0
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De plus, pour tout j =1,... ,a, on a

L. M . M. L
np, ’ — (_ a(n+1)+Lp+Mo+j p. )
ng(M)u/z) 1) Iz(a,p)@)

— (L,M M, L
n ) —(_ a(n+1)+Lp+Mo )
et z Sg(p’0>(1/z) (-1) Sg(a,p)(z).

On peut également généraliser le Théoreme 3.1. On garde les mémes notations que pré-
cédemment, et on suppose M = L, 0 = p et 2Lp < a(n + 1) — 2. On cherche des polynémes
Pog, Pog, Pj (pour 1 < j <aet0<¢<L—1)de degré au plus n et des fonctions Sy, S et
R (qui dependent aussi de p, L, a et n) tels que 'on ait simultanément les 2L + 2 conditions
suivantes (pour £=0,...,L—1) :

(

Su(2) = Por(2) + 3 (z J]“i B 1) P;(2)Liess(1/2) = (==Y
ij=1

j—1

% Si(2) :== Poy(2) + Z(_l)j (ﬁ 4.—]' N 1) Pj(z)Ligt(2) = O(z"F7 ) (5.24)

Pa((= ))=

Théoréme 4.2 A une constante multiplicative pres, le probléme de Padé (5.24) a une unique
solution, et elle vérifie pour tout £ =0,..., L —1 :

oo

i (o) 2 )

Pa(z) = Z(_l)’m (g - k) (_k _klf()z)(n(”z;)]::a_i_ 1)'” k

f\‘

et

De plus, pour tous j=1,... ,aetf=0,...,L—1, ona
Z"Pj(1/2) = (=1)* VTP (2) et 2"S(1/2) = (—1)*TITS,(2) .

Nous omettons les démonstrations des Théorémes 4.1 et 4.2 car elles sont tout & fait similaires
a celles des Théorémes 1.1 et 3.1 : les conditions & Iinfini, resp. en 0, se traduisent par

Q(k)

(k)n—I—l
divise Q(k), et la condition en 1 implique
— dans le cas du Théoréme 4.1, que deg(Q) < Lp + Mo, ce qui suffit.
— dans le cas du Théoréme 4.2, que deg(Q) < 2Lp + 1; on adapte alors la démonstration
du Théoréme 3.1 .

lexistence d’une fraction rationnelle A(k) = telle que (k — p) , tesp. (k+n+1)M
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Remarque : Si dans le probleme (5.24), on remplace la condition P,((—1)*) = 0 par
P,((—1)®t!) = 0, on trouve que ce nouveau probléme a également une solution “unique”,
qui est la méme que celle du probléme (5.23) (avec M = L et 0 = p). C’est un exemple ou
plusieurs probléemes de Padé admettent une série donnée comme solution unique.

Avec L =3, a =20, p=n et £ =2, le Théoréme 4.2 donne la série utilisée dans [R7] pour

prouver lirrationalité d’au moins un des neuf nombres ((5), ¢(7), ..., ((21) :
2. d? n\ (k—n)3(k+n+1)3
n!14 — ((k‘ 4+ _) n n)
2oae (\F3) " (om,

= oo+ a5,n<(5) + a?,nC(7) +-+ a21,n<(21) )

pour certains rationnels a; ;.

Remarque : On pourrait aussi considérer des problémes de Padé “non diagonaux”, c’est-a-
dire dans lesquels on demande deg(P;) < nj, sans avoir forcément ny = --- = n, = n. Ceci
permettrait peut-étre d’englober les séries considérées par Zudilin [Z6] pour démontrer qu’il
y a au moins un irrationnel parmi les nombres ((5), ¢(7), ¢(9) et ¢(11) (voir aussi [F4], §3.3).

5 Résolution du probléeme de Padé pour {(2)

Nous donnons ici une solution alternative au probléme de Padé (5.1) : déterminer pour
tout entier n > 0 des polynoémes a, b et ¢ de degré au plus n et des fonctions S et R tels que

S(z) = a(2)Lia(1/2) + b(2)Li1 (1/2) + ¢(2) = O(z771)
R(z) = a(z)log(z) — b(z) = O((1 — z)"*1) .
En adaptant une méthode utilisée par Sorokin [S7] (et qui se rapproche d’une méthode exposée

par Siegel [S3] pour déterminer les approximants de Padé usuels de la fonction exponentielle),
nous allons montrer la,

Proposition 5.1 A une constante multiplicative prés, le probléme (5.1) admet une solution

unique qui vérifie :
Pty (1 —y)"
S(z) = / / dzdy . 5.25
(=) o Jo (z — zy)"tl Y (5-25)

En développant 'intégrale comme série entiére en 1/z, on retrouve la série (5.4). Pour z = 1,
on obtient l'intégrale introduite par Beukers dans [B4].

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants, dont nous omettons les démonstrations
car ils sont classiques (voir par exemple [A3] pour le Lemme 5.1 et [S2] (page 60) pour le
Lemme 5.2).

Lemme 5.1 Le probléme de Padé consistant a déterminer des polynomes P et () de degré
au plus n tels que V(z) = Q(z)Li1(1/2) + P(z) = O(z~""1) admet une solution unique (d une
constante multiplicative prés) et on a

1,.n — )"
V(z)=/0 Mdm

(z —z)ntl 7
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Lemme 5.2 Soit P, l'opérateur intégral défini, pour toute fonction f analytique dans un
voisinage de l’infini, par

_1\n+1 [e’s}
Pan(Ne) = S0 [T payas.

n! 2

Soit g une fonction analytique dans un voisinage de linfini et telle que lim,_, g(z) = 0.
Alors

g™ = f équivaut & g = Poy1(f) - (5.26)

Démonstration de la Proposition 5.1. 11 existe au moins une solution non triviale, qui donne
des fonctions S(z) et R(z). Nous allons montrer que S(z) est un multiple de I'intégrale (5.25).
Remarquons tout d’abord que*

Lip(1/2) + log(z)Li; (1/2) = 7%/6 — Lis(1 — 1/2) .
On en déduit que la fonction T'(z) définie par

T(z) = S(z) + Li1(1/2)R(z) = a(z)(Li2(1/z) + log(z)Li1(1/2)) + ¢(2)

est analytique au voisinage de 1. De plus, la condition en 1 sur R(z) implique que
(Liy(1/2)R(2))*Y a, au plus, une singularité logarithmique en 1. Donc
St (z) = T+ (2) — (Lip(1/2)R(2))**D a, au plus, une singularité logarithmique en
1. Comme par ailleurs,

P(z)

() = Pt (1/2) + e e

2" 1 — 2)

ot P et Q sont des polynémes de degré au plus 2n+1, on en déduit que (1—z)" ! divise P et Q.

En résumé, on a montré 'existence de polynémes P et ) de degré au plus n tels que
218 (2) = Q(2)Liy(1/2) + P(z) = O(z~"!) : le Lemme 5.1 assure qu’il existe une
constante c telle que :

z2"(1—2x)"

1
(n+1) —_ (_1\n+l, —n-1
S (z2) = (-1)""cz /0 o)t dz .

11 suffit alors d’appliquer le Lemme 5.2 & g(z) = S(z) (qui tend vers 0 & l'infini) et f(z) =
St (2) -

S(z) = n+1( S ()
= ( _g)n(/ u_lg;)ﬁldx)%u
1
“ L Ee)
= / / = xy)’sil— y)" dzdy .

“Cela se vérifie en dérivant les deux membres, avec z Liz(z) = Lii (2) = —log(1 — 2).
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6 Démonstration du Théoréme 1.3

6.1 Structure de la preuve

Considérons les fonctions Sy, (z) et R, (z) de la variable réelle z > 1 définies par :

> — |a—r —_
8o (2) = nto— Z wz_k ot Ry (2) = n!’ / (s Zn)mz_sds ’
k=1 (k)n—|—1 2im c (S)n—|—1

ou C est un lacet direct entourant les points —n, —n+1,--- ,0, et 7 un entier tel que 1 <r < a.
On déduit du Théoreme 1.1 'existence de polynémes Pj,, de degré au plus n tels que :

Sn(Z) = PO,n(Z) + Z ]Dj,n(z)Lij(l/z) — O(z—'rn—l)
j=1

a opi—1 p
R (2) = ZP',n(z)% = O((1 — )@ nta-1y
j=1 -

Soient \ et p deux réels et z un rationnel tels que (A, u) # (0,0) et z > 1. La démontration du
Théoréme 1.3 consiste & appliquer le critére d’indépendance linéaire ci-dessous & I’expression

)\Sn(z) +p log(l/z)Rn(Z) = )\PO,n(z) + Z Pj,n(z) (ALij(l/z) +u (j _ 1)!

Proposition 6.1 (Critére de Nesterenko) Soit 91, ¥,... ,9n des nombres réels. Suppo-
sons qu’il existe N suites d’entiers (p;p)n>0 et des réels o, f > 0 tels que :

i) ‘Zl]il pl,nﬁl‘ = amtom);

i) Vl=1,... N, |pn| < grtem).
Dans ces conditions, on a

log () — log(a)
log(8)

Nous devrons donc déterminer un dénominateur commun aux P;,(z), ainsi que le compor-
tement asymptotique de [AS,(2) + plog(1/2)Ry(2)|Y/™ et de |Pj,(2)|'/™. Pour cela, nous
estimerons le comportement asymptotique de |Rn(z)|1/ ™ en utilisant la Proposition 2.1.

On note d,, le p.p.c.m. des entiers 1, 2, ..., n. Le théoréme des nombres premiers implique

dimg(Q 91 + Q2+ - +QIn) >

que
d, = et
Nous ne donnons pas les démonstrations des Lemmes 6.1 et 6.2 ci-dessous. En effet, la sé-

rie Sy, (z) coincide avec la série Ny, o(2) mentionnée dans I'introduction et ces lemmes sont
démontrés au chapitre 2 de [R6].

6.2 Estimations arithmétiques et asymptotiques
Lemme 6.1 Pour tout entier j € {0,1,... ,a}, on a d?ijj,n(z) € Z[z]. De plus, les coeffi-
cients pj;n des polynomes Pjy(z) vérifient, pour tout j € {0,... ,a} et tout i € {0,... ,n} :

: 1/n a+r+1,.r
lim sup [p; i n| n <9 r’.
n——+o0
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En particulier, pour tout réel z > 1 et pour tout j on a :
lim sup |Pj,n(z)|1/" < 20FTHLT o
n—+oo

Lemme 6.2 Pour tout réel z > 1, on a

a

Sn(z) _ (’I"I’L)' / ( Hj=1 :I,‘;(l - xj) ) dzidzs - 'dxa . (527)
[0,1]*

nlr (z =219+ 2a)" | z—x1Z9++ - T4

On en déduit que pour tout réel z > 1, la limite ., de la suite |Sy(2)|'/™ existe et vérifie

e @ 1

7+ 1)° < @arz < proscard (5.28)

Remarque. Montrons la minoration de ¢, ., puisque le reste est démontré dans [R6]. La
!

formule de Stirling donne limn_wo(m)l/ " =1r" et g, est égal au maximum sur [0,1]% de

nlr
. ¢ T (l—x;
la fonction z — " (]_1%(])

Pl Comme z > 1, on peut majorer son dénominateur par z".
———

En considérant le point z; = --- =z, = on obtient

_r_
r+1°

r’ r’ ¢ e ®
> [— ) > =
(’OU"T’Z — Z’r’ ((T + 1)’!’—|—1> _— z'l‘(,r + 1)& ’
en remarquant que (r/(r +1))" > e L.

Lemme 6.3 Pour tout réel z > 1, sia >r > 1, alors

e2a—|—1,rr

= limsup | R, (2)|'/" < ———— - zlog? " (2) . 5.29
Ve = limsup B (2)]'1" < (7 -2 log ™ () (5.29)
Démonstration. Les diverses suites ¢(n) qui apparaissent ci-dessous sont explicitables; elles
dépendent éventuellement de a et de r, mais pas de z, et vérifient lim,,_, o c(n)/" = 1.

D’apres la Proposition 2.1, dont on reprend les notations, on a

& 1oy log(2)
s X T

n a

o fd—1 .

avec Ag = E E (—1)7+d (d_j)idjpj,i,n. Comme [pjin| < c1(n)2@tr e Papres le
=0 j=1

Lemme 6.1, on en déduit pour d > 2a —1 :

|Q[d| < ¢ (n)2(a+r+1)n,’,rn Z Z <Z - 1) ,];d—j
-7

=0 j=1
< CQ(n)2(a+T+1)nT7‘n (Z - 1>nd—1 ]
—a
Donc
0 (aar)
o) < exfmpzesriingrn S Aot g
d=(a—r)n+a—1 )
S d
< Cs(n)2(a+r+1)n,’jn log(z)a—l Z (TLIOS'(Z)) '

d=(a—r)n
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t 1
En appliquant I'identité E = / (t — z)%e®dz, on obtient
d= e+1 0

—  (nlog(2))? _ , (nlog(z))@=""
D & =7 (a—rm-D1"

d=(a—71)n

Par la formule de Stirling, on en déduit que

(a—r)n
|R,(2)| < c4(n)2(a+r+1)n,rrn . (eﬁ M 10g(z)(a—r)n+a—1 '
a—rT a—T)n
Finalement
i n 62a+1,r7“ wr
hTILILs;P‘Rn(Z)P/ < W -zlog® " (2) .

6.3 Fin de la démonstration du Théoréme 1.3

Fixons les réels A et p et le rationnel z = ¢/p > 1. Si A = 0, le Théoréme 1.3 est démontré
(essentiellement par cette méthode, avec r = 0) dans [R2]. On peut donc supposer que A = 1.
Définissons les entiers 7 ,(2) = dap"Pon(z) et mjn(z) = dap"Pjn(z) pour j € {1,... ,a},
ainsi que la combinaison linéaire & coeflicients entiers

ln(2) = dpp" (Sn(2) + plog(1/2) Rn(2))

= o, (2 —I—Z’ITJH Llj (1/2) + %) .

Notons 4, ,(a) la dimension de P'espace vectoriel engendré sur Q par 1 et les Lij(1/z) +
w pour j € {1,...,a}. Le Théoréme 1.3 découle immédiatement de la proposition

plus précise suivante.

Proposition 6.2 Si a > r = [a/log?(a)] >, 0, la limite de |[£,(2)|'/ existe et vérifie

lim  [£,(2)|™ = €% r.p - (5.30)

n—+oo
Pour tout j € {0,1,... ,a}, on a

lim sup |7rj,n(z)|1/" < e¥20FT Ty (5.31)

n—-+0o00

Enfin, pour tout ¢ > 0 il eziste un entier ag(e, z), qui dépend de € et de z, tel que pour tout
a > ag(e, z) on ait :

1—¢

>_ <
Ou(0) 2 1+ log(2)

log(a) .
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Démonstration de la Proposition 6.2. Montrons tout d’abord que si a > r = [a/log?(a)] >, 0,
alors
VYarz = lim sup [R,(2)|"/" < lim |Sn(2)|'/™ = Parz -
n—+o00 n—+00
On vérifie en effet que, avec r = [a/ log?(a)] :

)(L—’I'

Pa,r,z > 1 . (a -r
wamz - e3a+1zr+1 log(z)a—r ,,.r(,,. + 1)a

— 400 quand a — 400 .

On a donc
lim |6, (2)[Y" = lim_|dap"Sn(2)"™,

n—-+0o0o ——+00
ce qui prouve (5.30). L’assertion (5.31) se déduit immédiatement du Lemme 6.1. On peut
appliquer le critere de Nesterenko avec a = e%p,,.p < €22 1" % et § = 22477 Tlrrg ; il
vient alors
(a+7+1)log(2) + (r + 1) log(z) + alog(r)
a+ (a+r+1)log(2) + log(q) + rlog(r)

bola) > (5.32)
Un développement limité du membre de droite de (5.32) lorsque a — +o0, avec 7 = [a/ log?(a)],
conclut la démonstration de la Proposition 6.2.

Remarque : lorsque a et r sont fixés, on montre que
lim, _, { o Pqr,, = 0 alors que lim,_, | o 14+, = +00. Il semble donc difficile de montrer avec
nos méthodes que les nombres ALi,(1/2) + plo(%tafllgf) sont irrationnels pour z >, 0 quand A
et p sont non nuls, bien que cela soit vrai quand A = 0 ou p = 0. C’est pourquoi nous avons

adopté le point de vue inverse en fixant z et en faisant varier a et r.

7 Démonstration du Théoréeme 1.4

On utilise maintenant les deux fonctions

S(z) = (2n)!4 io: (k— n)nz_k ot Ro(2) = (2n)!4 /‘C (s — ’I’L)nz_sds ,

n! k=1 (k)%n—}—l B n! 2im (5)%714—1

o C est un lacet direct entourant les points —2n,—2n + 1,--- ,0. Le Théoréme 1.1 (en
changeant n en 2n) montre qu’il existe des polynémes P;,, de degré au plus 2n tels que :

4
Sn(2) = Pon(2) + Y Pin(2)Lij(1/2) = O(z™"7")
j=1
lo) -1 z
AOEDD Pj,n(z)% =0((1—2)™*%).

7j=1
Posons ¢, = S,(2) — log(2)R,,(2). Puisque Li;(1/2) = log(2), on a :
by =Pypn(2) + Pon(2)A2 + P30 (2)A3 + Py pn(2) M

avec \j = Li;(1/2) + k’(g;_(% : cette combinaison linéaire ne fait pas intervenir log(2) puisque
A1 = 0. Pour conclure, 1l suffit donc de déterminer un dénominateur commun D,, aux ration-
nels P;,(2) et de montrer qu'on a 0 < liminf|Dn£n|1/” <1

n—r+00
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Proposition 7.1 i) Pour tout j € {0,... ,4}, on a d3, Pj,.(2) € Z[2].
i) On a lim \Sn(2)|1/n ny o~ 8325073064
n——+o0o

iii) On a lim |Ry(2)|'/™ & e~ 799017452
n—-+00
On déduit de cette proposition que d3, est le dénominateur D,, recherché et que

. 4 Un _ 7 4 1/n , ,—0,325073064
m  {day £nl Jm |da, Sn(2)] € €]0,1[,

ce qui prouve le Théoréme 1.4.

Démonstration de la Proposition 7.1. i) On écrit

@) (k—n), _ ((2n)!(k—n)n) _ (((zn)! )3

n! (k)%n—l—l n!(k)2n+1 k)on+1

et on adapte ensuite la technique utilisée au Lemme 5 de [B2], par exemple.

ii) On pourrait utiliser la représentation intégrale de Sy, (z) mais nous donnons ici une démons-
tration alternative basée sur la seconde démonstration du Lemme 3 de [B2]. En appliquant
2n)*  (k—n)p

nt o 26 (k)3n 40

la formule de Stirling & , avec k = zn, ¢ > 1, on montre que

2—zx5z
. 1/n — 8

g a—1 o ¢—8:325073064
(a+2)8 ’

oit @ = 1,006316912 est 'unique solution > 1 de 55 — 2(s — 1)(s +2)* = 0.
iii) Par le changement de variables s — —s, on voit que

n .4 S
Ra(2) = (~1 2 /c( G Dn 945

n! 2im s—2n)3, .

ou C est un lacet direct entourant les points 0,1,... ,2n. En suivant [R2], on peut déformer
ce contour de telle sorte que pour tout réel ¢ > 2, on ait

cn—+i00

n! 24w s —2n)5,. 4
cn—1i00

(2n)!* moor((s +1n+1)T((s — 2)n)4
n! 2im / ['(sn+1)°

c—100

= (-1)"n 2™ds .

La formule de Stirling s’étend aux nombres complexes :

I'(z) = (2/€)” v2r/z (1 + O(1/|2]))
lorsque |arg(z)| < m et on en déduit que
c+100

R,(2) = 22 a(n) / g(s)e™®)ds - (1+0(1/n))
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avec ¢ > 2 quelconque, g(s) = ,/ﬁ, w(s) = (s+ 1)log(s + 1) + 4(s — 2)log(s — 2) +
slog(2) — 5slog(s) et a(n) telle que limy, oo |a(n)|'/* = 1. Nous sommes maintenant en
position d’appliquer la méthode du col, dont nous rappelons le principe ci-dessous. Comme
w'(s) =log(s + 1) + 4log(s — 2) + log(2) — 5log(s), les solutions de I'équation w'(s) = 0 sont
parmi les solutions de s> — 2(s + 1)(s — 2)* = 0. Cette derniére équation admet une unique
solution réelle 8 > 2, qui vérifie de facto w'(8) = 0. On a 8 =~ 11,31757856 et le réel w" ()
est non nul. L’étude des variations de la fonction y — Re(w)(5 + iy) (& la maniére de [R7],
page 165) montre que la droite Re(s) = ¢ avec ¢ = (3 est admissible. On peut donc appliquer

la Proposition 7.2 ci-dessous et en déduire que

. 1n _ o8 BF1 ny o—9,799017432
B Q)T =2 o e '

Pour conclure ce paragraphe, nous donnons maintenant un des énoncés possibles de la
méthode du col : on se réferera & [C9], pp. 91-94 ou [D2], pp. 279-285 pour plus de détails.
Soit w une fonction analytique au voisinage d’un point zg et telle que w'(zp) = 0 et w”(z) =
|w” (z0)e*® # 0. Au voisinage de 29, on a w(2z) = w(zo) +3w" (20) (2 — 20)2+ O((z — 20)?). Soit
L un chemin passant par zg, et admettant une tangente A en ce point. Notons 8 'argument de
z — 29, défini modulo 7, pour z € A. Supposons que cos(ag + 26) < 0. Alors Re(3w" (20)(z —
20)%) < 0 quand z parcourt L, au voisinage de zy. La fonction Re(w(z)) admet donc un
maximum local en zj le long de L. On dit qu’un chemin L est admissible en zj si les conditions
précédentes sont remplies, et que Re(w(zg)) est le maximum global de Re(w(z)) le long de L.

Proposition 7.2 Soient g et w deux fonctions analytiques dans un ouvert simplement conneze
D du plan. Supposons qu’il existe zg € D tel que w'(z0) = 0 et w"(z0) = |w"(z0)]|e"* # 0. Si
L est un chemin inclus dans D et admissible en zy, alors

2T
n|w"”(2o)|

/ 9(2)e"™Pdz = +i g(z) ei@0/2gnw(z0) . (1+0(1/n)),
L

ou le signe + dépend de ’orientation de L. De plus, cette estimation est encore valable si L
est un chemin que l’on peut déformer en un chemin admissible en zy.

8 Représentation intégrale réelle de R,(z)

Lorsqu’on prend p = ¢ = 0 dans le Théoréme 1.1, on a pour tous réels c et z tels que
c>netz>0:

c+1i00
-1 a(n+1) 1@
R, (z) = ( ) / n —z°ds .
2im J (s —n)g

Aux notations pres, cette représentation complexe apparait dans [R2] ou Reyssat montre que
pour tout réel w > 0, R,(e”) se représente comme la puissance de convolution R, (e") =
g;%(w) avec g,(w) = (e — 1)". Dans [A5], Amoroso remarque qu’au moyen de changements
de variables simples on peut transformer ce produit de convolution en l'intégrale suivante :

a-1 xj(n+1)—1(1 —z)n
( ) [O,l}a_l ]:H1 (1 — ij e _/Ea_l)'n,—f—l J




8. Représentation intégrale réelle de R, (z) 125

En particulier, on en déduit que pour tout z < 1,

a—1 7
(1l —x; a
lim |R,(1—2)|"/" = |2|* max Hl_ﬂ( ) <l

n—-+o00 gE[O,l]”’_l

ZLj- Tqo1 | T a®

11 serait intéressant de généraliser cette représentation intégrale au cas ou p et o sont quel-
conques.

Remerciements : Nous tenons a remercier F. Amoroso, D. Bertrand, P. Grinspan, S. Khe-
mira et M. Waldschmidt pour leurs remarques qui ont permis d’améliorer ce texte.
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Chapitre 6

Orbits under algebraic groups and
logarithms of algebraic numbers

1 Introduction

1

Let K be either the field C of complex numbers, or its p-adic analog C,, which is the com-
pletion of an algebraic closure of Q. Then K is an algebraically closed field of characteristic
zero. We fix an algebraic closure Q of Q in K.

In the complex case, let L = {\ € C; exp()\) € Q*} be the Q-vector space of logarithms
of algebraic numbers. In the p-adic case, we define log(1 + z) by its power series expansion if
z € G has positive valuation, and we extend the logarithm function into a morphism of C,
to G, such that log(p) = 0. Then we denote by L the set of logarithms of nonzero elements
of Q C G, ; this set is a Q-vector subspace of C,.

In the sequel, we consider simultaneously (unless otherwise specified) both the complex
and the p-adic cases. We denote by £ the Q-vector subspace of K spanned by 1 and L. The
algebraic independence Conjecture (see [L1], Historical Notes of Chapter III) asserts that
elements A,... ,\; of £ are algebraically independent over Q if, and only if, 1, Ay, ... , Ag are
linearly independent over Q.

A new approach to the algebraic independence Conjecture has been suggested by Damien
Roy. Instead of fixing elements Ai,... ,A; of £ and studying polynomial relations between
them, he proceeds in the opposite direction : first fix a system of polynomial relations with
coefficients in Q, in ¢ variables, then focus on the g-tuples of elements of £ which satisfy
these relations. In geometric terms, this means that we are given a closed algebraic subset X
of K9, defined over Q (that is, defined as the zero locus of a collection of polynomials with
coefficients in Q), and we study the set X (£) = X N L of points of X with coordinates in L.

In this situation, Damien Roy states the following conjecture, which is equivalent [R13]
to that of algebraic independence :

12000 Mathematics Subject Classification : Primary 11J85 ; Secondary 11J81, 33B10, 14R20, 14L35.
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Conjecture 1 Let g be a positive integer, and X be a closed algebraic subset of K, defined
over Q.
Then the following holds :
X = J Ew®

ECX
where E runs through the linear affine subspaces of K9 contained in X and defined over Q.

Conjecture 1 is a very precise description of X (L£). The following conjecture is less precise,
therefore easier to prove for a given closed algebraic subset X ; nevertheless, it is equivalent
to Conjecture 1, since both are equivalent to the algebraic independence Conjecture :

Conjecture 2 Let q be a positive integer, and X be a closed algebraic subset of K9, different
from K9, defined over Q.

Let z € X(L) = X N LY.

Then x belongs to some affine hyperplane of K9 defined over Q.

These conjectures are very far from being proved ; actually, there are only a few closed
algebraic subsets X for which anything is known about X (L) :

e Let X be a linear affine subspace of K9, defined over Q. Then Conjectures 1 and 2 hold
trivially for X.

e Let d, [ and r be positive integers such that r < dd—ll. Identify K% with the space of
matrices with d rows and I columns, with entries in K. Let X be the subset of K% consisting
in those matrices of rank at most . Then Conjecture 2 holds for X : this is a straightforward
consequence of Theorem 2.1 stated below, which is due to Damien Roy [R11].

e Let k and m be integers such that 2 < k < m — 2, and denote by G(k,m) the affine
cone over the Grassmannian which parametrizes the subspaces of dimension k£ of K™. Assume
(k,m) # (2,4). Then Conjecture 2 holds for G(k,m) : this follows both from Theorem 2.1
of [R13] and from the results in the present paper (see Section 5.1). Further, if Conjecture 1
holds for G(2,4) then it holds for any G(k,m) ([R13], Proposition 2.5).

e Finally, if K = C and X is an algebraic curve, there are a few results ([R15], Theorem
0.2 and Corollary 7.2), but they concern only the points z € X (L).

In this paper, we prove new results about these sets X(L£). On the one hand, we prove
Conjecture 1 for some algebraic subsets X, including the affine cone V(k,m) C Sym*(K™)
over the Veronese variety if £ > 3 (see Section 6). This yields the following result :

Theorem 1.1 Let k and m be integers, with k > 3.
Let P be a homogeneous polynomial of degree k, in m variables, with coefficients in L.
Assume that P is the k-th power of a linear form A with coefficients in K.
Then there ezist a linear form ¢, with coefficients in Q, and an element a of L, such that

P = ag”.

On the other hand, we prove Conjecture 2 for some orbits under algebraic groups. In
more precise terms, we consider an affine algebraic group G defined over Q acting on a
vector space W equipped with a Q-structure (see Section 2.1). We assume the representation
o0 : G — GL(W) to be a morphism of algebraic varieties defined over Q. Let X be an
orbit under this action; then X is a locally closed subset of W ([H10], Proposition 8.3). The
following conjecture may be stated :

Conjecture 3 Assume X is not of mazimal dimension among p-orbits. Then every z € X (L)
belongs to some affine hyperplane of W defined over Q.
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Conjecture 3 follows from Conjecture 2, for the union of orbits of dimension less than or
equal to dim(X) is a closed algebraic subset of W defined over Q.

In this paper, we prove Conjecture 3 for the orbits X which satisfy some additional
assumptions (see Section 4). But the result we obtain is slightly more precise : for these orbits
X, every z € X (L) belongs to some vector hyperplane of W defined over Q. The proof of the
results stated in Section 4 involves a transcendence theorem due to Damien Roy [R11], which
yields a lower bound for the rank of a matrix with entries in £ by taking into account the
linear relations, with coefficients in Q, between its entries. This result is stated in Section 2,
together with definitions and notation. Section 3 is devoted to applying this transcendence
theorem. In Section 5, we provide examples to which the previous results apply ; for instance,
the following statement is proved :

Theorem 1.2 Let n be an integer, and M be a square matriz of size n, with entries in L.
Assume the n? entries of M are linearly independent over Q. Then the centralizer of M has
dimension less than or equal to %(n2 +1).

Finally, notice that all the results obtained in this paper concerning the points of X (L)
apply, in particular, to the points of X(L). Let z € X(L); then z belongs to some affine
hyperplane of K9 defined over Q if, and only if, z belongs to some vector hyperplane of K9
defined over Q : this follows from the Theorem of Baker-Brumer ([B1], Chapters 1 and 2).
Consequently, it is possible, in every statement in this paper, to replace (Q, £) by (Q, L).

2 Preliminaries

In the sequel, all the subspaces we deal with are vector subspaces (unless otherwise spe-
cified).

2.1 Some Elementary Facts about Q-Structures

This Section is devoted to Q-structures; a detailed account of this can be found in [B14],
§8.

Let ¢ be an integer. An element of K7 is said to be defined over Q if it belongs to Q7.
A basis (e1,... ,e,) of K is said to be defined over Q if the vectors e; are defined over Q.
A K-subspace of K1 is said to be defined over Q if it is spanned by vectors defined over Q.
It is equivalent to being defined by linear equations with coefficients in Q. More generally, a
closed algebraic subset of K7 is said to be defined over Q if it is the zero locus of a collection
of polynomials with coefficients in Q.

Let W be a vector space of dimension q over K. We call Q-structure on W any Q-subspace
of W that is spanned, over Q, by a K-basis of W.

Let W be a vector space of dimension ¢ over K, equipped with a Q-structure denoted
by W(Q). There is a bijective K-linear map f, from W to K9, that sends W (Q) onto Q7.
Thanks to f, it makes sense for a vector, basis, subspace or closed algebraic subset of W to
be defined over Q; and this does not depend on the choice of f, but only on the Q-structure

w(Q).

A linear map f : W —>_W’, where W and W' are equipped with Q-structures, is said to
be defined over Q if f(W(Q)) C W/'(Q).
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We denote by W (L) the subset of W consisting of those vectors whose coordinates, in a
basis of W defined over Q, belong to £ (since L is a vector space over Q, the set W (L) does not
depend on the basis we choose). Moreover, if X is any subset of W, we let X (Q) = X "W (Q)
and X (L) = X "W (L). If W is the vector space K, equipped with the Q-structure Q?, this

agrees with the notation X (£) = X N LY used in the introduction.

Let W be a vector space equipped with a Q-structure W(Q), and let k& be an integer.
Then the symmetric power Sym* (W) is equipped with an induced Q-structure Sym* (W (Q)).
In more concrete terms, if (eq,... , e4) is a basis of W defined over Q, then the corresponding
basis (er) of Sym*(W) is defined over Q (where I = (i1,... ,4,) runs through the g-tuples
of integers such that i; + ...+ 4, = k, and e; is the symmetric product in which each e; is
repeated 4; times). An analogous argument applies to W®* and AF(W).

2.2 Statement of the Transcendence Theorems

The transcendence theorem we will use in Section 3 is the following statement. It is a
generalization of Theorem 2.1 of [W2]; it results from Theorem 4 of [R11] (see the proof of
Corollary 1 of the same theorem) :

Theorem 2.1 Let E and F be nonzero vector spaces, equipped with Q-structures, of respective
dimensions | and d.
Let u be a linear map from E to F, of rank r.
We assume the following :
1. The matriz of u, in bases of E and F defined over Q, has entries in L.
2. The kernel of u contains no nonzero element of E defined over Q.
3. The image of u is contained in no hyperplane of F defined over Q.
4. We have : 7 < dd—ll.
Then there exist vector subspaces S C E and T C F, of respective codimensions ;1 > 1

and dy > 1, defined over Q, with the following properties : u(S) C T and there is an integer
r1 > 1 such that

(6.1)

In this theorem, the assumptions 2 and 3 are not essential : if they are not met, we can
consider the induced map u : E/E" — F', where E' is the maximal subspace of E, defined
over Q, that is contained in ker(u), and F’ is the minimal subspace of F, defined over Q, that
contains Im(u). This yields the following corollary, which is Corollary 1 of [R11] :

Corollary 2.2 Let E and F be nonzero vector spaces, equipped with Q-structures, of respec-
tive dimensions | and d.

Let u be a linear map from E to F, of rank r, whose matriz in bases of E and F defined
over Q has entries in L.

Then there exist vector subspaces S C E and T C F, of respective codimensions l; > 0
and dy > 1, defined over Q, such that u(S) C T and (d —r)l; < rd;.

In Section 6, we will use the following corollary of Theorem 2.1 ([R11], Corollary 2), which
is a generalization of the six exponential theorem ([L1], Chapter II, Theorem 1) :

Theorem 2.3 Let d and | be integers, with d > 2 and | > 3.
Let M be a matriz, with d rows and | columns, of rank 1, with entries in L.
Then either the rows or the columns of M are linearly dependent over Q.
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2.3 Notation

In the sequel, we consider the following situation.

Let W be a finite dimensional vector space over K, equipped with a Q-structure.

Let G be an affine algebraic group defined over Q, that is an affine algebraic variety defined
over Q, equipped with a group structure such that the map (z,y) — zy ! is a morphism of
varieties defined over Q. Then G(K) is a Lie group; the notation G(K) underlines the fact
that it is equipped with complex or p-adic topology.

Let o : G — GL(W) be a linear representation of G, assumed to be at the same time a
morphism defined over Q between the algebraic varieties G and GL(W).

Let X be an orbit under this action. Then X is a smooth locally closed subset of W ([H10],
Proposition 8.3).

Notation: Let d = dim(W), [ = dim(G) and r = dim(X).

We denote by G°P the opposite group to G, that is the group with underlying set that of
G and law *°P defined by a *°? b = b* a for all a,b € G (where * is the law of G). We denote
by W* the dual space of W, and by ¢ : G — GL(W™*) the contragredient representation
associated with o, defined by ¢°?(g) =%(o(g)) for all g € G.

The tangent map of p at the unit element (denoted by Id) of G is the map Lie(p) : g —
gl(W), where g is the Lie algebra of G and gl(W) = End(W) that of GL(W). Both Lie
algebras are equipped with Q-structures, and Lie(p) is defined over Q ([H10], §34.2).

For Ac gand a € W, we let :

(Lie(o)(4))(a) = fala) = Ma(A)
We define in this way linear maps (for A € g and o € W)
fa:W—osWandMy,:g—-W

The following lemma ([B15], Chapter III, §1.7, Proposition 14) implies that the union
of orbits whose dimension is less than some given integer is a closed algebraic subset of W
defined over Q :

Lemma 2.4 For x € X, the image of My 1is the tangent space to X at x; accordingly, we
have :

rk(M;) = dim(X)

This paper originates in the following remark, due to Damien Roy : if X is an orbit of
dimension less than dd—ll, then for z € X (L) the map M, has rank less than dd_ll’ therefore
Theorem 2.1 may apply to M,. This idea is developed in a more precise way in the next
Section.

3 Applying a Transcendence Theorem

In this Section, we state and prove Proposition 3.1, the only arithmetical step in the proof
of the results mentioned in Sections 4 and 5. This Proposition follows from Theorem 2.1, the
assumptions of which lead to the following definition :

Definition: The pair (g, X) is said to be suitable if the following holds :
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1. The map Lie(p) is injective.

2. There is no pair (V, ¢), consisting in an open subgroup V of the Lie group G°?(K) and
a nonzero element ¢ € W*, such that ¢ is invariant under p°?(V).

3. We have r = dim(X) < f; = ;) amE),

For the sake of brevity, we shall sometimes say that X, rather than (o, X), is suitable.

N.B. If p is faithful then the first condition is met. On the other hand, the second condition
is satisfied as soon as for every open subgroup V of G?(K) there exists g € V such that 1 is
not an eigenvalue of g(g). A sufficient condition for this to hold is the existence of A € g such

that Lie(p)(4) = Id.
Now we can state, and prove, the following :

Proposition 3.1 Assume (o, X) is suitable.

Let z € X(L) be an element that belongs to no hyperplane of W defined over Q.

Then there exist vector subspaces S C g and T C W, of respective codimensions ;1 > 1
and di > 1, with the following property : Im(fa) C T for all A € S, and there is an integer
r1 > 1 such that

L L dr > 2
4 Sd ™M (62)
N.B. In particular, the conclusion yields r; < r and the following relation :
r
l d :
1< g (6.3)

Proof of Proposition 3.1 : Let us check that Theorem 2.1 applies to M,. First of all, the
matrix of M, in bases of g and W defined over Q has entries in £ since x € W (L). Further,
we have rk(M;) = dim(X) < dd_ll by Lemma 2.4, and because (g, X) is suitable.

Furthermore, let A € ker(Mj)(Q). Then z belongs to the kernel of f4, which is a subspace
of W defined over Q. Accordingly, this subspace is equal to W itself, that is Lie(o)(4) = 0;
by assumption, this implies A = 0.

Finally, let H be a hyperplane defined over Q which contains the image of M,. Then
z € f;'(H) for all A € g. This yields Im(f4) C H for all A € g(Q), hence for all A € g by
linearity. In the complex case, this implies (thanks to [B15], Chapter III, §6.5, Proposition
13) 0(9)(y) —y € H for every y € W and every g in the neutral component of G(C). In the
p-adic case, we have Im(exp(f4) — Id) C H whenever A is close enough to the origin. But
there exist open subgroups (in the p-adic topology) U C g(K) and V C G(K), and a bijective
exponential map (denoted by expy;) from U to V. Restricting U and V if necessary, we can
assume Im(exp(fa) —Id) C H for all A € U, and goexp;; = expoLie(p) on U. Then for every
g € V there exists A € U such that exp;(A) = g, hence Im(p(g)—1Id) = Im(exp(fa)—1d) C H.
Therefore, in the p-adic as well as in the complex case, there is an open subgroup V of G(K)
such that Im(o(g) —Id) C H for all g € V. Let ¢ be a linear form whose kernel is H ; the
previous relation means ¢ € ker(p??(g) —Idw~) for all g € V : this contradicts the assumption
that (0, X) is suitable. Consequently, the image of M, is contained in no hyperplane of W
defined over Q.
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Thus Theorem 2.1 applies, and produces some subspaces S and T' defined over Q such that
relations (6.1) hold and with the property M,(S) C T. For A € S(Q), this yields f;*(T) = W,
i.e. Im(f4) C T. As A runs through a basis of S defined over Q, this concludes the proof of
Proposition 3.1.

Proposition 3.1 will allow us to prove Conjecture 3 for some orbits X. However, applying
this statement prevents us from proving more precise results on the points z € X (£). This is
the reason why the following proposition is useful :

Proposition 3.2 Let z € X(L) and denote by € the minimal subspace of W, defined over
Q, that contains x. Then there exist vector subspaces S C g and T C W, of respective
codimensions l; > 0 and d; > 1, such that (d —r)ly < rdy and fa(a) € T for every A € S
and every a € €.

Proof of Proposition 3.2 : Corollary 2.2, applied to M, produces subspaces S and T', defined
over @, such that M,(S) C T. For A € S(Q), this implies f4(£) C T'; as A runs through a
basis of S defined over Q, this ends the proof of Proposition 3.2.

4 General Results

In this Section, we try to prove that every point z € X (£) belongs to some hyperplane
of W defined over Q (except in Theorem 4.2, where a stronger statement is obtained). With
this aim in view, we let x € X (L) be a point that does not belong to any such hyperplane,
and we proceed in the following way :

e We assume that (g, X) is suitable, so that Proposition 3.1 applies and produces subspaces
S and T.

e We make a geometric assumption on the orbits under p (in Section 4.1) or under the
contragredient representation ° (in Sections 4.3 and 4.4). This assumption allows us to
derive a relation between /; = codim(S) and di = codim(7’) from the property Im(fa) C T
forall A€ S.

e We assume the dimension 7 of X to be “small enough”, and sometimes we add a technical
assumption, in order to derive a contradiction from the relations between [; and d;.

These assumptions are of a different kind : the first one appears to be necessary to apply
Proposition 3.1. The second one has an important drawback : the property Im(f4) C T for all
A € S is much stronger than the relation between [; and d; that we derive from it. Therefore it
could be interesting to imagine other (geometric) assumptions than those made in this paper.
Finally, the last assumption is fitted in such a way that it is possible to derive a contradiction.

4.1 A Large Dimensional g-Orbit

Theorem 4.1 Let k be an integer greater than 1. Assume :
o that (0, X) is suitable.
e that there exists a p-orbit of codimension less than k in W.
e that X has dimension r < %.
Then every element = € X (L) belongs to some hyperplane of W defined over Q.
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N.B. In particular, if o has a Zariski-dense orbit then Theorem 4.1 applies with £ = 2. But

in this case, Theorem 4.2 stated below provides a more precise result (except if r = %)

Proof of Theorem 4.1 : Assume there exists z € X(£) that belongs to no hyperplane of
W defined over Q. Denote by S and T' the subspaces produced by Proposition 3.1, and let
a be an element of W whose orbit has codimension ¢ < k — 1. Then M,(S) C T, hence
dim(7") > dim(S) —dim(ker(M,)). As rk(M,) =d—c > d—k+1 by Lemma 2.4, we obtain :
di <l +k—-1.

This inequality, together with assumption r < % and inequality (6.3), yields: d; —k+1 <
l1 < g%di < 725, hence =24, < k — 1. But inequalities (6.2), with 7, > 1 and 7 < ¢, imply
dy > 4r; >k, ie. di > k + 1. Therefore the following holds : ¥=2¢+0 < k1 1f £ > 3, this
yields a contradiction.

Assume now k = 2. Then d; < [; + 1, and [y < d; because of assumption r < % and
inequality (6.3); therefore [y = d; — 1. But inequalities (6.2) imply d; > 2r, that is d; >
2r1 + 1. Hence I; > 2ry and m > (2”41(1%4'1)
In conclusion, Theorem 4.1 is proved for any k greater than or equal to 2.

, which is impossible because r; > 1.

Actually it is possible (under stronger assumptions) to prove the following more precise
description of the points z € X (L) :

Theorem 4.2 Assume :

e that o has a Zariski-dense orbit Y.

o that X has dimension r < %.

Then for every x € X (L) there is a subspace & of W, defined over Q, that contains x and
is disjoint from Y.

Proof of Theorem 4.2 : Let £ be the minimal subspace of W, defined over Q, that contains
z. Assume there is an element o € £ that belongs to Y. Then Proposition 3.2 produces
subspaces S and T such that M,(S) C T, hence di < I + d — rk(My). Now Lemma 2.4
implies rk(M,) = d, thereby proving d; < [;. But this contradicts the relation (d—r)l; < rdy,
with r < % and di > 1. This ends the proof of Theorem 4.2.

4.2 Additional Notation

We denote by g? the Lie algebra of G°P. This is the Lie algebra with underlying vector
space that of g and bracket the opposite of the bracket of g.

In the same way as in Section 2.3, we use the following notation for A € g°? and ¢ € W* :
(Lie(0??)(A))(¢) = ga(¢) = Ngy(A). For every A € g°? and every ¢ € W*, this defines linear
maps g4 : W* — W* and Ny : g% — W*.

For all A € g, we have *(Lie(0)(A)) = Lie(¢°)(A), which reads ‘f4 = g4. A straightforward
consequence of this relation is the following :

Lemma 4.3 Let S C g and T C W be subspaces such that Im(fa) CT for all A€ S.
Let T* C W* be the orthogonal subspace to T.
Then ga(¢) = Ny(A) =0 for every A € S and every ¢ € T*.
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4.3 Finite Number of g°?-Orbits

Theorem 4.4 Assume :
e that (0, X) is suitable.
e that the contragredient representation o°P associated with o has only finitely many orbits.
e that X has dimension r < %
Then every element x € X (L) belongs to some hyperplane of W defined over Q.

Proof of Theorem 4.4 : Assume, on the contrary, that some z € X (L) belongs to no hy-
perplane of W defined over Q. Then Proposition 3.1 applies, and produces subspaces S and
T.

Let ¢ be the maximal dimension of the ¢°’-orbits that intersect 7. Let Yy be an orbit
realizing this maximum, and let ¢ € T*NYy. We have S C ker(INy) by Lemma 4.3, hence I, > ¢
thanks to Lemma 2.4 applied to the representation ¢°? and the orbit Yy of ¢. On the other
hand, T™* is contained in the (finite) union of the p°P-orbits of its elements, therefore d; < g.
Let us compare the relation /; > ¢ > d; obtained here with formula (6.3) and assumption
r < % ; the following contradiction appears : dy <1y < z=.di < d;. Therefore Theorem 4.4 is
proved.

4.4 Assumptions on the Small g°P-Orbits

Throughout this Section, we make some assumptions on the “small” p°?-orbits, precisely
those which have dimension less than r = dim(X). Assuming that there is no such orbit
(except the trivial one), the following statement is obtained :

Theorem 4.5 Assume :

that (0, X) is suitable.

e that all nonzero o°P-orbits have dimension at least r.
e that X has dimension r with d > @

e that one, at least, of the following holds :

1. The union of {0} and of p°P-orbits of dimension r contains no vector subspace of
W* of codimension r — 1.

2. If ¢ and ¢' are elements of W* the o°P-orbits of which have dimension r, and if
ker(Ny) = ker(Ny ), then ¢ and ¢' are collinear.

Then every element x € X (L) belongs to some hyperplane of W defined over Q.

N.B. Assume r < % and p° has only finitely many orbits of dimension r. Then the union of
{0} and of p°P-orbits of dimension r has dimension at most r, with r < d — (r — 1) ; therefore
assumption 1 holds.

Proof of Theorem 4.5 : Assume there exists z € X (L) that does not belong to any hyperplane
of W defined over Q. Then applying Proposition 3.1 yields subspaces S and T.

As dy > 1, there exists ¢ € T™ such that ¢ # 0, therefore the p°P-orbit of ¢ has dimension
at least . We have S C ker(NN4) by Lemma 4.3, therefore Lemma 2.4 yields : [; > rk(Ng) > r.

Let us prove that equality [ = r does not hold. In fact, otherwise, we would have rk(Ny) =
r and S = ker(Ny) for all nonzero ¢ € T*; in particular, by Lemma 2.4, each nonzero ¢ € T*
would belong to some p°P-orbit of dimension r. Moreover, relation (6.3) would yield d; > d—r.
Assumption 1 could not hold. Neither could assumption 2, for it would imply di < 1, hence
d=r< dd—_ifl, which is impossible.
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Therefore we have {; > r + 1. Thanks to assumption d > @ and relations (6.2), we

obtain :
(T + 1)(d - 7") lldl > (T + 1)d1

d = =S Y T+ )+ ds
This yields d(r +1) > r(dy +r + 1), hence the following contradiction : r +1 < I < 75d; <
r 4 1. This concludes the proof of Theorem 4.5.

Another result is the following, which applies when it is possible to control the union of
“small” p°P-orbits:

Theorem 4.6 Assume :
e that (0, X) is suitable.
e that the union of all o°P-orbits of dimension less than r contains no vector subspace of
W* of dimension greater than g.
e that X has dimension r < V.
Then every element x € X (L) belongs to some hyperplane of W defined over Q.

Proof of Theorem 4.6 : Assume some z € X (L) belongs to no hyperplane of W defined over
Q. Then Proposition 3.1 produces some subspaces S and T.

As r; > 1, relation (6.2) yields d; > g, therefore the union of g°P-orbits of dimension less
than r contains no vector subspace of W* of dimension d;. In particular, T* is not contained in
this union : there exists ¢ € T such that rk(Ng) > r (thanks to Lemma 2.4). As S C ker(Ny)
by Lemma 4.3, we obtain [; > r, hence d; > d — r and the following contradiction :

lldl r(d — 7”) 2

r—1>r > > =r—

T—>r—1
—lhi+d d d —

This proves Theorem 4.6.

5 Special Cases

5.1 Symmetric, Tensor and Exterior Powers

Let V be a vector space of dimension m > 2 over K, equipped with a Q-structure, and
let k& be an integer greater than or equal to 2. We fix a basis (e1,... ,ey,) of V.

In this Section, we consider the natural action p of G = GL(V), first on W = Sym*(V),
then on W = V® and finally on W = A¥(V). We sketch the proofs of Theorems 5.1, 5.3
and 5.4 as consequences of the results obtained in Section 4. Detailed proofs are omitted,
because stronger statements can be proved by other methods.

First of all, denote by W the vector space Sym*(V); it is equipped with an induced Q-
structure (see the end of Section 2.1). The action p is given by o(g) (a1~ . -ag) = g(a1)- . -g(ax)
forg € G and ay,... ,a € V.For A€ g=End(V) and a1,... ,a; € V, we have :

k
(Lie(o)(A)(ca-...-a) = Y _on-..-im1-Ao)- Qg1+ .-
i—1

Denote by X = V(k,V) the set of elements of the shape v-...-v, with v € V. Then X \ {0}
is a g-orbit of dimension m, known as the affine cone (without the origin) over the Veronese
variety ([H3], Lecture 2).
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Let a be a nonzero element of Sym*(V). Denote by g, the linear automorphism of V

which sends e; to tje; + une; for every j € {1,... ,m}, where t,... ¢, are elements of K
and (u,) is a sequence of elements of K \ {0, —%;} which tends to zero. Then g,(a) tends
to Aey-...-e; for the norm topology on Sym*(V'), where A € K is nonzero if t1,... ,t,, are

chosen in a proper way : the closure, for the norm topology, of the orbit Y, of « intersects
X. Therefore the Zariski closure of Y,, which is a union of g-orbits ([H10], Proposition 8.3),
contains X. This proves that X lies in the Zariski closure of any nonzero g-orbit. Now,
the contragredient representation g is isomorphic to the representation ¢* of GL(V*) on
Sym”(V*). Therefore every nonzero g°P-orbit has dimension at least m, with equality only
for the affine cone X* \ {0} over the Veronese variety in Sym*(V*) ~ (Sym*(V))*. Assume
(k,m) # (2,2) and (k,m) # (3,2); then (o, X) is suitable. Accordingly the remark following

Theorem 4.5 applies (with r = m and d = (kjnrle)), thereby proving the following :

Theorem 5.1 Assume (k,m) # (2,2) and (k,m) # (3,2).
Then Conjecture 2 holds for the affine cone V(k, V) over the Veronese variety.

Actually it is possible, as soon as (k,m) # (2,2), to prove a more precise result : see
Theorem 6.2 below.

Let us now move to W = V® and X = T(k,V) = {v® ... ® v; v € V'}. The situation is
quite similar to the previous one, except that there may be nonzero g-orbits of dimension less
than m = dim(X \ {0}). For instance, if k¥ = m, the orbit of @ =}’ &, €s€5(1) ® ... ® €s1)
has dimension 1 (in this formula, ¢, is the sign of o).

We are going to apply Theorem 4.6 (with » = m and d = m*); to do this, we need to
control the orbits of dimension less than rn. With this aim in view, we consider the basis (er)

of V®k where I = (iy,... ,i}) runs through {1,... ,m}*, and its dual basis (€7)-

Two families I = (i1,... ,i) and I' = (é},... ,4},) are said to be anagrams if there exists
a permutation o of {1,... ,k} such that the following holds : i} = ig(1),--- , i} = ig(k)-

For any family I = (i,...,7;) and any integer s € {1,... ,m}, we denote by N (I) the
number of indices j € {1,... ,k} such that i; = s. Two families I and I’ are anagrams if, and

only if, the equality Ns(I) = N(I') holds for all s.
These definitions allow us to prove the following lemma :

Lemma 5.2 Let a =) ; arer be a nonzero element of V®  the orbit of which has dimension
less than m.

Then k is a multiple of m, and the families I such that ay # 0 are anagrams of the family
(1,...,1,2,...,2,... ,m) in which every integer from 1 to m is repeated % times.

Sketch of proof of Lemma 5.2 : Assume the conclusion does not hold. Considering the linear
automorphism of V' which maps e; to pje;, for suitable values of u1,... ,u, € K, makes it
possible to find a family Iy and a nonzero element 8 of V®* with the following properties :

e FEither £ is not a multiple of m, or Iy is not an anagram of the family
(1,...,1,2,...,2,... ,m) in which every integer from 1 to m is appears % times.

e The element 3 lies in the closure (for the norm topology, and therefore for the Zariski
topology) of the orbit of a.

e We have 3 = ) ; frer where 1 = o if I is an anagram of I, and 7 = 0 otherwise;
moreover, B, = aj, # 0.

Then the orbit of § is contained in the Zariski closure of that of a, hence has dimension less
than m. Thanks to Lemma 2.4, this implies rk(M3) < m. We shall now construct m families
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J1,... ,Jm such that (631 oMg,...,e; oM, 3) are m linearly independent linear forms; this
will give the desired contradiction.
Let H be the set of elements s € {1,... ,m} such that N;(Iy) = u, where u is chosen in

such a way that H is neither empty nor equal to {1,... ,m}. Denote by M the complement of
Hin{l,... ,m}, andlet (s',s") € Hx M. Let Jy ¢ be the set of families that can be deduced
from I by replacing exactly one occurrence of s’ by s”. For J € Jy ¢, let A\; = >, ar, where
the sum is taken over all anagrams I of Iy that can be deduced from J by replacing exactly
one occurrence of s” by s'. Then the relation e (Mp(A)) = A jag ¢ holds for any A € End(V)
identified with its matrix (a; ;) in the basis (e, ... , €m). Define Jg» ¢ in the same way ; then
for any J € Je ¢ there is Ay € K such that e}(Mg(A)) = Ajay ¢ for every A. Now there
exists a family J(s',s"), which belongs either to Jy v or to Jg ¢, such that Ay gy # 0. As
(s',8") ranges through H x M, we obtain in this way (#H)(#M) > m — 1 families J(s', s")
among which we select Ji,... ,Jyn—1. We let J,, = Iy; then an easy computation shows that
(€7, 0 Mg,... e} o Mg) are linearly independent linear forms. This proves Lemma 5.2.

Theorem 5.3 Assume (k,m) # (2,2).
Then Conjecture 2 holds for the subset T (k,V) of V®.

Again, a more precise result can be obtained : see Theorem 6.4 in Section 6.

Proof of Theorem 5.3 : If k is a multiple of m, let I; be the family (1,...,1,2,...,2,... ,m)
in which every integer from 1 to m is repeated % times, and denote by F' the subspace of
V@ spanned by those vectors ey such that I is an anagram of I;. If k is not a multiple of m,
let F' = {0}. Then, in both cases, F' has dimension less than or equal to m*=1, and contains
every g-orbit of dimension less than m thanks to Lemma 5.2. Further, (o, X \ {0}) is suitable
as soon as (k,m) # (2,2), and p° is isomorphic to ¢* (in the same way as in the proof of
Theorem 5.1). Therefore Theorem 4.6 applies.

Finally, let us turn to W = A*¥(V). Let X = G(k,V) = {viA...Avg € A¥(V); v1,... 0 €
V'} be the affine cone over the Grassmannian whose points are the k-dimensional subspaces
of V. Then X \ {0} is a p-orbit of dimension r = k(m — k) + 1 ([H3], Lecture 6).

Theorem 5.4 Assume that 2 <k <m — 2 and (k,m) # (2,4).
Then Conjecture 2 holds for G(k,V).

Theorem 5.4 is a weaker statement than Theorem 2.1 of [R13]. It can be proved as a
consequence of Theorems 4.1 and 4.5, except for a few pairs (k,m). Indeed, changing k and
V into m — k and V* if necessary, we may assume k < 2. If k = 2, each element o of A%(V)
has an even rank p < m, which is the only nonnegative integer such that « can be written
v1 Av2+...4+vp_1 Avp with linearly independent vectors vy,. .. ,v, ([M5], pages 177 and 192).
There are [] + 1 p-orbits, each of them corresponding to a value p of the rank. One of them
(with p = m or p = m — 1) is dense, therefore Theorem 4.1 applies if m > 8. On the other
hand, if 3 < k <m — 3 and m > 25 then d = (’,’j) > @ Moreover, ¢°P is isomorphic to
the natural representation of GL(V*) on A¥(V*), hence every o°P-orbit has dimension greater
than 7, except {0} and G(k,V*) \ {0}. This allows us to apply Theorem 4.5. To conclude
the proof of Theorem 5.4, that is to deal with the pairs (k,m) such that k£ € {2,m — 2} and
5<m< 7, 0r3<k<m—3and m < 24, we apply Proposition 3.1, Lemma 4.3, and we use
arguments that are specific to X = G(k, V) (for instance, we bound from below the rank of
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fa assoon as A € gl(V) is nonzero). As far as the remaining pair (k,m) = (2,4) is concerned,
nothing can be deduced from Proposition 3.1 because (o, X \ {0}) is not suitable. It may also
be noted that Theorem 2.1 of [R13] is trivial when (k,m) = (2,4) : nothing is known about
the points of G(2, K*)(L).

5.2 Centralizers of Matrices

In this Section, we consider the action of GL,(K) on Mat, (K) by conjugation. For M €
Mat,(K), let C(M) be the centralizer of M, that is the space of all matrices A such that
[A,M] = 0 (where [A,M] = AM — M A). Then the orbit of M under the action of GL, (K)
has dimension equal to the codimension, in Mat, (K), of C(M). This enables us to prove
Theorem 1.2 stated in the Introduction, as a corollary of the following statement :

Proposition 5.5 Let M be a square matriz of size n, with entries in L, whose centralizer
C(M) has dimension greater than 1(n? + 1). Then there ezist vector subspaces U and V of
Mat,,(K), defined over Q, with the following properties :

e We have dim(U) + dim(V) > n? + 2.

e For every A € U and every B € V, we have Trace(M [A, B]) = 0.

To deduce Theorem 1.2 from Proposition 5.5, it suffices to exclude the case where [A, B] =
0 for any A € U and any B € V. This is done by the following lemma, the proof of which was
provided to me by Gaél Rémond :

Lemma 5.6 Let U and V be vector subspaces of Mat,(K) such that each element of U
commutes with each element of V. Then the following holds :

dim(U) + dim(V) < n? + 1

Proof of Lemma 5.6 : This statement is obvious for n = 1; let us prove it by induction on n.
First of all, it is possible to replace U and V by UNV and U 4+ V, so we can assume U C V.
Now, if U C K1d then the conclusion holds trivially, therefore we can assume there is a matrix
M € U such that M ¢ KId. Let A be an eigenvalue of M, and F' = ker(M — Ald). Then F
is stable under every matrix that commutes with M, in particular under every matrix of V.
Choose a basis of K™ whose dim(F') first vectors belong to F. In this basis, the elements of
V are of the shape (§ o).

Let U’ (respectively V') be the set of those matrices A for which there exist matrices B
and C such that (5 &) € U (respectively (5 ¢) € V). In the same way, define U” (respectively
V") to be the set of those matrices C' for which there exist matrices A and B such that
(5 6) €U (respectively (5 &) € V).

Then U is contained in the set of all matrices (5 ¢) such that A € U’ and C € U”. This
implies :

dim(U) < dim(U") + dim(U") + (dim(F))(codim(F))

An analogous inequality holds for V'; by summing up and applying induction to (U, V”)
and (U",V"), we obtain :

dim(U) + dim(V) < 1 4 (dim(F))? + 1 + (codim(F))? + 2(dim(F))(codim(F))

This inequality means dim(U)+dim(V) < n?+2; in order to conclude the proof, it suffices
to check that equality does not hold. Assume, on the contrary, that equality holds. Then U is
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equal to the set of all matrices (3 ¢) such that A € U’ and C € U”, and V is equal to the set
of matrices (§ ¢) such that A € V' and C € V". Moreover, we then have dim(U’) 4+ dim(V’) =
1 + (dim(F))?, therefore U’ contains a nonzero matrix A. There is a matrix B, with dim(F)
rows and codim(F) columns, such that AB # 0. But (55) € U commutes with (55) € V,
that is AB = 0. This contradiction concludes the proof of Lemma 5.6.

N.B. Using the same kind of methods, it is possible to prove that under the assumptions of
Lemma 5.6, if dim(U) + dim(V) = n? + 1 then U = KId or V = KId.

Proof of Proposition 5.5 : Denote by H the space of those matrices A such that Trace(A) = 0;
it is equipped with a Q-structure H(Q) consisting in those matrices with entries in Q. Let M
be a square matrix of size n, whose n? entries belong to £ and whose centralizer C(M) has
codimension r, with 7 < £(n? —1).

Let u = adM be the endomorphism of H which sends any matrix N to [M, N]. Then u has
rank 7, and Corollary 2.2 (applied with E and F' equal to H) produces subspaces S and T of H,
defined over Q, such that [; < d; and [M, A] € T for all A € S. Denote by T* the orthogonal
subspace to T, for the non-degenerate symmetric bilinear form (X,Y) — Trace(XY) on H.
Then the following holds for every A € S and every B € T* :

0 = Trace([M, A] B) = Trace(M [A, B])

Let U = S® KId and V = T* @ KId; then dim(U) + dim(V) > n? + 2, thereby proving
Proposition 5.5.

N.B. We actually proved that it is enough, in Theorem 1.2, to assume that there is no
hyperplane of Mat,, (K), defined over Q, which contains both M and Id. A weaker assumption
might be sufficient ; such an improvement of Theorem 1.2 could be derived from an answer
to the following question. Let U and V be vector subspaces of Mat,,(K) such that dim(U) +
dim(V') > n? + 2. How small can the vector space spanned by [U, V] be?

In another direction, if the algebraic independence Conjecture holds, then a result stronger
than Theorem 1.2 follows :

Proposition 5.7 Take for granted the algebraic independence Conjecture.

Let M be a square matriz of size n, whose n? entries belong to L and are linearly inde-
pendent over Q.

Then the centralizer of M has dimension n.

Proof of Proposition 5.7 : Assume, on the contrary, that C(M) has dimension greater than
n. Then not all eigenvalues of M are simple, and the characteristic polynomial xs of M
has zero discriminant. Apply Conjecture 1 stated in the Introduction : M belongs to a linear
affine subspace E of Mat, (K), defined over Q and contained in the set of matrices N such
that xn has zero discriminant. We can assume that E is an affine hyperplane of Mat,, (K),
otherwise E would be contained in a vector hyperplane and the n? entries of M would not
be linearly independent over Q. Moreover, we can assume n > 3, otherwise Proposition 5.7
holds trivially. Consider now the linear affine subspace consisting in those matrices which are
upper triangular with diagonal entries equal to (1,2,... ,n). This subspace has dimension at
least 2, therefore it intersects E'; this is impossible because for every N € E the polynomial
xn~ has zero discriminant. This ends the proof of Proposition 5.7.
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N.B. Following the same lines as in this Section, it is possible to study the space of symmetric
(or skew-symmetric, or triangular) matrices commuting with a given symmetric (or skew-
symmetric, or triangular) matrix M with entries in L.

6 Proof of Conjecture 1 in Special Cases

Let k£ and m be positive integers. The following notation is analogous to that used in
Section 5.1 :

V(k,m) = {v-....v; v € K™} C Sym*(K™)
Tk,m) = {v®...Qv; ve K™} C (K™)%*

When k = 1 or m = 1, we have V(k,m) = Sym*(K™) and T (k,m) = (K™)®* : Conjec-
ture 1 holds trivially for these subsets. This is the reason why we now assume k£ > 2 and
m > 2.

In order to prove Theorems 6.2 and 6.4 stated below, we shall use the following lemma :

Lemma 6.1 Let \q,... ,\q be nonzero elements of L in geometric progression with transcen-
dental ratio. Then q < 3.

Proof of Lemma 6.1 : Let ¢ be the ratio; then A; = A\#/~! for all j € {1,... ,¢}. The matrix
M = [ Moo dat T ] has rank 1 and entries in L; if ¢ > 4, Theorem 2.3 shows that

A1t At2 ... Aqte?
either the rows or the columns of M are linearly dependent over Q. In the former case, t
would be algebraic, which is impossible. In the latter case, ¢ would be a root of a nonzero
polynomial with coefficients in QQ, which is impossible too. This ends the proof of Lemma 6.1.

Let us now state our result concerning the sets V(k,m). It is helpful to see Sym*(K™)
as the space of homogeneous polynomials of degree k, in m variables, with coefficients in K ;
then V(k,m) consists in those polynomials which are the k-th power of a linear form.

Theorem 6.2 Let k and m be integers greater than or equal to 2.
Let P be a homogeneous polynomial of degree k, in m variables, with coefficients in L.
Assume that P is the k-th power of a linear form A with coefficients in K.

1. If k > 3 then there exzist a linear form ¢, with coefficients in Q, and an element a of L,
such that P = a¢”.

2. If k = 2 then there ezist two linear forms ¢1 and ¢, with coefficients in Q, and two
elements a and b of K, such that P = (a¢y + bgo)*.

Corollary 6.3 1. Conjecture 1 holds for V(k,m) as soon as k > 3.
2. If Conjecture 1 holds for V(2,2) then it holds for V(k,m), for any pair (k,m).

Proof of Theorem 6.2 : Let n be the minimal integer such that there exist linear forms
$1,- .. , bn, with coefficients in Q, and elements cy, ... ,c, of K such that A = 37 | ¢;¢;. Then
Ci,... ,Cy are linearly independent over Q; on the other hand, ¢1,... , ¢, are algebraically
independent over K : we denote them by Yi,...,Y], and write A = "7 , ¢;Y;. Furthermore,
we let P = Ak = Zpil,___,ianl ... Y, note that the coefficients p;, . ;, belong to L since
&1,... ¢, are defined over Q and linearly independent over K. To begin with, we shall prove
that n is at most 2.
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Assume n > 3. Let QQ = (a;?,l)k*QP. Then @ is a nonzero homogeneous polynomial of

degree 2 in Y7, ... ,Y,, with coefficients in £, such that () = %c’f_QAQ. Let ¢ be a square root
of %c’f_Q, and A’ = A ; then Q = A’®. Now, associate with each homogeneous polynomial
R =3, ;1i;YiY; of degree 2 (written in such a way that r;; = r;; for all i,j € {1,... ,n})
the symmetric matrix R = (ri;) of size n. Denoting by u € K™ the coordinate vector
(6e1y ... ,0c,) of A, the relation Q = A yields Q = wu'u. Consequently, Q is a square
matrix, of size n > 3, of rank 1, with entries in £ : Theorem 2.3 applies to Q. Therefore the n
coordinates of A’ are linearly dependent over Q, and so are ci,... ,cp, in contradiction with
the definition of n.

Therefore n < 2 : Theorem 6.2 is proved if £ = 2. Assume now k£ > 3 and n = 2. Then
P = (Y1 + eY3)F = Z?:o an1]Y2k_j, with ag,... ,a; € L. Let t = i—; € K and aj = (f)a;
for all j € {0,... ,k}; then a’ = t/ag. But ¢ is transcendental, because c; and c; are linearly
independent over Q. This contradicts Lemma 6.1, thereby proving Theorem 6.2.

Proof of Corollary 6.3 : Let P be as in Theorem 6.2. If £ > 3 then P = a¢” belongs to the
subspace K ¢*, which is contained in V(k,m) and defined over Q. Assume now that k& = 2, and
that Conjecture 1 holds for V(2,2). Let P = (a¢; + bpo)? be a polynomial with coefficients
in £, and consider (in the same way as in the proof of Theorem 6.2) P; = (aY; + bY5)2. Then
Py belongs to a linear affine subspace E; contained in V(2,2) and defined over Q. Let E be
the linear affine subspace of Symz(K ™) consisting in those polynomials @) such that there is
Q1 € E; with Q(X1,...,Xn) = Q1(1(Xq,... , Xm), ¢2(X1,... , Xim)). Then P € E, E is
defined over Q and E C V(2,m), thereby proving Corollary 6.3.

The proof of Theorem 6.2 given above can be easily translated in terms of symmetric
powers ; dealing with tensor powers, the following result is obtained in a similar way :

Theorem 6.4 Let k and m be integers greater than or equal to 2.
Let v € K™ be such that z =v ® ... ® v belongs to (K™)®¥(L). Then :
1. If k > 3, there ezxist a € £ and v' € Q™ such that z =av' @ ... Q.
2. If k = 2, there exists a vector subspace F' of K™, defined over Q, of dimension 2, which
contains v.
Corollary 6.5 1. Conjecture 1 holds for T (k,m) as soon as k > 3.
2. If Conjecture 1 holds for T(2,2) then it holds for T (k,m), for any pair (k,m).

Proof of Theorem 6.4 : Let F be the smallest vector subspace of K™, defined over Q, that
contains v. Let n = dim(F).

First of all, assume n > 3. Let ¢ be a nonzero linear form on F, defined over Q; then
< & v ># 0. Denote by D the linear endomorphism of the tensor algebra T'(F') which maps
any a =01 ® ... Qa4 to

q
D(a) :Z <§,Oéj >018...00j—100;j+10...0 a4
i=1
Let Q = DF2(z) = % < &, v >F2 y®@v and v’ = §v where § is a square root of % < & >k2
Choose a basis (f1,..., fn) of F, defined over Q, and associate with any R =3, .7i;fi ® f;
the matrix R = (r;;). Then Q = u'u where u is the coordinate vector of v’ in the basis
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(f1s--- 5 fn).- As n > 3, Theorem 2.3 shows that v’ belongs to some vector hyperplane of F
defined over Q; then so does v, in contradiction with the definition of F.

Therefore n < 2, and Theorem 6.4 is proved if £ = 2. Let us assume £ > 3 and n = 2.
Let (f1, fo) be a basis of F defined over Q; since n = 2, we can write v = a(f; + tfo) with
a,t € K*. Then, for every j € {0,... ,k}, a*t/ belongs to £ : Lemma 6.1 implies t € Q, in
contradiction with the definition of F. This ends the proof of Theorem 6.4; Corollary 6.5
immediately follows.

N.B. As Damien Roy pointed out to me, Theorem 6.2 and Theorem 6.4 can be easily deduced
from each other by considering the linear embedding of Sym*(K™) into (K™)®* which sends
V1 ... U O % 2 Vo(1) @ - - ® Vg(r), Where the sum is over all permutations o of {1,... ,k}.
Indeed, this embedding maps V(k,m) onto T (k,m).

N.B. The following conjectures are equivalent :
1. Conjecture 1 holds for V(2, 2).
2. Conjecture 1 holds for 7(2,2).
3. It is possible to replace ¢ < 3 by ¢ < 2 in the conclusion of Lemma, 6.1.

These conjectures are consequences of the four exponential Conjecture (i.e. the assertion that
Theorem 2.3 holds when d = | = 2). There seems to be a gap between these conjectures and
the theorems proved up to now; actually, it is impossible ([R10], Proposition 2) to derive
“algebraically” any of these conjectures from Theorem 2.1.

Acknowledgements: I am grateful to Michel Waldschmidt and Damien Roy for the time
they spent with me, in discussions I always found exciting.
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Chapitre 7

Lemme d’interpolation dans un
groupe algébrique commutatif

1 Introduction

Dans ce texte, on démontre un lemme d’interpolation avec multiplicités (énoncé au pa-
ragraphe 1.1). L’un des ingrédients essentiels de la preuve est la traduction en termes de
fonctionnelles (au paragraphe 1.2) de cet énoncé. On étudie au paragraphe 2 des opérations
sur les fonctionnelles (passage au quotient, translation, dérivation). La partie 3 est dédiée
a une étude générale des sous-groupes obstructeurs a l'interpolation et au lemme de zéros.
Enfin, dans la partie 4 on utilise les outils introduits précédemment pour démontrer le lemme
d’interpolation.

1.1 Enoncé du théoréeme

On considére la situation de [W11]. Soit G un groupe algébrique commutatif connexe,
plongé de maniére quasiprojective dans PV (via le choix d’un diviseur trés ample). Le corps
de base est toujours C (on pourrait aussi considérer son analogue p-adique G,) ; on identifie
G a l'ensemble G(C) de ses points complexes. Notons n la dimension de G, et T'G 'espace
tangent & G en l'identité. On identifie TG a I'espace des champs de vecteurs sur GG invariants
par translation & gauche.

Notons C[G] = ®p>oC[G]% 'algebre graduée des polynémes sur G (plongé dans PV), ot
C[G]% = H°(G,O(D)) est I'espace des polynomes homogenes sur G de degré D.

Soit W un sous-espace vectoriel de TG, de dimension d. Soit (01,... ,0;) une base de W.
Pour tout ¢ € {1,... ,d} il existe [W11] une dérivation A; de C[G], qui envoie tout polynéme
P homogene de degré D sur un polynéme homogene de degré D + k tel que

P ( P ) AP
i D)~ 3D
Xo Xyt
comme fonctions analytiques sur 'ouvert de G ou X ne s’annule pas.

Les dérivations Aq,...,A; commutent. Pour ¢ € N? on pose A7 = AT' .. A% On
utilisera la formule de Leibniz : pour P,R € C[G] et 0 € N? on a

arm =Y (J)@ran

<o

147
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Soit I' un sous-groupe de G de type fini, engendré par (7y,... ,;). Pour S € R, on note
I'(S) I’ensemble des combinaisons linéaires n17y1 + ... + nyy;, avec n; entier et 0 < nj; < §
pour tout j € {1,...,l}.

Supposons (sans perte de généralité) :

I'c{Xo#0} cPV (7.1)

Théoréme 1.1 Il existe une constante ¢y strictement positive, qui dépend de toutes les don-
nées précédentes, ayant la propriété suivante. Soient D, S,T trois entiers strictement positifs
tels que, pour tout sous-groupe algébriqgue H conneze, non nul, de G on ait

Srg(FﬂH)Tdim(WﬁTH) < chdim(H)

Pour tous v € I'(S) et 0 € N¢, || < T, so0it a,, un nombre compleze. Alors il eziste

P € C|[G], homogéne de degré D, tel que %('y) = a,, pour tous y € I'(S) et 0 € Ne,
0

lo| <T.

Cet énoncé est optimal, & la valeur prés de la constante c;. En effet, soit H un sous-
groupe algébrique connexe, non nul, de G tel que SN Pdim(WNTH) > o+ pdim(H) Comme
H n’apparait dans cette condition qu’a travers rg(I' N H), dim(W NTH) et dim(H), on peut
supposer que H appartient & un ensemble fini de sous-groupes algébriques de G, fixé a 'avance
(en fonction de G, T et W seulement). Notons ® I'application linéaire qui & P € C[G]% associe
la famille des valeurs, aux points de I'(S)NH, de ses dérivées le long de WNT H jusqu’a ’ordre
T — 1. Alors ® se factorise & travers C[H]"% (qui est un quotient de C[G]%). Si la constante
¢} est assez grande (en fonction de G, T' et W), I'inégalité STe(TNH)pdim(WNTH) > o pdim(H)
implique que l'espace d’arrivée de ® est de dimension strictement plus grande que C[H]?, ;
alors ® ne peut pas étre surjective.

Dans le cas ou il n’y a pas de multiplicités (i.e. W = {0} ou T' = 1), ce théoréme est di
a Masser [M2]. La démonstration donnée au paragraphe 4 ci-dessous suit les mémes lignes
que celle de [M2] : on traite un cas particulier “non dégénéré” (§ 4.1), en utilisant un lemme
de zéros'. Puis on en déduit le cas général (§ 4.2 & 4.4), en utilisant une récurrence sur la
dimension du groupe algébrique G.

N.B. Si le groupe G est affine, le théoréme 1.1 est un cas particulier du théoréme 2.3 de [F7]
(voir le lemme 1.2 ci-dessous).

1.2 Formulation en termes de fonctionnelles

On note CI' l'algebre du groupe I' : les éléments de CI' sont les combinaisons linéaires
finies (formelles, & coefficients dans C) d’éléments de T'. On note Sym(W) = @g>oSym*" W
l’algebre symétrique de W. On pose :

F =CI' @ Sym(W)

On appelle fonctionnelle tout élément de F, i.e. toute combinaison linéaire finie d’éléments
de la forme y® (8™ -...-0%)) avec y € T et 81, ... %) € W. Si une confusion est possible,
on écrira FI'W au lieu de F.

'On parle ici de lemme de zéros méme quand il y a des multiplicités (certains auteurs préferent utiliser le
terme lemme de multiplicités dans ce cas).
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On peut évaluer une fonctionnelle € F sur un polynéme P € C[G]% : par linéarité, il
suffit de définir cette évaluation quand n =v ® (8(1) e B(k)), et dans ce cas on pose :

n(P) =W .. .ok (P)%)) ()
0

ce qui a bien un sens d’aprés (7.1). On définit ainsi une forme bilinéaire de F x C[G]% dans
C.
On définit une bi-filtration sur F en posant, pour S,7 € N :

Fsr = (VeotcT'(S)) @ (@ochrSym*™ W) (7.2)

La définition de F et de son action sur C[G]| ne dépend ni du choix d’une base de W,
ni du choix d’une famille génératrice de I'. La définition de Fg 7, quant & elle, dépend du
choix de 71, ..., v (qui est implicite dans la notation T'(S)). Pour toute partie finie ¥ de PV,
contenue dans I'ouvert {Xg # 0}, on pose F>>W = (VectcX) ® Sym(W), ol les combinaisons
linéaires d’éléments de ¥ sont formelles. L’espace F>*W est filtré par les f?’w, définis par
FrW = (VecteX) ® (®o<h<rSym*(W)).

Fixons une base (01,... ,0;) de W. Alors une base de Sym(W) est donnée par les 9 =
7t - ...~ 85 pour o € N¢. Donc une base de F = F''W est donnée par les fonctionnelles
evy, = Y® 07 pour y € 'et 0 € N¢. En particulier, F est isomorphe & la C-algébre du
semi-groupe T' x N¢ (vue comme espace vectoriel).

On peut alors exprimer l'action de F sur C[G] a laide de Ay, ..., Ag4. En effet, pour
tout y € T il existe (d’aprés hypotheése (7.1)) un unique 7 = (1,71,... ,7n5) € CV*! tel que
[L:Fi:...:qn] =7 Pourn =3 A sevy, € Fet P€ ClG)Y on a:

Z,\% (A7 P)( Z)\% D+\a\~( ) (7.3)

Dans toute la suite, D, S et T représentent des nombres réels (pas forcément entiers) avec
D >0et S,T > 1. On note C[G]? T’espace des polynémes homogénes sur G, de degré [D]
(la partie enticre de D), et on pose Fsr = F[g) 77, de telle sorte que I'équation (7.2) soit
vérifiée méme quand S et T ne sont pas entiers (ici [z] est le plus petit entier supérieur ou
égal & ).

L’intérét des fonctionnelles dans ce contexte est mis en lumiére par le lemme suivant :

Lemme 1.2 Soient D >0 et S,T > 1 des nombres réels. Les deuz assertions suivantes sont
équivalentes :
— Quels que soient les nombres complezes a q, indexés par vy € P(S) eto €N, |o| < T,
. . AP
il existe P € C[G]}, tel que W('y) = ay,; pour tous ces y,0

— Il n’eziste pas de fonctzonnelle n € Fsr non nulle telle que n( ) = 0 pour tout P €
ClGIp
DEMONSTRATION : Considérons I’application linéaire de C[G]% dans CL(S)x{oeN, [o]<T} gy

a tout polynéme P associe la famille des %(7). La premiere assertion est que cette
0
application est surjective, la seconde est que son image n’est contenue dans aucun hyperplan.
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On utilise ce lemme dans toute la suite : pour démontrer le théoreme 1.1, on suppose qu'’il
existe une fonctionnelle € Fs 1 non nulle qui s’annule (identiquement?) sur C[G]%. On en
déduit 'existence d’un sous-groupe obstructeur H.

N.B. Pour P € C[G]" et k € N, on a n(P) = n(X§P) pour tout n € F. En particulier, si
n € Fs,r s’annule sur (C[G]’b alors pour tous ' > S, T" >T et D' < Donan € Fs g etn
s’annule sur C[G]?,. Par ailleurs la seconde assertion du lemme 1.2 ne dépend pas du choix
d’une base de W, donc on peut choisir n’importe quelle base pour énoncer le théoréme 1.1.

Notons a et b des entiers tels qu’il existe un recouvrement ouvert de G tel que, sur chacun
des ouverts, 'addition de G (plongé dans PV) soit donnée par des polynémes bihomogenes
de bidegré (a,b). Notons FEy(X,Y),...,En(X,Y) de tels polynémes bihomogenes, qui défi-

nissent 1’addition sur un ouvert contenant I'. On note X = (Xp, ... ,)/{N), Y = (Yo,. .;\,YN)
et E = (Ey,...,EnN). Par hypothése, pour 7,6 € I' le point [Ey(7,d) : ... : En(¥,0)] est
v +¢ 9, donc I’hypotheése (7.1) donne :

Ey(7, ;5\) # 0 pour tous 7,0 e C G c PV (7.4)

N.B. En fait il suffit de faire ’hypothése (7.1) pour un nombre fini de 7, ceux qui interviennent
dans les démonstrations ci-dessous. De méme, il suffit de supposer que E définit ’addition
sur un ouvert qui contient un certain nombre (fini) de v € I.

2 Opérations sur les fonctionnelles

Dans cette partie, on montre comment projeter une fonctionnelle sur un quotient (§ 2.1),
et comment translater une fonctionnelle ou la dériver (§ 2.2). Enfin, au paragraphe 2.3 on
relie les constructions effectuées aux paragraphes 2.1 et 2.2, et on fait quelques remarques
complémentaires (qui ne seront pas utilisées dans la preuve du lemme d’interpolation).

La difficulté que posent les fonctionnelles dans ce contexte est qu’elles s’appliquent & des
polynémes homogenes, et pas & de “vraies” fonctions sur G. L’action de F sur C[G] dépend
du choix de la forme linéaire Xy, puisque I'évaluation de P € C[G]?, en v € T est %(7).

Considérons le cas ou G est un groupe algébrique commutatif affine, et notons C[G]
I’algebre des fonctions réguliéres sur G. Soit H un sous-groupe algébrique de G. La projection
m:G — G/H envoie I' dans T = T/T N H et W dans W = W/W N TH, donc elle induit
une application linéaire 77 de F = F''W dans F = F'W. Elle induit aussi une application
injective ¢ : C[G/H] — C[G], qui est la composition par 7. Par construction, on a n(i(P)) =
7wz (n)(P) pour tous P € C[G/H] et n € F :les applications i et 7wz sont adjointes, relativement
aux produits bilinéaires F x C[G] — C et F x C[G/H] — C.

Quand le groupe algébrique G n’est plus supposé affine, il faut travailler avec des po-
lyndmes homogenes et la situation est plus compliquée. L’application ¢ : C[G/H]Y, —
(C[G],’;H p dépend du choix d’'une famille p = (po,... ,pm) de polyndémes homogenes, de
méme degré dy, qui représente w sur un ouvert contenant I'. On voit que tp et 7x ne
sont pas adjoints en général. Par exemple, pour P € C[G/H]%, et n = y®1 € F on a

Sy , .
wr(n)(P) = 1;%) om(y) = I;(EDp,(é))) (v) = p)o(?i) (v)P n(vp (P)). Au paragraphe 2.1, on construit

un adjoint pour ¢py. Au paragraphe 2.2, on construit un adjoint pour ’application qui consiste
a translater un polynéme homogene de degré D' par un élément de T', et & le dériver.

2Dans la suite, on dira simplement que 7 s’annule sur (C[G]}ﬁ.
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2.1 Fonctionnelle quotient

Soit H un sous-groupe algébrique (pas nécessairement connexe) de G. Le quotient G/ H est
un groupe algébrique, donc admet un plongement dans un espace projectif PV . Relativement
a ce plongement, la projection 7 : G — G/H est donnée (sur un ouvert qui contient I') par

des polynémes homogenes py, ..., ppr de méme degré, qu’on note dg. Ceci signifie que pour
[zo : ... : zy] dans un ouvert de G qui contient I', les polynémes py, ..., pps ne s’annulent
pas tous en (zg : ... : zn), et que le point [po(zo,... ,zN) ¢ ... ppm(Zo,... ,zN)] de G/H est
la classe, modulo H, de [zg : ... : zn].

Notons p(X) = (po(X),... ,pm(X)), et Y = (Yp,...,Yar) les coordonnées sur PM. Sup-
posons que 7(I') est contenu dans I'ouvert {Y; # 0}, c’est-a-dire qu’on a :

po(¥) # 0 pour tout v € T (7.5)

Soit P(Y') un polynéme homogene sur G/H. On note tP = Pop le polynéme sur G induit

par P :

P(X) = P(po(X), ... ,pm(X))
Alors +P est un polyndéme homogene sur G (en les variables X = Xj,...,Xy) de degré
0p deg(P).

Notons W I'image de W dans TG /T H. Alors W est canoniquement isomorphe & W/(W N
TH) et a (W +TH)/TH. Pour i € {1,... ,d}, notons 9; la projection de ;. Les dérivations
0;, pour i € {1,...,d}, forment une famllle génératrice de W, mais en général cette famille
n’est pas libre. On a aussi des dérivations A; qui agissent sur C[G/H]", de maniére analogue
3 A;. On pose A’ = A7' ... A" pour o € N¢.

Lemme 2.1 Pouroc € NY ety€T ona:
@)@ =3 (7) (a7 ") @) (&7P) &
<o

ot 7y est le projeté de v dans G/H, et % € CM+*! est une famille de coordonnées de 7, la
premiére valant 1 (ce qui est possible d’aprés (7.5) ).

N.B. La conclusion de ce lemme s’écrit aussi, la constante & étant ’analogue, pour G/H et
les A;, de la constante & :

7, a'a'de()
A%P(X) (’7):2( ) a i (X) (’y)X#(T)

0n deg(P)+|o|k o deg( )+lo—5d|k
XO XO

DEMONSTRATION : On a :

WPX) P(p(X)) | po(X)deel®)
07 deg(P) = po(X)des(P) X X0 deg(P)

comme fonctions analytiques sur l'ouvert de G ou Xy # 0 et po(X) # 0. On applique

07" ...07* et on évalue en 7 (en utilisant la relation de Leibniz). La fonction 1%

s’écrit dgl),) om, donc pour i € {1,... ,d} on a

POX) \ _ [+ PE)
o (o yter) = (ai ygﬂ%@)) °r
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Ceci termine la démonstration du lemme.

On note T I'image de I dans G/H, et ¥y,...,7, les images des générateurs 71, ... ,7-
Alors pour tout S > 0 Pensemble I'(S) (relatif au sous-groupe I' de G/H et & ses générateurs
Y15 -+ 7;) est 'image dans G/H de I'(S).

On note F = CT ® Sym(W) P’espace vectoriel bi-filtré des fonctionnelles sur G/ H obtenues
par combinaisons linéaires d’évaluations de dérivées (le long de W) en des points de I'. On a
une projection naturelle 7 : F — F, qui envoie Fs,r dans ?S,T.

Dans la suite, on aura besoin, étant donné un polynéme homogene R € C[G], de considérer
(pour 7 € F) Papplication qui & P € C[G/H]%, associe n(R - (P op)). C’est ce qui motive la
définition suivante (voir la proposition 2.2).

Définition : Soient R € C[G| un polynéme homogene et D' un entier. Notons Pg pr I'appli-
cation linéaire de F dans F définie, pour tous v € I' et o € N¢, par :

o N o~ ~
PrD/€Vyo =TF E ( 5 v ) (AHPOD) () (AYR) (7) evy,s
v+u+o=o
Avec cette définition, on a visiblement Pg prFs,r C ?ST pour tous S, T.
Proposition 2.2 Soient P € C[G/H]" un polynéme homagéne de degré D', R € C[G] un
polynome homogéne et n € F. On pose 1P(X) = P(po(X),... ,pm(X)). Alors :
n(R - P) = Pr,pm(P)

DEMONSTRATION : Par linéarité on peut supposer 7 = ev, .. On a alors :

o uP) = a7(rr)) = X (0) @7 )@t E)

v<o
d’ou le résultat en utilisant le lemme 2.1.

N.B. En prenant R = 1, on obtient 5(:P) = Py pn(P) donc Py p : F — Feto: C[G/HL, —
(C[G]ZH  sont adjoints.

Supposons maintenant (sans perte de généralité) que la base de W soit choisie de telle
sorte que dgz, 1, ..., 04 forment une base de W N TH. Alors 01, ..., 7 forment une base

de W, et d = dim(W); on identifie N* & N¢ x N4, En outre nr(evy,) est nul, sauf si
oeN x {0}~ d , et dans ce cas c’est exactement I’élément ev,(,), de la base de F obtenue
A partir de T et de 01, ..., 0F.

Lemme 2.3 Soit n = ).,

longueur mazimale tel qu’il existe v € I' et 01 € N4 gyec Moy(o0,01) # 0. Soit D' un entier.

Ay,o€Vyo € F une fonctionnelle non nulle. Soit oy € N¢ de

Considérons la fonctionnelle non nulle :

o ’ I/+/J, PN
DD 2 < v )é(o’y)pf? (%) My (oowti) €V, (0)

yerl v Nd—d
¥y =99 modH e

Soit R un polynéme homogéne sur G tel que Pr pn soit la fonctionnelle nulle. Alors on a
77’70;0'01D’(R) — 0
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DEMONSTRATION : Supposons Pg pn = 0. Comme Tx(ev, 5,0,)) = 0 dés que a1 # 0, la
composante Sur €vy(y,),0, d¢ Pg,p'n donne :

00,0) +v + r Uy~
Z Z ( ((‘2 ())) v ; ) éﬂpOD (7) A”R(Y) )‘7,(00,0)4-1/-1-;1 =0
yer v peNd 0, u

Yy=499 mod H

Or Ay (40,0)4+v+u €St nul, sauf si v, u € {0} x N¢—4 d’apres le choix de og. Ceci signifie exac-
70,0 egt non nulle. Soit

tement 770:70”'(R) = 0. Il reste & montrer que la fonctionnelle 770
DI
sur

o1 € N#4 de longueur maximale tel que Ao,(00,01) 7 0- Alors la coordonnée de 77070

€V.0,(0,01) €St p(?' (Y)Ay,(00,01)> qui est non nul d’apres (7.5).

Dans la suite, on utilisera le lemme 2.3 seulement & travers le corollaire suivant :

Corollaire 2.4 Soient D, D', D" trois entiers tels que D = 6y D' + D". Soient S,T > 1, et
n € Fsr \ {0} qui s’annule identiquement sur C[G]%. Alors :

— Ou bien il eziste 7y € Fgr \ {0} qui s’annule identiquement sur C[G/H]%, .

~ Ou bien il existe ¥ € T(S) et ny € fg(s)ﬁﬂfl(V),WﬂTH

sur C[G]%,,.
DEMONSTRATION : Par hypothese, il existe ) € Fg 7 non nulle telle que n(R-.P) = Pr pn(P) =

0 pour tous R € C[G]%,, et P € C[G/H]},. Le premier cas est celui ot P pn est non nulle
pour un certain R; le second provient du lemme 2.3.

\ {0} qui s’annule identiquement

On peut donner une deuxieme démonstration de ce corollaire, en traduisant toutes les
assertions grace au lemme 1.2. On suppose toujours que Oz, 1,...,0; forment une base de
W NTH. On suppose que 7; et 72 n’existent pas, et on veut démontrer que 7 ne peut pas
exister (en étant non nulle). Une variante du lemme 1.2 montre qu’on aura atteint cet objectif
si, pour tous v € I'(S) et o € N¢, |o| < T, on construit P,, € (C[G]’b qui vérifie les propriétés
suivantes (ot on note ¥ = m(7y) et o = (09, 01) € N* = N® x N*=¢_ avec la convention analogue
pour §) :

e P, , s’annule & 'ordre T le long de W en tout point de I'(S) \ 7~ (¥).

e Pour tout 7 € T'(S) congru & v modulo H, mais distinct de 7, on a é‘?P%a('/y\’) =0

pour tout & € N? tel que |5| < T et |Go| < |og].

e Ona APy ,(7) #0 et é‘}P%U(?) = 0 pour tout & € N tel que |6o| < ool |61] < o]

et & #o.

Soient y € T'(S) et 0 € N?, |o| < T'. Par hypothése, il n’existe aucune fonctionnelle n; € Fg 1
non nulle qui s’annule identiquement sur C[G/H]%,. On en déduit l'existence de A,, €
C[G/H]%, qui s’annule & l'ordre T le long de W en tout point de T'(S) \ {7}, et vérifie
A A, ,(7) # 0 et A°A,,(5) = 0 pour tout 5o € N? tel que |5g| < |oo] et Go # op. Alors
By,=A,,0p€ C[G]g‘H o s'annule & 'ordre T le long de W en tout point de I'(S) \ 7~ (%),
et vérifie, pour tout 7/ € T'(S) N7 (), les relations A("O’O)BW,(;") #0 et A‘}BW,(:)/\’) =0
pour tout & € N¢ tel que |5o| < |oo| et o # og. Or, par hypothése, il n’existe aucune
fonctionnelle 72 € f;(s)m_l(W)’WnTH non nulle qui s’annule identiquement sur C[G]%,,. On
en déduit D'existence de C,, € C[G]%,, qui s’annule & Pordre T le long de W N TH en tout
point de T'(S) N 7~1(¥) distinct de +, et vérifie A(O"”)C%U(ﬁ) #0 et A(O’gl)C%g(’?) = 0 des
que |61| < T et &1 # oy. Alors le polynéme P, , = B, ,C , a les propriétés voulues.
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2.2 Translation et dérivation d’une fonctionnelle

Considérons le groupe algébrique G X G. On a une injection de W x W dans TG x TG
(qui s’identifie canoniquement & ’espace tangent en lidentité & G x G). En outre I' x T’
est un sous-groupe de type fini de G x G. La base (01,...,03) de W fournit 2d dérivations
linéairement indépendantes, le long de W x W : on note 0x ; et Ax ; celles le long de W x {0},
et Oy ; et Ay ; celles le long de {0} x W, pour ¢ € {1,... ,d}. Avec des coordonnées (X,Y) =
(Xoy.--, XN, Y0,...,YN) sur G x G, Ax,; agit seulement sur les variables X.

Soit P € C[G] un polynéme homogene de degré D'. Soient 7 € N et § € I'. On considére :

Ay (P(E(X,Y)))

Y=3 — YbD'+|T|n (5) (76)

0

tsrP(X) = Ay (P(E(X,Y)))

ou A} = Al ... AT .

Sy Y,1 Y.d

Le polynome P(E(X,Y’)) est bihomogeéne, de bidegré (aD’,bD’). L’action de A}, conserve
le degré en X, donc t5,P(X) est homogene de degré aD’. B

Le polynéme t5 , P(X) est une variante de la dérivée A" P de P, translatée par J. L’intérét
de la définition (7.6) est que deg(ts.P) = aD’ alors que le degré de A" P croit avec |7|
(c’est I'astuce dite de Baker-Coates-Anderson). Le lemme suivant montre que A%¢; P () est
essentiellement A‘H'TP(')//-I-G\(S), a un facteur multiplicatif non nul et & des dérivées d’ordre
inférieur pres.
Lemme 2.5 Pour c €N et y €T on a :

@@= Y (7)(7) (%8 "59) 6.3 (077P) (77ed

Lo
F<T

N.B. Cette équation s’écrit aussi :

égtﬁﬂ—P o T Aa. JAT TEO éﬁ"F?P
XgD’HU\n (7) - &;; (5—) (7“1) X(t)zD +|U U|n bD’HT Tk (7’ 6) X0D’+|6+'F|n (’Y +a 6)
F<T
DEMONSTRATION : On a
P(E(X,Y)) P(Z) Ey(X,Y)”
— ’d = —— d —_— ,d
XgD Y-ObD (g ) Z()D (g +a ) X(C)LD YObD (g )

comme fonctions de (g,d), analytiques sur l'ouvert de G x G défini par Xy # 0, Yy # 0
et Eo(X,Y) # 0. On applique 0%, . B;’(d 07 1 -- . 03¢ 4 aux deux membres, et on utilise la
relation de Leibniz. On obtient le resultat car les dérivations 0; commutent aux translations.

Ce lemme incite & poser la définition suivante.

Définition : Soient § € T', 7 € N¢ et D’ un entier. On note T5.-,pr I'application linéaire de F
dans lui-méme définie, pour tous v € ' et o € N¢, par :

%aTaDlev'y’a’ = Z VCTI ev’)’+(5,0’1
o1<o+T
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avec

]

Vg =

(5) () (s m) 6.9

FiAIA
Y

0
0
&

+IAIA

Ny

N.B. En particulier la coordonnée de 75, pev, s SUr evyy5q4r €st EOD' *, 3\), qui est non nul
d’apres (7.4).

On a alors la proposition suivante, qui démontre que 5, p : F — F et t5, : C[G]%, —
C[G]h,, sont adjoints.

Proposition 2.6 L’opérateur Ts . pr est injectif, et envoie ]_-;(S),W dans ]::iil;ff)’w ; en par-
ticulier si 6 € T'(S') alors %,T,D,fg’ﬁ’ C fgfg, |7 En outre, pour tout P € C[G1h, on

a
N(tsP) = (To,r,0rm)(P)
ot t5,P(X) est défini par I’équation (7.6).

DEMONSTRATION : Soit 7 # 0. Notons 7" le plus petit entier tel que n € Fgqv pour un
certain S. Soient v € I'(S) et 0 € N tels que |o| = T' — 1 et A,, # 0. La coordonnée
de T, SUr eV 551 €5t Ay oEo(,0)” donc non nulle d’aprés (7.4) : la fonctionnelle
(8),w 3+I(S),W
€ Triq)
N(ts+P) = Ts,r,pn(P) découle du lemme 2.5 et de la définition de 75, pr. Ceci termine la
démonstration de la proposition 2.6.

Ts5.-,p'n est non nulle. En outre, la relation 75, D/}"TF, est immédiate, et

Lemme 2.7 Supposons T' sans torsion. Soient n € F une fonctionnelle non nulle, et D' un
entier. Alors les fonctionnelles Ts, pm, pour 6 € I' et 7 € N¢, sont linéairement indépen-
dantes.

DEMONSTRATION : Il s’agit de montrer que toute combinaison linéaire non triviale des opé-
rateurs 7s5,,pr (avec D' fixé) est injective. Solent n = 35 A sevy, € F\ {0} et T =
> 5.7 W6, Ts.r, 0, avec les pi5, non tous nuls.

‘Comme T est un Z-module de type fini sans torsion, il est libre, donc il existe un ordre
total sur I' x N compatible 4 ’addition. Notons (7o, 0p) le plus grand élément, pour cet ordre,
tel que Ay, 5, # 0, et (dg, 7o) le plus grand tel que ps, -, # 0. Alors la coordonnée de 7 sur
€Voo4+50.00+70 €St Myo,o0ltse 1o EL (Fos c%) # 0, donc Tn # 0. Ceci termine la démonstration du
lemme.

2.3 Quelques remarques sur les fonctionnelles

Soient G, I'1 et Wi comme au paragraphe 1.1. Soit 7 : G; — G2 un morphisme de
groupes algébriques, ot G5 est un groupe algébrique commutatif plongé dans P™2. Posons
Iy = (1) et Wy = T'w(W;), ou Tw est 'application linéaire tangente & 7 en 'identité.
Notons p = (po, ... ,pn,) une famille de polynémes homogénes de méme degré d, qui définit
7 sur un ouvert contenant I';. La composition par p définit ¢pr : C[Ga]%, — (C[G'l]gr p pour
tout entier D’. De méme qu’au paragraphe 2.1, on peut définir Ppy : FL1:W1 5 FL2W2 qui soit
adjoint & ¢y, c’est-a-dire tel que (P o p) = Ppm(P) pour tous P € C[G2]%, et n € FI'uW1,

Considérons le cas particulier ot G; = G X G, G2 = G et 7 est 'addition de G. L’argu-
ment ci-dessus se généralise au cas ou GG; est plongé dans un produit d’espaces projectifs, en
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I'occurrence PN x PN, Avec I'y =I'x et Wy = W x W, on a FLiW1 = FLW @ FLLW ot
Papplication Ppr (liée au choix de (Ey, ..., Ey)) va de F ® F dans F. Elle définit un produit
bilinéaire sur F, noté xps (qui dépend de 'entier D). Ce produit est une “perturbation” du
produit naturel sur I’algébre associative F = CI' ® Sym(W). A priori le produit *» n’est pas
associatif; il est commutatif si, et seulement si, le polynéme Ej est symétrique en X et Y.
Quand G est affine, contenu dans 'ouvert { Xy # 0} et qu'on a Ey(X,Y) = 1, le produit *p»
ne dépend pas de D', et c’est exactement le produit de 'algébre associative CT' ® Sym(W),
ie.

(’)’ ® (5(1) R 5(’9))) *p ('YI ® (51(1) R 5’““'))) — ('Y+G'Y,)®(5(1) Y (RS (N .'51(’9'))

Ce produit xpr est relié aux opérateurs 75, pr du paragraphe 2.2 de la maniére suivante :
pour tout n € F on a

(0®8") xpr 0 = To7,0m

Ainsi, 75, pr est la multiplication par 6 ® 0" pour le produit xp/. Le lemme 2.7 affirme que si
I est sans torsion alors pour 7,7 € F \ {0} on a nxp ' # 0. Dans ce cas, F est isomorphe
comme espace vectoriel) & une algebre de polynoémes C[z1, ... , 2z.]. Le produit xpr transporté

P toriel) 3 lgebre de polyno Clz, , Le produit t porté
sur C[z1,... , 2] est de la forme suivante. Si P = Z\M\SDP puzt et Q = Z\VISDQ qyz" alors
Pxp Q = Z\X\SDM—DQ 552X, et pour |u| = Dp et |v| = Dg tels que p, # 0 et g, # 0 on a
Sutv # 0. C’est ce qui permet de démontrer le lemme 2.7.

3 Répartition de (I', W)

Soient G, I" et W comme au paragraphe 1.1. On note toujours d = dim(W) et n = dim(G) ;
dans cette partie on pose en outre r = rg([').

Sauf mention explicite du contraire, on n’a pas besoin de choisir une famille génératrice
de I' ou une base de W. En outre les constructions et les résultats présentés dans cette partie
sont inchangés quand on quotiente G par un sous-groupe algébrique fini (en prenant I'image
de I" dans le quotient), ou quand on remplace I' par un sous-groupe d’indice fini de T'.

3.1 Obstructions a ’interpolation et au lemme de zéros

On appelle obstruction a ’interpolation (relative aux parametres S, T', D) tout sous-groupe
algébrique connexe H non nul de G tel que

Srg(I‘ﬂH)Tdim(WﬂTH) > Ddim(H)

Il existe une constante ¢ > 0, qui dépend seulement de G, I', W et du choix d’une famille
génératrice de I', ayant la propriété suivante. Si H est une obstruction & I'interpolation relative
a (S, T, D), alors il existe € Fsr non nulle qui s’annule identiquement sur C[G]%,. En effet,
on peut supposer que H appartient & un ensemble fini de sous-groupes de G, qui dépend
seulement de G, I" et W.

Réciproquement, le théoréme 1.1 donne une constante ¢ telle que, si il n’y a aucune
obstruction & linterpolation relative & (5,7, D), alors aucune fonctionnelle n € Fg7 non
nulle ne s’annule identiquement sur C[G]2,.
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De méme, une obstruction au lemme de zéros (relative & S, T, D) est un sous-groupe
algébrique connexe H de G, distinct de G, tel que

Srg(I‘/FﬂH) Tdim(W/WﬂTH) < Ddim(G/H)

11 existe une constante ¢ > 0, qui dépend seulement de G, I', W et du choix d’une famille
génératrice de T, telle que si H est une obstruction au lemme de zéros relative a (S, T, D)
alors il existe P € C[G]" ,, non nul qui s’annule en tout point de I'(S) & 'ordre T le long de
W . Réciproquement, le lemme de zéros fournit une constante ¢’ ayant la propriété suivante :
si il n’y a aucune obstruction au lemme de zéros relative a (S,T, D) alors aucun polynéme
Pe (C[G]%D non nul ne s’annule 4 'ordre 7" le long de W en tout point de I'(.S).

3.2 Exposants de répartition

L’exposant de répartition ([M3], [W1]) qui intervient dans le lemme de zéros sans multi-
plicités est :
. r'/'nH
(L, G) = min L / )
H#G dim(G/H)
ou le minimum porte sur les sous-groupes algébriques H de G, distincts de G, qu’on peut
Supposer connexes.
Masser définit [M2] un autre exposant de répartition, qui apparait dans son lemme d’in-
terpolation :
rg(C'N H)
*(T',G) = max =——=
W G) = = ()
ou le maximum porte sur les sous-groupes algébriques connexes H, non nuls, de G. Dans la
suite de cette partie, tous les sous-groupes H considérés sont supposés connexes.
On a toujours u(I',G) < = < p*([',G) (pour le voir, il suffit de prendre H = 0 dans la
définition de p, et H = G dans celle de p*). En outre, pour tout H distinct de 0 et de G on
I/INH . . rg(lNH (o R
% < T si, et seulement si, rgi(m(H)) > L. Donc u(T',G) = £ équivaut & p*(T',G) = L.
Quand c’est le cas, on dit que I est bien réparti dans G.

On peut reprendre les définitions précédentes en remplacant I' par W. Précisément, on

note
dim(W/ WnNnTH )

H#G  dim(G/H)

et
(W, G) = max dim(W NTH)
H#0  dim(H)
ou le minimum et le maximum portent toujours sur des sous-groupes algébriques connexes de
G, dont seul I'espace tangent en 1'identité intervient.
On a de méme u(W,G) < % < p*(W,Q), et si 'une des inégalités est une égalité alors
lautre aussi. Dans ce cas, on dit que W est bien réparti dans G (ou dans T'G).

L’intérét de I'exposant de répartition p*(I', G) est le suivant. On considére une situation
sans® multiplicités, i.e. T = 1 ou W = {0}. Soit Hy un sous-groupe de G qui réalise le

30n peut traiter de la méme maniére le cas ou T est strictement plus grand que 1, mais majoré par une
constante qui dépend seulement de I', W, v1, ..., .
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maximum dans la définition de p*(T', G). Alors Hj a la propriété suivante : si S et D sont des
parametres, et H une obstruction & linterpolation relative a (S, D), alors Hj est aussi une
obstruction & 'interpolation relative & (S, D). Ceci signifie qu’on peut conclure & la présence
ou & l'absence d’obstruction en considérant seulement Hy. On a bien str I’analogue pour
Pobstruction au lemme de zéros avec u(I',G), et on peut faire de méme avec u(W,QG) et
p*(W,G) quand il n’y a qu'un nombre fixé de points (i.e. rg(I') = 0 ou S majoré par une
constante).

Dans la suite de cette partie, on généralise la notion d’exposant de répartition pour tenir
compte des cas ou on considere & la fois plusieurs points et des dérivées. Au paragraphe 3.3,
on construit des sous-groupes algébriques Hy, ..., Hy_1 de G tels que si S,T,D sont des
parametres pour lesquels il existe une obstruction & l'interpolation, alors I'un des H; est une
telle obstruction (voir la proposition 3.1). Au paragraphe 3.4, on construit des sous-groupes
analogues H j pour le lemme de zéros, et on étudie leur lien avec Hiy, ..., H, 1.

3.3 Construction et propriétés du polygone d’interpolation

Dans ce paragraphe, on suppose rg(I’) > 1 et dim(W) > 1 (sauf & la fin, ou le cas
particulier rg(I') = 0 ou dim(W) = 0 est traité séparément).

Définitions

Le fait qu’un sous-groupe H soit une obstruction & I'interpolation dépend de S, T, D de
maniére homogeéne au sens suivant : si S, T et D sont remplacés par S*, T* et D* pour
un méme réel a > 0, cela ne change pas la nature de H (i.e. le fait qu’il soit ou non une

obstruction & l'interpolation).

log(S) t _ log(T)
log(D) log(D)?

dans le plan affine avec des coordonnées (z,y) (en supposant D > 1). On pourrait aussi se
placer dans I’espace projectif P(R?), ce qui permettrait de garder une situation homogéne
(avec log(S), log(T) et log(D)).

Dans ce paragraphe, H désigne toujours un sous-groupe algébrique connexe de G. A tout
H on associe I’ensemble Ay d’équation ¢g(z,y) =0, ou

Pour exploiter cette homogénéité, on considere z = et on se place

op(r,y) =zrg(CNH) +ydim(W NTH) — dim(H)

On a Ag = R?, et Ay est vide si, et seulement si, rg(l' N H) = dim(W NTH) =0 et H # 0.
Dans les autres cas, Ay est une droite.

Pour tout H, on a g (z,y) > 0 si, et seulement si, H est une obstruction & l'interpolation

10g(5) ot o — log(T)
log(D) "~ log(D)"

(sinon @y est négative ou nulle sur R?). Pour tout H on pose

pour (S,T,D), avec = = Ceci ne peut arriver que si Ay est une droite

dim(H) dim(H)

=\ o s S AN
T e@®nH) © YT dim(W N TH)

A condition que les dénominateurs soient non nuls. L’ensemble des points (z,y) de R% pour
lesquels H n’est pas une obstruction & I'interpolation, i.e. tels que @p(z,y) <0, est :

1. R2 tout entier si rg(I' N H) = dim(W NTH) = 0.
2. La bande horizontale Ry x [0,yg] sirg(I'N H) =0 et dim(W NTH) # 0.
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3. La bande verticale [0,zy] x Ry sirg(I'N H) # 0 et dim(W NTH) = 0.

4. Le triangle de sommets O = (0,0), (zg,0) et (0,yg) sirg(CNH) # 0 et dim(WNTH) #
0.

En outre, pour H = G on est dans le quatriéme cas (car on a supposé rg(I') > 0 et
dim(W) > 0). Donc l'intersection de tous ces domaines est un polygone, qu’on appelle le
polygone d’interpolation de (I';W). C’est ’ensemble des (z,y) qui correspondent & des tri-
plets (S, T, D) pour lesquels il n’y aucune obstruction & 'interpolation.

Le polygone d’interpolation est convexe, comme intersection de convexes. Il s’agit d’ailleurs
d’une intersection finie, car les fonctions ¢y sont en nombre fini (méme si il peut y avoir une
infinité de sous-groupes algébriques H).

Notons OA1A>... Ay le polygone d’interpolation, ou O est l'origine, les sommets sont
parcourus dans le sens trigonométrique, et trois sommets consécutifs ne sont jamais alignés
(voir la figure 7.1, page 160). L’entier p est supérieur ou égal & deux.

Pour tout 7 € {1,... ,p — 1}, soit H; un sous-groupe de G tel que la droite (4;A4;11) soit
Aug,. Il peut exister plusieurs tels sous-groupes H; ; dans ce cas, on en choisit un de dimension
maximale. Par définition méme, Ag, est une droite donc H; est non nul.

Notons x; la pente de Ay,. On a x; = % € [—00,0]. En outre on a x1 < x2 <

. < Xp—1 par convexité du polygone d’interpolation; en particulier seul x; peut étre infini,
seul xp—1 peut étre nul, et les sous-groupes Hj, ..., H,_1 sont deux & deux distincts. En outre
on a A1 = (LL‘HI,O) et Ap—l = (O,pril).

Pour i € {1,...,p — 1}, notons C; le secteur angulaire fermé délimité dans R% par les

demi-droites (OA4;) et (OA;t1). Alors les cones Cy, ..., Cp—1 forment une partition de R% (&
des parties de mesure nulle pres).

Caractére obstructeur des sous-groupes Hy,... ,Hp,

L’intérét des sous-groupes H,... ,Hp,_1 et des cones Cy, ..., Cp—1 est mis en évidence par
la proposition suivante :

Proposition 3.1 Soient S, T > 1 et D > 1 des réels tels que le point llc())gg(%z’ llgg appar-

tienne au cone C;. Soient ¢ > 0 et H un sous-groupe algébrique non nul de

tels que

Srg(TﬂH)Tdim(WﬂTH) > (CD)dim(H)

Alors on a :
SI‘g(FﬂHi)Tdim(WﬂTHi) > (CD)dlIn(HZ)

En prenant ¢ = 1, on voit que si il existe une obstruction & l'interpolation pour S, T, D
alors H; est une telle obstruction. En outre, le fait de pouvoir prendre ¢ quelconque montre
que dans I’énoncé du théoréme 1.1 il suffit de supposer §T8ETNH)dim(WNTH) ) pdim(H)
quand H = H; (quitte & modifier la valeur de c).

DEMONSTRATION de la proposition 3.1 : Si ¢D < 1, il n’y a rien & démontrer. Si ¢cD >
1, en augmentant légérement cD si nécessaire on peut supposer ¢cD > 1. Alors le point
(é‘;g((c%), li)(ﬁgj))) appartient & C; (par homothétie). Par hypothese, g y est strictement posi-
tive, donc ce point n’appartient pas au polygone d’interpolation. Ce polygone étant délimité,
dans C;, par la droite Ag,, on en déduit que g, est strictement positive en ce point : c’est

exactement la conclusion souhaitée.
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F1G. 7.1: Décomposition R%2 = C; U...UCp_1 qui vient de I'interpolation
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On aura aussi besoin du lemme suivant, & travers la proposition 3.3 ci-dessous qui en
découle :

Lemme 3.2 Soit (z,y) un point de ]Ri, qui appartient au cone C;. Pour tout sous-groupe H
non nul de G on a :

@H(Iay) < QDH@‘("an)
dim(H) — dim(H;)

En outre, st H contient strictement H; on a

((PH - (PHl)('Tay) < (PH('Tay) < (PH1(-'L','!/)
Im(H/H)  ~ dim(H) ~ dim(H;)

et st H est contenu strictement dans H; on a

pu(zy) _ om(@,y) _ (pu; —pu)(z,y)
dim(H) = dim(H;) ~  dim(H;/H)

DEMONSTRATION : Si z = y = 0 le lemme est évident. Sinon on parametre la demi-droite
joignant D'origine au point (z,y) en posant z(t) = tz et y(t) = ty pour t € Ry. Alors la
fonction dim(H;)pg (z(t), y(t)) — dim(H)pw, (x(t),y(t)) est nulle pour ¢t = 0 (qui correspond
a Vorigine (0,0)), et négative (ou nulle) pour le parametre ¢t > 0 qui correspond & l'intersection
de cette demi-droite avec Ay, (car ce point appartient au polygone d’interpolation). Comme
c’est une fonction affine, elle prend des valeurs négatives en tous les réels £ > 0, en particulier
en t =1 : la premiére inégalité du lemme est démontrée. Le reste en découle (en utilisant le
fait 3.10 ci-dessous).

N.B. L’hypothése que H contient strictement H; pourrait étre remplacée par dim(H) >
dim(H;), en notant dim(H) — dim(H;) au lieu de dim(H/Hj;).

En traduisant la premiére assertion du lemme 3.2, on retrouve la proposition 3.1; en
traduisant la deuxiéme, on obtient ’énoncé suivant (qui sera utilisé dans la preuve du théo-
réme 1.1) :

Proposition 3.3 Soient S,T > 1 et D > 1 des réels tels que le point (llggg((f))), llgg((g))) appar-

tienne au cone C;. Soient H un sous-groupe algébrique de G qui contient strictement H;, et c

un réel strictement positif, tels que

Srg(FﬂH/FﬂHi)Tdim(WﬁTH/WﬂTHi) > (CD)dim(H/Hi)

Alors on a :
Srg(PﬁHi)Tdim(WﬂTHi) > (cD)dlIn(Hl)

DEMONSTRATION : De méme que dans la preuve de la proposition 3.1, on peut supposer

¢D > 1. Par hypothése, la fonction gy —@p, est strictement positive au point (%, l:;g((c:g))

de C;. Le lemme 3.2 montre que ¢g, 'est aussi.

Coordonnées des sommets du polygone d’interpolation

Les points A1 = (zp,,0) et A, 1 = (0,ym,_,) sont reliés aux exposants de répartition de
la maniére suivante.

Proposition 3.4 On a p*(I',G) = -2 = % et p*(W,GQ) = —L1— = dim(WOTHy—1)

THy YH, 4 - dim(Hp,_1)
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DEMONSTRATION : Le maximum que représente p*(I', G) est I'inverse du minimum des z g,
qui est atteint pour H = H;. De méme pour p*(W, G).

Concernant les autres sommets du polygone d’interpolation, on aura besoin des encadre-
ments suivants :

Proposition 3.5 Notons (z;,y:) les coordonnées du point A;. Pour tout i € {2,... ,p — 1}
on a:

N

i<x-<ﬁeti< ;< —
dr ="'~ r ar =Y =7
DEMONSTRATION : Les majorations proviennent de la proposition 3.4 et des minorations
évidentes des exposants p*, puisque le polygone d’interpolation est inclus dans le rectangle
dont trois sommets consécutifs sont A;OA, (ceci provient du fait que les pentes des droites
A; A1 sont négatives). Pour les minorations, on constate que pour i € {2,... ,p—1} le point
A; est I'intersection des droites Ay, , et Ap,. Leurs équations donnent :

dim(W N THZ') dim(HZ'_1)
dlm(W N THZ)I‘g(P N Hi—l)
rg(l" N Hi—l) dlm(HZ

)
t oy —
o v dim(W N TH;)rg(T N H;_1)

dim(W N THZ'_1) dlm(HZ)
dim(W NTH,;_)rg(l"' N H;)
rg(F N Hz) dlm(H,_l)
dim(W NTH;_,)rg(I' N H;)

T; =

Par hypothése, ces droites s’intersectent en un point, A4;, de Rj_2. Les numérateurs de ces
fractions sont des entiers non nuls, donc supérieurs & un en valeur absolue; ceci termine la
démonstration de la proposition.

Bonne répartition de (T', W)

Quand (llgg((g)), llgg((g%) € C;, avec H;; = G, on dit que (I', W) est bien réparti relativement
a (S, T, D). En effet, dans ce cas, si il existe une obstruction & l'interpolation (pour les para-
metres (S, T, D)) alors G lui-méme est une telle obstruction. Le cas ou (I', W) est bien réparti

relativement & tous les choix de parametres (S, T, D) est le suivant :

Définition : On dit que (I', W) est bien réparti sip =2 et Hy = G.

Ceci signifie que le polygone d’interpolation est un triangle dont ’aréte oblique est portée
par Ag.

Proposition 3.6 Le couple (I'; W) est bien réparti si, et seulement si, I' et W sont bien
répartis.

DEMONSTRATION : D’apreés la proposition 3.4, si (I, W) est bien réparti alors I' et W le sont.
Réciproquement, supposons I' et W bien répartis. Alors le polygone d’interpolation admet
pour sommets A; = (zg,0) et Ap_1 = (0,yg). Par convexité, ce polygone contient le triangle
OA;Ap_1; il est aussi contenu dedans car ce triangle a pour équation ¢¢(z,y) < 0 dans R? .
Donc le polygone d’interpolation est exactement ce triangle : on a p = 2, et H; est un sous-
groupe tel que Ay, = Ag. Il peut y en avoir plusieurs, mais H; est de dimension maximale
donc Hy = G.
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Cas particulier rg(I') = 0 ou dim(W) =0

Considérons maintenant le cas particulier ou W est réduit & {0}. Pour chaque H, l'en-
semble des points de Rﬁ_ ou g est négative est ou bien Rﬁ_, ou bien une bande verticale.
L’intersection de ces domaines, quand H varie, est la bande [0, u*(I', G)] x Ry ; cette bande
joue le role du polygone d’interpolation. On a p = 2, et 'unique cone C; = ]Rﬁ_ correspond
a un sous-groupe Hj qui réalise le maximum dans la définition de p*(I', G). En outre, si ce
maximum est réalisé par plusieurs sous-groupes, H; est choisi de dimension maximale parmi
ceux-ci. Ainsi, on a H; = @G si, et seulement si, I est bien réparti dans G; dans ce cas, on dit
que (I, W) est bien réparti.

Quand rg(T") = 0 et dim(W) # 0, la situation est analogue.

3.4 Construction et propriétés analogues pour le lemme de zéros

On suppose que si H contient un sous-groupe d’indice fini de I" et que T'H contient W
alors H = . En effet, si ce n’est pas le cas, alors H est une obstruction systématique au
lemme de zéros, et le lieu d’injectivité défini ci-dessous est vide. Par ailleurs, cette hypothése
n’est pas restrictive, puisque si un tel sous-groupe H existe on peut travailler dans H plutot
que dans G tout entier.

En outre, on suppose rg(I') > 1 et dim(W) > 1 (sauf & la fin de ce paragraphe, ou le cas
particulier rg(I") = 0 ou dim(W) = 0 est traité séparément).

Définitions

Dans ce paragraphe, H désigne toujours un sous-groupe algébrique connexe de G. Un tel H
est une obstruction au lemme de zéros pour (S, T, D) si, et seulement si, on a (pg—pg)(z,y) <

0, avec z = llgg((g)) ety = 1135((3 En effet, on a (pg—pn)(z,y) = zrg(T/TNH)+y dim(W/WnN
TH)—dim(G/H). La fonction pg — g n’est pas constante, sauf si H contient un sous-groupe
d’indice fini de ' et que T'H contient W ; par hypothese, ceci ne se produit que si H = G.
L’ensemble des points (z,y) de ]R?F pour lesquels H n’est pas une obstruction au lemme de
zéros, i.e. tels que (o — ¢m)(z,y) > 0, est (puisque rg(I'/T' N H) = dim(W/W NTH) = 0
implique H = G) :

1. ]Rﬁ_ tout entier si H = G.

2. Le quart de plan Ry x [ ateiilss, +ool sirg(T/T N H) = 0 et H # G.

3. Le quart de plan [SRC/HA) 4 [« R, si dim(W/W NTH) =0 et H#G.

rg(T/TNH)>
4. Le complémentaire, dans R%, du triangle de sommets O = (0,0), (%,O) et

(0, grmamsimrry) S 1g(D/T N H) # 0 et dim(W/W N TH) # 0.

En outre, pour H = 0 on est dans le quatriéme cas (car on a supposé rg(I') > 0 et dim(W) >
0).

On appelle lieu d’injectivité I'intersection de ces domaines; c’est ’ensemble des points
(z,y) qui correspondent & des triplets (S, T, D) pour lesquels il n’y a aucune obstruction au
lemme de zéros.

Le lieu d’injectivité est un “polygone” infini, de sommets 0o, B1 By ... B40oy, oll 00, (res-
pectivement co,) est le point & 'infini de la demi-droite horizontale issue de By et contenue
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dans R% (respectivement de la droite verticale issue de By). Il est convexe (comme intersection
de convexes). On a ¢ > 1; voir la figure 7.2, page 165.

Pour j € {1,...,q — 1}, on choisit H; de dimension minimale tel qu'une équation de la

i B i - rg(T'/TNH,)
droite (BjBj+1) soit (pg — @Hj)(x y) = 0. La pente x; de cette droite est W
[—00,0]. Par convexité on a x1 > X2 > ... > Xq-1, donc les sous-groupes Hi, ... Hq,l sont

deux & deux distincts (et distincts de G). En outre toutes ces pentes sont finies et non nulles,
car le polygone d’injectivité a déja un coté vertical et un coté horizontal.

Pour j € {1,...,q — 1} notons C; le secteur angulaire fermé délimité dans R% par les
demi-droites (OBj) et (OBj41).

Deux cas peuvent se présenter concernant le point B :

1. Le point Bj est sur 'axe (Oz). Ceci équivaut & u(I',G) # 0, i.e. aucun sous-groupe

d’indice fini de I' n’est contenu dans aucun sous-groupe algébrique H distinct de G.
rg(F/FﬂHl)
dim(G/H,) '
de ce nombre (de méme que dans la proposition 3.4).

Dans ce cas, on pose C~0 =0, et ona u(l',G) = ; Pabscisse de By est l'inverse

2. Le point Bj n’est pas sur 'axe (Oz), i.e. u(I';G) = 0. On note é:o le secteur angulaire
fermé délimité dans R% par les demi-droites (Oz) et (OBy), et Hy un sous-groupe (de
dimension minimale) tel qu’une équation de la droite (Bj0oz) soit pg — ¢ o = 0. Alors

Hy contient un sous-groupe d’indice fini de I'; en particulier H, #0.
On a une alternative similaire pour B,

1. Le point B, est sur (Oy), c’est-a-dire u(W,G) # 0 (i.e. W n’est inclus dans TH pour

aucun sous-groupe algébrique H distinct de G). On pose C~q =0, et on a p(W,G) =
dim(W/WNTH,—1)
dim(G/Hy—1)

; 'ordonnée de By est l'inverse de ce nombre.

2. Le point B, n’est pas sur (Oy), i.e. u(W,G) = 0. On note C~q le secteur angulaire fermé
délimité par (Oy) et (OBy), et H, un sous-groupe (de dimension minimale) tel qu’une
équation de (Byooy) soit pg — ¢z = 0. Alors TH, contient W ; en particulier H, # 0.

q

Dans tous les cas, les secteurs C~’0, . 67(1 forment une partition de Ri (& des parties de
mesure nulle pres). En outre chaque cone C~ i non vide est fermé, convexe, d’intérieur non vide
(pour la topologie habituelle de R? 1), et correspond a un sous-groupe H Les seuls cones
qui peuvent éventuellement étre vides sont Co et Cq, dans ce cas, on ne leur associe aucun
sous-groupe de G.

Caractere obstructeur des sous-groupes Hj

Soit j € {0,... ,q} tel que C~ i soit non vide; le sous-groupe fI : vérifie la propriété suivante :

Proposition 3.7 Soient S, T > 1 et D > 1 des réels tels que le point (llggg((D)), llgg((T))) appar-

tienne au cone Cj. Soient ¢ > 0 et H un sous-groupe algébrique de G, distinct de G, tels

que
Srg(F/FﬂH) Tdim(W/WﬂTH) < (CD)dim(G/H)

Alors on a : N N N
SI‘g(F/FﬂHj)Tdim(W/WﬂTHj) < (CD)dim(G/Hj)
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DEMONSTRATION : Par hypothése, on a ¢cD > 1, et le point (ll)zg((c%)), ll)ogg((cjg)) appartient a CNJ

mais pas au lieu d’injectivité. Donc pe — ¢ est strictement négative en ce point, ce qui est
J

la conclusion cherchée.

Ainsi, si il existe une obstruction au lemme de zéros pour S, T, D alors H j est une telle
obstruction. En outre on peut, dans I’énoncé d’un lemme de zéros, supposer que le sous-
groupe obstructeur est H ; (quitte & changer la constante multiplicative qui y apparait). C’est
ce qu’on fait au paragraphe suivant, dans le cas ou ij = 0.

Un lemme de zéros sous hypothése de bonne répartition

On dit que (I', W) est bien réparti pour le lemme de zéros, relativement aux parameétres

(S,T,D), si (llgé;((f)))’ llgg((g))) € 5]-0 avec ﬁjo = 0 (d’ou nécessairement jo € {1,... ,¢ —1}). On

verra plus loin que c’est le cas si, et seulement si, (I', W) est bien réparti pour I'interpolation
relativement & (S, T, D) (i.e. (llgg((f%, 1135((?)) € C;, avec H;y, = G). Le lemme de zéros suivant
concerne cette situation. On rappelle que, par hypothése, sur tout ouvert de G suffisamment

petit Paddition est donnée par des polynémes bihomogeénes de bidegré (a, b).

Théoréme 3.8 Soient G, I', W, v, ..., v comme au paragraphe 1.1. Soient D > 1 et

S,T > 1 des nombres réels. Supposons qu’il existe jo € {1,... ,q — 1} tel que Hj; =0, et que

. log(S) log(T . ~
le point (l(())gg((D))’ 1§§((D%) appartient au cone Cj,.

Soit P € C[G]}}j un polynome non nul, homogéne de degré D, qui s’annule a l’ordre T le
long de W en tout point de T'(S). Alors on a :

Sre@)pdim(W) < dim(G)
avec (en notant r = rg(l') et d = dim(W))
co = (d!(2n)" deg(G)a™)"
N.B. On note deg(G) le degré dans PV de I’adhérence de Zariski de G.

DEMONSTRATION : On applique le lemme de zéros de Philippon (voir [P3] ou [R14]), qui
donne un sous-groupe algébrique connexe H de G, distinct de G, tel que

([%S] + s) Card (F(S/Z) + H) deg(H) < deg(G)a™ DAm(G/H)

en posant s = dim(W/W NTH). Or (757%) > G20 > Lo 6 T > 2, Tinégalité

extrémale étant vraie pour tout 7. En outre, quitte & permuter les générateurs de I' on

peut supposer que 71, ..., Yr/rng) Ont des images linéairement indépendantes dans le

groupe quotient I'/T' N H. Comme W contient les projetés des combinaisons linéaires

de 71, -+ Yegr/rnm) A coefficients compris entre 0 et S/n, on obtient Card(W) >

(5 — 1B/ > (S-S st -
n = n’ - 2n)"
pour tout S. Comme deg(H) > 1 il vient :

si § > 2n, l'inégalité extrémale étant vraie

Srg(F/FﬂH)Tdim(W/WﬂTH) < d!(2n)d+7‘ deg(G)anDdim(G/H)

La proposition 3.7 permet alors de conclure.
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Lien avec le polygone d’interpolation

On a un lien entre la décomposition en cones qui provient du lemme de zéros et celle qui
vient du lemme d’interpolation. On aura besoin, pour le démontrer, du lemme suivant.

Lemme 3.9 Soit A une demi-droite issue de [’origine, incluse dans Rﬁ_ et distincte des azxes
(Ox) et (Oy). Soit H un sous-groupe de G, distinct de G, tel que Ay soit une droite. Notons
Py, Pg et Pg g les points d’intersection respectifs de A avec Ap, Ag et la droite d’équation
(pG — u)(z,y) = 0. Alors Pg est entre Py et Pg/g. De plus si Pg est confondu avec l'un
de ces deuz points alors il est aussi confondu avec autre.

DEMONSTRATION : Soit u = (u1,u) € R%.? un vecteur directeur de A. On paramdtre A en
posant z = uit et y = ugt pour ¢t € Ry. On a alors ¢g(z,y) = at — dim(G) et g (z,y) =
agt — dim(H) ou les réels a et ay sont donnés par a = uirg(l') + upy dim(W) et ag =
uirg(CNH) +up dim(W NTH). Ona a > ay > 0 (en utilisant ’hypothese que si H contient
un sous-groupe d’indice fini de I' et que TH contient W alors H = G). Les points Py, Pg
. . dim(H) dim(G) . dim(G/H)
et Pg/p correspondent respectivement aux parametres a0 o —aman - Le lemme
découle alors du fait standard suivant :

bl + bll

Fait 3.10 Soient a’,a",b',b" quatre nombres réels strictement positifs. Alors j=gr est entre
/ 7!
ot b
, ., Y pt, . . « B p! 7
DEMONSTRATION : L’inégalité % < g,iz,, équivaut a b'a” < b"a’ donc & b,ig,, < g,,.

Proposition 3.11 L’ezistence d’un entier ig € {1,1 ,p — 1} tel que H;, = G équivaut a
Vexistence d’un entier jo € {1,... ,q — 1} tel que H;j; = 0. Quand ig et jo existent, ils sont
uniques et on a C;y = Cj,.

DEMONSTRATION : Soit A une demi-droite dans ]Ri, issue de l'origine. Soit iy € {1,... ,p—1}
tel que H;, = G. Alors A appartient a I'intérieur du cone C;, si, et seulement si, pour tout
sous-groupe H tel que Ap soit une droite le point Py n’est pas entre O et Pg (avec les
notations du lemme 3.9). D’apreés le lemme, ceci équivaut & ce que le point Pg,p soit entre

O et Pg. Or cette assertion traduit qu’il existe jg tel que H, jo = 0, et que A appartient &
I'intérieur du cone C]0 La réciproque se démontre de la méme maniere. L’unicité de ¢ et jo
est évidente, puisque Hy, ..., H, 1 sont deux a deux distincts, ainsi que Hl, Hq,l

N.B. Le polygone d’interpolation et le lieu d’injectivité sont de part et d’autre de la droite Ag
(voir les figures 7.1 et 7.2, qui correspondent aux mémes G, I', W). D’apres la proposition 3.11,
leur intersection est égale & 'intersection avec Ag de chacun d’eux : c’est I’ensemble vide ou
bien un segment. Dans ce deuxiéme cas, si le segment est d’intérieur non vide on a A;, = Bj,
et Ajp+1 = Bjoq1.

Corollaire 3.12 Le couple (I',W) est bien réparti si, et seulement si, on a q¢ = 2, H, = 0,
et que les points By et By sont respectivement sur (Ox) et (Oy).

DEMONSTRATION : C’est immédiat & partir de la proposition précédente.

On a donc équivalence entre la bonne répartition de (I', W) relative & I'interpolation (i.e.
Ci = R2 et Hi = G) et celle relative au lemme de zéros (i.e. C, = R% et H; = 0). Il est

a noter que ’analogue sans multiplicités de ce résultat (i.e. 'équivalence u(I’,G) = T si, et

seulement si, p4*(I', G) = L) se démontre essentiellement en utilisant le fait 3.10.
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Cas particuliers rg(I') = 0 et dim(W) =0

Considérons maintenant le cas particulier ou W est réduit & {0}. On suppose que I est de
rang strictement positif, et qu’aucun sous-groupe d’indice fini de I" n’est inclus dans aucun

sous-groupe algébrique H distinct de G. Pour chaque H, ’ensemble des points de Rﬁ_ ol

G — ¢ est positive est RZ si H = G, et le quart de plan [%,-ﬁ-oo[x& sinon. Ce

deuxiéme cas se produit quand H = 0, donc l'intersection de ces domaines (qui joue le role de
dim( G/Hl)
g(T/TNH:)’
minimale. Alors le sous-groupe H; réalise le minimum dans la définition de (T, G). On a
deux cones 50 =0 et 51 = REL, avec ¢ = 1. On a I:H = 0 si, et seulement si, H; = G, i.e.
(T', W) est bien réparti.
Quand rg(I') = 0 et dim(W) # 0, la situation est analogue.

lieu d’injectivité) est un quart de plan [ ,+oo[xRy, ou H; est choisi de dimension

4 Démonstration du lemme d’interpolation

Dans ce paragraphe, on démontre le théoreme 1.1 en utilisant les outils introduits dans
les paragraphes précédents.

Soient G, I'y W, 1, ..., 7y comme au paragraphe 1.1. Les constantes qui apparaissent
dans ce paragraphe dépendent de G, I', W, v, ..., ;. La dépendance en G est aussi présente
A travers le choix du plongement de G dans PV, des polynémes Ey, ..., Ey qui représentent
I’addition de G, et ainsi de suite.

Pour démontrer le théoreme 1.1, on peut supposer qu’il n’existe aucun sous-groupe H de
G, distinct de G, qui contienne un sous-groupe d’indice fini de I et tel que TH contienne W.

Cette partie suit la preuve de Masser [M2]. Au paragraphe 4.1, on traite un cas parti-
culier “non dégénéré”, dans lequel on suppose que (I', W) est bien réparti relativement aux
parametres considérés, et que (vy1,...,7;) est une base de I'. On s’affranchit de cette seconde
hypothese aux paragraphes 4.2 et 4.3. Puis on s’affranchit de I’hypothese de bonne répartition
au paragraphe 4.4, en quotientant par un sous-groupe H; qui représente une obstruction a I'in-
terpolation (on applique le théoréme 1.1 dans H; et dans G/ H;, en raisonnant par récurrence
sur la dimension du groupe algébrique G considéré).

4.1 Un cas non dégénéré

Dans ce paragraphe, on suppose qu’il existe jo € {1,...,q — 1} tel que I;Tjo = 0, et que
(llggg(g))’ 1185(12_))) est dan.s le cone correspondant, c’est-a-dire que pour ce choix de pz.lran?‘etres r
et sont bien répartis. On suppose en outre que les générateurs -1, ..., 7y sont linéairement
indépendants sur 7Z (ce qui signifie que I' est un Z-module de type fini sans torsion, donc libre,
et que (y1,...,7) en est une base). Cette hypotheése équivaut a ce que I' soit sans torsion, et

de rang égal & son nombre ! de générateurs.

Proposition 4.1 Supposons 71, ..., v linéairement indépendants. Soient S,T > 1 et D > 1
des réels tels que le point (llggg((g)), llgg((g))) appartienne au cone CJO Soit n € Fs non nulle qui

s’annule sur C[G]%. Alors :
Srg(T)Tdim(W) > Cstim(G)
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ot c3 est une constante explicite, qu’on peut définir (sid > 1 et > 1) par
—2nld
3 = ((d!(2n)d+l+1 deg(G)a")"2d+l)

N.B. Si (I', W) est bien réparti et d,I > 1, la preuve donne une meilleure constante cg :
Pexposant 2nld peut étre remplacé par d + [. La formule obtenue est alors valable méme si
d=0oul=0.

DEMONSTRATION : Supposons d # 0 et [ # 0. On choisit, de la maniére suivante, une demi-
droite contenue dans le cone Cj, et dont on va noter x la pente. Si (I', W) est bien réparti,
on choisit la premiere bissectrice, i.e. x = 1. Sinon, le polygone d’interpolation a au moins
quatre cotés, i.e. p > 3, et le cone 5j0 = Cj, est limité par les demi-droites (OA4;,) et (OA;,+1)
pour un certain 79 € {1,... ,p— 1} (d’apres la proposition 3.11). Si 49 > 2, on note x la pente
de la droite (OA;,); siip = 1, on note x la pente de la droite (OA3). Dans tous les cas, on a
(d’apres la proposition 3.5) :
1

— < v < .
nd_X_nl (7.7)

Définissons un nombre réel o > 0 en posant :

max(l,%)

atl= ((d!(zn)d+l deg(G)a”)”n!2d+l+1)

Définissons aussi 3 > 0 par :
B+1=(a+1)X

Notons f(s,t) le cardinal de I'(s) x {r € N¢ |7| < t}, c’est-a-dire la dimension de F.
Posons k = f((1+ «)S, (1 + B)T) — f(aS,BT). On a f(s,t) = [s}l(mtid_l) donc

k< ((1+a)S+ 1)l((1 +ﬂ;T+d) _ (aS)l<ﬂT+dd— 1)

On utilise le fait suivant :

Fait 4.2 Soient u un réel supérieur ou égal a un, et j un entier positif ou nul. Alors, pour
e>0:
(e + Du+1) — (cu)! <2 (e+1)71f

DEMONSTRATION de ce fait : On peut supposer j > 1, sinon le résultat est évident. On
développe alors le membre de gauche, comme polynéme en u qu’on note ®(u). Le degré de ®
est j et ses coefficients sont tous positifs, donc ®(u) (pour u > 1) est majoré par u/®(1). Or
®(1) = (¢/ +1)7 — (¢/ — 1)/ est un polyndme & coefficients positifs en ¢/ = +1 > 1, d’ot (de
méme) ®(1) < 27¢”~!. Ceci conclut la preuve du fait.

DEMONSTRATION de la proposition (suite) : Le fait, appliqué & S, [ et o, donne :

k< (aS) (((1+ﬂ0)lT-|—d> - (ﬂT+dd— 1)) + 2ot 1)l15l((1+f2T+d> -
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Considérons le polynéme R(X) = (X +;71). Alors on peut écrire R(X) = Z?:o r; X7, ot les
coefficients r; sont positifs ou nuls (c’est évident en développant le coefficient binomial). On

a, d’aprés le fait appliqué 4 T', j et 3 :

d
R(1+B)T+1)—R(BT) = Y r ((1+B)T +1) — (BT)7)
=0
d
< Y 2 (B4 1)
=0

<

< 248+ 1)1 = 2%(a + 1) X

puisque R(1) = 1 est la somme des ;. Comme on a R(X + 1) < (d + 1)X¢ pour tout X > 1
(par exemple car (X +1)+7 < (i+2)X pour tout 7 € {0,... ,d—1}), 'équation (7.8) donne :

B < [2%a+ )X 4 (4 1)2) @+ 1) St

En posant ¢; = 2% + 2/(d + 1) on obtient :

k < cp(a + 1)Hdx-min(lx) glpd (7.9)
Posons
Dg = [(n'k)Y/™]
Si D < aDg alors D™ < a™n!k d’ou la conclusion du théoréme, avec cgl = ¢pa"nl(a +

1)Hdx-min(lx) - est-a-dire

I max(1,1)+dmax(1,x)—1
el = (29 + (d+ 1)2)a"n! ((d!(2n)d+l deg(G)a")”n!2d+l+1> Belbipdmax(t

La valeur de c3 annoncée dans I’énoncé du théoréme s’en déduit en appliquant (7.7).
Supposons D > aDy; il reste & en déduire une contradiction. Par définition de Dy, on a
(pour la premiére minoration, voir la preuve du lemme 2 de [M2]) :

>k

dim C[G)h, > <D°+”> > Do+ 1"

n n!

Or, par hypothese, la fonctionnelle n € Fs 7 s’annule sur tous les polynémes homogenes de
degré D. Comme D > aDg, 1 s’annule aussi sur (C[G]ZDO (d’apres la remarque qui suit le
lemme 1.2). Pour § € T'(aS) et 7 € N, |7| < BT, considérons la fonctionnelle T, p,n (avec
les notations du paragraphe 2.2). On définit ainsi f(«aS, 8T') fonctionnelles, qui appartiennent
& Fa+1)s,(8+1)T> sont linéairement indépendantes (d’aprés le lemme 2.7) et s’annulent sur
tous les polynémes homogeénes de degré Dy (d’apres la proposition 2.6).
Donc I'application
U Flat1)s,s+1)r = (C[G]’Bo)*

qui & une fonctionnelle associe la forme linéaire sur C[G]% = définie par la formule (7.3) a un
noyau de dimension au moins f(a.S, T). Son rang est donc majoré par f((a+1)S, (6+1)T)—
faS,BT) =k < dim((C[G]’I")O)*. Donc ¥ n’est pas surjective : I'image de ¥ est contenue dans

un hyperplan, qui est 'orthogonal d’un poynéme P € (C[G]%O non nul. Ce polyndéme s’annule
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a lordre (8+1)T le long de W en tout point de I'((a + 1).S). On peut lui appliquer le lemme

de zéros démontré ci-dessus (théoréme 3.8). En effet, on a supposé que le point (ll(())gg((g))’ llgg((?))
appartient au cone Cj,, donc le point (%, %) appartient aussi & ce céone. Grace au
log(a+1) log(B+1)
log(Do) * log(Do)

choix de y, la translation de vecteur ( ) envoie 5]-0 dans lui-méme. Donc le

point (logl(()(‘o}(zzgs), loglg(gl(zi ))T)) appartient aussi & ce cone. On obtient ainsi :
(o + 1) Higlpd coDP
conlk

conley, (Oé + 1)dx+l—min(1,x) Sle
(d!(2n) ! deg(G)a™)"n12 T (q 4 1) B immin(Lx) gld

VAN VAN VAN VAN

Ceci contredit la définition de «. La proposition 4.1 est donc démontrée, dans le cas ou d # 0
et [ #0.

Supposons W = {0}. On reprend la preuve ci-dessus, en omettant les multiplicités. On
choisit a tel que a+-1 = ((2n)! deg(G)a™)"n!2!*, et on montre que k < ((14+a)S+1)!—(aS)! <
2L(1 + a)!=1S%. Le reste de la preuve est identique.

Dans le cas ou rg(I') = 0 (i.e. I' = {0}), on procéde de maniére analogue, en posant
B+ 1 = (d!(2n)? deg(G)a™)"n!2%+! et en majorant k par 2¢(1 + B)4-177.

4.2 Générateurs superflus

Comme au paragraphe précédent, on suppose qu’il existe jy tel que H jo = 0, et que I' est
sans torsion. Mais on ne fait plus d’hypothése sur la famille génératrice de T'.

Proposition 4.3 Supposons I' sans torsion. Il existe une constante cq4 > 0, qui dépend seule-
ment de G, I', W, m, ..., v, ayant la propriété suivante. Soient S,T > 1 et D > 1 des réels

tels que le point (fggg((g))’ llgg((g)) appartienne au cone Cj,. Soit n € Fg non nulle qui s’annule

sur C[G]%. Alors :

4

Srg(F)Tdim(W) > C4Ddim(G)
On utilise le lemme suivant ([M2], Lemme 3) :

Lemme 4.4 Soient I un sous-groupe de G qui contient L', et y;, ..., vy, des générateurs de
I''. Il existe une constante cs, qui dépend seulement de vy, ..., v et de i, ..., v}, telle que
pour tout S > 0 il existe vg € I avec :

F(S) C ’}’fg + FI(C5S)

DEMONSTRATION de la proposition 4.3 : Si rg(l') = 0 (i.e. I' = {0}), la proposition 4.3 n’est
autre que la proposition 4.1. Supposons rg(I') > 1. Notons x la pente d’une demi-droite
contenue dans le cone 53-0, choisie comme dans la preuve de la proposition 4.1 si dim(W) > 1;
on pose x = 0 si dim(W) = 0. Le groupe abélien I' est de type fini sans torsion, donc
libre : notons (v],...,7.) une base du Z-module I'. Posons I = T', en munissant I des
générateurs 7|, ..., 7. et I' des générateurs 7, ..., v (donc I'(S) n’est, en général, pas égal
4 I'(S)). Le lemme 4.4 donne 75 € I et une constante c¢5 (indépendante de S) telle que
I'(S) C 75+ I"(c5S); on peut supposer ¢; > 1. La proposition 2.6 fournit 7., o p/an €

-7:5515}:1; C ‘7::5’:?‘,/:;@ non nulle qui s’annule sur (C[G]% Ja* La proposition 4.1 s’applique; en effet,
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les générateurs de I sont linéairement indépendants, le cone 53-0 relatif & I’ est le méme que
lui relatif A T. et 1 it (log(C5S) log(cXT)
celul relatit a ) € € POlIl log(D/a)’ 10g(D/a)

—rg(T)—x dim(W) _ g
voulu, avec ¢4 = c3cy rg(I")—x dim( )a dim(G)

) appartient & 53-0. On obtient donc le résultat

4.3 Présence éventuelle de torsion

Dans ce paragraphe, on ne fait plus aucune hypothese restrictive sur I' ; on garde seulement
I’hypothéese de bonne répartition.

Proposition 4.5 Il existe une constante cg > 0, qui dépend seulement de G, T', W, 1,
.-+ N, ayant la propriété suivante. Soient S, T > 1 et D > 1 des réels tels que le point
(fggg((g)), llgg((g))) appartienne au cone Cj,. Soit n € Fgr non nulle qui s’annule sur C[G]%.

lors :

Srg(F)Tdim(W) > CGDdim(G)

On utilise le lemme suivant, qui est une forme “triviale” de lemme d’interpolation :

Lemme 4.6 Soit . une partie finie de PV, contenue dans {Xo # 0}. Soient T et D des
entiers naturels, et n € f?’w non nulle qui s’annule sur C[G]Y. Alors T9™W)Card(Z) > D.

Quand W = {0} ou T = 1, il s’agit du Lemme 6 de [M2]. Dés que dim(W) > 1, on
démontre en fait une conclusion plus forte : T'Card(X) > D.

N.B. Pour démontrer la proposition 4.5, on utilise ce lemme sans multiplicités, donc le lemme
6 de [M2] suffit. En revanche, le lemme 4.6 est utilisé (avec multiplicités) pour démontrer le
théoréme 4.7 dans le cas n = 1, ce qui permet d’initialiser la preuve (par récurrence) de ce
théoréme.

DEMONSTRATION du lemme 4.6 : On utilise les fonctions suivantes. Tout d’abord, pour tous
7,0 € X distincts il existe une forme linéaire L, s en Xy, ..., Xy qui s’annule en § et pas
en . En effet, si 0 = [§ : ... : £n], pas toutes les formes linéaires §X; — & X; (pour
i,7 € {0,... ,N}) ne s’annulent au point . Si W = {0} il suffit de considérer, pour 7y € %,
les polynomes || s\ {v} L., 5 pour conclure la démonstration du lemme.

Supposons que d = dim(W) est strictement positif. Pour 7y € ¥, on note ¥ un (N +1)-uplet
de coordonnées de -y, dont la premiére vaut 1. Pour tous vy € L et 7 € {1,... ,d} il existe une
forme linéaire M., ; en X, ..., Xn qui s’annule en v et telle que A; M, ;(¥) = 6; ; pour tout
Jj €{1,...,d}, ot §;  est le symbole de Kronecker. En effet, la matrice [A; Xy (7)) 1<k<n,1<j<d
est de rang d (c’est, par exemple, une conséquence de 1'égalité p, = 7, démontrée dans [W11],
§ 7). En ajoutant & M, ; un multiple convenable de X, (ce qui ne change pas la propriété
A;M, ;(7) = 6;; puisque A; Xy = 0 pour tout j), on peut supposer qu’elle s’annule en v
(grace a I’hypothese (7.1)).

Soient v € ¥ et |o] < T. On construit un polynéme P, ,, homogene de degré T Card(X),
qui s’annule en tout point de ¥ \ {7} & lordre T le long de W, et vérifie A’ P, ,(7) # 0 et
AE’P%J(?) = 0 pour tout & € N® tel que & # o et || < |o|. Pour ce faire, on pose (en suivant,
par exemple, la preuve de la proposition 3.8 de [R14]) :

T—|o o o,
Po=X, "y om0y [ L%,
se\{7}

Ceci termine la démonstration du lemme 4.6.
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DEMONSTRATION de la proposition 4.5 : Notons H la partie de torsion de I" (i.e. I’ensemble
des éléments de I" qui sont de torsion dans G). C’est un sous-groupe algébrique de dimension
zéro de G (non connexe, sauf si H = {0}); son ordre est fini. On peut supposer que D est
un multiple entier de 2dg. On applique alors le corollaire 2.4 avec D' = % et D" = DJ2.
La seconde alternative implique, d’aprés le lemme 4.6, qu’on a Card(H) > D/2; dans ce
cas la proposition 4.5 est démontrée. Supposons maintenant que 7; € ?S,T s’annule sur
(C[G/H]}IL)/%H, avec 11 # 0. Le polygone d’interpolation associé & (I', W), ou I’ = I'/H, est le
méme que celui associé & (I', W) (par la bijection entre les sous-groupes algébriques connexes

de G et ceux de G/H). Le point (lolg()éé((si))’ 10125(52)) appartient au coéne Cj,, et [ est sans
2\ 2%q

torsion, donc la proposition 4.3 donne la conclusion voulue, avec cg = c4(28 )~ 4m(G),

4.4 Démonstration du théoreme dans le cas général

On peut maintenant démontrer le théoréme suivant, qui est une reformulation du théo-
réme 1.1 (compte tenu du lemme 1.2).

Théoreme 4.7 1l existe une constante cy strictement positive, qui dépend seulement de G, T,
W, v, ..., Wi, ayant la propriété suivante. Soient S,T > 1 et D > 0 des réels, et n € Fs une
fonctionnelle non nulle qui s’annule identiqguement sur C[G]’b. Alors il existe un sous-groupe
algébrique H connexe de G, non nul, tel que

Srg(I‘ﬂH)Tdim(WﬂTH) > C7Ddim(H)

On va utiliser le lemme suivant :

Lemme 4.8 Soient 1, ..., v des générateurs de I', et A un sous-groupe de I'. Soient 41,
..., 0p des générateurs de A. Il existe une constante cg, qui dépend seulement de v, ..., Vi
et de 61, ..., 0p, telle que pour tous S > 0 et o € I' il existe B, 5 € I' avec :

I'(S)N(a+ A) C fBa,s + AcsS)

ou I'(S) est relatif auz générateurs yi, ..., v et A(cgS) auz générateurs 6y, ..., dp.

DEMONSTRATION du lemme : Notons A le sous-groupe de Z! formé par les (ni,... ,n;) tels
que 11y, + ... + nyy € A. Il existe une base (er,...,e;) de Z telle que (keq,... , kre,)
soit une base de A, pour des entiers ki,... ,k. > 1 et r <[ convenables. Notons (e1,... ,¢&;)

la base canonique de Z'; on a ¢; = Y

j=1ij€j ou la matrice des a;; appartient & GL;(Z).

Posons #4; = Z;-:l a;jv; pour i € {1,... 1} et 6 = k4 pouri € {1,...,r}. Onnote T =T

muni de (31,...,%), et A = A muni de (51, ...,0r); dans les deux cas il s’agit de familles
génératrices. Le lemme 4.4 donne une constante cg (indépendante de S) et 75 € T tels que

L(S)N(a+A) C (’y’s + f‘(cQS))ﬂ(a+A). Notons v = k1y1+...+Ky et @ = aryi+. . .+ ;

alors (7'5 + f‘(cQS)> N (a+ A) est inclus dans 'ensemble des (k1 +z1)¥1 + - .. + (kr + Z7) 9 +
Qri1¥r41+---+ary avec 0 < x5 < c9S et k; + 1 — o € kjZ pour tout 5 € {1,...,r}. Pour
chaque j, notons x; 'entier, compris entre 0 et k; — 1, tel que k; — aj + x; soit un multiple
de k;. Posons Bys = (k1 + x1)%1 + .- + (K0 + X ) + 141 + ... + Y €T. Alors on a
(’yfg + f(CgS)) N(a+A) C ,5’&,5 + A(cyS). Le lemme 4.4, appliqué & A et A, permet alors
de conclure.
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DEMONSTRATION du théoréme 4.7 : On démontre le théoréme 4.7 par récurrence sur la
dimension de G; pour n = 1 il se déduit du lemme 4.6. Supposons-le vrai pour tous les
groupes algébriques de dimension au plus n — 1. Pour tout ¢ € {1,... ,p — 1}, on fixe un
plongement projectif de G/H;, et des polynémes homogenes de degré dy, qui représentent
la projection de G sur G/H,;, comme au paragraphe 2.1. On peut supposer D > 1; soit
i€ {l,...,p—1} tel que le point (1135((;3, }gg((g))) appartienne au cone C;. Si H; = G, il suffit
d’appliquer les propositions 3.11 et 4.5 pour obtenir la conclusion voulue, avec H = G et
¢7 = ¢g. On peut donc supposer que dim(H;) est compris entre 1 et n — 1; en outre on peut
supposer que D est un multiple entier de 20y,. Appliquons le corollaire 2.4 avec D' = 5 £{ -
et D" = D/2. Si on est dans la premiére alternative, on peut (par récurrence) appliquelr
le théoréme 4.7 & G/H;, T = /TN H; e¢ W = W/W N TH;; on obtient un sous-groupe
algébrique connexe de G/H;, qui s'écrit H'/H; ou H' est un sous-groupe algébrique connexe
de G qui contient strictement H; et vérifie

SrE(TNH! /TNH;) pdim(WATH [WOTH:) > o ( D

dim(H' / H;)
)

La proposition 3.3 donne exactement la conclusion cherchée, avec H = H;. Si on est dans la

(S)ﬂ(a—l—Hi),WﬂTHi

seconde alternative du corollaire 2.4, on a a € " et ' € .7-"; non nulle qui

s’annule sur (C[G]’L"7 /2" Choisissons des générateurs 61, ..., 6, de A =T'N H;. Le lemme 4.8 et
la, proposition 2.6 donnent T_g_ ¢ o p/2a7 € ]—'CASEWTQTH{ non nulle qui s’annule sur (C[G]’b /20"

Le théoréme 4.7, appliqué & H;, A et W NT H;, fournit un sous-groupe algébrique H' non nul
de H; tel que
Srg(FﬂH’)Tdim(WﬂTH’) > c1q (_)
- 2a

Cette minoration est exactement la conclusion cherchée, avec H = H'.

5 Prolongements possibles

Pourrait-on considérer des multi-indices o tels que 0 < o; < Tj pour tout j € {1,... ,d},
plutét que d’imposer |o| < T'? De méme, pourrait-on considérer I'(Sy,... ,S;) au lieu de
r(s)?

Pourrait-on obtenir une autre démonstration du lemme d’interpolation, qui soit similaire
aux preuves de lemmes de zéros 7 Pour cela, il serait probablement utile de donner une défini-
tion plus “naturelle” de I’action d’une fonctionnelle sur un polynéme homogene : ici le fait de
privilégier Xy rompt la symétrie. Considérons pour simplifier une situation sans multiplicités.
Un autre choix de dénominateur correspond, quand on considere ’action de n = 27 Ayevay, &
multiplier chaque A, par une certaine constante non nulle (qui dépend de ). Ce qui est natu-
rel (avec la définition donnée ici) n’est donc pas la valeur de ), mais seulement sa nullité ou
sa non-nullité. D’ailleurs on n’utilise pas vraiment autre chose dans ce texte (voir notamment
la preuve du lemme 2.7).



Chapitre 8

Lemmes de zéros et algebres de
Hopf

Dans ce texte, on formule les lemmes de zéros et d’interpolation pour un groupe algébrique
affine commutatif dans le langage des algebres de Hopf (voir par exemple [Al] ou [HY]). La
traduction met en jeu une équivalence de catégories, énoncée et démontrée dans la premiere
partie. Une référence pour le langage des catégories est [M1]. Dans tout ce texte, le corps de
base est C (tout autre corps algébriquement clos de caractéristique zéro convient aussi).

On considére la catégorie des groupes algébriques affines commutatifs. Elle est anti-
équivalente (d’apres [Al], Chapitre 4, §2.1) & celle des algébres de Hopf de type fini, com-
mutatives et co-commutatives! : tout tel groupe G correspond & 'algébre C[G] des fonctions
régulieres (polynomiales) sur G. En outre G est connexe si, et seulement si, C[G] est integre
(comme anneau).

Le théoréme de structure des groupes algébriques affines commutatifs (voir par exemple
[D1]) affirme que tout tel groupe G est un produit Gy x G1, ou Gy (respectivement G1) est
la partie additive (respectivement multiplicative) de G ; le groupe Gy est isomorphe & une
puissance de G,, et la composante neutre du groupe G est isomorphe & une puissance de
Gy, - Ce résultat se traduit en termes d’algebres de Hopf. Soit H une algebre de Hopf de type
fini, commutative et co-commutative. Notons [' le groupe des éléments group-like de H, et
W l'espace vectoriel des éléments primitifs de H. Alors I est de type fini, et W de dimension
finie. Le sous-espace vectoriel de H engendré par I' est une sous-algébre de Hopf, isomorphe &
lalgeébre CI' du groupe I'. La sous-algébre (associative) de H engendrée par W est une sous-
algebre de Hopf, isomorphe & Sym(W). Si H = C[G] alors C[G] est isomorphe & Sym(W),
C|G1] 4 CT', et H & CI'® Sym (W), comme algébres de Hopf. Le choix d’une base (01, ... ,0q)
de W induit un isomorphisme linéaire entre H et I’algébre C(I' x N¢) du semi-groupe I' x N¢.
Pour o = (01,...,04) € N? et v € T, on note evy s 1'élément de C(I" x N?) qui correspond,
par cet isomorphisme, & vy ® (97" ... 95%).

'Sur un corps de caractéristique zéro, toute algébre de Hopf commutative est réduite : voir le corollaire
2.5.4 de [A1].
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1 Une équivalence de catégories

1.1 Définitions, énoncé du théoréme principal

Notons C; la catégorie définie comme suit. Les objets de C; sont les triplets (G,T', W) ou
G est un groupe algébrique affine commutatif, I' un sous-groupe de G(C) de type fini, et W
un sous-espace vectoriel de 'algébre de Lie TG de G, tels qu’aucun sous-groupe algébrique
K de G, distinct de G, ne vérifie I' C K(C) et W C TK. Les morphismes de (G,T", W) dans
(G',T',W"), dans la catégorie Cy, sont les morphismes de groupes algébriques de G dans G’
qui induisent des morphismes de I dans I et de W dans W'.

Notons C; la catégorie suivante. Les objets de Cy sont les triplets (Hi, Hp, < -,- >) ou H;
et Hs sont des algebres de Hopf de type fini, commutatives et co-commutatives, et < -,- > est
un produit bilinéaire non dégénéré, de H; x Hy dans C, qui vérifie les propriétés suivantes :

<z,yy >=< Az,y®1y > pour tous z € Hy et y,y' € Hy (8.1)
<zz',y >=<z®z',Ay > pour tous z,z' € Hy et y € Ho (8.2)

Dans ces équations, on note aussi < -,- > le produit bilinéaire de H {@2 X HSM dans C, défini
pour z,z' € Hy et y,y' € Hy par :

<zRz,yey >=<z,y><z,y >

Les morphismes de (Hy, Hy, < -,- >) dans (Hj, H), < -,- >') sont les couples (f,g), ou f est
un morphisme d’algébres de Hopf de H; dans H| et g est un morphisme d’algébres de Hopf de
H) dans Hs, tels que < z,¢(y') >=< f(z),y’ > pour tous z € H; et y € H). La composition
de deux morphismes est donnée par (f,g) o (f',¢') = (f o f', 4 o g).

Notons €1 et €3 les co-unités respectives de Hy et Ha, et 1 leurs unités (si H; est 'algebre
des polynomes sur un groupe G, la co-unité ¢; est ’évaluation en I’élément neutre de G1).
Alors les équations (8.1) et (8.2) impliquent :

<ul>=¢g et <1,- >=¢9 (8.3)

En effet, comme ¢; et < -,1 > sont des morphismes d’algébres (d’apres (8.2)) et que la
réunion des éléments group-like et des éléments primitifs engendre 1’algebre Hy, il suffit de
vérifier que < 7,1 >= €1(y) et < 9,1 >= ¢1(0) pour 7y group-like et 9 primitif. Or (8.1)
donne < v,1 >?=< 7,1 >, dot1 < 7,1 >= 1 car < -,- > est non dégénéré. En particulier
< 1,1 >= 1; léquation (8.1) donne alors < 9,1 >= 0, ce qui termine la démonstration de
(8.3).

Le résultat principal de cette partie est le suivant :
Théoréme 1.1 Les catégories C1 et Cy sont équivalentes.

Ce théoréme est démontré au paragraphe 1.3. Auparavant, au paragraphe 1.2, on formule
en termes d’algebres de Hopf duales les axiomes de la catégorie Cs.

N.B. On peut démontrer, comme variante du théoréme 1.1, que les deux catégories C; et C}
ci-aprés sont équivalentes. Les objets de C] sont les triplets (G,I', W), ou G est un groupe
algébrique affine commutatif, I un groupe abélien de type fini et W un espace vectoriel de
dimension finie, munis d’un homomorphisme de groupes de I' dans G(C) et d’une application
lindaire de W dans T'G. Quant & C), elle est définie comme Cy & ceci prés qu’on ne suppose
pas le produit bilinéaire < -,- > non dégénéré.
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1.2 Rappels sur la dualité entre algebres de Hopf

Soit H une algebre de Hopf. Notons H* I’espace vectoriel dual de H, c’est-a-dire ’ensemble
des formes linéaires de H dans C. La structure de co-algebre sur H permet ([Al], p. 55) de
munir H* d’une structure d’algebre, pour laquelle le produit 12 de ¢1,¢02 € H* envoie
h € H sur ), ¢i(h)pa(h!), en notant Ah = ) . hl ® h. Cependant, le produit sur H ne
permet pas, en général, de munir H* d’une structure de co-algébre.

On note H° l'ensemble des ¢ € H* tels que ker(y) contienne un idéal de l’algeébre H
de codimension finie. Alors ([Al], p. 87) H® est une sous-algébre de H*, et on peut ([Al],
Théoréme 2.2.12) munir H° d’une structure de co-algébre en utilisant le produit de H. En
effet, pour tout f € H® il existe ¢1,... , ¢, ¥1,... ,¢ € H® tels que f(zy) = Zé:l wi(z)i(y)
pour tous z,y € H. On a alors Af =), ¢; ® ;.

Finalement, H° est une algebre de Hopf, appelée algébre de Hopf duale de H. Si H =
C[G] est l'algébre des polynémes sur un groupe algébrique affine commutatif G, alors ([A1],
Théoréme 4.3.13) une base de l'espace vectoriel H® est formée par les R — 07* ... 0% R(g),
pour ai,...,a, € Net g € G(C), ou (01,...,0,) désigne une base de TG. On voit sur cet
exemple que méme en supposant H de type fini, 'algebre de Hopf duale H® n’est pas de type
fini en général.

Soit F' un espace vectoriel. On peut munir ([A1], p. 67) l'espace vectoriel dual F* d’une
topologie en prenant pour base de voisinages de ¢ € F* les intersections finies d’hyperplans
@+ z, pour z € F, en notant 2+ I’ensemble des formes linéaires qui s’annulent en z. Alors
un sous-espace vectoriel de F* est dense si, et seulement si, aucun z € F non nul n’annule
tous ses éléments.

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur C, munis d’un produit bilinéaire non dégénéré
de E x F dans C. Alors on peut identifier £ & un sous-espace vectoriel dense de F*. Réci-
proquement, tout isomorphisme entre E et un sous-espace vectoriel dense E’ de F* donne un
produit bilinéaire non dégénéré de E x F' dans C.

Définissons une catégorie C3 comme suit. Les objets de C3 sont les couples (Hy, Hy), ou
Hj est une algebre de Hopf de type fini, commutative et co-commutative, et H; est une sous-
algebre de Hopf de type fini, dense, de HS. Les morphismes de (H1, Hy) dans (H{, H}) sont
les morphismes d’algébres de Hopf g de H) dans Hj dont la transposée envoie H; dans Hj.
On les compose “4 I'envers”, c¢’est-a-dire que g o g, vu dans C3, est g’ o g vu dans la catégorie
des algébres de Hopf.

Alors on a le lemme suivant :
Lemme 1.2 Les catégories Co et C3 sont équivalentes.
N.B. Dans la suite, on utilisera seulement les catégories C; et C2, excepté au paragraphe 2.3.

DEMONSTRATION : Soit (Hi, Ha, < -,- >) un objet de Cy. Grice & < -, >, on peut identifier
H, & un sous-espace vectoriel dense de H;. Montrons que ce sous-espace est contenu dans
Hs. Soit z € Hy; notons Az =), 7, ® z,, et E le sous-espace vectoriel de Hy formé par les
y tels que < z},y >= 0 pour tout i. Alors E est de codimension finie, et pour tous y € E et
y' € Hyon a :
I ! "o
<z,yy >= Z <zpy><zp,y >=0

2
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Donc l'idéal de Hy engendré par E est de codimension finie, et il est inclus dans le noyau de
la forme linéaire < z,- >. Donc H; se plonge dans H3. En outre les axiomes (8.1) et (8.2)
traduisent que ce plongement est un homomorphisme d’algébres de Hopf.

1.3 Démonstration du théoréme principal
On construit une équivalence de catégories comme suit. Soit (G, W) un objet de la

catégorie C;. Posons Hy = C[G] et H; = CI' ® Sym(W). On définit un produit bilinéaire
< -,-> de Hy x Hy dans C en posant, pour R € Hy, y €T et 8V ... 0k e W :

<y@ (00-...-00) R >=(01...0PR) () (8.4)

ot1 on voit, dans le membre de droite, les ) comme des dérivations de I’algébre Ho.
Montrons que (H;, Hz, < -,- >) est un objet de Co. On commence par remarquer que pour
0 € W, vu comme une dérivation de Hs, on a

Aod=(,0)0A=(0,d)0A

comme applications linéaires de Ho dans ng, en voyant (0,0) et (0,0) € W x W comme des
dérivations sur C[G x G] = HS? (par exemple (9,0)(R; ®R2) = (OR1)® Ry pour Ry, Ry € Ho).
En outre, la définition de < -,- > donne immédiatement

<0z,R>=<z,0R> et <vyz,R>=<z,7,R>

pour tous x € H1, R € Ho, vy € " et 0 € W. Ici les produits 0z et yz sont des produits dans
I’algebre associative Hi, alors que R est I'image de R par la dérivation invariante d. Dans la
seconde équation, on note 7, la translation par v, définie par 7,R(g) = R(y +g) pour g € G.

Vérifions 'axiome (8.1). Par linéarité, on peut supposer que £ = y® (8(1) S 8(’“)), avec
k > 0. On raisonne par récurrence sur k. Si k = 0, c’est évident car A(y®1) = (y®1)®(y®1).
Si le résultat vrai jusqu’a k — 1, alors il est vrai pour k griace au calcul suivant, valable pour
.’E’EH1, Ri,Roe Hyet e W :

<01',RiRy > = <41’ 0(RiRy) >

< z',R10Ry + (OR1)Ry >

= <Az,Ri ®0Ry; +0R; ® Ry >
<A7,(1®0+0®1)(R1 ® Rg) >
= <(1®90+0®1)Az',R; ® Ry >
= <A(07'),R1 ® Ry >

Vérifions maintenant ’axiome (8.2). Par linéarité, on peut supposer z = y® (3(1) e B(k))
et ' =4 Q® (8'(1) e 8’(’9’)). Pour k = k' = 0 le résultat est évident. Il suffit alors pour

conclure de procéder par récurrence, grace au calcul suivant :

<dzx',R> = <uzz',0R>
= <z®z,AOR) >
= <r®2,(0,00)AR >
= <(0r)®z,AR>
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et de méme avec (0,0) pour obtenir z ® (0z').

Montrons que le produit bilinéaire < -, > est non dégénéré. Soit R € Hy tel que
< z,R >= 0 pour tout z € H;. Alors R € C[G] s’annule en tout point de I' & un ordre
infini le long de W, donc R oexpy s’annule en tout point de ¥ = exp;'(T') + W. Or expg (%)
n’est contenu (par minimalité de G) dans aucun sous-groupe algébrique de G, distinct de G
lui-méme. Donc Padhérence de Zariski de exps(X), qui est un sous-groupe algébrique de G
([A1], théoreme 4.2.2), est G tout entier. Or R est identiquement nulle sur expg(X), donc
R = 0. Pour démontrer qu’il n’existe pas de z € H; non nul tel que < z, R >= 0 pour
tout R € Ho, on peut appliquer la dualité de Fourier-Borel au résultat précédent, ou bien
utiliser un lemme d’interpolation (une généralisation du lemme 6 de [M2] suffit, par exemple
le lemme 4.6 de [F6]).

On a donc montré que (H;, Hz, < -,- >) est un objet de Cs.

Considérons maintenant un morphisme entre deux objets (G,I', W) et (G',T", W') de (1,
donné par ¢ : G — G'. Notons (Hy, Hy, < -,- >) et (Hj, H), < -,- >') les objets de Cy associés.
Alors ¢ induit un morphisme d’algébres de Hopf g de H), = C[G'] dans Hy = C[G]. En
outre les morphismes de I dans I et de W dans W' induits par ¢ permettent de définir un
morphisme d’algebres de Hopf f de H; = CI'® Sym (W) dans H{ = CI' @ Sym(W'). On vérifie
immédiatement que (f, g) est un morphisme de (Hy, Ho, < -,- >) dans (Hj, H), < -,- >'), dans
la catégorie C,.

Réciproquement, soit (Hy, Hs,< -,- >) un objet de Cy. Notons I' le groupe des éléments
group-like de Hy, W D’espace vectoriel de ses éléments primitifs, et G un groupe algébrique
affine commutatif tel que Hy = C[G]. La classification rappelée dans 'introduction montre
que I est de type fini, W de dimension finie, et que H; est isomorphe & CI' ® Sym(W). On
va utiliser le produit bilinéaire < -,- > pour plonger I' dans G(C) et W dans TG.

Les points complexes de G sont exactement les homomorphismes d’algébres de Hy dans C.
On définit donc une application de I' dans G(C) en associant & tout v € I' 'homomorphisme
< 7,- > (il s’agit bien d’'un homomorphisme d’algébres d’apres (8.1), puisque Ay = v ® ).
L’axiome (8.2) montre qu’on définit ainsi un homomorphisme de groupes de I' dans G(C).
Cet homomorphisme est injectif car < -,- > est non dégénéré (si v # ' € I alors il existe
R € Hy tel que < 7, R >#< ', R >). Donc I est (isomorphe &) un sous-groupe de G(C).

En ce qui concerne W, on commence par énoncer le fait suivant. Notons £g I'ensemble des
formes linéaires u : C[G] — C qui vérifient u(1) = 0 et u(R1R2) = R1(e)u(R2) + u(R1)Ra(e)
pour tous Ry, Ry € C[G], ou e est I’élément neutre de G. Alors I’application qui & @ associe
la forme linéaire R — (OR)(e) définit un isomorphisme entre TG et £g. En considérant les
formes linéaires < 0, - >, on plonge W dans £g (grace a (8.1) et (8.3)), donc dans T'G.

Montrons que le produit bilinéaire < -,- > est donné par (8.4). Par construction, on a
<7v,R>=R(y) et <9,R>= (0R)(e) =< 1,0R > pour tous y € I', € W et R € Hj. Pour
tout x € Hi, on en déduit :

<z,0R> = <1z, A(OR)>
<1®z,(0,00)AR >
<0®z,AR >

= <O0z,R>

La relation (8.4) en découle (par récurrence sur k).
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Si K est un sous-groupe algébrique de G, distinct de G, qui contient I' et tel que TK
contienne W, alors il existe R € Hs non nul qui induit une fonction identiquement nulle
sur K. Alors < z, R >= 0 pour tout z € H;, ce qui est contradictoire. Ceci démontre que
(G,T', W) est un objet de Cy, et termine la preuve du théoréme 1.1.

2 Formulation de lemmes de zéros et d’interpolation

Pour tout groupe algébrique affine commutatif K, on note Ky et K; les parties additive
et multiplicative (respectivement) de K ; on a alors K = Ky x Kj.

2.1 Graduations

Soit H = C[G] l'algebre de Hopf d’un groupe algébrique affine commutatif G. Si on note
I' et W, respectivement, I’ensemble des éléments group-like et primitifs de H, alors H est
isomorphe & CT'® Sym (W) et Gy est isomorphe & GS““(W). Fixons un plongement de G; dans
(G‘,i,;, pour un certain entier d;. Ceci correspond & se donner un morphisme surjectif de Z%
dans I', c’est-a-dire une famille génératrice (y1,...,74,) de I'. On définit alors une double
filtration sur H en posant, pour S,T € N :

Hi;r = Vectc(D(S)) @ (@osherSym* (W)

ou I'(S) est 'ensemble des combinaisons linéaires n1y1+. . .+ng4,74, avec des entiers n; tels que

0 <n; < S.Sionnote Xi,...,Xq, des coordonnées sur G (avec dy = dim(W)) et Y1,... , Yy,
les coordonnées sur G& , alors H est un quotient de C[X1,... , X4,,Y1,... , Yy, Yl_l, et ,Ydjl]
et Hg 1 est 'image dans H de l'espace des polyndmes de degré strictement inférieur & T en
Xi,...,Xq4, et strictement inférieur & S en Y7,...,Yy,.

Soit H' = C[G'] une algebre de Hopf quotient de H. La projection canonique p de H dans
H' correspond & un plongement de G’ dans G, qui permet de plonger G’ dans G% . On a donc
une double filtration sur H', telle que p(Hg ) C Hg pour tous S,T € N.

2.2 Transformée de Fourier-Borel

Dans la catégorie Co on a une dualité® : & tout objet (Hy, Hy, < -,- >) on associe 'objet
(Hy,Hs, < -,-5>) défini par Hy = Hy, Hy = Hy et < u,v> =< v,u > pour tous v € H; et
u € Hy. L’équivalence de catégories du théoreme 1.1 permet de transporter dans la catégorie
C cette dualité ; on obtient alors la dualité de Fourier-Borel (voir [W5] ou [W8]). Cette dualité
est involutive, et contravariante.

Soit (G,T', W) un objet de C;. Son image (é, f, W) par la transformation de Fourier-Borel
a les propriétés suivantes. Tout d’abord, on a les isomorphismes suivants entre algébres de
Hopf :

ClGy] =~ Sym(W)
ClG1] ~ Cr
Sym(W) =~ C[Go]
Cr ~ C[G4]

2Précisément, il s’agit d’un isomorphisme contravariant de C» dans C,.
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En outre, le choix d’un isomorphisme de G avec Ggo donne une base de W. Le choix d’un

plongement de G; dans G donne une famille génératrice (71,...,%q,) de T'; le rang de [’
est égal 4 la dimension de G;. D’autre part, le choix d’une base de W permet d’identifier éo
4 G, avec d = dim(W). Supposons I' muni d’une famille génératrice (vy1,...,7); alors Gh
est plongé dans G, et on a dim(G;) = rg(T).

Notons X7i,...,Xg, les coordonnées sur Gy (identifié avec G) et Y1,...,Yy, les coor-

alors C[G] est un quotient de C[X1,... , X4, Y1,..., g, Y7, Y.

. ~ n, m, \ .
L’image dans C[G] du monéme X" ... X dodo Yim. Y, “ correspond & la fonctionnelle evs 5

données sur G2 ;

ouy=my+...+mgYq € Tets= (ni,... ,n4,) € N De méme, la fonctionnelle evy o,
avec Y = a1y1 + ... +ary €T et o = (by,...,by) € N¢, correspond & I'image dans C[é] du
mondme X’fl ...)Z'dbdf/l“l ...Y’l‘”, en notant X’l, et ,X’d les coordonnées sur Gy identifié G¢
et ?1, e ’?l les coordonnées sur G, .

N.B. Le groupe algébrique G est connexe si, et seulement si, I est sans torsion, car ces deux
assertions signifient que ’algébre C[G1] ~ CT" est integre.

2.3 Sous-algebre obstructrice

Soit (Hq, Hy,< -, >) un objet de la catégorie Co. On a vu au paragraphe 1.2 qu’on peut
identifier H; & une sous-algebre de Hopf de type fini, dense, de Hs.

Soit HY une sous-algebre de Hopf de Hj. La restriction & H) fournit un homomorphisme
d’algebres de Hopf « de Hy dans H,°. Alors H| = H;/ker(«) est isomorphe A une sous-algebre
de Hopf de type fini, dense, de H°. On en déduit un produit bilinéaire non dégénéré < -,- >',
tel que (H{, H}, < -,- >') soit un objet de Cy. En outre, la projection et I'injection canoniques
donnent un épimorphisme? (p,i) de (Hy, Ho, < -,- >) dans (H}, H}, < -,- >).

Réciproquement, il est clair que tout épimorphisme de (Hy, Ho, < -,- >) dans un objet de
C, s’obtient ainsi.

De méme, la donnée d’une algébre de Hopf H| quotient de H; suffit & déterminer un
épimorphisme de (Hy, Hy, < -,- >) vers un objet (H}, Hj, < -,- >') de Cs : on prend pour H}
I’ensemble des éléments de Ho dont I'image dans H} appartient & H;°.

Un épimorphisme (p,7) de (Hy, Ha, < -,- >) vers (Hj, H}, < -,- >') est susceptible d’étre
une obstruction au “lemme de zéros” dans (Hy, Hy, < -, >). En effet, si R € H} vérifie
< ', Ry >=0 pour tout z’' € Hj g, 7, alors Ry = i(Ry) € Hy vérifie < z, Ry >= 0 pour tout
z € Hig, 1 - Cette obstruction n’est pas intéressante quand Hj est un espace vectoriel de
dimension 1 (i.e. correspond au groupe trivial réduit & un élément). Dans ce cas, on dit que
(Hy,Hy, < -,- >) est trivial. Ceci équivaut & dim(H}) = 1.

Au paragraphe 2.4, on va traduire un énoncé général en un lemme de zéros, et en un
lemme d’interpolation. Pour effectuer la traduction au niveau des sous-groupes obstructeurs,
on a besoin d’expliciter concrétement ce qu’est un épimorphisme (p,i) de (Hy, Ho, < -,- >)
dans (Hi, H), < -,- >'). Pour cela, notons Hy = C[G] et H; = CI' ® Sym(W) comme dans
la premiére partie; alors H) s’écrit C[G/G’] pour un certain sous-groupe algébrique G’ de
G, et H| est isomorphe & un produit tensoriel CIV ® Sym(W'). La projection de H; dans
H{ induit un morphisme de groupes surjectif pr de I' dans I, et une application linéaire

3C’est-a-dire I’analogue, dans la catégorie Ca, d'une surjection dans la catégorie des ensembles.
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surjective pyy de W dans W'. Le noyau de pr est NG, et celui de pyy est WNTG'. Ainsi, la
donnée de I’épimorphisme (p,7) correspond & celle du sous-groupe G, avec H), = C[G/G'] et
H| = Criey @ Sym(W/W NTG"). En outre, si H, = C[G'] alors on a rg(I'/TNG’) = dim(G})
et dim(W/W NTG') = dim(G).

La traduction précédente sera utilisée, au paragraphe 2.4, pour obtenir un lemme de zéros.
Pour le lemme d’interpolation, la transformation de Fourier-Borel intervient. C’est pourquoi
il faut plut6t considérer la situation suivante, ot (p,:) désigne toujours un épimorphisme de
(Hy,Hy,< -, >) dans (H!, H}, < -,- >'). Notons H; = C[G] et Hy = CT' ® Sym(W) comme
dans la premidre partie. Il existe un sous-groupe algébrique G’ de G tel que H| = ca).
En outre H} s'écrit CIV ® Sym(W’ ), ott I est un sous-groupe de I et W' est un sous-espace
vectoriel de W. On voit que IV = TNG' et W' = WNTG'. En particulier, si H!, = C[K] pour un
certain groupe algébrique affine commutatif K, alors rg(T'NG’) = dim(K;) et dim(WNTG") =
dim(Kp).

2.4 Enoncé du lemme de zéros

On a I’énoncé général suivant, qui porte sur la catégorie Cs :

Théoréme 2.1 Soit (Hy, Hy, < -, >) un objet de Co, avec H; = C[G] et Hy = C[G]. On
suppose él et G1 plongés dans des puissances de Gy, . Il existe une constante ¢ > 0 ayant la
propriété suivante. Soient S1,S2,T1,T> des entiers strictement positifs, et R € Ha s, T, non
nul tel que

<z,R>=0 pour tout z € Hy 5, 1

Alors il existe un épimorphisme de (Hy,Hs,< -,- >) dans un objet non trivial (H}, HS,
<+, >"), avec H] = C|G'] et Hy = C[G/G'], tel que :

dim(Go/G}) odim(G1/GY) dim(GY)
1

TS S5 >cT dim(G1)

S
On peut traduire ce théoréme de deux manieres : comme un lemme de zéros ou comme un

lemme d’interpolation. Ceci fournit une preuve du théoréme 2.1, puisqu’on obtient un lemme
de zéros connu.

Pour obtenir un lemme de zéros, on applique ’équivalence de catégories ci-dessus : on
obtient un objet (G,T', W) de C; qui correspond & (Hi, Hs,< -, >). La traduction du théo-
réme 2.1 est alors la suivante (dans laquelle on pose Dy =Ty, D1 = So, S =S1 et T =T}
pour obtenir les notations habituelles) :

Théoréme 2.2 Soit (G,I',W) un objet de C1, muni d’une famille génératrice (vy1,...,7)
de T' et d’un plongement de G1 dans une puissance de G,,. Alors il existe une constante
c > 0 ayant la propriété suivante. Soient Do, D1, S, T des entiers strictement positifs, et R
un polynéme non nul sur G, de bidegré inférieur a (Do, D1) , qui s’annule & ’ordre T le long
de W en tout point de T'(S). Alors il existe un sous-groupe algébrique G' de G, distinct de G,

tel que :

Dgim(Go/Gg) D;ﬁm(Gl/G’l) > ¢ §re(T/TNG") pdim(W/WNTG')

N.B. En général, on suppose G connexe dans un tel lemme de zéros. Ici ce n’est pas nécessaire,
car on peut d’y ramener. En effet, en notant G° la composante neutre de G et I'° = ' N
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G° (muni d’une famille génératrice choisie arbitrairement), le lemme 3 de [M2] fournit une
constante ¢’ telle que pour tout S > 0 il existe ag € I tel que I'°(S) C ag + I'(¢'S).

Pour obtenir un lemme d’interpolation, on échange les roles de H; et Hy dans le théo-
reme 2.1 avant d’appliquer 1’équivalence de catégories. Ceci revient & appliquer la transfor-
mation de Fourier-Borel au théoréme 2.2. On obtient I’énoncé suivant :

Théoréme 2.3 Soit (é,f, W) un objet de Ci, muni d’une famille génératrice (y1,... ,%a,)
de f, d’une base de W et d’un plongement de él dans une puissance de Gy,. Il existe une
constante ¢ > 0 ayant la propriété suivante. Soient Dy, D1,S,T des entiers strictement po-
sitifs. Soit 77 une fonctionnelle non nulle, combinaison linéaire des ev, , pour v € f(S) et

o € Ndim(W \U\ < T, qui annule tous les polynomes sur G de bidegré inférieur a (D, D1).
Alors il e:mste un sous-groupe algébrique G de G non nul, tel que :

Gre(TnG) pdim(WrTd) < Dtoiim(@b) D;iim(é’l)

N.B. On peut énoncer ce théoréme sans choisir de base de W : il suffit de ne pas mentionner
les ev,, , et d’écrire simplement 1 € (CI' ® Sym(W))s,r.

3 Prolongements possibles

On pourrait étudier ce qui se passe quand 'un des deux groupes algébriques affines (voire
les deux) est remplacé par un groupe algébrique quasi-projectif. C’est le cas, par exemple,
dans [F6].

On pourrait aussi essayer de considérer des algebres de Hopf plus générales, sans se res-
treindre & celles qui sont commutatives, co-commutatives et de type fini.

On pourrait, enfin, essayer de traduire en termes d’algébres de Hopf des lemmes de zéros
plus précis que le théoréme 2.2.
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