Le modèle de Davies-Fulling et ses généralisations

Un modèle pour la radiation de Hawking

Nathaniel Obadia

Vendredi 28 Mars 2003

Les Trous Noirs et la radiation de Hawking

Un Trou Noir classique sans charge, sans moment angulaire et de masse M possède un horizon causal de rayon :

r_S = 2GM c^2 ≃ 3 M M_⊙ km ⇒ Classiquement, le Trou Noir est noir • Découverte de Hawking (1974) : Un Trou Noir émet quantiquement une radiation

– stationnaire – et thermique de température

T_H = ℏc^3 8πk_BGM = ≃ 6.10^{−8} M_⊙ M K ⇒ Quantiquement, le Trou Noir rayonne

Les problèmes de la radiation de Hawking

• Pas d’observation possible M > M_C ≃ 1.4M_⊙ ⇒ T_H < 10^{−7}T_{CMB}

• Problème trans-Planckien k_{entrante} = ω_{sortante} e^{(t−t0)/4M}

• Fin de la vie d’un Trou Noir ? dM/dt = −α/M^2

• Entropie du Trou Noir

- Origine de cette entropie - Perte d’information

Sans Gravité Quantique ! !

Des analogues en espace-temps plat ?

Idée : Chercher des analogues de la radiation de Hawking en espace-temps plat

Candidats :

- L’effet Unruh :

Soit un observateur en accélération constante a (∼ horizon causal) Le vide |0⟩ est perçu par ce système comme un bain thermique à la température

T_U = ℏa 2πc - Le modèle de Davies-Fulling : Etude de la radiation émise par un miroir en mouvement Intérêt : trajectoires uniformément accélérées (moins étudié, problèmes non résolus)

Le modèle de Davies-Fulling

Objet : Etudier le comportement d’un champ scalaire libre et non massif Φ dans l’espace-temps plat de Minkowski à 1 + 1 dimensions lorsqu’il est soumis à une condition de bord.

⇒ Deux équations : • ∂_U ∂_V Φ(U, V ) = 0

avec U = t − z et V = t + z • Φ(U, V_{cl}(U) = Φ(U_{cl}(V ), V ) = 0

où l’on impose la condition de bord (Dirichlet) sur la trajectoire U = U_{cl}(V ) ou V = V_{cl}(U)

Conséquences :

- Miroirs totalement réfléchissants - Pas d’effets de recul - Propriétés de la diffusion ⇔ Propriétés de la trajectoire

L’expression du champ Φ

Il faut décomposer le champ Φ sur les 2 bases asymptotiques – la base in : φ^{V,in}_k (U = −∞, V ) =^{e−ikV√}_{4πk} spécification – la base out : φ^{U,out}_ω (U, V = +∞) =^{e−iωU√}_{4πω} analyse

⇒ Deux écritures :

Φ(U, V ) = ∫_∞ 0 dk ( a^{V,in}_k φ^{V,in}_k + b^{V,in †}_k φ^{V,in ∗}_k )

= ∫_∞ 0 dω ( a^{U,out}_ω φ^{U,out}_ω + b^{U,out †}_ω φ^{U,out ∗}_ω )

La transformation de Bogoliubov

φ^{V,in}_k = ∫_∞ 0 dω ( α^{UV ∗}_{ωk} φ^{U,out}_ω − β^{UV ∗}_{ωk} φ^{U,out ∗}_ω )

Les coefficients de Bogoliubov :

α^{UV ∗}_{ωk} ≡ (φ^{U,out}_ω , φ^{V,in}_k ) = −2 ∫_{+∞} −∞ dU e^{iωU} √ 4π/ω e^{−ikVcl(U)} √ 4πk

β^{UV ∗}_{ωk} ≡ (φ^{U,out ∗}_ω , φ^{V,in}_k ) = 2 ∫_{+∞} −∞ dU e^{−iωU} √ 4π/ω e^{−ikVcl(U)} √ 4πk – ne dépendent que de la trajectoire

– permettent d’exprimer toutes les valeurs moyennes

d’observables :

• le nombre de particules out créées ⟨N^{U,out}_ω ⟩ ≡ ⟨0^{V,in}|a^{U,out †}_ω a^{U,out}_ω |0^{V,in}⟩ = ∫_∞ 0 dk | |βUV_{ωk} | |^2 ≥ 0

• le flux instantanné de particules émises

T_{UU} (U) ≡ ∂_U Φ∂_U Φ^† + ∂_U Φ^†∂_U Φ ⟨T_{UU} (U)⟩ ≡ ⟨0^{in}|T_{UU} |0^{in}⟩ − ⟨0^{out}|T_{UU} |0^{out}⟩

= 2Re [ ∫∫_∞ 0 dω dω^′ √ ωω^′ 2π × [ e^{−i(ω′−ω)U} (∫_∞ 0 dk β^{UV ∗}_{ωk} β^{UV}_{ω′k} )

+e^{−i(ω′+ω)U} (∫_∞ 0 dk α^{UV ∗}_{ωk} β^{UV}_{ω′k} ) ] ]

• l’énergie émise ⟨H_U ⟩ = ∫_∞ 0 dω ω⟨N^{U,out}_ω ⟩ ≥ 0 = ∫_{+∞} −∞ dU ⟨T_{UU} (U)⟩

Remarque : β^{UV}_{ωk} = 0 ⇒ ⟨T_{UU} (U)⟩ = 0

Réécriture basée sur les fonctions de Green-Wightman

W^{in}(U, V ; U^′, V^′) ≡ ⟨0^{in}| Φ^†(U, V ) Φ(U^′, V^′) |0^{in}⟩ W^{out}(U, V ; U^′, V^′) ≡ ⟨0^{out}| Φ^†(U, V ) Φ(U^′, V^′) |0^{out}⟩

Formulation locale : ⟨T_{UU} (U)⟩ = 2 lim_{U ′→U} [ ∂_U ∂_U ′W^{in} − ∂_U ∂_U ′W^{out} ]

= 1 6π [( dV_{cl} dU )_{1/2} ∂^2_U (( dV_{cl} dU )_{−1/2})] Davies-Fulling (1976)

Qu’obtient-on pour une trajectoire uniformément accélérée V_{cl}(U) = −1/a^2U ?

Le modèle de Davies-Fulling pour la trajectoire uniformément accélérée

1) Incompatibilité des représentations :

- locale ⟨T_{UU} ⟩ = 0 ⇒ ⟨H_U ⟩_{locale} = 0 - et globale β^{UV}_{ωk} ⇒ ⟨H_U ⟩_{globale} = +∞ ⇒ PARADOXE

2) Coefficients de Bogoliubov divergents (IR) et mal définis

3) Absence de causalité :^Rβ^{UV}_{ωk} = −^Lβ^{UV}_{ωk}

Remarque : Les trajectoires asymptotiquement non inertielles

Fréquences trans-Planckiennes : ω = k d^{Vcl}d_U

A ω fixé, d^{Vcl}d_U → 0 ⇒ k → +∞

Deux types de généralisation

1) Miroirs partiellement transparents

⊏ Même type de résultats ⊏ Pas de causalité Ces problèmes étaient-ils dus au fait que le miroir est totalement réfléchissant ?

Non 1^{er} Résultat important 2) Régularisation de la trajectoire uniformément accélérée

⊏ Problèmes résolus

⊏ Mais méthode peu physique

Ces problèmes sont-ils liés aux propriétés asymptotiques du miroir ? Oui

Le modèle Lagrangien

L_{int} = −g ∫ dτf(τ) ∫ d^2x δ^2(x^μ − x^μ_{cl}(τ))

× Q(ρ(x^μ)) F[Φ(t, z) , Φ^†(t, z)] g : constante de couplage

f(τ) : fonction de couplage temporel ≈ durée du couplage (Réglable, cruciale)

Q(ρ(x^μ)) : fonction de couplage spatial ≈ largeur du miroir (transparence, peu importante)

F[Φ(t, z), Φ^†(t, z)] : forme quadratique hermitienne

Ex : - courant dx^μ_{cl} dτ ( Φ^†i^↔∂_μΦ )

- énergie dx^μ_{cl} dτ dx^ν_{cl} dτ ( ∂_μΦ^†∂_νΦ + ∂_μΦ∂_νΦ^† )

⊏ Calcul perturbatif en g

Les amplitudes de transition

On se place en représentation d’interaction Calcul perturbatif en g ⇒ Miroir partiellement transparent A^{ij ∗}_{ωk} = ⟨0|a_ω^i e^{iLint} a^{j †}_k |0⟩_c (∼ α^{UV ∗}_{ωk} ) Ā^{ij ∗}_{ωk} = ⟨0|b_ωi eiLint b^{j †}_k |0⟩_c B^{ij}_{ωω′} = −⟨0| a_ω^i b^j_{ω′} e^{iLint} |0⟩ (∼ β^{UV ∗}_{ωk} ) B̄^{ij}_{ωω′} = −⟨0| b_ω^i a^j_{ω′} e^{iL}int |0⟩ où i, j = U, V ⊏ Représentation globale : ⟨T_{UU} (U)⟩ = Re [ ∑ j ∫∫_∞ 0 dω dω^′ √ ωω^′ 2π × [ e^{−i(ω′−ω)U} (∫_∞ 0 dk B^{Uj ∗}_{ωk} B^{Uj}_{ω′k} )

+e^{−i(ω′+ω)U} (∫_∞ 0 dk Ā^{Uj ∗}_{ωk} B^{Uj}_{ω′k} ) ] ]

+ { B ↔ B̄, Ā ↔ A }

Cas particulier d’un miroir inertiel

• z_{cl}(t) = 0 • Couplage contrôlé par f(t) (• Infiniment fin Q(ρ) = δ(ρ)) −→ Flux instantanné d’énergie ⟨T_{UU} (U)⟩ = g^2 12π ( ∂^2_U f

)_2

− 1 12π ∂_U [ g ∂^2_U f + g^2 (1 2 ∂^4_U (f^2) − ∂^2_U ((∂_U f)^2) )]

⊏ Emission d’énergie durant les transitoires de f(t) • Découplage adiabatique ⇒ ⟨H_U ⟩ → 0

Application du modèle Lagrangien au miroir uniformément accéléré

• Choix de f(τ) f̃(τ) = e−2η cosh(aτ), η ≪ 1

⇒ Amplitudes de transition : A^{UV ∗}_{ωω}′ = − ig π √ ωω^′ a K_0(Y )

où Y = 2 √ (ω/a + iη)(−ω^′/a − iη) B^{UV}_{ωω}′ = − ig π √ ωω^′ a K_0(Y^′)

où Y^′ = 2 √ (ω/a + iη)(ω^′/a − iη) ⊏ Régularité et Causalité 2^{eme} Résultat important

Energie en représentation globale ⟨H^U ⟩ = ∫_∞ 0 dω ∫_{+∞} −∞ dλ h(ω, λ; η) avec h(ω, λ; η) = 4 ω | B^{UV}_{ωλ} |_2 , λ fréquence propre de i∂_τ

⇒ Les fréquences de Minkowski ω qui contribuent à l’énergie appartiennent à l’intervalle : ω_{IR} = aη ≲ ω ≲ ω_{UV} = a/η

⇒ ⟨H^U ⟩ ≃ g^2a^3 6πη , ⟨N^U ⟩ ≃ g^2a^2 3π | ln(η)| ⇒ Disparition du PARADOXE

Formulation locale

Pour un miroir dans le quadrant L :

⟨T_{UU} (U)⟩ = Θ(U) { g^2 12π ( ∂^2_UF̃

)_2

− 1 12π ∂_U [ g ∂^2_UF̃ + g^2 (1 2 ∂^4_U (F̃^2) − ∂^2_U ((∂_UF̃ )^2) )]}

où F̃ (U) = aU f̃(τ[U]) Flux de Rindler : ⟨T_{uu}(u_L)⟩ = e^{2auL}⟨T_{UU} (U = e^{auL}/a)⟩

⊏ L’énergie de Minkowski est émise durant les transitoires de f̃(τ)

Mais : Compétition entre l’effet Doppler e^{2auL} et la rapidité de l’allumage ∂_τf̃(τ) ⇒ Découplage adiabatique impossible

Les gains du modèle Lagrangien avec f̃(τ)

• Des amplitudes de transition :

- régulières - analytiques - qui respectent la causalité - qui respectent crossing symmetry A^{ij ∗}_{ωω′} = B^{ij}_{ω,ω′eiπ}

• Des représentations globale et locale qui concordent :

- ⟨H_U ⟩ finie - ⟨T_{UU} (U)⟩ ≠ 0 dans le futur des transitoires de f̃(τ)

• Contrôle des fréquences ultra-violettes (trans- Planckiennes)

Deux miroirs uniformément accélérés symétriques

• Dans le modèle de Davies-Fulling : L+Rβ^{UV}_{ωk} =^Lβ^{UV}_{ωk} +^Rβ^{UV}_{ωk} ≡ 0 !! ⇒ ⟨H^U ⟩_{globale} = 0 (= ⟨H^U ⟩_{locale})

• Mais les deux miroirs sont causalement déconnectés Théorème :^{R+L}⟨H^U ⟩ =^R⟨H^U ⟩ +^L⟨H^U ⟩ > 0

⇒ Nouveau PARADOXE

Deux miroirs uniformément accélérés symétriques avec le modèle Lagrangien

• Amplitudes de transition :

L+RB^{UV}_{ωλ} =^LB^{UV}_{ωλ} +^RB^{UV}_{ωλ} (bien définies, non nulles) • Densité d’énergie : L+Rh(ω, λ; η) = 4 ω |_L B^{UV}_{ωλ} +^RB^{UV}_{ωλ} |_2

−→

Corrélations quantiques

Acquis : Connaissance des valeurs moyennes d’opérateurs (flux instantanné, énergie...)

Motivation : Comme les particules sont créées par paires, ⟨T_{UU} (U)⟩ ne peut pas décrire les corrélations entre les particules émises

⊏ Etude des corrélations quantiques •Deux méthodes :

- Première méthode :

Les fonctions de corrélation à deux points

c(U, V^′) ≡ ⟨T_{uu}(U) T_{vv}(V^′)⟩_{connexe} - Deuxième méthode :

Les valeurs conditionnelles du flux

Fonctions de corrélation passé/futur

c^{+/−}un.acc.(u, v^′) U < 0 U =^1_ae^{auL} > 0 V^′ =^{−e−av′L}_a < 0 0 [ ∂_{uL} (_{f̃(u} L) sinh2(a2(uL−v′L) )]_2

V^′ =^{eav′R}_a > 0 0 [ ∂_{uL} (_{f̃(u} L) cosh2(a2(uL+v′R) )]_2

Trois sortes de corrélations : • nulles ∼ causalité • divergentes au point coïncident ∼ réflexion • finies et piquées ∼ création de paires

Fonctions de corrélation futur/futur c^{+/+}un.acc.(u, v^′) U = −^1_ae^{−auR} < 0 V^′ = −^1_ae^{−av′L} < 0 [ ∂_v′_L (_{f̃(v′} L) cosh2(a2(uR+v′L) )]_2

V^′ =^1_ae^{av′R} > 0 0

c^{+/+}un.acc.(u, v^′) U =^1_ae^{auL} > 0 V^′ = −^1_ae^{−av′L} < 0 [ ∂_{uL} (_{f̃(u} L) sinh2(a2(uL−v′L) ) + sym. ]_2

V^′ =^1_ae^{av′R} > 0 [ ∂_{uL} (_{f̃(u} L) cosh2(a2(uL+v′R) )]_2

→ Non nulles dans les transitoires pour U et V

Deuxième méthode : Les valeurs conditionnelles du flux

Idée : Etudier les valeurs moyennes du flux conditionnelles à la détection d’une particule localisée sur J^+ Choix de la particule localisée : paquet d’ondes

|Υ⟩ = ∫_{+∞} −∞ dλ Ω^∗(λ; λ̄) â^{U †}_λ |0⟩^{U,part} ⇒ ⟨0|Υ⟩ = 0

Outil : Projecteur sur le paquet d’ondes

P̂ ≡ |Υ⟩⟨Υ| ⊗ 1[â^V , b̂^U , b̂^V ]

⊏ Probabilité

P_Υ = ⟨P̂⟩ ≃ 2g^2λ̄^2 e^{−2π|λ̄|/a}

⊏ Flux conditionnel ⟨T_{μν}⟩^P ≡ ⟨P̂T_{μν}⟩ P_Υ

Les valeurs conditionnelles du flux

Expressions obtenues : ⟨T_{μν}⟩^P_c = ⟨T_{μν}⟩^{p.s.}_P + ⟨T_{μν}⟩^{partenaire}_P

⟨T_{vv}(v_R)⟩^{partenaire} P = σ|λ̄| √ π e^{−(ūL+vR)2σ2} ⟨T_{vv}(v_L)⟩^{partenaire} P = σ|λ̄| √ π e^{−(ūL−vL)2σ2} e^{−2π|λ|/a}

→ Non nulles si U = ±V_{cl}(U) même si le couplage

est constant

Conclusions

Modèle de Davies-Fulling défaillant ▽ Modèle Lagrangien cohérent ⋄ Généralisation supplémentaire :

Prise en compte des effets de recul pour le miroir uniformément accéléré (corrélations quantiques)

Application à la radiation de Hawking : Etude poussée de la trajectoire V_{cl}(U) = −κ^{−1} e^{−κU} - Régularisation de la trajectoire (Carlitz & Willey) - Dépendance en f(τ) - Corrélations quantiques - Effets de recul Application à l’effet Casimir • •