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Chapitre 1

Résumé de la these

1.1 Introduction générale

Depuis une quinzaine d’années la recherche en vision par ordinateur fait appel au formalisme
espace-échelle “scale-space” et A la théorie des équations aux dérivées partielles. Ces deux cadres
s’étendent & une grande variété de problémes issus de la vision par ordinateur, tels que la res-
tauration, la segmentation, le réhaussement, le recalage d’image, I’évolution de courbes, la vision
stéréoscopique, la détection du mouvement etc .. ..

Cette theése a pour objet ’étude de deux problémes distincts. Tout les deux font partie du forma-
lisme “scale-space” et sont exprimés sous forme d’équations aux dérivées partielles : La restauration
d’image en premiére partie et ’agrandissement d’image dans la seconde.

Il est important de souligner que la majorité des problémes de vision par ordinateur sont mal
posés. En d’autres termes, il n’y a pas toujours une seule solution & un probléme de vision, mais sou-
vent on cherche une solution acceptable en supposant vrai des hypothéses qui sont dans la plupart
des cas d’ordre technique.

11 est aussi nécessaire de rappeller que nous ne somies pas insensibles aux images. Par conséquent,
notre perception visuelle a souvent le dernier mot & dire sur la qualité d’une solution d’un probléme
de vision.

1.2 Plan de la theése

Premiere partie : Restauration d’image
Chapitre 2 : Les équations aux dérivées partielles et le traitement d’image

Nous présentons un panorama des méthodes de restauration d’image. Nous parcourons ces méthodes
depuis leur apparition avec les travaux de Marr et Hildreth [MHS80], A. Witkin [Wit83] et de Koen-
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derink [Koe84]. Le point commun de ces méthodes est de garder intacts, les bords des objets apergus
dans une image et d’éliminer le bruit dans les autres parties de 'image. Ces deux tiches simples
d’apparence, pourtant extrémement compliquées, ont été génératrices d’idées et de modélisations
que nous allons survoler dans ce chapitre.

Chapitre 3 : Le filtrage nonlinéaire de Malik et Perona

Ce chapitre fait I’objet d’une discussion autour du modéle de Malik et Perona :

Ou
ot

1

- div(—
lV(1+|Du|2

Du), u(-,0) = ug.

Apres avoir présenté la théorie de détection des bords, nous allons mettre en évidence les liens qui
existent entre cette théorie et le modele de Malik et Perona. Apres avoir rappelé pourquoi ce modeéle
est mal posé, nous soulignons tout d’abord les travaux qui ont tenté de donner un sens 4 ses eventuelles
solutions. Ces travaux sont pratiquement tous faits en dimension 1. Ensuite nous nous intéressons
aux propositions faites pour modifier le modeéle de Malik et Perona dans le but de le rendre bien
posé, notamment le modéle proposé par Nitzberg et Shiota [NS92] :

Oou )
Fril d1v(1+vDu), u(-,0) = g,
(1.1)
Ov
ot - |Du|2 -, v(-,0) = o,

otl ug représente I'image 3 restaurer, vy une donnée initiale (par exemple |Dug|?) et v une moyenne
temporelle de |Du|?. Ensuite, nous expliquons pourquoi ce modéle a retenu notre attention, et par
conséquent toute I’étude menée dans la premiére partie est sur ce modele.

Chapitre 4 : Résolution du systéme dans les espaces de Holder paraboliques

Dans ce chapitre, nous répondons & la question de 'existence et 'unicité d’une solution (u,v) du
systéme (1.1)(le systéme (1.1) est considéré sous une forme plus générale).

Dans le cadre des espaces de Hoélder nous cherchons une solution classique unique, en supposant
une régularité suffisante sur la donnée initiale (ug,vy). Cette solution n’existe que jusqu’a un temps
maximal, éventuellement fini, qui dépend des données du probléme. Ce résultat est étendu pour
différents types de domaines et conditions aux limites sur le bord quand le domaine est borné.

Ensuite, nous remplagons la deuxiéme équation de (1.1) par :

v
— = (5(|Du|2 —v), v(-,0) = vy,

at

avec & > 0, et nous étudions 1’état asymptotique du nouveau systéme ainsi que le temps maximal
d’existence et d’unicité, quand § tend vers 0. Nous prouvons entre autre que, si le temps maximal
pour (6 = 1) est fini, alors il converge vers +00 quand ¢ — 0.
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Chapitre 5 : Approximation numérique dans les espaces de Sobolev

Dans ce chapitre, nous proposons une approximation du systéme (1.1) (1égérement modifié), dans
les espaces de Sobolev :

ug‘t"'l — uf 41

— 3 n
e = d1v(1+vgtVu5t ),
it — vy,
&T = Fu(|Vul™|?) — ot

avec Fj(s) une version réguliére de min(M, s), avec M > 0 assez grand. Nous prouvons la convergence
de cette approximation vers le systéme :

ou )

Fril d1v(1+vDu), u(-,0) = g,
ov

5 = Fy (|D u|2) -, v(-,0) = vy,

ainsi que l'existence d’une solution faible (u,v) en tout temps 7' > 0.

Dans ce chapitre, nous faisons appel aux méthodes variationnelles des problémes elliptiques.
Nous utilisons aussi des résultats de régularité dus & D. Gilbarg and N-S. Trudinger [GT77] et &
N-G. Meyers [Mey63], ainsi que la théorie du degré topologique de Brouwer [Kav93].

Chapitre 6 : Discrétisation et application

Nous présentons une discrétisation de ’approximation étudiée dans le chapitre 5. Nous montrons
que le schéma proposé est stable et qu’il garantit le principe du maximum . Nous exposons ensuite
quelques exemples d’applications en les comparant au filtre de Canny.

Deuxiéme partie : Agrandissement d’image
Chapitre 7 : Etat de ’Art

Aprés avoir introduit des notions élémentaires de ’analyse de Fourier, nous présentons les méthodes
classiques d’agrandissement d’image. Nous discutons ensuite de leurs performances et de leurs in-
convénients, tout en soulignant que la plupart de ces modéles ne tiennent pas compte de la géométrie
de I'image.

Chapitre 8 : Une approche géométrique

Au début, nous définissons notre processus d’agrandissement comme un équilibre entre des
opérateurs régularisants ), H; et une contrainte de réduction CR(u), sous la forme :

Ou

i ZHi(t,x,u,Du,DQU) — CR(u).
g
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Ensuite, sur la base d'un ensemble de critéres géométriques, nous précisons la définition de la
contrainte de réduction sous la forme :

CR(u) = Pu — uy,

ol P est un opérateur de projection linéaire, et la définition de chaque opérateur régularisant en
fonction de 'action qui lui est attribuée.

Pour cela nous supposons que ces actions peuvent étre accomplies par des filtres itérés. Puis
nous faisons appel & I'approche axiomatique élaborée par L. Alvarez, F. Guichard, P-L. Lions et
J-M. Morel [AGLM93] sur la pyramide visuelle introduite par C. Lopez et J-M. Morel [LM92]. Dans
[AGLM93], les auteurs définissent une analyse multi-échelle (ou filtre itéré) comme I'application d’un
ensemble d’opérateur {T;(-),t > 0} & une image f(z), conduisant & un continuum d’images

(TS )=z) = f(=, ).
Finalement, une fois les propriétés des filtres itérés fixées, nous définissons nos opérateurs H; de

la maniére suivante : T
L @HE - 1@

t—0 t

(Df, D*f).

Cette discussion nous conduit a définir notre modeéle d’agrandissement.

Chapitre 9 : Solutions de viscosité

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de solution de viscosité, son cadre mathématique
et les motivations du choix de cette théorie pour la validation de notre modéle défini dans le chapitre
8. Nous rappelons au passage quelques applications de cette théorie en vision par ordinateur.

Chapitre 10 : Analyse mathématique du modéle

Apreés avoir proposé une définition d’une solution de viscosité pour notre modele :

% _ (D% ou( D% Dy
Frll | Du| div (|Du|) + g(Du)D u(|Du|’ |Du|) (Pu — uo),
u(-,0) =y,

nous prouvons son existence et son unicité. Entre autre nous prouvons que notre modele est stable
et vérifie un principe du maximum du type :

infug—t sup (Pu—ug) <ulz,t) <supug—t inf (Pu— uyp),
R2 %[0, ( ) R2x[0,T] ( )

pour tout (z,t) € R? x [0, T).

Chapitre 11 : Discrétisation et résultats expérimentaux

Nous allons discuter la maniére avec laquelle nous discrétisons notre modeéle. Nous allons aussi
expliquer comment choisir le temps d’arrét.
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Nous terminons ce chapitre par des résultats expérimentaux qui permettent de comparer notre
modele & un certain nombre de méthodes d’agrandissement existantes et représentatives.






Premiere Partie

Restauration des images et des signaux






Chapitre 2

Les équations aux dérivées partielles
et le traitement d’image

2.1 Modéles linéaires

La théorie classique de détection des bords (edge detection) suppose que I'information essentielle
contenue dans une image, est constituée par les frontiéres des objets physiques photographiés. Cette
théorie définit ces frontieres 13 ou la variation du niveau de gris de 1'image est importante. Or dans
une image, le bruit peut générer des variations sans signification et des bords d’objets qui n’existent
pas visuellement. D’oul la nécessité de filtrer I'image avant d’extraire ses bords.

Soit ug le niveau de gris de I'image & analyser. Le filtrage gaussien consiste & calculer le produit
de convolution :
(Go xuo)(@) = |  Golz —y)uo(y)dy, (2.1)
R
ol G, est la gaussienne d’écart type ¢ > 0 donnée par :

1 —|z|?

Golz) = 2mo2 exp( 2|a2| )

Plusieurs raisons justifient 1'utilisation du filtrage gaussien. Une premiére raison est le fait que G, €
C>(R?) permet d’avoir G, *ug € C*°(R?) méme si up n’est pas réguliére, mais seulement absolument
intégrable. Une deuxiéme raison vient du domaine fréquentiel. En effet, la transformée de Fourier
du produit de convolution G, * ug est égale & la multiplication de la transformée de Fourier de G,
& celle de ug. Constatons que la transformée de fourier de G, est une gaussienne d’écart type 1/o,
nous remarquons qu’au fur et 4 mesure que o augmente, les hautes fréquences dans 'image convoluée
sont atténuées. Nous ne gardons donc que les basses fréquences. Ceci correspond 3 une destruction
des détails de I'image, le bruit y compris, en faveur des grandes tendances.

D’un autre point de vue, le produit de convolution (2.1) est équivalent & la diffusion de uy € C(R?)
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par I’équation de la chaleur :

Ou
E(w, t) = Au(z,t), (2.2)
u(-,0) = uyp.

o, quand ¢ > 0 :
u(z,t) = (Gm % ) ().

De cette relation, nous constatons que le facteur échelle ¢ est 1ié & 1’écart type de G par la relation
o = v/2t. Par conséquent, le lissage d’une structure jusqu’s 'ordre o, nécessite I’arrét de la diffusion
a Iéchelle

t= l02

59"

Dans cette analyse non locale, un point z est dit point bord “edge point” & 1’échelle o, si Au(z,t)
change de signe au voisinage de z, classiquement dit “passage par zéro du laplacien”, et |Du(z,t)]| est
assez grand. Lorsque le parameétre d’échelle o est important, seules les grandes tendances de I'image
sont perceptibles, le bruit est éliminé, mais le tout est mal localisé. Alors que si o est petit, u(-,t)
reste assez proche de I'image originale, donc la présence du bruit perturbe toujours la détection des
bords. A. Witkin proposait de détecter les bords importants 4 grands échelles puis revenir 3 des
petits échelles pour les localiser avec précision. La théorie du filtrage linéaire a été élaborée par Marr
et Hildreth [MH80] puis formalisée par Witkin [Wit83] et Koenderink [Koe84].

(2.3)

La théorie du filtrage linéaire se généralise sous le formalisme suivant :

ot @) D ey,
weit)= [ o ramy ™ D o(y) dy (2.4

ou Dy = tD et D est une matrice 2 X 2, définie positive. Une fois la matrice D est fixée, calculer le
produit de convolution (2.4), revient & résoudre I'équation linéaire suivante :

Ju .
E(w, t) = div(D Du), (2.5)
u(-,0) = uyp.

L’intérét de cette généralisation est de rendre le lissage gaussien invariant par une transformation
affine, ici représentée par D, supposée appliquée sur I'image initiale ug. Il semble, d’apres J.Weickert,
S.Ishikawa et A.Imiya [WII97], que le filtrage gaussien “affine-invariant” a été proposé pour la
premiére fois par Iijima [Iij62], en 1962, utilisant une approche axiomatique.

En 1992 M. Nitzberg et T. Shiota [NS92] proposent d’adapter localement la forme de la gaussienne
a la structure de I'image. Plus précisément, en chaque point le noyau de la gaussiene est considéré
comme une ellipse, au lieu d’'un cercle, dont la taille et les axes principaux dépendent de la variation
de I'image en ce point. Les auteurs ont montré, formellement, que quand la taille des gaussiennes
tend vers 0, leur modele tend vers une équation semblable & celle de Malik et Perona [MP87] (voir
plus loin 2.6).
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2.2 Modéles non-linéaires

Les modéles linéaires ont pour but de lisser I'image, en vue d’éliminer le bruit et restreindre
Pextraction aux bords d’objets réels. Tout cela se fait en dépit de la qualité de I'image “sortie”. Les
modeles que nous exposons dans cette section, combinent extraction et restauration.

L’idée originale de Malik et Perona [MP87] est d’orienter le processus de diffusion (2.2) vers
la restauration des images. Ils proposent de remplacer ’équation de la chaleur par ’équation aux
dérivées partielles non linéaire :

0
B_Qtl = div (9(|Du|)Du) (2.6)
ol g est une fonction réguliére 3 valeurs positives, qui vérifie les conditions suivantes :
g(0) =1, lim sg(s)=0 et ¢'(s) <0 pout tout s> 0. (2.7)
§—+00

Le principe est que le filtrage obtenu par ’équation (2.6), est conditionnel; si |Du| est assez grand
en un point z, typiquement les points bords, la diffusion est alors inhibée, puisque g(|Du (z)|) est
proche de 0. Ceci permet la conservation des bords. Par contre, si |Du (z)| est assez petit, g(|Du (z)|)
est proche de 1, I’équation devient équivalente & I’équation de la chaleur au voisinage de z, permet-
tant un lissage isotrope en ce point. Les résultats expérimentaux obtenus par le modeéle de Malik et
Perona sont bien meilleurs que ceux obtenus par les méthodes linéaires et les bords qui présentent
un gradient élevé, restent intacts le long de la diffusion.

Parmi les fonctions recommandées par Malik et Perona :

1

g9(s) = T (/)2 et g(s) =exp (- (s/1)?).

Ici A > 0 est un scalaire qui sépare les deux états de 'équation ; inhibition si [Du| > X et diffusion si
|Du| < A

En posant §(s?) = g(s), (2.6) devient

g—z = div (§(|Du|*)Du) (2.8)

On peut alors associer au modeéle de Malik et Perona, la fonctionnelle d’énergie :

K
Bu) = /Q G(|Du?)dz avec G(K) = /0 i(s)ds, K> 0.

En effet, si u € H! et ¢ une fonction test, le calcul de la variation de E nous permet d’avoir :

lim Blu+ef) - B(w) = / §(|Du|?)DuD¢ dx
Q

e—0 €

= —/div (9(|Du|)Du) ¢ dz
Q
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Par conséquent 1’équation de Malik et Perona s’interpréte comme une descente de gradient de la

fonctionnelle énergie E :
Ou

— =—-DE.

at
Malheureusement, ce modéle présente, une difficulté majeure qui réside dans son cadre théorique,
puisque toute fonction g vérifiant les conditions (2.7), rend le probléme mal posé. En effet, I’équation

(2.6) s’écrit en dimension 2 :

ou Du  Du
— = Du))A "(|Du|)|Du|D?u | —, =
50 = 9UDuDdu+g(Du|Dul Do )
_ . ( Du p 9 ( Du  Du
= g(Du)|Duldiv (50) + (9(UDub + g (DuDDul ) D5, 750 )
= g(IDul)uge + (9(|Dul) + (| Dul) | Du| ), (2.9)

ol ug¢ est la diffusion suivant la direction orthogonale au gradient, et uy;, la diffusion dans la direction
du gradient. En dimension 1, (2.9) devient :

Oou

i (g(u') + ¢’ (u')u)u". (2.10)
Comme on le remarque dans (2.9) et (2.10), sila dérivée de sg(s) n’est pas toujours positive, I’équation
devient non parabolique et mal posée, ce qui entraine son instabilité. En terme de traitement d’image,

cette instabilité se traduit par le fait que pour une méme donnée initiale, on peut avoir plusieurs
solutions divergentes.

Nordstrém [Nor90] propose de minimiser la fonctionnelle suivante :

Eu, v) :/Q(u—uo)2+/Qv|Du|2+/Q)\2(v—lnv)

ouv : € — [0,1] est une représentation des bords de I'image : proche de 1 dans les zones homogénes
et de 0 au voisinage des bords. Le premier terme garantit une certaine conformité de u & I'image
initiale ug, et le deuxiéme régularise u dans les zones homogene (quand v est proche de 1). Le dernier
terme sert & mesurer la variation du niveau de gris de I'image. On pourra remarquer la ressemblance
entre cette fonctionnelle et celle proposée par L. Ambrosio et V.M. Tortorelli [AT92]. Les équations
d’Euler correspondantes s’écrivent :

(u—wuy) —div(vDu) = 0,
1
M1 -2+ |Du* = 0.
v
Ces équations s’interprétent comme ’état stationnaire du modeéle de diffusion-réaction suivant :

ou . Du
T div (@) — (u — up), u(-,0) = ug. (2.11)

En fait, cette équation d’évolution représente un compromis entre la diffusion anisotropique proposée
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par Malik et Perona (2.6) et le terme d’attraction vers la donnée initiale (u — ug). L’avantage de ce
formalisme est que méme si le temps d’arrét est trop grand, 1'image résultat reste relativement proche
de 'image initiale. L’instabilité de ce modeéle est évidente puisque g vérifie les hypotheses (2.7).

F. Catté, P. L. Lions, J. M. Morel et T. Coll [CLMC92] ont choisit de regrouper dans un méme
modele la diffusion anisotropique de Malik et Parona et la théorie de détection des bords formalisée
par Witkin. Ils proposent le modéle suivant :

Oou

57 = A (9(IDG, * uf) Du). (2.12)

Le terme DG, * u n’est rien d’autre que le gradient de la solution de ’équation de la chaleur :

ow
o= Aw w(-,0) = u(z, t). (2.13)

a echelle 7 = %a2 et la fonction g est supposée vérifier les propriétés (2.7).

En remplacant Du par son estimé DG, x u, les auteurs ont montré que (2.12) admet une solution
unique réguliére et ont proposé un schéma numérique convergent, qui évite l'instabilité du modele
de Malik et Perona.

Remarquant que lorsque ¢ — 400, u(-, t) tend vers une constante, les auteurs proposent d’arréter
la diffusion en fonction des entités de I'image que I'on veut filtrer. En effet, supposons que 1’on veuille
éliminer les entités de l'image qui ont une taille inférieure & o. Selon Witkin, il suffit de convoluer
limage avec G,. Donc, au voisinage de ces entités, I’équation (2.12) se comporte comme ’équation
de la chaleur. Par contre pour les bords de tailles plus grandes, la diffusion sera relativement inhibée.

Ce processus a été analysé et modifié de plusieurs maniéres : Whitaker et Pizer [WP93] ont pensé
faire décroitre ¢ dans le temps, dans le but de réduire l'introduction du flou dans I'image. Li et
Chen [LC94] ont proposé de faire décroitre A dans le temps. Une étude détaillée sur l'influence des
différents parameétres 4 été menée par Benhamouda [Ben94]. Enfin Torkamani-Azar et Tait [TAT96]
proposent de remplacer la gaussienne par le filtre exponentiel de Shen et Castan [SC92].

L.I. Rudin, S. Osher et E. Fatemi [ROF92], proposent un nouveau formalisme du probléme du
traitement d’image. Supposons que I'image originale u, initialement réguliére par morceaux, a été
transformée via un opérateur linéaire (par exemple par une convolution avec une gaussienne) et
I’addition d’un bruit gaussien 7 en une image ug :

ug = Au + 1.

Le principe est donc de trouver u sachant ug. Pour résoudre le probléme, il est nécessaire d’avoir un
minimum d’information sur A et sur 5. L’approche de Rudin et Osher consiste & résoudre le probléme
de minimisation de la variation totale :

Minimiser / | Dul,
Q

sous les contraintes : / Au = / uy et / |Au — ug|* = 0.
Q Q Q
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La premiére contrainte suppose que le bruit 7 est de moyenne nulle et la deuxiéme que son écart type
est égale & 0. A. Chambolle et P. L. Lions [CL97] ont présenté des résultats d’existence et d’unicité
pour ce modele. Ils ont prouvé aussi, que le probléme initial avec contrainte est lié au probléme sans
contraintes :

. A
Minimiser [ |Du|+ =|Au — ug|?.
Q 2
Signalons enfin, que minimiser la variation totale revient formellement 4 évoluer selon I’équation aux

dérivées partielles :
ou di ( Du )
= div (=
ot |Dul/’

qui constitue un cas particulier du modéle de Malik et Perona, quand g(s) = s~ *.

En se basant sur des modeles discrets établis pas D. et S. Geman [GG84], et repris par A. Black et
A. Zisserman [BZ87], D.Mumford et J. Shah [MS85] ont étudié une nouvelle approche variationnelle,
qui associe restauration et détections des bords. Cette méthode consiste a approcher l’image originale
(ou le signal original) ug, par une fonction u plus réguliére mais présentant des discontinuités, en

minimisant :
| ipup )+ [ -l
O/K 0

ot H" ! est la mesure de Hausdorff (n — 1) dimensionnelle et K ’ensemble de discontinuité de wu.

Mumford et Shah ont étudié, en dimension deux, 'aspect des minima éventuels de leur fonction-
nelle. Ils ont conjecturé 1'existence d’un minimum (u, K) ou K serait composé d’un nombre fini de
courbe réguliere (C!), ne se rencontrant qu’a leurs extrémités. Cette conjecture qui semble forte, a
suscité I'intérét de plusieurs chercheurs, & citer G. Dal Maso, J.M.Morel, et Sergio Solimini [MJS92],
G. David [Dav96], L. Ambrosio, N. Fusco, D. Pallara [AFP95]. En particulier le livre de J.M. Morel
et S. Solimini [MS94] présente une étude détaillée du modele.

Une autre classe de fonctionnelle basée sur I’idée d’approximation de I’ensemble des discontinuités
par une fonction réguliere w, proche de 0 prés des bords de u et proche de 1 ailleurs :

—w)?
F(u,w) = /Q ((u —wp)? + w?|Dul® + (c|Dw|* + %)) dz. (2.14)

oll ¢ est une constante positive qui spécifie la largeur des bords. L. Ambrosio et V.M. Tortorelli
ont prouvé que cette fonctionelle converge vers celle de Mumford-Shah quand ¢ — 0 (au sens de
I'-convergence, voir L. Ambrosio et V. Tortorelli [AT92] pour plus de détails).

Minimiser la fonctionnelle (2.14) revient & évoluer selon les équations aux dérivées partielles
couplées :

Ju )

Fril div (w? Du) — (u — ug),
ow (1 —w)
—— = e¢Aw—2w|Dul? -

T cAw — 2w|Du| YR

avec une condition de Neumann homogene aux bords. Ce genre d’équations a été étudié par Richard-
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son et Mitter [RM96]. Malheureusement, la minimisation de la fonctionnelle F' (2.14) ne fournit que
des extrémas locaux (cf. Esedoglu [ES02]).

Cottet et Germain [CG93], ont introduit un modele de diffusion tensorielle dans le but d’un lissage
sélectif des images et comportant un terme de réaction destiné & renforcer les contrastes. Leur idée
est de définir un opérateur qui sert & comparer d’une maniére continue la direction du gradient de u
a celle de ue, ol ue est une version régularisée de u, définie par :

1

Ue = U * & ot €>0 et 56(17):6—2{(%).

ou ¢ une fonction réguliere 4 support compact dans {|z| < 1}. L’opérateur de diffusion est défini
comme étant la projection orthogonale sur 'orthogonale du gradient de wu, :

_ # (8wue)2 — Ol ayue
" |Du| + €2 \ —0yuc Opu, (Byue)?

€

Ils proposent ainsi le modeéle suivant :

ou .

57 ~ € div ([Ae(w)][Du]) = f(u) (2.15)
u(-,0) = uyg,
u = 0 sur 09.

Une Analyse du comportement du modele est la suivante : En un point o1 'image n’est pas bruitée,
les directions des gradients Du,. et Du sont approximativement paralléles, donc [A¢(u)][Du] =~ 0.
L’équation 2.15 se réduit & une simple équation de réaction ; le lissage est donc supprimé et remplacé
par un renforcement de contraste. En un point ou 'image est bruitée, les directions des gradients ne
sont pas corrélées, ’équation se comporte comme un filtrage isotrope.

Le terme de réaction f est choisi de classe C! satisfaisant :
f(£1) =0, zf(z) >0 pour z #0.

Le pramétre € détermine la taille minimale des objets que I'on veut garder. En effet, selon la théorie
du filtrage linéaire, le choix d'un noyau de convolution de taille inférieure & € permet de garder les
tendances des objets de taille supérieure & €. Alors que les objets de taille inférieure 4 €, vont étre
considérablement détruits.

La difficulté que présente ce filtre est essentiellement le choix du terme de réaction f. Ce choix sup-
pose une connaissance a priori du niveau de gris des objets que I’on veut garder dans I'image finale.

Une amélioration de ce filtre a été proposée par Cottet et El Ayyadi [CEA98], sous forme du
systeme couplé suivant :

du .
5 = div(LDu), u(-,0) = uy, (2.16)
oL _ F(Du) — L, L(-,0) = Ly. (2.17)

at
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avec
]P)DU,J- si |DU| 2 3,

F(Du) = 2 2 ;
{ %(1 _ |Dsl2£| )Id+ %}PDUL si non

ou Pp, 1 est la matrice de projection dans la direction orthogonale du gradient. Le point de vue des
auteurs est de remplacer la régularisation spatiale classiquement utilisée par un retard en temps qui
permet une stabilité du modeéle. Dans la définition de F, s joue un role semblable que celui joué par
A dans le modeéle de Malik et Perona. Utilisant des techniques de réseaux de neurones, les auteurs
prouvent que leur modele est stable et définissent 'image “output” comme étant la solution de 1'état
asymptotique de leur systéme.

J. Weickert [Wei94], [Wei98] propose d’utiliser une diffusion tensorielle pour régulariser le modéle
de Malik et Perona, comme alternative au modéle de Catté, Lions, Morel et Coll [CLMC92]. Il choisit,
comme c’est le cas dans les modeles de Cottet et Germain [CG93] et de Cottet et El Ayyadi [CEA9S],
de ne pas tenir compte uniquement du module du gradient, mais aussi de sa direction. Il propose le
modele suivant :

g—z = div (D(Duy)Du), (2.18)
u(-,0) = uy,
< D(Dug)Du,n >= 0 sur 0.

Uy est le résultat du produit de convolution de u avec la gaussienne G,. Cela a pour but, comme
pour le filtrage linéaire, de rendre le filtre insensible aux variations d’échelles inférieure 4 o. L’auteur
choisit I'opérateur de diffusion D de telle maniére qu’il reflete la structure du bord. Il construit une
base orthonormale de vecteurs propres vy, vo de D vérifiant :

v1||Dug, v2 L Du,.

Choisissant une diffusion paralléle aux bords, Weickert [Wei94] fixe les valeurs propres correspon-
dantes & v1,v9 de la maniére suivante, A1 (Du,) = g(Dugy) et Ao(Du,) = 1.

Alvarez, Lions et Morel [ALM92] propose d’evoluer les images avec le processus de diffusion
suivant :

g—z = g(IDG, * ul)| Duldiv (é—&). (2.19)
Le terme d’inhibition g(| DG, *u|) est exactement celui utilisé dans le modeéle de Catté, Lions, Morel et
Coll [CLMC92]. Le terme | Du|div (Du/|Dul) représente I'opérateur de diffusion dégénéré “I’opérateur
du mouvement par courbure moyenne”, qui diffuse u uniquement dans la direction orthogonale au
gradient Du. Ce choix a pour but de lisser u des deux c6tés d’un bord, sans altérer les discontiuités
de I'image.

Ce modele est étroitement 1ié 4 I’équation de Malik et Perona, puisque il suffit de remarquer que
la partie bien posée de ’équation (2.9), s’écrit sous la forme :

g(|Dul)| Duldiv (|g—z|). (2.20)
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I1 reste alors & remplacer dans le terme d’inhibition |Du| par |DG, * u|, pour retrouver (2.19).
Comme il est mentionné dans les lignes ci-dessus, quand g = 1, (2.19) devient I’équation du mou-
vement par courbure moyenne. Cette équation consiste a faire évoluer chaque ligne de niveau v = A
suivant sa direction normale 4 une vitesse proportionelle & sa courbure. Pour plus de détails, on pourra
se reférer aux travaux de Osher et Sethian [OS88]. A citer aussi les travaux de Caselles, Catté, Dibos
et Coll [CCCD93] qui applique ce genre de processus d’évolution pour les contours actifs.

Par une approche unificatrice, P. Kornprobst, R. Deriche et G. Aubert [KDA97]| proposent le
modeéle suivant :

((99_1: = (u§§ +9(|DGa * u|)u1m) - (1 - g(IDGa * u|))sign((Ga * uo),m)|Du| - (u — Uo)-

Le premier terme inspiré des modeéles de Malik-Perona et de Alvares-Lions-Morel, diffuse I’image selon
deux directions; la premiere orthogonale au gradient, diffusée par ug, et la deuxieéme parallele au
gradient, diffusée par u,;,; et attenuée au voisinage des bords par le terme g(|DG(, * u|) Le deuxiéme
terme, restreint aux bord & l’aide du terme de contréle (1 — g(|DG; * u|)), vient des filtres de choc
introduits par Osher et Rudin [OR90]. Il a pour role, le rehaussement des bords et 1'attenuation
du flou (voir aussi Alvares et Mozzara [AM94a]). Le troisiéme est un terme de rappel vers 'image
d’origine proposé par Nordstrém. Bien que ce modéle compte “trop” de paramétres, ces résultats sont
corrects. Dans [Kor98], on peut trouver une illustration du réle de chaque membre de ’équation.






Chapitre 3

Le filtrage nonlinéaire de Malik et
Perona

3.1 Introduction

Malik et Perona [MP87] (notés dans toute la suite par Mé&P ) proposent un modéle de diffusion
non-linéaire pour la restauration et la segmentation des images et des signaux. L’apport de ce modele
est d’une part sa capacité d’éviter le flou et d’empécher la délocalisation des bords due auparavant
I'application des filtres linéaires, le filtrage gaussien par exemple. D’autre part, son effet régularisant
sur les zones homogénes qui est le point commun entre pratiquement tous les modeéles de restauration
d’images. Ce processus de diffusion, dit anisotropique par opposition au filtrage isotrope (gaussien
par exemple) est le point de départ des équations aux dérivées partielles non-linéaires appliquées &
la restauration des images et des signaux.

Dans ce chapitre, nous exposons les principaux résultats mathématiques établis sur le modéle de
MEP ainsi que leurs limitations et leurs restrictions. Nous présentons ensuite les modeles qui dérivent
directement de celui de Malik et Perona. Ceci nous conduit au choix du modeéle que nous étudions
dans la suite.

Dans le paragraphe suivant, nous nous intéressons 3 la détection des bords. Tout d’abord nous
survolons la doctrine de la détection de bords, principalement le filtre de Hildreth-Marr et le filtre
de Canny. Puis nous présentons une comparaison rapide entre ces filtres et le modele de Mé&P .

3.2 La détection des bords

3.2.1 La doctrine

L’hypothése sur laquelle repose la doctrine de détection des bords (Edge detection) est basée sur
le fait que I'information essentielle d’une image est portée par les frontieres des objets physiques pho-
tographiés. Si un objet de couleur constante, noire par exemple, est photographié sur un fond blanc,
alors sa silhouette est délimitée par une courbe & travers laquelle la variation de lintensité wug(z)
de l'image est suffisamment grande. Nous pouvons en déduire qu’a priori la détection des bords des
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objets se fait en seuillant sur la norme du gradient |Dug(z)|. Comme il est expliqué par F. Guichard
et J. M. Morel [GM], ce raisonnement présente deux inconvénients :

1- A cause du bruit et des oscillations, un point peut avoir un gradient élevé sans qu’il appar-
tienne & un bord d’objet réel;

2- L’ensemble des points ou la norme du gradient est supérieure & une valeur donnée forme des
régions et non des courbes.

Pour remédier au premier inconvénient, nous remplagons l'image initiale par une de ses versions
lissées us(z), ou t représente une mesure de la taille du lissage. Classiquement ce lissage est fait par
convolution de ug avec des gaussiennes d’écarts types croissants :

ut(z) = G s * up(z).

Lorsque t est grand, le bruit est éliminé et seuls les bords principaux sont détectés. Ils sont mal
localisés, mais faciles & repérer.

La solution du deuxiéme probléme est de demander, en plus d'une grande valeur du module du
gradient, une condition de maximalité qu'un point bord doit satisfaire. En dimension 1, cette condi-
tion se traduit par |u'(z)| est maximal. Ce qui correspond au passage par zéro de v (z). En dimension
deux, ce procédé se prolonge de deux maniéres différentes en la théorie de détection de bords de Marr-
Hildreth [MHS80] et en celle de Canny [Can86]. La différence entre ces deux prolongements est qu’en
dimension 2, Hildreth-Marr remplace la dérivée seconde u”(z) par l'opérateur isotrope différentiel
Awu(z) tandis que Canny propose de remplacer u”(z) par la dérivée seconde dans la direction du
gradient, D?u(Dwu, Du). Dans ce dernier cas, zo est candidat 3 étre un point bord si |Du(zg)| est un
maximum local de la fonction :

Du(zy)

h = |Du(zo + hn)|, n= m

quand |h| est assez petit.
En résumé, I'application de ces filtres se fait en trois étapes :
Etape-l La convolution avec une gaussienne d’écart type ¢t nous fournit U'image u;(z).

Etape-2 L'extraction des maxima du gradient (Les points ol |Du| # 0, Au; = 0 pour le filtre
de Hildreth-Marr et D?us(Dug, Du;) = 0 pour le filtre de Canny).

Etape-3 Le seuillage sur la norme du gradient en ces maxima (| Dug| > K).

Le filtre de Canny est généralement plus performant que celui de Marr-Hildreth méme si ce
dernier donne aussi des résultats assez corrects. Leur seul inconvénient commun est la convolution
qui élimine le bruit certe, mais malheureusement en plus du flou qu’elle génére sur I'image, déplace
les parties des bords qui présentent une courbure importante (cf; figure 3.1).
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Fi1G. 3.1 — Premiere ligne, 4 gauche image originale, au milieu convolution avec une gaussienne d’écart
type 4, 4 droite convolution avec une gaussienne d’écart type 8. Deuxiéme ligne, les bords extraits &
I’aide du filtre de Canny.

Dans la partie qui suit nous exposons le lien entre le modéle de MéP et la doctrine de détection
des bords.

3.2.2 La théorie de détection de bords et le modeéle de Malik et Perona

Comme il est illustré dans [MP87], le processus de diffusion de Mé&P est plus performant en
détection de bords que les filtres de Hildreth-Marr [MH80] et de Canny [Can86]. Les expériences
qui en résultent sont spectaculaires : les bords restent intacts méme pour des temps (échelles) assez
grands. Cette performance est due aux points suivants :

a- Le lissage des parties homogénes et la détection des bords s’intégrent dans un seul et méme
processus.

b- L’extraction et le seuillage des étapes 2 et 3 sont remplacés par I'action d’une seule fonction
g dite fonction de contraste .
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F1G. 3.2 — Graphes des fonctions g(x) et zg(z), avec K = 1.

Présentons une explication de ces deux raisons ! Pour ce faire nous allons nous restreindre a la
dimension 1. Dans ce cas, ’équation de M&P s’écrit sous la forme :(on note G(s) = sg(s))

Ou
E = Oy (g(uw)uw) (3'1)
= G'(ug)uzgg. (3.2)
Comme le recommandent Malik et Perona, nous choisissons g(s) = (1 +s2/K?2)~! ou g(s) = e’/ K
ou K > 0 est le parametre de contraste. G vérifie alors :

G'(s) >0si|s| < K, G'(s) =0si|s| =K et G'(s) <0si|s| > K. (3.3)

On en déduit que (3.1) est parabolique si et seulement si |uy| < K. Par conséquent K, le pa-
ramétre de contraste, s'interpréte aussi comme un séparateur entre deux états de ’équation. L’état
ou I'équation est bien posée (Jug| < K). L’état ou elle ressemble & une inversion de I’équation de la
chaleur, et ou elle est donc mal posée (|uz| > K).

Explication du point a :

Ce point découle de la nature conditionnelle du modéle. En effet 1'idée originale des auteurs est
la suivante : si |ug| < K, la diffusion est localement semblable & Iéquation de la chaleur ce qui
correspond dans la doctrine de détection de bords au lissage par convolution, alors que dans le cas
ou |ug| = K (resp |uz| > K), typiquement un point bord d’un objet, la diffusion est inhibée (resp
inversée) et donc le bord est conservé (resp rehaussé).
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Explication du point b :

Pour plus de détails, on pourra se référer & Weickert [Wei98]. S’il existe une solution u suffisam-
ment réguliére de I’équation (3.1), nous pouvons dériver (uz)? de la maniére suivante, en utilisant le
second membre de (3.2) :

O(ug)? ou
- ma(3)
at 4%\ 5t
= 2G"(ug) ug(Uzz)? + 2G" (ug) UgUzzs- (3.4)
Si pour un certain ¢y > 0, (u3)? atteint un maximum local en un point g, alors

uww($0;t0) =0, Uzumz(ﬂ?o,to) <0.

Nous en déduisons, en utilisant (3.3) et (3.4), les implications suivantes :

2

lug (20, to)| > K = 3(2:) (z0,10) > 0, (3.5)
2

g (20, to)| < K = 3(2:) (0, 10) < 0, (3.6)

avec des inégalités strictes si uzUzyz(Zo,t0) 7 0.

L’implication (3.5) montre bien qu’une fois les bords vérifient la condition de contraste |uz| > K,
ils sont conservés et méme réhaussés au cours de la diffusion. Tandis que I'implication (3.6) montre
que les bords qui ne présentent pas un contraste suffisant, sont attenués et sont I'objet d’un lissage.

Nous concluons, sous des hypothéses de régularité, que le modele de M&P s’intégre bien dans la
doctrine classique de la détection de bords et que le seul choix du parameétre de contraste K permet,
en plus de la détection de bords, de restaurer les images et les signaux. La restauration constitue donc
une dimension en plus pour le modele de M&P que la théorie classique ne posséde pas. Cependant le
modele présente deux inconvénients, I’'un pratique et I’autre théorique. L’inconvénient pratique est
que le modéle n’est pas capable d’éliminer un bruit de gradient supérieur & K, et le fait d’augmenter
le parametre de contraste ne résout pas le probléme puisqu’on risque de lisser les bords comme le
fait la convolution dans la théorie classique. L’inconvénient théorique est que le modele est mal posé
et qu’il n’est pas évident d’interpréter les solutions produites par 'implémentation de la méthode,
alors qu’en théorie elle n’a pas de solution.

Dans le paragraphe suivant, nous nous intéressons aux résultats théoriques établis sur le modele.

3.3 La théorie mathématique autour du modele de Malik et Perona

En 1994 Perona, Shiota et Malik [PSM94] conjecturent que I’équation de M&P admet en général
des solutions faibles. Dans ce qui suit, nous verrons que cette conjecture n’est pas vérifiée. Nous
présentons trois travaux que nous jugeons complémentaires en termes de résultats et différents dans
leur maniere d’aborder le probléme.
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3.3.1 Kawohl et Kutev

Dans [KK98]| les auteurs s’intéressent, dans un premier temps, au probléme d’existence et d’uni-
cité d’une solution de I’équation de Malik et Perona. Uniquement en temps fini et en dimension 1, ils
prouvent existence et unicité d’une solution faible, de régularité C', mais uniquement si la donnée
initiale est analytique au voisinage de tout point vérifiant |uj| > K. Ce résultat est partiellement
confirmé par Kichenassamy [Kic97]. Les auteurs prouvent entre autre I'existence d’une solution glo-
bale si la donnée initiale est de classe Co 4 et vérifie |uj| < K en tout point. Ce résultat est tout & fait
intuitif puisqu’on s’attend & ce que la solution vérifie |u'(-, )| < K pour tout ¢ > 0 et par conséquent
I’équation devient partout parabolique et donc bien posée. Enfin un principe de comparaison est
prouvé dans le cas ou les données initiales (ug,vg), up < vg, des deux solutions (u,v) & comparer
vérifient :

1- (ug,vo) sont séparées par une autre donnée initiale wy qui vérifie les hypothéses de la solution
globale, c’est & dire wy € Coq et |wy| < K en tout point.

2- {lupl > K} N {|wg| > K} = 0.

Les auteurs prouvent, par un contre exemple, que ces deux conditions sont optimales dans le sens
ou si une des deux conditions n’est pas vérifiée alors le principe de comparaison n’est plus valable.

3.3.2 Kichenassamy

Kichenassamy [Kic97] prouve que I'équation de Mé&P n’admet pas toujours une solution faible
au sens usuel. 11 utilise des propriétés de régularité intérieure pour conclure qu’il faut une donnée
initiale analytique pour espérer obtenir I'existence d’une telle solution. Uniquement en dimension 1,
il introduit une notion de solution généralisée qui permet aux solutions d’avoir des discontinuités.
Aussi introduit-il la notion de solution admissible, qui peut contenir des discontinuités mais ne tend
pas & inverser Pordre des contrastes et par ailleurs ne fait pas croitre la variation totale'.

3.3.3 You, Xu, Tannenbaum et Kaveh

Dans [YXTKO96], You et al. analysent le comportement asymptotique de ’équation de Malik et
Perona. Les auteurs arrivent & prouver que ce processus est instable méme pour une faible perturba-
tion de I'image initiale. Ils expriment le processus de diffusion sous forme de minimisation d’énergie
de surface :

E(u) = /Q $(1Dul) dedy + ¢ (co) /L I (e,y)|dI

avec ¢'(s) = G(s), L est 'ensemble de discontinuités de I'image et J(z,t) est la valeur du saut de u en
(z,t) € L. Ensuite, ils montrent que ’ensemble des minimums globaux de la fonctionnelle d’énergie
E(u), est de cardinal infini et que cet ensemble est dense dans l’espace des images?. D’une maniére

! Variation totale : TV (u) = [ |Du|dz
*L’espace des images est 'ensemble des fonctions u(z,y) = w(z,y) + s(z, y) avec w une fonction réguliere et s une
fonction constante par morceau representant les bords de 'image
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précise, deux résultats essentiels ont été établis :

1- Les images constantes par morceaux sont des points stationnaires de E(u) si et seulement si

¢'(c0) =0
2- E(u) n’est pas continue en toute image réguliére non constante si ¢'(co) = 0.

La condition ¢'(c0) = 0 est équivalente & g(s) = o(1/s) quand s — oo, ce qui correspond bien au type
de fonctions g utilisées pour le modele de MéSP 4 I’exemple des fonctions de la forme (14+5%)~!, @ > 1.
Le résultat 1 prouve, ce qui est numériquement connu, que le modéle de Mé&P tend a rendre les images
constantes par morceaux. Le résultat 2 se déduit du fait que les images réguliéres ont une énergie non
nulle alors qu’elles font objet d’approximation par des images constantes par morceaux qui ont une
énergie nulle. Ceci confirme l'instabilité du modéle. Par les mémes arguments les auteurs montrent
que le cas particulier ou ¢ (00) # 0, par exemple ¢(s) = s, est bien posé et que ses points stationnaires
sont uniquement les images constantes.

3.3.4 Conclusions

Tous les résultats, établis sur le modéle de M&P |

1- sont restreints & la dimension 1, & part les travaux de You et al. [YXTK96];

2- confirment que le modéle est mal posé;

3- de type comparaison locale, existence d’une solution faible ou réguliere, demandent des res-
trictions et des hypotheses qui ne sont pas toujours vérifiées ;

Dans le paragraphe suivant, nous présentons les modéles qui dérivent directement du modele de MéP
. Ceci nous conduit au choix du modele que nous étudions dans la suite.

3.4 Le choix du modéele

Dans le paragraphe précédent, nous remarquons que le modéle de MéP demeure mal posé et
présente des limitations sérieuses sur le plan théorique. Plusieurs chercheurs ont anticipé ces limita-
tions et ont proposé des modeles d’EDPs de restauration d’images en s’ingpirant toujours de 1'idée
de M&P qui consiste & inhiber la diffusion au voisinage des bords et & Paccélérer dans les zones
homogenes. Cependant, rares sont les modeles que nous pouvons qualifier de “proche du modeéle de
MEP?” ou qui en dérivent directement. La caractéristique essentielle des modéles que nous qualifions
de “dérivés de ME&P 7, est le fait de remplacer dans le terme g(|Dul|), |[Du| par un autre terme
qui joue le méme réle inhibiteur. En revanche, ce terme doit permettre & I'’équation d’étre mieux
posée théoriquement. En effet, comme I’a souligné Kichenassamy [Kic97], le fait que I’équation soit
mal posée, est essentiellement di & la “pauvre” régularité du terme inhibiteur g(|Du|). Dans cette
direction, deux grandes idées ont été proposées :

e La premiére, proposée et complétement étudiée par Catté-Lions-Morel et Coll [CLMC92],
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consiste & remplacer g(|Du|) par g(v) avec :
0(5,) = |D Gy 5 u(-, 1)) (2). (3.7)

e La deuxiéme idée, proposée par Nitzberg et Shiota [NS92], consiste & remplacer §(|Du|?) (=
g(|Dul)) par g(v) avec :

t
o(5,t) = e~tup(s) + / e~ Du(z, 5) |2 ds, (3.8)
0
i.e. v solution de : 5
8_17: - |D’U,|2 -, ’U(-,O) = Yo, (39)

oil vy est une donnée initiale & choisir (par exemple vy = 0 ou |Dug|?).

On se trouve donc avec une alternative. Une régularisation en espace et une autre en échelle.
L’étude de la premiére régularisation, par ses auteurs, a été trés concluante : le modele est stable,
bien posé en toute dimension et admet une solution unique de régularité C°°. Aussi a été prouvée
la convergence d'un schéma numérique. Le principal atout pratique de ce modele est sa capacité
d’éliminer le bruit puisque le terme inhibiteur vient de la théorie de Hildreth-Marr. Pourtant, ce
modele présente quelques inconvénients :

1- Le modeéle ne préserve pas les zones de courbure importante ;
2- Le modele devient instable quand o tend vers 0;
3- Asymptotiquement les images tendent vers des constantes globales.

Le dernier point trouve une réponse chez les auteurs puisqu’ils proposent un temps d’arrét qui dépend
de 0. Le premier est dii au fait que G, * u(-, t) est le résultat de la diffusion de u(-,t) par I’équation
de 1a chaleur & 'echelle /2 . Plus clairement G, * u(-,t) = w(-,0'/?) avec w solution de (on utilise

les notations de (2.9))

8_1: :Aw:wgg—i—wnn’ ’LU(-’O) :’U,(-;t).

De cette décomposition nous constatons, a cause de I'opérateur du mouvement par courbure moyenne,
que le bruit est atténué mais que les objets 1D disparaissent ainsi que les coins qui représentent
une courbure importante. Nous pouvons alors imaginer que le fait de choisir un ¢ petit résout le
probléme; Il n’en est rien puisque dans ce cas le bruit n’est pas éliminé et nous risquons de tomber
dans le deuxiéme inconvénient.

Les inconvénients précédents ne sont pas reproduits par ’alternative de la régularisation tempo-
relle (3.8), tout simplement parce que le modéle ne contient pas de convolution en espace. Cela nous
permet d’éviter tout mouvement préalable des bords et d’avoir une estimation ponctuelle en espace,
ce qui est le principe initial du modele de M&P .

Cependant ce modeéle n’a jamais été 1’objet d'une étude théorique, mise & part, & ma connaissance,
une communication personnelle de P. L. Lions & D. Mumford qui présente des résultats sur le modeéle
dans l'espace des fonctions & variation bornée, mais uniquement en dimension 1. Malheureusement
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ce travail n’a pas été publié. Nous nous demandons alors, si ce modele admet :

- une interprétation géométrique ?

- un sens ? Autrement dit est-il bien posé?

- une solution classique et sous quelles hypotheses ?

- une solution faible? Si oui sous quelle restriction et peut-on 'approcher numériquement ?

Les réponses aux trois derniéres questions sont les sujets des deux prochains chapitres. la réponse au
probléme de l'interprétation géométrique n’est pas du tout évidente. La raison de cette difficulté est
le fait que le terme inhibiteur admet une mémoire en temps. Pour le voir, nous réécrivons 1’équation
(pour simplifier nous choisissons vy = 0)

Ju .
il div (§(v) Du)
§(v)Au + §' (v)(Dv, Du)
= g(v)Au+
» b Du(s) Du(t)
2 ' (v) /0 et Du(s)| | Du(?)| D2u(s)(|Du(s)|, |Du(t)|) ds (3.10)

L’interprétation du terme (3.10) d’apparence un peu bizarre, est difficile. Cette difficulté laisse la
question, “si le modeéle est bien posé” ouverte.

Dans le chapitre qui suit nous allons répondre 4 la question d’existence et d’unicité d’une solution
classique du systéme :

M= avle@DY,  u(0) =, (3.11)

et (3.9). Ensuite, nous allons étudier le comportement asymptotique du systéme quand nous multi-
plions le second membre de la deuxiéme équation par un facteur, § > 0 :

% :5(|Du|2—v), v(-,0) = vy,

qui tend vers 0.






Chapitre 4

Résolution du systeme dans les
espaces de Holder paraboliques

4.1 Introduction

Nous nous proposons, suite & la discussion du chapitre précédent, d’étudier le systéme couplé
suivant, qui généralise (3.11)-(3.9) :

% = div(g(v)Du) u(+,0) = up (4.1)
v
= - F(|Du|2) —w v(-,0) = v (4.2)

dans D x [0,T], ou T > 0, D une partie de RV que nous allons fixer plus tard et (ug,vo) une donnée
initiale de (u,v). Les fonctions F et g sont supposées appartenir & C2([0, +o0o[) & valeurs positives,
de dérivées secondes localement lipschitzienne et qui vérifient F(0) =0, g(0) =1, ¢’ <O0.

Nous prouvons dans un premier temps, un résultat d’existence et d’unicité en petit temps de
la solution de (4.1)-(4.2) quand D = RY. Ensuite, avec une condition aux limites de Neumann ou
bien de Dirichlet homogene, nous allons discuter comment nous pouvons obtenir le méme résultat
d’existence et d’unicité dans le cas ot D est un ouvert borné de RY & frontiére réguliére. Nous
traitons également le cas ol D est un hypercube de RY avec une condition aux limites de Neumann
homogene et nous prouvons, dans ce cas, des résultats du type principe du maximum. Enfin, nous
allons étudier la limite asymptotique du systéme :

Ou

il div (g(v)Du) u(-,0) = up (4.3)
= S(FDu) —v) w0 = (4.4)

quand § tend vers 0.
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Tout d’abord, nous allons présenter dans le paragraphe suivant, le cadre mathématique dans
lequel nous allons établir ces résultats.

4.2 Préliminaires

Dans cette section, nous allons introduire les espaces de Holder et les espaces de Holder parabo-
liques. Nous présentons ensuite, les résultats d’existence et d’unicité établis dans ces espaces, pour
les équations aux dérivées partielles paraboliques, dont nous aurons besoin dans la suite. Pour des
définitions et des résultats plus généraux, on peut se référer & O. A. Ladyzhenskaja, V. A. Solonnikov
et N. N. Ural’ceva [LSU68], & A. Friedman [Fri64] et & N. V. Krylov [Kry96].

4.2.1 Les espaces de Holder

Soient D une partie de RY, o € (0,1) et p > 0. La distance définie dans D, étant la distance
euclidienne sur RY | donnée par |z — y| = (ZZZ\LI |z; — yi|2)1/2 onz = (21,.--,ZN), Y= (Y1,---,YN)
pour z, y € D. Pour toute fonction continue f dans D, nous définissons :

flo=suplf @), ha(f) = sup LE=SWI
zeD z,y€D |z — y|@
lz—y|<p

On dit que f vérifie la condition de Hélder d’exposant « sur D si :
ha(f) < oo.

Co(D) est Iespace des fonctions continues sur D qui vérifient la condition de Hélder d’exposant
a sur D, muni de la norme :

|f|a = |f|0 + ha(f)'

Ci,o(D), k € N, est I'espace des fonctions de classe C* sur D telles que leurs dérivées d’ordre &
appartiennent 3 C, (D), muni de la norme

ko= Y ID"flo+ D [D*fla-
|h|<k h|=k
4.2.2 Les espaces de Holder paraboliques

Soit T > 0. Dans D x [0,T], nous introduisons la distance parabolique donnée par d(P,Q) =
(lz—yP>+|t - s|)1/2 ou P = (z,t), Q@ = (y,s) € D x[0,T]. Pour toute fonction continue f(z,t) dans
D x [0,T], nous définissons :

= su P)|, Hy(f)= su
flo PerI[)O,T]|f( )| (f) LS T dP0)e
d(P,Q)<p

On dit que f vérifie la condition de Hélder parabolique d’exposant « sur D x [0,7T] si :

Ho(f) < oo.
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Co(D x [0,T]) est I'espace des fonctions continues sur D X [0,T] qui vérifient la condition de
Holder parabolique d’exposant « sur D X [0, 7], muni de la norme

|f|a = |f|0 +Ha(f)'

Ch,0,o(D x [0,T]) est 'espace des fonctions f(z,t) continues sur D x [0, T'] telles que leurs dérivées
par rapport & = sont dans C, (D % [0,T]), muni de la norme

N
|f|1,0,a = |f|0 + Z |8Zf|a

i=1

Enfin, Cy 1 o(D x [0,T]) est 'espace des fonctions f(z,t) continues sur D x [0,T] tel que leur
dérivée par rapport a ¢ et leurs dérivées secondes par rapport & z, sont dans Cy (D x [0,T]), muni de
la norme

N
Flz1,0 = 1flo +8efla + D 10if |1,0,0-

i=1

4.2.3 Résultats d’existence et d’unicité pour les équations aux dérivées partielles

paraboliques
Soient (ai,j)gjzl, (b;)N| et c des fonctions & valeurs réelles, définies sur D x [0, T]. Nous intro-

duisons I'opérateur linéaire différentiel £, que nous définissons par :

N N
0%u Ou
i=1 t

i,j=1
Définition 1. On dit que lopérateur L est uniformément parabolique dans D x [0,T], s’ils existent
', Ty > 0, tels que pour tout € = (€1,...,¢én) ERY, on a
N
Ty EP < > aije, t)E; < Tolé)” (4.6)
i,j=1

pour tout (z,t) € D x [0,T].

Maintenant, nous allons présenter les résultats d’existence et d’unicité pour des problémes as-
sociés & 'opérateur (4.5) ainsi que les estimations a priori qui en découlent. Pour cela, nous avons
simplifié les résultats de O. A. Ladyzhenskaja, V. A. Solonnikov et N. N. Ural’ceva [LSU68], pour
que nous puissions nous restreindre uniquement aux trois problémes suivants :

- Le probléme de Cauchy, = RV ;

- € un ouvert borné régulier, avec condition au bord de Neumann homogéne ;

- € un ouvert borné régulier, avec condition au bord de Dirichlet homogene.
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Probléme de Cauchy

Nous nous plagons dans tout RY . Soient uy une fonction définie sur RY et f une fonction définie
sur RV x [0, T]. Considérons le probléme de Cauchy :

8—u(x,t)—£u(x,t) = flz,1), (4.7)

ot
u(-,0) = wuo, (4.8)
sous les hypothéses :
hi : Les coefficients de £ sont dans C,(RY x [0, T]).

he : L est uniformément parabolique sur RY x [0, .
Alors, nous avons le résultat suivant [LSU68] [Kry96] :

Théoréme 1. Sous les hypothéses (hy) et (ha), pour toute fonction ug € Ca (RN x [0,T]) et f €
Co(RYN x [0,TY), le probléme (4.7) — (4.8) admet une solution unique u dans Ca1 (RN x [0,T]). De
plus, il existe une constante C1 > 0, indépendante de ug et de f, telle que

|u|2,1,a < Cl(|u0|2,a + |f|a) (4.9)

Le cas d’un domaine borné régulier accompagné d’une condition de Neumann homogéne

Soit 2 un domaine ouvert borné de RV . Dans toute la suite, nous notons 92 le bord de Q et St
la frontiere 90 x [0, T]. Nous définissons, ci-dessous, le type de régularité de 92 dont nous aurons
besoin dans la suite.

Pour tout = € 912, nous considérons le systéme de coordonnées local y = (y1,...,y,) d’origine z
tel que laxe (yp) est de direction n(z), la normale 4 9 au point . Nous supposons qu'’il existe un
réel r > 0, indépendant de z, tel que NN {|y| < r} peut étre représenté par ’équation

Yn = U (y') avec ¥ = (y1,.--,¥n—1)-

Définition 2. On dit que 0S) est dans Cj o, 1EN, si pour tout x € 0Q, ¥, € C1o({|y'| < 5}) et que
les normes des fonctions (V3)zcan dans ces espaces sont uniformément bornées.

Dans toute la suite nous notons :
K(l,0,00) = sup{|¥z|i,a,z € 00}. (4.10)

Sous les hypothéses (hi)-(h2) dans lesquelles nous remplagons RY x [0,7] par © x [0,7], nous
considérons le probléme suivant, avec la condition de Neumann homogéne :

ou ou
St~ Lulet) = S0, oo =0, (4.11)

u(-,0) = wup. (4.12)
Nous supposons en plus que les hypothéses ci-aprés sont satisfaites :

hs : 0 est de classe Co 4.
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Ou
h4 : wug vérifie la condition de compatibilité : 8—0 .
n
Alors, nous avons le résultat suivant [LSU68] :

Théoréme 2. Sous les hypotheses (hi),(ha) et (h3), pour toute fonction ug € Coo(Q x [0,T)) qui
vérifie (ha) et f € Co(Q2 x [0,T]), le probléme (4.11)-(4.12) admet une solution unique u dans
C2,1ya(§ x [0, T]). De plus, il existe une constante Cy > 0, indépendante de ug et de f, telle que

|u|2,1,a < C2(|u0|2,a + |f|a) (4.13)

Le cas d’un domaine borné régulier accompagné d’une condition de Dirichlet homogéne

Sous les mémes hypothéses (h1),(h2) et (hs) du probléeme (4.11)-(4.12), nous considérons le
probléme suivant, avec condition de Dirichlet homogeéne

%(a:,t)—[,u(x,t) = f(=z,t), uls, =0, (4.14)
u(+,0) = o, (4.15)

ol h4 est remplacée par :

hl, : wg vérifie les conditions de compatibilité :

uo(z) =0,
pour tout z € 98 : iv: A 0)32110(17) +§:b~( O)Buo(a?) — f(z,0)
Z]:1 aZy] x’ 8$Z8$] P ) x’ 8$Z - x’ .

Alors, nous avons le résultat suivant [LSU68] [Kry96] [Fri64] :

Théoréme 3. Sous les hypothéses (h1), (h2) et (hs), pour toute fonction uy € Ca4(Q2 x [0,T])
qui vérifie (hy) et f € Co(Q x [0,T)), le probleme (4.14)-(4.15) admet une solution unique u dans
C2,1,o(82 x [0,T]). De plus il existe une constante C3 > 0, indépendante de ug et de f, telle que

|u|2,1,a < C3(|u0|2,a + |f|a) (4.16)

Quelques remarques sur les constantes des inégalités (4.9), (4.13) et (4.16)

Les constantes C1, Cy et C3 dépendent de T, de I'’exposant de Holder «, de la dimension N, des
constantes d’ellipticité (4.6) I'1, 'y, de K = max{|a; jla, |bila, |cla} et de la constante K (2, o, 09),
définie par (4.10), dans les deux derniers cas. D’une maniére générale, leur dépendance est croissante
par rapport & {(T'1)~!, Ty, K}. Autrement dit, si I’} > 'y, Ty < T et K < K’ sans que les autres
parametres varient, alors nous aurons C; < C}, pour ¢ = 1,2, 3. Mais malheureusement, nous sommes
incapable de formuler cette croissance sous forme d’une expression exacte et explicite.

Maintenant, nous nous intéressons & la dépendance de la constante C7, par rapport 4 T. Dans ce
cas (2 = RY) sous la condition suivante :

c(z,t) < —A\ pour un certain A > 0, (4.17)
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V. Krylov [Kry96] prouve que la constante C; de l'inégalité (4.9) est indépendante de T'. De plus
si A > 1, nous avons une estimation plus fine due toujours & V. Krylov ([Kry96], chapitre 9) qui
remplace (4.9) par :

N
(U310 < C(AH% [wolo + D ha(Bijuo) + A7 |flo + Ha(f))- (4.18)
ij

ou C = C(N,a,K,T'1,T'9) est indépendante de T et le résultat reste vrai méme si T = 400. Quand
la condition (4.17) n’est pas vérifiée la dépendance de C; en T n’est pas claire.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons et nous démontrons un résultat qui précise cette
dépendance quand c(z,t) = 0.

4.2.4 Un résultat de dépendance en temps pour la constante du probléeme de
Cauchy

Proposition 1. Sous les hypothéses du théoréme 1, si c(x,t) = 0 nous avons lestimation suivante :

[0l31,0 < C T (14 min{T, 0212 (Juolz,a + |f]a ) (4.19)

ot la constante C = C(N, a, K,T'1,T'3) est indépendante de T.
Pour prouver ce résultat, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1. Soient w € Co(RY x [0,T]) et wW(x,t) = e tw(x,t). Alors, les inégalités suivantes sont
vraies :

B
®
A

eT (1 +min{T, p2}2—a) 1], (4.20)

< (1 + min{T, p2}2—a) . (4.21)

5
jol
A

PREUVE. Voir Annexes, p. 167.

PREUVE DE LA PROPOSITION 1. Tout d’abord, nous notons @(z,t) = e tu(z,t) et f(z,t) =
e~tf(z,t). Un calcul simple montre que % est solution de 1’équation :

ou B B _
E(x’ t)y = Lu(z,t)—ulz,t)+ flz,t),
U(’O) = up.

Puisque A = 1, nous en déduisons en utilisant (4.18), 'inégalité :

.0 < C(Juolo + D ha(@i5u0) + [Flo + Ha(F)).

ij

ou C = C(N,a,K,T'1,T'9) est indépendante de T'. Pour conclure, nous utilisons la majoration (4.20),
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pour avoir

(juolo + 3~ ha(@iu0) +1Flo + Hal)) < (1+ minT, p}=%) (uolz.a + |fla),
ij

et la majoration (4.21), pour obtenir
e_T(l + min{7, 92}1_%)_1|u|2,1,a < |a|2,1,a'

Ceci achéve la preuve de la proposition. [ ]

4.3 Etude du systéme dans le cas D = RY

4.3.1 le résultat principal

Ci-dessous, nous exposons le résultat principal de cette section.

Théoréme 4. Pour tout (ug,v) € Coo(RY )X C o(RN) vérifiant vy > 0, il existe un temps mazimal
T € (0,+00] qui dépend de (ug,vo), g, F, a, et de N tel que le systéme (4.1)-(4.2) admet une solution
unique (u,v) dans

Co10(RY x [0,T)) x Cpoa®Y x[0,T)).

Si en plus T < 400, alors lim |v(-,t)|1,4 = +o0.
¢t T

Tout d’abord, nous définissons les opérateurs :

— Pour toute fonction positive v définie dans RY x [0, 7], nous notons Mw, toute solution de
(4.1).
— Pour toute fonction « définie dans RY x [0, T], nous notons N u, la solution de (4.2).

Pour prouver le théoréme 4, nous allons utiliser le schéma, suivant :
Nous démontrons, dans un premier temps, que I'opérateur M (resp. N') est localement lipschitzien
de C10,6(RY x [0,T]) vers Ca1o(RY x [0,T]) (resp. de Ca 1 o(RY x [0,T]) vers Cy (RN x [0,T])).
Ensuite, nous prouvons qu’il existe T > 0, tel que 1'opérateur N'M est une contraction qui envoie
un sous espace fermé de C1 g o(RY x [0,7]) dans lui méme et nous concluons par I'application du
théoréme de point fixe de Banach. Puis nous démontrons que, tant que |v(:,T)|1,0,o < 00, la solution
est prolongeable dans RY x [0, #], pour un certain ¢ > T.

Pour ce faire, nous allons utiliser le théoréme 1 dii & Ladyzhenskaja, Solonnikov et Ural’ceva
[LSU68], qui répond aux problémes d’existence et d’unicité pour les équations aux dérivées partielles
paraboliques, et qui présente une estimation a priori de la solution en fonction des données du
probléme . Nous pouvons aussi utiliser des résultats analogues de A. Friedman [Fri64] et N.V. Krylov
[Kry96].
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4.3.2 Quelques résultats intermédiaires

Introduisons les notations suivantes :
— Pour tout R >0, C104RY x [0,T]; R) := {v € C10RY x[0,T]); |v|10,0 <R}
— Pour tout vy € C1,4(R2), £([0,T];v0) := {v € C104RY x [0,T]); v(-,0) =wvg, v >0}.
= £([0,T]; w0, R) := E([0, T];00) N Cro,a(RY x [0, T]; R).
La proposition suivante présente un cadre dans lequel I'opérateur M est bien défini.

Proposition 2. Soient T > 0, R > 0 et (ug, f) € Cao(RY x [0,T]) x Co(RY x [0,T]). Pour toute
fonction positive v € Cy g o(RY x [0,T); R), Iéquation

((99_1: — div(g(v)Du) = f, u(-,0) = uyg, (4.22)

admet une solution unique u dans nglya(RN x [0, T]). En plus, u vérifie :
lulo,1,0 < C(luol2,a + |fla)- (4.23)

ou C ne dépend que de N, o, R et de g.

Pour toute la suite, nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2. Toute fonction f € C1 (RN x [0,T]) vérifie :

n
Ho(f) < p" 7Y 18iflo- (4.24)
i=1
Pour toute fonction f1, fa € C10(RY x [0,T]) nous avons :

Hao(f1f2) < |filoHa(f2) + [f2loHa(f1) (4.25)
PREUVE. Voir Annexes, p. 168.

Lemme 3. Pour toute fonction positive v € C g o(RY x[0,T]), nous avons g(v) € C10.,(RYN x[0,T]).
En plus, il existe des constantes positives Cy, C1 et Ca, qui dépendent de g, telles que :

N N N
90100 < Co+ O (3 18i0lo + 3 Hal@i0)) + Cap'=2 (3 [l - (4:26)
i=1 i=1 i=1

ot C; = max |¢%¥(z)|, pour i=0,1,2.
z€[0,|v]o]



4.3 ETUDE DU SYSTEME DANS LE CAS D = RV 53

PREUVE. Voir Annexes, p. 168.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.
Pour prouver la proposition, nous allons de vérifier les hypotheses, i1 et ho, du théoréme 1.
Choisissons une fonction positive v € C1 (RN x [0,T]) et réécrivons (4.22) sous la forme :

Ou

i (v)Au — g'(v)DvDu = f (4.27)

D’apres le lemme 3, nous avons g(v) € C1o(RY x [0, T]). En particulier, nous en déduisons que g(v)
et g'(v)0;v appartiennent & C, (RN x [0, T]), 'hypothése hi est donc vérifiée.

Utilisons la décroissance de g pour écrire
0<g(R)<gw) <L

Nous en déduisons que I’équation (4.27) est uniformément parabolique dans RY x [0, 7], I’hypothése
ho est donc aussi vérifiée. Enfin, nous concluons en appliquant le théoréme 1.[]

Nous montrons, dans la proposition suivante, que ’opérateur M est localement Lipschitzien dans
([0, T; o).

Proposition 3. Soit T > 0 et R > |vg|1,o. Pour tout vi,ve € £([0,T];v9, R) nous avons :
Moy — Mua|a1a < ((L+p'7%)?C(g,R) (1 4+ R?) C? [uolz,a) |v1 — val1,0,0 5

ot C est la constante de la proposition 2 et C(g,R) dépend uniquement des constantes de Lipschitz
de g, ¢' et de g" dans Uintervalle [0, R]

PREUVE. D’aprés la proposition 2, les fonctions Muw;, pour ¢ = 1,2 vérifient 1'inégalité

| Muil2,1,0 < Clug|2,q- (4.28)

Nous notons u = Mwv; — Mws et w = g(v1) — g(v2). Aprés soustraction de I’équation satisfaite
par Muwy de celle satisfaite par Mwy, nous écrivons :

o div (g(u)Du) = div (wDMvy),  u(-,0) = 0.

Remarquons que div (wDMuw;) € Co (RN x[0,T]) et appliquons la proposition 2 4 ’équation ci-dessus,
|ul2,1,0 < Cldiv (wDMui)la, (4.29)

ou C est la constante de la proposition 2, la méme que celle de (4.28). Dans le reste de la preuve,
nous nous focalisons sur le deuxiéme membre de 'inégalité (4.29).

Nous réécrivons div (wDMw) sous la forme :

div (wDMuwy) = wAMuwvy + Dw D Moy,
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d’oui les inégalités :

|div (wDMw)lo
H,(div (wDMw))

[wlo|AMut o + [Dwlo| D Mulo, (4.30)

<
< Hy(wAMuwv) + Hy(DwDMuwy). (4.31)

Utilisons les inégalités (4.24) et (4.25) du lemme 2 pour majorer les termes du second membre de
(4.31). Pour le premier terme, nous obtenons :

N N
Hy(wAMuv) < |w|OZH (B Muy) + Hy( Z|au/vw1|0

< |’w|()ZH 8ZZM121 1 a2|8w|02|8zzMU1|0
i=1
et pour le deuxiéme terme,
N
Hy(DwDMw;) < ZHa(Bininl)
Z;l .
< Y [BiwloHa(BiMur) + Y Ho(8iw)|8:Mui o
Z:lN N = N N
< (Z |3Z~w|0)p ® 3 |aMoilo + (ZHa(aiw)) (Z |ai/vw1|0).
i=1 1,7=1 i=1 i=1

D’ou
|div (wDMuw1)|o + Ho(div (wDMu1)) < (1+ p' %) |w|1,0,0|Mv12,1,0,

et comme Mu; satisfait (4.28), nous obtenons
|div (wDMwi)|o < (1+ p'~*)|w[1,0aCluol20- (4.32)
Pour conclure, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4. Soient R > 0 et f une fonction de classe C? définie sur [0,+00) telle que sa dérivée
seconde est localement lipschitzienne. Alors, il existe une constante C(f,R), qui dépend uniquement
des constantes de Lipschitz de f, f' et de f" dans Uintervalle [0,R], telle que pour toutes fonctions
positives v1, vy dans Cy g o(RY x [0,T]; R), on a :

f(01) = Fv2)lr0,0 < (1 +p'")C(f,R)1 + R?))Jv1 — v2l1,0,0-

PREUVE. Voir Annexes, p. 169.

Finissons maintenant la preuve de la proposition 3. Pour cela nous remplagons |w|1 o o dans (4.32)
par ((1 + p'=®) C(g,R)(1 + R?))|v1 — v2]1,0, €t nous plagons le résultat dans (4.29). La preuve est
ainsi achevée . []
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Pour la suite, nous définissons :
C2,1,a(RN X [Oa T]7 M) = {U € C2,1,a(RN X [Oa T])7 |u|2,1,a S M}

Dans la proposition suivante, nous montrons que l'opérateur N est localement Lipschitzien dans
C2,1,o(RY x [0,T]) et que sa constante de Lipschitz tend vers 0 quand T tend vers 0.

Proposition 4. Soit T > 0 et M > 0. Il existe une fonction positive 8(T) qui tend vers 0 quand T
tend vers 0, telle que pour tout uy, us € nglya(RN x [0,T]; M) nous avons :

N1 — Nug|1 g, < 8(T) ((1 + o) C(F, M) (1 + M4)) OM |uy — usl2, 1 0 (4.33)

ot O(F,M?) dépend uniquement des constantes de Lipschitz de F, F' et de F" dans Uintervalle
[0, M?].

PREUVE. Tout d’abord, nous réécrivons Nu sous la forme e~tvy + ®(F(|Dul?)), olt ® est
I'opérateur linéaire que nous définissons par :

¢
e(f)(e,t) = [ & f @, r)ar, (434)
0
pour toute fonction f € Clyoya(RN x [0,T7]) et pour tout (z,t) € RN x [0,T]. Ainsi nous obtenons :

(o < L=eD)flo,  18®(f)lo < (L—eT)|diflo- (4.35)

Soit P(z,t) et Q(y,s) € RN x [0,T] tels que ¢ > s. Dérivons ®(f) :
9;2(f)(P) — 6;:2(f)(Q)
t H
— [ s nir- [ ooy
0 0

t s t

— / N 8if (e, 7) — Bif (y, 7))dr + / (€ — &™) 3 f (y, T)dr + / 8, (y, 7)dr
0 0 s

= L+L+ I3.

Nons obtenons alors, les inégalités suivantes :

IL|d(P,Q)™® < Ha(8:f)(1—eT),
—a —s 1 - e_(t_S)
[I2|d(P, Q) < [Giflo(1 —e )W
< aiflo(l—e T8,
o 5 1 — e (=9
[I3]d(P, Q) < | if|0W
< |8if|0T1_%a
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d’ou
Ho(@:9(/)) < (1 — e TVHA (@) + [ f1o(T' % + (1= T)T'~%),
Combinons cette inégalité avec les inégalités (4.35), il vient
[2(F)100 < OT)|f 1,00 (4.36)
o (T)=(1-eT)+T'"% + (1 — e T)T''~%, qui tend bien vers 0 quand T | 0.

Maintenant, nous allons démontrer que la fonctionnelle u — F(|Du|?) est localement Lipschit-
zienne de Cp 1 o(RY x [0,T]) vers Cy9o(RY x [0,T]).

Soit u € Cy1,4(RY x [0,T]), alors |[Du|? € Cy94(RY x [0,T]) et nous avons :

IA

N
‘|Du|2‘10a Z|8u 10,0
b
i=1

2
N
Z|3U|10a

<
i=1
N
< (Z|3U|10a)
i=1
< (|U|2,1,a)-

Nous en déduisons que si u € Cy14(RY x [0,T]; M), alors |[Du|? € Cy (RN x [0,T]; M?). Appli-
quons alors le lemme 4,

|[F(|Du1?) = F(|Dual?)|1,0,0

Mz

< (@ oEM) (14 MY ) [ G ~ (G|

1,0,
i=1
N N
11—« 2 4 R _ A
< (a+poEMy(1+MY)) ‘;(a s +0p)| | Z:(azul ow)|
< ((1 + p' =) C(F, M2) (1 + M4)) T P Y P (4.37)

Finalement, nous combinons (4.36) et (4.37),

INuy — Nugli06 = |®(F(|Duil?)) — ®(F(|Du2l*)) )10,
< O(T)|F(|Dus|*) — F(|Duz|*)|1,0,0
< o(T) ((1 + p'~*)C(F,M?) (1 + M4)) |u1 + ual2.1,0|t1 — u2|2,1,0-
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Ainsi nous achevons la preuve. []

En ce qui suit, nous énongons un résultat d’existence et d’unicité partiel, pour le systéme (4.1)-
(4.2).

Proposition 5. Pour tout R > |vg|1,q, i existe T(R) > 0, tel que le systéme (4.1)-(4.2), admet une
solution unique (u,v) dans Ca 1 o(RY x [0, T(R)]) x £([0, T(R)]; vo, R)-

PREUVE. Tout d’abord, nous notons #(z, t) = e~ tvg(x) et nous rappelons que ® est ’opérateur
linéaire défini par (4.34). Pour tout v € £([0, T']; vy ), nous avons 1’égalité :

NMuv =5+ &(F(|DMu|?)).
Nous en déduisons directement 1’'inégalité,
N Mo|1g,a < [3]1,0,0 + [@(F(IDMo[?))]10,0- (4.38)
Estimons les deux termes de droite. Pour le premier, nous avons
[]o < |volo, 10i%o < |Divolo-
Nous utilisons (4.25), en tenant compte du fait que Hy(e ) < T'~%,
Ho(8;%) < Ho(8v0) + T2 |8iw0lo,

alors nous obtenons : N

0100 < |[vol1a+ T2 Z |0;v0l0- (4.39)
i=1

Pour le deuxiéme terme, nous rappelons que F'(0) = 0 et nous posons u; = Muwv et ug = 0, alors nous
obtenons

Nug — Nug = ®(F(|DMwl|?)).
Dans ce cas, I'inégalité (4.33) de la proposition 4 devient
@(F(DM)100 < O(T) K (4.40)

avec K = (1 + p'=®)C(F,M?) (1 + M*)2M? et M = C|up|2,o o1t C est la constante de la proposition
2. Enfin nous combinons les trois inégalités (4.38), (4.39) et (4.40) :

N
N Mo10,6 < [voli,a+ T2 Y [Bivolo +0(T) K
i=1

Maintenant choisissons R > |vg|1, et v1, v2 € €([0, T];vp, R). Par application des propositions 3
et 4, nous avons :
N Moy — N Mus|19,a < O(T)KnKpmlvr — val1,0,a
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avec
Ky = 2(1 + Pl_a)C(Fa (C|U0|2,a)2) (1 + (C|U0|2,a)4) C|u0|2,aa

Km=(1+40"%2C(g,R) (1 +R?) C? |uglaa

Nous en déduisons qu’il existe un temps T, désormais noté T(R), assez petit tel que les inégalités
suivantes sont vérifiées :

O(T)KnKpm < 1,

N (4.41)
T'"% > |Bivelo +0(T) K < R — |vg|1a-
i=1

En d’autres termes, 'opérateur N'M est une contraction qui envoie ([0, T(R)]; vo, R) dans lui méme.
Ceci prouve l'existence et 1'unicité dune solution (u,v) de (4.1)-(4.2) dans Ca1 (RN x [0, T(R)]) x
E([0,T(R)];vo, R) par application du théoréme de point fixe & NM dans £([0, T(R)]; v, R). Ceci
achéve la démonstration de la proposition. [ ]

4.3.3 Preuve du résultat principal

T

Lo la norme dans

Dans toute la suite, pour préciser la dépendance en T', nous allons noter | -
Clioa (RN x [0,T]) et |- |zl ,» la norme dans C, | (RN x [0,T]).

Soient 0 < T} < To, (u1,v1) solution de (4.1)-(4.2) dans Cy1 o(RY x [0,T1]) x C1,0,RYN x [0,T1])
et (UQ,’UQ), solution de (41)-(42) dans Cleya(RN X [O,TQ]) X Cl,O,a(RN X [O, TQ])

Soit R > 0 vérifiant
Toar (02010 o 3

D’apres la proposition 5, il existe T(R) > 0, tel que (4.1)-(4.2) admet une solution unique
dans C, ,, (RN x [0, T(R)]) x ([0, T(R)]; v, R). Nous choisissons R suffisamment grand pour avoir
T(R) < T;. Comme v, et ve appartiennent & £([0, T'(R)]; v, R), nous en déduisons que u = u; = uo
et v = v = vy dans RY x [0, T(R)]-

R > max{|v|

Maintenant prolongeons la solution (u,v) au delad de T(R) de la maniére suivante :
Nous allons démontrer qu’il existe € > 0 tel que pour tout ¢t € (0, T(R)) la solution est prolongeable
sur [t,t + €] et que € est indépendant de ¢.

Remarquons tout d’abord que {v(-,t);t € [0,T(R)]} (resp. {u(-,t);t € [0,T(R)]}) est uni-
formément borné dans C o(RY) (resp. Cy4(RY)). Plus précisément, pour tout ¢ € [0, T(R)], nous
avons :

(e <R et fult)|2,0 < Clugl2,a-

Choisissons Ty € (0, T(R)) et considérons le systéme :

‘2—;‘ = div(g(d)Da) (-, 0) = u(-, To)
9% _ p(pap) -+ o(-0) = v(-, To)

at
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La proposition 5 montre que pour tout R’ > R, il existe T(R') tel que le systéme ci-dessus admet
une solution unique (@, 7) dans

oo RY X [0, T(R)]) x £([0, T(R)];v(-, To), R").

Nous choisissons R’ et Ty de maniére & avoir Ty < T(R) < Ty + T(R') < T3, alors nous obtenons les
égalités suivantes, pour tout ¢ € [Tp, Tp + T(R')] :

a(-,t - T()) = ul(-,t) = UQ(-,t) et 17(-,75 - T()) = Ul(-,t) = UQ(-,t),

et comme (u,v),(u1,v1) et (ug,v) sont identiques sur [Ty, T(R)], nous en déduisons que la solution
est prolongée (¢ = T(R')) et que le prolongement est unique.

Pour conclure, il nous reste & vérifier que la solution est prolongeable jusqu’a T} et qu’elle est
identique & (u1,v1).

Définissons 'ensemble FE; = {t € [0,T1];u = u; et v = v; sur RV x [0,%]}. Remarquons que E;
est un intervalle fermé borné et posons ¢; = max F;. Si t; < 71, nous pouvons prolonger la solution
(u,v) sur RV x [0,#] de telle maniére que ¢; < # < Tj. Or d’aprés ce qui préceéde, nous obtenons
les égalités : u = u; et v = v sur RY x [0,#']. Ceci contredit la définition de ¢;, d’ot1 t; = T;. Nous
procédons de la méme maniére pour montrer que la solution est prolongeable jusqu’a T et qu’elle
est identique & (ug,v2).

Ainsi, nous avons prouvé I'existence d’un intervalle ouvert maximal [0, T'), éventuellement égal
[0, +00), tel qu’il existe une solution unique de (4.1)-(4.2) sur RN x [0, T). De plus si T < oo alors
limy 7 |v(+,t)|1,0 = +00, faute de quoi on pourrait encore prolonger la solution au dela de T'. Ceci
acheve la démonstration de théoréme. []

4.4 Le cas d’un ouvert borné régulier

Dans le cas ol §2 est un ouvert borné & frontiere réguliere (de classe Coy), le théoréme 4 reste

vrai pour toute donnée initiale (ug,vp) € C2,(2) X C1,4(f2) si (ug, vg) vérifie les hypotheses de com-
patibilité liées & la condition aux limites choisie.

Pour la condition de Neumann homogéne, on suppose que

Auo(z)

our tout z € 9N =
P on lan

k)
et pour la condition de Dirichlet homogeéne on, suppose que

’U,()(Z') = Oa

pour tout x € 90 : { div (g(vo(z))Dup(z)) = 0.
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4.5 Le cas d’un hypercube

Dans la premiere partie de ce paragraphe, nous allons étudier I'extension du théoréme 4 dans le
cas particulier ou  est un hypercube de RY. La motivation principale est le fait que souvent les
images (N = 2) ont un support rectangulaire.

4.5.1 Existence et unicité

Soient Q2 = (0,1)N et ug € C?>*(Q). Nous notons 9Q° le sous ensemble de 9 ou la normale
extérieure existe et S := 9N x [0, T].

Nous considérons le systéme

Ou . Ou

il div (g(v)Du) nlse = 0 wu(-,0) =mwuy (4.42)
Ov 9

a5 = F(|Du|*) — v v(-,0) =0, (4.43)

Nous supposons que ug vérifie la condition de compatibilité :

8UO

— =0. 4.44
on lano ( )
Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 5. Pour tout ug € Coo () vérifiant (4.44), il existe un temps mazimal T € (0,+00)
qui dépend de ug, g, F, a, et de N tel que le systéme (4.42)-(4.43) admet une solution unique (u,v)
dans

C2,1,6(Q x[0,T)) x C10,0(02 x [0,T)).

. T 1' . e .
Si en plus T < 400, alors tl/‘nil“ (-, ?)|1,0 = 400

Afin de démontrer ce résultat, nous allons utiliser le théoréme 4 aprés un prolongement adéquat
de ug. Le prolongement le plus naturel consiste a prolonger uy par symétrisation et périodicité en
une fonction g, 2Q2-périodique et, paire en chacune de ses variables. Dans ce qui suit, pour toute
fonction f définie dans €2, nous allons noter ce prolongement par f .

Vérifions tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 5. Pour toute fonction w € C%%() wvérifiant ({.44), le prolongement o appartient d
C%*RN). De plus, nous avons :
|1I1|27a = |w|2,a

PREUVE. Voir Annexes, p. 171.
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PREUVE DU THEOREME 5. Notons par @ le prolongement de uy donné par le lemme 5 et
considérons le systeme :

ou

5 = div(g(®)Da) (-, 0) = g (4.45)
% _on - N
> = F(Daf?) - #(-,0) = 0. (4.46)

D’apres le théoréme 4, il existe un temps maximal T > 0 tel que le systéme (4.45)-(4.46) admet
une solution unique (i, ) dans Cy 1 o(RY % [0,T)) x C1,0.o(RY x[0,T)). Il s’agit ensuite de démontrer
que % et ¥ ont les mémes propriétés de périodicité et de symétrie que @g. En effet, considérons la
fonction @j, le symétrique de %o par rapport & hyperplan d’équation (z; = 1). Alors, d’aprés le
théoréme 4, il existe un temps maximal T, tel que le systéme suivant :

~1

%%=dw@@5D#) @' (- 0) = g
v’ ~112 ~1
W—F(|DU|)—’UZ ’U(,O)—O

admet une solution unique (@', 7') dans Ca 1 o(RY x[0,T1)) X C} 0.0(RN x[0,T!)), et comme @} = o,
par unicité on a :
(@, oY) = (@,9) et T'=T.

11 est clair que nous obtenons la méme conclusion en remplagant ’hyperplan d’équation (z; = 1) par
Ihyperplan d’équation (z; = 1) pour ¢ = 2,..., N. Nous en déduisons, alors, que pour tout ¢ € (0,T),
u(-,t) est symétrique par rapport aux hyperplans (z; = 1) pour ¢ = 1,..., N. Il en résulte que u
vérifie la condition aux limites de Neumann homogene. Ceci achéve la démonstration du théoréme. [ ]

Dans le paragraphe qui suit, nous allons vérifier quelques propriétés du type principe du maximum.

4.5.2 Principe du maximum

Lemme 6. Nous supposons satisfaites les hypothéses du théorélne 5. Soit (u,v) la solution du systéme
(4.42)-(4.43) et T le temps mazimal. Alors pour tout (z,t) € Q x [0,T'), nous avons :

minug < u(z,t) < maxug. (4.47)
Q Q

PREUVE. Soit 7 > 0 et 4 le prolongement de v donné par le lemme 5. Introduisons la suite de
fonctions

wey (@, t) = iz, 1) — = —. (4.48)

définies sur RV x [0, 7). Puisque nous avons

Qwy _ 04 _ o

Dw. = Du t =" __ !
Wy =5 e T T T -2
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w~, ) satisfait le systéme
2 y

Oy _ div(e(s 7 _a Y
prali div (g(9) Dw~) T —0? wny(+,0) = T
v . -

% F(|Dwy[?) = o(-,0) =0

Soit (zg,t) € RY x [0,T) le point maximum de wy. Il est clair que la périodicité de @ et le fait que
wn(-,t) = —oo quand ¢ — T nous assure que ce maximum est atteint. Alors, si ¢y > 0, nous avons

%(ﬁo,to) = 0, D’wfy(iL‘(),to) =0 et va(a:o,to) < 0.
d’ou
0 = g(8(z0,t0)) Awy (2o, t0) + g'(5(z0, t0)) DB (20, to) Dwy (w0, to) — ﬁ
Y
< -
- (T -t)¥

ce qui est impossible, d’ou ¢y = 0. Par conséquent, pour tout (z,%) € RY x [0, T), nous avons :

. g g
{x,t) — —— < maxwug — —.
(@0) = 7 g Smaxwo —
Nous obtenons le résultat recherché en faisant tendre v vers 0. L’autre membre de 1'inégalité se
démontre d’une maniére analogue en considérant le point minimum de @(z,t) + TLt U]
Partant du principe qu’un filtrage ne doit pas créer d’information, en d’autres termes, il ne doit
pas créer d’extrema locaux, nous allons démontrer le résultat suivant :

Lemme 7. Nous supposons satisfaites les hypothéses du théoréme 5. Soit (u,v) la solution du systéme
ﬁ-42)‘(4-43) et T le temps mazimal. Si (xzg,to) est un point d’extremum local strict de u dans
Q% [0,T), alors ty = 0.

Pour prouver ce lemme, nous rappelons le résultat classique suivant :

Lemme 8. Soit (f¢)e une suite de fonctions continues sur un ouvert 2, qui converge dans C() vers
une fonction f. St xg est un maximum local strict de f, pour tout €, il existe un point de mazimum
local z¢ de f. tels que la suite (z¢)e converge vers xg.

Pour la preuve de ce lemme, on pourra se référer & Barles [Bar94].

PREUVE DU LEMME 7. Soit (zo,tp) un maximum local strict de @& dans RN x [0,T), ol @ est le
prolongement de u donné par le lemme 5. Remarquons tout d’abord que pour tout € € (0,77, la suite
(w~)~, définie par (4.48), converge vers @ dans C(RY x [0,T — €]), puisque nous avons :

sup  |wy —ul < 7

RN x[0,7—¢] €
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Si ty > 0, nous appliquons le lemme 8 dans RN x (ty — n,ty + n) avec n > 0 assez petit. Nous en
déduisons que pour vy assez petit, w, admet un maximum local dans RN x (tg — n,to +n) ce qui est
impossible d’aprés la preuve du lemme 6. D’ou ¢y = 0.

Pour les minimas locaux stricts, nous démontrons d'une maniére analogue la propriété, en considérant

w(z, t) = iz, 1) + TL_t 0

4.6 Limite asymptotique

Dans ce paragraphe, nous nous placons dans RY et nous nous proposons d’étudier la limite
asymptotique du sytéme :

%o~ diviglDus)  usl,0) =, (4.49)
Do~ (F(Du) —us)  v,0) = o (4.50)

quand § tend vers 0.

Remarquons tout d’abord, que la solution de ’équation (4.50) s’écrit :
¢
vs(z,t) = e ug(z) + 5/ ) F(|Dus(z, 7)|?)dr, (4.51)
0
et analysons, d’un point de vue formel, cette nouvelle 'expression de vs quand § est proche de 0.

Puisque F > 0 et e % < ("% < 1, nous avons les inégalités :

t t t
¢0t / F(|Dug(z, 7)|2)dr < / 871 (| Dug(z, 7) 2)dr < / F(|Dug(z, 7)[?)dr.
0 0 0

Nous en déduisons, du fait e~% est proche de 1, que

¢ ¢
| @O F(Dus(e, P)dr = [ P(Dus(s, n)P)ar.
0 0
Nous constatons que, quand & est proche de 0, le noyau de convolution en temps agissant sur
F(|Du(-,7)|?), T € [0,1], devient de plus en plus “plat”. Par conséquent, le terme intégral de vs(-,t)
devient moins sélectif pour les valeurs de F(|Du(-,7)[?). De plus le terme & qui multiplie I’intégral
dans (4.51) permet de régulariser plus et restreint 'inhibition & des gradients élevés. Enfin, puisque
vs ressemble & vy quand ¢ est proche de 0, nous nous attendons & ce que le systéme (4.49)-(4.50)
tend vers 1’équation linéaire :

Y —av)Dy) U0 =, (452

avec vo(+,t) = vo(-) pour tout ¢ > 0.
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Désormais, nous notons Ty le temps maximal du systéme (4.49)-(4.50). Nous allons prouver le
résultat suivant :

Théoréme 6. Les assertions suivantes sont vraies :
1) limg_, oo Ty = +00.

2) Pour tout T > 0, nous avons les convergences :

§—0

ug —— U in Ca1o(RY x[0,77]), (4.53)
6—0 . N
v; —— vy in Cipo(R™ x[0,T]), (4.54)

ou U est la solution de (4.52) dans Ca1 (RN x [0, 00)).

PREUVE. L’introduction du parameétre § modifie le résultat de la propostion 3, uniquement au
niveau du terme §(7T'), que nous remplagons par :

0(5,T) = (1 — =0T + 5(T1—% +(1- e—JT)Tl—%). (4.55)

Il est clair que pour tout T > 0 fixé, 6(5,T) tend vers 0 quand § — 0. En plus, dans la preuve du
théoréme 4, (4.41) devient :

0(5, T)KnKpm < 1,

N
§T'2 ) " |dwolo +6(6,T) K < R — |vg|1a-
i=1

Ceci montre que le temps T35(R), qui permet d’appliquer le théoréme de point fixe, peut étre aussi
grand que nous le souhaitons, en choisissant § assez petit. En plus, nous avons :

|U§|{50(75) <R et |u5|£51(71:”) < Clugla,o  pour tout § € (0,1]. (4.56)

Maintenant pour prouver (4.54), nous fixons T > 0 et R > |vg|1,o et nous choisissons d tel que
T5(R) > T. Alors, en utilisant (4.40), (4.51) et (4.55) nous obtenons

IA

t T
o5 = volfoa < 1% = DuolTp o+ o /0 O F(|Dug(a, 7))

1,0,

IA

€70~ 1ljuol 0 + 08, T) [ F(1Dus )Ty
< e = 1fvoli,e +6(5,T) K.

Nous en déduisons la convergence :

lim |vs — vo|T g, — 0. (4.57)
6—0 e
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Pour prouver (4.53), nous soustrayons (4.52) de (4.49), il vient

%(UJ — U) = div (g(vs)(Dus — DU)) + div (g(vs) = 9(w0))DU ).

Appliquons le théoréme 1 & I'équation ci-dessus, ainsi nous obtenons I'inégalité
[us = U310 < Cldiv ((9(vs) = g(v0)) DU (4.58)
En reprenant les étapes (4.29)-(4.32) de la proposition 2, nous pouvons écrire
|div ((9(vs) — g(v0))DU)g, < (14 p'~*)|g(vs) = 9(v0)|Tg,aCl 0],
puis nous appliquons le lemme 4 4 g(vs) — g(vo), pour obtenir
|div ((9(vs) — g(v0))DU)g, < (1 + p'~*)? C(g)(1 + R*)[vs — vo[{ g,4Clu0l2,0-

Finalement, nous plagons l'inégalité ci-dessus dans (4.58), puis nous utilisons (4.57) pour conclure. [ ]






Chapitre 5

Approximation numérique dans les
espaces de Sobolev

5.1 Introduction

Le but de cette partie est de construire une approximation discréte en temps du systéme :

Ou Ou

Fril div (g(v)Du) %ST:O u(-,0) = ug (6.1)
O = Fu(DuP) v o(0) = v (5.2)

dans (0,1)V x (0,T) ou 0 < T < oo et N < 2.

La donnée initiale ug, représente la valeur d’un signal, défini sur 2 = (0,1) dans le cas N =1, ou
bien le niveau de gris d'une image définie sur 2 = (0,1)2, dans le cas N = 2.

Dans toute la suite, nous avons besoin des hypotheéses suivantes :
- g € CY([0,+00)) est une fonction décroissante vérifiant g(0) = 1, lim,_, o, g(s) = 0.

- Fy € CY([0,+00)) est une version réguliére de s — min(s, M), avec M > 0 un réel suffisamment
grand.

Soit ot € (0,1). Nous nous proposons d’étudier le schéma semi-implicite ci-dessous et de prouver
qu’il constitue une approximation du systéme (5.1)-(5.2), quand & tend vers O :

(ugt,vgt) = (ug,v9) € (HI(Q) ﬂLw(Q)) X (HI(Q) ﬂLw(Q)), vy >0
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ultl —yn . Qunt!

% 5 & = div(g(w})Dult) —85:1, o0 0 (5.3)
A 12 1

e = Fyv([Dugt?) — ot (5.4)

Dans un premier temps, nous allons vérifier que le systeme discrétisé a un sens. En d’autres
termes, pour tout d € (0,1), la suite (u},,v}) existe et unique. Aprés avoir prouvé que le systéme
satisfait le principe du maximum, nous allons interpoler convenablement les suites (u},) et (v5;), puis
nous allons établir des estimations a priori, indépendantes de §t, pour pouvoir passer & la limite.

5.2 Préliminaires et résultat principal

L’équation (5.4) nous permet d’écrire explicitement v :
1
1 _ +12
vE = T (6t Fap(|Dug™ 1) + vg). (5.5)

En raisonnant par récurrence, nous obtenons,

n+1
1 k 1 n+l
1
o<t < a3 (o) +(i5g) Ml
k=1

M- (5) " ) * () Teoloscoy

Nous en déduisons, alors, que la suite (v};) admet une borne uniforme dans L*°(Q) et qu’elle vérifie :

IA

0 < v < max(M, [lvg o0 (q)) := M. (5.6)

D’aprés les hypothéses sur g, pour tout 7 > 0 nous avons 0 < g(M') < g(v}) < 1. Par conséquent,

le probléme (5.3) est elliptique pour tout n > 0. Nous en déduisons en utilisant la théorie générale

des équations elliptiques, I'existence et 1'unicité de ug‘t“ dans H'(£2), pour tout n > 0. De plus ug‘t“

est 'unique solution du probléme de minimisation :
1
min{E(&,n)(w) = / g(v%)| Dw|? dz + 2—&/ lw —ul|?dz : w € HI(Q)} . (5.7)
Q Q
Le lemme suivant décrit la monotonie des normes L>®(Q) et L?(Q2) de la suite (u}).

Lemme 9. Pour tout n > 0, nous avons :

lup 2y < lugllzzgy < -+ < luollrz@)- (5.8)
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Pour presque tout x € Q, nous avons' :

infug <--- <infuf, < ug‘t"'l(a:) <supuf, <--- < supup. (5.9)

PREUVE. Multiplions (5.3) par uj, ! puis intégrons le résultat sur €2, il vient

o
IN

st / 9(ol)| DuH 2z
< / upuptdz — / Ut 2, (5.10)
Ensuite nous nous servons de I'inégalité de Holder pour obtenir :

1 1
[ gy < /Q Wl de

il oyl 1 r2e)

IA

Pour la preuve de (5.9) on peut se reférer & H. Brezis [Bre87].[]

Maintenant, nous définissons la suite de fonctions (ug), constantes par morceaux en temps ¢t > 0
(nous notons par [] la partie entiére de «)

ug(z,t) = u([;/ét]ﬂ(a:).

Nous définissons aussi (comme dans [CD96]), la suite de fonctions (ug) affines par morceaux en temps
t>0
s (e,1) = (1= O)uy ™ (@) + Oug ' ()

avec 8 = t/dt — [t/dt] € [0,1). Nous définissons les suites de fonctions vg(z,t) et Ug(z,t) de la méme
maniére.
Nous proposons aussi, de prolonger les fonctions vg(x,t) sur (—1,0) de la maniére suivante :

vet(-,t) = vo(-) pour tout t € (—1,0).
Ainsi en utilisant la notation 7=% f(-,t) = f(-,t — 6t), le systéme discret (5.3)-(5.4) devient :

Oug

5 div (g(t~%vg) Dug), (5.11)
&
% = Pu(|Dug|?) — vs. (5.12)

Le théoréme suivant est le résultat principal de ce chapitre. Nous allons prouver I’existence d’une
solution faible du systéme (5.1)-(5.2) comme limite, & une sous suite prés, de la discrétisation pro-
posée dans (5.3)-(5.4).

'supw désigne le sup ess de w. Rappelons que sup ess w = inf{C; w(z) < C p.p.} et que inf ess w = —sup ess(—w).
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Théoréme 7. Soit T > 0. Il existe une sous suite (ug;,vs,) (resp. (Us;,Ve;)) extraite de (ug,vs)

(resp. (Ug,vs)) et (u,v) solution du systéme (5.1)-(5.2) dans

(Hl(ﬂ x (0,T)) N L x (0, T))) x (Hl(ﬂ x (0,T)) N L®($2 x (0, T)))

telles que, nous avons les convergences susvantes, quand j — +00 :

Ug,, ug; — U dans L*(0,T; HY(Q)),
Vgt Ve, — U dans L*(0,T; H(Q)),

(@y»08,) — (w,v)  dans (Hl(ﬂx(o,:r)))x(Hl(ﬂx(o,T))).

(5.13)
(5.14)

(5.15)

La démonstration de ce résultat nécessite des estimations a priori sur les suites (ug; ), (va;), (Uet;)

et (Ug, ). Ceci est I'objectif du paragraphe qui suit.

5.3 Résultats intermédiaires

Nous commencons par établir le lemme suivant :

Lemme 10. La suite (905 /0t) est uniformément bornée dans L>®((0,T) x ). En particulier, nous

avons :
Jltlino Vst — vatll zoo (0,7);2.2(2) = O-

PREUVE. Puisque Fyy > 0, vg > 0 p.p. avec 'inégalité (5.6), nous avons :
—M' < Fu(|Dugl*) — vz < M,

que nous combinons avec (5.12), pour obtenir :

<M.
Lo ((0,T)x )

|51

Soit ¢ € (0,T). Nous notons 6 =t/ — [t/dt], puis nous écrivons :

/|’U§t z,t) — vg(z,t) | dx—/| t/&( )—U<[si/5t]+1(a7))|2d“7

Puisque 0 < (1 — 6) <1, il vient

IA

/ B, £) — var(a, O) do
Q

512 / ‘ P,

< 2M2.

(5.16)

(5.17)
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Ceci prouve la convergence

lim sup [vg(z,t) — va(z,t)|r2(n)) =0
#—=04e(0,T)

Ce qui achéve la preuve du lemme. [ ]

Lemme 11. (ug) est uniformément bornée dans L™ (O,T; HI(Q)) Plus précisément nous avons :

2 1 2 L 2
IDus 0 rn0 < gy (IPv0lot0) + i Tl o) (5.18)

Ovg
avee O = (su19') || ey

PREUVE. Nous commengons par établir une borne uniforme sur (ug) dans L2(0,T; H'(Q)),
puis nous allons prouver que (ug) est uniformément bornée dans L>®(0, T; H'(2)), en établissant une
inégalité de la forme :

2
1Dust 700 0,722 (02 < Ch ||DUO||L2 + C2||DU&||L2 (0,T;L2(2) (5.19)
ou C1,Cs > 0 des constantes que nous allons préciser dans la suite.

De la méme maniére que (5.10), nous multiplions (5.3) par ug‘t“ puis nous intégrons sur ) en

utilisant ’inégalité :
/Qu"ugt+1 dz < / [ull|? de

n—|—1
g (M) / / \DugPdzdt — g(M')ét /Q D Pde

st / 9(of) | Dt Pz
Q

lugilZo () = lug ™ 72
()

il vient

IA

IA

Nous en déduisons (pour alléger les notations, on note & := [T'/dt])

T
M’)//|Du§t|2dxdt
0JQ
Stk T
_ g(M’)/ /|Du5t|2da:dt+g(M’)/ /|Du5t|2dxdt
0 Q otk JQ

T — &tk

< (||U0||%2(Q) - ”ngt”%?(Q)) + T(||U5t||%2 ||uk+1||L2(Q))
T — 8tk +1) T — 6tk
< uolFeqny + Tll“'&lliz(n) - g 172
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et puisque 6tk < T < dt(k + 1), nous obtenons :

1
//|Du5t|2da;‘dt<g(M)||uO“L2 ()

Ceci prouve que (ug) est uniformément bornée dans L?(0,T; H'(Q2)).

Maintenant nous allons prouver (5.19). Nous avons pour tout n > 0,

/Q g (v 1) [ DUl 2 di; /Q g(v)| Dul2 2 da =

/Q(g( B - (v?t))IDUS‘t“Fdx+/Qg(v§‘t)(lDug‘t+1l2— | Dug|*)da .

(5.20)

(5.21)

Ensuite, nous majorons les deux termes intégrales de (5.21). Pour le second terme, nous utilisons le

probléme de minimisation (5.7), pour écrire :

By (U™ < Ege ) (ufy),

ce qui se traduit par :

1
[ spu o+ o [ gt —uifPde < [ ge)IDulda,
Q Q

d’ou
| 9 (a7 - |DuP)da <.
Q

Nous majorons le premier terme de (5.21) de la maniére suivante :

o [ [oeB ) oted
Q

5
Cdt/ D P da.
Q

IA

/Q (9(v21) — g(ul)) | DUl 2de D2y

IA

avec 5
(Y
¢ = (suplg')| 5|

Lo ((0,T)x Q)

Remplagons ces majorations dans (5.21), il vient alors :

/ g (o) DU 2 d — / o (w2 [ Dul|? dz < C ot / D2 de.
Q Q

(5.22)

(5.23)

Additionons cette inégalité de n = 0 & [t/dt], pour t € (0,T) quelconque, en rappelant que ug(-,t) =
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ult/8H1

, 1l vient :

[t/ 6]

/g(v‘[si/tst]+1)|Du‘[si/5t]+1|2 do — / g(’UO)|DU0|2 de < C Z (St/ |Dun+1 24
Q Q

IA

Nous concluons que pour tout ¢ € (0,7), nous avons :

T
/g(vgt(-,t))|Du<;t(.,t)|2d$S/g(vo)|Du0|2dx+C// | Dug|? da dt.
Q Q 0J0

Alors en utilisant le fait que g(M’) < g(vg) < 1, nous obtenons :

1 T
. 2 < - 2 2 .
[1Dust (-, )72y < g(M’)(/Q|Du0| d$+C/O/Q|DU5t| da:dt)

(t/&t 14+1)
C/ / | Dug|? d dt.
0 Q

73

Ceci prouve (5.19). Enfin, nous combinons ce résultat avec (5.20) pour obtenir (5.18). La preuve est

ainsi achevée. []

Lemme 12. (tUy) est uniformément bornée dans H'((0,T) x ). En plus, nous avons ’inégalité

8U5t 9 C 9
< -
H ((O,T)XQ) — ||Du0||L2(Q) + g(M) ||u0||L2(Q)’

2

ou C est la constanie du lemme 11. En particulier, nous avons

altiglo |@se — watll r2((0,my;12(02)) = 0

PREUVE. Réécrivons I'inégalité (5.22) de la maniére suivante :

n—|—1
[ ottt = 2
Q
< 2( [ gopDupP o [ o(ug)|Du P de)
Q Q

nous obtenons alors (on note k := [T'/t])

/ H 8U5t

n+1 n
Ug — Uz

5 dz

(5.24)

(5.25)
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k—1 n+1 k+1 k
_ 1 U — U —uat ? _ Ug  — U |
N 2(n:06t L2(Q)+(T k) H ot L2(Q))’
k—1
< Y ([ stwmpugPs - [ goplDug? do)
n=0 Q Q
T — 6tk
+ ([ oh)Dubf? do - g(ok) Dul ),
< /g(vo)|Du0|2da: (5.26)
Q
+Z(/ |Du5t|2dx—/Qg(vgt_l)|Dugt|2dx) (5.27)
T — otk _
+(F5 | sbIDuPdo— [ ook IDuf? do) (5.25)
T —
_ &&k /Q g )| Dubt 2 dg (5.29)

Majorons convenablement les termes de la derniére inégalité :
Puisque g < 1, le terme (5.26) vérifie
| ston) Dl de < |Duals o

Pour le terme (5.27), nous procédons de la méme maniere que (5.23),

k— dt(k—1)
) Dulk?dz — [ g(w¥ Y| Dulk?dz) < C Dug|? dz dt.
&t &t &t
— Q ot Q

Pour le terme (5.28), nous utilisons 7" — §tk < dt,

(T — btk k k2. k—1y| Pk |2 otk 2
g(vg,)|Dug|” dz g(vg, )| Dug|dz) < C | Dug|” dz dt.
ot Q 0 t(k—1) Ja

Enfin, puisque T' — dtk > 0, le terme (5.29) est majoré par 0.
Nous obtenons, finalement

/ H Otg (|12

et pour avoir (5.24), nous remplagons le second terme du deuxiéme membre par le second membre
de (5.20).

T
dt S ”DU()”%;(Q) + C// |DU5t|2diL‘dt,
0J/Q

L2
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Pour vérifier (5.25), nous procédons comme dans (5.17), nous obtenons ainsi

77 s |2
[ ntet) — a0 do < o [ | 2]z,

puis nous intégrons le résultat sur (0,7)

T 2 o [T |9Ug |2
//m&(z,t)—u&(x,m dzdt < 6t //‘—‘ dzdt,
0J/0Q 0JQ at

et nous faisons tendre ¢ vers 0. La preuve du lemme est ainsi terminée. []

Maintenant nous nous focalisons sur la régularité et la convergence de la suite (vg) dans le cas ou
N = 2. L’idée générale est la suivante : Le fait que v}, € H'(2) nous permet d’établir une régularité
d’ordre 2 sur u};t qui, & son tour, nous sert 4 prouver que v(%t € H'(R), ainsi de suite. Pour cela,
nous avons besoin du lemme suivant, qui vient de la théorie du degré topologique, (voir par exemple
[Kav93], chapitre degré topologique) :

Lemme 13. Soit u € C%(R%2) N H?(Q) une fonction Q-périodique, alors pour tout fonction 1 €
C(]0,00[, R) bornée et uniformément continue, nous avons la relation :

[9(|Dul) Aulz2(9) = [$(|Dul) D*ul 12 (-

PREUVE. Voir Annexes, p. 174

Nous en déduisons le corollaire suivant :
Corollaire 1. Le lemme 13 reste vrai pour toute fonction u Q-périodique, appartenant a H?(S2).

PREUVE. Soit u une fonction appartenant & H?(Q). Par densité de C?(R?) N H%(Q) dans
H2(Q), il existe une suite (w,) € C?(R?) N H%(Q) qui converge vers u dans H?({2). En particulier,
nous avons Aw, — Au, D*w, — D?u et Dw, — Du dans L?(Q2). En plus, quitte 4 extraire une
sous suite, nous avons Dw, — Du p.p. dans .

Du fait que 1 est bornée, il existe une fonction h € L*(2) et une sous suite extraite de (wy,) que
nous notons toujours par (wy) telles que 92(Dwy,) = h dans L°°(£2). Combinons cette convergence
faible avec les convergences fortes |Awy,|? — |Au|? et |D?wy,|? — |D?u|? dans L'(2), alors nous
obtenons :

Y} (Dwy)|Awy |2 = h|Au? et ¢?(Dwy)|D*wy|? — h|D?u|?* dans LY(Q).

Pour conclure il suffit de remarquer, d'une part que la convergence forte et p.p. de Dw, vers Du
et la continuité de 9 impliquent que h = ¢?(Du), et d’autre part que la suite (wy,) peut étre choisie de
telle maniere qu’elle soit 2-périodique, par exemple en convoluant u avec un noyeau régulier, nous ob-
tenons alors le résultat désiré en appliquant le lemme 13 & la suite (wy, ), puis en passant & la limite. [ ]

Nous allons utiliser ce corollaire, ainsi que des résultats de régularité des solutions de problémes
elliptiques, diis & D. Gilbarg and N-S. Trudinger [GT77] et & N-G. Meyers [Mey63], pour établir le
resultat suivant :
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Lemme 14. Soientv € H'(Q)NL®( R, ), f € L*() avec ff (z)dz =0 et w € H(Q) la solution
du probléme :

div (g(v) D) = T, Z—Z‘m ~0, ]{g(a:) dz =0, (5.30)

Alors il existe une constante C' qui dépend uniquement de g et de |v]10 () telle que nous avons

H1+|Du| @ _C(||f||L2(Q)+||DU||L2(Q))- (5.31)

PREUVE. Voir Annexes, p.175.

Remarque 1. Puisque le terme divergentiel de (5.3) est de moyenne nulle, nous constatons que
pour tout &t > 0 et pour tout n :

fuolaydo = -er = fuia) do = fuzH (@) do.

Donc, puisque notre modéle est “ grey shift invariant”, nous allons supposer dans toute la suite que ug
est de moyenne nulle sur Q. (quitte ¢ remplacer ug par uy — fﬂuo (x)dz), ce qui nous permet d’avoir :

]{;J;‘t(a:) dz =0 pour tout 6 et pour tout n.

Lemme 15. Pour tout n >0, v} € H'(Q).

PREUVE. Nous avons démontré, dans la preuve du lemme 14, qu’il existe une suite de fonc-
tions (ug)s définies sur 2, qui vérifie les propriétés suivantes :

P ug € H(Q).

Py : us — uy, fortement dans H'(Q2).

P ous— u};t et d;us — Biu};t p.p. dans €.

Py : Tlexiste € € (0,1) tel que 8;;u5 — 9 uy, faiblement dans L'T¢(().

Vérifions, tout d’abord, que Fy(|Dus|?) converge vers Fy(|Dul,|?) dans L?(€2). En effet, utilisons
le fait que la fonction s — Fyf(s?) est lipschitzienne ainsi que la propriété P, alors nous obtenons -

IA

A|FM(|DUJ|2) — F(|Dubf?)| de C/Q||Du5| ~ |Dub| de

IA

C/ |Dus — Duly|de — 0 quand & — 0
Q

Intéressons nous maintenant & la dérivée au sens des distributions de Fi(|Du|?).



5.3 RESULTATS INTERMEDIAIRES 77

Soit ¢ € C°(£2). En utilisant la continuité de Fy; et la propriété Ps, nous obtenons
F{(|Dus|®)Oius ¢ — Fig(|Dug|?)diul, ¢ p-p. dans Q.
En plus, puisque F};(s) = 0 quand s > M, nous en déduisons
|Fig (| Dus|?)dyus ¢| < M3 |¢| p.p. dans €.

Puisque ¢ € LI(2) pour tout g € [1,00), nous utilisons le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue, pour conclure

F{(|Dus|?)Bius ¢ — Fag(|Duly|?)diul, ¢, fortement dans L4().

Choisissons ¢ = % comme dans la preuve du lemme 14, puis combinons la convergence forte ci

dessus avec la convergence faible Py, alors nous obtenons :
/ Fl(,[(|Du§|2) Oius Ojjus pdz — / Fl(,[(|Du(1;t|2) Biu};t Biju};t ¢dz.
9) 9)

Nous avons donc démontré que la dérivée, au sens des distributions, de Fy(|Duj|?), est donnée par
F{(|Dug,|?)diup, 8ijul,.
Vérifions maintenant que D(Fum(|Duj|?)) est dans L?(€2). En effet, nous avons :
| F{(|Dugy|?)0suly, (1 + |Dug|)| < C(M) p.p. dans €.
avec C(M) = 2(M% + M). Nous en déduisons alors la majoration suivante

H D2u5t
1

12
|0 (Fum(| Dug| ))"L2( + [Dug|

(5.32)

L2

puis nous appliquons le lemme 14 3 ’équation (5.3), quand n = 0, pour conclure que le membre de
droite de (5.32) est fini, puisque (5.31) devient

1
u&—u
Q) C(H ot

Revenons maintenant & 'équation (5.5). Puisque vy € H'({2), nous en déduisons que v}, € H'(Q).
En itérant le méme raisonnement, nous concluons que v§ € H'(Q) pour tout n > 0. Ceci achéve la
preuve du lemme.[ ]

H D2u5t
1+ |Du},|

oy + 1Pl )

Nous pouvons maintenant établir des estimations a priori pour la suite (vg).

Lemme 16. La suite (vg) est uniformément bornée dans L>°(0,T; H'(2)). De plus, nous avons :

Bu&
P —= (-, 9) ds. (5.33)

Kt t S
|1 Dvet (-5 1) 2202y < €[ Dol r2( +K/ L2(Q)
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avec K = QC(M% + M), ou C est la constanie du lemme 14.

PREUVE. Dérivons 1’équation (5.5) avec n = 0, il vient

5t 1
Dlz—D(F D12) - D
ok = 7o D(Fu(IDuh)) + s Doy

et utilisons la majoration (5.32), nous obtenons alors :

D2u1
D <C H ot D . 5.34
| Dvgll L2 (o) M 1+6t 1+ Duly lz2@ + 1+6t” volr2(q) (5.34)
Une fois le lemme 14 appliqué & I'équation
1 _
=% = div (g(vo) D),

il implique I'inégalité :

H D2u5t
1+ |Dug,|

1
Q) C(H ot

Majorons le premier terme du deuxiéme membre de (5.34) & laide de la derniére inégalité, nous
obtenons alors :

oy + 1Pw0lz)

Két Hu};t — Uy

1+ K6t
<
STt +

D
e T g 1wl

| Dvg ]2 (s

avec K := CC(M).

Puisque la constante du lemme 14 ne dépend que de g et la norme L*°(£2) des fonctions (v,) et
comme la suite (vg) est uniformément bornée dans L>°((0,T) x ), il est clair que nous obtenons la
méme inégalité pour tout n et pour tout &, c’est & dire

n

)§1+5t 1+ Két

12(Q) 144t

ot

n
U
| D 2o =

| Dvglz2(q)- (5.35)

En raisonnant par récurrence, nous déduisons 4 partir de I’équation ci-dessus que pour tout n et pour

tout 4t :
I= 1+ Két\n
L2(Q)} + ( 1+t ) [Dvolz2 o)

v < i 3 (5o

Finalement, nous utilisons I'inégalié :

(LK) < s



5.4 PREUVE DU THEOREME 7. 79

pour obtenir la majoration recherchée, pour tout t € (0,7) (n = [t/dt]),

Oug

ot ( ) ds + CKt||D’U()||L2(Q).

|Dva (-, B 2o <K/ K(—)

L)

En particulier nous avouns :

ou,
1Dvs ()12 < KT FT| 2

KT
D
orye@) T E | Dol 26

Ce qui achéve la preuve du lemme. [ ]

Suite aux estimations a priori obtenues pour les suites (ug), (vg), (Ug) et (Vg), nous pouvons
maintenant prouver le théoréme 7.
5.4 Preuve du théoreme 7.

Les lemmes 9, 11 et 12 montrent qu'il existe deux sous suites, (ug;) extraite de (us) et (Ue;)
extraite de (i), et une fonction v € H'(2 x (0,T)) N L*®(Q x (0,T)) telles que

. j—+oo 9
Ust;, use; — U fortement dans L*(2 x (0,T)),
R oo 3 2 1
Ug;, Ugy;  — U faiblement dans L“(0,T; H (2)),
~ J—+oo . 1
g, —— u faiblement dans H " (Q x (0,T)).

Nous tirons la méme conclusion & partir des lemmes 10 et 16, en remplagant (ug;, us, Us;, Us) par
(vet; Ve, Vst;, Vs) et u par v. Il reste alors a prouver la convergence forte (5.13) et le fait que (u,v)
est solution du systéme (5.1) et (5.2).

Quitte & extraire une sous suite, nous supposons que vg; — v p.p. dans 2x (0, 7). En plus, en uti-

lisant le fait que la suite (805 /t) est bornée dans L>°(Qx (0, T)), nous en déduisons que 7% Vgt; — U
o

p-p. dans 2% (0, T) et par continuité de g, nous obtenons que g(7~*/vg,;) — g(v) p.p. dans Q2 x (0,T).

Multiplions I’équation (5.11) par ¢ € C*®(Q x (0,T)), en remplagant & par &t;, puis intégrons

sur 2 x (0,T), il vient
Tr Oug, t;
¢dxdt = vgt; ) Dug; Do dx dt.
0oJa Ot

Nous déduisons & partir de la convergence faible Oug, /0t — Ou/0t dans L?(2 x (0,T)) que

// 8‘;t]¢dxdt IALN // ¢ de dt

Ensuite, nous utilisons la convergence faible Dug;, — Du dans L?((2x (0,T))); R?) combinée avec la
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convergence forte g(7™" vg,) D¢ = g(v)D¢ dans L?((2 x (0,T))); R?)(on a appliqué ici le théoréme
de le convergence dominée de Lebesgue), pour constater

// ngt Du& ngda:dt —> // v)DuD¢ dz dt.

Alors, pour tout ¢ € C*°(Q x (0,T)), nous avons
T
/ / —qS dz dt = / / g(v)DuD¢ dz dt. (5.36)
0Jo
I1 en résulte que u est une solution faible de (5.1).

Maintenant nous allons prouver la convergence (5.13). Il nous reste alors, & prouver que Dug;
converge fortement vers Du dans L?((2 x (0,T))); R?). Pour cela nous écrivons :

// ngt )| Dug; — Du|?dz dt

= // ngt |Du§t| dz dt — 2 // ngt (Dug;-Du) dz dt
// ngt )| Du|? dz dt
= // 5 Uat da:dt+2// iy udxdt+// ngt )|Dul|? dz dt.

En tenant compte des convergences, faible de dug,; /0t vers du/dt et forte de ug; vers u dans L*(§2 x

(0,T)), nous obtenons :
T 8 j—+oo
// Uat dedt —— // —uda:dt
0oJa Ot

T r Otg. +
// u&]uda:d e //—udxdt
0Ja O

En plus, puisque nous avons g(7~% ve;) — g(v) p.p et g(r=%

théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue pour avoir :

// ngt )| Du|? dz dt —> // (v)| Dul|? dz dt.

Nous en déduisons alors :

lim // ngt )| Dug; — Dul?dzdt = //—uda:dt+// (v)| Dul|? dz dt.
7=+

Utilisons ’équation (5.36) en se servant de la densité de C°(S2 x (0,T)) dans H'(Q x (0,T)), et en

vs; )| Dul?> < | Dul?, nous appliquons le
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remplagant ¢ par wu, il vient

/ 8—uuda:dt // (v)|Du|? dz dt,
0

d’ol
lim // ngt )| Dug; —Du|2da:dt 0
J—+oo

et comme nous avons l'inégalité :

//|Du5t —Du|2da:dt<// ngt )| Dug; — Du|?dz dt

nous obtenons enfin, la convergence forte (5.13).

Finalement, & une sous suite prés, nous supposons que Dug.(z,t) — Du(z,t) p.p dans Q x (0,T)
et par continuité de Fy1, nous obtenons aussi que Fy(|Dug;|*) — Fum(]Dul?) p.p- dans Q x (0,T).
Ceci prouve que v est solution de (5.2). Ainsi nous achevons la preuve du théoréme.[ ]






Chapitre 6

Discrétisation et application

6.1 Discrétisation

Dans cette section, nous allons discrétiser, en espace, le systéme “approximation” de (5.1)-(5.2),
que nous avons défini par :

u?t"'l — uf . n out!

R R Dyt & = 1
5 div (g(vg) Dug") oo (6-1)
v — v 1,2 1

e = Fum(|Dug %) — vt (6.2)

Pour cela, nous supposons que I'image initiale ug est de taille N X N et que la discrétisation en espace
est faite avec un pas h = 1/N.

Dans toute la suite, nous allons noter par w;; (resp. vf;) I'approximation de w (resp. de v) au

point (ih,jh) (0 < 4,5 < N) & I’échelle t = n dt. Pour la discrétisation des opérateurs divergence et
gradient, nous allons utiliser des décentrages différents de la maniére suivante :

div (wi, wa) = A HAZw + AY wy),
Dw = h_l(Af_w, AY w),
ol
Afw = wiy1,5 = Wi, ALw = wij — i1,

A‘Z_w = Wij+1 — W45 et A‘Ziw = Wj,j — Wij—1-
L’approximation du terme div (g(v)Du) au point (éh, jh) et & Péchelle t = n &t est alors donnée par :

1
= (Af (9(vf))AZuL,) + AY. (g(ij)AiUZj))-
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Ainsi (6.1) devient :

n+1 n
U: . — U - 1
%] ) n. n+l _  ntly _ n o n+l _  n+l
5 = {90 (i — i) - gl ) (i - )
n n+1 n+1 n n+1 n+1
+ g(vity) (ui oy — i) + 9 i) (uif " - “i,j—l)} (6.3)
Nous traduisons la condition de Neumann homogeéne par :
n+1 n+l __ n+1 n+l __ .
Uig — U1 =0, U n_g — Uy =0, pour 0<i<N,
n+1 n+l __ n+1 n+l _ .
ug;s —uy,; =0, UN_y ;T UN, = 0, pour 0<j5<N.

La discrétisation de I'équation (6.2) dépend uniquement de celle de Dug‘t“. Pour celd nous pro-

posons que celle ci soit invariante pour rotation, pour ne pas ajouter une anisotropie supplémentaire
& I’équation. Ainsi nous écrivons :

Dw = h™Y(A%w, AYw),

avec

D=

1 _1 _
Afw = (1+22) 1{(wi+1,j —wi—1,4) + 272 (Wit1,j-1 — wi—1,j-1) + 2

+.
Aw = (1+ 2%)_1{(wz‘,j+1 = wij-1) +

D=
D=

272 (Wit1,541 — Wit1,j-1) + 272 (Wim1,41 — Wit1,5-1)

(wi+1,j+1 - wz‘—1,j+1) }a

Nous pouvons trouver une discrétisation semblable dans [ALM92] et [NS92].

Un réarrangement des membres de droite de (6.3), nous permet de reécrire I’équation sous la
forme :
un+1 — . 1
%] 2V n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
— =t = ﬁ{anui,j + ﬂnuﬂ_l,j + muiy; + ﬂnumJrl + pnum_l}. (6.4)
Ceci montre que (6.3) peut s’écrire sous la forme :

un—l—l —

—2A ny, n+l _
5 +h T AW )u 0,

ou A(v™) est une matrice bande tridiagonale par blocs, définie positive. La matrice est donc inversible
[Cia82].

En ce qui suit, nous présentons une version discréte du principe du maximum et une propriété
décrivant la monotonie des extrémas locaux stricts.

Lemme 17. Pout tout n > 0 et pour tout (k,l), 0 < k,l < N, nous avons :

minu!; < ... <minu?; < u?! < maxu?; <--- < maxul,, (6.5)
i,j Z?] i,j Z?] kyl i,j Z?] i,j Z?]

En particulier, si uz'}'l est un point de mazimum local strict (resp. minimum local strict) de
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(u""" L ) alors

i,J
n+1 n n+1 n
upp < ugg (resp. ugy > uf ) (6.6)
PREUVE. Soit u;CHl'l un point maximum global de (ufj’l), alors en particulier il vérifie les
inégalités :
n+l _ . n+l n+l _ , n+l
U 1 Upt1g 2 0, U 1 Uiy 2 0,

n+1 n+1 n+1 n+1

Uy — Up i1 > 0, et U] — Upj1 > 0. (6.7)

Introduisons ces inégalités dans (6.3), en rappelant que g > 0, nous obtenons alors :

n+1 n
Upr S Ugs
et nous en déduisons que :
max u™! < maxu?, < --- < maxu?..
;7 Z7.7 > Z?] > Z7.7
i, i, i,

De la méme maniére nous prouvons la partie “min” de (6.5), en considérant ¥ un point minimum
p p s k,l

global de (u?;"l) Awussi, nous prouvons (6.6) en utilisant le méme résonement et en remarquant que
les inégalités (6.7) deviennent strictes. []

6.2 Application

Dans les exemples que nous allons montrer, nous avons utilisé comme pas temporel § = 0.1 et
choisi d’évoluer les images au échelles 1, 5 et 10, ce qui correspond au nombres d’itérations 5, 125 et
500.

Pour chaque test nous affichons 'image résultat u(-,t) ainsi que I'image v(-,t) sur laquelle un
Gamma = 0.3 est appliqué puis inversée. En d’autres termes, pour v nous affichons la fonction : (v
prend ses valeurs dans [0, max v])

max v {1 - (M)OB}. (6.8)

maxov

Nous comparons aussi chaque v(-, t) & 'image des bords extraits & ’aide du filtre du Canny & I’échelle
0 = /2t. Pour que cette comparaison soit juste, dans les images du filtre de Canny, nous avons
pendéré chaque point d’un bord extrait par la valeur de son gradient, puis nous avons appliqué un
Gamma = 0.3 et inversé 'image en appliquant la formule (6.8).

La figure 6.1 représente une forme noir sur fond blanc contenant des zones de fortes courbures.
L’image originale (en haut & gauche) a été obtenue en ajoutant un bruit gaussien de variance 30 3
I'image initiale. Ce test sur un exemple d’image synthétique 4 pour but de montrer la capacité de
débruitage de l'algorithme, la stabilité des bords extraits (visible en comparant les planches 6.2 et
6.3) et surtout sa préservation des zones & fortes courbures.

Les images originales des planches 6.4 et 6.7 ainsi que l'image 6.10 sont naturellement bruitées.
Nous remarquons que pour des images naturelles, I’échelle 10 apparait un peu fort comme échelle
de restauration. Par exemple, on peut visualiser le bord inférieur droit du visage dans 6.4, qui est
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initialement faiblement contrasté, est qui devient complétement lissé 4 I’echelle 10, ou bien la trans-
cription “LACORNQUILLE” dans 6.7 qui devient illisible & I’échelle 10.

F1G. 6.1 — En haut : 4 gauche 'image originale, & droite u & 1’échelle 1. En bas : & gauche u & 1’échelle
5, & droite u & I’échelle 10.



6.2 APPLICATION

Fi1G. 6.2 — En haut : v 4 I'échelle 1. En bas : 4 gauche v & I'échelle 5, & droite v & I'échelle 10.
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F1G. 6.3 — Les bords extraits & I'aide du filtre de Canny, en haut : & 1’échelle 1, en bas : & gauche
I’échelle 5, & droite a 1’échelle 10.
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Fi1G. 6.4 — En haut : & gauche I'image originale, & droite u & ’échelle 1. En bas : & gauche u & I’échelle
5, & droite u & ’échelle 10.
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Discrétisation et application

F1G. 6.5 — En haut : v & 1'échelle 1. En bas : & gauche v & 1’échelle 5, & droite v & 1'échelle 10.
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6.2 APPLICATION

F1G. 6.6 — Les bords extraits & I'aide de 'algorithme de Canny aux échelles : 1, 5 et 10.
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Discrétisation et application

Fi1G. 6.7 — Méme disposition que sur les figures 6.4.



6.2 APPLICATION

Fi1G. 6.8 — Méme disposition que sur les figures 6.5.
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Discrétisation et application

Fi1G. 6.9 — Méme disposition que sur les figures 6.6.



6.2 APPLICATION
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Fi1G. 6.10 — “Vue de Venise” de Canaletto.
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Fi1G. 6.11 — u & I'échelle 5 de 6.10.

Discrétisation et application
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F1G. 6.12 — v &4 1échelle 5 de 6.10.

97






Deuxieme Partie

Agrandissement d’images






Chapitre 7

Etat de I’Art

7.1 Introduction

Motivé par une multitude d’applications, le probléme d’agrandissement d’image occupe une place
trés importante dans I'univers du traitement d’image. Avec 1’essor du multimédia, I'utilisation des
images ou des séquences d’images est devenue chose courante. Malheureusement ces applications
subissent des contraintes de capacité de stockage ou de débit de transmission. L’agrandissement
d’image est alors une bonne alternative pour compenser 'influence de ces contraintes sur la qualité
des images. Dans des domaines comme I'imagerie médicale, on a souvent besoin d’agrandir une image
pour accéder A ses détails, ou simplement pour avoir plus de confort visuel. Les photocopieuses sont
également souvent équipées d’'une fonction d’agrandissement. L’agrandissement d’image intervient
aussi d’une maniere déterminante dans 1’imagerie satellite.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les méthodes d’agrandissement d’image, les plus connues,
tout en apportant un ceil critique sur leurs performances. Mais tout d’abord, rappelons quelques
notions essencielles de ’analyse de Fourier.

7.2 Représentation fréquentielle d’une image

Le domaine de représentation habituel d’une image est le domaine spatial. C’est celui qui nous
délivre le plus d’information sur le contenu d’une image, c’est aussi celui auquel notre ceil est sensible.
Le domaine fréquentiel, dans lequel une image est représentée par un ensemble de fréquences, s’avére
trés complémentaire du domaine spatial. Cette représentation supplementaire permet de mettre en
ceuvre plus facilement certains traitements, & 1’aide de I’analyse de Fourier.

L’analyse de Fourier consiste & représenter une image en niveau de gris f(z,y), sous forme d’un
ensemble de fréquence & 'aide de la transformée de Fourier :

Flu,v) = / / f(z,y)e 20 g gy
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Inversement, le passage du domaine fréquentiel au domaine spacial est fait 4 ’aide de la transformée

de Fourier inverse : o oo
flz,y) = / / f(u, v)e%i(“””y)du dv.
—oo J —00

En pratique, la représentation fréquentielle d’'une image tient compte de sa discrétisation et du fait
que son support est fini. Pour une image de taille (N x N) :

- S fee e,

z,y=0

f T y N2 Z (U,U uw-l—vy)

Le transformée de Fourier admet des proporiétés remarquables qui justifient son utilisation abon-
dante. Les trois essentielles sont ses propriétés de linéarité, d’échelle et de convolution :

Linéarité : )\mg = )\f+ ug
Echelle : FOz) = AT ) (7.2)
Convolution : f/\g = f* g et m = f g

La propriété de convolution est particuliérement intéressante pour 1’étude des filtres, puisque la
convolution dans I'un des espaces est équivalente & une multiplication dans 'autre. En d’autres
termes 1'action d’un filtre sur un signal, qui n’est pas toujours intuitive dans le domaine spatial, se
traduit par une multiplication de ses fréquences en atténuant ou en renforcant leur amplitude.

En général, pour apprécier I'information que contient le spectre fréquentiel, on s’intéresse & son
spectre d’amplitude :

)] = (RelFla ) + m(Fon ) ™

i

Fi1c. 7.1 — Image et son spectre.

L’observation principale qui se dégage du spectre de la figure 7.1, est la linéarité des traces qui y
figurent. Elles correspondent aux orientations principales de I'image, comme par exemple le bas du
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chapeau pour lequel les traces sont orthogonales.

7.3 Agrandissements par projection linéaire

Dans cette section, nous allons parcourir les méthodes d’agrandissement par projection linéaire.
Mais tout d’abord, présentons un formalisme commun 4 ces méthodes.

Supposons que 'on veuille effectuer un agrandissement linéaire de taille a € N/{0}, que nous
notons par Z%, sur une image discréte bornée et a support fini,

— m,n
u = E U0 "
m,n

ou ™" est la fonction (ou la mesure) de Dirac au point (m,n). La linéarité de Z* implique :

Za(u) (iL‘, y) = Z um,nZa((Sm’n)(z‘a y)'

m,n

Cette expression montre que tout agrandissement linéaire Z® g’interpréte comme un opérateur de
projection de 'image discréte réduite dans ’espace de fonctions engendré par {Z%(6™"), m,n € Z}.
En utilisant la propriété Z%(-)(z,y) = Z'(-)(, %), et en supposant que I'opérateur Z' est invariant
par translation dans Z2, I'agrandissement se réécrit :

T Y
2 W(@,) = ¥ v Z 00 —m, L ). 7.4)
m,n
Ainsi le choix d’un agrandissement linéaire Z%, se réduit au choix de la fonction Z!(6%?). Dans le
reste de ce paragraphe nous allons présenter et discuter les différents choix de la fonction Z!(§%0)
qui existent dans la littérature.

Du point de vue fréquentiel, I’augmentation du nombre d’échantillons d’'une image est étroitement
lide & V’extrapolation du spectre de sa transformée de Fourier vers les hautes fréquences. Selon la
théorie d’échantillonage de Shannon, un signal continu peut étre complétement reconstruit 3 partir
d’un échantillon, si la fréquence de ce dernier est deux fois supérieur 4 la plus grande fréquence conte-
nue dans le signal, connue sous le nom de “fréquence de Nyquist”. Une fois cette condition vérifiée,
une méthode relativement simple, le zero-padding, permet de reconstruire le signal, en préservant
exactement son contenu fréquentiel initial. Il s’agit d’extrapoler le spectre par la constante 0.

Le théoréme suivant présente le lien qui existe entre la méthode du zero-padding et le formalisme
des méthodes de projection, que nous avons présenté ci-dessus :

Théoréme 8. (Shannon/ Whittaker) Soient w une image bornée définie dans {0,...,N}?, a un
entier non nul et w, définie dans {0,...,aN}?, la transformée de Fourier inverse de @ élargie par
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1.2 |
sinc(x)
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Fi1c. 7.2 — La fonction sinus Cardinal.

des zéros sur {—aN/2,...,aN/2}?, alors

N-1
wale,y) = Y wim,n) h(Z —m, 2 —n),
m,n=0

avec

(s + t)) sins sinwt

1
h(s,t) = — ( , .
(s,2) N2COS N s1n7r%sin7r%

Remarquons que quand N vers l'infini, le résultat du théoréme 8 devient :

we(x,y) = Z w(m,n)iL(E —m, L n),

a a
m,nez?

avec h(s,t) = sinc(ms) . sinc(7t), ol sinc est le sinus cardinal défini par sinc(s) = sin(s)/s.

Dans la figure 7.2 qui illustre la fonction fL, nous remarquons que h s’annule pour toutes les valeurs
entieres de = sauf en 0 ol la fonction vaut 1. La méthode du zero-padding est donc bien une méthode
d’interpolation, puisqu’elle préserve les pixels de I'image originale.

Malheureusement, la méthode du zero-padding présente un inconvénient majeur. La création arti-
ficielle d’un bord autour du spectre initial entraine un effet d’oscillation dans ’image, classiquement
connu sous le nom d’effet de Gibbs. Cet effet est essentiellement dii & I'aspect oscillatoire du noyau
ﬁ, qui n’est rien d’autre que la transformée de Fourier inverse de Ij_; ;). En d’autres termes, un
pixel interpolé dans une région homogene est directement influencé par les bords avoisinants. Ainsi
les bords, qui présentent des variations élevées en niveau de gris, sont répercutés sur leurs voisinages
(cf. figure 7.4).

Une solution pour diminuer I'effet d’oscillation des bords, est d’augmenter la vitesse de conver-
gence vers zéro de la fonction d’interpolation h. Pour cela, différentes approches ont été proposées
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dans la littérature. Yaroslavsky remplace la fonction h par une combinaison de fonctions sinus car-
dinal en opérant un léger décalage de phase pour que la fonction d’interpolation résultante converge
plus rapidement vers zéro [Yar97]|. Une autre approche proposée par Brouaye [Bro92] consiste &
décomposer le signal avec des fonctions orthogonales de type ondelettes, qui ont la propriété de
converger rapidement vers zéro, plutét qu’avec des sinusoides.

Au détriment de la qualité de la préservation des fréquences, les méthodes d’interpolation avec des
fonctions polynomiales & support compact ont comme principal atout, la localité. C’est effectivement
cette propriété qui fait défaut & la méthode du zero-padding.

Utilisant la séparabilité en dimension 2, ci-dessus nous présentons en dimension 1 les fonctions

d’interpolation polynomiales de degrés 0,1,2 et 3 :

- Interpolation par duplication :

- Interpolation linéaire :

- Interpolation quadratique :

h(z) = —222 + 1 si |z] < 3,
h(z) =22 — 5|z + 3 sig<|z|<3,
h(z)=0 sinon.

- Interpolation cubique :

h(z) = (A+2)|z8| — (A+3)z? +1 iz <1,
h(z) = A(|z3| — 522 + 8|z| — 4) sil<|z| <2,
h(z) =0 sinon.

L’interpolation par duplication est trés appréciée dans les applications en temps réel, en raison de
sa, simplicité extréme et de sa rapidité. Elle a cependant le défaut de générer un effet de pixelisation
génant dans 'image agrandie. Cet effet de pixelisation se traduit, dans le spectre de I'image, par la
duplication des basses fréquences dans les hautes fréquences (voir figure 7.4). L’interpolation linéaire
a son tour, n’élimine pas complétement cet effet de pixelisation, mais elle introduit en plus un flou
visuel assez important dans I'image. L’interpolation quadratique a été étudiée par Dodgson [Dod97].
Elle consiste & interpoler un point en fonction des trois points les plus proches en utilisant trois
polynémes de degrés 2. Ces polyndémes d’ordre 2 sont définis sur des morceaux décalés de la moitié
du pas d’échantillonnage initial. Pour déterminer les coefficients des trois polynémes, Dodgson utilise
des contraintes de symétrie, de normalisation et de continuité. A souligner que pour un facteur
d’agrandissement égale 3 2, les interpolations linéaire et quadratique sont identiques. L’interpolation
entre les quatres points les plus proches peut &tre réalisée & partir de trois polynoémes de degré trois
[Key81] [Mae88], [PS83]. Les coefficients sont déterminés en fonction des propriétés d’invariance, de
symétrie et de régularité imposées sur la fonction d’interpolation.
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1.2 1.2

Fic. 7.3 — Du haut en bas et de droite & gauche : 1-Interpolation par duplication, 2-Interpolation
linéaire, 3-Interpolation quadratique, 4-interpolation cubique avec A = —.5.

7.4 Agrandissement par projection non-linéaire

La transformée B-spline [UAE93a], [UAE93b], fournit une représentation réguliére d’un signal
discret f(k). Le degré de régularité dépend directement du choix d’une fonction polynomiale de
base : la fonction B-spline. A 1'aide de cette fonction (n fois dérivable), on peut obtenir un signal
(n—1) dérivable, qui s’écrit sous la forme

> dm)p™(z —m) = cxp"(z)
et qui vérifie
Fk)= Y c(m)p™(k—m) (7.5)

ol ¢(m) représente les coefficients B-spline. La fonction B-spline d’ordre 0, 8%, est une fonction
caractéristique alors que celle d’ordre n est le résultat la convolution n fois de 8% avec elle méme :

B () = B BO(a) = 5 - + B(a).
n fois

L’agrandissement de facteur a du signal discret f(k) se fait en deux étapes. Dans un premier temps on
calcule les coefficients ¢(m) & partir de f(k) et d’une fonction B-spline d’ordre n. Puis on détermine
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F1G. 7.4 — De droite & gauche : image agrandie, son spectre. Du haut en bas : Agrandissement par
duplication, par zero-padding, par interpolation linéaire et par interpolation cubique.
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le signal interpolé & partir des coefficients c¢(m) et de la fonction B-spline dilatée d’un facteur a. Les
les coefficients B-spline sont déterminés en appliquant la propriété (7.3) de la transformée de fourier
4 Péquation (7.5) :

~ ~ N -1

u) = f(w) (6" (w) -

L’approche la plus simple pour agrandir f(k), d’un facteur a & partir de sa représentation B-spline,
consiste & intercaler a — 1 zéros entre les coefficients B-spline et & interpoler avec la fonction B-spline
dilatée d’un facteur a :

oo

falk) = Y c(m)B(k — am) = Cy x B (k). (7.6)

m=—0oo
ou (7 est définie par 57 (k) = f"(k/a) et C, par :

Co(m) = c(m/a) lorsque m/a est entier,
Co(m) =0 sinon.

Unser et al. [UAE95] proposent l’alternative suivante : les coefficients B-spline de l'image agrandie
sont déterminés de maniére & ce que ’erreur, au sens de la norme L2, entre la représentaion B-spline
continue de f(k) et celle de f,(k), soit minimum. Cela revient 4 faire une projection orthogonale de la
représentation B-spline continue de f(k) sur ’espace des fonctions spline dilatées d'un facteur a. Plus
I'ordre de la fonction B-spline est élevé, plus cette approche devient complexe & mettre en ceuvre.
En fait, approche par projection a surtout un intérét lorsque l'on souhaite réduire une image avec
sa, représentation B-spline. Elle permet dans ce cas d’éviter 'effet d’aliasing qui pourrait apparaitre
avec 'approche par rééchantillonnage, illustrée & laide 1’expression (7.6).

Pour analyser I'interpolation avec la transformée B-spline, Unser et al. s’intéressent & la fonction
d’interpolation équivalente h™(x) qui s’applique directement sur le signal original :

oo

Y dm)pr(@—m)= > f)W"(x - k) (7.7)

m=—0o0 k=—oc

La fonction A™ est appelée fonction spline cardinale d’ordre n. Unser et al. ont démontré qu’elle
converge vers la fonction sinus cardinal lorsque n tend vers 'infini. En particulier, la fonction spline
cardinal d’ordre 3 réalise une bonne approximation de la fonction d’interpolation sinus cardinal au
voisinage de 0, mais elle décroit beaucoup plus vite vers zéro que la fonction sinus cardinal. Le
signal interpolé présente donc moins d’oscillations une fois interpolé avec la transformée B-spline par
rapport 3 la méthode du zero-padding.

7.5 Agrandissements par minimisation d’énergie sous contrainte

L’introduction de la variation totale comme mesure de régularité d’une image est due & Rudin et
al.[ROF92], pour le débuitage des images. Puis, elle a été relaxée et étudiée par A. Chambolle et P.
L. Lions [CL97]. Cette mesure a été ensuite adaptée pour I'interpolation des images par F. Guichard
et F. Malgouyres [GMY8].
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L’ensemble des images agrandies (ici on présente le cas simple d’un agrandissement d’un facteur
de 2 en dimension 1) qui respectent la contrainte de réduction est donné par :

W={w|u=QS5w)}

ol u est I'image originale de taille N, w est un agrandissement d’'un facteur 2 de u, ¢} symbolise
Popérateur de sous-échantillonage Q(v); = wvo; et S représente un filtre de convolution. Dans le
cas d'un agrandissement de facteur 2, u et w ont une taille respective N et 2N, les contraintes de
réduction s’écrivent dans le domaine fréquentiel :

(pour tout ¢ €] — N/2,N/2[), 2u; = 8;W; + Sy NWignN

A travers cette relation, on apergoit les degrés de liberté dont on dispose pour interpoler 'image de
maniére 3 ce que le résultat appartienne 4 ’ensemble W. Pour chaque fréquence %; de I'image u, on
peut répartir U'information entre deux fréquences w; et w;1n de 'image agrandie w. Lorsque toute
Iinformation est placée dans les coefficients basses-fréquences, I'image w obtenue est équivalente 3
celle obtenue avec la méthose du zero-padding. Remarquons aussi que W est non vide une fois la
réponse fréquentielle du filtre S est non nulle sur I'intervalle | — N/2, N/2|.

Pour le choix de la “bonne solution” parmi ceux de ’ensemble W, Guichard et al. proposent de
choisir 'image agrandie de W qui minimise une mesure de régularité basée sur la variation totale :

= / |Dw| dz

Cette mesure de régularité a ’avantage d’autoriser des discontinuités dans I'image.

D’un point de vue probabiliste, Schultz et Stevenson [SS92], [SS94] présentent le probleme de
Iinterpolation en modélisant I'image originale avec un champ markovien. Tout d’abord, 1'image
originale et l'image agrandie sont liées par une contrainte de réduction : la valeur d’un pixel de
I'image originale est égale 4 la moyenne des valeurs associées aux pixels correspondants dans 'image
agrandie. L’ensemble des images agrandies qui vérifient cette contrainte est défini par :

Z={7|4=Dz}

oll % est 'image originale, 7 est I'image agrandie et D est I'opérateur de réduction. Pour choisir une
solution particuliere dans Z, les auteurs modélisent 'image agrandie par un champ de Markov avec
une distribution de Gibbs, puis ils maximisent une sorte de probabilité a priori qui les fait aboutir
a un probléme de minimisation d’'une énergie de telle maniére que 'image agrandie recherchée est
solution de :

arg mln{U Z Va(Z

ou Vj est une fonction potentielle associée & une direction parmi les quatres directions possibles (trois
pixels alignés) dans un voisinage 3 x 3, défini par :

>ovaa) = (

kl o i=1

M%

p(D32k1 )
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ol D?ﬁzk,l est la dérivée seconde dans la direction d; calculée au pixel (k,!). la fonction p est une
fonction qui permet de préserver les discontinuités de I'image originale dans I'image agrandie. Elle a
également pour intérét de rendre convexe la fonctionnelle U. En pratique, les auteurs utilisent un al-
gorithme de descente de gradient et prennent comme donnée initiale, I'image agrandie par duplication.

7.6 Mesure de la qualité de agrandissement

L’évaluation de la qualité d’un agrandissement reste une tache difficile. En principe, on ne dispose
pas d’une image de référence 4 partir de laquelle on pourrait effectuer des mesures de comparaison.
Dans la plupart des cas, l'estimation visuelle demeure le meilleur moyen d’évaluer la qualité d’un
agrandissement. Cette estimation peut néanmoins étre aidée par un examen du spectre fréquentiel
de I'image agrandie. De cette maniére, on peut facilement savoir si une méthode produit des hautes
fréquences et si celles-ci sont corrélées avec les basses fréquences, au niveau des bords en particulier.
Une bonne méthode d’agrandissement devrait normalement extrapoler le spectre dans les hautes
fréquences.

Cependant, cette aide pourtant utile est souvent insuffisante dans le sens ol l'interprétation
visuelle du spectre n’est pas toujours facile. Par exemple, lorsque I'image posséde des structures avec
des orientations multiples, on ne distingue pas vraiment de trace spectrale, 'information fréquentielle
est donc mélangée. Dans ce cas, les hautes fréquences peuvent étre I’expression d’un bruit spatial et
pas nécessairement celui d’'une amélioration de la résolution.

7.7 Pourquoi un nouveau modele ?

Dans les sections précédentes, nous avons exposé différentes méthodes d’agrandissement d’image.
La méthode du zéro-padding préserve exactement les fréquences de I'image originale. Malheureuse-
ment, elle produit un effet d’oscillation des bords dans I'image agrandie. Toutefois, nous avons vu
que cette opération peut étre réalisée de maniére équivalente dans le domaine spatial, en interpolant
I'image & I'aide de la fonction sinus cardinal. Ensuite, nous avons parcouru les méthodes d’interpo-
lations avec des fonctions polynomiales. Puis nous avons exposé la méthode d’interpolation avec la
transformée B-spline. La différence entre chacune de ces méthodes, réside dans le choix de la fonction
d’interpolation. En général, ces fonctions sont sélectionnées pour leurs propriétés d’invariance, de
symétrie et de régularité.

Le probléme essentiel 1ié aux méthodes d’interpolation est leur caractére isotrope. En effet, dans
une image tous les points sont interpolés de la méme maniére. En particulier, un point dans une zone
homogene est interpolé de la méme maniére qu'un point bord, pourtant la géométrie de I'image est
complétement différente entre ces deux zones. Pour interpoler un point bord, il est tout & fait naturel
de prendre en considération I'orientation du bord pour ne pas introduire de flou dans I'image. Alors
que dans les zones homogenes aucune direction n’est privilégiée, donc une interpolation isotrope est la
plus adaptée. Cette abscence de critéres géométriques fait correspondre les méthodes d’interpolation,
par analogie avec la restauration d’images, & la classe des filtres passe-bas.

Dans la méthode du zéro-padding, I’abscence de critére géométrique met en évidence 1'effet d’oscil-
lation et pour la méme raison les méthodes d’interpolation avec des fonctions polynomiales introduit
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un flou non négligeable au niveau des bords.

Nous avons aussi présenté deux méthodes de minimisation d’énergie. La premiere méthode mini-
mise la variation totale avec une contrainte fréquentielle. Tandis que la deuxiéme utilise une énergie
de probabilité sous contrainte de réduction spatiale. Bien que ces énergies soient calculées localement,
la minimisation ainsi que la balance entre la norme de régularité et la contrainte de réduction se font
d’une maniére globale. Ce qui n’est pas toujours souhaitable compte tenu de la multitude de structure
dans une image.

Un autre inconvénient, est le fait que 1'algorithme de descente de gradient associé 4 la minimisa-
tion de la variation totale produit des minimas non globaux. Ceci a pour conséquence, la non unicité
de la solution du probléme de minimisation. En revanche, F. Malgouyres [Mal99] énonce un résultat
d’unicité “faible” qui garantit qu’en un point z, les gradients de deux solutions différentes de classe
C! en z, ont la méme direction et le méme sens.






Chapitre 8

Une approche géométrique

Nous nous plagons dans un cadre plus général que les normes de régularité, classiquement utilisées
dans les problémes d’agrandissement d’image. Ce cadre est celui des équations aux dérivées partielles.
Plus précisément, nous proposons une approche locale et multi-échelle dans laquelle notre modele
s’interpréte comme un équilibre entre un ou plusieurs opérateurs régularisants, que nous représentons
par {H;}, et une contrainte de réduction linéaire, que nous notons par CR :

Oou

i ZHi(t,x,u,Du,DQU) — CR(u). (8.1)
i

Le choix d’un équilibre entre régularité et contrainte de réduction s’explique par le fait que nous vou-

lons prendre en considération la géométrie de I'image. Et comme on peut le remarquer dans le chapitre

précédent, une correction géométrique acceptable de 1'image passe d’abord par un relachement de la

contrainte de réduction.

Le fait que nous avons choisi de corriger la géométrie de 1'image, nous impose quelques restric-
tions. Tout d’abord une telle correction demande & ce que la donnée initiale soit agrandie uniquement
par transformation géométrique. Cela nous permet d’éviter par exemple les problémes d’introduction
du flou dus & 'interpolation linéaire et d’oscillations des bords dus & la méthode du zero-padding. La
deuxiéme restriction est qu’il faut avoir une connaissance a priori sur la déformation géométrique qu’a
fait subir ’agrandissement & I'image initiale. Cela nous permet de préciser les actions des opérateurs
régularisants { H; }. Pour ces raisons, nous choisissons I'agrandissement par duplication comme donnée
initiale de (8.1).

Comme il est classique, nous choisissons d’exprimer la contrainte de réduction sous la forme :
CR(u) = Pu — ug, (8.2)

ol P est un opérateur de projection linéaire qui permet d’envoyer u dans le bon espace, de telle
maniére & ce que Pu soit comparable & ug. Cet espace est I'ensemble des fonctions constantes sur
chaque €2;;, ol €; ; est le pavé qui correspond & l'agrandissement du pixel (4, j) de 'image réduite.
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Tout naturellement, nous définissons P par :

Pu(@) =3 T, @) o [ uay (83

Y]

ou Iy, ; est la fonction caractéritique de €2; ;.

L’agrandissement par duplication ne fait subir & 'image réduite qu’une déformation géométrique.
Au niveau des bords, ces déformations se traduisent par I'introduction de hautes fréquences non
corrélées aux basses fréquences initiales de I'image. Cette mauvaise extrapolation du spectre initial
peut étre corrigée en éliminant I'effet de pixelisation des bords des objets dans 'image. Cela revient
a corréler les hautes fréquences aux basses. Nous affectons le premier opérateur de régularité H; 3
Paction :

Action 1 : Lisser les bords des objets dans 'image. Le but est de retrouver une certaine régularité
des bords, semblable & celle d’avant ’agrandissement, tout en préservant leur direction.

L’agrandissement par duplication influe aussi sur les zones homogénes. En effet dans 'image agrandie
un effet de quantification et de discontinuité apparait dans les zones ol 'information est réguliére
dans I'image réduite . L’effet de discontinuité peut apparaitre aussi a cause d’un bruit gaussien, qui
existe dans l'image réduite. Ces effets se traduisent par I'apparition de hautes fréquences, qui ne
sont pas censées étre corrélées a des basses fréquences. Ces hautes fréquences sont 3 atténuer. Nous
affectons le deuxiéme opérateur de régularité Ho & I'action :

Action 2 : Lisser les zones homogénes de I'image. L’idée est d’éliminer V’effet de quantification
et de discontinuité de I'image dans les zones ol 'information dans l'image initiale réduite est
réguliére.

Tout d’abord, nous allons supposer que les actions 1 et 2 peuvent étre accomplies par deux filtres
T1 et T5. Cette supposition n’est pas hasardeuse car pratiquement toute équation aux dérivées par-
tielles qui posséde une interprétation géométrique peut étre approchée par des filtres itérés. De plus
cette supposition nous permet de procéder d’une maniére constructive. Nous allons donc effectuer
un choix justifié de ces filtres, & partir desquels nous allons fixer les opérateurs de régularité H; et Ho.

Pour le choix des filtres, nous faisons appel & I'approche axiomatique élaborée par L. Alvarez,
F. Guichard, P-L. Lions et J-M. Morel [AGLM93] sur la pyramide visuelle introduite par C. Lopez
et J-M. Morel [LM92]. Les auteurs définissent une analyse multi-échelle comme 1’application d’un
ensemble d’opérateur {T;(-),t > 0} & une image f, conduisant & un continuum d’images,

u('a t) =T; (f) (84)

Le probléme du choix des propriétés de la famille d’opérateurs (7})¢~0, a été traité par la formulation
d’un certain nombre d’axiomes d’architecture et d’invariances géométriques qu’une analyse multi-
échelle doit respecter :

1- Récursivité | Ty(f) = f, Ts o Te(f) = Tyuys(f) sur R2, pour tout s,¢ > 0 et f. Cet axiome
+
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entraine que Tp:(f) peut étre calculé en appliquant n fois T; & f.

[ 2- Régularité | | T:(f + hg) — (T:(f) + hg)| s < Cht pour tout h, t € [0, 1], pour tout f et g, ou
C dépend de f et de g. Cela impose une certaine continuité sur 7;.

[ 3- Localité | (T:(f)—Ti(g))(z) = o(t) quand t — 0, pour toutes fonctions réguliéres f, g et pour
tout z telles que D®f(z) = D%g(x) pour tout |a| > 0. Cet axiome affirme que si localement f
et g sont assez proches, alors pour t petit, T3(f) et T3(g) le sont aussi.

[ 4- Comparaison locale | Pour toutes fonctions f et g et pour tout ¢, z et r > 0, si pour tout
y € B(z,7), f(y) > g(y) alors il existe ¢ suffisamment petit tel que T;(f) > Ti(g). Cela signifie
que si f est localement plus claire que g, alors cet ordre est préservé pour des échelles assez
petites.

[ 5- Invariance par translation | Ty(7.f) = 7 (Tif), pour tout b € R2, ot Ty (7. f)(z) = f(z+h).
Cela signifie que le filtrage d’une image ne dépend pas de sa localisation dans 1’espace.

[ 6- Invariance par “shift” de niveau de gris | T:(0) = 0, T3(f + C) = T(f) + C, pour toute fonc-
tion f et toute constante C. Cet axiome signifie que deux images f et g sont traitées de la
méme maniére si f — g = constante.

Une fois ces axiomes vérifiés par une analyse multi-échelle, nous avons le résultat suivant, di &
L. Alvarez, F. Guichard, L-P. Lions et J-M. Morel [AGLM93] :

Théoréme 9 ([AGLM93]). Si une famille d’opérateurs (Tt)t>0 vérifie les ariomes 1 — 6, alors il
existe une fonction H, continue sur S? x R% (ou sur S2 x R% \ {0}) et croissante par rapport au
deuzieme argument, telle que :

im L@ = 1@ gp 4y p2(2), (8.5)

t—0 t

pour tout f € C*(R?) et pour tout z € R2.

Pour choisir 77, nous faisons appel & ’approche morphologique qui considére qu'un objet dans
une image f doit étre invariant par changement de contraste strictement croissant. De tels ob-
jets sont représentés par les ensembles de niveau supérieur E)(f) = {z/f(z) > A} (ou inférieur
E\(f) = {z/f(z) < A}). Les bords d’objets s’identifient donc aux lignes de niveau de f. Mais pour
que I'ceil humaine interpréte une ligne de niveau comme bords d’un objet réel, elle doit apercevoir
un contraste suffisament grand, ce qui n’est pas le cas pour toutes les lignes de niveau. Nous al-
lons donc restreindre ’action de 717 aux zones qui représentent un contraste important, puisque c’est
dans ces zones ou I'identification entre lignes de niveau et bords d’objets réels est proche de la réalité.

Nous allons demander au filtre 77, qui vérifie déja les axiomes 1—6, de lisser les bords indépendamment
de leur orientation (invariance par isométrie), et de conserver 'ordre d’inclusion des objet au voisi-
nage des bords (invariance morphologique). Ceci se traduit par les axiomes suivants :
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[ 7- Invariance par isométrie | T;(R.f) = R.T3(f), pour toute fonction f et pour toute transfor-
mation R définie par (R.f)(z) = f(Rz), ol R est une transformation orthogonale dans R?.

[ 8- Invariance morphologique | T3(h(f)) = h(T3(f)), pour toute fonction f et pour toute fonc-
tion croissante h.

En utilisant un résultat de Giga et Goto [Gg92], F. Guichard [Gui%4] prouve aprés un “rescaling”
adéquat que, sous les axiomes 1-8 et pour toute fonction f choisie comme dans le théoréme 9 :

BN =16 _

lim
t—0

(@)|G(curv (£)(2)), (8.6)

ou G est une fonction croissante et curv (f) est définie par :

curv (f)(z) = div (%) (z),

qui représente le courbure de la ligne de niveau f(z) au point z.
Ainsi I'équation aux dérivées partielles associée, s’écrit

Ou = |Du|G(curv (u)).

ot
Le cas particulier G(z) = x, qui correspond au mouvement par courbure moyenne s’avére intéressant
dans le sens ou il admet les propriétés recherchées pour satisfaire 'action 1. En effet dans ce cas, toute
ligne de niveau de u(-,t), que nous représentons ici par une courbe de jordan I'(-, s) et s représente
I’abscisse curviligne, évolue proportionnellement & sa courbure suivant ’équation :

Z—It‘(s, t) = curv (I'(s, 1)) 7i(s, t).
La courbure en un point g € I' est égale 4 I'inverse du rayon p du plus grand cercle localement inclus
a linterieur de I' et tangent & T" en sy (cf. figure 8.1) . Il est clair que les zones o 1’évolution est la
plus importante sont les coins puisqu’un coin vérifie p = 0, par conséquent sa courbure est infinie.
Cette propriété est particuliérement adaptée & l'action 1 qui vise & éliminer les coins, crées d’une
maniere artificielle par I’agrandissement par duplication.

Une autre propriété intéressante du cas G(z) = z est le fait qu’il suffit de quelques itérations
pour que toute ligne de niveau de u devienne de classe C*°. Quand cette régularité est satisfaite par
I'(-,t), Pévolution de sa longueur L(t) est donnée par [GM] :

oL L 9

—(t)=—- t curv“(D'(s,t)) ds. (8.7)
at 0

Ceci montre que plus une ligne de niveau contient de zones de courbure importante ou de coins, plus
sa, longueur décroit. Cette propriété est exactement adaptée 4 1'action 1 puisque diminuer la longeur
d’une courbe revient & diminuer ses oscillations.
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] Zo
4 eurv(f)(zo) = —%

curv(f)(yo) = —oo

/" : sens du mouvement

F1G. 8.1 — Mouvement par courbure moyenne de la ligne de niveau {f = c}.

A travers la formule de la coaire, la variation totale admet une interprétation géométrique :

TV (u(- ) = / |Du(, 1)| dz = /A _, Périmire (Ex(u(- 1)) d)

Il est aussi prouvé que 1’équation du mouvement par courbure moyenne réduit la variation totale,
puisque la formule de la coaire, une fois combinée avec (8.7), implique :

TV (ul-1) _
ot -

Pour ces considérations, nous choisissons :

Dut DuL). 8.8)

2 2
H{(Du,D“u) = |Du|curv(u) = D u(— —
(Du, D) = | Dufourv (u) Da
Pour se fixer sur le choix du filtre T>, nous remarquons que les agrandissements par interpo-
lation sont particuliérement efficace dans les zones homogeénes. Il est donc inutile d’introduire une
non-linéarité dans ces zones, puisque la non-linéarité est classiquement liée 3 la préservation des
structures dans l'image. Nous remplagons alors I'invariance morphologique par :

[ 8- Linéarité | Ti(f + g) = T:(f) + T3(g), pour toutes fonctions f et g.

Il est classiquement connu que pour toute image f de classe C2, si T; vérifie les axiomes 1 — 8', nous

avons (aprés un “rescaling”) :
t—0 t

(8.9)
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FiG. 8.2 — En haut, 4 gauche agrandissement par duplication de taille 4, 4 droite son mouvement par
courbure moyenne 3 1’échelle 4. En bas, leurs spectres respectifs.

Ainsi, ’équation aux dérivées partielles associée s’écrit :
Oou
E = Aua U(,O) = U

Comme nous 1'avons souligné dans le chapitre 2, la solution de cette équation est donnée par :

u(z,t) = (Gm * ug) (),

ou G s5; est la gaussienne d’écart type v/2t. Tout d’abord, nous avons une propriété de régularité
intéressante, puisque G, € C*(R?) garantit que G, *ug € C*°(R?) méme si ug n’est que absolument
intégrable.

La convolution par une gaussienne admet aussi une propriété fréquentielle intéressante. En effet,
comme la transformée de Fourier de G, est donnée par :

2
—~ w
G, :exp(— 2|/(|72)’

alors la propriété de convolution de la transformée de Fourier, implique :

Gy x up(w) = exp ( 2/02) - g (w).
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Du fait que 1/ sont les deux points d’inflexion de s — exp(—02s?/2), nous en déduisons & travers
la multiplication de %y par é: que 1/0 représente un seuil entre les basses fréquences (|w| < 1/0) &
conserver et les hautes fréquences & atténuer (jw| > 1/0).

Le choix de ¢ dépend bien siir de la taille de 1'agrandissement. En effet, dans un agrandissement
par duplication d’une taille d, les phénomeénes périodiques de périodes supérieures & dv/2, le diameétre
d’un pixel agrandi, ne sont que des duplications de ceux qui existent dans 1'image réduite avec des
périodes supérieures & +/2. Par conséquent, les éliminer revient & gommer toute ressemblance entre
I'image réduite et 'image agrandie, ce que nous ne voulons pas faire.

Par contre, ’agrandissement par duplication d’une taille d crée d’autres phénomeénes périodiques,
de périodes inférieures ou égales 3 dv/2. Ces périodicités n’existent pas dans I'image réduite, il faut
donc les atténuer. Par conséquent nous choisissons o = dv/2.

Fic. 8.3 — La méme disposition que la figure 8.5, sauf que I’équation de la chaleur remplace le
mouvement par courbure moyenne.

Ce point de vue que nous venons d’exprimer est justement celui de la méthode du zero-padding,
sauf que la différence réside dans la fagon dont la coupure fréquentielle est faite. La méthode du
zero-padding crée une discontinuité dans le spectre qui se traduit par des oscillations dans I'image.
Tout simplement parce que la transformée de Fourier inverse de 1_; 1) est la fonction sinus cardinal,
que nous avons illustrée dans la figure 7.2. La multiplication du spectre par une gaussienne permet
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FIG. 8.4 - Changement de repére local : (Z,7) — (77: (Df/|Df|)(zo), & = (DfL/|Df|)(x0)).

d’effectuer une coupure fréquentielle continue qui évite d’introduire tout artifice dans 1'image.
Nous choisissons, alors :

Hy(Du, D*u) = Au.
En résumé, nos opérateurs de régularité introduits dans (8.1) s’écrivent de la maniére suivante :

| Du(z, t)|curv (u)(z,t), siz est un point bord,
> Hi(t,z,u, Du, D*u) = (8.10)
i

Au(z,t) si z est dans une zone homogene.

Pour traduire le fait qu’un point z est un point bord ou appartenant 3 une zone homogeéne, nous
allons faire appel & la théorie de Malik et Perona [MP87], que nous avons présenté dans le chapitre
3. Ainsi nous réécrivons (8.10) sous la forme :

ZH = (1 — g(|Du|)) |Dulcurv () + g(| Du|)Au, (8.11)

ou g(|Du|) est exactement comme celle proposée par Malik et Perona. Plus précisement, quand Du
est assez grand typiquement un point bord, g(|Du|) est proche de 0 donc I'opérateur du mouvement
par courbue moyenne est maintenu en ce point, en revanche le Laplacien est inhibé. Par contre si Du
est petit g(|Du|) est proche de 1 donc 'opérateur du mouvement par courbure moyenne est inhibé
en ce point, en revanche le Laplacien est maintenu.

En s’appuyant sur l'interprétation géométrique du Laplacien qui, modulo le changement de repeére
local ((OX, OY) — (n = Du/|Dul, & = Du¢/|Du|)) (figure 8.4), 'écrit :

Dyt DuL) 2u( Du Du)

Ay = D? (_ el =
Y “\1Du|” |Dy| \Du|’ [ Dyl
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Fi1G. 8.5 — En haut, 4 gauche agrandissement par duplication de taille 4, 4 droite son mouvement par
courbure moyenne 3 ’échelle 4. En bas, leurs spectres respectifs.

nous obtenons une autre écriture de (8.11),

Du Du)

| Du|curv (u) + g(|Du|)D2u(m, Dul

(8.12)
En effet, cette interprétation géométrique montre que la différence entre la diffusion au voisinage
d’un bord et dans une zone homogéne se réduit au terme de diffusion dans la direction de gra-
dient D2u(|g—z|, @—&). Cet opérateur n’est rien d’autre que 'opérateur d’interpolation isotrope stable
et régulier, obtenu & partir de ’approche axiomatique de V. Caselles, J.M. Morel et C. Sbert [CMS98|.

Finalement, nous proposons le modeéle suivant :

Ou . ( Du 9
5= | Du| div (|Du|) + g(|Du|)D?u(

Du Du
|Du|” [ Dul
U(Oa ) = uO(')a

ou ug(z) est le niveau de gris de 'image “zoom” & traiter, u(t,z) est sa version réguliere qui
dépend du paremeétre échelle ¢. L’interprétation des termes de cet équation est la suivante :

) — (Pu — Puo),

Le terme |Duldiv (@—m) diffuse v uniquement dans la direction orthogonale & son gradient Du.
Cette diffusion a pour but de rendre régulieres les lignes de niveau de wu.
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Le terme D2u(|g—“u|, @—m) diffuse u uniquement dans la direction du gradient Du. Cette diffusion

a pour but d’interpoler entre les lignes de niveau de u .

Le terme g(|Du|) est utilisé pour inhiber I'interpolation au niveau des bords. En effet, il controle
la vitesse de diffusion w,,, : si Du est petit en un point z, ce point est consideré comme point intérieur
4 une zone homogeéne de 'image, alors I'interpolation est maintenue. Par contre si Du est grand en
un point z, ce point est consideré comme un point bord et donc I'interpolation est inhibée, puisque
g(s) = 0 quand s — +oo (par exemple g(s) = 1/1 + s?).

Le terme (Pu — Puyg) est une attraction de Pu vers Pugy (ou vers ug dans le cas ou Puy = uy).
Ce terme a pour but de nous assurer que 1'image Pu reste assez proche de Puy.



Chapitre 9

Solutions de viscosité

9.1 Introduction

La notion des solutions de viscosité a été introduite par M. Crandall et P-L. Lions au début
des années 80 [CL81],[Lio82]. Cette théorie fournit de nouveaux outils d’analyse des équations aux
dérivées partielles. En particulier, elle permet de donner un sens & une large gamme d’équations
dont la justification mathématique n’est pas possible avec la théorie classique et avec la théorie
variationnelle des équations aux dérivées partielles. Deux types de problemes auquels cette théorie
s’applique, les équations aux dérivées partielles de type elliptique :

H(z,u, Du, D*v) =0 dans Q (9.1)

et parabolique

0
8—1: + H(t,z,u, Du, D*u) =0 pour (z,t) € Q x[0,T]

ot H : R xR xRN x SV le hamiltonien et SV est ’ensemble des matrices symétriques. H est
supposé continu et elliptique dégénéré :

H(t,z,u,p,S) > H(t,z,u,p,S’) si §<8". (9.2)

9.2 Définition

En ce qui suit, on donne la définition d’une solution de viscosité de I’équation (9.1) dans le cas
continu. La théorie a été étendue au cas discontinu. Cette notion fait appel & des arguments de nature
différente : les systémes dynamiques et les équations de Bellman [Bar94], [BJ91].

Définition 3. u € C(Q) est sous-solution de viscosité de (9.1) si et seulement si :
pour tout ¢ € C%(), si zg € Q est un point de mazimum local de u — ¢, on a :

H (20, u(z0), D(z0), D*p(z0)) < 0
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u € C(Q) est sur-solution de viscosité de (9.1) si et seulement si :
pour tout ¢ € C%(), si zg € Q est un point de minimum local de u — ¢, on a :

H(zo0, u(z0), Dp(w0), D*$(z0)) > 0.
Enfin u € C(Q) est une solution de viscosité de (9.1) si et seulement si elle est a la fois sur-solution

et sous-solution.

Remarque 2. Pour cette définition, nous avons utilisé la notion des fonctions tests. Toutefois, on
peut donner une définition équivalente en utilisant la notion de sur-différentiel Piu(z) et de sous-
differentiel Py u(x), définis par : Pau(z) est Uensemble des (p, X) € RN x SN tels que :

1
u(z) <uly) +p.(z —y)+ E(X(x —y),z—y) +o(lz —y|*) quand y €N et tend vers z,

et Pou(z) = —Pq (—u)(x).

Avant de continuer, donnons une idée sur 'origine mathématique de cette définition. Supposons
que u € C?(9) est solution de (9.1). Si ¢ est de classe C? et si g € (2 est un point de maximum local
de u — ¢, alors les propriétés suivantes ont lieu :

Du(zo) = Dé(z0),

et
D?u(zy) < D?*¢(zy).

En d’autres termes (Dé(z0), D2¢(z¢)) € Pt u(zo). En utilisant ellipticité de 'équation, on obtient :
H (o, u(z0), D(20), D*¢(w0)) < H(wo, u(o), Du(wo), D*u(zo)) = 0.

En regardant les termes aux extrémités, on s’apergoit que les dérivées de u n’interviennent plus. D’ou
I'idée de définir 4 comme une sous-solution, plus nécessairement dérivable de (9.1), si :

H(z,u(z), D¢(z), D*¢(2)) < 0

dés que ¢ est C? et que  est une point de maximum local de u — ¢.

9.3 Méthodes d’existence

L’existence d’une solution de viscosité est traitée généralement en utilisant une des deux méthodes
suivantes : La méthode de Perron ou une des méthodes de perturbations singuliéres.

Introduite pour les équations de Hamilton-Jacobi par H. Ishii [Ish87], la méthode de Perron
consiste a se placer dans un ensemble S de sous solutions uniformément bornées, puis de montrer
que

u(z) = supv(z)
veS
est une sous solution et qu’en plus elle est solution du probléme étudié. Pour un exemple de preuve
pour les hamiltoniens du premier ordre, on pourra se référer 4 Barles [Bar94] et pour des résultats
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généraux, H. Ishii[Ish86] et M-G. Grandall, H. Ishii et P-L. Lions [CIL87].

La motivation essentielle des méthodes de perturbations singuliéres est de se placer dans un
cadre classique ol I'existence d’une solution est plus évidente et de revenir ensuite au cadre initial
en utilisant des résultats de stabilité. L’intérét est de prouver que la fonction limite des solutions
obtenues dans le cadre classiques est solution du probléme initial.

Le résultat suivant est un exemple de résultat de stabilité pour les hamiltoniens du type (9.1)-
(9.2) :

Théoréme 10. ( Barles [Bar94]) On suppose que, pour € > 0, u € C(Q) est une sous-solution
(resp. sur-solution) de l’équation :

H(z,ue, Due, D*u) =0 dans Q

ot (H,) est une suite de fonctions continues satisfaisant la condition d’ellipticité (9.2). Si ue — u
dans C(Q) et H, = H dans C(Q x R x RY x SN) alors u est sous-solution (resp. sur-solution) de
équation :

H(z,u,Du,D*u) =0 dans Q.

L’intérét fondamental de ce résultat est de pouvoir passer 4 la limite dans une équation méme avec
une non linéarité sur les termes gradient et dérivées secondes, en connaissant seulement la conver-
gence localement uniforme de la suite (u.). Comme le souligne Barles [Bar94], le caractére inhabituel
de ce résultat est de considérer séparément la convergence de H. et celle de wu..

La plus connue des méthodes de perturbation est la méthode de viscosité évanescente, qui a
motivé la terminologie “solution de viscosité”. Elle qui consiste & remplacer H par H. = —eA+ H
de telle maniére 4 ce que ’équation :

HE(Z‘, Ue, D’U,E, D2u€) =0

admette une solution classique. Ensuite, il s’agit de borner uniformement (ue) pour pouvoir passer
4 la limite & I'aide du théoréme 10.

9.4 Meéthode d’unicité

Dans le cas d’ordre 2, 'unicité est le fruit de nombreuses contributions, & citer R. Jensen, P-L.
Lions et P-E. Souganidis [JLS88] et tout particulierement Ishii [Ish89]. L’'un des points clés est un
lemme technique [CIL92] que nous présentons ci-apres, dans le cas parabolique :

Lemme 18. Soit u; € SCS((0,T)x ;) pouri=1...k ot Q; est un ensemble localement compact de
RN . Soit ¢ définie sur un voisinage ouvert de (0,T) x Qy X ... Qy, une fois continiment différentiable
ent et deuz fois continiment différentiable en (1, ...,xx) € O X. .. Q. Supposons que (£, Z1,...,Tk)
est un point mazimum de

w(t, x1,...,25) = ur(t,x1) + ... +urlt, zx) — o(t, 21, ..., Tk)
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sur (0,T) x Q... x Q. Supposons de plus qu’il existe R > 0 tel que pour tout M > 0, il existe une
constante C telle que pour i =1...k :

b; < C dés que (b;, gi, Xi) € Pg ult, ;)

s — i + [t — 8] < R et Jus(t, )| + |ai] + | Xa| < M.

Alors, pour tout € > 0, il existe X; € SN tels que :

(i) (bi, Doy ¢(t, %1, - ., Tp), Xi) € P ui(t, i) pour i =1...k
X ... 0

. o .
(i4) —(E+|A|)I§ L < Aaren

0 . . . Xy

(#58) by 4 ...+ b, = (5T, .., Tk

odA:ngS(f,a’El,,ZEk)

R. Jensen [Jen88| fit le premier & comprendre comment résoudre le probleme des inégalités
matricielles dans le cas d’ordre 2; ses argument furent simplifiés et ses résultats améliorés par lui
méme, P-L. Lions, Souganidis et Ishii. Des progrés essentiels dans ’obtention et l'utilisation de
Iinégalité matricielle ont été faites par Ishii. La version finale, dont fait partie le lemme ci-dessus,
est décrite dans [CIL92]; elle provient essentiellement des raffinements de Crandall et Ishii.

9.5 Les solutions de viscosité et la vision par ordinateur

A partir des propriétés d’architecture, d’invariances géométriques et morphologiques des opérateurs
d’analyse multi-échelle (8.4), L. Alvarez, F. Guichard, P-L. Lions et J-M. Morel [AGLM93] ont pu
établir un lien entre ces opérateurs et les équations de Hamilton-Jacobi de type :

o
8—1: + H(t,z,u, Du, D*u) = 0.

En particulier, ils ont prouvé qu’il existe une seule équation satisfaisant l'invariance affine et mor-
phologique, '’ AMSS (Affine Morphologique Scale Space) :

— = |Dulcurv(u) 3.

V. Caselles, F. Catte, T. Coll et F. Dibos [CCCD93] proposent un modeéle de segmentation par
contour actif sous forme d’une équation aux dérivées partielles :

((99_1: = g(z) |Du|(curv(u) +v), u(-,0) = ug,
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avec
1

T 1+1DG, « (@)

Iy est I'image en niveau de gris, G, est la gaussienne décart type o, v > 0 un réel et ug une fonction
qui prend des valeurs dans [0, 1] sachant que I'objet, dont le bord est & détecter, est inclus dans
Pensemble de niveau {ugp = 0}. Le parameétre de correction v est choisi de telle maniére & ce que le
terme (curv(u) + v) reste toujours positif.

g(z)

L’idée principale est de faire évoluer la ligne de niveau, d{u(-,t) = 0}, avec une vitesse qui dépend
de sa courbure jusqu’a ce que le critére d’arrét g(z) = 0 soit vérifié. Ce critére d’arrét, est issu de
la théorie classique de détection de bords, que nous avons présenté dans le chapitre 3. Les auteurs
prouvent que si 8{g = 0} est une courbe de Jordan de classe C?, uq est nulle & I'intérieur et au voisi-
nage de cette courbe et ug et u sont régulieres (de classe C?), alors la ligne de niveau 8{u(-,t) = 0}
converge au sens de Hausdorff quand ¢ — oo vers d{g = 0}.

Etudié par E. Rouy et A. Tourin [RT'92], le probléme du shape from shading consiste & la construc-
tion d’une surface & partir de son intensité lumineuse. Ce probléme est classiquement posé sous la
forme suivante : Soit S une surface lambertienne définie par la fonction z = u(z), = € R?. Sup-
posons qu’il existe une seule source lumineuse située & l'infini, dont la direction est donnée par le
vecteur unitaire (wy, we, w3). Ce probléme est classiquement modélisé sous la forme (voir par exemple
[HB89]) :

R(n(z)) = I(z),

ol z est un point appartenant au domaine de définition de u, I(z) est la luminance en z, n(z) est la
normale unitaire & la surface au point (x,u(z)) et R(n(z)) représente la réflexion de la lumiére sur
la surface en z et qui dépend de la normale & cette surface en ce point. En supposant que u est 4
support compact 2 et en sachant que pour une surface lambertienne : R(n(z)) = n(z) - w, le modele
se réécrit sous la forme :

I{z)y/1 + |Du(z)|? + (w1, we).Du(z) — ws = 0. (9.3)
L’équation est donc de type Hamilton-Jacobi, ol le Hamiltonien est donné par :

H(z,p) = I(z)/1+ |p|? — (w1, ws).p — w;3.

Utilisant une condition de dirichlet homogéne au bord de €2, E. Rouy et A. Tourin ont proposé une
définition d’une solution de viscosité de (9.3), puis ils ont prouvé qu’elle existe et qu’elle est unique.
Aussi ils ont montré la convergence d’un schéma numérique en s’inspirant des problémes de controle.

Le probléme d’interpolation a aussi trouvé une réponse a 1’aide des solutions de viscosité. En effet
& partir des travaux de R. Jensen [Jen93] et d’un algorithme d’interpolation proposé par J.R. Casas
et L. Torres [CT96], V. Caselles, J.M. Morel et C. Sbert [CMS98] ont prouvé que si 'on connait une
fonction Lipcshitz ¢ sur un bord I', I' peut étre composé aussi bien de courbes que de points, alors
la seule interpolation isotrope stable réguliére et vérifiant le principe du maximum et le principe de
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comparaison est donnée par ’équation AMLE (Absolute Minimal Lipschitz Extention), qui s’écrit :

Du D
2u( U U

S MY ), w=gp.
|D’U,|’ |DU|) ) U ¢|F

Ce résultat a été généralisé par F. Cao [Ca099], incluant des données discontinues et Lipschitz par
morceaux sur I'.



Chapitre 10

Analyse mathématique du modele

10.1 Préliminaires

Dans ce chapitre nous allons présenter une analyse mathématique du modéle introduit dans le
chapitre 8 et qui s’écrit sous forme d’une réaction-diffusion :

Ou
ot
w(z,0) = ugp(z).

— u( D% DY
= |Du|d1v(|Du|)+g(Du)D u(|Du|’|Du|) (Pu — h), (10.1)

Tout d’abord, nous avons quelques points & préciser :
bl

- Comme il est fait notamment dans [ALM92], nous allons nous ramener & poser le probléme sur
tout R?. En supposant que le support de 'image initiale est un rectangle €, nous allons prolonger
cette donnée initiale par symétrisation et périodicité en une fonction ug, 2Q2-périodique. L’intérét est
de ne pas considérer la condition de Neumann qui peut poser des difficultés pour ’étude de I’équation,
notamment au niveau des coins.

Pour des raisons techniques, nous avons besoin de modifier légérement le modéle initial. Plus
précisement, nous allons exiger un minimum de régularité sur les données wug, h et sur 'opérateur de
projection P. Aussi nous avons besoin d’introduire un contréle sur le terme de réaction Pu — h.

- L’opérateur de projection P est remplacé par un opérateur plus régulier w — Pw qui envoie
L (R?) dans C(R?) N WH(R?), et qui est défini par :

Pu(a) = Y viso) [ uly)dy,
17 Y
ol pour tout (4,5) € Z X Z, Q5 = [i,5 + 1] X [4,7 + 1] et ¢;; € C(R2) N WH>(R?)) est une version
réguliére & support compact de |Q—1i],|]IQZ.j, ou I, est la fonction caractéristique de €2;;.

- La fonction A est supposée égale & la projection Pug. Comme nous ’avons expliqué dans le
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chapitre 7, cela signifie que pour tout ¢ > 0, Pu(-,t) devrait ressembler & Pugy. Toute fois, par
souci de généralité, nous allons considérer que h est quelconque, en y imposant uniquement la méme
régularité vérifiée par Puyg .

- Nous allons remplacer le terme de réaction Pu—h par F(Pu—h), ou F' est une fonction continue
bornée croissante. Cette fonction a pour réle de contréler le terme de rappel Pu — h.

Réécrivons les deux opérateurs du deuxiéme ordre de (10.1) sous une forme plus simple et plus

générale.
u2 — Uzl Ugy U
Trace | |Du|™> Y 5 Y ey
—Ug Uy Uy, Ugy Uyy

2 2
| UyUgg — 20U UyUgy + UZUyy (10.2)
= 5 5 .
uz + Uy

= Z ;. j(Du)0;ju.

Y]

Du D :
D2u( u ’ —U) _ ,I\race (|DU|_2 ( uw Uzgy ) ( Uz Uwy ))
[Dul” [Dul usty )\ vay
B U Ugg + 2Uglylgy + Ui“yy 10.3
_ eyt (10.3)
T Yy

= Z Bi ;(Du)0;ju.

Y]

| Du| div (£—Z|)

Un calcul simple nous permet de vérifier que si g > 0 alors (e ;(|Dul|) +g(|Du|)B; ; (| Dul|)) est définie
positive. Dans toute la suite, nous allons noter :

aij(Du) = o j(Du) + g(Du)B; j(Du).

10.2 Analyse mathématique

Nous nous proposons d’étudier I’'E.D.P suivante :

Ou

o = 2 6ii(Dw)diyu— F(Pu— h(z)), (10.4)
Y
w(z,0) = ugp(z). (10.5)

sous les hypothéses :
(H1) : wg, h € C(R2) N WL>(R?).
(H2) : Pour tout p € R?, (a; ;(p)) est symétrique définie positive.

(H3) : Les fonctions (a; ;) sont continues bornées dans R?.
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(H4) : F € C(R) N WL(R) est une fonction croissante bornée et qui vérifie
—00 < i%fF <0< supF < +o0.
R

(H5) : L’opérateur lindaire P envoie L, (R?) dans C(R?*) N WH=(R?).

(H6) : L’opérateur linéaire P est un opérateur borné de C(R?) dans lui méme.

L’hypotheése (H6) signifie qu’il existe une constante Lp > 0, telle que pour tout v, w € C(R?),
nous avons Pv, Pw € C(R?) et,

sup |Pv — Pw| < Lpsup |v — w|. (10.6)
R2 R2
Nous commencons par donner la définition d’une solution de viscosité de (10.4)-(10.5).
u € C(R? x [0,T]) est sous-solution de viscosité de (10.4)-(10.5) si et seulement si :

pour tout ¢ € C%(R? x [0,T)), si (zo,%0) vérifiant ¢y > 0, est un point de maximum local de u — ¢,
nous avons :

%—f(ﬂﬂo,to) - Zai,j (D(mo, t0)) 855 d(wo, to) + F (Pu(zo, to) — h{zo)) <0 (10.7)
]
si D¢($0, tO) ?é Oa
et
¢
- (m0,t0) — Ad(zo,t0) + F(Pu(zo, to) — h(zg)) <0 (10.8)

ot
si DqS(a:o, to) =0.

Nous définissons d’une maniére analogue une sursolution de viscosité de (10.4)-(10.5) en remplagant
maximum local par minimum local, “<” par “>7”.
Enfin u est une solution de viscosité de (10.4)-(10.5) si elle est & la fois sursolution et sous-solution.

Le théoréme suivant est le résultat principal de ce chapitre.

Théoréeme 11. Sous les hypothéses (H1)-(H6), ’équation (10.4)-(10.5) admet une solution périodique
unique dans C(R? x [0,T]) N L>®(0,T; W1 (R?)) pour tout T > 0.

Pour prouver ce théoréme, nous allons établir dans un premier temps un résultat du type principe
du maximum. Puis nous démontrons un résultat de stabilité qui a comme conséquence 'unicité
d’une solution de viscosité. Enfin, nous démontrons l’existence en utilisant la méthode de viscosité
évanescente.

10.2.1 Principe du maximum

Le résultat que nous énongons ci-aprés, nous montre comment min u(-,t) et maxu(-,t) évoluent
en fonction de ¢. Ce résultat joue aussi un réle technique, puisqu’il nous permet d’avoir une borne
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supérieure et une borne inférieure sur toute solution de viscosité de (10.4).

Lemme 19. Soit u solution de viscosité de (10.4)-(10.5) alors pour tout (z,t) € R? x [0,T)]
infug —tsup F < u(z,t) <supug — tinf F

PREUVE. Soit (xg,%) un point de maximum global de u — (6 — inf F)}t, avec 6 > 0. Un tel
point existe car u est supposée solution périodique du probléme. Alors si tg > 0, nous avouns :

6 —inf F + F(Pu(xo, to) - h(iL‘())) <0.

Ceci constitue une contradiction avec le fait que ¢ est strictement positif et F(Pu(zg,to) — h(xo)) —
inf F > 0. Donc ¢y = 0 et nous en déduisons que pour tout (z,t) :

u(z,t) < supug + (6 — inf F)¢

ceci pour tout § > 0. Le résultat s’obtient en faisant tendre § vers 0. L’autre inégalité se démontre
d’une maniére analogue en considérant un point de minimum global de u + (§ + sup F)t.[]

Ce lemme montre bien le réle trés important que F soit bornée. En effet si F' n’était pas bornée,
par exemple F(s) = s, en reprenant la méme démonstration, nous aurions un encadrement qui est le
suivant : pour tout (z,t) € R? x [0, 7]

infug —t sup (Pu—h) <ulz,t) <supug—1©t inf (Pu-—~h).
° R2><[0,T]( ) (1) 0 R2><[0,T]( )

Il est donc clair qu’il est trés difficile d’encadrer u en fonction des données du probléme vue la
dépendance réciproque entre u et Pu.

10.2.2 Stabilité

Proposition 6. Sous les hypothéses (H1)-(H6), si u € C(R? x [0,T]) N L>®(0, T; W1 (R?)) est
solution viscosité de (10.4)-(10.5) et v € C(R? x [0,T]) solution de viscosité de (10.4) avec une
donnée initiale v(-,0) = vy € C(R?) N L>®(R?), alors il existe une constante C > 0 telle que

sup |u(z,t) — v(z,t)| < Csuplup(z) — vo(z)], (10.9)
R2x[0,T R?

ou C dépend de T, sup|F| et des constantes de Lipschitz de F, P, h et de u.
PREUVE. Soit (z, yo, o) un point de maximum global de la fonction :
’UI(Z‘, Y, t) = U(Z‘, t) - v(y, t) - ¢($a Y, t)
définie dans R? x R? x [0, T], avec

A
o(z,y,t) = % + At, €A>0.
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Supposons que ty > 0. Par application du lemme 18, pour tout A,y > 0, il existe deux réels ¢, d
et deux matrices symétriques X,Y € S%(R) tels que

c—d=\
(5 5 )=( A Wik ) (1010
c— Y aij(Dep(z0, %0, t0)) Xij + F (Pulzo, to) — h(zo)) <0 (10.11)
&7
et
d =" aij(Dy(xo, Y0, t0)) Yij + F (Po(yo, to) — h(yo)) >0 (10.12)
avec v

D ¢(x0,90,t0) = Dyd(z0, Y0, to) = € *|zo — yo|*(zo — v0),

A = D2¢((zo,y0,t0)) = € " (|9U0 — yo|2Id + 2(z0 — y0) ® (z0 — yo)),

A? = 6_2(|$0 — yo|*Id + 8|z0 — yo|*(z0 — o) ® (zo — yo))-
Supposons que zg = yo. Il vient que D ¢(zg, yo,t0) = 0, par conséquent A =0, X <0et Y > 0.
En plus nous avons :
¢ — Y Xi+ F(Pu(zo,to) — h(z0)) <0

)

et
d - ZYiz + F (Pv(yo, to) — h(yo)) > 0.

alors, nous en déduisons les inégalités :

IA

c+ F(Pu(zo, o) — h{zo)) <0

d+ F(’PU((L‘(), to) - h(iL‘())) >0

En soustrayant la deuxiéme inégalité 3 la premiére, il vient

A

c—d

F(Pv(z0,t0) — h(z0)) — F (Pu(wo, to) — h(zo))
|F (Pu(zo,t0) — h(zo)) — F (Pu(zo, to) — h{zo))|
Lr|Pv(zo,to) — Pu(zo, to)|

LrLp sup |u—v|
R?x[0,T

VAN VAN VAR VAN

Nous concluons que si g = yg alors

A< LgLp sup |u—uv|.
R?x[0,T]
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Dans toute la suite nous allons choisir

A>LgLp sup |u-—v|. (10.13)
R?x[0,T]

Par conséquent zy # yo. Sans perte de généralité nous supposons que SUPR2 x[0,T] |u — v| > 0 puisque
dans le cas contraire I'inégalité (10.9) est évidente.

Choisissons .
# 7 Tao —wol?

Ce choix nous permet de réécrire (10.10) sous une forme plus simple

X 0 2 B -B

(0 —Y)SE(—B B) (10.14)

ou

€ €

B = —(A+ ——A?
5 |Zo — yol? )

= |zo — yo*Id + 5(z0 — y0) ® (z0 — Yo)-

En utilisant (10.11) et (10.12) il vient

A=c—d <3 aig(Dad(zo. yo, to)) (Xig - Vi) (10.15)
Y]
~(F(Pu(o, o) =~ hlzo)) = F(Pulyo, to) = h(y0))) (10.16)

La majoration du terme de droite de (10.15) s’obtient & partir de (10.14) puisque X < 2¢'B <Y
que nous combinons avec (a;;(Dgé(z0, yo,%0))) > 0. Alors, il vient

Zai,j(qus(ﬂUo,yo,to))(Xij - Yéj) <0
(N

Pour le terme (10.16), nous procédons de la maniére suivante :

F(Pu(xo,t0) — h(zo)) — F(Pv(yo,to) — h(yo))

< Lr|Pulxo, to) — h(zo) — Pv(yo,to) + h(yo)]
< Lp(|Pu(zo, to) — Pv(yo, to)| + Ln|zo — vol)
< Lr(|Pulzo, to) — Pulyo, to)| + |Pulyo, to) — Pu(yo, to)| + Lalzo — ol)
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en plus nous avons

[Pu(zo, to) — Pulyo, to)| = ¥i.5(xo0)
S,

ij
< Lp M|zg — yol-

u(e) s = Yoo | ezl

J i,J

IA

Yij(To0) — ¢i,j(y0)‘ /Q Ju(z)| dz

ol M = max (| infug —T supF|, | sup ug — T inf F|) provenant du principe du maximum et

, Vi j(z) — ¢i,j(y)‘
Lp = sup
(z,y)ER? xR? - |z -yl

bl

qui est fini vue la définition des fonctions 4; ;.

Ainsi, nous remplagons (10.15)-(10.16) par :

A< (Lrp(LpM + Lp))|zo — yo| + (LrLp) sup |u—v| (10.17)
R2x[0,T]

Pour continuer nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 20. Soit (xg,y0,%0) le point mazimum de w dans R? x R? x [0,T]. Alors nous avons :
|20 — yo| < (4eLy)"/3

ot L, est la constante de Lipschitz de u.

La preuve du lemme est envoyée 4 la fin de cette section. Continuons la preuve de la proposition
6, et remplagons le résultat du lemme 20 dans (10.17), il vient :

A< (Lrp(LpM + Lh))(4eLu)1/3 + (LrLp) sup |u—v|
R?x[0,T]

que nous mettons sous la forme

A< B0+ sup |u — |

R2X[0,T
ol
Oy = Lp(L's M + Ly)(4Ly)'® et Cy = LpLp.
Choisissons
=6 sup |u-—nv| (10.18)
R2 %[0,
il vient

A< (6C, +Cy) sup |u-—wvl.
R? x [0,
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Par conséquent si nous fixons

A> (0C; +C3) sup |u—v| (10.19)
R?x[0,T

alors tg = 0. Il en résulte que pour tout (z,y,t) € R? x R? x [0, T], nous avons I'inégalité :

4 4
u(z,t) — v(y,t) — L 1 Y — X< sup {uo(a:) —vo(y) — L Y }
€ ,ycR? 4de

En particulier si z =y,

a4
sp fu—v| < sup {ugfa) - wy) - L) £ ar
R2 x [O,T'] w,yeR2 4e
|z —y|*
< suplug — vl + sup {uo(e) — uo(y) — I} + AT
R2 w,y€R2 4e
|z —y|*
< sup|ug —vo| + sup {LUO|x—y|— }+)\T.
R2 w,y€R2 4e

4

. S . . .
Puisque s — Luos — - atteind son point maximum en s = (Ly,€)'/3
€

, nous en déduisons :

3 4
sup |u —v| < suplug —vo| + —Lﬁoe% + AT
R2 x[0,7T7 R2 4

_4
Choisissons § = L, dans (10.18) que nous remplagons dans la derniére inégalité, il vient

3
sup |u—wv| <suplug —vo|+ - sup |u—v|+ AT
R2x[0,T] R? 4 g2 [0,7]
et donc
sup |u —wv| < 4suplug — vo| + 4AT

R2x[0,T R?
Nous choisissons A = K supgaz o 4] |© — v|, comme par exemple K = (6C1 + C2+1) pour que (10.19)
reste vérifiée, puis nous définissons ¢ de telle maniére & ce que 4Kt; = % Alors, il vient

sup |u —v| < 8sup|ug — vo|
R2X[0,t1] R?

Nous refaisons la méme chose sur les intervalles [t1, 2¢1], [2¢1,3t1]...[(n — 1)t1,nt1] tel que nty > T
et nous obtenons finalement
sup |u —v| < 8" sup |ug — vy,
R2x[0,T] R2

ce qui achéve la preuve du théoréme.[ |
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PREUVE DU LEMME 20 Il est clair que

w(xo, Yo, to) > w(Yo, Yo, to)-
ce qui se traduit par

|0 — wol*

P — Ato > u(yo, to) — v(yo, to) — Ato.

u(Zo,to) — v(¥o, o)
Nous en déduisons alors que

|0 — yol?
4de

IA

u(zg, to) — u(yo, to)

A

< Lyl|zo — yol

d’ot le résultat.[ |

10.2.3 Existence et unicité

Comme il est classique en théorie de viscosité, nous allons prouver I’existence d’une solution en
introduisant un probléme régularisé, puis nous allons utiliser un résultat de stabilité adéquat qui va
nous permettre de passer a la limite.

Soit u§ € C*°(R?) une suite de fonctions qui vérifient :

(uf)e converge uniformément vers uyg,
suppz |u§| < supgz |uol,
supgz |Duf| < supge |Dug.

De la méme maniére, nous définissons la suite de fonction (h¢) associée & h. Aussi, nous proposons
une version réguliere pour les coefficients a;; sous la forme :

€ f— .. € € .. f— € ..
aj; = €byj + aj; ( E a;;0iju = eAu + E aij(?z]u)
i, Y]

oll, pour tout 4,7, af, est & support compact dans R?, tend vers a;; de maniére monotone quand e
I p ’.7’ 17 I J

tend vers 0 et vérifie la condition d’ellipticité

pour tout p € R, Zaf,j(p)iifj >0 pour tout ¢ € R
i,

Enfin, nous considérons la suite de fonction (F.) € C*°(R?) qui converge uniformément vers F dans
R?.

Dans la suite, nous nous interessons & 1’équicontinuité de la suite (u€), olt u€ est I'unique solution
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du probléme :

%1; =Y af;(Du)diu — Fe(Pu — he),
F;: 1,9 100

u(-, 0) = ug.

L’existence, I'unicité et la régularité de u® sont garantits par la théorie générale des équations para-
boliques quasilinéaires [LSU68].

Lemme 21. Soit u® la solution de P.. Alors il existe une constante Cr > 0, indépendante de ¢, tel
que pour tout x,y € R? et t € [0,T], on a

[uf(z,t) —u(y,t)] < Crlz—yl. (10.21)

PREUVE. Pour prouver (10.21), il s’agit d’utiliser la méthode classique de Bernstein. Pour cela
nous commencons par dériver ’équation (10.20) par rapport & z :

Bu
2,J
—F’(Pu — &)y (Puc — h°),

puis multiplions le résultat par 2ug :

 Ous
2uf, —"~ k = QZZ 3£;] (Duf) ulkufjui+QZafyj(Due)ufjkui
irj

—2ukF'(Pu — h®)Ox(Pu® — k).

€ € __ 9. . (€2 _ g€ : : .
En remarquant que 2ug; uj, = 035 (ug,) 2uipuy, et en sommant sur k il vient :

o\D €|2
| u| ZZ ’] (Duf)usg (9;|Du€|2 Za” (Duf)8;;| Duf|?

i,

= —QZZa” (Duf)ugpusy, — QZukF' (Pu — )0k (Pu — h%).
koij
Introduisons I'opérateur elliptique :

Za” (Duf) Z]w+ZZ 3x;] (Duf)ui;Opw.

En remarquant que

-2 Z af i (DuYugpusy, < 0.
Y]
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nous en déduisons I'inégalité :

0| Dut|?
ot

— L(|Du?) < =2 " uf F'(Puf — h)Oy(Pu’ — h).
k

Utilisons a? 4 b2 > —2ab, il vient

Dus 2
d (;t‘ ® _ (pu?) < |Du + (10.22)
avec
C=>_ sup |F'(Puf—h)d(Pu—h)?
k R2x[0,T]
Posons w = e (| Du|? + C), il vient
ow
o L(w)<0
5 L)<

puis appliquons le principe du maximum, pour obtenir finalement, pour tout ¢ € [0, T]
¢ 2 ¢ 1/2
sup [Duf(-,t)| < (e sup |[Dug|* + (e* — l)C)
R2 R2
ce qui démontre (10.21).[]

Lemme 22. Soit u® la solution de P.. Alors il existe des constantes Cf. > 0 et M > 0, indépendantes
de ¢, telles que pour tout x € R2 et s,t € [0,T], on a

lus(z, s) — u(z, )] < Mt —s|+ Chlt — s|'/2. (10.23)

PREUVE. Cette preuve est une adaptation de la démonstration apparue dans L. Alvarez et J.
Esclarin [AE97].
Définissons la suite de fonctions (w§) par :

€ _ 1 |$ - y| €
wa(ﬂﬂ)—(s |w_y|<6p( 5 )U(y,t)dy,

ol p est une fonction de clagsse C*° qui vérifie les propriétés suivantes :

p(z) > 0silz) <1, plz) =0silz| >1 et / o(z) dz = 1.
jal<1

Un calcul simple nous permet d’avoir

C
sup | D*w§| < =
R2 )

avec C = sup |Duf| f| |Dp(z)|dz. Aussi, nous obtenons facilement

z|<1

use) —w@nl <5 [ o5t - uw 0l dy

lz—y|<d



140 Analyse mathématique du modéle

que nous combinons avec (10.21), alors il vient

|lw§(z) — us(z,t)| < Cro.
Notons dans toute la suite

v(z,s) = u(z, s) — wi(z).

En tenant compte du fait que w§ est indépendante de ¢, nous pouvons écrire :

8U € € € € € €
5 Zam(Du )Oiv = Z a; ;(Du)0ijws — F(Pu® — h)
1,9 i,J
Cr

< S -mfF:=M (10.24)

Notons
oz, s) = v(z,s) — M(s —t),

et définissons 'opérateur

L1(v) = af ;(Du)dijv.
b

Alors, nous obtenons

oot 1
—_— = < 0.
P L(D) <0

En tenant compte de Dellipticité de I'opérateur £, le principe du maximum nous permet d’affirmer
que SUPRz (5,4 #l(z,t) est atteint en t = s. Alors

v(z,t) < M(t — 8) + sup v(z,s) < M(t — s) + Cré.
z€R?

Appliquons le méme résonement, en posant
7 (z,s) = v(z,s) — M(s — 1),
alors, nous obtenons

—v(z,t) < M(t — s) + sup v(z,s) < M(t — s) + Crd.
z€R2

Maintenant, nous pouvons écrire :
[u(z, ) —u(z,t)| < [u(z,s) — wi(z)| + [u(z,?) — wi(z)|

< (—ian+ %)(t— s) + 2076.

Enfin, en remplacant § par |t — s|%, nous obtenons le résultat souhaité. Ceci achéve la peuve du
lemme.[]

PREUVE DU THEOREME 11.
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Remarquons tout d’abord que I'unicité est garantie par la proposition 6. Grace & la théorie génerale
des équations paraboliques quasi-linéaires [LSUG68|[Fri64], il existe une unique solution réguliére u*
du probléme P,. En plus les inégalités (10.21) et (10.23) nous permettent d’appliquer le théoréme
d’Ascoli-Arzela & la suite (u€).. D’ou l'existence d’une sous suite extraite de (u€)e, qui converge
uniformément vers une fonction » € C(R? x [0,T]) N L>(0,T; W1 (R?)). En tenant compte des
résultats de stabilité [Bar94] [CIL92], nous en déduisons que u est solution de (10.4)-(10.5).[]






Chapitre 11

Discrétisation et résultats
expérimentaux

Dans ce chapitre nous nous intéressons & la discrétisation et 3 I’'application du modéle étudié au
chapitre précédent. Notre choix est de résoudre (10.1) par le schéma explicite suivant :

W = (e + gl Du u — PP ). (1)

oll &t est un pas temporel.

Nous allons discuter la discrétisation des opérateurs du deuxiéme ordre U?g et up,. Ensuite nous
allons établir I’algorithme final de notre modéle. Nous discuterons aussi du choix du temps d’arrét
que nous proposons pour l'algorithme.

Nous terminons ce chapitre par des résultats expérimentaux qui permettent de comparer notre
modele 4 un certain nombre de méthodes d’agrandissement existentes et représentatives.

11.1 Discrétisation

11.1.1 Les termes du second ordre

Pour choisir une approximation des dérivées secondes ug¢ et uyy,, écrivons (uge ) ; et (uyy)i ; comme
combinaison de u; ; et de ses 8 points voisins. Pour la consistance du schéma numérique, nous allons
définir les coefficients des points voisins de maniére symétrique par rapport au point central (i, 5) :

(Z_lyj_l) (Z_lyj) (Z_17.7+1)

o 'y 'y M At A3
Coef ficients d
1) ® . . (i) oef ficients de uge Ne 4N N
(4,9)
be e e A3 Al A
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(uge);; = —Hhouiy+ M (wio1; +uirrg) + Ao (uigor + tijs1)

+ A3 (wiz1,j41 + Uit1,j-1) + A (wic1j—1 + Uit1,541), (11.2)
(unm);; = —4Nouig + X (ui-1 + vigrg) + Xo (i1 + tig41)

A5 (Ui 141 + Uit1,j—1) + Ny (Uim1jo1 + Uir1,541)- (11.3)

olt A\g et A} vérifient :

Ao =

4
DXL
i=1

N =

4
Y -
i=1

N =

Utilisons les développement de Taylor des expressions (10.2) et (10.3) de maniére & avoir unique-
ment des quantités exprimées en (i, j) que nous identifions avec les expressions (11.2) et (11.3), nous
obtenons alors :

(=220 — (uf/(u +up)), (A =2X) = (ug/(uf +u3)),
e = 20 — (/02 + ) Ny = 2% — (u2/ +a2).

4 et < (11.4)
Ao = o+ (1= /(02 +12)), Ny = =3+ (1 + gty /(2 + ),

L =X+ (1 + uguy /(u2 + uz)), L AN ==X+ (1 — ugty /(U2 + uz))

Nous constatons que (uge)i; (resp. (ugy)i,;) sont complétement déterminés une fois Ag (resp. Aj)
est fixé.

Le choix de ce parametre a été largement discuté dans la littérature du traitement d’image. La
différence principale entre des différents points de vue, réside dans les critéres que les auteurs im-
posent & Ag. Nous présentons ci-dessous les principaux travaux en la matiére :

- Dans [CEG™93] les auteurs montrent que le principe du maximum, pour 1'équation :

1
uZ;' = uzj + h(u‘gg)i,j

n’est vérifié que si les coefficients ()\;); sont positifs. Malheureusement cette condition n’est
satisfaite que pour des directions particuliéres, quand £ fait un angle multiple de 7/4 avec
Paxe (oz). Les auteurs proposent donc de choisir A¢ de telle maniére qu’elle garde ces valeurs

positives en ces directions, et de choisir (}A;); pour qu’ils soient positifs le maximum possible :

2 U2
do=05- "2 (1 ).
0 a2\l

- Dans [AM94b] Alvarez et Morel utilisent le méme résonnement que dans [CEG™93], mais d’une
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maniére plus sélective dans le choix des directions, plus precisement ils proposent :

2
05— Yetltatl g,
uz + Uy
Ao =
0.5 — W’ S1 |’U/w| S |Uy|

- Dans [LDAR97] Deriche et al. proposent, pour discrétiser uge, de ne pas prendre en compte les
deux points de la grille les plus éloignés du segment ({i,5} + €£), € € [-1,1].

0 Al A3
Coef ficients de uge )\2 _4)\0 )\2
(i—lyj—i) (i.—lyj) .(i—171'+1) A3 Al 0
n\v/£
(iyj_l) * (Z,]) * (i7j+1)
® ° ® )\51 )\Il 0

Coefficients de uqy

N, -4, X,

0 AN
Ce résonnement, purement géométrique, a aussi I’avantage de nous éparnier le choix de Xg. Car
une fois Ay = 0 ou bien A3 = 0, A\g est complétement déterminée & partir des relations (11.4).

- Notons aussi les travaux de Sapiro-Tannenbaum [ST93] qui choisient A9 = 0.5 et d’Alvarez [Alv]
qui en minimisant ’erreur risiduelle dans le développement de Taylor de ug, obtient Ag = 0.25.

Pour choisir une méthode parmis ces différentes discrétisations, nous avons commencer par les tes-
ter sur des images agrandies. Sans remarquer des différences significatives, et sans étre capable
de différencier ni visuellement ni numériquement entre deux images issues de deux discrétisations
différentes, nous avons donc choisit d’utiliser la méthode de [CEG193] qui présente un meilleur
compromis entre les principes d’invariances géométriques et le principe du maximum, et surtout
parcequ’elle demande moins de calcul.

11.1.2 Le temps d’arrét

Le choix du temps d’arrét des équations aux dérivées partielles appliquées au traitements des
images, a été largement discuté dans la littérature. Nous avons trouvé trois maniéres différentes de
répondre A cette question :
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Bord d’objet agrand:

—_ ————
r= taille de lagrandissement

Fi1c. 11.1 — Echelle de diffusion.

1- L’équation contient un terme d’attraction du type (v —ug) ou de f(u). La solution reste alors
assez proche de la donnée initiale ou tend vers les zéros de f quand ¢ est grand. Dans ce cas, le
temps d’arrét peut étre infini et la solution “Image Sortie” est donnée par ’état asymptotique
du systéme, comme par exemple dans [Nor90], [ROF92] et [ADK97] dans le cas de (u — ug) et
de [AE97] et [CG93] dans le cas de f(u).

2- La nature de I'’équation repose sur des critéres géométriques. Dans ce cas le temps d’arrét est
estimé en fonction de le taille des objets contenus dans 'image que I'on veut traiter, voir par
exemple [ALM92].

3- On arrive & montrer que I'équation admet un état asymptotique stable méme si ’équation ne
contient ni terme d’attraction ni opérateur purement géométrique, comme par exemple dans
[CEA98], ou les auteurs arrivent & avoir une interprétation de u quand t — oo & l'aide des
fonctions de Lyapunov. Aussi pour ’équation de Malik et Perona, mais uniquement en dimen-
sion 1, dans [Kic97] I’ auteur arrive & interpréter les solutions asymptotiques de I’équation en
étudiant son comportement en fonction des valeurs de la dérivée de la donnée initiale.

Dans notre cas le terme de rappel est appliqué sur Pu et non pas sur u. Malheureusement dans
ce cas, 1l est trés difficile d’avoir une idée claire sur I'état asymptotique de u. En revanche, suite 3
la discussion que nous avons mené dans le chapitre 8, nous avons remarqué que 1’échelle /2, ol r
est la taille de I'agrandissement, est un seuil naturel & partir duquel toutes les périodicités sont 3
garder parce qu’elles existaient déja dans 'image avant agrandissement. De plus rv/2 est exactement
Péchelle qu'il faut pour que 'information du point A arrive au point B (voir figure 11.1), ce qui est
primordiale pour I'action de u,,.
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11.2 Application

Dans ce paragraphe, nous proposons de comparer, sur la base de quelques critéres géométriques,
notre modele aux méthodes que nous avons décrit dans le chapitre 7. Ces méthodes sont ’agran-
dissement par duplication, par "zero padding”, par interpolation linéaire, par Spline d’ordre 3 et
par minimisation de la variation totale. Dans les expériences proposées, les images représentent des
agrandissements de taille 4.

Pour cela, nous allons sélectionner trois critéres qui caractérisent le plus la géométrie d’une image
: I'alignement des bords, la régularité des zones homogenes et la préservation des jonctions en T.
Le choix des deux premiers critéres découle, tout naturellement de la discussion du chapitre 8. Le
troisieme critére, les jonctions en T, est liée au processus de complétion amodale, qui est un processus
fondamental de la perception visuelle. En effet, notre systéme visuel est capable de reconstruire les
parties cachées des objets en prolongeant artificiellement leurs bords. La préservation des jonctions
en T, garantit les mémes complétions amodales avant et aprés agrandissement et permet donc la
méme interprétation visuelle de 1'image. Cette propriété de notre systéme visuel, a été largement
étudiée par G. Kanizsa [Kan96].

Zone C

FiGc. 11.2 — Une sélection de zones de comparaisons.

Nous allons utiliser trois outils de comparaison. Le premier est I'interprétation visuelle qui consti-
tue un outil de jugement inévitable et naturel. Le deuxiéme outil est la représentation spectrale qui
nous donne une idée sur la maniére avec laquelle les hautes fréquences ont été ajoutées a l'image
(Dans ces images, le module du spectre a été réhaussé avec un gamma= 3). Enfin, nous allons utiliser
la représentation en lignes de niveau, qui nous renseigne sur la géométrie de I'image et surtout sur
la capacité d’'un agrandissement 3 éliminer les oscillations des bords.
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Dans 'image ”Lena”, nous avons sélectionné trois zones (figure 11.2) représentatives des trois
critéres définis ci-dessus. La premiére zone représente deux bords du chapeau dont les directions sont
légerement différentes. La deuxiéme zone est représentée par la joue de “Lena”. Dans cette partie de
I'image réduite, le niveau de gris est relativement homogene. La troisiéme partie représente plusieurs
croisements entre les cheveux et la partie supérieure du chapeau. Nous avons estimé que I'agrandis-
sement de cette zone est un bon test pour vérifier la préservation des jonctions en T.

La figure 11.3 illustre les agrandissements que nous avons choisit, sur la ‘zone A de la figure 11.2.
L’image initiale contient deux bords approximativement linéaires et assez contrastés. Le but est de
savoir lequel des agrandissements est capable de fournir une meilleure régularité des bords. Les deux
agrandissements de la premiére ligne, par duplication et par interpolation linéaire, présentent des
effets d’oscillation le long des bords. Au méme temps, les images de la deuxiéme ligne, agrandies par
“zero-padding” et par Spline d’ordre 3, ne les présentent pas, mais introduisent un flou considérable.
L’image agrandie par le “zero-padding” présente aussi des oscillations dans les zones homogénes,
diies aux ondulations de la fonction “sinus cardinal” (figure 7.2). Les deux derniers agrandissements
présentent une meilleure régularité des bords par rapport aux précédents. Mais dans I'image agrandie
par notre modéle, les bords présentent plus de régularité et d’avantage de netteté par rapport & ceux
issus de la minimisation de la variation totale.

Les images de la figure 11.4 représentent les spectres des images 11.3. Pour 'agrandissement par
duplication nous remarquons que les basses fréquences sont dupliquées dans les hautes fréquences.
Cela est dii & la périodicité des structures dans 'image agrandie. La méme remarque est faite pour
Pinterpolation linéaire, mais avec une atténuation plus rapide quand on s’éloigne de 0. Les spectres
des images agrandies par le “zero-padding” et par Spline d’ordre 3 sont assez proche, parce que la
transformée de fourier de la fonction Spline cardinal d’ordre 3 constitut une bonne approximation de
la fonction I_; ;) mais elle est plus réguliére. Comme le montrent leurs spectres respectives, ces deux
méthodes ne présentent pas de solution pour 'extrapolation du spectre vers les hautes fréquences.
Par contre les deux derniéres méthodes, arrivent & extrapoler correctement les deux directions des
bords principaux. Comme on le remarque notre méthode, arrive & créer plus de hautes fréquences
dans la direction de ces bords.

Dans les images 11.5, nous remarquons qu’a part 1’agrandissement par duplication, les autres
modeles arrivent 3 lisser assez correctement 1'image. La minimisation de la variation totale tend &
rendre I'image constante par morceaux, ceci est dii & la préservation exacte du spectre. Alors que
notre modéle arrive 3 éliminer tout effet de pixelisation.

Les images 11.7, confirment les remarques que nous avons fait sur les images 11.3. En effet,
notre modele présente une meilleure régularité des bords, que nous pouvons aussi remarquer dans
les spectres des images 11.8. Par contre, il est un peu moins performant que la minimisation de la
variation totale en ce qui concerne la préservation de la jonction en T. Sur la jonction des cheveux
avec le chapeau, nous remarquons un arrondit qui est dii au mouvement par courbure moyenne.
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Vi Vs
V4 Vi
Vi Vi

Fic. 11.3 — De gauche & droite et du haut en bas, agrandissement de facteur 4 de la zone A de
Pimage 11.2, par : 1- duplication, 2- interpolation linéaire, 3- zero padding, 4- Spline d’ordre 3, 5-
variation totale, 6- Notre modéle avec les coefficients (1, 1, 3).
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F1G. 11.4 — Les spectres des images de la figure 11.3.
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FiG. 11.5 — Méme disposition que sur les figures 11.3, pour la zone B.
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F1G. 11.6 — Les spectres des images de la figure 11.5.
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Fi1G. 11.7 — Méme disposition que sur la figure 11.3, pour la zone C.
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F1G. 11.8 — Les spectres des images de la figure 11.7.
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o gt
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r
B

F1G. 11.9 — En haut : Image de Lena. En bas : Agrandissement par duplication de taille 4.
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F1G. 11.10 — Agrandissement par notre modéle d’une taille 4 avec les coefficients (1,1, 3).
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el

]
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Fi1G. 11.11 — Les lignes de niveaux multiples de 20, de I'image 11.9.
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Fi1G. 11.12 - Les lignes de niveaux multiples de 20, de I'image 11.10.
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F1G. 11.13 — En haut : Image de textures. En bas : Agrandissement par duplication de taille 4.
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F1G. 11.14 — Agrandissement par notre modéle d’une taille 4 avec les coefficients (1,1, 3).
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Fi1G. 11.15 — Les lignes de niveaux multiples de 40, de I'image 11.13.
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Fi1G. 11.16 — Les lignes de niveaux multiples de 40, de I'image 11.14.
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Chapitre 12

Annexe du chapitre 4.

Dans la preuve qui suit, nous allons remplager la semi-norme H, par HZ + H, ol

|f(z,t) = f(y, t)] |f(@,8) = flz,5)]

Hy(f)=  sup H{(f)=  sup
¢ (,y)€RN te[0,T] |z —y|® ’ ¢ #€RN,(¢,5)€[0,T] |t — s 2
lz—y|<p lt—s|<p

Ces deux nouvelles quantités verifient les inégalités :

(HE(f) + HL(f)) < Holf) < HE(f) + HL(f). (12.1)

N =

Preuve du lemme 1
Nous obtenons facilement les inégalités
-T —
e |wlo < [wlo < |wlo.

Pour estimer H,(w) en fonction de H,(w), nous utilisons les notations HZ et H:. Pour tout z,y €
RN z #y et t € [0,T], nous avons

e—t|w($at) - w(y,t)| — |w($at) - w(yat”
|z -yl |z — y|®

Nous en déduisons les inégalités :
e Hg(w) < Hg(w) < H(w).

Pour tout z € RN et t,s € [0,T], t # s, [t — s|% < p, nous écrivons

t _ e %
iz, |

[w(z,t) oz, 5)| e_t(lw(ﬂvﬂt) — w(, S)I) Ll

[t —s|% t— 5|2 [t —s|%
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[we,t) —w(z,s)| (100 B9y e —e]
|t—s|% < ( |t_3| )+ |t—s|%|w($’s)|’

puis nous utilisons les inégalité :

-t _ ,—8§ o t _
w < min{T, p2}1_7, L
£ s t—s?

< el min{T, p?}'~ %,

pour obtenir finalement :
HY(®@) < H(w) +min{T, o}~ $ulo, Hi(w) < e (HL @) +min{T, p} =% [a]o ).

Ce qui achéve la preuve. [ ]

Preuve du lemme 2

Soient P, @ € Q2 x[0,T] tels que 0 < d(P, Q) < p. Pour la premiére inégalité, il suffit de remarquer

ue :
’ D)= 1@)| _ 1oaf 11P) = 110)
arQe |57 1 Tapg) |

Pour la deuxiéme inégalité, nous écrivons :

[f1(P) f2(P) — fL(@)f2(Q)] < [fL(P)[|f2(P) — f2(Q)] + | (@) [/1(P) — f1(Q)]

puis nous utilisons la définition de |- |p et de Hy(-) pour conclure.[]

Preuve du lemme 3

Le fait que g(v) € C1,0,4(Q x [0,T]) se déduit du lemme 2 et de la régularité de g. Pour prouver
(4.26), nous rappelons :

N N
9@ 0a =lg@lo + 310N + D Ha(0i(9(»)))-
i=1 i=1

Nous avons les majorations suivantes :

lg(v)|o < Co et Z |0i(g(v))]o < 012|3 vfo-
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En utilisant les inégalités du lemme 2, nous traitons le troisiéme terme de la maniére suivante :

N N
> Ha@i(o) = Y Halg )o)
i=1 i=1 . .
< 9" @)oY HalBv) + Halg'(v)) Y |8ilo
i=1 i=1

IA

N N 9
o ZHa(aiU) + CQpl_a(Z |8Z'U|0) .
i=1

i=1

Ainsi le lemme est prouvé.[]

Preuve du lemme 4
Tout d’abord, nous commengons par définir, pour f, les constantes ¢y, ¢; et ¢o comme suit :
1FD(v1) = FD(wa)]o < eivr — v2lo pour i=0,1,2. (12.2)
En utilisant 1'expression

0; (f(vl) - f(vg)) = (f'(vl) - f’(v2))8iv1 + f’(UQ) (8ﬂ)1 - 8Z'U2) (12.3)

nous obtenons la majoration suivante

8;(f(v1) = fw2))lo < |f(v1) = f'(w2)lo Bsvilo + |f'(v2)lo [Bivi — Bivalo

< c1 |vr —welo |Guilo + co |Gvr — G;valo.
D’ou
Z|8 1)2))|0 <Cl|1)1 —1)2|()Z|8 1)1|0+C()Z|81)1 81)2|0 (12.4)
i=1 i=1

Pour estimer la partie Holder H,(8;(f (v1)— f(v2))), nous appliquons le lemme 2 & Pexpression (12.3) :

Ho(0:(f(v1) — f(v2))) < Ha(Biv1) If'(v1) — f'(v2)lo + [8ivilo Ha(f'(v1) — f'(v2))

+ Hy(f'(v2)) 001 — Bivalo + |f'(v2)|o Ha(Biv1 — Biva)
et par suite

> Ho(0i(f(v1) - f ZH "(v1)Bv1 — f'(v2)Biv2))
i=1
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n

(3 Ha@01)) 1/ (01) = £ @)lo + (3 10h01lo ) Hal £ (01) = £(v2)
=1

i=1

IA

+ Ho(f'(v2) D 105w1 — Bivalo + |/ (v2)lo D Ha (8301 — Bive)

i=1 i=1

n
R61|Ul — 1)2|0 + RH, (f'(vl) — f’(UQ)) + ClRpl_a Z |8Z'1)1 — 8Z'1)2|0 +
i=1

+ao Y Ho(Biv1 — Biva). (12.5)

i=1

IA

Pour conclure nous allons estimer Hy(f'(vi) — f/'(v2)). Pour ce faire, nous écrivons f'(v1) — f'(v2)
sous forme intégrale (pour alléger les notations on pose w = v; — vs) :

1
flo1) = f'(ve) = / f"(vy — sw)wds.
0
Alors, pour tout P,Q € Q x [0,T] :

(£@1(P) = F'(0a(P))) = (/'(@1(Q)) = J'(©2(Q))) = A1(P, Q) + A2(P, Q) - 42(Q. Q),

ou
A(PQ) = / 1 f”(vl(P)—sw(P))(w(P)—w(Q))ds,
01
A(P,Q) = /Of”(vl(P)—sw(P))w(Q)ds.

Une majoration immédiate de A; (P, Q) est la suivante :

[AL(P, Q)] < e1w(P) —w(Q)], (12.6)
et par suite,
|A1 (Pa Q)|
i < c1Ho(w). 12.7
P,Qeﬁ>I<)[o,T] d(P,Q)* — 1Ho(w) ( )
dP,Q)<p

Majorons le terme |A2(P, Q) — A2(Q, Q)| de la maniére suivante :
45(P, Q) — 45(Q, Q)|
1
I
1
& /0 [01(P) = 01(Q) — s(w(P) — w(Q))]| |w(Q)|ds
(ealo1(P) = 01(Q)] + Lo (P) = w(Q)] ) .

IA

1" (01(P) = sw(P)) = f"(01(@) = sw(@))| lw(@)ds

IA

IA
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d’ou
|A2(Pa Q) _AQ(Qa Q)| Co
su < (eHy(v) + = Ho(w wlgp. 12.8
P,Qeﬁf[O,T] d(P,Q)~ ( 2Ha(v1) 2 ( )))| lo (12.8)
d(P,@)<p

Utilisons 'hypothése |v1|1,0,a, [v2]1,0, < R ainsi que 'inégalité (4.24), pour obtenir les majorations :

Ho(f'() = f'(v)) < erHalor = v2) + (e2Ha(v1) + 5 Halvr = v2)) ) o1 = velo

n

S Clpl_a Z |8Z'1)1 - 8Z'1)2|0 + 2C2Rp1_a|’01 - 1)2|0. (12.9)
i=1

11 reste & remplacer dans (12.5) Hy(f'(v1) — f/(v2)) par (12.9) puis de Padditionner avec les inégalités
(12.2) pour i = 0 et (12.4) pour avoir en fin 'inégalité recherchée :

If(v1) = f(v2)|100 < {co+2c1R+ caR*(L+ p'~*)}Hor — valo

+ {co + R(L+c1p" ™)} D 185(v1 — v2)lo + coHo (85 (v1 — v2))
i=1
< O(f)(1+ R*)|v1 = v2l10,0-

ce qui achéve la preuve du lemme. [ ]

Preuve du lemme 5

Il est facile de remarquer que la condition de Neumann nous assure que g est de classe C', et
que nous avons les égalités :

|17,0|0 = |UO|0 et |8i1710|0 = |8Z'U()|0 pour tout 4 € {1, ee ,N}.

Nous nous intéressons maintenant & la continuité des dérivées partielles d’ordre 2 de #%g. Soient
i0 € {1,...,N} et Q;, le symétrique de Q par rapport & 'hyperplan d’équation (z;, =1). Il est clair
que le probléme se pose uniquement au niveau des points appartenant & € N Q.

Fixons z = (1,...,%,) € QN Q. Sidp ¢ {i,5} , par symétrie, 8;;4o est continue en z. Sinon deux
cas se présentent ; quand ¢ = iy, § # 4o, nous utilisons alors la condition de Neumann,

Bjigtio(2)lg = Ojiouo(x)
—  lim (8iou0($1;---axj+ha"'a$n) _8i0u0($))
h—0t h
= 0.
Le méme raisonnement sur £;,, nous permet d’avoir 8;,to(z)lg. = 0.

*0

Dans le cas oll i = j = 49, on utilise la symétrie de 7y par rapport & Q Ny, et G, o(z) = 0, il
vient :
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. ) O to(T1, .-, %50 + hy. o xy) — O Uo(x
8z'oz'ouO(aﬂ")|ﬁ = h11>10n+( = 0( - = h n) = 0( ))
— lim (—Bioao(a:l,...,xio —hy...,2p) +8Z~000(17))
h—0t h

Bigio o () |ﬁi0 .
Nous en déduisons alors que g est de classe C? sur RV.

Pour estimer |0;;tg|o, nous foxons z,y € RN tout en remarquons que, modulo une translation
et/ou une symétrie, nous pouvons supposer que z € (et y € ' avec ¥ un symétrique ou un translaté
de €. Soit z € Q, 'image de y par la bijection qui envoie €' dans €. Il s’agit de montrer que pour
tout 4,5 € {1,...,n}, O;juo(z) = O;to(y). Dans le cas d'un translaté c’est évident. Dans I'autre cas,

on se ramener & ' = Q;, défini comme ci-dessus et 1 = y. Ainsi, nous écrivons,

. . (Oito(y1s-- -,y Ay yn) — Bitio(y)
O _ 1 ( 1 ’ 1y Y7 3 3 )
]ZUO(y) h_l>I(I)l+ h
—  lim (—Biﬁo(zl,...,Zj—h,...,zn)+8mo(z))
h—0t h
= Ojiuo(z)
Nous en déduisons que pour tout ¢,j € {1,..., N}, |G;tolo = |Gs5u0lo-

Finalement, pour estimer la norme de Holder de 0;;ig, remarquons que |z — z| < |z — y| (puisque
{zi, = 1} est le plan median du segment [z,y] et 2,z € {z;, < 1}), alors il vient

|Gijt0(2) — Bigao(y)|  _  |Biuo(x) — Bijue(2)]
| —yl° |z =yl
|Bijuo(z) — Oiuo(2)
B | — 2|

d’olt ha(0;5t0) = ha(0;jup) , ce qui achéve la preuve du lemme. []



Chapitre 13

Annexe du chapitre 5.

Avant de prouver le lemme 13, nous présentons ci-dessous quelques rappels sur le degré topolo-
gique de Brouwer [Brol2]. En particulier, nous avons besoin de définir ce degré sur ’ensemble des
fonctions périodiques de période 2 = (]0.1[)? qui correspond 3 l’espace des fonctions définies sur
R? /Z.2, ou d’une maniére équivalente sur le tors C(0,1) x C(0,1). Pour celd, nous nous référons 4 E.
Heinz [Hei59] et & O. Kavian [Kav93].

Bien que nous ayons besoin de présenter la définition qu’en dimension 2, par soucis de généralité
nous la présentons en dimension quelconque.

Définition 4. Soient N > 1 un entier et une fonction f € CY RN /ZN;RN). On considére ¢ €
C(]0,00[; R) d support compact telle que

/R Bal)de=1.

On appelle le degré topologique de Brouwer de f dans RN /ZN, le nombre :

deg(1.RY /2%) = [ $(£@)Is(@)is
ou ) désigne toute cellule de périodicité et J¢(x) le jacobien de f au point , i.e. J¢(x) := det [Bifj (z)].

Cette définition est un cas particulier de la définition générale du degré topologique de Brouwer.
Pour plus de résultats et précisions sur le degré topologique de Brouwer, on peut consulter le livre
“référence” de G. De Rham [Rhab5]. Dans E. Heinz [Hei59], le degré est défini pour une fonction
f € CHLRY)NC(Q;RY) par rapport 4 un point cible b ¢ f(99), ol Q est un ouvert borné de RV,
de la maniére suivante :

deg(f,9,b) = /Q 8(1f () — b)J;(x)da,

ou ¢ est & support compact dans |0, €[, avec 0 < € < dist(b, f(I)).
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Dans le cas périodique, nous avons 9 = @, ainsi pour tout b € R, dist(h,dQ) = oo. Par
conséquent, la définition du degré topologigie de Brouwer sur RY /Z"¥ne dépend pas ni de b ni de e.
Pous simplifier nous avons choisit b = 0 et € > 0 quelconque.

Nous avons le lemme suivant, qui se démontre de méme maniére que le lemme 2.10 de ([Kav93];
page :105) et le théoréme 6 de [Heib9] :

Lemme 23. Soient N > 1 un entier et une fonction f € CYRN /ZN;RN). Alors on a :

deg(f, RN /ZN) = 0. (13.1)

Preuve du lemme 13.

Nous nous plagons dans le cas N = 2. Soit u € C%(R? /Z2).
Tout d’abord nous allons établir ’égalité recherchée pour ¢ continue & support compact puis nous
prouvons le cas ou ¢ bornée et uniformément continue, par densité.

Soit ¢ € C(]0, 00[; R) & support compact et posons f = Du, alors d’aprés (13.1), nous avons :

/Q $(f (@,9)) Ty (2, ) decdy = 0.

ou d’une maniére équivalente :

/¢(IDU($,y)l)awa(xay)ayyU(%y)dxdy=/¢(|DU($,y)l)(awyU(xay)fdxdy-
Q Q

Alors, il vient

/Q $(1Du(z,y))) ((Qesv(®,9))* + (Oyu(e,1)” + 20a0(w,y)Dpyu(a,y) ) da dy.

[ #Du(@, D ((Ocsu(a.1))? + (Oupul,)* +2(0uyu(z,))?) dody
d’ou
/ (1D, y)))| Au(z, y)? dz dy = / (|Du(z,y)))| D?u(, y)|? dz dy. (13.2)
Q Q

Maintenant 1 est une fonction bornée et uniformément continue de RT dans R. Alors il existe une
suite de fonctions continues & supports compacts (¢,)n, qui convergent uniformément vers 1 i.e. :

pour tout € > 0 il existe N, tel que si n > N, alors

|¥(z) — ¢n(z)| <€, pourtout z € R
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Choisissons € > 0, alors pour n > N, nous avons

| [ 0DuDlau(e, ) dedy - [ gn(Dudlaal dsdy
Q Q

IA

/Q |9(|Dul) = $u(|Dul)| |Au|? de dy

el AulZz gy,

IA

et de la méme maniére,

| [ 6(DupIDu dady ~ [ gu(1Du)ID?uP dudy
Q Q

IA

| 19Du) = 6u(1Du)||D%u(z, ) dady

el D?ulZ2(q-

IA

D’ou

| [ 9Du)|Aua, ) dody — | p(Du)|D*uf dody]
< | [ wipupiau? dedy = [ 4u(DuIAuP dady]
+ | [ wpupDuP dedy— [ gu(DuIDH? dz s
< E(HAUH%?(Q) + ||D2U||%2(Q))-

€ étant quelconque, alors nous obtenons 1’égalité recherchée :
[ Du|Auta, ) dody = [ #(DuDID?uf dody

Ceci acheve la preuve du lemme. [ ]

Preuve du lemme 14.

Dans toute la suite, nous allons noter A = |[v] z00(q)-
Probléme régularisé

Par densité de C*°(Q) dans H'(Q), il existe une suite (v,) dans C*(Q) qui converge vers v dans
H'(Q). En utilisant des arguments classiques de troncature et de convolution, nous demandons en
plus & (vy), de vérifier 0 < v, < X pour tout n > 0. Nous en déduisons que la solution wu, du

probléeme :
Ouy,

(P)  div(g(va)Dun) = f, "

=0 ][un(a:)dx =0. (13.3)

— Y
N 0
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est dans H'(Q) et puisque [D(g(vn))|reo(n) < 00 et f € L?(€), un résultat classique de régularité
nous permet d’avoir en plus, u, dans H2(Q).

Convergence de (u,,) dans H'(f2)

Multuplions div (g{v,)Duy) = f par u, puis intégrons le résultat sur €2, il vient :

/ 9(vn)| Dt Pz = — / Funda.
Q Q

Le premier terme est minoré par g()\)||Dun||%2(Q). Pour majorer le deuxiéme, nous utilisons I'inégalité
de Hdélder, puis celle de Poincare-Wirtinger, pour obtenir :

/Q fundx

Il en résulte une borne uniforme sur (u,) dans H(Q) :

IA

1f 22y lwnl 20

C| fllz2) | Dunl 2 (q)- (13.4)

IA

C
Du, < v . 13.
[ Dvn 720y < a0 1122 (02) (13.5)

Nous en déduisons I'existence d'une sous-suite (uy,), extraite de (un), qui converge vers u fortement

dans L2(2), faiblement dans H'(f)) et presque partout dans ). Il s’agit ensuite de montrer que la
convergence de (uy;) vers u dans H 1(Q) est une convergence forte. En effet

/Qg(vnj)u)unj _Du|2d$:/Qg(vnj)|Dunj|2d$_Q/QQ(UHj)DunjDUdiE"'/Qg(vnj)|Du|2dxa

en plus
>+
/g(vnj)|Dunj|2da::—/funjda: H—o>o —/fuda:,
Q Q Q
>+
/g(vnj)|Du|2da: = /g(v)|Du|2da7:—/fuda:,
Q Q Q
—2/g(vnj)DunjDuda::2/ fudz.
Q Q
d’ou

—+
g()\)/ | Dun, — Dul?dz < / 9(vn; )| Dun, — Dul?dz .
Q Q
Dot la convergence forte de (un,) vers u dans H'((2).

Estimation du lemme pour le probléme régularisé

Dans cette partie, nous démontrons que I'inégalité (5.31) est vraie pour le probleme P (le
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probléme (13.3) avec n remplacée par n;). Pour ce faire, développons la premiére équation de Py, :
f = g(vn;)Aun; + g'(vn;) Dy, Dy, (13.6)

puis divisons par 1 + |[Duy,| > 0, alors il vient

Auy,, f D, Du,,,
U | < |+ 19 (oa)I| 755
9(vn;) 1+ [Dun,|| =~ |1+ | Duy,| 9'(vn, )] 1+ [Dun,|
Ensuite, nous passons 4 la norme L?(f2) pour avoir
Auy,, Dwv,,. Du,,.
I 5 lirie < V5B |y + 19 i 5750
1+ [Dug, | IL2( 1+ [Dug, | 12(0) 1+ [Dup, | 112(0)
Utilisons le fait que 1 + [Duy,| > 1, alors il vient
—_— <
H L+ [Dug, | I22(0) ~ 111220
et U'inégalité 1 + | Duy,;| > |Duy,|, pour avoir
Dvn]Dun]
Do,
|5 15 Ty S 1Pomslne)
d’on
Auy,
| me il < O (112w + 100 1) (13.7)

1
ou C = ——max(1, ||¢’' (vn, )] oco)-
g a1’ (v, )

Maintenant, nous prolongeons up; sur R? par symétrisation et périodicité en une fonction Up; 202
périodique. Alors, d’apres le corollaire 1, nous avons :

H D2un] H Aun]
1+ | Diiy,; | I22(202) 1+ | Dty | 1 22(200)°
Par symétrie de @p; dans 202, nous en déduisons I'égalité
[l =
1+ [Dug, | Iz 1+ [Dug, |22

que nous utilisons dans (13.7), pour obtenir enfin la majoration recherchée :

e
1+ [Duy,|

oy < O (1 Ny + 1Dve [12(sn ).

ou C est la constante de I'inégalité (13.7).
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En particulier, nous en déduisons I'existence d’une sous suite extraite de (D?up;/1 + |Duy,|);,
que nous notons toujours par (D*up; /1 + |Dun,|);, faiblement convergente dans L*(£2). Le but de la
suite est de prouver que sa limite faible est (D?u/1+ |Du|). Pour cel3, nous allons étudier séparément
la limite de (D?up,;); et celle de (1/1 + |Dun,|);.

La limite faible de (D?uy,);

Maintenant, nous allons noter! € = (—1,2) x (—1,2) et choisir une fonction ¢ € C*(R?), telle
que Q CC supp(§) CC 4, qui vérifie

1 size
f(a:)—{ 0 sizeR2/Q.

Nous en déduisons que in ;€ € WO2 1+€(Q)) pour tout € € (0,1) (e sera fixé plus tard). Alors, d’aprés
Gilbarg-Trudinger [GT77] chap.9, corollary.10, il existe une constante C(e) > 0 telle que

| D? (G €) | 1 14e (21) < CE)|A (i )| 11+ (21

Par suite, nous avons

|D?un,ll+eiy < 1D*(@n; )l Li+e (),
< C(OA(En; Ol L1+ 01y
< C(e)q [€ATn, || 1+e(n) + [[in; ALl L1+e(q,) + 2| Diin, D§||L1+e(m)}a
< C(E)C{HA%J- |z 1+e(n) + lltn; [ z1+e(oy) + [ Din; ||L1+€(Ql)}a

ot C := max ([|¢]|oc; 2| D€l 0o, | A€o ) - Nous obtenons alors, la majoration suivante :
| Dt |71 < 9 C(E)C{HAUW |z1+e() + [tn; | L1+eqy + 2] Dun, ||L1+e(n)}- (13.8)

Les deux derniers termes sont bornés, d’aprés les inégalités (13.4) et (13.5). Pour le premier terme,
nous utilisons (13.6), ainsi nous obtenons la majoration :

1AU, | L1+e(y < C (I f L1+ () + [ Dn; Dun, || p1+<(q)) (13.9)

ot €' := max(L, |¢'|o0)/g(})-

Il reste & prouver que le terme |Duvy,; Dup,|11+<() est borné. Pour cela remarquons que, par
symétrie, I’équation : 5

reste vraie dans 2; ou les fonctions f et Up,; sont définies de la méme fagon que ayp;, puisque up,
satisfait la condition de Neumann sur le bord de 2. D’aprés Meyers [Mey63] th.2, il existe p > 2 tel

L0y = Q@ (—1,+41) x (=1, +1), olt @ est la somme de Minkowski.
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que pour tout z € Q; et pour tout R > 0 verifiant B(x, R) C B(z,2R) C £, nous avons :

1_1y_ 1, . 1_1 ~
| Diin, 10 (B(a,my) < CLR™S ™2™ in, |12 (B(a2ry) + B2 2| flr2e2my -

Choisissons z € Q et R tels que? Q C B(z, R). Nous en déduisons que (|Dug,|); est borné dans
LP(%2).

Revenons maintenant & (13.9) et choisissons € = (p — 2)/(p + 2), ce qui nous permet de conclure
que la suite (Dvy; Duy,); est bornée dans L'*¢(Q) et par conséquent (D?uy;) est aussi borné dans
L*€(Q). Alors, quitte & extraire une sous suite, nous obtenons :

j—+oo

D2unj — D?y faiblement dans L'*¢(9) (13.10)

Passage a la limite

Soit ¢ € C*°(f2) une fonction test. Puisque Duy,; — Du presque partout dans 2, le théoréme de
la convergence dominée de Lebesgue nous assure la convergence :

¢ joto ¢
1+ [Duy,| " 1+ |Du

dans L%(2) pour tout g € [1, 00). (13.11)

Choisissons g de telle maniere que 1/(1+¢)+1/g = 1 et combinons la convergence forte (13.11) avec

la convergence faible (13.10), alors pour tout ¢ € C°°(2) nous obtenons :

D?uy,, j—+ D?
/7”’¢dm = Y da.
o 1+ [Dup,] o1+ [Dul

Ceci prouve que (D?up; /(1 + |Duy, |))] converge faiblement vers D?u/(1 + |Du|) dans L?(f2) et par
application du lemme de Fatou, nous obtenons finalement :

D2y L. D2un-
Hi < hmlnfuij
1 + |Du|llL2(e) j=+oo I 1+ [Dug, | 112(0)
< Climinf (|20 + 1Dv 2 ).
< O(Ifla@ + 1Dl 2e)-

le lemme est ainsi prouvé. [ ]

*Par exemple & = (1/2,1/2) et R = /2/2, dans ce cas on a Q C B(x, R) C B(z,2R) C
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Equations aux dérivées partielles
appliquées a la restauration et a ’agrandissement des images.

Résumé : Ce travail est rédigé en deux parties, out sont abordés deux problémes fondamen-
taux de la vision : la restauration d’image dans la premiére partie, puis dans la deuxiéme partie
Iagrandissement d’ image.

L’introduction de la premiére partie est une présentation des méthodes mathématiques de res-
tauration d’image. Dans le chapitre suivant, nous présentons les différents travaux théoriques établis
sur le modele de Malik et Perona et son lien avec la doctrine de détection de bord. Ceci nous conduit
au choix du modele que nous étudions dans la suite. Pour ce modéle nous prouvons en petits temps
et en toutes dimensions, existence et unicité d’une solution classique. Ensuite, en dimensions un et
deux, nous construisons un schéma numérique dont nous prouvons la convergence vers une solution
faible. Nous cléturons cette partie par illustrer quelques exemples d’application du modéle.

Dans la deuxiéme partie nous abordons le probléme de 'agrandissement des images. Aprés avoir
exposé les méthodes qui existent dans la littérature, nous proposons une approche basée sur ’analyse
géométrique de I'image. Nous utilisons ensuite la théorie des solutions de viscosité pour prouver que
le modele proposé est bien posé. Enfin nous discutons de la résolution numérique du modele et nous
présentons quelques exemples d’applications.

Partial differential equations
applied to image restoration and image zooming.

Abstract : This thesis consists in two parts in which we study two problems of computer vision :
image restoration in the first part and image zooming in the second part.

In the introduction of our first part we present the main mathematical models that have been
proposed for the restoration (denoising and edge enhancement) of digital images. Then we discuss
edge-detection theory and the Malik and Perona model. We introduce various variants that have
been proposed to stabilized the (ill-posed) Malik and Perona equation and in particular the model
which we will study in the following chapters. For this model in all dimensions, we prove in small
time existence and uniqueness of a classical solution. We then construct (in one and two dimensions)
a numerical approximation and prove its convergence to a weak solution. As conclusion of this part,
we present some experiments.

We begin the second part by presenting existing image zooming methods. Using geometrical
arguments, we propose a new approach based on a partial differential equation. Next we prove
the well posedness of the model using the theory of the viscosity solutions. We then discuss the
discretisation of the model, and finally present some experiments.



