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Résumé :

Le but de ’expérience VIRGO est la détection des ondes gravitationnelles. L’objet de
cette these est I’étude de méthodes pour la recherche de signaux émis par des étoiles
a neutrons ainsi que 1’étalonnage du détecteur.

Dans une premiere partie, 1’étoile & neutrons et son émission d’ondes gravitation-
nelles, sont présentées. Ensuite le détecteur, les principales sources de bruits, ainsi
que la solution adoptée pour 1’étalonnage sont décrits.

Puis dans une seconde partie la modélisation des effets dus aux mouvements de
la terre (effet DOPPLER, modulation d’amplitude) est décrite. Leurs conséquences sur
le rapport signal sur bruit sont déterminées.

Les deux derniers chapitres sont consacrés aux algorithmes de recherche de signaux
périodiques. Tout d’abord le cas ot la position de la source est connue est présenté. Le
ralentissement de la rotation de la source et la correction de cet effet sont décrits. La
correction de I'effet DOPPLER est aussi détaillée. De méme, le probleme de la gestion
du gigantesque flot de données a traiter est abordé, et une solution y est apportée.
Finalement la difficulté de recherche multidirectionnelle est présentée. Des prototypes
d’algorithmes hiérarchiques sont aussi évalués.

Mots-clé :
Etoiles & neutrons
Ondes gravitationnelles
VIRGO
Recherche aveugle
Traitement du signal
Transformée de FOURIER
Algorithmes hiérarchiques
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Abstract :

The goal of the VIRGO experiment is the detection of gravitationals waves. This thesis
focuses on the study of methods for the search of signal emitted by neutron stars and
on the calibration of the detector.

In a first part, the neutron star, it gravitational wave emission are presented. Then
the detector as well as the main noises sources and the calibration are described.

Then in a second part, the modelisation of the detector movements’ effects (DOP-
PLER effect, amplitude modulation) is described. The consequences on the signal to
noise ration are also computed.

The two last chapter focus on the algorithms for the search of periodic sources.
First, the case where the position of the source is known is presented. The spinning
down of the source and the correction of this effect are described. The correction
of the DOPPLER effect is also detailed. As well, the problem of the big amount of
data to handle is also evaluated, a solution to it is also given. Finally, the difficulties
of the blind search of periodic sources is explained. Some prototypes of hierarchical
algorithms are also evaluated.

Key-words :
Neutron star
Gravitational waves
VIRGO
Blind search
Signal processing
FOURIER TRANSFORM
Hierarchycal algorithms
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Introduction

A RELATIVITE CGENERALE D’EINSTEIN est, avec le

modele standard, un des deux piliers de la physique moderne. Ces deux

théories se partagent la description des forces fondamentales. La plu-

part des phénomenes gravitationnels observés sont macroscopiques et de

> tres faible amplitude a I’échelle atomique, contrairement aux forces du

modele standard (le rapport force électromagnétique sur force gravitationnelle au sein

de l'atome d’hydrogéne est m = 2,27 x 10%). Un certain nombre de prédic-

tions de la relativité générale ont été vérifiées assez rapidement (avancée du périhélie

de Mercure, déviation des rayons lumineuz par le Soleil). On attend maintenant la

confirmation par la détection d’une autre prédiction : ’onde gravitationnelle. Elle se

traduit par une déformation infime de l’espace-temps, c’est-a-dire une modification
des distances relatives au cours du temps.

Il est pour l'instant impossible de créer, sur terre, des ondes gravitationnelles
d’une amplitude suffisante pour étre détectées en laboratoire. L’existence de telles
ondes a été démontrée indirectement par HULSE et TAYLOR, prix NOBEL 1994, lors
de I’étude d’un systeme de deux étoiles & neutrons [1]. Le cosmos est le seul endroit ot
actuellement il y a suffisamment d’énergie pour produire des ondes gravitationnelles
que ’on puisse détecter.

L’expérience VIRGO a pour but de détecter de maniere directe de telles ondes. Elle
recherche dans son domaine de fréquences toutes les ondes gravitationnelles venant
de I'espace et donc plus particulierement les ondes émises par :

e la coalescence d’un systéme binaire d’objets massifs et compacts (étoiles a neu-
trons, trous noirs)

e l’explosion d’une Super Nova (mort d’une étoile)
e |'émission périodique par une étoile & neutrons

Cette these est consacrée a I’étude des méthodes de recherche de ce troisieme type
de sources.

Pour ce faire, les ondes gravitationnelles sont d’abord introduites dans le premier
chapitre. Ceci permet de mieux comprendre le principe du détecteur VIRGO. Puis les



étoiles & neutrons sont présentées du point de vue de leur émission d’ondes gravitation-
nelles ainsi que du point de vue d’une partie de leur population : les pulsars (étoiles a
neutrons émettant des ondes électromagnétiques). L’amplitude faible de leur émission
justifie un temps d’intégration long, ce qui sera a la base de nombreux problémes,
dont la sensibilité aux faibles variations de fréquences et la quantité importante de
données a traiter.

Le détecteur VIRGO est ensuite présenté dans le chapitre 2. C’est un interférometre
qui permet de mesurer les variations de distance entre quatre masses libres. Pour maxi-
miser les chances d’observer un signal, I'expérience VIRGO tente d’atténuer toutes les
sources potentielles de bruit. La bande de fréquences accessibles pour la recherche
d’ondes gravitationnelles s’étend de quelques hertz & quelques kilohertz. La limite in-
férieure de cette bande de fréquences est déterminée par le systeme d’atténuation du
bruit sismique, systeme particulierement ambitieux qui permet & VIRGO d’envisager
des recherches de signaux a basses fréquences. La limite supérieure de la bande de
fréquences est donnée par le filtrage de cavités FABRY-PEROT.

Un point crucial de la mesure des ondes gravitationnelles, I'étalonnage du dé-
tecteur, est exposé dans le chapitre suivant. Il s’agit d’établir la relation quantitative
entre le signal d’ondes gravitationnelles et le signal mesuré. Ceci peut se faire en analy-
sant de maniere détaillée le fonctionnement de l'interférometre et en combinant notre
connaissance des différents composants (efficacité des photodiodes, gain des convertis-
seurs analogique-numérique, fonction de transfert de linterférométre,...). Cependant,
pour minimiser le risque d’erreurs, on va chercher une ou des méthodes indépendantes
et les plus directes possibles afin de pouvoir établir directement cette relation et ainsi
vérifier ces calculs. Le signal que I'on veut observer correspond & une variation de lon-
gueur des bras de 'interférometre. Pour étalonner le détecteur, il faut donc déplacer
les miroirs. Reste a savoir comment. Parmi les nombreuses solutions possibles, deux
solutions ont été retenues pour VIRGO :

e |'addition d'un signal supplémentaire sur les bobines de controle du systeme
d’asservissement des miroirs

e une force exercée par la pression de radiation d’un laser additionnel

Seule la mise en ceuvre de la deuxieme méthode est détaillée dans cette these.

De plus, pour résoudre bon nombre de problemes, il est nécessaire de simuler
le détecteur. Cela se révele primordial, tant au niveau du choix des stratégies pos-
sibles pour le verrouillage de I'interférometre qu’au niveau des études des méthodes
d’analyse de données. Une simulation complete de VIRGO, appelée SIESTA*, répond a
ce besoin. Le chapitre 4 expose les éléments de simulation que cette these a introduit
dans SIESTA. Cette simulation, qui fonctionne dans le domaine temporel, est organisée
en plusieurs modules modélisant les différentes parties de VIRGO ainsi que certains
signaux d’ondes gravitationnelles. L’ensemble des bruits peut donc étre simulé.

*pour Simulation of Interferometric Experiment Sensitive To grAvitational waves



Le mouvement du détecteur par rapport a une source provoque des modifications
variables de sa fréquence (effet DOPPLER) et de son amplitude. Dans le cas d’une
source monochromatique, le signal détecté n’est plus périodique si ce mouvement
n’est pas rectiligne et uniforme. Il est alors dilué dans une bande de fréquences ce qui
provoque une diminution du rapport signal sur bruit. On étudie, dans le chapitre 5, les
pertes entrainées par les variations de I’effet DOPPLER ainsi que celles qu’entrainent
les variations de l'orientation du détecteur.

On peut rechercher plusieurs types de sources périodiques. Les seules dont on
connaisse la position sont les pulsars que 'on a détectés par 'intermédiaire de leurs
ondes électromagnétiques. Le chapitre 6 est consacré a I’'étude de plusieurs méthodes
pour détecter les pulsars connus. L'intérét de réduire la quantité de données a utiliser
dans les recherches de signaux périodiques est discuté ainsi que la correction de I'effet
DOPPLER. La connaissance de la source fait penser a la détection synchrone, qui est
a priori la méthode la plus simple. Il manque tout de méme des informations sur
ces sources connues et cela complique cette méthode au point de la rendre moins
attrayante. Deux autres méthodes différentes de recherche de la détection synchrone
(méthode avec ajustement et méthode dite «simpley) sont finalement comparées.

La proportion de pulsars qui émettent dans notre direction est estimée a 10% de
la population totale des pulsars. Les ondes gravitationnelles émises par une étoile a
neutrons étant beaucoup moins directionnelles, on peut espérer que la quasi tota-
lité des étoiles & neutrons émettent des ondes gravitationnelles, probablement tres
faibles, dans notre direction. C’est pourquoi une recherche en aveugle, c’est-a-dire en
supposant, connue la direction d’une hypothétique source, nous permettra peut étre
de trouver des sources non vues électromagnétiquement et pourtant plus proche de
nous que les sources connues. Cette recherche présente plusieurs problemes dont le
principale est que la correction de 1’effet DOPPLER n’est valable que pour une zone
limité dans le ciel. Le principe de base de la recherche d’étoiles & neutrons inconnues
est donc de découper le ciel en petites cellules dont la taille est dictée par 1’effet
DOPPLER. Ce nombre de recherches est encore a multiplier par le nombre de cor-
rections du ralentissement potentiel de la source. Pour chacune de ces cellules nous
recherchons un candidat dans la bande de fréquences qui nous intéresse. Nous éva-
luons donc le nombre total de cellules de recherches nécessaires. Ce nombre est plus
que contraignant pour des temps d’intégration de ’ordre de I’année. On ne peut ef-
fectuer de recherche aveugle simple pour ces temps d’intégration. On propose donc
deux algorithmes de recherche et on estime leur efficacité. Ils sont tous deux basés sur
la, découpe de I’ensemble des données pour un an en plus petits lots de données qui
sont moins sensibles aux effets de ralentissement et & 1’effet DOPPLER et donc pour
lesquels le nombre de cellules dans 1’espace des parametres est inférieur. Tout d’abord
dans le cas de ’algorithme des moyennes, on recombine les transformées de FOURIER
sur les lots en les moyennant ce qui permet de regagner une partie du rapport signal
sur bruit perdu par le temps d’intégration plus faible. Enfin ’algorithme des pour-
suites, inspiré du fonctionnement des chambres & fils, recombine les transformées de



FOURIER en recherchant la présence du signal d’une transformée a 'autre (comme
une trace au travers des divers plans d’une chambre a fils).



Chapitre 1

Partie Théorique

1.1 Introduction
ANS CE CHAPITRE nous allons tout d’abord introduire la rela-

tivité générale et les ondes gravitationnelles [2] qui en découlent. Ceci
nous permettra plus loin de mieux comprendre le principe du détecteur
VIRGO. Puis nous présenterons le type de sources qui nous intéressent
ici plus particulierement, et que nous recherchons : les étoiles & neu-
trons. Enfin nous en décrirons la population actuellement connue et nous estimerons
leur population actuelle dans la Galaxie.

1.2 Ondes gravitationnelles

Les ondes gravitationnelles sont une conséquence de la relativité générale
d’EINSTEIN. Suivons le développement de cette théorie pour voir comment elle dé-
bouche sur ce phénomene.

1.2.1 Relativité restreinte

Le principe de relativité suppose que les lois régissant un phénomene aient la
méme forme dans deux reperes inertiels S et S’. La vitesse de propagation de la
lumiere dans un milieu ne dépend que de celui-ci. Or selon une transformation de
GALILEE, on doit additionner les vitesses. La vitesse de propagation doit donc chan-
ger selon cette transformation. On doit donc abandonner soit le principe de relativité,
soit la transformation de GALILEE. Des mesures de ¢, la vitesse de la lumiere dans
le vide, faites par MICHELSON et MORLEY en 1887 [3], ont montré son invariance
par changement de repere; c’est donc la transformation de GALILEE qu’il faut aban-
donner, ce que personne n’osa faire avant 1gos : EINSTEIN paria alors sur le principe
de relativité. Il postula que dans tous les repeéres inertiels, les équations de MAX-



6 Chapitre 1. Partie Théorique

WELL gardent la méme forme et qu’il fallait donc changer la loi de transformation.
Les transformations de GALILEE préservent ’élément de longueur de I'espace eucli-
dien; les rejeter implique ’abandon de la représentation de l’espace physique par
un espace euclidien de dimension 3. EINSTEIN proposa donc une nouvelle géomé-
trie ot «l’espace en lui-méme, le temps en lui-méme, sont condamnés a s’évanouir
tels de simples ombres, et [oii| seule une sorte d’union des deux préserve une réalité
indépendantey (MINKOWSKI).

On a donc un nouveau cadre géométrique de dimension 4 ol 1’on suppose un
pseudo théoreme de PYTHAGORE. Cette nouvelle représentation ne remet pas en
cause l'existence d’un repére inertiel absolu, qui est encore plus un «fantéme» en
relativité restreinte qu’en théorie newtonienne, car en vertu du principe de relativité,
aucun phénomene mécanique ou électromagnétique n’est censé permettre sa détection
a mieux d’'une translation uniforme pres.

L’espace-temps de Minkowski

Dans cet espace temps, on remplace I’élément de longueur infinitésimal di?> =
dx?+dy®+dz? de Iespace euclidien de dimension 3 par ds? = —c2dt? +dx? 4 dy? + d2>.
Les transformations de coordonnées qui conservent cet élément forment le groupe de
POINCARE qui est composé des translations, des rotations et des transformations
spéciales de LORENTZ ainsi que de leur composition. Si v est la vitesse selon I'axe des
x qui anime un repere S’ par rapport a S, la transformation spéciale de LORENTZ,
qui permet de passer des coordonnées de S a celles de S’, donnera :

z" v =By 0 0 20
't —By v 00 x!
P 0 0 1 0] a? (1.1)
x3 0 0 0 1 x3

Avecﬂ:%et’y:\/ﬁ.

Pour simplifier la formulation des calculs, on utilise généralement la convention
de sommation suivante :

3
ds* = 3 myda’de’ = njda’de? = dajda’ (1.2)

1,7=0

Un méme indice* se trouvant en haut et en bas donne une somme sur ce méme indice,
et la somme avec le tenseur métrique de MINKOWSKI(éguivalent de g;; en relativité

*Les indices romains tels 4, j... vont de 0 & 3 et se réferent & 1’espace-temps. Les indices grecs
a, ... vont de 1 & 3 et se réferent a ’espace seulement
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générale), permet de descendre ou de monter un indice : z; = n;;27. Ou :

1

0
0

o O = O
o = O O
— o O

La position de l'indice permet de différencier les vecteurs contravariants, indice en
haut, des vecteurs covariants, indice en bas. Si I’on note A¥; la matrice de transforma-
tion de LORENTZ précédemment définie, les vecteurs contravariants se transforment
suivant la loi suivante :

dr’* = ARda' (1.4)
Et les vecteurs covariants :
def, = A7, dz; (1.5)

Ouf A, = A/ = piln A’ est la matrice de LORENTZ inverse; A%;A7, = 6t (6
est le symbole de KRONECKER). Les valeurs conservées par ces transformations sont
les normes de quadrivecteurs. On associe généralement :

e l'énergie d’'une particule & sa quantité de mouvement P’ = (%,ﬁ), P, = (—%,ﬁ)

e le temps a la position z° = (ct,7), x; = (—ct,T)

Le temps propre
Soient, deux points, ou événements, séparés dans ’espace-temps par ds.

e Si ds? > 0, la distance qui les sépare est du genre espace, et il ne peut y avoir
de relation de cause a effet d'un point & ’autre. Cela signifie que la distance qui
sépare les deux événements (dz? + dy? + dz?) est supérieure a la distance que
peut franchir la lumiere pendant dt :

ds> > 0
—dt* + do® + dy* +d* > 0
dz® +dy® +d2* > Pdt (1.6)

e Si en revanche ds? < 0, alors ces deux points peuvent étre liés causalement. De
plus il existe un référentiel oli ces deux événements ont lieu au méme endroit.
Dans un tel référentiel, on définit le temps propre comme ds? = —c?dr?.

e Si ds? = 0, alors on est sur un cone de lumiere. Les deux points ne sont joints
que par des objets se déplacant a la vitesse de la lumiere.

= signale une définition
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Repeéres inertiels tangents

Un observateur placé dans un référentiel inertiel peut calculer le temps écoulé
dans un repére non inertiel, grace a la notion de repere inertiel tangent. En effet, si
on considére un repere accéléré, pendant un temps trés bref sa vitesse va coincider
avec celle d'un référentiel inertiel de méme vitesse. A ce moment les lois de la phy-
sique doivent étre les mémes dans les deux reperes. Les transformations de LORENTZ
peuvent alors s’appliquer.

1.2.2 Relativité générale

Pour établir la relativité générale, EINSTEIN est parti de ce qui semblait une coin-
cidence en physique newtonienne : I’égalité des masses graves et inertes; c’est le
principe dit d’équivalence. Ce qui suit est une des nombreuses expériences de pen-
sée d’EINSTEIN qui tend a illustrer le phénomeéne de déformation de I'espace temps
(passage d’'une métrique de type MINKOWSKI & une métrique généralisée). Cette
expérience a été réalisée plus tard et a confirmé une fois de plus un raisonement
d’EINSTEIN.

Illustration du principe d’équivalence

Dans un repere inertiel (S), loin de toute masse, une tour de hauteur h est accélérée
le long de I'axe des x par une accélération constante § = gZ. Ceci produit une force
d’inertie localement égale & la pesanteur terrestre. A 'instant ¢ = 0, un observateur
A en z = 0 émet un signal de longueur At. Calculons la vitesse de I'observateur B
placé en x = h (le haut de la tour) dans un repere inertiel tangent, quand le signal y
arrive a l'instant ¢ : v = gt. Si 7 est suffisamment petit, on obtient :

gt
t = h+4+=—
c + 5

=4
v gh V?
c 2 22
v? v _gh
h

Lo 122
c c
v gh
c 2

En supposant At suffisamment petit pour que la vitesse n’ait pas changé de maniere
perceptible lors de 1’émission et que 1’on puisse confondre 1'observateur accéléré avec
I’observateur B dans un repere inertiel tangent au haut de la tour, alors la durée du
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signal mesurée par cet observateur dans le référentiel de départ est 6 = At(1 + £2),
La mesure par 'observateur tangent sera la méme au premier ordre que celle de
lobservateur accéléré car la dilatation du temps est un effet de second ordre (y =

1/4/1— ’C’—;) Donc, la fréquence mesurée en haut de la tour (vp..:) est décalée vers le
rouge par rapport & la fréquence émise en bas de la tour () :

h
Vhaut = Vbas (1 - gc_2> (18)

Le potentiel de gravitation terrestre (U = —GMg/(Rg + h), g = GMg/R% @ sym-
bolise la Terre) est introduit dans I’équation (1.8). Ce qui donne :

B Uhaut + Ubas)

c? c?

Vhaut = Vhas (1 (19)

Refaisons les calculs dans le référentiel 1ié a la tour. La tour étant accélérée, la
métrique n’est plus celle de MINKOWSKI. Notons g;; la métrique permettant de cal-
culer ds%. On définit un temps coordonné ct = ¥ et des variables d’espace z', 22, 3.

Alors ds? = g;jdx'dz?. Un signal de largeur en temps propre A7y, émis en bas de
la tour aura comme largeur, en temps coordonnée, At = A7y,s/1/—goo(bas) et sera

pergu en haut de la tour comme ATyqy = Aty/—goo(haut). En effet, 'accélération
est constante donc At ne varie pas entre le bas et le haut de la tour, car le champ ne
change pas entre le passage du premier photon et celui du second photon. Ils mettent
donc tous les deux le méme temps pour se propager du bas vers le haut. On obtient
donc :

Vhaut = Vbas

goo (bas) < Uhaut Ubas )
T L~ as | 1 —
goo(haut) . c? * c?

Vhas (1 o GM) (1.10)

— +
c? Rbas c? Rhaut
Le principe d’équivalence (masse grave = masse inerte) nous permettant d’identifier

localement une accélération au champ de pesanteur, on peut en déduire qu’a ’ordre
le plus bas :

Jog ~ —1-— 2@—? (1.11)
ot U est le potentiel gravitationnel newtonien.

Ce phénomene fut mesuré par POUND et REBKA [4] en 1960. Ils placerent un
échantillon de cobalt radioactif v au bas d’une tour de 'université de HARVARD de
hauteur 22,6 m, et observerent la fréquence du y au sommet (effet MOSSBAUER [5]).
La prédiction est de l'ordre de (Vpas — Vhaut)/Vbas = 2,47 x 1071°, Ils mesurerent
(Vbas — Vhaut)/Vbas = (2,57 £0,26) x 10715, Cet effet est aussi utilisé pour mesurer le
rapport masse sur rayon des naines blanches.

Essayons maintenant de formaliser ces phénomeénes en termes d’équations.
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Equations d’Einstein

Comme cela a été montré précédemment, ’effet de la gravitation est contenu dans
la description de la métrique g;;. C’est donc a partir du principe de moindre action
appliqué a la métrique que ’on va déduire les équations d’EINSTEIN. La non linéarité
de la relativité générale apparait ici car les dérivées, donc les variations, dépendent
de la métrique.

Pour une métrique donnée g;; on définit :

e la dérivation :0; = a?gi

e les symboles de CHRISTOFFEL : T'yj; = 3 (9;9u + 0ig;1 — 019i)

° Ffj = gikfzji

e le tenseur de courbure ou de RIEMANN : RYy, = 9, — O + T, T — 1}, T

le tenseur de RICCI : R;; = Rfkj

la courbure scalaire : R = ¢“ R;;

De plus, les quantités suivantes apparaissent dans 1’équation d’EINSTEIN :
e le tenseur d’énergie-impulsion (distribution d’énergie et de masse) : T;;
e la constante cosmologique A, dont la valeur n’est pas fixée

Voici quelques exemples de tenseurs énergie-impulsion :

e essaim de particules (de masses m,) sans interaction :
. WO(F—T)
TV = 0272“771/__(: ° )uzuf%
e fluide parfait : T% = (ey + po)u't’ + pog¥ ot €y est la densité totale d’énergie
propre et py est la pression isotrope dans le repere ot il est au repos.

Via le principe de moindre action appliqué au lagrangien suivant :

03

L= —=(R-2)) (1.12)

nous obtenons les équations d’EINSTEIN :

1 8rG
Tout 'arsenal nécessaire a 1’étude de phénomenes relativistes est maintenant a
notre disposition. On peut donc s’intéresser & de petites déformations de 1’espace-
temps : les ondes gravitationnelles.
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1.2.3 Solutions des équations d’Einstein dans le vide et émis-
sion d’ondes gravitationnelles

Dans un premier temps, nous allons chercher les solutions de 1’équation
d’EINSTEIN dans le vide puis nous relierons ces solutions & diverses sources. Il faut
donc pour cela résoudre les équations suivantes :

1
Ry = 594l
1

= §9ijgklel (1.14)

Du fait de la non linéarité des équations d’EINSTEIN, le calcul du champ gravi-

tationnel dans le vide n’est pas réalisable dans l'état actuel des méthodes de calcul

disponibles. Nous allons donc chercher a linéariser 1’équation précédente dans le cas

de petites perturbations h;; autour d’une solution triviale de cette équation : la mé-

trique de MINKOWSKI 7;;. Le tenseur de la métrique devient alors g;; = n;; + hij.
Dans ce cadre les définitions données précédemment s’écrivent :

° Ffj = 77““% (O1hji + 0jhiy — O;hyj)
o Rij =14 (0u0ihk + ;0% hiy — 0x0*hi; — 0;0,hf)
Cela donne les équations liant les h;; au premier ordre :
Skaihf + 0;0"hiy, — 00 hij — 0;0:hf = 0OLO'hy — OROF R} (1.15)

La solution de ces seize équations a seize inconnues n’est pas évidente. Remarquons
tout d’abord que ce systeme de dimension seize peut étre réduit a un systeme de
dimension dix, le tenseur h;; étant symétrique. Nous allons maintenant essayer de
réduire les degrés de liberté restants en utilisant les propriétés de transformation sous
les changements de jauge.

Notons :
° hgo =24
i hOa = Ba

® hap = 2(Cdap + Eap)
On peut choisir £ = 0 en redéfinissant C, et décomposer B, et E,g comme suit :

B, = 0,B+ B, (1.16)
1 _ _
Eos = 023E — 5AE + 0uEs 4+ 03FEq + Eugp (1.17)
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oit B, E sont des fonctions, B,, E, des vecteurs sans divergence (9,B% = 0) et ot le
tenseur E,ps est transverse et sans trace (E2 = 0 et 9,E° = 0).

On a donc décomposé les dix composantes h;; en quatre scalaires et quatre com-
posantes de vecteurs (les deux composantes indépendantes des deux vecteurs sans
divergence B, et E,), et deux composantes de tenseurs (les deux composantes indé-
pendantes du tenseur transverse et sans trace Epp).

Les équations d’EINSTEIN étant invariantes par changement de coordonnées,
quatre contraintes peuvent étre fixées. Quatre changements infinitésimaux de coor-
données (changement de jauge) permettent de voir comment se transforment ces dix
composantes. A partir de cela, on définit six grandeurs invariantes de jauge :

dy = A+0yB—-E (1.18)
1

b = C— 5AE (1.19)

Ppa = Ba— 0E, (1.20)

E,s restant inchangé par ces transformations de coordonnées.
En écrivant les équations d’EINSTEIN en fonction de ces grandeurs, on obtient
quatre contraintes supplémentaires :

d, = 0 (1.21)
dc = 0 (1.22)
p, = 0 (1.23)

Il ne reste de I'équation (1.15) que deux degrés de liberté contenus dans le tenseur
FE,p, qui vérifient 1’équationt :

OE,; = 0 (1.24)

Si on cherche une solution a cette équation de propagation sous forme d’ondes
planes et que 'on fixe le choix de la jauge, en I'occurence la jauge Transverse sans
Trace «TT», ou k = (0,0, k), on obtient (hIT = E) :

T _TT T TT _ T _ TT _
hij = e cosk(z —ct) avec ey, = —e,, =hyete, =e, =h, (1.25)

toutes les autres composantes de e/ étant nulles.

Relions maintenant les termes h, et hy & une source donnée. On peut montrer que
la seule partie intéressante pour nous est celle rayonnée a l'infini et que dans le cas
d’un groupe de particules de masses ponctuelles, elle se résume & l'équation suivante :

Ohl; = 87CT—4GTaﬁ (1.26)
2G UnU

hp o= o m () 1.27

af ct Zm r B ( )

o= 818’
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oit T,p représente le tenseur énergie impulsion exprimé dans la jauge transverse sans
trace, et o 'indice R signale un potentiel retardé de type LIENARD- WIECHERT.

Si on se place loin de la source, & la distance r, et si la vitesse des masses est faible
par rapport a ¢, avec les notations suivantes :

i = vecteur normé tel que k = ki (1.28)
1
QY = / dm(z%2° — g(gaﬁg ?) moment quadrupolaire du systeme (1.29)
1
Pogyp = (Bay = 1ay) Oy = ng1y) = 5(0as — namp) (Oyy — nyny)  (1.30)
on a:
2G d2Q"
hg; = E.Paﬁfﬂpw(t — T/C) (].3].)

Gréce a I’équation (1.31), on est maintenant capable d’évaluer I'amplitude des ondes
gravitationnelles au voisinage de notre détecteur. Une relation reliant h & 1’énergie
rayonnée par la source peut aussi étre obtenue.

D’apres [6], I'énergie d?E rayonnée pendant dt dans un angle solide élémentaire
dQ? est, dans la direction caractérisée par 7 :

G 1 -

1...2
P2E = e [Z(Qaﬁnanﬁ)2 + iQaﬁ — QaﬁQavnﬁnl/] dQdt (1.32)

On en déduit P’énergie totale rayonnée par unité de temps dE/dt :

2

27 ™
& _ / qu/ sin 9L
0 0

dt dQdt
27 T G 1 - 9 1...2
_ /0 do /0 sin h(@aﬂnanﬁ) +§QaB—Qaﬁanﬁny]
G -2
QQaﬁ (1.33)

On ne peut malheureusement pas avoir acces a 1’énergie rayonnée donnée par
I’équation (1.33), notre détecteur ne recevant que I’énergie émise par la source dans
notre direction. Un modele d’émission permet de remonter & la totalité de 1’énergie
émise en mesurant certains parametres liés a la source. Les valeurs de h mesurées
peuvent étre reliées a la perte d’énergie dans un angle solide dans une direction
donnée (cf équation (1.92)). En effet, on obtient, en contractant le tenseurh’? avec
lui méme (calcul effectué en anneze A) :

. 8G2 11 --- 1...2
higT = ﬁ Z(Qaﬁnanﬁ)2 + §Qaﬁ - QaﬁQallnﬁnV (134)
288G d’°E
= — 1.35
cAr2 dQdt ( )
d2E 3.2
= ST (1.36)

dQdt 288G 8
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L’équation (1.36) sera utilisée dans le paragraphe (1.3) pour évaluer I’énergie émise
dans notre direction par une étoile & neutrons en terme de hgy (quantité caractéristique
de l'onde gravitationnelle).

1.2.4 Effets des ondes gravitationnelles

Dans le cadre défini précédemment, on peut écrire :
ds® = —cdt® + (1 + hy)da® + (1 — hy)dy® + 2hydxdy + d2° (1.37)

oit ds? = 0 définit 'équation de la trajectoire de la lumiere, une géodésique.

Calculons le temps mis par un photon pour faire un aller-retour entre deux points
en chute libre dans ce référentiel. Le premier de ces points se trouve en (0,0,0) et le
deuxieme en (X,0,0). Le temps coordonnées se confond avec le temps propre d’un
observateur en chute libre. De plus le passage d’une onde gravitationnelle ne provoque
pas de mouvement, au premier ordre, pour des masses placées sur une géodésique.
Donc le temps pergu par une horloge pour I’aller et retour du photon est I'intégrale
du temps coordonnées :

dt = \J1+ hydx (1.38)
T = 2/1+h X ~(2+4h)X (1.39)

On définit la distance D séparant les deux points comme D = ¢TI'. Donc si h
varie au cours du temps, la distance mesurée variera elle aussi au cours du temps.
La figure 1.1 montre I'effet du passage d’une onde gravitationnelle sur un cercle de
particules test. On peut remarquer 'action au niveau du moment quadrupolaire :
contraction dans une direction et élongation dans une autre.

Passons maintenant & 1’étude de la source d’ondes gravitationnelles qui nous inté-
resse plus particulierement : ’étoile & neutrons.

1.3 Une source d’ondes gravitationnelles :
L’étoile 4 neutrons

L’onde gravitationnelle émise par une étoile & neutrons ne peut exister que si celle-
ci a un moment quadrupolaire asymétrique par rapport a son axe de rotation [7]. Apres
la description de I’étoile a neutrons, on s’intéressera a son type démission : un signal
périodique avec deux fréquences.
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(+) (x)

Figure 1.1: Effet d'une onde gravitationnelle sur un ensemble de particules test, pour
les deux polarisations h et hy

1.3.1 L’étoile A neutrons

Une étoile a neutrons est un corps céleste extrémement massif et compact
d’environ 10 km de diametre, qui a une masse’ d’environ 1,4M, et qui est com-
posé majoritairement d'un fluide de neutrons et de protons (au nombre de 10°7).
Leur existence a été prédite par L. D. LANDAU dans les années 1930. Elle doit son
nom au fait que les neutrons sont vingt fois plus nombreux que les protons. Sa densité
est de l'ordre de celle du noyau atomique (voire plus en son centre ~ 10'° g em™3).
Elle possede un champ magnétique qui est dii aux mouvements des protons et des
électrons en son sein. Elle est susceptible d’émettre un rayonnement électromagné-
tique selon une direction si son champ magnétique est assez fort et/ou sa rotation
assez rapide. Dans ce cas, la rotation de cette étoile entraine I'apparition d’un signal
périodique pour un observateur terrestre. C’est ce qu’on appelle un pulsar. Le premier
pulsar a été découvert en 1967 par J. BELL et A. HEWISH. Cependant, la taille du
cone d’émission est telle que seuls un dixieme des pulsars sont effectivement observés.
De plus, en tenant compte de la faiblesse d’émission de certains d’entre eux, leur

§ M désigne la masse du Soleil
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nombre est estimé & environ un million dans notre Galaxie. De plus, les nombreuses
étoiles a neutrons qui n’émettent pas comme les pulsars sont tout de méme suscep-
tibles d’émettre des ondes gravitationnelles. Le nombre total d’étoiles & neutrons dans
la Galaxie est estimé & environ 10° — 10' [8]. Ce nombre reste tres spéculatif car il
dépend de modeles d’étoiles a neutrons qui ne sont pas encore bien validés. Seuls 706
pulsars ont été observés selon [9].

Les étoiles a neutrons sont le résultat de la super nova d’une étoile faisant plusieurs
masses solaires [10]. La plus célebre d’entre elles est le pulsar du CRABE dont la
super nova a pu étre observée en plein jour pendant trois semaines en 1054 [11]. La
structure [10] d’une étoile & neutrons est présentée sur la figure 1.2.

Solide cristalin p=10gcm?®

Solide avec neutrons libres p=4.3 1619 cm

_ p=210gcm®
Neutrons superfluides

Noyau potentiellement solide :
Densite centrale p=10"g cm™®

Figure 1.2: Structure interne d’une étoile & neutrons

Ce sont les déformations de cette structure qui permettent I’apparition d’ondes
gravitationnelles. La découverte de telles ondes apporterait des renseignements pré-
cieux sur la matiere nucléaire a tres haute densité.

1.3.2 Modele d’émission simple

Mettons I’équation (1.31) sous une forme utilisable pour 'étude des étoiles & neu-
trons dans le cas d’un détecteur placé sur terre.
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On peut décomposer le tenseur P,z en la différence de deux produits d'un méme
tenseur 1,5 (projecteur perpendiculaire a la ligne de visée) :

1
Popyy = ayllgy — Sllaplly (1.40)

ol
Mog = Oap — Tf (1.41)

On peut aussi décomposer le tenseur (),5 en une partie due a la rotation de I’étoile a

neutrons Qg‘g, dont la dérivée seconde par rapport au temps est nulle, et une partie

due & une distorsion de 1'étoile Qiigt. Cette décomposition est possible grace a la faible
amplitude de ces moments, et donc a leur corrélation encore plus faible. I.’équation

(1.31) devient donc :

2G'1 1 i r
hly = = [H’;Hg - 5HMHW] QL <t - E) (1.42)
Dans la jauge transverse sans trace et dans le référentiel de propagation’ de ’onde
gravitationnelle on obtient alors :

hei = hyely+hyeely (1.43)
21 1 24
hy = hysina [cos aSH; " cos Q(t — ty) —sin a% cos 20t — t0)1(1-44)
hy = hgsina |cos a% sin Q(t — t) — sin v cos 7 sin 2Q(t — t()):| (1.45)
6G i
hy = - gZ;tT (1.46)

oit o est l'angle entre I'axe de rotation de 1’étoile & neutrons et 1’axe principal du
moment quadrupolaire di & une distorsion, et ¢ ’angle entre ’axe de rotation et
la direction de la terre. Q est la fréquence de rotation de I’étoile & neutrons. Q%L
correspond a la projection du moment quadrupolaire sur son axe principal. Le terme
en r/c a été inclu dans le terme ;.

L’émission d’ondes gravitationnelles fait perdre de 1’énergie & ’étoile & neutrons
et donc la ralentit. L’équation (1.36) nous permet d’évaluer cette perte pour notre
direction. Avec les notations précédentes, on a :

d’E Ar? . . : ,
Aoy
= T %+ B2 (1.48)

TOn définit Paxe des z de ce repere comme étant confondu avec le vecteur E de propagation de
I'onde. L’axe des x est défini, au sens pres, comme l’intersection entre le plan perpendiculaire & k
et le plan de rotation de 1’étoile & neutrons. Le sens de ’axe des x n’est pas important car le sens
opposé donne exactement la méme métrique (spin deuz de la métrique)
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3,.2 029
- 1242# h3 sin® aQ? [cos2 a2t 2 gin? Qt — to)
"y
— cos asin et (1 + cos® i) sin Q(t — to) sin 2Q(t — t,)

. 2 .
+sin”? a(1 + cos? i) sin® 2Q(t — tg) + cos® asn; L cos? Q(t — to)

—2cos asin asini cos i cos Q(t — tg) cos 2Q(t — tg)
+4 sin? a cos? i cos® 20t — t())] (1.49)

Cela correspond & une énergie, Fr, perdue en moyenne par période :

1 T i’E
Epr = — 1.
T T Jo detdt (1.50)

cAr?

= hZ sin? aQ)? [(:os2 o

sin? 2i

m +Sin2 Oz(l —|—COS2 i)Z

. 2 .
+ cos® a% + 4 sin® v cos? z] (1.51)

En additionnant Er sur toutes les directions ¢ possibles, on obtient I’énergie totale
Ero émise par I'étoile & neutrons sous forme d’ondes gravitationnelles.

2 T
Fry = / d / diEr
0 0

C3T2

= O st aton [ i cos
238G oS & ™ 0 7 1COS™ &

. 2 .
sin” 21
+ sin? a(1 + cos®)?

sin? g

+ cos?a +4sin® acos?i

3.2
crim o,
= ———hjsin® aQZ[

5330 (1.52)

5cos’a 35sin’a
16 4

. < . 372 . .
On obtient, & hy, fixé Efg® = BELERIO? pour v = £ rad et un minimum nul
pour a = 0 rad. La valeur de « peut difficilement étre prédite. Par exemple un angle
a = 15° donne Er, = 18%ERY.

Cette énergie, dans le cas d’'une découverte d’ondes gravitationnelles pour un
pulsar connu, pourra, une fois corrélée avec le ralentissement, permettre de discriminer
certains modeles de description de pulsars.

Les mesures du ralentissement des divers pulsars connus permettent de donner
lordre de grandeur maximal de hgy, en supposant que la perte d’énergie cinétique

Y
de rotation observée soit uniquement due a I’émission d’ondes gravitationnelles. Soit
3 Qdist

I, le moment d’inertie du pulsar (typiquement 10% kg m®), ¢ = —2=— son degré

d’asymétrie et P = dP/dt la variation de sa période. Alors, en supposant que le
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ralentissement est di & ’énergie rayonnée sous forme d’ondes gravitationnelles, on
obtient :

P = €paw=7,6x10""
[T

pSrabe  — 1 44 x 107 | ——— 1.53
Omazx ’ _1038 kg m2_ ( )
P = enaw=18x10"
[T
hola = 1,91 x 10 | ——— 1.54
Omazx ’ _1038 kg m2_ ( )
P = enaw=106x10"
[T
e I B I (1.55)
| 1038 kg m~ |

Stre ¢ . o T s -
Remarquons que le parametre ¢, le degré d’asymétrie de 1’étoile a neutrons, est im
portant et malheureusement mal connu.

1.3.3 Modele incluant une déformation de 1’étoile & neutrons
par son champ magnétique

Essayons de modéliser de maniere plus précise le phénomene décrit précédemment.
On suppose ici que la distorsion de 1’étoile & neutrons est due a son champ magnétique,
ce qui va nous permettre de donner une valeur a € ou de déplacer le probleme vers
diverses hypotheses pour évaluer le degré de distorsion. Ici, on suppose que 1’axe
principal de Q%! est confondu avec 'axe du champ magnétique.

Toujours d’apres [7], on peut écrire, avec les notations suivantes : M; =
(0, M sin o, M cos o) le dipole magnétique, p la densité de masse de 1'étoile, R le
rayon moyen de l'ellipsoide quasi-sphérique :

2
dist __ :U’OM

=T TGl (1.56)

Relions M au ralentissement de I’étoile & neutrons [12] en supposant que la plus
grosse partie de ce ralentissement est due a une perte d’énergie via le canal électro-
magnétique, une petite fraction seulement étant due au rayonnement gravitationnel :

41 3¢ IPP
M = == 1.57
Lo 872 sin? o (1.57)
Si 'on définit 4 comme suit :
Lo M2R2
dr GI?

(1.58)
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on obtient une reformulation de (1.44) et (1.45) :

R?P [sinicosi 1+ cos?i
hy = 68 P l > o e cos Q(t —tg) — Tcos%)(t—tg)] (1.59)
R2P [ sini . .
he = 69— [2tanasm§2(t—t0)—coszs1n2Q(t—t0)} (1.60)
R?P
hy = _— 1.61
0 6Bchsin2a (1.61)

Ce qui nous donne comme liste d’amplitudes revisitées :

- R .2
poTabe  — 4 08 x 10731 1.62
0 18 X 110 km] sin?« ( )
- R -2 /8
pYyele — 1.81 x 1073 1.63
0 &L X 110 km] sin®« ( )
- R -2 /8
BLTH20 - — 4 51 x 10737 1.64
0 9L X 110 km] sin?« ( )
(1.65)

Ces valeurs semblent tres petites (h ~ 1073!), et, pour les détecter, il faudrait
intégrer les données pendant dix milliards d’années avec un détecteur comme VIRGO.
Mais, si «v est petit, hg croit tres rapidement. Malheureusement, 1’équation (1.57) n’est
vraissemblablement plus valable pour « tres petit (o < 1072). On doit donc espérer
obtenir de grandes valeurs pour . Suivant les divers modeles utilisés pour décrire
I'intérieur de 1’étoile, on obtient diverses valeurs de 3 [7] :

e matieére normale, conducteur parfait : § ~ [1 — 10]
e intérieur de ’étoile, supraconducteur de type I : 3 ~ [150 — 5700]
e intérieur de l’étoile, supraconducteur de type II : valeurs non calculées

Dans les cas extrémes 3 prend des valeurs de 'ordre 6 x 10, en supposant o ~
10!, on obtient pour le pulsar du CRABE h ~ 10 26, Cela est encourageant pour la
recherche de pulsar connus.

1.4 Données sur les pulsars connus
Nous disposons de données sur les étoiles a neutrons grace a une de leurs sous-

classes : les pulsars. Pour orienter nos recherches, nous pouvons nous intéresser a leur
distribution fréquentielle ainsi qu’a leur distribution dans le ciel.
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1.4.1 Distribution de la fréquence des sources potentielles

Plus de sept cents pulsars sont actuellement répertoriés dans le catalogue de TAY-
LOR [9]. La figure 1.3 présente la distribution de leur fréquence. Cette distribution
nous montre I'intérét de développer un détecteur sensible aux signaux basse fréquence
(quelques Hertz). De plus, en regardant les équations (1.44) et (1.45), on remarque
qu’il existe une émission d’ondes gravitationnelles & la fréquence double de 1’étoile a
neutrons, ce qui nous permet d’augmenter leur nombre dans la bande de fréquences
de VIRGO. Nous pouvons remarquer que la distribution des pulsars en systeéme bi-
naire est concentrée dans les hautes fréquences, ce qui affecte peu la distribution a
basse fréquences, intéressante pour la recherche aveugle (qui n’est pas encore envisagée
pour les €toiles a neutrons en systeme binaire a cause de l'inconnue que représente le
compagnon de la source).

n 2
= 10
8 g
> L
o L
3 - pulsars solitaires
% - pulsars en systéme binaire
5 10
- E
l F | T
E Cl L
10t 1042 10 10°? 10°

fréguence en Hz

Figure 1.3: Distribution de la fréquence radio des pulsars connus

La faible proportion de pulsars en systeme binaire et la difficultée de corriger
I’effet DOPPLER dii aux mouvements internes au systeme, fait que par la suite on ne
s’intéressera qu’aux étoiles & neutrons solitaires.

1.4.2 Variation de la fréquence des pulsars

Les pulsars émettent des ondes électromagnétiques. Par 1a méme, ils perdent de
I’énergie, ce qui produit une diminution de leur fréquence de rotation. Une mesure de
ce ralentissement est P, ie la variation de la période du pulsar. La figure 1.4 montre
les variations de période en fonction de celle-ci pour les 540 pulsars du catalogue de
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TAYLOR dont on a une mesure du P positive. Cinq pulsars ont une mesure négative
de P car ils sont accélérés par des phénomenes d’acrétion. Les autres n’ont pas de P
mesuré. Pour un pulsar donné de période Py, T = Pyy/1/ P correspond au temps qu'il
faut attendre pour que la phase additionnelle due & P soit égale a 7. Ce temps est
important car il donne un ordre de grandeur du moment ou I'intégration fait perdre
du signal. En effet, & partir de ce moment, le signal est en opposition de phase avec
celui attendu. Ceci permet de définir sur cette figure les zones ou P est important en
fonction du temps, 7', pendant lequel le signal va étre intégré.

11
n 10 ~—
> 12 _
g 10 .= e . . T=unjour
2 10 S O T = dixjours
s 10, bt Ral
= 10 AR e T X
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Figure 1.4: Variation de période d’un pulsar en fonction de sa fréquence

De plus, la mesure de ce ralentissement permet de donner une limite maximum
sur 'amplitude des ondes gravitationnelles émises par les pulsars connus. L’équation
suivante [13] donne I’amplitude en fonction du ralentissement P en supposant que
toute I'énergie émise par le pulsar soit émise sous forme d’ondes gravitationnelles a
la fréquence double du pulsar.

GP \/_
= 1.
hmaz C3P r ( 66)

I correspond au moment d’inertie de 1’étoile & neutrons, qui vaut pour une étoile a
neutrons typique de masse 1,4M : 103 Kg m?. La figure 1.5 montre cette amplitude
en fonction de la fréquence de la source.
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Figure 1.5: Amplitude maximum d’émission d’ondes gravitationnelles pour les 706
pulsars connus en fonction de leur fréquence d’émission

1.4.3 Distribution spatiale des pulsars connus

Le catalogue précise aussi la position de ces sources. La figure 1.6 nous montre
cette distribution en coordonnées galactiques. Comme on peut s’y attendre, cette
distribution est centrée sur le plan galactique. Ceci s’explique aisément car les sources
détectées sont dans notre galaxie (distance de l'ordre de quelques kiloparsecs). De
plus, 46% des pulsars solitaires se trouvent dans une bande —7/2 < o < w/2, —0,1 <
5 < 0,1 rad qui représente seulement 5% de I'angle solide total & couvrir pour une
recherche aveugle. Les recherches seront donc a tenir préférentiellement dans cette
direction.

Comme la majorité des sources se trouve approximativement dans le plan galac-
tique, une vue du dessus de la Galaxie renseigne bien sur la distribution en distance
des pulsars. Sur la figure 1.7 le centre galactique se trouve aux coordonnées (en kpc)
(0,0) et la Terre aux coordonnées (-8,0). La distribution est centrée autour de la po-
sition de la Terre de maniere & peu pres uniforme, avec un étalement en direction du
centre galactique.

La recherche en aveugle de pulsar devra donc étre préférentiellement dirigée dans
le plan galactique, sans zone plus particuliere.

1.4.4 Incertitude sur la position des pulsars

La position des pulsars est connue avec une plus ou moins grande précision. La
figure 1.8 présente la distribution de 'incertitude sur la position des pulsars. Elle est
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Figure 1.6: Distribution de la position des pulsars connus en coordonnées galactiques

en moyenne centrée sur un angle solide de lordre de 2,6 x 10710 sr. La présence de
deux pics peut s’expliquer par le fait que la liste de 706 pulsars a été faite a partir d’un
ancien catalogue (long temps d’observation pour 558 pulsars) et & partir de 'ajout de
148 nouveaux pulsars découverts entre 1993 et 1995 [9]. Pour ces derniers l'erreur sur
la position n’a pas pu étre diminuée, faute de temps d’observation. On peut remarquer
sur la figure 1.9 que l'incertitude ne montre pas de dépendance en fréquence.
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Figure 1.7: Distribution de la position des pulsars connus dans la Galaxie par rapport
a son centre
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Figure 1.8: Distribution de I’erreur sur la position des pulsars connus, en stéradians
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Figure 1.9: Distribution de ’erreur sur la position des pulsars connus en fonction de
leur fréquence, en stéradians
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Chapitre 2

Détecteurs d’ondes gravitationnelles

[RGO est un détecteur d’ondes gravitationnelles dont le principe est de
mesurer les variations de distances entre quatre masses libres. Sa mise
en service est prévue pour la fin de 'année 2000. Pour cela on utilise
Iinterférométrie laser. Pour maximiser les chances d’observer un signal,
@ 'expérience VIRGO tente d’atténuer toutes les sources potentielles de
bruit. La bande de fréquences accessibles pour la recherche d’ondes gravitationnelles
s’étend alors de quelques hertz a quelques kilohertz. La limite inférieure de cette bande
de fréquences est déterminée par le systeme d’atténuation du bruit sismique, systeme
particulierement ambitieux qui permet & VIRGO d’envisager des recherches de signaux
a basse fréquence. Ceci est primordial pour la recherche d’étoiles & neutrons, comme
la montré la distribution des fréquences de la figure 1.3. La limite supérieure de la
bande de fréquences est donnée par le filtrage des cavités FABRY-PEROT.

Dans ce qui suit, le principe de détection de VIRGO et les principales sources
de bruit sont détaillés. Ceci permettra par la suite de comprendre plus aisément
I’étalonnage du détecteur et la recherche de signaux périodiques.

2.1 Principe de détection de VIRGO

La détection d’ondes gravitationnelles consiste & mesurer la distance entre des
masses libres. Comme nous I’avons vu au chapitre 1, ’effet d’une onde gravitationnelle
est d’augmenter les distances suivant une direction tandis qu’elle les diminue dans
une direction perpendiculaire. C’est pourquoi un interférometre de MICHELSON, qui
mesure la différence entre deux distances L et L, généralement perpendiculaires, est
approprié pour la détection d’ondes gravitationnelles. La figure 2.1 montre le schéma
d’un tel interférometre. La différence de chemin optique mesurée est proportionnelle
aux variations de L; — Lo. Le passage d'une onde gravitationnelle polarisée h, qui
serait orientée de fagon optimale c’est-a-dire selon le systeme de mesure (coincidence
des bras du détecteur avec les axes de polarisation h, de l’onde), changerait Lo en (1—
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Figure 2.1: Schéma d’un interférometre de MICHELSON

shIT)Ls, et Ly en (1+ 3hIT)Ly. La mesure est donc sensible a hIT L, si Ly = Ly = L.
Ce systeme permet donc de tirer profit de la polarisation des ondes gravitationnelles.

La sensibilité d’'un interférometre a pour limite majeure le bruit de photons, qui
est directement lié & la puissance présente sur la lame séparatrice. L’interférometre
est placé sur sa frange noire (interférences destructrices) pour accroitre la sensibi-
lité. La lumiere présente dans l'interférometre est donc renvoyée vers le laser. C’est
pour cela qu’est introduit un miroir dit de recyclage, qui réinjecte cette lumiere et
augmente ainsi la puissance présente dans l'interférometre. Le facteur de recyclage
(gain en puissance) v, envisagé est de l'ordre de 50, ce qui permet de passer d’'une
puissance initiale de 20 W & une puissance effective de 1’ordre de 1 kW. Pour aug-
menter la sensibilité de 'interférometre, des cavités FABRY-PEROT (cf la figure 2.2)
sont ajoutées dans les bras du détecteur. Elles amplifient la différence de phase due
au déplacement d’un miroir par un facteur 2F/m, ot F' est la finesse de la cavité.
La finesse prévue est de l'ordre de 50, ce qui, pour des bras de 3 km de long, donne
une longueur effective de 150 km. On peut donc calculer le temps de stockage de la
lumiere dans les cavités 7 = 2FL/mc = 3 x 10 % s et la fréquence de coupure de la
cavité vy, = 1/(2n7) ~ 500 Hz. Au dela de cette fréquence, la détection d’une source
sera limitée par le filtrage passe-bas induit par les cavités.

2.2  Bruits limitant la sensibilité de VIRGO

La sensibilité de VIRGO est limitée par le bruit de photons ainsi que par les
divers bruits thermiques et sismiques. La description qui suit doit permettre de mieux
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Figure 2.2: Schéma optique de VIRGO

comprendre le détecteur VIRGO.

2.2.1 Le bruit de photons

Le bruit de photons est di & la fluctuation du nombre de photons observés. Si
N est le nombre moyen de photons présents pendant un temps dt, les fluctuations
statistiques nous donnent une incertitude /N sur la mesure de N. De plus, pour
minimiser la sensibilité aux variations de puissance du laser, on utilise la technique
de modulation /démodulation & haute fréquence qui consiste en une modulation de la
phase du laser et une démodulation synchrone du signal observé. L’erreur* § P sur la
puissance observée P est alors :

W
0P = /2nP~,hpuvy, (2.1)

oi1 ) est 'efficacité quantique des photo-diodes de détection et vy, la fréquence du laser.
En reliant la variation de puissance au déplacement d'un miroir, en prenant en compte
leffet d’amplification ainsi que le phénomene de filtrage des cavités FABRY-PEROT,

&

*Pour caractériser les diverses sources de bruit on utilise, dans VIRGO, leur densité spectrale,
c’est-a-dire I'intégration du signal sur une seconde. On obtient alors un bruit en 1/\/@ En effet, le
bruit croissant comme T (T est le temps d’observation du signal), on peut, & partir de la courbe
obtenue (courbe de sensibilité 2.4) pour une seconde d’intégration, calculer quel sera le bruit pour
un temps d’observation quelconque, en multipliant par /7' la courbe unité.



30 Chapitre 2. Détecteurs d’ondes gravitationnelles

la densité spectrale du bruit de photons pour la mesure de A est :

~ 2hpl/L TA V2 1
h = EAN PR 2.2
sr(V) o P AFL\ V2, iz (22)

olt A = i est la longueur d’onde du laser.

2.2.2 Le bruit sismique

VIRGO est un interférometre suspendu car, pour détecter les ondes gravitation-
nelles, il faut que les miroirs soient libres dans les directions de mesure. Il mérite
d’autant plus ce nom qu’un systeme unique d’isolation sismique est utilisé. Il est
fondé sur une succession de filtres passe-bas dont les fréquences de coupure sont les
plus basses possibles afin d’atténuer les vibrations du sol dans la bande de fréquences
de mesure. Les éléments de base de cette suspension sont des «filtres» qui agissent
comme un pendule et comme un ressort vertical fonctionnant suivant les six degrés
de liberté. En effet, compte tenu de I’énorme atténuation nécessaire, le déplacement
du sol étant de 'ordre de 1078 m/ V/Hz, il faut atténuer ces vibrations de plus de
dix ordres de grandeurs dans toutes les directions, afin qu’elles n’induisent pas de
déplacements longitudinaux au travers de couplages mécaniques faibles mais toujours
présents.

Le systeme d’atténuation de VIRGO est constitué d’une chaine de cinq atténua-
teurs, suspendue a un pendule inversé. Cette suspension est complétée par un double
pendule, constitué du miroir et d’une masse de référence suspendus a4 une marionnette
qui assure le controle. Cela donne huit filtres fréquentiels qui permettront & VIRGO
d’obtenir la plus large bande de fréquences de tous les détecteurs d’ondes gravitation-
nelles. Le pendule inversé est constitué d'une masse attachée au sommet d'une barre
flexible qui fournit la force de rappel pour ramener le pendule en position verticale.
Cette force de rappel compense la force de gravitation et permet d’ajuster facile-
ment la période du pendule. Ce pendule a une fréquence de résonance tres faible :
100 mHz [14]. La figure 2.3 montre le schéma de suspension d'un miroir et la tour
prévue pour placer la chaine d’atténuateurs dans le vide.

On modélise le bruit sismique, hgg, transmis au miroir par la formule suivante :

iL . 4 Vy 16 ~
BS(V) - z <;> |‘T(l/)|sismique (23)
ot vy = 0,349 Hz est la fréquence effective de I’ensemble de la chaine pour des

fréquences supérieures a la fréquence de coupure de chacun des pendules et filtres, ce
qui est le cas dans le domaine de détection. Elle est obtenue par 1’égalité suivante :

16 __ 2 2 2 5 2
Y - Vmarionettel/pendule miroirl/pendule im}erséHizlyfiltre 9 (24)



2.2. Bruits limitant la sensibilité de VIRGO 31

[THE UPPER TOWER RING ASGEMBLY | PEEN
1 _—
L. ring For imer
structure fixture
[}
m
@
gi 1
2 [E—
3
o

110

ring (TBC)

1110
2350 (TBC)

11090
|

1110
I
Il

resting socket,

i | technical port

B | LFEn protection plate
I

ﬁﬂw i

10
2350 (TBC)

1130
(17

700

96-12-30

Figure 2.3: Suspensions du détecteur VIRGO

Le facteur 4 provient d’une part de la somme quadratique des bruits des quatre
miroirs, d’autre part du fait qu'une erreur x simule une onde gravitationnelle h =
22/L. Le bruit sismique mesuré sur le site est : [7(v)] ;e = 1077 /1 m/+v/Hz pour
des fréquences supérieures a 0,3 Hz [15]. Le fait que le bruit dépende de la fréquence
a la puissance dix-huit transforme ce bruit en un véritable «mur» a basses fréquences,
et le rend négligeable pour des fréquences supérieures a quelques Hertz.

2.2.3 Le bruit thermique

Le bruit thermique provient de I’énergie thermique associée & chaque mode propre
du miroir suspendu. Chaque degré de liberté recevant 1’énergie %k g1, la distribution
spectrale de ce bruit dépend des propriétés mécaniques du mode considéré. En par-
ticulier, la distribution hors de la résonance dépend fortement des phénomenes dissi-
patifs mis en jeu. Pour modéliser ces phénomenes, on considéere un oscillateur dont la
constante de raideur k a une partie imaginaire. k devient alors ke'® (il existe d’autres
modeles plus complexes). On va utiliser la description dissipative pour chacun des
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bruits thermiques qui suivent. Ces bruits seront ensuite ajoutés quadratiquement aux
autres bruits pour donner la figure 2.4. On se place ici dans le cas ol 'angle de perte
¢ est tres faible et on obtient donc : €% ~ 1 + id.

Le théoreme de fluctuation-dissipation

Le théoreme de fluctuation-dissipation [16]| s’applique dans le cadre de mouve-
ments non conservatifs et permet de connaitre I'incertitude sur la mesure de position
d’un objet a I’équilibre thermique. Dans le cadre d’une réponse & une excitation par
une force f = Fe™! on note X = ze™! la position, v = iwz la vitesse et Z = F/v
I'impédance du systeme. Alors :

1

9 B . 1
T°(v) = 4kBT(2m/)2R [Z(Q?TV)] (2.5)

Dans le cas d’'un oscillateur simple dissipatif unidimentionel de masse m et de
raideur ke, I’équation du mouvement est la suivante :

mX + ke*X = Fe*! (2.6)

—mw?r +ke'’z = F (2.7)
F

r = (2.8)

k(1+ip) — mw?

d’ot1, en posant wi = k/m, Z(w) :

2

1+i¢p— %
1 wwig + iw (Wi — w?)
= 2.10
Z(w) m [[wg — W+ gb%é] (2.10)

Ce qui nous permet de calculer le bruit thermique pour un oscillateur de fréquence
propre wy et d’angle de perte ¢ :

wi¢

mw [[wg — W + ¢2w§]

P*(w) = 4kpT (2.11)

La difficulté majeure dans la prédiction de ce genre de bruit est de mesurer ’angle
¢ ainsi que les masses effectives entrant en jeu dans tous les modes qui peuvent
résonner.

Bruit pendulaire

On ne s’intéresse qu’au bruit pendulaire des miroirs. En effet, les bruits des étages
supérieurs sont du méme ordre mais sont filtrés par la suspension. Calculons tout
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d’abord la forme du bruit thermique pendulaire pour un miroir seul. Pour cela on
utilise le théoreme de fluctuation-dissipation vu précédemment. Dans le cas du pen-
dule de longueur [ = 0,7 m, la pulsation de résonance est w, = \/TN =3,74rad s !,
ce qui correspond a une fréquence de 0,6 Hz. Les fréquences utiles pour VIRGO sont
donc grandes par rapport a celle-ci, ce qui justifie 'approximation suivante :

2
wp¢

mw?

P} (w) = 4kpT (2.12)

En additionnant les contributions des miroirs des cavités, nous obtenons le bruit
équivalent :

. 2 w? 1 1
hBPend(w) = z\} kBTﬁ <—+—> (213)

me my

La masse des miroirs d’entrée est notée m, = 21,17 kg et celle des miroirs de fond
my = 43 kg. Le bruit final, pour une température 7' = 300 K et un angle de perte
effectif ¢ = 107° (en tenant compte du fait que les miroirs sont attachés par quatre
fils de suspension [17]), est :

5
8 5Hz\ 2
hppend(v) = 2,18 x 1072 <—Z> (2.14)

14

Bruit des miroirs

Les miroirs eux mémes peuvent vibrer. On peut, par exemple, modéliser un miroir
comme deux masses reliées par un ressort. Les techniques de calculs par éléments finis
permettent d’obtenir des valeurs de fréquences et de masses effectives relativement
précises. Pour la géométrie des miroirs de VIRGO, les premiers modes sont & 5,7 kHz
pour les miroirs d’entrée et a 7,85 kHz pour les miroirs d’extrémité, c’est-a-dire dans
la partie hautes fréquences du spectre. Compte tenu de ces différents modes, le bruit
thermique se modélise par :

1
5 1000 Hz\ 2
hpaivoir (V) = 1,47 x 1072 (4> pour v < 5,7 kHz (2.15)
v
On utilise la formule complete pour tracer la courbe de sensibilité.

Modes violons

Les fils auxquels sont suspendus les miroirs vibrent telles les cordes d’un violon. Ces
modes de vibration sont excités par le bruit thermique. Pour le modéliser, on ramene
chaque résonance a un oscillateur a perte. La fréquence propre de chaque mode est



34 Chapitre 2. Détecteurs d’ondes gravitationnelles

un multiple d’une fréquence fondamentale qui elle méme dépend de la section S du
fil, de sa densité p, de sa longueur L et de la tension Tj a laquelle il est soumis [15] :

1 /Ty
Vpy = N—y|— 2.16
2L\ pS (2.16)
Dans notre cas particulier, cela donne :
e v, = 327 Hz pour les miroirs d’entrée
e v; = 308,6 Hz pour les miroirs d’extrémité
La masse équivalente de chaque mode est :
mew,?he
Hne — 20}3 (2.17)
2
mygwy, f
— 2.18

ol wy, = 3,74 rad.s~! correspond a la pulsation propre du mode pendulaire.
Pour obtenir le bruit total, on n’additionne que sur les dix premiers modes, les

modes supérieurs ayant une contribution négligeable a basses fréquences (de [’ordre
2 x 1072%). On prend ¢, = ¢ = 107¢ [15], d’ou le bruit en amplitude relative :

- 2 [8kpT | & dw? , 10 Pw?
hViolons(w) = Z j Z ’ +Z f

2 2
n=1 Hn,e |:(wr2z,e - w2) + ¢2w%,e:| n=1 Hn, f |:(wr2z,f - w2) + ¢2wé,f:|

Il est interéssant de noter que seules les résonances ressortent dans la courbe de
sensibilité.

2.2.4 Autres bruits

Il existe bien d’autres sources possibles de bruit. Par exemple le bruit introduit
par les fluctuations d’indice optique du gaz résiduel qui nous impose la qualité de vide
nécessaire (P < 107° torr) [14], le bruit d’amplitude ou de fréquence du laser [17],
les bruits provenant des systemes de controle, le bruit des photons diffusés dans les
cavités FABRY-PEROT [18] etc... Cependant, moyennant des efforts importants, ces
différents bruits techniques peuvent étre ramenés & un niveau suffisamment faible
pour pouvoir étre négligeables par rapport aux bruits précédemment décrits.
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2.2.5 Courbe de bruit

Le bruit total est la somme quadratique de tous les bruits présentés précédem-
ment. La figure 2.4 rassemble tous ces bruits et présente la somme quadratique de
ceux-ci en équivalant signal apres un an d’observation. Afin d’illustrer les espoirs mais
aussi les aléas de la recherche d’étoiles & neutrons, la distribution de h,,,, pour les
pulsars connus (figure 1.5) est aussi tracée sur cette courbe. Rappellons que A4, est
I’amplitude maximum des ondes gravitationnelles émises pour un pulsar connu, éva-
luée & partir du ralentissement de leur rotation. Cette valeur ne tient pas compte des
pertes dues aux effets de modulation d’amplitude. On peut remarquer que quelques
candidats sont au dessus de la courbe de bruit.
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Figure 2.4: Niveau du bruit du détecteur VIRGO pour un an d’observation ainsi que
I’amplitude maximum des pulsars connus

2.3 Autres détecteurs d’ondes gravitationnelles

La revue qui suit présente d’autres méthodes et projets de détection d’ondes gra-
vitationnelles.

2.3.1 LIGO

LIGO est un projet américain [19]| constitué de trois interférometres placés dans
deux enceintes a vides qui auront des bras de 4 km. Ils seront placés & plusieurs milliers
de kilomeétres I'un de 'autre avec une méme orientation des bras. Ceci permettra la
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détection en coincidence, technique particulierement importante pour pouvoir exclure
les bruits non-gaussiens lors de la recherche de sources impulsionnelles (coalescences
de systémes binaires ou les super novae) et la détection de signaux d’ondes gravita-
tionnelles provenant de sources dont I’émission est aléatoire.

La différence essentielle entre la conception de VIRGO et celle de LIGO réside dans
le choix de I'isolation du bruit sismique qui est moins ambitieuse dans le cas de LIGO,
et déplace la fréquence de coupure du bruit sismique vers de plus hautes fréquences
(de l’ordre de 50 Hz) au lieu de 1 Hz dans le cas de VIRGO.

Ce projet devrait commencer a prendre des données en 1’an 2000.

2.3.2 GEO

Le détecteur GEO600 est le fruit d'une collaboration Germano-Britannique [20].
Comme son nom l'indique, il a des bras de 600 m de long. Pour compenser la faible
taille de leurs bras, un double recyclage de la lumiere laser est effectué. Ceci réduit
la taille de la bande de fréquences d’observation, mais, contrairement aux détecteurs
a barre, ce détecteur peut placer cette petite bande de fréquences oi il le veut. Le
projet complet commencera a prendre des données au printemps 2000.

2.3.3 TAMA

TAMA est un projet Japonais [21]. La longueur des bras est de 300 m. Ce projet est
en fait un prototype pour mettre au point plusieurs techniques et ensuite les mettre
en ceuvre dans le cadre d’un projet plus grand.

2.3.4 LISA

Le projet LISA quant & lui, est un projet d’interférometre qui doit fonctionner
dans 'espace vers I'année 2017 [22]. Sa configuration, figure 2.5, et la longueur de ses
bras ~ 5 x 10° km different des autres interférometres.

Les trois distances Ly, Lo, et L3 sont mesurées séparément. Du fait de la longueur
des bras, la bande de fréquences est limitée & quelques centaines de mHz. Le fait
de placer le détecteur dans ’espace ’affranchit des problemes du bruit sismique. La
fréquence minimale d’observation serait de ’ordre de 0,1 mHz. Les sources qu’'un tel
détecteur pourrait observer sont des ondes gravitationnelles émises lors du Big-Bang,
par des trous noirs massifs ou des systemes binaires galactiques, et par les systemes
binaires connus.

2.3.5 Barres et détecteurs omnidirectionnels

Les détecteurs a barres sont les premiers détecteurs a avoir été mis en ceuvre. Ils
prennent des données depuis déja plus de 30 ans (premiére barre par WEBER en 1966).
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Figure 2.5: Schéma du détecteur LIiSA

La meilleure sensibilité atteinte pour I'instant est de ’ordre de 107'® Hz . Tls sont
constitués d’une grosse masse qui réagit comme un ressort dont les oscillations forcées
dues au passage d'une onde gravitationnelle font rentrer en résonance le détecteur.

L’énergie F emmagasinée par le ressort, lorsque la fréquence de I'onde et celle du
ressort sont en résonance, est [23] :

Lo 9021242
E ~ 1—6ml09 h*@Q (2.19)
ot €2 est la fréquence propre du ressort.

Pour une fréquence propre de l'ordre de 1 kHz, une masse de 1500 kg, un haut
facteur de qualité 10°, et une longueur de 1,5 m, 'onde gravitationnelle dépose une
énergie de 'ordre de quelques 1072! J, ce qui correspond & une élongation du ressort
de I'ordre de 107! m (diametre d’un noyau atomique).

Cependant, la faible largeur de la bande de fréquences de ce type de détecteur ne
permet de rechercher qu’un petit nombre de pulsars connus.

La principale source de bruit pour ce genre de détecteur est le bruit thermique.
Pour le réduire, on plonge le détecteur dans de I’hélium liquide. Ce qui suit est une
liste de barres en fonctionnement.

Nom masse température | fréquences de résonance | lieu
NAUTILUS [24] | 2300 kg | 0,1 K 908 et 924 Hz LNF Italie
EXPLORER [24] | 2300 kg | 2 K 906 et 923 Hz CERN
ALLEGRO [25] | 2300kg | 0,2 K 907 Hz Louisiane
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Le principe du détecteur omnidirectionnel est une généralisation du principe des
détecteurs a barre. La différence réside dans la forme du ressort. Ici le ressort est
une sphere, ce qui permet d’exciter le détecteur quelle que soit la direction de ’onde.
La mesure de la longueur du détecteur dans trois directions orthogonales permet,
en calculant le pourcentage des divers modes excités dans la sphere, de trouver la
direction d’origine de ’onde gravitationnelle. Seul ce type de détecteur permet une
telle localisation pour tout type de signal. Deux projets sont actuellement en cours
d’étude GRAIL [26] et TIGA [27].
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Chapitre 3

Etalonnage de VIRGO

oD TALONNER LE DETECTEUR VIRGO, cest établir la re-
%3(@ lation quantitative entre le signal d’onde gravitationnelle et le signal
| ¥>mesuré. Ceci peut se faire en analysant de maniere détaillée le fonc-
tionnement de l'interférometre et en combinant notre connaissance des
= différents composants (efficacité des photodiodes, gain des convertisseurs
analogique numérique, fonction de transfert de l'interféromeétre,...). Cependant, pour
minimiser le risque d’erreurs, nous allons chercher une ou des méthodes indépendantes
et les plus directes possibles afin de pouvoir établir directement cette relation et ainsi
vérifier ces calculs. Le signal que I'on veut observer correspond & une variation de lon-
gueur des bras de 'interférometre. Pour étalonner le détecteur, il faut donc déplacer
les miroirs. Reste a savoir comment. Les caractéristiques suivantes sont nécessaires
pour un systeme optimal d’étalonnage :

e un générateur de signal indépendant du reste du détecteur

e une bonne dynamique (plusieurs ordres de grandeurs) dans Pamplitude et la
forme du signal

e une bonne connaissance a priori de la réaction du détecteur aux stimuli du
systeme d’étalonnage

e pas d’introduction de bruit additionnel

Parmi les nombreuses solutions possibles, deux solutions ont été retenues pour
VIRGO [14] :

e ’addition d’'un signal supplémentaire sur les bobines de controle du systéeme
d’asservissement des miroirs

e une force exercée par la pression de radiation d’un laser additionnel
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La réalisation de la premiere méthode est plus simple car sa mise en ceuvre ne né-
cessite a priori que peu de matériel supplémentaire. Mais elle n’est pas indépendante
du systeme de controle de VIRGO puisqu’elle doit utiliser le systeme de pilotage des
bobines. Il faudra donc étalonner séparément ce systeme avant de pouvoir 'utiliser
pour le détecteur. La seconde méthode est plus indépendante puisqu’elle possede son
propre générateur de signal, son propre systeme d’horloge et que le détecteur VIRGO
pourra fonctionner sans elle. De plus, cet appareillage peut étre utilisé pour étudier
la stabilité de la fonction de transfert au cours du temps en réalisant une surveillance
permanente entre deux périodes d’étalonnage. Pour cela, il émet en permanence une
sinusoide de fréquence, et d’amplitude, données. Ceci permet de surveiller toute dé-
rive de la fonction de transfert dans la région de la fréquence utilisée. Dans la pre-
miere phase du détecteur, ce systeme permettra aussi de tester les différentes boucles
d’asservissement, qui servent a verrouiller I'interférometre sur la frange noire, jusqu’a
ce que le signal soit exploitable. C’est ’appareillage nécessaire a la mise en ceuvre de
la deuxieme méthode que nous allons maintenant détailler dans ce chapitre.

3.1 Principe utilisé

Pour simuler le passage d'une onde gravitationnelle, nous allons exciter les miroirs
d’entrée séparément ou simultanément afin de faire varier la longueur d’un seul ou
des deux bras. Cette excitation sera produite par une source lumineuse via sa pression
de radiation pour obtenir une action a distance facilement contrélable. Le systeme
comprend en fait :

e un générateur de signaux électriques
e une source lumineuse

e un systeme de controle

e des miroirs de VIRGO (ceuzx d’entrée)

La figure 3.1 détaille chaque partie du systeme d’étalonnage*. L’ensemble généra-
teur de signal est groupé avec une partie du systeme de controle du signal dans un
méme chassis d’électronique. Afin de pouvoir étudier en détail la fonction de trans-
fert de 'interférometre et de bénéficier d'une certaine redondance, chacun des bras
de l'interférometre sera équipé d’un systeéme d’étalonnage. Ils seront installés sur les
miroirs d’entrée ce qui permet d’utiliser un seul chassis d’électronique de controéle et
de génération du signal.

*GPs, CNA et CAN désignent respectivement une horloge utilisant le systeme de satellites GPS,
un convertisseur numérique-analogique et un convertisseur analogique-numérique.
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Figure 3.1: Configuration finale du systeme d’étalonnage monté sur la tour

3.2 Génération du signal

On veut pouvoir pousser les miroirs avec n’importe quelle forme de signal. Pour
cela un processeur calcule la forme des signaux. Ces données sont transférées a une
carte CNA qui génere une tension variable. La carte CNA choisie comporte quatre
voies de sortie sur 16 bits, équipées chacune d’une pile « FIFO» .

3.3 La source lumineuse

La source lumineuse utilisée est une diode laser dont la puissance est modulée par
la tension fournie par le convertisseur numérique-analogique. Nous avons choisi une
diode laser pour sa facilité de collimation et pour sa réponse relativement linéaire en
puissance a une modulation de son alimentation.

Le choix de la longueur d’onde est dicté par le coefficient de réflexion des miroirs
d’entrée. Celui-ci varie fortement en fonction de la longueur d’onde et de ’angle
d’incidence comme le montre la figure 3.2. Compte tenu de la géométrie de ’enceinte

t«FIFO» est une abréviation de First In-First Out.



Figure 3.2: Coefficient de réflexion d’un miroir d’entrée en fonction de la longueur
d’onde pour plusieurs angles d’incidence : 0, 60, 65 et 70°

Le systeme d’étalonnage doit pouvoir fonctionner dans toute la bande de fré-
quences de VIRGO, soit jusqu’'a quelques kilohertz. La mesure de la fonction de
transfert de la diode laser montre qu’elle peut fonctionner jusqu’a des fréquences
supérieures d’un ordre de grandeur (figure 3.5). La réponse en puissance de la diode
laser & une sinusoide présente plusieurs pics a des fréquences multiples de la fré-
quence d’excitation montrant ainsi la non linéarité de la diode (figure 3.4). Un bruit
blanc et continu est aussi présent a un niveau tel qu’il pourrait augmenter le bruit de
Iinterférometre. Un systeme analogique d’asservissement sera donc nécessaire pour
stabiliser la puissance lumineuse et corriger ces effets.

3.4 Controle du signal

Le controle consiste a mesurer la puissance réfléchie par le miroir au cours du
temps. Ce signal sera échantillonné & la méme fréquence que les principaux signaux
de l'interférometre et enregistré par le systeme d’acquisition de VIRGO. Une diode
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quadrant placée sur le faisceau transmis vérifiera la stabilité angulaire du faisceau.

3.5 Calcul de la fonction de transfert du miroir

La force F' appliquée sur le miroir est due a la pression de radiation d’un laser.
Elle résulte de la quantité de mouvement que transmettent les photons lors de leur
réflexion par le miroir. Soit ¢ I’angle d’incidence sur le miroir, R le coefficient de
réflexion et P la puissance émise par le laser, alors :

1

_ 2RPcoszf (3.1)
c

Pour évaluer la force d’excitation, il nous faut ’angle d’incidence . Il est calculé
en connaissant la configuration exacte du systeme dans sa version finale. La figure 3.1
représente une vue de dessus du systeme quand il sera installé ainsi que les vecteurs
@ et 7. Il est important de noter que le faisceau lumineux ne se trouve pas dans le
plan horizontal, du fait de la configuration de la tour. En prenant le cosinus inverse
du produit scalaire - 77, on obtient I’angle d’impact cos ¢ = cos a.cos 9, o a = 62, 54°
est dans le plan horizontal et § = 23,97° dans le plan vertical (en tenant compte de
I’épaisseur du miroir). On en déduit I’angle d’impact entre @, et la normale du miroir
i, 1 = arccos(i; 1) = 65,08°. Un des problemes du principe d’étalonnage par pression
de radiation est que toute la chaine d’atténuateurs est excitée. Dans les fréquences qui
nous intéressent, le miroir est en chute libre avant que 'on applique une quelconque
correction. Pour un laser d’'une puissance d’un watt on obtient F' = 2,7 x 107 N.

La position # d'un miroir libre de masse m réagirait & une force Fe**, & la pul-
sation 2, comme suit : = —e"*F/(mw?). Voyons si l'excitation que I'on applique
reste bien dans le domaine de liberté des miroirs.

Pour connaitre le déplacement total, il faut étudier la somme complete des mou-
vements des cinq filtres, du pendule inversé, de la marionnette et du miroir, ce qui
est réalisé dans l'annexe B. La figure 3.5 montre le déplacement du miroir le long de
I’axe du faisceau.

La figure 3.6 nous montre le rapport entre la réponse de notre miroir suspendu
a sa longue chaine de filtres et celle d’'un miroir libre. La réponse & ’excitation peut
étre considérée comme libre & partir de 4 Hz (la différence est de lordre de 2%).

Le déplacement z(v) que produit la diode laser est proportionnel & la puissance
de la diode. En se placant & I’approximation de masse libre, le déplacement s’écrit :

2PRcosi
mecdn2y?

r(v) = (3.2)

La courbe de sensibilité 2.4 nous permet alors de calculer la puissance nécessaire
pour atteindre la sensibilité de VIRGO pendant l’étalonnage apres une seconde
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d’intégration : z(v) = %ﬁ(u)

L~ PRcost
gh(l/)  me2n2p? (3.3)
medn®v  Lh(v)
P = 3.4
Rcosi (3-4)

On multiplie cette puissance par deux, par rapport & la puissance donnée par
I’équation (3.4), car on ne peut tirer le miroir. La force oscille donc autour d’une
valeur moyenne qui est donnée par ’équation (3.4). La figure 3.7, montre qu’avec un
laser de puissance 1 W, on peut atteindre la plus grande partie du spectre de VIRGO,
de 4 Hz a 3 kHz, apres seulement une seconde d’intégration. C’est pourquoi notre
choix s’est porté sur une diode laser d’un puissance maximum de 5 W. En 'utilisant
en sous régime, son temps de vie est multiplié par le taux de réduction de la puissance
au carré. De plus, cela nous permet d’envisager des déplacements un peu plus impor-
tant, forts utiles au moment des premiers tests de VIRGO qui se feront probablement
a sensibilité réduite.
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Figure 3.7: Puissance du laser nécessaire pour atteindre la sensibilité de VIRGO
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Chapitre 4

Simulation du détecteur Virgo

J5IMULER LE DETECTEUR VIRGCO se révele primordial

pour certains choix, tant au niveau des stratégies possibles pour le
verrouillage de l'interférometre qu’au niveau des études des méthodes
d’analyse de données. Une simulation complete de VIRGO, appelée
) =S, SIESTA*, répond & ce besoin. Cette simulation est organisée en plusieurs
modules modélisant les différentes parties de VIRGO et certains signaux d’ondes gra-
vitationnelles. Ainsi, I’ensemble des bruits décrits dans le chapitre 2 peut étre simulé.
Dans ce chapitre, nous allons décrire plus particulierement la bibliotheque de mo-
dules qui simule le signal provenant d’une étoile a neutrons. Certains modules seront
décrits plus en détail, comme par exemple le module calculant la position de la terre
au sein du systéme solaire et les changements de référentiels nécessaires pour calculer
les effets du passage d’une onde gravitationnelle sur le détecteur.

4.1 Moteur de SIESTA

La simulation du détecteur VIRGO, SIESTA, fonctionne dans le domaine temporel.
Elle est constituée de modules écrits en langage C. Chaque module contient le code
pour un ou plusieurs types d’objets dont 1’état ne dépend que du temps. L’exécution
type d’'un travail de simulation comporte quatre étapes :

e la lecture d'un fichier contenant la liste des objets & simuler et les liens entre
ceux-ci

e l'initialisation des objets
e la simulation au cours du temps de I’ensemble des objets

e la terminaison des objets a la fin de la simulation

*pour Simulation of Interferometric Experiment Sensitive To grAvitational waves [28]
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Les objets sont traités de maniere équivalente lors de toutes ces étapes sauf au cours
de la simulation au cours du temps. La, les objets sont appelés en fonction d'une
fréquence qui a été déclarée pour chacun d’eux. Ceci permet de respecter, pour chaque
phénomene physique, son temps propre. Les modules permettent de simuler la quasi-
totalité des phénomenes physiques entrant en jeu dans VIRGO :

e bruit thermique, sismique, etc...

e optique, électronique de VIRGO

4.2 Simulation du bruit de 'interférometre

La simulation SIESTA peut générer différents bruits allant du bruit thermique
au bruit sismique en passant par le bruit de photons. La figure 4.1 est un exemple
de la transformée de FOURIER pour une seconde de données générées en prenant
en compte le bruit de photons, le bruit thermique pendulaire, le bruit thermique
interne des miroirs et le bruit thermique généré par les fils de suspension des miroirs.
Des signaux d’ondes gravitationnelles peuvent étre ajoutés a ce bruit. Ceci fait de la
simulation un outil trés utile pour des études réalistes d’analyse de données.
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-22
10
-23
10
-24
10

méedeh

transfor

HHHH‘ HHW‘ \HHW HHHH‘ HHW I

10 10° 10°

fréquence en Hz

Figure 4.1: Transformée de FOURIER des bruits simulés avec STESTA

4.3 Simulation du signal d’une étoile & neutrons

Le signal émis par une étoile & neutrons, h, (t) et hy(t), est simulé a ’aide d'une
somme de cosinus et de sinus aux fréquences simple et double de la source suivant
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les équations (1.44) et (1.45). L’effet DOPPLER est ensuite inclu en rajoutant une
phase qui correspond & la propagation de 'onde : k- 7(t). Le vecteur de propagation
k est un parametre défini par l'utilisateur et 7(t) décrit la position de la source par
rapport au détecteur au cours du temps. Un changement de repere est effectué afin
d’obtenir la variation de longueur des bras de I'interférometre. Enfin les bruits ins-
trumentaux peuvent étre ajoutés pour obtenir un signal tel qu’il serait produit par
VIRGO. Détaillons un peu plus ces différentes étapes.

4.4 Position du détecteur dans ’espace

Pour pouvoir tenir compte correctement de l'effet DOPPLER, il faut connaitre
la position du détecteur a une fraction de longueur d’onde du signal gravitationnel
pres [29]. Pour des signaux a un kilohertz, la longueur d’onde est de 300 km et nous
montrerons de maniere plus précise dans le chapitre 5 qu’il est nécessaire de connaitre
la position du détecteur dans le systeme solaire avec une précision de ’ordre de 15 km
(la source étant considérée immobile par rapport au Soleil). Décrire la trajectoire par
une simple ellipse n’est pas suffisant. En effet, considérons l'effet de la Lune sur la
position de la Terre. C’est le barycentre Terre-Lune qui a pour trajectoire une ellipse
car c’est ce systeme qui subit 'attraction du Soleil. La distance T'B du centre de la
Terre au barycentre Terre-Lune est la suivante :

M

TB = ——L 71 (4.1)
My, + My

— 4669 km (4.2)

Ou TL = 384401 km est la distance Terre-Lune et Mz et M sont les masses de
la Terre et de la Lune (6 x 10%* kg et 7,3 x 10?2 kg). La distance TB est a elle
seule plus grande que l'erreur tolérée, et il faut malheureusement tenir compte aussi
des autres planetes. Pour preuve, la figure 4.2 montre la position de la Terre sur
dix ans hors du plan de ’écliptique en tenant compte de la position de 1’ensemble
des planetes (excepté Pluton) et des effets relativistes. Une trajectoire simplement
elliptique produirait une valeur constante et nulle, alors que l'effet observé se situe a
plusieurs ordres de grandeur au dessus de ce que que ’on peut tolérer. Pour prendre
en compte tous ces effets, on utilise une fonction du Bureau des longitudes [30] de
PARIS, qui donne la position de la Terre avec une erreur de 1'ordre de 2 km. Cette
fonction, apres avoir été traduite en langage C, a été inclue dans la simulation de
Iinterférometre VIRGO : SIESTA. La rotation journaliere de la Terre est également

inclue, en tenant compte de sa fréquence de rotation effective m Hz.
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Figure 4.2: Position de la terre hors du plan de I’écliptique, en km

4.5 Validité de ’effet Doppler dans SIESTA

Pour vérifier que I’effet DOPPLER a bien été pris en compte dans la simulation, il
suffit d’observer la fréquence d’une étoile & neutrons au cours du temps. Si on choisit
bien la position de I’étoile & neutrons, on peut calculer facilement la vitesse qui est
en jeu.

On va donc dans un premier temps observer la fréquence d'une étoile & neutrons
se trouvant au pole nord équatorial. Dans ce cas, on ne sera sensible qu’a la vitesse
de la Terre dans le plan de I’écliptique. L’amplitude maximale de ’effet DOPPLER est
donnée par la projection de cette vitesse sur 1’axe de visée. Pour une étoile & neutrons
placée au pole nord équatorial, on doit obtenir au plus sin o = 39.8% de la vitesse de
la Terre autour du Soleil, ce qui donne V,;; ~ 12000 m s~ (o0 o = 23°26' est ’angle
entre le plan de Uécliptique et le plan équatorial). La figure 4.3 montre la fréquence v
observée au cours du temps pour une étoile & neutrons de 50 Hz placée au pole nord
équatorial. La fréquence est mesurée par transformée de FOURIER sur 65536 s tous
les dix jours. On peut traduire la fréquence observée en une vitesse effective de la
Terre, Vorr = %c. La figure 4.3 nous permet d’observer les 12000 m s~' attendus.

On peut refaire ce travail pour une étoile & neutrons se trouvant dans le plan de
I’équateur. La vitesse du détecteur sera alors la somme de la vitesse de la Terre autour
du Soleil et celle de la rotation propre de la Terre. La premiere, sur un jour d’étude
peut étre considérée comme produisant un décalage permanent de la fréquence. On
ne verra alors que l'effet di a la rotation propre de la Terre, qui doit donner, pour
un détecteur sur I'équateur et une étoile & neutrons dans ce méme plan, AV,¢; ~
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fréquence mesurée en Hz vitesse effective en m/s
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Figure 4.3: Décalage de la fréquence dia & l'effet DOPPLER sur six mois et vitesse
effective correspondant pour une étoile a neutrons placée au pole nord équatorial

465 m s '. La figure 4.4 montre la fréquence et la vitesse mesurées toutes les heures
pour une étoile & neutrons de 511, 5 Hz placée dans le plan de I'équateur (la fréquence
ici est plus importante pour augmenter [’effet DOPPLER car on dispose de moins de
temps pour le mesurer). La vitesse maximum mesurée est de AV,;; &~ 500 m s™', en
accord avec la valeur prévue. La faible différence provient de la rotation de la Terre

autour du Soleil.

4.6 Changement de repere

Le tenseur métrique peut étre écrit (cf chapitre 1) dans son référentiel de propa-
gation comme suit :

hy he 0
H, = | hy —hy 0 (4.3)
0 0 0

oll hy et hy sont décrits par les équations (1.44) et (1.45). On note « et ¢ les coordon-
nées équatoriales de la source d’ondes gravitationnelles, et 1) I’angle de polarisation.
La position du détecteur peut étre donnée, en coordonnées équatoriales, par la longi-

tude o/(t) = o/()o + g7 (t — to), A la latitude, et 6 Pangle entre I'axe ouest-est et le

tLes angles a, § et ¢ sont les angles d’EULER du repere de propagation, en coordonnées
équatoriales
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fréquence mesurée en Hz vitesse effective en m/s
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Figure 4.4: Décalage de la fréquence du a l'effet DOPPLER sur un jour et vitesse
effective associée pour une étoile a neutrons placée dans le plan de 1’'équateur

bras qui est considéré comme ’axe des x pour le détecteur (pour VIRGO A = 43,67°,
0 =71°, et o/(ty) est la longitude du détecteur le premier Janvier 1970). Si on appelle
Hj le tenseur métrique dans le référentiel du détecteur, H, le tenseur métrique dans
le référentiel de propagation, et R(t) la matrice de rotation qui permet de passer du
référentiel de propagation au référentiel du détecteur, on a alors :

Hy(t) = R(t) x H,(t) x R(t)
R(t) x Hy(t) x "R(t)

tR(t) = R7'(t) ce qui évite de calculer R7'(¢), ! correspondant & I'opération de
transposition. Pour calculer la matrice de rotation R(t), on peut décomposer celle-ci
en un produit de cinq matrices :

Out :
cosyy —siny 0
Ry, = sinyy costy 0 | Correction de la polarisation

0 0 1

tPour simplifier on notera n(t) = a — o/ (t).
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1 0 0
Ry, = | 0 cos(0+3%) —sin(0+7%)
0 sin(0+7%) cos(d+75)
1 0 0
= 0 —sind —cosd | Passage dans le plan de I’équateur
0 cosd —sind
cosn(t) —sinn(t) 0
R3(t) = sinn(t) cosn(t) 0 | Rotation dans le plan de I’équateur
0 0 1
1 0 0
R, = 0 cos(A—7%) sin(A—7)
0 —sin(A—7%) cos(A—7%)
1 0 0
= 0 sinA —cosA | Passage du plan de I'équateur a la latitude du détecteur
0 cosA sinA\
cosf sinf 0
Ry = —sinf cosf 0 | Orientation des bras du détecteur

0 0 1

Etant donné le principe de détection choisi, le détecteur ne «voit» en fait que la
différence de deux coefficients de Hy : Hgy, et Hyy,y.

Hdm( ) — dey(t)
2

h(t) = (4.8)

ol Hy(t) s’écrit :

Hy(t) = | Haya(t) Hayy(t) Hay:(1)
Hdzx(t) Hdzy (t) Hdzz (t)
On peut donc, pour optimiser la simulation, ne calculer que ces deux coefficients.
L’intérét supplémentaire est qu’on n’a pas besoin de tous les coefficients de R(t). On
obtient :

dey = (RZ:L* o Rzy) h+ + 2Rynyyhx (410)

Ce qui réduit & quatre (au lieu de neuf) le nombre de coefficients de R(t) a calculer.
Ces coefficients se décomposent en trois parties, dont deux dépendent du temps :

Ryr = Rypicosn(t) + Regasinn(t) + Reps (4.11)
R,y = Ryycosn(t) + Ryyosinn(t) + Rays (4.12)
Ry = Ryzcosn(t) + Ryzosinn(t) + Ryzs (4.13)
Ry, = Ry cosn(t) + Rypsinn(t) + Ryys (4.14)
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Ces coefficients, calculés avec le logiciel MAPLE, sont les suivants :

R:mcl
R:I::I:Z
R:mc?)
Rmyl
R:ryZ
Rmy?)
Ry:vl
Ry:z:Z
Ry:v?)
]zyyl
}zyy2
Ryys

Chapitre 4. Simulation du détecteur VIRGO

cos 1) cos f — sin 1) sin § sin 0 sin A
cos 1 sin fsin \ 4 sin v sin ¢ sin 6
—sin ¢ sin # cos A cos §

—sin ) cos f — cos ) sin § sin sin A
—sin ¢ sin @ sin A 4 cos ¢ sin d cos 6
— cos 1 sin f cos A cos )

—cos 1 sin f — sin v sin § cos fsin A
cos 1) cos fsin A — sin ¢ sin J sin

— sin 1 cos  cos A cos &

sin 1) sin § — cos v sin § cos fsin A
—sin cosfsin A — cos ¢ sin d sin

— cos 1) cos B cos A cos 0

Ce changement de repere induit un effet de modulation de phase et d’amplitude
qui sera détaillé dans le chapitre 5. Une validation possible de ce calcul consiste a
comparer les effets de ce changement de repere sur un pulsar connu (le pulsar du
Crabe) avec des travaux similaires effectués par d’autres. Ceci est réalisé dans le

paragraphe 5.4.3.
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Chapitre 5

Effet de mouvement du détecteur

E MOUVEMENT DU DETECTEUR par rapport a une source

provoque des modifications de sa fréquence et de son amplitude. Dans

le cas d'une source monochromatique, le signal détecté n’est plus pé-

riodique si ce mouvement n’est pas rectiligne et uniforme. Il est alors

o dilué dans une bande de fréquences ce qui provoque une diminution du

rapport signal sur bruit. Dans le chapitre précédent, les matrices de passage du réfé-

rentiel de propagation au référentiel du détecteur ont été calculées. Elles dépendent

du temps a cause de la rotation journaliere de la Terre, ce qui va aussi entrainer une

modification du signal observé en distribuant I’énergie du signal sur cinq fréquences

distinctes au lieu d’une seule. Dans ce chapitre, nous allons étudier les pertes entrai-

nées par les variations de ’effet DOPPLER ainsi que celles qu’entrainent les variations
de D'orientation du détecteur.

5.1 Pertes dues aux variations de ’effet Doppler
Soit un signal périodique d’onde gravitationnelle, de fréquence v :
h(t) = hgcos (2muyt) (5.1)

Notons k = 2wy /cii le vecteur de propagation de cette onde et #(¢) la position
du détecteur par rapport au Soleil. La source est considérée comme immobile dans le
référentiel solaire (ie ses coordonnées angulaires ne changent pas). Le signal observé
par un détecteur basé sur la Terre prend en compte une phase additionnelle & - 7(t)
due au temps de propagation de l'onde. Le signal devient alors :

h(t) = hocos (2mwpt + k- 7(1)) (5.2)

Comme cette phase additionnelle n’est pas constante, elle induit des pertes de
signal dans le cas d’'une simple recherche de signaux périodiques. En fait, nous ne
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sommes sensibles qu’a ce que ’on pourrait appeler ’effet DOPPLER différentiel, c¢’est-
a-dire aux variations de la vitesse autour d’une vitesse moyenne. En effet, la phase
introduite par 'effet DOPPLER peut étre minimisée en lui enlevant une phase at

—

qui correspond a k- Vmoyt. La phase s’écrit donc maintenant k- (F(t) — Vmoyt), en

ajoutant un terme constant a la fréquence & - Vy0,/(27). Intéressons nous alors, non
plus & la transformée du signal & sa fréquence vy, mais & une nouvelle fréquence :

vV =g+ ﬁL;’W Nous allons donc calculer, sans aucune correction, la transformée de
FOURIER h,(v') du signal h(t), pour un temps d’intégration T = n/v/' :

~ T . ’ — —
) = 2% [ et cos(am/t -+ - AT (1)1)d
= ho s —i2mv't ! 7 >
= > 2? e [cos(27r1/ t) cos(k - AV (t)t)

— sin(2m0't) sin(k - AV (£)1)] dt (5.3)

Comme k - AV(t)t varie trés lentement par rapport aux fréquences observées, nous

pouvons supposer que cos(l; . AV(t)t) est constant pendant un période (1/v'). En
notant t; = i/1/, alors :

n—1
he(v') = > 1’32 (cos(k - AV (t:)t;) + isin(k - AV (t:)t:))
n—1 hO . . . .
= z(cos(zg AV (t:)t:) + isin(k - AV (t:)t;) ) (5.4)
1=0
h n—1 2 n—1 2
he()| = ZO l cos(k AV(tz)tl)l +[Zsin(k AV(tz)tz)] (5.5)
=0 =0
d’ou les pertes :
1 n—1 2 n—1 2
e = 1—-= [ZCOS(E -AV(ti)ti)] +l2sin(/$ -AV(ti)ti)] (5.6)
n\ Lico i=0

Ou en utilisant la vitesse et la position du détecteur, on obtient :

2

rf cos(k - (F(t;) — Vmoyti))] 2 + lf; sin(k - (7(t;) — Vmoyti))] (5.7)

L’équation (5.7) montre que les pertes induites par 1’effet DOPPLER sont détermi-
nées par la direction de la source, sa fréquence et la position de la Terre. La figure 5.1
illustre cet effet en présentant la carte des pertes calculées avec ’équation (5.7). Elle
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correspond a une source de fréquence 20 Hz dont le signal a été intégré pendant un
jour. Les deux zones ol les pertes dues a I'effet DOPPLER sont plus faibles corres-
pondent approximativement aux poles des coordonnées équatoriales. En effet, dans
ces zones, les variations de la vitesse du détecteur sur un jour sont perpendiculaires
a la direction de I’étoile a neutrons, ce qui n’engendre pas d’effet DOPPLER.

15 [T1/2,10/2] %/
. A

pertes en %
=

B
o
&14\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\ H‘HH‘

Qw;

Figure 5.1: Pertes sur un jour d’intégration pour une étoile & neutrons de fréquence
20 Hz, suivant sa direction en coordonnées galactiques, et une coupe pour o = 0 rad

Remarquons enfin que pour corriger I'effet DOPPLER, c’est-a-dire pour retrouver
la forme du signal avant perturbation, il suffit de changer la phase du signal détecté
en soustrayant le terme k.7(t) de D'équation (5.2). Cette phase dépend du vecteur
polarisation k de onde et de la position relative du détecteur par rapport a la source
7(t). En fait on peut considérer les sources immobiles dans le repere héliocentrique,
ce qui fait que 7(t) correspond seulement au mouvement du détecteur par rapport
au Soleil. Nous séparons donc I'effet DOPPLER en deux parties, une dépendant de la
source (E) et I'autre dépendant de la position du détecteur dans le systeme solaire.
Nous allons maintenant étudier 'effet qu’ont ces deux parametres.
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5.2 Influence de la position du détecteur

Comme cela a été précisé auparavant, la correction de I'effet DOPPLER, utilise la
position du détecteur. Nous allons calculer la sensibilité de la correction par rapport
a ce parametre. Les temps d’observations étant notablement plus long que la journée
le travail [31] n’a pas été utilisé.

Supposons que nous fassions une erreur 07(¢) sur la position du détecteur. Alors
la transformée de FOURIER l{e(z/), du signal corrigé, pour un temps d’intégration
T ~ n/v (n entier), devient :

~ hU T —i2mvt 7 —
he(v) = QT € cos(2mvt + k - 07 (t))dt (5.8)
En suivant le méme raisonnement que dans la paragraphe précédent, nous obte-

nons les pertes :

2

[zé cos(k - 6F(tz~))] 2 + [zé sin (k - 57?(1;.))] (5.9)

1
e = 1——

Si de plus nous supposons que k - 67 (t) est suffisamment petit pour faire un déve-
loppement limité, alors :

i=0 1=0
1 - 2
= 1- [1—§<(k-6f)2>} + < ko7 >? (5.10)
= 1—\/1—(< (k- 072 > — <k - 07 >?) (5.11)
1 . .
= §[< (k-(SF)2>—<k-5F>2] (5.12)

Soit 6 la racine carrée de la variance de 67(t) projetée le long de k. Alors (5.12)
peut se réécrire :

kér)?
e = | 2” (5.13)
Pour limiter les pertes & 5%, alors :
2
(k(;r) < 0.05
cv0.1
or <
2Ty
1kH
or < 15km< Z> (5.14)
v
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L’équation (5.14) montre qu’il faut connaitre la position de la Terre a quelques
kilometres prés. Mais comme nous ’avons montré dans le chapitre 4, cette condition
peut étre facilement remplie et la précision obtenue étant largement supérieure a celle
requise, les pertes dues & la méconnaissance de 7(t) seront largement inférieures a 5%
(de lordre de 0,3% pour 1 kHz).

5.3 Influence de la position de la source

5.3.1 Pertes de signal

La figure 5.2 montre & quel point il est important de corriger I'effet DOPPLER.
Elle représente les transformées de FOURIER du signal d’'une méme étoile & neutrons
avec une correction plus ou moins bonne de 'effet DOPPLER, due & une erreur sur
la position de la source. Lorsque la bonne direction, pour la correction, est appliquée
(Aa = 0 rad), le signal observé est maximum et égal a 0, 25h. Dans le cas contraire,
le signal mal corrigé ressemble de moins en moins & un pic. De plus, la fréquence est
décalée proportionnellement & I'erreur sur la position ainsi qu’a la vitesse moyenne
lors de I'intégration. Cette figure est produite a partir de la transformée de FOURIER
pour un temps 7' de données. Les valeurs sont obtenues pour un ensemble discret de
fréquences, multiples de 1/7T. Si la fréquence du signal se trouve entre deux de ces
fréquences, il se produit une perte de signal allant jusqu’a 36%. Pour réduire ce type
de perte, le signal est simulé a dix fréquences différentes, toutes espacées d’un dixieme
de 1/T et le signal maximum a été utilisé. Ceci permet de réduire les pertes a 1, 6%.

0.25 A = 0.0114 rad

©
N

amplitude du signal observe en h,
o
H
(6]

0.1 } ! L IR NI A
0 ‘ ! e ‘ JQLL L‘ \JLJLJL‘\‘H " \“J‘ J e mL:_q S L‘f}.:-.u‘:‘ Lr‘ L ‘L“LL L J
0.0985 0.099 0.0995 0.1 0.1005 0.101 0.10151
x10

fréguence décalée en Hz

Figure 5.2: Pertes en fonction de la mauvaise correction appliquée
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Connaitre leffet d’une erreur 6k sur k permet de calculer ’erreur tolérable sur la
position d’une source en fonction d’un niveau de perte accepté.

Soit, h.(r) la valeur de la transformée de FOURIER & la fréquence v calculée en
tenant compte de ’erreur sur la position de la source.

7 2hy [T —i2nvt =
he(v) = - | ¢ cos(2mvt 4 0k - 7(t))dt (5.15)
0
En utilisant les mémes approximations et le méme raisonnement que précédem-
ment, I’erreur € sur le signal est :

e = 1—= [nilcos(élz-F(ti))rJr[nilsin(él?f(ti))r (5.16)

i=0 =0
ou encore :

n—1
e = 1— N > cos (0k - (7(t:) — 7(t;))) (5.17)
i,j=0

L’équation (5.17) montre que les calculs sont indépendants de I'origine des coordon-
nées. L’équation (5.16) permet d’estimer numériquement ’erreur tolérée sur la posi-
tion de la source. Ce calcul numérique est beaucoup plus rapide qu'une simulation
faite avec STESTA telle que celle de la figure 5.2. Il est donc important de vérifier la
validité de ce calcul puisqu’il sera utilisé abondamment pour évaluer la précision sur la
position d’une source et le nombre de recherches supplémentaires que l'on doit effec-
tuer pour pallier toute imprécision. Cette validation est effectuée avec les parametres
suivants :

e fréquence de I’étoile a neutrons = 499.5 Hz

e amplitude de 'étoile & neutrons = hy
o o= —1rad

e ) =0,4rad

o =0 rad

e ;=T rad

4
e v=7rad

e temps d’intégration = 65536 s = 18H12'

Les angles a et 0 sont les coordonnées équatoriales de 1’étoile a4 neutrons, 7 et 1) sont
les mémes qu’au chapitre 1. L’angle v est ’angle o de déformation du chapitre 1.
D’apres les équations (1.44) et (1.45), 'amplitude du signal & la fréquence simple
de I’étoile a neutrons est de 0, 25h.
La figure 5.3 présente la comparaison entre les pertes calculées analytiquement et
celles mesurées avec STESTA. Les deux courbes montrent un accord raisonnable.
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Figure 5.3: Comparaison entre les pertes calculées analytiquement et celles mesurées
a 'aide de SIESTA

5.3.2 Sensibilité angulaire du détecteur a fréquence libre

La méconnaissance de la position de la source entraine une baisse du rapport
signal sur bruit, comme nous 'avons vu dans le paragraphe (5.3.1), ainsi qu'une
variation de fréquence. Nous allons nous intéresser a la sensibilité des pulsars connus
a ces effets. Pour calculer 'amplitude de ces effets, I'erreur tolérée est évaluée dans
un nombre discret de directions (via [’équation (5.17)) qui se trouvent dans un plan
perpendiculaire a la direction de la source (I’erreur sur la source est dans ce plan). Un
calcul pour ces directions permet de déterminer ’amplitude de I’erreur pour chacune
d’elles et le décalage fréquentiel correspondant. Ceci définit un contour dont la surface
correspond & la région ou l'erreur sur la position de la source doit se trouver pour
rester dans les limites de pertes fixées. Cette surface est homogene & un angle solide,
et elle peut étre comparée a ’erreur sur les pulsars connus que montre la figure 1.8.
La figure 5.4 représente la forme d’une de ces régions pour une direction donnée et
différents niveaux de perte. Cette figure a été réalisée pour un temps d’intégration de
deux jours et une fréquence de 20 Hz. Les coordonnées équatoriales de la source sont
a = —1rad, 6 = 0.4 rad.
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Figure 5.4: Définition d’une cellule de recherche (2 jours)

Les figures 5.5 et 5.6 montrent ’angle solide qui définit 1’erreur tolérée sur la
position de ’étoile & neutrons, pour des pertes de 5%, en fonction de la direction de
recherche de 1’étoile & neutrons pour respectivement un jour et dix jours d’intégration.

La figure 5.7 montre la tolérance moyenne en stéradians pour des sources ayant des
fréquences de 10 et 20 Hz, et la proportion de pulsars connus qui franchissent cette
limite. La tolérance dépend de la fréquence du signal au carré car 5k dépend de la
fréquence et la surface du contour dépend de §k?. On peut remarquer que la proportion
de pulsars connus qui dépassent le seuil est faible jusqu’a un an d’intégration, ce
qui est normal car la précision avec laquelle ils sont connus dépend de leur temps
d’observation par des antennes directionnelles.

La figure 5.8 montre le nombre total de recherches supplémentaires qu’il faut faire
pour I'ensemble des pulsars connus afin de corriger le décalage fréquentiel moyen. On
peut remarquer que le nombre moyen de recherches supplémentaires pour les pulsars
qui n’ont pas encore atteint la précision limite diminue. Deux faits y contribuent :
d’une part les pulsars demandant le plus de recherches supplémentaires sont 6tés de
cette moyenne au cours du temps, d’autre part plus le temps d’intégration est long
plus la vitesse moyenne est proche de zéro. En effet la trajectoire de la Terre autour
du Soleil est une ellipse, donc pour un an, la vitesse moyenne est nulle.

5.4 Effets de la modulation d’amplitude

La réponse du détecteur dépend de la position de la source par rapport au détec-
teur [32]. Or l'orientation du détecteur varie au cours du temps. L’amplitude et la
phase du signal d’une onde gravitationnelle observé sur Terre vont donc étre modulées.
Cet effet est important dans le cas d'une source d’ondes gravitationnelles périodique
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Figure 5.5: Taille de ’erreur tolérable sur la position d'une étoile & neutrons pour
un jour d’intégration & une fréquence de 20 Hz, suivant la direction de la source en
coordonnées galactiques

puisque le signal sera observé pendant des temps longs. L’étude quit suit est plus
détaillée que celle effectuée dans [32].

5.4.1 Diagrammes d’antenne du détecteur

Un diagramme d’antenne est un instantané de la sensibilité directionnelle du détec-
teur. Dans le cas d'une onde gravitationnelle, on doit produire deux diagrammes, un
pour la polarisation h, et un autre pour la polarisation h,. En effet ces polarisations
représentent les deux degrés de liberté pour une source quelconque. Pour calculer ces
diagrammes d’antenne, on utilise des équations de changement de repére similaires
a celles données dans le paragraphe (4.6), en prenant h, = 0 pour le diagramme de
la figure 5.9, h, = 0 pour le diagramme de la figure 5.10, détecteur immobile et des
angles faisant référence au repere local du détecteur.

Lors de la détection de sources & émission breve, ces deux diagrammes sont impor-
tants pour connaitre les zones d’ombres du détecteur. En effet lors d’une super nova
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Figure 5.6: Taille de ’erreur tolérable sur la position d'une étoile & neutrons pour
dix jours d’intégration a une fréquence 20 Hz, suivant la direction de la source en
coordonnées galactiques

ou d’une coalescence de systeme binaire, le signal est présent pendant un temps bref
pendant lequel la direction de la source n’a pas changé. Pour une source périodique,
ces diagrammes doivent étre moyennés sur le temps d’intégration de la transformée de
FOURIER, ce qui donne une généralisation du diagramme d’antenne. Les coordonnées
les plus intéressantes pour tracer le diagramme de la figure 5.11 sont les coordonnées
galactiques car c’est dans le plan galactique que 'on attend le plus de sources. La cou-
verture du ciel est relativement homogene puisqu’il n’y a qu'une différence de 8,9%
d’amplitude relative entre la valeur la plus faible et la plus élevée. Le diagramme
concernant la fréquence double n’est pas tracé car les effets de la modulation sont
treés similaires pour les fréquences simple et double.

5.4.2 Mise en forme de l’effet de modulation d’amplitude

Dans le cas d’une étoile & neutrons, I’effet de modulation d’amplitude, se produit
4 une phase pres sur 'onde a sa fréquence simple, /27, et a sa fréquence double.
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Figure 5.7: Seuil de tolérance sur la position des pulsars connus a 10 et 20 Hz

Les équations (1.44) et (1.45) peuvent se mettre sous une forme plus maniable :

hy = hyicos(Qt) + hyycos(20Qt) (5.18)
h>< h><1 SlH(Qt) + hxg SlH(2Qt) (519)

Les équations pour la fréquence double sont identiques & celles de la fréquence
simple hormis le remplacement de hyy et hyy par hys et hys. Les équations ne seront
donc détaillées que pour la fréquence simple.

Cet effet s’écrit sous la forme suivante :

1
hi) = [cos(Qt) (R2, + R, — B2, — R2,) hia
+ sin(Qt) (Ryg Ry — RyyRys) hxi
Comme on I’a montré au chapitre 4, on peut décomposer chaque élément de la

matrice R en une partie constante, une partie dépendant de cosn(t) et une autre
dépendant de sinn(t). Ceci nous ramene a (détail des calculs dans Uanneze C) :

1
h(t) = §h+1 cos(Qt) [a + beosn(t) + csinn(t)
+d cos 2n)(t) + e sin 2n(t)]
1
+ Ehxl sin(Qt) [a' + b cosn(t) + ¢ sinn(t)
+d' cos 2n(t) + €' sin 2n(t)] (5.20)
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Figure 5.8: Nombre moyen de recherches supplémentaires pour les pulsars connus

Les coefficients
sa polarisation. [.’é

définis précédemment dépendent de la position de la source et de
quation (5.20) donne du signal a la fréquence de la source Q/27 et

sur quatre bandes latérales aux fréquences Q/2r + vy et Q/27 + 2vp. vp = m Hz
est la fréquence de rotation de la Terre. L’équation (5.20) peut s’écrire :
1 el 4 e 12 ein(t) 4 e*iﬂ(t) 6in(t) _ e*iﬂ(t)
h(t) = =h b
) = ha—7 o 2 e
eZin(t) 4 672in(t) e2i7](t) - e2in(t)‘|
+ d +e :
21
]_h el _ -2 Ly 6in(t) 4 e*iﬂ(t) lein(t) _ 67in(t)
T ¢ 2 e 2i
162i77(t) 4 6*21-77@) 162in(t) o 672in(t)
+ d +e :
2 21
ou encore en ne tenant compte que des fréquences positives :
1 12917
h(t) = 3 [2 ahyy —ia'hyy]e
+ [bhyy — Ehyy — i (chyy 4 U hyy)] CHF10)
+ [bhyy + Chyy + i (chyy — b hyy)] €S 10)
+ [dhyy — €'hyy — i (ehgy + d'hyy)] 2200
+ [dhyy 4 €hyy + i (ehyy — d'hyy)] e 210) (5.21)
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Figure 5.9: Diagramme d’antenne pour une onde polarisée h. Les bras du détecteur
coincident avec I’axe des x et 1’axe des y

fréquence amplitude
Q/2r — 2vp | 1/(hyrd — hoye))? + (hyre + hyyd')?
Q/2r —vp | 1/ (harb — hei@)? + (horc+ hob)?

Q/2r L (hiia)? + (hua')?
Q/QTF—FVT i\/(h+1b+h><101)2 + (h+1C— hxlb’)Z
Q/Qﬂ' + 21/T i\/(h‘}’ld + h><16,)2 + (h+16 - hxldl)Z

Cela donne I'amplitude de la transformée de FOURIER* pour chacune des fréquences :

La fréquence et la position de la source sont les seules données connues. Sa polari-
sation v, son angle de vue 7, son angle de déformation v et son amplitude initiale hy
sont par contre inconnus. Avec l’effet de modulation, on a dix valeurs mesurables et
seulement quatre inconnues. On pourra donc par une méthode d’ajustement (x? ou
mazimum de vraisemblance) mesurer tous ces parametres et donc obtenir des rensei-
gnements cruciaux pour les modeles d’étoiles & neutrons. Cet effet peut permettre de
signer un signal extraterrestre. En effet, tout signal périodique devra étre accompagné
de quatre pics de modulation & la fréquence mesurée du signal +vr et +2u7.

*On normalise notre transformée de FOURIER pour qu’une sinusoide ait comme maximum
d’amplitude 1.
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Figure 5.10: Diagramme d’antenne pour une onde polarisée hy. Les bras du détecteur
coincident avec I’axe des x et 1’axe des y

5.4.3 Effet sur le Pulsar du Crabe

Afin de valider le changement de référentiel introduit dans la simulation STESTA, on
va comparer |'effet de modulation résultant du changement d’orientation du détecteur
a un résultat produit dans la littérature pour une source connue : le pulsar du CRABE.

On met le signal sous la forme de I’équation (5.22) pour pouvoir le comparer aux
résultats de [7] qui présente A; et Ay pour différentes valeurs de i, ¢ pour le pulsar
du CRABE.

W) = ;%@n%gn—¢@»+%Axwqun—@@» (5.22)

ol :

2
Mﬂ:%@ﬁ%f@f%JﬁﬁM%&r&@ﬁ%

2
Mﬂ:¢@ﬁ@f@f@gﬁﬁu%&r%@ym

cos(¢(t)) = yoe
RyRyy — RyyRyz)ha

sinfen (1) = 2ttt

m%w__@ﬁ@f@f@mﬂ

As(t)
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Figure 5.11: Diagramme d’antenne pour une onde gravitationnelle émise par une étoile
a neutrons a sa fréquence simple et coupe pour § = 0 rad

Q(RmRmy — Rnyyr)hx2
Ay(t)

sin (¢ (1))

Les coefficients R,;, Ry, etc... sont ceux définis au chapitre 4. A; et Ay sont
donc seulement fonction de cosn(t) et sinn(t) et donc de période un jour de rotation,
c’est-a-dire 86164 s. La figure 5.12 montre A;L—gt) et Afl—(()t) pour le détecteur VIRGO et le
pulsar du CRABE dont les coordonnées équatoriales sont o = 5h34min, § = 22°01".
L’angle de déformation (défini au chapitre 1) est supposé étre v = 15°, la polarisation
initiale ) = 0 rad et ’angle 7 = 45°. On obtient les mémes résultats que dans [7]| mis &
part un décalage temporel, di & l'origine des temps et un facteur de proportionnalité,
car dans [7] il est supposé que la déformation serait due au champ magnétique, ce
qui change 'amplitude relative du pulsar. La figure 5.13 montre les résultats obtenus

dans Darticle [7].

5.4.4 Distribution du signal due a4 la modulation

On peut calculer la distribution d’amplitude des bandes latérales. On peut aussi
la mesurer en utilisant STESTA pour simuler des étoiles & neutrons. On va comparer
ces deux méthodes pour obtenir une vérification croisée de la méthode de simulation
et des calculs effectués dans les paragraphes précédents. Pour cela, on simule les sept
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Figure 5.12: Modulation & la fréquence simple et a la fréquence double du pulsar du
CRABE calculée avec STESTA

cent six pulsars du catalogue [9].

On parcourt, pour réaliser la mesure de la distribution, une partie de 1’espace
possible des parametres régissant ’effet de modulation d’amplitude. On ne fait varier
que la polarisation ¢ et 1’angle i (quatorze valeurs pour chaque paramétre). L’angle
v n’intervenant que d’une maniere relative, on ne le fait pas varier. La figure 5.14
montre le résultat de trois des simulations SIESTA pour des étoiles & neutrons dans
trois directions différentes, mais avec les mémes parametres 7, ¢ et . La disparité de
répartition de ’énergie dans les différentes bandes y est bien représentée.

Ce qui donne 138376 simulations pour les 706 pulsars connus dont on mesure la
distribution du signal sur les bandes latérales multiples de vy pour leur fréquence
simple et pour leur fréquence double. La figure 5.15 montre la distribution, relative a
la somme des bandes, de la bande centrale et des deux bandes latérales entourant la
fréquence principale.

La figure 5.16 montre les mémes distributions pour la fréquence double des pulsars
connus. L’intérét de produire cette figure est que le rapport hyq/hy; est différent de
hys/hyo. Les distributions seront donc différentes.

On peut remarquer que le signal des bandes latérales est en moyenne plus impor-
tant que celui de la fréquence principale. Ceci est a retenir pour les algorithmes de
recherche que 'on va étre amené a développer.

Les mémes distributions mais calculées analytiquement, sont représentées en poin-
tillés sur les figures 5.15 et 5.16. Les différences avec la simulation sont mineures et
peuvent s’expliquer a cause de la proximité des cinq pics lors de la simulation.
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Figure 5.13: Modulation & la fréquence simple et a la fréquence double du pulsar du
CRABE [7]

Grace aux calculs de 'annexe C et du paragraphe 5.4.2, on peut calculer la dis-
tribution des bandes latérales pour toutes les directions du ciel. On va aussi pouvoir
observer si la tendance qu’ont les bandes latérales d’étre plus élevées en moyenne que
I’amplitude de la transformée de FOURIER, pour la fréquence de la source, se confirme
quand on uniformise 1’origine des sources dans le ciel. Ceci est intéressant car certaines
sources ne sont peut étre pas toutes dans le plan galactique. Les figures 5.17 et 5.18
nous montrent cette distribution relative respectivement pour la fréquence simple et
la fréquence double. On peut remarquer la similitude entre les distributions. La re-
cherche pour le ciel entier n’est pas différente de la recherche dans le plan galactique
du point de vue modulation d’amplitude.

Bien que I’énergie ne soit pas équirépartie entre les différentes bandes, les distri-
butions des bandes sont deux & deux similaires car les distributions en % et i sont
uniformes, ce qui permet d’avoir un symétrique qui équilibre les distributions pour
chaque source.

Pour mesurer cette disparité, on calcule, pour chaque direction et chaque bande,
la moyenne et I’écart quadratique moyen. Comme le montre la figure 5.19 les distri-
butions dans chaque direction sont peu piquées (écart quadratique moyen important).
C’est aussi le cas pour chaque bande latérale.
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simple en fonction de la direction de la source en coordonnées galactiques
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Chapitre 6

Recherche de pulsars connus

N PEUT RECHERCHER plusieurs types de sources périodiques.

" Les seules dont on connaisse la position sont les étoiles & neutrons que
l'on a détectés via leurs ondes électromagnétiques (les pulsars). Ce cha-
pitre est consacré a 1’étude de plusieurs méthodes pour détecter les
pulsars connus. L’intérét de réduire la quantité de données a utiliser
dans les recherches de signaux périodiques est discuté. La connaissance de la source
fait penser a la détection synchrone, qui est a priori la méthode la plus simple. Le
manque d’informations sur ces sources connues complique tout de méme cette mé-
thode au point de la rendre moins attrayante. La méthode de correction de 'effet
DOPPLER est ensuite expliquée. Deux autres méthodes de recherche différentes de la
détection synchrone (méthode avec ajustement et méthode dite «simpley) sont finale-
ment comparées.

6.1 Réduction de la quantité de données

Si on veut rechercher une étoile a neutrons de fréquence 20 Hz, d’apres le théoreme
de SHANNON [33] on doit échantillonner le signal & au moins le double de la fréquence
de celui-ci, ici 40 Hz. Si I’on integre un an de données, on a 3,15 x 107 s x 40 Hz =
1,26 x 10° valeurs qu’il faut utiliser pour 'intégration. Ce volume de données est
supérieur a la capacité mémoire d'une station de travail ordinaire ce qui complique
et ralentit toute I’analyse. Pour s’affranchir de ce probleme, et donc pour réduire
le nombre de valeurs nécessaires, on sélectionne une zone du spectre ou l'on peut
effectuer la recherche des sources qui nous intéressent. Pour cela on multiplie le signal
en sortie du détecteur par une exponentielle complexe a la fréquence v, dont on veut
décaler le signal. Ensuite on filtre pour éviter le repliement qui risque d’ajouter du
bruit lors du sous-échantillonnage. Un signal périodique de fréquence v a alors comme
nouvelle fréquence vy — v,. On peut alors entreprendre, en tenant compte des filtres
appliqués, la recherche de pulsars connus ou d’étoiles & neutrons inconnues.
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6.2 Détection synchrone

Pour procéder a la détection synchrone il faut connaitre la fréquence du signal. On
multiplie alors le signal de sortie du détecteur par un signal & cette méme fréquence
(qui peut étre variable) et on integre le tout. Le probleme ici est que le détecteur est
en mouvement, ce qui introduit deux effets :

e [’effet DOPPLER
e [’effet de modulation d’amplitude

Ces deux effets ont été décrits dans le chapitre précédent. Pour tenir compte de I'effet
DOPPLER, il suffit d’avoir la position et la fréquence de la source, auxquelles on
a acces. Le probleme se pose en fait pour l'effet de modulation d’amplitude. On a
montré que le signal a la fréquence simple ou & la fréquence double se mettait sous la
forme suivante :

1
h(t) = §h+ cos(Q2t) [a + beosn(t) + esinn(t) + d cos 2n(t) + e sin 2n(t)]
1
+ §hx sin(Qt) [a' + V' cosn(t) + ¢ sinn(t) + d' cos 2n(t) + €' sin 2n(t)]
Tous les coefficients de cette équation dépendent d'une variable inconnue 1 (la pola-
risation de l’onde) car inaccessible sinon par la détection de l'onde gravitationnelle.

Si on calcule l'effet de ce parametre seul, on transforme 1’onde gravitationnelle dans
son repere (représentée par la matrice H,) en la matrice, Hy, suivante :

I - cosy —siny hy  hy cosy  siny
d = siniy  cos hy —hy —sinty cos
o hycos2typ — hysin2ty  hy sin 2y + hy cos 2y
d = hysin2y + hy cos 2y —h, cos 2ty + hy sin 29

P
me= (o )
X

b, = hycos2yp — hysin2y
h', = hysin2¢ + hy cos 21

On peut donc rendre les coefficients a, b,... indépendants de 1) en redéfinissant h, et
hy en b, et hl .

h(t) = %hﬁr(t) l[a + bcosn(t) + esinn(t) + dcos2n(t) + esin 2n(t)]

1
+ §h'x (t) [a" + b cosn(t) + ¢ sinn(t) + d' cos 2n(t) + €' sin 2n(t)]
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Le probleme de P'effet de modulation est ainsi déplacé dans les termes A/ et A, qui
s’écrivent (équations (1.44) et (1.45)) :

"y o
b, = hysinacosa [sm ! cos(2t) cos 21 — % sin(§2¢) sin 21/)}
= hyocos (U +¢,)
Y o
h', = hgsinacosa [SH; ! cos(Qt) sin 2¢) + % sin(Qt) cos 21/)}

= hyocos (U — o)

ou :
hio = ho|sinacos | \/ sir;Qi cos 21,/}} : + [% sin 2@/}} 2
hyo = hg |sinac0sa|\/ si1212i sin2¢]2 + %COS 2¢)r
cosop, = 841;;2; cos 2
sing, = 28212 sin 2
CoS Py = 8412502 sin 2v
sin g, = 28212 cos 21)

Sous cette forme, le signal peut étre détecté de fagon synchrone pour sa polarisa-
tion h, ou sa polarisation h, sans avoir a supposer un quelconque parametre. Pour
la détection de h,, le signal est multiplié par :

fi(t) = A(t) cosQt (a+ beosn(t) + csinn(t) + dcos2n(t) + esin2n(t)) (6.1)
puis intégré au cours du temps. Le méme signal est aussi multiplié par :
fa(t) = B(t)sinQt (a + beosn(t) + esinn(t) + dcos2n(t) + esin 2n(t)) (6.2)

puis intégré au cours du temps. En faisant la somme quadratique de ces deux résultats,
on obtient un résultat indépendant de ¢, : h,g. Le résultat pour la polarisation h
est obtenu de méme en remplacant a par o', etc...

Malheureusement, le rapport le rapport signal sur bruit change au cours du temps
a cause de l'effet de modulation d’amplitude. Pour optimiser cette méthode de re-
cherche il faudrait repondérer les données tel que cela sera décrit dans le paragraphe
(6.6), c’est le role des coefficients A(t) et B(t). Le signal sera malheureusement réparti
entre les polarisations h, et hy, ce qui diminue le signal effectivement disponible. De
plus, cette méthode n’est pas utilisable pour la recherche aveugle de sources pério-
diques, d’ot1 I'intérét des deux méthodes présentées dans les paragraphes qui suivent.
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6.3 Méthode de correction de 'effet DOPPLER

On peut traduire le changement de forme du signal par I'introduction d’un retard
dans I’arrivée du signal di au mouvement du détecteur ou par un changement de phase
du signal périodique. Ces deux aspects d’'un méme phénomene que I'on a étudié vont
étre décrits dans ce qui suit. La deuxieme méthode de correction est utilisée dans les
deux méthodes de recherches de pulsars connus présentées dans le paragraphe (6.7).

6.3.1 Meéthode du changement du temps d’arrivée

Dans cette méthode, on calcule le temps t, auquel le signal h(t) observé sur la
Terre a l'instant ¢ sera observé au barycentre du systéme solaire. Cette correction
est aisée et ne nécessite que la position du détecteur et la direction de la source. On
n’a aucunement besoin de la fréquence de la source. Mais le mouvement de la Terre
n’est pas linéaire. La correction ne 1’est donc pas non plus et les temps d’arrivée %,
du signal sont non équidistants en temps. On ne peut donc pas utiliser un simple
algorithme de transformée de FOURIER rapide, excepté si on interpole le signal pour
le rééchantillonner. Mais on a dans ce cas besoin d’'une méthode trés précise car
I’amplitude d’une onde gravitationnelle est tres faible par rapport au bruit. Ceci
limite les performances de cette méthode ou augmente le cotit en temps de calcul.

6.3.2 Meéthode du déphasage

Dans cette méthode, au lieu de changer le temps d’arrivée, on change la phase du
signal. Pour cela on a besoin d’une fréquence pour transformer un temps en phase, et
donc cette méthode ne pourra étre appliquée qu’a une bande de fréquences donnée.

En fait, limiter la bande de fréquences n’est pas un probléme et se trouve étre
une solution tres efficace du point de vue du temps de calcul et des entrées sorties
des données comme nous 1’avons vu précédemment. L’idée est de décaler la fréquence
du signal vers une fréquence plus basse. Ce décalage de fréquence est effectué dans le
repere du barycentre du systeme solaire. En effet au lieu de décaler simplement les
données par une fréquence donnée —v,; en multipliant les données du détecteur par

e~?mst on multiplie le signal par =™t oi1 t, =t + %

. Ceci corrige |'effet DOP-
PLER de maniere parfaite pour un signal a la fréquence v, et d’une trés bonne maniere
pour un signal de fréquence vq si vy — v, est suffisamment petit. Ce «suffisamment pe-
tit» dépend du temps d’intégration. En effet multiplier par e=*?™! revient & décaler
la fréquence de la source dans son référentiel. La prise de données est alors effectuée a
basse fréquence ot on est beaucoup moins sensible & effet DOPPLER (proportionnel
a la fréquence du signal a laquelle il est observé). Le calcul qui suit montre 'effet de
la correction proposée. Le signal attendu & 1 est maintenant attendu a vy — v, :
« ho T

h(VO _ Vs) — 2? i e 2m(vo—vs)t g (27TV0t + EF) e 2imvsta gy



6.3. Méthode de correction de 'effet DOPPLER 83

12mvgt —127vot,
0 [T €T e

T 2
_ @ </T 6_227r(1/0 us)t62i7r(ugfus)(t+¥)dt

>>dt)

(/ z27r(u0 Vs) th_+_ —z47r1/0t6—227rus(" )dt> (63)

e—2i7r1/s ta dt

|m

—2271' (vo—vs tez( 27r(u0+us)(

+
’ﬂ|;"\ N~

L’oscillation rapide de e ™™0! comparée a la variation de 'effet DOPPLER fait
que le second terme dans (6.3) est nul. Dans le premier terme, 1’effet DOPPLER est
proportionnel & la fréquence d’observation et est négligeable dans toute la bande de
fréquences d’observation si on a choisi une bande de fréquences suffisamment petite.

Il est intéressant de remarquer qu’on peut procéder en deux temps pour calculer
le décalage. On multiplie d’abord les données par e 2! ce qui décale le signal sans
corriger ’effet DOPPLER. Ensuite on applique un filtre passe-bas pour éviter les effets
de repliement lors de la transformée de FOURIER rapide Apres quoi on rééchantillonne
a basse fréquence et enfin on multiplie par e %™ pour corriger 'effet DOPPLER.
Cela présente ’avantage de faire les corrections sur un trés petit lot de données, ce
qui produit une tres grosse économie de temps de calcul. Cela se révélera crucial par
la suite dans le cadre d’'une recherche aveugle de sources périodiques.

On choisit donc cette derniere méthode plutot que celle du changement du temps
d’arrivée car elle est beaucoup plus fiable, et surtout beaucoup plus rapide.

6.3.3 Détail de la mise en ceuvre de la méthode de correction

On va maintenant préciser le fonctionnement de la correction de I’effet DOPPLER.
Le travail est partagé en deux phases. La premiere décale en fréquence les données
vers les basses fréquences. Le signal que 'on veut sélectionner est alors dans une
bande de fréquences allant de 0 Hz & Av. On filtre les données avec un filtre passe
bas du quatrieme ordre pour éviter le repliement du spectre des hautes fréquences.

La fréquence de coupure de ce filtre est Avy/v/2 — 1/2, car on ne va accéder qu’a une
bande de fréquences de moitié celle du rééchantillonnage. Le filtre du quatrieme ordre
est un filtre numérique dont la fonction de transfert est :

H(v) = lﬁ] 2 (6.4)

Av est tel que Av = v, /m, ott m est un entier et v, la fréquence d’échantillonnage.
On moyenne sur m points pour diminuer le niveau du bruit, ce qui produit un ré-
échantillonnage des données a la fréquence Av. De plus ce moyennage se conduit
comme un filtre passe bas.
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La deuxieme phase consiste a corriger la phase résiduelle due a l'effet DoOP-

PLER en multipliant le résultat du traitement précédent par I’exponentielle complexe
@-7(t)

6—i27rus

Ensuite les effets de ces deux filtres doivent étre corrigés pour la mise en forme
finale. Il faut calculer I'effet que la moyenne produit sur la bande de fréquences comme

le filtre précédent. Supposons qu’on moyenne un signal S(n) = ¥/ La valeur
prise pour le rééchantillonnage, S'(k), est :
m—1 S k
m
m—1 2i7ri(n+k)
~ Zn0© (6.6)
m
2im - (k) 2imm -
el —e ve
= — 6.7
m 1 — 6227rz ( )
d’ott le module de la fonction de transfert, F'(v) :
1 sin &
Fv)| = |—=—%2— (6.8)
m sin -

On multiplie donc la norme de la transformée de FOURIER par l'inverse des fonctions
de transfert des deux filtres pour obtenir la correction voulue et obtenir une réponse
identique pour toute la bande de fréquences. La figure 6.1 montre l'effet de cette
correction.
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Figure 6.1: Bruit blanc avec et sans correction des filtres
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Le seul probleme que peuvent causer ces filtres se pose dans le cas ou l'effet
DOPPLER est corrigé apres avoir décalé les données mais pas en méme temps, car on
introduit un filtrage entre le décalage fréquentiel et la correction de I'effet DOPPLER.
Montrons que ce probleme n’est pas critique. L’effet DOPPLER est proportionnel 4 la
vitesse relative entre la source et le détecteur, divisée par la vitesse de la lumiere. Dans
le cas de la vitesse de la Terre, I'effet DOPPLER sur la fréquence est de Pordre 1 x 1072,
Cet effet est encore plus faible pour I'effet DOPPLER différentiel. Les variations de
la fonction de transfert des deux filtres sont du méme ordre & savoir ~ 10~* (car le
filtre a un comportement localement linéaire), ce qui ne produit pas de modifications
majeures du signal. On peut donc encore le corriger apres son passage a travers
I’ensemble de filtres.

6.4 Correction de 'effet de P

La correction de cet effet dans le cadre d’une recherche de pulsars connus est
relativement simple. Il suffit de procéder de maniere similaire & la correction de 'effet
DOPPLER en multipliant le signal par une exponentielle complexe. Supposons que
seul l'effet de variation de la fréquence dii & P intervient. Le signal s’écrit alors :

27 P
h(t) = hg CcOS <Fot — ?()2t2> (69)

Pour corriger cet effet, il suffit de corriger la phase de ce signal en le multipliant par
exp(i’lrj—lth), ce qui est possible pour un pulsar connu car Py et P sont connus. Cet
0

effet n’entraine donc pas de pertes pour la recherche de pulsars connus.

6.5 Utilité du fenétrage pour les transformées de
FOURIER

La discrétisation de la transformée de FOURIER peut entrainer une perte de signal.
En effet, dans le cas idéal on dispose pour la calculer d’un temps d’intégration infini
ainsi que du signal en continu. Mais le détecteur donne un signal échantillonné a
une fréquence v, pendant un temps d’intégration 7. Le résultat de la transformée de
FOURIER ne peut donc étre obtenu que pour un nombre restreint de fréquences, toutes
multiples de % Prendre le temps d’intégration fini est équivalent & multiplier le signal
par une fonction dite rectangle (fonction nulle hors du domaine d’intégration, valant
un ailleurs), ce qui dans le domaine fréquentiel se traduit par une convolution par
une fonction sinus cardinal de largeur % La transformée de FOURIER du signal (une
fonction cosinus) n’est pas une distribution de DIRAC mais un sinus cardinal centré
sur la fréquence du signal. La discrétisation de la transformée laisse la possibilité
que la fréquence du signal se situe entre deux fréquences multiples de 1/7. Dans ce
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cas, on observe les bords du sinus cardinal, ce qui, dans le pire des cas correspond
a sinc(m/2) = 2/m ~ 0.64, donc a une perte de 36%. En moyenne, cet effet s’éleve
a 12,75%. Pour éviter ce genre de pertes, on peut utiliser une fenétre autre que la
fonction rectangle. Etudions I'effet d’une fenétre de HANNING sur le signal et le bruit
pour évaluer son utilité.

6.5.1 Effet d’une fenétre de Hanning sur le signal

La fenétre de HANNING permet de passer d'une maniere plus douce de la zone

sans données & celle ot il y en a. Pour des données comprises entre les temps —% et
L, la fenétre f(t) s’écrit :
1 27t
t) = =1 —) 6.10
£) = 5 (1+cos = (6.10)

Le résultat de la transformée de FOURIER n’est plus la convolution avec un sinus
cardinal mais avec la transformée de FOURIER de la fenétre de HANNING F'(v) :

1 sin tv/T
2mvT (1 — (vT)?)

Cette fonction convoluée avec la distribution de DIRAC perd, par rapport a
Pamplitude maximale, en moyenne 5,2% de signal, ce qui est mieux que dans le
cas d’une fenétre rectangle. Mais 'amplitude maximale absolue est deux fois moins
grande avec une fenétre de HANNING. Si le bruit baisse d’un facteur supérieur ou égal
a deux, alors on gagne en rapport signal sur bruit, c’est pourquoi on va étudier I'effet
de cette fenétre sur le bruit.

Fv) =

(6.11)

6.5.2 Effet d’une fenétre de Hanning sur le bruit

Si on a un bruit variant dans le temps, on somme les valeurs locales de maniére
quadratique. Pour déterminer le parametre 3 qui va régir la loi de distribution finale
on a alors :

Y = /OTUZ(t)dt (6.12)

Supposons ici un bruit blanc constant o(t) = o. On a alors ¥ = +/To. Le bruit
modifié ¥’ par la fenétre de HANNING est alors :

T 1 21t
Y o= \//0 021 <1+cos%> dt (6.13)

T 2mt 2mt
= %\//0 <1+2C0S%+COS2%> dt (6.14)

- %\/Tﬁ (6.15)
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Le rapport signal sur bruit, S; = ho’;o% dans le cas de la fenétre rectangle et dans

le cas de la fenétre de HANNING, est de ho(1 — 0, 052)/(0\/7@) = 0,774ho/(oV/T),
soit moins que dans le cas de la fenétre rectangle. Ce résultat joue clairement en
faveur du fenétrage de type rectangle.

6.6 Mise en forme des données

Si on veut intégrer le signal d’une source périodique sur un temps long, typique-
ment une année, il faut prendre en compte les divers problemes que va rencontrer le
détecteur. Ici deux effets sont traités :

e La variation du niveau de bruit au cours du temps
e La disparition complete du signal due & 'arrét du détecteur

Ainsi des lots de données de différentes qualités vont étre mélangés. Quelle est la
meilleure facon de traiter ce probleme? Tout ceci est discuté dans les paragraphes
suivants.

6.6.1 Méthode proposée pour minimiser ’effet de variation

Pour corriger I'effet d’une variation de bruit, on peut affecter un poids aux dif-
férents lots de données en fonction de leur qualité. Pour cela on pondere les lots de
données par un coefficient « qui tient compte de leur niveau de bruit par rapport a
un niveau de bruit de référence, ce qui va affecter le signal et le bruit d’une maniere
différente. On va donc devoir choisir o de maniere optimum. Dans un premier temps,
voyons 'effet que ce coefficient a sur le signal.

6.6.2 Effet d’un coefficient o sur un signal périodique

Considérons un signal périodique, de fréquence v :
h(t) = hgcos2mvyt (6.16)

Le résultat de la transformée de FOURIER normalisée de ce signal est hy. Suppo-
sons maintenant que le signal est multiplié par o pendant une fraction p du temps
d’intégration 7. Calculons maintenant la transformée de FOURIER de ce signal mo-
difié :

2

N (1-pT . T .
h(vg) = T (/ e 2oty cos 2mptdt + / ae 2™ h o cos 27r1/0tdt>
0 (1-p)T

2 (1-p)T 9 6i27r1/0t + e*i27r1/0t
— —1 7r1/0th dt
T </0 ‘ " 2
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N /T 7i27r1/0th ei27r1/0t + €7i27r1/0t "
oe
(1-p)T ’ 2

= ho(1+pla—1))
+ ho [(1 — p)e 2P gine(2ry T(1 — p)) — ape’““”OT(H%)sinc(QWVUTp)]
~ hy(1+pla—1)) (6.17)

Les termes en sinus cardinal peuvent étre négligés car vyT (1 —p) > 27 et 1,Tp >
27 sauf dans le cas ol p ~ 0 ou ~ 1, cas qui correspondent a un lot de données a peu
pres homogene. Ce calcul n’a alors plus d’intérét.

6.6.3 Effet d’un coefficient o sur du bruit

Le niveau de bruit est donné en intégrant la puissance du bruit (carré de 1'écart
type) sur le temps d’intégration. Ici, on suppose que le bruit est séparé en deux lots
de données : une premiere fraction 1 — p de données ayant un niveau de bruit o (en
h/vVHz), et une deuxieme fraction p de données ayant un niveau de bruit o’. Si on
multiplie, comme précédemment, la fraction p du bruit par «, on doit donc faire une
somme pondérée des carrés des écarts-types.

2 = /(1 —p)o? +pa2o (6.18)
&20',2

En raison de la normalisation de la transformée de FOURIER pour un temps
d’intégration 7', ce niveau de bruit devient :

oVI— w1+ p(Z5 — 1)
= = (6.20)

Le facteur v/4 — 7 vient de la forme de la distribution du bruit, P, qui pour un o
donné, est une distribution de type RAYLEIGH :

roox?
P(r) = ¢ 257 (6.21)

6.6.4 Rapport signal sur bruit

On veut maximiser le rapport signal sur bruit en fonction du coefficient « choisi.

Si on définit le rapport signal sur bruit comme %, on obtient, en fonction de « :
S hoVT |1 -1
2 0\/_[ +p(a )] (6.22)

N oVI—m/1+p(eg 1)



6.6. Mise en forme des données 89

Dérivons 1’équation (6.22) par rapport & a. Ceci déterminera le coefficient le plus
adapté au probleme.

p\/]_ _'_p(azgrz _ 1) B pac’?[1+p(a—1)]

0% T T e
da oJi-nx 1+p(2g> —1) '
C photT (14p(55 = 1)) —a% [1 +pla—1)] (6.24)
— ; ,
g 4 — T (1 +p(o¢20g/2 . 1)) 2
= 0 (6.25)
= (6.26)
0420'12 0.12
0 = (1 + p( o 1)) —a— [1+ p(a—1)] (6.27)
2
o

Ce coefficient « correspond bien & un maximum du rapport signal sur bruit. On

peut généraliser cette méthode & plus de deux sous-lots de données. On pondere
. 2 .

chaque sous-lot de données par un coefficient %, ot o est 'écart quadratique moyen

du sous-lot de données le moins bruité. Le rapﬁort signal sur bruit devient alors :

Si on est dans le cas idéal, c’est-a-dire avec un seul niveau de bruit, on s’attend a
ce que le rapport signal sur bruit soit Uh&%. Pour un lot de données a niveau de bruit
variable, on peut donc définir un temps d’intégration équivalent 7T, qui correspond a
une intégration avec un niveau de bruit constant o. Dans ce cas, on a :

hO\/Te hO\/T\/1+2pz (Z_?_l>
ov4d—m ov4 —7

T, = T [1 +3 m (Z—z - 1)] (6.30)

i

La définition de ce temps équivalent permet d’évaluer 'intérét d’ajouter des don-
nées de tres mauvaise qualité.
De plus, on peut généraliser la formule de 1’équation (6.29) avec un poids continu :

T, = /OTw(t)dt (6.31)
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ol w(t) = %%% est le poids appliqué en continu. Dans le cas ou la variation du
niveau de bruit est due & la différence jour/nuit, on peut voir apparaitre une certaine
périodicité dans w(t), ce qui peut produire des bandes latérales dans la transformée de
FOURIER du signal. Ces bandes latérales sont de nature bien définie. On peut en effet
connaitre la transformée de FOURIER de w(t). Grace & une convolution, on obtient
donc la transformée de FOURIER du signal.

6.6.5 Comparaison numérique dans un cas réaliste

On compare ici un méme 51gnal périodique (1/ =6 Hz, hg = 1) avec un niveau de
bruit variable 0,,;,, = 5 Hz™ 3 et Omazr = 10 Hz™ 3. La période de variation du bruit
est de 12 heures pour simuler la différence jour/nuit. La figure 6.2 montre la somme
du signal et du bruit en fonction du temps, le signal étant tres inférieur au bruit, il
n’apparait pas sur la figure.

150

h(t)

100
50
O]

~50 |

—-100

*W50““““““““““““““‘

) 20 40 60 380 100 120 140
temps en heures

Figure 6.2: Signal plus bruit en fonction du temps

La figure 6.3 montre la transformée de FOURIER de cette somme sans les correc-
tions proposées précédemment. La figure 6.4 présente la méme transformée avec la
correction optimale appliquée.

La mesure des distributions de bruit et des hauteurs des signaux donne pour la
figure 6.3 un rapport signal sur bruit de 24, 36 et pour la figure 6.4 un rapport signal
sur bruit de 30,82. L’équation (6.29) prédit pour ces deux courbes un rapport de
respectivement 24, 71 et 30, 89.

On observe donc un bon accord entre les prévisions analytiques et la mesure du
rapport signal sur bruit. Les mesures ont été effectuées a 1’aide de la méthode de
correction de 'effet DOPPLER décrite au chapitre 5. Pour mesurer le signal, il suffit
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Figure 6.3: Transformée de FOURIER du signal plus bruit sans correction

de prendre la valeur maximale que renvoie la transformée de FOURIER a la fréquence
attendue. Pour mesurer le bruit, il faut prendre les points hors signal, et hors de la
zone ol I'on est sensible au repliement. Cela correspond ici a toutes les valeurs de la
fréquence sauf les dix derniers % de la bande de fréquences de la transformée et la
valeur de la transformée au niveau de la fréquence du signal.

6.6.6 Que faire en cas de zone de temps sans données?

On suppose ici que la valeur moyenne du signal est zéro. Dans le cas contraire, il
faudrait soustraire la valeur moyenne aux données. La transformée de FOURIER étant
une opération linéaire, une zone sans données peut étre considérée comme la somme
du signal et de son opposé. Le signal final est donc altéré par un signal opposé émis
pendant le temps AT sans données. [’amplitude du signal croissant comme 7', la
perte de signal est proportionnelle & AT /T. Le bruit, quant & lui, va évoluer comme

suit : 4/1 — %. Le rapport signal sur bruit va donc passer de oc VT & oc v/T/1 — %,
ce qui est équivalent & la prise de données sur un temps 7'— AT La forme d’un signal
périodique sera altérée mais calculable.

6.7 Recherche d’une source périodique dans le
spectre en fréquence

Si la source est monochromatique, on peut profiter de la forme que va avoir la

transformée de FOURIER. Pour un temps d’intégration 7 fini, la transformée de FOU-
RIER f(v) d’une sinusoide de fréquence 14 va étre un sinus cardinal centré en vy. S'il
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Figure 6.4: Transformée de FOURIER du signal plus bruit avec la correction optimale

y a des arréts du détecteur ou des corrections des variations du niveau de bruit (cf pa-
ragraphe (6.6)),la forme de f est différente mais calculable en utilisant les coefficients
de correction et les temps morts du détecteur. Une fois ’effet DOPPLER corrigé et la
transformée de FOURIER effectuée, deux méthodes s’offrent & nous pour mesurer la
hauteur des pics des pulsars connus. La premiere est celle que I'on pourrait qualifier
de simple et 'autre la méthode dite avec ajustement. Ces deux méthodes vont étre
détaillées dans les paragraphes suivants. Mais auparavant, la mesure du bruit est ex-
pliquée et ensuite utilisée par les deux méthodes pour évaluer le bruit de fond lors de
la mesure.

6.7.1 Mesure du bruit

Le niveau de bruit peut varier en fonction du temps, mais il reste localement
gaussien en partie réelle et imaginaire sur de petits domaines de fréquences apres
transformée de FOURIER. On prend donc un sous-lot de données ol le bruit est
localement gaussien. Ceci permet de calculer un estimateur de ’écart quadratique
moyen afin de discriminer localement le signal du bruit. Si le bruit est parfaitement
gaussien, on peut alors calculer la forme qu’il doit avoir. La transformée, sur un temps
T, d'une variable aléatoire gaussienne, de largeur & mi-hauteur oy en Hzfé, a pour
partie réelle une variable aléatoire x, d’écart quadratique moyen o = oy/ VT. La
partie imaginaire y, est, elle aussi, une variable aléatoire de méme écart quadratique
moyen. Ces variables sont distribuées selon les lois suivantes :

p(x)dr = T e 2% du (6.32)
o
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| il

e 22dy (6.33)

p(y)dy =
2o

Calculons la distribution P de I'amplitude r = /22 + y? de la transformée de
FOURIER.

P(R)dR = dxd 6.34
(R) . \/W<R+dRp($)p(y) wdy (6.34)
1 22 y?

= T2%e 22 dad 6.35
R<r/z24+y2<R+dR 27ra26 e mardy ( )

1 _r%
= e 2?2 RAR (6.36)

Ce qui donne :
r _T%

P(r) = ol 22 (6.37)

Calculons I'espérance, M, de cette distribution et son écart quadratique moyen,
o', en fonction de o.

M = /OOOTP(r)dr (6.38)

_ \/ga (6.39)

o = h r2P(r)dr — M? (6.40)
il

4 —
o =4 27Ta (6.41)

On peut remarquer que M et ¢’ sont tous deux proportionnels & o, ce qui nous
permet d’avoir une mesure de la forme plus ou moins gaussienne du bruit que 1’on

a dans chaque sous lot de données. En effet le rapport o' /M doit étre égal & /=T,

On n’a malheureusement acces qu’a un nombre fini, N, d’occurences de la variable
aléatoire r, et on ne peut qu’estimer la moyenne et 1’écart quadratique moyen de
notre distribution en bruit. Heureusement les estimateurs suivants convergent vers
les bonnes valeurs :

> T
M ~ =1 6.42
N (6-42)
N 2 i\
" L (= A4
’ N—l[N (N)] (6.43)

Ces estimateurs donnent une valeur approchée des valeurs théoriques a l'erreur
relative % pres. Ces valeurs seront utilisées dans les deux méthodes suivantes pour

évaluer le bruit autour du signal.
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6.7.2 Mesure dite simple

Cette mesure de la hauteur du pic est réalisée en prenant le maximum de
I’amplitude sur les trois valeurs de la transformée de FOURIER discrete aux fréquences
entourant la fréquence cherchée. Trois mesures ont été choisies plutdt que deux a cause
du manque de définition dans la position de la fréquence. En effet, le décalage moyen
di & une correction de I'effet DOPPLER ne donne pas une fréquence tres précise.

6.7.3 Mesure de hauteur de pic par ajustement

On essaye d’ajuster les pics en fréquence et en amplitude. Bien que la fréquence
de la source soit connue, sa position par rapport a la mesure par transformée de
FOURIER peut ne pas étre optimale, en particulier si la position de la source n’est pas
parfaitement connue. L’ajustement permet de réduire ce probleme. On peut ajuster les
pics par la méthode de minimisation du x? ou de maximisation de la vraisemblance.
Cette derniere méthode n’est pas utilisée ici car dans notre cas elle est moins robuste
numériquement (I’évaluation de la distribution du signal comportant une fonction
de BESSEL, [’évaluation numérique a posé probléme). On ajuste les données autour
d’un pic de signal avec la forme de la fonction f qui peut étre calculée en faisant
la transformée de FOURIER des corrections appliquées pour corriger les variations
du niveau de bruit. On tient compte aussi des coupures de prises de données. On les
considere comme des corrections du signal avec un coefficient égal & zéro. Une méthode
qui crée une série de modeles* pouvant étre comparés au signal potentiel a été mise
au point. Elle consiste en I’émission d’un signal un quand le détecteur fonctionne,
et nul quand il est hors de fonctionnement. On pratique une série de transformées
de FOURIER rapides sur ce signal dont la fréquence est & chaque fois décalée d'une
certaine fraction du pas de fréquence élémentaire 1/7. La fraction du pas dépend du
nombre de modeles que 'on souhaite obtenir. Pour trente modeles, par exemple, les
fréquences sont décalées d’un dixieme de pas. Ceci permet a ’ensemble des modeles
de décrire trois pas de fréquence et donc d’avoir une bonne approximation du pic de
signal que 1’on cherche & ajuster.

La minimisation du y? est réalisée dans ce cas en faisant varier I’amplitude po-
tentielle du signal et les différents modeles. Si on définit :

e (z;,y;) un couple fréquence/amplitude mesuré
e f; la fonction que l'on veut ajuster, qui correspond au modele j
e 0, correspond a I’écart quadratique moyen estimé

e h correspond a I’amplitude du modele

*Un modele correspond a la forme que prend le signal apres avoir appliqué les corrections vues
au paragraphe (6.6)
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le x? peut alors étre défini par I’équation suivante :

2 = Z (yi — }10];](%))2 (6.44)

Pour minimiser la fonction x?2, elle est calculée pour différentes valeurs de h et de
j. De plus, pour introduire le bruit dans I’estimation, on somme quadratiquement le
modele j, multiplié par h, avec la valeur moyenne du bruit. On peut considérer que
o; ne dépend pas de i grace a la découpe en sous-lots de données. On notera donc
dans la suite o au lieu de o;. La figure 6.6 montre les valeurs que prennent le x? en
fonction du modele j et de la valeur de h, ceci pour le pic présent sur la figure 6.5.

21
x 10

0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

amplitudeen h

%

Wil

0.124 0.1245 0.125 0.1255 0.126
fréquence décalé en Hz

Figure 6.5: Valeurs de la transformée de FOURIER utilisées pour tester ’ajustement

En prenant le couple h/modele minimisant le x?, la distance quadratique entre la
forme modélisée et les données se trouve elle aussi minimisée. La figure 6.7 compare
les données et ’ajustement calculé. L’accord de I'ajustement est relativement bon.

6.7.4 Détail de l’algorithme de recherche

La figure 6.8 résume l'algorithme utilisé pour ’analyse de sources connues. Le
seuil étant déterminé en fonction de la distribution du bruit attendu et en fonction
du nombre de pulsars que 1’on recherche.
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Figure 6.6: Valeurs du x? en fonction de h et des différents modeles

6.8 Efficacité des différentes méthodes

Comme cela a été montré dans le paragraphe (5.4), le signal est distribué sur cing
fréquences : la principale et quatre bandes latérales. On a donc défini une profondeur
de recherche, qui varie de zéro a deux, ce qui correspond a la mesure du pic principal
pour une profondeur nulle et & la mesure du pic principal plus deux bandes latérales
de chaque coté pour la profondeur deux. Ensuite on peut décider d’additionner la
puissance des plus hautes valeurs de ces pics. On va donc pouvoir évaluer I'efficacité
de la méthode d’ajustement et de la méthode simple. Elles sont appliquées & une
partie des données qui est le résultat de décalages en fréquence du signal, comme cela
est expliqué dans le paragraphe (6.3). On part du spectre en fréquence donné par la
figure 6.9. Apres décalage, un grossissement pour la zone de fréquence [5 Hz,16 Hz|
est obtenu, bande de fréquences ot on a placé 108 sources utilisées pour les calculs
d’efficacité et de pureté des différentes méthodes.

Rappelons que les méthodes de recherche consistent & définir un nombre de can-
didats fortuits tolérés pour I'analyse. Le taux de fortuits est ce nombre normalisé au
nombre de recherches effectuées. A partir de 1a peut étre calculé le seuil de détection
au-dessus duquel toute valeur sera considérée comme du signal.

On définit I'efficacité €, par le nombre de vrais pulsars détectés divisé par le nombre
de pulsars attendus. La pureté p, correspond & la proportion de pulsars réellement,
détectés sur le nombre de détections. Ces grandeurs sont étudiées a 1’aide de STESTA
en fonction du taux d’événements fortuits tolérés.

La valeur élevée du signal peut modifier de maniere non négligeable le résultat du
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5 10 15 20 25 30
fréquencerelativeen 1T

o H‘\‘HH‘HH‘HH‘HH

Figure 6.7: Comparaison des données avec 1’ajustement réalisé dans le cas de la mé-
thode de minimisation du x?

calcul local de la moyenne du bruit et son écart quadratique moyen. Pour y remédier,
on rajoute un parametre a la recherche. Ce parametre correspond a la proportion
de données (les plus petites valeurs) que I'on utilise pour calculer les valeurs de la
moyenne et de I'écart-type.

Une fois calculé, ’écart-type permet de normaliser la mesure. Dans le cas du bruit,
on aura une distribution selon la loi suivante :

M

p(r) = re = (6.45)
Pour limiter les biais de la méthode de recherche et pour les mesurer, on introduit
lajustement d’un parametre § qui correspond & ’ajustement de la distribution p(r) =
7‘2 . . .
Bre~A% pour une recherche sur la sortie du détecteur sans que l’on ait mis de pulsars
dans la simulation.

Le seuil oo pour déterminer la coupure pour un taux de fortuit 7 se calcule alors
par :

/oop(r)dr =7 (6.46)
eI = 7 (6.47)
a= —% In7 (6.48)

Dans le cas o1 on somme plusieurs pics, on additionne les puissances car c’est plus
simple & comparer au bruit qui s’ajoute linéairement en puissance. La distribution de



98 Chapitre 6. Recherche de pulsars connus

la somme de n pics en puissance du bruit est alors la suivante :

Tnfl .
q(r) = R (6.49)
qui, pour I’ajustement, devient :
ﬁnrn—l Car
q(r) = e . (6.50)

Le calcul de « se fait ici numériquement, avec :

s no1 [a8] _
/a q(r)dr:eﬁagljib] )’1 =T (6.51)

(n—1

L’efficacité et la pureté dans la figure 6.10 montrent que la méthode simple est
plus efficace que la méthode avec ajustement. Elles montrent aussi que la somme des
amplitudes permet d’augmenter 'efficacité de I'analyse (figure 6.11) & haut rapport
signal sur bruit. Ces figures ont été calculées pour trois amplitudes types de pulsars
avec, respectivement, des facteurs 30, 10 et 3 en faveur du bruit apres une seconde
d’intégration, I'intégration finale étant de douze jours.

Du fait d'un mauvais ajustement du bruit, la méthode avec ajustement est moins
performante que la méthode simple. Ce phénomeéne s’amplifie quand on essaye de
retirer une partie des données pour améliorer le calcul de ’écart quadratique moyen,
tandis que dans le cas de la méthode simple ce procédé améliore les choses. C’est ce
que montre la figure 6.12.

Les deux méthodes peuvent aussi étre comparées pour des rapports signal sur
bruit moins favorables. La figure 6.13 compare la méthode avec ajustement et la
méthode simple pour le rapport signal sur bruit de un dixieme et la figure 6.14 pour
un trentieme.

La méthode simple reste la meilleure. Mais la comparaison de ’efficacité, pour
les différents rapport signal sur bruit, pour la méthode d’ajustement présente un
comportement anormal. En effet, 1’efficacité est moins bonne pour un rapport signal

sur bruit de % que pour celui de +. Ceci peut s’expliquer par le fait que la méthode

d’ajustement évalue tres mal le br111?t qui, dans le cas de hauts rapports signal sur bruit,
est fortement modifié (108 pulsars sont simulés sur une petite bande de fréquences).
Cette méthode n’est donc pas utilisable pour la recherche aveugle. La méthode simple
sera donc utilisée. De plus, la méthode avec ajustement demande d’étre examinée de
nouveau. En effet, si 'on arrive a résoudre les problemes numériques, la méthode
du maximum de vraisemblance devrait produire de meilleure mesure du bruit et
permettre de tirer profit & bas rapport signal sur bruit de la somme du signal sur ses

cinq fréquences.
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| ho
{ Décalage fréquentiel }
h(t)
{ Correction de |’ effet Doppler }

h(t)

[ Correction du ralentissement }
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{ Transformée de Fourier }
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[ Détermination dei, Y,y }

Figure 6.8: Algorithme pour la recherche de pulsars connus. Cet algorithme est exécuté
pour chaque pulsar
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Figure 6.10: Comparaison de la méthode simple avec la méthode d’ajustement pour
un rapport signal sur bruit % sur une seconde d’intégration
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Figure 6.12: Comparaison entre la méthode d’ajustement et la méthode simple avec
90% et 100% des données pour le calcul de I’écart quadratique moyen
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Figure 6.13: Comparaison de la méthode simple avec la méthode d’ajustement avec
un rapport signal sur bruit 1—10 sur une seconde d’intégration
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Figure 6.14: Comparaison de la méthode simple avec la méthode d’ajustement avec
un rapport signal sur bruit % sur une seconde d’intégration
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Chapitre 7

Recherche d’étoiles & neutrons
Inconnues

A PROPORTION DE PULSARS qui émettent dans notre di-

rection est estimée & 10% de la population totale des pulsars. Les ondes

gravitationnelles émises par une étoile a neutrons étant beaucoup moins

directionnelles, on peut espérer que la quasi-totalité des étoiles a neu-

trons émettent des ondes gravitationnelles, probablement tres faible,
dans notre direction. C’est pourquoi une recherche en aveugle, c’est-a-dire en ne sup-
posant pas connue la direction d’une hypothétique source, nous permettra peut étre de
trouver des sources non vues électromagnétiquement et pourtant plus proches de nous
que les sources connues. Cette recherche présente plusieurs problemes dont le princi-
pal est que la correction de I'effet DOPPLER n’est valable que pour une zone limitée
dans le ciel. Le principe de base de la recherche de sources inconnues est de découper
le ciel en petites cellules dont la taille est dictée par 1’effet DOPPLER. Pour chacune
de ces cellules nous rechercherons dans la bande de fréquences qui nous intéresse un
candidat. Nous allons donc évaluer le nombre de cellules de recherche nécessaires.
Un autre probleme est que la fréquence des étoiles & neutrons dérive lentement au
cours du temps. Nous allons dans ce chapitre présenter ces différents problémes, puis
proposer différents algorithmes de recherche en essayant d’évaluer leur efficacité. Ils
seront de plus comparés aux méthodes proposées dans la littérature.

7.1 FEffet du ralentissement des étoiles & neutrons

Bien qu’elles tournent avec une fréquence tres stable, les étoiles a neutrons su-
bissent un ralentissement qui est décrit au chapitre 1. Ce ralentissement provoque
un changement de la fréquence de la source qui risque de nous faire perdre du signal
d’une maniere similaire a I'effet DOPPLER car on ne connait pas le P d'une source
inconnue.
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On peut modéliser ce ralentissement en changeant la période P, de 'étoile & neu-

trons en P(t) = Py + Pt. La phase du signal passe de ¢(t) = %gt aog(t)y=/[ POQIPtdt.

Comme cela est montré sur la figure 1.4, on peut supposer Pt < P, pour un temps
d’intégration inférieur & un an. Dans ce cas, ’approximation suivante est valable :

2m o P
t) = —dt — | —-tdt d
or P 9
= -t 2
Py P (72)

Les pertes viennent du deuxieme terme. On peut voir que pour une variation moyenne
P= 1,8x 10~ et une période moyenne Py = 0,7 s, ce terme vaut 27 apres seulement
7,4 x 105 s.

Les pertes de signal, si cet effet n’est pas corrigé, sont déterminées avec une mé-
thode similaire [34] & celles utilisés au chapitre 5. On note he(Pp) la transformée de
FOURIER pour la période F,. On inteégre un temps T = 2nF,, le temps t = 0 étant
au milieu de la période d’intégration pour que ’on obtienne une période moyenne de
Py sur le temps d’intégration.

“ 2hy (5 2y . (2w P 9
he(P()) = T 7% e o sin (Fot - ?021'; (73)
[ pGEDP e, 27 7P
= j;n l/jPo e o' sin <F0t> cos (P—()Qt ) dt
G+DFPo 2x 2 P
- /jPo "t cos <F:t> sin (7;—02t2> dt] (7.4)

Comme P est tres petit, le terme —7];]; 12 varie tres peu pendant une période Py. Cela
0
donne :

. 2h, ! P (G+DPo  ox 2
he(Po) = TO lcos (%(ﬂ%f) /jP "% sin (Fﬁt) dt

j=—n
. 7TP . (7+1)Po i2r 2T
— sin (P—OZ (]P0)2> /jPo e'®’ cos (th> dt] (7.5)
2h0 nl S92 _PO . 5 -2 PO
— Tj:_n cos (ﬂ'P] ) —; —sin (7TP] ) 5 (7.6)
. _h[] l . 5 2 . 5 .92
= 5, sin (ﬂ'P] ) — i cos (7TP] ) (7.7)

j=—n
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Ce qui, en comparant avec le cas idéal (P = 0), donne le niveau de perte e.

_ 2 e 2
€ = 1—% Lzlncos (wPﬂ) + jz:lnsin (Ter2) (7.8)

Cette équation dépend du temps d’intégration et de P On peut la mettre sous une
forme dépendant d’un seul parametre o = 7Pn* = 7P (55)% :

5 '|2
J
— 7.9
Ce parametre caractérise maintenant une étoile & neutrons pour un temps

d’intégration donné. On peut approximer les pertes a petit a par € = %oﬂ. La fi-
gure 7.1 montre le niveau de perte en fonction de a.

j==n
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a enradians

Figure 7.1: Erreur sur I'amplitude en fonction de «

Nous voyons que si on veut des pertes inférieures & 5%, il faut que l'on ait o <
1,07 rad. Un temps caractéristique, pour chaque étoile & neutrons, peut étre défini :
le temps d’intégration & partir duquel intégrer provoque plus de 5% de perte sur
I’amplitude du signal.

2

-~ (Tear
P =1 1
7r (2 - ) 07 (7.10)
1
Tcar = 2PO : o7 (711)

TP
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La figure 7.2 montre la distribution du temps caractéristique pour I’ensemble des
pulsars connus. Nous pouvons remarquer qu’en dessous de dix jours d’intégration, le
nombre de pulsars affectés est tres faible. Ceci justifie que I'on ait négligé cet effet
dans I’étude qui a été réalisée dans le paragraphe (6.7) pour un temps d’intégration
de douze jours. Par contre, il faudra tenir compte de cet effet si 'intégration dure
plus longtemps.

al
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o

30
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Figure 7.2: Distribution du temps d’intégration qui correspond & 5% de perte de signal
a cause de la décroissance de la période

7.2 Nombre de directions de recherche

Le nombre de directions de recherche est le produit d’un facteur pour la correction
de la position de la source et d'un autre pour corriger un effet di au ralentissement
potentiel de la source. Nous allons calculer les contributions de ces effets dans les
paragraphes qui suivent.

7.2.1 Nombre de directions dii 4 la correction sur la position
de la source

Comme cela a été montré dans le paragraphe (5.3), si on veut se limiter & un niveau
de perte acceptable, il faut connaitre avec précision la position de la source. Fixons un
méme niveau de perte pour toutes les sources : 5%. La forme des cellules déterminée
grace a ce niveau permet de calculer la densité de cellules par stéradian pour une
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direction. La figure 7.3 montre la densité de cellules en fonction de la position de la
source en coordonnées galactiques, pour des étoiles & neutrons de fréquence 20 Hz,
pour deux jours d’intégration & partir du premier janvier 1970, avec des pertes de 5%
maximum.

19,1 cellules/sr

3,65 cellules/sr

w;
N
=
.|
-
N

QL

Figure 7.3: Densité de cellules en coordonnées galactiques, le premier janvier pour un
temps d’intégration de deux jours et une fréquence de 20 Hz

La figure 7.4 représente la méme grandeur, mais l'intégration commence quatre-
vingt-dix jours plus tard. On peut remarquer que I’on obtient une méme densité mais
avec un décalage des zones de basse densité. Cela s’explique par le fait que la variation
de vitesse n’est pas la méme & quatre-vingt-dix jours d’intervalle.

On peut faire ce genre de graphique pour plusieurs temps d’intégration et plusieurs
fréquences. Le résultat est présenté par la figure 7.5 qui montre le nombre de cellules
en fonction du temps d’intégration pour deux fréquences limites. Rappelons que ce
nombre croit comme le carré de la fréquence (cf paragraphe (5.3.2)). Cette figure
illustre bien la difficulté d’une recherche aveugle avec un long temps d’intégration.

On peut remarquer sur la figure 7.5 différents régimes de sensibilité a 1’effet DOP-
PLER. Le premier régime correspond aux durées pour lesquelles la vitesse de rotation
de la Terre sur elle-méme est la plus importante pour ’effet DOPPLER. Le second
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Figure 7.4: Densité de cellules en coordonnées galactiques, au début du printemps
pour un temps d’intégration de deux jours et une fréquence de 20 Hz

101{ °

1012;

1]

100k ® 500+

109i "

of

108 - 20H

nombre de cellules

107k

106

105L

104L

1031

102 *

.0 .

. L

tlemps di ﬁ%égrati onen jours

Figure 7.5: Nombre de cellules en fonction du temps d’intégration
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entre un et dix jours correspond & une transition entre la vitesse de rotation de la
Terre sur elle-méme et la vitesse de la Terre autour du Soleil. Si 'on avait étendu
cette courbe a plusieurs années, on aurait alors été sensible a la vitesse de la Terre
dans la Galaxie.

7.2.2 Nombre de directions de recherche dues & P

L’équation (7.10) relie la valeur de P qui peut étre tolérée pour une perte de 5%
au temps d’intégration. La figure 7.2 montre que pour 98,5% des pulsars, ce temps
est supérieur a sept jours. Nous supposerons que ce temps est de sept jours dans le
cas d'une recherche aveugle.

Pour tous temps supérieur a sept jours, il faudra corriger ’effet du ralentissement.
La tolérance 6 P sur la correction de P est aussi définie par ’équation (7.10) et varie
comme l'inverse du carré du temps d’intégration. Le nombre d’essais pour la correction
de P, et donc le nombre de recherches supplémentaires, varie comme le carré de T et
vaut un pour sept jours d’intégration. La figure 7.6 présente ce nombre de recherches
supplémentaires.

nombre de corrections

10

10°

tlemps di rlﬁégrati onen jours

Figure 7.6: Nombre de corrections dues & P en fonction du temps d’intégration

7.2.3 Nombre total de direction de recherche

Pour obtenir le nombre total de recherches, il suffit de multiplier le nombre di a
I’effet DOPPLER et celui di au ralentissement des étoiles a neutrons. La figure 7.7
présente le résultat de ce produit. Le nombre de recherche varie approximativement
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comme la puissance sixieme du temps d’intégration. Ceci augmente encore la com-
plexité de la recherche aveugle d’étoiles a neutrons.
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Figure 7.7: Nombre total de direction de recherche

7.3 Recherche d’un signal dans le spectre en fré-
quence

Le premier outil utilisé par la recherche aveugle est la recherche d’un signal dans
la transformée de FOURIER du signal observé pour une direction. La méthode utilisée
ici est une généralisation de celle décrite dans le paragraphe (6.7). Elle commence par
un décalage en fréquence pour réduire les données. Puis celles-ci sont découpées en
sous-lots de largeur de bande suffisamment étroite pour que leur bruit soit localement
gaussien. Il suffit ensuite de fixer un critére probabiliste de discrimination du bruit.

Ceci va étre détaillé dans les paragraphes suivants, et appliqué &4 une partie
des données qui est le résultat du décalage en fréquence du signal, comme expli-
qué dans le paragraphe (6.3). On part du spectre en fréquence représenté par la
figure 7.8, qui donne, apres décalage, un grossissement pour la zone de fréquences
29,875 Hz/30, 125 Hz. Ce grossissement est montré sur la figure 7.9.

7.3.1 Découpe des données

Les données initiales sont formées de 65536 valeurs de transformées de FOURIER.
On a divisé les données en 64 sous-lots de 1024 données. Le niveau de bruit varie
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Figure 7.8: 256 moyennes de la transformée de FOURIER du signal

d’une fréquence a ’autre. Il est par contre localement gaussien. Les données sont donc
découpées en sous-lots oi1 elles auront un bruit localement gaussien. Ceci permet de
discriminer localement le signal du bruit. La figure 7.10 montre 'estimateur de la
moyenne du bruit sur les sous-lots de données. On peut la comparer & la figure 7.9,
qui montre les données issues de la méthode de correction de I'effet DOPPLER.

Comme on peut le voir sur la figure 7.10, I'estimateur de la moyenne du bruit
augmente avec la fréquence, ceci correspond au probleme de repliement évoqué dans
le paragraphe (6.3). Reste a savoir si le bruit est localement gaussien et donc d’avoir
une mesure de la ressemblance du bruit avec une distribution donnée.

7.3.2 Vérification de la forme du bruit

Comme nous I’avons montré dans le paragraphe (6.7.1), la moyenne M et 1'écart
quadratique moyen ¢’ des données bruitées sont fonctions d’'un méme parametre o qui
régit la distribution du bruit. Ceci permet de déterminer une relation qui les lie. Dans
le cas d’une distribution de RAYLEIGH, le rapport o' /M vaut \/g . Cet exemple va
étre utilisé pour illustrer le tri des sous lots de données afin d’évaluer si leur bruit
est gaussien. L’erreur tolérée sur ce rapport est fonction du nombre de points N sur
lesquels il est évalué. Les fluctuations statistiques relatives s’élevent & 1/ VN sur M
et o’. Le rapport sera donc affecté d’une fluctuation statistique relative de 2/ V/N.
Une variation de 3/ VN sera tolérée pour déclarer une lot valide pour ’analyse.

La figure 7.11 présente I’estimateur de ’écart quadratique moyen qui correspond
au méme lot de données que pour la figure 7.10.

La figure 7.12 donne le rapport de ¢'/M estimé. On peut remarquer un sous lot
de données qui ne passe pas le critere imposé.
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Figure 7.9: Résultat de la méthode de décalage de fréquence

Le fait qu’un lot de données soit mauvais peut avoir plusieurs causes, comme par
exemple la présence d'une résonance de bruit. La figure 7.13 nous montre que le lot
31 semble étre mauvais.

On peut voir sur cette figure qu'une seule valeur peut déséquilibrer la distribution
du bruit gaussien. La figure 7.14 montre la distribution des valeurs de la figure 7.13.
On peut remarquer deux valeurs qui sortent nettement de la distribution.

Une fois qu’un lot de données est déclaré valide, un signal potentiel au-dessus
d’un seuil déterminé y est recherché comme nous allons I’expliquer dans le paragraphe
suivant.

Recherche de pics

A tout lot de données, on peut associer un seuil de détection a. Ce seuil est
déterminé en fonction du nombre d’événements fortuits que ’on tolére pour chaque
analyse sur un sous-lot de données. Soit Ny le nombre d’événements fortuits autorisé.
Connaissant la distribution du bruit, P, on peut calculer le nombre d’événements
fortuits en fonction du seuil a. En effet, Ny est la probabilité cumulée d’avoir du
bruit au dessus de «, normalisée par le nombre d’occurences de la variable aléatoire :

N.

Ny = N/OOP(r)dr (7.12)

0 2
- N/a e irdr (7.13)

g
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Figure 7.10: Moyenne du bruit pour chaque sous-lot de données
7‘2 o0
_ N[_e—m] (7.14)
o
a2
= Ne 272 (7.15)

d’ou

N
a = HQIHFf (7.16)

Le nombre d’événements fortuits pour I'analyse globale sera égal au nombre de lots
valides multiplié par Ny.

On appelle un pic toute valeur de la transformée de FOURIER qui dépasse le seuil
a. On réalise ensuite un ajustement autour de la valeur du pic grace a la méthode de
minimisation de y? vue au chapitre précédent. On peut ainsi déterminer la fréquence
et 'amplitude du signal.

Comment s’assurer qu'un pic détecté est autre chose qu'une réalisation du bruit?
Les paragraphes suivant vont donner quelques idées de départ pour effectuer un tri
entre le bruit et le signal d'une source périodique.

7.4 Différents algorithmes de recherche

Le nombre de recherches explose avec le temps d’intégration (cf figure 7.5). On
est donc vite confronté a la limite du temps de calcul disponible. Il faut impérative-
ment trouver des méthodes de recherche plus efficaces. La multiplication du nombre
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Figure 7.11: Ecart type du bruit pour chaque sous lot de données

de recherches provoque aussi un tres grand nombre de réalisations du bruit, ce qui
favorise 'apparition de candidats fortuits. Deux processus existent, qui entrent en
compétition : le temps d’intégration qui augmente favorise le rapport signal sur bruit
mais il fait aussi augmenter le nombre de directions de recherche qui, lui, diminue le
rapport signal sur bruit.

Les propositions d’algorithmes qui suivent essayent d’optimiser le temps
d’intégration de facon & avoir un maximum de chances de détection. Le principe de
base consiste a intégrer sur des temps plus courts et donc a obtenir plusieurs trans-
formées de FOURIER de la méme zone de fréquence. Ces transformées sont ensuite
combinées pour récupérer le rapport signal sur bruit de deux manieres différentes.

7.4.1 Variation du décalage fréquentiel

Comme cela a été discuté au chapitre 5, une correction partielle de I'effet DOPPLER
provoque un changement de fréquence proportionnel & la vitesse moyenne du détecteur
pendant le temps d’intégration. Si cette vitesse ne changeait pas au cours du temps,
il n’y aurait pas de probleme. Mais I'utilisation de transformées de FOURIER sur des
temps consécutifs fait que le décalage di a la vitesse moyenne n’est plus le méme. La
fréquence du signal change donc.

On peut calculer le décalage en fréquence que produit la vitesse moyenne relative
entre la source et le détecteur. Ce décalage peut étre exprimé en fonction du nombre
de pas élémentaires en fréquence 1/T. Cette valeur est représentée sur la figure 7.15.
Elle est utilisée pour connaitre le nombre de recherches supplémentaires que l'on va
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Figure 7.12: Rapport o' /M estimé

devoir réaliser pour compenser le décalage DOPPLER moyen. Ce décalage, pour une
étoile a neutrons quelconque, bien qu’important se produit peu dans le cas de pulsars
connus car on a une erreur sur leur position largement inférieure a celle tolérée pour
un jour d’intégration.

Pour minimiser le nombre de directions de recherche, on tolere un décalage fré-
quentiel moyen. Connaissant le niveau de perte maximum autorisé, on peut calculer
quel sera ce décalage fréquentiel moyen (Av = V,,p, - 8k /27) et sa variation. La figure
7.16 présente le décalage fréquentiel moyen en nombre de pas de fréquence (I’inverse
du temps d’intégration) en fonction du temps d’intégration. Contrairement au nombre
de directions de recherche, le décalage fréquentiel ne dépend pas de la fréquence. En
effet, ’erreur angulaire tolérée varie comme I'inverse de la fréquence de la source, mais
pour le décalage fréquentiel on multiplie cette erreur par la fréquence pour obtenir
k. La normalisation en pas de fréquence est utile pour les algorithmes car on n’a
acces qu’a des multiples de ce pas. La figure 7.17 montre la variation de ce décalage
en fonction du temps d’intégration.

Les variations sont beaucoup moins importantes que le décalage lui-méme. Le fait
que le décalage maximum soit de trois pas élémentaires va étre utilisé dans les deux
algorithmes proposés.

7.4.2 Préambule aux algorithmes

Pour simplifier le développement des raisonnements, nous allons considérer que
lon utilise les données qui sur un an ont un niveau de bruit o (paramétre définissant
la distribution de RAYLEIGH associée). La normalisation de notre transformée de
FOURIER mesure un signal constant. Le bruit pour une proportion p des données sera

a/\/p
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Figure 7.13: Visualisation du lot de données 31

7.4.3 Algorithme des moyennes

Le fondement de cet algorithme est de réaliser des moyennes en puissance de
chacune des transformées de FOURIER obtenues avec un temps d’intégration plus
faible, la bande de fréquences étant toujours la méme. La distribution du bruit en
puissance Q(r) est :

Q) = e (7.17)

202

pour un bruit o/,/p résultat de N = 1/p moyennes en puissance la distribution P
est :

Por) — %]Nigjfv 1)1!6% (7.18)
_ {%‘Z]N%e—# (7.19)

Le fait de moyenner le signal ne change pas sa valeur. Par contre le signal S en
moyenne se trouve sommé quadratiquement avec le bruit 2No? + S2. On peut dé-
terminer un niveau de signal détectable en fonction du temps d’'intégration pour un
certain nombre d’événements fortuits. Pour cela, on se donne d’abord un nombre
moyen d’événements fortuits tolérable par analyse, Ny = 0,1 par exemple. Grace a
la distribution de I’équation (7.19), on peut calculer le seuil au dessus duquel on sait
qu’il n’y aura pas plus de 0,1 événements fortuits. Si on note a ce seuil et N, le
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Figure 7.14: Distribution des valeurs de la visualisation

nombre de réalisations du bruit (multiplié ici par les effets de décalage fréquentiel et
de correction du ralentissement des étoiles a neutrons), on a alors pour un nombre N
de moyennes :

00 1 N TN*I s
Ny = N/a {Tc?] o (7.20)
- e (6] g
= Nevee 207 Zz:% <ﬁ> (721)

On résout cette équation numériquement et on compare le résultat au niveau moyen
du signal 2No? + 52, ce qui donne un ordre de grandeur de I'efficacité de la méthode.
La figure 7.18 montre le seuil S/o = \/a/o? — 2N que l'on peut atteindre en fonction
du nombre de moyennes pour une recherche entre 5 Hz et 20 Hz. Le choix de cette
bande de fréquences est fixé d’une part par la courbe de sensibilité de VIRGO 2.4 pour
la fréquence minimum, d’autre part par la distribution en fréquence 1.3 des pulsars
pour la fréquence maximum. La distribution montre que la majorité des pulsars a une
fréquence en dessous de 10 Hz, mais avec 1’émission a la fréquence double, la limite
passe a 20 Hz.

Le nombre de réalisations du bruit est égal au produit du nombre de cellules de
recherche multiplié par le nombre de fréquences que ’on regarde, corrigé par le nombre
de moyennes excédentaires dues au décalage fréquentiel moyen. Le niveau de recherche
du signal ne fait qu’augmenter avec la moyenne a partir de trois moyennes. Il n’est
donc a priori (si on dispose d’une machine infiniment puissante) pas intéressant de
faire beaucoup de moyennes. La puissance de calcul disponible nous encourage par
contre a utiliser une stratégie de recherche hiérarchique.
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Figure 7.15: Décalage en pas élémentaire de fréquence sur un jour d’intégration pour
une étoile & neutrons de fréquence 20 Hz suivant la direction en coordonnées galac-
tiques

Recherche hiérarchique

Comme nous I’avons vu précédemment, I'optimum est de rechercher des sources
pour un an d’intégration avec trois moyennes de cent vingt jours. Malheureusement,
il faudrait pour cela une puissance de calcul tres grande. On peut considérer que 1’on
va rechercher le signal pour des sous-lots de données moyennés entre eux et que des
seuils plus faibles que ceux donnés par la figure 7.18 seront acceptés. On prend pour
cela le seuil de détection de signal donné pour trois moyennes de cent vingt jours.
On calcule ensuite ol se trouve ce signal si on procede a des moyennes. On prend
tous les candidats au dessus de ce seuil. On a alors du bruit sélectionné comme s’il
s’agissait du signal. On procede ensuite a un nombre réduit de recherches pour ces
seuls candidats, pour un temps d’intégration plus long afin de discriminer le bruit
d’un vrai signal. La figure 7.19 montre le nombre de candidats alors attendu.

Le temps de calcul nous permet de choisir le nombre optimum de moyennes qu’il
faut réaliser. En effet, si on augmente le nombre de moyennes on diminue le nombre
initial de recherches mais on a en seconde main un nombre de candidats & examiner
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Figure 7.16: Décalage fréquentiel moyen en fonction du temps d’intégration

de nouveau pour un temps plus long dans un plus grand nombre de directions de
recherche (si on double le temps d’intégration, on multiplie le nombre de recherches
par soizante quatre). Cela nous donne le nombre de recherches supplémentaires, pour
chaque moyenne, sur la figure 7.20. Il augmente beaucoup avec le nombre de moyennes.

Reste & évaluer le temps de calcul nécessaire a cette recherche. Pour cela, le temps
de réalisation d’une recherche est calculé sur une station DEC ALPHA 2504266 11 est
évalué a 1,1 s. La figure 7.21 montre le temps total calculé ainsi que le temps de
calcul disponible. Le nombre de moyennes optimum est trente sept. Chacune de ces
moyennes est réalisée avec dix jours de données. Pour réaliser ces calculs en dix jours,
il faut quatorze machines ALPHA (= 1,4 Gflops), ce qui est raisonnable.

7.4.4 Algorithme de poursuite

Cet algorithme est inspiré du fonctionnement des chambres a fils. Comme dans le
cas de l'algorithme qui moyenne les transformées de FOURIER, on part de n trans-
formées de FOURIER qui sont considérées comme autant de plans de fils. Le signal
a une propriété intéressante : il est continu d’une transformée a ’autre car, au dé-
calage fréquentiel moyen pres, il ne change pas de place. Par contre, le bruit lui n’a
aucune raison de rester a4 un niveau constant d’une transformée a ’autre. Soit « le
seuil de détection que ’on autorise pour obtenir 0,1 événement fortuit par analyse.
Ce seuil a dépend du nombre de réalisations du bruit, du nombre de transformées de
FOURIER réalisées et du décalage fréquentiel résiduel. Le bruit de chaque transfor-
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Figure 7.17: Variation du décalage fréquentiel moyen en fonction du temps
d’intégration

2
. . . . __rZ_ . . .
mée a pour distribution en amplitude —~5e™ 2% pour le traitement & n transformées.

2 2
2 __r o 1oy 2
Pa = [y =s€ 22 dr = e 27 est alors la probabilité qu'une valeur de la transformée

de FOURIER soit supérieure ou égale & . A cause du décalage fréquentiel moyen,
on s’attend a ce que dans la transformée suivante, le pic soit dans un ensemble
de valeurs données. Si le décalage en pas de fréquences est +m, alors la probabi-
lité qu'un pic se trouve par hasard dans les valeurs qui sont accessibles au pic est
1—(1=pa)?™ ! ~ p, x (2m+1). La probabilité que cela se reproduise sur la transfor-
mée suivante est la méme, ce qui conduit & la probabilité p(2m + 1)"~! que du bruit
se trouve dans les valeurs possibles pour n transformées. En connaissant le nombre
de réalisations du bruit N.,., on calcule o pour ne tolérer que 0,1 événement fortuit
par analyse :

Neve ¥ ph(2m +1)"1 = 0,1 (7.22)

D’ou :

a = a\l 2(n—1)In(2m+1) +In (J(\)[mie> (7.23)

La moyenne du bruit pour une transformée parmi n est ,/%Fo. Si on additionne

quadratiquement le signal et le bruit, on peut descendre jusqu’a des niveaux de signal
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Figure 7.18: Seuil de détectabilité pour ’algorithme des moyennes

définis comme suit : S/o = \/a?/0? — %L, La figure 7.22 montre le seuil de détection
en fonction du nombre de transformées que ’on utilise. On peut remarquer que cette
méthode est plus efficace pour six transformées sur soixante jours que la recherche
sur un an simple. Elle semble surtout plus efficace que la méthode des moyennes mais
reste irréalisable avec la puissance de calcul actuelle.

Recherche hiérarchique

Si on utilise le méme procédé que précédemment, on peut se fixer un seuil de
détection égal au seuil pour six moyennes et supporter un certain nombre de faux
candidats. La figure 7.23 présente le nombre de recherches supplémentaires que I'on
obtient. Cet algorithme est plus sensible que ’autre aux faux candidats. Reste a savoir
s’il est compétitif du point de vue du temps de calcul.

La figure 7.24 montre le temps de calcul que nécessite cet algorithme. Le nombre
optimal de plans est trente sept, et le nombre de stations ALPHA nécessaires est
quatorze également.

7.4.5 Comparaison avec les algorithmes usuels

Un article récent [35] détermine la puissance de calcul nécessaire pour effectuer
des recherches d’étoiles & neutrons dans les deux cas suivants. Le premier correspond
aux étoiles & neutrons dont 'age (mesuré via P) est supérieur & 10° ans et dont la
fréquence est inférieure & 200 Hz. Le second correspond a un age supérieur a 40 ans
et une fréquence inférieure a 1 kHz.
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Figure 7.19: Nombre de faux candidats tolérés en fonction du nombre de moyennes
effectuées

Les performances obtenues pour le premier cas sont :
e 10 TeraFlops de puissance nécessaire

e une année de données analysée

Les performances obtenues pour le second cas sont, :
e 10000 TeraFlops de puissance nécessaire

e 45 jours de données analysés

En utilisant les algorithmes décrit précédemment, on obtient dans des conditions

similaires :

et

e 1 TeraFlops de puissance nécessaire
e fréquence inférieure & 200 Hz

e une année de données analysée

118 TeraFlops de puissance nécessaire

fréquence inférieure & 1 kHz
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Figure 7.20: Nombre total de recherches supplémentaires en fonction du nombre de
moyennes

e une année de données analysée

La recherche hiérarchique ainsi que le systeme de réduction du flot de données per-
met de gagner au moins un facteur dix sur la puissance de calcul et d’analyser plus
longtemps dans le cadre des hautes fréquences. De plus, aucune hypothese n’a été
faite sur 'age des sources dans le cadre des algorithmes hiérarchiques.

L’article présente une idée qui pourrait permettre de gagner encore du temps
de calcul dans le cadre des deux algorithmes présentés. Elle consiste a trouver des
corrélations dans les corrections que I'on applique, par exemple peut-étre que la phase
additionnelle due a I’effet DOPPLER compense en partie le ralentissement de la source.
En enlevant toutes les corrélations [35] montre qu’il gagne plusieurs ordres de grandeur
sur le nombre de parametres de recherche.

7.4.6 Choix d’un algorithme

Cette premiere étude des deux algorithmes (moyenne et poursuite) indique que
leurs performances sont semblables et qu’il est nécessaire d’utiliser une approche
hiérarchique pour optimiser le temps de calcul. Cependant, toutes les difficultés n’ont
pas été étudiées. En particulier, le temps de moyennage n’a pas été pris en compte
dans le temps de calcul ainsi que la combinatoire pour la recherche avec poursuite.
Une étude approfondie mérite donc d’étre poursuivie. [’optimisation des parametres
de corrections comme indiqué dans le paragraphe (7.4.5) semble aussi une voie a
suivre pour réduire le temps de calcul.
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Figure 7.21: Temps de calcul nécessaire en fonction du nombre de moyennes

7.4.7 Détail d’un algorithme de recherche

On peut résumer les étapes précédentes par la figure 7.25. La taille des cellules
est déterminer pour limiter les pertes & 5% & cause d’une mauvaise correction de
Ieffet DOPPLER et & 5% pour le ralentissement de la source. Une cellule est supposée
allumée si une valeur dépasse le seuil de d étection déterminé par le taux de fortuits
tolérés.
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Figure 7.22: Signal détectable en fonction du nombre de transformées
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Figure 7.24: Temps de calcul en fonction du nombre de transformées
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Décalage fréquentiel ’

Maillage du ciel en position et ralentissement

Pour chaque cellule }— 37 transformées de Fourier pour dix jours de données

Combinaison de ces transformées ’

Cellule allumée W
oui

‘ Maillage plus fin de la cellule allumée ’

‘ Analyse sur une seule transformée sur un an de données ’

Figure 7.25: Algorithme pour la recherche aveugle de sources périodiques
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Conclusion

ETTE THESE est axée sur la recherche d’ondes gravitationnelles émises
par la rotation des étoiles a neutrons légerements déformées. Ce type
de source d’ondes gravitationnelles présente plusieurs caractéristiques
importantes. Du point de vue émission les signaux sont de tres faible
amplitude (altération relative des distance < 1072*) mais de fréquence
d’émission tres stable. Les étoiles & neutrons sont des objets tres compact (typiquement
1,4 masse solaire dans une sphere de 10 km de diamétre) avec des densités de 'ordre
de la matiere nucléaire. Elles sont susceptibles d’émettre des ondes électromagnétiques
qui se manifestent sous la forme d’un signal radio périodique, un pulsar. Environ 700
pulsars ont été observés, principalement dans le plan galactique. L’observation d’ondes
gravitationnelles émises par des étoiles a neutrons permettra de mieux comprendre
la structure de ce type d’étoile et le comportement de la matiere tres dense, en plus,
bien sur, de I’étude des ondes gravitationnelles.

La recherche de sources périodiques autorise un tres long temps d’intégration pour
augmenter le tres faible rapport signal sur bruit. Ces longues intégrations associées aux
mouvements du détecteur créent un certain nombre de problemes que nous avons dé-
crits et évalués (effet DOPPLER, modulation d’amplitude, ralentissement des pulsars).
Une méthode pour diminuer les pertes dues a ’effet DOPPLER et au ralentissement
a été proposée.

L’importance du volume de données produit par le détecteur s’avere étre le premier
facteur limitant de ’analyse. Nous avons montré qu'une solution efficace consiste a
travailler sur une bande de fréquences limitée.

Grace a cela, les pulsars connus peuvent étre suivis aussi longtemps que voulu.
Nous avons mis en ceuvre cette méthode pour la recherche de signaux provenant de
pulsars connus. Dans ce cas, la fréquence et la position de ces sources sont tres bien
connues ce qui permet de corriger I'effet DOPPLER sans se soucier de ’erreur sur ces
grandeurs. Nous avons montré que pour augmenter le rapport signal sur bruit il faut
utiliser la somme quadratique des bandes latérales, dues a l'effet de modulation, par
rapport a 'utilisation de la fréquence nominale seule.

Cette méthode peut de plus s’appliquer & la recherche aveugle d’étoiles & neutrons.

Son efficacité, du point de vu temps de calcul, peut étre améliorée en travaillant de
maniere hiérarchique, c’est-a-dire en sélectionnant des candidats en travaillant & faible
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résolution en fréquence pour étre peu sensible & 1’effet DOPPLER, puis en affinant la
recherche.

Deux algorithmes de recherche hiérarchique ont été évalués : l'algorithme des
moyennes et I'algorithme des poursuites. Le premier combine plusieurs transformées
de FOURIER a bas rapport signal sur bruit en les moyennant pour ensuite effectuer
une premiere sélection de candidats. Le second recherche une trace de signal (comme
dans le cas des chambres a fils) parmi les transformées de FOURIER & bas rapport
signal sur bruit. Le choix du meilleur algorithme entre I'algorithme des moyennes et
I’algorithme des poursuites reste a faire car tous les détails de mise en ceuvre n’ont
pas été pris en compte. Ceci justifie I’étude approfondie, voire la réalisation compleéte
de ceux-ci pour pouvoir les juger en action.

Cependant nos évaluations montrent que la recherche aveugle de sources pério-
diques pour une fréquence allant jusqu’a une vingtaine de hertz semble possible avec
des moyens de calculs ordinaires. Pour étendre cette recherche aux sources de fré-
quence de l'ordre du kilohertz, il faudra soit augmenter tres fortement les moyens
de calcul, soit rechercher ces sources préférentiellement dans le plan galactique, car
comme nous l’avons montré dans le chapitre 1, c’est la que se trouve une grande partie
des pulsars (46% de la population pour 5% de l’angle solide du ciel).

L’extension de la bande d’analyse a des fréquences atteignant le kilohertz pour
envisager la recherche d’étoiles a neutrons millisecondes reste le probleme majeur de
ce type d’analyse. La recherche de corrélations dans les diverses corrections appliquées
pourrait diminuer leur nombre et permettre ainsi de réduire la puissance de calcul
nécessaire pour mener ce type d’analyse. Le couplage de recherche dans des direc-
tions opposées par exemple permettrait de diminuer par un facteur deux le nombre
d’exponentielles complexes a calculer, ce qui réduirait ainsi la puissance de calcul
nécessaire.
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Annexe A

Calcul de hggéT

Sachant que I'on peut écrire (formule du quadrupéle (1.51)) :

2G d2Q"

hig = EPaﬁwF(t—T/C) (A1)

et que k = k7l ne change pas dans un repere héliocentrique ot 'on peut ramener les
mesures, on a :

has i Pasr@ (A.2)
2G
= 1 [0ay0py = NaltyOpy — NeNyOay + Naltynsny
1 1 1 1 Yt
— §5a65'y¢ + §nan55w + §n7n¢5a5 — inanﬁnynw] Q
= Qaﬁ — nanVQﬁ — ngNy @y + NaNgnyny Q)
1 ey 1 ey 1 oy 1 "
_ §5Q5Q7 + §nan5Q7 + §5a5n7n1/,@ — §nanﬁn7n¢Q ]
On pose et on a :
.
Aa = Qang (A?))
B = An“ (A.4)
n*n, = 1 A5

Ce qui donne :

. 2G T--- 1 1
™o _
hosg = pr Qus — NaAp —ngAa + EnangB + 55(153 (A.6)
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On contracte le tenseur /7

Annexe A. Calcul de h24T

T avec le tenseur hIT# ce qui revient ici A faire une somme
I5] )

sur les indices a. et 3 de hiET, car la montée d’indice grecs se fait & ’aide des symboles

de KRONECKER. On décompose le calcul en plusieurs sous-parties :

s 2G [

haﬁ —

. 2G
hTT aAﬁ _ =
ap 1! ctr

= 0

2G|

hZBTnﬁAO‘ = —

ctr |

= 0

2G|

hggno‘nﬁ = —

ctr |

=0
1 TT caff
WIT5e8 =
=0

D’ot le résultat final :

ctr

2G T

Qus — 2nan,Q5Q  + 3 (nangQ ) ]

[ 1 1

AﬁAﬁ — nanaAﬁAﬁ — B? + ino‘naB2 + 582]
o 2 o 1 8 2 1 2

AaA% = B? = A% + SnngB +§B}

1 1
B —n"ngB —nPngB + §nananﬁngB + §nﬂn5B}

ctr |

ot 1 3
Qa—B—B+§B+§B}

. 8G? 11 ,-.- 2 1..2
i — @h (Gapmans)” +50as = @yplasnany (A7)
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Annexe B

Calcul de la fonction de transfert du
systeme de suspension

L’amplitude de la force, de I'ordre du nanonewton, appliquée au miroir, justifie
un développement correctif au premier ordre pour connaitre les effets de cette force
sur la position du miroir ainsi que la simplification & une dimension.

Le miroir est suspendu a un pendule inversé, & une chaine de cinq filtres et a
une marionnette. On va calculer la fonction de transfert totale de ce systeme. La
figure B.1 montre un schéma de ce systeme utilisé pour la modélisation du systeme
d’atténuateurs ainsi que la définition des axes et longueurs utilisée par la suite.

[’amplitude de la force d’excitation est tellement faible que I'on considere les ¢;,
a, (3, v et # comme des infiniments petits du premier ordre. C’est a cet ordre que sont
calculées les accélérations de chacunes des masses en présence. Les indices r, m, a,
[, correspondent respectivement a la masse de référence, au miroir, & la marionnette
et au pendule inversé. Les indices i correspondent, eux, aux cinq filtres. Au premier
ordre, on a alors :

7, = —~yLj— L (B.1)
= FL+Z®jljg+lef (B.2)
7=1 7=1
Ty = T5+alyf+ 1,7 (B.3)
7= 7,4 Bly+ T (B.4)
T = To+0ly+12 (B.5)
i = —yLy (B.6)
i = |-9L+Y &l 7 (B.7)
7j=1

5
Ao = —&L+Z<'1’>jzj+dla} i (B.8)

i=1
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Figure B.1: Schéma de la chaine de filtres reliée au double pendule et au pendule
inversé

[ 5 .

i, = |—AL+Y &l +dl, + ﬁl} iy (B.9)
! s=1
[ 5

im = |90+ ;1 +dla+§l} 7 (B.10)
_ s=1

Procédons & un bilan des forces pour chaque masse. On note Ple poids, T la ten-
sion qu’exerce chaque fil supposé infiniment rigide et F = —Fe % 1a force excitant
le miroir. La réaction du pendule inversé sur la masse en son sommet est notée R.
On modélise aussi I’amortissement des divers pendules. La force de freinage est une
force de frottement de type visqueuse, proportionelle & 'opposé de la vitesse relative
de la masse suspendue au pendule par rapport & son point d’attache. Les coefficients
de frottement et masses sont respectivement f;, fi, fa, fr €t fin, My, My, Mg, mp et
m,, pour le pendule inversé, les filtres, la marionnette, la masse de référence et pour
le miroir. La force de rappel du pendule inversé est modélisée par un ressort de rai-
deur k et de longueur & vide nulle. Cela donne, en projetant sur les axes, la relation
fondamentale de la dynamique au premier ordre :
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Pour le sommet du pendule inversé :

surx  —R+Ty+mg=0 (B.11)
sury  —yR+ &/ +vLk+YLfi = —myL (B.12)

Pour les filtres un a quatre :

surx =T, +mig+T;.1=0 (B.13)
sury  —®;T; + &1 Tipr — i fi = my |—HL + > ‘.I.’jlj (B.14)
7=1
Pour le filtre numéro cinq :
surx —T5+msg+T1,=0 (B.15)
5
sur y —¢5T5 —+ OéTa — @5f5 = mMs [-’YL + Z @ZZZ] (B16)
i=1
Pour la marionnette :
surx —T,+meg+T,+T,,=0 (B.17)

5
sury —al,+ BT, + 0T, — dlyfo = m, [—ﬁL + Z d;l; + &la] (B.18)

i=1
Pour la masse de référence :

surx =T, +m,g=0 (B.19)
5
sury  —fT, — Blfr = my [—&L + 3" il + Gl + ﬁl] (B.20)
i=1
Pour le miroir :

surx  —T, +mpyg =0 (B.21)

5
sury  —0T,, — Fe'™" — 0lf,, = my, [—&L + 3 0l + dl, + 91] (B.22)

=1

On obtient alors :

5
R = [ml + My, + My +mg + Z mZ] g (B.23)
i=1
T, = {mm +m, +mg + Z m]} g (B.24)
j=1
To = [mpm+m,+mylg (B.25)
T = Mmpg (B.26)
T, = m.g (B.27)
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En recherchant les solutions qui répondent & la pulsation d’excitation, €2, et en

posant & = Ae ™" 3 = Be ¥ 0 = Oe ¥ ~ = Ge " et ¢; = Fye *¥, on transforme
les relations précédentes en le systeme suivant :

~G(R+mQ’L — Lk —iQLf)) + F,T, =0

—m G’L — By (Ty +iQl fi — QL) + BT, =0

maQ(—GL + Fily) — Fy(Ty + iQy fy — maQ2ly) + F3T3 = 0

msQ(—GL + Fily + Fyly) — F3(Ts + iQls f3 — msQ? fsls) + FyTy = 0
maQ2(=GL + Fily + Fyly + F3l3) — Fy(Ty + iQly fr — maQ2 fuly) + F5T5 = 0
msQ}(—GL + Fily + Fyly + Fyls + Fyly) — F5(Ts + iQls fs — msQ2ls) + AT, = 0
Mo (—GL + Fily + Fyly + Fyls + Fyly + Fyls) — A(T, +iQ, f,

—m?l,) + BT, + OT,, = 0

m,Q}(—GL + Fily + Fyly + Fyls + Fyly + Fyls + Al,) — B(T, +iQlf,

—m, Q%) =0

M Q2 (=GL + Fily + Fyly + Fly + Fyly + Fyls 4+ Aly) — O(T), + QL f,
—m, Q) =F

Ce systeme est mis sous forme matricielle et inversé analytiquement avec le logiciel

MAPLE. Un petit programme en C-++ permet alors d’obtenir, pour un ensemble
quelconque de parametres, la réponse de chacun des angles indépendamment.

Les parametres suivants sont utilisés pour modéliser la suspension :

objet masse longueur | facteur de qualité
pendule inversé 450 kg | 7,57m | 103
filtre 1 135,2kg | 1,93 m | 10°
filtre 2 131,7kg | 1,41 m | 10°
filtre 3 128 kg 1,41m |10
filtre 4 115 kg 1,41m |10
filtre 5 88 kg 1,41 m 10°
marionnette 80 kg 1,13m | 10°
masse de référence | 43 kg 0,7 m 10°
miroir 21,17 kg | 0,7 m 10°

et v = 0,1 Hz la fréquence de résonance du pendule inversé.

Le coefficient de frottement est relié au facteur de qualité par la relation f = %ﬂ

et le coefficient de raideur du ressort k = (47r21/2 + %) m. La figure B.2 nous montre

les réponses des différents angles & une excitation d’un newton. La réponse finale de
la position du miroir est la somme de chacun de ces angles pondérée par la longueur
de leur pendule.
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Annexe C

Développement des coefficients de
I’effet de modulation

1 2 2 2 2
ht) = [cos(t) (B2, + R, — B2, — R2,) s
+25in(Q) (Rog Ray — RyyRye) ho

Pour mettre ce qui précede sous la forme suivante :

1
h(t) = §h+ cos(Q2t) [a + beosn(t) + esinn(t) + d cos 2n(t)
+esin 2n(t)]
1
+ th sin(Qt) [a’ + b cosn(t) + ' sinn(t) + d cos 2n(t)
+¢€' sin 2n(t)]

il faut développer R2,, R, R2,, R, RypRyy et RyyRy,. Ces coefficients sont définis
au chapitre 4 et s’écrivent :
R.r = Rypicosn(t) + Ryposinn(t) + Ryus
Ryy = Ry cosn(t) + Ryyosinn(t) + Ryys
Ry = Ryzcosn(t) + Ryzosinn(t) + Ryzs
Ry, = Ry cosn(t) + Ryysinn(t) + Ryys
On obtient alors :
R2 — R2 + R:2E:E1 + Riaﬂ
Trx rxr3 2
+ 2c08n(t)RyzsRyg1 + 28in (1) Ryzs Rygo

R? . — R?
+  cos 2n(t)% + sin 20(t) Ryz1 Rexo
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R? | + R?
2 _ 2 Tyl Y2
R:ry - R:z:yS f
+  2c08N(t)Ryy3 Rayn + 28in () Ryys Rayo
R?  — R?
+ cos 2n(t) w + sin 27(t) Ryt Rayo
R?, + R?,
R, = R+t
+ 2 cos n(t)Ryx?)Ryxl + 2 sin U(t)Ryngny
R2  — R?
+ cos 2n(t) M + sin 21(t) Ryz1 Ry
R? | + R?
2 _ 2 yyl yy2
Ryy - Ryy3 + 9
+ 2cosn(t)RyysRyy1 + 2sinn(t) Ryys Ryyo
R2 _ R2
+ cos2n(t) w + sin 20(t) Ryy1 Ryy2
Rmcny = R:mc?)ny?) + ol —g 22
+ cos n(t) (RzlemyS + RIISRmyl) + sin n(t) (RmmZRmyS + R:I::I:3R:17y2)
Ry Ryt — Rypo R Ry R RyoR
+ cos 27’](t) rxlilryl 5 rx2ilry2 + sin 277(t) czxldlry2 _;_ rx2dlyyl
Ryyi Ry + RyyoRyuo
Rnyy:v — Ryy?)Ry:vS + vy Y 5 vy Y
+ cosn(t) (Ryy1 Ryss + RyysRyz1) +sinn(t) (Ryy2Ryzs + Ryys Ryz2)
R, 1Rys1 — RyoR R, R R,oR
+ cos 27’](t) yyldlyxl 5 yy2Llyx2 + sin 277(t) yylLlyx2 _;_ yy24Llyxl
d’out les coefficients a, b, ¢, d, e, a', V', ¢/, d' et € :
R, +R? R?,, + R? R?  +R? R+ R2,
a R§m3+ :mc12 xm2+R§y3+ yyl2 yy2_Riy3_ y12 y2_R§I3_ y12 yz2
b 2 (R:mc?)Rxxl + Ryy3Ryy1 - R:vy?)nyl - Ry:v?)Ryxl)
c 2 (R:I::I:3R:r:r2 + Ryy3Ryy2 - R:L‘ySR:ryZ - Ry:p3RyI2)

— R?

yxrl

— R2

Tyl

— R2

2 2 2 2 2
R:z::z:l + Ryyl + R + R - R yy2

TY2 yr2 TT2
2
R:I::EIR:I::EZ + Ryyl Ryy2 - R:rle:L‘y2 - Ryzl Ry:z:Z

2R3 Ryys + Ryp1 Ryyt + RypoRyyo — 2R3 Ry 03 — Ry Rygt — Ryyo Ryzo
2 (Ryp1 Ryys + Ryzs Ryt — Ryt Ryzs — RyysRyz1)

2 (Rypo Ry + RyzsReys — RyyoRyzs — RyysRyzo)

Rypi Ryt — RyppoReyo — Ryyi Ryt + Ryyo Rygo

Rypi Ry + RypoRyy1 — Ryy1 Ryzo — Ryyo Ryan
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