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R�sum� �

Le but de l�exp�rience Virgo est la d�tection des ondes gravitationnelles� L�objet de
cette thse est l��tude de m�thodes pour la recherche de signaux �mis par des �toiles
� neutrons ainsi que l��talonnage du d�tecteur�

Dans une premire partie� l��toile � neutrons et son �mission d�ondes gravitation�
nelles� sont pr�sent�es� Ensuite le d�tecteur� les principales sources de bruits� ainsi
que la solution adopt�e pour l��talonnage sont d�crits�

Puis dans une seconde partie la mod�lisation des e
ets dus aux mouvements de
la terre �e�et Doppler� modulation d�amplitude� est d�crite� Leurs cons�quences sur
le rapport signal sur bruit sont d�termin�es�

Les deux derniers chapitres sont consacr�s aux algorithmes de recherche de signaux
p�riodiques� Tout d�abord le cas o� la position de la source est connue est pr�sent�� Le
ralentissement de la rotation de la source et la correction de cet e
et sont d�crits� La
correction de l�e
et Doppler est aussi d�taill�e� De m�me� le problme de la gestion
du gigantesque �ot de donn�es � traiter est abord�� et une solution y est apport�e�
Finalement la di�cult� de recherche multidirectionnelle est pr�sent�e� Des prototypes
d�algorithmes hi�rarchiques sont aussi �valu�s�

Mots�cl� �
Etoiles � neutrons
Ondes gravitationnelles
Virgo
Recherche aveugle
Traitement du signal
Transform�e de Fourier
Algorithmes hi�rarchiques
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Abstract �

The goal of the Virgo experiment is the detection of gravitationals waves� This thesis
focuses on the study of methods for the search of signal emitted by neutron stars and
on the calibration of the detector�

In a �rst part� the neutron star� it gravitational wave emission are presented� Then
the detector as well as the main noises sources and the calibration are described�

Then in a second part� the modelisation of the detector movements� e
ects �Dop�
pler e�ect� amplitude modulation� is described� The consequences on the signal to
noise ration are also computed�

The two last chapter focus on the algorithms for the search of periodic sources�
First� the case where the position of the source is known is presented� The spinning
down of the source and the correction of this e
ect are described� The correction
of the Doppler e
ect is also detailed� As well� the problem of the big amount of
data to handle is also evaluated� a solution to it is also given� Finally� the di�culties
of the blind search of periodic sources is explained� Some prototypes of hierarchical
algorithms are also evaluated�

Key�words �
Neutron star
Gravitational waves
Virgo
Blind search
Signal processing
Fourier Transform
Hierarchycal algorithms
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Introduction

L
a relativit� g�n�rale d�Einstein est� avec le
modle standard� un des deux piliers de la physique moderne� Ces deux
th�ories se partagent la description des forces fondamentales� La plu�
part des ph�nomnes gravitationnels observ�s sont macroscopiques et de
trs faible amplitude � l��chelle atomique� contrairement aux forces du

modle standard �le rapport force �lectromagn�tique sur force gravitationnelle au sein
de l�atome d�hydrog�ne est e�

����Gmemp
� �� �� � ������ Un certain nombre de pr�dic�

tions de la relativit� g�n�rale ont �t� v�ri��es assez rapidement �avanc�e du p�rih�lie
de Mercure� d�viation des rayons lumineux par le Soleil�� On attend maintenant la
con�rmation par la d�tection d�une autre pr�diction � l�onde gravitationnelle� Elle se
traduit par une d�formation in�me de l�espace�temps� c�est���dire une modi�cation
des distances relatives au cours du temps�

Il est pour l�instant impossible de cr�er� sur terre� des ondes gravitationnelles
d�une amplitude su�sante pour �tre d�tect�es en laboratoire� L�existence de telles
ondes a �t� d�montr�e indirectement par Hulse et Taylor� prix Nobel ����� lors
de l��tude d�un systme de deux �toiles � neutrons �� � Le cosmos est le seul endroit o��
actuellement il y a su�samment d��nergie pour produire des ondes gravitationnelles
que l�on puisse d�tecter�

L�exp�rience Virgo a pour but de d�tecter de manire directe de telles ondes� Elle
recherche dans son domaine de fr�quences toutes les ondes gravitationnelles venant
de l�espace et donc plus particulirement les ondes �mises par �

� la coalescence d�un systme binaire d�objets massifs et compacts ��toiles � neu	
trons� trous noirs�

� l�explosion d�une Super Nova �mort d�une �toile�

� l��mission p�riodique par une �toile � neutrons

Cette thse est consacr�e � l��tude des m�thodes de recherche de ce troisime type
de sources�

Pour ce faire� les ondes gravitationnelles sont d�abord introduites dans le premier
chapitre� Ceci permet de mieux comprendre le principe du d�tecteur Virgo� Puis les



�

�toiles � neutrons sont pr�sent�es du point de vue de leur �mission d�ondes gravitation�
nelles ainsi que du point de vue d�une partie de leur population � les pulsars ��toiles �
neutrons �mettant des ondes �lectromagn�tiques�� L�amplitude faible de leur �mission
justi�e un temps d�int�gration long� ce qui sera � la base de nombreux problmes�
dont la sensibilit� aux faibles variations de fr�quences et la quantit� importante de
donn�es � traiter�

Le d�tecteur Virgo est ensuite pr�sent� dans le chapitre �� C�est un interf�romtre
qui permet de mesurer les variations de distance entre quatre masses libres� Pour maxi�
miser les chances d�observer un signal� l�exp�rience Virgo tente d�att�nuer toutes les
sources potentielles de bruit� La bande de fr�quences accessibles pour la recherche
d�ondes gravitationnelles s��tend de quelques hertz � quelques kilohertz� La limite in�
f�rieure de cette bande de fr�quences est d�termin�e par le systme d�att�nuation du
bruit sismique� systme particulirement ambitieux qui permet � Virgo d�envisager
des recherches de signaux � basses fr�quences� La limite sup�rieure de la bande de
fr�quences est donn�e par le �ltrage de cavit�s Fabry�P�rot�

Un point crucial de la mesure des ondes gravitationnelles� l��talonnage du d��
tecteur� est expos� dans le chapitre suivant� Il s�agit d��tablir la relation quantitative
entre le signal d�ondes gravitationnelles et le signal mesur�� Ceci peut se faire en analy�
sant de manire d�taill�e le fonctionnement de l�interf�romtre et en combinant notre
connaissance des di
�rents composants �e�cacit� des photodiodes� gain des convertis	
seurs analogique	num�rique� fonction de transfert de l�interf�rom�tre������ Cependant�
pour minimiser le risque d�erreurs� on va chercher une ou des m�thodes ind�pendantes
et les plus directes possibles a�n de pouvoir �tablir directement cette relation et ainsi
v�ri�er ces calculs� Le signal que l�on veut observer correspond � une variation de lon�
gueur des bras de l�interf�romtre� Pour �talonner le d�tecteur� il faut donc d�placer
les miroirs� Reste � savoir comment� Parmi les nombreuses solutions possibles� deux
solutions ont �t� retenues pour Virgo �

� l�addition d�un signal suppl�mentaire sur les bobines de contr�le du systme
d�asservissement des miroirs

� une force exerc�e par la pression de radiation d�un laser additionnel

Seule la mise en �uvre de la deuxime m�thode est d�taill�e dans cette thse�
De plus� pour r�soudre bon nombre de problmes� il est n�cessaire de simuler

le d�tecteur� Cela se r�vle primordial� tant au niveau du choix des strat�gies pos�
sibles pour le verrouillage de l�interf�romtre qu�au niveau des �tudes des m�thodes
d�analyse de donn�es� Une simulation complte de Virgo� appel�e Siesta�� r�pond �
ce besoin� Le chapitre 	 expose les �l�ments de simulation que cette thse a introduit
dans Siesta� Cette simulation� qui fonctionne dans le domaine temporel� est organis�e
en plusieurs modules mod�lisant les di
�rentes parties de Virgo ainsi que certains
signaux d�ondes gravitationnelles� L�ensemble des bruits peut donc �tre simul��

�pour Simulation of Interferometric Experiment Sensitive To grAvitational waves



�

Le mouvement du d�tecteur par rapport � une source provoque des modi�cations
variables de sa fr�quence �e�et Doppler� et de son amplitude� Dans le cas d�une
source monochromatique� le signal d�tect� n�est plus p�riodique si ce mouvement
n�est pas rectiligne et uniforme� Il est alors dilu� dans une bande de fr�quences ce qui
provoque une diminution du rapport signal sur bruit� On �tudie� dans le chapitre �� les
pertes entra!n�es par les variations de l�e
et Doppler ainsi que celles qu�entra!nent
les variations de l�orientation du d�tecteur�

On peut rechercher plusieurs types de sources p�riodiques� Les seules dont on
connaisse la position sont les pulsars que l�on a d�tect�s par l�interm�diaire de leurs
ondes �lectromagn�tiques� Le chapitre � est consacr� � l��tude de plusieurs m�thodes
pour d�tecter les pulsars connus� L�int�r�t de r�duire la quantit� de donn�es � utiliser
dans les recherches de signaux p�riodiques est discut� ainsi que la correction de l�e
et
Doppler� La connaissance de la source fait penser � la d�tection synchrone� qui est
a priori la m�thode la plus simple� Il manque tout de m�me des informations sur
ces sources connues et cela complique cette m�thode au point de la rendre moins
attrayante� Deux autres m�thodes di
�rentes de recherche de la d�tection synchrone
�m�thode avec ajustement et m�thode dite 
simple�� sont �nalement compar�es�

La proportion de pulsars qui �mettent dans notre direction est estim�e � ��� de
la population totale des pulsars� Les ondes gravitationnelles �mises par une �toile �
neutrons �tant beaucoup moins directionnelles� on peut esp�rer que la quasi tota�
lit� des �toiles � neutrons �mettent des ondes gravitationnelles� probablement trs
faibles� dans notre direction� C�est pourquoi une recherche en aveugle� c�est���dire en
supposant connue la direction d�une hypoth�tique source� nous permettra peut �tre
de trouver des sources non vues �lectromagn�tiquement et pourtant plus proche de
nous que les sources connues� Cette recherche pr�sente plusieurs problmes dont le
principale est que la correction de l�e
et Doppler n�est valable que pour une zone
limit� dans le ciel� Le principe de base de la recherche d��toiles � neutrons inconnues
est donc de d�couper le ciel en petites cellules dont la taille est dict�e par l�e
et
Doppler� Ce nombre de recherches est encore � multiplier par le nombre de cor�
rections du ralentissement potentiel de la source� Pour chacune de ces cellules nous
recherchons un candidat dans la bande de fr�quences qui nous int�resse� Nous �va�
luons donc le nombre total de cellules de recherches n�cessaires� Ce nombre est plus
que contraignant pour des temps d�int�gration de l�ordre de l�ann�e� On ne peut ef�
fectuer de recherche aveugle simple pour ces temps d�int�gration� On propose donc
deux algorithmes de recherche et on estime leur e�cacit�� Ils sont tous deux bas�s sur
la d�coupe de l�ensemble des donn�es pour un an en plus petits lots de donn�es qui
sont moins sensibles aux e
ets de ralentissement et � l�e
et Doppler et donc pour
lesquels le nombre de cellules dans l�espace des paramtres est inf�rieur� Tout d�abord
dans le cas de l�algorithme des moyennes� on recombine les transform�es de Fourier
sur les lots en les moyennant ce qui permet de regagner une partie du rapport signal
sur bruit perdu par le temps d�int�gration plus faible� En�n l�algorithme des pour�
suites� inspir� du fonctionnement des chambres � �ls� recombine les transform�es de



	

Fourier en recherchant la pr�sence du signal d�une transform�e � l�autre �comme
une trace au travers des divers plans d�une chambre � �ls��
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Chapitre �

Partie Th�orique

��� Introduction

D
ans ce chapitre nous allons tout d�abord introduire la rela�
tivit� g�n�rale et les ondes gravitationnelles �� qui en d�coulent� Ceci
nous permettra plus loin de mieux comprendre le principe du d�tecteur
Virgo� Puis nous pr�senterons le type de sources qui nous int�ressent
ici plus particulirement� et que nous recherchons � les �toiles � neu�

trons� En�n nous en d�crirons la population actuellement connue et nous estimerons
leur population actuelle dans la Galaxie�

��� Ondes gravitationnelles

Les ondes gravitationnelles sont une cons�quence de la relativit� g�n�rale
d�Einstein� Suivons le d�veloppement de cette th�orie pour voir comment elle d��
bouche sur ce ph�nomne�

����� Relativit� restreinte

Le principe de relativit� suppose que les lois r�gissant un ph�nomne aient la
m�me forme dans deux repres inertiels S et S �� La vitesse de propagation de la
lumire dans un milieu ne d�pend que de celui�ci� Or selon une transformation de
Galil�e� on doit additionner les vitesses� La vitesse de propagation doit donc chan�
ger selon cette transformation� On doit donc abandonner soit le principe de relativit��
soit la transformation de Galil�e� Des mesures de c� la vitesse de la lumire dans
le vide� faites par Michelson et Morley en ���� �� � ont montr� son invariance
par changement de repre" c�est donc la transformation de Galil�e qu�il faut aban�
donner� ce que personne n�osa faire avant ���	 � Einstein paria alors sur le principe
de relativit�� Il postula que dans tous les repres inertiels� les �quations de Max�
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well gardent la m�me forme et qu�il fallait donc changer la loi de transformation�
Les transformations de Galil�e pr�servent l��l�ment de longueur de l�espace eucli�
dien " les rejeter implique l�abandon de la repr�sentation de l�espace physique par
un espace euclidien de dimension �� Einstein proposa donc une nouvelle g�om��
trie o� #l�espace en lui�m�me� le temps en lui�m�me� sont condamn�s � s��vanouir
tels de simples ombres� et �o� seule une sorte d�union des deux pr�serve une r�alit�
ind�pendante$ �Minkowski��

On a donc un nouveau cadre g�om�trique de dimension 	 o� l�on suppose un
pseudo th�orme de Pythagore� Cette nouvelle repr�sentation ne remet pas en
cause l�existence d�un repre inertiel absolu� qui est encore plus un #fant�me$ en
relativit� restreinte qu�en th�orie newtonienne� car en vertu du principe de relativit��
aucun ph�nomne m�canique ou �lectromagn�tique n�est cens� permettre sa d�tection
� mieux d�une translation uniforme prs�

L�espace�temps de Minkowski

Dans cet espace temps� on remplace l��l�ment de longueur in�nit�simal dl� �
dx��dy��dz� de l�espace euclidien de dimension � par ds� � �c�dt��dx��dy��dz��
Les transformations de coordonn�es qui conservent cet �l�ment forment le groupe de
Poincar� qui est compos� des translations� des rotations et des transformations
sp�ciales de Lorentz ainsi que de leur composition� Si v est la vitesse selon l�axe des
x qui anime un repre S � par rapport � S� la transformation sp�ciale de Lorentz�
qui permet de passer des coordonn�es de S � celles de S �� donnera �

�
����

x��

x��

x��

x��

�
���� �

�
����
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 � �
��
 
 � �
� � � �
� � � �

�
����
�
����

x�

x�

x�

x�

�
���� �����

Avec � � v
c

et 
 � �p
��v��c�

�

Pour simpli�er la formulation des calculs� on utilise g�n�ralement la convention
de sommation suivante �

ds� �
�X

i�j��

�ijdxidxj � �ijdxidxj � dxjdxj �����

Un m�me indice� se trouvant en haut et en bas donne une somme sur ce m�me indice�
et la somme avec le tenseur m�trique de Minkowski��quivalent de gij en relativit�

�Les indices romains tels i� j��� vont de � � � et se r�f�rent � l�espace�temps� Les indices grecs
�� ���� vont de 	 � � et se r�f�rent � l�espace seulement
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g�n�rale�� permet de descendre ou de monter un indice � xi � �ijx
j� O� �

�ij �

�
����
�� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�
���� �����

La position de l�indice permet de di
�rencier les vecteurs contravariants� indice en
haut� des vecteurs covariants� indice en bas� Si l�on note 	k

i la matrice de transforma�
tion de Lorentz pr�c�demment d��nie� les vecteurs contravariants se transforment
suivant la loi suivante �

dx�k � 	k
idxi ���	�

Et les vecteurs covariants �

dx�k � 	�j
kdxj �����

O�y 	�j
k � 	 j

k � �jl�ki	
i
l est la matrice de Lorentz inverse " 	i

j	
�j
k � ij �ij

est le symbole de Kronecker�� Les valeurs conserv�es par ces transformations sont
les normes de quadrivecteurs� On associe g�n�ralement �

� l��nergie d�une particule � sa quantit� de mouvement P i � 
E
c
� �p�� Pi � 
�E

c
� �p�

� le temps � la position xi � 
ct� �r�� xi � 
�ct� �r�

Le temps propre

Soient deux points� ou �v�nements� s�par�s dans l�espace�temps par ds�

� Si ds� � �� la distance qui les s�pare est du genre espace� et il ne peut y avoir
de relation de cause � e
et d�un point � l�autre� Cela signi�e que la distance qui
s�pare les deux �v�nements �dx� � dy� � dz�� est sup�rieure � la distance que
peut franchir la lumire pendant dt �

ds� � �

�c�dt� � dx� � dy� � dz� � �

dx� � dy� � dz� � c�dt �����

� Si en revanche ds� � �� alors ces deux points peuvent �tre li�s causalement� De
plus il existe un r�f�rentiel o� ces deux �v�nements ont lieu au m�me endroit�
Dans un tel r�f�rentiel� on d��nit le temps propre comme ds� � �c�d� ��

� Si ds� � �� alors on est sur un c�ne de lumire� Les deux points ne sont joints
que par des objets se d�pla%ant � la vitesse de la lumire�

y� signale une d�
nition
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Rep�res inertiels tangents

Un observateur plac� dans un r�f�rentiel inertiel peut calculer le temps �coul�
dans un repre non inertiel� gr&ce � la notion de repre inertiel tangent� En e
et� si
on considre un repre acc�l�r�� pendant un temps trs bref sa vitesse va co'ncider
avec celle d�un r�f�rentiel inertiel de m�me vitesse� ( ce moment les lois de la phy�
sique doivent �tre les m�mes dans les deux repres� Les transformations de Lorentz
peuvent alors s�appliquer�

����� Relativit� g�n�rale

Pour �tablir la relativit� g�n�rale� Einstein est parti de ce qui semblait une co'n�
cidence en physique newtonienne � l��galit� des masses graves et inertes " c�est le
principe dit d��quivalence� Ce qui suit est une des nombreuses exp�riences de pen�
s�e d�Einstein qui tend � illustrer le ph�nomne de d�formation de l�espace temps
�passage d�une m�trique de type Minkowski � une m�trique g�n�ralis�e�� Cette
exp�rience a �t� r�alis�e plus tard et a con�rm� une fois de plus un raisonement
d�Einstein�

Illustration du principe d��quivalence

Dans un repre inertiel �S�� loin de toute masse� une tour de hauteur h est acc�l�r�e
le long de l�axe des x par une acc�l�ration constante �g � g�x� Ceci produit une force
d�inertie localement �gale � la pesanteur terrestre� A l�instant t � �� un observateur
A en x � � �met un signal de longueur �t� Calculons la vitesse de l�observateur B
plac� en x � h �le haut de la tour� dans un repre inertiel tangent� quand le signal y
arrive � l�instant t � v � gt� Si v

c
est su�samment petit� on obtient �

ct � h �
gt�

��
v

c
�

gh

c�
�

v�

�c�

v�

c�
� �

v

c
� �

gh

c�
� � �����

v

c
� ��

s
�� �

gh

c�

v

c
�

gh

c�

En supposant �t su�samment petit pour que la vitesse n�ait pas chang� de manire
perceptible lors de l��mission et que l�on puisse confondre l�observateur acc�l�r� avec
l�observateur B dans un repre inertiel tangent au haut de la tour� alors la dur�e du
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signal mesur�e par cet observateur dans le r�f�rentiel de d�part est t � �t
� � gh
c�
��

La mesure par l�observateur tangent sera la m�me au premier ordre que celle de
l�observateur acc�l�r� car la dilatation du temps est un e
et de second ordre �
 �

��
q
�� v�

c�
�� Donc� la fr�quence mesur�e en haut de la tour ��haut� est d�cal�e vers le

rouge par rapport � la fr�quence �mise en bas de la tour ��bas� �

�haut � �bas

�
�� gh

c�

�
�����

Le potentiel de gravitation terrestre �U � �GM��
R� � h�� g � GM��R�
� � sym	

bolise la Terre� est introduit dans l��quation ������ Ce qui donne �

�haut � �bas

	
�� Uhaut

c�
�

Ubas

c�



�����

Refaisons les calculs dans le r�f�rentiel li� � la tour� La tour �tant acc�l�r�e� la
m�trique n�est plus celle de Minkowski� Notons gij la m�trique permettant de cal�
culer ds�� On d��nit un temps coordonn� ct � x� et des variables d�espace x�� x�� x��
Alors ds� � gijdxidxj� Un signal de largeur en temps propre ��bas �mis en bas de

la tour aura comme largeur� en temps coordonn�e� �t � ��bas�
q
�g��
bas� et sera

per%u en haut de la tour comme ��haut � �t
q
�g��
haut�� En e
et� l�acc�l�ration

est constante donc �t ne varie pas entre le bas et le haut de la tour� car le champ ne
change pas entre le passage du premier photon et celui du second photon� Ils mettent
donc tous les deux le m�me temps pour se propager du bas vers le haut� On obtient
donc �

�haut � �bas

vuut g��
bas�

g��
haut�
� �bas

	
�� Uhaut

c�
�

Ubas

c�




� �bas

	
�� GM

c�Rbas
�

GM

c�Rhaut



������

Le principe d��quivalence �masse grave  masse inerte� nous permettant d�identi�er
localement une acc�l�ration au champ de pesanteur� on peut en d�duire qu�� l�ordre
le plus bas �

g�� � ��� �U

c�
������

o� U est le potentiel gravitationnel newtonien�
Ce ph�nomne fut mesur� par Pound et Rebka �	 en ����� Ils placrent un

�chantillon de cobalt radioactif 
 au bas d�une tour de l�universit� de Harvard de
hauteur ���  m� et observrent la fr�quence du 
 au sommet �e�et M�ssbauer �����
La pr�diction est de l�ordre de 
�bas � �haut���bas � �� �� � ������ Ils mesurrent

�bas � �haut���bas � 
�� ��� �� ��� ������ Cet e
et est aussi utilis� pour mesurer le
rapport masse sur rayon des naines blanches�

Essayons maintenant de formaliser ces ph�nomnes en termes d��quations�
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�quations d�Einstein

Comme cela a �t� montr� pr�c�demment� l�e
et de la gravitation est contenu dans
la description de la m�trique gij� C�est donc � partir du principe de moindre action
appliqu� � la m�trique que l�on va d�duire les �quations d�Einstein� La non lin�arit�
de la relativit� g�n�rale appara!t ici car les d�riv�es� donc les variations� d�pendent
de la m�trique�

Pour une m�trique donn�e gij on d��nit �

� la d�rivation ��i � �
�xi

� les symboles de Christoffel � �lji � �
�

�jgli � �igjl � �lgji�

� �klj � gik�lji

� le tenseur de courbure ou de Riemann � Ri
jkl � �k�

i
jl��l�

i
jk��ikm�

m
jl ��ilm�

m
jk

� le tenseur de Ricci � Rij � Rk
ikj

� la courbure scalaire � R � gijRij

De plus� les quantit�s suivantes apparaissent dans l��quation d�Einstein �

� le tenseur d��nergie�impulsion �distribution d��nergie et de masse� � Tij

� la constante cosmologique 	� dont la valeur n�est pas �x�e

Voici quelques exemples de tenseurs �nergie�impulsion �

� essaim de particules �de masses ma� sans interaction �

T ij � c�
P

a
ma�		x�	xa
p�g uiuj d


dt

� �uide parfait � T ij � 
�� � p��u
iuj � p�g

ij o� �� est la densit� totale d��nergie
propre et p� est la pression isotrope dans le repre o� il est au repos�

Via le principe de moindre action appliqu� au lagrangien suivant �

L �
c�

��G

R� �	� ������

nous obtenons les �quations d�Einstein �

Rij � �

�
gij 
R� �	� �

��G

c�
Tij ������

Tout l�arsenal n�cessaire � l��tude de ph�nomnes relativistes est maintenant �
notre disposition� On peut donc s�int�resser � de petites d�formations de l�espace�
temps � les ondes gravitationnelles�
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����� Solutions des �quations d�Einstein dans le vide et �mis�

sion d�ondes gravitationnelles

Dans un premier temps� nous allons chercher les solutions de l��quation
d�Einstein dans le vide puis nous relierons ces solutions � diverses sources� Il faut
donc pour cela r�soudre les �quations suivantes �

Rij �
�

�
gijR

�
�

�
gijg

klRkl ����	�

Du fait de la non lin�arit� des �quations d�Einstein� le calcul du champ gravi�
tationnel dans le vide n�est pas r�alisable dans l��tat actuel des m�thodes de calcul
disponibles� Nous allons donc chercher � lin�ariser l��quation pr�c�dente dans le cas
de petites perturbations hij autour d�une solution triviale de cette �quation � la m��
trique de Minkowski �ij� Le tenseur de la m�trique devient alors gij � �ij � hij�
Dans ce cadre les d��nitions donn�es pr�c�demment s��crivent �

� �klj � �ik �
�

�lhji � �jhil � �ihlj�

� Rij �
�
�

�
�k�ih

k
j � �j�

khik � �k�
khij � �j�ih

k
k

�
Cela donne les �quations liant les hij au premier ordre �

�k�ih
k
j � �j�

khik � �k�khij � �j�ih
k
k � �k�

lhk
l � �k�

khl
l ������

La solution de ces seize �quations � seize inconnues n�est pas �vidente� Remarquons
tout d�abord que ce systme de dimension seize peut �tre r�duit � un systme de
dimension dix� le tenseur hij �tant sym�trique� Nous allons maintenant essayer de
r�duire les degr�s de libert� restants en utilisant les propri�t�s de transformation sous
les changements de jauge�

Notons �

� h�� � ��A

� h�� � B�

� h�� � �
C�� � E���

On peut choisir E�
� � � en red��nissant C� et d�composer B� et E�� comme suit �

B� � ��B � �B� ������

E�� � ��
��E � �

�
�E � �� �E� � �� �E� � �E�� ������
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o� B� E sont des fonctions� �B�� �E� des vecteurs sans divergence ��� �B� � �� et o� le
tenseur �E�� est transverse et sans trace � �E�

� � � et �� �E
�� � ���

On a donc d�compos� les dix composantes hij en quatre scalaires et quatre com�
posantes de vecteurs �les deux composantes ind�pendantes des deux vecteurs sans
divergence �B� et �E��� et deux composantes de tenseurs �les deux composantes ind��
pendantes du tenseur transverse et sans trace �E����

Les �quations d�Einstein �tant invariantes par changement de coordonn�es�
quatre contraintes peuvent �tre �x�es� Quatre changements in�nit�simaux de coor�
donn�es �changement de jauge� permettent de voir comment se transforment ces dix
composantes� A partir de cela� on d��nit six grandeurs invariantes de jauge �

�A � A � ��B � ��
�E ������

�C � C � �

�
�E ������

�B� � �B� � �� �E� ������

�E�� restant inchang� par ces transformations de coordonn�es�
En �crivant les �quations d�Einstein en fonction de ces grandeurs� on obtient

quatre contraintes suppl�mentaires �

�A � � ������

�C � � ������

�B� � � ������

Il ne reste de l��quation ������ que deux degr�s de libert� contenus dans le tenseur
�E��� qui v�ri�ent l��quationz �

� �E�� � � ����	�

Si on cherche une solution � cette �quation de propagation sous forme d�ondes
planes et que l�on �xe le choix de la jauge� en l�occurence la jauge Transverse sans
Trace #TT$� o� �k � 
�� �� k�� on obtient �hTT � �E� �

hTT
ij � eTTij cos k
z � ct� avec eTTxx � �eTTyy � h� et eTTxy � eTTyx � h� ������

toutes les autres composantes de eTTij �tant nulles�
Relions maintenant les termes h� et h� � une source donn�e� On peut montrer que

la seule partie int�ressante pour nous est celle rayonn�e � l�in�ni et que dans le cas
d�un groupe de particules de masses ponctuelles� elle se r�sume � l��quation suivante �

�hTT
�� �

��G

c�
�T�� ������

hTT
�� � ��G

c�
X

m
	
�u��u�

r



R

������

z
� � �i�

i
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o� �T�� repr�sente le tenseur �nergie impulsion exprim� dans la jauge transverse sans
trace� et o� l�indice R signale un potentiel retard� de type Li�nard�Wiechert�

Si on se place loin de la source� � la distance r� et si la vitesse des masses est faible
par rapport � c� avec les notations suivantes �

�n � vecteur norm� tel que �k � k�n ������

Q�� �
Z

dm
z�z� � �

�
���z �� moment quadrupolaire du systme ������

P���� � 
�� � n�n��
�� � n�n��� �

�

�� � n�n��
�� � n�n�� ������

on a �

hTT
�� �

�G

c�r
P����

d�Q��

dt�

t� r�c� ������

Gr&ce � l��quation ������� on est maintenant capable d��valuer l�amplitude des ondes
gravitationnelles au voisinage de notre d�tecteur� Une relation reliant h � l��nergie
rayonn�e par la source peut aussi �tre obtenue�

D�aprs �� � l��nergie d�E rayonn�e pendant dt dans un angle solide �l�mentaire
d� est� dans la direction caract�ris�e par �n �

d�E �
G

��c�


�

�


���
Q��n�n��

� �
�

�

���
Q

�

�� �
���
Q��

���
Q�n�n

�
d�dt ������

On en d�duit l��nergie totale rayonn�e par unit� de temps dE�dt �

dE

dt
�

Z ��

�
d�
Z �

�
sin �d�

d�E

d�dt

�
Z ��

�
d�
Z �

�
sin �d�

G

��c�


�

�


���
Q��n�n��

� �
�

�

���
Q

�

�� �
���
Q��

���
Q�n�n

�

�
G

�c�
���
Q

�

�� ������

On ne peut malheureusement pas avoir accs � l��nergie rayonn�e donn�e par
l��quation ������� notre d�tecteur ne recevant que l��nergie �mise par la source dans
notre direction� Un modle d��mission permet de remonter � la totalit� de l��nergie
�mise en mesurant certains paramtres li�s � la source� Les valeurs de h mesur�es
peuvent �tre reli�es � la perte d��nergie dans un angle solide dans une direction
donn�e �cf �quation �������� En e
et� on obtient� en contractant le tenseur �hTT

�� avec
lui m�me �calcul e�ectu� en annexe A� �

�h�TT
�� �

�G�

c�r�


�

�


���
Q��n�n��

� �
�

�

���
Q

�

�� �
���
Q��

���
Q�n�n

�
����	�

�
���G�

c�r�
d�E

d�dt
������

d�E

d�dt
�

c�r�

���G�
�h�TT
�� ������
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L��quation ������ sera utilis�e dans le paragraphe ����� pour �valuer l��nergie �mise
dans notre direction par une �toile � neutrons en terme de h� �quantit� caract�ristique
de l�onde gravitationnelle��

����	 E
ets des ondes gravitationnelles

Dans le cadre d��ni pr�c�demment� on peut �crire �

ds� � �c�dt� � 
� � h��dx� � 
�� h��dy� � �h�dxdy � dz� ������

o� ds� � � d��nit l��quation de la trajectoire de la lumire� une g�od�sique�
Calculons le temps mis par un photon pour faire un aller�retour entre deux points

en chute libre dans ce r�f�rentiel� Le premier de ces points se trouve en 
�� �� �� et le
deuxime en 
X� �� ��� Le temps coordonn�es se confond avec le temps propre d�un
observateur en chute libre� De plus le passage d�une onde gravitationnelle ne provoque
pas de mouvement� au premier ordre� pour des masses plac�es sur une g�od�sique�
Donc le temps per%u par une horloge pour l�aller et retour du photon est l�int�grale
du temps coordonn�es �

dt �
q
� � h�dx ������

T � �
q
� � h�X � 
� � h��X ������

On d��nit la distance D s�parant les deux points comme D � cT � Donc si h�

varie au cours du temps� la distance mesur�e variera elle aussi au cours du temps�
La �gure ��� montre l�e
et du passage d�une onde gravitationnelle sur un cercle de
particules test� On peut remarquer l�action au niveau du moment quadrupolaire �
contraction dans une direction et �longation dans une autre�

Passons maintenant � l��tude de la source d�ondes gravitationnelles qui nous int��
resse plus particulirement � l��toile � neutrons�

��� Une source d�ondes gravitationnelles �

L��toile � neutrons

L�onde gravitationnelle �mise par une �toile � neutrons ne peut exister que si celle�
ci a un moment quadrupolaire asym�trique par rapport � son axe de rotation �� � Aprs
la description de l��toile � neutrons� on s�int�ressera a son type d�mission � un signal
p�riodique avec deux fr�quences�
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(x)

y

x

(+)

Figure ���� E
et d�une onde gravitationnelle sur un ensemble de particules test� pour
les deux polarisations h� et h�

����� L��toile � neutrons

Une �toile � neutrons est un corps c�leste extr�mement massif et compact
d�environ �� km de diamtre� qui a une massex d�environ �� �M�� et qui est com�
pos� majoritairement d�un �uide de neutrons et de protons �au nombre de �����
Leur existence a �t� pr�dite par L� D� Landau dans les ann�es ����� Elle doit son
nom au fait que les neutrons sont vingt fois plus nombreux que les protons� Sa densit�
est de l�ordre de celle du noyau atomique �voire plus en son centre 	 ���� g cm����
Elle possde un champ magn�tique qui est d� aux mouvements des protons et des
�lectrons en son sein� Elle est susceptible d��mettre un rayonnement �lectromagn��
tique selon une direction si son champ magn�tique est assez fort et)ou sa rotation
assez rapide� Dans ce cas� la rotation de cette �toile entra!ne l�apparition d�un signal
p�riodique pour un observateur terrestre� C�est ce qu�on appelle un pulsar� Le premier
pulsar a �t� d�couvert en ���� par J� Bell et A� Hewish� Cependant� la taille du
c�ne d��mission est telle que seuls un dixime des pulsars sont e
ectivement observ�s�
De plus� en tenant compte de la faiblesse d��mission de certains d�entre eux� leur

xM� d�signe la masse du Soleil
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nombre est estim� � environ un million dans notre Galaxie� De plus� les nombreuses
�toiles � neutrons qui n��mettent pas comme les pulsars sont tout de m�me suscep�
tibles d��mettre des ondes gravitationnelles� Le nombre total d��toiles � neutrons dans
la Galaxie est estim� � environ ��� � ���� �� � Ce nombre reste trs sp�culatif car il
d�pend de modles d��toiles � neutrons qui ne sont pas encore bien valid�s� Seuls ���
pulsars ont �t� observ�s selon �� �

Les �toiles � neutrons sont le r�sultat de la super nova d�une �toile faisant plusieurs
masses solaires ��� � La plus c�lbre d�entre elles est le pulsar du Crabe dont la
super nova a pu �tre observ�e en plein jour pendant trois semaines en ��	� ��� � La
structure ��� d�une �toile � neutrons est pr�sent�e sur la �gure ����

-3ρ=10

g cm -3

g cm -3

g cm -3

g cm

Rayon 10 km
Solide cristalin

Neutrons superfluides

Densite centrale
Noyau potentiellement solide

Solide avec neutrons libres

15

ρ=10

ρ=4,3 10

ρ=2 10

6

11

14

x

x

Figure ���� Structure interne d�une �toile � neutrons

Ce sont les d�formations de cette structure qui permettent l�apparition d�ondes
gravitationnelles� La d�couverte de telles ondes apporterait des renseignements pr��
cieux sur la matire nucl�aire � trs haute densit��

����� Mod�le d��mission simple

Mettons l��quation ������ sous une forme utilisable pour l��tude des �toiles � neu�
trons dans le cas d�un d�tecteur plac� sur terre�
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On peut d�composer le tenseur P���� en la di
�rence de deux produits d�un m�me
tenseur ��� �projecteur perpendiculaire � la ligne de vis�e� �

P���� � ������ � �

�
������ ���	��

��� � �� � r�r�
r�

���	��

On peut aussi d�composer le tenseur Q�� en une partie due � la rotation de l��toile �
neutrons Qrot

�� � dont la d�riv�e seconde par rapport au temps est nulle� et une partie
due � une distorsion de l��toile Qdist

�� � Cette d�composition est possible gr&ce � la faible
amplitude de ces moments� et donc � leur corr�lation encore plus faible� L��quation
������ devient donc �

hTT
�� �

�G

c�
�

r


��
��

�
� �

�

�
����

��
�
�Qdist
��

	
t� r

c



���	��

Dans la jauge transverse sans trace et dans le r�f�rentiel de propagation� de l�onde
gravitationnelle on obtient alors �

hTT
�� � h�e��� � h�e��� ���	��

h� � h� sin�

�
cos�

sin �i

�
cos �
t� t��� sin�

� � cos� i

�
cos ��
t� t��

�
���		�

h� � h� sin�

cos�

sin i

�
sin�
t� t��� sin� cos i sin ��
t� t��

�
���	��

h� � �G

c�
Qdist

�z�z

��

r
���	��

o� � est l�angle entre l�axe de rotation de l��toile � neutrons et l�axe principal du
moment quadrupolaire d� � une distorsion� et i l�angle entre l�axe de rotation et
la direction de la terre� � est la fr�quence de rotation de l��toile � neutrons� Qdist

�z�z

correspond � la projection du moment quadrupolaire sur son axe principal� Le terme
en r�c a �t� inclu dans le terme t��

L��mission d�ondes gravitationnelles fait perdre de l��nergie � l��toile � neutrons
et donc la ralentit� L��quation ������ nous permet d��valuer cette perte pour notre
direction� Avec les notations pr�c�dentes� on a �

d�E

d�dt
�

c�r�

���G�

h
�h�
�� �

�h�
�� �

�h�
�� �

�h�
��

i
���	��

�
c�r�

���G�

h
�h�
� � �h�

�
i

���	��

�On d�
nit l�axe des z de ce rep�re comme �tant confondu avec le vecteur �k de propagation de
l�onde� L�axe des x est d�
ni� au sens pr�s� comme l�intersection entre le plan perpendiculaire � �k
et le plan de rotation de l��toile � neutrons� Le sens de l�axe des x n�est pas important car le sens
oppos� donne exactement la m�me m�trique spin deux de la m�trique�
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�
c�r�

���G�
h�
� sin

� ���

�
cos� �

sin� �i

�
sin��
t� t��

� cos� sin�
sin �i

�

� � cos� i� sin�
t� t�� sin ��
t� t��

� sin� �
� � cos� i�� sin� ��
t� t�� � cos� �
sin� i

�
cos� �
t� t��

�� cos� sin� sin i cos i cos �
t� t�� cos ��
t� t��

�� sin� � cos� i cos� ��
t� t��
i

���	��

Cela correspond � une �nergie� ET � perdue en moyenne par p�riode �

ET �
�

T

Z T

�

d�E

d�dt
dt ������

�
c�r�

���G�
h�
� sin

� ���

�
cos� �

sin� �i

�
� sin� �
� � cos� i��

�cos� �
sin� i

�
� � sin� � cos� i

�
������

En additionnant ET sur toutes les directions i possibles� on obtient l��nergie totale
ETot �mise par l��toile � neutrons sous forme d�ondes gravitationnelles�

ETot �
Z ��

�
d�
Z �

�
diET

�
c�r�

���G�
h�
� sin

� �����
Z �

�
di

�
cos� �

sin� �i

�
� sin� �
� � cos� i��

� cos� �
sin� i

�
� � sin� � cos� i

�

�
c�r��

���G
h�
� sin

� ���

�
� cos� �

�
�

�� sin� �

�

�
������

On obtient� � h�� �x� Emax
Tot � ��c�r��

����G
h�
��

� pour � � �
�

rad et un minimum nul
pour � � � rad� La valeur de � peut di�cilement �tre pr�dite� Par exemple un angle
� � ��� donne ETot � ���Emax

Tot �
Cette �nergie� dans le cas d�une d�couverte d�ondes gravitationnelles pour un

pulsar connu� pourra� une fois corr�l�e avec le ralentissement� permettre de discriminer
certains modles de description de pulsars�

Les mesures du ralentissement des divers pulsars connus permettent de donner
l�ordre de grandeur maximal de h�� en supposant que la perte d��nergie cin�tique
de rotation observ�e soit uniquement due � l��mission d�ondes gravitationnelles� Soit

I� le moment d�inertie du pulsar �typiquement ���� kg m��� � � ��
�

Qdist
�z�z

I
son degr�

d�asym�trie et �P � dP�dt la variation de sa p�riode� Alors� en supposant que le
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ralentissement est d� � l��nergie rayonn�e sous forme d�ondes gravitationnelles� on
obtient �

�P 
 �max � �� � ����

hCrabe
�max � �� ��� �����

�
I

���� kg m�

�
������

�P 
 �max � �� �� ����

hV ela
�max � �� ��� �����

�
I

���� kg m�

�
����	�

�P 
 �max � �� � ����

h������
�max � �� ��� �����

�
I

���� kg m�

�
������

Remarquons que le paramtre �� le degr� d�asym�trie de l��toile � neutrons� est im�
portant et malheureusement mal connu�

����� Mod�le incluant une d�formation de l��toile � neutrons

par son champ magn�tique

Essayons de mod�liser de manire plus pr�cise le ph�nomne d�crit pr�c�demment�
On suppose ici que la distorsion de l��toile � neutrons est due � son champ magn�tique�
ce qui va nous permettre de donner une valeur � � ou de d�placer le problme vers
diverses hypothses pour �valuer le degr� de distorsion� Ici� on suppose que l�axe
principal de Qdist

�z�z est confondu avec l�axe du champ magn�tique�
Toujours d�aprs �� � on peut �crire� avec les notations suivantes � Mi �


�� M sin�� M cos�� le dip�le magn�tique� � la densit� de masse de l��toile� R le
rayon moyen de l�ellipso'de quasi�sph�rique �

Qdist
�z�z � � ��M

�

���G�R�
������

Relions M au ralentissement de l��toile � neutrons ��� en supposant que la plus
grosse partie de ce ralentissement est due � une perte d��nergie via le canal �lectro�
magn�tique� une petite fraction seulement �tant due au rayonnement gravitationnel �

M� �
��

��

�c�

���

IP �P

sin� �
������

Si l�on d��nit � comme suit �

� � �
��

��

M�R�

GI�
������
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on obtient une reformulation de ���		� et ���	�� �

h� � �
R� �P

crP

�
sin i cos i

� tan�
cos �
t� t��� � � cos� i

�
cos ��
t� t��

�
������

h� � �
R� �P

crP


sin i

� tan�
sin�
t� t��� cos i sin ��
t� t��

�
������

h� � �
R� �P

crP sin� �
������

Ce qui nous donne comme liste d�amplitudes revisit�es �

hCrabe
� � �� ��� �����


R

�� km

�� �

sin� �
������

hV ela
� � �� ��� �����


R

�� km

�� �

sin� �
������

h������
� � �� ��� ����


R

�� km

�� �

sin� �
����	�

������

Ces valeurs semblent trs petites �h � ������� et� pour les d�tecter� il faudrait
int�grer les donn�es pendant dix milliards d�ann�es avec un d�tecteur comme Virgo�
Mais� si � est petit� h� cro!t trs rapidement� Malheureusement� l��quation ������ n�est
vraissemblablement plus valable pour � trs petit �� � ������ On doit donc esp�rer
obtenir de grandes valeurs pour �� Suivant les divers modles utilis�s pour d�crire
l�int�rieur de l��toile� on obtient diverses valeurs de � �� �

� matire normale� conducteur parfait � � � ��� ���

� int�rieur de l��toile� supraconducteur de type I � � � ����� �����

� int�rieur de l��toile� supraconducteur de type II � valeurs non calcul�es

Dans les cas extr�mes � prend des valeurs de l�ordre  � ���� en supposant � �
����� on obtient pour le pulsar du Crabe h 	 ������ Cela est encourageant pour la
recherche de pulsar connus�

��	 Donn�es sur les pulsars connus

Nous disposons de donn�es sur les �toiles � neutrons gr&ce � une de leurs sous�
classes � les pulsars� Pour orienter nos recherches� nous pouvons nous int�resser � leur
distribution fr�quentielle ainsi qu�� leur distribution dans le ciel�



��
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��	�� Distribution de la fr�quence des sources potentielles

Plus de sept cents pulsars sont actuellement r�pertori�s dans le catalogue de Tay�
lor �� � La �gure ��� pr�sente la distribution de leur fr�quence� Cette distribution
nous montre l�int�r�t de d�velopper un d�tecteur sensible aux signaux basse fr�quence
�quelques Hertz�� De plus� en regardant les �quations ���		� et ���	��� on remarque
qu�il existe une �mission d�ondes gravitationnelles � la fr�quence double de l��toile �
neutrons� ce qui nous permet d�augmenter leur nombre dans la bande de fr�quences
de Virgo� Nous pouvons remarquer que la distribution des pulsars en systme bi�
naire est concentr�e dans les hautes fr�quences� ce qui a
ecte peu la distribution �
basse fr�quences� int�ressante pour la recherche aveugle �qui n�est pas encore envisag�e
pour les �toiles � neutrons en syst�me binaire � cause de l�inconnue que repr�sente le
compagnon de la source��
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Figure ���� Distribution de la fr�quence radio des pulsars connus

La faible proportion de pulsars en systme binaire et la di�cult�e de corriger
l�e
et Doppler d� aux mouvements internes au systme� fait que par la suite on ne
s�int�ressera qu�aux �toiles � neutrons solitaires�

��	�� Variation de la fr�quence des pulsars

Les pulsars �mettent des ondes �lectromagn�tiques� Par l� m�me� ils perdent de
l��nergie� ce qui produit une diminution de leur fr�quence de rotation� Une mesure de
ce ralentissement est �P � ie la variation de la p�riode du pulsar� La �gure ��	 montre
les variations de p�riode en fonction de celle�ci pour les �	� pulsars du catalogue de
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Taylor dont on a une mesure du �P positive� Cinq pulsars ont une mesure n�gative
de �P car ils sont acc�l�r�s par des ph�nomnes d�acr�tion� Les autres n�ont pas de �P

mesur�� Pour un pulsar donn� de p�riode P�� T � P�

q
�� �P correspond au temps qu�il

faut attendre pour que la phase additionnelle due � �P soit �gale � �� Ce temps est
important car il donne un ordre de grandeur du moment o� l�int�gration fait perdre
du signal� En e
et� � partir de ce moment� le signal est en opposition de phase avec
celui attendu� Ceci permet de d��nir sur cette �gure les zones o� �P est important en
fonction du temps� T � pendant lequel le signal va �tre int�gr��
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Figure ��	� Variation de p�riode d�un pulsar en fonction de sa fr�quence

De plus� la mesure de ce ralentissement permet de donner une limite maximum
sur l�amplitude des ondes gravitationnelles �mises par les pulsars connus� L��quation
suivante ��� donne l�amplitude en fonction du ralentissement �P en supposant que
toute l��nergie �mise par le pulsar soit �mise sous forme d�ondes gravitationnelles �
la fr�quence double du pulsar�

hmax �

s
G �P

c�P

p
I

r
������

I correspond au moment d�inertie de l��toile � neutrons� qui vaut pour une �toile �
neutrons typique de masse �� �M� � ���� Kg m�� La �gure ��� montre cette amplitude
en fonction de la fr�quence de la source�
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Figure ���� Amplitude maximum d��mission d�ondes gravitationnelles pour les ���
pulsars connus en fonction de leur fr�quence d��mission

��	�� Distribution spatiale des pulsars connus

Le catalogue pr�cise aussi la position de ces sources� La �gure ��� nous montre
cette distribution en coordonn�es galactiques� Comme on peut s�y attendre� cette
distribution est centr�e sur le plan galactique� Ceci s�explique ais�ment car les sources
d�tect�es sont dans notre galaxie �distance de l�ordre de quelques kiloparsecs�� De
plus� �� des pulsars solitaires se trouvent dans une bande ���� � � � ���� ��� � �
 � �� � rad qui repr�sente seulement �� de l�angle solide total � couvrir pour une
recherche aveugle� Les recherches seront donc � tenir pr�f�rentiellement dans cette
direction�

Comme la majorit� des sources se trouve approximativement dans le plan galac�
tique� une vue du dessus de la Galaxie renseigne bien sur la distribution en distance
des pulsars� Sur la �gure ��� le centre galactique se trouve aux coordonn�es �en kpc�
����� et la Terre aux coordonn�es ������� La distribution est centr�e autour de la po�
sition de la Terre de manire � peu prs uniforme� avec un �talement en direction du
centre galactique�

La recherche en aveugle de pulsar devra donc �tre pr�f�rentiellement dirig�e dans
le plan galactique� sans zone plus particulire�

��	�	 Incertitude sur la position des pulsars

La position des pulsars est connue avec une plus ou moins grande pr�cision� La
�gure ��� pr�sente la distribution de l�incertitude sur la position des pulsars� Elle est
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en moyenne centr�e sur un angle solide de l�ordre de ��  � ����� sr� La pr�sence de
deux pics peut s�expliquer par le fait que la liste de ��� pulsars a �t� faite � partir d�un
ancien catalogue �long temps d�observation pour ��� pulsars� et � partir de l�ajout de
�	� nouveaux pulsars d�couverts entre ���� et ���	 �� � Pour ces derniers l�erreur sur
la position n�a pas pu �tre diminu�e� faute de temps d�observation� On peut remarquer
sur la �gure ��� que l�incertitude ne montre pas de d�pendance en fr�quence�
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Chapitre �

D�tecteurs d�ondes gravitationnelles

V
irgo est un d�tecteur d�ondes gravitationnelles dont le principe est de
mesurer les variations de distances entre quatre masses libres� Sa mise
en service est pr�vue pour la �n de l�ann�e ����� Pour cela on utilise
l�interf�rom�trie laser� Pour maximiser les chances d�observer un signal�
l�exp�rience Virgo tente d�att�nuer toutes les sources potentielles de

bruit� La bande de fr�quences accessibles pour la recherche d�ondes gravitationnelles
s��tend alors de quelques hertz � quelques kilohertz� La limite inf�rieure de cette bande
de fr�quences est d�termin�e par le systme d�att�nuation du bruit sismique� systme
particulirement ambitieux qui permet � Virgo d�envisager des recherches de signaux
� basse fr�quence� Ceci est primordial pour la recherche d��toiles � neutrons� comme
la montr� la distribution des fr�quences de la �gure ���� La limite sup�rieure de la
bande de fr�quences est donn�e par le �ltrage des cavit�s Fabry�P�rot�

Dans ce qui suit� le principe de d�tection de Virgo et les principales sources
de bruit sont d�taill�s� Ceci permettra par la suite de comprendre plus ais�ment
l��talonnage du d�tecteur et la recherche de signaux p�riodiques�

��� Principe de d�tection de VIRGO

La d�tection d�ondes gravitationnelles consiste � mesurer la distance entre des
masses libres� Comme nous l�avons vu au chapitre �� l�e
et d�une onde gravitationnelle
est d�augmenter les distances suivant une direction tandis qu�elle les diminue dans
une direction perpendiculaire� C�est pourquoi un interf�romtre de Michelson� qui
mesure la di
�rence entre deux distances L� et L� g�n�ralement perpendiculaires� est
appropri� pour la d�tection d�ondes gravitationnelles� La �gure ��� montre le sch�ma
d�un tel interf�romtre� La di
�rence de chemin optique mesur�e est proportionnelle
aux variations de L� � L�� Le passage d�une onde gravitationnelle polaris�e h�� qui
serait orient�e de fa%on optimale c�est���dire selon le systme de mesure �co�ncidence
des bras du d�tecteur avec les axes de polarisation h� de l�onde�� changerait L� en 
��
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Figure ���� Sch�ma d�un interf�romtre de Michelson

�
�
hTT
xx �L�� et L� en 
�� �

�
hTT
xx �L�� La mesure est donc sensible � hTT

xx L� si L� � L� � L�
Ce systme permet donc de tirer pro�t de la polarisation des ondes gravitationnelles�

La sensibilit� d�un interf�romtre a pour limite majeure le bruit de photons� qui
est directement li� � la puissance pr�sente sur la lame s�paratrice� L�interf�romtre
est plac� sur sa frange noire �interf�rences destructrices� pour accro!tre la sensibi�
lit�� La lumire pr�sente dans l�interf�romtre est donc renvoy�e vers le laser� C�est
pour cela qu�est introduit un miroir dit de recyclage� qui r�injecte cette lumire et
augmente ainsi la puissance pr�sente dans l�interf�romtre� Le facteur de recyclage
�gain en puissance� 
r envisag� est de l�ordre de ��� ce qui permet de passer d�une
puissance initiale de �� W � une puissance e
ective de l�ordre de � kW� Pour aug�
menter la sensibilit� de l�interf�romtre� des cavit�s Fabry�P�rot �cf la �gure ����
sont ajout�es dans les bras du d�tecteur� Elles ampli�ent la di
�rence de phase due
au d�placement d�un miroir par un facteur �F��� o� F est la �nesse de la cavit��
La �nesse pr�vue est de l�ordre de ��� ce qui� pour des bras de � km de long� donne
une longueur e
ective de ��� km� On peut donc calculer le temps de stockage de la
lumire dans les cavit�s � � �F L��c � � � ���� s et la fr�quence de coupure de la
cavit� �fp � ��
���� 	 ��� Hz� Au del� de cette fr�quence� la d�tection d�une source
sera limit�e par le �ltrage passe�bas induit par les cavit�s�

��� Bruits limitant la sensibilit� de VIRGO

La sensibilit� de Virgo est limit�e par le bruit de photons ainsi que par les
divers bruits thermiques et sismiques� La description qui suit doit permettre de mieux
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Figure ���� Sch�ma optique de Virgo

comprendre le d�tecteur Virgo�

����� Le bruit de photons

Le bruit de photons est d� � la �uctuation du nombre de photons observ�s� Si
N est le nombre moyen de photons pr�sents pendant un temps dt� les �uctuations
statistiques nous donnent une incertitude

p
N sur la mesure de N � De plus� pour

minimiser la sensibilit� aux variations de puissance du laser� on utilise la technique
de modulation)d�modulation � haute fr�quence qui consiste en une modulation de la
phase du laser et une d�modulation synchrone du signal observ�� L�erreur� P sur la
puissance observ�e P est alors �

P �
q
��P 
rhP�L

Wp
Hz

�����

o� � est l�e�cacit� quantique des photo�diodes de d�tection et �L la fr�quence du laser�
En reliant la variation de puissance au d�placement d�un miroir� en prenant en compte
l�e
et d�ampli�cation ainsi que le ph�nomne de �ltrage des cavit�s Fabry�P�rot�

�Pour caract�riser les diverses sources de bruit on utilise� dans Virgo� leur densit� spectrale�
c�est���dire l�int�gration du signal sur une seconde� On obtient alors un bruit en ��

p
Hz� En e�et� le

bruit croissant comme
p
T T est le temps d�observation du signal�� on peut� � partir de la courbe

obtenue courbe de sensibilit� ���� pour une seconde d�int�gration� calculer quel sera le bruit pour
un temps d�observation quelconque� en multipliant par

p
T la courbe unit��
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la densit� spectrale du bruit de photons pour la mesure de h est �

�hBP 
�� �

s
�hP�L
�
rP

��

�F L

vuut� �
��

��
fp

�p
Hz

�����

o� � � c
L

est la longueur d�onde du laser�

����� Le bruit sismique

Virgo est un interf�romtre suspendu car� pour d�tecter les ondes gravitation�
nelles� il faut que les miroirs soient libres dans les directions de mesure� Il m�rite
d�autant plus ce nom qu�un systme unique d�isolation sismique est utilis�� Il est
fond� sur une succession de �ltres passe�bas dont les fr�quences de coupure sont les
plus basses possibles a�n d�att�nuer les vibrations du sol dans la bande de fr�quences
de mesure� Les �l�ments de base de cette suspension sont des #�ltres$ qui agissent
comme un pendule et comme un ressort vertical fonctionnant suivant les six degr�s
de libert�� En e
et� compte tenu de l��norme att�nuation n�cessaire� le d�placement
du sol �tant de l�ordre de ���� m)

p
Hz� il faut att�nuer ces vibrations de plus de

dix ordres de grandeurs dans toutes les directions� a�n qu�elles n�induisent pas de
d�placements longitudinaux au travers de couplages m�caniques faibles mais toujours
pr�sents�

Le systme d�att�nuation de Virgo est constitu� d�une cha!ne de cinq att�nua�
teurs� suspendue � un pendule invers�� Cette suspension est compl�t�e par un double
pendule� constitu� du miroir et d�une masse de r�f�rence suspendus � une marionnette
qui assure le contr�le� Cela donne huit �ltres fr�quentiels qui permettront � Virgo
d�obtenir la plus large bande de fr�quences de tous les d�tecteurs d�ondes gravitation�
nelles� Le pendule invers� est constitu� d�une masse attach�e au sommet d�une barre
�exible qui fournit la force de rappel pour ramener le pendule en position verticale�
Cette force de rappel compense la force de gravitation et permet d�ajuster facile�
ment la p�riode du pendule� Ce pendule a une fr�quence de r�sonance trs faible �
��� mHz ��	 � La �gure ��� montre le sch�ma de suspension d�un miroir et la tour
pr�vue pour placer la cha!ne d�att�nuateurs dans le vide�

On mod�lise le bruit sismique� �hBS � transmis au miroir par la formule suivante �

�hBS
�� �
�

L

	
��
�


��

j�x
��jsismique �����

o� �� � �� ��� Hz est la fr�quence e
ective de l�ensemble de la cha!ne pour des
fr�quences sup�rieures � la fr�quence de coupure de chacun des pendules et �ltres� ce
qui est le cas dans le domaine de d�tection� Elle est obtenue par l��galit� suivante �

���
� � ��

marionette�
�
pendule miroir�

�
pendule invers�e�

�
i���

�
filtre i ���	�
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Figure ���� Suspensions du d�tecteur Virgo

Le facteur 	 provient d�une part de la somme quadratique des bruits des quatre
miroirs� d�autre part du fait qu�une erreur x simule une onde gravitationnelle h �
�x�L� Le bruit sismique mesur� sur le site est � j�x
��jsismique 	 ������ m�

p
Hz pour

des fr�quences sup�rieures � �� � Hz ��� � Le fait que le bruit d�pende de la fr�quence
� la puissance dix�huit transforme ce bruit en un v�ritable #mur$ � basses fr�quences�
et le rend n�gligeable pour des fr�quences sup�rieures � quelques Hertz�

����� Le bruit thermique

Le bruit thermique provient de l��nergie thermique associ�e � chaque mode propre
du miroir suspendu� Chaque degr� de libert� recevant l��nergie �

�
kBT � la distribution

spectrale de ce bruit d�pend des propri�t�s m�caniques du mode consid�r�� En par�
ticulier� la distribution hors de la r�sonance d�pend fortement des ph�nomnes dissi�
patifs mis en jeu� Pour mod�liser ces ph�nomnes� on considre un oscillateur dont la
constante de raideur k a une partie imaginaire� k devient alors kei� �il existe d�autres
mod�les plus complexes�� On va utiliser la description dissipative pour chacun des
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bruits thermiques qui suivent� Ces bruits seront ensuite ajout�s quadratiquement aux
autres bruits pour donner la �gure ��	� On se place ici dans le cas o� l�angle de perte
� est trs faible et on obtient donc � ei� 	 � � i��

Le th�or�me de �uctuation�dissipation

Le th�orme de �uctuation�dissipation ��� s�applique dans le cadre de mouve�
ments non conservatifs et permet de conna!tre l�incertitude sur la mesure de position
d�un objet � l��quilibre thermique� Dans le cadre d�une r�ponse � une excitation par
une force f � F ei�t� on note X � xei�t la position� v � i�x la vitesse et Z � F�v
l�imp�dance du systme� Alors �

�x�
�� � �kBT
�


�����
Re

�
�

Z
����

�
�����

Dans le cas d�un oscillateur simple dissipatif unidimentionel de masse m et de
raideur kei�� l��quation du mouvement est la suivante �

m �X � kei�X � F ei�t �����

�m��x � kei�x � F �����

x �
F

k 
� � i���m��
�����

d�o�� en posant ��
� � k�m� Z
�� �

Z
�� � m��
�

� � i�� ��

���

i�
�����

�

Z
��
�

���
�� � i� 
��

� � ���

m
h
���

� � ���
�
� ����

�

i ������

Ce qui nous permet de calculer le bruit thermique pour un oscillateur de fr�quence
propre �� et d�angle de perte � �

�x�
�� � �kBT
��
��

m�
h
���

� � ���
�
� ����

�

i ������

La di�cult� majeure dans la pr�diction de ce genre de bruit est de mesurer l�angle
� ainsi que les masses e
ectives entrant en jeu dans tous les modes qui peuvent
r�sonner�

Bruit pendulaire

On ne s�int�resse qu�au bruit pendulaire des miroirs� En e
et� les bruits des �tages
sup�rieurs sont du m�me ordre mais sont �ltr�s par la suspension� Calculons tout
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d�abord la forme du bruit thermique pendulaire pour un miroir seul� Pour cela on
utilise le th�orme de �uctuation�dissipation vu pr�c�demment� Dans le cas du pen�
dule de longueur l � �� � m� la pulsation de r�sonance est �p �

q
g�l � �� �� rad s���

ce qui correspond � une fr�quence de ��  Hz� Les fr�quences utiles pour Virgo sont
donc grandes par rapport � celle�ci� ce qui justi�e l�approximation suivante �

�x�
�� � �kBT
��
p�

m��
������

En additionnant les contributions des miroirs des cavit�s� nous obtenons le bruit
�quivalent �

�hBPend
�� �
�

L

vuut�kBT
��
p�

��

�
�

me
�

�

mf

�
������

La masse des miroirs d�entr�e est not�e me � ��� �� kg et celle des miroirs de fond
mf � �� kg� Le bruit �nal� pour une temp�rature T � ��� K et un angle de perte
e
ectif � � ���� �en tenant compte du fait que les miroirs sont attach�s par quatre
�ls de suspension ������ est �

�hBPend
�� � �� ��� �����
�
�Hz

�

� �
�

����	�

Bruit des miroirs

Les miroirs eux m�mes peuvent vibrer� On peut� par exemple� mod�liser un miroir
comme deux masses reli�es par un ressort� Les techniques de calculs par �l�ments �nis
permettent d�obtenir des valeurs de fr�quences et de masses e
ectives relativement
pr�cises� Pour la g�om�trie des miroirs de Virgo� les premiers modes sont � �� � kHz
pour les miroirs d�entr�e et � �� �� kHz pour les miroirs d�extr�mit�� c�est���dire dans
la partie hautes fr�quences du spectre� Compte tenu de ces di
�rents modes� le bruit
thermique se mod�lise par �

�hBMiroir
�� � �� ��� �����
�
���� Hz

�

� �
�

pour � � �� � kHz ������

On utilise la formule complte pour tracer la courbe de sensibilit��

Modes violons

Les �ls auxquels sont suspendus les miroirs vibrent telles les cordes d�un violon� Ces
modes de vibration sont excit�s par le bruit thermique� Pour le mod�liser� on ramne
chaque r�sonance � un oscillateur � perte� La fr�quence propre de chaque mode est
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un multiple d�une fr�quence fondamentale qui elle m�me d�pend de la section S du
�l� de sa densit� �� de sa longueur L et de la tension T� � laquelle il est soumis ��� �

�n � n
�

�L

s
T�

�S
������

Dans notre cas particulier� cela donne �

� �e � ��� Hz pour les miroirs d�entr�e

� �f � ����  Hz pour les miroirs d�extr�mit�

La masse �quivalente de chaque mode est �

�n�e �
me�

�
n�e

���
p

������

�n�f �
mf��

n�f

���
p

������

o� �p � �� �� rad�s�� correspond � la pulsation propre du mode pendulaire�
Pour obtenir le bruit total� on n�additionne que sur les dix premiers modes� les

modes sup�rieurs ayant une contribution n�gligeable � basses fr�quences �de l�ordre
�� ������� On prend �n � � � ���� ��� � d�o� le bruit en amplitude relative �

�hV iolons
�� �
�

L

s
�kBT

�

vuuuut
��X
n��

���
n�e

�n�e

�
��
n�e � ��

��
� ����

n�e

� � ��X
n��

���
n�f

�n�f

�
��
n�f � ��

��
� ����

n�f

�

Il est inter�ssant de noter que seules les r�sonances ressortent dans la courbe de
sensibilit��

����	 Autres bruits

Il existe bien d�autres sources possibles de bruit� Par exemple le bruit introduit
par les �uctuations d�indice optique du gaz r�siduel qui nous impose la qualit� de vide
n�cessaire �P � ���� torr� ��	 � le bruit d�amplitude ou de fr�quence du laser ��� �
les bruits provenant des systmes de contr�le� le bruit des photons di
us�s dans les
cavit�s Fabry�P�rot ��� etc��� Cependant� moyennant des e
orts importants� ces
di
�rents bruits techniques peuvent �tre ramen�s � un niveau su�samment faible
pour pouvoir �tre n�gligeables par rapport aux bruits pr�c�demment d�crits�
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���� Courbe de bruit

Le bruit total est la somme quadratique de tous les bruits pr�sent�s pr�c�dem�
ment� La �gure ��	 rassemble tous ces bruits et pr�sente la somme quadratique de
ceux�ci en �quivalant signal aprs un an d�observation� A�n d�illustrer les espoirs mais
aussi les al�as de la recherche d��toiles � neutrons� la distribution de hmax pour les
pulsars connus ��gure ���� est aussi trac�e sur cette courbe� Rappellons que hmax est
l�amplitude maximum des ondes gravitationnelles �mises pour un pulsar connu� �va�
lu�e � partir du ralentissement de leur rotation� Cette valeur ne tient pas compte des
pertes dues aux e
ets de modulation d�amplitude� On peut remarquer que quelques
candidats sont au dessus de la courbe de bruit�
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Figure ��	� Niveau du bruit du d�tecteur Virgo pour un an d�observation ainsi que
l�amplitude maximum des pulsars connus

��� Autres d�tecteurs d�ondes gravitationnelles

La revue qui suit pr�sente d�autres m�thodes et projets de d�tection d�ondes gra�
vitationnelles�

����� LIGO

Ligo est un projet am�ricain ��� constitu� de trois interf�romtres plac�s dans
deux enceintes � vides qui auront des bras de � km� Ils seront plac�s � plusieurs milliers
de kilomtres l�un de l�autre avec une m�me orientation des bras� Ceci permettra la
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d�tection en co'ncidence� technique particulirement importante pour pouvoir exclure
les bruits non�gaussiens lors de la recherche de sources impulsionnelles �coalescences
de syst�mes binaires ou les super novae� et la d�tection de signaux d�ondes gravita�
tionnelles provenant de sources dont l��mission est al�atoire�

La di
�rence essentielle entre la conception de Virgo et celle de Ligo r�side dans
le choix de l�isolation du bruit sismique qui est moins ambitieuse dans le cas de Ligo�
et d�place la fr�quence de coupure du bruit sismique vers de plus hautes fr�quences
�de l�ordre de �� Hz� au lieu de � Hz dans le cas de Virgo�

Ce projet devrait commencer � prendre des donn�es en l�an �����

����� GEO

Le d�tecteur Geo��� est le fruit d�une collaboration Germano�Britannique ��� �
Comme son nom l�indique� il a des bras de �� m de long� Pour compenser la faible
taille de leurs bras� un double recyclage de la lumire laser est e
ectu�� Ceci r�duit
la taille de la bande de fr�quences d�observation� mais� contrairement aux d�tecteurs
� barre� ce d�tecteur peut placer cette petite bande de fr�quences o� il le veut� Le
projet complet commencera � prendre des donn�es au printemps �����

����� TAMA

Tama est un projet Japonais ��� � La longueur des bras est de ��� m� Ce projet est
en fait un prototype pour mettre au point plusieurs techniques et ensuite les mettre
en �uvre dans le cadre d�un projet plus grand�

����	 LISA

Le projet Lisa quant � lui� est un projet d�interf�romtre qui doit fonctionner
dans l�espace vers l�ann�e ���� ��� � Sa con�guration� �gure ���� et la longueur de ses
bras 	 �� ��� km di
rent des autres interf�romtres�

Les trois distances L�� L�� et L� sont mesur�es s�par�ment� Du fait de la longueur
des bras� la bande de fr�quences est limit�e � quelques centaines de mHz� Le fait
de placer le d�tecteur dans l�espace l�a
ranchit des problmes du bruit sismique� La
fr�quence minimale d�observation serait de l�ordre de �� � mHz� Les sources qu�un tel
d�tecteur pourrait observer sont des ondes gravitationnelles �mises lors du Big�Bang�
par des trous noirs massifs ou des systmes binaires galactiques� et par les systmes
binaires connus�

���� Barres et d�tecteurs omnidirectionnels

Les d�tecteurs � barres sont les premiers d�tecteurs � avoir �t� mis en �uvre� Ils
prennent des donn�es depuis d�ja plus de �� ans �premi�re barre parWeber en ������
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Figure ���� Sch�ma du d�tecteur Lisa

La meilleure sensibilit� atteinte pour l�instant est de l�ordre de ����� Hz�
�
� � Ils sont

constitu�s d�une grosse masse qui r�agit comme un ressort dont les oscillations forc�es
dues au passage d�une onde gravitationnelle font rentrer en r�sonance le d�tecteur�

L��nergie E emmagasin�e par le ressort� lorsque la fr�quence de l�onde et celle du
ressort sont en r�sonance� est ��� �

E � �

�
ml���

�h�Q� ������

o� � est la fr�quence propre du ressort�
Pour une fr�quence propre de l�ordre de � kHz� une masse de ���� kg� un haut

facteur de qualit� ���� et une longueur de �� � m� l�onde gravitationnelle d�pose une
�nergie de l�ordre de quelques ����� J� ce qui correspond � une �longation du ressort
de l�ordre de ����� m �diam�tre d�un noyau atomique��

Cependant� la faible largeur de la bande de fr�quences de ce type de d�tecteur ne
permet de rechercher qu�un petit nombre de pulsars connus�

La principale source de bruit pour ce genre de d�tecteur est le bruit thermique�
Pour le r�duire� on plonge le d�tecteur dans de l�h�lium liquide� Ce qui suit est une
liste de barres en fonctionnement�

Nom masse temp�rature fr�quences de r�sonance lieu
Nautilus ��	 ���� kg �� � K ��� et ��� Hz Lnf Italie
Explorer ���� ���� kg � K �� et ��� Hz Cern
Allegro ��� ���� kg �� � K ��� Hz Louisiane
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Le principe du d�tecteur omnidirectionnel est une g�n�ralisation du principe des
d�tecteurs � barre� La di
�rence r�side dans la forme du ressort� Ici le ressort est
une sphre� ce qui permet d�exciter le d�tecteur quelle que soit la direction de l�onde�
La mesure de la longueur du d�tecteur dans trois directions orthogonales permet�
en calculant le pourcentage des divers modes excit�s dans la sphre� de trouver la
direction d�origine de l�onde gravitationnelle� Seul ce type de d�tecteur permet une
telle localisation pour tout type de signal� Deux projets sont actuellement en cours
d��tude Grail ��� et Tiga ��� �



��

Chapitre �

�talonnage de VIRGO

E
talonner le d�tecteur Virgo� c�est �tablir la re�
lation quantitative entre le signal d�onde gravitationnelle et le signal
mesur�� Ceci peut se faire en analysant de manire d�taill�e le fonc�
tionnement de l�interf�romtre et en combinant notre connaissance des
di
�rents composants �e�cacit� des photodiodes� gain des convertisseurs

analogique num�rique� fonction de transfert de l�interf�rom�tre������ Cependant� pour
minimiser le risque d�erreurs� nous allons chercher une ou des m�thodes ind�pendantes
et les plus directes possibles a�n de pouvoir �tablir directement cette relation et ainsi
v�ri�er ces calculs� Le signal que l�on veut observer correspond � une variation de lon�
gueur des bras de l�interf�romtre� Pour �talonner le d�tecteur� il faut donc d�placer
les miroirs� Reste � savoir comment� Les caract�ristiques suivantes sont n�cessaires
pour un systme optimal d��talonnage �

� un g�n�rateur de signal ind�pendant du reste du d�tecteur

� une bonne dynamique �plusieurs ordres de grandeurs� dans l�amplitude et la
forme du signal

� une bonne connaissance a priori de la r�action du d�tecteur aux stimuli du
systme d��talonnage

� pas d�introduction de bruit additionnel

Parmi les nombreuses solutions possibles� deux solutions ont �t� retenues pour
Virgo ��	 �

� l�addition d�un signal suppl�mentaire sur les bobines de contr�le du systme
d�asservissement des miroirs

� une force exerc�e par la pression de radiation d�un laser additionnel
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La r�alisation de la premire m�thode est plus simple car sa mise en �uvre ne n��
cessite a priori que peu de mat�riel suppl�mentaire� Mais elle n�est pas ind�pendante
du systme de contr�le de Virgo puisqu�elle doit utiliser le systme de pilotage des
bobines� Il faudra donc �talonner s�par�ment ce systme avant de pouvoir l�utiliser
pour le d�tecteur� La seconde m�thode est plus ind�pendante puisqu�elle possde son
propre g�n�rateur de signal� son propre systme d�horloge et que le d�tecteur Virgo
pourra fonctionner sans elle� De plus� cet appareillage peut �tre utilis� pour �tudier
la stabilit� de la fonction de transfert au cours du temps en r�alisant une surveillance
permanente entre deux p�riodes d��talonnage� Pour cela� il �met en permanence une
sinuso'de de fr�quence� et d�amplitude� donn�es� Ceci permet de surveiller toute d��
rive de la fonction de transfert dans la r�gion de la fr�quence utilis�e� Dans la pre�
mire phase du d�tecteur� ce systme permettra aussi de tester les di
�rentes boucles
d�asservissement� qui servent � verrouiller l�interf�romtre sur la frange noire� jusqu��
ce que le signal soit exploitable� C�est l�appareillage n�cessaire � la mise en �uvre de
la deuxime m�thode que nous allons maintenant d�tailler dans ce chapitre�

��� Principe utilis�

Pour simuler le passage d�une onde gravitationnelle� nous allons exciter les miroirs
d�entr�e s�par�ment ou simultan�ment a�n de faire varier la longueur d�un seul ou
des deux bras� Cette excitation sera produite par une source lumineuse via sa pression
de radiation pour obtenir une action � distance facilement contr�lable� Le systme
comprend en fait �

� un g�n�rateur de signaux �lectriques

� une source lumineuse

� un systme de contr�le

� des miroirs de Virgo �ceux d�entr�e�

La �gure ��� d�taille chaque partie du systme d��talonnage�� L�ensemble g�n�ra�
teur de signal est group� avec une partie du systme de contr�le du signal dans un
m�me chassis d��lectronique� A�n de pouvoir �tudier en d�tail la fonction de trans�
fert de l�interf�romtre et de b�n��cier d�une certaine redondance� chacun des bras
de l�interf�romtre sera �quip� d�un systme d��talonnage� Ils seront install�s sur les
miroirs d�entr�e ce qui permet d�utiliser un seul chassis d��lectronique de contr�le et
de g�n�ration du signal�

�Gps� Cna et Can d�signent respectivement une horloge utilisant le syst�me de satellites Gps�
un convertisseur num�rique�analogique et un convertisseur analogique�num�rique�
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��� G�n�ration du signal

On veut pouvoir pousser les miroirs avec n�importe quelle forme de signal� Pour
cela un processeur calcule la forme des signaux� Ces donn�es sont transf�r�es � une
carte Cna qui g�nre une tension variable� La carte Cna choisie comporte quatre
voies de sortie sur �� bits� �quip�es chacune d�une pile #FIFO$y�

��� La source lumineuse

La source lumineuse utilis�e est une diode laser dont la puissance est modul�e par
la tension fournie par le convertisseur num�rique�analogique� Nous avons choisi une
diode laser pour sa facilit� de collimation et pour sa r�ponse relativement lin�aire en
puissance � une modulation de son alimentation�

Le choix de la longueur d�onde est dict� par le coe�cient de r��exion des miroirs
d�entr�e� Celui�ci varie fortement en fonction de la longueur d�onde et de l�angle
d�incidence comme le montre la �gure ���� Compte tenu de la g�om�trie de l�enceinte

y�FIFO� est une abr�viation de First In�First Out�



Figure ���� Coe�cient de r��exion d�un miroir d�entr�e en fonction de la longueur
d�onde pour plusieurs angles d�incidence � �� ��� �� et ���

Le systme d��talonnage doit pouvoir fonctionner dans toute la bande de fr��
quences de Virgo� soit jusqu�� quelques kilohertz� La mesure de la fonction de
transfert de la diode laser montre qu�elle peut fonctionner jusqu�� des fr�quences
sup�rieures d�un ordre de grandeur ��gure ����� La r�ponse en puissance de la diode
laser � une sinuso'de pr�sente plusieurs pics � des fr�quences multiples de la fr��
quence d�excitation montrant ainsi la non lin�arit� de la diode ��gure ����� Un bruit
blanc et continu est aussi pr�sent � un niveau tel qu�il pourrait augmenter le bruit de
l�interf�romtre� Un systme analogique d�asservissement sera donc n�cessaire pour
stabiliser la puissance lumineuse et corriger ces e
ets�

��	 Contr
le du signal

Le contr�le consiste � mesurer la puissance r���chie par le miroir au cours du
temps� Ce signal sera �chantillonn� � la m�me fr�quence que les principaux signaux
de l�interf�romtre et enregistr� par le systme d�acquisition de Virgo� Une diode
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quadrant plac�e sur le faisceau transmis v�ri�era la stabilit� angulaire du faisceau�

��� Calcul de la fonction de transfert du miroir

La force �F appliqu�e sur le miroir est due � la pression de radiation d�un laser�
Elle r�sulte de la quantit� de mouvement que transmettent les photons lors de leur
r��exion par le miroir� Soit i l�angle d�incidence sur le miroir� R le coe�cient de
r��exion et P la puissance �mise par le laser� alors �

�F �
�RP cos i

c
�x �����

Pour �valuer la force d�excitation� il nous faut l�angle d�incidence i� Il est calcul�
en connaissant la con�guration exacte du systme dans sa version �nale� La �gure ���
repr�sente une vue de dessus du systme quand il sera install� ainsi que les vecteurs
�u et �n� Il est important de noter que le faisceau lumineux ne se trouve pas dans le
plan horizontal� du fait de la con�guration de la tour� En prenant le cosinus inverse
du produit scalaire �u ��n� on obtient l�angle d�impact cos i � cos� cos � o� � � �� ���

est dans le plan horizontal et  � ��� ��� dans le plan vertical �en tenant compte de
l��paisseur du miroir�� On en d�duit l�angle d�impact entre �u� et la normale du miroir
�n� i � arccos
�u� ��n� � �� ���� Un des problmes du principe d��talonnage par pression
de radiation est que toute la cha!ne d�att�nuateurs est excit�e� Dans les fr�quences qui
nous int�ressent� le miroir est en chute libre avant que l�on applique une quelconque
correction� Pour un laser d�une puissance d�un watt on obtient F � �� �� ���� N�

La position x d�un miroir libre de masse m r�agirait � une force F ei�t� � la pul�
sation �� comme suit � x � �ei�tF�
m���� Voyons si l�excitation que l�on applique
reste bien dans le domaine de libert� des miroirs�

Pour conna!tre le d�placement total� il faut �tudier la somme complte des mou�
vements des cinq �ltres� du pendule invers�� de la marionnette et du miroir� ce qui
est r�alis� dans l�annexe B� La �gure ��� montre le d�placement du miroir le long de
l�axe du faisceau�

La �gure ��� nous montre le rapport entre la r�ponse de notre miroir suspendu
� sa longue cha!ne de �ltres et celle d�un miroir libre� La r�ponse � l�excitation peut
�tre consid�r�e comme libre � partir de � Hz �la di��rence est de l�ordre de ����

Le d�placement x
�� que produit la diode laser est proportionnel � la puissance
de la diode� En se pla%ant � l�approximation de masse libre� le d�placement s��crit �

x
�� �
�P R cos i

mc�����
�����

La courbe de sensibilit� ��	 nous permet alors de calculer la puissance n�cessaire
pour atteindre la sensibilit� de Virgo pendant l��talonnage aprs une seconde
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d�int�gration � x
�� � L
�
�h
���

L

�
�h
�� �

P R cos i

mc�����
�����

P �
mc�����L�h
��

R cos i
���	�

On multiplie cette puissance par deux� par rapport � la puissance donn�e par
l��quation ���	�� car on ne peut tirer le miroir� La force oscille donc autour d�une
valeur moyenne qui est donn�e par l��quation ���	�� La �gure ���� montre qu�avec un
laser de puissance � W� on peut atteindre la plus grande partie du spectre de Virgo�
de � Hz � � kHz� aprs seulement une seconde d�int�gration� C�est pourquoi notre
choix s�est port� sur une diode laser d�un puissance maximum de � W� En l�utilisant
en sous r�gime� son temps de vie est multipli� par le taux de r�duction de la puissance
au carr�� De plus� cela nous permet d�envisager des d�placements un peu plus impor�
tant� forts utiles au moment des premiers tests de Virgo qui se feront probablement
� sensibilit� r�duite�
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Figure ���� Puissance du laser n�cessaire pour atteindre la sensibilit� de Virgo
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Chapitre 	

Simulation du d�tecteur Virgo

S
imuler le d�tecteur Virgo se r�vle primordial
pour certains choix� tant au niveau des strat�gies possibles pour le
verrouillage de l�interf�romtre qu�au niveau des �tudes des m�thodes
d�analyse de donn�es� Une simulation complte de Virgo� appel�e
Siesta�� r�pond � ce besoin� Cette simulation est organis�e en plusieurs

modules mod�lisant les di
�rentes parties de Virgo et certains signaux d�ondes gra�
vitationnelles� Ainsi� l�ensemble des bruits d�crits dans le chapitre � peut �tre simul��
Dans ce chapitre� nous allons d�crire plus particulirement la bibliothque de mo�
dules qui simule le signal provenant d�une �toile � neutrons� Certains modules seront
d�crits plus en d�tail� comme par exemple le module calculant la position de la terre
au sein du systme solaire et les changements de r�f�rentiels n�cessaires pour calculer
les e
ets du passage d�une onde gravitationnelle sur le d�tecteur�

	�� Moteur de SIESTA

La simulation du d�tecteur Virgo� Siesta� fonctionne dans le domaine temporel�
Elle est constitu�e de modules �crits en langage C� Chaque module contient le code
pour un ou plusieurs types d�objets dont l��tat ne d�pend que du temps� L�ex�cution
type d�un travail de simulation comporte quatre �tapes �

� la lecture d�un �chier contenant la liste des objets � simuler et les liens entre
ceux�ci

� l�initialisation des objets

� la simulation au cours du temps de l�ensemble des objets

� la terminaison des objets � la �n de la simulation

�pour Simulation of Interferometric Experiment Sensitive To grAvitational waves ����



	� Chapitre 
� Simulation du d�tecteur Virgo

Les objets sont trait�s de manire �quivalente lors de toutes ces �tapes sauf au cours
de la simulation au cours du temps� L�� les objets sont appel�s en fonction d�une
fr�quence qui a �t� d�clar�e pour chacun d�eux� Ceci permet de respecter� pour chaque
ph�nomne physique� son temps propre� Les modules permettent de simuler la quasi�
totalit� des ph�nomnes physiques entrant en jeu dans Virgo �

� bruit thermique� sismique� etc���

� optique� �lectronique de Virgo

	�� Simulation du bruit de l�interf�rom�tre

La simulation Siesta peut g�n�rer di
�rents bruits allant du bruit thermique
au bruit sismique en passant par le bruit de photons� La �gure 	�� est un exemple
de la transform�e de Fourier pour une seconde de donn�es g�n�r�es en prenant
en compte le bruit de photons� le bruit thermique pendulaire� le bruit thermique
interne des miroirs et le bruit thermique g�n�r� par les �ls de suspension des miroirs�
Des signaux d�ondes gravitationnelles peuvent �tre ajout�s � ce bruit� Ceci fait de la
simulation un outil trs utile pour des �tudes r�alistes d�analyse de donn�es�
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Figure 	��� Transform�e de Fourier des bruits simul�s avec Siesta

	�� Simulation du signal d�une �toile � neutrons

Le signal �mis par une �toile � neutrons� h�
t� et h�
t�� est simul� � l�aide d�une
somme de cosinus et de sinus aux fr�quences simple et double de la source suivant




�
� Position du d�tecteur dans l�espace 	�

les �quations ���		� et ���	��� L�e
et Doppler est ensuite inclu en rajoutant une
phase qui correspond � la propagation de l�onde � �k � �r
t�� Le vecteur de propagation
�k est un paramtre d��ni par l�utilisateur et �r
t� d�crit la position de la source par
rapport au d�tecteur au cours du temps� Un changement de repre est e
ectu� a�n
d�obtenir la variation de longueur des bras de l�interf�romtre� En�n les bruits ins�
trumentaux peuvent �tre ajout�s pour obtenir un signal tel qu�il serait produit par
Virgo� D�taillons un peu plus ces di
�rentes �tapes�

	�	 Position du d�tecteur dans l�espace

Pour pouvoir tenir compte correctement de l�e
et Doppler� il faut conna!tre
la position du d�tecteur � une fraction de longueur d�onde du signal gravitationnel
prs ��� � Pour des signaux � un kilohertz� la longueur d�onde est de ��� km et nous
montrerons de manire plus pr�cise dans le chapitre � qu�il est n�cessaire de conna!tre
la position du d�tecteur dans le systme solaire avec une pr�cision de l�ordre de �� km
�la source �tant consid�r�e immobile par rapport au Soleil�� D�crire la trajectoire par
une simple ellipse n�est pas su�sant� En e
et� consid�rons l�e
et de la Lune sur la
position de la Terre� C�est le barycentre Terre�Lune qui a pour trajectoire une ellipse
car c�est ce systme qui subit l�attraction du Soleil� La distance T B du centre de la
Terre au barycentre Terre�Lune est la suivante �

T B �
ML

ML � MT

T L �	���

� �� km �	���

O� T L � ������ km est la distance Terre�Lune et MT et ML sont les masses de
la Terre et de la Lune � � ���� kg et �� � � ���� kg�� La distance T B est � elle
seule plus grande que l�erreur tol�r�e� et il faut malheureusement tenir compte aussi
des autres plantes� Pour preuve� la �gure 	�� montre la position de la Terre sur
dix ans hors du plan de l��cliptique en tenant compte de la position de l�ensemble
des plantes �except� Pluton� et des e
ets relativistes� Une trajectoire simplement
elliptique produirait une valeur constante et nulle� alors que l�e
et observ� se situe �
plusieurs ordres de grandeur au dessus de ce que que l�on peut tol�rer� Pour prendre
en compte tous ces e
ets� on utilise une fonction du Bureau des longitudes ��� de
Paris� qui donne la position de la Terre avec une erreur de l�ordre de � km� Cette
fonction� aprs avoir �t� traduite en langage C� a �t� inclue dans la simulation de
l�interf�romtre Virgo � Siesta� La rotation journalire de la Terre est �galement
inclue� en tenant compte de sa fr�quence de rotation e
ective �

�����
Hz�
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Figure 	��� Position de la terre hors du plan de l��cliptique� en km

	�� Validit� de l�eet Doppler dans SIESTA

Pour v�ri�er que l�e
et Doppler a bien �t� pris en compte dans la simulation� il
su�t d�observer la fr�quence d�une �toile � neutrons au cours du temps� Si on choisit
bien la position de l��toile � neutrons� on peut calculer facilement la vitesse qui est
en jeu�

On va donc dans un premier temps observer la fr�quence d�une �toile � neutrons
se trouvant au p�le nord �quatorial� Dans ce cas� on ne sera sensible qu�� la vitesse
de la Terre dans le plan de l��cliptique� L�amplitude maximale de l�e
et Doppler est
donn�e par la projection de cette vitesse sur l�axe de vis�e� Pour une �toile � neutrons
plac�e au p�le nord �quatorial� on doit obtenir au plus sin� � �� �� de la vitesse de
la Terre autour du Soleil� ce qui donne Veff 	 ����� m s�� �o� � � ����� est l�angle
entre le plan de l��cliptique et le plan �quatorial�� La �gure 	�� montre la fr�quence �
observ�e au cours du temps pour une �toile � neutrons de �� Hz plac�e au p�le nord
�quatorial� La fr�quence est mesur�e par transform�e de Fourier sur ��� s tous
les dix jours� On peut traduire la fr�quence observ�e en une vitesse e
ective de la
Terre� Veff � �


c� La �gure 	�� nous permet d�observer les ����� m s�� attendus�

On peut refaire ce travail pour une �toile � neutrons se trouvant dans le plan de
l��quateur� La vitesse du d�tecteur sera alors la somme de la vitesse de la Terre autour
du Soleil et celle de la rotation propre de la Terre� La premire� sur un jour d��tude
peut �tre consid�r�e comme produisant un d�calage permanent de la fr�quence� On
ne verra alors que l�e
et d� � la rotation propre de la Terre� qui doit donner� pour
un d�tecteur sur l��quateur et une �toile � neutrons dans ce m�me plan� �Veff 	
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Figure 	��� D�calage de la fr�quence d� � l�e
et Doppler sur six mois et vitesse
e
ective correspondant pour une �toile � neutrons plac�e au p�le nord �quatorial

�� m s��� La �gure 	�	 montre la fr�quence et la vitesse mesur�es toutes les heures
pour une �toile � neutrons de ���� � Hz plac�e dans le plan de l��quateur �la fr�quence
ici est plus importante pour augmenter l�e�et Doppler car on dispose de moins de
temps pour le mesurer�� La vitesse maximum mesur�e est de �Veff 	 ��� m s��� en
accord avec la valeur pr�vue� La faible di
�rence provient de la rotation de la Terre
autour du Soleil�

	�� Changement de rep�re

Le tenseur m�trique peut �tre �crit �cf chapitre �� dans son r�f�rentiel de propa�
gation comme suit �

Hp �

�
B� h� h� �

h� �h� �
� � �

�
CA �	���

o� h� et h� sont d�crits par les �quations ���		� et ���	��� On note � et  les coordon�
n�es �quatoriales de la source d�ondes gravitationnelles� et ! l�angle de polarisationy�
La position du d�tecteur peut �tre donn�e� en coordonn�es �quatoriales� par la longi�
tude ��
t� � ��
t�� � ��

�����

t� t��� � la latitude� et � l�angle entre l�axe ouest�est et le

yLes angles �� � et 	 sont les angles d�Euler du rep�re de propagation� en coordonn�es
�quatoriales
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Figure 	�	� D�calage de la fr�quence d� � l�e
et Doppler sur un jour et vitesse
e
ective associ�e pour une �toile � neutrons plac�e dans le plan de l��quateur

bras qui est consid�r� comme l�axe des x pour le d�tecteur �pour Virgo � � ��� ���
� � ���� et ��
t�� est la longitude du d�tecteur le premier Janvier ������ Si on appelle
Hd le tenseur m�trique dans le r�f�rentiel du d�tecteur� Hp le tenseur m�trique dans
le r�f�rentiel de propagation� et R
t� la matrice de rotation qui permet de passer du
r�f�rentiel de propagation au r�f�rentiel du d�tecteur� on a alors �

Hd
t� � R
t��Hp
t�� R��
t� �	�	�

� R
t��Hp
t�� tR
t� �	���

�	���

tR
t� � R��
t� ce qui �vite de calculer R��
t�� t correspondant � l�op�ration de
transposition� Pour calculer la matrice de rotation R
t�� on peut d�composer celle�ci
en un produit de cinq matrices �

R
t� � R�R�R�
t�R�R� �	���

O�z �

R� �

�
B� cos! � sin! �

sin! cos! �
� � �

�
CACorrection de la polarisation

zPour simpli
er on notera 
�t� � �� ���t��
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R� �

�
B� � � �

� cos
 � �
�
� � sin
 � �

�
�

� sin
 � �
�
� cos
 � �

�
�

�
CA

�

�
B� � � �

� � sin  � cos 
� cos  � sin 

�
CA Passage dans le plan de l��quateur

R�
t� �

�
B� cos �
t� � sin �
t� �

sin �
t� cos �
t� �
� � �

�
CA Rotation dans le plan de l��quateur

R� �

�
B� � � �

� cos
�� �
�
� sin
�� �

�
�

� � sin
�� �
�
� cos
�� �

�
�

�
CA

�

�
B� � � �

� sin� � cos�
� cos� sin�

�
CAPassage du plan de l��quateur � la latitude du d�tecteur

R� �

�
B� cos � sin � �
� sin � cos � �

� � �

�
CAOrientation des bras du d�tecteur

*tant donn� le principe de d�tection choisi� le d�tecteur ne #voit$ en fait que la
di
�rence de deux coe�cients de Hd � Hdxx et Hdyy�

h
t� �
Hdxx
t��Hdyy
t�

�
�	���

o� Hd
t� s��crit �

Hd
t� �

�
B� Hdxx
t� Hdxy
t� Hdxz
t�

Hdyx
t� Hdyy
t� Hdyz
t�
Hdzx
t� Hdzy
t� Hdzz
t�

�
CA

On peut donc� pour optimiser la simulation� ne calculer que ces deux coe�cients�
L�int�r�t suppl�mentaire est qu�on n�a pas besoin de tous les coe�cients de R
t�� On
obtient �

Hdxx �
�
R�
xx � R�

xy

�
h� � �RxxRxyh� �	���

Hdyy �
�
R�
yx �R�

yy

�
h� � �RyxRyyh� �	����

Ce qui r�duit � quatre �au lieu de neuf� le nombre de coe�cients de R
t� � calculer�
Ces coe�cients se d�composent en trois parties� dont deux d�pendent du temps �

Rxx � Rxx� cos �
t� � Rxx� sin �
t� � Rxx� �	����

Rxy � Rxy� cos �
t� � Rxy� sin �
t� � Rxy� �	����

Ryx � Ryx� cos �
t� � Ryx� sin �
t� � Ryx� �	����

Ryy � Ryy� cos �
t� � Ryy� sin �
t� � Ryy� �	��	�
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Ces coe�cients� calcul�s avec le logiciel Maple� sont les suivants �

Rxx� � cos! cos � � sin! sin  sin � sin� �	����

Rxx� � cos! sin � sin� � sin! sin  sin � �	����

Rxx� � � sin! sin � cos� cos  �	����

Rxy� � � sin! cos � � cos! sin  sin � sin� �	����

Rxy� � � sin! sin � sin� � cos! sin  cos � �	����

Rxy� � � cos! sin � cos � cos  �	����

Ryx� � � cos! sin � � sin! sin  cos � sin� �	����

Ryx� � cos! cos � sin�� sin! sin  sin � �	����

Ryx� � � sin! cos � cos � cos  �	����

Ryy� � sin! sin � � cos! sin  cos � sin� �	��	�

Ryy� � � sin! cos � sin�� cos! sin  sin � �	����

Ryy� � � cos! cos � cos� cos  �	����

Ce changement de repre induit un e
et de modulation de phase et d�amplitude
qui sera d�taill� dans le chapitre �� Une validation possible de ce calcul consiste �
comparer les e
ets de ce changement de repre sur un pulsar connu �le pulsar du
Crabe� avec des travaux similaires e
ectu�s par d�autres� Ceci est r�alis� dans le
paragraphe ��	���



��

Chapitre 


E�et de mouvement du d�tecteur

L
e mouvement du d�tecteur par rapport � une source
provoque des modi�cations de sa fr�quence et de son amplitude� Dans
le cas d�une source monochromatique� le signal d�tect� n�est plus p��
riodique si ce mouvement n�est pas rectiligne et uniforme� Il est alors
dilu� dans une bande de fr�quences ce qui provoque une diminution du

rapport signal sur bruit� Dans le chapitre pr�c�dent� les matrices de passage du r�f��
rentiel de propagation au r�f�rentiel du d�tecteur ont �t� calcul�es� Elles d�pendent
du temps � cause de la rotation journalire de la Terre� ce qui va aussi entra!ner une
modi�cation du signal observ� en distribuant l��nergie du signal sur cinq fr�quences
distinctes au lieu d�une seule� Dans ce chapitre� nous allons �tudier les pertes entra!�
n�es par les variations de l�e
et Doppler ainsi que celles qu�entra!nent les variations
de l�orientation du d�tecteur�

��� Pertes dues aux variations de l�eet Doppler

Soit un signal p�riodique d�onde gravitationnelle� de fr�quence �� �

h
t� � h� cos 
����t� �����

Notons �k � �����c�u le vecteur de propagation de cette onde et �r
t� la position
du d�tecteur par rapport au Soleil� La source est consid�r�e comme immobile dans le
r�f�rentiel solaire �ie ses coordonn�es angulaires ne changent pas�� Le signal observ�
par un d�tecteur bas� sur la Terre prend en compte une phase additionnelle �k � �r
t�
due au temps de propagation de l�onde� Le signal devient alors �

h
t� � h� cos
�
����t � �k � �r
t�

�
�����

Comme cette phase additionnelle n�est pas constante� elle induit des pertes de
signal dans le cas d�une simple recherche de signaux p�riodiques� En fait� nous ne
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sommes sensibles qu�� ce que l�on pourrait appeler l�e
et Doppler di
�rentiel� c�est�
��dire aux variations de la vitesse autour d�une vitesse moyenne� En e
et� la phase
introduite par l�e
et Doppler peut �tre minimis�e en lui enlevant une phase �t
qui correspond � �k � �Vmoyt� La phase s��crit donc maintenant �k �

�
�r
t�� �Vmoyt

�
� en

ajoutant un terme constant � la fr�quence �k � �Vmoy�
���� Int�ressons nous alors� non
plus � la transform�e du signal � sa fr�quence ��� mais � une nouvelle fr�quence �

� � � �� �
	u		Vmoy

c
� Nous allons donc calculer� sans aucune correction� la transform�e de

Fourier �he
�
�� du signal h
t�� pour un temps d�int�gration T � n�� � �

�he
�
�� � �

h�

T

Z T

�
e�i��

�t cos
��� �t � �k ���V 
t�t�dt

�
n��X
i��

�
h�

T

Z i��
��

i
��

e�i��
�t
h
cos
��� �t� cos
�k ���V 
t�t�

� sin
��� �t� sin
�k ���V 
t�t�
i

dt �����

Comme �k � ��V 
t�t varie trs lentement par rapport aux fr�quences observ�es� nous
pouvons supposer que cos
�k � ��V 
t�t� est constant pendant un p�riode ���� ��� En
notant ti � i�� �� alors �

�he
�
�� �

n��X
i��

h�

T � �
�
cos
�k ���V 
ti�ti� � i sin
�k ���V 
ti�ti�

�

�
n��X
i��

h�

n

�
cos
�k ���V 
ti�ti� � i sin
�k ���V 
ti�ti�

�
���	�

j �he
�
��j �

h�

n

vuuut
�
n��X
i��

cos
�k ���V 
ti�ti�

��
�

�
n��X
i��

sin
�k ���V 
ti�ti�

��
�����

d�o� les pertes �

� � �� �

n

vuuut
�
n��X
i��

cos
�k ���V 
ti�ti�

��
�

�
n��X
i��

sin
�k ���V 
ti�ti�

��
�����

Ou en utilisant la vitesse et la position du d�tecteur� on obtient �

� � �� �

n

vuuut
�
n��X
i��

cos
�k � 
�r
ti�� �Vmoyti��

��
�

�
n��X
i��

sin
�k � 
�r
ti�� �Vmoyti��

��
�����

L��quation ����� montre que les pertes induites par l�e
et Doppler sont d�termi�
n�es par la direction de la source� sa fr�quence et la position de la Terre� La �gure ���
illustre cet e
et en pr�sentant la carte des pertes calcul�es avec l��quation ������ Elle
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correspond � une source de fr�quence �� Hz dont le signal a �t� int�gr� pendant un
jour� Les deux zones o� les pertes dues � l�e
et Doppler sont plus faibles corres�
pondent approximativement aux p�les des coordonn�es �quatoriales� En e
et� dans
ces zones� les variations de la vitesse du d�tecteur sur un jour sont perpendiculaires
� la direction de l��toile � neutrons� ce qui n�engendre pas d�e
et Doppler�
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Figure ���� Pertes sur un jour d�int�gration pour une �toile � neutrons de fr�quence
�� Hz� suivant sa direction en coordonn�es galactiques� et une coupe pour  � � rad

Remarquons en�n que pour corriger l�e
et Doppler� c�est���dire pour retrouver
la forme du signal avant perturbation� il su�t de changer la phase du signal d�tect�
en soustrayant le terme �k �r
t� de l��quation ������ Cette phase d�pend du vecteur
polarisation �k de l�onde et de la position relative du d�tecteur par rapport � la source
�r
t�� En fait on peut consid�rer les sources immobiles dans le repre h�liocentrique�
ce qui fait que �r
t� correspond seulement au mouvement du d�tecteur par rapport
au Soleil� Nous s�parons donc l�e
et Doppler en deux parties� une d�pendant de la
source ��k� et l�autre d�pendant de la position du d�tecteur dans le systme solaire�
Nous allons maintenant �tudier l�e
et qu�ont ces deux paramtres�
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��� In�uence de la position du d�tecteur

Comme cela a �t� pr�cis� auparavant� la correction de l�e
et Doppler� utilise la
position du d�tecteur� Nous allons calculer la sensibilit� de la correction par rapport
� ce paramtre� Les temps d�observations �tant notablement plus long que la journ�e
le travail ��� n�a pas �t� utilis��

Supposons que nous fassions une erreur �r
t� sur la position du d�tecteur� Alors
la transform�e de Fourier �he
��� du signal corrig�� pour un temps d�int�gration
T 	 n�� �n entier�� devient �

�he
�� � �
h�

T

Z T

�
e�i��t cos
���t � �k � �r
t��dt �����

En suivant le m�me raisonnement que dans la paragraphe pr�c�dent� nous obte�
nons les pertes �

� � �� �

n

vuuut
�
n��X
i��

cos
�k � �r
ti��

��
�

�
n��X
i��

sin
�k � �r
ti��

��
�����

Si de plus nous supposons que �k � �r
t� est su�samment petit pour faire un d�ve�
loppement limit�� alors �

� � ��
vuuut
�
� �

n

n��X
i��

�
��� 
�k � �r
ti���

�

�
A
�
�
�

�

�
�

n

n��X
i��

�k � �r
ti�

��

� ��
s

�� �

�
� 
�k � �r�� �

��
� � �k � �r �� ������

� ��
r
��

�
� 
�k � �r�� � � � �k � �r ��

�
������

�
�

�

h
� 
�k � �r�� � � � �k � �r ��

i
������

Soit r la racine carr�e de la variance de �r
t� projet�e le long de �k� Alors ������
peut se r��crire �

� �

kr��

�
������

Pour limiter les pertes � ��� alors �


kr��

�
 � ��

r  c
p
� �

���

r  ��km

�
�kHz

�

�
����	�



��� In�uence de la position de la source ��

L��quation ����	� montre qu�il faut conna!tre la position de la Terre � quelques
kilomtres prs� Mais comme nous l�avons montr� dans le chapitre 	� cette condition
peut �tre facilement remplie et la pr�cision obtenue �tant largement sup�rieure � celle
requise� les pertes dues � la m�connaissance de �r
t� seront largement inf�rieures � ��
�de l�ordre de �� �� pour � kHz��

��� In�uence de la position de la source

���� Pertes de signal

La �gure ��� montre � quel point il est important de corriger l�e
et Doppler�
Elle repr�sente les transform�es de Fourier du signal d�une m�me �toile � neutrons
avec une correction plus ou moins bonne de l�e
et Doppler� due � une erreur sur
la position de la source� Lorsque la bonne direction� pour la correction� est appliqu�e
��� � � rad�� le signal observ� est maximum et �gal � �� ��h�� Dans le cas contraire�
le signal mal corrig� ressemble de moins en moins � un pic� De plus� la fr�quence est
d�cal�e proportionnellement � l�erreur sur la position ainsi qu�� la vitesse moyenne
lors de l�int�gration� Cette �gure est produite � partir de la transform�e de Fourier
pour un temps T de donn�es� Les valeurs sont obtenues pour un ensemble discret de
fr�quences� multiples de ��T � Si la fr�quence du signal se trouve entre deux de ces
fr�quences� il se produit une perte de signal allant jusqu�� ��� Pour r�duire ce type
de perte� le signal est simul� � dix fr�quences di
�rentes� toutes espac�es d�un dixime
de ��T et le signal maximum a �t� utilis�� Ceci permet de r�duire les pertes � �� ��
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Figure ���� Pertes en fonction de la mauvaise correction appliqu�e
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Conna!tre l�e
et d�une erreur �k sur �k permet de calculer l�erreur tol�rable sur la
position d�une source en fonction d�un niveau de perte accept��

Soit �he
�� la valeur de la transform�e de Fourier � la fr�quence � calcul�e en
tenant compte de l�erreur sur la position de la source�

�he
�� �
�h�

T

Z T

�
e�i��t cos
���t � �k � �r
t��dt ������

En utilisant les m�mes approximations et le m�me raisonnement que pr�c�dem�
ment� l�erreur � sur le signal est �

� � �� �

n

vuuut
�
n��X
i��

cos
�k � �r
ti��
��

�

�
n��X
i��

sin
�k � �r
ti��
��

������

ou encore �

� � �� �

n

vuut n��X
i�j��

cos
�
�k � 
�r
ti�� �r
tj��

�
������

L��quation ������ montre que les calculs sont ind�pendants de l�origine des coordon�
n�es� L��quation ������ permet d�estimer num�riquement l�erreur tol�r�e sur la posi�
tion de la source� Ce calcul num�rique est beaucoup plus rapide qu�une simulation
faite avec Siesta telle que celle de la �gure ���� Il est donc important de v�ri�er la
validit� de ce calcul puisqu�il sera utilis� abondamment pour �valuer la pr�cision sur la
position d�une source et le nombre de recherches suppl�mentaires que l�on doit e
ec�
tuer pour pallier toute impr�cision� Cette validation est e
ectu�e avec les paramtres
suivants �

� fr�quence de l��toile � neutrons + 	���� Hz

� amplitude de l��toile � neutrons + h�

� � � �� rad

�  � �� � rad

� ! � � rad

� i � �
�

rad

� 
 � �
�

rad

� temps d�int�gration + ��� s + ��H���

Les angles � et  sont les coordonn�es �quatoriales de l��toile � neutrons� i et ! sont
les m�mes qu�au chapitre �� L�angle 
 est l�angle � de d�formation du chapitre ��

D�aprs les �quations ���		� et ���	��� l�amplitude du signal � la fr�quence simple
de l��toile � neutrons est de �� ��h��

La �gure ��� pr�sente la comparaison entre les pertes calcul�es analytiquement et
celles mesur�es avec Siesta� Les deux courbes montrent un accord raisonnable�
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Figure ���� Comparaison entre les pertes calcul�es analytiquement et celles mesur�es
� l�aide de Siesta

���� Sensibilit� angulaire du d�tecteur � fr�quence libre

La m�connaissance de la position de la source entra!ne une baisse du rapport
signal sur bruit� comme nous l�avons vu dans le paragraphe �������� ainsi qu�une
variation de fr�quence� Nous allons nous int�resser � la sensibilit� des pulsars connus
� ces e
ets� Pour calculer l�amplitude de ces e
ets� l�erreur tol�r�e est �valu�e dans
un nombre discret de directions �via l��quation ������� qui se trouvent dans un plan
perpendiculaire � la direction de la source �l�erreur sur la source est dans ce plan�� Un
calcul pour ces directions permet de d�terminer l�amplitude de l�erreur pour chacune
d�elles et le d�calage fr�quentiel correspondant� Ceci d��nit un contour dont la surface
correspond � la r�gion o� l�erreur sur la position de la source doit se trouver pour
rester dans les limites de pertes �x�es� Cette surface est homogne � un angle solide�
et elle peut �tre compar�e � l�erreur sur les pulsars connus que montre la �gure ����
La �gure ��	 repr�sente la forme d�une de ces r�gions pour une direction donn�e et
di
�rents niveaux de perte� Cette �gure a �t� r�alis�e pour un temps d�int�gration de
deux jours et une fr�quence de �� Hz� Les coordonn�es �quatoriales de la source sont
� � �� rad�  � � � rad�
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Les �gures ��� et ��� montrent l�angle solide qui d��nit l�erreur tol�r�e sur la
position de l��toile � neutrons� pour des pertes de ��� en fonction de la direction de
recherche de l��toile � neutrons pour respectivement un jour et dix jours d�int�gration�

La �gure ��� montre la tol�rance moyenne en st�radians pour des sources ayant des
fr�quences de �� et �� Hz� et la proportion de pulsars connus qui franchissent cette
limite� La tol�rance d�pend de la fr�quence du signal au carr� car �k d�pend de la
fr�quence et la surface du contour d�pend de k�� On peut remarquer que la proportion
de pulsars connus qui d�passent le seuil est faible jusqu�� un an d�int�gration� ce
qui est normal car la pr�cision avec laquelle ils sont connus d�pend de leur temps
d�observation par des antennes directionnelles�

La �gure ��� montre le nombre total de recherches suppl�mentaires qu�il faut faire
pour l�ensemble des pulsars connus a�n de corriger le d�calage fr�quentiel moyen� On
peut remarquer que le nombre moyen de recherches suppl�mentaires pour les pulsars
qui n�ont pas encore atteint la pr�cision limite diminue� Deux faits y contribuent �
d�une part les pulsars demandant le plus de recherches suppl�mentaires sont �t�s de
cette moyenne au cours du temps� d�autre part plus le temps d�int�gration est long
plus la vitesse moyenne est proche de z�ro� En e
et la trajectoire de la Terre autour
du Soleil est une ellipse� donc pour un an� la vitesse moyenne est nulle�

��	 Eets de la modulation d�amplitude

La r�ponse du d�tecteur d�pend de la position de la source par rapport au d�tec�
teur ��� � Or l�orientation du d�tecteur varie au cours du temps� L�amplitude et la
phase du signal d�une onde gravitationnelle observ� sur Terre vont donc �tre modul�es�
Cet e
et est important dans le cas d�une source d�ondes gravitationnelles p�riodique
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Figure ���� Taille de l�erreur tol�rable sur la position d�une �toile � neutrons pour
un jour d�int�gration � une fr�quence de �� Hz� suivant la direction de la source en
coordonn�es galactiques

puisque le signal sera observ� pendant des temps longs� L��tude quit suit est plus
d�taill�e que celle e
ectu�e dans ��� �

�	�� Diagrammes d�antenne du d�tecteur

Un diagramme d�antenne est un instantan� de la sensibilit� directionnelle du d�tec�
teur� Dans le cas d�une onde gravitationnelle� on doit produire deux diagrammes� un
pour la polarisation h� et un autre pour la polarisation h�� En e
et ces polarisations
repr�sentent les deux degr�s de libert� pour une source quelconque� Pour calculer ces
diagrammes d�antenne� on utilise des �quations de changement de repre similaires
� celles donn�es dans le paragraphe �	���� en prenant h� � � pour le diagramme de
la �gure ���� h� � � pour le diagramme de la �gure ����� d�tecteur immobile et des
angles faisant r�f�rence au repre local du d�tecteur�

Lors de la d�tection de sources � �mission brve� ces deux diagrammes sont impor�
tants pour conna!tre les zones d�ombres du d�tecteur� En e
et lors d�une super nova
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Figure ���� Taille de l�erreur tol�rable sur la position d�une �toile � neutrons pour
dix jours d�int�gration � une fr�quence �� Hz� suivant la direction de la source en
coordonn�es galactiques

ou d�une coalescence de systme binaire� le signal est pr�sent pendant un temps bref
pendant lequel la direction de la source n�a pas chang�� Pour une source p�riodique�
ces diagrammes doivent �tre moyenn�s sur le temps d�int�gration de la transform�e de
Fourier� ce qui donne une g�n�ralisation du diagramme d�antenne� Les coordonn�es
les plus int�ressantes pour tracer le diagramme de la �gure ���� sont les coordonn�es
galactiques car c�est dans le plan galactique que l�on attend le plus de sources� La cou�
verture du ciel est relativement homogne puisqu�il n�y a qu�une di
�rence de �� ��
d�amplitude relative entre la valeur la plus faible et la plus �lev�e� Le diagramme
concernant la fr�quence double n�est pas trac� car les e
ets de la modulation sont
trs similaires pour les fr�quences simple et double�

�	�� Mise en forme de l�e
et de modulation d�amplitude

Dans le cas d�une �toile � neutrons� l�e
et de modulation d�amplitude� se produit
� une phase prs sur l�onde � sa fr�quence simple� ����� et � sa fr�quence double�
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Les �quations ���		� et ���	�� peuvent se mettre sous une forme plus maniable �

h� � h�� cos
�t� � h�� cos
��t� ������

h� � h�� sin
�t� � h�� sin
��t� ������

Les �quations pour la fr�quence double sont identiques � celles de la fr�quence
simple hormis le remplacement de h�� et h�� par h�� et h��� Les �quations ne seront
donc d�taill�es que pour la fr�quence simple�

Cet e
et s��crit sous la forme suivante �

h
t� �
�

�

h
cos
�t�

�
R�
xx � R�

yy � R�
xy � R�

yx

�
h��

� sin
�t� 
RxxRxy � RyyRyx�h���

Comme on l�a montr� au chapitre 	� on peut d�composer chaque �l�ment de la
matrice R en une partie constante� une partie d�pendant de cos �
t� et une autre
d�pendant de sin �
t�� Ceci nous ramne � �d�tail des calculs dans l�annexe C� �

h
t� �
�

�
h�� cos
�t� �a � b cos �
t� � c sin �
t�

�d cos ��
t� � e sin ��
t��

�
�

�
h�� sin
�t� �a� � b� cos �
t� � c� sin �
t�

�d� cos ��
t� � e� sin ��
t�� ������
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Figure ���� Nombre moyen de recherches suppl�mentaires pour les pulsars connus

Les coe�cients d��nis pr�c�demment d�pendent de la position de la source et de
sa polarisation� L��quation ������ donne du signal � la fr�quence de la source ���� et
sur quatre bandes lat�rales aux fr�quences ���� � �T et ���� � ��T � �T � �

�����
Hz

est la fr�quence de rotation de la Terre� L��quation ������ peut s��crire �

h
t� �
�

�
h��

ei�t � e�i�t

�

�
a � b

ei�	t
 � e�i�	t


�
� c

ei�	t
 � e�i�	t


�i

� d
e�i�	t
 � e��i�	t


�
� e

e�i�	t
 � e��i�	t


�i

�

�
�

�
h��

ei�t � e�i�t

�i

�
a� � b�

ei�	t
 � e�i�	t


�
� c�

ei�	t
 � e�i�	t


�i

� d�
e�i�	t
 � e��i�	t


�
� e�

e�i�	t
 � e��i�	t


�i

�

ou encore en ne tenant compte que des fr�quences positives �

h
t� �
�

�

h
� �ah�� � ia�h��� e

i�t

� �bh�� � c�h�� � i 
ch�� � b�h���� e
i	�t��	t



� �bh�� � c�h�� � i 
ch�� � b�h���� e
i	�t��	t



� �dh�� � e�h�� � i 
eh�� � d�h���� e
i	�t���	t



� �dh�� � e�h�� � i 
eh�� � d�h���� e
i	�t���	t

 ������
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Figure ���� Diagramme d�antenne pour une onde polaris�e h�� Les bras du d�tecteur
co'ncident avec l�axe des x et l�axe des y

fr�quence amplitude

���� � ��T
�
�

q

h��d� h��e��� � 
h��e � h��d���

���� � �T
�
�

q

h��b� h��c��� � 
h��c � h��b���

���� �
�

q

h��a�� � 
h��a���

���� � �T
�
�

q

h��b � h��c��� � 
h��c� h��b���

���� � ��T
�
�

q

h��d � h��e��� � 
h��e� h��d���

Cela donne l�amplitude de la transform�e de Fourier� pour chacune des fr�quences �

La fr�quence et la position de la source sont les seules donn�es connues� Sa polari�
sation !� son angle de vue i� son angle de d�formation 
 et son amplitude initiale h�

sont par contre inconnus� Avec l�e
et de modulation� on a dix valeurs mesurables et
seulement quatre inconnues� On pourra donc par une m�thode d�ajustement �"� ou
maximum de vraisemblance� mesurer tous ces paramtres et donc obtenir des rensei�
gnements cruciaux pour les modles d��toiles � neutrons� Cet e
et peut permettre de
signer un signal extraterrestre� En e
et� tout signal p�riodique devra �tre accompagn�
de quatre pics de modulation � la fr�quence mesur�e du signal ��T et ���T �

�On normalise notre transform�e de Fourier pour qu�une sinuso�de ait comme maximum
d�amplitude 	�
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Figure ����� Diagramme d�antenne pour une onde polaris�e h�� Les bras du d�tecteur
co'ncident avec l�axe des x et l�axe des y

�	�� E
et sur le Pulsar du Crabe

A�n de valider le changement de r�f�rentiel introduit dans la simulation Siesta� on
va comparer l�e
et de modulation r�sultant du changement d�orientation du d�tecteur
� un r�sultat produit dans la litt�rature pour une source connue � le pulsar du Crabe�

On met le signal sous la forme de l��quation ������ pour pouvoir le comparer aux
r�sultats de �� qui pr�sente A� et A� pour di
�rentes valeurs de i� ! pour le pulsar
du Crabe�

h
t� �
�

�
A�
t� cos
�t� ��
t�� �

�

�
A�
t� cos
��t� ��
t�� ������

o� �

A�
t� �

r�
R�
xx � R�

yy � R�
xy �R�

yx

��
h�
�� � � 
RxxRxy �RyyRyx�

� h�
��

A�
t� �

r�
R�
xx � R�

yy � R�
xy �R�

yx

��
h�
�� � � 
RxxRxy �RyyRyx�

� h�
��

cos
��
t�� �

R�

xx � R�
yy �R�

xy �R�
yx�h��

A�
t�

sin
��
t�� �
�
RxxRxy �RyyRyx�h��

A�
t�

cos
��
t�� �

R�

xx � R�
yy �R�
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yx�h��
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Figure ����� Diagramme d�antenne pour une onde gravitationnelle �mise par une �toile
� neutrons � sa fr�quence simple et coupe pour  � � rad

sin
��
t�� �
�
RxxRxy �RyyRyx�h��

A�
t�

Les coe�cients Rxx� Ryy� etc��� sont ceux d��nis au chapitre 	� A� et A� sont
donc seulement fonction de cos �
t� et sin �
t� et donc de p�riode un jour de rotation�
c�est���dire ��� s� La �gure ���� montre A�	t


h�
et A�	t


h�
pour le d�tecteur Virgo et le

pulsar du Crabe dont les coordonn�es �quatoriales sont � � �h��min�  � �������
L�angle de d�formation �d��ni au chapitre �� est suppos� �tre 
 � ���� la polarisation
initiale ! � � rad et l�angle i � ���� On obtient les m�mes r�sultats que dans �� mis �
part un d�calage temporel� d� � l�origine des temps et un facteur de proportionnalit��
car dans �� il est suppos� que la d�formation serait due au champ magn�tique� ce
qui change l�amplitude relative du pulsar� La �gure ���� montre les r�sultats obtenus
dans l�article �� �

�	�	 Distribution du signal due � la modulation

On peut calculer la distribution d�amplitude des bandes lat�rales� On peut aussi
la mesurer en utilisant Siesta pour simuler des �toiles � neutrons� On va comparer
ces deux m�thodes pour obtenir une v�ri�cation crois�e de la m�thode de simulation
et des calculs e
ectu�s dans les paragraphes pr�c�dents� Pour cela� on simule les sept
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Figure ����� Modulation � la fr�quence simple et � la fr�quence double du pulsar du
Crabe calcul�e avec Siesta

cent six pulsars du catalogue �� �
On parcourt� pour r�aliser la mesure de la distribution� une partie de l�espace

possible des paramtres r�gissant l�e
et de modulation d�amplitude� On ne fait varier
que la polarisation ! et l�angle i �quatorze valeurs pour chaque param�tre�� L�angle

 n�intervenant que d�une manire relative� on ne le fait pas varier� La �gure ���	
montre le r�sultat de trois des simulations Siesta pour des �toiles � neutrons dans
trois directions di
�rentes� mais avec les m�mes paramtres i� ! et 
� La disparit� de
r�partition de l��nergie dans les di
�rentes bandes y est bien repr�sent�e�

Ce qui donne ������ simulations pour les ��� pulsars connus dont on mesure la
distribution du signal sur les bandes lat�rales multiples de �T pour leur fr�quence
simple et pour leur fr�quence double� La �gure ���� montre la distribution� relative �
la somme des bandes� de la bande centrale et des deux bandes lat�rales entourant la
fr�quence principale�

La �gure ���� montre les m�mes distributions pour la fr�quence double des pulsars
connus� L�int�r�t de produire cette �gure est que le rapport h���h�� est di
�rent de
h���h��� Les distributions seront donc di
�rentes�

On peut remarquer que le signal des bandes lat�rales est en moyenne plus impor�
tant que celui de la fr�quence principale� Ceci est � retenir pour les algorithmes de
recherche que l�on va �tre amen� � d�velopper�

Les m�mes distributions mais calcul�es analytiquement� sont repr�sent�es en poin�
till�s sur les �gures ���� et ����� Les di
�rences avec la simulation sont mineures et
peuvent s�expliquer � cause de la proximit� des cinq pics lors de la simulation�
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Figure ����� Modulation � la fr�quence simple et � la fr�quence double du pulsar du
Crabe �� 

Gr&ce aux calculs de l�annexe C et du paragraphe ��	��� on peut calculer la dis�
tribution des bandes lat�rales pour toutes les directions du ciel� On va aussi pouvoir
observer si la tendance qu�ont les bandes lat�rales d��tre plus �lev�es en moyenne que
l�amplitude de la transform�e de Fourier� pour la fr�quence de la source� se con�rme
quand on uniformise l�origine des sources dans le ciel� Ceci est int�ressant car certaines
sources ne sont peut �tre pas toutes dans le plan galactique� Les �gures ���� et ����
nous montrent cette distribution relative respectivement pour la fr�quence simple et
la fr�quence double� On peut remarquer la similitude entre les distributions� La re�
cherche pour le ciel entier n�est pas di
�rente de la recherche dans le plan galactique
du point de vue modulation d�amplitude�

Bien que l��nergie ne soit pas �quir�partie entre les di
�rentes bandes� les distri�
butions des bandes sont deux � deux similaires car les distributions en i et ! sont
uniformes� ce qui permet d�avoir un sym�trique qui �quilibre les distributions pour
chaque source�

Pour mesurer cette disparit�� on calcule� pour chaque direction et chaque bande�
la moyenne et l��cart quadratique moyen� Comme le montre la �gure ���� les distri�
butions dans chaque direction sont peu piqu�es ��cart quadratique moyen important��
C�est aussi le cas pour chaque bande lat�rale�
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Figure ���	� Transform�es de Fourier pour trois �toiles � neutrons identiques dans
trois directions di
�rentes
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Figure ����� Distribution relative du signal sur ses bandes lat�rales � la fr�quence
simple des ��� pulsars connus� Les lignes pleines correspondent aux donn�es simul�es
avec Siesta et les lignes pointill�es au calcul analytique



�	 Chapitre � E�et de mouvement du d�tecteur

10

10 2

10 3

10 4

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

ID
Entries
Mean
RMS

             13
         138376

  19.82
  6.644

amplitude relative de la bande centrale en %

di
st

ri
bu

ti
on

 d
e 

l a
m

pl
it

ud
e

10

10 2

10 3

10 4

0 20 40 60 80

ID
Entries
Mean
RMS

             12
         138376

  19.62
  10.25

amplitude de la premiere bande laterale gauche en %

di
st

ri
bu

ti
on

 d
e 

l a
m

pl
it

ud
e

10 2

10 3

10 4

0 20 40 60 80

ID
Entries
Mean
RMS

             14
         138376

  19.52
  10.17

amplitude de la premiere bande laterale droite en %

di
st

ri
bu

ti
on

 d
e 

l a
m

pl
it

ud
e

1

10

10 2

10 3

10 4

0 20 40 60 80

ID
Entries
Mean
RMS

             11
         138376

  20.73
  16.02

amplitude de la deuxieme bande laterale gauche en %

di
st

ri
bu

ti
on

 d
e 

l a
m

pl
it

ud
e

1

10

10 2

10 3

10 4

0 20 40 60 80

ID
Entries
Mean
RMS

             15
         138376

  20.31
  16.03

amplitude de la deuxieme bande laterale droite en %

di
st

ri
bu

ti
on

 d
e 

l a
m

pl
it

ud
e

Figure ����� Distribution relative du signal sur ses bandes lat�rales � la fr�quence
double des ��� pulsars connus� Les lignes pleines correspondent aux donn�es simul�es
avec Siesta et les lignes pointill�es au calcul analytique
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Figure ����� Distribution relative du signal sur ses bandes lat�rales � la fr�quence
simple d�une �toile � neutrons pour le ciel entier
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Figure ����� Distribution relative du signal sur ses bandes lat�rales � la fr�quence
double d�une �toile � neutrons pour le ciel entier
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Figure ����� Distribution relative du signal dans sa bande centrale � la fr�quence
simple en fonction de la direction de la source en coordonn�es galactiques
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Chapitre �

Recherche de pulsars connus

O
n peut rechercher plusieurs types de sources p�riodiques�
Les seules dont on connaisse la position sont les �toiles � neutrons que
l�on a d�tect�s via leurs ondes �lectromagn�tiques �les pulsars�� Ce cha�
pitre est consacr� � l��tude de plusieurs m�thodes pour d�tecter les
pulsars connus� L�int�r�t de r�duire la quantit� de donn�es � utiliser

dans les recherches de signaux p�riodiques est discut�� La connaissance de la source
fait penser � la d�tection synchrone� qui est a priori la m�thode la plus simple� Le
manque d�informations sur ces sources connues complique tout de m�me cette m��
thode au point de la rendre moins attrayante� La m�thode de correction de l�e
et
Doppler est ensuite expliqu�e� Deux autres m�thodes de recherche di
�rentes de la
d�tection synchrone �m�thode avec ajustement et m�thode dite 
simple�� sont �nale�
ment compar�es�

��� R�duction de la quantit� de donn�es

Si on veut rechercher une �toile � neutrons de fr�quence �� Hz� d�aprs le th�orme
de Shannon ��� on doit �chantillonner le signal � au moins le double de la fr�quence
de celui�ci� ici �� Hz� Si l�on intgre un an de donn�es� on a �� ��� �� s � �� Hz �
�� � � ��� valeurs qu�il faut utiliser pour l�int�gration� Ce volume de donn�es est
sup�rieur � la capacit� m�moire d�une station de travail ordinaire ce qui complique
et ralentit toute l�analyse� Pour s�a
ranchir de ce problme� et donc pour r�duire
le nombre de valeurs n�cessaires� on s�lectionne une zone du spectre o� l�on peut
e
ectuer la recherche des sources qui nous int�ressent� Pour cela on multiplie le signal
en sortie du d�tecteur par une exponentielle complexe � la fr�quence �s dont on veut
d�caler le signal� Ensuite on �ltre pour �viter le repliement qui risque d�ajouter du
bruit lors du sous��chantillonnage� Un signal p�riodique de fr�quence �� a alors comme
nouvelle fr�quence �� � �s� On peut alors entreprendre� en tenant compte des �ltres
appliqu�s� la recherche de pulsars connus ou d��toiles � neutrons inconnues�
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��� D�tection synchrone

Pour proc�der � la d�tection synchrone il faut conna!tre la fr�quence du signal� On
multiplie alors le signal de sortie du d�tecteur par un signal � cette m�me fr�quence
�qui peut �tre variable� et on intgre le tout� Le problme ici est que le d�tecteur est
en mouvement� ce qui introduit deux e
ets �

� L�e
et Doppler

� L�e
et de modulation d�amplitude

Ces deux e
ets ont �t� d�crits dans le chapitre pr�c�dent� Pour tenir compte de l�e
et
Doppler� il su�t d�avoir la position et la fr�quence de la source� auxquelles on
a accs� Le problme se pose en fait pour l�e
et de modulation d�amplitude� On a
montr� que le signal � la fr�quence simple ou � la fr�quence double se mettait sous la
forme suivante �

h
t� �
�

�
h� cos
�t� �a � b cos �
t� � c sin �
t� � d cos ��
t� � e sin ��
t��

�
�

�
h� sin
�t� �a� � b� cos �
t� � c� sin �
t� � d� cos ��
t� � e� sin ��
t��

Tous les coe�cients de cette �quation d�pendent d�une variable inconnue ! �la pola	
risation de l�onde� car inaccessible sinon par la d�tection de l�onde gravitationnelle�
Si on calcule l�e
et de ce paramtre seul� on transforme l�onde gravitationnelle dans
son repre �repr�sent�e par la matrice Hr� en la matrice� Hd� suivante �

Hd �

�
cos! � sin!
sin! cos!

��
h� h�
h� �h�

��
cos! sin!
� sin! cos!

�

Hd �

�
h� cos �! � h� sin �! h� sin �! � h� cos �!
h� sin �! � h� cos �! �h� cos �! � h� sin �!

�

Hd �

�
h�� h��
h�� �h��

�

h�� � h� cos �! � h� sin �!

h�� � h� sin �! � h� cos �!

On peut donc rendre les coe�cients a� b���� ind�pendants de ! en red��nissant h� et
h� en h�� et h���

h
t� �
�

�
h��
t� �a � b cos �
t� � c sin �
t� � d cos ��
t� � e sin ��
t��

�
�

�
h��
t� �a

� � b� cos �
t� � c� sin �
t� � d� cos ��
t� � e� sin ��
t��



���� D�tection synchrone ��

Le problme de l�e
et de modulation est ainsi d�plac� dans les termes h�� et h�� qui
s��crivent ��quations ������ et ������� �

h�� � h� sin� cos�

sin �i

�
cos
�t� cos �! � sin i

�
sin
�t� sin �!

�
� h�� cos 
�t � ���

h�� � h� sin� cos�

sin �i

�
cos
�t� sin �! �

sin i

�
sin
�t� cos �!

�
� h�� cos 
�t� ���

o� �

h�� � h� jsin� cos�j
s

sin �i

�
cos �!

��
�

sin i

�
sin �!

��

h�� � h� jsin� cos�j
s

sin �i

�
sin �!

��
�

sin i

�
cos �!

��

cos �� �
sin �i

�h��
cos �!

sin�� �
sin i

�h��
sin �!

cos �� �
sin �i

�h��
sin �!

sin�� �
sin i

�h��
cos �!

Sous cette forme� le signal peut �tre d�tect� de fa%on synchrone pour sa polarisa�
tion h� ou sa polarisation h�� sans avoir � supposer un quelconque paramtre� Pour
la d�tection de h�� le signal est multipli� par �

f�
t� � A
t� cos �t 
a � b cos �
t� � c sin �
t� � d cos ��
t� � e sin ��
t�� �����

puis int�gr� au cours du temps� Le m�me signal est aussi multipli� par �

f�
t� � B
t� sin�t 
a � b cos �
t� � c sin �
t� � d cos ��
t� � e sin ��
t�� �����

puis int�gr� au cours du temps� En faisant la somme quadratique de ces deux r�sultats�
on obtient un r�sultat ind�pendant de �� � h��� Le r�sultat pour la polarisation h�
est obtenu de m�me en rempla%ant a par a�� etc���

Malheureusement� le rapport le rapport signal sur bruit change au cours du temps
� cause de l�e
et de modulation d�amplitude� Pour optimiser cette m�thode de re�
cherche il faudrait repond�rer les donn�es tel que cela sera d�crit dans le paragraphe
������ c�est le r�le des coe�cients A
t� et B
t�� Le signal sera malheureusement r�parti
entre les polarisations h� et h�� ce qui diminue le signal e
ectivement disponible� De
plus� cette m�thode n�est pas utilisable pour la recherche aveugle de sources p�rio�
diques� d�o� l�int�r�t des deux m�thodes pr�sent�es dans les paragraphes qui suivent�
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��� M�thode de correction de l�eet DOPPLER

On peut traduire le changement de forme du signal par l�introduction d�un retard
dans l�arriv�e du signal d� au mouvement du d�tecteur ou par un changement de phase
du signal p�riodique� Ces deux aspects d�un m�me ph�nomne que l�on a �tudi� vont
�tre d�crits dans ce qui suit� La deuxime m�thode de correction est utilis�e dans les
deux m�thodes de recherches de pulsars connus pr�sent�es dans le paragraphe ������

����� M�thode du changement du temps d�arriv�e

Dans cette m�thode� on calcule le temps ta auquel le signal h
t� observ� sur la
Terre � l�instant t sera observ� au barycentre du systme solaire� Cette correction
est ais�e et ne n�cessite que la position du d�tecteur et la direction de la source� On
n�a aucunement besoin de la fr�quence de la source� Mais le mouvement de la Terre
n�est pas lin�aire� La correction ne l�est donc pas non plus et les temps d�arriv�e ta
du signal sont non �quidistants en temps� On ne peut donc pas utiliser un simple
algorithme de transform�e de Fourier rapide� except� si on interpole le signal pour
le r��chantillonner� Mais on a dans ce cas besoin d�une m�thode trs pr�cise car
l�amplitude d�une onde gravitationnelle est trs faible par rapport au bruit� Ceci
limite les performances de cette m�thode ou augmente le co�t en temps de calcul�

����� M�thode du d�phasage

Dans cette m�thode� au lieu de changer le temps d�arriv�e� on change la phase du
signal� Pour cela on a besoin d�une fr�quence pour transformer un temps en phase� et
donc cette m�thode ne pourra �tre appliqu�e qu�� une bande de fr�quences donn�e�

En fait� limiter la bande de fr�quences n�est pas un problme et se trouve �tre
une solution trs e�cace du point de vue du temps de calcul et des entr�es sorties
des donn�es comme nous l�avons vu pr�c�demment� L�id�e est de d�caler la fr�quence
du signal vers une fr�quence plus basse� Ce d�calage de fr�quence est e
ectu� dans le
repre du barycentre du systme solaire� En e
et au lieu de d�caler simplement les
donn�es par une fr�quence donn�e ��s en multipliant les donn�es du d�tecteur par
e�i��st� on multiplie le signal par e�i��sta � o� ta � t� 	u�	r	t


c
� Ceci corrige l�e
et Dop�

pler de manire parfaite pour un signal � la fr�quence �s et d�une trs bonne manire
pour un signal de fr�quence �� si ����s est su�samment petit� Ce #su�samment pe�
tit$ d�pend du temps d�int�gration� En e
et multiplier par e�i��sta revient � d�caler
la fr�quence de la source dans son r�f�rentiel� La prise de donn�es est alors e
ectu�e �
basse fr�quence o� on est beaucoup moins sensible � l�e
et Doppler �proportionnel
� la fr�quence du signal � laquelle il est observ��� Le calcul qui suit montre l�e
et de
la correction propos�e� Le signal attendu � �� est maintenant attendu � �� � �s �

�h
�� � �s� � �
h�

T

Z T

�
e�i��	��s
t cos

�
����t � �k �r

�
 e��i�stadt
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� �
h�

T

Z T

�
e�i��	��s
t

ei���ta � e�i���ta

�
e��i�stadt

�
h�

T

�Z T

�
e�i��	��s
te�i�	��s

t�

�u��r
c �dt

�
Z T

�
e�i��	��s
tei
���	��s

t�

�u��r
c ��dt

�

�
h�

T

�Z T

�
ei��	��s


�u��r
c dt �

Z T

�
e�i���te�i��s	

�u��r
c

dt

�
�����

L�oscillation rapide de e�i���t compar�e � la variation de l�e
et Doppler fait
que le second terme dans ����� est nul� Dans le premier terme� l�e
et Doppler est
proportionnel � la fr�quence d�observation et est n�gligeable dans toute la bande de
fr�quences d�observation si on a choisi une bande de fr�quences su�samment petite�

Il est int�ressant de remarquer qu�on peut proc�der en deux temps pour calculer
le d�calage� On multiplie d�abord les donn�es par e��i�st� ce qui d�cale le signal sans
corriger l�e
et Doppler� Ensuite on applique un �ltre passe�bas pour �viter les e
ets
de repliement lors de la transform�e de Fourier rapide� Aprs quoi on r��chantillonne
� basse fr�quence et en�n on multiplie par e��i�s

�u��r
c pour corriger l�e
et Doppler�

Cela pr�sente l�avantage de faire les corrections sur un trs petit lot de donn�es� ce
qui produit une trs grosse �conomie de temps de calcul� Cela se r�v�lera crucial par
la suite dans le cadre d�une recherche aveugle de sources p�riodiques�

On choisit donc cette dernire m�thode plut�t que celle du changement du temps
d�arriv�e car elle est beaucoup plus �able� et surtout beaucoup plus rapide�

����� D�tail de la mise en �uvre de la m�thode de correction

On va maintenant pr�ciser le fonctionnement de la correction de l�e
et Doppler�
Le travail est partag� en deux phases� La premire d�cale en fr�quence les donn�es
vers les basses fr�quences� Le signal que l�on veut s�lectionner est alors dans une
bande de fr�quences allant de � Hz � ��� On �ltre les donn�es avec un �ltre passe
bas du quatrime ordre pour �viter le repliement du spectre des hautes fr�quences�

La fr�quence de coupure de ce �ltre est ��
qp

�� ���� car on ne va acc�der qu�� une
bande de fr�quences de moiti� celle du r��chantillonnage� Le �ltre du quatrime ordre
est un �ltre num�rique dont la fonction de transfert est �

H
�� �

�
�

� � ��

��

��
���	�

�� est tel que �� � �e�m� o� m est un entier et �e la fr�quence d��chantillonnage�
On moyenne sur m points pour diminuer le niveau du bruit� ce qui produit un r��
�chantillonnage des donn�es � la fr�quence ��� De plus ce moyennage se conduit
comme un �ltre passe bas�
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La deuxime phase consiste � corriger la phase r�siduelle due � l�e
et Dop�
pler en multipliant le r�sultat du traitement pr�c�dent par l�exponentielle complexe
e�i��s

�u��r�t	
c �

Ensuite les e
ets de ces deux �ltres doivent �tre corrig�s pour la mise en forme
�nale� Il faut calculer l�e
et que la moyenne produit sur la bande de fr�quences comme
le �ltre pr�c�dent� Supposons qu�on moyenne un signal S
n� � e�i�n�e � La valeur
prise pour le r��chantillonnage� S �
k�� est �

S �
k� �

Pm��
n�� S
n � k�

m
�����

�

Pm��
n�� e�i�

�
�e

	n�k


m
�����

�
e�i�

�
�e

	k


m

�� e�im� �
�e

�� e�i�
�
�e

�����

d�o� le module de la fonction de transfert� F 
�� �

jF 
��j �

����� �m
sin �

�

sin �
m�

����� �����

On multiplie donc la norme de la transform�e de Fourier par l�inverse des fonctions
de transfert des deux �ltres pour obtenir la correction voulue et obtenir une r�ponse
identique pour toute la bande de fr�quences� La �gure ��� montre l�e
et de cette
correction�
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Figure ���� Bruit blanc avec et sans correction des �ltres



��
� Correction de l�e�et de �P ��

Le seul problme que peuvent causer ces �ltres se pose dans le cas o� l�e
et
Doppler est corrig� aprs avoir d�cal� les donn�es mais pas en m�me temps� car on
introduit un �ltrage entre le d�calage fr�quentiel et la correction de l�e
et Doppler�
Montrons que ce problme n�est pas critique� L�e
et Doppler est proportionnel � la
vitesse relative entre la source et le d�tecteur� divis�e par la vitesse de la lumire� Dans
le cas de la vitesse de la Terre� l�e
et Doppler sur la fr�quence est de l�ordre �������
Cet e
et est encore plus faible pour l�e
et Doppler di
�rentiel� Les variations de
la fonction de transfert des deux �ltres sont du m�me ordre � savoir 	 ���� �car le
�ltre a un comportement localement lin�aire�� ce qui ne produit pas de modi�cations
majeures du signal� On peut donc encore le corriger aprs son passage � travers
l�ensemble de �ltres�

��	 Correction de l�eet de �P

La correction de cet e
et dans le cadre d�une recherche de pulsars connus est
relativement simple� Il su�t de proc�der de manire similaire � la correction de l�e
et
Doppler en multipliant le signal par une exponentielle complexe� Supposons que
seul l�e
et de variation de la fr�quence d� � �P intervient� Le signal s��crit alors �

h
t� � h� cos

�
��

P�

t� � �P

P �
�

t�
�

�����

Pour corriger cet e
et� il su�t de corriger la phase de ce signal en le multipliant par
exp
i�

�P
P �
�

t��� ce qui est possible pour un pulsar connu car P� et �P sont connus� Cet
e
et n�entra!ne donc pas de pertes pour la recherche de pulsars connus�

��� Utilit� du fen�trage pour les transform�es de

FOURIER

La discr�tisation de la transform�e de Fourier peut entra!ner une perte de signal�
En e
et� dans le cas id�al on dispose pour la calculer d�un temps d�int�gration in�ni
ainsi que du signal en continu� Mais le d�tecteur donne un signal �chantillonn� �
une fr�quence �e pendant un temps d�int�gration T � Le r�sultat de la transform�e de
Fourier ne peut donc �tre obtenu que pour un nombre restreint de fr�quences� toutes
multiples de �

T
� Prendre le temps d�int�gration �ni est �quivalent � multiplier le signal

par une fonction dite rectangle �fonction nulle hors du domaine d�int�gration� valant
un ailleurs�� ce qui dans le domaine fr�quentiel se traduit par une convolution par
une fonction sinus cardinal de largeur �

T
� La transform�e de Fourier du signal �une

fonction cosinus� n�est pas une distribution de Dirac mais un sinus cardinal centr�
sur la fr�quence du signal� La discr�tisation de la transform�e laisse la possibilit�
que la fr�quence du signal se situe entre deux fr�quences multiples de ��T � Dans ce
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cas� on observe les bords du sinus cardinal� ce qui� dans le pire des cas correspond
� sinc
���� � ��� 	 � �� donc � une perte de ��� En moyenne� cet e
et s��lve
� ��� ���� Pour �viter ce genre de pertes� on peut utiliser une fen�tre autre que la
fonction rectangle� *tudions l�e
et d�une fen�tre de Hanning sur le signal et le bruit
pour �valuer son utilit��

���� E
et d�une fen�tre de Hanning sur le signal

La fen�tre de Hanning permet de passer d�une manire plus douce de la zone
sans donn�es � celle o� il y en a� Pour des donn�es comprises entre les temps �T

�
et

T
�
� la fen�tre f
t� s��crit �

f
t� �
�

�

	
� � cos

��t

T



������

Le r�sultat de la transform�e de Fourier n�est plus la convolution avec un sinus
cardinal mais avec la transform�e de Fourier de la fen�tre de Hanning F 
�� �

F 
�� �
�

�

sin��T

��T 
�� 
�T ���
������

Cette fonction convolu�e avec la distribution de Dirac perd� par rapport �
l�amplitude maximale� en moyenne �� �� de signal� ce qui est mieux que dans le
cas d�une fen�tre rectangle� Mais l�amplitude maximale absolue est deux fois moins
grande avec une fen�tre de Hanning� Si le bruit baisse d�un facteur sup�rieur ou �gal
� deux� alors on gagne en rapport signal sur bruit� c�est pourquoi on va �tudier l�e
et
de cette fen�tre sur le bruit�

���� E
et d�une fen�tre de Hanning sur le bruit

Si on a un bruit variant dans le temps� on somme les valeurs locales de manire
quadratique� Pour d�terminer le paramtre � qui va r�gir la loi de distribution �nale
on a alors �

� �

sZ T

�
#�
t�dt ������

Supposons ici un bruit blanc constant #
t� � #� On a alors � �
p

T #� Le bruit
modi�� �� par la fen�tre de Hanning est alors �

�� �

sZ T

�
#�

�

�

	
� � cos

��t

T


�

dt ������

�
#

�

sZ T

�

	
� � � cos

��t

T
� cos�

��t

T



dt ����	�

�
#

�

p
T

s
�

�
������



���� Mise en forme des donn�es ��

Le rapport signal sur bruit� S� �
h�������
�
p
T

dans le cas de la fen�tre rectangle et dans

le cas de la fen�tre de Hanning� est de h�
�� �� �����
#
p

T
q

�
�
� � �� ���h��
#

p
T ��

soit moins que dans le cas de la fen�tre rectangle� Ce r�sultat joue clairement en
faveur du fen�trage de type rectangle�

��� Mise en forme des donn�es

Si on veut int�grer le signal d�une source p�riodique sur un temps long� typique�
ment une ann�e� il faut prendre en compte les divers problmes que va rencontrer le
d�tecteur� Ici deux e
ets sont trait�s �

� La variation du niveau de bruit au cours du temps

� La disparition complte du signal due � l�arr�t du d�tecteur

Ainsi des lots de donn�es de di
�rentes qualit�s vont �tre m�lang�s� Quelle est la
meilleure fa%on de traiter ce problme� Tout ceci est discut� dans les paragraphes
suivants�

����� M�thode propos�e pour minimiser l�e
et de variation

Pour corriger l�e
et d�une variation de bruit� on peut a
ecter un poids aux dif�
f�rents lots de donn�es en fonction de leur qualit�� Pour cela on pondre les lots de
donn�es par un coe�cient � qui tient compte de leur niveau de bruit par rapport �
un niveau de bruit de r�f�rence� ce qui va a
ecter le signal et le bruit d�une manire
di
�rente� On va donc devoir choisir � de manire optimum� Dans un premier temps�
voyons l�e
et que ce coe�cient a sur le signal�

����� E
et d�un coe�cient � sur un signal p�riodique

Consid�rons un signal p�riodique� de fr�quence �� �

h
t� � h� cos ����t ������

Le r�sultat de la transform�e de Fourier normalis�e de ce signal est h�� Suppo�
sons maintenant que le signal est multipli� par � pendant une fraction p du temps
d�int�gration T � Calculons maintenant la transform�e de Fourier de ce signal mo�
di�� �

�h
��� �
�

T

�Z 	��p
T

�
e�i���th� cos ����tdt �

Z T

	��p
T
�e�i���th� cos ����tdt

�

�
�

T

�Z 	��p
T

�
e�i���th�

ei���t � e�i���t

�
dt
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�
Z T

	��p
T
�e�i���th�

ei���t � e�i���t

�
dt

�

� h� 
� � p
�� ���

� h�

h

�� p�e��i��	��p
T sinc
����T 
�� p��� �pe��i��T 	��

p
�

sinc
����T p�

i
	 h� 
� � p
�� ��� ������

Les termes en sinus cardinal peuvent �tre n�glig�s car ��T 
��p�� �� et ��T p �
�� sauf dans le cas o� p � � ou � �� cas qui correspondent � un lot de donn�es � peu
prs homogne� Ce calcul n�a alors plus d�int�r�t�

����� E
et d�un coe�cient � sur du bruit

Le niveau de bruit est donn� en int�grant la puissance du bruit �carr� de l��cart
type� sur le temps d�int�gration� Ici� on suppose que le bruit est s�par� en deux lots
de donn�es � une premire fraction �� p de donn�es ayant un niveau de bruit # �en
h�
p

Hz�� et une deuxime fraction p de donn�es ayant un niveau de bruit #�� Si on
multiplie� comme pr�c�demment� la fraction p du bruit par �� on doit donc faire une
somme pond�r�e des carr�s des �carts�types�

� �
q

�� p�#� � p��#�� ������

� #

s
� � p


��#��

#�
� �� ������

En raison de la normalisation de la transform�e de Fourier pour un temps
d�int�gration T � ce niveau de bruit devient �

N �
#
p
�� �

q
� � p
�

����

��
� ��p

T
������

Le facteur
p
�� � vient de la forme de la distribution du bruit� P � qui pour un #

donn�� est une distribution de type Rayleigh �

P 
r� �
r

#�
e�

r�

��� ������

����	 Rapport signal sur bruit

On veut maximiser le rapport signal sur bruit en fonction du coe�cient � choisi�
Si on d��nit le rapport signal sur bruit comme S

N
� on obtient� en fonction de � �

S

N
�

h�

p
T �� � p
�� ���

#
p
�� �

q
� � p
�

����

��
� ��

������



���� Mise en forme des donn�es ��

D�rivons l��quation ������ par rapport � �� Ceci d�terminera le coe�cient le plus
adapt� au problme�

� S
N

��
�

h�

p
T

#
p
�� �

p
q
� � p
�

����

��
� ��� p�������p	���
�

��
q

��p	�
����

��
��


� � p
�
����

��
� ��

������

�
ph�

p
T

#
p
�� �

�
� � p
�

����

��
� ��

�
� ����

��
�� � p
�� ����

� � p
�
����

��
� ��

��
�

����	�

� � ������

�
 ������

� �

�
� � p


��#��

#�
� ��

�
� �

#��

#�
�� � p
�� ��� ������

� �
#�

#��
������

Ce coe�cient � correspond bien � un maximum du rapport signal sur bruit� On
peut g�n�raliser cette m�thode � plus de deux sous�lots de donn�es� On pondre
chaque sous�lot de donn�es par un coe�cient ��

��i
� o� # est l��cart quadratique moyen

du sous�lot de donn�es le moins bruit�� Le rapport signal sur bruit devient alors �

S

N
�

h�

p
T

#
p
�� �

vuut� �
X

pi

�
#�

#�
i

� �

�
������

Si on est dans le cas id�al� c�est���dire avec un seul niveau de bruit� on s�attend �
ce que le rapport signal sur bruit soit h�

p
T

�
p
��� � Pour un lot de donn�es � niveau de bruit

variable� on peut donc d��nir un temps d�int�gration �quivalent Te qui correspond �
une int�gration avec un niveau de bruit constant #� Dans ce cas� on a �

h�

p
Te

#
p
�� �

�

h�

p
T

s
� �

P
pi

	
��

��
i

� �



#
p
�� �

Te � T

�
� �

X
pi

�
#�

#�
i

� �

��
������

La d��nition de ce temps �quivalent permet d��valuer l�int�r�t d�ajouter des don�
n�es de trs mauvaise qualit��

De plus� on peut g�n�raliser la formule de l��quation ������ avec un poids continu �

Te �
Z T

�
�
t�dt ������
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o� �
t� �
��min

�	t
�
est le poids appliqu� en continu� Dans le cas o� la variation du

niveau de bruit est due � la di
�rence jour)nuit� on peut voir appara!tre une certaine
p�riodicit� dans �
t�� ce qui peut produire des bandes lat�rales dans la transform�e de
Fourier du signal� Ces bandes lat�rales sont de nature bien d��nie� On peut en e
et
conna!tre la transform�e de Fourier de �
t�� Gr&ce � une convolution� on obtient
donc la transform�e de Fourier du signal�

���� Comparaison num�rique dans un cas r�aliste

On compare ici un m�me signal p�riodique �� �  Hz� h� � �� avec un niveau de
bruit variable #min � � Hz�

�
� et #max � �� Hz�

�
� � La p�riode de variation du bruit

est de �� heures pour simuler la di
�rence jour)nuit� La �gure ��� montre la somme
du signal et du bruit en fonction du temps� le signal �tant trs inf�rieur au bruit� il
n�appara!t pas sur la �gure�

temps en heures

h(
t)

Figure ���� Signal plus bruit en fonction du temps

La �gure ��� montre la transform�e de Fourier de cette somme sans les correc�
tions propos�es pr�c�demment� La �gure ��	 pr�sente la m�me transform�e avec la
correction optimale appliqu�e�

La mesure des distributions de bruit et des hauteurs des signaux donne pour la
�gure ��� un rapport signal sur bruit de ��� � et pour la �gure ��	 un rapport signal
sur bruit de ��� ��� L��quation ������ pr�dit pour ces deux courbes un rapport de
respectivement ��� �� et ��� ���

On observe donc un bon accord entre les pr�visions analytiques et la mesure du
rapport signal sur bruit� Les mesures ont �t� e
ectu�es � l�aide de la m�thode de
correction de l�e
et Doppler d�crite au chapitre �� Pour mesurer le signal� il su�t
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Figure ���� Transform�e de Fourier du signal plus bruit sans correction

de prendre la valeur maximale que renvoie la transform�e de Fourier � la fr�quence
attendue� Pour mesurer le bruit� il faut prendre les points hors signal� et hors de la
zone o� l�on est sensible au repliement� Cela correspond ici � toutes les valeurs de la
fr�quence sauf les dix derniers � de la bande de fr�quences de la transform�e et la
valeur de la transform�e au niveau de la fr�quence du signal�

����� Que faire en cas de zone de temps sans donn�es�

On suppose ici que la valeur moyenne du signal est z�ro� Dans le cas contraire� il
faudrait soustraire la valeur moyenne aux donn�es� La transform�e de Fourier �tant
une op�ration lin�aire� une zone sans donn�es peut �tre consid�r�e comme la somme
du signal et de son oppos�� Le signal �nal est donc alt�r� par un signal oppos� �mis
pendant le temps �T sans donn�es� L�amplitude du signal croissant comme T � la
perte de signal est proportionnelle � �T�T � Le bruit� quant � lui� va �voluer comme

suit �
q
�� �T

T
� Le rapport signal sur bruit va donc passer de � pT � � pT

q
�� �T

T
�

ce qui est �quivalent � la prise de donn�es sur un temps T ��T � La forme d�un signal
p�riodique sera alt�r�e mais calculable�

��� Recherche d�une source p�riodique dans le

spectre en fr�quence

Si la source est monochromatique� on peut pro�ter de la forme que va avoir la
transform�e de Fourier� Pour un temps d�int�gration T �ni� la transform�e de Fou�
rier f
�� d�une sinuso'de de fr�quence �� va �tre un sinus cardinal centr� en ��� S�il
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Figure ��	� Transform�e de Fourier du signal plus bruit avec la correction optimale

y a des arr�ts du d�tecteur ou des corrections des variations du niveau de bruit �cf pa	
ragraphe �������la forme de f est di
�rente mais calculable en utilisant les coe�cients
de correction et les temps morts du d�tecteur� Une fois l�e
et Doppler corrig� et la
transform�e de Fourier e
ectu�e� deux m�thodes s�o
rent � nous pour mesurer la
hauteur des pics des pulsars connus� La premire est celle que l�on pourrait quali�er
de simple et l�autre la m�thode dite avec ajustement� Ces deux m�thodes vont �tre
d�taill�es dans les paragraphes suivants� Mais auparavant� la mesure du bruit est ex�
pliqu�e et ensuite utilis�e par les deux m�thodes pour �valuer le bruit de fond lors de
la mesure�

����� Mesure du bruit

Le niveau de bruit peut varier en fonction du temps� mais il reste localement
gaussien en partie r�elle et imaginaire sur de petits domaines de fr�quences aprs
transform�e de Fourier� On prend donc un sous�lot de donn�es o� le bruit est
localement gaussien� Ceci permet de calculer un estimateur de l��cart quadratique
moyen a�n de discriminer localement le signal du bruit� Si le bruit est parfaitement
gaussien� on peut alors calculer la forme qu�il doit avoir� La transform�e� sur un temps
T � d�une variable al�atoire gaussienne� de largeur � mi�hauteur #� en Hz�

�
� � a pour

partie r�elle une variable al�atoire x� d��cart quadratique moyen # � #��
p

T � La
partie imaginaire y� est� elle aussi� une variable al�atoire de m�me �cart quadratique
moyen� Ces variables sont distribu�es selon les lois suivantes �

p
x�dx �
�p
��#

e�
x�

��� dx ������
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p
y�dy �
�p
��#

e�
y�

��� dy ������

Calculons la distribution P de l�amplitude r �
p

x� � y� de la transform�e de
Fourier�

P 
R�dR �
Z
R�
p

x��y��R�dR
p
x�p
y�dxdy ����	�

�
Z
R�
p

x��y��R�dR

�

��#�
e�

x�

��� e�
y�

��� dxdy ������

�
�

#�
e�

R�

��� RdR ������

Ce qui donne �

P 
r� �
r

#�
e�

r�

��� ������

Calculons l�esp�rance� M � de cette distribution et son �cart quadratique moyen�
#�� en fonction de #�

M �
Z 


�
rP 
r�dr ������

�

r
�

�
# ������

#� �

sZ 


�
r�P 
r�dr�M� ���	��

#� �

s
�� �

�
# ���	��

On peut remarquer que M et #� sont tous deux proportionnels � #� ce qui nous
permet d�avoir une mesure de la forme plus ou moins gaussienne du bruit que l�on
a dans chaque sous lot de donn�es� En e
et le rapport #��M doit �tre �gal �

q
���
�

�
On n�a malheureusement accs qu�� un nombre �ni� N � d�occurences de la variable
al�atoire r� et on ne peut qu�estimer la moyenne et l��cart quadratique moyen de
notre distribution en bruit� Heureusement les estimateurs suivants convergent vers
les bonnes valeurs �

M 	
P

i ri
N

���	��

#� 	 N

N � �

�P
i r�i
N

�
	P

i ri
N


�
�

���	��

Ces estimateurs donnent une valeur approch�e des valeurs th�oriques � l�erreur
relative �

N
prs� Ces valeurs seront utilis�es dans les deux m�thodes suivantes pour

�valuer le bruit autour du signal�
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����� Mesure dite simple

Cette mesure de la hauteur du pic est r�alis�e en prenant le maximum de
l�amplitude sur les trois valeurs de la transform�e de Fourier discrte aux fr�quences
entourant la fr�quence cherch�e� Trois mesures ont �t� choisies plut�t que deux � cause
du manque de d��nition dans la position de la fr�quence� En e
et� le d�calage moyen
d� � une correction de l�e
et Doppler ne donne pas une fr�quence trs pr�cise�

����� Mesure de hauteur de pic par ajustement

On essaye d�ajuster les pics en fr�quence et en amplitude� Bien que la fr�quence
de la source soit connue� sa position par rapport � la mesure par transform�e de
Fourier peut ne pas �tre optimale� en particulier si la position de la source n�est pas
parfaitement connue� L�ajustement permet de r�duire ce problme� On peut ajuster les
pics par la m�thode de minimisation du "� ou de maximisation de la vraisemblance�
Cette dernire m�thode n�est pas utilis�e ici car dans notre cas elle est moins robuste
num�riquement �l��valuation de la distribution du signal comportant une fonction
de Bessel� l��valuation num�rique a pos� probl�me�� On ajuste les donn�es autour
d�un pic de signal avec la forme de la fonction f qui peut �tre calcul�e en faisant
la transform�e de Fourier des corrections appliqu�es pour corriger les variations
du niveau de bruit� On tient compte aussi des coupures de prises de donn�es� On les
considre comme des corrections du signal avec un coe�cient �gal � z�ro� Une m�thode
qui cr�e une s�rie de modles� pouvant �tre compar�s au signal potentiel a �t� mise
au point� Elle consiste en l��mission d�un signal un quand le d�tecteur fonctionne�
et nul quand il est hors de fonctionnement� On pratique une s�rie de transform�es
de Fourier rapides sur ce signal dont la fr�quence est � chaque fois d�cal�e d�une
certaine fraction du pas de fr�quence �l�mentaire ��T � La fraction du pas d�pend du
nombre de modles que l�on souhaite obtenir� Pour trente modles� par exemple� les
fr�quences sont d�cal�es d�un dixime de pas� Ceci permet � l�ensemble des modles
de d�crire trois pas de fr�quence et donc d�avoir une bonne approximation du pic de
signal que l�on cherche � ajuster�

La minimisation du "� est r�alis�e dans ce cas en faisant varier l�amplitude po�
tentielle du signal et les di
�rents modles� Si on d��nit �

� 
xi� yi� un couple fr�quence)amplitude mesur�

� fj la fonction que l�on veut ajuster� qui correspond au modle j

� #i correspond � l��cart quadratique moyen estim�

� h correspond � l�amplitude du modle

�Un mod�le correspond � la forme que prend le signal apr�s avoir appliqu� les corrections vues
au paragraphe ����
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le "� peut alors �tre d��ni par l��quation suivante �

"� �
X
i


yi � hfj
xi��
�

#�
i

���		�

Pour minimiser la fonction "�� elle est calcul�e pour di
�rentes valeurs de h et de
j� De plus� pour introduire le bruit dans l�estimation� on somme quadratiquement le
modle j� multipli� par h� avec la valeur moyenne du bruit� On peut consid�rer que
#i ne d�pend pas de i gr&ce � la d�coupe en sous�lots de donn�es� On notera donc
dans la suite # au lieu de #i� La �gure ��� montre les valeurs que prennent le "� en
fonction du modle j et de la valeur de h� ceci pour le pic pr�sent sur la �gure ����
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Figure ���� Valeurs de la transform�e de Fourier utilis�es pour tester l�ajustement

En prenant le couple h)modle minimisant le "�� la distance quadratique entre la
forme mod�lis�e et les donn�es se trouve elle aussi minimis�e� La �gure ��� compare
les donn�es et l�ajustement calcul�� L�accord de l�ajustement est relativement bon�

����	 D�tail de l�algorithme de recherche

La �gure ��� r�sume l�algorithme utilis� pour l�analyse de sources connues� Le
seuil �tant d�termin� en fonction de la distribution du bruit attendu et en fonction
du nombre de pulsars que l�on recherche�
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��� E�cacit� des di�rentes m�thodes

Comme cela a �t� montr� dans le paragraphe ���	�� le signal est distribu� sur cinq
fr�quences � la principale et quatre bandes lat�rales� On a donc d��ni une profondeur
de recherche� qui varie de z�ro � deux� ce qui correspond � la mesure du pic principal
pour une profondeur nulle et � la mesure du pic principal plus deux bandes lat�rales
de chaque cot� pour la profondeur deux� Ensuite on peut d�cider d�additionner la
puissance des plus hautes valeurs de ces pics� On va donc pouvoir �valuer l�e�cacit�
de la m�thode d�ajustement et de la m�thode simple� Elles sont appliqu�es � une
partie des donn�es qui est le r�sultat de d�calages en fr�quence du signal� comme cela
est expliqu� dans le paragraphe ������ On part du spectre en fr�quence donn� par la
�gure ���� Aprs d�calage� un grossissement pour la zone de fr�quence �� Hz�� Hz 
est obtenu� bande de fr�quences o� on a plac� ��� sources utilis�es pour les calculs
d�e�cacit� et de puret� des di
�rentes m�thodes�

Rappelons que les m�thodes de recherche consistent � d��nir un nombre de can�
didats fortuits tol�r�s pour l�analyse� Le taux de fortuits est ce nombre normalis� au
nombre de recherches e
ectu�es� ( partir de l� peut �tre calcul� le seuil de d�tection
au�dessus duquel toute valeur sera consid�r�e comme du signal�

On d��nit l�e�cacit� �� par le nombre de vrais pulsars d�tect�s divis� par le nombre
de pulsars attendus� La puret� �� correspond � la proportion de pulsars r�ellement
d�tect�s sur le nombre de d�tections� Ces grandeurs sont �tudi�es � l�aide de Siesta
en fonction du taux d��v�nements fortuits tol�r�s�

La valeur �lev�e du signal peut modi�er de manire non n�gligeable le r�sultat du
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thode de minimisation du "�

calcul local de la moyenne du bruit et son �cart quadratique moyen� Pour y rem�dier�
on rajoute un paramtre � la recherche� Ce paramtre correspond � la proportion
de donn�es �les plus petites valeurs� que l�on utilise pour calculer les valeurs de la
moyenne et de l��cart�type�

Une fois calcul�� l��cart�type permet de normaliser la mesure� Dans le cas du bruit�
on aura une distribution selon la loi suivante �

p
r� � re�
r�

� ���	��

Pour limiter les biais de la m�thode de recherche et pour les mesurer� on introduit
l�ajustement d�un paramtre � qui correspond � l�ajustement de la distribution p
r� �

�re��
r�

� pour une recherche sur la sortie du d�tecteur sans que l�on ait mis de pulsars
dans la simulation�

Le seuil � pour d�terminer la coupure pour un taux de fortuit � se calcule alors
par � Z 


�
p
r�dr � � ���	��

e��
��

� � � ���	��

� �

s
� �

�
ln � ���	��

Dans le cas o� on somme plusieurs pics� on additionne les puissances car c�est plus
simple � comparer au bruit qui s�ajoute lin�airement en puissance� La distribution de
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la somme de n pics en puissance du bruit est alors la suivante �

q
r� �
rn��


n� ����n
e�

r
� ���	��

qui� pour l�ajustement� devient �

q
r� �
�nrn��


n� ����n
e��

r
� ������

Le calcul de � se fait ici num�riquement� avec �

Z 


�
q
r�dr � e���

n��X
�

h
��
�

ii � �


n� ���
� � ������

L�e�cacit� et la puret� dans la �gure ���� montrent que la m�thode simple est
plus e�cace que la m�thode avec ajustement� Elles montrent aussi que la somme des
amplitudes permet d�augmenter l�e�cacit� de l�analyse ��gure ����� � haut rapport
signal sur bruit� Ces �gures ont �t� calcul�es pour trois amplitudes types de pulsars
avec� respectivement� des facteurs ��� �� et � en faveur du bruit aprs une seconde
d�int�gration� l�int�gration �nale �tant de douze jours�

Du fait d�un mauvais ajustement du bruit� la m�thode avec ajustement est moins
performante que la m�thode simple� Ce ph�nomne s�ampli�e quand on essaye de
retirer une partie des donn�es pour am�liorer le calcul de l��cart quadratique moyen�
tandis que dans le cas de la m�thode simple ce proc�d� am�liore les choses� C�est ce
que montre la �gure �����

Les deux m�thodes peuvent aussi �tre compar�es pour des rapports signal sur
bruit moins favorables� La �gure ���� compare la m�thode avec ajustement et la
m�thode simple pour le rapport signal sur bruit de un dixime et la �gure ���	 pour
un trentime�

La m�thode simple reste la meilleure� Mais la comparaison de l�e�cacit�� pour
les di
�rents rapport signal sur bruit� pour la m�thode d�ajustement pr�sente un
comportement anormal� En e
et� l�e�cacit� est moins bonne pour un rapport signal
sur bruit de �

�
que pour celui de �

��
� Ceci peut s�expliquer par le fait que la m�thode

d�ajustement �value trs mal le bruit qui� dans le cas de hauts rapports signal sur bruit�
est fortement modi�� ���� pulsars sont simul�s sur une petite bande de fr�quences��
Cette m�thode n�est donc pas utilisable pour la recherche aveugle� La m�thode simple
sera donc utilis�e� De plus� la m�thode avec ajustement demande d��tre examin�e de
nouveau� En e
et� si l�on arrive � r�soudre les problmes num�riques� la m�thode
du maximum de vraisemblance devrait produire de meilleure mesure du bruit et
permettre de tirer pro�t � bas rapport signal sur bruit de la somme du signal sur ses
cinq fr�quences�
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Figure ���� Algorithme pour la recherche de pulsars connus� Cet algorithme est ex�cut�
pour chaque pulsar
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Chapitre 

Recherche d��toiles � neutrons
inconnues

L
a proportion de pulsars qui �mettent dans notre di�
rection est estim�e � ��� de la population totale des pulsars� Les ondes
gravitationnelles �mises par une �toile � neutrons �tant beaucoup moins
directionnelles� on peut esp�rer que la quasi�totalit� des �toiles � neu�
trons �mettent des ondes gravitationnelles� probablement trs faible�

dans notre direction� C�est pourquoi une recherche en aveugle� c�est���dire en ne sup�
posant pas connue la direction d�une hypoth�tique source� nous permettra peut �tre de
trouver des sources non vues �lectromagn�tiquement et pourtant plus proches de nous
que les sources connues� Cette recherche pr�sente plusieurs problmes dont le princi�
pal est que la correction de l�e
et Doppler n�est valable que pour une zone limit�e
dans le ciel� Le principe de base de la recherche de sources inconnues est de d�couper
le ciel en petites cellules dont la taille est dict�e par l�e
et Doppler� Pour chacune
de ces cellules nous rechercherons dans la bande de fr�quences qui nous int�resse un
candidat� Nous allons donc �valuer le nombre de cellules de recherche n�cessaires�
Un autre problme est que la fr�quence des �toiles � neutrons d�rive lentement au
cours du temps� Nous allons dans ce chapitre pr�senter ces di
�rents problmes� puis
proposer di
�rents algorithmes de recherche en essayant d��valuer leur e�cacit�� Ils
seront de plus compar�s aux m�thodes propos�es dans la litt�rature�

��� Eet du ralentissement des �toiles � neutrons

Bien qu�elles tournent avec une fr�quence trs stable� les �toiles � neutrons su�
bissent un ralentissement qui est d�crit au chapitre �� Ce ralentissement provoque
un changement de la fr�quence de la source qui risque de nous faire perdre du signal
d�une manire similaire � l�e
et Doppler car on ne conna!t pas le �P d�une source
inconnue�
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On peut mod�liser ce ralentissement en changeant la p�riode P� de l��toile � neu�
trons en P 
t� � P� � �Pt� La phase du signal passe de �
t� � ��

P�
t � �
t� �

R ��
P�� �Pt

dt�

Comme cela est montr� sur la �gure ��	� on peut supposer �Pt � P� pour un temps
d�int�gration inf�rieur � un an� Dans ce cas� l�approximation suivante est valable �

�
t� �
Z ��

P�

dt�
Z �� �P

P �
�

tdt �����

�
��

P�

t� � �P

P �
�

t� �����

Les pertes viennent du deuxime terme� On peut voir que pour une variation moyenne
�P � �� ������� et une p�riode moyenne P� � �� � s� ce terme vaut �� aprs seulement
�� �� ��� s�

Les pertes de signal� si cet e
et n�est pas corrig�� sont d�termin�es avec une m��
thode similaire ��	 � celles utilis�s au chapitre �� On note �he
P�� la transform�e de
Fourier pour la p�riode P�� On intgre un temps T � �nP�� le temps t � � �tant
au milieu de la p�riode d�int�gration pour que l�on obtienne une p�riode moyenne de
P� sur le temps d�int�gration�
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Comme �P est trs petit� le terme � �P
P �
�

t� varie trs peu pendant une p�riode P�� Cela
donne �
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Ce qui� en comparant avec le cas id�al � �P � ��� donne le niveau de perte ��

� � �� �

�n

vuuut
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� n��X
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�
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� n��X
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Cette �quation d�pend du temps d�int�gration et de �P � On peut la mettre sous une
forme d�pendant d�un seul paramtre � � � �Pn� � � �P 
 T

�P�
�� �
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Ce paramtre caract�rise maintenant une �toile � neutrons pour un temps
d�int�gration donn�� On peut approximer les pertes � petit � par � � �

��
��� La ��

gure ��� montre le niveau de perte en fonction de ��
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Nous voyons que si on veut des pertes inf�rieures � ��� il faut que l�on ait � �
�� �� rad� Un temps caract�ristique� pour chaque �toile � neutrons� peut �tre d��ni �
le temps d�int�gration � partir duquel int�grer provoque plus de �� de perte sur
l�amplitude du signal�
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La �gure ��� montre la distribution du temps caract�ristique pour l�ensemble des
pulsars connus� Nous pouvons remarquer qu�en dessous de dix jours d�int�gration� le
nombre de pulsars a
ect�s est trs faible� Ceci justi�e que l�on ait n�glig� cet e
et
dans l��tude qui a �t� r�alis�e dans le paragraphe ����� pour un temps d�int�gration
de douze jours� Par contre� il faudra tenir compte de cet e
et si l�int�gration dure
plus longtemps�
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Figure ���� Distribution du temps d�int�gration qui correspond � �� de perte de signal
� cause de la d�croissance de la p�riode

��� Nombre de directions de recherche

Le nombre de directions de recherche est le produit d�un facteur pour la correction
de la position de la source et d�un autre pour corriger un e
et d� au ralentissement
potentiel de la source� Nous allons calculer les contributions de ces e
ets dans les
paragraphes qui suivent�

����� Nombre de directions d� � la correction sur la position

de la source

Comme cela a �t� montr� dans le paragraphe ������ si on veut se limiter � un niveau
de perte acceptable� il faut conna!tre avec pr�cision la position de la source� Fixons un
m�me niveau de perte pour toutes les sources � ��� La forme des cellules d�termin�e
gr&ce � ce niveau permet de calculer la densit� de cellules par st�radian pour une
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direction� La �gure ��� montre la densit� de cellules en fonction de la position de la
source en coordonn�es galactiques� pour des �toiles � neutrons de fr�quence �� Hz�
pour deux jours d�int�gration � partir du premier janvier ����� avec des pertes de ��
maximum�
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Figure ���� Densit� de cellules en coordonn�es galactiques� le premier janvier pour un
temps d�int�gration de deux jours et une fr�quence de �� Hz

La �gure ��	 repr�sente la m�me grandeur� mais l�int�gration commence quatre�
vingt�dix jours plus tard� On peut remarquer que l�on obtient une m�me densit� mais
avec un d�calage des zones de basse densit�� Cela s�explique par le fait que la variation
de vitesse n�est pas la m�me � quatre�vingt�dix jours d�intervalle�

On peut faire ce genre de graphique pour plusieurs temps d�int�gration et plusieurs
fr�quences� Le r�sultat est pr�sent� par la �gure ��� qui montre le nombre de cellules
en fonction du temps d�int�gration pour deux fr�quences limites� Rappelons que ce
nombre cro!t comme le carr� de la fr�quence �cf paragraphe ��������� Cette �gure
illustre bien la di�cult� d�une recherche aveugle avec un long temps d�int�gration�

On peut remarquer sur la �gure ��� di
�rents r�gimes de sensibilit� � l�e
et Dop�
pler� Le premier r�gime correspond aux dur�es pour lesquelles la vitesse de rotation
de la Terre sur elle�m�me est la plus importante pour l�e
et Doppler� Le second
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Figure ���� Nombre de cellules en fonction du temps d�int�gration
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entre un et dix jours correspond � une transition entre la vitesse de rotation de la
Terre sur elle�m�me et la vitesse de la Terre autour du Soleil� Si l�on avait �tendu
cette courbe � plusieurs ann�es� on aurait alors �t� sensible � la vitesse de la Terre
dans la Galaxie�

����� Nombre de directions de recherche dues � �P

L��quation ������ relie la valeur de �P qui peut �tre tol�r�e pour une perte de ��
au temps d�int�gration� La �gure ��� montre que pour ��� �� des pulsars� ce temps
est sup�rieur � sept jours� Nous supposerons que ce temps est de sept jours dans le
cas d�une recherche aveugle�

Pour tous temps sup�rieur � sept jours� il faudra corriger l�e
et du ralentissement�
La tol�rance  �P sur la correction de �P est aussi d��nie par l��quation ������ et varie
comme l�inverse du carr� du temps d�int�gration� Le nombre d�essais pour la correction
de �P � et donc le nombre de recherches suppl�mentaires� varie comme le carr� de T et
vaut un pour sept jours d�int�gration� La �gure ��� pr�sente ce nombre de recherches
suppl�mentaires�
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Figure ���� Nombre de corrections dues � �P en fonction du temps d�int�gration

����� Nombre total de direction de recherche

Pour obtenir le nombre total de recherches� il su�t de multiplier le nombre d� �
l�e
et Doppler et celui d� au ralentissement des �toiles � neutrons� La �gure ���
pr�sente le r�sultat de ce produit� Le nombre de recherche varie approximativement
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comme la puissance sixime du temps d�int�gration� Ceci augmente encore la com�
plexit� de la recherche aveugle d��toiles � neutrons�
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Figure ���� Nombre total de direction de recherche

��� Recherche d�un signal dans le spectre en fr��

quence

Le premier outil utilis� par la recherche aveugle est la recherche d�un signal dans
la transform�e de Fourier du signal observ� pour une direction� La m�thode utilis�e
ici est une g�n�ralisation de celle d�crite dans le paragraphe ������ Elle commence par
un d�calage en fr�quence pour r�duire les donn�es� Puis celles�ci sont d�coup�es en
sous�lots de largeur de bande su�samment �troite pour que leur bruit soit localement
gaussien� Il su�t ensuite de �xer un critre probabiliste de discrimination du bruit�

Ceci va �tre d�taill� dans les paragraphes suivants� et appliqu� � une partie
des donn�es qui est le r�sultat du d�calage en fr�quence du signal� comme expli�
qu� dans le paragraphe ������ On part du spectre en fr�quence repr�sent� par la
�gure ���� qui donne� aprs d�calage� un grossissement pour la zone de fr�quences
��� ��� Hz���� ��� Hz� Ce grossissement est montr� sur la �gure ����

����� D�coupe des donn�es

Les donn�es initiales sont form�es de ����� valeurs de transform�es de Fourier�
On a divis� les donn�es en �	 sous�lots de ���	 donn�es� Le niveau de bruit varie
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Figure ���� ��� moyennes de la transform�e de Fourier du signal

d�une fr�quence � l�autre� Il est par contre localement gaussien� Les donn�es sont donc
d�coup�es en sous�lots o� elles auront un bruit localement gaussien� Ceci permet de
discriminer localement le signal du bruit� La �gure ���� montre l�estimateur de la
moyenne du bruit sur les sous�lots de donn�es� On peut la comparer � la �gure ����
qui montre les donn�es issues de la m�thode de correction de l�e
et Doppler�

Comme on peut le voir sur la �gure ����� l�estimateur de la moyenne du bruit
augmente avec la fr�quence� ceci correspond au problme de repliement �voqu� dans
le paragraphe ������ Reste � savoir si le bruit est localement gaussien et donc d�avoir
une mesure de la ressemblance du bruit avec une distribution donn�e�

����� V�ri�cation de la forme du bruit

Comme nous l�avons montr� dans le paragraphe �������� la moyenne M et l��cart
quadratique moyen #� des donn�es bruit�es sont fonctions d�un m�me paramtre # qui
r�git la distribution du bruit� Ceci permet de d�terminer une relation qui les lie� Dans
le cas d�une distribution de Rayleigh� le rapport #��M vaut

q
���
�

� Cet exemple va
�tre utilis� pour illustrer le tri des sous lots de donn�es a�n d��valuer si leur bruit
est gaussien� L�erreur tol�r�e sur ce rapport est fonction du nombre de points N sur
lesquels il est �valu�� Les �uctuations statistiques relatives s��lvent � ��

p
N sur M

et #�� Le rapport sera donc a
ect� d�une �uctuation statistique relative de ��
p

N �
Une variation de ��

p
N sera tol�r�e pour d�clarer une lot valide pour l�analyse�

La �gure ���� pr�sente l�estimateur de l��cart quadratique moyen qui correspond
au m�me lot de donn�es que pour la �gure �����

La �gure ���� donne le rapport de #��M estim�� On peut remarquer un sous lot
de donn�es qui ne passe pas le critre impos��
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Figure ���� R�sultat de la m�thode de d�calage de fr�quence

Le fait qu�un lot de donn�es soit mauvais peut avoir plusieurs causes� comme par
exemple la pr�sence d�une r�sonance de bruit� La �gure ���� nous montre que le lot
�� semble �tre mauvais�

On peut voir sur cette �gure qu�une seule valeur peut d�s�quilibrer la distribution
du bruit gaussien� La �gure ���	 montre la distribution des valeurs de la �gure �����
On peut remarquer deux valeurs qui sortent nettement de la distribution�

Une fois qu�un lot de donn�es est d�clar� valide� un signal potentiel au�dessus
d�un seuil d�termin� y est recherch� comme nous allons l�expliquer dans le paragraphe
suivant�

Recherche de pics

( tout lot de donn�es� on peut associer un seuil de d�tection �� Ce seuil est
d�termin� en fonction du nombre d��v�nements fortuits que l�on tolre pour chaque
analyse sur un sous�lot de donn�es� Soit Nf le nombre d��v�nements fortuits autoris��
Connaissant la distribution du bruit� P � on peut calculer le nombre d��v�nements
fortuits en fonction du seuil �� En e
et� Nf est la probabilit� cumul�e d�avoir du
bruit au dessus de �� normalis�e par le nombre d�occurences de la variable al�atoire �
N �

Nf � N
Z 


�
P 
r�dr ������

� N
Z 


�

r

#�
e�

r�

��� dr ������
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Figure ����� Moyenne du bruit pour chaque sous�lot de donn�es
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Le nombre d��v�nements fortuits pour l�analyse globale sera �gal au nombre de lots
valides multipli� par Nf �

On appelle un pic toute valeur de la transform�e de Fourier qui d�passe le seuil
�� On r�alise ensuite un ajustement autour de la valeur du pic gr&ce � la m�thode de
minimisation de "� vue au chapitre pr�c�dent� On peut ainsi d�terminer la fr�quence
et l�amplitude du signal�

Comment s�assurer qu�un pic d�tect� est autre chose qu�une r�alisation du bruit�
Les paragraphes suivant vont donner quelques id�es de d�part pour e
ectuer un tri
entre le bruit et le signal d�une source p�riodique�

��	 Di�rents algorithmes de recherche

Le nombre de recherches explose avec le temps d�int�gration �cf �gure ����� On
est donc vite confront� � la limite du temps de calcul disponible� Il faut imp�rative�
ment trouver des m�thodes de recherche plus e�caces� La multiplication du nombre
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Figure ����� *cart type du bruit pour chaque sous lot de donn�es

de recherches provoque aussi un trs grand nombre de r�alisations du bruit� ce qui
favorise l�apparition de candidats fortuits� Deux processus existent� qui entrent en
comp�tition � le temps d�int�gration qui augmente favorise le rapport signal sur bruit
mais il fait aussi augmenter le nombre de directions de recherche qui� lui� diminue le
rapport signal sur bruit�

Les propositions d�algorithmes qui suivent essayent d�optimiser le temps
d�int�gration de fa%on � avoir un maximum de chances de d�tection� Le principe de
base consiste � int�grer sur des temps plus courts et donc � obtenir plusieurs trans�
form�es de Fourier de la m�me zone de fr�quence� Ces transform�es sont ensuite
combin�es pour r�cup�rer le rapport signal sur bruit de deux manires di
�rentes�

��	�� Variation du d�calage fr�quentiel

Comme cela a �t� discut� au chapitre �� une correction partielle de l�e
etDoppler
provoque un changement de fr�quence proportionnel � la vitesse moyenne du d�tecteur
pendant le temps d�int�gration� Si cette vitesse ne changeait pas au cours du temps�
il n�y aurait pas de problme� Mais l�utilisation de transform�es de Fourier sur des
temps cons�cutifs fait que le d�calage d� � la vitesse moyenne n�est plus le m�me� La
fr�quence du signal change donc�

On peut calculer le d�calage en fr�quence que produit la vitesse moyenne relative
entre la source et le d�tecteur� Ce d�calage peut �tre exprim� en fonction du nombre
de pas �l�mentaires en fr�quence ��T � Cette valeur est repr�sent�e sur la �gure �����
Elle est utilis�e pour conna!tre le nombre de recherches suppl�mentaires que l�on va
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Figure ����� Rapport #��M estim�

devoir r�aliser pour compenser le d�calage Doppler moyen� Ce d�calage� pour une
�toile � neutrons quelconque� bien qu�important se produit peu dans le cas de pulsars
connus car on a une erreur sur leur position largement inf�rieure � celle tol�r�e pour
un jour d�int�gration�

Pour minimiser le nombre de directions de recherche� on tolre un d�calage fr��
quentiel moyen� Connaissant le niveau de perte maximum autoris�� on peut calculer
quel sera ce d�calage fr�quentiel moyen ��� � �Vmoy � �k���� et sa variation� La �gure
���� pr�sente le d�calage fr�quentiel moyen en nombre de pas de fr�quence �l�inverse
du temps d�int�gration� en fonction du temps d�int�gration� Contrairement au nombre
de directions de recherche� le d�calage fr�quentiel ne d�pend pas de la fr�quence� En
e
et� l�erreur angulaire tol�r�e varie comme l�inverse de la fr�quence de la source� mais
pour le d�calage fr�quentiel on multiplie cette erreur par la fr�quence pour obtenir
�k� La normalisation en pas de fr�quence est utile pour les algorithmes car on n�a
accs qu�a des multiples de ce pas� La �gure ���� montre la variation de ce d�calage
en fonction du temps d�int�gration�

Les variations sont beaucoup moins importantes que le d�calage lui�m�me� Le fait
que le d�calage maximum soit de trois pas �l�mentaires va �tre utilis� dans les deux
algorithmes propos�s�

��	�� Pr�ambule aux algorithmes

Pour simpli�er le d�veloppement des raisonnements� nous allons consid�rer que
l�on utilise les donn�es qui sur un an ont un niveau de bruit # �param�tre d��nissant
la distribution de Rayleigh associ�e�� La normalisation de notre transform�e de
Fourier mesure un signal constant� Le bruit pour une proportion p des donn�es sera
#�
p

p�
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Figure ����� Visualisation du lot de donn�es ��

��	�� Algorithme des moyennes

Le fondement de cet algorithme est de r�aliser des moyennes en puissance de
chacune des transform�es de Fourier obtenues avec un temps d�int�gration plus
faible� la bande de fr�quences �tant toujours la m�me� La distribution du bruit en
puissance Q
r� est �

Q
r� �
�

�#�
e�

r

��� ������

pour un bruit #�
p

p r�sultat de N � ��p moyennes en puissance la distribution P
est �

P 
r� �


p

�#�

�N NNrN��


N � ���
e�

rpN

��� ������

�


�

�#�

�N rN��


N � ���
e�

r

��� ������

Le fait de moyenner le signal ne change pas sa valeur� Par contre le signal S en
moyenne se trouve somm� quadratiquement avec le bruit �N#� � S�� On peut d��
terminer un niveau de signal d�tectable en fonction du temps d�int�gration pour un
certain nombre d��v�nements fortuits� Pour cela� on se donne d�abord un nombre
moyen d��v�nements fortuits tol�rable par analyse� Nf � �� � par exemple� Gr&ce �
la distribution de l��quation ������� on peut calculer le seuil au dessus duquel on sait
qu�il n�y aura pas plus de �� � �v�nements fortuits� Si on note � ce seuil et Neve le
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Figure ���	� Distribution des valeurs de la visualisation

nombre de r�alisations du bruit �multipli� ici par les e�ets de d�calage fr�quentiel et
de correction du ralentissement des �toiles � neutrons�� on a alors pour un nombre N
de moyennes �

Nf � Neve

Z 


�


�

�#�

�N rN��


N � ���
e�

r

��� dr ������

� Nevee
� �

���

N��X
i��

	
�

�#�


i
������

On r�sout cette �quation num�riquement et on compare le r�sultat au niveau moyen
du signal �N#��S�� ce qui donne un ordre de grandeur de l�e�cacit� de la m�thode�
La �gure ���� montre le seuil S�# �

q
��#� � �N que l�on peut atteindre en fonction

du nombre de moyennes pour une recherche entre � Hz et �� Hz� Le choix de cette
bande de fr�quences est �x� d�une part par la courbe de sensibilit� de Virgo ��	 pour
la fr�quence minimum� d�autre part par la distribution en fr�quence ��� des pulsars
pour la fr�quence maximum� La distribution montre que la majorit� des pulsars a une
fr�quence en dessous de �� Hz� mais avec l��mission � la fr�quence double� la limite
passe � �� Hz�

Le nombre de r�alisations du bruit est �gal au produit du nombre de cellules de
recherche multipli� par le nombre de fr�quences que l�on regarde� corrig� par le nombre
de moyennes exc�dentaires dues au d�calage fr�quentiel moyen� Le niveau de recherche
du signal ne fait qu�augmenter avec la moyenne � partir de trois moyennes� Il n�est
donc a priori �si on dispose d�une machine in�niment puissante� pas int�ressant de
faire beaucoup de moyennes� La puissance de calcul disponible nous encourage par
contre � utiliser une strat�gie de recherche hi�rarchique�
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Figure ����� D�calage en pas �l�mentaire de fr�quence sur un jour d�int�gration pour
une �toile � neutrons de fr�quence �� Hz suivant la direction en coordonn�es galac�
tiques

Recherche hi�rarchique

Comme nous l�avons vu pr�c�demment� l�optimum est de rechercher des sources
pour un an d�int�gration avec trois moyennes de cent vingt jours� Malheureusement�
il faudrait pour cela une puissance de calcul trs grande� On peut consid�rer que l�on
va rechercher le signal pour des sous�lots de donn�es moyenn�s entre eux et que des
seuils plus faibles que ceux donn�s par la �gure ���� seront accept�s� On prend pour
cela le seuil de d�tection de signal donn� pour trois moyennes de cent vingt jours�
On calcule ensuite o� se trouve ce signal si on procde � des moyennes� On prend
tous les candidats au dessus de ce seuil� On a alors du bruit s�lectionn� comme s�il
s�agissait du signal� On procde ensuite � un nombre r�duit de recherches pour ces
seuls candidats� pour un temps d�int�gration plus long a�n de discriminer le bruit
d�un vrai signal� La �gure ���� montre le nombre de candidats alors attendu�

Le temps de calcul nous permet de choisir le nombre optimum de moyennes qu�il
faut r�aliser� En e
et� si on augmente le nombre de moyennes on diminue le nombre
initial de recherches mais on a en seconde main un nombre de candidats � examiner
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Figure ����� D�calage fr�quentiel moyen en fonction du temps d�int�gration

de nouveau pour un temps plus long dans un plus grand nombre de directions de
recherche �si on double le temps d�int�gration� on multiplie le nombre de recherches
par soixante quatre�� Cela nous donne le nombre de recherches suppl�mentaires� pour
chaque moyenne� sur la �gure ����� Il augmente beaucoup avec le nombre de moyennes�

Reste � �valuer le temps de calcul n�cessaire � cette recherche� Pour cela� le temps
de r�alisation d�une recherche est calcul� sur une station Dec Alpha ��������� Il est
�valu� � �� � s� La �gure ���� montre le temps total calcul� ainsi que le temps de
calcul disponible� Le nombre de moyennes optimum est trente sept� Chacune de ces
moyennes est r�alis�e avec dix jours de donn�es� Pour r�aliser ces calculs en dix jours�
il faut quatorze machines Alpha �	 �� � G�ops�� ce qui est raisonnable�

��	�	 Algorithme de poursuite

Cet algorithme est inspir� du fonctionnement des chambres � �ls� Comme dans le
cas de l�algorithme qui moyenne les transform�es de Fourier� on part de n trans�
form�es de Fourier qui sont consid�r�es comme autant de plans de �ls� Le signal
a une propri�t� int�ressante � il est continu d�une transform�e � l�autre car� au d��
calage fr�quentiel moyen prs� il ne change pas de place� Par contre� le bruit lui n�a
aucune raison de rester � un niveau constant d�une transform�e � l�autre� Soit � le
seuil de d�tection que l�on autorise pour obtenir �� � �v�nement fortuit par analyse�
Ce seuil � d�pend du nombre de r�alisations du bruit� du nombre de transform�es de
Fourier r�alis�es et du d�calage fr�quentiel r�siduel� Le bruit de chaque transfor�
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Figure ����� Variation du d�calage fr�quentiel moyen en fonction du temps
d�int�gration

m�e a pour distribution en amplitude r
n��

e�
r�

�n�� pour le traitement � n transform�es�

p� �
R

�

r�

n��
e�

r�

�n�� dr � e�
��

�n�� est alors la probabilit� qu�une valeur de la transform�e
de Fourier soit sup�rieure ou �gale � �� ( cause du d�calage fr�quentiel moyen�
on s�attend � ce que dans la transform�e suivante� le pic soit dans un ensemble
de valeurs donn�es� Si le d�calage en pas de fr�quences est �m� alors la probabi�
lit� qu�un pic se trouve par hasard dans les valeurs qui sont accessibles au pic est
��
��p��

�m�� 	 p��
�m���� La probabilit� que cela se reproduise sur la transfor�
m�e suivante est la m�me� ce qui conduit � la probabilit� pn�
�m���n�� que du bruit
se trouve dans les valeurs possibles pour n transform�es� En connaissant le nombre
de r�alisations du bruit Neve� on calcule � pour ne tol�rer que �� � �v�nement fortuit
par analyse �

Neve � pn�
�m � ��n�� � �� � ������

D�o� �

� � #

vuut�
n� �� ln
�m � �� � ln

�
Neve

�� �

�
������

La moyenne du bruit pour une transform�e parmi n est
q

n�
�

#� Si on additionne
quadratiquement le signal et le bruit� on peut descendre jusqu�� des niveaux de signal
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Figure ����� Seuil de d�tectabilit� pour l�algorithme des moyennes

d��nis comme suit � S�# �
q

���#� � n�
�

� La �gure ���� montre le seuil de d�tection
en fonction du nombre de transform�es que l�on utilise� On peut remarquer que cette
m�thode est plus e�cace pour six transform�es sur soixante jours que la recherche
sur un an simple� Elle semble surtout plus e�cace que la m�thode des moyennes mais
reste irr�alisable avec la puissance de calcul actuelle�

Recherche hi�rarchique

Si on utilise le m�me proc�d� que pr�c�demment� on peut se �xer un seuil de
d�tection �gal au seuil pour six moyennes et supporter un certain nombre de faux
candidats� La �gure ���� pr�sente le nombre de recherches suppl�mentaires que l�on
obtient� Cet algorithme est plus sensible que l�autre aux faux candidats� Reste � savoir
s�il est comp�titif du point de vue du temps de calcul�

La �gure ���	 montre le temps de calcul que n�cessite cet algorithme� Le nombre
optimal de plans est trente sept� et le nombre de stations Alpha n�cessaires est
quatorze �galement�

��	� Comparaison avec les algorithmes usuels

Un article r�cent ��� d�termine la puissance de calcul n�cessaire pour e
ectuer
des recherches d��toiles � neutrons dans les deux cas suivants� Le premier correspond
aux �toiles � neutrons dont l�age �mesur� via �P � est sup�rieur � ��� ans et dont la
fr�quence est inf�rieure � ��� Hz� Le second correspond � un age sup�rieur � 	� ans
et une fr�quence inf�rieure � � kHz�
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e
ectu�es

Les performances obtenues pour le premier cas sont �

� �� TeraFlops de puissance n�cessaire

� une ann�e de donn�es analys�e

Les performances obtenues pour le second cas sont �

� ����� TeraFlops de puissance n�cessaire

� 	� jours de donn�es analys�s

En utilisant les algorithmes d�crit pr�c�demment� on obtient dans des conditions
similaires �

� � TeraFlops de puissance n�cessaire

� fr�quence inf�rieure � ��� Hz

� une ann�e de donn�es analys�e

et

� ��� TeraFlops de puissance n�cessaire

� fr�quence inf�rieure � � kHz
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Figure ����� Nombre total de recherches suppl�mentaires en fonction du nombre de
moyennes

� une ann�e de donn�es analys�e

La recherche hi�rarchique ainsi que le systme de r�duction du �ot de donn�es per�
met de gagner au moins un facteur dix sur la puissance de calcul et d�analyser plus
longtemps dans le cadre des hautes fr�quences� De plus� aucune hypothse n�a �t�
faite sur l�age des sources dans le cadre des algorithmes hi�rarchiques�

L�article pr�sente une id�e qui pourrait permettre de gagner encore du temps
de calcul dans le cadre des deux algorithmes pr�sent�s� Elle consiste � trouver des
corr�lations dans les corrections que l�on applique� par exemple peut��tre que la phase
additionnelle due � l�e
et Doppler compense en partie le ralentissement de la source�
En enlevant toutes les corr�lations ��� montre qu�il gagne plusieurs ordres de grandeur
sur le nombre de paramtres de recherche�

��	�� Choix d�un algorithme

Cette premire �tude des deux algorithmes �moyenne et poursuite� indique que
leurs performances sont semblables et qu�il est n�cessaire d�utiliser une approche
hi�rarchique pour optimiser le temps de calcul� Cependant� toutes les di�cult�s n�ont
pas �t� �tudi�es� En particulier� le temps de moyennage n�a pas �t� pris en compte
dans le temps de calcul ainsi que la combinatoire pour la recherche avec poursuite�
Une �tude approfondie m�rite donc d��tre poursuivie� L�optimisation des paramtres
de corrections comme indiqu� dans le paragraphe ���	��� semble aussi une voie �
suivre pour r�duire le temps de calcul�
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Figure ����� Temps de calcul n�cessaire en fonction du nombre de moyennes

��	�� D�tail d�un algorithme de recherche

On peut r�sumer les �tapes pr�c�dentes par la �gure ����� La taille des cellules
est d�terminer pour limiter les pertes � �� � cause d�une mauvaise correction de
l�e
et doppler et � �� pour le ralentissement de la source� Une cellule est suppos�e
allum�e si une valeur d�passe le seuil de d �tection d�termin� par le taux de fortuits
tol�r�s�
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Figure ����� Signal d�tectable en fonction du nombre de transform�es
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Figure ����� Nombre de recherches suppl�mentaires � e
ectuer en fonction du nombre
de transform�es de Fourier
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Analyse sur une seule transformée sur un an de données

Décalage fréquentiel

Maillage du ciel en position et ralentissement

Pour chaque cellule 37 transformées de Fourier pour dix jours de données

Combinaison de ces transformées

Cellule allumée
non

oui

Maillage plus fin de la cellule allumée

Figure ����� Algorithme pour la recherche aveugle de sources p�riodiques
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Conclusion

C
ette th	se est ax�e sur la recherche d�ondes gravitationnelles �mises
par la rotation des �toiles � neutrons l�grements d�form�es� Ce type
de source d�ondes gravitationnelles pr�sente plusieurs caract�ristiques
importantes� Du point de vue �mission les signaux sont de trs faible
amplitude �alt�ration relative des distance � ������ mais de fr�quence

d��mission trs stable� Les �toiles � neutrons sont des objets trs compact �typiquement
��� masse solaire dans une sph�re de �� km de diam�tre� avec des densit�s de l�ordre
de la matire nucl�aire� Elles sont susceptibles d��mettre des ondes �lectromagn�tiques
qui se manifestent sous la forme d�un signal radio p�riodique� un pulsar� Environ ���
pulsars ont �t� observ�s� principalement dans le plan galactique� L�observation d�ondes
gravitationnelles �mises par des �toiles � neutrons permettra de mieux comprendre
la structure de ce type d��toile et le comportement de la matire trs dense� en plus�
bien sur� de l��tude des ondes gravitationnelles�

La recherche de sources p�riodiques autorise un trs long temps d�int�gration pour
augmenter le trs faible rapport signal sur bruit� Ces longues int�grations associ�es aux
mouvements du d�tecteur cr�ent un certain nombre de problmes que nous avons d��
crits et �valu�s �e�et Doppler� modulation d�amplitude� ralentissement des pulsars��
Une m�thode pour diminuer les pertes dues � l�e
et Doppler et au ralentissement
a �t� propos�e�

L�importance du volume de donn�es produit par le d�tecteur s�avre �tre le premier
facteur limitant de l�analyse� Nous avons montr� qu�une solution e�cace consiste �
travailler sur une bande de fr�quences limit�e�

Gr&ce � cela� les pulsars connus peuvent �tre suivis aussi longtemps que voulu�
Nous avons mis en �uvre cette m�thode pour la recherche de signaux provenant de
pulsars connus� Dans ce cas� la fr�quence et la position de ces sources sont trs bien
connues ce qui permet de corriger l�e
et Doppler sans se soucier de l�erreur sur ces
grandeurs� Nous avons montr� que pour augmenter le rapport signal sur bruit il faut
utiliser la somme quadratique des bandes lat�rales� dues � l�e
et de modulation� par
rapport � l�utilisation de la fr�quence nominale seule�

Cette m�thode peut de plus s�appliquer � la recherche aveugle d��toiles � neutrons�
Son e�cacit�� du point de vu temps de calcul� peut �tre am�lior�e en travaillant de
manire hi�rarchique� c�est���dire en s�lectionnant des candidats en travaillant � faible
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r�solution en fr�quence pour �tre peu sensible � l�e
et Doppler� puis en a�nant la
recherche�

Deux algorithmes de recherche hi�rarchique ont �t� �valu�s � l�algorithme des
moyennes et l�algorithme des poursuites� Le premier combine plusieurs transform�es
de Fourier � bas rapport signal sur bruit en les moyennant pour ensuite e
ectuer
une premire s�lection de candidats� Le second recherche une trace de signal �comme
dans le cas des chambres � �ls� parmi les transform�es de Fourier � bas rapport
signal sur bruit� Le choix du meilleur algorithme entre l�algorithme des moyennes et
l�algorithme des poursuites reste � faire car tous les d�tails de mise en �uvre n�ont
pas �t� pris en compte� Ceci justi�e l��tude approfondie� voire la r�alisation complte
de ceux�ci pour pouvoir les juger en action�

Cependant nos �valuations montrent que la recherche aveugle de sources p�rio�
diques pour une fr�quence allant jusqu�� une vingtaine de hertz semble possible avec
des moyens de calculs ordinaires� Pour �tendre cette recherche aux sources de fr��
quence de l�ordre du kilohertz� il faudra soit augmenter trs fortement les moyens
de calcul� soit rechercher ces sources pr�f�rentiellement dans le plan galactique� car
comme nous l�avons montr� dans le chapitre �� c�est la que se trouve une grande partie
des pulsars ��� de la population pour �� de l�angle solide du ciel��

L�extension de la bande d�analyse � des fr�quences atteignant le kilohertz pour
envisager la recherche d��toiles � neutrons millisecondes reste le problme majeur de
ce type d�analyse� La recherche de corr�lations dans les diverses corrections appliqu�es
pourrait diminuer leur nombre et permettre ainsi de r�duire la puissance de calcul
n�cessaire pour mener ce type d�analyse� Le couplage de recherche dans des direc�
tions oppos�es par exemple permettrait de diminuer par un facteur deux le nombre
d�exponentielles complexes � calculer� ce qui r�duirait ainsi la puissance de calcul
n�cessaire�
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Annexe A

Calcul de �h
�TT
��

Sachant que l�on peut �crire �formule du quadrup�le ������� �

hTT
�� �

�G

c�r
P����

d�Q��

dt�

t� r�c� �A���

et que �k � k�n ne change pas dans un repre h�liocentrique o� l�on peut ramener les
mesures� on a �

�hTT
�� �

�G

c�r
P����

���
Q

��
�A���

�
�G
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On contracte le tenseur �hTT
�� avec le tenseur �hTT��� ce qui revient ici � faire une somme

sur les indices � et � de �h�TT
�� � car la mont�e d�indice grecs se fait � l�aide des symboles

de Kronecker� On d�compose le calcul en plusieurs sous�parties �

�hTT
��

���
Q
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�

�G

c�r
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Q
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�� � �n�n�
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Annexe B

Calcul de la fonction de transfert du
syst�me de suspension

L�amplitude de la force� de l�ordre du nanonewton� appliqu�e au miroir� justi�e
un d�veloppement correctif au premier ordre pour conna!tre les e
ets de cette force
sur la position du miroir ainsi que la simpli�cation � une dimension�

Le miroir est suspendu � un pendule invers�� � une cha!ne de cinq �ltres et �
une marionnette� On va calculer la fonction de transfert totale de ce systme� La
�gure B�� montre un sch�ma de ce systme utilis� pour la mod�lisation du systme
d�att�nuateurs ainsi que la d��nition des axes et longueurs utilis�e par la suite�

L�amplitude de la force d�excitation est tellement faible que l�on considre les �i�
�� �� 
 et � comme des in�niments petits du premier ordre� C�est � cet ordre que sont
calcul�es les acc�l�rations de chacunes des masses en pr�sence� Les indices r� m� a�
l� correspondent respectivement � la masse de r�f�rence� au miroir� � la marionnette
et au pendule invers�� Les indices i correspondent� eux� aux cinq �ltres� Au premier
ordre� on a alors �

�rl � �
L�y � L�x �B���

�ri � �rL �
iX

j��

�jlj�y �
iX

j��

lj�x �B���

�ra � �r� � �la�y � la�x �B���

�rr � �ra � �l�y � l�x �B�	�

�rm � �ra � �l�y � l�x �B���

�al � ��
L�y �B���

�ai �

�
���
L �

iX
j��

��jlj

�
� �y �B���

�aa �

�
���
L �

�X
j��

��jlj � ��la

�
� �y �B���



��	 Annexe B� Calcul de la fonction de transfert du syst�me de suspension

θβ

X

Y

Masse de référence

φ

φ

φ

φ

φ

α

l

l

Marionnette

Miroir

SA

SA

SA

SA

SA

γ

k

l

l

l

l

l

L

l

1

1

1

2

2

2

3

3

3

4

4

4

a

5

5

5

Figure B��� Sch�ma de la cha!ne de �ltres reli�e au double pendule et au pendule
invers�

�ar �
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���
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�X
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��jlj � ��la � ��l

�
� �y �B���

�am �

�
���
L �

�X
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�
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Proc�dons � un bilan des forces pour chaque masse� On note �P le poids� �T la ten�
sion qu�exerce chaque �l suppos� in�niment rigide et �F � �F e�i�t�y la force excitant
le miroir� La r�action du pendule invers� sur la masse en son sommet est not�e �R�
On mod�lise aussi l�amortissement des divers pendules� La force de freinage est une
force de frottement de type visqueuse� proportionelle � l�oppos� de la vitesse relative
de la masse suspendue au pendule par rapport � son point d�attache� Les coe�cients
de frottement et masses sont respectivement fl� fi� fa� fr et fm� ml� mi� ma� mR et
mm pour le pendule invers�� les �ltres� la marionnette� la masse de r�f�rence et pour
le miroir� La force de rappel du pendule invers� est mod�lis�e par un ressort de rai�
deur k et de longueur � vide nulle� Cela donne� en projetant sur les axes� la relation
fondamentale de la dynamique au premier ordre �



���

Pour le sommet du pendule invers� �

sur x �R � T� � mlg � � �B����

sur y �
R � ��T� � 
Lk � �
Lfl � �ml�
L �B����

Pour les �ltres un � quatre �

sur x �Ti � mig � Ti�� � � �B����

sur y ��iTi � �i��Ti�� � ��ifi � mi

�
���
L �

iX
j��

��jlj

�
� �B��	�

Pour le �ltre num�ro cinq �

sur x �T� � m�g � Ta � � �B����

sur y ���T� � �Ta � ���f� � m�

�
��
L �

�X
i��

��ili

�
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Pour la marionnette �

sur x �Ta � mag � Tr � Tm � � �B����

sur y ��Ta � �Tr � �Tm � ��lafa � ma

�
��
L �

�X
i��
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�
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Pour la masse de r�f�rence �

sur x �Tr � mrg � � �B����

sur y ��Tr � ��lfR � mr
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L �

�X
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�
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Pour le miroir �

sur x �Tm � mmg � � �B����

sur y ��Tm � F ei�t � ��lfm � mm
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On obtient alors �
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En recherchant les solutions qui r�pondent � la pulsation d�excitation� �� et en
posant � � Ae�i�t� � � Be�i�t� � � Oe�i�t� 
 � Ge�i�t et �i � Fie

�i�t� on transforme
les relations pr�c�dentes en le systme suivant �

�G
R � ml�
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�GL � F�l� � F�l� � F�l��� F�
T� � i�l�f� �m��

�f�l�� � F�T� � �

m��
�
�GL � F�l� � F�l� � F�l� � F�l��� F�
T� � i�l�f� �m��

�l�� � ATa � �

ma�
�
�GL � F�l� � F�l� � F�l� � F�l� � F�l��� A
Ta � i�lafa

�ma�
�la� � BTr � OTm � �

mr�
�
�GL � F�l� � F�l� � F�l� � F�l� � F�l� � Ala�� B
Tr � i�lfr

�mr�
�l� � �

mm�
�
�GL � F�l� � F�l� � F�l� � F�l� � F�l� � Ala��O
Tm � i�lfm

�mm�
�l� � F

Ce systme est mis sous forme matricielle et invers� analytiquement avec le logiciel
Maple� Un petit programme en C

 permet alors d�obtenir� pour un ensemble
quelconque de paramtres� la r�ponse de chacun des angles ind�pendamment�

Les paramtres suivants sont utilis�s pour mod�liser la suspension �

objet masse longueur facteur de qualit�
pendule invers� ��� kg �� �� m ���

�ltre � ���� � kg �� �� m ���

�ltre � ���� � kg �� �� m ���

�ltre � ��� kg �� �� m ���

�ltre 	 ��� kg �� �� m ���

�ltre � �� kg �� �� m ���

marionnette �� kg �� �� m ���

masse de r�f�rence �� kg �� � m ���

miroir ��� �� kg �� � m ���

et � � �� � Hz la fr�quence de r�sonance du pendule invers��
Le coe�cient de frottement est reli� au facteur de qualit� par la relation f � m

Q

q
g
l

et le coe�cient de raideur du ressort k �
�
����� � g

l

�
m� La �gure B�� nous montre

les r�ponses des di
�rents angles � une excitation d�un newton� La r�ponse �nale de
la position du miroir est la somme de chacun de ces angles pond�r�e par la longueur
de leur pendule�
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Figure B��� Fonction de transfert des neuf angles� sous l�excitation d�une force de � N



��� Annexe B� Calcul de la fonction de transfert du syst�me de suspension
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Annexe C

D�veloppement des coe�cients de
l�e�et de modulation

On a �

h
t� �
�

�

h
cos
�t�

�
R�
xx � R�

yy � R�
xy �R�

yx

�
h�

�� sin
�t� 
RxxRxy � RyyRyx� h�

Pour mettre ce qui pr�cde sous la forme suivante �

h
t� �
�

�
h� cos
�t� �a � b cos �
t� � c sin �
t� � d cos ��
t�

�e sin ��
t��

�
�

�
h� sin
�t� �a� � b� cos �
t� � c� sin �
t� � d� cos ��
t�

�e� sin ��
t��

il faut d�velopper R�
xx� R�

yy� R�
xy� R�

yx� RxxRxy et RyyRyx� Ces coe�cients sont d��nis
au chapitre 	 et s��crivent �

Rxx � Rxx� cos �
t� � Rxx� sin �
t� � Rxx�

Rxy � Rxy� cos �
t� � Rxy� sin �
t� � Rxy�

Ryx � Ryx� cos �
t� � Ryx� sin �
t� � Ryx�

Ryy � Ryy� cos �
t� � Ryy� sin �
t� � Ryy�

On obtient alors �

R�
xx � R�

xx� �
R�
xx� � R�

xx�

�
� � cos �
t�Rxx�Rxx� � � sin �
t�Rxx�Rxx�

� cos ��
t�
R�
xx� � R�

xx�

�
� sin ��
t�Rxx�Rxx�
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R�
xy � R�

xy� �
R�
xy� � R�

xy�

�
� � cos �
t�Rxy�Rxy� � � sin �
t�Rxy�Rxy�

� cos ��
t�
R�
xy� � R�

xy�

�
� sin ��
t�Rxy�Rxy�

R�
yx � R�

yx� �
R�
yx� � R�

yx�

�
� � cos �
t�Ryx�Ryx� � � sin �
t�Ryx�Ryx�

� cos ��
t�
R�
yx� � R�

yx�

�
� sin ��
t�Ryx�Ryx�

R�
yy � R�

yy� �
R�
yy� � R�

yy�

�
� � cos �
t�Ryy�Ryy� � � sin �
t�Ryy�Ryy�

� cos ��
t�
R�
yy� � R�

yy�

�
� sin ��
t�Ryy�Ryy�

RxxRxy � Rxx�Rxy� �
Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy�

�
� cos �
t� 
Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy�� � sin �
t� 
Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy��

� cos ��
t�
Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy�

�
� sin ��
t�

Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy�

�

RyyRyx � Ryy�Ryx� �
Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx�

�
� cos �
t� 
Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx�� � sin �
t� 
Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx��

� cos ��
t�
Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx�

�
� sin ��
t�

Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx�

�

d�o� les coe�cients a� b� c� d� e� a�� b�� c�� d� et e� �

a � R�
xx� �

R�
xx� � R�

xx�

�
� R�

yy� �
R�
yy� � R�

yy�

�
� R�

xy� �
R�
xy� � R�

xy�

�
�R�

yx� �
R�
yx� � R�

yx�

�
b � � 
Rxx�Rxx� � Ryy�Ryy� �Rxy�Rxy� �Ryx�Ryx��

c � � 
Rxx�Rxx� � Ryy�Ryy� �Rxy�Rxy� �Ryx�Ryx��

d �
R�
xx� � R�

yy� � R�
xy� � R�

yx� �R�
xx� �R�

yy� �R�
xy� � R�

yx�

�
e � Rxx�Rxx� � Ryy�Ryy� � Rxy�Rxy� �Ryx�Ryx�

a� � �Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy� � �Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx�

b� � � 
Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy� �Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx��

c� � � 
Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy� �Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx��

d� � Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy� � Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx�

e� � Rxx�Rxy� � Rxx�Rxy� � Ryy�Ryx� � Ryy�Ryx�
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