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Le sable des mers, les gouttes de la pluie, les jours de l'éternité,

qui les dénombrera?

Le Siraide 1.2
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Chapitre 1

Introdution

C
ette thèse vise à omprendre omment s'e�etue la fragmentation d'un liquide

assistée par un ourant de gaz. Compréhension qui est ruiale pour l'étude

de la formation des aérosols de gouttelettes en milieu naturel, ou des sprays

dans le monde industriel. Lorsque ette fragmentation est e�ae, et produit un

nombre onséquent de gouttelettes de liquide, le terme d'atomisation est employé,

bien que le liquide ne se fragmente pas jusqu'à atteindre des tailles atomiques

(inséables, selon l'étymologie du mot atome). Les tailles des gouttes omposant

un aérosol peuvent s'étendre sur une large gamme d'éhelles : la distribution de

es tailles sera l'objet de notre attention.

1.1 Motivations

La formation de sprays de gouttelettes par ourant de gaz intéressent beau-

oup de disiplines. Nous évoquerons plus partiulièrement deux situations d'ato-

misation : à la surfae de la mer et dans les moteurs de fusée.

1.1.1 Formation d'embruns

Les embruns sont arrahés par le vent à la rête des vagues, et forment un

aérosol qui ontribue aux éhanges de quantité de mouvement, de haleur et

de masse entre la mer et l'atmosphère (�gure 1.1). Di�ile à étudier in situ la

prodution d'embruns a été simulée dans une sou�erie d'air sur un plan d'eau de

mer par Anguelova & Barber (1999). L'analyse des images prises sur les rêtes

permet d'individualiser les gouttes et de leur attribuer une taille. On obtient

ainsi un histogramme des tailles qui fait apparaître une très large dispersion des

tailles autour d'une valeur maximum (�gure 1.2). L'intensité du vent modi�e de

manière onséquente la prodution d'embruns. L'éhelle de vitesse de vent réée

par l'amiral anglais Franis Beaufort et généralisée dans la marine anglaise en 1874

est d'ailleurs basée sur l'observation de l'aspet des vagues et sur la prodution

d'embruns (Bétis, 2000). Depuis un vent quali�é de alme (fore 0 : la mer est
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Fig. 1.1: Formation d'embruns dans le vent.

Fig. 1.2: (a) Histogramme des tailles de gouttes, () taux de prodution normalisé par

le nombre de déferlements de vague (Anguelova & Barber, 1999, �gure 2a et 2).
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omme un miroir), en passant par grand frais (fore 7 : la mer grossit, l'éume

est sou�ée en traînées, lames déferlantes) jusqu'à ouragan (fore 12 : air plein

d'éume et d'embruns, mer entièrement blanhe) les e�ets de la vitesse du vent

sur la mer sont odi�és pour onnaître son intensité. Le degré d sur l'éhelle de

Beaufort assoié à la vitesse v du vent à 10 m de hauteur est la partie entière de

(v=v0)
2=3, ave v0 = 0:83 m/s.

1.1.2 Formation de spray de ombustible

Dans le domaine industriel la prodution d'un spray est une étape qui favorise

les réations himiques telle que la ombustion, ar l'atomisation augmente l'aire

interfaiale. Ainsi, le premier étage de la fusée Ariane 5 est propulsé par la om-

bustion d'un mélange oxygène/hydrogène. Un grand nombre de petits injeteurs

alimentés en oxygène liquide (LOx) et hydrogène gazeux (GH2) sont disposés sur

la alandre de la hambre de ombustion et réent un spray de gouttelettes de

LOx dans le GH2. Ces injeteurs se présentent sous la forme d'un tube entral

d'amenée du LOx, inséré dans un tube plus large de même axe, d'où la déno-

mination d'injeteur oaxial. Le GH2 est injeté entre les deux tubes (shéma

�gure 1.3). Ce ourant de gaz atomise le jet de liquide et produit un spray de

LOx

GH2

GH2

Fig. 1.3: Shéma d'un injeteur oaxial.

petites gouttelettes qui s'en�amme rapidement.

Cette thèse s'est déroulée dans le adre d'un groupement de reherhe (GdR)

rassemblant CNES, CNRS, ONERA et SNECMA, intitulé � Combustion dans

les moteurs de fusée �. La ommunauté sienti�que des organismes ités plus

haut a en e�et ressenti le besoin d'approfondir les onnaissanes existantes dans

la ombustion ryogénique haute-pression (Vuillermoz et al., 2001). Ce GDR a

amené ainsi la onertation d'expérimentateurs, de numériiens et théoriiens.

Les expérienes menées sur les ban d'essai Masotte de l'ONERA s'approhent

de très près des onditions de ombustion en sortie d'un injeteur (�gure 1.4). Le
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Fig. 1.4: Expérimentation du ban Masotte en onditions de ombustion : jet d'oxygène

liquide et jet d'hydrogène à 1 MPa (Giquel et al., 2001).

diagnosti de l'éoulement et de la �amme requiert des méthodes non intrusives

d'observation, et l'atomisation proprement dite de l'oxygène se produit souvent

dans la zone de ombustion, e qui rend di�ile son observation. Dans ette op-

tique les études de l'atomisation du jet liquide en elle-même, sans ombustion,

sont rihes d'enseignements. Une première méthode est la modélisation numé-

rique direte de l'éoulement. Cette méthode a été développée ave un ode de

résolution des équations de Navier-Stokes qui intègre la présene de l'interfae

dans les ellules de alul par une fration volumique sur les propriétés du �uide,

et la position de l'interfae par un plan (Sardovelli & Zaleski, 1999). Il est alors

possible de simuler des évolutions d'interfae 2D ou 3D, pour des rapports de

densité et des nombres de Reynolds limités. Ces simulations montrent que l'ato-

misation fait intervenir l'apparition transitoire de ligaments de la phase de plus

forte densité dans la phase de faible densité (Keller et al., 1994).

Une deuxième méthode est d'étudier l'atomisation dans des on�gurations ex-

périmentales simples ave des liquides non-réatifs. Des jets oaxiaux liquide-air

de di�érentes géométries ont été réalisés. Une géométrie plane, quasi-bidimensionnelle,

est obtenue en mettant en ontat deux jets retangulaires parallèles de faible

rapport d'aspet. Le jet liquide s'éoule dans un anal horizontal, il est isaillé

sur sa surfae par un jet d'air dans les travaux de Raynal (1997). Plus prohe

des injeteurs de fusée, des jets axisymétriques ont été étudiés dans le adre de

e GdR (Villermaux, 1998; Lasheras et al., 1998; Lasheras & Hop�nger, 2000;

Marmottant & Villermaux, 2001b, par exemple).
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1.2 Tension de surfae et frationnement

1.2.1 La tension de surfae s'oppose à la réation d'interfae : : :

Cette énergie de surfae peut être vue omme une énergie potentielle : si l'on

onsidère une surfae d'aire S délimitée par une frontière fermée dérite par le

veteur r(l), ave l absisse urviligne, un déplaement de la frontière Ær(l) impose

de fournir une énergie :

ÆE = �ÆS = �

I
dln : Ær =

I
(�dln) : Ær;

e qui revient à exprimer le travail d'une fore extérieure linéique �n sur la

frontière : pour un mouvement quasi-statique es fores sont opposées aux fores

qu'exerent la surfae sur l'extérieur f = ��n (�gure 1.5). Cette fore linéique

dirigée orthogonalement au ontour vers l'intérieur, est la fore de apillarité. La

δr(l)

S

dl

n

σ

Fig. 1.5: Augmentation de la surfae et fore de tension super�ielle exerée sur la

frontière

tension de surfae exere une fore linéique sur sa frontière, et quand la surfae

n'est pas plane et présente une ourbure � = 1=Rx + 1=Ry, où Rx et Ry sont les

rayons de ourbures prinipaux, elle exere aussi une pression sur le milieu vers

lequel est dirigé la ourbure. Si l'on onsidère un élément de surfae in�nitésimal

arré dxdy dont les otés sont dans les plans de ourbures prinipaux il est soumis

à une fore �dydx=Rx dans un plan de ourbure et à une fore �dxdy=Ry dans

l'autre (�gure 1.6). Au total la pression exerée, appelée pression de Laplae est

le produit de la tension super�ielle par la ourbure : �P = �(1=Rx + 1=Ry).

Si la apillarité s'oppose à la réation de surfae elle ne s'oppose pas forément

au frationnement du liquide omme nous allons le voir.
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Rx

dx
σdyσdy

∆P dxdy
σdy

σdy
σdx

σdx

dx dy

C

Fig. 1.6: Pression de Laplae due à la ourbure de la surfae (droite : vue en oupe de

C).

1.2.2 : : : mais provoque la brisure de jets liquides

L'expériene ourante montre que tout jet de liquide sortant d'un ori�e ne

reste pas lisse mais présente des ondulations, et qu'il se brise �nalement en gouttes

(�gure 1.7).

Fig. 1.7: Image de la brisure de Rayleigh d'un jet de 8 mm.

Le ylindre est en e�et une forme instable vis-à-vis de la tension de surfae.

Suivant en ela Eggers (1997), nous onstatons qu'il est possible de diminuer

l'aire d'un ylindre de rayon initial r0 imprimant à sa surfae des ondulations

in�nitésimales d'amplitude � modulée selon son axe x et du type

r = r0 + � exp (ikx) + �:

Le niveau moyen � est modi�é par l'ondulation, et la onservation du volume

impose � = �2�2. L'aire du ylindre sur une longueur d'onde � = 2�=k est

A = 2�r0�

�
1 +

1

4
�
2((kr0)

2 � 1)

�
;

la surfae du ylindre diminue don lorsque kr0 = 2�r0=� < 1, 'est à dire pour les

longueurs d'onde supérieures au périmètre du jet. En onséquene la surfae y-

lindrique est instable vis-à-vis de es modulations puisqu'elles réduisent son éner-

gie potentielle de surfae. Une analyse de stabilité linéaire permet de onnaître

l'évolution temporelle de es petites perturbations. En supposant un éoulement
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inviside et des perturbations de la forme � exp (ikx� i!t) = � exp (ikx + st),

où k est réel et s = �i! omplexe, la relation de dispersion donne le taux de

roissane s en fontion de k :

s
2 =

�

�1r
3
0

zI1(z)

I0(z)
(1� z

2); (1.1)

ave Im la fontion de Bessel modi�ée du premier genre d'ordre m, et z = kr0 =

2�r0=�. Lorsque z > 1 le taux de roissane est imaginaire : les perturbations

osillent à la fréquene ! et sont �nalement atténuées par la visosité. Le taux de

roissane est réel pour z < 1, les perturbations roissent exponentiellement et le

jet est don instable quelle que soit leur amplitude initiale. Le taux de roissane

admet un maximum entre 0 et 1 pour z = 0:697 qui vaut sR = 0:34
q

�
�1r30

. Ce

mode orrespond à une longueur d'onde égale à �R = 9:01r0.

Les résultats de ette analyse de stabilité dérivent une instabilité tempo-

relle sur un ylindre : nous avons supposé une perturbation uniforme sur tout

le ylindre. Dans le as d'un jet sortant d'une buse, les perturbations roissent

ave l'absisse lorsque l'on s'éloigne de la buse : il s'agit d'une instabilité spatiale.

L'analyse de stabilité onsiste à examiner le veteur d'onde k omplexe en fon-

tion de la pulsation ! réelle des osillations � exp (ikx� i!t) : le nombre d'onde

est la partie réelle kr de k et le taux de roissane spatial est ki, sa partie imagi-

naire. On peut montrer que le nombre d'onde le plus ampli�é est identique à elui

qui s'ensuit d'une analyse temporelle lorsque le nombre de Weber We = �1u
2
d=�,

alulé ave la vitesse de sortie du jet et son diamètre, est grand devant 1. Dans

la plupart des jets expérimentaux e nombre est supérieur à 100.

Cette instabilité apillaire dite de Plateau-Rayleigh fut observée la première

fois par Savart (1833). Il mit au point un système de résonane de l'instabilité en

introduisant une rétroation méanique permettant de transmettre l'impat des

gouttes formées en aval par l'instabilité vers la buse de prodution du jet, ei a�n

de séletionner le mode le plus ampli�é. Plateau (1873) utilisa es observations

de fréquene d'impat pour en déduire une longueur d'onde de brisure des jets

et Rayleigh (1879) fut le premier à proposer la théorie d'instabilité d'un ylindre

dérite plus haut, remarquablement en aord ave es mesures.

d
environ 1.89d

Fig. 1.8: Shéma de la brisure de Rayleigh d'un jet.

Si l'on suppose que le jet se frationne en portions de longueur d'onde �R

égales, la onservation du volume montre que les gouttes produites ont un dia-

mètre de 1:89d (�gure 1.8). Il faut remarquer que la brisure s'aompagne toujours
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de gouttes satellites entre les gouttes prinipales. La raison en est que juste avant

la brisure le jet devient très �n entre les gouttes, produisant un �n ylindre de

diamètre peu variable, et que la forme du jet avant la brisure suit une évolution

universelle dérit par une fontion de similarité déouverte par Jens Eggers, ette

forme étant dissymétrique (Eggers, 1997). Suivant ette fontion le rayon du jet

varie peu d'un �té de la brisure et beauoup de l'autre : la brisure ne peut don

se produire au milieu, et il s'en produit don au moins deux aux extrémités du

ylindre inter-gouttes, e qui rée un petit moreau de liquide qui donne le ou les

satellites.

La taille des gouttes prinipales et satellites peut être ontr�lée ave préision

en imposant une exitation à la buse (ultrasonique pour les petits jets) qui per-

met de séletionner plus étroitement la longueur d'onde, et la taille des satellites

(�gure 1.9). La taille de la buse détermine la taille du jet et des gouttes : il serait

Fig. 1.9: Goutte satelitte qui se rassemble juste après la brisure du jet. La buse est

exitée par une vibration axiale de forte amplitude.

don possible de réer n'importe quelle taille de gouttes en hoisissant le diamètre

de la buse. Les pertes de harge pour les petites diamètres limitent expérimen-

talement la prodution de petite jets. Citons à e propos Gañán-Calvo (1998)

qui proposent une méthode originale pour réaliser des gouttes mironiques : pour

produire et stabiliser des jets de taille mironique ils approhent d'une goutte

une plaque perée d'un trou par lequel l'atmosphère est aspirée. La goutte est

déformée par le ourant de gaz sous forme d'un �n jet qui passe à travers le trou

et qui se brise plus en aval sous forme de gouttes dont les tailles peuvent être

aussi petites que 80�m, ave une très faible dispersion autour de ette valeur.
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1.2.3 Pont liquides et ligaments étirés

Pour immobiliser un ylindre liquide, il est possible de le maintenir entre

deux surfaes irulaire : on obtient alors un pont liquide. La stabilité des ponts

de liquides a fait l'objet de nombreuses études. La on�guration expérimentale la

plus utilisée pour les étudier est le onteneur de Plateau qui permet d'isoler un

pont de liquide entre deux surfaes. Le pont est immergé dans un �uide de densité

voisine de façon à réduire les e�ets de la pesanteur. Plus réemment, l'in�uene

de la gravité sur la stabilité de ponts vertiaux a été analysée numériquement et

théoriquement (Mesguer & Sanz, 1985; Padday et al., 1997). Un ourant de �uide

oaxial au pont liquide, qui est maintenu entre deux barres rondes, stabilise dans

ertaines onditions la surfae soumise sinon à l'instabilité apillaire de Plateau-

Rayleigh (Lowry & Steen, 1997).

Cette on�guration permet de produire un étirement du liquide. L'in�uene

de l'étirement sur la stabilité des ponts a fait l'objet d'études théoriques (Frankel

& Weihs, 1985), et expérimentales. En e�et l'élongation de ponts liquides entre

deux surfaes a surtout été mise en oeuvre pour aratériser la visosité élonga-

tionnelle de ligaments non-newtoniens. Le dispositif utilisé réalise un taux d'éti-

rement onstant, éloignant les plaques de manière exponentielle ave le temps

(Spiegelberg et al., 1996). La simulation de l'étirement d'un pont liquide newto-

nien entre un disque un �xe et un disque mobile permet de quanti�er l'in�uene

de la visosité sur la diminution du diamètre et les fores appliquées aux disques

(Gaudet et al., 1996).

Les ponts liquides étirés sont aussi l'intermédiaire obligatoire du détahement

d'une goutte soumise à la gravité : leur brisure détermine le volume de la goutte

qui tombe et de elle qui reste aolés à l'ori�e (Peregrine et al., 1990). Lorsque

le �uide est très visqueux le pont liquide prend la forme d'un ligament ylindrique

(�gure 1.10), d'autant plus long et �n que le �uide est visqueux (Henderson et al.,

2000).

Leur diamètre présentent une portion de diamètre uniforme. Ces auteurs

montrent qu'un ylindre liquide de volume donné dont le diamètre et la longueur

évoluent omme :

� =
�0p
t+ t

� ; (1.2)

l = v(t+ t
�); (1.3)

ave t
�
> 0 une onstante arbitraire, satisfait l'équation de Navier-Stokes pour

t + t
�
> 0 quel que soit la visosité � du liquide.
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Fig. 1.10: Ligament formé par la hute d'une goutte d'huile dont la visosité inéma-

tique est 75 fois elle de l'eau. L'intervalle entre les images est d'environ 6 ms à partir

de la deuxième (d'après la �gure 1 de Henderson et al., 2000).

Ces équations du mouvement ne font pas intervenir la apillarité : la raison

est que la visosité domine le mouvement. La valeur du nombre de Reynolds Re

onstruit ave le diamètre initial du ligament varie de 0.05 à 2 au maximum,

d'après l'analyse de leurs données. Le nombre de Reynolds est dé�ni de la façon

suivante :

Re =
u0 r0

�1

=

r
r0�

�1�
2
1

; (1.4)

où u0 =
p

�=�r0 est la vitesse apillaire ausée, par une surpression de Laplae

�=r0, qui est balanée par un terme d'ordre de grandeur �1u
2
0 dans les équations

de quantité de mouvement. La brisure se produit en général aux extrémités, mais

peut aussi se produire au milieu du ligament pour les liquides très visqueux,

quand le ligament devient extrêmement �n.
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1.3 Brisure assistée par ourant de gaz

1.3.1 Brisure de gouttes

La forme qui minimise la surfae à volume onstant est la sphère : les gouttes

sphériques sont don des objets stables. Pour les briser en plusieurs gouttes il

est néessaire d'exerer une fore extérieure qui amènera à la formation d'un

nouvel état stable, elui des gouttes �lles, mais d'énergie de surfae supérieure. Par

exemple la brisure d'une goutte en deux gouttes identiques produit une surfae

supérieure d'un fateur 1.26.

Plaçons à présent une goutte de diamètre d (de densité �1 et de visosité �1)

dans un fort ourant de gaz (de densité �2 et de visosité �2) de vitesse relative

�U (�gure 1.11). Une analyse de l'équation de Navier-Stokes de l'éoulement gaz,

�2�tu + �2(u:r)u = �rp + �2�2�u; montre que les fores de pression qui s'ap-

pliquent sur la goutte dans un éoulement permanent sont les fores de pression

inertielles, d'ordre de grandeur �2�U
2, et les fores dues à la visosité, d'ordre de

grandeur �2�2�U=d. Lorsque les termes de pression inertielle dominent, 'est-à-

dire lorsque leur rapport, qui n'est autre que le nombre de Reynolds Re = �Ud=�2
est grand devant 1, la goutte est soumise à une fore de traînée aérodynamique de

CD
1
2
�2�U

2
S, proportionnelle à la surfae présentée à l'éoulement S = �d

2
=2. Le

oe�ient de traînée CD sur une sphère vaut environ 0.5 pour 103 < Re < 105, et

il hute à 0.14 pour Re & 106, lorsque la ouhe limite se déolle, valeur moins éle-

vée lorsque la sphère est rugueuse et que l'éoulement est turbulent (�gure 1.11).

A ette pression inertielle qui tend à déformer la sphère, s'oppose la pression de

Laplae 2�=R = 4�=d qui tend à rassembler le volume vers une forme sphérique.

Le rapport entre ordres de grandeur des fores de pression inertielles �2�U
2 et

des fores de pression de Laplae �=d est le nombre de Weber :

We =
�2�U

2
d

�

proposé par Weber (1931).

La goutte se brise lorsque la pression inertielle est su�samment forte, 'est-à-

dire lorsque le nombre de Weber dépasse une valeur ritique. Une analyse quan-

titative des fores en présene onduit Hinze (1949) à proposer un nombre de

Weber ritique de brisure de 12 dans un ourant de gaz onstant. Les mesures

de vitesse minimale de brisure de Lane (1951) ave des gouttes d'eau montrent

que e nombre ritique est d'environ 10.5. Dans le as de gouttes soumises à des

ondes de ho, 'est l'éoulement permanent réé par l'onde de ho qui brise la

goutte, ave le même ritère basé sur le nombre de Weber (Ranger & Niholls,

1969).

Pilh & Erdman (1987) dressent une lassi�ation des modes de brisure de la
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Fig. 1.11: Gauhe : Goutte plaée dans un éoulement de gaz Droite : Coe�ient de

traînée sur une sphère rigide (d'après la �gure 1.5 de Shlihting, 1987).

goutte en fontion du nombre de Weber, voir �gure 1.12. Ceux-i sont, pour des

nombres de Weber roissants :

a) � vibrational break-up � : pour les petites vitesses d'air la goutte entre en ré-

sonane et se brise ;

b) � bag break-up � : la goutte s'aplatit et forme un sa qui se pere en un point

et se brise en toute petites gouttes ;

) � bag and jet break-up � : appelé aussi � umbrella break-up �, par rapport au

mode préédent, un jet se forme au entre et se brise plus tard ;

d) � sheet stripping � : des lames de liquide sont épluhées de la surfae et se

brisent rapidement ;

e) � wave rest stripping � et � atastrophi break-up � : des vagues de ourte

longueur d'onde et de grande amplitude sont formées sur la fae exposée à l'air,

puis sont érodées par le ourant d'air. Le mode � atastrophi � orrespond au

moment où les vagues sont d'amplitude su�sante pour asser la goutte mère.

Ce proessus se répète en asade jusqu'à e que le nombre de Weber des frag-

ments, alulé ave leur vitesse relative par rapport au gaz qui a été modi�ée par

l'aélération des fragments, soit inférieur au nombre ritique.
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a) Vibrational break-up  : 12<We 

b) Bag break-up :  12<We<50

c) Bag and jet break-up :  50<We<100

d) Sheet stripping :   100<We<350

e) Wave crest stripping and catastrophic break-up  :  350<We 

U∆

Fig. 1.12: Modes de désintégration d'une goutte en fontion du nombre de Weber,

inspiré de la �gure 1 de Pilh & Erdman (1987).

Dans un éoulement turbulent, Kolmogorov (1949) (traduit du russe par

Tikhomirov, 1991) utilise le même argument d'un nombre de Weber ritique

pour déduire la taille en dessous de laquelle des gouttes injetées ne sont pas

brisées aux temps longs. La vitesse utilisée pour onstruire le nombre de Weber

est l'inrément de vitesse turbulent aratéristique Æu entre deux points séparés

de d0.
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En l'absene de vitesse uniforme, le isaillement seul est aussi suseptible de

briser les gouttes. Renardy & Cristini (2001a,b) ont réalisé des simulations nu-

mériques VOF intéressantes à et égard, qui portent sur l'évolution de gouttes

plaées non pas dans un ourant �uide uniforme mais dans un éoulement isaillé.

La goutte de rayon a est immergée dans un �uide de même densité et de même

visosité, dont de hamp de vitesse est u = _z ex (voir la �gure 1.13). Les simula-

tions montrent que la goutte s'allonge sous l'e�et du ourant gazeux, tout omme

les ligaments, et se asse lorsque les ontraintes de isaillement l'emportent sur

la tension de surfae.

Fig. 1.13: Brisure d'une goutte plongée dans le isaillement d'un �uide de même densité

et visosité Re = 60, Ca = 0:056, d'après la �gure 2 de Renardy & Cristini (2001a).

Pour les faibles nombres de Reynolds Re = � _a2=�, les gouttes se brisent

lorsque le nombre apillaire Ca = � _a=� est supérieur à 0.43. A nombre de

Reynolds roissant, le nombre apillaire limite diminue, et dès la valeur Re = 40

les e�ets inertiels �v
2 � � _2a2 dominent les ontraintes de isaillement et les

gouttes se brisent lorsque Ca > 3:3=Re, e qui orrespond à un nombre de Weber

We = �( _a)2a=� supérieur à 3.3. Construit ave le diamètre 2a le nombre de

Weber limite est 26.4, le double de elui obtenu expérimentalement pour des

gouttes dans un éoulement uniforme, de visosité et densité di�érentes. Le i-

saillement provoque don bien la brisure d'une forme initialement stable, ave un

ritère qui dépend aussi du nombre de Weber.
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1.3.2 Jet liquide rapide dans une atmosphère immobile, u2 = 0

Lorsqu'un jet de liquide est lané ave une grande vitesse u1 dans un milieu ga-

zeux immobile, le frottement ave l'air rend la surfae instable. Sur la �gure 1.14

on observe le développement d'une instabilité de l'interfae. Elle met en jeu de pe-

tites perturbations axisymétriques de ourte longueur d'onde, desquelles naissent

des doigts de liquides, qui se déstabilisent en gouttes.

Fig. 1.14: Jet d'eau émergeant dans une atmosphère immobile à la vitesse de 25 m/s

d'une buse de 6 mm de diamètre (d'après Hoyt & Taylor, 1977).

Pour éluider l'apparition de es ondulations dues au isaillement d'air, la lit-

térature fournit deux théories sur la réation de vaguelettes à la surfae de liquides

visqueux : elle de Taylor (1963) qui est une analyse de stabilité des équations du

mouvement et qui suppose une transmission purement normale des ontraintes

à l'interfae liquide-gaz, et elle de Je�reys (1925) qui prend en ompte l'inli-

naison de la surfae vers le ourant d'air à travers un paramètre ajustable. Ces

théories sont appliquées pour prédire le omportement de l'angle du spray, angle

que fait le développement onique du spray autour du jet, mesuré visuellement.

La tangente de et angle est estimé par la vitesse de roissane des instabilités

(normalement à la surfae) rapporté à la vitesse de onvetion du jet (Reitz &

Brao, 1982).

Nous n'avons pas trouvé d'analyse des fréquenes d'instabilités dans la lit-

térature, par ontre la taille des gouttes produites à partir d'un jet laminaire a

été étudiée par Wu et al. (1991), pour di�érents liquides, tailles de jet et vitesses

d'injetion à l'aide de tehniques holographiques. Le diamètre souvent utilisé dans

les études sur l'atomisation n'est pas le diamètre moyen d10 = hd1i=hd0i, où h i
désigne la moyenne sur l'ensemble des gouttes, mais le diamètre de Sauter d32,

rapport de la moyenne des ubes des diamètres sur la moyenne des arrés des dia-

mètres d32 = hd3i=hd2i. Dans un spray de N gouttes le rapport entre le volume to-

tal de gouttes V = N�hd3i=6 et leur surfae totale S = N�hd2i est V=S = d32=6.

Pour un volume donné l'atomisation est don plus e�ae en e qui onerne la

prodution de surfae lorsque d32 est petit. Partant de l'idée que 'est la ouhe
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Fig. 1.15: Proposition d'un méanisme d'arrahement des ligaments par extrusion de

la ouhe limite dans le liquide (d'après Wu et al., 1991).

limite qui �xe l'épaisseur des portions de ligaments arrahés et don des gouttes

(�gure 1.15), les auteurs observent une bonne orrélation des résultats lorsque le

nombre de Weber Wed32 , basé sur le diamètre de Sauter d32, est traé en fontion

de WeÆ1 , basé sur l'épaisseur de la ouhe limite laminaire Æ1 qui se développe

dans le liquide sur une distane d ( Æ1 � d� Re

�1=2
d , Red = u1d=�1). Une régres-

sion empirique en Wed32 � We
0:82
Æ1

est proposée, qui implique une variation des

diamètres ave la vitesse liquide en u
�0:77
1 .

1.3.3 Jet liquide entouré d'un jet gazeux rapide u2 > u1

Nous en venons à présent aux as où un ourant de gaz sou�e autour du

jet liquide dès sa sortie ave une vitesse bien plus grande que elle du liquide,

situation à laquelle est dédiée la suite de e mémoire.

Longueur intate

La longueur de liquide intate non brisée, ou longueur de �ne liquide, est

une variable qu'il est aisé de mesurer sur des photographies si la densité du spray

environnant n'est pas trop élevée, ou par sonde de ondutivité ou sonde optique

dans le as ontraire. De façon générale la longueur de �ne diminue ave la vitesse

d'air qui est déstabilisante, et augmente ave la vitesse d'eau. A�n de déterminer

le �ux de liquide entraîné dans le ourant d'air, il su�t de onnaître la vitesse

d'entraînement du liquide vers le gaz ue. Si l'on suppose qu'elle est due aux

dépressions d'origine turbulente dans le gaz, l'équilibre des ontraintes normales

à l'interfae impose �1u
2
e � �2u

0
2
2
, ave u02 les �utuations de vitesse turbulente

(Villermaux, 1998). Sahant que les �utuations turbulentes sont dans un rapport

onstant ave la vitesse du jet gaz u2, il en résulte une vitesse ue � (�2=�1)
1=2
u2.

Dans le as de �uides homogènes nous retrouvons là l'hypothèse d'entraînement de
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Taylor dans un panahe turbulent (Taylor, 1956). La longueur du dard L s'obtient

par onservation du �ux de liquide, entre la sortie de buse de setion Sb � d
2 et

l'interfae du �ne liquide d'aire Sj � dL lorsque L � d1: d
2
1u1 � d1Lue. D'où

l'on tire :
L

d1

�
u1

ue
�

1
p
M

;

ave M le rapport des �ux de quantité de mouvement, ou, de façon équivalente,

des pressions inertielles :

M =
�2u

2
2

�1u
2
1

:

Sur des jets ronds eau-air (Eroglu et al., 1991), des jets plans eau-air (Raynal,

1997) ou des jets hélium liquide-hélium gaz (Ladam, 2000) ette évolution de

L ave M est on�rmée, ave toutefois un léger e�et de la vitesse liquide à M

onstant.

Modes de brisure

Les reherhes sur la brisure en gouttelettes d'un jet liquide assistée par jet

d'air, motivées par les besoins de ompréhension de l'atomisation dans les inje-

teurs oaxiaux de fusée, sont plus réentes que elle de la brisure des gouttelettes.

Une étude réalisée par Faragó & Chigier (1992) sur l'atomisation d'un jet rond

d'eau de 1 mm dans un large jet d'air propose une lassi�ation en termes de

modes de brisure selon le nombre de Weber aérodynamique déjà présenté dans la

brisure des gouttes, We = �2(�u)
2
d=�.

Tout omme pour la brisure des gouttes, se présentent di�érents régimes sui-

vant le nombre de Weber aérodynamique (�gure 1.16):

� Brisure de Rayleigh (We < 25) : la brisure est toujours dominée par les e�ets

de tension de surfae. Les e�ets aérodynamiques transparaissent dans les

mouvements radiaux imprimés au jet lorsque le nombre de Weber dépasse

15. La taille des gouttes est de l'ordre du diamètre de jet ;

� Formation de membranes (25 < We < 70) : une membrane est gon�ée par le

ourant d'air et se brise en de très �nes gouttelettes, le bord de la membrane

produit de plus grosses gouttes ;

� Formation de �bres (We > 100) : des �bres sont formées à la surfae du jet,

es �bres sont arrahées par le ourant d'air et se brisent.

Si la terminologie utilisée n'est pas la même, les auteurs remarquent les similitudes

entre les modes de brisure des jets ronds et des gouttes, ou même des nappes

soumises à un ourant d'air. La formation de membranes est en e�et très prohe
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Rayleigh

u1 = 0:55 m/s

u2 = 22:9 m/s

Membranes

u1 = 0:95 m/s

u2 = 45:8 m/s

Fibres

u1 = 12:6 m/s

u2 = 183 m/s

� Super

pulsating �

u1 = 6:4 m/s

u2 = 183 m/s

Fig. 1.16: Modes de désintégration, extraits des �gures 5,7 8 et 9 de Faragó &

Chigier (1992)

des elle qui se produit dans le mode � bag-breakup � pour les gouttes, et les

�bres rappellent le proessus de � stripping �.

L'e�et de la vitesse liquide est aussi pris en ompte par le nombre de Reynolds

liquide Red1 = u1d1=�1 et intervient don dans la lassi�ation des di�érents

modes dans le plan (We;Red1) de la �gure 1.17.

Les petites vitesses liquide font apparaître des pulsations dans la formation

de l'aérosol de gouttelettes : le liquide est arrahé par paquets. Ces pulsations

apparaissent lorsque le rapport u1=�u est inférieur à environ 13 � 103. Il est

intéressant de noter que ette transition vers un mode de pulsation orrespond à

un rapport des �ux de quantité de mouvement gaz et liquide M =
�2u22
�1u21

supérieur

à une valeur ritique de 7. Cette transition, dite de reirulation, est bien onnue

dans le as de jets homogènes (Rehab et al., 1997) pour lesquels elle se produit à un

rapport de vitesse de 8. Pour des jets liquide-gaz la transition est estimée à M =

35 (Lasheras et al., 1998). L'e�et de M a été pris en ompte dans la onstrution

du diagramme donnant les régimes de brisures (Lasheras & Hop�nger, 2000).
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Fig. 1.17: Modes de désintégration d'un jet d'eau rond dans un ourant d'air oaxial

(d'après Faragó & Chigier, 1992).

Instabilité de isaillement

Tout omme les jets liquides lanés dans une atmosphère immobile, le isaille-

ment ave l'air produit une instabilité qui se traduit par la roissane d'osillations

de la surfae. L'instabilité, due à la disontinuité du pro�l de vitesse, est l'insta-

bilité de Kelvin-Helmoltz. Lorsque les densités des �uides sont très ontrastées

�1 � �2 ainsi que les vitesses �U � 1, les osillations les plus ampli�ées par ette

instabilité ont une longueur d'onde �KH = 3� �
�2�U2 . Dans le as des jets oaxiaux

le pro�l de vitesse n'est pas disontinu ar une ouhe limite s'est développée dans

les tuyères d'amenée des �uides et il faut en tenir ompte dans le alul d'instabi-

lité. Raynal (1997) et Villermaux (1998) ont montré que lorsque l'on modélise les

ouhes limite dans le liquide et dans le gaz par un pro�l de vitesse linéaire par

moreaux, 'est l'instabilité impulsée par le pro�l gazeux d'épaisseur de ouhe

limite Æ qui domine, et les osillations les plus ampli�ées ont pour longueur d'onde

� = 2�=1:5
q

�1
�2
Æ, e dès que �=�KH = We� > 1.

Ces osillations sont advetées sur le jet ave une vitesse de onvetion u =p
�1u1+

p
�2u2p

�1+
p
�2

, et roissent ave un taux d'ampli�ation temporel de r = �2
�1

u2
Æ
. Les

mesures de fréquenes de passage des ondes et de la vitesse de onvetion sur une

installation plane s'aordent parfaitement ave es préditions (Lasheras et al.,

1998).
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Taille des gouttes dans le spray

Dans le as de jets ronds le proessus de brisure et de formation de gouttes a

été peu étudié. Une analyse du spray généré en aval à l'aide d'un Phase Doppler

Partiule Analyser (qui donne vitesse et taille des gouttes quand elles sont sphé-

riques) onduit Yatsuyanagi et al. (1994) à des diamètres de gouttes d32 qui

déroissent ave la vitesse d'air en �u
�1 ' u

�1
2 , analogue en ela ave le om-

portement des tailles de gouttes produites par un jet rapide évoqué dans le para-

graphe préédent. Contrairement aux arguments onernant la brisure de gouttes

dans un ourant de gaz, la taille moyenne des gouttes n'est pas donnée par un

nombre de Weber ritique alulé ave l'éoulement de gaz, ar ei onduirait à

des tailles qui diminueraient selon �=(�2u
2
2), qui est aussi la longueur d'onde de

l'instabilité de Kelvin-Helmoltz.

Dans les études sur l'atomisation il a souvent été postulé que la taille des

gouttes est proportionnée à la taille des longueurs d'ondes les plus ampli�ées sur

le jet, mais auune étude préise de la brisure primaire du jet n'a été onduite. La

brisure seondaire, elle des gouttes dans le ourant de gaz est plus doumentée

(Lasheras et al., 1998). Nous allons voir quels sont les éléments que nous pouvons

apporter pour jeter un pont entre la naissane des ondulations et la tailles des

gouttes dans le spray.

1.4 Distribution des tailles après une fragmentation

Contrairement à la brisure de jets liquides qui donne des gouttes de tailles

monodisperse, l'atomisation due à l'interation aérodynamique produit des dis-

tributions de tailles de gouttes extrêmement larges.

1.4.1 Méanismes de brisure

Passons en revue divers méanismes imaginés pour la fragmentation : en e�et,

la distribution des tailles des objets après brisure dépend fortement du méanisme

qui les génère.

La brisure en asade d'un objet selon le même proessus à toutes les éhelles

produit des distribution log-normales (Kolmogorov, 1941). La distribution log-

normale est la distribution de x ave y = ln(x) distribué de façon gaussienne.

Quand x est la moyenne géométrique d'un grand nombre N de variables aléatoires

xi tel que x = (�Nxi)
1=N , sa distribution tend vers une log-normale, en e�et y est

la moyenne arithmétique y =
P

N yi=N d'un grand nombre de variables aléatoires

et tend vers une gaussienne d'après le théorème entral-limite ; la distribution de

x est don :

p(x) =
1p
2��2

2

1

x

exp

�
�
(ln(x)� hln(x)i)2

2�2
2

�
; (1.5)



1.4. Distribution des tailles après une fragmentation 27

où hln(x)i est la moyenne de ln(x) et �2 =
p
h(ln(x)� hln(x)i)2i son éart-type.

La brisure d'un segment en m+1 moreaux selon m lieux de brisure aléatoire

produit une distribution de probabilité des tailles des moreaux :

p(x) = m(1� x)m�1; (1.6)

qui se démontre en additionnant les probabilités onditionnelles (Marmottant

& Villermaux, 2000), ou de manière géométrique (Longuet-Higgins, 1992). Ce

modèle a été étendu aux dimensions supérieures en onsidérant le déoupage

d'un ube selon des plans parallèles aux faes, selon deux ou trois diretions

orthogonales. Il a été appliqué par Longuet-Higgins (1992) dans le as de la

brisure de bulles prises dans des vagues et par C. Martínez-Bazán & Lasheras

(1999) dans le as de la brisure de bulles injetées dans un jet liquide turbulent.

Ce modèle impose de onnaître le nombre de brisure, et s'applique surtout dans

le as d'un faible nombre de brisures.

A l'inverse de la fragmentation aléatoire, Cohen (1990, 1991) onsidère les

gouttes formées par la brisure explosive d'une goutte omme l'agglomération aléa-

toire de gouttelettes élémentaires de taille dmin. Leur taille est la taille minimale

dans un spray de gouttelettes de taille uniforme, sahant que l'énergie de surfae

N��d
2 atteignable dépend de l'énergie inétique initiale. Les distributions qui

résultent de la ombinaison la plus probable de toutes les partiules, sont des

distributions de Poisson sur le nombre de gouttelettes agglomérées i :

p(i) =
hiii

i!
exp(�hii) (1.7)

où i est le rapport du volume de l'agrégat et du volume de la goutte minimale,

i = v=vmin = (d=dmin)
1=3.

Suivant la même type de démarhe statistique, on peut onsidérer que l'en-

semble des gouttes est un système qui est dans l'état qui maximise l'entro-

pie, lorsqu'il s'agit alors d'un système ayant évolué pendant un temps assez

long de manière à e que toutes les possibilités aient été explorées. L'entropie,

qui mesure le désordre du système ou l'absene d'information, est dé�nie par

S = �k
P

i pi ln(pi) dans le as d'un système disret de probabilité, et par

S = �k
Z 1
0

p(x) ln(p(x)Æx)d(x)

lorsqu'elle est assoiée à la distribution ontinue de probabilité p(x) (Diu et al.,

1989). La onstante Æx est la préision de la mesure, qui est introduite pour

respeter l'homogénéité de la relation ; elle ajoute un terme onstant à l'entropie.

La distribution qui maximise l'entropie lorsqu'auune ondition n'est imposée

est la distribution uniforme : tous les diamètres sont possibles. Si l'on impose
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une ontrainte sur notre système en �xant le moment d'ordre n de la variable,

hxni = mn, la méthode des multipliateurs de Lagrange fournit des distributions

di�érentes. Si la moyenne hxi = m1 est imposée, p(x) = 1=m1 exp(�x=m1) est

alors la distribution qui maximise l'entropie (x varie toujours de 0 à 1), et si en

plus la variane m2 est imposée, on obtient une gaussienne p(x) � exp(�x=m1�
x
2
=m2).

1.4.2 Observations dans les sprays

L'approximations des distributions de volumes de gouttelettes par des lois

log-normales est l'une des plus utilisée, elle néessite seulement deux paramètres :

une moyenne et un éart-type. Il existe par ailleurs un grand nombre de fontions

à paramètres utilisées pour approher les mesures de distributions (voir Lefebvre,

1989, pour une revue). Remarquons que les observations suggèrent parfois une

déroissane des tailles de gouttes de nature exponentielle (�gure 1.2).

Dans les sprays issus d'injeteurs de arburant, les distributions expérimen-

tales présentent une forme similaire : Simmons (1977a) note que les distributions

de volumes de gouttes peuvent être aratérisée par un seul paramètre, tel le

diamètre de Sauter d32 ou le diamètre massique moyen d0:5 (médiane de la dis-

tribution des volumes de gouttes). Ces deux grandeurs sont dans un rapport

onstant de d0:5=d32 = 1:2 à 5% près. La distribution du nombre de gouttes suit

une loi exponentielle autour du diamètre massique moyen sur une large gamme

(Simmons, 1977b).
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1.5 Plan de la thèse

L'exposé de e mémoire est divisé en inq parties.

Le dispositif expérimental produisant un jet liquide entouré d'un jet gazeux de

même axe sera tout d'abord dé�ni (hapitre 2), et la géométrie des éoulements

de liquide et de gaz en sortie préisée. Nous dérirons aussi les tehniques de

visualisation que nous avons utilisées pour observer le jet liquide et le brouillard

qui s'en détahe.

La partie suivante (hapitre 3) s'intéressera à l'instabilité de la surfae qui

se produit dès la sortie du jet liquide. Nous étudierons les longueurs d'onde pré-

férentiellement produites. Une analyse de stabilité montrera que la surfae est

instable selon des modes azimutaux et que es modes président à la formation de

digitations liquides.

Le devenir des digitations dans le ourant gazeux est d'être fortement étirés

sous la forme de �ns ligaments. Le moment de leur brisure et les tailles des goutte-

lettes qui sont rées seront examinées au regard des tailles initiales émergeant de

l'instabilité azimutale. Les gouttelettes forment un spray dont les aratéristiques

s'obtiennent par analyse d'images. Nous montrerons que les tailles sont réparties

de façon universelle (hapitre 4).

Nous examinerons ensuite la dynamique des ligaments, en les étudiant indivi-

duellement au travers d'une expériene simple de réation de ligaments, entraînés

par un tube apillaire. Nous verrons quel sont les paramètres qui déterminent la

taille de brisure du ligament et la distribution des tailles de gouttes produites

(hapitre 5).

Les proessus d'instabilité de surfae et d'atomisation onduisent à l'augmen-

tation de l'aire interfaiale et de la rugosité de la surfae, et nous expliiterons

au ours du dernier hapitre (6) omment es proessus se traduisent dans les

aratéristiques géométriques du ontour des images du jet.

L'in�uene de turbulenes de l'éoulement sur les méanismes d'atomisation

du jet fera l'objet d'une annexe.
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Chapitre 2

Méthodes expérimentales

N
ous allons dérire dans e hapitre omment a été onçu le dispositif

expérimental visant à produire un jet de liquide entouré par un jet de gaz

oaxial dans les onditions les plus laminaires possibles. Puis nous aratériserons

les pro�ls de ouhe limite obtenus dans le jet d'air. Seront en�n détaillées la

visualisation de l'éoulement et la méthode de détetion automatique des gouttes

sur les images.

2.1 Prodution du jet liquide et du jet gazeux

2.1.1 Injeteur oaxial onvergent

L'éoulement de liquide et de gaz est a été produit par un injeteur oaxial

onvergent pour la tuyère liquide entrale et pour la tuyère gaz qui l'entoure

(Figure 2.1). La onvergene des tuyères d'injetion du liquide au entre et du

gaz autour, qui induit une ontration des setions de 6.9 pour le jet liquide et

de 6 pour le jet gaz, réduit le taux de turbulene et assure un éoulement plus

laminaire (voir la desription de l'e�et de la ontration dans la thèse de Raynal,

1997).

2.1.2 Shéma d'ensemble

Le dispositif expérimental est agené de la façon suivante (�gure 2.2): l'inje-

teur est �xé vers le bas sur un plateau situé à 1m50 du sol, les �uides sont injetés

dans un espae muni de protetions latérales qui permettent de ne pas perdre le

spray sur les �tés et de le réupérer dans une uve. Une évauation de liquide

permet de réupérer les liquides au fond de la uve réeptale. Les vapeurs sont

évauées plus haut, grâe à des ouvertures larges dans les protetions. Dans le as

où le liquide était de l'éthanol, les vapeurs, qui ontenaient aussi des gouttelettes,

étaient aspirées à l'aide d'un ventilateur et évauées à l'extérieur du bâtiment.

Les débits liquides sont repérés par un débitmètre à �otteur Kobold, qui a



32 Chapitre 2. Méthodes expérimentales

D1

D2

U2U1

x

y
liq

ui
de ga

z

ga
z

U2

Fig. 2.1: Shéma de l'injeteur : D1 et D2 sont les diamètres intérieurs et extérieurs

de la ouronne et e son épaisseur, u1 et u2 les vitesses des jets oaxiaux. D1 = 8mm,

D2 = 11:4mm et e = 1:7mm. La lèvre qui sépare les deux jets est épaisse de 0:2mm en

sortie.

été étalonné en réalisant des pesées hronométrées. Sa préision de leture est

d'environ 2%. Nous l'avons utilisé pour mesurer les vitesses du liquide jusqu'à

0.94 m/s qui sa limite de validité, pour des vitesses plus grandes nous avons

reonduit des mesures de débit. Le débit d'air est mesuré par un débitmètre M

Millan à turbine. Celui-i a été étalonné en produisant le débit d'air dans un

tube de setion de sortie large, dans lequel était plaé un tube de Pitot relié à un

miromanomètre Furness, et qui donnait la vitesse de l'éoulement. L'indiation

numérique donnée est linéaire ave la vitesse d'air pour les petites vitesses, puis

sous-estime la vitesse. Nous avons utilisé une régression polynomiale d'ordre 4

pour relier l'indiation à la vitesse réelle sur toute la gamme. La préision de

mesure annonée par la onstruteur est de 3% .
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eau du laboratoire
ou liquide d’une cuve
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Fig. 2.2: Shéma du dispositif expérimental.

2.1.3 Pro�ls de vitesse en sortie de la tuyère d'air

Sur un dispositif similaire réant aussi un ourant liquide et un ourant ga-

zeux, mais séparés par une interfae plane, Raynal (1997) avait montré que 'est

l'épaisseur de la ouhe limite gazeuse, juste en sortie d'injeteur, qui détermine

les paramètres de l'instabilité. Cette ouhe limite se développe sur la paroi de

séparation du liquide et du gaz. Il s'en développe aussi une sur la paroi du tube

externe dans le gaz, qui est du même ordre d'épaisseur omme nous allons le voir.

La ouhe limite dans le liquide, qui se rée sur la paroi interne du tube entral

ne ontr�le pas l'instabilité de isaillement et n'a don pas été mesurée.

La tehnique de l'anémométrie à �l haud permet de reonstituer le pro�l

de la vitesse d'air sur un rayon de la ouronne, ave une vitesse de jet liquide

nulle (Figure 2.3). Le prinipe de l'anémométrie à �l haud est le suivant : un

�l onduteur extrêmement �n � de l'ordre de 5 mirons de diamètre dans notre

as, de type Wollaston � est maintenu à une température onstante de l'ordre de
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Fig. 2.3: Pro�ls de vitesse en sortie d'injeteur.

t = 450ÆC par un anémomètre DISA qui délivre une tension liées à aux pertes

thermiques onvetives, et don à la vitesse d'air.

Le �l est positionné par un système tridimensionnel MiroControl le plus

près possible de la sortie de l'injeteur, à moins d'un millimètre. Nous avons

partiulièrement veillé d'une part à plaer le �l dans un plan perpendiulaire à

l'éoulement, et d'autre part à l'orienter ensuite orthogonalement au rayon de

pro�l sur lequel il se déplae, don selon u� : la surfae sensible du �l haud est

en e�et de l'ordre du demi millimètre, et la vitesse dans la ouhe limite varie sur

des distanes bien plus petites dans la diretion du rayon Oy.

Les pro�ls obtenus reonstituent bien une transition depuis un éoulement

bien établi pour les petites vitesses d'air, quasiment de type Poiseuille, vers un

éoulement bouhon ave ouhes limites sur la paroi interne et externe (�gure 2.4

a). L'épaisseur de la ouhe limite est aratérisée par l'épaisseur de vortiité Æ

dé�nie par :

Æ =
Umax � Umin

dU
dy
jmax

: (2.1)

Les mesures e�etuées ave di�érents débits d'air montrent que Æ est inversement

proportionnelle à la raine arrée du nombre de Reynolds Re = eu2
�2

onstruit

à l'aide de l'épaisseur e de la ouronne (Figure 2.4 b) � e qui est un résultat
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lassique de la ouhe limite laminaire � et que l'épaisseur de vortiité suit la

relation :

Æ

e

=
5:6
p
Re

: (2.2)
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Fig. 2.4: (a) Pro�ls de vitesse dans la ouronne d'air en fontion du rayon, sans jet de

liquide. Vitesses d'air maximales de 2.1, 4.3, 5.4, 8.7, 14, 42 et 90 m/s. (b) Epaisseur

de vortiité adimensionnée par l'épaisseur de l'entrefer en fontion Re = eumax=�2.

Cerles : épaisseur de la ouhe intérieure touhant le jet, arrés : épaisseur de la ouhe

extérieure, ligne : 5:6Re�1=2.

2.2 Propriétés des �uides

Les liquides utilisés ont été :

� l'eau du laboratoire,

� une solution d'éthanol à 95 % (alool à brûler) qui a permis d'étudier l'in-

�uene de la tension de surfae,

� une solution de glyérol (glyérine blanhe) diluée dans l'eau à 60 % en

volume qui a permis quant à elle d'étudier l'e�et de la visosité du liquide

à tension de surfae similaire.
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La présene d'un surfatant à la surfae abaisse la tension de surfae de l'eau

et une première idée aurait été d'en diluer dans le liquide injeté pour faire va-

rier à volonté la tension de surfae. Ce serait une erreur : en e�et la inétique

d'adsorption à la surfae n'est pas instantanée et la surfae réée par lors de la

sortie du jet est initialement vierge, don de tension inhangée par rapport à

l'eau pure, puis elle diminue ave l'adsorption des moléules ontenues dans le

liquide. L'étirement de la surfae ralentit de plus l'adsorption dont les temps a-

ratéristiques sont souvent de l'ordre de la milliseonde. La mesure de la tension

de surfae sur des nappes étirées fournit d'ailleurs une méthode qui permet de

retrouver la inétique d'adsorption des moléules (Marmottant et al., 2000). C'est

pourquoi il est préférable d'utiliser des liquides purs et dépourvus de tensio-atifs

dans les expérimentations d'éoulement à surfae variable.

Les tensions de surfae des liquides hoisis ont été déterminées par la méthode

de la goutte pendante en atmosphère saturée (Wilkinson, 1972), qui onsiste à

relier le poids des gouttes qui se détahe d'un apillaire à la fore de apillarité

qui les retient sur la sortie du apillaire. Les gouttes doivent être formées très

douement pour éviter tout e�et inertiel lors du détahement de la goutte. Les

densités sont quant à elles évaluées par pesée d'un pynomètre, qui permet des

mesures préises de volume. Pour la solution de glyérol, le visosimètre de Baumé

(dispositif permettant la mesure de la vitesse d'un éoulement de Poiseuille à

travers un apillaire) montre que la visosité dynamique de la glyérine pure est

1000 fois elle de l'eau, et que dans le as de notre solution à 60 % en volume

elle est de 14 fois elle de l'eau à 20ÆC (voir l'ensemble des résultats table 2.1).

La visosité dynamique de l'éthanol est quant à elle prohe de elle de l'eau (1.34

mPa.s d'après les données du CRC Handbook of Chemistry and Physis).

Tab. 2.1: Tensions de surfae, densités et visosités dynamiques, mesurées à

20ÆC.

tension de surfae densité visosité

(mN/m) (entiPoise)

eau 69 �1 1 1.14 �0.01
éthanol 25 �1 0.79 1.34

glyérol 60 % 70 �1 1.16 16.0 �0.2

La vitesse débitante du jet d'eau est au maximum de 3 m/s (ReD1 = 23000)

la limité étant imposée par la pression du réseau d'eau de ville, alors qu'ave

l'éthanol et la solution de glyérol 'est la hauteur de la uve à niveau onstant

qui ne nous a pas permis de dépasser 1 m/s.

Le gaz injeté est l'air fourni par le réseau d'air omprimé du laboratoire

(dont la pression est au minimum de 5.6 bars). Un détendeur réglé à 5 bars,
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nous a a�ranhi des variations de pression du réseau. La vitesse maximale de jet

annulaire d'air que nous avons pu atteindre est 70 m/s (Ree = 8000).

2.3 Visualisation

2.3.1 Visualisation pontuelle ave un laser pour mesurer des fréquenes

de passage

Le passage d'ondulation de la surfae du jet a été observé ave un faiseau laser

�n qui passe tangentiellement à la surfae. Une photodiode reçoit le laser de l'autre

�té du jet, de sorte qu'une ondulation obsurit le faiseau ou le dévie se qui

se traduit par une intensité laser moindre au niveau de la photodiode (�gure 2.5

a). Le signal de la photodiode est digitalisé sur une arte d'aquisition 16 bits

MIO-Lab 16XH. Le spetre en fréquene est réalisé par transformée de Fourier

rapide sur une suite d'au moins 1024 mesures, réalisée ave un taux d'aquisition

de 2000 Hz, e qui permet de voir des fréquenes du signal jusqu'à 1000 Hz

d'après le théorème de Shanon. Un grand nombre d'aquisition est néessaire pour

moyenner le résultat et obtenir un spetre onvergé donnant la densité d'énergie,

arré des amplitudes E(f) assoiées aux modes de Fourier. Le spetre met en

évidene les fréquenes de passage sous forme de pis pour le fondamental et ses

multiples harmoniques (�gure 2.5 b).
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Fig. 2.5: Gauhe : Intersetion du faiseau laser (vu dans son axe) et de la surfae

Droite : Spetre du signal de passage
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2.3.2 Prise d'images

La sène est élairée par un éran di�useur derrière lequel on a plaé une soure

lumineuse (�gure 2.6). Les mouvements du jet sont rapides : une exposition ourte

spot 
continu
ou flashs

écran 
diffuseur

caméra

Fig. 2.6: Disposition de l'élairage.

est néessaire pour la prise d'images. Il existe deux possibilités : soit utiliser un

obturateur rapide ave une soure ontinue de lumière, soit utiliser un �ash dont

le temps d'élair est ourt. La deuxième solution a l'avantage de ne pas perdre

de lumière, elle impose par ontre de synhroniser les délenhements du �ash de

façon à e qu'ils se produisent pendant l'ouverture de la améra.

Nous avons don mis au point un système omposé de deux ampoules �ash

à ar-ourt au Xénon (modèle FXP 850 de EG&G EletroOptis). Chaune de

es ampoules est assoiée à un délenheur d'impulsion et à un ondensateur de

C = 2�F , hargé sous une tension de U = 1000 Volts. L'énergie déployée lors

d'un élair est don de l'ordre CU2
=2 = 1 Joule. Le signal d'émission lumineuse

obtenu aux bornes d'une photorésistane plaée devant le �ash montre un pi

asymétrique, de montée rapide et de déroissane lente, de largeur à mi-hauteur

d'environ 5�s (�gure 2.7). Les deux �ashs sont indépendants, e qui permet de

délenher suessivement l'un puis l'autre, déalés d'un temps ontr�lable à l'aide

d'un module de synhronisation. Ce module autorise la répétition du même �ash :

au total nous pouvons don émettre 4 élairs suessifs. Si la améra est de type

vidéo, le module de ommande synhronise l'émission des �ashs ave l'ouverture

de l'obturateur életronique de la améra, en se basant sur le signal vidéo.

Assoié à une améra vidéo ou à une améra haute résolution, e système de

�ash permet de �ger le mouvement pour extraire des informations de taille et

de déplaement. Pour suivre tous les détails du développement d'un mouvement

nous avons plut�t utilisé une améra rapide de moins bonne résolution spatiale

mais qui permettait une très bonne résolution temporelle.
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Fig. 2.7: Signal d'émission du �ash tel qu'observé à l'osillosope (5�s par division).

Type Vidéo Haute résolution Rapide

Marque Sony Hamamatsu Kodak Ektapro

Modèle 8500 CE (vidéo) Ora C4792-95-12 Hs Motion Analyser 4540 MX

Carte d'aquisition Grafteh intégrée intégrée

Résolution 768x256 (trame) 1280x1024 256x256 (f � 4500 Hz)

Niveaux de gris 8 bits 12 bits 8 bits

Fréquene 50 Hz � 4 Hz ! 4500 Hz pleine image

d'aquisition ! 40500 Hz image réduite

Elairage �ash 5 �s, 1 J �ash 5 �s, 1 J spot de 1000W

Tab. 2.2: Caméras utilisées.

Nous avons don utilisé trois améras monohromes au ours de ette thèse :

une améra vidéo lassique, une améra haute résolution et une améra rapide

(table 2.2).

Ces améras étaient munies d'un objetif photographique Nikkor 55mm ma-

ro, muni d'une bague adaptatrie pour la �xation sur les améras. Des bagues

allonges ont parfois été ajoutées pour s'approher plus près de l'objet, la plus

grande d'entre étant de 18mm.

Les images ont été prinipalement analysées à l'aide du logiiel NIH Image, dé-

veloppé par le National Health Institute, initialement pour la détetion de ellules

biologiques) de Wayne Rasband (disponible à l'URL http://rsb.info.nih.gov/nih-

image). Nous avons aussi utilisé sa version adaptée pour l'annotation d'objets,

Objet Image, développée par Norbert Visher de l'Université d'Amsterdam (dis-

ponible à l'URL http://simon.bio.uva.nl/objet-image.html).
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2.4 Détetions de gouttes

La brisure du jet liquide produit de multiples gouttelettes réparties dans l'es-

pae sous forme de spray. La distribution des tailles de gouttes, s'obtient par la

olletion d'un ensemble le plus nombreux possible de tailles de gouttes, dans

une zone donnée de l'espae. Les tehniques d'anémométrie laser Doppler (Phase

Doppler Partiule Analyser), qui utilisent un réseau d'interfrange entre deux la-

sers à un endroit donné de l'espae, mesurent les vitesses de passage des gouttes

ainsi que leur taille. L'inonvénient de ette tehnique est qu'elle ne fontionne

que dans des sprays peu denses et que les tailles ne sont mesurées que lorsque les

gouttes sont sphériques, e qui est loin d'être le as juste après la brisure du jet

liquide.

Pour d'étudier la zone de spray juste après sa formation, l'imagerie fournit

une méthode direte d'observation des tailles et vitesses. De part leur dispersion

dans l'espae, les gouttes sont à des distanes variables à l'objetif : leur taille

apparente dépend de ette distane. Pour mesurer des longueurs sur l'image il

importe que les tailles apparentes soient alibrées de la même façon. Ce n'est

pas possible lorsqu'elles ne sont pas toutes dans le même plan. Nous avons alors

déidé de travailler à faible profondeur de hamp, e qui signi�e en pratique ouvrir

su�samment le diaphragme de l'objetif (�gure 2.8). Les gouttes nettes, situées

Fig. 2.8: Instantané dans le spray.

près du plan foal ont alors toutes la même alibration. Les gouttes �oues sont

situées soit trop près de l'objetif, don trop en avant du plan foal, soit trop loin

de l'objetif et don trop en arrière du plan foal de sortes qu'elles apparaissent

soit trop grandes soit trop petites. Il sera don néessaire de les éliminer lors des
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mesures de tailles. Travailler ave un faible profondeur de hamp et éliminer les

gouttes �oues permet de plus de limiter les superpositions de gouttes sur l'image,

qui faussent la détetion des gouttes.

Pour réaliser des statistiques nous avons voulu onnaître un grand nombre

de tailles de gouttes issues de la brisure. Avant de présenter l'algorithme d'élimi-

nation automatique des gouttes �oues, nous détaillerons la proédure que nous

avons utilisée pour éliminer les inhomogénéité du fond de l'image, puis quelles

sont les origines des dégradés de gris sur des images de gouttes, leur modélisation

par une tahe de �ou, et en�n l'algorithme qui évalue les gradients de gris et

élimine les gouttes �oues.

2.4.1 Elimination de l'image du fond

Sur nos images, le nombre de niveaux de gris dépend de l'éhantillonnage du

signal lumineux apté sur haque pixel de la améra : il est typiquement sur 8 bits

(soit 256 niveaux) mais pour les améras de qualité il s'élève à 12 bits (soit 4096

niveaux). Par la suite nous utiliserons pour dérire le niveau de gris un indie N

de niveau de noir et un indie B de niveau de blan dé�nis omme suit : si un

pixel est omplètement noir sont intensité est N = 1, et si il est omplètement

blan elle est N = 0. L'indie de blan B est son omplémentaire B = 1� N , il

vaut B = 1 pour du blan pur et B = 0 pour du noir.

Sur une image ave des objets, le fond (qui est l'image direte de l'éran

di�useur) n'est pas entièrement blan et présente des pixels d'intensité N >

0, à ause des inhomogénéités de l'élairage, et ela nuit à l'homogénéité de la

détetion. A�n de gommer es hétérogénéités d'élairage, deux méthodes sont

possibles lorsque l'on a aussi pris une image du fond sans les objets :

� La soustration : N = Nimage �Nfond rend le fond uniformément blan (ni-

veau de noir N = 0) là où il n'y pas d'objets, ailleurs la présene d'un

objet augmente le niveau de noir. L'inonvénient de ette méthode est que

les parties omplètement opaques et noires sont légèrement illuminés après

soustration ;

� La division : B = Bimage=Bfond ; ette méthode suppose que la présene

d'objets modi�e le oe�ient t de transmission de la lumière selon une

loi linéaire Bimage = tBfond. Un objet opaque sera don aratérisé par

une transmission nulle et un objet transluide par une transmission 1.

L'image ave un fond uniformément lumineux (Bfond = 1) serait don

B = t = Bimage=Bfond. L'avantage de ette méthode est de rendre le fond

parfaitement blan et les objets opaques parfaitement noirs ; son inonvé-

nient est d'ampli�er les variations d'intensités de blans du fond lorsqu'elle

sont faibles.
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Nous avons utilisé la seonde méthode ar le fond de nos images était su�samment

lumineux (�gure 2.9).

Fond

Original Soustraction

Division

Fig. 2.9: Soustration et division de l'image du fond.

2.4.2 Origine des dégradés de gris sur les images

Les pixels situés hors de l'image des éléments liquides sont uniformément blan

après soustration de l'image de fond. Par ontre l'image du liquide présente

toujours des nuanes de gris.

la transmission à travers le liquide

Le jet ou les gouttes liquides ne sont pas omplètement opaques à la lumière

de l'éran di�useur qui est plaé dans le fond du hamp visuel de la améra. La

surfae ourbe du liquide se omporte omme un dioptre plus ou moins ylindrique

pour le jet, sphérique pour les gouttes. Il y a don à l'intérieur du jet et des gouttes

un halo lumineux qui n'est autre que l'image optique de l'éran lumineux par le

dioptre liquide. Ce halo a un aspet retangulaire dans le jet et irulaire dans

les gouttes (voir la �gure 1.7 par exemple).
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La taille de e halo est diretement liée à la taille de l'éran : nous avons don

restreint au maximum la taille de l'éran qui restait en dehors du hamp de la

améra en apposant des ahes, tout en veillant à onserver un fond entièrement

lumineux dans le adre de l'image. Nous avons essayé d'éviter de restreindre la

zone élairée de l'éran par des bords nets, et plut�t reherhé des ahes pas

omplètement opaque, ar les bords nets intérieurs à l'image de la goutte gênent

l'algorithme de séletion des gouttes nettes que nous allons dérire plus loin.

le �ou inhérent au système optique

L'autre raison pour laquelle notre image n'est pas parfaitement ontrastée

noir/blan tient à l'inévitable �ou de notre système optique : l'image d'une soure

pontuelle n'est pas un point mais une tahe, appelée tahe de �ou. Cette tahe

de �ou est la superposition de plusieurs phénomènes optiques.

Le premier est la di�ration par l'ouverture irulaire de l'objetif : elle appa-

raît pour de forts grossissements. Elle est ommune en observation astronomique.

Ave une lunette ou un télesope muni d'un oulaire de fort grossissement, l'image

d'une étoile dont le diamètre apparent devrait être indisernable même ave le

grossissement est une tahe de di�ration (tahe d'Airy). Cette tahe est ompo-

sée d'un halo entral et d'anneaux onentriques d'intensité déroissante, visibles

lorsque le système optique est de qualité. Cette tahe a pour taille angulaire

2:44�=D, � étant la longueur d'onde lumineuse, D le diamètre d'ouverture. Pour

un objetif de foale F , l'image d'un objet situé à l'in�ni est une tahe de dimen-

sion 2:44�F=D = 2:44�N , ave N le nombre d'ouverture. Notre objetif fermé au

maximum à N = 16 produit don des tahes de taille de 30nm, bien en dessous

de la résolution maximale obtenue, qui est de l'ordre de 10�m par pixels. Nous

ne devrions don pas l'observer pour des objets situés à l'in�ni. Pour les gouttes

observées de près, l'adjontion de bagues-allonges augmente la distane foale,

mais pas su�samment pour observer la tahe de di�ration.

Le seond, di�ile à évaluer, est relatif à la qualité du système optique. Nous

pensons avoir réduit au maximum les aberrations optiques grâe à l'utilisation

d'un objetif photographique estampillé Maro, qui permet d'observer à petites

distanes (jusqu'à 24m). Nous avons tout de même été ontraints de lui adjoindre

des bagues, d'une part pour le raordement ave la améra, d'autre part pour

allonger la foale de manière a observer d'enore plus près nos objets (à environ

10m). L'objetif travaillant en dehors de ses onditions d'utilisations normales

est don néessairement limité dans ses performanes, e qui se traduit par un

léger �ou.

Nous prendrons omme exemple des images de gouttes, produites par l'ato-

misation du jet et réalisées par la améra haute résolution ave une grande pro-

fondeur de hamp. De plus es gouttes sont prohes du plan foal, de sorte que



44 Chapitre 2. Méthodes expérimentales

toutes les gouttes présentent le même degré de �ou, ou de netteté si l'on préfère,

qui est inhérent au système optique.

Les pro�ls de niveau de gris sont obtenus à partir d'images individuelles de

gouttes (Figure 2.10 a). Nous appliquons pour ela un �ltre qui binarise l'image en

noir et blan selon que les pixels ont une intensité de niveau de noir supérieure à un

seuil donné ou non (voir sur la Figure 2.10 b une représentation tridimensionnelle

des niveaux de gris). Nous relevons alors sur ette image le nombre de pixels noirs

omposant la goutte, halo intérieur ompris, pour di�érents seuils de détetion

sur les niveaux de gris augmente. Nous obtenons ainsi la surfae S en unité de

pixels arrés, de laquelle nous déduisons un diamètre équivalent d, dé�ni par le

diamètre du disque de même surfae �d2=4 = S (Figure 2.11). Les gradients de

(a) (b)

Fig. 2.10: (a) Images de gouttes ave une résolution de 27 pixels/mm (adres de 70

pixels de large). (b) Représentation 3D des niveaux de gris d'une goutte.

niveaux de gris sont du même ordre sur les gouttes images, ave une épaisseur de

transition 2�x d'environ 12 pixels entre le niveau N = 1 et N = 0. Le gradient

d'intensité à mi-hauteur est don �N=�x = �1=6.
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Fig. 2.11: Diamètre observé en fontion du niveau de gris seuil, pour des gouttes prises

dans les mêmes onditions.

l'éart au plan foal

Le phénomène le plus intuitif qui induise un dégradé de niveau de gris est

l'éart au plan foal, plan de netteté optimale. Des objets situés au-delà ou en-

deçà de e plan ne sont plus �au point�. La largeur de l'espae où la netteté

est admissible est appelée profondeur de hamp, et dépend de l'ouverture de

l'objetif ; elle augmente lorsque l'on ferme l'objetif. Les objets qui sont en dehors

de ette région peuvent paraître �ous. En fait, pour être préis, tout objet situé

à une distane X non nulle du plan foal est �ou.

Dans le adre d'une approximation d'optique géométrique, négligeant toute

di�ration, la tahe de �ou d'une soure pontuelle est l'intersetion entre le plan

foal et le �ne issu de ette soure ave pour base la pupille d'entrée de l'objetif

(�gure 2.12). Si l'on ompte X positivement lorsque l'on s'éloigne du plan foal,

et si l'on note dP la distane entre le plan foal et la pupille de diamètre D, alors

le diamètre de ette tâhe de �ou est

� = D

???? X

dP +X

???? ; (2.3)

et il augmente linéairement pour les petites distanes X autour du plan foal.

En réalité � ne tend pas vers 0 lorsque l'on s'approhe du plan foal puisque

l'on atteint la résolution du système optique qui a toujours un �ou intrinsèque,

dû soit à la di�ration soit à la qualité optique, omme nous l'avons vu dans le

paragraphe préédent.
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dréel

Fig. 2.12: Modélisation géométrique du système optique (d'après Bongiovanni et al.,

1997).

La di�ration et la qualité du système optique produisent une tahe de �ou de

taille onstante qui ne dépend pas de l'objet observé. L'éart au plan foal ajoute

par ontre une ontribution dont l'importane dépend de la position de l'objet.

C'est ette propriété qui nous permettra de rejeter les gouttes trop éloignées du

plan foal ave notre algorithme de omptage.
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2.4.3 Modélisation des pro�ls par onvolution d'images nettes ave une

tahe de �ou

L'image d'une soure pontuelle est une tahe de �ou : ette tahe est la

réponse du système optique. Si le système en question est linéaire et invariant

par translation, l'image observée est la onvolution spatiale de l'image apparente

idéalement nette et de la tahe de �ou.

Tahe irulaire

Bongiovanni (1996) modélise la tahe de �ou par un disque d'intensité uni-

forme de diamètre � ou de rayon R�. L'intensité image O de la tahe de �ou est

en fontion de la distane � au entre du disque image :

O�(�) =
1

�R
2
�

si � � R� et O�(�) = 0 sinon: (2.4)

L'image d'un objet est la superposition des tahes de �ou O� provenant de

haun des points de l'image idéalement nette Bnet. L'intensité de blan B = 1�N
de l'image est don la onvolution spatiale de l'objet et de la tahe de �ou :

B = Bnet 
O�: (2.5)

La normalisation en 1=�R2
� de O� provient du fait qu'un plan in�ni uniforme a

produit est inhangé par rapport a son image qui a don la même intensité.

S'il n'y avait pas de �ou (ave une ouverture in�niment petite, sans di�ra-

tion et défaut optique), l'objet apparent, de taille d dans le plan foal, serait

simplement agrandi ou diminué par rapport à l'objet réel, de taille dr�eel. Il se-

rait la projetion de l'objet réel sur le plan foal, ave un rapport homothétique

d=dr�eel = dP=(dP +X) (�gure 2.12). On note bien que l'image apparente diminue

lorsque X augmente ave X > 0, et qu'elle augmente lorsque �X augmente ave

X < 0. Pour des distanes foales grandes devant le diamètre des gouttes sphé-

riques, l'image d'une boule est prohe de l'image d'un disque de même diamètre.

Nous modéliserons don les images de gouttes Bnet par des images de disques

opaques de diamètre apparent d. L'intensité image d'un disque net de diamètre

apparent d est une fontion qui vaut 1 à l'intérieur du disque et 0 à l'extérieur.

L'image �oue est sa onvolution ave O� selon l'équation 2.5 (�gure 2.13).

d ∆

Fig. 2.13: Convolution de l'image nette par une tahe de �ou irulaire uniforme.
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Le résultat analytique de la onvolution s'exprime en fontion des variables

adimensionnelles �� = �=(d=2) et �� = �=d :

�
� � 1 + ��

N(��) = 0 (2.6)

�
� � j1���j N(��) = min(1; 1=��2) (2.7)

j1���j � �
� � 1 + ��

N(��) =
1

���2 aros

�
�
�2 + 1���2

2��

�

+
1

�

aros

�
�
�2 � 1 + ��2

2����

�
�

1

2���2

q
2��2 + 2��2��2 + 2��2 � 1���4 � �

�4

(2.8)

toujours d'après Bongiovanni. Ces expressions dérivent le pro�l tel qu'on l'ob-

serve en e�etuant un relevé des intensités selon un diamètre de l'image (Figure 2.14).

Les pro�ls ainsi obtenus présentent des gradients similaires pour d� � :
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Fig. 2.14: Pro�l résultant de la onvolution de disques ave une tahe irulaire de

largeur Æ, ave d=� = 1=2; 1; 2; : : : ; 10. Les erles représentent la valeur du pro�l sur

le bord de l'objet.

dN

dx

(d=2) = �
4

��
; (2.9)

mais ils présentent des disontinuités lorsque N tend vers 0 ou la valeur maximale

alors que les pro�ls expérimentaux de la �gure 2.11 ont des variations ontinues.

De plus leurs intensités de noir sont saturées au entre de l'image.
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Tahe lorentzienne

Nous obtenons une meilleure desription des pro�ls de gouttes en supposant

que la tahe de �ou a un pro�l de forme Lorentzienne de largeur à mi-hauteur � :

L�(�) =
1

��=2

1 +
�

x
�=2

�2 (2.10)

Pour simpli�er le alul nous allons e�etuer la onvolution (Figure 2.15) des

pro�ls uniquement selon un axe d'absisse x (onvolution unidimensionnelle selon

la variable x ave � = jxj) :

B(x) = Od(x)
 L�(x) =
1

�

�
artan

�
2x+ d

�

�
� artan

�
2x� d

�

��
: (2.11)

d ∆

Fig. 2.15: Convolution de l'image nette par une tahe de �ou de pro�l lorentzien.
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Fig. 2.16: Pro�l résultant de la onvolution de disques de taille d ave une tahe lo-

rentzienne de largeur à mi-hauteur Æ, d=� = 1=2; 1; 2; : : : ; 10. Les erles représentent

la valeur du pro�l sur le bord de l'objet.
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Les pro�ls obtenus (Figure 2.16) présentent aussi des gradients d'intensité

similaires sur les bords pour les gouttes grandes devant la tahe de �ou . En e�et

pour d� �, le gradient d'intensité est maximum au bord (� = d=2), et vaut

dN

dx

(d=2) = �
2

��
: (2.12)

Lorsque la largeur à mi-hauteur des lorentziennes est deux fois plus petite que

le diamètre des tahes irulaires alors les gradients sont identiques par les deux

méthodes d'après l'Eq. (2.9). Le gradient de niveaux de gris des images expé-

rimentales de la �gure 2.11 est d'environ �1=6 pour les grandes gouttes, e qui

orrespond à une tahe de �ou lorentzienne de largeur à mi-hauteur � ' 4 pixels,

d'après l'équation 2.12. Mis à part la plus grosse goutte, l'aord entre les pro�ls

lorentziens et expérimentaux est raisonnable pour ette valeur (�gure 2.17).
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Fig. 2.17: Comparaison des pro�ls expérimentaux ave des tahes lorentziennes �=4

pixels.

Gradient et taille apparente

Pour les gouttes dont le diamètre d est petit devant � le gradient n'est pas

maximum à la position du bord mais plus loin (�gure 2.18, gauhe), et sa valeur

est amoindrie (�gure 2.18, droite). La position du maximum de gradient n'est

don pas un bon ritère pour évaluer la taille des gouttes.

Imposer un seuilNs sur les niveaux de gris revient à relever le bord de la goutte

à l'absisse x telle que N(x) = Ns. Le diamètre apparent dapp = 2x s'obtient en
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Fig. 2.18: Gauhe : Position du maximum du gradient. Droite : valeur du gradient.

inversant la fontion pro�l N(x) :

dapp

d

=

s
1 +

�

d

2

tan �Ns
�
�
�

d

�2

: (2.13)

Il apparaît que la mesure du diamètre apparent à Ns = 0:5 est au plus prohe
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Fig. 2.19: Diamètre apparent pour di�érents seuillages.

des diamètres réels lorsque eux-i sont grands (�gure 2.19). Ce seuillage modi�e

par ontre l'évaluation des petits diamètres, en les sous-estimant de plus en plus

lorsque d devient inférieur à quelques �.
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2.4.4 Evaluation des gradients de gris sur les images

Nous venons don de voir que le �ou se traduit par l'existene d'un gradient

de niveaux de gris dans la zone de ontour des gouttes et que son intensité est

inversement proportionnelle à la largeur de la tahe de �ou, quelle que soit sa

forme exate. Nous allons don voir omment évaluer e gradient sur des images

à l'aide d'un �ltre, puis omment il évolue en fontion de l'éart ave le plan foal,

ou omment la tahe de �ou est modi�ée par ette éart.

Filtre gradient

Les logiiels de traitement d'image sont le plus souvent dotés d'un �ltre qui

met en évidene les ontours. C'est en règle générale un �ltre de type dérivateur

qui évalue le module du veteur gradient d'intensité jjgradN jj =
q

j�N
�x

j2 + j�N
�y

j2.
Les images numériques ne sont pas ontinues sur le plan mais sont disrétisées

sous forme d'une matrie de valeurs d'intensité de pixels Nij, et il faut don

approximer es dérivées par des méthodes dites des di�érenes �nies :

� Filtre de Roberts

il évalue les gradients diagonaux en onvoluant l'image par les matries

-1 0

0 1
et

0 -1

1 0
,

puis somme leurs valeurs absolues.

� Filtre de Sobel

Les gradients vertiaux et horizontaux sont évalués en onvoluant l'image

par les matries

-1 -2 -1

0 0 0

1 2 1

et

-1 0 1

-2 0 2

-1 0 2

,

puis la raine arrée de es gradients au arré est la valeur du �ltre.

� Filtre Sigma

Nous avons onstaté que l'inonvénient des �ltres préédents est qu'ils ne

respetent pas l'isotropie de l'orientation de l'interfae. En e�et, ave es

�ltres les ontours d'objets irulaires ne présentent pas un gradient uni-

forme sur leur pourtour. Le �ltre Sigma est plus respetueux de l'isotropie.

Il est dé�ni par l'éart-type des huit pixels voisins �2 =
p

h(N � hNi)2i,
ave h i la moyenne sur les huit voisins. La norme assoiée à et éart-type

est la norme 2, d'où l'indie de �. La moyenne est alulée par la onvolu-

tion ave
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1 1 1

1 0 1

1 1 1

et les éarts à la moyenne N � hNi sont la onvolution de l'image ave les

matries

1 0 0

0 0 0

0 0 0

-
1
8

1 1 1

1 0 1

1 1 1

,

0 1 0

0 0 0

0 0 0

-
1
8

1 1 1

1 0 1

1 1 1

, et : : :

qui apparaissent ainsi omme les gradients dans les 8 diretions. La raine

arrée de la moyenne des éarts au arré donne la valeur du �ltre.

Nous avons hoisi e dernier �ltre en l'implémentant sous sa forme � norme 1 �

(et non sous la forme préédente � norme 2 �) :

�1 = hjhN � hNiji; (2.14)

qui est nettement moins gourmande en temps de alul. Le résultat, néessaire-

ment inférieur à 1, est odé sur 256 niveaux de gris.

Fig. 2.20: In�uene du rayon de ourbure de disques opaques (haut) sur l'évaluation

du gradient d'intensité (bas), diamètres de d = 50; 25; 12; 6; 3 pixels, tahe de �ou de 5

pixels. Dès que d > � l'intensité du gradient ne dépend pas du diamètre.

Isotropie et in�uene de la ourbure

Pour tester l'isotropie de e �ltre et l'in�uene du rayon de ourbure des

gouttes nous l'avons appliqué à des images théoriques de disques opaques de

di�érents diamètres. Sur la �gure 2.20 (images du haut) nous avons onstruit
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des images de disques de défoalisation donnée, ave le modèle d'une tahe de

�ou irulaire uniforme de diamètre 5 pixels, puis appliqué le alul du �ltre �

(images du bas).

L'intensité du gradient est relativement uniforme sur le périmètre à 10 % près.

De plus sa valeur est identique pour les diamètres lorsque eux-i sont supérieurs

à 6 pixels (d=� > 1), en dessous la tahe de �ou devient aussi grande que le

disque et diminue fortement le ontraste, e qui diminue le gradient (�gure 2.21).
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max(gradient Σ) sur le périmètre
min(gradient Σ) sur le périmètre

d / ∆

Σ

Fig. 2.21: E�et de la ourbure sur l'intensité du gradient � : maximum et minimum

sur le périmètre des erles de la �gure préédente (� = 5 pixels).

Relation ave le gradient de pro�l

Appliqué à des images réées à partir des pro�ls théoriques ave � = 1 à 10

pixels, on onstate que le gradient � est proportionnel au gradient d'intensité

théorique (équations 2.9 et 2.12), pour les gradients inférieurs à 0:2, puis sature

(�gure 2.22).

En onlusion le �ltre � donne une valeur de gradient isotrope, qui déroît

de façon monotone ave la taille de la tahe de �ou et permettra don d'évaluer

ette tahe.
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Fig. 2.22: Gradient � en fontion du gradient d'intensité au bord.

Flou en fontion de l'éart au plan foal

Reste à déterminer omment varie le gradient du bord des gouttes ave la

distane au plan foal. Nous avons proédé de manière expérimentale pour le

onnaître : une bille d'aier de 4.75 mm (pour simuler une goutte) nous a per-

mis de tester le �ou réé par le système optique pour di�érentes distanes X du

plan foal. Le gradient est maximal pour les gouttes nettes et déroît de manière

relativement symétrique autour du plan foal (Figure 2.23 a). Le gradient nous

permet don d'estimer la distane au plan foal.

A partir de e gradient nous pouvons à présent onnaître l'évolution, en fon-

tion de l'éart au plan foal, de la taille de tahe de �ou lorentzienne qui mo-

déliserait le gradient observé. Cette taille a une valeur �nie sur le plan foal et

grandit de manière symétrique autour de X = 0 (�gure 2.23 b). Comme le suggé-

rait l'équation 2.3 la taille augmente linéairement lorsqu'elle est petite devant la

distane à l'objetif dP , e qui était le as dans es expérienes où dP � 100mm,

mais elle n'est pas nulle initialement : il toujours un �ou résiduel inompressible

qui est lié au système optique.
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Fig. 2.23: (a) Intensité du gradient � sur le ontour de l'image d'une bille en fontion

de la défoalisation. L'intensité mesurée (points) est la valeur minimale sur le péri-

mètre. En pointillés une régression. (b) Diamètre de la tahe de �ou (lorentzienne) qui

donnerait le même �ou. Pointillés : approximation linéaire pour les grands éarts jXj.

2.4.5 Algorithme de détetion

Nous savons à présent relier le résultat du �ltre � à la distane au plan foal,

e qui nous donne un ritère objetif de séletion des gouttes. Les opérations

de détetion peuvent être automatisées sous forme d'un algorithme qui pourra

traiter un grand nombre d'images. Le seul paramètre que l'on �xe est le ritère

de netteté, qui orrespond à une valeur minimale de gradient, et que l'on pourra

relier à la distane au point foal pour haune des onditions de prises de vues.

Dérivons la suite d'opérations qui permet de déteter les gouttes sur une image

(Figure 2.24).

1. Division par l'image du fond : Cette proédure dérite plus haut est

indispensable pour homogénéiser le fond et déteter de la même manière toutes

les gouttes (Image 1).

2. Calul du gradient : Le �ltre � est appliqué à l'image d'origine après

division du fond et met en évidene les gradients sur les ontours (Image 2).

3. Elimination des gouttes �oues : Un seuil ajustable NG permet ensuite

de ne garder que les points de ontours pour lesquels le gradient est su�samment

élevé, -à-d les parties de ontours su�samment nettes (Image 3).
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Fig. 2.24: Image 1 : image d'origine après division du fond. Image 2 : Gradient d'in-

tensité autour de haque pixel. Image 3 : seuil inférieur sur le gradient. Image 4 : élimi-

nation des ontours non fermés ou touhant le bord et a�hage de la surfae (en gris

les gouttes non séletionnées).

Comme le gradient au bord est diretement lié à la distane au plan foal, un

seuil sur le gradient revient à ne onserver que les gouttes dont la distane est

inférieure à une distane donnée. La fenêtre d'observation des gouttes est ainsi

bien délimitée dans l'espae, tant en largeur et en hauteur qu'en profondeur,

dimensions qui sont de l'ordre du millimètre.

Les ontours qui sont nets sur toute leur périphérie donnent des boules fer-

mées, et à l'inverse, si une partie de la goutte n'est pas nette, son ontour sera

interrompu. Ne sont retenus que les ontours fermés qui ne touhent pas le bord

de l'image.

4. Mesure de la surfae des tailles de gouttes : Ces boules fermées

servent à désigner les gouttes nettes (Image 4). Mais omme les boules ont une

ertaine épaisseur, il est malaisé de les utiliser pour déterminer préisément les

bords de gouttes. D'autre part Bongiovanni (1996) et nos simulations d'images de

gouttes par onvolution ave une tahe de �ou montrent que l'endroit de gradient

maximum ne orrespond pas forément à la position du bord réel (voir �gure 2.18,

gauhe). Une très bonne approximation du bord des gouttes onsiste à e�etuer un

seuil à mi-hauteur Ns = 0:5 sur l'image de départ après soustration du fond. La
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�gure du pro�l théorique d'un disque �ou (�gure 2.19) a montré que ette valeur

de seuil donne une très bonne estimation du diamètre tant qu'il est supérieur à

elui de la tahe de �ou.

L'opération de marquage des pixels selon que leur intensité est supérieure au

seuil NS ou non, appelée segmentation en traitement d'image, binarise l'image en

pixels blans et noir. Les gouttes prennent la forme d'îlots de pixels noirs. Les îlots

onnexes de pixels noirs sont détetés par une routine de traitement d'image, qui

fournit leurs aratéristiques, telles que le nombre de pixels et don leur surfae

S en pixels arrés. Sont exlus eux qui ne sont pas marqués (ontenus) par les

boules fermées obtenues préédemment. Les gouttes ne sont pas néessairement

sphériques mais on peut déduire de leur surfae un diamètre équivalent d tel que

S = �d
2
=4. C'est e diamètre que nous utiliserons par la suite pour présenter les

tailles de gouttes.

Test sur des gouttes de tailles onnues

Pour onsolider la validité de notre dépouillement en e qui onerne les me-

sures de tailles, nous avons testé et algorithme sur des images de gouttes issues de

la brisure de Rayleigh simple de jets liquides. Les images ontenaient les gouttes

issues de deux jets de diamètres di�érents mis �te-à-�te (�gure 2.25). Le dia-

Fig. 2.25: Gouttes issues de la brisure de Rayleigh de deux jets de diamètres voisins,

dans un rapport 1.33

mètre ourant des jets fut mesuré juste en amont de la brisure, qui se déroulait à

une entaine de diamètres de la sortie et valait d1 = 0:246 mm pour le plus �n et

0:327 mm pour l'autre, soit un rapport de diamètres de 1:33. Le dépouillement

d'un millier d'images de la sorte, selon l'algorithme de détetion dérit plus haut
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donne la taille de brisure en goutte attendue de 1:89 fois le diamètre pour les deux

jets (�gure 2.26). La détetion permet don de disriminer les tailles de deux jets

de tailles prohes. L'éart-type relatif de haun des pis est de �=hdi = 3 % (que

nous exprimerons plus bas ave le paramètre n, dé�ni par �=hdi = 1=
p
n, et qui

vaut ii 1100). Examinons à présent l'étendue des tailles que l'algorithme mesure

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.5 1 1.5 2 2.5

P
(d

)

d / (1.89 d
1
)
1.33

Fig. 2.26: Histogramme des tailles de gouttes réées par deux jets liquides dont les

diamètres sont dans un rapport 1.33.

orretement, pour les grands et les petits objets.
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Grandes gouttes

Les gouttes sont détetées jusqu'à e qu'elles dépassent le adre de l'image.

Mais qu'en est-il si leur diamètre devient grand devant la profondeur de hamp?

En e as les surfaes de la goutte qui sont loin du plan foal seront �oues, alors

même que le entre peut être sur le plan de netteté. Mais ela ne modi�e pas

l'image en projetion, ar seul le bord produit un ontour qui peut être net ou �ou

sur l'image. Ce bord orrespond à une ligne qui fait le tour de la goutte et 'est la

position de ette ligne qui déidera de la netteté de la goutte, indépendamment

des autres parties de sa surfae, qu'elles soient très prohes ou très éloignées

(�gure 2.27). Les gouttes plus grandes que la profondeur de hamp peuvent don

toujours être détetées.

Profondeur de champ

Bord

Axe de prise
 de vue

Fig. 2.27: Le bord de l'image orrespond au plus grand diamètre de la goutte. Il peut

être net alors que le volume de la goutte n'est pas omplètement dans la profondeur de

hamp.

Petites gouttes

Augmenter le seuil sur le gradient d'intensité du ontour permet de diminuer

la profondeur de hamp des gouttes séletionnées : l'algorithme détete moins de

gouttes au total. La forme de la distribution est inhangée pour les grands dia-

mètres mais dépend du seuil pour les petites gouttes (un exemple de distribution

dans le spray est à la �gure 2.28).

En e�et, lorsque l'on augmente le seuil sur le gradient de gris pour diminuer

la profondeur de hamp, toutes les gouttes ne sont pas onernées de la même

façon. Pour un même éart au plan foal les petites gouttes ont un gradient de

gris plus faible lorsque leur taille est inférieure à la taille de leur tahe de �ou

� (voir plus haut ave une tahe de �ou de pro�l lorentzien �gure 2.18). Don

le seuil rejette les gouttes qui sont au-delà d'une ertaine distane du plan foal

mais aussi des gouttes qui sont à l'intérieur et dont le rapport diamètre sur taille
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de �ou est petit. Nous ne sommes don sûrs que des diamètres qui sont supérieurs

à ette taille de �ou. En pratique la tahe de �ou � des images les plus nettes

dans le plan foal est toujours de l'ordre de quelques pixels, selon le grossissement

hoisi, don les tailles de et ordre onstituent la limite inférieure d'une détetion

orrete.

Sur les distributions, il est simple de onnaître ette limite inférieure : 'est le

diamètre en dessous duquel la distribution est modi�ée par les hangements de

gradient. Sur la �gure 2.28 il s'agit d'une taille de 10 pixels. Nous avons don
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Fig. 2.28: Distribution des diamètres de gouttes pour di�érents seuils sur la netteté,

orrespondant à di�érentes profondeurs de hamp. Ehelle : 10 pixels = 0:3 mm. Taille

de la fenêtre d'observation : 12 mm par 8 mm. Les distributions sont normalisées sur

les diamètres supérieurs à 10 pixels.

systématiquement dépouillé les images ave di�érents seuils de façon à identi�er

ette limite inférieure de validité de la distribution, qui varie entre 10 à 20 pixels

selon les onditions de prises de vues.

Taille moyenne d10

Comme la proportion de petites gouttes observées par l'algorithme dépend

de plus du seuil de détetion sur la netteté, et que la distribution est souvent la

plus fournie pour es diamètre, le diamètre moyen d10 des gouttes dépend aussi

du seuil. Il dépend ependant moins du seuil que le nombre total de gouttes :

le diamètre moyen qui s'érit omme d10 =
R1
0

d
1
h(d) d(d)=

R1
0

d
0
h(d) d(d), ave
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h(d) la distribution du nombre de gouttes, est moins sensible au nombre de petites

gouttes que le nombre total de gouttes n =
R1
0

h(d) d(d).

Un seuil faible aepte toutes les gouttes de la même manière mais introduit

des erreurs de alibration et du bruit de fond, e qui a plut�t tendane a diminuer

le diamètre moyen. A l'inverse un seuil très fort permet de délimiter une petite

fenêtre dans l'espae mais élimine beauoup de petites gouttes et réduit le dia-

mètre moyen. Nous avons don fait varier le seuil entre es deux extrêmes depuis

l'apparition du bruit de fond (ave l'apparition d'un pi de petits diamètres) jus-

qu'à l'élimination de la majorité des petites gouttes. Le diamètre moyen est don

ompris entre es deux bornes.
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Chapitre 3

Déstabilisation du liquide

E
mergeant dans une atmosphère immobile, le jet liquide projeté vers le bas

à des vitesses de l'ordre du mètre par seonde est soumis à la brisure apil-

laire, qui intervient typiquement à des distanes de l'ordre du mètre pour des jets

d'eau de u1 = 1 m/s. Si l'on ationne le jet d'air oaxial de vitesse u2, la surfae

est déstabilisée par le isaillement. La surfae présente des ondulations axisymé-

triques qui naissent d'autant plus près de la sortie du jet, et ave une roissane

d'autant plus grande que la vitesse d'air augmente. A partir d'une ertaine vitesse

d'air es ondulations se déstabilisent transversalement et des digitations liquides

se forment. Ces digitations s'étirent et et prennent l'aspet de ligaments.

3.1 Instabilité de isaillement

Dès la sortie de l'injeteur, la surfae séparant les ourants d'eau et d'air ani-

més de vitesses di�érentes est instable. L'instabilité prend la forme d'ondulations

axisymétriques qui sont ampli�ées au ours de leur propagation le long du jet.

3.1.1 Analyse de stabilité ave un pro�l de vitesse dans l'air

A la sortie de l'injeteur, le jet d'eau et la ouronne d'air présentent une ouhe

limite sur les parois de l'injeteur, due au frottement sur les parois internes. Ces

ouhes limites sont laminaires, ar le taux de turbulene est fortement réduit par

la onvergene de l'éoulement. En sortie d'injeteur, les deux ouhes limites se

juxtaposent de part et d'autre d'interfae du jet liquide (�gure 3.1). Le jet d'air

exere un isaillement � sur la surfae liquide, e qui aélère le liquide. Le pro�l

de vitesse dans le liquide est alors inversé sur une profondeur roissante Æ1 �
p
�1t

sous la surfae. L'épaisseur de ouhe limite dans la gaz Æ2 est peu modi�ée, ar

la vitesse d'interfae ui est toujours petite devant u2. Ce pro�l génère l'instabilité

de isaillement.

Rayleigh (1880) avait montré que dans un �uide homogène un pro�l de vitesse

présentant une ouhe de transition entre deux ourant de vitesses di�érentes est
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Fig. 3.1: Renontre des ouhes limites (d'après la �gure 4.2 de la thèse de Raynal,

1997).

instable vis-à-vis de petites perturbations de l'éoulement. Son analyse de stabilité

était réalisée sur un pro�l de vitesse linéaire (�gure 3.2a). L'analyse de stabilité
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Fig. 3.2: (a) Pro�l de ouhe de transition linéaire dans un �uide homogène (b) Pro�l

des ouhes limites dans un �uide hétérogène.

de réalise omme suit : l'introdution d'ondulations spatio-temporelles de surfae

� = �0 exp (i!t� ikx); (3.1)

d'amplitude in�nitésimale, onduit à une relation de dispersion de la forme f(!; k) =

0. Ces nombres sont a priori omplexes : k = k + iki et ! = ! + i!i. Les parties

réelles sont le nombre d'onde k (� = 2�=k est la longueur d'onde) et la pulsation

! (f = !=2� est la fréquene). Les parties imaginaires dérivent les roissanes,

spatiale pour ki, temporelle pour !i pour des onditions instables.

Deux approhes sont envisageables pour déterminer le nombre d'onde et la

pulsation de la perturbation la plus ampli�ée, qui dominera les autres à partir du

bruit de fond initial de l'éoulement.
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Si l'on s'intéresse à la roissane spatiale des osillations, il faut onsidérer un

veteur d'onde omplexe k = kr + iki, ki donnant le taux de roissane, et une

pulsation ! = ! réelle, !i = 0, signi�ant que l'amplitude en un point de l'espae

osille mais ne roît pas (�gure 3.3). La relation de dispersion donne don k(!) et

ki(!). La ourbe ki(!) admet un maximum en !M qui donne le mode (k(!M); !M)

le plus ampli�é, 'est elui qui est séletionné par l'instabilité.

Dans le as d'une roissane temporelle des osillations, il faut supposer que

la perturbation ne roît pas selon l'espae. Son nombre d'onde est k = k, -à-d

ki = 0, elle osille et roît dans le temps, e qui signi�e que ! = !+ i!i. Le mode

(k; !) séletionné est elui qui maximise !i(k).

η

η ∼ η
0
 eki  x

Instabilité spatiale

η

η ∼ η
0
 eωi  t 

Instabilité temporelle

Fig. 3.3: Croissane spatiale ou temporelle des instabilités.

L'analyse de stabilité temporelle du pro�l onduit Rayleigh (�gure 3.2a) montre

que la surfae est instable lorsque krÆ < 1:28. La longueur d'onde la plus ampli�ée

est telle que krÆ ' 0:8 et le taux de roissane temporel assoié !i ' 0:2(u2�u1)=Æ.
Et seules les longueurs d'onde supérieures à 2�Æ=1:28 sont instables.

Dans le as de deux phases de vitesses di�érentes raordées par deux pro�ls

de part et d'autre de l'interfae , l'interfae est aussi instable (Pouliquen et al.,

1994). Une analyse de stabilité linéaire de l'éoulement réalisée ave des pro�ls de

vitesse linéaires (�gure 3.2b), pour obtenir des solutions analytiques, montre que

l'inidene de la ouhe limite de l'eau sur la roissane des osillations de surfae

est négligeable par rapport à elle de l'air, la raison est que ette roissane est

inhibée par la visosité tant que ReÆ1 = uÆ1=�1 < 150 (Villermaux, 1998). Notons

que dans ertaines onditions un deuxième mode d'instabilité peut apparaître en

présene d'une ouhe limite liquide, omme le montre l'analyse de stabilité ave

des pro�ls en fontion erreur erf de Yeko & Zaleski (2000).

Il su�t don de modéliser l'éoulement initial par une ouhe limite dans

l'air. La vitesse de l'air passe de la valeur u1 sur l'interfae, à la valeur u2 sur

une épaisseur d2 (Figure 3.4). Lorsqu'ils sont érits sous forme adimensionnelle

� = kd2, 
 = !d2=(u2 � u1), la relation de dispersion s'érit sous la forme

f(�;
) = 0, pour des onditions u2=u1, �2=�1, Wed2 = �2(u2� u1)
2
d2=� données.
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y

Fig. 3.4: Pro�l de vitesse utilisé dans l'analyse de stabilité linéaire.

L'in�uene de la gravité a été négligée ii. Elle s'énone

e
�2� = [1� (2
 + �)℄

1 +
�1
�2
+1

2
(2
� �)

1 +
�1
�2
�1
2

(2
� �)
; (3.2)

pour les grands nombre Weber (Villermaux, 1998). On peut montrer si l'on inlue

la tension de surfae dans ette équation, son e�et est négligeable sur les ourbes

de dispersion lorsque le nombre de Weber est supérieur à 1, e qui est le as dans

nos expérienes où WeÆ varie de 1 à 10.

Le mode le plus ampli�é qui résulte de l'analyse de stabilité temporelle ave

une surfae plane est aratérisé par :

k ' 1:5

�
�2

�1

�1=2
1

d2

(3.3)

! ' 1:5

�
�2

�1

�1=2
u

d2

(3.4)

!i '
�2

�1

u2

d2

(3.5)

ave u la vitesse de onvetion des perturbations, vitesse de groupe :

u =
d!

dk

'
p
�1 u1 +

p
�2 u2

p
�1 +

p
�2

: (3.6)

Toutes les égalités doivent s'entendre à 10 % près dans le as air-eau, ave

�2=�1 = 1:2=1000. A rapport de densité �xé, les paramètres physiques dérivant

l'instabilité � longueur d'onde, fréquene et taux de roissane � varient don de

la façon suivante : � � d2, f � u=d2 et !i � u2=d2.

Les résultats sont sensiblement les mêmes ave une analyse spatiale en e

qui onerne les modes séletionnés, don les valeurs du nombre d'onde k et la



3.1. Instabilité de isaillement 67

pulsation !. Le taux de roissane spatial ki est lié au taux de roissane temporel

!i par la relation de Gaster (1962), dans le as où la roissane sur une période

T = 1=f est petite soit !iT � 1 :

ki =
!i

u

: (3.7)

Si on expliite !iT , on trouve !iT = 2�
1:5

q
�2
�1

p
Mp

M+1
, ave M =

�2u22
�1u21

rapport des

�ux de quantité de mouvement, ette quantité est bornée quel que soit M par

0.145 e qui en prinipe assure bien la relation. Pour une instabilité spatiale, la

vitesse de groupe n'est valable qu'en ordre de grandeur.

3.1.2 Desription expérimentale de l'instabilité

Dans notre on�guration d'un jet d'eau isaillé en sortie par un jet d'air la

roissane de l'instabilité est uniquement spatiale dans le repère du laboratoire.

En un point donné de l'espae, la surfae osille mais l'amplitude de ette osil-

lation est onstante. En e�et les ondulations sont onvetées loin de la sortie et

ne peuvent exerer de rétroation sur l'origine des osillations, l'instabilité est de

type onvetif. Dans le as ontraire, si les perturbations pouvaient remonter le

ours de l'éoulement et faire roître les osillations en un point �xe de l'espae,

on parlerait d'instabilité absolue.

Examinons à présent les trois grandeurs physiques aratérisant es ondes

quand leur amplitude est faible, le nombre d'onde k = 2�=�, la pulsation de

passage ! = 2�f et le taux de roissane spatial ki.

Longueurs d'onde

Sur des images instantanées du jet, la longueur d'onde de l'instabilité apparaît

lairement, et nous l'avons mesurée rête à rête (�gure 3.5). Comme es rêtes

d'ondes sont suseptibles d'être aélérées par le ourant d'air lorsque leur am-

plitude n'est plus négligeable, nous avons hoisi les rêtes les plus prohes de la

sortie. Pour une vitesse de jet liquide donnée, la longueur d'onde � diminue quand

la vitesse d'air augmente, en u

�1=2
2 , de la même façon que l'épaisseur de vortiité

Æ (�gure 3.6, gauhe). La longueur d'onde est proportionnelle à l'épaisseur de

vortiité � � Æ, omme le laissait attendre l'analyse de stabilité. Le rapport de la

longueur d'onde ave Æ est de l'ordre de 30 pour les vitesses d'eau de 1 et 2 m/s,

ave Æ déterminé dans le hapitre préédent ave l'Eq. (2.2). Pour une vitesse

d'eau de 0.45 m/s e rapport est un peu plus grand, 40 en moyenne (�gure 3.6

droite). Une expliation est sans doute la onvergene du jet liquide à faible vi-

tesse due à la gravité, qui provoque une divergene du jet d'air, e qui amoindrit

le isaillement de la ouhe limite sur la surfae liquide et augmente don la valeur

de ouhe limite sur la surfae par rapport à Æ (voir la setion A.3.2 en annexe).
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Fig. 3.5: Longueur d'onde de l'instabilité de isaillement.
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Fig. 3.6: Gauhe : Longueur d'onde rapportée à l'épaisseur de ouhe limite du jet d'air

pour trois vitesses de jet d'eau. Droite : Rapportée à l'épaisseur de ouhe limite Æ. Les

barres d'erreur ont pour amplitude la déviation standard des données, elles représentent

la dispersion des mesures autour de la moyenne.
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Fréquene

La fréquene de passage, mesurée en plaçant le plus près possible de la sortie

de l'injeteur le faiseau laser et en observant le spetre du signal reueilli sur

la photodiode, montre que les fréquenes roissent rapidement ave la vitesse

d'air. Pour les petites vitesses de liquide ette roissane est en u

3=2
2 (Figure 3.7).

La fréquene est bien proportionnelle à u=Æ : une régression linéaire donne f =

10
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Fig. 3.7: Fréquene de passage des ondulations pour di�érentes vitesses d'eau.

1=40�u=Æ (Figure 3.8). Pour u2 � u1, la vitesse de onvetion est u ' u2

p
�2=�1

et don u=Æ � u

3=2
2 .

Nous avons ajouté à nos mesures les résultats expérimentaux de Eroglu &

Chigier (1991), listés dans leur table 3 pour di�érentes vitesses liquides et vitesses

gaz, et provenant du même type de dispositif expérimental. D'après la desrip-

tion de leur injeteur, de tuyère onvergente pour le gaz seulement, l'épaisseur

annulaire en sortie est de e = 4:55mm, le diamètre du jet liquide d1 = 0:971mm.

Cependant l'épaisseur de la ouhe limite gazeuse n'y est pas mentionnée : nous

avons supposé qu'elle s'était développé jusqu'à une épaisseur omparable à la

n�tre, en e�et la longueur des tuyères gaz était du même ordre de grandeur pour

les deux injeteurs : de l'ordre de 50mm dans notre injeteur et de l'ordre de 40mm

dans le leur. Les résultats sont aussi dispersés quand ils sont traé en fontion de

u2, par l'e�et de la vitesse liquide sur u et s'alignent en fontion de u=Æ. Les deux

ensembles de mesures se omplètent autour de la même loi en u=Æ (�gure 3.8).
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Fig. 3.8: Fréquene de passage en fontion de u=Æ. Ligne : 1=1:4 � u=Æ
p

�2=�1 =

1=40 � u=Æ. Croix : mesures de Eroglu & Chigier (1991) ave Æ = 5:6 eRe�1=2, e =

4:55mm.

Taux de roissane spatial

La roissane des amplitudes des osillations est visible sur des images instan-

tanées du ontour du jet (Figure 3.9). L'on obtient une quantité proportionnelle à

l'amplitude en prenant l'éart-type �(x) des di�érentes positions yi de la surfae à

une distane x de l'injeteur donnée : �(x) = h(yi�hyii)2i1=2, où h:i est la moyenne

sur les indies i. Si l'osillation était parfaitement sinusoïdale d'amplitude a(x),

l'éart-type serait donné par �(x)2 = a(x)2=2. La roissane des amplitudes est

exponentielle juste à la sortie de l'injeteur (�gure 3.10). Plus loin elles saturent.
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Fig. 3.9: Superposition de 256 ontours de la surfae du jet, montrant la roissane des

osillations qui se propagent vers le bas (u1 = 0:94 m/s, u2 = 33 m/s).
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Fig. 3.10: Eart-type des osillations en fontion de la distane de sortie x. Vitesses

d'air de bas en haut : 18, 21, 25, 27, 29, 30, 33, 38, 48, 57 m/s. Vitesse d'eau u1 = 0:94

m/s.
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Le taux de roissane spatial de l'instabilité peut alors être déterminé dans

ette partie de roissane exponentielle, en fontion de la vitesse d'air (�gure 3.11).

D'après la relation de Gaster, le taux de roissane temporel équivalent est !i =

kiu. On retrouve alors la loi de proportionnalité !i � u2=Æ.
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Fig. 3.11: Gauhe : Taux de roissane spatial de l'instabilité. Droite : Taux de rois-

sane temporel estimé à partir du taux de roissane spatial en fontion de la fréquene

théorique. Ligne : 5:8� �2
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Comparaison ave l'analyse de stabilité

Les grandeurs de l'instabilité varient ave les paramètres de l'éoulement

omme le prévoyait l'analyse de stabilité, à savoir � � Æ

q
�1
�2

pour la longueur

d'onde, T � Æ
u

q
�1
�2

pour la période, et �i = 1=!i � Æ
u2

�1
�2

pour temps aratéris-

tique de roissane. Nous avons hoisi es grandeurs plut�t que k, ! et !i, ar

elles sont proportionnelles à Æ. Le rapport des densités valait
�1
�2
= 1000

1:2
tout au

long des expérienes préédentes.

Si les variations sont identiques, les préfateurs sont par ontre di�érents.

Comparé aux prévisions élaborées ave un pro�l linéaire d'épaisseur d2 = Æ, les

longueurs d'ondes et les périodes expérimentales sont environ 4 fois plus petites

que prévu, les temps de roissane 6 fois plus petits (Table 3.1.2).

Tout se passe don omme si l'épaisseur de vortiité du pro�l d2 qu'il faut

utiliser pour modéliser l'éoulement devait être 4 à 6 fois plus petite que Æ.
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Expérienes Analyse de Quotient

(E) stabilité (S) (S)/(E)

longueur d'onde �=

�
Æ

q
�1
�2

�
1.0 - 1.4 4.2 4 - 3

période T=

�
Æ
u

q
�1
�2

�
1.4 4.2 3

temps de roissane �i=

�
Æ
u2

�1
�2

�
0.17 1 6

Tab. 3.1: Comparaison des résultats ave la théorie de stabilité plane supposant

un pro�l linéaire d'épaisseur Æ = d2.

L'installation de géométrie plane présente par ontre des préfateurs expérimen-

taux et théoriques identiques ave une épaisseur de pro�l linéaire de d2 = Æ. Nous

envisageons deux possibilités qui expliqueraient ette di�érene. Premièrement

le pro�l linéaire utilisé pour l'analyse de stabilité n'a pas exatement la forme

de elui observé (le gradient de vitesse n'est pas onstant sur l'épaisseur de la

ouhe, mais varie ontinûment, voir Figure 2.3), d'où une prévision qui est va-

lide en termes de dépendane aux paramètres pertinents de l'éoulement, mais

qui ne donne pas forément les bons fateurs de proportionnalité. Deuxièmement

la ourbure transverse du jet n'est pas prise en ompte dans e modèle, or si à

l'éhelle de Æ la surfae est quasi-plane, il n'en est pas de même à l'éhelle de �.
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3.2 Déstabilisation transverse

3.2.1 Naissane des digitations

Les osillations du rayon du jet, sensiblement sinusoïdales pour de faibles

amplitudes, hangent de forme au ours de leur ampli�ation. L'osillation se

onentre autour de la rête , qui est aélérée par le ourant d'air, et de laquelle

surgissent des ligaments liquides (Figure 3.12).

Fig. 3.12: Vitesses d'air roissantes de 24,27 et 32 m/s.

Les ligaments visibles sur les photographies sont eux qui ne sont pas ahés

par le jet liquide. Le omptage de es ligaments sous-estime don le nombre

total des ligaments répartis autour d'une rête, d'un fateur onstant d'environ

3/4. Une vue en ontre- plongée améliore la vue d'ensemble, mais ne permet pas

d'imposer de grandes vitesses d'air, ar le spray ouvre rapidement l'objetif ou

le miroir que l'on aurait disposé pour observer le jet sans mouiller la améra

(�gure 3.13).

Des séries de mesures e�etuées pour di�érentes vitesses d'air montrent que

le nombre de ligaments autour d'une osillation augmente ave la vitesse d'air et

tend à devenir proportionnel à la vitesse. Cei indique que la taille transversale

des ligaments, exprimée par �? = �D1=n si n ligaments sont régulièrement dis-

posés autour du jet, est inversement proportionnelle à la vitesse d'air aux grandes

vitesses. Le nombre de ligaments qui se forment sur le périmètre des rêtes est

plus grand ave l'éthanol qu'ave l'eau, et il est identique pour la solution de

glyérol et l'eau (Figure 3.14).
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Fig. 3.13: Naissane des digitations.
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Fig. 3.14: Nombre de ligaments autour du périmètre vus sur les photographies. (a)

Eau, éthanol. (b) Eau, glyérol 60 %. Lignes : proportionnalité ave u2 pour les grandes

vitesses.
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Ces ligaments naissent d'une modulation transverse des vagues sur leur péri-

mètre. Cette modulation roissante apparaît après le développement des ondu-

lations de l'instabilité de isaillement, il s'agit don d'une instabilité seondaire.

Cette instabilité di�ère de la première, ar sa longueur d'onde �? :

� dépend de la tension de surfae

� varie di�éremment ave la vitesse d'air, elle est proportionnelle à u
�1
2 alors

que l'instabilité primaire produit des longueur d'onde � � Æ proportionnelle

à u

�1=2
2 .

Il ne peut don s'agir d'une déstabilisation transverse de la première instabilité,

à l'instar de l'alignement des tourbillons de Kelvin-Helmoltz dans une ouhe de

mélange homogène, qui imprimerait à la surfae une modulation transverse de

longueur d'onde semblable.

L'origine de de la formation de strutures transverses qui mène à la formation

des digitations puis des gouttes est dérite par plusieurs méanismes di�érents

dans la littérature.

Dans le as d'un jet rapide dans une atmosphère immobile Wu et al. (1991)

proposent un méanisme qui expliiterait la taille des ligaments puis des gouttes :

la roissane d'une ouhe limite dans le liquide Æ1 �
p
�t qui s'arrahe (�-

gure 1.15). Le problème est de déider quand la ouhe limite s'arrahe du li-

quide. En supposant qu'elle se meut à une vitesse proportionnelle à la vitesse

relative de l'air u2 et qu'elle s'arrahe à une distane �xe de l'ordre du diamètre

de l'injeteur t � d1=u2, on obtient des ligaments dont la taille ne dépend pas de

la tension de surfae et déroissent en u

�1=2
2 ave la vitesse d'air. Ce méanisme

permet d'obtenir les bons paramètres d'adimensionnalisation mais pas la bonne

dépendane des tailles de gouttes ave la vitesse d'air : leur mesures indiquent

plut�t une variation en u
�0:77
2 .

Par analogie ave la brisure des gouttes, un argument sur l'équilibre entre

fores aérodynamiques �2u
2
2 et fore de rétention apillaire �=d donne une taille de

gouttes arrahées d � �=(�2u
2
2), qui orrespond à un nombre de Weber onstruit

ave d onstant (Lasheras & Hop�nger, 2000). Si la tension de surfae intervient

bien dans e méanisme, le détail de la brisure n'est pas expliité ; dans le as

de gouttes soumises à un ourant d'air, d est bien la taille maximale qui persiste

dans l'éoulement. Cependant e n'est pas la taille moyenne des gouttes dans le

spray formé par la brisure des plus grosses goutte, brisure qui peut produire de

très petites tailles.

Lorsque sa ouhe limite est soumise à une aélération entrifuge dans un

onduite en oude, l'éoulement gazeux est instable. Cette instabilité dite de

Görtler forme des tourbillons dans l'axe de l'éoulement. Dans notre éoulement

les vagues de l'instabilité de isaillement pourrait induire une aélération de la
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ouhe limite, mais là enore l'in�uene de la tension de surfae sur la longueur

d'onde n'est pas expliquée.

Les rêtes s'a�nent au ours de leur évolution et le liquide projeté par l'insta-

bilité primaire prend la forme d'une nappe. Une instabilité apillaire sur le bord de

la nappe expliquerait l'apparition de modulation azimutales (Villermaux, 1998).

Les photographies ne montrent pas le développement de nappes très étirées puis

la formation d'un bourrelet, mais plut�t un développement simultané des mo-

dulations et de la nappe (voir �gure 3.13). Lorsque les modulations apparaissent

l'épaisseur de la nappe est trop épaisse pour que l'instabilité apillaire ait le temps

de jouer un r�le. En e�et, sahant que le temps aratéristique de roissane des

instabilités apillaires est t� ' (�1d
3
=�)1=2, omparé à la période de passage des

osillations primaires, il vaut :

t�

T

=

�
d

�

�3=2

We

1=2
� : (3.8)

Comme 50 < We� < 300, le développement apillaire ne peut être signi�atif que

lorsque e le rapport t�=T est inférieur à 1, -à-d pour d=� inférieur à 0.27 pour les

faibles vitesses et 0.15 pour les plus grandes, hors e diamètre de ourbure est tout

juste atteint quand les ondulations transverses naissent omme nous le verrons

plus bas en observant l'amplitude des vagues à partir desquelles les digitations

naissent.

Nous allons à présent montrer que le passage des ondulations primaires pro-

voque une aélération de la surfae, perpendiulairement à elle-même, et que

ette aélération osillatoire est su�sante pour délenher une instabilité seon-

daire de la surfae.

3.2.2 Aélération de surfae

L'analyse de stabilité de l'éoulement prédit des ondes propagatives sur la sur-

fae du jet, ave une vitesse de groupe u ' u1+
q

�2
�1
u2 dans le référentiel du labo-

ratoire, don supérieure à la vitesse du jet. Vitesse de phase et vitesse de groupe

sont d'ailleurs égales d'après l'analyse de stabilité : v� = !=k = u = d!=dk

d'après les équations 3.3 et 3.4. Nous n'avons pas mesuré ette vitesse direte-

ment sur les ondes de faibles amplitude ar les mesures sur des images nées-

sitent des amplitudes minimum pour lesquelles les ondes ne sont plus sinusoï-

dales (exemple �gure 3.12). Nous pouvons simplement estimer la vitesse de phase

v� = !=k = �=T à partir des mesures de longueur d'onde et de fréquene, et

nous trouvons qu'elle vaut entre 0:71u et u (table 3.1.2). Les mesures de Raynal

(1997) sur jet plan utilisant la orrélation entre les signaux de sondes séparées

d'une petite distane le long du jet, ont aussi montré que la vitesse de déplaement

des strutures est u.
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Les ondes se propagent à une vitesse u supérieure à la vitesse débitante du

jet liquide u1. Si l'on suppose qu'à la surfae les partiules liquides vont aussi à

la vitesse u1, le passage des ondes les aélère de manière osillatoire (à ause de

leur passage à une vitesse u > u1) et roissante (ar elles sont ampli�ées).

En fait le pro�l de vitesse dans le jet liquide n'est pas uniformément

u1 omme le montre la �gure 3.1. En partiulier la vitesse du liquide en

surfae ui est di�érente de u1. La vitesse de surfae est nulle en sortie par

ontinuité ave sa valeur sur la paroi interne de l'injeteur, nulle à ause

de la visosité. Puis la surfae est entraînée par le frottement à une vitesse

ui roissante.

Exprimons le temps néessaire pour que la vitesse d'interfae soit aé-

lérée d'une vitesse ui = u1, réant une ouhe limite de profondeur Æ1, petite

devant l'épaisseur déjà présente en sortie. La ontinuité des ontraintes vis-

queuses � à l'interfae supposée plane impose

� = �1
ui

Æ1
= �2

u2

Æ
: (3.9)

Sahant que la ouhe limite liquide évolue par di�usion de vortiité selon

Æ1 =
p

�1t, alors que l'épaisseur de vortiité gaz Æ est onstante, ui roit

en proportion de Æ1. Le temps néessaire pour que la vitesse d'interfae ui
atteigne u1 est, adimensionné par la période de l'instabilité T ' 1=�2

�1
u2
Æ :

t

T
=

u21
�1

�
�1
�2

�2

f
(3.10)

Sahant que le membre de droite vaut 4500s�1

f , il est au minimum égal à 4

pour les grandes vitesses d'après les résultats de la �gure 3.7 ave u1 ' 1

m/s. Le temps néessaire pour aélérer le liquide est don grand devant

la période : la vitesse d'interfae n'est don pas rapidement entraînée par

le frottement lorsque l'interfae est quasi-plane et que les osillations sont

enore petites. Quand les osillations grandissent, le frottement augmente

ave l'angle présenté par la surfae au jet d'air et le alul plus haut n'est

plus valable. Ultérieurement le liquide est aéléré de manière plus signi-

�ative par le ourant de gaz, nous verrons omment plus bas, et dans e

as les ondes n'exitent plus la surfae de manière osillatoire ; mais ela se

produit quand les mouvements ne sont plus de faible amplitude et quand les

ligaments sont déjà naissants. Nous négligerons don par la suite les e�ets

de pro�ls de vitesse dans le jet liquide à l'interfae pour évaluer l'aélé-

ration, et supposerons que les partiules de l'interfae sont animées de la

vitesse du jet liquide, à la vitesse ui = u1.

Dans le référentiel du liquide les rêtes séparées de � se meuvent à la vitesse
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u � u1 et passent don ave une pulsation

!L = ! � ku1 = 2�
u � u1

�

' 2�

r
�2

�1

u2

�

; (3.11)

qui est inférieure à la pulsation ! mesurée dans le référentiel absolu, d'un e�et

Doppler qui vaut, relativement à !, ku1=! = u1=u = 1=(1+
p
M) et don déroît

ave la vitesse gaz. Le hangement de oordonnées entre le référentiel absolu (A)

et le référentiel du liquide (L) est x0 = x� u1t, et permet d'exprimer omment se

meuvent de petites osillations de la surfae dans les deux référentiels

� = �0 exp(i!t � ikx + kix) dans (A); (3.12)

= �0 exp(i!Lt� ikx
0 + kix

0 + kiu1t) dans (L): (3.13)

On remarque que dans le référentiel (L) l'instabilité roît à la fois dans l'espae

ave un taux ki, et dans le temps ave un taux kiu1. En un point donné �xe x0 = 0

dans le référentiel du jet liquide, don en hute ave le jet, la surfae osille ave

une amplitude roissante selon �(t) = �0 exp(i!Lt+ kiu1t) = a(t) exp(i!Lt).

Supposant toujours des amplitudes a(t) = �0 exp(kiu1t) faibles devant �, les

variations spatiales sont faibles : la surfae don peu pentue est aélérée perpen-

diulairement à elle-même selon

� = �a(t) sin(!Lt) (3.14)

et ave une aélération osillatoire

g =
d
2
�

dt
2
= a(t)!2

L sin(!Lt); (3.15)

où nous utilisons de nouveau la notation réelle pour les osillations.

Cette aélération perpendiulaire à la surfae peut être signi�ative : dès

u2 = 20 m/s (et à u1 = 1 m/s), la fréquene f vaut 200 Hz expérimentalement

dans le référentiel du laboratoire, et ave l'e�et Doppler elle vaut dans le référentiel

(L) fL = 100 Hz si l'on suit le jet. Sahant que l'amplitude des ondes atteint

typiquement 1 mm sur nos images, l'aélération produite vaut 400 m.s�2.

3.2.3 E�et d'une aélération osillatoire

L'aélération osillatoire de la surfae due au passage de l'onde primaire est

à l'origine d'une instabilité seondaire qui forme des modulations transverses.

Cette proessus peut être analysé selon deux points de vue équivalents : soit selon

l'instabilité paramétrique de Faraday qui onsidère les fréquenes de résonane de

la surfae, soit selon l'instabilité de Rayleigh-Taylor qui onsidère l'aélération

au moment où elle est dirigée vers le liquide.
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Analyse selon l'instabilité de Faraday

L'osillation vertiale d'une uve de liquide à une fréquene ! exite les ondes

stationnaires de la surfae libre de fréquene !0, à partir d'un ertain seuil d'am-

plitude. Ce seuil est d'autant plus bas que la moitié de la fréquene d'exitation

!=2 est prohe de la fréquene propre !0 pour laquelle il y résonane (voir l'artile

de revue de Miles & Henderson, 1990). Si l'on se plae dans le référentiel du jet,

la surfae ylindrique est aélérée radialement par le passage des ondes longi-

tudinales d'amplitude roissante. Un point de la surfae est don soumis à des

aélérations osillatoires de plus en plus fortes, e qui exite les modes propres

du ylindre au-dessus d'un ertain seuil, et e qui nous amène à onsidérer une

instabilité de Faraday. Il est à noter que nous sommes dans le régime transi-

toire d'établissement de l'instabilité de Faraday, ar l'amplitude d'exitation a(t)

roît exponentiellement puis sature, et que nous supposons impliitement que le

nombre de périodes de l'exitation est su�sant pour induire un développement

onséquent de l'instabilité.

Nous allons don ommener par déterminer les modes propres d'osillation

du ylindre. L'analyse de stabilité pour des osillations de la surfae d'un jet de

rayon r0 de la forme

r = r0 + � exp(ikx� iwt+ im�); (3.16)

où � � 1, k est le nombre d'onde longitudinal, et m le nombre d'osillations

azimutales, onduit à la relation de dispersion suivante :

w
2 =

�

�1r
3
0

zI
0
m(z)

Im(z)
(m2 + z

2 � 1); (3.17)

ave Im la fontion de Bessel d'ordre m et z = kr0 = 2�a=�. Pour une modulation

axisymétrique m = 0, !2 est négatif lorsque z < 1 et alors ! = �i!i est imagi-

naire : nous obtenons une osillation roissante, qui est l'instabilité apillaire du

jet. Pour une modulation non-axisymétrique m � 1, !2 est toujours positif, don

le mouvement est osillatoire de pulsation ! = !m, ave :

!m =

s
�

�1r
3
0

�
zIm+1(z)

Im(z)
+m

�
(m2 + z

2 � 1); (3.18)

après expression de la dérivée de Im(z). Cette expression est sensiblement onstante

pour z variant de 0 à 1, 'est-à-dire pour des longueurs d'onde longitudinales plus

grandes que le périmètre du jet, e qui est le plus souvent le as ave les ondes de

isaillement. Nous utiliserons don ette fréquene alulée en z = 0 (�!1) :

!m =

r
�

�1r
3
0

m(m2 � 1) '
r

�

�1r
3
0

m
3
; (3.19)
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qui augmente ave le nombre de modulations azimutales m.

La pulsation exitatrie assoiée au passage des instabilités longitudinales

dans le référentiel du jet est !L. Elle exite don les osillations libres !m les

plus prohes de la fréquene exitatrie moitié !L=2. Nous déduisons alors de

!m = !L=2 le nombre m de modulations de l'exitation la plus prohe. Puis la

longueur d'onde transverse assoiée :

�?

�

=
2�r0=m

�

= 2�1=3
We

�1=3
� = 2:96We

�1=3
� ; (3.20)

ave We� = �2u
2
2�=�. Si nous remplaçons à présent l'expression de la longueur

d'onde parallèle déterminée préédemment table (3.1.2), � ' 1:04
q

�1
�2
Æ, nous

trouvons :

�?

Æ

= 3:00

�
�1

�2

�1=3

We

�1=3
Æ : (3.21)

La variation de �? ave la vitesse d'air est plus forte que elle de Æ, elle est

proportionnelle à u
�1
2 .

Analyse selon l'instabilité de Rayleigh-Taylor

L'aélération onnue par le liquide dans son référentiel est g = a!
2
L sin(!Lt),

alternativement dirigée vers le gaz et le liquide (�gure 3.15). Lorsque la surfae

0

g (t)

STABLE
accélération 
vers le gaz

INSTABLE
accélération 
vers le liquide

temps

gaz

liquide

0 T/2 T 3T/2 2T

Fig. 3.15: Aélération de surfae. Remarque : l'aélération g et la position � de la

surfae sont en opposition de phase.

est aélérée vers le liquide la situation est instable au sens de Rayleigh-Taylor

(Rayleigh, 1883; Taylor, 1950; Lewis, 1950), instabilité qui rée justement des

digitations. Remarquons que ette instabilité est exitée par périodes.
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Nous allons voir tout d'abord omment ette instabilité séletionne des lon-

gueurs qui orrespondent à l'aélération maximale au ours d'une ondulation.

Nous verrons ensuite que l'apparition des ligaments est lié à un seuil sur l'ampli-

tude des ondes primaires que nous déterminerons expérimentalement.

longueur d'onde séletionnée pour la prodution de doigts Si l'on onsi-

dère une petite �utuation transversale b0 exp (im�) (�gure 3.16) elle est ampli�ée

b

λ

λ

a

Coupe Coupe

Fig. 3.16: Développement de l'instabilité transverse.

par l'instabilité. Contrairement à l'analyse de Faraday préédente nous allons né-

gliger la ourbure du jet et utiliser les résultat de l'analyse de stabilité plane de

Rayleigh-Taylor qui sont pour le taux de roissane temporel et la longueur d'onde

la plus ampli�ée de l'instabilité :

!iRT =

�
2

3
p
3

�1=2�
�1g

3

�

�1=4

; (3.22)

�RT = 2�

�
3�

�1g

�1=2

; (3.23)

d'après Chandrasekhar (1961), lorsque la densité de gaz est très petite devant la

densité de liquide.

Ii g(t) = a(t)!2
L sin(!Lt) roît en proportion de a(t), don le taux d'ampli�a-

tion !iRT dépend du temps. Pendant le temps dt l'amplitude b de la perturbation

(initialement b = b0) varie de : db = b !i RT (t) dt. Don pendant la demi-période

TL=2 = �=!L (voir Eq. (3.11) pour !L) qui voit une aélération dirigée vers le

liquide, la perturbation a rû de :

b1 = b0 exp

Z TL=2

0

!i RT (t)dt; (3.24)
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et d'après les équations (3.11), (3.15) et (3.22) :

Z TL=2

0

!i RT (t)dt /
�
�1g

3
max

�

�1=4

=!L; (3.25)

=
2�2p
3
p
3

�(7=8)

�(11=8)
We�

1=4
�
a

�

�3=4
; (3.26)

ave We� = �2u2�
�

, qui est le nombre de Weber dé�ni ave l'inertie du gaz et la

tension apillaire d'une surfae de rayon de ourbure �. Le fateur d'ampli�a-

tion dépend don de l'amplitude des ondes primaires a(t), fontion roissante du

temps.

Lorsque l'ampli�ation est su�samment forte elle rée des ondulations trans-

versales non linéaires qui se transforment en ligaments. Cette ondition d'ampli-

�ation est réalisée lorsque b1 dépasse une valeur seuil bs, qui est inonnue ii. La

ondition de d'apparition de ligaments s'érit :

Z T=2

0

!i RT (t)dt > ln

�
bs

b0

�
; (3.27)

qui s'exprime ave la valeur de l'amplitude de l'onde prinipale :

a

�

> �We�
�1=3

; (3.28)

ave � ' 0:0428 ln4=3(bs=b0) après intégration numérique.

La longueur d'onde de l'instabilité de Rayleigh-Taylor séletionnée au ours de

la demi-période est elle qui orrespond au taux d'ampli�ation le plus fort : 'est

elui de l'aélération maximale gmax = a!
2
L, e qui d'après Eq. (3.23) produit

une longueur d'onde

�? = 2�

�
3�

�1gmax

�1=2

; (3.29)

don la longueur d'onde séletionnée pendant la demi-période instable est :

�?

�

=
p
3We�

�1=2
�
a

�

��1=2
: (3.30)

Si l'on hoisit pour a=� la valeur minimale de délenhement de l'équation (3.28)

il en résulte :

�?

�

=

r
3

�

We�
�1=3

: (3.31)
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ondition de formation de ligaments D'après le modèle préédent, les

ligaments ne se forment que lorsque le rapport de l'amplitude et de la longueur

d'onde des osillations primaires est supérieur à une valeur seuil qui dépend de

�, fontion du taux d'ampli�ation ritique d'une perturbation transversale bs=b0

et du nombre de Weber We� (Eq. (3.28)). Pour déterminer quel est e taux

d'ampli�ation ritique, nous avons mesuré l'amplitude de saturation amax des

osillations primaires diretement sur des images instantanées, en mesurant l'éart

maximal entre l'altitude de la rête et l'altitude du reux des osillations, et noté

si es osillations onduisaient à la formation de ligaments ou pas. Nous avons

aussi mesuré à haque fois la longueur d'onde des osillations, e qui permet de

aluler amax=� � We

1=3
� (Figure 3.17). On onstate que ette quantité roît en

moyenne ave la vitesse d'air et que les ligaments ommenent à se former dès

que la vitesse est supérieure à u2 = 21 m/s, e qui orrespond à amax=��We

1=3
�

supérieur à environ 0:5. Le fateur � est don égal à 0:5, e qui implique un taux

d'ampli�ation de bs=b0 = 550. Le valeur de l'amplitude de délenhement est

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

16 18 20 22 24 26

u
2
  (m/s)

a
max

 /λ*We
λ

1/3

a
max

 /λ  

Fig. 3.17: Amplitude maximale des osillations et formation des ligaments en fontion

de la vitesse d'air, u1 = 0:94 m/s. Triangles : rapport amax=�, erles : rapport amax=��

We
1=3
� . Symboles pleins : les ligaments ne se développe pas, symboles vides : il y a des

ligaments plus loin sur le jet.

d'environ 0:2�, soit des tailles millimétriques.
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Il s'ensuit que la longueur d'onde séletionnée est

�?

�

= 2:45We�
�1=3

: (3.32)

Si l'on exprime � en fontion de l'épaisseur de vortiité, nous trouvons :

�?

Æ

= 2:51

�
�1

�2

�1=3

We

�1=3
Æ : (3.33)

Comparaison des deux méthodes

Les deux analyses préédentes produisent des résultats similaires. L'inonvénient

de l'analyse en selon l'instabilité de Rayleigh-Taylor est qu'elle néessite la me-

sure de l'amplitude de délenhement de l'instabilité. Cependant un avantage de

ette méthode est qu'elle donne une évaluation du taux de roissane !i RT des

instabilités au moment où les ligaments surgissent (don inluant le fateur de

délenhement �) :

!iRT = 0:92!L = 0:88
�2

�1

u2

Æ

; (3.34)

le taux de roissane est don prohe de la pulsation d'exitation, et du taux de

roissane de l'instabilité primaire de isaillement !i.

Les longueurs d'onde �? varient toutes deux ave la vitesse d'air en u
�1
2 .
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3.2.4 Interprétation des mesures

La longueur d'onde �=Æ traée en fontion de
�2
�1
WeÆ, toutes les mesures réa-

lisées ave les diverses tensions de surfae et densités de l'eau, de l'éthanol et du

glyérol se superposent, et suivent une loi qui est prohe de la prédition théorique

de Faraday en valeur absolue et en tendane �=Æ ' 3Æ(�2
�1
WeÆ)

�1=3 (�gure 3.18).

1
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Fig. 3.18: Gauhe : Espaement des ligaments des di�érents liquides sur le périmètre

du jet en fontion de �2=�1WeÆ. Ligne ontinue : prédition Faraday, ligne disontinue :

prédition Rayleigh-Taylor. Droite : Espaement des ligaments rapporté à la longueur

d'onde �.

L'aord est moins bon en e qui onerne les grandes longueurs d'onde : si

l'on se rapporte au omptage du nombre de ligaments (�gure 3.14) es longueurs

d'onde ont été obtenues pour un petit nombre de ligaments. La longueur d'onde

n'est pas négligeable par rapport au périmètre pour es ondulations, et les e�ets

de ourbure que nous avons négligés dans les analyses préédentes interviennent.

Si l'on utilise à présent la longueur d'onde primaire, on retrouve les variations

prédites (�gure 3.18).

La visosité de la solution de glyérol (14 fois elle de l'eau) ne semble pas

entrer en ligne de ompte dans la prodution initiale des ligaments, les résultat

étant très prohe de eux de l'eau.
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3.3 Aélération des ondulations transverses

3.3.1 Faits expérimentaux

L'aélération des partiules liquides qui formeront un ligament étiré présente

deux phases : une première phase, d'aélération, lorsque le liquide est toujours

regroupé sur une rête, puis une phase d'étirement, lorsque les ligaments qui

jaillissent des rêtes sont soumis au ourant gazeux.

Alors que les ligaments ne sont pas enore formés, les rêtes sont aélérées

par le ourant d'air. Initialement, leur amplitude est nulle et l'interfae plane est

peu aélérée (voir setion 3.2.2) par le simple frottement de l'air sur le liquide.

L'analyse de stabilité linéaire prédit que le passage des ondes les plus ampli�ées

se produit à la vitesse u, lorsque leur amplitude est in�nitésimale.

Les ondulations réées par l'instabilité de isaillement qui se propagent à la

surfae ne font que réer un mouvement irulaire des partiules liquides dans

le référentiel attahé au jet liquide, qui se meut à la vitesse u1 par rapport au

référentiel du laboratoire (�gure 3.19). En e�et une perturbation de surfae du

liquide � = �0 exp (i!t� ikx), induit une modi�ation du potentiel des vitesses

dans le liquide � = �0(y) exp (i!t� ikx), ave y la profondeur sous la surfae. Si

l'on suppose l'éoulement inviside la vitesse des partiules est v = r�. La non

ompressibilité impose div v = �� = 0 ; il en résulte que �0(y) = A exp(�ky).
Les omposantes osillantes de la vitesse vx = �ik� et vy = �k� sont de même

amplitude et en quadrature : les partiules dérivent des erles.

Ces ondes sont fortement ampli�ées et deviennent très vite non- linéaires.

La surfae des rêtes présentée perpendiulairement à l'éoulement s'aroît, et

une proportion de plus en plus grande de partiules liquides est aélérée par la

ontrainte gazeuse. Les rêtes se meuvent alors à une vitesse plus grande que le

jet.

Vitesse des 
particules fluides
dans le référentiel du jet 

Entraînement par 
frottement

Couche limite

Fig. 3.19: Mouvement initial des partiules �uides dû au passage des ondes à la surfae

et aélération par la traînée aérodynamique.

Dans le but d'observer la vitesse de déplaement des rêtes, il est possible de

oupler à la fois une bonne résolution spatiale des images et une information sur
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le déplaement, lorsque la améra de haute résolution est assoiée au système

d'élairage faisant intervenir les deux �ashs. Lorsqu'ils sont ationnés suessi-

vement ave un déalage temporel �t, durant l'ouverture de l'obturateur de la

améra, deux expositions sont superposées sur la même image (�gure 3.20). Le dé-

Fig. 3.20: Double �ashs. u1 = 0:45 m/s, u2 = 19 m/s, �t = 2 ms.

plaement des rêtes des osillations d'une position x1 à une position x2 est alors

visible, e qui permet de aluler un veteur vitesse moyen vx = (x2 � x1)=�t en

fontion de x1 (Figure 3.21).

Il apparaît que la vitesse initiale des rêtes est elle du jet liquide, puis qu'elle

roît linéairement ave la distane. La vitesse initiale des rêtes n'est don pas

la vitesse de onvetion u = u1

�
1 +

q
�2
�1

u2
u1

�
. Cela ne veut pas pour autant

dire que les ondulations de surfae se propagent à la vitesse u1 et que la théorie

de stabilité est mise en défaut en e qui onerne la vitesse de propagation. En

e�et, si les ondulations se déplaçaient à la vitesse u1, la mesure de fréquene de

passage seraient f = u1=� don proportionnelle à u

1=2
2 en lieu de u

3=2
2 , e qui est

en désaord ave les mesures de fréquene du hapitre préédent. Il faut don

bien di�érentier les rêtes des ondes qui sont entraînées à la vitesse du liquide et

les ondulations qui se propagent à la vitesse de phase u.
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Fig. 3.21: Vitesse axiale des rêtes déterminée par double �ash, adimensionnée par

une vitesse de liquide de u1 = 0:94 m/s et des vitesses de gaz de 21 (erles vides),

28 (erles pleins), 34 (arrés vides) et 42 m/s (roix). La vitesse roît linéairement à

partir de la vitesse du liquide.

3.3.2 Modélisation de l'aélération des protubéranes et vitesse de pro-

jetion du ligament

Pour omprendre quel est l'e�et de la fore de traînée sur l'aélération des

rêtes nous examinerons au préalable deux as simples : l'aélération de sphères

rigides, puis l'aélération de gouttes.

Aélération d'une sphère rigide dans un ourant d'air

Considérons une sphère rigide plongée dans un ourant d'air ave une vitesse

vG initialement nulle (�gure 3.22). Elle est soumise à une fore de traînée aé-

d

ρ2

ρ1 VG

u2 

Fig. 3.22: Boule entraînée dans un ourant gazeux.
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rodynamique qui vaut F = 1
2
�2�(u2 � vG)

2
CDS, ave S = 2�(d=2)2 la surfae

présentée au ourant gazeux, et CD le oe�ient de traînée qui vaut environ

0.5 pour les grands nombres de Reynolds Re = �Ud=�2. Toute ette fore est

onsarée à l'aélération du entre de masse, et la relation fondamentale de la

dynamique s'érit :

�1V
dvG

dt

=
1

2
�2(u2 � vG)

2
CDS�P: (3.35)

L'aélération de la sphère est proportionnelle au rapport surfae sur volume don

à 1=d :

dvG

dt

=
3CD

4

�2

�1

(u2 � vG)
2

d

: (3.36)

Initialement l'aélération vaut don
d2x
dt2

= 3CD
4

�2
�1

u22
d
, et le déplaement x évolue

omme :

x

d

'
3CD

8

�
t

ta

�2

; (3.37)

ave

ta =

r
�1

�2

d

u2

; (3.38)

le temps aratéristique assoié au déplaement. La résolution de l'équation dif-

férentielle (3.36) donne la vitesse tout au long de l'aélération :

vG

u2

=

3CD
4

q
�2
�1

t
ta

1 + 3CD
4

q
�2
�1

t
ta

: (3.39)

Après une augmentation initialement linéaire (t � ta

p
�1=�2), la vitesse tend

douement vers u2 (t� ta

p
�1=�2).

Aélération d'une goutte dans un ourant d'air

Si l'on onsidère à présent une goutte plaée dans le ourant gazeux, sa surfae

libre est modi�ée par l'éoulement d'air : nous avons vu dans l'introdution (page

17) que la goutte se brise lorsque le nombre de Weber Wed = �2�u
2
2d=� est

supérieur à environ 12 pour les liquides peu visqueux. La relation 3.36 est toujours

valable dans le as d'une goutte qui se fragmente, mais ave un oe�ient de

frottement supérieur, dû à une surfae plus importante de la goutte. Des mesures
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e�etuées à haut nombre de Weber, donnent un oe�ient de l'ordre de CD ' 2:5

(Pilh & Erdman, 1987). La goutte se brise en un temps tf qui varie de 4 ta à 6 ta
selon le mode de brisure : les gouttes dans le mode � bag break-up � se brisent

plus vite que dans le mode � sheet-stripping � qui désintègre progressivement la

goutte. D'après l'équation 3.39, sa vitesse �nale rapportée à u2 est :

vG

u2

'
3CD

4

r
�2

�1

tf

ta

; (3.40)

elle varie don entre 0:26 u2 et 0:39 u2 selon le mode de brisure.

Aélération d'une protubérane de taille �?

Nous allons utiliser les outils que nous venons d'exposer pour l'aélération

des sphères et des gouttes pour aratériser l'aélération des rêtes. Si nous

négligeons la visosité du liquide et la visosité du gaz, les fores qui s'appliquent

sur une ondulation transverse de la rête sont :

� la fore de traînée aérodynamique proportionnelle à la surfae S présentée,

T = 1
2
�2u

2
2CDS; ave CD un oe�ient de traînée qui dépend de la forme

de la surfae;

� la fore de rétention apillaire proportionnelle au périmètre P qui relie le

volume au orps du jet liquide, �P:

Le entre de masse est don soumis à une aélération :

�1V ax =
1

2
�2u

2
2CDS � �P; (3.41)

Nous avons vu préédemment que la taille transverse des ondulations est �?.

Supposons à présent que l'ondulation entraînée par l'air est une protubérane

proportionnée à �?, et dont la forme varie homothétiquement lorsque �? varie, et

que ses dimensions sont prohes de elles d'une demi-sphère de diamètre �?, ave

un volume V ' 1
2
�
6
�
3
?, une surfae présentée S '

1
2
�
4
�
2
? et un périmètre P � ��?.

Le rapport de la fore de traînée sur la fore apillaire est alors We�
?

� CD
16
. Si

l'on suppose que CD = 1, il vaut environ 3 lors de l'apparition des ligaments à

u2=25 m/s (We�
?

= 50), et est proportionnel à la vitesse. Le terme de rétention

apillaire s'avère don négligeable à l'instant initial dans le bilan des fores.

L'aélération ax de la rête est don onstante et vaut ax = 3
4
CD

�2u22
�1�?

, tout

omme le as d'une sphère seule. Elle varie don fortement ave la vitesse d'air,

proportionnellement à u
3
2. Les mesures donnent aès à l'aélération spatiale

selon la diretion du jet
dvx
dx

qui est reliée à l'aélération ax par

ax =
dvx

dt

= vx
dvx

dx

: (3.42)
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u2 
λ⊥

Fig. 3.23: Aélération d'une protubérane de taille �?.

Initialement la vitesse de la rête est vx = u1, don
dvx
dx

(x=0) = ax
u1
.

La pente à l'origine de la ourbe vx(x) est traée �gure 3.24 pour deux vitesses

liquides : elle montre une aélération ompatible ave une variation en u2 à la

puissane 3 (�gure 3.24, gauhe). L'aélération ave u1 = 0:45m=s est 2.0 fois

plus grande que elle ave u1 = 0:94m=s, alors que la vitesse est divisée par un

rapport 2.1 : l'aélération spatiale est inversement proportionnelle à la vitesse

liquide. L'aélération mesurée varie omme 0:6
�2u22
�1�?

, e qui donne un oe�ient

de frottement de CD ' 0:8, légèrement supérieur à la valeur du oe�ient sur

une sphère.
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Fig. 3.24: Gauhe : Aélération spatiale dvx=dx déterminée à partir de la �gure 3.21

en fontion de la vitesse u2, pour deux vitesses liquides. Une régression ave une loi en u32
est présentée (lignes). Droite : Idem en fontion de l'aélération temporelle théorique.

Ligne : 0:6
�2u22
�1�?

.
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3.4 Elongation sous forme de ligaments

Le volume de la protubérane initiale s'allonge ensuite dans le ourant d'air :

sa base est retenue sur le jet liquide par la tension super�ielle, tandis que la

fore de pression aérodynamique l'étire toujours. Un ligament se détahe alors de

la rête (exemple �gure 3.25).

Fig. 3.25: Elongation d'un ligament, �t = 1 ms, u1 = 1 m/s, u2 = 25 m/s.
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Sur des �lms réalisés à 9000 et 18000 images/s, nous avons surligné la longueur

du ligament sur haque image et ainsi obtenu la longueur du ligament avant la

brisure en fontion du temps (Figure 3.26, les ligaments hoisis sont les plus

représentatifs d'une ondition de vitesse). L'évolution de la longueur du ligament

est manifestement presrite par la vitesse u2 : plus la vitesse est grande plus les

ligaments s'étirent vite.
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Fig. 3.26: Longueur de ligaments ave le temps. L'origine des temps est interpolée à

l'aide de la pente initiale. La �n de la ourbe orrespond à la brisure du ligament.
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Si nous étendons les mesures de vitesse de rêtes aux mesures de vitesse uL

des extrémités des ligaments et ensuite des gouttes formées, on onstate que

l'aélération hute lorsque les gouttes sont formées (Figure 3.27).
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Fig. 3.27: Vitesse des rêtes, des extrémités des ligaments et des gouttes formées (u1 =

0:45 m/s, u2 = 21 m/s).
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Chapitre 4

Formation des gouttes

L
es digitations qui naissent sur les rêtes des ondulations sont étirées par la

frition de l'air et forment des ligaments de plus en plus �ns (�gure 4.1). La

brisure de es ligaments produit des gouttes de tailles très dispersées. Au ours

de e hapitre nous dégagerons les aratéristiques expérimentales de la brisure :

épaisseur et rapport d'aspet du ligament à la brisure ; nous traiterons ensuite de

la taille des gouttes produites par la brisure individuelle des ligaments, et en�n

des distributions de tailles dans le spray.

Fig. 4.1: Etirement des ligaments (Marmottant & Villermaux, 2001a).
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4.1 Brisure des ligaments

4.1.1 Diamètre du ligament avant sa assure

Lorsqu'il est su�samment �n, le ligament se brise en gouttelettes. Les brisures

se produisent toutes dans un intervalle ourt inférieur à la milliseonde (voir les

images de la �gure 4.2).

Fig. 4.2: Etirement d'un ligament et brisure (images séparées de 0.67 ms).

Nous avons étudié les brisures sur des photographies doublement exposées au

�ash ave un éart de 1 ms environ. L'emploi d'une améra numérique de haute

dé�nition est alors possible. Sur une série d'images, lorsque la brisure a lieu entre

les deux �ashs, nous estimons le diamètre de brisure en mesurant le diamètre du

ligament de la première exposition, sur ses plus petites parties enore ylindriques

(Figure 4.3). Les mesures réalisées à la améra rapide sont limitées par une moins

bonne résolution, et une taille d'aquisition sur le apteur CCD qui est de plus

en plus réduite à grande vitesse d'aquisition.

La taille des ligaments à la brisure �b déroît fortement ave la vitesse du gaz,

et une régression ave en loi de puissane �3=2 est représente bien les petites

vitesses (�gure 4.4).

D'après les mesures ave de l'éthanol, de tension de surfae environ trois

fois moindre, la taille de brisure des ligaments est a�etée par le hangement de

tension de surfae du liquide : les tailles de assures sont plus petites.

Remarquons que la taille de brisure est modi�ée par la visosité : en e�et les

images du jet de glyérol à 60 % montrent des ligaments qui sont beauoup plus



4.1. Brisure des ligaments 99

Fig. 4.3: Brisure d'un ligament entre deux expositions de �ash superposées.
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Fig. 4.4: Diamètre � de brisure des ligaments d'eau et d'éthanol. Régression par des

ourbes en u
�3=2
2 .
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Fig. 4.5: Images du jet ave une solution de glyérol à 60% en volume, u1 = 0:5 m/s.

Gauhe : u2 = 41 m/s, droite : u2 = 34 m/s.

allongés que pour les images en eau (Figure 4.5), et qui sont don des plus �ns

à la brisure. Les mesures de l'épaisseur des ligaments juste avant leur rupture en

apporte la on�rmation (Figure 4.6).
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Fig. 4.6: Diamètre des ligaments de glyérol 60 % et d'eau juste avant brisure.
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4.1.2 Rapport d'aspet des ligaments à la brisure

La mesure des longueurs de ligament à la brisure onjointement ave leur

épaisseur à la brisure, sur des �lms rapides, montre que le rapport d'aspet aug-

mente signi�ativement ave la vitesse gazeuse (�gure 4.7). Cette augmentation

est diretement visible sur les images du jet (�gure 4.8).
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Fig. 4.7: Rapport d'aspet des ligaments à la brisure, et évolution des dimensions du

ligament : longueur Lb, taille d0 et diamètre �b. Jet d'eau.
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a
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c

Lb
Lb

Lb

ξb
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Fig. 4.8: Le rapport d'aspet maximal des ligament augmente ave la vitesse d'air

(vitesses roissantes d'environ 20, 35 et 50 m/s). La longueur lb avant la brisure varie

peu, alors que le diamètre �b diminue ave la vitesse
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4.2 Gouttes formées à partir d'un ligament

La brisure des ligaments s'e�etue de manière beauoup moins régulière que

elle d'un jet non-étiré : les tailles de gouttes produites sont plus largement dis-

tribuées. La dispersion des tailles de gouttes formées resulte de la onjontion de

deux fateurs : la dispersion des volumes de ligaments, et la dispersion des tailles

produite par la brisure du volume en elle-même.

4.2.1 Distribution des volumes des ligaments

A�n de onnaître le volume des ligaments, la méthode de double exposition

trouve son utilité pour repérer les gouttes issues de la brisure d'un ligament, lors-

qu'il arrive que la brisure se produise entre les deux illuminations. Nous identi�ons

alors manuellement les gouttes sur une image de bonne résolution (�gure 4.9).

De la surfae S des gouttes sur l'image nous déduisons leur diamètre d tel que

Fig. 4.9: Identi�ation des gouttes sur une image de brisure totale.

S = �d
2
=4 (en supposant qu'elles sont prohes de la forme sphérique) et leur vo-

lume �d2=6. La somme de es volumes est le volume v0 =
P

�d
3
i =6 du ligament,

ar d'après nos observations la quasi-totalité du ligament s'est brisé.

Nous dé�nissons alors la taille du ligament d0 par le diamètre qu'il aurait s'il

était rassemblé en une seule boule :

v0 =
�

6
d
3
0: (4.1)

Les volumes déroissent en moyenne très fortement ave la vitesse du gaz, ave

une variation en u
�3
2 (�gure 4.10). La taille transverse d0 assoiée à e volume

est don proportionnée à la longueur d'onde transverse �?, selon d0 ' 0:23�?
expérimentalement, ave �? � ÆWe

�1=3
Æ (�gure 4.11). L'éart-type relatif des

tailles d10 est de 0:20� 0:05 pour toutes les vitesses de gaz.



104 Chapitre 4. Formation des gouttes

0.01

0.1

1

10

10 100
u

2
 (m/s)

v 0  (
m

m
3 )

- 3

Fig. 4.10: Volume du ligament avant brisure estimé d'après les gouttes issues de la

brisure du jet d'eau. Ligne : régression ave une ourbe en u�32 .
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Fig. 4.11: Taille de ligament d0 et longueur d'onde transverse rapportés à l'épaisseur

de ouhe limite gazeuse.
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La distribution des tailles d0 s'obtient par un lassement des mesures x selon

un histogramme dont les lasses sont des intervalles égaux [xi xi+1℄. Pour obtenir

des distributions onvergées, 'est-à-dire ave un nombre Ni su�sant d'événe-

ments dans haque lasse de l'histogramme, de façon à obtenir une bonne ap-

proximation et réduire l'erreur relative qui est en 1=
p
N , nous avons aumulé

un nombre plus important de données. La proédure d'extration des diamètres,

manuelle, est très longue ar peu d'images doublement exposées montrent l'avant

et l'après brisure, 'est pourquoi nous n'avons traité qu'un jeu de onditions,

u1 = 0:45 m/s et u2 = 29 m/s. Nous avons retenu 111 images de ligaments, e

qui a représenté un total de 1100 gouttes, ontre une dizaine pour haune des

onditions des mesures présentées sur les �gures 4.10 et 4.11.

La distribution des tailles, que nous noterons R(d0), est relativement symé-

trique autour de la moyenne (�gure 4.12), ave un éart-type relatif de 0.20.
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Fig. 4.12: Distribution des tailles d0 de ligaments (111 mesures réparties dans 8

lasses), ligne en pointillés : régression par une loi de probabilité gaussienne (moyenne

0:21�?, éart-type 18%), u2 = 29 m/s.
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4.2.2 Distribution des tailles de gouttelettes issues d'un ligament

Le nombre de gouttelettes produites par un ligament est de 9 en moyenne, et

réparti approximativement selon une poissonienne (�gure 4.13).
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Fig. 4.13: Distribution du nombre de gouttes issues d'un ligament (trait plein), ap-

proximation par une distribution poissonienne de moyenne < n >= 9:2 (trait pointillé),

u2 = 29 m/s.

Lest tailles de gouttes adimensionnées par la taille du ligament dont elles sont

issues, d=d0, traés en fontion de d0, montrent une répartition des d=d0 semblable

pour des d0 (en absisse sur la �gure 4.14) di�érents. Il apparaît don plausible

de onsidérer que la distribution Q(d=d0) ne dépend pas de d0. Par exemple,

si l'on sépare le jeu de données suivant que d0 est supérieur ou inférieur à la

valeur médiane, les distributions obtenues sont similaires (�gure 4.15). Nous ne

pouvons pas séparer davantage notre jeu de données : les distributions ne seraient

plus onvergées. La distribution est très large à ette vitesse d'air : autour d'une

moyenne de hd=d0i = 0:36 l'éart-type relatif est de 0.58.
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Fig. 4.14: (a) Diamètre des gouttelettes rapporté au diamètre d0, en fontion de d0.

(b) Distribution des tailles de gouttes rapportées à la taille d0 du ligament, u2 = 29 m/s

(répartition de 1100 points dans 10 lasses).
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La vitesse d'air ne modi�e pas grandement la forme de la distribution (�-

gure 4.16) : sa forme est onservée ainsi que ses moments (table 4.1). Nous avons

ajouté aux données obtenues à 29 m/s (1100 gouttes) les distributions pour deux

vitesses gazeuses plus élevées, 38 m/s (183 gouttes) et 50 m/s (440 gouttes).
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Fig. 4.16: Distributions expérimentales des tailles de gouttes rapportées à la taille d0
du ligament pour plusieurs vitesses d'air. Barre d'erreurs pour la distribution la moins

onvergée.

u2 (m/s) WeÆ hd=d0i std(d)=hdi
29 2.4 0.36 0.60

38 3.7 0.32 0.60

50 5.5 0.37 0.51

Tab. 4.1: Moments des distributions de d=d0 : moyenne et déviation standard norma-

lisée.

En onlusion, les tailles de brisure sont entièrement déterminées par la taille

des ligaments d0 quelle que soit la vitesse. Il faut remarquer que la taille moyenne

des gouttelettes hdi obtenue n'est pas proportionnée au diamètre des ligaments.

En e�et la taille moyenne est proportionnelle à d0 don à �? qui varie en u
�1
2 , alors

que le diamètre de brisure �b varie en u
�2
2 . Le rapport hdi=�b augmente proportion-

nellement ave la vitesse du gaz, ave les mesures en eau il vaut hdi=�b = u2=u0,

ave u0 = 10:6 m/s.
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4.3 Distribution des tailles de gouttes dans le spray

Les brisures des ligaments produisent des gouttes qui alimentent un spray

entraîné dans le ourant de gaz. Ces gouttes proviennent de la première frag-

mentation du jet liquide, selon le méanisme dérit dans la setion préédente,

appelée atomisation primaire dans le ontexte de la formation de spray. Lorsque

le ourant gazeux est très fort et que les gouttes sont brisées une nouvelle fois, on

utilise le terme d'atomisation seondaire.

Les tailles des gouttes issues de l'atomisation primaire ont été peu mesurées

dans les sprays oaxiaux. Les observations de Yatsuyanagi et al. (1994) oner-

nant un spray produit par un jet oaxial eau/azote, dont les tailles de gouttes

sont mesurées ave un PDPA, onluent que le diamètre de Sauter d32 est in-

versement proportionnel à �u = u2 � u1 : d32 �
10m=s
�u

� 0:6 mm. Ces résultats

inluent ependant des phénomènes d'atomisation seondaire. Des mesures réa-

lisées dans la région d'atomisation primaire stritement, en sortie d'un injeteur

oaxial eau/liquide à l'aide d'un analyseur de spray ommerial fontionnant par

analyse d'images, sont aussi en aord ave ette déroissane (voir la �gure 4.17

de Shavit & Chigier, 1995). La mesure de la taille des gouttes à l'aide d'une sonde
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u
1
=1.45 m/s
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 (m

m
)

u
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Fig. 4.17: Taille des gouttes mesurées à 10 mm du point de brisure moyen, à l'aide

d'un injeteur tubulaire (d'après la �gure 12 de Shavit & Chigier, 1995). Jet liquide de

diamètre d1 = 0:89 mm, épaisseur de ouronne e = 4:56 mm.

optique � utilisée traditionnellement pour déteter le taux de présene du liquide

� onçue pour déteter la vitesse de passage des gouttes sur la sonde et en déduire
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leur diamètre, montrent aussi une déroissane des diamètres moyens en u
�1
2 dans

un éoulement oaxial eau/air plan (Hong et al., 2000).

Au ours de ette setion nous examinerons les aratéristiques des tailles de

gouttes dans le spray issu de l'atomisation primaire, et nous montrerons qu'elles

sont liées aux longueurs d'onde des ondulations transverses initiales de la surfae.

Leur distribution est quant à elle liée au proessus de brisure. L'e�et de la viso-

sité, dont les onséquenes sur la brisure des ligaments étaient manifestes, modi�e

les tailles dans le spray. Nous verrons en�n quelle est l'évolution des distributions

du spray plus en aval de la région d'atomisation primaire.

4.3.1 Mesures dans le spray, dans la région d'atomisation primaire

Fig. 4.18: Mesure des tailles de gouttes dans la région d'atomisation primaire.

Les mesures de tailles de gouttes dans le spray ont été faites en dépouillant des

photographies prises dans la région prohe de l'atomisation primaire (Figure 4.18) :

dans ette région les ligaments ont eu le temps de se briser et les gouttes le

temps de relaxer vers une forme sphérique, notamment en e qui onerne les

plus grosses, dont le temps de relaxation est plus grand 1.

Les images sont exposées à l'aide du �ash, dont le temps d'élair est de l'ordre

de 5 �s. Au delà d'une vitesse d'air de 70 m/s, les gouttes qui viennent de se

former sont animées d'une vitesse telle que le �lé de leur image ne devient plus

négligeable devant leur diamètre, et 'est pourquoi nous avons arrêté à ette vi-

tesse les mesures. L'objetif est ouvert de façon à obtenir une faible profondeur de

1. Le rapport entre les ontraintes de frottement visqueux �1!0, et les fores de pression

de Laplae �=d qui entretiennent l'osillation !0 est donné par le nombre de Ohnesorge Oh =

�1=
p
�1�d ; les osillations des petites gouttes sont don plus vite amorties.
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hamp (de l'ordre du mm). Le traitement automatique de es images séletionne

les gouttes nettes, don près du plan foal, pour lesquelles la taille apparente

est alibrée. Il permet d'enregistrer et de traiter un grand nombre d'images, et

d'obtenir les distributions de tailles qui étaient obtenues à la main lors de l'étude

de la brisure des ligaments.

4.3.2 Les distributions ont une déroissane exponentielle

L'aquisition d'un nombre d'images de l'ordre du millier permet d'obtenir des

distributions onvergées (exemple Figure 4.19) : elles-i sont systématiquement

des exponentielles déroissantes vers les grands diamètres. La taille moyenne dm

assoiée à une distribution purement exponentielle est l'inverse du taux de dé-

roissane, de sorte que :

P (d) =
1

dm

exp (�d=dm) : (4.2)
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Fig. 4.19: Distribution des tailles de gouttes (eau).

4.3.3 In�uene de la vitesse d'air

La longueur d'onde transverse �? déroît de façon inversement proportionnelle

à la vitesse d'air : nous allons voir que la taille moyenne des gouttes d10 varie de

façon identique, dans un rapport onstant ave la longueur d'onde transverse.
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Jet d'eau et jet d'éthanol

Le taux de déroissane 1=dm des distributions de tailles de gouttelettes, que

l'on obtient par une régression exponentielle des distributions expérimentales pour

les grands diamètres, traé en fontion de la vitesse d'air (Figure 4.20 a), aug-

mente linéairement ave u2. La taille moyenne des gouttes d10 alulée d'après
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Fig. 4.20: (a) Taux de déroissane 1=dm = �d ln(P )=d(d) des distributions exponen-

tielles. Cerles pleins : u1 = 0:45 m/s. Cerles vides : u1 = 0:94 m/s. Lignes : approxima-

tion linéaire. (b) Diamètre moyen rapporté au diamètre aratéristique de déroissane

des distributions.

les données de tous les diamètres n'est pas égale à l'inverse du taux de dérois-

sane dm. En e�et les distributions expérimentales ne sont pas exponentielles sur

toute la gamme des diamètres : pour les petits diamètres la densité de probabilité

est inférieure. Le diamètre moyen d10 est don supérieur au diamètre moyen dm

assoié à l'exponentielle extrapolée pour les petits diamètres. Leur rapport est

ependant sensiblement onstant, de l'ordre de 1.5 (Figure 4.20 b) : les dé�its de

petites gouttes par rapport à une distribution exponentielle sont don similaires

pour toutes les vitesses.

La taille moyenne des gouttes d10 est proportionnelle à u
�1
2 pour un jet d'eau

omme pour un jet d'éthanol (Figure 4.21). Une aratéristique supplémentaire

de la taille moyenne est qu'elle ne dépend pas de façon signi�ative de la vi-

tesse du liquide, (deux vitesses liquides dans un rapport 2 ont été testées pour

l'eau). Ces deux propriétés sont aussi elles de la longueur d'onde transverse �?,
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Fig. 4.21: Taille moyenne des gouttes d'éthanol et d'eau, régressions en u�12 . Il y a un

fateur 0.5 entre les diamètres moyens des gouttes d'éthanol et d'eau.

taille initiale des ligaments. Leur rapport d10=�? est d'environ 0.10 ave l'eau

(�gure 4.22). Si les diamètres de gouttes sont plus petits ave de l'éthanol, ils le

sont à proportion des longueurs d'onde transverses qui sont aussi plus petites :

leur rapport d10=�? ' 0:08 est légèrement plus faible que pour l'eau.

Le nombre de petites gouttes varie ave le seuil de détetion sur la netteté des

ontours et don le diamètre moyen aussi : les barres d'erreur apposées aux points

de mesure des tailles moyennes sur les graphiques représentent l'étendue de ette

variation. Traées en fontion de �2=�1WeÆ les mesures d'eau et d'éthanol sont

prohes de la droite

d10 ' 0:1�? ' 0:34 Æ (�2=�1)
�1=3

We

�1=3
Æ ; (4.3)

voir (Figure 4.23).
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Fig. 4.22: (a) Tailles moyennes des gouttes d'eau omparées ave la longueur d'onde

transverse, régressions en ÆWe
�1=3
Æ . (b) Idem ave dans le spray de gouttes d'éthanol.
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Fig. 4.23: Taille moyenne des gouttes adimensionnée par Æ en fontion de �2=�1WeÆ.
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Jet d'une solution glyérol

Les distributions des tailles de gouttelettes dans le spray d'une solution de gly-

érol à 60 % en volume présentent la même déroissane exponentielle (Figure 4.24).
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Fig. 4.24: Distribution des tailles dans le spray pour une solution aqueuse de glyérol.

La taille moyenne des gouttes dans le spray diminue plus fortement ave la

vitesse d'air que pour l'eau (Figure 4.25). Pour le diamètre de brisure des liga-

ments, la visosité retarde don le moment de la brisure et e d'autant plus que

le diamètre des ligaments est petit. Nous exposerons dans le hapitre suivant la

onséquene de la visosité sur la brisure des ligaments et son impat sur les

tailles moyennes.
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Fig. 4.25: (a) Taille moyenne des gouttes dans le spray ave une solution de glyérol

et ave de l'eau, ligne en pointillés : prédition de l'e�et de la visosité (Eq 5.43). (b)

Diamètre moyen adimensionné par Æ.

4.3.4 Lien entre la brisure ligamentaire et le spray

Les gouttes observées dans le spray en aval de la région d'atomisation primaire

sont toutes issues de la brisure de ligaments. Nous devons don observer la super-

position des brisures. La distribution �nale des tailles des gouttes dans le spray

P (d) est alors la omposition de la distribution des tailles de ligament R(d0) par

la distribution des tailles de gouttes issues de haque ligament Q(d=d0; d0) qui

dépend de d0 a priori :

P (d) =

Z
R(d0)Q

�
d

d0

; d0

�
d(d0)

d0

: (4.4)

Si l'on suppose que la distribution Q(d=d0) ne dépend pas de d0, e que les

mesures de la setion 4.2 tendent à on�rmer, alors la omposition se simpli�e

en :

P (d) =

Z
R(d0)Q

�
d

d0

�
d(d0)

d0

: (4.5)

Cei revient à e�etuer une onvolution après le hangement de variable x =

ln(d=hd0i) et x0 = ln(d0=hd0i) :

P (x) =

Z
R(x0)Q(x� x0)dx0 (4.6)
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Fig. 4.26: Convolution des distributions.

La distribution des logarithmes de tailles de gouttes rapportées au tailles de

leur ligament d'origine, Q(ln(d=d0)) est plus large que la distribution des tailles

de ligaments R(d0) (�gure 4.26). C'est don la distribution de brisure Q(d=d0) qui

�xe la largeur de la distribution �nale P (d), ainsi que sa déroissane. La ompo-

sition des distributions expérimentales selon l'équation 4.6 donne bien une ourbe

d'allure exponentielle tout omme elle du spray (�gure 4.27), ave toutefois une

légère onvexité.
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Fig. 4.27: (a) et (b) Exemples de distributions à u2 = 29 m/s. () Trait ontinu :

omposition des distributions expérimentales Q(d=d0) ave R(d0=hd0i) ; pointillés : dis-

tribution obtenue dans un spray à des onditions similaires de vitesse d'air u2 = 28

m/s, u1 = 0:94 m/s ; trait disontinu long : distribution des tailles obtenues par analyse

des ligaments.
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4.3.5 Évolution de la distribution ave la distane aval

Les distributions de tailles présentées préédemment ont été mesurées juste en

aval de la région de brisure primaire des ligaments, pour observer des gouttes qui

ont eu le temps de relaxer vers une forme relativement sphérique. Pour mettre

en évidene une éventuelle évolution des distributions de tailles ave la distane,

nous avons traité des images prises diretement dans la région de brisure des

ligaments d'eau (zones A et B de la �gure 4.28), puis plus loin en aval (zones

D et E) que la région de mesure hoisie usuellement (zone C). Les distributions

obtenues sont réunies sur la �gure 4.29. Le aratère exponentiel de la distribution

Fig. 4.28: Zones de mesure des gouttes.

est onservé mais une légère augmentation du diamètre moyen se produit. Cette

augmentation est due à la présene de gros paquets de liquide issus du jet entral

qui n'ont pas été atomisés sous forme de ligaments par le ourant gazeux. Cette

augmentation n'est pas due à des oalesenes qui n'ont jamais été observées

sur les images : les onentrations de gouttes ne sont pas su�santes aux vitesses

étudiées, et les trajetoires sont divergentes. Nous n'avons pas observé non plus

de brisure seondaire de gouttelettes sur nos images. Les aratéristiques du spray

sont don �xées dès la brisure.
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Chapitre 5

Dynamique ligamentaire

N
ous allons à présent nous onentrer sur l'analyse de l'évolution des li-

gaments, qui sont la forme intermédiaire du liquide dans la formation des

gouttes, et dont la brisure onditionne les tailles de gouttes. Les ligaments li-

quides sont fortement étirés par le ourant gazeux : ils deviennent ylindriques

ave grand rapport d'aspet. Chaque ylindre est toujours attahé à la surfae

libre, et terminé par une boule de liquide qui o�re une plus grande résistane

au ourant d'air, et don maintient le ligament sous tension (�gure 5.1), et nous

avons vu que es ligaments sont onstamment étirés.

ξ

H

dH /dt

r

z

Fig. 5.1: Etirement du ligament dans le ourant d'air.

Nous examinerons dans e hapitre la dynamique du ligament étiré et plus

partiulièrement sa partie ylindrique. Dans une première partie nous poserons

les équations du mouvement. Ensuite des expérienes d'élongation de ligaments

par un apillaire permettrons de mettre en lumière les temps aratéristiques

d'élongation et les temps de brisure. Nous reviendrons ensuite aux ligaments

oaxiaux, et verrons que leur devenir est similaire.
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5.1 Ligament entraîné par un tube apillaire à partir d'une

surfae liquide

Pour suivre l'évolution du diamètre d'un ligament étiré ave préision nous

avons produit des ligaments étirés à partir d'une surfae immobile. Dans les

expérienes qui suivent l'élongation du ligament liquide dans une atmosphère

immobile est déterminée méaniquement par l'opérateur. L'absene d'e�ets aé-

rodynamiques nous permettra d'identi�er les onséquenes de l'étirement sur la

ontration des ligaments et leur brisure. Contrairement aux ligaments étirés par

la frition du ourant gazeux sur leur extrémité, la partie ylindrique est ii étiré

par une pipette. Entre la pipette et la partie ylindrique proprement dite il y a un

volume de liquide intermédiaire qui transmet la tension du ylindre. L'ensemble

forme e qu'on appelle un pont liquide.

Contrairement aux expérienes d'élongation d'un pont lors du détahement

d'une gouttes pendante de Henderson et al. (2000), les expérienes que nous allons

présenter se plaent dans le ontexte d'une élongation rapide, pour laquelle les

e�ets inertiels dominent les e�ets visqueux.

5.1.1 Dispositif expérimental

Les ligaments liquides sont produits à partir d'une surfae liquide au repos.

Lorsque l'extrémité inférieure d'un tube apillaire vertial trempe légèrement sous

la surfae et que l'on retire rapidement le apillaire, un ligament de liquide étiré

est formé entre l'extrémité du tube et la surfae (�gure 5.2). L'étirement a été

produit manuellement en tenant diretement le tube et en veillant à tirer le plus

vertialement possible, ou alors par l'intermédiaire d'un �lin passant sur une

poulie située à la vertiale du tube, lequel dispositif permettait de tirer le tube

bien vertialement. L'extrémité supérieure était bouhée, e qui empêhait la

petite portion de liquide déjà présente de tomber du tube. Les tubes avaient pour

diamètre 1.4, 5, 7 et 15 mm.

Les liquides que nous avons testés sont de l'eau distillée (� = 70 mN/m), de

l'éthanol (� = 25 mN/m), et des huiles siliones (� = 20 mN/m), de visosité 5

et 20 entiStokes, don 5 à 20 fois elle de l'eau ou de l'éthanol. Les longueurs et

diamètres sont mesurés sur les images obtenues par améra rapide (�gure 5.3).

Dans les expérienes que nous allons présenter ii le nombre de Reynolds initial

varie de 1000 à 300 pour les ligaments d'eau et d'éthanol, et de 20 à 6 pour l'huile

silione la plus visqueuse. Nous sommes don toujours dans le domaine inertiel.
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Fig. 5.2: Etirement d'un ligament d'eau à l'aide d'une pipette de 7 mm de diamètre,

�t = 4:5 ms.

H

D

L
ξ

Fig. 5.3: Elévation H du tube, longueur de la partie ylindrique L et diamètre du

ligament �.
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5.1.2 Etirement de l'extrémité par la apillarité

Nous allons étudier le mouvement de la partie ylindrique attahée à une

surfae libre (�gure 5.4), lorsqu'elle est entraînée par son extrémité. Nous faisons

ii abstration de la partie qui étire le ligament, ar 'est la partie ylindrique qui

sera sujette à la brisure et donnera les gouttes. Le ylindre a pour diamètre �(t)

et pour longueur L(t).

z
ξ

L

r

dL/dt

L0

D

Fig. 5.4: Etirement d'un ligament à partir d'une base de diamètre D.

Nous supposerons dans un premier temps que son volume est onstant, que

nous exprimerons en fontion du diamètre de sa taille en boule, V = ��
2
L=4 =

�d
3
0=6. Nous supposerons que le ligament est onneté au réservoir de liquide par

une base de diamètre D qui est le diamètre initial du ylindre D. Le hamp de

vitesse du �uide dans le ylindre est purement élongationnel :

uz =
z

L

_
L; (5.1)

ur = �
r

2L
_
L: (5.2)

Ce hamp de vitesse est tel que �u = 0, de sorte que les termes de frottement

visqueux sont nuls : la visosité n'intervient pas sur l'évolution du mouvement, et

les équations de Navier-Stokes se réduisent aux équations d'Euler.

La quantité de mouvement du ylindre selon ez est

pz =

ZZZ
V

�1 uz dV =
1

2
�1 V

_
L: (5.3)

Il est soumis à la fore apillaire sur son extrémité, d'intensité ���, alors qu'à

sa base le liquide de ourbure nulle n'est pas soumis à la fore de apillarité. La

relation fondamentale de la dynamique donne alors l'évolution de la quantité de

mouvement :

1

2
�1 V

�
L = ���: (5.4)

Le diamètre est lié à la longueur par la onservation du volume : V = �d
3
0=6 =

��
2
L=4. L'aélération déroît don quand L augmente, proportionnellement à

�=d0 � (L=d0)
�1=2. Si nous adimensionnons les longueurs par d0 et les temps
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par t�(d0) =
p
�1d

3
0=� alors les variables adimensionnées donnent L = L

�
d0, et

t = t
�
t�(d0), et :

d
2
L
�

dt
�2 = 4

p
6

1

L
�1=2

: (5.5)

Cette équation di�érentielle sur L
� n'a pas de solution analytique simple. Une

intégration numérique a don été réalisée ave omme onditions initiales une

longueur L(0) = d0 et une vitesse _
L(0) = U

�
v0, ave v0 = d0=t�(d0) la vitesse

apillaire. Les ourbes d'évolution montrent que si la vitesse de projetion est

petite devant la vitesse apillaire alors la apillarité impose une déroissane de �

qui est d'allure exponentielle (�gure 5.5). Si par ontre la vitesse initiale n'est pas

nulle, la apillarité joue moins initialement et la déroissane de � est plus prohe

de la solution à vitesse onstante onstant L� � 1 + U
�
t
� et � � 1=

p
1 + U

�
t
�.
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Fig. 5.5: Gauhe : Vitesse rapportée à la vitesse apillaire v0 = d0=t�(d0) et

Droite : diamètre du ligament étiré par la apillarité. Trait ontinus : vitesses initiales

dL=dt(0) = 0; 1; 2; 5 et 10 fois la vitesse apillaire v0. Trait disontinu : approximation

par exp(�t=t�(d0)).

Mais en dé�nitive les taux de déroissane du diamètres, pentes de la ourbe

dans un diagramme semi-logarithmique, sont similaires. A faible vitesse devant

v0, le diamètre déroît don approximativement omme :

�

D

' exp

�
�

t

t�(d0)

�
= exp

 
�
�
D

d0

�3=2
t

t�(D)

!
: (5.6)

C'est don le temps apillaire onstruit à l'aide du volume �d
3
0=4 qui donne le

taux de déroissane.
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Perte de volume

Nous avons supposé que le volume restait onstant lors de l'étirement : nous

allons véri�er la justesse de ette supposition en estimant quel est le volume perdu

pour un mouvement d'étirement exponentiel presrit.

Si le �uide s'éoule par la setion ouverte de diamètre D, don dans le sens

opposé à l'extrémité étirée ave une vitesse �u0ez, le mouvement d'élongation

est modi�é, il présente en e�et un point de vitesse nulle dans le ligament à une

absisse z = l(t). Le hamp de vitesse devient :

uz =
z

L

_
L� u(0) =

z � l

L

_
L: (5.7)

L'équation du mouvement qui se réduit à l'équation d'Euler, puisque le la-

plaien du hamp de vitesse, �1
�2uz
�z2

, est stritement nul, et que l'éoulement est

don non visqueux :

�uz

�t

+ uz
�uz

�z

= �
1

�1

�p

�z

: (5.8)

Nous allons résoudre ette équation en supposant que l'élongation du ylindre

est exponentielle : L = L0 exp(t). L'intégration de l'Eq. (5.8) entre z = 0 et

z = l(t) donne

� _
lu0 +

1

2
u(l)2 �

1

2
u
2
0 = �(p(l)� p(0)) = �

2�

�1�
: (5.9)

Si l'on suppose que le point d'arrêt bouge peu par rapport à la vitesse de sortie

( _l� u(0)), alors la vitesse de sortie du �uide est

u(0) = �2
r

�

�1�
: (5.10)

Le �uide s'éoule par le bas sur une setion de diamètre D, le débit sortant est

don Q = u(0)�D2
=4. Tout le volume du ligament au dessus de l'eau est onerné

par la ontration, don le volume qui diminue est V = ��
2
L=4. L'équation de

onservation du volume de la olonne liquide, dV=dt = Q, s'érit :

d(�2L)

dt

= �2
r

�

�1�
D

2
; (5.11)

Pour un étirement nul, ave  = 0 et L = L0, la solution de l'équation préédente

est

�

D

=

�
1�

t

t1

�2=5

; (5.12)
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ave t1 = 5
4

p
�1DL

2
0=� proportionné à t� =

p
�1D

3
=� via le rapport d'aspet

L0=D initial : t1 =
5
4
t�

L0

D
. Un ligament �n se vide don moins vite qu'un ligament

ourt. Cette solution est singulière en temps : le ligament non étiré se pine en un

temps proportionné à t�.

Ave un étirement L(t) = L0 exp(+t), la solution devient

�

D

=

�
1�

1� e
�t=2

t1 =2

�2=5

e
�t=2

; (5.13)

L'évolution de � est prohe de exp(�t=2) lorsque le taux d'étirement est

grand omparé au taux apillaire (t1 � 1). L'on retrouve par ontre la ontra-

tion en (tb � t)2=5 lorsque le taux d'étirement est très faible (t1 � 1), voir

�gure 5.6a. Le volume déroît aussi moins vite ave l'étirement : nous voyons que

la ontration est dominée par l'évolution de L, même si la pression de Laplae

augmente singulièrement lorsque � tends vers 0 (�gure 5.6b). Le moment singulier

où le volume tends vers 0, moment de brisure, est don retardé par l'étirement.

Dans le as d'un ligament étiré par la fore apillaire même, le taux d'étirement

est  ' 1=t�(d0), temps alulé ave le volume du ligament, et t1 = 5
6
(d0
D
)3=2

dépend seulement de la géométrie initiale.
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Fig. 5.6: (a) E�et d'une variation exponentielle de la longueur L = L0 exp(t) sur

le diamètre du ligament liquide, pour des taux d'élongation t1 � t� roissants. (b)

Variation du volume du ligament, �2L, ave le temps.
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5.1.3 Etirement quasi-statique

Des expérienes réalisées en étirant très lentement un apillaire montrent que

lorsque le ménisque est amené à une altitude su�sante (ii H=D ' 0:5) il se

ontrate ave une vitesse roissante (�gure 5.7 et 5.8). Se forme alors une petite

goutte.

Fig. 5.7: Contration d'un ligament allongé de manière quasi-statique. Eau, D = 7 mm,

�t = 10:7 ms.

Stabilité

Nous allons tout d'abord analyser les onditions de ontration du pont li-

quide : en e�et des petites élévations de la pipette résultent en un pont liquide

stable. Considérons la surfae libre attahée à la pipette de diamètre D lors-

qu'elle est maintenue immobile à une altitude H. D'après l'équation de Laplae

la pression dans le liquide est

P = P0 + ��; (5.14)

ave P0 la pression atmosphérique extérieure, et � la ourbure loale de la surfae

qui est fontion des rayons de ourbures R1 et R2 des plans prinipaux � =

1=R1 + 1=R2. Or à l'équilibre, l'équation de la statique donne :

P = P (z = 0)� �1gz; (5.15)

A l'altitude 0, la surfae libre est plane à l'in�ni et don la pression de Laplae est

nulle, P (z = 0) = P0. La ourbure est don fontion de l'altitude, e qui s'érit

en variables adimensionnées par r0 = D=2 :

�r0 =
1

R(1 + (R0)2)1=2
�

R
00

(1 + (R0)2)3=2
= �BoZ (5.16)
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ave R = r=r0 et Z = z=r0 et R
0 = dR=dZ. Le nombre de Bond Bo = �1gr

2
0=�

estime le rapport entre l'ordre de grandeur de e�ets de pesanteur à l'éhelle

r0, �1gr0, et les e�ets de tension de surfae à ette éhelle, �=r0. Si l'on utilise

la longueur apillaire, dé�nie par la longueur pour laquelle e�ets apillaires et

visqueux sont égaux, l� =
p
�=�1g, le nombre de Bond est : Bo = (r0=l�)

2. Ave

de l'eau la longueur apillaire vaut 2.67 mm. Pour les plus petits apillaires de

1.4mm le nombre de Bond vaut 0.0686, alors que pour les apillaires de 15 mm,

il vaut 7.8. Nous pouvons négliger la gravité dans le as des petits apillaires et

la ourbure est don nulle, mais pas dans le as des grands diamètres, où elle

diminue ave l'altitude.

La solution de l'équation de surfae � = 1=R1 +1=R2 = 0, dont les ourbures

des plans prinipaux sont opposées est une aténoïde, hainette de révolution,

d'équation :

�(z) = D osh

�
1



z � z0

D

�
(5.17)

ave  une onstante qui est �xée par les onditions aux limites, z0 est l'altitude du

plan de symétrie de la aténoïde. On peut remarquer que ette ourbe ne présente

pas de tangente horizontale �
0 !1 à une altitude �nie de sorte que ette solution

ne peut dérire la surfae près de z = 0. La gravité doit néessairement être

prise en ompte pour dérire l'in�éhissement de la surfae à ette altitude (voir

Huh & Sriven, 1969; Padday, 1970, pour une résolution numérique de l'équation

(5.16)). Par ontre la aténoïde présente une bonne approximation de la solution

sur un intervalle L (voir �gure 5.9) dé�ni omme la distane entre les deux points

� = D. Padday (1970) montre que lorsque le diamètre minimal de la surfae est

petit devant la longueur apillaire �min=l � 1 la forme du pro�l, est très prohe

de la aténoïde.

On peut montrer que la aténoïde existe (ie il existe une valeur de  telle que

�(z = �L=2D) = D entre deux disques de diamètre D séparés de L seulement

lorsque L=D < 0:6627. Au dessus de ette valeur le pont liquide est don instable

(�gure 5.10).

Le volume ompris dans l'enveloppe pour ette valeur ritique, qui est le vo-

lume maximal soulevé, est alors de V = 0:2633D3, e qui donne, rassemblé en

boule, un diamètre de 0:79D. Le volume est don lié au diamètre de pipette seule-

ment. La gravité provoque une rupture du pont à des altitudes plus faibles, et

e d'autant plus que le nombre de Bond Bo est grand (Padday & Pitt, 1973).

Lorsque Bo tend vers l'in�ni le pont se brise en e�et à L = 2l�, et le volume

soulevé est don inférieur pour les gros apillaires.
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Fig. 5.10: Gauhe : La surfae libre est une aténoïde en gravité nulle Droite : Diamètre

au entre de la aténoïde en fontion de l'éartement des disques. Point : diamètre ri-

tique de stabilité de oordonnées L=D ' 0:6627 et �min=D ' 0:5524.
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Contration

Nous avons vu dans la première partie que la ontration d'un volume �
2
L

menait à sa vidange ave une vitesse 2
p
�=�1� par une setion de surfae �D2

=4.

Le diamètre évolue alors omme �=D � (1 � t=t�)
2=5 d'après l'équation (5.12).

Ce omportement est bien elui révélé par l'évolution de � en fontion du temps

avant la brisure (�gure 5.11), pour les temps initiaux. Cette dépendane avait

été observée lors de la simulation de la brisure d'un �lm mine, stabilisé par un

surfatant, tendu entre entre deux anneaux à une distane hors équilibre (Chen &

Steen, 1997), lors de la période de pinement. Cette situation est similaire à elle

pont liquide, mis à part que l'inertie du �uide intérieure et du �uide extérieur sont

à prendre en ompte. On peut remarquer que la même analyse pour le volume

d'air intérieur, hassé par le �lm et s'éoulant par les anneaux, donne les mêmes

équations d'évolution du volume.

Très vite la modélisation du volume par un ylindre de hauteurH ne tient plus

ar le ylindre s'est onsidérablement piné (�gure 5.7). Le volume qui se ontrate

ne dépend plus des onditions aux limites : la seule longueur signi�ante est elle

du diamètre ourant �(t). Le volume ontraté est don V � �
3 et la setion par

lequel il se vide omme S � �
2 : nous sommes dans un situation d'autosimilarité

de l'éoulement (Eggers, 1997). La onservation du volume implique à présent :

d�

dt

� �
r

�

�1�
; (5.18)

et une évolution du diamètre ourant en :

�

D

�
�
1�

t

t�

�2=3

; (5.19)

ave t� =
p
�1D

3
=�. Nous remarquons que la dépendane au paramètre exté-

rieur L a disparu. Les simulations de Chen & Steen (1997) montrent aussi ette

dépendane des distanes ave le temps à la puissane 2=3 juste avant la brisure

pour un �lm.
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Fig. 5.11: Epaisseur du ligament en fontion de l'éart de temps avant la brisure tb� t

adimensionné par t� =

p
�1D3=�. Lignes : régressions par des lois de puissane �=D =

(
tb�t
t�

)
�, ave � = 2=5 et � = 2=3.

5.1.4 Elongation

Lorsque l'on étire rapidement le ligament à l'aide du apillaire, le diamètre

diminue rapidement, et une partie ylindrique apparaît.

La longueur aratéristique de l'expériene est le diamètre D du tube, qui est

aussi le diamètre initial du ligament. L'évolution temporelle est quant à elle liée

à deux paramètres imposés : la apillarité qui induit les ontrations de diamètre

par instabilité de type Plateau-Rayleigh et l'étirement des extrémités séparées de

H(t). Ces paramètres sont aratérisés par le temps apillaire t� =
p
�1D

3
=�, in-

verse du taux de roissane de l'instabilité de Rayleigh, et par le temps d'augmen-

tation de la hauteur tH = 1=
d ln(H=D)

dt
. La visosité du liquide intervient à travers

le nombre de Reynolds Re =
p
D�=�1�

2
1 , rapport du temps de di�usion visqueux

t� = D
2
=�1 et du temps apillaire t� =

p
�1D

3
=�. L'in�uene de la pesanteur

sur l'inertie du liquide est négligeable, le nombre de Froude Fr = gh=(dH=dt)
2

est en e�et toujours petit devant 1. Nous ne tiendrons pas non plus ompte de

l'atmosphère environnante.
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Cinétique

Le déplaement du tube impose une vitesse d'élongation
d(H=D)

dt
légèrement

roissante (exemple �gure 5.12). La vitesse d'élévation initiale de la pipette est

de l'ordre de 2 à 6 fois la vitesse aratéristique D=t�. La portion de liquide

ylindrique L suit une roissane di�érente : en e�et elle roît relativement à

H jusqu'à la rejoindre, e qui rée une roissane plus lente au début puis un

�éhissement rapide vers la même asymptote. La di�érene des longueurs tient

dans les volumes situé aux extrémités du ylindre qui s'allongent eux aussi.
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Fig. 5.12: Gauhe : Hauteur H du ylindre en fontion du temps et longueur L de la

partie ylindrique, la brisure est pointée par un symbole. Symboles : di�érentes élonga-

tions. Eau, D = 5 mm. Droite : Epaisseur minimale � du ylindre en fontion du temps.

Eau, D = 5 mm.

L'épaisseur � diminue autour d'une exponentielle déroissante ave le temps

(�gure 5.12) : le taux de déroissane est donné par le temps apillaire onstruit

sur le diamètre extérieur du tube mouillé t� =
p
�1D

3
=�, de sorte que l'épaisseur

varie selon :

�

D

� exp

�
��

t

t�

�
: (5.20)

Ce taux de déroissane dépend peu de l'étirement imposé par H(t) quand les

vitesse initiales sont faibles devant la vitesse apillaire, omme la laissait prévoir

la modélisation de la première partie. Pour les étirement plus fort la valeur de �

est inférieure à l'équation (5.20) mais ça n'était pas la as des ligaments présentés

ii.
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En e�et, d'après les résultats expérimentaux présentés sur la �gure 5.12, la

vitesse
dH
dt

peut varier d'un fateur 2, la déroissane de �(t) est alors plus rapide,

mais les taux de déroissane sont omparables pour toutes les vitesses lorsqu'ap-

prohe de la brisure. Pour l'ensemble des onditions expérimentales, les graphes

d'évolution du diamètre avant la brisure suivent une déroissane à taux onstant,

taux similaires près de la brisure malgré des di�érenes initiales.

Ave le plus grand diamètre extérieur de 15 mm (13.6 intérieur) la hute

du liquide était inévitable : il s'approhe en e�et de la longueur apillaire l =

2�
p
�=�1a (elle vaut 16.8 mm ave de l'eau et l'aélération de la pesanteur

a = g) qui donne la longueur d'onde minimale instable au sens de l'instabilité

de Rayleigh-Taylor pour une surfae plane. Cette longueur d'onde diminue ar

l'aélération de la pipette dirigée vers le liquide aentue les fores d'inertie,

dirigées vers le bas dans le référentiel du liquide.
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Fig. 5.13: Taux de déroissane du diamètre des ligaments avant leur brisure, pour

di�érents diamètres et di�érentes solutions. Ligne : 2=t�.

Mais d'après nos mesures l'épaisseur de ligament � déroît de manière di�é-

rente selon les diamètres de pipette et les liquides utilisés, pour des étirements

H(t) semblables. La partie ylindrique n'est don pas étirée ave le taux imposé

par la hauteur H. Le taux de déroissane de d ln �=dt roît en e�et linéairement

ave le taux apillaire 1=t� (�gure 5.13). Les taux rapportés au taux apillaire,

� = d ln �=dt� t� sont donnés dans la table 5.1, page 141. Ils sont tous d'environ

2 fois le taux apillaire pour les ligaments d'eau et de 3 fois e taux dans le as

de l'éthanol et des huiles siliones.
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Fig. 5.14: Epaisseur minimale e du ylindre en fontion du temps rapporté à t� (eau

et éthanol).
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Traé en fontion du temps adimensionné par le temps apillaire les évolutions

de � sont semblables pour des diamètres di�érents (�gure 5.14).

Pour omparer l'in�uene relative de la apillarité et de l'allongement de H,

traçons le rapport de leurs temps aratéristiques (�gure 5.15). Si le temps apil-

laire t� est toujours plus long que le temps d'allongement, en revanhe le temps

apillaire basé sur le diamètre ourant �(t) en lieu de sa valeur initiale D déroît

très vite. Dès t = 0:4t�, il est plus petit que le temps d'allongement : l'in�uene

de l'étirement imposé s'estompe et ne reste que la apillarité pour ontr�ler le

mouvement. L'étirement �xe don plut�t l'évolution initiale.
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Fig. 5.15: Rapport des temps aratéristiques de roissane apillaire t� et d'allonge-

ment tH = 1=
d(H=D)

dt . Ligne : t�(�) =
p
�1�3=�, pointillés : t� =

p
�1D3=�. Eau, D = 5

mm.
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Volume de la partie ylindrique

La partie ylindrique évolue à volume onstant omme le révèle la mesure de

la longueur ylindrique L sur les images, qui permet de onnaître le volume par

Vyl =
�
4
�
2
L (exemple �gure 5.16).
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Fig. 5.16: Volume de la partie ylindrique : Vyl =
�
4
�2L.

Exprimé en termes du diamètre d0 de la sphère de même volume tel que

Vyl =
�
6
d
3
0, le volume de ette partie a pour taille d

yl
0 , qui vaut en général près

de 0:5D (table 5.1). Le volume entraîné est dépendant de l'étirement imposé

(�gure 5.17), dans la gamme des vitesses initiale de l'expériene.

L'analyse de l'étirement d'un volume de taille d0 a montré que le taux de dé-

roissane de � qui en résulte est 1=t�(d0) lorsque la vitesse initiale dH=dt(0) n'est

pas trop grande, omparée à la vitesse apillaire v0 =
p
�=�1d0. Ii dH=dt(0)=v0

est au maximum de 4 don l'approximation �=D ' exp(�t=t�(d0)) est valable.

Nous avions exprimé le taux de déroissane par � = d ln �=dt � t�, or selon

l'équation (5.6) � est le rapport (D=d0)
3=2. D'après les mesures de d0 e rapport

vaut 2:8, qui est prohe des taux de déroissane observés.

5.1.5 Temps de brisure

La ontration n'est plus singulière pour un ylindre étiré, il n'arrive pas un

moment ou le diamètre minimal tend vers 0. Par ontre les parties qui sont aux

extrémités sont peut étirées et se ontratent de la même façon qu'un pont liquide
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Fig. 5.17: Taille de la partie ylindrique en fontion de la vitesse initiale de la pipette.

Ethanol D = 5 mm.

soutenu par un apillaire immobile. Ce qui explique que la première brisure se

produise toujours aux extrémités de la partie ylindrique du ligament, soit du �té

du réservoir de liquide, soit du �té du tube. Les proessus de brisure sont de plus

fondamentalement dissymétrique : la forme du jet à la brisure est néessairement

elle d'un �ne de faible angle d'un �té du point de brisure, et elle d'un �ne de

grand angle de l'autre �té, d'après la solution d'autosimilarité de (Eggers, 1997).

Ce qui explique que le pont ne peut se briser symétriquement en son milieu, et

que les brisures se forment près des extrémités qui forment un �ne de grand

angle de part et d'autre de la partie ylindrique. Ce même argument élaire la

formation de gouttes satellites lors de la brisure de Plateau-Rayleigh d'un jet non

étiré (page 14).

Le temps de brisure est don déterminé par le temps apillaire t� alulé

ave le diamètre D des extrémités. Le ligament se brise ensuite dans un temps

très ourt, un petit moment après la première brisure. Le moment de la première

brisure dans la partie ylindrique est prohe de t = 1:0 t� (�gure 5.18 et table 5.1)

exepté pour le diamètre de 15 mm, qui est sujet à des ondulations de surfae

dès le début de l'étirement. Le apillaire de 1.4 mm produit aussi des temps plus

longs : il entraîne en e�et plus de liquide, et le diamètre initial semble plus grand

que D (�gure 5.14). La durée de la brisure totale du ligament est au maximum

du tiers du temps apillaire.
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Fig. 5.18: Temps de première brisure de la partie ylindrique en fontion du temps

apillaire, pour di�érentes onditions de diamètre et de tension de surfae.
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Liquide D (mm) � d
yl
0 =D d

g
0=D hd=Di ér(d=D) tb=t� �tb=t�

eau 15 -1.6 0.6 0.51 0.24 0.46 0.51 0.19

eau 5 -2.1 0.5 0.51 0.25 0.48 1.2 0.21

eau 1.4 -2.0 1.3 1.53 1.0 0.30 1.5 4.4

éthanol 7 -2.9 0.4 0.33 0.21 0.40 0.4 0.82

éthanol 5 -3.0 0.3 0.62 0.21 0.38 0.5 1.0

PDMS 5 St 5 -3.2 � 0.42 0.16 0.31 1.2 0.3

V20 20 St 5 -2.9 � 0.39 0.17 0.41 1.4 0.22

Tab. 5.1: Elongation : taux de ontration du diamètre � =
d ln(e)

dt =t�, et � taille � d
yl
0

de la partie ylindrique. Brisure : taille d
g
0 du volume total des gouttes, taille moyenne

des gouttes et éart-type relatif, moment tb de la première brisure entrale et durée de

la brisure totale du ligament.

5.1.6 Distribution des tailles de gouttes

Le volume total des gouttes, exprimé par sa taille en boule d
g
0 dans la table 5.1,

est prohe du volume du ylindre d
yl
0 estimé d'après sa longueur et son diamètre,

e qui onforte la validité de nos mesures de diamètres �(t).

Contrairement à la brisure de Plateau-Rayleigh d'un jet non étiré (�gure 2.26),

la dispersion des diamètres est favorisée par l'étirement (�gure 5.19). La taille

moyenne est ependant toujours dans le même rapport ave D, de l'ordre de 0:24

pour l'eau (hormis l'exeption du diamètre 1.4 mm qui n'a pas été traé), 0:21

pour l'éthanol et 0:16 pour les huiles siliones. Nous avons apposé au ourbes des

régressions par une fontion Gamma à un paramètre, nous la présenterons plus

bas.

La taille de brisure varie peu selon les onditions : �b ' 0:2D (d'après la

�gure 5.14). Puisque la brisure se produit à tb ' t�, le diamètre du ligament à la

brisure, �b, est :

�b=D � exp (�tb=t�(d0)) � exp
�
�(D=d0)

3=2
�
: (5.21)

Pour d0 = 0:5D, on trouve �b=D = 0:068, e qui est inférieur au tailles de brisure

observée de 0.1 à 0.2. Par ontre, la taille des gouttes observée est bien de l'ordre

de d10 ' 1:89�b = 0:2D à 0:4D. Nous verrons plus loin que l'étirement modi�e

ette prédition.
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5.2 Ligaments entraînés par le ourant d'air oaxial

5.2.1 Déformation de la protubérane initiale par les fores aérodyna-

miques

L'aélération initiale de rêtes à la surfae du liquide résulte de l'appliation

de la fore de traînée aérodynamique, sur une surfae présentée à l'éoulement de

diamètre proportionné à �?.

La phase d'aélération, pendant laquelle la struture est aélérée en blo

(dérite setion 3.3), est suivie par une phase de déformation qui transforme

ette protubérane en un ligament de liquide en extension, toujours attahé à

sa base liquide. Son volume est elui d'une boule de diamètre d0. Les fores de

traînée aérodynamique qui déforment le volume ont pour expression :

TL =
1

2
CD�2u

2
2SL (5.22)

ave une surfae présentée SL, qui est initialement SL ' �
4
d
2
0, puis quand le liga-

ment se déforme doit diminuer. Les fores de rétentions apillaires qui s'opposent

à la réation de surfae ont pour expression

FL = ���: (5.23)

Le rapport de es deux ontraintes est
TL
FL

= CD
8
Wed0 . Dans les onditions de notre

injetions Wed0 > 15 et don nous nous négligerons la tension de surfae.

La quantité de mouvement d'un volume V en extension uniforme est px =
1
2
�1V

dL
dt
, ave L sa dimension dans la diretion d'élongation. Si l'on exlue les

fores autres que la traînée, la relation fondamentale de la dynamique
dpx
dt

= TL

montre qu'initialement
d2L
dt2

= 3
2
CD

�2u22
�1d0

. La longueur évolue don aux temps ourts

selon :

L� L0

d0

'
3CD

4

�
t

ta(d0)

�2

; (5.24)

ave

ta(d0) =

r
�1

�2

d0

u2

; (5.25)

la longueur initiale du ligament L0 est d'ordre d0. Si l'on suppose qu'il est ini-

tialement ylindrique, et aussi long que large, alors
�
4
L
3
0 =

�
6
d
3
0. Remarquons que

l'aélération d'une boule de diamètre d0 dans un ourant d'air se produirait selon

les mêmes équations pour sa position x, ave une aélération deux fois plus faible

ependant, ar dans e as la quantité de mouvement est px = �1V
dx
dt

(Eq. (3.37)).

L'extension mesurée sur les photographies suit bien la prédition de l'équation

5.24 (�gure 5.21).
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Fig. 5.21: Longueur des ligaments en fontion du temps adimensionnée par le temps

de déplaement ta(d0) =
p
�1=�2d0=u2. Pointillés : approximation des premiers instants

par la roissane parabolique de l'équation 5.24, ave CD = 0:3. L'origine des temps est

déterminée pour que les longueurs valent L = d0 au même instant.

La traînée diminue au ours de l'étirement : en e�et la surfae du liga-

ment présentée à l'éoulement, que l'on peut estimer être de l'ordre de �2,

diminue si l'on suppose un volume onstant V � �2L. D'autre part la ten-

sion de surfae s'oppose à l'élongation. Un modèle qualitatif de l'évolution

de la longueur est le suivant :

�1d
3
0

d2L

dt2
= �2u2�

2
� �� (5.26)

ave initialement L(0) = d0, et dL=dt(0) = 0. En exprimant le temps en

unités ta(d0) et les longueurs en unités d0, on obtient :

d2L�

dt�2
=

1

L� �
1

Wed0

1
p

L�
(5.27)

Sa résolution montre que le premier e�et de ralentissement est dû à la dimi-

nution de �, et que la tension de surfae intervient d'autant ensuite, de plus

en plus t�t quand le nombre de Weber Wed0 se rapprohe de 1 (�gure 5.22).

Le ligament peut même entrer dans une phase de ontration, lorsque la ré-

tration apillaire l'emporte sur la traînée. On remarque ependant qu'une

l'évolution parabolique de la longueur est une très bonne approximation.
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5.2.2 Bloage de la réession de l'extrémité

Le ligament prend en e�et une forme de plus en plus allongée, et présente une

partie de diamètre uniforme terminée par une extrémité sphérique de diamètre

supérieur (�gure 5.1). S'il n'y avait pas de ourant gazeux, l'extrémité, qui est

soumise à des fores apillaire de la part du ligament, non ompensées, serait

aélérée vers le ligament (�gure 5.23).

La modélisation de la dynamique de l'aumulation de volume lors de la rées-

sion a été e�etuée par Taylor (1959) dans le as du bord d'une lame liquide, puis

étendue au as d'un ylindre liquide par Keller (1983), et qui a permis de prédire

la fréquene de hute de gouttes Clanet & Lasheras (1999). Ce modèle onsidère

que le masse du bord situé à l'absisse x est la masse aumulée M = ��1x�
2
=4,

soumise aux fores onstantes de apillarité, FE = ���. L'équation du mouvement

est

d

dt

�
M

dx

dt

�
= ���: (5.28)

Elle s'intègre aisément : le mouvement s'e�etue à masse onstante ave la

vitesse

dx

dt

= 2

r
�

�1�
= 2v0; (5.29)

ave v0 la vitesse apillaire. Les simulations de Shulkes (1996) retrouvent e

régime pour des liquides peu visqueux.

Le frottement aérodynamique bloque ette aumulation : le bourrelet pré-

sente une surfae roissante au ourant gazeux, et don une traînée roissante.

Nous avons toutes les raisons de penser qu'arrive un moment ou la traînée om-

pense la apillarité. En e�et, la fore de traînée sur l'extrémité,

TE =
1

2
CE�2u

2
2SE; (5.30)

ave SE ' �d
2
E=4, s'oppose aux fores apillaires et aux fores de pression FE. Le

rapport des deux vaut

TE

FE

'
CE

8

�
dE

�

�2

We�: (5.31)

Pour une forme de l'extrémité telle que son oe�ient de frottement soit elui

d'une sphère, CE ' 0:5, on onstate que le rapport TE=FE est toujours supérieur

à 1, ar à la rupture We� vaut au minimum 4, et le diamètre dE est toujours au

moins le double de �.

Sur les images de ligaments, on voit en e�et qu'avant leur rupture le diamètre

de l'extrémité dE est toujours de l'ordre de 2.5 fois le diamètre du ligament � (�-

gure 5.24). Les pressions de Laplae dans le ligament, �=(�=2), et dans l'extrémité,

2�=(dE=2), sont alors sensiblement équilibrées.
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Fig. 5.24: Taille de l'extrémité du ligament avant la rupture.

5.2.3 Brisure au temps apillaire

Les ligaments, dont l'étirement est produit par l'extration d'un pipette depuis

une surfae, ont montré que le volume de la partie ylindrique reste onstant au

ours de l'éoulement. Les dimensions du ligaments, longueur et épaisseur, sont

don liées par V = �L�
2
=4 = �d

3
0=6, et l'on obtient :

L=d0 � (t=ta(d0))
2
; (5.32)

�=d0 � (t=ta(d0))
�1
; (5.33)

lorsque L� L0.

Une deuxième aratéristique des ligaments étirés est que la brisure se pro-

duit en premier lieu sur les extrémités de la partie ylindrique, après un temps

t ' t�(d0) peu sensible à l'étirement initial. Les ligaments séletionnés pour illus-

tration (�gure 5.25 a) se brisent en e�et un temps aratéristique de l'ordre de

t�. Une estimation du temps de brisure est obtenue par l'éart temporel entre

la première apparition du ligament sur les images et le moment de la brisure

(�gure 5.25 b).

Puis dans un temps ourt le ylindre se déstabilise. A e temps préis, les

dimensions à la brisure, Lb et �b, sont don :

Lb=d0 � (t�=ta)
2 � Wed0 ; (5.34)

�b=d0 � (t�=ta)
�1 � We

�1=2
d0

; (5.35)
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Fig. 5.25: (a) Longueur rapportée au temps apillaire t�. (b) Temps de brisure rapporté

au temps apillaire.

ave Wed0 = �2u
2
2d0=�.

Le rapport d'aspet à la brisure, le nombre de Weber à la brisure, varient don

omme :

Lb

�b
� We

3=2
d0

; (5.36)

We�b � We

1=2
d0

; (5.37)

e sont es quantités que nous avions mesurées et présentées lors du hapitre

préédent.

Le volume d0 du ligament est proportionné à �? ' 3Æ(�1=�2)
1=3

We

�1=3
Æ (équa-

tion 3.21 ou 3.33), et varie don proportionnellement à u
�1
2 . La variation du

rapport d'aspet est Lb=�b / u

3=2
2 , qui est préisemment elle que nous avions

observé �gure 4.7.

Quant au nombre de Weber à la brisure, il varie omme We�b / u

1=2
2 , autre-

ment dit �b / u

�3=2
2 . Cette dépendane du diamètre est prohe de elle observée

dans la setion 4.1.1 pour des mesures e�etuées ave de l'eau, de l'éthanol et une

solution de glyérine. Notons que pour les grandes vitesses un régression empirique

en u
�2
2 , e qui donne un We�b onstant, donne de une meilleure approximation

(�gure 5.27)
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La taille du ligament que l'on attend à la brisure est don :

�b � Æ (�1=�2)
1=6

We

�2=3
Æ : (5.38)

Toutes onditions égales par ailleurs, un hangement de tension de surfae a�ete

la taille �b proportionnellement à �
2=3. Un hangement de densité du liquide

intervient seulement proportionnellement à �

1=6
1 . Il est don ohérent d'observer

des diamètres de brisure plus petits ave de l'éthanol qu'ave de l'eau. Si l'on

adimensionne �b par Æ, traé en fontion de WeÆ, les diamètres mesurés ave de

l'eau et l'éthanol de tension de surfae trois fois plus petite, suivent bien la loi de

l'équation 5.38 (�gure 5.26).
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Fig. 5.26: Diamètre de brisure des ligaments.

Remarque : Les mesures à grandes vitesses sont toutefois inférieures à es

préditions et suggèrent une approximation par loi de puissane plus sévère, en

u
�2
2 , e qui donne un nombre de Weber à la brisure de

We�b ' 4 (5.39)

pour les ligaments invisides d'eau et d'éthanol et de 2.7 pour la solution de

glyérol (�gure 5.27).
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Notons que dans tous les as la taille à la brisure �b ne donne pas la taille

moyenne des gouttes dans le spray d10 (qui déroît ave u
�1
2 , omme d0). Ce

résultat est en opposition ave la brisure de Plateau-Rayleigh de ligaments non

étirés. Les tailles de brisure obtenues dans les as des ligaments entraînés par

pipette ne montrent pas un tel éart non plus.

La di�érene ave es situations est que la brisure se produit dans un éoule-

ment de �uide dans le as des ligaments oaxiaux, et que �uide interagit toujours

ave le ligament. Il n'est don pas inohérent de trouver une taille de gouttes

qui n'est pas proportionnée à la taille de brisure, omme le prédit la roissane

des perturbations sur un ylindre immobile. La taille des gouttes est par ontre

toujours liée au volume, de taille d0, qui �xe l'éhelle spatiale des phénomènes.
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5.2.4 Ralentissement visqueux

La visosité modi�e le diamètre de brisure des ligaments de glyérol, de sorte

que les diamètres sont plus petits que eux des ligaments d'eau (d'un fateur

0:68 environ), alors que les paramètres de tension de surfae et de densité sont

identiques.

La visosité diminue le taux de roissane de l'instabilité apillaire dans le

as d'un ylindre non-étiré de diamètre �. Le temps aratéristique d'évolution

des ligaments, inverse du taux apillaire, est don plus grand. D'après l'artile de

revue d'Eggers (1997), le taux de roissane de l'instabilité vaut 1 :

!i '
r

�

�1�
3

 r
4x2(1� x

2) +
9

2
Re

�2
x
4 � 3

p
2Re

�1
x
2

!
; (5.40)

ave x = kr0 le nombre d'onde adimensionnel et le nombre de Reynolds
2
alulé

ave le rayon ourant r0 = �=2, Re =
p

r0�=�1�
2
1 .

Le nombre d'onde pour lequel la roissane est maximale, xm = kmr0, dé-

pend du nombre de Reynolds, il diminue quand le nombre de Reynolds diminue

(Figure 5.28 a). Le taux d'instabilité maximale !
m
i , varie aussi ave le nombre

de Reynolds. Le temps d'instabilité apillaire orrespondant s'érit, par rapport

à sa valeur inviside :

t� =
1

!
m
i

=

r
�1�

2

�

f(Re); (5.41)

où la fontion f(Re) est l'inverse du terme entre parenthèses de l'équation (5.40),

évalué en x = xm. Ce terme vaut 1 pour les grands nombre de Reynolds, et aug-

mente quand le nombre de Reynolds diminue (Figure 5.28 b). En onséquene la

roissane du pinement dû à l'instabilité est plus longue pour les faibles nombres

de Reynolds.

A l'éhelle de � = d0, qui varie entre 0:3 mm et 1 mm expérimentalement, le

nombre Re est supérieur à 100 ave de l'eau, et supérieur à 10 ave la solution

de glyérol (qui est 12 fois plus visqueuse au sens des visosités inématiques

�1, 14 fois au sens des visosités dynamiques). La visosité ne fait don pas la

di�érene pour les temps de roissane initiaux. D'après les équations dérivées

préédemment la brisure devrait s'e�etuer de la même façon au temps t�(d0).

Mais la roissane des perturbations ne se fait pas de la même façon lorsque

le diamètre diminue, et la visosité intervient dans pour les petites diamètres,

ontrairement aux ligaments d'eau ou d'éthanol.

1. Cette formule est approhée, ave 7% d'erreur à visosité nulle, puis ave une préision

arue pour les visosités importantes.

2. Le nombre de Reynolds s'exprime aussi en fontion du rapport du temps de di�usion

visqueuse t� = r
2

0
=�1 et du temps apillaire d'éhelle t�(r0) : Re = t�=t�(r0):
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En e�et, à l'éhelle de la taille de brisure � = �b, qui varie entre 300�m et 30�m

expérimentalement, le nombre de Reynolds alulé ave le rayon des ligaments

d'eau varie don entre 100 et 30. Par ontre, ave la solution de glyérol il varie

entre 8 et 2.5. Le temps de roissane à la brisure est don allongé d'un fateur

1.3 à 2 respetivement.
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Fig. 5.28: (a) Courbe de roissane en fontion du nombre d'onde de l'instabilité apil-

laire. (b) Evolution du temps d'instabilité rapporté à sa valeur non visqueuse
p
�1�3=�,

et nombre d'onde le plus ampli�é en fontion du nombre de Reynolds Re =
p
��=2��21 .

Déterminons de ombien doit être plus petit le diamètre de brisure des liga-

ments de glyérol pour produire le même temps de roissane que les ligaments

d'eau d'une taille donnée. Les onditions de roissane de l'instabilité ave de

l'eau et du glyérol sont les mêmes lorsque

t�(�
eau
b ; �1) = t�(�

gly
b ; 12 �1): (5.42)

La résolution de ette équation montre que les diamètres des ligaments de gly-

érol doivent être d'autant plus petits que le nombre de Reynolds est plus faible

(�gure 5.29). Il faut des diamètres 0.85 à 0.65 fois plus petits pour obtenir le

même temps de apillaire dans la plage de nombre de Reynolds ouverte ave les

ligaments d'eau. Nous retrouvons bien l'ordre de grandeur de 0.68 observé pour

la diminution du diamètre de brisure.

Les mesures de tailles moyennes dans le spray après augmentation de la vis-

osité sont dans le même rapport que les tailles de ligaments à la brisure prédites
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Fig. 5.29: Rapport des diamètres de ligaments de glyérol et d'eau pour lesquels le temps

de roissane de l'instabilité de Rayleigh !m
i est identique.

par l'équation (�gure 5.29), soit

d

gly
10

d
eau
10

'
�

gly
b

�
eau
b

; (5.43)

alors on s'attend à des tailles moyennes d'autant plus petites ave le glyérol que

le nombre de Reynolds Re est élevé. C'est e�etivement e que nous observons

�gure 4.25, la prédition de l'équation (5.43) représentant bien l'aroissement de

l'éart entre les deux liquides ave la vitesse gazeuse.

La visosité retarde don la brisure pare que le proessus de roissane des

perturbations est ralenti.



5.3. Tailles produites par la brisure d'un ligament étiré 155

5.3 Tailles produites par la brisure d'un ligament étiré

5.3.1 L'étirement réduit l'instabilité apillaire

Les ligaments sont fortement étirés : leur longueur augmente et leur diamètre

diminue si bien qu'ils présentent un rapport longueur sur diamètre grand devant

1. Le ligament devient alors de plus en plus instable et forme des variosités

ampli�ées. Dans le as d'un ylindre de diamètre � onstant, on�guration sou-

mise à l'instabilité apillaire de Plateau-Rayleigh, une analyse de stabilité linéaire

montre que les perturbations axisymétriques les plus ampli�ées ont une longueur

d'onde � = 4:51�, e qui, par onservation du volume, donne après brisure du jet

des gouttes de diamètre 1:89�. Mais nous avons vu que l'étirement amoindrit le

taux d'ampli�ation. En e�et, il réduit le diamètre du ligament et l'amplitude de

la perturbation dans le même rapport (�gure 5.28).

Fig. 5.30: Etirement d'une perturbation.

De plus la séletion d'une longueur d'onde n'a pas lieu pour la valeur préitée.

En e�et une variosité dont la longueur d'onde est égale à la longueur d'onde la

plus ampli�ée par l'instabilité apillaire à un instant donné, est toujours étirée :

elle s'éarte du taux d'ampli�ation maximal, même si elle est toujours ampli�ée.

D'après Frankel & Weihs (1985), pour de forts étirements la longueur d'onde

instantanée la plus ampli�ée est 10:2 �(t), e qui donne des gouttes de diamètre

2:47 �(t). Leur analyse de stabilité d'un ylindre de rayon �(t) étiré à vitesse

onstante (de hamp de vitesse initial u = Kx ex, et dont la longueur L roît

selon un taux initial d lnL=dt = K), montre que l'évolution des perturbations

de surfae dépend des onditions initiales en plus des onditions de longueur

d'onde. Une perturbation de très petite longueur d'onde roît peu initialement,

puis omme elle est advetée et étirée par le hamp de vitesse, sa longueur d'onde

atteint une taille d'ampli�ation maximale et roît rapidement � mais moins vite

qu'une exponentielle � et en�n sature quand la longueur d'onde devient vraiment

plus grande. Les perturbations ne peuvent roître dès le temps initial que si

le rapport entre le temps de l'instabilité apillaire t� =
p
�1d

3
=� et le temps

aratéristique de l'étirement initial �e = 1=K est inférieur à
p

32=3. Dans le as

ontraire les perturbations osillent et il faut attendre que leur longueur d'onde

soit su�sante.

Du fait de la variation de la longueur d'onde la plus ampli�ée, nous pouvons

nous demander si il est légitime de parler de séletion d'une longueur d'onde. Nous
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observons en e�et que la brisure du ligament n'est pas régulière, et la distane

entre deux ruptures n'est pas homogène. De plus les résultats expérimentaux ne

donnent pas une taille hdi proportionnelle à �(t = tbrisure).

5.3.2 Distribution aléatoire des brisures

Nous avons noté que la séletion d'une longueur d'onde est atténuée par l'éti-

rement. Nous allons dans un premier temps étudier la forme des distributions

issues de la brisure purement aléatoire des ligaments. Nous verrons plus bas om-

ment modéliser l'e�et des interations entre gouttes lors de leur formation sur la

distribution �nale.

Considérons don que les brisures se produisent de façon aléatoire le long du

ligament, ave un taux de brisure imposé et don une longueur de brisure moyenne

imposée.

Nous avons vu dans l'introdution que a brisure aléatoire le long d'un segment

de longueur unité ave m brisures prédit que la distribution des tailles x suit une

loi en p(x;m) = m(1�x)m�1 pourm � 1. Si il n'y pas de brisure p(x; 0) = Æ(x�1)

ave Æ symbole de Kroneker.

Ce nombre de brisure est lui-même réparti : nous allons déterminer sa distri-

bution. Supposons que la brisure se produise ave un taux � de brisures par unité

de longueur selon un proessus de Poisson. La probabilité que m brisures aient

lieu sur une longueur unité est :

p(m) =
�
m

m!
e
��
; (5.44)

le nombre moyen de brisures est alors < m >= �.

La densité de probabilité d'avoir un segment de taille adimensionnée x est

don la densité de probabilité que e segment ait la taille x et qu'il y ait m = 0

brisure sur le ligament, ou qu'il ait la taille x et qu'il y ait m = 1 brisure, ou qu'il

ait la taille x et ave m = 2 brisures et ainsi de suite. Les événements séparés par

les ou étant exlusifs, la probabilité de leur union est la somme des probabilités.

Ceux séparés par les et étant indépendants, la probabilité de leur intersetion est

le produit des probabilités. Don la densité de probabilité d'avoir un segment de

taille x est :

p(x) =

1X
m=0

p(m) p(x;m) = �e
��x + e

��
Æ(x� 1); (5.45)

d'après les équations 1.6 et 5.44. La probabilité que x vaille 1 est d'ordre e�<m>,

don très petite en pratique, et nous ne onserverons que le premier terme par

la suite. Il est à remarquer que ette loi aurait pu être dérivée diretement des

propriétés d'un proessus de Poisson de taux � : les distanes entre oupures, et
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don les tailles, sont en e�et distribuées selon une loi exponentielle, dite loi des

temps d'attente : p(x) = �e
��x. La méthode de l'entropie donne également ette

distribution si l'on suppose que seule la longueur moyenne de brisure est �xée et

que nous n'avons auune autre information disponible.

Un segment de taille x sur le ligament supposé ylindrique a pour volume

v = xv0. La distribution des volumes v est don donnée par p(v=v0) =< m >

e
�<m>v=v0 . La distribution des diamètres adimensionnés se déduit par un han-

gement de variable :

v=v0 = (d=d0)
3
; (5.46)

p(d=d0) = 3(d=d0)
2
p(v=v0); (5.47)

e qui donne des ourbes en lohes quasi-symétriques (Figure 5.31). Le pi de es

distributions se produit pour des diamètres d'autant plus petits que le nombre de

oupures est grand. La largeur relative de la distribution autour de son maximum

diminue ave le nombre de brisures.
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Fig. 5.31: Densités théoriques de probabilité des diamètres de gouttes issues de la brisure

aléatoire du ligament, < m > est le nombre moyen de brisures.

Si les mesures donnent bien des distribution ave un maximum marqué, la

largeur du pi et la dissymétrie ne orrespondent pas. Le nombre moyen de

gouttes observé, d'une dizaine, implique un maximum de distribution de ou-

pures à d=d0 = 0:40 assez prohe de la valeur observée, ependant le proessus

de brisure génère un plus grand éventail de tailles.
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5.3.3 Distribution issue de l'interation de gouttes élémentaires

Même si la brisure se produit en un temps ourt elle n'est pas instantanée,

et permet des éhanges de volume entre les di�érentes variosités qui se forment

entretemps. Un �lm rapide de la brisure d'un ligament étiré par un apillaire

témoigne des oalesenes et brisures entre gouttes en formation (�gure 5.32).

Fig. 5.32: Réarrangement des volumes au ours de la roissane des variosités et après

la brisure, �t = 1:78 ms, hamp de 7:3 mm de large.

Déterminons la distribution issue des interations entre gouttes. Soit p0(x)

la distribution des tailles x des objets élémentaires. Si les gouttes interagissent

haune ave une de leur voisine alors les tailles vont se rééquilibrer entre elles.

Nous allons supposer que la taille d'une goutte x résultant de l'interation de

deux gouttes est la moyenne des tailles initiales des gouttes numérotées 1 et 2 :

x = (x1 + x2)=2. L'interation ne signi�e don pas néessairement un éhange de

volume, e qui équilibrerait les ubes des tailles, mais plut�t une superposition

des tailles aratéristiques sur le ylindre initial. La distribution de p2(x) s'obtient

en onsidérant la probabilité de toutes les assoiations à moyenne donnée :

p2(x) =

Z
x1+x2=2x

p0(x1) p0(x2)dx2; (5.48)

ave impliitement l'hypothèse que les variables x1 et x2 sont indépendantes. La

distribution est don simplement la onvolution de p0 ave elle-même : p2(x) =

p0 
 p0(x=2). Si la goutte résulte de l'interation de n gouttes adjaentes, la
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distribution de x sera :

pn(x) =

Z
x1+x2:::+xn=nx

p0(x1)p0(x2) : : : p0(xn) dx2dx3 : : : dxn; (5.49)

qui est la onvolution de p0 ave elle-même n fois répétée, évaluée en x=n, soit

pn(x) = p

n
0 (x=n).

Si l'on suppose que les tailles initiales sont distribuées sans méanisme au-

un de séletion si e n'est une taille moyenne x0, 'est-à-dire si l'on ne dispose

d'auune information sur les moments des tailles si e n'est le premier, alors la

distribution la plus probable au sens statistique est la distribution exponentielle

p0(x) = exp(�x=x0)=x0 ar elle maximise l'inertitude � l'entropie � qui lui est

assoiée. La distribution pn(x), onvolution de n exponentielles, s'obtient aisé-

ment dans l'espae de Laplae : sa transformée de Laplae est le produit de n fois

la transformée de Laplae d'une exponentielle. Le résultat est la fontion

pn(y) =
n
n

�(n)
y
n�1

e
�ny

; (5.50)

ave y = x=x0 où � est la fontion d'Euler dé�nie par �(z) =
R1
0

t
z�1

e
�t
dt,

et qui vaut �(n) = (n � 1)! pour les entiers. Dans la littérature des probabi-

lités, ette fontion est appelée fontion Gamma (Feller, 1971), distribution de

Poisson omposée, ou aussi loi de Pearson (Levy, 1965). Sa moyenne est 1 et

son éart-type 3 égal à 1=
p
n. Cette distribution n'est don paramétrée que une

valeur : n. Elle varie depuis une exponentielle déroissante vers une distribution

qui onverge autour de 1 sous la forme d'une gaussienne pour les grandes valeurs

de n (�gure 5.33). Si le nombre d'interation est variable d'une goutte à l'autre,

sa moyenne hni peut ne plus être entière. Nous onsidérerons dans e as que la

distribution Gamma est toujours valable pour dérire la distribution moyenne.

3. Pour les grandes valeurs de n on retrouve ii le résultat du théorème entral limite à propos

de l'éart-type relatif d'une somme d'un grand nombre de variables aléatoires, qui est valable

quel que soit leur distribution initiale.
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Fig. 5.33: Distribution Gamma, ave un paramètre n de 1,2,4,8,16,32,64 et 128.

Dans le as de ligaments étirés par une pipette, le nombre n obtenu par ré-

gression des distributions par une fontion Gamma varie de 4 à 8 (�gure 5.19).

L'appliation de la fontion Gamma aux distributions mesurées dans le spray

donne une bonne approximation (�gure 5.3.3 et �gure 5.3.3). La taille moyenne

hdi des gouttes après le proessus de brisure n'est pas proportionnée à la taille �b

du ligament juste avant la naissane des orrugations : les mesures montrent que

leur rapport varie de façon roissante ave la vitesse gaz, de 2.7 à 4.7, entre 28 et

50 m/s (�gure 5.34). Si l'on suppose que les gouttes résultent de l'interation de

tailles élémentaires �b, alors hdi=�b devrait être l'étendue relative de l'interation

entre gouttes élémentaires et don donner le nombre d'interations. Le nombre n

d'interations déduit des régressions Gamma augmente aussi légèrement ave la

vitesse d'air. Il est très prohe du rapport entre la taille moyenne des gouttes et

la taille du ligament à la brisure ; ependant l'ordre de grandeur est orret.

Ce nombre d'interations est faible (2 à 3) omparé ave elui des distributions

des ligaments entraînés par un tube, les gouttes sont en e�et toujours séparées

par le ourant d'air alors que dans le as des ligaments brisés les photographies

montre que l'étirement �nal est très faible..

En onlusion la dispersion des tailles de gouttes issues de la rupture de liga-

ment étirés est bien représentée lorsque l'on suppose que les gouttes interagissent

ave leurs voisines.
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Fig. 5.34: Rapport entre le diamètre moyen et la taille du ligament et nombre d'inter-

ations d'après la régression par fontion Gamma.
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Gamma aratérisée par sa moyenne et le paramètre n.
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Fig. 5.36: Mêmes données que la �gure préédente en diagramme semi-

logarithmique.
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Chapitre 6

Aspets géométriques

L
'atomisation primaire d'un jet en un spray de gouttelettes est un proes-

sus qui génère de la surfae. Les études sur l'évaporation et la ombustion

du liquide s'intéressent au premier hef à l'aire qui est produite. Par exemple, la

densité d'interfae est une variable partiulièrement utilisée dans les modèles de

ombustion (Phillips, 1972; Marble & Broadwell, 1977) ainsi que pour les aluls

numériques de propagation de �amme (Candel & Poinsot, 1989). La omplexité de

la surfae et sa rugosité sont aussi l'enjeu de reherhes sur les méanismes du mé-

lange de deux phases misibles ou réatives dans un milieu turbulent (Sreenivasan,

1991; Catrakis & Dimotakis, 1996; Poheau & Queiros-Conde, 1996; Villermaux

& Innoenti, 1999).

Nous allons voir omment quanti�er ette génération de surfae à partir des

ontours des images puis omment la rugosité du ontour peut être évaluée par

l'analyse fratale.

6.1 Extration d'une longueur de ontour

S'il n'est pas possible de mesurer diretement l'aire de la surfae sur nos

images, il est par ontre aisé d'étudier les lignes de ontour du jet, qui sont la

projetion ylindrique de la surfae sur le plan foal image.

Les images sont omposées de pixels odés sur des niveaux de gris. Le nombre

de niveaux dépend de l'éhantillonnage du signal des pixels, typiquement sur

8 bits (soit 256 niveaux) et pour les améras de qualité sur 12 bits (soit 4096

niveaux). Pour faire apparaître la ligne de ontour sur une image en niveaux de

gris, il est néessaire de les binariser en imposant un seuil Cs sur les intensités

lumineuses N des pixels. Par onvention, nous donnons aux pixels blans hors du

jet le niveau de noir N = 0, et aux pixels du jet omplètement noirs le niveau

N = 1. Le seuil Cs de binarisation départage les pixels selon leur niveau C:

� si N < Cs le pixel est lassé ave eux qui n'appartiennent pas au jet et
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sera blan sur l'image binarisée ;

� si N � Cs le pixel est lassé ave eux qui appartiennent au jet.

Cette opération de segmentation binarise l'image en pixels blans et noir.

Le ontour est alors mis en évidene en ne retenant que les pixels noirs (C �
Cs) qui ont au moins un pixel blan (C < Cs) sur leurs huit voisins : 'est-à-dire

les pixels qui sont sur la frontière. L'image de la �gure 6.1 montre le ontour ainsi

obtenu sur le jet. Comme le jet n'est pas opaque à la lumière, des zones lumineuses

sont présentes en son sein et les bords de es zones apparaissent à l'intérieur du jet

sur l'image ontour. Pour les éliminer il faut réaliser une opération de remplissage

par onnexité ave une ouleur de marquage à partir d'un point du haut et d'un

point bas de l'image. Seuls les ontours qui jouxtent ette ouleur de marquage

sont retenus. Comme la ouleur de marquage ne rentre pas à l'intérieur du jet,

les ontours intérieurs ne sont pas retenus.

La longueur d'interfae est dé�nie omme le nombre de pixels de frontière.

Cette longueur est mesurée sur des portions retangulaires de l'image orrespon-

dant à des intervalles réguliers �x de la distane à la sortie d'injeteur, de sorte

que pour haque intervalle [i�x i�x +�x℄, i = 1; 2; 3 : : : , nous avons une lon-

gueur Li. Cette opération est répétée sur un jeu d'images de façon à avoir des

quantités moyennes.

Initialement la surfae du jet est ylindrique et le ontour sur un retangle a pour

Fig. 6.1: Gauhe : Image du jet après soustration du fond. Milieu : Seuillage à onen-

tration Cs = 0:5, mise en évidene des pixels de frontière. Droite : Elimination des

ontours intérieurs par remplissage de l'extérieur, omptage de la longueur dans des

intervalles �x.

longueur L0 = 2�x, somme des ontours haut et bas. Rapporté à L0, le ompor-

tement de Li ave la distane est similaire pour toutes les vitesses : la longueur



6.1. Extration d'une longueur de ontour 167

augmente exponentiellement ave la distane à l'injeteur x=d1, puis admet une

saturation dont la valeur dépend du seuil Cs (Figure 6.2).
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Fig. 6.2: Gauhe : Longueur d'interfae moyennée sur 60 images pour di�érents seuils

Cs de binarisation, u2 = 35:6 m/s. Droite : u2 = 60:7 m/s.

Ce omportement est lié aux deux types de ontours : elui du jet liquide

entral non atomisé et elui des gouttes. Ces deux ontributions s'ajoutent dans

la mesure globale de longueur :

L = Ljet + Lgouttes: (6.1)

En sortie de buse, le jet n'est pas atomisé et seule la silhouette du jet et les

perturbations à sa surfae sont observées. Cette longueur dépend peu du seuil :

une variation de elui-i déplae la frontière mais la variation de périmètre induite

est négligeable par rapport au total.

Plus en aval, la prodution de gouttelettes rée des ontours qui sont pré-

pondérants dans la mesure de longueur, Ljet � Lgouttes. La longueur de ontour

apparaît relativement stationnaire ave la distane, exprimant par là le fait que

la distribution des gouttes se �ge ar il n'y a plus d'atomisation. En revanhe,

omme nous le verrons par la suite, la longueur dépend drastiquement du seuil,

ar une variation de seuil déplae la frontière des gouttes sur une distane qui n'est

pas négligeable relativement à la taille des petites gouttes, les plus nombreuses.

L'absene de gouttes près de la sortie se re�ète lairement sur la �gure 6.2 :

pour les petites distanes x, la longueur dépend peu du seuil. Puis lorsque L=L0

est supérieur à 3 environ, la longueur dépend du seuil ar des gouttes ont été

produites.
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6.2 Surfae générée lors de l'instabilité primaire

Interéssons nous à la partie initiale du ontour, lorsque les gouttes n'ont pas

enore été formées. La roissane exponentielle initiale de L est d'autant plus forte

que la vitesse de gaz est grande (Figure 6.3). Cei est onforme à l'ampli�ation
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Fig. 6.3: Longueur du ontour pour di�érentes vitesses de gaz, CS = 0:65.

de surfae due à l'instabilité primaire de isaillement. En e�et les ondulations

primaires ont une amplitude exponentiellement roissante � = �0e
kix, ki désignant

le taux de roissane spatial. Quand es ondulations roissent à longueur d'onde

onstante, leur ar L roît aussi en L ' 2�0e
kix lorsque � � L0 (Figure 6.4).

L0

L ~ 2η 

η 

Fig. 6.4: Croissane des ondulations primaires.

Si le taux de roissane spatial ki est estimé à partir du taux de roissane
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temporel théorique de l'instabilité longitudinale !
th
i '

�2
�1

u2
Æ
, en supposant que la

vitesse de onvetion initiale est u, ie par kthi ' !
th
i =u (voir setion 3.1.1), alors

les ourbes se superposent tant que kthi x < 4 ou L=L0 < 3 (Figure 6.5). Nous
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Fig. 6.5: Longueur de ontour en fontion de la distane adimensionnée par le taux de

roissane spatial théorique de l'instabilité de isaillement.

retrouvons don les aratéristiques de l'instabilité de isaillement longitudinale.

La régression de la partie exponentielle des ourbes de la �gure 6.3 permet de dé-

terminer un taux de roissane spatial k
exp
i des ondulations. Le taux de roissane

temporel estimé à partir du taux de roissane expérimental par !
exp
i = k

exp
i u, est

inférieur au taux de roissane temporel théorique !
th
i , surtout pour les grandes

valeurs (�gure 6.6).

Pour k
th
i x > 4 les longueurs de ontour suivent des ourbes di�érentes :

d'autres phénomènes entrent en ligne de ompte tels que la déstabilisation se-

ondaire transverse et la formation de gouttelettes.

6.3 Longueur de ontour dans le spray

6.3.1 In�uene du seuil sur la détetion des ontours : résultats expéri-

mentaux

La longueur de saturation en aval est très sensible au seuil de binarisation

CS : elle dépend exponentiellement de elui-i : L=L0 / exp(��Cs) (Figure 6.7).

L'argument � augmente ave la vitesse du gaz. Cette dépendane ave le seuil

est due au fait que l'image initiale présente des dégradés de niveaux de gris.
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La position de la frontière se déplae ave le seuil, et les périmètres des gouttes

varient alors.

6.3.2 Périmètre des gouttes dans l'aérosol en fontion du seuil

La ontribution des ontours du jet devient négligeable dans le spray, en e�et

L � L0. Nous allons don supposer que la longueur totale est apportée par les

périmètres de gouttes. Le périmètre total des gouttes sur une image du spray aval

est la ontribution de tous les périmètres :

L =
X
i

�di; (6.2)

où l'on a supposé que les gouttes sont sphériques et que leur périmètre est donné

par leur diamètre di. Le périmètre moyen alulé sur un grand nombre d'image

nimages fait apparaître le diamètre moyen

hLi =
Pn

i=1 �di

nimages
= N�d10 = N�

Z 1
0

d p(d) d(d); (6.3)

ave N = n=nimages le nombre moyen de gouttes par image 1. Le diamètre ap-

parent dapp des gouttes sur les images est fontion du diamètre réel d, de CS

ainsi que du �ou??. Le périmètre total apparent est la somme de es diamètres

apparents pondérés par la distribution de d :

Lapp(Cs) = N�

Z 1
0

dapp(d; CS;�) p(d) d(d) (6.4)

Les mesures détaillées de tailles de gouttes dans l'aérosol ont montré que les

distributions p(d) sont prohes d'exponentielles déroissantes de diamètre moyen

d10, soit p(x = d=d10) = exp(�x). Or les diamètres apparents en fontion du seuil

sont bien représentés, surtout pour les petits diamètres, par l'image théorique

d'un disque onvolué par une tahe de �ou lorentzienne de largeur �, qui est

proportionnée au diamètre réel d par fateur f qui ne dépend que du seuil et

de �=d : dapp = d f(Cs;�=d) (équation 2.13 page 50). Le périmètre apparent

rapporté au périmètre réel est :

Lapp(Cs;�=d10)

L

=

Z 1
0

s
1 +

�=d10

x

2

tan �Cs
�
�
�=d10

x

�2

xe
�x
dx; (6.5)

qui est une fontion de �=d10 et de Cs seulement après le hangement de variable

x = d=d10. Ce rapport est bien égal 1 lorsque � = 0 et qu'il n'y a plus de �ou.

1. Nous omettrons par la suite les symboles moyenne h : i autour des longueurs.
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Fig. 6.8: Longueur apparente des gouttes en fontion du seuil, �=d10 = 0:1; 0:2; : : : ; 1.

Sur la �gure 6.8 on note que Lapp(Cs;�=d10)=L déroît exponentiellement ave

Cs dans l'intervalle 0:3 < Cs < 0:7 environ. Si nous reherhons l'exponentielle

déroissante qui tangente la ourbe, d'équation exp(��(Cs � C1)), ave � =

min(d lnL=dCs) et C1 = Cs(Lapp = L). Nous trouvons que le paramètre � est

prohe de � ' 2:74�=d10 pour �=d10 < 1 (Figure 6.9). Les taux de déroissane

expérimentaux (obtenus par régression exponentielle des ourbes de la �gure 6.7),

sont tout à fait en aord ave le omportement préédent, en hoisissant la valeur

de la taille de la tahe de �ou � ' 4 pixels déterminée par l'analyse des pro�ls

des images de gouttes. Les longueurs apparentes sont égales aux longueurs vraies

pour Cs = C1(�=d10) (Figure 6.9).

Nous pouvons résumer le omportement de es ourbes par exp(�2:74�=d10(Cs�
C1)). En d'autres termes :

Lapp(Cs;�=d10) ' exp

�
�
d

d10

�
L ave d = 2:74�(Cs � C1) (6.6)

' N�

Z 1
d

�dp(d)d(d): (6.7)

En onlusion, le seuillage introduit un biais sur le périmètre observé. Ce biais

orrespond à un diamètre de oupure d dans la distribution exponentielle p(d)

des tailles au-dessous duquel les gouttes ne sont plus observées. Il est nul lorsque

le seuil hoisi est Cs = C1 prohe de 0:5 pour les petits �ous.
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� = min(d lnL=dCs). (b) Calul du seuil Cs pour lequel les longueurs apparentes sont

égales aux longueurs vraies.
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6.3.3 Valeur du périmètre lorsque le spray est �gé : une mesure du taux

de prodution de gouttes

Le périmètre en aval donne une estimation du nombre de gouttes produites :

la majeure ontribution provient des périmètres de gouttes et s'il y a une quantité

N de gouttes dans la tranhe d'épaisseur �x, alors leur périmètre est en moyenne

L = N�d10, soit une densité linéique de gouttes n(x) sur l'image :

n(x) =
N

�x
= 2

L=L0

�d10

; (6.8)

sahant que L0 = 2�x. Les densités semblent augmenter initialement (�gure 6.10) :

il s'agit en fait du proessus de génération de surfae qui augmente la longueur

par rapport au périmètre des gouttes. Un seuil est ensuite atteint et la densité va

diminuant légèrement ar il n'y a plus de prodution de surfae et les ontours

sont dus aux gouttes ; n est alors véritablement leur densité.
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Fig. 6.10: Gauhe : Densité linéique de gouttes estimé d'après le périmètre total et le

périmètre moyen n(x) = L=�d10�x. Droite : Densité rapportée au nombre théorique de

ligaments par unité de longueur nlig (les ourbes ont été lissées pour plus de larté).

Il est possible d'estimer ette densité en revenant au méanisme de prodution

primaire des gouttelettes. Les ondulations primaires espaées de � génèrent à

leurs rêtes un nombre de ligaments �d1=�? suite à une déstabilisation seondaire

transversale, et es ligaments se brisent en un nombre moyen hmi de gouttes. La
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densité linéique de ligaments ainsi produits le long du jet est

nlig =
�d1=�?

�

; (6.9)

et la densité de gouttes n1 = hmi � nlig. Les gouttes sont produites à partir

d'ondulations du jet liquide qui se déplaent initialement à la vitesse u, ave les

espaement longitudinaux � et transverses �? : le �ux de gouttes initial est n1u,

qui est aussi le taux de prodution. Les gouttes sont ensuite aélérées par le

ourant gazeux et se meuvent à une vitesse vg supérieure. En supposant qu'il n'y

a plus de formation de gouttelettes, le �ux de partiules n(x) vg(x) est onservé et

la densité de gouttes n(x) = n1u=vg(x) diminue don. La brisure des ligaments

est le moment de formation des gouttes du spray, dont les aratéristiques de

tailles n'évoluent ensuite plus. Il est don logique d'observer un maximum de

Lapp(Cs;�=d10)=L à et instant. La position du maximum diminue d'après les

résultats de la �gure 6.3 : la brisure se produit en e�et plus t�t d'après les temps

d'évolutions des tailles de ligaments de l'ordre de t�d0, qui sont plus ourts aux

grandes vitesses puisque les tailles d0 des ligaments sont plus petites.

La densité de gouttes rapportée à la densité de ligaments n=nlig atteint un seuil

d'environ 20 qui dépend peu de la vitesse (si u2 � 35). La valeur du seuil laisse

présumer d'un nombre de gouttes hmi produit initialement plus grand enore,

dans le rapport des vitesses d'aélération. Ce nombre est ependant supérieur

aux observations réalisées sur les images, qui étaient d'une dizaine de gouttes par

ligament. nlig semble �xer l'éhelle de saturation de la densité et don l'éhelle

des périmètres observés.
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6.4 Rugosité du ontour

L'instabilité de l'éoulement augmente la surfae du jet liquide, et nous avons

vu omment ela se traduisait par une augmentation de la longueur du ontour

sur les images. Initialement retiligne, le ontour ondule et devient tortueux, puis

se sinde et produit de multiples boules fermées : il s'agit des ontours des gouttes

engendrées par l'atomisation du jet.

Comment mesurer la rugosité roissante du ontour et la taille des rugosités?

L'univers du traitement du signal fournit de nombreux outils : transformée de

Fourier spatiale (pour faire apparaître les périodiités), analyse en ondelettes

(pour loaliser es périodiités), analyse fratale. L'analyse de Fourier est plut�t

onsarée aux signaux longs (don aux images grandes) e qui n'est pas notre as.

Par ontre l'analyse fratale est un outil simple pour aratériser la rugosité des

interfaes. Elle a été beauoup utilisée dans les études sur la turbulene (voir la

revue de Sreenivasan, 1991) pour suivre les orrugations de la surfae d'un volume

de salaire passif injeté dans un éoulement turbulent (Villermaux & Innoenti,

1999; Villermaux & Rehab, 2000).

Dans le ontexte de l'atomisation oaxiale, les ontours d'un jet liquide rendu

opaque par addition d'un olorant � pour annuler les ontours intérieurs qui

apparaissent lorsque la lumière traverse le liquide � ont été analysés ave e

onept (Shavit & Chigier, 1995), onduisant les auteurs à orréler l'augmentation

des rugosités ave elle de la vitesse du ourant gazeux.

6.4.1 Dimension fratale loale

L'analyse fratale s'intéresse aux propriétés géométriques d'un objet lorsque

l'on hange l'éhelle typique d'observation. Popularisés par Benoît Mandelbrot,

les fratals sont des objets qui ont la aratéristique d'être auto-similaires : vus à

di�érentes éhelles, pour di�érents grossissements, leur aspet et don leur rugo-

sité est similaire.

Un exemple élèbre de fratal auto-similaire à toutes les éhelles est la ourbe

de Koh. Sa onstrution itérative est la suivante : la ourbe de départ est un

segment de longueur l, à l'étape n = 1 e segment est remplaé par une ligne

brisée elle-même onstituée de quatre segments de longueur trois plus petite

(Figure 6.4.1). Les étapes suivantes remplaent haque segment par la ligne pré-

édente mise à l'éhelle. Nous avons légèrement modi�é la onstrution de ette

ourbe pour faire varier son aspet � rugueux �, en adaptant l'angle � initialement

à �=6 dans le as où les longueurs sont divisées par 3. Un angle petit donne des

ourbes quasiment lisses, alors qu'un angle prohe de �=2 rée un aspet hérissé.

L'objet résultant a le même aspet à toutes les éhelles. Cette ourbe n'a pas

d'épaisseur, mais sa longueur est in�nie. En e�et si l'on ompte le nombre de

segments à haque nouvelle étape de la onstrution, on voit qu'il en faut 4 fois
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Etape Taille du segment Nombre de segments

0 � = l N = 1

α
1 � = l

2+2 os�
N = 4

2 � = l
(2+2 os�)2

N = 42

i � = l
(2+2 os�)i

N = 4i

Fig. 6.11: Constrution de la ourbe de Koh de paramètre �.

plus alors que la taille du segment est seulement (2 + 2 os�) fois plus petite. Le

nombre de segments à l'étape i est N = 4i et leur taille est � = l=(2 + 2 os�)i.

Leurs logarithmes sont lnN = i ln 4 et ln(�=l) = �i ln(2 + 2 os�), don N est

relié à e par

N(�) = (�=l)
� ln 4

ln(2+2 os�)
; (6.10)

où l'exposant de e varie entre -1 et -2 quand l'angle � varie de 0 à �=6. Le

�oon de Koh est intermédiaire entre la ligne (dimension 1, N(�) / (�=l)�1) et

la surfae (dimension 2, N(�) / (�=l)�2) : sa dimension est don intermédiaire

entre 1 et 2. La longueur de la ourbe à l'étape où les segments ont pour taille �

est L(�) = N(�)� � : elle dépend de �, et tend vers l'in�ni lorsque � tends vers 0.

Pour déterminer la dimension fratale d'un objet auto-similaire en dimension

quelonque, il su�t de onnaître le nombre minimal N(�) de boules (au sens

topologique) de taille � qui reouvrent tout l'objet. La dimension fratale dite de

Minkowski-Bouligand est dé�nie par :

DF = lim
�!0

lnN(�)

ln(1=�)
; (6.11)

ou, autrement dit, N(�) / (�=l)�DF lorsque ` � ! 0. Selon ette dé�nition,

la dimension de la ourbe de Koh modi�ée est ln 4= ln(2 + 2 os�). De fa-

çon équivalente, elle se détermine si l'on onnaît le fateur d'augmentation de

N , fN = N(�1)=N(�0), lorsque l'on diminue la taille des boules d'un fateur
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f� = �0=�1 :

DF =
ln fN

ln f�
= �

� lnN

� ln �
; (6.12)

qui est la dimension d'homothétie. Pour la ourbe de Koh le nombre de boules

augmente d'un fateur fN = 4 lorsque leur taille est divisée par un fateur f� =

2 + 2 os�. DF est don la pente loale de la ourbe N(�) dans un diagramme

logarithmique :

DF = �
d lnN

d ln �
: (6.13)

Si l'objet n'est pas auto-similaire à toutes les éhelles, N ne suit pas une loi

en N(�) = (�=l)�DF et la dimension dé�nie par l'équation 6.13 dépend de l'éhelle

de � : nous utiliserons le terme de dimension fratale loale pour la désigner ar

l'aspet fratal varie ave l'éhelle (Catrakis & Dimotakis, 1996). La dimension

DF (�) nous renseigne sur les éhelles des rugosités. Elle pourrait être onsidérée

omme un spetre des rugosités, si e n'est que la valeur absolue de la dimension

est plus di�ile à utiliser : elle est liée à la géométrie préise des surfaes. Ses va-

riations sont par ontre une indiation de l'évolution de la ourbe : une dimension

plus grande orrespond à des ontours plus ironvolués.

6.4.2 Mesure de la dimension fratale

En pratique, la mesure de la dimension fratale d'une ourbe sur une image

peut se réaliser de plusieurs façons (�gure 6.12) :

� La méthode de l'arpenteur utilise le relevé ave un ompas de longueur e

variable, e qui donne une longueur L(�). Celle-i se omporte ommeN(�)�
�, soit en (�=l)1�DF . La pente de L(�) dans un diagramme logarithmique

donne don DF .

� La méthode du arreleur (� box ounting �) onsiste à ouvrir l'image de

arreaux arrés de �té � et à relever le nombre N(�) de arreaux qui re-

ouvrent la ourbe. L'inonvénient de ette méthode est que si les dimen-

sions de l'image ne sont pas un multiple de la taille des arreaux alors les

arreaux dépassent de l'image e qui fausse la mesure. Pour que les arreaux

ouvrent exatement une image arrée, il faut la reouvrir par des arreaux

dont les �tés sont une suite dyadique � � l 2�n. Mais alors ette suite tends

rapidement vers 0 et l'on dispose d'un faible nombre de mesures de N(�)

(Le Méhauté, 1991, page 50).

� La méthode de dilatation. Elle est basée sur la mesure de l'aire A(�) du

ontour épaissi ave une largeur variable �. L'épaississement s'obtient en
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(a)

(b)

()

Fig. 6.12: Méthode de l'arpenteur (a), du arreleur (b), et de dilatation ().

superposant les disques de diamètre e dont le entre est sur la ourbe.

Pour une ourbe lisse le rapport L(�) = A(�)=� tend vers la longueur de

la ourbe lorsque e tend vers 0, alors que pour un fratal il se omporte

omme L(�) � N(�)�2=� � (�=l)1�DF .

Nous avons hoisi la dernière méthode qui est la plus simple à implémenter

sur des images omposées de pixels (Smith et al., 1996). Partant de l'image de

la ourbe, haun des pixels (qui sont équivalents à des disques de taille 1) est

remplaé par un disque de diamètre � = 1; 3; : : : pixels de large. Cei est réalisé

de manière itérative ave un traitement d'image : un �ltre dit de dilatation ajoute

quatre pixels autour des pixels présents, dans les quatre diretions ardinales, et

la répétition de ette opération augmente à haque fois de 2 pixels le diamètre

des disques de taille e. Ce �ltre ne produit don pas une dilatation des erles de

reouvrement à partir des pixels initiaux mais à partir des bords du reouvrement

préédent. Nous verrons plus bas que les di�érenes introduites sont négligeables.

De l'aire du ontour épaissi A(e) obtenue à haque étape on déduit L(�) = A(�)=�,

et une estimation du nombre de boites néessaires pour ouvrir la ourbe, N(�) =

A(�)=�2. La pente des fontion L(�) et N(�) dans un diagramme logarithmique

est 1�DF (�) et �DF (�) respetivement.

A�n de tester ette méthode sur une ligne de ontour, nous avons réé une ligne

rugueuse par répétition d'un motif de Koh modi�é d'angle � = 72o(�gure 6.13).

Nous avons stoppé la onstrution du motif à l'étape 5 seulement, de façon à

réer une auto-similarité dans une seule plage d'éhelles, dont les bornes sont la
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longueur du segment de départ �0 = �max et elle du plus petit segment �5 = �min,

et don plage d'amplitude �max=�min = 50. La ourbe des longueur L(�) traée

Fig. 6.13: Répétition du motif de Koh modi�é (� = 0:8 � �=2) pour réer une ligne

rugueuse.

dans un diagramme logarithmique ne déroît ave une loi de puissane que sur

un petit intervalle (�gure 6.14). La dérivation de la pente de ette ourbe donne

la dimension fratale loale, elle n'est prohe de la valeur théorique DF = 1:44

qu'au milieu de l'intervalle [�min �max℄. Vu aux très grandes éhelles un motif

isolé ressemble à un point et sa dimension loale tend vers 0 aux grandes éhelles.

Lorsque les motifs sont répétés et alignés, la ourbe a un aspet linéaire aux

grandes éhelles et la dimension tend vers 1.

1

10

0.1 1 10 100 1000

un motif

motifs en ligne

L
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ε / ε
min

1
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Fig. 6.14: Gauhe : Algorithme de dilatation de pixel sur la ourbe de Koh modi�ée,

� = 0:8 � �=2, onstruite jusqu'à l'étape 5 (�0=�5 = 50), pour un motif et 4 motifs en

ligne. Longueur apparente. Droite : Dimension fratale loale, ligne : dimension théorique

sur la plage de onstrution [�min �max℄, �max=�min = 50.
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6.4.3 Résultats expérimentaux

Pour suivre l'évolution de la rugosité le long du jet, nous avons onsidéré plu-

sieurs zones en aval du jet, en ommençant juste en sortie d'injeteur (Figure 6.15).

Nous avons hoisi une taille de fenêtre égale au diamètre du jet d1. Cette largeur

est toujours inférieure à la longueur d'onde primaire de l'instabilité de isaille-

ment �, qui est la taille d'évolution aratéristique de l'interfae instable. Nous

obtenons ainsi une mesure de la rugosité dans les zones x=d1 = [0::1℄; [1::2℄; [2::3℄

et [3::4℄. Les ontours haut et bas sont séparés et soumis à l'algorithme de dilata-

Zone 1 Zone 2 Zone 3 Zone 4

d1

∆x=d1

Fig. 6.15: Zones de mesures de la dimension fratale.

tion de pixel. Les résultats L(�), N(�) et DF (�) d'une entaine d'image sont ainsi

moyennés.

Sur la �gure 6.16 nous voyons un exemple de longueur de ontour de nombre

de boites, en fontion du diamètre du disque de mesure, résultats fournis par

l'algorithme de dilatation de pixel. Partant des grandes éhelles � on remarque

que les longueurs L(�) sont prohes de la largeur de la fenêtre L0 : le ontour vu à

es éhelles est un segment. Si l'on diminue l'éhelle de résolution e (en e�etuant

un grossissement) on remarque que es longueur roissent : le ontour est plus

rugueux et la dimension fratale DF s'aroît. Puis pour les petites éhelles, la

longueur L(�) varie peu, la ourbe ne présente plus de rugosité : la dimension est

prohe de 1. Cette dernière longueur, à � = 1 pixel, est la longueur de ontour

que nous avions étudiée plus haut : on véri�e par là même que notre résolution

spatiale était su�sante pour résoudre toutes les rugosités du ontour, puisque
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Fig. 6.16: Longueur, nombre de arrés de �té e néessaires pour ouvrir le ontour

et dimension fratale. Les ontours proviennent d'images seuillées à Cs = 0:5 de jets

oaxiaux de vitesses u1 = 1 m/s et u2 = 35:5 m/s. Régression des déroissanes de DF

par des ourbes d'équation DF = 2 � 1=(1 +H=�), ave H = 36; 140; 256; et 356 pixels

pour les zones 1 à 4.
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nous sommes en dessous de l'éhelle des rugosités.

Le passage par un maximum de DF aux éhelles intermédiaires se retrouve

dans l'aspet visuel du ontour ave des fenêtres d'observation de taille variable

(Figure 6.17). Pour de forts grossissements la ontour a bien un aspet lisse (image

1), il se omplexi�e pour des grossissements intermédiaires (images 2 et 3) et

redevient lisse aux faibles grossissements (image 4) 2.

H

Fig. 6.17: Vues du ontour supérieur du jet ave di�érentes tailles de fenêtres : 20, 100,

400, 1000 pixels.

Il est possible d'examiner des éhelles supérieures à la largeur de la fenêtre

�x ar le spray a une étendue transverse �nie H et nous pouvons augmenter

indé�niment la hauteur de la fenêtre. Le omportement de la dimension fratale

est alors prévisible dès que � est supérieur à H, tout le spray est reouvert par les

pixels dilatés et don l'aire dilatée A(�) est majorée par (H+ �)�x. La dimension

fratale qui en résulte est majorée par

DF = 2�
1

1 +H=�

; (6.14)

qui vaut 1.5 pour � = H, puis qui tend ensuite rapidement vers 1. Sur la �gure 6.16

la déroissane de DF est très bien approximée par ette équation, montrant

l'augmentation

de l'étendue transverse H vers l'aval du spray.

E�et du seuil de binarisation

Si un hangement de seuil a un e�et notable sur les longueurs de ontour,

il n'en est pas ainsi ave les dimensions fratales (voir la �gure 6.18 où l'on a

fait varier les seuils de binarisation des ontours CS). Le omportement de DF (�)

est légèrement modi�é pour les grandes éhelles, mais les petites éhelles ne sont

2. Pour augmenter arti�iellement la taille de la fenêtre nous avons reopié l'image dans le

sens du jet : et arti�e permet de ne pas augmenter la taille de la fenêtre d'observation du jet

et de rester en dessous de l'éhelle de variation de la surfae.
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Fig. 6.18: Dimension fratale loale u2 = 35:6 m/s pour di�érents seuils de binarisa-

tion.

pas touhées par le hangement de seuil. Par la suite nous prendrons un seuil à

mi-hauteur CS = 0:5.

Evolution ave la distane et la vitesse du ourant gazeux

Les ourbes préédentes avaient été réalisées pour les mêmes onditions d'ato-

misation ave une vitesse de ourant gazeux de u2 = 35:5 m/s : nous avons par

la suite augmenté la vitesse (u2 = 45; 61; 74 m/s), et appliqué l'algorithme de

dilatation fratale pour les mêmes zones.

Le maximum de la dimension fratale est d'autant plus important que l'on

examine des zones plus en aval de la sortie : la rugosité de la ourbe s'aroît ave

la distane (Figure 6.19). Le jet initialement lisse voit naître des orrugations à sa

surfae, e sont tout d'abord les ondulations de l'instabilité de isaillement, puis

ensuite les gouttelettes dont les ontours de tailles sont de plus en plus dispersés.

Les dimensions fratales sont sensibles à l'augmentation de la vitesse gaz : le

maximum apparaît pour des éhelles de tailles plus petites.
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Fig. 6.19: Variation de la vitesse d'injetion d'air pour les zones x=�x =

[0::1℄; [1::2℄; et [3::4℄.
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Une fois l'éhelle rapportée à la taille transverse typique �? des ondulations

transverses et des gouttelettes, les départs des ourbes se superposent, montrant

que �? est l'éhelle à partir de laquelle les rugosités sont observées (Figure 6.20).

Par ontre la position du maximum n'est pas proportionnée à �?, puisqu'elle

diminue par rapport à �? lorsque u2 varie. Le maximum de rugosité n'est don

pas obtenu pour l'éhelle aratéristique des longueurs d'onde sur le jet et des

tailles de gouttelettes.
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Fig. 6.20: (a) Ehelle � rapportée à �?. (b) Même �gure que préédemment mais en

oordonnées linéaires pour �=�?.

La roissane initiale de DF (�=�?) est identique pour toutes les vitesses que

nous avons testées. Dans un diagramme linéaire (Figure 6.20 b), la roissane

se fait ave une pente 1 environ, DF ' 1 + �=�?. L'aspet du ontour est don

identique aux petites éhelles. La dimension atteint un maximum d'autant plus

grand que la zone est éloignée de la sortie et que la vitesse est grande.

Quel est le r�le de �? sur la dimension fratale? Pourquoi la valeur du maxi-

mum n'est-elle pas proportionnée à �?? Pour répondre à es questions nous avons

étudié la rugosité du nuage de gouttelettes.

6.4.4 Interprétation atomistique

L'examen des images révèle que dès que x=d1 = 2, soit à partir de la zone 3, la

majorité de la longueur est due au spray. Par onséquent la rugosité de la ourbe
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est déterminée par un ensemble de multiples boules, les ontours des gouttes,

dont les tailles et les positions sont très variables.

Pour omprendre quelle est la ontribution des gouttes individuelles sur la

rugosité, nous avons déterminé numériquement et analytiquement, suivant tou-

jours la méthode de dilatation, la dimension fratale d'un erle, simpli�ation

d'une goutte. L'in�uene de la résolution des images a été étudiée. Les aspets

olletifs ont ensuite été pris en ompte, tout d'abord ave deux erles puis ave

un ensemble de erles répartis sur le plan.

Un erle

Vu à une éhelle petite devant son diamètre, un erle est linéaire et sa di-

mension fratale loale à ette éhelle est 1. Pour des éhelles grandes devant son

diamètre, il a un aspet pontuel et sa dimension est 0. Quelle que soit la réso-

lution (nombre de pixels sur lequel s'étend le diamètre) les dimensions suivent

la même évolution : DF = 1 pour � � d, DF ! 0 pour � ! 1. Il y a un pe-

tit maximum à � ' 0:70 d qui vaut DF ' 1:10 (Figure 6.21). L'aire du ontour
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Fig. 6.21: Dimension fratale d'une goutte.

épaissi par l'algorithme de dilatation de pixel permet de retrouver la déroissane

de DF : lorsque le rayon �=2 du disque de mesure est supérieur au rayon du erle

d=2, le erle est reouvert par un grand disque de diamètre d+ e. L'aire épaissie

est don A(�) = �(d + �)2=4 (�gure 6.22), et don la dimension DF = 2� 2
1+d=�

,

prohe des ourbes numériques. Dans le as où le rayon est plus petit A(�) = �d�,
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et la dimension théorique est 1. L'augmentation de DF observée est un biais in-

troduit par le �ltre de dilatation de pixel, qui est légèrement non isotrope, et a

tendane à reouvrir non par des erles mais par des �gures plus aplaties sur les

bords vertiaux et horizontaux. L'erreur ommise sur la dimension fratale est de

l'ordre de 10 % au maximum.

ε /2d ε d

Fig. 6.22: Un erle, as � < d, et as � > d.

Le diamètre d est don bien l'éhelle de rugosité prinipale mais ette rugosité

ne produit guère d'augmentation de DF (�) au dessus de 1. L'e�et des erles

individuels sur la rugosité est don négligeable. L'investigation de l'e�et olletif

s'avère néessaire. Considérons don :

Deux erles

Sur une image, deux erles de même diamètre (nous avons hoisi 64 pixels)

ont été mis �te-à-�te séparés d'une distane Æ (Figure 6.23). Séparés de plus

δ
d

Fig. 6.23: Deux erles (d = 64 pixels).

d'un rayon, Æ > d=2, la dimension a toujours un maximum à � ' 0:70 d omme

pour un seul erle, et une disontinuité de DF survient lorsque les pixels dila-

tés se touhent à � = Æ ar la surfae ouverte diminue moins vite tout à oup,

l'� espae � est plus rugueux à ette éhelle. Quand au ontraire les erles sont

séparés de moins d'un rayon, Æ < d=2, le maximum de la dimension fratale est

plus grand et vaut 1:28 (Figure 6.24), les reouvrements interagissent mutuelle-

ment avant que les erles ne soit entièrement reouverts de façon à former des

disques. En onlusion lorsque les gouttes sont très prohes le maximum de DF

est augmenté.
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Fig. 6.24: Dimension fratale de deux erles, rapporté à leur distane : il y a une

augmentation de la dimension fratale maximale pour les petites distanes entre surfaes,

telles que Æ=d < 1=2.

Nuage de erles

Pour modéliser l'image des ontours d'un brouillard de gouttes, nous avons

réparti aléatoirement un grand nombre n de erles sur la surfae S d'un arré.

Deux types d'images (Figure 6.25) ont été réées de ette façon : une première

série ave des diamètres monodisperses de dm pixels, et une seonde ave des

diamètres hoisis aléatoirement sur une distribution de probabilité exponentielle

aratérisée par le même diamètre moyen hdi = dm pixels,

p(d) =
1

hdi
exp(�d=hdi);

un diamètre dm de 10 pixels a été hoisi ar la réponse d'une goutte à l'algorithme

est très prohe de la réponse de gouttes in�niment résolues. Nous exprimerons

la densité de partiule n=S par une distane, hdiji, que nous dé�nissons omme

la distane entre prohes voisins de points disposés sur réseau arré de même

densité : hdiji =
p
S=n.

Dans un premier temps nous allons limiter la fenêtre d'observation à ses bords

(surlignés en noirs �gure 6.25). Pour des erles de diamètres monodisperses,

l'évolution aux petites éhelles de DF (�) est identique à elle d'un erle seul mais

la dimension augmente ensuite radialement et pour des éhelles d'autant plus
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(a) (b)

Fig. 6.25: (a) Répartition aléatoire de disques sur le plan ave une distane moyenne

entre les entres des disques de hdiji = 10d. Leur diamètre est d = 10 pixels. (b) Les

diamètres sont distribués exponentiellement ave une moyenne hdi = 10 pixels.

petites que les erles sont rapprohés (Figure 6.26 a). Dans le as de erles de

tailles distribuées exponentiellement, le petit maximum est gommé par la palette

des di�érentes tailles, mais l'évolution ultérieure reste la même (Figure 6.26 b).

Comparé à la distane hdiji, le maximum des dimensions fratales est atteint

pour �=hdiji ' 2 (�gure 6.27). La pente maximale de la roissane de la dimension

est relativement onstante : les ourbes sont parallèles à la droite d'équationDF '
1 + 0:75�=hdiji.

La dimension tend vers 2 pour les grandes éhelles ar le hamp d'observation

est limité : toute la surfae du hamp �nit par être reouverte par les dilatations.

Pour nous rapproher du as expérimental, nous allons onsidérer que l'extension

du hamp de erles est limitée en hauteur et qu'au dessus et au dessous il n'y

a pas de ontours. Nous utiliserons don une fenêtre très haute remplie par le

hamp de ontours sur une hauteur égale à la largeur de fenêtre (�gure 6.28).

Les résultats sont similaires pour les petites éhelles, pour les grandes éhelles la

dimension fratale présente par ontre une déroissane plut�t que de saturer à

2 (�gure 6.29). Cette déroissane est ausée par l'étendue �nie du spray, et la

dimension fratale est prohe de la prédition de l'équation 6.14, DF = 2�1=(1+

H=�), qui suppose que le spray est entièrement reouvert à partir d'une extension

transverse H.

La roissane rapportée à �? n'est pas signi�ativement modi�ée par l'ex-
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Fig. 6.26: (a) Dimension fratale des répartitions monodisperses d = 10 pixels, (b)

exponentielles de moyenne < d >= 10 pixels.
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Fig. 6.27: (a) Idem rapporté à hdiji (b) En trait disontinu droite de pente 0.75.
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H

Fig. 6.28: Spray limité en hauteur.
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Fig. 6.29: (a) Spray d'étendue transverse H = 1000 pixels : dimension fratale des

répartitions monodisperse d = 10 pixels, (b) et exponentielles < d >= 10 pixels. Lignes

en pointillés DF = 2� 1=(1 +H=�).
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tension �nie du spray et la position du maximum de DF se produit toujours à

�=hdiji ' 2 (�gure 6.30). La dimension suit l'équation 6.14 lorsque e maximum

est atteint est don la valeur de la dimension fratale est imposée par le rapport

entre la largeur transverse du spray et l'espaement moyen des ontours selon

DF ' 2�
1

1 +H=2hdiji
: (6.15)

0

1

2

0 1 2 3 4 5

<d
ij
>/d = 3

5
10
20
40

D
F

ε / <d
ij
>

0

1

2

0 1 2 3 4 5

<d
ij
>/<d> = 2

3
4
5
10
20
40

D
F

ε / <d
ij
>

(a) (b)

Fig. 6.30: (a) Idem rapporté à hdiji (b) En trait disontinu droite de pente 0.75.

Nous pouvons don onlure de es modélisations que l'éhelle de rugosité

maximale est elle de l'espaement moyen des ontours ave � = 2hdiji. La valeur

de DF est liée au rapport entre l'étendue du spray et l'espaement H=hdiji.
Les ourbes expérimentales dans le jet (�gure 6.20 ou 6.20) s'interprètent

alors simplement : l'augmentation initiale en DF ' 1 + �=�? est similaire à

l'augmentation de la dimension d'un hamp de erles très dense pour lequel

DF ' 1+0:75 �=hdiji : ei indique que l'espaement moyen est d'environ 0:75�?.

Il est logiquement proportionné à l'espaement initial des ligaments. Le maximum

de la dimension fratale re�ète l'étendue des ontours relativement à l'espaement

des gouttes. Si l'on alule par l'équation 6.15 le rapport théoriqueH=hdiji d'après
la valeur maximale de DF mesurée dans le jet, on onstate que le spray s'étend

ave la distane selon une vitesse d'expansion relativement onstante aux petites

vitesses (�gure 6.31 a). Sahant que hdiji est proportionné à �?, nous pouvons
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inférer la largeur réelle du spray. Elle roît de la même manière initialement

(pendant la formation des ligaments et leur brisure) quelle que soit la vitesse

du ourant d'air : l'angle du spray est relativement onstant (�gure 6.31 b). Aux

grandes vitesses le spray est in�éhi par rapport à et angle ar l'aélération des

petites gouttelettes est plus forte.
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Fig. 6.31: (a) Etendue du spray relativement à l'interdistane moyenne, (b) et relati-

vement au diamètre du jet. Régression linéaire : H ' x tan �, ave � = 10
o.

En onlusion la rugosité des ontours du jet, mesurée par DF (�) pour �! 0,

est réglée par la taille �? des ondulations qui donnent naissane aux ligaments.

L'augmentation du maximum de la dimension fratale révèle l'expansion radiale

du spray de ontours.
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Chapitre 7

Conlusions

Il ressort de ette étude que la formation d'un brouillard de gouttelettes à

partir d'un jet liquide présente une étape intermédiaire pendant laquelle des li-

gaments de liquide sont entraînés par le ourant gazeux rapide.

La formation de es ligaments est liée à une instabilité de la surfae li-

quide. L'épaisseur de vortiité Æ ontr�le le développement de ette instabilité,

qui engendre des ondulations longitudinales puis transverses de longueur d'onde

�? ' 4 ÆWe

�1=3
Æ (�1=�2)

1=3. Cette longueur �xe la taille initiale des ligaments ar-

rahés du jet liquide.

Si l'étirement des ligaments est dû aux fores de traînée aérodynamique, en

revanhe le moment de la brisure des ligaments est �xé par le temps de ontra-

tion apillaire initial. Les tailles de gouttelettes qui proviennent de la brisure sont

déterminées par le volume initial du ligament v0 = �d
3
0=6 ave d0 ' 0:23�? (expé-

rienes ave de l'eau et de l'air), ave une taille moyenne de gouttelettes de 0:4d0
don 0:1�?. La répartition large des tailles résulte de l'interation des gouttes

pendant la brisure du ligament, qui est dérite par une fontion de probabilité

Gamma.

La largeur de la distribution des diamètres de gouttes dans le spray est prin-

ipalement due à la brisure des ligaments et non à la variabilité de la taille des

ligaments. Une omposition de la distribution des tailles de ligaments et de la dis-

tribution de leur brisure permet de retrouver la déroissane systématiquement

exponentielle des distributions de tailles de gouttes dans le spray. La dépendane

de la taille moyenne des gouttes en ÆWe

�1=3
Æ est on�rmée ave une tension de sur-

fae plus faible (expérienes ave de l'éthanol). Par ontre, si l'on augmente de 14

fois la visosité, les diamètres obtenus déroissent plus vite ave WeÆ (expérienes

ave une solution de glyérol) ar la brisure des ligaments est retardée.

L'examen des ontours du jet sur les images montre que la surfae du jet

liquide augmente ave un taux d'ampli�ation qui est initialement elui des on-

dulations longitudinales. L'utilisation de la dimension fratale, dans sa version
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loale, nous montre que la rugosité de la surfae est liée à la longueur d'onde

transverse �?. Sa valeur est maximale dans le spray, et elle est d'autant plus

grande que gouttes sont prohes.
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Annexe A

Conditions d'injetion turbulentes

N
ous avons utilisé jusqu'à présent un injeteur onvergent qui garantissait

des éoulements laminaires pour le jet liquide et le jet gaz, et qui permettait

d'observer un développement régulier des instabilités. Nous appellerons par la

suite et injeteur LL (pour Laminaire dans le liquide et Laminaire dans le gaz).

Dans les moteurs de fusées les vitesses sont très élevées, ave des nombres

de Reynolds de l'ordre de 105, et les onditions d'injetion sont turbulentes dans

le jet liquide et le jet gazeux. L'on peut alors se demander e qu'il advient des

méanismes de brisures que nous avons dérit dans le as de onditions autant

que possible laminaires. L'in�uene de strutures turbulentes sur la brisure de

jets liquides injetés à grande vitesse dans une atmosphère immobile a fait l'objet

de nombreuses études. L'interation des éhelles turbulentes dans le jet liquide et

la surfae (voir l'artile de Mansour & Chigier, 1994, pour leur desription) est

responsable de la taille des ligaments arrahés et de la taille des gouttes produites

(Wu & Faeth, 1993, 1995). Par ontre l'étude de la brisure de jets oaxiaux

de liquide et de gaz turbulents n'a été que peu étudiée. Mayer (1994) expose

des visualisations du omportement de jet oaxiaux en fontion des nombres de

Reynolds liquide et gaz, et remarque que les strutures turbulentes sont visibles

à la surfae dès la sortie de l'injeteur et que l'atomisation se produit plus près

de l'injeteur en présene de es ondulations de surfae.

A�n de tester l'in�uene des es strutures sur l'atomisation primaire, à savoir

sur les longueurs d'ondulations de la surfae et la taille des gouttes produites,

nous avons étudié l'in�uene de la turbulene dans le jet liquide seul, puis de la

turbulene dans le jet liquide et le jet gazeux.
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A.1 Injetion

A.1.1 Eoulement liquide turbulent, éoulement gazeux laminaire : inje-

teur TL

Nous avons tout d'abord modi�é l'éoulement du jet liquide entral de notre

injeteur onvergent LL en introduisant des obstales de façon à développer des

turbulenes (Figure A.1). Un disque peré d'un trou étoilé de 3 mm de diamètre

a été plaé en arrivée d'injeteur, son but étant de promouvoir des strutures

turbulentes à grande éhelle. Un tube de 10mm de diamètre pourvu d'éailles le

long de sa surfae intérieure a été de même introduit dans la tuyère de l'injeteur,

de façon à induire un maximum de rugosités sur les bords du jet.

D1

 U2
U1

e

D2

Fig. A.1: Shéma en oupe de l'injeteur TL : le liquide est injeté dans le tube entral

(diamètre en sortie D1 = 7:6 mm), le gaz par les quatre entrées latérales. Le diamètre

externe du jet annulaire gazeux est D2 = 11:4 mm.

A.1.2 Eoulement liquide et gazeux turbulents : injeteur TT

Pour introduire des turbulenes dans le jet liquide ainsi que dans le jet gazeux

nous avons dessiné un nouvel injeteur omposé de longs tubes ylindriques o-

axiaux (Figure A.2). Son rapport longueur de tube/diamètre de jet entral est de

l'ordre de 37, a�n d'obtenir une turbulene pleinement développée en sortie du jet

liquide. Des obstales sont plaés en début du tube entral pour délenher l'ap-

parition de turbulenes à des vitesses les aussi faibles que possibles. Les diamètres

de sortie sont D1 = 7:6 mm et D2 = 11:4 mm, les mêmes que pour l'injeteur

onvergent LL ou sa version TL, e qui permet de omparer les résultats.



A.1. Injetion 199

D D1
2

Fig. A.2: Shéma en oupe de l'injeteur TT. Tube entral : D1 = 7:6 mm; ouronne

annulaire : diamètre externe D2 = 11:4 mm.

Caratérisation du taux de turbulene dans le jet entral Nous avons om-

mené par nous intéresser au taux de turbulene dans le jet liquide. Les pro-

�ls de vitesse dans le jet entral n'ont pas été mesurés ave de l'eau, mais en

remplaçant l'eau par de l'air : en e�et une similitude de Reynolds nous per-

met de passer des pro�ls de vitesse en air, réalisés ave un �l haud, à eux

en eau. Cei évite de reourir à des mesures dans l'eau ave un �lm, mesures

qui sont beauoup plus déliates, ar le �lm aumule des impuretés qui modi-

�ent sa réponse au ours du temps. La vitesse d'air u2entral qui donne le même

nombre de Reynolds dans le tube entral qu'une vitesse d'eau u1 est telle que

ReD1
= u2entralD1=�2 = u1D1=�1. Le rapport des visosités inématiques gaz-

liquide étant de 15, il faut don des vitesses d'air 15 fois plus fortes pour obtenir

le même nombre de Reynolds. Le �l haud est positionné au plus près de la sortie

de l'injeteur (0.6 mm, voir Figure A.3). Le taux de turbulene au milieu du jet

entral est de l'ordre de 8% et atteint jusqu'à 17% au niveau du bord (Figure A.4).

Nous sommes don assurés d'avoir une turbulene su�sante dans le liquide.

Fig. A.3: Mesure au �l haud.
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Fig. A.4: Taux de turbulene au milieu et au bord du jet entral.

Epaisseur de ouhe limite turbulente dans le jet de gaz Les mesures au

�l haud dans le jet annulaire nous donnent les pro�ls de vitesse dans la ou-

ronne d'air oaxiale de l'injeteur turbulent (Figure A.5). Ils nous renseignent

sur l'épaisseur de ouhe limite sur la fae externe du tube séparateur en sor-

tie d'injeteur, à débit de liquide nul. Il existe de multiples évaluations de ette

épaisseur. La plus simple est l'épaisseur de vortiité dé�nie par le rapport de

la vitesse maximale (au entre) et de la plus grande pente du pro�l au bord :

Æ = umax=
du
dy
jmax. C'est elle que nous avons utilisé plus haut lors de notre étude

de l'éoulement dans l'injeteur onvergent laminaire LL. On utilise aussi l'épais-

seur de déplaement, dé�nie par Æ1 =
R1
0
(1� u=umax)dy, ainsi que l'épaisseur de

quantité de mouvement Æ1 =
R1
0

u=umax(1 � u=umax)dy. Nous les avons traées

en fontion du nombre de Reynolds Re2 = umaxe=�2, alulé ave l'épaisseur de

la ouronne e (Figure A.6).

Pour les petits nombres de Reynolds l'épaisseur de vortiité est onstante :

l'éoulement s'approhe d'un éoulement de Poiseuille de pro�l de vitesse para-

bolique, pour lequel la pente du pro�l aux bords est proportionnée à la vitesse

maximale. En e�et la vitesse longitudinale en fontion de la distane à la pa-

roi y suit la parabole u(y) = umax4y(e � y)=e2. La pente aux bords est don
du
dy
jy=0 = 4umax=e, e qui donne une épaisseur de vortiité Æ = e=4 prohe des

points de mesure pour Re2 < 1000. L'établissement d'un pro�l de Poiseuille dans

un anal néessite une longueur de l'ordre de L = 0:035 eRe2 (d'après Shlihting,

1987), soit 35 épaisseurs de ouronnes pour Re2 = 1000, si l'on néglige la ourbure
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Fig. A.5: Pro�ls de vitesse d'air dans la ouronne oaxiale adimensionnés par la vitesse

maximale umax = 1:5; 3:2; 6:14; 11:2; 17; 25:2; 33:7; 45:5; 54:5 m/s.
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Fig. A.6: Epaisseur de ouhe limite au bord intérieur de la ouronne de l'injeteur

turbulent TT : épaisseur de vortiité Æ, de déplaement Æ1, et de quantité de mouvement

Æ1. Interpolation de Æ pour les grands Reynolds en 74=Re
�3=4
2 .
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du anal annulaire. Or nous avons un rapport longueur de tube sur épaisseur de

ouronne de 140 qui nous permet d'a�rmer que l'éoulement est établi en sortie

jusqu'à Re2 = 1000.

Pour de plus grands nombres de Reynolds la ouhe limite devient turbulente :

en e as la vitesse de frottement u� , dé�nie par �2u
2
� = �2

du
dy

jy=0, suit la loi de

Blasius:

u�

u2

=
0:164

Re

1=8
2

; (A.1)

voir Shlihting (1987). Ce qui donne une épaisseur de vortiité de Æ qui suit la

relation :

Æ

e

=
37:2

Re

3=4
2

; (A.2)

tendane que nous retrouvons ave un préfateur expérimental di�érent, de 74.

Les deux autres évaluations de l'épaisseur de la ouhe limite, Æ1 et Æ2 ne suivent

pas les lois attendues en Re
�1=7 pour une ouhe limite turbulente. La raison en

est que les mesures n'ont pas été e�etuées exatement en sortie de tube mais

quelque peu en aval pour ne pas briser le �l haud ; nous avons don des vitesses

non nulle à y = 0 (y est la distane à la paroi) et nous sommes légèrement dans le

début de la ouhe de mélange, alors que les dé�nitions Æ1 et Æ2 sont très sensibles

à la vitesse près de y = 0.
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A.2 Etat de surfae du jet liquide seul pour les di�érents

injeteurs

Pour aratériser l'état de surfae du jet liquide nous avons photographié le

jet à débit d'air nul. Les pro�ls obtenus ave l'injeteur onvergent TL (munis

d'obstales dans sa tuyère liquide) sont très prohes de eux obtenus ave l'inje-

teur tubulaire TT (Figure A.7). Nous avons onsidéré que les orrugations du jet

deviennent signi�atives à la sortie à partir de 2.0 m/s.

LL TL u1 Re1 TT

0.45 3400

0.94 7100

1.38 10500

2.0 15000

2.5 19000

Fig. A.7: Etat de surfae jet liquide ave les injeteurs LL (laminaire dans le liquide

et le gaz), TL (liquide turbulent, gaz laminaire) et TT (turbulent dans le liquide et le

gaz) en fontion du nombre de Reynolds liquide Re1 = u1D1=�1, à vitesse de gaz nulle.

Les images ont été tournées : la pesanteur est dirigée vers la droite.
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A.3 Longueur d'onde de l'instabilité primaire

A.3.1 E�et de la vitesse gaz

Nous avons mesuré sur des lihés, en fontion de nombre de Reynolds gaz

Re2 = eu2=�2, les longueurs d'ondes longitudinales apparaissant sur des jets d'eau

de vitesse 2m/s lorsque le jet d'air est ationné dans l'injeteur tubulaire long

TT (Figure A.8). Les longueurs d'onde sont onvenablement approximées par

une loi en Re

�3=4
2 , tout l'a été Æ pour Re2 > 1000. La longueur d'onde est don

proportionnelle à l'épaisseur de vortiité, et leur rapport �=Æ est de 26 en moyenne.

Les mêmes mesures ont été e�etuées ave l'injeteur onvergent à u1 = 2 m/s,
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Fig. A.8: (a) : Longueur d'onde longitudinale (injeteur TT). (b) : Longueur d'onde

longitudinale adimensionnée par l'épaisseur de vortiité Æ, ligne : moyenne de 26.

en onditions laminaires (injeteur LL) puis turbulentes (injeteur TL) pour le

liquide (Figure A.9). Elles montrent la même relation entre longueur d'onde et

épaisseur de vortiité, ave le même rapport onstant de 26 environ. La présene

de perturbations turbulentes ne modi�e don pas les tailles des longueurs d'onde

les plus ampli�ées par l'instabilité de isaillement.
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Fig. A.9: Longueur d'onde rapportée à Æ pour les di�érents injeteurs étudiés LL, TL

et TT à u1 = 2 m/s.
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A.3.2 E�et de la vitesse liquide

Injeteur LL. Les mesures des aratéristiques de formation du spray e�etuées

à u1 = 2 m/s devront être omparées aux mesures e�etuées à des vitesses de

liquide plus faibles (u1 = 0:45 et 0:94 m/s) en onditions laminaires. Or il faut

remarquer que dans le as de l'injeteur onvergent lisse LL la longueur d'onde

longitudinale � dépend de la vitesse liquide (Figure A.10, a), ontrairement aux

préditions de la théorie de stabilité linéaire ave un pro�l de vitesse linéaire

d'épaisseur d2, qui donne � = 2�=1:5 d2
p

�1=�2. Ce rapport est de l'ordre de

43 pour une vitesse d'eau de u1 = 0:45 m/s, et déroît vers une moyenne de

26 lorsque la vitesse d'eau atteint 2 m/s. Les mesures à vitesse d'air onstante

(Figure A.10, b) mettent en évidene ette transition, qui est la plus visible à

faible vitesse d'air.
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Fig. A.10: Longueur d'onde longitudinale adimensionnée par l'épaisseur de vortiité Æ,

injeteur LL. (a) En fontion de Re2. Une régression donne pour valeurs �=Æ = 43; 31

et 25 pour des vitesses liquide u1 = 0:45; 0:94 et 2 m/s respetivement, (b) En fontion

de u1, ligne : moyenne de 26.

La ontration du jet due à l'aélération du liquide par la pesanteur fournit

une expliation. En e�et le passage de la paroi interne de la tuyère de gaz à

la surfae du liquide produit un oude divergent à la sortie de l'injeteur, dont

l'angle s'aroît à petite vitesse liquide (voir les images de la �gure A.7). La

divergene de l'éoulement induit alors une augmentation de la ouhe limite sur

la surfae du liquide et don de la longueur d'onde primaire � de l'instabilité.

Pour déterminer la rupture de pente en sortie, étudions l'évolution du rayon du
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jet liquide à l'aval de la sortie. En supposant l'éoulement irrotationnel, et de

pro�l de vitesse uniforme à une altitude donnée, nous déduisons de l'équation de

Bernoulli la vitesse de hute du jet :

u = u1

s
1 +

2gx

u
2
1

+
4�

�1u
2
1d1

�
1�

d1

d

�
; (A.3)

ave x la distane à la sortie vers le bas, et après avoir remplaé la pression

donnée par la formule de Laplae p = patm + 2�=d. Nous nous plaçons dans

l'hypothèse d'un grand nombre de Weber liquide We1 = �1u
2
1d1=�, et don nous

négligerons le dernier terme sous la raine arrée. La onservation du débit pour

e jet quasi-parallèle implique d21u1 = d
2
u. D'où :

d

d1

=

�
1 +

2gx

u
2
1

��1=4
: (A.4)

La pente du jet par rapport à la vertiale est don :

dr

dh

= �
gd1

4u21
= �

Fr

4
: (A.5)

La pente à l'origine est égale au quart du nombre de Froude dé�ni par Fr = gd1
u21

.

Des mesures sur les photographies montrent que le diamètre du jet suit bien la

relation A.4 (�gure A.11) et la pente à l'origine suit la relation A.5 pour les petites

vitesses (Figure A.12). La pente à l'origine est de l'ordre de 0.05 pour u1 � 1 m/s,

alors qu'elle est double et vaut 0.1 pour u1 = 0:5 m/s.

L'éoulement au niveau de la ouhe limite a don lieu dans un espae deux

fois plus grand, e qui induit une diminution de la vitesse moyenne. L'épaisseur

de la ouhe limite augmente alors néessairement après le hangement de pente.

Cet e�et apparaît dans les équations lassiques d'évolution de la ouhe limite,

telle l'équation intégrale de Karman qui s'érit :

�Æ2

�x

+
Æ1 + 2Æ2

U

�U

�x

=
�0

�2U
2
; (A.6)

ave �0 = �2
du
dy
jy=0 le frottement pariétal. Dans ette équation le deuxième terme

est négatif et le terme du membre de droite positif, don Æ2 augmente ave l'abs-

isse urviligne x, et e d'autant plus que la vitesse diminue. Par onséquent

l'épaisseur de vortiité Æ et la longueur d'onde � augmentent. Cette hypothèse

semble la plus raisonnable pour interpréter l'observation de plus grandes lon-

gueurs d'onde à faible vitesse liquide.
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Fig.A.11: Pro�ls du jet liquide ave l'injeteur LL, distane à l'injeteur adimensionnée

par d1. Lignes : préditions de l'équation A.4.
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Fig. A.12: Pente du pro�l de jet liquide en sortie d'injeteur LL
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Injeteur TT. L'injeteur tubulaire long TT ne produit pas le même e�et de

variation de la longueur d'onde ave la vitesse liquide. Il est aussi possible de

l'interpréter en termes d'interation entre ouhe limite et pro�l d'interfae. En

e�et les orrugations présentes à la surfae du jet même à faible vitesse (voir

Figure A.7) libèrent moins d'espae qu'une interfae lisse, e qui induit une di-

minution moindre de la vitesse, et don une augmentation moindre de la ouhe

limite à faible vitesse liquide.
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Fig. A.13: Longueur d'onde longitudinale adimensionnée par l'épaisseur de vortiité

Æ pour l'injeteur TT, ligne : moyenne de 26.

En onlusion, la longueur d'onde est environ 26 fois l'épaisseur de vortiité

lorsque le jet est bien ylindrique, don à grande vitesse d'eau (u1 > 1 m/s,

Fr = gd1=u
2
1 < 0:075). Dans le as de l'injeteur lisse à faible vitesse d'eau, la

onvergene du jet impose de réévaluer le rapport �=Æ qui est alors de l'ordre de

43.

A.4 Taille des gouttes dans le spray

Les mesures de tailles dans le spray ont don aussi été e�etuées à u1 = 2:0

m/s ave l'injeteur TT, des vitesses de liquide inférieures ne garantissant pas

des orrugations su�santes à la surfae du jet. Nous avons e�etué le même

type de mesures ave notre injeteur onvergent lisse LL pour omparaison, voir

Figure A.14.

Quand le diamètre moyen est adimensionné par l'épaisseur de vortiité, la loi

d10=Æ / We
�1=3 est bien véri�ée (Figure A.15). Les gouttes mesurées à u1 = 2

m/s ave l'injeteur LL sont plus petites d'un fateur 0.5 que les gouttes mesurées
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Fig. A.14: Diamètres moyens des gouttes dans le spray en fontion de la vitesse u2.

préédemment à u1 = 0:45 m/s ou u1 = 0:94 m/s ave le même injeteur. Cette

di�érene est due à une diminution du rapport �=Æ ave la vitesse liquide qui est

lui aussi d'un fateur 0.5 entre u1 = 0:45 et 2 m/s.

En revanhe les relations entre la taille des gouttes et les longueurs d'ondes

instables obtenues préédemment à plus faible vitesse, d10 ' 0:1�? et �?=� '
2:45We

�1=3
� , sont toujours véri�ées. Pour nous en onvainre nous avons traé le

diamètre moyen des gouttes rapporté à la longueur d'onde longitudinale � (telle

qu'elle avait été approximée en Figure A.10). Tous les résultats de l'injeteur LL

sont répartis autour de la droite d'équation

d10=� ' 0:245We

�1=3
� ; (A.7)

et les résultats de l'injeteur TT sont légèrement inférieurs à ette prédition

(�gure A.16). La taille moyenne des gouttes est don proportionnée à � de la même

façon, que les onditions d'injetions du liquide ou du gaz soient turbulentes ou

laminaires. La longueur d'onde est elle-même liée à Æ ave un fateur 26 à grande

vitesse liquide (Fr = gd1=u
2
1 < 0:075), sahant qu'il faut éventuellement réajuster

e fateur à petite vitesse liquide.
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RÉSUMÉ

La fragmentation d'un jet liquide en un spray de gouttelettes est étudiée lorsque sa surfae

est soumise à un fort ourant de gaz parallèle au jet. La visualisation du jet révèle qu'une

étape transitoire préédent la formation des gouttelettes est la roissane de ligaments

liquides à partir de la surfae. En e�et la surfae est instable vis-à-vis du isaillement

imposé par le ourant gazeux. Initialement lisse elle est soumise à des ondulations axi-

symétriques grandissantes, dont la longueur d'onde est déterminée par l'épaisseur de la

ouhe limite gazeuse. Les rêtes de es ondulations présentent des modulations trans-

verses dont l'espaement résulte d'une ompétition entre les fores apillaires et l'inertie

du gaz. L'allongement de es modulations dans le ourant gazeux rée les ligaments de

liquide.

Le devenir des ligaments est étroitement lié à l'espaement des modulations trans-

verses. Leur brisure, qui se produit lorsque les fores apillaires les fragmentent, est l'ate

de naissane de gouttes dont la taille moyenne est proportionnelle à et espaement. Les

tailles sont largement réparties autour de ette moyenne et un modèle basé sur l'interation

des tailles pendant la brisure rend ompte de leur distribution.

Le spray de gouttelettes qui résulte des brisures des ligaments présente aussi un

large éventail de diamètres. Leur répartition est telle que le nombre de gouttelettes d'un

diamètre donné déroît exponentiellement ave le diamètre. Le diamètre moyen est aussi

proportionné à l'espaement transverse, il est inversement proportionnel à la vitesse du

ourant de gaz.

AIRBLAST ATOMIZATION OF A LIQUID JET

SUMMARY

The atomisation of a liquid jet into a spray of droplets was studied, in an experimental

set-up where its surfae is submitted to a fast oaxial gaseous stream. Jet visualisation

reveals that drop formation is preeeded by a transient stage of liquid ligaments strethed

from the liquid jet. The explanation is that its surfae is unstable within the shear �ow

of gaz. The smooth exiting surfae is seeded by growing axisymetri disturbanes whose

wavelength is �xed by the shear layer thikness. Transverses modulations are superimposed

on the rest of these ondulations, their spaing is derived from a balane between apillary

fores and gaz inertia. The modulations grow and are strethed by air �ow to the stage

of ligaments.

The future of this ligament is doomed with modulation spaing. The ligament

break-up takes plae when apillary fores seize and fragment them. This is the birth of

droplets whose mean diameter is proportionnal to the modumation spaing. Their large

distribution is well aounted for by a model inluding sizes interation during break-up.

The spray that results from break-ups also displays a large range of diameters.

The drop size distribution is exponentially deaying towards inreasing sizes. The mean

diameter in the spray is proportional to transverse spaing and inversely proportional to

the gaz �ow veloity.

SPÉCIALITÉ

Méanique des Fluides

MOTS-CLÉS

Atomisation, jets oaxiaux, ligaments, gouttes, spray.

Laboratoire des Eoulements Géophysiques et Industriels

BP 53 38041 Grenoble Cedex 9


