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Résumé

e paradigme cosmologique actuel s’appuie sur 'instabilité du modele

de Friedman-Lemaitre vis-a-vis des inhomogénéités de densité d’éner-
gie, pour rendre compte de la formation des grandes structures de 1'Univers,
telles que nous les observons. Dans ce cadre, il a été prédit, puis observé, que
ces nécessaires inhomogénéités impriment sur un rayonnement fossile millimé-
trique (CMB), par ailleurs thermalisé & 3K, homogéne et isotrope, d’infimes
variations de température. Par l'observation plus précise de telles anisotropies,
de nombreuses expériences présentes ou a venir, telless ARCHEQOPS, TopHat, ou
PLANCK, espérent tester ce paradigme avec une précision sans précédent. Tou-
tefois, les besoins inédits de ces expériences nécessitent l'invention de nouvelles
méthodes d’analyse de données CMB. En réponse a certains de ces besoins,
nous avons développé au cours de notre thése, une méthode multi-grille ore-
ginale de fabrication rapide de cartes de ces fluctuations de température a
partir de données ordonnées en temps, une méthode hiérarchique de mesure
du spectre de puissance angulaire de ces cartes, une modélisation analytique
des effets de lobe instrumental, et un test original de détection d’une com-
posante non-Gaussienne dans la distribution statistique de ces fluctuations.

Par ailleurs, regardant ces inhomogénéités bien plus tardivement dans leur
évolution, nous pouvons observer, entre autres grandes structures, des amas de
galaxies. A ces objets, les plus massifs gravitationnellement liés aujourd’hui,
nous nous sommes intéressé dans un second temps. En particulier, nous avons
construit un modéle analytique permettant l'inclusion d’effets de chauffage
non-gravitationnel, connus par leurs conséquences observationnelles impor-
tantes. Enfin, nous avons présenté une méthode permettant une meilleure des-
cription du contenu baryonique de ces amas au moyen d’une analyse conjointe
d’observations de distorsions gravitationnelles, de l’effet Sunyaev-Zel'do-
vich, et de l’émission X, ces deux derniers effets originant du gaz chaud
contenu dans les amas.
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Summary

n order to account for the formation of the well known large scale
j structures of the Universe, the current cosmological paradigm relies
on the instability of the Friedman-Lemaitre model with respect to inhomogei-
ties in the energy density. In this theoretical framework, these inhomogeneities
have been predicted, and later observed, to give rise to temperature anisotropies
in a millimetric cosmological background radiation (CMB), otherwise therma-
lized at 3K, which is homogeneous and isotropic. By observing these anisotro-
pies with ever increasing higher sensitivity, present and future CMB experi-
ments like ARCHEOPS, TopHat or PLANCK, hope to test this paradigm with
tantalizing precision. However, these experiments entail some unprecedented
data-analysis challenges. To overcome some of these issues, we developped
a fast multigrid algorithm for making maps of temperature fluctuations
from time-ordered data, a power spectrum estimation algorithm wvia hierar-
chical decomposition, an analytical modeling of the effects induced by an
azisymetric intrumental beam and an original and sensitive statistic to detect
a would-be non-Gausian component in the statistical distribution of these
fluctuations.

Furthermore, looking further down in time at these inhomogeneities, we can
distinguish clusters of galaxies amid large scale structures. We also studied
these systems, the largest gravitationaly bound systems today. In particular,
we developped an analytic model that allows to take into account a non-
gravitational heating, whose observational consequences are important. At last,
we were able to describe in a more satisfying manner the baryonic content of
these clusters by making use of a joint analysis of gravitational distortion
observations and, Sunyaev-Zel’dovich effect and X-ray emission measure-
ments, both originating from the hot intra-cluster gas.
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Introduction

Chacun appelant idées claires celles quz
sont au méme degré de confusion que les
siennes propres.

Marcel Proust, A l'ombre des jeunes filles en fleurs

ous le savons maintenant, l'instabilité gravitationnelle permet de

décrire, dans une grande mesure, la formation récente (z < 7) des
grandes structures de 1’'Univers® telles que nous les observons quotidiennement :
une “toile cosmique” en expansion; toile composée d’amas, de filaments, de
nappes, et structurée autour de vides; toile ponctuée de galaxies qui semblent
en étre I’élément unitaire.

Un Univers proche formé hiérarchiquement

La pierre d’achoppement du paradigme cosmologique contemporain, para-
digme qui formera notre cadre théorique, est le principe cosmologique d’Ein-
stein [1], stipulant que 'Univers est proche de I'homogénéité et de l'isotropie.
Ce principe semble sans cesse conforté observationnellement par les comptages
d’objets a grande échelle 2, mais aussi, et peut-&tre plus encore, par l'isotropie
du fond diffus micro-onde 3.

Rappelant d’abord, briévement, les quantités clefs caractérisques du mo-
déle relativiste découlant de ce principe, le modeéle de Friedman-Lemaitre, nous
évoquerons ensuite ses conséquences observables dans I'Univers proche. Des dif-
ficultés de 'interprétation cosmologique de ces observations, nous déduirons un
besoin d’au-dela.

!Disons, arbitrairement, d’une taille caractéristique 2 1/2 h~! Mpc aujourd’hui, o1 h est
défini en Eq. 9.

?Notons tout de méme que ces comptages illustre plus l'isotropie que 1’homogénéité car
l'homogénéité n'est atteinte qu’au prix d’un lissage avoisinnant la taille de la région d’espace
explorée.

3Dans cette partie, comme tout au long de cette thése, nous nous appuirons amplement
sur de nombreux ouvrages de référence, plus généraux, figurant dans la bibliographie de cette
partie. Tous de grande qualité, ils mériteraient bien mieux qu'une citation en note de bas de
page [2, 3,4, 5, 6, 7, 8].
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Le modele de Friedman-Lemaitre
Formulé dans le cadre de la théorie de la Relativité Générale, ce principe
conduit a une métrique d’espace-temps de type Robertson-Walker :

ds? = —d? + a2(t) +22d8® + 22 sin® 0dg?] (1)

1— kz?
ol k est une constante dont dépend la courbure des sections spatiales de cette
métrique (& £k = 0 correspond un espace plat, 2 £ < 0 un espace hyperbo-
lique, et & k > 0 un espace parabolique) et a(t) est un facteur d'expansion. A ce
niveau, ce dernier facteur n’est pas spécifié, et seules des hypothéses supplémen-
taires sur le contenu en matiére de 1'Univers et 1'usage des équations d’Einstein
le permettront. Ces derniéres ménent en effet aux équations d’évolution de a
suivantes,

3a = —4nGp(l+ 3w)a+ Aa (2-a)
1,87G Aa®

-2 - 3 -

@ = - ( 3 o ka + 3 ) (2-b)

ol1 'on a supposé un fluide de densité p, et de pression (nécessairement isotrope)
p, et o1 'on a autorisé 'existence d'une constante cosmologique non nulle, A.
G désigne la constante de Newton.

Nous distinguerons les fluides ultra-relativistes (photons -, neutrinos v... ),
ou “rayonnement”, pour lesquels on peut écrire ’équation d’état ¢ reliant,
pression et densité,

1
== 3
p=3p, (3)
et la “matiére” (poussiére sans pression) pour laquelle
p=0. (4)

Des relations de conservation de 1'énergie découlent également de 1’équation
d’Einstein. Appliquée a chaque composante séparément elle donne :

Prayon. X a'_4 (5'a)

Pmat. X a 3. (5-b)

Un bref regard a ’équation 2 nous montre que, successivement, les termes k,
p puis A vont dominer a2, i.e. une domination par la courbure, le fluide cos-
mique (matiére plus rayonnement) et la constante cosmologique. Si 'on consi-
dére k = 0, on peut distinguer trois régimes, ot successivement la constante
cosmologique, le rayonnement et la matiére dominent 5.

4De maniére générale, on peut supposer qu'il existe une équation d’état p = wp. Si 'on
désire interpréter A, par exemple, comme un fluide cosmique, alors il satisfait 1’équation
pr = —px = A/(87G). Il s’agit alors de “l’équation d’état de l'énergie sombre”, dont une
solution peut-étre un modéle de type Quintescence. Cette énergie est alors 1’énergie cinétique
et potentielle d’un champ scalaire descendant son potentiel.

5Ces lois ne seront donc vérifiées ni pendant les périodes de transition, ni pour le fluide
cosmique dans son ensemble.
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Dans une période dominée par le rayonnement, on obtient
a(t) < t/? | (6)
alors que 'on a dans une période dominée par la matiére,
a(t) oc t2/3 . (7

enfin, dans une période éventuellement dominée par une constante cosmolo-
gique, on obtient

a(t) o exp( %t) . (8)

La période de transition entre 1'ére de domination par le rayonnement et celle
dominée par la matiére, [’équivalence, jouera un grand rdle par la suite.

Notons enfin - ce qui sera amplement utilisé ultérieurement - que si 'on
définit la constante de Hubble par

H=2%=100h kms 'Mpc!, (9)
a

ol h est un nombre sans dimension, alors, la densité de matiere “critique” p.,
définie comme étant la densité de matiere donnant une courbure d’espace plate
en I’absence de constante cosmologique est,

3H?
= 10
Pc 81G (10)
Si ’on note, par ailleurs, les quantitées
p A k
pc ) 3H2 € c dz ) ( )
alors, on obtient directement de 1'équation 2 la forme usuelle,
Q+A+Q.=1, (12)

ol sont estimées les contributions relatives des différentes sources d’énergie, :.e.
de la matiére (ou plutét du fluide cosmique), de la constante cosmologique (du
vide) et de la courbure.

Notons enfin qu’avec cette définition, il sera utile de définir le décalage entre
une fréquence mesurée et la fréquence au repos, décalage vers le rouge puis-
qu’induit par ’expansion. On le notera

z=agfa—1, (13)

ol ag est le facteur d’expansion aujourd’hui.
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Formation des structures dans un modéle CDM

La compréhension de la formation des structures observées dans 1'Univers
proche, disons z < 7, exploite l'instabilité générique du modéle de Friedman-
Lemaitre vis a vis de toute perturbation de densité de matiére (ou de rayonne-
ment). Ses conséquences sont les suivantes.

Pour étudier I'amplitude et la croissance des fluctuations, on étudie en géné-
ral 'exces de masse contenu dans une sphere de rayon R comobile 6. L’amplitude
des fluctuations est alors quantifiée par la déviation standard (rms) du champ
de densité (de matiére pour nous) lissé par un créneau sphérique de rayon R,
auquel correspond naturellement une échelle de masse M = 4/37wp(R/2)% ou
p est la densité moyenne. Nous choisirons donc de décrire I'amplitude de ces
fluctuations par le biais de la quantité, § = 6 M /M, fonction de M.

Pourvu que ’on considére que la densité d’énergie de matiére soit dominée
par une composante non-baryonique “noire” (DM), sans couplage fort avec
la matiére ordinaire (hormis par gravitation) et initialement froide (CDM, pour
“Cold Dark Matter” en anglais) 7 alors il est possible de décrire simplement,
et de facon adéquate 8, 1'évolution de perturbations de matiere a partir d’un
spectre initial de type Harrison-Peebles-Zel’dovich, § o« M ~2/3 qui, comme nous
le verrons, est un spectre naturel dans les scénarios de type inflationnaire ou de
type défauts topologiques.

Une échelle de masse importante pour la croissance de ces fluctuations est
naturellement celle “entrant sous ’horizon” au moment de 1’équivalence, z.e. a
Zeg = 2.5 x 10*(QAh?) : M.y = 2 x 10'%(Qh?)Mg. Le changement du régime
d’expansion (Eq.6 et 7) ne peut qu'affecter la croissance des fluctuations. En
effet, alors que les fluctuations croisant I’horizon avant 1'équivalence, .e. pen-
dant 1’¢re de domination par le rayonnement, croitront au mieux en lna °,
toutes les fluctuations de matiére croisant I’horizon aprés 1’équivalence auront
une croissance o a, méme si celles de masse inférieure a la masse de Jeans 1°,
1.e. la masse en deca de laquelle la pression peut contrecarer la gravitation, ver-
ront leur amplitude amortie en 1/4/a. L'équivalence imprime donc une échelle
trés caractéristique sur le spectre des fluctuations apres 1’équivalence : §M /M
est une fonction décroissante de M, mais, contrairement au spectre initial de

6Les coordonnées comobiles sont celles de la métrique d’espace-temps Eq. 1. Le passage
aux distances propres nécessite la prise en compte du facteur d'expansion a(t).

TMatiére froide dans le sens oi1 sa dispersion de vitesse intiale est faible devant le flot de
Hubble.

8Bn fait, la faible masse des particules candidates CDM nous autorise & négliger leur
masse de libre flot, M1 p, masse en deca de laquelle toutes les fluctuations sont supprimées
par diffusion des particules de matiére froide lorsqu’elles sont encore relativistes, z.e. lorsque
M < Mpp = 1011 Mo(Qhr2)(mpmc?)/(1keV)) ™4,

9En fait, elles seront tout d’abord effacées par le libre flot des neutrinos si elles croisent
’horizon avant le découplage des neutrinos a z, = 3 x 109, les fluctuations restantes de masse
inférieure a la masse de Jeans, entreront dans un régime d’oscillation acoustique amorti en
1/+/a, et certaines fluctuations resteront constantes (solution constante de I’équation dyna-
mique)

10Méme si la pression du fluide constitué de matiére noire est négligeable, un support
équivalent est assuré par le phénomeéne de relaxation violente [9], si bien que la masse de
Jeans demeure définie.
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Harrison-Peebles-Zel’dovich, trés plate pour M < M., et rejoignant le spectre
initial au dela.

Ce simple fait fonde le scénario hiérarchique. En effet, a toute échelle de
masse M, les effets non-linéaires prennent le dessus sur le flot de Hubble lorsque
les fluctuations de matiére § M /M approchent l'unité. Alors, ces fluctuations se
découplent de 'expansion avant de s’effondrer puis de se virialiser. Aussi, dans
ce scénario de matiere sombre froide, les fluctuations de faible masse deviendront
non-linéaires tout d’abord, et leur effondrement précédera celui de fluctuations
de masse plus importante, a 'intérieur desquelles elles sont “amassées”. La non-
linéarité se propage ainsi des petites échelles vers les grandes, donnant naissance
a une hiérarchie de structures emboitées.

Formation et observation des structures baryoniques

Le pendant baryonique de ce scénario posséde une subtilité supplémentaire :
quand bien méme nous venons d’utiliser le fait que dans 1’ére de matiére les fluc-
tuations de matiére peuvent croitre, cela supposait implicitement la seule inter-
action par la gravitation. Or, les baryons, alors principalement sous forme d'un
plasma Coulombien composé de neutrons, de protons et d’électrons, se trouvent
liés par diffusion Thomson aux photons du fluide radiatif jusqu’au découplage.
De fait, jusqu’a peu avant cet instant, la longueur de diffusion Thomson est su-
périeure a tous les modes d’une longueur d’“intérét cosmologique” aujourd’hui
(> 0.5 h=! Mpc), si bien qu’alors les baryons “suivent” les photons.

Aussi, des considérations précédentes découle qu’aucune perturbation ba-
ryonique (d’intérét) n’a pu croitre jusqu’a l'instant du découplage !, & z4ec. ~
1100, ou la longueur de diffusion des photons atteint I’horizon de Hubble (ces
photons se propageant alors librement constitueront le fond millimétrique cos-
mologique sur lequel nous reviendrons ci-dessous). Or, si ces perturbations crois-
saient, seules, depuis cette instant seulement, nous ne pourrions justifier I'exis-
tence du niveau des fluctuations de masse baryoniques observées aujourd’hui.
L’argument permettant de contourner ce probléme consiste a supposer que la
matiére sombre, dominante par rapport a la matiére “ordinaire”, est essentiel-
lement non-baryonique, et donc sans intéraction avec les photons. Elle aurait
donc pu croitre avant le découplage. On peut montrer, alors, qu’apres le dé-
couplage, les perturbations baryoniques croissent rapidement jusqu’a rattraper
les perturbations non-baryoniques ce qui résoud bien notre probléme (les ba-
ryons tombent dans les puits de potentiel de la matiére sombre). Notons que
cette profonde nécessité constitue une argument trés fort en faveur d’une nature
non-baryonique de la matiere froide.

Nous pouvons donc bien également parler d'une formation hiérarchique des
structures baryoniques depuis 1’époque du découplage. La premiére structure
a s'effondrer correspond naturellement a la masse de Jeans au moment du
découplage 12 : MJee™ ~ 10°Qpq, Q= 3/2h Y (Tpar./T)%/? Mg, ol l'on a écrit

11 Cette époque est concomittante 4 'époque de la recombinaison, ot les électrons se com-
binent avec les nucléons afin de former des atomes, hydrogéne et helium.
12Une formulation équivalente de 1'importance du passage de l’équivalence pour les ba-
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Q = Qpar. + Qppy. Demeure toutefois une difficulté : pour peu qu'il n'y ait,
par la suite, aucune ségrégation possible entre matiére noire froide (CDM) et
baryons, ces sous-structures seraient irrémédiablement perdues au moment de
la virialisation des structures plus massives les incluant. Nous serions alors dans
I'incapacité d’expliquer 1’existence de galaxies aujourd’hui : nous verrions plutét
des objets lumineux, plus rares mais plus massifs, d'une taille juste inférieure a
celle des amas aujourd’hui, ~ 100 A~ kpc.

Fortuitement, cette ségrégation apparait naturellement dés lors que l’'on au-
torise les baryons a dissiper leur énergie thermique, laquelle provient essentiel-
lement, comme nous le verrons au chapitre 7, de la conversion par des chocs
de leur exces d'énergie cinétique acquis lors de leur effondrement. Cette dis-
sipation’® permet la condensation de ces baryons bien avant I’effondrement
des fluctuations de masse supérieure [10, 11]. Les halos de ces objets condensés
seront détruits pendant la virialisation de 1’échelle de masse supérieure, mais
le coeur, baryonique, compact et lumineux, survivra a ce stade et deviendra
une sorte de fossile de 1’échelle de masse ayant précédement été virialisée. Ces
fossiles continueront a croitre, et a fusionner pour former les ponctuations de la
toile cosmique : les galaxies.

Ces considérations, sciemment simplifiées ici, sont résumées clairement au
moyen de la figure 1 empruntée a [12] . Y est représenté la densité baryon-
nique, ny, en fonction de la température, T, pour des structures de différentes
masses. Les fines lignes diagonales descendantes représentent des lignes de masse
constante, M, mais de contraste de densité, § M /M, variable. Les courbes dia-
gonales, épaisses, et ascendantes, indiquent les contrastes de densité 0.5, 2 et 3
o, ol o est la déviation standard des fluctuations originant d’un spectre de fluc-
tuation de matiere (CDM) de Harrison-Zel'dovich pour une cosmologie (2 = 1,
h = 0.5) pour la ligne continue, et (2 = 0.2, h = 1.0) pour la ligne pointillée.
La densité de gaz indiquée correspond a des proto-condensats virialisés mais,
non refroidis et donc non condensés.

Ont été placés également, des groupes et amas du catalogue CfA (points
pleins en haut a droite), différentes galaxies individuelles (zones hachurées) ainsi
que des galaxies sphéroides naines (points vides ou pleins, en bas a gauche).

Les courbes fines en cloche, courbes de refroidissement incluant les modeles
de dissipation radiative précédement mentionés (avec une métallicité solaire ou
nulle), séparent le plan n, — T en deux. Dans la partie inférieure, le temps
dynamique, tqyn, est supérieur au temps de refroidissement, £.,01, si bien que le
gaz aurait eu le temps de se refroidir, alors que 1’opposé est vrai dans la partie
supérieure. 3i le refroidissement entrait en jeux, le gaz se concentrerait, si bien
que les structures placées descendraient vers le bas. Si le gaz avait le temps de

ryons consiste a calculer la masse de Jeans des baryons, avant et apreés, et & constater son
effondrement.

13Dissipation radiative due essentielement, selon la température et la densité baryonique, a
I’émission de type “brehmstrahlung thermique”, & 1’émission induite par excitation collision-
nelle atomique, ou bien & la diffusion Compton sur un fond diffus de photons.

14Notons, pour &tre juste, que cette figure a été tracée pour la premiére fois en [13], et que
la revue [12] s’appuie grandement sur des travaux pionniers antérieurs [14, 10, 11], que nous
nous devons de citer explicitement ici.

26



V (km S-1)

10 30 100 300 1000
1 i 1 I T

SolarMetals, 0.5¢ 0.5¢

-1 W

No Metais /

e t
o™ -
° Solar = ‘g i. N\ %
Py et ‘ IW“
o] L ) !
. -;af? = il
o110 Sotar o N sl
Sa 50
\ H» lol3
106 108 \10° 10" N
] I 1 L |
2 3 4q 5 [ 7 8
tog T
Fic. 1

Densité de baryons, n;, en fonction de la température, T, pour différentes struc-
tures. Voir texte. Tiré de [12].

se condenser suffisament, le refroidissement deviendrait de plus en plus efficace
et son effondrement ne s’arréterait, alors, que par une forme de support, dii a
la rotation, ou bien & un chauffage conséquent a la formation d'étoiles (aprés
fragmentation).

Remarquablement, dans ce diagramme, les courbes de refroidissement pas-
sent exactement a ’endroit attendu. Les baryons des galazies sont en dessous
de la région ou le refroidissement est attendu, et se situent méme dans une
zone oll un trés efficace refroidissement atomique est attendu, si bien qu’ils
sont certainement condensés aujourd’hui, donnant lieu aux systémes lumineux
observés. Par contre, les structures plus massives, groupes ou amas, sont justes
au dessus de ces courbes si bien que leur refroidissement n’est que marginal
a leur échelle. Elles contiennent certes des galaxies, mais provenant de coeurs
baryonniques effondrés auparavant, ayant perdu certainement les parties les plus
externes de leur baryons au profit du gaz inter-galactique (ICM), dominant
la fraction baryonique de ces systémes comme nous le détaillerons dans les
chapitres 6, 7 et 8.
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Remarquablement encore, la séquence de Hubble apparait clairement, dans
des bandes distinctes. Mieux, les fractions correspondantes aux valeurs de o dé-
terminées sur ce diagramme (aux incertitudes prés), si elles sont sous-tendues
par un champ gaussien, sont compatibles avec les proportions morphologiques
observées. La nette distribution de cette séquence trouverait probablement son
origine dans la corrélation attendue entre hauteur de pics, en unité de o, et mo-
ment angulaire, mesuré par la grandeur adimensionnée A\ =JEY/2G 1M 5/2,
oll F est 1’énergie de liaison et J dénote le moment angulaire : les fluctuations a
grand o auraient un moment angulaire moindre, si bien qu’elles seraient 3 méme
de s’effondrer avec un facteur de compression radiale plus important, formant
ainsi une galaxie elliptique trés dense. Qui plus est, attendant, pour un spectre
plat, plus de fluctuations a haut o dans les régions sur-denses destinées a for-
mer des amas riches, les proportions morphologiques particuliéres aux galaxies
habitant ces systémes seraient également justifiées.

Ces simples faits apportent un grand, et solide, crédit a ce scénario hié-
rarchique, basé sur un spectre initial de fluctuations de type Harrison-Peebles-
Zel’dovich, ou la matiére est dominée par une matiére noire froide. Ce scénario
ferait des galaxies sphéroides naines (points en bas & gauche du diagramme) les
premiers objets de cette hiérarchie a s’effondrer.

Un besoin d’au-dela

Cette vision, aussi satisfaisante qu’elle soit de par sa simple et puissante
élégance’®, nous offre certainement un aperqu correcte du schéma général, mais
patit de sa simplicité des lors que 'on s’attache a ses détails. Par exemple,
un tel scénario conduirait en fait a la formation exclusive d’objets baryoniques
condensés a un trop grand z (2 5) : il s’agit du fameux probléme de “sur-
refroidissement” mentionné en [11, 15], d’ot découle la nécessité d'un chauf-
fage non-gravitationnel sur lequel nous reviendrons au chapitre 7. Par ailleurs,
un tel scénario ne peut reproduire adéquatement la distribution de galaxies,
puisque les phénomenes de fusion, qui tendront a faire disparaitre les galaxies
de faible masse au profit de plus grosses, ne sont pas pris en compte. Ces fu-
sions compliquent également sensiblement 1’histoire des galaxies, qui méme si
possédant initialement un disque, tendront a le perdre aprés fusion ou accré-
tion d’autres objets. Leur trajet dans le plan n, — T au cours de leur évolution
est donc probablement plus complexe. Sont négligés également, les phénomeénes
d’“dépouillement” des parties externes des galaxies lors des fusions des échelles
successives, qui tendraient & remonter les structures galactiques vers le haut
(& baisser np). De ce dépouillement témoignent pourtant la métallicité crois-
sante du gaz cosmique, suggérant une forme de “rétro-action” stellaire, classe
de processus ici négligée dans son ensemble...Et puis, plus généralement, la
relation conjecturée entre hauteur de fluctuation et parametre de spin n’est pas

15Nous ne pouvons résister a la tentation de mentionner ce fait supplémentaire : galaxies et
groupes sont séparés par une ligne de refroidissement de type Compton, ce qui suggére que
la formation des galaxies cesse avec celui-ci.
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observé dans les simulation numériques, si bien que cette simple explication de
la séquence de Hubble ne fonctionne pas. Cela négligerait également le transfert
de moment angulaire par des “grumeaux” de baryons condensés vers le halos
sombre par friction dynamique...Nous devons donc reconnaitre, humblement,
la trés grande complexité de cette physique non-linéaire baryonique 6.

Cette difficulté n'est pas nécessairement un obstacle pour la cosmologie.
L’échappatoire est en deux points. Tout d’abord, malgré la prévalence observa-
tionnelle de la matiere baryonique, il reste que la matiére semble dominée par
une composante noire. Aussi, si l'on admet qu’elle est tracée par la distribu-
tion de galaxies (modulo des biais statistiques cachant la complexité précéde-
ment évoquée), alors les grands relevés de galaxies entrepris jusqu’alors nous
permettent d’explorer la distribution de matiére a grande échelle. Ensuite, en
considérant des échelles suffisament importantes pour étre a8 méme de négliger
la contribution de cette physique hautement non-linéaire (baryonique ou non),
on peut entreprendre une approche, analytique, dans un domaine faiblement
non-linéaire. Ceci se fait au moyen d’une approche perturbative a la solution
isotrope et homogene, résultant du simple principe cosmologique [19].

Ce cadre théorique sous-tend l'interprétation des grands relevés de galaxies
entrepris aujourd’hui et la plupart des observations présentes des grandes struc-
tures de 1'Univers, dont, peut-étre la plus éclatante aujourd’hui, au sens ol elle
échappe a toute hypothése forte faite sur la physique baryonique hormis sa faible
contribution a la masse totale, est celle du cisaillement gravitationnel causé par
ces grandes structures, le “cisaillement cosmique”[20, 21]. L'ensemble de ces
résultats ne cesse de confirmer, avec une précision croissante, la validité d'un
modele de formation hiérarchique des structures, dans un Univers dont la ma-
tiere est dominée par une matiére noire froide.

Par ailleurs, cette approche, et c'est entre autres sa motivation, par une
description perturbative de la croissance de ces fluctuations de densité, permet
de séparer l'influence des propriétés statistiques des conditions initiales de celle
des effets dynamiques ultérieurs. Ainsi, elle illumine la nature statistique de ces
conditions initiales et permet donc d’introduire la question de la nature et de
l’origine de ces fluctuations.

Néanmoins, ce fait ameéne a réaliser la limitation propre a ces approches : la
compréhension qu’elles nous offrent est dictée par celle de I’Univers trés proche
(z £ 2) et peine donc a répondre & la question de l'origine de ces fluctuations
dont l'effondrement structure notre Univers.

Cette possibilité sera améliorée par le fait que, dans un Univers dominé par
la matiére, 1’horizon (o t) croissant plus vite que I'Univers (o £2/3), nous pour-
rons, en observant a de plus lointaines distances, et donc & un temps antérieur,
agrandir les échelles explorées. Par 1a méme, nous nous rapprocherons de la li-
néarité qui facilitera notre compréhension théorique, et permettra la dérivation
de nouvelles contraintes, complémentaires.

Ce simple fait, cette évolution vers la linéarité, ce besoin d’au-dela, trouve

16Notons également, qu’un tel scénario ne favorise pas la grande abondance de galaxies
sphéroides “rouges” détectés a z > 1 [16, 17, 18].
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sa plus belle expression dans ’existence et 1’observation du rayonnement cos-
mologique micro-onde (CMB).

Le rayonnement cosmologique millimétrique

Prédite dés 1946 comme une conséquence observable d'un modéle d'Univers
en expansion originellement dans une phase chaude et dense [22], l'existence
d’un fond diffus de photons, thermalisé, homogene, et isotrope, s’étant découplé
du plasma primordial peu de temps aprés que celui-ci se soit refroidi suffisament
pour que se forment les premiers atomes d’hydrogene lors de la recombinaison
(T ~ 13.6 eV, z ~ 1100) 7, a été mise en évidence par la détection d'un
fond diffus micro-onde, isotrope et homogéne, en 1965 [23, 24]. Cette détection
constitue, sans aucun doute, une des plus grandes évidences observationnelles
en faveur du modele cosmologique standard.

Mais cela ne suffit pas. Si notre compréhension de la formation des structures
exploitant l'instabilité des modéles de Friedman-Lemaitre vis a vis d’une inho-
mogénéité de masse est adéquate, alors, comme nous l’avons vu, des fluctuations
de densité existent déja au moment du découplage et doivent imprimer, a un
niveau détectable, des variations d’intensité, soit de température, sur ce fond
diffus. Aussi, la premiére mise en évidence de ces anisotropies de température
par le satellite COBE [25, 26] (ainsi que la confirmation de la thermalisation de
ce rayonnement), et la compatibilité de leur amplitude (AT/T ~ 10~°) avec ce
que requierent les grandes structures observées a faible redshift '8, a fortement
conforté les bases de ce scénario.

Plus récemment encore, la nouvelle génération d’expériences (BOOMERanG
[27], MAXIMA [28], DASI [29]) a permis d’affiner, et de confirmer, par la dé-
couverte de pics acoustiques dans le spectre de puissance angulaire de ces fluc-
tuations, notre compréhension de la physique de cette surface de derniere dif-
fusion. Remarquablement, nous y reviendrons, les contraintes sur le modéle de
Friedman-Lemaitre tirées de ces observations semblent confirmer celles obtenues
a plus bas z, soit neuf ordres de grandeur temporels plus tard...

La possibilité d’observer des fluctuations de densité a zz.. ~ 1100 permet
d’élargir considérablement notre gamme d'échelle explorée. Par exemple une
échelle linéaire de 100 ! Mpc aujourd’hui a évolué d'une région de taille
100(1 + 24ec) ! & la recombinaison, soit une taille de (Q h) ~ 0.6 degrés sur
le ciel. De méme, une échelle de taille 1000 A~* Mpc aujourd’hui, correspond
seulement a une dizaine de degrés sur le ciel. De telles échelles constituent
aujourd’hui la limite accessible par les catalogues de galaxies (le relevé Sloan
Digital Sky Survey explore k > 1072 h Mpc~! soit des longueurs < 600 A~!
Mpc).

17Notons que I’helium ayant une énergie d’ionisation plus élevé se recombine avant.

18En fait, il était assez évident bien avant la détection que tel devait &tre I’amplitude des
fluctuations a grande échelle (effet Sachs-Wolfe comme nous le verrons ci dessous), car cela
correspond a la profondeur relative du puit de potentiel d’un amas riche de dispersion de
vitesse oy ~ 1000 km.s~!, puisque &/c? ~ v2/c2.
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Ce rayonnement, fossile de 'ére du découplage nous offre ,par ailleurs, une
fenétre unique sur la physique du 1’ére du couplage baryons-photons. Il consti-
tue de toute évidence le seul signal électromagnétique détectable émis a cette
époque !°. Cette physique et ses signatures observables (plateaux et pics de
son spectre de puissance, etc.) étant de plus trés bien décrites par une phy-
sique linéaire (fluctuations du potentiel de matiére de ’ordre de 105), elles
s'en trouvent bien comprises, ce qui affine d'autant plus les contraintes que
I’on peut en tirer [30]. Nous distinguerons par la suite les anisotropies trou-
vant leur origine au moment méme du découplage, les anisotropies primazres,
et étant adéquatement décrites par une physique linéaire, de celles imprimées
plus tardivement et engendrées par des effets non-linéaires dus a des structures
effondrées plus récentes, les anisotropies secondaires. Ce plan de photons se
propageant depuis une source bien définie, a l'aube de la formation des struc-
tures baryoniques, apportera également de trés nombreuses informations sur les
structures entre ce plan et nous (distorsions gravitationnelles, effet SZ, etc.).
Avant de décrire succintement les mécanismes a 1’origine de ces anisotropies,
rappelons quelques motivations et principes d'une description statistique de ces
caractéristiques.

Une description statistique des fluctuations de température

Les différentes théories décrivant ’origine de ces fluctuations prédisent uni-
quement les propriétés statistiques de cartes de fluctuations de température.
A cela, des raisons profondes : les deux mécanismes généralement considérés
comme a l'origine de ces fluctuations sont de nature intrinséquement stochas-
tique. Soit des fluctuations quantiques vont subir une transition quantique-
classique (sur lequel beaucoup reste a dire) lors d'une phase d’inflation et
donner lieu a des variables stochastiques classiques et en fait largement Gaus-
siennes, soit elles résultent de défauts topologiques, eux-méme résultant d'un
processus stochastique classique, une transition de phase.

Par conséquent, la premiére quantité statistique (aprés la moyenne, .e. le
monopole) que l'on cherchera a mesurer sera la fonction de corrélation a deux
points du champ de fluctuations de température sur le ciel, AT/T'(n), considéré
comme un champ aléatoire :

(@ =Y X apm ), (14)
4

oll n est un vecteur de la sphére unité, ou1 P, désigne les polynomes de Legendre,
et o1 {) dénote une moyenne d’ensemble, i.e. une moyenne sur un nombre infini
de réalisations du processus stochastique sous-jacent. Dans cette équation, nous
avons d’hors et déja introduit le spectre de puissance angulaire, %7, transformée

190n pourrait, toutefois, envisager également ’observation d’un fond diffus d’onde gravi-
tationnelle prévu comme devant avoir lieu & la fin d’une phase inflationnaire, ou bien, la
détection d'un fond de neutrinos, jusqu’alors uniquement détecté indirectement a travers son
effet sur la nucléosynthése primordiale.
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en harmonique sphérique de cette fonction de corrélation a deux points. Nous
avons également fait usage de l'isotropie découlant du principe cosmologique
en écrivant que cette fonction ne dépend que de ’angle séparant les vecteurs n
et n’, i.e. de (n - n’'). Cette propriété d'isotropie a des conséquences pratiques
importantes puisqu’elle permet, moyennant 1'usage de l’hypothése ergodique,
de remplacer cette moyenne d’ensemble par une moyenne spatiale 2°. Toutefois,
cette substitution d'un ensemble de mesure finie (le ciel) & un ensemble de me-
sure infinie (1'espace des réalisations du processus aléatoire d’intérét) ne sera pas
sans perte d’information et introduira un degré d’indétermination inéluctable
sur la connaissance de la distribution statistique sous-jacente : ’ensemble de ces
incertitudes est génériquement désigné sous le terme d'erreurs cosmaiques.

En pratique, la confrontation entre observation et théorie se fera essentiel-
lement par 'intermédiaire des %;. Hormis la commodité apportée par la consi-
dération de fonction a deux points, cela est motivé par le fait que les modeles
favorisés aujourd’hui, z.e. les modéles inflationnaires (voir section suivante),
donnent naissance a des fluctuations Gaussiennes, si bien que la distribution
statistique est complétement caractérisée par ses 4;. Néanmoins, méme si les
plus récentes mesures tendent a confirmer le caractére Gaussien de ces fluctua-
tions, un degré de non-Gaussianité n’est pas a exclure et doit étre cherché. Nous
en proposerons un moyen au chapitre 5, mais nous consacrerons tout d’abord
notre chapitre 3 aux problémes liés a la mesure des %;.

Description des mécanismes a 1’origine des anisotropies primaires

Plusieurs échelles angulaires nous permettent de caractériser succintement
les mécanismes a l’origine des anisotropies primordiales. Par taille angulaire
décroissante (£ croissant) : la taille de I’horizon, la longueur de Jeans du fluide
photons-baryons et la longueur d’amortissement [30, 31, 32].

La taille angulaire, 0y, de l’horizon au moment du découplage est une

échelle importante quant a 1’origine des anisotropies :

~1/2
oy ~0.87°Q 23/ (fioo) Pt soit fg~120. (15)
A grande échelle, 8 > 6y, i.e. en dehors de 'horizon, la physique est tres
simple. Seules les perturbations de matiere distordent I’espace et affectent donc
les géodésiques des photons diffusés a ce moment. Cet effet, dominant a ces
échelles, est connu sous le nom d’effet Sachs-Wolfe (ordinaire, OSW).

A une échelle de I’ordre de la longueur de Jeans, 6, plus petite que 1'ho-
rizon,

8y = cs 8 avec c5~1/\/§ soit £; ~ 200, (16)

ol c¢s désigne la vitesse du son, la physique du fluide photons-baryons entre
en jeu. Ce fluide sera le lieu d’oscillations dont les longueurs caractéristiques
(longueur de compression ou de raréfaction) donneront lieu a des pics dans le

201,'isotropie, ou stationnarité spatiale, est une condition nécessaire 4 I’hypothése ergodique
puisque l'ergodicité implique la stationnarité.
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spectre de puissance : “les fameux pics acoustiques”. La hauteur relative de ces

pics de compression et de raréfaction sera étroitement liée a ’abondance des

baryons puisque ceux-ci déterminent la masse effective du systéme oscillant.
Enfin la longueur d’amortissement,

64~ 02° soit £4~ 1500, (17)

sera déterminée essentiellement par deux processus. Tout d’abord le découplage
n’est pas instantané mais a une certaine durée : on ne passe pas instantanément
d’un fluide se couplant avec un parcours moyen trés faible (devant 1’horizon) a
deux fluides découplés avec un libre parcours moyen des photons plus grand que
I'horizon. Aussi tout les modes de période temporelle inférieure a cette durée
recevront des contributions de différents instants de la phase de découplage. La
somme de ces contributions sera incohérente aussi la contribution des modes
sera sensiblement amortie. La seconde source d’amortissement provient du flot
libre des photons dans cette phase de transition. Ce flot libre effacera toute
perturbation de longueur moindre que la longueur de diffusion des photons a
cet instant. Cet effet est connu sous le nom d’amortissement Silk.

A ces effets, s’ajoute des effets de type Doppler dus i la vitesse des électrons
au moment ot ils diffusent les photons pour la derniére fois. Cet effet présentera
également des pics acoustiques mais déphasés d’une demi-période, puisque la
vitesse est déphasée d’'une demi-période par rapport aux variations de potentiel.
Sans la force de freinage des baryons, cet effet serait du méme ordre de grandeur
que les oscillations acoustiques. Toutefois, les baryons, augmentant la masse
effective du systéme oscillant, diminuent la vitesse. Cet effet en devient sous-
dominant.

Ces effets, ainsi que certaines sources d’anisotropies secondaires, sont tracés
sur la figure 2.

Description des mécanismes a ’origine des anisotropies secondaires

Les anisotropies secondaires trouvent leur origine entre la surface de der-
niere diffusion et leur détection actuelle. Elles excluent, par convention, les
avant-plans galactiques dont nous ne parlerons pas ici. Leur origine est soit
gravitationnelle soit conséquente a la réionisation. Nous les discuterons séparé-
ment.

Les anisotropies d’origine gravitationnelle sont les suivantes.

— L’effet Sachs- Wolfe intégré (ISW) découle de la variation temporelle des
puits de potentiel au cours de la traversée par les photons : ils gagnent de
I’énergie si le puit se comble, et en perdent s’il se creuse. Il est courant
de distinguer I'ISW tardif de I'ISW précoce. Le tardif, dii a des fluc-
tuations apres le découplage, tendra a disparaitre pour les fluctuations de
potentiel peu étendues, car les nombres de sous-densités et de sur-densités
devant étre égaux, leur effet se compensera. Par contre, plus la taille de ces
fluctuations de potentiel est importante, plus la probabilité qu’un photon
n'en traverse qu'un est grande et, alors, l'effet peu étre important. Aussi,
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un effet ISW tardif sera présent a toutes les échelles mais se trouvera étre
dominant pour les grands modes. Il sera en fait dominant a trés grande
échelle. L’effet ISW tardif prend toute son importance si nous sommes
dominés par une constante cosmologique aujourd’hui qui gelera la crois-
sance de certains modes du potentiel gravitationnel. Le second, précoce,
trouve son origine dans le fait que la pression de radiation encore effi-
cace au moment méme du découplage tend a amortir les fluctuations de
potentiel lorsqu’elles rentrent dans 1’horizon. Par ce fait, tous les modes
(du potentiel) pénétrant ’horizon entre le découplage et le moment ol la
matiére domine peuvent donner lieu a un effet ISW important. Cet effet
ayant lieu au moment du découplage pourrait étre classé parmi les sources
d’anisotropies primaires. La projection de ces effets embrouillera un peu
leur répartition en mode angulaire.

— Si les variations temporelles responsables de 1’effet ISW sont dues a une
évolution non-linéaire (et donc rapide) de certains modes, on parle plu-
tot d’effet Rees-Sciama. Puisque dans un modele hiérarchique les faibles
fluctuations deviennent non-linéaires tout d’abord, cet effet est maximal
a des petits angles mais demeure tres faible.

— Enfin, des fluctuations de courbure dues aux grandes structures de 1'Uni-
vers vont distordre le front de photons et vont avoir tendance a effacer les
anisotropies primaires a trés basse échelle. Il s’agit de l'effet de lentilles
gravitationnelles piquant a petite échelle car causé essentiellement par
des structures non-linéaires récentes.

Enfin, alors que la recombinaison est synonyme de neutralisation (on passe
d’un plasma Coulombien a un un gaz d’atomes) le test de Gunn-Peterson nous
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permet d’affirmer que 1’Univers a été réionisé & z > 5 2. Les causes de cette
réionisation sont encore débatues mais impliquent, on le pense, la premiére gé-
nération d’étoiles ou bien, plus spéculativement, la désintégration de particules
exotiques. Les anisotropies liées a cette nécessaire réionisation sont les suivantes.

— Il est évident qu’une telle réionisation pourrait simplement effacer toute
anisotropie primaire si elle avait lieu assez tot, par simple diffusion des
photons primordiaux incidents. En fait toute anisotropie primordiale est
perdue a une échelle plus petite que la taille de I'horizon au moment
de la réionisation, £,. Fortuitement, les observations actuelles semblent,
indiquer une réionisation proche de z ~ 6, si bien que peu d’informations
sont perdues, puisque £, ~ £4.

— Tout effet d’inhomogénéité au moment de la réionisation pourrait im-
primer des signatures difficilement séparables des anisotropies primaires.
Dépendant de la modélisation, ces effets peuvent toutefois dominer les
anisotropies secondaires a une échelle supérieure a 1’arc-seconde.

— L'effet Ostriker-Vishniac, effet non-linéaire, met en jeu les corrélations
entre les perturbations de densité et la vitesse (des électrons diffusant les
photons) le long de la ligne de visée. Son amplitude dépend beaucoup de
I’histoire précise de la réionisation mais il est généralement admis qu'il
domine les anisotropies primaires seulement pour £ > 2000.

— Enfin, la diffusion Compton inverse des photons primordiaux par des élec-
trons chauds, l’effet Sunyaev-Zel’dovich (SZ), peut produire des aniso-
tropies secondaires. Si le gaz posséde un mouvement d’ensemble (au sein
d'un amas par exemple), cet effet possédera une composante Doppler,
appelée effet SZ cinétique. L’amplitude de cet effet SZ, a la dépendance
spectrale spécifique, nous renseigne sur l’histoire thermique du gaz cos-
mique. Nous le mettrons a profit dans les chapitres 6, 7 et 8 pour observer
le gaz interne aux amas de galaxies.

Les contributions additionnées de ces anisotropies primaires et secondaires
constitueront les anisotropies du rayonnement fossile. De la compréhension
quantitative de ces effets dépendra notre compréhension du modeéle standard
cosmologique.

Description des mécanismes a 1’origine des fluctuations primordiales

Avant de décrire, enfin, différents tests que 1’on peut faire subir & ce scénario,
demeure une question que nous avons négligée jusqu’alors : [’origine des fluc-
tuations dont la croissance par instabilité gravitationnelle donnera naissance
aux structures que nous connaissons. Cette question, ainsi que les problémes de
l’horizon, de la platitude et des monopoles, constituent les principaux points
obscurs du scénario cosmologique standard esquissé ci-dessus.

2171 semblerait que récemment [34] une réionisation rapide & z ~ 6 ait été détectée par ce
test Gunn-Peterson.
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— Le probléeme de l’horizon tient au fait que dans un scénario cosmologique
standard, les points du rayonnement fossile séparés de plus de 8y n’ont
pas été en contact causal au moment du découplage alors qu'ils exhibent
une grande homogénéité, & 10~5 pres.

— Aujourd’hui, I'Univers est plat, ou proche de la platitude. Cela nécessite
que dans le passé la densité de 1'Univers ait été inifiniment proche de la
densité critique. C’est le probléme de la platitude.

— Le probléme des monopoles vient simplement de 1’absence d’un reliquat
de monopoles, pourtant prévu a cause de transitions de phases par les
théories de Grande Unification.

L’inflation, en supposant que l'expansion de 1'Univers connait une phase
accélérée sous l'influence d'un champ scalaire 22, bien avant 1’¢re de rayon-
nement, résoud simultanément tout ces problémes. C’est son point fort. Les
fluctuations de matiére seraient alors le résultat de fluctuations quantiques de
ce champ scalaire ayant subi une transition quantique-classique pendant 1’ere
d’inflation. Les conséquences génériques de ces modeles sont les suivantes : des
fluctuations initiales Gaussiennes, un Univers a courbure plane et un spectre
de perturbations tnvariant déchelle (du type Harrison-Peebles-Zel’dovich pré-
cédement envisagé) dans les cas génériques. Hormis le fait que ces trois derniers
points semblent étre ceux indiqués par les plus récentes observations, la princi-
pale vertu de cette classe de modele est de répondre simultanément a ces trois
probémes et de repousser, sur une base plus ou moins solide, le probleme des
conditions initiales plus avant vers l’ére de Planck. Sa faiblesse demeure son
caractére encore ad hoc, et donc spéculatif.

Ceci la différencie des modeles faisant intervenir des sources actives 23, tels
que les défauts topologiques. La création de ces défauts lors de transitions de
phase est en effet prévue génériquement par les théories des hautes énergies, mais
leurs prédictions observationnelles, méme si complexes et donc encore débattues,
semblent de plus en plus difficiles a concilier avec les résultats observationnels
les plus récents. I1 demeure que si elles ne sont pas la source dominante de ces
perturbations, il est envisageable qu’elles aient une contribution, détectable. 11
reste donc trés important d’affiner notre compréhension de leur évolution, et de
leur production, y compris pendant ou a l'issue d’'une phase d’inflation. Nous
reviendrons au chapitre 5 sur de tels scénarios hybrides.

Tester et contraindre ce scénario cosmologique
Au cours des sections précédentes, nous avons vu combien la donnée d’un

spectre de fluctuations initiale de matiére, éventuellement caractérisé par des
parameétres inflationnaires, pouvait dans le cadre d’'un modéle cosmologique

220n pourrait envisager ’existence de plusieurs champs, et il existe, plus généralement, une
zoologie trés riche de modéles inflationnaires.
23 Au sens o elles sont générées constamment autour du temps.
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de Friedman-Lemaitre, conduire a une grande variété de prédictions, depuis
la recombinaison jusqu'a 1'Univers proche [35].

Tester ces modeles 24 et contraindre leurs parameétres en les confrontant a
autant d’observations que possible, constituent la raison d’étre de la cosmo-
logie observationnelle, discipline extrémement active aujourd’hui. Le principe
en consiste a déterminer les parameétres du modeéle de Friedman-Lemaitre, :.e.
a déterminer les parameétres entrant dans 1’équation 12 définissant la forme de
a(t), et ceux décrivant le spectre de fluctuations de matiére initiales. Pour résu-
mer en une phrase une décennie d’observations, le fait remarquable aujourd’hui
est que la multitude des observations effectuées 2® - chacune imposant au mo-
dele des contraintes tres différentes - semble converger depuis la seconde moitié
des années 1990 vers un nouveau paradigme cosmologique (le seul modéle viable
semble-t-il) : Q ~ 0.3, Q) ~ 0.7, Q ~ 0.04, Ho ~ 70 km s~! Mpc ! et gg ~ 1.
Ces contraintes indiquent donc un Univers dominé aujourd’hui par une éven-
tuelle constante cosmologique, et o la matiére est principalement sous la forme
d’une matiére noire sombre froide. Cette concordance ne signifie en rien que
cette description soit complete, puisque de nombreuses questions demeurent,
telles que la nature de la matiére noire, dont les effets dynamiques apparaissent
dés 1'échelle des halos de galaxies. Il demeure que le succés de ce modele et la
diversité des tests passés peut nous donner une certaine confiance quant a la
validité du cadre général.

A ces nécessaires efforts de tests cosmologiques, a leur conception ou au
moyen de leur mise en oeuvre, notre travail de these s’est efforcé d’apporter
quelques contributions.

Présentation de ce mémoire de theése

Le travail présenté dans ce mémoire de thése a été effectué entre novembre
1999 et décembre 2001 a I'Institut d’Astrophysique de Paris, sous la direc-
tion de F.R. Bouchet.

Sa présentation, fidéle a la diversité de nos travaux, s’organisera en deux
parties d'importance inégale. Chaque partie sera précédée d'un chapitre intro-
ductif : les chapitres 1 et 6.

La premiére partie sera dédiée a différentes de nos contributions au pro-
grés des méthodes d’analyse de données pour les expériences de mesure du
CMB. Nos travaux concernent les différentes étapes de cette analyse, que sont
la fabrication rapide de cartes (chapitre 2), ’estimation du spectre de puissance
angulaire (chapitre 3), les effets systématiques dus & la non symétrie du lobe
instrumental principal (chapitre 4), et, enfin, & une méthode précise de détection
de la non-Gaussiannité (chapitre 5).

24 A la réaliste, et positiviste, activité de “mesure des paramétres cosmologiques”, nous
préferons celle, plus empiriste, de “test du modéle physique de Friedman-Lemaitre”.

25Parmis les plus remarquables, notons 1’évolution de la distance lumineuse avec z, la distor-
sion gravitaionnelle par les grandes structures, l’abondance des amas et galaxies, ’abondance
en éléments légers, 1’age des objets individuels et enfin les fluctuations du CMB...
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S’éloignant d’une physique linéaire, notre seconde partie concernera, elle, la
physique des grandes structures de I'Univers et, plus précisément, celle des amas
de galaxies. Nous proposerons dans le chapitre 7 un modéle analytique permet-
tant de comprendre certaines relations observées dans les amas. Enfin, dans le
chapitre 8, nous posant la question de la maniére dont doivent étre coanaly-
sées diverses observations d'un unique amas, nous fournirons une réponse au
moyen d'une méthode perturbative, et 'illustrerons en considérant la situation
ol nous sont accessibles des observations d’effets de lentilles gravitationnelles
et de l'effet Sunyaev-Zel’dovich.

Pour chacun de ces sujets, soin sera pris d’introduire dans un contexte géné-
ral nos travaux, d’expliquer leurs principes et de les illustrer par des exemples
lorsque possible. Nous tacherons enfin d’expliciter leurs hypotheéses, et tant que
faire se peut, de les discuter critiquement. Ceci nous permettra d’esquisser cer-
taines de nos recherches en cours, ou a défaut, de pointer certaines directions
que nous aimerions suivre.
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Premiere partie

Analyse de données CMB
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Chapitre 1

Analyse de données CMB :
une introduction

a mesure de 'intensité du CMB, de ses anisotropies et de leur ca-

g ractérisation statistique constituera la premiére partie de ce mémoire

de thése. Nous nous concentrerons en particulier sur ’analyse de données, aux

dépends de considérations plus proches de l'instrument - dont une bonne des-

cription peut par exemple étre trouvée dans [1, 2]- méme si nous nous devrons
de garder celles-ci présentes a 1’esprit.

Ce domaine de recherche, lieu d'une trés intense activité, n’existe que par
les besoins inédits de nouvelles experiences. En effet, entrant dans 1'ere dite
“de précision”, la cosmologie est entrée simultanément dans l'ére des jeux de
données massifs, ce qui géneére de nouveaux problémes. Si bien que, tentant d’y
apporter des réponses, une partie de la communauté de cosmologistes théoriciens
se consacre a ce type de questions [3].

Dans cette introduction, nous tacherons, briévement, de présenter la raison
d’étre de ces expériences en regard de leur objectifs : la mesure des fluctuations
de température du CMB. Ensuite, nous fournirons une description de la mo-
délisation nécessaire des observations, définissant ainsi les notations employées
couramment. Puis, surtout, nous fournirons une description générale et formel-
lement motivée du processus d’analyse dans son ensemble. Quelques étapes clefs
de ce processus ont fait ’objet de nos recherches et constitueront, chacune, un
des chapitres de cette partie.

1.1 Mesures des parametres cosmologiques et
requétes observationelles
Le statut unique des mesures de fluctuations de température du CMB induit

d’exceptionnelles contraintes observationelles .
Nous l’avons vu, le caractére fondamental des mesures du CMB, i.e. leur
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information cosmologique, est contenu dans les fluctuations de sa brillance, soit
de sa température. Aussi, nous voudrons avant tout produire des cartes du
ciel de température de ce rayonnement d’olt nous déduirons les informations
statistiques désirées, par exemple le spectre de puissance. Ce simple fait divise
d’hors et déja naturellement le processus complet en deux temps :

— la fabrication de ces cartes, z.e. 'obtention de cartes de fluctuations de
température a partir de mesures ordonnées en temps;

— la caractérisation de ces fluctuations et l'inférence des conséquences cos-
mologiques.

Pour ces cartes, on peut formuler les contraintes ou requétes suivantes [4] :

1. Le bruit inhérent a ces mesures de fluctuations de température, de ’'ordre
de AT/T ~ 107%, doit étre limité par les fluctuations quantique du flux
incident.

2. Ces cartes doivent étre aussi étendues que possible, de maniére a lutter
contre la variance cosmique.

3. Puisque I'information cosmologique est concentrée dans les 3000 premiers
¢ (les fluctuations sont complétement amorties au-dela), il convient que
ces cartes soient a haute résolution (fpizer= 7/lmaz ~ 3.6').

4. Un contrdle précis des erreurs systématiques requiert qu'un méme pixel
soit observé sous différentes inclinaisons et a différents instants. Il faut
donc que la redondance soit spatiallement et temporellement distribuée.

5. La nécessité de controler les divers signaux astrophysiques pouvant conta-
miner la mesure du CMB;; il est nécessaire de mettre a profit leurs dépen-
dances spectrales distinctes en observant a plusieurs fréquences, voisines
de celles du CMB (A ~ 1 mm).

A la lumiére de ces contraintes, auxquelles s’en ajoutent quelques autres
que nous ignorerons, il est possible de comprendre la variété des choix effectués
par chacune des expériences de mesures du CMB. Nous discuterons sommaire-
ment celles nous concernant directement, négligeant ingratement certaines, plus
anciennes, aux contributions majeures.

1.2 Expériences présentes et futures

1.2.1 Les instruments en service

La technologie actuelle permettant de répondre le mieux au cinquiéme point
fait usage de bolomeétres. Ces détecteurs, trés sensibles, permettent en fait de
couvrir, dans un intervalle de temps donné, une grande surface du ciel, permet-
tant ainsi de répondre au mieux au point 2. Ces derniers sont sensibles a la
chaleur déposée par la radiation incidente : aussi des températures tres basses
sont requises pour obtenir une faible capacité calorifique et donc une grande
sensibilité, ce qui nécessite une cryogénie trés performante (& dilution pour les
plus performantes). Embarquer de telles installations & bord de ballons ou de
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satellites, nécessité afin de se dispenser de ’absorbtion atmosphérique, est un
défi que seules les plus récentes expériences ont relevé. Notons que la technologie
de la génération passée (radiometre et HEMT) demeure employée pour MAP !
et PLANCK-LFI.

Le quatrieme point nécessite un choix précis de balayage du ciel. Afin de
lutter contre les signaux systématiques synchrones avec la rotation de l'instru-
ment (ou autres mouvement périodiques), et les dérives & trés basse fréquence
(bruit en “1/f"), il a été choisi par les équipes des satellites COBE 2 et MAP
d’effectuer des mesures instantanées différentielles, :.e. de ne mesurer a chaque
instant que la différence entre deux directions. Toutes deux utilisent également
une stratégie de balayage remarquable [5], pour laquelle le ciel est observé trés
rapidement (une couverture compléte du ciel tout les 6 mois) et chaque pixel
est observé selon une multitude d’angles (entre 30 % et 70 % de la couverture
azimuthale possible). En diminuant considérablement les propriétés a basse fré-
quence des détecteurs et en gageant d’étre a méme de contrdler les signaux
systématiques synchrones avec la rotation, PLANCK [2] 3 et la plupart des
expériences actuelles embarquées a bord de ballons ont choisi une “mesure de
puissance totale”, i.e. non différentielle.

Enfin, selon le domaine angulaire qu’elles ont choisi d’explorer (trés haute
résolution uniquement, z.e. 0.11 < § < 2 deg, pour BOOMERanG [6] * et
MAXIMA [7] 5, haute et basse résolution pour ARCHEOPS [8] ¢ ou TopHat 7,
i.e. 0.2 > 6 > 10 deg ), selon leur nombre de détecteurs (de 4 pour MAXIMA
a 24 pour ARCHEOPS), et enfin selon leur temps d’observation (de 24 h pour
ARCHEOPS et MAXIMA, a 10 jours pour BOOMERanG, et 2 ans pour MAP
et PLANCK), des stratégies de balayage différentes ont été choisies afin de
répondre aux points 1 et 2 (balayage de type “grille” pour 1% du ciel pour
MAXIMA et BOOMERanG, grands cercles pour ARCHEOPS et PLANCK).

Aux dépens de I’exhaustivité, nous ne discuterons pas des mesures interféro-
métriques s’étant montrées particulierement efficaces récemment, par exemple
DASI [9] 8, et donc prometteuse pour les mesures a haute résolution angulaire.

Au bilan, les expériences actuelles embarquées a bord de ballons, et parti-
culierement BOOMERanG, MAXIMA et ARCHEOPS, ont marqué une grande
avancée en utilisant pour la premiére fois une technologie bolométrique, ouvrant
la voie a la mission PLANCK. Toutefois, de par la forte émission atmosphérique
(chaude) et un environnement thermique moins favorable, leur sensibilité ins-
tantannée est de 3 a 5 fois moindre que celle espérée pour les missions spatiales.
Conjuguée a leur temps d’intégration moindre d’un facteur au moins 100, leur

lhttp ://map.gsfc.nasa.gov/
A I'heure ou ce chapitre est écrit, MAP vient de rentrer en orbite autour du point de Lagrange
L2...

thtp ://space.gsfc.nasa.gov/astro/cobe/

Shttp ://www.astro.estec.nl/Projects/Planck/

“http ://www.physics.ucsb.edu/~boomerang

Shttp ://cfpa.berkeley.edu/group/cmb/index.html

6h‘t‘.tp ://www.archeops.org

7http ://topweb.gsfc.nasa.gov/tophat.html

8http ://astro.uchicago.edu/dasi/
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Fie. 1.1

La carte de la surface de derniére diffusion telle qu’observée par l'expérience
BOOMERanG. Comprenant 2.5% du ciel soit environ 20 000 pixels de taille
13.7°.

sensibilité finale est ainsi de 30 a 50 fois supérieure au bruit des fluctuations
quantiques de photons, qui devrait étre la source dominante de bruit pour l'ins-
trument HFI de PLANCK, que nous allons maintenant introduire rapidement.
Au demeurant, au crédit des expériences BOMMERanG et MAXIMA, figurent
les cartes les plus fines a ce jour de la surface de derniére diffusion (voir Fig. 1.1),
une étape historique, l'aboutissement de plusieurs décennies de progrées théo-
riques et instrumentaux.

1.2.2 L’instrument PLANCK HFI

Nous survollerons maintenant 1’ “Intrument & Haute Fréquence” (HFI), em-
barqué a bord de la mission PLANCK [2]. Cette mission emportera deux ins-
truments (LFI et HFI) en orbite autour du second point de Lagrange du sytéme
Terre-Soleil. Cet instrument devrait marquer d'un jalon I'histoire de la cosmo-
logie. Il sera & méme de fournir une carte des fluctuations de température sur
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Fic. 1.2
Le satellite PLANCK en configuration de vol.

tout le ciel, carte dont la précision sera limitée par le bruit de photon, z.e. les
fluctuations quantiques de la radiation incidente dans les fréquences ot le CMB
domine (A < 2.0 mm).

Cette sensibilité exceptionnelle lui confére un statut d’ezpérience ultime, du
moins pour l'intensité. Méme si PLANCK (HFI+LFI) mesurera la polarisation
du CMB (si elle existe et si I’estimation actuelle de son niveau est correcte),
une mesure de la polarisation avec une telle précision fondamentalement limitée
nécessitera certainement une future mission spatiale.

Cet instrument est constitué de 48 bolomeétres (dont 25 polarisés) répartis en
5 voies entre 140 et 850 GHz, placés dans le plan focal d’un téléscope Grégorien
désaxé de 1.5 m. Ces bolométres, dits en “toile d’araigné” ° (fabrication Cal-
tech/JPL), sont refroidis activement & 100 mK et seront couplés a des cornets a
4K afin d’assurer un taux de rejection angulaire important (voir figure 1.3), i.e.
pour les ondes diffusées et diffractées ce qui est crucial afin d’éviter la pollution
par des signaux forts tels la galaxie.

Quelques spécificités de cet instrument sont briévement rappelées dans le
tableau suivant.

9Ce concept vise avant tout a minimiser la section efficace des rayons cosmiques.
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JFET box at 50K
(JFETs at 120K) 1723

Back to back
horns at 4K
Filters at 1.6K

Bolometers, horns
and filters at 0.1K

Flange at 20K

Fic. 1.3

L’instrument PLANCK - HFI : L’image de gauche est un plan en écorché illus-
trant l'architecture général de l'instrument HFI et I'image de droite montre une
vue du plan focal, “vu du télescope”.

v (GHz) 100 | 143 | 217 | 353 | 545 | 857
FWHM (arcmin) 92 | 71|50 | 5.0 | 5.0 | 5.0
Nbre de détecteurs non polarisés | 4 3 4 6 0 6
0T/T 1 (uK/K) 2.0 | 2.2 | 3.5 | 14.0 | 147 | 6670
Nbre de détecteurs polarisés 0 9 8 0 8 0
0T/T Q/U (uK/K) 42 | 8.1 140

Table 1.1 Quelques caractéristiques de 'instrument PLANCK - HFI pour 14
mois de missions. Les pixels sont pris de taille égale a la largeur a mi-hauteur
(FWHM) du lobe instrumental supposé Gaussien. La résolution spectrale est de
lordre de v/Av = 3.34 a toutes les fréquences.

1.3 Les données : modélisation et traitement

La premiére étape de toute analyse consiste a modéliser les mesures afin d’en
déduire un traitement adéquat. Nous suivrons en cela [10] et [2].

1.3.1 Modele de flot temporel

Les données sont constituées, pour chaque fréquence v de 'instrument par

une suite temporelle de mesures, que nous noterons sous la forme d’un vecteur
v
dy.
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Soit un flux incident .#*(6) a la fréquence v et dans la direction 6. Etant
donné un instrument caractérisé par une réponse spectrale, v(v), par une ré-
ponse optique effective ou lobe optique, w(f), le lux .#¥(#) vu par cet instru-
ment est

F7(8) = vkw* F(8). (1.1-a)

Ce flux est converti en un signal temporel discret par intégration sur un in-
terval de temps A:. Aussi, si la fonction 6(¢) décrit la direction de pointage de
l'instrument en fonction du temps, alors le :-éme échantillon des données peut
s’écrire

ti+At
o= [ (e 0) (12-2)
olt A dénote le bruit instantané de l'instrument. De par cette discrétisation
temporelle, seule une discrétisation du flux f7, i.e. une carte pixelisée du flux,
nous est accessible. On peut donc écrire une discretisation de .#”(6) : sy =
vxw* fy. De cette maniére, un échantillon temporel ¢; peut se réécrire

di, = Ilgpsy +1y, (1.3-a)

oll la somme entre les indices doublés est et sera itmplicite dorénavant. Sila
pixelisation du ciel contient .4}, pixels et le vecteur de données .#; échantillons,
alors IT est une matrice .4 x .4}, décrivant la stratégie d’'observation du ciel.

Le fait que la carte de CMB que l'on cherche corresponde uniquement a
certains processus physiques parmi d’autres, requiert une étape supplémentaire
dans la modélisation. Il s’agit de considérer le flux incident comme une somme
de contributions d’origine physique distinctes. Notant g, () la dépendance spec-
trale des processus contributeurs, 7, , leur flux pixelisé (incluant I'effet de v et
w) et A4, leur nombre, on peut écrire

sy, = Zg#(u)'rﬂ P (1.4-a)
©

Ainsi, finalement, le flot temporel de données sera modelisé sous la forme
N

dy; = Tl p Zgy(y)"ﬁ p; T RE - (1.5-a)
p=1

1.3.2 Traitement des données
Schéma qualitatif général

Une fois cette modélisation convenue, une fois admises comme connues
la matrice de pointage II; , '°, ainsi que les réponses spectrales et optiques

10Déterminé indépendemment ou non, e.g. grice 4 un capteur solaire, stellaire, ou bien par
interpolation a partir des détections des passages de la galaxie.
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de linstrument ! 12, les différentes étapes du traitement des données, du flot
temporel aux parameétres cosmologiques, découlent naturellement.
Elles peuvent étre décrites succinctement comme suit :

1. nettoyage élémentaire du flot brut : suppression des données contaminées
avec évidence (rayons cosmiques) et autre suppression de systématiques
(décorrelation avec des bolomeétres aveugles. .. )

2. passage du flot temporel nettoyé a une carte du ciel observée a différentes
fréquences et estimation des propriétés de bruit du flot et de la carte;

3. passage de ces cartes observées du ciel a des cartes de processus astrophy-
siques le composant;

4. caractérisation statistique de la carte des anisotropies du CMB, 7.e. spec-
tre de puissance %, fonctions de corrélations a 2, 3 ou n-points...et a
leurs incertitudes associées

5. estimation a partir du spectre de puissance, par exemple, des parameétres
des modeles cosmologiques (€2, A, ns ...) et des incertitudes associées.

Ces différentes étapes ont été schématisées dans le cas de PLANCK sur
l'image 1.4.

Eléments de statistiques

De maniere a transformer ce schéma élémentaire et idéal en une approche
efficiente et rigoureusement définie, une approche statistique de type Bayesienne
se révele particulierement riche. Cette approche nous oblige a rappeler quelques
notions élémentaires de statistiques [11].

Soit tout d’abord T un jeu de parameétres, que 1’on cherche a estimer, décri-
vant une collection de variables aléatoires D. Dans notre cas, la nature aléatoire
du bruit nous autorisera a considérer le flot d; comme une collection de variables
aléatoires caractérisées par un jeu de parameétres cosmologiques T' = (Q, A, n;

Soit 7" un estimateur de T dont la vrai valeur est 7. Alors 7' sera dit non-
biaisé si et seulement si < T >= T olt <> dénote une moyenne d’ensemble.
S'il existe, nous définirons le meilleur estimateur non-biaisé comme celui mi-
nimisant erreur sur chaque paramétre Tj, 7.e. minimisant 0; = (< T2 > — <
T; >2)'/2 pour chaque T;.

Vers une description Bayesienne de ce schéma

) Etant donné une réalisation de D, nous définirons l’estimateur de la théorie,
T, comme celle maximisant la probabilité a posterior: de la théorie étant donné
les données, D : #(T|D).

11 Déterminé au sol et en vol par calibration sur des signaux physiques bien connus tels que
les planétes, le dipole cosmologique, ou bien grice & des sources étalons embarquées.

12Cela ne sera toutefois exempt, ni de subtilités, ni de difficultés comme nous le verrons au
chapitre 4.
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Fic. 1.4
Des données ordonnées en temps aux parameétres cosmologiques. Cette figure

illustre le schéma général des données tel qu'il est envisagée pour la mission
PLANCK. Emprunté a [2]
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L’usage du théoréme de Bayes nous permet de réécrire la probabilité posté-
rieure comme
Z(D|IT)Z(T)

P(TD) = = n =,

(1.6)
ou .Z(D|T) désigne la fonction de vraisemblance des données étant donné
la théorie, Z(T) désigne la probabilité d'une théorie T' a priori, et F(D)
l’évidence des données.

Ainsi, maximiser la probabilité a posterior: revient a maximiser le produit
de la fonction de vraisemblance par la probabilité a prior: puisque nous choi-
sirons 1'évidence constante (z.e. toutes les données sont équiprobables a nos
yeux). Les estimateurs ainsi définis sont donc des estimateurs de mazimum
de vraisemblance avec un a prior: uniforme.

Fort heureusement, alors que la probabilité a posterior: ne nous est pas
accessible, il en va différemment de la fonction de vraisemblance, pourvu que
les propriétés du bruit soient connues. Comme nous le verrons, de différents
choix d’a prior: découleront différentes méthodes.

Propriétés générales des estimateurs de maximum de vraisemblance

Avant de rappeler quelques propriétés génériques et remarquables des esti-
mateurs de maximum de vraisemblance [11], définissons tout d’abord la matrice
de Fisher par

8?lny

Fs = (-3p,8p;"

(1.7)

Les estimateurs de maximum de vraisemblance ont alors les propriétés sui-
vantes :

— s'il existe un meilleur estimateur non-biaisé alors il minimise .Z(D|T);

— le meilleur estimateur de vraisemblance est le meilleur estimateur non-
biaisé dans la limite des grands nombres;

— si les D; sont décorellées, alors tout estimateur non biaisé satisfera aux
inégalités de Cramer-Rao :

1

>
g; 2~ (F”‘)l/2 )

(1.8)

Si les autres parametres D; sont également déterminés en utilisant les
données, alors leurs déviations standards minimales augmenteront,

oy > (F~O)H2 (1.9)

= 11

L’estimateur de maximum de vraisemblance est celui pour lequel ces in-
égalités sont des égalités.
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Du bien-fondé du schéma précédent : information et compression

La matrice de Fisher s’appelle aussi couramment matrice d’information.
Cette dénomination est justifiée par le fait que, schématiquement, les (in)égalités
de Cramer-Rao (Eq. (1.8) et (1.9)) relient les propriétés de la diagonale de
cette matrice a la précision avec laquelle un jeu de données nous permet de
mesurer certains parametres. Les termes hors-diagonaux nous informent sur les
corrélations entre les estimations de chaque parameétre. Aussi, cette matrice
évalue la quantité d’information contenue dans ce jeu de données 3.

Une fois cette interprétation formulée, une question survient a la lecture du
schéma précédemment établi : chaque étape préserve-t-elle la quantité d’infor-
mations initialement contenue dans le flot temporel d; ? La réponse positive
permet, suivant [14, 15], de définir la notion de compression sans pertes d’in-
formations.

En effet, méme pour des expériences de type ballon contemporaines, A4; ~
107. Aussi il serait simplement impossible en pratique de calculer la fonction
de vraisemblance en question, calcul nécessitant un nombre d’opérations pro-
portionnel & 4,3, et donc de confronter ces données aux multitudes de modeles
habitant ’espace des parametres cosmologiques que nous désirons explorer 4.
11 nous faut donc compresser ces données. La fabrication d'une carte réduit
généralement ce chiffre & .4, ~ 10°, progres significatif mais insuffisant. L’étape
ultime de cette compression sera en fait les quelques ~ 100 bins du spectre de
puissance extrait de cette carte que nous comparerons aux modéles théoriques
afin d’en déduire ~ 10 “parameétres du modéle cosmologique”.

Notons que la démonstration de la non-perte d'information, par exemple
dans la fabrication de cartes, n’est établie en toute rigueur que dans le cas ol
le signal et le bruit sont Gaussiens, ce qui n’est pas avéré en pratique. Ce point
sera rediscuté plus tard.

Vers une reformulation Bayesienne du schéma précédent. ..

Se rappellant la régle multiplicative des probabités,
XD, T|H=2(D|I) #(T|D,I) (1.10)

nous pouvons réécrire le théoréme de Bayes dans une fomulation plus adéquate.
11 est facile de montrer que, si I désigne une information a prior: quelconque,
ce théoréme conduit directement a
2T | NZD]|IT)
P(T|D,I) = 1.11-
x ZP(T|NZD|IT) (1.11-b)

13Notons que cette interprétation en termes d’information est analogue a celle bien connue
du concept d'entropie, . o« [ #1n %, propre a la physique statistique. L’information ou
negentropie est ’équivalent de la précision [12, 13].

141,es scénarios de type inflation sont déterminés par la donnée de 12 paramétres dans les
cas les plus standards.
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o l'on a fait usage dans la seconde égalité du fait que la constante Z(D | I)
apparait comme une simple normalisation.

Armé de ces rappels, nous pouvons, suivant [16, 17], dérouler la chaine de
probabilité que nous considérerons en pratique.

Etant donné un flot temporel d}, nous cherchons ultimement a trouver :

— une estimation du spectre de puissance du bruit dans le do-
maine temporel, Niyzr =< ningr >

— une collection de cartes du ciel a différentes fréquences, notés
par la suite z¥ avec une caractérisation du bruit sur la carte

P
(par exemple sa matrice de variance);

— une caractérisation statistique de la carte des fluctuations de
température, par exemple le spectre de puissance % ;

— le jeu de parametres © = (2, A, ns...) décrivant les cartes de
fluctuations du CMB.
Aussi, on désire maximiser par rapport a ©, 6, z, et Ni la probabilité a
posterior:
20,6, x5, New | df, 1) (1.12)

ol I désigne ’ensemble des a priori non formulés explicitement. Nous la récri-
vons,

W(@aNtt’)(Kb:v; | d:;a-[) =
g(@,Ntt!,(fz,"E; | I) g(d: | zZ,Ntt:,%,G,I) / W(dty | I)
= P(New | I) P(©,%,z, | I) L(d{ | zp, Negr, I) | P(dy | I)
(1.13-a)
oll nous avons supposé que la fonction de vraisemblance .£(dy | z,, Nty

%1,0,I) ne dépend pas de %; et © étant donné z, et Niy. Réécrivant fina-
lement

@(@,%,x;,Ntt: | I) (@((gg | @,.’EV Ntt’j‘[)‘@(e z? Ntt’ | I)

j ) yLpy
= L% |©,NuyI) L(a | 6,0, Nyoi, )
,@(@ z? Ntt’ | I)/@($; | @,Ntt/,I) ,(1.14—a)

»Lpoy

X

nous obtenons

g(giNtt’)%)x; | dtV:I) =
g(d? | .’E;,Nttl,.[) .Z(:rg | %,@,Nttl,[) j(%ﬂg | @,Nttl,])
x P(©,Ny | 1)) P | I). (1.15-a)

Cette chalne de fonctions de vraisemblance, non dénuée d’hypothéses que nous
avons taché d’expliciter, demeure toutefois suffisamment générale pour englober
I’ensemble du processus d’analyse des données. Sa compacité cache néanmoins
I'effroyable complexité résidant derriere chacun de ces termes. Cette complexité,
tant pratique que théorique, sera explicitée pour chacun de ces termes dans les
différents chapitres de cette partie.
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... et sa discussion

Néanmoins, nous allons dans un premier temps détailler succinctement cha-
cun de ces termes et discuter leur implication pratique. Supposant que maxi-
miser le membre de gauche revient a maximiser chaque terme du membre de
droite (hypothese forte et critiquable, dure a valider, mais doublement précieuse
puisque pédagogique et représentative de la pratique o toutes ces opérations
sont effectuées successivement!®), cette égalité conduit & l'interprétation sui-
vante.

— La fonction de vraisemblance constituant le premier terme désigne le
passage d'un flot temporel a une carte pixelisée du ciel, z.e. 1’étape de la
fabrication de cartes qui fera l'objet du chapitre 2. Ayant besoin d’'une
connaissance précise des propriétés effectives du bruit, par exemple, son
spectre de puissance N =< ﬁfﬁ,’} > ou l'on a noté 7 la transformée
de Fourier de n, par exemple, nous illustrerons comment marginaliser au
moyen d'une approche itérative cette fonction, par rapport aux cartes z;,
et par rapport au spectre de bruit.

— Le second terme est la fonction de vraisemblance qui sera maximisé lors
de l'extraction du spectre de puissance de cartes de fluctuations. Cette
étape sera illustrée au chapitre 3 par une approche multi-résolution. No-
tons que, pour des raisons pédagogiques, nous avons dissimulé a ce niveau
une éventuelle opération de séparation des composantes qui pourrait étre
décrite en faisant usage des a prior: exprimés dans l’avant-dernier terme
(voir ci-dessous) 1.

— Ce second terme peut également incorporer certains a prior: pouvant
étre inclus dans 1’étape de fabrication de cartes. Par exemple, dans ’hy-
pothése d'un champ Gaussien, la matrice de variance-covariance des fluc-
tuations de température est complétement déterminée une fois le spectre
de puissance %, donné. Ces points seront examinés plus en détail dans les
chapitres 2 et 3.

— La fonction de vraisemblance constituant le troisiéme terme correspond
a l'extraction des parameétres cosmologiques a partir du spectre de puis-
sance. Cette étape ne sera pas abordée dans cette thése. Notons qu’elle
constitue certainement 1’étape la plus “simple” de cette chalne de proces-
sus. Méme si elle doit étre effectuée avec soin, elle est jusqu’'a maintenant
I’étape la plus immédiate.

— La fraction constituant le dernier terme est une simple constante de nor-
malisation que nous ignorerons par la suite, méme si le dénominateur peut
avoir une interprétation de type fréquentiste en quantifiant ’adéquation
entre les hypothéses générales et les données.

15Méme si ces deux derniers points ne constituent pas des arguments. ..

16Notons qu'une séparation en deux étapes reléve d'un certain arbitraire puisque 1’on pour-
rait envisager, en théorie en moins, de déterminer directement les % & partir du flot temporel.
Ceci est réalisé, par exemple, dans une “méthode hamonique” comme nous le verrons par la
suite.
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1.3.3 Attentes et déceptions

Des considérations formelles précédentes, nous pouvons déduire une ébauche
de protocole qui correspondra partiellement a l’organisation de cette partie.
Toutefois celle-ci reprenant exclusivement les travaux publiés au cours de notre
travail de thése, certains points ne seront pas abordés.

Le chapitre 2 présentera un processus original de fabrication de cartes, que
suivra un algorithme rapide d’extraction de spectres de puissances dans le cha-
pitre 3.

Dans le chapitre 4, nous fournirons les premiers pas vers un traitement ana-
lytique complet des effets systématiques dus a la non-symmeétrie du lobe ins-
trumental, permettant ainsi de dépasser certaines hypothéses potentiellement
limitantes, mais nécessaires jusqu’a présent a la fabrication de cartes.

Enfin, le chapitre 5 fournira un moyen de détection trés sensible d'une éven-
tuelle composante non-Gaussienne dans une carte de fluctuations de tempéra-
ture. Nous le verrons, cette étape, arrivant comme une analyse des données déja
fournies par la chaine précédente, possede des motivations physiques profondes.

Néanmoins, la déception de certains lecteurs sera certaine lorsqu’ils réali-
seront que certains points ne seront pas abordés. Tout d’abord nous ne men-
tionnerons pas le probléme de la séparation des composantes ni méme tout
ceux concernant le pré-traitement des données (travail colossal), notamment la
calibration, l’extraction des sources ponctuelles. ..
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Chapitre 2

De la fabrication de
cartes...

omme nous l'avons esquissé précédemment, la premiére étape du pro-
% cessus d’analyse des données CMB, une fois celles-ci nettoyées des ar-
tefacts les plus évidents, est la fabrication de cartes.

A T’heure out nous avons commencé nos travaux de these, 1’étude de ce pro-
bléme était urgemment motivé par les besoins de ’expérience ARCHEOPS et
la préparation de la mission PLANCK, mais aussi par différentes expériences en
cours. Une solution a ce probléme a été I'objet de notre premiére publication [1,
voir appendice .1]. Elle est le fruit d'une collaboration avec Romain Teyssier,
Francois R. Bouchet, Didier Vibert et Simon Prunet.

Dans la section 2.1 de ce chapitre, nous discuterons quelques subtilités
théoriques propres a la maximisation de la fonction de vraisemblance .#(d}
| 2, Ni¢, I) introduite dans I’équation (1.15). De cette discussion découlera le
choix d’'une méthode particuliere. Aprés avoir détaillé dans la section 2.2 les
difficultés pratiques de ces méthodes, nous exposerons dans la section 2.3 notre
solution. Ses performances seront démontrées sur des simulations dans la section
2.4, puis elle sera étendue a une évaluation du bruit dans la section 2.5. Nous en
profiterons pour étudier plus en détail I'évaluation des propriétés du bruit sur
la carte. Enfin la méthode sera discutée et comparée a d’autres, pré-existantes,
dans la section 2.6.

Dans ce chapitre, nous nous restreindrons a la situation ot le ciel est observé
par un instrument unique opérant a une fréquence unique. Ces deux limitations
peuvent &tre levées de fagon triviale [2, 3]. Nous ne nous intéresserons également
qu’a une mesure de l'intensité du flux incident, sans nous soucier de sa pola-
risation. En combinant deux mesures distinctes polarisées, un tel algorithme
demeure naturellement applicable. Cette extension, aisée, est en cours.

Avant d’exposer ces détails, il convient de rappeler les motivations de cette
étape. Méme s’il nous était possible de passer directement du domaine temporel
aux parameétres cosmologiques ou aux %; (comme, par exemple, dans 1’approche
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harmonique défendue pour PLANCK [4]), nous désirerions obtenir une carte des
observations car :

— il est impensable de se passer d’un contréle visuel;

— meéme si une carte de fluctuations Gaussiennes de type CMB peut-étre
avantageusement compressées en ces 6, ce n’est pas le cas des autres pro-
cessus astrophysiques, qui ne sont la plupart du temps que décrit dans
“I’espace des pixels”, d’ot1 le fait que toute comparaison avec des observa-
tions pré-existantes de processus distincts du CMB (e.g. cartes d’émission
galactique d’avant-plan) se fera par 'intermédiaire de cartes;

— une carte des fluctuations, pourvu que ces propriétés de bruit soient
connues, permet une caractérisation de ces fluctuations, par exemple, par
une mesure de leur moment a trois points.. .

— la taille colossale des jeux de données actuelles impose cette étape de
compression.

Dans cette exposé, certains points techniques suivront de trés prés notre
publication [1] reproduite en annexe.

2.1 D’un choix théoriquement motivée : une mé-
thode a la COBE...

En toute rigueur, afin de définir complétement la méthode employée pour
passer du domaine temporel, ot sont définies les données, au domaine spatial,
nous avons besoins des trois termes

g(dt | .’Ep,Nttl,I) ) .,%(ZDZ | %,@,Nttl,f) et W(Nttl | I) (21)

de ’équation (1.15), z.e. de la fonction de vraissemblance et des a priori. On a
omis la dépendance en v puisqu’on ne considére ici qu'une seule fréquence.

Ces trois termes doivent étre maximisés simultanément par rapport au bruit
(ou de maniére équivalente sous certaines hypothéses sur lesquelles nous revien-
drons a son spectre N t) et aux cartes z,. Méme si ce probléme ne correspond
pas a la situation rencontrée en pratique, nous supposerons, dans un pre-
maier temps, un a priort parfait sur la connaissance du bruit. Dans ce cas,
le terme &P (Nyy | I) de I'équation (2.1) devient un Dirac, et Ny devient un
simple parameétre. Nous nous dispenserons de cette hypothése supplémentaire
dans la section 2.5.

Simplifiant les notations introduites en 1.3.1, le probléme apparait comme
un probléme d'algébre élémentaire. En effet, suivant [5] et [6], nous pouvons
écrire,

dt = Atp.’Ep + ng, (22)
ou A;pz, désigne le signal observé sur une carte inconnue du ciel a cette fré-
quence, z,. La matrice A4;,4 X Api de pointage, incorpore donc le lobe instru-
mental et la stratégie d’observation. Nous incorporons un éventuel facteur de
calibration dans d; si bien que d; et z, ont des unités analogues.
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Simplifiant une fois encore le probléme, nous supposerons que le lobe instru-
mental est bien symétrique ce qui nous permet, considérant toutes les orienta-
tions avec lesquelles un pixel est observé comme équivalentes, de considérer z,
comme une carte convolée du ciel. Dans ce cas, pour les expériences de me-
sure de puissance totale qui nous intéressent (i.e. mesures non différentielles),
la structure de A se simplifie puisque les seuls éléments non nuls de A sont
unitaires. Le modele des données est alors simple : chaque échantillon temporel
est la somme de la valeur du pixel observé et du bruit instrumental.

Pour définir 'estimateur de maximum de vraisemblance £, de z,, nous
devons, tout d’abord, calculer la fonction de vraisemblance

.,E,ﬂ(dt | $p,Nttl,I) . (23)

Pour ce faire, il est nécessaire de faire une hypotheése supplémentaire sur le bruit.
En effet, si 'on suppose que le bruit est Gaussien, alors on peut écrire

ZL(ds | Tp, Negry I) o exp(—nT Nyyrng/2) (2.4-a)
o« ezp(—(d— Az)T N;;}(d — Az)e/2)  (2.4-b)
o exp(—x2/2) . (2.4-¢)

Enfin, de la nature des a prior: considérés a travers le terme &(z}, | ©, 6, I)
dépendra la définition compléte de la méthode.

— En ’absence de prior, I'équation 2.4 indique que maximiser . revient a
trouver la solution de moindre x2. Cela méne naturellement & un estima-
teur linéaire de z, :

Bp = Wpid; avec W =[ATN14] " ATNT. (2.5)

Cette solution a été appliquée pour la premiére fois aux données de 1’expé-
rience COBE [7]. Son interprétation est simple. Si le bruit est homogéne
et décorélé, N{t} = 1/02844: et W n’effectue qu’une simple moyenne. Si le
bruit est inhomogeéne, Nt_t} = 1/02644:, W effectue une moyenne pondérée
en 1/0?.

— Un a prior: naturellement motivé en cosmologie consiste a supposer la
Gaussianité du signal. Comme nous l'avons vu dans I'introduction géné-
rale, et comme nous le rediscuterons dans la section 5, cette hypothse pos-
séde des motivations physiques profondes. Pourvu que soit valide I’hypo-
theése de Gaussiannité du bruit sur la carte, alors le terme £(z}, | ©, %}, I)
peut s’écrire comme

ZL(z, | ©,6;,1) e:rp(—a:ZS;pl,a:p,m) (2.6)

olt Spp: désigne la matrice de covariance du signal sur la carte. Notons
que, naturellement, 3 © donné, et donc a des %, donnés, correspond une
seule matrice, comme nous le détaillerons dans le chapite 3. La maximi-
sation du terme 2.1 conduit naturellement a un filtrage de Wiener bien
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connu en traitement du signal et appliqué récemment dans un contexte
astrophysique [8, 9, 10, 11], les deux derniers proposant une généralisa-
tion multi-fréquences et multi-résolutions. Schématiquement, ce filtrage
est une pondération en fonction du rapport signal sur bruit. Dans notre
cas, cela conduit a deux solutions formellement équivalentes, mais aux
implications pratiques différentes [6] :

&y =Wy pedy avec Wy =[S '4+ATN AT ATNY,  (27)

et _
Bp =W peds avec W, = SAT [ASAT + N] " . (2.8)
On montrera facilement que W; = W, 1. Le filtrage de Wiener sera donc
le meilleur estimateur de z, dans le sens précédement défini, uniquement
dans le cas ol bruit et signal sont supposés Gaussien.

Alors que les deux méthodes précédentes conduisent a un estimateur li-
néaire, d’autres formes d’a priori conduisent rarement a des solutions
analytiques, mais permettent par contre de se dispenser de I’hypothése
de Gaussiannité. Parmi celles-ci, les estimateurs dits de “Maximum d’En-
tropie” ont été appliqués avec succés au probléme de la séparation des
composantes [12, 13], quasi-analogue formellement, mais jamais au pro-
bléme de la fabrication de cartes ou il serait probablement trop cotiteux.
Ceux-ci s’obtiennent simplement dans le cas o1 , > 0 par la limite d’une
distribution de Poisson, P, = u"e #/n! [14]. En effet, dans la limite de
validité de la formule de Stirling,

Inn! = T[1+pf ou &=z,/u (2.9-a)
péIn(ué) — pé +1In(2mpf) /2 d'oy2.9-b)
(~¢lné+&—1)p (2.9-0)
ou l'on reconnait un terme d’entropie £1lné de type Boltzman avec la
contrainte < £ >= 1 et ol pu est une mesure dans cet espace de proba-
bilités. L'origine Poissonnienne de cet a prior: le rend particulierement

adéquat pour les sources ponctuelles, pour lesquelles il semble plus per-
formant qu'un a prior: Gaussien.

1R

In Pz, | ©,%2,1)

Le choix que nous avons fait a donné des résultats satisfaisant dans le
contexte des expériences ARCHEOPS, TopHat et PLANCK. Ce choix est ana-
logue & celui effectué par les expériences BOOMERanG et MAXIMA [15, 16, 17].
Il consiste & ambitionner un filtrage de Wiener. A cette fin, une solution de
type COBE est tout d’abord cherchée. De celle-ci est déduite une premiére
évaluation du spectre de puissance et donc de Sy, ce qui rend alors possible
l'application d’'un filtrage de Wiener.

La deuxiéme étape étant suffisament simple une fois qu’elle est effectuée

dans ’espace des harmoniques sphériques (pourvu que 'on tienne compte des
effets dus a la couverture finie). Nous nous concentrerons ici sur la premiére
étape : 'obtention de la solution de moindre carré.

1Ceci utilise ’astuce suivante, valide tant que R et S sont deux matrices inversibles :

(R+S8)'=(1—-R1S+(R18)2+..)s1
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2.2 ...aux difficultés de leur implémentation. ..

L’examen de quelques ordres de grandeur nous pousse a des considérations
plus pratiques. En effet, pour 1’obtention de la solution de moindre x?, l'esti-
mateur linéaire de z,, s'écrit :

2=[ATN 1A TATN 4 (2.10)

La matrice de covariance du bruit est de dimension, .4; X .4; alors que la matrice
de pointage A est une matrice .4 x 4;. Se rappelant que pour une expérience
de type ARCHEOPS, .4 ~ 107 et .4, ~ 10°, nous réalisons que, naiivement,
nous espérons inverser des matrices 105 x 10°, processus impossible dans un
délai raisonnable étant donné la puissance de calcul aujourd’hui accessible.

Alors que les expériences de la génération précédente pouvaient réaliser une
carte par simple manipulation de la matrice, le nombre d’opérations requises
par ce type d’approche, proportionnel a %3, a poussé de maniére déraisonnable
les limites des super-calculateurs actuels : reprenant les estimations de Borrill
[18], une implémentation directe de cette algorithme, pour A, ~ 3 x 10* et
i ~ 2 x 10° nécessiterait 16Tb de stockage sur disque (en simple précision),
7 Gb of RAM (en double précision) et 2.4 x 1017 opérations soit 12 ans sur un
processeur a 600 MHz. .. Un travail sur ces algorithmes s’impose donc.

Une premiére approche, partiellement suffisante jusqu’a ’analyse des don-
nées BOOMERanG-LDB a consisté a exploiter les structures simples des ma-
trices impliquées. La matrice A est creuse, comme nous 1’avons déja mentionné,
et la matrice Ny (et donc son inverse) est stationnaire et bande diagonale, si
I'on fait I'hypotheése de la stationnarité du bruit, et si l'on néglige des corréla-
tions du bruit a trop grande portée :

Ny = f(t-t)) (2.11-a)
= 0 VE—t|>7< M. (2.11-b)

Le code MADCAP 2 [18] constitue I'implémentation la plus achevée de ces
simples hypothéses (complété par l’estimation du spectre de puissance selon
une méthode du type Newton-Raphson). Ce type de méthode a donné des ré-
sultats satisfaisants pour N, ~ 15000 par I’emploi massif de super-calculateurs
type CRAY T3E a 512 processeurs. Ce genre d’approche n’a pas encore atteint
ses limites et d’autres techniques plus sophistiqués de calcul numérique sont a
I’étude [19]. Quelques chiffres seront avancés dans le chapitre suivant.

Pour pallier a ces insuffisances, une approche moins générale consiste a ex-
ploiter les structures induites dans les matrices précédentes par des symétries
de la stratégie d’observation. Cela a été proposé par [20] dans le cas de l'ex-
périence MAP. Poussant cette approche encore plus loin, il a été proposé, a
partir d’un algorithme de convolution rapide exploitant les symmétries propres
a une stratégie d'observation idéale de PLANCK [21], d’effectuer une véritable

2nttp ://www.nersc.gov/~borrill/cmb/madcap.html
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déconvolution afin de déduire directement les coefficients, a;,,, d'une décompo-
sition en harmonique sphérique du ciel (voire chapitre le 4 pour plus de détails).
De ceux-ci, une carte n’est qu'un produit facilement dérivable. Cette approche,
prometteuse, n’a pas encore démontré toute sa faisabilité et risque d’étre, en
pratique, particuliérent sensible a certaines hypothéses critiques telle que la
stationnarité du pointage.

Aucune réponse générale n’existe donc. Ce type de calcul nécessite urgem-
ment l'invention de nouveaux algorithmes, dont nous proposons ici un exemple :
un algorithme Jacobi multi-grille.

2.3 ...a leur solution : une approche itérative
multi-grille.

Parallélement aux approches évoquées ci-dessus, des approches plus rapides
et moins gourmandes en RAM ont été développées [5, 22].

Leur principe, bien connu, consiste a éviter de manipuler des matrices en-
tiéres en manipulant uniquement des vecteurs. Ceci se fait au moyen d’algori-
thmes d’inversion itératifs 3 [23, 24]. Le fait de se limiter & des vecteurs limite
l'usage de la RAM, la rapidité étant directement reliée au nombre d’itérations
requis.

Notre méthode consiste a employer comme intermédiaires de calcul des sous-
espaces (spatiaux et temporels) de résolutions moindres. Aussi, avant d’exposer
les détails de la méthode, il convient d'introduire la notion de résolution en
pratique.

Définir la résolution

La pixelisation utilisée est une pixelisation de la sphére, hiérarchique, de
surface constante de pixels (& une résolution donnée), ol ceux-ci sont placés sur
des isolatitudes de facon a pouvoir utiliser des transformées de Fourier rapide
sur cette “direction” au moins. Elle est disponible a travers les codes HEALPix
[25].

Dans ce schéma, la sphére est divisée en 12 pixels de base récursivement
divisés. Le paramétre de résolution est N;q4. : le nombre de pixels le long d'un
coté de ces pixels de base. Le nombre de pixels total est donc Nyip = 12N52i der
Par commodité, nous définirons le niveau de résolution k& comme Ni;4. = 2F.
Dans notre cas, la structure récursive, particulierement visible dans la numé-
rotation “en nid”, nous permettra de raffiner (¢ — k + 1) ou de dégrader la
résolution (k + 1 — k) trés facilement.

La question se pose également de déterminer la résolution maximale a la-
quelle nous désirons travailler. Celle-ci est déterminée par deux contraintes
contradictoires : i/ le bruit de pixelisation, .e. I’erreur due a I’attribution d*une
méme valeur de signal a tous les échantillons temporels observant un méme pixel

3Consulter http ://www.netlib.org
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(erreur non liée & des effets de lobe instrumental) ; erreur qu'il faut rendre négli-
geable devant le bruit instrumental par échantillon temporelle, ce qui pousse a
réduire la taille des pixels (voire [1] pour plus de détails) ii/ la nécéssité d’avoir
un rapport signal sur bruit raisonnable par pixel, contrainte qui tend a accroitre
la taille des pixels.

La détermination de la résolution k,..r satisfaisant & de tels critéres se
fera par expérience numérique, puisqu'’elle dépend de la variabilité du signal
a l'échelle d'un pixel. La plupart des expériences CMB sont largement dominés,
par le bruit dans le domaine temporel, ce qui contraint la pixelisation a étre du
méme ordre de grandeur que le lobe instrumental.

Un algorithme itératif : 1’algorithme de Jacobi approximé. ..

Considérons désormais la résolution de travail déterminé, &k, 4.2

Au lieu de chercher a trouver £,, nous effectuerons le changement de variable
suivant, en définissant ¢, par

g=&—-Pd (2.12)
puis résoudrons g qui obéit a I’équation
PN 'A{§=PN7'(d-APd) ou Mj=1b (2.13)

ot nous avons multiplié de part et d’autres part (AT A)~! et défini I'opérateur de
co-addition P = (AT A)~*AT. Notons que A s'interpréte comme un opérateur
d’observation, puisque d = Az défini le flot temporel obtenu en observant la
carte z. AT, lui, est un opérateur de projection, puisque permettant de passer
d’un flot temporel a une carte.

Le précédent changement de variable nous permet en fait de soustraire le
signal du flot temporel : I'observation d'une carte obtenue par simple coaddi-
tion APd contient le méme signal que le flot temporel initial d pourvu que le
bruit de pixelisation soit négligeable, ce dont on s’est assuré par le choix de la
résolution. Aussi notre fabrication de cartes se fera en deux étapes : le calcul
d’une simple carte coadditionné, Pd, puis ensuite la résolution de 1’équation
(2.13) pour la carte de bruit 3.

Notons, qu’en principe, ce changement de variable qui rend la carte de bruit
completement indépendante du signal est inutile, puisque la matrice a inverser
est inchangée. Numériquement, toutefois, d— APd est privé de variations a haute
fréquence (en plus des harmoniques de la fréquence de rotation) dommageable a
I'inversion, comme par exemple le signal galactique dans le cas d’ARCHEOPS.

Afin de résoudre 1'équation (2.13), nous suivons [22] et appliquons une mé-
thode de relaxation de Jacobi :
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g =0
n+1 R{™ + D 'b jusqu’ala convergence
ou D = diag(M) = diag(PN ' A)
et R=I-D'M

<

que nous approximons en considérant que D ~ I. Cette approximation est
nécessaire pour supprimer le cofit d’évaluation prohibitif de la diagonale de M.
Le schéma itératif se simplifie alors en :

P® = 0
grtt Ry™ +b jusqu’a la convergence

avec R=P(I-N1YHY4.

Se rappelant que PA = I, il est évident que si ce schéma converge, c’est vers la
solution de Eq. (2.13). Cette convergence est démontrée simplement ci-dessous.

Il importe de définir un critére de convergence de maniére a limiter le
nombre d’'itérations. Celui que nous adopterons par la suite, simple et prudent,
consiste a cesser d'itérer lorsque la norme des résidus (définis ci-dessous) est
plus faible qu'un dixiéme de celle du bruit attendu sur la carte. Itérer plus
avant serait inutile.

La philosophie d’'un schéma itératif consiste a remplacer une unique opéra-
tion cofiteuse (pour nous une inversion) en une succession d'opérations (vec-
torielles), peu coiiteuses. Ecrit ainsi, notre schéma ne satisfait pas encore a ce
second critére puisque 1’application (le stockage méme) répétée de N~1A a §"
est prohibitif (o< J%,/ﬁf), quand bien méme nous connaitrions N~!. Cette dif-
ficulté est facilement contournée sitét que 1'on fait I’hypothése (réaliste mais a
vérifier) de la stationnarité du bruit. En effet, ceci implique une matrice de
covariance du bruit ayant une structure de type Toeplitz, que nous considére-
rons comme circulante en négligeant les effets de bord #, ce qui se traduit dans
'espace de Fourrier par une structure diagonale 5 [26, 19]. Naturellement, la
diagonale est constituée par le spectre de puissance du bruit, N +. Notons que ce
fait bien connu n’est qu'une reformulation du classique théoréme de convolu-
tion, puisqu'une multiplication par une matrice circulante est une convolution,
qui se traduit donc par une multiplication en espace de Fourier.

“Les effets de bords non désirés interviennent car, sous ’hypothese de circularité, Ny _y, =
Nt t_1 par exemple, ce qui naturellement faux. Les négliger est possible car .4 > 7 ol1 T est
une échelle de temps caractéristique de la corrélation du bruit.

5La stationnarité du bruit, c’est 4 dire I'invariance par translation de la fonction de corré-
lation du bruit, 1.e. <n¢ nyr > = f(|t —¢']) entraine < A fi ., >= N 8¢ fr
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Nous arrivons donc a un operateur d’iterations, R, trés peu cofiteux a ap-
pliquer a ™. Ceci se fait en cing étapes :

— “Observation” de §™

Transformation de Fourier du flot temporel
correspondant

Application du filtre passe-bas W =1 —- N1

Transformation de Fourier inverse

Co-addition du flot temporel résultant dans la
carte g™t

Notons dés a présent que la rapidité de ce shéma, lorsqu’appliqué a des don-
nées de taille courante, sera naturellement limitée par les deux transformations
de Fourier nécessaires, ce qui impose donc un nombre d'opérations €'(A; In 4%).
Cette loi est un grand progrés par rapport aux lois de puissance précedem-
ment mentionnées, progres substantiel mais encore insuffisant si ces opérations
doivent étre effectuées un trop grand nombre de fois, z.e. si le nombre d'itéra-
tions est trop important. La réduction de ce dernier sera donc notre souci, et
constituera sans aucun doute le principal succés de notre approche.

s .
...a la convergence robuste mais lente.

Démontrons maintenant, sommairement, la convergence de cet algorithme
“Jacobi approximé” en supposant une forme typique d'un bruit en 1/f ca-
ractéristique des instruments nous intéressant : N + = 1+ (fo/f)". Le filtre
passe-bas associé a W est alors W(f) = f§ /(f§ + f*). Puisque les opéra-
teurs A et P sont des opérateurs préservant la norme, la norme de l'incrément,
AJ™ = g™ — 9"~ décroit a chaque itération comme ||AG? || < W (fmin)||AT"]|
ol fmin €st une fréquence minimale dans le probléme. Puisque W (fmin) < 1,
l'algorithme convergera de maniére robuste, ce qui est rassurant... Toutefois,
puisqu'en pratique W (fmsin) =~ 1, cette convergence sera lente pour les modes
spatiaux correspondant. Cette déficience bien connue des itérateurs de Jacobi a
un reméde : une approche multi-grille.

Pour s’en convaincre nous anticipons sur la section 2.4 en illustrant sur des
simulations de 1’expérience ARCHEQOPS, la carte des résidus en fonction du
nombre d’itérations. Nous reviendrons plus tard sur ces notions, mais rappelons
d’abord la définition de 'erreur a l'itération n, €™ = " — §*°, et du résidu,
r™ = Mg™ — b.

Le nombre d’itérations ainsi nécessaire jusqu’a la convergence est bien trop
important, au point que pour l'expérience ARCHEQOPS, il pénaliserait lourde-
ment cette étape de ’analyse des données. Il faut donc accélérer cet algorithme
en réduisant le nombre d'itérations. Les structures & grandes échelles de plus en
plus marquées illustrent la difficulté que ces grands modes ont a converger. Ce
dernier point suggére naturellement d’accélérer la convergence en résolvant de
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Residuals after 50 iterations Residuals after 100 iterations

-2.40e-04 e——— 2.40e-04 =0.60e-05 n—— 9.60e-05

Residuals after 150 iterations Residuals after 200 iterations

~140e-05 n— 1.40e-05 ~6.00e-06 n— 6.00e-06

Fic. 2.1

Cartes des résidus aprés 50, 100, 150 and 200 itérations pour la méthode de Ja-
cobi approximée. Ceci a été effectué sur les données simulées d’un seul bolometre
avec un niveau de bruit nominal. La couverture du ciel correspond a celle de vol
d’ARCHEOPS de Kiruna. Les structures des résidus a grande échelle illustrent
la lente convergence de ces modes. Les zones libres de stries correspondent aux
zones de forte redondance.

maniére privilégiée ces grands modes. Ceci peut se faire au moyen de techniques
multi-grilles [24].



Une méthode de relaxation multi-grille

Généralisons les considérations précédentes a un niveau k et définissons,
< L n_ sn n n
comme précédemment, erreurs et résidus, e} = Jp — Uk et rp = MyJ; — bi. Les
deux sont reliés par

Myey =% . (2.16)

Naturellement, une fois ce systéme résolu a la résolution k& = ky, 44, ﬂl’jmw

est déterminé. L’idée de I’approche multi-grille consiste a résoudre approxima-
tivement le systéme 2.16 en utilisant une grille dégradée a la résolution k£ — 1,
sur laquelle le probléme est résolu de maniére approximative a la résolution
k — 2...Cette approche méne ainsi naturellement a un algorithme récursif.

Sont donc requis un opérateur de dégradation et un opérateur de raffine-
ment permettant respectivement de naviguer parmis les niveaux. Tout d’abord
les niveaux ne communiquent que par transmission de cartes de résidus. Un
opérateur simple et efficace de dégradation consiste a dégrader la carte r’g en
7‘1’;_1 par moyenne arithmétique de 4 pixels adjacents en 1. Réciproquement, le
raffinement d’'une carte consistera simplement a attribuer la valeur d’un pixel

de r5 ! & 4 pixels de r%.

Mais, surtout, I'idée clef de cette approche réside dans le rééchantillonnage
temporel également effectué. La aussi, nous diminuons d'un facteur 4 la taille
du flot temporel considéré lorsque 1'on passe du niveau k£ au niveau k — 1, en
ne considérant qu'un échantillon sur 4, et réciproquement. Cette réduction est
cruciale car le cofit des transformations de Fourier diminue d’un facteur ~ 4 a
chaque dégradation, permettant d’augmenter, a cofit constant, le nombre d’ité-
rations effectuées par niveau. Et ce a tel point que les itérations aux niveaux les
plus bas sont d’un cofit négligeable. Nous pourrons donc nous permettre,a ces
résolutions, le luxe d’itérer jusqu'a la convergence absolue (aux erreurs numé-
riques prés) .

Aprés avoir défini les moyens de naviguer parmi les niveaux, il s’agit de
définir comment nous les parcourerons. Alors que 1'on peut simplement monter
puis descendre plusieurs fois de suite (un cycle dit en V), on pourrait également
imaginer des chemins plus complexes (par exemple des cycles en W, ...). La
pratique nous montre que les niveaux sont relativement décorrélés, dans le sens
ol les échelles bien résolues a un niveau donné sont peu affectées par les solutions
trouvées aux niveaux supérieurs, un simple cycle en V, schématisé ci-dessous,
sera suffisant.

Il s’avere également que le nombre d’itérations par niveau peut étre réduit a 2
ou 3 itérations, excepté aux deux niveaux les plus bas, pour lesquels on considéra
200 ou 300 itérations. Pour finir d’optimiser ces cycles, on remarquera que l’'on
gagne toujours a considérer comme niveau minimal un niveau aussi dégradé
que possible, couramment k& = 2 ou 3. Ceci est illustré ci-dessous, mais mieux
encore, sera appliqué avec succés dans la section suivante.
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Level 3 Level 4

~2.56e-03 e— 2.56e-03 —1.56e-00 n— 1.96e-03

Level 5 Level 6

445000 e—— 341e-03 =1 14e-02 e— 8.31e-03

Fic. 2.2

Evaluation de cartes de bruits multi-grille : Sur ces cartes, nous illustrons,
dans le cas de simulations ARCHEOPS Kiruna, comment une méme carte
de bruit est reconstruite a différents niveaux, correspondant précisément a

Niige = 8,16, 32, 64.

Niter

kmaz Kmaz 3

200

kmin

Pour illustrer ce travail, nous reproduisons dans la figure 2.2 certaines cartes
de bruit a différentes résolutions. Elles sont issues de simulations que nous allons
maintenant décrire.
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2.4 Applications sur des simulations

Nous démontrerons maintenant les capacités d’un tel algorithme en utilisant
des simulations des expériences ARCHEOPS et TopHat, toutes deux ayant volé
en janvier 2001, et dont les données sont donc en cours d’analyse.

Breéve description des simulations

Ces deux expériences sont trés similaires au regard de leurs stratégies d’ob-
servation. Suspendu a un ballon, leur téléscope explore le ciel en effectuant des
cercles a vitesse de rotation constante. La rotation de la Terre aidant, le ciel est
couvert par des cercles dérivant lentement. Néanmoins, de par leur point de lan-
cement différents, respectivement Kiruna (Suéde) et Mc Murdo (Antartique),
et différentes inclinaisons de ’axe de leur télescope par rapport a la verticale
(respectivement 41 deg. et 12 deg.), leur couverture du ciel est trés distincte, ce
qui permet d’illustrer la généralité de 1'algorithme.

La technologie des bolometres étant distincte, les performances des expé-
riences sont inégales. Les parameétres réalistes utilisés pour les simulations sont
résumés dans le tableau 1.1 .

Ce flot temporel simulé contient un signal provenant des fluctuations de
température de type CMB (dipole exclu) et d’origine galactique, auquel a été
ajouté un bruit a une amplitude réaliste dont le spectre est donné par N (H=
U+ (fo £)°.

Concernant les parameétres propres a ’algorithme lui-méme, nous avons
considéré cing niveaux différents. Le niveau maximum étant défini par N;;4. =
256 (pixel ~ 13.7'), le niveau minimum par N;;4. = 8 (pixel ~ 7.3deg), on a
itéré 3 fois a chaque niveau, excepté au niveau minimal ol ’on a itéré 200 fois.

ARCHEOPS TopHat
Fréquence d’échantillonage (Hz) 17 64
Fréquence d’observation (simulée) (GHz) 143 (143) 156 (143)
a 1.68 1.0
fo (Hz) 0.24 1.0
Durée de vol (simulée) 24 hr (24 hr) | 10 jours (24 hr)
Bruit (pixel) 30uK (10%) 8 uK (20")

Table 1.1 Parameétres utilisés pour les simulations.

Résultats

L’algorithme est aussi efficace dans les deux situations. Dans le cas d’AR-
CHEOPS, 2.25 hrs sont nécessaires en utilisant 1 processeur MIPS R12000
(300MHz) d'une SGI ORIGIN 2000 alors que 1.5 heures sont nécessaires pour
une journée de données TopHat.

73



Les figures 2.3 et 2.4 contiennent, de haut en bas et de gauche a droite,
respectivement pour ARCHEOPS et TopHat, une carte des données initiales
co-additionnées, une carte du signal initial, une carte de bruit puis de signal
reconstruite, une carte du nombre de coups par pixels a la résolution la plus
fine, et une carte des erreurs. De toute évidence, le destriage est excellent et les
deux cartes de signals reconstruites ne contiennent pas de bruit corrélé apparent.
Naturellement, les zones de plus forte redondance correpondent aux zones de
moindre bruit.

Validation

Afin de quantifier quelque peu ces résultats encourageants, nous présen-
tons une série de tests effectués. Tout d’abord, dés que 1’algorithme itératif est
convergé, le résulat obtenu est identique, aux erreurs numériques pres, a celui
qui serait obtenu par une inversion impliquant une manipulation de la matrice
complete. Ceci a été vérifié en utilisant le code MADCAP [27]. Notons que,
dans cette simulation, le critére de convergence a été poussé jusqu’a atteindre
la précision machine.

Par ailleurs, il est important de vérifier que le bruit (temporel) évalué apres
convergence soit Gaussien et posséde bien un spectre analogue a celui initiale-
ment introduit. Cela est confirmé par les figures 2.6 et 2.5. Nous rappelons a ce
niveau la parfaite connaissance a prior: effectué sur le bruit, a prior: qui sera
levé dans la section 2.5. Nous avons tracé également la densité de probabilité
(PDF) de la carte des erreurs. Dans le cas de TopHat, elle présente un léger ex-
ces dans les queues dii aux stries résiduelles. Ceci n'illustre en rien une faiblesse
de I'algorithme mais rappelle plutét qu'une carte optimale avec une couverture
trés inhomogeéne peut-étre striée : certains modes sont trés peu contraints par
I’absence de redondances.

Notons également qu’aucune corrélation n'a pu étre trouvée entre cartes de
signal et de bruit, ce qui est essentiel mais non surprenant étant donnée la césure
effectuée entre bruit et signal par le premier changement de variable.

Une accelération substantielle

Enfin, notre motivation premiére pour l'invention de cet algorithme était le
désir de pallier a la lenteur d’un algorithme de type Jacobi. Pour démontrer ce
succes, nous avons tracé sur la figure 2.7 1’évolution de la norme-2 des résidus en
fonction du nombre d’itérations au niveau maximum pour une méthode de Ja-
cobi (ligne pointillée) et pour son implémentation multi-grille (ligne continue),
ceci dans le cas d'une simulation ARCHEOPS. Comme nous le voyons, 1’accelé-
ration apportée est spectaculaire, supérieure a un facteur 10. Les décrochement
visibles correspondent a l'itération successive au travail multi-grille. Les pla-
teaux correspondent aux quelques itérations de type Jacobi nécessaires avant
d’entreprendre ce travail, et ont donc une pente identique a un simple algorithme
Jacobi. Notons également que la rapidité de convergence permet d’atteindre la
précision machine (simple précision), visible pour [|rEme=||;pi/[|rEmes|| ~ 107°.
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Une telle convergence est inutile en pratique, puisque il suffit que la norme des
résidus soient moindre que le bruit par pixels, bien supérieur a 10~8.

2.5 Des estimations du bruit

Fondements

Dans la section précédente, nous avons vu avec quelle efficacité notre al-
gorithme permet de résoudre ce probleme d’inversion dans l’hypothése d'un a
prior: de bruit parfait. Il convient de le généraliser a une situation oli aucun a
prior: n'est fait sur le bruit, situation a laquelle la pratique nous confronte. Ce
type d’approche a été déja developpé par [28] et indépendament par [22]. En
cela, notre démarche sera trés proche de la leur.

Ne supposant également aucun a prior: sur la carte elle-méme - nous nous
intéressons toujours a une solution de type COBE et considérons Qz(z |
©, 6}, I) = cste - il s’agit de maximiser la fonction £ (dy | zj, Netr, 1) s1mu1tane—
ment par rapport a z, et Ny Faisant toujours I’hypothese d’un bruit Gaussien
et stationnaire, le bruit est complétement caractérisé par son spectre de puis-
sance (temporel), N t, que nous chercherons donc a évaluer.

Nous n’emploirons pas l'a prior: de Jefferys conseillé pour les lois de puis-
sance [29] car une forme typique de spectre de bruit est plutét du type 1 +
(fo/f)®. Nous diviserons le spectre de puissance en n, bins de largeur (va-
riable) A, ol N t sera considéré constant et égal a N,

En espace de Fourier, la fonction de vralsemblance % peut alors s’écrire
28],

vy 1 1 1 & — 5
ZL(dy | zp, Npery I) o H i3 emp(—§ Z N_|df — Azy| ) (2.17-a)
a Na fea'

Calculant les dérivées de cette fonction par rapport a z, et N, on obtient

8ln.#(d¥ , Nigr, T 1 i T 7
n (taL: te, 1) Z(N_Z‘df_AzflApf) (2.18-a)

a & feca
= (d—Az)TN71A (2.18-b)

avec les notations matricielles, et

0ln%¥ du Ny, I 1 1 . —~
nZ(df | op, New 1) 1 (n,, —Z,.—|df—Amf|2) (2.19-a)
ON4 2N, = K,

Cherchant un extrema de In.¥, nous trouvons que les solutions z, et N,
doivent satisfaire aux deux équations suivantes :

z, = (ATNflA)*lATNfld et (2.20-a)
N, = Z|df_Aa;f|2 (2.20-b)
* fea
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Trouver une solution explicite aux deux équations précédentes est difficile. Par
contre, remarquer que la premiére de ces équations correspond a un estimateur
de carte classique, t.e. sans estimations de bruit, suggére fortement une solution
itérative, solution que nous adopterons. Celle-ci consiste, pour une évaluation
de bruit donné, a calculer une carte optimale en utilisant ’algorithme avec a
priori de bruit précédement illustré avant d’effectuer une nouvelle estimation
de bruit, et ce plusieurs fois de suites.

y@ =0 & NO choix initiaux
y(®) = (PNC-D-14)"1PNG-1)(d — APd) fabricateur de -carte
nG) =4 — A(y(i) + Pd) evaluation du bruit

NG) —< n@Op(T 5

La convergence d'un tel algorithme ne peut que difficilement étre démontrée
analytiquement, aussi elle nécessitera de ’étre par expérimentation numérique.

Toutefois, certains calculs analytiques peuvent encore nous instruire. Ap-
proximant (grossierement) la fonction de vraisemblance .# par une Gaussienne,
et en supposant un temps d’observation constant par pixel, on peut calculer
sa courbure aux extremas et donc évaluer les barres d’erreurs associées a cet
estimateur de bruit [28], d’olt on peut déduire une estimation de la matrice de
covariance du bruit sur la carte :

2.4

Na

<(NgshH™t>=(01- ) < (Nppr)™t > . (2.21)
Cette formule simple montre que si 'on considére une fréquence par bande
(ne = 1), alors la matrice inverse est négative, signe que le probléme est mal-
conditionné. Par opposition, le biais devient négligeable si ce nombre augmente.
11 s’agit donc de considérer en pratique une situation intermédiaire. Notons tout
de méme que cette formule (approximée) semble indiquer que ’estimateur de la
matrice de covariance du bruit soit légerement biaisé. Une discussion alternative
et élégante peut étre trouvée dans [26].

Applications

Pour démontrer la convergence d'un tel estimateur du bruit nous 1'avons
testé sur les simulations de l’expérience ARCHEOPS précédemment décrites
mais en ne considérant cette fois aucun a prior: sur le bruit.

Les premiers choix sont constitués par y° = 0 et n(®) = d — APd, comme
explicité dans la section précédente. A ce niveau d’itération et aux suivants,
nous déduisons de l'estimation du bruit temporel une évaluation du spectre
de puissance que nous divisons en intervalles qui sont, soit logarithmiquement
espacés (Aln f = cste) dans la partie en 1/f, soit linéairement espacés dans la
partie a haute fréquence (Af = cste).

Pour nous, Alnf = 0.15 et Af = 0.05 Hz seront satisfaisant. De cette
maniére, la convergence vers le bruit est a la fois rapide puisque trois évaluations
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du bruit sont suffisantes, et robuste. Ceci est illustré dans la figure 2.8. Afin de
s’approcher de conditions expérimentales, nous avons introduit dans le spectre
initial une bosse a une fréquence plus grande que fy. Nous constatons que le
spectre et toutes ces caractéristiques sont restitués sans aucun biais visible,
hormis dans le voisinage de la fréquence de rotation a 0.05 Hz. Ceci n’est guére
surprenant puisqu’a cette fréquence, il est particulierement difficile de séparer
signal et bruit. Ceci nous a poussé a augmenter 'intervalle Aln f a 1 Hz pour
les premiéres évaluations, nivellant ainsi ce spectre. Seulement dans la derniére
évaluation du bruit nous diminuerons Aln f a 0.15 Hz.

Cette procédure est donc robuste. Pour 'optimiser, il faut évaluer le nombre
d’itérations du fabricateur de cartes nécessaires entre chaque évaluation du
bruit. Comme illustré dans la figure 2.9 olt nous avons considéré successive-
ment 4, 8 ou 10 itérations, et 10 itérations semblent étre suffisantes.

Estimations de N,

Il est important de discuter maintenant la question de 1'évaluation des pro-
priétés du bruit sur la carte et en particulier de la génération de la matrice de
covariance du bruit Npp.. En effet, comme mentionné dans l'introduction de
cette partie, tout algorithme de fabrication de carte do:t permettre une évalua-
tion du bruit sur la carte, ou plutét de ces propriétés statistiques, indispensable
en aval du processus d’analyse, comme par exemple pour 1’évaluation des %
(voir chapitre suivant). Ceci est évident dés lors que 'on se rappele que le si-
gnal du CMB est principalement recherché sous la forme d’un excés de variance
par rapport au bruit. Les approches de “force brute” permettent ceci en gé-
nérant directement cette matrice au moyen de certaines hypotheses (fondées,
voir Eq.2.11), comme discuté dans [18] et [26]. Nous reviendrons plus en détail
sur ces méthodes dans le chapitre 3. Ces approches sont communément nour-
ries d'une évaluation de la fonction de corrélation du bruit dans le domaine
temporel, fonction qui peut s’obtenir par transformation de Fourier du spectre
évalué précédemment. Une telle approche a été appliquée pour les premiéres
analyses BOOMERanG [30] et MAXIMA [31]. Ces approches nécessitent I'em-
ploi de super-calculateurs et sont donc trés lourdes. Méme si une anticipation
de la puissance de calcul suivant la loi de Moore rend ce type d’approche “quasi-
raisonnable” pour PLANCK, z.e. faisable mais non souhaitable, pourvu que de
nouveaux algorithmes tiennent leurs promesses [19], d’autres approches moins
coiiteuses ont vu le jour [21, 32].

Elles sont de type Monte-Carlo et ont depuis la publication de nos travaux
- et non suite a - été appliquées avec succes a la seconde analyse des données
BOOMERanG [33]. L’idée, simple, consiste a estimer Np,» =< npn, > al’aide
d’un nombre fini .4, de réalisations.

Notre approche rapide se prette particulierement bien a ce type de réalisa-
tions et le schéma suivant survient naturellement :
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- Evaluation du spectre de bruit, N ¢, au moyen
de l'algorithme précédemment décrit.

- A partir de ce spectre, génération de .4, réali-
sations du bruit temporel n;.

— En utilisant ce spectre de bruit comme a
priort, on réalise 4, réalisations de cartes de
bruit.

— A partir de ces .#; cartes on déduit les caracté-
ristiques souhaitées du bruit dans le domaine
spatial.

Ce schéma se fonde tout d’abord sur le fait que 1'opérateur de fabrication
de cartes soit linéaire (O(s + n) = Os + On). Il offre des avantages de stockage
évident car tant que A7 K A}, stocker ces A, cartes est plus économique que
de stocker Npp, avantage non négligeable si 1’on remarque ce stockage nécessi-
terait, pour une carte de PLANCK, 0.45 Tb. Toutefois il est bon de rappeler
que la précision de cette évaluation (sur lesquelles les requétes sont encore in-
determinées) croit comme 1/+/.4;, aussi une précision de 1% nécessite 10 000
réalisations, nombre conséquent méme si est mis a profit le parallélisme évident
de ces calculs.

Pour illustrer les promesses de cette approche et motiver de plus amples
études encore a conduire, nous avons considéré une évaluation des %; du bruit,
1.e. uniquement de la diagonale de la transformée en harmonique sphérique de
Npp, et ce avec A, = 10 seulement. Ceci est fait par simple moyenne des %;
des cartres de bruit. Les résultats encourageant de cette approche sont illustrés
sur la figure 2.10. Nous y tragons le %; estimé du bruit, du signal initial ainsi
que la différence entre les %; de la carte bruitée optimale et celles de la carte
du bruit.

La capacité de cette méthode implémentée grossiérement a corriger du bruit
est trés encourageante. Le %, du signal évalué se trouve inclus dans les barres
d’erreurs tracées. Ces barres d’erreurs ont été évaluées analytiquement, tenant
compte de la dispersion due au bruit mais aussi a la variance cosmique introduite
dans l'introduction générale [34]. Notons que la mesure des %, est effectuée
grossiérement par le programme anafast de HEALPix, sans déconvolution de la
fenétre (voir chapitre suivant). Par ailleurs, les 4, du bruit ne caractérisent que
grossieément les propriétés de celui-ci, non stationnaire spatiallement. Le succes
de cette approche en est d’autant plus encourageant.

2.6 Discussions

Finalement, avant de discuter 1'applicabilité d'une telle méthode en pratique,
il est utile d’estimer le temps de calcul requis pour une expérience donnée, de
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la comparer avec d’autres méthodes plus classiques, et de discuter de maniére
critique ses hypotheéses.

Loi d’échelle

L’étape limitante de cet algorithme est la transformée de Fourier, celle-ci
impose donc ’évolution du temps de calcul nécessaire en fonction du nombre
d’échantillons, évolution en .44 In A44.

A partir des applications précédentes on peut donc proposer la loi suivante,
pour un unique processeur :

]- cycLe
t = 2.25hrs A In A Heyel (2.22-a)
12 x 1061n(12 x 108) 6
= 2.15 x 107%hrs A In A Aycte- (2.22-b)

ot Azycle désigne un cycle multi-grille complet et inclut donc plusieurs ité-
rations au niveau kpm oz La dépendance vis a vis de .4}, est présente mais trés
subdominante puisqu’intervenant dans les opérations de projection et d’obser-
vation. En termes de mémoire nécessaire, les besoins de cet algorithme sont
simplement proportionnels & .44 avec un facteur proche de 'unité.

Comparaison avec d’autres méthodes

Notre algorithme ainsi bien établi, il est intéressant de le comparer a d’autres
approches itératives proposées par ailleurs.

Alors que nous avons souhaité améliorer I’approche de [22] en utilisant
comme méthode de relaxation celle de Jacobi, d'autres travaux [5, 20, 35] ont
implémenté un algorithme de type gradient conjugué ©. Dans [35] il est méme
présenté une implémentation paralléle de ce code, ayant permis de traiter une
simulation de flot temporel de I'instrument PLANCK LFI. Cet algorithme stan-
dard est donc efficace.

Aussi nous avons implémenté cet algorithme itératif et 1’avons comparé a
notre approche multi-grille dans le cadre de simulations ARCHEOPS. Dans la
figure 2.11, nous tracons 1'évolution de la norme-2 des résidus en fonction du
nombre d’itérations (seulement au niveau maximum pour la multi-grille) pour
la méthode de Jacobi (ligne bleue, pointillée long), du gradient conjugué (ligne
verte pointillée) et du Jacobi multi-grille (ligne rouge continue). Les résultats
de cette figure sont représentatifs des différentes simulations que nous avons
effectuées.

De fait, alors que la méthode de Jacobi est extrémement lente, les deux
autres méthodes offrent des résultats comparables. Ce résultat finalement positif
pour la méthode multi-grille - puisque la convergence du gradient conjugué
est mathématiquement démontrée comme optimale [24, 19] - doit étre nuancé.
En effet le travail multi-grille induit un cofit par itérations supérieur a celui

611 s’agit de la méthode non-stationnaire (I'itérateur R est modifié & chaque itération) la
plus simple [24].
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du gradient conjugué, si bien que, méme si le comportement en A4 1n .4 est
identique, le facteur sera légérement plus important dans le cas du multi-grille.
Pour ce dernier, le nombre d’opération requis est en fait plutét proportionnel a
MIn M+ /A ln AN [4+ A [/161n 45 /16. ..

Ainsi, alors que la méthode de Jacobi et ses améliorations ont motivé nos
travaux, des méthodes plus classiques et a I'implémentation plus aisée se révelent
plus efficace.

Espoirs d’'une méthode par filtrage de Wiener dans le domaine tem-
porel

Il est une méthode sur laquelle nous avons fondé quelques espoirs jusqu’a
présent décus [36]. Celle-ci apparait dés lors 1'équation 2.8 écrite. En effet,
si 'on fait I’hypothése de la stationnarité du signal et du bruit, cette équa-
tion peut s’écrire dans l'espace de Fourier comme une simple pondération en
Spectre(Signal)/(Spectre(Signal) + Spectre(Bruit)), immédiatement implé-
mentable dés lors que 1’on se donne comme a prior: le spectre du bruit. Testée
sur des simulations type ARCHEOPS contenant uniquement du signal de type
CMB (sans dipole) et un bruit & un niveau nominal, cette méthode permet un
filtrage de Wiener parfait en quelques minutes.

Toutefois, en pratique, cette méthode souffre de plusieurs défauts. Tout
d’abord, pour une stratégie de balayage du ciel de type ARCHEOPS, certains
signaux, tels le signal galactique ou le dipole cosmologique, sont, par nature,
non-stationnaires ce qui rend 1'application de cette méthode moins triviale. Par
ailleurs, un pointage non idéalement régulier peut supprimer les propriétés de
stationnarité d’un signal qui devrait en principe 1’étre dans le domaine tem-
porel. Aussi, pour ces simples raisons, cette méthode n’a pas encore trouvé
d’applications pratiques. Notons qu’elle attire notre attention sur la fragilité
de I’hypothése de stationnarité, cruciale pour ’approche harmonique proposée
pour I’analyse des données PLANCK [4].

Hypotheses critiques et directions futures

Dans ce chapitre, nous avons présenté les performances d'un algorithme
original de fabrication de cartes, developpé initiallement pour les expériences
ARCHEOPS et PLANCK. Cet algorithme repose sur plusieurs hypotheéses, réa-
listes, mais nécessitant plus ou moins d’étre dépassés : la Gaussianité du bruit,
sa stationnarité, et la symétrie du lobe instrumental.

— La premiére est a la fois critique et réaliste. En effet, d’une part, si le
bruit devait étre non-Gaussien alors la méthode entiére perd ses fonde-
ments car la fonction de vraisemblance écrite en 2.1 est inexacte. En
pratique, cette hypothése est souvent mise en danger par la présence
d’erreurs systématiques plus ou moins bien connues et modelisées. La
plupart des expériences actuelles ont été confrontées a ce probléme, de
maniére plus ou moins critique. Parmi elles, COBE, BOOMERanG, AR-
CHEOPS. .. L’approche correcte, si I’on ne peut éliminer ces erreurs par
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simple filtrage, consiste naturellement a modifier le modéle du signal en y
incluant le bruit sytématique, par exemple au moyen d’une base de fonc-
tions appropriée 7. L’existence de tels signaux, difficiles a enlever, peut
mettre en danger 'usage de l'intégralité de certains jeux de données.

— La seconde hypothese, la stationnarité du bruit n’est pas indépendante
de la premiére. Elle permet, comme nous ’avons vu, une écriture plus
simple de la matrice Ny, que ce soit dans l'espace réel ou dans 1’espace
de Fourier. Si elle n'était pas avérée, alors le flot temporel devrait étre
sectionné en intervalles ou elle l'est. Si elle était violée sur des intervalles
de temps courts, alors elle pourrait y étre restituée par la substitution aux
données d'une réalisation contrainte de bruit [22, 26].

— Peut-étre la derniére hypotheése, concernant la symmétrie du lobe ins-
trumental, est-elle, non seulement critique, mais, surtout, la plus difficile
a lever. Alors que la sensibilité des expériences actuelles autorise cette
hypotheése [37], la sensibilité désirée pour les expériences futures ne la
permettra pas, comme nous l'illustrerons dans le chapitre 4. Méme si des
expériences comme MAXIMA [37] ou ARCHEOPS [38] ont mesuré des
lobes principaux elliptiques & hauteur de 20 %, chiffre attendu également
dans le cas de PLANCK [39], dans les premiers cas, cet effet est négligeable
par rapport au bruit, ce qui ne sera plus vrai pour le dernier cas. A 'heure
actuelle, aucune approche ne permet de traiter ce probleme de maniére
simple, et il fait donc I'objet de plusieurs de nos travaux en cours. Notons
que, dans le cadre d'une approche harmonique (encore a valider) [4], ce
probléme est traité conjointement a l'effet du lobe lointain [36]. Rappe-
lons également que les effets des lobes lointains ont été négligés jusqu’a
maintenant, méme si l'on sait leur contribution non négligeable [40, 41].

Nos hypothéses sont donc satisfaisantes dans 1'utilisation actuelle de cet
algorithme, a savoir au sein des collaborations ARCHEOPS et TopHat, ot il
est utilisé en conjonction avec d’autres méthodes plus ou moins alternatives.
Elles répondent également au besoin de ’expérience PLANCK, aussi ce code fait
déja partie du prototype de “pipeline” de traitement des données PLANCK HFI
(L2, GPH424 - Map making). Il appelle néanmoins encore des extensions, sur les
effets de lobe en particulier, sur le traitement de plusieurs canaux simultanément
ce qui meéne directement a la fabrication de cartes de la polarisation optimales
(cartes des parameétres de Stokes Q et U par exemple).

Parmi d’autres directions de recherches, notons que notre signal a été décrit
dans la base la plus naturelle : un ciel pixelisé. D’autres bases de fonctions
seraient envisageables, parmi lesquelles les harmoniques sphériques, ce qui méne
a l'approche harmonique [4], ou bien a une base d’ondelettes suggérée par notre
approche multi-grille. Notons enfin qu'un tel algorithme ne saurait étre sans
conséquences pour une approche itérative du probléme, voisin, de la séparation
des composantes [42].

TLes coefficients de cette décomposition sont ajoutés comme des métapixels i la carte zp
et determinés simultanément.
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Alors que ce mémoire approchait sa complétion, une méthode non-itérative
d’estimation du bruit a été proposée [43]. Méme si trés prometteuse, nous la
discuterons pas ici par simple manque de temps.

Ce code en FORTRAN 90 nommé MapCUMBA par un anonyme inspiré,
est publique et accessible sur http ://ulysse.iap.fr/download/mapcumba/ .
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Coadded Map Signal

~2.00e-01 — 2.00e-01 ~4.00e-02 — 4.00e-02

Recovered Noise Map Recovered Signal Map

~2.00e-01 — 2.00e-01 ~4.00e-02 — 4.00e-02

Hit Map Error Map

0.0 m— e 8.0 ~4.00e-02 — 4.00e-02

Fic. 2.3

Simulation d'un vol Kiruna : De haut en bas et de gauche a droite, une carte
obtenue par co-addition, une carte du signal initial Galaxie + CMB, les cartes
de bruit et de signal reconstruites, la carte de coups et la carte des erreurs.
L’absence de symétrie de la carte est due au fait que nous ayons considéré lége-
rement moins de 24hr. Projection Mollweide avec des pixels de 13.7' (HEALPix
N;iqe = 256). Unité arbitraire.
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Coadded Map Signal Map

—2.50e—02 n——— 2.50e—02 —1.50e—02 n———— 1.50e—02
(0.0, ~90.0) Equatorial (0.0, ~90.0) Equatorial

Recovered Noise Map Recovered Signal Map

—2.50e—02 n———— 2.50e—02 —1.50e—02 n———— 1.50e—02
(0.0, ~90.0) Equatorial (0.0, ~90.0) Equatorial

Hit Map Error Map

O m— 300 —1.50e—02 n——— 1.50e—02
(0.0, ~90.0) Equatorial (0.0, ~90.0) Equatorial

Fic. 2.4

Simulation d’une journée de vol TopHat : De haut en bas, et de gauche a droite,
la carte obtenue par co-addition, la carte du signal injecté CMB + Galaxie,
la carte de bruit reconstruite, et la carte de signal reconstruite, la carte du
nombre de coups, et la carte des erreurs. La couverture n'est pas complétement
symétrique du fait que I’on ait considéré uniquement 18.2hr de vol. Projection
gnomonique avec des pixels de 13.7 (HEALPix Ns;4. = 256). Notons que le
léger striage visible est corélé a la rotation incompléte choisie. Etant donné
cette couverture, la carte optimale est striée. Unité arbitraire.
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POF of evoluated noise trmestream PDF of error map
T T

10000

8000|

6000|

4000|

2000|

Fic. 2.5

Dans le cas de TopHat, nous tragons a gauche la PDF du bruit temporel éva-
lué ainsi que la PDF de la carte des erreurs a droite, z.e. du bruit résultant
sur la carte. Une Gaussienne a été ajustée a chacune d’elles. Leurs parameétres
(moyenne et déviation standard) sont notés en haut & droite. Aucun départ
significatif & la Gaussiannité n’est visible. Unité arbitraire.

—o010

LE+O4E 3 LE+O4E 3
— B0l Y N
] E E ] E E|
1) [ 1 = [ ]
& [ 15 [ 1
E LEv02| - E LEv02| -
& E R E 3
2 £ ] & £ ]
g [ I [ |
8 1Eeo1l o & iEeotp N
= E E- E E|
E £ ] E £ ]
s [ 7] s [ 7]
2 2

1Ew00 o 1Ew00 o
1E-o1l 1 I I I LE-01 I I
o 2 4 s [} 001 0.10 100
Frequency [Hz] Frequency [Hz]

Evaluation du spectre de bruit dans le cas d’Archeops (Haut : axe des x linéaire,
bas : axe des x logarithmiques). La ligne pointillée rouge montre le spectre
initial (analytique) alors que la ligne continue bleue montre celui évalué apres
6 itérations. Le spectre évalué a été binné comme décrit dans la section 2.5 et
les deux sont normalisées a 1 dans leur partie haute fréquence. L’accord est
excellent et aucun biais n’est visible. Rappelons qu'ici un a prior: parfait est

effectué sur le bruit.
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107”1 Y

04

(Arbitrary unit)

1076

2-norm of residuals

1078

-10

10

Iterations

Fia. 2.7

Evolution de la norme-2 des résidus au niveau max avec le nombre d’itérations.
Alors que la ligne bleue pointillée correspond a une méthode de Jacobi standard,
la ligne solide rouge correspond a la méthode de Jacobi multi-grille. Un cycle
multi-grille comprend 3 itérations au niveau maximum, avant de descendre puis
monter parmi les autres niveaux. Les décrochements correspondent au moment
ol 'algorithme atteint le niveau supérieur, bénéficiant alors pleinement du tra-
vail a résolution moindre. Les pics visibles aprés 1'itération 100 sont dus au fait
que la précision (4-bytes) a été atteinte, ce qui serait quasi-impossible avec la
méthode de Jacobi ordinaire.

LE+04 LE+04

1

1E+03 1E+03
E 7

1

1Ev02) 1E+02

1E+01 LE+01

Normalised Power Spectrum B(f) [V'Hz
Normalised Power Spectrum P(f) [ViHz

1E+00 P 1E+00

LE-01 L L L LE-01 L L
0 8 0.0

Pic. 2.8 . requeney [

Evaluation du spectre de puissance (gauche : axe des x linéraires, droite : axe
des x logarithmique) : la ligne pointillée rouge montre le spectre de bruit initial
obtenu a partir du spectre de bruit analytique divisé de maniére identique au
spectre évalué apres 5 itérations (ligne bleu continue). Les deux sont normalisés
de telle sorte que leur partie a haute fréquence soit égale a un. L’accord est,
de fait, trés bon. Nous rappelons qu'aucun a prior: n’a été fait pour cette
évaluation.
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Arbitrary Unit
5]
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0.001 0.010 0.100 1.000 10.000
Frequency [Hz]

Fic. 2.9

Evaluation du spectre de puissance : Le nombre d'itérations entre chaque éva-
luation du bruit est respectivement de 4 (ligne rouge), 8 (ligne verte) et 10 (ligne
bleue). Le pic a la fréquence de rotation est un bon critére de convergence car la
séparation a cette fréquence est particulierement sensible. Dix itérations semble
donc étre le nombre d’itérations optimal. Remarquons que, du fait de ’approche
multi-grille, la convergence des basses fréquences est toujours assurée.
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Fic. 2.10

Evaluation approximée de la puissance par bande dans le cas de 'expérience
TopHat (une journée de vol). La puissance par bande évaluée (ligne noire) qui
doit &tre comparée au spectre initial (ligne rouge). Les deux ont été mesurés en
utilisant le programme anafast. Ces évaluation de puissance par bande (Af =
80) ont été effectué en utilisant une évaluation des %, du bruit par Monte-Carlo
(Ligne bleue pointillée). Ceci ne constitue en rien une mesure approprié mais
plutét un pas encourageant vers une évaluation par Monte-Carlo plus propre
(réalisé depuis [32]).
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1.0000

0.1000

0.0100

2-Norm of Residuals

0.0010

0.0001

Fic. 2.11

Comparaison des vitesses de convergence de trois méthodes itératives. La norme-
2 des résidus est tracée en fonction du nombre ditérations. La ligne bleue poin-
tillée (long) dénote la méthode de Jacobi, la ligne rouge continue la méthode
Jacobi multi-grille et la ligne verte pontillée une méthode de gradient conjuguée
préconditionnée. Ces deux derniéres ont un taux de convergence (par itérations)
comparable mais une itération du type multi-grille nécessite ~ 2 fois plus d’opé-
rations. Notons que la méthode multi-grille a une convergence monotone ce qui
n’est pas le cas pour le gradient conjugué (cette différence persiste sur d’autres

exemples).

Residuals

I
L

0 10 20 30 40 50

Number of iterations
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Chapitre 3

...a une extraction
hiérarchique du spectre de
puissance

u chapitre précédent, nous avons vu comment obtenir, a partir d’'un

flot temporel, une carte bruitée “optimale”, conjointement a une éva-
luation du spectre de puissance temporelle, d’ou1 I'on peut déduire une estima-
tion de la matrice de variance-covariance du bruit. Aussi, reconsidérant notre
équation conductrice 1.15, nous avons trouvé z, et N maximisant le pre-
mier terme £(dy | z, Ny11, I). L'étape suivante consiste a extraire le spectre de
puissance angulaire de cette carte, i.e. 4 trouver 4; maximisant la fonction de
vraisemblance . (z} | ©, 67, Ntr, I).

Ce chapitre décrit une méthode originale permettant cette mesure de %,.
11 est le fruit d’une collaboration avec Lloyd Knox et Alan Peel, tous deux de
I’Université de Californie a Davis (UC Davis). I a fait ’objet d’une publication
[1] reproduite en annexe .2.

Au dela d’en étre la suite naturelle, ce chapitre posséde certaines analogies
avec le précédent : il nous rappelle combien délicate peut-étre la mise en pra-
tique de principes simples. Ainsi, les fondements de cette mesure, une approche
de maximum de vraisemblance, sont relativement simples et bien connus [2, 3].
La aussi, leurs transpositions les plus simples, tel le code MADCAP [4], ont été
applicables jusqu’a maintenant, mais ont atteint leurs limites [5]. Motivé par
les besoins d’expériences présentes ou futures, telles ARCHEOPS, TopHat ou
PLANCK, nous devons donc développer des méthodes alternatives, approzi-
matives mais réalisables. Enfin, ici encore, une approche multi-grille, devenant
hiérarchique, se révélera particuliérement efficace.

Aussi dans ce chapitre, nous commencerons par exposer, dans la section 3.1,
les fondements de cette méthode, ses limitations, et notre solution, avant de
démontrer son efficacité sur des simulations dans la section 3.2. Nous exposerons
ensuite, dans la section 3.3, pourquoi nous pouvons ’appliquer a des cartes
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“mégapixels” avant de la comparer dans la section 3.4 a d’autres méthodes
proposées récemment. Dans cette méme section 3.4, nous tacherons toujours
de discuter de maniére critique les hypothéses requises, et en profiterons pour
proposer plusieurs pistes pour de futures recherches.

3.1 Principes de la décomposition hiérarchique

Etant donnée une carte optimale du ciel et une évaluation de la matrice de
variance-covariance du bruit, nous désirons :

— une évaluation du spectre de puissance angulaire, €, éventuellement binné
dans des bandes, %} ;

— la matrice de Fisher associée, nous donnant les corrélations entre les esti-
mations de la puissance de ces bandes.

L’évaluation exacte du spectre de puissance par maximum de vraisemblance
a partir d’une carte avec .4, ~ 5 x 10° & une résolution donnée est difficilement
possible sur les super-calculateurs actuels. Le principe de la méthode est le
suivant. Etant donné un nombre de pixels n, que 'on juge raisonnable, i.e.
traitable en un temps raisonnable (disons quelques minutes), nous dégradons
la résolution de la carte initiale de telle sorte que son nombre de pixels soit de
I'ordre de ny,. On divise ensuite cette carte dégradée en 4 tout en augmentant la
résolution d'un facteur 2 seulement. Nous obtenons alors un jeu de 4 cartes de
“taille traitable”. Nous répétons cette opération jusqu’a atteindre la résolution
nominale. Ce jeu de cartes a différentes résolutions est sensible a différentes
bandes. L’espoir (averé, disons le tout de suite pour les lecteurs anxieux) est
qu’apres mesure des % sur chacune de ces cartes et combinaison optimale, on
obtienne une bonne approximation du spectre de puissance de la carte initiale a
pleine résolution. Avant de discuter plus en détail notre méthode, dérivons tout
d’abord ’estimateur de maximum de vraisemblance pour une carte donnée.

Des estimateurs quadratiques. ..

Nous décrivons ici I'usage des estimateurs quadratiques maximisant la fonc-
tion de vraisemblance. Etant donné une carte bruitée, comme nous ’avons dans
le chapitre introductif a cette partie, 1'usage du théoréme de Bayes nous permet
de réécrire facilement, en supposant un a prior: uniforme

P(Cr|zp) x ZL(zp | €) - (3.1)

Pourvu que I'on suppose, sur la carte, le signal s, et le bruit n,, Gaussien et
décorellées, alors la matrice de corrélation de la carte est la somme des matrices
de corrélation du signal, Sppr =< spspr >, et du bruit, Npyr =< npny >, et
peut s’écrire

Copr = < zpa:;{, > (3.2-a)
= < (sp+np)(sp +1p)T > (3.2-b)
= Sppl + Nppl. (3.2—C)
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Si ’on suppose, comme cela a été motivé dans le chapitre introductif, que
le signal du ciel est une réalisation d'un champ Gaussien et isotrope dont on
cherche le spectre de puissance %, alors on peut écrire

—2In%(zp | %) =In det C +27C 'z (3.3)

La dépendance en %; de cette fonction se cache dans la matrice S, qui s’écrit,
en effet,

20+ 1
Spp' =D i eI (8) (34)
13

ol # est une fonction fenétre définissant la couverture du ciel propre a une
expérience, donnée par

Wy (€) = B2()Pu(cos bypr) (35)

ol B(¢) dénote la fonction fenétre des pixels. Une telle écriture de B suppose im-
plicitement que ces pixels soient dans une bonne approximation isotropes et de
forme constante. Notons que, par la suite, on approximera cette fonction fenétre
par une Gaussienne, si bien que B2?({) = e 4’75, Ce facteur rend simplement
compte de la perte d'information a une échelle sub-pixel.

Pour maximiser la fonction .#, une méthode itérative de type Newton-
Raphson [6] est adéquate. Introduite dans ce contexte par [2], elle se justifie
par un simple développement de Taylor autour du maximum.

En toute généralité, on peut écrire, au voisinage d'un point %7,

O0ln.¥
InZ(%, + 66, | 2p) =In.2(6, | zp) + %I 372 %, (€2 | zp)
1 8°In.% ,

ZIZII

aussi, étant donné un premier choix, pas trop éloigné du maximum, le §%; nous
emmenant au maximum peut s’écrire directement,

1 2ny -18ln.%
5%, = —52[—5%% (%2 | 2)] "5z, (@) . (3.7)

2!

Les dérivées premiéres et secondes de In.Z(%; | zp) s’écrivent simplement,

0ln¥ _lfp ., 0C _, 8c
5, elm) = E(x “ "’_T’"[C a%])(g"s'a)

82 In? 1 1 oC 1 ac B
<6‘€g:3%”4u (% | $p)> B _ETT [C a%ﬁllc 8%”] = _Fl’l” (38'b)

ol ’on rappelle la définition de la matrice de Fisher, i.e. la matrice de courbure
de la fonction de vraisemblance.
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Ces calculs nous meénent a

1 4 T 4, 0C 4

Cette derniére équation définit le bien connu “estimateur quadratique”?!, dérivé
également par [7]. Du fait que In.% ne soit pas Gaussien en général, ce dévelop-
pement de Taylor ne sera qu'une approximation, d’out la nécessité en pratique
de quelques itérations (au plus 5), i.e. plusieurs évaluations successives de §%;.

...et de leur implémentation limitée.

Une fois encore, cette évaluation se révéle délicate en pratique. Considérant
% bandes, le nombre d’opérations et la mémoire requis, sont respectivement
proportionnels a %2%3 et Jf{,aﬁf, poussant déja les besoins actuels au-dela
des limites des possibilités des super-calculateurs. PLANCK, pour lequel N, =
107 nécessiterait 25 000 ans de calcul sur un ordinateur a 400 Mhz et 1600
Tb de stockage [4]. .. Ceci appelle nécessairement des algorithmes approximatifs
calculant ces estimateurs de vraisemblance de maniére certes moins précise mais
également moins cofiteuses. Parmi ceux-ci, un approche hiérarchique semble
particulierement appropriée 2. Les vertus d’une décomposition hiérarchique
peuvent étre argumentées simplement.

Des espoirs d’une décomposition hiérarchique

Considérons que I'on veuille évaluer .4, bandes sur une carte de .4}, pixels.
Considérons des sous-cartes de tailles n, a différentes résolutions. Si ’on consi-
dére par simplification que .4}, = 4"n,, alors le nombre de sous-cartes est

antt -1 ap/np —1
3 3

e/Vca.rtes = Z4i = X Ji{,/np . (310)
1=0

L’estimation du spectre de puissance et de la matrice de Fisher pour chaque
sous-carte nécessite de 1’ordre de %27@ opérations. Aussi, I’évaluation sur l'en-
semble de ces cartes nécessitera de I'ordre de .4;%.#,n2 opérations.

Pour un nombre de sous-cartes suffisamment grand, ¢.e. pour .4, grand,
I’étape limitante sera la corrélation des estimations effectuées sur chacune de
ces cartes. Cette corrélation nécessite ng opérations comme cela sera détaillé ci-
dessous. Devant corréler les estimations de 1/2.424rtes (Aeartes+ 1) ,/if/n?,

1Ce nom attribué désormais & cet estimateur semble étre un peu usurpé car peu d’estima-
teurs de spectre de puissance ne sont pas quadratiques. . .

?Notons qu’en plus de l'invention de la méthode de Newton-Raphson, il est revendiqué
de maniére erronée dans [7] un algorithme en (/sz. Ce compte néglige en effet un pré-facteur

crucial en ,/Vps .
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paires de sous-cartes et de .42 bandes, cette corrélation cofitera de 1'ordre de
M2 N2ny, opérations.?

Comme ces simples évaluations le démontrent, cette décomposition hiérar-
chique permet de passer a un nombre d’opérations en %2 ce qui constitue
déja un énorme progrés. Mieux encore, comme nous le verrons par la suite,
moyennant quelques approximations justifiées par 1'expérience, ce nombre peut
devenir une fonction linéaire de A;.

Remarquons par ailleurs que cet algorithme est naturellement paralléle au
sens oll chaque opération d’évaluation et de corrélation peut-étre effectuée indé-
pendamment. Nous avons donc affaire a un parallélisme de tdches ou l'usage de
Ncpy Peut-étre quasi-optimale pourvu que ce nombre soit inférieur a %2 / nf, /2.

Mais, avant de pousser plus avant et de démontrer 1'efficacité de cette mé-
thode, discutons certains points clefs touchant a sa réalisation pratique.

3.2 Mise en oeuvre

La mise en oeuvre d’une telle méthode appelle a définir plus précisément
certaines étapes essentielles. Parmi elles, la maniére de combiner les estimations
de chaque carte, le nombre de pixels des sous-cartes, la maniére de dégrader
la résolution. Les principes régissant la solution a chacun de ces points sont
discutés ci-dessous brievement.

Ici encore, les différentes résolutions seront définies par les niveaux k, reliés
au parametre de résolution Ni;q4. de la pixelisation HEALPix, par Nsiqe = 2F.

k croit donc avec la résolution.

Comment recombiner optimalement des estimations ?

Naturellement, les estimations de §%; effectuées sur ces sous-cartes (qu’elles
soient différentes ou non) ne sont pas indépendantes. Aussi, il convient tout
d’abord d’évaluer cette corrélation, de combiner en conséquence puis d’en dé-
duire la corrélation entre les estimations finales dans différentes bandes.

A partir de la définition d’'un estimateur quadratique donnée par Eq. (3.7
il est aisé de montrer que la corrélation entre deux estimations effectuées sur
deux cartes o et G de résolution quelconque sont :

(6P 6CL) = ol g1 (3.11-a)

1 .
= = Z(F;l)l 1 Fg M )enTr [Aa 17CapApimCpal (3.11-b)

n n
1l

olt on a défini

acC
Ay =C = —22p-1 3.12
1l ao 6% aox ? ( )

3Remarquons que la comptabilité précédente semble indiquer que nous avons intérét a
faire tendre n, vers 0. Ceci n’est bien sur pas le cas car, comme nous le verrons plus tard, la
résolution spectrale deviendrait également nulle.
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et oll Cyp désigne la matrice de corrélation entre deux cartes.

Etant donné cette évaluation, nous savons comment combiner ces estima-
tions, combinaison optimale pourvu que nous fassions I’hypothése que ces er-
reurs soient distribuées de maniére Gaussienne (ce qui est approximatif, ainsi
que cela sera discuté ci-dessous) *. Les §%s de variance minimales seront alors
donnés par :

z Z Farprr | 6Cp = Z Fal p11 665 (3.13)
af

Iz apl’

et leur matrice de poids (inverse de la matrice de variance-covariance) par :

Fu=Y_ Farp- (3.14)
ap

Comment déterminer la taille des sous-cartes ?

Comme nous I’avons vu précedement, le nombre d’opérations requis décroit
avec le nombre de pixels dans les sous-cartes. Toutefois, notre capacité a séparer
des modes £ espacés de 64 est déterminée par 'égalité 6¢ = /6., ol 62 x n, /A
est une dimension angulaire caractéristique de la plus-petite sous-carte®. Aussi,
np doit étre suffisament grand pour maintenir la résolution spectrale a un niveau
satisfaisant. Notons que ceci s’observe naturellement a travers les corrélations
< 06,0, > constituant les éléments de la matrice de Fisher.

En pratique, le spectre de puissance des cartes de température attendu ne
posséde pas de structures plus fine que §¢ < 30. L’évaluation de 2500 pixels
étant suffisament rapide, nous pouvons donc définir

30 13.7\2
) (3.15)

~ 3 (29
np ~ 2.5 x 10 <6l a

ol 6, désigne la largeur angulaire d'un pixel. Cette prescription sera appliquée
par la suite.

Comment dégrader optimalement une sous-carte ?

Contrairement au cas de la fabrication de cartes présenté précédement, nous
ne désirons ici que dégrader des cartes. De fagon générale, on peut décrire cette
opération linéaire comme suit

F = W lawzk (3.16)

)

ol app vaut 1 pour tout les pixels de :L"; dégradés en z et ol W = awaT.

Remarquons qu’en présence de bruit corrélé, une analogie directe avec la section

k+1
P

4Notons que la corrélation précédente nous ramene au résultat (§€,6%,) = Fﬁ,l, sia = 0.
5A noter I’analogie quantique, naturelle mais élégante, développée en [8].
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précédente nous permet de définir une dégradation optimale définie par w =
Np;l,. z* joue alors le rdle de flot temporel (d) et o celui d’opérateur de projection
(A4).

Une pondération optimale, si nécessaire, requiert 'inversion de W, ce qui
est substantiellement moins cofiteux que l'inversion de N (sur la carte fine), car
nécessitant 16 fois moins d’opérations. La aussi, la structure particuliere de W
offre la possibilité d’inversions plus rapides.

3.3 Applications et Perspectives pour les cartes
megapixels

Premiere Application

Pour démontrer 'efficacité de cette méthode, considérons une premiére si-
mulation pour laquelle .4, = 10%.

Fixant n, = 2500, nous sommes ammené a considérer deux niveaux de
résolution. Le niveau de bruit (20uK par pixel de (13.7)?) et la taille du lobe
instrumental (20') considérés correspondent aux performances d’experiences de
type ballon. Le bruit n’a aucune corrélation spatiale et est homogene.

Dans ce premier cas, le nombre relativement faible de pixels nous permet
de comparer nos résultats avec ceux obtenus par une méthode exacte (a la
MADCAP), i.e. calculant explicitement un estimateur quadratique sur la carte
initiale. Cette comparaison est explicitée sur la figure 3.1.

La partie supérieure de la figure de gauche nous montre les estimations de
spectre de puissance effectuées pour les sous-cartes a haute résolution et celles
a faible résolution. La partie inférieure nous montre leur combinaison optimale
ainsi que le résultat “exact”. Les barres d’erreurs tracées correspondent a la
racine carrée des éléments diagonaux de l'inverse de la matrice de Fisher. La
ligne continue correspond au spectre dont le ciel complet est une réalisation.

L’accord est de toute évidence excellent. Les différences sont inférieures a
20 % des barres d’erreurs. Non seulement, I’estimation du spectre est correcte,
mais celle des erreurs 'est aussi, comme illustré par la figure de droite ol sont
tracés quelques rangs de la matrice de Fisher “exacte” et évalué aprés décom-
position hierarchique et recombinaison. Les barres d’erreurs ne sont augmentées
que d’au plus 10 % (ce qui est compatible avec la dispersion de 20 %).

Extrapolation et approximations supplémentaires

Ce résultat trés encourageant nous pousse naturellement a extrapoler ces
données en utilisant 1’évolution du nombre d’opérations précédement exposée
et verifiée.

Nous évaluons le temps requis pour 1’évaluation de .43 bandes & partir d’'une
carte de .4, pixels divisés en sous-cartes de n, éléments a :

2 2
t~1an<500)( 3 ) (np)<‘/%> (3.17)
neps) \3x 106 ) \2500/ \ 1000
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Résultat de la simulation avec .4, = 10 000. Figure de gauche, partie supé-
rieure : Estimation du spectre de puissance des 4 cartes individuelles, a pleine
résolution, de 2500 pixels, et de 1 carte, de résolution 4 fois moindre, de 2500
pixels. Figure de gauche, partie inférieure : estimation du spectre de puissance
en combinant optimalement les résultats individuels précédents (disques) et en
effectuant 1’évaluation exacte (cercles). Notez que dans ces deux panneaux, les
points sont 1égérement décallés pour plus de clarté. Figure de droite : 3 rangs
de la matrice de Fisher calculés exactement (ligne solide) et estimé par décom-
position hierarchique (ligne continue) (unités arbitraire).

Ainsi donc, ’analyse d’une carte de type PLANCK prendrait un an malgré
I'usage intensif de 500 processeurs. Par rapport au chiffre de 25 000 ans (sur
un processeur) annoncé précédemment, nous avons donc déja progressé d'un
facteur 50. Ceci est certes un progrés considérable par rapport a une approche
directe et rend cette méthode applicable telle quelle, facilement, pour les expé-
riences de type ballon (ARCHEOPS ou TopHat o1 A5, ~ 5 x 105 et A4 ~ 10),
mais n’est pas encore suffisante pour PLANCK. Nous avons donc besoin d’ap-
proximations supplémentaires. Il suffit de remarquer que 1’étape limitante est
constituée par la corrélation des sous-cartes, pour que 1'idée de négliger certaines
de ces corrélations apparaissent.

Ces approximations seront amplement motivées au regard des résultats du
second des cas considérés.

Afin de se rapprocher encore des conditions rencontrées en pratique, nous
considérons cette fois le cas d’'un bruit trés inhomogéne pour une carte avec
Ap = 40 000 pixels. Le lobe instrumental est le méme mais le bruit est cette
fois hautement inhomogéne puisque la rms par pixel varie d'un facteur 9.

100



Les résultats d'une analyse par décomposition hiérarchique sont présentés
sur la figure 3.2 ainsi que la moyenne pondérée naiive, z.e. négligeant les corré-
lations, de toutes les cartes a une résolution donnée.

Une premiére remarque, frappante, peut étre faite : la moyenne naiive donne
des résultats tout a fait raisonnables. Cet accord, au moins a grand ¢, signifie
que les corrélations entre sous-cartes sont faibles, puisqu’a grand £ seules les
cartes du niveau maximal contribuent. Ceci conforte donc 1'idée de négliger la
plupart de ces corrélations. Si I’on considére en plus qu'une bande donnée est
influencée simplement par 2 ou 3 niveaux, alors, calculer les seules corrélations
entre cartes, soit voisines soit se superposant, et appartenant & des niveaux
adjacents, méne aux temps suivant :

B 200\ (A4 [ np \2 [ M\ (DA
t_78hrs(ncpu> (W) (5000) (E)( 3 ) (3.18)

ol l'on a calculé uniquement les corrélations entre les A4, bandes voisines.
Nous arrivons donc au résultat remarquable d’un temps linéaire en N, ! © Pour
obtenir ce résulat, le seul a ce jour a rendre compte de la pleine complexité de
PLANCK (bruit corrélé, inhomogene et taille des données), nous nous sommes
fixés une résolution spectrale de 6/ = 45 ce qui implique n, = 5000 pour
8, = 3.5' (Nssge = 2048).

3.4 Discussions

De la décomposition hiérarchique...

La méthode que nous avons présentée est efficace et d’hors et déja utilisée
pour les expériences ARCHEOPS et TopHat. Elle fait 1'objet d'un code FOR-
TRAN 90, parallélisé au moyen du protocole MPI. 7 I est par ailleurs publique.

A l'heure de sa publication, elle était la seule & fournir une réponse au
probléme de la mesure des %, pour 'experience PLANCK en tenant compte de
toute sa complexité, tant en termes de taille des données, de I'inhomogénéité du
bruit et de ses propriétés de corrélation. Ce dernier point constitue peut-étre
son avantage majeur.

Méme si la prise en compte adéquate d’un bruit corrélé n’a pas été démontrée
en pratique, il fait peu de doute qu’elle puisse étre. Quelle que soit 1’échelle d'une
carte, le bruit y est traité de maniére optimale par manipulation explicite de la
matrice de bruit. Aussi, la seule information concernant le bruit qui soit perdue
concerne les corrélations entre cartes. Celles-ci étant, comme on l'a vu, tres
faible pour le signal, elles le seront encore plus pour le bruit.

Une autre propriété importante de cette méthode est 1'absence de besoin
non seulement d’inverser, mais aussi de stocker la matrice de bruit a pleine

6Ce temps est linéaire en .#, pourvu que np soit fixe. Si ’on fixe la résolution spectrale §£
et varie .45 alors np o 45 et on retrouve donc ¢ o 3.
7Ce parallélisme a été testé de maniere satisfaisante jusqu’a 77 cpu.
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Résultats d’une analyse hiérarchique d'une carte 200 par 200 présentant un bruit
fortement inhomogeéne. 16 sous cartes a pleine résolution ont été considérées
(niveau 8, 13.7"2 pixels), 4 au niveau intermédiaire (niveau 7, 27.5'% pixels) et
une au niveau le plus dégradé (niveau 6, 55 pixels). Les triangles et les carrés
représentent les résultats d’une simple moyenne pondérée, i.e. négligeant les
corrélations, par résolutions, des 16 cartes du niveau 8 et des 4 cartes du niveau
7. Les pentagones représentent les résultats pour 1'unique carte de niveau 6.
Les disques représentent la combinaison des estimations de toutes les cartes. La
corrélation d’aucune paire de cartes n’est négligée. Comme dans la figure 3.1,
les points sont décalés horizontalement, par souci de clarté.

résolution. Seules certaines parties sont enfin nécessaires a un moment donné
et peuvent donc étre calculées a la volée (1.5 Tb en simple précision). Ceci
correspond particuliérement aux capacités des méthodes d’'inversion itératives
telle que celle proposée par [9].

Enfin, cette méthode, outre sa grande modularité - z.e. on peut réevaluer
séparément certaines cartes - a ’avantage de travailler dans l’espace des pixels,
ce qui permet facilement de sous-pondérer ou sur-pondérer certaines zones ol
le signal est supposé moins bon, par exemple a cause de signaux astrophysiques
d’avant-plan.... Elle est ainsi trés générale et applicable a toutes les stratégies
d’observation.

Son désavantage réside dans la perte de résolution spectrale inhérente a cette
subdivision.
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...et d’autres méthodes alternatives.

Pour faire bonne mesure, un examen précis des autres méthodes proposées
dans la litérature jusqu’a aujourd’hui est important. En effet, certaines solutions
ont été proposées pour contourner ce “terrible %3” [10].

Tout d’abord, exploitant la structure particuliére impliquée dans les ma-
trices A et Np,/ par certaines symmétries de la stratégie de balayage du ciel
et certaines propriétés de leur instrument (bruit quasiment décorélé), 1'équipe
du satellite MAP a obtenu une loi en .#,? [11]. De maniére plus générale, ces
matrices possédent certaines structures non encore exploitées pouvant améliorer
considérablement ce facteur, et appelant par exemple, des techniques approxi-
matives mais rapides de calcul de trace [9].

Une autre famille de solution se base sur l’analyse suivante : alors que les
propriétés du bruit sont bien décrites dans le domaine temporel (structure dia-
gonale de ﬁtt:), et celles, du signal dans la base des harmoniques sphériques
(structure diagonale dans la base des agy, pour le CMB au moins), ni les unes
ni les autres ne se décrivent aisément dans une autre base (Npp: est, par exemple,
dense). 11 serait donc intéressant de trouver une base autre ou les deux puissent
se décrire simplement. Cette base existe pour la classe particuliere d’expériences
observant le ciel au moyen de grands cercles [10] : il s’agit de la base des an-
neaux introduite par [12]. Ces anneaux correspondent a un réechantillonage de
n cercles adjacents temporellement décrivant sur le ciel un anneau de largeur
d¢. Cette voie est, certes, prometteuse [13], mais n'a pas encore démontré toute
son applicabilité, principalement du fait qu’elle repose sur certaines hypothéses
expérimentales critiques, telle la stationnarité du balayage du ciel (voir chapitre
2). Ainsi, alors que cette classe englobe en principe ARCHEOPS ou TopHat,
leurs observations trop “chahutées” ont rendu cette méthode caduque. Espoir
est permis qu’elle soit toutefois applicable dans des conditions meilleures, telles
celles des satellites MAP ou PLANCK.

Enfin, d’autres approches tentent de mettre a profit la rapidité des transfor-
mations en harmonique sphérique, caractéristique de la pixelisation HEALPix et
de ces cercles iso-lattitudes. Considérant tout d’abord des couvertures éventuel-
lement inhomogéne (faiblement) mais & symétrie de révolution, il a été dérivé
les statistiques des %; observés ou “pseudo-%;” [14]. Une méthode de débiaisage
sommaire du biais introduit par le bruit y a été proposée. Par la suite, il a été
pleinement développé [15] et appliqué lors de la seconde analyse des données
BOOMERanG [16] une approche de type Monte-Carlo par couplage a un fabri-
cateur de cartes rapide, comme suggéré dans le chapitre 2. Cette méthode est de
toute évidence rapide et efficace. Pour PLANCK, le temps de calcul nécessaire
est estimé a

. Nyreal 8
troral ~ 24 ( ) ( ) . 3.19
total jrs 300 ncpu ( )

Notons que le nombre de réalisations (n,.,;) désiré sera certainement plus grand
puisque avec 300 réalisations la précision sur 1’évaluation du spectre et des er-
reurs ne peut étre meilleure que 10 %, mais par contre, le nombre de processeurs
disponibles sera nettement plus important. Toutefois la difficile correction de la
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convolution opérée par la fonction fenétre ainsi que la difficulté de description
du bruit dans cet espace, imposent de se restreindre a une forme simple de fonc-
tion fenétre (de maniére a pouvoir &étre traité analytiquement) et contraignent
a une structure de bruit faiblement corrélé (en pratique la partie non-diagonale
de la matrice de bruit dans 1’espace des a;m, est négligée). Aussi, méme si moins
générale, cette approche semble étre trés compétitive face a la notre.

Enfin, fort de I'expérience acquise dans 1’étude des catalogues de galaxies, la
mesure du spectre de puissance a partir d'une mesure préliminaire de la fonction
de corrélation a deux points a été récemment défendue [17]. Un avantage certain
de cette méthode est, comme pour la notre, et par opposition a celle précédement
décrite, que le fait de travailler dans 1’espace réel permet une description aisée
du bruit et une correction immédiate de la fonction fenétre [18]. Cette mesure
n'inclut pas a prior: la détermination des erreurs et doit donc étre suffisament
rapide pour permettre une approche de type Monte-Carlo. Naturellement en
%2, , il a été proposé d’obtenir (et obtenu &) un comportement en ~ A} In .4,
en utilisant des techniques de type “KD-tree” [19].

Finalement il a été proposé [20] d'utiliser conjointement la rapidité de la
transformée en harmonique sphérique sous HEALPix et les vertus d'une ap-
proche par fonctions de corrélations, en mesurant tout d’abord rapidement un
%, par simple transformée en harmonique sphérique rapide, avant d’en déduire
une fonction de corrélation que ’on corrige du bruit et de la fonction fenétre,
puis dont on déduit une évaluation des %; (alors déconvolé de la fonction fenétre
et dé-biaisé du bruit, au moins approximativement), effectuant ainsi un aller-
retour entre espace de Fourier et espace réel. Cette idée simple et efficace donne
a cette méthode un comportement en %1'61, loi imposée par la transformée
en harmonique sphérique. Parmi les avantages certains de cette méthode astu-
cieuse, sa rapidité, et son extension possible a la mesure des fonctions de corré-
lations a n-points, fonctions dont I'intérét pour la mesure de la non-Gaussianité
sera discuté dans le chapitre 5. Les inconvénients potentiels viennent du fait
que le traitement du bruit ne se fait que par une pondération “heuristique” des
paires de points. Cette pondération, pour étre optimale, requiert la connaissance
de la matrice de poids (d'un coiit en %3) ; aussi une pondération sous-optimale
est-elle nécessaire (généralement par la diagonale de Nyp:). Le comportement
de cette méthode en présence d’un bruit correlé n’est donc pas évident. Enfin,
naturellement une approche de type Monte-Carlo est indispensable pour évaluer
les erreurs. L’approche décrite précédement [15] se trouve énormément allégée
par cette excursion dans l'espace réel. Notons qu’en écho a ces vertus défen-
dues d'une mesure de %, via la fonction de corrélation, il a été montré I'intérét
d’une approche dans I’espace réel pour explorer analytiquement la physique de
la recombinaison [21, 22].

En conclusion, notre méthode robuste et générale co-existe avec des mé-
thodes, trés rapides, & base de transformées en harmonique sphérique, ayant
abandonné les estimateurs de maximum de vraisemblance au profit d’estima-
teurs de type Monte-Carlo. Nul doute que dans les prochaines années, ces deux

83. Colombi et al. , résultat non publié
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types d’approche seront appliquées de maniére complémentaire.

3.4.1 Extensions

Les extensions les plus naturelles de ce travail trouvent leur origine une fois
encore dans un examen critique des hypothéses nécessaires a notre méthode.

Parmi celles-ci, notons que nous supposons la Gaussianité a deux endroits
distincts.

— Tout d’abord, celle du signal et du bruit. Le bruit est raisonnablement
espéré Gaussien sur une carte. Le satut de la Gaussianité du signal lui est
plus subtil, puisque non-dénué d’enjeux physiques profonds comme nous le
verrons dans le chapitre 5. Méme si dans tous les cas, les derniéres mesures
suggérent que la non-Gaussianité du CMB est faible [23, 24], la question
se pose de savoir ce que signifie la recherche d’une éventuelle composante
non-Gaussienne (probléme pour lequel nous proposerons une méthode au
chapitre 5), dans un signal traité au moyen d’opérateurs établis sur sa
Gaussianité. Pour quantifier ce probléme, des études de type Monte-Carlo
seront probablement nécessaires.

— Nous avons également supposé la Gaussianité des incertitudes liées aux
%1, en ne les specifiant que par le maximum de la fonction de vraisem-
blance et sa matrice de courbure (ou matrice de Fisher). De fait, cette
approximation peut conduire a de faux calcul d’erreurs, mais le remeéde
proposé dans [2, 3] est tout a fait approprié, reméde qui consiste a considé-
rer que les erreurs sont d'un type “log-normal” décalé. Plus précisément,
les erreurs sur la quantité Z, = In(%6, +z,) suivent approximativement une
distribution normale. Le décalage z, mesure simplement la contribution
du bruit aux erreurs, .e. n’inclut pas les erreurs cosmiques.

Ainsi la principale piste de recherche découlant de ce travail concerne 1'étude
des effets de la non-Gaussianité du signal. D’éventuelles approximations supplé-
mentaires, provenant de la structure méme des équations constitutives de notre
estimateur sont également a 1'étude.
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Chapitre 4

Une description analytique
des effets de lobe
instrumental

u cours du chapitre 2, notre attention a été attirée sur la difficulté

de fabriquer des cartes optimales dans une situation ou le lobe ins-
trumental principal n’est pas symétrique. Or, de fait, toutes les expériences
récentes ont du faire face a un certain degré d’assymétrie, évalué par exemple
pour MAXIMA, ARCHEOPS ou PLANCK, par exemple, & environ 20 % d’el-
lipticité pour certains canaux [1, 2]. La raison principale en est la position
nécessairement décentrée des détecteurs dans le plan focal du télescope.

Dans ce chapitre, nous décrirons un travail effectué en collaboration avec
Pablito Fosalba et Francois Bouchet visant a décrire de fagon analytique ’effet
d’'un lobe elliptique. Il a fait 1’objet d’une publication [3] reproduite en annexe
3.

Mais, méme si notre travail publié a 1'heure actuelle ne traite que d’une
description analytique des effets d’asymétrie du lobe principal, nous tacherons
dans d’introduire ici plus largement le probléme, tant théorique qu’experimen-
tal, posé par la non-symétrie du lobe primaire (lobe principal) mais aussi par
la large extension des lobes d' “ordre supérieurs” (lobe lointain). Aussi, nous
serons amené a décrire, plus qualitativement, certains de nos travaux en cours.

Ces problémes sont particuliérement complexes pour PLANCK o1, a la dif-
ficulté intrinséque du probléme, s’ajoute la grande dimensionalité des données,
et ce d’autant plus que la sensibilité espérée requiert une grande maitrise des
effets systématiques au rang desquels figurent naturellement I’asymétrie du lobe
principal et la pollution par le lobe lointain. Par exemple, un effet important
induit par un lobe principal non-symétrique réside dans la distorsion des cartes
d’anisotropies du CMB [4]. Or, cette distorsion pourrait &étre trés difficile a
distinguer de celles d’origine gravitationelle (effet de lentille gravitationelle dii
aux grandes structures), dont on cherche a observer la signature dans le CMB
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[5, 6, 7, 8].

L’effet du lobe lointain, lui, est important de par le caractére ténu des fluc-
tuations que 'on cherche & détecter, puisque d’'une amplitude 10~° fois plus
faible que celle du fond a 2.7 K. Dans les régions de faible latitude galactique,
1’ intensité du rayonnement de type synchrotron ou bien du rayonnement de la
poussiére froide, peut dépasser l'intensité des fluctuations du CMB de plusieurs
ordres de grandeur [9, 10], si bien que l'intensité de ce rayonnement millimé-
trique diffracté pollue les mesures effectuées, alors méme que le télescope pointe
dans des directions tres éloignées (30 ou 45 deg) [11, 12, 4]. L’amplitude de cette
pollution est inférieure a la sensibilité attendue pour les modes de largeur an-
gulaire plus petits que 10’ (£ > 1100), mais n’est plus négligeable pour les plus
grands modes (£ < 1100) [13].

Ce probléme est d’autant plus difficile que le lobe lointain dépendant princi-
palement de la configuration précise de l’environnement du télescope (boucliers
solaires, baflage...), il ne peut &tre déterminé qu’en vol (d’une maniére en-
core indéterminée). Ceci le distingue du lobe principal qui lui peut &tre mesuré
précisément au sol et en vol par observation de sources brillantes [14, 2].

Aussi, il nous faut, tout d’abord, évaluer et comprendre ces effets, au moyen
d’évaluations analytiques ou numériques (simulations), mais aussi apprendre a
les corriger, si besoin est, lors de la phase d’analyse des données.

Nous commencerons donc par présenter, dans la section 4.1, une évaluation
analytique des effets dus a la non-symétrie du lobe principal, avant de discuter
cette évaluation dans la section 4.2, en considérant plusieurs expériences ac-
tuelles. Enfin, dans la section 4.3, nous esquisserons les principes d'algorithmes
d’analyse (et de simulations) faisant ’'objet de projets en cours.

Notons que la complexité de ces effets s’accroit encore dés lors que 'on
cherche & mesurer non seulement l'intensité mais aussi la polarisation du flux
incident, comme nous le verrons dans la premiére section.

4.1 Effets d’un lobe primaire elliptique : une ap-
proche analytique

Différents groupes de recherches se sont intéressés a ce probléme, mais tous
ont eu recours a des calculs simplement numeériques, de fait pauvres en expli-
cations ou en prescriptions claires [4, 1, 15]. Cette absence a particuliérement
motivé notre travail analytique.

La plupart des lobes principaux réels exhibent un écart a la sphéricité pou-
vant étre raisonnablement modelisé en considérant un lobe elliptique [4, 16, 1]
1. Aussi, nous considérerons tout d’abord les effets d’'un lobe elliptique sur la
mesure de l'intensité totale, avant d’étendre ces résultats a la mesure de la
polarisation linéaire.

Au cours de cette section, nous renvoyons les lecteurs a notre publication
reproduite en appendice pour éclaircir toutes définitions non explicitées, ceci

1Ceci demeure une approximation nécessitant de plus amples validations
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afin, bien sir, d’en alléger substantiellement la lecture.

Lobe elliptique : des vertus d’une approche perturbative

Pour décrire les observations lors d'une analyse “plein-ciel” du CMB, il est
commode de décomposer la fonction réponse de I’instrument, que nous noterons
B(6, ¢) dans ce chapitre (adoptant donc une notation simplifiée par rapport a
celles introduites dans le chapitre 1), dans la base des harmoniques sphériques
Yy m(6, @), ou £ désigne 'ordre multipolaire. Cette base permet naturellement
de décrire plus aisément la convolution impliquée par toute observation. Une
fois ce développement effectué, considérant uniquement avec des expériences a
haute résolution, il sera possible de considérer la limite des petits angles: 8 < 1
et £> 1.

Nous définissons donc les coefficients by, de cette décomposition par

bem = [ 4 B(O,6) Yin(614) (4.1)

Considérant le cas d'un lobe primaire elliptique, nous définissons
92
B(6,4) = Bo exp [_E 1(9)] (4.2-2)

ol f(¢) = 1 — x cos?(¢) décrit ’écart & une lobe Gaussien (circulaire), ot nous
définissons l'ellipticité comme le parameétre

x=1-(0/0a)’ (4.3)

prenant des valeurs 0 < x < 1, olt g, et o dénotent respectivement les dimen-
sions des grand et petit axes et oit By = [[ d2B(6, #)] ' désigne la normalisation
du lobe. Notons que cette description d’une ellipse est implicitement dans une
approximation plane. Avec ces notations, une fenétre circulaire et Gaussienne
correspond au cas x = 0.

L’idée premieére de notre approche consiste a trouver une expression analy-
tique pour b, ,,,, définit en Eq. 4.1, en effectuant un développement de Taylor
d’un lobe elliptique (Eq.4.2) autour d*un cas symétrique (x = 0). Cette expan-
sion est générale et valide pour tout .

Ce développement perturbatif peut s’écrire de la sorte pour B(4, ¢),

2 2

6 6
Bgy exp [_F + 555X cos?(¢ — w)]

B(6,9)

By [B(@) + x%B(G) cos?(¢ — w)] +0(x%)  (4.4-2)

Q

et entraine une expression analogue dans ’espace harmonique :

n
bem =2 ”%% = b0 + box + O(x%) - (4.5)

n
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Le point clef de cette approche réside dans le fait que le terme d’ordre n
de la transformée en harmonique sphérique puisse étre intégré exactement dans
I'approximation des petits angles. Seuls les modes pairs en m sont non nuls
et s’écrivent :

() _ _ 2m 2n! 24m -z (m)
bym = 92n—m/2 Ne—m (n+m/2)! g e " Ly i o(2) (4.6)
olt z = £202/2, Ny, est une normalisation propre aux harmoniques sphériques

et o L,(,a)(z) est un polyndome de Laguerre d’ordre v et de parametre a.
Ceci nous permet d’aboutir au résultat clef suivant :

bym=0" N} e *? 27,,,", L{m)(z) x¥+™/2 (4.7)

v=0

ott 'on a défini N}, = Ny _m/Bo, Bo = Bo/(2m0?), et
Yo,m = (2v + m)1/ (2% 3™/ 2(y + m/2)I(v + m)!) . (4.8)

Le cas circulaire Gaussien est retrouvé pour x = 0, pour lequel seulement
le terme m = 0 est non-nul soit by, = Nyo exp[—£202/2] 6m 0. Par ailleurs,
l'usage des régles de combinaison des harmoniques sphériques entraine b, _,,, =
bem, ce qui nous permet par la suite de ne considérer que le cas m > 0.

Discussion et prescriptions pour ’intensité totale

Ce résultat ameéne les remarques suivantes :

— Pour des expériences a haute résolution, ¢ <« 1 rad, la transformée en
harmonique sphérique de cette fonction réponse elliptique est dominée
par la contribution circulaire du mode m = 0. Notons, toutefois, que ce
terme m = 0 ne correspond plus a un lobe circulaire Gaussien du fait des
termes correctifs en .

— A Yordre dominant en  (correspondant a v = 0 dans l’expression 4.7),
les modes m non nuls sont tres atténués

bl’m = Y,m Xm/2 (UZ)mNIO eil202/2 m= 2a41 6) s (49)

Si bien que leur contribution est non-négligeable par rapport au mode
circulaire (m = 0) lorsque 0242 ~ 1/x, ce qui est aprés le pic de la
fonction fenétre & 0£2,,, ~ (1 — x/4)/2. Ainsi les corrections des termes
non-circulaires (grand m) piquent & un £ croissant avec m. Ce résultat

explique les résultats, numériques, récents de [15].

Si nous calculons numériquement chacun de ces termes nous trouvons tout
d’abord que la convergence est trés rapide. Aussi un trés petit nombre de termes
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est requis afin d’obtenir une bonne description de cette fonction fenétre. Ceci
rend ces calculs plus facilement utilisables.

De maniére a quantifier cette convergence et surtout a en déduire des pres-
criptions pratiques concernant le nombre de termes requis pour une expérience
donnée, nous comparons cette expansion a une intégration numérique exacte
et déterminons le nombre de termes nécessaires afin d’obtenir une description
exacte a 1 % prés de la fonction fenétre pour £ < £pmaz = 5€peak- Ces nombres
sont rassemblés dans le tableau ci-dessous.

x  (0a/o) | 0.17(1.1) | 0.30(1.2) | 0.40(1.3) | 0.49(1.4) | 0.55(1.5)

OrwHM Lpeak 548 531 519 509 502
10/ n 2 3 4 6 6
OrwHM Lpeak 1097 1063 1039 1020 1005
5 n 2 3 4 6 7

Table 3.1 Dans cette table nous avons placé le nombre de termes n de l’expansion en X

requis pour obtenir une précision plus grande que 1% jusqu'a €maz =5 £peak-

Les nombres présentés dans ce tableau, en plus de témoigner de la rapidité
de convergence de ’expansion, aménent une autre requéte. En effet, comme
nous ’avons vu, la correction a ’ordre n du mode m = 0 est du méme ordre
de grandeur que 'ordre dominant du mode m = n avec m pair. Aussi, si l'on
veut étre cohérent, l’ordre de la correction la plus élevé en x du mode m =
0 (mode circulaire) doit correspondre au plus haut mode m (mode non-
circulaire) inclus dans l’ezpansion de la fonction fenétre by,,. Par exemple,
pour modéliser cette fonction fenétre avec une précision de 1% pour £ < £y qz =
5Zpear (ce qui est bien souvent trop important) il convient pour un lobe avec
rwuym = 10' d’inclure le mode m = 2 pour x = 0.17 et 0.30 , les modes
m = 2,4 pour x = 0.40, etc...

Ces contraintes sur la cohérence nécessaire a un traitement précis de 'effet
du lobe instrumental sont particulierement explicitées par cette approche per-
turbative et vont a l'’encontre de certaines pratiques ou idées décrites jusqu’a
maintenant.

Généralisation a la mesure de la polarisation linéaire

Ces effets de lobe instrumental sont également importants pour la mesure de
la polarisation, peut-étre méme plus étant donné qu’une différence entre deux
voies est nécessaire.

Cette mesure en elle-méme semble particulierement délicate puisque le CMB,
s'il est d’origine cosmologique, doit &tre polarisé linéairement & hauteur de 10%
seulement par la diffusion Thomson des photons sur les électrons chaud de la
surface de derniére diffusion [17, 18, 19, 20]. Mais, alors que la détection d'une
composante polarisée du CMB échappe encore a la sensibilité des expériences
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actuelles?, il est bien connu qu’une telle mesure permettrait de lever des dégé-
nerescences entre certains parameétres cosmologiques [21, 22] et constituerait un
test tres fort des théories sous-jacentes en détectant, par exemple, un fond diffus
d’ondes gravitationnelles inflationnaires [23, 24]. Plus précisément, I’amplitude
de la composante “C” (pour “Curl” en anglais, voir ci-dessous) de la polarisa-
tion linéaire due aux ondes gravitationnelles générées au moment de l'inflation
est proportionnelle au carré de 1’énergie caractéristique de l'inflation (encore
indéterminé). Si une telle énergie existait, et si elle avait un lien avec 1’échelle
de grande unification (GUT), ou avec une physique & 1'échelle de Planck, ce qui
est supputé par de nombreux théoricien de I’Univers primordial, alors naturel-
lement, une telle mesure serait d’une richesse inouie.

Dans cette bréve section, par refus d’une trop grande technicité, nous glisse-
rons sur certaines subtilités introduites par la polarisation (nous renvoyons tout
lecteur intéressé a notre publication [3], reproduite en annexe, o les notations
et conventions sont introduites et soigneusement comparées a celles utilisées
dans la littérature).

Pour notre plus grande satisfaction, il est possible de traiter le cas des lobes
instrumentaux linéairement polarisés de maniére analogue a celui de l'intensité
totale 3. Les radiations polarisées linéairement peuvent étre décrites en fonc-
tion des paramétres de Stokes @ et U (la polarisation circulaire étant nulle,
V= 0), qui, pour une onde plane, sont simplement reliés aux amplitudes du
champ électrique de ’'onde, dans deux directions orthogonales a la direction de
propagation [25, 26].

Suivant les notations standards [27, 28, 23, 29], les parametres de Stokes du
lobe instrumental sont décomposés dans la base des harmoniques sphériques de
spin 2, 42 Yy m, de la maniére suivante :

Z5(@£0) = Y06 F ) 32Yim (4.10)

im

d’oti 'on déduit 1’expression suivante des modes G (“gradient”) et C (“rota-
tionnel” de ’anglais “curl”)

1 ~ ~ =
= 575 [ 4 [@=iD)aYim+ (@ +i0) ¥

—1 ~ .~ ~
8. 7 / dQ [(Q — i) ,Yy,, — (Q +iD) _glg*m] . (4.11-)
Utilisant les propriétés de parité des harmoniques sphériques, nous pouvons
montrer facilement que
b = 1O

m )

b = —i b8 ., (4.12-a)

2Ce qui ne devrait plus étre le cas bientét si les expériences a venir tels BOOMERanG,
MAXIPOL, POLAR, CBI, Polatron et d’autres tiennent leurs promesses et si le CMB est,
bien sfir, polarisé au niveau attendu.
_ SCSci peut-étre vu explicitement en remarquant que pour un lobe polarisé linéairement,
QLU = —B(6,¢) exp(£2i¢). Nous avons donc un décalage de phase dans l’espace réel
qui se traduira par un décalage de mode dans l'espace harmonique, comme nous le verrons
plus-tard.
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si bien que la fonction fenétre est completement déterminée par un seul mode.
A titre d’exemple, nous nous limiterons par la suite au mode G.

Notons brievement que cette décomposition en mode “G” et “C” est équi-
valente a une décomposition en mode “E” et “B” appliquée dans ’étude des
distorsions gravitationnelles, o cette décomposition se révele utile, car dans le
régime des lentilles faibles, le champ de cisaillement est un champ de spin 2 4.

bim = V25 bipm=—V2,. (4.13)

Notons que cette décomposition en mode G-C (ou E-B) vise a transformer les
parameétres de Stokes, qui sont des quantités de spin 2 en un scalaire (E) et un
pseudo-scalaire (B).

En analogie directe avec le calcul effectué dans la section précédente, nous
pouvons écrire

Wim = D bim A = b 48X+ O(¢7) - (4.14)

Cette expansion peut, cette fois encore, étre intégrée exactement a tout ordre
et 'on obtient,

o
m= 0" 2 Nime ® Y Ym-a Li" D(2) X/ (4.15)

v=0

oll nous avons défini me = —£?™ My ./(4v/2B,), et ot les coefficients Yo,m—2
sont inchangés par rapport a la définition de Eq (4.6). Le facteur My, est une
normalisation propre aux harmoniques sphériques de spin 2.

Aussi, nous arrivons au résultat satisfaisant que, mis a part un décalage m —
m —2, les résultats précédents sont conservés. Ce simple fait rend naturellement
compte de la nature spinnorielle (spin = 2) du champ de polarisation.

Ainsi, cette fois, le mode m = 2 domine la transformée en harmonique
sphérique du lobe instrumental linéairement polarisé. Par ailleurs, nous trouvons
que les modes m > 2 sont supprimés par rapport au mode m = 2 en analogie
compléte avec la situation précédente (cas de l'intensité totale); si bien qu'un
traitement cohérent des effets d'un lobe elliptique nécessite, si le terme m = 2
est développé a 'ordre n, 'inclusion des modes m < n + 2 avec m pair.

Les mémes propriétés de convergence sont naturellement observées pour ce
développement.

4.2 Applications et discussions

Afin d’illustrer les calculs de “fonctions fenétre” précédemment effectués,
nous considérons maintenant l'’ensemble des statistiques a deux points spéci-
fiques a cette radiation linéairement polarisée. Notons que, si nous assimilons

4Voir [27, 30] pour deux introductions dans ces deux contextes différents et [31] pour une
mesure récente de ces modes du champ de cisaillement
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les observables (T', @, U) de cette radiation incidente a des champs aléatoire
Gaussien, alors leur description sera compléte, au sens ou leur distribution (cor-
rélée) sera complétement définie (voir ). Nous étudierons ensuite l'influence d'un
lobe instrumental elliptique sur 1’évaluation des %7, ol plutdt sur l'estimation
de leurs erreurs.

Matrice de corrélation polarisée

Acceptant cette hypothése de Gaussianité, la distribution de ces observables
est complétement caractérisée par les 6 (auto-)corrélations entre T, @, et U.
Suivant [32, 23] et faisant usage des symétries de parité qui imposent < T3 Uz >=
< @1Uz >= 0 ot les indices ; et 5 renvoient & deux directions 71, 72 sur le ciel,
cette distribution est fixée par

<TTy> < Tle > 0
M(7y,n2) = | <T1Q2 > < @1Q2 > 0 : (4.16)
0 0 < U Uy >

Les entrées de cette matrice de corrélation sont données par

<PP> = < Pe*ff(ﬁl,wl)Peff(ﬁg,W2) >

P.s5(R,w) /dQ D(¢,6,w) P*P (4.17-a)

o1 P, sest le résultat d'une convolution du lobe polarisé linéairement P= 'T‘,

Q,Uaveclecielet P=T,Q, U.

L’opérateur de rotation D(¢, 8, w) agit sur le lobe de telle sorte qu'il prenne
toutes les orientations possibles par rapport a un repére fixe sur le ciel [33, 29].
Ces trois angles pourraient, par exemple, étre les trois angles d’Euler.

Notons que dans ces notations, déterminer une stratégie d’observation du
ctel revient a fixer la dépendance temporelle des 3 angles (¢(¢), 8(¢), et w(?)).
Alors, n = n(6(t), ¢(t)) donne la direction de pointage & 'instant ¢ et w(t) est
I'angle de rotation du lobe autour de la direction de pointage. Par la suite, par
commodité, nous considérons comme implicite la dépendance en temps.

En toute généralité, on peut donc écrire,

Teff: Z[Dfn M(¢;9!w)]* b:M arm (418)
Qesr=2) [Dpn 1r($,6,0)]" b a7 afm (4.19)
Uess= ZZ[Dfn M(¢,9,LU)]* bZGI\tI a’lCm (420)
oll nous avons défini, a?m = (az2,em + a,g,lm)/Z\/i et iafm = (a2,tm —

a_2 ¢ m)/2 \/§
Faisant usage des propriétés de symétrie des matrices de rotation et de leurs
théorémes d’addition, nous pouvons facilement calculer, par exemple < 777> >
et < Tng >
<TiT, >=Y b4 (4.21)
L
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<T@y >=23 B¢ ¢C (4.22)
£

oll nous avons utilisé les définitions,
<ayr af, >=€ 0mm , P=T,GC (4.23)
et ol nous avons défini la “fonction fenétre a deux points”,
b5 =N Dy i b 5 P=T,G. (4.24)
M M!

Afin d'illustrer plus avant ces calculs, nous considérons le cas d'un lobe
faiblement elliptique (x < 1), de telle sorte qu'une correction au lobe Gaussien
au premier ordre en x soit suffisante. Dans ce cas, nous pouvons développer
aisément de maniére cohérente au premier ordre.

A cette fin, nous développons tout d’abord la fonction fenétre (Eq. 4.24) a
deux points,

b " = D§(B)bobio+ Dga(B)brobsz+ -+ - (4.25-a)

Aussi, en remplagant dans les équations 4.21 et 4.22, nous obtenons

<TiTy > = Xl: Cf [ Dby + 5£20° (D — Dby )|

(2£4; 1) 671202 4 ﬁ(xz) (4.26—&)
—<TNQ:> = ﬁZCZG [Déz + gzzag (Dé4 + D3, — 4Déz)]
¢
(2134—; 1) 6—2202 + ﬁ(XQ) (4.27—&)

Les différents termes de < T1Ty > et < T Q2 > sont tracés sur la Fig. 4.1,
pour le cas ol 4; = constante, autrement dit, nous tracons les fonctions de
(auto-)corrélation du lobe seul. Dans ce cas, on a supposé, par souci de sim-
plification, que le lobe balayait le ciel le long de lignes d'iso-lattitude (:.e.
a = 4 = 0) avec une orientation constante. Cette simplification peut avoir
une certaine réalité dans le sens ol des expériences observant le ciel avec des
directions de balayage diverses ont tendance a diminuer 'impact de ’asymétrie
du lobe instrumental.

De fait, nous constatons que la correction linéaire en x introduit une anti-
corrélation pour des pixels séparés par un angle 8 tel que 8 < o,. Ceci rend
naturellement compte du lissage du lobe a cette échelle tendant a8 homogénéiser
ces pixels. Pour une échelle supérieure, le lissage du lobe instrumental augmente
les corrélations entre pixels, corrélations qui décroissent toutefois avec # comme
I'on s’y attend. L’évolution de la fonction de corrélation < T'Q > et l'effet de
I'ellipticité sont analogues a ceux de la température < TT >.
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Fonction de corrélation Température-Température (gauche) et Température -
Q Polarisation pour un lobe faiblement elliptique. Un spectre de puissance plat
(67 = constant) est considéré. Les lignes en pointillé court correspondent aux
fonctions de corrélation pour un lobe circulaire Gaussien. Les lignes en pointillé
long correspondent a la correction linéaire de l'ellipticité en supposant que le
lobe observe le ciel sur des lignes de latitude constante avec une orientation
constante dans le ciel. Les lignes pleines représentent les fonctions de corré-
lations totales (Gaussien + correction linéaire). Les lignes en gras supposent
x = 0.3(g, /o = 1.2) alors que la ligne fine correspond a x = 0.17(c, /o = 1.1).

Covariance des spectres de puissance

Dans cette section, nous dériverons suivant [34] la covariance estimée des 4,
en présence d’un bruit homogeéne et non-corrélé. De cette maniére, on peut éva-
luer 'influence de d’ellipticité du lobe instrumental sur 1’estimation des erreurs
de mesure du spectre de puissance.

La covariance du spectre de puissance pour la température T peut s’exprimer
facilement pour le mode circulaire (m = 0) de la fonction fenétre :

INGAE (47 +w™ (b0)?) (4.28)

2
(20 + 1)Alfcie

On reconnait naturellement la somme d’un terme rendant compte de la variance
cosmique (une erreur purement liée la finitude de 1’échantillon) et d'un terme
lié au bruit, quantifié par le poids par unité d’angle solide, w = (Ugixwpim)il-
Le bruit par pixel 0pi; = 5//tpi- dépend de la sensibilité du détecteur, s, et du
temps d’observation par pixel, ¢,;,. L’angle solide est wp;z = Orwum X OrwaM.
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feier dénote la fraction du ciel observé.
De maniére analogue, on obtient pour la polarisation linéaire, en ne consi-
dérant que le mode dominant (m = +2) [23, 35],

&) =\ s 1)2M — (6 +u @) (4.20)

ol P = G, C, et pour le spectre croisé

1
AGFC) = \/m [(%TG 2+ (%T+w—1 (bfo)_Q)

x (%@G fuwt (21;?2)*2)]1/ : (4.30-a)

Ces résultats sont généraux mais n’incluent que le mode m dominant, i.e.
m = 0 ou m = %2, de I’expansion de la fonction fenétre. En toute rigueur, il
faudrait inclure les autres modes m et calculer la convolution impliquant tous
les a4y, du ciel, d'ou 'on pourrait déduire les erreurs. Ceci ne peut-étre fait
que numériquement pour des situations particuliéres. Toutefois, de telles simu-
lations ont été effectuées et suggerent que le mode dominant azimuthalement
symétrique permet une trés bonne mesure des %7, ce qui signifie que les autres
modes sont négligeables [1].

Sur la figure 4.2 nous avons tracé, pour quelques expériences contemporaines
(MAXIMA, BOOMERanG, ARCHEOPS), et pour PLANCK, une évaluation de
ces erreurs pour un lobe Gaussien (de rms o, ligne pointillée court), pour une
fenétre elliptique (m = 0, ligne solide) et pour une Gaussienne effective (de rms
040, ligne pointillée long). Notons tout d’abord que les principales différences
dans I’évolution générale de ces erreurs sont dues aux couvertures de ciel et aux
sensibilités distinctes. Relevons également que les chiffres utilisés correspondent
a une seule voie et qu'une moyenne de ces variances sur des intervalles Al = 75
est effectuée, 7.e. ces barres d’erreurs a un sigma sont en fait celles de bandes
de largeur A¢ = T75.

Nous constatons que considérer un lobe Gaussien conduit nécessairement a
une sous-estimation des erreurs a grand [. Néanmoins, une bonne évaluation de
ces erreurs est fournie par la Gaussienne effective.

Discussion des hypothéses

Dans cette section, nous avons proposé une modélisation analytique des effets
systématiques du lobe instrumental dans le cas d'un lobe elliptique. Cette modé-
lisation est basée sur un développement perturbatif autour d'un lobe circulaire
Gaussien. Nous avons montré qu'un tel lobe pouvait introduire des erreurs si-
gnificatives dans 1’évaluation des erreurs lors de la mesure des %}, et, de maniére
plus générale, qu'un traitement cohérent de ces effets requiert I’incorporation
de plusieurs modes, i.e. autres que les modes azimuthalement symétriques.
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Erreurs lors de 1’évaluation du spectre de puissance pour des expériences futures
et a venir. Figure de gauche. Nous avons supposé un spectre sous-jacent de type
ACDM et considérons une mesure de la température seulement. Les paires de
lignes (au-dessus et au-dessous de la ligne moyenne) correspondent a un lobe
Gaussien (de rms o, ligne en pointillé court), & un lobe elliptique (m = 0, ligne
continue) et & un lobe Gaussien effectif (de rms o,0, ligne en pointillé long).
Dans tous les cas, une moyenne sur des intervalles AZ = 75 est effectuée. Figure
de droite. Erreurs pour une voie de PLANCK a 100 GHz. Cette fois, a partir
du méme modele sous-jacent, la ligne continue correspond aux erreurs calculés
en supposant un lobe Gaussien alors que les lignes pointillées correspondent a
des lobes elliptiques de différentes ellipticitées . Le panneau du haut considére
les erreurs lors d’une mesure de la température alors que le panneau du milieu
considére la mesure de la corrélation croisée T' — G et, celui du bas, de la com-
posante G seule. Notons que les barres d’erreurs d’une éventuelle polarisation
C “s’envoleraient” pour £ ~ 500.

Formellement, la seule hypothése employée concerne ’approximation des
petits angles pour la description du lobe (mais pas du ciel sinon un simple
traitement en espace de Fourier (plat) serait suffisant), laquelle ne semble pas
criticable pourvu que 0 < 1 et £ >> 1, domaine auquel s’est restreinte notre
interprétation.

En pratique, une hypotheése forte tient dans la pertinence d’un lobe elliptique
pour décrire un lobe réel qui ne l’est pas exactement. Méme si cette hypothese
semble s’approcher grandement de la réalité, il conviendrait pour tout cas parti-
culier d’étudier la validité de cette modélisation et de quantifier la contribution
des résidus éventuels.

120



Une autre hypothése implicite de ce travail concerne l'identification faite
entre le lobe instrumental “temporel”, i.e. celui par lequel le ciel est convolé a
chaque point de mesure, et le lobe effectif “spatial”, i.e. celui rendant compte
pour chaque pizel de la carte de la multitude des observations de ce pixel, ef-
fectuées sous des angles différents. Dés lors que la stratégie d’observation n’est
pas triviale, i.e. a cercles d’élévation constants, ce lobe spatial effectif ne sera
ni elliptique, car plutét étoilé, ni méme homogene, au sens ot il différera d'un
pixel a l'autre. Aussi, méme si des observations répétées sous des angles diffé-
rents tendent a symétriser le lobe spatial effectif (ce qui est un point trés positif
de la stratégie de balayage de MAP [36]), traiter ce probléme dans toute sa gé-
néralité ne semble pas possible analytiquement, et a cette fin, I’expérimentation
numérique constitue probablement la voie la plus immédiate.

Pour ce faire, les outils pratiques (simulation et analyse) ne sont pas non plus
nécessairement immédiats a implémenter et nous allons les discuter brievement
dans la section suivante.

4.3 D’une prise en compte effective de cet effet,
a la reconstruction du lobe lointain.

Dans cette section, prenant acte a la fois des conclusions du précédent déve-
loppement, nous allons tacher de discuter comment ces effets de lobes peuvent
étre inclus, en pratique, pour les simulations ou l’analyse. Cette section souf-
frira certainement de son manque de résultats, puisqu’elle révele des pistes de re-
cherche en cours, mais notre ambition est qu’elle expose une fois encore quelques
difficultés pratiques, qui comme tout lecteur des chapitres précédents ’aura de-
viné, seront liés a la puissance de calcul requise.

D’une approche naive au niveau de la fabrication de cartes...

Nous pouvons tout d’abord comprendre pourquoi le traitement le plus naif
de ce probléme n’est pas applicable. Comme nous ’avons vu dans I’introduction
a cette partie, le flot temporel s’exprime comme le produit de la convolution du
lobe instrumental par le ciel le long de la trajectoire d’observation :

di = (mxs) +ny . (4.31)

Dans le cadre de notre approche itérative a la fabrication de cartes (voir section
2.3), nous avions fait ’hypothése d'un lobe symétrique. Les différentes orien-
tations lors de l’observation d'un pixel étaient équivalentes, si bien que nous
avions pu choisir de reconstruire une carte convolée par le lobe instrumental,
z. L’opérateur 7 se simplifiait alors énormément, et nous le renotions A. A ne
contenait qu’un seul élément non nul par ligne, élément égal 4 1. A chaque ité-
ration nous devions “observer” une carte puis effectuer une “projection”, i.e.
appliquer A et AT . Si bien que 'application de A nécessitait de ’ordre de .4
opérations. Etant donné les ordres de grandeur typiques de .44 ~ 107, le coiit de
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ces opérations était négligeable devant celui de I’application de la transformée
de Fourier en 44 In ;.

Imaginons a présent que l'on désire tenir compte d'un lobe non symétrique,
dont on décrit 'effet au moyen de la matrice A. Pour décrire convenablement
l'effet de ce lobe principal on introduit une carte de ce lobe contenant 7;,pe
pixels (les coefficients de cette carte de lobe sont normalisés de telle sorte que
leur somme valle 1). Dés lors, chaque ligne de A contient simplement ces n;pe
coefficients, ordonnés comme comme il se doit. Aussi l'application de A cofite
désormais n;,pe#; Opérations. Une description sensible du lobe contenant en-
viron 100 pixels, nous comprenons immédiatement que ’application de A de-
vient I'opération limitante de chaque itération, puisque njope/In.A; ~ 5 fois
plus cofiteuse que la transformée de Fourier. Ceci est, certes, encore réalisable
mais ralentit considérablement cette opération. A cela s’ajoute nécessairement
le calcul (& n’effectuer en principe qu'une seule fois, méme si des contraintes de
mémoires peuvent pousser vers un recalcul a la volée) et le stockage de A, calcul
nécessitant de I'ordre de njopef oOpérations et stockage de njope.ft éléments (si
on ne stocke que la partie non-nulle) équivalent donc a plusieurs jeu de données
complets! Remarquons d’hors et déja qu'une telle approche est simplement im-
possible pour traiter I’effet du lobe lointain (décrit par .4}, pixels également),
puisque l'observation d'une carte nécessiterait .4;,.4; opérations.

En procédant de la sorte, nous n’avons décrit qu'une implémentation im-
médiate de ce probleme. Si nécessaire, ¢.e. si ces effets n’étaient pas négligeables,
celle-ci pourrait étre néanmoins quasiment applicable pour des expériences de
type ballon contemporaines pour lesquelles .4 ~ 10° et A ~ 107, méme si
elles alourdiraient considérablement I’analyse. Dans le cas de PLANCK o, par
contre, nous devons tenir compte de ces effets (comme nous le démontrerons
par la suite), les ordres de grandeur .4, ~ 10° et #; ~ 10° rendent ces opéra-
tions simplement irréalisables. Notons également qu’en présence de bruit, rien
n’indique que ce systéme soit inversible (par exemple AT N~ A singulier si bien
que des régularisations sont nécessaires (voir ci-dessous)).

Face a ces simples faits, une premiére réaction consiste a améliorer une telle
implémentation dans 1’espace réel, en allégeant les opérations précédemment
décrites (diminuer astucieusement ny,pe, pré-calculer autant que possible, in-
terpoler certains éléments de A...). La seconde réaction qu'un lecteur avisé
n’aura pas manqué d’avoir, consiste & remarquer qu’en principe, l'usage du
théoréme de convolution laisse espérer qu’'une telle opération soit effectuée avec
un cofit nettement moindre dans l’espace de Fourier. Ceci sera effectivement le
cas, et se révélera efficient dans certaines situations sans pour autant résoudre
complétement notre probléeme.

...a une approche dans ’espace de Fourier : du bonne usage du théo-
réme de convolution

Dans la section précédente nous avons décrit, dans 1’espace réel (Eq. 4.17)
et dans celui des harmoniques sphériques (Eq. 4.18), une mesure instantanée
des observables d’une radiation polarisée linéairement. Nous rappellerons ici
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I'expression, dans ’espace réel et harmonique, de 'intensité totale T,

Tess(Ryw) = /dQ D(¢,6,w) T*T (4.32-a)

= Y IDh w(8,8,0))" B s aem (4.32-b)

ol ag ., désigne la décomposition en harmonique sphérique du ciel, T' [33, 29].

Si 'on considére que la description du lobe b, ), et du ciel ay,, requiert
seulement £ < £y,44 - ce qui est imposé par la plus haute résolution que le lobe
instrumental nous laisse espérer - alors le calcul de T.f; par 1’équation 4.32
nécessite O(¢2,,,) opérations. Lorsque ’on réalise que le lobe ainsi décrit inclut
également le lobe lointain, alors le gain par rapport a l'espace réel est évident,
oli un tel calcul, lobe lointain inclut, coiiterait & (%2) opérations (typiquement,
pour Ap ~ 10%, Loz ~ 760 (Nsige = 256 et Oy, = 13'). Notons que ce calcul
n’inclut pas le pre-calcul de ayy, et by, sous-dominant et effectué une unique
fois.

Aussi substantiel que soit ce gain, il demeure insuffisant si ’on désire générer
une grille de points d’ol1 I’on pourra générer des observations simulées par simple
interpolation. Une telle grille, pour étre compléte, nécessiterait de I’ordre de
23, ., points (3 angles d’Euler), soit un cofit total de &(£,,,) opérations. Pour
PLANCK, o, d'une part, de nombreuses simulations sont nécessaires et o1,
d’autre part, £,, . = 2048, cela demeure irréalisable.

Une solution a ce probléme a été proposée pour la classe d’expériences ob-
servant le ciel en décrivant des cercles, telle que PLANCK [33]. Elle consiste a
utiliser la factorisation de D(¢,8,w) dans Eq. 4.32, rendue possible par cette
stratégie de balayage. Brievement, le ciel couvert par une succession de cercles
parcourus indépendamment. I1 s’agit donc de dissocier 1’observation d'un cercle
(une rotation autour d’un axe unique, permettant 'usage de transformée de
Fourier rapide) de l'opération de positionnement de ce cercle (commune & tous
les points du cercle). Une telle factorisation allége considérablement le cofit de la
génération de ces observations, ainsi ramené & &(¢3, ) en généralet a 0(£3, ),
si l'on considére des expériences ou ces cercles figurent eux-mémes sur un an-
neau et forment donc un tore. Cette astuce est désormais couramment utilisée
dans le cadre des simulations PLANCK.

Premiers pas vers une déconvolution

Notre contribution a consisté & proposer un algorithme [37], ambitieux mais
non encore effectif, qui, partant de cet algorithme de convolution rapide, per-
mettrait de reconstruire a partir des données le lobe lointain, et donc d’évaluer
ces effets.

Cette approche est itérative, et suppose la connaissance du lobe primaire
principal uniquement. On peut la décrire comme suit :
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— Déconvolution des observations par le lobe principal. Les
résidus sont attribués a 1'effet du lobe lointain

— A partir de ces observations résiduelles, reconstruction d*une
carte du lobe lointain.

Formulé ainsi, cet algorithme est en fait une déconvolution “en double aveu-
gle” puisque ’'on cherche a reconstruire simultanément une carte du signal et
du lobe. Ce probléeme est classique et intrinséquement délicat, mais a été résolu
dans certaines situations [38].

De maniére générique toutefois, en présence de bruit, le systeme impliqué est
non inversible, si bien que des régularisations sont nécessaires. Parmi celles-ci,
on peut penser a la positivité du lobe instrumental, a des a prior: sur la forme
du ciel (par exemple, on peut supposer connue la Galaxie observée par le lobe
lointain).. .

En pratique, cet algorithme nécessite deux parties indépendantes, que nous
avons développées, et qui sont en fait les opérations inverses de 1’algorithme de
convolution rapide évoqué ci-dessus. Ces deux algorithmes permettent, étant
donné un ciel observé (convolé) et un lobe, de trouver un ciel déconvolé, ou
bien, étant donné un ciel observé et un ciel déconvolé, de trouver un lobe.

Méme si ces deux sous-éléments ont été développés, 'algorithme dans son
ensemble ne 'est pas encore, puisque les étapes de régularisation sont encore
absentes.
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Chapitre 5

Non-Gaussianiteé et
Courbure

ous l'avons motivé dans 'introduction générale, la mesure de la fonc-
¢/V tion de corrélation a deux points ou de sa transformée en harmonique
sphérique, %y, décrite au chapitre 3, ne peut se passer d’une caractérisation de
la nature de la distribution statistique sous-jacente. Plus spécifiquement, étant
entendu que, d'une part, les mesures semblent conforter des distributions de na-
ture principalement Gaussiennes, et que, d’autre part, ce fait est “prédit” par
les scénarios inflationnaires aujourd’hui favorisés, cette caractérisation a pris la
forme d’une recherche de signatures non-Gaussiennes.

Pour cette recherche, nous proposons, dans ce chapitre, une statistique ori-
ginale et sensible. Elle est le fruit d’une collaboration avec Stéphane Colombi
et Francois Bouchet, dont résulte une publication [1] reproduite en annexe .4.

La voie la plus naturelle pour mettre en évidence une telle composante non-
Gaussienne consiste a mesurer les fonctions de corrélations d’ordre n, su-
périeur & deuzx, ou, de maniére équivalente, les cumulants de la distribution.
Seule la connaissance de ces fonctions de corrélation permet, en principe, de
caractériser complétement une distribution. Cette voie a été grandement explo-
rée et des mesures, pour n = 3, dans les trois espaces, réel [2, 3], de Fourier
[4, 5, 6, 7, 8, 9, 10], ou des coefficients d’ondelettes [11, 12] ont été proposées
et appliquées a d’authentiques données, e.g. COBE-DMR ou MAXIMA I. Jus-
qu’a maintenant, toutes les détections de non-Gaussianité ont pu étre reliées,
de maniére plus ou moins explicite, a la présence d’effets systématiques.

Une seconde approche développée dans ce contexte, peut-étre essentiellement
pour des raisons historiques, est la statistique des extremas, par exemple leur
abondance, leur corrélation, etc. [13, 14] . Bien connue analytiquement [15], son
utilisation dans le contexte du CMB a été directement dérivée de 1’utilisation
abondante qui en était faite pour 1’étude de la formation des grandes struc-
tures. Les pics sont alors particulierement importants puisque correspondant
aux objets sur-denses (galaxies, groupes, amas) que 1’on observe [16]. Ces sta-
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tistiques ont déja été appliquées aux données COBE et sont encore développées
[17, 18, 19, 20, 21, 13, 14, 22].

Enfin, une famille d’estimateurs statistiques puissants s’'intéresse a caracté-
riser la topologie des ensembles d’excursion. Ces ensembles contiennent les
régions séparées par des “isophotes”, et sont donc définis pour un champ aléa-
toire T'(8) par A, (T) = {8 | T(6) > u}. L’évolution du nombre d’'Euler, x ! (ou
de maniére équivalente pour nous, le genus, G ?2) avec le seuil (voir ci-dessous
pour une définition) est spécifiée pour un champ Gaussien, ce qui en fait un bon
test de Gaussianité et un moyen de mesurer certains parametres spectraux. Une
maniére simple de mesurer le nombre d’Euler consiste a utiliser le théoréme
de Morse. Apres classification des points critiques 3 selon leur courbure, i.e.
maxima, minima ou selle pour une carte 2-D, ce théoréme stipule simplement
que

X = Mmaxima + Mminima — Mselle (51)

ol nx désigne le nombre de point de type X [15, 23, 24, 17, 18, 20]. Notons
qu’il est possible d'unifier la description des caractéristiques morphologiques des
ensembles d’excursions au moyen des fonctionelles de Minkovski, qui, au nombre
de 3 a 2-D, correspondent a la fraction d’aire totale du domaine d’excurion, a
la longueur de sa frontiére et a sa courbure totale (le genus) [25].

L’estimateur que nous proposons dans ce chapitre, se rapproche de cette
derniére classe d’estimateurs. Son idée essentielle consiste a étendre cette clas-
sification des points selon leur courbure locale a tous les points, 7.e. aux points
critiques et non-critiques, suivant en cela une idée introduite récemment a 3-D
pour ’étude de la topologie et des propriétés de percolation de “la toile cosmi-
que” [26]. Par une mesure de la courbure locale (plus précisément du Hessian,
matrice des dérivées secondes), nous serons & méme de distinguer trois types de
points que nous désignerons par “mont”, “lac” et “selle”. En suivant 1’évolution
des abondances relatives de ces points (notées Pmont, Plac €t Psenle) pour diffé-
rents ensembles d’excursion et différentes échelles de lissage, nous explorerons
la corrélation entre courbure et “hauteur”. Ceci nous permettra d’extraire
une signature Gaussienne mathématiquement trés bien définie, qui ne dépendra
que d'un unique parameétre spectral. Cette signature rendra possible une me-
sure quantitative d’un éventuel écart & la Gaussianité. Ces simples notions
sont bien illustrées sur la figure 5.1.

11,a caractéristique d’Euler d’une surface fermée est un invariant topologique. Elle permet
de classer de maniére unique les surfaces fermées modulo l'orientabilité (une surface est fer-
mée si compacte et sans courbe frontiére. Par exemple, une sphére est fermée, un disque ne
I’est pas). Autrement dit, étant donné le nombre d’Euler et l'orientabilité d'une surface, le
type topologique d’une surface est déterminé. Il s’agit donc d'une caractéristique topologique
puissante.

?Le genus d’un domaine d’excursion dans une surface 2-D mesure, en quelque sorte, le
nombre de régions isolées de haute température diminué du nombre de régions isolées de
basse température. Plus précisément, le genus peut-étre défini comme la courbure totale du
domaine d’excursion. Cette derniére définition permet 1'usage du théoréme de Gauss-Bonnet,
qui indique que G = 27, si les domaines d’excursion sont compacts (en pratique, si ils ne
croisent pas les frontiéres ou si les frontiéres sont périodiques).

3Les points critiques sont définis comme les points o1 le gradient s’annule : VT = 0.
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Exemple de points “lac”, “mont” et “selle” pour un champ aléatoire Gaussien
lissé par une Gaussienne de largeur 5 pixels (correspondant & la grille projetée
sur la surface). Les points sont colorés selon leur type : les points “monts” sont
en blanc, les points “lacs” en bleu foncé et les points “selles” en bleu azur.
Ainsi, nous voyons que les lacs sont connectés au sommets par des selles. Les
points lac et mont sont d’abondance comparable alors que les points selle sont
de toute évidence plus abondants. L’évolution de ces abondances en fonction du
seuillage est facilement visualisée sur ce graphique : lorsque le seuil augmente,
I’abondance des points lac diminue par rapport a celle des points mont qui aug-
mente, comme 1'on s’y attend. Dans ce chapitre, nous proposons un estimateur
de non-Gaussianité trés discriminatif, basé sur une description quantitative de
ce cette évolution.

Dans la section 5.1, nous rappellerons quelques faits sur les champs aléatoires
Gaussiens et en déduirons quelques prédictions analytiques pour ces abondances
que nous comparerons a des premiéres mesures sur des cartes simulées. Dans un
second temps, nous en déduirons, dans la section 5.2, un test de non-Gaussianité,
et I’appliquerons a des simulations d’observations, par les satellites MAP ou
PLANCK, d’'un modéle hybride de formation des structures introduit en [27].
Nous discuterons de possibles développements de ce travail dans la section 5.3.
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5.1 Principes et définitions analytiques

Les champs Gaussiens, outre leur motivation physique certaine (voire in-
troduction générale), ont la treés plaisante qualité de permettre des prédictions
analytiques de maniére relativement simple. Dans notre cas, nous rappellerons
briévement et utiliserons le formalisme présenté en [23, 28] afin d’en extraire
quelques nouveaux résultats.

Quelques éléments sur les champs aléatoires Gaussiens

Soit un champ (2-D) de fluctuations de température ér(r) = T'(r)/ T—1 dont
la transformée de Fourier est é7(k) = [ d°kdr(r)exp(ik.r) et dont le spectre
est donné par P(k) :

(6 (k)63 (k")) = (2m)?P(k)dp(k + k'), (5.2)

ol dp(k) désigne la distribution de Dirac. Nous pouvons définir les moments
du spectre de puissance comme

1 ,
2 = 2 2
%= G / &2k P(k)kY | (5.3)
et le rapport
2
91
= . 4
003 (5.4)

Notons que og est la déviation standard (rms) du champ de fluctuations dr.
Nous nous plagons dans 1’approximation du “ciel plat”, ¢.e. a grand multipole
¢ et petits angles de séparation. Le spectre de Fourier (plat) est alors relié au
spectre de puissance angulaire dans la base des harmoniques sphériques par

P(k)~C, and k~¢. (5.5)

Nous considérons dorénavant les fluctuations normalisées

Oo

4(x) (5.6)
Aun point donné r, on note le gradient du champ V4 = 7 et le Hessian (; ;. Cette
matrice réelle symétrique peut étre diagonalisée en appliquant une rotation d'un
angle 8. Nous notons A1 et Ay l'opposé de ses valeurs propres, avec A1 > As.
La trace normalisée de la matrice de courbure s’écrit alors

A1+ Ag
= 5.7
s (57)
et Dellipticité e est définie par
A1 — Ag
=—_——"=. 5.8
€ 2052 (5.8)
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Soulignons que dans ces notations, z et e doiwvent avoir le méme signe. Si
A2>0,alorsz>0et 0<e<1/2.81A; <0,alorsz <0et -1/2<e<0.8i
A1 et Ay ont des signes opposés, alors ni z ni e ne sont contraints.

Pour un champ aléatoire Gaussien, la fonction de probabilité conjointe des
variables 6, 1, z, e et 6 est donnée par (équation Al.6 dans [23])

P(6,n,%,e,0)dd dz de df d°n =
6752/2 p,d(s ef,u.z(xffyé)z/Z d.’I:

var var

d? dg
e*’72/”12—2674m2628:1:2ede?, (5.9-a)
wo?

oll nous avons posé
p=(1-—~)"12 (5.10)

Connaissant cette fonction de probabilité, il est facile de montrer que (§62) =
(z2?) = (n?) = 1, c’est-a-dire que n n'est corrélé ni avec 4, ni avec z ou e, mais,
au contraire, que (6z) = v, i.e. la hauteur en un point est corrélée avec la
courbure en ce point. Ce dernier résultat est d'un intérét tout particulier pour
nous, puisque la dépendance ainsi induite des propriétés du champ avec une
éventuelle valeur de seuillage entraine une signature non-Gaussienne que nous
exploiterons par la suite.

Etude de la courbure locale

Fort de ces bases, nous pouvons maintenant en venir a 1'étude de la courbure
locale. La courbure locale est définie par le Hessian. En considérant le signe de
ses valeurs propres, (—A; et —\y) nous pouvons distinguer 3 familles de points :

— les points “mont” pour lesquels les deux valeurs propres sont négatives,
te.z>0et0<e<1/2;

— les points “lac” pour lesquels les deux valeurs propres sont positives, i.e.
z<0et-1/2<e<0;

— les points “selle” pour lesquels les valeurs propres sont de signes différents.

Ces trois familles contiennent respectivement les maxima, les minima et les
points selles.

Notre but est maintenant de calculer la probabilité quun point (4,7, z, €, 8)
au-dela d’un certain seuil d¢n, 2.e. tel que § > din, appartienne a une de ces trois
classes. Plus précisément, nous désirons calculer les quantitées

f@mont((sth) = 92(0 S 33,0 S e S 1/2|5th S 6) (5.11—3)
Prac(bn) = P0>2,0>e>1/2/6m < 6) (5.11-b)
«@selle(éth) = 1- «@mont (5th) - e@lac(ath) . (5-11'C)
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A partir de ces définitions, nous obtenons, par exemple, relativement simple-
ment,
Jse Amont(6,0 < 2,0 < e <1/2)ds

Pont(6tn) = P (om < 9) , (5.12)
ol
e/Vmont(éaO <z,0<e< 1/2)d5 =
~g%jz Hdd 11 TSN
e 2\/ﬁ[#(1+Erf(\/§))
e*l‘27252/(2+/"'2) 7#26
—— (1 + Bxf( ————= , 5.13-
e B ees) )| G
t
) 1 Otn

L’évaluation précise de cette fonction Ppont(6tn) ne peut donc étre effectuée
analytiquement, hormis dans la limite Z,ont(6tn = —00). La fraction de point
mont en absence de tout seuil est en effet

P rnont(6n = —00) = % (1 - %) ~0.2113. (5.15)

Par simple raison de symétrie (si’on considére l'opposé du champ aléatoire, les
points monts deviennent des points lacs et vice versa) on a également

Prmont(0tn = —00) = Plac(dtn = —00) . (5.16)

Ces calculs, illustrés sur la figure 5.2, aménent d’hors et déja deux remarques
importantes qui laissent présager que cette statistique sera trés contraignante :

— La fonction Pmont(6tn) (ceci est bien sur également vrai pour Pac(bin)
et Psene(0tn)) ne dépend que d’un seul paramétre spectral, v ;

— Le nombre total de points lac, selle ou mont ne dépend d’aucun para-
metre spectral. Ceci ne serait pas vrai si 'on ne considérait que les points
critiques [23, 28].

Premiéres confrontation aux mesures

Afin d’illustrer ces résultats plus avant, et de s’assurer de notre habilité
a mesurer correctement ces fractions, nous considérons, comme cela sera le cas
dans ce chapitre des cartes simulées, carrées, de taille 12.5 x 12.5 deg® composées
chacune de 512x512 pixels carrés de largeur fpix = 1.5'.

Avant de mesurer directement ces fractions, il convient d’insister sur un
fait. Le parameétre spectral mesuré sur une carte n'est pas le v du champ sous-
jacent tel que défini dans 1’équation 5.4 mais, en fait, celui du champ convolé
par le lobe instrumenal ou tout autre lobe arbitraire de dimension supérieure.
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Les fonctions Pmont(0th) €t Plac(dtn) sont tracées pour un champ Gaussien
avec différentes valeurs de <. La valeur de ces fontions est indépendante de vy
dans la limite 6t — —o0, mais leur évolution avec 6ty dépend fortement de +.
Des conclusions similaires valent pour Pseiie(0th) = 1 — Pmont (0th) — Plac(0tn),
qui n’a pas été tracée ici par souci de clarté.

Fortuitement, puisque la convolution d’un champ aléatoire Gaussien par une
fonction fenétre arbitraire demeure un champ aléatoire Gaussien (il s’agit d'une
opération linéaire), 1'effet de lissage apparaitra simplement par une dépendance
de <y en fonction de 1’échelle de lissage, og, qui est traitable analytiquement
dans le cas d'un lobe instrumental Gaussien [23, 1]. Nous définirons alors un
effectif comme veg = Y(0B).

Etant donné une carte lissée & une certaine échelle et seuillée & une certaine
valeur de d¢n, la simplicité de la mesure tient a la mesure astucieuse du Hessian,
inspirée de [26]. Cette astuce consiste & ajuster sur les 8 pixels voisins de celui
considéré, une forme quadratique dont les coefficients nous fournissent directe-
ment le Hessian, qui peut ensuite étre diagonalisé afin de déterminer A; et A,.
Cette mesure se trouve étre a la fois rapide et robuste au bruit, ainsi que nous
allons l'illustrer.

Comme premier exemple, nous avons mesuré, a une échelle de lissage og =
30pix, les fractions Pront(6tn) €t Plac(dtn) sur 200 réalisations d’une carte si-
mulant des fluctuations de température créées dans un modeéle de type standard
CDM. Ces 200 réalisations nous permettent d’évaluer sommairement la variance
cosmique. Ces résultats sont illustrés sur la figure 5.3 ol sont tracées également
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Mesure des fonctions Pmont €t Plac sur des cartes d'un champ Gaussien simu-
lées (modéle CDM standard). Les triangles et les losanges désignent respecti-
vement les fractions mesurées de points mont et lac, obtenues en moyennant
200 réalisations d’'un champ de taille 12.5 x 12.5 deg® avec des pixels de lar-
geur fpix = 1.5'. Les barres d’erreur correspondent a la dispersion mesurée sur
ces 200 réalisations. Préalablement a ces mesures, chaque image a été lissée
par une Gaussienne de variance og = 30pix. Les lignes continues et pointillées
correspondent aux valeurs théoriques attendues pour un champ Gaussien avec
Yt = 0.46.

les prédictions pour un champ Gaussien avec yeg = 0.46 %.

Cette figure améne immédiatement deux commentaires. Tout d’abord, les
“prédictions” analytiques sont en excellent accord avec les mesures. Ensuite,
la variance cosmique semble trés faible, ce qui laisse présager un fort pouvoir
discriminatoire pour le test de Gaussianité déduit de cette mesure. Nous allons
I"établir ci-dessous.

Dans un but plus illustratif, nous montrons sur la figure 5.4 une carte seuillée
ou non, ainsi que la localisation des différents types de points.

4Cette valeur de yesr a été ajustée de maniére a reproduire les données dans ce cas mais
pourrait étre calculée analytiquement connaissant le spectre de puissance. Nous ne détaillons
pas ce point et renvoyons pour plus de détails & notre papier [1]. Il y est montré que, une fois
le champ lissé suffisament pour pouvoir négliger les effets de bord, e est en accord avec ce
que de telles calculs fournissent.
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Fic. 5.4

Mustration du protocole de mesure. Considérant une carte de fluctuations de-
température de type CDM avec 5122 pixels, de taille 12.5 deg x 12.5 deg et lissée
par une Gaussienne de taille 3 pixels (image en haut a gauche), nous identifions
les points mont, selle, et lac, en mesurant leur courbure locale (respectivement
en bleu clair, bleu medium et bleu foncé sur 'image en bas & gauche). La fraction
d’espace occupée par chacun de ces types est étudiée en fonction du seuillage.
Par exemple, le domaine d’excursion correspondant a 6ty = 1 est montré sur les
images de droite, identiques aux images de gauche hormis le fait que seules les
régions olt & > d¢n sont représentées, le reste étant noirci. Comme nous pouvons
le voir, I’abondance relative des points lac est plus faible dans 'image de droite
que dans l'image de gauche, alors que la fraction de points mont a augmenté,
comme attendu. La mesure de ces fractions pour différentes valeurs de 6y, est
la base de la statistique défendue dans ce chapitre.
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5.2 Un estimateur de non-Gaussianité

De la section précédente, nous déduisons que 1’évolution des fractions Pmont
et P peut étre mesurée adéquatement et se trouve étre en bon accord avec les
prédictions analytiques. On pourrait montrer également qu’a une échelle de lis-
sage suffisament grande pour pouvoir négliger les effets de bords, la distribution
(lorsque l’on considére plusieurs réalisations d'un champ aléatoire Gaussien de
caractéristiques spectrales identiques) d’une mesure de fraction &, ., (65) & 62,
donné, est bien approximée par une Gaussienne. Ce dernier point nous autorise
a employer une statistique de type x2 pour construire un test de Gaussianité.

Définition de ’estimateur

Supposons que l'on ait a notre disposition une carte observée de fluctua-
tions de température é, sur laquelle on mesure les fractions FPnmont(dtn;, o5;)
et Piac(0tn;, 0B;) pour une famille de valeurs de seuil {6in; } et d’échelles de
lissage {og,}. Si le spectre de puissance de ce champ est connu, nous pouvons
en principe définir analytiquement un jeu de valeurs 9. pour chaque échelle
de lissage {’Yaai} 5. Supposant par ailleurs que nos estimateurs de Py ont et
P sont non-biaisés, nous pouvons déduire pour ce jeu de vy, des prédictions
théoriques pour un champ Gaussien : x (8in;,08,) = (Px(6tn;,08,)), ot X
dénote désormais “lac” ou “mont”.

Pour quantifier la distance entre ces prédictions et les mesures, nous in-
troduisons une statistique x? standard. Comme, par ailleurs, ces mesures ne
peuvent de toute évidence pas étre considérées comme indépendantes, nous de-
vons introduire la matrice de covariance

Cw = (%1 — P1)( Py — D)), (5.17)

ol nous avons utilisé la notation racourcie ¥ = Px(6in;, 0B;) €t Pr = Px:
(0tn,, 0B, )- Ainsi définie, la statistique

X2 = Z (@1 — ﬁ[) (0111)71 (@11 — ﬁ[l) . (5.18)

I

suivra une distribution du x?, comme cela sera illustré ci-dessous. En pratique,
cette matrice de covariance sera calculée par simple Monte Carlo méme si des
prédictions analytiques pourraient certainement étre effectuées.

Application aux modéles hybrides

Pour illustrer le pouvoir discriminatif de cette statistique, nous I’appliquons
a des simulations d’observations d'un modéle hybride [27], bruitées & un niveau
correspondant au performances nominales des missions PLANCK et MAP.

5En pratique, nous avons développé une mesure de vy 4 chaque échelle un peu plus rapide.
Nous ne la détaillerons pas ici et renvoyons pour plus de détails & notre papier [1] reproduit
en annexe.
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Dans ce modele, les fluctuations de température sont créées par des fluc-
tuations standards de type CDM mais aussi, partiellement, par des défauts to-
pologiques uni-dimensionnels, z.e. des cordes cosmiques. Notre approche pour
effectuer ces simulations est simple. Nous n’effectuons qu’'une somme pondérée
de cartes de fluctuations de type CDM et de cartes de type cordes cosmiques,
obtenues par tracé de rayons dans des simulations numériques d’évolutions de
réseaux de cordes [29, 30]. Le scénario décrit par une telle simulation suppose
implictement ’existence d'une phase inflationnaire standard dans un Univers o1
la matiére est dominée par la matiére froide, suivie d’une transition de phase au
cours de laquelle des cordes cosmiques se forment et impriment des fluctuations
supplémentaires sur le rayonnement fossile. Nous négligeons par cette rudimen-
taire simulation toute corrélation entre ces deux phénomeénes, ce qui revient a
supposer que le réseau de cordes et son évolution dynamique ne sont pas cou-
plés avec celui de la matiére froide. Cette approximation est raisonnable dans
notre contexte, oli I'on ne cherche qu’a tester la capacité de notre estimateur a
détecter une faible composante non-Gaussienne, ici due a la présence de cordes
cosmiques.

Le bruit, n, est simplement supposé Gaussien, blanc et homogeéne. Les ni-
veaux respectifs de MAP et PLANCK sont 12.8 uK/K par pixel de 0.3x0.3 deg?
et 2 uK /K par pixel de 8 x 8 deg?). Enfin, nous définissons nos cartes simulées
comme

6y = (1 — a) 6378 4 o §GPM 4 (5.19)
ol1 (1 — &) représente la fraction de signal originant des cordes cosmiques, étant
donné que nous imposons, arbitrairement, rms (65" "?) = rms (6¢°M) pour

des champs lissés a 1’échelle de 7 deg. (lobe instrumental de COBE). Ces nor-
malisations relatives peuvent &tre comparé avec celle de [27], ol y est plutdt
considérée une pondération relative des %, telle que

%, = (1-PB) €8 + B €M, (5.20)

ot €;*"' et 6°PM sont normalisées 3 COBE (on a donc bien rms (5578 ) =
rms (0$PM) pour un champ lissé & I’échelle du lobe de COBE). Négligenant un

coefficient multiplicatif insignifiant, si I’on veut comparer nos résultats a ceux
de [27], il suffit de poser o?/((1 — a)? + &?) = 3.

Premiers résultats

Avant d’appliquer cet estimateur, il convient de vérifier I’adéquation de la
statistique du x?, définie a la section précédente, avec une loi du x2. A cette
fin, nous avons calculé le x? de 300 réalisations d’un champ Gaussien. Si I’on
considére 3 échelles de lissage et 8 valeurs de seuil , puisque 1'on mesure Pmont
et Hac, et puisque l'on fixe une relation entre ces valeurs par la détermination

8En fait, certaines mesures étant trés corrélées (particulierement lorsque 8y — —o0), il
serait vain de considérer simultanément toutes les mesures possibles. Cela rendrait la matrice
Cy singuliére.
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Fic. 5.5

Histogramme des mesures de x? défini par 1’équation (5.18). Mesure réalisée
sur 300 réalisations de cartes de fluctuations de température de type CDM,
bruitées au niveau nominal de PLANCK. La courbe pointillée correspond a une
distribution du x? avec 47 degrés de liberté. Le bon accord nous permet de faire
de ce test du x? une mesure de la nature Gaussienne du champ observé.

de 1, on s’attend donc a ce que cette statistique suive une loi du x? a 47 degrés
de liberté. Cela s'avére étre le cas, comme l'illustre la figure 5.5.

Armé de cette statistique, nous sommes maintenant a méme d’effectuer des
mesures sur différentes simulations de modeéles hybrides. Pour illustrer tout
d’abord celles-ci, nous avons représenté, de maniére analogue au paneau de la
figure 5.4, le cas de cordes cosmiques seules (figure 5.8) et un modéle hybride
a = 0.7 (figure 5.9), les deux sans bruit.

Plus quantitativement, nous présentons sur les figures 5.6 et 5.7 des mesures
a deux échelles de lissage (0tn/fpix = 6.0 et own/Opix = 14.0) et a différentes
valeurs de seuil (6t = —2.0,—1.5,...1.5) pour, respectivement, « = 1 et, a =
0.3 et a = 0.0. Les cartes ont été bruitées a un niveau comparable a celui de
PLANCK. Un trés bon accord est observé dans le cas a = 1.0 (pas de cordes)
et l'accord avec les prédictions se dégradent lorsque a diminue. Notons que
notre mode de mesure de 7 tend a favoriser un accord pour les points mont,
ce qui explique un désaccord toujours plus important pour les points lac. Nous
obtenons dans ces trois cas (@ = 1.0,0.3,0.0), des x? (x?/dof) de 44.1 (0.93),
96.1 (2.04) et 301.5 (6.41) ce qui correpond respectivement a des probabilités
P2(> X2, dof = 47) =20%, 3.1 x 1075% et 0.0%.
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Ainsi, de toute évidence, ce test se révele trés sensible. Une étude plus sys-
tématique nous permet de constater que PLANCK, en utilisant simplement
12.52 deg.?, soit 0.4% de tout le ciel, est & méme de distinguer avec un niveau
de confiance de 99% un fond de cordes caractérisé par amin ~ 0.85. Ceci corres-
pond & Bmin ~ 0.92, ce qui est bien en dessus de la limite Gmin 2> 0.82 - soit une
contribution aux %, des cordes, au plus de 18% - établie en [27]. Aussi PLANCK,
pourrait aisément détecter une telle contribution avec seulement 0.3% du ciel.
MAP quant a lui, avec une si faible fraction pourrait détecter amin ~ 0.7 soit
Bmin ~ 0.8. Ce serait alors une détection marginale.

Insistons sur le fait qu’en aucun cas, ces chiffres ne représentent les meilleures
performances des satellites MAP et PLANCK, mais indiquent plutét la sensi-
bilité de notre statistique.

5.3 Discussion et perspectives

L’estimateur de non-Gaussianité que 1’on propose s’est révélé performant,
et permettrait certainement, par 1'usage de jeux de données déja existants, de
placer des limites plus contraignantes sur a, ou méme de détecter simplement
cette composante défendue.

Comparaisons succintes

Alors qu'il a été montré [14] que, sur des cartes de méme dimension, le bis-
pectre équilatére ne permettait pas de distinguer - a cause principalement de
I'importance de la variance cosmique - une carte de cordes non-bruitée d’une
carte d’'un champ Gaussien de méme spectre (obtenue par simple rotation aléa-
toire des phases), il fait peu de doute que notre estimateur, lui, le permet.

Par contre, dans ce méme travail, il était démontré que la mesure de la fonc-
tion de corrélation des pics de hauteur supérieure a 1 ¢ pouvait distinguer ces
deux champs. Une comparaison plus précise avec notre estimateur s’imposerait
donc mais n’a pas encore été effectutée. Toutefois, nous pouvons supposer que
notre estimateur devrait étre plus sensible pour deux raisons : le nombre de
points considérés étant plus important, la variance cosmique est moindre, et le
rapport signal sur bruit est meilleur.

Un autre avantage certain de notre estimateur est la simplicité de sa dé-
finition mathématique. Il ne dépend que d'un seul parameétre v, pouvant étre
déterminé indépendament.

Applications pratiques

L’application pratique d’une telle méthode sur de véritables données né-
cessiterait des soins supplémentaires. Parmi les difficultés les plus évidentes,
la corrélation du bruit entre pixels, ainsi que son inhomogénéité, pourraient
introduire des biais importants. Peut-étre, le fait que cet estimateur soit lo-
cal - nous ne considérons simultanément que 9 pixels voisins - le rend-il moins
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sensible a I'inhomogénéité. Il est également moins sensible aux problémes de
pixelisation.

Par ailleurs, avant d’attribuer une détection de non-Gaussianité a un signal
d’origine cosmologique, il serait crucial de discuter 'importance de la contribu-
tions de divers autres composantes astrophysiques, a priori séparées auparavant.
Soin devrait étre pris également de discuter I'influence des étapes antérieures
a I’analyse des données, telles que la fabrication de cartes ou la séparation des
composantes, ol1, bien souvent, la Gaussianité du signal est supposée. Il serait
également nécessaire d’évaluer, certainement par une approche de type Monte-
Carlo, I’effet d’un bruit corrélé.

11 est bien évident également, qu'une telle détection ne se ferait pas au moyen
de ce seul estimateur mais se ferait en conjonction avec la multitude des autres
estimateurs évoqués dans l'introduction. Elle ne pourrait, bien sfir, pas se sé-
parer de la mesure des %; permettant, en principe, la prédiction de <. Dans le
cas Gaussien, la compatibilité entre les %; mesurés et les prédictions qui s’en
suivent avec I’hypothése de Gaussianité constituerait un argument tres fort en
faveur de la Gaussianité.

Perspectives

Notre estimateur est sensible a la morphologie des ensembles d’excursions,
mais demeure trés général par ailleurs. En particulier, il ne bénéficie d’aucune
motivation physique et constitue, en ce sens, un test “non-éduqué”.

S'il était possible de prévoir des signatures non-Gaussiennes plus spécifiques
a certains types de modeéles physiques, alors il serait possible de concevoir des
tests ciblés, adaptés aux caractérisques de ce modéle. Par exemple, si 1’on devait
s'intéresser a la non-Gaussianité induite par un couplage non-linéaire des modes
donnant lieu a un certain niveau de non-Gaussianité pour les modeles inflation-
naires [9, 31] (qui apparait naturellement dans l'expression du bispectre), il
serait de toute évidence plus efficace de construire une statistique nous permet-
tant de concentrer toute I'information statistique sur les parameétres adéquats.
Néanmoins, proposer un modéle physique ne suffit pas nécessairement a déter-
miner des parameétres évidents, comme ['illustre le cas des scénarios a base de
défauts topologiques. Alors, des estimateurs généraux, tels que les nétres, ou
d’autres explorateurs de la morphologie des cartes, peuvent étre de trés bons
outils.
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Fic. 5.6
Mesure des points mont et lac sur une simulation de type PLANCK avec un
pur CDM (a = 1.0). La colonne de gauche montre ’évolution mesurée de P,
en fonction du seuil, d;n, pour deux échelles de lissage : la courbe en haut a
gauche correspond a og/0pix = 6 et la courbe en bas a gauche a og/0pix = 14.
Les symboles sans barres d’erreur représentent les mesures; les symboles qui en
sont pourvus représentent les prédictions théoriques pour un champ Gaussien.
Les barres d’erreur correspondent a la dispersion a 1-o de 300 réalisations. La
colonne de droite est similaire mais concerne o ont-
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F1c. 5.8
Panneau identique a la figure 5.4 mais avec des cordes cosmiques seules, et sans
bruit.
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Fic. 5.9
Panneau identique a la figure 5.4 avec un modele hybride, & = 0.7, sans bruit.

Notons combien il est difficile & 1’oeil de différencier ce modele de celui de la
figure 5.4.
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Deuxieme partie

Amas de galaxies :
Physique et Observation
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Chapitre 6

Les amas de galaxies :
physique et observation

omme nous 1’avons exprimé dans ’introduction, des infimes contrastes

de densité primordiaux dont témoignent les fluctuations de tempéra-
ture du CMB que nous nous sommes efforcé d’analyser, naitront, par instabi-
lité gravitationnelle, les grandes structures observées aujourd’hui. De la nature
froide de la matiére sombre découle la prédominance des fluctuations aux petites
échelles de masse au moment de la recombinaison. D’ol1 un scénario hiérarchique
ol des cycles de croissances et de fusions donneront naissance a la hiérarchie de
structures observée.

Nous nous intéresserons dans cette partie aux plus jeunes de ces structures, a
savoir les amas de galaxies. Cette jeunesse, allusion a leur formation récente, dé-
coule du fait que leur temps caractéristique dynamique, t4yn x 1/+4/Gp, avoisine
1'age de I'Univers, i.e. le temps de Hubble ty = 2/3 Hy .

6.1 De quelques caractéristiques nécessaires. ..

Dérivons briévement ce que devraient étre les caractéristiques essentielles de
ces amas de galaxies sil’on ne se donne que la dispersion de vitesse observée dans
les amas riches de galaxies ! : o, = 1000 km/s. Pour ce faire, des considérations
sur la dynamique d’une perturbation sphérique se réveélent suffisantes. Nous
nous plagns, provisoirement et par souci de simplicité, dans le cadre d’une
cosmologie de type Einstein-de Sitter. Considérer une autre cosmologie, pour
laquelle 2 < 1, aura en fait peu d’'influence sur ces considérations.

Dans un tel modéle, le rayon moyen d’un objet virializé, r;,, peut s’exprimer

1Sans cette donnée, un traitement plus complexe serait nécessaire, en tenant compte, par
exemple, d’une approche a la Press-Schechter.
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en fonction du temps de rebroussement, ¢;yrn par [1],

roir = (o) (ﬁ)” 3 (tft’:")z/ " kpe. (6.1)

L’étude de l'effondrement d’une perturbation sphérique nous apprend que le
temps de virialisation, £,;,, vaut environ 3 fois ¢;y», Aussi, puisque nous ob-
servons que les amas de galaxies sont les structures les plus massives viriali-
sée a I'heure actuelle, t,;r ~ tg soit tyyrn = 1/3 ty. En utilisant la relation
t =2/3 Hy*(1 + 2)3/? , vérifiée dans un modele Einstein-de Sitter, on peut
déduire 2ty rn ~ 1. La relation Eq. 6.1 entraine pour la dispersion de vitesse, o,

M )1/3 (ttwn

~1/3
k 2
1012Mg, hty ) m/s (6.2)

oy ~ 127
ce qui méne directement, si I’on tient compte de la dispersion de vitesse mesurée
oy ~ 1000 km/s, & M ~ 10A"'Mg. On obtient alors, en utilisant Eq. 6.1,
Tvir ~ 1R 1 Mpc.

Si 'on considére que le gaz cosmique est thermalisé (par les chocs) & la
température du viriel, T);,, lors de son effondrement, alors on obtient,

M )2/3 (6.3)

~Y ~Y 7
kTyir ~ kT, ~ 7.7 x 10 (M

soit pour nous, Ty:r ~ 102K.

Si 'on suppose ensuite que la densité des baryons dans les amas est repré-
sentative de la densité des baryons dans 1'Univers (on ne connait pas en fait
de mécanisme raisonnable qui pourrait rendre compte d'une ségrégation entre
baryons et matiére sombre & cette échelle), alors ces amas doivent contenir de
I'ordre de ~ 15% de baryons. Ce qui nous permet de déduire la densité baryo-
nique np suivante :

np ~ 107 3cm ™2 . (6.4)

L’état de ces baryons est gouverné par sa température et la comparaison entre
le temps caractéristique de refroidissement conséquent, £.,,;, €t le temps dyna-
mique caractéristique de ’amas, soit ici le temps de Hubble. Dans la gamme de
température nous intéressant ici, soit en ne considérant que le refroidissement
par rayonnement “brehmmstrahlung” thermique, on peut écrire [2]

~1 1/2

teool = 8.5 X 101°ans(107::m73) (1(7);"}{) ” (6.5)

si bien que t;001 est plus important que le temps de Hubble pour nous. Remar-

quons que 1’on aurait obtenu naturellement le méme schéma en placant le point

(ny, T) correspondant sur la figure 1 de 'introduction générale. Ainsi, ce gaz ne
sera refroidi que marginalement.

Au bilan, au regard de la seule mesure des dispersions de vitesse des galaxies

composant les amas, et partant de I’hypothése que le temps caractéristique de

virialisation est proche du temps de Hubble, on peut déduire que leur masse
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caractéristique est de I’ordre de M ~ 10*®A~'Mg, leur rayon de viriel de 'ordre
de ~ 1A~ !Mpc, si bien que le gaz cosmique contenu dans leur potentiel n’a pas
encore eu le temps de se refroidir et demeure a Ty;, ~ 108K. Il doit donc étre
détectable par son émission en X.

Cette analyse, trés rapide, donne néanmoins quelques ordres de grandeur cor-
rects sur les amas de galaxies. Nous ’avons compris, ils constituent des objets
dont 'intérét cosmologique est évident. Leur simple existence en tant qu’événe-
ment rare de la distribution statistique sous-jacente, leur abondance spatiale et
temporelle, les propriétés de leur contenu en matiére sombre et /ou baryonique,
l'interaction de ces composantes, sont autant de moyens d’accés a des connai-
sances cosmologiques uniques, et qui nécessiteront, donc, une description fine,
et des méthodes d’analyse appropriées : a ces deux points nous avons apporté
des contributions. Elles feront 1'objet des deux chapitres de cette partie.

6.2 ...a une modélisation plus empirique mais
efficiente

De cette origine bien comprise et de nombreuses observations, nous dédui-
sons maintenant une description efficiente de la physique de ces amas, des-
cription que nous adopterons pour nos travaux présentés dans les chapitres
suivants [2].

Un amas de galaxie sera considéré comme un systéme auto-gravitant com-
posé & ~ 80% en masse par de la matiére sombre, & ~ 15% par un plasma chaud
(ICM) (T. = 108 K ~ 8 keV) et dilué (ne = 107! cm™3 au centre et 1000 fois
moins au rayon de viriel, r,) principalement composé de protons et d’électrons,
et enfin, de ~ 5% de matiére lumineuse (poussiére, étoile).

— Cette composition suggere que nous considérions que le potentiel gravita-
tionnel soit dii uniquement a la matiére sombre. Ceci constitue notre pre-
maére hypothése. Le plasma sera alors simplement en équilibre dans un
potentiel extérieur, . e. nous négligerons tout phénomeéne d’auto-gravita-
tion. L’équation de Poisson, 4mGppy = V®pum, nous sera donc inutile
pour la description du gaz.

— Ce plasma sera constitué de protons et d’électrons, :.e. on négligera la pré-
sence de métaux. Les temps de relaxation dus a l'interaction coulombienne
pouvant avoir lieu entre électrons et protons étant négligeables devant les
autre échelles de temps caractéristiques de 'amas (tqyn, tx. .. ), nous nous
autoriserons & admettre I’équilibre thermodynamique global, i.e. T, = T,
= T} (ce qui est raisonnable jusqu’a 0.5r,, voir [3, 4]).

— Nous adopterons également I’hypothese de stationnarité, i.e. nous sup-
poserons le systeme gravitant relaxé : les temps de variation du potentiel
gravitationnel sont grands devant tout autre temps caractéristique, ce qui
exclu par exemple toute fusion récente.

— Le libre parcours moyen des électrons et protons dans un plasma non
magnétique étant dii uniquement aux interactions coulombiennes, il sera
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négligeable devant les dimensions caractéristiques de ’amas. Par ailleurs,
les temps caractéristiques de chaufffage ou de refroidissement sont bien
plus grands que les temps de collisions élastiques pour les ions et les
électrons. Ces faits nous autorisent a traiter ce plasma comme un fluide
collisionnel satisfaisant les équations de I’hydrodynamique.

— Par ailleurs, étant donné la faible densité du plasma et sa haute tempéra-
ture, il sera considéré comme étant un gaz parfait satisfaisant 1’équation
d’état

Py ke Tq

He Mp

ot ' =n.m,/p, est la masse moléculaire moyenne.

P, = (6.6)

— Dans ce gaz considéré comme un fluide, le temps caractéristique de 1’équi-
libre hyrodynamique, t.e. le temps que met une onde sonore a traverser
le plasma, étant petit par rapport a 1'dge probable de 1'amas (~ 10° yr)
le gaz sera consideré comme en équilibre hydrodynamique et donc hy-
drostatique. Ceci suppose également ’absence de variation du potentiel
gravitationnel sur des échelles de temps plus petites.

— Enfin, négligeant les effets de viscosité, de conduction thermique et de
convection, les équations de conservation de la masse et de l'impulsion,
soit les premier et second moments spatiaux de 1’équation de Boltzman
collisionnelle s’écrivent simplement avec notre hypothéses de stationna-
rité :

0 (6.7-a)
—0sV®Du - (6.7-b)

V(pv)
VP,

Au bilan, le plasma chaud et dilué composant I'ICM est décrit adéquatement
comme un gaz parfait en équilibre hydrostatique dans un puit de potentiel.

6.3 Observations pertinentes

Cette composition des amas et les propriétés du gaz conduisent & de nom-
breux moyens d’observation dans diverses bandes (optique, radio, millimétrique,
sub-millimétrique, X). Parmi ceux-ci, les plus pertinents & la description du gaz
seront son émission en X par “brehmsstrahlung” thermique, ’effet Sunyaev-
Zel'dovich (SZ), et, enfin, 1'outil exceptionnel que constitue la déformation de
galaxies d’arriére plan par effet de lentille gravitationnelle.

— La mise en évidence de I'ICM la plus courante provient de son émission X
originant de ’accélération des électrons du plasma par le champ électrique
des ions (p+ e~ — p+ e~ + ). Ce processus de type “brehmsstrahlung”
thermique [5] induit une luminosité en X, qui peut s’écrire

Lx(E,Q) = / nZh.(AE,T,)dR, (6.8)
Q
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olt A.(AE,T.) désigne '’émissivité du gaz dans une bande d'énergie cen-

trée en E et Q I'angle solide observé. Cette émission est ainsi proprotion-

nelle & n2.

— La diffusion Compton inverse des photons incidents du CMB sur les élec-
trons chaud de I'ICM imprimera une signature spécifique et détectable
sur le spectre des photons diffusés : I'effet SZ [6, 7, 8, 9]. L’équation de
transport décrivant l'effet de cette diffusion sur la distribution d’énergie
des photons pourra, du fait de la faible densité de ce plasma, étre résolue
simplement au premier ordre (négligeant par exemple les effets relati-
vistes [10, 11]). Elle prévoit un décrément de I'intensité dans la partie de
Rayleigh-Jeans du spectre (décrément courament détecté), et par consé-
quent, puisque le nombre de photons est ici conservé, un incrément dans la
queue de distribution, dite de Wien. Cette dépendance spectrale distincte
constitue la signature clef de cet effet. Si l'on observe dans la partie de
Rayleigh-Jeans, l'amplitude du décrément 61/] = 6T /T est directement
proportionnelle au parametre de Comptonisation :

ag
y = meTc2 / dingky T, (6.9-a)
or
= dl P,. 6.9-b
o [ap, (6.0-b)

ol dl = c dt représente la distance physique le long de la ligne de visée.
Mesurer cette dépletion SZ revient donc a mesurer une carte de pression
projetée le long de la ligne de visée. Une autre spécificité importante de cet
effet est sa non dépendance a un facteur de “dilution cosmique” puisque
celui-ci se trouve compensé par la variation de température du CMB. Ceci
offre donc 'opportunité de détecter des amas avec des z plus importants
que par leur émission en X.

— Enfin, la grande masse de ces amas rend détectable la déformation gravi-
tationnellement induite sur des objets d’arriére-plan. En particulier, dans
le régime des lentilles faibles, la population de galaxies de champ d’arriére
plan présente & z ~ 1 est suffisament dense (50 gal/arcmin?) pour que le
bruit Poissonnien affectant ce type de mesure et décroissant en 1/,/mga:
atteigne simplement quelques % du signal a la périphérie des amas [12, 13].

Cette multitude de moyens observationnels fera des amas de galaxies des ob-
jets privilégiés d’études cosmologiques, pourvu que 1’on sache exploiter par une
analyse conjointe la richesse de ces observations. A ce probleme nouveau, consé-
quence de récents progres technologiques, nous consacrerons le second chapitre
de cette partie. Son premier chapitre montrera, lui, qu'une description physique
précise des interactions entre matiére sombre et gaz n’est pas sans complications,
en particulier en raison de I'importance des phénoménes non-gravitationnels.
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Chapitre 7

Chocs et paliers d’entropie :
un modele unificateur pour
les groupes et les amas de
galaxies.

a compréhension précise de la physique des amas de galaxies ! est d'un
og grand intérét pour la cosmologie, peut-étre avant tout car ils consti-
tuent un systéme o1 'observation de I'interaction entre baryons et matiére noire
est possible. D'une part, car l'utilisation de 'effet de lentilles gravitationnelles
(précisément mesurable pour de telles masses) nous offre un accés unique a
la masse totale (projetée), indépendamment de sa nature baryonique ou non;
d’autre part, car les baryons, principalement sous la forme d’un plasma chaud,
sont observés couramment a travers leur intense émission X et ’effet SZ. Aussi
importante qu’elle soit a la cosmologie, cette physique n’en demeure pas moins
extrémement complexe, et de vastes zones d’'ombre demeurent : elles sont pré-
sentement ’objet d’une activité de recherche intense. Parmi ces zones d’ombre,
la question de l’existence et de la nature d’un chauffage non-gravitationnel
du gaz nous a particulierement intéressé.

Dans ce chapitre, nous présenterons une contribution a cet effort d’éclair-
cissement, contribution résultant d'une collaboration avec Sergio Dos Santos
(Leicester University, UK), et faisant 1'objet d'une publication [1] reproduite en
annexe .5.

La compréhension de cette interaction passe nécessairement par une étape de
modélisation, aussi, dans un premier temps, nous montrerons en quoi une modé-
lisation simple se basant sur les conséquences les plus immédiates d’'un modéle
hiérarchique de formation des grandes structures dans un Univers dominé par

1Dans cette partie et la suivante, nous aurons un usage large du terme “amas”, incluant
sous cette dénomination groupes et amas.
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la matiére non-baryonique est insuffisante. Prenant acte de cette insuffisance,
et des scénarios communément proposés pour y remédier, nous développerons
une approche analytique et montrerons en quoi un modéle de chauffage externe
semble a méme de reproduire la vaste majorité des observations actuelles, ras-
semblées sous forme de corrélations entre les observables X et SZ, telles que les
lois Ly =T,y —T, My — T, Lx — y. Enfin, nous discuterons les limitations et
les hypotheses critiques d'un tel modéle, ainsi que ses extensions potentielles.

7.1 De l’apparente simplicité d’un univers hié-
rarchique

Une simple description en loi de puissance

Comme nous 1'avons rappelé dans le chapitre introductif, dans un Univers
dominé par la matiére non-baryonique, notre compréhension actuelle de la for-
mation des grandes structures, dont les amas de galaxies forment les objets les
plus massifs gravitationnellement liés, fait appel a des scénarios hiérarchiques out
les fluctuations primordiales, amplifiées sous ’action de la gravité, s’effondrent,
puis fusionnent, pour former des systémes de dimensions croissantes.

Cette origine hiérarchique confére, en principe, a cette population d’amas,
des propriétés auto-similaires simples [2], reliant température du gaz, masse de
gaz et masse totale, profil de gaz et donc luminosité en X. ..

Ces considérations ont été grandement appuyées par de récentes simulations
numériques [3] qui ont montré 'existence de telles relations de similarité dans
les amas (plutét riches) 2. Ces amas simulés ont, tout d’abord, une densité carac-
téristique quasiment constante, p = M/R?® = Constante, o M et R désignent
une masse et une taille caractéristique de 1’amas. Une fois ramenés a 1’échelle
de leur rayon de viriel, R, = (GM/R)'/?, les profils de densité de matizre noire
d’amas relaxés sont quasiment identiques (et, en fait, indépendants de la cosmo-
logie, d’ol1 leur nature “universelle”). Aussi, si le gaz trace la masse, les profils
de brillance de surface en X devraient également étre similaires. Par ailleurs, la
relation attendue entre la luminosité X et la températureest Ly = M, 92 R3A, 01
A désigne I'émissivité en X. Dans la gamme d’énergie nous intéressant, 1’émis-
sivité de type “brehmsstrahlung” thermique est A o Tg1 / 2, si bien que supposer
le gaz isotherme 2 la température du viriel T, o« GM/R o« R2 oc M?/3, conduit
a cette relation attendue entre la luminosité X et la température : Lx fnggQ,
ol la fraction de gaz est f, = M /M. Enfin I'entropie du gaz peut s’écrire

S =T, /ng/ ¥ T,, puisque la densité est quasiment constante ( 7).

2Méme si [3] ne considérait que la matitre noire, ces résultats ont été confirmés par des
simulations hydrodynamiques adiabatiques qui n’incluaient, toutefois, ni refroidissement, ni
physique baryoniques complexes (formation des galaxies, ... ), voir par exemple [4, 5, 6].
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Des observations contradictoires et un nécessaire chauffage “non-
gravitationnel”

Mais ces simples considérations ont été mises a mal par au moins trois types
d’observations, robustes. Tout d’abord, la relation Lx — T apparait beaucoup
plus pentue qu’escomptée, puisqu’on observe plutét Ly oc T ou Ly o< T, voire
L, o T® pour les groupes [7, 8, 9, 10].

Ensuite, les profils de densité de gaz ne sont pas similaires [11]. Mé&me si les
amas riches présentent la relation attendue, ce comportement n’est plus observé
pour les amas pauvres qui présentent un profil plus plat 3.

Finalement, il a été observé un aplatissement certain de la relation entre
I’entropie centrale (en dehors du flot de refroidissement) et la température du
gaz a basse température, aplatissement que nous nommerons palier d’entropie
(“entropy floor”) [11].

A ces observations, deux explications ont été avancées. La non-similarité des
profils pourrait étre justifiée par le fait que les amas riches possédent systéma-
tiquement une fraction de gaz plus importante qu'escomptée [12], mais cela ne
justifierait pas ’existence d'un palier d’entropie (alors non clairement mis en
évidence). Cette non-similarité des profils de gaz pourrait, par ailleurs, &tre plus
systématique et due a une différence entre les distributions de gaz et de matiére
noire. En particulier, il a été proposé [13, 14] que I'ICM ait été chauffé avant son
effondrement, chauffage imposant un minimum d’entropie au centre des amas.

L’intérét de ce dernier modéle est évident, puisque le chauffage (par le biais
d’une valeur entropie minimale fixée) impose une densité centrale au coeur des
amas croissant comme T3/ et affecte davantage les amas froids en réduisant
leur luminosité ¢, augmentant ainsi la pente de la relation Lx — T'.

Par la suite, nous accepterons ce modéle de chauffage. Nos travaux se placent
dans ce contexte.

Des modeles de chauffage et de leurs incertitudes

Accepter I'hypothése d'un chauffage d’origine non-gravitationnelle n’indique
que la trame d’'une solution. Encore faut-il identifier le mécanisme a 1’origine de
ce chauffage, l'instant ot il a lieu, et, enfin, quantifier son importance. Avant
d’en venir a notre modéle, nous allons discuter brievement chacun de ces points.

Les sources de ce chauffage envisagées a I’heure actuelles sont les suivantes.

— La formation d’étoiles et en particulier de super-novae constitue de toute
évidence 'origine la plus probable de ce chauffage. A cette conviction plu-
sieurs raisons. Des mécanismes permettant d’éjecter des quantités impor-
tantes d’énergie sont bien connus (type vent stellaire) et observés dans des

3Ce phénomene s'observe a des rayons o1 le temps de refroidissement est bien plus grand
que 1’dge de 'univers, si bien que “les courants de refroidissement” (observés au coeur des
amas en question) ne sont pas en cause.

4Notons le paradoxe bien connu : les amas “chauffés”, du fait de leur densité plus faible et
de I’émissivité X en ng et de leur température proche de celle du viriel, ont une luminosité X
plus faible. . .
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amas de galaxies. La métallicité observée dans I'ICM (Z ~ 0.3Zg) suggeére
fortement un enrichissement par ce type de vent stellaire. Mieux encore,
il a été montré que le nombre de SNae nécessaire pour enrichir 'ICM
avec les fractions de métaux observées peut suffire a réchauffer le gaz a
un niveau suffisant [15, 16]. Seule ombre & ce tableau : ’efficacité requise
(60%) du transfert d’énergie entre SNae et gaz semble trop importante.
Notons toutefois que la physique des SNae en général, et de ce type de
transfert en particulier, contient encore suffisamment d’'incertitudes pour
nous empécher de tirer des conclusions fortes quant a la viabilité d’un tel
mécanisme [17] 5.

— Les noyaux galactiques actifs (AGN) et les radio-galaxies [18] pourraient
naturellement étre également a l'origine de ce chauffage. Deux points
semblent défavoriser ces scénarios, ou tout au moins, les rendent plus hy-
pothétiques. Tout d’abord, aucune observation ne semble favoriser ce type
de chauffage au sein des amas (pas de chocs visibles a proximité d’AGN
dans les amas). Plus généralement, les mécanismes permettant d’extraire
une faible fraction de ’énergie disponible (de l'ordre de 1% seulement)
sont encore inconnus (notons que cet argument pourrait étre également
considéré comme positif, puisque seulement une faible fraction de 1’énergie
est nécessaire). Enfin, afin de tester cette possible source de chauffage, il a
été recherché une corrélation entre la luminosité X dans les groupes (ou le
chauffage prédomine) et la présence de galaxies elliptiques, ou les sources
actives (AGN radio-bruyant) se situent préférentiellement. L’absence de
telles corrélations est un élément majeur en défaveur d’'un chauffage par
les AGN [19].

Notons a ce niveau, qu'il a été suggéré un mécanisme élégant pouvant repro-
duire ce palier d’entropie sans faire appel a un chauffage mais utilisant plutét
un refroidissement [20, 21]. .. Le gaz froid et de plus faible entropie serait sous-
trait aux amas par la formation de galaxies... Le gaz restant ayant un temps
de refroidissement de ’ordre du temps de Hubble n’aurait pas pu se refroidir
et constituerait donc le palier observé. Ceci requiert donc qu'un gaz avec un
niveau d’entropie correspondant au palier ait un temps de refroidissement égal
a celui de Hubble, ce qui semble &tre observé [22]. Néanmoins, la trop grande
quantité (~ 50%) de gaz devant ainsi disparaitre semble problématique... Par
ailleurs, cela impliquerait que le rapport entre la masse de gaz et la masse
d’étoiles soit plus important dans les groupes que dans les amas riches, ce qui
n’est pas observé de maniere nette [19, 21]. Notons, par ailleurs, qu'un tel mé-
canisme n’apporte pas de solution au probléme du “refroidissement catastro-
phique” précédemment mentionné [23, 24]. Ce mécanisme, fort de son élégance,
n’est toutefois pas sans difficultés.

Supposant donc l'existence d’un chauffage non-gravitationnel significatif,
une fois la source de chauffage du gaz connue, demeure la question de savoir a
quel moment le chauffage a eu lieu. En la matiere, deux scénarios s’opposent,
mettant en oeuvre un chauffage “interne”, :.e. aprés effondrement du gaz dans

5Le refroidissement induit est par exemple souvent négligé.
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le puit de potentiel, ou bien “externe”, i.e. avant effondrement. Notons, avant
tout, que cette distinction releve d'un certain arbitraire, et qu'un chauffage
continu peut &tre favorisé [25].

L’idée d'un chauffage avant I’effondrement du gaz est séduisante. Si le gaz est
chauffé a ce moment, cet excés d’entropie sera préservé dans le coeur des amas
apres virialisation (’entropie créée par les chocs étant plus ou moins négligeable
comme nous le verrons par la suite, en allant des amas au groupes). Toutefois,
cet exces d’entropie ne peut pas étre réparti uniformément dans les baryons
cosmiques avant effondrement sous peine de faire disparaitre la forét Ly,. De
fait, cette forét témoigne d'un chauffage a une température de 10*K [26], un
ordre de grandeur inférieur aux besoins des amas. Une solution naturelle a
ce probléme réside en un chauffage biaisé du gaz, i.e. uniquement dans les
zones de surdensités oi1 réside déja le gaz allant s’effondrer. Notons qu’une telle
distribution de gaz est indétectable directement a haut z mais devrait étre
détectée dans des systémes absorbant 0VI & z moyen ou faible [27, 28].

La réponse a ces questions est difficile et, en fait, non-séparable du probleme
lié au type de chauffage lui-méme. En effet, développer un mécanisme plau-
sible nécessite de connaitre les besoins précis, lesquels dépendant eux-mémes de
I'instant ol a lieu le chauffage, puisque plus dense est le gaz (plus tard dans
I’évolution), plus important doit étre ’apport d’énergie par particule (évalué
typiquement a ~ 1 keV par particule). Des indications peuvent venir de 1'étude
d’autres conséquences de ces deux types de scénarios, par exemple sur la forma-
tion de courants de refroidissement ou sur 1'évolution de la fraction baryonique
avec T [29]. De toute évidence, cette situation de crise ne sera résolue qu’au prix
d’observations nouvelles et de simulations comprenant une modélisation de la
physique des baryons plus réalistes (refroidissement, formation d’étoiles, .. .).

Notons que ces modéles de chauffage propres aux amas de galaxies apportent
des contraintes complémentaires a celles déduites des fonctions de luminosité
des galaxies [23, 30] et doivent donc étre compatibles.

7.2 Un modele unissant les groupes et les amas

Nous n’apporterons pas de réponses a ces points mais montrerons, au moyen
d’un modeéle analytigue, comment l’existence d'un palier d'entropie (d’origine
externe) permet de décrire l'ensemble des observations actuelles. En quelque
sorte, notre modeéle confirme la crise et le caractére attrayant des modeles de
chauffage externes, méme s’ il n’en fournit pas 1'origine.

Le chauffage externe sera choisi par opposition a un chauffage interne car il
permet plus facilement une description analytique : de fait, pour le modéliser,
il suffit de considérer que I'ICM, avant son effondrement, posséde une certaine
entropie, supérieure a l’entropie moyenne du gaz cosmique (non chauffé).

Le principe de notre approche est le suivant : nous exprimons les lois d’échelle
sus-mentionées en fonction du profil d’entropie spécifique du gaz au moyen
d’hypothéses physiques simples. Nous dérivons ensuite une expression analy-
tique du profil d’entropie spécifique (ou plutdt de sa normalisation) en consi-
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dérant un modtle de choc a la Cavaliere, Mecci & Tozzi (CMT) [31]. Ceci nous
permet de déduire une expression analytique pour toutes ces relations d’échelle.
Ensuite, ’ajustement d’une simple constante de normalisation nous permet
de reproduire ’ensemble de ces relations observées. Ce succés nous ameénera a
considérer 'entropie comme l'observable clef pour les amas, suivant en cela [32].

Hypotheéses

Comme discuté précédement, nous supposerons la validité de la description
du plasma chaud et dilué par un gaz parfait d’équation d’état

po kT,
P, =22 (7.1)
Lmp
et la vérification de la conservation de la masse et de 1’équilibre hydrostatique,
qui s’écriront

Vipgv) = 0 (7.2-a)
VB, = —p,Vé. (7.2-b)

Si l'on adjoint a ces trois équations 1’équation de Poisson, alors ce systéme est
fermé et des solutions pour les profils peuvent étre trouvées. Afin toutefois de
spécifier totalement ces solutions, des conditions au bord doivent étre également
précisées. Décrire 1’évolution de ces conditions limites en fonction de la masse
(ou de la température) sera la principale articulation de notre approche, et nous
montrerons que l'évolution de ces conditions avec T rendra compte des relations
d’échelle nous intéressant.

Pour exprimer ces conditions au bord, I'existence d’un choc se révele cruciale.
En effet, comme cela a été montré par 'usage de simulations numériques [33]
le flot de gaz devient supersonique au voisinage du rayon de viriel d'un amas
si bien qu’un front de choc se forme, transformant un excés d’énergie cinétique
en énergie thermique. Au moyen des relations de Rankine-Hugoniot [34], nous
pouvons exprimer les relations entre grandeurs thermodynamiques post-chocs et
pré-chocs. Nous distanciant en cela de CMT, nous avons trouvé une expression
approximative (a2 mieux de 4% dans notre domaine d’intérét) permettant de
relier I’adiabat de part et d’autre du choc, relation d’un usage particulierement
simple.

En effet, définissant 1'entropie spécifique du gaz par

kT
s=8/c, =In < 7_91> (7.3)
Pg

ol v est l'indice polytropique du gaz (fixé dorénavant a 5/3), nous pouvons

définir 1’adiabat comme ©
_ kT, _
K = (pmy)” et = n’y_gl = (kTy) n, 23 (7.4)
g

6Cette définition differt d’un facteur (u 'rrl,},)“/_1 de la définition habituelle, par exemple
[35].
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oung = p/(p mp). Notons que par la suite T, sera exprimée en keV si bien que
nous noterons T, au lieu de kTj,.

Si ’on suppose que le choc est tres efficace, 2.e. que la vitesse du flot dans
le référentiel de 1’amas est négligeable apres le choc, alors, notant

15 kT;
e=——1_ (7.5)

4 pmyvi’
ol les quantités indicées 1 et 2 désignent respectivement les quantités pré- et
post-choc, nous arrivons a une simple relation entre 1’adiabat avant et apres le
choc : .
1 101
Ko=—2""3K (1+ 2>} . 7.6
" 16 t\Mr e (7.6)

Cette expression, outre sa compacité, bénéficie d’une interprétation aisée et
satisfaisante. Les amas riches accrétent principalement des petites structures
ou du gaz diffus. La différence entre la température du viriel et la température
externe est telle que la limite de choc fort ou, flot froid, est appropriée. Cette
approximation se traduit par 75 > T} et € < 1, si bien que

5271/3
2=

8

K, (7.7

ce qui entraine le fait que dans les amas riches, ’entropie sera principalement
créée par les chocs.

Les groupes, eux, accrétent principalement un gaz préchauffé et diffus mais
le gradient de température entre la température du viriel et la température de
I'IGM est moindre, si bien que l’approximation de choc faible, ou accrétion
adiabatique, est valide. Elle s’écrit pour € — 1

27
Ky~ 273K, . 7.8
>~ 16 ! (7.8)
Ceci implique que ’entropie des groupes est dominée par “l’entropie accrété”
d’otr I’existence d'un palier d’entropie (indépendant de ¢).

Unir les groupes et amas par une relation K — T généralisée

Nous désirons maintenant utiliser cette relation, afin d’en déduire une rela-
tion K — T valide pour les amas et les groupes .

Ceci se fait en plusieurs étapes. Tout d’abord, en utilisant le théoréme du
viriel, la relation M — T, et I’hypotheése de flot froid adiabatique, on peut relier
vy (introduit dans I'Eq. 7.5) et Ty. Ceci nous permet d’obtenir la relation :

rm-xfi+ (I)]. -

0

Cette relation constitue un résultat clef de notre approche. Elle exprime le
gain en entropie suite a un choc comme une fonction simple de la température
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Fic. 7.1

Adiabat post-choc K, en fonction de la température moyenne du systéme.
La ligne solide est obtenue avec l'équation (7.9), olt 'on a considéré Ky =
102 keV cm?. Seule la normalisation est ajustée puisque Ty = 2 keV est pré-
cédement fixé. La ligne pointillée est le meilleur ajustement K oc T' déterminé
par [10]. L’auto-similarité de la normalisation de 1’adiabat du modele de choc
(calculé au rayon de viriel) avec les mesures effectuées au centre (R = 0.17,)
suggere 1'idée d’une certaine similarité des profils d’entropie.

moyenne du gaz. Ecrite ainsi, elle posséde deux paramétres libres : K; ~ K,
une normalisation avant le choc, et, une température 7o exprimant la transition
entre le régime de choc fort et le régime de flot adiabatique.

Dériver la valeur de K; est délicat et requiert une modelisation compléte de
I'histoire de ’entropie de I'ICM, ce qui pourrait se faire dans l'esprit de [30].
Ceci dépasse 1’ambition de notre modele. Par contre, nous pouvons relier Ky
et T, moyennant quelques considérations physiques supplémentaires 7. Nous
pouvons ainsi calculer Ty ~ 2 keV, ce qui réduit a un le nombre de parametres
libres de notre modéle : Kj, simple constante de normalisation.

Premiére comparaison avec les observations

Afin de comparer cette relation aux observations, mais aussi afin de déte-
miner la valeur de Kj, nous utilisons les données de Helsdon et Ponmann [10].
Malheureusement, la sensibilité actuelle des instruments d’observation en X,

7Au nombre desquelles figure, le fait que le gaz soit préchauffé avant le rebroussement
(*“turn-around”) mais, que son entropie ne varie pas entre ce point de rebroussement et le
rayon de viriel, l1a validité d'un modeéle d’effondrement sphérique, et, certains résultats obtenus
par des simulations numériques (voire appendice B de I’article [1].
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conjuguée a la décroissance de la densité de gaz avec r, rendent impossible la
mesure de l'entropie a r,, ol notre relation est définie. Aussi, nous sommes
contraints de calibrer notre relation précédente sur des mesures a R = 0.1 r,.
Le bon accord, néanmoins résultant, entre notre relation (ou l'on utilise la va-
leur calculé T, = 2 keV) et ces mesures, illustré par la figure 7.1, plaide en
faveur d’une auto-similarité approximative des profils d’adiabat dans les amas.
Ce point se révelera d'une certaine importance par la suite.

Plus précisément, cette coincidence entre le comportement de 1’adiabat cal-
culé au rayon de viriel et 1a valeur observée a l'intérieur de I’amas, suggére que le
mécanisme physique a l'origine de ces valeurs soit le méme, i.e. la compétition
entre chocs et entropie de I'IGM accrété. Ceci est confirmé par les simulations
hydrodynamiques 3-D [36, 37, 38], qui montrent qu’aprés la derniére fusion ma-
jeure et la formation d’un coeur isentrope, un front de choc quasiment sphérique
se forme et se propage vers ’exterieur. Aussi, la méme physique est a I’'oeuvre
en allant du coeur vers le rayon de viriel. Cette explication nous permet de
regarder un profil d’adiabat d’une toute autre maniére.

Se rapprochant du coeur, on traverse une succession de coquilles accrétées
a des ages croissants, si bien qu'explorer la dépendance en r du profil d’adia-
bat (par exemple) revient en quelque sorte a explorer 1'histoire d’accrétion de
I'amas. Ceci pourrait nous permettre, au moyen du modéle de choc précéde-
ment détaillé, de décrire I’adiabat de I'lCM avant le choc a différents ages, z.e.
d’avoir accés a une quantité K;(z). Une telle maniére de voir les choses n’a pas
encore fait 1’'objet d’études suffisament approfondies, mais devrait faire l'objet
de certains de nos travaux.

Par la suite, nous nous contenterons d'utiliser la relation K — T précédement
calibrée, et nous en déduirons les relations Lx — T, y — T ou bien Lx — y.

7.3 Prédictions pour les relations d’échelles

Dans cette section, nous détaillerons comment, de la relation K — T, établie
dans la section précédente, nous pouvons déduire une relation Lx — T'. Les
autres relations pourront étre dérivées de maniére analogue.

Obtention de la relation Lx — T

En toute généralité, la luminosité X totale d'un amas peut s’'écrire
Lx = / n2A.(AE,T,)dV, (7.10)
\%

ot l'intégration se fait sur le volume V, et ot A.(AE,T.) désigne 1'émissi-
vité du gaz dans une bande d’énergie donnée, AF. Par la suite, on considérera
simplement A, = AqT''/?, ce qui est approprié pour 1'émission de type “Brehm-
sstrahlung” thermique, dominante dans les bandes d’énergie observée par les
satellites actuels.
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Réexprimant cette luminosité en fonction de 1’adiabat, et, supposant [’zso-
thermalité du gaz, on obtient

Lx _ o [V (7.11)

]2 v K3
Si 'on connaissait exactement K (r,T'), alors cette derniére relation nous don-
nerait directement la relation Lx —T'. Néanmoins, la relation K — T précédente
ne nous donne que 1’évolution de la normalisation avec T', aussi, en principe,
nous avons besoin de connaitre la dépendance en r, z.e. le profil, afin de pou-
voir intégrer sur le volume. Toutefois, comme nous l'avons noté ci-dessus, la
validité de notre relation K — T a des rayons différents de R = r, suggére une
auto-similarité approximative du profil d’adiabat. Ceci nous permet de suppo-
ser que la dépendance en T de la fonction K(T,r) n’intervient qu’a travers une
constante de normalisation, soit

K(r,T2) = K2(T2) f(r), (7.12)

ot K3(T>) est donné par I’équation (7.9) et f(r) est une simple fonction de r,
i.e. indépendante de la température moyenne du systéme. On peut donc écrire,

_3 dv
Ao K2(T) L, ) (7.13)
Toutefois, l'intégrale sur le volume précédente dépend encore de T car le volume
total dépend de 7, et donc de T'. On définira par la suite le volume total comme
le volume circonscrit par la surface R = r,, ce qui nous permettra d’expliciter
la dépendance en T'. Si on suppose en plus la sphéricité (ce qui est raisonnable
pour des amas suffisament relaxés) alors, on peut écrire,

Lx
T3+a =

dav v
o) = 471'/0 r2f73(r)dr (7.14-a)
1
= 471'7'13,/ 22 f3(z)dz (7.14-b)
0
= 4nrd3 Qx (7.14-c)

o 'on a posé z = r/r, et défini le facteur de forme @ x. La valeur de ce facteur
de forme peut étre calculée en considérant par exemple un G modéle [39], ce qui
conduit a @x ~ 0.11.

Utiliser alors les relations r, — T et M — T, conséquentes au théoréme du

viriel, nous meéne a
7\173
Lo TS [1 + (—)] (7.15-a)
To

Lx

5.643 x 104275 [1 + 5

h2_/23 ergs 1. (7.15-b)
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Relation Lx — T analytique et observations de [10] pour les groupes et pour les
amas riches [7, 9]. La ligne solide est la formule analytique. (7.15). Ty a été fixé
a la valeur calculé précedement, z.e. Top = 2keV, ainsi que @Qx = 0.115 et K.

ol 'on a utilisé uniquement la valeur de Ky (Ko = 102 keVcm?) précédement
ajustée et quelques constantes définies par ailleurs.

La encore, l'interprétation de cette relation est conforme a ce que I’on attend.
Pour T K Ty, t.e. pour les groupes oi1 ’adiabat des amas est dominé par la
valeur pre-choc, on obtient

Lyx < T%? « T*5 | (7.16)

alors que pour les amas riches ou T > Tp, l'adiabat est imposé par les chocs
[31] et I’on obtient
Ly oc T%/?41/2=3 o 72 (7.17)

Nous observons donc bien, comme attendu, un comportement de type auto-
similaire & haute température (voir section 7.1) mais avec un écart & l'auto-
similarité a plus bas 7', caractérisé par un accroissement de la pente.

Ainsi, au moyen de quelques hypothéses physiques supplémentaires faibles
(telle l'isothermalité et la sphéricité qui sont avérées en moyenne au moins),
nous sommes a méme de prédire une relation Ly — T que nous comparons
maintenant aux observations.

Comparaison avec les observations

Afin de comparer les précédentes prédictions aux données, nous utilisons des
mesures de luminosité dans les amas riches [7, 9] et les groupes [10]. Utilisant les
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valeurs de QQx et Ko précédement dérivées, aucun parameétre libre ne demeure.
Les données et notre relation sont tracées sur la figure 7.2. L’accord est de toute
évidence excellent, et a notre connaissance le seul modele analytique simple
permettant de reproduire les observations, des groupes aux amas.

Le fait que les groupes chauds (T' ~ 1 keV) semblent &tre plus lumineux tient
probablement a la présence de courants de refroidissement non corrigés dans
ces groupes [10], alors qu'ils sont pour les amas plus riches, soit absents [7], soit
soustraits [9]. Les groupes de plus basse température, généralement supposés
exempts de tels courants sont, par contre, remarquablement reproduits par le
modeéle.

Cet accord avec les données apporte un grand crédit a notre approche.
Nous avons naturellement effectué cette comparaison, non pas tant pour les
valeurs de parameétres ainsi déterminés, mais plutdt pour illustrer la pertinence
de notre description. Celle-ci est renforcée par le fait que d’autres relations,
telles Mrcm — T, fgaz— T,y —T et y — Lx, peuvent étre dérivées de maniere
analogue sans ajuster aucun nouveau parametre, et se trouvent étre en trés bon
accord avec les données.

A titre d’exemple, nous reproduisons sur la figure 7.3 la relation y — Lx
dérivée de la méme maniére, ainsi que les données compilées en [40]. Notons
que cette comparaison est particulierement intéressante en ce qu’elle permet
de tester notre approche sur des observations mettant en jeu des mécanismes
physiques différents (la diffusion Compton inverse des photons du CMB sur les
électrons du plasma et I’émission “free-free”) et des techniques observationnelles
différentes. Toutefois ces observations SZ, méme si en progrés constant, ne sont
pas encore d'une qualité égale a celle des observations X actuelles, d’oi1, entre
autres une dispertion plus importante.

7.4 Discussions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons vu comment par une modélisation simple des
processus a ’origine de ’entropie dans les amas, 2.e. les chocs et un pré-chauffage
de I'ICM, nous pouvions déduire une relation K — T générale d’out diverses
relations d’échelle Lx — T, y — T, etc., découlaient simplement. L’adéquation
entre ces relations et les observations nous a conforté dans notre croyance a la
validité de cette approche.

Toutefois, ce modeéle repose sur un certain nombre d’hypothéses, qu'il con-
vient de discuter avant de le comparer a d’autres modéles défendus. Ceci nous
permettra d’éclairer quelques directions de recherche potentielles.

Isothermalité et adiabat self-similaire

Parmi ces hypothéses, nous sommes tout d’abord poussé a supposer l'iso-
thermalité et 1’auto-similarité du profil d’adiabat. Le second point, peut-étre
plus que le premier est discutable.
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F1c. 7.3
Relation décrément SZ central - Luminosité X. La ligne continue représente la
corrélation analytique prédite, utilisant les valeurs prédites pour Qsz et @ x. La
ligne pointillée correspond au meilleur ajustement (non physiquement motivé)
trouvé par [41]. Les données ont été compilées par [40], et corrigées des effets
de lobe.

Comme nous l’avons vu, un profil de brillance de surface plus plat dans les
groupes (ou amas froid) est utilisé comme argument en faveur de l'existence
d'un préchauffage [11] (m&me si une telle évolution est contestée par [42], ce qui
illustre certainement la dépendance des résultats vis a vis de certaines options de
I’analyse et nous rapelle donc la prudence avec laquelle certains résultats doivent
étre considérés). Le statut des simulations sur ce point n’est en fait guére plus
clair puisque, par exemple, des simulations hydrodynamiques 1-D produisent
des résultats contradictoires [20, 29], confirmant certaines observations pour
les premiers, les infirmant et allant dans le sens de l'auto-similarité pour les
autres. Plaident toutefois, en notre faveur, les mesures raffinées de [43], olt ont
été modelisées avec un plus grand soin certaines mesures initiales [11]. Certes,
les profils de densité ne sont alors pas auto-similaires mais, étant donné que la
température n’est pas constante, ceci n’empéche pas les profils d’adiabat d’étre
dans une bonne mesure auto-similaires, z.e. jusqu'a R = 0.25 7, ol les mesures
ont encore un sens.

De toute évidence, seules de nouvelles observations pourraient permettre de
trancher sur ce point. Toutefois, le succés de notre modele plaide en faveur de
cette auto-similarité, approximative bien sfir.

Néanmoins, afin de tester la robustesse de notre approche vis a vis de cette
hypothese et de l'isothermalité, nous avons considéré les résultats d’un modele
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semi-analytique physiquement motivé de profils d’amas [25] 8, ol les proprié-
tés d’isothermalité et d’auto-similarité du profil d’adiabat ne sont pas impo-
sées, méme si elles apparaissement approximativement (ce qui conforte en soit
nos choix). Comparant la quantité Ag fV dV/K?® prédite et les observations
de Lx/T"/? (voir Eq. 7.12), nous constatons un trés bon accord. Ainsi cette
approche aux relations d’échelles observées est non seulement pertinente mais
aussi robuste vis a vis de nos hypotheéses clefs, qui ne sont nécessairement qu’ap-
proximatives. Ceci conforte également le fait que, de toute évidence, l'entropie
constitue une observable clef des amas de galaxies.

Autres modéles

Notre modeéle n’est pas le seul proposé a ce jour : une comparaison avec
d’autres s’impose alors. Tout d’abord, notons le fait que seul notre modele
s’appuie sur des arguments analytiques simples (méme s'il fait appel a certaines
relations calibrées sur des simulations numériques), par opposition aux modéles
ayant recours souvent a des approches numériques plus lourdes.

Des modeles de chauffage externe ont été proposés [35, 32], mais de fait,
ils ne parviennent a reproduire la relation Lx — T qu’au prix d'une injection
d’entropie (~ In Ky) nettement supérieure aux valeurs observées (un facteur 3
au moins [43]). Ce désaccord vient du fait qu'ils considérent des groupes isen-
tropiques et non chauffés par les chocs, d’ol1 la nécessité d'un apport d’entropie
trés important. Ceci indique un résultat secondaire important de notre modeéle :
U’effet des chocs n’est probablement pas négligeable dans les groupes.

Enfin, une étude comparative des scénarios de chauffage externe ou interne
a été effectuée, étude numérique incluant une modélisation des flots de refroidis-
sement (trés approximative) [29]. L'excés d’entropie des amas semble persister
dans le cadre des modeéles de chauffage externe, méme si le modele de chauffage
interne semble souffrir d’un injection d’énergie insuffisante des SNae compensée
par une modification ad-hoc de la Fonction de Masse Initiale (IMF), c’est-a-
dire par une augmentation artificielle du nombre de SNae. Notons sur ce point,
qu’il ne peut dans tous les cas y avoir qu'un chauffage interne car, d’une part, le
probléme du sur-refroidissement ( “overcooling” [23], voir introduction générale)
persisterait alors, et d’autre part, il existe des évidences de chauffage externe a
grand z dans les structures observées autour de galaxies. D’'une maniére géné-
rale, on ne peut probablement considérer des scénarios de chauffage exclusifs,
mais seulement des modes de chauffage dominants.

Autres horizons

De toute évidence, notre modele ne peut-&tre qu’enrichi ° par les observa-
tions futures, tant en X qu'en SZ, ol1 les plus grands progrés sont attendus.

8En fait ce modele est enrichi par rapport & celui présenté ici par le fait qu'il incorpore un
modéle de conduction et une valeur d’entropie centrale (déduite d’'un modéle d'évolution de
I'entropie type [30]), d'ot1 sont déduits des profils de pression, température et densité.
La connaissance ne peut que s’accroitre, seuls ses auteurs peuvent étre ruinés...
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Ce modgele se trouverait également enrichi par une modélisation des courants
de refroidissement. La pertinence de la description des observations d’amas de
galaxies au moyen de l’entropie, suggére qu'une description entropique de la
formation des grandes structures - histoire dont les amas constitueraient les
jalons - se révélerait certainement fructueuse.
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Chapitre 8

Distorsions
gravitationnelles et effet
Sunyaev-Zel’dovich : une
analyse conjointe

ous 'avons déja évoqué dans la partie précédente, 1'intérét cosmo-

¢/V logique des amas, tient, hormi leur statut d’objets les plus massifs

gravitationnellement liés, a la possibilité d’observer a trés grande échelle la com-

plexe intéraction entre baryon et matiére noire, et a en déduire le cas échéant

des indications sur la valeur de certains parameétres cosmologiques tels Hp, ou
la fraction baryonique €, 2, 05 ...

Cette interaction découle naturellement de la composition des amas qui,
constitués en masse de 80 % de matiére noire, de 15 % d'un gaz baryonique
(plasma chaud) et de 5% de matiére galactique (poussiére et étoiles), entraine
une grande richesse d’observations : observation du champ de distorsion gravi-
tationnelle ou effet de lentille donnant accés a la masse totale projetée [1, 2],
émission en X du gaz (ICM) [3], et observation de l'effet SZ dii a la diffusion
Compton inverse des photons du CMB sur les électrons du plasma [4, 5, 6, 7],
observation des galaxies, de leur champ de vitesse, de leur morphologie...

L’abondance et la qualité de ces observations s’accroissant au fil des pro-
grés technologiques, nous disposons aujourd’hui d’observations précises de la
distorsion gravitationnelle, de 1’émission X mais aussi, progrés plus récent, du
décrément SZ [8, 9, 10]. Ceci est un fait. Mais le constater et constater sa richesse
pottentielle n’est rien, si 'on ne trouve les moyens de ’exploiter au mieux.

En proposant une méthode d’analyse conjointe des données WL, SZ et X,
nous avons, en collaboration avec Yannick Mellier, Frangois Bouchet et Romain
Teyssier, taché d’avancer dans cette direction. Cette méthode originale a fait
I’objet d'une publication [11] reproduite en annexe .6.
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Avant d’exposer les principes généraux de cette méthode ainsi que des
exemples d’application sur des simulations numériques dans les sections 8.2
et 8.3, nous commencerons dans la section 8.1 par détailler ses motivations en
regard des méthodes appliquées jusqu’alors. Nous finirons dans la section 8.4
par discuter des limitations d'une telle approche et de ses extensions.

8.1 Motivations et nécessités

De certains biais possibles affectant les mesures de Hy et f

L’intérét d’observations mettant en jeu des mécanismes physiques distincts,
mais surtout, la difficulté potentielle de leur usage, peuvent-étre aisément illus-
trés par ’exemple de la mesure de la constante de Hubble, Hyp, a partir des
observations SZ ou X.

Le principe de cette mesure est simple. L’émission de type “brehmsstrah-
lung thermique” (“free-free”) constituant le processus originel dominant du flux
X observé (dans les gammes d’énergie nous intéressant ici), est un processus
d’émission “a deux corps” (e~ +p — e~ + p + 7), aussi son intensité est-elle
proportionnelle & nen, = n2 (ou l'on a utilisé 'électro-neutralité). La brillance
de surface observée nous donne donc accés  la quantité Lx o [ ngTe1 2qq (ol

I'on a supposé une loi d’émissivité o« Tel/z). L’effet SZ, lui, trouve son origine
dans la diffusion d’un rayonnement de fond incident par les électrons du plasma
et constitue donc un processus a “un corps” dont 1'intensité est proportionnelle
& ne. Aussi, I'intensité du signal intégré observé varie comme y o« [ n.dl. Sché-

matiquement, le rapport de ces deux quantités , y/ Lg/ ? nous donne acces &
une longueur pondérée par la densité électronique £,,,, pourvu que 1'on suppose
I'isothermalité. Toutefois, cette longueur pondérée £,,, est une longueur le long
de la ligne de visée. Par conséquent, si ’on veut faire usage du diameétre appa-
rent 6, de ’amas et en déduire une mesure de la distance angulaire D,(z), ol
se cache la dépendance en Hy, il nous faut faire une hypothése sur la géométrie
de I’amas et son profil de densité électronique. En supposant, par exemple, sa
sphéricité, on pourrait identifier la longueur transverse et la longueur le long de
la ligne de visée, ce qui nous permettrait d'identifier D, (2)6, et £, < y/ ng/ 2)
[12, 13, 7]. Ce principe est bien connu et a été largement appliqué, mais conduit
a des résultats tres dispersés.

Le fait est que cette approche, méme si naturelle, souffre de biais importants
[14, 15, 16, 17]. Comme nous ’avons vu, elle doit sa simplicité aux deux hypo-
theses clefs que sont l'isothermalité et la sphericité, toutes deux pouvant étre
trés approximatives en pratique . Il a en effet été évalué que ces hypotheses
pouvaient entrainer une erreur systématique comprise entre 15 % et 30 % lors
de la mesure de Hy.

Notons que ce méme type d’approche (et de biais) pourrait étre également

1Cela pourrait sembler contredire la discussion du chapitre précédent, mais il faut se rap-
peler qu’alors, seule des quantités intégrées sur le volume étaient considérées.
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illustré dans le contexte de la mesure de la fraction baryonique, f,, a partir
d’observations de champ de distorsions gravitationnelles par effet de lentilles,
nous donnant accés a la masse projetée totale, et une observation du contenu
baryonique telle I’émission en X [18, 19, 20].

De maniére plus générale, ces deux exemples illustrent la difficulté que 1’on
rencontre a modéliser la structure spatiale d'un amas a partir de simples mesures
de quantitées projetées, ce que nous allons détailler ci-dessous.

Difficultés génériques d’une déprojection

Cette difficulté est celle des problémes inverses [21]. Elle est particuliére-
ment importante en astrophysique par le simple fait que la grande distance qui
nous sépare des objets qui nous intéressent rend impossible leur observation
sous plusieurs angles. Si tel n’était pas le cas, on se retrouverait, par exemple,
dans des situations proches de la tomographie ot la connaissance de quantités
intégrées selon plusieurs lignes de visée autorise (par 'usage de tranformée de
Radon inverse, par exemple) ’accés & la structure tri-dimmensionnel de 1'objet
étudié. Cette situation est celle de 'imagerie médicale. L’observation d’amas
de galaxies n'offre néanmoins pas cette facilité, aussi ces problémes inverses
sont simplement singuliers (non-inversibles, ou, autrement dit dégénérés, au
sens ol l'unicité de la solution est perdue) et leur solution nécessite donc une
forme de régularisation 2. Pour celle-ci, I'usage d’a priori sera particulierement
adéquat 3. Ils peuvent étre d’ordre physique (par exemple 'isothermalité), géo-
métrique (par exemple 'axisymétrie) ou paramétrique (la distribution spatiale
est caractérisée par certains parametres ajustés directement sur l'image, e.g.
les B-modele [22]). Notons que cette derniére famille incorpore en général des
hypothéses géométriques et physiques.

Solutions proposées

L’actualité et ’'intérét de ce probléme n'ont naturellement pas été sans sti-
muler le travail de plusieurs groupes qui ont proposé diverses réponses a ce
probléme de la coanalyse, et donc de la déprojection, considérée soit comme
but en soi, soit comme moyen pour accéder a Hy par exemple. Ces approches
se distribuent aisément parmi les trois classes établies ci-dessus.

Les mesures de Hy et f, précédement évoquées ont fait usage d'un G-modele,
isotherme et a géométrie sphérique ou elliptique. 11 s’agit donc ici d’'une “régu-
larisation paramétrique”, la plus simple.

Alternativement, il a été proposé une approche ol le gaz est encore supposé
isotherme, mais ou la distribution de matiére est axi-symétrique [23, 24, 25].
Toutefois, partant de ces méme hypothéses, deux procédures distinctes d’in-
version ont été proposées. Un algorithme de déprojection a plusieurs jeuz de
donnés de type Richardson-Lucy [26, 27, 21] a été discuté dans [24], selon

2Nous insistons sur le fait que cette singularité est intrinséque 3 la nature du probléme,
1.e. indépendant des contingences de la mesure génératrice de bruit. ..
3Ceci n’est évidemment pas sans rappeler le probléme décrit au chapitre 4.
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une procédure initialement élaborée pour la détermination de la structure 3-D
des orbites stellaires [28, 29, 30]. Cet algorithme itératif incorpore de maniére
rigoureuse la notion d’a prior: puisque sa dérivation est basé sur le théoréme
de Bayes, dont un usage intensif a été fait dans la partie précédente. Malheureu-
sement, cette approche souffre de propriétés de convergences incertaines et ses
résultats semblent en patir dans notre contexte. Il fait toutefois encore 'objet
de travaux en cours.

Quand a eux, [23, 25] exploitent la simple relation entre transformée de
Fourier (TF) de l'image projetée, et transformée de Fourier 3-D de l'objet, et
s’autorisent, le cas échéant, a procéder a une interpolation dans le “céne d’igno-
rance” * Cette approche a donné des résultats intéressants sur des simulations,
mais n’a pas encore été appliquée sur des données réelles.

Dans ce chapitre, nous ne développerons que les premiers pas vers une dé-
projection compléte. Notre ambition sera donc moindre (temporairement), mais
elle sera surtout différente. Considérant uniquement des observations SZ et WL
(les autres méthodes considérent également 1’émission en X comme donné),
nous effectuerons une prédiction de 1'émission en X, qui, par comparaison avec
I’émission mesurée, nous permettra de valider ou non notre approche et de tester
nos hypothéses physiques.

Dans un second temps, notre méthode pourrait supposer comme connu
I’émission en X ce qui permettrait alors une déprojection compléte. Toutefois,
il est important de séparer les deux objectifs distincts que son la modélisation
3-D d’un amas et la description adéquate des quantités intégrées telles la masse
totale des baryons. Ce dernier sera celui poursuivi dans ce chapitre.

Par un développement pertubatif autour de situations sphériques (sphéroi-
dales) et un usage cohérent (dans un sens perturbatif) d’hypothéses physiques
simples, nous tacherons de nous libérer des hypothéses de symétries sphériques
(sphéroidales) et d’isothermalité.

8.2 Principes généraux

Supposant la donnée d’observations SZ et WL, nous tacherons donc de ré-
pondre a la question : comment devons-nous les coanalyser ? Désirant effectuer
une véritable coanalyse, et non pas une comparaison de deux analyses distinctes,

4Le “cone d’ignorance” [31] est une reformulation de la singularité du probléme d’inversion
dans le cas d'un systéme axi-symétrique. Ce nom provient du “théoréme de Fourier des sec-
tions” (“Fourier slice theorem”) qui stipule que les valeurs de la TF & 2-D de la projection sont
égales a celles de la TF & 3-D dans un plan “section” perpendiculaire 4 la ligne de projection.
Si, par chance, 1’axe de symétrie appartient a ce plan section, alors une simple rotation autour
de cet axe nous donnera accés aux valeurs de la TF dans tout le domaine de Fourier. Si, par
contre, cet axe fait un angle 8 > 0 avec le plan section, alors cette méme rotation laissera un
cone de demi-angle 8, o1 la TF ne sera pas définie, d’ol1 la nécessité d’une interpolation. Re-
marquons que cette difficulté fondamentale a limité 1'usage de telles techniques dans le cadre
de la distribution de galaxies, car il a été montré [32, 33] que des distributions physiquement
intéressantes, e.g. de type disque, pouvaient se révéler complétement indéterminées. L’espoir
de ces auteurs [23, 25] est que les amas de galaxies, dont la distribution est plus “douce”,
soient des systémes plus favorables a ce type de méthode. Cet espoir semble avéré.
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nous nous efforcerons d'utiliser les relations physiques entre ces grandeurs me-
surées.

L’observation de l'effet SZ et des distorsions gravitationnelles nous don-
nant accés a la pression et au potentiel gravitationnel projetés, nous voudrions
faire usage d’hypotheses (équation d’état, équilibre hydrostatique. . . ) reliant ces
quantités a 3-D pour combiner leur projection a 2-D. Malheureusement, ces re-
lations 3-D n'ont aucune formulation utile a 2-D, z.e. nous ne possédons pas de
relations de fermeture 2-D nous permettant de relier ces images. Notre méthode
vise donc a construire de telles relations de fermeture au moyen d’une approche
perturbative.

Nous rappellerons briévement les hypothéses qui sous-tendent notre ap-
proche avant d’en expliciter le formalisme.

Hypotheéses générales et observations

Comme déja discuté dans les deux chapitres précédents, nous assimilerons
le plasma chaud et dilué constituant 'ICM a un gaz (g) parfait a 1’équilibre
hydrostatique dans un potentiel de matiére noire (DM), ce qui nous permet
d’écrire les trois relations suivantes :

P, = —=— = = T, .1-
[ fhe My B peTy (8.1-a)
V(pgvg) = 0 (8.1-b)
VPg = _ngQDM . (8.1-C)

Par ailleurs, I’amplitude du décrément SZ est directement proportionnelle au
parameétre de Comptonisation y, donné par

y = & / dn.ksT. = « / diP, . (8.2-a)

mec?

L’amplitude du décrément SZ est donc directement reliée a la pression du gaz
intégrée.

Enfin, la détermination statistique du champ de distorsion < affectant les
images des galaxies d'arriére plan, nous permet, dans le cadre des lentilles
faibles, de dériver le potentiel gravitationnel 3-D projeté, ¢py o [ ®py dl.
Notons que nous considérons uniquement la contribution de la matiére noire a
ce potentiel.

Principes

Supposons que les cartes observées, de parameétre y et de potentiel projeté
¢pum, présentent une quasi-symétrie de rotation. Cette situation est celle de la
plupart des observations actuelles, comme l'illustre la figure 8.1, et est naturelle,
dans la mesure ou ’on s’attend a ce que les amas relaxés soient sphéroidaux.
Supposons plus précisément que ces deux quantités s’écrivent

Y(R,9) = wo(R)+eyi(R) m(p) (8.3-a)
¢pm(R,9) = ¢pmo(R)+edpm,i(R) n(p) (8.3-b)
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Fic. 8.1

Image de 'effet SZ observé dans 4 amas de galaxies a différents 2. Les contours
correspondent a 1.5 et 5 fois les niveaux de bruit. Ces données proviennent des
interféromeétres millimétriques OVRO et BIMA [34]. L’ellipse blanche en bas a
gauche représente le lobe instrumental synthétique de chaque observation.

ol ¢ € 1, ot (R, ¢) dénotent les coordonnées polaires dans le plan de 'image,
et o m et n sont des fonctions particulieres. Cette description signifie que ces
images peuvent étres décrites comme une perturbation autour d’images par-
faitement circulaires, mais aussi que ces perturbations sont le produit d’une
fonction radiale et angulaire. Bref, nos images sont circulaires a l'ordre 0 en ¢,
mais admettent une correction linéaire en €.

Notre hypothése clef consiste alors a supposer que cette symétrie pertur-
bée 2-D est représentative d’une symétrie perturbée a 3-D intrinséque au
systéme ; autrement dit, que la distribution spatiale de 1’amas peut étre décrite
adéquatement au moyen d'une symétrie sphérique perturbée linéairement.

Cette hypothese suggere un protocole naturel. Soit une carte de y et de
¢ DM, nous commencons par en déduire des cartes (ou profils) de grandeur pro-
jetée au premier ordre (yo(R), ¢po(R)) en moyennant sur des anneaux. Ces quan-
tités d’ordre 0 servent de base pour construire des cartes d’ordre 0 de densité de
gaz projetée, D, o( R), et de température projetée, (;,0(R). On considere ensuite
les corrections d’ordre 1 en € a ces termes symétriques (y1 (R)m(p), ¢1(R)m(p))
d’ot1 ’on déduit des corrections d’ordre 1 pour le gaz et la température projetée :
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Dg,l(R) (P) et Cg,l(R) (P)

Descriptions dans le cas circulaire

Nous allons maintenant détailler plus avant les fondements de ce protocole
dans le cas circulaire, méme si un tel formalisme s’applique également dans le
cas d’une symétrie elliptique, comme cela sera discuté ci-dessous.

Dans un premier temps, et en toute généralité, la pression du gaz, la densité
de gaz, la température du gaz et le potentiel gravitationnel peuvent s’écrire a 3-D
de la maniére suivante, dans I’hypothése d’'une symétrie sphérique linéairement
perturbée :

Pg(rt 9: (P) = Pg,O(T) + € Pg,l(r)f(ei (P)

pe(ri8,0) = pgo(r) + €  pga(r)h(6,¢) (8.4)

Tg("",eﬁ‘P) = TQ,O(T) + € Tg,l(r)k(ef(f’) ’
®pum(r,6,9) = @pmo(r) + € @pma(r)g(6,e)

ot (7,6, ¢) sont les coordonnées sphériques centrées sur ’amas.
Dans un second temps, 'usage de !’équilibre hydrostatique (voir Eq. 8.1)
implique

f(8,9) = h(8,0) = g(6,9), (8.5)
et conduit, au premier ordre en €, au systéme
Poolr) = —Pg,0(7) 8D ,0(7)
Poa(r) = —=pg,0(r)®Dpas,1(r) = pg,1(r) @D o) (8.6)
Poa(r) = —pg,0(r)®pm,a(r) .

De méme, l’équation d’état écrite en Eq. 8.1 meéne directement a

Pg,O("") = :6,09 0( ) 90(7")
{ Ppi(r) = Bpon(r)Tyo(r) + Bpoo(r)Tyi(r) . (87)

Dans ce contexte, les observations, tant par effet SZ que par distorsions gra-
vitationnelles, nous donne accés aux quantités projetées y(R, ¢) et ppm(R, ¢) :

v(R,0) = /Pgo dl+£a/Pg1 o)dl
=  y(R) + ey (R)m(e) (8.8-a)

souBrp) = [ @uolr)il+e [ @ora(r)f(60)a
=  ¢pmo(R) +eppm,i(R)m(p) . (8.8-b)

Notons que les lettres capitales désignent les quantités a 2-D, alors que les lettres

minuscules désignent les quantités 3-D, et que le systéme de coordonnées a été
choisi de telle sorte que 'angle azimuthal a 2-D, ¢ corresponde également a
I'azimuth a 3-D.
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Détermination de la densité de gaz projetée au premier ordre en ¢

Nous pouvons, tout d’abord, déterminer une carte de densité projetée a
I'ordre 0 puis au premier ordre en €. Une carte de température projetée serait
obtenue de la méme maniére, mais nous ne le développerons pas ici, par souci
de clarté. Nous définissons cette carte de densité de gaz projetée ainsi,

N (8.9-2)
= [ oottt [ poan)f6.0)a (8.9-b)

= Dyo(R) + Dg,1(R,¢) (8.9-c)

(8.9-d)

L'usage de transformées d’Abel [35] et des équations de ’équilibre hydrostatique
conduit aux quantités d’ordre 0,

0 d P! (r
Dyo(R) = —2/ rar__ ,9’0( ) , (8.10)
R (r2 — R2)3 ®ppro(r)
ou l'on a Lo 1 R
®paro(r) = —;/ ;W o(R)dR, (8.11)
. _
et , 1 [* 1 R "
a Pg,o(r) = : ;7(}22 - rz)% Yo (R)dR . (8.12)

L’étape qui suit est le coeur de notre méthode. Pour obtenir la correc-
tions d’ordre 1, D, 1(R, ¢), nous procédons de la maniére suivante. Partant de
I’équation (8.6), nous obtenons facilement,

Peo(r)@DMm1(r) = pg,1(r)®paro(r) - (8.13)

Aussi, on peut écrire,

DoslBep) = [ poa(r)iGp) (8.14-2)
/ %%M,l(r)f(e,@)dl. (8.14-b)

Les observations ne nous donnent pas acces a l'intégrale du membre de gauche.

11 faut donc la relier aux observations faites du potentiel gravitationnel projeté
ou bien de la pression de gaz projeté. Nous choisirons ici d’utiliser les données
SZ, mais un calcul analogue utilisant au contraire les données WL est possible.
Ces observations SZ mesurent

wn(Rym(p) = / Py 1(r)£(8, 0)dl , (8.15)
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aussi nous choisissons de réécrire 8.14 par

/pg,l(f)f(f?,w)dl = pg’O(( ; 01(r) F(6, 9)dl (8.16-a)

pg' id / ,p)dl (8.16-b)

= PR
~ ,’;%’Zigylw)mw) (8.16-<)
- ,’;Z’Z((?) WRO) - w(®) .  (816-d)

oll R correspond au rayon observé sur l'image et » est égal a la distance entre
la ligne de visée et le centre de 'amas. A ce niveau, l'extraction de pj 4(7)/
P, o(r) de 'intégrale le long de la ligne de visée n'est possible que sous certaines
conditions d’approximations. En [11], nous justifions plus en détail ce point, qui
s’aveére cruciale et raisonnable, comme cela sera vérifié par la suite. Brievement,
si 'on suppose l'isothermalité, alors le rapport py, o/ P, o est constant, si bien
que cette approximation est exacte. Plus généralement, elle serait également
exacte si la ligne de visée suivait une courbe de rayon constant. Ceci n’est
bien siir pas le cas, mais se révéle étre une approximation raisonnable de par la
faible extension supposée des perturbations. Sa validité décroit toutefois avec R,
puisque ’extension de la perturbation, de taille angulaire constante, augmente
avec R.

A ce niveau, seules des quantités connues constituent le membre de droite,
si bien que I'on peut effectivement en déduire D, ;(R, ¢). Une méme procédure
permettrait de construire une carte de température projetée au premier et se-
cond ordre. L’absence d’isothermalité n’affecte donc pas notre formalisme, au
moins en principe.

Prédiction pour la brillance de surface

Mieux, une méme approche nous permet d’effectuer des prédictions au pre-
mier ordre pour la brillance de surface en X. Elle est en effet définie par

1

= Ty

/ n2\(B,T,) di (8.17)

ol A désigne comme dans le chapitre précédent, I’émissivité en X dans une
bande d’énergie centrée en E. Supposant la connaissance de z et A, on peut
donc écrire,

Sx(B) o / n2T/? 4l (8.18-a)

o / p2Ty/? di (8.18-b)
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x / PRoTa dl+2¢ / pa.0Tyts pg, 1 f (6, p)dl

1 _
+ g€ / P2 oTo o > Ty 1 F(6,0)dl . (8.18-c)

Si nous évaluons approximativement les intégrales du membre de droite comme
discutées précédement, nous obtenons

Sx(B) o / P2 Ty dl
+ 26 o RAILER) [ poaf(@ )

+ %spg’o(R)T;é/z(R) / T, (9, 0) (8.19-a)

[ AoTyFd+2 ¢ pyo(RITE(R) Doa(R, )

1 _
3¢ P2 o(R)Ty 0" (B)Go1(R, 0) (8.19-b)

ot les termes d’ordre 0, py o et T 0 , mais aussi les termes d’ordre 1, Dy 1 et (5,1
ont été préalablement déduits. Cette derniére équation nous montre que nous
savons dériver de maniére cohérente une prédiction X des cartes de quantité
projeté dérivé au préalable.

Ce dernier calcul explicite donc comment la brillance de surface en X peut-
étre déduite des observations SZ et WL. Nous allons, dans la section suivante,
démontrer la validité de ce formalisme, en ayant recours a des simulations nu-
mériques.

8.3 Validation sur des simulations numériques

Afin de démontrer 'efficacité d’une telle méthode nous avons utilisé les ré-
sultats du code RAMSES. Cette oeuvre de Romain Teyssier met a profit les
hautes performaces des techniques algorithmiques de type “grille adaptative”
(“Adaptative Mesh Refinment” ou AMR en anglais) pour réaliser des simula-
tions cosmologiques, N-corps plus hydrodynamiques, & haute résolution (réso-
lution formelle de 12 A~ 'kpc dans le coeur des amas) [36, 37]. D'une simulation
d’un univers A-CDM, un amas relaxé de masse 4.50 x 10 A=! Mg 5 a été
extrait a z = 0.0. Les observables d’intérét, soit des cartes de densité projetée,
d’émission en X et de parameétre de Comptonization y ont été déterminées, et
tracées sur la figure 8.2 (cartes 1,2,3). Chacune de ces cartes, d'une largeur de
3.5 h~1Mpc, a été convolée par une Gaussienne de largeur 120 A~ kpc, mais est
exempte de bruit.

Par simplification, nous avons considéré T, constant, ¢.e. un gaz isotherme,
bien qu'ait été constatée une variation de la température d’un facteur 2 entre
le rayon de viriel et le centre [37].

5Masse de viriel définie par 334 dans cette cosmologie.
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Sous cette hypotheése, I’approximation évoquée ci-dessus est exacte pour le
calculde D, 1 (Eq. 8.16) sans ’étre pour le calcul de Sx (Eq. 8.19). L’application
du formalisme précédement décrit, conduit a la prédiction de la carte de mesure
d’émission X aux premier et second ordres (cartes 4, 5 et 6). L’accord avec la
simulation est excellent. Le coefficient de corrélation entre ces deux cartes est
de 0.978, et les flux totaux différent de seulement 0.9 %.

Ce résulat apporte une bonne crédibilité a notre approche et valide nos
hypothéses. Certes, le cas considéré n’est pas le plus défavorable que 1'on puisse
concevoir, et des exemples moins favorables, au sens ol les perturbations sont
plus importantes (& savoir, faiblement décroissante avec R), conduisent & des
résultats sensiblement moins bons au premier ordre, ce qui est attendu. Mais
ce formalisme constitue dans tous les cas un progrés certain par rapport a la
simple symétrie sphérique.

8.4 Accomplissement, limites et perspectives

Accomplissement

Dans ce chapitre, une méthode originale de coanalyse cohérente de différentes
observations a été présentée. Elle a été illustrée dans la situation particuliére o1,
se donnant des observations SZ et WL, on désire en déduire une prédiction pour
la carte d’émissivité en X, ceci nous permettant alors de tester la compatibilité
de ces observations et des hypothéses que ’on utilise pour les décrire.

Validée sur des simulations numériques, elle semble trés prometteuse et
constitue un progrés certain par rapport aux techniques appliquées jusqu’alors.
Elle devrait contribuer efficacement a diminuer certains biais affectant la mesure
de la constante de Hubble ou de la fraction baryonique.

Dés lors, notre désir est, de I’appliquer a d’authentiques observations. Ce tra-
vail est actuellement en cours et ’amas victime est Abel 2029 (amas trés proche
z = 0.08), pour lequel nous disposons d'une reconstruction de masse & partir de
distorsions gravitationnelles dans le régime des lentilles faible [38], d’observa-
tions en X du satellite ROSAT [39], mais aussi de mesures du décrément SZ au
moyen de l'interférométre CBI [40]. Ce projet devrait étre trés prochainement
activement poursuivi.

Néanmoins, avant de commencer cet excitant travail, il convient d’examiner
une fois encore, critiquement, nos hypothéses.

Hypotheéses

Notre hypoteése centrale consiste a supposer la pertinence d’'un développe-
ment perturbatif au premier ordre avec une séparation entre parties radiale et
angulaire. Elle est donc double. Le faible écart a la sphéroidalité est attendu et
observé pour des structures relaxées tant dans la réalité que dans les simula-
tions numériques. De fait également, cette séparation entre partie angulaire et
partie radiale est constatée dans les structures relaxées, a tel point que notre
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expérience nous montre qu’elle pourrait quasiment étre regardée comme une
condition de relaxation. Notons que 1’équilibre hydrostatique seul impose en-
suite que les parties angulaires soient identiques pour toutes les composantes.
Par ailleurs, un amas accrétant du gaz le long d'un filament présentera ce type
de structure.

Néanmoins, cette description rend impossible la reconstruction de toute ca-
ractéristique aigue dans la distribution spatiale de 1’amas, tels les chocs. Ce
fait est a rapprocher de notre choix d'utiliser le SZ et d’en déduire une prédic-
tion X, plutét que le contraire. De fait, I’effet SZ, étant sensible a la pression,
est insensible a de telles structures, car la pression y présente en général un
gradient tres faible (par comparaison aux variations de densité ou de tempéra-
ture, comme cela est le cas au passage d'un choc [41]) ©. Les observations SZ se
prétent donc particuliérement bien a notre approche et, naturellement, moins
piquées au centre que les mesures en X, décrivent mieux les ailes des amas. Ce
choix ne nous permet cependant pas de profiter de la résolution supérieure des
observations X.

Il convient également de remarquer que ’hypothése d’isothermalité que ’'on
a effectuée lors de notre travail sur les simulations numériques, hypothése fausse
a un facteur 2 preés, ne nous a pas empéché de décrire avec une grande précision
le flux X total. A ceci, deux raisons. Tout d’abord, la région centrale (~ 0.1r,)
ol ’émission X est centrée posséde un gradient de température moindre que
le facteur 2 entre le centre et le rayon de viriel. Ensuite, la dégénérescence
générique affectant ce type de probleme, déja mentionnée dans ’introduction
4 cette partie, n’est pas complétement levée. A un profil approximatif peut
correspondre une description globale du flux projetée plus précise. Une telle
difficulté nécessiterait des études quantitatives supplémentaires qui dépassent
le cadre de ce travail. Toutefois, le point essentiel est que la description du
contenu baryonique total soit sensiblement ameliorée, diminuant ainsi les biais
importants, ayant motivé, entre autres, notre étude.

Enfin, nous n’avons considéré qu'une situation idéale oli aucun bruit n’'est
présent, ce qui nous facilite 1'usage de transformées d’Abel. En pratique, il est
connu que celles-ci peuvent &tre délicates a calculer en présence de bruit 7, ce
qui rendrait la détermination des profils 3-D plus hasardeuse. Une approche
paramétrique développée dans un autre contexte [42], plus générale que les -
modeéle, pourrait alors se révéler efficace. L’avantage de cette approche est que
les parameétres ou coefficients de la la base de fonctions décrivant les profils a
3-D (ici des “splines”) sont ajustés directement sur 'image de leur projection,
ce qui rend la procédure moins sensible au bruit.

8Ceci peut se concevoir aisément si l'on écrit I’équation de conservation du moment, ou
équation d’Euler, g—‘t’ +v.Vv = —%Vp. Le fait que le gradient de pression apparaisse comme
un terme source implique que, méme si ce terme était important & un moment donné, il aura
tendance a décroitre.

"En particulier par la sensibilité de la tranformée a la dérivée au centre.
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Perspectives

Comme nous ’avons précédement décrit, ce travail est une premiére étape
vers une déprojection compléte, pour laquelle on se donnerait également une
carte d’émissivité en X. Son esprit pourrait étre le suivant. Soit une perturba-
tion, faible, dont on se donne une taille angulaire et ’azimuth. Si I’on suppose
que cette perturbation posséde une quasi-symétrie axiale, alors seul reste in-
déterminé ’angle spécifiant la position (“en profondeur”) de cet axe puisqu'il
est fixé azimuthalement. Sa détermination pourrait étre faite, par exemple, par
simple minimisation de x2 en utilisant conjointement observations X, SZ et
WL. Ceci serait donc dans 'esprit de [25], ot la faisabilité d'une telle approche
a été démontrée, mais serait sensiblement plus général, puisque serait tolérées
des perturbations a 1’axi-symmétrie. Nous tenons la une de nos pistes de re-
cherches actuelles, laquelle s’accompage également du ré-examen de 1’approche
alternative que constitue 'utilisation des algorithmes de type Richardson-Lucy.

Apreés I’étude du contenu baryonique d’Abel 2029, la description de sa struc-
ture 3-D sera vraisemblablement une de nos voies de recherche.

Notons que notre formalisme pourrait également s’écrire convenablement au
moyen d'une décomposion des images dans la base des polynémes d'Hermite
introduite récemment dans un contexte proche [43, 44]. Cette alternative a
l'intérét de permettre un contrdle analytique des erreurs.

Enfin, nous nous sommes intéressés dans ce chapitre, a 'analyse d’obser-
vations d’amas individuels. Utilisant les grands relevés présents ou a venir
(PLANCK, MEGACAM, XMM, ROSAT etc.), il sera possible d’avoir une ap-
proche statistique a la coanalyse des données SZ, WL et X. Afin de développer
des méthodes statistiques adéquates, nous avons, en collaboration avec Sergio
Dos Santos (Leicester University, UK) et Julien Devriendt (Oxford University,
UK), produit des cartes simulées d’observations SZ, WL et X, d'une méme ré-
gion du ciel. Ceci se fait au moyen d'une approche semi-analytique, qui nous
permet de rajouter une composante baryonique (gaz uniquement) dans les si-
mulations & N-corps de matiére sombre (Tree Code de Stéphane Ninin). De
telles cartes (3.1x3.1 deg.?), préléminaires, sont reproduites sur la figure 8.3.
Des corrélations de ce type permettraient, entre autres, d’estimer la fraction ba-
ryonique et son évolution, d’évaluer l'effet des lentilles gravitationnelles sur le
CMB [45], d’évaluer certains termes dominant du bispectre des fluctuations de
température [46, 47, 48] (voir chapitre 5) ce qui est crucial si I'on veut évaluer le
bispectre des fluctuations primaires, de mesurer le chauffage non-gravitationnel
(voir chapitre 7). Le développement de telles méthodes est toujours en cours.
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Fic. 8.2

Les figures 1,2 et 3 (numérotées de haut en bas et de gauche a droite) montrent
les résultats de simulations. Y sont représentés avec une échelle de couleur loga-
rithmique, la densité de masse projetée (Mg Mpc—2), la mesure d’émission en
X (cm~®Mpc) et le parametre SZ y. Cet amas est un bon candidat pour notre
approche car il exhibe un coeur circulaire et des perturbations environnantes
et serait donc mal décrit par une ajustement d’ellipse. Les figures 4, 5 et 6 re-
présentent, avec une échelle logarithmique, la mesure d’émission a l'ordre 1 (la
mesure a 'ordre 0 plus la correction linéaire), cette méme mesure & 'ordre 0,
et, avec une échelle linéaire, une carte des erreurs relatives, i.e. (prédiction -
simulation)/simulation pour la mesurggd’émission X emission en utilisant une
échelle linéaire. Les 10 contours d’erreurs sont linéairement séparés entre -1.0 et
1. Chaque boite a une largeur de 3.5 h~*Mpc. Le coefficient de corrélation entre
la prédiction et la simulation est 0.978 . Les flux totaux différent seulement de
0.91%, aussi, méme si les erreurs relatives augmentent avec R, 'erreur totale
demeure faible de par la grande dynamique en jeu.




Fic. 8.3

Les deux images du haut montrent des cartes simulées du ciel tel qu’obsevé en
X (carte de gauche) et par effet SZ (carte de droite). La circularité des amas
visibles tient a notre modelisation du gaz. La carte du bas représente la conver-
gence, K, projetée (le plan source est & z = 1). Celle-ci étant calculé directement
sur la simulation de matiére sombre, elle ne souffre pas de notre approche “circu-
larisante”. Les différences entre ces cartes témoignent de la différente sensibilité
de ces processus au profil du gaz, mais aussi a la distance. Elles s’expliquent,
plus généralement, par un jeu entre masse et distance. Par exemple, 'effet SZ
ne souffrant pas de l’effet de dilution cosmique permet d’observer plus de struc-
tures lointaines que les X. Moins piqué au centre, il rend également visible la
partie externe des amas. Enfin, la dépendance de « en fonction de z est un peu
plus complexe, mais la comparaison entre ces 3 images permet de la deviner.
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Conclusions

Oy~ orte de “prédictions” et d’observations jusqu’alors en trés bon accord
c/ avec le paradigme cosmologique actuel, les expériences de mesure du
CMB, présentes ou futures, ambitionnent de tester ce paradigme avec une
précision inégalée. De cette ambition découlent des problémes d’analyse de
données inédits. A différents de ces problémes, nous avons apportés quelques
réponses :

— nous avons proposé, dans le chapitre 2, un algorithme multi-grille de
fabrication rapide de cartes, et avons démontré son efficacité sur des
exemples simulés;

— nous avons exposé, dans le chapitre 3, une eztraction du spectre de puis-
sance par une décomposition hiérarchique;

— nous avons modelisé analytiquement les effets systématiques dus a un lobe
instrumental elliptique, dans le chapitre 4;

— dans le chapitre 5, nous avons défini et démontré la sensibilité d'une sta-
tistique a une composante non-Gaussienne.

Ces réponses sont partielles. De multiples problémes demeurent, et conti-
nueront certainement a émerger au fil des progrés instrumentaux. Aussi, ce
domaine d’activité reste le lieu d’une partie de nos activités de recherche. Il
n’est pas évident que la non-Gaussianité, présente a toutes les étapes de cette
analyse, soit adéquatement traitée. Il fait peu de doute que la richesse des don-
nées attendues, polarisées ou non, ne se récoltera qu’au prix d’'un contrdle plus
serré encore des effets systématiques et des émissions d’avant-plan.

Dans un second temps, nous nous sommes concentré sur la description phy-
sique des amas de galaxies, entrant ainsi dans des régimes hautement non-
linéaires.

— Prenant acte de certains défauts des modeéles existants, nous avons dé-
veloppé, au chapitre 7, un modéle analytique incorporant un chauffage
non-gravitationnel externe ; des confrontations précises aux observations
semblent supporter ce modeéle;

— enfin, les progrés observationnels récents permettent désormais diverses
observations (SZ, X, WL) d’un amas. Nous avons proposé, au cours du
chapitre 8, une voie permettant d’effectuer une analyse conjointe de
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ces observations. La description du contenu baryonique des amas en est
ameliorée.

Ici encore, les progrés observationnels laissent entrevoir des observations
toujours plus abondantes et précises. S’y confrontant, les modeles devront s’af-
finer. La venue de catalogues d’amas d'une abondance sans précédent (XMM,
PLANCK, ROSAT, SDSS, Megacam, etc.) appelle clairement de nouvelles in-
vestigations. Nous y contribuerons.

Paris, le 02 novembre 2001
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Abstract. The data analysis of current Cosmic Microwave Background (CMB) experiments like BOOMERanG
or MAXIMA poses severe challenges which already stretch the limits of current (super-) computer capabilities, if
brute force methods are used. In this paper we present a practical solution for the optimal map making problem
which can be used directly for next generation CMB experiments like ARCHEOPS and TopHat, and can probably
be extended relatively easily to the full PLANCK case. This solution is based on an iterative multi-grid Jacobi
algorithm which is both fast and memory sparing. Indeed, if there are Nioq data points along the one dimensional
timeline to analyse, the number of operations is of O(MNioa InNiod) and the memory requirement is O(Nioa).
Timing and accuracy issues have been analysed on simulated ARCHEOPS and TopHat data, and we discuss as
well the issue of the joint evaluation of the signal and noise statistical properties.

Key words. methods: data analysis — cosmic microwave background

1. Introduction

As cosmology enters the era of “precision”, it enters si-
multaneously the era of massive data sets. This has in
turn showed the need for new data processing algorithms.
Present and future CMB experiments in particular face
some new and interesting challenges (Bond et al. 1999). If
we accept the now classical point of view of a four steps
data analysis pipeline: i) from time-ordered data (TOD)
to maps of the sky at a given frequency, ii) from frequency
maps to (among others) a temperature map, iii) from a
temperature map to its power spectrum Cp, iv) from the
power spectrum to cosmological parameters and charac-
teristics of the primordial spectrum of fluctuation, the ul-
timate quantities to be measured in a given model. The
work we are presenting focuses on the first of these issues,
namely the map-making step.

Up to the most recent experiments, maps could be
made by a brute force approach that aims to solve di-
rectly a large linear problem by direct matrix inversion.
Nevertheless the size of the problem, and the required
computing power, grows as O(Ngix), and the limits of this
kind of method have now been reached (Borrill 2000) (even
if the O(Ngix) scaling of a preconditioned conjuguate
gradient is actually the appropirate scaling for map-
making only). Whereas the most efficient development

Send offprint requests to: O. Doré, e-mail: dore@iap.fr
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in this massive computing approach, i.e. the MADCAP
package (Borrill 1999) has been applied to the recent
BOOMERanG and MAXIMA experiments (de Bernardis
et al. 2000; Hanany et al. 2000) some faster and less con-
suming solutions based on iterative inversion algorithms
have now been developed and applied too (Prunet et al.
2000). This is in the same spirit as (Wright et al. 1996),
and we definitely follow this latter approach.

Design goals are to use memory sparingly by handling
only columns or rows instead of full matrixes and to in-
crease speed by minimising the number of iterations re-
quired to reach the sought convergence of the iterative
scheme. We fulfill these goals by an iterative multi-grid
Jacobi algorithm. As recalled below, an optimal method
involves using the noise power spectrum. We have thus
investigated the possibility of a joint noise (and signal)
evaluation using this algorithm.

Section 2 presents in detail the method and its imple-
mentation, while Sect. 3 demonstrates its capabilities by
using simulations of two on-going balloon CMB experi-
ments, ARCHEOPS! (Benoit et al. 2000) and TopHat?.
The results are discussed in Sect. 4, together with the
problem of the evaluation of the noise properties, as well
as possible extensions.

! http://www-crtbt.polycnrs-gre.fr/archeops/
2 http://topweb.gsfc.nasa.gov/



O.Doré, F.R. Bouchet, R. Teyssier, D. Vibert, S. Prunet

A&A 374, 358-370 (2001)

O. Doré et al.: MAPCUMBA: A fast iterative multi-grid map-making algorithm for CMB experiments 359

2. The method
2.1. Optimal map making

The relation between the sky map we seek and the ob-
served data stream may be cast as a linear algebra system
(Wright et al. 1996; Tegmark 1997; Bond et al. 1998). Let
and ;, indices denote quantities in the temporal and spatial
domains, and group as a data vector, d;, and a noise vec-
tor the temporal stream of collected data and the detector
noise stream, both of dimension N;oq. We then have

dy = Atpmp + N, (1)

where Ay, is the signal vector given by the observation
of the unknown pixelised sky map, x,, which has been
arranged as a vector of dimension Npix. The Nyoa X Npix
“observation” matrix A therefore encompasses the scan-
ning strategy and the beam pattern of the detector.

In the following, we restrict the discussion to the case
when the beam pattern is symmetrical. We can therefore
take 2, to be a map of the sky which has already been
convolved with the beam pattern, and A only describes
how this sky is being scanned. For the total power mea-
surement (i.e. non-differential measurement) we are inter-
ested in here, the observation matrix A then has a single
non-zero element per row, which can be set to one if d
and = are expressed in the same units. The model of the
measurement is then quite transparent: each temporal da-
tum is the sum of the pixel value to which the detector is
pointing plus the detector noise.

The map-making step then amounts to best solve for
given d (and some properties of the noise). We shall seek
a linear estimator of x,,

p = Wpeds. )

To motivate a particular choice of the Mpix X Njoq matrix
W, a Bayesian approach is convenient. Indeed we are seek-
ing the optimal solution to this inversion problem which
maximises the probability of a deduced set of theory pa-
rameters (here the map z;,) given our data (d;) by max-
imising P(z|d). Bayes’ theorem simply states that

P(dja)P(x)

P(ald) = =50

()
If we do not assume any theoretical prior, then x follows
a uniform distribution as well as d. Therefore,

P(x|d) o< P(d]z). (4)

If we further assume that the noise is Gaussian, we can
write

P(zld) o< exp(—nf Nyt ny /2) (5)
o exp(—(d — Az)I NM(d — Az)y /2) (6)
o exp(—x?/2) (7

where Ny = < nnT >y is the noise covariance matrix. In
this particular case, maximising P(z|d) amounts to find

the least square solution which was used to analyse the
COBE data (Jansen & Gulkis 1992),

W= [ATN"'A] T ATN ®)

In this paper we will actually deal only with this esti-
mator. Nevertheless as a next iteration in the analysis
process, we could incorporate various theoretical priors
by making P(z) more explicit. For example, it is often
assumed a Gaussian prior for the theory, ie. P(z) o
exp(—al Gy hay /2) where Cppy = (zpal) is the signal co-
variance matrix. In that case the particular solution turns
out to be the Wiener filtering solution (Zaroubi et al. 1995;
Bouchet & Gispert 1996; Tegmark & Efstathiou 1996;
Bouchet & Gispert 1998):

W=[C '+ ATN AT ATNT )

However this solution may always be obtained by a further
(Wiener) filtering of the priorless maximum likelihood so-
lution, and we do not consider it further.

The prior-less solution demonstrates that as long as
the (Gaussian) instrumental noise is not white, a simple
averaging (co-addition) of all the data points correspond-
ing to a given sky pixel is not optimal. If the noise exhibits
some temporal correlations, as induced for instance by a
low-frequency 1/f behavior of the noise spectrum which
prevails in most CMB experiments, one has to take into
account the full time correlation structure of the noise.
Additionally, this expression demonstrates that even if
the noise has a simple time structure, the scanning strat-
egy generically induces a non-trivial correlation matrix
[ATN71A] ~ of the noise map.

Even if the problem is well posed formally, a quick
look at the orders of magnitude shows that the ac-
tual finding of a solution is a non trivial task. Indeed,
a brute force method aiming at inverting the full ma-
trix [ATN’lArl, an operation scaling as O(NZ,), is
already hardly tractable for present long duration bal-
loon flights as MAXIMA, BOOMERanG, ARCHEOPS or
TopHat where NVioq ~ 107 and Nyix ~ 10°. It appears to-
tally impractical for PLANCK since for a single detector
(amid 108) Nyoq ~ 10° and Npix ~ 107!

One possibility may be to take advantage of specific
scanning strategies, and actually solve the inverse of the
convolution problem as detailed in Wandelt & Gorski
(2000). This amounts to deducing the map coefficients
aim in the spherical harmonic basis through a rotation
of a Fourier decomposition of the observed data. The map
will then be a simple visualisation device, while the ajy
would be used directly for a component separation (as
in Bouchet & Gispert 1996; Tegmark & Efstathiou 1996;
Bouchet & Gispert 1998) and the CMB power spectrum
estimate. While potentially very interesting, this approach
will not be generally applicable (at least efficiently), and
we now turn to a practical (general) solution of Eq. (2) by
iterative means.
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2.2. Practical implementation for large data sets

‘We solve the map-making problem by adapting to our par-
ticular case the general “multi-grid method” (Press et al.
1992). Multi-grid methods are commonly used to speed
up the convergence of a traditional relaxation method (in
our case the Jacobi method, as in Prunet et al. 2000 de-
fined at resolution fpax (see below). A set of recursively
defined coarser grids (¢ < fmax) are used as temporary
computational space, in order to increase the convergence
rate of the relaxation process. To be fully profitable, this
algorithm implies for each resolution both a rebinning in
space (resolution change) and in time (resampling).

In this paper, we use the HEALPix pixelisation of the
sphere (Goérski et al. 1998). In this scheme, the sphere
is covered by 12 basic quadrilaterals, further divided re-
cursively into pixels of equal area. The map resolution is
labeled by Ngge: the number of pixels along the side of
one basic quadrilateral. Hence, Ngqe = 1 means that the
sphere is covered by 12 large pixels only. The number of
pixels is given by Npix = 12N2,.. Nede = 256 corresponds
to a pixel size of 13.7 arcmin. For practical reasons, we
need to define the resolution k of a HEALPix map as

Nige = 2F. (10)

The “nested” pixel numbering scheme of HEALPix (Gérski
et al. 1998) allows an easy implementation of the coarsen-
ing (k — k — 1) and refining (k — k + 1) operators that
we use intensively in our multigrid scheme.

We now discuss the details of our implementation and
of the exact system we solve, the way we solve it and the
actual steps of the multi-grid algorithm.

2.2.1. Determining the working resolution kmax

The timeline is given by d = AxZoo + n where x4 is the
sky map at “infinite” resolution (k = 400 in our nota-
tions). We aim at solving for the optimal map &y at a
given finite spatial resolution k using

AN A, @y = ATN"V d, (11)

where Ay, is the “observation” operator (from spatial to
temporal domain) and A[ is the “projection” operator
(from temporal to spatial domain). In a noise-free exper-
iment, the optimal map would be straightforwardly given
by the co-added map (introducing the “co-addition” op-
erator Py)

ip=DPpd= (AL Ay) AT d. (12)

In order to check the accuracy of this trivial noise-free
map making, it is natural to compute the residual in the
time domain with n =0

pr = Apir —d = Al — Acc®oo (13)

which will be non-zero in practice, as soon as one works
with finite spatial resolution. We call this residual the piz-
elisation noise. Since we assume here that the instrumen-
tal beam is symmetric, the sky map is considered as the
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true sky convolved by, say, a Gaussian beam of angular
diameter Afg. This introduces a low-pass spatial filter in
the problem. In other words, as the resolution increases,
the pixelisation noise should decrease towards zero. We
evaluate the order of magnitude of the pixelisation noise
this way:

Ax

llpell = Nl lloo Abk (14)
[l

< S A0 5

S Ao A (15)

where A6y, is the typical pixel width at resolution k and
|||oo is the signal norm. This formula is an evaluation of
the maximal variation of the signal visible on a beam size.
The norms used in the above formula can be either the
maximum over the time line (a very strong constraint) or
the variance over the time line (a weaker constraint). Since
the pixelisation noise is strongly correlated with the sky
signal (the more the signal varies, the higher this noise),
point sources or Galaxy crossings are potential candidates
for large and localised bursts of pixelisation noise. The
correct working resolution k. is set by requiring that
the pixelisation noise remains low compared to the actual
instrumental noise, or equivalently

kmax

Abp < (16)
Note however that the pixelisation noise is strongly non
Gaussian (point sources or Galaxy crossings) and can be
always considered as a potential source of residual stripes
in the final maps.

2.2.2. The basic relaxation method: An approximate
Jacobi solver

Instead of solving for & we perform the change of variable

y=z—-Pd (17)
and solve instead for § which obeys
PN7'Ag=PN~Yd—APd) or Mj=1b (18)

where we have multiplied each side of Eq. (11) by
(AT A)~1, the pixel hit counter. From now on, we also
assume that the noise in the timestream is stationary
and that its covariance matrix is normalised so that
diag Nt;,l = I. The previous change of variable allows
us to subtract the sky signal from the data: since we have
chosen a resolution high enough to neglect the pixelisation
noise, we have indeed APd ~ A xs + APn and, conse-
quently, d — APd ~ n — APn. The map making consists
of two steps: first to compute a simple co-added map from
the time line, and second, to solve Eq. (18) for the stripes
map g. The final optimal map is obtained by adding these
two maps.

It is worth mentioning that the stripes map is
completely independent of the sky signal, as soon as the
pixelisation noise can be ignored. It depends only on the
scanning strategy through the matrix A and on the noise
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characteristics through the matrix N. Even if in princi-
ple this change of variable is irrelevant since it does not
change the matrix to be inverted, it does so in practice
since d — APd is free from the fast variations of d (up to
the pixelisation noise), as e.g. the Galaxy crossings, which
are numerically damaging to the quality of the inversion.

To solve for Eq. (18), we follow the ideas of Prunet
et al. (2000) and apply an approximate Jacobi relaxation
scheme. The Jacobi method consists in the following re-
laxation step to solve for our problem

T =R+ D' and 3°=0 (19)

where D is the diagonal part of the matrix M and R is
the residual matrix R = I — D~'M. Computing the diag-
onal elements of M = PN~'A is rather prohibitive. The
idea of Prunet et al. (2000) is to approximate D ~ I by
neglecting the off-diagonal elements of N~!. The residual
matrix then simplifies greatly and writes

R=P(I—-N"hHA. (20)

The approximate Jacobi relaxation step is therefore de-
fined as

g =R§"+b and §°=0. (21)

One clearly sees that if this iterative scheme converges, it
is towards the full solution of Eq. (18). To perform these
successive steps, it is extremely fruitful to remember the
assumed stationarity of the noise. Indeed whereas this as-
sumption implies a circulant noise covariance matrix in
real space, it translates in Fourier space in the diagonality
of the noise covariance matrix. This is naturally another
formulation of the convolution theorem, since a stationary
matrix acts on a vector as a convolution, and a diagonal
matrix acts as a simple vector product, thus a convolution
in real space is translated as a product in Fourier space.
The point is that the manipulation of the matrix N~! is
considerably lighter and will henceforth be performed in
Fourier space. Applying the matrix R to a map reduces
then to the following operations in order to:

1. “Observe” the previous stripes map 3™;

2. Fourier transform the resulting data stream;

3. Apply the low-pass filter W =1 — N~1;

4. Inverse Fourier transform back to real space;

5. Co-add the resulting data stream into the map §"+'.

Assuming that the normalised noise power spectrum can
be approximated by P(f) = 1+ (fo/f)", the low-pass
filter associated to each relaxation step is given by

R

fe+re
Since both A and P are norm-preserving operators, the
norm of the increment Aj™ = §™ — "~ ! between step
n and n + 1 decreases as [|[AJ"H|| < W(fmm)l| AT,
where fuin is a minimal frequency in the problem. Since
W (fmin) < 1, we see that the approximate Jacobi relax-
ation scheme will converge in every case, which is good

W(f) (22)

361

news. On the other hand, since W(fmin) ~ 1, the actual
convergence rate of the scheme is likely to be very, very
slow, which is bad news (cf. Fig. 6 for a graphical illustra~
tion). The fact that this algorithm is robust, but dramati-
cally slow is a well-known property of the Jacobi method.
The multi-grid method is also well known to solve this
convergence speed problem. Note that if the convergence
is reached, the solution we get is the optimal solution, i.e.
similar to the one that would be obtained by a full matrix
inversion up to round-up errors.

2.2.3. Multigrid relaxation

The multi-grid method for solving linear problems is de-
scribed in great detail in Press et al. (1992). At each re-
laxation step at level k = knyax, our target resolution,
we can define the error e} = g — g and the residual
i = Mpjp — b. Both are related through

Myep =1 . (23)

If we are able to solve exactly for Eq. (23), the overall
problem is solved. The idea of the multi-grid algorithm is
to solve approximately for Eq. (23) using a coarser “grid”
at resolution k — 1, where the relaxation scheme should
converge faster. We thus need to define a fine-to-coarse
operator, in order to define the new problem on the coarse
grid and solve for it. We also need a coarse-to-fine operator
in order to inject the solution onto the fine grid. The ap-
proximation to the error e is finally added to the solution.
The coarse grid solver is usually applied after a few itera-
tions on the fine level have been performed (in practice we
perform 3 to 5 iterations). Naturally, since the solution to
the problem on the coarse level relies also on the same re-
laxation scheme, it can be itself accelerated using an even
coarser grid. This naturally leads to a recursive approach
of the problem.

We defined our fine-to-coarse operator to be an aver-
aging of the values of the 4 fine pixels contained in each
coarse pixel. The coarse-to-fine operator is just a straight
injection of the value of the coarse pixel into the 4 fine
pixels. The most important issue is the temporal rebin-
ning of the data stream, since the speed of the iterative
scheme at a given level is actually set by the two Fourier
transforms. We performed that resampling by simply tak-
ing one point out of two each time we go up one level. At
the lower resolutions, this reduction is such that the itera-
tion cost is negligible when compared to that at higher k;
it allows fast enough iterations that full convergence may
be reached. In practice, we choose a minimal level k = 3
defined by Ngqe = 8 and iterate a few hundred times to
reach exact convergence.

Finally, the navigation through levels allows several
options to be taken. Either we go up and down through
all the levels successively (the so-called “V-cycle”) or we
follow more intricate paths (e.g. the “W-cycle” where at a
given level we go down and up all the lower levels before
going up and vice-versa). Since it turns out that levels are
relatively disconnected in the sense that the scales well
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solved at a given resolution are only slightly affected by
the solution at a higher level, the “V-cycle” is appropriate
and is the solution we adopt in the two following configu-
rations.

3. Practical application to ARCHEOPS
and TopHat experiments

We now aim at demonstrating the capabilities of this
algorithm with simulated data whose characteristics
are inspired by those of the ARCHEOPS and TopHat
experiments.

3.1. Simulation

The ARCHEOPS and TopHat experiments are very sim-
ilar with respect to their scanning strategy. Indeed both
use a telescope that simply spins at a constant rate (re-
spectively 3 and 4 RPM) about its vertical axis. Thus due
to Earth rotation the sky coverage of both is performed
through scan circles whose axis slowly drifts on the sky.
Nevertheless, because of the different launch points (re-
spectively on the Arctic circle (Kiruna, Sweden) and in
Antarctica (McMurdo)) and their different telescope axis
elevation (respectively ~41° or 12°) they do not have the
same sky coverage.

Otherwise the two experiments do not use the same
bolometers technology, the same bands or have the same
number of bolometers. But even if we try to be fairly re-
alistic, our goal though is not to compare their respec-
tive performances but rather to demonstrate two appli-
cations of our technique in different settings. We then
simulate for each a data stream of ~24 hrs duration
with respectively a sampling frequency of 171 and 64 Hz.
The TODs contain realistic CMB and Galactic signal for
a band at 143 GHz. Note that this is a one day data
stream for TopHat (out of 10 expected) and that this fre-
quency choice is more appropriate for ARCHEOPS than
for TopHat (whose equivalent band is around 156 GHz),
but this is realistic enough for our purpose. We generated
a Gaussian noise time stream with the following power
spectrum: P(f) oc (1 + (fknee/f)a)71 with finee = 0.24
and 1 Hz, and a = 1.68 and 1. The noise amplitude per
channel is chosen so that it corresponds for ARCHEOPS
(24 hours) and TopHat® (10 days of flight) to 30/8 uK on
average per 20" pixel, with a beam FWHM of 10'/20’.
Note that we restrict ourselves arbitrarily to shorter time-
line that the method could handle in principle for time
saving reason only. In principle the method could possibly
deal with the full timeline at once (see below for memory
issue discussion in Sect. 4.2) for the two experiments but
we restrict ourselves on purpose to mere demonstrative
examples.

We introduced 5 distinct levels of resolution defined
by their Ngqe parameter in the HEALPix package (Gérski
et al. 1998). The highest resolution level is imposed by the

3 Lloyd Knox private communication.
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pixelisation noise level requirement (Sect. 2.2.3) to Ngide =
256 (pixel size ~13.7") whereas the lowest one is Ngqe =
8 (pixel size ~7.3°). Therefore these two configurations
each offer an interesting test since they differ by the sky
coverage and the noise power spectrum. We iterate 3 times
at each level except at the lowest one where we iterate
100 times.

3.2. Results

The algorithm is equally efficient in both situations.
Whereas for ARCHEOPS (whose timeline is longer due to
the higher sampling frequency) it took 2.25 hours on a SGI
ORIGIN 2000 single processor, it took around 1.5 hours
for the TopHat daily data stream.

In Figs. 1 and 2 we depict from top to bottom and from
left to right the initial co-added data, the reconstructed
noise map, the hit map, i.e. the number of hits per pixel
at the highest resolution, the initial signal map as well as
the reconstructed signal map and the error map. We see
that the destriping is excellent in both situations and the
signal maps recovered only contain an apparently isotropic
noise. We note the natural correlation between the error
map and the hit map. Finally, we stress that no previous
filtering at all has been applied.

As an illustration of how our multi-grid work method
works, Fig. 3 shows how the noise map is reconstructed at
various scales.

3.3. Tests

In this section, we present some tests we carried out to
validate our method. First, as was stated below, as soon
as the iterative algorithm converges, the solution is by
construction the optimal solution, similar to the one that
would be obtained by the full matrix inversion. As a cri-
terium for convergence we required the 2-norm of residuals
to be of the order of the machine accuracy.

We initially have a Gaussian random noise stream fully
characterised by its power spectrum. Therefore an impor-
tant test is to check wether the deduced noise stream (by
“observing” the stripe map, see Sect. 4.3 for further de-
tails) is Gaussian and has the same power spectrum. In
Fig. 4 we ensure that the evaluated noise time stream is
indeed Gaussian. As depicted in Fig. 5, where we plot in
the ARCHEOPS case both the analytical expression of the
spectrum according to which we generate the timeline and
its recovered form, the agreement is excellent. We recall
that we assumed at the beginning a perfect knowledge of
the noise in order to define the filters. This is naturally
unrealistic but the issue of noise evaluation is discussed
in Sect. 4.3 below. We plotted as well the probability dis-
tribution function (PDF) of the final error map, i.e. the
recovered noisy signal map minus the input signal map
(Fig. 4). This PDF is well fitted by a Gaussian whose pa-
rameters are given in Fig. 4. The PDF of the error map
displays some non-Gaussian wings. Let us recall that this
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Coadded Map Signal
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Recovered Noise Map Recovered Signal Map

~R.00e-01 ——————— 2.00e-01 ~4.00e-02 e——— 4.00e-02

Hit Map Error Map

0.0 m— s 60.0 ~4.00e-02 e——— 4.00e-02

Fig. 1. Simulated ARCHEOPS Kiruna flight: from top to bottom and from left to right, the co-added map and the input
Galactic + CMB signal map, the reconstructed noise (stripes) and signal maps, the hit count and the error map (Arbitrary
unit). The fact that the coverage is not fully symmetrical is due to the fact that we considered slightly less than 24 hr. Mollweide
projection with pixels of 13.7" (HEALPix Ngqe = 256). Arbitrary units.
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Coadded Map Signal Map

—2.50e—02 n—— 2.50e-02 —1.50e—02 m—— 1.50e—02
(0.0, —90.0) Equatorial (0.0, —90.0) Equatorial

Recovered Noise Map Recovered Signal Map

—2.50e—02 ——— 2.50e—02 —1.50e—02 ——— 1.50e—02
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Hit Map Error Map
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—
(0.0, —90.0) Equatorial (0.0, —90 0) Equatorial

Fig. 2. Simulated TopHat one day flight: from top to bottom and from left to right, the co-added map and the input CMB +
Galaxy signal map, the reconstructed noise (or stripes) and signal map, the hit count and error map. The fact that the coverage
is not fully symmetrical is due to the fact that we consider only 18.2 hr of flight. Gnomonic projection with pixel of 13.7"
(HEALPix Ngiqe = 256). Note that the slight visible striping is correlated to the incomplete rotation pattern that we arbitrary
chose. Arbitrary units.
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Level 3

365

Level 4

~2.56e-03 m————— 2.56e-03

Level 5

—1.96e-03 n————————— 1.96e-03

Level 6

—4.45e-03 n—————

3.41e-03

1 14e-02 m—————— 8.31e-03

Fig. 3. Multi-grid noise map recovery: in this plot we show in the ARCHEOPS Kiruna case how the noise map is reconstructed
at various levels, corresponding respectively to Ngqe = 8,16, 32, 64.

is no surprise here because of the non-uniform sky cov-
erage as well as the slight residual striping, both due to
the non-ideal scanning strategy, i.e. that produces a non-
uniform white noise in pixel space.

Another particularly important test consists in check-
ing the absence of correlation between the recovered noise
map and the initial signal map. We could not find any
which is no surprise since we are iterating on a noise map
(see Sect. 2.2.2) which does not contain any signal up to
the pixelisation noise, that is ensured to be negligible with
regards to the instrumental noise by choice of the resolu-
tion kmax (see Sect. 2.2.1).

4. Discussion
4.1. Why is such an algorithm so efficient?

The efficiency of such a method can be intuitively under-
stood. Indeed, although the Jacobi method is known to
converge very safely, it suffers intrinsically from a very

slow convergence for large-scale correlations (which origi-
nate mainly in the off diagonal terms of the matrix to be
inverted) (Press et al. 1992). This is illustrated in Fig. 6:
we show the maps of residuals after solving this system us-
ing a standard Jacobi method on simulated data with 50,
100, 150, and 200 iterations. We used the same simulation
and therefore the same sky coverage. Obviously the largest
structures are the slowest to converge (implying observed
large scale residual patterns). As a consequence it seems
very natural to help the convergence by solving the prob-
lem at larger scales. Whereas large-scale structures will
not be affected by a scale change, smaller structures will
converge faster.

4.2. Scalings
We have found that this multi-grid algorithm translates

naturally in a speed up factor greater than 10 as com-
pared to a standard Jacobi method. This is illustrated
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Fig. 4. In the TopHat case we plot from top to bottom the
recovered probability distribution function of the noise stream
evaluated along the timeline as well as the error map PDF. In
these two cases a fit to a Gaussian has been performed whose
parameters are written inside the figures. No significant depar-
ture from a Gaussian distribution are detected. The arbitrary
units are the same as the ones used for the previously shown
maps.

in Fig. 7 where we plotted the evolution of the 2-norm
of residuals for the two methods in terms of the number
of iterations in “cycle units”. One cycle corresponds to
8 iterations at level kyax for a standard Jacobi method
whereas it incorporates additionally going up and down
all the lowest levels in the multi-grid case. Thus the cy-
cle timing is not exactly the same but the difference is
negligible since the limiting stages are definitely the iter-
ations performed at maximum resolution. Note the fact
that the efficiency of the multi-grid method allows us to
solve exactly the system up to the 4-byte machine accu-
racy (small rebounds at the bottom of the curve) in ap-
proximately 135 mn for (Moa ~ 8 x 105, Mjix ~ 8 x 105)
on a SGI ORIGIN 2000 single processor. Note also that
this ultimate convergence is definitely an overkill and is
somewhat artificial for current CMB experiments. Indeed,
residuals with a norm smaller than noise per pixel are
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Fig. 5. Recovery of the noise power spectrum in the Archeops
case (top: linear x-axis, bottom: log z-axis): the red thin dashed
line shows the initial analytic noise power spectrum used to
generate the input noise stream and the blue thick line de-
notes the recovered one after 6 iterations. The recovered one
has been binned as described in Sect. 4.3 and both have been
normalised so that the white high frequency noise spectrum is
equal to one. The agreement is obviously very good. No appar-
ent bias is visible. Note that a perfect noise power spectrum
prior knowledge has been used in this application.

meaningless. Since the limiting stages are the FFT’s at
the higher levels, this algorithm scales as O(Nioq In Nioa)-
In its current implementation, a rough scaling could be
written this way:

Mod ln(/\/tod) Ncycle

P22 WS T 06 (12 ¢ 10) 6

(24)

(note that we expect some further speed-up by reducing
the number of operations at level max and eventually us-
ing a faster FFT). In terms of memory storage (RAM)
it scales naturally as O(N;0q) since one crucial feature of
this iterative method is to handle only vectors and never
an explicit matrix. Typically one single timeline size ob-
ject is needed at any one time in memory. Since projec-
tion and observation operations are formally independent
of the number of pixels, the scaling in Mpix is definitely
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Residuals after 50 iterations

367

Residuals after 100 iterations

—2.40e-04 n————— 2.40e-04

Residuals after 150 iterations

~5.60e-05 n—— 5.60e-05

Residuals after 200 iterations

1.40e-05

—1.40e-05 n—————

~6.00e-06
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Fig. 6. Residual map after 50, 100, 150 and 200 iterations of a standard Jacobi method. This has been performed on simulated
data for one bolometer with a nominal noise level. The sky coverage is that of ARCHEOPS coming Kiruna flight. The residual
large scale patterns illustrate the difficulties the standard Jacobi method faces to converge. The stripes free area are the ones

of scan crossing (see the hit map in Fig. 1).

subdominant. In terms of speed and efficiency, this method
should well compare to a more obvious iterative inversion
scheme such as preconditioned conjuguate gradient tech-
nique. The latter also has a scaling dominated by FFT as
O(Niod In Nioa) (Natoli et al.). A precise study comparing
the relevant pre-factors but also discussing convergence
criteria will be the object of a forthcoming paper.

4.3. The noise estimation issue and noise covariance
matrix estimation

The estimation of the statistical properties of the noise in
the timestream is an issue of paramount importance for
map-making. Indeed, whereas till now we have assumed a
perfect prior knowledge of the noise power spectrum in or-
der to define the filters, it might not be that easy in prac-
tice since we cannot separate the signal from the noise.

We will therefore aim at making a joint estimation of the
signal and the noise. This has been pioneered recently by
Ferreira & Jaffe (2000) and implemented independently by
Prunet et al. (2000). The latter implementation is rather
straightforward in our particular case since it just implies
reevaluating the filters after a number of iterations, given
the (current) estimation of the signal map and thus of
the signal data stream. Nevertheless its non-obvious con-
vergence properties have to be studied carefully through
simulations. Making use of (17) our evaluation of the noise
timeline 2™ at the nth iteration and at level max is
" =d— Ay + Pd).

o (25)
Then we compute its spectrum and (re-) define the re-
quired filters. We then go through several multi-grid
cycles (5 in the above demonstrated case) before re-
evaluating the noise stream. Very few evaluations of
the noise are needed before getting a converged power
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spectrum (around 2). In such an implementation, no noise
priors at all are assumed. This is illustrated on one par-
ticular worked out example in the case of a 4 hours
ARCHEOPS like flight (more detailed considerations will
be discussed elsewhere). To reduce the number of degrees
of freedom we bin the evaluated noise power spectrum
using a constant logarithmic binning (Aln f = 0.15 in
our case) for f < 2 finee and a constant linear bin-
ning (Af = 0.08 Hz in our case) for higher frequency.
Figure 8 shows the genuine and evaluated noise power
spectrum. The initial noise power spectrum was a real-
istic one P(f) o (14 (finee/f)*) to which we added
some small perturbations (the two visible bumps) to test
the method. Note the small bias around the telescope
spin frequency at fpin = 0.05 Hz: this is illustrative of
the difficulties we fundamentally face to separate signal
and noise at this particular frequency through Eq. (17).
Naturally, this bias was not present in the case demon-
strated in Fig. 5 where we assumed a prior knowledge of
the spectrum. This possible bias forced us to work with a
coarser binning (Aln f = 1.) in the 1/f part of the spec-
trum until the convergence is reached, i.e. we evaluate the
noise power spectrum with the previously mentioned bin-
ning only at the last step. Proceeding this way, the conver-
gence towards the correct spectrum is both fast (3 noise
evaluations) and stable.

Second, the output of any map-making is meaningless
without an evaluation of the map noise covariance matrix
(ATN—1A)~L. Given such a fast algorithm (and the fact it
gives an evaluation of the power spectrum), it is natural
to obtain it through a Monte-Carlo algorithm fueled by
various realizations of the noise timeline generated using
the evaluated power spectrum (in the spirit of Wandelt
et al. 2000). A detailed study will be performed in a future
work.

However we investigate here the chance of this ap-
proach being successfull and illustrate it very briefly by
a very rough C; determination (which is in no way an
appropriate Cy estimate). To this end we perform a one
day TopHat like simulation including only the CMB sig-
nal plus the noise. From this data stream we obtain an
“optimal” signal map as well as an evaluation of the noise
power spectrum using the previously described algorithm.
With the help of the anafast routine of the HEALPix
package we calculate this way a rough C;'g"al. Using the
estimated noise power spectrum we generate 10 realisa-
tions of the noise and get consequently 10 “optimal” noise
maps. For each of them we measure as before Cy and aver-
age them to obtain C}‘Oise. In order to “de-bias” the signal
power spectrum recovered in this way, we substract C?Oise
from C;igml. The power spectrum obtained in this man-
ner includes as well some spatial correlations due to weak
residual stripping and thus does not correspond exactly
to white noise (at least in the low ¢ part). For the sake
of comparison we compute the power spectrum of the in-
put signal measured the same way, Cénput, and plotted

both C{™""* and C58"* — 31 averaged in lincar bands
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Fig. 7. The evolution of the 2-norm of residuals with the num-
ber of iterations at level max. Whereas the blue dashed line
is standard iterative Jacobi, the solid red line is the iterative
multi-grid Jacobi method. A full multi-grid cycle incorporates 3
iterations at level max before going down and up all the levels.
The sharp jumps correspond to the moment when the scheme
again reaches max level and thus benefits from the resolution
at lower levels. Note that the very sharp features after ~100
iterations are due to the fact we reached the 4-byte machine
accuracy which is almost out of reach for a standard iterative
method.

of constant width A¢ = 80. The agreement is obviously
very good, as illustrated in Fig. 9. The error bars take
into account both the sampling induced variance as well
as the beam spreading (Knox 1995).

This procedure is in no way an appropriate Cy mea-
surement since we are not dealing properly here with the
sky coverage induced window function which triggers some
spurious correlations within the Cy’s. We thus do not take
into account the full structure of the map noise covari-
ance matrix. Nevertheless, the efficiency of such a rough
method is encouraging for more detailed implementation
and a full handling of the noise covariance matrix. Note fi-
nally that this is a naturally parallelised task which should
therefore be feasible very quickly.

4.4. Application to genuine data and hypothesis

The application to genuine data could be problematic if
our key hypotheses were not fulfilled. We now turn to
their discussion. Concerning the noise, we assumed that
it is Gaussian (in order to derive our map estimator)
and stationary (in order to exploit the diagonality of its
noise covariance matrix in Fourier space). Both hypotheses
are reasonable for a nominal instrumental noise, at least
on (sufficiently long) pieces of timeline. If not, we would
have to cut the “bad” parts and replace them by a con-
strained realization of the noise in these parts. Concerning
the signal, no particular assumptions are needed in the
method we are presenting. At this level, we neglected as
well the effect of the non perfect symmetry of the instru-
mental beam. This effect should be quantified for a real
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Fig. 8. Evaluation of the noise power spectrum (top: linear
z-axis, bottom: log z-axis): the red thin dashed line shows
the initial noise power spectrum obtained from the input noise
stream and the blue thick line denotes the recovered one after
5 iterations. Both have been smoothed and normalised so that
the white high frequency noise spectrum is equal to one. The
agreement is obviously very good. Note that no noise priors at
all have been used in this evaluation.

experiment (Wu et al. 2000; Doré et al. 2000). Another
technical hypothesis is the negligibility of the pixelisa-
tion noise with respect to the instrumental noise but since
this is fully under control of the user it should not be a
problem.

In this paper, we have presented an original fast map-
making method based on a multi-grid Jacobi algorithm.
It naturally entails the possibility of a joint noise/signal
estimation. We propose a way to generate the noise co-
variance matrix and illustrate its ability on a simplistic
C; estimation. The efficiency of this method has been
demonstrated in the case of two coming balloon experi-
ments, namely ARCHEOPS and TopHat but it naturally
has a more general range of application. This tool should
be of natural interest for Planck and this will be demon-
strated elsewhere. Furthermore, due to the analogy of the
formalisms, this should have some applications as well in
the component separation problem.

8000

8000 —

2000

Malipole 1 oo e
Fig. 9. In the case of a one day flight of the TopHat experiment
we perform a very approximate evaluation of the recovered sig-
nal band powers (black) which has to be compared to the input
signal power spectrum (red line). Both have been measured the
same way using the anafast routine of the HEALPix package.
These band powers (A¢ = 80) have been performed using a
fast Monte-Carlo evaluation of C3'*° (dashed blue line) which
does not correspond exactly to white noise since there remains
some spatial correlations. This in no way constitutes an appro-
priate Cy measurement but is an encouraging step towards a
full Monte-Carlo treatment.

We hope to apply it very soon to ARCHEOPS data.
The FORTRAN 90 code whose results have been presented is
available at http://ulysse.iap.fr/download/mapcumba/
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We have developed a fast, accurate and generally applicable method for inferring the power spectrum and its
uncertainties from maps of the cosmic microwave background in the presence of inhomogeneous and corre-
lated noise. For maps with 10* to 10° pixels, we apply an exact power spectrum estimation algorithm to
submaps of the data at various resolutions, and then combine the results in an optimal manner. To analyze
larger maps efficiently one must resort to suboptimal combinations in which cross-map power spectrum error
correlations are only calculated approximately. We expect such approximations to work well in general, and in
particular for the megapixel maps to come from the next generation of satellite missions.

DOI: 10.1103/PhysRevD.64.083001

1. INTRODUCTION

The anisotropy of the cosmic microwave background
(CMB) is proving to be a powerful cosmological probe [1].
Many cosmological parameters, and the primordial power
spectra of density and gravity-wave perturbations, can be
inferred from the statistical properties of the CMB—in par-
ticular from its angular power spectrum [2]. Unfortunately,
exact methods for calculating the power spectrum and its
uncertainties from real observations are very expensive com-
putationally [3]. Supercomputers are required for analysis of
current datasets and even they will not be sufficient for the
next generation of experiments [4]. Here we introduce an
approximate method for reducing a CMB map to a power
spectrum and its uncertainties.

Generally applicable exact methods for finding the angu-
lar power spectrum, C,, that maximize the likelihood have
operation counts proportional to N® where N is the number
of pixels in the map. Our approach to overcoming this N3
scaling involves a hierarchical decomposition of the map
into a set of submaps. That is, we subdivide the original
(“primary™) map into nonoverlapping regions, each with a
manageable number of pixels, in order to estimate the power
spectrum from each of these submaps using an exact algo-
rithm. To study the larger angular scale fluctuations we
coarsen the primary map and if the number of these coarse
pixels is still too large, we again divide into submaps. To go
to yet larger angular scales, we coarsen the map further, etc.
Then we calculate the expected correlations between the
power spectrum estimates from all different submaps at all
different resolution levels in order to optimally average them
together. A similar multi-grid technique was recently devel-
oped for the reduction of time-ordered CMB data to maps
[5].

Several other approaches to overcoming the N° scaling

*Email address: dore@iap.fr
"Email address: Iknox@ucdavis.edu
*Email address: apeel@bubba.ucdavis.edu

0556-2821/2001/64(8)/083001(9)/$20.00

64 083001-1

PACS number(s): 98.70.Vc

have been tried. These include the “pseudo-C,;”” method of
[6], and the ““correlation-function” (CF) approach of [7]. We
expect these methods to work well in the case of homoge-
neous noise, but the CF method will be significantly subop-
timal for the levels of inhomogeneity expected in some
planned observations, e.g., Planck.® Neither of these methods
has been shown to deal properly with correlated noise. Minor
modifications of the CF approach may make this path very
attractive, though a remaining issue is the importance of
noise correlations between pixels.

The N2 scaling has been overcome also by a special-
purpose exact method that is expected to be applicable to the
maps generated by NASA’s Microwave Anisotropy Probe
(MAP) satellite.? This method [8] assumes the noise is not
correlated from one pixel to another and that the noise level
variations are roughly azimuthally symmetric. Some of the
techniques used in [8] may eventually find their place in
more generally applicable (and yet still exact) power spec-
trum estimation algorithms, though the feasibility is not yet
clear. Another special-purpose exact algorithm is that of [9],
which is applicable to experiments that scan on rings. The
main idea is to analyze ring sets instead of maps since both
the noise and signal covariance structures are simple on the
rings, whereas the noise structure can be complicated in the
map space. Although some of its critical hypotheses have not
been tested yet on realistic data, the ring-set approach might
still be of practical importance since it may provide a useful
zeroth-order solution for experiments that nearly scan on
rings.

In Sec. 1 we describe our method in detail. In Sec. 111 we
present the results of an application to a map with ten thou-
sand pixels —comparable to the size of maps coming from
long-duration balloon (LDB) flights. In Sec. IV we show
results from a map four times larger and discuss prospects
for application of our method to even larger maps such as

Yhttp://astro.estec.esa.nl/SA-general/Projects/Planck/
2http://map.gsfc.nasa.gov/
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those expected from MAP and Planck.® In Sec. V we com-
pare with other methods. In Sec. VI we conclude.

II. METHOD

Here we first describe our method in the simplest concep-
tual terms, and then go on to discuss subtleties which com-
plicate our implementation.

A. From the likelihood function to the quadratic estimator

We describe here the use of a quadratic estimator to find
the maximum of the likelihood function, and the shape of the
likelihood function near that maximum, as described in [10].
Time-ordered data from observation of the CMB are usualy
reduced to a set of pixelized maps A;, i=1, ... N which can
be decomposed into the sum of a signal and a noise contri-
bution, A= s+ n. Assuming that both the noise and the signal
are normally distributed, their statistical properties are fully
characterized by the covariance matrices S=(ss') and N
=(nn"). Assuming furthermore that the noise and signal are
not correlated with each other, we can define

C=(AAT)=S+N. @

The observed sky signal is assumed to be the realization
of an isotropic Gaussian random field whose power spectrum
C, is the quantity we want to measure. Thus we are inter-
ested in the likelihood function £(A|C,) which is given by

—2InL(A|C)=IndetC+ATC A, )

In particular we are interested in the location of the maxi-
mum of this function (which is the most likely C;) and the
curvature at the maximum, —dIn £/9C,dC,, (which is ap-
proximately the inverse of the covariance matrix for C).
Note that C depends on C, since

21+1

sn,:}", S () ()

where W is the covariance window function of the experi-
ment.

Given an initid estimate of C, (hereafter, the input C))
one can reach the likelihood maximum as follows. By
Taylor-expanding In £ to second order in 6C, around C;,
and replacing — 9%In £/4C,dC,, with its expectation value
one can find an expression for 5C, such that C,+ §C; maxi-
mizes the likelihood:

©

' aC
(AAch)(C’ll—C’l

1 -1
5C=>, SF; M
! |2 2 aCys

and

C

1
Fir=5Tr

L 9C Ly ©
aCi~ 4Cy,

3http://astro.estec.esa.nl/SA-general /Projects/Planck/
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is the Fisher matrix [11].

Equation (4) is a quadratic function of the data and hence
the expression * quadratic estimator.” Note that we have sup-
pressed the pixel indices in the various vectors and matrices.
Since In L is not equal to its second-order Taylor expansion
(i.e,, £ isnot a Gaussian in C)), some iteration is generally
required to reach the likelihood maximum.

B. Hierarchical decomposition and recombination
Now let us consider multiple maps and use Greek indices
to label them. Estimates of 6C, from map «, 8C{*, are cor-
related with those from map B with correlation matrix:

<5C|‘¥5C5>57;ﬁ5v

= W(Fgl)”,,(F/;l),,,,,,

1”1

1
><ETr[AM,,CMABJWCM] 6
where
aC
_~-1%aa (1
Au=Coi e Cal- @

Note that if «= g then Eq. (6) simplifies to the usual result
(8C,6C)=F; " )

Given this result, we know how to combine the various
S8C, estimates from each submap into a final 6C, estimate
from all the submaps in a minimum-variance (optimal) man-
ner. The minimum-variance 5C,, satisfies

> (2;,; fa|.ﬁ|/)5c|': > Forp116C/s ©
\ @ apl’

1

and has a weight matrix (inverse of covariance matrix):
F”,:Eﬁ Fu g - (10)

Although for simplicity we have written these expressions
for estimating individual C,’s, issues of signa-to-noise and
spectral resolution usually lead us to estimate the power
spectrum in bands of |, where the shape of C, inside the
bands is assumed. The usua assumption (which we use in
our applications) is that |(1+1)C,/(2) is constant inside
the band.

Our treatment of the correlations of the 5C,’s between
pairs of maps has been general. The maps may be spatially
separate or overlapping; they may have equivalent or differ-
ent pixel sizes. Thus we have worked out the most general
solution to optimally combine the power spectra of submaps
which are the result of hierarchical decomposition (HD) of a
primary map.
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C. Spectral resolution

Even with optimal combining of the power spectrum es-
timates from the various submaps, the HD procedure results
in a sub-optimal estimation of the power spectrum. Fortu-
nately, in the cases we study, the sub-optimal results are quite
close to the optimal results. Departure from the optimal re-
sults is amost entirely due to the degraded spectral resolu-
tion of the high-resolution submaps. This loss of spectral
resolution is the primary drawback of the HD approach.

The spectral resolution is most severely degraded at the
highest resolution levels where the submaps have the small-
est spatial extents. For any map of linear extent, L, it is
difficult to distinguish the mode P,(cos 6) from P, s5(cos 6)
where sl<w/L [12]. If one wishes to achieve a spectral
resolution of 4l for a square map with linear pixel size r
then this map must have n pixels where

307')2

n=25x 103(ﬁ ™ (12)

Fortunately 81 =30 and r,=7" are expected to be adequate
for LDB-type maps and 2.6x 10° pixels is a small enough
submap size to alow for reasonable computation times (as
shown below). For comparison, the power spectrum from the
Boomerang LDB flight used for parameter-determination in
[13] was binned in tophat bins of width 50.

D. Scaling

We now calculate how computation time scales with total
number of pixels in the full-resolution primary map, N, and
the number of multipole-moment bands, Ny, . For simplicity
we assume that al submaps have the same number of pixels,
n, and that we estimate the power spectrum for each submap
in the same number of bands. Estimating the power spectrum
and Fisher matrix for each submap takes on the order of
NZ2n® operations so at the finest level we have on the order of
N2(N/n)n®=NZNn? operations. In a systematic coarsening
(such as the one below defined by combining four pixels at
one resolution into one larger pixel for the next coarser
level), most of the submaps are at the finest resolution and
therefore analysis and combining of these finest submaps
dominates the demands on memory and CPU time.

For large enough N, the dominant computational step will
be in calculating the correlations between submaps. The ma-
trix multiplication in Eq. (6) takes on the order of n® opera-
tions, so performing it for every pair of submaps and pair of
bands takes on the order of NZN2n operations.

The procedure can in principle be parallelized for the ef-
ficient use of nyq. processors, where Ny, ranges anywhere
from N, to ~(N/n)2N§. The crucial use of parallelization
comes in the dominant combining stage, which scales as
(N/n)2NZ, and involves the combination of ~(N/n)? pairs
of submaps. This type of independent pair loading can be
efficiently shared on any number of processors lower than
1(N/n)2. For LDB-type missions one might have N~ 10
and (N/n)2N2~4X 10* and approximately 200 pairs of sub-
maps to combine [if we indiscriminately retain all submap-
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submap correlations (see Sec. 1V)]. For supercomputers with
Nproc= 102, every processor can be efficiently used.

E. The noise matrix

Our approach assumes that we begin with a pixelized map
and its corresponding noise covariance matrix. Map-making
procedures usually produce a weight matrix, which is the
inverse of the noise matrix. Inverting an arbitrary weight
matrix takes on the order of N operations. Fortunately, this
inversion only needs to be done once and is feasible for
LDB-size maps.

For larger maps, treatment of the weight matrix by gen-
eral matrix inversion algorithms is impossible. Fast methods
are being developed [14] which rely on the origin of the map
weight matrix in the weight matrix of the time-ordered data.
That is, the map weight matrix is ATN ™A where N} is
(here) the time-stream weight matrix for a stationary noise
process, and Ay; is the pointing matrix element that is 1 if at
time-sample t the telescope is sampling map pixel i and zero
otherwise. This special structure alows for each iteration of
a conjugate gradient solution to be performed much faster
than for an arbitrary matrix.

Another possibility (suggested in [7]) is to calculate the
noise covariance matrix by Monte Carlo methods. In other
words, one would make repeated simulations of the map
noise and average those together to get any desired elements
of the noise matrix. In addition to possible speed advantages,
this approach also has storage advantages since one probably
needs fewer than N/2 realizations to have a sufficiently ac-
curate estimate of the noise. One may still need thousands of
reglizations of the noise—e.g., 20000 realizations are re-
quired for the noise matrix elements to be accurate to within
1% of the diagonal.

F. Coarsening

The amount of work to be done depends on the choice of
number of resolution levels, which is governed by how many
pixels are combined to form one pixel at the next-coarsest
level. Greater coarsening between levels leads to fewer re-
quired operations, but at the expense of greater loss of infor-
mation. Since the cost in computing time is slight for using
the most modest coarsening possible while maintaining
(roughly) square pixels, we aways coarsen by averaging
four pixels into one. This coarsening is aso easily imple-
mented in the HEALPIX pixelization scheme, which we use
[15].

In general, one can create a coarse submap A from afine
submap § as follows:

A=W laws 12)

where «; is 1 for @l fine pixelsi in coarse pixel ¢ and zero
otherwise, w is some weighting of the fine pixels and W
= awa". The coarse-fine and coarse-coarse noise covariance
matrices are given by:
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(AN =W tawN=W"ta (if w=N"1)
Na |
=T (if w=1) (13)

and:

<AAT>nnise: W lawNwTaTW 1=w 1 (if w= Nfl)
T

_aNa . _
=—5 (f w=0). (14)

For optimal coarsening w=N"* and for uniform averag-
ing, w=1. We assume that we are coarsening four pixelsinto
one and therefore that aa”=41. We see that uniform aver-
aging leads to noise covariance matrices that are easy to
calculate. For optimal averaging we need to invert W which
is substantially less challenging than inverting N~ to get N
since it has 1/16 the number of elements. The same tech-
nique used for calculating N by exploiting the origin of N=*
in time-ordered data (as explained in the previous subsec-
tion) can be used to get W1 [16].

Coarsening will usually result in pixel sizes that are large
compared to the angular resolution of the instrument and
therefore pixelization effects must be taken into account. Our
treatment of the effect of pixelization on the signal correla
tion function is approximate, i.e., we use a pixel window
which is the average of the evaluated power spectrum for
every individual pixel. To prevent these approximations from
creating errors in the final power spectrum, we ignore infor-
mation from multipole moments greater than some critical
value where the approximation introduces significant error.
Pixelization effects are discussed in more detail in Sec. I11.

G. Iteration

A single application of the quadratic estimator of Eq. (4)
might not result in a C, that is sufficiently close to the like-
lihood maximum. This will be the case if the input C, is too
far from the likelihood maximum. Fortunately, iterative ap-
plication of Eq. (4) has been shown to converge quite rapidly
[10].

When using the hierarchical decomposition approach, it is
important that the iteration be done globally. That is, within
each iteration, the power spectrum from each submap should
be estimated using the same input C,. If iteration is per-
formed within the submaps, the combined result will suffer
from cosmic bias [17], which results from the fact that un-
certainties in C, are not normally distributed. For a normally
distributed variable, the curvature of the log of the likelihood
function is independent of location in the parameter space
(because the likelihood is a Gaussian). However, for C;, this
curvature does depend on location. For larger values of C,
the curvature is smaller (i.e., the variance is larger). Thus,
upward fluctuations should result in larger variances than
downward fluctuations and so if one combines them together
assuming Gaussianity, the net result is a downward bias due
to the over-weighting of the downward fluctuations.

The combination procedure of Eq. (9) implicitly assumes
the estimates are normally distributed. We avoid the cosmic
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bias that might result from this assumption by weighting the
downward and upward fluctuations equally. That is, we make
sure to calculate F, g4+ from the same C, for al submaps.
Thus any desired iteration, e.g., motivated by a large correc-
tion from the input C;, should be done globally.

Since the uncertainty in C; is non-Gaussian, specifying
the C, that maximizes the likelihood function, and
(8C,8Cy/), does not completely characterize the uncertainty.
The uncertainty can be approximately characterized by use
of the “offset log-normal form” [17]. That is, error in the
quantity Z,=In(C,+x) is approximately normally distrib-
uted. The offset, X, , is a measure of the noise contribution to
the uncertainty, as opposed to the sample-variance contribu-
tion to the uncertainty. It can be calculated as outlined in
[17].

111. APPLICATION

First we discuss the specifications for the simulated maps
we used. Then we compare the results of HD with those of
the exact method.

A. Simulation map details

We have applied our method using a FORTRAN code,
which we have named MADCUMBA, to two different simu-
lated maps, hereafter simulations A and B. In both cases, the
angular-power spectrum used was that of a Cosmic
Background Explorer (COBE) normalized adiabatic,
scale-invariant “lambda’ cold dark matter (ACDM)
model with Q,=06, Q,=0.05 Q,=0.35 and Hj,
=75 kmsec™*Mpc™? and was generated by the publicly
available code cmBFAST [18]. The simulated signa maps
were generated using the SYNFAST routine in the publicly
available HEALPIX package [15], at HEALPIX Ngge= 256
(level 8, where Ngge=2'*¥), in which the pixel solid angleis
around (13.7')?, assuming a circular beam with a full-width
at half-maximum of 20’. Finaly, pixel noise taken from a
Gaussian distribution with zero correlations between pixels
was added to the maps. The only significant differences be-
tween our two simulations are size and noise characteristics.

The simulation A map has 10 pixels, is square in shape,
and has a homogeneous noise variance of (20 «K)? in each
pixel. Its relatively small size alows for the power spectrum
to be estimated by the exact method (i.e., without dividing
into submaps) using the MADCAP package [4]. This is com-
pared to our caculation via HD into four equal-area square
2500 pixel submaps at full resolution and one coarse 2500
pixel submap at HEALPIX Ngge=128 (level 7) which covers
the same area as the primary map.

The simulation B map is aso square in shape and has 4
x 10* pixels with a noise variance that is cosine-modulated
throughout the map, varying from (20 uK)? to 9
X (20 wK)?2. Here, we decompose the primary map into six-
teen submaps at full resolution, four submaps at the next
coarser resolution and one coarsest resolution submap which
covers the same area as the primary map but, by being two
levels coarser, contains /161 as many pixels. Thus, as with
simulation A, we use n= 2500 pixel submaps.
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FIG. 1. Simulation A results. Top panel: Power spectrum esti-
mates from four individual full-resolution 2500 pixel submaps (tri-
angles) and one coarse 2500 pixel submap. Bottom panel: Power
spectrum estimates from optimally combining the top-panel results
(solid circles) and from the exact calculation (open circles). Note
that in both panels, points are slightly shifted horizontally for clar-
ity.

B. Comparison with exact method

The top panel of Fig. 1 shows estimates of the powers
from the individua submaps in simulation A. The bottom
panel shows both the result of optimally combining them and
the exact results obtained directly from the primary map. The
solid line in both panels is the origina power spectrum for
the simulations. The differences between the power estimates
are less than 20% of the standard error from the exact
method.

Not only do the power spectrum estimates agree quite
well, but so do the estimates of the uncertainties. The error
barsin Fig. 1 are the square roots of the diagonal elements of
the respective Fisher matrices. In Fig. 2 one can see how
well entire rows of the exact and HD Fisher matrices agree.

Clearly, the bigger the submaps at the finest resolution,
the better this approach works. For a fixed length scale of
interest, larger submaps contain a greater fraction of corre-
sponding pixel pairs, and therefore achieve better spectral
resolution (61). Unfortunately, the compute-time, when
dominated by the combine procedure, scales as n and there-
fore as 1/612 [or possibly n? but with a much smaller pre-
factor (see Sec. IV)]. Thus, choice of n can be critical. We
studied how our information loss varies with n by comparing
the error bars from the HD procedure to the full analysis for
n= 2500 (the case above), n= 1600, and n=900. The results
are shown in Fig. 3. Note that for the n=2500 case all the
error bars are increased over the exact case by less than 10%.
These larger error bars are consistent with the less than 20%
differences (in units of variance of exact results) between the
power estimates.
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FIG. 2. Three rows of the Fisher matrix calculated exactly (solid
lines) and also via the combination (HD) procedure (dashed lines)
for simulation A.

The upward trend in error ratio with increasing band num-
ber is an effect of decreasing spectral resolution. To under-
stand this, we examine Fig. 4 which shows the ratio of the
HD over the exact method of the band contributions to the
total weight, W,,, where:

Wy=2) Fpr (15
o
1.2
L e
L V2 i
: s
I /o -
g L J
B L _ |
~ T 1
2
5 1+ -
L —e— (4+1) 50x50 maps |
_ - (4+1) 40x40 maps
F —a (4+1) 30x30 maps 1
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FIG. 3. Error bars from HD divided by error bars for the exact
analysis. Each case represents a primary map with 4n pixels di-
vided into four n-pixel full resolution submaps and one coarsened
n-pixel map where n=30x 30 (triangles), 40X 40 (squares) or 50
X 50 (hexagons).
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FIG. 4. W,/Wg™ where W,=3,Fpp . The W,'s are from
analysis of the simulation A map, but into finer bins of width &l
=30. The short-dashed line is 4Wb/V\I§<a‘1 where W, is just from
analysis of one of the four full-resolution submaps; the long-dashed
lineis W, /W where W,, is from analysis of the coarse resolution
submap; the solid line is W, /W™ where W, is from combining
information from all five submaps.

and the total weight of an experiment is W=X,W, . For this
analysis we switch to a finer binning of 25 bands, each with
width 81 =30.

Note first the short-dashed line which is four times the
ratio of W,, for one full resolution submap over the one for
the primary map. If the four submaps were uncorrelated, we
would expect this ratio to be ~1. However, since the sub-
maps are correlated, this ratio is greater than 1. We see that
submap-submap correlations are more important at lower |
than higher | values.

Though individual elements of the Fisher matrix may be
larger for a sub-optimal method than an optimal one, we
know that the contribution from a given band to the total
weight cannot be larger. Thus, the best we could hope for is
that the ratio of W, for the HD method over the exact
method is near unity. We see from Fig. 4 that it is every-
where greater than 0.97. Thus the fact that the combined
procedure gives at most 10% larger error bars (20% larger
variances) in Fig. 3 cannot be due to any reduction in the
total weight (which we see is negligible), but must be due to
how each W, is distributed among the Fy,, . In particular, it
isthe lower spectral resolution of the smaller submaps which
results in the W, being more spread out within a Fisher ma-
trix row and less concentrated in the diagona element F, as
is clear from the 7th row plotted in Fig. 2.

A plot of Fyy, ratios (similar to the W, ratio plot of Fig. 4)
shows that the cost of this weight redistribution within a
Fisher matrix row is a decrease in the diagona Fisher ele-
ments (in the | =250 to | =600 range) to 80—85% of the
exact ones. Not only is Fyy, suppressed then, but the larger
off-diagonal elements also lead to larger diagonal elements
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of F~1. With broader bands (such as those used for Fig. 3),
the error-bar increase due to degraded spectral resolution is
not as severe. The effect of the larger off-diagonal elements
propagates from band-to-band and is least significant at the
lower bands which are benefiting from the full spectral reso-
lution of the coarse submap.

Also in Fig. 4 one can see that the pixelization effects can
be fairly severe. This is unfortunate since we only treat the
pixelization influence on the signal-correlation matrix, S, ap-
proximately. Our treatment is that provided with the HEALPIX
package, which assumes that the correlation between two
pixels only depends on the angular distance between them
and not on their orientation. Thisis an approximation for two
reasons: the pixels are anisotropic, and their shapes depend
on their location. The validity of the approximate window-
function can vary from submap to submap if the submaps are
not large enough to have a representative sampling of all
pixel shapes. Thisis another reason to use large submaps. We
take each cross-level pixel window function to be the geo-
metric mean of the two auto-level pixel window functions.

Because our treatment of pixelization effects is approxi-
mate, we throw out information from coarse submaps at a
conservatively low | value. In simulation A, for example,
powers from the coarse resolution submap were only consid-
ered for 1<225. In the final combined results, the higher
bands only use information from the four fine resolution sub-
maps. We eliminate the influence of the coarse submap on
the higher bands by inserting very large numbers into diag-
ona elements of the (F 1) 4 41 Matrix. This marginaliza-
tion technique is described in Appendix A of [10] and can be
understood as artificially adding some noise to these particu-
lar bands so as to give them very low weight.

The upturn in Fig. 3 after | =225 where the coarse sub-
map information is no longer used indicates that there may
be an advantage to keeping the coarse submap information to
yet higher I. This would require a more accurate treatment of
the pixel effect on the signal correlation function and its
derivatives with respect to C;. One way to do this, which
would be fairly easy to implement and not cause significant
speed reduction, would be to avoid using pixel window func-
tions by calculating coarsened signal matrices directly from
finer ones. For example, if the fine signal matrix is s then the
next-coarser signal matrix, S, must be

asa’
S= 5 (16)

where «; is 1 for al fine pixelsi in coarse pixel ¢ and zero
otherwise. Once again, we are summing four pixels into one.
The only approximations here come from approximations
made in calculating s. If these approximations were accept-
able for the finer level, they will certainly be adequate for the
coarser level. Keeping the coarse level information out to
higher bands may be very important for extension to mega-
pixel maps becauseiit is the only other way to improve spec-
tral resolution besides increasing n for the highest-resolution
submaps.
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IV. ANALY SIS OF GENERAL MEGAPIXEL MAPS

The map from simulation A has homogeneous white
noise. Below we will discuss results from HD analysis of the
map from simulation B in which the noise is inhomogeneous
but still uncorrelated. Yet we believe HD will work well on
realistic maps with correlated noise. In this section we briefly
make the case for the success of HD in the presence of cor-
related noise and then move on to discuss how HD can be
made to work for primary maps with 100 to 1000 times more
pixels than the simulation A map. We will see that further
approximations are necessary, but that they are likely to work
well.

Even though our applications of HD have only been on
simulated maps with uncorrelated noise, we believe that HD
will work well on realistic maps with correlated noise. This
is easiest to see for correlations on length scales smaller than
the size of the smallest submaps. Longer-range noise corre-
lations will not be treated accurately in the analysis of the
smallest submaps. But this does not matter because the effect
will only be on lower-I bands where the smallest submaps do
not have much weight. The affected bands will be those de-
termined by coarser and larger submaps that will once again
be large compared to the correlation length. Thus the pros-
pects for HD on maps with correlated noise are quite good.

Applying HD as we have described it to megapixel maps
is prohibitively expensive in terms of the demand on com-
puting resources. A rough scaling argument is sufficient to
demonstrate this point. In the megapixel regime, we are
strongly dominated by the calculation of al the elements of
f-;ﬁa,,, . The number of elements in this matrix is
~(N/n)2NZ. On an SGI Origin 2000, the calculation of a
single dement of F, ., takes 188 sec (n/2500)% on a
single MIPS R12000 300 MHz processor where n is the
number of pixels in a submap. Thus the wall-clock time is

(o e (e
=1 yeafnpj)(axme ﬁ)m an

where we have assumed the efficient use of ny, processors
[19]. Thus the need to avoid exact calculation of every ele-
ment of }‘;ﬁa,,, is apparent.

To make the case for the likely success of fast approxi-
mations to ]—';ﬁa,l, we turn to the results from simulation B.
In Fig. 5, we plot four power spectra: one is the result of
optimally combining the individual power spectra; one is the
power spectrum of the coarsest submap; the other two are the
result of a simple averaging of the power spectra for the
submaps within a given resolution level as if they were in-
dependent. Again, the solid line represents the original input
power spectrum.

We find the very good agreement between simple averag-
ing and the exact combination (for the highest bands) to be
very encouraging because it is strong evidence that signal
correlations between non-overlapping submaps are not very
important. We certainly see they are not important in the
highest bands which are influenced only by submaps with no
spatial overlap (since the submaps are all at the same reso-
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FIG. 5. Results from HD of the 200 by 200 pixel simulation B
map. There are sixteen submaps at the finest resolution level [level
8 (13.7") pixels], four at the medium level [level 7 (27.5') pixels]
and one at the coarsest level [level 6 (55’ pixels)]. Triangles and
squares represent the result of doing a naively weighted average of
the power spectrum estimates, i.e., neglecting correlations, from the
sixteen fine submaps and the four coarse submaps, respectively.
Pentagons represent results for the one coarsest submap. Filled
circles show the results of the optimal combination of all submaps
in which all power-spectrum correlations are computed exactly. As
in Fig. 1, points are shifted horizontally for clarity.
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Iution level). If any given band is only influenced by at most
two or three levels and we only need to calculate correlations
for non-zero submaps then the vast majority of submap pairs
can be ignored. Even if some cannot be ignored, their rela-
tive insignificance means that there are probably crude ap-
proximations to them that will work well.

Calculating only the correlations between overlapping
submaps at adjacent resolution levels takes time

t=78 hours( %) ( %7) (%) 2( %) ( %) (18)

where for each of the N}, bands only the nearest AN, bands
are considered [20]. Calculating correlations between over-
lapping submap pairs whose resolution levels differ by 2
will, a most, double the time. Correlations between non-
overlapping map pairs may be significant but can probably
be treated approximately in an insignificant amount of time.
Development and study of these approximations are prob-
ably necessary for practica application of HD to megapixel
maps.

We also see from Fig. 5 that even when there is a mix of
resolution levels influencing a band, using just one of those
levels provides arough approximation. A fairly good * quick-
and-dirty” power-spectrum estimator is the coarsest sub-
map’s power spectrum for band 1, the coarse submaps
power spectrum for bands 2 and 3, and the finest submaps’
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power spectrum for bands 4 to 8. Such an estimator has its
applications, for example, finding a C, that is close enough
to optimal that one only needs a single iteration of the exact
HD procedure.

The scaling of t with N in Eq. (18) is linear if n is fixed.
But if we fix spectra resolution and the area of the primary
map, then ncN and therefore to«N® once again. Or, at fixed
N and primary map area, toc(1/81)*. Our fiducia choice
above of n=5000 corresponds for Planck with N=10" and
r,=35" to §=45. This may be sufficient since physical
models have fairly smooth power-spectra. We see that the
degree to which degraded spectral resolution affects our abil-
ity to discriminate between different modelsis a crucial issue
for the applicability of HD to Planck. We remind the reader
that spectral resolution is the only thing that is significantly
compromised with HD; Fig. 4 shows the total weight from
each band is within a few percent of optimal.

V. COMPARISON WITH OTHER METHODS

The HD method has many advantages over other fast,
approximate methods. Perhaps the chief advantage is its abil-
ity to handle maps with correlated noise. Its main disadvan-
tage is spectra resolution. To understand better these com-
petitive advantages/disadvantages it is worth spending some
time discussing these other methods— especialy since we
will see they are somewhat complementary and hence a hy-
brid approach may be useful.

This discussion of other methods is facilitated by writing
down the following generalization of Eq. (4):

1 c
Ci=2 SF T WAAT-N)W 19
! ‘E 2 ( ) acp} a9
and Eq. (5):
Fu =Tl wis w2 (20)
=517 — .
"2 aCy " gC,,

These equations specify a general unbiased quadratic estima
tor, with pixel pair-weighting determined by W. The F,
matrix is derived by demanding that the estimator be unbi-
ased ((C™™®)=C,). In general, its inverse is not equal to
(5C,8C;,) which is instead given by

a1
Fii=5F i Fin T ACAC] (21)

where A =W(JC/C,)W, similar to Eq. (7).

For the minimum-variance estimator, W=C~1. The
““correlation-function” approach (CF) of [7] uses the simpler
W= in pixel space [21]. Spherical-harmonic transforming
the map and averaging |a,,|*'s over m uses W=I in
spherical-harmonic space. The multi-scale method we have
just described above likewise corresponds to a choice of W.
Unfortunately, this W is complicated and not illuminating to
work out explicitly; HD is best understood in the context of
Egs. (6)—(10).
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It is worth pointing out that the estimator for CF requires
on the order of NZN? operations where Ny, is the number of
|-bands. One can get rid of the Nﬁ factor by rewriting it as an
estimator for C(6) in fine bins of # and then Legendre-
transforming the result, as was done in [7]. Further compu-
tational accelerations are possible by use of KD-tree search
techniques which use coarse-graining at large distances [22].
In addition, fast spherical harmonic transforms lead to great
time-savings in harmonic methods.

However, the simplicity of these other choices for W does
have drawbacks. Specificaly, high-noise areas and low-noise
areas make equal contribution to the estimator. To date, the
success of these methods has only been demonstrated on
simulations with homogeneous white noise. The first obvious
improvement to CF is to replace W;;=4;; with W
=1o?8; (in pixel space) as suggested in [7].

What is less obvious is how to weight pixel pairs in the
presence of correlated noise. This is where further develop-
ment of the CF approach is most needed. One possible route
to pursue is band-diagona choices of W;; which capture the
spatialy local noise correlations. Computation with band-
diagonal W's can till be quite fast; they are still an order of
N2 as long as the bandwidth is less than /N. Perhaps longer-
range correlations could be included in some hybrid scheme
of HD and CF. Here CF (with band-diagona W;;) would be
used on the primary map and then HD would be used to
calculate lower-l values which may have been affected by
long-range noise correlations. This hybrid scheme aso has
the advantage of complementing HD where its spectral reso-
lution is lowest [23].

Although the calculation of C, is fast with simple choices
for W, the calculation of the error covariance matrix [Eq.
(21)] is slow; i.e. the number of operations scales with N3
because of the matrix multiplications. One option is to esti-
mate the errors by Monte-Carlo methods [7]. Another is to
combine the CF and HD approaches in yet another way: use
CF as a means to produce an input power spectrum suffi-
ciently close to the optimal one that only a single iteration of
HD is required.

To break the spectral resolution bottleneck (which limits
us to 8l =w/L) with an HD-type agorithm, phase informa-
tion (and not just power information) for each sub-map must
be preserved in some way. At the moment we see no way of
doing this and thus spectral resolution stands as the greatest
drawback of the HD method.

VI. CONCLUSIONS

We have concentrated on developing a fast and reliable
method for calculating power spectra and their uncertainties
from maps with N=10* to 10° pixels. Methods that work in
this regime are of immediate practical importance. Our tests
show very good agreement with exact methods at the lower
end of our N range where the exact analysis is feasible on a
supercomputer. The HD method is the only existing method
for calculating a power spectrum and its uncertainties from
general, inhomogeneous correlated noise patterns with maps
of this size in reasonable amounts of time [24].

We have not tested our method on maps with correlated
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noise. But since noise-correlations are taken into account ex-
actly within each submap, we expect our method to handle
correlated noise effectively, unlike the other fast methods
mentioned above. These expectations will be put to the test
soon as HD is applied to existing datasets from LDB flights,
such as Archeops* and TopHat.®

The local nature of the method has some advantages for
controlling contamination of the final power spectrum result.
In the extreme, one can simply cull submaps with the largest
foreground contamination. Less drastically, one could down-
weight the power spectrum determinations from submaps ac-
cording to the suspected level of contamination.

To summarize, we have developed and investigated an
HD method of power-spectrum estimation. We have demon-
strated that for LDB-size maps HD is sufficiently fast and
insignificantly sub-optimal. Its main advantages over other
fast methods are its generality (including its ability to handle
correlated noise) and the fact that the power spectrum uncer-

“http:/Awww-crtbt.polycnrs-gre.fr/archeops/
Shttp://topweb.gsfc.nasa.gov/
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tainties are calculated directly. Application to larger maps
will rely on further approximations which we expect to work
well but require further investigation. The main disadvantage
to HD is the degraded spectral resolution at the smallest an-
gular scales. The impact of this degradation on parameter-
determination also warrants further investigation. The com-
bination of HD® with other methods may be fruitful.
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‘We present an analytic approach to the estimation of beam asymmetry effects in CMB temperature
and linear polarization anisotropy experiments. We derive via perturbative expansions simple and
accurate results for the case of an elliptical Gaussian window. Our results are applied to investigate
the effect of beam ellipticity in the estimation of full-sky polarization correlation functions and the
covariance matrix of power spectra. The relevance of this effect is also discussed by forecasting
errors including beam asymmetry for current and future CMB experiments.

98.70.Vc

I. INTRODUCTION

As high-resolution CMB experiments explore smaller
fluctuations in the temperature anisotropy with high sen-
sitivity, a better understanding of systematic effects is re-
quired to make more accurate measurements. These sys-
tematics have a direct impact on the ability we have to
improve the process of CMB data analysis at the level of
map-making, power spectrum estimation and ultimately
in constraining cosmological parameters.

A common simplifying assumption in CMB data analy-
sis is to take the experimental beam response, i.e, the
iso-contours of constant beam response, to have a per-
fectly axisymmetric or circular shape with a Gaussian
profile. This theoretical approximation introduces sys-
tematic errors in the statistical analysis at angular scales
comparable to the beam-width, o. Consistently, it bias
estimates probing multipole orders £ ~ 1/¢ in the spheri-
cal harmonic analysis (i.e, the generalization of flat-space
Fourier analysis for full-sky signals) of CMB experiments.

As far as the main lobe is concerned, experimental
beam responses for off-azis detectors are well-known to
exhibit asymmetric shapes very well described by an el-
liptical shape with a Gaussian profile, as discussed for
several experiments in the literature, e.g, Planck [8], [25],
Maxima-1 [41] and Python-V [34]. However, the effect of
beam asymmetry has been investigated only recently and
the approach taken up to now has relied on semi-analytic
[34] or full numerical integration [8], [41].

In this paper we shall introduce an analytic approach
to address the problem of beam asymmetry in CMB ex-
periments. In particular, we conveniently describe an
elliptical Gaussian window in terms of a perturbative ex-
pansion around a circular Gaussian one. As it will be
shown below, this description allows a simple and in-
tuitive discussion of the beam harmonic transform, the
full-sky correlation and covariance matrices for both total
intensity and linear polarization anisotropy observations.

The paper is organized as follows: in §IT we present
our analytic approach and derive the spherical harmonic
transform of the total intensity beam. A detailed discus-
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sion of the effect of ellipticity to first order is provided
in §III. These results are validated numerically in §IV.
Results for linear polarization experiments are given in
§V. We implement this formalism to calculate full-sky
polarization correlation functions in §VI. Errors in tem-
perature and polarization power spectra are discussed in
§VII. Finally, we present a general discussion and our
main conclusions in §VIIL

II. BEAM SPHERICAL HARMONIC
TRANSFORM: TOTAL INTENSITY

Let us consider the beam response, B, to the to-
tal intensity sky distribution in a CMB temperature
anisotropy experiment. For single-dish experiments with
high spatial resolution, the beam geometry can be accu-
rately described in the flat-sky approximation. Within
this approximation, an elliptical Gaussian window func-
tion can be expressed in cartesian coordinates,

22 Y
B(z,y) = Bo(aa,05) exp [*@ - E] (1)
where we define o, and o4 as the beam-widths in the
major (x) and minor (y) axis, and the normalization is
given by By(0q,08) = 1/(27040%).
The Fourier transform of the flat-sky elliptical window
is simply given by,

iy o
2 2
being k, and k, the modes along the major and minor
axis of the ellipse, respectively. However, the Fourier
analysis is only accurate for small patches of the sky (i.e.
patches covering an area of a few deg? or smaller).
For full-sky CMB analysis we shall introduce a decom-
position of the window function in the spherical harmonic
basis Y¢m (6, ¢),

B(kg,ky) = exp [7

+2
BO,6) =Y > bim Yem(6,9) ®3)

£ m=—{
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where ¢ ~ w/6 is the multipole order and b, are the
coefficients of the harmonic transform,

bem = / dQ B0, 6) Y7, (6:9) )

being d) = sin #dfd¢ the differential solid angle. Above,
we have rewritten the elliptical window function B(6, ¢)
in the (planar) polar coordinates, z = 6 cos(¢ — w) and
y = 6sin(¢ —w),

B(6,) = Bo exp[- 2 1(0)] 5

where f(¢) = 1 — x cos?(¢ — w) describes the deviations
from a circular (or axisymmetric) Gaussian window and
the ellipticity parameter x = 1 — (03/04)?, is defined
within the range 1 > x > 0. We have introduced an
arbitrary phase w which defines the orientation of the
major axis of the elliptical beam in polar coordinates.
The circular Gaussian window is thus recovered for the
limiting case x = 0.

However, the above integral for the spherical harmonic
transform of the elliptical Gaussian window Eq.(4) has
no exact analytic solution and one has to resort to semi-
analytic approaches or full numerical integration to eval-
uate it (see eg, [34]).

In this section we shall show that Eq.(4) can be solved
analytically by introducing a convenient Taylor expan-
sion of the elliptical (non-axisymmetric) window around
a circular (axisymmetric) one. This perturbative expan-
sion yields a series in powers of the ellipticity parameter
X!

& &
37 T ﬁxcoﬁ(qﬁ - w)]

qumm+X£;Bwnw%¢—@]+0@%(m

B(6,9) = Bo exp|~

where the first term corresponds to a circular Gaussian
beam B(f) = exp [—02/202] of beam-width o} (the mi-
nor axis of the ellipse; we shall denote 0, = o in what
follows for simplicity) and By = [[ dQB(8,4)]"" is the
beam normalization.

The above expansion of the window function in real
space Eq.(6) leads to an analog expansion in harmonic
space.

X" 1
bem = Db e =B HHXHORT)  (7)
n
The n-th order term of the harmonic transform can be ex-
actly integrated. In particular, only even m-modes have
a non-vanishing harmonic transform * which reads (see
Appendix 1 for the key steps of the derivation),

“This is due to the azimuthal symmetry of the elliptical
geometry, what is realized in the cos®¢ factor of f(¢) in
Eq.(5).
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2n!
Ny _
m i+ mja) ?

2T
922n—m/2

b(") — 2+m

tm —

L;T)mﬂ(z)

&)

being z = (?6%/2, Ny p, is the normalization of the spher-

e ?

ical harmonics (see Appendix 1) and L () denotes
the v** order Laguerre polynomials of parameter a (see
Eq.(A18) for explicit forms).

Replacing Eq.(8) into Eq.(7) one gets the final expres-
sion for the harmonic transform of the elliptical beam

o0
bem = 0" N € D vum LI (2) X2 (9)
v=0
where we define N}, = N;_n/Bo, Bo = Bo/(27c?), and
Yom = (2v + m)1/(22+37/2(y 4 m/2)(v + m)!). Note
that the circular Gaussian beam is recovered when y = 0,
in which case, only the m = 0 contribution is non-zero,
bem = Ngo exp[—£202/2] 6mo. Combining the conju-
gation rule for spherical harmonics, b},, = (—1)"bg_m
(where non-zero m-contributors are even for an elliptical
beam) and the reality condition of the beam transform,
b}, = bem one sees that that both negative and positive
modes have the same harmonic transform, by _p, = by y,.
Therefore, in what follows, we shall assume m > 0 with-
out loss of generality.

Eq.(9) is one of the main results of this paper. This
equation demonstrates that the leading order correction
to the circular Gaussian window from a given m-mode
(for m > 0) is of order O(x™/?). In other words, con-
tributions from higher m-modes to the elliptical window
function can be identified as higher order corrections to
the circular Gaussian window.

For high resolution experiments, o < 1 rad, the ellipti-
cal beam harmonic transform is dominated by the azisym-
metric or circular contribution to the window function,
i.e. the m = 0 mode. It is important to realize that the
circular mode does no longer have a Gaussian profile, due
to ellipticity corrections (see v # 0 terms in Eq.(9)). To
leading order in the small x-expansion (v = 0 in Eq.(9)),
contributions from m > 0 modes are highly suppressed,

bem = Yo,m X™/? (6€)™N¢o e~ t?o%/2 m=24,6,...

(10)

Therefore non-circular (higher-m) modes only have a
non-negligible contribution to the harmonic transform
with respect to the circular (m = 0) mode when 0%¢? ~
1/x, which is well beyond the peak of the window func-
tion. The peak of the window is determined from the
leading order contribution to bso Eq.(12). In fact, the
peak location and width can also be accurately estimated
from an effective circular Gaussian window of width,
gers = a(l+x/4). 1

THigher-order corrections in the perturbative expansion
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Uz[ﬁeuk = (1 - X/4)/2 (11)

since x < 1. Note also that the window function peaks at
increasingly higher -multipoles as one considers higher
(non-circular) m-modes. This is in agreement with recent
numerical results [34] and provides a simple demonstra-
tion for them.

III. FIRST ORDER ANALYSIS: SLIGHTLY
ELLIPTICAL BEAMS

For most current and future experiments, such as
Boomerang [6], MAXIMA-1 [26] and Planck [29], the
beam is only slightly elliptical, ie, the widths of the major
(04) and minor axis (o) of the beam differ by less than
20%, 1.2 > 0,/0 > 1 (x <0.3).

In this limit, a first order ellipticity correction to the
circular Gaussian beam would give an accurate approx-
imation to the actual beam harmonic transform, which
yields for the modes m =0 and m = 2,

beo = Nyg e E° /2 [1 7 gem] oK) (12)

bes = Nio ;—‘ 252 eE°2 L O(x2) (13)
what shows that
bps = g 202 beo + O(2) (14)

From this equation it is straightforward to see that for
x < 1 the leading order contribution from the m = 2
mode is a few percent of that from m = 0 at the peak of
the window 0?2, . ~ 1/2 (see Eq.(11)).

However, notice that for the circular mode of the win-
dow Eq.(12) the linear correction to the circular Gaussian
window (second term in Eq.(12)) is of the same order
and peaks at the same multipole than the leading term
in the non-circular (m = 2) mode (see Eq.(13)). There-
fore, both corrections have to be included to compute the
harmonic transform of the elliptical beam consistently.
This is illustrated in Fig 1 for an elliptical beam with
X= 0-3(0'a/0' = 1.2) and HFWHM = 10’.

Eq.(9) ie, higher-order terms in » and m only modify sig-
nificantly this definition for very large ellipticities y ~ 1.
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FIG. 1. Ellipticity corrections to the harmonic transform
for a slightly elliptical beam, with ellipticity x = 0.3 and
resolution frwrm = 10’. (Solid lines) Leading order terms
(for m = 0 and m = 2). The first correction to the circular
(m = 0) mode (dashed line) is of the same order and peaks
at the same multipole than the leading order term for the
non-circular (m = 2) mode (dot-dashed).

Similarly, for highly elliptical beams, higher order x
corrections to the circular mode become non-negligible
and consequently higher non-circular modes have to be
incorporated to calculate the harmonic transform accu-
rately. Explicit expresssions for the window function up
to second order in the ellipticity are given in the Ap-
pendix A, Eq(A20). This result arises naturally in the
perturbative approach to the harmonic analysis of ellip-
tical beams.

IV. NUMERICAL INVESTIGATIONS

In this section we shall validate the analytic results
presented in the previous sections regarding the total in-
tensity window. Although the same validation has been
carried out for the linear polarization (see §V), we shall
concentrate here on the total intensity window as the re-
sults for polarization are a straightforward generalization
of the total intensity ones.

First of all, we shall test whether the perturbative se-
ries Eq.(8) is accurate and how fast it converges to the
numerical solution. This analysis is done in §IVA. In
addition, we shall see in §IV B to what extent the scaling
solution for the higher m-modes of the window, Eq.(10),
is a good approximation to the exact solution. As will
be discussed in §IV C, prescriptions for an accurate com-
putation of the window function from the perturbative
solutions naturally lead to a criteria to how many higher
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(non-circular) m-modes have to be included in a consis-
tent analysis of elliptical windows.

A. Probing the convergence

X= 0.76(0,/0=2.0) By =10' X= 0.30(0,/0=1.2) Oppyy =10
8 T (e e
__ n=0 (Gauss

2

=0

n=1
n=2
—_ _n=3
n=4
n=>5
n=86

[
HrEt

| b /b |

n't order terms

o bbb d Bl b1
0 1000 2000 3000 O 1000 2000 3000

Multipole 1 Multipole 1

FIG. 2. Probing the convergence. Considering two differ-
ent ellipticities of a given beam of width frwam = 10', we
plot in the upper panel the n-th order expansion of b, and
in the lower panel, the ratio of the n-th order correction to the
0-th one. Both plots illustrate the nice and fast convergence
of the x expansion.

To test our approach, we shall compare the analytic
results, Eq.(9), to a full numerical integration of Eq.(4)
using a Runge-Kutta method of fifth order [30]. The fast
convergence of the analytical expansion is illustrated in
Fig 2. Indeed, in this figure we consider for one single
beam size, fpwnm = V81In2 o = 10/, two different values
of the ellipticity parameter, x : x = 0.75 (0,/0 = 2.0)
and x = 0.30 (6,/0 = 1.2) shown in the left and right
panels, respectively. The upper panels display the ex-
pansion b%) for various n. In both situations, the con-
vergence is seen to take place for rather small n. Com-
paring this two columns we see also that, as expected,
the greater the beam ellipticity x is, the higher the num-
ber of terms needed to reach the convergence. Both this
statements will be precised quantitatively below.

The lower panel illustrates this statement by drawing
instead the ratio of the individual n-th order terms to
the O-th order one (for the same values of n than in the
upper panels of Fig 2).
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B. Higher m modes contribution
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FIG. 3. Higher-m modes in the elliptical window spherical
transform.

An analogous behavior as the one illustrated above for
the m = 0 mode convergence is seen for m # 0. We
remind here that odd m-modes are null and that only
m > 0 modes are considered since negative modes have
exactly the same harmonic transform, b¢,,, = bg—m (see
§II)). Assuming this convergence, we now examine the
amplitude of the higher m modes contribution, as they
were derived analytically in §II. This is illustrated in
fig.(3) for a beam of same width, i.e. fpwnm = 10, and
for 3 different values of x, namely x = 0.17 (0, /0 = 1.1),
x = 0.30 (6,/0 = 1.2) and x = 0.41 (6,/0 = 1.3). We
plot here the n-th order expansion of b, for m = 0,2,4
where n is high enough so that this expansion is fully
converged.

The scalings demonstrated in Eq.(10) are clearly visi-
ble. First we check that m > 0 modes amplitude scales as
(o£)™, making them not only sub-dominant (just a few
percent contribution to the beam transform as compared
to circular mode m = Q) but also shifting their peak to
higher £ as m increases. Second we check also the scal-
ing with the ellipticity, x™/2, that clearly implies that
the smaller x, the more drastically the m > 0 modes are
suppressed.

A direct comparison with the approximate scaling so-
lution for the higher m-modes Eq.(10) is shown in Fig
4. In particular, the plot shows both the fully converged
expansion of these m = 0,2,4 modes and the scaling so-
lution for rather small values of the ellipticity x. We
see that both the peak position and the amplitude are
pretty well reproduced. Therefore the scaling solution,
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Eq(10), is found to be a satisfactory description of such
sub-dominant terms in the description of the elliptical
beam transform. Note however that the larger the beam
ellipticity x, the worse this approximation turns out to
be.

10

By = 107
x= 0.30 (0,/0= 1.2)

x= 017 (g,/0= 1.1)
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FIG. 4. Probing an approximate computation of b¢,, for
m = 2,4. Considering one beam of width frwam = 10', we
plot both the converged expansion of bsm and an approxi-
mate evaluation of it as defined in Eq.(10). The left panel
corresponds to x = 0.17 (0./0 = 1.1), and the right one to
X = 0.30 (0o /0 = 1.2). In both situations, the peak position
and its amplitude are well reproduced.

C. Prescriptions for an accurate analysis

As was shown above, the convergence of the perturba-
tive development is fast enough so that very few terms
of the expansion are needed. To quantify this conver-
gence and to define some useful prescriptions, we com-
pare it to exact numerical integration and determine the
order n of the byy expansion needed in order to obtain an
agreement better than 1% up to €maz = 5 fpeqr, where
Lpear denotes the maximum of the window function as
defined in Eq.(11). Some prescriptions are summarized
in table (IV C), where we write this order for two differ-
ent beams of full width half maximum, fpwam = 5’ and
10’ and a set of reasonable ellipticities. Even if we see
that naturally the greater the ellipticity, the greater is
the required n, as a matter of fact, in most of practical
situations (see §VIII), 3 terms at most are needed.

Note that this criteria is very stringent and if we re-
quire, say, only a 2% accuracy at the peak level, only 1 el-
lipticity correction is needed for x < 0.3, i.e. g,/0 < 1.2.
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x (9a/0)[0.17(1.1)|0.30(1.2) | 0.40(1.3) |0.49(1.4) |0.55(1.5)

Orwan| Lpeak | 548 531 519 509 502
10/ n 2 3 4 6 6

Orwast | Lpeak | 1097 1063 1039 1020 1005
5 n 2 3 4 6 7

Table I. Required number of terms n in the ellipticity expansion,
Eq(8), to achieve a precision greater than 1% up t0 £maz = 5 £peak
for beams of different Opwan and ellipticity x.

The numbers presented in this table lead to another
requirement. Indeed, as was discussed in § IIT the n-th
order correction to the m = 0 mode is of the same order
than the leading order contribution to the m = n mode
(m even) (see Egs.(9) & (10)). Thus to be self-consistent,
the highest perturbative order, n, in the ellipticity cor-
rections to the circular (m = 0) mode of the window,
beo, should match the highest-m mode considered for an
accurate computation of the full beam transform, bgp,.
For example, the previous table implies that to handle
properly the elliptical beam effects at a 1% precision till
lmaz = 5 Lpeak, €.g. for a beam of Gpwinv = 10', we have
to include m = 2 mode for x = 0.17 or 0.30 , while one
has to include m = 2,4 modes for x = 0.40, and so forth.

V. BEAM SPHERICAL HARMONIC
TRANSFORM: LINEAR POLARIZATION

The CMB radiation is expected to be linearly polarized
as caused by Thomson scattering of CMB photons off hot
electrons primarily at the surface of last scattering (see
[32], [2], [18], [4]) while foreground Galactic emission is
observed to be linearly polarized as well (see e.g. [11]
for recent reviews and references therein). Thus we shall
focus here on the detection of linearly polarized radiation
and neglect circular polarization in what follows.

The case for a linearly polarized beam with an elliptical
shape can be treated in an analog way to the formalism
developed in §II for the total intensity beam.

Linearly polarized radiation can be conveniently de-
scribed in terms of the so-called Stokes parameters, ¢
and U (note that we use X to denote beam parameters,
as opposed to sky parameters, X). Stokes parameters of
a plane wave are related to the amplitudes of the electric
field of the wave in two directions orthogonal to the wave
propagation direction.

Following standard notation (see e.g [35], [33], [19],
[20], [9]), the Stokes parameters of the beam are decom-
posed in the spin-2 spherical harmonics basis 12 Yz, as,

Z5(@+10) = Y0 % ) i

m

(15)

Equivalently, the harmonic transform of a linearly polar-
ized beam in terms of the so-called Gradient “G” and
Curl “C” components reads,

. 1 ~ .~ .
W ity = o5 [0 @Fi0) 22V (16)
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from which it follows that

b[m=2\/_/d9 (Q = iU) oY + (~+iz7),2Y;m]

W= 5 [ 49 (@~ 0)2¥0 — @+iD) 7] (17

where the above expressions assume that the available
power to each of the modes (G,C) is 1/2 of the total
intensity (ie, we assume fully polarized detectors, with
no sensitivity to circular polarization). Note that this G
(Gradient) and C (Curl) components of the linear polar-
ization are simply linked to the E and B ones, respec-
tively, in the following way,

bEm = _\/5 ble bfm

See [43] for a pedagogical discussion of the E, B polar-
ization modes. For a pure co-polar beam (ie, for an ideal
optical system and telescope, see [9]), we have

= _\/i bl?m ) (18)

Q +iU = —B(0, ¢) %9 (19)

where B(#, ¢) is defined as in Eq.(5). Eq.(19) reflects the
spin-2 nature of linear polarization in the (8, ¢) basis.
Let us evaluate the harmonic transform of the linearly
polarized beam. Using the parity symmetries for an el-
liptical beam (see Appendix 2),
m =0 b6+ B = =i B (20)
and the general (intrinsic to the definition of the G,C
components) parity transformations, S
oF . =b., P=G,C (21)
one realizes that the harmonic transform of linear po-
larization can be fully determined from one of the two
components alone, say G. Moreover, both negative and
positive modes have the same harmonic transform. Thus,
in what follows, we shall assume m > 0 without loss of
generality.
In full analogy with the total intensity computation
(see §II) we introduce a perturbative expansion of the
elliptical beam,

ZbG(n)X

This expansion can be exactly integrated for any order
in an analogous way to the total intensity case and yields
(see Appendix 2 for the basic steps of the computation),

p¢@ 18y L0 (22)

m

Note that these conjugation rules are consistent with [20]
& [28], and are inconsistent by a factor (—1)™ with respect
to [42].
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o0

b = 0™ Nifp €7 3 ms Lm0 (2) x /2
v=0

(23)

where we define N&, = —£*™ My,,/(4V/2B;), and the

coefficients 7,,,,—» are the same than those defined for
the total intensity Eq.(8). The normalization My, is
given in Appendix 2 along with the basic notation for
the spin-2 harmonics.

Note that, up to the normalization N§_, the linear po-
larization beam transform Eq.(23) is formally the same
than the total intensity one Eq.(8), with the index for
the m-modes shifted by m — m — 2. This shift is in-
troduced by the difference in spin-index s between the
linearly polarized beam s = 2 (see Eq.(19) above) and
the total intensity beam s = 0.

In particular, Eq.(23) shows that the m = 2 mode dom-
inates the harmonic transform of the linearly polarized
elliptical beam. Note that for a circular Gaussian beam
(x = 0) only the n = 2 mode is non-vanishing. To lead-
ing order in the ellipticity expansion (v = 0 in Eq.(23))
one finds that contributions from m > 2 modes are sub-
dominant,

[T — m/2—1 (a_e)m—z M e—l’az/z (24)

tm Yo,m—2X 2\/§
with m = 4,6, ... In particular, one finds the same sup-
pression of higher m-modes with respect to m = 2, in
full analogy to the results for the total intensity Eq.(10).
Also, the linear polarization window function peaks at
increasingly higher /-multipoles as one considers higher
m-modes, as was the case for the total intensity window.

The expressions for the first non-zero m-contributors
(m = 2 and m = 4 modes) up to the first ellipticity
correction are

N 2 2 5 b b
b§, = 2\‘;1 et/ [1 - %%2] 1063 (25)
N,
bg’; £0 XZZ 2 —la /Z+O( ) (26)

2/2 8

and therefore,
g, = 86202 b5h + O(x%) (27)

and the same expressions hold for negative modes, as
b¢_,, = bF.. This is in full analogy with the scaling
relation between higher m-modes found for the total in-
tensity window Eq.(14).

Whenever the beam ellipticity is fairly large, one has
to consider higher-order corrections in the ellipticity to
compute accurately the window function. Explicit ex-
presssions for the window function up to second order in
the ellipticity are given in the Appendix A, Eq(B22).
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VI. FULL-SKY POLARIZATION CORRELATION
MATRIX

Linearly polarized radiation is described by the total
intensity 7" and the Stokes parameters ) and U. If the
CMB polarized radiation is Gaussian distributed, one
needs, a priori, 6 statistical quantities to characterize
correlations among them. It is more convenient to use
linear combinations of the Stokes parameters with differ-
ent parity properties, the so-called E (or Gradient G )
and B (or Curl C) modes, for which only 4 correlations
are non-vanishing. Namely the correlation between E
and 7" modes and the 3 autocorrelations.

Following [42] we will consider the correlation matrix
M between 2 arbitrary measurements in the sky

<TTy> < Tle > 0
<TiQ:> < Q1Q2 > 0
0 0 < U U >

(28)

M(#y,8i) =

where 1,2 denote the directions 71,72 in the sky. The
cross terms < T1Us; >=< @Q1U2 >= 0 as required by
symmetry under parity transformations (see e.g. [20]).

The entries of the correlation matrix are defined as
follows:

<PP > = <Pjp(in,wi)Pess(fia,we) > ;

/dQ D(¢,6,w) P*P (29)

Pegs(,w)

where P,s; is the result of convolving the polarized beam
P=T,Q,U with the sky, P = T, Q, U.

In this formalism the “scanning strategy” of a given
experiment is obtained by specifying the Euler angles
as a function of time ¢, (4(t),0(t),w(t)), where n =
n(6(t), ¢(t)) gives the pointing direction of the beam and
w(t) is the rotation angle around the pointing direction
n which specifies the orientation of an asymmetric beam
(eg, the major axis orientation for an elliptical Gaussian
beam) with respect to a fix reference orientation (eg,
w(t =0)).

Accordingly, the rotation operator D(¢,6,w) acts on
the beam so that it takes all possible orientations with
respect to a fix reference frame in the sky [40], [9]. Simple
scanning strategies allow a convenient decomposition of
the rotation matrix D(¢(t),6(t),w(t)) for the implemen-
tation of fast methods to compute the full-sky convolu-
tion [40], [9]. In what follows we shall suppress the time
dependence of the Euler angles to simplify notation.

Decomposing the polarization field in spin harmonics
one finds the following expressions for the Stokes para-
meters of the beam convolved with the sky (see Eq.(5) of
[40] and Eq.(39) of [9]).

Tes = Z[Dan(@G:WH* biar @tm (30)
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Qess =2 (Db ar(9,6,w)]" bF5r afi (31)
Ueps =2 Db 0 (6,6,0)]" b7 af, (32)

where we define, afm = (a2,em + a,2,[m)/2\/§ and
ia$,, = (a2, em — a_2,em)/2V2.

Note that for the linear polarization parameters @, U,
an overall factor of 2 accounts for the fact that both G
and C modes contribute equally to the transform of an
elliptical beam.

The polarization correlation matrix can be easily com-
puted making use of symmetry properties of the rotation
matrices and the addition theorem of rotations (see Ap-
pendix 3),

<TTy >=Y bi'cf (33)
£
<TQ:>=2) b/9C!¢ (34)
£
< ThU; >x CITC =0 (35)
<QiUs >x CEC =0 (36)
Qs >=4) ¥eCE (37)
£
<UUy >=4Y bf9C¢ (38)
£

where we have used the fact that C7¢ = CFC = 0 as
follows from the general property that the 7', G harmonic
coefficients of a field transform differently under parity
than the C harmonics. The power spectra are defined
as,

<aly aby >=Cloipbpm , P=T,G,C (39)

and we have introduced the “2-point window functions”,

b P = 3" Dipas b b 5 P=T,G  (40)
M M’

where hereafter we drop the tilde to denote beam quan-
tities, (i.e. we take P — P) to ease notation. We remind
that the first non-vanishing contributions to the total in-
tensity b7, = b¢, enter at m = 0, while linear polariza-
tion beams b¢,, have the first non-zero contributor from
m=2.
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The rotation matrix D,,,, above reads (see Eq.(2) in
§4.7.1 and Eq.(5) in §4.7.2 of [39])

A. Slightly Elliptical Beams

Provided the beam ellipticity is small (x <« 1) a first

Diiar(a = ws, B,y —wi) = diyyiar (8) emIM (amw M=l gy ellipticity correction to the circular Gaussian beam
(41) yields a good approximation to the elliptical beam trans-

where the Euler angles (a, 3,7) of the resulting rotation
matrix are (Eq.(6) in §4.7.2 of [39]; see also [34]),

cot a = cos bz cot(gr — P2) — cot by sin b csc(gpr — P2)
cos 3 = cos B cos b + sin b, sin O csc(Pr — ¢a)

coty = cosby cot(pr — @) — cot Bs sin b cse(Pr — o) (42)

and the orientation of the beam at pixels 1 and 2 is given
by wi and ws. The irreducible rotation matrices (see
Eq.(2.17) of [7] and Eq.(4) in §4.3.1 of [39]), read

) L [(f+n)!(€7n)!(f+m)!(ffm)!j|1/2

d (8) = Xt:(_l N+ n—Dl—m—Dlt+m—mn)
x (COS ﬁ/2)2£+n—m—2t(sinﬂ/2)2t+m—n (43)

where ¢ is summed up for all values which yield non-
negative factorials. These matrices give the dependence
of the polarization correlation functions on the separation
(or lag) angle in the sky 8 = 7y - fia. Thus, predictions
for the polarization correlation matrix for cosmological
models of the sky signal convolved with an elliptical win-
dow assuming a particular scanning strategy are given by
Eqs(9),(23),(42) & (43).

The polarization correlation matrix thus obtained can
be used to compute the likelihood functions and the
Fisher information matrix for a given sky realization of
a cosmological model convolved with an elliptical beam.
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form (see §III). Consistently, one can expand the polar-
ization correlation functions to first order in the elliptic-
ity expansion.

For this purpose, first we need to explicit the first terms
of the 2-point window,

by = Dgobiobly + Dgsbiobls + -+ (44)

where we have taken the real part of the 2-point function
as we want to compute the polarization correlation func-
tions which are observable and therefore real. Eq.(44)
for the case of the total intensity (P = T) is in agree-
ment with Eq.(33) in [34]. Introducing the expansion of
the (1-point) windows b}, to first order in the elliptic-
ity Egs(12),(13),(25) & (26) into Eq.(44) one obtains the
following expressions for the correlation functions,

<\ > = ZI: o7 [Df;o +Xe0? (D{;2 - Dgo)]
x (”4—:1) =7 4 O(x?) (45)
—<Ni@Q:> = \/EZCZTG
£

X [Déz + §£2‘72 (D(L;4 + D, - 4D€2)]

241\ g,
x (Tg) e row) )

<@1Q2> = ZCZG [Déz + 1—%202 (Dé4 - 2D52)]
£
x (EED) e o) (47)

<> =Y Cf [1752 n %ZZUZ(D& - 2D§2)]
£

2041 242 5

x (T=) e v o0 (48)
where the sum involving the rotation matrices D%, . is
restricted to £ > M + M’, and
Do = dio(B) = Pi(cos B)
D¢, = d,(8) [cos 2a + cos 27]
D3, = diy(8) cos2(a +7)

+ (=1)“dgy(m — B) cos2(a — )

D¢, = d5,(B) [cos da + cos 47]
D, = diy(8) [cos(Za +47) + cos(4a + 27)]

+ (=1)tdb,(w — B) [cos(2a — 4) + cos(4a — 27)] (49)
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where we have to replace @ = a — ws,y =& v — w; to
introduce the beam orientation in the above equations,
as determined by Eq.(41). We have used the symme-
try properties of the d-rotation matrices (see §4.4 Eq.(1)
in [39]) duar (8) = (—1)M Mdpae (), drr— e (B) =
(=) Mdprpp (m — B), and the reality condition on the
correlations functions. The irreducible dg,,-matrices can
be expressed in terms of Legendre Polynomials by relat-
ing the previous to the spin-s harmonics (see Eqs(3.4),
(3.11) in [13]),

&in(8) = | 5pog Ve (8.0 (50)

For s = 0,2 one gets (see Eqs(A4) & (B2)),

o) = [} PP o5 ),
n(8) =2, [L=DE= o) (1)

C+ 2+ m)

and _»P}"(cosf3) are given in Eq.(B4). This explic-
itly shows that the ellipticity (asymmetry) of the win-
dow function introduces a dependence of the correlation
functions on the scanning strategy, as parameterized by
the angles (a, 8,7). We stress that the above equations
are appropriate for a full-sky analysis, since the small-
angle approximation is only taken for the beam geometry
(which is of small extent in radians).

In Fig 5 we display the temperature correlation func-
tion < TT > (we drop sub-indices labeling sky pixels to
ease notation) for a slightly elliptical beam Eq.(33). We
assume a flat power spectrum, Cy = Constant. This al-
lows us to emphasize the effect of the window function ir-
respective of the underlying cosmological model assumed.
For the case shown in Fig 5, we assume that the telescope
scans the sky in ecliptic latitude (i.e. @ = v = 0) and
that the beam hits a given sky pixel always with the same
orientation (i.e. we consider correlated pixels for beams
aligned in the sky) which provides an upper limit to the
effect of ellipticity on the correlation functions. This is
because scanning strategies which observe a given sky
pixel with a different orientation of the beam each time
it scans over it, tend to average out the impact of beam
asymmetry on full-sky estimators.
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TT Correlation Function

08 [ x= 0.30

[ Gaussian

0.6 \ Linear correction . _ __ __
i ~ \ . . 7
Gaussian + Linear ___

<T T (8)>

FIG. 5. Temperature correlati;n function for a slightly
elliptical beam. It assumes a flat power spectrum,
C¢ = constant. (Short dashed line) Correlation function for
a circular Gaussian beam. (Long dashed) Linear Ellipticity
correction assuming the beam scans the sky in ecliptic lati-
tude and a fixed beam orientation in the sky. (Solid) Total
correlation function (Gaussian + linear correction). Thick
lines assume x = 0.3(0/0 = 1.2) while thin lines correspond
to x = 0.17(0. /o = 1.1).

TT Correlation Function

— T T T T T T T

o
=

1072

10+

<TT (0)>

x= 0.30 [
Gaussian |
Linear correction __ __ |
I

1077 Gaussian + Linear

U I SR R S E S S R

2 4 8
6/0,

FIG. 6. Same as Fig 5 but for the absolute value of the cor-
relations in log scale to emphasize small residual correlations
induced by the beam at large angular separations. Only lines
for an ellipticity of x = 0.3 are shown for clarity.
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FIG. 7. Cross-correlation Temperature-Polarization. Con-

are the same than in Fig 5.
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FIG. 8. Same as Fig 7 but in log scale.
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<Q Q (8)>
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8/0,

FIG. 9. Linear Polarization correlation function in terms
of the Stokes Q parameter. Note that for the case shown (a
flat power spectrum), < QQ >=< UU >. Conventions are
the same than in Fig 5.
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FIG. 10. Same as Fig 9 but in log scale.
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As seen in the plots, the linear ellipticity correction
to the circular Gaussian window introduces an anti-
correlation for pixels separated by 6 < o, (the major
axis beam-width). This is because pixels within this an-
gular separation are seen as a single smeared pizel. Al-
ternatively, for § > o, the ellipticity increases the cor-
relation between sky pixels. This correlation peaks at
6 = 20,, where it yields a 20% correction (for x = 0.3) to
the Gaussian correlation function and decreases monoto-
nously for larger distances, as expected. However, a
closer look (see Fig 6) reveals that some small residual
anti-correlations induced by the ellipticity (at the level
of 1075) remain at large distances which might be a re-
flexion of the limitations of a linear order analysis. Non-
linear terms in the ellipticity expansion are expected to
cancel out these long-range correlations.

Cross-correlations for temperature-polarization and
linear polarization auto-correlation functions are shown
in Figs (7),(8) & (9),(10), respectively. In particular, we
see that the effect of ellipticity is comparable for the tem-
perature auto-correlation < 77" > and cross-correlation
functions < T'Q > (at most a 15% correction to the
Gaussian correlation for x = 0.3), while tends to be less
significant for the linear polarization < QQ > (just a few
percent correction). Notice that the angular scale for
the transition between negative and positive ellipticity-
induced correlations (first and second bumps in the log-
scale plots) is shifted in the correlations involving linearly
polarized windows with respect to the case for the tem-
perature (or total intensity) discussed above (see Figs (5)

& (6))-

VII. COVARIANCE MATRIX

In this section we shall discuss the covariance of the
power spectra for elliptical beams in the presence of
uncorrelated? noise, following the standard formalism de-
veloped for circular windows [21] (see also [19], [20], [33],
[44], [42] & [28]). In particular, we shall use this formal-
ism to estimate error-bars for the power-spectra for ellip-
tical window functions. For this purpose we shall assume
that the circular mode of an elliptical window, which has
a non-Gaussian profile, yields an approximately unbiased
estimate of the actual error-bars, as we shall argue below.

The covariance of the temperature power spectrum,
CF can be easily computed for the circular mode (m = 0)
of the window function [21]

A(C]) = (CF +w™ 0e0)?). ()

2
@0+ 1)Alfury

Sthe noise is assumed to be uncorrelated between differ-
ent pixels and between temperature and linear polarization
measurements.
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Similarly for linear polarization, one obtains from the
lowest m-mode contribution (m = £2) [20], [44],

2

A = QU+ 1)Alfy

(cf +w" (266)72)

(53)

where P = G, C, and for the cross-spectra

80 =\ [arrags (€7

+ (CF +wt (0F)?)

1/2
x (CF +uw (208)7)] / (54)
where the factor of 2 in the polarization windows ac-
counts for equal contributions from m = £2. The fac-
tors Af and fgy in the above expressions account for
the binning in ¢-space used (we assumed Af = 75 for
all experiments) and the fraction of the sky observed
by the experiment, respectively. The weight per solid
angle is w = (0p;,wpiz)”" while the noise per pixel
Opiz = 5/+/Tpiz depends on the detector sensitivity s and
the observing time per pixel ¢,;,. The pixel solid angle
Wpiz = OrwaM X Orwam- The above expressions for the
noise associated to power spectra estimation, Eqgs.(52)-
(54) assume that all detectors in the experiment have
the same noise properties and main beam response.

Note that polarization power spectra have twice as
much noise per pixel as the temperature spectrum since
only half of the total power is available to each polariza-
tion mode (G and C). This is accounted for through the
normalization of the window functions (see factor V2 in
Eq.(16)).**

‘We stress that the above expressions only include the
leading order in the m-mode expansion of the elliptical
window. However this is a good approximation to (i.e.
, it is the dominant term in) the exact window function
for elliptical beams as discussed in §III. In principle, this
analysis could be rigorously extended to include higher
m-modes of the window by computing the a;,,’s of the
sky map convolved with the elliptical window, from which
the power spectra of the convolved map and their as-
sociated errors can be calculated (see appendix A.2 in
[16]). However thorough numerical analyses ( [41]; see
also [8]) show that an azimuthally symmetrized compo-
nent of the window yields an unbiased estimate of the
power spectrum within a few percent, what suggests that
non-circular modes of the window function can be safely
neglected, at least for slightly elliptical beams.

** Alternatively, one can define different pixel weights w for
temperature and linear polarization, w” = 2 w” (see e.g. [20])
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Predictions for the theoretical error-bars for the tem-
perature power spectrum for current CMB experiments
are shown in Fig 11. Experimental parameters are taken
from [15], [23] (MAXIMA-1), [27], [31] (Boomerang), [3]
(Archeops) and [36] (Planck). The figures used corre-
spond to averages among channels and they only intend
to be illustrative. Note that for Archeops and Planck
the experimental numbers given are just nominal. It is
seen that the pixel noise blows up the error bars at mul-
tipoles £ &~ 1000, except for the Planck satellite experi-
ment. Main differences between error forecasts for differ-
ent experiments are due to the sky coverage and noise per
pixel (for a single channel). It is also observed that the er-
ror bars computed for a Gaussian window underestimate
those of an elliptical window (computed according to
Eq.(12). However to first order, the error bars for an el-
liptical beam can be well approximated by using an effec-
tive Gaussian window of the form by = exp[—(20,0/2],
where o, and ¢ are the major and minor axis of the el-
lipses of constant beam response.

ERRORS IN POWER SPECTRUM (SINGLE BOLOMETER)
B TR i B R A B s o U
r MAXIMA-1 f! 1 BOOMERANG
6000 — x=0.3 ! *
[ twhm=10 _ |/ ]
[ 0, =BOK[~ ]
4000 - g =0-0%) B
— L ]
&
% [ ]
3 2000 ]
£ A ]
aQ \
> | VL
[S) 0 At
= r ARCHEOPS / ) ]
T 6000 - ;A
= L x=0.4 ; 4
— S twhm=10" / /’ B
r Op=200uK [ A
4000 - £,=20% A / 7]
Ff VA ]
r v ]
2000 A -
\ |
i
PR R R AR E RN B
0 500 1000 1500 500 1000 1500

Multipole 1 Multipole 1

FIG. 11. Errors in the power spectrum estimation for cur-
rent and future experiments. It assumes an underlying stan-
dard ACDM model. Pairs of lines (above and under the mean
power spectrum) show different estimates for the theoretical
error bars according to different choices of the window func-
tion: short-dashed lines are predictions for a circular Gaussian
window of beam-width given by the minor axis of the ellipse
o, solid lines correspond to the elliptical window to first order,
Eq.(12), while long-dashed lines are obtained from an effec-
tive circular Gaussian window of beam-width ocfy = /0,0,
being o, the major axis of the ellipse. In all cases, a binning
in £-space is used of width Af = 75.

A detailed analysis of the expected error bars in
the power spectra estimation including polarization for
Planck (single 100 GHz channel) is summarized in Fig 12.
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As discussed above, the high sensitivity of Planck allows a
clean recovery of the CMB power spectra up to £ 2 1000
with a single channel data (except for the C-polarization
mode, see below). In fact, pixel noise starts blowing up
the error bars for the temperature anisotropy power spec-
trum at £ 2 1500 (see upper panel in Figl2). For the
cross-spectrum temperature-polarization (G-mode) one
finds that pixel noise becomes dominant at £ 2 1000 (see
middle panel) whereas for polarization (G-mode), this
happens at lower multipoles £ &~ 1000 (see lower panel).
We have checked (although is not shown in Fig 12 for
clarity sake) that for the polarization C-mode error bars
become pixel-noise dominated at £ < 500 as the signal is
typically (i.e. for standard CDM models) found at a few
percent level of that in the G-mode.

Beyond these multipoles (i.e. for smaller scales) the
effect of the ellipticity of the window becomes signifi-
cant. Moreover, using a circular Gaussian window clearly
underestimates error bars for elliptical beams approxi-
mately computed according to Eqs.(12) & (25) for the
total intensity and linear polarization windows, respec-
tively.
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FIG. 12. Errors in the power spectrum estimation from a
single 100 GHz detector of the Planck satellite. It assumes
the same experimental parameters than those given in Fig 11
(bottom right panel). Solid lines show the mean theoretical
power pectra and their error bars for realizations of the sky
convolved with a Gaussian beam. Dashed lines show the ana-
log error bars for the case of an Elliptical beam. Upper panel
displays the temperature anisotropy power spectrum, middle
panel shows the cross temperature-polarization (in terms of
the G-mode), while the bottom panel corresponds to the po-
larization (G-mode).
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VIII. DISCUSION

As cosmic microwave background (CMB) experiments
image the sky at finer spatial resolution with higher sen-
sitivity, new relevant systematic effects have to be prop-
erly taken care of in the process of data analysis in order
to consistently extract cosmological information down to
the smallest scales probed by the experiment. The asym-
metry of the beam response is becoming an increasingly
important issue which has been largely neglected until
recently in CMB studies.

In this paper we have introduced an analytic approach
to describe the effect of beam ellipticity in CMB experi-
ments. This approach is based on a perturbative expan-
sion around the geometry of a circular Gaussian beam,
which yields a series expansion of the elliptical Gasu-
sian beam in powers of the ellipticity parameter. There
are several advantages of introducing a perturbative ap-
proach to discuss beam ellipticity:

e It provides a simple and convenient way of inte-
grating the beam harmonic transform for the total
intensity and linear polarization.

In most of current experiments the beam ellipticity
is small (we shall refer to these as “slightly elliptical
beams” in what follows), i.e, the beam fullwidths
along the major and minor axis differ by 10-20 %
at most. This implies that, in practice, the pertur-
bative expansion truncated to low orders describes
the harmonic transform with high accuracy up to
very high multipoles.

The perturbative expansion allows a simple quali-
tative discussion of the role that different m-modes
play in the beam transform (see e.g, section III).
In particular, the relative weight of these modes is
assessed by working out how they depend on ex-
perimental parameters (e.g, width and ellipticity
of the beam). This information cannot be directly
extracted from a non-perturbative solution.

The full-sky polarization correlation matrix can
be most simply discussed for the ”slighly ellipti-
cal beams” for which deviations from the circular
Gaussian beam results can be explicitly derived.

In particular, we have obtained analytic solutions for
both the total intensity (temperature anisotropy) and lin-
ear polarization window functions. The main results are
given in §II, Eq.(9) & §V, Eq.(23).

Our findings show that the circular (m = 0) mode
dominates the total intensity window function, although
the first non-circular (higher m) modes can not be ne-
glected in a consistent analysis. The reason for the lat-
ter is that higher m-modes in the beam transform can
be identified amongst the higher-order corrections in the
ellipticity expansion around the circular Gaussian win-
dow. This provides a simple explanation for previous
semi-analytic and numerical results in the literature.
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For linear polarization, we found that m = 2 is the
dominant mode but again, higher modes (m = 2,4,...)
must be included to compute accurately the window func-
tion.

Numerical integration validates our approach and pro-
vides practical prescriptions for how many terms in the
perturbative expansion of the circular mode of the win-
dow have to be taken to achieve a given accuracy. This
in turn translates directly in how many non-circular
(higher-m) modes contribute non-negligibly to the win-
dow function of the elliptical beam (see §IV A).

‘We have implemented our analytic solutions for the el-
liptical window function to derive expressions for the full-
sky polarization correlation functions for elliptical beams
(see §VI). In particular, we have derived simple ana-
lytic expressions for slightly elliptical beams, taking into
account the beam orientation and scanning strategy of
a given experiment. We find that, for simple scanning
strategies, the ellipticity of the beam induces additional
correlations of the order of 20% for small angular sep-
arations (few beam-widths) with respect to a circularly
symmetric Gaussian beam.

Finally, we have investigated the impact of beam asym-
metry in error estimation for CMB power spectra in the
presence of uncorrelated noise. We find that error bars
for a circular Gaussian window largely underestimate
those of an elliptical window when the pixel noise be-
comes dominant. However, a good approximation to the
actual error bars is given by an effective circular Gaussian
window of beam-width o,y = /7,0, being o, and o the
major and minor axis of the ellipse. Note that, for slightly
elliptical beams (x — 0), oess = o(1 + x/4) which is
approximately the width of the circular mode of the el-
liptical window, b, as discussed in §II. This explains
why for quasi-circular windows, oess = /0,0, provides
an accurate estimate of the power spectra error-bars.

‘We shall emphasize that, in our approach, we introduce
the experimental beam in the time stream, while the ”ef-
fective beam” in the pizel domain is the result of multiple
observations of the same sky-pixel with different orienta-
tions of the beam (and possibly with a different noise
level), for general scanning strategies. This implies that
non-circular modes of the ”effective beam” are expected
to cancel out to some extent and therefore the ”effective”
circular component of the beam should yield an almost
unbiased estimate of the Cy, as shown by recent numer-
ical analysis (see Wu et al 2001). Therefore the nomi-
nal ellipticity in the time domain will be typically larger
than the final ”effective” ellipticity on the map. In the
discussion of the estimated errors in the power-spectrum
presented in §VII, we take the “effective” ellipticity to
be the same than the one defined in the time stream and
thus our estimates must be taken only as upper limits to
the actual effect of window ellipticity.

The issue of beam asymmetry here discussed is partic-
ularly relevant for future high-resolution and sensitivity
CMB anisotropy experiments, especially those measuring
also polarization, such as the Planck satellite.
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In a future work [12], we shall validate the elliptical
model for the beam asymmetry presented here in the
presence of other systematic effects (non-elliptic beam
distortion/asymmetry, pointing errors, other sources of
noise, etc). Such analysis will show under which circum-
stances beam ellipticity is a major systematic effect in
a realistic analysis of a CMB experiment. Some recent
work along this lines has already been done for the Planck
satellite [10], although the formalism used is only valid
for small-patches of the sky.
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APPENDIX A: PERTURBATIVE EXPANSION
OF THE ELLIPTICAL BEAM HARMONIC
TRANSFORM

In this appendix we present the key steps for the
derivation of the spherical harmonic transform for the
total Intensity beam Eq.(9).

In the flat-sky limit (§ — 0) the elliptical beam shape
can be expressed in cartesian (x,y),

2

T

B(z,y) = Bo(0a,00) exp[f—%_2
a

Y
a7l (4D
where we define o, and o4 as the beam-widths in the
major x and minor y axis, and the normalization is given
by Bo(0a,0b) = 1/(2w0,0%).

For analysis on the sphere, it is more convenient to in-
troduce (planar) polar coordinates to describe the beam,
z =60cos¢ and y = fsin ¢,

B(6,9) = Bo exp[ - 51210 (42)

where f(¢) = 1 — xcos? ¢ describes deviations from the
circular (or axisymmetric) Gaussian window and the el-
lipticity parameter x = 1 — (04/0,)?, is defined within
the range 1 > x > 0. The circular Gaussian window is
thus recovered for the limiting case x = 0. For the sake
of simplicity, we have taken the beam to be pointing to
the north pole of the sphere (6 = 0).

The spherical harmonic transform of the total intensity
beam is defined as,

bim = [ 49 B(6.9) Yi(6.6) (A3)
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where, dQ) = df sin fd¢, and spherical harmonics are de-
fined as,

Yim(8,¢) = NP (cos6) €™ (A4)
20+1 [(£—m)!
Yy = R

where P, are the Legendre polynomials and the spher-
ical harmonics obey the conjugation property Y5, =
(=1)™Y; _ . Replacing Eq.(A4) in Eq.(A3) we get,

bem = (71)me —-m
. 2
x / df sin6P; ™ (cos ) d¢B(6,$) ™’ (A6)
o o

In the flat-sky limit (f <« 1 rad, £> 1),

P (cost) m 6™ I (£6) (A7)

where Jy, is the m-th order Bessel function of the first
kind. In this limit, the above integral Eq.(A6) reads,

T 27
bem = ()" N ™ [ a865,¢6) [ o5, )
0 0

(A8)

In order to solve this integral analytically, we introduce
a convenient perturbative expansion of the beam in real
space in powers of the ellipticity parameter y,

02
PY) C052

X 562

0 o
By B(f) Z(;?)ncosznqb ):T,'l
n=0 )

B(6,¢) = By B(6) exp[ ¢]

(A9)

being B(#) = exp [792 /2172], which yields an analogous
series in harmonic space,
VX _ 0
bem = Zbﬂnm =bym
n

+bx+ 0% (Al0)

The perturbative expansion Eq.(A9) allows to factor-
ize the 2D-integrals of the beam harmonic transform
Eq.(A6) in two 1D-integrals for # and ¢ respectively.
Thus the n-th order term of the beam transform can be
expressed as follows:

b(") —

o = (=1)™Ne _n I K (A11)

with,

=g (20%)7" /0 d9 6>+ 7, (66) BO)  (A12)

2T
KW = / d cos®™ ¢ e~ 2md (A13)
0
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Making use of Eq.(6.631.1) of [14] and Eqs(13.1.27),
(13.6.9) of [1] one gets,

. n—-—m/2)! _
1) = OB e ) ) (1)
with z = 262 /2 and,
!
K= 2" 2n! (A15)

m = (n+ m/2)l(n — m/2)!

for m even, and K =0 for m odd. The fact that odd
m-modes do not contribute to the harmonic transform
is due to the parity symmetries of the ellipse. Thus the
n-th order term of the expansion Eq.(A11) is given by,

(n) _ 2w 2n!
bem = 92ntm/2 Ne—m (n +m/2)!

o_2+m e~ % LE’L,Z)WZ/Z (z)

(A16)
which replaced in Eq.(A17) yields the final expression,

oo
bem = 0™ Nip € > qum L™ (2) X772 (A17)
v=0

where we define N}, = Ny_,,/Bo, Bo = By/(270?), and
Yo,m = (21/+m)!/(22"+3m/2(1/+m/2)!(u+m)!). The first
Laguerre Polynomials are,

M =1 ; L™E =m+1-2

—

L™ (2) = = [(m +1)(m+2) + 2(—4—2m + z)]

| =N

L{ () = g [m+ 1)(m +2)(m +3)
+ z(—S(m +2)(m+3)+2(94+3m— z))] (A18)

and higher-orders can be obtained from the recurrence
relation (see Eq.(4.18.1) in [22])

1
LM (z) = - [(2n —-1l—-z+ m)L(m

n—

In most practical situations the beam ellipticity is rather
small, x < 1. In these cases, one only needs to compute
the first terms (2 or 3 terms account for the beam trans-
form up to very large multipoles with high accuracy, see
§IV C, Table IVC)

For example, the beam harmonic transform up to sec-
ond order in the ellipticity expansion has non-vanishing
contributions only from the modes m = 0,2 and 4, which
read,

beo = Ny e=E0%/? [1 - %Zzgz

2
X (g2 y g
+ 1 ( Co +16€U)]
5 : 1
bea = Npo % 2o? o=t /2 [1+X(1— Z£202):|
it =% /2

XZ
bea = Nyo 198 (A20)
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HORICEREROIAAO]
(A19)

where Ny = \/2¢ + 1/4m, and negative modes (i.e. m =
—2,—4) have to be included as they have the same har-
monic transform than positive modes, i.e. by_p, = bym.
Similar expressions for the harmonic transform to first
order in the ellipticty are given in §III, Eqs.(12) & (13).
Note that for a circular Gaussian window, x = 0, one
gets as expected, byg = Nyoexp[—¢20?/2] and by, = 0
for m # 0.

APPENDIX B: PERTURBATIVE EXPANSION
OF THE LINEARLY POLARIZED ELLIPTICAL
BEAM HARMONIC TRANSFORM

The aim of this appendix is to provide a detailed
derivation of the harmonic transform for linearly polar-
ized elliptical beams Eq.(23). The spherical harmonic

transform of a linearly polarized beam can be written in
terms of the Stokes parameters Q & U,

= 575 | 490 [@=i0)¥+ @+ 10) a7
W= 55 [ 42 [(@i0)2¥i — @+ i0) ¥7n] (BY)

where we define the spin-2 spherical harmonics as tf

29Yem = Mym 2P (cos6) €™ (B2)
where
(=2
My =2 N, B
tm =2 gy Vem (B3)

and we define a generalization of the Legendre polyno-
mials for spin-2 harmonics,

t-m* 1
1P (cos6) = —(ﬁ + 50~ 1) Py (cos6)
cos ?9 P (cosf)

+(l+m)—
S

m m
F pr ((l — 1) cosOP;" (cos )

— (t+m)P™, (coso)) (B4)

The above quantities obey the following parity condi-
tions:
(£ —m)!

)! o P

2P "= (—1)mm

(B5)

Note that +2Yem = Wiy £ X m, according to the nota-
tion used by [20].

HThe 4P polynomials are simply related to the Gy, in
(35], [20], [42]: £2F{"(x) = G, () F Gy, (2)-
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_ (L+m)!

Ml —-m = lim (BG)
which imply that,
Y = F2Yem €27 (B7)

what allows us to recast Eq.(B1) in a more convenient
way,

b = 55 [ 40[(@ 02 + (@ +10) sYim =7

bm = % / 40 (@ = i) 2Yim — (@ +i0) —2Yem e
(B8)

For a pure co-polar beam (ie, for an ideal optical system
and telescope, see [9]), we have

Q +iU = —B(8,¢) ™2 (B9)

where B(6,¢) is defined in Eq.(A2). We have assumed
that the beam response is measured in the co- and cross-
polar basis defined on the sphere, o¢o and ocross, accord-
ing to Ludwig’s 3rd definition [24],

Oco =8in¢g o9 +cos ¢ oy

Ocross = COS ¢ 0 —sin ¢ ay (B10)

where oy and oy are the usual spherical polar basis. Such
co- and cross- polarization basis, Eq.(B10), is obtained
by parallel-transporting the local cartesian basis defined
at the north pole, ox and oy, along great circles through
the poles of the sphere (see e.g. [9] for a discussion).

Replacing Eq.(B9) into Eq.(B8), one sees that the first
term in Eq.(B8) is non-vanishing only for negative m-
modes while the second term is non-zero for positive m-
modes alone. What is more, the parity properties of the
G and C modes,

blc—m =i b?—m
P=G,C

b =i b
imply that the harmonic transform of linear polarization
can be fully determined from one of the two components
alone, say G. Moreover, both negative and positive modes
have the same harmonic transform. Thus we shall assume
m > 0 below with no loss of generality. In this case the
harmonic transform of the G-mode is simply given by,

G _Mfm

e, = W /dQ B(6,¢) —oP[*(cos §) e~ im=2)¢

(B12)
In the flat-sky limit (§ < 1 rad, £> 1) 5§,

88This corrects the expression for the small-angle limit in
[35]): the pre-factor £™*? in Eq.(B13) corrects the pre-factor
£57™ in Eq.(4.32) of [35].

—a P (cosb) m S (—1)™E™ 2T, 5 (€6) (B13)

N =

and thus,

o 2 My,

=t 40 B(6,¢) Jp_2(£6) e~ im=29
w3 (0,9) Jm—2(£6) e

(B14)

Introducing the ellipticity expansion Eq.(A2), one can
solve the integral to any perturbative order,

Gy _ 1 #(n)
lmn = ﬁMlm Izn

MR (B15)

with,

f(") B [m+2

fm —

(20%) " /0 " dp g Jm_2(£6) B(6) (B16)

2m
) = /U d¢ cos®™ ¢ e~Hm=2¢ (B17)
Noting that the above integrals are basically the same
than those for the total intensity beam Eqs(A12) &
(A13), but replacing m by m — 2 everywhere, they can
be integrated in the same way,

_ (n—m/24+1)! _ _2
I = ek L2 () (B1S)
with 2z = £262/2 and,
_ 2w 2n!
o= — Bl
m 227 (n+m/2—-1)(n—m/2+1)! (B19)

for even modes m > 2, and K =0 for m odd. There-
fore the n-th order term Eq.(B15) in the beam expansion
is given by,

27 M 2n!
2rtm/z it my2 — 1)1

b = " e Ll

)
m/2+1(z)

(B20)
which introduced in Eq.(B15) finally gives,
o0
b?m = o™Mm2 N£Gm e 2 Z'Yu,m—2 L‘(’m—z)(z) X,,+m/2,1
v=0
(B21)

where we define N&, = —£2™ M;,,/(4v/2B;), and the
coefficients ,,m—2 are the same than those defined for the
total intensity Eq.(A17), except for the subindex which
is m — 2 here instead of m there.

For most of actual experimental beams the ellipticity
is rather small, x <« 1. As discussed in Appendix A,
a second order analysis of the beam ellipticity is already
very accurate to very large multipoles as comparison with
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numerical integration shows (see §IV C, Table IV C for
specific prescriptions depending on experimental para-
meters). Thus, expanding the beam harmonic transform
to second orderin x one gets non-vanishing contributions
only from the modes m = 2,4 and 6,

by = —;\% et [1- Lo
+ X{ (4202 + %4404)}
bg, = —;V% % Pg? g t0%/2 [1 +x (1 — 25202)]
b = —% %23 tigt et/ (B22)
where Ngg = +/2¢+ 1/4w, and negative modes (i.e.
m = —2,—4,—6) have to be included as they have

the same harmonic transform than positive modes, i.e.
b?,m = bfm. Analogous expressions for the harmonic
transform to first order in the ellipticty are given in §V,
Eqgs.(25) & (26). Note that for a circular Gaussian win-
dow, x = 0, one gets, b¢,, = —(N¢o/2v/2) exp[—£202/2]
and b§,, = 0 for [m| > 2. Note that, as argued above (see
paragraph under Eq.(B17)), the linearly polarized beam
transform, Eq.(B22), can be straightforwardly obtained
from the total intensity beam transform, Eq.(A20), by
replacing in the latter m by m — 2, and including a mul-
tiplicative normalizing factor of —1/(2v/2) appropriate
for linear polarization modes, see Eq.(B1).
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ABSTRACT

It is possible to classify pixels of a smoothed cosmic microwave background (CMB)
fluctuation map according to their local curvature in “hill”, “lake” and “saddle” re-
gions. In the Gaussian case, fractional areas occupied by pixels of each kind can be
computed analytically for families of excursion sets as functions of threshold and mo-
ments of the fluctuation power spectrum. We show how the shape of these functions
can be used to constrain accurately the level of non-Gaussianity in the data by ap-
plying these new statistics to an hypothetical mixed model suggested by Bouchet et
al. (2001). According to our simple test, with only one 12.5 x 12.5 deg? map, Planck
should be able to detect with a high significance a non-Gaussian level as weak as
15% to the temperature map (5% to the C¢), whereas a marginal detection would be
possible for MAP with a non-Gaussian level around 30% (15% to the Cf).

1 INTRODUCTION

From the now well measured temperature fluctuations in
the cosmological microwave background (CMB) we can gain
some unvaluable constrains on the physics of the early uni-
verse. An important issue lies in determining whether these
fluctuations are of Gaussian nature or not. Indeed, most of
inflation scenarii predict a very low level of non-Gaussianity
while models involving topological defects can give rise to
significantly non Gaussian fluctuations. Even if a high de-
gree of non-Gaussianity seems disfavored by recents mea-
surements (Netterfield et al. 2001; Lee et al. 2001; Halverson
et al. 2001; Santos et al. 2001), the presence of topological
defects is not yet ruled out by observations, as advocated re-
cently by e.g. Bouchet et al. (2000), who proposed a mixed
model where Cosmic Microwave Background (CMB) tem-
perature fluctuations are seeded in part by cosmic strings.

There are numerous ways of probing non Gaussian fea-
tures of a random field such as a CMB temperature fluctu-
ations map. Since statistical properties of random Gaussian
fields are entirely determined by their two-point correlation
function, a natural approach consists in measuring higher
order correlation functions or related statistics such as cu-
mulants of the distribution. The measurements can be done
in real and Fourier space (Hinshaw et al. 1995; Ferreira et
al. 98; Magueijo 2000; Banday et al. 2000; Verde & Heavens
2001; Komatsu et al. 2001; Santos et al. 2001) or in the space
of wavelet coefficients (Aghanim & Forni 1999; Aghanim &
Forni 2001).

Alternatively, non Gaussian features of CMB maps can
be probed by the topological analysis their excursions sets,
defined for a random field T'(6) as A.(T) = {6 | T'(6) > u}.
For example, for a sufficiently smooth and non degenerate
random field it is possible to measure the Euler characteris-
tic (or genus) of the excursion sets via a counting of critical

© 0000 RAS

points®, classified according to their curvature, i.e. max-
ima, minima or saddle points in our 2D case (e.g. Adler
1981, p. 87). Critical points counting is a well known prac-
tical issue in the context of CMB analysis and specific pre-
dictions can be derived for smooth random Gaussian fields
(e.g., Adler 1981), which allow one to constrain the degree of
non Gaussianity of CMB maps by measuring e.g. the Euler
characteristic (Coles et al. 1989; Gott et al. 1990; Luo 1994;
Smoot et al. 1994) or peak statistics (Bond and Efstathiou
1987; Coles et al. 1989; Heavens & Sheth 1999; Heavens &
Gupta 2001).

Following an approach advocated recently in the large
scale structure context (3D) by Colombi, Pogosyan &
Souradeep (2000), we propose in this paper to extend the
counting to ordinary points, i.e. to classify all the points
according to their local curvature as belonging to “hills”,
“lakes” or “saddles” (see Fig. 1 for an example). By mea-
suring the relative abundances, Prin, Plake and Psaddie, of
these three types of points for various excursions sets and
smoothing scales, i.e. by exploring the correlation between
height and curvature', we are able to extract a mathemat-
ically well defined Gaussian signature, depending formally
on only one specific ratio of spectral parameters. As a re-
sult, a comparison of the measured abundances with those
predicted in the Gaussian case allows us to detect a certain
level of non-Gaussianity.

This paper is organized as follows. In section § 2, af-
ter recalling some useful results about 2D Gaussian random
fields, we derive analytic predictions for the abundances, fol-
lowing and extending the work of Bond & Efstathiou (1987).
In section § 3 we discuss technical issues involved in the prac-

* The points where the gradient of the field cancels.
T In this sense, our work is similar in spirit as in Takada (2001).
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Figure 1. Example of location of “lake”, “hill” and “saddle”
points in a Gaussian random field smoothed with a Gaussian
window of size 5 pixels. Those latter are represented as a grid
pattern projected on the surface. The points are colored accord-
ing to their type: “hill” points are in light blue, “lake” points in
red and “saddle” points in dark blue. Red lakes are connected
to light blue hills by dark blue saddles. “Lake” and “hill”points
are of comparable abundance while“Saddle” points are the most
common. The evolution of the relative abundances with thresh-
olding can be well visualized from this plot: for example, when
the threshold gets higher, the relative abundance of lake points
decreases, on the contrary which of hill points increases, as ex-
pected. In this paper we shall rely on details of these variations
to discriminate between a Gaussian and a non Gaussian random
field.

tical measurements of Prin, Plake and Psadale. In section § 4
we build a x? statistic that allows us to combine a set of
measurements in order to quantify the likelihood of an im-
age to be Gaussian. We then apply the method to the case of
noisy mixed models involving cosmic strings plus cold dark
matter. Finally, results are discussed in section § 5.

2 THEORETICAL CONSIDERATIONS

In this section we recall some specific properties of 2D
Gaussian random fields, following Bond & Efstathiou (1987)
(BES87) (a 2D transcription of the 3D formalism of Bardeen
et al. 1986). We extend the calculations of this work to ob-
tain theoretical expressions for the abundances of interest,
i.e. the fractions of space occupied respectively by hill, lake
and saddle regions.

2.1 Facts about a Gaussian random field

Let us first consider a temperature fluctuation field, dr (r) =
T(r)/T — 1 whose 2D Fourier transform is dr(k) =
fd2k6T(r) exp(ik.r) and whose power spectrum P(k) is

(r ()b (k) = (2m)*P(k)dp (k + k), 1)
where dp(k) is the Dirac distribution. We can define the

moments of the power spectrum

ﬁ/dzk P(k)KY (2)

2 =
o; =

and the ratio

= ot

. ®
002

Note that oo is the rms of the fluctuation field d7. Natu-
rally, in the flat sky approximation, i.e. large multipole [
and small separation angles, the Fourier (flat) power spec-
trum is related to spherical harmonic power spectrum as
follows

P(k)~C; and k=~£ 4)

Let us consider from now on only the normalized fluc-
tuation field

569 = T, )

At a given point r, we note the gradient of the field Vé =17
and the Hessian matrix (;;. This symmetric real matrix can
be diagonalised by applying a rotation of an angle 6 and we
note A; and Xz the opposite of its eigenvalues, with A; > Aa.
The normalized trace of the curvature matrix writes,

AL+ A
= —, 6
° o2 (©)
and the ellipticity e is defined as
AL — X
==, 7
€ 202 )

Note that with this notation, z and e should have the same
sign. If A2 > 0 then 2 > 0 and 0 < e < 1/2, if A\; < 0 then
z <0and —1/2 <e < 0. If \; and A2 have opposite signs,
then neither z nor e are restricted.

For a Gaussian random field, the joint probability dis-
tribution function of 4, n, z, e and @ is given by [Eq. (A1.6)
in BE87]

P(8,n, x,e,6)ds do de df d°n =

o022 PO 2 aneye AT

V2m V2m
2
67”2/°?d—2574z2528z2edeﬁ, (©)]
wo? ™

where we set
p= (-9 ©)

Knowing this probability distribution function, it is easy to
show that (3%) = (2?) = (n%) = 1, that 7 is correlated with
neither § nor z nor e, but, on the opposite, that (dz) = v, i.e.
the height of a point is correlated with the curvature at this
point. This lattest result is of particular interest to us since
the so-induced non-trivial dependence on thresholding will
generate a specific gaussian signature that we will exploit in
the following.

2.2 Studying the local curvature

BES87 calculated the density probability of extrema for a
Gaussian random field as a function of threshold. So using
the properties of first derivatives, they open the way to fur-
ther works (Heavens & Sheth 1999; Heavens & Gupta 2001)
that illustrate the use of the number and spatial distribution
of extrema to characterize Gaussian random fields.

‘We aim at extending this work to second derivatives by
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characterizing the local curvature at any point and then by
comparing the abundance of 3 defined types.

The local curvature is defined by the Hessian. By con-
sidering the sign of its eigenvalues (—A:1 and —\2) we are
lead to distinguish three families of points :

e the “hill” points for which both eigenvalues are nega-
tive, i.e. £ > 0 and 0 < e < 1/2;

e the “lake” points for which both eigenvalues are posi-
tive, i.e. < 0 and —1/2 < e < 0;

o the “saddle” points for which the eigenvalues are of dif-
ferent signs.

The first, second and third family incorporate respectively
maxima, minima and saddle points.

Extending the calculation of BE87 we now compute the
probability that a point (6,7, z,e,6) above a given thresh-
old &, i.e. such that § > den, belongs to any of these
three classes. More precisely we calculate the quantities
Puin(dn) = P(0 < 2,0 < e < 1/2|0tn < 9), Prare(din) =
PO > 2,0 > e > 1/2|6m < J) and Psaaare(dsn) = 1 —
Prin(den) — Plake(den).

To compute the quantity Phin(den) we first estimate
the probability P(0 < #,0 < e < 1/2,8m < §). Starting
from the distribution, Eq. (8), for the cases of interest to
us, we can perform straightforwardly both the integration
f_ww d*n/(mai) and fow df/=. Doing so yields a probabil-
ity function P(d,z,e). Note that the fact that § € [0, ] is
due to the chosen ordering of the eigenvalues (A1 > A2) im-
plicit in the distribution Eq. (8). The subsequent integration

[3/?de  yields the differential density

Min(6, 2,0 < e < 1/2) dédz =

o002 pdé

2 (5—n8)2 a2 dx
e T (LT

@nie

Then we can still perform analytically the integration over
z > 0 and we get

Min(6,0 <2,0<e<1/2)dd =
—s2/2 _pdd [ 1 ( (WJ) )
e —— | = (1 +Ef( — —
2v2r L V2
=iy 6% /(2+447) 2
¢ (1+Erf( o ) ) ] (1)
V2 +p2 V2/2 + 2
The integration over some threshold din cannot be per-
formed analytically. However, knowing that

P(oun < 8) = SBrfe (‘5‘\/—‘%) (12)

it is easy to evaluate numerically the quantity

fd‘:‘; Nuin(8,0 < 2,0 < e < 1/2)dd

Prin(den) = Pown <9)

(13)
‘We can still obtain analytically the limiting value Prin(den =

—00), i.e. the fraction of “hill” points in the absence of
threshold. We find

Prinn(dgh = —00) = % (1 — %) ~0.2113 . (14)

An analogous calculation can be performed for “lake”
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points. It leads to the differential density
Niake (8,2 < 0,-1/2< e < 0)d6 =
5272 pdd [ 1 ('y,u& )
e — | — Erfc(~= ) —
2v2r Lp V2
—n2y 6% /(2447) 2
€ Erfc( kI8 ) ] (15)
V2 +p2 V2/2 +p2
from which we can deduce numerically Plake(den) as in

Eq. (13). The asymptotic value Plaxe(dn = —o0) can also be
obtained analytically, and from parity argument one finds

Prake(th = —00) = Prhin(den = —00) (16)
1 1
= 5(1 - —3) ~ (.2113.

Two remarkable properties of Gaussian random fields
emerge from the above analytical calculations:

e the evolution of the “hill”; “lake” and “saddle” point
fractions as functions of threshold 4.1 depends only on the
spectral parameter vy;

e the asymptotic value for §y, — —oo is independent of
any spectral parameter, i.e. is the same for any Gaussian
random field. This would not be true if we were considering
only maxima, minina or saddle points (see BE87).

To illustrate these results, we draw on Fig. 2 the func-
tions Plake(den) and Prin(den) for a set of  values. Except in
the limit dg, — —o0, the evolution of these functions with
d¢n is rather sensitive to 7.

At this point, it is important to be aware that till now,
we have supposed an idealistic, infinite resolution experi-
ment, i.e. we did not take into account any beam smearing
effect that would affect any genuine measurement. Conse-
quently, in order to compare the predictions to any true
measurements, it would be necessary to incorporate this ef-
fect in our calculations. To do so, we should consider the
convolved field, § * B, where B stands for the instrumental
beam response, instead of the idealistic fluctuation field, 4.
Since linear transformations such as the convolution by an
arbritrary beam function do not change the Gaussian nature
of a random field, the beam smearing should appear only as
a dependence of y on the smoothing scale op. Furthermore,
although the problem of beam convolution in its full general-
ity is very intricate, it turns out to be analytically tractable
for a Gaussian, symmetric beam (BE87), a reasonable ap-
proximation in practice. Fig. 6 of BE87 illustrates clearly
this effect.

3 CONFRONTING PREDICTIONS AND
MEASUREMENTS ON SIMULATIONS

In order to test the previous theoretical calculations and
to prove our ability to measure functions Pnu(den) and
’Plake(tfm),i we performed several measurements on simu-
lated maps. We henceforth limit ourselves to small simulated
square patches of the sky of width ~ 12.5 deg. These patches

t Again, we restrict here our analysis to these two functions, since
function Pgagdie(d¢n), which is equal (by construction) to 1 —
Phin(0¢h) — Plake(dgn), does not bring any further information.
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Figure 2. Functions Ppin(¢n) and Piake(den) in the Gaussian
case for various values of 7y as indicated on the figure. Their value
is independent of 7 in the limit §, — —oo, but their evolution
with dyy, is rather sensitive to . Similar conclusions hold for func-
tion Psaddie(d¢n) = 1—Phin(den) —Prake (dtn), which is not plotted
for simplicity.

are considered as being flat and pixelized with a 512 x 512
Cartesian mesh of resolution fpix = 1.5'.

This section is organized as follows: we first describe
the measurement principles (§ 3.1) and apply them to noise
free realization of Cold Dark Matter (CDM) Gaussian maps
(§ 3.2); in particular, we examine the Gaussianity of the
distribution function of measurements in order to be able
to perform later x? tests; finally we discuss practical issues
related to finite resolution and finite volume effects (§ 3.3).

3.1 Principles of measurements

The measurements consist in determining the fractions Phrin
and Prake for an ensemble of excursion sets (subsets for which
4 > den) of an image smoothed at different scales op. To
insure sufficient differentiability, i.e. at least continuity of
second order derivatives, we choose a Gaussian smoothing
window.

Similarly as in Colombi et al. (2000) for the 3D case,
to measure the local curvature at a given point, we find
the quadratic form which fits this point and its 8 closest
neighbors. We deduce from the quadratic form coefficients
the local values of the second derivatives, i.e. the Hessian
matrix, then diagonalize this matrix and determine the sign
of its eigenvalues A\; and A2. Both easy to implement and
fast, this method turns out to be quite robust in the presence
of noise.

3.2 Example: application to noise free realizations

As a first example, we apply this measurement technique to
200 simulated noise free realizations of CDM like tempera-

[ I I I I I i
1+ Theoretical hill point fraction —
: ,,,,, Theoretical lake point fraction :
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Figure 3. Measurement of functions P and Piaye on Gaussian
simulated maps in the standard CDM case. The triangles and
the losanges give respectively the hill and lake point fractions
obtained from an average over 200 realizations of size 12.5 X
12.5 deg?. The error bars on each symbol are obtained from
the dispersion over the 200 realizations. Prior to measurement,
a smoothing with a Gaussian window of size o = 30,ix was per-
formed. The continuous and dashed curves correspond to the the-
oretical expectations for a Gaussian random field with e = 0.46.

ture maps smoothed by a Gaussian beam of o = 5'. In each
realization, we measure both Puin(d¢n) and Praxe(den) for
the ensemble of excursion sets defined by ¢z = —3.0, —2.5,
—2.0...3.0, as illustrated by Fig. 3. For comparison purpose,
we plotted on this figure the theoretical curves correspond-
ing to an ad hoc choice of the parameter Yem, Yer = 0.46.
‘With this choice of es, the theoretical curves fit very well
the data. Note that the value of v.q we find is slightly dif-
ferent from the one that would be infered from Egs. (2) and
(3) while taking into account the effects of smoothing in the
integrals, 4 = 0.35. This point will be discussed further in
§ 3.3. The dispersion over the measurements is very tight ex-
cept at high threshold where we enter a rare events regime,
as indicated by the larger 1o error bars.

To illustrate more visually the protocol, Fig. 4 displays
one CDM realization smoothed at o = 36pix, the corre-
sponding excursion set for § > 1 as well as the local curva-
ture map, where hill, lake and saddle points are identified
by respectively black, white and grey points. A careful cross
examination of these images provides some insight on the
processes at stake, i.e. the correlation of extrema and local
curvature.

To further investigate the dispersion over the measured
values of Phin(den) at a given dyn, we drawn on Fig. 5
the probability distribution function of the hill point frac-
tion measured from the 200 realizations [similar results can
be obtained for Plaxe(d¢n)]. Two thresholds are considered,
8¢n = —2 (left pannel) and §¢n = 0 (right pannel). The solid
line on each pannel corresponds to the Gaussian limit. It
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Figure 4. Illustration of the measurement protocol. Consider-
ing a CDM temperature map with 512 x 512 pixels, of width
12.5 deg x 12.5 deg and smoothed with a Gaussian window of
size 3 pixels (top left panel), we one identify “hill”, “lake”and
“saddle” points according to their local curvature (respectively by
dark grey, white and light grey points on the bottom left panel).
The fraction of space occupied by each kind of point is studied as
function of density threshold. As an example, the excursion set
corresponding to 0y, = 1 is shown in right pannels, which are the
same than left panels except that only regions with § > &y, are
shown, the rest being coded in black. As one can see, the relative
abundance of “lake” points in bottom right panel is now smaller
than on bottom left panel, while which of “hill” points has aug-
mented, as expected. The measurement of the relative fraction of
the three kind of points as a function of density threshold is the
key idea of this paper.

fits qualitatively well the measurements, so the previously
drawn 1o errors are meaningful estimates of the cosmic
errors.§ ‘We checked if the distribution function of the mea-
surements is Gaussian for other values of d;;, and found that
it is indeed the case except at high threshold, & > 2.5,
where one enters the rare events regime.

Thus, as long as 7 can be seen as an adjustable parame-
ter, the measurements in this idealistic noise free case are in
very good agreement with theoretical expectations. Further-
more, the cosmic errors associated with these measurements
are very tight for a Gaussian field. This last point will be
of particular interest to us since it makes the evolution of
functions Ppin(dsn) and Praxe(dsn) with dn a sharp signature
of random Gaussian fields.

§ however, one must keep in mind that error bars for different
values of 8y, are correlated with each other, but this will be taken
into account in the analyses conducted later.
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Figure 5. Distribution function of hill points fraction obtained
from 200 CDM noise free realizations of temperature maps
smoothed with a gaussian window of size o = 30ix, simi-
larly as in Fig. 4. Two excursion sets are considered, one with
Ogn = —2 (left panel) and the other one with §;, = 0 (right panel).
The smooth dotted-dashed curve on each panel corresponds to a
Gaussian of same variance as the distribution function. It super-
poses well to the measurements (histograms) for the excursion
sets considered here.

3.3 The concept of effective v: spurious effects
and available dynamic range

In the above discussion, we used a best fit value of 7y to check
if the measured “hill”, “saddle” and “lake” point fractions
agreed with theoretical predictions for a Gaussian random
field. Therefore, the only thing we proved so far is that for a
finite realization of a Gaussian random field, there exists a
value yeg which is such that measurements agree very well
with analytic predictions. This fact by itself is highly sig-
nificant and is the key point of our paper: for a map in
which temperature fluctuations are partly seeded by cosmic
strings, we shall see that it is actually not possible to find
a value of 7.g leading to point fractions matching the mea-
surements in all the available dynamic range — namely, for
all possible values of &, and op. As we shall see later, it
is thus not needed to accurately determine the real value of
7 to efficiently constrain the level of non Gaussianity of a
map.

However, studying the difference between -y and ~eg can
help to determine the available dynamic range, i.e. the set
of values of din and op in which one can trust the mea-
surements. We already noticed in previous section that the
density threshold should be small enough, i S 2.5, to avoid
entering the rare event regime, where the cosmic distribu-
tion function of measurements becomes non Gaussian. Here,
we are concerned by two effects that we ignored previously:

o pixelization effects, or equivalently, effects of finite reso-
lution: as discussed above, it is important to smooth the data
to insure sufficient differentiability. The smoothing scale
should be large enough compared to the pixel size to avoid
anisotropies or discreteness effects brought by the pixeliza-
tion.

e Finite volume and edge effects: our experimental maps
cover a rather small fraction of the sky, due to the lim-
ited dynamical range in the cosmic-string simulations from
(Bouchet et al. 1988; Bennett & Bouchet 1990). Therefore,
to avoid reducing too much the number of statistically inde-
pendent regions of the map, the smoothing scale should not
be too large. In a more realistic experiment covering a large
fraction of the sky, finite volume and edge effects should not
be as much as of a concern: indeed, from causality argu-
ments, non Gaussian features are usually not expected at
large angular scales (6 > 10 deg.) and therefore such scales
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should not bring any significant constraint on the global level
of non Gaussianity in the data.

To test effects of finite coverage and finite resolution, we
examine now the scale-free case, where the power-spectrum
of temperature fluctuations is given by P(k) « k™. Assuming
that the field has been smoothed by a Gaussian of width o5,
equation (2) becomes

o}(oB) =

2 _2 -
ﬁ /dzk e " 78 P(k)k™, 17)
The advantage of considering scale-free fluctuations is that
the theoretical value of v does not depend on scale and is
equal to
Y= (2 +n/2] _ (18)

\/T[3+n/2]T[1 +n/2]

Convergence is reached for n > —2. Here we examine the fol-
lowing values of spectral index, n = 0, —1/2, —1, correspond-
ing respectively to vyeg = 0.71,0.65, 0.58. . In Fig. 6, the mea-
sured value of 7.q is displayed in each case as a function of
smoothing scale. It is obtained by fitting Prin(den = 1) as ex-
plained more in detail later. An average over 50 realizations
of 512 x 512 pixels maps is performed. The errorbars on the
figure represent the corresponding scatter, which augments
with op as expected, due to finite volume effects. Agreement
between ~es and the analytic prediction is pretty good, ex-
cept at small scales. One can also notice a slight systematic
shift between ~y.g and its theoretical expectation, increasing
with —n, in agreement with results of § 3.2: CDM would
correspond approximately to n ~ —1.5.

From Fig. 6, we see that pixelisation effects become
negligible when o5/6pix & 3. We checked again that for
these scale-free experiments, the distribution function of the
measured hill or lake fractions is well approximated by a
Gaussian in the trustable dynamic range, i.e. oB/8pix 2 3
and ¢ S 2.5. Note that there should be an upper bound as
well for op as discussed above, since cosmic errors increase
with scale, as well as the small systematic bias between ~y
and 7er (but this latter effect can be considered as negligible
compared to the size of the errorbars). Our x? analysis be-
low will anyway naturally take into account that by giving
a lesser weight to scales with larger errors.

4 TESTING NON-GAUSSIANITY :
PRINCIPLE AND APPLICATION TO
MIXED MODELS

From the previous section, we conclude that in the case of
a smoothed Gaussian random field, functions Prin (5“,) and
Puoia(dsn) can be measured accurately and fit very well the
analytical predictions provided that + is considered as an ad-
justable parameter. Furthermore, their probability distribu-
tion function is well approximated by a Gaussian if di, < 2.5,
which now allows us to define a rigorous measurement pro-
tocol based on x? analysis that we shall apply to simulated
data in the trustable scale range determined above, namely
op > 3.

In this section, we first detail how we use functions
Prin(den) and Pygia(den) to build a X2 statistic testing Gaus-
sianity (§ 4.1). Then we apply the method to simple simu-
lated mixed models involving cosmic strings plus CDM and
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Figure 6. Effective v infered from the measured value of
Prin(den = 1) as a function of smoothing scale (symbols with
error bars), compared to analytic predictions (horizontal lines)
for a Gaussian random field with a scale-free power spectrum,
P(k) o k™. Three values of the spectral index are considered,
n = 0,—1/2,—1. For each value of n, the symbols and their error
bars correspond respectively to the average and the rms over 50
realizations.

see how it can be used to bound quantitatively the relative
contribution of cosmic strings (§ 4.2).

4.1 The method

Let us assume as before that we have at our disposal an ob-
served temperature map dr, on which we measured the frac-
tions Prin (&hi!o’Bi) and Plake ((55},“ 0’31.) for a set of thresh-
old values {&:n;} and smoothing scales {og,}. If the power
spectrum of this random field is known, we can in princi-
ple define analytically a set of values of y for each smooth-
ing scale, {Yop, }. Assuming furthermore that the field is
Gaussian and that our estimators of Pyi; and Plaxe are un-
biased, it is easy to deduce from this 7 set some theoreti-
cal ezpectations for the set, Px (dn;, 05;) = (Px (Juh;, 08;))s
where X stands from now on for “lake” or “hill”. To quan-
tify the distance between these theoretical predictions and
the measurements, we introduce the standard x? statistic.
Since these measurements can obviously not be considered
as independent, we have to introduce the full theoretical
variance-covariance matrix

Cri = ((P1 = Pr)(Pr — Pr)), (19)

where we use the short hand notation Pr = Px(dtn;,08;)

and Py = Px:(den,, 08, ). Then, the statistic

X' = Z (P1—"Pr) (Crn)™" (P —Prr) . (20)
173

is expected to follow a x2-distribution, as illustrated by

a practical example below. Indeed results of § 3.2 suggest
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that the distribution function of the measured P; is nearly
Gaussian if §yn S 2.5.

In practice, we have to introduce two more subtleties in
this protocol.

First, as discussed extensively in § 3.3, the practical re-
alization of a Gaussian random field yields to a measured
function P; matching the theory, P, but with an effective
value of + different from the underlying one. Taking into ac-
count some additional Gaussian noise, as discussed more in
detail below, would make this effect even stronger. Rigor-
ously, we should modelize this ~eg effect in terms of statis-
tical bias on the estimators of function Px (d¢n, oB), but we
proceed here differently, for simplicity: we extract a Yex(oB)
from the data by fitting the analytic prediction for function
Prin(den = 1,0B) to the measured one. Thus, our “theory”
depends itself on the data through ~es. As already explained
previously, the critical test for non Gaussianity will be on
the evolution of functions Px (6¢n, 08) with dn, which, once
et is determined, is entirely fixed. The practical measure-
ment of veg is made straightfoward by noticing that the
dependence of function 'ﬁhm(ém =1) on 7 is very well ap-
proximated by a power lawq[ in the domain of interest to us,
ie. 0.4 < <0.95: the fit

ﬁhill(émh = 1) ~ a’yb (21)

with @ = —1,4099 and b = 1.2395 is accurate to 0.6%. The
choice of the particular value dun = 1 is an ad hoc compro-
mise coming from the competition between two effects: (i)
the dependence on v of the quantity 75},;11(6“,) increases with
dsn (Fig. 2), but (ii) the uncertainty on the determination
of Prin (d¢n increases with dyn (Fig. 3). In principle we could
include the value of 4y, used to measure e as a varying
parameter in our Y2 test, to optimize the analysis. Given
the level of accuracy of our numerical experiments and since
we just aim here to illustrate the method in a simple and
convincing way, we did not feel necessary to do so.

Second, even if in principle we could compute ana-
lytically or numerically the variance-covariance matrix, for
the sake of simplicity we evaluated it using a Monte-Carlo
method based on a few hundreds of Gaussian realizations
having the same power-spectrum and noise properties as
the input map. So for each model we will considere below
(pure CDM, mixed model with CDM + cosmic strings, and
pure cosmic strings), the covariance matrix C is different in
each case. Another issue concerning this matrix is that it
might be singular. Indeed, since fractions measured at vari-
ous thresholds and different scales can be highly correlated,
e.g. the values at very low threshold where the dependence
on v is very weak, the studied {d;s, } and {oB,} sets have to
be restricted so that C is invertible.

4.2 Application on mixed models for MAP and
Planck
As an illustration of the accuracy of our statistics, we apply

it in the framework of MAP|| and Planck Surveyor™ ex-
periments to a mixed model where temperature fluctations

9 This is also true for other values of S¢h-

I http://map.gsfc.nasa.gov
** http://astro.estec.esa.nl/SA-general/Projects/Planck/

© 0000 RAS, MNRAS 000, 000-000

are seeded in part by cosmic strings and otherwise by adi-
abatic inflationary perturbations in standard CDM model
(e.g. Bouchet et al. 2000 and references therein). Our ap-
proach is rather simple, since we add together a CDM map
and a temperature fluctuation map obained from ray-tracing
in cosmic string simulations (Bouchet et al. 1988 and Ben-
nett & Bouchet 1990) and neglect possible cross-correlations
between such maps. This implicitely supposes the existence
of a standard CDM inflationary epoch followed by a phase
transition during which cosmic strings appear and then im-
print supplementary fluctuations on the dark matter distri-
bution. Neglecting cross-correlations mentionned just above
is equivalent to assume that the distribution of cosmic string
as well as their dynamical evolution is not coupled with that
of cold dark matter, which should be a good assumption at
the level of approximation considered in this paper.

To take into account the noise expected in the best
channels of MAP and Planck Surveyor experiments (respec-
tively 12.8 pK/K per 0.3 x 0.3 deg? pixels and 2 pK/K per
8 x 8 deg?), we add an extra Gaussian white noise n to
our square maps. Note again, that as long as the noise is
Gaussian, its presence can be simply taken into account by
a change in the value of veg. Thus, our simulated tempera-
ture maps write

or = (1—a) 6578 4 o 65°M 4, (22)

where 1 — « represents the fraction of the signal seeded by
cosmic strings, given the fact that we impose rms(85"™9 ) =
rms(6$P™M) on a map smoothed a 7 deg., corresponding to
the COBE beam, i.e. we normalize roughly on COBE. Note
that this normalisation is different from that of Bouchet et
al. 2000, since they consider a string contribution to the C¢,
thus their relative string contribution corresponds to our
1-a?/((1 - a)* +e?).

‘We now construct the previously defined x? statistics
for various values of o and try to figure out what is the
smallest “string like contribution” that our method should
be able to detect with a high statistical significance.

4.2.1 Constructing the x> and adequacy of the x*
probability distribution

Even if one would like to include as many threshold values
and smoothing scales as possible in the analysis, this is in
practice not necessary. Indeed, some measurements are, at
least in the Gaussian case, highly correlated with each other,
due to e.g. some strong constrains (in the very low threshold
regime, dgn — —00, both Prake(den) and Prin(den) tend to
an asymptotic value independent of power-spectrum index).
Therefore, one can restrict the set of values of (o8, dm) by
requiring that the C matrix (see Eq.19) be non-singular.

From investigating of the numerical properties of C,
we find for all the maps that dy, = —2,—1.5..., +1.5 and
0B /6pix = 6, 10 and 14 (corresponding to repectively 21',
35' and 49 on the sky) are satisfying values for the Planck
case, whereas 0y, = —1.5,—1.0..., +1.5 and 05/0pix = 8
and 12 (corresponding to respectively 28’ and 42") are rea-
sonable for MAP. Of course, this choice of the set of values
of (0B, d¢n) is strongly influenced by the fact that our map
is rather small: for a full sky survey, the sampling would
probably be different.

Given these restrictions, it is now important to explore
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Figure 7. Histogram of the measured probability distribution
of the quantity x? defined by Eq. (20), from 300 noisy (Planck
best channel noise level) realizations of CDM temperature fluc-
tuations. The dot-dashed curve corresponds to a x2-distribution
with 47 degrees of freedom (dashed line). The good agreement
allows us to use x? as a measure of the Gaussian nature of the
observed field.

the properties of the probability distribution function of the
x> statistics defined in Eq. (20). As stated previously, we ex-
pect it to follow a x2-distribution, at least in the Gaussian
case, since the distribution of measured values of P;s is well
described by a Gaussian (see § 3.1). We tested this by gen-
erating 300 realizations of noisy (Planck level) CDM like
only temperature fluctuations for which we measure x2. Its
probability distribution is drawn on Fig. 7, where we su-
perimposed a theoretical x2-distribution with 47 degrees of
freedom (dof) (48 measurements: 6 x 4 measured hill points
fraction and 6 x 4 measured void point fractions; 1 parame-
ter, ). The agreement is obviously very good, comforting
the analysis procedure and making this x statistic adequate
for assessing Non—Gaussianity.ﬁ

4.2.2  Ability to distinguish a “Non-Gaussianity Level”
with a realistic noise level

Making use of this x? statistics, we are now in position to
determine how well we can distinguish non-Gaussian signa-
tures.

In Figs. 8, 9 and 10, we display some measurements of
functions Plake(dtn) and Prin(dsn) in the Planck case. Three
values of a are considered: pure CDM with o = 1, hybrid
model with @ = 0.3 and pure string model with a = 0.
Again, On each figure, the Gaussian limit obtained from the
procedure explained in detail in § 4.1 is compared to the
measurements. The error bars on the theoretical predictions
correspond to then the 1o dispersion over 300 realizations
of pure random Gaussian fields with same power-spectrum
and noise properties as the data, as explained in end of § 4.1.

i Here, we do not test if the x2 estimator always follows a x2-
distribution, i.e. also for non-Gaussian maps. Such a test is not
necessary since the prior we use to analyse the data assumes un-
derlying Gaussianity (it would be impossible to do otherwise in
practice).

Very good agreement is found for CDM, as expected,
while the hydrid model exhibits some discrepencies, espe-
cially for Plake. These discrepencies are overwhelmed in the
string only model. Note that since we fit the measured
value of Pnin(den = 1) to estimate the Gaussian predic-
tion, one expects non Gaussian features to show up more
in the measured shape of function Piaxe(d¢n) than that of
function Pnin(dn), as indeed seen at least for the mixed
model. Note also that if for the mixed model, the measured
Prake (dn) tends to lie below the Gaussian prediction, the re-
verse happens for the pure string model. We did not find a
simple explanation for this counterintuitive result. Finally,
it is important as well to recall that data points plotted on
Figs. 8-10 represent only 2/3 of all the points used for the
x? computation since we consider one more smoothing scale,
08 /0pix = 6.

To illustrate more qualitatively these measurements,
Figures 11 and 12 display, similarly as in Fig. 4, an example
of initial smoothed noise free map, its thresholed counter-
part (with §;n = 1) and the corresponding local curvature
maps with lake, saddle and hill points. Figure 11 corresponds
to the hybrid model case (o = 0.3) while Figure 12 corre-
sponds to the string only model (@ = 0.0). A strong simi-
larity can be seen between the mere CDM and the hybrid
models despite the differences in measured Piaxe functions.
Note also the peculiar patterns in the pure string curvature
map: there seem to be rather extended saddle point regions,
which calls for other specific pattern detection statistics.

Table 1 summarizes the results obtained for x? using
the noise level of the best channel of either Planck or MAP.
It shows, for various values of c, the measured 2, the x? per
dof, as well as the probability (noted Prob.) that a random
variable, in a x2-distribution with the relevant (number of)
dof (shown above to be adequate) is greater than the ob-
tained x2. This quantity gives therefore the significance of
the detection.

Roughly speaking, the smaller the x?, the better is
the agreement with a Gaussian distribution. Reversely, the
higher the obtained x?, the more unlikely does the analyzed
map follow a Gaussian distribution.

Note that the numbers displayed in Table 1 represent
in no way the best Planck and MAP can provide with our
method, since we only considered 0.3% of the sky for one
single channel. Nevertheless, these figures give some trends
of the ability of our method, the purpose of this paper.

With these limitations in mind, we see that MAP
can only get a marginal detection (1% level) of the non-
Gaussianity induced by string like background with a = 0.7,
a number already corresponding to a string contribution to
the C¢ of 15%, a number close from the 18% constraints from
Bouchet et al. (2000). Any smaller non-Gaussian contribu-
tion is not detected with a good significance. On the other
hand, we see that Planck could obtain, using this method, a
highly significant detection level, i.e. smaller than 0.1%, for
a between 0.8 and 0.9, i.e. 5% contribution to the C¢, which
lies much below the in the domain mentioned by Bouchet et
al. (2000).

© 0000 RAS, MNRAS 000, 000-000
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Table 1. The measured x2, x2/dof and significance probability (Prob.) are shown for various values of a and for our virtual MAP and

Planck experiments, as explained in the text.

MAP _ (dof = 31)

Planck (dof = 47)

x2 X2 /dof Prob. x2 x2/dof Prob.
a=10 441 1.01 0.05 53.5 1.14 0.2
a=0.0 109.3 3.52 3.11071° 3015 6.41 0.0
a=0.7 520 1.67 0.01 96.14 2.045 3.110°5
a=08 458 1.45 0.04 78.5 1.67 2.6 1073
a=09 375 1.21 0.19 52.0 1.10 0.3
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Figure 8. Measurement of hill and lake point fractions in a
Planck simulation with pure CDM (a = 1.0). The left column
shows the measured evolution of Pjak as a function of thresh-
old, d¢n, for two smoothing scales: top left panel corresponds to
0B /0pix = 6 and bottom left panel to op/0yix = 14. Symbols
without errorbars represent the measurements in the realization,
while symbols with errorbars correspond to the Gaussian predic-
tion matching the value of Puin(den = 1) as explained more in
detail in § 4.1. The errorbars are obtained from the 1-o disper-
sion over 300 realizations. The right column of panels is similar
to left column, but for Pp.
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Figure 9. Same as Fig. 8 but for
a=0.3.

an hybrid model with
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Figure 10. Same as Fig. 8 but for the pure string model (a =
0.0).

5 DISCUSSION AND CONCLUSION

In this paper, we have tested a statistic based on local cur-
vature measurements by counting three well defined types of
points according to the sign of the eigenvalues of the Hessian
of a temperature map. In the first section, we computed the
relevant theoretical expectations. We validated them and
demonstrated our ability to properly measure them in the
next section and eventually introduced this statistic as an
accurate non-Gaussianity test in the last sections, where we
applied it to the case of mixed models with realistic noise
levels. Even if our physical simulation might be controver-
sial, they showed that we were able this way in the Planck
case, to distinguish a non-Gaussian background amplitude
lower than 20% with a very high significance using only 0.3%
of the sky and one single channel. Consequently, these re-
sults are definitely positive and, as it is, this method seems
to be ready to be applied on true data.

Naturally, in practice however, this test should be used
in conjunction with other more standard statistical measure-
ments, like 2-, 3-, 4-,... points correlation functions or their
harmonic transform, power spectrum, bispectrum, trispec-
trum ...or even already presented more sophisticated ones
like the distribution of wavelet coefficients, etc.

Nevertheless, even if this new method possesses some
great advantages, it is not free of possible caveats, as others,
and we briefly discuss both of them below.
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Figure 11. Same as in Fig. 4 but for a noise free mixed model
with @ = 0.7. Note how difficult it is to distinguish it from the
mere CDM map.

Figure 12. Same as in Fig. 4 but with noise free string induced
only temperature fluctuations. Note the interesting structures in
the curvature map.

5.1 Possible advantages

One important advantage of these statistic its is local nature,
i.e. the fact that we are only interested by the 8 neighbor-
ing pixels. Thus, provided the smoothing scale is not too
wide, the sphericity of the observed sky is not a problem
and consequently, the pixelisation of the sky should not be
a problem also.

A second advantage of the method lies in the fact that it

is mathematically well-defined and simple since it depends
only on one single spectral parameter, . Thus measure-
ments are very well understood and controlled in from the-
oretical point of view.

A third important advantage of the method is that in
some sense, provided it is Gaussian distributed, the noise,
even correlated, is not really an issue since we are sensitive
to non-Gaussian component only. Note however that this
remark has to be understood cautiously since naturally, the
higher the signal to noise ratio is, the greater is our ability
to distinguish any signal feature.

5.2 Possible caveats

In practical situations, however, important non-Gaussian ef-
fects might be induced by other contaminants, in particular
galactic foregrounds, residual stripping or point sources or
any instrumental systematic error. Even if our method could
detect them (somehow a diffuse galactic foregrounds should
act slightly as the non-Gaussian contribution we modeled),
they should be properly quantified in order no to bias the
physical interpretation.

5.3 Outlooks

As we mentioned earlier, by moving to second order deriva-
tives, this work opens the way to many more characteriza-
tion of random Gaussian field. As was mentioned before, we
expect that an analogous work could be done by consider-
ing critical points only, which would lead, e.g. , to a mea-
surement of the Euler characteristic as a function of thresh-
old. However, we expect this restriction to be less efficient
in probing non-Gaussianity since it appears that by keep-
ing all types of points we exploit more the full structure of
the probability distribution function, but this point will be
demonstrated in a future work.

Furthermore, this method might be able also to detect
the level of Gaussianity induced by large scale structure lens-
ing on CMB.

It would be interesting and indeed necessary to compare
the ability of other estimators on this kind of test. We hope
to apply it very soon on true data.
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Abstract. Semi-analytic models of X-ray clusters and groups of galaxies, relying on the idea that there was a non-
gravitational energy injection in these systems, are able to reproduce many observed correlations, in particular
the Lx — T relation and the “central entropy floor” in groups. Limiting models exist which describe the behaviour
of clusters and groups separately, but no analytic modeling has yet been found to unify both mass ranges. It is
the aim of this paper to provide such an analytic model. Our description relies on a now standard description of
the shock thought to occur in these systems near the virial radius (Cavaliere et al., 1998), the isothermality and
spherical symmetry of the intracluster medium, as well as the reinterpretation of observed quantities (like the
X-ray luminosity, the gas mass Moy and the central SZ effect yo) in terms of the specific entropy. This allows
the derivation of analytic expressions for several observed correlations (Lx — T, Micam — T, yo — T',...) and their
normalisation encompassing both the group and the cluster regimes. The analytic predictions compare very well
with observations, as well as with more elaborated semi-analytic schemes. This agreement allows a reinterpretation
of the Lx — T relation (via the quantity Lx/T7/?) and the yo — T relation (via yo/T°/?) as indirect measures of
the non-gravitational entropy content of groups and clusters of galaxies. Finally, we emphasize the need for shock

heating, even in the group mass range :

shocks can not be completely supressed in groups (and thus groups can

not be entirely isentropic) unless an unacceptably high entropy floor is needed in order to break the self-similarity

in the Lx — T relation.

Key words. Hydrodynamics — Shock waves — clusters : galaxies : general — X-rays : galaxies : clusters — Methods

: analytical

1. Introduction

For ten years, it has been known that X-ray observations
of clusters of galaxies can not be reproduced in simple self-
similar models, where the central gas density is propor-
tional to dark matter density. Kaiser (1991) and Evrard
& Henry (1991) advocated a preheating of the gas before
it fell into the cluster potential to recover the observed
correlations. Later, X-ray observations of groups of galax-
ies have strengthened the case for a non-gravitational en-
tropy injection in these systems, in particular by the ob-
servation of the so-called “entropy floor” (Ponman et al.,
1999). These authors showed that the central entropy level
in groups (outside the cooling-flow radius) is higher than
the level the sole cosmological shocks can provide, while
being well in accord with adiabatic numerical simulations
(e.g., including no dissipative physics) in clusters. This en-
tropy injection could be due to supernovae explosions (the
so-called feedback from star formation) or other sources as

Send offprint requests to: S. Dos Santos

active galactic nuclei. Several semi-analytic schemes that
elaborate on this idea have been proposed to reproduce
the curvature of the Lx — T relation in the groups’ mass
range (where the effects of the preheating are thought to
be the highest, see Cavaliere et al., 1997; Bower, 1997;
Valageas & Silk, 1999; Valageas & Schaeffer, 2000; Wu
et al., 2000; Bower et al., 2000). In particular, Cavaliere
et al. (1997, 1998, 1999, hereafter CMT) have introduced
a simple model, where the bending is provided by the dif-
ferential strength of a shock occuring at the virial radius
in a preheated gas. Their description relies on the physi-
cal modelling of the shock interface, using Hugoniot rela-
tions, and reproduces naturally the central observed en-
tropy floor. While this model highlights the important role
of shocks and entropy floor in the formation of clusters and
groups, no analytic description of the X-ray observed re-
lations has yet been found to encompass both groups and
clusters. The aim of this paper is to present such a model
and compare it to observations.
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However, despite the success of these semi-analytic
schemes when confronted to observations, difficult prob-
lems remain, as for example the fact that a reheating by
supernovae (hereafter SN) explosions requires an incredi-
bly high efficiency of the transfer of energy from SN rem-
nants to the intergalactic medium (Valageas & Silk, 1999;
Bower et al., 2000). In particular, the cooling of the SN
remnants will obviously decrease this transfer efficiency,
and must be ignored in these models. While a combination
of SN and quasars (hereafter QSOs) reheating is probable
and would alleviate this problem, Bryan (2000) has pro-
posed that differential galaxy formation between groups
and clusters (which would lower the central entropy in
groups and allow higher entropy gas to flow into the cen-
ter) can explain the curvature of the Lx — T relation and
the entropy floor. However, it is well known that with-
out preheating, most of the available gas in the universe
would have formed stars today, which is not observed (this
the so-called “overcooling problem”, see Blanchard et al.,
1992; Balogh et al., 2001). This much-needed feedback in
galaxy formation would certainly have an impact on the
formation of clusters and groups. Valageas & Silk (1999)
have indeed shown that galaxy and cluster feedback differ-
ing requirements are likely to provide a tight constraint on
the amount of preheating in the universe. But, even in the
preheated scenarios, there is actually no consensus on the
entropy injection epoch. While most of the studies have
focussed on “external preheating” models (where the en-
tropy injection occurs before the formation of groups and
clusters e.g., before the gas is compressed by shocks) be-
cause low density gas requires much less energy than high
density one to be raised to a given entropy level (and also
because the star formation rate seems to peak rather early
in the universe evolution), Loewenstein (2000), from a se-
ries of approximate static hot gas models and Brighenti
& Mathews (2001), from 1D numerical simulation with
cooling, mass dropout and star formation feedback, have
argued that most of the heating occured during or after
the assembly of the group or cluster gas. The efficiency
problem of SN explosion is still present, but can be allevi-
ated by an initial mass function flatter than the Salpeter
one (Brighenti & Mathews, 2001). These are the so-called
“internal preheating” models.

In this paper, we focus explicitly on an external
preheating model. Internal preheating models require
spatially-dependent and time-dependant star formation
rates to provide the amount of injected entropy, while ex-
ternal preheating models only require the level of entropy
before the gas falls in a cluster or a group. This simplifica-
tion allows us to obtain a completely analytic model that
describes both groups and clusters.The physical approach
we follow consists of deriving scaling relations, e.g. Lx —T,
y —T, y— Lx by linking these observed quantities to the
specific entropy profile in the system. For this purpose we
first derive an analytic expression for the entropic profile
normalisation at the virial radius of clusters and groups
by discussing shocks, as in CMT. Using this relation we
then derive analytically the relevant scaling relations and

compare them to data. Following Tozzi & Norman (2001),
we highlight the key role of entropy and argue that it in-
deed constitutes the best observable in clusters, allowing
to derive analytical expressions for standard X-ray and
Sunyaev-Zeldovich (hereafter SZ) correlations. This leads
us to reinterpret these relations in terms of global entropy
content in a well physically motivated manner.

The plan of the paper is as follows : in section 2, we
present, the shock model and derive an expression for the
normalisation of the entropy profile at the virial radius.
This expression, containing a free normalisation, is fitted
to observations. In section 3, we relate the X-ray luminos-
ity to the entropy profile and derive an analytic expression
for the shape of the Lx —T relation, which is subsequently
compared to observations using only the fitted parameter
of the last section. The same method is followed in sec-
tions 4, 5 and 6 to obtain analytic expressions for the
Micm — T, fgas — T, yo — T and yo — L, correlations
(where Mjc is the gas mass, foq5 is the gas fraction and
yo is the central Compton parameter). In each of these
parts, we provide a detailed comparison with previous
work. Section 7 discusses a reinterpretation of these corre-
lations in terms of the total entropy content in groups and
clusters, tests it using a semi-analytic model and discusses
the main hypotheses we make. Moreover, a comparison
of our results for the entropy floor with other theoretical
models is made. Section 8 summarizes the present work
and concludes. We also compute the numerical values of
the normalisations of the correlations found and summa-
rize all these results in Appendix A, allowing to use them
easily in another context. Appendix B computes the in-
falling velocity as a function of the mean mass of the sys-
tem and compares to hydrodynamic simulations. Finally,
Appendix C, introducing a simple model for the entropy
profile of groups, computes the shape factors appearing in
the different normalisations.

Unless otherwise stated, we use Hp =
100 hy 3 km s~! Mpc~! with hy/3 = 2/3, which gives
approximatly Hy = 67km s~ Mpc~!. We rescale all the
data used in this paper to this value.

2. Entropy and shocks in clusters and groups

The study of the equilibrium state of X-ray clusters and
groups of galaxies requires the physical description of
the complex interplay between baryonic and non-baryonic
dark matter. To tackle this problem analytically requires
several simplifying hypotheses. The following assumptions
are reasonable and will be thus assumed henceforth (see
Sarazin, 1988, for a review and a discussion of the main
assumptions).

First, the hot and diluted plasma of ions and electrons
constituting the intracluster medium (hereafter ICM) is
treated as a single species perfect gas satisfying

_ pkT

P )
Hmy

1)
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where P, p, T denote respectively the pressure, density
and temperature of the baryonic gas, while £ denotes the
Boltzman constant. Second, neglecting the ICM mass with
regards to the DM mass, and assuming stationarity (no
gravitional potential variation on time scales smaller than
the hydrodynamic time scale, e.g. no recent mergers), the
ICM is assumed to be in hydrostatic equilibrium (hereafter
HSE) in the dark matter gravitational potential ¢. We
can thus write the continuity and the Euler equation as
follows :

V(pv) =0 ©)
VP = —pV¢ (3)

where v is the gas velocity and ¢ the gravitational po-
tential. Equations (2), (3) and (1), together with the en-
ergy conservation equation and Poisson equation (the use
of which can be avoided if an approximate analytic ex-
pression for ¢ is chosen, e.g., neglecting the gravitational
contribution of the baryons) form a closed set of equa-
tions, whose resolution provides the radial profiles of all
the quantities of interest in the gas.

To solve this set, boundary conditions are required. In
the present paper, we are interested in the variations of
these boundary conditions with the total mass of the sys-
tem (or equivalently with its mean temperature). Indeed,
the previous equations will describe the equilibrium of
baryonic gas in the underlying potential, whatever the to-
tal mass of the system. We argue and show in the following
that changes in the boundary conditions, when explicitly
written as a function of the mean temperature, allow us
to derive the change in global correlations, such as the
Lx — T relation, on a scale going from clusters to groups
of galaxies. For this purpose, we use the fact that the flow
of gas on a cluster becomes supersonic in the vicinity of the
virial radius r, (Teyssier et al., 1997). We will then show
that a standard modeling of the resulting shock (following
CMT) leads to the appropriate boundary conditions. We
will consider hereafter that the boundary conditions take
place after the last major merger of the system, as appro-
priate in a hierarchical picture of structure formation.

The last hypothesis we will use is that within the virial
radius, the ICM is isothermal. This hypothesis will not be
used in the derivation of the boundary conditions (sec. 2.1)
but in the derivation of the global correlations in groups
and clusters (sec.s 3 and 5). Both observations Markevitch
et al. (1998) and simulations (Teyssier, 2001) show that
this approximation is good into a factor two and is thus
sufficient for our purpose.

Finally, let us recall an hypothesis necessary underly-
ing every work published using the entropy of the ICM,
but rarely stated : the local thermodynamic equilibrium
hypothesis (hereafter LTE). By definition, in a state of
global thermodynamic equilibrium, temperature and pres-
sure (and thus density) are constant throughout the sys-
tem, and the state functions of the system (e.g. entropy)
have a determined dependency on the state variables cho-
sen (and so a fixed value). In the LTE however, temper-
ature and pressure can vary from point to point (as is

obvious in clusters from X-ray observations for example)
and, locally only, the system is in thermodynamical equi-
librium. Thus, the state functions have the same depen-
dency on state variables as in global equilibrium, but vary
now from point to point as do the latter. Note that this
hypothesis is likely to break down at smaller scales than
the ones of interest to us, due to turbulence or magnetic ef-
fects. This hypothesis is crucial if we want to use the usual
analytic expression of the specific entropy of the ICM, s,

namely
kT
prt

s=S/c, =In (

where v is the polytropic index of the gas. The thermo-
dynamical state of the gas is fully known as soon as the
entropy profile of the gas is known. Since we want to high-
light the key role of entropy as “an observable” we choose
to describe the physical state of clusters in terms of en-
tropy, or more appropriately and equivalently in terms of
the adiabat, defined as

4)

K =(um,)"" e = = (KT)n*/*, ®)
where n = p/(pmy). In the following, T' will denote the
temperature in keV (i.e., we will replace everywhere kT
by T'). Note that from now on the polytropic y index will
be fixed to its standard value of 5/3. The definition of the
adiabat differs from the widely used definition of Balogh
et al. (1999) (by a constant factor (pm,)7~!) but allows
a direct comparison to observations.

nY-1t

2.1. A general shock model

We first aim at deriving adiabat boundary conditions
based on the Rankine-Hugoniot relations, used in the same
form as CMT.

2.1.1. The Rankine-Hugoniot relations

Let the infalling gas velocity reach the sound speed at
r = r, and consider subsequently that a shock form at this
radius. Let the temperature, the density and the velocity
of the infalling gas before the shock be respectively T,
ny and vy, and the post-shock temperature, density and
velocity be Th, ny and wve. If the shock efficiency is very
high, i.e. the post-shock velocity v is null in the rest-
frame of the cluster center of mass, the Rankine-Hugoniot
relations yield (CMT) :

2
my v
KTy = "T"l Fle), (6)
with
/ 2 2
F(e)zw_‘_le_iei (7)
4 10 20 (14 /T +€)?
and
15 kTy
=2 2 - ®)
pmp vy
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At the same time, the ratio between post-shock (ns) and
pre-shock (n1) density is given by :

s T 7\ T
n1_2(1 T2)+[4 (1 T)) +T2
Note that since the ICM within r, is assumed to be
isothermal, its temperature is equal to the temperature
Ty after the shock.

Using the formulas above, we will now derive a gen-
eral expression for the adiabat jump at the shock, which
will depend on the system mean temperature. This virial
adiabat normalisation will provide us with the change in
the boundary conditions necessary to describe groups and
clusters in a unique analytic model.

1/2
)

2.2. The adiabat after the shock

To find a general expression for the post-shock adiabat,
we first express the ratio T /T as a function of € :

T 4 €
=2 . 10
Ty 5 F(e) (10
Introducing this expression in equation (9), one has :
4 €
nz—2m(073ﬁ5)
1/2
4 €\’ €
1--—— — . 11
+ [( 5F(e)> +5F(e):| ) (an

Using then equations (6), (8) and (11), the post-shock
adiabat K> is easily expressed as a function of the pre-
shock adiabat Ky and € in the following manner :

kT,
Ky = 73

iy

5

= ZSTKlH(e)’ (12)

where

F(e)
H() = = ((17

e\’ € 12 -2/3
F(e)) +5F—(6)] ) . (13)

Even if this last expression looks complicated, it can be
straightforwardly expanded in a Laurent serie in the vicin-
ity of e = 0. We obtain :

He) =152 (1455 1) +0(0) . (14)
Checking the validy of this expansion in the range
0 < € < 1 we find an agreement better than 4% (fig-
ure 1) which is enough for our purpose (the error of the
approximation reaches a constant 15% level at large €).
Thus we will neglect higher order corrections.

(
T

o2
o T

0.10

o
S

~

w

~

(H=Ha)/H x 100

=)

0.01 0.10 1.00
3

Fig. 1. Top : plot of the function H (€) (equation 13, solid line),
together with the two firts order of its expansion (equation 14,
dashed line). Both functions are hardly distinct. Bottom :
Percentage difference between H and its expansion. The agree-
ment is better than 4% in the relevant e range (and always
better than 15 % for all values of €.)

As a consequence, for the all range from groups to rich
clusters, one can write to a very good approximation :

1 101
Ky = 1%2*1/3 K, (1 + 1—%) . (15)
Note that this expression that fits so well the general adi-
abat expression is not really a surprise. Its physical signif-
icance is indeed straightforward. To show this, let us take
two limiting behaviour, namely in the cluster and in the
group mass range.

Since rich clusters of galaxies accrete mainly small
clumps and diffuse gas, the cold inflow or strong shock
limit is appropriate. Consequently it is usually argued that
the entropy of rich clusters is dominated by shock created
entropy. Indeed, for this approximation we have To > T;
and € < 1, and so (from eq. 15)

K. (16)

On the other hand, for groups of galaxies, the weak
shock or adiabatic infall approximation is more appropri-
ate. Indeed since the infall speed tends to be lower, and
since groups accrete preheated gas, the weak shock limit
(whose limit is the true adiabatic infall) is appropriate
(CMT)*. Indeed, taking the limit € — 1, eq. (15) yields
Ky~ 3—22—1/3 K.
This means that the entropy content of groups is domi-
nated by the “adiabatically accreted” gas, hence the ex-
istence of a so-called entropy floor (the last expression of
K, being independent of €).

17)

! Note that this hypothesis of adiabatic infall has been shown
to allow to reproduce the Lx — T relation in the group range
by Balogh et al. (1999)

264



Competition between shocks and entropy floor. ..

A&A in press (2001)

S. Dos Santos & O. Doré : Unifying groups and clusters with entropy 5

The analytic expression in eq. (15) thus provides a
well physically motivated expression for the competition
between shocks and entropy floor that rules the adiabat
virial normalisation from groups to clusters.

2.3. Linking groups and clusters
2.3.1. Defining a general analytic K — T relation

We now want to make use of the previously derived ex-
pression (15) to predict a general relation for the K — T
relation for groups and clusters.

First, making use of eq. (8) and eq. (15) we rewrite

s, (1+§’””””f) .

K, = (18)

16 51 kTy
Second, we need to express the infall velocity v, as a
function of the mean temperature of the system. This is
done in Appendix A, where we show that using the virial
theorem, the M —T relation, together with the assumption
of adiabatic cold inflow, we can write (¢1 being a caracter-
istic virial radius gravitational potential, T, a caracteristic
temperature and 7 a dimensionless constant, see eq. B.5,
B.11 and B.13) :

T
v = —2n¢, (IT) .

Note that from now on we will assume notations of

(19)

Appendix A.
This leads naturally to:
17 _ 16 pmy¢y (T
Ky(T)= =272 Ky [1- =222 (= 9
(1) = oz a [1- St (L)) o)
that we rewrite
T
Ky(T) = K, [1+ (—)] , (21)
To
where we have defined?
17 s
Ko = 162 K (22)
and
51 kTh
To=—— T, . 23
O o mp @3

The scaling relation (21) is a key result of our paper.
It states how the entropy jumps due to the shock changes
with the mean temperature of the system. Written this
way, the last formula has two free parameters : a normal-
isation parameter Ky ~ K, i.e. the adiabat before the
shock, and the temperature T that marks the transition
from the adiabatic inflow to the strong shock regime.

Deriving the value of Kj requires a whole semi-analytic
scheme, which would require a model of the entropy evo-
lution of the intergalactic medium (hereafter IGM) as the
universe evolves (see e.g. Valageas & Silk, 1999). This is

2 Remark that 17/16x 27/ ~ 0.843, so that Ko ~ 0.843 K.

clearly beyond the scope of the present paper, and we will
thus constrain K by comparison with observations (which
only means that the normalisation of our model is left
free). However, Ky and T are not independent parame-
ters and can be related by simple physical considerations
as will be shown in the next section.

Once this is done, the scaling relation (21) is left with
only one normalisation parameter K.

2.3.2. Relating Ky and Tj

First, to explicit the relation between Ky and Ty, we need
to specify the value of both n and 7 in equation (23).
Using the results of Miniati et al. (2000) for the infall
velocity in hydrodynamic simulations (see eq. B.15 and
Appendix for notations), a value for n can be derived by
equating eq. (B.15) and eq. (19) :

2
Vso T*

__ 2
=54 (Ts> (24)
which, when introduced in equation (23), gives :

51 kTy
=" 7 25
°7 3 pmy vy ° (25)

where T, and vy are known (appendix A).

The relation between Ky and Tp will appear when ex-
pliciting 7). Indeed we can write it as a function of the
pre-shock adiabat K :
Ty = Ky n?/?. (26)
The overdensity that eventually collapses and reaches
a density p; at r, has decoupled from the Hubble ex-
pansion at a turn-around redshift z;, where its density
was pi, and its radius was r.,. Following Balogh et al.
(1999), we assume first that the IGM was preheated (non-
gravitationally) before z;, and its adiabat raised to the
value K. Second, we also assume that between r;, and the
shock radius r, itself, the gas has an isentropic behaviour.
To fix the value of the overdensity (and thus the density)
0ta = (pta — P)/ P at the turn-around, we will consider the
simplest collapse model, i.e. the spherical collapse model
in a given cosmology.

By definition of the baryonic fraction fp and the over-
density d;, we can write :
Pta = (1 + ‘5ta) pe fB (27)
where p, is the critical density. Inserting this last equation
in eq. (25), one obtains :

_ 51Ky ((1+61a) pe f3)°

8 ump) ey T
which relates Ko and Ty via eq. (22).
Consequently, to fix the numerical value of Ty we need

to specify a value of K;. We choose to assume the value
of the observed entropy floor visible in groups of galaxies.

To (28)
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A value of K; = 120keV cm? is inferred from the data
(Lloyd-Davies et al., 2000, see the next section).

Then we assume a flat Q,, = 1 universe with
Hy = 50kms~'Mpc~' and the baryonic fraction as
fixed by Big-Bang Nucleosynthesis standard, i.e. fp =
0.015 higy/Qm (Olive et al., 2000). For a spherical collapse
model §;, = 972 /16. Note however that in the widely used
hierarchical structure formation paradigm, this monolithic
formation model is too simplistic. Indeed, since the ma-
jority of the infall of group of galaxies occurs through fil-
aments, an overdensity of §;, ~ 10 should be more appro-
priate. Considering then the values of vy and T spec-
ified in the Appendix, we find that To = 1.86keV for
0o = 972/16 and Ty = 2.62keV for &, = 10. This is
quite insensitive to the adopted cosmology, since for an
Q,, = 0.3 universe, one finds 7y = 1.71keV and 2.33 keV
respectively. It is thus obvious that we can take for Ty an
intermediate value between these two extremes.

In the following, we will thus consider that Tg is fized
at 2 keV, and that the only free parameter of the model
will be the normalisation factor K. Moreover, choosing
a value of Ty between 1.5 and 2.5 keV does not alter the
quality of the fits we present in the next sections.

Looking at eq. (21), Tp has a simple physical interpre-
tation : it is the system mean temperature where the ef-
fect of an entropy floor begins to change the adiabat jump
during the virial shock. For systems with 7" < T, the pre-
shock entropy is high enough to reduce the shock and a
quasi-adiabatic inflow takes places (but the shocks are not
completely suppressed, see section 7.4). For T' > T, the
shock adiabat jump brings the post-shock adiabat to val-
ues much higher that the entropy floor, the latter having
less and less incidence as T increases. Thus we find that
this transition occurs around 2 keV.

2.3.3. Comparing with observations

X-ray observations of groups and clusters of galaxies have
brought a great amount of information on the gas equi-
librium in these systems. Unfortunately, due mostly to
the high background of the instruments and the gas den-
sity decline with radius, there are not yet entropy obser-
vations available up to the virial radius, that would al-
low to test directly our model (and more generally the
scheme invented by CMT). The new generation of satel-
lites (Chandra and XMM-Newton) is expected to bring
new observations near the virial radius, allowing to test
different formation scenarios of clusters and groups (see
e.g., Tozzi et al., 2000).

Nevertheless, some data on the central adiabat value
of the gas in groups and clusters are available. Ponman
et al. (1999) were the first to show that groups have a
central adiabat higher than the one they would have if it
had been imposed by shocks only. Recently, Lloyd-Davies
et al. (2000) have refined these observations, taking into
account the temperature gradients, while increasing the
statistics. This is the so-called observed “entropy floor”.

1000

T
N

Ky = T/n* (keV crmr’)
.

T (keV)

Fig. 2. Post-shock adiabat K> as a function of the mean tem-
perature of the system. The solid line is obtained with equa-
tion (21), with K1 = 120keVcem? (i.e., Ko = 102keV cm?).
Note that only the normalisation is a free parameter, as the
reference temperature Top = 2keV is obtained from the value
of Ki. The dashed line is a K « T fit to the systems above
4keV found by Helsdon & Ponman (2000). The similarity of
the shock model adiabat normalisation (computed at the virial
radius) with the data taken at the center (R = 0.1r,) allows
us to postulate an approximate self-similarity in the specific
entropy profile in the Sec. 3.

‘While cool systems have a constant central adiabat, hot-
ter clusters follow naturally the results of numerical sim-
ulations without a preheating phase (which predict that
K o« T). Note that our model predicts exactly the same
behaviour, exhibited in the post-shock adiabat analytic
expression of eq. (21). However, we compute the adiabat
near the virial radius, while the data come from the cen-
tral parts of the systems. Nevertheless, observations and
theory can be compared if we assume that the adiabat
difference between two different temperature systems is
conserved when going from the virial radius to the central
part. This implies that the physical mechanism responsi-
ble for the post-shock adiabat value (competition between
shocks and an entropy floor) is the same as the one re-
sponsible for the central adiabat value. This is indeed a
reasonnable assumption, since 3D hydrodynamical simu-
lations of the formation of clusters show that, after the last
major merger, a quasi-spherical shock forms and expands,
that leaves behind an increasing adiabat profile (see e.g.,
Evrard, 1990; Frenk et al., 1999). The same physics is
thus at work in the center and in the outer parts of clus-
ters, allowing the physical description of the two regions
to coincide. Indeed, the only difference between these two
regions is that the universe will have evolved when the
shock reaches the present-day virial radius, as compared
to the time when the central entropy is set. We thus don’t
expect the observational value of K; (found by normal-
isation to the observations) to be representative of the
present adiabat of the universe, but it should instead be
representative of the IGM at the time when the smaller
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mass systems formed. If virial radius observations of the
adiabat were available for the same systems, we expect
then that the same analytic expression as in eq.(21) would
be a good description of the data, with a different value of
K, representative of the present-day adiabat of the IGM.
Figure 2 shows the comparison of eq. (21) with data
from Lloyd-Davies et al. (2000). Only the normalisation
was fitted here, with a value of K; = 120keV cm? (giv-
ing Ko = 102keV crnQ)7 while we have taken Tp = 2keV,
derived with the same value of K; in the last section.
Replacing eq. (28) in eq. (21) instead, and fitting for K
gives an undistinguishible analytic curve. The dashed line
is the result of a K o« T fit to the systems above 4keV
found by Helsdon & Ponman (2000). This temperature
dependence of the adiabat is taken from numerical simu-
lations (see Ponman et al., 1999). The dot-dashed line is a
constant gas entropy fitted to the four lowest temperature
systems by Lloyd-Davies et al. (2000) and has a value of
139 keV cm?. The agreement between the analytic formula
and the data is remarkable. Indeed, using the fitted value
of K, the computed Ty value agrees very well with the
temperature of the intersection between these two limit-
ing behaviours (see last section). This shows that eq. (21)
is not a mere analytic formula (which could have been
infered from the observations), but succeeds in capturing
both ingredients which fix the central entropy value : the
entropy floor (dot-dashed line in the groups mass range)
and the shocks (dashed line, in the cluster mass range).
By adjusting the normalisation of our analytic model
using the data we derive a value for K7. Then making use
of this relation we get directly for any system at a given
temperature T' (either a group or a cluster) the normali-
sation of the adiabat profile. It is now important to check
wether we are able to use this relation to derive realistic
Lx —T and y — T relations for both groups and clusters.

3. From the adiabat to the Lx — T relation

The total X-ray luminosity of a local cluster (group) of
galaxies is expressed as :
Ly = [ mAAE )V, (29)
v

where n, is the electronic density and the integration
is carried out over the whole volume V of the system.
Ac(AE,T.) denotes the local X-ray emissivity of the clus-
ter gas within a given energy band AE. For example, in
the case of pure thermal Brehmsstrahlung emission ob-
served with contemporary wide-band satellite, one has
Ae Te1 2

3.1. An analytic prediction for the Lx — T relation

We can now express equation (29) as a function of K and
thus link the X-ray luminosity with the temperature and
the adiabat :

T3
Ly = < A(AE,T)dV . (30)

Since we assume the cluster to be isothermal and since
in general the emissivity can be written as a power-law
function of the temperature with index «, one has :

Lx dv
Tora =M | K5 31)
Ag being the normalisation of the emissivity.

Equation (31) gives us a direct link between Lx, T and
K. Was the expression of K as a function of T' known, it
would enable us to predict the shape of the Lx — T rela-
tion. However, the result of the previous section (21) gives
us the change in the adiabat normalisation as a function
of temperature, but since the integral in eq. (31) is com-
puted over all the system volume, in principle we need the
adiabat profile to compute it. However, if we make the fur-
ther assumption that the adiabat profiles are self-similar
in temperature, i.e. the temperature enters the analytic
expression of K (r) by its normalisation only, then we can
derive an expected Lx — T relation. This assumption is
justified by the fact that our theoretical expression for the
adiabat normalisation (equation (21), which is computed
at the virial radius, provides a very good fit to the cen-
tral entropy data in groups and clusters. This simple fact
ensures that the difference in normalisation between two
clusters of different temperature (which is due to shocks
and preheating) is leaved approximately unchanged from
the virial radius to the center. This important side aspect
of our work will be discussed in Sec. 7. We thus write :

K(r,T5) = K5(T3) f(r), (32)

where K, (1) is given by equation (21) and f(r) is a func-
tion of the radius, that is independent of the mean system
temperature. We have thus :

Lx dv

T3+ v ()

Even if f does not depend on T, the integral on the
right-hand side of the last equation depends on the total
volume of the cluster, and thus on its virial radius, which
depends also on the mean temperature. Let us assume that
the cluster is spherically symmetric (which is reasonable
if the system has sufficient time to relax). We can then
write :

= Ao Ko(T) 73 (33)

i f‘i—z]r) = d4r /0 P2 f=3(r)dr (34)
— 43 2 p—3
= 47rrv/0 z° f7%(z)de (35)
= 48 Qx (36)

where we set = r/r, and define the shape factor Qx.
Using then the r, — M and M — T relation of equa-
tion (B.10) and (B.11) before using our K — T relation
(21), we obtain when replacing in equation (33) :

T —3
Lx = Ly T/t [1 + (—)]
To

(37)
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Fig. 3. Lx — T relation versus observations from Helsdon &
Ponman (2000) for groups and Markevitch (1998) and Arnaud
& Evrard (1999) for clusters. The solid line is the analytic
formula in eq. (37). To was fixed at the value computed in
Sec. 2.3.2 i.e., To = 2keV, and Qx = 0.115, as computed in
Appendix C.

where the normalisation Lg is given by :

_ 3 M, _3
Lo = Ao (W) Ky Qx, -

Let us first comment on the shape of the Lx — T relation.
‘While for the group range, where @ = 0 and 7' < Tj, we
have :

(38)

Lx o T%? o T*?, (39)

for very hot clusters (for which T' 3> T and a = 1/2), we
recover the so-called self-similar behaviour :

Ly oc T?/?+1/273 o T2 (40)

The 10 keV cluster range will be intermediate between
these two behaviours. We now turn to a comparison with
observations.

3.2. Comparing with Lx — T observations

The normalisation of the local Lx —T relation (eq. 38) de-
pends on the value of the IGM adiabat K and the shape
factor @x. The former has been obtained in Sec. 2.3.3
(Ko = 102keV cm?) by comparing our analytic formula
for the adiabat jump to observations. The latter is more
difficult to obtain since it will depend on the exact adia-
bat profile of clusters and groups. We show in Appendix C
that we can compute a value for Qx by considering
aa reasonable model for the adiabat profile, relying on
isothermality and a S— model for the gas density profile
(Cavaliere & Fusco-Femiano, 1976). The computed value
is @Qx = 0.115.

To validate this relation, we plot on figure 3 the Ly —
T relation of equation (37) together with data taken for
groups (from Helsdon & Ponman, 2000) and clusters of

Unifying groups and clusters with entropy

galaxies (Markevitch, 1998; Arnaud & Evrard, 1999). The
quality of the fit is obviously excellent. Note that we adopt
for Ty the value computed in Sec. 2.3.2 and used Qx =
0.115. There is thus no free parameter in the solid curve
computation, since Kq has been already fixed.

Note that the hotter groups seem to be overluminous
when compared to the cluster data as well as to the ana-
lytic relation. This is due to the fact that, in the cluster ob-
servations, the central cooling-flows were cut (Markevitch,
1998) or the sample was chosen explicitly to contain
only clusters with known weak cooling-flows (Arnaud &
Evrard, 1999). On the contrary, the groups luminosity
in Helsdon & Ponman (2000) are not corrected for the
cooling-flow (which explains that the hotter groups, which
are expected to have the greatest fraction of their luminos-
ity coming from their cooling-flow because of their higher
central density, show the greatest departure). Our model
does not take into account a possible cooling-flow compo-
nent, which explains that it fits very well the cluster data,
while lying near the lower envelope of the hotter groups. It
fits nevertheless very well the lower temperature groups®.

Both the cluster slope and the group steeper slope
come out naturally of our relation. This agreement is re-
markable and is the first to our knowledge based on an
analytic discussion to encompass both groups and clusters.

This good agreements is a strong sign in favor of the
consistency of our approach. It is thus natural to try to
apply an analogous method to the correlation between the
mass of gas and the mean temperature, as well as to the
SZ effect, and compare cluster observations with our ana-
lytic predictions. Unfortunately, gas mass observations are
sparse and heterogenous for groups, while no SZ effect in
a group has yet been observed. We can nevertheless make
predictions for the Mjep — T and y — T relation in this
range, which could be validated by undoubtly forthcoming
SZ measurements.

4. From the adiabat to the ICM gas mass and gas
fraction

4.1. Predicting the Moy — T relation and comparing
to observations

Another tight correlation found in reducing ICM data of
clusters is the link between the ICM mass and the mean
temperature. For a perfectly self-similar model, one ex-
pects theoretically Micoar o T3/2. In fact, several groups
have reported recently a steepening of this relation, which
could be due to entropy injection. Vikhlinin et al. (1999)
have studied the outer regions of a ROSAT sample of clus-
ters, and found that the above correlation could be writ-
ten Moy oc TV71%0-13 steeper but nevertheless close
to the self-similar value. On the other hand, Mohr et al.
(1999) have fitted double S-models to another large sam-
ple of clusters and found that Mo oc TH-98+0-18 ' mych

3 For more discussion on this point, see Brighenti & Mathews
(2001), Sec. 2.1.
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steeper than the self-similar model. It is not clear if this
discrepancy (at only 1o level) is real and if so, what are
the reasons behind it.

It is easy to compute this correlation in our framework
and worth comparing our predictions with observations.
The ICM mass of gas can be written (assuming spherical
symmetry) :

Ty
Miom = 477/ r? pgas("') dr, (41)
0

where pgqs(r) = pmyn(r) is the mass density of plasma.
Rescaling with the virial radius and replacing the gas num-
ber density by a combination of temperature and adiabat,
one finds :

71732
Miom = Moy T* [1 + IT] (42)
0
with
3 M. —3/2
MOy =pm, | ——— | K5°°Qu, 43
ICM P (Apg Tf/) 0 ( )
where we defined naturally :
1,2
z* dx
Qum = / rer 44
o (4

The value of this shape factor, which determines the over-
all normalisation, is also evaluated in Appendix C. The
predicted value using eq. (44) is Qp = 0.1915, while
the best-fit normalisation is ~ 40 % lower. We argue in
Appendix C that the observed surface brightness in most
of the clusters does not reach rsgg (the virial radius) and
thus needs an risky extrapolation of the data. Moreover,
the observational derivation of ra is also dependent on
several assumptions (in particular on the assumption of a
given mass profile) and it is possible that the gas masses
were in fact computed at A # 500. Indeed, lowering the
the upper boundary of the integral in eq. (44) to 0.8
(i.e., assuming 7500 is underestimated by only 20 %) gives
Qun = 0.1136, which is in perfect agreement with the data.
We use this value in figure 4 and in the following section.

The slope of the correlation also steepens from very
hot clusters (Mo o< T3/2, analogous to the self-similar
correlation) to groups (Mjoan o< T3). The temperature
range probed by Mohr et al. (1999) is intermediate be-
tween these two behaviours.

The figure 4 shows the data from Mohr et al. (1999),
as well as their best-fit linear correlation Moy o T198
(dot-dashed line). The solid line is our predicted relation
using the computed value @ps = 0.1136. The predicted
slope matches perfectly the data. The steepening of the
relation compared to the self-similar one is thus, in our
particular model, simply a consequence of the differential
shock strength and the entropy floor.

1014

(solar masses)

Meu

1013

T (kev)

Fig. 4. Micn — T correlation. The data are from Mohr et al.
(1999). The dot-dashed line is the best-fit linear correlation
Mirom o« T'® found by these authors, while the solid line
is the predicted correlation (eq. 42) using the computed value
Q= 0.1136 (see Appendix C). The curvature of our predic-
tion is clearly visible when compared to the best-fit power-law.

4.2. Comparing the subsequent fgas — T relation with
observations

The gas fraction is very important in that it is supposed
to give a direct lower limit on the universe baryon frac-
tion, if clusters are a fair sample of the universe (White
et al., 1993). Such measurements have proven to be tight
constraints to the total mass density of the universe.

Using eq. (42) and the observed M — T relation of
eq. (B.11), i.e. the observed scaling between total mass
and temperature, it is straightforward to compute the gas
fraction variation with temperature :

71-3/2
fgas = fgoas T8/ [1 + 170] (45)
with
3 _
0 _ 3/2
fgas = pmp (m) Ko7 Qum - (46)

The value of @ is the same as in the last section (Qar =
0.1136) and no renormalisation is performed.

Eq. (45) is shown in figure 5, together with observa-
tions. The data points are from Mohr et al. (1999). These
data were fitted by the authors with a power-law, namely
fas = (0.20740.011)(T'/6 keV)®-34%0-22_ The shaded area,
limited in abscissa by the minimum and maximum tem-
perature of the sample, represents the area covered by
similar power-laws increased and decreased by 1o (both
in normalisation and in slope). It is obvious that the data
are dispersed, but the trend found by Mohr et al. (1999)
is very well recovered by eq. (45), as well as the normali-
sation.

Looking at eq. (45), one sees that for Ty < T, i.e. for
rich clusters, the gas fraction becomes independent of the
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Fig.5. fgas — T relation. Data are taken from Mohr et al.
(1999) as well as the shaded area which corresponds to the
domain of validity of their fitted power law, +1o. The solid
line corresponds to our prediction. Both the trend and the
normalisation are in good agreements.

temperature. This regime is only reached asymptotically
in the figure. On the other end the slope steepens from
clusters to groups, since we have :

3/2
fas fgasTO/ =
o M

constant for rich clusters,

for groups, (47)

where M is the total mass of the group. It is interesting
to note that the fact that the gas fraction is proportional
to the total mass in the groups regime was first claimed
by Balogh et al. (1999). We thus recover analytically the
adiabatic behaviour modelled by these authors. However,
their model breaks down at high temperature, when the
shocks become important, while ours runs smoothly from
an adiabatic infall to a shock-dominated regime.

5. From the adiabat to the SZ temperature
decrement

The observations against which our model was validated
above were only in the X-ray wavelengths. We are now
turning to the radio and sub-millimeter bandwidth, which
also probes the hot gas in clusters (via the Sunyaev-
Zeldovich effect) and offers independent observations, with
different possible systematics and errors. This allows us to
independently validate the model and make some predic-
tions about the group behaviour in this band.

Inverse-Compton scattering of incoming CMB photons
on ICM thermal electrons cause a well observed change
in the spectral dependence of the CMB (Rephaeli, 1995;
Birkinshaw, 1999). The amplitude of the CMB tempera-
ture brightness variation can be written :

AT kT B
Tomn h(z)/ (mecz) neordl = h(z)y,

where h(z) is the frequency dependence (with z =
hv/kTcymp), which simplifies to h(z) = —2 at the

(48)

Rayleigh-Jeans part of the spectrum, y being called the
comptonization parameter. The integral in the right-hand
side of equation (48) can be expressed as a function of K,
as for the X-ray luminosity :

AT
T = h(z)y (49)
CMB
kG'T
= h(z)mec2 /nerl (50)
_ or [ (kT)%/?
— (o)7L / Ll (51)

5.1. An analytic prediction for the y — T' relation

For current SZ experiments resolution (especially interfer-
ometric ones), the beam smearing is still a critical issue
as long as we want to determine a central value. Most
authors use X-ray determined temperature as well as the
X-ray surface brightness to correct for the beam and to
obtain the central value of the SZ effect y(0). This might
be a source of uncertainty but we will nevertheless express
this quantity in our physical framework, and compare it
to observations.

The beam-corrected quantity can be obtained in the
following way : going back to equation (51) we write (as-
suming spherical symmetry)

yo = y(0)
or T5/2
=X [ 2
Mec? Ks/z(T)dl (52)
R /°° rdr
Mec? Kg/Q(T) R VrE— REf3/2(r)
o T5/? /°° dr
= R, . 53
mec® K321y " Jo  f32(x) ©%
Using eq. (21), (B.10) and (B.11) we have thus :
T\173/2
Yo =To T° [1 + (IT)] (54)
0
with
aur 1/3
_ or « —3/2
= — | K . 55
To= g LﬁApng/Q 2" Qsz, (55)
where we have defined :
®  dr
o5 = || gy 0

The value of Qg is computed in Appendix C.
Finally, let us make a comment about the shape of the
y — T relation. For T' > Tj, we get :

yo o T332 o T3/2 (57)
while for T « Ty :
Yo o T°. (58)

Thus, as a matter of fact we expect a steepening of the
y — T relation when going from clusters to groups.
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Fig. 6. Central SZ decrement - X-ray temperature relation.
The data points are taken from Zhang & Wu (2000). The solid
line is the predicted yo using Qsz = 1.835 . The dot-dashed line
corresponds to the renormalised correlation fitted by Cooray
(1999). The predicted normalisation was computed using Ko =
102 keVem? and Ty = 2keV, i.e., it is not free once Ko has been
fitted to the observations (Sec. 2.3.3).

5.2. Comparing with y — T observations

Taking observationnal data from Zhang & Wu (2000) (di-
amonds), we can compare our predicted relation of equa-
tion (54) to observed correlations.

In figure 6 we plot data and their associated error bars,
our prediction for Qsz = 1.835 (solid line, computed in
Appendix C) and the best fit of Cooray (1999, dot-dashed
line)?. The fact that only rich cluster data are yet avail-
able (which limits the leverage on the slope) and the large
dispersion on the observed y-T correlation translates into
a large uncertainty on the best-fit slope : 2.35 + 0.85.

Our prediction for the beam-corrected value is steeper
than the Cooray’s best-fit relation but still consistent with
it at the 1o level. It seems to be in better agreement with
Zhang’s data set, which extends to slightly higher and
lower temperatures than Cooray’s. Note that we will fur-
ther show that equation (54) is also in very good agree-
ment with semi-analytic models for both groups and clus-
ters.

The overall agreement with both data sets is less im-
pressive than for the previously derived Lx — T relation,
but is still very reasonnable, given the observational dis-
persion.

Since X-ray and SZ observations are completely inde-
pendent, the agreement between our analytic model with
the latter is another independent confirmation of its va-
lidity. A robust confirmation would come from SZ ob-
servations of groups of galaxies (unfortunately not yet
feasible) and from the change in the correlation slopes.

4 Note that in Cooray (1999)’s paper, the quoted normali-
sation of the best-fit y — T relation is wrong by a factor of
10.

1 1

1.0
~ SZ decrement (mK)

Fig. 7. Central SZ decrement - X-ray luminosity relation. The
solid line represents the analytic predicted correlation, using
the predicted values of Qsz and Qx found in Appendix C. The
dashed line corresponds to Cooray (1999)’s best-fit correlation.
The data are taken from Zhang & Wu (2000).

Nevertheless, we can compare our simple model to more
elaborate semi-analytic models and their predictions.

Menci & Cavaliere (2001) have presented semi-analytic
predictions for the observed SZ effect in groups and clus-
ters. Their semi-analytic model takes into account the pre-
heating due to star formation, in order to bend the Lx —T'
relation in the groups mass range. Our predictions for the
y(0) — T relation (namely equation (57) for clusters and
(58) for groups) are in complete accord with their pre-
heated models. They found a self-similar relation for high
mass systems (y o< 7%/2) which is exactly our prediction.
The slope in the groups mass range depends on the feed-
back model they chose, but our prediction (y(0) o< T®) is
also similar to their computed moderate feedback model
(which looks to be a better choice, since their strong feed-
back model is likely to give only an upper limit on the
feedback effect). We are thus able to reproduce their fig-
ures 3 and 4 with our simple analytic model. Even if this
is not a confirmation of the model (since we use an ana-
lytic version of their model of shocks and our hypothesis
on the preheating are very similar), we find it extremely
satisfying to reproduce analytically, and in a physically
straightforward and motivated way, the results of a more
complicated and non-analytic model. This gives us more
confidence in the fact, that we have captured in this sim-
ple physical scheme the essential ingredients of the clusters
and groups formation.

6. Linking SZ and X-ray measurements

To link SZ and X-ray measurements, it is natural to deter-
mine a correlation between y and Lx. It is expected to be
much tighter than the y-T relation (see Cooray, 1999), but
is more intricate to obtain analytically. In this section, we
will give two analytic expressions for this correlation in the
rich clusters’s and in the groups’ range mass respectively.
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Indeed using equations (54) and (37), we can write :

Lx — & To=3/2

> — .

Yo Yo
To proceed further we need now to “invert” equation (54)
but this can not be easily done without a new hypotesis.
Since the SZ observations span only the range of clusters

yet, as long as we want to compare to observations it is
satisfying to assume that 7" > Ty. We can then write :

(59)

) 2/3
T =1 (2—“) , (60)
Yo
and inserting this in equation (59) gives :
1+2a
Lx = 19T (H—) (61)
Yo
4/3
= 1% T3 (?) with a = 1/2. (62)
o

The observed correlation between y and Lx, together
with the analytic prediction (equation (62), solid line) is
shown in figure 7. The data are taken from Zhang & Wu
(2000) and the dashed line is the best-fit relation found
by Cooray (1999). The normalisation has been computed
using Ko = 102keVem?, Ty = 2keV, Qx = 0.115 and
@Qsz = 1.835. The agreement is very good, even if it must
be recalled that the shown correlation has been computed
for the case T' > Tp. Thus the real correlation will be
slightly steeper (thus more in agreement with Cooray’s
correlation), but by a very small amount, well within the
observational dispersion.

Finally, one can compute this correlation in the groups
mass range (I' < Tp), yielding a steeper correlation :

3/2
Ly =1I1% (%") with a = 0. (63)
o

7. Discussion

‘We have shown that a simple modeling of the main process
in charge of the formation of clusters (namely the shocks
which thermalise the gas inside the virial radius) allows
to derive a general K — T relation that reproduces very
well the observed one. Moreover, we were able to deduce
most of the observed scaling laws with the adequate nor-
malisation, encompassing both groups and clusters. Thus,
the physical meaning of e.g. the Lx — T and y — T rela-
tions, and in particular of the break in their self-similarity
when going from clusters to groups (only evidenced in X-
rays for the moment) can be understood as a relic of the
formation process of these systems : a competition be-
tween an entropy floor prior to the shock and the shock
process itself. This suggests naturally that entropy consti-
tutes the best “observable” in clusters, as already empha-
sized by the modified spherical model of Tozzi & Norman
(2001). What we add here is that we show that entropy (in
fact, the adiabat) is also suitable to seek analytic expres-
sions for the different correlations found observationally in

groups and clusters. Reversing this argument, these scal-
ing laws should be an appropriate probe of the entropy
content of clusters.

7.1. The Lx — T relation as a probe of entropy
content

‘While the entropy spatial variations of the baryonic gas in
clusters is a valuable piece of information on their present
thermodynamic state (in particular for merging clusters,
see e.g., Markevitch et al., 1999), the total entropy content
K (hereafter TEC), defined as

K= /VK(r) av

is related to the integrated thermodynamic history of
the formation of these systems. Therefore, any non-
gravitational entropy injection at some point in this his-
tory will enhance the entropy content over the shock-
generated one, while the cooling should decrease it in the
central parts.

The analytic model we have presented in the last sec-
tions allows us to shed some light in the TEC and its link
to the Lx —T relation. On the one hand, given our assump-
tion of isothermality, eq. (31) indicates that Lx/T3+e
is related to the TEC in a given system. On the other
hand, the self-similar models of cluster formation (Kaiser,
1986) predict that Lx o T2, which gives directly (using
a=1/2):

Lx
T7/2

(64)

o« T3/2, (65)
Any departure from this last relation witnesses entropy in-
jection or loss. Consequently, at a given temperature, the
gap between the curve representing eq. (65) and the locus
of observed groups and clusters will give a indirect mea-
sure of entropy gain at a given mass (if the central cooling
parts are adequately excised). Unlike the observations of
the “entropy floor”, which were obtained at a single scaled
radius near the center (Ponman et al., 1999; Lloyd-Davies
et al., 2000) and so are representative of a particular point
in the entropic history (i.e., at a time near the last major
merger) , this measure includes most of the volume of the
systems and thus most of its past thermodynamic history.
However, this does not directly measure K, but the inte-
gral of a power-law of the TEC. We will first show that
in a semi-analytic scheme (with less assumptions than the
present analytic model as well as with a realistic entropy
evolution of the intergalactic medium) the interpretation
of the Lx — T relation is still valid and then discuss how
X-ray and SZ observations can constraint the TEC.

7.2. Relaxing some hypotheses

Assuming local thermodynamic equilibrium, isothermal-
ity, and the self-similarity of the adiabat profile, we illus-
trated how the observed Lx — T relation is a probe of the
TEC. Whereas the LTE is quite robust (and actually very
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difficult in practice to alleviate), neither the isothermality
nor the self-similarity are fully exact from both an obser-
vational and a theoretical point of view. In particular, this
last assumption is a very strong one and will be discussed
in depth in section 7.3. It is thus worth relaxing these
hypotheses and testing the validity of our work by consid-
ering how well the quantity [, K—3dV probes Lx /T7/2,
i.e. testing eq. (31) when we consider a full non-isothermal
and non-self-similar profile.

To this purpose, we will use a semi-analytic model
(hereafter SAM) developped independently by one of us
(Dos Santos 2001, in preparation). This particular model
uses the conduction-structured temperature profile (which
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was shown by Dos Santos (2001) to describe very well the
temperature and surface brightness profile of clusters of
galaxies), together with an NFW profile for the dark mat-
ter density profile. A shock model at the virial radius,
together with entropic constraints at the center allow to
predict the temperature profile without the hypothesis of
isothermality or the unphysical polytropic link between
temperature and density. The evolution of the central en-
tropy is governed by the entropy evolution of the IGM
in the universe obtained from the model of Valageas &
Silk (1999) in two different cases : in the first one, the
reheating is provided by SN explosions only, while in the
second one, AGN and quasar activity provide the entropy
injection. Both cases were validated against a number of
observations, including the Lx — T relation, the change
in surface brightness profiles from clusters to groups, the
baryon fraction in these systems and the entropy floor.

Figure 8 shows the comparison between observations
and the SAM. The solid (SN case) and dashed lines (QSO
case) show the quantity [, K3dV computed directly
using the model. Since the specific entropy is known up
to an additive constant, both lines were normalised to
match the high temperature clusters. The dot-dashed line
shows the self-similar prediction for Lx /T7/? (eq. 65), also
renormalised to match rich clusters. The preheated models
high temperature slopes match naturally the self-similar
prediction. They also match very well the cluster data
and their trend in temperature. It is in particular remark-
able that the three clusters with the smallest temperatures
(T ~ 2keV) depart notably from the self-similar predic-
tion, and lie exactly on top of the semi-analytic prediction.
The lower envelope of groups is well followed by the SAM,
while some points are over this prediction. We think that,
as in Sec. 3.2, this is due partly to the fact that the cen-
tral cooling regions of groups were not removed, unlike the
clusters, and partly to an intrinsic scatter.

The figure shows why our simple model works well in
recovering slope and normalisation of the Lx — T relation
(and of the other relations we studied) : the equality (31) is
also verified in a more general semi-analytic model where
the adiabat profile is fully known and the ICM is not
isothermal. At a given temperature, the difference in loca-
tion between observations and the self-similar curve will
give a measure of the non-gravitational entropy injection
in systems with this mean temperature. This measure does

T.. (keV)

Fig. 8. L,,/T"/? (observational points) compared to the direct
computation of [, K~*(r)dV in the SAM. The data are the
same as in the figure 3. The solid (respectively. dashed) line is
the result of the SAM in the case of SN (respectively. QSO)
reheating. The dot-dashed line is the self-similar prediction
(Lx /T"? « T~3/2). Thus, relaxing the assumptions of isother-
mality and self-similarity of our analytic model does not change
the interpretation of Lx/T7/? as a probe of fv K3(r)dV.
This explains that our simple model is able to recover the slope
and the normalisation of the Lx — T relation.

not depend at all on hydrostatic equilibrium or spherical
symmetry. Nor does it require either that the preheating
was external. In fact, eq. (33) is completely independent
of any modeling of the entropy injection. It only requires
isothermality and local thermodynamic equilibrium on the
scales probed by the observations. It thus can be used as a
powerful, model-independent, constraint on all the inter-
nal or external preheating models, as well as on differential
galaxy formation efficiency between groups and clusters
(Bryan, 2000). Unfortunately, the TEC is not measured
directly, but the integral of the right-hand side of eq. (31)
will obviously decrease as the entropy injection amount is
increased. Thus, if the adiabat profile is known in a given
model, it will be easy to relate this integral to the TEC,
even if a certain amount of degeneracy will obviously be
present (this measure being integrated in space and time,
different entropy injection histories can lead to the same
final amount of entropy at z = 0).

In fact, this constraint will be more or less the same
as the constraint given by the Lx — T relation (already
used to constrain the models), even if the interpretation
in terms of entropy is physically more satisfying. However,
the same remarks can be made with the surface integrated
SZ decrement. Indeed, the SZ y-Compton parameter inte-
grated over the whole surface of a cluster can be written :

y _ or / dv
T5/2 " mec? v K3/2(r)’

(66)

which shows that the quantity y/7/2 is also a probe of the
entropy content, but with a different power of the adiabat
profile inside the integral. Thus, once SZ observations for
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Fig. 9. Upper panel : Average scaled adiabat profiles for sys-
tems grouped by mean temperature (solid : 6-14 keV; dashed :
3.7-6 keV; dot-dashed : 1.3-3.7 keV; dotted : 0.5-1.3 keV). Each
individual profile was obtained from the best-fit gas and den-
sity profiles given by Lloyd-Davies et al. (2000) and scaled by
[1 + T/To] /(1+2). No trend is found with the temperature (un-
like with the scaling used by Lloyd-Davies et al., 2000) and all
the profiles are approximately self-similar. The vertical dashed
line shows the mean cooling-flow radius. Bottom panel : Scaled
central entropy value as a function of the mean temperature
of each system. Again, no excess in groups is found, which val-
idates our assumption of self-similar adiabat profiles (at least
in the core) and our approach. The dashed line shows the en-
tropy floor value infered from the data (Ko = 102keV cm?,
corresponding to K1 = 120 keV cm?).

groups are available, even non-resolved, the combination
of X-rays and SZ at a given temperature will be a power-
ful constraint on cluster formation models. Note that the
relation Mo —T gives an analogous relation as eq. (66),
and can thus be used now as an entropy probe.

7.3. The adiabat profiles and the self-similarity

To derive the analytic scaling relations presented in this
paper, we have used a strong assumption : the self-
similarity of rescaled adiabat profiles (see eq. 32) i.e., the

fact that the temperature enters only the normalisation of
the adiabat profile. The validity of this assumption is ques-
tionable, both on observational and theoretical grounds.

Ponman et al. (1999) show that density profiles are
shallower in groups than in clusters (even if this result is
still uncertain, see Roussel et al., 2000, for an alternative
view), while preheating models predict naturally that en-
tropy gradients in lower temperature systems are smaller
than in clusters (due to adiabatic infall during their life-
time, see Balogh et al., 1999; Tozzi & Norman, 2001).
However, these models predict also large temperature gra-
dients in groups which are not observed (Tozzi & Norman,
2001). Moreover, using 1D hydrodynamic models with in-
ternal or external preheating, Brighenti & Mathews (2001)
obtain linearly rising entropy profiles in groups (outside
an isentropic core for external preheating models) as well
as in clusters. They thus produce naturally self-similar
adiabat profiles in groups and clusters. The reasons of
such discrepancies are unclear, but are certainly linked
with widely differing simulation methods. Note however
that Knight & Ponman (1997), using similar 1D hydrody-
namic simulations, have found shallower slopes in groups
compared to clusters, without taking into account any pre-
heating (whose effect is expected to widen the slope dif-
ference).

Spatially-resolved spectroscopic observations of groups
and clusters provide directly adiabat profiles in groups
and clusters and can then help to settle this debate.
Unfortunately, the low surface-brightness of groups allows
this type of study only to small radii’. Indeed, Lloyd-
Davies et al. (2000) obtained the adiabat profile for 12
systems with 7' < 4keV up to r = 0.25 x r,. Even if this
maximum extent radius is small, the study of the adia-
bat profiles behaviour with temperature inside it is still
worth, since the X-ray luminosity comes mainly from this
central part of the cluster (due to the n? scaling of Lx).
These authors have rescaled their observed entropy pro-
files by a factor 7' (1 + z), removing the effect of system
mass and of the evolution of the mean density of the uni-
verse. They found that the scaled adiabat profiles do not
coincide, the less massive systems having higher scaled en-
tropy profiles (see their figure 4). However, this particular
scaling does not take into account the physical processes
that change the adiabat normalisation with mass. What
we have shown in this paper is that the adiabat profiles of
groups and clusters should be rescaled (i.e., divided) by
the quantity :

[1+ TZU] (142", (67)

where the (1 + z)~! factor comes from the redshift de-
pendence of the temperature (T « (1 + z)) and the red-

5 Note that this situation will be much improved with groups
observations with XMM-Newton, due to its enhanced sensitiv-
ity.
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shift dependence of the central density (proportional to
the mean density of the universe i.e., oc (1 + 2)%)6.

Using the best-fit S—model for the gas density and
the best-fit linear ramp for the temperature profile, we
reproduced their adiabat profiles, and rescaled them indi-
vidually by the quantity in eq. (67). Then we grouped the
systems by temperature and computed the mean scaled
profile, as in Lloyd-Davies et al. (2000). The scaled pro-
files are displayed in the upper panel of figure 7.3 (we used
the same line styles as Lloyd-Davies et al., 2000). No trend
with temperature is visible now and the slight dispersion
can be attributed to the assumption that the observation
time equals the formation time of a system. Moreover,
the four profiles are very similar between r = 0.05 X 1,
(the mean cooling-flow radius, inside which entropy loss
is achieved by cooling) and the outer radius. This means
that our assumption of scaled self-similar adiabat profiles
is indeed right, at least in the core of the systems. To con-
firm this, one can do the same scaling with the central
adiabat values (at r = 0.1 x r,), which is shown in the
bottom panel of figure 7.3. Instead of finding an excess for
T < 4keV as in the figure 5 of Lloyd-Davies et al. (2000),
we find now that all the systems lie on the same central
adiabat symbolised by the dashed line and giving directly
the value of Ko in our model (i.e., Ko = 102keV cm?).

This shows that, when rescaled conveniently, the cen-
tral adiabat profiles of groups and clusters are indeed self-
similar and thus that our assumption is valid, as well as
our whole approach of taking into account not only hy-
drodynamic shocks but also an entropy floor established
before them. This explains why our slope and normalisa-
tion work so well for the Lx —T and yo—1T relations, which
put more weight on the core of the systems. It also enlights
the fact that our shape factor for the gas mass is less accu-
rate, since most of the mass lies at large radius where the
self-similarity assumption breaks down (see Appendix C).

7.4. Comparison with other results

We have compared most of our analytic results with pre-
dictions from semi-analytic models and found good agree-
ment (in particular for the trends of the gas fraction with
total mass and the SZ effect with temperature in low tem-
perature systems). Let us now compare the value of the
entropy floor we need to reproduce the curvature of the
Lx — T relation with values assumed in other theoretical
models of energy injection. Balogh et al. (1999) assume
a constant entropy injection value of ~ 350 keV cm? and
Tozzi & Norman (2001)’s model needs a value in the range
190 — 960 keV cm? in order to steepen Ly —T. These val-
ues, as noted by Lloyd-Davies et al. (2000), are higher
than the observed value, which are likely to be upper
limits. On the other hand, our model needs a value of
Ko = 102 keV cm?, well within the observational range of
70 — 140 hgy keV cm?.

¢ Lloyd-Davies et al. (2000) do not take into account the
temperature redshift dependence since they divide by T'.

As we have indeed fitted this value to the observa-
tions, it may be asked if we do not force in fact this agree-
ment. The answer is clearly no, as, first, the agreement of
the K — T relation with the observations does not garan-
tee that the same value of K, will provide the a good
description of the other relations (both their shape, via
the temperature at which the self-similarity is broken, Tp,
and their normalisation) which range from radio to X-
ray data. Second, the other models reproduce as well the
K — T relation, together with the Lx — T one (at least
Tozzi & Norman, 2001, ’s model is compared to these ob-
servations) with the same high value of the entropy floor.
A lower value compatible with observations would not fit
this relation.

The main difference between our present work and
these models is the fact that their low temperature sys-
tems are entirely isentropic i.e., no shocks occur at all
in groups. This is the claimed approximation made by
Balogh et al. (1999), who want to investigate a limit-
ing model (which naturally fails also in the clusters’ mass
range). However, Tozzi & Norman (2001) modelise shocks
and adiabatic infall, and it is not clear why shocks do not
raise the adiabat profiles of their groups.

This clearly shows that shocks can not be completely
supressed in groups unless an unacceptably high entropy
floor is needed in order to break the self-similarity in the
Lx — T relation. Our model takes shocks and the entropy
floor into account by construction both in clusters and
groups and is thus able to reproduce nicely all the X-ray
correlations with the observed value of K.

8. Conclusion

Throughout this paper, we have shown that the adiabat
constituted a “key observable” in the ICM, not only be-
cause it is a record of the thermodynamic past history
of diffuse baryons in groups and clusters, but also be-
cause it allowed us to derive for the first time unifying
analytic expression for the slope and normalisation of ob-
served correlations of groups and clusters in X-rays and
SZ. We have thus derived analytic expressions and their
normalisation for the Lx —T', Micym — T, fgas —T',y0 =T
and yo — Lx correlations (for the latter, two limiting ex-
pressions have been provided in the case of groups and of
clusters respectively). The Appendix A summarizes these
correlations and gives the corresponding numerical values
of their normalisations. We will conclude by discussing
some applications of the model.

Clusters of galaxies, and in particular their baryonic
content observed through its X-ray emission, have often
been used to provide cosmological constraints (Perrenod,
1980; Kaiser, 1986; Oukbir et al., 1997; Blanchard et al.,
2000, and references therein). These studies have shown
that the cluster population can provide tight constraints,
but have also revealed two problems (apart from purely
statistical problems due to large error bars of e.g., the
temperature in high-redshift clusters) : first, the difficulty
to model the luminosity in a cluster, mostly due to the fact
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that it depends on the core properties, whose formation is
still uncertain. Second, the small available number of rich
clusters, in particular at high redshift, which precludes yet
a reliable use of these tests’.

‘We think that the present work, together with the new
generation of X-ray observatories, can alleviate both of
these problems. First, our modelisation of the cluster lu-
minosity does rely on the physical processes being at work
during the formation of a cluster, and not on an hypothet-
ical density profile. Therefore, the luminosity does not de-
pend on an arbitrary core radius and is thus more reliable
than previous attempts (in particular, we don’t have to
assume anything on the core radius evolution like e.g.,
Romer et al., 2001). Second, we extend the analytic re-
lations to the groups mass scale, taking into account the
competition between an external entropy floor and hy-
drodynamic shocks (thus recovering the curvature of the
Lx — T relation) and make predictions for other proper-
ties of groups. This is useful since the group population
is thought, in a hierarchical structure formation cosmol-
ogy, to be much larger than rich clusters. However, its
redshift evolution has never been used to constrain cos-
mology, partly because of the lack of reliable data and
partly because no analytic modeling of the groups bary-
onic properties was available (extrapolating the cluster
baryonic properties was obviously wrong, as the recent
observations show). The first problem will be solved, at
least locally, by Chandra and especially XMM-Newton.
Our model provides an attempt to solve the second prob-
lem. Of course, groups will certainly be much more dis-
persed than clusters (because the entropy injection will
have more effect on them, and any spatial variation of this
injection level will affect the properties of a given group),
but the number of groups detected will be large : Romer
et al. (2001) have estimated that more than 100 clusters
with T > 2keV will be detected in a serendipitous sur-
vey for z < 0.2 (irrespective of the cosmology), a number
10 times highers than for cluster with T > 4keV and 50
times highers than for T' > 6keV for a survey surface of
~ 800 deg”. The number of groups with 7' < 2keV will ob-
viously be superior, certainly not by a factor 10 because
of the reduced size and steepening of the Lx — T rela-
tion, but at least by a factor of a few. This number of
well observed groups (together with pointed observations)
will allow an unprecedent local calibration of the group
ensemble properties. Using our model, it will be possible
to use groups and clusters to constrain cosmology and the
cluster LF, TF and Lx — T evolution to add further con-
straints. Moreover, groups will provide useful constraints
on the total amount of reheating the present universe un-
derwent and its redshift evolution if high redshift groups
are available (see Sec. 7).
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Appendix A: Numerical values for the correlations

In the following appendix, we provide numerical expres-
sions for the normalisations of the different correlations
the present model predicts. These will thus be straight-
forward to use in another context. The temperature 7 is
in keV, and the normalisations were computed using a lo-
cal Hubble constant of Hy = 100 35 kms™! Mpc™" with

hyy3 = 2/3 . We included the dependence on hy/3 in each
of the following expressions®.

We first describe one relation (external to the model
and independent from it), the M — T relation, that we
used to relate the virial radius to the temperature. Then,
we write the different correlations presented in this work,
namely Lx =T, Micym =T, feas—T,yo—T and yo— Lx.

A.1. The Mass-Temperature relation

This relation is crucial, in that it allows us to relate the
virial radius (where the shock is assumed to take place)
with the temperature of the system, via the definition of
M in terms of r,,. The simulation results of (Evrard et al.,
1996) are frequently used for mass-temperature scaling,
but they seem to provide systematically a higher normal-
isation than the observed one, whatever the method used
to measure M (Nevalainen et al., 2000, and references
therein). We used the observational results of Nevalainen
et al. (2000), derived from observed density and temper-
ature profile, because their sample, although small, goes
all the way from groups to clusters. These authors give
the M — T relation at different scaled radii, from 79009
to r500 (where ra is the radius whose mean interior den-
sity is A times the critical density). Since Evrard et al.
(1996) have shown that, inside a radius 50, the baryonic
gas is in hydrostatic equilibrium to a very good approxi-
mation and that hydrostatic masses measured within this
radius should be reliable, we choose this radius to nor-
malise the M — T relation. Moreover, while at smaller ra-
dius Nevalainen et al. (2000) find that the M — T relation
is significantly steeper (99.99 % confidence at r1g00) than
the self-similar prediction (M o T3/2), the slope they ex-
trapolate to r5oq is consistent with 3/2 (x?/v = 5.1/5, but
note that the best fit has a slope of 1.84). We thus used
throughout the paper the following relation :

7\ 32
M. (i)

T \32
14 -1
= 9.6 x 10" Mg by, (W) :

M0 =

(A1)

which defines the values M, and T, used in the text. Each
time we speak about the virial radius in this paper, we
refer to the radius rsoo related to Msgp defined above, and
we will thus take A = 500 throughout.

Finally, let us state that introducing a steeper slope for
the M — T relation is straightforward within the physical
scheme we used in this work, but does not change much
the predicted relations gathered in this appendix and their
agreement with observations. Since we wanted to discuss
the generic effect of shocks and preheating, the same ef-
fects which are thought to steepen the M — T relation, we
found natural to keep a self-similar scaling.

8 We thus have hso

= 4/3 and hio =
hso = (Ho/50) and higo =

(Ho/100).

2/3 where
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A.2. The predicted X-SZ-T correlations

We now compute the different normalisations given in
eq. (38), (43), (46), (55) and (62). For this purpose, we
will use the values of M,, T, and A from the last section.
The critical density is defined as usual as :

o 3
¢ 87G’

and, for the luminosity, we will need the normalisation of
the cooling function, taken from Eke et al. (1998) :

(A.2)

Ae(T) = ApT/?

1.2 x 10724 71/2 erg cm® 571,

(A.3)

where T is in keV.

Finally, we take for Ty the value computed from Ky
in the Sec. 2.3.2 i.e., To = 2keV and the values of the
shape factors Q x, @sz and @ computed in Appendix C.
Therefore, the only adjusted quantity used to produce these
relations is Ky, which was fitted to the data of Helsdon
& Ponman (2000) in Sec. 2.3.3 to find Ky = 102 keV cm?.
Once this quantity was fixed by comparison with the cen-
tral entropy observations, no renormalisation of the fol-
lowing relations is allowed.

All the numbers are computed here at z = 0, but it is
easy, within a given cosmology, to extend the formulae in
the text to higher redshift (note that the value of Ko(2)
must be assumed as well). The analytic correlations found
are then

e Lx — T relation :

T -3
Ly =5.643 x 1042 71° [1 + F] hy2
0

ajs g s (A

e Mjicm — T relation :

T —3/2
Micnm = 2.405 x 1012 73 [1 + ?] hy 2
0

275 Mo (A5)

o fgas — T relation :

7178/
fgas = 0.0792 T3/ [1 + To] h;/lg (A.6)
e yo — T relation :
7132
Yo = 3.506 x 1075 7% [1 + To] hd®, (AT

which can be translated in central temperature decre-
ment as (using Tepmp = 2.73K and the RJ approxi-
mation)

—3/2 Y

AT(0) = —1.914x1072 T [1 + T%] 2/3

¢ AT(0) — Lx relation :

* for T > T (rich clusters temperature range) :

—AT(0)\*?*  _ ~
oK h2/130/9 erg s~ (A.9)
* for T <« To (small groups temperature range) :

Lx = 2.206x10%

—AT(0)

3/2
K ) h;/13 erg s™'.(A.10)

Ly = 2.133><1045(

Appendix B: Infall velocity and mean temperature

In this Appendix, we will find an expression for the infall
velocity before the shock (noted v1) as a function of the
mean temperature of the accreting system. To this pur-
pose, the following reasonning in two steps is appropriate :
we first show that v2 o ¢, provides a good approximation
and then derive a usefull expression for ¢,.

‘We will then compare our result to hydrodynamic simula-
tions, which will validate the use of the analytic expression
found in the groups mass range.

B.1. Reexpressing the infalling velocity

Let’s assume that the gas inflow is stationary. In a spher-
ical collapse model, the gas is assumed to be at rest at
a radius 4, (the so-called “turn-around radius”) before
falling into the cluster potential. Since the gas will not be
subjected to many processes changing its internal energy
during this inflow, we can assume that the flow is isen-
tropic. Thus, applying the Bernouilli equation between 4,
and r, (just before the shock) we obtain (see e.g. Landau
& Lifshitz, 1959) :

2
v
_1+w1+¢1/=wtu+¢ta

2 B.1)

where w denotes the gas specific enthalpy (w = ¢, T with ¢,
the specific heat at constant pressure). Denoting p, and
p1 the densities at 4, and r,, and , the following expression

for vy can easily be found :
2/3
Pta
1-(— . B.2
( (P1 ) >:| B2)

In the spherical collapse model, the density at r, is ~ 8
times larger than at r,. We can thus write :

2 _ Do | T
vy 2¢y [1 ry + 1 ¢u] .
Obviously, in large mass systems, the last ratio will be
negligible i.e., the thermal energy of the gas will be negli-
gible when compared to its potential energy (the so-called
“cold inflow” hypothesis). As gas is preheated (i.e., as Ty
rises) or as the mass of the system is lowered this assump-

v = —2¢, [1— q;ﬂ+cp%

(B.3)

mK.(A.8) tion is questioned, since the thermal content of the gas will

be of the same order of the kinetic and potential energy.
Nevertheless, we will assume in the following that this lim-
iting behaviour only occurs at mass scales smaller than
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groups of galaxies. We will show at the end of the appen-
dix that hydrodynamic numerical simulations of structure
formation in different cosmological models validate this
last assumption.

‘We have thus :

To take into account some uncertainties and shortcomings
of this crude treatment (as the fact that the infall is usu-
ally along filaments and so not spherical), we will write
the slightly more general formula :

(B.4)

v = =21, (B.5)

where 7) is considered as a constant. 1 could be calibrated
against numerical simulations (see e.g., Miniati et al.,
2000) or chosen so that the flow at infinite is the Hubble
flow, as in Cavaliere et al. (1998). When used to compute
the value of Tp in Sec. 2.3.2, 7 is determined by the former
method.

Note that the established fact that the square of
the infall velocity is proportionnal to the gravitational
potential, both taken at the virial radius, is actually not
a surprise. Indeed, before the shock, the gas is thought
to follow the dark matter evolution, its velocity being
equal to the dark matter one up to the virial radius (see
for example the figure 15 of Frenk et al., 1999). Since it
has been shown that the dark matter infall velocity in a
spherical model scales as M'/3, while the mean potential
¢ o< M/R scales as M>/3 (Ryu & Kang (1997), based on
the work of Bertschinger (1985)), it is thus natural that
v} o« M?/3 o ¢

B.2. Linking ¢, with T

We now look for a useful expression for ¢, without as-
suming any particular analytic expression for ¢(r). First,
since the Poisson equation states :

V24 = 4r G p, (B.6)
we can write any gravitational potential in the form :
¢(z) = 47 G pe 75 $(=), (B.7)

where p. is a characteristic density (the background cos-
mological density for example), r, is the virial radius, G
the gravitational constant and ¢(z) is a dimensionless po-
tential with & = r/r,. Therefore we have in particular,

¢y = 47 G pe 7';21 ‘5(1) . (B.8)

By using this as a general relation, we assumed implicitely
that ¢(1) does not depend on the mass of the system.
However, numerical simulations indicate that the general
expression for the gravitational potential is indeed uni-
versal (i.e. it takes the same form in different cosmologi-
cal models), but its normalisation should depend slightly
on the mass via the so-called concentration parameter ¢

(Navarro et al., 1997, hereafter NFW). Indeed, using the
so-called NFW analytic expression, ¢, can be expressed
as (see for example Lokas & Mamon, 2001)° :

¢y = 4n G pc 7'12; gle) - (B.9)
Since in these models, ¢ is a slowly varying function of
the mass (c(M) = (M/M;5)~°9¢ for a ACDM universe
at z = 0, M;5 being the mass in units of 10'® M) it is
easily shown that g(c) oc 79012 that is to say, g(c) can
be considered as constant to a very good approximation.
As a consequence, ignoring the mass dependency of
#(1) in equation (B.8) is reasonnable and we will thus
use equation (B.8) as a definition of the virial radius
gravitational potential.

An even more practical form for equation (B.8) does
involve the (supposed isothermal) ICM temperature T'.
It is achievable through the use of the virial theorem. It
indeed provides us with general relations between r, — M
and M — T in the following form :

3IM 1/3
= —— B.1
" (477Aﬂc) (810
3/2
M = M, (T£> , (B.11)

where A is the virial radius overdensity (taken through-
out this paper to be 500, see Appendix A), p. is the
critical density and M, and T, are constants defined in
Appendix A. As a conclusion, we can now write equa-
tion (B.8) as :

. SM. N\ (T
oo = w6t ()" ()

o}

Eventually, by combining equations (B.13) and (B.5)
we reach the following relation describing the scaling of v?
with T :

T
v = —2n¢y (T) .

Equation (B.14) is particularly interesting since it can
be directly compared to the the results of hydrodynamic
numerical simulations. Miniati et al. (2000) have examined
the properties of shock waves around clusters and groups
of galaxies in two hydro+N-body realisations of two dif-
ferent cosmological models. Having selected all structures
with X-ray luminosity greater than 10%! erg/s, they found
that the relation between the mean temperature and the
infall velocity is given by an equation of the form (we only
quote their result for the ACDM cosmology, analogous ex-
pressions being found in the SCDM cosmology) :

T 0.52
Vs = Uso T .
s

 Note that the function g(c) defined here differs from the
one adopted by Lokas & Mamon (2001)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)
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with

vso = 1.9 x 103kms™! and

T, = 7.8 x 10"K

Their result spans a range from 106 to several 107 K, i.e.
from poor groups to clusters, and is analogous to equa-
tion (B.14)!°. This, together with the fact that secondary
infall models predict the same type of relation as the one
we deduced between v; and ¢,, validates the assumption
of cold inflow that was made in deriving equation (B.5),
even for the group mass range.

Appendix C: The shape factors Qx, Qsz and Q.

In this appendix, we evaluate the shape factors Qx, Qsz
and Qps, which enter the normalisation of the Lx — T,
y — T and Mjcp — T relations. These quantities could in
fact be considered as renormalisation constants obtained
by comparison with observations. We will instead show
here that they can be computed using a motivated model
for the adiabat profile. The model we present thus predicts
not only the shape but also the normalisation of the above
correlations.

C.1. Normalisation temperature

The normalisations of the three relations cited above are
defined in equations (38), (42) and (54), where the tem-
perature is in keV. The temperature at which the nor-
malisation must be evaluated is obtained by equating the
temperature shape function in each of these relations to 1.
This is illustrated in figure C.1, which shows the following
functions (the last two ones being the same) :

5
Lx(T) = T—3 (solid line)
[1+T/To)
TS
T) = ———— (dashed line
WD) = o )
T3
Micu(T) = (dashed line),

[1+T/To]*?

and their intersection with the horizontal unit line. We
can see that the normalisation temperature of the three
relations occurs at I' ~ 1.3keV. These temperatures are
well into the groups temperature range, and we will thus
compute the normalisation in this regime. First of all, we
need an motivated analytic adiabat profile to compute the
integrals defining the three normalisation constants.

C.2. An analytic model for the adiabat Profile

Groups have a low surface brightness in X-rays and are
thus difficult to observe up to their virial radius. Obtaining
a temperature profile at this radius is obviously even more
challenging. While the new generation of X-ray satellites

10 We will take the exponent of eq. (B.15) to be 1/2.

(1)

0.1 1 1 1 1 1 1

T (kev)

Fig. C.1. Normalisation temperature of the Lx —T (solid line),
y—T and Micnm —T (dashed line) relations. The three relations
will thus be normalised at T' ~ 1.3keV, in the groups mass
range.

(Chandra and XMM-Newton in particular with its excep-
tional sensitivity) is expected to produce constraints on
low density regions, ROSAT (whose energy band was per-
fectly adapted to the groups observation) has provided
data mostly on the inner parts of these systems (see
e.g., Helsdon & Ponman, 2000). Nevertheless, David et al.
(1996) have published adiabat profiles for two cool clus-
ters (I' ~ 1.5keV) nearly reaching the virial radius (as
well as for even cooler groups, see their figure 10), using a
B—model for the density and the best-fit power-law model
for the temperature (despite large error bars). They found
a isentropic core, followed by a very modest increase com-
pared to clusters (where the virial value of the adiabat is
at least 20 times higher than the core value).

This can be easily understood, if one recalls that
groups are thought to accrete most of their gas adia-
batically, and should thus have constant adiabat profiles
(Balogh et al., 1999; Tozzi & Norman, 2001). However,
this produces unacceptably large temperature gradients
in small groups and the quasi-absence of the cooling-
flow phenomenon, except in the largest clusters (Tozzi
& Norman, 2001, see their figures 4c and 7b). It shows
that somewhere between the center and the virial radius,
shocks must increase somewhat the adiabat, in order to
lower the temperature gradient, giving rise to an adiabatic
inner core (much larger than the core radius) followed by
a modestly increasing adiabat profile!!.

One can seek an analytic expression for the adia-
bat profile by making use of the isothermal f—model

1 Note that HCG62, one of the best examples of relaxed
group (T ~ 1keV), has a steep declining temperature out-
side the inner core (see fig. 4 of Finoguenov & Ponman, 1999),
but has also an obvious cooling-flow.
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(Cavaliere & Fusco-Femiano, 1976). Suppose that the gas
density profile is describe by this model i.e.,

n(@) = no [1 + (%)2} o ,

where the radii are rescaled in units of r, and g is the core
radius. Assuming isothermality, the dimensionless adiabat
profile is then

()]

Using the semi-analytic model already discussed in the
text (Dos Santos 2001, in preparation, see Sec. 7.2), we
found that, in an external preheated model (by QSOs or
SNs), the adiabat profile of groups and clusters can be de-
scribed approximately by the last equation with 8 = 1/2
and a core radius varying with mass. Even if the systems
modelled are not isothermal, this result is not surprising as
the shocks are expected to leave a linearly rising adiabat
profile (hence the value of 3, see Thomas & Couchman,
1992; Tozzi & Norman, 2001; Brighenti & Mathews, 2001),
while the isentropic accretion of gas leaves a constant adi-
abat profile. Fixing 8 to 1/2, the core radius z, deter-
mines the extend of the central isentropic core. We have
found that zq = 0.7 reproduces approximately the adiabat
profile of small groups in our semi-analytic model, while
z = 0.1 reproduces its behaviour in rich clusters. This is in
line with the observational results of David et al. (1996)
showing that the profiles are much shallower in groups
than in clusters. Thus we will use 8 = 1/2 and g = 0.7
in eq. (C.2) to compute the values of the shape factors.

(C.1)

B

flz) = (€2)

C.3. The shape factor Qx
The theoretical shape factor is defined by:
_ L2 dr
o fAx)
1 97 -3/2
— 2 T
=/ [”(0.7) ]

~ 0.1150

Qx

This value is very close to the best-fit value (0.12, consider-
ing Qx as an adjustable parameter) and undistinguishable
given the observational errors. Although the normalisation
has been computed in the groups mass ranges, it recovers
perfectly the slope and normalisation of rich clusters. We
will thus use @x = 0.115.

C.4. The shape factor Qsz
The shape factor for the y — T relation is given by :

- [ 1G]

—3/4
(C.3)

Here again the normalisation is in very good agreement
with the observational data from Zhang & Wu (2000),
despite the large dispersion of the latter (see figure 6).

C.5. The shape factor Qs
The shape factor for the Mrcp — T relation is given by :

1 97 —3/4
— 2 z
@ = /O v [1+(0.7) ]
~ 0.1915

The best-fit value to the data of Mohr et al. (1999, here-
after MME) is Qa = 0.11 d.e., ~ 40% lower than the
value we compute. However, apart from pure measure-
ments uncertainties and known biases'?, several system-
atic effects can cause this disagreement : first, the major
part of the 45 clusters they study are not detected up to
the radius 7s509. Thus, they extrapolate the data taking
their best-fit slope out to 7590, which can be a source of
errors. Second, as MME explain, computing r500 requires
a model of the potential or a rescaling to the value of a
given cluster (they chose A1795 for the scaling of their
virial relations). If one of the assumptions made is erro-
neous, it is possible that their numbers quote a radius ra
with A # 500. Indeed, if r500 is underestimated by only
20 %, we obtain :

=[G

~ 0.1136,

—3/4

which is very close to the best-fit value. We use this last
value for Qs in the Mjcn — T relation, as well as in the
fgas — T relation.

The luminosity of a cluster is dominated by the core
gas (since it scales as the square of the density) and the
SZ effect computed here is a central value (taking into
account the beam smearing effect), while the gas mass
depends mainly on the outer parts of the profile, where
ourassumption of self-similarity of the scaled adiabat pro-
files is more likely to break down (see section 7.3). This
explains naturally why the predictions for @x and Qsz
are much more accurate than for @ps. Nevertheless, we
consider the agreement between the theoretical values and
the observed normalisations very satisfying. The fact that
with the same model for the adiabat profile we can pre-
dict the correct normalisations of the cluster correlations
in two very different wavebands is obviously a sign of co-
herence of the whole scheme. Since the shape factors are
predicted, the only parameter of the model is the central
entropy in groups Ko, which was fit to the observations of
central adiabat value.

2 Note that testing their analysis method with hydrodynamic
numerical simulations, MME find that they are likely to over-
estimate the ICM mass by a factor of ~ 12 %, which increases
the disagreement with our Qs value by the same amount
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Abstract. We present a self consistent method to perform a joint analysis of Sunyaev-Zel’dovich and weak gravita-
tional lensing observation of galaxy clusters. The spatial distribution of the cluster main components is described
by a perturbative approach. Assuming hydrostatic equilibrium and the equation of state, we are able to deduce,
from observations, maps of projected gas density and gas temperature. The method then naturally entails a X-ray
emissivity prediction which can be compared to observed X-ray emissivity maps. By comparing with 2 simulated
clusters we find that this prediction turns out to be in very good agreement with the simulations. The simulated
and predicted surface brightness images have a correlation coefficient higher than 0.9 and their total flux differs
by 0.9% or 9%. The method should be able to deal with real data in order to provide a physical description of
the state of the cluster and of its constituents. The tests performed show that we can recover the amount and the
spatial distributions of both the baryonic and non-baryonic material with an accuracy better than 10%. So, in
principle, it might indeed help to alleviate some well known biases affecting, e.g. baryon fraction measurements.

Key words. gravitational lensing — galaxies: clusters: general

1. Introduction

Whereas clusters of galaxies, as the largest gravitationaly
bound structures in the universe, are a natural probe of
cosmology, observations, numerical simulations as well as
timing arguments provide compelling evidence that most
clusters are young and complex systems. Interaction with
large-scale structures, merging processes and coupling of
dark matter with the intra-cluster medium complicate the
interpretation of observations and the modeling of each
components. Since clusters are composed of dark matter
(DM), galaxies and a hot dilute X-ray emitting gas (Intra
cluster medium, ICM) accounting respectively for ~85%,
~10% and ~5% of their mass, the physics of the ICM
bounded in a dark matter gravitational potential plays a
major role in cluster formation and evolution.

Each component can be observed in many different
ways. In particular, we refer to gravitational lensing ef-
fects (the weak-lensing regime here, WL) (Mellier 2000;
Bartelmann & Schneider 2001), the Sunyaev-Zel’dovich
(SZ) effect (Sunyaev & Zel'dovich 1972; Birkinshaw 1999)
and X-ray emission (X) (Sarrazin 1988). Whereas the for-
mer probes mostly the dark matter component, both the
latter probe the baryons of the gravitationally bound ICM.

Send offprint requests to: O. Doré, e-mail: dore@iap.fr
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Due to observational progress, increasingly high qual-
ity data are available that enable multi-wavelength inves-
tigation of clusters down to an arc-minute scale (the most
recent is the spectacular progress in SZ measurements, e.g.
Reese et al. (2000) and Désert et al. (1998). In contrast
with past decades, it is now possible to analyse clusters
of galaxies using X-ray, WL and SZ data at almost the
same resolution, and to produce from them self consis-
tent models. The exploration of reconstruction techniques
to analyse together these high quality data sets and ex-
ploit their complementarity is a recent challenge. It has
been tackled by several groups (Zaroubi et al. 1998; Grego
et al. 1999; Reblinsky & Bartelmann 1999; Zaroubi et al.
2000; Castander et al. 2000; Holder et al. 2000). Zaroubi
et al. and Reblinsky et al. attempted a full deprojection by
assuming isothermality and axial symmetry, using respec-
tively a least square minimization and a Lucy-Richardson
algorithm. Grego et al. compare SZ-derived gas mass to
WL-derived total mass by fitting a spheroidal 5 model.
Whereas these methods give reasonable results it has been
pointed out, e.g. by Inagaki et al. (1995) in the context
of Hy measurement from SZ and X-ray observations, that
both non-isothermality and asphericity analysis can trig-
ger systematic errors as high as 20%.

In this paper, we propose an alternative direction in
order to to get rid of both isothermal and spherical hy-
potheses. Our method is based on a self-consistent use of
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WL and SZ observables, and on a perturbative develop-
ment of general physical hypotheses. This approach allows
us to test some very general physical hypotheses of the
gas (hydrostatic equilibrium, global thermodynamic equi-
librium) and also naturally provides some X observation
predictions.

Observations only provide 2-D projected quantities
(e.g. mass, gas pressure, ...). These quantities are re-
lated to each other by physical hypotheses which express
the 3-D geometrical properties and the dynamical and
thermodynamical stage of matter (e.g. sphericity, hydro-
static equilibrium, equation of state). In most cases, their
3-D mathematical formulations do not have any tractable
equivalent relating 2-D projected quantities: in particu-
lar, projection along the line of sight does not provide
an equation of state or a projected hydrostatic equilib-
rium equation. Therefore, as soon as we want to compare
these data (WL, SZ, X) we have to deproject the rele-
vant physical quantities (Py, Ty, pg - - -). This can be done
only using strong assumptions, either by using parametric
models (e.g. a f model, Cavaliere & Fusco-Femaino 1976)
or by assuming mere geometrical hypotheses (the former
necessarily encompassing the latter) (Fabian et al. 1981;
Yoshikawa & Suto 1999).

Because the latter keeps the physical grounds as gen-
eral as possible and also avoids as many theoretical biases
as possible, we preferred to focus on the geometric ap-
proach. Furthermore, this simplest choice is also motivated
by looking at some images of observed clusters (Désert
et al. 1998; Grego et al. 1999). Some do have striking reg-
ularity with almost circular or ellipsoidal appearance, as
we expect for fully relaxed systems. Then, since relaxed
clusters are expected to be spheroidal in favored hierarchi-
cal structure formation scenario, it is natural to try to re-
late the observed quasi-circularity (quasi-sphericity) to the
3-D quasi-sphericity (quasi-spheroidality). We per-
form this by using some linearly perturbed spherical
(spheroidal) symmetries in a self-consistent approach.

The paper is organised as follows: in Sect. 2 we de-
fine our physical hypothesis and notations. The method is
precisely described in Sect. 3. We consider both the spher-
ical as well as spheroidal cases and obtain a predicted X
surface brightness map from a SZ decrement map and a
WL gravitational distortion map. In Sect. 4 a demonstra-
tion with simulated clusters is presented before discussing
its application to genuine data as well as perspectives for
further developments in Sect. 5.

2. Hypotheses, Sunyaev-Zel'dovich effect
and the weak lensing

We now briefly describe our notations as well as our phys-
ical hypothesis.
2.1. General hypotheses

Following considerations fully detailed in Sarrazin (1988)
the ICM can be regarded as a hot and dilute plasma

constituted by ions and electrons, whose respective ki-
netic temperatures T}, and T, will be considered as equal
T, = T, = T,. This is the global thermodynamic equilib-
rium hypothesis which is expected to hold up to ryisial (see
Teyssier et al. 1997 and Chieze et al. 1998 for a precise dis-
cussion). Given the low density (from ne ~ 107 cm™ in
the core to ~107° cm™? in the outer part) and high tem-
perature of this plasma (~10 keV), it can be treated as a
perfect gas satisfying the equation of state:

pg kB Ty
P, = = T 1
g Lo T B peTy (1)
with 3 = —kB— . Let us consider in accord with the general
e ™My

paradigm that most of the mass is constitued by a dark
matter component and thus neglect the gas mass with
regards to it, and let us assume stationarity (no gravita-
tional potential variation on a time scale smaller than the
hydrodynamic time scale, e.g. no recent mergers). Then
the gas assumed to be in hydrostatic equilibrium in the
dark matter gravitational potential satisfies:

V(pgvg) =0 2)

ng = 7pqu)DM- (3)

At this point there is no need to assume isothermality.

2.2. Sunyaev-Zel'dovich effect and weak lensing

Inverse Compton scattering of cosmic background (CMB)
photons by the electrons in the ICM modifies the
CMB spectrum (Zel’dovich & Sunyaev 1969; Sunyaev &
Zel'dovich 1972; Sunyaev & Zel’dovich 1980). The ampli-
tude of the SZ temperature decrement ?CT;é is directly
proportional to the Comptonisation parameter y which is

given by:

y = X / Al nekpTe = —= / dl pe (4)
MeC MmeC*
kT,
_ UT2 /dlw - /leg, (5)
Mec? | HeMMp .
where a = %, kg is the Boltzmann’s constant, o is the

Thomson scattering cross-section and dl is the physical
line-of-sight distance. me, ne, Te and p, are the mass, the
number density, the temperature and the thermal pressure
of electrons. pg and T respectively denote the gas density
and temperature, and p,. is the number of electrons per
proton mass. Some further corrections to this expression
can be found in Rephaeli (1995) and Birkinshaw (1999).

In parallel to this spectral distortion, the statistical
determination of the shear field v affecting the images of
background galaxies enables us to derive the dominant
projected gravitational potential of the lens produced by
dark matter (DM): ¢pm in our general hypothesis (see
Mellier 2000 for details).
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3. Method
3.1. Principle

Let us suppose we have for a given cluster a set of SZ and
‘WL data which enables us to construct a 2-D map of pro-
jected gas pressure as well as a 2-D projected gravitational
potential map. We now propose an answer to the follow-
ing question: how should we co-analyze these various data
sets? Our first aim is to develop a method which allows
us to get maps of projected thermodynamical quantities
with as few physical hypotheses as possible.

Our method is the following. Let us suppose then that
these maps have almost a rotationnal symmetry, as is the
case for a vast class of experimental observations as e.g. in
Fig. 1. More precisely, let us suppose that the projected
gas pressure y as well as the observed projected gravita-
tional potential ¢py can be well fitted by the following
type of functions:

Y(R, ¢) = yo(R) + ey1 (R) m(y)

¢pM(R, 9) = ¢pm,o(R) + dpm1(R) n(p)

where ¢ < 1, (R, ¢) denotes polar coordinates in the im-
age plane and m and n are some particular functions. This
description means first of all that the images we see are lin-
ear perturbations from some perfect circularly symmetric
images, and second that the perturbation might be de-
scribed conveniently by the product of a radial function
and an angular function. Equivalently, we can assert that
to zeroth order in e our images are circularly symmetric
but they admit some corrections to a first order in e.

We then assume that these observed perturbed sym-
metries are a consequence of an intrinsic 3-D spherical
symmetry linearly perturbed as well. This point consti-
tutes our key hypothesis. It means that to the zeroth order
in a certain parameter (e.g. €) our clusters are regular ob-
jects with a strong circular symmetry but they admit some
first order (linear) perturbations away from this symme-
try, whose angular part is separable. As a consequence of
these assumptions we will make use of this linearly per-
turbed symmetry to get a map of some complementary
projected thermodynamical quantities, the gas density Dy
and the gas temperature (g, successively to zeroth and first
order in ¢.

Formulated this way, the problem yields a natural
protocol:

— Looking at some maps with this kind of symmetry,
we compute a zeroth order map (yo(R), ¢o(R)) with a
perfect circular symmetry by averaging over some con-
centric annulus. A correction for the bias introduced
by perturbations is included. These zeroth order quan-
tities allow us to derive some zeroth order maps of
Dy o(R) and (g,0(R) with a perfect circular symmetry;

— We then take into account the first order corrections to
this perfect symmetry (yi(R)m(y), ¢1(R)m(yp)) and
infer from them first order correction terms to the ze-
roth order maps: Dy 1(R,¢) and (g,1(R, ¢).

287

Cluster physics from joint WL and SZ data

Abell 1914 3=0.17 CL0016+16 2=0.54

14 2 01854 48 42 96 30 24 18

MS0451-0305 2=0.55 MS1054-0321 2=0.83

Fig. 1. Images of the SZ effect observed towards four galaxy
clusters with various redshifts. The contours correspond to 1.5
to 5 times the noise level. Data were obtained with the low-
noise cm-wave receiver installed on the OVRO and BIMA mm-
wave interferometric arrays (Holder & Carlstrom 1999). The
bottom-left white ellipse denotes the synthetised beam for each
observation.

Even if, for the sake of clarity, we formulate our method
assuming a perturbed circular symmetry, it applies equiva-
lently to a perturbed elliptical symmetry, as will be shown
below. In this more general case, we assume that the clus-
ter exhibits a linearly perturbed spheroidal symmetry.

3.2. The spherically symmetric case:
From observations to predictions

Let us now apply the method to the case where the pro-
jected gas density (SZ data) and the projected gravita-
tional potential (WL data) look almost circular. These
observations lead us to suppose that the 3—D gas pres-
sure, the gravitational potential, the gas density and the
gas temperature can be well described by the following
equations:

Py(r,0,0) = Peolr) + e Pea(r)f(0,9)
Opn(r, 0, ) = ‘I’DMO(T) + ¢ @pma(r )0(9799) (®)
pe(r.0,9) = PgO(r) + & pea(r)h(d, ¢)
Ty(r,0,0) = Tgolr) + e Tga(r)k(0,9)

where (r,0, ) are spherical coordinates centered on the
cluster.

3.2.1. The hydrostatic equilibrium

If we first apply the hydrostatic equilibrium equation
VP; = —pgV®py we get the following equations. To ze-
roth order in € we have

Pg/,O(T) = */’g.o(T)(D/r)l\r[,o(T)a 9)
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and to first order in ¢:

Pea(f(0,0) = —pgo(r)®oaa(r) 9(6, )

—pg,1(r)@o,o(r) R0, ) (10)
Py 1(r) 90 f(0,0) = —pgo(r) oma(r) dog(0.9)  (11)
Pei(r) 0,f(0,0) = —pgo(r) Pom,i(r) Opg(f,¢)  (12)

where “’” denotes the derivative with regards to r.
Combining Eqgs. (11) and (12) we get

F(0,0) = Ag(0,0) + A2

where A1 2 are constants. Then, by using Eq. (10) we can
write

f0,0) =11h(0, ) +72

where 7, 2 are constants as well. At this point, we can get
rid of Ay and 7, by absorbing them in the zeroth order
mere radial term (i.e. pgo(r) and ®puro(r)). This means
we can consider A2 = 0 and 2 = 0. Similarly, we choose
to rescale pg1(r) and ®pyr,1(r) so that we can take v; =

(13)

(14)

A1 = 1. These simple equalities lead us to assume from
now on:
F(0,9) = h(0,¢) = g0, »). (15)

This is in no way a restriction since it simply means that
we absorb integration constants by redefining some terms.
This is possible since the relevant part of f (and thus h)
will be fitted on observations, as will be shown below.

Taking Eq. (15) into account, Egs. (10)—(12) simplify to:
Peo(r) = —pgo(r)®pno(r) (16)
Pi(r) = —pgo(r)®pa1(r) — pe1(r)@ho(r) an)
Pea(r) = —pgo(r)®pmalr). (18)

3.2.2. The equation of state

‘We have now identified the angular part to the first order
correction of Py, ®py and pg. We still have to link those
quantities to the angular dependent part of the tempera-
ture Ty, namely k(6, ). This is done naturally by using
the equation of state (1), which directly provides, to zeroth
and first order in e:

Pyo(r) = PBpgo(r)Teo(r) (19)
Pya(r)f(0,%) Bpg1(r)Teo(r)f(0,)
+Bpg.0(r)Tga(r)k(0, ). (20)

This last equation leads naturally to f(0,¢) = k(0,¢) if
we decide once again to absorb any multiplicative factor in
the radial part. This way we see that our choice of separat-
ing the radial and angular part is in no way a restriction.
We eventually get

Pyo(r) Bpg,0(r)Tgo(r)
Pya(r) Bpg,1(r)Tgo0(r) + Bpg,o(r)Te,(r) -
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3.2.3. The observations

Given this description of the cluster physical state, the ex-
perimental SZ and WL data provide the projected quan-
tities y(R, ¢) and ¢pm(R, ¢):

WR9) = a [ Pl 4 o [ Bat s,
= w(R) + ey (Rym(e) (23)
dom(R, ) = /“I)DM,O(T)dZ+5/“I’D1\’I,1(T)f(0750)dl
= ¢pmo(R) +edpmi(R)m(p). (29)

Note that in order to get this set of definitions we choose
the polar axis of the cluster along the line of sight so
that the same azimuthal angle ¢ is used for 2-D and 3-D
quantities.

Our aim is now to derive both a projected gas density
map and projected temperature map as defined by:

Dueg) = [ petrona (25)
= [raatri= [oamiseoa o)

= Dyo(R) + Dy (R, ) 27)

Gto) = [ Tl (28)
- / T,0 dl+e/ Ty ([ (6,0l (29)
CgU( )Jf(gl( ) (30)

3.2.4. A projected gas density map to zeroth order. ..

Now that we have expressed our observables in terms of
3-D physical quantities, it is easy to infer a gas density
map successively to zeroth and first order in €. To zeroth
order the hydrostatic equilibrium condition (9) states that

Pg/.O(T) = */’g~0(T>‘I>i)M,o(T)< (31)

In order to use it we need to deproject the relevant quanti-
ties. From the well-known spherical deprojection formula
(Binney & Tremaine 1987) based on Abel’s transform we
have:

1=, dR )
a Pyo(r) = —;/T yo@)m (32)
= 71/ yo(r coshu)du (33)
T Jo
where R = r coshu. Thus, we can write
1 00
a Py o(r) = ——/ coshu y”(r coshu)du (34)
z 7 Jo
_ 1 /1 R " .
- ﬁ/r T W (35)
Similarly,
1 /1 R
] ) =—— -———— ¢ (R)dR. 36
bo) =2 [ g ) (36)
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We then get for the projected gas density
rdr Py o(r)

Dgo(R) = —2/ — 37
E,O( ) " (’r2 — RZ)% CI);)M,O(T) ( )
el s ds
) /oc rdr YA e O 55)
ol =) \ [Ty o)

3.2.5. ...and a projected gas temperature map
to zeroth order

Once we build this projected gas density map, we can
recover the projected gas temperature map. If we apply
the equation of state (19) we get:

CoolR) = / i D (39)
= ﬂ E ;(I)DMU( )di (40)
= *ﬂ,ﬂ/ DMO( )% (41)

Since all the required functlons (Pg0, Pgos Ppypp) have
been derived in the previous section (Eqs (33) and (35))
we can get in this way a projected gas temperature map.

3.2.6. Corrections from departure to spherical
symmetry: a projected gas density map to first
order. ..

‘We now reach the core of our method, namely we aim at
deriving the quantity D, ; defined by (27), i.e. the first
order correction to the perfectly circular term :

Dg(R,¢) = Dgo(R)+eDg1(R, )
= /pgﬁu(r)dl + s/pg,l(r)f(é’, p)dl.

If we derive Eq. (18) and combine it with Eq. (17) we note
that

Peo(M)@ori(r) = pg1(r)Phyo(r)-
Therefore we can write

(42)
(43)

(44)

/ pea(r)f(0,0)dl = /#i())

At this point we want to express this quantity either in
terms of WL data or in terms of SZ data depending on
their quality, or even better, in terms of an optimal com-
bination of them.

WL data provide straightforward access to the func-
tion ¢1(R)m(yp) J ®pma(r)f(0, )dl thus we choose
to approximate (45) by

/ P (1) £ (0, )l = %
Pé,.,n(R)

o~ m%(mm(@)

- Pé,o(R)
Ph0(R)

o, (r) £ (0, p)dl. (45)

/‘DDMJ(T)J’(@ p)di

(dpm(R, ¢) — ¢o(R)) (46)
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where we used the definitions of Sect. 3.2.3 and where R
corresponds to the radius observed in the image plane, i.e.
the radius r equal to the distance between the line of sight
and the center of the cluster. We will discuss this approxi-
mation in more detail in Sect. 3.2.8 and validate it through
practical implementation on simulations in Sect. 4. We al-
ready can make the following statements: if the line of
sight follows a line of constant r throughout the domain
of the perturbation, this expression would be rigorously
exact. Moreover, it turns out to be a good approximation
because of the finite extent of the perturbation.

On the other hand, SZ data provide a measurement of
the function y1 (R)m(p) = [ Py1(r)f (8, p)dl therefore,
we can use Egs. (18) and (16) to write

frsonoan- [
Peo(R)

Pea(r)f (6, )dl (47)

Pea(r)f (0, ¢)dl (48)

14

(49)

14

(50)

Here again we used the same notation and approximation
as in Eq. (46). Note however that as soon as we assumed
isothermality, the ratio p o/ Py o is constant, therefore this
last step is exact. Were we not assuming isothermality, the
departure from isothermality is expected to be weak, thus
this last approximation should be reasonable.

These last two alternative steps are crucial to our
method since these approximations link the non spheri-
cally symmetric components of various quantities. They
are reasonable, as will be discussed in Sect. 3.2.8 and will
be numerically tested in Sect. 4.

Of course, only well-known quantities appear in
Egs. (46) and (50): y, yo, ¢pm and ¢g are direct obser-
vational data whereas Py o(r) and pg o(r) are zeroth order
quantities previously derived.

3.2.7. ...and a projected gas temperature map to first
order

The projected temperature map can be obtained the same
way as before. By using first the equation of state we can
write :

1 (Puo(r) +2Pea (1) (6:))
5 (puo(r) + 21 (1) (0, ¢))
L <Pg,o<r> ©ePy ()P0

— pea(r) .
= 8\ peo(r) " Wﬂ@w)) - (51)

Ty o(r) +eTga(r)f(0,¢) =

Hence, since
C((R,p) = Co(RAOHECL(R,?) (52)
- / Tyo(r) di+e / Ty () £(6, )l
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we have

GRep) = [0 L2 )0, )t

o0 64

Here we choose to approximate the last integral as pre-
viously discussed in order to make use of observational
SZ data. Therefore we rewrite this last equation as:

Glrp) = PRt [ 700,
g
~ L g”“jl(i;g“m i(R)m(p) (55)
= LBl (g o) (). (56)
85

‘We obtain this way an expression to first order for the pro-
jected temperature in terms of either observed quantities
or previously derived functions.

3.2.8. Why the previous approximation is reasonable
on intuitive grounds

Our previous approximations can be justified on intuitive
grounds even if we will take care in validating it numeri-
cally in Sect. 4 below. It relies on the fact that perturba-
tions have by definition a finite extent, i.e. the first order
correction to the perfectly circular (spherical) term is non
zero only within a finite range. The typical size and ampli-
tude of the perturbation can be easily scaled from the SZ
and WL data set. This guarantees the validity of our as-
sumptions on observational grounds. The key point is that
the perturbation itself has a kind of axial symmetry, whose
axis goes through the center of the cluster and the peak
of the perturbation. This is reasonable if the perturbation
originates in e.g. an incoming filament but not for a sub-
structure. The latter would therefore have to be treated
separately by superposition (see Sect. 5). This leads natu-
rally to the statement that the typical angle we observe in
the image plane is equal to the one we would observe if the
line of sight were perpendicular to its actual direction, i.e.
the perturbation as intrinsically the same angular extent
in the directions along the line of sight and perpendicular
to it. This is illustrated schematically in Fig. 2.

Given this description, we are now in a position to
discuss the validity of our approximation. It consists of
approximating the line of sight integral

[ o121 0,00 (57)
by
9(R) / Bor1 (1) £(6, 9)dl (58)

where g is any radial function. This approximation would
be exact if g(r) were constant in the relevant domain, i.e.
if the line of sight had a constant r. As mentioned before,
this is the case in Eq. (50) if we assume isothermality.

@

(b) ,/:-\‘
. ( lineof sight

Image Sice

Fig. 2. We represent schematically in a) an image correspond-
ing to our hypothesis. The full line corresponds to the perfectly
circular 2—-D term, e.g. ¢pm,o0, and the dashed line to the first
perturbative correction to it, e.g. ¢pm,1m(p), Ay represents
the observed angular extent. In b) we represent a schematic
slice in the 3-D potential responsible for this image. This slice
has been performed along the dash-two-dotted plane indicated
in figure a). Here again, the full line corresponds to the per-
fectly circular 3-D term, e.g. ®pwm,o, and the dashed line to
the first perturbative correction to it, e.g. ®pn,1f(0,¢). The
line of sight direction is indicated by the full thin line. Were
the line of sight perpendicular to this slice plane, we would
observe the angular extent Af. Giving an axial symmetry to
this perturbation leads us to assess that Ap ~ A6.

However the functions g(r) we might deal with may scale
roughly as 72, as e.g. pj o(r)/Pyo(r) in Eq. (46), thus it
is far from being constant. The subsequent error induced
can be estimated by the quantity Arg’(r) where Ar is the
maximum r discrepancy between the value assumed, g(R),
and the actual value as it is schematically illustrated in
Fig. 3. In the worst case, ¢'(r) scales as r. Then, by using
the obvious notations defined in this figure we get

(AP)max = R <1 —1/sin (0 - %)) .

Naturally this quantity is minimal for § ~ 90° and di-
verges for §# ~ 0° when Af = 0°: the error is minimal
when the line of sight is nearly tangential (6 ~ 90°) and
so is almost radial in this domain, and maximal when it is
radial (6 = 0°). This in principle is a very bad behavior,
but the fact is that the closer 6 is to 09°8 the weaker the
integrated perturbation is since it becomes always more
degenerate along the line of sight, i.e. the integrated per-
turbations tend to a radial behavior and will therefore be
absorbed in the ®pyr,o(r) term. The extreme situation, i.e.
when 0 = 09°¢ will trigger a mere radial image as long as
the perturbation exhibits a kind of axial symmetry. This
error is impossible to correct since we are dealing with a
fully degenerate situation but it will not flaw the method
at all since the integrated perturbation will be null. This
approximation will be validated numerically below.

(59)

3.3. How to obtain a X-ray prediction

The previously derived map offers an advantage that
we now aim to exploit, namely the ability of precise X
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line of sight

Fig. 3. We define in this figure the notation necessary to dis-
cuss our approximation. rr is the parameter value given to the
function (f(r))r and rg + Ar is an actual value along the line
of sight.

prediction. Indeed, for a given X spectral emissivity model,
the X-ray spectral surface brightness is

1

Sx(E) = prappnpsT

/ n2A(E, T,)dl (60)
where A is the spectral emissivity, z is the redshift of the
cluster and F is the energy on which the observed band is
centered. Hence we can write, assuming a satisfying knowl-
edge of z and A :

Sx(E) o / n?T? dl (61)
o / PITY? dl (62)
x /pﬁ,ngl.{f dl+26/ peoTyly s f(0,0)dl
i

1 .
2 5/ ProTo " Tea (6, p)dl

; (63)

where we omitted to write the (r)s for clarity’s sake. If
we now make use of the same approximation as used and

discussed before, we can express directly this quantity in
terms of observations y and ¢. We get indeed

sx(B) [ ot
+ 22 RILEW) [ puaf6.00a1
by AT [Taf6e) 60
P / PR Ty dl+2 & pgo(R)T, 5 (R) Dyi1(R, )

1 5 _
+ 5 € PR T (R (R. ).
Both the zeroth order terms Ty o and pgo, and the first
order corrections Dg; and (g1 have been derived in
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(65)

the previous sections. We are thus able to generate self-
consistently a X luminosity map from our previously de-
rived maps. This is a very nice feature of this method. We
will further discuss the approximation and its potential
bias in the next section.

This derivation opens the possibility of comparing on
the one hand SZ and WL observations with, on the other
hand, precise X-ray measurements as taken e.g. by XMM
or CHANDRA. Note that in the instrumental bands of
most X-ray satellites the T, dependence is very weak and
can be neglected. This can be easily taken into account by
eliminating the Ty dependence in the previous formula.
Even if the interest of such a new comparison is obvious,
we will discuss it more carefully in the two following sec-
tions. In principle, one could also easily make some predic-
tions concerning the density weighted X-ray temperature
defined by the ratio [n2T,dl/ [nZdl but the fact is that
since the gas pressure and so the SZ effect tends to have a
very weak gradient, we are not able in principle to repro-
duce all the interesting features of this quantity, namely
the presence of shocks.

4. Application on simulations

In order to demonstrate the ability of the method in a sim-
plified context we used some outputs of the recently devel-
oped N-body + hydrodynamics code RAMSES simulating
the evolution of a A-CDM universe. The RAMSES code is
based on Adaptative Mesh Refinement (AMR) technique
in order to increase the spatial resolution locally using a
tree of recursively nested cells of smaller and smaller size.
It reaches a formal resolution of 12 h~! kpc in the core of
galaxy clusters (see Réfrégier & Teyssier 2000 and Teyssier
2001, in preparation, for details). We use here the struc-
ture of two galaxy clusters extracted from the simulation
to generate our input observables, i.e. X-ray emissivity,
SZ decrement and projected mass density (or projected
gravitational potential).

The relevant observables, i.e. projected mass density,
SZ decrement and, for comparison purpose only, the X-
ray emission measure, of the 2 clusters are depicted us-
ing a logarithmic scaling in Figs. 4 and 5 (upper panels).
These clusters have been extracted from the simulation
at z = 0.0 and thus tend to be more relaxed than high z
ones: they are ordinary clusters of virial mass (defined by
334 in our particular cosmology) 4.50 x 104 h=! M, and
4.15 x 10'* h=' M. Both exhibit a rather regular shape,
i.e. they have not recently undergone a major merging
process. The depicted boxes are respectively 3.5 h~ Mpc
and 4.0 h~! Mpc wide. We smooth the outputs using a
Gaussian of width 120 h~! kpc thus degrading the reso-
lution. We did not introduce any instrumental noise. For
both clusters, the gas temperature decreases by a factor of
less than 2 from the center to the virial radius. Beyond, the
temperature profile is steeper. Nevertheless, for the sake
of simplicity we will assume that T}, is constant, making
the discussion of Ty ¢ and T ; useless at this point.
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Fig. 4. The upper panel shows the results of simulations, from left to right, all using a logarithmic scaling, the projected mass
density (Mg Mpc™?2), the X-ray emission measure (cm~® Mpc) and the SZ y parameter. This cluster is a good candidate for
our approach since it has a circular core with surrounding perturbations so would be inappropriate for a ellipsoidal fit. The
lower panel shows, from left to right a zeroth order predicted X emission measure, the first order prediction (the zeroth order
term plus the first order correction), both using a logarithmic scaling as well as the the relative error map, i.e. (predicted —
simulated) /simulated X emission measure using a linear scaling. The 10 error contours are linearly separated between —1.0
and 1. Each box is 3.5 h™' Mpc wide. The correlation coefficient between the predicted and the simulated X-ray emission
measure is 0.978. The total fluxes differ only by 0.91%, thus even if the relative error map increases at high R the total error

remains small due to the great dynamical range involved.

We apply the method previously described using per-
turbed spherical symmetry. We define the pixel with the
highest luminosity to be the center. The zeroth order cir-
cular description of the gas density is computed averaging
data over concentric annuli and we then add to it some
first order corrections. Note that since we assume isother-
mality, SZ data give us straightforwardly a projected gas
density modulo a temperature T} o coefficient, thus we use
the formulation of Eq. (50), which is exact in this context.
This constant temperature is fixed using the hydrostatic
equilibrium and the WL data.

In Figs. 4 and 5 (lower panels) we show the predicted
X-ray emission measure to zeroth and first order as well as
a map of relative errors. Note that to first order the shape
of the emission measure is very well reproduced. The cross-
correlation coefficients between the predicted and simu-
lated X-ray emission measures are 0.978 and 0.986. Of

course this is partly due to the assumed good quality of the
SZ data but nonetheless, it demonstrates the validity of
our perturbative approach as well as of our approximation.
The approximation performed in Eq. (65), i.e. the multi-
plication by the function p, o(R) naturally tends to cut out
the perturbations at high R. This is the reason why the
further perturbations are slightly less well reproduced and
the relative errors tend to increase with R. Nevertheless,
since the emission falls rapidly with R, as is visible in
the lower figures (note the logarithmic scaling), the total
flux is well conserved, respectively to 0.9% and 9%. This
last number might illustrate that the large extent of the
perturbations in the second case may limit our method.
An ellipsoidal fit could help decrease this value. Note that
the clump visible mainly in X-ray emission measure in 5 is
not reproduced. This is natural because it does not appear
through the SZ effect since the pressure remains uniform
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Fig. 5. As in the previous figure for a different cluster. The structure of the X-ray emission measure is very well reproduced for
the inner part. The correlation coefficient between the predicted and simulated map is 0.986. As is visible on the relative error
map, whose 10 levels are linearly separated between —1.0 and 1.0, the outer part is naturally smeared by our approximation.

The visible clump on the top-right should be treated separately.

throughout the clumps. If resolved by WL, this substruc-
ture should be treated separately, e.g. by considering the
addition of a second very small structure. Note that the
first cluster showed exhibits a spherical core elongated in
the outer region, thus it is not actually as ellipsoidal as
it looks, which may explain why our perturbed spherical
symmetry works well.

5. Discussion
5.1. Hypotheses . ..and non hypotheses

The general and robust hypotheses have been introduced
and discussed in Sect. 2.1. Our key hypothesis consists
of assuming the validity of a perturbative approach and
in choosing the nature of this perturbation, i.e. with
a radial/angular separation. It was initially motivated
by theoretical predictions, observations and simulations
which show that relaxed clusters are regular and globally
spheroidal objects. In fact, comparison of our models with
simulated clusters confirms that our assumptions turn out
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Each box is 4.0 h~! Mpc wide. The total flux differs by 9%.

be reasonable. However, our method cannot deal properly
with sharp features e.g. shocks waves due to infalling fil-
aments. Assuming the validity of the angular and radial
separation implies the equality of this angular part for all
relevant physical quantities (P, Ty, ¢pum.- . ), using to a
first order in ¢ the hydrostatic equilibrium and the equa-
tion of state. If this is not satisfied in practice, then we
could question the validity of this separation or of the
underlying physics introduced in the cluster model. Our
experience with simulations shows that for reasonably re-
laxed clusters which do not experience a major merging
process, the angular part of the perturbation is constant
amongst observables. In that case, the separation (and
thus the equality of the angular perturbation) seems to be
a good hypothesis in general, whereas its failure is a sign
of non-relaxation, i.e. non-validity of our general physical
hypothesis.

The validity of our approximations also depends on
physical quantities which are assumed to be constant
along the integral. In the case of the gas density obtained
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from the SZ map, it is an exact statement, provided we
assume isothermality. Since clusters in general are not too
far from isothermality, this hypothesis is reasonable.

The strength of the perturbation method we propose
is the fact that we do not need to assume isothermality
and sphericity (or ellipsoidality). This might be of impor-
tance for further applications. An interesting example is
the measurement of the Hubble constant from joint SZ and
X-ray measurements. As it has been stressed by Inagaki
et al. (1995); Roettiger et al. (1997); Puy et al. (2000),
both the asphericity and the non-isothermality of the rel-
evant clusters can yield important biases in the estimate of
Hy (up to 20%). Our approach may be relevant to address
this issue.

Although the comparaison with simulated clus-
ters is conclusive, our perturbative method has two
shortcomings:

— We implicitly assume an equivalent degree of asym-
metry for the physical quantities involved, i.e. mainly
the gas pressure and DM potential. If perturbations of
spherical models is produced by incoming filaments,
as discussed above, this assumption is reasonable.
However, this particular point might require more de-
tailed study.

— We obtain good results by assuming an isothermal dis-
tribution. In fact, although the difference is small, it
turns out that the underlying distribution is closer
to a polytropic one (compatible with the results of
Markevitch 1998). This means that the overall bary-
onic content is well approximated if we assume a
(wrong) isothermal profile but that we would fail to
reproduce precisely the underlying distributions, even
if the total mass of each components is very well esti-
mated.

Note finally that in the previous sections, we chose to pre-
dict the X-ray brightness map from SZ and WL data in-
stead of predicting SZ maps from WL and X-ray. Since
X-ray maps have higher resolution observations than SZ
or WL, this way to proceed may be questionnable (this
situation will remain unchanged even with future SZ ex-
periments). In fact, SZ is the most robust observable. It
only depends on the pressure, which is a very smoothly
varying quantity and its emission model is fairly simple,
in contrast to the X-ray one. Moreover, it probes better
the outer part of the cluster, i.e. it is less concentrated
than the X-ray emission.

5.2. The equivalent spheroidal symmetry case

So far, we have discussed the perturbed spherical symme-
try case. If we turn to spheroidal symmetry, the problem
is similar provided we know the inclination angle i be-
tween the polar axis of the system and the line of sight.
In the appendix we review the basic results of spheriodal
deprojections. It is directly inspired from (Fabricant et al.
1984): once the projection is well parameterized we get

the projected quantity, like the pressure:

Be [™ Pyo(t) tdt
— 9le gvoil 66
v(n) R/n et (66)
_ 1 R *© / dn
Panl®) = 35 [ Phol0) T (67)

following the notations of the appendix. Since we are deal-
ing with the same Abel integral we can proceed in two
steps as we did before.

Even if the inclination angle is a priori not accessi-
ble directly through single observations, it is possible to
evaluate it using the deprojection of an axially symmetric
distribution of either X-ray/SZ maps or SZ/surface den-
sity maps (Zaroubi et al. 1998; Zaroubi et al. 2000). Our
method overcomes this problem since it only focusses on
2-D quantities and avoids as much as possible to deal with
the full 3-D structure. However, in principle the method
can also reconstruct 3-D quantities. This will be discussed
in a forthcoming work. Note also that axially symmetric
configuration elongated along the line of sight may appear
spherical. This is a difficult bias to alleviate without any
prior knowledge of the profile. In our case, our method will
be biased in the sense that the deprojected profile will be
wrong. Nevertheless, we might hope to reproduce prop-
erly global quantities, like abundance of DM or gas and
so to alleviate some well known systematics (see previous
section), e.g. in measuring the baryon fraction.

5.3. Application to true data

When applying the method to true data, the instrumen-
tal noise issue is an important matter of concern. The
distinet advantage of a parametric approach, e.g. using a
[-model, is that it fits the relevant parameters, e.g. r. and
3, on the projected quantities (the image) itself, which is
rather insensitive to noise. However, it might be difficult
to determine the profile and its derivate by a direct de-
projection. In our perturbative approach, as it first relies
on a zeroth order quantity found by averaging over some
annulus, a noise reduction step (at least far from the cen-
ter) prior to working on a projected perturbation should
be quite robust as well. Nevertheless, this problem is not
critical and can be addressed easily by using a more so-
phisticated technique than the mere use of Abel’s integral.
In particular we could decompose the profile into a func-
tion basis whose projection is known analytically (see for
example Durret et al. 1999 in another context).

6. Conclusion

Trying to answer the question of how to coanalyse a set
of WL and SZ data, we have presented and demonstrated
the efficiency of an original method allowing us to per-
form in a self-consistent manner the joint analysis of these
data. Using it on noise-free simulations, we demonstrated
how well it can be used to make predictions of X-ray sur-
face brightness. We discussed also in the previous sections
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some shortcomings that do not seem critical but definitely
require further work.

Compared to other, we choose to hide the deprojection
by using appropriate approximations. Thus, we do not re-
solved fully the 3-D structure of clusters, although this
work is a first step towards a full deprojection (Doré et al.
2001, in preparation).

Nevertheless, since it is based on a self-consistent use
of general physical hypotheses, the X-ray emission predic-
tion of our method when compared to the observed one
constitutes an interesting test of these hypotheses, namely
the stationarity, the hydrostatic equilibrium and the va-
lidity of the equation of state.

This method is furthermore of interest since it should
allow a better treatment of systematics (asphericity, non
isothermality, ...) plaguing any measure of the baryon
fraction fi, or the Hubble constant Hy using X-ray and
SZ the effect (Inagaki et al. 1995). Thus we plan to apply
it soon on true data.
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Appendix: Deprojection in spheroidal symmetry

In this appendix we recall some useful results concern-
ing spheroid projection derived by Fabricant, Gorenstein
and Rybicki (Fabricant et al. 1984). In the context of
spheroidal systems, cartesian coordinates system are the
most convenient for projection. Thus, if the observer’s co-
ordinate system (z,y,z) is chosen such that the line of
sight is along the z axis and such that the polar axis of the
spheroidal system 2’ lies in the x — z plane at an inclina-
tion angle i to the z-axis, then, in the cartesian coordinate
system (z',y',2’) the general physical quantities relevant
to our problem depends only on the parameter ¢ defined
by

. x/z + y/z 212
2= "+ — (68)
Bz AZ
(zcosi+yzsini)® 4+ y?  (zcosi— xsini)?
- = N (1)

If we project a physical quantity G(t) on the observer sky
plane x — y then,

I(z,y) = I(n) (70)
= / " G (71)
Ry ()

where

2 2
" = FaE o (73)
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(74)

B2 2
and R = < cos2i + sin”i.
A2
e

Of course this result shows that if we were to observe a
spheroidal system we would map ellipses with an axial
e . B o . . .
ratio equal to 1 EA_E But the main result of this ap-
pendix is that we obtain at the end an Abel integral similar
to the one obtained in the case of spherical system, where
the radius as been replaced by the parameter ¢. This sim-
ple fact justifies the very analogous treatment developed
in this paper for spherical and spheroidal systems.
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