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Introduction

Motivations

L’étude des équations aux derivées partielles elliptiques est un des sujets de
recherche de grande importance dans l’analyse sur les variétés developpé ces der-
nières années dans de nombreux travaux.

Différentes techniques sont employées pour la résolution d’équations aux déri-
vées partielles elliptiques comme par exemple "la méthode variationnelle " utilisée
par Yamabe pour résoudre le problème de la courbure scalaire prescrite.

L’estimation des meilleures constantes pour les inclusions de Sobolev nécessite
la résolution de certaines équations aux derivées partielles.

Enoncé du problème

Soit (V,g) une variété riemannienne compacteC∞ de dimension n>4 et de
métrique g.

On désigne pourHq
2(V ) l’espace de Sobolev standard qui est le complètement

de
Cqk(V ) = {ϕ ∈ C∞(V ) , ‖ ϕ ‖k,q≤ ∞} ,

par rapport à la norme‖ ϕ ‖k,q=
∑k
l=0 ‖ ∇lϕ ‖q.

On noteH2, l’espaceH2
2 muni de la norme équivalente

‖ ϕ ‖H2=
(
‖ ∆ϕ ‖22 + ‖ ∇ϕ ‖22 + ‖ ϕ ‖22

) 1
2 .

Le problème que nous nous sommes proposé de résoudre peut être énoncé de la
façon suivante:

Existe-il une fonctionu ∈ H2(V ) et une constanteλ solutions de l’équation

(E) ∆2u+∇i [a(x)∇iu] + h(x)u = λf(x)u|u|N−2
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où a, h et f sont des fonctionsC∞(V ) et
(
N = 2n

n−4

)
l’exposant critique?

En 1979 Michel Vaugon[15] prouve l’existence d’un réelλ et d’une fonction de
classeC4(V ) non identiquement nulle vérifiant une équation du type (E) avec un
second membre de la formeλf(t,x) oùf(t,x) est une fonction impaire croissante

en t et vérifiant l’inégalité:|f(t,x)| < a+ b|t|
n+4
n−4 .

Depuis 1990 des résultats ont été établis pour des fonctions f, a et h bien pré-
cises.

D.E.Edminds, D.Fortunato E.Jannelli[8] ont montré que les seules solutions
dans IRn de l’équation

∆2u = u
n+4
n−4

sont les fonctions positives, symétriques, radiales et décroissantes :

uε(x) =
[
n(n− 4)(n2 − 4)ε2

]n−4
8

(r2 + ε)
n−4

2

.

Ce résultat a permis de déterminer la valeur de la meilleure constanteK2(n,2) pour
l’inclusion de SobolevH2 ↪→ LN .

De plus lorsquen ≥ 8, ils prouvent que siλ ∈ (0,λ1) (λ1 étant la première
valeur propre pour la boule(B(0,r),E) de ∆2 avec des conditions de Dirichlet
nulles au bord), le problème:

(I)

{
∆2u− λu = u|u|

8
n−4 dansB ouvert de IRn,

u = ∂u
∂n = 0 surBΩ,

a une solution non triviale.
Si par contre5 ≤ n ≤ 7, le problème a une solution non triviale siλ ∈ (λ,λ1),

oùλ > 0 dépend de n et de la fonction propre correspondante àλ1.
En 1995, R.Van der Vorst [14] obtient les mêmes résultats que D.E.Edminds,

D.Fortunato et E.Jannelli [8], appliqués au problème:

(II)

{
∆2u− λu = u|u|

8
n−4 dansΩ ouvert borné de IRn,

u = ∆u = 0 sur∂Ω,

mais il prouve en plus que la solution trouvée est aussi positive.
En 1996, F.Bernis, J.Gargia-Azorero et I.Peral[5] montrent l’existence d’au

moins deux solutions positives du problème :

(III)

{
∆2u− λu|u|q−2 = u|u|

8
n−4 dansΩ domaine borné de IRn,

u = ∆u = 0 sur∂Ω,
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avec1 < q < 2 pourn > 4 et en prenantλ > 0 dans un certain intervalle.
Dans notre premier travail [7] nous étudions cette équation avecf(x) ≡ Const.
Nous prouvons dans une première partie un théorème d’existence d’une solu-

tion non trivialeC5,α de l’équation (E).
De plus sia(x) et h(x) sont des fonctions constantes bien précises, on peut

prouver que la solution de l’équation (E) est strictement positive etC∞.
Dans une deuxième partie on donne des applications géométriques (théorèmes

3 et 4) du théorème d’existence.
Le contenu de cet article est presenté en détails dans le Chapitre 1 de cette

thèse.
A la suite de ces premiers résultats, différentes questions se posent:

1) Est-ce que la condition pour l’existence de la solution du théorème 4 est
encore la même sin = 6 et f(x)=Const?

2) Est-ce qu’on aurait des résultats équivalents si la fonction f(x) dans l’équa-
tion (E) n’était plus constante mais seulement partout positive?

3) Si on considère(Wn,g), une variété riemannienne compacte à bordC∞,
existe-il une solution non triviale du problème

(P )


∆2u+∇i [a(x)∇iu] + h(x)u = λf(x)u|u|N−2 surWn,

∆u|∂Wn = γ|∂Wn u|∂Wn = η|∂Wn ,

où γ et η sont deux fonctionsC∞ sur (W ), λ est un réel à déterminer, f(x) une
fonction partout positive et a(x), h(x) comme précédemment?

Dans les deux derniers chapitres de cette thèse nous apportons une réponse
complète à toutes ces questions.

Présentation des résultats

Chapitre 1: Dans ce premier chapitre, sur une variété riemannienne compacte
(Vn,g) de dimensionn > 4 et de métrique g, nous étudions l’équation (E) avec ex-
posant critique de Sobolev dans le cas où la fonction f(x) est une fonction constante.

Tout d’abord on établit le théorème suivant sur les inégalités de Sobolev :

Théorème 1.Soient(Vn,g) une variété riemannienne compacte etq un réel
1 ≤ q < n

2 . La meilleure constanteK2 dans l’inégalité de Sobolev correspondant à
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l’inclusionHq
2 ⊂ Lp avec1

p = 1
q−

2
n ne dépend que den et deq (K2 = K2(n,q))).

Ainsi, pour toutε > 0, il existe une constanteA(ε) telle que pour toutϕ ∈ Hq
2 :

‖ ϕ ‖p≤ K2(n,q)(1 + ε) ‖ ϕ ‖Hq
2

+A(ε) ‖ ϕ ‖q .

Il n’existe pas de constanteA avecC < K2(n,q) telle que pour toutϕ ∈ Hq
2 :

‖ ϕ ‖p≤ C ‖ ϕ ‖Hq
2

+A ‖ ϕ ‖q .

Pour prouver que la solution de l’équation (E) est non identiquement nulle on
utilise le théorème 1, plus exactement son Corollaire dont l’énoncé est le suivant:

Corollaire 1.
Sur une variété riemannienne compacte de dimensionn > 4, pour toutε > 0

il existe une constantea(ε) telle que∀f ∈ H2(V )

‖ f ‖2N≤ (1 + ε)K2
2

∫
V
|∆f |2dV + a(ε)

∫
V
|f |2dV

avecN = 2n
n−4 etK−2

2 = K−2
2 (n,2) = π2n(n− 4)(n2 − 4)

{
Γ(n

2
)

Γ(n)

}
.K2(n,2) est

obtenue en utilisant les fonctionsuλ extrémales du problème sur IRn

uλ(r) = Cn

[
λ

1 + λ2r2

] (n−4)
2

oùCn est une constante qui ne dépend que de n.
Le théorème principal démontré dans ce premier chapitre est le théorème d’exis-

tence d’une solution non identiquement nulle pour l’équation (E) dans le cas où
f(x) = Const.

Pour la démonstration on utilise la méthode variationnelle. On considère sur
H2 la fonctionnelle :

I(ϕ) =
∫
V
|∆ϕ|2dV −

∫
V
a(x)∇iϕ∇iϕdV +

∫
V
h(x)ϕ2dV

et on définit le problème variationnel suivant :

(∗) infI(ϕ) pour toutϕ ∈ A = {u ∈ H2 , ‖ u ‖N= 1} .

Notonsµ cet inf .
L’énoncé du théorème est le suivant:
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Théorème 2.Etant donnéµ, l’inf défini ci-dessus etK2 = K2(n,2), on a
toujoursK2

2µ ≤ 1. SiK2
2µ < 1, l’équation (E) avecf(x) constante admet une

solutionψ 6≡ 0 dansH2 qui minimise le problème variationnel(∗).
ψ a la régularité maximale autorisée pour l’équation (E), c’est à direψ ∈

C5,α pour un certainα ∈ (0,1) dans le cas général mais par exemple pour les
dimensions 5, 6, 8,ψ ∈ C∞.

L’approche que nous adoptons pour démontrer ce théorème est comparable à
celle developpée par Yamabe.

Enfin les théorèmes 3 et 4 sont une application de ce théorème. En effet on
trouve quelle condition géométrique la variété doit satisfaire pour que l’équation
(E) ait une solution.

Par exemple d’après le théorème 3 si la fonctionh(x) satisfait l’inégalité:∫
V
h(x)dV ≤ K−2

2 V
(n−4)
n+4

l’équation(E) admet une solution quelle que soita(x).
Dans le théorème 4 on prouve que s’il existe un pointP ∈ V tel que la courbure

scalaire satisfait l’inégalite suivante:

R(P ) > −C(n)a(P )

avecC(n) une constante explicite, alors il existe une solution de l’équation (E).
De plus si a(x) et h(x) sont des fonctions constantes, on prouve (proposition 1)

que la solution est positive etC∞(V ).

Chapitre 2: Dans ce chapitre on répond aux questions 1) et 2) posées précé-
demment.

Avec une fonctionf(x) partout positive, on peut démontrer un théorème d’exis-
tence d’une solution de l’équation (E).

La méthode utilisée pour la démonstration est toujours la méthode variation-
nelle.

On considère surH2 la fonctionnelle :

J(ϕ) =
∫
V |∆ϕ|2dV −

∫
V a(x)|∇ϕ|2dV +

∫
V h(x)ϕ2(x)dV

[
∫
V f(x)|ϕ|N (x)dV ]2/N

.

et le problème variationnel:

(∗∗) Inf J(ϕ), ϕ ∈ A = {ϕ ∈ H2(V ),ϕ 6≡ 0} .

Notonsν cet inf.
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L’énoncé du théorème est le suivant :

Théorème 1.ν vérifieν ≤ K−2
2 [supf ]−2/N . Siν < K−2

2 [supf ]−2/N , l’équa-
tion (E) a une solutionψ ∈ H2, ψ 6≡ 0 qui minimise le problème variationnel
(∗∗).

Avec une technique équivalente à celle utilisée pour la proposition 1 du chapitre
1, on prouve que si les fonctionsa(x) eth(x) sont constantes, alors la solution est
positive etC∞(V ), sinon la solution est au moins de classeC5,α(V ).

Dans la dernière partie on donne des applications de ce théorème.
On trouve une condition pour l’existence de la solution lorsquen > 6 comme

suit : si en un pointP ∈ V où f admet un maximum, on a

a(P )C(n) +R(P ) + C̃(n)
∆f
f(P )

> 0

alors (E) a une solutionψ ∈ H2.
Pour le casn = 6 on trouve la même condition que pour f(x) constante car

C̃(6) = 0.

Chapitre 3: Dans ce chapitre, après avoir déterminé une majoration deK̃2(n,q),
meilleure constante dans l’inclusion de SobolevH2

q (W ) ↪→ Lp(W ), on cherche à
répondre à la question 3).

Nous établissons, pour(Wn,g), une variété riemannienneC∞ compacte à bord
∂Wn, des théorèmes d’existence et de non-existence de solutionsu ∈ C5,α(W )
(ou dans certains casC∞(W )) du problème elliptique du quatrième ordre avec
données au bord:

(P )

{
∆2u+∇i [a(x)∇iu] + h(x)u = λf(x)u|u|N−2 surWn,

∆u|∂Wn = δ|∂Wn u|∂W = γ,

où δ etγ sont des fonctions donnéesC∞ surW .
Pour démontrer l’existence d’une solution du problème (P) on considère un

autre problème :

(PN )


∆2v +∇i [a(x)∇iv] + h(x)v = λf(x)(v + ϕ)|v + ϕ|N−2 + g(x) surWn,

∆v|∂W = 0 v|∂Wn = 0

oùg etϕ sont des fonctionsC∞(W ) , telles queg(x)+λf(x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 6≡ 0
pour toutλ.

En utilisant la méthode variationnelle, on montre (théorème 8) l’existence d’un
λ > 0 et d’une solutionv ∈ H2(W ) avecv 6≡ 0 de ce problème.
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Mais le théorème principal est le suivant:

Théorème 9.Le problème (P) est équivalent au problème(PN ) avecu = v+ϕ,
oùϕ ∈ C∞ est la solution de l’équation du deuxième ordre:

(Q)


∆ϕ(x) = γ(x) surWn,

ϕ(x)|∂Wn = η(x)|∂Wn .

v est alors la solution du problème(PN ).
Plus exactement, sous l’hypothèseg(x)+λf(x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 6≡ 0 on a mon-

tré quev 6≡ 0 et donc que la fonctionu = v + ϕ est solution du problème (P).
Si g(x) + λf(x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 ≡ 0 alorsu = ϕ est la solution cherchée.

9



Chapitre 1

Équations elliptiques du
quatrième ordre avec exposants
critiques sur les variétés
riemanniennes compactes (cas
f(x)=Const.)

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre nous étudions, sur une variété riemannienne(Vn,g)
compacteC∞, des équations du type :

(1.1) ∆2u+∇i [a(x)∇iu] + h(x)u = f(x)u|u|N−2 (E)

où a, h et f sont des fonctionsC∞(V ) et f(x) fonction constante.
La dimension de la variétén est supposée supérieure à 4 et N dans l’équation

(E), correspondra à l’exposant critique
(
N = 2n

n−4

)
. Pour cela il est nécessaire de

prouver quelques résultats précis sur les meilleures constantes dans les inégalités
de Sobolev.

Pour les notations, se reporter à Aubin[2]. Notamment rappelons que la norme
de l’espaceHq

2 est

(1.2) ‖ ϕ ‖Hq
2
=‖ ∇2ϕ ‖q + ‖ ∇ϕ ‖q + ‖ ϕ ‖q .

Nous notonsH2 l’espace de Hilbert que nous utiliserons dans la deuxième partie.
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Sa norme est la suivante

‖ ϕ ‖H2=
(
‖ ∆ϕ ‖22 + ‖ ∇ϕ ‖22 + ‖ ϕ ‖22

) 1
2

qui est équivalente à la normeH2
2 comme nous le verrons.

1.2 Inégalités de Sobolev

Le théorème de Sobolev pour les espacesLp avec 1
p = 1

q −
2
n et Hq

2 (1 ≤
q < n

2 ) s’énonce ainsi :
l’inclusionHq

2 ⊂ Lp est continue.
On sait que le théorème de Kondrakov dans ce cas n’est pas valide: l’inclusion

Hq
2 ⊂ Lp n’est pas compacte. Par contre l’inclusionHq

2 ⊂ Lr avec1 ≤ r < p est
compacte.

Ici nous supposons que la variété est compacte. Mais dans le cas où elle est
seulement complète le théorème de Sobolev est encore vrai si la variété a un rayon
d’injectivité positif et une courbure de Ricci bornée inférieurement (par−β une
constante).

D’après ce qui précède nous avons:
−l’inclusionHq

2 ⊂ Lp continue mais non compacte avecp = nq
n−2q ,

−l’inclusionHq
2 ⊂ Lq compacte.

En effetp = qn
n−2q > q.

Dans cette situation s’applique le théorème d’Aubin [4]. Il existe des constantes
A et C telles que pour toutϕ ∈ Hq

2

(1.3) ‖ ϕ ‖p≤ C ‖ ϕ ‖Hq
2

+A ‖ ϕ ‖q .

La meilleure constanteK2= inf C telle que A(C) existe est strictement positive.
Cette constante devrait dépendre des trois BanachHq

2 , Lp et Lq, en fait on
montre qu’elle ne dépend que den et deq,K2 = K2(n,q).

Théorème 1.
Soient une variété riemannienne compacte(Vn,g) et q un réel1 ≤ q < n

2 . La
meilleure constanteK2 introduite plus haut ne dépend que den et deq (K2 = K2(n,q)).
Ainsi pour toutε > 0, il existe une constanteA(ε) telle que toutϕ ∈ Hq

2 vérifie

(1.4) ‖ ϕ ‖p≤ K2(n,q)(1 + ε) ‖ ϕ ‖Hq
2

+A(ε) ‖ ϕ ‖q .

Il n’existe pas de constanteA avecC < K2(n,q) telle que (1.3) soit vérifiée pout
toutϕ ∈ Hq

2 .

Démonstration:
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Nous voulons démontrer que la meilleure constante pour l’inclusion :Hq
2 ⊂ Lp

ne dépend de la variété que par sa dimension. Partons de la meilleure constante pour
IRn muni de la métrique euclidienne .

On sait d’après le lemme de Sobolev que toutψ ∈ H q̃
1(IRn) vérifie une inégalité

du type

(1.5) ‖ ψ ‖p̃≤ C ‖ ∇ψ ‖q̃

avec1
p̃ = 1

q̃ −
1
n .

Nous avonsHq
2 ⊂ Hr

1 ⊂ Lp avec1
r = 1

q −
1
n . D’où toutϕ ∈ Hq

2 vérifie

(1.6) ‖ ∇ϕ ‖r≤ C1 ‖ ∇|∇ϕ| ‖q et ‖ ϕ ‖p≤ C2 ‖ ∇ϕ ‖r

En effet comme
|∇|∇ϕ|| ≤ |∇2ϕ| ,

voir Aubin[4], si ϕ ∈ Hq
2 , alors|∇ϕ| ∈ Hr

1 et on peut appliquer (1.5) avecψ =
|∇ϕ|.

On obtient en combinant les inégalités (1.6)

(1.7) ‖ ϕ ‖p≤ C ‖ ∇2ϕ ‖q .

PosonsK2(n,q)=inf C dans (1.7),K2(n,q) est donc la meilleure constante pour
l’inclusionHq

2(IRn) ⊂ Lp(IRn) et toutψ ∈ Hq
2(IRn) vérifie

(1.8) ‖ ψ ‖p≤ K2(n,q) ‖ ∇2ψ ‖q

Retournons à la variété compacteVn. Considérons un recouvrement deVn par
m boulesBi(1 ≤ i ≤ m) de rayonδ > 0 petit, un atlas associé{Bi,ϕi}(1≤i≤m) et
une partition de l’unité{ai}1≤i≤m subordonnée à ce recouvrement.

Soitf ∈ C∞(V ),

(1.9) ‖ f ‖qp=‖ f q ‖ p
q
=‖

m∑
i=1

aif
q ‖ p

q
≤

m∑
i=1

‖ aif q ‖ p
q
=

m∑
i=1

‖ a
1
q

i f ‖
q
p .

Ici les normes sont sur(Vn,g).

Appliquons l’inégalité (1.7) àψi =
(
a

1
q

i f

)
◦ ϕ−1

i . On trouve

(∫
Ωi

|ψi|pdE
) 1
p

≤ K2(n,q)
(∫

Ωi

|∇2
Eψi|q

) 1
q

12



avecΩi = ϕi(Bi), dE est l’élément de volume euclidien et∇2
Eψi signifie que∇2

est pris au sens de la métrique euclidienne.
Notre problème est d’obtenir une inégalité analogue mais avec la métriqueg.
Sur Ωi, notéΩ pour simplifier, exprimons les dérivées deψi, notéψ en mé-

trique g (noté pour(ϕi)∗g ), en fonction des dérivées euclidiennes. D’après le

lemme (1.3) de Aubin [2] si le tenseur de courbure est borné
(
RijklRijkl ≤M2

)
et si∇mRijkl∇mRijkl ≤M2 (ce qui est le cas ici puisque la variété est compacte)
il existe des constantesδ et c qui ne dépendent que de M telles que

|∂k∂ρgij | ≤ c pour ρ < δ,

le systeme de coordonnées étant normal en P, l’image parϕi du centre de la
bouleBi pour la métrique g. En conséquence pourQ ∈ Ω avecd(P,Q) = ρ,
|∂kgij(Q)| ≤ cρ.

Il s’en suit queΓkij(Q) = O(ρ) etgij(Q) = δji +O(ρ2). Par suite enQ ∈ Ω

gikgjl∇klψ∇ijψ ≤ [1 +O(δ2)]|∇2
Eψ|+O(δ)|∇2

Eψ||∇ψ|+O(δ2)|∇ψ|2.

Utilisons l’inégalité (a,b,η sont des constantes positives) :

(1.10) ab < ηa2 +
b2

4η

pour majorer le terme rectangle. Nous trouvons que quel que soitε > 0 il existe
δ(ε) etC(ε) tels que surΩ

|∇2
gψ|2 ≤ (1 + ε)|∇2

Eψ|2 + C(ε)|∇Eψ|2.

D’une manière analogue on établit que

(1.11) |∇2
Eψ|2 ≤ (1+ε)|∇2

gψ|2+C(ε)|∇gψ|2.

NotonsKi = suppai. Il existe deux réels positifsλ et µ tels que pour toutx ∈⋃
{1≤i≤m}Ki

0 < λ ≤ gjj(x) ≤ µ

D‘où λ
n
2 ≤

√
|g(x)| ≤ µ

n
2 et en utilisant (1.8) on trouve

(1.12)
∫
V
|ψ|pdV ≤ µ

n
2

∫
V
|ψ|pdE ≤ µ

n
2Kp

2 (n,q)
(∫

V
|∇2

Eψ|qdE
) p
q

.

D’autre part, (1.11) entraîne

(1.13) ‖ ∇2
Eψ ‖2q=‖ |∇2

Eψ|2 ‖ q
2
≤
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≤ (1 + ε)
{∫

V
|∇2

gψ|qdE
} 2
q

+ C(ε)
{∫

V
|∇gψ|qdE

} 2
q

≤

≤ λ−
n
q

[
(1 + ε) ‖ ∇2

gψ ‖2q +C(ε) ‖ ∇gψ ‖2q
]
.

Et en utilisant (1.12) et (1.13) :

(1.14)
(∫

V
|ψ|pdV

) 2
p

≤

≤ µ
n
pK2

2 (n,q)λ−
n
q

[
(1 + ε) ‖ ∇2

gψ ‖2q +C(ε) ‖ ∇gψ ‖2q
]

où si l’on préfère en utilisant (1.10) (ε différent mais toujours petit)

(1.15) ‖ ψ ‖qp≤ µ
nq
2pKq

2(n,q)λ−
n
2

[
(1 + ε) ‖ ∇2

gψ ‖qq +C(ε) ‖ ∇gψ ‖qq
]
.

Nous avons pour un réel positifk indépendant dei:

|∇gψ| = |∇g(a
1
q

i f)| ≤ k|f |+ |∇gf | et

|∇ijψ| ≤ a
1
q

i |∇ijf |+ k (|f |+ |∇gf |) .

Cette dernière inégalité entraîne moyennant (1.10)

(1.16) |∇ijψ|q ≤ (1+η)|∇ijf |qai+k̃(η) (|f |q + |∇gf |q)

quel que soitη > 0, k̃ dépendant deη.
En intégrant on trouve∫

V
|∇ljψ|qdV ≤ (1 + η)

∫
V
ai|∇ljf |qdV + k̃

∫
V

(|f |q + |∇gf |q) dV

Avec (1.9) et (1.15) on obtient

(1.17) ‖ f ‖qp≤
m∑
i=1

‖ (a
1
q

i f) ‖qp≤

≤ µ
nq
2pKq

2(n,q)λ−
n
2

[
(1 + ε)

m∑
i=1

∫
V
|∇2

gψ|qdV + C(ε)
m∑
i=1

∫
V
|∇gψ|qdV

]

≤ µ
nq
2pKq

2(n,q)λ−
n
2

[
(1 + ε)(1 + η)

∫
V
|∇2f |qdV + C̃

∫
V

(|f |q + |∇gf |q) dV
]
.
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D’après une inégalité d’interpolation (Aubin[4] p93) et (1.10), pour toutη > 0 il
existe une constanteC(η) telle que pour toutf ∈ C∞

(1.18)
∫
V
|∇f |qdV ≤ η

∫
V
|∇2f |qdV+C(η)

∫
V
|f |qdV.

Nous pouvons par conséquent retirer du membre de droite
∫
V |∇f |qdV. Enfin

comme on peut choisir le rayonδ des boules aussi petit qu’on veut, on peut faire
en sorte queλ et µ soient très voisins de 1. En faisant ainsi,ε ayant une autre
valeur que précédemment mais étant toujours aussi petit qu’on veut, il existe une
constanteB(ε) telle que∀f ∈ Hq

2(V ) vérifie

(1.19) ‖ f ‖qp≤ (1+ε)Kq
2(n,q) ‖ ∇2f ‖qq +B(ε) ‖ f ‖qq

puisqueC∞ est dense dansHq
2(V ). Cette inégalité (1.19) est équivalente à (1.4).

A ce stade nous avons montré queK2, la meilleure constante dans l’inégalité
(1.3) (pour(Vn,g)) vérifieK2 ≤ K2(n,q). Mais comme nous pouvons mener la
même démonstration en intervertissant les rôles de(Rn,E) et (Vn,g) nous établis-
sons queK2(n,q) ≤ K2. Par exemple au lieu de (1.12) nous pouvons écrire

λ
n
2

∫
Ω
|ψ|pdE ≤

∫
B
|ψ̃|pdV ≤

[
(1 + ε)Kq

2 ‖ ∇
2ψ̃ ‖qq +B(ε) ‖ ψ̃ ‖qq

] p
q

où ψ̃ = ψ ◦ ϕ. En conséquenceK2 = K2(n,q) et le théorème 1 est démontré.

Corollaire 1.
Sur une variété riemannienne compacte de dimensionn > 4, pour toutε > 0

il existe une constantea(ε) telle que∀f ∈ H2(V ) vérifie

(1.20) ‖ f ‖2N≤ (1+ε)K2
2

∫
V
|∆f |2dV+a(ε)

∫
V
|f |2dV

avecN = 2n
n−4 etK−2

2 = K−2
2 (n,2) = π2n(n− 4)(n2 − 4)

{
Γ(n

2
)

Γ(n)

}
.K2(n,2) est

obtenu en utilisant les fonctionsuλ extrémales du problème sur IRn

(1.21) uλ(r) = Cn

[
λ

1 + λ2r2

] (n−4)
2

oùCn est une constante qui ne dépend que de n.

Preuve:
Sur les variétés compactes d’après une égalité bien connue (pag 115 [4]):

(1.22)
∫
V
|∇2f |2dV =

∫
V

(∆f)2dV−
∫
V
Rij∇if∇jfdV ≤
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≤
∫
V

(∆f)2dV + β

∫
V
|∇f |2dV .

D’où (1.4) et (1.18) entraînent (1.20).
Sur IRn considérons la fonctionnelle

J(ϕ) =‖ ϕ ‖−2
N

∫
V
|∆ϕ|2dV.

Soit µ̃ l’inf de J(ϕ) pour∀ϕ ∈ H2(IRn). Nous avonsK−2
2 = µ̃. En effet d’après

la définition même deK2,K−2
2 ≤ µ̃ puisque (1.8) donne

‖ ϕ ‖2N≤ K2
2 (n,2) ‖ ∇2ϕ ‖22= K2

2 (n,2)
∫
V
|∆ϕ|2dx

en utilisant (1.22) valide pour∀ f ∈ D(IRn) avec la courbure de Ricci nulle. Rap-
pelons queD(IRn) est dense dansH2(IRn).

D’autre part on ne peut pas avoirK−2
2 < µ̃ puisqu’il existe des fonctions

ϕ̃ ∈ D(IRn) vérifiant

‖ ϕ̃ ‖2N=
[
K2

2 (n,2)− η
]
‖ ∇2ϕ̃ ‖22

avecη > 0 aussi petit qu’on veut.
Nous avonsJ(ϕ̃) = 1

K2
2 (n,2)−η aussi près deK−2

2 qu’on veut.

On vérifie que les fonctionsuλ(r) sont solutions de∆2u = uN−1 sur IRn

l’équation d’Euler du problème variationnel associé àJ [8].

1.3 Étude de l’équation (E).

Pour résoudre (E) nous allons utiliser la méthode variationnelle. Considérons
la fonctionnelle surH2:

(1.23) I(ϕ) =
∫
V
|∆ϕ|2dV−

∫
V
a(x)∇iϕ∇iϕdV+

∫
V
h(x)ϕ2dV

Sa différentielle est formellement

1
2
DIϕ(ψ) =

∫
V

∆ϕ∆ψdV −
∫
V
a(x)∇iϕ∇iψdV +

∫
V
h(x)ϕψdV

=
∫ {

∆2ϕ+∇i [a(x)∇iϕ] + h(x)ϕ
}
ψdV.
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Par conséquent l’équation d’Euler du problème variationnel suivant :

infI(ϕ) pour toutϕ ∈ A = {u ∈ H2 , ‖ u ‖N= 1}

est l’équation (E) avecf(x) une constante. Notonsµ cet inf.
M.Vaugon[15] a etudié l’équation (E) et plus généralement des équations ellip-

tiques d’ordre2m. Dans son article se trouve un résultat analogue à celui qui suit.

1.3.1 Enoncé et démonstration du théorème 2.

Théorème 2.
µ étant l’inf défini juste au dessus etK2 = K2(n,2), on a toujoursK2

2µ ≤ 1.
SiK2

2µ < 1, l’équation (E) avecf(x) constante admet une solutionψ 6≡ 0 dans
H2 qui minimise le problème variationnel.ψ a la régularité maximum autorisée
par l’équation (E) c’est à direψ ∈ C5,α pour un certainα ∈ (0,1) dans le cas
général mais par exemple pour les dimensions 5, 6, 8,ψ ∈ C∞.

Démonstration:
Lorsque Yamabe (voir Aubin[4]) a voulu résoudre son équation, il a été amené,

car l’exposant dans le membre de droite est critique, à considérer une famille
d’équations approchées. Nous devons faire ici de même. Considérons la famille
d’équations

∆2u+∇ν [a(x)∇νu] + h(x)u = f(x)u|u|q−2 (Eq)

avec2 < q < N et f(x) pour l’instant une constante.(Eq) est l’équation d’Euler
du problème variationnel

infI(ϕ) pour toutϕ ∈ Aq = {u ∈ H2 , ‖ u ‖q= 1} .

Pour commencer il faut montrer queµq = infI(ϕ) pour toutϕ ∈ Aq est fini. Bien
sûrµq < +∞ puisqueAq n’est pas vide.

Montrons que la fonctionnelleI(ϕ) est minorée surAq

(1.24) I(ϕ) ≥
∫
V
|∆ϕ|2dV −sup[a(x),0]

∫
V
|∇ϕ|2dV + inf [h(x),0]

∫
V
ϕ2dV

Tout d’abord

(1.25)
∫
V
ϕ2dV ≤‖ ϕ ‖2q V

1− 2
q ≤‖ ϕ ‖2q sup(1,V )1− 2

N ≤ C1.

ChaqueCi i ∈ IN est une constante.
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De plus (1.18) surH2 donne, puisqueC∞(V ) est dense dansH2,∫
V
|∇f |2dV ≤ η

∫
V
|∇2f |2dV + C(η)

∫
V
|f |2dV .

Combiné avec (1.22) on trouve∫
V
|∇f |2dV ≤ η

∫
V
|∆f |2dV + η β

∫
V
|∇f |2dV + C(η)C1

puis on choisitη de sorte que2η sup[a(x),0] ≤ 1
2 etηβ ≤ 1

2 . L’inégalité devient∫
V
|∇f |2dv ≤ 2η

∫
V
|∆f |2dV + C2

et (1.24) donne

(1.26) I(f) ≥ 1
2

∫
V
|∆f |2dV + C3,

oùC3 ne dépend pas def ∈ Aq , ni de q.
Maintenant nous pouvons considérer une suite{ϕi} minimisante de laquelle

on pourra extraire une sous-suite convergente.
Soit{ϕi} ⊂ Aq telle queI(ϕi) −→ µq.
On peut supposer queI(ϕi) < 1 + µq i ∈ IN. De (1.26) nous tirons∫

V
|∆ϕi|2dV ≤ 2(1 + µq) + 2|C3|.

Mais avec la fonction constantek ∈ Aq et en utilisant (1.25), nous obtenons

µq ≤ I(k) ≤ sup(0,h(x)) ‖ k ‖22≤ C1 sup(0,h(x)) = C4.

D’où

(1.27)
∫
V
|∆ϕi|2dV ≤ C5 et ‖ ϕi ‖2≤

√
C1

d’après (1.25), et{ϕi} est bornée dansH2 d’après la formule d’interpolation.
Les théorèmes de Banach et de Kondrakov (l’inclusionH2 ⊂ Lq est compacte)

nous permettent de trouver une fonctionϕq et une sous-suite{ϕj} ⊂ {ϕi}) telles
queϕj −→ ϕq faiblement dansH2 et fortement dansLq.

On en déduit queϕq ∈ Aq et par conséquentI(ϕq) ≥ µq. De plus la conver-
gence faible dansH2 entraîneI(ϕq) ≤ limj−→∞I(ϕj) = µq.
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Donc I(ϕq) = µq, ϕj −→ ϕq fortement dansH2, ϕq réalise le minimum,
‖ ϕq ‖q= 1 etϕq vérifie faiblement dansH2 l’équation

(1.28) ∆2ϕq+∇ν (a(x)∇νϕq)+h(x)ϕq = µqϕq|ϕq|q−2.

En utilisant la méthode de bootstrap employée par Yamabe on montre queϕq
est bornée. Puis d’après les théorèmes de régularité classiques et la même méthode,
il s’en suit queϕq ∈ C5,α pour un certainα ∈ (0,1). Concernant la régularité de la
solutionψ de l’équation (E), on montre queψ est bornée par une méthode imaginée
par M.Vaugon[15] puis queψ ∈ C5,α par la méthode de bootstrap, enfin suivant la

régularité de la fonctionγ : x −→ |x|
8

n−4 , ψ ∈ C∞ pour n= 5, 6, 8(γ ∈ C∞) ou
siψ > 0(γ ∈ C∞ pourx > 0).

Montrons que la méthode de bootstrap est applicable.

Lemme 2.
ϕq ∈ L∞, ∀ q avec2 < q < N .

Preuve:
D’après la définition de la fonction de Green on sait que pour∀ P ∈ V et

∀ ψ ∈ C4

∆ψ(P ) =
∫
V
G(P,Q)∆2ψ(Q)dV (Q)

d’où

ψ(P ) =
∫
V

ψ(Q)
V

dV (Q) +
∫
V
G(P,Q)

[∫
V
G(Q,R)∆2ψ(R)dV (R)

]
dV (Q).

En utilisant la fonctionG2 définie par

G2(P,R) =
∫
V
G(Q,R)G(P,Q)dV (Q)

on peut écrire

ψ(P ) = V −1
∫
V
ψ(Q)dV (Q) +

∫
V
G2(P,Q)∆2ψ(Q)dV (Q) .

Chaqueϕq satisfait l’équation

∆2ϕq(x) +∇µ [a(x)∇µϕq(x)] + h(x)ϕq(x) = µqϕq|ϕq|q−1 (Eq)

et l’égalité précédente avecψ = ϕq. En plus siq est voisin deN , N
(q−1) < 2 d’où

∆2ϕq ∈ L N
(q−1)

car∆ϕq ∈ L2 et |∇ϕq| ∈ L2.
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Maintenant appliquons la proposition de Giraud (Aubin[4] p108) : Il existek ∈
IR tel que

|G2(P,Q)| ≤ k

rn−4

car

G2(P,Q) = G(P,Q) ∗G(Q,R) , |G(P,Q)| ≤ k

rn−2
et n > 4.

Maintenant, appliquons à la fonctionϕq le corollaire du lemme de Sobolev (Au-
bin[4]). Comme∆2ϕq ∈ L N

(q−1)
,

ϕq ∈ Lr1 avec
1
r1

=
n− 4
n

+
(q − 1)
N

− 1 si r1 > 0.

Par récurrence si∆2ϕq ∈ L rk−1
(q−1)

ϕq ∈ Lrk avec
1
rk

=
n− 4
n

+
(q − 1)
rk−1

− 1 si rk > 0.

Après des calculs simples il vient

1
rk

= (q − 1)k
[

1
N
− 4
n(q − 2)

]
+

4
n(q − 2)

.

Dans cette expression, commeq < 2n
n−4 = N , le second membre sera négatif pour

k grand : k > k̃. Ce qui signifie qu’au niveaũk, on peut appliquer le théorème de
Hölder. En effet comme nous avons

n− 4
n

+
q − 1
rk̃
− 1 < 0

il exister
(
1 < r < n

n−4

)
tel que

0 =
1
r

+
(q − 1)
rk̃

− 1 .

Il s’en suit queϕq ∈ L∞ et le lemme est donc démontré.
Prenons une suiteq −→ N avecϕq solution de(Eq). Comme la suite{ϕq} est

bornée dansH2 (1.27), le théorème de Banach nous dit qu’il existe une fonction
ψ ∈ H2 et une sous-suiteqi −→ N telles queϕqi −→ ψ faiblement dansH2.

De plus on peut faire en sorte que, en appliquant le théorème de Kondrakov,
ϕqi −→ ψ fortement dansH1 et p.p..
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Alors pour∀f ∈ H2

(1.29)
∫
V

∆f∆ϕqidV−
∫
V
a(x)∇νf∇νϕqidv+

∫
V
h(x)fϕqidV

−→
∫
V

∆f∆ψdV −
∫
V
a(x)∇νf∇νψdv +

∫
V
h(x)fψdV.

De plus

(1.30)
∫
V
fϕqi |ϕqi |qi−2dV −→

∫
V
fψ|ψ|N−2dV

car nous avons convergence faible dansL N
N−1

d’après un théorème bien connu

(Aubin[4] p79).
En effetϕqi |ϕqi |qi−2 −→ ψ|ψ|N−2 p.p. et

‖ ϕqi |ϕqi |qi−2 ‖ N
N−1

=‖ ϕqi ‖
qi−1
(qi−1)N

N−1

≤ C6 ‖ ϕqi ‖
qi−1
N ≤ C7

d’après le théorème de Sobolev puisque‖ ϕqi ‖qi= 1 et‖ ϕqi ‖H2≤ C8.
D’après (1.28), (1.29) et (1.30)ψ vérifie faiblement dansH2 l’équation

(1.31) ∆2ψ+∇ν (a(x)∇νψ) + h(x)ψ = µψ|ψ|N−2

µ étant la limite d’une sous-suite deµqi . Rappelons que l’ensemble desµq est
borné

C3 ≤ µq ≤ I(kq) = k2
q

∫
V
h(x)dV ≤ C9

kq étant la fonction constante appartenant àAq

kq = V
− 1
q ≤ sup(1,V −1) .

Avant toute chose il ne faut pas queψ soit la solution trivialeψ ≡ 0.
Examinons tout d’abord le cas où unµq = 0. Cela signifie queI(ϕ) ≥ 0 pour

ϕ ∈ H2 et queI(ϕq) = 0. Il s’en suit que tous lesµq sont nuls, en conséquence
µ = 0 etψ est proportionnelle àϕq qui est non nulle puisque‖ ϕq ‖q= 1.

Dans le cas où unµq est négatif ils le sont tous carµp ≤ I(αϕq) = α2I(ϕq) =
α2µq < 0 avecαϕq ∈ Ap et nous avons aussiµp < 0 .

Dans le troisième cas lesµq sont tous positifs.
Pour la suite nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme 3.
Pour toutη > 0 il existe une constantẽC(η) telle que toutf ∈ C∞ vérifie:

(1.32)
∫
V
|∇f |2dV ≤ η

∫
V
|∆f |2dV + C̃(η)

∫
V
f2dV
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Preuve:

Portons (1.18) avecq = 2 dans (1.22), il vient∫
V
|∇2f |2dV ≤

∫
V
|∆f |2dV + βη

∫
V
|∇2f |2dV + βC(η)

∫
V
f2dV

ce qui s’écrit

(1− βη)
∫
V
|∇2f |2dV ≤

∫
V
|∆f |2dV + βC(η)

∫
V
f2dV.

Ceci donne dans (1.18), évidemment on prendβη << 1,∫
V
|∇f |2dV ≤ η

1− βη

∫
V
|∆f |2dV +

[
βC(η)η
1− βη

+ C(η)
] ∫

V
f2dV

qui s’écrit comme dans le lemme.

Montrons maintenant en appliquant l’inégalité (1.20) queψ 6≡ 0, sous l’hypo-
thèse du théorème 2. Nous avons

1 =
(∫

V
ϕqqdV

)β
≤
[(∫

V
ϕNq dV

) q
N

V 1− q
N

]β

en prenantβ = 2
q et en utilisant (1.20) nous trouvons

(1.33) V
2
N
− 2
q ≤ (1 + ε)K2

∫
V
|∆ϕq|2dV+a(ε)

∫
V
|ϕq|2dV =

= (1 + ε)K2
2

{
(1 + η̃)

[
µq +

∫
V
a(x)∇iϕq∇iϕqdV −

∫
V
h(x)ϕ2

q

]
−η̃

∫
V
|∆ϕq|2dV

}
+ a(ε)

∫
V
|ϕq|2dV

avecη̃ petit, choisi ultérieurement. Majorons le terme en gradient.∫
V
a(x)∇iϕq∇iϕqdV ≤ sup(a(x),0)

∫
V
|∇ϕq|2dV ≤

≤ sup(a(x),0)
[
η

∫
V
|∆ϕq|2dV + C̃(η)

∫
ϕ2
qdV

]
.

On prend η̃ = sup(a(x),0)η et (1.33) devient

(1.34) V
2
N
− 2
q − (1 + ε)K2

2 (1 + η̃)µq ≤ C10(ε,η̃)
∫
V
ϕ2
qdV

22



Quandq −→ N , V
2
N
− 2
q −→ 1. Commeε et η peuvent être choisis aussi petits

qu’on veut, siK2
2µ < 1 à partir d’un certainq0 < N pour q > q0, ε et η bien

choisis, le membre de gauche de (1.34) est strictement positif supérieure àξ >
0. Ainsi nous obtenons

∫
V ϕ

2
qdV ≥ ξC−1

10 = C11 > 0 et, commeϕqi −→ ψ
fortement dansL2, ∫

V
ψ2dV > 0 et donc ψ 6≡ 0 .

1.4 Sur la positivité de la solution du théorème 2.

Proposition 1.
Si a(x) ≡ a = −2α et h(x) ≡ b = α2 le minimiseurψ de la fonctionnelle

I(ϕ) surAq(resp(A)) est strictement positif etC∞.
Même résultat si les racines de l’équationx2 + ax+ b = 0 sont positives.

Démonstration:
Soientα > 0 une constante etϕ ∈ Aq. Comme l’opérateur∆+α est inversible

pour des espaces bien choisis, il existe une fonctionφ vérifiant l’équation

(1.35) ∆φ+αφ = |∆ϕ+αϕ|.

Si ∆ϕ+ αϕ ≥ 0 (resp≤ 0) nous avons évidemmentφ = ϕ (respφ = −ϕ), si
non, nous allons démontrer queφ > |ϕ|.

Ajoutons−∆ϕ− αϕ aux deux membres de l’équation (1.35), on obtient:

(1.36) −∆(ϕ−φ)−α(ϕ−φ) = |∆ϕ+αϕ|−∆ϕ−αϕ.

On applique le principe de maximum (Aubin[4]). Comme le membre de droite de
l’équation est non négatif, nous obtenons :

−∆(ϕ− φ)− α(ϕ− φ) ≥ 0.

D’où, si la fonction(ϕ−φ) atteint un maximumM ≥ 0, c’est la fonction constante
M . Ceci est exclu car−αM ≥ 0 entraîneM = 0 et nous n’avons pasϕ = φ par
hypothèse. Donc

(1.37) ϕ−φ < 0 d’où φ > ϕ sur V.

Maintenant ajoutons aux deux membres de l’équation (1.35)∆ϕ+ αϕ il vient:

(1.38) −∆(−ϕ−φ)−α(−ϕ−φ) = |∆ϕ+αϕ|+∆ϕ+αϕ.
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Comme dans (1.38) le membre de droite est positif, par le principe de maximum,
comme au-dessus, nous trouvons

(1.39) − ϕ− φ < 0 d’où φ > −ϕ sur V

En conclusion (1.37) et (1.39) donnent

(1.40) φ > |ϕ| ≥ 0.

Il s’en suit que

(1.41) φ ‖q>‖ ϕ ‖q

et
I(ϕ) =

∫
V
|∆ϕ+ αϕ|2dV =

∫
V

(∆φ+ αφ)2dV = I(φ).

Si la solution de notre problème variationnelϕq ≥ 0 le principe du maximum
entraîneϕq > 0.

Si non on poseϕ = ϕq. D’après (1.40), il existe une constantek < 1 telle que
kφ ∈ Aq. Ce qui entraîneI(kφ) < I(ϕq) = µq. D’où ϕq > 0 pour toutq. La
fonctionψ qui est limite p.p. d’une suiteϕqi est en conséquence≥ 0.

Mais le raisonnement ci-dessus peut être appliqué àψ. D’où ψ > 0. En effet si
on poseϕ = ψ la solutionφ de (1.35) est telle que∆φ ∈ L2 doncφ ∈ H2. Ce qui
complète la démonstration de la proposition.

1.5 Applications du théorème2.

Considérons la fonctionnelle homogène

J(ϕ) =
I(ϕ)
‖ ϕ ‖2N

avec
I(ϕ) =

∫
V
|∆ϕ|2dV −

∫
V
a(x)∇iϕ∇iϕdV +

∫
V
h(x)ϕ2dV

et appliquons le cas d’existence d’une solution du théorème 2.
Pour commencer la fonction la plus simple à considérer estϕ ≡ 1.

Théorème 3.
SiJ(1) = V

4−n
n
∫
V h(x)dV ≤ K−2

2 , alors il existe une solution.

Ainsi si
∫
V h(x)dV ≤ K−2

2 V
n−4
n , alors quel que soita(x) l’équation(E) avec

f(x) = Const. a une solution.
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Démonstration:
Si µ < J(1) ≤ K−2

2 le théorème 2 s’applique. Siµ = J(1), c’est à dire que 1
est solution de l’équation.

Théorème 4.
Lorsquen > 6, si en un pointP ∈ V , R(P ) > −C(n)a(P ) avecC(n) =

2n(n−1)
n2−2n−4

alors (E), avecf(x) = Const., a une solutionψ ∈ H2. Si ‖ ψ ‖N= 1,
f(x) = µ.

Démonstration:
Considérons un système de coordonnées normales(y1,y2,y3,...,yn) géodé-

siques centré en P. SoitS(r) l’ensemble des points situés à la distancer de P
(r < d le rayon d’injectivité) etdΩ l’élément d’aire surSn−1(1) la sphère de
rayon 1 à (n− 1) dimensions.

Posons :

G(r) =
1

ωn−1

∫
S(r)

√
|g|dΩ,

ωn−1 étant l’aire deSn−1(1) et |g| le déterminant de la métrique. Un développe-
ment limité deG(r) au voisinage der = 0 (voir T.Aubin [4]) donne :

(1.42) G(r) = 1− R
6n
r2+O(r4).

avecR égal à la courbure scalaire en P.
Soient P un point deVn (n > 6) etBP (ε) une boule centrée enP de rayonε

(0 < 2ε < d le rayon d’injectivité ). Lorsque n>6, faisons un développement limité
deJ(λϕk) pourk −→ 0, avec la suite

λϕk = λ(r)(r2 + k2)−
(n−4)

2 ,

ici λ(r) est une fonctionC∞ égale à 1 surBp(ε) et 0 surV \Bp(2ε).
Pour les calculs qui suivent nous utilisons le résultat suivant ( voir Aubin[4]) :

p et q étant deux réels positifs, posons pourp− q > 1

Iqp =
∫ ∞

0
(1 + t)−ptqdt

alors:

(1.43) Iqp+1 =
p− q − 1

p
Iqp et Iq+1

p+1 =
q + 1

p− q − 1
Iqp+1.

Calculons les différents termes de la fonctionnelle

Jk = J(λϕk)|Bp(ε) :
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‖ ϕk ‖NN= ωn−1

∫ ε

0

rn−1

(r2 + k2)n
G(r)dr =

= ωn−1

∫ ε

0

rn−1

(r2 + k2)n

(
1− R

6n
r2 +O(r4)

)
dr =

=
ωn−1

kn

∫ ε
k

0

un−1

(1 + u2)n

(
1− R

6n
k2u2 +O(k4)

)
du =

=
ωn−1

kn

{∫ ε
k

0

un−1

(1 + u2)n
du− k2

(
R

6n

)∫ ε
k

0

un+1

(1 + u2)n
du+O(k4)

}

=
ωn−1

2kn


∫ ( εk )2

0

t
n−2

2

(1 + t)n
dt− k2

(
R

6n

)∫ ( εk )2

0

t
n
2

(1 + t)n
dt+O(k4)


pourk −→ 0 nous avons

=
ωn−1

2kn

{
I
n
2
−1

n − R

6n
k2I

n
2
n +O(k4)

}
,

car l’intégrale

(1.44)
∫ ∞
( εk )2

(1+t)−ptqdt ∼
∫ ∞
( εk )2

tq−pdt =

=

(
tq−p+1

q − p+ 1

)∞
( εk )2

∼


(
k
ε

)2(p−q−1)

p− q − 1

 = O(k2(p−q−1)).

Ici pour la première intégrale2(p−q−1) = n > 6 et pour la seconde2(p−q−1) =
n− 2 > 4. D’après (1.43),

I
n
2
n =

n

n− 2
I
n
2
−1

n

donc

‖ ϕk ‖NN=
ωn−1

2kn
I
n
2
−1

n

{
1− k2 R

6(n− 2)
+O(k4)

}
,

‖ ϕk ‖2N=
(ωn−1)

n−4
n

2
n−4
n kn−4

(
I
n
2
−1

n

)n−4
n
{

1− k2 R

6(n− 2)
+O(k4)

}n−4
n

et

(1.45) ‖ ϕk ‖−2
N =

2
n−4
n k(n−4)(

I
n
2
−1

n ωn−1

)n−4
n

{
1 + k2R

6
n− 4

n(n− 2)
+O(k4)

}
.
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Poursuivons par le calcul des intégrales du numérateur réduites àBP (ε).
La fonctionϕk est continue surVn et à l’intérieur deBp(ε),

(1.46)
∣∣∣ϕ′k(r)∣∣∣ =

∣∣∣∣∂ϕk∂r
∣∣∣∣ = |∇ϕk| = (n−4)

r

(k2 + r2)
n−2

2

et

(1.47) −∆ϕk =
[

1
rn−1

∂r
(
rn−1ϕ

′
k

)]
+∂rLog

√
|g|ϕ′k =

= (4− n)

{[
nk2 + 2r2

(k2 + r2)
n
2

]
+ ∂rLog

√
|g|
[

r

(k2 + r2)
n−2

2

]}
.

Calculons le second terme de la fonctionnelleJk. Posons

B = −
∫ ε

0
|∇ϕk|2

(∫
S(r)

a(x)
√

(|g|)dΩ

)
rn−1dr

où ∫
S(r)

a(x)
√
|g|dΩ =

=
∫
S(r)

[
a(P ) +

1
2
∇ija(x)yiyj

](
1− 1

6
Rijy

iyj
)
dΩ +O(r4)

= ωn−1

{
a(P )−

[
∆a
2n

+
a(P )R

6n

]
r2 +O(r4)

}
Donc

B = −(n− 4)2ωn−1×∫ ε

0

rn+1

(k2 + r2)n−2

[
a(P )−

(
∆a
2n

+
a(P )R

6n

)
r2 +O(r4)

]
dr =

= −(n− 4)2ωn−1

kn−6

{
a(P )

∫ ε
k

0

un+1

(1 + u2)n−2
du

−
[

∆a
2n

+
a(P )R

6n

]
k2
∫ ε

k

0

un+3

(1 + u2)n−2
du+O(k4)

}
=

= −(n− 4)2ωn−1

2kn−6

a(P )
∫ ( εk )2

0

t
n
2

(1 + t)n−2
dt

−
[

∆a
2n

+
a(P )R

6n

]
k2
∫ ( εk )2

0

t
n+2

2

(1 + t)n−2
dt+O(k4)

 =
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= −(n− 4)2ωn−1

2kn−6

{
a(P )I

n
2
n−2 +O(k)

}
,

car ici2(p− q − 1) = n− 6 ≥ 1. Avec (1.43), on obtient

(1.48) B = −(n− 4)2ωn−1

2kn−6
I
n
2
−1

n
4n(n− 1)

(n− 4)(n− 6)
{a(P ) +O(k)} =

= −(n− 4)2ωn−1

2kn−4
I
n
2
−1

n
4n(n− 1)

(n− 4)(n− 6)

{
a(P )k2 +O(k3)

}
car

I
n
2
n−2 =

4n(n− 1)
(n− 4)(n− 6)

I
n
2
−1

n .

Maintenant calculons le troisième terme de la fonctionnelleJk.

(1.49) C =
∫ ε

0
ϕ2
k

(∫
S(r)

h(x)
√
|g|
)
rn−1dr =

=
∫ ε

0

rn−1

(k2 + r2)n−4

(∫
S(r)

h(x)
√
|g|dΩ

)
dr =

= ωn−1

∫ ε

0

rn−1

(k2 + r2)n−4

[
h(P )−

(
∆h
2n

+
h(P )R

6n

)
r2 +O(r4)

]
dr

=
1

kn−4
×O(k4).

Enfin reste à calculer le terme

A = ωn−1

∫
Bp(ε)

|∆ϕk|2G(r)rn−1dr =

= ωn−1(n− 4)2
∫ ε

0

{[
nk2 + 2r2

(k2 + r2)
n
2

]
+ ∂rLog

√
|g|
[

r

(k2 + r2)
n−2

2

]}2

×

×
(

1− R

6n
r2 +O(r4)

)
rn−1dr =

= ωn−1(n− 4)2
∫ ε

0

[
rn−1(nk2 + 2r2)2

(k2 + r2)n
+
rn+1(∂rLog

√
|g|)2

(k2 + r2)n−2
+

+2
rn(nk2 + 2r2)∂rLog

√
|g|

(k2 + r2)n−1

](
1− R

6n
r2 +O(r4)

)
dr
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où

(1.50)
∫ ε

0

rn−1(nk2 + 2r2)2

(k2 + r2)n

(
1− R

6n
r2 +O(r4)

)
dr =

=
1

kn−4

∫ ε
k

0

un−1(n+ 2u2)2

(1 + u2)n

(
1− R

6n
u2k2 +O(k4)

)
du =

=
1

kn−4

{∫ ε
k

0

un−1(n+ 2u2)2du

(1 + u2)n
− R

6n
k2
∫ ε

k

0

un+1(n+ 2u2)2du

(1 + u2)n
+

+O(k4)
}

=

=
1

2kn−4


∫ ( εk )2

0

t
n−2

2 (n+ 2t)2dt

(1 + t)n
− R

6n
k2
∫ ( εk )2

0

t
n
2 (n+ 2t)2dt

(1 + t)n
+

+O(k4)
}

=
1

2kn−4
×{

n2I
n
2
−1

n + 4nI
n
2
n + 4I

n
2

+1
n − R

6n
k2
[
n2I

n
2
n + 4nI

n
2

+1
n + 4I

n
2

+2
n

]
+O(k3)

}
=

=
1

2kn−4
I
n
2
−1

n

{
n2 +

4n2

n− 2
+

4n(n+ 2)
(n− 2)(n− 4)

− R
6n
k2

[
n3

n− 2
+

4n2(n+ 2)
(n− 2)(n− 4)

+
4n(n+ 4)(n+ 2)

(n− 6)(n− 4)(n− 2)

]
+O(k3)

}
=

=
1

2kn−4
I
n
2
−1

n

{
n(n+ 2)(n− 2)

(n− 4)
− R

6
(n2 + 4)
(n− 6)

k2 +O(k3)

}
.

PourI
n
2

+1
n nous avons ici2(p− q− 1) = n− 4 ≥ 3 et pourI

n
2

+2
n , 2(p− q− 1) =

n− 6 ≥ 1, d’où le terme enO(k3).
La troisième intégrale de A (rappelons que∂rLog

√
|g| = − R

3nr + O(r2))
s’écrit

(1.51)
∫ ε

0

2rn(nk2 + 2r2)∂rLog
√
|g|

(k2 + r2)n−1

(
1− R

6n
r2 +O(r4)

)
dr =

=
(−2R

3n

)∫ ε

0

rn+1(nk2 + 2r2)
(k2 + r2)n−1

(
1 +O(r2)

)
dr =

=
1

kn−6

(−2R
3n

){∫ ε
k

0

un+1(n+ 2u2)
(1 + u2)n−1

du+O(k2)

}
=
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=
1

2kn−6

(−2R
3n

)
∫ ( εk )2

0

t
n
2 (n+ 2t)

(1 + t)n−1
dt+O(k2)

 =

=
1

2kn−6

(−2R
3n

){
nI

n
2
n−1 + 2I

n
2

+1
n−1 +O(k)

}
=

=
1

2kn−6

(−2R
3n

)
I
n
2
−1

n ×{
2n2(n− 1)

(n− 4)(n− 2)
+

4n(n− 1)(n+ 2)
(n− 2)(n− 4)(n− 6)

+O(k)

}

=
1

2kn−4

(−2R
3n

)
I
n
2
−1

n

{
k2 2n(n− 1)(n− 2)

(n− 4)(n− 6)
+O(k3)

}
.

Ici nous avons pourI
n
2

+1
n−1 , 2(p− q − 1) = n− 6 ≥ 1.

La dernière intégrale

(1.52)
∫ ε

0

rn+1(∂rLog
√
|g|)2

(k2 + r2)n−2

(
1 +O(r2)

)
dr =

=
(−R

3n

)2 ∫ ε

0

rn+3

(k2 + r2)n−2

(
1 +O(r2)

)
dr =

=
1

kn−8

(
R2

9n2

)∫ ε
k

0

un+3

(1 + u2)n−2

(
1 +O(k2)

)
du =

=
1

2kn−8

(
R2

9n2

)∫ ( εk )2

0

t
n+2

2

(1 + t)n−2

(
1 +O(k2)

)
dt =

=
1

2kn−8

(
R2

9n2

){
I
n
2

+1
n−2 +O(k2)

}
=

=
1

kn−4
O(k4).

En conclusion

A =
ωn−1(n− 4)2

2kn−4
I
n
2
−1

n ×{
n(n+ 2)(n− 2)

(n− 4)
− k2R

[
(n2 + 4)
6(n− 6)

+
4(n− 1)(n− 2)
3(n− 4)(n− 6)

]
+O(k3)

}
.

Regroupons les différents termes, pourn > 6, lorsquek −→ 0 nous trouvons que

Jk = J(λϕk)|BP (ε)
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=

∫
BP (ε)

{
|∆ϕk(x)|2 − a(x)|∇ϕk(x)|2 + h(x)ϕ2

k(x)
}
dx

‖ ϕk ‖2N
tend vers

(1.53)
ωn−1(n− 4)2

2kn−4
I
n
2
−1

n

{
n(n− 2)(n+ 2)

n− 4

−k2

[
4n(n− 1)a(P )
(n− 4)(n− 6)

+
R(n2 + 4n− 20)n
6(n− 4)(n− 6)

]
+O(k3)

}
×

2
n−4
n k(n−4)(

I
n
2
−1

n ωn−1

)n−4
n

[
1 +

R

6
k2 n− 4
n(n− 2)

+O(k4)
]

=

= (n− 4)2

I n2−1
n ωn−1

2

 4
n (

n(n+ 2)(n− 2)
n− 4

)
×

{
1− k2

[
4(n− 1)a(P )

(n+ 2)(n− 2)(n− 6)
+

R(n2 + 4n− 20)
6(n+ 2)(n− 2)(n− 6)

]
+O(k3)

}

×
[
1 + k2R

6
n− 4

n(n− 2)
+O(k4)

]
= K−2

2

{
1− k2 [a(P )C1(n) +RC2(n)] +O(k3)

}
avec

C1(n) =
4(n− 1)

(n+ 2)(n− 6)(n− 2)
> 0,

C2(n) =
n2 + 4n− 20

6(n+ 2)(n− 2)(n− 6)
− n− 4

6n(n− 2)
=

=
2(n2 − 2n− 4)

n(n− 2)(n+ 2)(n− 6)
> 0.

Nos calculs montrent que

J(ϕk)|BP (ε) −→ K−2
2 .

Et comme surBp(2ε) \Bp(ε), toutes les intégrales sont du type:∣∣∣∣∣∣
∫ ( 2ε

k )2

( εk )2
g(t)

tq

(1 + t)p
dt

∣∣∣∣∣∣ ,
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et elles se majorent par
C̃

p− q − 1

(
k

ε

)2(p−q−1)

qui, comme nous l’avons vu (voir (1.44)), ne perturbent pas nos développements
limités. En conséquence

J(λϕk) −→ K−2
2 et µ ≤ K−2

2

avec

(1.54) K−2
2 = n(n+ 2)(n− 2)(n− 4)

I n2−1
n ωn−1

2

 4
n

=

=
n(n+ 2)(n− 2)(n− 4)

24
ω

4
n
n

car ωn = 2n−1ωn−1I
n
2
−1

n .
Et nous avonsµ < K−2

2 s’il existe un pointP tel quea(P )C1(n) +RC2(n) > 0.
C’est à dire si

R(P ) > −C(n)a(P )

avec

C(n) =
C1(n)
C2(n)

=
2n(n− 1)
n2 − 2n− 4

> 0

puisque n>6. En conséquence, d’après le théorème 2, il existe une solution de
l’équation (E).
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Chapitre 2

Régularité et positivité des
solutions de l’équation (E) sur les
variétés riemanniennes
compactes avec f(x) fonction
positive.

2.1 Introduction

L’objectif dans ce deuxième chapitre est de résoudre, dans une première sec-
tion, le problème suivant: sur une variété riemanienne compacte(Vn,g) sans bord
de dimensionn > 4 on veut trouver une solutionψ ∈ H2, positive etC∞ dans
certains cas, de l’équation

(2.1) ∆2u+∇i [a(x)∇iu]+h(x)u = λf(x)u|u|N−2 (E)

où a, h et f sont des fonctionsC∞ surVn, f(x) étant partout positive,λ ∈ IR et(
N = 2n

n−4

)
.

Nous montrerons des théorèmes d’existence de solutions non triviales de l’équa-
tion (E) avec f(x) partout positive etn ≥ 6.

Dans un précédent article D.Caraffa[7] nous avons prouvé en détails des théo-
rèmes d’existence de solutions de l’équation (E) avecf(x) = Const.. Le théorème
principal était le théorème 1, qui entraîne les théorèmes 3 et 4. Dans la démonstra-
tion du théorème 4, en particulier, nous avons montré que (E) admet une solution
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ψ ∈ H2 lorsquen > 6 s’il existe un pointP ∈ V où

R(P ) > −C(n)a(P )

avecC(n) = 2n(n−1)
n2−2n−4

.
Dans le casf(x) = Const et n = 6, alors que les calculs sont différents, on

trouvera que cette condition est encore la même : si

R(P ) > −C(6)a(P )

en un pointP ∈ V .
Concernant l’équation (E) avec f(x) une fonction positive, on montrera que

pourn > 6 si, en un pointP ∈ V de maximum pour f(x)

R(P ) + a(P )C + C̃
∆f
f(P )

> 0

alors (E) admet une solution.

2.2 Existence, régularité et positivité des solutions de l’équa-
tion (E)

Sur (Vn,g), variété riemannienne compacte,C∞, de dimensionn > 4 et de
métrique g, considérons l’équation differentielle :

(2.2) ∆2ϕ+∇[a(x)∇ϕ] +h(x)ϕ = λf(x)ϕ|ϕ|N−2 (E)

où a(x), h(x), f(x) sont des fonctionsC∞ surV , f(x) étant partout positive. Ici
N = 2n

n−4 et∆ϕ = −∇i∇iϕ.
Il s’agit de montrer l’existence d’un réelλ et d’une fonctionψ ∈ C5,α(V )

(éventuellementC∞(V ) et partout positive) vérifiant (E).
Ce type d’équation constitue un type limite à cause de l’exposant de|ϕ| au

deuxième membre.
Pour résoudre (E), nous allons utiliser la méthode variationnelle. Considérons

la fonctionnelle surH2 :

(2.3) J(ϕ) =
∫
V |∆ϕ|2dV −

∫
V a(x)|∇ϕ|2dV +

∫
V h(x)ϕ2(x)dV

[
∫
V f(x)|ϕ|N (x)dV ]2/N

oùϕ ∈ H2 etϕ 6≡ 0.
Le dénominateur de cette expression a un sens car, d’après le théorème de

Sobolev,H2 est inclus dansLN .
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Rappelons queH2 est l’espace de Sobolev de norme:

‖ ϕ ‖2H2
=‖ ∆ϕ ‖22 + ‖ ∇ϕ ‖22 + ‖ ϕ ‖22

On vérifie aisément que l’équation d’Euler du problème variationnel suivant:

(∗) Inf J(ϕ), ϕ ∈ A = {ϕ ∈ H2(V ),ϕ 6≡ 0}

est l’équation (E). Notonsν cet inf.

2.2.1 Sur les inégalités de Sobolev

On noteK2(n,q) la meilleure constante dans l’inégalité de SobolevHq
2 ⊂ Lp,

avec1
p = 1

q −
2
n .

On sait (Caraffa[7]) que pour toutε > 0 il existe une constanteA(ε) telle que
toute fonctionϕ ∈ Hq

2 vérifie

‖ ϕ ‖p≤ K2(n,q)(1 + ε) ‖ ϕ ‖Hq
2

+A(ε) ‖ ϕ ‖q ,

et que la meilleure constanteK2(n,q) ne dépend de la variété que par sa dimension.
En général on ne connait pas la valeur exacte de la constante, mais pourq = 2, sa
valeur est connue :

K−2
2 = K−2

2 (n,2) =
n(n2 − 4)(n− 4)

16
ω

4
n
n .

Cependant, pourq 6= 2 on peut mettre en évidence un majorant deK2(n,q).

Proposition 1. La meilleure constante pour l’inclusionHq
2 ⊂ Lp : K2(n,q),

satisfait l’inégalité suivante :

(2.4) K2(n,q) ≤ K1(n,r)K1(n,q)

avec1
r = 1

q −
1
n ,K1 = K1(n,r) la meilleure constante pour l’inclusion de Sobolev

Hr
1 ⊂ Lp avec1

p = 1
r −

1
n , sa valeur est connue, voir Aubin[1].

Démonstration:D’après le théorème 2.21 de T.Aubin[4], toute fonctionψ ∈
Hr

1(IRn) avec1
p = 1

r −
1
n vérifie :

‖ ψ ‖p≤ K1(n,r) ‖ ∇ψ ‖r .

Siϕ ∈ Hq
2 , ψ = |∇ϕ| ∈ Hq

1(IRn) avec1
r = 1

q −
1
n et en conséquence :

‖ ψ ‖r≤ K1(n,q) ‖ ∇ψ ‖q .
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Ainsi, pour toute fonctionϕ ∈ Hq
2(IRn) :

‖ ϕ ‖p≤ K1(n,q)K1(n,r) ‖ ∇|∇ϕ| ‖q

≤ K1(n,q)K1(n,r) ‖ ∇2ϕ ‖q
car∇|∇rϕ| ≤ |∇r+1ϕ| (Aubin[4]). Mais commeK2(n,q) est la meilleure constante,

K2(n,q) ≤ K1(n,q)K1(n,r).

2.2.2 Existence d’une solutionψ non triviale de l’équation (E): enoncé
et démonstration du théorème 1

Le théorème d’existence que nous allons démontrer est le suivant :

Théorème1. ν vérifieν ≤ K−2
2 [supf ]−2/N . Siν < K−2

2 [supf ]−2/N , l’équa-
tion (E) a une solutionψ ∈ H2, ψ 6≡ 0, qui minimise le problème variationnel
(*).

Démonstration:Il n’est pas possible de prouver directement queν est atteint.
C’est pour cette raison que, comme Yamabe[16], nous considérons les équations
approchées suivantes avec2 < q < N :

∆2ϕ+∇ [a(x)∇ϕ] + h(x)ϕ = λf(x)ϕ|ϕ|q−2 (Eq)

et la fonctionnelle

Jq(ϕ) =
∫
V |∆ϕ|2dV −

∫
V a(x)|∇ϕ|2dV +

∫
V h(x)ϕ2(x)dV

[
∫
V f(x)|ϕ|q(x)dV ]2/q

On sait d’après les inclusions de Sobolev que :H2 ⊂ LN ⊂ Lq. On définit

λq = Inf Jq(ϕ), pour ϕ ∈ H2(Vn) , ϕ 6≡ 0

et on prouve le :

Théorème2. Pour 2 < q < N , il existe une fonctionϕq ∈ H2 non triviale
vérifiant l’équation(Eq) avecλ = λq = Jq(ϕq). De plusϕq ∈ C5,α.

Démonstration du théorème 2. :
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i) Pour 2 < q ≤ N, λq est fini. En effet d’après le lemme 3 de Caraffa[7] :
pour chaqueη > 0 il existeC(η) > 0 telle que toute fonctionψ ∈ H2(V ) vérifie
l’inégalité : ∫

|∇ψ|2dV ≤ η
∫
V
|∆ψ|2dV + C(η)

∫
V
ψ2dV

qui, appliquée au terme en gradient dans la fonctionnelleJq, donne (on choisitη
de sorte quesup (0,a(x)) η ≤ 1

2 ):

(2.5) Jq(ϕ) ≥
1
2

∫
V |∆ϕ|2dV + [inf (0,h(x))− sup (0,a(x))C(η)]

∫
V ϕ

2(x)dV

[
∫
V f(x)|ϕ|q(x)dV ]2/q

≥ [infx∈Vn (0,h(x))− supx∈Vn (0,a(x))C(η)] [infx∈Vnf(x)]−2/q ‖ ϕ ‖22‖ ϕ ‖−2
q ≥ C̃

car, V étant le volume de la variété,

‖ ϕ ‖22‖ ϕ ‖−2
q ≤ V 1−2/q ≤ sup(1,V )1−2/N = Const.

Dans l’autre sens

λq ≤ Jq(1) =
[∫
V
h(x)dV

] [∫
V
f(x)dV

]−2/q

≤

≤
[∫
V
h(x)dV

]
sup

[
1,
(∫

f(x)dV
)−1

]
= C1.

ii) Soit {ϕi} ⊂ H2 une suite minimisante telle que

∫
V
f(x)|ϕi|qdV = 1 et limi−→∞Jq(ϕi) = λq.

Nous montrons maintenant que{ϕi} est bornée dansH2. D’abord

(2.6) ‖ ϕi ‖22≤ V 1−2/q ‖ ϕi ‖2q≤ sup(1,V )1−2/qinf [f(x)]−2/q ≤ C2

et d’après (2.5):

Jq(ϕi) ≥
∫
V
|∆ϕi|2dV − sup[0,a(x)]

∫
V
|∇ϕi|2dV + inf [h(x),0]

∫
V
ϕ2dV

≥ 1
2

∫
V
|∆ϕi|2dV + C.

En conséquence, pour les termes de la suite tels queJq(ϕi) ≤ 1 + λq:∫
V
|∆ϕi|2dV ≤ 2(1 + λq) + 2|C|.
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avecλq borné,

(2.7) C ≤ λq ≤ C1.

Ainsi, nous avons montré que

(2.8)
∫
V
|∆ϕi|2dV ≤ C3 et que ‖ ϕi ‖2≤

√
C2.

D’où la suite{ϕi}i est bornée dansH2 par interpolation.

iii) Si 2 < q < N , il existe une fonctionϕq ∈ H2, ϕq 6≡ 0 qui vérifie

Jq(ϕq) = λq et
∫
V
f(x)|ϕq|qdV = 1.

En effet, les inclusionsH2 ⊂ H1 etH2 ⊂ Lq (pour 2<q<N) sont compactes, ( théo-
rème de Kondrakov ), et comme les ensembles fermés, bornés dansH2 sont faible-
ment compacts (Théorème de Banach), il existe une sous-suite{ϕj} de{ϕi}et une
fonctionϕq ∈ H2 telles que :

(α) ϕj −→ ϕq dansLq et dansH1,
(β) ϕj −→ ϕq faiblement dansH2

(γ) ϕj −→ ϕq p.p.
D’aprèsα nous avons :

∫
V a(x)|∇ϕj |2dV −→

∫
V a(x)|∇ϕq|2dV ,

∫
V h(x)ϕ2

jdV
−→

∫
V h(x)ϕ2

qdV et
∫
V f(x)|ϕq|qdV = 1 d’oùϕq 6≡ 0. De plusβ entraîne

‖ ∆ϕq ‖2≤ lim infj−→∞ ‖ ∆ϕj ‖2 , ‖ ϕq ‖H2≤ lim infj−→∞ ‖ ϕj ‖H2 .

Par conséquentJ(ϕq) ≤ limj−→∞J(ϕj) = λq. Mais commeϕq ∈ H2, λq ≤
J(ϕq) d’après la définition deλq.

Ainsi λq = J(ϕq) et‖ ∆ϕq ‖2= limj−→∞ ‖ ∆ϕj ‖2 .
En conséquenceϕj −→ ϕq fortement dansH2, ϕq réalise le minimum deJq

et
∫
V f(x)|ϕq|qdV = 1.

iv) Pourq ∈ (2,N),ϕq satisfait l’équation(Eq) faiblement dansH2. Calculons
l’équation d’Euler.

Soit ϕ̃ = ϕq+µψ avecψ ∈ H2. Faisons un développement limité (µ est petit):

Jq(ϕ̃) = J(ϕq)
[
1 + µq

∫
V
f(x)|ϕq|q−2ϕqψdV

]−2/q

+2µ
[∫
V

∆ϕq∆ψdV −
∫
V
a(x)∇iϕq∇iψdV +

∫
V
h(x)ϕqψdV

]
+O(µ2)
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Donc pour toutψ ∈ H2 :∫
V

∆ϕq∆ψdV−
∫
V
a(x)∇iϕq∇iψdV+

∫
V
h(x)ϕqψdV = λq

∫
f(x)|ϕq|q−2ϕqψdV

ϕq vérifie

(2.9) ∆2ϕq+∇ [a(x)∇ϕq]+h(x)ϕq = λqf(x)|ϕq|q−2ϕq

faiblement dansH2.

v) En utilisant la méthode "bootstrap" employée par Yamabe, on a montré dans
notre précédent article [7], queϕq ∈ L∞. Le fait que f soit constante ne change
rien.

La démonstration est la même que celle du lemme 2. de D.Caraffa [7]).
Le fait que pourq ∈ (2,N), ϕq ∈ L∞, implique queA(ϕq) = ∆2ϕq +

∇[a(x)∇ϕq] + h(x)ϕq ∈ L∞. CommeA est un opérateur elliptique d’ordre4,
d’après un théorème de régularité bien connu, la solutionϕq ∈ C3,β pour β ∈
(0,1). D’où A(ϕq) = ∆2ϕq +∇[a(x)∇ϕq] + h(x)ϕq ∈ C1,α pour unα ∈ (0,1).
En conséquenceϕq ∈ C5,α.

Démonstration du théorème 1. :
Prenons une suiteq −→ N avecϕq solution de (2.9). Comme la suite{ϕq} est

bornée dansH2, le théorème de Banach nous dit qu’il existe une fonctionψ ∈ H2

et une sous-suite{ϕqi} (qi −→ N) telles queϕqi −→ ψ faiblement dansH2, for-
tement dansH1 etL2 (théorème Kondrakov) et p.p.. Alors d’après la convergence
faible pour toutg ∈ H2

(2.10)
∫
V

∆g∆ϕqidV−
∫
V
a(x)∇νg∇νϕqidV+

∫
V
h(x)gϕqidV

−→
∫
V

∆g∆ψdV −
∫
V
a(x)∇νg∇νψdV +

∫
V
h(x)gψdV.

De plus

(2.11)
∫
V
fgϕqi |ϕqi |qi−2dV −→

∫
V
fgψ|ψ|N−2dV

car nous avons convergence faible deϕqi |ϕqi |qi−2 versψ|ψ|N−2 dansL N
N−1

d’après

un théorème bien connu (Aubin[4] p79). En effet, puisqueϕqi −→ ψ p.p et que la
suite{ϕqi} est bornée dansH2, nous avonsϕqi |ϕqi |qi−2 −→ ψ|ψ|N−2 p.p. et

‖ ϕqi |ϕqi |qi−2 ‖ N
N−1

=‖ ϕqi ‖
qi−1
(qi−1)N

N−1

≤‖ ϕqi ‖
qi−1
N ≤ C6 ‖ ϕqi ‖

qi−1
H2
≤ C7.
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Ainsi g ∈ H2 ⊂ LN =
(
L N
N−1

)∗
entraînefg ∈ H2 car f(x) ∈ C∞ et

fg ∈
(
L N
N−1

)∗
d’où (2.10). D’après (2.9), (2.10) et (2.11),ψ vérifie faiblement

dansH2 l’équation

(2.12) ∆2ψ+∇ [a(x)∇ψ]+h(x)ψ = λNf(x)ψ|ψ|N−2

avecλN limite d’une sous-suite convergente extraite de{λqi} qui est bornée
(2.7).

Proposition 3. Lesλq sont soit tous positifs, soit tous négatifs, soit tous nuls.
La fonctionq −→ |λq| est décroissante et continue. De plusλN = limqi−→Nλqi
est égal àν = InfJ(ϕ) pourϕ ∈ H2 , ϕ 6≡ 0 dans le cas positif.

Démonstration:
Examinons tout d’abord le cas où unλq = 0. Cela signifie queJq(ϕ) ≥ 0 pour

ϕ ∈ H2 et queJq(ϕq) = 0. Il s’en suit que tous lesλq sont nuls, en conséquence
λ = 0 etψ est proportionnelle àϕq qui est non nulle puisque

∫
V f(x)|ϕq|qdv = 1.

Dans le cas où unλq est négatif ils le sont tous car

(2.13) λp ≤ Jp(ϕq) = Jq(ϕq)
{
∫
V f(x)|ϕq|p}

2
q

{
∫
V f(x)|ϕq|p}

2
p

= λq
{
∫
V f(x)|ϕq|q}

2
q

{
∫
V f(x)|ϕq|p}

2
p

< 0

et nous avons aussiλp < 0.
Dans le troisième cas lesλq sont tous positifs. En effet siλq > 0 alors

(2.14) λp = Jp(ϕp) = Jq(ϕp)
{
∫
V f(x)|ϕp|p}

2
p

{
∫
V f(x)|ϕp|q}

2
q

≥ λq
{
∫
V f(x)|ϕp|p}

2
p

{
∫
V f(x)|ϕp|q}

2
q

> 0.

On suppose
∫
V f(x)dV = 1 pour la démonstration (on peut toujours s’y ramener

car l’équation est non-linéaire ).

Pourϕ ∈ C∞, la fonctionq −→ (
∫
V f(x)|ϕ|qdV )

1
q est croissante: en effet

soitq ≤ p, écrivons l’inégalité de Hölder avecf(x)dV comme élément de volume(∫
V
f(x)|ϕq|qdV

)
≤
(∫

V
f(x)dV

)1− q
p
(∫

V
f(x)|ϕq|pdV

) q
p

.

Donc |Jp(ϕ)| ≤ |Jq(ϕ)| ce qui implique|λp| ≤ |λq| car les fonctionsC∞ sont
denses dansH2. Montrons maintenant la continuité.
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Les inégalités (2.13), (2.14) sont valables si on permutep et q. D’où q −→ λq
continue sur]2,N [. Reste la continuité enq = N . Pour∀ε > 0 il existe une fonction
ϕ ∈ C∞ telle queJN (ϕ) < ν + ε.

Dans le cas positif, d’après (2.14)ν ≤ λN .
On ne peut pas avoirν < λN car en prenantε ≤ δ avecδ = λN − ν on aurait

JN (ϕ) < λN et donc, pour q voisin de NJq(ϕ) < λq, ce qui est absurde. D’où la
continuité sur]2,N ] dans le cas positif.

Montrons que sous l’hypothèse du théorème 1.,ψ, la solution de(E) que nous
venons de trouver, n’est pas triviale.

La démonstration est analogue à celle faite dans Caraffa[7] lorsquef(x) ≡
Const. En effet chaqueϕqi satisfait:

1 =
(∫

V
f(x)|ϕqi |qdV

) 2
q

≤ sup[f(x)]
2
q ‖ ϕqi ‖2N V

2
N
− 2
q

et
‖ ϕqi ‖2N≤ (1 + ε)K2

2 ‖ ∆ϕqi ‖22 +A(ε) ‖ ϕqi ‖22
qui ensemble donnent

(2.15) sup[f(x)]−
2
q V

2
q
− 2
N ≤ (1+ε)K2

2 ‖ ∆ϕqi ‖22 +A(ε) ‖ ϕqi ‖22

≤ (1 + ε)K2
2

{
(1 + η̃)

[
λqi +

∫
V
a(x)∇µϕqi∇µϕqidV −

∫
V
h(x)ϕ2

qi

]
−η̃

∫
V
|∆ϕqi |2dV

}
+A(ε)

∫
V
|ϕqi |2dV

avecη̃ assez petit.
D’après le lemme 3 de Caraffa[7], pour chaqueη > 0, il existe unC(η) tel que∫

V
a(x)∇µϕqi∇µϕqidV ≤ sup[a(x),0]

∫
V
|∇ϕqi |2dV ≤

≤ sup[a(x),0]
[
η

∫
V
|∆ϕqi |2dV + C(η)

∫
ϕ2
qidV

]
.

On prend η̃ = sup[a(x),0]η dans l’inégalité (2.15). Elle devient

V
2
q
− 2
N sup[f(x)]−

2
q − (1 + ε)K2

2 (1 + η̃)λqi ≤ C10(ε,η̃)
∫
V
ϕ2
qidV.

Lorsqueq −→ N , V
2
q
− 2
N −→ 1, sup[f(x)]

2
q −→ sup[f(x)]

2
N .
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Les constantesε et η peuvent être choisies aussi petites qu’on veut, de sorte
que sisup[f(x)]

2
NK2

2ν < 1 à partir d’un certainq0 < N pour q > q0, avec un
bon choix deε etη, le membre de gauche est strictement positif supérieur àξ > 0.
Donc, nous obtenons

∫
V ϕ

2
qidV ≥ ξC−1

10 = C11 > 0 et comme la suite{ϕqi}
converge fortement versψ dansL2,∫

V
ψ2dV > 0,

d’oùψ 6≡ 0.

En utilisant la méthode de Vaugon[14], on démontre que la suite{ϕqi}qi est
uniformément bornée dansLρ avecρ > N et queψ ∈ L∞.

En conséquenceψ ∈ C5,α(V ) par la méthode de "bootstrap". Enfin suivant la

régularité de la fonctionδ : t −→ |t|
8

n−4 , ψ ∈ C∞ pour n=5, 6, 8 ou siψ > 0.

2.2.3 Sur la positivité deψ, la solution trouvée de l’équation (E)

Nous avons montré qu’il existe une solutionψ de l’équation (E ), maintenant
nous démontrerons qu’elle est positive etC∞, si les fonctionsa(x) eth(x) vérifient
certaines propriétes. Soitψ ∈ H2,ψ 6≡ 0 la solution de l’équation (E).

Si a eth sont des fonctions constantes on peut montrer :

Proposition 3. Si a(x) ≡ a = −2α eth(x) ≡ b = α2, le minimiseurψ de la
fonctionnelleI(ϕ) surH2 est strictement positif etC∞.

Même résultat si les racines de l’équationx2 + ax+ b = 0 sont positives.

Démonstration:
Soientα > 0 une constante etϕ ∈ H2,ψ 6≡ 0. Comme l’opérateur∆ + α est

inversible pour des espaces bien choisis, il existe une fonctionφ vérifiant l’équation

∆φ+ αφ = |∆ϕ+ αϕ|

Si ∆ϕ+ αϕ ≥ 0 (resp≤ 0) nous avonsφ = ϕ (respφ = −ϕ), sinon on démontre
queφ > |ϕ|, (voir Caraffa[7]).

Il s’en suit que(∫
f(x)|ϕ|qdV

) 2
q

<

(∫
f(x)|φ|qdV

) 2
q

et

I(ϕ) =
∫
V
|∆ϕ|2dV −

∫
V
a(x)|∇ϕ|2dV +

∫
V
h(x)ϕ2(x)dV = I(φ).
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En conséquence il existek < 1 aveckφ ∈ H2, kφ 6≡ 0, tel que

J(kφ) < J(ϕ).

Donc la solutionϕq de notre problème est non négative (resp non positive, dans ce
cas on raisonne sur−ϕq ). D’après le principe du maximum ceci entraîneϕq > 0.
D’où on peut prouver queϕq > 0 pour tout q. Par conséquent la fonctionψ limite
p.p d’une suite de fonctions≥ 0 est en conséquence≥ 0 et enfin d’après le principe
de maximum on conclut queψ > 0.

2.3 Applications du théorème 1.

2.3.1 Application aux variétés riemanniennes compactes de dimen-
sion n>6.

Théorème3. Lorsque n>6, si en un point P où f admet un maximum,a(P )C(n)+
R(P ) + C̃(n) ∆f

f(P ) > 0 alors (E) a une solutionψ ∈ H2.
Démonstration:
Considérons un système de coordonnées normales(y1,y2,y3,...,yn) géodé-

siques centré enP ∈ V un point où f est maximum. Lorsque n>6 faisons un
développement limité deJ(λϕk) pourk −→ 0, avec la suite

(2.16) λϕk = λ(r)(r2+k2)−
(n−4)

2 ,

ici λ(r) est une fonctionC∞ égale à 1 surBp(ε) (0 < 2ε < d le rayon d’injectivité
deV ) et 0 surV \Bp(2ε).

Nous réprenons les calculs qui ont été faits dans Caraffa[7].
Pour le dénominateur deJk = J(λϕk)|Bε(P ) :

∫
Bε
f(x)(λϕk)N =

ωn−1I
n
2
−1

n

2kn
×
{
f(P )− k2

n− 2

[
∆f
2

+
f(P )R

6

]}

et donc

(2.17)
(∫

Bε
f(x)(λϕk)N

)−n−4
n

=

=

ωn−1I
n
2
−1

n

2kn
f(P )

−
n−4
n

×
{

1 + k2 n− 4
n(n− 2)

[
∆f

2f(P )
+
R

6

]}
.
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Quand au numérateur nous avons montré que :

ωn−1I
n
2
−1

n

2kn−4
n(n− 2)(n+ 2)(n− 4)×{

1− k2

[
4(n− 1)a(P )

(n− 6)(n− 2)(n+ 2)
+

R(n2 + 4n− 20)
6(n− 6)(n− 2)(n+ 2)

]
+O(k3)

}
Il s’en suit que

Jk =
n(n+ 2)(n− 2)(n− 4)

24
ω
n
4
n f(P )−

2
N×

{
1− k2

[(
4(n− 1)a(P )

(n− 6)(n− 2)(n+ 2)
+

R(n2 + 4n− 20)
6(n− 6)(n− 2)(n+ 2)

)
− n− 4
n(n− 2)

(
∆f

2f(P )
+
R

6

)]
+O(k3)

}
=

= K−2
2 f(P )−

2
N×

{
1− k2

[
a(P )C1(n) +R(P )C2(n) + C3(P )

∆f
f(P )

]
+O(k3)

}
avec

C(n) =
C1(n)
C2(n)

=
2n(n− 1)
n2 − 2n− 4

> 0,

C3 = − n− 4
2n(n− 2)

< 0

et

K−2
2 = n(n+ 2)(n− 2)(n− 4)

I n2−1
n ωn−1

2

 4
n

=

=
n(n+ 2)(n− 2)(n− 4)

24
ω

4
n
n

car ωn = 2n−1ωn−1I
n
2
−1

n .
Nos calculs montrent que:

Jk −→ K−2
2 f(P )−

2
N

et que les intégrales surB2ε\Bε ne perturbent pas les développements limités,
comme précisé dans Caraffa[7]. On conclut queJ(λϕk) −→ K−2

2 f(P )−
2
N .

D’où ν ≤ K−2
2 f(P )−

2
N . L’inégalié du théorème 1:ν < K−2

2 f(P )−
2
N est

vérifiée s’il existe un pointP où f est maximum tel que

R(P ) + a(P )C(n) + C̃(n)
∆f
f(P )

> 0,

avecC̃ < 0. En conséquence, d’après le théorème 1, il existe une solution non
triviale de l’équation (E).
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2.3.2 Application aux variétés riemanniennes compactes de dimen-
sion n=6.

Théorème4. Lorsquen = 6, s’il existe un pointP ∈ V oùR(P ) > −3a(P )
alors (E) a une solutionψ ∈ H2, quelle que soit la fonction f(x) partout positive.

Démonstration:Lorsque n=6, un développement limité deJ(λϕk) pourk −→
0 avec la suite définie en (2.16) montre que l’expression du dénominateur pour
n = 6 reste le même que pourn > 6 et donc :ωn−1I

n
2
−1

n

2kn
f(P )

−
n−4
n {

1 + k2 n− 4
n(n− 2)

[
∆f

2f(P )
+
R

6

]}
car ∫

V
f(x)(λϕk)N =

ωn−1I
n
2
−1

n

2kn
×
{
f(P )− k2

n− 2

[
∆f
2

+
f(P )R

6

]}
.

Par contre l’expression du numérateur deJk lorsquen = 6 est:

ωn−1

2kn−4
(n− 4)2×{

n(n− 2)(n+ 2)
(n− 4)

I
n
2
−1

n − k2Log

(
1
k2

)[
a(P ) +

2R
n

]
+O(k2)

}
avecIqp =

∫∞
0 tq(1− t)−pdt

Il s’en suit que

Jk =
ωn−1

2kn−4
(n− 4)2 ×

{
n(n− 2)(n+ 2)

(n− 4)
I
n
2
−1

n

−k2Log

(
1
k2

)[
a(P ) +

2R
n

]
+O(k2)

}
×

ωn−1I
n
2
−1

n

2kn
f(P )

−
n−4
n

= K−2
2 f(P )−

1
3−4k2Log

(
1
k2

)(
ωn−1

2

) 3
4
(
f(P )I

n
2
−1

n

)− 1
3
[
a(P ) +

R

3

]
+O(k2).

En conséquence lorsquek −→ 0

J(λϕk) −→ K−2
2 f(P )−

1
3 ,

d’où nous avonsν < K−2
2 f(P )−

1
3 s’il existe un pointP tel que

R(P ) > −3a(P ).

D’après le théorème 1 il existe alors une solution non triviale de l’équation (E).
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Chapitre 3

Existence et non-existence d’une
solution u pour le problème (P)
sur (Wn,g), variété riemannienne
compacte à bord .

3.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre nous établissons pour(Wn,g), une variété rieman-
nienne compacte,C∞ à bord∂W , des théorèmes d’existence et de non-existence
de solutionsu ∈ C5,α(W ) (ou C∞(W )) du problème elliptique du quatrième
ordre avec données au bord:

(P )

{
∆2u+∇i [a(x)∇iu] + h(x)u = λf(x)u|u|N−2 surWn,

∆u|∂W = γ|∂W u|∂W = η,

γ et η sont deux fonctionsC∞ sur (W,g), N = 2n
n−4 , λ est un réel à déterminer,

a(x), h(x) et f(x) comme précédemment.

3.2 Sur la meilleure constante dans les inégalités de So-
bolev pour les espacesHp

1(W ) etHq
2(W ).

Nous montrons ci-dessus des résultats sur les meilleures constantes dans les
inégalités de Sobolev pour les espacesHp

1 (W ) etHq
2(W ). Le théorème qui suit
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donne une majoration dẽK2(n,q) la meilleure constante dans l’inclusion de Sobo-
lev (Hq

2(W ) ⊂ Lp(W )).

Proposition 3. NotonsK1 = K1(n,r) la meilleure constante pour l’inclu-
sion de Sobolev pour IRn Hr

1 ⊂ Lp. Alors la meilleure constante pour l’inclusion
Hq

2(W ) ⊂ (LpW ): K̃2(n,q) satisfait l’inégalité suivante :

(3.1) K̃2(n,q) ≤ 2
2
nK1(n,r)K1(n,q)

avec1
r = 1

q −
1
n et 1

p = 1
q −

2
n .

Démonstration:D’après le théorème 2.21 de T.Aubin[4], lorsqueϕ ∈ Hr
1(IRn):

(3.2) ‖ ϕ ‖p≤ K1(n,r) ‖ ∇ϕ ‖r

et lorsqueϕ ∈ Hq
1(IRn)

(3.3) ‖ ϕ ‖r≤ K1(n,q) ‖ ∇ϕ ‖q

avec1
p = 1

r −
1
n .

Soitψ ∈ Hq
2(E) avecE = {(x1,x2,...xn) ∈ IRn | x1 < 0}. On peut supposer

ψ ∈ D((E)), ces fonctions étant denses dansHq
1(E). On considèrêψ définie sur

IRn par ψ̂(x) = ψ(x) si x ∈ E et ψ̂(x̂) = ψ(x) quandx̂ = (−x1,x2,...,xn) ∈ E,
où (x1,x2,...,xn) sont les coordonnées dex.

Mais

‖ ψ ‖p=
(∫

E
|ψ|pdx

) 1
p

= 2−
1
p

(∫
IRn
|ψ̂|pdx

) 1
p

et

‖ ∇ψ ‖r=
(∫

E
|∇ψ|rdx

) 1
r

= 2−
1
r

(∫
IRn
|∇ψ̂i|rdx

) 1
r

.

D’après (3.2) appliqué à la fonction̂ψ ∈ Hr
1(IRn), on trouve que : pour toute

ψ ∈ Hr
1(E):

2
1
p ‖ ψ ‖p≤ 2

1
rK1(n,r) ‖ ∇ψ ‖r .

Siψ ∈ Hq
2(E), ϕ = |∇ψ| ∈ Hq

1(E) et donc pour1p = 1
r −

1
n = 1

q −
2
n

2
1
r ‖ ϕ ‖r≤ 2

1
qK1(n,q) ‖ ∇ϕ ‖q .

En conséquence, pour toutψ ∈ Hq
2(E)

‖ ψ ‖p≤ 2
2
nK1(n,q)K1(n,r) ‖ ∇|∇ψ| ‖q≤ 2

2
nK1(n,q)K1(n,r) ‖ ∇2ψ ‖q .
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Puisque la meilleure constante de Sobolev dans l’inclusionHq
2(W ) ⊂ Lp(W ) ne

dépend pas de la variété mais seulement den et deq, on obtient

(3.4) K̃2(n,q) ≤ 2
2
nK1(n,q)K1(n,r).

3.3 Enoncé du problème (P)

Sur(W,g), une variété riemannienneC∞ compacte à bord∂W de dimension
n > 4, on cherche une fonctionu et une constanteλ solutions du problème ellip-
tique du quatrième ordre :

(P )


∆2u+∇i [a(x)∇iu] + h(x)u = λf(x)u|u|N−2 surWn,

∆u|∂W = γ|∂W u|∂W = η|∂W ,

oùγ etη sont deux fonctionsC∞ sur(W,g),N = 2n
n−4 , λ est un réel à déterminer,

a(x), h(x) et f(x) comme précédemment.
Sous certaines hypothèses nous pourrons prouver l’existence d’une solution

non triviale de (P). Mais comme l’exposant au deuxième membre de l’équation
est critique nous devrons considérer (suivant la méthode de Yamabe) des équations
approchées.

3.4 Preuve de l’existence d’une solutionu du problème
(P).

On considère pour2 < q < N le problème suivant:

(Pq)


∆2v +∇i [a(x)∇iv] + h(x)v = λf(x)(v + ϕ)|v + ϕ|q−2 + g(x) surWn,

∆v|∂W = 0 v|∂W = 0,

oùg etϕ sont des fonctionsC∞(W ) ,ϕ 6≡ Const etg(x)+λf(x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 6≡
0 pour toutλ. Soit

(3.5) Jq(v) =
∫
W
|∆v|2 dW−

∫
W
a(x)|∇v|2 dW+

∫
W
h(x)v2 dW−2

∫
W
g(x)vdW

la fonctionnelle associée qui est bien définie puisqueH2 ⊂ LN ⊂ Lq.
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On définitA = H̊1 ∩H2 et

λq = Inf Jq(v) pour toutv ∈ Aq =
{
w ∈ A :

∫
W
f(x)|w + ϕ|qdW = µ,µ > 0

}
.

RemarquesLa Jq du problèmePq n’est pas homogène.

Lemme1. Pour touteϕ ∈ C(W ) ∩ H̊1(W ), alorsϕ|∂W = 0.
Démonstration:
Si on montre que pour toute fonctiong ∈ C(W )

∫
∂W ϕgdW = 0, alors

ϕ|∂W = 0. Soit {ϕi}i ∈ D(W ) telle queϕi −→ ϕ dansH1.
∫
∂W ϕigdW = 0

évidemment, prenonsg = ∂νf où f ∈ C2(W ). D’après le théorème de Stokes on
a que :

0 =
∫
∂W

ϕi∂νfdW =
∫
W
∇µ [ϕi∇µf ] dW =

∫
W
∇µϕi∇µfdW+

∫
W
ϕi∇µ∇µfdW

−→
∫
W
∇µϕ∇µfdW +

∫
W
ϕ∇µ∇µfdW =

∫
∂W

ϕ∂νfdW

pour la convergence forte dansH1.
Par conséquent

∫
∂W ϕgdW = 0 pour tout g ∈ C(W ), d’oùϕ|∂W = 0.

Théorème7.Pour2 < q < N , il existe un réelλ = λq et une fonctionvq ∈ Aq
solution du problèmePq avecJq(vq) = λq.

Démonstration:

i) λq est fini.
D’après le lemme 3 de Caraffa[7] pour toutη, il existe une constanteC(η) telle

que pourη[sup(0,a(x))] ≤ 1
2 on a:

(3.6) Jq(v) ≥ 1
2
‖ ∆v ‖22 + [inf (0,h(x))− sup (0,a(x))C(η)] ‖ v ‖22

−2sup(|g(x)|)
∣∣∣∣∫
W
|v|dW

∣∣∣∣ ≥
≥
[
inf (0,h(x))− sup (0,a(x))C(η)− 2sup(|g(x)|)V ol(W )

1
2

]
‖ v ‖22=

= −C1 ‖ v ‖22 .

Pour prouver queλq 6=∞, il faut montrer queAq n’est pas vide.
Si la contrainteµ est égale à

∫
W f(x)|ϕ|qdV , 0 ∈ Aq alorsλq ≤ Jq(0).

Si nous considérons une famille de fonctionsψk,m ∈ D(W), (k,m) ∈ IR× IN
de sorte queψk,m converge dansLq vers la fonctionk − ϕ lorsquem −→∞.
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Posonsβm(k) =
∫
W f(x)|ψk,m + ϕ|qdW pour toutk ∈ IR. On aβm(0) =∫

W f(x)|ψ0,m + ϕ|qdW −→ 0, d’où pour un m que l’on choisit,βm(0) < µ
2 .

Maintenant lorsquek −→ +∞, βm(k) −→ +∞. Donc la fonctionβm(k) va deµ2
à l’∞. En conséquence, il existe unk̃ tel queβm(k̃) = µ.

ii) Soit {vi} ∈ Aq une suite minimisante :

limi−→∞Jq(vi) = λq.

Nous voulons montrer que la suite{vi} est bornée dansH2(W ).On a

(3.7) ‖ vi ‖22≤‖ vi ‖2q V ol(W )1− 2
q ≤ (‖ vi + ϕ ‖q + ‖ ϕ ‖q)2 V ol(W )1− 2

q ≤{
[inff(x)]−

1
q µ

1
q+ ‖ ϕ ‖q

}2
sup[1,V ol(W )]1−

2
N ≤ C2

car

[inff(x)]
1
q ‖ vi + ϕ ‖q≤

(∫
V
f(x)|vi(x) + ϕ|q

) 1
q

dV = µ
1
q

et l’applicationq −→‖ ϕ ‖q est continue pour2 ≤ q ≤ N donc bornée.
D’après (3.6) et (3.7):

Jq(vi) ≥
1
2

∫
|∆vi|2 − C1C2

les constantesC1etC2 ne dépendent ni devi ni deq.
Pour les termes de la suite tels queJ(vi) ≤ 1 + λq, ceci donne

(3.8)
∫
V
|∆vi|2dV ≤ 2(1+λq)+2C1C2.

De plus
λq ≤ J(ψk̃,m).

Ainsi nous avons montré que

(3.9)
∫
V
|∆vi|2dV ≤ C5 et ‖ vi ‖2≤

√
C2,

d’où la suite{vi} est bornée dansH2 par interpolation.

iii) Les théorèmes de Banach et Kondrakov (l’inclusionH2(W ) ⊂ Lq(W ) est
compacte) entraînent l’existence d’une fonctionvq et d’une sous -suite{vj} ⊂
{vi} telles quevj −→ vq faiblement dansH2 et fortement dansH1 etLq.

De la convergence faible dansH2 on deduit queJ(ϕq) ≤ limi−→∞J(vj) =
λq.
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Par la convergence forte dansLq :
∫
V f(x)|vq + ϕ|qdW = µ d’où vq ∈ Aq

et en conséquence,λq ≤ J(vq). Ainsi vq réalise le minimum de la fonctionnelle:
λq = J(vq) et ‖ ∆vq ‖2= limi−→∞ ‖ ∆vi ‖2, en conséquence,vj −→ vq
fortement dansH2.

iv) vq satisfait l’équation d’Euler du problème variationnel considéré. Calcu-
lons les différentielles de J et de la contrainte. Soitψ ∈ A,

(3.10)
1
2
DvqJ(ψ) =

∫
W

∆vq∆ψdW−
∫
W
a(x)∇ivq∇iψdW+

∫
W
h(x)vqψdW

−
∫
W
g(x)ψdW = βq

∫
W
f(x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)ψdW,

βq étant le multiplicateur de Lagrange.
En intégrant par partie on a, avecψ|∂W = 0,∫

W

{
∆2vq +∇[a(x)∇vq] + h(x)vq − g(x)− βqf(x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)

}
ψdW

=
∫
∂W

∆vq∂nψdW.

vq vérifie au sens de distribution, sur W

(3.11) ∆2vq +∇i [a(x)∇ivq] + h(x)vq = βqf(x)(vq + ϕ)|vq + ϕ|q−2 + g(x),

et sur∂W :∆vq = 0.
Pourψ = vq on a

λq = βq

∫
W
f(x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)vqdW −

∫
W
gvqdW.

Donc en généralλq 6≡ βq.
En plus il existe unq0 < N tel que pour toutq > q0 vq 6≡ 0 carvq ≡ 0 n’est

pas solution faible dansA de l’équation (3.11).
Si non on auraitg(x) = −βq

∫
W f(x)|ϕ|q−2ϕdW , ce qui est contraire à l’hy-

pothèse pour q voisin de N.

v) La suite{βq} est bornée.
En effet si on additionne

∫
W f(x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)ϕdW aux membres de

(3.10) pourψ = vq on obtient :

λq +
∫
W
g(x)vqdV +

∫
W
f(x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)ϕdW = βqµ
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et en conséquence

(3.12) |βq| ≤ µ−1

{
|λq|+ sup |g(x)| ‖ vq ‖1 +

(∫
W
f(x)|vq + ϕ|qdW

) q−1
q

×

×
(∫

W
f(x)|ϕ|qdW

) 1
q

}
≤

≤ µ−1
{
|λq|+ sup |g(x)| ‖ vq ‖1 +µ

q−1
q

∫
W
f(x)|ϕ|qdW

}
≤ C

car la suite{λq} est uniformément bornée,‖ vq ‖H2≤ Const etϕ est une fonction
C∞(W ) fixée, ce qui implique que la suite{βq} est bornée.

vi) Régularité pourvq.
Commevq vérifie (3.11),vq ∈ C5,α(W ) pour un certainα ∈ (01).

On considère maintenant le problème

(PN )


∆2v +∇i [a(x)∇iv] + h(x)v = λf(x)(v + ϕ)|v + ϕ|N−2 + g(x) surWn,

∆v|∂Wn = 0 v|∂Wn = 0,

et la fonctionnelle associée:

(3.14) J(v) =
∫
W
|∆v|2 dV−

∫
W
a(x)|∇v|2 dV+

∫
W
h(x)v2 dV−2

∫
W
g(x)vdV

oùg etϕ sont des fonctionsC∞(W ),ϕ 6≡ Const etg(x)+λf(x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 6≡
0 pour toutλ. On définitν = infJ(v) pourv ∈ AN où

AN =
{
w ∈ A :

∫
W
f(x)|w + ϕ|NdV = µ

}
,

A = H̊1 ∩H2.

Théorème8. Il existe une fonction dansAN solution non triviale du problème
(PN ).

Démonstration:Prenons une suiteq −→ N avecvq solution de(Pq). Comme
la suite{vq} est bornée dansH2, le théorème de Banach nous dit qu’il existe une
fonctionv ∈ H2 et une sous-suite{vqi} (qi −→ N) telles quevqi −→ v faiblement
dansH2, fortement dansH1 et donc dansL2 (théorème de Kondrakov). et p.p.
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D’après la convergence faible pour toutψ ∈ A∫
W

∆ψ∆vqidW −
∫
W
a(x)∇νψ∇νvqidW +

∫
V
h(x)ψvqidW − 2

∫
W
g(x)ψdW

−→
∫
W

∆ψ∆vdW −
∫
W
a(x)∇νψ∇νvdW +

∫
V
h(x)ψvdW − 2

∫
W
g(x)vdW.

De plus∫
W
f(x)(vqi + ϕ)|vqi + ϕ|qi−2ψdW −→

∫
W
f(x)(v + ϕ)|v + ϕ|N−2ψdW

car nous avons convergence faible de(vqi +ϕ)|vqi +ϕ|qi−2 vers(v+ϕ)|v+ϕ|N−2

dansL N
N−1

d’après un théorème bien connu (Aubin[4] p79).

En effet comme la suitevqi −→ v p.p et{vqi} est bornée dansL N
N−1

:

‖ vqi |vqi |qi−2 ‖ N
N−1

=‖ vqi ‖
qi−1
(qi−1)N

N−1

≤ 1+ ‖ vqi ‖N−1
N ≤ C6 ‖ vqi ‖N−1

H2
+1 ≤ C7,

(vqi)|vqi |qi−2 −→ (v)|v|N−2 p.p.

‖ (vqi + ϕ)|vqi + ϕ|qi−2 ‖ N
N−1
≤‖ |vqi + ϕ| ‖qi−1

N ≤ (‖ vqi ‖N + ‖ ϕ ‖N )qi−1 ≤

≤ C8 (‖ vqi ‖H2 + ‖ ϕ ‖H2)qi−1 ≤ C9.

Nous avons montré que la suite{vqi +ϕ} est bornée dansH2. Ainsiψ ∈ H2 ⊂

LN =
(
L N
N−1

)∗
. fψ ∈ H2 puisquef(x) ∈ C∞ d’où

∫
W
fψ(vqi + ϕ)|vqi + ϕ|qi−2dW −→

∫
W
fψ(v + ϕ)|v + ϕ|N−2dW.

La fonctionv vérifie au sens faible dansA le problème (P) avec,λ = limqi−→Nβqi
(où d’une sous-suite) puisque la suite{βqi}2<qi<N est uniformément bornée d’après
(3.12).

Théorème9.Le problème (P) est équivalent au problème(PN ) avecu = v+ϕ,
oùϕ ∈ C∞ est la solution de l’équation du deuxième ordre:

(Q)


∆ϕ(x) = γ(x) dans W,

ϕ(x)|∂Wn = η(x)|∂Wn .

v est alors la solution du problème(PN ).
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Démonstration:En effet si on poseu = v + ϕ le problème (P) devient :

(P )


∆2v +∇i [a(x)∇iv] + h(x)v = λf(x)(v + ϕ)|v + ϕ|N−2 + g(x) surWn,

∆v|∂W = v|∂Wn = 0,

où la fonction−g(x) = ∆2ϕ+∇i [a(x)∇iϕ] + h(x)ϕ.
Sous l’hypothèseg(x) + λf(x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 6≡ 0 on a montré quev 6≡ 0 et

donc la fonctionu = v + ϕ solution du problème (P).
Si g(x) + λf(x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 ≡ 0 alorsu = ϕ est la solution cherchée.
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