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Introduction

Motivations

L'étude des équations aux derivées partielles elliptiques est un des sujets de
recherche de grande importance dans I'analyse sur les variétés developpé ces der-
niéres années dans de nombreux travaux.

Différentes techniques sont employées pour la résolution d’équations aux déri-
vées partielles elliptiques comme par exemple "la méthode variationnelle " utilisée
par Yamabe pour résoudre le probleme de la courbure scalaire prescrite.

L'estimation des meilleures constantes pour les inclusions de Sobolev nécessite
la résolution de certaines équations aux derivées partielles.

Enoncé du probleme

Soit (V,g) une variété riemannienne compacte&’ de dimension n>4 et de
métrique g.
On désigne pouF (V) I'espace de Sobolev standard qui est le completement
de
Ce(V)={o e CZ(V), |l ¢ llkq< 00},

par rapport & la normg ¢ [lx.,= St [| V' [lq-
On noteH,, I'espaceH2 muni de la norme équivalente

1
e llm= (Il Av I3+ 1 Ve I3+ 11 ¢ 13)* -

Le probléme que nous nous sommes proposé de résoudre peut étre énoncé de la
fagon suivante:

Existe-il une fonction. € H,(V') et une constant& solutions de I'équation

(E) A%u 4 V' [a(2)Viu] + h(z)u = M (z)ulu|V 2



ou a, h et f sont des fonctiolds™ (1) et (N = %) I'exposant critique ?

En 1979 Michel Vaugon[15] prouve I'existence d’un r@edt d’'une fonction de
classeC*(V') non identiqguement nulle vérifiant une équation du type (E) avec un
second membre de la forméf (¢,x) ou f(t,x) est une fonction impaire croissante
en t et vérifiant I'inégalité} f (¢,z)| < a + b\t\z_ﬁ.

Depuis 1990 des résultats ont été établis pour des fonctions f,a et h bien pré-
cises.

D.E.Edminds, D.Fortunato E.Jannelli[8] ont montré que les seules solutions
dans IR de I'’équation

IS

n+
A2u = yn—4

sont les fonctions positives, symétriques, radiales et décroissantes :

n(n —4)(n? — 62%4
ue(m):[( 4)( n;44)]

(r24¢€) 2

Cerésultat a permis de déterminer la valeur de la meilleure congtaite2) pour
I'inclusion de SoboleviH; — L.

De plus lorsquer > 8, ils prouvent que sk € (0,A1) (\; étant la premiére
valeur propre pour la bouléB(0,r),E) de A? avec des conditions de Dirichlet
nulles au bord), le probleme:

(1) A%y — u = u|u|% dansB ouvert de IR,
u= 9% =0surBQ,

a une solution non triviale.

Si par contres < n < 7, le probléme a une solution non triviale)si (\,\1),
ol )\ > 0 dépend de n et de la fonction propre correspondanie a

En 1995, R.Van der Vorst [14] obtient les mémes résultats que D.E.Edminds,
D.Fortunato et E.Jannelli [8], appliqués au probléme:

(11) A%y — du = u\u]% dansQ ouvert borné de R,
u = Au = 0 surof,

mais il prouve en plus que la solution trouvée est aussi positive.
En 1996, F.Bernis, J.Gargia-Azorero et |.Peral[5] montrent I'existence d’au
moins deux solutions positives du probléme :

(I17) A2y — dufu|?2 = u\u|% dans2 domaine borné de R
u = Au = 0 surofl,

4



avecl < ¢ < 2 pourn > 4 et en prenank > 0 dans un certain intervalle.

Dans notre premier travail [7] nous étudions cette équation Aiec= Const.

Nous prouvons dans une premiére partie un théoreme d’existence d’'une solu-
tion non trivialeC> de I'équation (E).

De plus sia(z) et h(x) sont des fonctions constantes bien précises, on peut
prouver que la solution de I'équation (E) est strictement positive’et

Dans une deuxiéme partie on donne des applications géométriques (théorémes
3 et 4) du théoréme d’existence.

Le contenu de cet article est presenté en détails dans le Chapitre 1 de cette
thése.

A la suite de ces premiers résultats, différentes questions se posent:

1) Est-ce que la condition pour I'existence de la solution du théoréme 4 est
encore la méme si = 6 et f(x)=Const?

2) Est-ce qu’on aurait des résultats équivalents si la fonction f(x) dans I'équa-
tion (E) n’était plus constante mais seulement partout positive ?

3) Si on considérgW ,,,g), une variété riemannienne compacte a barer,
existe-il une solution non triviale du probléme

A2y + Vi [a(x)Viu) + h(z)u = A f (z)u|u| ¥ 2 surw,,
(P)
Aulow, = low, ulow, = nlow,,

ou v etn sont deux fonction€'> sur (W), A est un réel a déterminer, f(x) une
fonction partout positive et a(x), h(x) comme précédemment?

Dans les deux derniers chapitres de cette thése nous apportons une réponse
compléte a toutes ces questions.

Présentation des résultats

Chapitre 1: Dans ce premier chapitre, sur une variété riemannienne compacte
(Vi,g) de dimensiom > 4 et de métrique g, nous étudions I'équation (E) avec ex-
posant critique de Sobolev dans le cas ou la fonction f(x) est une fonction constante.

Tout d’abord on établit le théoréme suivant sur les inégalités de Sobolev :

Théoreme 1.Soient(V},,g) une variété riemannienne compactegatn reel
1 < ¢ < 5. Lameilleure constant&; dans I'inégalité de Sobolev correspondant a



linclusion H3 C L, avec; = ;— 2 ne dépend que deet deg (K> = K2(n,q))).

Ainsi, pour toute > 0, il existe une constanté(e) telle que pour toup € H3:

Sy

e llp< Ka(n,g)(1+€) | ¢ llmg +A(e) [ ¢ llq -

Il nexiste pas de constanté avecC < K»(n,q) telle que pour toup € Hy:

e llp<Clelng +AT¢llg-

Pour prouver que la solution de I'équation (E) est non identiguement nulle on
utilise le théoreme 1, plus exactement son Corollaire dont I'’énonceé est le suivant:
Corollaire 1.
Sur une variété riemannienne compacte de dimension4, pour toute > 0
il existe une constanie(¢) telle quevf € Ha(V)

£ 1< 1+ 983 [ a7V +a(e) [ |7V

_ _ I'(3)
avec = 2% et K32 = K;%(n,2) = wn(n — 4)(n® - 4) { {2 }. Ko (n.2) est
obtenue en utilisant les fonctioms extrémales du probléme surR

\ ("54)
ou C,, est une constante qui ne dépend que de n.

Le théoreme principal démontré dans ce premier chapitre est le théoréme d’exis-
tence d’'une solution non identiquement nulle pour I'équation (E) dans le cas ou
f(z) = Const.

Pour la démonstration on utilise la méthode variationnelle. On considére sur
H, la fonctionnelle :

1(@:/ ]Agp]QdV—/ a(x)vicpvigodv+/ h(z)*dV
1% 1% 1%

et on définit le probléme variationnel suivant :

(%) infI(p) pourtoutp € A={u€ Hy, ||uln=1}.

Notonsy cetinf .
L'énoncé du théoréme est le suivant:



Théoréme 2.Etant donnéy, I'inf défini ci-dessus ef{s = K»(n,2), on a
toujours K2 < 1. Si K3u < 1, 'équation (E) avecf(z) constante admet une
solutiony # 0 dansHs qui minimise le probléme variationnét).

1 a la régularité maximale autorisée pour I'’équation (E), c'est a djrec
C5“ pour un certaina € (0,1) dans le cas général mais par exemple pour les
dimensions 5, 6, 8) € C°.

L'approche que nous adoptons pour démontrer ce théoréme est comparable a
celle developpée par Yamabe.

Enfin les théorémes 3 et 4 sont une application de ce théoreme. En effet on
trouve quelle condition géométrique la variété doit satisfaire pour que I'équation
(E) ait une solution.

Par exemple d’aprés le théoréme 3 si la foncfign) satisfait I'inégalité:

(n=4)

/ h(x)dV < K52V n¥d
\%

'équation(E) admet une solution quelle que soitr).
Dans le théoréme 4 on prouve que s'il existe un p&irg V' tel que la courbure
scalaire satisfait I'inégalite suivante:

R(P) > —C(n)a(P)

avecC'(n) une constante explicite, alors il existe une solution de I'équation (E).
De plus si a(x) et h(x) sont des fonctions constantes, on prouve (proposition 1)
que la solution est positive €t> (V).

Chapitre 2: Dans ce chapitre on répond aux questions 1) et 2) posées précé-
demment.

Avec une fonctiory (x) partout positive, on peut démontrer un théoréme d’exis-
tence d’une solution de I'équation (E).

La méthode utilisée pour la démonstration est toujours la méthode variation-
nelle.

On considére suk, la fonctionnelle :

_ v 1AgPdV — [y a@)|[VePdV + [y h(x)p*(@)dV

J
) Uy f@) gl (@)dv ™

et le probléme variationnel:

(%) Inf J(p), € A={pec Ha(V),p#0}.

Notonsv cet inf.



L'énoncé du théoreme est le suivant:

Théoréme 1.v vérifier < K, ?[supf]~2/N. Siv < K, *[supf]~?/N, Iéqua-
tion (E) a une solution) € Hs, b # 0 qui minimise le probléme variationnel
Avec une technique équivalente a celle utilisée pour la proposition 1 du chapitre
1, on prouve que si les fonction$z) et h(x) sont constantes, alors la solution est
positive etC>°(V/), sinon la solution est au moins de clagse® (V).
Dans la derniere partie on donne des applications de ce théoréme.
On trouve une condition pour I'existence de la solution lorsgque 6 comme
suit: si en un poinf? € V ou f admet un maximum, on a
(P)C(n) + R(P) + C(n) A7 4
a n n)—r-—-—
f(P)
alors (E) a une solutiofy € Hs.
_ Pour le cas: = 6 on trouve la méme condition que pour f(x) constante car
C(6) =0.

Chapitre 3: Dans ce chapitre, aprés avoir déterminé une majoratidtude,q),
meilleure constante dans I'inclusion de Sobak¥(WW) — L, (W), on cherche &
répondre a la question 3).

Nous établissons, po(# ,,,g), une variété riemannieniie™ compacte a bord
oW, des théorémes d’existence et de non-existence de solutieng'>* (W)

(ou dans certains cas*°(1/)) du probléme elliptique du quatriéme ordre avec
données au bord:

A2y + Vi a(x)Viu] + h(z)u = Af(z)u|u|N 2 surW,,
(P) A -5 _
ulow,, = dlow,,  ulow =1,

ou J ety sont des fonctions donné€s® sur.
Pour démontrer I'existence d’'une solution du probleme (P) on considére un
autre probléme:

A0 + Vi [a(z)Viv] + h(z)v = Af(2) (v + @) |v + |V =2 + g(z) suriv,,
(Pn)
A’U|8W =0 U|8Wn =0

ou g ety sont des fonction€> (W) , telles quey(z) + A f (z)p(z)|p(z) [N =2 £ 0
pour toutA.

En utilisant la méthode variationnelle, on montre (théoréme 8) I'existence d’'un
A > 0 et d’'une solutiony € Ho(W') avecv # 0 de ce probléme.



Mais le théoréme principal est le suivant:

Théoréme 9 .Le probleme (P) est équivalent au problefi) avecu = v+,
ouy € C est la solution de I'équation du deuxiéme ordre:

Ap(x) =~(z) surWy,,
(@)

o(@)low, = n(x)|ow, -

v est alors la solution du problém&y).
Plus exactement, sous I'hypothege) +\ f (z)p(x)|¢(x)|Y ~2 # 0 on a mon-
tré quev # 0 et donc que la fonction = v + ¢ est solution du probléme (P).
Sig(x) + Mf(z)e(x)|e(z)|V~2 = 0 alorsu = ¢ est la solution cherchée.



Chapitre 1

Equations elliptiques du
guatrieme ordre avec exposants
critiques sur les variétés
rlemanniennes compactes (cas
f(x)=Const.)

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre nous étudions, sur une variété riemanr(ignge
compacte’*°, des équations du type:

(1.1) A2y + Vi [a(x) Vi) + h(z)u = f(o)ululN 2 (E)

ou a, h et f sont des fonctiord$™> (V) et f(x) fonction constante.

La dimension de la variéte est supposée supérieure a 4 et N dans I'équation
(E), correspondra a I'exposant critiq@f = %) Pour cela il est nécessaire de
prouver quelques résultats précis sur les meilleures constantes dans les inégalités
de Sobolev.

Pour les notations, se reporter a Aubin[2]. Notamment rappelons que la norme
de I'espacey est

(1.2) Il lig=Il V2@ llg + 11 Ve llg + 1T ¢ llg -

Nous notongH, I'espace de Hilbert que nous utiliserons dans la deuxieme patrtie.
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Sa norme est la suivante

1
lolm= (I Ae 3+ Ve B+ 1 ¢ 13)?

qui est équivalente a la norni&; comme nous le verrons.

1.2 Inégalités de Sobolev

Le théoréme de Sobolev pour les espabgsavec% =
q < §) s’énonce ainsi:

linclusion HY C L, est continue.

On sait que le théoreme de Kondrakov dans ce cas n’est pas valide: I'inclusion
Hj C L, nest pas compacte. Par contre l'inclusifly C L, avecl < r < p est
compacte.

Ici nous supposons que la variété est compacte. Mais dans le cas ou elle est
seulement compléte le théoréme de Sobolev est encore vrai si la variété a un rayon
d’injectivité positif et une courbure de Ricci bornée inférieurement (parune
constante).

D’apres ce qui précede nous avons:

—l'inclusion HY C L, continue mais non compacte avee- n’_‘qu,

—l'inclusion H C L, compacte.

En effetp = ‘i’;q > q.

—2etH] (1<

n

Dans cette situation s’applique le théoréme d’Aubin [4]. Il existe des constantes
A et C telles que pour tout € HJ

(1.3) e lp<Cllellm +AlT ¢l

La meilleure constant&s= inf C telle que A(C) existe est strictement positive.
Cette constante devrait dépendre des trois BadaghL, et L,, en fait on
montre qu’elle ne dépend que dest deq, Ky = Ka(n,q).

Théoreme 1.

Soient une variété riemannienne compadtg,g) etq unréell < ¢ < 3. La
meilleure constant&, introduite plus haut ne dépend querdet deg (K2 = K2(n,q)).
Ainsi pour toute > 0, il existe une constanté(e) telle que toutp € H vérifie

(1.4) [ llp< Ka(n,g) (1 +€) || ¢ [lgg +A(e) [ ¢ g -
Il n’existe pas de constanté avecC < Ks(n,q) telle que (1.3) soit vérifiée pout
touty € Hj.

Démonstration:

11



Nous voulons démontrer que la meilleure constante pour l'inclusiBhc L,
ne dépend de la variété que par sa dimension. Partons de la meilleure constante pour
R™ muni de la métrique euclidienne . i

On sait d’apres le lemme de Sobolev que towt H{(IR™) vérifie une inégalité
du type

(1.5) 19 < C N Ve g

1

avec% =
q 1 _1 1 IAD 9 \Arifi
Nous avonsly C Hy C Ly avec; = o — ;. D'outouty € H, verifie

)
S

(1.6) Ve l-<Cil[VIVellly, et [[elp<Ca| Vel

En effet comme
IVIVell < V3],

voir Aubin[4], sip € Hj, alors|Vy| € H et on peut appliquer (1.5) avet =
Vel
On obtient en combinant les inégalités (1.6)

(1.7) lell,<C Il Vel -

PosonsKs(n,q)=inf C dans (1.7),K2(n,q) est donc la meilleure constante pour
linclusion HY(R™) C L,(R™) ettouty) € H(IR™) vérifie

(1.8) 14 [lp< Ka(n,g) | V24 Il

Retournons a la variété compadfg. Considérons un recouvrement depar
m boulesB;(1 < i < m) de rayons > 0 petit, un atlas associB;,¢; } (1<;<,, et
une partition de I'unit§a; }1<;<. subordonnée a ce recouvrement.

Soit f € C(V),

1
q

m m m
(1.9) A=l =l Y aif? le< D0 N asf® o= Il af f -
i=1 i=1 =1

Ici les normes sont syi;,,g).

1
Appliquons l'inégalité (1.7) a; = (af f) o ;! On trouve

(/Q %‘!PdE)% < Ky(n,q) (/Q W%%‘q)%

12



avec(); = ¢;(B;), dE estI'élément de volume euclidien ¥&,1; signifie quev?
est pris au sens de la métrique euclidienne.

Notre probléme est d’obtenir une inégalité analogue mais avec la méirique
Sur Q;, noté) pour simplifier, exprimons les dérivées gg noté« en mé-
trique g (noté poury;).g ), en fonction des dérivées euclidiennes. D’aprés le

lemme (1.3) de Aubin [2] si le tenseur de courbure est bﬁm@“Rim < Mz)
etsiV" RV, Rk < M? (ce qui est le cas ici puisque la variété est compacte)
il existe des constant@set ¢ qui ne dépendent que de M telles que

|0k0pgi5] < ¢ pour p <4,

le systeme de coordonnées étant normal en P, I'imageppatu centre de la
boule B; pour la métrique g. En conséquence p6urc Q avecd(P,Q) = p,

0k9i (Q)| < cp. .
Il s’en suit quel’};(Q) = O(p) etg;(Q) = 8] + O(p?). Par suite en) € Q2

9% gV Vi < [L+ 06D VEY| + O(8)|VEY| VY| + O(8%) VY|

Utilisons l'inégalité ¢,b,n sont des constantes positives) :
b2

(1.10) ab < na* + o

pour majorer le terme rectangle. Nous trouvons que quel que seoib il existe
d(e) etC(e) tels que suf?

Vavl? < (1+ )| VES® + C(e)Vevl.
D’une maniéere analogue on établit que
(1.11) IVEY? < (1+6) V0 P +C(6) [V 0.

Notons K; = suppa,. |l existe deux réels positifa et u tels que pour tout €

U{lgzgm} K;
0< A< gjjla) < p

Dot Az < /Jg(x)] < 112 eten utilisant (1.8) on trouve

Q3

(1.12) [ jwpav <t [ jopdr < wt g ( [ 19k
D’autre part, (1.11) entraine

(1.13) I VES 1= VB s <

13



<a+o{f vzw\qu}% re@{ |vgwerE}§ <

<A [(1+ ) || VR |2 +C(e) || Vot 112] -
Et en utilisant (1.12) et (1.13):

(1.14) (f de)% <

< W K3 (ma)N 5 [(14e) | V2 12 +C(0) || Vo |12]

ou si I'on préfére en utilisant (1.10) ¢lifférent mais toujours petit)
(115) | ¢ [4< p@ Kd(ng)A " [(1+€) || V20 |4 +C(e) || Voo 2] -
Nous avons pour un réel positifindépendant dé&
1
(Vgo| = [Vg(a ) < klf]+[Vyf] et

1
[Vighl < aff Vi fI +E(1f + Vg f])-
Cette derniére inégalité entraine moyennant (1.10)
(1.16) Vi " < (14n) Vi f19ait+k(n) (|F1 + Vg 1)

quel que soiy > 0, k dépendant de.
En intégrant on trouve

/V Vi l4dV < (1+7) /V ViV + /V (If19 + [V o f|7) aV

Avec (1.9) et (1.15) on obtient

(1.17) IFIE< >0 1 (el f) lig<
=1

m 9 m
(1+6);/V|ngqu—|—C(e);/V|ngqu]

In
=
¥
2
S
-
>
N[3

() [ 92190V +C [ (711419, av|.

14



D’aprés une inégalité d’interpolation (Aubin[4] p93) et (1.10), pour tout O il
existe une constantgé(n) telle que pour touf € C*

(1.18) /V Vv < /V V2 £[9dV+C (1) /V |F|dv.

Nous pouvons par conséquent retirer du membre de dfgit¥ f|?dV. Enfin
comme on peut choisir le rayahdes boules aussi petit qu’'on veut, on peut faire
en sorte que\ et p soient tres voisins de 1. En faisant ainsiayant une autre
valeur que précédemment mais étant toujours aussi petit qu’on veut, il existe une
constanteB(e) telle queV f € Hi (V) vérifie

(1.19) I £IF< A+e) K3 (na) | V2F (17 +B(e) || £ 113

puisqueC> est dense dangj (V). Cette inégalité (1.19) est équivalente a (1.4).
A ce stade nous avons montré glie, la meilleure constante dans l'inégalité
(1.3) (pour(V,,,q)) vérifie Ko < Ks(n,q). Mais comme nous pouvons mener la
méme démonstration en intervertissant les role§itie€) et (V,,,¢g) nous établis-
sons queks(n,q) < Ks. Par exemple au lieu de (1.12) nous pouvons écrire

Y]

N[ fepar < [ [rav < [(+ K| V2D [ +B(e) ||
ol = 1) o . En conséquencE, = Ks(n,q) et le théoréme 1 est démontré.

Corollaire 1.
Sur une variété riemannienne compacte de dimension4, pour toute > 0
il existe une constanie(c) telle quevf € Ha(V') vérifie

(1.20) I £ IR (K3 [ |AsFav-rae) [ 157y

avecN = 2% et K, ? = K5 %(n,2) = °n(n — 4)(n? — 4) {%} K(n,2) est

obtenu en utilisant les fonctions, extrémales du probléme sur’R

(n—4)

(1.21) u(r) = Cy {TAAM}

ou C,, est une constante qui ne dépend que de n.

Preuve:
Sur les variétés compactes d’aprés une égalité bien connue (pag 115 [4]):

(1.22) /V\V2f|2dV:/V(Af)QdV—/VRijViijdeg
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2 2
< [@ptav s [ (vepav.

D’'ou (1.4) et (1.18) entrainent (1.20).
Sur IR* considérons la fonctionnelle

@) =l el [ 1agfav

Soit i I'inf de J(¢) pourVy € Hs(IR™). Nous avonsKQ‘2 = [. En effet d'aprés
la définition méme dés, K§2 < fi puisque (1.8) donne

¢ I3< K302) | V26 3= K3(n.2) | Aplda
en utilisant (1.22) valide pour f € D(IR™) avec la courbure de Ricci nulle. Rap-
pelons quéD(IR™) est dense dand,(R™).
D’autre part on ne peut pas avoﬁr’;Q < [ puisqu’il existe des fonctions
¢ € D(R™) verifiant
| 13=[K3(n.2) —n] | V2¢ I3

avecn > 0 aussi petit qu’on veut.

Nous avons/ (@) = m aussi prés dé, 2 qu'on vedut.

On vérifie que les fonctiona, (r) sont solutions de\%u = uV~! sur R?
I'équation d’Euler du probleme variationnel associé g8].

1.3 Etude de I'équation (E).

Pour résoudre (E) nous allons utiliser la méthode variationnelle. Considérons
la fonctionnelle suids:

(1.23)  I(p) = /V Ag|?dV— /V a(2)VieVipdV+ /v h(z)p2dV
Sa différentielle est formellement
1 )
S DI, () = /V ApApdV — /V (@) VipVibdV + /V h(z)pbdV
:/{AQQO-l-Vi [a(x)V ;] -l-h(x)go} »dV.
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Par conséquent I'équation d’Euler du probléme variationnel suivant:

infI(p) pourtoutp € A={ue€ Hy, ||ul|n=1}

est I'équation (E) ave¢(x) une constante. Notonscet inf.
M.Vaugon[15] a etudié I'équation (E) et plus généralement des équations ellip-
tiques d’ordre2m. Dans son article se trouve un résultat analogue a celui qui suit.

1.3.1 Enoncé et démonstration du théoréme 2.

Théoreme 2.

p étant I'inf défini juste au dessus &b = K3(n,2), on a toujoursk2u < 1.
Si K2u < 1, 'équation (E) avecf(x) constante admet une solutign# 0 dans
H, qui minimise le probléme variationnél.a la régularité maximum autorisée
par I'équation (E) c’est a dire) € C>“ pour un certaina € (0,1) dans le cas
général mais par exemple pour les dimensions 5, ¢, 8,C°.

Démonstration:

Lorsque Yamabe (voir Aubin[4]) a voulu résoudre son équation, il a été amené,
car I'exposant dans le membre de droite est critique, a considérer une famille
d’équations approchées. Nous devons faire ici de méme. Considérons la famille
d’équations

A%y + VY [a(2)Vyu] + h(z)u = f(z)ulul?? (Eq)

avec2 < ¢ < N et f(x) pour l'instant une constantéE,) est I'équation d’Euler
du probléme variationnel

infI(p) pourtoutp € A, ={ue Hy, || ul=1} .

Pour commencer il faut montrer que = in f1(y) pour touty € A, est fini. Bien
slru, < +oo puisqueA, n'est pas vide.
Montrons que la fonctionnell&(y) est minorée su#,

(1.24) I /]Agp] dV — supla /|ch\ dV +inf[h /cp

Tout d’abord

(1.25) [ v <l 12V <l 2 sup(v)'F <
1%

ChaqueC; i € N est une constante.

17



De plus (1.18) sufl, donne, puisqué'> (V') est dense dands,

[ vsRav <y [ [V Rav - c [ 1Ry
Vv Vv 1%

Combiné avec (1.22) on trouve
[ vstav <u [ 1afrav s [ 195Rav + cme

puis on choisit) de sorte qu&n sufa(z),0] < 3 etnB < 1. L'inégalité devient

[ 1vsia <20 [ 1arpav +cy

et (1.24) donne
1
(1.26) () > §/V\Af\2dv+cg,

ouCs ne dépend pas dée A, , nideq.

Maintenant nous pouvons considérer une sfijte} minimisante de laquelle
on pourra extraire une sous-suite convergente.

Soit{p;} C A, telle quel(y;) — pq-

On peut supposer quéy;) < 1+ 1, ¢ € IN. De (1.26) nous tirons

[ 180V <201+ ) + 215l
Mais avec la fonction constankec 4, et en utilisant (1.25), nous obtenons
pg < (k) < sup(0,h(x)) || k |3 C1sup0,h(z)) = Cu.
D’ou
(1.27) | 1aeifav <Cs et gl VER

d'aprés (1.25), efy;} est bornée dan&, d’apres la formule d’interpolation.
Les théoremes de Banach et de Kondrakov (I'inclugienc L, est compacte)
nous permettent de trouver une fonctippet une sous-suitép;} C {y;}) telles
quey; — ¢, faiblement dandi, et fortement dang,,.
On en déduit que, € A, et par conséquert(y,) > u,. De plus la conver-

gence faible dan#l; entrainel (¢,) < lim;__ . I(p;) = pq.
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DoncI(y,) = pg, p; — g fortement dansds,, ¢, réalise le minimum,
q q J q q
| ©q llq= 1 ety, vérifie faiblement dansl, I'équation

(1.28) AZ‘Pq"'vV (a(x)vuSOq)‘Fh(x)‘Pq = Nq%0q|90q|q_2~

En utilisant la méthode de bootstrap employée par Yamabe on montrg,que
estbornée. Puis d'aprés les théorémes de régularité classiques et la méme méthode,
il s’en suit quep, € C> pour un certainx € (0,1). Concernant la régularité de la
solutiony de I'équation (E), on montre queest bornée par une méthode imaginée
par M.Vaugon[15] puis que € C> par la méthode de bootstrap, enfin suivant la
régularité de la fonction : z — |x|%, 1 € C*® pourn=5,6, 8~y C>®) ou
siy > 0(y € C* pourr > 0).

Montrons que la méthode de bootstrap est applicable.

Lemme 2.
pq € Lo,V qavec2 < g < N.

Preuve:
D’apres la définition de la fonction de Green on sait que pou? € V et
Ve 0t

Au(P) = [ GPQA*(QV(Q)
d’ou
wp) = [ D@+ [ aro [ c@ravmam|va.

En utilisant la fonctiorG, définie par

Gs(P.R) = /V G(Q,R)G(P,Q)dV(Q)

on peut écrire

U(P) =V [ 0@V + [ GxPQANQV(Q).
Chaquep, satisfait 'equation
AQSOQ(x) + VHa(@)Vupqg(@)] + h(z)pq(x) = Mq‘ﬂqh@q‘qil (Eq)
et I'egalité précédente avec = ¢,. En plus sig est voisin deV, N_ < 2dou

(¢—1)
A%p, € L_~_carAyp, € Ly et|Vy,| € Lo.

(g—1)
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Maintenant appliquons la proposition de Giraud (Aubin[4] p108) : Il existe
IR tel que

C(PQ)| <
car
Go(P.Q) = G(P.Q) + G(Q.R) . |G(P.O)| < Tf_ etn>4

Maintenant, appliquons a la fonctian, le corollaire du lemme de Sobolev (Au-
bin[4]). CommeAZ2p, € L _~_,

(q—1)

1 n—-4 (¢—1) .
pq € L, avec 7’_1: - + N —1 si r1>0.

Par récurrence sh?p, € L,

(¢—1)

1 ,
oq € Ly, avec — = + —1 s rp>0.
Tk n Tk—1

Aprés des calculs simples il vient

1 Ok i_ 4 4
=ty n(q—2>]+n<q—2>'

Dans cette expression, commec % = N, le second membre sera négatif pour
k grand: k > k. Ce qui signifie qu'au niveak, on peut appliquer le théoréme de
Holder. En effet comme nous avons

—4 -1
Lt <o
n T‘I;
il exister (1 <r< ﬁ) tel que
1 -1
0:_+(q )—1.
T 7“]2,

Il s’en suit quep, € L et le lemme est donc démontré.

Prenons une suiig— N avecy, solution de(E,). Comme la suitgy, } est
bornée dandi, (1.27), le théoréme de Banach nous dit qu'il existe une fonction
Y € Hy et une sous-suitg — N telles quep,, — + faiblement dang7s.

De plus on peut faire en sorte que, en appliquant le théoreme de Kondrakov,
g, — 1 fortement dang?; et p.p..
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Alors pourVf € H,

(1.29) /V AfApy,dV— /V (@) VY Vg dvt /V h(z) foqdV

. / AFAGIV — / a(z)V" £V, do + / h(z) fobdV,
1% % 1%
De plus

(1.30) | seatenls2av — | rop-tav

car nous avons convergence faible ddn]sv.:n d’aprés un théoréme bien connu
—1
(Aubin[4] p79).
En effetyy,|oq, %72 — vV p.p. et

i—l i_l
=l g 1T n < Co [l g, IV < C7

N-1

-2 [

H @%"SOQA%

d'apres le théoreme de Sobolev puisdue,, |4,= 1 et ¢q, ||m, < Cs.
D’apres (1.28), (1.29) et (1.3@) vérifie faiblement danéf, I'équation

(1.31) A+ VY (a(2) V) + b)) = pbyp [N 2

p étant la limite d’une sous-suite de,,. Rappelons que I'ensemble dgg est
borné

O3 < g < I(ky) = kg/ h(z)dV < Cy
v
k, étant la fonction constante appartenanta
kg = Vo < sup(1,V1) .

Avant toute chose il ne faut pas qtiesoit la solution trivialey) = 0.

Examinons tout d’abord le cas ou pp = 0. Cela signifie qud () > 0 pour
p € Hy etquel(p,) = 0. 1l s’en suit que tous leg, sont nuls, en conséquence
p = 0 ety est proportionnelle &, qui est non nulle puisquigp, [|,= 1.

Dans le cas ol up, est négatif ils le sont tous cap, < I(ayp,) = o?1(p,y) =
a?u, < 0 avecayp, € A, et nous avons ausgj, < 0.

Dans le troisieme cas lgg, sont tous positifs.

Pour la suite nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.

Pour toutr > 0 il existe une constani€(n) telle que toutf € C> vérifie:

(1.32) /V|Vf|2dvgn/V|Af|2dv+é(n)/Vf2dv
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Preuve:

Portons (1.18) aveg = 2 dans (1.22), il vient
[192Rav < [ ARV + gy [ 1925Rav + gt [ av
Vv 14 |4 Vv
ce qui s’écrit
(1= on) [ IVfPav < [ |asPav +pco) [ s
1% 1% 1%
Ceci donne dans (1.18), évidemment on prénck < 1,

—B /\Af| dV+[ﬁC ]/f%zv

qui s’écrit comme dans le lemme.

JRRE
Vv 1

Montrons maintenant en appliquant I'inégalité (1.20) gus 0, sous I'hypo-

thése du théoréme 2. Nous avons
4 B8
(i) o]

1:(/‘/¢ng) <

en prenanfi = % et en utilisant (1.20) nous trouvons

(1.33) VAT < (l—i-e)KQ/V]Aapq\de—i-a(e)/ lpg|2dV =
1%

(1+6)K2{(1+n [uﬁ/ 2)V'oqVipgdV — /h wq}

—77/ ]Agoq|2dV}+a(e)/ lpg|?dV
1% 1%

avecr petit, choisi ultérieurement. Majorons le terme en gradient.

/ (@) Vi VipadV < supla / Vipg|2dV <
\%

< supla(a)0) n [ 8¢ aV + CG) [ G| .
On prendn = sup(a(z),0)n et (1.33) devient

2

2
(1.34) VN4 — (1+¢)K3(1+)pq < Crole) ; prdV
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Quandg — N, V%_g — 1. Commee et n peuvent étre choisis aussi petits
qu’on veut, siK2p < 1 & partir d’un certaingg < N pourq > qo, € etn bien
choisis, le membre de gauche de (1.34) est strictement positif supériéure a
0. Ainsi nous obtenong;, <p§dV > 56‘1‘01 = C11 > 0 et, commeyp,, — ¢
fortement dand.s,

/1/1de>0 etdonc ¢ #0.
.

1.4 Sur la positivité de la solution du théoreme 2.

Proposition 1.

Sia(z) = a = —2a eth(z) = b = o le minimiseury de la fonctionnelle
I(yp) sur A (resp(A)) est strictement positif &f>°.

Méme résultat si les racines de I'équatioh + azx + b = 0 sont positives.

Démonstration:
Soienta > 0 une constante et € .4,. Comme I'opérateuf + o est inversible
pour des espaces bien choisis, il existe une fonetigérifiant I'équation

(1.35) Ap+ap = |Ap+ay.

SiAp + ap > 0 (resp< 0) nous avons évidemment= o (respp = —y), Si
non, nous allons démontrer qge> |¢|.
Ajoutons—Ap — ayp aux deux membres de I'équation (1.35), on obtient:

(1.36) —A(p—9)—a(p—9¢) = [Ap+ap|—Ap—ap.

On applique le principe de maximum (Aubin[4]). Comme le membre de droite de
I’équation est non négatif, nous obtenons:

~A(p—¢) —alp—¢) > 0.

D’ou, sila fonction(¢ — ¢) atteint un maximund/ > 0, c’est la fonction constante
M. Ceci est exclu caraM > 0 entraineM = 0 et nous n'avons pags = ¢ par
hypothése. Donc

(1.37) p—p<0 dou ¢>¢ sur V.
Maintenant ajoutons aux deux membres de I'équation (135} ay il vient:

(1.38) —A(—p—9)—a(—p—0¢) = |Apt+ap[+Ap+ap.
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Comme dans (1.38) le membre de droite est positif, par le principe de maximum,
comme au-dessus, nous trouvons

(1.39) —p—¢<0 dou ¢>—-p sur V

En conclusion (1.37) et (1.39) donnent

(1.40) 6> lol > 0.
Il s’en suit que

(1.41) ¢ >l ¢ llg
et

10) = [ 18p+agPaV = [ (A6+asPdv = 1(9).

Si la solution de notre probleme variationng] > 0 le principe du maximum
entrainep, > 0.

Si non on pose = ¢,. D’apres (1.40), il existe une constartte< 1 telle que
k¢ € A,. Ce qui entraind (k¢) < I(ypq) = pq. D'OU ¢, > 0 pour toutq. La
fonctiony qui est limite p.p. d’'une suite,, est en consequence0.

Mais le raisonnement ci-dessus peut étre appliquél@ou ¢ > 0. En effet si
on posep = v la solutiong de (1.35) est telle quA¢ € L, donce € H,. Ce qui
compléte la démonstration de la proposition.

1.5 Applications du théoreme?2.

Considérons la fonctionnelle homogéne

_ I(y)
e I3

J(¢)

avec
I(g) = / Ap|?dV — / a() ViV ipdV + / h(z)p2dV
1% Vv 1%

et appliquons le cas d’existence d'une solution du théoréme 2.
Pour commencer la fonction la plus simple a considérepestl.

Théoreme 34.

SiJ() =V Jy h(z)dV < K52, alors il existe une solution.

Ainsisi [, h(z)dV < K2‘2V%, alors quel que soit(z) 'équation(E) avec
f(xz) = Const. a une solution.
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Démonstration:
Siu < J(1) < K52 le théoréme 2 s’applique. §i= J(1), c’est a dire que 1
est solution de I'équation.

Théoreme 4.
Lorsquen > 6, si en un point? € V, R(P) > —C(n)a(P) avecC(n) =

;{(%;1)4 alors (E), avecf(z) = Const., a une solutiogh € Hy. Si|| ¢ ||x= 1,
f(z) = p.

Démonstration:

Considérons un systéme de coordonnées norméés,?,3,....y") géodé-
siques centré en P. Sait(r) 'ensemble des points situés a la distamcde P
(r < d le rayon d'injectivité) etd) I'élément d’aire surS,_1(1) la sphére de
rayon 1 a{ — 1) dimensions.

Posons: 1
Gy = o [ Vlaiae

Wn—1

wn—1 €tant I'aire deS,,_1(1) et|g| le déterminant de la métrique. Un développe-
ment limité deGG(r) au voisinage de = 0 (voir T.Aubin [4]) donne:

(1.42) G(r) = 1—6%7“24—0(7"4).

avecR égal a la courbure scalaire en P.

Soient P un point d&,, (n > 6) et Bp(¢) une boule centrée eR de rayone
(0 < 2¢ < dle rayon d'injectivité ). Lorsque n>6, faisons un développement limité
de J(A\pg) pourk — 0, avec la suite

(n=4)

Mok = A(r)(r? + k%),

ici A(r) est une fonctiorC'> egale a 1 suB,(e) et 0 surV \ B, (2¢).
Pour les calculs qui suivent nous utilisons le résultat suivant ( voir Aubin[4]) :
p et q étant deux réels positifs, posons peurg > 1

¥ :/0 (1+1)Pt9dt

alors:

q+1 79

P p+1 p—qg—1 p+1-

g1
(1.43) =707 et 1t =
P

Calculons les différents termes de la fonctionnelle

Ji = J(Aer) B, (e
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€ T’n,—l
I IN= s || g gy Ol =

€ rn—l RQ
e [ (R +O4>d—
o 1/0( )n( =206 ) dr

r2 4+ k2
£ n—1
Wn-1 (% u R 5 9 4)
_ 1-— =
= /0 <1+u2>n< k2 4+ Ok ) du
£ n—1 £ n+1

_ Wnp—1 Eoou 2 (R /’“ 4
= {/0 wrarte ¥ (5) | <1+u2>"d“+0(k)}

n—z

w1 | G ¢ (£)" 43
S {7 e () [ ot

pourk — 0 nous avons
wn-1 [,2-1 R 5, 2 4}

I  — —k*I? +0O(k

an { n 61’L n + ( ) )

car l'intégrale
/2OHYWﬁ~/2ﬁWﬁ:
(% (%)

(1.44)
®
- o k 2(p—q—1)
_ (et N L = O(k2(r—a~1)),
q_p+1 (%)2 P—q—l

Ici pour la premiere intégratp—q—1) = n > 6 et pour lasecond®p—qg—1) =

n —2 > 4. D'aprés (1.43),
n n n_1
1?7 = p— 2[,%
donc R
N Wp—1,2-1 2 4
= 12 1—k O(k
n—4

n—4 n—4
2 () (2N, R 4}
Sl ) (s L=k g O

| on 112 2%4kn4< ) { G-z ")

et
n—4
2™ n k‘(n_4) 2R n—4 4
{1'+'k E;;x;;:jéj +‘()(k )}.

n—4

(145) e ly=—
(L%lwn—l "
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Poursuivons par le calcul des intégrales du numérateur reduBege.
La fonctionyy, est continue suv;, et a l'intérieur deB),(¢),

o
(k2 +72)"7

Opp

) | - |2 -

= |Vr| = (n—4)

et

(147)  —Apg = Lnl 10, (- )]w Logy/lgley =
nk? + 27“

:(4_n){ (K2 +12)F MLng[kﬂ ]}

Calculons le second terme de la fonctionndlle Posons

_/06 \V¢k|2 (/S(T) a(x) (|g!)dQ> =1y

ol /S(r) a(m)\/@dg _
= [ [oter+ §9at@nv] (1= Gt ) o o6
= Wn-1 {G(P) - {% - a(é‘%} 2+ O(r4)}
Donc

B=—(n—4)%w, 1x

[ e [F s o) =

2kn—6 1+t)n=2
Aa a(P)R (%) = B
[2n = } l<;2/0 i +t)n2dt+0(k:4)} _



n—4)%w,_ n
S e, + o )

carici2(p—q—1) =n —6 > 1. Avec (1.43), on obtient

(n—4)%wp—1 2-1 4n(n—1)

(1.48) B=-— 576 L (n—2)(n—6) {a(P) +O(k)} =
n—4)%w,_1 o- n(n —
car
I% — Mjg_l

n—2 (n—4)(n—06)
Maintenant calculons le troisieme terme de la fonctionnélle

(1.49) C= /0 @i (/S(r) h(z) !g!> e =
:/0E (k2 + r2)n (/ h(x \/>dQ>dr_
€ n—1

_ wn_l/o (szrm {h(P) - (% + h(é;)R) 4 0(7«4)} dr

1
= W X O<k4>

Enfin reste a calculer le terme

A= wn,l/ |App|2G(r)r"tdr =
Bp(e)

=wp-1(n — 4)2/ { + 0, Log\/7 l

X (1 - 6%T2 + O(r4)> " ldr =

nk? + 27‘
(/-c2 + r2

=l

= wy_1(n —4)? /6 " nk? +2r%)? (0 LOQ\/_
n— 0 (k.2 + TQ)TL (k? + T.Q)n 2

r*(nk? 4 2r2)0,Log+/|g R
+2 : (k2 + T)Q)n—l /g (1 - 6_nT2 + O(T4)> dr

28



ou

€ 7‘”‘1(nk2 + 27“2)2 R , 4
1. 1- 2t —
(1.50) ‘A G ( (mr+Wr0W

]. % Un_l(n + 2U2)2 R 2,92 4
- 1— 222 4 04Y ) du =
k"—4/o (L+u)" ( o O >) !

1 /% u"(n + 2u?)?du R, /% ™t (n + 2u?)2du
k4 ) o (14 u?)n 6n  Jo (14 u?)n

+O(k") } =

1 /(%)2 "7 (n+2t)2dt R 2/(%)2 £3 (n + 2t)%dt
- Qkn—4 0 (1 + t)n 6n 0 (1 + t)”

1
2kn—4 X

+O(k")} =

n_ n n R n n n
{n% "anrz 4arztt 6—k2 {nQIn? Fanr2 ™ 4ar2t?
n

4 O(k3)} _

1 =2 4n? dn(n + 2)
= I? 2
2kn—4 {” e T )

_Ekgl n? N 4n?(n + 2) dn(n+4)(n+2)
6n |n—2 (n—2)(n—4) (n—=6)(n—4)(n—2)

+ O(k;3)} =

1 Ig-1{n(n—|—2)(n—2) R (n? 4+ 4)

= opnt (n—4) _ﬁ(n—ﬁ)k2+0(’“3)}‘

PourIn%Jrl nous avonsick(p—qg—1)=n—4 > 3et pourIn%H, 2p—q—1) =
n—6 > 1, dou le terme erO(k?).

La troisieme intégrale de A (rappelons qgOgelog+/|g| = —%r + O(r?))
s’écrit
€ 2r"(nk? + 2r2)9, Log\/|¢] R , 4
1.51 1-—— =
(L51) / e ( RNt )) dr

—2R e (k2 1 92
B < 3n >/0 (k2(—|— 7"2_)'_"—1 ) (1 + O(T‘Q)) dr =
— £ urtlin U2
= () {/0 %duw(w} -
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1 /2R (£)° 3 (n + 2t)
- (== SRS K Y =
2kn—6 ( 3n ) {/0 (14 t)n-1 +O(F)
_ 1 —2R 3 5+l _
 9fn—6 ( 3 > {nIn—l + 2In—l + O(k)} =

1 —2R %71
= g () 1
2n2(n -1) dn(n —1)(n+2)

=g () B P e o)

. 241
Ici nous avons pouf,ff1 2(p—q—1)=n—-62>1.
La derniére intégrale

67“n+1 . Lo 2
(1.52) /D (kgafrj)ﬁ) (1+06?)) dr =

- (—_R)2 /0 (kQ_:—n:;)n——2 (1+06%) dr =

£ unts
/o 1+ u)n2 (1 + O(k;2)) du —

n+2

En conclusion

n(n+2)(n—2) (n2+4) 4(n—1)(n-2)
{ (n— 1) _k2R[6(n—6)+3(n—4)(n—6) +O(k3)}'

Regroupons les différents termes, paur 6, lorsquek — 0 nous trouvons que

i = J(Aor)|Bp(e)
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 Jpnio {180@)P = a@)| Vor(@)? + h(@)e (@)} do

I ox 13
tend vers
wn—1(n —4)? 24 {n(n —2)(n+2)
(1.53) Sy I? —

4n(n —1)a(P) R(n?+4n —20)n
—® [(n—4)(n—6) 6(n — 4)(n — 6) ]*O(";g)}x
2" f(n—4) {1 R, n—4

n—4

n_ o 6 n(n-—2)
<IT% 1Wn—l)

%_1w % n(n n—
4(n — 1)a(P) R(n? + 4n — 20)
6)] + O(k3)}

n+2)(n—2)(n—6) 6(n+2)(n—2)(n—

R n—4
14 k2=
X[ + 6 n(n—2)

+ O(k4)] —

{1—k2

4 0(1&)}

= K32 {1~ ¥ [a(P)C1(n) + RCy(n)] + O(K*) }

avec

B 4(n —1)
Ci(n) = (n+2)(n—6)(n—2) >0,
n? 4 4n — 20 n—4
O = G 226 - 2)
_ 2 -2n—4) >0

n(n—2)(n+2)(n —6)
Nos calculs montrent que

J(er)|Bpe) — K372

Et comme sutB,(2¢) \ By(e), toutes les intégrales sont du type:

(3)° ta
Jioy #Oa®
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et elles se majorent par
C <k>2(p—q—1)

p—q—1 €
qui, comme nous l'avons vu (voir (1.44)), ne perturbent pas nos développements

limités. En conséquence
J(pr) — K32 et p < Ky?

avec

(1.54)

car w, = 2”*1%_1[7?_1.
Et nous avong < K, 2 s'il existe un pointP tel quea(P)Cy(n) + RCa(n) > 0.

C'estadire si

R(P) > —C(n)a(P)
avee C1(n) 2n(n —1)
Cln) = Cs(n) T nZ—2n—4 >0

puisque n>6. En conséquence, d'apres le théoreme 2, il existe une solution de

I'équation (E).
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Chapitre 2

Régularité et positivité des
solutions de I'equation (E) sur les
varietés riemanniennes
compactes avec f(x) fonction
positive.

2.1 Introduction

L'objectif dans ce deuxiéme chapitre est de résoudre, dans une premiére sec-
tion, le probléeme suivant: sur une variété riemanienne comp&gte) sans bord
de dimensiom > 4 on veut trouver une solution € Hs, positive etC'>™ dans
certains cas, de I'équation

(2.1) A4V [a(2)Viu] +h(z)u = Mf(x)u|uN 2 (E)

oua, h et f sont des fonction€’> surV,,, f(z) étant partout positive € R et
(N =2).

n—4
Nous montrerons des théorémes d’existence de solutions non triviales de I'équa-
tion (E) avec f(x) partout positive et > 6.
Dans un précédent article D.Caraffa[7] nous avons prouvé en détails des théo-
remes d’existence de solutions de I'équation (E) gieg = Const.. Le théoreme
principal était le théoréme 1, qui entraine les théoremes 3 et 4. Dans la démonstra-

tion du théoreme 4, en particulier, nous avons montré que (E) admet une solution
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1 € Hy lorsquen > 6 s'il existe un pointP € V ol

R(P) > —C(n)a(P)
avecC(n) = -1
Dans le casf(z) = Const etn = 6, alors que les calculs sont différents, on
trouvera que cette condition est encore la méme: si

R(P) > —C(6)a(P)

en un pointP € V.
Concernant I'équation (E) avec f(x) une fonction positive, on montrera que
pourn > 6 si, en un pointP? € V' de maximum pour f(x)
Af

R(P) +a(P)C + C7ops > 0

alors (E) admet une solution.

2.2 Existence, régularité et positivité des solutions de I'équa-
tion (E)

Sur (V,,,9), variété riemannienne compacte?°, de dimensiom > 4 et de
métrique g, considérons I'équation differentielle :

(2.2) Ao+ V(a(x) V] +h(z)p = Af (2)pl oV (E)

ou a(z), h(x), f(x) sont des fonction€ > surV, f(x) étant partout positive. Ici
N =2 etAp = —ViV;p.

Il s’agit de montrer I'existence d’un réel et d’une fonction) € C>(V)
(éventuellement’>° (V) et partout positive) veérifiant (E).

Ce type d’équation constitue un type limite & cause de I'exposanp|dau
deuxiéme membre.

Pour résoudre (E), nous allons utiliser la méthode variationnelle. Considérons

la fonctionnelle suifs :
e 1ApPAV — [ (@) VeV + fi, h(z)p*(x)dV
Uy F(@) N (@)dv)™

(2.3) J ()
olUyp € Hyetp Z0.
Le dénominateur de cette expression a un sens car, d'aprés le théoréeme de

Sobolev,H> est inclus dang. .
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Rappelons quél, est I'espace de Sobolev de norme:

I 7=l Ap I3+ 1 Vo lI3 + 1l ¢ 113

On vérifie aisément que I'équation d’Euler du probléme variationnel suivant:

(*) Inf J(p), pe A= {pec Ha(V),p#0}

est I'équation (E). Notons cet inf.

2.2.1 Surlesinégalités de Sobolev

On noteK»(n,q) la meilleure constante dans I'inégalité de SobdtEvcC L,,
aveci =1 _2
=,

On sait (Caraffa[7]) que pour todt> 0 il existe une constantd(¢) telle que

toute fonctionp € HY vérifie

1o [lp< Ka(n,g) (L +€) | ¢ lmg +A(e) @ g,

et que la meilleure constani&;(n,q) ne dépend de la variété que par sa dimension.
En général on ne connait pas la valeur exacte de la constante, maig pdijrsa
valeur est connue:

nn?—4)(n—4) 4

K2 =K;%(n2) = T Wi .

Cependant, pouy # 2 on peut mettre en évidence un majorantrdgn,q).

Proposition 1. La meilleure constante pour l'inclusioA] C L,: Ka(n,q),
satisfait I'inégalité suivante :
(2.4) Ks(n,q) < Ki(n,r)Ki(n,q)
avect = % — 1, K; = Ki(n,r) lameilleure constante pour I'inclusion de Sobolev
H] C L, avecll) =1 — 1 savaleur est connue, voir Aubin[1].

Démonstration'D’apres le théoreme 2.21 de T.Aubin[4], toute fonctione
Hi(R") avec; = | — . vérifie:

T n
¢ llp< Ki(nr) | Vi |l
Sip € Hy, ¢ = |Vy| € H{(R") avec; = ; — ;. eten conséquence::

14 llr< Ki(n,g) || Vi g -
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Ainsi, pour toute fonctionp € HJ(IR™):
1o llp< Ki(n,g) Ki(n,r) [| VIVl (g
< Ki(ng)Ki(nr) | Vi |l
carV|V p| < [V ly| (Aubin[4]). Mais commek, (n,q) est la meilleure constante,

Ks(n,q) < Ki(n,q)Ki(n,r).

2.2.2 Existence d'une solution) non triviale de I'équation (E): enoncé
et démonstration du théoréme 1

Le théoréme d’existence que nous allons démontrer est le suivant :

Théorémel. v vérifier < K, ?[supf]~2/N. Siv < K, *[supf]~%/N, léqua-
tion (E) a une solution) € Hs, v» # 0, qui minimise le probléme variationnel
(*).

Démonstrationll n'est pas possible de prouver directement guest atteint.

C’est pour cette raison que, comme Yamabe[16], nous considérons les équations
approchées suivantes avke: g < N:

A’p + V[a(x)Ve] + h(z)e = Mf(x)plei>  (Ey)
et la fonctionnelle

_ o 1A¢PPAV — [y a(@)| V2V + [ h(z)e?(x)dV
[y £(@)] el (z)dV]>/

On sait d'apres les inclusions de Sobolev qéi&:C Ly C Lg. On définit

Jq ()

A =Inf Jy(p), pour @ e Hy(Vy,),p#0
et on prouve le:

Théoreme?2. Pour2 < ¢ < N, il existe une fonctionp, € H, non triviale
vérifiant 'équation(E,) avech = X\, = J,(,). De plusp, € C>.
Démonstration du théoreme 2. :
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i) Pour2 < ¢ < N, )\, est fini. En effet d’'aprés le lemme 3 de Caraffa[7]:
pour chaque; > 0 il existeC'(n) > 0 telle que toute fonctiony € Hs (V') vérifie
linégalité :

[Ivoiav <y [ |avPav + o [ viav
. v 14
qui, appliquée au terme en gradient dans la fonctionngll@lonne (on choisit
de sorte queup (0,a(z)) n < 3):
05) J(g) > LI BRPAV Hling Olx)) — sup Oa(w) C)L Jy & @)V
: .(p) >
Ly f(@)|lo(z)dV)e

> [infrev, (0.h(x)) — supsev, (0.0(x)) C)] [infrev, f()] 721 || ¢ 3] ¢ II;%> €
car, V étant le volume de la variété,

o I3l ¢ Hq2< V=24 < sup(1,V)1 72N = Const.

Dans l'autre sens

e[ ] [ ]
< [/V h(x)dv} sup [1, (/f(x)dv)ll — .

i) Soit {¢;} C H» une suite minimisante telle que

/V F@)oilidV =1 et lim;—.sody(ii) = Ag.
Nous montrons maintenant g{i¢; } est bornée dan&,. D’abord
(2.6) i [5< V22| i [I3< sup(1,V) = 4in f[f ()] /4 < Co

et d’'aprés (2.5):

Jq (i) /|A<pz\ dV — sup|0,a(x /\Vgp,] dV +inf[h /<p

1
> 7/ |Ag;[2dV + C.
2 J)v

En conséquence, pour les termes de la suite tels/gug) < 1+ A\,:

/V Agi2dV < 2(1 4+ A) +2/C.
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avec), borne,
(2.7) C<A <y

Ainsi, nous avons montré gue

(2.8) /V Ap2dV < C5 etque || gi o< v/Co.
D’ou la suite{y; }, est bornée dand, par interpolation.

i) Si 2 < ¢ < N, il existe une fonctiorp, € H», ¢, # 0 qui vérifie

Jieg) = Aget [ f(@)lgglav =1

En effet, les inclusion&l, C H; etHy C L, (pour 2<gq<N) sont compactes, ( theo-
reme de Kondrakov ), et comme les ensembles fermés, bornég¢fdaost faible-
ment compacts (Théoréme de Banach), il existe une sous{syitede {p; }et une
fonctiony, € H telles que:

() ¢; — ¢4 dand,, et dansfy,

(B) ¢; — @4 faiblement dangis,

() ¢j — ©q PP

D'aprésa nous avons fy, a(z) [V, [*dV — [, a(x)|Vey|*dV, [y, h(x)3dV
— [y h(@)p2dV et [, f(x)]|pq]?dV =1 d'ol ¢, # 0. De plusg entraine

I Apq lo< liminfj—oo | Apj 2, | g < liminfj—oo || ) lla, -

Par conséquent(y,) < limj_.J(pj) = Ag. Mais commeyp, € Ha, Ay <
J(pq) d'apres la définition de,,.

Ainsi A, = J(pq) et]| Apg [la= limj—.co | Apj |2 -

En conséquencg; — ¢, fortement dand?,, ¢, réalise le minimum dé¢/,
et [y f(z)lpg|?dV = 1.

iv) Pourg € (2,N), ¢, satisfait 'équatior{ £, ) faiblement dangi,. Calculons
I'équation d’Euler.
Soitp = ¢, + 1 avecy € Hs. Faisons un développement limife €st petit):

—2/q
T(@) = T |14 [ F@lealtppav]
+2u [/VAQOqudV—/Va(l')vi(quﬂ/JdV—i-/Vh(x)gpqwdv} +O(M2)
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Donc pour tout) € Hy :

[ Avitiav— [ al@) Ve, Vivav+ [ nahepdv =, [ f@)lealt 2 oqudv
14 \%4 \%4

g Verifie

(29 AP,V [al@) Vg +h(a)iy = Aof (@) el ™,

faiblement dandi,.

v) En utilisant la méthode "bootstrap” employée par Yamabe, on a montré dans
notre précédent article [7], que, € L. Le fait que f soit constante ne change
rien.

La démonstration est la méme que celle du lemme 2. de D.Caraffa [7]).

Le fait que pourg € (2,N), p; € Loo, implique queA(p,) = A%p, +
Via(xz)Veq| + h(x)p, € L. CommeA est un opérateur elliptique d’ordre
d’aprés un théoréme de régularité bien connu, la solutipre C3 pour 3 €
(0,1). Dot A(py) = A2%p, + V]a(z)Ve,] + h(x)p, € CH pour una € (0,1).

En conséquencg, € C*.

Démonstration du théoréme 1. :

Prenons une suiig— N avecy, solution de (2.9). Comme la suife, } est
bornée dangi,, le théoréme de Banach nous dit qu'il existe une fonction Ho
et une sous-suitgp,, } (¢; — N) telles quep,, — 1 faiblement dangi,, for-
tement dangi; et L, (théoréme Kondrakov) et p.p.. Alors d'aprés la convergence
faible pour touty € H,

(2.10) / AgAp,dV— / )V gV, 04, dV+ / h(z)gpq,dV

. / AgAgdy — / 2)VY gV, bdV + / h(z)gudV.

De plus

(211) | saealenl®2av — [ fovi¥-2av

car nous avons convergence faiblegg v, |% 2 versy ||V —2 dansL N d’aprés
un théoréme bien connu (Aubin[4] p79). En effet, pmsqyeH ) p p et que la
suite{(,, } est bornée danBs, nous avons,, |, |42 — ¥|y|N =2 p.p. et

i—1 i—1
v = vy II‘%E,fl)N_H ai I1%7< Co |l pas I, < O

Il ol a2 Il_a
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Ainsig € Hy C Ly = (LL> entrainefg € Hy car f(z) € C* et
N-—-1

fg € (LNL) d’'ou (2.10). D’'apres (2.9), (2.10) et (2.11),vérifie faiblement
—1
dansH, I'équation

(2.12) AP+ [a(@) Vl+h(z) = A f ()N 2

avec)\y limite d'une sous-suite convergente extraite{de, } qui est bornée
(2.7).

Proposition 3. Les A\, sont soit tous positifs, soit tous négatifs, soit tous nuls.
La fonctiong — |\,| est décroissante et continue. De plug = lim, Ny,
estégala = InfJ(p) poury € Hsy, ¢ # 0 dans le cas positif.

Démonstration:

Examinons tout d’abord le cas ou ip = 0. Cela signifie que/, () > 0 pour
¢ € Hy etqued,(p,) = 0. 1l S’en suit que tous les, sont nuls, en conséquence
A = 0 ety est proportionnelle &, qui est non nulle puisquf, f(x)|pq|?dv = 1.

Dans le cas ol up, est négatif ils le sont tous car

(2.13) Ay < Jp(g) = Jo(q) {fv z |<Pq|p}q {fv T |<pq|q}z “0
Uy F@)leqlrts {fv ()|ipglP} 7

et nous avons aussj, < 0.
Dans le troisieme cas les, sont tous positifs. En effet 9i, > 0 alors

Uy f <x>|sop\p}v o Ut <x>rsop|p}§
{fV (x)|90p‘q}q {f\/ f(x)|pp|}a

On supposg;, f(z)dV = 1 pour la démonstration (on peut toujours s’y ramener
car I'équation est non-linéaire ).

1
Poury € C*, la fonctiong — (i, f(z)|¢|?dV)q est croissante: en effet
soitq < p, écrivons 'inégalité de Holder avez)dV comme élément de volume

([ s@nera) < ([ s@ar) ™ ([ s@ipav)’

Donc |J,(¢)| < |Jq(e)| ce qui implique|,| < |A,| car les fonctions”> sont
denses danf,. Montrons maintenant la continuité.

> 0.

(2.14) Ay = Jp(ep) = Jg(p)
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Les inégalités (2.13), (2.14) sont valables si on permugty. D'oli g — A,
continue suj2,N|. Reste la continuité epn= N. Pourve > 0 il existe une fonction
p e C>®tellequedy(p) <v+e.

Dans le cas positif, d'aprés (2.14)< Ay.

On ne peut pas avoir < Ay car en prenant < § avecé = Ay — v on aurait
Jn(p) < An etdonc, pour g voisin de N, (¢) < A4, ce qui est absurde. D’ou la
continuité suf2,N] dans le cas positif.

Montrons que sous I'hypothese du théoréme)]la solution dg E) que nous
venons de trouver, n'est pas triviale.

La démonstration est analogue a celle faite dans Caraffa[7] lorggte =
Const. En effet chaque,, satisfait:

2w
Qo

1= ( / f<m>|soqi|qdv)% < suplf(@)]7 Il o Iy V

et
| pa; IV (1 + K3 || Apg 113 +A(€) || @q 113
qui ensemble donnent

2o

_2_2_
(2.15) suplf(2)] sViTN < (L) K3 || Awg, |3 +A(e) || @q 113

<(1+e)Kj {(1+77 {)\ql—k/ )V, V g, dV — /h apqz]

=i [ 18gu v+ () [ lenfav
Vv |4

avecr assez petit.
D’apres le lemme 3 de Caraffa[7], pour chague 0, il existe unC(n) tel que

/ a(z)VHpe, V pqdV < supla / Vg, | dV <
1%

< supla(z { /]Agoq1| dv +C(n /goq dv}

On prend 7 = sup[a(z),0]n dans I'inégalité (2.15). Elle devient

2 2 2 N .
Va Nsup[f(x)] 1 — (1+ ) K3 (14 7))\, < 010(6777)/‘/9021-(“/-

2o
2w

Lorsqueg — N, Vi~ N — 1, sup[f(x)]s — sup[f(x)
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Les constantes et peuvent étre choisies aussi petites qu’on veut, de sorte
gue sisup[f(a:)]%Kgu < 1 a partir d’'un certaingg < N pourg > gy, avec un
bon choix de: etr, le membre de gauche est strictement positif supériéus &.
Donc, nous obtenons, gpgidV > 50{01 = (11 > 0 et comme la suitqy,, }
converge fortement verg dansi,,

/ Y2dV > 0,
\%4
d'ou s # 0.

En utilisant la méthode de Vaugon[14], on démontre que la duite},, est
uniformément bornée dards, avecp > N et quey € L.
En conséquence € C><(V) par la méthode de "bootstrap". Enfin suivant la

régularité de la fonctios : t — |t|%, ¥ € C* pour n=5, 6,8 ousi > 0.

2.2.3 Sur la positivité dey, la solution trouvée de I'équation (E)

Nous avons montré qu'il existe une solutignde I'équation (E ), maintenant
nous démontrerons qu’elle est positive&’€t, si les fonctions:(z) eth(z) vérifient
certaines propriétes. Sajitc H,,» # 0 la solution de I'équation (E).

Sia eth sont des fonctions constantes on peut montrer :

Proposition 3. Sia(z) = a = —2a eth(x) = b = o2, le minimiseury de la
fonctionnellel (¢) sur Hy est strictement positif &f>°.
Méme résultat si les racines de I'équatioh + ax + b = 0 sont positives.

Démonstration:
Soienta > 0 une constante et € Hs,x) # 0. Comme l'opérateull + « est
inversible pour des espaces bien choisis, il existe une fongti@nifiant I'équation

Ap+ ap = |Ap + ayp|

Si Ap + ap > 0 (resp< 0) nous avong = ¢ (respe = —¢), sinon on démontre
queg¢ > |¢|, (voir Caraffa[7]).
Il s’en suit que

2

([ sieav)’ < ([ sworav)’

I(¢) = /V APV — /V a()[Vp2dV + /V h(z)p?(z)dV = I(9).

et
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En conséquence il existe< 1 aveck¢ € Hs, k¢ £ 0, tel que

S (ko) < J(p)-

Donc la solutionp, de notre probléme est non négative (resp non positive, dans ce
cas on raisonne sury, ). D’apres le principe du maximum ceci entraipg > 0.

D’ou on peut prouver que, > 0 pour tout g. Par conséquent la fonctiprimite

p.p d’'une suite de fonctions 0 est en conséquence0 et enfin d’aprées le principe

de maximum on conclut que > 0.

2.3 Applications du théoreme 1.

2.3.1 Application aux variétés riemanniennes compactes de dimen-
sion n>6.

Théoréme3 Lorsque n>6, si en un point P ot f admet un maximu(®,)C'(n)+
R(P) 4+ C(n ) (P) > 0 alors (E) a une solution) € Hy.

Démonstration:

Considérons un systéme de coordonnées norméjég?,y3,...,y") géodé-
siques centré e € V un point ou f est maximum. Lorsque n>6 faisons un
développement limité dé(\yy) pourk — 0, avec la suite

(n 4)

(2.16) Aor = A1) (r2+k%)~ ,

ici A(r) est une fonctio”'> égale a 1 suB,(¢) (0 < 2¢ < d le rayon d'injectivité
deV)etOsurV \ By,(2e).

Nous réprenons les calculs qui ont été faits dans Caraffa[7].

Pour le dénominateur d&; = J ()|, (p)

/f YAgp)N = Entn 1,;1 lx{f(P)—nk_?Q{%+f(?R”

et donc

(2.17) </B f(x)(As%)N>n =

= (%f(P)>_T x {1 + kzn?n_—t) {2?(];) i ]6%} }




Quand au numérateur nous avons montré que:

n_y

Wn—11r
e n(n = 2)(n+2)(n — 4)x
_ 2| 4= Da(P) R(n? + 4n — 20) ;
{1 ¢ [(n_6>(n—2)(n+2) 6(n—6)(n—2)(n+2) +O(k)}
Il s’en suit que
nn+2)(n—2)(n—4) =z 5 Aln — DalP
g = M t2)( = ) )wéf(p)—m{l_kz[((n_é)<n_>2)<(n>+2)+
R(n? + 4n — 20)  n—4 Af R N
6(n—6)(n—2>(n+2)> n(n —2) (zf(p) * 6) Otk )} -
= Ky2f(P)~% ><{1 2 [a(P)Cl(n) + R(P)Ca(n) + cg(p)%} . O(k3)}
avec . _ Ci(n) _ 2n(n-—1) 0
(n)_CQ(n)_n2—2n—4> ’
n—4
03__2n(n—2) <0
et

_9 Ingilwn—l "
K;“=nn+2)(n—2)(n—4) (f) -

_nm+n-2mn-1)
_ - :

n_
car w, =2""tw, 12 .

Nos calculs montrent que:
Ty — K> f(P)™%

et que les intégrales suBs.\ B. ne perturbent pas les développements limités,
comme précisé dans Caraffa[7]. On conclut digyy) — K;Qf(P)‘W.
Dol v < K;2f(P)~~. Linégalié du théoreme 1z < K;2f(P)~~ est

vérifiée s'il existe un poinf’ ou f est maximum tel que

R(P) 4 a(P)C(n) + C(n) A S

a n n)—r—— ,
f(P)

avecC < 0. En conséquence, d'apres le théoréme 1, il existe une solution non
triviale de I'équation (E).
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2.3.2 Application aux variétés riemanniennes compactes de dimen-
sion n=6.

Théoréme4. Lorsquen = 6, s'il existe un pointP? € V ou R(P) > —3a(P)
alors (E) a une solution) € Hs, quelle que soit la fonction f(x) partout positive.

Démonstrationiorsque n=6, un développement limité de\y;) pourk —
0 avec la suite définie en (2.16) montre que I'expression du dénominateur pour
n = 6 reste le méme que pour> 6 et donc:

(%ﬂm) o {1 + k2n?n_42) [QfA({J) * % }

1

r
Wn— n%_ 2
[ @0y = St {f<p> _ K [ﬁ+@”_

ca

2kn n—21] 2 6
Par contre I'expression du numérateur.fidorsquen = 6 est:

Wn—1

S (n— 4)2><

{n(n (—nQE(Z)—i- 2)[7?—1 — k2Log <%> [a(P) + %} + O(k:Q)}

avecl! = [7°t9(1 —t)~Pdt
Il s’en suit que

Ji = ;Z;:; (n—4)% x {n(n (_n2z(2)+ 2 I;?

rog (1) o)+ 22] + 00} (%j“ﬂp))T

— K32f(P)F—4k2Log (%) (”g—lf (f(P)L?_l)_% [a(P) + §]+O(k2).

En conséquence lorsqée— 0

JOpr) — K32 f(P)73,
d’ou nous avong < K;Qf(P)‘% s'il existe un pointP tel que
R(P) > —3a(P).

D’aprés le théoreme 1 il existe alors une solution non triviale de I'’équation (E).
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Chapitre 3

Existence et non-existence d’une
solution u pour le probleme (P)
sur (W,,g), variété riemannienne
compacte a bord .

3.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre nous établissons [dlr,,g), une variété rieman-
nienne compacte,; > a bordoW, des théorémes d’existence et de non-existence
de solutionsu € C*>*(W) (ou C*°(W)) du probléme elliptique du quatriéme
ordre avec données au bord:

P) A2y + Vi a(x)Viu] + h(z)u = A f(z)ulu|N 2 surW,,

Aulow =Ylow  ulow =1,

~ etn sont deux fonction€>° sur (W ,g), N = %, A est un réel & déterminer,
a(x), h(x) et f(x) comme précédemment.

3.2 Sur la meilleure constante dans les inégalités de So-
bolev pour les espacesl} (W) et H (V).

Nous montrons ci-dessus des résultats sur les meilleures constantes dans les
inégalités de Sobolev pour les espadEy W) et H(W). Le théoréme qui suit
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donne une majoration de(n,q) la meilleure constante dans l'inclusion de Sobo-
lev (H(W) C L,(W)).

Proposition 3. NotonsK; = Kj(n,r) la meilleure constante pour l'inclu-
sion de Sobolev pourRH{ C L,. Alors la meilleure constante pour I'inclusion
HI(W) C (L,W): Ka(n,q) satisfait 'inégalité suivante :

(3.1) [Q(n,q) < 2%K1 (n,r)K1(n,q)

etl =

avecl =1 —
r q p

S|=

_2
=

Q=

DémonstrationD’apres le théoréme 2.21 de T.Aubin[4], lorsque H{ (R"):
(3.2) & lp< Ki(nyr) | Vel
et lorsquep € H{(R")

(3-3) e llr< Ki(n,g) || Ve llg

3=

avec; = 5 —

Soity € Hj(F) avecE = {(x1,z2,...z,) € R™ | z1 < 0}. On peut supposer
¢ € D((E)), ces fonctions étant denses daii$( E). On considére) définie sur
R™ pary(z) = (x) siz € E et(&) = () quandi = (—z1,22,...,2,) € E,
ou (z1,22,...,25) SONt les coordonnées de

Mais . .
10 = ([ forde)” =27 ([ 1Pz )’
| Vo ||,= (/E|V¢|de)% —9 (/IR" |V1ﬁi|rdx>%.

D'aprés (3.2) appliqué a la fonction € H(R™), on trouve que: pour toute
v € Hi(E):

et

1 1
20 |9 [lp< 27 Ki(nyr) || Vi |-
Siy € Hy(E), ¢ = |V4y| € H{(E) etdonc pour, = ; —

p =

2
n

Sl

1
n
1 1
27 @ llr< 20 K1(nyq) | Ve llg -
En conséquence, pour toute Hi(E)

| [lp< 27 K1 (n,q) Ky (n,r) || VIV (o< 27 K1 (n,q) Ko (nor) || V24 ||, -
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Puisque la meilleure constante de Sobolev dans I'inclusi§(iV) c L,(W) ne
dépend pas de la variété mais seulement dedegq, on obtient

(3.4) Ka(nyg) < 27 K1 (n,q) K1 (n,r).

3.3 Enoncé du probléeme (P)

Sur(W,g), une variété riemannien&>* compacte a bor@¥ de dimension
n > 4, on cherche une fonctiom et une constant& solutions du probleme ellip-
tique du quatrieme ordre :

A2y + Vi [a(x)Viu] + h(z)u = Mf (2)u|u)N 2 surW,,
(P)
Aulaw = vlow  ulaw = nlow,
oly etn sont deux fonction&'> sur(W,g), N = % A estun réel a déterminer,
a(x), h(x) et f(x) comme précédemment.
Sous certaines hypothéses nous pourrons prouver I'existence d’'une solution
non triviale de (P). Mais comme I'exposant au deuxieme membre de I'équation

est critique nous devrons considérer (suivant la méthode de Yamabe) des équations
approchées.

3.4 Preuve de I'existence d’une solution, du probleme
(P).
On considére pou < ¢ < N le probléme suivant:

A2+ Vi a(z)Viv] + h(z)v = Af(z) (v + @) v + ¢]972 + g(z) surW,,
(Fy)
Avlgw =0 vlow =0,

ol g ety sont des fonction€> (W) , ¢ # Const etg(z)+Mf (z)p(x)|p(x)| N2 #
0 pour tout\. Soit

(3.5) J,(v) = /W Avf2 dW— /W a(@)| Vo2 dW+ /W h(x)o® dW—2 /W (@) odW

la fonctionnelle associée qui est bien définie puisfde Ly C L.
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On définitA = H, N H, et

Aq = Inf J,(v) pour toutv € A, = {w cA: / z)|w + @|1dW = p,pu > 0}

RemarquesLa J, du problemeF, n’est pas homogeéne.

Lemme 1. Pour toutey € C(W) N H, (W), alors o|dW = 0.

Démonstration:

Si on montre que pour toute fonctian € C(W) [y, ¢gdW = 0, alors
©|0W = 0. Soit{y;};, € D(W) telle quep; — ¢ dansHi. [y, wigdW = 0
évidemment, prenong= 3, f ol f € C?(W). D’aprés le théoréme de Stokes on
aque:

0= / 0i0, fdW = / T [0iV o f] AW = / ViV, fAW+ / P VIV f AWV
ow w w w

—>/ V“¢Vude+/ @V“VMde:/ @0y, fdW
1% W oW

pour la convergence forte dafj .
Par conséquent,y; ¢gdW = 0 pour tout g € C(W), d’ot p|0W = 0.

Théoreme7.Pour2 < ¢ < N, il existe unréel = )\, etune fonction, € A,
solution du problemé’, avecJ,(v,) = A,.
Démonstration:

1) Aq est fini.
D’apres le lemme 3 de Caraffa[7] pour toptl existe une constanté(n) telle
que poun[sup(0,a(z))] < i ona:

(3.6) Jo(®) = = || Av | + [inf (0.h(z)) — sup (0.a@)) Cn)] || v I3

\)

—2sup(|g(x ’/ |v|dW‘

> [inf (0,h(x)) = sup (0,a(x)) C(n) — 2sup(|g(x) )V ol(W)2 ] || v 3=
=—Cilv 3

Pour prouver que, # oo, il faut montrer qued, n’est pas vide.

Sila contraintq: est égale gy, f(x)|p|?dV, 0 € A, alors), < J,(0).

Si nous considérons une famille de fonctiahs,, € DWV), (k,m) € R x N
de sorte que);, ,,, converge dang,, vers la fonctionk — ¢ lorsquem — oo.
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PosonsB,, (k) = [y f(@)|¥k,m + ©|9dW pour toutk € R. On ag,,(0) =
S F(@)|bom + ©|9dW — 0, d’ot pour un m que 'on choisit3, (0) < &.
Maintenant lorsqué — +oo, 3, (k) — +o00. Donc la fonction,, (k) va de§
a I'co. En conséquence, il existe értel ques,, (k) = .

i) Soit {v;} € A, une suite minimisante :
limZ'*)OOJq(Uz’) = )\q.
Nous voulons montrer que la suife; } est bornée dand»(17).0On a

2
q

_2 _
B7) i B il Vol(W)' ™5 < (| vi+ ¢ llg + I ¢ llg)* Vol(W)!

IN

. -1 1 2 -2
{linf f@)) 75wt | @ llg} suplLVol(W)]'"X < Cy
car )
1 q 1
inf F@)F i+ 1= ([ S@ito) + i) av =
et l'applicationg —|| ¢ ||, est continue pou? < ¢ < N donc bornée.
D’apres (3.6) et (3.7):
1 2
Jq(’l)z‘) Z 5 / ‘AUZ’ — 0102

les constante§ et Cy ne dépendent ni deg ni deg.
Pour les termes de la suite tels qli@;) < 1 + ), ceci donne

(3.8) /V Av2dV < 2(14-Ag)+2C1 Co.

De plus
Ainsi nous avons montré que

(3.9) / [Avi[2dV < Cs et || v [|l2< v/Co,
Vv

d’ou la suite{v; } est bornée dan&, par interpolation.

iii) Les théoréemes de Banach et Kondrakov (I'inclusiia(\WW) C Lq(W) est
compacte) entrainent I'existence d’'une fonctignet d’'une sous -suitgv;} C
{v;} telles quev; — v, faiblement dang7, et fortement danéf; et L,.

De la convergence faible dais, on deduit queJ(yp,) < lim;—.ooJ(vj) =
Ag-

50



Par la convergence forte daig: i, f(x)lvg + ¢|%dW = pdotv, € A,
et en consequencg, < J(v,). Ainsi v, réalise le minimum de la fonctionnelle:
Ay = J(vg) €t Avy [o= limi—. || Av; |2, €n cOnséquence,;, — v,
fortement dangis.

iv) v, satisfait I'équation d’Euler du probleme variationnel considéré. Calcu-
lons les différentielles de J et de la contrainte. Soit A,

1 )
(310) 5Dy J() = /W AvgAdsdW — /W () V50,V bdW + /W h(@) o dW

~ [ gtaysd =5, [ @)y + elT 2w, + )vdw,
W w

B, €tant le multiplicateur de Lagrange.
En intégrant par partie on a, avétyyy = 0,

/W {A%q + Via(z)Vug] + h(z)vg — g(x) — Bef(2)|vg + 0|7 *(vg + sO)} YdW

- / AvgOpdW.
ow
v, Vérifie au sens de distribution, sur W
(3.11) A%y + V' [a(2) Vivg] + h(x)vg = By f () (vg + @)lvg + 9" + g(2),
et suroW:Av, = 0.

Poury = v, 0ona

Ao = By [ @+ 0l 20y + v = [ gudy

Donc en genéral, # 3.

En plus il existe unyy < NN tel que pour tout; > gy v, # 0 carv, = 0 n'est
pas solution faible dand de I'équation (3.11).

Si non on auraiy(z) = —fq [y f(2)|¢|?2pdW, ce qui est contraire a I'hy-
pothése pour g voisin de N.

v) La suite{3, } est bornée.
En effet si on additionngy;, f(z)|vy + |97 2(vg + ©)dW aux membres de
(3.10) poury = v, on obtient :

Mot [ @iV + [ F@loy + o120+ o)pdW = fy
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eten conséquence

q—1

(312) Iﬂqléu‘l{Mqlesuzolg(x)l|| ol + ([ F@loy+pliaw) * x

< /Wf(fv)sOquWf} <

g=1
< { Il suplg@) Lo 5 [ s@leltaw | <

car la suite{\,} est uniformément bornéey, | m, < Const ety est une fonction
C>=(W) fixée, ce qui implique que la suifgd, } est bornée.

vi) Régularité poum,.
Commev, vérifie (3.11),v, € C*>*(W) pour un certainv € (01).

On considére maintenant le probleme

A2y + Via(z) V] + h(x)v = Af(x) (v + @) v + |V 72 + g(z) suriv,,
(Pn)
A’U’aWn =0 U‘BWH = 0,

et la fonctionnelle associée:

(3.14) / |Av|? dV — / |Vv]2dV+/ h(z)v? dV — 2/ z)vdV

ol g ety sont des fonction€> (W), p # Const etg(x)+\f(z)p(x)|p(x)| VN2 £
0 pour toutA. On définity = inf.J(v) pourv € Ay ou

AN:{wGA:/Wf(:E)|w+g0|NdV:,u},

A:ﬁflﬁHg.

Théoremes8. Il existe une fonction dand  solution non triviale du probléme
(Pn).

DémonstrationPrenons une suii¢ — N avecy, solution de(F,). Comme
la suite{v, } est bornée danH,, le théoreme de Banach nous dit qu’il existe une
fonctionv € H, et une sous-suitgy,, } (¢; — N) telles quey,, — v faiblement
dansH,, fortement dangi; et donc dand., (théoréme de Kondrakov). et p.p.
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D’apres la convergence faible pour taute A

/ A Avy, dW — / 2)VP OV v W + / h(a)ipug, dW — 2 / 2)odW

. / A AvdW — / 2)VY Y, 0dW + / h(z)bodW — 2 / g(@)vdW.

De plus
/ f(@)(vg, + @)|vg + T 2pdW — / F@) (0 + o)+ p|N2pdW
W w

car nous avons convergence faible(dg + ) |vy, +¢|% 2 vers(v+)|v+ ¢V 2
dansL N d’apres un théoreme bien connu (Aubin[4] p79).

En effet comme la suite;, — v p.p et{v,, } est bornée dank A\
N—1

7 i—1 1
I 0g, v, |72 1| =l v, 1 n < 1+ Nl v, INT'< Co [l vg, I, ' +1 < Cr,

N-1
(vg,)|vg, %72 — (v)[o[ =2 p.p.

1_1 i—1
I (v, + @)lvg + @72 | < vg, + @l 1IN < (I vg, v + 1l )" <

< Cs (| vg; Nl + [l ¢ ll2)* ™" < Co.
Nous avons montré que la sufte,, + ¢} est bornée dand,. Ainsiy € Hy C
Ly = (LL) . f1b € Hy puisquef(xz) € C* d'ou
N-1

/ F(vg, + )lvg; + % 2dW — / Fo@+ @) + oV 2w
w w

La fonctionv vérifie au sens faible danéle probleme (P) avee, = limg, . N3y,
(ou d’'une sous-suite) puisque la Su{imli}2<qi<N est uniformément bornée d’aprés
(3.12).

Théoréme9. Le probleme (P) est équivalent au problefi ) avecu = v+,
ol € C est la solution de I'équation du deuxiéme ordre:

Ap(z) =~(z) dans W,
(@)

o(x)ow, = n(x)|ow, -

v est alors la solution du problémey ).
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DémonstrationEn effet si on pose = v + ¢ le probleme (P) devient:

A2v + Vi a(z)Viv] + h(z)v = Af(2) (v + @) v + o[V ~2 + g(z) suriv,,
(P)
Avlow = vlow, =0,
ou la fonction—g(z) = A2p + V' [a(x)V,p] + h(z)ep.
Sous I'hypothésg(z) + \f(z)e(z)|p(x)|V =2 # 0 on a montré que # 0 et

donc la fonctioru = v + ¢ solution du probleme (P).
Sig(x) + Af(z)e(x)|p(x)|V~2 = 0 alorsu = ¢ est la solution cherchée.
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